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1. INTRODUCCION

Detras del aparentemente simple hecho de buscar
una solucion al problema de la representatividad de las
diversas opciones que los partidos politicos ofrecen a
la ciudadania en aquellos paises en los que esta
asentada una democracia, se oculta un problema, en
apariencia simple, pero complejo desde el punto de
vista matematico, que es el de distribuir los escafios de
un Parlamento de acuerdo con las preferencias que los
ciudadanos expresan en las consultas de caracter
politico.

Los sistemas de representacion democratica exigen
un metodo de seleccion justa de un pequefio nimero de
individuos que representen a una mayoria de los ciu-
dadanos.

Un sistema electoral es una herramienta constitu-
cional utilizada para resolver el problema anterior que
transforma los votos de los ciudadanos en un cierto
reparto del nimero de escafios.

Aunque detras de todos los sistemas electorales
estd la idea de que el reparto de escafios sea propor-
cional al niimero de votos que obtiene cada grupo
politico, al ser el nimero de escafios muy inferior al de
votos y al ser necesariamente este un numero entero,
se produce un desajuste —un problema de redondeo—
a la hora de asignar las partes no enteras sobrantes de
los escafios a alguno de los partidos politicos en liza.

A lo largo de la historia se ha propuesto una gran
variedad de procedimientos o sistemas electorales
(mas de 300). El adoptar uno de ellos ha dependido de
la historia, de la herencia y de los debates politicos de

cada pais sobre todo en los dos ultimos siglos y la
reforma electoral es un tema que afecta por igual a las
nuevas democracias como a las mas antiguas.

El disefio de sistemas electorales nuevos es algo tan
dificil como elegir uno de entre los muchos que actual-
mente existen. En su eleccion suele haber factores cul-
turales e historicos, ademas de intereses politicos, a
veces espureos. De modo que la eleccion de un sistema
electoral no puede considerarse como una decision
imparcial o insesgada. Las votaciones per se no son
garantia de equilibrio ya que el procedimiento elegido
puede producir diferencias radicales en los resultados
de la votacion.

La ingenieria electoral se ocupa del disefio. el
andlisis y la seleccion de procedimientos que se suelen
utilizar para transformar votos en escafos (férmulas
electorales), que constituyen el grueso de cada sistema
electoral.

Algo que no podemos olvidar es que no hay sis-
temas electorales perfectos. No se puede disefiar nin-
gun sistema electoral que satisfaga todas las propie-
dades dictadas por el sentido comun. Esto seria una
version electoral del famoso teorema de imposibilidad
de Arrow (1951). Asi pues, la eleccion de un sistema
electoral apropiado se reduce a elegir un cierto subcon-
junto de aquellas propiedades que se consideren fun-
damentales.

En este articulo nos referiremos basicamente al
modelo espaiol y al de las Comunidades Auténomas,
seflalando de paso brevemente algunos comentarios
sobre otros procedimientos que se aplican a otros
paises. Siguiendo el mandato constitucional de atender
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a criterios de representacion proporcional, analizare-
mos estos criterios desde la perspectiva de los pro-
blemas de optimizacién con nimeros enteros.

De hecho, las llamadas formulas electorales no son
féormulas matematicas en el sentido tradicional, sino
que son algoritmos que con el input de la distribucion
de votos generan un output que es el reparto de los
escafos, utilizando para ello operaciones elementales.

Desde el punto de vista matematico, veremos que
una formula electoral es simplemente un algoritmo
disefiado para minimizar una cierta funcion de costo.
En particular, las formulas de representacion propor-
cional son algoritmos eficientes para resolver un
problema de optimizacion con una funcién objetivo
especifica. Estas funciones objetivo, distintas para
cada formula, representan de hecho diversos indices
de proporcionalidad. A estos los podemos considerar
como los criterios ocultos sobre los que se basa cada
una de las formulas.

Este modo de enfocar el problema nos proporciona
un susbstrato teorico de las conocidas formulas de re-
presentacion proporcional y nos permite estudiar los
puntos débiles de muchas de las metodologias usuales
en el analisis de los sistemas proporcionales.

No tratamos aqui los sistemas mayoritarios
—donde el candidato mas votado es elegido en su dis-
trito— como los usados sobre todo en los paises
anglosajones como Gran Bretafia, Estados Unidos,
Nueva Zelanda y también en Italia. En Francia, sin
embargo, se usa el sistema de doble votacion.

2. EL MANDATO CONSTITUCIONAL

Reproducimos aqui el articulo de la Constitucion
espaiiola referido al modo de elegir los representantes
de la Camara Baja. Como puede comprobarse, el
articulo 68 no es muy explicto a la hora de fijar el
método de reparto de los Diputados, salvo la referen-
cia a que sea proporcional. La descripcion por-
menorizada del procedimiento electoral vigente en
nuestro pais se desarrolla en los articulos de la Ley
electoral, que reproducimos en el Apéndice A de este
articulo.

TITULO III
De las Cortes Generales
CAPITULO PRIMERO
De las Camaras
Articulo 68.

1. El Congreso se compone de un minimo de 300
y un méaximo de 400 Diputados, elegidos por
sufragio universal, libre, igual, directo y secre-
to, en los términos que establece la ley.

2. Lacircunscripcion electoral es la provincia. Las
poblaciones de Ceuta y Melilla estaran repre-
sentadas cada una de ellas por un Diputado. La
ley distribuird el numero total de Diputados,
asignando una representacion minima inicial a
cada circunscripcion y distribuyendo los demas
en proporcion a la poblacion.

3. La eleccion se verificard en cada circunscrip-
cion atendiendo a criterios de representacion
proporcional.

3. METODOS PROPORCIONALES

La eleccion de los representantes del Congreso de
los Diputados en Espatfia, o dentro de cada Comunidad
Auténoma del correspondiente Parlamento, comporta
dos problemas de asignacion proporcional, a saber: el
reparto del total de los escafios del Parlamento por
provincias y, dentro de cada provincia, el posterior
reparto de los correspondientes escafios entre los par-
tidos politicos concurrentes. Cada uno de ellos se
resuelve por métodos diferentes tal como se establece
en la ley electoral.

3.1 El Método de los Restos mayores

Se utiliza para obtener la distribucion de los
escafios entre las provincias, aunque previamente se le
aplican ciertas restricciones, a saber: a las ciudades
automas de Ceuta y Melilla se les asigna un escafio a
cada una, y el resto de las provincias recibe automati-
camente dos escafios cada una. La asignacion del resto
de los escafios se hace mediante el método de los
Restos Mayores.
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Figura 1. Modelo de caja negra que describe la transformacién de votos v, ..., v, ..., v, en escafios sy, ..., s;, ..., s,, de modo que

suman un total de 2'_7 s, =S escanos.
i=1 1
3.1 El Método de los Restos mayores

Uno de estos métodos, conocido como ley o méto-
do de d’Hondt, se aplica a la asignacion de escaiios a
los partidos dentro de cada provincia, con la restric-
cion de que se excluyen aquellos partidos que no
obtengan un minimo del 3 % en cada distrito electoral.

Estos dos métodos son casos particulares de lo que
se conoce como problemas de asignacion proporcional
entera, que se describen en la seccion siguiente.

4. EL PROBLEMA DE LA ASIGNACION
PROPORCIONAL ENTERA

Entre estos problemas, ademas de los dos especifi-
cados de la distribuciéon de escafios entre provincias y
la asignacioén de escafios a los partidos politicos, se
incluirian otros muchos como, p. ¢j., la asignacion de
centros escolares en proporcion a la poblacion, o
muchos de los problemas de asignacion de recursos en
Economia.

La descripcion matematica de todos estos pro-
blemas es la misma y se conoce con el nombre de
modelo de urnas (o cajas) y bolas.

Adaptado a nuestro contexto, supongamos que hay
que repartir una cantidad de escafios S entre n forma-
ciones politicas a partir del nimero de votos v,,..., v,
que recibe cada partido. Si sy,..., s, representa el
numero de escafios asignados a los partidos 1,..., n, un
método de asignacion proporcional determina los
numeros enteros sy,..., s, de modo que los cocientes
$,/Vy,..., s,/v, sean lo mas parecidos entre si.

1

Si definimos las cuotas ¢,,..., ¢, asociadas al
numero de votos v,,..., v, como la parte del nimero de
escafios proporcional al nimero de votos

— vi — vi
%= v1+...+vnS =7S
y si estas cuotas fuesen nimeros enteros, que necesari-
amente suman S, tendriamos resuelto el problema pues
entonces la solucion seria s5;=¢; ya que los cocientes
s,/v,=8/V, donde V =v,+..+v, seria el total de
votos.

En general, las cuotas no son nimeros enteros por
lo que una solucién al problema de asignacion propor-
cional entera consistird en encontrar unos nimeros
enteros s, ..., s, proximos a las cuotas y que sumen S.

Pero, de manera natural, surge la pregunta de
;,como se pueden construir métodos de asignacion pro-
porcional entera?

Historicamente se han utilizado esencialmente dos
métodos, a saber: el de los restos mayores y los
métodos basados en divisores.

Estos métododos parten de una idea simple y, como
veremos, terminan siendo la solucidon de un problema
de optimizacion en nimeros enteros.

Todos los métodos propuestos tienen ciertas ven-
tajas e inconvenientes. De hecho, no existe ninglin
método comunmente aceptado por todos ni puede
existir un método de asignacion proporcional que sa-
tisfaga una lista de propiedades razonables, como
demuestra el teorema de imposibilidad de Balinski y
Young (1982).

Como cabe esperar, la relacion existente entre los
métodos de asignacion proporcional y los métodos de
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optimizacion permite profundizar en las propiedades
de estos métodos y, de este modo, abre el camino para
introducir nuevos métodos potenciales de asignacion
proporcional mas razonables que los actuales.

A continuacion, pasamos a describir el primero de
los métodos de asignacion proporcional.

5. ELMETODO DE LOS RESTOS
MAYORES

5.1 Descripcion del método

Se asigna, en primer lugar, a cada partido la parte
entera de su cuota [g,]; a continuacion, se ordenan de
mayor a menor los restos gi—[gi] y se asigna un
escafio mas a cada uno de los partidos con mayor resto
hasta completar los S escafios.

Una de las ventajas de este método es que satisface
la propiedad de verificacion de la cuota, a saber, que
las soluciones s,,..., s, difieren de la cuota en menos
de un escafio, es decir |g,—s,|<1.

Sin embargo, tiene algunas desventajas, como la de
que no es necesariamente monodtono respecto de la
asignacion de escafios, lo que se conoce con el nombre
de Paradoja de Alhabama, tal como se explica a con-
tinuacion.

Tampoco es necesariamente monotono respecto de
la asignacion de los votos, lo que se conoce como
Paradoja de los votos: Puede ocurrir que, al comparar
dos elecciones distintas, un determinado partido haya
obtenido mas votos pero menos escafios.

* La Paradoja de Alhabama

En 1881, el método de los Restos Mayores fue muy
criticado por lo que, en su momento, el Congreso de
los Estados Unidos lo eliminé debido al hecho de que
el estado de Alhabama que tenia derecho a ocho repre-
sentantes cuando el tamafio de la cdmara era de 299
escafios paso a tener siete cuando cuando el nimero de
representantes se aument6 a 300, habiéndo mantenido
los estados la misma poblacion.

* La Paradoja de los estados nuevos

En 1907, Oklahoma se convirtié en un nuevo esta-
do y se le asignaron 5 representantes en base a su
poblacioén, con lo cual el total de representantes paséd
de 386 a 391. La entrada de este nuevo estado produjo
cambios colaterales inesperados. En concreto, y sin
razon aparente, un escafio que previamente se habia
asignado a Nueva York pasé a engrosar los del estado
de Maine, de modo que Nueva York pasé de 38 a 37
escafios mientras que Maine pasé de 3 a 4 escafios.

Podriamos pensar que las paradojas son simple-
mente cuestiones puramente académicas o bien que
pudieran ser sucesos o acontecimientos histéricos
raros o poco probables: no osbtante, para bien o para
mal, pueden tener implicaciones politicas de enorme
importancia.

La mayoria de los debates parlamentarios sobre los
métodos proporcionales se produce por la designacion
de un solo escafio. En 1991, los distritos de Montana y
Massachusetts presentaron alegaciones contra la cons-
titucionalidad del método de las Proporciones Iguales
o de Hill-Huntington, que habia estado en vigor
durante mas de 50 afios. Ambos propusieron métodos
alternativos basados en el censo de 1990 pero el
Tribunal Supremo confirmo6 la constitucionalidad del
método.

5.2 Ejemplo de aplicacion del Método de los Restos
Mayores

Presentamos un caso real tomado de las elecciones
autonomicas catalanas celebradas el 16 de noviembre
de 2003. Los datos corresponden a la provincia de
Lérida y el total de escafios que habia que repartir o
asignar era de 15. Aunque para la asignacion real de
escafios se utiliza la regla d’Hont, a continuacion oftre-
cemos la asignacion que resultaria de aplicar a estos
mismos datos el método de los restos mayores, para
comprobar que puede haber diferencias sustanciales
entre los dos métodos.

En la Figura 2, se muestra el resultado de aplicar el
método de los restos mayores para obtener la asig-
nacion de los 15 escafios. Como se puede comprobar,
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Figura 2. Ejemplo del funcionamiento del método de los restos mayores a la asignacién de escafios en un caso real.

en la primera iteracion se asignan 13 de los 15 escafios,
de modo que son necesarias dos iteraciones mas para
asignar el total de los quince escafos.

El resultado de la aplicacion de este método con-
duciria a la asignacion que aparece en la ultima fila,
que consistiria en asignar 6, 3, 3, 2 y 1 escafios a los
partidos politicos CiU, PSC, ERC, PP ¢ ICV, respecti-
vamente. Sin embargo, la asignacion real que se obtu-
vo aplicando la ley de dHondt fue de 7, 4,3, 1 y 0
escafios para CiU, PSC, ERC, PP e ICV, respectiva-
mente.

El resultado anterior, que compara ambos métodos,
revela un hecho frecuente y bien conocido —y tam-
bién muchas veces criticado—, que es el que la regla
d’Hont tiende sistematicamente a favorecer a los par-
tidos mayoritarios en detrimento de las minorias.

6. METODOS DE LOS DIVISORES

En realidad, no se debe hablar de un solo método de
los divisores sino que estos constituyen toda una clase
de procedimientos de asignacion proporcional, depen-
diendo del criterio divisor que se utilice. Varios de los
métodos mas utilizados en la practica se enumeran en
la Tabla 1.

6.1 Descripcion de los métodos

Cada uno de los métodos se asocia con un criterio
divisor. Un criterio divisor es una funcion real d(s)
definida sobre los numeros enteros s=0, 1, 2,... de
modo que satisfaga las condiciones

0<d(0)<l<d(1)<2<..
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Tabla 1. Ejemplos de los métodos de divisores.

Métod Divisor Sucesion de Criterio Pai
See n-simo divisores Div. d(s) des

Belga (n+1)/2 1,15,2,25, .. Bélgica
d’Hont n 1,2,3,4, .. s+1 Espafia*
Sainte-Lagué 2n—1 1,3,5, 7, .. s+1/2 Dinamarca**
Sainte-Lagué B 0.71,2.14, 3.57, Noruega,
modificado (10 5)/7 5,643 .. Suecia
Proporciones 0,141,245,
iguales Vn(n*l) 3.46,447, .. VS(S +1) USA
Adams
Divs. pegs. (n—1)  |0,1,2,3,4, .. s

* Ademas de en Espafia, la ley d'Hont también se emplea en Austria, Bélgica, Finlandia, Islandia, Portugal, Holanda, Suiza y Francia

(solamente se empled en el afio 1986).
** En Dinamarca se empled durante el periodo 1945-1953.

d(0)<d(1)<d(2)<...

A continuacién, una vez fijado el criterio divisor,
paracadai=1, 2,..., nyparacadas=0, 1,..., S se cal-
culan los cocientes

se eligen los S mayores y se asignan a los respectivos
partidos. Si hay empate, la ley electoral correspondi-
ente decide el método de asignacion (véase el ejemplo
de la Figura 3).

6.2 Algunos casos particulares

El Método de d’Hondt, introducido por Jefterson
para el reparto de escafios del Congreso de los Estados
Unidos en 1794 y el mas utilizado en Europa, a pesar
de que se le haya criticado por ser el menos propor-
cional de todos. En Bélgica se atribuye al juriconsulto
Victor d’Hondt la creacion del método. El criterio divi-
sor correspondiente es: d (S ):S +1.

El Método Sainte Lagué, introducido por el
matematico francés del mismo nombre en 1910
—aunque Webster lo habia sugerido algunos afios
antes— como alternativa al método de Jefferson que
favorecia a los grandes estados. El criterio divisor co-
rrespondiente es: d (S ):s +5.

El Método de los Divisores Pequefios, desarrollado
por Adams, se puede considerar como la antitesis del
de d’Hondt ya que tiende a favorecer a los partidos
pequefios. No se suele utilizar en Europa. El criterio
divisor correspondiente es: d(s)=s.

Obsérvese que, en este caso, como d(s)=0 todos
los cocientes c,, = +eo, lo que implica que cada partido
obtiene al menos un escafio.

Una ventaja importante de todos los métodos de
divisores es que son mondtonos pero no necesaria-
mente verifican la propiedad de la cuota.

6.3 Propiedades deseables que debe satisfacer un
criterio de asignacion proporcional entera

Aunque ya hemos mencionado algunas de las ven-
tajas e inconvenientes de los métodos que hemos con-
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Elecciones 2003

Ley D'hont Ley D'hont

1 ]2/{3 |4]]s 8|7 <VOLVER  CONTINUAR > 1/[2l|3/[4|s[6![? <VOLYER  CONTINUAR >
En la convocaloria de elecciones se determinard el ndmero de concejales a elegir y que Se hace el recuento de volos y se ordena en una columna, de mayor a menor, la cifra de volos oblenidos
servira de base para las listas el AHuesca le el 21

Municipio: Huesca (Elecciones municipales de junio de 1999) Municipio: Huesca (Elecciones municipales de junio de 1999)

Concejales a elegir: 21 Concejales a elegir 21

Volos validos: 21.954 Volos nulos: 229 Volos en blanco: 888 Volos 2 candidaturas: 21.066 Volos validos: 21.954 Volos nulos: 229 Volos en blanco: 888 Volos a candidaturas: 21.066
Candidaturas Votos % Valido Candidaturas Votos % Valido

PSOE Partido Socialista Obrero Espariol PSOE Partido Socialista Obrero Espariol 6.808 31,01%

PP Partido Popular PP Partido Popular 6.639 30.24%

CHA Chunta Aragonesista CHA Chunta Aragenesista 319 | 14.21%

PAR Partido Aragonés PAR Partido Aragonés 2.966 13,51%

w Izquierda Unida de Aragon w Izquierda Unida de Aragén 1.138 5,18%

ARTA AG. Regeneracionista del Territorio Altoaragenés ARTA AG. Reg i del Territorio ¢ 362 1.65%

PH Partido Humanista PH Partido Humanista 34 0.15%

Elecciones 2003 Elecciones 2003

Ley D'hont Ley D'hont
1|2 f3 [4/]s/[8][? <VOLVER  CONTINUAR > Uil sl |2 SYULVER} [CONTRARR'S
No se tendran en cuenta las que no hayan el 5% de los votos emitidos Se va dividiendo el total de volos obtenidos por 1, 2. 3... hasta un ndmero
: igual al de ala on. En este caso 21
icipio: Huesca de junio de 1999)
Concejales a elegir: 21 ’ Votos  votos/1  votosi2  votos/3  votos/4 votos/5  votos/6  votos/7
Volos validos: 21.954 Volos nulos: 229 Volos en blanco: 888 Volos a candidaturas: 21.066 PSOE 6.808
- s PP 6.639
Candidaturas Votos “ Valido CHA 3.119
PSOE Partido Socialista Obrero Esparicl 6.808 31,01% PAR 2.966
PP Partido Popular 6.639 30.24% Y 1.138
CHA Chunta Aragonesista 3.119 14,21%
PAR Partido Aragonés 2.966 13,51% votos/8  votos/9 votos/10  votosi11 votos/12 votos/13  votos/14
w Izquierda Unida de Aragon 1.138 5,18% PSOE
ARTA——AG..Regeneracipnista.del-Territoric Altoaragunés—— -362—1 T65%" PP
PH———Partido-Hurmanisia S = e CHA
PAR
Y]
votos/15  votos/16  votos/17  votos/18 votos/19 votosi20 votos/21
PSOE
PP
CHA
PAR
Y

Elecciones 2003 Elecciones 2003

Ley D'hont Ley D'hont

1/|2/{3[4/[s/[8][7 <VOLVER  CONTINUAR > 1/12/[3 |4]|s/[s][? <VOLVER  CONTINUAR >
Seva i el lolal de volos por 1, 2. 3. hasta un numero El nimero de concejales se alribuye a las candidaturas
igual al de ala circ 1on. En este caso 21 que oblengan los cocientes {obtenidos en cada division)

mayores, alendiendo a un orden decreciente

Votos- votos/1  votos/Z  votos/3 votos/5 votosi6  votos/7 Votos- votos/1  votosiZ  votos/3  votos/4 votos/5  votos/6  votos/7
PSOE 6.808 5.808 9 1.361 1.134 a72 PSOE 6.808 6.808 3.404 2.269 1.702 1.361 1.134 972
PP 6.639 2213 1.327 1.106 948 PP 6.639 6.639 3.319 2.213 1.659 1.327 1.106 948
CHA 3.119 1.039 519 445 CHA 3.19 3.19 1.559 1.039 779 623 519 45
PAR 2.966 988 494 423 PAR 2.966 2.966 1.483 9288 741 593 494 423
1] 1.138 379 189 162 [} 1.138 1.138 569 379 284 227 189 162
votos/8  votos/9  votos/10  votos/11 votos/13  votos/14 votos/8  votos/9  votos/10  votos/11 votosi12 votos/13  votosi14
PSOE 851 756 680 618 523 486 PSOE 851 756 523 486
PP 829 737 663 603 510 ara PP 829 737 510 474
CHA 389 346 an 283 239 222 CHA 389 346 239 222
PAR 370 329 296 269 228 21 PAR 370 329 228 21
w 142 126 13 103 87 81 1l 142 126 87 81
votos/15 votos/16 votos/17  votos/18 votos/19 votosi20 votes/21 votos/15 votos/16  votos/17 votos/18 votos/19 votosi20 votosi21
PSOE 3 425 400 358 340 324 PSOE 400 378 358 340 32
PP 414 390 349 316 PP 390 368 331
CHA 194 183 184 148 CHA 183 173 155 148
PAR 185 1 141 PAR 174 164 148 141
Y] 7 54 11} 66 63 56 54
Ley D'hont
1/]2/[3] 4|5 [6] 7 < YOLVER
En caso de empale: cuando en la relacion de dos corr a

dislintas candidaluras, el escafio se atribuird a la que mayor nimero lolal de volos hubiese
oblenido. Si hubiera dos candidaturas con igual nimero total de votos, el primer empate se
resolvera por sorteo y los sucesivos de forma alternativa.

PSOE & & &4 & & & 7 concejales
PP sALdiaal

CHA & &4 &3

PAR & & &3

w &

Figura 3. Ejemplo real de aplicacién de la ley d"Hont. Obsérvese que, en este caso, el corte para quedar excluido de la asignacién de
escafnos se situa en el 5% en vez del 3% que dicta la ley electoral.
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Tabla 2. Comparacién entre los métodos de los Restos Mayores y el de d’Hondt.

N° de escaiios  Restos Mayores d’Hondt
1 (0,1,0) (0,1,0) (0.31, 0.62, 0.06)
2 (1,1,0) (0.2,0) (0.63, 1.25, 0.13)
3 (12,0) (12,0) (0.94, 1.87, 0.19)
4 (13.0) (13,0 (1.25,2.49, 0.25)
5 (13.1) (1,4,0) (1.56,3.12, 0.32)
6 (2,4,0)* (2,4,0) (1.88,3.74, 0.38)
7 2,4.1) (2,5.,0) (2.19, 4.36, 0.45)
8 2,5.1) (2,6,00** | (2.50,4.99,051)
9 (2,6,1) (2,7.00** | (2.82,5.61,057)
10 (3,6,1) (3,7,0) (3.13, 6.23, 0.64)

* Esta asignacién no verifica la propiedad de monotonia.
** Estas soluciones no verifican la cuota.

siderado, nos planteamos ahora el problema mucho
mas interesante de abordar el estudio de los métodos
de asignacion proporcional desde el punto de vista
axiomatico, es decir, de los principios que son
deseables que verifique un criterio de asignacion pro-
porcional. La conclusiéon es —como por otra lado
cabria esperar, dada la diversidad de métodos y las
criticas que todos han recibido— decepcionante y nos
conduce al siguiente teorema de imposibilidad, similar
en espiritu, al famosos teorema de imposibilidad de
Arrow.

Teorema de imposibilidad (Balinski y Young,
1982). No existe ningln criterio de asignacion que
cumpla simultaneamente las cuatro propiedades o
axiomas siguientes:

1. Verificaciéon de la cuota: Ninguna de las dife-
rencias entre escafios y cuotas debe ser superior
a la unidad.

2. Monotonia respecto de los escaiios: Al aumen-
tar el nimero de escafios S ningln partido debe-
ria recibir menos escafios, para una asignacion
fija de votos.

3.  Monotonia respecto de los votos: Al comparar
los resultados de dos elecciones, si el nimero de
votos de un partido aumenta y el de otro dismi-
nuye, no deberia ocurrir que el primero tuviera

menos escafios y el segundo mas que los que
tuvieran anteriormente.

4. Homogeneidad: La solucion no se altera si los
numeros de votos se multiplican por un factor
A>0.

6.4 Comparacion entre los métodos de los Restos
Mayores y el de d’Hondt

A modo de ejemplo —que ademas ilustra alguna de
las paradojas y senala la posibilidad de que se incum-
plan algunos de los axiomas anteriores—, supongamos
que el namero de votos obtenidos por tres partidos A4,
By Cson 99, 245 y 32, respectivamente. La Tabla 2
compara los resultados de asignar uno, dos, ..., hasta
diez escafios a estos partidos, utilizando las férmulas
electorales de los Restos Mayores y la ley de d’Hondt.
En la ultima columna aparecen las cuotas correspon-
dientes. Aparte de las diferentes asignaciones que los
dos métodos producen, se sefialan con con uno y dos
asteriscos, respectivamente, aquellas asignaciones que
incumplen las propiedades de monotonia y de verifi-
cacion de la cuota.

Para estos mismos datos, y como complemento a la
Tabla 2, las Figuras 3a y 3b representan las asigna-
ciones de los escafios a cada uno de los partidos, en
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{0,1, 0}
{1,1,0}
{1,2,0}
{1,3,0}
{1,3,1}
{2,4,0}
{2,4,1}

{2,5,1}

Figura 3a. Comportamiento grafico del Método de los Restos
Mayores. El punto negro representa el reparto ideal.

{0, 1,0}
{0, 2,0}
{1,2,0}
{1,3,0}

JAVAVAVAN (i
/\ /\

{2,5,0}

{2,6,0}
YAVAVAVAVAVAN a0
AN A\ —

Figura 3b. Comportamiento grafico del Método de d'Hondt.
El punto negro representa el reparto ideal.

cada una de las diez etapas de asignacion, en la que se
comprueba visualmente la diferencia entre ambos
métodos y los problemas debidos al incumplimiento
de alguna de las propiedades que deberian satisfacer
los dos criterios anteriormente sefialas. El punto negro,
que representa el reparto ideal, seria la solucion Opti-
ma para un numero de escafios suficientemente
grande, de modo que al hacerse mas fina la reticula
—es decir, al aumentar el nimero de escaflos—, aque-
lla coincidiria con alguno de los puntos de interseccion
de la reticula. Este hecho refleja la idea intuitiva de que
todos los métodos de reparto proporcional coincidirian
si el nimero de escafios fuese suficientemente grande
(se tendria una malla o reticula muy fina), y las propor-
ciones de votos de los diversos partidos no fuesen
demasiado dispares, lo que impediria que hubiese
mayorias o minorias demasido acusadas (ya que, en
estas circunstancias, estariamos demasido cerca de un
vértice).

7. RELACION CON LOS METODOS DE
OPTIMIZACION

Uno de los problemas mas importantes que se nos
plantean en el estudio de los métodos de reparto o asig-
nacion proporcional es saber como se puede medir su
grado de proporcionalidad.

Parece ser un sentir general que el método de los
Restos Mayores es el mas proporcional mientras que el
método de d’Hondt es el menos proporcional. La
respuesta o la explicacidon a este sentir no estd priori
del todo clara; sin embargo, se puede aclarar enfo-
cando el problema de la asignacion proporcional como
un problema de optimizacidén con numeros enteros.

Pero, ¢cudl es la funcidn objetivo que se encuentra
detras de cada uno los métodos de asignacion propor-
cional? La optimizacidon entera nos permite descubrir,
a posteriori, la funcion objetivo que cada criterio mini-
miza.

Este nuevo enfoque del problema original en tér-
minos de las soluciones de problemas de optimizacion
permite disefiar nuevas formulas electorales que co-
rrespondan a ciertas funciones objetivo o medidas de
desproporcionalidad.

El planteamiento del problema de optimizacion
para la asignacion proporcional seria pues el siguiente.

Consideremos n partidos y S escafios. Sea
v={v,..,v,]} el vector de los votos que obtiene cada
partidoy V = 2; v,. El problema de representacion
proporcional consiste en determinar la configuracion o
vector s ={s,...s, } tal que

n
So=s
i=l1

s; 20, entero, para i =1, 2,..., n, (P1)
mas
S, XV,
mas
donde la relacion s, oc v, vi intenta representar el que
los escafios asignados s; sean lo mds proporcionales

posible a los votos obtenidos v;.

Para que el nimero de escafios s; fuese exactamente
proporcional al nimero de votos de cada uno de los
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partidos i=1,..., n, se deberia cumplir exactamente la
igualdad

s; v,

Como la cuota, vii, es generalmente un nimero frac-

cionario, hay que redondearla de algin modo y, por
consiguiente, no hay solucion tinica del problema
(P1).

parai=1,2,.., n

Se puede demostrar que la solucion del problema
(P1) dado por las diferentes formulas de asignacion
son soluciones optimas del siguiente problema de opti-
mizacion

ming(s;v)

PN (P2)
i=1

s; 20, entero, parai=1,2,...,n,

en el que la funcion de costo (/)(S;v) es una medida de
la falta de equidad (o indice de desproporcionalidad)
especifica de cada método, que toma valores no nega-
tivos y generalmente satisface el que d)(s;v):O siy
solo si g, :vl_% paratodoi=1, 2,..., n.

7.1 Métodos de asignacion y sus correspondientes
medidas de desproporcionalidad

A continuacion, damos una lista de varios de los
métodos de asignacion proporcional mas utilizados,
con sus correspondeintes funciones de costo. Obsérve-
se que para un mismo criterio puede haber mas de una
funcidén de costo.

para todo p >1

Meétodo de los Restos Mayores
para todo p>1

(% - %j , donde z* = max (z,0)
Método de d'Hondt<{ = N/

S

14

. . . S, S

Meétodo de Sainte-Lagiie Zs,. 7
i=1 i

Método de las Proporciones Iguales Zv,.(v" - j

. o ~ V.
M¢étodo de los divisores pequefios {max L

i=1,2,..,n S,-

8. EPILOGO

Finalizamos el articulo con unos comentarios refer-
entes a las consecuencias que tiene la ley electoral
vigente y, de paso, sefialamos alguna posibilidad de
mejora de ésta conducente a aumentar el grado de pro-
porcionalidad de la misma, sin olvidar la importante y
dificil tarea que supone la modificacion de una ley
electoral, atendiendo a criterios objetivos y no de opor-
tunidad politica que, como es bien sabido y la historia
nos lo recuerda, se pueden volver en su contra en otras
circunstancias.

Un examen global de los resultados de las diez
elecciones generales habidas en nuestro pais muestra
una baja proporcionalidad entre el niumero total de
votos y el numero total de escafos recibidos por cada
partido.

Esta baja proporcionalidad no solamente se debe a
la aplicacion del método de d’Hondt sino principal-
mente a la existencia de muchas circunscripciones
pequenas.

Balinski y Ramirez proponen las siguientes modifi-
caciones a la ley electoral con el objeto de aumentar la
proporcionalidad:
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a) Aumentar el tamafio de la Cdmara al maximo que
contempla la Constitucion (400 escaiios), asignar sola-
mente un escafio inicial por provincia y repartir el resto
mediante el método de Sainte-Lagué.

b) Sustituir el método de d’Hondt para el reparto de
escafos por el método de los divisores con criterio

divisor d(s)zs +2/3.

Por otra parte, Bernardo sugiere sustituir la ley de
d’Hondt por otro criterio que minimice alguna métrica
o distancia entre las cuotas y los escafios como ocurre,
p- €j., con el método de los Restos Mayores.

9. CONCLUSIONES

El teorema de imposibilidad de Balinsky y Young
afirma que no hay ningun método de reparto propor-
cional dptimo.

Por otra parte, la formula electoral ideal ha de ser, a
la vez, facil de entender y de calcular.

El que sea facil de entender es una condicion muy
importante ya que “en un sistema realmente democra-
tico cada elector debe ser consciente y tener una idea
clara de las consecuencias de su voto”.

El segundo requisito, de que sea facil de calcular,
antafio fue importante, pero hoy ya no lo es. Podemos
concluir, por consiguiente, que la eleccion de una
formula electoral es una decision politica importante
que debe compatibilizarse con el mandato constitu-
cional.

El que los métodos de reparto proporcionales se
puedan considerar como un problema de optimizacion
con una determinada funcion de costo ayuda a
entender los pros y los contras de cada uno de los
métodos comunmente usados e, incluso, a disefar
nuevas formulas electorales que minimicen ciertas
medidas de desproporcionalidad o distancia entre la
representacion politica de cada partido medida por
s,/v, y laideal S/V . Otra gran ventaja, es que ademads
permiten que se puedan afiadir restricciones al
problema de optimizacion de modo que fuercen a la
asignacion de escafos resultante a respetar ciertas
propiedades.

De aqui deducimos, como conclusion final, que las
matematicas pueden ayudar a encontrar la solucion al
problema de la asignacion proporcional que mejor se
ajuste a unas determinadas circunstancias politicas,
independientemente de éstas circunstancias y de otros
elementos que pudieran distorsionar la idea que subs-
yace detras del concepto de reparto proporcional.

APENDICE A: LA LEY ELECTORAL

LEY ORGANICA 5/1985, DE 19 DE JUNIO DEL
REGIMEN ELECTORAL GENERAL, MODI-
FICADA POR LA LEY ORGANICA 1/1987, DE 2
DE ABRIL, POR LA LEY ORGANICA 8/1991, DE
13 DE MARZO, POR LA LEY ORGANICA 6/1992,
DE 2 DE NOVIEMBRE, POR LA LEY ORGANICA
13/1994, DE 30 DE MARZO, POR LA LEY
ORGANICA 3/1995, DE 23 DE MARZO, POR LA
LEY ORGANICA 1/1997, DE 30 DE MAYO, POR
LA LEY LEY ORGANICA 3/1998, DE 15 DE JUNIO
Y POR LA LEY ORGANICA 8/1999, DE 21 DE
ABRIL.

CAPITULO III
Sistema electoral

Articulo 161. 1. Para la eleccion de Diputados y
Senadores, cada provincia constituira una circuns-
cripcion electoral. Asimismo, las ciudades de Ceuta y
Melilla seran consideradas, cada una de ellas, como
circunscripciones electorales. 2. Se exceptua de lo dis-
puesto en el parrafo anterior, para las elecciones de
Senadores, a las provincias insulares, en las que a tales
efectos se consideran circunscripciones cada una de las
siguientes islas o agrupaciones de islas: Mallorca,
Menorca, Ibiza-Formentera, Gran Canaria, Fuerte-
ventura, Lanzarote, Tenerife, Hierro, Gomera y La
Palma.

Articulo 162. 1. El Congreso esta formado por tres-
cientos cincuenta Diputados. 2. A cada provincia le
corresponde un minimo inicial de dos Diputados. Las
poblaciones de Ceuta y Melilla estan representadas
cada una de ellas por un Diputado. 3. Los doscientos
cuarenta y ocho Diputados restantes se distribuyen
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entre las provincias en proporcion a su poblacién, con-
forme al siguiente procedimiento:

a) Se obtiene una cuota de reparto resultante de
dividir por doscientos cuarenta y ocho la cifra total de
la poblacion de derecho de las provincias peninsulares
e insulares.

b) Se adjudican a cada provincia tantos Diputados
como resulten, en nameros enteros, de dividir la
poblacion de derecho provincial por la cuota de
reparto.

c) Los Diputados restantes se distribuyen asig-
nando una a cada una de las provincias cuyo cociente,
obtenido conforme al apartado anterior, tenga una
fraccion decimal mayor.

Descripcion del método de los restos mayores

4. El Decreto de convocatoria debe especificar el
numero de Diputados a elegir en cada circunscripcion,
de acuerdo con lo dispuesto en este articulo.

Articulo 163. 1. La atribucidén de los escafos en
funcidn de los resultados del escrutinio se realiza con-
forme a las siguientes reglas:

a) No se tienen en cuenta aquellas candidaturas que
no hubieran obtenido, al menos, el 3 por 100 de los
votos validos emitidos en la circunscripcion.

b) Se ordenan de mayor a menor, en una columna,
las cifras de votos obtenidos por las restantes candi-
daturas.

¢) Se divide el nimero de votos obtenidos por cada
candidatura por 1, 2, 3, etcétera, hasta un numero igual
al de escanos correspondientes a la circunscripcion,
formandose un cuadro similar al que aparece en el
ejemplo practico. Los escafios se atribuyen a las candi-
daturas que obtengan los cocientes mayores en el
cuadro, atendiendo a un orden decreciente.

Aqui se describe un ejemplo practico de aplicacion de
la ley d’Hondt

d) Cuando en la relacion de cocientes coincidan dos
correspondientes a distintas candidaturas, el escafio se
atribuira a la que mayor niimero total de votos hubiese
obtenido. Si hubiera dos candidaturas con igual
numero total de votos, el primer empate se resolvera
por sorteo y los sucesivos de forma alternativa.

e) Los escafos correspondientes a cada candidatura
se adjudican a los candidatos incluidos en ella, por el
orden de colocacion en que aparezcan.

2. En las circunscripciones de Ceuta y Melilla sera
proclamado electo el candidato que mayor nimero de
votos hubiese obtenido.

Articulo 164. 1. En caso de fallecimiento, inca-
pacidad o renuncia de un diputado, el escafio sera
atribuido al candidato o, en su caso, al suplente, de la
misma lista a quien corresponda, atendiendo a su
orden de colocacién. 2. Las vacantes de los Diputados
elegidos en Ceuta y Melilla serdan cubiertas por sus
respectivos suplentes, designados en los términos del
articulo 170 de esta Ley.

APENDICE B: LA TEORIA DE LA
ELECCION SOCIAL

Como complemento de este articulo, ofrecemos
una breve descripcion del teorema de imposibilidad de
Arrow, al que se ha hecho referencia en varias oca-
siones.

Formulacion del problema

Si cada individuo de un grupo tiene un cierto orden
de preferencias entre las diferentes alternativas A, B,
C, etc., ;,coOmo se pueden convertir las distintas prefer-
encias individuales en una sola eleccion para todo un
grupo?

La herramienta basica es la definicion de funcion de
bienestar social, que es una regla o procedimiento de
agregacion que permite ordenar las distintas alterna-
tivas a partir de las preferencias individuales.

Como ejemplos de funciones de bienestar social,
que se han utlizado con profusién se encuentran las
siguientes:

a) El método de la mayoria relativa.
b) El indice de recuento de Borda.

¢) El método de comparacion por parejas.
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A la pregunta de qué propiedades deberia verificar
una funcion de bienestar social razonable, Arrow
(1951) en su historico articulo que adoptaba la per-
spectiva axiomadtica imperante en la época, introdujo
las siguientes como axiomas que una funcion de bien-
estar social ideal deberia satisfacer.

a) Dominio Universal: Cualquier preferencia indi-
vidual es legitima.

b) El Principio de Pareto: Si hay unanimidad en
considerar una alternativa mejor que otra entonces el
procedimeinto de agregacion deberia colocar siempre
la alternativa mejor antes de la peor.

c) Independencia de alternativas irrelevantes:
La ordenacion social de dos alternativas solo depende
de su ordenacion en cada lista individual y no de su
relacion con otras alternativas.

Con estas premisas, Arrow demostro su teorema de
imposibilidad, que enunciamos de la manera siguiente.

Teorema de Imposibilidad de Arrow (1951)

Si hay mas de dos alternativas, cualquier funcion de
bienestar social que cumpla las propiedades anteriores
coincide con las preferencias de un cierto individuo,
que variard segun cual sea la funcion, por lo que ten-
driamos necesariamente una dictadura.

NOTA BIBLIOGRAFICA

En la referencia 4 puede encontrarse una extensa y
reciente bibiografia, clasificada segin los diversos
aspectos que ofrece el tema de las Matematicas de los
Sistemas Electorales, desde las contribuciones funda-
mentales de los pioneros, como Arrow y Black, al
analisis de los métodos proporcionales, pasando por
las reformas electorales, la estabilidad de los gobiernos
y los efectos y consecuencias de los sistemas elec-
torales.
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