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Capitulo 1

Introduccion

En muchas aplicaciones de la vida real relacionadas con los procesos indus-
triales surgen problemas que la Investigacién Operativa engloba bajo el epigrafe
de Problemas de Corte y Empaquetamiento. Por una parte, muchos procesos de
fabricacién producen tableros o ldminas de grandes dimensiones de madera, me-
tal, papel, plastico o vidrio que luego han de ser cortados en piezas més pequenas
para ajustarse a las necesidades de los clientes. Por otra parte, en muchas ocasio-
nes unidades de almacenamiento grandes, tales como pallets o contenedores son

utilizadas para transportar objetos més pequenos.

Estos problemas, a primera vista dispares, estan conceptualmente muy rela-
cionados debido a la dualidad entre el material y el espacio ocupado por éste
(Dyckhoff (1988)[37]). En ambos casos, existen dos tipos de objetos, grandes y
pequenos, y el espacio definido por el objeto grande ha de ser ocupado por los ob-
jetos pequenos siguiendo ciertas normas. En ambos tipos de problemas, el ajuste
entre objetos grandes y pequenos ha de ser lo mas eficiente posible, de acuerdo
con la funcién objetivo establecida, que en muchos casos se reducird a minimizar

el espacio no utilizado.

Se trata de problemas de Optimizacién Combinatoria. Como ocurre con mu-
chos otros problemas de esta clase, son problemas faciles de definir intuitivamente,

aunque no siempre faciles de modelizar formalmente. A partir de unos modelos
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bésicos, existen gran cantidad de variantes, derivadas de la gran cantidad de apli-
caciones practicas existentes. Desde el punto de vista de la complejidad, como
ocurre en muchos otros casos, existen algunos casos particulares facilmente resolu-
bles, pero los problemas importantes son dificiles y siguen atrayendo el interés de
los investigadores, que contintian desarrollando algoritmos exactos y heuristicos

cada vez mas eficientes.

Dyckhoff (1990)[38] desarrollé un esquema de clasificacién que generaliza la
clasificacién presentada por Hinxman (1977)[50]. Este esquema permite identificar
las propiedades mas comunes de los problemas de corte o empaquetamiento segin

las siguientes caracteristicas:

1. Dimensionalidad

(N) Ntimero de dimensiones.

2. Tipo de asignacion
(B) Todos los tableros y una parte de las piezas demandadas.

(V) Una parte de los tableros y todas las piezas demandadas.

3. Surtido de tableros almacenados
(0) Un tablero.
(I) Tableros idénticos.
(D) Tableros diferentes.

4. Surtido de piezas demandadas

(F') Pocas piezas de diferentes tamanos.
(M) Muchas piezas de muchos tamarfios.
(R)
(€)

Muchas piezas de relativamente pocas dimensiones.

Muchas piezas, pero idénticas.

En los dltimos anos se han publicado numerosos articulos sobre problemas
de empaquetamiento y corte. Pueden consultarse las excelentes revisiones biblio-
graficas de Dowsland (1992)[34], Sweeney y Paternoster (1992)[82] y Wang y
Wiischer (2002)[87].



La configuracién de las piezas en el tablero en el que se cortan o se empa-
quetan constituye lo que denominaremos patrén. En general, los patrones seran
ortogonales, indicando que las cajas estan colocadas con sus lados paralelos a los
lados del tablero. Patrones no-ortogonales surgen cuando se coloca una pieza de

dimensiones mayores que el largo y ancho del tablero.

Morabito y Morales(1998)[62], [63] hacen la siguiente clasificacién de los pa-

trones de empaquetamiento:

» Patrones guillotina y no guillotina:

Un corte es de tipo guillotina si cuando se aplica sobre un rectangulo pro-
duce dos nuevos rectangulos, es decir, si el corte va de un extremo a otro
del rectangulo original; en otro caso se denomina de tipo no guillotina.

Un patrén es de tipo guillotina si se puede obtener por sucesivos cortes
de tipo guillotina (Figura 1.1(a), 1.2(a)). Un patrén es no guillotina si es
obtenido por sucesivos cortes de guillotina y no guillotina (Figura 1.1(b),
1.2(b)).

= Patrones de primer orden y de orden superior:

Un corte es de primer orden no guillotina si cuando lo aplicamos en un
rectangulo produce cinco nuevos rectangulos de tal manera que no forma
un patrén de guillotina (Figura 1.1(b)). Un patrén es llamado de primer
orden no guillotina si es obtenido por sucesivos cortes guillotina y/o cortes
de primer orden no guillotina (Figura 1.2(b)). Obviamente hay patrones
no guillotina que no son de primer orden que son denominados de orden

superior (Figura 1.2(c)).
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(a) Corte Guillotina (b) Corte no guillotina

Figura 1.1: Tipos de Cortes.

Objetivos y estructura de la memoria presentada

En la primera parte de nuestro trabajo estudiaremos el problema del pa-
llet (Pallet Loading Problem (PLP)). Se trata de un problema cldsico de
empaquetamiento en el que se ha de maximizar el nimero de cajas idénti-
cas que pueden colocarse sobre un pallet, en la clasificacién de Dyckhoff
(2/B/0/C). El problema del pallet aparece en el transporte desde una
fabrica a las distribuidoras mé&s pequenas, por lo que también es conoci-
do como el manufacturer’s pallet loading (M PL), ya que en las fibricas

generalmente se preparan pallets con un solo tipo de producto.

En la segunda parte estudiaremos una generalizaciéon del problema de em-
paquetamiento anterior, en el que se tienen cajas de diferentes tamanos
que se han de colocar sobre el mismo pallet, en la clasificacién de Dyck-
hoff (2/B/0O/M). En la literatura, para distinguirlo del problema anterior,
se le conoce como el problema del distribuidor, distributor’s pallet loading

(DPL), que combina sobre el mismo pallet diferentes tipos de productos.
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(a) Patrén Guillotina

(b) Patrén de primer orden

(c) Patrén de orden superior

Figura 1.2: Tipos de Patrones.
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Este problema también puede verse como un problema de corte no guillotina
de piezas de diferentes tamanos. Se trata en este caso de un problema
claramente en la frontera entre corte y empaquetamiento y ha sido estudiado

desde ambos puntos de vista.

En ambos problemas, dependiendo de la escala del canal de distribucion y
produccioén, un pequeno incremento en el niimero de productos cargados en cada
pallet puede ocasionar substanciales beneficios. Por esta razon tienen una consi-

derable importancia econémica.

La memoria se estructura de la forma siguiente:

= Iniciamos el capitulo 2 con una descripcién del PLP y sus propiedades.
Después, ofrecemos una visién exhaustiva de los métodos de solucién que

se han seguido para resolverlo.

Cuando describimos los métodos existentes para resolver el problema, expli-
caremos los principales procedimientos heuristicos de la literatura, asi como
las diferentes cotas superiores que han sido propuestas. Finalmente haremos

una revision de los métodos exactos existentes hasta este momento.

= En el capitulo 3 desarrollamos un nuevo procedimiento exacto, basado
en Branch and Cut, que permite la resolucién de problemas méas grandes
que los resueltos 6ptimamente hasta el momento. Comenzamos describien-
do brevemente los elementos de un Branch and Cut y a continuacion los

procedimientos usados para cada componente de nuestro algoritmo.

= En el capitulo 4 concluimos el trabajo para el PLP desarrollando un pro-
cedimiento metaheuristico, basado en Tabu Search, con el que se obtienen
resultados de gran calidad en tiempos moderados de computacién para los
problemas existentes en la literatura y un conjunto nuevo de problemas test

con un mayor numero de cajas.
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= En el capitulo 5 estudiamos el problema con cajas de diferentes tamanos,
en el que aplicamos con éxito algunas de las ideas utilizadas en capitulos
anteriores. Desarrollamos un algoritmo Grasp (Greedy Randomized Adapti-
ve Search Procedure) de propésito general para cualquier tipo de problemas

que produce excelentes resultados en tiempos de computacién muy breves.

= En el capitulo 6 presentamos las conclusiones y se plantean las futuras

lineas de investigacion.



Capitulo 1. Introduccion



Capitulo 2

El problema del Pallet

2.1. Descripciéon del problema

La primera parte de esta tesis estd dedicada al problema de empaquetamiento
conocido como problema del pallet, pallet loading problem (PLP). El problema
es el siguiente: tenemos un producto empaquetado en cajas de igual tamafnio que
se han de cargar en pallets rectangulares y el objetivo consiste en maximizar el
numero de cajas cargadas en el pallet, que es usado para el transporte y almace-

namiento de productos.
Aunque a primera vista parece ser un problema de empaquetamiento en tres

dimensiones, consideraciones précticas (Dowsland (1985)[20], (1995)[36]) como:

= estabilidad,

s ficil manejo para la carga y posterior descarga de los productos del pallet

permiten pasar del problema de tres dimensiones a un problema de dos dimensio-
nes, dado que la mayoria de pallets se cargan en capas con la misma configuracion
(Figura 2.1).

El problema del pallet se define formalmente de la siguiente manera: dado
un rectangulo, llamado pallet, de longitud L y anchura W, con L > W, Ly W

enteros, y un rectdngulo menor, llamado caja, con longitud ! y anchura w, con

9
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Figura 2.1: Reduccion del problema a dos dimensiones.

I >w, L>1ly W >w, ly w enteros, se trata de maximizar el nimero de cajas

que pueden ser colocadas ortogonalmente en el pallet.

A partir de ahora denotaremos una instancia del PLP como una cuddrupla
(L,W,l,w).

Aunque aparentemente el problema parece muy facil de resolver de manera
Optima, no existe hasta la fecha ningtin algoritmo exacto en tiempo polinémico
y se piensa que el PLP es NP-completo, pero no se ha podido demostrar todavia
(Nelilen (1993)[66]).

Un argumento a favor de la NP-completitud es el aportado por Baker et al.
(1980)[5]. Supongamos el siguiente procedimiento para empaquetar el pallet con n
cajas (suponiendo que existe un diseno con n cajas, al menos, para el pallet): para
cada caja se decide primero si es posible colocarla de forma vertical u horizontal.
Se coloca la caja lo méas hacia abajo y hacia la izquierda del pallet. Este proce-
dimiento es una adaptacién del algoritmo de bottom-left para el bin — packing
en dos dimensiones. De esta forma hay 2™ posibles secuencias de colocaciones de
las n cajas y el procedimiento estudiard 2™ disenios diferentes. Dado que, en la

mayoria de los casos, las cajas podran ser movidas en ambas dimensiones, ha-
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bra mas de Q(2") posibles empaquetamientos. Sin embargo, este argumento no

es en absoluto concluyente y el problema sigue abierto.

Una versién restringida del PLP es el problema del PLP-guillotina donde sélo
son permitidos cortes de tipo guillotina. En 1994, Scheithauer et al.[83] demos-
traron que el PLP-qguillotina es resoluble en tiempo polinémico. Sin embargo,
la solucién éptima del PLP coincide con la soluciéon optima del PLP-guillotina

tnicamente en el 80 % de los casos.

Matematicamente, el estudio del problema del pallet se puede incluir dentro de
la teoria de optimizaciéon combinatoria dado que tenemos una funcién objetivo a

maximizar y un conjunto de soluciones finito, aunque considerablemente grande.

Como ocurre en otros problemas de optimizacién combinatoria el PLP tiene
la particularidad de que en la mayoria de las instancias resulta muy sencillo
encontrar una solucién 6ptima. Pero existen algunas instancias, quizas menos del

1%, en las que encontrar una solucién éptima puede ser extremadamente dificil.

2.2. Clases de equivalencia

Un estudio de las propiedades del PLP necesariamente ha de comenzar des-
cribiendo el concepto de clases de equivalencia y sus implicaciones algoritmicas.
El concepto y su desarrollo se deben a K. Dowsland (1984)[26]. Comenzamos con

las definiciones bésicas:

Sea el problema (L, W,l,w) y sea (n,m) un par ordenado de enteros no nega-

tivos satisfaciendo:

nxl+mxw <S5, (2.1)

para un lado del pallet S (L ¢ W). Entonces (n, m) es una particion posible de
S, es decir, es una combinacién de segmentos de longitud ! 6 w que pueden ser

acomodados en la dimensién de S. Si n y m satisfacen:

0<S—nxl—-m*+xw<w, (2.2)
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entonces (n,m) es una particion eficiente de S. Si ademads, n y m satisfacen:
0=S—nxl—mx*uw, (2.3)
entonces (n,m) es una particion perfecta de S.

Existe una particién eficiente para cada n satisfaciendo:

0<n<|S/1] (2.4)

El conjunto de todas las particiones posibles de L por [ y w serd denotado
por F(L,l,w) y el correspondiente conjunto de particiones eficientes por F(L,l,w).

K. Dowsland (1984)[26] demostré el siguiente teorema y los lemas consecuentes:

Teorema 2.1 FEl conjunto de disenios posibles (o soluciones posibles) para un

pallet estd totalmente definido por el conjunto de particiones eficientes.

Lema 2.1 Para cualquier diseno del pallet, hay un diseno correspondiente obte-
nido al colocar todas las cajas lo mds a la 1zquierda posible, en el que la distancia
del lado derecho de cualquier caja al lado izquierdo del pallet puede ser expresado

como n xl+ m*xw para enteros no negativos n, m.

Lema 2.2 Dada una instancia (L, W,l,w) y un diseno de las cajas como en el le-
ma anterior, y una sequnda instancia (V,Y,c,d) satisfaciendo F(L,l,w)=F(V,c,d)
y F(W,l,w)=F(Y,c,d) entonces existe un diseno correspondiente para el conjunto
(V,Y,c,d).

Lema 2.3 Si dos instancias del PLP son equivalentes, es decir, tienen el mismo
conjunto de particiones posibles, entonces tienen el mismo conjunto de soluciones

posibles y por lo tanto el mismo conjunto de soluciones optimas.

Lema 2.4 Si E(L,l,w)=E(V,c,d) entonces F(L,l,w)=F(V,c,d). Cualquier par de
problemas con el mismo conjunto de particiones eficientes tendrdn el mismo con-

Junto de particiones posibles.
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En resumen, cada instancia (L, W,l,w) del PLP pertenece a una clase de equi-

valencia definida por los conjuntos de particiones eficientes E(L,l,w)y E(W,l,w).

Una instancia puede tener mas de una soluciéon 6ptima. Para reducir el con-
junto de soluciones posibles y soluciones éptimas para una instancia del PLP,
podemos aplicar un procedimiento de normalizacion. Para cada solucién S, exis-
te una solucién S’ con el mismo nimero de cajas y la propiedad de que cada

esquina inferior izquierda de cada caja (x, y,) satisface las igualdades:

Ty =pxl+qg*xw

Yy =T x4+ 5% w

para enteros no negativos p, q, v y s, es decir, la posicién de cada esquina de
cualquier caja es una combinacién entera de la anchura y longitud de la caja.
Para conseguir S’, simplemente se colocan todas las cajas recursivamente tan a
la izquierda y abajo como sea posible sin solapamientos. Por lo tanto es sufi-
ciente considerar sélo tales empaquetamientos normalizados. Cada solucién nor-
malizada, especialmente las Optimas, pueden ser obtenidas por el procedimiento

"izquierda-abajo’ mencionado anteriormente.

Dada una solucién éptima para una instancia, se puede calcular la solucién
equivalente para cualquier otra instancia de su clase de equivalencia por un pro-
cedimiento sencillo, descrito en Dowsland (1984)[26]. Basicamente nos quedamos
con la posicién (expresada en forma de particién) de cada caja respecto al lado
izquierdo e inferior del pallet y colocamos una caja en la misma posicién para
la otra instancia. Como consecuencia directa, es suficiente buscar una solucién
optima o una cota superior para un miembro de la clase de equivalencia, ya que

sera valida para cualquier otra instancia.

K. Dowsland establecié ciertas condiciones para comprobar la equivalencia

de dos instancias. Dos instancias (L, W,l,w)y (L’,W’,l’,w’) son equivalentes, si y
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sélo si se satisfacen las siguientes condiciones:

nxl'+mxw < L' VY(n,m)e E(Llw) (2.5)

nxl'+(m+1)*w > L' VY(n,m)e E(L,lw) (2.6)
L

I+l > L (2.7)

junto con un conjunto similar de condiciones para W'y E(W’ ', w"). Dado que,
multiplicar todas las dimensiones por una constante ¢, obviamente produce un
problema equivalente, cualquier conjunto de dimensiones se puede representar,
salvo un factor escalar, por una terna (L/w, W/w,l/w), es decir un punto en el
espacio tridimensional. Las ecuaciones (2.5), (2.6) y (2.7) del conjunto de desi-
gualdades seran consideradas como una serie de planos del espacio tridimensional
cuya envoltura convexa de su interseccién produce un poliedro semiabierto. To-
das las instancias que puedan ser representadas como un punto dentro del mismo

poliedro son equivalentes.

Ejemplo 2.1 Tenemos las instancias (23099,18480,4620,4619) y (29,24,6,5),

estudiemos cudles son sus conjuntos de particiones eficientes:

E(25099,4620,4619):={(0,5),(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)} :=E(29,6,5)
E(18480,4620,4619):={(0,4),(1,3),(2,2),(3,1),(4,0)} :=E(24,6,5)

Como las dos tienen el mismo conjunto de particiones eficientes son equivalentes.

La Figura 2.2 muestra la solucion optima de las dos instancias.

2.3. Instancias utilizadas

Las instancias que se han utilizado en la literatura para probar los distintos
algoritmos son de dos tipos:

Tipo I:
LW

i
w T lxw

L
1< =<2 1< <5l 2.8
<<2 s (23
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(a) (29,24,6,5) (b) (23099,18480,4620,4619)

Figura 2.2: Instancias equivalentes.

Tipo II:

LxW

* W

1< =<2 1

IN
g~

<4 o1 <

L
— < 101 2.9
= 2.9

La definicion de estos conjuntos se debe a que la mayorfa de las aplicaciones reales

del PLP estan dentro de estos rangos.

Teniendo en cuenta la relaciéon de equivalencia definida en la seccién anterior,
parece claro que cualquier estudio computacional deberia incluir como maximo
un representante de cada clase de equivalencia. Si simplemente generamos ins-
tancias aleatorias, podemos estar generando diversas instancias de una misma
clase de equivalencia y resolviendo més de una vez el mismo problema, lo que

distorsionaria las conclusiones sobre la eficiencia de los algoritmos.

K. Dowsland (1987)[29] desarrollé un procedimiento para generar las distintas
clases de equivalencia entre unos rangos establecidos. El método es el siguiente: a

partir de las ecuaciones (2.5), (2.6) y (2.7) tenemos que cada clase de equivalencia
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esta acotada por un conjunto de restricciones de la forma:

nxl+mxw < L V(n,m) (2.10)
nxl+(m+1)*xw > L  Y(n,m) (2.11)
([7maz +1]) x1 > L Nmaz = | L/1] (2.12)

junto con unas similares para W. Cada regién estda acotada por al menos una

expresion de la forma

L=ng*xl+mgxw (2.13)
W =jy*xl+ky*xw (2.14)

y se pasa de una regién a otra cuando:

nxl+msxw=ng*l+mg*w (2.15)

Jrld+kxw=jy*xl+k,xw (2.16)

es decir, cuando el cociente de la caja [/w satisface:

Lw = (m —my)/(n, —n) = (my —m)/(n —ny) (2.17)

(k= ky)/(Gy — J) = (ky = k)/(G — Jy) (2.18)

Como las ecuaciones (2.8)-(2.9) de cada tipo de problemas definen valores maxi-

mos para todos los problemas L', W', I') w' en la regién definida, es posible

determinar unos valores maximos para las variables en (2.13) y en (2.14), dados
por:

me<Liw  na<L/l ky<W/w j, < W/ (2.19)

m<Li(w+1) n<L/i+1) k<W/(w+1) j<W/(I+1) (2.20)

Como todas las variables son enteras no negativas, estos limites definen un con-

junto finito de cocientes [/w en los cuales pasamos de una regién a otra (de una
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clase de equivalencia a otra). Por tanto, podremos determinar una cota superior
para el numerador cmaxz y el denominador dmaz dentro de cada tipo de pro-
blemas, a partir de las ecuaciones (2.8) junto con (2.17) y (2.18). El maximo

numerador ocurre cuando m = [L/w] + 1, m, = 0. Entonces:

cmae = max{[L/w] + 1} (2.21)
Cmar < max{\/(LW/lw)(L/W)(l/w) + 1} (2.22)
e £ max{(VBT 2 A + 1} = mix[vVIOS + 1} =21 (2.23)
Cmaz e max{[V101 % 2 % 4] + 1} = max{v808 + 1} =29  (2.24)

Un célculo similar para dmax

doae = max{[L/1] + 1} (2.25)
Ao < méx{y/(LW/lw)(L/W)(w/l) + 1} (2.26)
dowe 2 A (VAR 2] 41} = max{VIOZ £ 1} =11 (2.27)
e 2 mx{[VIOT#2x1) 4 1) = méx{VEZ + 1} =15 (2.28)

Por lo tanto el conjunto finito de cocientes para las clases de equivalencia de Tipo

I, donde nos movemos de una regién a otra, son los siguientes:

c/d s.t: (2.29)
c<21
d<11

1<c/d<4

siendo ¢, d enteros no negativos. La condicion ¢, d co-primos se afiade para elimi-
nar cocientes duplicados. De esta forma se obtienen los 78 valores que aparecen
en la Tabla 2.1. El objetivo es cubrir cada regién con un cociente. Puesto que
los intervalos son abiertos puede ocurrir que no se cubran todas las regiones.
Para evitar esto tomamos un conjunto de cocientes ¢’ /d’ obtenido ordenando los

cocientes anteriores de forma ascendente y eligiendo un punto entre cada par
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‘ ¢ d ‘ ¢ d ‘ c d ‘ c d ‘ c d ‘
1 111 44411 6] 9 8| 13 10
2 1|13 44|13 6|11 8 || 17 10
3 115 4|17 6|13 8 ||19 10
4 1 51119 615 8 |21 10
3 2 5 TN17 8 || 12 11
5 2 5 7119 8 || 13 11
7T 2 51110 721 8 |14 11
4 3|11 5|11 710 9 |15 11
5 3|12 5|12 7|11 9 |16 11
7 3|13 5|13 7|13 9 |17 11
8 31|14 5|16 7|14 9 |18 11
10 3|16 5|16 7|16 9 |19 11
11 3|17 5|17 7|17 9 (|20 11
5 418 5|18 719 9 |21 11
7 4119 519 720 9

4117 620 7|11 10

Tabla 2.1: Soluciones del problema 2.29.

adyacente. Se anaden los dos extremos 1/1 y 4/1 y se obtiene un total de 79 co-
cientes. Estos 79 cocientes dan un total de 79 planos en el espacio tridimensional,
los cuales intersectan con las ecuaciones del Tipo I al menos una vez. El conjunto
de todos los elementos de cada tipo se obtiene colocando las dimensiones de las
cajas iguales a ¢’, d’ y considerando todos los problemas con dimensiones de la

forma:
L = nxd+mxd
W = jxd+kxd

Para todos los enteros n, m, k, j para los cuales resulten L y W en el rango

definido por las ecuaciones (2.8). K. Dowsland aplicé estas etapas y obtuvo 8565
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clases de Tipo I. Sin embargo, nosotros repetimos el procedimiento y obtuvimos
“Gnicamente” 7827 clases de equivalencia distintas. Mediante correo electrénico
nos pusimos en contacto con K. Dowsland y nos comenté que, quizés en los 8565,
habia algunos que no cumplen exactamente esos rangos y que los 8565 no los podia
volver a reproducir. Como ademas, el conjunto de 8565 clases de Dowsland, no ha
podido ser reproducido por ningin autor posterior y, sin embargo, si aparecen las
7827 clases que hemos generado, pensamos que estas 7827 clases son el conjunto
completo para los problemas que cumplen estrictamente las desigualdades que
definen el Tipo I. En estas 7827 estaran todas las clases de equivalencia, cuyo
representante menor en relacion a las dimensiones de la caja esté dentro del ran-
go dado. Pueden existir clases de equivalencia que tengan representantes fuera
y dentro de los rangos dados. Por ejemplo, el problema (24905,24905,3558,3557)
estd dentro del conjunto de problemas de Tipo I, pero el representante con meno-
res dimensiones (55,55,8,7) no, ya que (LxW)/(Ixw) = (55%55)/(8%7) = 54, 017.
En ese caso, no se incluye en el conjunto.

Para los problemas del Tipo II repetimos el proceso y obtuvimos 40609 clases
de equivalencia distintas. Tenemos por tanto un conjunto variado de problemas

test. Las diferentes clases de equivalencia seran las instancias donde validar los

futuros algoritmos propuestos para el PLP.

2.4. Heuristicos

En esta seccion describimos los diferentes métodos heuristicos propuestos en

la literatura para resolver el problema del pallet.

2.4.1. Algoritmo de Steudel

El primer heuristico para el PLP es el propuesto por Steudel (1979)[80], ba-
sado en programacién dindmica. Consiste en un procedimiento recursivo sencillo

que determina la colocacién de las cajas de forma que se maximize la utilizacion
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Ls W3

| g
al 1

L 1 Wl

Figura 2.3: Esquema del algoritmo de Steudel.

del perimetro del pallet. Utiliza la siguiente ecuacion recursiva:
Fo(Sy) = max[Ly x L + Wy, xw + Fj,_1(Sp—1)] (2.30)

sujeto a:
Lyl +W,xw< Dy, n=1,...,4, (2.31)

donde:

» F,(Sp) : el valor maximo de la suma de la longitud y anchura del lado n

con estado S,,.
» L, : el nimero de cajas de orientacién horizontal colocadas en el lado n.

= W, : el nimero de cajas de orientacion vertical colocadas en el lado n.

D,, : el tamano del lado n (L 6 W).

= S, : el tipo de colocacion para el lado n. S, tiene tres valores posibles:

Sp =1:L, =0, (sélo cajas en vertical), (2.32)
Sp = 2:W,, =0, (s6lo cajas en horizontal), (2.33)
Sp =3:L, >0,W, >0, (cajas en horizontal y en vertical). (2.34)
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Estos disenos de cajas a lo largo del pallet se extienden a todo el pallet mediante
bloques. Entendemos por un blogue, un rectangulo que contiene un conjunto de
cajas con la misma orientacion. Una etapa posterior evita solapamientos o huecos
en el centro del pallet. En la Figura 2.3 observamos la orientacién de cada uno

de los bloques.

2.4.2. Algoritmo de cuatro bloques

Un segundo procedimiento, propuesto por Smith y De Cani (1980)[79], es
el llamado algoritmo de cuatro bloques. Este heuristico intenta colocar cuatro

blogues con orientaciones como en la Figura 2.4 en las esquinas del rectangulo.

Es un algoritmo de tipo enumerativo y explora todos los posibles disenos
de cuatro bloques. Es ficil ver que estas orientaciones no causan pérdida de
generalidad debido a la simetria. Para explorar todos los posibles disenos de forma
eficaz, utiliza las particiones eficientes en cuatro bucles encadenados. Un bucle
externo determina el nimero de cajas horizontales en el bloque 1 y el nimero de
columnas de las cajas verticales en el bloque 2. El primer bucle interno determina
el nimero de filas de los bloques 2 y 3 a lo largo del lado derecho del rectangulo, el
segundo bucle el nimero de columnas de los bloques 3 y 4 y el bucle més interno

el nimero de filas de los bloques 4 y 1.

l Bloque 4 Bloque 3 -

Bloque 2

__ |

Figura 2.4: Orientaciones de los cuatro bloques bdsicos.
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El heuristico de cuatro bloques sélo considera empaquetamientos donde no
son posibles intersecciones entre los bloques. La Figura 2.6(a) muestra un diseno
producido por este procedimiento. Los heuristicos de bloques permiten la posibi-
lidad de que algunos de los bloques no aparezcan, produciendo soluciones que se

denominan degeneradas (Figura 2.6(b)).

2.4.3. Algoritmo de cinco bloques

El heuristico de cinco bloques, desarrollado por Bischoff y Dowsland (1982)[16],
intenta mejorar una solucién con cuatro bloques rellenando el hueco que puede
quedar en el centro del pallet con un quinto bloque (Figura 2.6(c)). Como en el
de cuatro bloques la orientacién de los bloques es fija, a excepcién del bloque del

centro (Figura 2.5).

El algoritmo de 5-bloques, al igual que el de 4-bloques, es un algoritmo de
tipo enumerativo. Para reducir el esfuerzo computacional de estudiar todos los
posibles disenos se utilizan las particiones eficientes, del mismo modo que en el

algoritmo de 4-bloques.

Este método permite intersecciones entre los bloques por lo que no asegura una
solucién posible, pero una etapa posterior eliminaria los disefios que no producen
soluciones posibles. El nimero de disenos examinados por el algoritmo depende

del nimero de particiones eficientes para el pallet.

. Bloque 4 Bloque 3 -

Bloque 5| Bloque 2

___ |

Figura 2.5: Orientaciones de los cinco bloques bdsicos.
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(a) 4-bloques (b) 4-bloques degenerado (¢) 5-bloques

Figura 2.6: Disenos de bloques.

2.4.4. Otros algoritmos de bloques

También han sido descritos en la literatura otros heuristicos con estructura de
bloques. Intentando mejorar los huecos que podria ocasionar el algoritmo de 5-
bloques, surgen el de siete bloques propuesto por Dowsland y Dowsland (1983)[33]
y el de nueve bloques propuesto por Exeler (1991)[41].

2.4.5. Algoritmo G4

En 1996, Scheithauer y Terno [78] describen un nuevo heuristico llamado
Algoritmo G4. Vamos a describir con detalle este algoritmo ya que se trata del
mejor heuristico existente en la actualidad para resolver las instancias de Tipo I
y Tipo I

Introducimos en primer lugar la formulacién y notacién necesaria para la
explicacién de este heuristico.
Sea A={((x;,yi,0;) : i =1,...,n} un patrén del PLP, donde tenemos la posicién

de n cajas (z,y) y su orientacién o. Por simplicidad, en adelante definiremos I; y
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w; de la i-ésima caja como:

[ si o,=horizontal w si o;=horizontal
lLi = w; = (2.35)

w si o;=vertical [ sio;=vertical

Definicién 2.1 Un subconjunto A=A(I) = {(zi,yi,0;) : i € I} de A es un
patrén de bloque si existe un subconjunto Idel = {1,...,n} y un rectangulo
R(z,y,7,7) = {(z,y) € R2:zx<zx< T,y <y < g} tal que:

Uer (@i, 43, 00) C R(2, 9, Z,9) Y Uen 1 (@i, 43, 00) Nint R(z,y, 2,7) = 0

Cuando todos las cajas de un patrén tienen la misma orientacion lo llamamos
un patron homogéneo. Para caracterizar las diferentes estructuras de patrones

introducimos las siguientes definiciones.

Definicién 2.2 Un patron de empaquetamiento A={(z;,yi,0; ): i=1, ..., n} de
un pallet (L, W,l,w) tiene estructura guillotina (estructura-G) sin < 3 o si existe
una particion Iy, Iy = I\ I de I ={1,...,n} tal que ambos A(I1) y A(I3) forman

patrones de bloque con estructura-G.

Definicion 2.3 Un patréon homogéneo se dice que tiene estructura de 1-blogue.
Para k > 2, un patrén de empaquetamiento A={(x;,yi,0;): i=1, ..., n} tiene
estructura de k-bloque si eziste una particion de I={1, ..., n} en q subconjuntos
disjuntos I;, j=1, ..., q, con q < k, tal que cada patrén de empaquetamiento A(I;)

forman un patrén de estructura de p; — bloque con p; < k.

Nota 2.1 Un patron A={(z;,v:,0;):i=1,...,n} tiene estructura de k-bloque con

k <3 siy sdlo si el patrén es de estructura guillotina (estructura G).

Definicién 2.4 Un patron A={(z;,y:,0;):i=1,...,n} de un PLP tiene estructura
G4 si A tiene estructura de k — bloque con k < 4.
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(a) Instancia (20,14,4,3) (b) Instancia (19,17,5,3) (c) Instancia (56,52,12,5)

Figura 2.7: Ejemplos de disenios G4.

Con estas definiciones tenemos que cualquier patrén de k-bloque con k& < 4
tiene estructura-G4, pero ademas se puede demostrar que cualquier patrén de blo-
ques también tiene estructura-G4. Por tanto, cualquier solucién de los heuristicos
de bloques anteriores posee estructura-G4, por lo que si se calcula el mejor patréon
de estructura-G4 para una instancia del PLP, conseguiremos un patrén al menos
tan bueno como el mejor patréon obtenido por cualquiera de los otros heuristicos

de bloques.

Por la definicién de estructura-G4, un patrén-G4 siempre se puede descom-
poner en dos estructuras-G4, si ocurre un corte guillotina (Figura 2.7(a), 2.7(b)),
o en cuatro cuando no existe un corte guillotina (Figura 2.7(c)). Para calcular
el patron-G4 maximal necesitamos patrones-G4 méaximos para rectangulos més
pequenios. Sea n(L’,W’) el nimero de cajas (con longitud [ y anchura w) que
caben dentro de L' y W’ con un patrén-G4 (0 < L' < L, 0 < W' < W). Usando

las notaciones de la Figura 2.8 con

e=L—a, f:=W —-d, g:=L ¢, h=W —b

la siguiente férmula de recurrencia es valida:
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L/

Figura 2.8: Notacion para las férmulas de recurrencia.

n(L',W') =max{ mix n,(L' W' 1), mix ng(L W, w),
1<I<L'/2 1<w<W’/2

] ] ] 3 b d h 2.37
1223,1§%§>§V/L,glgcx<y1§drg%5<_b{n(a7 ) +n(e, f) +nlc,d) +n(g,h)}} (2.37)

1<W' <w, 1<L' <L
ny (L', W' a) :=n(a, W) +n(L —a, W),
ng (L', W', b) == n(L',b) + n(L/, W' —b),

La versién mds simple consiste en calcular n(L', W') para todo L' y W' con
0<W' <Wy0<L <L. Pero la férmula de recurrencia y el algoritmo bdsico
incluyen algunas mejoras para reducir el esfuerzo computacional. En primer lugar
utiliza ideas de normalizacién y puntos interiores descritos por Herz (1972)[49].
Ademas el algoritmo explora todos los posibles disenos usando cuatro cotas dis-

tintas (que se describen en la seccién siguiente): cota del cociente del area del
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pallet/area de la caja uc (L, W), cota propuesta por Barnes up(L, W), la mini-
ma cota de la clase de equivalencia ua(L, W), y la cota de Isermann basada en
la resolucién de un problema de programacién lineal ur (L, W). El algoritmo es

pseudo-polinomial por ser un algoritmo de programacién dindmica.
El esquema principal del algoritmo para calcular n(L’,W’) para un pallet
(L', W' l,w) con L' >wy W' > w, es el siguiente:

Inicializacion:

n(w, W' := |[W'/l] W' e S(W), n(L',w) := |L'/l] ,L' € S(L).

i) Simetrfa: Si W/ < L' y L’ < W entonces n(L',W') := n(W',L"). Salir, ya
que el célculo de n(L’',W’) ya estd hecho.

ii) Calcular el mejor patrén homogéneo (con todas las cajas con la misma
orientacién). Sea np el nimero de cajas de este patrén y la cota del drea
u:=uc(L,W').

Si ni=u, entonces Salir.

iii) Comparacién con la mejores soluciones para pallets més pequenos:
Sea ng := max{n(L' — 1,W'),n(L', W' —1),n1}.

Si ng = u, entonces Salir.

iv) Mejora de la cota superior con la cota de Barnes:
Sea u := min{u,up(L',W')}.

Si ng = u, entonces Salir.

v) Estructura guillotina: Calcular

= m4 , ] L' W' a), ] L', W' b)}s.
" max{{n2 (acBhi ™ % ve ot )}}
Si ng = u, entonces Salir.

vi) Mejora de la cota superior con otras cotas:
Sea u := min{u,us(L',W')}. Si n3 = u, entonces Salir.

Sea u := min{u,ur,(L',W')}. Si ng = u, entonces Salir.
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vii) Estructura de 4 bloques:

Calcular ng, el nimero maximo de cajas en patrones con estructura de
4-bloques mediante las férmulas anteriores (2.37). Como calcular ng requie-
re la variacién de cuatro parametros, se incorporan algunos métodos para

reducir el esfuerzo computacional.

Este heuristico proporciona todas las soluciones éptimas para los problemas
test de Tipo I y no existe ningtin problema de Tipo II en el que la diferencia
entre la solucién exacta y la solucién del G4 sea mayor que uno. Ademaés, como se
comentara en la seccién 4.4, pag 133, nosotros hemos resuelto todos los problemas
del Tipo II con este algoritmo y sélo en 45 casos no obtiene la solucién éptima.
Este algoritmo no consigue el 6ptimo para los problemas que tienen como solucién

6ptima un diseno de orden superior (Figura 1.2(c)).

2.4.6. Métodos Metaheuristicos

En los ultimos anos también se ha intentado trabajar con algoritmos meta-
heuristicos para el problema, pero sin obtener por el momento buenos resultados.
Dowsland (1993)[31] propone un simulated annealing para el problema del pallet
y lo generaliza al problema con cajas diferentes. Dowsland (1996)[32] también
desarrolla un tabu thresholding. Amaral y Wright (2001)[3] proponen otro méto-
do basado en oscilacién estratégica. Herbert y Dowsland (1996)[48] presentan
algoritmos genéticos. Sin embargo, los resultados obtenidos por los métodos me-
taheuristicos no son comparables con los heuristicos comentados anteriormente.
En estos trabajos sélo se resuelven de manera éptima problemas con 50 cajas

como maximo.
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Blogue 1 Bloque 2
Bloque 5
Los bloques
no tienen
Bloque3 orientacion
fija
Bloque 4 Bloque 5

Figura 2.9: Heuristico recursivo de Cinco bloques.

2.4.7. Heuristicos mas recientes

Un algoritmo recursivo similar al G4 fue desarrollado por Arenales y Mo-
rabito (1998)[62]-[63] en 1998. El heuristico que proponen es hacer recursivo el
algoritmo de 5-bloques de Bischoff y Dowsland (1992)[16]. Consiste en buscar una
estructura de 5 rectangulos y en cada uno de estos rectangulos se vuelve a buscar
el mejor diseno con 5 rectangulos (Figura 2.9). Para reducir el esfuerzo computa-
cional utilizan como en el algoritmo G4 los puntos interiores. Sin embargo, este
procedimiento no consigue ninguna mejora respecto a la calidad de las soluciones
obtenidas por el G4, ya que los patrones considerados como de orden superior

tampoco pueden ser obtenidos por este algoritmo.

Una d1ltima publicaciéon aparecida recientemente corresponde a Lins et al.
(2003)[60]. Su algoritmo esta basado en el procedimiento recursivo anterior, pero
sofisticindolo un poco més, introduciendo la idea de L-estructura que es parecida
a la idea de corte de guillotina pero con un corte definido en L. Un rectangulo
se puede cortar de dos maneras para que las estructuras resultantes tengan L-
estructura (Figura 2.10) y una vez que tenemos una L-estructura existen cinco
posibles formas de cortar esa estructura para que vuelvan a quedar L-estructuras.

El objetivo es que siempre tengamos estructuras en L (Figura 2.11).
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Figura 2.10: L-estructura para rectdngulos.

-

] [

Figura 2.11: Cortes posibles en L para l-estructuras.

Los resultado computacionales de los dos trabajos anteriores no utilizan el
conjunto completo de Tipo II sino un subconjunto de aproximadamente unas
20000 instancias. De estos problemas, con el primer algoritmo resuelven todos
menos 18, que son los mismos resultados del algoritmo G4. Para el segundo algo-
ritmo, como las soluciones de 5-rectangulos generadas por el anterior heuristico
tienen L-estructura sélo necesitan resolver los 18 problemas para los que no en-
contraban solucién éptima. Todos ellos son ahora resueltos 6ptimamente, pero
los tiempos de computacién son muy elevados, para algunas instancias superiores
a 6 horas en un Pentium IIT a 700 MHz. Los autores conjeturan que su algorit-
mo podria resolver éptimamente todos los problemas del pallet al no encontrar
ningiin contraejemplo que no tenga L-estructura. Sin embargo, esta conjetura no
puede ser comprobada ni siquiera para todos los problemas de Tipo II. Nosotros
hemos encontrado soluciones 6ptimas que no poseen L-estructura, (Figura 2.12),
pero no hemos podido demostrar que no exista alguna soluciéon éptima que no se

pueda obtener mediante L-estructuras.
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(a) (83,82,11,7)

(b) (121,120,16,9)

Figura 2.12: Soluciones que no se obtienen mediante un corte en L.

31
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2.4.8. Un heuristico para pallets con un gran nimero de cajas

En 2001 Young-Gun y Kang [92] proponen un algoritmo para pallets con un
enorme numero de cajas (hasta 6800 cajas), derivado de una aplicacién practi-
ca de un problema de carga de contenedores. En este caso no importa tanto
que la solucién sea 6ptima como proporcionar una buena solucién en un tiempo
muy reducido. Para ello construyen un algoritmo basado en el trabajo de Steudel
(1979)[80], pero aplicado de forma recursiva. El algoritmo de Steudel podia ori-
ginar un hueco en el centro, y la idea es que si este hueco no se rellena de manera
optima con un bloque, se elige otro rectangulo interior donde volver a aplicar el
método. Este algoritmo se prueba en una bateria de 30 problemas, con instan-
cias de tamano entre 1000 y 6800 cajas. Sin embargo, al no hacer referencia a la
utilizacién de otros algoritmos para estos problemas, es dificil valorar la bondad

del algoritmo en relacién a otros heuristicos, por ejemplo heuristicos de bloques.

2.5. Cotas Superiores

Las cotas superiores son usadas para verificar la optimalidad de las soluciones
heuristicas y para mejorar la eficiencia de los algoritmos exactos. A lo largo de la
literatura se han desarrollado un amplio niimero de cotas para el problema. Una
revision de algunas de estas cotas se puede encontrar en el trabajo de Letchford

y Amaral (2001)[57]. A continuacién citamos las mas importantes:

2.5.1. Cota del Area

La primera y més simple cota utilizada es la basada en el area:
UB=[(LxW)/(l*xw)] (2.38)

Unicamente entre el 10 y el 15 por ciento de los casos coinciden la cota del area
y la solucién éptima, como mostraron Smith y De Cani (1980)[79] y Dowsland
(1985)[27] .
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2.5.2. Cota de Barnes

Una mejor estimaciéon se obtiene mediante la cota propuesta por Barnes
(1979)[8]. El procedimiento esté basado en la consideracién de que un disefio con
cajas (I x w) en un pallet L x W se puede descomponer en un disefio con cajas
(Ix1) 6 (wx1). Por tanto, el desperdicio maximo de las soluciones 6ptimas de los
problemas (L, W,[,1) y (L, W, w, 1) serd una cota inferior del desperdicio minimo
del problema original. Para estos problemas la solucién éptima es conocida, como
demostraron Brualdi y Foregger (1974)[18], mediante un procedimiento que con-
seguia los disenios 6ptimos para una pallet con dimensiones (L, Wl = k x w,w)
conk>1keN.

Sea A el desperdicio en un diseno 6ptimo de cajas (I x 1) y B el desperdicio

en un diseno 6ptimo de cajas (w x 1). El valor de A estd dado por:
A=min{rxs,(I—r)*x(l—s)} (2.39)

donde r = (L modl) y s = (W mod w). B se obtiene mediante un célculo

similar. La cantidad de desperdicio D en cualquier diseno de cajas (I xw) satisface:

D > méx {A, B} (2.40)
D= A (modl)

D = B (mod w) (2:41)

Dado que el desperdicio en un diseno de (I x w) cajas debe ser un elemento de la

clase residual de [xw, obtenemos que:
D=Lx+W (mod 1x*w) (2.42)

que es mejor que las anteriores. Por tanto, D se obtiene como el menor elemento
de la clase residual de [ * w que satisface la condicién (2.40). La cota de Barnes

quedaria:

UB=[(LxW —D)/(l*w)] (2.43)



34 Capitulo 2. El problema del Pallet

\SUPERFICI E
SUPERFICIE NO UTILIZABLE
UTILIZABLE
W*=110 W=119
=50, w=20
L*=130
L=137

Figura 2.13: Superficie utilizable en la instancia (137,119,50,20).

2.5.3. Superficie utilizable del Pallet

Dowsland (1985)[27] planteé una cota basada en la observacién de que en la
mayoria de los casos el rectangulo usado para los disefios es menor que el pallet
entero (Figura 2.13). Como hemos mencionado, cada disefio se puede normalizar
de modo que cada esquina inferior izquierda de la caja es una combinacién entera
de las dimensiones de la caja. De este modo las dimensiones utilizables del pallet
son:

L* = A [+ 2.44
(T,s)glE'af}L{,l,w) {T * . U}} ( )

W*=  méx x|+ q*xw 2.45
(0. 0)EE(W,lL,w) {r g*w} (2.45)

Por tanto la cota seria:
(2.46)

UB:{MJ
[ xw
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2.5.4. Cota de Keber

En 1985, Keber[54] observé que la cota de un problema puede mejorarse
en algunos casos teniendo en cuenta la siguiente consideracion: si u.4 es una
cota superior para el problema (L, W,c,d), entonces u, 4 es valida para problemas
(L,W,l,w) con | > ¢y w > d (para problemas con el mismo pallet y cajas mas
grandes). Es obvio que si en (L, W) s6lo podemos colocar u. 4 cajas (cxd) y ahora
las cajas son de un tamano mayor (I X w), entonces u.q > U ,,. Sin embargo, un
descenso en las dimensiones de la caja puede permitir un descenso mayor que el

esperado en las dimensiones utilizables del pallet L* y W*.

Ejemplo 2.2 Supongamos la instancia (1060,813,162,136) y la instancia con el
mismo pallet (1060,813,136,136) pero con cajas mds pequenas. Para la primera
instancia el pallet utilizable es (1056,810,162,136) y su cota es 38 mientras que
para la sequnda instancia el pallet utilizable es (952,816,136,136) y su cota es 35.

Por tanto, la cota superior de 35 es vdlida para la primera instancia.

Dada una instancia (L, W,l,w), Keber propone examinar las cotas del pallet
utilizable para algunas instancias (L, W,i,7) con cajas mas pequenas (0,9 x ) <
i<ly (0,9*%w)<j<w.

2.5.5. La menor “cota del area” de la clase de equivalencia

Debido a que todos los elementos de la clase de equivalencia tienen la mis-
ma cota, podemos encontrar el elemento con menor cota. Dowsland (1984)[26]
utilizé la cota superior basada en el area y calculé su minimo en la clase de
equivalencia por medio de un nuevo procedimiento (cuyos detalles describié muy

vagamente). La formulacién que planteé para resolver esta cota fue la siguiente:
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Minimizar H : Z/J (2.47)
sujeto a: (2.48)
nxl+msxw<L Y(n,m)e E(L,I,w) (2.49)
nxl+(m+1)xw>L Y(n,m)e E(L,1,w) (2.50)
(EJ +1)*w>L (2.51)
pxl+gxw<W V¥(pq) € EWIlw) (2.52)
pxl+(g+1)xw>V V(pgq) € E(W, I, w) (2.53)
({gJ +1)xw>W (2.54)

Los métodos existentes para resolver este sistema requieren que ninguna de
las desigualdades sea estricta, y la forma estandar de hacer que no sean estrictas
es anadiendo una pequena constante a la desigualdad e. Sin embargo en este caso
las desigualdades > pueden reemplazarse por >, ya que la funcién objetivo se
puede expresar como la parte entera de una funcién continua. De este modo, si
el minimo ocurre en un extremo abierto, podemos encontrar un punto junto al

extremo para el cual la parte entera de la funciéon no cambie.

La rutina que empleé K. Dowsland para resolver el sistema consiste en elegir
pares de restricciones en L y W por turno y reducir su holgura a 0. Estos valo-
res son entonces sustituidos en las otras desigualdades y en la funcién objetivo.
Reajustando las desigualdades, se puede hacer la sustituciéon = = [/w dejando el
problema en una variable. La funcién objetivo adquiere la forma de A4+ Bxxz+C/x
y las restricciones definen intervalos en la recta real que deben contener a z. La
forma de la funcién objetivo implica que el minimo para este par sera el punto
dentro del intervalo més cercano al 6ptimo global de la funcién, el cual ocurre en
\/m . El minimo de todos los pares serd el minimo global.

Este método también puede adaptarse para encontrar el pallet de la clase de

equivalencia de minimas dimensiones.



2.5 Cotas Superiores 37

Neliflen (1993)[66] propone otro método para resolver el sistema propuesto
por Dowsland. En primer lugar, propone escalar el problema permitiendo pasar
de (L,W,l,w) al problema equivalente (L/w, W /w,l/w,1) donde los valores de la
instancia pueden no ser racionales. Entonces (V,W,z, 1) serd un miembro de la

misma clase de equivalencia si y sélo si se satisfacen las siguientes condiciones:

nxr+m<V VY(n,m)e E(LI w) (2.55)

nxrx+m+1>V V(n,m)e E(L1,w) (2.56)

< max n+ 1> xx >V (2.57)
(n,m)eE(L,lw)

junto con un conjunto similar para W'y E(W, [, w). La ecuacién (2.55) podria ser

reescrita como:

max nxxr+m<V (2.58)
(n,m)eE(L,lw)

que junto con la condicién (2.56) permite:

V* = mix nxx+m (2.59)
(n,m)eE(L,l,w)

Para cada z y cada conjunto E(L,l,w), E(W,l,w) se puede definir un PLP
(MEX ()€ B(L,1,w) WFT M, MEX(, o) e B(W,1,w) PFT+q, T, 1), 81y s6lo si x estd dentro
de un intervalo abierto “suficientemente” pequeno conteniendo a [/w. Este PLP

estard en la misma clase de equivalencia que (L, W,l,w).

El intervalo posible donde se encuentra x se determina mediante las condicio-
nes (2.55)-(2.57) y condiciones anélogas para W. Sean r=|E(L, [, w)|, s=|E(W, [, w)|,
R=A{1,2,...,r} y S ={1,2,...,s}, en otras palabras, nimero de particiones efi-
cientes para L y W. Entonces el PLP correspondiente al cociente de longitud /anchura=

x estd en la misma clase de equivalencia de (L, W,l,w) si y s6lo si:
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nixxr+m;+1>njxx+m; ViZjeR

o
D
—

1€ER
pixr+q+1>pjxx+q Vi#jesS

(méxni+1>*x>nj*x—|—mj VieR

N
>
£

<m€z§gxpi—|—1)*:c>pj*x+qj VjeS
K]

Mediante transformaciones se llega a las siguientes condiciones necesarias y sufi-

cientes.
Cms — 1
o> M s e Ring >, (2.64)
n; —ny
e< T TME L e Ry >y (2.65)
ng —ny
m]’ .
> VieR 2.66
* max;ern; +1 —n; J ( )
gG—a¢—-1 . . :
r>———— Vi#£jeS:p;>p;j (2.67)
Pi — Py
gl L,
P A Vi#EjeS:p>p; (2.68)
Pi — Py
x> 9 vje S (2.69)

maX;erpi +1 —pj

Como todas las desigualdades son estrictas y las fracciones estdn compues-
tas por valores enteros, el intervalo posible es abierto y acotado por nimeros
racionales. Las desigualdades (2.64) y (2.67) impiden que una particién eficien-
te (ni,m;) (pi,q:) pueda ser reemplazada por (n;,m; + 1) (p;,¢; + 1) en el lado
izquierdo del intervalo posible, mientras que las desigualdades (2.65) y (2.68) ha-
cen lo mismo en el lado derecho. Las desigualdades (2.66) y (2.69) indican que
(L%J + 1,0) 6 (L%J + 1,0) respectivamente, no pueden ser una particion eficiente
del PLP derivado de x. Por tanto, la longitud del problema correspondiente para
una valor z del intervalo posible serd méax(, m)ep(r,1,w) ™ * ¢ + m y la anchura
MAaX(p )e E(W,l,w) P * T + ¢. En otras palabras las dimensiones estan determinadas

por un conjunto de funciones lineales. La tarea es determinar para qué subin-
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tervalo la funcién n x z + m produce el méximo. Sea (Ib,ub) con lb,ub € Q, el

intervalo posible para .

Entonces se calcula el par (ny,mq) para el que MAX (n m)e B(Llw) N * L1+ M
con x1 = l. A partir de (n1,mq), se calcula otro par (ng, ms) que cumpla ng > n;
v la interseccion de nj *x +my y no *xx 4+ my debe estar dentro del intervalo, esto
es rp = T2=" € (l,u). Se deben explorar todos los pares (n,m) € E(L,l,w)
con n > ni y elegir el minimo valor obtenido para xs. Este proceso se repite
iterativamente hasta que x; = u. De forma andloga se calculan los subintervalos

para el ancho.

Si se unen los resultados, se consiguen una particién de (I, ) en subintervalos

donde las particiones de longitud y anchura que dominan son constantes.

Para los subintervalos (r1, s1], (72, s2], ..., (7%, Sk) ¥ particiones dominantes pa-
ra la longitud y anchura (n;, m;) y (p;, ¢;) respectivamente, el drea del PLP viene
definida por:

(nixx+m;) * (pi* =+ q;) m; * q;

f(x) = . =N *Pi*T+Nixq+mixp;+

(2.70)

Dowsland, como hemos mencionado anteriormente, presentaba una férmula
general con la misma forma que ésta: A + B x x + C/x. Se tiene una funcién

racional en x cuyo minimo se alcanza en:

i % q; ng,p; 70 S X
(@) = nyspy — g B0, [T (2.71)
X n; * P

Si zp estd dentro del intervalo (r;,s;] 6 (r4,s;) (esto implica m; * ¢; > 0, dado

que r; = 1), entonces f(zg) es el minimo de f en (r;,s;] 6 (ri,s;), dado que la
segunda derivada es
2% my; * g
f(x) = 790;’ : (2.72)
ym;xq; >0y x> 0.Se puede demostrar que f es convexa en cada subintervalo
y a su vez en todo el intervalo (I,u). Esto permite usar el siguiente procedimiento

para obtener el minimo:
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1. Sea i =1.

2. Calcular el subintervalo (7, s;] (6 (1, s;), si s; = u) y la particién dominante

(ni,m;) y (ps, qi) respectivamente.

3. Sizg = /7L estd dentro del intervalo (ry, si] ((rs, i) o si f(r:) < f(s:)
se sigue cumpliendo, entonces parar (debido a la convexidad de la funcién

el éptimo ha sido encontrado).

4. En otro caso si s; = u, parar. (Si el minimo se alcanza en la cota superior).

Hacer i =7+ 1, ir a 2.

Se sabe que f es continua en cada subintervalo. Como el valor de la funcién es un
numero racional, y sélo interesa calcular la parte entera de f, siempre se puede
buscar un ¢ tal que |f(l+¢)] = [f(I)] 6 [f(u—¢e)] = [f(uw)]. Siel minimo es
obtenido por un nimero racional dentro del intervalo (I, u), sea r/s, entonces el
problema (méX(n,m)EE(L,l,w) Nk T 4 Mk $, MAX(p Ve E(W,Lw) P *¥ T+ G * 8,7, s) es el

de cota minima de la clase de equivalencia.

Si el minimo es obtenido en [ 6 u 6 un ndmero irracional dentro del intervalo
posible (un z( de algin subintervalo), entonces este cociente puede ser aproxima-
do sdlo con cierta precisién. Es decir, se ha de buscar dentro del subintervalo un
valor racional que pertenezca a la misma clase de equivalencia que el original y

que esté lo mas cercano posible al cociente minimo.

2.5.6. Cotas basadas en programacion lineal

Isermann (1987)[52] desarrollé un método de cota superior resolviendo un
problema de programacion lineal. Este procedimiento es otro ejemplo de la utili-
dad de la nocién de particiones. Supongamos un empaquetamiento normalizado
cubierto por un rejilla de longitud uno. Entonces cada fila o columna de la rejilla

contiene una particién.
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La Figura 2.14 muestra una solucién de la instancia (8,5,3,2). De arriba a
abajo, las filas contienen las particiones posibles (1,1), (2,1), (1,2), (2,1) vy (2,1)
del lado L (8), y de izquierda a derecha las columnas contienen las particiones
(1,1), (1,1), (0,2), (1,1), (1,1), (0,2), (0,2) y (0,2) del lado W (5). Se asigna a cada
particion posible (7,j) de L una variable entera z;; y para cada particién posible
(f,g9) de W una variable entera ys,. Entonces cada empaquetamiento posible de
(L, W,l,w) determina valores para aquellas variables x; ; y yy,, por el nimero de

filas/columnas que contienen las particiones (7,7) v (f,g).

El empaquetamiento de la Figura 2.14 corresponde a los valores de:
T21 = 3, T12 = 1, r11 = ly Tij = 0 V(’L,j) S F(L,l,w),
vii1=4,v2=4yyre=0V(f,g9) € FW,l,w).

Obviamente F'(L,l,w) = F(L*,l,w) y F(W,l,w) = F(W*,l,w), con L* y W*
como en las ecuaciones (2.44) y (2.45). Considerar ahora el siguiente conjunto de

restricciones lineales para las variables x; ; y yy 4

Z ri; < W* (2.73)
(4,7)EF(L,l,w)
Yy <Lt (2.74)

(f.9)eF(W lw)

Z Ui j— Z wxgkyry =0 (2.75)

(i,)€F (L,l,w) (f.9)eF(W,lw)

Z Wk ok j— Z Ixfxyrg=0 (2.76)
(i,)€F (L,l,w) (f,9)eF(W l,w)
xi; > 0V(i,75) € F(L,l,w) (2.77)
Yr.g = 0Y(f,9) € F(W,l,w) (2.78)

La restriccién (2.73) garantiza que el nimero de filas que son ocupadas por
las particiones de W* no sea mayor que la anchura posible del rectangulo, y la
restriccion (2.74) hace lo mismo para el nimero de columnas y la longitud posible
del rectdngulo L*. Las ecuaciones (2.75) y (2.76) pueden ser consideradas como

tiras de ancho unidad y longitud [ 6 w respectivamente. La primera suma de la
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Figura 2.14: Particiones en un disefio de la instancia (8,5,3,2).

ecuacién (2.75) cuenta el ntmero de tiras unidad horizontales de anchura [ en
un empaquetamiento y suma el niimero de celdas unidad ocupadas por aquellas
tiras. La segunda suma cuenta el niimero de tiras unidad verticales de anchura w
y suma las celdas unidad ocupada por ellas. En cada posible empaquetamiento, la
diferencia de aquellas sumas ha de ser cero. La ecuacién (2.76) hace lo mismo que
la anterior pero para las tiras unidad horizontales de anchura w y las ocupadas

por tiras unidad verticales de anchura I.

Definimos:
p= Y N (2.79)
(4,7)EF(L,l,w) w
USSR S a1 (2.80)
w

(f,9)eF(Wlw)

Definimos una V-caja como una caja con orientacién vertical y una H-caja
como una caja con orientacién horizontal. Cada V-caja se descompone en w tiras
verticales de longitud [ 6 [ tiras horizontales de anchura w. Por otro lado, cada
H-caja se descompone en [ tiras verticales de anchura w 6 w tiras horizontales
de anchura /. Entonces la parte entera de H es el nimero de H-cajas y la parte

entera de V' es el numero de V-cajas, y el problema de programacién lineal entero



2.5 Cotas Superiores 43

dado por las seis restricciones (2.73)-(2.78) y la funcién objetivo:
, o o ES L, j f * yf,g
mixZ = |H+ V| = > —=+ > e (2.81)
(4,J)eF(L,lw) (f,9)eF(W,l,w)

proporciona una cota superior vélida para el PLP (L, W,l,w). Dado que el pro-

blema lineal entero es NP-Completo, resolvemos la relajacién lineal del problema.

Naujoks (1991)[65] propone una mejora de este método: sea Uj la cota superior

obtenida por el LP dado anteriormente. Introduce una séptima restriccién:

1%k T4 f*yrg
H+V= ) — > —d > :
+V - + P Uy (2.82)
(6,5)€F (L,L,w) (f9)eF (W l,w)

que asegura que la suma de H-cajas y V-cajas no baje de U;. Resuelve este LP

con las siguientes funciones objetivo:

, o ’i % xi,j , _ f * yf,g
max H = Z Y maxV = Z —

esto es, maximizando independientemente el nimero de H-cajas y V-cajas.

Sea:
Us = min { LﬁJ + LVJ ,Ul} (2.84)

donde H y V respectivamente son los valores de las soluciones éptimas de los
roblemas lineales. Entonces U, es una nueva cota superior, que en algunos casos
2 )

es inferior a Uj.

2.5.7. La cota de Nelifien

Nelien (1995)[67] plantea un nuevo procedimiento para calcular una co-
ta para el problema a partir de la formulaciéon anterior. Partiendo del proce-
dimiento para calcular H y V, cotas para el nimero de H-cajas y V-cajas,
Neliflen utiliza el mismo procedimiento para z;; y ysg4, es decir, resuelve el

LP formado por las siete restricciones anteriores pero con la funcién objetivo
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L L _ .. ‘o ; o
minz;’; = x;; y max z;; = x;; para todas las particiones posibles de L, x;j, y
obtiene cotas inferiores y superiores lz; ; y ux;; para el nimero de filas en una
soluci6én 6ptima (una solucién con Us recténgulos). Se procede de forma andloga

para las particiones de W.

A partir de aqui intenta mejorar la cota mediante el uso de implicaciones
l6gicas. El diseno del procedimiento es por contradiccién: asume que existe una
solucién de valor igual a la cota superior U = Uy y mediante el ajuste de diferentes
argumentos se intenta llegar a una contradiccién lo que produciria una rebaja de
la cota. En primer lugar, intenta ajustar mas los valores de H-cajas y V-cajas.

Mediante un procedimiento de etiquetado obtiene:

H = méx 2§rr§nﬁv)[§/wj r ok Z lye,a/l ’2§rr2é[)£/lj Tk Z lze q/w (2.85)
(c,d)€E(W,l,w) (c,d)€E(L,l,w)
a>r e>r
y
Vinitn = méax 2§Trr§1<?‘>/<v/” T Z lye,a/w ,2§Tr£[ézc/wJ T % Z lze q/l (2.86)
(c,d)€E(W,l,w) (c,d)€E(L,l,w)
e>r a>r

Como resultado de este primer argumento se ajustan los valores de H y Va

H = min {H U— me} (2.87)
y
V = min {f/, U-— Hmfn} (2.88)

También se obtiene la eliminacién de ciertas particiones y una reducciéon para
H y V mediante dos proposiciones. Dada una W-particién (f,g) con un cota
inferior lyy 4, si se cumple L — Iy, < [, entonces cada H-caja intersecta con una
columna de tipo (f, g). Las siguientes dos proposiciones se cumplen en cualquier

solucién 6ptima:

i) No pueden existir columnas de tipo (p, q), donde ¢ > 2 * g.

ii) El nimero de H-cajas es un multiplo de g.
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Aplicando resultados similares obtiene:

i)g>2%g = uyp, =0

(
(i) = | /g] <9,
(

1) $>2%7 = ur,s =0
W —la;; <1= E) /

i)V = |V/j] ],

(i) r>2%i = ux,s=0
W—ZCCZ'J<U}:> A N .
(1i)H = H/zJ*z,

y también:

I:I/gJ x g < U-V = uyygy = min {uys,, L — 1},

V/fJ * f < U—ﬁ:>uyf7g:min{uyfyg,L—w},

V/jJ xj<U—H = ux;j=m{uz;,;, W -1},

f]/zJ xi<U—V = ux;; = min {uwx; ;, W —w}.

por ultimo, el nimero de tiras sueltas sobrantes viene dado por:

nlxlzfl*w— Z i xlx; 4,

M1 =Voal— Y ol
(4,5)€E(L,Lw)

nixi =V *w — Z ixlyyg,

nlxw:ﬁ*l— Z g*lxy,.

de las que se obtiene:

uw;j = min {uz; j,lz; j + min{[nax1/i] , [nwx1/7]}},

UYf.g = min {uyf,ga lyf,g + min { lnlxa/fj ) lanb/gJ }} .

45

(2.89)

(2.90)

(2.91)

(2.92)

(2.93)
(2.94)
(2.95)

(2.96)

(2.97)

(2.98)

(2.99)

(2.100)

(2.101)
(2.102)
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Neliflen propone un tultimo procedimiento si todos estos razonamientos no per-

miten llegar a una contradiccién que disminuya la cota.

Sea ly =lf, g, lo = lf,.g05 ooy In = 1§, g,, donde n = |E(W, [, w)|, la secuencia
en orden de longitud decreciente de las particiones de W, y l,41 = W —w la

longitud maxima de una particién no eficiente. Resolvemos el siguiente problema

mochila:
n+1
Maximizar Z yp k= A
k=1
n+1
s.a: Z Y < L
k=1

Yk S UYf, g, k=1,...n
Yn+1 < UYne

yr > 0y entero, 1<k<n+1

La solucién éptima de este problema se obtiene por un simple procedimiento
greedy. Esta solucién es una cota superior para el problema. Si se cumple A <
U x| x w, es decir, si la cota superior del drea que se va a llenar es menor que
U, llegamos a una contradiccién, por lo que no existe una solucién con U cajas.
Ademads, si A cumple una determinadas condiciones se podria mejorar la cota

inferior para lyy, 4, de la particién dominante (fi, g1).

Debido a que algunos valores incluidos en los célculos, por ejemplo los valores
lz; ;, pueden haber cambiado durante el procedimiento, puede ser tutil repetir

iterativamente el procedimiento completo siempre que se produzca algiin cambio.

2.6. Algoritmos Exactos para el PLP

En este apartado mencionamos los algoritmos exactos que se han desarrollado
para el problema del pallet. Estos algoritmos sélo se han probado en instancias de

Tipo I. Podemos diferenciar dos tipos de algoritmos exactos: algoritmos de tipo
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Branch and Bound y algoritmos para la reducciéon a un problema de conjunto

maximo independiente.

2.6.1. Branch and Bound

En 1979 De Cani[24] fue el primero que propuso un algoritmo exacto para el
PLP. Este algoritmo y los posteriores de Isermann (1987)[52] y Exeler (1988)[40]

son de tipo Branch and Bound.

En este tipo de algoritmos se busca un disefio con un determinado nimero
de cajas n. En primer lugar, buscan una solucién con n = n,;, (nimero de cajas
de la cota superior). Si no la encuentran, se vuelve a aplicar el procedimiento,
pero esta vez con n = n,, — 1 cajas, hasta llegar a la solucién del heuristico. Para
cada valor n se construye un arbol de bisqueda donde cada nodo representa un
disenio parcial de las cajas en el pallet. Si en un nodo la cantidad de desperdicio
del disenio parcial excede la pérdida correspondiente a una solucién con n cajas
(LW —n=lxw) se produce el corte de esa rama. La manera de ramificar elegida

es la bisqueda en profundidad (depth-first-search).

El punto crucial de este tipo de algoritmos es en primer lugar que ningin
diseno parcial sea considerado més de una vez (esta condicién no es satisfecha,
por ejemplo, por el algoritmo de De Cani (1979)[24]) y en segundo lugar un

célculo eficiente del desperdicio en cada nodo.

2.6.2. El algoritmo de Dowsland

En una serie de articulos (1985-1987)(]28], [30], [29]). Dowsland desarroll6 un
algoritmo exacto que fue el primero basado en una correspondencia entre el PLP
v la teoria de grafos, transformando el PLP en un problema equivalente de con-
junto maximo independiente. Se considera el pallet como un rectangulo dividido
en cuadrados unidad y Gy, es el grafo cuyos vértices representan la esquina

inferior-izquierda de todos los posibles emplazamientos de una caja en el pallet.
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El nimero de vértices de Gy, viene dado por:
WVi=L+1-D)sW+1-w)+(L+1—-w)«x(W+1-1) (2.103)

donde el primer producto corresponde a las posiciones posibles de cajas horizon-
tales y el segundo a las cajas verticales. Dos vértices son adyacentes si al colocar
dos cajas en esos vértices se produce un solapamiento. Entonces cualquier conjun-
to independiente de vértices corresponde a una solucién posible. En particular,
cualquier conjunto maximo independiente representa una solucién éptima para
el PLP y viceversa. Para resolver este problema existen una amplia variedad
de algoritmos. El inconveniente de este método es que el problema de buscar el

conjunto maximo independiente se ha demostrado que es N P-completo.

El grafo Gy, para nuestro PLP sera un grafo muy poco denso (entre 8 % y
12 % de densidad), aunque si localmente denso, es decir cada vértice tiene muchos
adyacentes entre sus cercanos, pero ninguno entre los que estén a una distancia

mayor que [.

Es posible reducir el grafo utilizando diferentes procedimientos. En primer
lugar, Dowsland resuelve un problema para buscar la instancia equivalente de
menor dimensién. Ademas, puede reducirse el nimero de vértices al considerar
sélo aquellas posiciones de las cajas que son combinaciones enteras de particiones
eficientes desde la esquina inferior izquierda del pallet. Esto permitird reducir
el conjunto de vértices de forma que, por ejemplo, en una muestra aleatoria de

problemas del Tipo I no se sobrepasaron los 600 vértices.

K. Dowsland resuelve el problema del conjunto méximo independiente con el
algoritmo de Loukakis y Tsouros (1982)[61]. El algoritmo consiste basicamente
en un arbol lexicografico de busqueda de los vértices. Loukakis y Tsouros reco-
miendan ordenar los vértices de forma descendente por el grado de los vértices.
Sin embargo, segiin K. Dowsland funciona mejor el algoritmo si los vértices son
ordenados en filas o en columnas, por ejemplo de izquierda a derecha del pallet y
desde arriba hacia abajo, donde los empates son resueltos a favor de una H-caja

o V-caja.
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Durante la bisqueda es posible definir areas de desperdicio que permanecen en
la solucién parcial correspondientes al conjunto actual de vértices en el algoritmo.
Si la suma de estas areas excede el desperdicio de la mejor solucién conocida,

entonces puede saturarse.

2.6.3. El algoritmo de Bhattacharya et al

Un método exacto més reciente es el de Bhattacharya et al. [15] de 1998
que también es de tipo Branch and Bound. Los nodos en el arbol de busqueda
representan disenos parciales. El nodo raiz corresponde a un disenio parcial con 0
piezas y a partir de este nodo se ramifica segtin las posibles particiones eficientes
del diseno. Estas particiones estdn previamente ordenadas por su anchura, en
primer lugar las cajas verticales y luego las horizontales. Notar que el pallet se

enumera desde el lado (L) colocando piezas a lo largo del ancho del pallet (W).

El algoritmo incorpora dos métodos de acotacion para no enumerar o explorar
disenos que sean peores que los ya explorados. El primer método tiene en cuenta
la méxima pérdida permitida, de forma que si el diseno parcial que estamos
construyendo tiene una pérdida mayor que la mejor solucién, entonces satura ese
nodo. El segundo método que utilizan es considerar si existe un diseno parcial
explorado con el mismo nimero de piezas colocadas que el actual pero no ha
utilizado tanta regién del pallet, entonces el anterior era mejor por lo que este
nodo también se puede saturar. En la Figura 2.15 se muestra el arbol de btisqueda

completa con este algoritmo para el problema (13,11,7,3).

Las instancias utilizadas para probar el algoritmo son 8 instancias de la lite-
ratura y dos muestras aleatorias de 500 instancias, todas del Tipo I. La eleccién
de las muestras es por estratos: 100 instancias de 1 a 10 cajas, otras 100 de 11
a 20, etc. Para estas muestras obtienen una media de 20 segundos de tiempo de
computacion. Al no intentar resolver ningtin subconjunto de Tipo II y no generar

una muestra aleatoria del Tipo I es dificil valorar la calidad de este algoritmo.
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Figura 2.15: Arbol del algoritmo de Bhattacharya para la instancia (13,11,7,3).



Capitulo 3

Un nuevo algoritmo exacto
para el PLP basado en branch
and cut

3.1. Introduccion

En este capitulo describimos el desarrollo de un nuevo algoritmo exacto para
el PLP. Tal como se observé en el capitulo anterior, los algoritmos exactos de-
sarrollados actualmente resuelven eficientemente los problemas de Tipo I, pero
no se han planteado la resolucién sistematica de problemas mas grandes (Tipo
). Este es el objetivo de este capitulo: disenar e implementar un algoritmo que

resuelva éptimamente todos los problemas de Tipo II.

Para ello proponemos un esquema branch and cut en lugar de utilizar una
estructura branch and bound como las descritas anteriormente. En la siguiente
seccidn se presenta una introduccién a este tipo de procedimientos para poste-
riormente ir describiendo los componentes especificos de nuestro algoritmo. Al
final del capitulo se presenta el estudio computacional que ilustra la eficiencia de

nuestro método.

o1
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3.2. Algoritmos Branch and Cut

Un algoritmo Branch and Cut es un algoritmo Branch and Bound donde en
cada nodo del arbol de busqueda se puede llamar a un algoritmo de planos de
corte. El uso de facetas definiendo planos de corte y la generaciéon automatica
de planos de corte, en combinacién con el Branch and Bound, fue formulado y
aplicado con éxito por primera vez por Grotschel, Jinger y Reinelt [45] para el

problema del ordenamiento lineal en 1984.

El término Branch and Cut fue introducido por Padberg y Rinaldi (1991)[70]
en un algoritmo para el problema del viajante (7SP). La definicién original de
Padberg y Rinaldi fue hecha para un algoritmo Branch and Cut permitiendo Uni-
camente planos de corte definidos por facetas, pero en la mayoria de los algoritmos

no se exige que tengan que ser facetas.

Daremos una corta descripcién de una versién bésica de un algoritmo Branch
and Bound y un algoritmo de planos de corte. Més detalles pueden encontrarse

en el libro de Wolsey (1998)[90]. Consideremos el problema de determinar:
zopr = max{z(z) : x € P,x entero} (3.1)

donde z es una funcién lineal en x, y donde P es un poliedro. Nos referiremos a
este problema como el problema 7. El Branch and Bound hace uso de la relajacién
lineal

T:Z=mix{z(z):z € P} (3.2)

Es fécil ver que Z > zpopp. En el nivel superior o nodo raiz del arbol tene-
mos el problema 7. En el nivel k£ del arbol tenemos una coleccién de problemas,
que denotamos 71, 7o, ..., T, tales que cada uno de los correspondientes poliedros
P, P, ..., P son disjuntos, y tal que todos los vectores enteros de P estan con-
tenidos en P, U P, U ... U P. Mantenemos un conjunto de problemas abiertos,
el valor de la mejor solucién posible z* = z(z*) y la correspondiente solucién
x*. Inicialmente 7 es el Unico problema abierto. En la iteracién ¢, elegimos un

problema abierto 7 y lo resolvemos. Si el problema 7 es imposible o si el valor
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2(Z') de su solucién éptima es menor que z*, eliminamos 7 de la lista de pro-
blemas abiertos y continuamos con la siguiente iteracién. Si la solucién éptima
de 7 es entera, es decir, Z' es una solucién del problema 7, hacemos z* := Z* si
2(Z') > 2*, eliminamos 7’ del conjunto de problemas abiertos y continuamos con

la siguiente iteracion. En otro caso ramificamos.

Cuando usamos Branch and Bound para resolver problemas de programacion
entera es crucial que obtengamos buenas cotas, debido a que estas cotas son usa-
das para reducir el arbol de bisqueda. Como nuestro problema es de maximizar,
necesitamos buenas cotas superiores, para lo cual podemos ajustar la relajacién

lineal anadiendo desigualdades vélidas.

En un algoritmo de planos de corte mantenemos una relajacién lineal de un
problema 7. Resolvemos 7 dado P y si la solucién éptima T es entera entonces
paramos. En otro caso llamamos a algoritmos de separacién basados en las dife-
rentes familias de desigualdades vélidas que consideremos. Si alguna desigualdad
violada es identificada la anadimos a P. Si no encontramos desigualdades viola-

das, paramos.

El procedimiento Branch and Cut usa las dos herramientas, utiliza un algo-
ritmo de planos de corte para hacer mas fuerte la relajacién lineal, y utiliza esta
relajacién en un algoritmo Branch and Bound, con la particularidad de que los
cortes introducidos en un nodo son validos para el problema original y pueden ser
utilizados en los demés nodos del arbol. Por este motivo elegimos este procedi-
miento ya que observamos, como comenté Nelifien (1995)[67], que las dificultades
del problema para los algoritmos exactos se dan en problemas en los que no existe
una solucién de valor igual a la cota superior, y los algoritmos exactos de tipo
Branch and Bound tienen que explorar todos los posibles disefios hasta concluir
que no existe tal solucion. Un algoritmo Branch and Cut nos permitira mejorar

la cota mediante la inclusién de nuevas restricciones.

La Figura 3.1 muestra un diagrama general de un algoritmo Branch and Cut.
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EMPEZAR glb - Mejor solucién posible
lub - Cota superior
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Figura 3.1: Diagrama bdsico de un algoritmo Branch and Cut.
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O

Procesado, Saturado  Activo  Procesado, no saturado  Sin procesar

Figura 3.2: Arbol de un algoritmo de ramificacién y corte.

3.2.1. Componentes de un Branch and Cut

En primer lugar explicaremos la terminologia del arbol de Branch and Cut
(Figura 3.2). En cada fase de ramificacion, tal como sucede en un algoritmo de
Branch and Bound, dos (o més) subproblemas son generados por lo que el con-
junto de todos los subproblemas puede ser representado por un arbol en el que
los subproblemas son los nodos. El nodo que esta siendo procesado se llama nodo
activo. Los nodos que han sido procesados pueden estar saturados (si ha sido pro-
cesado todo el sub-arbol restante cuya raiz es el mismo nodo) o no saturados. Los
otros nodos no saturados en el arbol que tienen que ser procesados, se denominan

s1n procesar.

A continuacién, describimos las principales componentes de un algoritmo
Branch and Cut:

s Formulacion lineal.
Se parte de una formulacién lineal del problema original a la que se iran

anadiendo restricciones obtenidas en el proceso de planos de corte.
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» Ezplotar la solucion del LP.

Si la solucién obtenida al resolver la relajacion lineal no es entera, se in-
tenta obtener una buena solucién entera mediante diferentes heuristicos de

redondeo de la solucion fraccionaria.

Separacion.

La fase principal de un algoritmo Branch and Cut es la separacién. Se
intentan buscar restricciones violadas globalmente vdlidas (preferiblemente
facetas), que son anadidas al LP. Se dice que una desigualdad es globalmen-
te wvdlida, si es valida para cada subproblema del problema original. Una
restriccién es localmente vdlida, si sélo es valida para un subproblema S y

todos los subproblemas del sub-arbol cuya raiz es S.

Puede no ser siempre una buena estrategia llamar a todos los algoritmos
de separacién existentes en cada iteracién del proceso de separacién. Diver-
sos trabajos anteriores muestran que una jerarquia de los procedimientos
de separacion puede ser preferible. Ciertos métodos de separaciéon seran

probados unicamente si otros métodos no encuentran ninguna restriccion.

En algunos problemas se ha comprobado que es conveniente eliminar del
L P aquellas restricciones obtenidas en las iteraciones anteriores que no sean
activas. Mantener en todos los nodos del arbol de ramificacién todas las
restricciones obtenidas puede aumentar considerablemente el tamano del
problema lineal lo que implica un aumento en el tiempo de computacién
del LP.

Ramificar.

Se debe elegir la forma de ramificar en los diferentes nodos del arbol.

Fijar variables.
Al ramificar podemos fijar ciertas variables (o restricciones) por implicacio-

nes légicas.
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3.3. Formulacion entera

3.3.1. Formulacion clasica para el Problema

El problema puede formularse como un caso especial de la formulacién clasica
para el problema de corte bidimensional no guillotina propuesto por Beasley
(1985)[9] v que se ha tratado varias veces en la literatura (Dowsland (1985)[28],
Arenales y Morabito (1998)[62]-[63]).

La formulacion inicial de Beasley divide el pallet en cuadrados unidad y cada
esquina inferior izquierda de un cuadrado es una posible localizacién para colocar

la esquina inferior izquierda de una caja.

La formulacién es la siguiente:

L=l W—-w L—wW-I
max hk]’ + Vkj (3.3)
k=0 j=0 k=0 =0
sujeto a:
min{r,L—1l} min{s,W—-w} min{r,L—w} min{s,W -1}
Z Z hij + Z Z vy <1
k=maz{0,r—1} j=maz{0,s—w} k=maz{0,r—w} j=maxz{0,s—1}
(r=0,...,.L—1;s=0,...., W —=1), (3.4)
hij € {0,1} O<E<L—-L0<j<W—w) (3.5)
vg; € {0,1} 0<EkE<L—-—w;0<j<W-I (3.6)

Para entender esta formulacién es ttil mirar el pallet como si estuviera for-
mado por L * W pequenos cuadrados unidad. Las coordenadas de las cuadrados
unidad de las esquinas inferior-izquierda, inferior-derecha, superior-izquierda y
superior-derecha del pallet son (0,0), (L-1,0), (0,W-1), (L-1,W-1) respectiva-

mente. Las variables h identifican cajas colocadas de forma horizontal y las v de
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forma vertical. Los subindices indican el extremo inferior izquierdo de esa caja.

1 siuna caja horizontal estd colocada en la posicién (k,j),
hy; = (3.7
0 en otro caso.

1 siuna caja vertical estd colocada en la posicién (k,j),
Ukj = (3.8)
0 en otro caso.
Las restricciones (3.4) son las llamadas restricciones de cubrimiento que obligan
a que no se solapen cajas. Cada restriccién individual de la forma (3.4) asegura

que cada cuadrado estd cubierto como maximo por una caja.

Tendriamos:

» (L—1)«* (W —w) variables v
» (L —w)x* (W —1) variables h

s (L —w)* (W — w) restricciones

Aunque parece que dependiendo del tamanio de L y W, el tamafio del modelo
puede ser considerablemente grande, veremos que el tamano se puede reducir

drasticamente.

3.3.2. Reduccién del tamano del problema

En esta seccién explicamos cémo se han construido el conjunto de posibles
emplazamientos de variables y el conjunto de restricciones para que resulte un
problema equivalente al original con el menor nimero tanto de variables como
de restricciones. La reduccion se realiza mediante el uso del concepto de par-
ticiones posibles y teniendo en cuenta diferentes consideraciones de dominancia
como explicamos a continuacién. Partiendo de la formulacién clasica de Beasley
los conjuntos de puntos donde colocar una variable se pueden reducir sin pérdi-
da de generalidad. Vamos a explicar las diferentes reducciones para los posibles

emplazamientos de las cajas:
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= Conjuntos normalizados.
Se puede reducir el conjunto de emplazamientos a los puntos de los conjun-

tos normalizados propuesto por Herz[49] y Christofides y Whitlock[22].
S(L)=S(L,l,w)={r:r=al+ pw,r+w<L,a,f € Z;} (3.9)
SW)=SW,l,w)={r:r=al+Bw,r+w<W,a,8€ Zy} (3.10)

= Puntos interiores.
Scheithauer y Terno (1996)[78] proponen una nueva reduccién basada en
ideas de dominancia. Los conjuntos normalizados se reducen a los que deno-

minaremos puntos interiores utilizados en el algoritmo G4. Si denotamos:
(s); ==max{r € S(L):r < s} (3.11)

el conjunto de puntos interiores se define como:

S(L) = S(L,l,w) = {{L—7), : 7 € S(L)} (3.12)

Andlogamente puede definirse S (W) = S (W, 1, w).

s Nueva reduccion.
Finalmente nosotros proponemos reducir ain més el nimero de variables
distinguiendo la posicién de variables horizontales y variables verticales,
como podemos ver en el ejemplo (11,10,4, 3). Tenemos:
S(W,1l,w) = S(10,4,3) = {0,3,4,6,7}
S(VV,l,w) :S(lo 4,3) ={0,3,4,6,7}.
S(L,l,w)=5(11,4,3) = {0, 3,4,6,7,8}
S(L,l,w) = (11 4,3) ={0,3,4,7,8}.

De acuerdo con S(L,l,w) y S(VV,l,w), existirfa la variable hg¢. Sin em-
bargo, estaria dominada por la variable hg 7. La variable hg¢ dejarfa una
region de (1 x4) no utilizable, mientras que hg 7 permitirfa utilizar la regién

(1 x 4) por otra variable, con lo que en cualquier solucién que aparezca hg g
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(a) Variable ho6 (b) Variable ho,7

Figura 3.3: Reduccion de variables. Instancia (11,10,4,3).

ésta se puede sustituir por hg7 obteniendo una solucién igual o mejor que

la anterior, ver Figura 3.3.

Por tanto no tenemos los mismos puntos interiores para las variables h que

para las variables v. Tendriamos:

v(L,,bw)= {r:r=al+pw,r<Lac Z,,peZ,\0}
= {rir=al+pw,r<Waec2Z,\0,0c 2}
= {r:r=al+pw,r<LacZ,\0,0€ 2}
=SuW,l,w)= {r:r=al+pw,r <W,aec Z,,5e Z,\0}

A partir de estos conjuntos construiriamos los conjuntos normalizados:
Sv(L) ={(L—r)p 7€ Sy(L)}, Sy(W) = {(W —r)y : 7 € Sy(W)},
Su(L)={(L—r); :reSu(L)}, SyW)={W —r)y : 7€ Sa(W)}.

Este proceso de reduccién de variables puede también afectar al ntimero de
restricciones. Cuando consideramos la restriccién correspondiente a un cuadrado
(r, s), si todas las variables implicadas en esa restriccién ya han aparecido en una
restriccién anterior, es decir, en una restriccién correspondiente a un cuadrado
(r', ") situado a la izquierda y/o por debajo del cuadrado (r,s), la restriccién

correspondiente al cuadrado (r, s) es redundante. En este caso la restriccién que
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impide el solapamiento en el cuadrado (r/,s’) es también responsable del no so-

lapamiento en el cuadrado (r,s).

En la Figura 3.4 se muestra las variables (H y V) y para qué cuadrados
habia restricciones (cuadrados en gris) para el problema original y con la nueva

reduccion.

‘Do o'o'o'oo o

—

Jeommaatataa |
i g =R = 1= ER I = =
(ki i w il e HE 1= O = = S = =
Jeommaatatme | e e
o AR O S O S0 0 8

e e i e e S S SN I O
o'o'o'o'o'ot'oto:o:; o. . :Oo.0o. . 0.0
YW H H H H H H H Y “H H 'H H

(a) Original (b) Nueva Reduccién

Figura 3.4: Reduccidn de la instancia (11,10,4,3).

Formulacién Variables h  Variables v Total Restricciones
Beasley 49 48 97 56
Conjuntos normalizados 25 24 49 30
Puntos interiores 20 20 40 25
Nueva Reduccién 16 9 25 23

Tabla 3.1: Reduccién de variables. Instancia (11,10,4,3).

En la Tabla 3.1 se muestran las distintas reducciones para la instancia (11,10,4,3)
y en la Tabla 3.2 observamos la comparacion de los puntos interiores y la nueva re-
duccién para la media de variables y restricciones de los dos conjuntos completos

de problemas test.
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Puntos interiores Nueva Reduccién

Variables Restricciones Variables Restricciones
Tipo I 373,46 212,34 266,37 211,89
Tipo IT  1406,35 753,03 1041,25 752,49

Tabla 3.2: Comparacién entre los puntos interiores y la nueva reduccion.

Los conjuntos de variables y de restricciones dependen tinicamente de las par-
ticiones eficientes y éstas a su vez definen las clases de equivalencia. Por tanto,
existe una relacién biunivoca entre las variables y restricciones de cualquier par
de miembros de una clase de equivalencia. La formulacién con estas nuevas reduc-
ciones (ver seccion 3.3.4) es unica para todos los miembros de una misma clase
de equivalencia y el tamano del LP no viene determinado por el orden de L y W.
Por ejemplo, la instancia (42,28,8,5) tiene 161 variables y una equivalente, por
ejemplo la instancia (25786,17727,4835,3223), las mismas 161 variables.

3.3.3. Una restriccién de cota superior

Como se ha mencionado en el capitulo 2, existen buenos algoritmos heuristicos
y buenas cotas superiores para el PLP. Como la funcién objetivo de este problema
es el nimero de cajas que pueden colocarse en el pallet, el valor de la solucién
optima tiene un estrecho rango de posibles valores. De hecho, dado n ey, €l valor
de una solucién posible, y nootq, €l valor de una cota superior, nosotros buscamos
una solucién con noy cajas, donde npeyr < Nopt < Noota- Aprovechando este
hecho, en el arbol de bisqueda definimos un primer nivel de ramificacién en el que
cada nodo tiene un numero fijo de cajas, decreciente desde nootq hasta ngeyr + 1.
Comenzamos estudiando la rama con el mayor niimero de cajas y la exploramos
hasta que encontremos una soluciéon posible, y por tanto éptima, o la rama haya
sido completamente estudiada. En este caso pasamos a la rama siguiente con una

caja menos y asi sucesivamente.
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Por tanto, cuando resolvemos la relajacion lineal de la formulacién entera en

cada nodo del arbol, anadimos la restriccién de cota superior:

S>> i+ > ) w<B (3.13)

keSur j€§HW keSy L, ]'Eng

donde B es el numero de cajas correspondientes a la rama a la que pertenece

el nodo en estudio.

Como consecuencia de ello, la pérdida, es decir, la superficie no utilizada del
pallet correspondiente a cada rama es también conocida. En una rama con n cajas,
la pérdida es P = L+ W —nx*l+w. Esta informacién puede utilizarse para mejorar
la formulacién. Cuando describimos la reduccién de restricciones mencionamos
que una restriccién puede ser responsable de evitar el solapamiento de varios
cuadrados unidad. Por tanto, si todas sus variables son 0 no uno sino varios
cuadrados estaran vacios. Si el nimero de cuadrados asociados a la restricciéon es
mayor que la pérdida P, estd restriccién tiene que fijarse a uno. Este cambio en el
status de la restriccidon no es necesario en la formulacién entera, pero es relevante

en su relajacién lineal.

La Figura 3.5 ilustra el primer nivel de ramificacién sobre un ejemplo.

Instancia (105,70,12,7)
Cota superior: ngota =87

Solucién heuristica: n ey, =84

B =87 B = 86 B =85
Pérdida = 42 Pérdida = 126  Pérdida = 210

Figura 3.5: Ramificacion en el nodo raiz.
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Concretamente, utilizaremos la mejor de las siguientes cotas:

» La cota de Barnes (1979)[8].
» La menor cota de la clase de equivalencia (1985)[28].

» La cota de Neliflen (1995)[67].

3.3.4. Formulacion para el problema

La formulacién que utilizaremos sera la siguiente:

méx > > ht Y > wy (3.14)

keSy (L) j€SH (W) keSy (L) j€Sv (W)

sujeto a:

Yoo > hyt D D wy <1 (p9) € Shes (3.15)

k€S (L) jE€Su (W) k€Sy (L) jESv (W)

Z Z hkj + Z Z Vkj = 1 (p, q) ey’ - §Res (3.16)
k€S (L) jE€Su (W) k€Sy (L) jESv (W)

Z Z hi; + Z Z v < Cota (3.17)
k€S (L) j€SH(W) keSy (L) jeSv (W)
hej € {0,1} ke Sy(W),j € Sy(W) (3.18)
vy € {0,1} ke Sy(W),je Sy (W) (3.19)

Skes = {(p,q)|p € Ser(L) U Sy (L),q € Ser(W) U Sy (W)} (3.20)
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3.4. Reduccion del problema del Pallet Loading a un
problema de grafos

3.4.1. Definicién del grafo original

Como describié K. Dowsland (1987)[30], es posible asociar un grafo con la
formulaciéon descrita anteriormente, definiendo un vértice por cada variable y
un arco entre dos vértices si y sélo si las dos variables aparecen juntas en una
restricciéon de cubrimiento (se solapan las dos cajas). A este grafo lo llamaremos
Grwiw- El problema del pallet se transforma en un problema de encontrar el
conjunto méximo independiente en el grafo Grw,. Cada restriccién de la forma

(3.15) corresponde a un clique del grafo. En la Figura 3.6 observamos el grafo

para la instancia (5,5,3,2).

(5,5,3,2)
SR L
NEE St

v H—-W

Figura 3.6: Transformacién en un problema de conjunto maximo independiente.

3.4.2. Nuevas Relaciones entre Variables

Ademas de las relaciones de solapamiento podemos distinguir dos nuevos tipos

de relaciones:

= Relaciones debidas a la pérdida.
Dos cajas no pueden estar juntas en una soluciéon con un nimero n de cajas
si la pérdida que se produciria al colocar las dos cajas en la solucién es

mayor que la pérdida asociada a dicha solucién.
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» Relaciones de dominancia.
Un par de cajas no se permite en una solucién si existe otro par que produzca

menor pérdida, sin provocar cambios en el resto de la solucién.

Para definir las distintas relaciones, utilizamos la siguiente notacién:

(zi,yi) = esquina inferior izquierda de la caja i (3.21)
0; = Orientacion de la caja i (3.22)

I Sila caja i es horizontal,
dh; = (3.23)
w St la caja i es vertical.

w Sila caja i es horizontal,
dv; = (3.24)
I Sila caja i es vertical.

3.4.2.1. Relaciones debidas a la pérdida

A continuacién definimos los diferentes tipos de relaciones debidas a la pérdi-
da, describiendo las condiciones que se han de cumplir en cada caso. Suponemos

que las cajas no se solapan:

1. Huecos directos entre cajas.
Son huecos existentes entre las dos cajas cuando no cabe ninguna caja entre

ellas.

a) Hueco en horizontal (Figura 3.7(a)).

xo > x1+dh (3.25)

Yo < Y1 +duy (3.26)

yo +dve > i (3.27)

x9 — (x1 +dh1) < w (3.28)
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[ (z2, y2)

<w

(z1,91)

(a) Horizontales

(b) Verticales

Figura 3.7: Huecos directos.

El hueco ocasionado es:

[x2 — (x1 + dh1)] X [min{y; + dv1,y2 + dve} — max{y1, ya}]

b) Hueco en Vertical (Figura 3.7(b)).
Y2

Z2

o + dho

Y2 — (y1 +dvr)

El hueco ocasionado es:

[y2 — (y1 + dv1)] X [min{z1 + dhy, 2 + dhao} — max{z1, z2}

2. Huecos indirectos entre cajas.

ANV ANV

U1 + dv1
x1 + dhy

z1

67

(3.29)

3.30
3.31
3.32
3.33

o~ o~ o~ o~
—_ ~— ~— —

(3.34)

En el espacio entre las dos cajas cabe alguna otra caja, pero aunque obten-

gamos la utilizacion mas eficiente de este espacio atin seguiria quedando un

hueco. Por notacién definimos:

Resto(z) = {z — {méxs|s=axl+Bxw<z:acZT e ZT}} (3.35)
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2
— 9
R
1 [=— I
R 1
(a) Horizontales (b) Verticales
Figura 3.8: Huecos indirectos.
a) Hueco en horizontal (Figura 3.8(a).)
To > x1+dhy (3.36)
y2 < y1+duv (3.37)
yo +dva > yp (3.38)
Resto(zg — (x1 +dhy)) > 0 (3.39)

El hueco ocasionado es:
[Resto(xg—(x1+dhy))] X [min{y; +dv1, yo+dve } —max{y1, y2}] (3.40)

b) Hueco en Vertical (Figura 3.8(b)).

Y2 > yi+du (3.41)

2y < ay+dhy (3.42)

To +dhy > 17 (3.43)

Resto(ya — (y1 +dv1)) > 0 (3.44)

El hueco ocasionado es:

[Resto(ya—(y1+dv1))] x [min{x1+dh1, va+dhe } —max{xi, z2}]| (3.45)



3.4 Reduccién del problema del Pallet Loading a un problema de grafos 69

3. Huecos en las esquinas del pallet H1 (Figura 3.9).
Las cajas estdn a una distancia de los lados del pallet menor que el lado

grande de la caja, es decir:

To <1 Y1 < l (3.46)
1 < o Y2 < Y1 (3.47)
Definimos:
d1 = I (3.48)
doy = méX{O,xQ — (:Cl -+ dhl)} (3.49)
d3 = max{0,y1 — (y2 +dv2)} (3.50)
diy = 1 (3.51)

El hueco ocasionado es:

min(az | 5w = | 2w+ 0~ | 2w

(Z - {%J w— [%J w) % (25 {%J W)} (3.52)

dy da
H
ds3 u
e
IEERENL
o

dy

(a) Original (b) Cémo se puede rellenar

Figura 3.9: Huecos en las esquinas H1.
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4. Huecos en las esquinas del pallet H2 (Figura 3.10).
Las cajas estdn a una distancia de los lados del pallet superior al lado grande

de la caja, pero cumpliendo las condiciones:

1 <9 <l+w 1 <w (3.53)
Yo < y1 <l+w Yo < W (3.54)
méx{0,z2 — (z1 +dh1)} <w méx{0,y1 — (y2 +dv2)} <w (3.55)

definimos:

dy = max{0,x2 — (v1+dh1)} <w (3.56)
d3 = max{0,y; — (y2 +dv2)} < w (3.57)

El hueco ocasionado es:

(o) - (|

.’EQ*yl—(dQ*dg)
[ *xw

Estos huecos en las esquinas se pueden generalizar a cualquier esquina del

pallet.

Por tanto, en todos los casos de huecos directos, indirectos o en las esquinas, si
la pérdida producida por la posicién de las cajas 1 y 2 supera la pérdida asociada
con la solucién, esas dos cajas no pueden aparecer a la vez en esa solucién y

podemos poner una arista entre ellas.

| § 2 2

Figura 3.10: Huecos en las esquinas H2.
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3.4.2.2. Relaciones de dominancia

Decimos que un par de cajas estd dominado por otro par si este segundo par
utiliza una regién estrictamente menor del pallet, dejando el resto del disefio inal-
terado. En este caso entre los vértices correspondientes al par de cajas dominado
introducimos una arista para impedir que aparezcan juntas en la solucién. Este

tipo de relaciones las definimos como relaciones de dominancia.

De acuerdo con la definicién anterior, pueden darse situaciones en las que
un par de cajas esté dominado por varios pares de cajas diferentes. Siempre
optaremos por una dominancia que desplace la pérdida hacia el centro del pallet.
Como se observa en la Figura 3.11, la dominancia desplaza las cajas hacia la

esquina mas cercana y las pérdidas hacia el centro.

.......................................

Figura 3.11: Sentido de aplicacién de la dominancia.
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Pasamos a continuacién a definir los diferentes tipos de relaciones de domi-

nancia:

1. Dominancia entre cajas de tipo 1.
Vamos a estudiarlas de forma horizontal, pero facilmente se pueden trans-
formar a vertical por simetria. Tenemos una caja horizontal y otra caja
en vertical, o las dos cajas en vertical. Suponemos que la caja 1 esta a la

izquierda de la caja 2 (Figura 3.12).

a) Una caja vertical u horizontal, Caja 1, y otra horizontal, Caja 2.

Condiciones:

1) Mitad izquierda del pallet.

1 L ya < yo + dvg < Y1 + dvl (359)

0< a0 — (%1 + dhl) <w (360)
L

2 < (3.61)
2

3 Var,, en ([x1 + dhy,z2 — 1],y2) (3.62)

2) Mitad derecha del pallet.

y2 <y1 <1+ dvp < Yo + dv2 (3.63)

0< a9 — (.’/Ul + dhl) <b (3.64)
L

T > b} (3.65)

I Var,, en ([x1 + dhy,zo — 1],y1) (3.66)
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b) Las dos cajas verticales.

Condiciones:

1) Mitad izquierda del pallet.

Y1 =92 (3.67)

0< a9 — (561 + dhl) <w (368)
L

< (3.69)

3 Vary en ([z1 + dhy,z2 — 1], y1) (3.70)

2) Mitad derecha del pallet.

Y1 =92 (3.71)

0 <o — (r1+dhy) <b (3.72)
L

n > (3.73)

3 Vary en ([x1 + dhy,z2 — 1], y1) (3.74)

| >

Figura 3.12: Dominancia entre cajas de tipo 1.

2. Dominancia en las esquinas D1.

Se basa en las relaciones existentes de huecos en las esquinas HI (Figura

3.9).
xg <1 y1 <1 (3.75)
1 < X9 Yo < Y1 (3.76)
3 Var,, en (x1,[y2,y1 — 1]) (3.77)
3 Var,, en ([x1 + dhy,z2 — 1], y2) (3.78)
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ds
d 2 1 % 2

Figura 3.13: Dominancia D2.

3. Dominancia en las esquinas D2.

Basado en las relaciones existentes de huecos en las esquinas H2 (Figura

3.13).
r1 <z <lH+w r1 <w (3.79)
ya <y <l+w ys < w (3.80)
méx{0,zy — (21 +dh)} <w max{0,y1 — (y2 +dv2)} <w (3.81)
3 Var,, en (21, [y2, 91 — 1]) (3.82)
3 Var,, en ([x1 + dhi, z2 — 1],92) (3.83)

4. Dominancia DS3.
Trata de evitar disenos con cajas como las que vemos en la Figura 3.14.
Debemos tener dos cajas con la misma orientacién, con la condicién I < 2xw.
Vamos a ver el caso horizontal, pues el vertical seria equivalente por simetria
(Figura 3.14(a)).

l<y1—y (3.84)
w < (xl + dhl) — X9 (3.85)
3 Var,, en ([x1, (x2 + dha) — w], [y2, y1 —1]) (3.86)

6

3 Var,, en ([x1, (x2 + dha) — w], [y1 + dv1,y2 + dvy — 1]) (3.87)
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>

% 1 1 2 ) 1 2

[

(a) Horizontal (b) Vertical

Figura 3.14: Dominancia D3.

3.4.3. Soluciones simétricas

Es muy frecuente tener soluciones que son simétricas a otras, respecto a un eje
vertical que pase por el centro del pallet, respecto a un eje horizontal o respecto

ambos simultaneamente (Figura 3.15).

Esta simetria multiplica el conjunto de soluciones posibles y es una dificultad
anadida para los métodos exactos de resolucién. Por ello, vamos a desarrollar
algunas estrategias que permitan no considerar soluciones simétricas de otras ya

estudiadas.

Tal como comentamos en la seccién 3.3.3 en cada rama del arbol de bisqueda
tendremos fijado el nimero de cajas de la soluciéon buscada n y con ello la pérdida
asociada P = (Lx W) — (n* [ xw).

Si consideramos el pallet dividido verticalmente por la mitad, es obvio que
podremos considerar tinicamente soluciones para las que la pérdida en el lado
izquierdo, A, sea menor que P/2 ya que si no se da en A tendriamos que se
daria en el lado derecho, B, y por simetria podriamos conseguirla en A (Figura
3.16(a)). De forma similar, si consideramos el pallet dividido horizontalmente
sélo necesitamos estudiar soluciones en las que la pérdida en la mitad inferior sea
menor que P/2 (Figura 3.16(b)).
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(a) Original (b) Sobre eje vertical

(c) Sobre eje horizontal (d) Sobre los dos ejes

Figura 3.15: Simetrias sobre los ejes para la instancia (20,14,4,3).

Ao B B< 1/2 Ao B B> 1/2
A>1/2 | B<1/2 A<1/2 | B> 1/2
> A>1/2 _— A<1/2
(a) Simetria vertical (b) Simetria horizontal

Figura 3.16: Simetrias respecto de los ejes.

Ademss estas dos condiciones se pueden dar conjuntamente ya que lo tinico

que ocurriria es que habria que hacer dos simetrias respecto a los ejes.
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Figura 3.17: Divisién del pallet en cuadrantes.

En un segundo paso, buscamos zonas del pallet donde podamos ajustar mas

la pérdida. Para ello dividimos el pallet en 4 cuadrantes (Figura 3.17):

1) La pérdida en el cuadrante A, P4 <

=1

Demostracion:

Supongamos que existe una solucién con P4 > 1

3 - P
Entonces P — P4 < TP = P 3 4 < g = 1 cuadrante con pérdida < g

Por simetria, A serfa ese cuadrante.

1.1) Si L pary W par: P4 < {EJ
Demostracion:

Supongamos que Py > {gJ

P
Como L par y W par, P4 es entero y entonces Py > {ZJ +1

Por lo tanto, P — P4 <P — {gJ —1<7D_§:%

- P
como P — P4 es entero, P — P4 < {%J —>P 3 AS L%J/gi

podemos escribir: P = 4a + b, b < 4 donde a = {gJ
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Luego, 3P = 12a + 3b

Dividiendo por 4 y redondeando al entero inferior més préximo:

7] = 5]

Si dividimos por 3:

a sib=0
{373J/3_ F—bJ/Sz a sib=1
4 4 a—l—% sib=2
a—l—% sib=3
3P P P — Py 3P
- - | = < | —
PortantoH4J/3J {4_y 3 _{ZLJ 3

- P
Hay al menos 1 cuadrante con V) AJ < HgJ

Por simetria, este cuadrante seria A.

Si L6 W par: Py = {EJ
4 0,5

(donde [ |, 5 denota redondear al multiplo de 0.5 inferior més proéximo)

Demostracion:
P P 1
. r > 1
SlPA> \‘4J — Py \\4J 5
P 1 P 3P
< _ = _ =
P—Py<P-— LLJOS 5 <P 1 1

3
como P € Zy Py =|Palos porque L 6 W par — P — P4 < {—PJ
0,5

4
P — Py < 3P 3
3 T L4 gs
Al menos un cuadrante con VD — PAJ < {gJ 3 = {EJ
3 0,5 4 Jos 0.5 405

2) La pérdida en el segundo cuadrante B, Pp < g

Esta pérdida corresponde al lado izquierdo del pallet.
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3 1
3) La pérdida en el tercer cuadrante C, Po < {ZP — 1—‘ + 1
Demostracion:
. 3 1 3
SiPo>|-P-1 +Z—>Pcz Z73—1 +

1
4 2

Luego, P — Pc <P — {%7’—1—‘ —--=A

1
2
Veamos el valor de A:

Sea P =4a+b (b <4),donde a = {QJ
3P =12a+ 3b

3P 3 3P 3 3P ] 3
T_3a+1b—>——1—3a—1+1b—> ’77—1 —3a—1+[1b-‘

b—[2b] =0—sib=0
_ 3.1 _ _
—a—l———i—(b— éb—‘ b—[3b] =0—sib
2 4 b—[3b] =0—sib=
b—[2b] =0—sib=
1P| 1 P
Luego,A:a+§: ZJ+§ yP—PCSA:{ZJ_F

3.1) Si L y W par, la pérdida en C debe ser entera.
Por tanto, P — Po < {EJ

o ) (. P
la pérdida en los otros 3 cuadrantes serd como maximo {ZJ

Por simetria horizontal: C < D y A < B,

3 1
podemos obtener una solucién valida con Py < {gJ y Po < {ZP — 1—‘ +

4
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L impar, W par (puede haber una pérdida fraccionaria de 0.5 en C).
3 1 P 1
. S 1 _ <a_|P 1
S1PC>L73 1—‘—1—4, entonces P — Po < A {4J+2

P
La pérdida en los otros 3 cuadrantes es menor o igual que {ZJ + 5

SiP—Fc= {g estamos en el caso (3.1).
. Pl 1 !
SiP—FPo= 1 + 3 hay al menos una pérdida de 3

en el cuadrante A.

P . , .
Por tanto, Pg < ZJ . Con una simetria horizontal obtenemos

3 1 P

una solucién con Po < {ZP — 1J + 1 satisfaciendo Py < {ZJ .
L par, W impar.

1

El mismo argumento del caso anterior, con una pérdida de 3

en el cuadrante D.

L, W impar (puede haber una pérdida fraccionaria de 0.25 en C)
3 1 P 1

i P -P -1 - P—Po<A=|— -
Si c>[4 —‘+4,entonces c < {4J+2

1
La pérdida en los otros 3 cuadrantes es menor o igual a {ZJ + 3

P 1
SiP—Po=|— =
iP C \‘ 4J + 5’
1
existe un cuadrante con una pérdida de 3 en el cuadrante A 6 D

1 1
o una pérdida de 1 en el cuadrante A y 1 en el cuadrante D.

En ambos casos, P < {ZJ . Con una simetria horizontal, obtenemos

3 1
una solucién con Po < [ZP — 1—‘ + 1 satisfaciendo P4 < {gJ

4) Obviamente en el dltimo cuadrante D, Pp < P.
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Nos quedaria por lo tanto:

PBS% Pp <P
Pa<i Po < [3P-1]+3

Figura 3.18: Limites de las pérdidas por cuadrante.

Estas cotas sobre la pérdida en cada cuadrante se aplican cuando se anaden
las aristas relativas a la pérdida que se han introducido en la subseccién 3.4.2.1.
Por ejemplo, si estamos considerando una pérdida directa entre cajas en el primer
cuadrante A, basta que esta pérdida sea mayor que P/4 para incluir una arista

entre ellas.

Ademds, se ha de tener en cuenta que este tipo de relaciones no son las mismas
en todos los miembros de una clase de equivalencia. El elemento de la clase de
equivalencia en el que se alcance la menor cota del area va a tener mas relaciones,
ya que la pérdida en relacién a la caja puede ser menor. Observemos el siguiente

ejemplo:

a) (27,17,5,3)
Cota: 30
Solucién Heuristica: 29
Pérdida: 9
Pérdida/Area de la caja: 2 =0,6

b) El minimo de la clase de equivalencia es: (40007,24005,8001,4001)
Cota: 30

Solucion Heuristica: 29
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Pérdida: 8005
Pérdida/Area de la caja: gyooaosr = 0,00025

En la instancia (27,17,5,3) tenemos que en la posicién:

(Ixl+4*xw,1xl+2+w) = (17,11) puede colocarse una caja horizontal

(Bxl+3*xw,0xl+4+w) = (24,12) puede colocarse una caja vertical
Anélogamente, en la instancia (40007,24005,8001,4001) en la posicién

(Ixl+4%w,1*xl+2%xw) = (24005,16003) puede colocarse una caja horizontal
(Bxl+3xw,0%xl+4*xw) = (36006,16004) puede colocarse una caja vertical

En el primer caso el par de cajas produce una pérdida de 4 que seria admisible en
el cuadrante inferior-izquierda (Figura 3.19(a)). Pero en el segundo caso produce
una pérdida de 4000*4000=16000000 que no seria admisible (Figura 3.19(b)).

En este ejemplo la solucién del problema lineal de la primera instancia tenia
75 variables fraccionarias, y a partir de ella se podian definir 279 aristas, mientras

que a partir de la solucién de la segunda instancia se podian definir 341 aristas.

La instancia (40007,24005,8001,4001) exhibe estas buenas propiedades debido
a que es el elemento de la clase con la menor cota superior. Su pérdida relativa es
muy pequena (0.0025) y por ello es posible detectar muchas parejas de cajas que
estan mal colocadas respecto a una soluciéon 6ptima y anadir muchas aristas para
eliminarlas. Las diferencias entre las pérdidas relativas de instancias de una misma
clase de equivalencia pueden ser muy grandes. Por ello, cuando construimos el
grafo de la solucién, usamos la instancia con la menor cota superior, obtenida

utilizando el procedimiento propuesto por Neliflen [66].

3.5. Desigualdades validas

Dado el grafo Gy, = (V, E), vamos a introducir brevemente las desigualda-

des vélidas mas importantes que se han estudiado para el problema del conjunto
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(27,17,5,3) (40007,24005,8001,4001)
Pérdida: 2 x 2 Pérdida: 4000 x 4000
S
(24,12)
(17.11) (22,11) (24005,16003) (32006,16003, (36006,16004)
(a) Menor proporcién (b) Mayor proporcién

Figura 3.19: Las relaciones debidas a la pérdida dependen de la instancia.

maximo independiente. Denotamos por Prg al poliedro del conjunto maximo in-

dependiente.

3.5.1. Cliques

Dado C C V un clique en G, cualquier conjunto independiente puede tener

como maximo un vértice de C. Por lo tanto, la desigualdad de clique:
z(C) <1 (3.88)

es una desigualdad vélida para Prg. Padberg (1972)[69] demostré que cada desi-

gualdad (3.88) es una faceta para Prg si y sélo si C' es un clique.

Puede demostrarse que si en el grafo Gy, sélo consideramos las aristas
correspondientes a las relaciones de solapamiento, los Unicos cliques son las res-
tricciones de cubrimiento. Sin embargo, si al grafo se anaden las aristas corres-

pondientes a la pérdida y dominancia, pueden existir otros cliques.
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3.5.2. Ciclos impares

Un ciclo impar en G es un ciclo que contiene un nimero impar de vértices. Si

H es un ciclo impar en G, entonces la desigualdad del ciclo impar para H es:
z(V(H)) < [[V(H)|/2]. (3.89)

Padberg (1972)[69] demostré que la desigualdad anterior es valida para Prg, pero
generalmente no define facetas. Para construir facetas parte de un ciclo impar sin
cuerdas (hole), en el que dos vértices no consecutivos del ciclo no son adyacentes.

La desigualdad sobre el ciclo impar sin cuerdas (3.89) define una faceta para
Prsn {x!xV\V(H) = 0}.
Para conseguir una faceta para Prg, Padberg propone un procedimiento de

lifting secuencial anadiendo variables x, de una en una con coeficientes 3, que se

obtienen resolviendo el siguiente problema:

Sea Ag la matriz de incidencia del grafo Grwi, y a; la columna j de Ag.

Definimos el conjunto:
T=1{jeN\S:a'a" >0 para algtn k € S}, (3.90)

es decir, T' es el conjunto de todos los nodos que no son de H adyacentes con uno

(0o més) nodo(s) de H. Definimos:
T =T7' U {j,} para j, € T\ T, (3.91)

y patra ¢ = 1,...,Q = |T|, con la convencién que T° = . El conjunto 7' no

requiere ningun tipo de orden.

Entonces, sea (Z;) el siguiente problema:

(Zy) maz  zg= Y a+ Y. B, (3.92)

keH keTa—1
5.t (3.93)
Z aFay < e — al?, (3.94)
keHUTa~1

v, =0,1kec HUTI ! (3.95)
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donde los 3, son definidos recursivamente por: 3; =s—Z;,y s = %(|H |—1),y
Z4 es el valor éptimo del problema (Z;). Estos problemas son generalmente faciles
de resolver, pero pueden complicarse ya que en el fondo lo que hacen es resolver

un problema de conjunto maximo independiente. Lo vemos mediante un ejemplo.

Ejemplo 3.1 Supongamos el grafo G con 11 nodos como el de la Figura 3.20(a).

Supongamos que elegimos el ciclo impar sin cuerdas formado por los nodos H =
11

{1,...,9}. Por tanto, partiendo de la desigualdad _ x; < 4, para determinar los
1
coeficientes de x19 y x11, resolvemos (Zy),q = 1,2, con T = {10,11}. El problema

(Z1) es elegir el coeficiente de lifting para la variable 10. Para ello resolvemos el
problema (3.92)-(3.95) que no es otra cosa que eliminar los vértices adyacentes
a la variable 10 y calcular el conjunto mdximo independiente de los que quedan
(Figura 3.20(b)). El resultado es Z1 = 3 y por lo tanto 31 = 1. De la misma
forma para (Z2) con Zo = 3 (Figura 3.20(c)) obtenemos o = 1. Por lo tanto la

desigualdad que se obtendria seria:

> @i+ mig+ o <4 (3.96)
jes

En este ejemplo, una permutacién de los elementos de T" no produce una

desigualdad diferente. Sin embargo, esto no es cierto en general.

(a) Grafo Original (b) Primera Variable (c) Segunda Variable

Figura 3.20: Lifting de Padberg.
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3.5.3. Ruedas

Otra clase de desigualdades més recientes son las llamadas ruedas de Cheng
y Cunningham (1997)[21]. Sea k un entero positivo y sea G; = (V1, E1) un grafo
con Vi = {wvg,v1,v2,...,v9k11} v F1 = {(vo,vi), (vi,vig1) : 1 < i < 2k + 1}
Tomamos vo;42 = v1. Considerar una subdivisiéon de G1. Sean Py ; y P ;11 los
caminos desde (vg,v;) y (v;,vi+1) respectivamente a través de la subdivisién.
Este grafo es una I-rueda simple de tamano 2k 4 1 si el ciclo C; formado por
Py, P;itv1,Pyi41 es impar para cada i. Denotamos esta 1-rueda simple por W =
W (vo; v1,v2, ..., v2k41). A vg le llamamos centro (hub), a Py, P2, ..., Poak+1
los radios (spokes), a Py o, Pa3, ..., Pa okt los segmentos de llanta (rim-paths),
V1, V2, ..., Vo1 las terminaciones de los radios (spoke-ends) y el ciclo formado
por Pio,Po3s,..., Pay1, la llanta (rim). Si se particionan los vértices en dos
conjuntos £ = £&(W) y O = O(W) donde v; € £(O) si Py; es un camino par
(impar), se define también S = S(W) el conjunto de vértices internos de los
radios y R = R(W) el conjunto de vértices internos de los segmentos de la llanta.

Con este tipo de grafos conseguimos dos tipos de restricciones diferentes:

2k+1
1
ko + Z rit Y wet Y, w0 <k+ (S| +[RI+ ) (397)
=1 vEE vESUR
2k+1 1
(k+ 1o + Zl i + ;x + E%ny <k+5(S|+ R +[0[+1) (3.98)

En la Figura 3.21 tenemos un ejemplo de una 1-rueda simple de tamano 13, donde
a es el centro y {b,c,d,g,i} es el conjunto de terminaciones de radios. En este

subgrafo nos quedaran las siguientes restricciones:

22, + 2xp + 22, + 22; + Z Ty <7
Ug{a7bvc7i}

3xq + 2xq + 224 + Z <7
vé¢{a,d,g}

Para el calculo de las desigualdades de rueda existen procedimientos basados

en caminos mas cortos entre pares de vértices, que ain siendo polinémicos son
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Figura 3.21: Ejemplo de 1-rueda simple.

bastante lentos. No utilizamos este tipo de algoritmos porque en la practica no
aparecen un gran numero de grafos como el de la figura y el esfuerzo computa-

cional es excesivo para el resultado obtenido.

3.5.4. Otras desigualdades validas

Otras clases de desigualdades son los antiholes y webs de Balas y Padberg
(1976)[6]), abanicos y enrejados de Cénovas et al. (2000)[23]. Sin embargo, no se
conocen procedimientos eficientes de separacién por lo que no se han incorporado

al algoritmo.

3.5.5. Implementacion del grafo

Cuando al resolver la relajacién lineal en un nodo obtenemos una solucién
fraccionaria, procedemos a crear el grafo. Por razones de eficiencia computacional,
no utilizamos todas las variables tales que 0 < x < 1, sino s6lo aquellas por encima
de un umbral, es decir, aquellas tales que 0,005 < x < 0,995. En cuanto a las
aristas, se utilizan los 3 tipos de relaciones: solapamiento, pérdida y dominancia.
Sobre este grafo se aplican los procedimientos de separacién que se describen en

los apartados siguientes.
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3.5.6. Algoritmos de Separacién

En la fase de separacién, se intentan encontrar desigualdades globalmente
validas para el problema con dos objetivos fundamentales: intentar mejorar la

cota superior para el problema y obtener soluciones enteras.

El procedimiento consta de dos ingredientes bésicos:

i) Algoritmos para la deteccién de cliques violados.

ii) Algoritmos para la deteccién de ciclos violados y su correspondiente lifting.

Algoritmos similares han sido utilizados en la literatura por Nemhauser (1992)[68]
y Hoffman y Padberg (1993)[51].

(23,17,5,4)

H: Esquina inferior izquierda

de una caja horizontal

= +{V: Esquina inferior izquierda

-1 de una caja vertical

Figura 3.22: Cliques con las nuevas relaciones.
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3.5.7. Cliques violados

Tal como se comentd anteriormente la existencia de nuevas relaciones debidas
a la pérdida y la dominancia producen la aparicién de nuevos cliques que no estan
incluidos en las restricciones de cubrimiento. La Figura 3.22 muestra una solucién
lineal del problema (23,17,5,4) con 32 variables fraccionarias de valor 0.5 y 3 en-
teras (de las 94 variables originales del problema), donde aparecen dibujados tres
cliques violados. El primer clique es el formado por las variables Hig 5, Vo g, Vio,12
donde las variables Hig5 — Vg gy Vo g — V10,12 estdn relacionadas por solapamien-
to y las variables Hig5 — Vip,12 estan relacionadas por dominancia. El segundo
clique violado es el Hig4, H1o5, His5 formado por las variables Hig4 — Higs
relacionadas por solapamiento, las variables H1g 5 — Hg 5 relacionadas por domi-
nancia y Hyg4 — Hig s relacionadas por pérdida, ya que la pérdida entre estas dos
variables es 9, P = 11 y en ese cuadrante la pérdida maxima [3P — 1]+ 1 = 8,25.
El tercero es Vigp, Visa, Hizs con Vigo — Visa, Visa — Hizg relacionadas por

solapamiento y V140 — Hi3g relacionadas por dominancia.

Para encontrar cliques violados, hemos trabajado con dos algoritmos de de-

teccion de cliques:

» Algoritmo de Pardalos (1994)[71].
Construye un arbol de enumeracion para encontrar el conjunto independien-
te de maxima cardinalidad en un grafo con m vértices. El procedimiento
comienza ordenando los vértices de manera descendente de acuerdo a su gra-
do de izquierda a derecha. La idea principal es el concepto de profundidad.
En la profundidad 1 tenemos todos los vértices. Supongamos que conside-
ramos el vértice xx. En la profundidad 2, consideramos todos los vértices
adyacentes a xj y que se encuentren a la derecha de zj en la profundidad
1 y asf sucesivamente. Se recorren los vértices bajando en profundidad, te-
niendo en cuenta la siguiente consideracion: sea xg4;, el vértice i estudiado
en la profundidad d. Si d + (m — i) < Best (tamano del mayor clique en-

contrado) entonces parar, dado que el tamano del mayor clique en el que
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aparezca Tg; no superard Best. Si estamos en el conjunto de profundidad 1
v esta desigualdad se cumple, entonces paramos: hemos encontrado el clique

maximal.

Algoritmo de Bron y Kerbosch (version extendida (2001)[17]).

Esta basado en un Branch and Bound simple enumerativo. En cada paso
k un conjunto independiente, Sk, es aumentado por otro vértice elegido
convenientemente para producir un Siyi. Cuando no sea posible anadir
mas vértices, Sky1 serd maximal. En el paso k sea Qi el mayor conjunto de
vértices para el que S N Qr = 0; esto es, cualquier vértice de Q) anadido
a Sy produce un Sy + 1 que es independiente. Qi estarda formado por dos

tipos de vértices:

a) Los vértices que ya han sido usados antes en la busqueda para aumen-

tar Sy que llamaremos Q.

b) Los vértices que no han sido usados todavia en dicha bisqueda que

llamaremos QZ.

En el paso k£ + 1 elegimos un vértice x;; € QZ. Dicho vértice se aniade a S

para producir S + 1 = Si U {z;k}, creando los conjuntos:

Qi = Qr —Tlwa) y Qipy = Qi — D(war) — {za} (3.99)

Se cumple entonces el siguiente teorema: “La condicién necesaria y sufi-
ciente para que S sea un conjunto independiente maximal es que Q; =
Q;, = 0.” Por otro lado, la condicién 3z € Q. /T'(z) UQ; = 0 es suficiente
para afirmar que x no puede generar un conjunto independiente maximal a
partir de Si. En estas condiciones el algoritmo que genera todos los conjun-
tos independientes maximales de un grafo G puede observarse en la Figura
3.23.
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De los dos algoritmos que hemos probado nos quedamos con la version extendida
de Bron y Kerbosch que consigue todos los cliques de un grafo. El algoritmo
de Pardalos computacionalmente es mas rapido si sélo queremos encontrar los

cliques de cardinalidad méaxima, pero debido a la estructura particular del grafo

elegimos el algoritmo de Bron y Kerbosch.

El esquema que seguimos, a partir de la propuesta por Hoffman y Padberg

(1993)[51], es el siguiente, en el que para vértices con orden muy alto (en nuestro

caso, superior a 25) se opta por un procedimiento greedy rapido:

Paso 3.

Paso 4.

Paso 1. Elegir v € V' de menor orden d(v).
Paso 2. Sid(v) =0, parar.

» SiovU {star(v)} forman un clique:

Si la suma de sus variables es mayor que 1,

anadir la restriccion. Borrar v.

Si no, ir a Paso 4.

Si tenemos d(v) > 25. Procedimiento constructivo greedy
que intenta encontrar el conjunto méaximo independiente
de méximo peso.

Si la suma de las variables es mayor que 1,

incluir la restriccién.

Borrar v e ir a Paso 1.

Si d(v) < 25, utilizar el procedimiento que busca todos
los conjuntos independientes con el algoritmo de Bron y
Kerbosch.

Cada conjunto independiente con valor mayor que 1 define
una restriccion.

Borrar v e ir al Paso 1.
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Paso 1. Iniciacion, Sy = Qy =0 : Q(')F =X:k=0

Paso 2. Aumentar conjunto:
Sea x; € Q;
Sk41 = Sk U {wi}
Qi1 = Q@ — T(zix)
Qf = QF — Tla) — {xik}
Guardamos QZ y Q- Hacer k =k +1

Paso 3. Test.
Sidz € @, /T(z) UQ; =0 ir al Paso 5.

En otro caso ir al Paso 4.

Paso 4. Si Qff = @, =0 se imprime S}
(conjunto independiente maximal).
Ir a Paso 5.
Si QF =0 pero @, # (0 ir a Paso 5.

En caso contrario, ir a Paso 2.

Paso 5. Backtrack. Si k = 0, parar.
Hacer k = k — 1. Se elimina z;; de Si+1 y se obtiene Sj.
Recuperamos QZ‘ y Q-
Eliminamos z;; de Q; y lo anadimos a Q.
Sik=0y Qi =0, Parar.

En otro caso ir al Paso 3.

Figura 3.23: Algoritmo de Bron y Kerbosch.
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3.5.8. Ciclos violados y su correspondiente lifting

Como hemos mencionado anteriormente, la separacién de los ciclos impares
consta de dos partes. La primera parte estd formada por algoritmos para encon-
trar ciclos impares violados o “casi violados” (ciclos en los que el valor de las
variables estd muy préximo al valor del término independiente) a partir de la
solucion fraccionaria. La segunda parte consiste en algoritmos de lifting para in-
corporar nuevas variables a los ciclos impares que hemos encontrado en la primera

parte y de esta manera hacer mas fuerte las nuevas restricciones.

Una caracteristica de este problema es que, excepto en las primeras iteracio-
nes, no aparecen ciclos que se violen directamente y puedan originar una nueva
restriccién. Es muy frecuente que los ciclos estén “casi violados” y sélo originan
nuevas restricciones después de ser liftados. Por ello no se han implementado al-
goritmos de identificacion de ciclos violados, como los que utilizan Nemhauser y
Sigismondi (1992)[68].

3.5.8.1. Ciclos violados

En primer lugar, notar que nuestro grafo puede ser no conexo, por lo que
previamente separamos el grafo en sus componentes conexas y para cada compo-
nente buscamos ciclos violados.

Hemos probado dos tipos diferentes de algoritmos:

s Algoritmo del drbol generador de minimo peso.
En primer lugar, creamos el arbol generador de minimo peso del grafo
Grwiw v €l co-arbol. Posteriormente los ciclos son generados incluyendo
aristas del co-arbol al arbol generador de minimo peso y nos quedamos los

de cardinalidad impar.

» Algoritmo de bisqueda de ciclos sin cuerdas (Hoffman y Padberg (1993)[51]).

El procedimientos elige un vértice v € V' que llamamos nodo raiz y constru-

ye un grafo “por niveles” empezando por el raiz. Cada nivel del nuevo grafo
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es definido por el nimero de arcos de distancia al raiz. Por tanto, todos los
vecinos de v estan en el nivel 1, los vecinos de los vecinos excepto v y los
que estuvieran en el nivel anterior estaran en el nivel 2, y asi en adelante.
Cualquier camino maés corto del nivel k al raiz v contiene exactamente k
arcos. Cualquier par de nodos adyacentes del nivel k y que tengan caminos
mas cortos disjuntos al raiz, forman un ciclo impar sin cuerdas que contiene
av.

Para construir el “grafo por niveles” se construye el grafo iterativamente
nivel por nivel asignando pesos de 1 — x, — z a los arcos (v,v’) que estén
en el grafo por niveles. Supongamos que estamos en el nivel £ > 2 de la
construccién del grafo y sea u y z son cualquier par de nodos en dicho ni-
vel. Encontramos el camino més corto de u al nodo raiz v y “bloqueamos”
todos los vecinos del camino maés corto asignandoles a los arcos un peso
muy grande M. En el grafo restante buscamos el camino méas corto de z a
v que utiliza sélo nodos que estén en niveles més pequenos que k. Si existe
un camino mas corto de longitud menor que M, tenemos por tanto un ciclo

impar sin cuerdas.

3.5.8.2. Procedimiento de lifting secuencial

En la literatura se han creado diferentes algoritmos de lifting secuencial para
liftar los ciclos impares (Padberg (1972)[69] y Wolsey (1975)[89],[88]) basados
en arboles de lifting. Nuestro procedimiento también estd basado en un arbol
de lifting secuencial, sélo para variables que estén en el grafo de la solucién
actual. Posteriormente las variables que no estén en el grafo se toman por orden
y se van liftando en la restriccién de acuerdo al procedimiento que explicamos a

continuacion.

En la mayoria de ocasiones en la literatura se ha trabajado con algoritmos de
conjunto méaximo independiente para liftar las variables. Nosotros buscdbamos un

procedimiento rapido, por lo que hemos evitado el uso de este tipo de algoritmos.



3.5 Desigualdades validas 95

Comenzamos definiendo el conjunto de variables candidatas al lifting, es decir,
variables que individualmente pueden ser incorporadas a la restriccién del ciclo,
aunque no tienen por qué poder entrar posteriormente en la restriccién debido a

la incorporacién anterior de otras variables.

El conjunto de variables candidatas a liftar estara formado por variables adya-
centes a tres o mas vértices consecutivos del ciclo (Figura 3.24(a)) y variables que
dejen cadenas pares (Figura 3.24(b)). Definimos como cadenas a los segmentos
conexos de ciclo si eliminamos los vértices adyacentes a la variable y no tenemos

en cuenta las cuerdas.

(a) Tres o més adyacentes consecutivos (b) Cadenas pares

Figura 3.24: Vértices candidatos para liftar.

Estudiamos dos posibilidades: elegir como candidatas los dos tipos de variables
o s6lo quedarnos con las que fueran consecutivas con tres o mas vértices, que seran
mucho mas faciles de liftar posteriormente. Implementamos los dos casos, pero
el esfuerzo computacional para liftar los vértices candidatos del segundo tipo era
mucho mayor, por lo que nos quedamos sélo con las variables que tienen tres o

mas vértices consecutivos adyacentes al ciclo.

Una vez determinado el conjunto de variables candidatas, comienza el proceso
de lifting secuencial, en el que denotamos por N¢(v) el conjunto de los vértices
de C' adyacentes a v. El algoritmo para liftar las diferentes variables fraccionarias

e incluirlas en el ciclo aparece a continuacién:
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Algoritmo de lifting secuencial

Paso 1.

Paso 2.

Paso 3.

Paso 4.

Paso 5.

Inicializacion.

p=0.

E = (). Conjunto de variables liftadas en el nodo.
L=Lista de candidatas a liftar.

Aumento=0.

Eleccion de la variable a liftar.
Si L =0, ir a Paso 4 (backtrack).

Si no, tomar la primera variable x € L, hacer L = L — {x}}

Test de la variable xy,.

T, Vv Xk son adyacentes
Si, para todo xz, € 6
[Ne (k) \ Ne(v)] = 2
Ir a Paso 3 (branching), Aumento=1.

Sino, ir a Paso 1.

Branching (la variable xj entra en la restriccién).
p=p+1

E=FEU{x}

Ir a Paso 2.

Backtrack.

Si Aumento es igual a 1, guardar la restriccién (conjunto E).
Hacer Aumento = 0.

p=p-—1

Si p < 0 — parar (enumeracién completa).

Sino, E = E —{z,}, z, es la dltima variable de E.
L=A{xpq1,...,2n}

Ir a Paso 1.
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La Figura 3.25 muestra las dos posibilidades para liftar un vértice. Si las
variables x1 y z9 ya han sido incluidos en la restriccién y la variable z3 estd siendo
estudiada, serd incluida también ya que |[No(x3) \ No(z1)| > 2 y z3 es adyacente

a x9.

Figura 3.25: Liftado secuencial de vértices.

3.6. Utilizar la solucién del LP para obtener solucio-
nes posibles

Durante el procedimiento branch and cut resolvemos una gran cantidad de
problemas lineales y obtenemos soluciones fraccionarias. Cada vez que tenemos
una solucién fraccionaria intentamos conseguir una solucién entera mediante la
utilizacién de alguna técnica de redondeo. En algunas ocasiones este proceso
mejora la mejor solucién posible conocida. Suponemos que tenemos una soluciéon
x € Prg con alguna componente fraccionaria. Hemos estudiado varias estrategias

de redondeo, que describimos a continuacién.

3.6.1. Redondeo simple determinista y no determinista

Sea S el conjunto de nodos que corresponden a variables con valor mayor
que un medio, S = {v € V|z, > 3}. La forma mds sencilla para conseguir una
solucion serfa hacer x5 a 1, y 2y g a 0, obteniendo una solucién entera. La calidad

de la solucién de este redondeo puede ser muy pobre. Por ejemplo, si tenemos
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una solucién fraccionaria donde todas las variables distintas de 0 tienen valor %

con este redondeo tendriamos una solucion nula.

Otro tipo de redondeo es redondear a 1 la variable de mayor valor fraccionario.
Se ordena el conjunto de variables con valor fraccionario S’ en orden decreciente.
La de mayor valor fraccionario se hace 1 y se eliminan todas sus vecinos de
S’. El proceso continia hasta que no quedan variables por redondear a 1. Este
método tiene el inconveniente de que si la solucién fraccionaria tiene valores muy

parecidos la eleccién de hacer variables iguales a 1 6 0 es casi aleatoria.

Los métodos de redondeo anteriores se probaron también de forma no deter-

minista.

= Crear una lista de candidatos a redondear a 1.
= Flegir de forma aleatoria uno de la lista de candidatos.

= Actualizar el conjunto de variables a redondear.

Dado que los procedimientos de redondeo simples necesitan muy poco tiempo de

calculo, se repite el proceso un nimero determinado de veces.

Otro método no determinista es el propuesto por Bertsimas y Vohra (1998)[14],
en el que se da a cada variable no fraccionaria una probabilidad de ser redondeada
al:

Ploj =1} = f(2}) =1- (1 —a})* k = log|V]| (3.100)

3.6.2. Redondeo del minimo pesar

Strijk et al. (2000)[81] describen un procedimiento de redondeo para el pro-
blema del etiquetado de mapas que reducen a un problema de conjunto maximo
independiente. Proponen un nuevo procedimiento de redondeo llamado mini-
mum regret rounding. Sea Z la coleccién de todos los conjuntos independientes en
Grwiw- El algoritmo redondea eligiendo repetidamente un conjunto independien-

te I€ 7 con 0 <z < 1, redondeando zy a 1y xy(y) a 0, hasta que z sea entera.
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N(I) denota el conjunto de vecinos de I. Esta operacién de redondeo define una

funcién f que transforma x en un vector ' € Pg usando I:
1, siwuel,
f:PegxI— Pg:(z,I) — 2, donde ), =¢ 0, siue N(I); (3.101)
Ty, €n otro caso.
Definimos una funcién que llamamos regret que es r(z,I) = (N1 (I)) — |I|. Esta
funcién tiene la propiedad siguiente: sea x € Pg,I € I con |I| > 1y elegimos dos
conjuntos no vacios I, ls C I donde I} = I\ I,. Entonces:
r(z, I) = wz(Ni(I)) = 1]
(@(N1(L2)) + z(N1(L2))) — (z(N1(11)) N2(N1(12))) — 11| — | L2]
= ’I”(.’E,Il) + T(CC, _[2) — CC(Nl(Il) N Nl(fg))

Por lo que si:
x(Nl(Il) N Nl(IQ)) =0

el “regret” (pesar) de redondear z; a 1 es el mismo que el combinado de redondear
x1, v x5, a 1. Esta condicién se satisface siempre que tengamos un grafo conexo.
Como hemos mencionado los grafos producidos por la solucién fraccionaria pue-
den no ser conexos, con lo que deberiamos hacer la funciéon para cada componente
conexa de la solucion fraccionaria.

A partir de la funcién “regret”’se define un algoritmo greedy de redondeo. El al-
goritmo tiene como entrada una solucién fraccionaria x € Pg y un enterot > 0y
reemplazamos = por f(z,I) para algin conjunto I, redondeando z; a 1. Lo ha-
cemos en t fases, numeradas t,t —1,...,1. En la fase k, se trabaja con conjuntos

I € I satisfaciendo:
[ =k, 0<zr <1, ¥ Goupplay, ) € cOnEXO (3.103)

Durante la fase k, el conjunto I € Z es el que minimice el “regret”r(z, I) dentro
de estas condiciones. La fase k termina cuando no hay maés conjuntos I € 7
satisfaciendo estas condiciones. Hemos implementado el algoritmo del “minimum

regret” para t=1y t=2.



100 Capitulo 3. Un Branch and Cut para el PLP

Una modificacion del algoritmo para nuestro problema consiste en tener en
cuenta también la pérdida, es decir, no fijar dos variables a 1 que produzcan una
pérdida mayor de la que consideremos “aceptable” para intentar conseguir una
solucién éptima. Definimos una pérdida como aceptable si es menor que la mitad

de la pérdida permitida en una solucién entera de valor igual a la cota superior.

3.7. Ramificacion

En esta seccion, estudiamos las diferentes formas de ramificacién para el al-

goritmo.

3.7.1. Ramificacion por Variables

Se elige la variable fraccionaria que esté mas cercana a 0.5 como variable de
ramificacion y se crean dos nuevos nodos. En la rama de la izquierda la variable

de ramificacién se fija a 1, en la de la derecha a 0.

3.7.2. Ramificacion por Restricciones

Se elige la restriccién de cubrimiento cuya holgura sea mas cercana a 0.5 como
restriccion de ramificacion. Se crean dos nuevos nodos. En la rama de la derecha

la restriccién de ramificacién se fija a 0, en la de la izquierda se fija a 1.

Puede ocurrir que no se pueda elegir ninguna restricciéon para ramificar, ya
que las restricciones que elegimos para ramificar deben tener holgura mayor que
0 y holgura menor que 1. Esto es debido a que existen soluciones fraccionarias
con todos las holguras iguales a 1 6 0. Si ocurriera este caso seguiriamos a lo largo

de esa rama ramificando por variables.
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3.7.3. Otras estrategias de ramificacion

Hemos considerado también el esquema de ramificacién propuesto por Rossi y
Smriglio (2001)[75] en su trabajo para el conjunto méximo independiente. En un
nodo t del arbol de biisqueda las restricciones de ramificacién fijan un conjunto
de Uy CV (Ly C V) de variables a 1 (a 0). Claramente, N (U;) C L. Por tanto nos
queda un problema en el subgrafo G; inducido por el conjunto V; = V'\ (U U Ly).
Sea @ la mejor solucién conocida hasta el momento, sea a(G) la cardinalidad
del conjunto méximo independiente del grafo G y sea a; = & — |U;|. Si podemos
certificar que a(Gy) < @; el nodo puede ser saturado. La regla de ramificacién
es la siguiente: consideremos un conjunto W; C V; de vértices para los cuales es

posible probar que
C!(Gt [Wt]) < oy (3104)

y sea Zy = V; \ W;. Entonces si a(Gy) > @y, cada conjunto de maxima cardina-
lidad de G; debe contener, al menos, un vértice en Z;. Cada v; € Z; define una
rama. Por lo tanto, la idea es tener un conjunto W; lo mayor posible. Rossi y
Smriglio proponen un procedimiento para construir W; y dan referencias de otras

propuestas para obtener Z; como la de Balas y Yu (1986)[7].

Hemos intentado diversos procedimientos para adaptar la propuesta de Rossi
y Smriglio a nuestro problema, pero en todos los casos los drboles de busque-
da resultaron excesivamente grandes en comparacién con los obtenidos con las
estrategias de ramificacién por variables o por restricciones. Por tanto, en la im-
plementacion de nuestros algoritmos no hemos considerado esta alternativa de

ramificacién.

3.8. Fijar variables por implicaciones légicas

Dependiendo de la estrategia de ramificacién que hayamos elegido, podemos
fijar algunas variables o restricciones de manera local para el resto del sub-arbol

de ramificacion.
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3.8.1. Ramificacion por variables

Supongamos que elegimos la variable j para ramificar. En la rama en la que la
variable j se fija a 1, podemos fijar todas las variables adyacentes a j en el grafo
al valor 0. Debido a las nuevas relaciones definidas entre variables se pueden fijar

un gran numero de variables a 0.

3.8.2. Ramificacion por restricciones de cubrimiento

Supongamos que la solucién que buscamos tiene una pérdida de como maximo
P y supongamos un nodo cuya restriccion de cubrimiento se fija a 0, por lo que
tenemos ya una pérdida p en los descendientes. Entonces, todas las restricciones
que produzcan una pérdida mayor que P — p podemos igualarlas a 1 ya que
si ramificamos posteriormente sobre ellas en esa rama nos daria una solucién
imposible. Esta idea puede ser refinada al aplicarla a los distintos cuadrantes del

pallet ya que sabemos cudl es la maxima pérdida admisible en cada cuadrante.

Nodo &
Pérdida py Pérdida 0
Restr. que produzcan

Pérdida > P — py, se fijan a 1.

Pérdida pg41 Pérdida 0

Restr. que produzcan O @)
Pérdida > P — px, — pr+1 se fijan a 1.

Figura 3.26: Anadimos informacién a la ramificacion por restricciones.
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3.9. Implementacion y resultados computacionales

Para la implementacion de nuestro procedimiento Branch and Cut hemos uti-
lizado un software basado en teoria de combinatoria poliédrica. Este programa
denominado “ABACUS (A Branch And Cut System)” fue desarrollado por Stefan
Thienel (1995)[84] para la implementacién de algoritmos Branch and Bound que
usan la relajacion lineal de problemas enteros y que se pueden complementar con
generacién dindmica de planos de corte (Branch and Cut), generacién de colum-
nas (Branch and Price) o la combinacién de ambas (Branch and Cut and Price).
Para una revision de algunos trabajos realizados con este software consultar Elf
et al. (2001)[39]. ABACUS proporciona un sistema de clases bases abstractas en
C++ de las cuales se pueden derivar las clases para la implementaciéon de un

problema especifico.

Los algoritmos han sido codificados en C++ y ejecutados sobre un ordenador
personal con un procesador Pentium III a 800Mhz. Esta seccién describe los
problemas test, el valor de los parametros y estrategias usadas en cada algoritmo.
Todos los problemas test estan disponibles y pueden ser obtenidos solicitandolos

al autor de este trabajo.

Para comparar el Branch and Cut hemos utilizado las soluciones ofrecidas
por el CPLEX 7.0, uno de los méas potentes paquetes de software para resolver
problemas lineales y enteros. No se ha podido comparar con otros algoritmos
debido a que el resto de los algoritmos exactos no se habian probado para los

problemas de Tipo II.

Los problemas test con los que vamos a trabajar son las distintas clases de
equivalencia de Tipo I y de Tipo II. Hemos dividido los resultados computacio-

nales en dos conjuntos dependiendo del Tipo.
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3.9.1. Problemas hasta 50 cajas. Tipo I

El conjunto de problemas de Tipo I contiene 7827 clases de equivalencia di-
ferentes, como hemos mencionado en la secciéon 2.2. Hemos trabajado con estos
problemas que no son especialmente dificiles (ya que han sido resueltos previa-
mente por otros procedimientos) para tener una idea de qué estrategias eran
mejores para luego abordar los problemas mas grandes. No era el propdsito de
este estudio mejorar los métodos existentes con estos problemas, aunque los re-
sultados computacionales muestran que nuestro método también es eficaz para

estos problemas.

Para este conjunto de problemas hemos utilizado el heuristico de cinco bloques
y la cota del area. Para las tablas s6lo nos hemos quedado con 499 clases de

equivalencia, ya que para el resto:

= En 6376 clases de equivalencia, la solucién del heuristico era igual a la cota,

con lo que no habia que resolver ningin lineal.

= De los restantes, en 592 la primera solucién lineal permitia obtener la solu-
cién 6ptima, bien porque el valor redondeado de la solucién era igual al del

heuristico o bien porque la solucién era entera.

De los procedimientos de redondeo hemos elegido el “minimum regret rounding”
yva que fue el que experimentalmente obtuvo mejores resultados. La forma de
ramificar elegida es por variables. No hay diferencias significativas con la ramifi-

cacion por restricciones debido a que el tamano de los drboles no es muy grande.

En las tablas se muestra la comparacién en términos de nimero de nodos

evaluados (# nodos) y en tiempo total de CPU (Tiempo).

La Tabla 3.3 muestra el comportamiento de los diferentes heuristicos de se-

paracién, utilizados tinicamente en el nodo raiz:

= (Cliques: sélo buscando desigualdades definidas por cliques.
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= (liclos: s6lo buscando ciclos mediante el arbol generador de minimo peso y

liftdndolos.

» Holes: buscando ciclos mediante el algoritmo para buscar ciclos impares sin

cuerdas y liftandolos.

= Fust: buscando desigualdades definidas por cliques y por ciclos con el arbol
generador de minimo peso, pero sélo liftando los ciclos prometedores, ciclos
en los que el valor de las variables antes de liftar es el 95 % del valor del

término independiente.

Cliques Ciclos Holes Fast

Tiempo  Mdximo 31,04 835,03  15188,22 104,9
Des. Tipica 4.2 71,74 905,61 12,85
Media 3,14 28,34 179,91 8,45

#Nodos Mdzimo 33 17 165 35
Des. Tipica 3,56 2,27 7,82 3,04
Media 3,77 1,93 2,17 2,45

Resueltos en nodo raiz 209 399 422 349

Tabla 3.3: Tipo I. Diferentes desigualdades.

En la Tabla 3.3 se observa que buscar todos los ciclos parece no ser una
estrategia muy aconsejable debido al gran esfuerzo computacional que conlleva.
De la misma forma buscar ciclos con el algoritmo de bisqueda de holes requiere
un esfuerzo computacional muy grande en relacién al nimero de problemas que se
resuelven en el nodo raiz. Buscar cliques es muy rapido, por lo que nos quedamos
con una estrategia mixta (Fast) que consiste en buscar todos los cliques y buscar
ciclos con el arbol generador de minimo peso, pero liftando sélo los prometedores

como hemos mencionado anteriormente.
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Con la mejor estrategia para los algoritmos de separacion, que parece ser la
Fast, estudiamos la influencia de los diferentes tipos de relaciones, que se muestra
en la Tabla 3.4:

= Solapamiento: sélo utilizamos las relaciones de solapamiento.

s Dominancia: utilizamos las relaciones de solapamiento maés las relaciones

de dominancia.

» Pérdida: utilizamos las relaciones de solapamiento mas las relaciones debi-

das a la pérdida.

= Todas: utilizamos los tres tipos de relaciones.

Solapamiento  Dominancia Pérdida Todas

Tiempo  Mdximo 16,09 98,7 71,4 104,9
Des. Tipica 1,63 8,92 6,37 12,85
Media 1,38 5,48 4,48 8,45

#Nodos Mdzimo 25 25 27 35
Des. Tipica 3,7 3,6 3,6 3,04
Media 4,18 3,41 3,38 2,45

Resueltos en nodo raiz 185 271 257 349

Tabla 3.4: Tipo I. Diferentes relaciones.

Como observamos en la Tabla 3.4, el esfuerzo computacional se incrementa
cuando afiadimos nuevos tipos de aristas. Si estuviéramos buscando un algoritmo
eficiente para los problemas de Tipo I no deberfamos incluir las nuevas aristas. Sin
embargo, la segunda mitad de la Tabla, y en particular su iltima linea, muestra
que utilizando estas nuevas aristas se resuelven mas problemas sin necesidad de
ramificar o con arboles de biisqueda que tienden a ser menores por término medio,

lo que pensamos que serd muy tutil para los problemas mas grandes.
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La Tabla 3.5 presenta los resultados para diferentes estrategias algoritmicas,

utilizando todas las relaciones y sélo liftando los ciclos prometedores y los cliques:

» BranchéCut: los heuristicos de separacién son invocados en cada nodo del

arbol de busqueda mientras encuentren desigualdades violadas.

» B&Cutllter: los heuristicos de separacion son utilizados en cada nodo del

arbol de busqueda, pero un maximo de dos iteraciones por nodo.

= CuttingPlanes: es un algoritmo de planos de corte, s6lo se buscan desigual-

dades violadas en el nodo raiz.

BranchéCut  B&Cutliter CuttingPlanes

Tiempo  Mdzimo 344,83 137,1 104,9
Des. Tipica 27,16 8,3 12,85
Media 12,07 4,73 8,45

#Nodos Mdzximo 27 29 35
Des. Tipica 2,09 2,19 3,04
Media 1,95 2,51 2,45

Resueltos en nodo raiz 349 259 349

Tabla 3.5: Tipo I. Diferentes algoritmos.

Parece eficiente limitar el nimero de veces que llamamos a los procedimientos
de separaciéon en cada nodo, o limitar su uso al nodo raiz. Segin los resulta-
dos obtenidos parece ser aconsejable probar CuttingPlanes (Planos de corte) y
B&Cut2lter (Branch and Cut limitando el nimero maximo de iteraciones por
nodo a 2) en los problemas més grandes, ya que son las técnicas con las que

hemos obtenido mejores resultados.
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3.9.2. Problemas hasta 100 cajas. Tipo II

El conjunto de Tipo II formado por 40609 clases de equivalencia no habia
sido anteriormente estudiado de manera completa, ni por técnicas heuristicas,
ni por métodos exactos. Tal como hicimos para el conjunto de Tipo I, en pri-
mer lugar separamos los problemas féciles, aquellos para los que el algoritmo de
cinco bloques coincide con la cota superior del area, lo que nos deja con 10764
problemas. En un segundo paso, resolvemos estos problemas con un heuristico
mas complejo, el algoritmo G4, y la cota superior de Neliflen y nos quedan 2433
problemas donde la solucién proporcionada por el heuristico no puede probarse

que sea la solucién éptima.

Entonces aplicamos nuestro algoritmo a estos 2433 problemas més dificiles. De
ellos 2192 son resueltos por la formulacion lineal, bien porque el valor redondeado
de la solucién lineal es igual al proporcionado por el heuristico, bien porque
obtiene una solucién entera. Quedan, por tanto, 241 problemas realmente dificiles

para los que las fases de planos de corte y/o ramificacién son necesarias.

El algoritmo de redondeo para estos problemas es el mismo que para los de
Tipo I, el “minimum regret rounding”. Para la estrategia de ramificacion hemos
utilizado la ramificacién por restricciones, ya que los primeros resultados sobre
un subconjunto de problemas mostraron que se reducian de forma considerable

los arboles de ramificacion.

La Tabla 3.6 contiene los tiempos de computacién requeridos para los 241
problemas dificiles por los algoritmos B&C2iter, CuttingPlanes y CPLEX 7.0.
La Figura 3.27 muestra una comparacion directa entre B&C2iter y CPLEX 7.0.
Ambos algoritmos comparten la misma formulacién descrita en la seccién 3.3.4 y
la diferencia corresponde al efecto de los procedimientos especificos de separacién
de nuestro algoritmo con respecto a las estrategias, potentes pero de propdsito ge-
neral, incluidas en el CPLEX. La iltima fila de la Tabla 3.6 muestra que quedan
todavia algunos problemas muy dificiles que necesitan mas de 54000 segundos

de tiempo de computacién. Ha sido necesario imponer un limite porque pruebas
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computacionales preliminares mostraron que en casos aislados el tiempo reque-
rido puede ser extremadamente largo. Por ejemplo, CPLEX necesit6 1423508
segundos para resolver la instancia (89,75,10,7). No es posible calcular medias
para los tiempos de computacién y nimero de nodos ya que no se han resuelto
todos los problemas. Ademas, estas medias quedarian muy distorsionadas por la
existencia de unos cuantos valores extremadamente altos. En cambio, una medida
que si puede ser calculada y proporciona una estimacién robusta de los valores
centrales del tiempo de computacién y el nimero de nodos es la mediana, que

aparece en la Tabla 3.7.

B&C2Iter  CuttingPlanes CPLEX

Menor que 10 Minutos 137 127 85
Entre 10 m y 1 hr 57 7 84
Entre 1 hry 2 hr 18 10 24
Entre 2 hr y 5 hr 15 15 16
Entre 5 hr y 10 hr 8 5 12
Entre 10 hr y 15 hr 1 0 1
Mas de 15 hr. 5 7 19

Tabla 3.6: Tipo II. Comparacién de algoritmos.

B&C2iter  CuttingPlanes CPLEX

Tiempo 436,44 506,91 1268,62
Nodos 15 21 82

Tabla 3.7: Tipo II. Medianas para los algoritmos.

Si el limite de 54000 segundos de CPU (15 horas) parece excesivamente alto
para aplicaciones précticas la Tabla 3.8 muestra el ntimero de problemas no re-
sueltos para algunos limites superiores. En general, no resueltos significa que la

optimalidad de la mejor solucién conocida no ha podido ser probada, ya que el
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proceso de busqueda no ha sido capaz de descartar completamente la existencia

de una solucién con una caja mas que la mejor solucién conocida.

[JCPLEX W BC2lter
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Figura 3.27: Tipo II. Comparacién de algoritmos.

B&C2Iter  CuttingPlanes CPLEX

En 1 hora 47 37 72
En 2 horas 29 27 48
En 5 horas 14 12 32
En 10 horas 6 7 20
En 15 horas 5 7 19

Tabla 3.8: Tipo II. Problemas no resueltos.



Capitulo 4

Un algoritmo Tabu Search
para el PLP

Tabu Search es un metaheuristico de optimizacién ya establecido (para una
introduccién ver Glover y Laguna (1997)[44]). Los elementos basicos del algoritmo

se describen en las siguientes subsecciones.

4.1. Definicién de movimiento

La primera etapa al disefiar un procedimiento Tabu Search es la definicién
de movimiento. Los movimientos nos permitiran explorar el espacio de soluciones
pasando de una solucion a otra vecina. En nuestro algoritmo, el espacio de solu-
ciones estara formado tinicamente por soluciones posibles, es decir, soluciones sin

solapamiento.

Analizando las diferentes soluciones del problema, observamos que més que
cajas individuales lo que aparecen son bloques de cajas (rectangulos formados por
conjuntos de cajas con la misma orientacién). La aparicién de cajas individuales
no incluidas en un bloque es muy poco frecuente, a no ser que sean cajas incluidas
en alguna estructura G4 (ver seccién, 2.4.5, pdg. 23). Los movimientos van a estar
basados en la idea de bloques y la idea de estructura G4. Esta idea es totalmente

distinta a los anteriores metaheuristicos utilizados hasta ahora, en los que los
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movimientos consistian en cambiar cajas individuales de la solucién, (ver seccién,
2.4.6, pag. 28).

El movimiento consiste en cambiar de tamano los diferentes bloques que apa-

recen en la solucién. Distinguimos dos tipos de movimientos, definidos por la

forma de cambiar el tamano del bloque:

s Movimiento de reduccion de bloque.

El movimiento consiste en reducir el tamano de un bloque de la solucién de
forma horizontal (vertical) eliminando filas (columnas) del bloque. La dis-
minucién del nimero de filas o columnas de un bloque incluye la posibilidad

de la desaparicion completa del bloque.

El movimiento comienza eliminando de la solucién actual algunas filas (co-
lumnas) del bloque, con lo que aparecerdn nuevas zonas de pérdida, no

ocupadas por cajas.

En segundo lugar, procedemos a desplazar los bloques hacia las esquinas

mas cercanas.

Para rellenar las nuevas pérdidas, el primer paso es juntar las pérdidas,
que consiste basicamente en unir los diferentes rectangulos de pérdida de
manera que se puedan utilizar para colocar en ellos el mayor nimero de

cajas con la orientacién que buscamos.

Para rellenar los posibles rectangulos de pérdida, operacién que denomi-
naremos Paletizar, utilizamos una funcién que debe ser muy rapida, por
lo que sélo consideramos cajas con orientacién horizontal o vertical o una

estructura G4.

En ultimo lugar tendriamos un mecanismo para compactar bloques, con el
que intentamos reducir el ndmero de bloques de la solucién mediante la
unién de bloques contiguos. Algunos ejemplos de movimientos de reduccion

aparecen en las Figuras 4.1, 4.2.



4.1 Definicion de movimiento 113

(a) Seleccién del bloque (b) Disminucién (c¢) Rellenar

Figura 4.1: Reduccién de un bloque. Instancia (42,31,9,4)

(a) Seleccién del bloque (b) Reduccién

(c) Desplazar (d) Rellenar

Figura 4.2: Reduccién de un bloque. Instancia (38,36,10,3)
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s Movimiento de aumento de blogue.

El movimiento consiste en aumentar un bloque de la soluciéon de forma

horizontal (vertical) al aumentar el nimero de filas (columnas) del bloque.

El bloque aumentado puede intersectar con otros bloques, por lo que eli-
minamos de la solucion las cajas del resto de bloques que se solapen con el

que hemos aumentado.

Una vez aumentado el bloque y eliminados los solapamientos, juntamos
las pérdidas que nos quedan y paletizamos. Posteriormente desplazamos
los bloques hacia las esquinas y volvemos a juntar pérdidas. Finalmente,
compactamos los bloques de la soluciéon. Algunos ejemplos de movimientos

de aumento aparecen en las Figuras 4.3, 4.4, 4.5.

Vamos a explicar més detalladamente los diferentes procedimientos mencio-

nados anteriormente que forman parte del movimiento:

4.1.1. Juntar Rectangulos

Necesitamos un procedimiento para unir los diferentes rectangulos de pérdida
que se van produciendo. Este procedimiento es esencial para el movimiento. Una
unién no eficiente de las pérdidas ocasionard que el procedimiento posterior de

rellenar estos huecos no pueda conseguir mejorar las soluciones.

Al unir dos rectangulos, se puede ocasionar la apariciéon de, como méaximo,
tres nuevos rectangulos: uno que tendra una parte de cada uno de los originales,
que normalmente es el de mayor tamafo, al que definimos como Grande y dos

mas pequenos que son partes de los antiguos, como se observa en la Figura 4.6.

Intentamos unir los rectangulos para que el resultado sea un rectangulo en el
que quepan el mayor ntimero de cajas del tipo que queremos colocar: horizontales

o verticales. Para ello imponemos ciertas condiciones a esta unién.
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(a) Seleccién del bloque (b) Aumento Bloque (c) Eliminar solapadas

Figura 4.3: Aumento de un bloque. Instancia (24,14,5,3)

(a) Seleccién del bloque (b) Aumento Bloque (c¢) Eliminar solapadas

Figura 4.4: Aumento de un bloque. Instancia (39,23,8,3)

(a) Seleccién del bloque (b) Aumento Bloque (c) Eliminar solapadas

Figura 4.5: Aumento de un bloque. Instancia (34,17,5,3)
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La primera condicién es que tengan un segmento en comun y sea mayor o

igual que w para conseguir rectangulos en los que al menos quepa una caja.

También debe cumplirse que en los nuevos rectangulos se puedan colocar mas
cajas que en los antiguos con la orientacién que buscamos, o mas cajas con una

estructura G4 que las que cabian en los anteriores.

Si no se da ninguna de estas condiciones tratamos de conseguir que el rectangu-

lo Grande tenga mas area que cada uno de los antiguos por separado.

[ ] [ ]
1 ¥ [ ]

N [ ]
L]

!

Figura 4.6: Juntar dos rectdngulos

4.1.2. Desplazar los bloques hacia las esquinas mas cercanas

Procuramos que los bloques de las diferentes soluciones estén lo mas proxi-
mos a las esquinas del pallet, para intentar dejar la pérdida en el centro, donde
suponemos que existirdn més posibilidades para colocar alguna caja. Los bloques
son movidos con la idea de concentrar los espacios vacios en una sola zona (Fi-
gura 4.7). Generalmente las soluciones tienen un nimero de cajas muy cercano
al 6ptimo (normalmente una caja menos) y unir pequenas zonas vacias aumenta
la oportunidad de la inclusién de una caja adicional en el disenno. Ademaés, este
mecanismo serd util para normalizar la posicién de los diferentes bloques de la

solucion.
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Figura 4.7: Desplazar los bloques hacia las esquinas

4.1.3. Rellenar rectangulos (Paletizar).

Para rellenar los diferentes rectangulos producidos por la disminucién de un
bloque o la eliminacién de cajas que se solapen necesitamos un procedimiento

bastante rapido, por lo que no debe ser muy complejo.

Inicialmente intentamos colocar cajas en una orientacién distinta a la de las
cajas que se han eliminado. Por ejemplo, si hemos eliminado cajas horizontales
intentaremos colocar el mayor nimero de cajas verticales posibles y sélo cuando
no se puedan colocar més cajas verticales intentaremos colocar cajas horizontales.
El algoritmo de rellenar rectangulos es iterativo y va colocando cajas mientras

que exista alguna pérdida mayor que una caja en la lista de rectangulos vacios.

Para cada rectangulo se estudian, por tanto, tres posibilidades: colocar un

bloque horizontal, un bloque vertical o una estructura G4.

Elegimos la mejor de estas posibilidades y si se da un empate rellenamos con
un bloque horizontal o vertical. Al rellenar los rectdangulos colocamos los bloques

o la estructura G4 lo mas proximo posible a la esquina del pallet més cercana.

El algoritmo G4 es el mejor heuristico para el problema conocido hasta la
fecha. En nuestra opinién, su gran aportacién es la idea de estructura G4 y por ello
intentamos introducir este tipo de estructuras en nuestro algoritmo, pero de una
manera sencilla. En cada iteracién solamente se considera un tipo de estructura

G4 que es la que definimos como estructura G4-natural, en el sentido de que es
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la més apropiada dada las dimensiones de la caja y el pallet. Sera una estructura
con el mismo nimero de cajas horizontales que verticales y que produzca el menor
hueco interno. Por ejemplo, para una caja de 7x 3, la estructura G4 natural seria la
formada por 2 cajas horizontales y 2 verticales como se observa en la Figura 4.8(a),
que dejarfa un hueco interno de 1x 1. Sin embargo, pueden haber otras estructuras
alternativas, no tan buenas considerando la pérdida interna producida, pero que
quizd encajen mejor en la solucién completa del pallet. Se podria considerar otra
estructura, Figura 4.8(b), que producird un hueco interno de 2 x 2. Por ello,
después de un cierto nimero de iteraciones sin mejorar, cambiamos la que hemos

llamado G4-natural por la siguiente que consideramos més natural.

Figura 4.8: Estructuras G4-naturales para una caja 7 por 3

Para elegir la estructura G4-natural tenemos en cuenta también consideracio-
nes debidas a particiones eficientes, por lo que si el tamano horizontal o vertical

de la estructura G4 no pertenece a una particion perfecta no la consideramos.

De esta forma podemos llegar a no quedarnos con ninguna estructura G4 con
igual nimero de cajas horizontales y verticales. En este caso, estudiamos estruc-
turas con distinto nimero de cajas horizontales y verticales. Algunos ejemplos se

muestran en la Figura 4.9.

Por ejemplo, en la Figura 4.9(a) tenemos la instancia (26, 18, 7, 2). La primera
estructura natural seria la que deje un hueco de 1 x 1 con tres cajas horizontales
y tres verticales pero esta estructura de tamano total (13 x 13) al colocarse en

el pallet de ancho 18 sélo permitiria rellenar con dos piezas horizontales, lo que
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produciria una pérdida minima de 13 unidades. Por esta causa encaja mucho

mejor en el pallet la que vemos en la Figura 4.9(a).

(a) (26,18,7,2) (b) (36,28,10,3) (¢) (58,31,9,4)
Figura 4.9: Otros tipos de estructuras G4-naturales

Cuando ya tenemos seleccionado un tipo de estructura G4, a partir de ésta

facilmente podemos incluir otras estructuras derivadas:

» Debidas a repetir varias veces la estructura G4 natural (Figura 4.10(a)).

» (G4-encadenados: las estructuras se encadenan hasta formar estructuras co-
mo las de las Figuras 4.10(b), 4.10(c).

(a) (b) (c)

Figura 4.10: Tipos de estructuras G4 repetidas y encadenadas



120 Capitulo 4. Un algoritmo Tabu Search para el PLP

4.1.4. Compactar bloques

El nimero de movimientos a explorar es mayor cuanto mayor es el niimero de
bloques. Por esta causa creamos un mecanismo para unir (compactar) bloques.
Dados dos bloques con la misma orientacién y con la misma longitud o anchura,

se pueden unir en un unico bloque:

= Sitienen la misma orientacién y comparten un lado completo (Figura 4.11).

= Si no comparten un lado, pero entre ellos sélo existe pérdida, por lo que

podemos unirlos en un tnico bloque (Figura 4.12).

L
I

(a) Antes de compactar (b) Bloque Compactado

Figura 4.11: Compactar Bloques

(a) Antes de compactar (b) Bloque Compactado

Figura 4.12: Compactar Bloques

4.1.5. Reduccién del entorno de vecinos

Si tenemos un bloque de dimensién (n x m), n cajas horizontales y m verti-

cales, podemos tener para este bloque (n + m — 1) reducciones y, dependiendo
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del tamafio del pallet, el correspondiente nimero de aumentos. De todos estos
posibles movimientos vamos a descartar los que consideramos poco prometedo-
res. Mediante diversas consideraciones logicas podemos reducir el entorno sin una

disminuciéon importante de la calidad:

= En primer lugar, si un bloque no tiene rectangulos de pérdida contiguos,
no se explora. Mover un bloque situado en una region del pallet totalmente
ocupada parece menos eficiente que intentar movimientos que involucren

directamente a los rectdngulos de pérdida.

Si el bloque tiene alguna pérdida contigua a alguno de sus lados sélo rea-
lizaremos movimientos en la direccion en la que aparezca la pérdida. Por
ejemplo, si un bloque sélo tiene pérdida a su derecha sélo se permite aumen-

tar o disminuir el bloque hacia la derecha.

= Dependiendo del tamano de las cajas y de su orientacion:

Necesitamos la siguiente notacién:

B; = Longitud del bloque B

B, = Anchura del bloque B

l, = Longitud de la pérdida p

wp = Anchura de la pérdida p

R,,; = filas o columnas reducidas en sentido ori
A, = filas o columnas aumentadas en sentido ori

ori = {der, arr,aba,izq}
No exploraremos un movimiento en las siguientes condiciones:

e Si disminuimos el tamano de un bloque con orientacién horizontal

(vertical) por arriba (derecha) o abajo (izquierda):

o Sily + Rger ¥ w < I, es decir, si en el hueco que se va a originar

no va a caber una caja en orientacién diferente a la actual, ese
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movimiento no se explora, pues en principio no se va a poder
colocar ninguna caja nueva.

o Si ((lp + Rger * w) mod I) > w este movimiento de reduccién de
Rge, columnas serd muy probablemente peor que un movimiento
que elimine Rge, — 1 columnas.

oSi B =L 6B, = W, sélo permitimos que se reduzca a una
particion perfecta de ese lado.

e Si aumentamos el tamano de un bloque horizontal (vertical) por arriba
(derecha) o abajo (izquierda):

o Si ((lp+ Ager *w) mod 1) > w, el movimiento de aumento de Age,
columnas no se explora, ya que siempre serda mejor aumentar una
columna mas.

o Si el bloque aumentado provoca una pérdida que no permite me-
jorar la mejor solucién conocida.

o Si aumentar el bloque produce un nuevo bloque con més cajas de
un tipo que el nimero mayor de cajas de ese tipo en una particién

perfecta.

= Puntos interiores. Si al reducir o aumentar el bloque va a quedar un bloque

que no tiene su extremo inferior izquierda en un punto interior.

» Tanto al reducir como aumentar un bloque en una direccién arriba o abajo
(o derecha e izquierda) sélo exploramos el movimiento si el ancho (largo)
del nuevo bloque puede formar parte de una particion eficiente para ese
lado del pallet.

4.1.6. Selecciéon de movimientos
En cada iteracién estudiamos los movimientos a realizar siguiendo tres etapas.

1. Seleccionar un bloque de la lista de bloques de la solucién actual que com-

parten un lado con alguna zona de pérdida.
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2. Considerar todos los posibles tipos de reducciones o aumentos del bloque, en
las direcciones en las que el bloque comparta un lado con algin rectangulo

de pérdida.

3. Para cada uno de los tipos posibles de movimiento considerar los posibles

numeros de filas (columnas) que se reducen o aumentan.

Estas tres etapas se repiten para cada bloque de la solucién actual. El orden

para estudiar los distintos movimientos es aleatorio.

4.1.7. Funcién objetivo

La funcién objetivo inicial de este problema consiste tnicamente en maxi-
mizar el nimero de cajas. Sin embargo si la evaluacién del movimiento se hace
Unicamente con este criterio pueden existir una gran cantidad de movimientos de

igual valor.

Por ello hemos incluido en la evaluacién de los movimientos algunas propie-
dades que consideramos deseables para una solucién. Las enumeramos en orden

de importancia en la funcién objetivo:

= Simetria. Intentamos no explorar soluciones simétricas. Preferimos solucio-
nes en las que la pérdida esté concentrada hacia la derecha y hacia la parte

superior del pallet.

= FEficiencia. Si es posible, preferimos soluciones en las que todos los bloques
sean eficientes. Decimos que un bloque es eficiente si su altura y anchura

pueden formar parte de una particion perfecta.

Para intentar conseguir este tipo de soluciones preferimos mover bloques
que no sean eficientes a otros que si lo sean. Con ello intentamos guiar al

procedimiento hacia soluciones que tengan todos los bloques eficientes.

= Pérdidas unidas y centradas. Intentamos que las zonas de pérdida estén lo

mas concentradas posible y a su vez lo més centradas posible. Es de esperar
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que sea mas probable colocar un mayor niimero de cajas si hacemos que se
junten todas las pérdidas que si éstas estan dispersas. Asimismo, que las

pérdidas estén centradas facilitan los movimientos de cajas.

» Pérdida en lados. Preferimos soluciones que no tengan ninguna pérdida en

los bordes del pallet.

= Optimo. No permitir soluciones con bloques que no puedan aparecer en una

solucién mejor que la mejor solucién conocida.

= Nuevas. Preferimos realizar movimientos en los que aparezca alguna caja
nueva, en lugar de quedarnos con una soluciéon que sea igual que la anterior

pero eliminando alguna caja.

Estos criterios se incorporan a la funcién de evaluacion con unos ciertos pe-
sos que reflejan su importancia relativa. Hemos elegido estos pesos a la vista
de los resultado obtenidos en un estudio preliminar sobre un subconjunto

de problemas.

4.1.8. Puntos interiores

Como observamos en la seccién 3.3.2 (pag. 58) se puede reducir el conjunto de
posibles puntos donde colocar una caja. Buscamos soluciones normalizadas y para
ello s6lo tenemos en cuenta soluciones en las que todas las esquinas inferiores de
los bloques estén colocadas en variables posibles con la nueva reduccién (seccién
3.3.2). Solamente admitimos soluciones que no cumplan este requisito si mejoran

la mejor solucién obtenida hasta el momento.
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4.1.9.

Lista Tabu

Hemos probado tres tipos diferentes de lista tabu:

Lista de no regreso de bloques.

Incluimos en la lista tabu el bloque elegido para hacer el movimiento. Un
movimiento sera tabu si la nueva solucién producida contiene algiin bloque
que esté en la lista tabu. Es decir, durante un cierto niimero de iteraciones
la lista tabu evita que volvamos a una solucién con el bloque en la misma

posicién y del mismo tamano que el que hemos modificado.

Lista de permanencia de bloques.

Incorporamos en la lista los bloques que aparecen en la solucion al efectuar
el movimiento. Un movimiento seréd tabu si el bloque elegido para reducir
o aumentar pertenece a la lista tabu. Intentamos que durante un cierto
numero de iteraciones el nuevo bloque permanezca en la solucién. Esta

lista puede producir que no exista ningin bloque que no sea tabu.

Lista de no repeticion de pérdidas.

De cada solucién guardamos en la lista tabu el conjunto de sus rectangulos
de pérdida. Un movimiento serd tabu si las pérdidas que ocasionan estan
en la lista tabu. Intentamos no volver a una solucién con el mismo conjunto

de pérdidas.

La longitud de la lista cambia dindmicamente después de un niimero dado de

iteraciones sin mejorar la solucién conocida. Si m* es el nimero de cajas de la

cota del drea (ver seccién 2.5.1, pdg. 32), la longitud se selecciona aleatoriamente

en el intervalo [0,5m*, 1,5m*].

El

criterio de aspiracidn permite movernos a una solucién tabu, sélo si este

movimiento mejora el niimero de cajas de la mejor soluciéon obtenida hasta el

momento.
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4.1.10. Mejora local

Hacemos una mejora local después de elegir cada movimiento, de la siguiente

forma:

Examinamos si mejorariamos la solucién incluyendo una estructura G4-natural
como hemos explicado en la seccion 4.1.3 en alguna de las cuatro esquinas y qui-

tando todas las cajas que se solapen con esta nueva estructura.

4.1.11. Procedimiento basico Tabu Search

Sea S la solucién actual con un conjunto asociado de bloques B, pérdidas

P y valor vy.
Sea S* la mejor solucién conocida con valor v*.

Sea §* = § = S}, la solucién inicial obtenida usando el algoritmo de un

solo bloque (todas las cajas con la misma orientacién).
Sea niter = 0.

Iteracién: Mientras (niter < maxiter ).

{

Etapa 1. Eleccién del tipo de movimiento
Seleccionar aleatoriamente un bloque b; € B que comparta algin
lado con alguna pérdida de P.
Mientras se pueda seleccionar algin bloque:
Seleccionar aleatoriamente tipo de movimiento: aumentar o redu-
cir.
Seleccionar aleatoriamente la direccién del movimiento.
Seleccionar aleatoriamente la cantidad de filas o columnas a

aumentar o reducir.
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Etapa 2. Efectuar movimiento
Evaluar si el movimiento pertenece al entorno de vecinos reducido.
Si pertenece al entorno, seguir.
Si no, volver a Etapa 1.
Si el movimiento es de aumentar:
Aumentar las filas o columnas del bloque b;.

Quitar las cajas de los restantes bloques que se solapen con el

nuevo bloque b;.

Rellenar los posibles rectangulos de pérdidas.

Mover los bloques hacia las esquinas.

Compactar bloques.

Calcular el nimero de cajas que se han introducido.
Si el movimiento es de disminuir:

Quitar las filas o columnas del bloque b;.

Desplazar los bloques hacia las esquinas.

Unir las diferentes pérdidas intentado colocar el mayor niimero

de cajas con orientacién diferente a b;.
Rellenar la nueva lista de rectangulos.
Compactar bloques.

Mover los bloques hacia las esquinas.

Calcular el nimero de cajas que se han introducido.

Etapa 3. Elegir el mejor

Si se dan alguna de las condiciones:

= el movimiento no es tabu, la solucién tiene todos las esquinas in-
feriores de sus bloques en puntos interiores y el niimero de cajas
es mayor o igual que el del mejor movimiento estudiado hasta el
momento

6
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= el movimiento proporciona una solucién con un nimero de cajas
mayor que Upegt-
Evaluar con la funcién objetivo explicada anteriormente.
Elegir el mejor movimiento posible Spest v Upest-
Si todos los elementos estudiados son tabu y no cumplen el criterio
de aspiracién, se elimina de la lista tabu el elemento més antiguo y se
vuelve a considerar el status tabu de los movimientos. Este proceso se
repite hasta encontrar algiin movimiento no tabu.
Etapa 4. Actualizar el movimiento
Actualizar la solucién actual S sustituyendo los nuevos rectangulos.
Actualizar la lista tabu.
Si vpest > Uk, actualizar la mejor solucién conocida S* = Spegt-
niter = niter + 1
Etapa 5. Mejorar la solucién

Si v* = vpes intentar realizar una mejora local de la solucién.

4.2. Estrategias de intensificacién y diversificacion

La definicién del movimiento supone un importante grado de diversificacion
en el proceso de buisqueda, pero a nuestro juicio necesitamos algunas estrategias

complementarias. Hemos probado dos técnicas diferentes:

4.2.1. Oscilacion Estratégica

Dado que tenemos varios pesos en la funcién objetivo, una primera posibilidad
es la oscilacién de estos pesos, ya que los elegidos inicialmente pueden producir
buenos resultados en la mayoria de problemas, pero en algunos casos pueden no

ser los adecuados para obtener la soluciéon éptima del problema.
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Por ello, realizamos la oscilacién de la forma siguiente:
Utilizamos un coeficiente §;, i = 1,...6 que multiplica a cada peso. Inicialmente
cada §; = 1, ¢ = 1,...6. Cuando llevemos un cierto nimero de iteraciones sin

mejorar hacemos oscilar estos coeficientes entre los valores 0 y 1.

4.2.2. Uso de la memoria a largo plazo

Utilizamos la memoria a largo plazo como una estrategia mas de diversifica-
cién. A lo largo de la bisqueda vamos anotando el niimero de veces que aparece

un bloque de un determinado tamano y orientacién en cada solucién.

Posteriormente esta informacion sera utilizada de la siguiente forma: permi-
tiremos mover mas facilmente un bloque que haya aparecido muchas veces a lo
largo de la buisqueda que otros que hayan aparecido en menos ocasiones. De esta
forma se favorece el estudio de soluciones que contengan estos bloques menos

frecuentes.

Para implementar esta estrategia creamos dos matrices, una para cada orien-
tacion posible de los bloques. En cada una de ellas vamos apuntando las veces
que aparece un bloque horizontal o vertical y su tamano. Por ejemplo si tenemos
una solucién con un bloque horizontal de 2 filas por 3 columnas de cajas en la

matriz de orientacién horizontal, el elemento [2][3] es incrementado en uno.

Esta técnica también se utilizé6 de manera inversa, es decir, como estrategia
de intensificacion, anotando sélo aquellos bloques que aparecen en soluciones
buenas, para posteriormente guiar al algoritmo para que se mueva por soluciones

con bloques muy frecuentes en las soluciones buenas.

4.3. Path Relinking

Si se tiene un conjunto de soluciones de referencia, que es tipicamente un
conjunto de soluciones de gran calidad, entonces Path Relinking genera nuevas

soluciones explorando los caminos que las conectan. Comenzando desde soluciones
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iniciales, una serie de movimientos definen un camino en el espacio de soluciones

que llevan a otras soluciones, llamadas soluciones guias.

Esta técnica se denomina Path Relinking ya que en Tabu Search dos soluciones
cualesquiera se enlazan por una serie de movimientos que se ejecutan durante la
busqueda (Glover y Laguna (1997)[44]). Ahora, estas soluciones se unen otra vez
pero siguiendo un camino diferente en el cual los movimientos no son seleccionados
segun el mejor valor de la funcién objetivo, sino buscando movimientos que lleven

directamente a la solucion guia.

Consideremos dos soluciones élite, tomando una de ellas A como solucién
inicial y la otra B como solucién guia. La idea es llegar a la solucién B partiendo

de la solucién A.

Intentamos que no coincidan las pérdidas de las dos soluciones para favorecer
que el proceso produzca soluciones nuevas. Dado que el algoritmo tabu search
prima las soluciones con pérdidas predominantemente en la parte superior derecha
del pallet, ambas soluciones tenderan a tener las pérdidas en esa zona. Por ello, a
la solucidn inicial la sometemos a una simetria vertical antes de comenzar el path

relinking.

Seguimos una estrategia constructiva, introduciendo uno por uno los bloques
de la solucién B en la solucién A. Cada vez que introducimos un bloque de B en A,
procedemos a quitar de A los bloques que solapen con el que hemos introducido
de B, desplazamos los bloques que queden en la solucién A que no son de B,
hacia las esquinas y rellenamos los posibles huecos que hayan quedado. Al final

del proceso habremos reproducido totalmente la soluciéon guia B.

4.3.1. Procedimiento Path Relinking

Sea S el conjunto de soluciones de referencia.
Para cada par (S7, S2) con Sy, Sz € S, repetir el siguiente procedimiento.

Sea B; la lista de bloques de la solucién S;, i =1, 2.
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Si |Bi| > |Be| tomar como guia A = Sy y solucién de referencia B = S7, en
otro caso: A= S1y B =.55.

Inicializacion:
Sea By (Bp) la lista de bloques de la solucién A (B).
Transformar A mediante una simetria vertical.
Sea v = 0, el valor de la solucién construida.
Mientras existan bloques de Bp que no estan en By y A # B.
Para cada bloque by € Bp, incluir el bloque en la solucién A.
Quitar todos los bloques de B4 que solapen o corten con by.
Mover los bloques de la solucién A que no sean de B hacia las esquinas.
Juntar los rectdngulos de pérdida.

Rellenar los posibles rectangulos de pérdida.

Ejemplo 4.1 Problema (44,29,5,3). Denotamos un rectdngulo por una cuddrupla
(x1,y1,T2,Y2), donde (z1,y1) son las coordenadas de la esquina inferior izquierda
y (z2,y2) de la esquina superior derecha. Partimos de dos soluciones de valor 84.
En primer lugar, tomamos como solucion guia la que tiene mds bloques que en

este caso es la sequnda solucion (Figura 4.13(b)).

Sometemos la primera solucion (Figura 4.13(a)) a una simetria vertical para
que las pérdidas de ambas soluciones no se solapen (Figura 4.13(c)). Empezamos
a insertar bloques de la solucion guia en la solucion de referencia ordendndolos por
bloques préximos a las esquinas. El primer bloque es el (29,0,44,5) (gris oscuro).
Quitamos todos los bloques que solapen con él, en este caso sdlo el (9,0,44,30),
desplazamos los bloques hacia las esquinas y rellenamos las pérdidas, con lo que

tncorporamos los dos bloques en gris mads claro.
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Figura 4.13: Path Relinking
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En sequndo lugar incorporamos el bloque (29,5,44,14), volviendo a repetir el
proceso, sequidamente el bloque (0,0,20,15) y finalmente el bloque (0,15,30,24).

Obtenemos una solucion optima de valor 85.

4.4. Resultados computacionales

Los algoritmos han sido codificados en C++ y ejecutados en un ordenador

personal con un procesador Pentium IV a 2 Ghz.

El criterio de parada para el algoritmo Tabu Search es un nimero maximo de
100000 iteraciones. Este limite permite mantener el tiempo de computacién por

debajo de 10 minutos.

Cada 100 iteraciones se intenta cambiar de estructura G4-natural si existen
varias posibilidades de este tipo de estructuras. Asimismo, la longitud de la lista

tabu también varia cada 100 iteraciones sin mejorar.

El tipo de lista tabu que proporcioné mejores resultados fue la lista de no

regreso de bloques.

Cada 10000 iteraciones sin mejorar se procede a la oscilacién estratégica de
los parametros y cada 9000 iteraciones se procede a una fase de diversificacion
durante 250 iteraciones seguida de una fase de intensificacion de otras 250 itera-

ciones.

El uso del path relinking fue descartado debido a que el esfuerzo computacio-

nal no era proporcional a la mejora obtenida en los resultados.

Para el conjunto Tipo I el algoritmo resuelve todas las instancias en menos
de 250 iteraciones. Esto supone un tiempo de computacién inferior a 1 segundo.
Los resultados computacionales para el conjunto T%po II se observan en la Tabla
4.1 en la que se muestra el niimero de instancias no resueltas éptimamente en

funcion del ndmero de iteraciones.
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El algoritmo Tabu Search proporciona muy buenos resultados, dado que de
las 7827 instancias de Tipo I y 40609 de Tipo II sélo quedan 15 problemas sin

resolver optimamente.

Iteracién No resueltos

500 229

1000 137
10000 38
50000 23
100000 15

Tabla 4.1: Problemas de Tipo IT (40609 Instancias).

El mejor heuristico conocido hasta el momento es el G4. Sin embargo, para
45 problemas del Tipo II este algoritmo no consigue el 6ptimo debido a que sélo
examina disenos con estructura G4, por lo que cuando no existe una soluciéon
oOptima con este tipo de estructura, no alcanzard jamds el optimo, al ser un
algoritmo constructivo. De estos 45 problemas considerados como dificiles, sélo
han quedado 15 por resolver, dado que todos los que conseguia el algoritmo G4

también son resueltos con el algoritmo tabu.

Por otro lado hemos comparado con el ultimo heuristico publicado debido
a Lins et al. (2003)[60] que resuelven éptimamente todos los problemas de un
subconjunto del Tipo II aunque necesitando en algunos casos tiempos de com-
putacién muy elevados. Unicamente en una de esas instancias nuestro algoritmo

no encuentra la soluciéon 6ptima.

Hemos generado un nuevo conjunto de instancias, Tipo III, para evaluar la
eficiencia del algoritmo en problemas ma&s grandes. El conjunto contiene 98016

instancias que cumplen:

IN

g | ~
IN
W

101§L*W

L
1< =<2 1
- W * W

<151 (4.1)
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Los resultados para este conjunto se muestran en la Tabla 4.2 que sigue el mismo
esquema de la Tabla 4.1, pero comparando con las cotas superiores, en vez de
con las soluciones 6ptimas que en este caso no son conocidas. Los 1122 problemas
que quedan por resolver son problemas en que ninguna de las cotas superiores
utilizadas coincide con el valor proporcionado por nuestro heuristico. Si el com-
portamiento para este nuevo conjunto de instancias es parecido al obtenido sobre
el conjunto de Tipo II es de suponer que en muchos de estos problemas la solu-
cién 6ptima se encuentra en la solucién del heuristico. En ninguna instancia del
Tipo III la diferencia entre la solucién proporcionada por nuestro heuristico y la

cota superior es mayor de una caja.

Iteracién No resueltos

1000 1770
10000 1263
25000 1202
50000 1173

100000 1122

Tabla 4.2: Problemas de Tipo III (98016 Instancias).

Finalmente mostramos los disefios éptimos conseguidos por nuestro algoritmo
para dos instancias del Tipo II (Figura 4.14, 4.15) no resueltas previamente por
ningtin heuristico. También el disefio 6ptimo para dos instancias del Tipo III
(Figura 4.16, 4.17).
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Figura 4.14: Instancia (77, 71, 13, 8)

Figura 4.15: Instancia (104, 69, 12, 7)
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Figura 4.16: Instancia (153, 88, 18, 5). Tipo III

Figura 4.17: Instancia (106, 104, 18, 5). Tipo III
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Capitulo 5

Un algoritmo GRASP para el
problema con cajas de
diferente tamano

En los capitulos anteriores hemos trabajado con el problema del pallet (ma-
nufacturer’s pallet loading). El problema se daba en las fabricas donde es habitual
empaquetar pallets de un tnico producto para el envio a los distribuidores. En
este capitulo tratamos el problema del distributor’s pallet loading, en el que un
distribuidor recibe productos de varias fabricas embalados en cajas de diferentes
dimensiones. Estas cajas son cargadas sobre pallets para su posterior distribucién
a las tiendas. En algunos casos no todas las cajas pueden ser cargadas, por lo que
se le da un determinado peso o prioridad a cada caja. El peso o prioridad de cada
caja no tiene por qué estar relacionado con sus dimensiones. Se puede preferir
cargar una caja pequena a una grande, dado que es mas urgente o conlleva un
mayor beneficio cargar la primera. Por tanto, el objetivo del problema en muchas
ocasiones no es utilizar la mayor area del pallet posible, sino maximizar el valor

o prioridad de los paquetes cargados en el pallet.

Los problemas de corte y empaquetamiento, como hemos mencionado en la
introduccion de esta tesis, estdn estrechamente relacionados. Concretamente nues-
tro problema también puede ser visto como un problema de corte. Supongamos

un tablero del que deseamos cortar una serie de piezas, donde el valor de cortar

139
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cada pieza no tiene por qué ser exactamente su area. El objetivo es obtener la
mayor ganancia al cortar ese tablero. También debemos tener en cuenta que, en
algunos casos, las piezas no pueden ser rotadas ya que si el material a cortar tiene

alguna veta o dibujo una pieza (I, w) no es igual a una pieza (w, [) con [ # w.

Este problema se conoce cominmente como el problema restringido bi-dimensional

de corte no-guillotina.

Definido formalmente, el problema consiste en cortar de un rectangulo de
dimensiones (L, W) que llamamos tablero, de longitud L y anchura W, un con-
junto de rectangulos (l;,w;), que llamamos piezas, de longitud [; y anchura w;
(i = 1,...,m). Cada pieza tiene orientacién fija, es decir, no puede ser rotada.
Los cortes deben ser paralelos a los lados del tablero. El nimero de piezas de cada

tipo i debe estar dentro de unos limites P;, Q; con (0 < P; < @;). Por notacién

m
definimos M = > @; y se puede suponer sin pérdida de generalidad que todas
=1

las dimensiones son enteras. Cada tipo de pieza i tiene asociado un valor v; y el

objetivo es mazximizar el valor total de las piezas cortadas.

Podemos hablar de tres tipos de problemas:

= El problema no restringido, donde no existen limites, ni superiores, ni in-

feriores, para el nimero de piezas a cortar de cada tipo, excepto la cota

superior trivial: Q; = lLIwWJ Vi=1,...,m.
= El problema restringido, donde estd acotado superiormente el nimero de
LxW J )

piezas de cada tipo que se pueden utilizar: 37 | Q; < |

= El problema doblemente restringido, donde ademas de estar acotado el
numero méaximo de algunos tipos de piezas a cortar, se exige cortar un

numero minimo de piezas de algunos tipos: 3¢ | P; > 0.

Definimos la eficiencia de un tipo de pieza i como e; = v;/(l; * w;), es
decir, el beneficio por unidad de superficie de la pieza de tipo i. Algunos autores

diferencian dos tipos de problemas, dependiendo de la eficiencia de las piezas: el
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problema sin pesos (un-weighted) donde el valor de cada pieza es el area de la
pieza (e; = 1 Vi) y el problema con pesos (weighted) donde el valor de la pieza no
tiene por qué depender del drea de la pieza (i |e; # 1), por lo que pueden existir
piezas pequenas con valores superiores a otras mas grandes. Nuestro algoritmo
pretende ser de cardcter general, por lo que no distinguimos entre estos dos tipos

de problemas.

En la Figura 5.1 observamos un ejemplo donde tenemos un tablero (10, 10),
el nimero de tipos de piezas es m=10 y el niimero de piezas posibles a cortar es
M=21. En la Figura 5.1(a) se observa la solucién 6ptima para el problema restrin-
gido con P, =0Vi=1,...,m y en la Figura 5.1(b) la solucién para el problema
doblemente restringido, donde se obliga a cortar algunas piezas, concretamente

para la piezas de tipo: 1, 2, 3, 7 debemos cortar al menos una pieza.

5.1. Meétodos de solucién

En esta seccién hacemos una descripcién general de algunos de los métodos
existentes en la literatura con los cuales se ha intentado resolver el problema
general. No pretendemos hacer una exposiciéon exhaustiva de los mismos, sino
solamente presentar una visién panordamica de las aportaciones que nos parecen

mas significativas y relacionadas con nuestro trabajo.

5.1.1. Métodos exactos

Existen algunos métodos exactos propuestos para el problema: Beasley (1985)
[9], Tsai et al. (1988)[85] y Scheithauer y Terno (1993)[77] presentan formulacio-
nes enteras. Hadjiconstantinou y Christofides (1995)[46] también proponen otra
formulacién, aunque su formulacién es incorrecta (Amaral y Letchford (1999)[1]).
Arenales y Morabito (1995)[4] presentan un branch and bound basado en un ti-
po especial de grafo (AND/OR graph). Fekete y Schepers (1997)[42] crean un

procedimiento basado en la representacion mediante grafos de la posicion relati-
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Tablero: L =10 W =10
Pieza I; w; B
2

O

(% €;
7 1,166
20 1,428
11 1,375
13 1,083
21 2,333
79 2,468
9 2,25
14 14
52 2,476
60 3
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(b) Restringido. Optimo 247 (¢) Doblemente restringido. Optimo 220

Figura 5.1: Instancia 3 de la Tabla 5.8.
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va de las piezas en un patrén posible. Finalmente, Caprara y Monaci (2004)[19]
presentan un algoritmo con algunas mejoras respecto a la propuesta de Fekete y

Schepers.

5.1.2. Cotas superiores

Una cota natural es la obtenida mediante la transformacién del problema bi-
dimensional en un problema unidimensional. Sea r; el niimero de piezas de tipo ¢
cortadas del tablero (L, W) donde r; > 0 y entero. Consideramos la formulacién

entera:

m

maximizar Z UiT; (5.1)
i=1
m

sujeto a : Z(Ziwi)m < LW (5.2)
i=1

r; > 0yentero, i =1,...,m. (5.4)

La ecuacién (5.2) asegura que el drea total de las piezas cortadas no exceda
la superficie del tablero y la ecuacién (5.3) asegura que el nimero de piezas de
cada tipo caiga dentro de los limites apropiados. La funcién objetivo es maxi-
mizar el valor de las piezas cortadas y la solucion de esta formulacion serd una
cota superior para el problema de corte. La formulacién anterior puede ser trans-
formada fécilmente en un problema mochila acotado (5.5)-(5.8) y resolverse en
tiempo pseudo-polinémico usando programacién dindmica, (por ejemplo el pro-
puesto por Pisinger (1994)[72] que se encuentra disponible en la siguiente direc-

cion: hitp://www.diku.dk/ pisinger/bouknap.c.)
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m
maximizar Z viT; + Z v; * P (5.5)
i=1 i=1
m m
sujeto a : Z(liwi)m < (LW — Z Pi(liwi)> (5.6)
i=1 i=1
r; > 0 yentero, i =1,...,m. (5.8)

Otra cota se origina mediante la relajacién lineal de la formulacién entera
dada por Beasley (1985)[9], ya utilizada para el problema del pallet. Vamos a

describir la formulacién para el problema general.

En primer lugar definimos unas variables para definir la adyacencia de dos

piezas:
1 si una pieza de tipo i cortada desde (p, ¢) cubre el punto (7, s),
Aipgrs =
0 en otro caso.
por tanto:
1 si0<p<r<p+—1<L-1y0<g¢g<s<q+tw,—1<W-1
Qipgrs =
0 en otro caso.
Definimos Ly = {0,..., L — 1} el conjunto de localizaciones posibles para el
extremo inferior de una pieza. De la misma forma Wy = {0, ..., W —1} conjunto

de localizaciones posibles para el extremo izquierdo de una pieza. Inicialmente
Ly=1{0,1,2,....,L—2,L -1}y Wy ={0,1,2,..., W — 1} pero como ya
observamos en el problema del pallet estos conjuntos pueden reducirse mediante

diversas consideraciones. Se define:

1 si una pieza de tipo i es cortada desde (p, q),
Lipg =
0 en otro caso.
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La formulacién que se obtiene es la siguiente:

méxz Z Z ViTipg (5.9)

i=1 peL qeW

sujeto a:

i Z Z AipgrsLipg <1Vre Ly Vse W, (510)

=1 pELo qEW()

Py Y w<Quimlm (5.11)

pELo geEW,
Tipg € (O, 1) i=1,...,mV¥p¢€ Ly, Vg € W. (512)

La ecuacién (5.10) evita que haya solapamientos entre las piezas. La ecuacién
(5.11) garantiza que el nimero de piezas de cada tipo se encuentre entre los
limites permitidos. El procedimiento de cota propuesto por Beasley consistia en

relajacién lagrangiana.

Otros procedimientos de cota mas complejos son presentados por Hadjicons-
tantinou y Christofides (1995)[46] que usan relajacién lagrangiana para derivar
una cota superior. Scheithauer (1999)[76] propone otra cota basada en genera-
cién de columnas, mejorada por Amaral y Letchford (2003)[2]. Fekete y Schepers
(1997)[42] estudian otros métodos de cota basados en un grupo de funciones

llamadas funciones duales posibles.

5.1.3. Algoritmos Heuristicos

Explicamos a continuacion los métodos heuristicos propuestos para el proble-
ma. En primer lugar hablaremos de los métodos constructivos y posteriormente

de los metaheuristicos.

5.1.3.1. Métodos constructivos

Podemos distinguir los siguientes métodos constructivos empleados para el

problema:
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15 x 10

10 x 15

10 x 15
15 x 10

(a) No con BL (b) No con DP

Figura 5.2: Patrones que no puede ser obtenidos con otras técnicas.

= El procedimiento més habitual empleado para colocar piezas es el algoritmo

Bottom-Left (BL). A partir de un orden de la piezas a cortar, el algoritmo
consiste en colocar cada pieza en el tablero lo més abajo posible y una
vez hecho esto mover la pieza todo lo que se pueda hacia la izquierda. Al
aplicar este método pueden quedar areas no aprovechables (desperdicios).
Una modificacién de esta estrategia para intentar aprovechar las areas no
aprovechables es la estrategia Bottom-left-fill( BLF'). Este procedimiento
antes de colocar una pieza segun la estrategia BL comprueba si se puede
colocar en alguna de las areas no aprovechables que se han generado hasta
el momento. En cualquier caso, existen patrones de corte que son imposibles

de reproducir (Figura 5.2(a)).

Ejemplo 5.1 Supongamos la instancia de la Figura 5.3 y suponer el orden
inicial (1, 2, 8, 4, 5). En primer lugar colocamos la pieza 1 en la posicion
(0,0), posteriormente la 2 en (20,0), la 3 en (20,10) y finalmente la 4 en
la posicion (0,20). El patrén final quedaria como se observa en la Figura

5.3(a).

Otro método utilizado en la literatura para construir una soluciéon a partir
de un orden de las piezas, es el mecanismo Difference Process (DP) de

Lai y Chan[55]. La estrategia Difference Process intenta colocar cada pieza
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en la esquina posible del resto del diseio més cercana a la esquina inferior-
izquierda del tablero. Para medir cudl es esta posicién se emplea la distancia
euclidea. Al igual que con el método anterior existen patrones que no puede

alcanzarse con esta estrategia (5.2(b)).

Ejemplo 5.2 Tenemos la instancia de la Figura 5.3 y supongamos el orden
inicial (1, 2, 3, 4, 5). En primer lugar colocamos la pieza 1 en la posicion
(0,0) que estd a una distancia 0 de la esquina inferior. Una vez colocada la
primera pieza tenemos dos posibles esquinas para colocar la sequnda pieza:
(0,10) y (20,0) si tomamos la distancia euclidea, la posicion mds cercana
es la (0,10). Por tanto colocamos la pieza 2 en la posicion (0,10). Para la
pieza 3 tenemos las siguientes localizaciones (esquinas) posibles: (0, 15),

(10, 10),(20, 0). La posicion de minima distancia es (10, 10). Por tanto,

Tablero: L =30 W =20

Pieza lz Wy Pl Qz V; €;

1 20 10 O 1 200 1
2 10 5 O 1 50 1
3 10 10 0 1 100 1
4 11 6 0 1 66 1
) 10 12 0 1 120 1
4
3
1
2
(a) Constructivo BL (b) Constructivo DP

Figura 5.3: Algoritmos constructivos.
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colocamos la pieza 8 en (10,10). Si continuamos este procedimiento, para
la pieza 4 no existiria ninguna posicion posible y estudiamos la pieza 5 que
colocariamos en la posicion (20,0). El diserio final para este procedimiento

puede observarse en la Figura 5.3(b).

= Una método diferente para acomodar las cajas es propuesto por Wu et al.
(2002)[91]. Es un procedimiento determinista en el que se intenta colocar
las cajas en primer lugar en las esquinas y posteriormente en el centro. El
algoritmo original es para el problema especial, donde P; = @); Vi y se per-
mite que las piezas sean rotadas, pero puede transformarse para el problema
general que estamos considerando. El algoritmo va cortando las piezas de
una en una, en una esquina del espacio vacio que queda en cada instante.
Para elegir la pieza a cortar y la esquina en la cual cortarla desarrolla una
funcion de evaluacion que estima el beneficio que se obtendria al completar

el corte a partir de dicha pieza.

5.1.3.2. Metaheuristicos

De los métodos metaheuristicos para el problema sélo uno es para el problema
general, el propuesto por Beasley (2003)[12], mientras que el resto de métodos

son para el caso restringido P; = 0 Vi y sin pesos.

En 1997, Lai y Chan [56] presentan un procedimiento basado en simulated
annealing. El procedimiento consiste en una lista con el orden de corte de las
diferentes piezas, de tamano M. Por ejemplo, supongamos M = 5. Una solucién
se representa por la lista {2, 3, 5, 4, 1} lo que indicaria que la pieza 2 se corta en
primer lugar, después la pieza 3, ..., y finalmente la pieza 1. En esta representa-
cién si una pieza puede cortarse mas de una vez se crean (J; copias de esa pieza.
Posteriormente estas piezas son cortadas segin el procedimiento Difference Pro-
cess. Las soluciones se generan mediante intercambios de piezas en la lista. Para

los resultados computacionales presentan un conjunto de problemas generados
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aleatoriamente, en los cuales el objetivo es minimizar el desperdicio del tablero y

se resuelven problemas de hasta m < 35.

También en 1997, Lai y Chan [55] describen un procedimiento evolutivo. Usan
la misma representacion que en el anterior trabajo. Su algoritmo incluye un pro-
cedimiento de mejora basado en dividir la lista ordenada en piezas activas (cor-
tadas) e inactivas (no cortadas) y examinar si alguna de las piezas, actualmente,
inactivas puede ser cortada. Se presenta resultados computacionales para un con-
junto de problemas generados aleatoriamente, donde el objetivo es, como en el
trabajo anterior, minimizar el desperdicio del tablero. El problema mas grande

que resuelven tiene m=10.

En 2001 Leung et al.[59] utilizan un algoritmo evolutivo, en el que usan la
representacion de las soluciones de Lai y Chan [56]. Muestran que existen pa-
trones que no pueden alcanzarse por los procedimientos BL y DP. Presentan
un simulated annealing con un movimiento que corresponde a intercambiar dos
piezas en la lista o mover una pieza a una nueva posicién de la lista. También
presentan un algoritmo genético que incluye cinco tipos diferentes de operadores
de cruce. Resuelven 8 problemas test, pero no presentan detalles de los resultados.

Resuelven problemas con m < 30.

En 2003 Leung et al.[58] comparan un algoritmo genético frente a un método
mixto formado por un algoritmo genético y el simulated annealing [59] del 2001
para el problema. La utilizacién de las dos técnicas de forma conjunta evita la
convergencia prematura del método. El mayor problema que resuelven es con
m = 97.

En 2003 Beasley[12] presenta un algoritmo genético para el caso general. El
algoritmo estd basado en una nueva formulaciéon no lineal para el problema. La
formulaciéon también admite extensiones para el problema con méas de un tablero,
el problema con algunas zonas del tablero que no se pueden utilizar y el problema
donde las piezas se pueden rotar. Los resultados computacionales son los mejores

hasta el momento. Resuelve problemas con hasta 1000 tipos de piezas y recopila
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la mayoria de instancias test utilizados para el problema. Ademads crea una nueva

bateria de problemas basados en los estudios de Fekete y Schepers[42].

5.2. Un algoritmo Constructivo

En esta seccion, describimos un algoritmo constructivo que sera usado como

una etapa inicial en procedimientos mas complejos.

El método que definimos para cortar las piezas estd basado en la forma de
colocar cajas que utilizdbamos en el algoritmo Tabu del capitulo 4. Al igual que en
el algoritmo Tabu vamos a trabajar con bloques de piezas, rectangulos formados

por piezas del mismo tipo.

Seguimos un proceso iterativo en el cual combinamos dos elementos: una lista
P de piezas que deben ser cortadas, inicialmente la lista completa de piezas,
y una lista £ de rectdngulos vacios en los cuales una pieza puede ser cortada,
inicialmente el tablero completo. En cada paso, se elige un rectangulo de £ y
un tipo de pieza de P que quepa en él para ser cortada. Por lo general, el corte
produce nuevos rectangulos que se anaden a L y el proceso continua hasta que
L = () o ninguna de las restantes piezas de P cabe en alguno de los rectdngulos

de L. Un esquema del algoritmo puede observarse a continuacién.

Paso 1. Inicializacion:
L = {R}, el conjunto de rectangulos.
P ={p1,p2,...,Pm}, €l conjunto de piezas a cortar.

C = (), el conjunto de piezas cortadas.

Paso 2. Eleccion del rectdngulo:
Tomar R*, el menor rectangulo de L en el cual puede cortarse una pieza
de P .
Si tal R* no existe, parar.

En otro caso ir a Paso 3.
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Paso 3.

Paso 4.

Eleccion de las piezas a cortar:

Elegir una pieza p; y una cantidad n; < @;, formando el bloque b*, para
cortarlo en R*.

Elegir una posiciéon en R* para cortar b*.

Modificar P, C y Q); que indica el nimero de piezas restantes por cortar.

Mover el bloque b* hacia la esquina mas cercana del tablero.

Modificar la lista de rectdngulos L:

Anadir a £ los posibles rectangulos producidos cuando cortamos b* en
R*.

Tener en cuenta los posibles cambios en £ cuando movemos el bloque
b*.

Unir los rectangulos para intentar favorecer la posibilidad de cortar
nuevas piezas de P.

Ir a Paso 2.

Vamos a explicar con més detalle los procedimientos béasicos del algoritmo.

Paso 1. Inicializacion.

La lista P de piezas posibles se ordena desde el inicio de la siguiente forma,

para facilitar los restantes procedimientos:

1. Ordenar por P; x[; *w;, dando prioridad a las piezas que deben ser cortadas

obligatoriamente.

2. Si hay un empate en (1) (por ejemplo, si P; = 0, Vi), ordenar por e;,

otorgando mayor prioridad a las piezas mas eficientes.

3. Si hay un empate en (2) (por ejemplo, si e; = 1 Vi), ordenar por [; x w;,

dando prioridad a las piezas grandes sobre las pequenas.

Paso 2. Eleccion de un rectdngulo de L

Dado que tenemos varios rectdngulos para rellenar, debemos elegir cual de

ellos es el primero a rellenar. Elegimos el rectangulo de menor &rea, ya que se
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intenta satisfacer la demanda de piezas pequenas con rectangulos pequenos, de-
jando los rectangulos méas grandes para piezas grandes. Si tomamos un rectangu-
lo grande al principio y lo usamos para colocar piezas pequenas, los rectangulos
vacios resultantes pueden ser menos tutiles para las piezas grandes que quedan

por colocar.

Si se produce un empate elegimos el rectangulo que esté més cercano a algu-
na de las cuatro esquinas del tablero. Se supone que los rectangulos del centro

tendran més posibilidades para juntarse con otros rectangulos vacios.

Paso 3. Eleccion de las piezas a cortar

a) Elegir el tipo de pieza i y la cantidad n; < @;, formando el bloque b*.
Una vez elegido un rectangulo R*, intentamos cortar la pieza ¢ de P en
R*. Si @; > 1, consideramos la posibilidad de cortar mas de una pieza del
mismo tipo, en un bloque, un rectdngulo conteniendo algunas copias de la
pieza colocadas en filas o columnas, tal que el nimero de piezas del bloque
no exceda ;. La forma mds habitual serd en una fila (Figura 5.4(a)) o en
una columna (Figura 5.4(b)) pero también podemos colocarlas en bloques
de més de una fila o columna (Figura 5.4(c)). Por notacién diremos que un

bloque es de tipo i, si contiene piezas del tipo i.

(a) Pieza 5 x 5, Q=2 (b) Pieza 5 x 5, Q=2 (c) Pieza 3 x 3, Q=9

Figura 5.4: Diferentes alternativas para cortar piezas. Tablero 10 x 10.
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Se han considerado dos criterios para seleccionar el tipo de pieza y a su vez

la cantidad de estas piezas:

e Elegir el primer tipo de pieza en la lista ordenada P y colocar tantas
piezas como sea posible.
Si P, = 0 Vi, dado un rectangulo elegimos el tipo de pieza més eficiente
que pueda colocarse dentro y colocamos tantas piezas de este tipo como

sea posible.

e Elegir el bloque que proporcione un mayor incremento en la funcién

objetivo, independientemente de su eficiencia.

b) Elegir una posicién en R* para colocar b*.

Normalmente el bloque b* no ocupa completamente el rectangulo R* (ver
Figura 5.4). Colocamos el bloque en la esquina del rectdngulo R* que se
encuentre mas cerca, seglin la distancia euclidea, de alguna de las esquinas
del tablero. Por la manera en que colocamos el bloque dentro del rectangulo,

pueden aparecer dos nuevos rectangulos vacios como maximo.

c¢) Actualizar P, Cy Q;.

Incluir en C las piezas cortadas de tipo ¢ y la cantidad n;.
Actualizar el nimero maximo de piezas que quedan por cortar Q; = Q; —n;.

Si @Q; = 0, eliminar el tipo de pieza ¢ de la lista P.

d) Desplazar el bloque b* hacia la esquina del tablero més cercana.

Este procedimiento permite que el bloque salga del rectangulo R* en el
cual fue colocado y entre de forma total o parcial en otro rectangulo vacio,
localizado maés cerca de la esquina del tablero. Al desplazar los bloques hacia
las esquinas se intenta dejar las zonas vacias concentradas en el centro, para

que puedan ser mas facilmente juntadas en el Paso 4.
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Paso 4. Modificar la lista de rectangulos L

a)

Anadir a £ los nuevos rectangulos.

Normalmente, la colocacion de b* en el rectdngulo R* y su posterior movi-
miento pueden producir nuevos rectangulos vacios, que son anadidos a la
lista L.

Juntar los rectangulos vacios £, para favorecer cortar nuevas piezas de P.

Aunque guardamos una lista de rectangulos vacios, realmente tenemos una
zona vacia poligonal, donde intentar acomodar las piezas restantes por cor-
tar. Una forma de adaptar la flexibilidad del corte no-guillotina a la lista
L es la posibilidad de juntar algunos rectangulos de la lista para producir
otros rectangulos en los cuales se puedan cortar mejor las piezas que quedan

pendientes.

Al igual que ocurria en el procedimiento Tabu el mecanismo de juntar
rectangulos es fundamental para el algoritmo, ya que de él depende qué pie-

zas podremos cortar posteriormente.

La unién de dos rectangulos pueden ocasionar, como mencionamos en la
seccién 4.1.1 (pag. 114), la aparicién de tres nuevos rectangulos: uno que
llamamos grande y dos més pequenos. Existen varias alternativas de union,
por lo que intentamos seleccionar la mejor alternativa, esto es, la que permi-
ta cortar las piezas mejor situadas en la lista ordenada P. Con este objetivo,

imponemos una serie de condiciones a la unidn:

1. Si el menor orden de las piezas que quepan en el rectangulo grande es
estrictamente menor que el menor orden de las piezas que cabian en

los rectangulos originales, unimos estos rectangulos.

2. Si el menor orden de las piezas que quepan en el rectangulo grande es
estrictamente méas grande que el menor orden de las piezas que quepan

en los rectangulos originales, no la juntamos.
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3. Si el menor orden de las piezas que quepan en el rectangulo grande es
igual al menor orden de alguna de las piezas que caben en los rectdngu-
los originales, juntaremos estos rectangulos si el area del rectangulo

grande es mayor que el area de cada uno de los rectangulos originales.

Debido al orden de piezas que hemos definido, la funcién de juntar rectangu-
los es idonea en todo tipo de problemas. Si tenemos un problema doblemente
restringido, intentard juntar las pérdidas para colocar piezas que obligato-
riamente deben estar en una solucién. Si el problema no esta restringido
inferiormente o ya estdn cortadas todas las piezas obligatorias, se juntan

las pérdidas para intentar cortar el tipo de pieza mas eficiente.

Para los dos métodos de eleccion del tipo de pieza y cantidad del Paso 3(a),
el mecanismo de juntar las pérdidas es el mismo. Esto provoca que cuando
se utiliza el método de seleccién de mayor incremento en la funcién objetivo

también se tiene en cuenta la eficiencia de las piezas.

Ejemplo 5.3 Tenemos la instancia de la Figura 5.1 restringida con P; = 0. De-
notamos un rectdngulo por una cuddrupla (x1,y1,x2,y2), donde (x1,y1) son las
coordenadas de la esquina inferior izquierda y (x2,y2) de la esquina superior de-
recha. El algoritmo constructivo puede observarse en la Figura 5.5.

Inicialmente, L={R}={(0,0,10,10)} y P={10,9,6,5,7,2,8,3,1,4}, ordenada por
eficiencia. Consideramos la primera pieza en la lista, la pieza 10, con Q19=2 e
intentamos colocar el mayor numero de piezas en el primer rectangulo, dos en
este caso. Hemos cortado un bloque compuesto por dos copias de la pieza 10 en
la esquina inferior izquierda del rectdngulo. Modificamos P={9,6,5,7,2,8,3,1,4}
y L={(4,0,10,10)}. Intentamos cortar la pieza 9, con Qg9=3, pero sélo 2 copias
de ella caben en el rectingulo. Cortamos el bloque en la esquina inferior derecha.
Modificamos P={9,6,5,7,2,8,3,1,4}, Qo=1, L={(4,7,10,10)}. Consideramos las
piezas 9, 6, 5 por turno, pero no caben en el rectdngulo hasta que exploramos
la pieza 7, con Q7=2, que es la elegida. Colocamos un bloque con 2 copias en
la esquina superior derecha. Modificamos P={9,6,5,2,8,3,1,4}, L={(4,7,6,10),
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(6,7,10,8)}. Ninguna de las restantes piezas cabe en los rectdngulos de L. Antes
de terminar el proceso, intentamos juntar los rectangulos de otra manera para
producir nuevos rectdngulos en los cuales se puedan acomodar alguna pieza res-
tante de P. En este caso, la unica alternativa posible seria producir el par de
rectingulos (4,7,10,8) y (5,7,6,10), que tampoco permiten cortar alguna pieza y

el proceso termina.

10

10

10 10

10 10

Figura 5.5: Instancia 3 de la Tabla 5.8. Constructivo mds eficiente.

5.3. Un algoritmo GRASP

El algoritmo GRASP (Greedy Randomized Adaptive Search Procedure) fue
desarrollado a finales de 1980 por Feo y Resende (1989)[43] para resolver proble-

mas de cubrimiento de conjuntos. Una introduccién actualizada puede hallarse
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en Ribeiro y Resende (2003)[74]. Cada iteraciéon GRASP consiste en una fase
constructiva y un procedimiento de mejora. La fase constructiva es iterativa ya
que se construye la solucion considerando los elementos de uno en uno, greedy
porque la seleccion del elemento que se anade es guiada por una funcién greedy,
con una cierta aleatorizacion, y adaptativa debido a que la funcién greedy toma en
cuenta los elementos seleccionados previamente. La fase de mejora es usualmente

un procedimiento de busqueda local basado en intercambios.

5.3.1. Fase constructiva

En nuestro caso, la fase constructiva se sigue del algoritmo constructivo de la
seccién anterior, introduciendo aleatorizacién cuando seleccionamos el bloque a
colocar. Sea s; la puntuacion del bloque con el tipo de pieza ¢ con el criterio de
seleccién que estemos usando y sea ¢ un pardmetro a determinar (0 < ¢ < 1).
En lugar de seleccionar el bloque j de puntuacién maxima elegimos al azar uno
de un subconjunto de las mejores. Este subconjunto se denomina cominmente
lista restringida de candidatos (LRC). Para este procedimiento estudiamos tres

alternativas diferentes:

= LRC-Porcentaje.
Seleccionar un bloque ¢ de forma aleatoria del subconjunto formado por
los 100(1 — 0) % bloques mejores, independientemente de su puntuacion s;.
Esta forma de crear el subconjunto se le conoce por lista restringida de

candidatos por cardinalidad.

= LRC-Valor.
Seleccionar un bloque i de forma aleatoria del subconjunto:
S = {j|5j > 55max}

= Probabilidad.
Una estrategia en la cual todos los bloques de P pueden ser seleccionados

pero con probabilidad p; proporcional a su puntuacién s; (p; = s;/ > s;).
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Eleccién del parametro ¢

Experimentos preliminares muestran que no existe un valor particular para

el cual el parametro § sea el mejor para todas las instancias. Por tanto, hemos

considerado estrategias en las que el pardametro § varia de forma aleatoria o

sistemédtica en algin conjunto de valores. Concretamente hemos estudiado las

siguientes alternativas:

En cada iteracidn, elegir § de forma aleatoria del intervalo [0.4,0.9].
En cada iteracion, elegir § aleatorio del intervalo [0.25,0.75].

Cada iteracién § toma por turno uno de estos cinco valores: {0.5, 0.6, 0.7,
0.8, 0.9}.

Fijar § al valor 0.75.

También examinamos otra estrategia, llamada Reactive Grasp, en la que el
parametro § es ajustado de acuerdo a la calidad de las soluciones obtenidas
con un conjunto inicial de posibles valores. El algoritmo que proponemos
(Figura 5.6) es una modificacién del algoritmo de Prais y Ribeiro (2000)[73]
descrita por Delorme et al. (2003)[25].

Partiendo de una distribucién uniforme discreta del conjunto D de posibles
valores, la probabilidad de escoger un valor 4, probs, es modificada periédi-
camente, cada cierto nimero de iteraciones, 100 en este caso. Las nuevas
probabilidades se calculan a partir del valor medio de las soluciones obte-
nidas para cada valor de §. La probabilidad de cada valor depende de la
calidad de las soluciones obtenidas con ese valor. Se introduce un parametro
« para atenuar las probabilidades de los nuevos valores. El valor de «, como

indican Prais y Ribeiro [73], lo establecemos a 10.
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Inicialmente:
D={0.1, 0.2, 0.3 ,..., 0.8, 0.9}.
Sbest = 07 Sworst = Q.

ng« = numero de iteraciones con 0%, Vo* € D.

sumg« = 0, suma del valor de la soluciones con §*, Vé* € D.

P(6 = 6*) = probs- = (1/|D]), V" € D.
Repetir mientras (numlter < maxlIter)

{

Elegir aleatoriamente 6* de D con probs.
ng+ < Ng» + 1.

numlilter «— numliter + 1

S« Construir Solucién Heuristico Greedy con §*.

S Bisqueda Local a partir de S.

/

Si S > Spess entonces Spest = S .

/

Si S < Sworst entonces Syorst = S .

!
sumg+ < sumg+ + .5 .

Si mod(numlIter,100) == 0 (cada 100 iteraciones):

evals «— <med2a5 — SwOTSt> , V6 € D

Sbest - Sworst

evals

( ,Z eval(s,)
6 €D

probs «—

,VoeD

Figura 5.6: Algoritmo Reactive Grasp.
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5.3.3. Fase de mejora

Cada solucién de la fase constructiva es el punto de partida para una bisqueda

local en la cual intentamos mejorar la soluciéon. Hemos estudiado tres alternativas:

I) El primer método de mejora estd basado en un procedimiento de intercam-

1)

bio. Consiste en considerar todos los bloques de piezas que tengan al lado
una pérdida y estudiar si es posible mejorar la solucion actual reduciendo
un bloque o elimindndolo completamente (Figura 5.7). Al eliminar estas
piezas de la solucién, desplazamos las restantes piezas hacia las esquinas,
intentamos juntar las pérdidas y las rellenamos con el algoritmo construc-
tivo anterior. Si el movimiento mejora la solucién se realiza el cambio y se
continian examinando las restantes piezas. Sélo intentamos reducir bloques

que permitan cumplir las restricciones de demanda.

I
| | |
(a) Seleccién del (b) Disminucién (¢)  Desplazar (d) Rellenar
bloque esquinas

Figura 5.7: Procedimiento de mejora I. Instancia 8 de la Tabla 5.8.

El segundo método esta basado en el procedimiento de intercambio del apar-
tado anterior, pero en éste se simplifican algunos pasos del procedimiento
anterior para que sea mas rapido, aunque obviamente perdiendo algo de
calidad. No desplazamos los bloques hacia las esquinas cuando quitamos
una pieza, solamente juntamos el nuevo rectangulo con las pérdidas colin-
dantes. Asimismo se intenta rellenar el nuevo hueco solamente en el caso

en que podamos colocar una pieza de igual o mayor orden (con el orden
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definido al inicio) en la nueva zona de pérdida. Un ejemplo de este método

puede observarse en la Figura 5.8.

(a) Seleccién del bloque (b) Disminucién (c) Rellenar

Figura 5.8: Procedimiento de mejora II. Instancia 6 de la Tabla 5.8.

IIT) El tercer método consiste en extraer los tultimos k por ciento bloques de
la solucién (donde k=10) e intentar llenar los nuevos huecos con el pro-
cedimiento constructivo sin aleatoriedad. Esta técnica fue propuesta por
Beltran et al.(2002)[13]. Una vez hemos eliminado las tltimas piezas de la
solucion, desplazamos los bloques hacia las esquinas, se unen los rectangu-
los de pérdidas y se rellenan las pérdidas con el algoritmo constructivo (ver
Figura 5.9, en la que los niimeros en las piezas reflejan el orden en el que

se han incluido en la solucién).

T _ -

1 1 5

(a) Seleccién del bloque (b) Disminucién (c) Rellenar

Figura 5.9: Procedimiento de mejora III. Instancia 15 de la Tabla 5.8.
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5.4. Ajustando las cotas de cada pieza

A lo largo de las iteraciones del algoritmo tenemos almacenada la mejor solu-
cién encontrada hasta el momento, de valor vp.s. Esta informacion la podemos
utilizar en dos direcciones, para aumentar las cotas inferiores P; de algunos tipos
de piezas que deben aparecer necesariamente si deseamos conseguir una solucién
mejor y para reducir las cotas superiores (); de algunos tipos de piezas cuya

inclusién no permite producir una solucién mejor.

5.4.1. Aumentar cotas inferiores

Supongamos que la mejor solucién obtenida hasta el momento tiene valor
Upest ¥ que 33| P; < @Q;. Definimos totalpiczqs = i v; * (Q; como el valor de todas
las piezas posibles para colocar en el tablero. Siztenemos un tipo de pieza i que
cumple: P; < Q; y totalpiczqs — (Qi — P) xv; <= Upest, de este tipo de pieza alguna
debe aparecer obligatoriamente en la solucién para poder alcanzar una solucién

de mayor valor.

Podemos actualizar el valor de P; de la siguiente forma:

maxt: totalpiezas —t* Vi > Vpest, t >0, < Qi — B (5.13)

Ajustamos el valor de P; = Q; —t. La mejora en la cota inferior puede ser ttil
para la fase constructiva, en la que las piezas con P; > 0 son cortadas primero, y
en la fase de mejora, en la que las piezas en su cota inferior no son consideradas

para eliminarlas de la solucién.

Ejemplo 5.4 Tenemos la instancia de la Tabla 5.1. Supongamos que tenemos
una solucion de valor 84. Tenemos totalpic.qs = 102 y por tanto, del tipo 1 pode-

mos ajustar P; = 3 y para las de tipo 2 se puede ajustar al valor P, = 1.
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Tablero: L =10 W =10
Pieza I; w; P Q; v, ¢
1 5 5 0 3 25 1
2 3 3 0 3 9 1

Tabla 5.1: Ejemplo 5.1

5.4.2. Disminuir cotas superiores

Si tenemos una instancia donde la eficiencia de todas las piezas no es la
misma, podemos disminuir el nimero maximo (); de algunos tipos de piezas ¢

que no pueden producir una solucion de valor mayor a vpes;.

Sea R = ). P, xl;*w,; el drea de las piezas que deben estar en cualquier
P;>0
solucién posible, R, = > P;*[; x v; el valor de esas piezas y €4, la maxima
P;>0

eficiencia de las piezas. Si pudiéramos llenar todo el tablero con piezas de eficiencia
maxima tendrfamos una cota superior e,q, * (L * W — R) + R,,. Si tenemos un

tipo de pieza i con Q; > P; y €; < émqr que cumple:

(Qi * l; * w; * (emaz — €i) = €maz * (Lx W — R) + Ry — Upest (5.14)

entonces una soluciéon con ; piezas de tipo ¢ no puede producir una solucién
de valor mayor que la mejor obtenida hasta ese momento. Por tanto, podemos

reducir el valor de @;, de la siguiente forma:

maxt: txlxw;*(emar —€i) < €maz* (LxW —R)+ Ry —Vpest t>0,t<Q;—P;

(5.15)
Podemos ajustar (; = P; + t. Esta rebaja en la cota superior es muy 1til tanto
en la fase constructiva como en la fase de mejora. En algunos casos podremos
hacer Q; = 0, con lo que dejarfamos de considerar este tipo de pieza para futuras

iteraciones.
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Tablero: L =10 W =10
Pieza I; w; P Q; v, e

1 5 5 0 4 75

2 5 5 0 3 50

3 5 5 0 3 25

Tabla 5.2: Ejemplo 5.2

Ejemplo 5.5 Tenemos la instancia de la Tabla 5.2. Supongamos que tenemos

una solucion de valor 250. Entonces podemos ajustar Q2 =1 y Q3 = 0.

5.5. Resultados computacionales

Nuestro algoritmo ha sido codificado en C++ y ejecutado sobre un ordenador

personal con un procesador Pentium III a 800 Mhz.

5.5.1. Imnstancias Utilizadas

Para verificar la eficiencia del algoritmo hemos utilizado varios conjuntos de

problemas test. Podemos diferenciar cuatro grupos de problemas.

= Un primer conjunto de 21 problemas test formado por instancias de di-
ferentes autores y que son clasicas para el problema, compuesto por do-
ce problemas de Beasley (1985)[9], dos de Hadjiconstantinou y Christofi-
des (1995)[46], uno de Wang (1983)[86], uno de Christofides y Whitlock
(1977)[22] y cinco mé&s de Fekete y Schepers (1997)[42].

= Un conjunto de problemas con un gran nimero de cajas. Estd formado
por 630 problemas generados por Beasley [12] segiin los estudios de Fekete

y Schepers [42] para los que el éptimo no es conocido. Hemos obtenido
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una cota mediante la transformacion a un problema mochila acotado, que

explicamos en la subseccién 5.1.2 (pdg. 143).

Los 630 problemas incluyen un tablero (L, W) de tamano (100,100). Para
cada valor de m considerado (donde m = 40; 50; 100; 150; 250; 500; 1000)
10 problemas generados aleatoriamente con P; =0, Q; = Q*, Vi=1,...,m
donde se considera Q* = 1;3;4. Estos 630 problemas se dividen en tres

tipos de problemas basados en los porcentajes de piezas de cada clase:

Clase  Descripcion Longitud  Anchura
1 Alargada a lo ancho  [1,50] [75,100]
2 Alargada a lo largo [75,100] [1,50]
3 Grandes [50,100] [50,100]
4 Pequenas [1,50] [1,50]

Tipo Porcentaje de piezas de cada clase

1 2 3 4

1 20 20 20 40

2 15 15 15 55

3 10 10 10 70

Por ejemplo, un problema del tipo I tiene un 20 % de piezas de clase 1, un
20 % de piezas de clase 2, un 20 % de piezas de clase 3 y el 40 % restante

de la clase 4.

Para estas 630 instancias el valor asignado a cada pieza es igual a su area

multiplicada por un nimero entero elegido aleatoriamente del conjunto
{1,2,3}.

= Ademas, Beasley transforma los 21 problemas del primer conjunto en pro-

blemas doblemente restringidos obligando a colocar algunas piezas. Para

cada tipo de pieza, desde ¢+ = 1,...,m que cumple:
> (jw) P+ Lw; < (LW)/3 fija P, =1. (5.16)

=1,
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Se obliga a colocar una pieza de cada tipo mientras que la suma del drea

de las piezas obligatorias no exceda de un tercio del area total del tablero.

» Otro conjunto de problemas test tomados del trabajo de Leung et al. [58]
consistentes en tres instancias de Lai y Chan[55] (en la segunda instancia
hay un errata en el articulo), cinco de Jakobs[53], y dos més de los pro-
pios Leung et al.[58]. En estos problemas el valor de cada pieza es su area,
son instancias sin pesos y el objetivo es minimizar el desperdicio del ta-
blero. Estas instancias se han creado cortando el tablero aleatoriamente en
rectangulos y la solucién 6ptima se obtiene con un disefio de desperdicio

cero.

Hemos incluido el conjunto de problemas de Leung et al. [58] porque sus carac-
teristicas pueden ser consideradas complementarias de los dos primeros conjuntos
usados por Beasley, como podemos observar en la Tabla 5.3 donde se muestran
los ratios del total de piezas disponibles para ser cortadas y la cota superior de
piezas que se pueden cortar del tablero. Podemos ver que los problemas del se-
gundo conjunto, Tipos I, II, ITI pueden ser considerados problemas de seleccion
porque existen muchas piezas disponibles y s6lo una pequena fraccién de ellas
puede formar parte de la soluciéon. Sin embargo, los problemas de Leung son pro-
blemas rompecabezas. Casi todas las piezas disponibles deben formar parte de la
solucién y la dificultad es buscar una posicién correcta en el patrén de corte. Un
método que funciones bien en los dos tipos de problemas puede considerarse una

algoritmo de propdsito general.

Los tres primeros conjuntos de problemas test estan disponibles piblicamente

en la OR-library en la siguiente direccion:

http : / /msemga.ms.ic.ac.uk/jeb/orlib/ngcutin fo.html
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Conjunto de Problemas Media

Total valor piezas/  Total superficie piezas/

Cota superior  Cota Superior superficie

Problemas de literatura 3,13 3,61
Tipo I 123,69 185,60
Tipo II 101,69 152,71
Tipo IIT 79,67 119,20
Leung 1,01 1,01

Tabla 5.3: Problemas Test — Propiedades.

5.5.2. Ajuste de parametros

Debemos en primer lugar ajustar los parametros y las elecciones correspon-
dientes al heuristico GRASP. Para estudiar el empleo de una u otra opcién hemos
trabajado con los conjuntos de problemas, primero, segundo y cuarto que hemos

denotado como Literatura, Grandes y Leung et al., respectivamente.

5.5.2.1. Criterio de seleccién de las piezas

En el algoritmo constructivo (Paso 2), hemos considerado dos estrategias

para elegir las piezas a colocar en cada rectangulo de los dos tipos posibles.

= Fficiencia: Elegir el bloque del tipo de pieza mas eficiente.

= Valor: Elegir el bloque que produzca mayor incremento en la funcién obje-

tivo.

Los resultados de cada criterio se observan en la Tabla 5.4. Aparte de los pro-
blemas de Leung et al., en los que obviamente los resultados coinciden porque la
eficiencia de todas las piezas es 1, los resultados para el criterio de eficiencia son

ligeramente mejores que para el criterio de valor.
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Literatura Grandes Leung et al.
% Media ~ Ntdmero % Media ~ Numero % Media  Ntmero
desviacién ~ 6ptimos desviacién ~ 6ptimos desviacién ~ 6ptimos
6ptimo cota 6ptimo
Eficiencia 8,850 6 2,929 28 8,080 1
Valor 10,172 7 3,837 28 8,080 1

Tabla 5.4: Resultados Computacionales — Métodos constructivos.

5.5.2.2. Métodos de aleatorizacion

Al no existir grandes diferencias entre los dos criterios de seleccién de la pieza,
estudiamos los dos dentro de un constructivo aleatorizado con 1000 iteraciones y
fijando un valor de 6=0.5 (Tabla 5.5).

Estudiamos tres posibilidades para la seleccion aleatoria de las piezas:

= Una lista en la cual cada elemento tiene una probabilidad proporcional a

su valor de ser elegida (Probabilidad).

» Lista restringida de candidatos formada por los (1 —0)100 % de los mejores
(LRC-Porcentage).

= Lista restringida de candidatos formada por los candidatos que estén § veces

por encima del mejor valor (LRC-Valor).

En el algoritmo constructivo el rectdangulo a cortar se elegia de forma determi-
nista. Concretamente siempre tomabamos el menor de los rectangulos existentes.
En el algoritmo Grasp vamos a estudiar la posibilidad de aleatorizar también la
eleccién del rectangulo a cortar, introduciendo una mayor flexibilidad en el pro-
cedimiento. En la Tabla 5.5 se muestran los resultados para todas las alternativas

consideradas.
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La combinacién que mejores resultados proporcioné (Tabla 5.5) fue elegir el
rectangulo de forma aleatoria, elegir la pieza por valor y usar como método de

aleatorizacion LRC-Valor.

Literatura Grandes Leung et al.
% Media  Ntdmero % Media Numero % Media  Ntdmero
desviacién ~ 6ptimos desviacién ~ 6ptimos desviacién ~ 6ptimos
Sptimo cota 6ptimo

Elegir el rectdngulo de menor area

Eficiencia  Probabilidad 0,795 11 2,533 37 5,296 3
LRC-Porcentaje 0,782 13 1,987 19 2,880 0
LRC-Valor 1,594 13 2,649 14 5,809 0
Valor Probabilidad 0,800 14 1,900 47 4,460 2
LRC-Porcentaje 0,835 15 3,076 26 3,430 2
LRC-Valor 0,874 12 1,368 142 4,154 1

Elegir el rectdngulo de forma aleatoria

Eficiencia  Probabilidad 1,027 15 2,445 15 3,727 1
LRC-Porcentaje 0,823 11 1,882 11 5,748 1
LRC-Valor 1,212 13 2,492 13 6,282 1
Valor Probabilidad 0,591 15 1,678 58 3,949 2
LRC-Porcentaje 1,163 15 2,992 16 3,561 2
LRC-Valor 0,597 14 1,223 157 3,999 2

Tabla 5.5: Resultados Computacionales — Eleccién del rectdngulo, pieza y aleatorizacion.

5.5.2.3. Estudio del parametro §

Para la eleccién del delta, probamos las siguientes alternativas:
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» Elegir un ¢ aleatorio entre [0.4, 0.9].

» Elegir un ¢ aleatorio entre [0.25, 0.75].

= Mover el § de manera determinista entre: 0,5, 0,6, 0,7, 0,8, 0,9.

= Un valor § = 0,75 fijo para todo el algoritmo.

= La solucion propuesta por el Reactive Grasp.

Los mejores resultados se obtuvieron con la estrategia del Reactive Grasp,

aunque no muy lejos de la alternativa de elegir delta aleatorio entre [0.25 y 0.75],

como observamos en la Tabla 5.6. Estas dos estrategias son usadas para las res-

tantes pruebas.

Literatura Grandes Leung et al.
% Media  Ndmero % Media Numero % Media  Ndmero
desviacién ~ 6ptimos desviacién  6ptimos desviacién  6ptimos
6ptimo cota 6ptimo

Aleatorio [0.4,0,9] 0,428 15 1,195 177 3,207 2
Aleatorio [0.25,0.75] 0,334 15 1,166 179 3,618 2
Determinista de 0.4 a 0.9 0,498 14 1,254 162 3,019 3
Fijo 0,75 1,647 11 1,658 168 3,214 2
Reactive 0,216 17 1,194 194 3,061 2

Tabla 5.6: Resultados Computacionales — Estudio del pardmetro delta.

5.5.2.4. Fase de mejora

Probamos los tres procedimientos de mejora:

= Método de mejora I: se basa en un intercambio de manera exhaustiva.
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= Método de mejora II: se realizan intercambios pero simplificando todo lo

posible el método de mejora anterior.

» Método de mejora III: eliminamos el 10 % de los ultimos bloques colocados

y rellenamos con el procedimiento constructivo sin aleatorizar.

El método de mejora I requiere mucho més tiempo que los otros dos métodos.

Por tanto, para los otros dos métodos se han realizado mas iteraciones (10000)

para que los tiempos sean equivalentes. Los mejores resultados son los obtenidos

por la método de mejora III, como observamos en la Tabla 5.7.

Literatura Grandes Leung et al.
% Media Numero % Media Numero % Media Numero
desviacién ~ 6ptimos desviacién ~ 6ptimos desviacién  6ptimos
6ptimo cota 6ptimo

Aleatorio [0.25,0.75]
Método de mejora I. 0,279 15 1,098 194 2,801 2
Método de mejora II. 0,205 17 1,055 220 2,235 2
Método de mejora III. 0,205 17 1,054 224 2,173 2
Reactive
Método de mejora 1. 0,239 17 1,118 197 2,247 2
Método de mejora II. 0,230 17 1,077 217 2,077 2
Método de mejora III. 0,188 18 1,072 210 2,054 2

Tabla 5.7: Resultados Computacionales — Procedimientos de mejora.

5.5.3. Resultados computacionales finales

Como consecuencia de los resultados obtenidos en las subsecciones anteriores,

los parametros utilizados para el algoritmo GRASP definitivo quedarian de la

siguiente forma:
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= Seleccién de la pieza: La de mayor incremento en la funcién objetivo.

Seleccion del rectangulo: Aleatorio.

» Procedimiento de aleatorizacién: Lista restringida de candidatos por valor.
= Seleccién de §: Reactive GRASP.

= Procedimiento de mejora: Método III.

s Numero de iteraciones: 10000 iteraciones.

Los resultados computacionales finales aparecen en las Tablas 5.8, 5.9, 5.10.
Las primeras dos tablas incluyen una comparacién directa con los resultados de
Beasley[12] en términos de la calidad de las soluciones. Los tiempos no pueden ser
comparados directamente. Beasley utilizaba un Silicon Graphics O2 workstation
(R10000 chip, 225MHz, 128 MB). Para poder comparar los tiempos computa-
cionales hemos utilizado la comparacién de rendimientos de la péagina: hitp :
//www.spec.org, que muestra que nuestro ordenador es aproximadamente dos
veces mas lento que el utilizado por Beasley. Por tanto, podemos decir que nues-
tro algoritmo mejora los resultados de Beasley en cada tipo de problema con
menores tiempos de computacion. En ambos algoritmos el criterio de parada es
alcanzado cuando hemos conseguido la solucién éptima, o un limite de iteraciones
(10000 iteraciones en nuestro algoritmo, 75000 individuos en el algoritmo genético

de Beasley).

La comparacién directa con Leung et al. [58] no es posible. Por una parte, no
proporcionan los tiempos de computacién de su algoritmo. Por otra parte, propo-
nen dos versiones de su algoritmo, cada una de ellas con un ratio de mutacion,y
muestran el minimo y la media de desperdicio en 15 ejecuciones del algoritmo
con 30000 iteraciones. Lo tnico que podemos decir es que las distancias medias al
optimo de nuestro algoritmo son comparables a las de los suyos. También pode-
mos hacer notar que algunos patrones son imposibles para su algoritmo, situacién

que no sucede con nuestro procedimiento.
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Finalmente, en la Tabla 5.11 se muestran los resultados del algoritmo GRASP
para el conjunto de problemas test doblemente restringidos. La cota superior
corresponde a la soluciéon del problema restringido. Los problemas para los que
el algoritmo no encuentra solucién son problemas no posibles, pero Beasley los

mantiene en el conjunto de problemas test y por lo tanto se han incluido.

El ajuste de las cotas inferiores no tiene efectos significativos para el funciona-
miento del algoritmo, pero el ajuste de las cotas superiores tiene un gran efecto,
especialmente en los problemas Grandes ya que existen grandes diferencias para
la eficiencia de las piezas. Por ejemplo, para problemas con m = 1000 tipos de
piezas, mas del 65 % de las piezas son descartadas tan pronto encontramos buenas

soluciones.

En dltimo lugar, mostramos los disenos 6ptimos para un problema del primer
conjunto (Figura 5.10), un problema del cuarto conjunto (Figura 5.11), y para
dos de los considerados grandes de Tipo IIT (Figura 5.12, 5.13) con m = 1000
tipos de piezas y Q*=4.

Figura 5.10: Solucién éptima de la instancia 20 de la Tabla 5.8.
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Origen del problema I Tamaifio del problema  Constructivo  Constructivo ~ Grasp  Solucién  Solucién  Tiempo (segundos)
(L,W) m M eficiencia aleatorizado Beasley 6ptima  Grasp Beasley
Beasley [9] 1 (10,10) 5 10 146 164 164 164 164 0,00 0,02
2 (10, 10) 7 17 213 230 230 230 230 0,00 0,16
3 (10, 10) 10 21 220 247 247 247 247 0,00 0,53
4 (15, 10) 5 7 268 268 268 268 268 0,00 0,01
5 (15, 10) 14 358 358 358 358 358 0,00 0,11
6 (15, 10) 10 15 268 289 289 289 289 0,00 0,43
7 (20, 20) 5 8 430 430 430 430 430 0,00 0,01
8 (20, 20) 13 753 831 834 834 834 0,77 3,25
9 (20, 20) 10 18 863 924 924 924 924 0,00 2,18
10 (30, 30) 5 13 1452 1452 1452 1452 1452 0,00 0,03
11 (30, 30) 7 15 1524 1688 1688 1688 1688 0,05 0,6
12 (30,30) 10 22 1389 1865 1865 1801 1865 0,05 3,48
Hadjiconstantinou 1 (30, 30) 7 7 1178 1178 1178 1178 1178 0,00 0,03
y Christofides [46] 2 (30,30) 15 15 1270 1270 1270 1270 1270 0,00 0,04
Wang|[86] 1 (70, 40) 19 42 2277 2726 2726 2721 2726 0,77 6,86
Christofides [22] 12 (40, 70) 20 62 1560 1860 1860 1720 1860 0,39 8,63
y Whitlock
Fekete y Schepers [42] 1 (100, 100) 15 50 18384 27589 27589 27486 27718 2,31 19,71
2 (100, 100) 30 30 19790 21976 21976 21976 22502 4,17 13,19
3 (100, 100) 30 30 23282 23743 23743 23743 24019 3,68 11,46
4 (100, 100) 33 61 30197 32893 32893 31269 32893 0,00 32,08
5 (100, 100) 29 97 25650 27923 27923 26332 27923 0,00 83,44
Media del porcentaje de desviacién del éptimo 8,85 % 0,22% 0,19% 1,21 % 0,58 8,87
Numero de 6ptimos 6 17 18 13

Tabla 5.8: Resultados Computacionales — Problemas de la Literatura.
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m Q* M Constructivo  Constructivo  Grasp  Solucién  Tiempo (segundos)
eficiencia aleatorizado Beasley  Grasp Beasley

40 1 40 10,81 7,27 6,97 7,77 2,33 13,57
3 120 5,47 2,55 2,22 3,54 6,62 47,43

4 160 4,38 1,99 1,81 3,24 4,44 63,30

50 1 50 8,90 4,91 4,80 5,48 4,71 14,60
3 150 3,69 1,69 1,50 2,35 7,05 59,27

4 200 4,04 1,41 1,18 2,63 5,34 80,07

100 1 100 4,44 1,75 1,51 2,26 5,36 27,20
3 300 2,24 0,60 0,47 1,27 9,41 119,47

4 400 1,96 0,34 0,26 1,06 6,99 175,10

150 1 150 3,66 1,13 0,89 1,31 5,53 40,60
3 450 1,61 0,21 0,14 0,60 11,71 190,53

4 600 1,48 0,22 0,11 0,92 6,75 323,83

250 1 250 2,41 0,66 0,51 0,88 5,27 76,70
3 750 1,07 0,12 0,04 0,57 13,89 439,47

4 1000 1,01 0,04 0,03 0,39 6,65 693,67

500 1 500 0,91 0,09 0,05 0,26 3,24 203,10
3 1500 0,62 0,01 0,00 0,18 12,24 1210,80

4 2000 0,60 0,01 0,00 0,18 1,15 1790,83

1000 1 1000 0,85 0,03 0,00 0,09 1,01 667,23
3 3000 0,74 0,00 0,00 0,07 6,53 3318,47

4 4000 0,51 0,00 0,00 0,07 0,29 4840,57

Tipo 1 3,01 1,15 1,04 1,64 5,13 558,11
Tipo 2 2,88 1,25 1,14 1,70 5,90 668,41
Tipo 3 2,90 1,18 1,03 1,66 7,28 830,02
Todos 2,93 1,19 1,07 1,67 5,01 685,51

Tabla 5.9: Resultados Computacionales — Problemas Grandes.
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Origen del I Tamano del problema Constructivo  Constructivo Grasp  Solucién  Tiempo
Problema (L,W) m M eficiencia aleatorizado 6ptima Grasp
Lai y Chan[55] 1 (400,200) 9 10 80000 80000 80000 80000 0,00
2 (400,200) 7 15 75000 79000 79000 79000 0,00
3 (400,400) 5 20 143500 149800 154600 160000 4,12
Jakobs[53] 1 (70,80) 14 20 4695 5400 5447 5600 10,16
2 (70,80) 16 25 5055 5295 5455 5600 15,44
3 (120,45) 22 25 4968 5310 5328 5400 12,57
4 (90,45) 16 30 3717 3978 3978 4050 10,28
5 (65,45) 18 30 2649 2844 2871 2925 14,94
Leung et al.[58] 1  (150,110) 40 40 15400 15668 15856 16500 90,52
2 (160,120) 50 50 17816 18440 18628 19200 132,26
Media del porcentaje de desviacién del 6ptimo 8,08 3,06 2,05 29,03

Tabla 5.10: Resultados Computacionales — Problemas de Leung et al.

Figura 5.11: Solucién éptima de la instancia 6 de la Tabla 5.10.



Origen del problema I Tamano del problema Constructivo  Constructivo ~ Grasp  Solucién Cota  Tiempo (segundos)
(L,W) m M eficiencia aleatorizado Beasley  superior  Grasp Beasley
Beasley [9] 1 (10, 10) 5 10 156 164 164 164 164 0,00 0,02
2 (10, 10) 7 17 n/p 225 225 225 230 0,71 5,563
3 (10, 10) 10 21 176 220 220 220 247 1,21 7,85
4 (15, 10) 5 7 268 268 268 268 268 0,00 0,01
5 (15, 10) 7 14 301 301 301 301 358 0,72 5,05
6 (15,10) 10 15 229 249 252 265 289 1,81 6,81
7 (20, 20) 5 8 430 430 430 430 430 0,00 0,01
8 (20, 20) 7 13 712 819 819 819 834 1,32 6,54
9 (20, 20) 10 18 552 924 924 924 924 0,00 5,64
10 (30, 30) 5 13 n/p n/p n/p n/p n/p 0,22 2,38
11 (30, 30) 7 15 1132 1518 1518 1505 1688 1,59 2,96
12 (30, 30) 10 22 1443 1648 1648 1666 1865 1,65 3,78
Hadjiconstantinou 1 (30, 30) 7 7 1178 1178 1178 1178 1178 0,00 0,25
y Christofides [46] 2 (30, 30) 15 15 1216 1216 1216 1216 1270 2,08 2,6
Wang[86] 1 (70, 40) 19 42 2180 2587 2700 2499 2726 1,48 6,36
Christofides [22] 12 (40, 70) 20 62 1340 1720 1720 1600 1860 0,88 6,81
y Whitlock
Fekete y Schepers [42] 1 (100, 100) 15 50 n/p 24869 24869 25373 27718 3,73 11,86
2 (100, 100) 30 30 n/p 18078 19083 17789 22502 3,02 5,8
3 (100, 100) 30 30 n/p n/p n/p n/p n/p 0,66 4,03
4 (100, 100) 33 61 25973 27665 27898 27556 32893 2,80 20,42
5 (100, 100) 29 97 n/p 21899 22011 21997 27923 3,30 18,41
Media del porcentaje de desviacién de la cota superior 7,93 7,36 8,11

n/p: No encuentra solucién posible

Tabla 5.11: Resultados Computacionales — Problemas doblemente restringidos.
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Figura 5.12: Soluciones dptimas de la instancia tfs3200.

Figura 5.13: Solucién éptima de la instancia tfs3208.



Capitulo 6

Conclusiones y nuevas lineas
de investigacion

Cuando iniciamos el trabajo de investigacién descrito en esta memoria, nues-

tros objetivos eran basicamente tres:

= Desarrollar un algoritmo exacto para el problema del pallet para resolver
los problemas de Tipo II en un tiempo razonable, dado que en la literatura
no se habian resuelto de manera éptima todas las instancias de Tipo II,

utilizando para ello un nuevo procedimiento como es un Branch and Cut.

= Crear un algoritmo heuristico, también para el problema del pallet, que pue-
da encontrar soluciones rapidas para instancias que no habian sido resueltas
por otros métodos heuristicos, utilizando técnicas distintas a las empleadas

mas habitualmente como son los algoritmos metaheuristicos.

= Utilizar los estudios hechos para el pallet para otros problemas méas com-

plejos, como el problema con cajas de diferente tamano.

179
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En el capitulo 2 hemos hecho una revisién exhaustiva de las publicaciones
relacionadas con el problema del pallet, y hemos realizado la generacién de todas
las instancias para el problema, clasificadas en diferentes tipos, que se utilizaran

a lo largo del trabajo.

En el capitulo 3 proponemos un algoritmo exacto basado en Branch and Cut
para el problema del pallet. Mejoramos la formulacién cldsica del problema, dis-
minuyendo el nimero de restricciones y de variables. Creamos un procedimiento
novedoso para el problema basado en Branch and Cut. Los algoritmos de sepa-
racion estan basados en la deteccién de desigualdades validas para el conjunto
maximo independiente del grafo de la solucion, pero la definicién del grafo incluye
nuevos tipos de relaciones, caracteristicos del PLP, basados en ideas de pérdidas,
dominancia y simetria. Asimismo, adaptamos los procedimientos clésicos para la
identificaciéon de ciclos impares y el correspondiente lifting a las caracteristicas
especiales del problema. Hemos obtenido muy buenos resultados para instancias

con hasta 100 cajas.

En el capitulo 4 hemos aplicado con éxito un algoritmo metaheuristico ba-
sado en Tabu Search para el problema del pallet, para el que sélo algoritmos de
tipo recursivo habian proporcionado buenos resultados. El algoritmo proporciona
excelentes resultados para los conjuntos de problemas de Tipo I y Tipo II, que
pueden extenderse a un nuevo conjunto de problemas Tipo I de hasta 150 cajas.
En nuestra opinién el buen funcionamiento del algoritmo se debe en gran parte
a la definiciéon del movimiento, basado en el aumento y disminuciéon de bloques

de cajas y en el uso de estructuras G4.

En el capitulo 5 hemos empezado a abordar el problema de empaquetamiento
general con cajas de diferente tamano. Hemos aplicado con éxito un algoritmo
Grasp. El algoritmo estd basado en las ideas ya desarrolladas para el problema
del pallet. El Grasp consigue muy buenos resultados tanto para los problemas

restringidos, doblemente restringidos y problemas rompecabezas.
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Los resultados que hemos obtenido nos animan a trabajar en un futuro in-
mediato en nuevas lineas de investigacién que extiendan el trabajo realizado en
esta memoria para ampliar su &mbito de aplicacién. Algunos aspectos en los que

se tiene previsto trabajar son los siguientes:

= Aplicar la metodologia e ideas utilizadas para el Branch and Cut en el pro-
blema del pallet al problema de empaquetamiento con cajas de diferente
tamano, para intentar realizar un algoritmo exacto y mejorar los mecanis-

mos de cota para dicho problema.

» Estudiar la posibilidad de realizar otros algoritmos de tipo metaheuristico
para el problema general de corte, basandonos en el movimiento que hemos
definido, a la vez que intentar abordar otros problemas de corte siguiendo

la misma metodologia, como el strip packing.
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