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Introduccion

Si bien la teoria de medidas vectoriales fue tema de estudio y tuvo su
maximo auge entre los analistas de las décadas de los 60 y 70 —bien como
una continuacién natural y necesaria de la teoria de la medida (ver [Dinc]),
bien como por las importantes interrelaciones con los espacios de Banach (ver
[DiUh])—desde entonces y hasta nuestros dias han aparecido distintos resultados
y conexiones nuevas de la teoria con otras areas.

Esta memoria tiene como objetivo fundamental el estudio de espacios de
medidas vectoriales dentro del contexto general de aquellas medidas definidas
por medio de un reticulo de Banach. Asi pues, los reticulos de Banach llamados
espacios de Kothe, o espacios de funciones de Banach, ocupan un lugar central en
el desarrollo de la teoria de estas medidas vectoriales. Por otra parte, los espacios
de funciones de Banach con valores vectoriales, también llamados espacios de
Ko6the-Bochner, comparten protagonismo con los anteriores puesto que, si bien
no se incorporan en un primer término para construir el concepto de variacién
de una medida vectorial, son éstos los que se veran involucrados en las cuestiones
que resuelven los espacios de medidas introducidos: la dualidad de estos espacios
de funciones vectoriales, teoremas de representacion de los operadores lineales
y continuos que tienen como espacio de partida uno de éstos, y como espacio
de llegada un espacio de Banach arbitrario, el estudio de ciertos ideales de
operadores (también con dominio un espacio de Kéthe-Bochner), el estudio de
ciertos espacios de funciones arménicas vectoriales,...

Entre los casos particulares de espacios de funciones vectoriales importantes
y conocidos disponemos de los espacios de Lebesgue-Bochner LP(u, X), los
espacios de Orlicz-Bochner L® (1, X), los espacios de Lorentz-Bochner LP*4 (1, X),
e incluso los espacios menos conocidos pero interesantes como son los espacios
de Musielak-Orlicz-Bochner LM (u, X) (también llamados espacios de Orlicz
generalizados). Entre estos tltimos podemos localizar los espacios de Nakano
vectoriales Lp(')(,u,X ) que, aunque precisan de la teoria general de la familia
de los espacios de Musielak-Orlicz para disponer de una norma, tienen una
motivacién directa desde los espacios de Lebesgue (el exponente p que aparece
en la norma de una funcién se sustituye por una funcién medible p(-)).

Por distintas razones, los resultados que ya se conocian se van extendiendo
a situaciones mas y més generales, dando la impresién de que el contexto de
espacios de Koéthe-Bochner proporciona un marco suficientemente amplio para
cubrir a la mayor parte de ellos.

ix



X Introduccion

Pasado

Para comprender mejor la motivacién que ha dado como fruto este trabajo,
v lo que supone su aportacién al area de estudio de las medidas vectoriales, se
hace necesaria una introduccién cronolégica de la evolucién (siempre centrada
Unicamente en el dmbito que se pretende cubrir) de la definicién de ciertos
espacios de medidas, vectoriales o no.

Remitiendo al lector a la parte de preliminares donde se definen la medidas
vectoriales, destacamos en un primer momento los conceptos de variacién total
y semivariacién total de una medida F. Son dos nuevas funciones de conjunto,
definidas para cada medible A (es decir, A € ¥) como

[F|(A) := sup D IIFB)x
ABGﬂ'
IF|[(A) :== sup || > apF(B)||x
€D a Ber

donde D 4 representa el conjunto de particiones de A en una cantidad finita de
medibles, y ap son escalares con la condicién |ag| < 1 para cada B € 7.
Es evidente que ||F(A)|x < [|[F||[(A) < |F|(A) para cada A € X, as{ como
las relaciones
IPI(4) = sup |o*F|(A)

llz=l<1

donde z* € X* y la medida escalar z*F' es la composicién de F' con el funcional
Ty

sup [|[F(B)|lx < [|[F[[(A) <4 sup |[F(B)]|x

BCA BCA

donde B € ¥. Aunque se trata de dos funciones de conjunto con sus propiedades
(ver [Dinc]), se suele llamar a las cantidades |F|(R) y || F||(R2), variacién total y
semivariacién total de F', y se les denota por |F| y ||F|| respectivamente. Otro
concepto vinculado a las medidas vectoriales es el de la p-continuidad, es decir,
la propiedad de que
lim |[F(A)]x = 0.
w(A)—0

Las medidas de semivariacién finita proporcionan una primera incursién en el
terreno de los operadores lineales y continuos. En efecto, si F': ¥ — X es tal
que || F]|(©) < oo, el operador Ty dado por

Te()  aaxa) = Y aaF(A

Aem Aem

para cada funcién simple es lineal en el conjunto de las funciones simples. La
definicién de ||F||(Q) expresa en si misma la acotacién del operador Tr en el
conjunto de las funciones simples acotadas dotado de la norma supremo. La
extension por densidad lleva a probar la relacién univoca y lineal que existe
entre el espacio de las medidas de semivariacién acotada y L(B(X), X), donde
B(X) es el conjunto de las funciones que son limite uniforme de sucesiones de
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funciones simples con la norma supremo. Asimismo, si se considera el espacio
L en lugar de B(X) (es decir, se identifican las funciones que coinciden casi
por todas partes y la norma es el supremo esencial), entonces la identificacién
ocurre entre el espacio de las medidas de semivariacion finita, que ademas se
anulan sobre los conjuntos p-nulos, y L(L*(p), X).

El primer grado de generalizacion de estos conceptos viene dado por Leader
en [68], donde aparece el espacio VP de medidas p-integrables. Aunque se realiza
en el caso escalar, exponemos la p-variacién y la p-semivariacion de medidas con
valores vectoriales. stas son dos nuevas funciones de conjunto dadas por

|F|p( = WGD (Z HF H;D )p

1

[z F(B)[P\ "
IE|,(A) := sup (sup —_—
b o<1 \neDa H(B)P7!

para cada medible Ay 1 <p < o0, y

2" F(B)| |1 F(B)l|x
Flloo(A) = sup sup ———= = sup ——=— = |F|(4
17l (4) |\m*HI;1 BCII)4 w(B) BCI.»)‘X w(B) Floo(4)

Lo cierto es que aunque las expresiones anteriormente escritas son las que han
gozado de mayor popularidad, éstas se pueden reescribir como

|Flp(A) == sup{ Y _ |ap|IF(B)|x : 7€ Da, || Y apxpllps <1}

Ber Bemw
IFllp(A) :=sup{[| Y apF(B)|x: 7€ Da, | > anxslp <1}
Ber Berm

De nuevo, a las cantidades |F|,(Q2) y || F'||,(€2) se les llama p-variacién total y p-
semivariacién total de F, y se les denota por |F|, y || F||,, respectivamente. Los
espacios de medidas que se definen a partir de estas variaciones son VP (u, X), de
las medidas de p-variacién finita, y VP(u, X), de las medidas de p-semivariacién
finita (en VP(u, X) se consideran sélo medidas p-continuas, hecho superfluo para
p > 1 pero que se impondra para p = 1), siempre tratando con medidas que se
anulan sobre los medibles pu-nulos. Los resultados que se alcanzan en el terreno
de la representacién de operadores son los siguientes:

o VP'(u, X) = L(LP (1), X) para 1 < p < oo (ver [18, 100])

e VP(u, X) puede identificarse con la subclase de los operadores de Dincule-
anu D(LP (1), X) (ver [Dinc, p. 259]) o bien con la de los operadores
p-sumantes positivos I+ (LP (u), X) (ver [10]) o la de los cono absoluta-
mente sumantes T+ (LP' (1), X) (ver [111]).

o [LP(X)]* = VP (X*) para 1 < p < co.

La propiedad de Radon-Nikodym, (RN P), sobre los espacios de Banach adquie-
re nuevas caracterizaciones:
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o X* tiene la (RN P) siy sélo si [LP(X)]* = LP' (X*) para algin 1 < p < oc.
e X tiene la (RNP) siy sélosi VP(X) = LP(X) para algin 1 < p < co.

El hecho de relacionar los operadores p-sumantes positivos con los espacios de
medidas VP(X) tiene una motivacion en la isometria existente entre el conjunto
de los operadores absolutamente sumantes de C(K) (para K espacio compacto
Hausdorff) en X y el conjunto de las medidas de Borel regulares de variacién
total acotada (ver [DiUh, p. 162]).

Los resultados descritos hacen de los espacios de medidas vectoriales que
se usan una herramienta adecuada. El motivo de potenciar las expresiones de
p-variacién y p-semivariacion que se han enunciado en primer lugar, es hacer
de éstos unos espacios con identidad propia, ya que la segunda expresion es
una evidente traslacion de la norma de un operador lineal a la notacién de las
medidas.

Mas adelante, J. J. Uhl toma como espacios de funciones de referencia la
familia de los espacios de Orlicz en [114, 115, 116]. Esta nueva familia viene
parametrizada por unas funciones especiales, llamadas funciones de Young (de
las cuales la funcién ®(t) = t? es un ejemplo para 1 < p < 00). Se dice que una
funcién medible f pertenece a la clase de Orlicz L®(u, X) si

/Q B(|| (w)|]x)dps(aw) < oo

([97, 62, 108] son referencias adecuadas para el estudio de estos espacios).

La ampliacién del concepto de p-variacién que realiza Uhl requiere un pe-
queno analisis del concepto. La expresién dada para la p-variaciéon se puede
escribir, trivialmente, como

F(A)
F|, = sup E XAllLr(x);
| |Z7 n€Dq || =~ ,LL(A) HL (X)

es decir, como supremo en las particiones 7w de 2 de la norma en el espacio
LP(X) de la funcién simple

F(A)
AZ@ p(A)

Asi, Uhl define en [115] que una medida vectorial F' tiene ®-variacién finita
cuando

sup Z @(M)M(A) < 00.

w€Dq Aen 'LL(A
El autor no llama a esta expresion ®-variacion de la medida F', sino que trabaja
con el espacio de medidas a través de las normas que existen en los espacios de
funciones de Orlicz, a saber, la norma de Luxemburg y la norma de Orlicz. Tanto
en [115] como en [114], el autor define el espacio de medidas de Orlicz V' (u, X),
de las medidas de ®-variacién acotada (que se anulan sobre los conjuntos u-
nulos y son p-continuas); estudia su estructura dotédndolo de las dos normas
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mencionadas, demuestra la inclusién isométrica que existe entre el espacio de
funciones y el de las medidas, obtiene un nuevo teorema de Radon-Nikodym,
y estudia las correspondencias que hay entre espacios de operadores lineales y
continuos con dominio en espacios de Orlicz vectoriales y espacios de medidas
(entre las cuales aparece un teorema de dualidad de espacios de funciones
vectoriales de Orlicz y otro acerca de la reflexividad de estos espacios). También
se generaliza el concepto de clase de operadores de Dinculeanu al contexto de
los espacios de Orlicz, con la consiguiente isometria, paralela al caso Lebesgue.

Dicho de otro modo, comprueba que los nuevos espacios de medidas vecto-
riales siguen manteniendo las mismas relaciones con los espacios de funciones
(escalares y vectoriales), que los espacios de operadores lineales de un espacio
de Orlicz en un Banach arbitrario se corresponden —de manera similar al caso
LP— con los nuevos espacios de medidas definidos, al igual que la propiedad de
Radon-Nikodym adquiere nuevas equivalencias.

En [42] se realiza un trabajo de recopilacién sobre esta clase de espacios de
medidas vectoriales. En primer lugar se hace una introduccién a los espacios de
funciones de Orlicz vectoriales. Posteriormente se define de manera alternativa
la ®-variacién. En efecto se toman las expresiones

|Fla(A) :=sup{ ) |ap| [F(B)|x : 7€ Da, | Y anxsllLv <1}

Ben Bem
IFlle(A) :=sup{|| Y apF(B)|x : © € Da, | Y apxslLs <1}
Ber Bem

para la ®-variacion y la ®-semivariacién, respectivamente. La funcién ¥ que
aparece guarda una relacién de complementariedad con la ® tal y como la
guardan los exponentes conjugados en los espacios de Lebesgue. La norma que
se toma de las funciones simples es la norma de Luxemburg.

Con estas expresiones se prueba el mismo tipo de teoremas que aparecen en
[115], sobre los operadores, la dualidad, la clase de Dinculeanu, el teorema de
Radon-Nikodym, etc... Queda pendiente la idea de ir mas alla en este tipo de
consideraciones.

El siguiente salto en la generalizacion, después de los casos de Lebesgue y
Orlicz, se produce en 1968 por N. E. Gretsky. En un momento en que W. A. J.
Luxemburg ha desarrollado la teoria de los espacios de funciones de Banach en
[75] —teniendo esto una continuacién en las notas [78] por W. A. J. Luxemburg
y A. C. Zaanen y [77] por W. A. J. Luxemburg— esta familia de espacios
se presenta como contexto suficientemente general para dar cabida a lo que
anteriormente se habfa limitado a los espacios LP y luego extendido a los L?.
Con esta idea, N. E. Gretsky realiza su tesis doctoral, gran parte de la cual
aparece publicada como [Gret], y de la que vamos a indicar parte de sus logros.

En primer lugar da una definicién de E-variacién para medidas con valores
en un espacio dual X*, donde F es un espacio de funciones de Banach con la
llamada propiedad (J). La propiedad (J) es satisfecha por F cuando

Ja Fep
I3 S all <151
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para toda particién 7 y toda funcién f de E. Asi, la E-variacién de una medida
F con valores en X* es

> {z, F(A))
sup sup XAl E-
loll<t ”Aeﬁ ua) Xle

El espacio de las medidas X *-valoradas F' de manera que cada medida escalar
zF (composicién de F' con la actuacién de x por dualidad) es numerablemente
aditiva y p-continua para cada x € X, y con E-variacion finita juega un papel
importante en la teoria de representacién integral de operadores lineales. De
hecho resulta ser isomorfo al espacio L(X, F) mediante la correspondencia

d(zF)
du

Por otro lado define la E’-variacién (donde E’ es el espacio asociado a E)
para medidas X-valoradas donde de nuevo se impone la propiedad (J), esta vez
sobre E’. Si F es la medida, entonces

(F
sup sup || » () XAHE/-
o)<t ™ Scx n(A

xF(A) = /ATx(w)d,u(w), Tx =

es su E’-variacién. Ahora se considera el espacio de las medidas X-valoradas
de manera que se anulan sobre los conjuntos p-nulos y con E’-variacién finita.
Este espacio resulta ser normado e isomorfo a L(E, X ), donde Ej es la clausura
en F del conjunto de las funciones simples. La relacién medida-operador resulta
ser

Tf = /Q fAF, F(A) = T(xa),

donde la integral es la integral de Bartle ([4]).

Finalmente se caracteriza el espacio dual E* en términos de medidas de E’-
variacion finita y otro conjunto de medidas (las llamadas puramente finitamente
aditivas, y de las que no hablaremos), mientras que el espacio dual (Ejp)* viene
identificado por el espacio de medidas reales v tales que

supll [ favl: s <1, £ simple ).

Finalmente llegamos al trabajo que precede a esta memoria, al menos en
cuanto a la intencionalidad de generalizar los espacios de medidas definidos
hasta entonces. Se trata de [GrUh], de N. E. Gretsky y J. J. Uhl y publicado
1972.

En él se trabaja de nuevo con los espacios de funciones de Banach con la
restriccién de la propiedad (J). Se observa perfectamente cémo la idea ya
comentada en la p-variacién y la ®-variacién, de tomar supremos en las normas
de funciones simples es, de nuevo, la clave de la nueva E-variacion. En efecto,
define para F : ¥ — Z y H||E una norma funcional la E-variacién de F' como

F(A)| z
sup| Z e alls =swll X

Aem



XV

Como se puede ver, los espacios de funciones de Banach son reemplazados por los
espacios, mas generales, de funciones de Banach vectoriales, llamados también
espacios de Kéthe-Bochner. Una funcién medible f, con valores en un espacio
de Banach X, pertenece al espacio E(X) si la funcién positiva || f||x pertenece
al espacio E. Ademas ||f||gx) = ||| fllx]/z.- En estos espacios también son
importantes subespacios como la clausura del conjunto de las funciones simples,
la clausura del conjunto de las funciones acotadas y el subespacio de las funciones
con norma absolutamente continua (ver en el interior de la tesis). Una referencia
sobre este tipo de espacios y sus propiedades es [88].

En todo este contexto se definen dos espacios de medidas con valores en el
espacio L(X,Y), donde X e Y son espacios de Banach arbitrarios. En primer
lugar, U/ (L(X,Y)), formado por aquellas medidas F' de manera que

e Se anulan sobre los conjuntos p-nulos.
e Son finitamente aditivas.

e La funcién de conjunto ||y*F| x~ cumple pg/(||y*F||x~) < oo para cada
yteY*r.

o [Fllu, = H SlhlllpE'(||y*F||X*)o
y* <

En segundo lugar toma un subespacio del anterior, denotado por Wg/ (L(X,Y)),
formado por aquellas medidas F' tales que

e Son p-continuas.
e Son contablemente aditivas.
e La medida X*-valuada y*F cumple pp/ (y*F) < oo para cada y* € Y*.

o [|Fllw, = ” 81‘1& pe (Y F).
y*||<1

Los teoremas que se prueban sobre operadores lineales y continuos son:
o L(E(X)y,Y)=Up(X,Y).
o L(E(X)q,Y) = Wpi(X,Y) si E, = Ep.

E(X), v E(X), son los subespacios de las funciones con norma absolutamente
continua, y la clausura del conjunto de las funciones simples. La relacién
medida-operador es

F(A)(z) = T(xxa)

para cada medible Ay x € X.
Por ultimo, el espacio que denota por Vg (X), formado por las medidas F'
contablemente aditivas y u-continuas con pg/(F') < 0o, proporciona el corolario:

o [E(X)J* = Vir (X*) si B, = Ey.
e Si E, = Ey, entonces X € (RNP) sii [E(X),]* = E'(X*).
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Por otro lado, cabe mencionar el importante trabajo desarrollado por la
escuela rusa, principalmente por A. V. Bukhvalov en [20], que también ha
abordado las cuestiones de representacion de operadores lineales y dualidad
en reticulos vectoriales con trabajos de un alto grado de abstraccién y alcance
usando, por ejemplo, funciones vectoriales débil* medibles para representar los
duales de los espacios de funciones vectoriales.

En suma, los resultados obtenidos en el campo de las medidas vectoriales
han sido aplicados a la obtencién de teoremas de representacién de operadores
lineales y continuos, de nuevos teoremas de Radon-Nikodym, de caracterizaciones
de la reflexividad de distintos tipos de espacios de funciones, etc. También se han
establecido conexiones con las funciones armoénicas mediante el uso de espacios
de Hardy.

El espacio de funciones armoénicas vectoriales de Hardy 2P (D, X) esta formado
por las funciones arménicas u definidas en el disco unidad complejo D y con
valores en el espacio X de manera que las funciones restriccién u,., definidas en
el toro como w,(t) := u(re™), verifican la acotacién sup, [u,||L»(x) < oc.

Cuando X es el cuerpo de los escalares, el espacio de funciones LP se sumerge
de forma isométrica en el espacio h? mediante la integral de Poisson

P[f)(re™) = Prx f(1)

para 1 < p < oo (usando la desigualdad de Young para convoluciones, mds
propiedades de limites para la topologia débil*). Por otro lado, cada funcién
de hP genera una red de funciones (u,), de LP. Esta posee una subsucesion
convergente a una cierta funcién de LP para la topologia débil*, de modo que
la funcién u resulta ser la integral de Poisson de dicho limite.

En el caso vectorial podemos encontrar un estudio del comportamiento en
la frontera de las funciones arménicas de estos espacios de Hardy en [26] y [49].
El resultado es la equivalencia de las afirmaciones:

e Toda funcién u € h?(D, X) tiene limite radial casi por todas partes, es
decir, existe lim,_,; u(re) = f(t) para casi todo ¢t € T.

e W(D,X) = {P[f]: f € L’(T, X)}.
e X € (RNP)

Cabe mencionar que en espacios de funciones p-Pettis integrables (el anédlogo
al espacio LP(X), pero con una versién de integrabilidad mds débil que la
integrabilidad Bochner, llamada integrabilidad Pettis) definidas en el toro, para
1 < p < 0 y X infinito-dimensional, existen funciones medibles y p-Pettis
integrables de manera que su integral de Poisson (armdnica vectorial en el disco)
no converge radialmente en ningiin punto del toro, aunque converge en la norma
del espacio de las funciones p-Pettis integrables a la funcién inicial (ver [41]).

La conexién entre medidas vectoriales de p-variacién finita y funciones armo-
nicas se puede ver en [8], donde se encuentra (Thm. 2.1.) que

o hW?(D, X)=VP(X) para 1 <p < 0.
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La identificacién entre ambos espacios se produce a través de la extensién de la
integral de Poisson a las medidas vectoriales. En [7] se relacionan los espacios
de Hardy vectoriales h?(D, X) con la clase de Dinculeanu de operadores de
L* en X. La integral de Poisson toma su expresién mas general al aplicarse
sobre operadores lineales y continuos arbitrarios. Puede consultarse [87] como
referencia completa sobre los espacios h?(D, X).

Antes de comentar el caso més general, la extension al contexto de espacios
de Orlicz puede verse en [109, 12], donde h® (D, X) est4 formado por las funciones
armonicas vectoriales u tales que

sup [ @(u(0)lx)dt < o0
ref0,1) JT

con la norma |[jullpexy = sup, |lu.|[ze(x), y donde ® es funcién de Young.
El resultado fundamental es la identificacién isométrica h®(D, X) = V®(X),
mientras que se obtiene otra caracterizacién de la (RNP), a saber, la identifi-
cacién h®(D, X) = L?(X) para ® funcién de Young.

Para el caso més general se puede consultar [107]. Allf se define el espacio
de Hardy h¥(X) tal y como se presenta en esta memoria con la salvedad de
suponer sobre F la hipdtesis de espacio invariante por reordenamiento maximal
(ver [72]). Se prueba una isometria entre h(X) y el espacio de los operadores
cono absolutamente sumantes, generalizando la existente para el caso £ = LP
dada por O. Blasco en [6].

Presente

La generalidad conseguida hasta ahora es enorme dado que los espacios de
funciones de Banach gozan de un ambito de aplicacién extenso. Las hipdtesis
adicionales que se imponen sobre estos espacios de funciones van en detrimento
de la generalidad que se pretende. Tanto en [Gret] como en [GrUh], las hipStesis
que se asumen sobre el espacio de funciones de Banach son dos. En primer lugar
la propiedad de Fatou débil, denotada por (W FP), y consistente en:

0<fullf

implica < 0.
Suanfn”E < 0 } p ”f”E

En este trabajo vamos a considerar la propiedad de Fatou fuerte, denotada por
(SF'P), y consistente en:

0<fullf

implica = lim .
sup,, || full s < o0 } plica [[f]lz = lim | fu|

Evidentemente, la (SFP) es més restrictiva que la (WFP) (haciendo honor
a su nombre) con lo que parece menos deseable si se desea alcanzar la mayor
generalidad posible. Sin embargo, la diferencia entre ambas se traduce, inica-
mente, en lo siguiente: A partir del espacio de funciones E se puede definir su
espacio asociado E’ y, mds aun, el asociado de éste, E”. Bajo la hipétesis de
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(WFP), los espacios Ey E" estén formados por las mismas funciones, pero son
isomorfos. Existe una constante 0 < v < 1 tal que

WHe <lfller < flle

para cada f. Pues bien, la (SFP) es una hipdtesis que caracteriza la isometria
entre ambos. Asumiendo entonces la (SFP) se simplifican las pruebas de los
resultados en los que se manipule el espacio E”, ademds de que se conseguirdn
verdaderas isometrias a raiz de ésta que ya existe. Por tanto, si se desea leer la
memoria con la hip6tesis (W F P) en mente, se debe tener en cuenta que, sélo en
aquellos resultados que hablen de isometrias entre espacios, hay que examinar
el papel que en ellos juega el espacio E” con la posibilidad, en su caso, de
que la isometria mencionada se convierta en un isomorfismo donde aparezca la
constante y antes mencionada.

La segunda propiedad restrictiva es la propiedad (J). Es cierto que esta
propiedad se mantiene en la mayoria de espacios conocidos, como son los de
Lebesgue y los de Orlicz. De hecho, las p-variaciones y las ®-variaciones que
se han expuesto anteriormente han tenido, en alguna de sus formulaciones
equivalentes, una expresién como la de la tdltima FE-variacién (es decir, como
supremo de normas de ciertas funciones simples).

En la exposicién de la teoria general no asumiremos la hipétesis de la pro-
piedad (J). La razén es la intencién de encontrar un contexto mds general que
el ya hallado en los trabajos que hemos mencionado anteriormente. Se muestra
en la parte final de la memoria una familia de espacios de funciones de Banach
entre los cuales se encuentran algunos que no satisfacen la propiedad (J). Se
tomard uno de ellos como ejemplo para resolver las cuestiones concernientes
a los operadores y a la dualidad que la teoria actual no puede cubrir. De
hecho, se pone de manifiesto para tal ejemplo que la definicion del espacio de
medidas mediante la forma descrita en [GrUh] no puede relajar la hipStesis de
la propiedad (J). En efecto, se mostrard el fendmeno patoldgico de tomar una
familia de funciones de la bola unidad de dicho espacio, de manera que una vez
considerada como familia de medidas —mediante el paso estandar por la integral
de Bochner indefinida—, ésta no formard un conjunto acotado del espacio de
medidas.

Ademas de tratar de obtener los teoremas de representacién de los operadores
lineales y continuos en funcién de estos espacios de medidas, y de describir
los espacios duales de espacios de Kothe-Bochner E(X) donde E no satisface
necesariamente la propiedad (J), otros tépicos a tratar en esta memoria son:
(1) la extensién de la clase de operadores de Dinculeanu a este nuevo contexto,
(2) la representacién y caracterizacién en términos de medidas vectoriales de
operadores cono absolutamente sumantes, (3) la definicién y caracterizaciéon de
nuevos espacios de funciones armonicas vectoriales que engloban a los conocidos
hP(D, X) de Hardy-Lebesgue ([7]), h* (D, X ) de Hardy-Orlicz ([109, 27]) y h¥(X)
con E invariante por reordenamiento y maximal ([107]).

Los espacios de funciones de Banach con la propiedad de ser invariante por
reordenamiento tienen una gran importancia en la teoria de interpolacién de
operadores (ver [BeSh]). Esta propiedad, consistente en que dos funciones f y
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g que tienen la misma funcién de distribucién, es decir,
n(fwe Qs [f(w) = A = p{w e Q: |gw)| = A}),  VA>0

tienen entonces igual norma, es atn més restrictiva que la propiedad (J). De-
dicamos una parte de la teoria que desarrollamos a esta subclase de espacios
por tratarse de espacios que aparecen con mucha frecuencia en la literatura (los
espacios de Lebesgue y los de Orlicz siguen siendo de este tipo, asi como los
espacios de Lorentz LP-?, tan vinculados a la teorfa de interpolacién). De hecho,
el concepto de la (E, oo)-variacién que se define, motivado por una similitud
con los espacios de Lebesgue-Marcinkiewicz, va a tener como contexto natural
este tipo de espacios, y va a encontrar una interesante relaciéon con los también
llamados espacios de Lorentz A y M asociados a todo espacio invariante por
reordenamiento.

Por 1ultimo hacemos una resefia sobre los espacios de Koéthe de funciones
vectoriales. Los espacios de Kothe-Bochner estan siendo objeto de estudio en
las ultimas décadas, principalmente en su vertiente geométrica, destacando los
trabajos de A. Kaminska [Kam] (sobre nociones como son el tipo y cotipo
de Rademacher, la p-convexidad y g¢-concavidad, y la p-estimacién superior
y g-estimacién inferior) y de J. Cerda, H. Hudzik y M. Mastyto [30] (sobre
propiedades locales, como puntos LUR, puntos expuestos y fuertemente expues-
tos, puntos “smooth”, puntos locamente uniformemente monétonos), ademds de
[63, 64, 57, 53, 54, 70, 103, 104, 28, 29, 33] y otros, siendo [45] un trabajo pionero.
Trabajos recientes relativos al estudio de compacidades en estos espacios son
[34, 39, 94, 95], mientras que en [48] se da una respuesta a la pregunta originada
en [22] acerca de cémo una propiedad que comparten un espacio de funciones
de Banach F y un espacio de Banach arbitrario X pasa al espacio de Kothe-
Bochner formado por ellos E(X), y viceversa. Otro trabajo en esta linea es
23]

Un paseo por la tesis

Después de este repaso de caracter general pasamos a describir brevemente
el contenido y resultados mas relevantes de la memoria.

Estd estructurada en 4 capitulos. El primero, de caracter introductorio,
contiene la serie de definiciones, notaciones y resultados previos para tratar
de hacer, en lo posible, un trabajo autocontenido. El marco de trabajo es un
espacio de medida positiva finito y completo (€2, 3, 1) donde ¥ es una o-dlgebra,
aunque la mayor parte de asuntos tratados tienen vigencia en espacios de medida
o-finitos.

Los preliminares sobre funciones, operadores y medidas se centran en exhibir
cémo la integral de Bochner sirve como herramienta para definir los espacios
de funciones de Lebesgue-Bochner LP(u, X ). La conocida dualidad entre los
espacios de Lebesgue escalares y la integral de Bochner convierten a los espacios
de funciones de Lebesgue-Bochner en subconjuntos de espacios de operadores
lineales y continuos. Se motiva la definicién de la clase de operadores de
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Dinculeanu, asi como la de los operadores p-sumantes y p-sumantes positivos,
o la de los operadores cono absolutamente sumantes. Por medio de la integral
de Bochner, cada espacio de funciones de Lebesgue-Bochner se sumerge dentro
de una de estas clases de operadores, cuyo dominio siempre es el espacio de
Lebesgue de funciones escalares con exponente conjugado. La dualidad de los
espacios de Lebesgue-Bochner no se resuleve y se da entrada a las medidas
vectoriales. La p-variacién y la p-semivariacion de las medidas vectoriales sirven
para organizar a éstas en distintos espacios de Banach llamados espacios de
medidas vectoriales de Lebesgue, que vienen parametrizados por el exponente
1 < p < o0y que, por propiedades de la integral de Bochner contienen de manera
isométrica al espacio de funciones de igual exponente. Los espacios de medidas
vectoriales de Lebesgue contienen medidas de variaciéon total finita, y éstas
quedan caracterizadas por la propiedad de que la medida variacion total se pueda
representar siempre por una funcién del espacio de Lebesgue escalar. Finalmente
se comenta que el espacio de medidas vectoriales de Lebesgue resuelva la dualidad
del espacio de funciones de Lebesgue-Bochner.

La propiedad de Radon-Nikodym, consistente en la validez del famoso teo-
rema de Radon-Nikodym para medidas vectoriales, guarda equivalencia con el
teorema de Riesz en contexto también vectorial. Si se formula como la igualdad
V1(u, X) = L' (u, X), una pronta reformulacién del teorema de Radon-Nikodym
consiste en la igualdad VP(u, X) = LP(u, X) para algin 1 < p < oo, que se
puede reescribir, en virtud de la dualidad antes mencionada, como LP(X)* =
LP' (X*) para algin 1 < p < co.

La nocién de tipo y cotipo de Rademacher se introduce para resolver en la
parte final de la memoria el cdlculo de estos valores para una familia de espacios
de funciones vectoriales.

Las funciones armonicas se han organizado en los llamados espacios de Hardy
hP, resultando ser una traslacién de los espacios de Lebesgue al contexto de
las funciones arménicas. En efecto, por medio de la integral de Poisson, cada
funcién de un espacio de Lebesgue se transforma en una funcién arménica con un
tipo de acotacién. Definido entonces el espacio de Hardy de exponente p como
el formado por las funciones armdnicas de manera que se cumple la acotacién
mencionada, se descubre que toda funcién arménica de dicho espacio surge como
integral de Poisson de una funcién del espacio de Lebesgue (1 < p < 00). En el
caso vectorial, los espacios de Hardy de funciones armoénicas vectoriales estan
compuestos por funciones del espacio de Lebesgue-Bochner (via la integral de
Poisson), pero aparecen otros elementos cuando el espacio vectorial (donde toma
valores la funcién) no satisface la propiedad de Radon-Nikodym. La solucién
es ampliar el concepto al espacio de medidas vectoriales de Lebesgue, con el
cual se consigue la identificacion: Toda medida vectorial define una funcién
arménica vectorial y, reciprocamente, cada funcién arménica surge como integral
de Poisson (esta vez) de una medida. Este trabajo se desarrolla en el 4&mbito de
los espacios de Lebesgue en [8] y en los de Orlicz en [27].

Los espacios de funciones de Banach son los verdaderos protagonistas de
la memoria, pues van a parametrizar la gran familia de espacios de medidas
vectoriales. Existe una amplia bibliografia sobre este tipo de espacios, como
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son [75] y las notas escritas por W. A. J. Luxemburg [77] y éste junto con
A. C. Zaanen [78]. En la memoria se exponen las principales propiedades,
siendo dos referencias de apoyo [BeSh] y el resumen que aparece en [Gret]. Los
espacios invariantes por reordenamiento proporcionan un contexto apropiado en
el que detenerse. La definicién de estos espacios es intuitiva y general, y tienen
cabida en la teoria de interpolacién de operadores. Por ello se les dedica parte
del desarrollo de la teoria de las medidas vectoriales. Los espacios de Lorentz
A y M aparecen de manera natural cuando se trata de definir una variaciéon
general de tipo débil. Los espacios de funciones vectoriales de Banach, también
llamados espacios de Kothe-Bochner, seran protagonistas como dominios de
los operadores lineales y continuos que vienen representados por las medidas
vectoriales objeto de nuestro estudio.

En el capitulo segundo se introduce el concepto de F-variacién, donde E
representa el espacio de funciones de Banach, y se define el espacio de medidas de
E-variacién finita Vg(X). As{ se llama E-variacién de una medida finitamente
aditiva F' con valores en X a la cantidad (definicién 2.1)

1Fli = sup{ S laal [FA)] 7€ Doyl S auxaller < 11,
Aer Aer

donde E’ es el espacio asociado a E y Dq representa el conjunto de particiones
finitas de Q mientras que Vg(X) denota el espacio de dichas medidas F de
manera que son absolutamente continuas respecto de la medida p y |F|g < oc.

Tras comprobar que las medidas de este espacio son de variacion total finita,
se comprueba que la expresion

sup{) _ laa| [F|(A): 7€ Do, | Y aaxaller <1},
Aer Aem

coincide con |F|g (lema 2.5), lo cual facilita la caracterizacion (proposicién 2.6)

o FeVg(X)si|F|() = f(_) dp para alguna funcién no negativa ¢ € E.
Como consecuencia se obtiene la inclusién isométrica (teorema 2.7)

e E(X)CVg(X)
para E y X arbitrarios, mientras que

e E(X)=Vg(X)sii X € (RNP)

resulta ser otra forma de caracterizar la propiedad de Radon-Nikodym (teorema
2.7).

La F-semivariacién que se define a continuacién consiste en la traslacion
al campo de las medidas de la situacion de los operadores lineales y continuos
con dominio en un espacio de funciones de Banach. En efecto se define para F
medida finitamente aditiva la cantidad (definicién 2.9)

IF|l5 = sup{|| Y aaF(A)|x: 7€ Da,|| Y aaxale <1},
Aer Aem
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que se dice E-semivariacién de F', y se toma el espacio Vg(X) de las medidas
p-continuas y con ||F||g < co. Esta definicién no tiene un interés particular
cuando la norma considerada es la descrita, pues con la notacién Tr(xa) = F(A)
para A € X, se enmascara el espacio L(E}, X) en Vg(X). Sin embargo, la
caracterizacién de Vg(X) como el espacio formado por las medidas F' de manera
que

e [ es p-continua.
o 2*F € Vg(K) para cada z* € X*.
* [|Flle = supjp <1 |27 Flp.

confiere al espacio de medidas una identidad propia (proposicién 2.13).

Este espacio de medidas representa al de los operadores lineales y continuos
con dos limitaciones. Una es que el dominio del operador que se trata de
representar no puede exceder a la clausura del conjunto de las funciones simples.
Otra es que al ser las medidas p-continuas, los operadores representados por
ellas deben corresponder en ese aspecto, apareciendo el concepto de norma
absolutamente continua (F, retne a las funciones con norma absolutamente
continua). Asi se tiene (proposicién 2.11)

o Vi (X) C L(Ep, X) isométricamente.
o Vi (X) = L(Ey, X) si E, = By,

En cuanto a la relacién entre el espacio Vg(X) y las distintas clases de
operadores con dominio en E’, aparecen de manera sistemdtica la nueva clase
de Dinculeanu D(E’, X) y la clésica de los operadores cono absolutamente
sumantes [TV (E’, X), con los resultados (proposicién 2.17 y teorema 2.20)

e Vi (X) C D(Ep, X) isométricamente.

o Vir(X) = D(Ey, X) si B, = Ep.

o Vg (X) C IV T (Ey, X) isométricamente.
o Vi (X) =TI+ (By, X) si E, = By,

El resultado de la dualidad de los espacios de Kothe-Bochner queda reflejado
en el resultado (teorema 2.21)

o Vip/(X™*) C [E(X)p]* isométricamente.
o Ve (X*) = [E(X)o]" sl Ea = Ep.
Asi, una nueva caracterizaciéon de la propiedad de Radon-Nikodym es la igualdad
E(X)" = FE'(X")

para E con norma absolutamente continua (corolario 2.23).
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La abstraccién méxima se tiene al considerar la E[X;Y, Z]-semivariacidn,
pues engloba todos los casos previos. Para cada pareja de espacios Y y Z de
manera que X se puede considerar como un subespacio de L(Y, Z), se define la
E[X;Y, Z]-variacién (definicién 2.24) como

Il pix,y,zy = sup{ll Y F(A)(ya)llz = € Da, |Y_ yaxallzrey < 13-
Aem Aem

Esta expresion puede coincidir para distintas parejas Y, Z. Con los casos triviales
deY =Ky Z=X,o0bien, Y = X* y Z = K se recupera la E-semivariacion
y la E-variacién, respectivamente. Sin embargo, cuando X = L(Y,Z) en un
caso no trivial de Y y Z, la E[L(Y, Z);Y, Z]-variacién es intermedia entre las
anteriores, y proporciona un nuevo espacio de medidas, tutil para representar
operadores mas generales, ya con dominio en espacios de Koéthe-Bochner. El
resultado alcanzado en este caso, y de gran similitud con el alcanzado en [GrUh]
s (teorema 2.27)

® Vex,y)(L(X,Y)) C L(E(X),Y) isométricamente.
o Vixy)(L(X,Y)) = L(E(X),,Y) si y solo si B, = E.

donde Vi x,y)(L(X,Y)) es el conjunto de las medidas F' con valores en L(X,Y’)
que son p-continuas y con || F|| pizx,v);x,y] < 00-

En el contexto de las funciones armonicas se trabaja con espacios invariantes
por traslaciones (definicién 2.28), o bien espacios homogéneos (ver [59]). Se
hace necesario partir del espacio de funciones armonicas de Hardy débil, al que
podemos llamar hZ(X)

RE(X)={u:D— X : z*uc h?(K) Va* € X*}.

El resultado crucial es la extension de la situacién en el caso Lebesgue, a saber,
la isometria (teorema 2.39)

o hE(X) = L(E, X)

mediante el uso de la integral de Poisson de operadores, y con la hipdtesis
E! = E’. El resultado concerniente al espacio de Hardy h¥(X) resulta ser la
isometria (teorema 2.40)

o WE(X) = D(E, X).

Los corolarios inmediatos de todo el desarrollo anterior son (corolario 2.41)

o WP(X) = Vp(X).
o BhE(X) = ITV*H(E/, X).
e WP(X)=E(X)sii X € (RNP).

o E'(X)" =hB(X").
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En todos estos resultados se asume que E!, = F'.

Si se restringe la familia de espacios de funciones de Banach a aquellos que
satisfacen la propiedad (J) se comprueba la expresién equivalente de la E-
variacién que dio lugar a [Gret, GrUh]. La nueva consideracién que se toma en
los espacios invariantes por reordenamiento, la (E, co)-variacién, viene motivada
de forma similar a la que define a los espacios de Lebesgue débiles LP->°.

Se dice que una medida F' finitamente aditiva tiene (E, 0o)-variacién finita
si

|F|(A) < Clixalle

para todo A € ¥ de medida finita y con C > 0 independiente de A. Esta
definicién, que se puede dar en espacios generales, tiene una expresion elegante
en los espacios invariantes por reordenamiento. En efecto, se tiene la igualdad
(proposicién 3.8)

o Vi oo(X) = Vaggmy(X).

Asf se recuperan los espacios de medidas de M (F)-variacién acotada, de igual
manera que el espacio LP* es el espacio de Lorentz M (LP).

Como aplicacién del desarrollo de la teoria a los espacios invariantes por
reordenamiento se presenta la familia de los espacios de medidas vectoriales de
Lorentz VP4(X). Se le dota de un origen independiente de la teoria via los
modulos de continuidad de las medidas (definicién 3.27)

wr(t)= sup |F|(A) vy  wp(t)= sup [F(A)]
n(A)<t (A<t

para encontrar los resultados tipicos. Al final se prueba que los espacios dados
se corresponden, en efecto, con los de FE-variacién finita, donde E = LP1
(proposicién 3.37). Los resultados se recogen en [16]

Otros espacios de medidas vectoriales que se ajustan a este apartado son
los de Orlicz, estudiados en [114, 115, 116]. Se muestra la coincidencia entre
los espacios V®(X) allf definidos y los Vg(X) cuando E = L? es el espacio de
Orlicz de funciones. Los corolarios que se enumeran son entonces ya conocidos
y aparecen en las referencias citadas.

Por 1ltimo, en el capitulo cuarto se presenta la familia de espacios de Musie-
lak-Orlicz (también llamados de Orlicz generalizados). Por contener como casos
concretos a todos los espacios de Lebesgue y Orlicz, y por tener miembros que
no satisfacen la propiedad (J), estos espacios representan, en cierto modo, los
limites de la E-variacién que se definia en [GrUh]. Una primera consideracién
consiste en probar que una subclase de esta familia de espacios se puede ubicar
dentro del contexto de los espacios de funciones de Banach, no siendo cierto el
caso general (proposicién 4.16). Asi pues, la teoria obtenida hasta entonces es
aplicable a parte de la familia de espacios de Musielak-Orlicz.

Se destaca un espacio concreto para comprobar como la hipdtesis de la
propiedad (J) es imprescindible en una definicién de E-variacién basada en
el supremo de normas de funciones simples como la de [GrUh]. En efecto, si
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se define el espacio Vpu (K) = Vpu de las medidas escalares p-continuas F' de
manera que el funcional

F(A)
sup ——xallnm
w€Dg || AZGW N’(A) AHL

es finito, no sélo se pierde la tipica inclusién isométrica LM C Vi del espacio de
funciones en el espacio de medidas mediante la integral Bochner indefinida, sino
que ademds se pierde la posibilidad de tener al menos una inclusién continua
(proposicion 4.18).

El ejemplo utilizado es un espacio de la clase de espacios de Nakano, subclase
dentro de la de los espacios de Musielak-Orlicz.

La familia de espacios de Musielak-Orlicz viene parametrizada por una fun-
ciéon M : Q x [0,00) — [0,00) de manera que es funcién de Young para cada
t € [0, 00) (ver espacios de Orlicz y definicién 4.1). La clase de Musielak-Orlicz
corresponde con las funciones medibles tales que

in(f) = A M (w, | f(w)])dp(w) < oo.
El espacio de funciones LM se define de forma similar al de Orlicz, con la norma
de Luxemburg

[fllar = nf{k >0 = ip(f/R) <1}, feM,

(M es el conjunto de las funciones medibles) quedando
LM = {f €M : |flln < oo}

La referencia bésica para el estudio de estos espacios es [Mus]. Como se indicaba,
dentro de esta familia de espacios cabe destacar una subfamilia, la de los
llamados espacios de Nakano. Estos se caracterizan por tener una funcion M
de tipo potencial, es decir, M(w,t) = t*(*) con p(-) : @ — [I,00). Por la
simplicidad de su formulacién, podrian verse motivados directamente desde los
espacios de Lebesgue LP. Sin embargo, la forma de dotarlos de una norma pasa
por su consideracién como espacio de Musielak-Orlicz.

El estudio del tipo y cotipo de Rademacher de cada uno de los espacios
de Musielak-Orlicz se ha realizado en [56] para el caso de espacio de medida no
atémico, y en [Kat] para el caso de sucesiones. Se han definido condiciones sobre
la funcién de Musielak-Orlicz M (llamadas A? y A*P para el caso no atémico,
0 07 y §*P para el caso atémico) que han caracterizado el cotipo ¢ y el tipo p en
dichos espacios. Estas condiciones, particularizadas a los espacios de Nakano,
han dejado el asunto completo en el caso no atémico, con el resultado

o LP0) tiene cotipo 2 < g < oo si y sélo si p(w) < q cpp. en €.
e LP0) tiene tipo 1 < p < 2 siy s6lo si p(w) > p cpp. en Qy p(-) es acotada.

En el caso atémico, y denotando por ¢({p, }) el espacio de Nakano de sucesiones,
se resuelve en [Kat]
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e Si {({pn}) tiene cotipo ¢ > 2 entonces limsup,, p, < q.
e Silimsup,, p, < ¢ para algin ¢ > 2, entonces ¢({p,, }) tiene cotipo gq.

e Sea p, > 1 para todo n € N. Si ¢({p,}) tiene tipo p > 1 entonces
p < liminf, p, y sup,, pn < 00.

e Sil < p, <liminf, p, y sup,, p, < oo entonces £({p,}) tiene tipo p.

Como se puede observar, queda por resolver cuéando el espacio de Nakano ¢({p, })
posee el cotipo ¢ = limsup,, p,, y ciando posee el tipo p = liminf,, p,.

Se finaliza esta memoria caracterizando el tipo y el cotipo de Rademacher
para los espacios de sucesiones de Nakano vectoriales £({py, X,,}) —trabajo que
constituye [15]—, afinando el resultado de [Kat]. En primer lugar se consigue
la equivalencia (teorema 4.35)

o {({pn, X, }) tiene cotipo gq.

e X, tiene cotipo ¢ para cada n = 1,2,... con sup, Cy(X,) < 0o, y existe

0 < C <1 tal que an>q0pnlfq' < 0.

para 2 < ¢ < co. En segundo lugar equivalen (teorema 4.37)

o (({pn,Xn}) tiene tipo p.

o X, tiene tipo p paran =1,2,... con sup,, T,(X,,) < 00, (pn)n €s acotada,

yexiste 0 < C < 1talque 3 Crrm < 0.

para 1 < p < 2 (Cy(Xy) y Tp(X,) son las mejores constantes que aparecen en
la definicién del cotipo ¢ y del tipo p, respectivamente, sobre los espacios X, ).



Capitulo I

Preliminares

En este capitulo se toma un espacio de medida (2, %, u) positivo, finito y
completo donde ¥ es una o-algebra de conjuntos. Hacemos un breve recorrido
sobre los tépicos que mas van a aparecer en la memoria con el fin de contener
en ella la mayor parte de referencias y ser autocontenido en la medida de lo
posible.

1.1 Sobre funciones medibles, operadores y me-
didas vectoriales

El primer tema a tratar son las funciones vectoriales, es decir, funciones que
toman valores en un espacio de Banach arbitrario.

Definicién 1.1 Sea X un espacio de Banach y f : Q@ — X una funcidn. Se
dice que:

o f se dice simple si existen vectores x1,Ts,...,x, € X y conjuntos medibles
A, Ay, ... A, €3 tales que

n
f = Z TEXAgs
k=1

donde x a, es la funcion caracteristica del medible Ay, es decir, aquella
que toma el valor 1 para los w € Ay y 0 para el resto.

o f se dice medible (o fuertemente medible) si existe una sucesion {sp}52 4
de funciones simples con valores en X de modo que

Jim [ f(w) = sn(w)l[x =0

para casi todo w € §2.
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o f es débilmente medible si la funcion escalar x* f dada por
" f(w) = (z*, f(w)), w € €,
es medible para todo x* € X* ((-,-) es la actuacion de la dualidad).

o f es integrable (o integrable Bochner) si existe una sucesion de funciones
simples con valores en X de modo que

lim Q||f(w)—sn(w)|\xdu(w)=0- (*)

n—oo

. N o )
Sis =73 . _,%ixa, esuna funcion simple, entonces la integral de s es

N
/ sdp = Z Tip(A;).
Q n=1
Se define la integral (de Bochner) de f mediante

fdp := lim Spdp.
Q

Nota 1.2 Las definiciones ‘simple’, ‘medible’, ‘casi todo w € Q’ e ‘integrable’
pueden ir acompanadas del prefijo ‘u-’ siempre que se desee poner de manifiesto
el espacio de medida respecto del que se cumple la propiedad.

Respecto a la integrabilidad, si f es una funcion integrable, es sencillo com-
probar que la definicion de su integral es independiente de la sucesidn {s,}°2
que cumple ().

El conjunto de las funciones medibles sirve como cantera para todo espacio de
funciones que se define. Por ello mostramos el siguiente criterio de medibilidad.

Teorema 1.3 (Teorema de medibilidad de Pettis)
Una funcion vectorial f : Q0 — X es medible si y solo si:

e f es p-esencialmente separadamente valuada, es decir, existe A € X2 con
w(A) =0 tal que f(2\ A) forma un conjunto separable de X.

o f es débilmente medible.

Un ejemplo de funcién no medible es la funcién f : [0,1] — £°° tal que
ft) = {e™}e,.

Las propiedades bésicas mas sobresalientes de la integral Bochner de fun-
ciones vectoriales hacen de ella una herramienta muy importante en el curso
posterior. Para cada funcién vectorial f : Q@ — X, la notacién || f||x se emplea
para la funcién no negativa tal que ||f| x(w) := || f(w)] x-

Proposicion 1.4 La integral Bochner cumple las siguientes propiedades:
(1) Una caracterizacion para la integrabilidad Bochner:
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e Una funcion medible f : Q — X es integrable Bochner si y sélo si
Sl Fllxdp < oo.

(2) Si f es una funcién integrable Bochner, entonces:

o lim,(ay—o [, fdpu = 0.
o | [ufdullx < [, Ifllxdp para todo A € ¥ (desigualdad de Minkowski

integral).

o [yfdu=730") [4 fdu sise toma A=Up2 A,

e Para cada A € X se tiene que

sup 37| /B fullx = /A 1 llxdp,

TE€DA Ben

donde D4 representa el conjunto de particiones de A en una cantidad
finita de medibles de medida positiva y finita.

(3) Si X eY son espacios de Banach, T : X — Y es un operador lineal y
cerrado, y tanto f : Q@ — X como T o f : Q — Y son funciones p-integrables

Bochner, entonces
T(/fdu)/Tofdu
A A

para todo A € & (Teorema de Hille).
(4) Sea f integrable Bochner en [0, 1] respecto a la medida de Lebesque. Entonces,
para casi todo s € [0,1], se tiene que

li 1
m —
h—0 h

s+h
[ 10 - 5)lxde=o.

Por consiguiente

1 s+h
lim — t)dt = .
i 2 [ pwi = 10
Una prueba de estos resultados se encuentra en [DiUh, pp. 46-49].

Recordamos las definiciones de los espacios de Lebesgue-Bochner, parame-
trizados por el exponente p € [1, 00].

LP(Q, %, u, X), abreviado por LP(u, X) o bien LP(X), es el espacio de (clases
de equivalencia, médulo la igualdad en casi todo punto, de) funciones medibles
f para las cuales el funcional ||f||, es finito, donde

1l = (/ ||f||pdu)”

[[fllec = ess supl| f[|x-

sil<p<ooy
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La densidad del conjunto de las funciones simples se tiene en todos los espacios
de Lebesgue-Bochner de exponente finito, independientemente de la medida pu.
Sin embargo, la densidad en L°°(X) se tiene unicamente para todo X finito
dimensional si p es finita y no atémica, y en ningin caso si p es infinita.

En este punto cabe mencionar la notacién de exponentes conjugados, tan
recurrentes en la teoria de los espacios de Lebesgue. Se dice que g es el exponente
conjugado de p € [1,00] (0 que p y g son exponentes conjugados) si se cumple

la relacién
1 1

+
p q
donde é = 0. La relacién de ser conjugado es simétrica, y si p € [1, 00| se suele
denotar su conjugado por p'.

Otros espacios de funciones vectoriales que aparecerdan mas adelante son
los de Orlicz-Bochner, que vienen parametrizados por una familia de funciones
especiales (las funciones de Young) y los de Musielak-Orlicz-Bochner, una ex-
tensién de los anteriores y que contendran un ejemplo 1til al propésito de este
trabajo. Se va a trabajar con una familia de espacios de funciones realmente
extensa, a saber, la familia de espacios de funciones de Banach con valores
vectoriales (también llamados espacios de Kéthe-Bochner).

Otro topico que se aborda es el relativo a diversos tipos de operadores lineales
y continuos entre espacios de Banach, especialmente operadores cuyo espacio
inicial es un espacio de funciones como los que acabamos de comentar. Para
ello introducimos los conceptos béasicos en la siguiente definicién.

Definicion 1.5 Sean X e Y dos espacios de Banach arbitrarios, con normas
II-IIx v |l - lly respectivamente.

o Un operador T : X — Y lineal se dice continuo si
1T = sup{[|Tz|y : [zllx <1}

es finito. Al conjunto formado por los operadores lineales y continuos de
X enY se le denota por L(X,Y), y la norma ||| le da estructura de
espacio de Banach.

e Sean Y un espacio de Banach y p,p’ € [1,00] exponentes conjugados, es

decir, %—i— 1% = 1. La clase de Dinculeanu 'D(Lp/, Y) es la formada por los

operadores T : L =Y lineales de manera que

N N
TN, = sup{d_ lawl ITCea)ly = N €N, 1D anxa,llpr <1}
k=1 k=1

es finito. Es evidente que | T| < |||T|||p, y por tanto se tiene el contenido
D(LP,Y) C L(LP,Y).

e Un operador T : X — Y se dice p-sumante si

N % N 3
(ZHT(%)VQ) <C sup (Z@*,wn)l”)
k=1

Hx*Hﬁl k=1
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para alguna constante C' > 0 independiente tanto de N € N como de
la familia x1,x2,...,xny € X escogida. El espacio de los operadores p-
sumantes de X en'Y se denota por IIP(X,|Y), y la norma, denotada por
IT|lme se corresponde con el infimo de las constantes C' > 0 que verifican
las desigualdad anterior ([DJT, p. 31]).

Nota 1.6 Si el espacio X es, ademds, un reticulo, el operador T se dird p-
sumante positivo si la desigualdad anterior se sigue para familias arbitrarias de
elementos positivos del reticulo X. El espacio se denotard por 1P T(X,Y) y
la morma, correspondiente también al infimo de dichas constantes, se escribe

1T lre+ ([9])-

O. Blasco prueba en [9] que las distintas clases I (L?, X) con r entre 1 y p’
(ambos incluidos) son todas coincidentes entre sf, ademds de con II'(LP, X)
para 1 < p < co. Esta tltima clase de operadores, introducida en [111], es la de
los operadores cono absolutamente sumantes de LP en X.

Definicién 1.7 ([111, p. 244]) Un operador T : X — Y, donde X es un
reticulo de Banach e Y wun espacio de Banach, se dice cono absolutamente
sumante (c.a.s.) si

ZHT% < s Sl el

e 1<1 2

para alguna constante C' > 0 independiente tanto de N € N como de la familia
T1,%a,...,xNn > 0 escogida del cono positivo de X . El espacio de los operadores
cono absolutamente sumantes de X en'Y se denota por Hi_ (X,Y), y la norma,
denotada por ||T||m.+ se corresponde con el infimo de las constantes C > 0 que
verifican las desigualdad anterior.

Dicho de otro modo, T' manda sucesiones sumables (z,,),, de elementos del cono
positivo de X a sucesiones (T'z,,),, absolutamente sumables en Y.
Si (x,)N_; pertenece al cono positivo de X, la igualdad

wp 3l |f||2xnu
lz*(I<1 .25

es cierta, pudiéndose entonces reemplazar la norma anteriormente citada de un
operador c.a.s. T por

N N
1T m+ = sup{z IT(xx)|ly : N€N, xy,29,...,25y >0, || anH <1}.
k=1

Una caracterizacion de los operadores c.a.s. es la siguiente.

Lema 1.8 Sea X un reticulo de Banach, Y un espacio de Banach y T un
operador lineal de X en'Y. Entonces son equivalentes:
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o T eIl (X,Y).

o Emiste x* € X* positivo tal que ||[Tz||y < (z*,|z]) para todo x € X.

Ademds se puede tomar el elemento x* de manera que ||z*|| = ||T||m1.+.

En el contexto de los espacios de Lebesgue-Bochner, cada funcién f € LP(X)
da lugar a un operador J,(f) : LP — X mediante el uso de la integral de
Bochner, con la definicién

%m@=4mm

La linealidad de la integral de Bochner implica la del operador, mientras que
la desigualdad de Minkowski integral (consecuencia del tltimo punto de la
proposicién 1.4) y la conocida desigualdad de Holder implican la continuidad. La
densidad del conjunto de funciones simples en LP(X) conduce a la compacidad
de dichos operadores (ya que los hace limites de operadores de rango finito). No
es dificil probar que |||J,(f)|l|, = || f|lp, lo que muestra el contenido isométrico
LP(X) € D(L¥, X) via el operador J,,.

La dualidad de un espacio de Lebesgue-Bochner queda abierta, dado que la
esperada relacion

LP(X)* = LV (X*) para 1 < p < 00

no es valida en ciertos casos.

Las cuestiones tratadas en el contexto anterior pueden extenderse al contexto
de funciones de Orlicz-Bochner con resultados similares (p. 102).

La introduccién de las medidas vectoriales en este punto viene motivada,
entre otras cosas, por la resoluciéon del problema de la descripcion del espacio
dual de LP(X), que queda incompleta con el uso del espacio )i (X*). El motivo
serd evidente dado el fuerte paralelismo que existe entre medidas y operadores,
y es un espacio de operadores el que se quiere caracterizar en este caso.

Definicién 1.9 Sea X un espacio de Banach (real o complejo) y F : ¥ — X
una funcion de conjunto. Se dice que:

o [ es finitamente aditiva si
F(AUB)=F(A)+ F(B)
para cualquier par de conjuntos medibles disjuntos entre si, A y B.
o [ es numerablemente aditiva si
(oo}
F( 7ozo=1An) = ZF(An)
n=1

para cualquier sucesion de conjuntos p-medibles y disjuntos dos a dos

{An}izs
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F es débilmente numerablemente aditiva si la funcion de conjunto escalar
x*F dada por la relacion

e"F(A) = (27, F(4))

es numerablemente aditiva para todo elemento x* € X* ({-,) es la actua-

cion de la dualidad X-X*).

o F se dice ‘medida finitamente aditiva’ si es funcion de conjunto finitamente
aditiva.

o F se dice ‘medida vectorial’ o simplemente ‘medida’ si es funcion de
congunto numerablemente aditiva.

o I se dice absolutamente continua respecto de p, o p-continua (denotado
por F < p) si

lim [[F(A)[[x =0
p(A)—0

Por otro lado, para cada medida finitamente aditiva, es posible definir las fun-
ciones de conjunto mo negativas:

e Variacién total de F', denotada por |F| y definida por

|F|(A) =sup{ Y [[F(B)|lx : 7€ Da}
Bem

para cada A € X, y donde Dy representa el conjunto de todas las parti-
ciones de A en una cantidad finita de p-medibles.

e Semivariacion total de F, denotada por |F|| y definida por
IF(A) = sup{la"FI(4) : [la"]lx- < 1}
para cada A € Y.

Se suele llamar variacion total de F al valor |F|(QY) y semivariacion total de F
a |F|[(Q) que se suelen denotar, por economia de notacidn, por |F| y || F].

Obsérvese que para toda medida finitamente aditiva son equivalentes las
propiedades de ser p-continua y numerablemente aditiva. Si F' es p-continua y
(A,)n es una sucesién de medibles disjuntos,

2

[ (UnZ An) Z n)llx = [y An)lx

tiende a 0 cuando N — oo. La prueba del reciproco es algo méas complicada por
lo que remitimos al lector a [DiUh, p. 11, Thm. 4].



8 Capitulo 1. Preliminares

Nota 1.10 Los conceptos de variacion y semivariacion de la definicion previa
estdn sujetos a una observacion. Estos se suelen utilizar tal y como ahi se
presentan, pero existe una definicion abstracta, recogida en [Dinc, p. 51/, de
gran interés para este trabajo pues constituye la base de la generalizacion que
pretende. Si F' es medida finitamente aditiva y se considera el espacio de Banach
X como subespacio del espacio de operadores lineales y continuos de un espacio
de Banach en un espacio normado, L(Y,Z), con la norma de los operadores, se
puede definir una funcidn de conjunto semivariacion de F (dependiente de'Y y
Z ) dada por

«|[F|(A) =sup{|| > F(B)(n)llz : € Da, llyslly <1}
Berm

para cada A € 3.

Se puede probar que esta funcidn de conjunto coincide con las dadas en la
definicion previa en las situaciones X C X** = L(X*,K) y X C LK, X),
respectivamente, y que para cada A €

[F[[(A) < #[[FI[(A) < [F|(A)

sea cual sea la eleccion de los espacios Y y Z. La notacion elegida en esta nota
no es estdndar, pero mecesaria al mencionar esta semivariacion dependiente,
que se distinguird de la usual en caso de posible confusion.

Un caso concreto en el que se aprovecha la abstraccion de esta semivariacion
se tiene cuando la medida toma valores en un espacio de operadores lineales
y continuos, es decir, cuando X = L(Y,Z) en un caso no trivial. Entonces
la semivariacion abstracta, ademds de recuperar los conceptos de la definicion
previa, anade un nuevo matiz que permite conseguir nuevos resultados, como se
verd en el capitulo 2.

Nota 1.11 El concepto de semivariacion indicado tiene una version paralela
cuando se trabaja sobre funciones. Para cada funcidn f :[0,1] — X se puede
considerar la tupla B = (B; X,Y,Z) formado por tres espacios de Banach X,
Y y Z, y una aplicacion bilineal y continua B : X XY — Z, normalmente
con ||B|| < 1. Por un lado estdn la variacion y semivariacion de la funcion f,
definidas por

||

var(f —SupZH flte-1)]llx

dED
|d|
semivar(f) = 31612 I ZEk[f(tk) = fte—1)lllx

|d|

= sup 3 [(f(t)  flt). )

o<1 k=1

donde D representa el conjunto de particiones d = {0 =tg < t1 < ... < t, =
1} del intervalo [0,1] y |d| representa el tamario de la particion d (es decir,
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su nidmero de intervalos). Por otro lado estd entonces la (B)-semivariacidn,
definido como

|d|
(Byvar(f) := sup || B(f(tr) = f(te—1),yx)llz
deD 1T
lyell<1
1<k<|d]

Se observa inmediatamente que, mediante la aplicacion bilineal B, cada vector
del espacio X se puede considerar como un elemento de L(Y,Z) (por ejemplo,
z(y) = B(z,y)).

Por otro lado, una funcion f :[0,1] — X se dice regulada cuando es limite
uniforme de funciones simples (o equivalentemente cuando tiene discontinui-
dades, a lo sumo, de primera especie), y (B )-requlada cuando la funcion t —
B(f(t),y) es regulada para todo y € Y.

Este tipo de variaciones se considera sobre funciones con valores en espacios
de operadores lineales L(X), que hacen de nicleos integrales en ciertos problemas
de ecuaciones integrales de Volterra Stieltjes ([51]). En estos casos se considera
B = (B;L(X),X,X) con la aplicacion bilineal trivial B(T,z) = Tx, y los
conceptos de (B )-semivariacion finita y de funcion (B )-regulada dan informacion
sobre los operadores integrales.

En este contexto, L. Barbanti encuentra en [2] que si X es uniformemente
convero, entonces toda funcion f de (B)-semivariacion finita es (B )-requlada.
O. Blasco y J. M. Calabuig prueban junto al autor en [17] que la nocién geomé-
trica de X que provoca la relacion entre los conceptos dados y que, de hecho, la
caracteriza es no contener copia de co. En otras palabras, X no contiene copia
de ¢cq si y sdlo si toda funcidn [ de (B)-semivariacion finita es (B)-regulada.

Como se indica en la nota 1.10, se puede probar que

| F']|(A) = sup{|| Z egF(B)||x : m€Da, leg| <1 VBen}
Bem

y mas adn, que
sup{||[F'(B)|x : BC A} <|F|(4) < 4sup{|[F(B)[x : BC A}

para cada medible A (ver [DiUh, p. 4]).
Unos resultados acerca de la aditividad de las medidas vectoriales son los
siguientes.

Proposicién 1.12 Sea F' una medida finitamente aditiva.

e [ es numerablemente aditiva si y solo si F' es débilmente numerablemente
aditiva.

e Si F es numerablemente aditiva (i.e., ¥ es un o-anillo), entonces F es
absolutamente continua respecto de p si y solo si F' se anula sobre los
w-medibles de medida nula.
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Asimismo, tras las definiciones de variacién y semivariacién que aparecen
en 1.9, otros conceptos relacionados con éstos son ya clasicos. Se trata de la
p-variacién y p-semivariaciéon. Vamos a presentar en forma de definicién las
versiones mas conocidas (que se encuentran en la referencia como expresiones
alternativas a la definicién que en ella se da).

Definicién 1.13 ([Dinc, p. 249]) Sean X un espacio de Banach, F : ¥ — X
una medida finitamente aditiva y p € [1,00]. Entonces se definen las funciones
de conjunto p-variacion y p-semivariacion de F' como

P sl S (DY e

Bem

[1F]lp(A) = sup{|z*F[p(A) : [l27|x- <1}

=sup{|| Y apF(B)|x : w€Da, | Y apxslps <1}
Bem Bem

para 1 <p < oo,y

|F| o (A) = p{” (( ))”X . BC A, Bex}

x*F
|1 F oo (A) = sup{M :lz¥lx- <1, BC A, BeX}.
1(B)
para cada A € X, respectivamente.
Se suelen denotar por |F|, y | F||,, respectivamente, las cantidades |F|, ()
y [|F||p(€2), que por abuso de lenguaje se dicen p-variacion y p-semivariacion de

F.

Se ve de inmediato en la definicién que ||Flloo = |F|co-
Remitimos al lector a la nota 1.10 para la introduccién de la siguiente
definicién.

Definicién 1.14 ([Dinc, p. 246]) Sean X un espacio de Banach, F : 3 — X
una medida finitamente aditiva, p € [1,00] y p’ el exponente conjugado de p.
Se considera X como copia isométrica dentro de cierto espacio de operadores
L(Y,Z), donde Y y Z son espacios de Banach (es decir, F(A) € L(Y,Z) para
cada medible A).
Se definen, a partir de F', las funciones de conjunto p-variacion y p-semiva-
riacion de F (dependiente de los espacios Y y Z ), dadas por

|Flp(A) = sup{ > _ |ap| [F(B)|x : m€Da, | > anxnl, <1}y
Bem Bem
#[|F|lp(A) = sup{|| Y F(B)(ws)llz : © € Da, | > ysxsllir ) < 1}
Bem Bem

respectivamente, para cada A € 3.
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Las cantidades |F|,(Q) y *||F||,(Q) tienen una consideracion especial y se
les llama, por abuso de lenguaje, p-variacion y p-semivariacion de F' relativa a
los espacios Y y Z, respectivamente.

Nota 1.15 Se puede adivinar por la notacion usada que la p-variacion es inde-
pendiente de los espacios Y y Z, y que coincide con la definida con anterioridad.
La p-semivariacion merece la misma observacion que se hace en la nota 1.10,
con los mismos resultados (obviamente anadiendo el prefijo p-’). Esta definicion,
con su abstraccion, es el germen de la generalizacion que se pretende en este
trabajo, y que se desarrolla en el capitulo 2.

Se puede observar un gran parecido entre la variacion total y la 1-variacién
(lo mismo para semivariaciones). Lo cierto es que coinciden, como funciones
de conjunto, para cada medida F' finitamente aditiva que se anule sobre los
conjuntos de medida p-nula (por ejemplo, cualquier medida u-continua, ver
[Dinc, p. 242]). También es facil comprobar que una medida finitamente aditiva
F que cumple || F'||, < oo para algin exponente 1 < p < oo es, automdticamente,
p-continua y, por tanto, numerablemente aditiva.

Al igual que los espacios de funciones vectoriales de Lebesgue, las medidas
vectoriales se organizan en los espacios VP(X) para 1 < p < co. Asfi se dird que
una medida finitamente aditiva F' pertenece al espacio de medidas vectoriales
de Lebesgue VP(X) si ' < py |F|, < oo. La expresion || F|ly»(x) = |F|p es
una norma bajo la cual V?(X) es un espacio de Banach.

Tomando la p-semivariacién como norma, se dice que una medida finitamente
aditiva F' pertenece al espacio de medidas vectoriales VP(X) si F < py | F|l, <
oo. En este caso la expresion ||F||yr(x) = ||F||, hace de VP(X) un espacio de
Banach.

La relacién de inclusién que existe entre los espacios de Lebesgue cuando
1 es finita se traslada al campo de los nuevos espacios de medidas, resultando
ademas el siguiente esquema.

Vo(X)c VP(X)C VI(X)C VY(X)
] @] U
Ve(X)c VP(X)C VIX)C VIX)

para 1l < ¢ <p < oo.
Dado que toda medida del espacio VP(X) es de variacién total finita, se
puede probar sin gran dificultad que

|Flp(A) = sup{ > |ap|[F|(B) : € Da, [| Y apxslp, <1}
Ber Bern

para cada A € ¥ y F € VP(X) donde 1 < p < oo. Esta igualdad nos permite
pensar en la medida positiva |F|(-) como elemento del espacio de medidas
escalares VP, puesto que la p-continuidad de F' y |F| son equivalentes siempre
que |F| sea finita. Asi, el teorema de Radon-Nikodym se puede aplicar, culmi-
nando el siguiente resultado.
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Proposicion 1.16 Sean X un espacio de Banach, F' : ¥ — X wuna medida
vectorial y 1 < p < co. Entonces son equivalentes:

o e VP(X).

o Fuxiste una funcion no negativa p € LP tal que

IFI(A) = /A ds

para cada A € 3.
Ademds, se cumple que [[p||Lr = || Fllve(x)-

Esta equivalencia nos indica una interesante alternativa para la definicién de los
espacios de medidas VP(X).

Después de la exposicion que se ha desarrollado sobre medidas vectoriales
podemos volver atrds y releer la proposicién 1.4 (en su segundo apartado).
Asi, para cada funcién integrable f, las propiedades de la integral Bochner
alli descritas nos dicen que la funcién de conjunto finitamente aditiva

Fp:¥ —X
A »—>fAfd,u

es ademéas numerablemente aditiva, p-continua, y de variacion total finita. Méas
aun , la medida |F| viene representada por

|[Fel: 2 — X
A= [yl llxdp.

Con esta observacién y la proposicién 1.16 tenemos que para cada p, el operador
Ap 1 LP(X) — VP(X) dado por A,(f) = Fy es una isometria en la imagen. La
posibilidad de que A, sea una isometria biyectiva (es decir, que toda medida
de VP(X) sea la integral indefinida de alguna funcién de LP(X)) es un asunto
muy estudiado y resuelto con el uso de la propiedad de Radon-Nikodym, que se
mencionard mds adelante (p. 14).

La forma en la que una medida vectorial define un operador y viceversa es
muy sencilla, dependiendo del espacio de Banach donde la medida toma sus
valores y de los espacios inicial y final del operador en cuestiéon. De forma
general, como se expresa en la definicién 1.14, si una medida F' toma valores
en un espacio de Banach X que se puede considerar como subespacio de un
espacio de operadores entre dos espacios de Banach, L(Y, Z), se puede definir
un operador T tal que

N

Tr(Y_yrxan) = Y F(AR)(yr)
k=1

k=1

para cada funcién simple con coeficientes en Y.
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El caso reciproco es algo mas delicado, pues para dar una medida a través
de un operador 7' : Y — Z parece necesario que su espacio inicial deba albergar
funciones p-medibles vectoriales. De hecho, la relacién esperada es

F(A)(u) = T(uxa)

para cada u en cierto espacio de Banach y A € . Un resultado al respecto es
el siguiente.

Proposicién 1.17 Sea X un espacio de Banach, yp yp' exponentes conjugados
con 1 < p < oo. Entonces

o VP(X) = L(L",X) ([100])
o VP(X)=D(L",X)

. . . . / . . .
En este caso el espacio inicial es LP y las identificaciones entre operador y
medida son

Gr(A) =T(xa)
N N

TG(Z arpXa,) = Z oG (Ag)
k=1 k=1

segin se tenga dado a priori el operador o la medida, respectivamente.
Por dltimo, la dualidad de los espacios de Lebesgue-Bochner queda resuelta
como sigue.

Proposicion 1.18 Sea X un espacio de Banach y 1 < p < oo. FEntonces
[LP(X)]" = VP (X7).

Aqui la relacién medida-operador viene dada por

(r,Gr(A)) = T(xxa)
N

N
Ta(D wixa,) = > (wr, F(AR)
k=1

k=1

alternativamente.

Todas estas relaciones entre medidas, funciones y operadores, que han tras-
cendido a contextos de espacios de Orlicz y otros mas generales se van a seguir
viendo a lo largo del trabajo. Se tratara de establecer una generalizacién de la p-
variacién y p-semivariacién para involucrar, de este modo, a una mayor cantidad
de espacios de funciones vectoriales, y a espacios de operadores vinculados a
éstos.

1.2 Sobre las nociones geométricas de (RNP) y
tipo y cotipo de Rademacher

Cuando (2, X, 1) es un espacio de medida finita y X un espacio de Banach
arbitrario, la proposicién 1.4 dice que toda funcién f € L'(X) define de forma
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natural una medida vectorial F; dada por

Fr(4) = [ pan ae

que es p-continua y de variacién total finita, ddndose la igualdad [F¢|(2) = || f||1.
En el caso de X = R 6 C, ese razonamiento es reversible, resultando que toda
medida compleja (por tanto con variacién total finita) funciona como la integral
(de la forma citada) de una funcién: es el conocido teorema de Radon-Nikodym.
La propiedad de Radon-Nikodym viene entonces motivada.

Definicién 1.19 ([DiUh], p. 61) Sea (,X, ) un espacio de medida finito.
Se dice que un espacio de Banach X tiene la propiedad de Radon-Nikodym
respecto del espacio de medida (2,%, 1) si se cumple el teorema de Radon-
Nikodym en X, es decir, si toda medida finitamente aditiva p-continua F : ¥ —

X de variacion acotada admite una funcion fr : Q — X integrable Bochner
(fr € LY(X)) de manera que

ﬂmzAﬁw

para cualquier p-medible A.

Se dird, simplemente, que X tiene la propiedad de Radon-Nikodym si tiene
la propiedad de Radon-Nikodym respecto de cualquier espacio de medida finita.
Se utilizard la abreviatura (RN P) para la propiedad e incluso la notacion X €
(RN P) para indicar que el espacio X la satisface.

Aunque la (RN P) parece involucrar de cierto modo al espacio de medida, hay
caracterizaciones de ésta en términos de dentabilidad que aclaran la naturaleza
geométrica de la propiedad, y que la hace independiente el espacio de medida
utilizado.

En [DiUh, pp. 59-96] se presentan conjuntamente el teorema de Radon-
Nikodym en un espacio de Banach X y el teorema de representacién de Riesz
(también referido al espacio X). Se observa la relacién que guardan ambos
teoremas y se desarrollan nuevos teoremas de Radon-Nikodym para medidas
vectoriales como fruto de esa conexién. Una equivalencia de la (RN P) resulta
de gran utilidad.

Proposicién 1.20 ([DiUh], p. 63) Sea X un espacio de Banach y (2, %, 1)
un espacio de medida finito. Entonces X tiene la (RN P) respecto de (Q, %, 1)
si y solo si todo operador T € L(L',X) es representable, es decir, admite una
funcion gr € L*°(X) de manera que

T(f):/QfQTdﬂ

para toda f € L'.

Otra caracterizaciéon de la (RNP) viene de mano de las medidas de p-
variaciéon acotada, tal y como se mencioné en la seccién anterior. En efecto,
si X es un espacio de Banach y 1 < p < co. Entonces
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LP(X)=VP(X) siysdlosi X € (RNP).
Como corolario, una nueva equivalencia se deduce de ésta y de 1.18,
[Lp/(X)]* = LP(X*) siysdlosi X* € (RNP).

Estas equivalencias amplian su vigencia a espacios de funciones de Orlicz
vectoriales en [115], y a la familia de espacios de funciones de Banach vectoriales
en [GrUh]. El grado de generalizacién alcanzado en este tdltimo trabajo es
enorme y s6lo podremos hacer unos comentarios al respecto de las hipotesis que
se asumen para tales espacios de funciones.

Para profundizar en los conceptos que se relacionan a continuacién se remite
al lector a [DJT], donde se exponen con profundo detalle.

La teoria de tipo y cotipo refleja la relacién existente entre geometria y
probabilidad en espacios de Banach. A. Beck establece en [5] relaciones entre la
geometria intrinseca de un espacio de Banach y la validez de la Ley Fuerte de
los Grandes Numeros para variables aleatorias que toman valores en el espacio.

Aunque la formulacién explicita de estos conceptos se culmina en los anos
70 con los trabajos [65, 50, 84, 85, 86] y [101], Orlicz da indicaciones para el
célculo del cotipo de los espacios LP en [98] y [99] en los afios 30, y Nordlander
calcula en 1972 el tipo de los espacios LP y llega a que los espacios de Hilbert
tienen cotipo 2 en [92].

Definicién 1.21 La n-ésima funcién de Rademacher, r,, : [0,1] — R, se define
mediante la relacion
rn(t) = sign(sen(2"nt)).

para cada n € N. Es conveniente en ocasiones tratar la funcion constante 1
como la 0-ésima funcion de Rademacher, rq.

Un espacio de Banach X tiene tipo (de Rademacher) p si existe una constante
C' > 0 de manera que, para cada N € N y cualquier familia x1, x2, ..., TN de
elementos de X, se tiene la desiqualdad

N

1 % N %
( / |Zm<t>xk||%(dt> <C<Z ||xk||§>
k=1

k=1

Denotamos con T,(X) al infimo de las constantes que satisfacen la anterior
desigualdad.

Un espacio de Banach X tiene cotipo (de Rademacher) q si existe una
constante C > 0 de manera que, para cada N € N y cualquier familia x1 ,x2,
.., xn de elementos de X, se tiene la desigualdad

N % 1 N 2
(Z ||xk||§<> <C </ | Zrk(t)xk||§(dt>
k=1 0

k=1

Denotamos con Cq(X) al infimo de las constantes que satisfacen la anterior
desigualdad.
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Las desigualdades de Kahane ([DJT, p. 211])

N

1 % 1 N %
( / ||Zrk<t>xk||§(dt> < Kpy ( / ||;m<t>xk||&dt>

k=1

(para0 < p,q < ooy K, 4 > 0 constante dependiente de p y ¢ pero independiente
de la familia de vectores z1,...,xx € X) nos permiten sustituir, en las defini-
ciones de tipo y cotipo, la expresién

( / |Zm<t>mkn§<dt>

k=1

1 N
( / || Zrkmxk&dt)
0 =1

con 0 < p < oo, con cargo a una modificacién en las constantes. Este es un
recurso util en las pruebas relativas a estos conceptos. Ademéas tenemos el
siguiente resultado.

N|=

por

S

Proposicion 1.22 En el presente contexto se tiene:
(1) Propiedades elementales de las definiciones:

e Unicamente el espacio de Banach trivial X = {0} puede tener tipo p > 2
o0 cotipo q < 2.

e Todo espacio de Banach X tiene tipo p para cualquier 0 < p < 1. Todo
espacio de Banach X tiene cotipo co. Ademds Th(X) = Coo(X) = 1.

Esto explica que se suela incluir en las definiciones de tipo y cotipo las condiciones
1<p<2y2<q< oo, respectivamente.

o Si X tiene tipo p > 1, entonces también tiene tipo p para todo 1 < p < p.
Ademds T;(X) < T,(X).

e Si X tiene cotipo q < 0o, entonces también tiene cotipo q para todo q <
q < 00. Ademds CAX) < Cy(X).

(2) Otros resultados posteriores:

e Si H es un espacio de Hilbert, entonces H tiene tipo y cotipo 2. Ademds

To(H)=Cy(H) =1
e Todo espacio de Banach X tiene el mismo tipo y cotipo que su bidual X**.

e Si un espacio de Banach X tiene tipo p, su dual X* tiene cotipo p’, y
Cp (X™) < Tp(X).
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Las dos ultimas propiedades implican que si X* es un dual con tipo p,
entonces X tiene cotipo p’. La pregunta natural es ;X tiene cotipo ¢ implica
que X* tiene tipo ¢’? Y la respuesta es no (¢! tiene cotipo 2, pero su dual >
no tiene ningin tipo no trivial).

El estudio de los espacios que tienen algin tipo no trivial (es decir, tipo
p > 1) motiva la definicién de dos conceptos nuevos: la K-convexidad y la B-
convexidad, equivalentes a la postre. Estos conceptos se refuerzan entre si para
lograr el objetivo de la caracterizacién de los espacios de tipo no trivial.

Un espacio de Banach X se dice K-convexo si el operador RX dado por

RYf() = grn(.) (/01 rn(t)f(t)dt)

resulta ser una proyeccién lineal y continua de L?([0,1], X) en sf mismo.

Un espacio de Banach X se dice B-convexo si existe § > 0 y un entero n > 2
tal que para cualquier familia 1, z9,...,2, € X se puede elegir ¢ = (g4)7_, C
{=1,1}" de manera que

1<

1 n
— < _ .
I okl < (1-0) o ]

La equivalencia entre las dos definiciones es fructifera, y se obtiene, por un
lado, que un espacio de Banach X es B-convexo si y sélo si lo es su dual X*
([DJT, p. 263)), y por otro, que si X es un espacio K-convexo, entonces X tiene
cotipo ¢ si y sélo si X* tiene tipo ¢’ ([DJT, p. 276]).

De este modo, la K-convexidad (o B-convexidad) es la clave para que el
cotipo de Rademacher goce de la misma propiedad que posee el tipo (a saber,
transmitirse al dual como cotipo mediante el exponente conjugado). Ademds,
como se indicaba antes, se tiene que un espacio de Banach X es K-convexo siy
sélo si tiene tipo p para algin p > 1 ([DJT, p. 260])

Los ultimos conceptos geométricos de los que haremos uso son relativos a
reticulos de Banach.

Sea X un reticulo de Banach y p € [1,00). Se dice que X es p-convexo
si existe una constante C' > 0 de modo que, para cada familia arbitraria de
vectores x1, 3, ...,y € X con n € N, se cumple que

n n
I lenlP)#llx < OO el
k=1 k=1
Se dice que X es p-céncavo si la desigualdad anterior se cumple en la otra
direccién.
Remitimos al lector interesado a [72, pp. 40-100], donde se realiza una
revision extensa sobre estos y otros conceptos geométricos en reticulos de Banach.

1.3 Sobre funciones armonicas

La conexién entre medidas vectoriales y funciones arménicas viene también
avalada por el contexto de los espacios de Lebesgue ([110, 1, 61, 37]), Lebesgue-
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Bochner ([8]) y Orlicz-Bochner ([27]).

El espacio de medida se particulariza al toro T = {z € C : |z| = 1}
(identificable con el intervalo [—7, 7)) con la o-dlgebra de los borelianos y la
medida de Lebesgue dt (normalizada), y las funciones arménicas estdn definidas
sobre el disco unidad (abierto) del plano complejo, D ={z € C : |z| < 1}.

Sea X un espacio de Banach arbitrario. Una funcién vectorial v : D — X se
dice arménica si es de clase C?(D, X) y cumple

0%u 0%u

para todo z € D. Se denota por Har(D, X) el conjunto de todas las funciones
armoénicas vectoriales. Referencias de consulta sobre este tema son [47, 49, 61].
Para cada funcién armoénica u definida en D se toma la notaciéon u, : T — X
para la funciéon dada por
u,(t) = u(re™)

para cada r € [0,1), y se suele decir que u, es la funcién u evaluada a nivel r.
El ejemplo de funciéon armonica real definida en D por excelencia es la funciéon
de Poisson

P(z) = R(LE2).

1—=2

Usando la notacién anterior, P, : T — R es la funcién P a nivel r
P.(t) = P(re™),

definida para cada r € [0,1), en [—m, 7). Esta tiene como expresiones méas
usuales

“+oo
Pr(t): Z r|n\eint

n=—oo

1—72

T1- 27 cos(t) + 12’

La funcién P, es positiva, par y cumple

1P = [ Pite=1

—T

para todo r € [0,1). Una propiedad algo menos directa, pero de gran interés es

lim P.(t)dt =1
r—1 [t|>6

para cada 0 > 0. Referencias acerca del nicleo de Poisson son [110, 37, 1].

Se dice que una funcién u : D — X es débilmente arménica si cada funcién
z*u : D — K (dada por x*u(z) = (u(z),x*)) es armonica (real o compleja). Se
puede probar que una funcién es armonica si y solo si es débilmente armoénica

(ver [27]).
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Sea P, definida, para cada z € D, como P, (t) = P(ze~%). Con esta notacién,
podemos demostrar que la funcién Po, : D — C(T) es arménica vectorial.
Bastara con probar que es débilmente arménica. Sip € C(T)* = M(T), entonces

(Poo(2), 1) = / P(ze~")dpft)

“+o0
= [C30 BP0t
+o00 ‘ )
_ Z |Z|\n\6m0/efzntd'u(t)
n=—oo T

“+o0 +o0
> Aln)" Y p(—n)=".
n=0 n=1

Dado que |(n)] < |u]1 (la variacién total de p), las series que han aparecido
nos aseguran que la funcién z — (P (2), 1) es arménica, y por tanto se tiene
lo anunciado anteriormente.

Por otra parte, si v : D — X es funciéon armoénica y T : X — Y es operador
lineal y continuo, entonces la composicién 7" o u es funcién arménica.

Con este resultado se puede afirmar que la funcién P, : D — LP(T) definida
como la anterior, es decir, P,(z) = P,, es también arménica, pues se trata de la
composicién i, o Po,, donde i, : €(T) — LP(T) es el operador inclusién, que es
lineal y continuo.

Para cada funcién continua vectorial f € C(T,X) se define la llamada
integral de Poisson de f como

PIf](2) = / P.(6)f(t)dt,

definida para z € D. Se puede escribir de otro modo

Plf](re”) = / (0 — 1) (1)t
= P.x f(t)

donde z = re'® € D.

Esta nueva funcién resuelve el problema de contorno (llamado problema de
Dirichlet) en su versién vectorial: Si f € C(T, X) entonces existe una funcién
armonica en D que se extiende al disco cerrado de manera continua y coincide
con fenT.

La propiedad del valor medio que caracteriza a las funciones armonicas reales
también se mantiene en el contexto vectorial, es decir, es equivalente para una
funcién u : D — X ser armoénica en D y cumplir la relacién

u(z) = /Tu(z + re')dt
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para cada z € D y cada 7 > 0 tal que el disco cerrado D(z,r) est contenido en
D.

En general, para cada funcién f € LY(T, X), la funcién u = P[f] es arménica,
y si f € LP(T, X), la desigualdad de Young para convoluciones se transforma
en la acotacién

1Pl < £l

para todo r € [0,1) y 1 < p < co. Excepto en el caso p = oo, se puede probar,
mediante uso de la densidad del conjunto de las funciones continuas, que se tiene

tim [[PLf], — £, =0. ()

El espacio h?(D, X ), llamado de Hardy-Lebesgue-Bochner, es el formado por
las funciones arménicas u : D — X tales que

sup |ur|lp < oo.
0<r<1

Este es un espacio de Banach considerado con la norma

[ull, = sup [|lu.[l, < oo
r<l

que, en virtud de la desigualdad de Young y la convergencia (*), contiene
isométricamente al espacio LP(T,X) para cada 1 < p < oo, via la integral
de Poisson.

La pregunta natural que surge a raiz de lo visto es: ;Son biyectivos LP(T, X)
y h?(D, X) via la integral de Poisson? O dicho con otras palabras, jtoda funcién
de h?(D, X) es la integral de Poisson de alguna funcién de LP(T, X)?

La respuesta es afirmativa en el caso X = K (ver [110]) y condicionada en
el caso general. En efecto, se puede consultar en [26] que para 1 < p < oo, las
siguiente afirmaciones son equivalentes:

e Toda funcién u € h?(D, X) tiene limite radial casi por todas partes, es
decir, existe lim,_; u(re't) = f(t) para casi todo t € T.

o (D, X) = {P[f]: f € LP(T, X)}.
e X € (RNP)

Pruebas alternativas a las equivalencias descritas pueden encontrarse en [49]
y en [13]. En este dltimo trabajo se prueba la equivalencia de la propiedad
de Radon-Nikodym y de la llamada propiedad de Fatou que, en el contexto de
funciones armonicas, afirma que cada funcién arménica vectorial acotada admite
un limite radial (casi por todas partes) a una funcién acotada.

El caso p = 1 estd resuelto con la integral de Poisson de medidas regulares
de variacién acotada. Si F' es una medida de variacién total acotada, entonces

P« F(t) = /T Py (t — )dF(0)
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define, para cada t € T y r € [0,1), una funcién arménica, denotada por P[F],
de manera que

IPF]l = [F]s.

Nétese que P, x F(t), que se ha escrito en forma de integral, no es més que la
imagen por el operador inducido por la medida F, Tx : L' — X, de la funcién
integrable P,.(t —-).

Se tiene, de hecho, la isometria h!'(D, X) = M(T, X), via la integral de
Poisson, donde M (T, X) denota el conjunto de las medidas vectoriales regulares
de variacién total finita.

Un razonamiento que se aplica repetidamente en las pruebas de las isometrias
existentes entre los espacios de Hardy-Lebesgue-Bochner y los de Lebesgue-
Bochner correspondientes (sobre todo en la prueba de la sobreyeccién) pasa
por el uso de convergencias en la topologia débil* de los espacios de Lebesgue-
Bochner. En efecto, las funciones arménicas u de h?(D, X) forman redes (u,),
acotadas en los espacios de Lebesgue-Bochner. El teorema de Banach-Alaoglu-
Bourbaki es aplicable y da resultados satisfactorios. Estos se van a aprovechar
en los contextos méas amplios posibles para conseguir nuevos teoremas de re-
presentacién de funciones armonicas como integrales de Poisson de funciones (o
medidas) vectoriales.

1.4 Sobre espacios de funciones de Banach

Los espacios de funciones de Banach han sido estudiados ampliamente, siendo
referencias fundamentales [75, 78, 77, 79, 80]. A estos espacios se les ha llamado
también espacios de Riesz o de Kothe-Toeplitz e incluyen a una gran parte de los
espacios conocidos. De este modo, éste parece ser un contexto suficientemente
amplio para generalizar un concepto que se habia vinculado en un principio a
los espacios de Lebesgue y se habia extendido mas adelante a los espacios de
Orlicz.

El presente trabajo guarda estrecha relacién con la publicacién de N. E.
Gretsky [Gret], en la que los espacios de funciones de Banach son protagonistas
de su estudio.

Una referencia moderna sobre espacios de funciones de Banach es [BeSh]. El
conjunto de axiomas que definen un tal espacio de funciones varia ligeramente de
unos autores a otros, de manera que en nuestro caso no coinciden exactamente
las definiciones de [Gret] y [BeSh]. A pesar de ello, el desarrollo posterior del
trabajo de Gretsky, a saber, los teoremas de representacion de operadores, viene
condicionado por hipétesis adicionales (la propiedad (J) y la propiedad (I)).
Trataremos de aclarar en cada punto la posible pérdida de generalidad que aqui
se cometa respecto de [Gret)

El espacio de medida base (£, X, 1) se toma o-finito, M denota el conjunto
de funciones p-medibles definidas en © y con valores en [—o0, 00] ¢ C, mientras
que MT y My representan los subconjuntos de M de las funciones no negativas
y finitas casi por todas partes, respectivamente.
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Definicién 1.23 ([BeSh, p. 2]) Una aplicacion p : M* — [0,00] se dice
norma funcional de Banach (o simplemente norma funcional) si, para todo
£y 0, {fn}Sy de M, para toda constante a > 0, y para todo A, subconjunto
p-medible de ), se cumplen las siguientes propiedades:

e (P1) p(f)=0¢ f=0pu—cpp;
plaf) =ap(f);
p(f +9) < p(f) +p(g).

(P2) g < f p—c.p.p. implica p(g) < p(f).
(P3) fu 1 f p—c.p.p. implica p(fn) T p(f).
(P4) p(A) < oo implica p(xa) < oo.

)

(P5) u(A) < oo wmplica [, fdu < Cap(f) para alguna constante Ca,
0 < Cy < 0, que depende de A y p, pero independiente de f.

Se define, para cada norma funcional p, el espacio E = E(p) como el de las
funciones de M para las cuales p(|f|) < 0o, y se le llama espacio de funciones
de Banach. Para cada f € E escribimos ||fllg = p(|f])-

La hipétesis (P3), conocida como propiedad de Fatou (o propiedad de Fatou
fuerte, denotada por (SFP) de modo abreviado), es algo més restrictiva que la
propiedad de Fatou débil, denotada por (WFP), y que afirma que p(f) < oo
siempre que se tengan f € M y f, € M, n=1,2,... de manera que f, | f
y supy, p(fn) < oo

La (WFP) es la propiedad que se asume sobre la norma funcional en [Gret]
y en posteriores trabajos como son [GrUh, 115, 67], y asi goza de una mayor
generalidad. Otra propiedad remarcable de una norma funcional es la propiedad
de Riesz-Fisher, denotada por (RF'P). Esta se satisface por una norma funcional
p cuando p(3_7 | fn) < oo siempre que {f,}72; es un sucesién de funciones de
M con Yo, pl(fa) < oo.

Se tienen las implicaciones (SFP) = (WFP) = (RFP), siendo ademés
(RF P) una propiedad necesaria y suficiente para que el espacio de funciones de
Banach correspondiente sea completo.

Maés adelante, cuando se trate el tema del espacio biasociado, se comentara la
posible pérdida de generalidad que se comete al exigir sobre la norma funcional
la propiedad (SFP) (ver p. 24).

A continuacion se cita una serie de propiedades de esta familia de espacios.

Teorema 1.24 ([BeSh, p. 6]) Sea (E,||-||g) un espacio de funciones de Ba-
nach tal y como se describe en la definicion previa. Entonces (E,| - ||g) es un
espacio de Banach y las siguientes propiedades se cumplen para cada f, g, { fn}52 4
de M y cada subconjunto medible A de §):

e (La propiedad de reticulo)

Silgl < |fl p-cpp. y f € E, entonces g € E y |lglle < |[fllp; en
particular, una funcién medible f pertenece a E siy sdlo si |f| pertenece
a E, yen ese caso f y |f| tienen la misma norma en E.
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(La propiedad de Fatou)

Supongamos que fn, € E, f, >20,(n=1,2,...), y fu T f p-c.p.p. Si f € E,
entonces || fulle T || f||E, mientras que si f ¢ E, entonces || fullg T 00.

(Lema de Fatou)
Sifn€E (n=12,...), fn — [ p-c.p.p., y liminf || f,||g < 0o, entonces
feky o

7115 < imint [ £, -

Toda funcion simple pertenece a E.

A cada conjunto A de medida finita corresponde una constante Ca cum-
pliendo 0 < Cy < oo tal que

/ Fldp < Call flls
A

para toda funcion f € E.

Si fn, — f en E, entonces f, — f en medida sobre los conjuntos de
medida finita; en particular hay alguna subsucesion de {f,} que converge
puntualmente p-c.p.p. a f.

Sean E1 y E5 espacios de funciones de Banach sobre el mismo espacio de
medida. Si Fh C Ey, entonces se tiene E1 — Fsy; equivalentemente,

1z < Cllflle, — (f € Ew),
para alguna constante independiente de f.

Como corolario de lo anterior, si dos espacios de funciones de Banach
contienen las mismas funciones, entonces sus normas son equivalentes.

Si u(Q) < oo, entonces se tiene que L — E — L.

Esta implicito en la definicién 1.23 que, para cada A € 3 de medida finita,
el funcional f +— fQ fxadp es un elemento de E*, el dual topolégico de E. Si
se define un funcional, p’, sobre las funciones de M mediante la relacién

p'(g) =sup{ [, fodu : f e MT, p(f) <1}, geMT,

resulta que se tiene una nueva norma funcional asociada a la norma funcional
p. Al espacio de funciones de Banach E(p’) se le llama espacio asociado a F, y
se le referird como E’. Ademds se sigue que E’ viene caracterizado por poseer
todas las funciones medibles escalares g tales que fg € L! para cualquier f € E.
La desigualdad de Holder

/Q Foldu < |flslgle,  fEE, ge B
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es inmediata.

La situacién Fy C Es implica E} C Ej. Ademds, si C' > 0 es la constante
de la desigualdad de normas (como aparece en el teorema anterior), entonces
I flle; < Cllfllm, para cada f € E;. La prueba es inmediata de las expresiones
de las normas asociadas.

Si se piensa en E’ como espacio de funciones de Banach y en su asociado
(E"), denotado por E” (y llamado biasociado de E), la desigualdad anterior
muestra que || f||g» < ||f]le para toda funcién f de E.

En este punto mencionamos el resultado de G. G. Lorentz 73, 74] y W. A. J.
Luxemburg [75, 76], que afirma que una norma p que tiene la propiedad (RFP)
tiene, ademads, la (WFP) si y sélo si existe una constante v con 0 < v < 1 tal
que vp < p” < p. Como caso particular, p = p”’ si y sélo si p tiene la (SFP).

Se observa de esto que si la norma funcional p se toma con la propiedad
de Riesz-Fisher (RFP), las hipétesis sobre p de (WFP) y (SFP) equivalen,
respectivamente, a las relaciones E isomorfo a E” y E isométrico a E”.

El espacio E’, asociado a un espacio de funciones de Banach F, es isométri-
camente isomorfo a un subespacio de E*. Adem4s es cerrado y la (SFP) sobre
la norma p de E implica que E’ es normante, mientras que la (W F P) sélo nos
da la relacién

Wie < sup{fofgdn = llgller <1} < | flle

para cada f € F.
Recordamos que un subespacio vectorial cerrado B de un espacio X* (dual
de un espacio de Banach X) se dice normante cuando

[fllx = sup{[b(f)] : b € B, [[bl|x~ < 1}

para cada f € E. Es decir, B es normante si contiene suficientes funcionales
para reproducir la norma de cada elemento de F.

Una cuestion de interés estriba en conocer, a partir de la inclusién trivial
E' C E*, en qué casos se da la igualdad. Los espacios L' y L> son asociados
entre si, pero mientras es cierto que (L')* = L°, no lo es en absoluto la relacién
reciproca.

En los préximos comentarios {4,}52; denota una sucesién arbitraria de
conjuntos p-medibles de €. Escribiremos A,, — @ si las funciones caracteristicas
X4, convergen a 0 puntualmente p-c.p.p.; si ademds la sucesion {A,} es decre-
ciente, escribiremos A,, | @. No es dificil ver que A,, — @ si y sdélo si el limite
superior

limsup A, = NS°

m=
n—oo

1 U?‘;}:n An
de la sucesién {A,} es un conjunto de p-medida nula.

Definicion 1.25 Se dice que una funcion f de un espacio de funciones de
Banach E tiene norma absolutamente continua en E si ||fxa,llg — 0 para
toda sucesion {A,}22, cumpliendo A,, — &. El conjunto de todas las funciones
de E que tienen norma absolutamente continua se denota por E,. Si E = E,,
entonces se dice que el propio espacio E tiene norma absolutamente continua.
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Por otro lado, se denota con Ey la clausura en E del conjunto de las
funciones simples.

Diversas caracterizaciones para que una funcién f de un espacio de funciones
de Banach FE tenga norma absolutamente continua son:

e ||fxa,ll | 0 para toda sucesién {A,,}52 ; cumpliendo 4,, | &.

o || fnll | 0para cada sucesion { f,,}22; de funciones p-medibles que satisfacen
1= fn 1O p-c.p.p.

e Siempre que fp,(n=1,2,...), y g sean funciones p-medibles que cumplan
|fnl < [f| p-c.p-p- ¥ fn — g p-c.p.p., entonces || f, — g|| — 0.

Mientras tanto, una condicién necesaria es:

e Si f tiene norma absolutamente continua, entonces para cada € > 0 existe
un ¢ > 0 tal que p(A) < 0 implica ||fxall < e.

Ejemplos 1.26 Para 1 < p < oo, se tiene que LP(Q, p) tiene norma absoluta-
mente continua. Si (2, 1) es no atémico, entonces (L), = {0}. Sin embargo,
st (Q, p) es completamente atdmico, como es el caso de N, entonces ({*°), = co

Es obvio que el subespacio E,, cumple la siguiente propiedad:

feE.ylgl <|fl prepp. = ge€E. (¥

Ademads, si 0 < f, T f p-c.p.p. y f € E,, entonces ||f — fn|| | 0.

Por su parte, el subespacio Ej coincide con la clausura en E del conjunto
de las funciones acotadas y soportadas sobre conjuntos de medida finita, y se
puede probar que también cumple la propiedad (*) y la relacién

E,CE,CE.
La igualdad de subespacios FE, y Ej viene caracterizada por la condicién:

® X4 tiene norma absolutamente continua para todo medible A de medida
finita.

La dualidad de los espacios de funciones de Banach y la ubicacién del espacio
asociado quedan reflejadas en el resultado:

o E*=F'siysoélosi E=FE,.

De ahi se deduce que un espacio de funciones de Banach E es reflexivo si y
s6lo si E' y su asociado E’ tienen norma absolutamente continua.
Los resultados que conciernen a la separabilidad son los siguientes:

e Un espacio de funciones de Banach E es separable si y sélo si tiene norma,
absolutamente continua y su medida subyacente es separable.
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e Supongamos que F, = Ej. Entonces E, es separable si y solo si u es
separable

e Siel espacio E*, dual de un espacio de funciones de Banach F, es separable,
entonces F es reflexivo.

Recordamos que una medida p se dice separable [44, p. 168] si el espacio
métrico (A, d) es separable, donde A es la coleccién de todos los subconjuntos de
Q de medida finita (identificando aquellos que difieran en un conjunto p-nulo)
y d es la distancia

duJﬂz/hm—xmw7 (A,B € A).
Q

1.5 Sobre espacios invariantes por reordenamien
to

Los espacios de funciones de Banach cubren una gran parte de los espacios
de funciones que se suelen utilizar, como son los de Lebesgue y los de Orlicz.
Sin embargo, estos espacios tan ampliamente usados tienen otra propiedad mas.
Si pensamos en sucesiones o en funciones simples, en la mayoria de espacios que
imaginamos, las normas de los elementos no dependen mas que de los valores
que toman y de la medida del soporte donde se toma cada valor. Esta propiedad
se va a formalizar con el nombre de espacios invariantes por reordenamiento.

Como en los apartados anteriores, (€2, X, 1) representa un espacio de medida
o-finito.

Definicién 1.27 ([BeSh, p. 36]) Para cada funcion f € My, se define la
funcion de distribucion py como

) = p(fw € Q: [fw) > A}, A>0.

Se observa que s es funcion no creciente, que depende unicamente del valor
de la funcion |f|, y que puede tomar el valor +o00.

Se dice que dos funciones f € My(Q, 1) y g € Mo(Q',v) se llaman equimedi-
bles si tienen la misma funcidn de distribucion, es decir, si pg(A) = v4(\) para
cada X\ > 0.

Si denotamos con f,g y fn, paran = 1,2,... funciones medibles respecto a
(Q,%, 1) v finitas en casi todo punto, entonces:

e La funcién ps es no negativa, decreciente y continua por la derecha en
(0, 00).

e Si [g| < |f| en casi todo punto, entonces g < pis.

o fiaf(N) = ,uf(i‘) para cualquier escalar a no nulo.

la

o rrg(Ar+A2) < pp(A1) + pg(A2), para Ar, Ag > 0.
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e Si |f| <liminf|f,| para casi todo punto, entonces py < liminf py, . En
n—oo n—oo

particular, si | f,| T |f| entonces py, T iy

Para cada funciéon f como en la definicién 1.27 se define su reordenada
decreciente f* como la “inversa por la derecha” de piy, esto es,

fr(t) =inf{A>0:pr(\) <t}, t>0.

Se usa el convenio inf @ = co. Si piy es continua y estrictamente decreciente,
f* resulta ser la funcién inversa de py. Hablando sin rigor, se puede afirmar que
f* serd constante donde piy sea discontinua, y f* observard una discontinuidad
de salto donde pf sea constante.

La importancia de la funcién f* es la de ser equimedible a f, teniendo en
cuenta que ((0,00),m) es el espacio de medida para f* (m es la medida de
Lebesgue). Es decir, que pf = my-«.

Si denotamos con f,g v fn, paran = 1,2, ... funciones medibles respecto a
(Q,%, 1) y finitas en casi todo punto, entonces:

e La funcién f* es no negativa, decreciente y continua por la derecha en
(0,00).

Si |g| < |f| en casi todo punto, entonces g* < f*.

(af)* = |a|f* para cualquier escalar a no nulo.

(f +9)"(t1 +t2) < f*(t1) + g™ (t2), para t1,t3 > 0.

Si |f| < liminf|f,| para casi todo punto, entonces f* < liminf f. En
n—oo n—o0

particular, si |f,| 1 |f| c.t.p. entonces f T f*.

F*(ur(X)) < X para todo A > 0 tal que pf(A) < oo.

o (f*(t)) <t para todo t > 0 tal que f*(t) < cc.

e fy f* son equimedibles.

o (|fIP)* = (f*)P, para 0 < p < o0.

La naturaleza de esta funcién proporciona los siguientes resultados:

e Si g es una funcién simple no negativa y A un medible arbitrario de €,

entonces
n(A)
/gdué/ g"(s)ds.
A 0

e (Desigualdad de Hardy) Si f y ¢ son funciones de My, entonces

/Qlfgldu < /OOO (s)g*(s)ds.
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e Sea (2,%, 1) un espacio de medida finito y sin dtomos. Sea f € My y sea
t cualquier nimero tal que 0 < ¢ < (). Entonces existe un medible E;

con p(E;) =t tal que
¢
dp = *(s)ds.
[ sian= [ syas

Ademis, los conjuntos E; se pueden escoger de manera creciente respecto
de t, es decir,

0<s<t<uQ) implica FEg C E;.

La desigualdad de Hardy, cuando g es una funcién caracteristica de un
medible A, se reduce a

1 1t
o [ e [ s

para toda f € My. Tenemos entonces una funcién que, para cada t > 0, mayora
los promedios de | f| sobre medibles de medida t. Asf viene motivada la siguiente
definicién.

Definicién 1.28 ([BeSh, p. 52], Segunda reordenada) Sea f una funcion
medible como en la definicion 1.27. Se define la sequnda reordenada de f,
denotada por f**, con la expresion

P = %/t Fi(s)ds  t>0.
0
Sean f,g v fn, paran = 1,2,... funciones medibles respecto a (Q2,%,u) y
finitas en casi todo punto. Unas propiedades bésicas de esta funcién son:
e La funcién f** es no negativa, decreciente y continua en (0, 0c0).
o f* =0siysélosi f=0en c.t.p.

Si |g| < |f| en casi todo punto, entonces g** < f**.

(af)** = |a|f** para cualquier escalar a no nulo.

(f +9)(t1 +t2) < f*(t1) + g*"(t2), para t1,t2 > 0.
e Si|fn| T1f] c.t.p. entonces fi* 1 f**.

Definicién 1.29 ([BeSh, p. 59], Espacio invariante por reordenamien-
to) Sea p una norma funcional en un espacio de medida o-finito (2,3, ).
Entonces se dice que p es invariante por reordenamiento si p(f) = p(g) para
todo par de funciones equimedibles f y g de M. En ese caso, al espacio de
funciones de Banach E = E(p) generado por p se le llama espacio invariante
por reordenamiento.
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Nota 1.30 En espacios de medida que contienen parte atomica y parte no
atomica, o en los que contienen unicamente dtomos, pero de diversas medidas,
el concepto de espacio invariante por reordenamiento tiene poca significacion
prdctica. Muchos de los resultados que siguen en esta parte no se cumplen
para espacios invariantes por reordenamiento definidos sobre tales espacios de
medida.

Definicién 1.31 Llamaremos a un espacio de medida o-finito (2,3, 1) ‘reso-
nante’ si es de uno de los dos tipos siguientes:

e No atomico.

e Puramente atomico, con dtomos de igual medida.

Cabe mencionar que esta definicién se corresponde, en realidad, con una
caracterizacién de tales espacios de medida (ver [BeSh, p. 45]).

En espacios de medida resonantes, los espacios invariantes por reordenamiento
forman una familia cerrada para la asociatividad. Esto es, si E es un espacio de
funciones de Banach definido sobre un espacio de medida resonante, entonces
E es invariante por reordenamiento si y sélo si el asociado E’ también lo es.

Sea m un elemento de Dgq, es decir, una coleccién de medibles disjuntos cuya
medida es finita y no nula. Para cada funciéon medible f se define la funcién
simple promedio sobre 7 (también llamada funcién proyeccién de f sobre 7, o
esperanza condicional de f en 7) como

EW<f) = Z fz(%MXA

Aem

Se dice que una norma funcional p tiene la propiedad (J) si p(|E.(f)]) < p(|f])
para cualquier particién 7 (ver [Gret, p. 7]).

La propiedad (J) es muy importante para los trabajos [Gret, GrUh] a la hora
de fundamentar los resultados de los teoremas de representacién de operadores
en términos de medidas.

Se puede encontrar en [BeSh, p. 61] una prueba de que todos los espacios
invariantes por reordenamiento definidos sobre espacios de medida resonantes
satisfacen la propiedad (J). Ademds, podemos probar este util resultado.

Lema 1.32 Sean E un espacio invariante por reordenamiento y f € E una
funcion. Entonces

[fllz = sup{[[E=(f)& : ™€ Da}

Prueba: Una desigualdad viene dada por la referencia recién citada, mientras
que la otra es consecuencia de la desigualdad de Holder, y de que E’ también
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sea invariante por reordenamiento, ya que

£l = sup{ [o,fodp : llgller <1}

sup{ [ f (3 aen axa)dp : m€ D, |3 4 aaxale <1}
sup{>_ yer@a([ofdp) = me D, |34 aaxals <1}

sup{ [o Ex (f) (X acr @axa)dp = € D, |3 4cpaaxale <1}
<sup{[|Ex(f)lle : ™€ Da}

O

Nota 1.33 Es fdcil ver que el lema previo es vdlido para cualquier espacio de
funciones de Banach con la (SFP) y que satisfaga la propiedad (J). Si en lugar
de la (SFP) se le supone, a la norma de E, la (WFP), entonces se puede
afirmar que la expresion, para cada f de F,

[fll<e = sup{l|Ex(f)lz : 7€ Da}
es una norma equivalente a || - ||&-

Si (2, 1) es un espacio de medida o-finito arbitrario, toda norma funcional
invariante por reordenamiento definida sobre (R*, m) que da origen a un espacio
de funciones F, induce de la forma siguiente

Iflz=I1 e feM&,u)

una norma funcional invariante por reordenamiento que da lugar a un espacio
de funciones E definido sobre (£, u).
El proceso inverso no siempre es cierto, y se resume en el siguiente teorema.

Teorema 1.34 (Teorema de representacién de Luxemburg) Sea E un
espacio de funciones invariante por reordenamiento definido sobre un espacio
de medida resonante (Q, u). Entonces existe una norma invariante por reorde-
namiento (que genera un espacio E) definida sobre (R, m) de tal modo que

Iflle=1f1g  f€MR" m).

La unicidad de la norma que define el espacio E viene garantizada si la medida
/4 es no atémica e infinita, aunque para el caso de medida finita también hay
unicidad si se reemplaza R por [0, 4(f2)) (igualmente para el caso discreto con
los cambios apropiados).

La siguiente definicién se restringe, por tanto, a los espacios de funciones
definidos sobre espacios de medida resonantes, pues hace uso del teorema de
representacion de Luxemburg,.

Definicién 1.85 Se define el operador E; definido sobre M(RT,m), y se le
llama operador dilatacion, para cada t > 0 como

E(f)(s) = f(ts),  s>0.
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Se define la funcion hg para cada t > 0 como la norma de E% tomado como

operador de E en E, es decir

he(t) =Byl t>0.
Los indices de Boyd son:
10g hE (t) _ log hE(t)
ap = sup ———— ap = sup ———.
o<t<1 logt I<t<oco logt

En el caso de medida finita, el operador dilatacion se define como

_ | F(ts), 1,4
Elf)(s) = { 0, " min(l, Hu(@) <'s < p(@),
mientras que los indices de Boyd se pueden definir como

i 10g hE (t) _ . log hE (t)
t—0 logt t—oo  logt

Los indices de Boyd tienen unas propiedades interesantes, pero el hecho relevante
que nos interesa por su aplicacion es el relativo a la acotaciéon del operador
maximal de Hardy-Littlewood.

El operador maximal de Hardy-Littlewood que se define a continuacién es
un ejemplo para destacar la verdadera utilidad de las técnicas de interpolacion
de tipo débil. En nuestro trabajo lo vamos a utilizar para un objetivo muy
concreto, cuando se establezcan relaciones entre medidas vectoriales y funciones
escalares.

Definicién 1.36 (Maximal de Hardy-Littlewood) Para cada funcién es-
calar f localmente integrable en R™, se define la funcion maximal de Hardy-
Littlewood M f como

1
(M) (w) = sup oo [ |fw)ldutw)
weR M(Q) Q
donde el supremo se toma sobre todos los cubos Q) que contienen a w y p es la
medida de Lebesque. El operador M : f — Mf se dice operador mazximal de

Hardy-Littlewood.

La aplicacién que se va a requerir, en el tema de medidas definidas sobre espacios
invariantes por reordenamiento, es la acotacién de este operador, resultado que
viene recogido en el teorema de Lorentz-Shimogaki.

Teorema 1.37 (Teorema de Lorentz-Shimogaki) Sea E un espacio inva-
riante por reordenamiento definido sobre R™. Entonces el operador mazximal de
Hardy-Littlewood M es acotado en E si y solo si el indice de Boyd ap < 1.
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Los préximos resultados van encaminados al estudio de los subespacios F,
v E4 de los espacios de funciones invariante por reordenamiento. Se vera que la
relacion
E,.CE,CFE

tiene pocos grados de libertad cuando se trabaja con esta clase de espacios.

En un espacio de funciones de Banach invariante por reordenamiento F,
definido sobre un espacio de medida resonante (£2,%,u), se puede definir la
funcién fundamental de F, denotada por g y dada por

er(t) = lxale.

para cada valor finito de ¢ que pertenece al rango de u, donde A es cualquier
subconjunto de Q con p(A) = t.
Si se involucra el espacio asociado de F, se puede probar la relacién

ve(t)pr(t) =1

para cada valor de t en el rango de pu. Una desigualdad viene dada por la
de Holder, y es véalida por tanto en cualquier espacio de funciones de Banach,
mientras que la otra es consecuencia de la propiedad (J), satisfecha, entre otros,
por los espacios invariantes por reordenamiento.

Unas propiedades que cumple toda funcién fundamental ¢ son:

® (o es creciente.
e vp(t)=0siit=0.

pe(t)

T es decreciente.

e g es continua, salvo quizés en el origen.

A una funcién que cumple los tres primeros puntos se le dice cuasicéncava.
El resultado que recoge el estudio de los subespacios E, y F} en los espacios
invariantes por reordenamiento es el siguiente.

Teorema 1.38 ([BeSh, pp. 67-68]) Sea E es un espacio invariante por reor-
denamiento definido sobre un espacio de medida resonante (2, %, ). Entonces:

e S5i (Q,%, 1) es puramente atémico, formado por una cantidad a lo sumo
numerable de dtomos de igual medida, entonces se tiene que:

— E,=E.
- (Bp) = FE".
— FEy es separable.
o 5i(Q,%, 1) es o-finito y sin dtomos, entonces se tiene que:
1. Las siguientes condiciones son equivalentes:

- 1 t) =0.
L el
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— E, = Ey.
— (B =F.
Si, ademds, | es separable, las anteriores condiciones equivalen tam-
bién a
— E es separable.
2. Si tlir(gl+ vg(t) > 0 entonces E, = {0}.

En adelante se utilizard la notacién ¢g(07) := lim+ wr(t).
t—0

1.5.1 Los espacios de Lorentz A y M

En los espacios invariantes por reordenamiento definidos sobre espacios de
medida resonante se puede encontrar siempre una norma equivalente, también
invariante por reordenamiento, y de manera que su funcién fundamental es
céncava. La concavidad es una necesidad técnica de cara a la definicién de dos
espacios particulares, univocamente determinados por dicha funcién.

En efecto, para una funcién fundamental puede existir una variedad de
espacios que la tenga como funciéon fundamental propia. Los espacios de Lorentz,
que ahora introducimos, asociados a cada funciéon fundamental tienen la par-
ticularidad de “encajonar” al resto de espacios que comparte dicha funcién
fundamental.

Definicién 1.39 ([BeSh, p. 71], Los espacios de Lorentz A(E) y M(FE))
Sea E un espacio invariante por reordenamiento definido sobre un espacio de
medida resonante, y g la funcién fundamental de E, elegida céncava (renor-
mando E si es necesario). Sea I el intervalo (0,u(2)] o bien (0,00) segin
estemos tratando con medida finita o infinita, respectivamente. FEl espacio de
Lorentz M(FE) se define como el que contiene todas las funciones medibles finitas
u-casi por todas partes f tales que

| fllarcey = sup f**(t)pr(t)
tel

es finito. El espacio de Lorentz A(E) se define como el que contiene todas las
funciones medibles finitas p-casi por todas partes f tales que

I£1ae) = [ £ ®dpu(t
I
es finito.
Ndétese que por ser g creciente, la integral estd bien definida. Ademds, por

ser no negativa y concava, pg se puede escribir como integral de una funcion,
pongamos ¢, definida en I. Asila integral de Riemann-Stieltjes se puede escribir

1Flace) = I flloopr(07) + / PO ()t

El resultado principal se recoge en la siguiente proposicion.
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Proposicién 1.40 ([BeSh, p. 72]) Si E es un espacio invariante por reor-
denamiento definido sobre un espacio de medida resonante, con funcion funda-
mental o cdncava, entonces los espacios de Lorentz A(E) y M (E) son espacios
de funciones de Banach invariantes por reordenamiento, y tienen como funcion
fundamental pp. Mds aun,

A(E)C EC M(E).

Es decir, A(E) y M(E) son, respectivamente, el menor y el mayor de los
espacios invariantes por reordenamiento con funcién fundamental pg.

Para el estudio de la parte absolutamente continua y de la clausura de las
simples de estos espacios de Lorentz, exponemos dos lemas sencillos pero de
gran utilidad.

Lema 1.41 Sea f : Q@ - K y a > 0. Denotemos A = {w € Q : |f(w)] > a}.
Entonces

a) 0<A<a
. ﬂfXAO\):{ Z;EA)) A§a<

o (fxa)(t)= { g*(t) ?;Z;(au)f(a)

o 0= { ey )t te)

SO f (g () 1> py(a)
Ademds, si B es un medible cualquiera de manera que u(B) < u(A), entonces
Pixe < hixar  (FxB)” < (fxa)" v (fxs)™ < (fxa)™

Prueba: Para probar la parte correspondiente a la funciéon de distribucién
basta darse cuenta de que si 0 < A < «,

{weQ:[(fxa)(w)] > A} ={weQ:[f(w)]>al,

ysia <A,
{we Q:[(fxa)w)] > A} ={w e Q:[f(w)] > A}

Las otras funciones salen de forma inmediata a partir de la funcién de distribu-
cion.

La segunda parte del lema es inmediata: Por un lado, la desigualdad trivial
|fxB| < |f| produce la desigualdad p s, < pf, que se puede leer como fify, (X) <
tiya(A) para A > a. En el caso 0 < A < « se puede razonar que

fixs(N) < p(B) < pu(A) = prpy, (V)

y el lema queda probado. O
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Lema 1.42 Sea f un funcidn escalar no acotada y (An)n, una sucesidn de
medibles decreciente a &, con u(A,) > 0 para n = 1,2,.... Entonces existe
una sucesion (M) de nimeros no negativos estrictamente creciente a +00, y
una subsucesion (A, )r de (An)n de manera que, si denotamos By = {w :
|f(w)] > A}, entonces

#(An) > (Br) > p(Any.,) > 1(Big)

Ifxan, . o) < 1fxBllacE

41

para k=1,2,. ...
Al ser f no acotada se tiene que
A— 400 <= pur(A)—=0 <= [f"(ur(X) — 400

Entonces para A,, = A, existe un Ay > 0 de manera que ps(A1) < u(Ay,).
Por la condicién sobre la sucesién (4, )n, podemos encontrar un A,,, de manera
que p(An,) < pr(A1) y buscar entonces el valor de A\o. Mediante este proceso
se encuentran ambas sucesiones de manera natural. La desigualdad de normas
es trivial por la relaciéon que guardan A, ,, y By, y por el lema previo. [

Si trabajamos con una norma funcional para la cual ¢(07) > 0, el estudio
de la parte absolutamente continua es trivial de 1.38. En el otro caso se tiene
lo siguiente.

Proposicion 1.43 Sea E un espacio invariante por reordenamiento definido

sobre un espacio de medida resonante, de manera que ¢g(07) =0, y M(E) y
A(E) los espacios de Lorentz asociados. Entonces:

e A(E), =A(E)
e M(E),={f€ M(E): }iir})f**(t)wE(t) =0}
Prueba: (I) Para cada funcién f de A(FE)

HNMm:lfww®ﬁ<m,

donde ¢ es la funcién decreciente y no negativa que cumple

@E(t):/o o(s)ds.

Sea f € A(E) y (Ap)y, una sucesién de medibles decreciente a @. Si f es acotada,
entonces

1 xa.llam) < 1flsclixanllae) = [flloopr(n(An)),
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lo cual tiende a 0 cuando n tiende a co. Si f no es acotada, usamos el lema
previo (incluida su notacién) para escribir

wu(Br)
£ Iy < 1ol = [ (o) @ats)ds = [ (@otspas

Haciendo k£ — oo, por el teorema de la convergencia dominada, la expresion
tiende a 0, de lo que se deduce que f € A(F),.

(IT) Sea f € M(E),, e intentemos probar la condicién del limite. Para ello
distinguimos tres casos:

(1) f no acotada.
(2) facotaday p({w : |f(w)] = [|flloc}) = 0.
(3) facotaday p({w : |f(w)] = [Ifllc}) > 0.
Segun el caso tomamos la sucesién de medibles (4,,),, decreciente a &,
(1) Ap ={w:|f(w)| > n}.
(2) Ap={w:[f(w)| > An} donde Ay = || flloc — 7-

(3) (A,)n es cualquier sucesién de medibles decreciente a @ contenida en el
conjunto {w : | f(w)] = [ fllec}-

En todos los casos, y aplicando el lema 1.41,

I fxa,llme) = i‘;lo)(fXAn)**(t)‘PE(t)

max{ s P (Opn(t), s f**(u(An»“(A")soE(t)}

0<t<p(An) t>nu(An) t

= sup [T (t)ep(t)
0<t<p(An)

Dado que || fxa, |la(p) tiende a 0 por la condicién sobre f, entonces es obvio
que lim, o f*(D)n(t) = 0.

Reciprocamente, si f es una funcién de M(E) que cumple la condicién del
limite, sea (A,), una sucesién arbitraria de medibles decreciente a &. En caso
de ser f acotada

1 xan ey < [ flloolixanllare) = [ flloopr(r(An))

que tiende a 0 cuando n — oco. Cuando f es no acotada, le aplicamos el lema
1.42 con la sucesién (4, )y, encontrando los conjuntos (B), de modo que

ey < N fxsellme = sup 7 ()er(t)
0<t<p(Bi)

||fXA

k41

y por tanto || fxa, |l rm) tiende a 0y f € M(E),. O
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Corolario 1.44 Sea E un espacio invariante por reordenamiento. Se tiene que:
e A(E), = A(E) sii pp(07) =0.
e El conjunto de funciones simples es denso en M(E) si g/ (07) > 0.

Prueba: La primera afirmacién es consecuencia de 1.38 y la proposicién
anterior, puesto que PAE) = PE-

Sea f una funcién cualquiera de M (E). Para empezar, dado que f** no es
idénticamente infinita, tenemos que

t
li *(s)ds =
ti%l+/0 [ (s)ds

Con esto y la hipdtesis,

Jig 0o = i, ([ 70900) S =0

y por tanto f € M(E), C M(E). O

Ahora se procede a presentar una caracteristica del espacio de Lorentz A(E)
que lo hace sumamente manejable a la hora de tratar los operadores lineales y
continuos.

Lema 1.45 Sea E un espacio invariante por reordenamiento y

n n
s=Y arxa, = Y Brxs,
k=1 k=1

una funcion simple no negativa expresada de dos formas: una donde los coefi-
cientes ay, son positivos y ordenados de manera decreciente, y los medibles Ay,
son disjuntos dos a dos; y otra donde los By son positivos, y los medibles By
forma unan familia creciente.

Entonces se tiene que

Isllaczy =D Brllxaellacm
k=1

y ademds, para cada medida F finitamente aditiva y para cada operador T lineal
de A(E) en un espacio X,

D arF(Ay) =Y BF(By), ZakXAk = ZﬁkXBk
k=1 k=1

Prueba: Sila funcién simple s viene expresada de las dos formas descritas, es
facil comprobar que se tiene la relacién By = ap —ap_1 parak =1,2,...,n—1
v Bn = a,, mientras que By = Ué?:lAj. Una vez vista esta observacién basta
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con reescribir Y, B F'(Bk) y T(> ") BrXB,) usando la aditividad de F''y T'. Por
otro lado

IS Bexsllae) = / (3 Bixs,) (5)don(s)
k=1 0 k=

/0 (3 Bixomse)($)den(s)
k=1

n n(Br)
B deg(s)

=> Bellxs.lae):

k=1

O

Esta propiedad que posee el espacio A(F) es muy ventajosa para probar la
acotacién de operadores con dominio en dicho espacio, como se recoge en el
siguiente lema.

Lema 1.46 Sea E un espacio invariante por reordenamiento y X un espacio de
Banach arbitrario. SeaT un operador lineal definido en el conjunto de funciones
simples y con valores en X para el cual existe una constante C > 0 de manera
que | T(xa)llx < Cllxalle para todo A € ¥. Entonces T : A(E)y — X es
continuo sobre A(E)p.

El siguiente resultado muestra la relacién que existe entre espacios de Lorentz
de espacios invariantes por reordenamiento asociados.

Proposiciéon 1.47 Sea E un espacio invariante por reordenamiento definido

sobre un espacio de medida resonante, y E' su asociado. Entonces [A(E)p] =

M(E').

Prueba: (I) Sea f € M(E') y Ty : A(E) — R el operador lineal Ty(g) =
Jo fodu para g € A(E). Si A es un medible de medida finita ,

Tr(xa) = /Afdu < /O fr(s)ds =tf*(t) = [ (t)pr (t)pr(t) <
< | fllaenlixalle-

Aplicando el lema anterior deducimos que f € [A(E))'.
(IT) Sea f € [A(E))'. Entonces para cada A € X de medida finita, | [, fdu| <

Cllxallg, por lo que fOH(A) f*(s)ds < C|lxallg- Para cada t > 0 elegimos A
medible con u(A) = ¢. Tenemos entonces que f**(t)pg:(t) < C, y por tanto
que || fllareny < C.

Es facil ver que se trata de una isometria. O
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Corolario 1.48 Sea E un espacio invariante por reordenamiento definido sobre
un espacio de medida resonante, y E' su asociado. Entonces:

e A(E)* = M(E*) si E tiene norma absolutamente continua.

Por 1ultimo mencionamos que dentro de la familia de espacios invariantes
por reordenamiento, dos espacios de Lorentz merecen ser comentados. Estos
son L' N L™ y L' + L, y su particularidad viene expresada en la siguiente
proposicién.

Proposicién 1.49 Sea E un espacio arbitrario de funciones de Banach in-
variante por reordenamiento definido sobre un espacio de medida resonante.
Entonces

L'NL® — E e« L'+ L*™.

Mas aun, la norma en E se puede reemplazar por un maultiplo constante de
si misma de manera que las inclusiones continuas descritas tengan norma 1.
Ademds

AL*NL>®)=L'NL>® = M(L' N L*>)

ALY + L) = L' 4 L™ = M(L* + L™).

1.6 Sobre espacios de funciones de Kothe-Boch-
ner

Si bien los espacios de funciones de Banach (también llamados espacios
de Riesz o espacios de Ko6the) son los protagonistas en la formulacién de las
variaciones de medidas vectoriales, y dentro de éstos merecen una especial
atenciéon aquellos que son invariantes por reordenamiento, los verdaderos sujetos
de este estudio son los espacios de funciones Banach con valores vectoriales,
llamados espacios de Kothe-Bochner.

Uno de nuestros objetivos es describir en términos de medidas vectoriales los
operadores lineales y continuos que tienen como espacio de salida los espacios
de Kéthe-Bochner, y como llegada un espacio de Banach arbitrario. Con esa
intencién exponemos las definiciones y propiedades bésicas de estos espacios,
asi como otras propiedades relacionadas con el desarrollo posterior del trabajo.
Una referencia sobre este tipo de espacios de funciones vectoriales es [88].

Definicién 1.50 Sea E un espacio de funciones de Banach (como en 1.4) y X
un espacio de Banach arbitrario.
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Para cada funcion f:Q — X, se denota por ||f||x : Q@ — [0,00] la funcidn

1fllx (w) = 1 (w)l|x-

El espacio de Kdthe-Bochner se define por
EX)={f:Q— X : fmedible, ||f||x € E}.

En estos espacios también vamos a destacar los importantes subespacios de la
“parte absolutamente continua” y “clausura de las simples”, que denotaremos
por E(X), vy E(X)p. Es decir, E(X), estard compuesto por las funciones
medibles f de E(X) de manera que | fxa,||px) — 0 para cualquier sucesién
A, % @ (ver p. 24). Por su parte se entenderd por F(X), la clausura del
conjunto de las funciones simples vectoriales.

Se puede comprobar facilmente la relacién E(X), = E,(X). Sin embargo en
el otro caso se puede ver que E(X), C Ep(X), siendo la igualdad entre ambos
falsa, por ejemplo, si E = L*°(m,[0,1]) y X cualquier espacio de dimensién
infinita.

Sin embargo,

Lema 1.51 Si E es un espacio de funciones de Banach con norma absoluta-
mente continua y X es un Banach, entonces el conjunto de funciones simples
es denso en el espacio de Kthe- Bochner E(X).

Prueba: En efecto, el teorema de Egoroff nos proporciona para cada § > 0
una sucesién de funciones simples vectoriales (s,,), de manera que ||s,|x <
If|lx para cadan € N. Ademds s, — f uniformemente en cierto medible Q\ A
donde A es tal que p(A) < §. La desigualdad

1f = snllecx) <N = sa)xallecx) + 20 lecollxalle

muestra que podemos encontrar una funcién simple tan cercana a f para la
norma de E(X) como se desee (véase el papel crucial de la relaciéon E = E,).
O

La propiedad (J), definida en principio para espacios de funciones escalares,
también puede verse extendida a espacios de funciones vectoriales, dandose
ademds el caso de ser satisfecha por los espacios de Kéthe-Bochner F(X) siempre
que E sea invariante por reordenamiento (o bien posea la propiedad (J) en si
mismo). La prueba es consecuencia del caso escalar y de la desigualdad integral
de Minkowski. También resulta del caso escalar la igualdad

[flex) = sup{l[Ex([f()lx)l[e : ™€ Da}

para toda f € E(X), con las mismas observaciones que en ese caso se hacfan
(ver p. 29).

Los espacios de Kéthe-Bochner estan siendo objeto de estudio en la ltima
década, principalmente en su vertiente geométrica, destacando los trabajos de
A. Kaminska [Kam]| (sobre nociones como son el tipo y cotipo de Rademacher, la



1.6. Sobre espacios de Kothe-Bochner 41

p-convexidad y g-concavidad, y la p-estimacién superior y g-estimacién inferior)
y de J. Cerda, H. Hudzik y M. Mastyto [30] (sobre propiedades locales, como
puntos LUR, puntos expuestos y fuertemente expuestos, puntos “smooth”, pun-
tos locamente uniformemente monétonos), ademéds de [63, 64, 57, 53, 54, 70, 103,
104, 28, 29, 33] y otros, siendo [45] un trabajo pionero. Trabajos recientes
relativos al estudio de compacidades en estos espacios son [34, 39, 94, 95],
mientras que en [48] se da una respuesta a la pregunta originada en [22] acerca
de cémo una propiedad que comparten un espacio de funciones de Banach E y
un espacio de Banach arbitrario X pasa al espacio de Kéthe-Bochner formado
por ellos E(X), y viceversa. Otro trabajo en esta linea es [23]

Como se muestra en la proposicién 1.17, las medidas vectoriales han servido
para describir operadores lineales y continuos desde un espacio de Lebesgue a
otro espacio de Banach. Con la generalizacién de la p-variaciéon dada por N.
E. Gretsky en [Gret], operadores lineales y continuos con espacio de partida un
espacio de funciones de Banach han sido descritos en términos de medidas. En
[GrUh] se trata con espacios de operadores lineales y continuos con espacio de
partida un espacio de Kéthe-Bochner y llegada un espacio de Banach arbitrario,
obteniendo, como caso particular, la descripcion del dual de estos espacios en
funcién de las medidas. Asi pues, se obtienen teoremas en los que los operadores
lineales y continuos desde un espacio de Kothe-Bochner en un espacio de Banach
se representan mediante integrales (de Bartle) de medidas vectoriales cuya p-
variacion es finita. Se obtienen isomorfismos que se convierten en isometrias
cuando la norma del espacio de funciones de Banach correspondiente satisface
la (SFP).

En la escuela rusa destacan los trabajos de A. V. Bukhvalov [19, 20, 21, 24]
y el de A. V. Bukhvalov y G. Ja. Lozanowskil [25].

De entre la gran cantidad de resultados que existen en la literatura actual
sobre la geometria de espacios de Kéthe-Bochner, extraemos, en uno sélo, dos
teoremas de [Kam], bésico para la prueba del célculo explicito que se realiza en
esta memoria del tipo y cotipo de Rademacher de una familia de espacios de
sucesiones: los espacios de sucesiones de Nakanos vectoriales (ver p. 119).

Teorema 1.52 ([Kam)]) Sea E(X) un espacio de Kéthe-Bochner, y sea g > 2.
Si E es q-cdncavo y X tiene cotipo q, entonces E(X) tiene cotipo q.

Sea E(X) un espacio de Kithe-Bochner, y sea 1 < p < 2. Si E es p-convezo
y r-céncavo para algin r < oo, y X tiene tipo p, entonces E(X) tiene tipo p.






Capitulo 1I

Medidas de F-variacion
finita

2.1 Introduccion a la E-variacién

Sea (2, %, 1) un espacio de medida positiva finito y completo, y X un espacio
de Banach arbitrario. Consideremos una funciéon de conjunto F : ¥ — X
finitamente aditiva. Remitimos al lector a las paginas 7 y 10 para recordar los
conceptos de variacién total y p-variacion de una medida vectorial.

Es obvio que la expresién

(Y (IIF >X) e Do

Aem

equivale a

EDlx e repa) ()

sup(| 32 IELA

Aem ,LL(A

y logra expresar la p-variacién de la medida F' como supremo de normas en
el espacio LP de funciones simples relacionadas con F (a cada una de estas
funciones simples se le suele llamar funcién proyeccién de F' sobre la particion
7). Los espacios de funciones de Orlicz L® podian dar lugar, de forma similar
al caso Lebesgue, a una ®-variacidn, y ello se desarrolla en [115]. La definicién
de ®-variaciéon que presenta en dicho trabajo ya contiene la filosofia de la
proyeccién de las medidas en funciones simples, aunque no utiliza una expresion
paralela a (*) para normar el espacio de medidas, sino que usa las normas de
Luxemburg y Orlicz, propias de este tipo de espacios de funciones. Sin embargo,
una breve comprobaciéon demuestra que la norma de Luxemburg alli descrita se
corresponde, exactamente, con la adaptacién de la definicién (*) al caso Orlicz.

Esta idea es, sin duda, el punto de partida de una generalizacién que vendria
de la mano de N. E. Gretsky en [Gret] y continuaria pocos afios mds tarde en
el articulo de N. E. Gretsky y J. J. Uhl [GrUL].

43
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J. J. Uhl contina en [115] con teoremas de representacién de operadores con
dominio en un espacio de Orlicz de funciones vectoriales, dualidad de éstos, y
otros relativos a la (RN P), etc. (para una consulta sobre espacios de Orlicz se
puede acudir al articulo de W. Orlicz [97] o a [66, 62] entre otros).

En la tesis de licenciatura [42] se hace un repaso a la teorfa de los espacios
de Orlicz y a las medidas vectoriales de ®-variacién finita, describiendo las
relaciones entre espacios de medidas y operadores lineales y continuos (como
en [115]) e incluyendo la clase de operadores de Dinculeanu ([116]). Ademds
se prueba la equivalencia entre la ®-variacién dada en [115] y la expresién
(inspirada en la definicién 1.14 o bien en la norma de Orlicz existente en esta
clase de espacios)

sup{D_ laal|F(A)lx : 7€ Do, [| Y aaxals <1},
Aem Aem

donde ¥ es funcién complementaria de ® en cierto sentido (no entramos ahora
en la teorfa de espacios de Orlicz).

Un afio después de la aparicién del articulo de J. J. Uhl [115], aparece en
“Memoirs of the American Mathematical Society” un trabajo de N.E. Gretsky
titulado “Representation theorems on Banach function spaces” [Gret], que cons-
tituye el grueso de su tesis doctoral. En este trabajo se presenta una introduccion
sobre los espacios de funciones de Banach, mientras que los problemas conside-
rados son la obtencién de representaciones integrales para operadores lineales
y continuos que parten: (1) de un espacio de Banach arbitrario y llegan a un
espacio de funciones de Banach, o (2) de un espacio de funciones de Banach a un
espacio de Banach arbitrario. Con este fin, Gretsky introduce los conceptos de:
(1) p-variacién acotada para medidas vectoriales con valores en un espacio dual,
y (2) p’-variacién acotada para medidas vectoriales. Con ellos puede describir
en términos de medidas los espacios duales de espacios de funciones de Banach
escalares, mientras que para la representacion de operadores lineales y continuos
debe restringir la familia de espacios de funciones de Banach a una subfamilia,
determinada por una condicién de acotaciéon uniforme de promedios.

La nueva variacién, que toma como referencia un espacio de funciones de
Banach con la citada propiedad de acotacién uniforme (ver capitulo 1), toma la
forma

_ IF(Dlx .
|Fl, = SUP{P(AXG; WXA) : ™€ Do}

donde p(-) representa la norma en el espacio de funciones. Esta mantiene
la apariencia de supremo de las normas de funciones simples en el espacio
correspondiente. Las cuestiones relativas a la representacién de operadores
lineales y continuos como integrales de medidas, la dualidad de espacios de
funciones de Banach con valores vectoriales (Kéthe-Bochner), nuevas equivalen-
cias de la (RN P), etc., mantienen vigencia ([Gret, GrUh, 67]), probando que
su teoria contiene una generalizacion correcta de los conceptos clasicos.

Ms4s adelante, N. E. Gretsky y J. J. Uhl continan el trabajo en [GrUh] donde,
ademas de completar teoremas de representacion, caracterizan el espacio dual
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de muchos espacios de funciones de Banach vectoriales, cosa que aplican para
caracterizar espacios cuyos duales sean también espacios de funciones de Banach
vectoriales.

El éxito de esta generalizacién radica en la propiedad (J) que se asume sobre
los espacios de funciones de Banach (ver p. 29).

En nuestro caso, F denotard siempre un espacio de funciones de Banach
definido sobre el espacio de medida positiva finito y completo (€2, 3, u), tal y
como se define en 1.23, que satisface la propiedad de Fatou fuerte (SFP).

Tras esta introduccién, la definicién que se propone para la variacién de una
medida vectorial en espacios de funciones de Banach arbitrarios es la siguiente.

Definicién 2.1 Sea E un espacio de funciones de Banach arbitrario definido
sobre (2,%, 1) y X un espacio de Banach cualquiera. Para cada medida F :
Y. — X finitamente aditiva definimos la E-variacion como

Fls = sup{ 3 aa [P« 7€ Do | Y anxaller < 1},
Aer Aem

donde E’ es el espacio asociado a E y Dq representa el conjunto de particiones
finitas de Q. Se dird que una medida F tiene E-variacion acotada (o finita)
st |F|g < oo. Definimos el conjunto Vg(,%, u, X) como el de las medidas
F: ¥ — X finitamente aditivas, absolutamente continuas respecto de la medida
w y de E-variacidn acotada. Se denotard por Vg(u,X) o bien Vg(X) para
abreviar cuando no haya lugar a confusion, y le llamaremos espacio de medidas
de E-variacion finita.

Cuando un espacio de funciones de Banach satisface la propiedad (J), esta
variacién coincide exactamente con la dada en [Gret, GrUh] (ver p. 72).

2.2 Propiedades basicas
Un lema previo recoge propiedades inmediatas de la definicion.

Lema 2.2 En las condiciones de la definicion previa se tiene que:
(1) Sean F € Vg(X) y s = 27:1 a;xa; una funcion simple. Entonces

Dol IF(A)] < |F|slls] e
j=1

(2) Sea F € Vg(X). Entonces F tiene variacion total finita.

(3) Si E' tiene norma absolutamente continua y F es una medida con |F|g < 00,
entonces F' es p-continua.

(4) Si E1 C Es, entonces Vi, (X) C Vg, (X).

Prueba: (1) es inmediato de la definicién usando la funcién simple ms.
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2) Sea A un conjunto medible, y {A4,;}"_; (n € N) una particién arbitraria
JJ5=1
de A. Entonces por (1),

Z | F(A) < |Flg HZXA e = |[FlE Ixallp < oco.
j=1

Con lo cual tenemos la estimacién |F|(A) < |F|g|lxall g -
(3) Sea A un conjunto medible cualquiera. Aplicando la parte (1) con la
funcién simple x 4, tenemos la desigualdad

IEMx < [Flzllxalle-

La hipdtesis sobre E’ equivale a la condicién de limite

lim XA|EB = 0,
il
por lo que
lim [|F =0
1P
y por tanto F' < u.

(4) La relacién de contenido entre dos espacios de Banach incide en una
desigualdad de normas (ver teorema 1.24), que se invierte en los respectivos
asociados (p. 24). Asi, existe una constante C' > 0 de manera que [|f||g; <
C||fllg, para cada funcién f. Usando una funcién simple arbitraria s como en
la parte (1) tenemos

ZI%I I1E(A)x < [Flellsle; < ClF|g, |5l

Por tanto |F|g, < C|F|g,. O

Ejemplos 2.3 Los ejemplos de espacios de medidas que se acogen a esta defi-
nicién son los conocidos VP(X) y V®(X) parap € [1,00] y ® funcion de Young.

Proposicién 2.4 (Vg(X),|-|g) es un espacio de Banach.

Prueba: Las propiedades de norma para | - |g son facilmente comprobables.
Para ver que la completitud tomamos una sucesién de Cauchy arbitraria {F,, }52 4
en Vg (X). Paracada A € ¥ tenemos que { F},(A)}52; es una sucesién de Cauchy
en el espacio de Banach X, y por tanto convergente, pues

||Fn(A) —Fn(A)x < ||XAHE’|Fn — Fulp.

Entonces podemos definir la funcién de conjunto finitamente aditiva F' como
limite puntual F'(A) := lim,, F},(A4), que resulta ser numerablemente aditiva y
p-continua (ver [DiUh, p. 24]).
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Para probar la convergencia observamos primero que si s = >, @axa es
una funcién simple con ||s||g- < 1, entonces

dim Y Jaal || Fn(A) = F(A)||x = 0.
Aem

Procedemos ahora por reducciéon al absurdo y suponemos que existe un gy >
0 de manera que para cada k € N existe un ny > k y una funcién simple
SEp = ZAkEwk A, XA, tales que

g0 < Y laal 1Fn (Ar) = F(AR)|x-
AgEmy
Si se toma k = n(% ), procedente de aplicar la definicién de sucesiéon de Cauchy

a {Fp}, con ¢ > 0, encontramos un nj > k y una funcién simple s =

> Aer @axa concreta con ||s||pr < 1y satisfaciendo las desigualdades

g0 < ) laal |Fuy(4) = F(A)llx

Aem
<Y aal 1F (A) = Fn(A)lx + > laal [Fn(A) — F(A)||x
Aem Aem

para cualquier m > n(%)

< |Foy = Falp + ) laal [Fn(4) = F(A)||x

Aer
€
<5+ D laal l1En(4) - F(A)llx.
Aem
Por tanto -
> laal |IFn(A) — F(A)|x > >

Aem

I

), lo cual contradice la observacién hecha anteriormente.
X)y F € Vg(X) pues

para todo m > n(
Asi, F,, — Fen Vg

—~N

O

El lema 2.2 nos dice que si F' es una medida vectorial de Vg(X), entonces
la medida variacién total de F' es también una medida finita y p-continua
como F. Se plantea el cdlculo de la E-variacién de la medida positiva |F|,
siendo la respuesta sencilla y satisfactoria, obteniéndose ademaés resultados que
serviran para probar relaciones entre espacios de medidas y de operadores o de
funciones. La idea de involucrar a la medida variacién total aparece en [Blsc]
y [12] en contextos de espacios de medidas de p-variacién y ®-variacién finita,
respectivamente. En efecto, la prueba del siguiente lema es similar a la de [Blsc,

p. 5].
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Lema 2.5 Para F € Vg(X) tenemos que

|F|lg = sup{z laal |[F|(A):  m€D,| Z aaxalle <1}
Aer Aem

Un corolario importante de esa reescritura de la norma en Vg(X) es
Proposicion 2.6 Son equivalentes:
o ['c VE(X),

o FExiste ¢ >0, ¢ € E tal que
i) = [ edu, Aex
A

Ademds ||pllg = |F|E-

Prueba: Si F € Vg(X), la funcién de conjunto |F| es finita y p-continua.
Por tanto existe una funcién ¢ € L' que sera no negativa y que representa a |F)|
en la forma que expresa el enunciado (teorema de Radon-Nikodym). Ademds,
como E se toma con la (SFP),

lelle = sup{ [ e¢du: |l <1}

Aproximando el supremo con funciones simples y aplicando la relacién entre ¢
y |F| se tiene que

ez =sup{d _ |aal [FI(A): meD, | Y aaxalls <1} =|F|p.
Aem Aem

Nétese que la supresién de la (SFP) implicarfa la relacién |F|g = ||¢|g~, es
decir, la existencia de un v con 0 < v < 1 tal que v||¢|lg < |F|e < |l¢llE-

Si ¢ es como se describe en el enunciado, entonces se obtiene facilmente que
F es medida de Vg(X). O

Esta sencilla proposiciéon nos ensena una nueva forma de definir los espacios
Ve(X). Una medida F : ¥ — X pertenece a Vg(X) cuando es u-continua y la
medida positiva |F| : ¥ — [0,00] es, tal y como se expresa en la proposicion,
una funcién del espacio de funciones de Banach F.

Como se observa en la proposicién 1.4, las funciones vectoriales integrables
Bochner dan, de forma natural, lugar a unas medidas vectoriales que gozan de
buenas propiedades como son las de ser p-continuas y tener variacion total finita.
Esta proposicién se puede rescribir de la siguiente forma: Sea A\; : L'(X) —
V1(X) el operador que asigna a cada funcién vectorial integrable f la medida
vectorial Fy (para la notacién ver p. 2). Entonces A; es un operador lineal y
continuo. De hecho, la proposicién 1.4 afirma que \; es una isometrfa de L' (X)
en su imagen, A1 (L'(X)).

Usando esta misma notacién se ha probado, en el caso Lebesgue, que la
aplicacién A, : LP(X) — VP(X) para 1 < p < 0o es también una isometria en la
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imagen, y en el caso Orlicz que \g : L?(X) — V®(X) para ® funcién de Young
es, a su vez, isometria en la imagen ([115, 42]).

La cuestién de si el operador es una isometria biyectiva o no, en cada uno
de los casos, se ha resuelto con la propiedad de Radon-Nikodym (RNP) (ver
p. 14). En el caso general se tiene el mismo resultado, recogido en la siguiente
proposicién.

Teorema 2.7 Sea E(X) un espacio de Kithe-Bochner. Sea la aplicacion

Mg E(X)— Vg(X)
f— Fy

donde se sigue la notacion de la proposicion 1.4. Entonces:
o \p es una isometria lineal, es decir, E(X) C Vg(X) isométricamente.
e A\ es biyectiva, es decir, BE(X) = Vg(X), si y sdlo si X € (RNP).

Prueba: Si f es integrable Bochner y Fy(-) = f(.) fdu, entonces |Fy|(-) =
f(.) |l fllxdp. Dado que | f|lx € E, 2.6 nos da que Fy € Vg(X), y ademds
[yl = 111 s = 1 -

Supongamos ahora que X € (RNP). Cualquier medida F' € Vg(X) es p-
continua y de variacién total acotada sobre los medibles de medida finita, por
lo que existird f € L'(X) tal que F(A) = [, fdu. La proposicién 2.6 implica
que f € E(X), dado que |F|() = [ ||l xdj

Reciprocamente, si Ag es biyectiva, veamos que todo operador T : L' —
X lineal y continuo es representable por una funcién g € L*°(X) (hecho que
caracteriza que X € (RNP)).

Para esto tomaremos como espacio de medida el intervalo [0, 1] con la medida
de Lebesgue. Sea entonces T : L' — X operador lineal y continuo. Definimos
la medida G : ¥ — X por G(A) := T(xa) para cada medible A. Dado que
IG(A)|lx < ||IT|lm(A), G es evidentemente p-continua, y de hecho pertence al
espacio V*°(X) por cumplir

1G(A)llx
G|y oo =sup ———~—— < [|T]| < c0.
IGlly=x) = sup 1= ZEX <7

Por la inclusién V(X)) = Vi« (X) C Vg(X) y la isometria biyectiva Vg(X) =
E(X), tenemos una funcién g € E(X) C L'(X) de manera que G(A4) = [, gdu
para todo medible A. Usando el teorema de diferenciacién de Lebesgue,

1 t+h
lim 7 / g(s)ds
¢ X

= lim

IG([t, t + Rl x
h—0 h

lg@®)llx = || lim <7

para casi todo t € [0,1]. Asi, g € L™(X) y T(p) = [, pgdp para toda ¢ € L,
con lo que X € (RNP). 0O

Quedan como corolarios de este resultado los concernientes a casos concretos
de espacios de Kéthe-Bochner clasicos.
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Corolario 2.8 Sea 1 < p < o y ® una funcion de Young, correspondiente,
respectivamente, a los espacios de Lebesque-Bochner y Orlicz-Bochner. Entonces:

o [P(X)=VP(X) siysdlosi X € (RNP)vy
o L?(X)=V®(X) siysdlo si X € (RNP),

donde la igualdad viene dada por la isometria definida anteriormente, particu-
larizada a cada caso.

2.3 [FE-semivariacion y su conexion con los ope-
radores lineales y continuos

En este punto atendemos al clasico concepto de semivariaciéon de una medida
vectorial, y a su extension, la p-semivariacion. Este contexto es el méas apropiado
para relacionar las medidas vectoriales con operadores lineales y continuos.

Definicién 2.9 ([GrUh]) En la situacion de la definicion 2.1, para cada F :
Y. — X medida finitamente aditiva definimos la E-semivariacion como

IFllp = sup{l S aaF(A)lx : 7€ Do, | S aaxale <1k
Aem Aem

Se dird que una medida F tiene E-semivariacion acotada (o finita) si ||F|g <
oo. Definimos entonces el conjunto Vg (2, %, u, X) como el de las medidas F :
¥ — X finitamente aditivas, absolutamente continuas respecto de la medida v y
de E-semivariacion acotada. Se denotard por Vg (X) para abreviar cuando sea
posible y se le llama espacio de medidas de E-semivariacion finita.

La completitud del nuevo espacio de medidas se puede comprobar de manera
similar a 2.4.

Proposicién 2.10 (Vg(X),||||z) es un espacio de Banach.

La inclusién Vg (X) C Vg(X) —para cada E espacio de funciones de Banach
E y X Banach arbitrario—es trivial de la definicién por la desigualdad triangular
de la norma de X.

Sea M(£2, X) el conjunto de medidas F : ¥ — X finitamente aditivas, S el
conjunto de funciones simples y L(5, X) el conjunto de operadores lineales de
S en X. Sea el operador A : M(2,X) — L(S,X), de manera que para cada
medida F, el operador A(F) = Tr acta mediante la relacién: Tr(xa) = F(A)
para todo A € 3, y queda extendido por linealidad a S. Esta relacion se observa
biunivoca, y es el marco general para la préxima proposicion.

Proposicion 2.11 Sea E es un espacio de funciones de Banach y X un espacio
de Banach. Entonces

o V(X)) C L(Ey, X) isométricamente.
L] VE/(X) = L(Eb,X) St Ea = Eb,
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Prueba: La isometria entre estos espacios es una restriccién, tanto en dominio
como en imagen, del operador A antes mencionado.

(I) Por la densidad de las funciones simples en Fy, si F € Vg (X)

ITe ] = sup{|l D aaF(A)llx : 7 € Do, | Y aaxalle <1} = ||F||s
A€em Aem

y por tanto Tr estd en L(Fp, X).

(IT) Sea T un operador de L(Ep, X). Es claro que la funcién de conjunto
Fr, antiimagen por A de T, es aquella que cumple Fr(A) = T(xa) para todo
A € ¥, que es, ademas, finitamente aditiva y por (I) cumple que ||Fr|| g = ||T|.

La condicién E, = E} es la que implica que Fr es p-continua (y por tanto
numerablemente aditiva), pues

[Fr(A)| < Tl [[xalle
para todo A € 3. |

El isomorfismo L(X,Y*) = (X®,Y)* que existe para espacios de Banach
arbitrarios X,Y nos proporciona el siguiente corolario.

Corolario 2.12 Sea E es un espacio de funciones de Banach y X un espacio
de Banach. Entonces

o Vi (X*) C (Ey®,X)* isométricamente.
o Vi (X*) = (BEy®.X)* si By = Ep.

Como se puede observar en la prueba de la proposicién anterior (y como se
comenta en [GrUh, p. 266]), la relacién entre medidas y operadores es un simple
cambio de contexto, ya que la E-semivariaciéon de una medida F' es exactamente
(incluso en su apariencia) la norma del operador lineal asociado. Por tanto, si
se desea obtener un espacio de medidas vectoriales que describa el espacio de
operadores correspondiente, pero que tenga una identidad independiente de éste,
se debe obtener una nueva expresion de la norma. Esta resulta ser la esperada
(de los contextos cldsicos), manteniendo su validez en contextos mas generales.

Proposicion 2.13 Sea F medida con valores en un espacio de Banach X.
Entonces

[Flle = sup [¢"F|g,
e[ <1

donde zx € X* y x*F es la medida escalar resultante de componer F con
el funcional x*. En consecuencia, se podria redefinir el espacio Vg(X) como
aquel formado por las medidas finitamente aditivas que son p-continuas y con
la condicion |x*F|gp < 0o para cada z* € X*.
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Prueba: Sean x* € X* con [|2*[| <1y s=),.. @axa una funcién simple
con ||s||gr < 1. Entonces

AZ |aal [z*F(A)] :AZ aal [(F(A),z7)]
K = Aze; [(aaF(A),z")| =
- §<€AaAF(A),x*>

<[IY " eaaaF(A)| < ||F|s,
Aem

donde £4 son signos (o nmeros complejos de médulo 1) convenientes. Por lo
tanto ||[F|lp > supj,« <1 |7° F|g.

Para la otra desigualdad podemos suponer que ||[F||g < co. Sea e > 0
arbitrariamente pequeno. Entonces existe una funcién simple s =, aaxa
con ||s]|gr <1 de manera que

IS auF(A)| < ||IF)s - <.

Aem 2
Para el vector ), aaF'(A) € X y § > 0 existe 2 € X* de la bola unidad
tal que
* €
(Y- aaF(A)a")| = || D aaF(A)]| - 5.
Aem Aen

Es inmediato de ahi que |z*F|g > ||F||g — ¢, y la conclusién de la prueba. En
el caso que |F||g = oo, se prueba ficilmente que también es oo el supremo en
cuestion. 0

2.4 FE-variacion y su conexion con los operadores.
Dualidad de los espacios de Kothe-Bochner

El proposito de este apartado es poner de manifiesto las relaciones entre
espacios de medidas y de operadores lineales y continuos (vistas en el apartado
anterior con el uso de la E-semivariacién) en el caso de trabajar con las medidas
de E-variacién finita.

Para este fin debemos extender primero el concepto de clase de Dinculeanu
que existe en el contexto de los espacios de Lebesgue (p. 4) o de Orlicz ([42, 116])
al contexto general de los espacios de funciones de Banach. Otra clase de
operadores que ha dado resultados en torno a los espacios de medidas vectoriales
y de funciones arménicas vectoriales es la de los operadores cono absolutamente
sumantes (también llamados operadores positivamente absolutamente sumantes).
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Dado que toda medida vectorial de E-variacion acotada es de F-semivaria-
cién acotada, el operador Tr asociado a una medida F' de Vg(X) es lineal y
continuo (ver proposicién 2.11). El lema que sigue nos caracteriza, mediante una
propiedad de acotacion, aquellos operadores lineales y continuos de un espacio
de funciones de Banach en un espacio de Banach arbitrario, tales que estdn
asociados a medidas de E-variacién acotada.

Proposicion 2.14 Sean E un espacio de funciones Banach y X un espacio de
Banach. Son equivalentes:

] FEVE(X)
o Tr € L(E;, X) y existe p > 0, ¢ € E tal que

ITe(6)]|x < /Q | Bleodys

para toda ¢ € Ej.

Ademds, se podria escoger ¢ con ||¢|lg = ||Flle

Prueba: Si F' € Vg(X) podemos hacer uso de la proposicién 2.6 para obtener
la funciéon 0 < o € E. Sea s = ), aaxa una funcién simple con ||s| g < 1.
Entonces

ITr(s)lx =1 D aaF(A))x

Aem
<Y laal [FI(A)
Aer
:/(Z laalxa)edp
Q2 Aer

:/ s| pdp.
Q

La densidad de las funciones simples en E; prueba lo deseado.
Reciprocamente, si F' es una medida finitamente aditiva con valores en X y
A € 3, la hipétesis da

IF(A)x < /A wdp,

lo cual nos conduce, en primer lugar, a que F' < u, puesto que ¢ es integrable y
la integral de Lebesgue es absolutamente continua. En segundo lugar, se deduce
también que |F|(A) < [, pdu, e inmediatamente que |F|g < [|¢||g por lo que

El operador J, : LP(X) — L(L*,X) que se mencionaba en la pagina 6
encuentra una ampliacion a los espacios de funciones de Banach. Ahora tenemos

un operador Jg : E(X) — L(E',X) para cada espacio E de manera que si
f € E(X), entonces el operador dado por

JE(f)(g)=/Qfgdu geFE
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es lineal y continuo. Para ahondar en la estructura de dicho operador precisamos
de la extensién del concepto de la clase de Dinculeanu (ver p. 4).

Definicién 2.15 (La clase de Dinculeanu) Sea E un espacio de funciones
de Banach y X un espacio arbitrario. Se define la clase de Dinculeanu D(E}, X)
a la formada por los operadores lineales T de Ej en X de manera que

ITlle = sup{>_ laal IT(xa)llx : 7€ Do, || > caxals <1}
Aem Aem

es finito. Se tomard |||-|||g como norma en este espacio.

Nétese la restriccién que sufre el espacio inicial en la clase de Dinculeanu, dado
que la expresién de la norma se reduce al supremo en el conjunto de funciones
simples. La desigualdad ||T|| < |[||T|||g es trivial, por lo que D(E},X) C
L(E;, X).

Una vez introducida la clase de Dinculeanu para espacios de funciones de
Banach se va a probar cémo el espacio de Kothe-Bochner E(X) se introduce de
manera isométrica en D(E;, X) mediante el operador Jg.

Proposicion 2.16 Sea E un espacio de funciones de Banach y X un espacio
de Banach arbitrario. Entonces E(X) C D(E},X) de manera isométrica via el
operador Jg.

Prueba: Para cada f € E(X), sea s =) .. @axa una funcién simple con
Is]lzr < 1. Entonces debemos considerar la cantidad

3 Jaal H/ fulx.
Aem A

Partiendo los medibles A € m de manera adecuada, y pensando en el concepto
de la variacion total, no es dificil darse cuenta de que

17 (e = sup{d IOZAI/AIIfHXdu : w€ Do, ||y aaxale <1}

A€em Aem

sup{ /Q (3" laalxa)lflxdn = 7€ Da, | aaxaller < 1)

Aem Aem

1l B
Con lo cual queda probada la afirmacién. O

En [12], O. Blasco caracteriza los operadores de la clase de Dinculeanu
D(LP, X) como aquellos que cumplen una desigualdad como la planteada en
2.14, donde los operadores ocupan el lugar de las medidas. Aqui vamos a obtener
la caracterizacion similar, de los operadores de la clase de Dinculeanu D(E;, X),
como consecuencia de una relaciéon previa entre el espacio de medidas y la clase
de Dinculeanu.
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Proposicion 2.17 Sean E un espacio de funciones Banach y X un espacio de
Banach. Entonces:

o Vi/(X) C D(Ey, X) isométricamente.

L] VE/(X) = D(Eb,X) St Ea = Eb.

Prueba: La primera parte es trivial de la expresion de las normas en ambos
espacios. La segunda parte se prueba como la proposicién 2.11. O

Como corolario obtenemos una caracterizacion de los operadores de la clase
de Dinculeanu para ciertos espacios E.

Corolario 2.18 Sean E un espacio de funciones Banach tal que B, = Ey, y X
un espacio de Banach. Son equivalentes:

o T € D(Ey, X).
o T'e L(Ey, X) y existe p >0, ¢ € E' tal que

IT(@)x < /Q | Bleodys

para toda ¢ € Ey.

Ahora vamos a tratar con el subespacio de L(E, X) de los operadores cono
absolutamente sumantes (ver definicién en p. 5). O. Blasco usa esta clase
de operadores en [6] para encontrar una descripcién del espacio de funciones
arménicas vectoriales hh (RH).

Escribimos el siguiente resultado, comentado en los preliminares, pues va a
ser usado como referencia.

Proposicién 2.19 ([111, p. 244]) Sean E un reticulo de Banach y X un
espacio de Banach. Sea T € L(E,X). Entonces equivalen:

o Tl (E,X).
o FEriste e* € E* positivo de manera que
[Tellx < (e, el)
para todo e € E.
Ademds, se puede tomar e* con |e*|| g+ = ||T||m1.+.

Pasamos ahora a establecer la conexién entre los operadores cono absoluta-
mente sumantes y las medidas de F-variacién finita.

Teorema 2.20 Sea E es un espacio de funciones de Banach y X un espacio
de Banach. Entonces

o Vi/(X) Cc IMT(Ey, X) isométricamente.

o Vi (X) =TIV (Ey, X) si E, = Ey.
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Prueba: El operador que a cada medida F' asocia un operador Tx es el de
2.11.

Si usamos conjuntamente 2.14 y 2.19, tenemos que F' € Vg, (X) si y sélo si
el operador Tr cumple una acotacién del tipo

Mwwuséﬂmm:wkm VecE

para cierta funcién ¢ no negativa de E’. Esta desigualdad implica (y caracteriza
si E, = Ej, pues todo elemento de E* serfa de E’) que Tr es cono absolutamente
sumante.

Asf pues, sélo queda ver la relacién de normas. Por un lado, si F' € Vg (X) y
€1, ..., e, son elementos no negativos del reticulo E tales que || Y, _; exl|p < 1,

n

S ATr(en)llx < (e > ex) < llelle-
k=1

k=1

Por tanto | Tr||m.+ < |F|g. Por otro lado, dado que T € II%F(Ey, X) existe
e* € E* positivo con ||e*||g+ = ||T||m.+ tal que

[E(A)llx = ITr(xa)llx < (%, xa)

para todo A € 3. Con ello se deduce que

|Flp <sup{(e*, > |aalxa) : 7€ Da, [| > aaxale <1}
Aem Aem

< |le*|le

= I Te [+

y se consigue la inclusién isométrica. Si E, = E, y T € IIYF(Ep, X), por la
proposicién 2.19 y dado que la hipédtesis implica (Ep)* = E’ ([BeSh, p. 20]),

waswmﬂ:/MwM e € B,
Q

con ¢ € E'. La funcién de conjunto Fr dada por Fr(A) = T(xa) para A € &
cumple la propiedad de 2.14 y, por tanto, Fr € Vg/(X), con lo cual queda
probada la isometria biyectiva, pues F' = Fr,. 0

Es f4cil comprobar la inclusién II1+ (E,, X) C D(Ep, X) mediante la defini-
cién de las normas. La igualdad de ambos es trivial bajo la hipétesis £, = Ep,
puesto que ambos coincidirfan con Vg (X).

Uno de los objetivos principales del estudio de los espacios de medidas
vectoriales es su capacidad de describir el espacio dual de espacios de funciones
vectoriales, como ha sucedido en los casos cldsicos. En este apartado pretendemos
describir el espacio dual E(X)* de un espacio de Koéthe-Bochner en términos
de medidas vectoriales de E’-variacién acotada. Esta descripcién se ha hecho
de manera excelente en este mismo contexto por N. E. Gretsky y J. J. Uhl en
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[GrUh], donde se imponia una hipétesis sobre la norma en el espacio de funciones
de Banach, a saber, la propiedad (J) (ver p. 29). Esta restriccién se hacia
necesaria por la definicién que hacen de la E-variacién ([Gret, GrUh]). También
se ha ocupado de este tema la escuela rusa, usando espacios de funciones
medibles con valores vectoriales abstractos. El trabajo més destacable es [20],
de A. V. Buhkvalov, siendo [19, 21, 22, 23, 24] y [25] otros trabajos de mencién
en esta linea.

Como se va a ver en la prueba del primer resultado de dualidad, el espacio
de funciones que podemos atrapar estd limitado a E(X);. No se trata de una
limitacién fuerte, dado que en la mayoria de supuestos se requiere la densidad
del conjunto de funciones simples.

Teorema 2.21 Sean E un espacio de funciones de Banach, X un espacio de
Banach y E(X) el correspondiente espacio de Kithe-Bochner. Entonces

o Vi (X*) C [E(X)p]* isométricamente.
o Vi (X*) = [E(X)]* si By = Ey.

Prueba: El operador A : Vg (X*) — [E(X)s]* acta como sigue: Para cada
F medida, A(F') = Tr se comporta mediante la relacién

Tr(xxa) = (z, F(A))

para todo z € X y A € ¥. Extendiendo por linealidad podemos definir Tr en
todo el conjunto de funciones simples, y por densidad se puede alcanzar a todo
E(X)y.

Veamos primero que Vg (X) estd isométricamente incluido en [E(X),]*, sin
hipétesis alguna sobre E. La siguiente cadena de desigualdades

ITrll = sup{| Y _(za, F(A)| : 7€ D, | Y zaxallox) <1} =

Aern Aem

—sup{ > e, F(A| -7 € D, |3 waxalloox < 1} =
Aer Aen

=sup{>_|aal [F(A)|lx- :7 €D, | Y aaxale <1}
Aem Aem

viene justificada, en la primera igualdad, porque se pueden retocar los x4 (con
signos o complejos de médulo 1) de manera que (x4, F(A)) resulta positivo.
Para la segunda igualdad se aproxima la norma || F(A)||x~ con vectores x4 de
norma 1 apropiados.

Para probar la biyeccién, sea ¢ € [E(X)p]* un elemento arbitrario. Sea
Fy: ¥ — X una funcién de conjunto definida como

(z,Fy(A)) = d(xxa)

para cada ¢ € X y para cada A € X. Es claro que Fj es la antiimagen por A de
¢, que es finitamente aditiva y que, por lo visto anteriormente, ||Fy| g = |||

*



58 Capitulo 2. Medidas de E-variacion finita

Si E, = E, es facil ver de la desigualdad

16 (A)llx- < 19lllIxalle

que se tiene para todo A € X, que Fy es numerablemente aditiva y p-continua,
con lo que Fy € Vi (X*) y A es isometria biyectiva. O

Corolarios inmediatos al resultado general son los siguientes:

Corolario 2.22 Sea E(X) un espacio de Kéthe-Bochner de manera que E tiene
norma absolutamente continua. Entonces E(X)* = Vg (X*).

Corolario 2.23 Sea E(X) un espacio de Kéthe-Bochner de manera que E tiene
norma absolutamente continua. Entonces E(X)* = E'(X*) si y sélo si X* €
(RNP).

Se remite al lector a la pagina 40 donde se indica que la continuidad absoluta
de la norma en un espacio de funciones de Banach induce la densidad del
conjunto de funciones simples en el espacio de Kothe-Bochner correspondiente.

2.5 F[X;Y, Z]-semivariacién

El concepto de E[X;Y, Z]-semivariacién engloba en uno solo a los conceptos
vistos de E-variacién y de E-semivariacién (si consideramos Y y Z como pa-
rametros que dan lugar a distintas semivariaciones). Se puede encontrar la
definicién de este concepto (reducido al contexto de los espacios de Lebesgue)
en el capitulo de preliminares (p. 10). Ahora se generaliza para obtener diversos
resultados generales.

Definicién 2.24 Se considera un espacio de funciones de Banach E y un espacio
de Banach X, que se pueda considerar como contenido isométricamente en el
espacio L(Y, Z), donde Y y Z son espacios de Banach.

Sea F : ¥ — X una funcion de conjunto finitamente aditiva. Se define la
E[X;Y, Z]-variacion de F como la cantidad

IFl|epxy.z) = sup{ll Y F(A)(ya)llz = m€ Do, | Y yaxale ) <1}
Aem Aer

Se puede abreviar con ||F| gry,z) cuando el espacio X sea el de los operadores
lineales y continuos L(Y, Z) con la norma de operadores.

Es fécil ver que |F|g = [|F||gix;x+x) ¥y que [|F||g = [|F||g;x;x,x]- De hecho,
siY y Z son como en la definicién previa, entonces

IFlle < IFllexiy,2) < |F|s.

Se observa de esta manera que la definicién de la E[X;Y, Z] es un conjunto
de definiciones (tantas como pares de espacios (Y, Z) para los cuales X sea
subespacio de L(Y, Z)). Tenemos ahora el correspondiente espacio de medidas
vectoriales.
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Definicién 2.25 Sea E un espacio de funciones de Banach y X un espacio de
Banach de manera que se puede considerar como subespacio del espacio L(Y, Z),
donde Y y Z son espacios de Banach.

Se define el espacio Vgix,y,7z1(, 3, 1, X) como el conjunto de las medidas
finitamente aditivas y p-continuas de manera que ||F|| gx,y,z) < oc.

Se puede abreviar la notacion con Vgy,z(X) cuando X = L(Y, Z).

Uno de los primeros objetivos para trabajar con este espacio es el calculo de una
expresion alternativa para la norma, que viene recogida en el siguiente lema.

Lema 2.26 Sean X,Y y Z espacios de Banach de manera que se puede consi-
derar X como subespacio de L(Y,Z), y E un espacio de funciones de Banach.
Sea F : ¥ — X una medida finitamente aditiva y p-continua. Entonces se tiene
que
IFllBxy,z1 = sup [2"F|g
llz=lI<1

donde z* € Z* y la medida z*F es aquella que toma valores en Y* verificando
2*F(A)(y) = (F(A)(y), z*) para cada A€c X ey €Y.

Prueba: Las siguientes igualdades se cumplen de manera elemental

I pixey,z = sup{ll Y F(A)(wa)llz :m€ D, | Y yaxallpy < 1}

Aerm Aen
=sup{|(D>_ F(A)(ya),2")| : 7 €D, | Y yaxale) <1, 7] <1}
Aem Aem
=sup{| Y (ya,2"F(A)|: 7 €D, | Y yaxallew <1, 7] <1}
Aem Aem
=sup{>_|aa| [z"F(A)|: 7€ D, | Y aaxale <1, ||z°] < 1}
Aem Aem

= sup [2*F|g.
fl=-ll<1

O

Con esta nuevo tipo de variacién de una medida vectorial presentamos un
resultado de medidas y operadores similar a los ya demostrados, pero que los
integra a todos, dada la gran generalidad del concepto.

Teorema 2.27 Sean E un espacio de funciones de Banach, X eY espacios de
Banach y E(X) el correspondiente espacio de funciones vectoriales de Banach.
Entonces

® Vex,y)(L(X,Y)) C L(E(X),Y) isométricamente.
(] VE’[X7Y] (L(X, Y)) = L(E(X)b,Y) St Ea = Eb.

Prueba: Definimos el operador A : Vg/(x yy(L(X,Y)) — L(E(X),Y) como
sigue: Para cada F medida, A(F) = Tr se comporta mediante la relacién

Tr(xxa) = F(A)(z)
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para todo z € X y A € X. Extendiendo por linealidad podemos definir Tr en
todo el conjunto de funciones simples, y por densidad puede alcanzar a todo
E(X)p como un operador lineal y continuo.

(I) La siguiente igualdad es directa

| Te|| = sup{]| Y F(A)(za)lly : 7€ D, [| Y waxallpx) <1} =
Aem Aem

= ”FHE’[L(X,Y);X,Y]-

Por tanto la primera afirmacién del teorema es obvia.
(II) Sea T € L(E(X)p,Y) un elemento arbitrario. Sea Fr : ¥ — L(X,Y)
una funcién de conjunto definida como

Fr(A)(X) = T(zxa)

para cada x € X y para cada A € . Es claro que Fr es la antiimagen por A
de T, que es finitamente aditiva y que, por (I), |Fr|z = ||T]-
Si E, = E, la desigualdad

I Fr (Al ox,yy < I1TIxallz, Aex

implica que Fr es p-continua, con lo que Fr € Vg/(x y) (L(X,Y)) vy A es una
isometria.

O

Es facil comprobar que los resultados 2.11 y 2.21 se obtienen como casos
concretos de éste.

Como se indica en [GrUh], la definicién del espacio Vgix,y)(L(X,Y)) para
tratar de resolver la representacion de los operadores de E'(X), en Y pasa por
la consideracién de tomar como norma propia del espacio Vgix,y(L(X,Y)) la
expuesta en el lema 2.26, ya que otra cosa seria pasar de medidas a operadores
sin més cambios que los notacionales.

2.6 Conexion con funciones armonicas

Como se indicaba en los preliminares, el espacio de medida base en este
apartado es (T, B,dt), donde T se puede identificar con el intervalo [—m, ),
B representa la o-algebra de los borelianos de T y dt representa la medida de
Lebesgue normalizada en T.

Las funciones armonicas vectoriales estan definidas en el disco D (identificable
con [0,1) x [—m,m)). Asi, la notacién para elementos de D serd z = re’
con r € [0,1) y t € [—m,7) mientras que los elementos de T se denotardn
indistintamente por t 6 e con t € [—, 7).

El objetivo de este apartado es generalizar los resultados conseguidos en
[Blsc] y [27], que afectaban a los espacios de Hardy-Lebesgue-Bochner y Hardy-
Orlicz-Bochner, respectivamente, a la familia de espacios que pasaremos a definir,
hg(D, X) de Hardy-Kothe-Bochner.

La clase de espacios de funciones de Banach que se va a considerar en este
apartado es la de los espacios que aparecen en la siguiente definicién.
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Definicién 2.28 Se dice que un espacio de funciones de Banach E definido
sobre (T, B,dt) es invariante por traslacion si

Ifllz = |l folle

para todo @ € Ty f € E, y donde fy representa la funcidn tal que fo(t) = f(t—0)
para t € T.

Esta clase de espacios contiene a la de los espacios invariantes por reordena-
miento, pues en este caso sélo se exige que || f||g = ||g]| g, no para toda funcién
g equimedible con f, sino para unas cuantas de ellas (de hecho las fy). Es facil
ver de la expresién de la norma en E’, que si E es un espacio invariante por
traslacién, entonces E’ también lo es.

Veamos una version de la desigualdad de Young para convoluciones ajustable
a esta familia de espacios.

Lema 2.29 (Desigualdad de Young) Sea E un espacio invariante por tras-
laciones. Entonces para cada f € LY(T) y g € E(X) se tiene que f*g € E(X).
Ademds

1f *gllecx) < I flhillgllecx)-

Prueba: Vamos a evaluar || f * g|| g (x), que coincide con || f * g||g(x) por la
(SFP). Sea h € E' arbitraria con ||h|| g < 1. Entonces

/T 1 * ) () x (o))t

</ [ [ 150 ||g<t—e>||xde] Ih(e)at

- / [ / Ih()| ||g<t9>|xdt] 1£(6)|d6
< / 1l g6l 5 | £(6)]d6
T

< |Ifllllgllzx)-
Por tanto [|f + gllzx) < [Ifll1llgllmcx)- O

Nota 2.30 Euxisten versiones mucho mds generales de la desigualdad de Young
para convoluciones ([14]). Por ejemplo, si u : X xY — Z es una aplicacion
bilineal y continua donde X,Y,Z son espacios de Banach, f € L'(T,X) y g €
E(Y), la funcién convolucidn de f y g a través de u, denotada por f *, g y
definida por

£ glt) = / u(f(6), 9(6 — £))do

pertenece a E(Z) y ||f *u gllp(z) < lull l1fll21x)ll9llmey)-

Por otra parte, nétese una vez mds que la supresion de la (SFP) produciria
la aparicion de una constante en la desigualdad conseguida en el lema, debido
a que la norma que se acota es la del espacio E" (X)), que es equivalente a la de

E(X) (en virtud a la hipdtesis de la (WFP)).
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El ntcleo de Poisson juega un papel central en la situacion actual, de igual
manera que en los casos clasicos. El siguiente lema es elemental.

Lema 2.31 Sea E un espacio invariante por traslaciones y X un espacio de
Banach. Siu:D — E es una funcion armonica y T : E — X es un operador
lineal y continuo, entonces la composicion T ou : D — X es armdnica vectorial.

Como consecuencia de este lema vamos a obtener una forma de generar funciones
armoénicas vectoriales a partir de una dada y operadores lineales y continuos.
En efecto, si para cada espacio invariante por traslaciones F, sea P : D — F
la funcién dada por Pg(z) = P, (véase p. 19 para la notacién). La funcién
estd bien definida, pues Pr = ig o Py, donde ip : C(T) — E es el operador
inclusién, que es lineal y continuo. A su vez es armonica por el mismo motivo.
La siguiente definicién viene, entonces, motivada.

Definicién 2.32 SiT € L(E, X), llamamos P[T) =T o Pg. Entonces P[T] es
la funcion definida en D tal que

para z = re't € D.

No es dificil ver que para cada f € E(X), la funcién P[f] coincide con P[T7]
donde Ty : E' — X es el operador dado por

Ty(p) = / F(t)p(t)dt

para todo ¢ € E’. Para cada medida F' € Vg(X), la funcién P[F| se define
como P[Tr| donde Tr : E; — X es el operador lineal y continuo dado por
Tr(xa) = F(A) y extendido por linealidad y por densidad a E; (ndtese que el
operador g antes mencionado tiene su imagen contenida en Ej, con lo cual no
hay ningn problema de definicién en el caso de las medidas).

Es entonces un corolario de lo anterior que tanto P[f] como P[F] son
funciones arménicas para cada f € E(X) y F € Vg(X) (de hecho para F €
Ve(X)).

Si se adopta la notacién E. = C(T) ', podemos escribir el siguiente lema.

Lema 2.33 Sea E un espacio de funciones de Banach. Entonces E, C E. C
Ey.

Prueba: La densidad del conjunto de funciones simples en E, es consecuencia
de la conocida relacion E, C F,. Veamos entonces que E, C FE.. Para
ello tomamos una funcién cualquiera f € E, positiva y un € > 0 arbitrario.
Encontramos s € E simple tal que [|f —s||g < .

Para cada A € B se tiene, por la desigualdad triangular que, [[sxalg <
T+ [lfxallez. Por otro lado, si A € B es de medida suficientemente pequena,

£

digamos § > 0, entonces ||fxallr < §. Por teorema de Lusin sabemos que

hay una funcién g € C(T) de manera que si A = {t € T : g(t) # s(t)}, entonces
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A(A) < 6 parael § dado, y ademés ||g]loo < ||$]|oo (con lo que ||s—g|lg < 2|s||)-
Con todo esto

3 3
I =glle =1f = sle+ls —glle < 7 +l(s = g)xalle < 7 +2lsxalle <
3e
< H2fxale <e

La prueba para una funcién arbitraria de E, es trivial usando la tipica descom-
posicién en parte positiva y negativa, y después en parte real e imaginaria (para
el caso complejo). Asf la inclusién E, C E. queda probada, ya que F, es un
subespacio cerrado de F.

Por otro lado, la inclusién E. C Ejp es inmediata de la inclusiéon L™ C E (y
por tanto de la desigualdad de normas que ello conlleva) y de la densidad de las
funciones simples en C(T) para la norma supremo. ]

Asi pues, en espacios con norma absolutamente continua los tres subespacios
coinciden con el espacio total y, por tanto, entre si. Se denota por E(X). la
- __F
versién vectorial de F., es decir, E(X). = C(T, X)) .
Para cada funcién f definida en T y cada 6 € T se define la funcién fy
definida en T dada por fy(t) = f(t — 0) para t € T. Veamos un resultado sobre

esta funcién fy.

Lema 2.34 Sea E un espacio de funciones de Banach y X un espacio de
Banach arbitrario. La aplicacion Ay : T — E(X) dada por Ap(0) = fo es
continua en los siguientes casos:

e Para cualquier f € E(X) si E tiene norma absolutamente continua.
e Para cualquier f € E(X). (sin hipdtesis sobre E).

Prueba: Usamos el hecho de que E = E” para poder usar la expresion
de la norma ||f||z = sup{ [, fgdu : |lgl|ler < 1}. De esta expresion es obvio,
realizando un cambio de variable, que || fo — fo,||£(x) = || fo—0, — follp(x). Asi
que bastara con probar la continuidad de Ay en § = 0.

(I) Si E, = E tenemos que E(X), = E(X), = E(X) (lema 1.51), y asi
cada funcién de E(X) es aproximable por funciones simples y tiene norma
absolutamente continua. Sea f € E(X) cualquiera. Para ¢ > 0 arbitrario sea
s una funcién simple vectorial con || f — s||gx) < §. Sea s = ZnN:1 TnXA, la
funcién simple donde A,, se pueden tomar intervalos disjuntos. La desigualdad
triangular de la norma en X nos proporciona la desigualdad

lls = sollzx) < I(lsllx + lIsollx)x (s} |2

Para cada 6 < min, u(A4,) podemos decir que pu({s # sp}) < 2N6. Usando
la continuidad absoluta de la norma, encontramos un ¢ > 0 de manera que si
|0] < 0 entonces podemos concluir que ||s —sq||p(x) < §, y queda concluida esta
parte.
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(IT) Sea f € C(T,X). Entonces para ¢ > 0 existe § > 0 de manera que si
|s —t| <0 entonces || f(s) — f(t)|x < ;- Tomamos h arbitraria de la bola

unidad de E’. Si |6] < d, por la desigualdad de Holder

/T 15 6) = SO lxlhiolar < = / (DA < e,

por lo que se puede afirmar que || fp — fol|p(x) < €, y asf se tiene la continuidad
de Ay para cada f continua.

Si f € E(X).ye >0 es arbitrario, por lo anterior encontramos que existen
g € C(T,X), 5> 0 de tal manera que [|f — gllucx) = Ilfo — golloce) < £ ¥
llgo — gllex) < 5 para |6] < 6, con lo cual,

I.fo — fllecx)y < 1fo — gollecx) + lgo — 9llecx) +1lg — fllex) <e.

Con todo lo anterior se puede establecer el siguiente resultado.

Corolario 2.35 Sea E un espacio invariante por traslacion y X un espacio de
Banach. Si f € E(X) entonces

o P[f] es armdnica vectorial.

o 1Plflrllecx) < Iflecx) para cadar € [0,1).
o lim, 1 [|P[f], — flle(x) = 0 en los siguientes casos:

— Para toda f € E(X)..
— Para toda f € E(X) si E=E,

Prueba: La primera parte es consecuencia de la definicién 2.32, mientras
que la segunda se deduce de la desigualdad de Young para convoluciones (lema
2.29). La tercera se prueba con ayuda del resultado anterior.

Sea f una funcién de las descritas en los casos del tercer punto, y sea € > 0
arbitrario. Para este € tenemos que:

e Por el lema previo, existe § > 0 de manera que supjg<s [|fo — fllex) < 5.

e Por la propiedad del ncleo de Poisson, para ese § > 0 existe g € [0,1) tal
que si r > 1o entonces

g
P.(0)d) < ————.
16]>6 (6) 4 fllex)
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Sea h € E’ arbitraria con ||h|g < 1. Podemos escribir las siguientes desigual-
dades

/T 1P % £(t) — F() | R(b)]dt
< / [ / P01t - 6) f<t>xde} Ih(t)]dt
-/ [ Ih(t)] [1£o ) —f(t)Hth] P.(0)d0
T T
S/E||f9_f”E(X)PT(0)d0
- / 1o — Fllmce Pr(6)d6 + / 1o = Fllmce Pr(6)d6
B

|0]<o

g
< 2Hf||E(X)/ P.(0)do + 5/ P.(0)db
[0]>6

|6]<o
<E.

Dada la arbitrariedad de la funcién h € E’, podemos decir que para cualquier
€ > 0 encontramos 19 € [0,1) de manera que para r > rq, ||P. * f — f|lg <¢, lo
que prueba el resultado.

Ahora introducimos el espacio de Hardy vectorial. Para un estudio de las
funciones arménicas vectoriales remitimos al lector a [47] mientras que [49, 26,
Blsc] son referencias sobre los espacios de Hardy-Lebesgue vectoriales y [109, 27]
trata sobre los espacios de Hardy-Orlicz vectoriales.

Definicién 2.36 Sea E un espacio de funciones de Banach invariante por
traslaciones y X un espacio de Banach. Se define, en el conjunto de funciones
arménicas del disco unidad, el espacio de Hardy-Kdthe-Bochner h® (D, X) (abre-
viado como espacio de Hardy h¥(X)).

Parau:D — X armdnica vectorial y r € [0,1) se define la funcion u, : T —
X como u,.(t) = u(re'). Asi

hP(D,X) ={u:D— X armon., sup |ju|px) < oo}
(0,1)

re
En él se toma como norma el funcional |[ul p(x) = sup,cpo,1) [[url £(x)-

En primer lugar se procede a resolver la situacion del espacio de Hardy-Ko6the
en el caso escalar, de mayor facilidad y para su aplicacién posterior.

Teorema 2.37 Sea E un espacio invariante por traslaciones de manera que su
asociado, E', tiene norma absolutamente continua. Entonces E = h¥(K) es
una tsometria dada por la integral de Poisson.

Prueba: La prueba es trasladable desde el caso clasico, pues bajo las hipdtesis
del enunciado se tiene que E’ es separable.
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Si f € E, se tiene que P[f] es una funcién armdnica escalar de manera que
IP[fl-lle < |If|lg por la desigualdad de Young. Si u € h¥(K) es arménica, la
red (uy),e[o,1) estd contenida en una bola del espacio E, que se puede identificar
con (E')* —pues E = E” = (E'), y dado que E’ tiene norma absolutamente
continua, entonces su dual y asociado coinciden—. Ademds E’ es separable,
por lo cual la bola del espacio (E’)* es metrizable y compacta para la topologia
débil*, y por tanto se puede encontrar una subsucesién r, /1 de manera que
u,,, converge en la topologia débil-* de (E’)* (es decir, de F). Asi, existe una
funcién g € E tal que

/ g(O)h(0)d0 = lim [ wu,., (0)h(6)d6
T

n—oo T

para cualquier funcién h € E’. Sea z = re'’. Tomando como funcién h la
funcién P.(t — -) tenemos que

/ g(O)P.(t — 0)d0 = Tim [ . (0)P,(t — 0)do.
T

n—oo T

Esta igualdad se puede reescribir como Plg](z) = lim,, Plu, |(z). Al ser u,,
una funcién continua en T (pues es la restriccién de una funcién arménica), la
unicidad del problema de Dirichlet nos permite escribir la relacién Plu,. ](z) =
u(rpz), y por tanto, la continuidad de u implica que P[g](z) = u(z) para cada
z € D. Finalmente, dado que g es el limite débil-* de la sucesién (u,,, )n, se tiene
que ||g||lg <liminf, |Ju.,||g < ||ul|lg. Y esto se traduce en la isometria biyectiva
entre E'y h¥(K). O

Nuestro préximo objetivo es encontrar las relaciones existentes entre espacios
de funciones, medidas, operadores y funciones arménicas indexadas por espacios
de funciones invariantes por reordenamiento. Dado que las relaciones entre
funciones, medidas y operadores ya se han establecido, vamos a obtener el
resultado mas general posible para de él deducir los otros resultados

Todos los resultados alcanzados en el caso de Hardy-Lebesgue han sido
abordados de dos maneras distintas. Por una parte se consigue realizar las
pruebas para el rango de exponentes 1 < p < oo, mientras que el caso p = 1
requiere de una consideracién especial. Aqui se va a abordar el caso general,
remitiendo al lector a [Blsc] para el caso extremo p = 1.

Para empezar vamos a recurrir al llamado espacio de Hardy-Kothe-Bochner
débil.

Definicion 2.38 Sea E un espacio de funciones invariante por traslaciones y
X un espacio de Banach. Se define, en el conjunto de funciones armdnicas
del disco unidad, el espacio de Hardy-Kdithe-Bochner débil hE(D, X) (abreviado
como espacio de Hardy débil hE(X)).

REM, X)={u:D— X: z*u e h®(K) Vz* € X*}

En €l se toma como norma el funcional [|ul|w, z(x) = sup|z« <1 |z ul £
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La primera observacién es la inclusién continua h¥(X) C hE(X). Por un
lado, toda funcién armoénica es débilmente armoénica. Ademés, para cada x* €
X*, u € hP(X) yr € [0,1) se tiene la igualdad de funciones (z*u), = z*u,.
Como [2*uy (1) < [l* lllun (D] se tiene que [[(z*w), ||z < | |[lurllsex), ¥ en
consecuencia |[ulw, px) < lJullpx)-

Veamos como, bajo cierta hipdtesis, el espacio de funciones armonicas de
Hardy-Kothe-Bochner débil es isométrico al espacio de operadores lineales y
continuos.

Teorema 2.39 Sea E un espacio invariante por traslaciones y X un espacio
de Banach arbitrario. Supdngase que E’ tiene norma absolutamente continua.
Entonces P[] : L(E', X) — hE(X) es una isometria biyectiva.

Prueba: Es inmediato de la definicién que el operador PJ | es lineal. Sea
T € L(E’, X). Veamos que para cada z* € X* se tiene que «*P[T] = P[z*T).
En efecto si re’ € D, entonces

z"P[T)(re )=<P[T](r6 ) *>

= [fﬂ* ](7"6 -

El funcional z*T pertenece esta vez a (E’)*, que por la hipétesis coincide con
E"” = E. Por consiguiente

IP[T)w,px) = e l" P[T]||

= sup ||Plz"T]|[g
lof1<1

= sup |[2"T|g
[ENE!

=T,
donde la pentltima igualdad es consecuencia de aplicar la isometria £ = h¥
(via la integral de Poisson demostrada en 2.37).
Veamos la sobreyectividad. Sea u : D — X una funcién de hZ(X). Para

cada r* € X* se tiene que *u € h¥(K), por tanto le corresponde una funcién
fox € E (de nuevo usamos la isometria del caso real) de manera que, para cada

rett €D
/ S (8)Pr(t — s)ds.

Sea entonces T : ' — X** definido para cada ¢ € E’ y cada z* € X* como

:/nwwma
T

Cabe decir que dado que P[] : E — h¥ es una isometria lineal, entonces
(P[])~!: h¥ — E es también isometria lineal, por lo cual la aplicacién x* +— f-
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resulta ser composicién de dos lineales y, por tanto, lineal. Esto justifica que el
elemento T'(¢) es lineal sobre X* para cada ¢ € E’. Para ver que pertenece a
X** vy que ademés T € L(E’, X**), tenemos que

(2 TN < | fer el = [l ulelllz < lla[ullw,zo0 ¢l

De hecho se obtiene que ||T|| < [|ul|y,(x)- Para ver que u = P[T7], sea re' € D
yzre X"

(@*, P[T)(re")) = (", T(P(t —)))

/ fur (8)P.(t — s)ds

= P[fz*](re )
= z*u(re')

= (u(re),z*).

Lo tinico que resta por probar es que T' toma valores en X. Al tener E’ la
norma absolutamente continua, disponemos de la convergencia P, x f — f en
E’ cuando r /' 1. Entonces

T(4) = lim T(P, + )

= lim T(/T P.(- — s)(s)ds)

r, /1

= lim | T(P, (-~ 5))u(s)ds

= lim | T(P(s = )u(s)ds

= l% i P[T),(s)y(s)ds

=1 ” ds € X.
lim [ ()s(s)ds

Se ha aplicado el teorema de Hille (p. 3) a la funcién P, (- —s) por ser integrable
Bochner respecto de la medida (s) ds (la desigualdad de Hélder, por ejemplo,
lo garantiza). Al final, dado que u, € F(X) y ¢ € E’, la integral estd bien
definida como un elemento de X. O

Resuelto el problema del espacio de funciones armoénicas de Hardy-Kothe-
Bochner débil, pasamos a establecer el préximo resultado sobre el espacio de
Hardy fuerte. El resultado anterior nos indica que la integral de Poisson establece
una isometria entre todos los operadores lineales y continuos de E’ en X y el
espacio hZ(X). Como subespacio que es h¥(X), con una norma propia, de
hE(X), la biisqueda de su imagen isométrica via la integral de Poisson estard
ubicada dentro de L(E’, X), y serd un subespacio que goce de una norma propia,
no la inducida por el espacio. El resultado es el siguiente.
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Teorema 2.40 Sea E un espacio invariante por traslaciones y X un espacio
de Banach arbitrario. Supdngase que E' tiene norma absolutamente continua.
Entonces P[] : D(E', X) — h¥(X) es una isometria biyectiva.

Prueba: Sea T € D(E',X) C L(E',X). Entonces sabemos que P[T] €
BE(X) y | PT)lwpcx) = IT]. Veamos que P[T] € hE(X) y |P[T]|5cx) =
1Tz

Para empezar, el corolario 2.18, nos da la existencia de una funcién ¢ € E

no negativa tal que [|[T9[x < [} (t)]1(t)|dt para cada ¢ € E', y con [j¢||p =
||| Sea reit € D, entonces

IPITIre™)1x = IT (Pt =) x
</ CLIGRE
~ Plgl(re")

Dado que ¢ € E, podemos asegurar de la desigualdad escrita que P[T] € h¥(X)
puesto que [|P[T] ) < [Plelle = llglle = IT]z- Asf tenemos que P[] es
inclusién continua.

Sea ahora u € h(X) C hZ(X). Entonces u = P[T] para un cierto operador
T de L(E', X). Para evaluar |||T|||g, sea s = ) .. @axa una funcién simple
de la bola unidad de E’. Entonces

Y laal IT(xa)llx = lim Z laal [T(P * xa)llx

Aem AETr

= tim 3 loal 17 Pt = 9)ds)lx

Aem

sup Z\aA\/HT (- — 8[| xds

rel0,1) Aen

sup /T<Z |aA|XA(8)> IT(P-(- = 8))l[xds

r€l0,1) Aen

IN

IN

sup HPT] | x N

rel0

sup IIP[T] Ie(x
relo,

| P[T H|E(X)-

Se ha vuelto a usar la hipdtesis sobre E’ en la convergencia indicada por el
limite usado, el teorema de Hille para introducir el operador T en la integral, la
desigualdad de Minkowski integral y la desigualdad de Holder. Tenemos, pues,
que u = P[T] con T € D(E',X) y |[|T|||z < ||lullp(x)- Uniendo este hecho al
anterior, P[] sale isometria biyectiva y el resultado queda probado. (I

Como consecuencia de este teorema y de resultados previos obtenemos los
siguientes corolarios.
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Corolario 2.41 Sea E un espacio invariante por traslaciones y X un espacio
de Banach arbitrario. Supdngase que E’ tiene norma absolutamente continua.
Entonces:

o E(X) C hB(X) de manera isométrica via la integral de Poisson.

E(X) =h¥(X) siysélo si X € (RNP).

Ve(X) = hP(X).
o IILH(E, X) = hP(X).
o [B'(X)]* = nP(X™)



Capitulo I1I

Espacios de medidas
vectoriales sobre espacios
invariantes por
reordenamiento

Los espacios invariantes por reordenamiento tienen una motivacién clara a
partir de los espacios clésicos, pues en ellos se observa de manera inmediata que
la norma de una funcién (o sucesién) depende de los valores que ella toma y de la
medida de los conjuntos sobre los que toma dichos valores. Otra propiedad que
se cumple en la gran parte de los espacios de funciones clédsicos es la propiedad
(J). En efecto, si f es una funcién de L*°(u, X), para cualquier particién = de
Q, la desigualdad

fA fdu
| XAlloo < 1fll
AXE;T p(A)

es trivial. Se puede probar, aunque menos trivialmente, que la situacién se
repite en el resto de espacios de Lebesgue-Bochner ([DiUh, pp. 67, 123]), y que
continua manteniendo vigencia en la familia de espacios de Orlicz-Bochner ([115,
Thm. 1.9 & Thm. I1.4]). M&s ain, cuando se estudian los espacios de funciones
de Banach que son invariantes por reordenamiento se prueba que todos ellos
satisfacen la desigualdad previa ([BeSh, p. 61]). La propiedad (J) —definida
por ejemplo en [Gret, p. 7] y resaltada aqui en la pagina 29— es, por tanto,
mas general que la de ser invariante por reordenamiento.

La primera seccién de este capitulo tiene como objetivo poner de manifiesto
que el concepto de E-variacién que se ha definido en esta memoria generaliza al
concepto de E-variacién presentado por N. E. Gretsky y J. J. Uhl en [GrUh].
En la referencia citada, la E-variacion se define para cada espacio de funciones
de Banach E cuya norma p cumple las propiedades:

® p(f) =20,y p(f) =0siysolosi f=0

71



72 Capitulo 3. Espacios de medidas sobre espacios i. r.

e plaf) =ap(f) para a > 0.
o p(f+9) < p(f)+p(9)
e f < g implica p(f) < p(g)

donde f,g € M.

Adems4s se le pide a la norma p la propiedad de Fatou débil, (WFP), y la
propiedad (J). En nuestro caso, aunque hemos le hemos exigido a la norma
la propiedad de Fatou fuerte, (SFP) —y en principio parece que perdemos
el grado de generalidad pretendido—, no precisamos de la propiedad (J). El
proceso de generalizacién pretendido culmina con éxito en el momento en que se
prueba la equivalencia de conceptos para todo espacio de funciones al que se le
exija la propiedad (J), ya que en el capitulo siguiente se trabaja con un espacio
de funciones para el cual la F-variacion clasica queda inaplicable, mientras que
la presente puede plantearse y se obtienen resultados concretos.

En la segunda seccién, una observacion hecha sobre las medidas que tienen
E-variacion finita nos genera la definicién de dos nuevos espacios relacionados.
Se define el concepto de (F,oo)-variacién y, si bien en un caso general no
se perfila una aplicacién de éste, en el caso de los espacios invariantes por
reordenamiento se obtiene que coincide con la M (FE)-variacién, donde M (E)
es uno de los espacios de Lorentz asociado al espacio F.

En la tercera seccién se hace un estudio de los espacios de medidas de Lorentz
VP:4(u, X). Un repaso sobre los espacios de Lorentz LP'? y sus precursores, los
espacios de Lebesgue-Marcinkiewicz LP'*°, nos permiten situar a los espacios de
medidas en el contexto presente. Aunque se tiene la posibilidad de definir el
espacio de medidas de Lorentz V?9(u, X) como el espacio de las medidas de E-
variacion finita, donde F = LP9, se va a apostar por una definicién alternativa
—en funcién de los llamados médulos de continuidad de las medidas—, que
también se puede extender a la clase de los espacios invariantes por reordena-
miento.

Por 1ltimo, en la cuarta seccién se hace una exposicion sobre los espacios
de medidas de Orlicz V®(u, X). Estos espacios de medidas se introdujeron en
[114, 115] donde, aunque no se menciona explicitamente la propiedad (J), ésta
juega un lugar clave. De hecho, estos trabajos forman, presumiblemente, el
germen de la idea que culminaria en [Gret].

3.1 FE-variacion en espacios invariantes por reor-
denamiento

La expresion de la FE-variacién de una medida vectorial F' requiere de la
evaluacién de las expresiones

> laal IF(A)]x

Aer
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para cada funcién simple s = ) | , . aax4 de la bola unidad de E’. Este proceso
puede considerarse algo complejo, ya que requiere del conocimiento del espacio
E’, asociado a E.

El conocimiento de los casos cldsicos nos provee de una expresién que busca
su generalizacién en [Gret]. En efecto, la p-variacién de una medida vectorial F'
se puede escribir como

F P\

w€Dq

Esta expresion no es mas que

F(A)
|F|p = sup || Z XA”LP(;L,X)-
w€Dq A

El paso siguiente involucra a los espacios de Orlicz, una familia de espacios que
generaliza a la de los espacios de Lebesgue. En este caso, y como se verd en la
seccién 3.4.2, la denominada ®-variacion se define, de forma algo indirecta, en
[115] como

F(A)
|[Fle = sup || Z (A) XAHL“(HX)

m€Dgq
Lo cierto es que se define primero un funcional I3 (F') para cada medida, dado
por

() = sp S0 (1) 4y

TE€Dgq Aem ’[L(A)

que no es una norma, pero que contiene la idea de las particiones. La norma
viene dada por

|Flo = inf{k > 0: Io(F/k) <1},

que se llama norma de Luxemburg y da la ®-variacion.

La generalizacién de este concepto se debe a N. E. Gretsky en [Gret]. La
FE-variaciéon que se presenta alcanza a todo espacio de funciones de Banach F
al que se le exige la propiedad (J).

En los casos vistos, la E-variacién se puede calcular tomando supremos de
normas de funciones simples, pero esta vez sin salir del espacio de partida FE.
La generalizacién de las anteriores variaciones se materializa en [Gret, GrUh].

Definicién 3.1 ([GrUh, p. 267]) Sean E un espacio de funciones de Banach
y X un espacio de Banach arbitrario. Sea F : ¥ — X una medida finitamente
aditiva. Para cada 7 particion finita de ) se define la funcidn proyeccion de F
en 7, denotada con Er(F), a la funcidn simple vectorial

F(A)
2 i

Aem
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Se define entonces la xE-variacion como

|Flig = sup [[Ex(F)|5x)
w€Dq

donde Dgq es el conjunto de las particiones finitas de €.

Se puede ver en [Dinc, p. 249] que la E-variacién coincide con la x E-variacién en
el caso de E = LP, y en [116, 42] que coinciden en el caso £ = L®. Vamos a ver
a continuacién, de forma més general, que cuando el espacio E en cuestion es un
espacio invariante por reordenamiento, se tiene la igualdad entre E-variacién y
x F-variacion, y remitimos al lector a la seccién 4.1 para encontrar un ejemplo de
espacio E (no invariante por reordenamiento) donde ambas variaciones difieren
(de hecho, una de ellas no es aplicable).

Proposicion 3.2 Sean E un espacio de funciones de Banach, X un espacio de
Banach arbitrario y F' una medida vectorial con valores en X. Entonces:

o |Flg < |Flg

e Si ademds E es invariante por reordenamiento, entonces
[Flg = |Flp.

Prueba: (I) Escribimos los dos supremos

[Flp =sup{>_ |oalllF(A)|x : m€ D | Y aaxale <1},
Aem Aem

F(A)
|Flug = sup{|| > I M(A)”XXA”E : € Dg}.
Aer

Es inmediato que si 7 € Doy s =) 4o @axa con |[s||z < 1, entonces

S leall P = [ (X laabea) (3 L )i

Aem Aem Aem
F(A
<3 LA
Aem

Con lo que queda probada la primera parte.
(IT) Si ahora E (y por tanto E’) es invariante por reordenamiento, vamos a
ver la coincidencia de ambos supremos. Tomamos 7™ € Dgq, y entonces

[ ”Fﬁ)”xxAllE—sup{/ LGy gdp < lgllpr < 1)
Aem Aen
gdp
—sup{ (L P < gl < 1)
Aer

= sup{Y_ aall FA)x ¢ 1| Y aaxaller < 13,

Aen Aer
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donde, en el ultimo paso se usa la desigualdad

gdp
IS eyl < gl <1
Aem

por ser E’ invariante por reordenamiento. Esto prueba que |F|g = |Fl.g. O

Como se comentaba, la clave de la igualdad en la proposicién anterior estriba
en la propiedad (J) que todo espacio invariante por reordenamiento satisface
(p. 40). Asi, la proposicién adquiere un talante més general si se reemplaza la
condicién sobre E de ser espacio invariante por reordenamiento por la propiedad

().

Nota 3.3 Es de destacar, para una mayor aclaracion, que la igualdad de normas
es consecuencia de la propiedad de Fatou fuerte, (SFP). Sin esa hipdtesis se
consigue una equivalencia entre |-|g y ||«g, dado que las normas en E y en E"
no coincidirian, sino que serian a su vez equivalentes.

Por otra parte, una consecuencia de la igualdad de normas demostrada es la
siguiente: Si E es un espacio invariante por reordenamiento (o bien satisface la
propiedad (J)), entonces

|Flg = sup | Ex(F)||lgx)
=sup || [ Ex(F)llx |z

= sup || Ex (| F|)|| -

El siguiente concepto de funciéon maximal asociada a una medida tiene
su contexto en el espacio de medida ([0,1],B,m). A continuacién se verd la
relacién de esta funcién maximal asociada a una medida vectorial, con la funcién
maximal de Hardy-Littlewood (ver p. 31).

Definicién 3.4 Dada una medida F finitamente aditiva y de variacion total
acotada, definimos la llamada funcion mazimal F* asociada o F, dada por

[F'I(A)

F*(w) = sup{ (A)

i A>w, A interv. }, w € Q.

Esta funcién maximal sirve para volver a relacionar una clase de medidas con
la correspondiente clase de funciones. Se puede ver en [Blsc] el caso VP (X)-LP.
Aqui presentamos el caso general para espacios invariantes por reordenamiento,
donde se intuye la limitacién de un resultado de este tipo.

Proposicion 3.5 Sea E un espacio invariante por reordenamiento definido
sobre ([0,1], B,m), de manera que el indice de Boyd o < 1, y X un espacio de
Banach. Entonces F es una medida de Vg(X) si y solo si F* es una funcidn

de E.
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Prueba: Si F € Vg(X), por 2.6 tenemos la existencia de una funcién ¢ € E
que representa a la medida variacién total |F'| (ademas || f||g = |F|g). Entonces

F*(w) = sup{ |7]jz|((AA)) : A>w, Ainterv. } = Mp(w).
El teorema de Lorentz-Shimogaky (que precisa de la hipétesis sobre E) sobre la
acotacion del operador maximal de Hardy-Littlewood M, resuelve una implica-
cién ([BeSh, p. 154]). Para la otra, suponiendo que F' es una medida vectorial
con F* € E, tenemos que la medida |F| es finita (pues F* es finita cpp.). Para
cada intervalo A y cada w € A tenemos que

[F'|(A)

F*(w) > m(A)

En ese caso, [, F*(w)dm(w) > |F|(A), y si s = Y g, apxp es una funcién
simple donde la particion 7 estd formada por intervalos B, disjuntos dos a dos,
y sz <1,

> aplP|(B)=>" aB/BF*(w)dm(w)

Bem Bem

:/(Z apxp)F dm

2 per
<[[F*[le

Dado que el conjunto de funciones simples soportadas sobre intervalos es denso
se tiene el resultado. O

3.2 (FE,o00)-variacién en espacios invariantes por
reordenamiento

La motivacién de este concepto abstracto es paralela a la que genera los
espacios de Lebesgue-Marcinkiewicz a partir de los de Lebesgue, aunque esta
vez con medidas. En esta seccién se toma un espacio de funciones de Banach F
invariante por reordenamiento arbitrario.

Sea una medida vectorial F': ¥ — X con |F|g < oo. Una mirada al lema 2.2
y a la expresién alternativa de la norma |F'|g dada en 2.5 nos da las acotaciones

I1F(A)]x < |Flelxallz IF[(A)x < |Flelxalle

para cada medible A € 3. Toma&andolas como punto de partida definimos los
espacios de medida siguientes.

Definicion 3.6 Sea E un espacio de funciones de Banach cualquiera y sea X
un espacio de Banach arbitrario. Dentro del conjunto de las medidas finitamente
aditivas con valores en X y absolutamente continuas respecto de ji, se definen los
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espacios Vg oo (2,2, 1, X) Yy VE 0o (Q, 2, 1, X) de Banach-Marczinkiewicz fuerte
y débil, respectivamente, como aquellos que contienen las medidas anteriores
que cumplan las desigualdades

[FI(A)x < Cllxalle
IFAD)x < Clixalle

para cualquier A € X, y donde C y C' son constantes que dependen unicamente
de E y de F) respectivamente. Se omitird en la notacion el espacio de medida
si mo hay confusion. Las normas a considerar en estos espacios son

|F|(E) _ IE(E)]

[F Vg oo (x) = sup |Fllvg o(x)= sup T———.
() T oo Ixelle o0 T s IxEl B

Proposicién 3.7 Los espacios Vi oo(X) vy Vi o(X), dotados de las normas
antes citadas, son espacios de Banach.

Prueba: Probaremos un caso, siendo el otro similar. La condiciéon de normas
es de facil comprobacién. Si {F,}, es una sucesién de Cauchy en Vg o(X), la
condicién de Cauchy hace que para cada A € ¥ se tenga que {F,(A)}, es de
Cauchy en X y, por tanto, F;, converge puntualmente a una cierta funcién de
conjunto que denotaremos por F. Es decir

F(A) :=limF,(A), Aek.

Esta funcién de conjunto resulta ser medida finitamente aditiva (por propiedades
del limite) y p-continua (por corolario al teorema de Vitali-Hahn-Saks, [DiUh, p.
24]). La prueba de que F,, converge a F' en norma es inmediata. Sea ¢ > 0. La
condicién de Cauchy da la existencia de un n. € N de manera que si n,m > ne,
entonces

[En(A) = Fn (Al x < elixalle
para todo medible A. Tomando limites en m — oo obtenemos que
[1F0(A) = F(A)|x <elxale
para todo medible A y, por tanto, ||[F, — F|v, _(x) <e. O
Las relaciones de inclusién
Ve(X) <C  Ve((X)

N N
VE,oo(X) C vE,oo(X)

son inmediatas de la definicién. Por otro lado, veamos cémo los espacios de
Lorentz asociados a E, es decir, A(E) y M(FE), se convierten en los adecuados
para asimilar esta familia de espacios de medidas vectoriales.

En el paso de medidas a operadores, una medida F' de Vg oo (X) genera un
operador que toma valores en un espacio de funciones escalares Tr de la forma

Tr(xa) = F(4), Aes.
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Por linealidad se puede escribir
1T ( ZaAXA Ix = ZaAF )lx

y obtener asi la imagen de cada funcién simple. La acotacién asociada al espacio
de medidas de (F, oo)-variacién acotada

IF(A)lx < Cllxalle

contribuye a formar la desigualdad
1Tk ( ZanA Ix =1l ZOéAF )ix < CZ aal l[xalle

La desigualdad triangular aplicada supone una gran pérdida de informacién,
excepto en el caso del espacio de Lorentz A(E’). Remitimos al lector a 1.45
y siguiente (p. 37) para que observe cémo en el espacio de Lorentz A(E’), la
desigualdad triangular antes citada no supone ninguna pérdida.

Con esta observacién, el siguiente resultado nos indica que el concepto de
(E, 0o)-variacién no se aleja demasiado del concepto de E-variacién, tinicamente
se corresponde con un cambio en el espacio que proporciona el tipo de variacion
(siempre que E sea invariante por reordenamiento).

Proposicion 3.8 Sea E un espacio invariante por reordenamiento y X un
espacio de Banach arbitrario. Entonces se tienen las isometrias:

Prueba: La clave de esta proposicién es el lema 1.45.
Las sencillas estimaciones (procedentes de las expresiones, en forma de su-
premo, que definen ||F||M(E) Yy |F|M(E))

IEMx < 1Flamllxalle [FIA) < Flallxalle

validas para cada medible A, implican las desigualdades

1NV e 00x) < 1 ar(m)
1Flve. o x) < |F|a(e)-

Para conseguir las igualdades es crucial la relacién [M(E)]) = A(E"), (p. 39).
Escribiendo las normas en sus expresiones més convenientes (ver p. 37),

Pl =supll 2 aar @l « 1 aaxallsen <1}
A
— sup{|| 3" BF(B)|x : ZﬂanBnE <1
B

SN EF[vp, o (x)-
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De igual modo
|Flaee) = sup{)_laall FI(A) = |1 aaxallaey <1}
A A
—sup{>_ BslFIB) Y Bolxsle <1}
B B

S FNve, w0
]

Una prueba alternativa de la proposicién anterior, correspondiente al espacio
VE,00(X), puede ser obtenida por medio de lo que se definird mas adelante como
mddulo de continuidad de una medida vectorial (p. 92).

El corolario que relaciona estos espacios de medida con los de operadores es
inmediato.

Corolario 3.9 Sea FE un espacio invariante por reordenamiento y X un espacio
de Banach arbitrario. Entonces se tienen los contenidos isométricos:

o Vi oo(X) C L(A(E)p, X).
o Vi oo(X) C IV (A(E)y, X).
que se convierten en igualdades si y sélo si pg(0T) = 0.

Prueba: Ver proposicién 2.11 y teorema 2.20. La igualdad es equivalente
a la condicién A(F), = A(E)p, pero se ha visto en 1.44 que ésta equivale a
wr(0T) =0. |

Del mismo modo que los espacios de Lorentz A(E) y M(FE) asociados a un
espacio invariante por reordenamiento F cumplian la propiedad de ser minimo y
maximo, respectivamente, compartiendo funciéon fundamental g, los espacios
de medidas trasladan esta propiedad, formando el siguiente diagrama de inclu-
siones continuas

Vap)(X) € Ve(X) C Vum(X) =Veo(X)
N n n
Vam(X) C Ve(X) C Vum(X) =VEo(X)

Estos espacios de medidas vectoriales relacionados entre si se podrian llamar
espacios de medidas vectoriales de Lorentz relacionados con el espacio Vg (X),
pero dicha denominacion se deja para los espacios de medidas que vienen a
continuacion, que basan su variacién en funciones que pertenecen a los espacios
de funciones de Lorentz LP>?. Antes de entrar en ellos haremos una observacion.

Los médulos de continuidad de una medida vectorial se definen mas adelante
(p. 92) por venir motivados para el estudio de los espacios de medidas de
Lorentz. Sin embargo, éstos tienen cabida en esta seccién y remitimos al lector
a su definicién (3.27, p. 92). La observacién que se pretende hacer es relativa a
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las nuevas expresiones que se les puede dar a las normas de los espacios Vg o0 (X)
¥ VE,00(X). En efecto, para un medible A de medida ¢,

|F|(E) wr () wF

[F[|Vi o (x) = sup = sup =[[—ll
wE)so IXEllEr  ter wEr (1) YE
IEE) _  wr(t) W

[Fllvg wx) = sup T—0— =
Eio0(X) we)yso IXEllE  ter wrr (1)

oo

o

Teniendo en cuenta que ¢g(t)pg (t) = t, también se puede escribir

ep(t)

1 E g x) = |l . wr(t)]loo
or(t) -

1 FNve ) =l ; W (1)l co>

lo cual sirve para comprobar lo acertado de la notacién escogida para estos
espacios.

3.3 Espacios de medidas vectoriales de Lorentz

Los espacios de Lorentz L4, introducidos por R. A. Hunt en [55, Hunt],
vienen motivados por el teorema de interpolacion de Marcinkiewicz. El autor
parte de éste para definir una familia graduada de espacios que se ajusta a
dicho teorema y que, de hecho, le permite obtener un resultado (en la linea del
citado) en el que relaja las hipdtesis y refuerza las conclusiones. La familia de
espacios de Lorentz incluye, por tanto, a los conocidos espacios de Lebesgue y
a los espacios de Marcinkiewicz (o de Lebesgue débiles) en una teoria unificada
y fructifera.

Damos una introduccién sobre los espacios de funciones de Lorentz para
introducir los correspondientes espacios de medidas vectoriales y probar los

diversos resultados de representacién de operadores lineales y continuos, duali-
dad.

3.3.1 Espacios de funciones de Marcinkiewicz y Lorentz
escalares

Recordamos en primer lugar la notacién de funcién de distribucién pr(N) =

p({w e Q: | fw)] > A}).
Si f es una cierta funcién escalar del espacio de Lebesgue LP (1 < p < o)

su norma viene dada por

|ﬂu<1QﬂwVWMwQ;

Es facil observar que para cada A > 0

191> [ If@Pdut) = .
{IF1>A}
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o= (1"

Si p = o0, es facil comprobar que

Por tanto

[flloc = nf{C">0: ps(X) =0}
=sup{C > 0: pup(A) > 0}.

De este modo quedan motivados unos nuevos espacios, relacionados con los
espacios de Lebesgue y que los contienen. Son los llamados espacios de Lebesgue-
Marcinkiewicz LP*° o LP-débiles (weak-LP).

Definicién 3.10 Sea 1 < p < co. Se define el espacio de Marcinkiewicz de
exponente p (también llamado LP-débil, y denotado por LP>>° o weakLP), como
el que reune todas las funciones medibles escalares f : Q0 — K para las cuales
existe una constante C' > 0 (dependiendo sdlo de f y de p) tal que

it e )= 2p < ($)

El funcional

Il =0 { €5 02 (€ 23 1w > A = <f)}

=sup A p({w € Q: [f(w)] > \})7
A>0

define el espacio LP*°, si bien no se trata de una norma. Este se suele denotar
también por || f||lweakLr -

Por otro lado, el espacio de Marcinkiewicz de exponente infinito (denotado
por L o L>°-débil), coincide con el espacio de Lebesque L™ por la observacion
hecha anteriormente.

El contenido LP C LP**° para 1 < p < oo es trivial, tal y como se apuntaba en
la motivacion de esta clase de espacios. La igualdad

sup A ,U,f(A)% = supt%f*(t).
A>0 >0

es sencilla de probar (ver [113, p. 191]). Con ella se demuestra de forma mds
sencilla la relacién de inclusiones

LicC LP*® C LP C LP*.
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para 1 < p < q < 00, ya que

151 = ([ 1rwPdute)) ’IJ

n(82) P
_ ( / f*(t)”dt)
0

< Ol fllg.00-

La expresién de las normas

I/

1Fll» = (/OOO f*(t)”dt)% = (g /Ooo[téf*(t)]p%>%

para 1 < p < oo facilita la introduccién de un segundo exponente que unifique
a los espacios LP y L en una familia parametrizada ([Hunt, BeSh]).

lpioo = supts f*()
t>0

Definicién 3.11 (Espacio de funciones de Lorentz) Sean 0 < p,q < oo.
Se define el espacio de Lorentz de exponentes p y q, denotado por LP9, como
aquel que reune todas las funciones medibles escalares f : Q — K para las cuales
el funcional

© dt\
(4 [ o) (0<a<w)
17 =

supts f*(t), (¢ = o0)
t>0

es finito. Se suele denotar también como | f||5 .-

Se observa que el espacio L>'? para 0 < ¢ < oo se reduce a la funcién nula. Por
otro lado LP = LP'P mientras que LP* es el espacio de Marcinkiewicz definido
anteriormente.

Aunque la expresion ||-||3,.. no cumple, a priori, la desigualdad triangular
(dado que si f, g son funciones, se tiene que solamente que (f + ¢)*(t1 + t2) <
f*(t1) + g*(t2) para t1,ts > 0), se tiene un resultado parcial.

Proposicién 3.12 ([BeSh, p. 218]) Supdngase que 1 < q¢ < p < o0 o bien
p=q=00. Entonces (LP9,||-||55.4) €s un espacio invariante por reordenamiento.
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La condicién 1 < ¢ < p < oo es necesaria para probar que ||-||5,., €s una norma.
La relacion de inclusiones en la familia de los espacios de Lorentz tiene una
primera resolucién con la desigualdad

111,62 < 11500

para cada f, la cual implica
LPaQI C LP;‘D’ 0 < q S Q2 S 00

para0 < p< ooy 0 < q < g <oo. La desigualdad de normas antes citada es
ajustada en el sentido que
N 1
Ixallpq = 1(A)»

para A € ¥y 0 < p < 0o, independientemente de 0 < ¢ < oo ([Hunt, p. 253]).
Los espacios de Lorentz cuyo primer exponente difiere estan relacionados en los
siguientes casos:

e En espacios de medida finita:
Pt PP c L c L9 c L™
para 0 < g < p < o0.

e En espacios de medida donde p(A4) > 1 para todo medible A tal que
u(A) > 0 (tal y como ocurre en espacios de sucesiones): Denotando los
espacios de Lorentz con la letra mintscula,

(P C P C P C 9t C 9 C g9
para 0 <p < g < oo.

La desigualdad
1f] pa S P

véalida para cada funcién medible f y para 1 < p < coy 1 < g < oo (ver
[BeSh, p. 219]), permite definir un segundo funcional en LP:? que s satisface la
desigualdad de Minkowski (de hecho es una norma)

1 llpa = I Mg

Con esta norma, LP'? es un espacio de funciones invariante por reordenamiento
paral <p<ooy 1l <qg<oo ([BeSh, p. 219]).

El espacio L' coincide con L' y se considera con la norma | - [y = || - [|5 ;.
El resto de espacios de la familia (L7 con 1 < ¢ < o0) queda sin posibilidad
de ser normados (ver ejemplos de [Hunt, p. 260]).

Consideramos los aspectos relevantes de los espacios de Lorentz como espacios
de funciones invariantes por reordenamiento. En primer lugar, es facil ver que

pa SN

B =

PLr.a (t) =t
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es la funcién fundamental de LP'? para cualquier par de exponentes. Adem4s,
para 1 < p < oo se tiene que A(LP) = L' con lanorma ||-||% ;,y paral < p < co
se sigue que M (LP) = L”*>° con la norma ||||p,cc-

El conjunto de las funciones simples es denso en LP? si g # oo ([Hunt, p.
258]). El resultado es independiente del espacio de medida, y la técnica usada
para probarse se puede trasladar al caso de funciones vectoriales. Si ¢ = oo
y 1 < p < o0, el resultado de densidad es falso incluso en espacios de medida
finita. Un ejemplo en ([0,1],dt) es la funcién f(t) = f*(t) = 77, que no es
aproximable en la norma de LP*° por funciones simples.

Con estas afirmaciones se puede resolver el cdlculo de la parte absolutamente
continua y de la clausura del conjunto de funciones acotadas, (LP'?), y (LP'?)y.
Aplicando 1.38 y 1.43 se puede afirmar que:

o (LP1), = (LP9),=LP9sip=qg=161<p<ooyl<g<cc.

o (LP%)y = (LP), = {f € L : lim 15 f*() = 0} # L™
t—0
sil<p<oo.

d (Loo)a = {0}

Los espacios LP'! para 1 < p < oo, por ser espacios A de otros espacios, tienen
una norma muy especial (ver 1.45). La recordamos en la siguiente proposicin.

Proposicién 3.13 ([Hunt, 113]) Si f es una funcidn no negativa, ésta se
puede escribir como suma de funciones no negativas f; de manera que

1A llpa = 2 g
Ds P
i

Como consecuencia de esto se puede hablar de acotacién de operadores en estos
espacios.

Proposicién 3.14 ([Hunt, 113]) Sea T un operador lineal que transforma
funciones caracteristicas xa (con p(A) < oo) en vectores de un espacio de
Banach X. Si se tiene la relacion |[Txallx < CM(A)% para una constante
C > 0 independiente del medible A, entonces T admite una extension lineal
dnica a un operador continuo de LP' en X.

El operador al que se hace mencién en la proposicién perteneceria, de hecho, a
la clase de Dinculeanu D(LP'!, X). Acabamos la exposicién de esta familia de
espacios con el calculo del espacio asociado y dual.

La dualidad es atacada desde distintos puntos de vista. En [BeSh, p. 220] se
calcula primero el espacio asociado (como espacio de funciones de Banach que
es) resultando

Teorema 3.15 ([BeSh, p. 220]) Sea (2, %, u) un espacio de medida resonante
ysean 1 < p < 00, 1 < g < o0 (obienp =¢q=1ddp=q = c0).
Entonces (LP?7) = L4 con isomorfismo, donde los exponentes p,p’ vy q.q'
son, respectivamente, conjugados.
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Como corolario de este teorema y de la coincidencia entre espacio dual y asociado
(cuando se posee una norma absolutamente continua) se tiene

Corolario 3.16 ([BeSh, p. 221]) Sea (Q,%, 1) un espacio de medida reso-
nante y sean 1 < p < 00, 1 < qg < oo (0 bien p =g =1). Entonces (LP?)* =
LP -9 es un isomorfismo.

De manera directa, se prueba en [Hunt, p. 261]

Teorema 3.17 ([Hunt]) Sea (2, %, 1) un espacio de medida o-finito. Enton-
ces:

o (LP1Y* = LP'>° para 1 < p < cc.

o (LP9)* = Lo’ para 1 < p,q < oo y, por tanto, estos espacios son
reflexivos.

El espacio de funciones vectoriales de Lorentz se forma como se expresa,
de forma general, en la seccién 1.6 y podria tomar el nombre de espacio de
Lorentz-Bochner LP%(u, X).

Definicién 3.18 Sea X un espacio de Banach y sean 1 < p,q < co. Definimos
el espacio de funciones vectoriales de Lorentz, denotado por LP1(Q, 3, u, X) o
LP9(X), como el que reune las funciones f :  — X fuertemente medibles
y tales que la funcidn no negativa | f|lx pertenece al espacio de Lorentz de
funciones escalares LP4. Se le puede llamar también espacio de Lorentz-Bochner.

Proposicién 3.19 Sea LP9(X) un espacio de funciones vectoriales de Lorentz.
FEntonces se tiene que:

o LP(X), =LPU(X),=LP9(X) sip=q=161<p<ooyl<q<oo.
o LP®(X), CLP®(X)y = {f € LP>: 1iI(1J’1+t%f*(t> =0} £ LP®(X)
t—
stl <p<oo.

Prueba: La primera parte de la proposicién es consecuencia directa del
caso escalar mas la aplicacién del lema 1.51. La segunda parte es trivial del
caso escalar y las relaciones LP>°(X), = LP>™,(X) y LP>°(X), C LP>,(X),
comentadas en el caso general en la pagina 40. (]

La dualidad de estos espacios de funciones vectoriales, también llamados
de Lorentz-Bochner, se estudia en la préxima subseccién, puesto que se van a
describir en términos de medidas vectoriales.

Antes de terminar este apartado indicamos la definicién del espacio de Hardy-
Lorentz-Bochner. Véase los preliminares para la notacién.

Definicién 3.20 Sean 1 <p < oo, 1 <qg< oo y X un espacio de Banach. Se
define el espacio de Hardy-Lorentz-Bochner hP4(D, X) como el formado por
las funciones armdnicas u, definidas en el disco D y con wvalores en X de
manera que las restricciones a nivel v de u, es decir, las funciones u,., estdn
uniformemente acotadas en LP1(X). Se toma como norma en este espacio la

expresion [[ul|Le.a(x) = sup,cpo 1y ur | Lra(x)-
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3.3.2 Espacio de medidas de Lorentz V?9(u, X)

Los espacios de medidas vectoriales de Lorentz que vamos a definir se cons-
truyen de la forma explicada en el capitulo 2, ya que los espacios de Lorentz
son espacios de funciones de Banach. Ademas, le serdan aplicables los resultados
aparecidos en la seccién 3.1 por tratarse de espacios invariantes por reordena-
miento.

Antes de pasar al espacio de medidas de Lorentz procederemos como en
el caso de las funciones. Una observacién previa nos va a motivar el estudio
de los espacios de medida que, por razones que se entenderdan més adelante,
llamaremos espacio de medidas de Marcinkiewicz. Por tener un origen propio,
trataremos estos espacios con técnicas especificas. Sin embargo, tal y como pasa
en el caso de funciones, todo el estudio se puede recuperar por la teoria general,
descrita en el capitulo 2, particularizada a los espacios de medidas vectoriales
de Lorentz.

Espacios de medidas vectoriales de Marcinkiewicz

Recordamos de nuevo que una funcién escalar f pertenece al espacio de
Lebesgue-Marcinkiewicz de funciones LP>*°; también llamado LP-débil o weak
LP, si existe una constante positiva C' tal que

uweasifwl=ap < ($)

para todo A > 0. El infimo de tales constantes es la norma p-débil, denotada
por || fllweakre O ||f||Le., aunque hay otra norma equivalente (ver p. 83).

El origen de la definicién de este nuevo espacio de medidas vectoriales, que
contiene, para cada exponente p, al espacio de funciones de Lebesgue LP, es la
observacion de que para cada valor de A positivo se tiene

Nu({w e Q: [f(w)] > \}) < /Q FPdu = [I£I2,

Nos remitimos a la pagina 80 donde, a partir del espacio LP y la expresién de
su norma, se motivaba la aparicién de un espacio de funciones que lo contenia.
De manera analoga se puede trabajar con el espacio de medidas vectoriales
de p-variacién acotada VP(X). Sin embargo, en este caso cabréd precisar una
diferencia que a estas alturas podria parecer despreciable. De esta manera
encontraremos, a partir de V?(X), dos nuevos espacios de medidas vectoriales
que lo contienen. Por ello conviene comentar la siguiente igualdad, para cada
medida F' de V?(X). Denotando por | - |p la norma en V?(X),

def IE(B)|P ||p |F[(B)?
Fl, =
| |1U 7T€Dsz (Z 7T€DQ Z p 1

B€7r B€7r

La igualdad escrita se puede obtener mediante la expresion de la p-variacién que
figura en la pagina 11.
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Con esta observacién, a partir de la definicién de la p-variaciéon de una medida
vectorial F', se pueden obtener dos conclusiones para cada medible A.

F p F
|F'(A ||1 < Z IEB)IP _|F?
/J‘(A p TFGDQ Ber

y
F F|(
| |( 1 = Z | | 1 - F|g'
M( p TI'EDQ Ber p

Por tanto, para F existird una constante (por ejemplo, la propia p-variacién de
F') de tal modo que para cada medible arbitrario A, las desigualdades

1
o7

IF(A) < Cu(A)r

IFI(A) < Cu(A)>

se mantienen. Asfi surge la definicién de dos espacios (que podrian ser eventual-
mente el mismo) que contienen al espacio VP(X).

Definicién 3.21 (Espacios de medidas vectoriales de Marcinkiewicz)
Sea (2,3, 1) un espacio de medida o-finito, X un espacio de Banach y 1 <
p < 00. Definimos, en el marco de las medidas con valores en X, los conjuntos
VP (u, X) y VP(u, X) (o abreviadamente VP> (X) y VP>(X)) como los
formados por medidas F' de manera que

\IH

[F(A)] < Cp(A)

|F|(A) < Cu(A)¥

para todo A € X, respectivamente. Vamos a considerar en estos espacios los
funcionales

IE(A) |F[(A)
[E'[lve.e(x) = sup T y o Fllveeex) = sup ——
ACE pu(A) AEX u(A)
usando la notacion || - ||p.00 cuando el contexto no sea ambiguo. El espacio de

medidas vectoriales se dice de Marcinkiewicz o Lebesgque-Marcinkiewicz

Teorema 3.22 (V»°(X), | - [[vr.o(x)) 4 (VP2(X), [ - lvr.o(x)) s0n espacios
de Banach para 1 < p < oo y ademds se tienen las siguientes inclusiones:

VP(X) C VP(X)
U
VP(X) C VPo(X)
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Prueba: Es inmediata la prueba de que ambas son normas en los espacios
respectivos. Para ver que son completas, lo comprobamos con una, siendo la
otra comprobacion similar.

Sea (F),), una sucesién de Cauchy en V?*°(X). Entonces, para cada € > 0
existe un ng € N de forma que para n,m > ng

|1 — Finllp,oo < €.
La sucesion {F,,(A)}, en X formada para cada medible A es convergente, pues
(%)

para n,m > ng, y por tanto es de Cauchy en el espacio completo X. Llamamos
F a la medida limite puntual de las F),, que es numerablemente aditiva y u-
continua por Vitali-Hahn-Saks ([DiUh]). Es sencillo ver que F € VP*°(X),
pues

1
Y

[En(A) = En(A)|x <ep(A)r

F(A Fn(A
IEAIx % < sup || Falp,00 < 00.

AP T ()7

La convergencia F,, — F en V»*°(X) es igualmente sencilla. Si ¢ > 0, para el
mismo ng de la condicién de Cauchy, si n > ng, tenemos que

[Ea(4) = FA)Ix _ o IFa(A) = Fn(A)llx

< e
1 — 1 =~
(A5 meco(A)

La prueba de que VP*°(X) es cerrado en VP>>°(X) es similar.
La relacion de inclusiones es inmediata de las definiciones. O

Es facil comprobar que si 1 < p < o0, la condicién || F||p,0o < oo implica que
F' es p-continua en ambos espacios de medidas. Por otro lado se tiene que

Voo(X) = Voo (X) = VOurX).
Una prueba similar a la de 2.13 conduce a la igualdad

[Fllvroex)y = sup [la"Flyr.ee )
fle= I x =<1

para cada medida vectorial F'.

Los espacios de medidas de Marcinkiewicz VPI’OO(X ) aparecen cuando tra-
tamos de describir el conjunto de los operadores lineales y continuos del espacio
de Lorentz LP! en un espacio de Banach X.

Proposicion 3.23 Sea X un espacio de Banach, sea 1 < p < oo, y p' su
exponente conjugado. Entonces VP *°(X) = L(LP', X).

Prueba: La correspondencia entre medidas y operadores es la usual. Asi, si
F es medida de VP>>°(X), el operador T cumple que

ITr(xa)llx = IF(A)|x < Cu(A)r.
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Por 3.14, Tr extiende por densidad a un operador lineal y continuo de LP! en
X, con [|[Tr|| < 4||F|lp'eo- La aparicién de la constante 4 estd justificada en la
prueba de 3.14.

Si T € L(LP1, X), es claro que T = Tr para aquella medida F que cumpla
que F(A) = T(xa) para cada A € 3. Queda comprobar que tal medida
existe y estd en Vp/’”(X ). Lo unico que requiere cuidado es probar que F es
numerablemente aditiva, y ello se puede conseguir del hecho de ser finitamente
aditiva (por linealidad de T') y u-continua (por continuidad de T'). La acotacién
| F|lpr,00 < ||T'|| es trivial, y nos conduce al isomorfismo anunciado. O

Un corolario inmediato es el isomorfismo Vp/"’o(X*) = (LP'®,X)*, debido
al existente entre (LP'®,X)* y L(LP*, X*).

Si se compara esta proposicién con su paralela del capitulo 2 se puede
sospechar, con toda razén, que el espacio de medidas denotado por VPI’OO(X ) se
corresponde con Vg/(X) donde E = LP'!. Més adelante comprobaremos, entre
otras relaciones, que V»>*°(X) = Vg(X) con F = LP*° y que toda la serie
de resultados que pasamos a tratar desde el punto de vista local (respecto a la
definicién dada de espacio de medida de Lebesgue-Marcinkiewicz) son corolarios
de los resultados obtenidos en el capitulo 2.

Ahora caracterizamos las medidas vectoriales del espacio VP (X) mediante
funciones escalares.

Proposicion 3.24 Sea X un espacio de Banach y 1 < p < co. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

o FeVP=(X).

o FExiste una funcidn ¢ no negativa, con p € LP'*° de tal modo que |F|(A) =
J 4 pdp for all A e 3.

Prueba: (I) Si F € VP (X) C VP»*°(X), entonces |F| es medida finita y por
tanto p-continua (por serlo F'). Asi, el teorema de Radon-Nikodym nos aporta
una funcién no negativa y localmente integrable ¢ tal que |F|(A) = [, pdpy for
all AeX.

Si denotamos Ay = {w € Q: p(w) > A},

1
A (A 2 [ gl = |PI(A3) < [Pl on(0)F

Ax

F|? .
Por lo tanto p(Ay) < % y ast [|@llpco < (1 Fllp,co0-

(IT) Reciprocamente, sea ¢ una funcién no negativa de LP>> de forma que
|F|(A) = [, du para todo medible A. Veamos que F € VP (X). Por la
integrabilidad de ¢ tenemos que F' es p-continua (continuidad absoluta de la
integral de Lebesgue). La naturaleza de ¢ implica que

p{weR:p> )< ()

S

para todo A > 0. De ello se deduce facilmente que ¢*(t) < &t™ 7.
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Sea ahora A un medible arbitrario de medida finita. Usando la desigualdad
de Hardy (p. 27) se tiene que

w(A) (A 1 P’ N
A = [edus [T ras [ Girba=Lua?,
; ) , C c

Por tanto F' € VP>°(X) y ademads ||F|| < p/|l¢]|. O

En este resultado no tratamos de probar la posible igualdad de normas entre
medida vectorial y funcién representante de su variacién total. La razon es que
en el espacio LP**° no se ha usado la norma adecuada, que es la dada por
la segunda reordenada (ver p. 83), sino la cldsica del espacio de Lebesgue-
Marcinkiewicz. Este resultado nos ha confirmado que VP*°(X) es el espacio
Ve(X) con E = LP*° (p. 53). El siguiente resultado abunda en ese hecho.

Proposicion 3.25 Sea X un espacio de Banach y 1 < p < co. Entonces
o LP®(X) C VP>(X) isométricamente.
o [PX(X)=VP>(X) siy sdlo si X € (RNP).

Prueba: Si f € LP*°(X) entonces la medida F(-) = f(.) fdu pertenece a
VP (X). Esto ocurre pues |F|(-) = [ ||f|lxdu (p. 2), y se puede aplicar 3.24
con o = || fllx.

Para probar la segunda parte, supongamos que LP*®(X) = VP>®(X), y
sea T : L' — X un operador lineal y continuo. Debemos concluir que T es
representable (p. 14). La medida Fr dada por Fr(A) = T(xa) esde V(X)) y
por tanto de VP>°(X). Asi pues existe f € LP*°(X) con la relacién Fr(A4) =
fA fdu para todo A € . Si f ¢ L°°(X) tendriamos que

ni(Ay) < / 1 llxdpe = |FI(An)

n

para cada n € N, donde A4, = {w € Q : || f(w)||x > n} tiene medida positiva.
Ello implicarfa F ¢ V>°(X), lo cual lleva a contradiccién. Esto implica a que
T(¢) = [ fdu para toda ¢ € L' y con f € L>®(X).

Reciprocamente, si X € (RNP) y F € VP*°(X), al ser p-continua tenemos
una funcién vectorial f € L'(X) tal que F(-) = [ fdu. La aplicacién de 3.24
nos muestra que f € LP*°(X). O

Las dos aplicaciones del espacio de medidas de Marcinkiewicz, al estudio
de la dualidad y de los espacios de operadores cono absolutamente sumantes,
vienen a continuacion.

Teorema 3.26 Sea X un espacio de Banach y 1 < p < oo. Tenemos las
stguientes isometrias:

o VPhR(X) = [LPY(X)].
o VP (X) = IILH(LPL, X).
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Prueba: (1) Sea F € VP>°(X*) y T el operador dado por Tr(zxa) =
(x, F(A)) para cada = € X y A medible, extendido por linealidad al conjunto
de las funciones simples vectoriales.

Sea ahora s = 25:1 TnX 4, una funcién simple.

T ()| = | D (wn, F(A))] < D lanllx [FI(An)

N
= Fllpoe D leallxi(An)? < [Fllpeclsl;.
n=1
La densidad del conjunto de las funciones simples en LP'1(X) implica que T es
un elemento del dual de LP}(X) de norma acotada por ||F||, -

Para ver que se trata de una isometria biyectiva, sea T' € [LP*(X)]* arbitra-
rio. Es claro que T' = TF para la medida finitamente aditiva F', con valores en
X*, que asigna a cada medible A y cada z € X el valor (z, F(A)) = T'(zxa).
Falta comprobar que tal F' es una medida de V?*°(X). La desigualdad

IF(A)x = IT(ca)llx < IT)|u(A)7.

da como resultado que F' es p-continua y, por tanto, numerablemente aditiva.
Por tdltimo

[FI(A) = sup D [|F(A)|x+ = sup Y |T(wixa,)
(Ai)i (Ai)i 5
llzsll<1
= sup [T(D(wixa)| < IT] lIxallpn =

(Ai)i i
flzill<1

= |IT||p(A)7.

Asi pues F € Vp/"”(X*), y la dltima desigualdad confirma la isometria.

(IT) Sea ahora F' € V?»°(X) y T definida como es habitual. Para probar
que Tr es un operador cono absolutamente sumante, sea N € N arbitrario y
01,02, ..., N funciones no negativas de LP>!.

La densidad del conjunto de las funciones simples en LP>! y la aplicacién de
3.24 permiten poner

ITe(f)x < /Q \Floodp.

donde ¢ viene de 3.24. Entonces

N

N N N
S ITetenlllx < 3 [ o= [ (X enlodu < [Pl | @nloa
n=1 n=1 Q Q n=1 n=1
Y ast [ Tr s+ < | Fllyoc.
Para probar la biyeccién y la igualdad de normas, sea T' € II%F(LPL X).
La medida F' asociada a T pertenece a VP >°(X) (véase 3.23) pues T es lineal
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y continuo. Para finalizar, nétese que si A € ¥y m = (4,,)Y_; es una particién
de A en medibles de medida positiva,

N N N
D oIPr (A Ix = Y IT ) lx < 1Tl 1Y xanllpr = 1Tl p(A)7.
n=1

n=1 n=1

Por tanto ||Fr|p 00 < ||T|lm+ y queda probado el resultado. O

Espacios de medidas vectoriales de Lorentz

La manera sisteméatica de definir los espacios de medidas vectoriales de
Lorentz se corresponde con tomar, de la teoria general de espacios de funciones
de Banach, la situacién particular E = LP9.

De este modo se consigue definir el espacio VP9(X) con las caracteristicas
y conexiones con otros espacios relacionados (de funciones y de operadores) tal
y como se describen el el capitulo 2.

Se propone un acercamiento a esta clase de espacios mediante un procedi-
miento diferente. Las medidas vectoriales se van a estructurar a través de una
funcién llamada “médulo de continuidad de una medida vectorial”. Este médulo
viene motivado principalmente por la expresién de las normas de las medidas
de los espacios de Marcinkiewicz.

Definicién 3.27 (Mddulos de continuidad de medidas vectoriales) Sea
(Q, %, 1) un espacio de medida o-finito no atémico. Se define el intervalo I como

_ L 0,m()] , u() < o0
I{ (0,00) , p() =00

y para cada medida F las funciones wp, Wp : I — [0,00] dadas por

wp(t)= sup |F|(A) vy  wp(t)= sup [|[F(A)].
(A<t (A<t

Teniendo en cuenta que la medida p es no atéomica, por un lado, y la
desigualdad sobre la semivariacién que aparece en la péagina 9, por otro, se
puede poner

wr(t) = sup |F|(A)
n(A)=t

1 -
7 sup [F)(A) <wr(t) < sup [[F(A)
u(A)=t w(A)=t

para cada t € I.

Proposicion 3.28 Sea F' una medida vectorial. Entonces wp es una funcion
no decreciente, continua y concava.
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Prueba: La monotonia es obvia. Veamos que para 0 < s < t < u(Q) y
0 < h < u(2) —t se tiene que
wr(s+h) —wp(s) Zwp(t+h) —wr(t). (%)

Dado € > 0 existen medibles Ey, Eyyp, v Es para los cuales u(E;) = ¢, u(Epyp) =
t+hyp(Es)=sycon

wr(t) — p(Ey) <e, wp(t+h) —w(En) <e, wrp(s) —p(Es) <e
Sea Aj, un medible con u(Ap) =hy Ap C Eryp \ Es. Entonces
wr(s+h) = [F|(Es U Ap) = [F|(Es) + [F[(An)
= wp(s) — e+ |F|(An) + [F|(Epn \ An) — wp(t)
(
(

)
2 wrp(s) —e+ |F|(Epen) — wr(t)
>wp(s) —e+wp(t+h) —e—wp(t).

Dado que la desigualdad es vélida para cualquier € > 0, se tiene la afirmacién
(x). Asi, para s,t € I se tiene que

wr(s) —wr(t)] < wr(ls —t[7) —wr(0F)

donde wr(a™) :=limy,_o+ wr(a+ h) siempre existe por la monotonfa de wr. Se
deduce entonces que wr es uniformemente continua en I. De (x) se tiene que

s+ t) > wr(s) +wr(t)
2 2

wF(

para s,t € I. Este hecho, junto a la continuidad, da la concavidad de wp. O

Nota 3.29 La condicion de p-continuidad para una medida vectorial F' equivale
a que limy_,g+ Wr(t) = 0. Para medidas de variacion total acotada, también es
equivalente a que lim;_ g+ wp(t) = 0.

El médulo de continuidad wg esta relacionado con la variacion total de la
medida F'. Las caracteristicas del espacio de medida base (la no atomicidad)
proporcionan el siguiente hecho.

Proposicién 3.30 Si f € LY(X) y F(-) = Joy fdu, entonces f*(t) = twp(t)
parat € I.

Prueba: El resultado se obtiene del hecho de ser |F|(-) = f(.) I/l xdw y

t
/ f(s)ds = sup / 1l di.
0 p(A)<tJA

O

Una vez presentadas estas funciones, una revision a los espacios de medidas
de Marcinkiewicz nos permite escribir las normas de forma distinta.
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Nota 3.31 Sea 1 < p < oo. Una medida vectorial F pertenece al espacio

1
VPo(X) si y solo si existe alguna constante C' > 0 tal que wp(t) < Ct?
para todo t € I. De igual forma, una medida vectorial F' pertenece al espacio

VP2 (X)) siy sdlo si existe alguna constante C' > 0 tal que wp(t) < Ctv para
todot € 1.
De hecho podemos escribir las normas en dichos espacios de la forma

_ 1 _ L
[F|lve.o(x) = supt™ " Wp(t) Yy [Fllvece(x)y =supt » wr(t)
tel tel

La proposicién 3.30 y la iltima nota motivan la siguiente definicién de
espacios de medidas vectoriales de Lorentz.

Definicién 3.32 Sea X un espacio de Banach, 1 <p < oo y1l<g < oo. Se
definen los espacios de medidas vectoriales de Lorentz VP4(X) y VP9(X) como
los espacios de medidas vectoriales tales que

a1 dt
£V Dp(t) € LI )

TV wp(t) € LQ(I,%)

respectivamente. Consideramos en ellos las normas

1
o dt\ ¢
Py = ([ P01

_a dt 7
IFlvneco = ([ Ferorg) "

Por otra parte se define para la misma familia de exponentes p,q el espacio
VP4(X) de las medidas vectoriales F' de manera que x*F € VP4(K) para todo
x* € X*. En él se considera la norma

[Fllveacxy = sup [|2"F|lyea)-
[lz*] <1

Se usard la notacion ||-||p.q pare la norma cuando el contexto elimine ambigie-
dades.

Las relaciones elementales que guardan estos espacios entre si se recogen en
la siguiente proposicién.

Proposicion 3.33 Sea 1 <p< oo y1<g<o0. Entonces

VPaX)C V(X)c VPUX)
N
VPe(X)C WPe(X) = Vre(X)C Vi)

i)
)
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Prueba: Las inclusiones horizontales son obvias. Para las verticales, dado
que wr es no decreciente, tenemos que

_a SN ds i
t ¥ wp(t) < Cl / [S »’ wF(S)}qf + CQ,
t

S

para ciertas constantes C7,Cy > 0. Una estimacién similar se cumple para wg
y por tanto se concluye. O

Ejemplos 3.34 Sean 1 < p,q < oo y X = LP?. Considérese la medida LP9-
valuada F dada por F(A) = xa. Entonces

e wp(t) =400 para cada t € I.

o Tp(t)=tr.

o Siz*=¢ e X* =L lamedida composicion z*F es r*F(A) = [, ¢dp.
Por tanto

o F ¢ V™ (X) para ningin r,s.

° FE\?T’S(X) sil<r<p ys=occobienl<r<p yl<s<oo.

e FeVs(X)siir=p ys>q obienl<r<p yl<s<oo.

Asi pues, F proporciona muestras de que los espacios \~7pl’q,(X) y vrd (X) no
coinciden generalmente, ni tampoco VP> (X) y VP> (X).

La caracterizacién de las medidas de VP4(X) a través de las funciones del
espacio de Lorentz escalar, que viene a continuacién, es una garantia de que
la definicién alternativa (mediante los mddulos de continuidad de medidas) es
consistente con la de la teoria del capitulo 2.

Lema 3.35 Sean 1 < p < o y 1 < q < co. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

o FeVPi(X).
o Existe ¢ >0, p € LP tal que |F|(A) = [, ¢dp para cada A € 3.

Mds aiin, si ¢ es una funcion cualquiera de forma que |F|(A) = [, pdp para
cada A € 3, entonces || F||ye.ax) = [©llp,q-

Prueba: Sea F' € VP4(X). Dado que F' € VP*(X) podemos aplicar la
proposicién 3.24 y asi encontrar una funcién no negativa ¢ de modo que |F|(A) =
fA pdp para todo A € . Con esto y una mirada a 3.30, es inmediato el hecho
|Fllp.q = ll¢llp.q- El reciproco es directo. O

Con ayuda de este resultado obtenemos la inclusién isométrica del espacio de
funciones vectoriales en las medidas, y una nueva caracterizacién de la propiedad

de Radon-Nikodym.
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Teorema 3.36 Sea X un espacio de Banach y 1 < p < 00,1 < g < oo.
Entonces:

o [PI(X)C VPIX).
o [PU(X)=VPIX) siysdlosi X € (RNP).

Prueba: La proposicién 3.30 muestra que si f € LP9(X) entonces la medida
F(E) = [, fdu pertenece a V?4(X) y puesto que |F|(E) = [, || flldp, la norma

1flp.q = I1Fllp.q-
Para la segunda parte se puede usar el mismo tipo de argumentos que en la
proposicién 3.25 con la ayuda del lema 3.35 en lugar de 3.24 0

Proposicion 3.37 Sea X un espacio de Banach arbitrario y sean 1 < p <
00,1 < g < co. Entonces se tiene que el espacio de medidas vectoriales de
Lorentz VP1(X) es isomorfo al espacio Vir.a(X). Es decir, que

|[Flpa i=sup{>_ |aal[[F(A)|x : 7€ Do, | Y aaxalwray <1},
Aem Aem

que es equivalente a

sup{D_ laal [F(A)llx : 7€ Do, || D> aaxalpma <1},
Aem Aem

es también equivalente a la norma ||F|yr.a(x) definida en 3.32.

Prueba: La equivalencia entre las dos primeras expresiones es consecuencia
de la equivalencia de normas que tienen los espacios de Lorentz ' y (LP7).
La equivalencia de ambas con ||-[|y».4(x) se deduce de 3.35, pues cada medida F’
de VP9(X) ve representada su variacion total a través de una funcién no negativa
¢ del espacio LP? de manera que ||F||ys.a(x) = [|¢||p,q- Por tanto, teniendo en
mente que en los supremos que aparecen se puede sustituir cada ||F(A)||x por
|F'|(A), basta con reemplazar entonces las variaciones por las integrales de ¢ y
obtener que éstos coinciden con ||¢l|,,q, 0 bien son equivalentes. O

Por otra parte, dado que el espacio de funciones de Lorentz LP'9 es un espacio
invariante por reordenamiento, podemos escribir

F(4)
|F|Lpa = sup || XallLra(x)-
w€Dgq 1;‘_ :L"(A) )

Y por ultimo, otra forma de evaluar la norma en el espacio de medidas de
Lorentz es a través de los médulos de continuidad de las medidas,

wp(t)
t

I1F'[lveax) = || | L.

Se puede definir en este contexto un espacio de funciones armédnicas.
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Definicién 3.38 Se define para cada par de exponentes p, q el espacio h?4(D, X)
de las funciones u definidas en D con valores en X que son armdnicas y con la
acotacion

sup ||| pr.a(x) < 0.
r€l0,1)

Se toma como norma en el espacio ||ul| Lr.a(x) = SuP,efo,1) Urll Lra(x) -

Todos los resultados del capitulo 2 son aplicables a este espacio de medidas
vectoriales.

Corolario 3.39 Sea l <p< oo yl<g< oo dp=q=o00, y X un espacio de
Banach. Entonces:

o [P1(X) C VP(X) via la integral de Bochner indefinida.
o [P(X)=VPUX) siy solo si X € (RNP).

Si ademds q > 1

9X7) = (LX)

o VPU(X*) = TILH(LP | X).

¢ )

o /P

o [P1(X) C h?4(X) via la integral de Poisson.
) =

( )
o IPY(X P9(X) siy sdlo si X € (RNP).
o (

o 1 (X7) = [LPO(X)).

3.4 Espacios de medidas vectoriales de Orlicz

Los espacios de medidas de Orlicz aparecen por primera vez en [114]. En esta
seccién se hard una descripcién de los resultados alli obtenidos y enfocados bajo
otro punto de vista ([42]). De manera introductoria, se presenta una pequena
exposicién sobre los espacios de funciones de Orlicz.

3.4.1 Los espacios de funciones de Orlicz L*(, i)

Esta clase de espacios fue definida por W. Orlicz en los anos 30 ([97]) v
también engloban, en su definicién, a los espacios de funciones de Lebesgue.
Referencias para su estudio son [62, 66, 108]. Los espacios de funciones de
Orlicz, como se vera mas adelante, son espacios invariantes por reordenamiento

([BeSh, p. 269]).

Definicién 3.40 (Funcién de Young) Sea ¢ : [0,00) — [0,00] una funcién
no decreciente y continua por la izquierda, con ¢(0) = 0, y ni idénticamente
nula ni idénticamente infinita. A la funcion ® dada por

®:A¢@m 150



98 Capitulo 3. Espacios de medidas sobre espacios i. r.

se le llama funcion de Young, y se dice que estd generada por ¢.

Definicién 3.41 (Clase de Orlicz) Sea ® una funcion de Young. Se define
el funcional ie para cada funcion medible f como

ia(F) = [ @(1f(w))dntw).
Q
La clase de Orlicz viene definida por

Ly ={feM : is(f) < oo}

La clase de Orlicz siempre es un conjunto convexo, pero no necesariamente
un espacio vectorial. Por ejemplo, si ® = Oxo,1] + 00X (1,00), entonces la clase de
Orlicz es la bola unidad de L°°. Asi pues, una norma funcional de Minkowski
puede ser definida por la clase de Orlicz.

Definicién 3.42 (Norma de Luxemburg. Espacio de Orlicz) Sea ® una
funcion de Young y L la clase de Orlicz correspondiente.Se define la norma de
Luxemburg como

[flle = inf{k > 0:ie(f/k) <1}
para cada f € M. Se define el espacio de Orlicz como

L* = {f €M : [[flls < o0}.

Nota 3.43 Por ser ® continua por la izquierda, una aplicacion del teorema de
la convergencia mondtona nos muestra que el infimo que aparece en la norma
de Luzemburg se alcanza y es, por tanto, un minimo. FEntonces es cierta la
desigualdad f

1flle

Esta pequena introducciéon permite demostrar que la familia de los espacios de
Orlicz estd incluida en la familia de todos los espacios de funciones de Banach
que son invariantes por reordenamiento.

) < 1.

ia(

Proposicién 3.44 ([BeSh, p. 269]) El espacio de Orlicz (L?,||-||s) es un
espacio de funciones de Banach invariante por reordenamiento.

Prueba: Empezando por probar las propiedades de la norma, es obvio que
si f = 0 entonces is(f/k) = 0 para cualquier k¥ > 0 y por tanto el infimo
es 0. Reciprocamente, una funcién f de norma 0 cumple que ig(f/k) < 1
para cualquier £ > 0, y ello serfa contradictorio si f no fuese nula cpp. Si
{w e Q: |f(w)| > e} tiene medida positiva para algin € > 0 (digamos pg),
entonces

1>idg(nf) > / B (ne)du = pod(ne).
{IfI>e}
Dado que ®(t) — +oo cuando t — +o00, basta con hacer n — oo para llegar
a contradicciéon. La igualdad ||af|e = al|f]|e para a > 0y f € L® es trivial.
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Para probar la desigualdad triangular usamos la convexidad de la funcién ® y
la nota 3.43.

B pa(f) J(w) pa(g) g(w) w
= <p¢<f> T a(@) pa(g) T pall) + pald) ,%(g)) dplw)
)

pa(f) . f pa(9) g

) +70@ " e T pa ) + pa(e) * ale)
<1

para f,g € L®. Por tanto ||f + glle < ||f|le + [|g]|le. Con esto se tiene (P1).
(P2) es trivial por la monotonia de la integral.
a (SFP), vista como (P3) en la definicién 1.23 se prueba pasando por el
teorema de la convergencia monétona. Si 0 < f,, T f, entonces 0 < @(U"—k()l) 1

@(@) por la monotonia de ®. Aplicando el teorema de convergencia mondétona
en L', se tiene que is(f,/k) T ia(f/k). Tomando k = sup,, ||fnlle,

1> ig(fu/k) Tia(f/k)

y por tanto ||f|le < sup, ||fz]le. La otra desigualdad es obvia y por tanto

[ flle = lim, || falle-
Sea A un medible de medida finita. Entonces

ia(xa/k) = p(A)@(1/k).

D es continua en 0y ®(0) = 0. Asi pues podemos encontrar k£ > 0 tal que
O(1/k) < ( 7> ¥ por tanto Ixalle <k < ooy tenemos (P4).
Para probar (P5) tomamos un medible A de medida finita y aplicamos la
desigualdad de Jensen de manera que

q’( ||J(f||) <( >)) </ (W) %
ﬁié( )
1

= WAy

Por las caracteristicas de ®, esta tiene funcién inversa y por tanto

f
1 flle

()
/fdu< _< I£lle,
w(A)

&1
con lo que Oy = % > 0 verifica (P5).
u(A)
La propiedad de ser invariante por reordenamiento pasa por probar que

i3(f) = ia(g) para cada par de funciones equimedibles f, g. Bastaria, de hecho,
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probarlo para f y g = f*. Sea entonces f = Y./, agxa, con oy > as >
...an > 0, de modo que su reordenada resulta f* = 22:1 kX (my._,,m;) donde

mo =0y my = Z?Zl u(Ayg) para k =1,2,...,n. Con ello

R ; /. (o) = 3" B(ap)n(Ar).

k=1
/ T a(f(s)hds =3 / " B(an)ds = 3 Blar)u(Ar).
0 k=17 Mk-1 k=1

Finalmente, el teorema de la convergencia dominada resuelve el caso general.
O

En el seno de estos espacios de funciones se puede definir otra norma. Es
la conocida como norma de Orlicz, y guarda paralelismo con la norma definida
sobre el espacio asociado a un espacio de funciones de Banach. Para introducirla,
es necesario hablar de funciones de Young complementarias.

Definicién 3.45 (Funciones complementarias) Dos funciones de Young ®
y U se dicen complementarias, si las funciones ¢ y 1 que las generan son
inversas por la izquierda, es decir, cumplen

Y(u) = inf{v: ¢(u) > v}.

El ejemplo més conocido de funciones complementarias son las que dan lugar

a los exponentes conjugados de los espacios de funciones de Lebesgue, ®(t) = %

y\Il(t):tpi,,con1<p<oo.

Lema 3.46 (Desigualdad de Young) Si® y U son funciones de Young com-
plementarias, entonces

/Qfgdﬂ <ia(f) +iw(g)
para cada f € L® y g € LY, habiendo igqualdad si f = (g) 6 g = ¢(f) cpp. Asi

/Q Fadu < 2] fl1sgllw

Una prueba se puede encontrar en [BeSh, p. 271]. Esta desigualdad implica
que si ¥y ® son funciones de Young complementarias, entonces L® C (LY)' y
LY C (L®)'. Ahora se puede dar la definicién de la norma de Orlicz,

1918 = sup{ | foduia(g) < 1).
Q
Para cada funcién de Young ® y cada f € L® se tiene que ||f||¢ < 1 siy sélo

si ie(f) < 1. En efecto, si ip(f) < 1, la definicién de la norma de Luxemburg
dice que ||flla < 1. Por otra parte, si ie(f) > 1, para cualquier sucesién
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{kn}n estrictamente decreciente a 1, se tiene que ig(f/kyn) 1 ia(f) > 1, y por
tanto ig(f/kn,) > 1 para cierto k,, > 1. La comparacion || f|e > kn, > 1 es
inmediata, pues lo contrario implicaria 1 < ig(f/kn,) < ia(f/|flle) < 1, lo
cual es contradictorio.

Con esta explicacién se puede reescribir la norma de Orlicz como

1719 = sup /2 Fadpi: gllw < 1,

donde se puede intuir que se trata de la norma como espacio asociado a LY.
La equivalencia entre las normas de Luxemburg y Orlicz se prueba mediante la
desigualdad

I£flle < If1 < 2[fle,

cuya demostracién puede encontrarse en [BeSh, p. 274] o [66, p. 154]. El
corolario de esta equivalencia de normas es el siguiente.

Corolario 3.47 Sean ® y ¥ funciones de Young complementarias. Entonces
(L2 -lle) = (L%, 1-119)-

El resultado de dualidad correspondiente pasa por el conocimiento de la parte
absolutamente continua de los espacios de Orlicz. La funcién fundamental serd

1

. t>0,
()

pre(t) =

ya que se calculé en 3.44. Por otra parte, una condicién necesaria para la
densidad del conjunto de funciones simples en L® es la llamada condicién As.
Se dice que la funcién de Young cumple la condicién Ay (denotado por ® € Ay)
si existen C' > 0 y to > 0 tales que

O(2t) < CP(t) < o0, t) <t < o0.

En efecto, esta condicién nos permite comprobar que, para cada funcién no
negativa f, la sucesién de funciones simples (s,), que cumple 0 > s, T f
también converge a f en L®. Entonces

Corolario 3.48 Sean ® y U funciones de Young complementarias de manera
que ® € Ay. Entonces (L?,|||lo)* = (LY, |]]|$)-

Prueba: Sit — 0T, entonces ®7'(1) — oo. Asf la funcién fundamental
permite aplicar 1.38 y tenemos (L?), = (L?);. La densidad de las funciones
simples es consecuencia de la condiciéon As, asi que (L®), = L®. Por tanto
asociado y dual coinciden (ver p. 25) y tiene el resultado. O

Los espacios de Orlicz de funciones vectoriales son también llamados espacios
de Orlicz-Bochner, es decir, formados por las funciones vectoriales f : Q@ — X
de manera que la funcién ||f||x pertenece al espacio de funciones de Orlicz.
Estos espacios son objeto de estudio reciente en [96, 93, 69, 39, 60], cubriéndose
aspectos de la geometria, compacidades y diferentes topologias.
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En el contexto de las funciones armonicas vectoriales definidas en el disco
podemos definir el espacio de funciones de Hardy-Orlicz-Bochner h® (D, X),
dado que el espacio de funciones de Orlicz es invariante por traslaciones. Remi-
timos al lector a los preliminares sobre funciones armonicas para la notacion.

Definicién 3.49 Se define el espacio h® (D, X) de las funciones u definidas en
D con valores en X que son armonicas y con la acotacion

sup |lur e (x) < oo,
rel0,1)

Se toma como norma en el espacio ||ullpe(x) = sup,¢po,1) [[wrlle x)-

Los resultados que se pueden obtener sobre este espacio pasan por la parti-
cularizacién de lo obtenido en el capitulo 2.

3.4.2 Espacios de medidas de Orlicz V®(u, X)

Como se indicaba al inicio de la seccién, los espacios de medidas vectoriales
de Orlicz se introducen en [114, 115], siendo objeto de profundo estudio y
exponiendo ademas teoremas de representacién de operadores lineales y continuos
en espacios de funciones vectoriales de Orlicz y un nuevo teorema de Radon-
Nikodym en dicho contexto. El trabajo continda en [116], donde el autor
introduce la clase de operadores de Dinculeanu extendida al contexto de los
espacios de Orlicz.

El contenido de este apartado se desarrollé principalmente en [42]. Allf se
trabaja desde el punto de vista de las proyecciones de las medidas en particiones,
y posteriormente se demuestra una equivalencia de normas.

Definicién 3.50 ([115, p. 21]) Sea ® funcién de Young, X un espacio de
Banach y F una medida sobre X. Se dice que F es de ®-variacion acotada si

I@(F) ‘= Sup Z(I) (%) /-L(En) < 0.

Se demuestra que el supremo es, de hecho, un limite en el sentido de Moore-
Smith (el conjunto de las particiones es un conjunto dirigido por la relacién ‘ser
maés fina que’).

Si F' es una medida finitamente aditiva y 7 es una particién, se define la
medida ‘proyecciéon de F' en 7’ como

F4)
AXE;M(A)M( N A),

denotada por Fj.

Teorema 3.51 ([115, p. 24]) Si F' es una medida para la cual Is(F) estd
bien definido, entonces

o [5(Fr) <Is(F).
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(] I@(F) = hmﬂ- Lp(Fﬂr).

Inspirdndose en los espacios de funciones de Orlicz se definen los espacios A®(X)
de medidas finitamente aditivas I tales que se anulan sobre los conjuntos p-nulos
y de manera que Is(F/k) < 1 para algiin k > 0. En ellos considera la norma
de Luxemburg

|Flle =inf{k >0: Is(F/k) <1}.

Estos son espacios completos con dicha norma, y se destaca el subespacio de
A%(X) de las medidas p-continuas, que se denota por V¥(X). Este es cerrado
en A®(X) y, de hecho, es el llamado espacio de medidas de Orlicz.

Definicién 3.52 ([115, p. 28]) Se define VE(Q, %, 4, X) = VE(X) como el
espacio de las medidas vectoriales F' que son p-continuas y tales que I (F/k) <
1 para algun k > 0, tomdndose como norma el funcional

|F|lo = inf{k > 0: I(F/k) <1}.

Maés adelante se define en [115] la norma de Orlicz, involucrando a la funcién de
Young complementaria. Se prueban desigualdades de Holder y la equivalencia
entre ambas normas. En las siguiente secciones, Uhl prueba la inclusién isomé-
trica de L*(X) en V®(X), una generalizacién del teorema de Radon-Nikodym,
la clausura del conjunto de medidas simples en V'®, y los operadores lineales
y continuos con dominio en la clausura del conjunto de las medidas simples en
Ve(X).

Veamos una caracterizacién de los espacios de medidas, similar a las que
vamos consiguiendo en los casos anteriores, en términos de funciones no negativas.
Pero antes resaltamos una herramienta recogida en un lema.

Lema 3.53 ([12]) Sea ® una funcidn de Young. Si definimos, para cada medida

F, el funcional I5(F) como

I(F)= sup Y & (F(E")) W(Ey),

w€Dq .

entonces I (F) = Is(F).

La prueba se basa en la convexidad y continuidad de la funcién de Young ®.
Con esto podemos pasar a la siguiente proposicién.

Proposicion 3.54 Sea ¢ una funcion de Young y X un espacio de Banach.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

e FeV?*(X).
o Eziste ¢ >0, p € L® tal que |F|(A) = [, ¢dp para cada A € .

Mds aiin, si g es una funcion cualquiera de forma que |F|(A) = [, pdp para
cada A € 3, entonces || F|lyex) = |¢]le-
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Prueba: Sea F € V®(X). Entonces F tiene variacién total acotada, puesto
que al ser ® convexa no negativa,

t< K, ®(t)+ Ko t>0.

para ciertas constantes K, Ko > 0. Entonces

S ey < 3 ol hu « 3 u)

Aem Aem Aem
para cualquier particién m, y asi |F|(Q) < K1Is(F) + Kou(Q). Si Is(F) =
o0, basta con repetir el razonamiento dividiendo por k > 0 de manera que
VES (F/k) < 00.

Como I es p-continua, tenemos una funcién no negativa ¢ de manera que

representa a la medida finita |F|. Ahora podemos aplicar la desigualdad de
Jensen por la convexidad de ®, y

Fl(A)
I(F) =sup S @ ('— u(A)
® ™ Aze:n ,U(A)
Ja sodu)
—ap Y@ ( ()
™ Azeﬂ ﬂ(A)
—swp Y~ [ @)
T Aex’A
= i (p)-
De esto se obtiene || F'||o = ||¢||®, puesto que el funcional ig es el correspondiente
al espacio de funciones de Orlicz.
El reciproco es inmediato. O

Uno de los resultados que se conseguia en [42] era la expresién equivalente de
la norma de Luxemburg ||-||¢, que exponemos a continuacién con el objetivo de
probar que el espacio de medidas de Orlicz es el de las medidas de L®-variacién
acotada, un caso concreto del dado en el capitulo 2.

Proposicion 3.55 Sea ® una funcion de Young y X un espacio de Banach
arbitrario. Entonces el espacio de medidas de Orlicz V(X) es isomorfo al
espacio Ve (X)

Prueba: Es inmediato de los resultados previos, pues una medida F' de
V®(X) cuya variacién total venga representada por la funcién no negativa ¢ de
L®, cumplira que

Flos =sup | 3 D

( XAH@
Aem
S 4 pdu
—sup | Y Xalle
T den #(A)

= llelle
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(para ello ver nota 3.3, 3.53 y 1.32). O

Nota 3.56 Una wvez mds recordamos al lector que las igualdades de normas
estdn sujetas a la propiedad de Fatou fuerte (SFP). Es decir, que la relajacion
de dicha propiedad (suponiendo entonces la (WFP)) convertiria las igualdades
en equivalencias.

Tras la identificacién de los espacios de medidas de Orlicz como participantes
de esta gran familia de espacios de medidas con variacién en un espacio de
funciones de Banach, podemos afirmar una serie de corolarios obtenidos de
aplicarles la teoria general mostrada en los capitulos 2 y 3, aunque gran parte
de ellos ya han sido probados en [114, 115, 116, 12].

Corolario 3.57 Sea L®(X) un espacio de Orlicz-Bochner. Entonces se tiene:

L*(X) C V®(X) isométricamente.

L*(X)=V?*(X) siy sdlo si X € (RNP).

F € V®(X) siy solo si existe p € L no negativa tal que |F|(-) = f(.) wdp.
o L®(X) C h®(X) isométricamente.

Por otra parte, si ® es funcion de Young satisfaciendo la condicion As, y ¥ es
su complementaria, entonces:

o LY(X)=h"Y(X) siysdlosi X € (RNP).
o VY(X)=D(L?, X).






Capitulo IV

Espacios de medidas de
Musielak-Orlicz

Este capitulo estd dedicado a mostrar un espacio de medidas vectoriales
concreto, el cual puede ser utilizado para obtener representaciones integrales de
operadores lineales y continuos de un espacio de funciones de Banach concreto
a un espacio de Banach arbitrario. El espacio que nos va a ocupar encaja
en la teoria desarrollada en el capitulo 2, y es entonces susceptible al resto
de consideraciones que en él se hacen, como son la dualidad de un espacio de
Ko6the-Bochner no considerado hasta ahora, y cuestiones acerca de ideales de
operadores como son los cono absolutamente sumantes, o la clase de Dinculeanu.

El reticulo de Banach que se va a considerar no satisface la propiedad (J), por
lo que el enfoque presentado en [GrUh] es inaplicable y nada se puede resolver.
La definicién de E-variacién planteada en 2.1 consigue ser la adecuada en este
caso, probando entonces que es una extension de la anterior (ver p. 74).

Asi pues se procede a presentar la extensa familia de espacios de funciones de
Musielak-Orlicz para mostrar, posteriormente, a un adecuado representante de
ésta. Se hard un estudio de este espacio comprobandose, en primer lugar, que es
un reticulo tal y como se describe en los preliminares, y después se comprobaré la
exencién de la propiedad (J) (y por tanto de ser invariante por reordenamiento).
Por 1ltimo, la consideracién geométrica del tipo y cotipo de Rademacher en un
cierto espacio de Musielak-Orlicz vectorial completard el tratamiento de este
ultimo capitulo de la memoria.

4.1 Los espacios de funciones de Musielak-Orlicz
M
LY, p)
La familia de espacios que describimos a continuacién también es referida
por la literatura como ‘espacios de Orlicz generalizados’. Efectivamente, la base

conceptual reside en la consideracién de una funcién de Young en un sentido
generalizado. La referencia fundamental para el estudio de esta familia es [Mus],

107
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referencia a la que acudiremos en aquellos resultados cuyas pruebas no sean
ilustrativas en nuestro cometido. (£2, %, 1) denota un espacio de medida o-finito
y completo, y no dejaremos de considerar el caso 2 = N, dado que se hara un
estudio sobre cierto espacio de sucesiones.

Definicién 4.1 ([Mus, Def. 7.1], Funcién de Musielak-Orlicz) Una
funcion M : Q x [0,00) — [0,00] se dice funcion de Musielak-Orlicz (o funcidn
de Young generalizada) si satisface las siguientes propiedades:

e Para todo w € Q, la funcion t — M (w,t) es una funcion de Young, tal y
como viene definida en el capitulo anterior.

e Para todo t € [0,00), la funcion w — M(w,t) es medible.

SiQ =N, la funcién de Young generalizada se puede escribir M = (®,,),,, donde
®,, es funcion de Young para cadan =1,2,....

Una funcion de Young generalizada M se dird localmente integrable si para
cadat >0y A €Y de medida finita se tiene que

/ M (w, t)dp(w) < co.
A

Definicién 4.2 ([Mus, Def. 7.2], Clase y espacio de Musielak-Orlicz)
Sea M wuna funcion de Musielak-Orlicz. Se define el funcional ip; para cada
funcién medible f como

()= [ MGl 7)d(w)
La clase de Musielak-Orlicz viene dada entonces por

Lyt ={f € M : in(f) < oo}
El espacio de Musielak-Orlicz es el conjunto

LM ={feM : [Ifla < oo},

donde la norma || - ||ar es la norma funcional de Minkowski, llamada norma de
Luzemburg, dada por

Ifllv =inf{k >0 : in(f/R) <1}, feM

Cuando M es el espacio de las sucesiones reales o complejas, se puede escribir
f=(n)n, M= (®n)ny ine(f) =2, Pn(|an|). Entonces se suelen denotar la
clase y el espacio de sucesiones de Musielak-Orlicz como ¢3! y ¢M.

A diferencia de los espacios de funciones de Orlicz, hay espacios de funciones
de Musielak-Orlicz que no son espacios reinvariantes por reordenamiento. Méas
atn, los hay que tampoco satisfacen la propiedad (J). Veremos, por ello, un
ejemplo de esta familia de espacios para ilustrar la problematica que surge en
la definicién de E-variacién dada por autores como N.E. Gretsky y J.J. Uhl
Ahora continuamos con la descripcién de los espacios de funciones.
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Es interesante la relacién de inclusion que existe en la familia de espacios de
Musielak-Orlicz. Dado que los espacios de Orlicz, y por tanto los de Lebesgue,
son espacios de esta gran familia, la presentacion del siguiente resultado invita a
la reflexién sobre porqué las relaciones de inclusién entre espacios de Lebesgue
depende del espacio de medida. Para ello precisamos de una definicién.

Definicién 4.3 ([Mus, Def. 8.1]) Sean M y N dos funciones de Musielak-
Orlicz. Escribiremos N < M si existen h funcion en Q, no negativa, integrable,
y K1, Ko constantes positivas, tales que para todo t > 0 y para casi todo w € 2

N(w,t) < K1 M (w, Kat) + h(w).
Otra definicién de interés es la siguiente.
Definicién 4.4 ([Mus, Thm. 8.13]) Sea M una funcion de Musielak-Orlicz.

e Sip es sin dtomos, se dice que M satisface la condicion Ag si existen: h
funcion en Q, no negativa, integrable; y K constante positiva, tales que
para todo t > 0 y para casi todo w € )

M (w,2t) < KM (w,t) + h(w).

e SiQ =N, p({n}) =1 paran=1,2,..., se dice que M = (P,),, satisface
la condicidn 6o si existen: (ay), sucesion de términos no negativos, con
Yo lan] < o00;yé, K constantes positivas, tales que para todo t > 0 y para
todon =1,2,... se tiene que ®,(t) < J implica

B,,(2t) < KBy (1) + an.

Proposicién 4.5 ([Mus, Thm. 8.5]) Sean M y N funciones de Musielak-
Orlicz. Entonces:

e Si N < M se tiene que LM C LY. Ademds ||-||xn < C||-||a para alguna
C>0.

o Si LM C LN y la medida es sin dtomos, entonces N < M.

Para el caso de espacios de sucesiones el resultado es paralelo.

Proposicién 4.6 ([Mus, Thm. 8.10]) Sean M = (®,,), y N = (U,,),, fun-
ciones de Musielak-Orlicz. Entonces M C N si y sdlo si, existen 6, K1, Ky >
0 y una sucesion de términos no negativos (a,), con y. a, < oo tales que
D, (t) < § implica que

\Ifn(t) S Klq)n(KQt) +an

parat>0yn=172 ...

Ahora vamos a hacer referencia a las funciones complementarias y al espacio
dual topoldgico de espacios de Musielak-Orlicz.
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Definicién 4.7 ([Mus, Def. 13.1], F22 de Musielak-Orlicz restringida)
Diremos que una funcion de Musielak-Orlicz M es una funcion de Musielak-
Orlicz restringida, si:

o M es convexa en la variable t > 0 para todo w € ().

M(w,t)
t

o lim, o+ =0 para todo w € Q).

o lim; ., M = 00 para todo w € Q.

Proposicién 4.8 ([Mus, Thm. 13.2]) Sea M wuna funcion de Musielak-
Orlicz restringida si y solo si M cumple, para todo w € €2, que

Mw.t) = [ m(uw, $)ds,

donde m(w,s) > 0 para s > 0, m(w,s) es no decreciente y continua por la
derecha como funcion de s > 0, m(w,0) = 0 y lims_,oo m(w, s) = 0o para todo
w € Q. En este caso se dice que la funcion m genera la funcion M.

Definicién 4.9 (Funciones de Musielak-Orlicz complementarias) Se dice
que dos funciones de Musielak-Orlicz restringidas M y N son complementarias
si las funciones m y n que las generan son inversas por la derecha una de la
otra, es decir,

n(w,u) = sup{s: m(w,s) < u}

para cada w € Q yu > 0.

Cabe decir que si una funciéon de Musielak-Orlicz restringida M define por el
proceso descrito a la funciéon N, se puede probar que N es funciéon de Musielak-
Orlicz restringida ([Mus, Thm. 13.8]).

Proposicién 4.10 ([Mus, Thm. 13.6], Desigualdad de Young) Sean M
y N funciones de Musielak-Orlicz restringidas complementarias. Entonces se
satisface la desigualdad de Young

st < M(w,s) + N(w,t), a,>0, weN.
Ademds

N(w,t) = ,Sgli%(St — M(w,s)), M(w, s) = igg(st — N(w,t)),

donde los supremos se alcanzan en s, = n(w,t) yt, = m(w, s), respectivamente.

Este resultado implica que LY C (L™)’. Al igual que en el caso de espacios de
Orlicz, una segunda norma enriquece la teorfa.

Definicién 4.11 ([Mus, Thm. 13.11], Norma de Orlicz) Sea M una
funcion de Musielak-Orlicz restringida y localmente integrable, y N su com-
plementaria. Se define para cada funcion de M la norma

I 115 = sup{ [, fadu « in(g) <1}
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En este punto hay que decir que las condiciones

in(g) <1, lglly <1
son equivalentes (ver caso Orlicz).

Proposicién 4.12 ([Mus, Thm. 13.11]) En las condiciones de la definicion
previa,

1A llar < AR < 201 fllae
para toda f € LM.

Esto prueba que si M y N son funciones de Musielak-Orlicz restringidas com-
plementarias, entonces:

o (LM 1% = (LY, ||-lv)" es una isometria.
o (LM |-llar) = (LM, ]|]lx)" es un isomorfismo.
La desigualdad de Holder tiene 3 variantes.

Corolario 4.13 ([Mus, Thm. 13.13]) Sean M y N funciones de Musielak-
Orlicz restringidas complementarias. Se tienen las siguientes versiones de la
desigualdad de Holder:

QHfLLMHgHN
Jolfllgldp < ”f”M”g”g
£l llgll X

Corolario 4.14 Sean M y N funciones de Musielak-Orlicz restringidas y com-
plementarias. Entonces (LY, | - ||S) estd isométricamente contenido en el dual
topoldgico de (LM || - ||ar).

La condicién As también trae consigo la densidad del conjunto de las funciones
simples ([Mus, Rmk. 8.15]). Con ello se puede probar el siguiente resultado de
dualidad.

Teorema 4.15 ([Mus, Thm. 13.18]) Sean M y N funciones de Musielak-
Orlicz (restringidas) complementarias y localmente integrables. Supongamos que
para cada tg > 0 existe un ¢ > 0 para el cual M >csit>tgywe Q. Mds
aun, supongamos que una de las siguientes dos condiciones se satisface:

e 1 es sin dtomos y M satisface la condicion As.

e O ={1,2,...}, u({n}) =1 para n = 1,2,... y M satisface la condicién

2.
Entonces la forma de cada funcional lineal y continuo sobre (LM |- ||ar) es
T(f) = / fgdu,  fe LM,
Q
cong € LN y||T| = |lg|%. Es decir, se tiene la isometria

[0 )] = (L1 1R
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Una vez terminada esta presentacion de los espacios de funciones de Musielak-
Orlicz volvemos al contexto de los reticulos de Banach, llamados espacios de
funciones de Banach y definidos en 1.23. Una parte de la familia de espacios de
Musielak-Orlicz se enmarca en este contexto.

Proposicion 4.16 Sea M una funcion de Musielak-Orlicz de manera que:
e Fs conveza en la variable t > 0 para todo w € Q.

e Para cada medible A de medida finita existe un s > 0 tal que
J4 M(w,s)dp(w) < oo, y

e FErxiste un t > 0 tal que essinf,, M (w,t) > 0.

Entonces el espacio de Musielak-Orlicz LM es un espacio de funciones de Banach
(considerado con la norma de Luzemburg).

En particular, si M es una funcion de Musielak-Orlicz restringida y local-
mente integrable, el espacio L™ es un espacio de funciones de Banach

Prueba: Las propiedades (P1) y (P2) de 1.23 son triviales. (P3) tiene una
prueba idéntica al caso de los espacios de Orlicz, salvo por la notacién (ver p.
98). (P4) es inmediata de la segunda hipétesis que se toma sobre M, pues una
vez la integral ahi expresada es finita, para algin & > 0 (lo suficientemente
grande) se tendrd ips(xa/k) < 1. Por dltimo, (P5) se puede interpretar como
la inclusién continua

LM(A, S 4, p14) C LYA, 24, p1a)

donde ¥4 y pa son la o-dlgebra y la medida restringidas al medible A por
intersecciones con éste. Entonces basta con echar una mirada a 4.5 y tratar de
probar que N < M donde

N(w,t) =txa(w)  M(w,t) = M(w,t)xalw).

Este hecho es facil de probar con la primera y tercera hipdtesis asumida sobre
M. Sea o = essinf M (w, s). La convexidad de cada M (w,-) implica que

t
M(w,t) > -M(w, s) t>s, well
s
Veamos que
s
txa(w) < aM(w,t) + sxa(w)

para casi todo w € € y para todo t > 0. En efecto, para cada 0 <t < s la
desigualdad es trivial en virtud del término sy 4(w). Para t > s la desigualdad
vuelve a ser trivial, esta vez usando el otro término.

Por tanto la inclusién entre ambos espacios produce la desigualdad de normas

1fxall < Cllfxallv < Cllf |l

que equivale a (P5). O
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En nuestro estudio sélo interesan espacios de funciones de Banach, por tanto
solo una parte de la gran familia de los espacios de Musielak-Orlicz. Veamos
una condicién suficiente para que el espacio L™ tenga norma absolutamente
continua.

Lema 4.17 Sea M una funcién de Musielak-Orlicz de manera que L™ es un

espacio de funciones de Banach, y que satisface la condicion Ay. FEntonces
LM =M =M

Prueba: Basta ver que cada funcién x4 pertenece a L. Para ello sea A
arbitrario. Entonces
XA
( )
Ixallne

Sea B C A y € > 0 arbitrariamente pequefio. Entonces existe k& € N de manera
que 27%|xallsr < e < 27%||xalla. Con ello y usando la condicién Ag se
puede escribir la cadena de desigualdades

2k XB
( )
||XAHM

- [ M Jdpu(w)
||XA||M
k
<C /M HXAHM)d/L( )+k/ h(w)dp(w).

B

iM(X—B) <iy

Por ser integrables las funciones que aparecen dentro de los respectivos inte-
grandos, la continuidad absoluta de la integral de Lebesgue nos permite deducir
la existencia de un ¢ > 0 de manera que si u(B) < §, entonces iy (X2) < 1y
por tanto ||xg|lam < e. O

La presentacién de esta familia de espacios de funciones tiene un objetivo
muy concreto. El concepto de FE-variacién de una medida vectorial que se
maneja en [Gret, GrUh] estd ligado a espacios de funciones de Banach E con
la propiedad de Fatou débil (WFP) y satisfaciendo la propiedad (J) (ver p.
29). En esta gran familia de espacios de funciones, que incluye a los espacios
de Lebesgue y a los de Orlicz, todos ellos invariantes por reordenamiento y
poseedores, por tanto, de la propiedad (J), también incluye espacios donde la
propiedad (J) no se satisface. Uno de estos espacios va a centrar ahora nuestra
atencién. Veremos que, aparte de la propiedad (J), hay otras propiedades que lo
distanciaran del resto de espacios de funciones invariantes por reordenamiento.

Proposicién 4.18 Sea Q = (0,1), u la medida de Lebesgue en Q y X la o-
dlgebra de los borelianos. Consideramos M : (0,1) x [0,00) — [0,00) la funcion

t2
M(w,t) = tx(,1)(w) + §X(%71)(w)-
El espacio LM es un espacio de funciones de Banach, pero no es invariante por
reordenamiento ni invariante por traslaciones ni posee la propiedad (J).
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Prueba: El hecho de tratarse de un espacio de funciones de Banach es
consecuencia del resultado anterior. Por otro lado, usando la definicién de la
norma de Luxemburg y del funcional i,; es facil calcular que

1
17 = 5 (15X, + /1 x0.3) B + 21 xa. 0B -

Se tiene como consecuencia que

||fX(0,%)||M = ||fX(o,%)||1,

V2
||fX(%71)||M = 7||fX(%,1)||2-

Esto prueba de manera rotunda que L™ no es invariante por traslaciones (y por
tanto ni por reordenamiento). Veamos que L™ no satisface la propiedad (J).

Para cada « € (0, %) consideramos la funcion f, = AX(4—ad) ¥ la particién
€ formada por el medible (3 — o, 2 + a). Es facil calcular

1
”faHM =1, E(‘la(fa) = %X(lfa,%ﬁx)

2

111 /1 1
HESQ(fa)”M = 5 [2 + Z + 40&] .

Es obvio que la desigualdad || Fe_ (fa)|lar < ||fallar no se puede tener para todo
a € (0, %), y que LM ni siquiera puede ser renormado de manera que satisfaga
la propiedad (J). O

y por tanto

Calculamos ahora el espacio asociado al espacio de Musielak-Orlicz dado.

Proposicion 4.19 En las condiciones de la proposicion anterior, sea la funcion
N :(0,1) x [0,00) — [0,00] dada por

t2

N(w,t) = [0x(0,1)(t) + 00X (1,00) (1)) X(0,2) (W) + 5)((%,1)(“’)-

Entonces el espacio de Musielak-Orlicz LN es isomorfo al asociado del espacio
de la proposicion anterior LM .

Prueba: En primer lugar, es facil obtener de las definiciones que

V2
£l = max{ll (0. loos 51X l2}-



4.2. Espacios de medidas de Musielak-Orlicz VM (u, X) 115
Sea g € LY. Usando que (L) = L*>® y (L?) = L? se tiene que

V2
lgll = mas{llgx(o. ) loos 5~ 93,112}

IN

||9X(o,%)||oo + |\9X(%,1)||2
1

sup{ [ fodn + Ifxoplh <1 I5xle < 1)
0

sup{|| fllallgllzary = [fxo, 0l < Lo [1fxpllz <13
1+\f

INIA

IN

Igllzary -

Por otra parte, si g € (LM)’ se tiene que 9X(0,1) € L>®y gX(11) € L2, Asi, si
feLlMyge (M),

1 1 1
/ fgdu=/ fX(o,%)gX(o,%)dM+[ X n9xe ndp
0 0 L
< I x0,2)ll1llgx 0,3y oo + 1 X3 1y l2llgx a1 ll2
< I/ x,ulltllgll~ + ”fX(%,l)”Q\/ngHN
<2 fllallgllw-

(Se han aplicado las desigualdades expuestas en la prueba de 4.18). Con ello
llegamos a la desigualdad

1+f

1
§||9||M' <lglln < gl az-

para cada funcién medible g, y por tanto L" es isomorfo a (L)’ O

Los espacios de Musielak-Orlicz-Bochner o espacios de funciones vectoriales
de Musielak-Orlicz LM (y, X) se definen de la manera habitual. Una funcién
f : Q2 — X medible pertenece a LM (u, X) si la funcién no negativa || f||x
pertenece a LM,

4.2 Espacios de medidas de Musielak-Orlicz
VM (p, X)

El ejemplo de la seccién anterior nos revela la importancia de la propiedad
(J), exigida para definir una variacién de medidas vectoriales basada en las
proyecciones de dichas medidas. En ese caso, una definicién como

F(A)
1Fllpe = sup{ll 32 £ s 2 7 € D}
Aem

resulta absurda incluso en el caso escalar El motivo es que si se toma una
familia de funciones como {f, : « € (0,1)} (dada en la proposicién 4.18), ésta
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resulta ser acotada pues estd contenida en la bola unidad de L™ . Sin embargo
la familia de medidas inducida de manera natural por la familia anterior,

{f(.)fad,u s ae (0, %)}7

formarfa un conjunto no acotado para la L™-variacién. Este hecho se con-
siderarfa una patologia, puesto que es deseable que el espacio de funciones de
Banach se introduzca de manera isométrica en el espacio de medidas de la forma
habitual.

La definicién de LM -variacién que se propone

Flpw = sup{ S Jaal IF(A)| 7€ DS aaxallpmy < 1)
Aer Aer

no tiene mayor problema que la identificacién del espacio (L*)’. Cuando M
es una funcién de Musielak-Orlicz restringida, el espacio (L™)’ no es mas que
M® (donde M* es la complementaria de M) salvo el isomorfismo que supone
la eleccién de la norma de Luxemburg u Orlicz en dicho espacio). Asi queda
definido el espacio de medidas vectoriales de Musielak-Orlicz como sigue.

Definicién 4.20 Sea LM (1) un espacio de la familia de los espacios de fun-
ciones de Musielak-Orlicz, y X un espacio de Banach arbitrario. Se define
el espacio de medidas vectoriales de Musielak-Orlicz, denotado por VM (u, X),
como el formado por las medidas F finitamente aditivas con valores en X que
son p-continuas y de manera que

Flae o= sup{ S laal IFCA) = 7€ D, | S auaxallizmy < 1} < oo.
Aem Aem

Es decir, VM (u, X) = Ve(u, X), el espacio de las medidas de E-variacion finita
cuando se considera la situacion E = LM (i) con la norma de Luvemburg.

Todos los resultados del capitulo 2 son ciertos con la salvedad de que las
isometrias expuestas sean isomorfismos dado que trabajamos con una variacion
equivalente.

Corolario 4.21 Sea L™ (X) un espacio de Musielak-Orlicz-Bochner, donde M
es tal que LM resulta un espacio de funciones de Banach (por ejemplo, si
satisface las condiciones de 4.16). Entonces se tiene:

o LM(X) c VM(X) isométricamente.

o LM(X)=VM(X) siysdlo si X € (RNP).

o F ¢ VM(X) si y sdlo si eriste ¢ € L™ no negativa tal que |F|(-) =
f(.) edp.

Por otra parte, si M es funcion de Musielak-Orlicz restringida verificando las
hipotesis del teorema 4.15, y M™ es su complementaria, entonces:

o VMI(X¥) = [LM(X)o]".
o VM (X) =14 (LM, X).
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4.3 Espacios de medidas vectoriales de Nakano

Existe una familia de espacios (dentro de la gran familia de todos los espacios
de funciones de Musielak-Orlicz) que bien podian haber tenido un origen propio,
a partir de los espacios de Lebesgue.

Inspirada en la norma de LP, se podria haber dado la siguiente definicién: Sea
p(+) : @ — [1,00) una funcién medible a la que llamaremos funcién exponente.
Se consideran aquellas funciones medibles en ) para las cuales la integral

/Q 1 (0) P dpa(ao)

es finita.

Es obvio que para la funcién exponente constante se recupera un espacio de
Lebesgue, pero también es cierto que para funciones exponente arbitrarias, la
integral no define de manera muy directa una norma. Sin embargo, a través de
las funciones de Musielak-Orlicz y de la teoria de espacios de Musielak-Orlicz,

poniendo
M (w,t) = tP)

tenemos una manera de dar una norma en este espacio. Ademd&s podemos
calcular su asociado de manera sencilla.

Definicién 4.22 Se define el espacio de funciones de Nakano correspondiente
a una funcién exponente p(-) : Q — [1,00) medible y finita cpp. como el espacio
de Musielak-Orlicz correspondiente a la funcion de Musielak-Orlicz M (w,t) =
tp(w)

Se denotard por LP) () cuando p sea no atémica y £({p,}) cuando u sea
puramente atomica con dtomos de igual medida.

Nota 4.23 En la definicion se ha tomado como funcion M (w,t) = tP() | qunque

. . p(w) . .
no es la dnica. Veamos que la funcion N(w,t) = ;(w) da lugar al mismo espacio

de funciones. La utilidad de esta observacion se verd mas adelante, cuando se
hable del espacio asociado.

En efecto, basta con probar que M < N y N < M (ver definiciones en p.
109). Las obvias desigualdades

tp(w)
p(w)

S tp(w)

i) < ooy 7

p(w)
para cada t >0 y w € Q sirven para probar lo anunciado.

Un aspecto interesante de los espacios de funciones de Nakano es la caracteri-
zacién de la inclusién entre dos de estos espacios en términos de la relaciéon que
guardan sus funciones exponente. La siguiente proposicion se obtiene, tras las
manipulaciones convenientes, de la caracterizacion 4.5.
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Proposicion 4.24 Sea p una medida o-finita y sin dtomos. Equivalen:
o PO (p) C L9 ().
e Se cumple:

— q < p cast por todas partes.
1
— fq<p<oo C T ww du(w) < 00 para cuna cierta constante 0 < C' <
1

- fp:oo ﬁdu(w) < 00.

Este resultado invita a reflexionar sobre las inclusiones entre los espacios de
Lebesgue de medida finita o infinita.

Otro aspecto de interés es el calculo del espacio asociado a un espacio de
Nakano.

Proposicién 4.25 Sea p(-) : Q@ — (1,00) una funcidn exponente, y p'(-) la
funcién que cumple p'(w) = p(w) para cada w € Q. Entonces (LP()) = L' (),

Prueba: Dado que se trata de espacios de Musielak-Orlicz, el calculo del
espacio asociado se transforma en el cédlculo de la funcién de Musielak-Orlicz
complementaria, siempre que ésta sea restringida. Después el resultado es
inmediato (ver p. 111).

Si M(w,t) = %, es inmediato, tanto que M es funcién de Musielak-Orlicz
restringida, como que su complementaria es N(w,t) = %, donde p(w)’ es el
exponente asociado a p(w) para cada w € . O

Conociendo ya el espacio asociado de cada espacio de funciones de Nakano
podemos escribir la p(-)-variacién de una medida vectorial y la definicién del
espacio de medidas vectoriales de Nakano.

Definicién 4.26 Sea p(-) una funcion exponente y X un espacio de Banach. Se
define el espacio de medidas vectoriales de Nakano correspondiente a la funcion
exponente p(-) como

VLP(‘)(X) = {F Py, |F|p(.) < OO},
donde

|Flpey =sup{Y_ leallF(A)x = me D, | Y aaxallpro <1},
Aem Aem

y donde p'(-) es la funcidn exponente tal que p'(w) = p(w)’, es decir, que asigna
a cada w el exponente conjugado de p(w).

Todos los resultados del capitulo 2 son aplicables a este espacio, con la
salvedad de que la p(-)-variacién aqui expuesta es una cantidad no igual, pero
equivalente, a la E-variacién que se tendria al sustituir el espacio de funciones
de Banach E por LP().

Por dltimo, nos centramos en un aspecto geométrico de los espacios de
funciones de Nakano, tanto en medida no atémica (resuelto en [56]), como el caso
de sucesiones (parcialmente resuelto en [Kat]): el tipo y cotipo de Rademacher.
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4.3.1 Tipo y cotipo de Rademacher en espacios de Nakano
vectoriales

En los preliminares se encuentran las definiciones de los conceptos que se
va a manejar en esta seccion. El caso de funciones escalares sobre espacios
de medida no atémicos ha sido estudiado por Kaminska y Turett en [56]. En
realidad se completa la cuestién relativa a los espacios de Musielak-Orlicz, siendo
la concerniente a los espacios de Nakano una trivial consecuencia. El caso de
sucesiones escalares se trabaja en [Kat], donde no se completa la respuesta para
los espacios de sucesiones de Nakano.

Nuestro propésito es caracterizar el tipo y el cotipo de Rademacher de los
espacios de sucesiones vectoriales de Nakano en términos, tanto de la funcién
exponente como de los espacios de Banach en los que toman valores las sucesiones.
De hecho, el espacio de sucesiones vectoriales de Nakano que se va a considerar
no va a ser el generado a partir del espacio de sucesiones escalares y un sélo
espacio de Banach, sino que se tomara una familia de espacios arbitrarios, como
indica la siguiente definicién.

Definicién 4.27 Sean {p,}, C [1,00) una sucesion de exponentes y {X,}, de
espacios de Banach.

o Se define el espacio de sucesiones de Nakano ¢({p,}) como el espacio de
Musielak-Orlicz de sucesiones correspondiente a la funcion de Musielak-
Orlicz M (n,t) = tP~. Entonces estd formado por las sucesiones (o), de

escalares tales que
o0

ey <1

n=1

para algin k > 0. Se considera en €l la norma de Luxemburg (ver [90,
Mus]).

e Se define el espacio de sucesiones vectoriales de Nakano, denotado por
U({pn, Xn}) (0 bien por &,, X, ), como el formado por las sucesiones (zn)n
(también denotadas por Zn Tn R ey, donde e, es el n-ésimo vector de la
base candnica para n = 1,2,...) de modo que x, € X, para cada n =
1,2,..., y la sucesion escalar (||x, || x, )n pertenece al espacio de sucesiones
de Nakano ¢({p,}). La norma se define por

||(xn)n||€({Pn,Xn}) = H(HanXn)nHé({pn})'

Con el objetivo de calcular el tipo y cotipo de Rademacher en la familia de
espacios de sucesiones de Musielak-Orlicz, E. Katirtzoglou adapta en [Kat] las
condiciones A, y A que A. Kamiriska y B. Turett definen en [56] para el caso
de espacios de funciones. En este ultimo, la caracterizaciéon del tipo y cotipo
de los espacios de funciones de Nakano (siempre en medida no atémica) es un
sencillo corolario cuyo resultado es:

e LP0) tiene cotipo 2 < g < 0o si y s6lo si p(w) < g cpp. en €.
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o LP0) tiene tipo 1 < p < 2'siy s6lo si p(w) > p cpp. en Ly p(-) es acotada.

*

Una vez adaptadas las condiciones A, y A} al contexto sucesional y resuelta la
situaciéon de los espacios de sucesiones de Musielak-Orlicz, el paso a espacios de
sucesiones de Nakano queda casi completo. El resultado de [Kat] queda:

e Si ¢({p,}) tiene cotipo ¢ > 2 entonces limsup,, p, < ¢.
e Silimsup,, p, < ¢q para algin g > 2, entonces £({p, }) tiene cotipo gq.

e Sea p, > 1 para todo n € N. Si ¢({p,}) tiene tipo p > 1 entonces
p < liminf, p, y sup,, pn < 00.

e Si 1< p<liminf, p, y sup,, p, < oo entonces £({p,}) tiene tipo p.

Como se puede observar, queda por resolver cudndo el espacio de Nakano £({p, })
posee el cotipo ¢ = limsup,, p, y ciando posee el tipo p = liminf,, p,.

En esta secciéon abordamos el problema en el contexto més general posible
para encontrar condiciones necesarias y suficientes. La solucién pasara por el
estudio de las relaciones de inclusion que existen entre los distintos espacios de
Nakano vectoriales.

En primer lugar comprobamos que la condicién d; en los espacios de Nakano
no es mas que la acotacion de la sucesiéon de los exponentes.

Lema 4.28 Sea ¢ = (¢,)n la funcion de Musielak-Orlicz dada por ¢, (x) = xPn.
Entonces ¢ tiene la condicidn 0o si y sélo si (pn)n es acotada.

Prueba: Si se cumple la condicién &2, entonces existen §, K > 0y (c,)n € £1
de términos no negativos tales que

2pn xpn S prn + Cn,

para todo 0 < z < 57 . Tomando z = 67 se tiene que 2P§ < K§ + ¢, lo que
implica que (p,)n es acotada.

Para el reciproco basta con tomar § = 1, ¢, = 0 para todon € Ny K =
9sup, {pn} 0

Por otra parte incluimos en un lema sin prueba unos hechos elementales de
los que haremos uso més adelante.

Lema 4.29 Sea (py)n C [1,00) y sea (Xy,)n una sucesion de espacios de Banach.
a) La aplicacion x,, — x, ® e, es una inclusidn isométrica de X,, en el espacio
({pn, Xpn}) paran=1,2,....

b) Sea x,, € X,, un elemento fijo de norma 1 para cada n € N. La aplicacion
(ap)n = D, 0Ty ® €y es una inclusion isométrica de {({pn}) en £({pn, Xn}).

El siguiente resultado es esencialmente conocido (ver [90]), pero lo incluimos
en versién vectorial y probado con la técnica abastecida por la teoria de los
espacios de Musielak-Orlicz.
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Teorema 4.30 Sea (pn)n, (qn)n C [1,00) y sean (Xp)n, (Yn)n dos familias de
espacios de Banach. Entonces

({pn, Xn}) CL{qn,Yn})

sty sélo si existe 0 < C < 1 tal que

Y 0FF <

Pn>dn
Y in : Xn — Yy son inclusiones n =1,2,... con sup, ||in|| < co.

Prueba: Supongamos en primer lugar que ¢({pn, Xn}) C ({qn,Yn}) de
manera que el operador que da la inclusién tiene norma A > 0. El lema 4.29
nos da las inclusiones i, : X, — Yy, vy |lin|| < A paran = 1,2,... También nos
da la inclusién £({p,}) C £({gn})-

Ahorasi £({pn}) C £({gn}), por teorema 4.5, existirdn constantes K1, Ko,6 >
0y (an)n > 0 tales que (ay,), € ¢! y verificando que

0<zPr <§= 29 < K;(K22)" + ay

paracadan=1,2,...
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que K; = Ko = K > 1y
0= % Entonces

1
G > max {J:Qn _ KPn'lepn -0 <z< K*E}

Denotemos f,, () := x9» — KPntlgPn,
Para n € N con p,, < g, la desigualdad resulta ser redundante, porque f,(x)
es negativa en |0, 1[.
Para n € N con p, > ¢y, es claro que f,(x) es no negativa en el intervalo
1

1
1 Pr—dn . _ qn Pn—dn
10, (Kpn+1 ) pn=in [y glcanza su MAXIMO en Tpax,n = (pinxgnﬂ) , el cual
1

cumple que 0 < Tpaxn < K~ Pn.
Entonces

_ L an ey
an = max{fn(:c) 1 0<z < p”}:fn DK
dn
qn Pn—A4n 1 _ q_n
anp"+1 Pn
1

_4an 1 1 T _ 1
( q,n ) Pn—dn q’,‘{w Pn dn  Pn ( 1 1 )
Pn K1+i I DPn .

Gracias al comportamiento de las funciones 277 en [0,1] y #= en [1,00)

podemos afirmar que
an
Pn—d4dn
el < (q"> <1
Pn

Il
VS
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11 a1

1 an Pn an ee
< %71 < dn <
K2~ g+s; = K —

De ahi que podamos encontrar constantes C; and C tales que

o=

N.

Li; 1 1
Cl CQQn b ( - ) S fn(xmax,n) S Ap .
dn DPn

Por tanto tenemos

Z C’QQL"_"L” (i — i) < 0.

Pn>qn dn Dn

Si el conjunto {n € N : p, > ¢,} es finito no hay nada que probar. Si no,
1

1

. 1 1
tomando 0 < C' < (5 podemos afirmar que la serie an> o C'an " »n converge.
1

Para el reciproco, supongamos que la serie > >an Can o converge para
cierta constante 0 < C' < 1y sea (apn)n € £({pn}). Entonces existe Ky > 0 tal
que ZneN(%)“ <1 for any K > K.

Para comprobar que (a,)n, € £({gn}) probaremos que . x(
para cualquier T' > %

Para tal fin, consideremos

lan]

)In < 00

A={neN:p, > qu,la,| < TCH=m}

B={neN:p, > qn,|an| > TCr -}
y ahora descompongamos la suma como sigue:
|an| dn - |an| an |an| an |an| an
() =X ()X (F) 2 (7))
neN Pn<qn neA nebB

Nétese que

> (F) =2 (F)" =

Prn<qn neN
1
a an —_
> (5)"s T oFF <
necA Pn>qn

5 () = () e () ()

< X (g)" =

Por tanto £({pn}) C L({qn})-
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Finalmente, si las inclusiones i,, : X,, — Y, estan uniformemente acotadas,
la aplicacién ), x, ® €, = > in(Zn) @ €, es una inclusiéon continua.

I in(@n) ® eallecian,vay) =
n

= 1> Mlin(@n) v, enllectany < CND Min(zn)lly, enllepny) <

n n
< O'K| Y laallx, enllecpay) = CEIY 20 @ enllapn,xap)
n n
para ciertas constantes C' y K. (]

Corolario 4.31 (ver [90] para el caso escalar) Sean (pn)n, (¢n)n C [1,0)
y sean (Xp)n, (Yn)n dos familias de espacios de Banach. Entonces £({pn, Xn}) =
L({gn,Yn}) siy sdlo si X, =Y, y existen constantes 0 < K, K’ < oo tales que

Kllnllx, < lznlly, < K'llza]x,

para todo n € N y todo (zn)n € L({pn, Xn}), y existe 0 < C < 1 tal que

1

Z Clan ! < oo.

PnFqn

Corolario 4.32 Sea 1 < p < o0, y sea (pp)n C [1,00). Entonces:

1. U({pn}) C €7 sii existe 0 < C' < 1 con an>pCPn1*p < 00.

2. 4P CU({pn}) sii existe 0 < C < 1 con Epnq)CPflpn < 0.

El siguiente lema recoge una propiedad que tienen los espacios de Nakano que
tienen un cierto cotipo finito q.

Lema 4.33 Sea 2 < g < co. Sil({pn, Xn}) tiene cotipo q entonces

Py,
. . |ak|> B
inf  inf{A>0: ( <1} >0.
3, laxl=1 ; A

(nk)rCN
y X, tiene cotipo q for alln =1,2,... con sup,, Cy(X,,) < 0.

Prueba: Es obvio del lema 4.29 que ¢({p,}) y X, tienen ambos cotipo ¢
para cada n = 1,2,... Ademas Cy(X,) vy Cq({({pn})) vienen acotados por
Co(l({pn, Xn})) paran=1,2,...

Sea (pp, )r una subsucesién cualquiera de (p,)n y (ax)r cualquier sucesién
de nimeros reales con ), |ay|? = 1. Aplicando la definicién de cotipo con los
vectores Ty = oy ® ey, de {({p,}) tenemos

i 1
1= <Zak|q> < C/o 1Y " re(t)anen, [ldt < C1> aen, |-
k k k



124 Capitulo 4. Espacios de medidas de Musielak-Orlicz

De ahi

1 . . | Pny,

Tomando ahora el infimo sobre las subsucesiones nj y las sucesiones «j y
denotando ax = |ag|?, k = 1,2,... la prueba queda resuelta. O

Para la demostracién del teorema fundamental de este apartado necesitamos
trabajar con una funcién de Musielak-Orlicz con cierta caracteristica. La exis-
tencia de dicha funcién viene dada en [Kat] por la condicién d,. En este caso
describimos una tal funcién de forma explicita.

Lema 4.34 Sea (pp), C [1,00) y ¢ > 2. Entonces existe 0 < § < 1 tal que
siempre que py > q, la funcion

() = 29 — xPn O0<x<é
PR Z on(8) + (6 ) (@ —8) e >0

es una funcion de Young y apn(x%) s cdéncava.
Ademds, si L({pn}) C €9 y definimos

P sPn < ¢
n\T) =
¢n(2) { on(®) P >q

entonces 19 = £({pn}) (con normas equivalentes).

Prueba: Sea n € N tal que p, > ¢q. Es ficil comprobar que la funcién

1
2x7 — xP~ es convexa en el intervalo (0,z, ), donde z,, = (%) "y que

1

2q(q — 1)\ ¢

0<d= inf M < 1. Por tanto si se define
q<t<oo \ t(t—1)

() = 2x7 — gPn ,0<x <)
PR Z on(0) + (6 )z —8) e >0

entonces ,, es una funcién de Young. Se observa ademds que go(x%) es concava.
Definamos ahora la funcién de Musielak-Orlicz ¢ = (¢,,) mediante

P ,Pn < ¢q
n\T) =
On(2) { on(x) ,pn>q

Primero comprobaremos a través de 4.5 que ¢ C ¢({p,}). Paran € N de modo
que p, < ¢ la desigualdad es obvia. Para n € N tal que p, > ¢, ¢p(z) < §9
implica que 0 < z < § y entonces ¢, () = ¢, (x) = 229 — P > xPr,

Finalmente, si suponemos ¢({py}) C €7 tenemos g < 1, K1, K2 >0y (an)n
de ntimeros no negativos con (a,), € £* y tales que si 2P» < §g,

27 < K1 (Koz)P™ + ay,.



4.3. Espacios de medidas de Nakano 125

Ahora 4.32 nos muestra que (p,), debe ser acotada. Sea ¢’ dada por ¢ =
min{dg, §™*n Pn} v nétese que si p, > gy P~ < ¢’ entonces

On(x) = 227 — 2P < 227 < (2K,)(Kox)P" + 2a,.

Por lo tanto ({p,}) C £ y la prueba concluye. O

Ahora estamos en codiciones de abordar el resultado principal, a saber, la
caracterizacion del cotipo de un espacio de sucesiones vectoriales de Nakano en
términos de la sucesién de exponentes que lo define, y los cotipos de la sucesiéon
de espacios de Banach que lo componen.

Teorema 4.35 Sean 2 < ¢ < 00, (pn)n C [1,00) y (Xpn)n una familia de
espacios de Banach. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) £L({pn, Xn}) tiene cotipo q.

(2) X, tiene cotipo q para cadan =1,2,... con sup,, Cq(X,,) < 00, y existe

0<C <1 tal que an>qC’Pnlfq < 0.

Prueba: Supongamos en primer lugar que £({p,, X,}) tiene cotipo ¢. El
lema 4.29 nos da de nuevo que {({p,}) y X, tienen ambos cotipo ¢ y que
sup,, Cq(X,) < oo. Supongamos ahora que para cualquier C' > 0 la serie
>, C" = +o00, donde m,, = p_,%l si pn > q, y m, = 400 whenever p, <gq.

q
Veamos que para cada 0 < ¢ < 1 podemos encontrar una sucesion (ay, ), tal

que
Pn

al 9
;|an|:1 and ;(ﬁ—') <1

Esto mostraria que

Pk
) ) |ak|>q
inf  inf{A>0: < <1}=0
2, laxl=1 Zk: A

lo que, de acuerdo con el lema 4.33, conduce a contradiccion.
Dado € > 0, sea (an)n definido como sigue: Ya que ), " = oo podemos
encontrar k € N con

k 1 k+1 1
§ gMn S Z and § :Emn > -
n=1 € n=1 €

Sea entonces a,, = e paran =1,2,..,k, ag41 =1 — EZ::l gMn < ggMbt1,
y an =0 paran >k + 2.
1 .
Asi, Y lan| =1y (M)mn < ¢ son triviales, y

Pn 1
B(#)" -2 (%) slpes

Para el reciproco, acudimos a la parte (i) del corolario 4.32, para deducir
que, en esta situacion, £({p,}) C £9. Aplicando el lema 4.34 podemos considerar
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la funcién de Musielak-Orlicz ¢ = (¢,,) tal que £ = ¢({p,}) con normas
equivalentes (denotadas aqui por ||.||s ¥ |.|| respectivamente), y de manera que

1
¢n(x4) son céncavas para cada n.

|Zn |

Puesto que ¢,, son funciones convexas, Y .. ; ¢n(m) <1y por lo
tanto ||z]|e <1+ 307, ¢, (|z(n)|) para z € 9.

Sea M € Ny sean y1,y2, ..., ym € £({pn, Xn}) v (ar)iL, escalares positivos
con 224:1 ax? =1, donde % + % = 1. Entonces

Zakllykll = Zak kq, 1Yk
M
<Oy a,t ‘akq’—lyk
k=1
" v ()] x.,
<Oy a 1+Z¢n T
k=1
M M oo
— g [y ()| x.,
= Zak +ZZ 4?1
k=1 k=1 n—1
co M :
/ lyr()Il%, \ *
=G (HZZW O ((W)
n=1 k=1

now using that d)n(t%) are concave functions

M

< 1+Z¢n (Z ”yk qi )
n=1

k=1

3

Aplicando para cada n € N la férmula del cotipo con los elementos y (n),
yQ(n)7 ceey yM(n) de Xna

o M
o (14300 (Znyk
n=1 k=1

S lml%)t <K [ 13 nttn)
k=1 0 k=1
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y por la desigualdad integral de Minkowski,

IH( leyk Jitealle < KISy Hzrk k()| x, dt}nialls <

k=1

1 M
<K /0 ||{;rk(t)yk(n)}2°:1|\¢dt

Esto nos justifica la existencia de una constante Csy tal que si

/ H{Zm ()} ot < Co
entonces

Z lye (%, )7 o2

pertenece a la bola unidad de £¢’.

Asi, las desigualdades anteriores muestran que siempre que se tenga la
relacion [ | 5L, ri(B)yrlldt < Cs se cumplira que (Xar, lyel|)7 < 201,
donde Cj5 aparece por el isomorfismo que hay entre las normas || - || y || - ||¢. Por
ello podemos concluir que £({p,, X, }) tiene cotipo ¢. O

Para la caracterizacién del tipo hacemos uso del siguiente resultado.

Proposicién 4.36 ([52]) Sea (¢ un espacio de sucesiones de Musielak-Orlicz.
Entonces £ es B-convexo si y sdlo si ¢ y ¢* satisfacen ambas la condicidn 8.

El lema 4.28 nos traduce la proposicién anterior en la siguiente afirmacién:
£({pn}) es B-convexo si y sélo si 1 < liminf,, p, < limsup,, p, < cc.

Remitimos al lector a los preliminares (p. 17) donde encontrard el concepto
de B-convexidad y su relacién con las propiedades de tipo y cotipo. Ahora
podemos pasar a probar el segundo resultado importante.

Teorema 4.37 Sean 1 < p < 2, (pp)n C [1,00) y sea (X,,)n una familia de
espacios de Banach. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) L({pn, Xn}) tiene tipo p.

(2) X,, tiene tipo p paran = 1,2, ... consup,, Tp(X,) < 00, (pn)n €s acotada,

y existe 0 < C' < 1 tal que an<p O < oo.

Prueba: Supongamos que ¢({p,, X, }) tiene tipo p > 1. Entonces cada X,
y también £({p,}) tienen tipo p > 1 (ver lema 4.29). Asi {({p,}) es B-convexo
y por tanto {p,}n es acotada y £({p},}) = [{({pn})]* (ver teorema 4.15) tiene
cotipo p’ < oo. Aplicando 1entonces el teorema del cotipo, existe una constante

C >0 tal que > Crn=?" < 0o. Dado que

Py, >’

3 oy — T (¢ D)

pl, >’ Pn<p
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podemos afirmar que tenemos (2) con constante, por ejemplo,

0< C(limsupn pn—1)(p—1) < 1.

Para el reciproco, es facil probar, razonando como antes, que ¢({p,}) tiene
tipo p. Ademds, se tiene que £({p,}) es p-convexo y r-céncavo para algin r < oo
(ver [Kat, Thm. 9a, 9b, Prop. 14]). Una ligera modificacién de la prueba de
[Kam, Thm. 4] (ver p. 41), y que exponemos a continuacién, nos conduce a que
L({pn, X, }) tiene tipo p.

En efecto, debemos probar que existe una constante A > 0 de modo que
para cada familia finita y1,y2, ..., yar € £({Pn, Xn}) se cumple la desigualdad

1 M 1 M 1
( / IS re@mlran® < A lul?)?
0 k=1 k=1

(las desigualdades de Kahane nos permiten retocar la desigualdad de tipo usando

el exponente r). Por lo tanto, y denotando por || - || la norma en ¢({p,, X, }), se
tiene
1
i Zrk wlrde)* = ISt
e, €{1,—
1 r 1
o Z (3 mls,) Figpn)*
Eie{l,—l}M

por r-concavidad de £({p,})

SBW%H(( S aik) ||x)%>j||e({pn})

sve{l—l}M k
=51(([ I\Zm ()5, 400%) Nt

ahora la acotacion uniforme de las constantes del tipo p y la estructure reticular
de {({pn}) dan

< BO||< Z [736; %) lectpn)

y finalmente, por la p-convexidad de ¢({p,})

< BOD(Y I(Ims)llx, ) [Fgp)*
k

= BCD(Y_ |ly|?)7
k
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para ciertas constantes B,C, D > 0.
O

Para concluir este apartado vamos a recurrir a [Kat], donde se caracteriza
el tipo y cotipo de los espacios de sucesiones de Musielak-Orlicz /¢ en términos
de las condiciones ¢, y d;. Vamos a examinar en qué se concretizan dichas
condiciones cuando se trata con los espacios de Nakano, y obtendremos unos
resultados, a modo de resumen, donde se relacionan la condicién de tipo y cotipo
con la relacién de inclusiones entre espacios de Nakano.

Definicién 4.38 ([Kat, Def. 2]) Se dice que una funcion de Musielak-Orlicz
¢ = (¢n) satisface la condicion §% (para q > 1) si existen constantes positivas
K,§ y una sucesion de términos no negativos (c,), € ¢! tales que para todo
neN, x>0y A>1,

Pn(Az) < KX () + cn] (4.1)

siempre que ¢p(Ax) < 4.

Se dice que la funcién de Musielak-Orlicz ¢ = (¢p,) satisface la condicion
0*P (para p > 1) si existen constantes positivas K, 6 y una sucesion de términos
no negativos (cy), € ' tales que para todon € N, 2 >0 y A > 1

dn(Ax) > KNP (7) — cp]
siempre que ¢p(Ax) < 4.

Teorema 4.39 ([Kat, Thm. 9a]) Sea ¢ = (¢,)n una funcion de Musielak-
Orlicz y2 < q < 0o. El espacio de sucesiones de Musielak-Orlicz (% tiene cotipo
q st y sdlo si ¢ satisface la condicion 67.

Teorema 4.40 ([Kat, Thm. 9b]) Seal <p <2y ¢ = (¢n)n una funcion de

Pn (u) &n (u)

Musielak-Orlicz que cumple las condiciones lim, o =%~ = 0 y limy o =%~ =

oo para cada n € N. Entonces el espacio de sucesiones de Musielak-Orlicz (®
tiene tipo p si y solo si ¢ satisface las condiciones 6o y 0*P.

Lema 4.41 Sea ¢ = (¢n)n dada por ¢p(z) = zPn.

1. ¢ = (¢n)n cumple la condicion §7 siy sélo si existen una constante positiva
K y una sucesion (c,), € (1 de términos no negativos tales que

2? < K(2P" 4 ¢,)
para cadan €N conp, >qy0<z<1.

2. ¢ = (¢n)n cumple la condicion 6*P si y sdlo si existen una constante
positiva K y una sucesion (c,), € 1 de términos no negativos tales que

xP Z K(:'L.pn _ cn)

para cadan €N conp, <py0 <z <1
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Prueba: (i) Supongamos la condicién 69. La ecuacién (4.1) nos da la
existencia de K,6 > 0y (c,) € ¢! de términos no negativos tales que

)\pn*qxpn S K(‘,rpn + Cn)

para todo x > 0, A > 1 tales que Ax < 6i7 n € N.
Tomando A = max{K, $,1} podemos afirmar que

APn =4 pPn S A(xpn +Cn)

siempre que Ax < A Fijemos ahora 0 < x < A y n tales que p, > q.
A Fn
xr

Tomando supremo sobre 1 < A\ < obtenemos que

(Aﬁx)q < A%(aPr +cp).

En otros términos,
y? < AyPr —|—A2cn

para 0 < y <1y n tales que p, > q.
Reciprocamente, supongamos que existe una constante positiva K y un
sucesién de términos no negativos (c,) € ¢! tales que

x? < K(2P* + ¢p)

para cada n tal que p, > ¢y 0 < & < 1. Definimos ¢/, = 0 para n tal que
/

pn < g, ¢, = F paran conp, > ¢, = 1y K’ = max{K? 1}. Sea A > 1,2 >0
con Az < 1. Entonces, obviamente, cuando p,, < g,

(Az)Pr < NgPr < K'\1(2P" 4+ ).
Por otro lado, cuando p,, > g,
(Az)Pr < (A\x)? < MK (2P + ).
(ii) Es similar a (i). O
Con esto, podemos formalizar los siguientes resultados:

Teorema 4.42 Sean (p,)n, C [1,00) y 2 < g < co. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. £({pn}) tiene cotipo q.
2. L({pn}) C 9.

3. Eziste una constante K > 0 y una sucesion (c,), € ' de términos no
negativos tales que
x? < K(zP* + ¢p)

para todon € N tal que p, >qy0 <z < 1.
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4. Eziste 0 < C < 1 tal que Z Cpnlfq < 00.
Pn>q

Teorema 4.43 Sean (pp), C|1,00) y 1 < p < 2. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. L({pn}) tiene tipo p.
2. (pn)n es acotada y €P C L({pn}).

3. (pn)n es acotada y existe K > 0 y (cy)n € £1 de términos no negativos tal
que
P > K(zP» —¢,)

para cadan € N conp, <py0<z 1.

4. BEriste 0 < C < 1 tal que Z Crrm < 00 Y (Pn)n es acotada.
Pn<p

Estos dos resultados son consecuencia del lema 4.41, el corolario 4.32, y los
teoremas 4.39 y 4.40, pero se pueden obtener, de manera independiente, a partir
de 4.35, 4.37 y 4.32.
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