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Nox atra cava circumvolat umbra.

La Eneida, Virgilio.

Como nadie se ocupaba en estas cuestiones, pronto se me consider6 un ex-
perto en ellas.

Heinz Guderian.

Su carencia de fe resulta molesta.

Lord Darth Vader.!

1Cita incluida por peticién expresa.



Mientras por competir con tu cabello,
oro brunido al sol relumbra en vano,
mientras con menosprecio en medio el llano
mira tu blanca frente el lilio bello;

mientras a cada labio, por cogello,
siguen més ojos que al clavel temprano,
y mientras triunfa con desdén lozano
del luciente cristal tu gentil cuello;

goza cuello, cabello, labio y frente
antes que lo que fue en tu edad dorada
oro, lilio, clavel, cristal luciente,

no sélo en plata o viola troncada
se vuelva, mas ti y ello juntamente
en tierra, en humo, en polvo, en sombras, en nada

Luis de Géngora
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Capitulo 1

Introduccion

La magnetohidrodindmica (MHD) es la parte de la fisica que estudia el com-
portamiento de un sistema fisico formado por un fluido conductor (liquido o
gas) en el seno de un campo magnético. Tras esta sencilla definicidén se oculta
una disciplina de estudio con acusadas caracteristicas propias y que no pode-
mos entender como una simple extension o conjuncién de las ramas de estudio
involucradas.

La condicién impuesta al fluido, que éste sea un conductor eléctrico, implica
la existencia de cargas libres o casi libres (normalmente electrones), que puedan
desplazarse por efecto de los campos electromagnéticos presentes. Si realizamos
un estudio sobre la conduccién en sélidos, uno puede observar diversos efectos
dindmicos como el efecto Hall, Joule, etc, pero, en general, en el caso de sélidos
convendremos que los efectos de los desplazamientos de masas son inapreciables.
Ahora bien, si consideramos liquidos o gases, ademds de los efectos dindmicos
observados en los sélidos, deberemos tener en cuenta los provocados por los
desplazamientos de masas. Estos efectos serdn, en general, trascendentes para la
comprensién de la dindmica de los fluidos estudiados. Téngase en cuenta ademéds
que, debido al acoplamiento que campo y fluido presentan, no serd posible en
general resolver el sistema de forma perturbativa. Es este acoplamiento el que
da a la MHD su caracter diferencial frente a otras disciplinas de estudio que
podriamos considerar cercanas, como son la conduccién eléctrica en sélidos, la
hidrodindmica, etc., y es este acoplamiento también el responsable del mayor
grado de dificultad que entrana la resolucién de sus ecuaciones.

Antes de seguir, debemos examinar bajo qué hipotesis se formula la MHD.
La principal de ellas es que la frecuencia de variacién de los campos implicados
debe ser mucho menor que la frecuencia efectiva de colisién de los electrones. Di-
cho de otro modo, los tiempos caracteristicos de variacién de los campos deben
ser mayores que los tiempos de recorrido libre medio de los electrones de con-
duccién. En este supuesto, la relacién existente entre los campos y las corrientes
eléctricas obedece la ley de Ohm, con la misma conductividad que en el caso de
corrientes estacionarias. Para frecuencias de variacién de los campos mas altas,
la conductividad ya no es la misma que en el caso estacionario, adquiriendo in-

13



14 Capitulo 1

cluso una parte imaginaria. También pueden producirse separaciones netas de
cargas, que daran lugar a fuerzas electrostaticas recuperadoras, produciéndose
las llamadas oscilaciones del plasma. Nos internariamos entonces en el dominio
de la fisica de plasmas.

Asi pues, la magnetohidrodindmica es aplicable al estudio de fluidos inmersos
en campos electromagnéticos de baja frecuencia, donde no existe separacion
de cargas. Las propiedades de algunos escenarios astrofisicos son tales que se
cumplen, en general, las condiciones necesarias para poder usar la aproximacion
magnetohidrodinamica.

1.1 Campos magnéticos y astrofisica

La presencia de campos magnéticos en escenarios astrofisicos es un hecho comun.
Posiblemente la primera vez que se asociaron las palabras astronomia y mag-
netismo fue en la idea lanzada por Kepler de que el magnetismo podria ser el
causante del movimiento planetario que, aunque errénea, no deja de ser meri-
toria ahondando en la idea que los cielos y la Tierra siguen las mismas reglas
y buscando una fuerza de accién a distancia para explicar el movimiento ob-
servado. Podria ser que en la idea de Kepler influyera el hecho ya conocido en
aquella época de que la Tierra poseia un campo magnético. De hecho, el campo
magnético de la Tierra, es el primero conocido asociado a un astro. Y a pesar
del conocimiento que hoy en dia tenemos sobre él, atin estamos lejos de entender
la dindmica de dicho campo en su totalidad.

El siguiente astro en donde se detecté un campo magnético fue el Sol. Este
campo magnético fue detectado por G. E. Hale en 1908. Hoy en dia sabemos que
la dindmica de este campo magnético estd asociada a la formacién y evolucion
de las manchas solares, al viento solar, a la dindmica de la corona, etc. De hecho,
en la actualidad, el estudio de la dindmica de la atmosfera solar, incluyendo el
campo magnético, es uno de los campos mas destacados de la astrofisica.

La siguiente estrella en la que se detecté un campo magnético fue la estrella
Virgo 78, en el ano 1947 por H. W. Babcock. Esta estrella, perteneciente a la
secuencia principal, con una masa en torno a dos veces y media la masa solar y
con una composicién quimica inusual en su atmésfera, es el prototipo de toda
una familia de estrellas de tipo A y B (més de 200 conocidas en la actualidad)
en donde se han encontrado campos magnéticos. Estos campos tienen una
intensidad promedio del orden de 0.1 T, es decir, unas 3000 veces mayor que el
campo magnético terrestre.

El método que se usa para determinar la existencia de campo magnético
en estas estrellas es la deteccion del efecto Zeeman en el espectro de emision.
Este método, asi como la deteccién de la polarizacién inducida en las lineas
espectrales, son dos de los principales métodos para determinar la presencia de
campos magnéticos. Sin embargo, para que estos efectos sean observables desde
la Tierra, las estrellas deben poseer campos magnéticos con escalas caracteris-
ticas del orden del tamano de la propia estrella. Hasta el momento, los campos
detectados son, en general, compatibles con configuraciones dipolares, similares
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en esencia a la que presenta un imén de barra o la propia Tierra.

Otro método para detectar campos magnéticos se basa en las observaciones
de ondas de radio. El primer hallazgo tuvo lugar entre 1955 y 1958, cuando se
descubrieron emisiones de radio con frecuencias en el rango de 10 a 5000 MHz
provenientes de Jupiter. Las intensidades de estas emisiones eran extremada-
mente altas para que tuvieran un origen térmico. Por tanto, se propuso que
eran debidas a emisién sincrotrén. Esto fue confirmado cuando se hicieron me-
didas mas precisas de esta radiacién y también por medicién directa con las
sondas que han visitado el planeta (Pioneer 10 y 11, Voyager 1 y 2 y Galileo),
estiméndose valores entre 4.3x 1074 y 14 x 10~ T para la superficie del planeta.
Posteriormente se detectaron campos magnéticos en Saturno, Urano, etc.

Uno de los casos mas destacados de detecciéon de emisiéon no térmica tuvo
lugar en 1967, cuando J. Bell y A. Hewish descubrieron el primer pilsar, situado
en la nebulosa del Cangrejo. Los pulsares se caracterizan por una emision
periédica de ondas de radio. Los conocidos hasta ahora tienen periodos que
recorren un intervalo entre unos pocos milisegundos hasta unos 10 segundos.
Concretamente, el encontrado en 1967 en la nebulosa del Cangrejo tenia un
periodo de 1.337 s. Estos pilsares se asocian a estrellas de neutrones con una
alta velocidad de rotacidon que presentan campos magnéticos muy intensos, de
entre 108 y 10° T. La conjuncién de la répida rotacién, el campo magnético y la
emisién sincrotrén de electrones inducida por éste es lo que produce el fenémeno
de pulsacién observado desde la Tierra. Un dato que reafirma este modelo es
la alta polarizacion medida en estas fuentes, que en algunos casos es cercana al
100 %.

En 1970, poco después del descubrimiento del primer pulsar, J. Kemp,
J. Swedlund, J. Landstreet y R. Angel detectaron la presencia de campos
magnéticos en una enana blanca. Hoy en dia se ha podido corroborar la exis-
tencia de estos campos, de intensidades entre 10 y 10° T, en unas 50 de estas
estrellas, un pequeno porcentaje de todas las conocidas.

Una década después, en 1980 se detectaron por primera vez campos magné-
ticos en estrellas de baja masa y mas recientemente en estrellas de pre-secuencia
principal y en estrellas de tipo T-Tauri.

El ntimero de clases de objetos astronémicos sobre los que se tiene constancia
de la existencia de campos magnéticos es alto. Ademds de los escenarios de tipo
planetario o estelar citados hasta el momento, existen otros donde también se
han detectado campos magnéticos. Posiblemente el mas destacado de todos ellos
sea el de los chorros extragalacticos. Estos chorros, de tamanos caracteristicos
comparables a la galaxia que los origina, estan compuestos por plasma colimado,
que se desplaza a velocidades cercanas a la luz. El primero de estos objetos fue
detectado por H. Curtis en la galaxia M87 en 1918. Al ir acumulando datos
de emisién y polarizacién de estos objetos, en todas las longitudes de onda,
desde ondas de radio hasta rayos gamma, se pudo determinar que el espectro
de emision presentaba dos contribuciones principales: en la zona del espectro
entre radio y rayos X blandos, la contribucién principal provendria de la emision
sincrotrén. A altas frecuencias, la contribucién principal provendria del proceso
Compton inverso.
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Ademis de los chorros extragaldcticos, existen otros chorros de menor tamano,
los llamados microcudsares, asociados a sistemas binarios compactos, como
SS433. Estos, por su estructura y emisién, son cualitativamente muy cercanos
a los extragalacticos, aunque existen importantes diferencias de escala entre
ambos objetos.

En general se piensa que mecanismos de tipo hidromagnético involucrando
objetos compactos centrales (una estrella de neutrones o un agujero negro de
origen estelar, en el caso de los microcudsares; un agujero negro de entre 107 y
10° masas solares, en el caso de los chorros extragaldcticos) e intensos campos
magnéticos explicarian la formacion, aceleracién y colimacién de los chorros ex-
tragaldcticos y los microcudsares. En el modelo de Blandford y Payne (1982),
la existencia de una componente poloidal de campo magnético anclada al disco
de acrecién que rodea al objeto compacto central es la responsable de arrancar
y acelerar plasma del disco formando el chorro. En el mecanismo de Blandford
y Znajek (1977), la torsién de las lineas de campo magnético atravesando la er-
gosfera de un agujero negro en rotacién extraeria energia de rotacion del agujero
negro formando un chorro de alto flujo de Poynting.

Otro escenario en el que los campos magnéticos tiene un papel relevante es
el de los estallidos de rayos gamma (GRB, del inglés Gamma Ray Burst) v,
concretamente, en la emisién remanente de estos objetos, comunmente deno-
minada afterglow. La primera de estas emisiones remanentes fue detectada en
1997, en el GRB 970228, correspondiendo claramente a un espectro de emisién
sincrotron.

Hoy en dia, y de acuerdo a su duracién, se acepta la existencia de dos
tipos de GRB, los cortos y los largos, presumiblemente asociados a escenarios
astrofisicos distintos (colisiones de objetos compactos, en el caso de los cortos;
supernovas, en el caso de los largos). Es unicamente a los largos a los que se
les ha detectado emisién remanente y, por sus caracteristicas, parece asociada
a explosiones colimadas. Los modelos tedricos que pudieran dar cuenta de esta
asimetria en la explosién no estdn atin muy desarrollados. Sin embargo, de entre
ellos se podria destacar el modelo de hipernova propuesto por Paczynski (1997),
similar al propuesto por Ostriker y Gunn (1971) para supernovas y que se basa
en el colapso magnetorotacional de una estrella en rotacion réapida. El campo
magnético tiene un papel fundamental en la extraccion de la energia cinética
de rotacion del ntcleo colapsante y su transmisién a la envoltura, de forma
semejante a los modelos de formacién de chorros extragaldcticos.

1.2 Chorros extragalacticos y magnetohidrodi-
namica numérica

Los modelos que describen los escenarios citados en la seccién anterior deberan
tener en cuenta en muchos casos el papel de los campos magnéticos. Existe
un consenso general en que las caracteristicas de muchos de estos escenarios
permiten su modelizaciéon en la aproximacion magnetohidrodindmica. De ahi
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el interés por la obtencién de cédigos numéricos magnetohidrodindmicos y su
posterior utilizacién en la descripcion de fenémenos astrofisicos. De hecho,
el objetivo central de este trabajo es el desarrollo de un cédigo numérico de
magnetohidrodindmica relativista que nos permita estudiar diversos escenarios
astrofisicos como, por ejemplo, la formacién, fenomenologia y evolucion de los
chorros extragalacticos.

Para poder utilizar la aproximaciéon magnetohidrodinamica a la hora de des-
cribir el chorro, necesitamos primero que el material del chorro se comporte
como un fluido. Es generalmente aceptado que el recorrido libre medio asocia-
do a la interaccién coulombiana de las particulas es demasiado grande, incluso
mayor que el radio del propio chorro. Sin embargo, es precisamente la presencia
de campos magnéticos la que hace que el recorrido libre medio efectivo dis-
minuya considerablemente, al forzar a las particulas a describir un movimiento
helicoidal alrededor de las lineas de campo con un radio (radio de Larmor) al
menos 8 érdenes de magnitud inferior al radio del chorro (Blandford y Rees
1974), dando validez por tanto a la aproximacién hidrodindmica. Si, ademads, la
estructura a gran escala del campo magnético adquiere importancia dinamica,
deberemos realizar una descripcién magnetohidrodindmica del chorro en la que
se incluyan los efectos del campo magnético. Finalmente, si las velocidades
del plasma son proximas a la de la luz, como es el caso de los chorros extra-
galacticos, la descripcion clasica deja de ser valida y hay que sustituirla por la
descripcién relativista. Hablamos entonces de la magnetohidrodindmica rela-
tivista (RMHD).

Las simulaciones numéricas en el marco de la hidrodinamica clasica se han
convertido en una herramienta muy potente para el estudio de los chorros extra-
galdcticos desde que las primeras simulaciones de Norman et al. (1982) verifi-
caron el modelo de Blandford y Rees (1974) y Scheuer (1974) para las llamadas
radiofuentes potentes dobles. Desde entonces, la complejidad de las simula-
ciones ha aumentado continuamente en paralelo con el aumento de la capacidad
computacional, el desarrollo de nuevos algoritmos numéricos y una mejor com-
prensién de la fenomenologia de los chorros, centrandose en el estudio de la
morfologia, la dindmica y la estabilidad no lineal de los chorros en escalas del
kiloparsec. Los trabajos de Clarke et al. (1986), Lind et al. (1989) y Kossl et
al. (1990a,b) se centran en las primeras simulaciones en el contexto de la MHD
clasica.

Ya en los noventa, las primeras simulaciones de chorros relativistas (Mart{
et al. 1994, 1995, 1997; Duncan y Hughes 1994) pudieron llevarse a cabo gra-
cias, fundamentalmente, al desarrollo de nuevas técnicas numéricas capaces de
resolver las ecuaciones de la hidrodindmica relativista (relativistic hydrodynam-
ics, RHD) en las condiciones extremas (flujos con grandes factores de Lorentz
y con ondas de choque fuertes) comunes en este escenario. Muchas de estas téc
nicas, las llamadas técnicas numéricas de alta resolucion de captura de choques
(usualmente, técnicas HRSC, acrénimo inglés de High Resolution Shock Cap-
turing techniques; ver Mart{ y Miiller 2003) explotan el cardcter hiperbdlico y
conservativo de la RHD y han permitido por primera vez la simulacién de chor-
ros a escalas del parsec en simetria axial (Gémez et al. 1995, 1997; Komissarov
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y Falle 1996, 1997; Mioduszewski et al. 1997) y en tres dimensiones (3D; Aloy
et al. 2003).

El avance en las simulaciones numéricas de chorros en el contexto de la
RMHD ha sido también espectacular en los tltimos anos. Dubal (1991) efectud
la primera simulacién de un chorro relativista magnetizado axisimétrico, uti-
lizando un esquema en diferencias finitas estandar. Poco después, van Putten
(1993, 1996), utilizando técnicas pseudo-espectrales, realizé simulaciones simi-
lares. Las simulaciones realizadas por Koide y colaboradores en dos dimensiones
espaciales (2D) (Koide et al. 1996, Koide 1997) y 3D (Nishikawa et al. 1997,
1998), aunque todavia con una resolucién muy pobre y con factores de Lorentz
maximos pequenos, abrieron el paso a simulaciones basadas en algoritmos mas
modernos del tipo HRSC. Los trabajos de Komissarov (1999a) y Leismann et
al. (2005) han presentado diversos estudios paramétricos de la morfologia y
dindmica de chorros relativistas axisimétricos con campos magnéticos toroidales
y poloidales.

En los ltimos anos, la RMHD tanto tedrica como numérica, ha experimen-
tado un gran impulso. Asf junto con los estudios cldsicos de Lichnerowicz (1967)
y Anile (1989), referencias ineludibles en el campo de la RMHD, resultan desta-
cables los trabajos de Komissarov (1999a), Balsara (2001), Romero et al. (2005)
y Giacomazzo y Rezolla (2006), que han ahondado en la estructura matemdtica
de la RMHD para su resoluciéon numérica en el contexto de las técnicas HRSC.

Finalmente, el desarrollo de cédigos numéricos para RMHD en Relatividad
General (GRMHD, General Relativistic Magnetohydrodynamics), ha impulsado
el estudio de la acrecion sobre agujeros negros y la formacién de chorros. En
el &mbito de la GRMHD numérica son destacables las contribuciones de Koide
et al. (1999) o las mds recientes de Gammie et al. (2003), Komissarov (2005),
Duez et al. (2005) (que implementan técnicas HRSC), y la de De Villiers y
Hawley (2003a,b), basada en técnicas no conservativas.

1.3 Objetivos de la Tesis y organizacién de la
presente Memoria

El objetivo principal de esta Tesis ha sido el desarrollo de un c6digo para resolver
las ecuaciones de la magnetohidrodindamica en relatividad especial y general
basado en técnicas de alta resolucion de captura de chogues (HRSC). Como se
ha comentado en la seccién anterior, este tipo de técnicas explota el cardcter con-
servativo e hiperbdlico del sistema de ecuaciones en cuestién y su introduccién
en el campo de la hidrodindmica de relativista numérica supuso un avance muy
importante.

El ntcleo de las técnicas HRSC lo constituye una discretizacién de las ecua-
ciones en forma conservativa y la evaluacién de los flujos entre celdas numéricas
contiguas para el avance temporal de las ecuaciones. De entre las diversas
estrategias para el cdlculo de dichos flujos, optamos por el desarrollo de un al-
goritmo basado en la descomposicién espectral de las matrices jacobianas del
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sistema de ecuaciones (lo que, en el lenguaje del andlisis numérico, se conoce
como resolvedor del problema de Riemann de tipo Roe). Nuestra eleccién estuvo
avalada por su éxito en el marco de la hidrodindmica relativista numérica (ver,
por ejemplo, el trabajo de revisién de Mart{ y Miiller 2003).

Con todo lo anterior, la presente Memoria se organiza como sigue. Los
Capitulos 2 y 3 son introductorios. El Capitulo 2 contiene una introduccién a
la magnetohidrodinamica clésica en la que se repasan las condiciones que fun-
damentan la aproximaciéon magnetohidrodinamica ideal y las ecuaciones que
la rigen. El Capitulo 3 presenta la descripciéon covariante del campo electro-
magnético en términos de los tetravectores campo eléctrico y magnético y el
tensor electromagnético. Se escriben ademds las ecuaciones que gobiernan la
evolucién del campo magnético en la aproximacién magnetohidrodindmica ideal.

El Capitulo 4 es uno de los capitulos esenciales de la presente memoria. En él
se presentan las ecuaciones de la magnetohidrodindmica relativista y su estruc-
tura caracteristica. Las ecuaciones de la RMHD se escriben en forma conserva-
tiva introduciéndose diferentes sistemas de variables (conservadas, primitivas,
covariantes) de gran utilidad en el desarrollo del trabajo. El andlisis espectral
de las ecuaciones (el cdlculo de los autovalores y autovectores de las matrices ja-
cobianas) se discute, precisamente, en términos de las variables covariantes. En
este capitulo se presta también especial atencién a las llamadas degeneraciones
(estados del sistema para los que dos o més autovalores toman el mismo valor).
Ademsds se presenta una interesante caracterizacién covariante de los estados
degenerados en términos del tetravector campo magnético. Las tltimas dos sec-
ciones del capitulo se han dedicado al repaso de las discontinuidades en RMHD
(discontinuidades tangenciales, ondas de Alfvén, choques magnetosénicos) y
ciertas soluciones continuas autosemejantes (las llamadas rarefacciones), que
aparecen en la solucién numérica de diversos problemas unidimensionales.

Los algoritmos HRSC avanzan en el tiempo las llamadas variables conser-
vadas, por lo que el célculo de los flujos entre celdas numéricas contiguas necesita
conocer la descomposicion espectral del sistema en estas variables. El Capitulo
5 describe las transformaciones algebraicas de los autovectores a derechas y a
izquierdas del sistema de variables covariantes al sistema de variables conser-
vadas.

Los estados degenerados suponen un serio problema para los algoritmos
numéricos basados en la descomposicién espectral del sistema, ya que en di-
chos estados, el conjunto de autovectores deja de ser completo. Autores como
Komissarov (1999b) o Balsara (2001) proponen el cambio a otros conjuntos de
autovectores completos en los casos de degeneraciéon. La contribucién mas ori-
ginal del presente trabajo es la obtenciéon de un tinico conjunto de autovectores
renormalizado que resulta ser completo también en los estados degenerados. El
proceso de renormalizacion de la base de autovectores a derechas y a izquierdas
se describe en los Capitulos 6 y 7, respectivamente.

El Capitulo 8 presenta, finalmente, el cédigo numérico desarrollado para re-
solver las ecuaciones de la RMHD. La primera seccién es una introduccién a las
técnicas HRSC y su implementaciéon en RMHD numérica. El resto de secciones,
hasta la 8.9, describe los ingredientes mas importantes del cédigo. Finalmente,
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las Secciones 8.10, 8.11 y 8.12 muestran, respectivamente, el funcionamiento del
c6digo en la resoluciéon de una seleccién de problemas unidimensionales y bidi-
mensionales, y en la simulacién de diversos chorros axisimétricos magnetizados.

El Capitulo 9 presenta una extensién del cédigo numérico y sus ingredientes
esenciales al caso de la GRMHD y muestra resultados preliminares en el estudio
de la evolucién de discos gruesos (toros) magnetizados alrededor de agujeros
negros.

Finalmente, el Capitulo 10 resume los logros més importantes del presente
trabajo.

La Memoria se complementa con diez apéndices. El Apéndice A recopila la
notaciéon usada.



Capitulo 2

Introduccion a la
Magnetohidrodinamica

Aunque el principal objetivo del presente trabajo, como ya hemos comentado
en el capitulo anterior, es el desarrollo de un cédigo numérico de RMHD,
comenzaremos describiendo las ecuaciones y caracteristicas generales de la MHD
clasica ya que, MHD y RMHD comparten muchas propiedades por obedecer a
sistemas de ecuaciones diferenciales similares. Ademas, los problemas numéricos
con que nos encontraremos seran también del mismo tipo.

Como ya comentamos al comienzo de la Introduccién, la MHD se formula
bajo la hipdtesis de que las frecuencias de variacién de los campos son menores
que la frecuencia efectiva de colision de los electrones. Bajo esta hipétesis, la ley
de Ohm es vélida en su forma estacionaria y los electrones e iones se mueven de
tal modo que no hay separaciéon de cargas, pudiéndose describir el movimiento
mecanico del sistema mediante un fluido conductor unico. En este limite de
bajas frecuencias, se puede despreciar la corriente de desplazamiento en la ley
de Ampere-Maxwell.

Supondremos el fluido como un medio conductor continuo e isétropo. En
cuanto a las propiedades mecanicas y térmicas, lo supondremos ideal, es decir,
con viscosidad y conductividad térmica nulas.

2.1 Campo electromagnético en un fluido

Como sabemos, las ecuaciones de Maxwell describen la estructura y evolucion
del campo electromagnético. Para escribir estas ecuaciones usaremos el sistema
de unidades de Heaviside-Lorentz (ver, por ejemplo, Jackson 1977), es decir,
el sistema Gaussiano racionalizado. En este sistema, y suponiendo que la per-
mitividad eléctrica y la permeabilidad magnética son iguales a la unidad, las
ecuaciones se escriben como sigue:

21



22 Capitulo 2

1 OE
V'E:pq y VXBC(j+8f>’

10B
v 0, -S +VXE=0, (2.1)

donde E es el campo eléctrico, B el campo magnético, p, la densidad de carga
eléctrica y j el vector densidad de corriente eléctrica.

Si ahora introducimos en las ecuaciones de Maxwell las hipdtesis comentadas
en la introduccion de este capitulo, es decir, neutralidad eléctrica del fluido
(pg = 0) y la omisién de las corrientes de desplazamiento (OE/dt = 0) obtenemos
el sistema de ecuaciones

V-E=0 , VxB=1,
C

10B
.B = i E=0. 2.2
\Y 0, parn +V x 0 (2.2)

La densidad de corriente esta relacionada con los campos a través de la ley de
Ohm, que, en el caso de un fluido en movimiento y con la hipdtesis mencionada
anteriormente de neutralidad de carga, adquiere la forma siguiente (Jackson
1977)

j:dE+%xBL (2.3)

donde v es la velocidad del fluido y o es la conductividad, que supondremos
que es un escalar constante en todo el fluido. En esta expresién se ha tenido en
cuenta que el campo eléctrico medido por un observador comévil con el fluido

v
es, en primera aproximacién, E' = E + — x B (ver la seccién 3.1 del capitulo
c
siguiente).
Usando la ley de Ohm (2.3), podemos eliminar el campo eléctrico y escribir

las ecuaciones que gobiernan la evolucién del campo electromagnético, como las
dos ecuaciones siguientes:

V-B=0, (2.4)

2
%§=waxm+%vm. (2.5)

En muchos casos de interés astrofisico, la conductividad es tal que el tiempo
caracteristico de difusién del campo por disipacién de la energia magnética
es mucho mayor que los tiempos caracteristicos dindmicos. En ese caso, la
conductividad se puede suponer infinita (¢ — o0), con lo que se obtiene la

ecuacion de evoluciéon

88—]? =V x (vxB). (2.6)
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2.2 Fluido en un campo magnético. Ecuaciones
de la MHD ideal

Para describir el estado de un fluido en el seno de un campo magnético, ademéds
de conocer el campo magnético, debemos conocer la densidad de masa, p, la
velocidad del fluido, v, y la presion, p, en cada punto del dominio ocupado por
el fluido. Alternativamente, podemos dar otra variable termodindmica como la
energia interna especifica, €, en lugar de la presién.

No vamos a deducir las ecuaciones de evolucién de un fluido en un campo
magnético, ya que es un tema ampliamente tratado en la bibliografia ( ver,
por ejemplo, Landau and Lifshitz 1960) por lo que nos limitaremos tinicamente
a escribirlas, resaltando el cardcter de ley de conservacién que tiene cada una
de las ecuaciones: conservacion de masa, conservacion de momento lineal y
conservacion de energia.

e Ecuacion de continuidad. Esta ecuacion describe la conservaciéon de la
masa, pudiéndose escribir en forma diferencial como

dp B
N +V-(pv)=0. (2.7)

e Ecuacién de Euler. Esta ecuacién generaliza la segunda Ley de Newton
para medios continuos y se escribe como sigue:

p (aa‘t, + (v V)v> +Vp=F, (2.8)

donde F representa la fuerza que actia sobre el fluido de origen distinto
a la presién. Suponemos que el fluido no tiene viscosidad y que la fuerza
F es debida al campo magnético (fuerza de Lorentz), que es de la forma

1
F==-jxB. (2.9)
(&

Bajo las hipdtesis que definen la MHD y usando las ecs. (2.2), podemos
escribir

1 1
F:—ij:VxBxB:(B-V)B—§VB2 (2.10)
C

y asi obtenemos

p<86:+(v-V)v> +Vp=(B-V)B- %VB? (2.11)

Esta ecuacién podemos escribirla en forma manifiestamente conservativa
y asi, la ley de conservacién del momento lineal es
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1
65:—!—V~(p(v®v)+p+2B2—B®B)_O (2.12)

donde ® denota el producto tensorial.

e Ecuacién de conservacién de la energia. Para un fluido ideal en
ausencia de campo magnético, esta ecuacion se escribe de la forma

9 (pe + 1pv?) 1, P\\
at+v~<pv<2v +5+p>)—0. (2.13)

En presencia de campo magnético, a esta ecuacién deberemos anadir la
contribucién del mismo a la densidad de energia, B2/2, y al flujo de en-
ergia, cE x B (vector de Poynting), que podemos obtener en términos de
la densidad de corriente, campo magnético y la velocidad del fluido usando
las ecs. (2.2) y (2.3). Con esto se tiene la ecuacién

9 (pe + 3pv? + 3B?)
ot

) .
V-(pv(V2+5+p>+c‘]—va>xB:0, (2.14)
2 P o

+

que en el limite de conductividad infinita conduce a

0 (ps + %pv2 + %BQ) N
ot

V~<pv<;v2+a+7;>—(va)xB):o. (2.15)

Después de este sucinto repaso a las ecuaciones de evolucién de un fluido en
el seno de un campo magnético, sélo nos resta escribir el sistema completo, que
estaria formado por las ecuaciones (2.4),(2.6), (2.7), (2.12) y (2.15), es decir

op B
opv 1_5
W+V p(v®v)—|—p+§B -BoB ) =0 (217)

9(L pv2 1g2
(pv +a’f+2 )+V~(pv (;vzﬁ-a—&—i)ﬁ-BX(VXB)):o’ (2.18)

= _VUx(vxB)=0. (2.19)
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Ademids de las ecuaciones de evolucion, existe una ligadura ya que la diver-
gencia del campo magnético ha de ser cero,

V-B=0. (2.20)

El sistema de ecuaciones se cierra con una ecuacién de estado, que supon-
dremos de la forma p = p(p, ), que relaciona las variables termodindmicas.

2.3 Las ecuaciones de la MHD como sistema
hiperbdlico de leyes de conservacion

El sistema de ecuaciones diferenciales de evolucién se puede escribir como un
sistema de leyes de conservacion. En el caso de coordenadas cartesianas, se tiene

oU  OF‘(U)
— 4+ ——+=S(U 2.21
donde el vector de variables conservadas es
x z 1 2 1 2 x z ’
U= P, pv ,pvy,pv 7§PU +p€+§B ;B aByaB (222)

y el vector de flujos (en la direccién x) se escribe como

x

pv
p)? + (p+5) = (B7)?
pvtv¥ — B¥BY
1.2 1 2pvivz p Bw?z 2\ ,x z | (2.23)
(3002 + pe+ 3B?)v” + (p+ iB?)v® — (B-v)B
B~ e
B*v* — B*v~?

F*(U)

En ausencia de fuerzas externas al sistema, el vector de términos fuente es
S(U) =0.

Si comparamos estas ecuaciones con las de la hidrodindmica podremos apre-
ciar el doble papel que juega el campo magnético. Por un lado tenemos el
término B?/2, que recibe el nombre de presién magnética, ya que aparece en
las ecuaciones a pie de igualdad con la presién térmica, p. Por otro lado apare-
cen los términos del tipo B*B7, que reciben el nombre de tensién magnética ya
que pueden ser interpretados como fuerzas de tensién a lo largo de la linea de
campo’.

Desde un punto de vista matematico, el sistema de ecuaciones de la MHD
constituye un sistema hiperbdlico ya que los autovalores de la matriz jacobiana

1Para un analisis de la dindmica derivada de estas ecuaciones remitimos al lector al libro
de Jackson (1977).
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del sistema (OF/0U) son reales y existe un conjunto completo de autovecto-
res. El Apéndice B repasa las propiedades matematicas bésicas de este tipo de
sistemas. El Apéndice C presenta la descomposicion espectral de la MHD que
permite clasificar a este sistema como no estrictamente hiperbdlicoy no convezo.
Esta caracterizacién es compartida por la RMHD, y sus implicaciones desde los
puntos de vista tedrico y numérico seran discutidas en el Capitulo 4.



Capitulo 3

Electromagnetismo en
relatividad

Aunque el electromagnetismo es histéricamente la primera gran teoria cientifica
invariante bajo el grupo de transformaciones de Lorentz, y por tanto intrinse-
camente relativista y que marcaba el camino hacia ésta, esto no fue evidente
inicialmente (Weinberg 1972). Sélo tras las experiencias de A.A. Michelson
y E.W. Morley y la formulaciéon de la teorfa de la relatividad especial quedd
patente esta propiedad del electromagnetismo. A pesar de ello, cuando se tra-
baja en este campo, se suele usar en general una notacién no covariante que
dificulta la apreciacién de esta caracteristica.

En este capitulo introduciremos, a partir de la notacién cominmente usada
en electromagnetismo de trivectores eléctrico y magnético, una notacién covari-
ante, deduciendo las ecuaciones de evolucién en la aproximacion magnetohi-
drodindmica ideal. Consideraremos, como hemos hecho en al capitulo anterior,
que el fluido es isétropo y la permitividad y permeabilidad son iguales a la
unidad. El espacio-tiempo se supondré plano y que estd descrito por la métrica
de Minkowski en coordenadas cartesianas.

La primera seccién de este capitulo es un recordatorio de cémo debemos
transformar campos eléctricos y magnéticos entre sistemas de referencia in-
erciales. En la segunda seccién introduciremos el formalismo covariante que
usaremos a lo largo del trabajo para escribir las ecuaciones de Maxwell y el
tensor energia-impulso del campo electromagnético. En la tltima seccion de
este capitulo, particularizaremos las ecuaciones obtenidas para el caso magne-
tohidrodindmico ideal.

3.1 Transformaciones de campos
En esta seccién trataremos la transformacién de los campos eléctrico y magnético

en el contexto de la relatividad especial entre sistemas de referencia inerciales.
Los textos de referencia que hemos tomado son Jackson (1977) y Barut (1980).
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El campo electromagnético, en el marco de la relatividad, viene descrito
por un campo tensorial antisimétrico, F. En un espacio tiempo plano, descrito
en coordenadas cartesianas (t,x,y, z), las componentes del tensor electromag-
néctico y las componentes de los campos eléctrico, El, y magnético, é, estan
relacionados de la siguiente forma

P = , (3.1)

donde los indices griegos toman los valores 0, 1, 2, 3 correspondientes a las
coordenadas t, x, y, 2.

Para relacionar los campos eléctrico y magnético medidos por diferentes
observadores asociados a sistemas de referencia inerciales debemos proceder a
transformar el tensor campo electromagnético utilizando la transformacién de
Lorentz correspondiente, cuya matriz de transformacion denotaremos por A.
Para dos sistemas que se mueven entre si con una velocidad relativa ¢ (en lo
que sigue se tomard la velocidad de la luz ¢ = 1), esta transformacién puede
escribirse en forma matricial como

w -Wu
B3 —
Au(v) - ( W7 I+ W;117®17 > ’ (32)

v

donde W = 1/4/1 — v? es el factor de Lorentz e I es la matriz identidad 3 x 3.
Asi, al pasar de un sistema de referencia a otro que se mueve con una veloci-
dad relativa 9, el tensor electromagnético se transforma de la siguiente forma

F'% = A2() AL () PP, (3.3)

A partir de este producto matricial y comparando con la ecuacién (3.1),
obtenemos la ley de transformacién de los campos eléctrico y magnético

W2

E =W(E-txB)— ——
(E—-0xB) = 37

(7-E)¥ (3.4)
w2 "
W@ BT (3.5)

De estas ecuaciones se deduce de forma inmediata que las componentes de
los campos pararelas a la direccién definida por ¢’ son invariantes, es decir

&

<L

B =W(B+7xE)-

7-B=7-B, (3.6)

1En este capitulo utilizaremos la notacién de caracterizar los vectores por “en lugar de por
letra en negrita como en el resto del trabajo, para resaltar el caracter trivectorial reservando
la notacién en negrita para los tensores.
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G-E=7-E. (3.7)

Un caso particular en el que estaremos interesados es aquél en el que en un
sistema de referencia no observamos campo eléctrico y si magnético. El tensor
electromagnético en este sistema de referencia es

0 0 0
0 -B* BY
B> 0 B

-BY B* 0

FoP = (3.8)

o o o o

En este caso, usando las ecs. (3.4) y (3.5), podemos calcular cudl serd el campo
eléctrico y magnético medido en otro sistema de referencia que se mueve respecto
al primero con una velocidad v, obteniéndose

E' = -Wi#x B (3.9)

2

W+1

que conduce a que el campo eléctrico y magnético estan relacionados por la
expresion

B =WB - (- B)7, (3.10)

E =—-9xB.

3.2 Formalismo covariante

En esta seccién introduciremos el formalismo covariante que utilizaremos a lo
largo de este trabajo para describir el campo electromagnético. Para una re-
visién mas detallada y general del formalismo remitimos al lector a los textos
de Lichnerowicz (1967) y Anile (1989).

Las ecuaciones de Maxwell (2.2) pueden escribirse en forma mds compacta si
hacemos uso del tensor electromagnético (3.1), F, y de su dual, F*. Si definimos
el tetravector densidad de corriente como J = (pq,;)7 donde p, es la densidad
de carga y j el trivector densidad de corriente, podemos escribir las ecuaciones

de Maxwell, en coordenadas cartesianas, como

O F™ =" | 9,F*" =0. (3.11)

donde 0, representa la derivada parcial respecto de la coordenada correspon-
diente al indice u, que toma los valores ¢, x,y, 2, y el dual del tensor electro-
magnético se define como

1
Frm — 56“"751775. (3.12)
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En esta expresién, €79 la densidad tensorial de Levi-Civita, que ,en el caso de
la métrica de Minkowski, es el simbolo de Levi-Civita totalmente antisimétrico.

Para relacionar el tensor electromagnético con los campos eléctico y magnético
medidos en un sistema de referencia, podemos introducir los tetravectores e y
b, cuyas componentes temporales seran nulas y las componentes espaciales cor-
responden a los trivectores E y E, es decir,

—

e*=(0,E)=(0,E* EY,E*) y b*=(0,B)=(0,B*,BY,B*). (3.13)

Noétese que E y B son los trivectores que aparecen en la mecédnica clésica a los
que se ha anadido la componente temporal para formar un tetravector. Teniendo
en cuenta la tetravelocidad de este sistema de referencia respecto de él mismo es
u = (1,0,0,0), podemos construir el tensor campo electromagnético dado por
la ec. (3.8) de la forma

Fob — (uaeﬁ _ uﬁea> — B0y by, (3.14)

y su dual

Friv = (u“b” — u”b”) + 0y e, (3.15)

Estas expresiones, obtenidas para un sistema de referencia, han de ser validas
en cualquier sistema de referencia y nos dan el tensor electromagnético y su
dual en términos de los tetravectores e, b y u. Nétese que las componentes
temporales de e y b seran, en general, diferentes de cero si se expresan en un
sistema de referencia distinto al que mide el campo. Asi por ejemplo, si usamos el
sistema S para referir las componentes del tetravector campo magnético medido
por el sistema de referencia S’, la componente temporal de éste serd diferente
de cero. En el caso en que refiramos las componentes de los campos al mismo
sistema en el que medimos, las componentes temporales de los tetravectores
campos seran nulas. Esto se traduce en las igualdades siguientes:

eu, =0 , bu, =0. (3.16)
De aqui, y de la expresién de los tensores electromagnético y su dual, ecs. (3.14)
y (3.15), se obtiene de forma inmediata que

v o Im
e’ = F""u,

bW = Frhy, (3.17)

A lo largo del trabajo descrito en la presente Memoria, el medio en el que
estara definido el campo electromagnético serd un fluido conductor. Asi, si el
fluido conductor tiene una tetravelocidad u, el tetravector densidad de corriente
se escribird de la forma

JH = pgut + oet, (3.18)

donde el primer término representa la corriente debida al movimiento del fluido
conductor cargado y el segundo no es mas que la ley de Ohm.



Electromagnetismo en Relatividad 31

A partir del tensor electromagnético podemos obtener el tensor impulso-
energia electromagnético. Este tensor contiene informacion sobre la densidad de
energia, densidad de momento y sus respectivos flujos. Este tensor lo podemos
escribir siguiendo este formalismo como

1 1
Tg']/w = F(I!LFCXV _ zgm/ FaBFaB — (QQAW _ u#uv) (eaea + baba)
—ele” — b — ute"Pegbpuy, — u e Pesbguy,  (3.19)

donde g,,,, es el tensor métrico.

Para finalizar esta seccién remarquemos que las ecuaciones (3.14)-(3.19), al
estar escritas en forma covariante, son vélidas para cualquier sistema de coorde-
nadas y por tanto aplicables en al caso de la Relatividad General. Escribamos,
por ultimo, las ecuaciones de Maxwell en el formalismo covariante. Para ello
deberemos sustituir las derivadas parciales que aparecen en (3.11) por derivadas
covariantes, obteniéndose las siguientes ecuaciones, que seran validas en el caso
de la relatividad general,

V¥ =JY | Y, F = (3.20)

donde V,, denota la derivada covariante.

3.3 Aproximacién magnetohidrodinamica

En el capitulo anterior, obtuvimos las ecuaciones de evolucion del campo magné-
tico en el seno de un fluido conductor bajo la hipdtesis de conductividad infinita.
En esta seccién obtendremos estas ecuaciones en el marco de la relatividad
especial. En el Capitulo 9 se daran las ecuaciones en el caso de la relatividad
general.

En el contexto de la RMHD, trabajaremos con dos sistemas de referencia. El
primero de ellos es un sistema de referencia que denominaremos como laborato-
rio, y en el cual describiremos el comportamiento del campo electromagnético y
del fluido. El campo eléctrico y magnético medidos en este sistema de referencia
sélo tiene componentes espaciales y seran representados por los trivectores E
v B. El segundo sistema de referencia serd el comévil con el fluido. El campo
eléctrico y magnético medido por el observador comévil tendrd componentes
temporales diferentes de cero en el sistema laboratorio. Serdn representados
por los tetravectores e y b.

Como en este trabajo nos centraremos en la RMHD ideal, supondremos que
la conductividad que presenta el fluido es infinita. La proporcionalidad entre
la densidad de corriente y el campo eléctrico medido en el sistema comévil (ley
de Ohm) conduce a que, a fin de mantener una densidad de corriente finita, se
deba anular el campo eléctrico, es decir

e=0. (3.21)
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En la aproximacién de la RMHD ideal describimos, por tanto, el campo
electromagnético tinicamente por medio del tetravector campo magnético (3.17)
medido por el observador comévil. Podemos calcular las componentes de este
vector en el sistema de referencia laboratorio usando (3.17), obteniendo, tras
usar las ecs. (3.9) y (3.10), las siguientes igualdades

W =W B) (3.22)

B+ W2(%- B)'

b'=WB' - W(@xE)' = 3.23
(7 % E) = (323)
A partir de las relaciones anteriores, se tiene que
fey 1 5
b? = bby = ((3)2 + (b0)2> . (3.24)

La tetravelocidad u tomada para hacer la contraccion, es la asociada al obser-
vador comévil, que viene dada por

u® =W(l,v), (3.25)

donde v es la velocidad del fluido y W = 1/4/1 — v2, es el factor de Lorentz.
El tensor electromagnético y su dual pueden expresarse en este caso como
funcién tnicamente de b y u,

FH = — etV 7%, bs (3.26)
FrHY = ybp” — uV bt (3.27)
Las ecuaciones de Maxwell (3.20) adoptan en este caso la forma
VuF"™ = V(= e ubs) = I, (3.28)
VuF =V, (w” — u'h) = 0. (3.29)

La ecuacién (3.28) permite obtener la densidad de corriente a partir del campo
magnético y la velocidad del fluido, mientras que la componente temporal de la
ecuacién (3.29) representa la ecuacién de ligadura para el campo magnético y
la parte espacial, la ecuacién de evolucién. De hecho, la ecuacién (3.29) puede
escribirse en términos del campo magnético medido en el sistema laboratorio
usando las ecs. (3.22) obteniéndose

V-B=0, (3.30)

= _Vx (GxB)=0, (3.31)
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que conciden con las ecuaciones dadas en el capitulo anterior. Esta coincidencia
de las ecuaciones de evolucién y ligadura para el campo magnético medido por
el observador laboratorio, no debe tomarse como una simple casualidad, sino
como el logico resultado del cardcter intrinsecamente relativista del electromag-
netismo.

Por tltimo, nos resta ver qué forma adopta el tensor energia-impulso electro-
magnético en la aproximacién magnetohidrodindmica. A partir de la ecuacién (3.19),
sustituyendo la condicién que e* = 0, obtenemos

1 1
TEVM _ FéLtLFDLV _ Zguu FaﬁFaﬁ — <UMUV + Qg;w> b, — b (332)
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Capitulo 4

Ecuaciones de la RMHD y
su estructura caracteristica

En el Capitulo 2 se obtuvieron las ecuaciones de la MHD ideal clasica, aplicable
a situaciones en las que la velocidad del fluido es pequena comparada con la
velocidad de la luz. En el Capitulo 3 se describié el campo electromagnético
en el marco de la relatividad especial, es decir, en situaciones en las que las
velocidades no sean necesariamente pequenas. Nos queda ahora hacer la misma
descripcién para la hidrodinamica, con el fin de obtener las ecuaciones de la
MHD en el caso relativista (RMHD). Aunque a lo largo del capitulo usaremos en
muchas ocasiones una descripcién covariante, y por tanto vélida en relatividad
general, algunas de las expresiones se particularizaran al caso de la métrica de
Minkowski en coordenadas cartesianas. En el Capitulo 9) se generalizardn las
ecuaciones para métricas arbitrarias.

Con esta perspectiva, comenzaremos el capitulo con una seccién dedicada
a la descripcién de las ecuaciones de la hidrodindmica relativista (RHD, del
inglés relativistic hydrodynamics) ideal sin campo magnético. En la segunda
seccién presentaremos las ecuaciones que definen la RMHD y comentaremos
brevemente sus propiedades derivadas del hecho de ser un sistema de leyes de
conservacion no estrictamente hiperbdlico. Las Secciones 4.3 a 4.8 se centraran
en la obtencion de la descomposicién espectral de las ecuaciones, incluyendo los
casos de degeneracion, que seran caracterizados de forma covariante en términos
del tetravector campo magnético. La Seccién 4.9 discute brevemente el cardcter
no convero de la RMHD. Finalmente, las Secciones 4.10 y 4.11 se dedican a
la descripcién de ciertas soluciones especiales de las ecuaciones de la RMHD
(soluciones discontinuas y rarefacciones, respectivamente).
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4.1 Ecuaciones de la hidrodinamica relativista
ideal

Las ecuaciones de la hidrodindmica relativista ideal (RHD) son la expresién
matemédtica para medios continuos fluidos de tres leyes de conservacién (véase,
por ejemplo, Weinberg 1972). La primera de estas leyes deriva de la conser-
vacion del nimero bariénico y recibe el nombre de ecuacién de continuidad. La
podemos escribir como

V. (pu) = 0, (4.1)

donde p es la densidad de masa en reposo medida por el observador comévil y
ut es la tetravelocidad del fluido. El operador V, representa, como ya se ha
dicho, la derivada covariante.

Las otras dos leyes de conservacion corresponden a la conservacion de la
energia y a la del momento que, en forma covariante, se expresan como la
conservacion del tensor impulso-energia del fluido. Escribiremos, por tanto,

v, Ths = 0. (4.2)

En el caso de un fluido perfecto, el tensor impulso-energia Tl es

Tip = phu'u” + g""p, (4.3)
donde h es la entalpia especifica,

h:1+6+%, (4.4)

p es la presion y €, la energia interna especifica.

4.2 Las ecuaciones de la RMHD como sistema
hiperbdlico de leyes de conservacion

Para obtener las ecuaciones magnetohidrodindmicas relativistas, debemos pro-
ceder a escribir las leyes de conservacién correspondientes incluyendo los efec-
tos del campo magnético. Esto supone modificar el tensor impulso-energia del
fluido perfecto considerado en la seccién anterior, sumandole el tensor impulso-
energia del campo. Ademas, el campo magnético debera verificar las ecuaciones
de Maxwell. Hay que senalar que la ley de conservacion del ntimero bariénico
no se ve modificada por la presencia del campo. En base a esto, el sistema de
ecuaciones de la RMHD ideal se puede escribir como sigue (ver, por ejemplo,
Lichnerowicz 1967 o Anile 1989)

Vu(put) =0, (4.5)

v, T =0, (4.6)
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V=0, (4.7)

donde F** es el dual del tensor electromagnético y T"”, el tensor impulso-
energfa total, suma de los tensores impulso-energia del fluido, T, y del campo
electromagnético, T4,

1
TH = Th, + T = (ph + bH)ulu” + g (p - 2b2) — b, (4.8)

El sistema de ecuaciones diferenciales (4.5)-(4.7) se puede escribir como un
conjunto de ecuaciones manifiestamente conservativas mas una condicién de di-
vergencia nula para el campo magnético. En el caso de la métrica de Minkowski
en coordenadas cartesianas, las ecuaciones son'

ou n OF*(U) n OFY(U) n OF*(U)
ot or dy 0z

=0, (4.9)

V-B=0, (4.10)

donde

pu’

(ph + b?)u'u® — b0b®

(ph + b2 uluy — bOpY

(ph + bH)uu* — bOb*

(ph+ b)) = (p+ 5 ) = (090 |
B./I)

BY

BZ

(4.11)

x

pu
(ph + bH)uu® + (p + %2) — b*b*
(ph + bH)uu? — b*bY
F*(U) = (ph +bJutu’ — bb? (4.12)
(ph + bH)uu® — b0b®
0
BYv*® — B¥yY
B*v® — B*v?

ILas ecuaciones en coordenadas cilindricas y esféricas estan deducidas en el apéndice D.
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pu?
(ph + b?)u®uY — b*bY

(ph + b)uvu? + (p n %) v
FY(U) = (ph + b2)ubu® — b¥b* (4.13)
(ph + b uluy — bObY

BeoY — BYy®

0
B — BYv*

pu®
(ph + b?)u®u® — b*b*
(ph + b?)uYu® — b¥b*

2\, 2,,2 tﬁ R N2 81
pe(uy | (oh +(p+5) - | 410
(ph + bH)u u® — bOb*

BZp* — B#y®
BYv* — BYv*
0

Al sistema de variables U se le conoce como sistema de variables conservadas
ya que, en términos de estas variables, el sistema se escribe en forma manifies-
tamente conservativa. El esquema numérico que presentaremos en la segunda
parte del trabajo se basa precisamente en la discretizacién de las ecs. (4.9), (4.10)
y las variables U serdn las que avanzaremos temporalmente. Estas variables se
corresponden con la densidad relativista

D = pu®, (4.15)
las tres componentes de la densidad de momento
S" = (ph + b?)uu’ — b, (4.16)

(i = z,y,2), la densidad de energia total

7 = (ph + b?)u'u’ — <p + b;) — (b9)? (4.17)

y las componentes del campo magnético, B?, con lo que

U= (D,S* 8Y,5% 1, B* BY, B*)T. (4.18)

Hay que decir que las 8 variables conservadas no son todas ellas independientes,
va que las tres componentes del campo magnético estan ligadas por la condicién
de divergencia nula, ec. (4.10).
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Los distintos flujos F? (i = z,y, 2) son funcién de las variables conservadas
U aunque, en general, no existe una forma explicita de expresarlos en funcién
de ellas. Es por tanto necesario trabajar con otro sistema de variables, que
denominaremos sistema de wvariables primitivas, que nos permita escribir en
funcién de ellas tanto las variables conservadas, como los flujos. En el resto de
este trabajo adoptaremos como sistema de variables primitivas el definido por

V = (p,p,v",vY,v*, B®, BY, B*)T, (4.19)

y el paso de las variables conservadas a las primitivas se hard a partir de las
siguientes expresiones, obtenidas tras algunas operaciones algebraicas a partir
de las correspondientes definiciones,

w2 -1 B-S)2
§*=(Z+B*) o - (2Z+B2)%, (4.20)
B2 (B-S)?
—Z1B2_p— S A 4.21
T=7Z+ P ez (4.21)
donde
Z = phW?. (4.22)

Estas expresiones, junto con la definicién de D, ec. (4.15), y la de Z, forman
un sistema de ecuaciones implicitas para las incégnitas p, p y W (el factor de
Lorentz, u°), suponiendo que la funcién h = h(p, p) es conocida a través de la
ecuacion de estado. A lo largo del presente trabajo, nos hemos restringido al
uso de ecuaciones de estado de gas ideal y politrépicas?. Una vez obtenidos los
valores de p, p y W, las componentes de la velocidad pueden obtenerse de forma
explicita.

El anélisis espectral de las matrices jacobianas del sistema, definidas como

Jt = 8L(U)
ou ’
permite comprobar el caracter hiperbdlico del sistema de ecuaciones de la RMHD,
al tener todos sus autovalores reales y existir un conjunto completo de autovecto-
res. Sin embargo, tal y como ocurre en el caso de la MHD clésica, la existencia de
autovalores con multiplicidad superior a 1 para ciertos estados (degeneraciones)
define a la RMHD como un sistema no estrictamente hiperbélico. El Apéndice B
repasa las propiedades matemaéticas basicas de los sistemas hiperbélicos, aunque
una referencia mucho més completa la constituyen las monografias de LeVeque
(1992) o Toro (1997).
En un sistema hiperbdlico, los diferentes autovalores definen las velocidades
de propagacion de las perturbaciones (u ondas) a lo largo de cada direccién, con-
stituyendo los llamados campos caracteristicos. Las técnicas HRSC (del inglés

(4.23)

2Detalles de la obtencién de estas expresiones y su resolucién para las ecuaciones de estado
citadas en el marco de la relatividad especial y general se verdn en los Capitulos 8 (Seccién
8.9) y 9 (Seccién 9.4), respectivamente.
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High Resolution Shock Capturing Techniques, o técnicas de alta resolucién de
captura de choques) explotan esta propiedad para la integracién del sistema
de ecuaciones a lo largo del tiempo. En los ultimos anos, la aplicacion de
estas técnicas en hidrodindmica y magnetohidrodindmica clasicas y, més re-
cientemente, relativistas, se ha generalizado hasta convertirse en la estrategia
de integracién méds comin. En la primera seccién del Capitulo 8 se resumen
los fundamentos de las técnicas HRSC y su aplicacién reciente a la resolucion
de las ecuaciones dela RMHD. Finalmente, un subconjunto numeroso de las
técnicas HRSC se basa de forma especifica en el conocimiento de la descom-
posicién espectral del sistema de ecuaciones (autovalores y autovectores de las
correspondientes matrices jacobianas).

El objetivo principal de esta Tesis ha sido, precisamente, el desarrollo de un
c6digo para resolver las ecuaciones de la magnetohidrodinamica en relatividad
especial y general basado en este tipo de técnicas. Una gran parte de lo que resta
de capitulo se ha dedicado, por tanto, al andlisis espectral de las ecuaciones de
la RMHD. El carécter no estrictamente hiperbélico de la RMHD (compartido
con la MHD clésica) plantea, sin embargo, algunos problemas técnicos. En los
casos de degeneracién el conjunto original de autovectores deja de ser completo,
debiendo sustituirse por otro. Por tanto, en el presente capitulo, nos hemos
centrado también en el estudio y la caracterizacién de los estados degenerados,
presentando ademés nuevos conjuntos completos de autovectores en los casos
de degeneracién.

La aportaciéon maés original de la presente Tesis desde el punto de vista
tedrico ha sido, sin embargo, la de obtener un conjunto completo de autovectores
valido tanto para los estados degenerados como para los no degenerados, tras
un proceso que llamamos de renormalizacion, analogo al llevado a cabo por Brio
y Wu (1988) en el caso de la MHD clasica. El proceso de renormalizacién de
los autovectores de la RMHD se presenta en los Capitulos 6 y 7.

Las patologias de la RMHD (y de la MHD) no acaban en el cardcter no es-
trictamente hiperbdlico del sistema que la describe. De acuerdo con una cierta
caracterizacién de los campos caracteristicos, la magnetohidrodinamica, clasica
y relativista, se clasifican como sistemas no converos. La definicién, implica-
ciones y controversias en torno al cardcter no convexo de la MHD y la RMHD
se discuten en la Seccién 4.9 de este capitulo.

4.3 El sistema de variables de Anile

La descomposicion espectral de las matrices jacobianas del sistema de la RMHD
en variables conservadas, definidas en la seccién anterior, no es nada sencilla. El
estudio de autovalores y autovectores resulta mas facil en el sistema de variables
covariantes, U, definido por Anile (1989),

U = (u”,0%,p,9)7, (4.24)

donde s es la entropia especifica.
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En términos de estas variables, las ecuaciones de la RMHD se pueden escribir
en notacién matricial como?®

A2V, 0°=0 con a,c=0,...9 a=0,..,3, (4.25)

donde las matrices A2 son

Eu®ot —b*oH 4 PHD, It QM
b ok —u*ot fre ox
o v 174
A% = phog 0, u*/c2 0 | (4.26)
0, 0, 0 u®

donde 6# es la delta de Kronecker, 0, = (0,0,0,0), 0* = (0,0,0,0)7, ¢, la
velocidad del sonido, que verifica

1 /0p
2o (£ 4.2
“Th <8p>s’ (427)
y
E = ph+b?, (4.28)
PEY = gh® 4+ 2utu”, (4.29)
1 b?
pa . opa . = W, 17,0 4.
l g +thph Cg>uu +bb], (4.30)
1 [bru®
po — —uhp® ) . 4.31
d ph( z " ) (431)

Llegados a este punto, conviene senalar que las variables de Anile no son
todas independientes, existiendo tres ligaduras entre ellas

Uy = —1 , bue =0 y V,(u"t’ —u’b") =0. (4.32)

Este hecho debera tenerse en cuenta en el estudio de la estructura caracteristica
de la RMHD que iniciamos a continuacion.

4.4 Autovalores

Para proceder al cilculo de los autovalores introducimos la funcién ¢(z?), de
forma que la ecuacién ¢(x%) = 0 describe la hipersuperficie caracteristica asoci-
ada a uno de los autovalores. Esta hipersuperficie representa la propagacion de la
onda correspondiente al autovalor en el espacio-tiempo. El vector ¢, = 9,¢(z”)
es el vector nimero de ondas asociado a dicho autovalor. Partiendo de aqui,

3Para mas detalles, véase el Apéndice E y el Capitulo 1 del libro de Anile (1989).
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la matriz caracteristica de la RMHD, expresada en el sistema de variables de
Anile es la que obtenemos al realizar la contraccion

Eadt mh s (s
Bok —adk  f* O

A ¢a = ph¢y Ol/ a/cz 0 3 (433)
01/ 01/ 0 a
donde
a=u"¢a, (4.34)
B =0%¢a, (4.35)
b? B+
(TR 17 2 S 1— M n
! "¢, = ¢ + ( phcﬁ) aut + o (4.36)
B fHV M 4
y
ml = (=b04 4+ P"b,)po = (¢" + 2au’)b, — BoY. (4.38)

La ecuacién caracteristica de la RMHD obtenida al tomar el determinante
de la matriz caracteristica (4.33) del sistema extendido e igualarlo a cero, cuyas
raices son los autovalores, es

Ea*A*N, =0, (4.39)
con
A= Ead* - B* (4.40)
y
1 4 b2 2 2
Ny=ph(— —1)a" —|ph+ — |a”G + B*G, (4.41)
CS CS
donde
G = ¢%pq. (4.42)

Realicemos ahora el andlisis de la ecuacién caracteristica. Al haberla podido
escribir como un producto de funciones, sélo podra anularse en el supuesto
de que alguna de esas funciones sea nula. Veamos bajo qué condiciones se
puede anular cada una de las funciones. Para ello, y sin pérdida de generalidad,
tomaremos el vector de ondas de la forma
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ba = (=), 1,0,0), (4.43)

que estaria asociado a una hipersuperficie caracteristica correspondiente a una
onda propagandose en la direccién 2 con una velocidad igual a A*.

El primer factor que aparece en la ecuacién caracteristica, E = ph + b?, es
la densidad de energia total medida en el sistema comévil con el fluido y es, por
tanto, una cantidad distinta de cero.

El segundo factor es a?. Para anularlo debe cumplirse que

A=0v" (= Ae). (4.44)

Este autovalor recibe el nombre de autovalor entrépico y representa una raiz

doble en el sistema de variables de Anile. FEn el sistema original la raiz es

simple, estando el caracter doble asociado a uno de los grados de libertad extra

anadidos por la omisién de las ligaduras del sistema (Komissarov 1999a).
Anulando el factor A2, obtenemos las condiciones

e tuwVE
o0+ wWNE

que definen los llamados autovalores de Alfvén. Como en el caso anterior, cada
uno de los dos autovalores representan raices dobles de la ecuacién caracteristica,
cuando en el sistema original serfan raices simples. La duplicidad de estas raices
aparece de nuevo asociada a los grados de libertad anadidos por la omisién de
las ligaduras (Komissarov 1999a).

Por ultimo, al buscar las raices de la funciéon N4, obtenemos la ecuacion
cuartica

(= Aa)s (4.45)

Cadt + C303 + Co\2 + C1A + Cy = 0, (4.46)

cuyos coeficientes se definen como

CO — (1}1)4(1 _ QZ) _ (’Um)ZQQ (bz)ch

T Ea (4.47)
o 20702 Zbobmcf
Cy = —4(v")*(1 - Q%) + T W (4.48)
a2y o2y L= @))% ((0°) - ()%)ed
Cy = 6(v™)?(1 — Q?) e + T : (4.49)
20702 260h%¢2
x 2 s
Cs =~ (1= %) = S + ™ (4.50)

4E] anslisis de la estructura caracteristica de la RMHD presentado en esta Memoria se
repite de forma totalmente andloga para ondas propagandose en la direccién y o z permutando
el papel de las componentes espaciales en todas las expresiones.
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Figura 4.1: Ejemplo de las funciones a> AN, y N, para el estado p = 1.0,
e = 1.0, v* = 0.0, v¥ = 0.0, v* = 0.0, B* = 1.0, BY = —1.0, B* = 0.13. Los
autovalores son: Ay = £0.7818, A\, = +0.4621, A\, = +£0.3815 y A, = 0.0. Los
rombos marcan los autovalores magnetosénicos y los tridngulos los autovalores
de Alfvén y entrépico.

(b%)%c2
Ew4’
donde Q2 = 2 + 2 — 2c2, y 2 = b?/FE es la velocidad de Alfvén.
Las soluciones de esta ecuacion cuértica nos dan los llamados autovalores
magnetosénicos, A,,, que son en general raices simples. De estos cuatro auto-
valores, los dos intermedios reciben el nombre de autovalores magnetosénicos
lentos, Ay, y los otros dos se llaman autovalores magnetosénicos rapidos, Ay.
Un ejemplo del comportamiento de la funcién a2 AN, cuyos ceros correspon-
den a los autovalores, y de la funcién N, se muestra en la Fig. 4.1.
Para completar el analisis de la estructura de autovalores véase el Apéndice F.

0411792V27

(4.51)

4.5 Autovectores en el sistema de variables de
Anile

Al igual que en el caso de los autovalores, el calculo de los autovectores se
simplifica enormemente en el sistema de variables de Anile. Los autovectores a
derechas, r, se encuentran resolviendo el sistema de ecuaciones

<A3“¢a> r =0 con a,c=0,..,9 a=0,..3, (4.52)
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para cada uno de los autovalores y son los siguientes:

e Autovector asociado al autovalor entrépico:

Te = (0(17 Oav 07 1)T bl (453)

e Autovectores asociados a los autovalores de Alfvén:

re = (a gaﬁeﬁtswcbéu”b“, Bg"‘ﬂeg(;w(é‘su”b“, 0, O)T , (4.54)

donde €gs,, s, como ya dijimos, la densidad tensorial de Levi-Civita.

e Autovectores asociados a los autovalores magnetosonicos

rm = (ad®, Bd* +a A f*,a2A,0)" (4.55)

con

b? > ¢% + 2007 (4.56)

daa(Bfo‘ala)Jr(BQa oh ,

2
Cs

donde las funciones {“ y f¢ se han definido en la seccién anterior (ecs.
(4.36) y (4.37)).

Ademas de los siete autovectores anteriores, existen otros tres espureos aso-
ciados a los grados de libertad anadidos por la omisién de las ligaduras (Komis-
sarov 1999a).

Los autovectores a izquierdas, Z, se encuentran resolviendo el sistema de
ecuaciones

la (Af%a) =0 con ac=0,..,9 a=0,..,3, (4.57)
para cada uno de los autovalores y son los siguientes:

e Autovector entrépico:

I. = (04, 04,0,1). (4.58)

o Autovectores de Alfvén:

—Fa

Za = <6aﬂ’y6¢’6u7b67 6aﬂ'y5¢6u7b6707 0) . (459)
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e Autovectores magnetosénicos:

- B(G +24%), G+ 2a? B, -A

Iy = — ba, bo — — o, —,0 ). 4.60

n= (00 BEED, G120, B,y 22 (4.60)
También en este caso, ademds de los siete autovectores anteriores, existen

otros tres espireos asociados a los grados de libertad anadidos por la omisiéon

de las ligaduras.

4.6 Descomposicion de b" en componentes nor-
mal y tangencial al frente de onda

Antes de continuar con el andlisis de la estructura espectral de la RMHD es
conveniente abordar la descomposicion del tetravector campo magnético, b*,
en sus proyecciones normal y tangencial a la direcciéon de propagacion de la
onda considerada en el sistema de referencia comévil. Esta descomposicion la
usaremos tanto para acabar el estudio de la estructura caracteristica como en
la posterior renormalizacién de los autovectores.

Para poder calcular estas proyecciones introduciremos primero el tetravector
velocidad de la onda, w*, medido por un observador con tetravector velocidad
ut. Este vector debe cumplir las siguientes condiciones: i) por representar una
tetravelocidad, deberd verificar que w”w, = —1, ii) El tetravector debe estar en
la hipersuperficie ¢(z®) = 0, con lo que w*¢,, = 0. De todos los tetravectores
que verifican las condiciones i) y ii), el correspondiente a la tetravelocidad de
la onda es aquel que minimiza la velocidad relativa al observador u* (véase,
por ejemplo, Anile 1989). Esta dltima condicién es equivalente a exigir que el
tetravector w* sea combinacion lineal de u* y ¢*.

A partir de lo anterior es facil probar que

B ap
w= e (4.61)

V1+a?2/G
Ahora podemos hallar la direcciéon de propagacién de la onda en el sistema
de referencia comévil. Si u* es la velocidad del observador comévil, el proyector
en el espacio ortogonal es h?7 = ¢%7 + uPu?, y el tetravector unitario que nos
da la direccién espacial de propagacion es el dado al dividir por su médulo la
proyeccion del vector de ondas

¢, M+ aut
| hrgy | G+ a2’
Que es la misma direccién que obtenemos al dividir la proyeccién de la velocidad
por su médulo (siempre y cuando éste no sea nulo)

v =

(4.62)

R, M+ aut

|h/‘7w7|_ VG +a?

(4.63)
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Figura 4.2: Esquema de la descomposiciéon del campo magnético en sus compo-
nentes normal y tangencial al frente de ondas. El vector v es una combinacion
lineal de los vectores u y ¢ contenida en el espacio ortogonal a u. Los vectores
v, a1, ag forman una base del espacio ortogonal a u, que contiene al vector
campo magnético, b.

El vector v#, al igual que b*, pertenece al subespacio ortogonal a u* y como
representa la direccién de propagacion de la onda, es perpendicular al frente de
ondas.

Ahora, para realizar la descomposicién de b* deseada, deberemos completar
una base del subespacio ortogonal a u* que contenga a v*. Para realizar esta de-
scomposicién tomaremos el vector de ondas definido en (4.43), ¢, = (=X, 1,0,0).
Hecha esta eleccién podemos completar la base de tetravectores de este subes-
pacio con los tetravectores

Q= eumguﬁqWTg = (—u¥,u¥\, u® —u®\,0), (4.64)

Qg = GM,@,Y(;’LLBT?;ygbé = (—u®,u* X, 0,u’ —u®\), (4.65)

donde 70 = (0,0,1,0) y 72 = (0,0,0,1). La Fig. 4.2 muestra gréficamente la
relacion entre los vectores u, ¢, v y b, y los vectores a1 y ag, que completan la
base del espacio ortogonal a u.

La eleccion de esta base se ha realizado por razones de simetria entre las
componentes en los desarrollos posteriores donde serdn utilizadas. Nétese que
la base tomada no es ortonormal, siendo los productos escalares entre lo vectores
de la base los siguientes

Vv, =1, a1, =0, v7asy =0,
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ajar (= anr) = (uo f)\u“")2 —(1 7A2)(uy)2, ajag (= ar2) = —u¥u?(1 f)\z),

ajas (= ag) = (u® — ™) — (1 — A?)(u?)?.

Ahora, en términos de la base {af', b, v#}, el tetravector campo magnético,
se escribe como

b = Chalf + Caaly + Csv, (4.66)
con
0 _ )\ xT _
Cl _ (U’ U )(g2a22 5 .910412)7 (467)
Q1022 — Qo
0 __ )\ T _
02 — (U U )(glall 5 920612) (468)
Q11022 — Oy
y
B
C3 = —, 4.69
e (469)
donde se han definido®
g1 = o (bz(uo —Au®) + b uFN — bouz> (4.70)
(ud — Au®) ’
1
— y(,0 x z,yy _ 10,y
9= o) (b (W0 — Au®) + bPu¥ A — b0u ) (4.71)

Ahora ya podemos descomponer el tetravector campo magnético segiin (véase
la Fig. 4.2)

b = bl + bl (4.72)

donde b% es la componente normal al frente de onda
bl = 5 (" + aut) (4.73)

" G+ a?
y b, la componente tangencial
u u® — \u® M "
by = 2 <(920‘22 — groaz) of + (grann — gaou2) 042). (4.74)
11022 — Oy

5El porqué de la definicién de g1 y g2 divididos por el factor (u® — Au®) serd evidente al
abordar la descomposicién del vector e‘g,y 6u5 ¢7b% en la Seccién 6.2.
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Para acabar el desarrollo tinicamente nos queda calcular el vector unitario
en la direccién del campo magnético tangencial

bf . (9222 — g10112) af + (g1011 — g20112) aé‘ (4.75)
- 1/2° :
| by | [(a11022 — ady) (g3 a2 — 29192012 + g1 /

Remarcaremos, para concluir, que la descomposicion del tetravector campo
magnético que acabamos de ver depende de la onda elegida (a saber, entrépica,
de Alfven, magnetosdnica lenta y rdpida) de forma que cada autovalor tendrd
asociada una descomposicién diferente.

4.7 Ordenacion de los autovalores

En la Seccién 4.4 obtuvimos las expresiones de los siete autovalores de la RMHD,
en general distintos, correspondientes a las ondas entrépica, de Alfvén (2), mag-
netosénicas lentas (2) y magnetosénicas rapidas (2). Sila velocidad del fluido es
cero, es muy facil demostrar que la ordenacion de los autovalores es la siguiente

A7 <AL <A S ASAT <A < (4.76)

donde los superindices + y — hacen referencia exclusivamente al mayor y menor
de los dos autovalores de Alfvén, magnetosénicos lentos y magnetosonicos rapidos.

En esta seccién demostraremos que, en el caso general de velocidad del fluido
diferente de cero, también se cumple esta ordenacién. La primera parte de
la demostracién consistird en probar que el autovalor entrépico es un valor
intermedio entre los dos autovalores de Alfvén.

Efectivamente, desarrollando la expresién obtenida para los autovalores de
Alfvén (4.45)0,

P EuwVE B®

Ao = 22N E e P
* b + u0\E N u0 (uO/E = b0)

(4.77)

Ahora, teniendo en cuenta que u’ > 1 y la definicién de E, se puede probar

ficilmente que (u®)?E > (b°)2, lo que asegura el cardcter positivo del denomi-
nador que aparece en la expresiéon anterior. Con esto, y recordando que A\, = v®,
se tiene finalmente que uno de los autovalores de Alfvén (A, ) es siempre menor
o igual que . y el otro (A]), mayor o igual. Es decir,

A, <A <AL (4.78)

Como primer paso para probar la ordenacién relativa de los autovalores de
Alfvén y entropico respecto a los magnetosénicos, probaremos que el coeficiente

6Nétese que no es posible identificar de forma genérica los Aq+, donde el & hace referecia a
la eleccion del signo en la solucién considerada, con )\(jf, donde el & hace referecia al autovalor
mayor y menor respectivamente.
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de \* en el polinomio Ny, definido en (4.46), es positivo. Para ello, desarrollamos
la expresién (4.51) que define al coeficiente sustituyendo Q y b°, obteniendo la
expresion

1 2c2
Cy=(1-0%+ W(cﬁ(l —c)+ca(l-c2)) + EWZ' (4.79)

Los tres términos de la expresién anterior son cantidades definidas positivas.
Por tanto, Cy > 0, lo que implica que el polinomio N4 cumple

>0 si A<A
<0 si Ay SA<AY
NyA) S >0 st Ay <A< A (4.80)
<0 si AT <A<AT
>0 si A <A

El siguiente paso es evaluar Ny en A = A\, y A = \,. Para A = A\, obtenemos

Ni(\e) = B%G. (4.81)

Teniendo en cuenta que G' = 1 — A\2(> 0), se tiene que B?G y, en consecuencia
N4()Xe), es una cantidad positiva.

Pasemos a evaluar Ng(\,). A partir de la ecuacién caracteristica que define
los autovalores de Alfvén, A = 0, obtenemos que para un autovalor de Alfvén
se cumple que

ph=—5— b?, (4.82)
y sustituyendo en N, se obtiene
1
Ni(Ao) = (62 — 1) a2< —b*(a®*+G) + 62>. (4.83)

Si ahora sustituimos b? en términos de b? usando las ecuaciones (4.72) y (4.73)
y reordenamos,

NaOha) = — <12 - 1) b2 (a® + @), (4.84)

S
que es, claramente una cantidad definida negativa (o nula).
Asi, combinando el hecho de que el autovalor entrépico es un valor intermedio
entre los dos autovalores de Alfvén y que Ng(Xe) > 0y Ny(Ay) < 0, concluimos
que la tnica ordenacién posible de los autovalores es

AF <AL <A <A <A <R <A (4.85)
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4.8 Degeneraciones en RMHD

Como ya ha quedado dicho, un sistema hiperbélico se caracteriza por el hecho de
que los autovalores de su matriz jacobiana son todos reales. Si estos autovalores
son distintos entre si, se dice que el sistema es estrictamente hiperbdlico. Si,
por el contrario, algin autovalor tiene multiplicidad superior a 1, se dice que el
sistema presenta degeneracién y que los autovalores repetidos son degenerados.

En la Sec. 4.4 senalamos la existencia de autovalores degenerados en el sis-
tema de la RMHD en variables de Anile. Sin embargo, esas degeneraciones son
espureas estando asociadas a la omision de las ligaduras entre las variables de
Anile. Estudiaremos ahora bajo qué condiciones la RMHD presenta degenera-
ciones mas alld de las discutidas en la citada seccion. Para falicitar el andlisis
de la estructura de autovalores se recomienda ver el ApéndiceF.

Las degeneraciones asociadas a la RMHD se pueden clasificar en dos tipos
que podemos relacionar directamente con las degeneraciones que presenta la
MHD clasica. En la MHD, las degeneraciones se presentan en:

a) los autovalores asociados a las ondas que se propagan en la direccién
perpendicular al campo magnético, en cuyo caso los autovalores de Alfvén y los
magnetosdnicos lentos coinciden con el autovalor entrépico;

b) los autovalores asociados a las ondas que se propagan en la direccién
del campo magnético, en cuyo caso los autovalores de Alfvén coinciden con los
magnetosénicos lentos, los magnetosénicos rapidos o con ambos.

En la RMHD encontramos los mismos tipos de degeneraciones que en la
MHD, aunque las condiciones bajo las cuales se dan, las debemos formular en
forma covariante teniendo en cuenta que el campo magnético depende del ob-
servador. Veremos a continuacién que la condicién de degeneracién de un cierto
autovalor se puede caracterizar en base a las componentes normal y tangencial
al frente de onda asociado a dicho autovalor del campo magnético medido por el
observador comdvil. Como los autovalores de Alfvén estdn siempre implicados
en las degeneraciones, bastara considerar las condiciones de degeneracién sobre
la onda de Alfvén.

4.8.1 Degeneracion de tipo I

En este tipo de degeneracion se igualan los dos autovalores de Alfvén, los dos
magnetosdénicos lentos y el entrépico, produciéndose una degeneracién quintuple
(ver Fig. 4.3), es decir

A=A = A=A =20 (4.86)

a S S

A partir de la ecuacién (4.77), vemos que para que se cumpla que A\, = A.(= v%),
debe verificarse que B* = 0. Dada la ordenacién de autovalores que discutimos
en la seccién anterior, la degeneracién de los autovalores de Alfvén y entrépico
deberia implicar la degeneracién de los autovalores magnetosonicos lentos. Efec-
tivamente, si tenemos en cuenta la expresion obtenida al sustituir en Ny el auto-
valor entrépico, Ec. (4.81), vemos que la dnica condicién para que el polinomio
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Figura 4.3: Ejemplo de las funciones a2 AN, y N, bajo la degeneracién de tipo
I. Se ha tomado el estado definido por p = 1.0, ¢ = 1.0, v® = 0.5, v¥ = 0.0, v* =
0.0, B* = 0.0, BY = 0.2, B* = 0.0. Los autovalores son: Ay = —0.2231, A\, =
As = Ae = 0.5, Ay = 0.8681. Los rombos marcan los autovalores magnetosénicos
y los tridngulos los autovalores de Alfvén y entrépico.
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Figura 4.4: Ejemplo de degeneracién de tipo I. Autovalores en funcién del campo
longitudinal, B, para el estado definido por p = 1.0, e = 1.0, v* = 0.0, v¥Y = 0.0,
v® = 0.0, BY = 1.0, B® = 0.0. Los autovalores de Alfvén se han representado
con linea continua, los magnetosonicos con linea de punto-raya y el autovalor
entrépico, con linea discontinua. Se observa la formacién de la degeneracién de
tipo I al anularse el campo magnético longitudinal.
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N4 evaluado en el autovalor entrépico se anule es que B(A.) = 0. Al desarrollar
esta funcién obtenemos:

B (= b pu(Ae)) = b" — 000" = BW, (4.87)

con lo que B* debe ser igual a cero.

Vemos, por tanto, que si B* = 0, los autovalores asociados a la direcciéon z,
presentaran una degeneracién quintuple (la Fig. 4.4 ilustra este hecho). Esta
condicion se puede plantear, sin embargo, en forma manifiestamente covariante.
En efecto, caracterizaremos esta degeneracién imponiendo que la componente
del campo magnético normal al frente de onda de Alfvén, b,,, sea nula, ya que

82
G+ a?’
que es igual a cero si BB se evalia para cualquiera de los autovalores degenerados.
Asi, esta condicién significa que el tetravector campo magnético es ortogonal a
la direccién de propagacién de la onda de Alfvén en el sistema de referencia
comévil.

b2 = (4.88)

4.8.2 Degeneracion de tipo 11

En este tipo de degeneracién, (al menos) un autovalor de Alfvén coincide con
uno o dos autovalores magnetosénicos (véase la Fig. 4.5). Debemos resaltar
que en MHD clésica, cuando uno de los autovalores de Alfvén presenta esta
degeneracién, le ocurre lo mismo al otro autovalor. Sin embargo, esto deja de
cumplirse en RMHD y podriamos tener este tipo de degeneracién en uno solo
de los autovalores de Alfvén.

Si recordamos la funcién obtenida al sustituir un autovalor de Alfvén en Ny,
ec. (4.84), vemos que esta funcién se puede anular por dos motivos, dependiendo
de cual de los dos factores, a o by, se anule. El primer caso, a = 0, implica que
Ao = v* y corresponderia a la degeneracion de tipo I ya estudiada. La otra
alternativa, el que el tetravector campo magnético transversal al frente de onda
de Alfvén, by, sea nulo, es la que caracteriza la degeneracién de tipo II. Esta
condicién se puede expresar en términos de b,,, imponiendo que b,, = b, que es
equivalente a

82
G +a?’
donde todas las cantidades se han calculado para el autovalor de Alfvén consid-
erado, A,.

Geométricamente, la condicién anterior significa que el tetravector campo
magnético es paralelo a la direccién de propagacién de la onda de Alfvén en el
sistema comévil, lo que es equivalente a decir que los tetravectores velocidad,
campo magnético y vector de ondas para la onda de Alfvén son coplanarios.

Para concluir nuestro andlisis sobre la degeneracion de tipo II, debemos
discernir entre aquellos casos en los que el autovalor de Alfvén se iguala al

b? (4.89)
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Figura 4.5: Ejemplo de las funciones a2 AN, y N, bajo la degeneracién de tipo
II. Se ha tomado el estado definido por p = 1.0, ¢ = 1.0, v* = 0.0, v¥ = 0.0, v* =
0.0, B¥ =100.0, BY = 0.0, B = 0.0. Los autovalores son: Ay = A, = £0.99987,
As = £0.6545, A\ = 0.0. Los rombos marcan los autovalores magnetosénicos y
los triangulos los autovalores de Alfvén y entrépico.
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Figura 4.6: Ejemplo de degeneracién de tipo II. Autovalores en funcién de la
energia interna especifica, € para el estado definido por p = 1.0, v* = 0.0,
v¥ = 0.0, v* = 0.0, B* = 1.0, BY = 0.0, B® = 0.0. Los autovalores de Alfvén se
han representado con linea continua, los magnetosénicos lentos con rombos y los
rapidos con triangulos. Finalmente, el autovalor entrépico se ha representado
con cruces. Al aumentar la energia interna especifica se observa la degeneracion
de los autovalores de Alfvén primero con los magnetosénicos rapidos, luego con
los rapidos y los lentos y, finalmente, sélo con los lentos.
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magnetosénico lento, al rapido o a los dos simultdneamente. A fin de realizar
este analisis, estudiaremos primero el caso en el que la velocidad del fluido es
cero, lo que nos permitira caracterizar en forma covariante los distintos subcasos
y a continuacion estudiaremos el caso en el que el fluido se mueva con una cierta
velocidad.

Consideremos una onda propagandose en la direccién del eje z. Si la veloci-
dad del fluido es cero, la condicién de degeneracién de tipo I (4.89), conduce
a

b = (0,b%,0,0). (4.90)

Como en el caso clasico, el campo transversal a la direccién de propagacién
de la onda es nulo y los dos autvalores de Alfvén sufren degeneracién. Ademdés,
las expresiones de todos los autovalores son explicitas, obteniéndose el autovalor
entrépico

Ae =0, (4.91)
los autovalores de Alfvén
(b7)?
Ag = T4 —, 4.92
E (4.92)

donde E = ph + b2, Finalmente, los cuatro autovalores magnetosénicos los
obtendremos resolviendo la ecuaciéon bicuadrada

b 2.2 b 2.2
>\4)\2(92+( ])ECS>+( 265:0, (4.93)
con 0% = % 42 — 22, siendo ¢2 = b%/E y ¢, la velocidad del sonido. Asf, los

dos autovalores magnetosoénicos lentos son

As = i\/; [d? — (d* — 4v2c2)1/?] (4.94)

v los dos autovalores magnetosonicos rapidos

Ap = i\/ % [d2 + (d* — 402¢2)1/2], (4.95)

donde d? = c2 + 2 + 2(v2 — %) y v2 = (b*)?/E.

Analizando las expresiones anteriores llegamos a las siguientes condiciones
que permiten discernir entre los diferentes subcasos de degeneracién de tipo 11
(ver Fig. 4.6):

Subcaso 1: ¢, > cs,entonces Ay = A,
Subcaso 2: ¢, < ¢4, entonces As = A, (4.96)
Subcaso 3: ¢, = ¢, entonces Ay = Ag = As.
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Las condiciones que hemos escrito involucran magnitudes escalares y, por tanto,
son condiciones manifiestamente covariantes que nos permiten saber en qué caso
de degeneracion nos encontramos independientemente de cudl sea la velocidad
del fluido.

Hay que senalar, sin embargo, que si la velocidad del fluido es cero, lo que
ocurra con un autovalor de Alfvén ocurrird con el otro ya que todos los auto-
valores se distribuyen simétricamente con respecto al entrépico, que vale cero.
Esto no ocurrira en el caso en que dicha velocidad no sea cero como veremos a
continuacion.

El que el campo magnético transversal a la direccién de propagacién de la
onda medido por el observador comovil sea nulo es condicién necesaria para que
un autovalor magnetosénico esté degenerado con un autovalor de Alfvén. Para
ver en qué condiciones dicho campo magnético puede anularse recordaremos su
definicién (ecuacién (4.74))

" ud — \u® " "
by = ——- ((gzazz —groa2) of + (G111 — gavi2) 042)~ (4.97)
Q11022 — Oy

En la expresion anterior, los coeficientes g7 y g2 son

b*(u® — Mu®) + b u* X — bOu? vEA
g u0 — Au® + 1— e’ (4.98)
bY (u® — Au®) + b%uY X — bouY vYA
= =BY+ —B". 4.
92 ud — Au® + 1— o (4.99)

La ecuacién que plantea la anulacion de b; es lineal en A, por lo que sdlo para
un autovalor magnetosénico el observador comévil medird campo magnético
transversal a la direccién de propagacion de la onda nulo. Por otro lado, del
andlisis de la ecuacién anterior se sigue también que la Unica posibilidad para
que b, se anule para las cuatro ondas magnetosonicas es que BY = B* = v¥ =
v* = 0.

Hasta aqui, simplemente analizando el cumplimiento de la condicién nece-
saria referida a la anulacién del campo magnético transversal, hemos podido
concluir que para el caso general de un fluido en movimiento habrd degen-
eracién para un unico autovalor de Alfven. Consideremos ahora la ecuacién que
define Ny, ec. (4.41), para el autovalor magnetosénico con by = 0. Tras algunas
manipulaciones algebraicas, dicha ecuacién puede escribirse en términos de by
como

Ni= 5 [A(@® - (0 + G)2) — bla®(@® + )1 — )] (4.100)

2
Cs

La ecuacién se simplifica al hacer b; = 0,
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Ny = 14 [a® — (a® + G)cP], (4.101)

2
Cs

de la que podemos concluir que el autovalor magnetosénico en cuestién puede
estar degenerado con el autovalor de Alfven (si verifica A = 0) o puede, incluso,
no estar degenerado (si verifica a? — (a? + G)c? = 0). Es decir, la condicién de
que b; sea nulo para un autovalor magnetosénico es condicion necesaria pero no
suficiente para que dicho autovalor esté degenerado con un autovalor de Alfven.

Finalmente, dado que acabamos de probar que, en general, sélo podra haber
un autovalor magnetosonico degenerado, cabe preguntarse si en el caso de un
fluido en movimiento, podré darse la doble degeneracién descrita por el subcaso
3 para un fluido en reposo. Para que esto pueda darse, el mismo autovalor
deberd anular a la vez A y a? — (a® + G)c2. Sélo asi el autovalor serd una rafz
doble de N4. Consideremos un autovalor magnetosénico para el que by = 0 y
que cumple A = 0. Entonces, puede deducirse que

2
a’ = bp—hG. (4.102)

2

Sustituyendo el valor de a? en a? — (G + a?)c? = 0 y recordando la definicién

de F, llegamos a:

b2
i= (=) (4.103)

condicién que coincide con la encontrada en el caso del fluido en reposo.
Llegados a este punto merece la pena recapitular y recordar los elementos
esenciales del analisis de la degeneracion de tipo II que acabamos de hacer:

C

e Para que se dé una degeneracion de tipo 11, el campo magnético tangencial
al frente de onda de Alfvén medido por el observador comévil debe ser cero.
Por contra, la degeneracién de tipo I se da cuando se anula la componente
normal.

e Desde un punto de vista geométrico, la degeneracién de tipo II se caracter-
iza por el hecho de que los tetravectores u, b y ¢ son coplanarios (mientras
que en la degeneracién de tipo I, b es ortogonal al plano definido por u y

9).

e Para que un autovalor magnetosénico presente degeneracién de tipo II
es condicién necesaria que el campo magnético tangencial al frente de
onda medido por el observador comovil sea cero, aunque no es condicién
suficiente.

e La degeneracién de un autovalor de Alfvén no implica la degeneracién del
otro autovalor de Alfvén, salvo que estemos en el caso en que el campo y
las velocidades sélo tengan componentes en la direccion x.
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e En el caso de que el campo magnético y las velocidades sélo tengan com-
ponentes en la direccién x (es decir, By = B, = v, = v, = 0), habra, en
general, dos autovalores magnetosénicos degenerados. Ademads, los otros
dos no degenerados verificaran

a® — (G +a?)c = 0. (4.104)

e La degeneraciéon de los vectores magnetosénicos puede caracterizarse me-
diante la comparacién de las velocidades del sonido, ¢, y de Alfvén, c,, en
el estado correspondiente de forma que: si ¢, > ¢5, entonces el autovalor
magnetosénico degenerado con el de Alfvén es un autovalor magnetosénico
rapido; si ¢, < cg, entonces el autovalor magnetosénico degenerado con el
de Alfvén es uno lento; y si, finalmente, ¢, = ¢4, entonces hay una triple
degeneracion.

Para acabar, sélo nos resta comprobar que no existe ningin caso de de-
generacién mas alld de los tipos I y II ya discutidos. Segin la ordenacion de
autovalores vista en la seccidn anterior, el Unico caso que restaria por analizar
es aquel en el que Ay, = A.. Sin embargo, como hemos visto, ello sélo puede
ocurrir si B¥ = 0, con lo que estarfamos en la degeneracién de tipo I.

4.8.3 Autovectores para los casos degenerados

En los casos de degeneracién, los autovectores propuestos en la Seccion 4.5
correspondientes a los autovalores degenerados se anulan. Por este motivo se
han buscado nuevas expresiones para los autovectores asociados a los autova-
lores degenerados. Los autovectores que transcribimos son los propuestos por
Komissarov (1999a).

Para la degeneracion de tipo I los cinco autovectores en el sistema de varia-
bles de Anile asociados al valor propio degenerado son

1= (g™ €850 07 $°, 0, 0,0), (4.105)
ry = (b, b%u?,0,0), (4.106)

r3 = (0", 0", —b?,0), (4.107)

ry = (O”,g““eumgbﬁu'yw, 0,0), (4.108)
rs = (0#,0%,0,1). (4.109)

El conjunto de autovectores se completa con los asociados a los autovalores
magnetdsonicos rapidos, que no se anulan ni pierden tampoco la condicién de
autovector en el estado degenerado.
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Para la degeneracién de tipo II, los autovectores en el sistema de Anile
asociados a los autovalores degenerados son

B
ri2 = (af 5, —al'5,0,0), (4.110)
20 5 4

donde los oy 5 estan definidos en (4.64) y (4.65).
Para el subcaso 3 se propone adicionalmente el autovector

(9 g B oy 4111
r3 ( phchb’ aphu’ ,0. (4.111)

Como en el caso de la degeneracion de tipo I, los autovectores asociados a
los autovalores no degenerados siguen siendo validos.

En este instante, podria parecer que tenemos ya toda la informacion sobre la
estructura caracteristica del sistema necesaria para la construccién del algoritmo
numérico, sin embargo aun estamos lejos de ello. Deberemos resolver al menos
tres cuestiones previas:

1. Los autovectores estan expresados en un sistema de variables (el de va-
riables covariantes) que no es el que nos interesara numéricamente. A la
hora de elaborar el c6digo numérico necesitamos usar los autovectores ex-
presados en el sistema de variables conservadas. Como veremos, el cambio
entre estos dos sistemas de variables, al ser de diferente dimensién, no es
en absoluto trivial. Este punto sera abordado en el Capitulo 5.

2. El algoritmo numeérico debe funcionar de forma robusta tanto en estados
del sistema no degenerados como degenerados. Una posibilidad hubiera
sido la de buscar un criterio operativo para cambiar de forma automatica el
juego de autovectores. Sin embargo, nuestra eleccion ha sido la de buscar
un unico juego de autovectores (renormalizados) que sea completo tanto
en los estados no degenerados como en los degenerados. Esta cuestion la
abordaremos en el Capitulo 6.

3. Finalmente, el algoritmo numérico necesita también un conjunto completo
de autovectores a izquierdas. En el Capitulo 7 presentamos la obtencién
del correspondiente conjunto de autovectores renormalizados a partir de
los correspondientes autovectores en variables covariantes presentados por
Anile (1989).

4.9 No convexidad de las ecuaciones de la mag-
netohidrodinanica

En un sistema convezo, los diferentes campos caracteristicos tienen un caracter
definido bien como campos genuinamente no lineales o como campos lineal-
mente degenerados (ver, por ejemplo, el Apéndice B o, para un estudio més
profundo, LeVeque 1992). En el caso de la magnetohidrodindmica, tanto clésica
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como relativista, los campos caracteristicos entrépico y de Alfven son lineal-
mente degenerados mientras que los campos caracteristicos correspondientes a
los autovalores magnetosonicos pasan de genuinamente no lineales a linealmente
degenerados precisamente en los estados degenerados. Por este hecho, el sistema
de ecuaciones se dice que es no convexo. La no convexidad de las ecuaciones de
la MHD clésica se discute en el Apéndice C. La prueba de la no convexidad en
el caso relativista se encuentra en el Apéndice G.

El carécter no convexo del sistema de ecuaciones es causa de diferentes com-
portamientos patolégicos, como la no unicidad de la solucién para ciertos pro-
blemas de valores iniciales, asociada, en el caso de la MHD clasica y relativista,
al desarrollo de las llamadas ondas compuestas (ver Torrilhon 2003). Un ejemplo
de onda compuesta se verd, precisamente, en uno de los tests unidimensionales
presentados en el Capitulo 8 (Seccién 8.10). Existe todavia controversia sobre
el caracter no convexo de la MHD dado que las mencionadas ondas compuestas
no serfan soluciones estables (podriamos decir admisibles). Este es el punto de
vista defendido por Falle y Komissarov (1999).

4.10 Discontinuidades en RMHD

En esta seccién vamos a revisar los diferentes tipos de discontinuidades que
admite la magnetohidrodindmica relativista. Nos basaremos en el Capitulo 5
del libro de Lichnerowicz (1967) y en la Seccién 8.4 del libro de Anile (1989),
adaptando su contenido a nuestra notacion.

Los campos caracteristicos estan asociados a diferentes tipos de soluciones
discontinuas segin se trate de campos genuinamente no lineales o linealmente
degenerados. En el caso de la magnetohidrodindmica, tanto clasica como rela-
tivista, los campos caracteristicos entrépico y de Alfven, linealmente degenera-
dos, estan asociados, respectivamente, a la propagacién de las discontinuidades
tangenciales y de las ondas de Alfven. Fuera de los casos de degeneracién, los
campos caracteristicos correspondientes a los autovalores magnetosénicos estan
asociados a los choques magnetosénicos. Todos estos tipos de discontinuidad
van a ser analizados en la presente seccién.

Una discontinuidad viene caracterizada por una hipersuperficie ¢(z%) = 0 a
través de la cual una o més variables son discontinuas. El vector normal a la
hipersuperficie serda ¢, = 0,¢, y supondremos, sin pérdida de generalidad, que
®a = (—vs,1,0,0), donde v, serd la velocidad a la que se propaga la disconti-
nuidad”.

Para que las soluciones discontinuas sean compatibles con las leyes de con-
servacién correspondientes a las ecuaciones de la RMHD (4.2), se deben cumplir
las siguientes condiciones de salto a través de la discontinuidad

7A lo largo de esta seccién, la hipersuperficie qb(xﬁ) = 0 va a estar asociada a la propagacién
de una discontinuidad, y no se trata, como en el resto del capitulo, de una hipersuperficie
caracteristica. La similitud de la notacién alcanza también a las definiciones de a, B, E,

que ahora pasan a depender de la hipersuperficie de discontinuidad y su velocidad de
propagacién, vs.
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[pu] o =0, (4.112)
[bu” — bPu] o =0, (4.113)
[T*F] ¢ =0, (4.114)

donde [F] = Fr — F, denota el salto de la variable F entre los estados a ambos
lados de la superficie de discontinuidad (L de left y R de right). De estas
ecuaciones se deducen inmediatamente una serie de magnitudes invariantes a
través de la discontinuidad.

De la primera condicién de salto (4.112) obtenemos que

m = put¢, = pa, (4.115)

asociada al flujo de masa, es un invariante a través de la discontinuidad. Para el
caso de una discontinuidad propagéndose a lo largo del eje x, m = pu®(v® —vs),
donde v* = u® /u’.

De la segunda condicién de salto (4.113) deducimos que el vector

V# = Bu" — abt (4.116)

es también un vector invariante a través de la discontinuidad y tangente a ella,
como se deriva del hecho de que la contraccién V*¢, sea igual a cero. Como
puede comprobarse, las componentes 0 y x de este tetravector estdn asociadas
a la conservacién de la componente normal del trivector campo magnético (B,
para una discontinuidad propagandose a lo largo del eje x). Las componentes y
y z expresan la conservacién del campo eléctrico transversal a la discontinuidad
en el sistema comévil con la discontinuidad.

Por dltimo, a partir de la tercera condicién de salto (4.114), asociada a la
conservacion del flujo de momento y energia, obtenemos que el vector

2
Wt = Eaut + (p + bQ) ot — BbH (4.117)

es también un vector invariante a través de la discontinuidad.
La RMHD admite diferentes tipos de discontinuidades que procedemos a
caracterizar.

4.10.1 Discontinuidades tangenciales

Diremos que estamos ante una discontinuidad tangencial si la cantidad m definida
en (4.115) es nula. Entonces, a = 0 y se tiene que v* = vy, es decir, que la ve-
locidad normal a ambos lados de la discontinuidad coincide con la velocidad de
propagacién de la propia discontinuidad (v§ = v¥§, = vs).

Si sustituimos la condicién a = 0 en los dos vectores invariantes a través de
la discontinuidad (4.116), (4.117) tenemos entonces que



64 Capitulo 4

VH = Bu", (4.118)

2
WH = <p + t;) ¢ — Bb-. (4.119)

Llegados a este punto tenemos dos posibilidades dependiendo del valor de B.
Si B # 0, teniendo en cuenta (4.118) y que u®u,, = —1, calculando el médulo
del V#/ llegamos a

B] =0, [u’]=0, (4.120)

que conducen, al tener en cuenta (4.119), a

¥l =0, [p]=0 (4.121)

quedando indeterminado unicamente el salto en densidad. Este tipo de discon-
tinuidad se conoce como discontinuidad de contacto.
Por otra parte, si B = 0, se tiene, por un lado que

e 1

y que B} = B}, = 0, ademds de v] = v} = v,. El resto de los saltos (densi-
dad y componentes tangenciales del campo magnético) quedan indeterminados.
Tenemos, en definitiva, dos estados en equilibrio de presiones y con campos
magnéticos tangentes a la discontinuidad.

4.10.2 Discontinuidades no tangenciales

Las discontinuidades no tangenciales se caracterizan por tener m # 0. Estas
discontinuidades son las llamadas ondas de Alfvén y los choques magnetosénicos
rapidos y lentos.

Para discontinuidades no tangenciales podemos definir una serie adicional
de magnitudes invariantes a través de la discontinuidad®

VeV, 1 (B2,
H=- m2“:p2<(12—b)7 (4.123)
B = Bh, (4.124)
X 1 G
F=d+ (p + 2b2> wE (4.125)

8Remitimos al lector a las ya citadas monografias de Lichnerowicz (1967) y Anile (1989)
para una demostracién completa. Las diferencias entre las notaciones utilizadas por estos
autores son, en general, triviales, excepto el hecho de que Lichnerowicz usa un vector normal
a la hipersuperficie normalizado.



RMHD: Ecuaciones y estructura caracteristica 65

272
2
K=hn+ ";22 + % — Hy, (4.126)
L= ya?, (4.127)
donde se han definido
a=l_m (4.128)
p
m?H  b%(G+a®)—B%2 b} G+a?
x=b? - a = ( G) = t(G ). (4.129)

Llamaremos ondas de Alfvén a las discontinuidades no tangenciales que ver-
ifican (Lichnerowicz 1967)

A(= Ea® - B%) =0. (4.130)
Por otro lado, puesto que para las discontinuidades no tangenciales es facilmente
demostrable que
A=m?a (4.131)

vy dado que m # 0, vemos que las ondas de Alfvén se caracterizan por &j =
ar = 0. Ahora, teniendo en cuenta esta condicién, operando con las magni-
tudes invariantes a través de discontinuidades que acabamos de definir, puede
obtenerse que

[p] =0, (4.132)
[p] =0, (4.133)
[b%] =0, (4.134)
[u“¢a] = [a] =0, (4.135)
[0%¢a] = [B] = 0. (4.136)

Como se deduce de las expresiones anteriores, las presién térmica y la densi-
dad permanecen constantes a través de la discontinuidad. Las componentes de
la velocidad y del campo magnético a ambos lados de la discontinuidad estan
ligadas para satisfacer las ecuaciones (4.134)-(4.136). En el caso clésico estas
condiciones conducen a la constancia de la componente normal de la veloci-
dad del fluido a través de la discontinuidad y a una mera rotacién del campo
magnético y la velocidad tangenciales a la discontinuidad (de ahi que las ondas
de Alfven reciban también el nombre de discontinuidades rotacionales). En el
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caso relativista, sin embargo, la velocidad del fluido normal a la onda puede ser
discontinua y el campo magnético tangencial, ademas de rotar, puede cambiar
de médulo.

Analizado el caso en el que & = &g = 0, cabe plantearse qué ocurre en el
resto de casos. Lichnerowicz (1967) demuestra que si Gg = &1 # 0 no existe
discontinuidad. También demuestra que los choques magnetosénicos cumplen
que &ragr > 0.

Bajo esta condicion se puede encontrar la extensién de la adiabatica de
Hugoniot a la RMHD, la llamada adiabatica de Lichnerowicz

[W]—<m“+mﬂ[d+;[h]hl=0 (4.137)

PL PR p

que liga las variables termodinamicas y el campo magnético a ambos lados del
choque magnetosénico.
Los choques magnetosénico rapidos verifican que

0<d <a (4.138)

donde la ’ hace referencia al estado post-choque, refiriéndose la otra cantidad al
estado pre-choque. Alternativamente, los choques magnetosonicos lentos verifi-
can

& <& <. (4.139)

Una consecuencia inmediata de estas definiciones y del caracter invariante
de £ definida en (4.127) es que la presién magnética crece tras un choque rapido
y decrece tras uno lento. Adicionalmente, a partir de la definicién de & (4.128),
se tiene que

!/
i < ﬁ (4.140)
Pop

Finalmente, teniendo en cuenta que a través de un choque magnetosénico,
s’ > s y asumiendo ciertas condiciones de compresibilidad? se puede demostrar
que

/

p>p, K >h, vy p>p. (4.142)

Comentaremos también que en los choques magnetosénicos rapidos, bajo
determinadas circunstancias, puede aparecer una componente tangencial del
campo magnético en el material al atravesar el choque no estando esta com-
ponente presente en el material antes de atravesar el choque. A este tipo de

8h/ﬂ> (3h/p) &h/p
—_— 0 —_— 0 0 4.141
(% o e )50 ) 7T (4141)

ver Lichnerowicz (1967).
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ondas de choque se les llama switch-on. En el caso de choques magnetosénicos
lentos lo que puede ocurrir es justo lo contrario, es decir, la anulacién de la
componente tangencial del campo al atravesar la onda de choque (switch-off).

4.11 Rarefacciones

Una onda simple es una solucién suave autosemejante de la RMHD. Esta onda
puede ser compresiva o expansiva dependiendo de si el fluido se comprime o
expande al atravesar la onda o bien ondas en las que la densidad es constante.
Las rarefacciones corresponden a ondas simples expansivas y estan asociadas
a campos caracteristicos genuinamente no lineales. En esta seccién veremos
los tipos de ondas de rarefaccién que admite la RMHD. Para un estudio més
profundo remitimos al lector al articulo Anile y Muscato (1988) y al libro Anile
(1989).

Como en la RMHD sélo hay dos campos caracteristicos genuinamente no
lineales, podemos tener dos tipos de ondas de rarefaccién: las magnetosénicas
lentas y las magnetosénicas rapidas.

Estas ondas de rarefaccion, a diferencia de las ondas de choque, conectan
estados constantes de la misma entropia especifica: la entropia especifica a través
de la rarefaccién se mantiene constante. Ademds, el caricter autosemejante de
la onda, hace que los eatdos dentro de la rarefaccién dependan de una sola
variable. Si tomamos como variable independiente a través de la rarefaccién la
presién p, las ecuaciones que las describen son (Anile, 1989):

«@ @ o a+4
du re,db ro

dp  Ea?A’ dp  Ea?A (4.143)
(donde el superindice del autovector r,, hace referencia a la componente del
citado autovector, de 0 a 9). En estas ecuaciones se ha supuesto que no hay de-
generacién de los autovalores magnetosénicos. En este caso, el campo magnético
b? es una funcién creciente de p en la ondas magnetosénicas rdpidas y decre-
ciente en las ondas magnetosonicas lentas. Ademads, el campo magnético no
sufre rotacion a través de las rarefacciones magnetosonicas. Remitimos al lec-
tor a la bibliografia mencionada para un estudio mas detallado de los casos
degenerados.

Comentaremos por ultimo que, al contrario de lo que ocurre en el caso de on-
das de choque, puede haber rarefacciones réapidas en las que el campo magnético
transversal se anule al atravesar la rarefaccion (switch-off), y rarefacciones lentas
en las que la componente transversal del campo se haga diferente de cero al
atravesar la rarefaccién, siendo esta componente cero en el material a la en-
trada de la rarefaccién (switch-on).
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Capitulo 5

Cambios de sistema de
variables

Hasta este momento hemos realizado el andlisis espectral de la RMHD en el
sistema de variables propuesto por Anile (fJ, definido en 4.24). Aunque en
este sistema de variables resulta mds sencillo el andlisis espectral, el nimero
de variables de este sistema, 10, es mayor que el necesario para especificar el
estado del fluido. Esto se debe a que existen tres ligaduras fisicas que no se han
utilizado para reducir el sistema de ecuaciones. Estas tres ligaduras se pueden
expresar matematicamente como u®u, = —1, b%uy, =0y V-B = 0.

Ademds, los esquemas numeéricos que utilizaremos hacen uso de la forma
conservativa de las ecuaciones de la RMHD y son a estas variables conservadas
y no a las variables de Anile a las que debemos referir los autovectores obtenidos
en la descomposicién espectral.

En las siguientes paginas expondremos la teoria general que hemos deducido
para estos cambios de sistemas de variables, que no son en principio triviales
ya que los espacios que generan cada uno de los sistemas de variables tienen
diferente dimensién. Procederemos, por tanto, a obtener las expresiones para
realizar los cambios entre los dos sistemas de variables. En estas expresiones
apareceran derivadas termodindmicas que dejaremos indicadas ya que el calculo
de éstas depende de la ecuacion de estado elegida. Como ya se ha hecho en
el capitulo anterior, a fin de simplificar las expresiones, particularizaremos los
autovectores de la matriz jacobiana en la direccién del eje x, que corresponde a
elegir ¢, = (=X, 1,0,0). Los casos correspondientes a las otras dos direcciones
se obtienen trivialmente mediante permutacién ciclica de las coordenadas.

Ademis del sistema de variables conservadas, expondremos también la trans-
formacion a un sistema de variables que denominaremos como sistema reducido
de variables, \7, el cual nos facilitard realizar algunos desarrollos analiticos que
seran usados mas adelante. Ademads, algunos esquemas numéricos utilizan, en
los procesos de reconstruccién de variables, la descomposicién espectral en este
sistema o en sistemas de variables similares (Balsara 2001).
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5.1 Autovectores a derechas

Para obtener los autovectores a derechas en un sistema de 7 variables! W (en
la préctica, el sistema de variables conservadas, U (2.22), o el sistema reducido
de variables, V que definiremos a continuacién) a partir del sistema de variables
definido por Anile, U, deberemos transformar los autovectores a derechas del
sistema de Anile realizando el producto de la matriz de transformacién, M,
por el autovector correspondiente. Para obtener esta matriz de transformacién

debemos expresar las variables W en funcién de las variables de Anile, W(U) y
asi, la matriz M se obtiene realizando las correspondientes derivadas parciales,

M= W
ou

Notese, sin embargo, que la forma funcional W(fJ') no es Unica, ya que podemos
utilizar las ligaduras entre las variables de Anile para obtener diferentes expre-
siones funcionales y, por tanto, no existe una Unica matriz de transformacion.
A pesar de ello, al proceder a la transformacién de los autovectores, el resultado
es independiente de la matriz utilizada.

Una vez explicado el procedimiento general, pasaremos a aplicarlo en los
sistemas reducido de variables y en el sistema de variables conservadas.

(5.1)

5.1.1 Sistema de Anile-Sistema reducido de variables

Por la simplicidad de cdlculo, a partir del sistema de Anile, definimos el sis-
tema reducido de variables, V, como el conjunto de variables independientes
siguientes:

VE (um7uy)uz7by7bz7p7p)T' (5'2)

Haciendo las derivadas oportunas para obtener la matriz y realizando el pro-
ducto 7 = Mr, obtenemos las siguientes ecuaciones de transformacion para las
componentes de los autovectores en el sistema de variables reducido:

Tye = Tye, (5.3)
Tuy = Tuy, (5.4)
Tuz = Ty, (5.5)
Ty = Ty, (5.6)
Ty = Tp=, (5.7)

1Recordemos que, si bien en principio, tenemos que fijar 8 variables para definir un estado
las componentes del campo magnético estan ligadas por la condicién de divergencia nula,
restando pues una variable al total de variables independientes.
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Tp =Tp, (5.8)

_ 0 0
Ty = (az> rp+ ((“);)) Ts, (5.9)
s P

donde 7, hace referencia a la componente del autovector a derechas en el sistema,
de variables de Anile asociado a la variable a, y 7}, hace referencia a la compo-
nente del autovector a derechas en el sistema de variables reducido, asociado a
la variable b.
Como ejemplo de esta transformacion, daremos ahora las expresiones de los
autovectores obtenidos transformando los autovectores dados en la Seccién 4.5.
El autovector entrépico es

T
Te = <0,0,0,0,070, (8p> > , (5.10)
0s »

los autovectores de Alfvén son de la forma

—aXg (VY B* —v*BY)
a (A (v"B* —v*B?®) — B¥)
a(— A (v"BY —vYB”) 4+ BY)
Fo=| B(A(v"B* —v*B7) — B?) (5.11)
B(— A(v*BY —vYB”) + BY)
0
0

y los autovectores magnetosénicos son

ad®
ad¥
ad?
P = | BT aASY (5.12)
Bd* + aAf

a’A

(),

Las funciones a, d*, B, Ay f* han sido definidas en la Seccién 4.5.

5.1.2 Sistema de Anile-Sistema de variables conservadas

Para el sistema de variables conservadas, U, definido en (4.11), podemos tomar
la matriz de transformacién, M, como:
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P O 0 0 0 0
Eu® Eu® 0 0 —20%u%u* — b 20%u'u® —°
EuY 0 Eu 0 =200y — v 20%u Y
Eu? 0 0  Eu® —2b%%u® —b* 20% 1 u?
2Eu° 0 0 0 —2b%0u0 — 8% 2b%u0u0 — b*
by 0 —b0 0 —uY 0
b* 0 0 —b0 —u? 0
0 0 Dppu’ 0, pu’
20Yu u® 2b*uOu® Op(ph)ulu®  95(ph)ulu®
20%u u® — b0 20*uu® dp(ph)u’u ds(ph)uluY
20Yuu? 20 uu® — b0 9,(ph)ulu*  Os(ph)ulu® |, (5.13)
20%uu® — Y 26%u%u® —b*  9,(ph)ulu® — 1  9s(ph)ulul
u? 0 0 0
0 u? 0 0

donde: 5 5
v=(5), (&),

Como en la seccién anterior, daremos la expresion de los autovectores en
variables conservadas obtenidos al multiplicar la matriz M por los autovectores
descritos en la Seccién 4.5 en variables de Anile.

El autovector entrépico en variables conservadas es

B u
R, = (p> WO wE |, (5.14)
38 p 0

U
U
0
0
el autovector de Alfvén en variables conservadas es:

—pany
—(B((u®)? = A2(u%)?) — ((0°)% = A2(b°)?))ma
Ea(—uYny + uXgng — u’B?) + (bYng — (A\ana — B*)00)
Ry = | Ea(—u®ng — A\gnzu® + u’BY) + (b°nq + (Aans — BY)b0)
nl(fng + )\aBy) + ()\a’/lg — BZ)B‘T
nl(—ng + )\aBz) — ()\a’ng — By)BJz
2n1 (BL? — Eula)

B
B |, (5.15)

donde hemos definido:
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ny=vY'B* —v*BY | ny=v"B*—v*B* y ng=v"BY—-vYB*. (5.16)
Finalmente, los autovectores magnetosénicos, R,,, son
pad® + Oppula’ A
aE(u®d® + u’d®) — B(b°d° + b°d%) — a A(b" O + O f) + 2uuTH + 9p(ph)u’ua® A
aE(u¥d® + u’d¥) — BO¥d® 4+ b°d¥) — a A(BY O + b0 fY) + 2u’u¥H + 8, (ph)ulu¥a’ A
aBE(u?d + u’d?) — B(b*d® + b°d?) — aAb* 0 + °f?) + 2uu*H + 0, (p)ulu®a’ A
a(bd® — b°d¥) + B(—d°u? + d¥u’) + aA(—v? fO + fY)

a(d*d” — b°d?) 4+ B(—d°u* + d*u®) + aA(—v¥ f° + f7)

2Fu%ad® + (2(u®)? — 1)H — 2b°(Bd° + a Af) + (8p(p)(u0)2 - 1) a’A
donde

N N AB? @’ Ab?
M= By ady fo =~ T+ S (5.17)

5.1.3 Sistema reducido de variables-Sistema de variables
conservadas

Los autovectores a derechas antes deducidos para los sistemas reducido de va-
riables () y para el sistema de variables conservadas (Ry) estan relacionados

entre si a través de la matriz del cambio del sistema variables, 9U/ OV, mediante
el producto

ou _

—= Ix7.
ov Y
Esta matriz, al contrario que las matrices de los cambios dadas anterior-

mente, estd univocamente definida. Deduciremos a continuacién su expresién.
Si partimos de que las ligaduras del sistema se pueden escribir como:

Ry = (5.18)

(u)? =1+ (u*)? + (u¥)? + (u*)?
BOul = b=u® + bYu¥ + b*u”
B* = cte = b*u’ = B* + b'u®

Noétese que en el caso de ondas propagandose en la direccién del eje = (¢, =
(=X, 1,0,0)) , la condicién de divergencia nula del campo magnético, V - B =
0, es equivalente a B* = cte ya que todas las variables dependen sélo de la
coordenada x.
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Podemos obtener las siguientes derivadas parciales?:

%§=§§ 1=1,Y,2, (5.19)

Z?,j = (V) = M i=y, 2 (5.20)

g%; = (0")ux = g (5.21)
gi@%m(wyiﬁﬂy(gibﬂif> i=y,z, (5.22)
gll))j (") = (UO):_u(um)z 1=Y,%, (5.23)

gﬁi = (0 )ux = %Z (5.24)

gf; = (0w = (u0)2 i ()2 (B;gw - bxui) i=y,z (5.25)

Asi, escribimos que la matriz jacobiana del cambio es

pu® [u’
2(=b°(0%)ux + b7 (b Juwe Juu’) + E(utu® /u® + u®) = bO(b%)ux — (b°)uxb”
2(=b(b) ux + bz(bm)ux)u u? + BuuY Ju® — (bo)uxby
2(=b(6) ux + 1% (b7 )y )ulu® + Butu® Ju’ — (b°)ux
(—02(B°) ux + b= (6% ) e ) (2u'u® — 1) + 2Eu® — 26°(B° )
bYu® Jul — u¥ (b0)
b u® Ju® — 1 () ux

pu? [u®

2(=0°(0%) gy + 0% (V%) wy )ulu® + Butu? /u’ — (b°)uy b® — b0 (b ) uy
2(=0°(0°) gy + 0% (V%) wy )ulu? + E(u¥u¥ /u® 4+ u®) — (°) v b¥
2(—b0(b0)uy + bz(bm)uy)uouz + Euzuy/uo _ (bo)uybz
(=02 (b)) s + b7 (0% )uy ) (2uPu® — 1) + 2Eu? — 20°(0°) oy
bYu? Ju® — u¥(b0)y — b°
b*uY Ju® — u* () uy

2En las siguientes expresiones se han escrito subindices en negrita para denotar la derivada
parcial respecto de la variable correspondiente.
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pu® [u®
2(—BO(B) s + b7 (% ) e u0u® + Bt Ju — (°)ab® — BO(B7 )uye
2(=bY(8Y) gz + b (b%) gz )ulu? + Euvu® /ul — (b°)y2b?
2(=b9(B) gz + b%(b*)uz )ulu® + E(uu? /u® + u®) — (b°)y=b®
(BB e + b7 (b7 e ) (26000 — 1) + 2B — 26°(b°)
bu® Jul — u? (B°) ua
b*u Ju® — u? (b°) gz — b°

0
2(—b0(b0)by + bz(bz)by)uoum — bx(bo)by — bo(bx)by
2(— B0 (B + b (6" i Julu? — b ()y — B
2(—BO(D)y + b (b7 )y Julu® — b (0)y
(=02 (b%)py + 6" (b" )by ) (2uu® — 1) — 26°(B°)py
u® —u¥ (b9)py
—Uz(bo)by

0
2(—b0(b0)bz + b“(bm)bz)uouw — b$(b0)bz — bO(bw)bz
2(=b2(b%)p= + b (b )= )ulu¥ — bY ()b
2(=0(0")p= + 0" (b" )bz )u'u® — b* (b°)p= — b°
(=02 (b%)b= + b (b7 )= ) (2uu® — 1) — 267 (b=
7uy(b0)bz
u® — u*(B°)p=
0
pOphulu®
pOphuluy

pdphulu?
pOphulu® — 1

u? |, (5.26)

donde las parciales termodindmicas indicadas son

oh oh
j— - = _— . .2
Oph (3p>p e <<9p)p (5:27)
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5.2 Autovectores a izquierdas

En esta seccién obtendremos la matriz del cambio, N, necesaria para realizar
la transformacién de los autovectores a izquierdas en el sistema de variables de
Anile, U, al sistema de 7 variables W (en nuestro caso reducidas o conservadas).
Si el cambio fuera entre sistemas de variables de igual dimensién, la matriz N
no seria mas que la inversa de la matriz correspondiente al cambio entre los
autovectores a derechas, N = M~!. Sin embargo, en nuestro caso no es asi.
Debemos recordar que en el sistema de variables de mayor dimensién no todas
las variables son independientes y existen tres ligaduras fisicas que no se han
tenido en cuenta. La forma mas sencilla de proceder es suponer que tres de las
variables del sistema de Anile no son variables independientes. La opcién que
proponemos es suponer como dependientes las variables (u, %, b%).

Llegados a este punto, por claridad explicativa, procedemos a reordenar
el sistema de variables definido por Anile (U = (u*, b, p,s)), agrupando las
variables que consideraremos independientes. Asi redefinimos

U = (u®,u?,u?,bY,b%, p, s,u’, b°, b%). (5.28)

Anslogamente a lo que se vio al comienzo de la seccién anterior, para obtener
los autovectores a derechas, Ry, en el sistema de variables W, a partir de los
autovectores a derechas, R, en el sistema de variables de Anile reordenado, U,
debemos realizar

Rw =M"- Rg con M:%,
siendo M una matriz 7 x 10, que podremos descomponer como M = (A, B)
donde A es una matriz 7 x 7, en donde aparecerian las derivadas parciales de
las variables del sistema W respecto de las consideradas variables independientes
del sistemas de variables de Anile y B es una matriz 7 x 3, en donde las derivadas
se realizan respecto de las consideradas variables dependientes en el sistema de
Anile.

Por otro lado, los autovectores a izquierda deberan transformarse de acuerdo
con la ecuacién

Lw =Lg-N,

donde Lw es un vector de dimensién 7x 1, L es un vector de dimensién 10 x 13
y N es una matriz 10 x 7 que podemos descomponer como

- (1)

siendo H una matriz 7 x 7 y K una matriz 3 x 7.

3Nétese que los autovectores por la izquierda pertenencen al espacio dual de aquel al que
pertenencen los autovectores a derechas. Para denotar esta propiedad, los representatemos
como vectores fila.
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Las matrices N y M deben cumplir la condiciéon
M- N =1I747.
Si A es invertible, llegamos a la siguiente condicion
H=A"'1-A"1 B K

La matriz K es la matriz de las derivadas parciales de u%,° y 4 como
funciones, univocamente definidas, de las variables del sistema W

A(u,b°,b%)
A\ '
Aplicaremos a continuacion este procedimiento a los diferentes sistemas de

variables a fin de obtener la matriz del cambio para los autovectores a izquierdas

correspondientes.

K= (5.29)

5.2.1 Sistema de Anile-Sistema reducido de variables

En concreto si abordamos el cambio al sistema reducido de variables ya definido:
V = (u*,u¥,u*, Y, 0%, p, p), tenemos que

1 0 000 0 0 O 0 0
01 0 0 0 0 0 O 0 0
001 00 000 0 0
000 1 0 0O00O0 0 0
000 01 000 0 0
A= 00 0 0 0 1 00 0 0 ’ (5.30)
00 0 0 0 0 10 0 0
000 0 0 O0O01 0 0
000 00 O0O0O°ODO 1 0
00000000 (o) (9up)y
B = 07y3. (5.31)

Las componente de la matriz K vendran definidas por las derivadas parciales
ya dadas en (5.19)-(5.25).

Asi, para el sistema reducido de variables V obtenemos la siguiente ley de
transformacion para las componentes:

- ou’ oo ab*

r = ———— x D P T . 2
Ly our lyo + ly= + Jur lpo + Jur lp, (5.3 )
- ou’ o’ ob*
luy == %luo + luy + Mlb() + %lbm7 (533)
- ou’ o’ ab*

T = 20 4 e + e + gy, (5.34)

- ou* ou? ou?
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- ob° ab*
lby - @lbo + %lbr + lby, (535)
I, —6—bol —|—%l +1 (5.36)
b = gy o0 T gy ter T+ lbs, -
- Js
lp=1p+ <6p>pls, (5.37)
- 3s>
== . 5.38
= (5). (5.38)

Como en el caso de los autovectores a derechas, [, hace referencia a la com-
ponente del autovector a izquierdas en el sistema de variables de Anile asociado
a la variable a, y [, hace referencia a la componente del autovector a izquierdas
en el sistema de variables reducido, asociado a la variable b.

Aplicaremos esta transformaciénes en el Capitulo 7, donde abordaremos la
renormalizacién de los autovectores a izquierda.

5.2.2 Sistema de Anile-Sistema de variables conservadas

La obtencién de una matriz para transformar los autovectores a izquierdas desde
el sistema de Anile al de variables conservadas, resulta bastante tediosa. En las
siguientes péaginas expondremos el desarrollo realizado para su obtenciéon que,
como se vera, estd acabado, a falta de la realizaciéon de un producto matricial.
Esta matriz de transformacion no se ha llegado a utilizar porque para el cdlculo
de las expresiones de los autovectores a izquierdas en variables conservadas se
prefirié partir de las expresiones renormalizadas de los autovectores a izquierdas
en el sistema reducido de variables, proceso que se expondra en el Capitulo 7.

Si tenemos en cuenta la reordenacién del sistema de Anile que hemos pro-
puesto, U = (u®, u¥, u?, bY,b%, p, s,u’, b°,b%), debemos reordenar las columnas
de la matriz definida en (5.1.2). Asi obtenemos que la correspondiente matriz
de transformacion M es

0 0 0 0 0 Oppu®
Eu® 0 0 2091y 201 u® Iy (ph)uu®
Eu® 0 20Yulu¥ — 10 2b*uOuY Op(ph)uu?

ph)
0 Eu’ 2bYu u? 2b*uOu® — b° dp(ph)u'u?
0 20%uu® —bY  20°uOu® — b 9, (ph)ulu’ —1
-0 0 u 0 0
0 —b0 0 u? 0

OO O OO
an}
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0, pul p 0 0
Is(ph)u’u® | Eu®  —20%0u® —b*  2b%ulu® — b0
ds(ph)uu? | Euy  —2b%OuY — bY 20%uOuY
As(ph)ulu® | Eu®  —2b%u%u* — b? 20" uu? ) (5.39)
Is(ph)uu® | 2Eu®  —2b%%u® — b 2b%uOu® — b*
0 by —uY 0
0 b* —u® 0

donde las parciales termodindmicas indicadas son

P P
a(ap)s Y as(%)p’

y donde la raya vertical separa las submatrices A y B.
Podemos calcular la matriz A~ y obtenemos

AuEy 1 —b0pYu(D—2) —b0p%u* (D—2)
M Eu9 Euf M Eu0 M Eu?
Auy 0 e —b0b*u¥ (D—2)
M . 1( : ME,
Au? —b°bYu*(D—-2
M 0 ME, Fl
AbOuY 0 e —(6°)2b*u¥ (D-2)
MuO u0 MuOE,
AbOy? 0 —(b°)?bYu* (D—-2) bRy
MuO MuYE,, uY
T 0 —(2(u0)2—01)b%y —(2(u0)2—01)b0bz
M M
L Top g CEOP-DRRO, (200D 0,
u09sp Osp MuOdsp Mu99sp
—Du®E, —bVu®(D—2) —b*uT(D—2)
EM M 0]\/[
—Dulwy b (D=2) | G —b* EuOu¥ (D—2)
M M u0 ME,
— Dudu? —bY EuOu?(D—2) —b*u?(D—2) + b0 Fy
M ME, M ( q)LO
—Du¥b —Eb7b*uY(D—-2
—Du*p° —EbbYu®(D-2)
M ME, LF
H —(2(u®)2—1)bWE —(2(u®)?-1)b*E
ME, M M
—H0yp (2W®)?—1)bY Edpp (2(u®)>~1)b*Edyp
MEL0sp MOsp MOsp
donde
95 (ph) o (0°)?
A= 0y C =0,(ph) — Adpp , Ep=FEu — R (5.41)
0 0 (b0)2 0 012, 2 (bo)2
F=FEu +20°0"uY — —5~ , G=FEu +2b°b°u® — —;—, (5.42)
u u
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H = GF — 4(t°)*0Yb*unu® = B 4+ 2E,b° (bYu? + b*u?), (5.43)

M = (C(u°)?* = 1)Ep + (C — 2)b° (bYu? + b*u?), (5.44)

—A ((u°)2Ey 4 b° (b¥u? + b*u?))

T = O , (5.45)
1 (2(u®)? — 1) Epb°bvuvC
_ 4
G, i (G + A , (5.46)
1 (2(u®)? — 1) Epb°b*u*C
= -_— . .4
Fy Fi (F+ 7 (5.47)

Podemos calcular el producto A~!B, obteniéndose

(4% - S By — (C+2)(0) + (7))

4 (49— (0?2 + DB = ()20 —2) - TN ) 6

10

2 Y2 F4,0 072
£ (49— (COP+1)E - (72(C - 2) - L2 4+ Py 2

u0

u¥Yb°

4% (Ap = (CWO? +1)E — (C - 2)(0°)* 2L ) + By

u?b°

40 (Ap— (CO)? + DE = (C = 2) ()2 BE ) + EFyb

Tp+ £ (28,0 + 200 (0vay 4+ b70%) ) — (2(°)? = 1)((09)% + (17)?)

—Tu’ u”)? 2,2 z
A 2ee) — et (2Bpu® + 2Ly 4 o) — (2(u°)? = 1)((6)* + (%))
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% (% + (C_ 2) (((by) (bz) ) Tl byuy +bz z ))
YO+ 2uu + (C - )(by v B0 B )

%((C + Z)Uouzbo + (O — 2) (bz’u,z b (by)z byuyEu

u¥ b0
M

(C+20° +(C -2 (S + Bu) ) - G (54 + Bw)

M

(=
2 (~(

(C+26°+(C-2)% (”"“’ +Euy)) _R (bfjj +Euz)

2 ((C = 2)b"u" EBy) — b9/ (BuP)
%(C _ 2)bzpu0uy

(C = 2)b*uu?

SIS

ﬁ(C - 2)b%0*uOuY
Z(C = 2)b°b%u'u

0y2_
2(u]\)4 1 szb

2(u*)>~1)0yp 1o
Ao 2L b

donde

@O = Dyo(en2 + ¢7)2)
+ ((2(u°)? = 1)E — 4(b°)?) (bYu? + b*u®) — (2(u”)? — 1)b°Eb>. (5.48)

Siguiendo la explicaciéon dada al comienzo de esta seccion, para obtener la
matriz N, sélo nos queda calcular la submatriz K (5.29).

Como no conocemos las expresiones explicitas de u®,b° y b* en el sistema
de variables conservadas, tendremos que escribir estas parciales recurriendo a la
variable Z ya introducida en (4.22), que escribimos como
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Z = ph(u®)?. (5.49)

Usando esta variable, y las ecuaciones que relacionan las variables conser-
vadas y primitivas, se obtienen las siguientes ecuaciones:

W= (B- S)%O, (5.50)

B* Szuo + bOBm bO

CEwt Tz W (5:51)
(u®)? = Z+B) (5.52)
(2 +B2)? 82 - OFE(27 + B?) '

A partir de estas expresiones deducimos las parciales de u°, 0% y b* respecto
a las variables conservadas en funciéon de Z y sus derivadas parciales.

ou’ e (092 07
ap—z+Bz{1‘<“> 7 }aD’ (5:53)
o’ ul e (W02 907 0 b°B;
ay—w{(l‘(“) ~Z )asﬁ“ (“j* 7 ) (654
ou’ e (092 07
87_Z+B2{1_(u) ~ 7 } (5.55)

b0 (“OZSJ + uj) } (5.56)

o —1°(Z +b2)(uP)? 97

D~ Z(Z+B? oD’ (5:57)
N —H(Z +Db?)(u’)? 9z | u’B; 14 (b9)?
08I Z(Z+B2) 08 A Z +B?
w90,
Z+Bﬂ2, (5.58)
0 10 2Y\(,,0\2
o’ —v(Z+b?)(u’)? 0Z (5.59)

or  Z(Z+B2) o’
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0 _ 10 2 0)2 0qQ. 0)2
o —10(Z +b2)(u0) 3Z+uSJ(1+ (b°) )

oBi ~ Z(Z+B2)  0BJ Z Z + B?
OB, b0)?
+2(1—(u0)2)(z+é2> + Z(+)]32uj, (5.60)
ob* 1 o2 0 2027 +b2) 0Z
= e —1) — et = 2 61
aD Z+B2{b ()" = 1) = w71 5p (5:61)
a1 ot 02 0 21022 +b2\ 07
anZ+B2{<b (W) =) =’ ——— ) 553
u (Jph+b0uj 7B 1”4’@5]- y (562)
| vl v 0 20272 +b2) 0Z
Gl v {b (u)? =1) = u’u® Z 5 (5.63)
a1 ot Or2 0 20272 +b2\ 0Z
8BJ_Z+B2{(b ()" = 1) —w =7 | 55
ph+b2 x ujbo 0,z T\ _ . OJ;_BI
S (0w — B) —2B; (u =)t 66

Para realizar el cédlculo de las derivadas parciales de la funcién Z, debemos
conocer la ecuacién de estado. Si tomamos una ecuacion de estado de gas
ideal (p = (7 — 1)pe, donde ¥ es el exponente adiabdtico), y manipulamos las
expresiones que definen las variables conservadas en términos de las primitivas,
como hacemos en la Seccién 8.9, obtenemos la ecuacién

B S)? -1 B?
—z-B4 My — ) (Z-Du")+=—=0 5.65
(7 + S ) w2 () @-p)+ =0 Go)
que nos aporta una relacién adicional entre las parciales de Z y de u® respecto
de las variables conservadas.

A partir de esta ecuacién deducimos las parciales de Z respecto al sistema
de variables conservadas que nos permiten la obtenciéon de la matriz K.

9Z (- 1)u’(Z +B?)
oD I ’

(5.66)



84 Capitulo 5

1 7

8£ o ’7 —bOU,OBj
257

(Z +B?) - +1B2 (H(Duo —27) — B2)

Z
: (Sj(uo)2 - @(22 + BQ)Bj) } (5.67)

92  —5(u®)*(Z + B?)

5= P , (5.68)
= 0,,0 ~
% = Z{ ((2(u0)2 ~1)B; — szj) (Z +B?) — (%I(Duo —27)
- B?) [2Bj(1 — (u%)?) + Z4b—OB2 (QZ +ZB2>“O S; +b03j)] },(5.69)
donde se ha definido
p=(y-1)(Z - Du) ((u0)2 -1+ (bOZ)2> —(Z +b?)(u")?. (5.70)

Con todas estas expresiones podemos calcular la matriz N de transformacién
entre los autovectores a izquierdas en el sistema de variables de Anile y el sistema
de variables conservadas, aunque aqui no daremos, como ya hemos dicho, las
expresiones explicitas.

5.3 Sistema reducido de variables-Sistema de va-
riables conservadas

Como se vera en el Capitulo 7, a la hora de obtener los autovectores a izquier-
das en el sistema de variables conservadas renormalizados, resulta conveniente
partir de los autovectores en el sistema reducido de variables. Es por ello por
lo que abordamos a continuacién la obtenciéon de la matriz jacobiana de la
transformacion entre los sistemas reducido de variables y el sistema de variables
conservadas, 9V /0U, inversa de la matriz (5.26).

El principal problema al que nos enfrentamos es que no tenemos expresiones
explicitas de las variables reducidas en funcion de las variables conservadas. Para
superar este obstaculo, recurrimos de nuevo a la variable auxiliar Z = ph(u°)2.
La matriz jacobiana la escribiremos en términos de las derivadas parciales de
esta variable respecto de las variables conservadas. Escribiremos a continuacion
las componentes de la matriz jacobiana.

Para calcular las derivadas parciales de la densidad partimos de la ecuacién:
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Sl

y obtenemos:

op 1 D 192\ 97
w—w‘w{1—<uo>2—}

@_ -D _ o2_(b0)2 8£ 0 ) bOBj
E)SJ_UO(Z+B2){<1 Wy =7 )as, te\ut—2 )

0 -D ,  (B9)?\ 0z )
M;:u%Z+B%{<L%w)_(Z)>my+ﬂ%u_W%)

u%S;
+b0< Z] +Uj> }

Para calcular las derivadas parciales de u’ partimos de la ecuacion:

i u?St + b0 B!
- Z+B2
y obtenemos
ou' —uf 0 b 0z
=—uu'+— p —,
oD 7+ B2 Z | oD

out 5 0i+b0bi 4 _i+ijiu0
asi — z+B2\% \"" T 7 )asi T\ Z ’

o [ W) 02
or  z+B2 """ T 7 [ e

ou’ _ 1 05i 0(.0, i b\ 97 042 i

5Bj_Z+B2{b 8 —u (our 7 aijQ(u)Bju

+ 0%utu; +

(u)28,bi
g

85

(5.71)

(5.72)

(5.73)

(5.74)

(5.75)

(5.76)

(5.77)

(5.78)

(5.79)

(5.80)
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Para calcular las derivadas parciales de b* partimos de la ecuacién:

;B4 b0
b = 0 (5.81)
y obtenemos
(%i_ 1 il 0N 01-02Z-&-b2 0Z
Bbi_ 1 i ON2 01-02Z—|—b2 07
BSJ_Z+B2{(b((u) —D e e
2(,,0\2 0
ul (Bj (1 + b%”) +bouj> — Bluj + 20(5;} (5.83)
8bi7 1 il ON2 OiO2Z+b2 0z

oBi w0 ' Z + B2 7 0Bi

(%) b2 (u)?\ b’ g i 0, B
0+ S (14 u-ﬁ-#(bu—B)—?Bj W' — =5 ) 15.85)

i 4 4 , 2
o _ % 1 {(bl((u0)2—l)—u0ulb02z+b)82

w0

Para calcular las derivadas parciales de la presion p despejamos esta variable
de la ecuacién (4.21), obteniendo la ecuacién:

p=2-7+B (1 - 2(;0)2) - (52213)7 (5.86)

y obtenemos

dp  Z+b*IZ

dD ~ Z+B2 9D’ (5.:87)
op  Z+b? 0Z 1 9 0
aSJ_Z+BzasJ‘+(Z+Bz)u0<B v =08 ) (5.88)
2
dp  Z+b? 0z (5.50)

or Z+B2or
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op 1 0. 0Z  bS; B2 1
EY: TR Z - = 2——— | ZB; ;. (5
oBJ Z + B2 {< +h )8BJ 10 + 0 + (u0)2 - (5.90)

Como ya hemos indicado las diversas parciales de Z deben ser calculadas
teniendo en cuenta la ecuacién de estado. Para el caso de gas ideal las parciales
de Z son las indicadas en las ecuaciones (5.66)-(5.69).

5.3.1 Forma de los autovectores a izquierdas en el sistema
de variables conservadas

Podemos escribir ahora las expresiones generales de las componentes de los
vectores a izquierdas en el sistema de variables conservadas a partir de las ex-
presiones de los vectores a izquierdas en el sistema reducido de variables.

I3 :Zi_;’_# —p 1_<u0>2_(bo>2 [+(Z+b2>i—
P T 71 B2 zZ )r P

0pi 2
u® (uoui + be) L + (b"((uo)2 —-1) - uouib02Z+b> lbi} 0z (5.91)

7 oD

Lor = Z+1Bz{{ . (1 (W) - (b;)z) [+ (Z+b%)1,

U AN , 022 +b%\ - ) 07
_ .0 0,1 i J 0\2 _ .0 024 T P Gl
u(uu+Z>lu+(b((u) 1) —u’u'd 7 )lb}ask

BQUk - bOka

bt
) B bz 0, _ ) b2 0)\2

u® (uluk + kZu )lui + <uZ <Bk (1 + (; ) > +b0uk>

- Biuk> z‘bi} (5.92)

1 (50)2 - A
L. = _ 1— 0\2 _ .0 0, ;
T Z+B2{ p( () Z b —um {(wiu + Z bui +

_ . 027 + b2\ - zZ -
(Z +bHl, + (b’((u0)2 —1) - uou’bo—’—b> zbi}a —1, (5.93)

OBi B B . .
~ > Ly +ull,i 8, + b0l op, +

+D(ui+

Z or

_ 1 0\2 (b0)2 7 0 0, & 7
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_|_

2
(Z + b, + <bi((u°)2 1) — 0w 22 P ) l } 07

Z Y [ 9Bk

- - . ) A
b01,:0% 4+ Bullp: i + (—Q(uO)ZBkuL + bOutuy, + (u0)2kZ> Lyi

—bOSk + B2bk 1 - i b2(u0)2
(T (2 e (30 (14 555) ¢

) ) Bo ) 1— (u®)2 . _
(b%u’ — Bl)% — By <u0b°uz + IESL)BZ> )zBi} (5.94)

5.4 Sistema de variables conservadas modificado

Si en lugar del sistema de variables conservadas U = (D, S%,5Y, 5% 1, BY, B*)T
trabajamos con el sistema de variables conservadas:

U= (D,Ss% 8Y,5*,7—D,BY, B*)T, (5.95)

los nuevos autovectores son idénticos a los anteriores salvo las siguientes com-
ponentes:

7§7'7D =T —7TD (596)

Irop=1p+1,. (5.97)



Capitulo 6

Renormalizacion de los
autovectores a derechas

Los autovectores a derechas descritos en los capitulos anteriores no son validos en
todo el espacio de variables. En concreto, los autovectores a derechas asociados
a los autovalores de Alfvén y magnetosénicos se anulan cuando los autovalores
correspondientes son degenerados. El objetivo de este capitulo es proponer una
renormalizacién de estos autovectores con el fin de evitar este problema.

Antes de abordar la renormalizacion, recordaremos cudles son los tres sis-
temas de variables en los que trabajaremos: i) Sistema de variables cova-
riantes definido por Anile, U = (ut,b*,p, 5)T; ii) Sistema reducido de varia-
bles V = (u®, u¥,u® bY,b*, p, p)T; iii) Sistema de variables conservadas, U =
(D, S*,SY, 5% 7,BY, B*)T. Para transformar los autovectores de un sistema de
variables a otro seguiremos lo expuesto en el capitulo anterior. Por simplicidad,
tanto en el sistema reducido de variables como en el sistema de variables con-
servadas, las expresiones estaran dadas para un espacio-tiempo plano, descrito
en coordenadas cartesianas.

Procedemos ahora a renormalizar cada uno de los atovectores de la RMHD.

6.1 Awutovector entropico

Este vector no presenta ninguna patologia en ninguno de los puntos del espacio
de valores fisicos posibles, por lo que no hay que proceder a su renormalizacion.
Por completitud escribiremos las formas que adopta en los diferentes sistemas
de variables antes definidos.

6.1.1 Sistema de variables de Anile

Como ya vimos, en el sistema de variables de Anile este autovector es de la
forma (4.53)

89
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Te = (OIJ«’OH’ Oa I)T (61)

6.1.2 Sistema reducido de variables

En el sistema reducido de variables, este autovector es de la forma (5.10)

T
Te = (0,0,0,0,0,0, <8p> ) . (6.2)
0s »

6.1.3 Sistema de variables conservadas

Por 1ltimo, en el sistema de variables conservadas, este autovector es de la forma
(5.14)

R, = (3;}) u? (l,uw,uy,uz,uo,O,O)T. (6.3)
s »

6.2 Autovectores de Alfvén

Los autovectores asociados a los autovalores de Alfvén, en cada uno de los
sistemas de variables definidos, se anulan en los dos tipos de degeneraciones que
se presentan en la RMHD.

Empezaremos abordando el problema en el sistema de variables de Anile, y
una vez resuelto en este sistema, hallaremos los autovectores ya renormalizados
en los otros sistemas mediante las transformaciones indicadas en el capitulo
anterior.

6.2.1 Sistema de variables de Anile

Empecemos recordando que los autovalores de Alfvén (4.45) son

b + u*VE
CT W+ uOVE'

y los correspondientes autovectores en el sistema de variables de Anile (4.54),

(6.4)

Ta = (a eg“wqb‘su”b", Bgaﬁemw(ﬂsu”b“, 0, O)T ) (6.5)

Como ya hemos comentado, estos autovectores se anulan cuando el autovalor
correspondiente es degenerado. Analicemos ahora qué es lo que sucede en cada
tipo de degeneracién.
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La degeneracién de tipo I (4.8.1), en la cual coinciden los autovalores de
Alfvén, los magnetosénicos lentos y el entrépico, viene caracterizada por la
condicion b, = 0. En el estado degenerado se tiene que

a=0, B=0 (6.6)

Yy que

egwuﬂ¢7b5 #0, (6.7)

puesto que el vector b no es paralelo al plano definido por u? y ¢7.

Vemos, por tanto, que los autovectores se anulan ya que lo hacen las fun-
ciones a y B. Sin embargo, si realizamos el cdlculo de B/a, obtenemos (ver
Apéndice H)

(BL = +VE. (6.8)

Observamos, por tanto, que la funcién B/a es una funcién bien definida para
un autovalor de Alfvén y que es distinta de cero en todo el dominio fisico. Por lo
cual, a fin de evitar que los autovectores de Alfvén se anulen cuando se presenta
la degeneracién de tipo I, proponemos escribir estos autovectores en la forma

Tax = (5,50’ 7V, FVE €5, 5u”¢7b°,0,0)7, (6.9)

Podemos interpretar estos autovectores como combinaciones lineales de dos
de los autovectores propuestos por Anile para la degeneracién de tipo I, ecs. (4.105)
y (4.108), que reescribimos aqui por claridad,

ri = (e b u7¢°,04,0,0) y  ra= (0", €s,567u7¢°,0,0).
La degeneraciéon de tipo II viene caracterizada por la condicién:
82
a2+ G’
En este caso, los vectores u*, ¢* y b* son coplanarios y, por tanto, el vector
eg75u5¢7b5 se anula. Como por otra parte, este vector pertenece por con-

struccion al espacio ortogonal a u®, se puede escribir como combinacién lineal
de los vectores de la base que definimos en la Seccién 4.6, concretamente

b% = b2 (\,)

(6.10)

eg“ﬂszﬂqub‘S = —gi1af + ga0k, (6.11)

donde las funciones g; y g2, definidas en (4.70) y (4.71), son

1

— z(,,0 x r,zy _ 10,2 12
g1 7(u0—)\uw)(b(u Au®) + b uFA bu)7 (6.12)
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1

- 0 = 0

Recordemos que en el caso que b; = 0, las funciones g1 = g2 = 0. Por
tanto, para renormalizar los autovectores de Alfvén, siguiendo el ejemplo de
la renormalizacién de Brio y Wu (1988) para la MHD, proponemos que en el

sistema de variables definido por Anile, se tome

Tax = (— 1] + foal, FVE(~ f1a] + f205),0,0)7, (6.14)

donde definimos:

g1 g2
| = , = —— o 6.15
! (g7 + g3)1/2 f (g7 +93)"/2 (6-15)
Al no existir los limites matematicos de estas expresiones en el caso que g7+g5 —
0, se propone la siguiente prescripcion general para preservar la independencia
lineal de los autovectores:

lim = — , lim = —. 6.16
gimgaofl 7 ﬁ+g4mjb 7 (6.16)

Las expresiones (6.14), (6.15) y (6.16) nos permiten obtener los autovectores
de Alfvén renormalizados, validos para cualquier estado ya que hemos eliminado
los problemas relativos a las degeneraciones de tipo I y II.

6.2.2 Sistema reducido de variables

Efectuando la transformacién descrita en la Seccién 5.1.1 a los autovectores de
Alfvén renormalizados que se han obtenido en la subseccién anterior, llegamos a
las expresiones siguientes para los autovectores de Alfvén en el sistema reducido
de variables

Fax = —[1Viz + foVau, (6.17)

donde

)\aiuy
ud — U Aga
0
Vie=| FVEW® —u"Xz) |, (6.18)
0
0

0
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)\aiuz

ud — U At

Vyy = 0 . (6.19)
FVEu® — uAgy)

6.2.3 Sistema de variables conservadas

Tras realizar el cambio al sistema de variables conservadas descrito en 5.1.3, se
obtiene que los autovectores de Alfvén renormalizados son

Rox =—fiVie + foVou, (6.20)

con Vi4 =

pu?
Eu? (u® 4+ u®Xox) £ VE((0™ + 0ONz )u¥)
E(u(u® — uTAox) + u¥u?) £ VE(b¥u? + 0 (u® — Agru®))
Eu¥u? + VE b*u? . (6.21)
2Eu uY + 2vE bOu?
bYu¥ — b0 (u® — A\gru®) £ \/E(uyuy —ul(u® — )\aium))
¥ + v EuYu?

y Vagr =

pu*
Ew®(u® +uPXop) £ VE((6® + 0ONa1 )u?)
FEuYu? + VE bYu?
B (u® — u"Aox) + wu®) £ VE(b7u® + 00 (u® — Agpu®)) | (6.22)
2FBuu® + 2VE bOu?
bu? + VEulu?
bEu? — b()(u() _ )\aium) + \/E(uzuz _ u()(u(] _ /\a:tuz))

6.3 Autovectores magnetosonicos

Procederemos ahora a la obtencion de los autovectores magnetosénicos renor-
malizados.
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6.3.1 Sistema de variables de Anile

Partimos de las expresiones de los autovectores magnetosénicos en el sistema de
variables de Anile (4.55),

" = (ad”, K", a2 A,0)7T, (6.23)
donde
y c2—-1 at, . a’B_

d —( =z >(G(¢ —|—au)—phb>7 (6.24)

aA [ a
K" = Bd" + aAfY = Bd" + — | 5b” — Bu” |, (6.25)

ph \c?
A= Ed*> - B?, (6.26)

y veremos qué sucede cuando aparecen degeneraciones.

En la degeneracion de tipo I, los autovalores magnetosénicos lentos convergen
a v™, lo que produce, al igual que en el caso de los autovalores de Alfvén, que
a =0y B =0, anulandose, por tanto, los autovectores magnetosénicos lentos.

En el caso de los autovalores magnetosénicos rapidos, sin embargo, si bien
puede suceder que B = 0, se cumple que a # 0. Es decir, los autovectores
magnetosdnicos rapidos no se anulan. Avn asi, aplicaremos la prescripcién de
renormalizacién que desarrollaremos a continuacién a todos los autovectores
magnetosénicos, tanto lentos como répidos.

Como primer paso, dividiremos r,, por a*. Asi obtenemos que las compo-
nentes del vector r,,/a* son

av 2 -1 a B b
Lo s Yo vy __ =2 Y 9
o (0 (G =05) e
K Bdv A1 [V B
2B A (Y P 2
a*  aa®  a?ph (cf a )’ (6:28)
A B?

y 0.

Para conocer el valor de estas expresiones en el caso de degeneracién de tipo
I, debemos calcular el limite de B/a cuando se tiende al caso degenerado. Para
ello volvamos a la ecuacion cuartica, Ny = 0:

1 b?
ph (c2 - 1) a* - (ph + 02> a’G + B*G =0. (6.30)

S S

Procedemos a despejar la fraccion deseada, y obtenemos que para un autovalor
magnetosénico se debe cumplir que (ver Apéndice H)
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B 2 b2 1 a2
() =) -m(a-1) % (031

De aqui obtenemos

B b2 1 a?
=(2), —W () -m(5-1) 5 o)

donde se ha introducido la variable x y hemos omitido por comodidad el subin-
dice +. El criterio de seleccién del signo £+ es tomar el mismo signo que se
deba tomar para la obtencién del autovalor de Alfvén, \,+, comprendido entre
los autovalores magnetosénicos lento y rapido considerados. De esta manera, se
garantiza la continuidad de la funcién B/a.

Sustituyendo en la expresién del autovector (6.23) y dividiendo por (¢ —
1)/c?%, obtenemos

a, ., iy b” L a 2a>  b?\
Tm—<G(¢ +au)_MX»X<¢ G+(G_ph)u)

- 1+f b? — h“—zo Tz(e” Lv.c,0)f (6.33)
G ) p G’ - ) b b . .

Asi, en un estado degenerado de tipo I, los autovectores magnetosénicos
lentos toman la forma:

T

I b2 b2 /b2
= 4+ — i - = v _ v R2 34
T'm,s+ < ph\/ph—&-cg,i\/pr—cg (ph)u b,b,O) (6.34)

(obtenida de (6.33) haciendo a = 0), pudiendo ser expresados como combinacién
lineal de los vectores deducidos por Anile para el caso de degeneracién de tipo
I, ecs. (4.106) y (4.107),

Ty = (b”,b2u”,O,O)T y rs = (07, b, —bQ,O)T.

Consideremos ahora la degeneracion de tipo II. Esta degeneracion viene
caracterizada por que el campo tangencial asociado al autovalor que converge
al autovalor de Alfvén es nulo (b; = 0). Analicemos ahora cada una de las com-
ponentes del autovector magnetosénico que se ha definido en (6.33). Usando
los resultados obtenidos en la subseccién 4.6 para la descomposicién del campo
magnético en componente normal y tangencial, podemos escribir

v

(¢" + au”) — X

Ql=

el/

ab?
(@ — &G+ )

v 1% X 14
(0" +au*) — b, (6.35)



96 Capitulo 6

a 2a? a
L' = v— — - — -V (l1+—=|=
(e o)) )
b? (G + a?)c? a?
= 1+— )b 6.36
e (1) (6:36)
2 2.2
_12 4 19 (G +a’)c;
C=b th = —b; T (Gta)d (6.37)
Para probar las ecuaciones (6.35)—(6.37) hemos usado la igualdad
2 2 21,2
a B a~bj (6.38)

G ph(G+a®) ~ phla? = (G +a?)c2)’

deducida usando la descomposicion del campo magnético en parte normal y
tangencial en la ecuacion cuartica Ny = 0.

Consideremos ahora un par de autovalores magnetosénicos, lento y rapido,
entre los cuales se sitia un autovalor de Alfvén. Entonces, para el autovalor
mas préximo al autovalor de Alfvén, proponemos la siguiente renormalizacion,
consistente en dividir el autovector asociado entre | by |, asi el autovector serd

r = (e, L7,C,0)7, (6.39)
donde se definen

= @ e ey (6:40)

e (fzzi;) (1 GGQ) b (6.41)

Ce— b | EF e (6.42)

a? — (G +a?)c%’

donde el vector unitario en la direccién del campo tangencial se renormaliza, al
igual que se hizo en el caso de los autovectores de Alfvén (6.14), sustituyendo
en la expresion (4.75) las funciones g1 y go, (4.70) y (4.71), por las funciones f;
y f2, (6.15),

b:lsl (f2a22 - f10412)041 (flall - f20612)045
b | (f3aze — 2f1 facua + fiour) 1/2

(6.43)
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Ademsds, debemos prescribir, para el subcaso tercero de la degeneracién de
tipo II, el siguiente limite:

: | bt |
im - =0. 6.44
a?2—(a24+QG)c2—0 CL2 _ (Cl2 + G)Cg ( )
Para el otro autovalor magnetosénico (el més alejado al autovalor de Alfvén),
dividimos el autovector correspondiente por el factor pha?/G — b%. Con esto,

el citado autovector puede escribirse de la forma:

rm = (e, L",C,0)7, (6.45)
donde se ha definido
y a y y X by G
- _X & 4
€ ph(G + a?)c? (¢" + au”) ph pha? — b2G’ (6.46)
e (142 WG (6.47)
~Xon G ) pha® —b2G’ '
C=-1, (6.48)

con la prescripcién, para el subcaso tercero de la degeneracién de tipo II, del
siguiente limite

bV
lim —t =
pha?—b2G—0 pha? — b2G
dado que la cantidad pha? — b%G, proporcional a A para los autovalores mag-
netosonicos, se anula en dicho subcaso.

Noétese que se han utilizado los mismos simbolos para las componentes de
los diferentes autovectores magnetosonicos. El hacerlo asi viene motivado por el
hecho de obtener expresiones genéricas de los autovectores en los otros sistemas
de variables, como veremos a continuacién.

0, (6.49)

6.3.2 Sistema reducido de variables

A partir de los autovectores magnetosénicos en el sistema de variables de Anile,
(6.39) y (6.45), se obtiene aplicando la transformacién de sistema de variables
dada en la Subseccién 5.1.1, que el autovector en el sistema reducido de variables,
Tm, €s de la forma

a T
P = («;x,ey,eZ,Ly,LZ,c, <82)Sc> , (6.50)

donde las componentes e*,L* y C deben tomarse acorde a las prescripciones
dadas en la subseccion anterior.
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6.3.3 Sistema de variables conservadas

El autovector magnetosénico, en variables conservadas, R,,, se obtiene aplicando
la transformacion dada en la Seccién 5.1.3, a los autovectores magnetosénicos
correspondientes en variables de Anile, (6.39) y (6.45), obteniéndose

pe? + Culd,p
E(u®e® 4+ u'e®) + 2uu®bo L — b L — VLT + uu™CO,(
E(uye0 +u%e¥) + 2uu¥b, L — bYLO — VO LY + uOuYCO,(
E(w?e® +ule?) + 2u%u?bo L* — b* L0 — L% + u uZCG b (p
2Euoeo + (2u%u® — 1)bo L™ — 26°LO + (9, (ph)ulu® — 1)C
bYe —b0e¥ — uY LY +uOLY
b*e® — b%e* — u* L0 + u'L?

9, = (881)); (6.52)

Para el caso del autovalor méas préoximo al de Alfvén, tras algunas opera-
ciones, encontramos que

ph)
ph)
n |, (651

donde

_ alb | 0 0 X by
Fom1 = h(ancg(GJraz))((b + o) h| b |
G + a?)c?
I T 0, (6.53)

T (Gt a?)e?

’ b
Ryo = <1+(2) {azcg(éLaQ)( (W6 + w067 (1 — ) + 200" 3G

bl b?u”) ( bR B0b” ) }
— + + + + uu®Ca,(ph), (6.54
X(bt| b)) T\ T b(ph), (6.54)

2

A L .
Rm3_<1+G>{a2—c§(G+a2)(¢(1 C)+2ch)

BYaO bguy> <b§/b0 BBy > } .
— + + + + u uYCd,(ph), 6.55
X<|bt DAY b(ph),  (6:55)

_ a’ u® [ by | 0 0.2

biu® b,?m) (bfbo bob* ) } .
— + + + + u u*Coy(ph), 6.56
X(bt| 1) T b T b(ph), — (6.56)
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2 2 0
Ry 5 = (1 + a) {(12“|bt|(a¢o(1 — ) +u’ctG)

G (G +a?)
20

+ by | +(8° — Xu0)| o | } n C(ap(ph)uouo - 1), (6.57)

ut\—ud vy po
Rope = U} it B 6.58
TG The] T b (6.58)

u A —ul b? b9
R,z = LR ) it S 6.59
=G o T (6.59)

Finalmente, para el autovalor més alejado del de Alfvén, y también tras
algunas operaciones, obtenemos

a 0 X b G )
B = ye oy @ +au Rl ha? —b2G WO (6.60)
Riyo = ( (1—cA)(u"¢® +u’¢”) + 2u0u$c§G) +

b u® + bju by 0® + byb*
2 _ _ T
(G+a ){ X (pha2 bQG) + (pha2 b2G> } uludy(ph), - (6.61)

(u aqSO 1-c3)+ 2u062G)>

2
bYu® + buY byb0 + bYbY
2y) — 4999
(G+a ){ X (pha2 b2G> (pha2 bQG) } wu’9,(ph), (6.62)

ms—

m4—

u? aqbo 1—c? —|—2u002G))

CZ

b7l + b0u b7b° + bYb?
2yJ) t t t t _ .0,z
(Gta ){ X (pha2 — bQG) + (pha2 - b2G> } u'u*0p(ph),  (6.63)

(2u (ag’(1 — 2) +u’ciG) + a® — 2(G + a® ))

2b¢
pha? — b2G

Ry =
° T Ge2

+(G +a?) (" — xu?) = (Op(ph)u’u” — 1), (6.64)
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1

Rino = —5———=
87 pha? — b2G

((u“/\ — WOV Guybg), (6.65)

1

B = pha? — b2G

((um — u0)bF + Gqug). (6.66)



Capitulo 7

Autovectores a izquierdas.
Definicion y
renormalizacion

Muchos esquemas HRSC utilizan los autovectores a izquierdas en el sistema de
variables conservadas o en el sistema reducido como parte esencial del algoritmo.
En este capitulo vamos a mostrar el trabajo hecho para su obtenciéon y su
renormalizacion en los sistemas de variables citados. Como en el caso de la de
los autovectores a derechas, presentados en el Capitulo 4 y cuya renormalizacién
se ha descrito en el capitulo anterior, trabajaremos en un espacio-tiempo plano
descrito en coordenadas cartesianas.

7.1 Autovectores en el sistema de variables de
Anile

Como ya hemos visto en la seccién (4.5), en el sistema de variables de Anile, los
autovectores a izquierdas de la matriz caracteristica del sistema A*¢,,, definida
en(4.33) se pueden obtener de forma sencilla. Como ocurre con los autovecto-
res a derechas, en este caso se obtienen también 10 autovectores a izquierdas,
aunque soélo 7 de ellos tienen significado fisico. Los otros tres autovectores estan
asociados a los grados de libertad anadidos por la omisiéon de las ligaduras
cuando se escribe el sistema en variables de Anile.
Los 7 autovectores a izquierdas con significado fisico son (Anile 1989)*

e Autovector entrépico:

1Recordamos que los autovectores por la izquierda pertenencen al espacio dual de aquel
al que pertenencen los autovectores a derechas y que, por tanto, los representatemos como
vectores fila.

101
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le = (04,04,0,1). (7.1)

e Autovectores de Alfvén:

ia = <€aﬂ75¢ﬁu’yb67 ? eaﬂ75¢ﬁu’yb67070) . (72)

e Autovectores magnetosénicos:

(7.3)

_ B(G+2a?), G+ 2a> B, -A
lm - <¢a - Ea2 bom a ba - gd)ow pha’o) .

Los autovectores a izquierdas que acabamos de escribir y los autovectores a
derechas vistos en la Secc. 4.5 no cumplen la condicién ; - 7 o d7. Esto es asi
porque para su obtencién hemos resuelto el sistema caracteristico [- (A*¢,) =0,
que sin pérdida de generalidad hemos tomado como - (A*—XAY) = 0, al escoger
éu = (=A,1,0,0), y no un sistema como - ((A%) =1+ A% — X\I) = 0, para el que si
se dan la condicién indicada entre los correspondientes autovectores a derechas
e izquierdas. Si bien ambos sistemas tienen iguales autovectores a derechas, no
sucede asi con los autovectores a izquierdas. Estos estén relacionados a través
de la expresién [ = [ - AC.

Para aplicaciones numéricas necesitamos que los autovectores a izquierdas y
a derechas cumplan [; - 77 = §7. Si se procede al célculo [ = [- A°, se obtienen
los siguientes autovectores

le = (0a, 0, 0,u°), (7.4)
(Bu® — B210) ¢, 50570700 ’
(-0 + B enpysdPurb’ + (€%,50°ub)be,
lo, = , (7.5)

e%wqﬁﬁtﬂb‘s

b (Bu® — BY0) 4 b, (€ +2a) (b° — Buf) — 460\ 7
b (=00 + BuO) + (40 — CuO)p,

0 of1 G (b2, 0 _ B30
¢_au (2_1)—’—%(2”_51))

0
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que verifican la condicién anterior. Estos autovectores presentan patologias
similares a los autovectores a derechas en los casos de degeneracién y necesitan,
por tanto, ser renormalizados. Presentamos a continuacién la propuesta de
renormalizacion para cada uno de ellos asi como las expresiones en los distintos
sistemas de variables.

7.2 Autovector entrépico a izquierdas

Como en el caso del autovector entrépico a derechas el autovector entrépico a
izquierdas (7.4) estd bien definido en los estados degenerados de tipo I y II.
Escribiremos a continuacién las expresiones de este autovector en el sistema
reducido de variables y en el sistema de variables conservadas.

7.2.1 Sistema reducido de variables

A partir del autovector entrépico en variables de Anile (7.4), podemos obtener el
autovector entrépico en el sistema reducido de variables, V = (u®,u¥, u*,bY, b%, p, p),
mediante la transformacién descrita en la seccién (5.2.1), obteniéndose la sigu-

iente expresion
I. = {0,0,0,0,0,u (as) 0 (65) . (7.7)
o), o/,

7.2.2 Sistema de variables conservadas

Siguiendo el procedimiento descrito en la seccién (5.3), obtenemos las siguientes
expresiones para las distintas componentes del autovector L en el sistema de
variables conservadas (Lp, Lgi, L+, Lp:):

1 9s 1 0s (b°)2\ 0s) 0Z
Lp=—— Z+bH = —pl1-w? .
D W8p+Z+B2{( P p( W=7 )8p}8D (7.8)

1 2,05 B 2_(60)2 O0s\ 0Z

B%ut — "B\ 0s ;. bOBY Os
(B2 o t2)2). o

cont=2x,Y,2

_ 0s 1 005 2 (9% 9s) 07
L,=— 8p+Z+B2{(Z+b)8p p<1 W) 5, g (110
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_ ! N 2 (19)?

)
—p<2Bi(1—W2)+b°<WZ +ul )8/)+
)

(B%i S (2_ 1
W

coni=vy,z.

7.2.3 Producto escalar

El producto escalar es un invariante frente al cambio de sistema de variables. El
producto escalar del autovector a izquierdas entrépico y su respectivo autovector

a derechas es u”.

7.3 Autovectores de Alfvén a izquierdas

Los autovectores de Alfvén a izquierdas, definidos en (7.5) para el sistema de
variables de Anile, no son adecuados en los estados degenerados de tipo Iy II.
A continuacién veremos cémo podemos renormalizarlos para que sean validos
en todos los estados. Una vez hecho esto, trasformaremos los autovectores al
sistema de variables reducidas y conservadas.

7.3.1 Renormalizacién en el sistema de variables de Anile

Los autovectores de Alfvén a izquierdas (7.5) estdn mal definidos en el limite de
la degeneracion de tipo I (para el que a = 0y B = 0). Haciendo uso del resultado
expresado en (6.8) podemos eliminar la indeterminacién 0/0, obteniéndose el
autovector a izquierdas

T
(Euo + bo\/E> eaﬁ76¢ﬁuwb5

los = (-bo F \/Euo) Capro @ U’ + (€507 )ba || (7.12)
e%wqﬁﬁu”/b‘;
0

Este autovector todavia se anula en el limite de la degeneracién de tipo II
(egwqbﬁu”bg = 0). Para corregir este comportamiento, recordemos que se ha
demostrado (6.11) que
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eg,ﬂ@ﬁu'yb‘S = —gi1af + ga0k.

Usando este resultado podremos escribir los autovectores de Alfvén a izquierdas
como

(Eu® £ b°VE)(—groay + g202,,)

(=0 F VEW)(—gron, + g202u) + (=g108 + g203)by
L . (7.13)

—g108 + ga0)

0

Asi escrito, este autovector se puede expresar como la combinacién lineal de los
vectores V1 y Va,

lox = —1Vix + g2Vou, (7.14)

siendo
Viz = (Bu® £ °VE)ay,, (—0° F VEu®)a, + bual, af,0), (7.15)
Vax = ((Eu® + °VE)aa,, (—0° F VEu®)as, + b,a3,a3,0). (7.16)

Si dividimos por (g? + ¢3)/? y aplicamos la definicién dada en (6.15), se

obtiene el autovector de Alfvén a izquierdas en el sistema de variables de Anile
ya renormalizado

lox = —fiVix + foVox. (7.17)

7.3.2 Autovectores renormalizados en el sistema reducido
de variables

Los autovectores de Alfvén a izquierdas en el sistema reducido de variables,
obtenidos a partir de los autovectores renormalizados (7.17), usando el proced-
imiento descrito en la seccién (5.2.1), son

lox = —fiViz + faVax, (7.18)

con
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2(—Ea + 1°B/u®)uY
(BEu® £+ 0°VE)((u°)? — u*u®Xex — u¥u?) /u’ £ VEBYuY Ju°
—(Eu® + OVE) (wu?) /u + VEB*uY u”
Vig = —b*u* T VE(1 + (u%)?) (7.19)

u? (FVEu® + b?)

uY
0
y
2(—FEa + b°B/u®)u?
—(Bu® + °VE)(u*u?) /u® + VEBYu? Ju®
(Eu® + OVE)(u°)? — vtz — v?u?®) /u® + VEB*u? Ju°
Voi = w*(FVEuY 4 bY) (7.20)
b F VE(1 + (u¥)?)
o
0

7.3.3 Autovectores renormalizados en el sistema de varia-
bles conservadas

Siguiendo el procedimiento descrito en la seccién (5.3), obtenemos los autovec-
tores de Alfvén en el sistema de variables conservadas

Lo+ = —fiVix + foVog, (7.21)

donde, las componentes de los vectores Vi1 y Voy son

07
Vit p = CliéiD’ (7.22)
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0z

257
(Eu® £ VEL ¥ (u® — 2a) + \/E{uxBy — WB® — vt (u B — usz)}(7.23)

Yy
Vit,ge = Cix + (B*u® — bOBI)% —u*b*(B*uY — BYu®) +

0z

aSv
)

wul (u¥ B — usz)} — 0u® + (BuY — 1°BY)— — u¥b(B*u¥ — BYu*(7.24)
u

Vig g = Cra + B(u®)?(u® — Agzu®) £ \/E{bouia + bYuvu’ —

oZ 2,2 0 Rz u? 012,y zpz Z,,Y Y,z
Vli,szzCﬁ@—l—(Bu—bB)E—i—bbu—ub(Bu—Bu)
£ VE (b urul + (1 + (u)2)(u*BY — usz)), (7.25)
07
Vier = Crag— —u’(Z + B?), (7.26)

0z —98Y + B2 1
Vit,py = Cix + ( i + (2 — > ZBy) uY

oBvY u9 (u9)?
y1,0 1— 0\2 Yo, Y
+b*(BYu® — B*uY) <U (I)) _|_QBy(zf)) + (Bu® £0° ﬁE>{B (1)1
u U u

Yy Y0
+ (1= au”) (=2(u°)*BY + bu) = — LZ“ bruya} =t \/E{

b" B*u” (B0)2
Yo, Y o_\Y /) 0y2 0,z )2
s (14 )+ (Bu - ) (@) = Aqsu®u® — (u)?)
Y, T RT y1,0
@0 — 2?8 T (B 4 (Bt - By (L
u
1— (u®)?
y___ "7
+2B'— 5 )}7 (7.27)

Z (-5 + B 1
Vit,p= = Cl:taa + < ST+ + (2 — ) ZBZ> uY

B> u0 (u0)2
Zbo 1 _ 0\2 20, Y
+ 0¥ (BY® — BAud) (“ — 2BZ(;L)> + (B’ + bo\/E){B z
u u u

Yy Sz 0
+ (1 = au®)(—2(u®)?B* + bouz)u—0 - Zu bwuya} F \/E{
u

S*uY (1 + waquo) — (Eu0 — @)uyuz

u
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P o ubut B . 5 . u?b?
(0w = 2(u”)?B*) = — (BY + (B — But)u)
1— 0)2
+232#) , (7.28)
YA
Vox.p = OQi@7 (7.29)

07z z
Vox g= = C2i@ + (B*u® — bOBE)% —u”bY(BYu® — B*uY) +

(Eu® + VEW)u* (u® — 2a) + \/E{UIBZ —u®B® — uYu”(u*BY — usz)}(7.30)

z

0Z

u

_ e 2,y _ p0pyy 2 Opyo 2 _ 0 UpY(BY% — RBZY
V2i75y—02iasy+(B“ bB)uO+bbu uYb¥(BYu® — B*uY)
+ VE(buru® + (1 + (u?)?) (u?B* — uZBy)), (7.31)
aZ 0\2/,.,0 x 0, x z, 2,0
VQj;Sz:CQi@"'E(U)(U — Aot U ):I:\/E{bua—kbuu —

u*u? (u*BY — uyBZ)} —0°bYu? + (B?u® — bOBZ)i0 — u*bY(BYu® — B*u¥)7.32)
(A

A
Vosr = 00292 (24 B2) (7.33)

07 —b0SY + B2 1
Vot By = Cox + ( + + <2 - ) ZBy> u?

oBY u9 (u9)?

ybO 1— 0)2 BYu?
0V (B — BYu®) (“ =4 23@/%”) (B’ + bWE){ -

U U U

z Y,,0
+ (1 — au®)(—2(u°)?BY + bouy)u—o - SZuquza} F \/E{
U
waxUO (b0)2

Y% _ 0 _ Y,z
SYu (1+ ~ ) (Eu 0 )u U
u?u® B” u¥bo

+ (0%u? — 2(u")?BY)

— (B* + (B*u? — Byuz)uy)< S

+ 2Byﬂ) } (7.34)

w0

w0
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0z 057 + B2p* 1
Vox B: = Cox + < + + (2 — ) ZBZ> u?

EY:E u0 (u0)2

) zbO 1— 0)2 B?u?

+ bY(B*uY — BV (“ — + 232(3”)> + (B + bO\/E){ z
u u u

z 2,,0
+ (1 — au®)(—2(u°)*B* + bouz)u—o - SZU b“’uza} F \/E{
u

S%y? (1 n bequO) N (Euo _ (1’;)70)2) ((uo)z — At — (uZ)Q)

) z ) AW uzb()

+ 232#) } (7.35)

+ (b%u* — 2(u”)?B?)

donde hemos definido

bO
Cry = —Eu’u¥(1 — au®) — (Bu® + \/EbO)Z{ —2b%au¥ +bY(1 + au”®) +

(B — my)} (2 4+ b2 — b (B — b ) ()2 — 1)

bOb* B®
Z

+ @{uy ((UO)%IB + > — ((u®)? = )Y + v*(bYu® — bzuy))}(z%)
0 0 b
Cor = —Fu'v*(1 — au®) — (Bu’ + \/EbO)Z{ —2b%au® + b*(1 + au®) +

(b — W)} +(Z +b2)ur — b (bu? — bu) ()2 — 1)

b() b* B*
Z

+ \/E{u <(u0)2ux[j’ + ) — ((u®)? = 1)(b* + u¥ (b*u? — byuZ))}(7.37)

7.3.4 Producto escalar

El producto escalar de cada uno de los autovectores de Alfvén a izquierdas
renormalizados, definidos en esta seccion, con los correspondientes autovectores
a derechas dados en la seccion (6.2) es, en cualquiera de los dos sistemas de
variables,

2B + bO\/E)<(1 ~Natvn)? — (1= A2 (froy — fm)?). (7.38)
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7.4 Autovectores magnetosonicos a izquierdas

Los autovectores magnetosénicos a izquierdas presentan un comportamiento
inesperado, ya que en el sistema de variables de Anile s6lo estan mal definidos
en el limite de la degeneracién de tipo I. Por otro lado, los problemas frente a
la degeneracién de tipo II aparecen al transformar los autovectores al sistema
reducido de variables o al sistema de variables conservadas. Por este motivo,
en esta seccién empezaremos modificando los autovectores magnetosonicos a
izquierdas en el sistema de variables de Anile para que no presenten problemas
frente a la degeneracion de tipo I. Después, los transformaremos al sistema
reducido de variables donde los modificaremos para que no presenten problemas
en la degeneracion de tipo II. Por dltimo, los transformaremos al sistema de
variables conservadas.

7.4.1 Sistema de variables de Anile

Los autovectores magnetosénicos a izquierdas dados en (7.6), no estdn bien
definidos en el limite de la degeneracién de tipo I (a = 0y B = 0). Para resolver
este problema los multiplicamos por a y hacemos uso de la definicién de x (6.32),
obteniendo

¢u(Eula — Bb0) 4 b, (G + 2a?) (b° — xu’) — A5 T
¢, (—ab® + Bu®) + (ag® — Gu®)b,
L = . . (7.39)
ad? — a2u® (C% _ 1) n pgh (bcg _ xbo)

0

Los autovectores asi definidos tampoco se anulan en la degeneracién de tipo
I1. Nétese, sin embargo, que en el subcaso 3 de esta degeneracion, caracterizado
por ser ¢2 = b?/E, tendrfamos dos autovectores magnetosénicos iguales. Como
en los resolvedores de Riemann no se usan los autovectores en en el sistema de
variables de Anile, no nos preocuparemos ahora de esta patologia ya que nuestro
objetivo es obtener los autovalores a izquierdas bien comportados en el sistema
de variables conservadas.

7.4.2 Sistema reducido de variables

Si realizamos el cambio del autovector definido en (7.39) al sistema reducido de
variables, V| usando el procedimiento descrito en la seccién (5.2.1), obtenemos
que las distintas componentes del autovector son

02 _ x\2
Imus = Ea ()" - (w?) — (0%u® — bxu‘”)ﬁo

u0 U
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+ % ((bo — \b%) + (G + 2a?) (bo - fu0)> : (7.40)

_ Y
I = (—Eau® + Bb™) % + % ((G + 2a?) <b° - §u0> — (b"\ — b0)> (7.41)

z

_ B
lmw = (—Eau® + Bb") “T) += ((G + 2a?%) (bo -
u

u

SRS

uO) — (b"\ — b0)> (7.42)

Loy = Au*bY — u¥b") — BY, (7.43)
I p= = Mu"b* — u*b") — B?, (7.44)
7 1 G (b B
_ 0 2,0 0
lm,pfa(,b +au(1c2)+ph<c§ ab), (745)
Iy = 0. (7.46)

El producto escalar de estos autovectores con los correspondientes autovec-
tores a derechas (6.33) es

7 2 X
S 2 2 0 b X0
L« P = Q(Gb pha ) {u <1 + phcz) phb

1\ a® [ o u®—u®X
DRt

Contrariamente a lo que sucedia con los autovectores magnetosénicos en el
sistema de variables de Anile (7.39), estos autovectores si se anulan en la degen-
eracién de tipo II. A fin de evitar esta patologia y previo al proceso de renor-
malizacién, haremos un andlisis de sus componentes, escribiéndolas en términos
de las funciones que se anulan en el caso de la degeneracién de tipo II (A, g1,
g2 y by).

Partiendo de la expresion (7.40), operando y reagrupando términos obten-
emos

lnur = —5 | = ((u°)? = (u”)?) + 2B7H(G + a?) | (7.48)
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Para la segunda componente, partiendo de la expresién dada en (7.41), y tras
algunas operaciones, llegamos a

7 u? A T/, T T
lm’uy = m (au (u )\ — UO) + 2B )\bg(G + a2)>
+ g2 <(G +2a°%) (b° — xu®) — (0" — b0)> : (7.49)

Tras un calculo similar al de la componente I, v, obtenemos que la tercera
componente del autovector (7.42), se puede expresar como

3 — uiz A x(pxy _ .0\ _ 1.0 2
lm’uz_uo(uO—AuI)<au (WA —u’) — 2B (G + a ))
+ 01 <(G +2a%) (b° — yu®) — (b°\ — b0)> . (7.50)

En el caso de la cuarta componente (7.43) es facil demostrar que

Iy = —ga(u® — \u®). (7.51)

De forma andloga, para la quinta componente (7.44), se tiene

Iy = —g1(u® — ). (7.52)

En el caso de la sexta componente (7.45), operando y reagrupando términos, se
obtiene

_ b2G

G
_ z 0\ __ 0
lnp = (= (G 1 aD)D) (Au® —u”) — —xb;. (7.53)

ph

La tltima componente sera:

Ipp = 0. (7.54)

7.4.3 Propuesta de renormalizacién

Con el fin de renormalizar las componentes de los autovectores utilizaremos la
relacién

_ 1 b% 2 2\ 2
A = ( — 1) m@ (G+ a )CS, (755)
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valida para los autovalores magnetosénicos, y para cuya deduccién se ha uti-
lizado la descomposicién del campo magnético en sus componentes normal y
tangencial, y la igualdad (6.38).

Al igual que hicimos en el caso de los autovectores a derechas, consideremos
un par de autovalores magnetosénicos, lento y rapido. Para el autovector corres-
pondiente al autovalor més cercano al autovalor de Alfvén, se propone dividir
sus componentes por | b; |, quedando entonces de la siguiente manera

= _ G+a?

lm,u‘”

(1-=c2)|bi]a
a? — (G + a?)c?

u9

(u®)? — (u”)?) + 2B~ 0 ] ) (7.56)

_ u?(G + a?) <(1—c§)|bt|a

- a? — (G + a?)c?

bO
oy _ .0\ T t
Ly = W00 — ) uf(u* N —u") — 2B\ )

+; = | <(G +20%) (b° = xu”) — (b"A — b°>> » (7.57)

_ u? (G + a?) ((1—c§)|bta

bO
- zioxy 0\ ZBT t
b uO(u® — Aur) \ a2 — (G + az)cgu (u*A —u’) A )

- <(G +2a?) (0° — xu®) — (b"\ — b°)>, (7.58)

| by |
7 _ g2 0 T
lm,by = *7(71 —Au )7 (759)
| by |
7 _ g1 0 T
lnpz = — (u” = Au®), (7.60)
| by |

I T _ud) - =, 7.61
P @ — (G Y )T AT, (761
En las expresiones anteriores,

by . (foaze — fraqr)ad + (fiarr — foaoe)ah

b, | (2 2 1/2 2 ’ (7.63)

| by | (f3aga — 2f1 facnz + fRan1) '~ (a0 — ady)t/?
ga o (W0 = ) = (1= 23 ((w)* + (u)?) 2
2 = b , (7.64)

| bt | (f220422*2f1f20412+f120411)1/2
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donde las funciones f1 y f2 han sido definidas en (6.15), (6.16). Adem4s, para
que los vectores estén bien definidos en el subcaso 3 de la degeneracién, adoptare-
mos la prescripcién dada en (6.44).

Para el otro autovector, cuyo autovalor estd mas alejado del autovalor de
Alfvén, se propone dividir sus componentes originales (7.48)-(7.54) por la igual-
dad (6.38):

g - fha b G (7.65)
a2 — (G +a?)cz  G(G+ a2)c?’ )
obteniéndose
e = o | (% = 1) ol — o)+ 28—l o0
m,u® = ud Cg alu U pha2 “bC , .
o = [ (=1 ) aur(er -y —2ma Mol
0 =) [\ pha? — b2G

92b20G<(G + 2(12) (bo _ XUO) — 0"\ — b())>(,7.67)

pha? —
e = e | (& = 1) awruea =) — 22— M) ¢
e uo(uo — Au®) Cg auie v pha? — b2G
pllct29—1|32GG<(G + 2a2) (bO _ XUO) _ (bI)\ N bo))(,7.68)
m,b¥Y — thQ _ b2G 3 .
Lpe = ——— 2 G(u® — \u”) (7.70)
m,b* — pha2 _ b2G 9 .
I (\u” —u’)G G b
lm = — X, 71
P ph(G+a2)2 ph Xpha2 b2 (7.71)
b =0, (7.72)

debiendo prescribir los siguientes limites, para el caso de triple degeneracién

by

l — o =0 7.73
phazfllI)I%GHU pha? — b2G ) ( )

: 91,2
! 1 = 0 7.74
Pha”—lg%G—m pha? — b2G (7.74)
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7.4.4 Sistema de variables conservadas

Tomando los autovectores en el sistema reducido de variables, cuyas compo-
nentes estan definidas en (7.48)-(7.54), y transformdndolos al sistema de varia-
bles conservadas siguiendo el proceso descrito en la seccién (5.3), obtendremos
los autovectores en variables conservadas. Una vez obtenidos, procederemos a
su renormalizacion.

Previamente definimos

H = (G +2a°) (b° — xu") — ("X — 1Y), (7.75)

2 0 Rz
Cp = b; {(cf ~1)(G + a®)au’® (u‘” + v'B > +

a? — (G + a?)c? Z

b? 2(G + a?)B*u° B
0\2 z _ 0 _ 30 0 =
((u) +ph>(>\u u)G} bt{ e (u a+ A+ Z >

+ ((u0)2 + E;) GX} — gQ{uoH <u0uy + bOZby> + (by((u0)2 —1)

27 + b? bOb*
- uouybog) (u® — )\u””)} — gl{uOH (uouz + ~ )

+ (bZ((u0)2 -1) - uOquOQZ;bQ> (u® — )\ul')}. (7.76)

Una vez definidas estas cantidades pasamos a escribir las componentes de los
autovectores magnetosonicos en el sistema de variables conservadas,

0z

Lm Sz = Om

)

0z b? 9 9 9 B7)?
e T A Crane (G+a2)c§{(1 —c)a(G+a”) ((uo) + ( ph) >

2,z _ 10 px 2 T T
| Bt 1B (AUIUO)G}+bg{2(G+a)B ((1+aum)uO+B B>

ud — \u® ph
B2uz _ bOBac . .
phuOXG}‘i’QQ{UOH(U uy+phu0)( OfAU )

2 ThHz
uw? [ b*ul + B"”b— — BY%u” + g1 uPH | u®u® + BT
ph phu?

— (u® = xu®) <u (bwuo + B"’”i) - Bzu"’”) } (7.78)

B*bY

B*BY

0z b? 5 5
{(1 —c2)a(G + a®) oh

a5y + a? — (G + a?)c?

Lm’sy = Cm
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2,y _ pORY o o .
+BUbB(/\uz—uO)G}+b(t’{2(§';+a)B (auyu0+ B B)

phuo — \u® ph
B2y —1°BY BYWY
_ UMLUOXG} +g2{u0H (1 +uYuY + phu0> — (u® — )
(ot nfon (o 22

_ 07z b2 ) )
Ly, s+ —CmaSZ“Fa?_(G,_’_az)CQ{(l—C )a(G+a )7

B2 - OBZ 2 2 B B*
+ %()\ur —uO)G} +b?{(§0+_a) (auzuo—f— ph5>

32 z_bOBz szy

<uy <bzu0 _|_szh> _Byuz)>} +91{UOH <1 + uFu? + >

phu®
(uo)\um)(uB;)thbOquu >} (7.80)

0Z B2 b2
Lo 02 (0 BN b 0 ) g
m,T Cn, or ((U ) + ph) G{CL2 — (G+a2)cg ()\u U ) th}7 (78 )

02 b SYB*
Lin,pv = Cp, : 1—c2 2 — 2BYu”
W5 C "OBY + a? — (G+a2)c§{( ¢5)a(G +a )< oh >

(_bOSy + B2pY
Y (e

2B%(G + a?
phuf

+(2(u”)? - 1)By> G(Au® —u®) + bo{ Auz

SYB B0SY — B2py
~ HEBQ ) Vol + ph ) " ( oh u0 - (2 -1) By)

t 92 H )?BYu’ +0°(1 + uu?) + h) - (u® - Au””)(EuO
P

+ S¥u (1 ) wtf = (Wu? — BY) — 2B <u0uyb0 I G0l By) }
rofu(ce

Yph* 2
et ) (o (147)
P

vpY 1 — (u0)2
+ uub (b°u* — B*) — 2BY (uouzbo + (U)Bz) } (7.82)
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0Z b% 2 2 S*B* z,,x, 0
Lm’Bz_CmﬁBZ+a2—(G+a2)c§{(1_65)a(G+a)( 5 —2Buu>
—bVS% + B%b* 2B%(G + a?)

phu0 Au®

z bO z Bsz
—2u’B*(\ 4+ u%a) + bPau® + S B) ( 5

ph phu

2py
-XG} + gp{H((—Q(uO)QBZ + b )uY + sz

) b2 zbO ) 1— 0\2 )
S¥uY (1 + > + L (0u¥ — BY) - 2B° (uouybo Ml Gl By>} +
u

h
+(2(u0)? — 1)32) GOw” —u®) + b?{,@_

(

)

ph

Zhz

gl{H< —2(u®)?B*u® +b° (1 + v*u®) + o ) — (u® = xu®) <Eu0
p

2 21,0 _(,,0)2
+ S*u* (1 + b> +2 b (b°u* — B*) — 2B* <u0qu0 + 1(“)32) } (7.83)
(A

ph 0 uf

La propuesta de renormalizacién que hacemos para estos autovectores en
el caso de la degeneracion de tipo II es la que sigue. Para el autovector mag-
netosonico cuyo autovalor correspondiente sea el mas cercano al autovalor de
Alfvén, proponemos dividir por | by |. Asi, deberemos realizar las siguientes
sustituciones en las componentes del autovector:

b} . | by |
a? — (G + a?)c? a? — (G +a?)c?’

o (7.84)
‘ | by |’ .

g g
g1 — ﬁa g2 — ﬁa (7~85)

donde las expresiones que debemos usar en la renormalizacién, se encuentran

definidas (7.63) y (7.64).
Para el otro autovector, proponemos dividir por

b? B pha? — b%G
a2 — (G +a?)c2  G(G+a?)c2’

Asi, deberemos hacer las siguientes sustituciones en las expresiones de las com-
ponentes

(7.86)

b? 0 WG(G + a?)c?
—a2 — (G + az)cz — 17 bt — pha2 — b2G Pl (787)
2y .2 2.2
" 91G(G + a*)c? . 92G(G + a*)c3 (7.58)

pha? — b2G 92 pha? — b2G
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donde las expresiones que debemos usar en la renormalicién se encuentran en
(7.73) y (7.74).



Capitulo 8

Un cdédigo numérico para
RMHD basado en técnicas
HRSC

En este capitulo vamos a describir los ingredientes fundamentales del cédigo
numérico para RMHD, basado en las llamadas técnicas de alta resolucién de
captura de choques, que hemos desarrollado. En la primera secciéon resumire-
mos los conceptos basicos de este tipo de técnicas y su aplicacion a la magne-
tohidrodindmica relativista. A continuacién, nos centraremos en la descripcién
de los elementos del cédigo numérico, comenzando por el calculo de los flujos
numéricos, tanto para las variables hidrodindmicas como para las componentes
del campo magnético. En una segunda parte del capitulo, analizaremos diversos
tests en una y dos dimensiones espaciales. Finalmente describiremos los resul-
tados obtenidos en una aplicacion sencilla para el estudio de chorros relativistas
magnetizados.

El cédigo numérico descansa en una discretizacion conservativa de las ecua-
ciones. El ingrediente mas original es el uso de un resolvedor de Riemann aprozi-
mado tipo Roe basado en la descomposicién espectral renormalizada presentada
en los capitulos precedentes de este trabajo. Junto con dicho resolvedor, y a
efectos de comparacién, se ha programado también un resolvedor mas sencillo
(HLL).

El cédigo resuelve las ecuaciones de la RMHD para un fluido magnetizado
relativista caracterizado por las densidades de masa y energia interna y campos
tridimensionales de velocidades y magnético, sobre un dominio espacial bidi-
mensional (aproximacién 2.5D). La implementacién actual del c6digo, permite
el uso de coordenadas cartesianas (x,y,z) y cilindricas (r, ¢, z) asumiendo, en
este tltimo caso dependencia en r y z.

119
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8.1 MHD relativista y técnicas HRSC

Procedimientos analiticos para la obtencién de soluciones de sistemas de ecua-
ciones diferenciales en derivadas parciales sélo existen en ciertas situaciones
particulares, por lo que se recurre a métodos de resolucién numéricos (aproxi-
mados). Los métodos de alta resolucién de captura de choques (métodos HRSC,
del inglés high-resolution shock-capturing methods; ver, por ejemplo, LeVeque
1992) estdn especialmente disefiados para describir correctamente las soluciones
de sistemas hiperbdlicos de leyes de conservacién (como las ecuaciones de la
hidrodindmica o magnetohidrodindmica clésicas y relativistas), que pueden de-
sarrollar discontinuidades a partir de datos iniciales suaves. Estos métodos se
basan en la discretizacién de las ecuaciones en su forma conservativa y la uti-
lizacion de la informacién caracteristica del sistema.

En la Seccién 8.1.1 se introduciran los conceptos e ingredientes bésicos de
las técnicas HRSC. En la siguiente seccién, haremos un breve repaso histérico
de los esfuerzos, problemas y principales logros en la utilizacién de las técnicas
HRSC en el contexto de la MHD y RMHD.

8.1.1 Introduccién a las técnicas HRSC

Para simplificar la notaciéon nos restringiremos formalmente al caso de una
ecuacién escalar en una dimensién espacial

Ou , 9f(w)

ot Ox
con la condicién inicial u(z,t = 0) = ug(z).
En el contexto de los métodos en diferencias finitas, la ecuacién (8.1) se
resuelve en una malla numérica espacio-temporal (z;,t"™) con

=0 (8.1)

z; = (j —1/2)Axz, ji=1,2 .. v t" = nAt, n=0,1,2,.. (8.2)

donde At y Ax son el paso temporal y el tamano de celda, respectivamente.
En cada una de las celdas numéricas se definen las cantidades u?, que pueden
interpretarse como una aproximacién del valor promedio en la celda

1 [fTit1/2
uj Uy = E/ u(x, t") da. (8.3)
Tj—1/2
Las soluciones clasicas del sistema de ecuaciones diferenciales (que no siem-
pre existen) son aquellas que son C!. Se define una solucién débil como aquella
que es solucién clésica en las regiones donde es C!' y que en los puntos donde
no es C'' cumple las condiciones de salto de Rankine-Hugoniot

fur) = fur) = s(ur —ur) (8.4)

donde s es la velocidad de propagacién de la discontinuidad y ugr y uz, son los
estados a derecha e izquierda, respectivamente, de la discontinuidad.
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Las soluciones débiles tienen el problema de que pueden ser no fisicas. Las
soluciones fisicas son aquellas que corresponden al limite ¢ — 0 (¢ > 0) de u,,
solucién de la ecuacién

Ou.  Ouz 532%
ot or 0%z’

Podemos caracterizar estas soluciones por la llamada condicién entrépica,
que para fluidos senala que la entropia de un fluido debe crecer al atravesar una
discontinuidad. Para el caso escalar, Oleinik (1959) demostré que las soluciones

fisicamente relevantes cumplen

f(u) — flur) > 6> fu) = f(ur)

u— Uy, U—UR

(8.5)

(8.6)

para todo u entre ug y ur. La extension de este resultado a sistemas de leyes
de conservacion fue desarrollada por Lax (1972).

Un teorema debido a Lax y Wendroff (Lax y Wendroff 1960), demuestra
que los esquemas numeéricos basados en una discretizacion conservativa de las
ecuaciones, en caso de converger numéricamente, lo hacen a una soluciéon débil
del sistema original de ecuaciones. La convergencia bajo refinamiento de malla
implica que el error global || Ea, ||, definido como

| Eaa l|= Az [ —ull |, (8.7)
J

tiende a cero cuando Az — 0.
Consistentemente con la ley de conservacién, un esquema numérico se dice
conservativo cuando se escribe en la forma

At

u Tl = ~ (f(U?w Uiy Wi g) — fluf_, g uf ...,u;‘+q+1)) ,(8.8)

donde ¢ y 7 son enteros positivos y f es una funcion, el flujo numérico, que
verifica f(u,u,..u) = f(u).

El anteriormente citado teorema de Lax-Wendroff no establece, sin embargo,
bajo qué condiciones el método es convergente. En el contexto de asegurar la
convergencia, la estabilidad de la variacion total de la solucién ha probado ser
un criterio sdlido aunque tedricamente restringido a leyes escalares. La variacion
total de la solucién en un cierto instante t" se define como

—+o0
TV(u") =>  |uly, —ul}|. (8.9)
0

Se dice que un esquema numérico es TV-estable si la cantidad TV (u™) estd
acotada por el dato inicial para todo t". Para leyes de conservacién escalares, es-
critas en forma conservativa, se demuestra que la T'V-estabilidad es una condicién
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suficiente de convergencia (LeVeque 1992). Debido a este resultado, la inves-
tigacion se ha dirigido hacia el desarrollo de métodos numéricos de alto or-
den, en forma conservativa, los cuales satisfagan la condicién de TV-estabilidad.
La forma conservativa se obtiene a partir de la forma integral del sistema de
ecuaciones. Integrando la ecuacién diferencial en un dominio [z;_1 /2, Zj41/2] X
[t",t"T1] y comparando con la ecuacién (8.8), se llega a la conclusién que el flujo
numérico f que aparece en (8.8) es una aproximacién al promedio temporal del
flujo que atraviesa la interfase entre dos celdas numéricas

tn+1

= 1
Boape g [ Hulaant) i (5.10)

Los flujos numéricos se pueden obtener calculando de forma exacta o apro-
ximada el flujo que se estableceria entre las dos celdas numéricas considerando
que en el instante inicial los estados en cada punto de la celda numérica son
constantes y que la interfase entre las celdas marcaria la discontinuidad entre
los estados, es decir resolviendo el llamado problema de Riemann en cada in-
terfase de la malla. Los métodos numéricos basados en esta estrategia reciben
el nombre de métodos tipo Godunov en honor de K.S. Godunov quien la in-
trodujo en el marco de las ecuaciones de la dindmica de fluidos perfectos en
1959 (Godunov 1959). En la actualidad, el desarrollo de resolvedores del prob-
lema de Riemann constituye por si mismo una disciplina dentro del anélisis
numérico (ver, por ejemplo, Toro 1997). La disipacién numérica necesaria para
estabilizar el algoritmo a través de discontinuidades puede introducirse también
anadiendo términos disipativos conservativos locales a métodos en diferencias
finitas estdndar. Esta es el enfoque seguido en los llamados métodos simétricos
(véase, por ejemplo, Davis 1984, Roe 1984, Yee 1987 y Liu y Osher 1998).

La precisién de alto orden se obtiene normalmente usando funciones po-
linémicas conservativas para interpolar la solucién aproximada dentro de las
celdas numéricas. La idea es producir estados a la izquierda y a la derecha
de cada interfase mds precisos sustituyendo los valores medios, uj (que solo
proporcionan precisién de primer orden), por valores méds proximos al flujo real
en las interfases, UJL+1/2’ “?-5-1/2)' Esta el proceso de interpolacién debe preservar
la TV-estabilidad, cosa que se logra usando algoritmos monoétonos.

Se dice que un método es TVD (del inglés total variation dimishing scheme)
si la variacion total de una cualquier solucién decrece con el tiempo. Obvia-
mente, los esquemas TVD son TV-estables. El primer esquema de alto orden
TVD fue desarrollado por van Leer (1977), quien obtuvo un esquema de se-
gundo orden usando una interpolaciéon en las celdas numéricas. La utilizacion
de parabolas mondtonas para obtener mayor precisiciéon dié lugar al desarrollo
de un esquema de tercer orden, el método PPM (de piecewise parabolic method)
desarrollado por Colella y Woodward (1984). La propiedad TVD, aunque ase-
gura la TV-estabilidad, puede ser demasiado restricitiva. De hecho los métodos
TVD reducen su precisiéon hasta primer orden en los extremos. Por ello, se
han desarrollado métodos de reconstruccién alternativos, donde se permiten in-
crementos de la variacién total. Este es el caso de los esquemas TVB (total
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variation bounded, esquemas de variacién acotada), entre los que se encuentran
los métodos ENO (essential non oscillatory; Shu y Osher 1989) o el método
PHM (piecewise hyperbolic method; Marquina 1994).

La precisién de alto orden en el avance temporal se puede conseguir uti-
lizando, por ejemplo, algoritmos de Runge-Kutta que preservan la propiedad
TVD en cada subpaso (Shu y Osher 1988).

8.1.2 Técnicas HRSC en MHD clasica y relativista

El éxito de los esquemas HRSC en hidrodindmica (clésica y relativista) ha pro-
piciado su aplicacion a la MHD y, més recientemente, a la RMHD. La principal
diferencia cualitativa entre la hidrodindmica y la magnetohidrodinamica radica
en la adicién en ésta ultima de la ecuacién de induccién

E—VX(VXB):O (8.11)

y de la condicién de divergencia nula para el campo magnético

V-B=0. (8.12)

Esta dltima ecuacién rompe formalmente el cardcter conservativo del sistema de
ecuaciones, aunque en el caso unidimensional dicho cardcter se recupera. Brio
vy Wu (1988) se aprovecharon precisamente de esta circunstancia para extender
las técnicas HRSC basadas en resolvedores de Riemann aproximados a la MHD.
Para ello tuvieron que renormalizar los autovectores de la MHD para poderlos
utilizar en los casos de degeneracién. Muchos trabajos posteriores han ahondado
en esta linea de trabajo. Dai y Woodward (1994) adaptaron el esquema de
reconstruccion PPM para la MHD. Zachary et al. (1994), Ryu y Jones (1995),
Roe y Balsara (1996), etc., han implementado métodos TVD usando diversos
resolvedores de Riemann.

La condicién de divergencia nula adquiere mayor importancia al considerar
la extension multidimensional. No es tinicamente la necesidad de satisfacer de
forma mas o menos precisa una condiciéon matemética impuesta al sistema, sino
el hecho de que, de no cumplirse ésta, los resultados incluirdn efectos no fisicos,
concretamente aceleraciones a lo largo de las lineas de campo magnético. Con
objeto de forzar el cumplimiento de la condicién de divergencia nula para el
campo magnético se han desarrollado diferentes tipos de métodos: método de
las ocho ondas, transporte restringido (CT, del inglés constrained transport), es-
quemas de proyeccion, métodos basados en el uso del vector potencial, etc. Un
resumen actualizado de las tres primeras estrategias puede encontrarse en Té6th
(2000). En Evans y Hawley (1988) se discuten las limitaciones de la cuarta. En
nuestras aplicaciones numéricas hemos utilizado la técnica CT, originalmente de-
sarrollada por Evans y Hawley (1988). El método consiste en una discretizacién
del campo magnético en las interfases que garantiza la conservacién del valor
inicial de V-B en cada celda numérica, al nivel de precisién numeérica correspon-
diente al error de redondeo. En la actualidad, existen diversas prescripciones
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para el cédlculo correcto de los flujos asociados al campo magnético para algo-
ritmos basados en resolvedores de Riemann (Dai y Woodward 1998, Ryu el al.
1998, Balsara y Spicer 1999).

En el contexto de la RMHD, los problemas derivados de la inclusién de la
ecuacion de induccién y de la condicién de divergencia nula son los mismos
que en MHD, no en vano tenemos las mismas ecuaciones, y las estrategias para
solucionarlos son las que acabamos de citar. De hecho los mayores problemas
que se encuentran al abordar la extensién de las técnicas HRSC basadas en
resolvedores de Riemann a la RMHD provienen del hecho de la falta de un
procedimiento de renormalizacién de autovectores similar al realizado por Brio y
Wu (1988) en el caso cldsico. Uno de los objetivos principales de la investigacién
que ha dado lugar a esta Tesis Doctoral ha sido, precisamente, el desarrollar
dicho procedimiento de renormalizacién (véanse los Capitulos 5, 6 y 7).

Ademas de los problemas ya referidos sobre la carencia de un conjunto de
autovectores renormalizados, el mayor acoplamiento de las ecuaciones de la
RMHD redunda en una menor eficacia de los esquemas usados. Aun asi, en los
ultimos anos se ha realizado un importante esfuerzo en el desarrollo de cédigo
para la RMHD basados en técnicas HRSC. Resumiendo brevemente estos es-
fuerzos, destacaremos el articulo de Komissarov (1999a), en el cual ademds de
un profundo estudio de la estructura caracteristica de la RMHD, se describen
las lineas maestras de un cédigo numérico multimensional HRSC, que aunque
muy difusivo, ha demostrado ser robusto y fiable, como podemos observar en
las simulaciones de chorros relativistas magnetizados (Komissarov 1999b) o de
magnetosferas de pilsares (Komissarov y Lyubarsky 2003).

El siguiente trabajo a destacar es el realizado por Balsara (2001). Este tra-
bajo, aunque reducido al caso unidimensional, presenta importantes novedades
como es el intento de renormalizacién de los autovectores a derechas. Posible-
mente la aportacion mas interesante del trabajo sean las propuestas de tests
numéricos y su presentacién que permiten una rapida comparacién con otros
cédigos, aunque por desgracia ninguno de los tests propuestos corresponden a
casos degenerados.

Otro trabajo destacable en el esfuerzo de obtener una descomposicion espec-
tral de las matrices jacobianas de la RMHD apta para su empleo en resolvedores
de Riemann, es el de Koldoba et al. (2002). Esta descomposicién proporciona
una expresién similar a la que hemos deducido por otros medios para el auto-
vector de Alfvén en el sistema de Anile. La expresién que dan para los vectores
magnetosdnicos es similar a la nuestra aunque difiere en la normalizacién usada,
estando inspirada la de Koldoba et al. (2002) en el trabajo de Brio y Wu (1988)
y la nuestra, en el andlisis geométrico de los autovectores y de las ecuaciones
caracteristicas. Lamentablemente, no proporcionan el paso al sistema de va-
riables conservadas, con lo cual no es posible a priori su uso en los esquemas
generales basados en resolvedores de Riemann.

El trabajo de Del Zanna et al. (2002), elude el problema de no contar con
una descomposicién espectral adecuada para su utilizacién en resolvedores de
Riemann utilizando dos esquemas para el célculo de flujos (local Laz-Friedrichs
y HLL; ver detalles en Del Zanna et al. 2002) que tinicamente necesitan conocer
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los autovalores. Estos dos esquemas aunque son mas difusivos que los basados
en resolvedores de Riemann més complejos, son combinados con procedimientos
de reconstrucccion ENO de tercer orden, obtiendo muy buenos resultados.

En el campo de la GRMHD debemos destacar los trabajos de Koide et al.
(1998, 1999, 2000, 2002) y Koide (2003) en el contexto de la formacién de chorros
relativistas y que se basan en la utilizacién de un método simétrico. Aunque los
resultados distan mucho de ser definitivos y muestran numerosas limitaciones
(ver, por ejemplo, Komissarov 2004) se trata de trabajos pioneros que se han
convertido en un referente fundamental en el marco de la GRMHD numérica.

Siguiendo en el marco de la GRMHD, el panorama actual se completa con
las contribuciones de De Villiers y Hawley (2003a), que desarrollan un cédigo
numérico basado en técnicas de viscosidad artificial, Gammie et al. (2003) con
su cédigo HARM, que utiliza el resolvedor HLL, y recientemente, Komissarov
(2004), que ha extendido su c6digo RMHD a GRMHD.

8.2 Discretizacion de las ecuaciones

De forma genérica, y sin explicitar el algoritmo de avance temporal, la dis-
cretizacion conservativa de las ecuaciones de la RMHD conduce al sistema,

U, ! 1 frl 1 fnl
a AV, ; {ASHl/?»jFHl/Zj - ASi71/2,jFi71/2’j
1 A
AV {ASZ J+1/2 i j+1/2 ASzj—l/QF?,j—l/Q} + Si,j7 (813)
i,

donde los elementos de volumen y area se corresponden con

A‘/i,j = Al’lAyJ s AS}J = ij 5 ASZ] = A{,Ci, (814)

en coordenadas cartesianas, y con

AV, ;= WAT?AZ]' , AS}J =2mr;Az; ASZ-QJ- = WAT?, (8.15)

en coordenadas cilindricas.

En la expresién (8.13) las cantidades U, ; y S; ; representan aproximaciones
a los valores medios de las densidades de las variables conservadas y de los
términos fuente en las celdas numéricas. Andlogamente, las cantidades P

yF

1
i+1/2,5
son los flujos numeéricos, aproximaciones a los flujos a través de las

4,j+1/2
correspondientes interfases numéricas. En coordenadas cartesianas,
/I7+1/2 /yg+1/2
Uij = (z,y,t) dz dy, (8.16)
Av’j Yj—1/2
- Yj+1/2
Fit12; ™ Asl / F*(zit1/2,9.1) dy, (8.17)

0J YYj—1/2
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T WU B L (8.18)
i+1/2,§ ~ AG2 Ty Yj+1/25 z, .
i, x

i—1/2

Si; =0, (8.19)

donde las funciones U, F* y FY estdn definidas en el Capitulo 4 (Seccién 4.2).
En coordenadas cilindricas,

/Tz+1/2 /Z1+1/2
U, ~ (r,z,t) rdrdz, (8.20)
AVJ Ti—1/2 Zi—1/2
R 2T Zit+1/2
Pl ~ 7/ F*(r z,t)dz (8.21)
i+1/2, Z+1/27 ) )
/23 AS&l Zi—1/2
B2 2n / T e )rd (8.22)
ETRIR “(r, 2j41/2,t) rdr, .
R ASZ% Ti-1/2 ’
/Tz+1/2/ l+1/2
Sij R (r,z,t)rdrdz, (8.23)
AV;J Ti—1/2 Zi—1/2

donde las funciones U, F*, F% y S estdn definidas en el Apéndice D.

8.3 Calculo de flujos numéricos

En esta seccion expondremos las dos estrategias utilizadas para el cdlculo de los
flujos numéricos.

8.3.1 Resolvedor tipo Roe

Los sistemas hiperbdlicos lineales tienen solucién exacta. El apéndice B se des-
cribe la obtencién de dicha solucién en el contexto de los esquemas conservativos,
dando las expresiones de los flujos numéricos en términos de la descomposiciéon
espectral de la matriz jacobiana del sistema. Reciben el nombre de resolve-
dores tipo Roe aquellos que utilizan la solucién exacta del problema de Riemann
correspondiente a un sistema de ecuaciones lineal obtenido mediante una lin-
ealizacion local del sistema hiperbdlico original para el cdlculo de flujos entre
celdas numéricas contiguas.

El resolvedor de Roe original (Roe 1981) se basa en la definicién en cada
interfase de una matriz constante, A, a partir de la matriz jacobiana del sistema
original, que verifica las siguientes propiedades:

1. A depende tnicamente de los valores a izquierda y derecha de la interfase
en cuestion, A = A(Up, Ug).

2. A debe ser consistente, es decir A(UL,UR) — A(U), siU;, Ugp — U.
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3. Para cualquier Uy, Ug se debe cumplir que:

A(U, —-Ug)=F(U,) - F(Upg) (8.24)
4. Los autovectores de A deben ser linealmente independientes.

Las condiciones 1) y 2) son necesarias para recuperar el algoritmo lineal a
partir de la versién no lineal. La condicién 3), suponiendo que 4) se verifica
asegura que el flujo numérico es exacto para el caso de discontinuidades (ondas
de choque).

El trabajo de Roe (1981) presenta la forma de obtener la matriz A para las
ecuaciones de la dindmica de fluidos cldsica en términos de un cierto estado U
promedio de los estados U y Ug. A partir de la matriz A y teniendo en cuenta
la expresién del flujo numérico en sistemas hiperbdlicos lineales, el flujo de Roe
se calcula segiin

~ 1 ~ ~
FROE — 5 |F(Ur) + F(Ug) - > AP EPR®E) | (8.25)
p
con
a®» —L®) . (Up - Uy), (8.26)

donde X(p), f{(p), y L® son los autovalores y los autovectores por la derecha y
por la izquierda, respectivamente, de A (p toma todos los valores enteros desde
1 hasta el nimero de ecuaciones del sistema).

La linealizacion de Roe para el sistema de la hidrodindmica relativista en
una métrica general fue desarrollada por Eulderink (Eulderink 1993, Eulderink
y Mellema 1995). Desafortunadamente, no se conocen los estados promedio de
Roe para la MHD (Brio y Wu 1988 obtienen la matriz de Roe en MHD clésica
para el caso particular de un gas ideal con exponente adiabético igual a 2).

Si se relaja la condicién 3) anterior, el resolvedor de Roe ya no es exacto
para ondas de choque, pero sigue produciendo soluciones adecuadas. Por otro
lado, las condiciones restantes son satisfechas por un gran nimero de de estados
promedio. El trabajo de revisién de Mart{ y Miiller (2003) recoge toda una serie
de resolvedores basados en el de Roe que no satisfacen la condicién 3) (resolve-
dores tipo Roe) en hidrodindmica relativista. En el caso del c6digo para RMHD
que estamos describiendo, hemos utilizado, tras explorar varias posibilidades sin
encontrar diferencias significativas, un resolvedor tipo Roe basado en un estado
promedio construido a partir de las variables fisicas, segiin la media aritmética

-~V A%

(8.27)
donde V = (p, p,v®,vY,v*, BY, B*). Para este estado promedio, V, es para el
que calculamos los autovalores AP) v los respectivos autovectores en variables
conservadas, R(®) y L), que usamos en el célculo del flujo de Roe (8.25). En
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nuestra implementacién del cédigo para RMHD, los autovalores se obtienen a
partir de las expresiones dadas en la seccién (4.4), mientras que los autovecto-
res por la derecha y por la izquierda son los obtenidos en los capitulos 6 y 7,
respectivamente.

Un problema del resolvedor de Roe es que viola la condicién de entropia
para el caso de rarefacciones transénicas (Roe 1981, Van Leer 1984), estando
asociado especificamente a los puntos de la onda de rarefacciéon donde el auto-
valor asociado cambia de signo. En estos casos el resolvedor de Roe converge
a soluciones no fisicas. Para prevenir este hecho, se debe incluir un término de
viscosidad que actia en estos puntos (ver Harten y Hyman 1983, Yee 1989).
Para ello se modifica el flujo de Roe (8.25) de la siguiente forma

~ 1 -
FROE — ~ |\F(UL) + F(Ug) — Z |£(p)a(p)R(p)] , (8.28)
p
donde se define
€ = max (|XP|, 51’), (8.29)
57 = max (0, (AP — AP), (AR — XP)) (8.30)

siendo A} y A% los autovalores asociados a los estados izquierda y derecha,
respectivamente.

8.3.2 Resolvedor HLL

En el resolvedor de Roe (y més en general, en los resolvedores tipo Roe), la
solucién exacta del problema de Riemann para las ecuaciones de la hidrodindmica
consistente en cuatro estados constantes separados por ondas simples (ondas de
choque o rarefacciones y una discontinuidad de contacto) se sustituye por cua-
tro estados constantes separados por discontinuidades lineales. El resolvedor de
Riemann HLL (Harten et al. 1983) contiene sélo tres estados constantes,

Uy paraz < Apt
UL (2/t: UL, Ug) ={ U, parapt <z <Apt , (8.31)
Upr paraz > Apt

donde A\, y Ar representan, respectivamente, cotas a las velocidades minima y
maxima de las ondas que emanan de la discontinuidad inicial. El estado interme-
dio, U,, se determina requiriendo la consistencia de la solucién aproximada del
problema de Riemann con la forma integral de las ecuaciones de conservacion.
El flujo numérico asociado con dicha solucién tiene la forma

FHLL _ ATF(UL) = A" F(Ug) + ATA~(Ugr — Uyp)

e (8.32)

con
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AT =max(0, A}, A7) A7 =min(0, \}, \D), (8.33)

donde )\Z r denota el conjunto de autovalores de los estados izquierda y derecha,
respectivamente.

El resolvedor HLL evita el uso de gran parte de la informacién caracteristica
del sistema de ecuaciones, lo que lo hace muy facil de implementar. Por otro
lado, el uso de cotas inferior y superior a las velocidades de propagacion de
las ondas hace que el resolvedor HLL sea mas difusivo que los tipo Roe, por
ejemplo. Sin embargo, la mayor difusividad del resolvedor lo hace también més
robusto.

8.4 Preservaciéon de la condicién V-B =0

En la Seccién 8.1.2 ya se discutié la necesidad de imponer la condicién de di-
vergencia nula para el campo magnético en el contexto de los algoritmos para
la magnetohidrodindmica numérica y se enumeraron las estrategias mds uti-
lizadas. En la presente Seccién describiremos el algoritmo implementado en
nuestro c6digo y que se basa en las técnicas de transporte restringido (del inglés,
constrained transport, CT). Como ya se dijo en 8.1.2, la técnica CT fue desarro-
llada originalmente por Evans y Hawley (1988) y adaptada a las técnicas HRSC
por diversos autores (Dai y Woodward 1998, Ryu et al. 1998, Balsara y Spicer
1999). Entre las ventajas de la técnica CT, ademéds de su compatibilidad con
los métodos HRSC, esta la de su facil implementacién para mallas numéricas
no cartesianas, una cuestién fundamental para un cédigo relativista (especial y
general).

Por claridad en la exposicién (y para referirnos exactamente al algoritmo
programado), nos restringiremos al caso en el que todas las variables del prob-
lema dependen exclusivamente de dos coordenadas espaciales y el tiempo (lo
que se conoce como aprozimacion 2,5D). El algoritmo se basa en la integracién
de la ecuacién de induccién

%—E’—Vx(va)zo (8.34)

sobre las caras (superficies coordenadas) de las celdas numéricas y la aplicacién
del teorema de Stokes.

Por comodidad definiremos € = v x B y denotaremos por (z,y, z) las tres
variables coordenadas, indistintamente cartesianas o cilindricas. Finalmente,
supondremos que todas las variables son independientes respecto de z (¢, en el
caso de coordenadas cilindricas).

Sea S una de las caras laterales de una cierta celda numérica. Integrando la
ecuacion de induccién sobre S

8—B-dS:/VxQ-dS, (8.35)
s Ot s

y aplicando el teorema de Stokes obtenemos,
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/ 9B .dS = Q-dl, (8.36)
s Ot as

donde 0S denota la frontera de la superficie de integracion. Sin pérdida de
generalidad (y usando una notacién adaptada a la del algoritmo en diferen-
cias finitas) supondremos que dicha superficie viene caracterizada por un valor
de x constante (z;41/2) y valores de y y z variando, respectivamente, entre

[Yi—1/2,Yjv1/2] ¥ [2k—1/2) Zry1/2]. Asi,

aB Yj+1/2 Zk+1/2
E -dS = / Q(a:iﬂ/g,y,zk,l/g) d1+/ Q(xi+1/25yj+1/2az) ~dl
S Yj—1/2 Zk—1/2

Yj+1/2 Zk+1/2
—/ QTir1/2: Y5 Zht1/2) 'dl—/ Qzig1/2,Yj-1/2,2) - dl,

Yj—1/2 Zk—1/2

(8.37)

donde las integrales curvilineas se efectuan a lo largo de las aristas (lineas co-
ordenadas) de la celda numérica correspondiente.
Al no existir dependencia respecto a la variable z se tiene que

Yj+1/2 Yj+1/2
/ Q($¢+1/27ya 2k71/2) -dl — / Q($i+1/2, Y, Zk+1/2) ~dl=0 (8-38)

Yj—1/2 Yj—1/2
y, por tanto,
8B Zk+1/2 Zk4+1/2
ot -dS = Q($i+1/2, Yj+1/2; Z) -dl —/ 9($i+1/27yj71/27 Z) ~dl.
S Zk—1/2 Zp—1/2

(8.39)
Ademds, podemos extraer de las integrales las componentes de

OB Zk41/2 Zk+1/2
o dS = (w112, Yj41/2) - / dl — Uz 1/2,95-1/2) - / dl
S Zk—1/2 Fk—1/2

=0, i+1/2,5+1/2 Azi+1/2,j+1/2 —-Q, i+1/2,5—1/2 AZi+1/2,j—1/iB-40)

donde €2, es la componente z de € y Az, la longitud de arco de la arista
correspondiente, y donde se han definido Q. ;11/2j+1/2 = Q. (Zit1/2,Yjx1/2)s
Az x1/2 = BD2(Tig1)2,Yjz1/2)-

Finalmente, para una malla numérica fija (es decir, independiente del tiempo)
el orden de las operaciones de derivaciéon temporal e integracion sobre la super-
ficie puede invertirse, de forma que la expresién anterior puede utilizarse para
avanzar el valor medio del campo magnético sobre la superficie S a lo largo del
tiempo. Efectivamente, si definimos

1
Byivi/2,; = WAB -dS (8.41)
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Figura 8.1: Esquema de la celda numérica (4, j) que muestra la definicién de las
componentes del campo magnético y los flujos numéricos en las interfases.

tenemos que

dB, ; i 1
“d—;l/” = ASi+1/2,j (Qzi+1/2,j+1/2AZi+1/2,j+1/2_Qzi+1/2,j71/2Azi+1/2,j71/2)-
(8.42)
En las dos expresiones anteriores, AS; /5 ; es el drea de la superficie corres-
pondien te, S.
Repitiendo el mismo proceso para el campo magnético promediado sobre
una superficie centrada en y = y;,1/2 y con x y z variando, respectivamente,

entre [T;_1/2,Tiy1/2] ¥ [Zk—1/2, Zkt1/2]s

dB,; ; 1
ya’éﬂ/z = ASi7j+1/2 (Qzi+1/2,j+1/2AZi+1/2,j+1/2_Qzi71/2,j+1/2AZi71/2,j+1/2)-

(8.43)
Para el caso de coordenadas cartesianas y una malla equiespaciada tenemos,
una vez simplificados los factores geométricos,

dByip12; 1
% = Ay Qzivi/2,5+1/2 — Qzivr/2,5-1/2 |- (8.44)

J

dByi jt1/2 1
ydii/ = sz QZi+1/27j+1/2 - Qz i—1/2,54+1/2 |- (845)
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Como puede verse con facilidad, el algoritmo de avance del campo magnético
promedio sobre las interfases numéricas asi definido verifica el que

4 V-BdV =0, (8.46)
dt Jy
donde la integral se extiende al volumen de la celda numeérica correspondiente,
con lo que un campo magnético con divergencia nula mantiene su carédcter a lo
largo de la evolucion.

Falta, por ultimo, determinar las cantidades €2,, definidas sobre los vértices
comunes de cuatro celdas numéricas. Puesto que los valores de €2, en cada una
de las celdas contiguas seran, en general, diferentes, tiene sentido estimar dichos
valores a partir de los flujos numéricos de la ecuacion de induccién definidos para
los cuatro problemas de Riemann diferentes que se pueden plantear. Existen
diversas prescripciones para calcular €2, (ver, por ejemplo, T6th 2000). Nosotros
hemos adoptado la dada por Ryu et al. (1998)

1 e o~ 1 o~ ~
Qeivijzgrrye = 5 Eyirnir/etEFyigriye) =5 Friviyz it Foiriya ), (847)
donde F\MH/QJ y ﬁqu_l/g se definen segun
e Para el resolvedor HLL:
7 AT (Byue), = AT (Byvs) g F ATAT((By)r — (By)r)
zit1/2,5 = JE
- )‘+(Bwvy)L -\ (BIUy)R+)‘+)‘_((Bw)R - (BI>L>
Fyijripe = e :

donde A* han sido definidos en (8.33) y los subindices L y R hacen refe-
rencia a cantidades calculadas a izquierda y derecha, respectivamente, de
la correspondiente interfase.

e Para el resolvedor tipo Roe:

~

Friv1/2; = 5 ((Byva)r + (Byva)r — Ff' 19 ), (8.48)

N

~

1 *
Fy,i7j+1/2 = 5((vay)L + (vay)R - Fi,j+1/2)7 (8.49)

donde, de nuevo, los subindices L y R hacen referencia a cantidades cal-
culadas a izquierda y derecha, respectivamente, de la correspondiente in-
terfase y F'* es el término de viscosidad numérica en la expresion del flujo
de Roe, (8.28).
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Figura 8.2: Ejemplo de las funciones determinante del jacobiano de F*(U)
y N4 para el estado p = 1.0, ¢ = 1073, v = 9.995, v¥ = 0.01, v* = 0.0,
B* =1072, BY = 1072 y B* = 0.0. Los coeficientes de N, de este estado son
Cy = 0.97895, C5 = —3.9355, Cy = 5.9329, C1 = —3.9752 y Cp = 0.99880. Los
rombos marcan los autovalores magnetosénicos y los tridngulos, los autovalores
de Alfvén y entrépico. Obsérvese que a pesar de los valores acotados de los
coeficientes de la cudrtica, cualquier valor entre 0.99465 y 0.99533 es solucion
con una precisiéon de 4 10712,

En el contexto de simulaciones 2.5D, la tercera componente del campo, B,
no tiene ninguna contribucion a la divergencia del campo magnético al no tener
dependencia en la coordenada z. Esto implica que esta componente del campo
no precisa de un tratamiento diferente al del resto de variables conservadas, por
lo que se avanza siguiendo el mismo esquema que ellas.

8.5 C(Calculo de autovalores

Los dos resolvedores del problema de Riemann implementados en nuestro cédigo
utilizan los autovalores del sistema de ecuaciones (o, al menos, estimaciones de
ellos). En la Seccién 4.4 dedujimos la ecuacién caracteristica de la RMHD
en el sistema de Anile que define dichos autovalores. Para los autovalores
entropico y de Alfvén, la resoluciéon de la ecuacién caracteristica conduce a
expresiones analiticas (ecuaciones (4.44) y (4.45), respectivamente) que pueden
utilizarse directamente para calcularlos. Los autovalores magnetosénicos, por
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el contrario, son las raices de una ecuacién cudrtica (4.41) que debe resolverse
numéricamente.

Para resolver la cuartica empleamos un algoritmo de Newton-Raphson, con
objeto de obtener los autovalores correspondientes a las ondas magnetosénicas
rapidas usando como semilla la velocidad de la luz (+1 y —1, en las unidades del
cédigo numérico). Una vez hallados estos dos autovalores, la ecuacién cudrtica
se reduce a una cuadratica que resolvemos analiticamente. Este método presenta
problemas de precisiéon cuando la energia cinética del estado es elevada frente a
las energfas térmica y magnética. En estos casos, la ecuacién a resolver (4.46),
presenta regiones extensas en las que se hallaran las raices con precisiones tipicas
del orden de 10716 (véase el ejemplo de la Fig. 8.2). Esto implica que al trabajar
en doble precision, independientemente del método que empleemos para calcular
las raices, tendremos problemas derivados de la falta de precision numérica. La
solucién analitica de la cudrtica no representa una mejora debido al elevado
numero de operaciones y al célculo de raices cuadradas y cubicas, que tienden
a aumentar el error numeérico.

El resolvedor HLL utiliza cotas inferior y superior a los autovalores de cada
estado. Las expresiones

WOut(1— Q) + \/Q (Q (1 - Q)((u0)? — (m)?))
Q+ (1—Q)(ud)? ’

Ay = (8.50)
donde Q = 2 + ¢ — 2¢? y ¢2 = b?/E, representan cotas a dichos autovalores,
tal y como se prueba en el Apéndice H. Esta aproximacion fue utilizada con
éxito por Leismann et al. (2005). Dado que al sustituir los autovalores por una
cota en el resolvedor HLL, aumenta la viscosidad numérica del algoritmo, para
poder comparar mejor las capacidades de los dos resolvedores implementados,
HLL y tipo Roe, en todos los tests presentados en esta tesis se ha utilizado una
version del resolvedor HLL con autovalores analiticos.

8.6 Calculo de autovectores

El trabajo analitico realizado en los Capitulos 5, 6 y 7 estd motivado por su
aplicacién numérica. Como hemos visto, los flujos numéricos basados en el
resolvedor de Roe implican el conocimiento de los autovectores a derechas e
izquierdas en las variables conservadas.

En una primera version del cédigo numérico se programaron los autovectores
a derechas en variables conservadas provenientes de realizar el producto de la
matriz M (introducida en la Seccién 5.1.2) por los autovectores correspondientes
en el sistema de variables de Anile definidos en la Seccién 4.5. Los autovectores
a izquierdas eran obtenidos por inversién numérica de la matriz formada por
los autovectores a derechas. Con esta implementaciéon se comprobd que los
autovectores obtenidos tenian errores numéricos muy importantes en los estados
proximos a las degeneraciones. La Fig. 8.3 muestra el error en la condicién de
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autovector para un par de autovectores a derechas e izquierdas calculados segin
el procedimiento que acabamos de describir. El error del vector magnetosénico a
derechas es practicamente nulo (error maquina) en todo el espacio de pardmetros
considerado, excepto a lo largo de la linea B, = 0 (degeneracién de tipo I), sobre
la que el error relativo alcanza valores en torno al 25%. El error correspondiente
al autovector de Alfvén a izquierdas se concentra a lo largo de la misma linea
pero con valores mucho més pequetios (~ 1071!). Con respecto a los autovalres a
izquierdas hay que destacar que el proceso de inversién numérica propaga el error
(de unos tantos por cien) a regiones muy extensas del espacio de pardmetros.

El resultado mostrado en la figura anterior puede compararse con el de la
Fig. 8.4, en la que se muestra el error relativo para los mismos estados (in-
cluyendo ademds el estado con B* = 0, BY = 0) de los mismos autovectores
pero renormalizados, es decir calculados segin el procedimiento descrito en los
Capitulos 5, 6 y 7. En este caso, el error relativo méximo de los vectores mag-
netosénicos a derechas e izquierdas es mucho menor (del orden de 10~7) y el de
los vectores de Alfvén es el error maquina. El mayor error de los vectores mag-
netosénicos puede ser debido en parte al error producido en el cadlculo numérico
del autovalor magnetosénico.

Dada la dependencia del flujo de Roe con los autovectores a derechas e
izquierdas, el error en la condicién de autovector con y sin renormalizacion
permite ya estimar la bondad de las dos aproximaciones en el cédlculo de los
flujos numéricos y, por tanto, la fiabilidad y robustez del cédigo numérico. Sin
embargo, la validez de ambas aproximaciones queda todavia més clara si anal-
izamos el comportamiento de la funcién vectorial p(L(p) ZU)R®, directamente
relacionada con el término de viscosidad numérica que aparece en el flujo de Roe.
Las Figs. 8.5 y 8.6 muestran las componentes asociadas con las densidades de
masa relativista y de momento en la direccién z de dicha funcién calculadas
con los autovectores sin renormalizar y renormalizados, respectivamente. El
comportamiento de las componentes para el caso de los autovectores sin renor-
malizar, Fig. 8.5, es catastréfico como cabia esperar del hecho de mezclar en una
lnica expresion las componentes de los autovectores a derechas e izquierdas. Por
el contrario, la Fig. 8.6 muestra un comportamiento suave.

El algoritmo con el que calculamos los flujos de Roe en el cédigo RMHD
se basa en los autovectores a derechas e izquierdas calculados segin el proced-
imiento descrito en los Capitulos 5, 6 y 7.

8.7 Reconstruccion de variables

Con objeto de aumentar la precisién de los resultados sin incrementar de forma
significativa el tiempo de calculo, los métodos en diferencias finitas de alta
resolucién incorporan técnicas de reconstruccion de la solucién en las celdas
numéricas.

Como se dijo en la Seccién 8.1.1, las técnicas de reconstruccién se basan
en interpolaciones polinémicas en cada celda numérica de las variables o flu-
jos. Para que el algoritmo resultante sea TV-estable, las interpolaciones entre
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Figura 8.3: Errores relativos en la condiciéon de autovector para el par de auto-
vectores a derechas (R) y a izquierdas (L), asociados a un autovalor magne-
tosénico rapido (1) y uno de Alfvén (2), para una serie de estados con p = 2.0,
e = 0.1, v = —0.50, v¥ = 0.50,0* = 0.50, B* = 0.0, y con B* y BY barriendo
un intervalo de valores entre —1 y —10~7 y entre 10~7 y 1 de forma exponencial,
con 50 puntos en cada intervalo senalado. Los autovectores a derechas estan sin
renormalizar y los correspondientes autovectores a izquierdas se han calculado
por inversion numérica de la matriz de vectores propios a derechas.
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Figura 8.4: Errores relativos en la condicién de autovector para el par de auto-
vectores a derechas (R) y a izquierdas (L), asociados a un autovalor magne-
tosénico rdpido (1) y uno de Alfvén (2), para los mismos estados de la Fig. 8.3,
pero incluyendo el estado con B* = 0, BY = 0. Los autovectores estan renor-
malizados segun el procedimiento descrito en los capitulos 5, 6 y 7.



138 Capitulo 8

Figura 8.5: Logaritmo del valor absoluto de las componentes D y S* de la
funcién vectorial ZP(L(”) - U)R® con los autovectores a derechas sin renor-
malizar y los correspondientes autovectores a izquierdas calculados por inversion
numérica de la matriz de vectores propios a derechas, para los mismos estados
de la Fig. 8.3.
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Figura 8.6: Componentes D y S* de la funcién vectorial ZP(L@) -U)R® con
los autovectores renormalizados segun el procedimiento descrito en los capitulos
5, 6 y 7, para los mismos estados de la Fig. 8.3.
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celdas contiguas se limitan con objeto de que las funciones reconstruidas no in-
crementen el nimero de extremos de la solucién original y, con ello, su variacion
total.

El método que hemos utilizado es una versién modificada del algoritmo min-
mod de interpolacién lineal unidimensional desarrollado originalmente por van
Leer (1977) y que proporciona un algoritmo de segundo orden espacial. Si V' es
una de las variables a reconstruir y V; su valor medio en la celda ¢ (con coor-
denada x = x;), los valores de V' a izquierda y derecha de la interfase numérica
i+1/2, Viit1/2, VRit1/2, Tespectivamente, se calculan segiin

Viigr2 = Vi + 4 ($i+1/2 - xz) (8.51)
Vrit172 = Vier + D1 (Tig1/2 — @ig1), (8.52)
con
Vigr = Vi Vi—Vi_
A; = minmod ( 1 , 1) (8.53)
Tit1 —Ti Ty — Ti—1
y donde la funcién minmod se define como:
a silal<|b|, con ab>0
minmod(a,b)< b si|al|>|b], con ab>0 (8.54)

0 si ab<O

El algoritmo de interpolacién que acabamos de describir se aplica a lo largo
de cada una de las direcciones de integracién. En la integracién a lo largo del
eje x, las variables a reconstruir son (p, p, u®,uY,u?, BY, B#). La reconstruccién
de B, alo largo de la integracion en x es innecesaria ya que el campo magnético
estd definido originalmente sobre las interfases.

En los tests con condiciones iniciales més extremas (entre los que se encuen-
tran los tests multidimensionales descritos en la Seccién 8.11, en lugar de p y p
hemos reconstruido sus logaritmos. En los casos con grandes saltos en la den-
sidad o la presién y, especialmente en aquellas situaciones donde dichos saltos
se combinan con magnetizaciones muy grandes, la interpolaciéon logaritmica,
al reducir la magnitud de los saltos y proporcionar valores reconstruidos més
préximos al minimo, proporciona flujos numéricos mas acordes con los valores
extremos (por pequenos) de dichas celdas, lo que ha dotado al cédigo de una
mayor robustez. Ademads, en estos casos, hemos limitado el valor absoluto de la
pendiente a 2 en aquellas zonas en las que el cociente entre la presiéon magnética
y la térmica es mayor que 4.

8.8 Avance temporal

El avance temporal se ha efectuado utilizando algoritmos Runge-Kutta que
preservan la propiedad TVD del método (Shu y Osher 1988). Se han pro-
gramado algoritmos Runge-Kutta de segundo y tercer orden. Se detallan a
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continuacién los algoritmos para el caso de una dimensién espacial sin términos
fuente. Si

dU 1 - - n
o E(Ffrl/? —Fj 1) (=ELU) (8.55)

representa el algoritmo semidiscreto para avanzar la soluciéon desde el instante
¢" al instante t"*!, donde los F™ 11/ son los flujos numéricos obtenidos a partir
de la solucién reconstruida en el instante ¢, los algoritmos de Runge-Kutta
utilizados son los siguientes.

1. Runge-Kutta de segundo orden:

n+1/2 " "
Ut —un 4 ArL(un) (8.56)

1 1 1
n4+1 _ n n+1/2 n+1/2

2. Runge-Kutta de tercer orden:

U; = U + AtL(U) (8.58)
nt1/2 3 [— *
U = ZU? + ZUJ + ZAltL(U ) (8.59)
urtt = Togn g Zuene 2 onty, (8.60)
J 377737 3

En las expresiones anteriores, At es el paso de tiempo que debe satisfacer
la condicién de Courant, como corresponde a cualquier esquema explicito. En
general, los resultados obtenidos usando el algoritmo de tercer orden son equiv-
alentes a los obtenidos con el de segundo para pasos de tiempo mas pequenos.
Esto ha hecho que en la préactica, se haya usado el esquema de segundo orden.

8.9 Recuperaciéon de variables primitivas

El esquema numérico utilizado para resolver las ecuaciones de la RMHD permite
obtener los valores de las variables conservadas U tras cada paso de tiempo. Sin
embargo, una caracteristica importante de la RMHD es que no existe una forma
explicita de recuperar las variables primitivas V = (p, p,v*,vY,v*, B*, BY, B*)
a partir del sistema de variables conservadas. Para poder obtener las variables
primitivas de un determinado estado, conocidos los valores de las variables con-
servadas debemos proceder a la resolucién numérica de un sistema de ecuaciones
algebraicas no lineales. En esta seccion vamos a describir el procedimiento de-
sarrollado para recuperar las variables primitivas tras cada paso de tiempo.
Nuestro procedimiento es muy similar al de Komissarov (1999a) y Leismann et
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al. (2005). El articulo de Noble et al. (2006) analiza la eficiencia y robustez de
hasta seis métodos de recuperacién en el contexto de la magnetohidrodinamica
en relatividad general.

La idea bésica del procedimiento consiste en la resolucién de un sistema de
dos ecuaciones para el médulo de la densidad de momento, S? = S'S;, y la
densidad de energfa total. A partir de la definicién de S, (4.16), escribimos:

S% = (ph + b?)2W*v? + (b°)? (b% + (b°)? — 2(ph + b?)W?), (8.61)

donde v2 = v - v. Para la densidad de energia total tenemos

7= (ph+b)W? —p— = — (H)*. (8.62)

En las ecuaciones anteriores, podemos eliminar la dependencia en el cuadrivec-
tor campo magnético, b, a partir de la relacién entre su médulo y el del trivector
campo magnético, B, (4.134), y la relacién

(B-S) = phW°. (8.63)

Con esto, las ecuaciones (8.61) y (8.62) se escriben

w? -1 (B-S)?
S? = (Z + B%)? T (2Z+B2)77 (8.64)
donde hemos introducido, ademds, la definicién Z = phW?2, y
B2 (B-S)?
— 2 _ . R S
T=Z+B"-p 772 577 (8.65)

Las dos ecuaciones anteriores, junto con la definicién de la densidad de masa
relativista, ec. (4.15), y la definicién de Z, forman un sistema de ecuaciones
implicitas para las incdgnitas p, p y W, suponiendo que la funcién h = h(p,p)
es conocida a través de la ecuacion de estado. En nuestro cédigo numérico para
RMHD en relatividad restringida nos hemos limitado a una ecuacién de estado
de gas ideal, para la que

p=(y—1)pe, (8.66)

donde v es el exponente adiabédtico. Para esta ecuacién de estado, el término
para la presién que aparece en la ecuacion (8.65) se puede sustituir por

vy—1Z—-DW
=— 8.67
A e (8.67)
Tras esta sustitucién, las ecuaciones (8.64) y (8.65) se pueden resolver como
sistema para las incognitas W y Z. Para ello, despejamos el factor de Lorentz
W de ambas ecuaciones. A partir de (8.65) obtenemos
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Figura 8.7: Panel izquierdo: funciones F (linea discontinua) y G (linea de
puntos) para el estado p = 1.0, ¢ = 1.0, v* = 0.99, v¥ = 0.0, v* = 0.0, B* = 1.0,
BY =1.0, B* = 0.0. Panel derecho: funciéon resta F' — G.

2 2
Y=l S (=N g, BS)
SR ((EP

(7;12 + Ef) }UT [2 (T -Z-B*+ (BQ'ZE)Q)

(correspondiente a la tnica raiz positiva de la ecuacién cuadratica original) y a
partir de (8.64),

= F(Z;U) (8.68)

W (2 + B2
(Z+B2)2—s2 - BS2 (07 1 B?)

= G(Z;U). (8.69)

A continuacion, igualamos las dos expresiones anteriores y procedemos a la
resolucién numérica de la ecuacion resultante por el método de la biseccién. La
Fig. 8.7 muestra la representacion de las funciones F' y G y su diferencia, F'— G,
para un estado particular.

Una vez obtenidos los valores para Z y W el resto de variables primitivas
puede obtenerse de forma explicita.
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8.10 Tests unidimensionales en coordenadas carte-

sianas

En esta seccién vamos a mostrar los resultados obtenidos con nuestro cédigo
en la resolucién de algunos problemas de Riemann unidimensionales. Los datos
iniciales de los diferentes problemas se han escogido de entre los tests publicados
por Balsara (2001) y Komissarov (1999a). Los datos iniciales correspondientes
a los tests aparecen listados en la Tabla 1. En dicha tabla, no aparecen listados
los valores iniciales de las velocidades tangenciales a la discontinuidad inicial
por ser en todos los casos iguales a cero.

Test | pr.  pr PL DPr V% v, B* By B} B; Bj v
Bal | 1.0 0.125 1.0 0.1 0.0 0.0 0.5 1.0 —-1.0 0.0 0.0 2.0
Ba3 | 1.0 1.0 10 0.1 0.0 0.0 10.0 7.0 0.7 7.0 0.7 4/3
Ba4 | 1.0 1.0 0.1 0.1 0999 -0.999 10.0 70 =70 7.0 -—-7.0 5/3
Ko7 | 1.0 0.1 102 1.0 0.0 0.0 1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 4/3
Ko8 | 1.0 0.1 30.0 1.0 0.0 0.0 0.0 20.0 0.0 0.0 0.0 4/3

Los tests denominados como Bal, Ba3 y Ba4 se corresponden con los tests
numerados como 1, 3 y 4 en el articulo de Balsara (2001). Los tests Ko7 y
Ko8 se corresponden con los discutidos en las secciones 6.7 (shock-tube 1) y 6.8
(shock-tube 2) del articulo de Komissarov (1999a).

Recientemente Giacomazzo y Rezzolla (2006) y Romero et al. (2005), estos
ultimos para una configuracién particular del campo magnético, han obtenido
soluciones analiticas para el problema de Riemann en RMHD. Sin embargo, en
la discusion de los tests unidimensionales la discusion de nuestros resultados no
se hara teniendo en cuenta la citada solucion analitica.

8.10.1 El test Bal

Los datos iniciales correspondientes a este test aparecen listados en la Tabla 1.
Se trata de la extension relativista de un test clasico propuesto originalmente
por Brio y Wu (1988). La discontinuidad inicial se descompone en la siguiente
estructura de ondas (de izquierda a derecha): una rarefaccién rapida, una onda
compuesta, una discontinuidad de contacto, un choque lento y una rarefaccién
rapida. La onda compuesta (que podemos describir en este caso como una onda
de choque seguida de una rarefaccién) contiene la transicién de la componente
transversal del campo magnético entre los valores iniciales (1 y —1). No se
observa ninguna onda de Alfven propagandose hacia la derecha al no haber
rotacion del campo magnético a la derecha de la discontinuidad de contacto.
El test es s6lo moderadamente relativista, desde el punto de vista cinemético
(el factor de Lorentz del flujo alcanza un valor maximo en torno a 1.5), sin
embargo, constituye un test interesante por la riqueza de estructuras y discon-
tinuidades que desarrolla. Las Figs. 8.9 y 8.10 muestran los perfiles de diver-
sas variables en un instante posterior a la ruptura de la discontinuidad inicial,
obtenidos con dos versiones del cédigo numérico usando los resolvedores HLL
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Figura 8.8: Error L para el test Bal para las variables densidad de masa,
presion térmica, componente de la velocidad en el eje x y componente del campo
magnético en direccién y, para el resolvedor HLL (linea continua y cruces) y
para el resolvedor tipo Roe (linea discontinua y asteriscos).



146 Capitulo 8

Figura 8.9: Test Bal realizado con el resolvedor HLL, reconstruccién minmod
y el algoritmo de Runge Kutta de segundo orden para el avance temporal. Se
han utilizado 1600 celdas numéricas y una CFL de 0.5.



Un cédigo para RMHD basado en técnicas HRSC 147

Figura 8.10: Test Bal realizado con el resolvedor tipo Roe, reconstruccién min-
mod y el algoritmo de Runge Kutta de segundo orden para el avance temporal.
Se han utilizado 1600 celdas numéricas y una CFL de 0.5.
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y tipo Roe. Los perfiles son muy similares en ambos casos aunque se nota
una menor difusién (menor nimero de puntos) en los perfiles obtenidos con el
resolvedor tipo Roe.

8.10.2 El test Ba3

Este test (ver de nuevo la Tabla 1) se caracteriza por presentar un gran salto
en la presién térmica (cuatro 6rdenes de magnitud) entre los estados izquierdo
y derecho de la discontinuidad inicial. La ruptura de dicha discontinuidad pro-
duce una region estrecha de gran densidad propagédndose a través del estado
inicial derecho a velocidad supermagnetosénica, el equivalente a una onda de
detonacién. La estructura de ondas es, de izquierda a derecha: una rarefaccion
magnetosénica rapida, una rarefacciéon magnetosénica lenta, una discontinuidad
de contacto, un choque magnetosénico lento y, finalmente, un choque magne-
tosénico rapido. La existencia de la velocidad de la luz como limite para las
velocidades de propagacion de las ondas es la responsable de la delgadez de la
onda de detonacién, cuya resolucién supone un test severo para cualquier algo-
ritmo numérico. La coplanariedad del campo magnético en los estados iniciales
izquierdo y derecho explica la ausencia de ondas de Alfven.

Como se observa en las Figs 8.11 y 8.12, las soluciones numéricas obtenidas
con los dos resolvedores son similares. La resolucién de las discontinuidades
involucra un numero parecido de celdas en ambos casos. Ademsds, los valores
extremos de la densidad, el campo magnético transversal y la velocidad transver-
sal en el frente de la onda de detonacién (en las figuras, alrededor de la posicién
x = 0.9) son también parecidos. Comparando con las soluciones originales de
Balsara (2001), vemos que en éstas ultimas los valores extremos mencionados
son mayores en valor absoluto. Sin embargo, tanto en nuestros resultados como
en los cdlculos originales de Balsara (2001), los estados constantes entre la dis-
continuidad de contacto, la onda magnetosénica lenta y la rapida, no llegan a
resolverse.

8.10.3 El test Ba4

El dato inicial correspondiente a este test (ver Tabla 1) representa la colisién
a velocides relativistas (el factor de Lorentz en el sistema de referencia fijo es
22.366) de dos medios homogéneos idénticos, con campos magnéticos transver-
sales rotados 180 grados. La solucién, simétrica respecto de la posicién de la
discontinuidad inicial, esté formada por dos choques magnetosénicos rapidos y
dos choques magnetosénicos lentos mas internos, que se alejan de la posicion
de la colision inicial. Los choques internos dejan tras de si material con campo
magnético nulo (choques switch-off).

Los paneles de las Figs. 8.9 y 8.14 representan diversas variables en un tiempo
posterior a la colision inicial de los dos fluidos magnetizados relativistas. La
mayor difusién del resolvedor HLL queda reflejada en la mayor cantidad de pun-
tos involucrados en la descripcién de los choques (en especial los lentos) respecto
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Figura 8.11: Test Ba3 realizado con el resolvedor HLL, reconstruccion minmod
y el algoritmo de Runge Kutta de segundo orden para el avance temporal. Se
han utilizado 1600 celdas numéricas y una CFL de 0.5. El perfil de B, (no
mostrado) es idéntico al de B,.
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Figura 8.12: Test Ba3 realizado con el resolvedor tipo Roe, reconstruccion min-
mod y el algoritmo de Runge Kutta de segundo orden para el avance temporal.
Se han utilizado 1600 celdas numéricas y una CFL de 0.5. El perfil de B, (no
mostrado) es idéntico al de B,,.
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Figura 8.13: Test Bad4 realizado con el resolvedor HLL, reconstruccion minmod
y el algoritmo de Runge Kutta de segundo orden para el avance temporal. Se
han utilizado 1600 celdas numéricas y una CFL de 0.5. El perfil de B, (no
mostrado) es idéntico al de B,.



152 Capitulo 8

Figura 8.14: Test Ba4 realizado con el resolvedor tipo Roe, reconstruccion min-
mod y el algoritmo de Runge Kutta de segundo orden para el avance temporal.
Se han utilizado 1600 celdas numéricas y una CFL de 0.5. El perfil de B, (no
mostrado) es idéntico al de B,,.
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del resolvedor de tipo Roe. El otro resultado llamativo es la depresién de la den-
sidad en el entorno de la colisién inicial. Este fenémeno (conocido como sobreca-
lentamiento —overheating) representa un problema tradicional para los métodos
conservativos incluso en el caso de simulaciones puramente hidrodindmicas. De
nuevo, la mayor disipacién del resolvedor HLL frente al tipo Roe hace el prob-
lema menos dramético en el caso del primero. Finalmente, nuestros resultados
son comparables a los obtenidos originalmente por Balsara (2001) y a los mds
recientes de Del Zanna et al. (2002), usando reconstruccién de segundo orden
y resolvedor HLL.

8.10.4 El test Ko7

La propiedad més destacable del dato inicial correspondiente a este test (ver
Tabla 1) es la ausencia de campo magnetico tangencial. Se trata, pues, de un
dato inicial incluido en uno de los casos degenerados de la magnetohidrodinamica
(degeneracién IT). El test pone a prueba, por tanto, la capacidad de nuestra
propuesta de vectores propios renormalizados. Por lo demads, la evolucién del
dato inicial desarrolla una onda de detonacién menos extrema que la producida
en el test Ba3 (debido a la menor magnitud del salto en presién en este caso).
Este problema ha sido propuesto por Komissarov (1999; ver tambieén erratum
Komissarov 2002).

La degeneracién del dato inicial conduce a una estrutura de ondas similar
a la obtenida en el caso puramente hidrodindmico. La onda de detonacion
(una delgada capa de material denso) aparece limitada por una onda de choque
y una discontinuidad de contacto. Al tiempo que la onda de detonacién se
desplaza hacia la derecha, una rarefaccion recorre el estado a la izquierda de la
discontinuidad inicial.

Las Figs. 8.15 y 8.16 representan diversas variables del problema en un mo-
mento de su evolucién. En este caso, los dos resolvedores producen resultados
con difusiones similares, como se deduce de los valores de la densidad en la onda
de detonacién (en torno a 0.65, aproximadamente un 76% del valor analitico).
Este valor es también similar al obtenido por Komissarov (1999), aunque en
este caso, el numero de celdas involucrado en la transicién de la onda de choque
delantera es superior. Los resultados de Komissarov (1999) muestran también
unas oscilaciones numéricas de gran amplitud en el factor de Lorentz del fluido
en la onda de detonacién. Nuestros resultados presentan unos perfiles limpios
de dichas oscilaciones.

8.10.5 El test Ko8

Este test, cuyas condiciones iniciales aparecen recogidas en la Tabla 1, con-
siste en un estado con campo magnético puramente tangencial (degeneracién
I) situado a la derecha de un estado puramente hidrodindmico. El interés de
este test radica, como en el caso del anterior Ko7, en probar la capacidad de
nuestro resolvedor para abordar problemas que involucran estados degenerados
(incluyendo estados puramente hidrodindmicos). La solucién, que aparece en
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Figura 8.15: Test Ko7 realizado con el resolvedor HLL, reconstruccion minmod
y el algoritmo de Runge Kutta de segundo orden para el avance temporal. Se
han utilizado 400 celdas numéricas y una CFL de 0.5. La discontinuidad inicial
se sitda en « = 1.25. El perfil de B, (no mostrado) es idéntico al de B,,.
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Figura 8.16: Test Ko7 realizado con el resolvedor tipo Roe, reconstruccién min-
mod y el algoritmo de Runge Kutta de segundo orden para el avance temporal.
Se han utilizado 400 celdas numéricas y una CFL de 0.5. La discontinuidad
inicial se sitda en x = 1.25. El perfil de B, (no mostrado) es idéntico al de B,,.
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las Figs. 8.17 y 8.18, contiene sélo tres ondas: una onda de rarefacciéon mag-
netosénica rapida, que se propaga a través del estado inicial izquierdo, una
discontinuidad de contacto y un choque hidrodindmico que avanza sobre el es-
tado inicial a la derecha. A juzgar por el valor para la densidad alcanzado en la
onda de detonacién (en torno a 0.6, un 93% del valor analitico), los dos resolve-
dores utilizados, HLL y tipo Roe, presentan una difusién similar y ligeramente
inferior al algoritmo propuesto por Komissarov (1999).

8.10.6 Conclusiones

El analisis de los tests unidimensionales prueba el buen funcionamiento del al-
goritmo numérico propuesto tanto con el resolvedor HLL como con el de tipo
Roe. Dicho buen funcionamiento se manifiesta en la ruptura correcta de las dis-
continuidades iniciales y la no generacién de estados no fisicos (si exceptuamos
el overheating. Los resultados apuntan hacia una menor difusién del esquema
numérico basado en el resolvedor de Roe, como era de esperar.

8.11 Tests bidimensionales en coordenadas carte-
sianas

En esta seccién presentamos los resultados obtenidos en la simulacién de tres
problemas bidimensionales. Los dos primeros representan explosiones con simetria
cilindrica en un medio magnetizado con campo magnético homogéneo. Los datos
iniciales estdn extraidos del articulo de Komissarov (1999). El tercer problema
simula el movimiento oscilatorio de rotacién de un cilindro rigido bajo la fuerza
de tensién magnética. Los datos estan extraidos del articulo de Del Zanna et
al. (2002) y son una adaptacién al caso relativista del test propuesto por Téth
(2000) en el marco de la MHD cldsica. A pesar de que los resultados no pueden
compararse con una soluciéon analitica, los tests son muy interesantes, ya que
involucran estados localmente degenerados, cuya descripcién constituye un reto
para nuestro reolvedor linealizado tipo Roe.

8.11.1 Explosiones cilindricas en medios con campo magné-
tico homogéneo

En ambos tests, una malla cartesiana equiespaciada describe la regién cuadrada
[0,12] x [0,12], en el plano zy, en cuyo centro se sitia un cilindro de radio
r. = 0.8 de gas en reposo con una densidad de p. = 0.01 y una presién térmica
p. = 1.0. En la zona de transicién entre 0.8 < r < 1.0 los valores de la presion
y la densidad decaen exponencialmente hasta alcanzar los valores del medio
externo, p, = 1074, p. = 3-107°. El campo magnético inicial es uniforme y
alineado segun el eje z. En el primero de los tests (Ko2D1), B, = 0.01, mientras
que en el segundo, Ko2D2, B, = 0.1. En ambos casos, la ecuacién de estado
que describe el fluido es la de un gas ideal con v = 4/3.
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Figura 8.17: Test Ko8 realizado con el resolvedor HLL, reconstruccién minmod
y el algoritmo de Runge Kutta de segundo orden para el avance temporal. Se
han utilizado 400 celdas numéricas y una CFL de 0.5. La discontinuidad inicial
se sitia en « = 1.25. El perfil de B, (no mostrado) es idéntico al de B,,.
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Figura 8.18: Test Ko8 realizado con el resolvedor tipo Roe, reconstrucciéon min-
mod y el algoritmo de Runge Kutta de segundo orden para el avance temporal.
Se han utilizado 400 celdas numéricas y una CFL de 0.5. La discontinuidad
inicial se sitda en x = 1.25. El perfil de B, (no mostrado) es idéntico al de B,,.
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Las Figs. 8.19 y 8.20 muestran la distribucién de las magnitudes relevantes en
el instante t = 4.0 para el test Ko2D1, usando los resolvedores HLL y tipo Roe,
respectivamente. Las Figs. (8.21) y (8.22) hacen lo propio con el segundo test,
Ko2D2. Los correspondientes pies de figura contienen la informacién relativa
al algoritmo numérico utilizado. La comparacién con los resultados originales
de Komissarov (1999) y los estudios de convergencia de la solucién bajo refi-
namiento de malla, permite confiar en la verosimilitud de nuestros resultados.
En el primero de los tests, la explosién inducida por la diferencia de presiones
inicial mantiene practicamente la simetria cilindrica debido a que la fuerza de
Lorentz que actia sobre el fluido es muy pequena. Se observa, pues, una onda
de choque casi completamente circular que separa el medio externo no pertur-
bado de una zona interna, en la que el fluido alcanza una velocidad méaxima de
expansion correspondiente a un factor de Lorentz 5.61. La expansién del gas
tras la onda de choque provoca la rarificaciéon de la regiéon central. Se observa
también el reforzamiento (en un factor casi 10) del campo magnético tras la
onda de choque en las zonas donde no es ortogonal a la explosién. Los resulta-
dos obtenidos con los dos resolvedores son indistinguibles, al nivel de resolucion
de las figuras.

Los resultados correspondientes al test Ko2D2 son similares a los anteriores,
sélo que ahora, la mayor intensidad del campo magnético produce una oposicion
efectiva a la expansion del gas. En este caso, se observan dos regiones, una
exterior y otra interior en la que la expansién sigue siendo practicamente radial.
La region externa estd formada por un choque delantero casi circular dado que
la velocidad de expansién es muy proxima a la de la luz. La regién interna es
circular debido a la evacuacion del campo magnético que reduce su evolucién a
la puramente hidrodinamica. Esta region estd acotada por otro choque, en este
caso reverso. Entre los dos choques citados, se observa otra discontinuidad, en
cuya parte externa se va comprimiendo el campo magnético. El reforzamiento
de la componente de campo magnético transversal a la expansién reduce la
velocidad de ésta en la direccién y respecto del test anterior (Ko2D1) y la hace
aumentar a lo largo de la direccién z, rompiendo la simetria cilindrica. El
reforzamiento del campo magnético alcanza en este caso el factor 3.5.

8.11.2 El test del rotor

Del Zanna et al. (2002) adaptaron al caso relativista el siguiente test de mag-
netohidrodindmica clédsica de Balsara y Spicer (1999) y Téth (2000). Una malla
cartesiana equiespaciada describe la regién [0,1.0] x [0,1.0] en el plano zy con
una resolucién de 400 x 400 celdas numéricas. En el centro de la malla, y rodeado
por un medio homogéneo de densidad p. = 1.0 y presién térmica p. = 10.0, se
sitia un cilindro de radio r. = 0.1 en rotacién rigida con velocidad angular
we = 9.95, con lo que el material de la regién mas externa gira con un velocidad
correspondiente a un factor de Lorentz ~ 10. El material del cilindro tiene una
densidad p. = 10.0 y una presién térmica p. = 10.0. El campo magnético es
uniforme en toda la malla y orientado en la direccién del eje x, con un valor
B, = 1.0. La ecuacién de estado es la de un gas ideal con v = 5/3.
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Figura 8.19: Explosién cilindrica con B, = 0.01 (test Ko2D1) en t = 4.0. Test
realizado con el resolvedor HLL, reconstrucion minmod y el algoritmo de Runge
Kutta de segundo orden para el avance temporal. Se han uilizado [200 x 200]
celdas y una CFL de 0.3.
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Figura 8.20: Explosién cilindrica con B, = 0.01 (test Ko2D1) en t = 4.0. Test
realizado con el resolvedor de tipo Roe, reconstrucién minmod con pendiente
limitada a 2.0, y el algoritmo de Runge Kutta de segundo orden para el avance
temporal. Se han uilizado [200 x 200] celdas y una CFL de 0.3.
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Figura 8.21: Explosién cilindrica con B, = 0.1 (test Ko2D2) en ¢ = 4.0. Test
realizado con el resolvedor HLL, reconstrucién minmod con pendiente limitada
a 2.0, y el algoritmo de Runge Kutta de tercer orden para el avance temporal.
Se han uilizado [200 x 200] celdas y una CFL de 0.1.
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Figura 8.22: Explosién cilindrica con B, = 0.1 (test Ko2D2) en ¢t = 4.0. Test
realizado con el resolvedor de tipo Roe, reconstrucién minmod con pendiente
limitada a 2.0, y el algoritmo de Runge Kutta de tercer orden para el avance
temporal. Se han uilizado [200 x 200] celdas y una CFL de 0.1.



164 Capitulo 8

La rotacién del cilindro arrastra las lineas del campo magnético enrollandolas.
El enrollamiento de las lineas de campo genera una fuerza que tiende a frenar el
cilindro. La deceleracién del cilindro junto con su expansiéon marca la evolucion
del sistema. Las Figuras (8.24) y (8.23) recogen las distribuciones de diferentes
variables en el instante ¢ = 0.4 para los resolvedores tipo Roe y HLL, respectiva-
mente. Similarmente a los resultados de Del Zanna et al. (2002), se observa una
reduccién importante en la velocidad de rotacién del cilindro y una expansion
de éste que hace disminuir la densidad y la presién centrales. Comparando los
resultados de ambos resolvedores podemos apreciar una mejor resolucion de las
estructuras y unos valores méas extremos para el caos del resolvedor tipo Roe
sugiriendo una menor viscosidad numérica de este resolvedor respecto del HLL.

8.12 Chorros relativistas magnetizados

Como indicamos en la Introduccién, una de las aplicaciones astrofisicas mas
interesantes del cédigo numérico que acabamos de presentar se da en el campo
de los chorros extragalacticos, cuya simulacién en el marco de la hidrodinamica
cldsica comenz6 hace ahora veinticinco anos (Norman et al. 1982). En el marco
de la dindmica relativista, las primeras simulaciones son todavia mas recientes
(van Putten 1993, Duncan y Hughes 1994, Mart{ et al. 1994) aunque han
alcanzado actualmente su madurez incorporando de forma gradual nuevos y més
elaborados ingredientes, como son efectos tridimensionales, campos magnéticos,
ecuaciones de estado realistas y procesos de emisién.

El articulo de Leismann et al. (2005), utilizando un c6digo muy similar al
desarrollado en esta Tesis Doctoral, presenta un estudio paramétrico de la mor-
fologia y dindmica de chorros relativistas axisimétricos con campos magnéticos
toroidales y poloidales. Los trabajos de Komissarov (1999b), cuyos modelos
iniciales han servido de base para las simulaciones presentadas aqui, y Mignone,
Massaglia y Bodo (2005) muestran también simulaciones de chorros relativistas
con campos magnéticos toroidales. En esta seccion vamos a presentar los resulta-
dos de las simulaciones de diversos chorros relativistas con campos magnéticos
toroidales y helicoidales obtenidos con el cédigo numérico que acabamos de
describir. Ademds de estas simulaciones (correspondientes a chorros extra-
galdcticos de gran escala), el cédigo aqui desarrollado se ha utilizado en sim-
ulaciones preliminares de chorros de pequena escala, presentadas en forma de
poster, en las conferencias internacionales de Ann Arbor, Michigan (Roca et al.
2006) y Girdwood, Alaska (Roca et al. 2007), con objeto de dilucidar el papel de
los campos magnéticos en la dindmica y la emision de los chorros extragalacticos
a escalas del parsec.

Las simulaciones de chorros supersénicos propagandose a través de un medio
externo estatico homogéneo explican los rasgos morfolégicos bésicos de los chor-
ros extragalacticos. Un haz supersoénico se extiende desde el punto de inyeccion
del chorro hasta el punto de impacto en el medio ambiente. El haz, en el intento
de abrirse camino a través del medio, sufre una serie de expansiones y compre-
siones, formando choques internos o de recolimacién. En el lugar de impacto
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Figura 8.23: Test del rotor en ¢ = 0.4. Test realizado con el resolvedor HLL,
reconstruccién minmod y el algoritmo de Runge-Kutta de segundo orden. Se ha
utilizado una malla numérica de 200 x 200 celdas y una CFL de 0.1.
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Figura 8.24: Test del rotor en ¢ = 0.4. Test realizado con el resolvedor de tipo
Roe, reconstruccién minmod con pendiente limitada a 2.0, y el algoritmo de
Runge-Kutta de tercer orden. Se ha utilizado una malla numérica de [250 x 250)
celdas y una CFL de 0.1.
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con el medio ambiente, el chorro acaba formando una estructura compleja com-
puesta por un choque terminal plano (disco de Mach), una discontinuidad de
contacto que separa el material original del chorro del medio ambiente y una
onda de choque delantera como consecuencia de la propagacién supersénica del
chorro a través del medio ambiente. Finalmente, el material del chorro que im-
pacta en el medio ambiente es deflectado formando una envoltura alrededor del
chorro. Esta envoltura esta separada del medio ambiente por una discontinui-
dad de contacto sobre la que se desarrollan inestabilidades de Kelvin-Helmholtz,
causando la mezcla turbulenta de los materiales del chorro y el medio ambiente.
En el caso de chorros con campos magnéticos toroidales, el material decelerado
en el disco de Mach tiene dificultades para deflectarse formando la envoltura
y, al menos en simulaciones axisimétricas, tiene la tendencia a acumularse en
la parte delantera del chorro (Clarke et al. 1986 senalaron este fendmeno en
simulaciones de chorros MHD clésicas). La velocidad de avance de la cabeza
del chorro en el medio ambiente estd gobernada por el balance de momento en
la zona del impacto del chorro con el ambiente.

En las siguientes secciones presentaremos resultados correspondientes a va-
rios chorros relativistas axisimétricos con distintas configuraciones del campo
magnético. Se han utilizado coordenadas cilindricas (r, z, ¢), permitiendo la ex-
istencia de componentes toroidales para el campo magnético y la velocidad del
fluido, pero suponiendo que todas las variables del modelo numérico son inde-
pendientes de la coordenada ¢. Las simulaciones se han efectuado con el cédigo
descrito en las secciones precedentes, utilizando la interpolacién lineal limitada
para la reconstruccién de las variables en las celdas numéricas, los resolvedores
de Riemann tipo Roe y HLL, y el algoritmo de Runge-Kutta de segundo orden
para el avance temporal. Las simulaciones han seguido la evolucion de los chor-
ros inyectados a través de la regién definida por 0 < r < Ry, (donde Ry es, por
tanto, el radio del chorro en la inyeccién) y z = 0, propagdndose a través de
un medio ambiente homogéneo en una regién (r,z) € [0,15R;] x [0,50R;], con
resoluciones tipicas de 20 y 30 celdas/Ry. Tanto el material del chorro como el
del medio ambiente estan descritos por una ecuacién de estado de gas ideal con

v =4/3.

8.12.1 Chorros con campo magnético toroidal

Las dos simulaciones que vamos a presentar en esta secién se corresponden con
los modelos A y B del articulo de Komissarov (1999b). La configuracién del
campo magnético (toroidal) de estos modelos es similar a la de los modelos
de Lind et al. (1989), en el contexto de la MHD cldsica. Los chorros de am-
bos modelos estdn en equiparticién (presién térmica promedio igual a presién
magnética promedio), pero difieren en la magnitud del flujo de Poynting. El
modelo JKoA (modelo A en el articulo original de Komissarov 1999b) tiene un
flujo de Poynting alto, mientras que el modelo JKoB (modelo B en Komissarov
et al. 1999b) lo tiene bajo.
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Modelo JKoA: Campo magnético toroidal y flujo de Poynting alto.
El medio ambiente en el que se propaga este chorro es un medio no magnetizado
con una densidad (en unidades arbitrarias) p, = 10% y presién térmica p, =
0.170338 (en unidades de densidad por la velocidad de la luz al cuadrado). El
chorro tiene, en las mismas unidades, una densidad de p, = 1.0 y una velocidad
en la direccién del eje z, vi = 0.994874 (equivalente a un factor de Lorentz
Wy, = 10).
El campo toroidal tiene una dependencia radial dada por

B®(r /), SiT < Ty
B?={ B(rn/r), sir<rm <Ry , (8.70)
0, sir > Ry

siendo B? = 10.0 y r,,, = 0.37. Esta configuracién del campo magnético corre-
sponde a una corriente axial homogénea en el interior del chorro para r < r,,
y una corriente de retorno también axial sobre la superficie del chorro. La
condicion de equilibrio hidromagnético transversal para el chorro, que para una
configuraciéon como la considerada viene dada por

dp b d(rb?)

8.71
dr rodr (8.71)
permite obtener la dependencia radial de la presién térmica:
pe(a+2(1 - (T/Tm)z))/ﬂa sir < T'm
D=9 QDe, SiT<7Tm <Ry (8.72)
Pe, sir > Ry
donde 6 =0.34 y
1 (Ry\?
=1——|— ) =0.59735. 8.73
a=1-5() (8.73)
Las Figs. 8.25 y 8.26 muestran las distribuciones de diferentes magnitudes
correspondientes al modelo JKoA en el instante ¢ = 110, con el resolvedor

de tipo Roe y una resolucién de 20 celdas/ Ry, cuando material del chorro al-
canza el final de la malla computacional situada a z = 50. Los paneles de
estas figuras pueden compararse directamente con los resultados de la Fig. 3
de Komissarov (1999b), que ha utilizado el algoritmo descrito en Komissarov
(1999a) y la misma resolucién espacial (20 celdas/Rp). El haz supersénico acaba
a z ~ 24 (z &~ 23, en la simulacién original de Komissarov 1999b) en un choque
casi plano que se observa claramente en las distribuciones de presién térmica y
densidad de masa en reposo inercial. La region entre este choque y el extremo
del chorro contiene material decelerado en el choque terminal y que no ha po-
dido deflectarse debido al fuerte pinzamiento producido por el campo toroidal.
El haz supersénico presenta ademds diversos choques cénicos (a z = 4,17, 20).
La fuerza de pinzamiento es también la responsable de dificultar la expansion
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Figura 8.25: Distribuciones de densidad y presion térmica para el modelo JKoA
en el instante t = 110. Simulacién efectuada con el resolvedor de tipo Roe,
reconstruccion lineal con pendiente limitada a 2 en las celdas en las que el
cociente entre las presiones magnética y térmica es mayor que 0.4, y Runge-
Kutta de segundo orden (CFL = 0.35) para el avance temporal. Resolucién
espacial: 20 celdas/Ry.
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Figura 8.26: Distribuciones de densidad de masa en reposo inercial (pW?) y
magnetizacién (1/3) para la simulacién del modelo JKoA de la figura anterior,
en el instante ¢t = 110. Resolvedor de Riemann tipo Roe; resolucién espacial:
20 celdas/ Ry,
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lateral de la envoltura del chorro y darle a éste una estructura estilizada. Como
en el resto de simulaciones bidimensionales, la superficie de contacto entre la
envoltura del chorro y el medio ambiente se ve sujeta al desarrollo de inesta-
bilidades de Kelvin-Helmholtz (que la presencia del campo magnético toroidal
no puede inhibir) y que se manifiestan en la simulacién como grandes vértices
visibles en la distribucién de densidad de masa en reposo.

Las Figs. 8.27 y 8.28 muestran distribuciones de las mismas magnitudes
para el modelo JKoA con la misma resolucién espacial (20 celdas/R;) que las
Figs. 8.25 y 8.26 pero usando el resolvedor de Riemann HLL. La comparacién de
ambos juegos de figuras permite encontrar diversas diferencias. Por un lado la
posiciéon de los choques internos no es la misma. El choque terminal se encuentra
m4és adelantado (en z ~ 30) en el caso de la simulacién con el resolvedor de HLL,
sin embargo el chorro ha avanzado menos (el extremo se sitiia en este caso en
z /&~ 46). En cualquier caso, las diferencias mds significativas se centran en la
estructura de la envoltura cuya superficie de contacto con el medio ambiente
es mucho més difusa, con vértices mucho menos definidos. La mayor difusion
de la superficie de contacto junto con la menor velocidad de avance del chorro
podrian ser una consecuencia de la mayor viscosidad del resolvedor HLL respecto
del de tipo Roe. Con objeto de contrastar esta posibilidad, hemos repetido la
simulacién del modelo JKoA con el resolvedor HLL pero con una resolucién 1.5
veces mayor (30 celdas/Rp). Los resultados se muestran en las Figs. 8.29 y 8.30.
La comparacién de estas figuras con las correspondientes a la simulacion con el
resolvedor de Roe y 20 celdas/R;, (Figs. 8.25 y 8.26) permiten confirmar nuestra
hipotesis. La posicién del extremo del chorro y del choque terminal son ahora
ma&s parecidas, y lo mismo ocurre con la estructura de vértices de la superficie
de contacto entre el material del chorro y el medio ambiente (como se ve, por
ejemplo, en la distribucién de la masa en reposo). De hecho la simulacién con
el resolvedor HLL y 30 celdas/ R, parece todavia més difusiva que la efectuada
con el resolvedor de tipo Roe y 20 celdas/Ry,.

Modelo JKoB: Campo magnético toroidal y flujo de Poynting bajo.
Los parametros que definen este modelo son idénticos a los del anterior (JKoA)
excepto en los valores de la densidad de masa en reposo en el chorro y en el
medio ambiente, que pasan a valer, respectivamente, p, = 10 y p, = 10*. Esta
modificacién, que mantiene la magnetizacién del modelo anterior, produce un
modelo con bajo flujo de Poynting. Como se puede apreciar en las Figs. 8.31 y
8.32 (correspondientes a la simulacién que utiliza el resolvedor tipo Roe y una
reolucién de 20 celdas/Ry), las diferencias morfolégicas con respecto al modelo
JKoA son apreciables. La prominencia de la regiéon con material del chorro
delante del choque terminal es menor que en el modelo JKoA. Por contra, la
envoltura que rodea al chorro es casi el doble de ancha. Los choques internos
en el haz supersénico son ahora mas intensos.

La comparacién de las Figs. 8.31 y 8.32 con la Fig. 5 de Komissarov (1999b),
correspondiente al mismo modelo, muestra concordancias evidentes en la posiciéon
de los choques internos y el choque terminal, la anchura de la envoltura y la onda
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Figura 8.27: Distribuciones de densidad y presion térmica para el modelo JKoA
en el instante ¢ = 110. Simulacién efectuada con el resolvedor HLL, recon-
struccién lineal con pendiente limitada a 2 en las celdas en las que el cociente
entre las presiones magnética y térmica es mayor que 0.4, y Runge-Kutta de
segundo orden (CFL = 0.35) para el avance temporal. Resolucién espacial: 20
celdas/Ry.
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Figura 8.28: Distribuciones de densidad de masa en reposo inercial (pW?) y
magnetizacién (1/3) para la simulacién del modelo JKoA de la figura anterior,
en el instante ¢ = 110. Resolvedor de Riemann HLL; resolucién espacial: 20
celdas/Rp.
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Figura 8.29: Distribuciones de densidad y presion térmica para el modelo JKoA
en el instante ¢ = 110. Simulacién efectuada con el resolvedor HLL, recon-
struccién lineal con pendiente limitada a 2 en las celdas en las que el cociente
entre las presiones magnética y térmica es mayor que 0.4, y Runge-Kutta de
segundo orden (CFL = 0.35) para el avance temporal. Resolucién espacial: 30
celdas/Ry.
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Figura 8.30: Distribuciones de densidad de masa en reposo inercial (pW?) y
magnetizacién (1/3) para la simulacién del modelo JKoA de la figura anterior,
en el instante ¢ = 110. Resolvedor de Riemann HLL; resolucién espacial: 30
celdas/Rp.
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Figura 8.31: Distribuciones de densidad y presion térmica para el modelo JKoB
en el instante t = 220. Simulacién efectuada con el resolvedor de tipo Roe,
reconstruccion lineal con pendiente limitada a 2 en las celdas en las que el
cociente entre las presiones magnética y térmica es mayor que 0.2, y Runge-
Kutta de segundo orden (CFL = 0.25) para el avance temporal. Resolucién
espacial: 20 celdas/Ry.
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Figura 8.32: Distribuciones de densidad de masa en reposo inercial (pW?) y
magnetizaciéon (1/3) para la simulacién del modelo JKoB de la figura anterior,
en el instante t = 220. Resolvedor de Riemann tipo Roe; resolucion espacial:
20 celdas/Ry,.
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de choque delantera y la estructura extremadamente turbulenta de la superficie
de contacto entre la envoltura y el medio ambiente. La simualcién mostrada en
las Figs. 8.33 y 8.34, obtenidas con la misma resolucién de 20 celdas/ Ry, pero con
una versién del cédigo que utiliza el resolvedor HLL, presenta una velocidad de
avance ligeramente distinta, y una envoltura mas estrecha y difusa, confirmando
la tendencia de la mayor difusién del resolvedor HLL respecto del de tipo Roe
ya comentada en la simulacién anterior.

8.12.2 Chorros con campo magnético helicoidal

Los chorros presentados en la seccién anterior contienen una inica componente
del campo magnético (toroidal). Ademds, las condiciones iniciales estdn escogi-
das de tal modo (v® = 0) que el campo magnético permanece siempre ortogonal
al movimiento del fluido. Este hecho hace que, por ejemplo, la configuracion del
campo magnético en cada punto del chorro, y a lo largo de toda la simulacion,
se corresponda con uno de los casos de degeneracién discutidos en el Capitulo 4
(degeneracién de tipo I). Desde un punto de vista numérico y en el contexto
de los resolvedores de Riemann basados en la descomposicién espectral de las
ecuaciones (como el de Komissarov 1999a, o el desarrollado en la presente Tesis),
este hecho hace que no sea necesario cambiar de base de vectores propios entre
estados degenerados y no degenerados, lo que supone una simplificacion muy
grande. Hasta el momento, el escaso nimero de trabajos que han considerado
simulaciones de chorros RMHD han considerado siempre configuraciones sim-
plificadas (Komissarov 1999b y Mignone, Massaglia y Bodo 2005: chorros con
campo toroidal; Leismann et al. 2005: chorros con campo toroidal, chorros con
campo poloidal).

En esta seccién presentamos resultados preliminares de una simulacién con
un campo magnético helicoidal axisimétrico. En este caso, la presencia de una
componente B* en la configuracién inicial del campo magnético acaba generando
una componente B”, y velocidad azimutal v® en el fluido, como puede verse de
las ecuaciones de la RMHD en coordenadas cilidricas (ver Apéndice D.1). El
resultado es un modelo de chorro axisimétrico pero con velocidades del fluido y
campos magnéticos con orientaciones arbitrarias.

El modelo presentado aqui, JHe, utiliza como base los parametros del mod-
elo JKoB, discutido en la seccién anterior, introduciendo una componente axial
constante (B* = 1) de campo magnético. El cardcter constante de dicha com-
ponente axial no altera la ecuacion para el equilibrio hidromagnético transversal
del chorro original.

Las Figs. 8.35 y 8.36 muestran distribuciones de diferentes magnitudes de la
simulaciéon del modelo JHe, utilizando el resolvedor tipo Roe y una resolucion
de 20 celdas/Ry, al final de su evolucién. Dichas figuras pueden compararse
con las equivalentes para el modelo JKoB (Figs. 8.31 y 8.32), observdndose
algunas diferencias. La magnetizacién ya no es nula en el medio ambiente por
lo que ya no puede utilizarse para trazar el material del chorro. Aparte de esta
diferencia obvia, el modelo con campo helicoidal presenta una estructura interna
menos intensa en el haz supersénico y una envoltura mas estrecha y difusa.
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Figura 8.33: Distribuciones de densidad y presién térmica para el modelo JKoB
en el instante t = 220. Simulacién efectuada con el resolvedor HLL, recon-
struccién lineal con pendiente limitada a 2 en las celdas en las que el cociente
entre las presiones magnética y térmica es mayor que 0.2, y Runge-Kutta de
segundo orden (CFL = 0.25) para el avance temporal. Resolucién espacial: 20
celdas/Rp.
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Figura 8.34: Distribuciones de densidad de masa en reposo inercial (pW?) y
magnetizacién (1/3) para la simulacién del modelo JKoB de la figura anterior,
en el instante t = 220. Resolvedor de Riemann HLL; resolucién espacial: 20
celdas/Ry.
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Estas diferencias pueden estar motivadas por la presencia de una componente
poloidal del camop magnético que reduce el pinzamiento provocado por el campo
toroidal en el haz y tiende a inhibir el desarrollo de inestabilidades de Kelvin-
Helmholtz en la superficie de separacion entre el material del chorro y el medio
ambiente. Sin embargo, un aumento de la viscosidad numérica en el resolvedor
de Riemann podria causar unos efectos similares. Con objeto de confirmar
esta posibilidad, hemos repetido la simulacién con la misma resolucién pero
utilizando el resolvedor HLL. Los resultados se muestran en las Figs. 8.37 y
8.38. Los resultados de ambas simulaciones son muy similares lo que refuerza
la conclusién de que los efectos observados en la simulaciéon con campo axial se
deben en parte al incremento de la difusién en el resolvedor de Riemann tipo
Roe en el caso general.
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Figura 8.35: Distribuciones de densidad y presion térmica para el modelo JHe
en el instante t = 220. Simulacién efectuada con el resolvedor de tipo Roe,
reconstruccion lineal con pendiente limitada a 2 en las celdas en las que el
cociente entre las presiones magnética y térmica es mayor que 0.4, y Runge-
Kutta de segundo orden (CFL = 0.2) para el avance temporal. Resolucién
espacial: 20 celdas/Ry.
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Figura 8.36: Distribuciones de densidad de masa en reposo inercial (pW?) y
magnetizacion (1/3) para la simulacién del modelo JHe de la figura anterior, en
el instante ¢ = 220. Resolvedor de Riemann tipo Roe; resolucién espacial: 20
celdas/Rp.
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Figura 8.37: Distribuciones de densidad y presién térmica para el modelo JHe en
el instante ¢t = 220. Simulacién efectuada con el resolvedor HLL, reconstruccion
lineal con pendiente limitada a 2 en las celdas en las que el cociente entre las
presiones magnética y térmica es mayor que 0.4, y Runge-Kutta de segundo
orden (CFL = 0.2) para el avance temporal. Resolucién espacial: 20 celdas/Ry,.
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Figura 8.38: Distribuciones de densidad de masa en reposo inercial (pW?) y
magnetizacién (1/0) para la simulacién del modelo JHe de la figura anterior,
en el instante ¢ = 220. Resolvedor de Riemann HLL; resolucién espacial: 20
celdas/Rp.
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Capitulo 9

Magnetohidrodinamica en
Relatividad General

Aunque gran parte de las expresiones que hemos utilizados en los capitulos an-
teriores estan escritas en forma covariante sin hacer referencia a una métrica
particular, hemos particularizado en ocasiones al caso de espacio tiempo plano
con métrica de Minkowski. En este capitulo estudiaremos el caso de la magneto-
hidrodindmica en presencia de campo gravitatorio, que vendra descrito por una
métrica con curvatura no nula, es decir, estudiaremos el caso de la magneto-
hidrodindmica en relatividad general (o GRMHD, del inglés General Relativistic
Magnetohydrodynamics. Para ello utilizaremos el formalismo {3+1} en el que
el espacio-tiempo se folia con 3-superficies espaciales (York 1983).

Denotaremos a las coordenadas generales que usaremos en las siguientes
lineas como {(t, z,y, 2)}, sin que ello implique ninguna hipdtesis previa sobre el
espacio-tiempo ni que sean coordenadas cartesianas.

Detalles sobre todo lo descrito en este capitulo pueden encontrarse en el
trabajo de Antén et al. (2006).

9.1 Introduccion

En el formalismo {341}, separamos el espacio-tiempo en espacio tridimensional
y tiempo unidimensional ¢. Para ello debemos elegir una familia de hipersuper-
ficies tridimensionales, caracterizadas por el valor delparametro ¢ y que corre-
sponderan a t = constante. Estas deben ser hipersuperficies espaciales, es decir,
el vector normal a la superficie debe ser un vector temporal o nulo.

En este formalismo, la métrica del espacio-tiempo viene dada por la funcién
a, que recibe el nombre de lapse, por el trivector 3%, que recibe en nombre de
shift y por la metrica espacial 7;;. En términos de estas funciones, la métrica
del espacio-tiempo se escribe como sigue:

187
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G = ( _(O‘QBZ ) 5; ) (9.1)

—1/a? i /o2

= (e oG ) 2
donde ¥ es la inversa de la matriz Yij 'yikvkj = 5;, las componentes covariantes
y contravariantes del shift estdn relacionadas por 3° = 7% 3; y se ha definido j3
como el médulo del shift 8 = 8?3;. Hay que tener en cuenta que las componentes
de la métrica dependen, en general de las coordenadas.

Denotaremos por g el determinante de la métrica del espacio-tiempo y por
v el determinante de la métrica espacial.

El observador natural asociado a este formalismo es aquél cuya tetraveloci-
dad n es perpendicular a las hipersupeficies ¢ = constante en cada punto. A
este observador le llamaremos “observador Euleriano”, y su tetravelocidad, n,
viene dada por

n = (1,5, 9.3)

y de aqui obtenemos que

n, = (—a,0,0,0). (9.4)

Asociado a este observador podemos definir una base adaptada de vectores

{Il7 81»}, (95)

donde 0; son los tres vectores coordenados tangentes a la hipersuperficie ¢t =
constante, que se pueden escribir como

(05)u = (Bj4i)- (9.6)

Nétese que n - 9; = 0, es decir, el vector n es ortogonal a tres vectores 0;.

Ademis del observador Euleriano, es conveniente definir el observador comévil.
Este observador se define como aquel que tiene tetravelocidad igual a la del
fluido en cada punto. Si denotamos por u la tetravelocidad del fluido, las com-
ponentes covariantes de la velocidad de éste que mide el observador Euleriano
vienen dadas por

u - (91'
v = — , 9.7
= (9.7)
y las componentes contravariantes son
vt =9 = — + g (9.8)

aud  «
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Utilizando estas expresiones, podemos expresar las componentes de la tetra-
velocidad del fluido, u*, en funcién de v* como sigue,

W= uiow (vi - ) (9.9)
(0% «
ug = (—a+ B YW, =W, (9.10)

donde se ha definido el factor de Lorentz, W ,como

W = B (9.11)

V1= yijoivd
En este formalismo, suponiendo que el fluido constituye un medio isétropo,
dieléctrico, permeable y conductor, podremos describir el tensor electromagnético

y su dual, igual que haciamos en el caso de la RMHD, a partir de los campos
eléctrico, e, y magnético, b, medidos por un observador, u, como

FHv = yle” —uVel — e uybs (9.12)

1
v = 56“”)‘5F>\5 = uM — u b — " Muyes, (9.13)

donde €*"* es la densidad tensorial de Levi-Civita, que se define como

1
N = [ur\d 9.14
\/_—g[ ] (9.14)
siendo [purAd] el simbolo de de Levi-Civita.
Al igual que en el caso de relatividad restringida se cumple que

et = F*y, Yy b = F**y, (9.15)

y esto conlleva que los vectores campo eléctrico y magnético son ortogonales a
la tetravelocidad del observador que mide estos campos.

etu, =0 Y bHu, =0 (9.16)

Aunque en las expresiones anteriores el vector u podria representar la te-
travelocidad de cualquier observador, en lo que sigue supondremos que este
observador es el comévil. Si consideramos que la conductividad eléctrica del
fluido es infinita, ¢ — o0, el campo eléctrico medido por el observador comévil
debe ser nulo (Anile, 1989),

et =0. (9.17)

Bajo estas condiciones, que corresponden al caso de la magnetohidrodindmica
ideal, la ecuacion que describe la evolucion del campo magnético, se escribe de
la siguiente forma
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V F* =V, (u'b” —u’b*) =0 (9.18)

La relacién entre las componentes del cuadrivector campo magnético medido
por el observador comévil, b, y las componentes del trivector campo magnético
medido en el sistema de referencia Euleriano, B, son

po = WhsBw) (Bi W0 B ) - ﬂi/a)) . (919)
@ W
Las componentes espaciales también las podemos escribir como
, B + abOu?
b=(————]. 9.20
(5 (9.20)
Las expresiones para las componentes covariantes son las siguientes
. B; + W?2(~;; B'v?)v;
bo = —(a® — B0 + BB, b= ( W0y B ) (9.21)
W
y
Bi + aboui
b= —=———2). 9.22
(P5) (9.22)

A partir de estas expresiones podemos calcular el médulo al cuadrado del vector
b,

1B BY) + WAy Bl _ B2+ a2 (1)’
W2 - W2
Como hemos dicho, la ecuacién (9.18) gobierna la evolucién del campo
magnético. Si la reescribimos en funcién del campo magnético medido por el
observador Euleriano obtenemos

\1ﬁ a\ng?i _o, (9.24)
1 9,7 B 1 07 ((ozvi - BB — (a? — ﬂj)Bi)
ﬁ o = ﬁ 5 , (9.25)

que podemos escribir, en notacién de trivectores, como el par de ecuaciones
siguientes

b2:(

(9.23)

V-B=0 (9.26)

1 0y7B
/A ot

-V x ((av = B) x B) =0. (9.27)
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Ademids de las ecuaciones de evolucién del campo electromagnético debere-
mos obtener las de evolucion del fluido. Estas corresponden, por un lado, a la
conservacion del nimero bariénico, que escribimos como

Vu(put) = 0. (9.28)

Por otra parte, el tensor energia impulso tiene formalmente la misma forma
que en RMHD

1
T = (ph + b2) + (p + 2b2> g — bR (9.29)

y la ecuacion de conservacion se escribe, al igual que hicimos en el caso de la
RMHD, como

VT = 0. (9.30)

Aunque formalmente estas ecuaciones son las mismas que escribiamos en el
caso de relatividad restringida, notese que el efecto del campo gravitatorio en
relatividad general es el de modificar las derivadas covariantes que aparecen en
las ecuaciones ya que éstas se definen a partir de la métrica del espacio-tiempo.

Para obtener las ecuaciones de evolucion en forma conservativa es conve-
niente introducir una serie de variables del fluido asociadas al observador Eu-
leriano. Para ello, teniendo en cuenta que la divergencia del tensor impulso-
energia debe ser cero, V, " = 0, obtenemos, al multiplicar escalarmente por
los vectores de la base adaptados al observador Euleriano, y que genéricamente
denotaremos por €,, la siguiente ecuacién

(V.T")e, =0, (9.31)
que conduce a
V. (T*e,) =TV e, (9.32)

Sustituyendo el vector génerico €, por cada uno de los vectores {n,d;} y
desarrollando obtenemos las siguientes ecuaciones

1 o 1 9y=gH' _ awO0Ina 0
= o T e e\ e T ) 039
1 6\551 1 a\/ngZ _ v agui S
\/jg ot + \/?g Ox =T w - Fup,gﬁi ) (934)

siendo anflbd“ los simbolos de Christoftel y donde se han definido las variables

T =T%n, = (ph+b*)W? — (p + ;b2> — (ad®)?, (9.35)
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S; =T% 03y, = (ph + b)) W30; — abb;, (9.36)

, ) ) ) 1 i )
H'=T%n, = (ph+b*)W2(v' — B /a) — (p + 2b2> % —ab’b’,  (9.37)

. , , . 1 . ,
H} =T 8y, = (ph+ b )W?3(v) — 87 /a)v; — <p + 2b2> 6 —ab’b;. (9.38)

9.2 Sistema de ecuaciones

Si ahora agrupamos las ecuaciones (9.25), (9.26), (9.28), (9.33) vy (9.34), obten-
emos un sistema de 8 ecuaciones de evolucién mas una ecuacion de ligadura que
podemos escribir como

1 0y7U  9/=gF’
. =S .

V=9 ( 0x9 + ox® ’ (9.39)
V-B =0, (9.40)

en donde ‘
U= (D,S;,7,B)T, (9.41)

o bien,
pW

(ph + b2)W2v, — ab®b,
(ph + b*)W2p, — ab®b,
(ph + bWy, — ab’b,

U= 9.42
(ph+b*)W? — (p+ 1b?) — (ab?)? (9-42)

Bl‘

BY

BZ

Y donde los flujos, Fi, son
W (0" — 5 )
(ph + b)) W2, (v* — 3% /a) + (p + 1b?) — bb,
(9l W20, (0% — 5°/) = b,
T _ Az T

Fr_ (ph + b*)W?2v, (v® — 8% /) — b™b, (9.43)

(ph -+ B)W2(07 — 7 ) — ab'®* — (p+ 1b2) #7/a |
0

BY(v* — 3" /a) = B*(v¥ — ¥ /a)

Bz( T _ﬁx/a) _ Bm(vz _ﬁz/a)
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y los términos fuente, S, son

0
THY Ogvz __ 1’\6
Oxh ,ngzia:
9guy
Ui agmlf _FZVg&y
s=| T(% T (9.44)
OA(TMO 861;1;1 _ F;OWTHV)
0
0
0

9.3 Autovalores del sistema

Como el espacio de variables definido por Anile (u*,b*,p, s) es covariante, for-
malmente, el problema de valores propios es el mismo que tratamos en el caso
de relatividad especial. Debemos, por tanto, resolver la ecuacion:

Ea’A’B* =0 (9.45)
donde usamos las mismas definiciones que en el Capitulo 4, Secc. 4.4. Estas
definiciones son capaces de incluir los efectos de la gravedad, como podemos
observar en la Fig. (9.1). Cuando sea necesario concretar en los cédlculos, al
igual que hacfamos en el Capitulo 4) y sin pérdida de generalidad, tomaremos

®a = (—A,1,0,0), que corresponde a una onda propagandose en la direccién x.
El estudio de autovectores se realizara en el Apéndice I.

9.3.1 Autovalor entrépico

Este autovalor lo obtenemos al resolver

a=u"¢, =0, (9.46)

obteniéndose
Ae = av® — 3% (9.47)

9.3.2 Autovalores de Alfvén

Los dos autovalores de Alfvén se obtienen resolviendo la ecuacién
A=FEd®>-B>=0 (9.48)

obteniéndose

B

"W VB )
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Figura 9.1: En esta figura podemos observar los efectos de la graviatacion en
el calculo de autovalores. Se ha escogido una métrica de Schwarzschild exterior
en coordenadas de Schwarzschild para un objeto central de masa M. El estado
estd definido por p = 1.0, ¢, = 0.1, /g B" = \/g%BQ = 0.5, y donde estamos
variando la componente radial de la velocidad (v") desde 0 hasta obtener valores
del médulo de la velocidad (V') cercanos a la unidad. Siendo los casos rojo y
azul tomados a r = 3M y los casos negro y amarillo en 7 = 2 - 10° M. Los
casos negro y rojo se carecterizan por tener v’ = 0 y los azul y amarillo por
999119 = 0.8
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9.3.3 Autovalores magnetosonicos
Los cuatro autovalores magnetosonicos los obtendremos al resolver la ecuacién

1 b2
N4 = ph <02 - 1> a* — (ph + 02> a®’G + B*G = 0. (9.50)

S S

Desarrollemos primero los términos que aparecen en esta ecuacion,

a=u'"¢, =—-Wn+Wu", (9.51)
donde hemos definido
)\ xr
_AES (9.52)
«
B =0b'p, = —b'n+b", (9.53)
donde se define
b0 = W (v;; B'v7), (9.54)
_ B® o
b = W + W(’YijBlvj)”UZ. (955)

Y, por ultimo,

()‘+ﬂx)2 — AT 2

G = ¢y = 7™ — D = R, (9.56)

A partir de estas expresiones, sustituyendo en N, y operando, obtenemos la
siguiente ecuacion cudrtica

Agn* 4 Agn® + Aon® + Avn + Ag = 0, (9.57)
con las siguientes expresiones para los coeficientes,
(b%)2c

Ay =1-0%7% - IR (9.58)

02 2p0pee

A3 = —4’Uw(]. — 92) — 21}9}% + TVVAL’ (959)
T Tx T QQ ((50)2711 — (EI)2)C§
Ay = 602 (1 = 0%) = (777 — (o)) oy + LTS 9 60)

. . QQ QBOBJ' ywaQ
_ x\3 2 T Tx s
A1 = —4(7} ) (1 -0 ) + 2v Y o ) (961)
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_ \4 2 xx [, T\2
Ag=(0")"(1-9Q7%) =~ (U)W_FWZLSa (9.62)
donde
b2
VP =+ -2, ci:f. (9.63)

Es decir, hemos obtenido una ecuacién en 7 que es formalmente muy sim-
ilar a la que tenfamos en RMHD para A, (4.46). Para resolver esta ecuacién
procedemos de igual forma que la descrita en la Seccién 8.5.

94 Cdbdigo GRMHD

En el desarrollo del cédigo numérico de GRMHD hemos seguido béasicamente
los mismos esquemas desarrollados en el Capitulo 8. Concretamente, para la
discretizacién de las ecuaciones se han seguido la Seccién 8.2 y el Apéndice J.
Para preservar la condicién de divergencia nula para el campo magnético usamos
la técnica del transporte restringido descrita en la Seccion 8.4. En el Apéndice J
describimos algunos de los detalles de su implementacién.

Pasamos ahora a describir méas detalladamente los apartados donde las difer-
encias introducidas son significativas respecto a lo descrito en el Capitulo 8.

9.5 Recuperacion de variables primitivas

En el cédigo numérico de GRMHD hemos implementado dos ecuaciones de
estado: la de un gas ideal y la de un politropo. En las siguientes lineas expon-
dremos cuales son los sistemas de ecuaciones que deberemos resolver en ambos
casos para obtener las variables primitivas a partir de las conservadas para am-
bas ecuaciones de estado.

9.5.1 Ecuacion de estado de un gas ideal

Al igual que en el caso de RMHD descrito en al Seccién 8.9, comenzamos cal-
culando dos productos escalares.

e El primero de ellos es

B-S = B'S; = (ph + b?)W?(B'v;) — ab®(B'Y;). (9.64)
Recordando que

.B2 + WQ(BZ’UZ)

W(B'v;) = ab®, B'b; =
(B'v;) = ab”, i

= b?W, (9.65)

obtenemos
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abtZ

BiS; = phWab® = ——, 9.66
phWa W (9.66)

donde Z vuelve a definirse como
Z = phW? (9.67)

e FEl segundo producto escalar es

S? = §'S; = (ph+b?)2PWv2+a?(b°)% (—2(ph+b*) W2+~ b;b;). (9.68)
Necesitamos evaluar 7% b;ib;, y a partir de b? obtenemos que
Y9b;b; = b? + a?(b%)2. (9.69)

Sustituyendo en (9.68) las expresiones (9.66), (9.67) y (9.69), y operando
llegamos a

(B-S)2W?
{(z +B?)% - 52} W?=(Z+B?)?%+ (27 + B%T. (9.70)
Por otro lado, partimos de la definicién de T,
1
7= (ph+Db*)W? — <p + 2b2> — (ab®)?, (9.71)
que, operando, reescribimos como
B? + (ab?)?
T=phW?+B? —p— —z (9.72)

en la que sustituimos las expresiones (9.66) y (9.67) y una ecuacién de estado
de gas ideal, p = (7 — 1)pe, para obtener finalmente

B.-S)? v -1 B?
(TZB2(2Z2)>W2+77(ZDW)+20 (9.73)

Las ecuaciones (9.70) y (9.73) forman un sistema de ecuaciones formalmente
idéntico al de la RMHD que permite recuperar las variables primitivas a partir
de las conservadas para una ecuacion de estado de gas ideal. Para resolver
este sistema de ecuaciones procedemos de forma andloga a la descrita en la
Seccién (8.9).
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9.5.2 Ecuacién de estado de politropo

La ecuacién de estado de un politropo viene dada por

p=Kp", (9.74)

donde K es una constante y 7 es el exponente politrépico.
Podemos interpretar esta ecucién como un caso particular de la ecuacién de
estado de gas ideal, en la que la energia interna especifica cumple

Kpi—!
€= .
y—1
En el caso de una ecuacién de estado politrépica, el sistema de ecuaciones
de evolucién esta sobredimensionado. Normalmente, se prescinde de la ecuacion
correspondiente a la conservacién de la energia (7), avanzando el resto de va-
riables (D, S;, BY).
Ahora, procediendo de igual forma que en la seccién anterior, obtenemos la
ecuacion (9.70)

(9.75)

(B-S)2W?

{(Z+B2)2 52} W?=(Z+B??+ (2Z+B2)T. (9.76)
Teniendo en cuenta que

Z = phW? = DW (1 + fyileV_l) : (9.77)

obtenemos que la ecuacién en W a resolver es
_ 2
[DW <1 + _7le7—1] + B2> (W?—1) - S*w?
5 —
2(DW (14 2 Kp7~ 1)) +B?| (B-S)?
e L

(DW (1 + %Kp‘**l))Q

A diferencia del caso de un gas ideal, si la ecuacién de estado es la de un
politropo, obtenemos una sola ecuacién de recuperacién en lugar de un sistema
de dos ecuaciones.

9.6 Reconstruccion de variables

Ya abordamos en la Seccién 8.7 las principales cuestiones referidas a la recon-
struccién de las variables en las celdas numércias con objeto de aumentar la pre-
cision espacial del algoritmo. Aunque inicialmente implementamos una recon-
struccion lineal (minmod) para el conjunto de variables (p, p, v®,vY,v*, B*, BY, B?),
los mejores resultados se obtuvieron con la reconstruccién de las variables (p, p, v,
vy, Uy, B*, BY, B¥), que es el que hemos utilizado en este trabajo.
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9.7 Resolvedores de Riemann en GRMHD

En esta secciéon vamos a describir las dos estrategias alternativas que hemos
seguido para construir un resolvedor de Riemann aproximado que permita la
obtencién de un cédigo GRMHD robusto. En los casos analizados, las dos
estrategias han demostrado ser cualitativamente equivalentes, con ligeras difer-
encias numéricas, aunque el procedimiento que expondremos en segundo lugar
es mas interesante debido a que se basa en el uso de resolvedores de RMHD,
con lo cual permitiria una réapida extensiéon de cualquier resolvedor de RMHD
al contexto de la GRMHD.

9.7.1 Enfoque basado en la descomposicién espectral local

Esta estrategia es la que podriamos definir como clésica y es la que ya se ha
empleado en RMHD. También es la misma estrategia que se describe en el
articulo de Banyuls et al. (1997) para abordar la GRHD, y al que remitimos
para un mayor detalle.

En esta aproximacién, una vez discretizado el problema en celdas numéricas,
los flujos numéricos a través de las interfases de estas celdas se obtienen me-
diante un resolvedor de Riemann basado en la descomposicién espectral del
sistema hiperbdlico considerado. En este caso, el sistema de ecuaciones estéd
dado en la Seccién 9.2, los autovalores en la Seccién 9.3 y los autovectores en el
Apéndice I. Una vez que se tiene la descomposicién espectral, se emplea alguno
de los algoritmos descritos en la literatura para la obtencién de un resolvedor
aproximado de problemas de Riemann. En este trabajo y en esta aproximacion
se ha utilizado el resolvedor HLLE (véase la Seccién 8.3.2 y el trabajo de Schnei-
der et al. 1993).

9.7.2 Enfoque basado en el principio de equivalencia

Este segundo enfoque para el caso puramente hidrodindmico sin campo magnético
se describe en Pons et al. (1998) y se basa en el principio de equivalencia de
relatividad general que afirma que localmente cualquier espacio-tiempo puede
ser descrito como un espacio-tiempo plano con una métrica Minkowskiana.

A partir de este principio, la estrategia radica en realizar un cambio de coor-
denadas a un sistema localmente Minkowskiano, donde calcularemos los flujos
usando un resolvedor aproximado del problema de Riemann en RMHD. Una
vez calculados estos flujos, deben ser transformados al sistema de coordenadas
inicial.

Msds detalladamente, para generalizar el procedimiento al caso GRMHD,
debemos recordar que en el caso puramente hidrodinamico, las componentes
del shift transversales a la interfase de la celda (3¢), se comportaban como las
componentes de la velocidad de la malla numérica. Como se discute en detalle en
Pons et al. (1998), esto puede entenderse como que el vector de flujos numéricos
calculados para el caso que 3* = 0, deben modificarse en la cantidad —3'U/a,
donde U hace referencia al vector estado.
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En el caso de la magnetgohidrodindmica, el procedimiento descrito sigue
siendo valido para los flujos correspondientes a las variables D, S; y 7, pero
no para las componentes del campo magnético B?. Si siguieramos el mismo
razonamiento que en el caso anterior llegariamos a que el flujo correspondiente
a la ecuacion del campo magnético es

v'BF —o*B — giB* Ja. (9.79)

Es decir, estarfamos omitiendo la contribucién 3* B’ /a. Este término, que debe
interpretarse como una correccion de la fuerza electromotriz causada por el
movimiento de la superficie respecto el observador Euleriano, debe anadirse en
la expresion de los flujos.

9.8 Tests

En esta seccion describiremos los resultados obtenidos con el cédigo numérico
de GRMHD en diferentes casos en los que la solucién analitica es conocida con
el fin de validar nuestro cédigo numérico.

9.8.1 El test B1

Este test consiste en el problema de Riemann que se expuso en la Seccién 9.2.
La diferencia no radica en la modificacién de las variables fisicas que definen el
estado inicial, sino en la modificacién de las coordenadas usadas.

En la Fig. 9.2 hemos representado tres casos: el correspondiente a un espacio-
tiempo plano descrito por la métrica de Minkowski, que corresponde a la linea
continua y que serd nuestro modelo de referencia; el correspondiente a un
espacio-tiempo plano descrito por una métrica que se diferencia de la métrica de
Minkowski por el hecho de contener un vector shift diferente de cero, 8, = 0.4;
un dltimo caso que corresponde a una métrica que se diferencia de la métrica
de Minkowski por ser a = 2.0 en lugar de ser igual a la unidad.

Como vemos al comparar las Figs. 9.2 y 8.10, en el caso de la métrica de
Minkowski los resultados son completamente equivalentes a los obtenidos en el
caso de relatividad especial ya que nuestro cédigo de GRMHD recupera el limite
de RMHD cuando la métrica se hace Minkowskiana.

Si observamos ahora los resultados correspondientes al caso de o = 2.0 a
t = 0.2 vemos que, como era de prever, coincide perfectamente con el caso
Minkowskiano a t = 0.4.

Por 1ltimo, el efecto del shitf no es mas que producir una traslacién de la
solucién correspondiente a shift nulo: la estructura de la solucién numérica en
el caso de = 0.4 at = 0.4 es la misma que la correspondiente al caso 5 = 0,
pero desplazada hacia la izquierda una distancia igual a 3, -t = 0.16.
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Figura 9.2: Test B1. Realizado con el resolvedor HLL en el enfoque basado
en la descomposicién espectral local, 1600 celdas, rk=2, MIDMOD y cfl=0.5.
Correspondiendo la linea continua al caso de espacio tiempo plano y t = 0.4, los
triangulos al caso con 3, = 0.5 y t = 0.4 y los tridngulos al caso con a = 2.0 y
t=0.2.
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Figura 9.3: Acrecién esférica magnetizada. Comparacién entre la solucién
numérica (linea sélida) y la numérica (circulos) para un modelo con § = 1.0
y calculado en una malla con N, = 100, una vez se ha establecido la convergen-
cia. Se muestran las cantidades densidad de materia (p), densidad de energia
interna especifica (¢), velocidad radial (v") y campo radial (B").

Figura 9.4: Error L de la densidad de masa en reposo (p) para una acreccién
esférica magnetizada en funciéon de la resolucién radial. Las lineas a trazos
cortos y largos indican respectivamente la convergencia de primer y segundo
orden. Los diferentes simbolos usados en la figura denotan diferentes valores
para el pardmetro de magnetizacién ().
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9.8.2 Acrecion de Michel

La solucion estacionaria correspondiente a un gas ideal acretado por un agujero
negro de Schwarzschild fue deducida por F.C. Michel en 1972 en el caso de
simetria esférica.

La solucién de Michel no se ve modificada por la presencia de un campo
magnético radial arbitrario con simetria esférica. Sin embargo, no todas las con-
figuraciones de con campo radial con simetria esférica satisfacen la condicion de
divergencia nula. Las configuraciones que verifican esta condicién son aquellas
en que el campo medido por el observador Euleriano viene dado por

1—2M/r

B =KV

; (9.80)

donde k es una constante arbitraria y M es la masa del agujero negro de
Schwarzschild. Esta solucién corresponde al campo producido por un monopolo
magnético de carga k situado en r = 0, con lo cual, la condicién de divergencia
nula se cumple en todo el espacio excepto en el origen.

Las soluciones de acrecion de Michel vienen caracterizadas por la masa del
agujero negro, M, el valor de las constantes de acrecién, C; = pWv'r? y Cy =
hW ( — %), relacionadas con la conservacién de la masa en reposo y la energia
respectivamente, y por el exponente adiabdtico de la ecuacién de estado tipo
politropo 7.

La solucién particular de acreciéon que hemos tomado corresponde un ex-
ponente adiabético ¥ = 4/3 y a los siguientes valores de las constantes de la
acrecién:

2M
Cr=pWv'rl=-14 vy Co=hW[1-")=1. 9.81
T

A esta solucion estacionaria de las ecuaciones de la hidrodinamica relativista
se le aniade un campo magnético radial y con simetria esférica que cumpla la
condicion de divergencia nula como el que hemos descrito mas arriba. A fin
de parametrizar la intensidad del campo magnético, se define el pardmetro
B = b%/2p, cociente entre la presién magnética y la del gas en un punto de-
terminado, que se ha elegido como el correspondiente al punto critico de la
solucion de Michel, es decir, aquel en el que la velocidad del sonido coincide con
la velocidad de caida del fluido. En el test que hemos realizado, el valor de la
coordenada radial del punto critico es r. = 8.0r,, donde r;, = 2M es el radio de
Schwarzschild.

En la Figura 9.3 se muestran los resultados de la acrecién en el caso en que el
parametro [ tiene el valor § = 1.0. La solucién analitica corresponde a la linea
sélida y la solucién numérica a los circulos. Esta solucién numérica ha sido
obtenida al integrar numéricamente las ecuaciones de la GRMHD, partiendo
de una condicién inicial. En este caso se ha partido de la solucién analitica y
hemos integrado las ecuaciones usando el cdigo numérico descrito por un tiempo
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de t = 250M. Como vemos, nuestro cédigo es capaz de mantener la solucién
estacionaria durante un periodo de tiempo largo con gran precision.

A fin de cuantificar la precisién de nuestro cédigo en este test, hemos cal-
culado el error L, definido como L = Zfil Qi — Qa.i /Zfil Qa,i, siendo N el
nimero de puntos de la malla numérica, () la magnitud fisica elegida, que en
este caso ha sido la densidad p, y el subindice a hace referencia a la solucién
analitica. Los resultados obtenidos para diferentes valores del parametro 8 que
caracteriza la intensidad del campo magnético se muestran en la Fig. 9.4 en
funcién del nimero de puntos de la malla. Esta gréfica nos permite, ademés,
determinar el orden del cédigo numérico, que en este caso resulta ser 2, inde-
pendientemente del valor del pardmetro (.

En la Tabla 9.8.3 se muestra el error L correspondiente a las magnitudes p,
v" y B" para cada uno de los métodos que hemos usado en el cdlculo de los
flujos numéricos. Para construir esta tabla hemos usado 70 celdas numéricas y
el valor del pardmetro  se ha elegido igual a 10.0.

9.8.3 Acrecién de Takahashi-Gammie

Otro test unidimensional que podemos realizar estd basado en el estudio re-
alizado por Takahashi et al. (1990) sobre los flujos de acrecién estacionarios
sobre agujeros negros. Este estudio fue posteriormente particularizado al caso
de acrecion ecuatorial en la regién entre el horizonte de sucesos y la oérbita
circular estable mas interna por Gammie (1999).

La solucién obtenida por Gammie (1999) describe la acrecién ecuatorial esta-
cionaria de un gas frio magnetizado sobre un agujero negro de Kerr. El modelo
asume que hay simetria axial, que el material es frio, h ~ 1, y que estd confinado
en el plano ecuatorial. Este modelo representa un paso més en el nivel de com-
plejidad de las ecuaciones a resolver con respecto a las que hemos utilizado en
los tests anteriores ya que involucra la métrica de Kerr, aunque particularizada
al plano ecuatorial. Como resultado, se anaden a las ecuaciones nuevos términos
debido al mayor nimero de simbolos de Christoffel no nulos.

Como se describe en Gammie (1999), la solucién de acrecién viene determi-
nada cuando se especifican cuatro constantes conservadas, a saber, el ritmo de
acrecién Fy; = 27r2u”p, el flujo de momento angular Fy, = 2nTy, el flujo de
energia Fg = 271 y la componente Fpy del tensor electromagnético, que se
relaciona con el flujo magnético a través de la frontera interna.

A fin de comparar con otros autores, hemos tomado como modelo inicial el
usado por Gammie et al. (2003) y por De Villiers y Hawley (2003), correspon-
diente a la acrecién por un agujero negro de Kerr que se caracteriza por una
masa M = 1, un pardmetro de momento angular a = 0.5, y los siguientes valores
de las constantes Fpy = —1.0, F, = —2.815344, Fp = —0.908382, Fyp,s = 0.5.

La malla numérica que hemos utilizado en este test consiste en N, x Ny
celdas numéricas en las direcciones radial y angular respectivamente. La malla
radial cubre la region entre 7min = Thorizon + 0-2 7s ¥ "max = 4.0r, mientras la
malla angular contiene sélo Ny = 3 puntos que subtienden un pequeno angulo
de 10~°%7 radianes alrededor del plano ecuatorial.
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Figura 9.5: Test de acreciéon de Takahashi-Gammie realizado con el resolve-
dor HLLE, segun el enfoque basado en la descomposicién espectral local, uti-
lizdndose 200 celdas radiales, rk=2, reconstruccion MIDMOD y CFL=0.5.
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Figura 9.6: Test de acrecién de Takahashi-Gammie realizado con el resolvedor
HLLE, segun el enfoque basado en el principio de equivalencia, utilizandose 200
celdas, rk=2, reconstruccion MIDMOD y CFLI=0.5.
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Figura 9.7: Test de Takahashi-Gammie realizado con el resolvedor tipo Roe
segun el enfoque basado en el principio de equivalencia, utilizindose 200 celdas,
rk=2, reconstruccion MIDMOD y CFL=0.5.
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Figura 9.8: Error L de la densidad de masa en reposo (p), la velocidad radial
(v") y el campo toroidal (B?) para la acrecién de Takahashi-Gammie en funcién
de la resolucién radial (resolvedor de Roe, segin el principio de equivalencia).
Las lineas a trazos cortos y largos indican respectivamente la convergencia de
primer y segundo orden.

En la Figs. 9.5-9.7 se muestran los perfiles radiales de algunas variables
significativas obtenidas utilizando las diferentes estrategias para la obtencién de
los flujos numéricos descritas en la Seccién 9.7, con una malla radial de N, = 200.
Los circulos indican los resultados numéricos (para una de cada cuatro celdas
numéricas) mientras que las lineas sélidas corresponden a la solucién analitica.
Se observa que la estacionariedad de la solucién numérica es preservada con
muy buena aproximacion por el cédigo numérico que hemos utilizado. También
se puede observar que, después de evolucionar durante un largo periodo de
tiempo usando nuestro cédigo, no hay diferencias significativas entre la solucion
numérica y la analitica.

Con el presente test hemos obtenido también el orden de convergencia del
c6digo bajo refinamiento de malla. El orden global de convergencia se deduce
de la Fig. 9.8, obteniéndose que el cédigo es de segundo orden. Como ya ha
sido comentado por Gammie et al. (2003), el empeoramiento en el orden de
convergencia que se obtiene para la variable By al refinar la malla se debe a que
la condicién inicial del test requiere la solucién de una ecuacién algebraica no
lineal. Los errores en esta variable en el instante inicial son mas pronunciados
en el caso de un nimero de celdas radiales elevado.

Las prestaciones del cédigo usando también el resolvedor HLL basado en
la formulacién de Pons et al. (1998) han sido también calibradas en este test.
Mientras que el orden de convergencia se preserva independientemente del re-
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op ov” 0B" B?
Michel test
HLL 3.76 x 1073 3.92x 1073 7.64 x 10~ 17 —
Roe-type 297 x 1073 3.45x 1072 1.09 x 10~ 12 —
Gammie test
HLL 1.92x 1072 254 x 1073 228 x 107 1.48 x 103
Roe-type 6.90 x 1073 3.0l x 1073  3.96 x 1072 2.14 x 103

Tabla 9.1: Tets de acrecion: Comparacion de los errores de las magnitudes
representativas para los resolvedores HLL y Roe. La columna muestra el error
global cuando se ha alcanzado la solucién estacionaria.

solvedor usado para calcular los flujos numéricos, la exactitud real varia signi-
ficativamente. El resultado de esta comparacion se muestra en Tabla 9.8.3, en
donde hemos utilizado una malla con N, = 60.

9.8.4 Discos gruesos de acrecion alrededor de agujeros ne-
gros

Un test intrinsicamente 2-dimensional viene dado por la solucién estacionaria de
un disco grueso (toro) orbitando alrededor de un agujero negro. Este tipo de es-
cenarios astrofisicos ha sido descrito por Fishbone & Moncrief (1976), Kozlowski
et al. (1978) y mds recientemente por Font & Daigne (2002). La configuracién
consiste en un fluido bargtropo (p = p(p)) en érbita circular no-Kepleriana
alrededor de un agujero negro de Schwarzschild o Kerr. Estos discos pueden
presentar un vértice en al plano ecuatorial a través de la cual se produce la
acrecién del material sobre el agujero negro.

Hemos estudiado este tipo de configuraciones de toros tanto en el caso pu-
ramente hidrodindmico (no magnetizado) como en el caso en que el campo
magnético sea importante para la dindmica (toro magnetizado). Se ha supuesto
que el momento angular especifico (por unidad de masa), | = —uy/u;, es con-
stante.

9.8.5 Toros no magnetizados

A fin de analizar las prestaciones del cédigo numérico en el caso puramente
hidrodindmico hemos considerado un modelo de toro similar al usado por De
Villiers y Hawley (2003) especifico I = 4.5. El toro orbita alrededor de un
agujero negro de Schwarzschild de masa M, presentanto el méximo de densidad
en r = 15.3 M. El borde interior del toro estd situado en r = 9.34 M y el
exterior en 7 = 39.52 M. Hemos tomado una ecuacién de estado politrépica
p= Kp7, con 4 = 4/3 y se ha tomado K de manera que la relacién de masas
entre el toro y el agujero negro sea de 0.07.
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Figura 9.9: Error L de la densidad de masa en reposo (p) para un toro puramente
hidrodindamico en funcién de la resolucion radial. Las lineas a trazos cortos y
largos indican respectivamente la convergencia de primer y segundo orden.

Hemos comprobado que el cédigo es capaz de mantener la solucién esta-
cionaria al evolucionar durante un tiempo significativo del orden de 10 periodos
orbitales. A partir de la Fig. 9.9 se puede deducir que el cédigo alcanza el
segundo orden de convergencia en la variable p para valores razonables de N,
N > 200.

9.8.6 Toros magnetizados

Por dltimo, hemos considerado la evoluciéon de un toro magnetizado orbitando
alrededor de un agujero negro de Schwarzschild. En este caso, la solucion esta-
cionia proporciona sélo el modelo inicial ya que no hay soluciones estacionarias
con campo magnético. Siguiendo la prescripcién de De Villiers y Hawley (2003)
hemos anadido al modelo inicial un campo magnético poloidal obtenido a par-
tir de un potencial vector de la forma Ay oc max(p/p. — C,0), donde p. es la
densidad méxima del toro y C' es un parametro libre que determina el grado
de confinamiento del campo magnético dentro del toro. El modelo de toro es el
mismo que el usado en la subseccién anterior al que hemos anadido un campo
caracterizaqdo por C = 0.5 de manera que el promedio de la razén entre la
presién magnética y la del gas en el interior del toro es de 1.5x1073.

Los cuatro paneles de la Fig. 9.10 muestran la evolucién de los isocontornos
logaritmicamente espaciados de densidad de masa durante los primeros 8 perio-
dos orbitales. En esta simulacién se ha empleado el resolvedor HLL en una malla
computacional de 200 celdas radiales por 100 celdas angulares. La dindmica de
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estos toros viene gobernada por la llamada inestabilidad magnetorotacional (Bal-
bus y Hawley 1991), la cual genera turbulencias en el toro que permiten explicar
el transporte del momento angular hacia afuera. En el caso axisimétrico, que es
el que aqui se estudia, la inestabilidad magnetorotacional es menos significativa
que en el caso de tres dimensiones y se manifiesta por la aparicién del llamado
channel solution (De Villiers y Hawley 2003). Este hecho se observa en nuestra
simulacién después del tercer periodo orbital. Como se muestra en la figura,
tras el tercer periodo aparece una estructura elongada ded alta densidad cerca
del ecuador (channel). En la Fig. 9.10 se muestran dos hechos adicionales que
deben ser atribuidos sin ninguna duda a la aparicién de la inestabilidad magne-
torotacional. El primero de ellos, representado en el panel superior, muestra el
transporte de momento angular, que inicialmente era constante, hacia afuera.
Se observa que este momento angular se aproxima al perfil Kepleriano (linea
s6lida) a medida que evoluciona. En el panel inferior se muestra el rdpido incre-
mento de la presién magnética media respecto a la presién del gas durante los
dos primeros periodos orbitales, debido a que la inestabilidad magnetorotacional
provoca turbulencias.
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Figura 9.10: Toro magnetohidrodinamico, realizado con el resolvedor HLLE
bajo el enfoque basado en el pricipio de equivalencia, usandose 200 celdas radi-
ales ([2,5,52,0] M) y 100 celdas angulares ([0, 7]).



Capitulo 10

Conclusiones

El objetivo principal de este trabajo ha sido el desarrollo de un c6digo numérico
para resolver las ecuaciones de la magnetohidrodinamica en relatividad especial
y general basado en técnicas de alta resolucidn de captura de choques (HRSC).
Este tipo de técnicas explota el cardcter conservativo e hiperbdlico del sistema
de ecuaciones en cuestién y su introduccion en el campo de hidrodinamica de
relativista numérica ha supuesto un avance muy importante.

Para poder lograr este objetivo ha habido que llevar a cabo una importante
tarea en aspectos tanto tedricos como numéricos de la magnetohidrodindmica
relativista.

10.1 Aspectos tedricos

El nicleo de las técnicas HRSC lo constituye una discretizacion de las ecua-
ciones en forma conservativa y la evaluacion de los flujos entre celdas numéricas
contiguas para el avance temporal de las ecuaciones. De entre las diversas
estrategias para el célculo de dichos flujos, optamos por el desarrollo de un al-
goritmo basado en la descomposicion espectral de las matrices jacobianas del
sistema de ecuaciones.

Es precisamente en el contexto de la descomposicion espectral de la RMHD
en el que se han hecho contribuciones novedosas.

e Partiendo de los trabajos de referencia de Anile (1989) y Komissarov
(1999a), se ha obtenido un conjunto de vectores propios renormalizados
para la RMHD y la GRMHD que resulta ser completo tanto en los estados
no degenerados como en los degenerados, generalizando el trabajo clasico
de Brio y Wu (1988) para la MHD.

e En el camino hacia la obtencién de esta nueva base de autovectores, se han

caracterizado los dos tipos de degeneraciones de la RMHD de forma co-
variante, en términos de las componentes del tetravector campo magnético
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normal y tangencial al frente de onda de Alfven, medidas por el observador
comovil.

e Finalmente, se ha probado el cardcter no convero de la RMHD (tal y como
ocurre en la MHD) atendiendo a la clasificacién de sus campos caracteris-
ticos en linealmente degenerados o genuinamente no lineales.

10.2 Aspectos numéricos

e Implementacién de un cédigo HRSC de segundo orden para RMHD en
relatividad especial. La extensién de las técnicas HRSC en magneto-
hidrodindmica relativista es muy reciente (el primer trabajo en RMHD
data de 1999), por lo que la implementacién de nuestro cédigo numérico
puede considerarse como novedosa. Algunos ingredientes clave en los que
ha habido que trabajar son: el calculo de los autovalores y autovecto-
res de las matrices jacobianas del sistema; el algoritmo para mantener la
divergencia del campo magnético nula; la recuperacién de las variables
primitivas a partir de las conservadas. En este punto, la colaboracién con
T. Leismann (Leismann 2005) ha resultado muy fructifera.

e Implementacién de un cédigo HRSC de segundo orden para GRMHD.
Aqui, el aspecto més novedoso ha sido la utilizacién del principio de equi-
valencia para la obtencion de los flujos numéricos a partir de los corres-
pondientes flujos en relatividad especial. Esta estrategia fue propuesta
por Pons et al. (1998) en el marco de la hidrodindmica relativista y ha
sido extendida aqui al caso de la magnetohidrodindamica relativista.

Ambos cédigos han sido sometidos a una amplia bateria de tests.

10.3 Aplicaciones

Los codigos desarrollados en el presente trabajo han comenzado a aplicarse en
diferentes escenarios astrofisicos como, por ejemplo,

e Chorros extragaldcticos relativistas magnetizados de gran escala. Algunas
simulaciones de chorros extragalacticos de gran escala se han mostrado en
el Capitulo 8 de la presente Memoria. El objetivo bésico es el estudio de
la influencia del campo magnético en la morfologia y dindmica de estos
objetos.

e Chorros extragalacticos de pequena escala. Aqui, el interés radica en el
estudio de la influencia del campo magnético en la estructura de los chorros
y en la interpretaciéon de los mapas de polarizacién. Resultados prelimi-
nares de este tipo de estudios se han presentado en diversos congresos
internacionales.
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e Acrecién sobre objetos compactos. En Antén et al. (2006) y en el Capitulo
9 de la presente Memoria se han mostrado simulaciones preliminares de
discos de acreciéon magnetizados alrededor de agujeros negros abriendo el
camino a futuras aplicaciones en el contexto de la formacién de chorros, la
estabilidad de los discos de acreciéon magnetizados o la emision de ondas
gravitatorias.
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Apéndice A
Notacion

En las siguientes lineas expondremos la notacion que hemos utilizado para rep-
resentar las principales variables usadas en este trabajo.

A.1 Convenios matematicos

e Los indices griegos pueden tomar los valores 0,1,2,3 o t,z,y,z 0 t,r, ¢, 2
o t,r,0,¢ dependiendo del sistema de coordenadas.

e Los indices latinos pueden tomar los valores 1,2,3 0 z,y,z 07, ¢,z 07,0, ¢
dependiendo del sistema de coordenadas.

e In hace referencia al logaritmo en base e.

e log hace referencia al logaritmo decimal.

A.2 Variables asociadas a la métrica del espacio-
tiempo

® gop son las componentes del tensor métrico del espacio-tiempo correspon-
diente.

o I'Gs = %go"‘ (aggm; +059u8 8uglg(;) son simbolos de Christoffel asociados

al tensor métrico.

e ¥ es la delta de Kronecker, que se define como

sipu=v

1
no_
5"{0 sip#v
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"B es 1a densidad tensorial de Levi-Civita, que se define como

elwaﬁ —

1
ﬁ [nrap

donde [prag] es el simbolo de Levi-Civita completamente antisimétrico.

En el contexto del formalismo 341 nos aparecen los siguientes elementos

« es la funcién lapse.
B es el shift.

~% es la métrica espacial.

A.3 Magnitudes fisicas

p es la densidad de masa en reposo del fluido.

€ es la energia interna especifica del fluido, es decir, energia interna por
unidad de masa.

p es la presiéon del fluido.
h =1+ e+ p/p es entalpia especifica del fluido.
s es la entropia especifica.

7 es el exponente adiabatico, definido como
___(Olnp
7= 9 P,

u® son las componentes de la tetravelocidad del fluido. Esta satisface
u*uy = —1.

e}

v* denota las componentes de la trivelocidad. La relacién existente en-
tre v y u® en relatividad especial y coordenadas cartesianas es u® =
W (1,v%,vY,v%) donde W = 1/4/1 — v2 es el factor de Lorentz.

b™ es el cuadrivector campo magnético, denotaremos por b? = b%b,.

El trivector campo magnético sera B*. La relacion existente entre B* y b®
es

. 1 ) )
W=w®B-v), b= B+ W2v'(B - v))

Ademas se debe cumplir que: b*u, = 0.
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D = pW es la densidad de masa relativista.

St = (ph + b?)u'u — b son las componentes del vector densidad de
momento.

7= (ph+b*)W? — (p+ 1b?) — (b°)? es la densidad de energfa total.

TH = (ph + b?)uru” + (p + %bz) gHY — bMb” es el tensor impulso energia
magnetohidrodindmico.

7 = phW2.

A.4 Variables de la descomposicién espectral

A es un autovalor de la matriz caracteristica del sistema.

¢, = (—A,1,0,0) es el vector de ondas asociado al autovalor A. Sin pérdida
de generalidad, en todos los desarrollos tedricos lo suponemos orientado
en la direccién asociada a la primera coordenada.

a=utp,.
B=btg,.

G ="'y

E = ph + b2
A= Ea® — B?

N4:ph(c%—1)a4—(ph+%)a2G+BQG

x=2

U= (u®, b, p, s) es el sistema de variables covariantes o de Anile.

r y [ denotan, respectivamente, los autovectores a derechas y a izquierdas
ortogonales en el sistema de variables de Anile.

V = (u®,u¥,u*, bY,b% p, p) es el sistema reducido de variables.

7y [ denotan, respectivamente, los autovectores a derechas y a izquierdas
ortogonales en el sistema reducido de variables.

U = (D, S*,5Y,5% 1,BY, B*) es el sistema de variables conservadas.

R y L denotan, respectivamente, los autovectores a derechas e izquierdas
ortogonales en el sistema de variables de conservadas.
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Apéndice B

Sistemas hiperbdlicos de
leyes de conservacion

En este apéndice expondremos los conceptos basicos mas importantes asociados
a los sistemas de ecuaciones diferenciales hiperbdlicos.

B.1 Ecuacion lineal en derivadas parciales

Partamos de una ecuacion lineal en derivadas parciales como

ou ou
e =0 B.1
ot + “or ’ (B.1)
donde a es constante.

Tomemos una curva x(t) definida por la ecuacién diferencial

dx

— =a. B.2
g (B.2)
La familia de curvas que son solucién de esta ecuacién diferencial viene dada
por las rectas paralelas

x(t) = zo + at, (B.3)

donde x( es un parametro libre.

Consideremos ahora una solucién de la ecuacién escalar (B.1), u = u(t, z).
Si calculamos el ritmo de variacién de u sobre una de las curva x = z(t) antes
definidas, tenemos que

du  Ou  drdu Ou ou

dt ot dt Ox ot ox
Es decir, la variacién de u sobre la curva considerada es nula y, por tanto, u
es constante sobre dicha curva. La curva que cumple esta propiedad recibe el
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nombre de curva caracteristica y el conjunto de curvas caracteristicas (B.3)
define el campo caracteristico de la ecuacién diferencial (B.1).

Por tanto, si conocemos el campo caracteristico y la condicién inicial u(t =
0,z) = ug(x), la solucién de la ecuacién diferencial (B.1) viene dada por

u(t, ) = up(z — at) = up(zo)- (B.5)

Es decir, la solucién de la ecuacién nos dice que el perfil inicial, sea suave o
discontinuo, se propaga con una velocidad a a lo largo del eje x. Por ello, a es
la velocidad de propagacién.

En general, si a es una funcién de u, a = a(u(t, x)), la ecuacién en derivadas
parciales (B.1) tiene como curvas caracteristicas a aquellas curvas z(t) que cum-
plan la ecuacion diferencial

dx

— =a(u(t,x)). B.6

= a(u(t,2) (5.6)
Sobre estas curvas también se cumple que u, y por tanto a, son constantes.

Es decir, la familia de curvas caracteristicas es la siguiente

x = xo + a(uo(zo))t, (B.7)

que no son m&s que rectas aunque, en este caso, no paralelas.
La solucién de la ecuacién en derivadas parciales, conocida la condicién
inicial y las curvas caracteristicas, es formalmente

u(t, x) = uo(x — a(uo(xo))?). (B.8)

Si en el caso de a = cte, el perfil inicial se propagaba con una velocidad
constante a lo largo del eje x, en el caso a # cte, el perfil inicial en cada punto
se propaga a una velocidad distinta. Aunque, en principio, podriamos usar la
solucién dada en (B.8), ésta solucién resulta inviable ya que quedarfan indeter-
minada la solucién en aquellos puntos en donde se cortaran las curvas carac-
teristicas con la consiguiente apariciéon de discontinuidades o bien en aquellas
regiones en donde las curvas caracteriticas divergieran provocando la apariciéon
de rarefacciones.

Pasamos ahora a generalizar lo que hemos visto al caso de sistemas.

B.2 Sistemas de ecuaciones

Consideremos el sistema de ecuaciones en derivadas parciales de n ecuaciones
con n funciones incoégnita independientes, u*,

ot + 370 aj (b xut, o u)Oput + btz ut, u™) = 0
o+ 30 a2 (tz,ut, L um)0put + B2zt u™) = 0 (B39)
. . B.9

o™ + >0 al(tz,ut, L u)Oput 4+ 0tz Ut ™) = 0,
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donde hemos usado 9; (9,) para indicar la derivada parcial con respecto a ¢ ().
En forma matricial, dicho sistema se expresa como

ou ou
B +Aax +B =0, (B.10)
donde U = (ul,u?,...,u"), B = (b!,b%,...,b") y la matriz A estd formada por
los coeficientes aj—.
Se dice que el sistema es lineal con coeficientes constantes si los elementos
de la matriz A y del vector B son constantes. Si a} = a}(t,x) y b* = b*(t,z)
entonces el sistema es lineal con coeficientes variables. El sistema se considera
también lineal si B depende linealmente de U. Se dice que el sistema es quasi-
lineal si los elementos de la matriz A son funciones de U. Finalmente, el sistema,
es llamado homogéneo si B = 0.
Los sistemas de leyes de conservacion son sistemas de ecuaciones en derivadas

parciales que pueden ser escritos como
ou L OF(U)
ot Oz
donde U es llamado vector de variables conservadas y F = F(U) = (f Lf2 o fm
es el vector de flujos, siendo cada componente, f*, funciéon de U.
Llamamos matriz jacobiana del sistema a la matriz

—0, (B.11)

oftjout ... Oft/ou™
OF of?/out ... Of%/oum

AU) =5 = : : (B.12)
ofr/out ... Of"/oun

Noétese que un sistema de leyes de conservacién se puede escribir como un
sistema quasi-lineal aplicando la regla de la cadena:

OF(U) OF oU ou
=——=A(U)—.
Oz oU ox (U) Ox
En un sistema de leyes de conservacién, los autovalores de la matriz A,
obtenidos por la resolucién de la ecuacién

(B.13)

det(A — AT) =0, (B.14)

constituyen los autovalores del sistema y representan las velocidades de propa-
gacion de pequenas perturbaciones.

Llamamos autovector por la derecha, R?, correspondiente al autovalor \;, a
aquel vector que cumple la condicién A - R = \;R?. Similarmente, llamamos
autovector por la izquierda, L*, correspondiente al autovalor );, a aquel vector
que cumple la condicién L? - A = \;L.

Un sistema de ecuaciones diferenciales tal como el dado en (B.10) se dice que
es hiperbdlico en un punto (¢, ) si A en ese punto tiene n autovalores reales y los
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correspondientes n autovectores son linealmente independientes. El sistema se
llama estrictamente hiperbolico si los autovalores son todos ellos distintos entre
si.

Si un sistema es hiperbdlico, la matriz jacobiana es diagonalizable. La matriz
R cuyas columnas son los autovectores a derechas y la matriz L cuyas filas son
los autovectores a izquierdas, cumplen las siguientes condiciones:

L-A-R=A y L-R=I, (B.15)

siendo A la matriz diagonal cuyos elementos son los autovalores.

B.2.1 Resolucién de un sistema hiperbdlico lineal

Un sistema hiperboélico lineal de primer orden en derivadas parciales con coefi-
cientes constantes viene dado por la ecuacién diferencial

ou ou

_ + -

ot Ox

donde U = (u!,u?,...,u") y la matriz A estd formada por los coeficientes a
Diagonalizando la matriz A, el sistema se puede escribir como

=0, (B.16)
i

A% A%
— +A— = B.1
5 TA 5, 0, (B.17)

donde las variables W = (w!,w?, ..., w") reciben el nombre de variables carac-
teristicas del sistema, cumpliéndose las siguientes relaciones:

LU=W, RW=U, R-A-W=A.U=F. (B.18)

Tenemos, por tanto, n ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes con-
stantes, similares a la ecuacién (B.1). Como ya hemos visto, la solucién del
sistema conociendo las curvas caracteristicas y la condicién inicial en ¢t = 0,
wi(z), serd

w'(t, x) = wi(x — \'t), (B.19)

expresién que hace evidente el hecho de que a los autovalores del sistema también
se les denomina velocidades caracteristicas.
La solucién del sistema expresada en las variables iniciales U, sera por tanto

U(t,z) =R -W(t,x) = R- Wo(x — \'t). (B.20)

Se estd ahora en condiciones de considerar el problema de Riemann en el
que se basan los métodos HRSC. El problema plantea que en el instante inicial,
t = 0, las variables U vienen dadas por

- U, <0
U_{UR z>0"
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es decir, presentan una discontinuidad inicial en £ = 0. Nos interesa ahora saber
el valor del vector de flujos F en z = 0 en un instante ¢ > 0.

En el instante ¢ = 0, las variables caracteristicas presentan también una
discontinuidad en x = 0. El valor a la izquierda de x = 0 viene dado por W,
mientras que a la derecha de z = 0 toman el valor Wg. Dadas las condiciones
iniciales, podemos concluir que la solucién para t > 0 es

; wh o ox < Mt
wz(t,x):{ wé :1:>)\Zt ,

cuya interpretacion es clara: las discontinuidades en cada variable caracteristica
se desplazan con una velocidad igual al autovalor asociado.

Como el flujo asociado a la variable caracteristica w®, f?, no es mas que
fi = \w', tendremos que el flujo en 2 = 0 para t > 0 es

i o )\sz si A\>0
fle=0) _{ Al s A <0 (B.21)

Este flujo se puede escribir de forma mas compacta como:

fix=0)= 3 (Aiw’L + Nwy — | A | Aw’)7 (B.22)

con Aw' = wh —w'.

Si ahora se realiza el producto del vector de flujos con la matriz R, se obtiene
el vector de flujos en = = 0 para t > 0, correspondiente a las variables U del
sistema inicial, F=R - f

) 1 . ) n .y
Fi(U) = 5 (F; +FR =Y A AwﬂRg.). (B.23)

j=1

B.3 Caracterizacion de los campos caracteristicos

En general, dado un sistema hiperbdlico de leyes de conservacion, las velocidades
caracteristicas A;(U) definen un campo caracteristico (campo-J;). Clasificamos
los campos caracteristicos en dos categorias:

e Decimos que un campo-\; es linealmente degenerado si se cumple que

Vo -Ri =0, VU. (B.24)

Asociadas a este tipo de campo caracteristicos estdn las discontinuidades
de contacto. La trayectoria seguida por una de estas discontinuidades en
un diagrama t — x nos muestra que es paralela a las curvas caracteristicas
asociadas a este campo a ambos lados de la discontinuidad.
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Las discontinuidades que podamos encontrar en sistemas lineales con co-
eficientes constantes, son todas de este tipo y son discontinuidades que ya
aparecen en el dato inicial y unicamente se propagan.

Decimos que un campo-\; es genuinamente no lineal si se cumple que

Vudi-R'#0, VU. (B.25)

Asociadas a este tipo de campo caracteristicos estan las ondas de choque
y las rarefacciones. La trayectoria de una onda de choque en un diagrama
t — x nos muestra que las curvas caracteristicas asociadas a este campo
convergen a la onda de choque. Por contra, en una rarefaccién vemos que
las curvas caracteristicas divergen.

Este tipo de discontinuidades, las podremos encontrar en sistemas quasi-
lineales. Podran aparecer en la solucion inicial, en cuyo caso se porpagaran
o surgir de la evolucién de soluciones iniciales continuas.
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Descomposicion espectral
de la MHD

El estudio de las ecuaciones linearizadas de la MHD para pequenas perturba-
ciones permite la definicién de tres tipos diferentes de ondas que propagaran
las pertubaciones. Estas ondas, que vienen caracterizadas por sus velocidades
de propagacion, se clasifican en ondas magnetosdnicas rdpidas, magnetosonicas
lentas y ondas de Alfvén. En el caso en que las ondas se desplacen en la direccién
positiva del eje x, sus velocidades, respecto del fluido, seran

e Ondas magnetosénicas réapidas

1 B2 B2\ ? B2\ /2
wz%&—+¢@%—>—%§z}. (C.1)
2 p p p

e Ondas magnetosonicas lentas

1 B? B2\ > B2\
%=%%——¢G%-)—%§w} : (C.2)
2 p p P

e Ondas de Alfvén

Vg = 4] —. (C.3)

En las expresiones anteriores, ¢, es la velocidad del sonido en el fluido, que para
un gas ideal es

i

Cs =4[V (C4)
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Noétese que si las ondas se propagan en la direccién negativa del eje z, las
velocidades resultan ser iguales en médulo pero de signo contrario. Cada una de
estas ondas tendra propiedades distintas y sus velocidades de propagacion estan
asociadas a los autovalores de la matriz jacobiana del sistema, como veremos a
continuacion

C.1 Autovalores y autovectores de la MHD

Las ecuaciones de la MHD forman un sistema de ecuaciones diferenciales hiperbdlico.
Ello implica que la propagacién de las perturbaciones siguen las llamadas curvas
caracteristicas. Estas curvas vienen definidas por los autovalores de la matriz
jacobiana del sistema. Si realizamos la descomposicion espectral de esta matriz
jacobiana correspondiente a la propagacién en la direccién del eje x (Brio y Wu
1988), se obtiene que los autovalores son

Af = vz £ vy, (C.5)
Ao = Vg =& Vg, (C.6)
s = Up £ 0, (C.7)
Ae = Vg, (C.8)

donde A. es el autovalor que llamaremos entrépico, A, seran los autovalores
de Alfvén, Ay y Ay son, respectivamente, los autovalores magnetosénicos lentos
y rapidos y v, es la componente x de la velocidad del fluido.

Un ligero andlisis de estas expresiones, nos permite ver que si B, = 0,
tenemos una quintuple degeneracién (As = A, = A¢). Por otro lado, si B, =
B, = 0 tenemos que una de las ondas magnetosénicas coincidara con una de las
ondas de Alfvén. Concretamente se cumple que

As = Ao si B2/p < c?

S

As = Ag si B2/p > c? (C.9)

S

As=Xo =A; siB2/p=c?

Los autovectores por la derecha de la matriz jacobiana, segin la renormal-
izacién propuesta por Brio & Wu (1988) son
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af
af (vm + ’Uf)
Uy F s Byvasign(By)
R, do, = apvs F asfyvasign(By) ) (C.10)
N
N
”§+U§+v§
2 + g]jf
0
0
Ry, 4o, = +0,sign(B;) | o
ﬁz
N
_ By
N

Qs
(Vg £ vs)
asvy £ aypfycssign(By,)
Ry, +0, = v, £ aypfycssign(By)

(C.12)
_ afﬁyci
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(C.13)

=

§
(&4
n

2 2 2
vw-‘rvy-ﬁ—vz

donde se ha definido

_ U Ve (C.14)

(tomando ay = as =1si By, B, =0y v = ¢),
B B,

By= e, =t

\/B2 + B? \/ B2 + B?

(tomando 8, = 3, = %, si By, B, =0).

Por tltimo, se ha definido

(C.15)

apv? -2
g}t = ,YJL]; iafvagg:Fozsvasign(Bw)(ﬂyvy+ﬁzvz)+%af(vj2c —c%), (C.16)

2

s . -2

gSi _ sUs Usl + v, £ apegsign(Bg) (Byvy + Bavs) + y=2 1as(v§ — ci) (C.17)
Y= Y=

Los vectores propios por la izquierda de la matriz jacobiana son
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of 2,2 1

ECS’U + E
T _
L?):C:I:Q)f -

T _

Lvm:tva

T _
Lvmivs -

la MHD

(afcsvxsign(Bz) — asvs(Byvy + ﬁzvz)>

of 2 afcs
— 24 €3 £ S5 sign(By)

_a5 2 Qs Py Vs
2601 CSUy :F 205

of 2 as Bz,
_Ecsvz :F =Sz Ys

s 2—
35 Byvr (V3 + 57 ¢2) /P

s 2—
;Tlﬁzvf (’Ug + T_’ICE)\/E

o v F ﬁ (ozsvavwsign(Bl.) — aypvp(Byvy + ﬂzvz)>

_as 2 Qg
36-CFVs £ Syesign(By)

2

_ s ayByvs
56 CFUy T 555

arBzvy
202

@s 2
26, CfVz +

— o Byvr (vF + 35 e2)v/p
2
—g0; 80 (vF + 55¢5) VP

as 2
20, 7
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a?ci—i—aiu? 02

1 - 2601

a?cf—i—aﬁv?
01 x

a?c?-{-aiv? v
01 Y

LT = a2c?talv? ) (0'21)
s s fuZ
01

Farasfyup(vi —c)/p

%afasﬁzvf(vff - CE)\/ﬁ

—e—ll(a?ci + a?v;)

donde se ha definido

2 — 2 —
01 = ajc; (C?‘ + S _zcz) + aZv} (c? + T_Flyci), (C.22)
0y = a?vfcssign(Bz) + asVsUgsign(By), (C.23)
v? =02 4 vi + 02 (C.24)

C.2 Caracterizacion de los campos de la MHD

De acuerdo con la clasificacién de los campos caracteristicos dada en el apéndice
anterior, los campos asociados a los autovalores de Alfven y entrépico son lin-
ealmente degenerados. Sin embargo, los campos asociaos a los autovalores mag-
netosénicos no tienen un caracter definido, dado que cambian de genuinamente
no lineales a linealmente degenerados en las degeneraciones (Brio y Wu 1988).
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RMHD en coordenadas
cilindricas y esféricas

El el capitulo 4 se escribieron las ecuaciones de la RMHD utilizando coordenadas
cartesianas. Sin embargo, en muchas aplicaciones de interés en astrofisica es
mas conveniente utilizar otras coordenadas méds adaptadas a la simetria del
problema, como las coordenadas cilindricas o las esféricas. Por esta razon,
escribiremos a continuacién las ecuaciones de la RMHD en estas coordenadas.

D.1 Coordenadas cilindricas

Al describir mediante coordenadas cilindricas un espacio-tiempo plano, a cada
punto del espacio-tiempo se le asocia una base de vectores (0, 0r,04,0.). El
tensor métrico del espacio (gu,, = 9, - 0,), en coordenadas cilindricas es

-1 0 0 O -1 0 0 0
_ 0 1 0 O aB _ 0 1 0 0
G =1 0 0 2 0 971 0o 0o 142 0 (D-1)
0O 0 0 1 0 0 0 1
El determinante de la métrica es
g=—r% (D.2)
Los simbolos de Christoffel no nulos son
r @ 1
F¢¢:—r Y FT¢:;, (D3)

Sabiendo todo esto, se pueden ya escribir explicitamente las ecuaciones de
la RMHD en coordenadas cilidricas. Sin embargo, recordemos que cldsicamente
cuando trabajamos en coordenadas cilidricas se suele usar una base ortonormal
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de vectores. En relatividad especial también es posible realizar el cambio a
la generalizacién a 4 dimensiones de esa base ortonormal: (6676;,%,65). La
relacion entre ambas bases viene dada por

80 =€ &« = €p, 845 = ’l"qu, 82 = €3. (D.4)

Asi, tomando como ejemplo la tetravelocidad, se cumple que,

u=1u9y +u"d, + u¢8¢, +u*0, = uﬁeﬁ +uleq + ua’ed; +ues. (D.5)

Es decir, la relacion entre las componentes de los distintos vectores expre-
sadas en las dos bases es

0 0 T T z z

uw =u, u =u", ru‘b:u";, u® = u”®. (D.6)

Entonces, si desarrollamos las ecuaciones de la RMHD utilizando la base
ortonormal, obtenemos

0U  19rF'(U)  10F%(U)  0F*(U)

—_— =S(U D.
8t+r or r  O¢ 0z (), (D7)
donde
pW A
(ph + bZ)WQ’U?j — bobf
(ph +bHYW2y? — b?b¢
U— (ph + b2)W2p* —Qbobé ) (D.8)
(ph+bHW2 — (p+ 5 ) = )2 |
Bf'
B?
B,%
W'
(ph+b2) (W + (p+57) — (472
(ph + bQ)WQUfiv‘ZA5 - bfb‘?
F'(U) = (ph +b2)W20" 0% — b7 : (D.9)
(ph + b2)W2y" — pp"
~ O ~
B%y" — By?

B#" — BT
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vaJ)
(ph + bWy v? — b7b?
; , .

(ph + B2 (WP + (p+ 5 ) = (b9)2
FO(U) = (ph+b2)W20f0® — bb* (D.10)
(ph + b2)W2p? — p0b?

B™v?® — B™y?

) 0
B*v?® — B%?

pWv?
(ph + bH)W2™v* — b'b*
(ph + bW 2907 — bb°
F*(U)= | (ph+b)W2? -0 |. (D.11)
B"v* — B*v"
Bv? — Béy?
0

0
(o + B W02 + (p+ ) = 09)2) /1
((ph + b2 W2yt — bf'b‘zg) /T
S(U) = 0 . (D12

0
0

(va(Z’ — ’u‘%B’:)/r
0

D.2 Coordenadas esféricas

Al igual que en el caso de coordenadas cilindricas, cuando se describe mediante
coordenadas esféricas un espacio-tiempo plano, a cada punto del espacio-tiempo
se le asocia una base de vectores (0, 0y, 0y, 0y). El tensor métrico del espacio
(gp,y = O - 0y), en coordenadas esféricas es

El tensor métrico asociado a las coordenadas esféricas es

-10 0 0 1.0 0 0
010 0 o 0 1 0 0

=1 0 0 22 0 9= 0 0 e 0 (D-13)
0 0 0 (rsinf)? 0 0 0 1/(rsing)?
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siendo el determinante de la métrica
g=—rsin?9. (D.14)

Los simbolos de Christoffel no nulos son

bo = —T , oo = T sin? 0, (D.15)
6 1 2] .
Iy = - , 4y = —sinfcos,
re -2 Iy, =cot
ré = 7. Y 9¢—cot .

Al igual que en el caso anterior, se esta ya en condiciones de escribir explici-
tamente las ecuaciones de la RMHD en coordenadas esféricas. Sin embargo,
también clasicamente cuando trabajamos en coordenadas esféricas se suele usar
otra base de ortonormal de vectores. En relatividad general también es posible
realizar el cambio a la generalizaciéon a 4 dimensiones de esa base ortonormal:
(eg, €7 €4, eq;). La relacion entre ambas bases viene dada por

O =¢€y O = ez, Og =re; 0, = rsinﬁed;. (D.16)

Asi, tomando otra vez el ejemplo de la tetravelocidad, se cumple que,

u=1u9 +u"d, +u’dy + u¢8¢ = uﬁeo +u'eq + uéeé + que(z;. (D.17)

Es decir, la relacion entre las componentes de los distintos vectores expre-
sadas en las dos bases es

u’ =u’ | u =u", ru’ =u’, rsinfu? = u?. (D.18)

Entonces, si desarrollamos las ecuaciones de la RMHD utilizando la base
ortonormal, obtenemos

ou 1 9r°F(U) 1 9sindF?(U) 1 OF?(U)

ot =S(U), (D.1
ot T or + rsind 00 - rsing  9J¢ (U), (D-19)
donde
oW
(ph + b2)W2y™ — p9b"
(ph +b2)W2p? — p0p?
U (ph + b2)W2p? — p0p® D20
= 2 ; .20
(ph +b)W? — (p + %) — ()2
B'F
o

B®
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pWo'
(ph + D) (W) + (p+ 57 ) = b7
(ph + b2) W20 — b0
(ph + b2 W20 % — b7 bo
(ph +b2)W2y" — p0b"
0
BOv" — By?
By — Bly®

va‘Lj
(ph + b2) W2 p? — b7 p?
(ph +b2)(Wo' P+ (p+57) — %%/
(ph + b2)W200p? — p0pé
(ph + b2)W2p0 — pOp?
Biv? — BTy?
0
B — Biy?

vaJ’
(ph + b2 W20 % — b7 b?
(ph + b2 W20 — p0pé
(ph + D) (We?)2 + (p+ B ) — %09
(ph + b2)W20p? — 10p%
Biv$ — Béy'
Bo%y?% — BOy?

F'(U) =
F/(U) =
F?(U) =
y
- ((ph +
S(U) =

((oh +BHW((0)2 + (09)2) + 2
b2)W? (vaé - (v<z’)2 cot§) — (p + %2> cot§ — b0 + (b‘z’)2 cot 0) /T

0

0
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(D.21)

(D.22)

(D.23)

(p+5) - 002 = 02)/r

- ((ph +b2)W?2 (vai’ + 0909 cot 0) — b b? — b9 cot 9) /T

(vaé — véBf)/r

( —2(w?B" — v B?) + cot (v? B® — vdA’Bé))/r

0

D.24)
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Apéndice E

RMHD en el sistema de
variables de Anile

En las siguientes lineas, expondremos brevemente el proceso de obtencién de las
ecuaciones de la RMHD en el sistema de variables covariantes o de Anile (Anile
1989). Para ello partiremos de las expresiones tensoriales de las ecuaciones

Vupu* =0 (E.1)
vV, TH =0 (E.2)
V. (ub” — u”b*) =0 (E.3)

Si ahora realizamos las siguientes contracciones, obtenemos

U,V (u“b” — u”b”) =0= uw'u"V,b, +V,b" =0 (E4)

1
b,V (0D — u’b) =0 = 5u“vﬂlcﬂ + bV, u” — bV, =0 (E.5)

u, V,T"" =0 = u"V,p(1+¢€) + phV, u" =0, (E.6)
donde, para la obtencién de esta dltima ecuacién (E.6), se ha usado la ecuacién
(E.5). Ahora, a partir de esta ecuacién (E.6), la de conservacién de la masa
(E.1) y la primera ley de la termodindmica,

_ p
Tds = de — —dp, (E.7)
p
obtenemos la llamada condicién adiabatica, que podemos escribir como

uV,s=0. (E.8)
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Introduciendo en (E.6) la definicién de velocidad del sonido y aplicando (E.8)
se tiene que

1
gu“vup + phV ut = 0. (E.9)
Si realizamos la siguiente contraccién obtenemos
14 1% bu
b, VT = 0 = u'u"V b, — Evyp =0, (E.10)

donde se ha utilizado (E.4) para obtener la expresién final.

Si ahora realizamos la contracciéon h,, VT, siendo el proyector h,, =
9w + uuuy, y usando las ecuaciones (E.4), (E.5), (E.6) y (E.10), obtenemos la
ecuacion

Eu*Vut — b*V  b" + (h”o‘ + u“ua)byvab”

1 b?
+ — | ph A" — —u*u™ + b*b ) Vap = 0. (E.11)
ph c2

S

Por ltimo, podemos reescribir la ecuacién (E.3), como

1 [ bPu
UV o b® — 0V u” + oh <— CZ + uﬁbo‘> Vap=0. (E.12)

S

El sistema de ecuaciones resultante al tomar las ecuaciones (E.8), (E.9),
(E.11) y (E.12) es el que define la RMHD en el sistema extendido de variables
definido por Anile (4.24)

U = (ua7bﬁ7p7 S)T'

Si escribimos este sistema de ecuaciones de forma matricial como ya hicimos
en el Capitulo 4.3 obtenemos que las ecuaciones de la RMHD son

A?“VQUC =0 con a,c=0,..9 a=0,..4,

donde

Bu®sl  —bo§k + Prep,  [pe gue

o | boan Zue fro gue
A% = phd% 0 u®/c2 02 (E.13)
02 02 0o e

y se han definido

P = gh™ 4 20y, (E.14)
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e =gl + — ph—c—2 ubu® + 6% |, (E.15)

S

L1 (b N
o (2 ), 10
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Apéndice F

Diagramas de Jefirey y
Taniuti

Al contrario de lo que ocurre en la hidrodindmica clasica (HD) donde la ve-
locidad de propagacién de las ondas en un fluido homogéneo y en reposo no
depende de la direccién de propagacién, en el caso de la MHD, la existencia de
un campo magnético conduce a una dependencia de la velocidad de las ondas
con la direcciéon de propagacion.

Para visualizar dicha dependencia, A. Jeffrey y T. Taniuti (1966) propusieron
unos diagramas en coordenadas polares donde se representaba la velocidad de
propagacion de las ondas. Dada una direccién de propagacién, se representa
en el diagrama el extremo del vector velocidad, cuyo médulo viene dado por
el valor absoluto del autovalor correspondiente. Repitiendo el proceso para
distintas direcciones se obtienen las curvas que constituyen el diagrama.

Si uno realiza los diagramas de Jeffrey y Taniuti correspondientes a un fluido
en reposo en el caso de la MHD, observa dos simetrias. La primera de ellas es una
simetria de revolucién alrededor de la direccién que marca el campo magnético,
lo que justifica realizar la representacién restringiéndonos a un plano que con-
tenga al campo magnético. Convencionalmente, y sin pérdida de generalidad,
se toma el eje x como direcién del campo magnético. La segunda simetria es
especular respecto al plano ortogonal a la direccién del campo magnético. Tanto
la direccién del campo magnético como su plano ortogonal marcan también las
direcciones donde se presentan las degeneraciones. El plano ortogonal marca la
degeneracién caracterizada porque el campo longitudinal a la direccién dada es
nulo y la direccién x nos marca la degeneracién caracterizada porque el campo
transversal a esta direccion es nulo.

En el caso de la RMHD,; si el fluido esta en reposo, tenemos diagramas simi-
lares a los de la MHD, véase los diagramas de las Figs. F.1, F.2 y F.3. En estos
diagramas podemos ver que en la direcciéon Y se da la degeneracion de tipo Iy en
la direccion X la degeneracién de tipo II. Concretamente, estos diagramas nos
muestran cada uno de los tres subtipos de degeneracién de tipo II que existen,
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Figura F.1: Diagrama de Jeffrey y Taniuti para el estado p = 1.0e¢ = 1.0,v* =
0.0,vY = 0.0,v* = 0.0, B* = 5.0, BY = 0.0, B> = 0.0. Con linea negra discon-
tinua se ha marcado la curva asociada al autovalor magnetsénico rapido, con
linea amarilla continua el correspondiente al autovalor de Alfvén y con linea
roja discontinua el autovalor magnetosénico lento. Al autovalor entrépico cor-
respondetinicamente el origen, punto (0,0).
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Figura F.2: Diagrama de Jeffrey y Taniuti para el estado p = 1.0, ¢ = 50.0,v* =
0.0,v¥ = 0.0,v* = 0.0, B* = 5.0, BY = 0.0, B* = 0.0. Con linea negra discon-
tinua se ha marcado la curva asociada al autovalor magnetsénico rapido, con
linea amarilla continua el correspondiente al autovalor de Alfvén y con linea
rojo discontinua el autovalor magnetosénico lento. Al autovalor entrépico cor-
responde tinicamente el origen, punto (0,0).
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Figura F.3: Diagrama de Jeffrey y Taniuti para el estado p = 1.0,e =
37.864,v" = 0.0,vY = 0.5,v* = 0.0, B* = 5.0, BY = 0.0, B* = 0.0. Con linea
negra discontinua se ha marcado la curva asociada al autovalor magnetosénico
rapido, con linea amarilla continua el correspondiente al autovalor de Alfvén
y con linea roja discontinua el autovalor magnetosénico lento. Al autovalor
entrépico corresponde tnicamente el origen, punto (0,0).
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Figura F.4: Diagrama de Jeffrey y Taniuti para el estado p = 1.0, ¢ = 50.0, 0" =
0.9,vY = 0.0,v* = 0.0,B* = 5.0,BY = 0.0,B* = 0.0. Con linea negra dis-
continua se ha marcado la curva asociada al autovalor magnetosénico rapido,
con linea amarilla continua el correspondiente al autovalor de Alfvén, con linea
roja discontinua el autovalor magnetosonico lento y con linea negra continua el
autovalor entrépico.
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Figura F.5: Diagrama de Jeffrey y Taniuti para el estado p = 1.0,e = 1,0* =
0.0,vY = —0.50,v* = 0.0,B* = 5.0,BY = 0.0,B* = 0.0. Con linea negra
discontinua se ha marcado la curva asociada al autovalor magnetosénico rapido,
con linea amarilla continua el correspondiente al autovalor de Alfvén, con linea
roja discontinua el autovalor magnetosénico lento y con linea negra continua el
autovalor entrépico.
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Figura F.6: Diagrama de Jeffrey y Taniuti para el mismo estado que el de la
figura (F.5). Con linea negra discontinua se ha marcado la curva asociada al
autovalor magnetosoénico rapido, con linea amarilla continua el correspondiente
al autovalor de Alfvén y con linea roja discontinua el autovalor magnetosénico
lento. Al autovalor entrépico en este plano corresponde unicamente el origen,
punto (0,0).
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Figura F.7: Diagrama de Jeffrey y Taniuti para el estado p = 1.0,e = 1.0,0* =
0.634,vY = 0.634,v* = 0.0, B* = 5.0,BY = 0.0,B* = 0.0. Con linea negra
discontinua se ha marcado la curva asociada al autovalor magnetosénico rapido,
con linea amarilla continua el correspondiente al autovalor de Alfvén, con linea
roja discontinua el autovalor magnetosénico lento y con linea negra continua el
autovalor entrépico.
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Figura F.8: Diagrama de Jeffrey y Taniuti para el mismo estado que en la
figura (F.7). Con linea negra discontinua se ha marcado la curva asociada al
autovalor magnetosoénico rapido, con linea amarilla continua el correspondiente
al autovalor de Alfvén y con linea roja discontinua el autovalor magnetosénico
lento. y con linea negra continua el autovalor entrépico.
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va sea que el autovalor de Alfvén coincida con el magnetosénico rapido, Fig. F.1,
o con el magnetosonico lento, Fig. F.2 o con ambos, Fig. F.3. Como en el caso
de la MHD, estos diagramas también presentan simetria de revolucién sobre el
eje X y simetria especular respecto al eje Y (o més precisamente respecto al
plano Y 7).

Si el fluido no estd en reposo, se perdera la simetria de estos diagramas.
Por ejemplo, si tomamos v* # 0, al ser la velocidad y el campo paralelos entre
si, conservaremos la simetria de revolucién, aunque ya no la especular, como
podemos observar en la Fig. F.4. Adems$, la degeneracién de tipo II se da en
la direccion del eje X y la degeneracion de tipo I en el plano Y Z. Recuérdese
que en este tipo de figura, para conocer los autovalores en una direcciéon dada
deberemos trazar esa direccién de manera que pase por el punto (0,0).

Cuando la velocidad no es colineal al campo magnético, se pierde la simetria
de revolucion respecto al eje X. Podemos observar este hecho en los diagramas
de las Figs. F.5 y F.6, ambos correspondientes al mismo estado, pero el primero
muestra las velocidades en el plano XY y el segundo en el plano XZ. En este
caso particular, donde la velocidad es ortogonal al campo magnético preservamos
sin embargo la simetria especular respecto al plano X7, plano que, ademés,
marca la degeneracién de tipo I. Respecto a la degeneracién de tipo II, es de
remarcar que en el diagrama del plano Y Z no se observa. En el diagrama del
plano XY, esta degeneracién se da en dos direcciones diferentes y en cada una
de estas direcciones inicamente nos coinciden un autovalor de Alfvén con uno
magnetosénico rapido, siendo el otro autovalor de Alfvén no degenerado para la
direccién considerada.

Si abordamos un caso més general, como el que se muestra en las Figs. F.7
y F.8 vemos que en el plano XY no se aprecia ninguna simetria. Sobre el eje
Y encontramos la degeneracién de tipo I, en el punto (0.0,0.634) e igual que en
el caso anterior la degeneracién de tipo II no estd sobre una tnica direccion. Si
bien puede parecer que hemos perdido toda simetria, queda aun una simetria
especular definida sobre el plano que definen los vectores B y v, el XY en este
ejemplo, que es el plano que hemos estado analizando. Como podemos apreciar
si miramos la Fig. F.8, donde representamos el plano X Z, la simetria especular
es clara. Nétese que en las dos figuras analizadas, se muestra la direcciéon X y
que los autovalores sobre dicha direccién son los mismos.



Apéndice G

Caracterizacion de los
campos de la RMHD

Al igual que hemos hecho en el caso de la MHD, procederemos en este apéndice
al estudio de los campos caracterfisticos de la RMHD. Para ello trabajaremos
en el sistema de variables definido por Anile: U= (u®, b, p, s). Empezaremos
con el autovalor entrépico, continuaremos con los de Alfvén y acabaremos con
los magnetosénicos. Como veremos, el resultado de este analisis es similar al
obtenido en el caso de la MHD.

G.1 Autovalor entrépico

El autovalor entrépico es

x

)\e:'[}I:u . (G.].)

0
u
Si calculamos el gradiente de este autovalor respecto del sistema de variables
de Anile obtenemos

—u® 1 o
VigAe = ((u0)2’ @,0,0,0 ,0,0> . (G.2)
Recordando que
Te = (Oav Oavoa 1); (GS)

vemos que el producto escalar del autovector y el gradiente es nulo

ViAe - 7o = 0. (G.4)

Por tanto, el campo caracteristico asociado a este autovalor es linealmente
degenerado, al igual que sucedia en el caso de la MHD.
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G.2 Autovalores de Alfvén

Los autovalores de Alfvén vienen dados por la expresion

b* £ u*VE
P (G.5)
b0+ uOVE

Si calculamos su gradiente, obtenemos

FVEOb* +u*VE
+VE® +u'VE
0
0

~(b* £ uVE) F Y= (B,)

(1° + u'VE) ¥ Lo(B,)

Recordando que

Tq = (ago‘ﬁsgnfguuvb‘s(é“,Bgo‘ﬂagn,guu“’b‘s(b“, 0,0) = (a&*,B£%,0,0), (G.7)
el producto escalar entre al autovector y el gradiente es
1 T T 0
VUAG *Tq = m (:t\/Ea(_(b +u \/E)f +
(0° £ uPVE)EY) + (£B,)B(£%bs) + B(—(b° + u*VE)£°
+ (00 + uo\/E)fl)> . (G.8)

Esta expresién es nula ya que £%b, = 0 por las propiedades de antisimetria del

tensor de Levi-Civita y por ser &1 = \,&V.
Asi pues, al igual que en el caso de la MHD, los campos caracteristicos

asociados a los autovalores de Alfvén son linealmente degeneradas.
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G.3 Autovalores magnetosénicos

La ecuaciéon Ny = 0, (4.41), nos da los valores propios magnetosdnicos y se
puede escribir de la forma

MCy + X3C5 4+ N\2Cy + XC, + Cy = 0, (G.9)

donde los coeficientes se definen como

Cy = (u)*ph(1 — ) + (u®)*(phes +b?) — c2(0°)?, (G.10)
Cs = —4u”(u®)3ph(1 — ¢2) — 2uu®(phc? + b?) + 2c20°b", (G.11)

Co = 6(u)2(”)2ph(1 = ¢2) = (u*)* = (u")?) (phe? + b?)

()= 072), (612
Cy = —4(u®)?u’ph(1 — c2) 4 2uu® (phc? 4+ b?) — 2c2°b", (G.13)
Co = (u®)*ph(1 — ) — (u®)*(phc? + b?) + 2(b%). (G.14)

Para determinar la derivada de A respecto a una cierta variable V', derivamos
la ecuacién anterior respecto de dicha variable, obteniéndo

)\43\/04 + )\36\/03 + )\281/02 + Xy C1+0vCy Qv
Oy A= — = ——. (G.15)
404)\3 +3C3>\2 + 205+ Cy Py

En el célculo del gradiente del autovalor, la variable V' seran las distintas
variables que componen el sistema de Anile.

G.3.1 Las funciones Qy

En esta subseccion procederemos a determinar las funciones QQy necesarias para
calcular el gradiente del autovector:
o Funcién derivada respecto de u°

Las derivadas parciales de los coeficientes son

0Cy

S0 = 2 ph(1 = ) + 2u” (phe + b?), (G.16)
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0Cs 0r2 2 2 2
S — _19 Toh(1 —c2) — 2u” "+ b
O 2P ph(1 — ) — 2 (phe? 4 b?),
0C, 0/ a12 2 0 2, 1.2
00 1207 (u”)"ph(1 — ¢§) — 2u”(phcy + b7),
0C, 3 2 2 2
O = AP oh(L — &) + 2u(phel + b?),
aCo
ud

Agrupando y simplificando obtenemos

Quo = 2xa( — 2ph(1 — 2)a* + (phc? + b*)G).

e Funcién derivada respecto u*

Las derivadas parciales de los coeficientes son

aCy _
ou” ’
90 a1 - ) 2a0(ph? + ),
00 190 (W) ph(1 — ) + 20 (phe? + 1),
ZS; = —12(u”)*u’ph(1 — ¢3) + 2u° (phc? + b?),
0% _ a(uryph(1 — ) — 2u7(phe? + b?).

Agrupando y simplificando, obtenemos

Qus = 2a(2ph(1 — c2)a® — (phe? +b?)G).
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(G.17)

(G.18)

(G.19)

(G.20)

(G.21)

(G.22)

(G.23)

(G.24)

(G.25)

(G.26)

(G.27)
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e Funcién derivada respecto u¥

En este caso, tenemos que las derivadas parciales son

0C, _0Cy _oc; _oc, _ ooy
ouy  Ouy  Ouy  Ouy  OuY

Es decir, la funcién resultante es

Quv = 0.

e Funcién derivada respecto u*

En este caso, como en el anterior, tenemos que

oCy 0C3  0C; 0C;  0C,
v Our  OuF OuF OuF

Por lo tanto, también la funcién resultante es

Quz =0.

e Funcién derivada respecto b®

Las derivadas parciales de los coeficientes son

@77 07/, 0N2 |, 2
abo - 2b ((U) +Cs)7

% = 4u ub° 4 26°¢2,

@_ 0 0\2 x\2 2
6()0 =2b ((u) (u ) +cs)7

0C,

50 = —4uPub® — 2072,

0Cy

w = Q(Um)QbO

Agrupando y simplificando obtenemos la expresién

Quo =2G(ba® — ¢2BX)
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(G.28)

(G.29)

(G.30)

(G.31)

(G.32)

(G.33)

(G.34)

(G.35)

(G.36)

(G.37)
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e Funcién derivada respecto b*

Las derivadas parciales de los coeficientes son

0Cy

:2 0\21.x
e~ 2w

0Cs 0 0 2
_— = —4 THr

b wub" + 2b°cg,
0C,

— _9pT 0N2 _ /)22 2
S = () - () +

0C,
ob®

= 4uu"b" — 20°¢2,

0Cy

-0 _ _o9px (.2 T\2
Db 20" (¢ + (u®)*).

Agrupando y simplificando obtenemos la expresion

Qvr =2G( —b"a® + 2B).

e Funcién derivada respecto bY

Las derivadas parciales de los coeficientes son

0Cy

o Q(UO)Qbya
% = —4u u®bY,
aC N
D2 = o) — (w0,
% = 4uu*bY,
% = —2(u®)%bY.

Agrupando y simplificando obtenemos

Qv = —20Ya%G.
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(G.38)

(G.39)

(G.40)

(G.41)

(G.42)

(G.43)

(G.44)

(G.45)

(G.46)

(G.47)

(G.48)

(G.49)
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e Funcién derivada respecto b*

Las derivadas parciales de los coeficientes son

= (u0)27,
‘Zif = —4u%u*?,

O — () — (w2,
s _ oy

Agrupando y simplificando obtenemos

Q- = —2b%d*G.

e Funcién derivada respecto p

Las deivadas parciales de los coeficientes son

9Cy 0\4 2 0y2 2\ 9ph
4 1— et
o= () =)+ ) L
ac?
+ (=ph(u®)t + () ph = (1°)%) 52,
p
% _ 0N3,) (1 _ A2\ _ 0,z .2 %
ap—(4(u)u(1 c3) Quucs)ap-i-
2
+ (4ph(u®)3u® — 2uu®ph + 2b0bx)%,
p
9C, 0Y2(, )2 2 0)2 o\2y .21 9P
2 1—¢2)— — 7
ap — B (@)1= e) = (W) = (w)7)es) 5 = +
ac?

S

+ (Z6ph(u’ () = () = (w))oh = (1) = ("))
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(G.50)

(G.51)

(G.52)

(G.53)

(G.54)

(G.55)

(G.56)

(G.57)

, (G.58)
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oph

= (—4u’(u®)3(1 — %) + 2u"u"c?) op

+

2
(4phu’ (u®)? + 2uu” ph — 2601)93)%65’ (G.59)

_ z\4 2 a2 2y Oph
Tp—((u)(l—cs)—(U)cs)7p+
2

c—ph<uw>4——<uw>2ph-+<bw>2>§§§. (G.60)

Agrupando y simplificando obtenemos
dc?

dph
_ o2y 4 20 2 _ 2/ 2 2
Qp=((1-¢f)a* —cGa”) o (pha*(a* + G) — B°G) o (G.61)

e Funcién derivada respecto s

Las derivadas parciales de los coeficientes son

ocy
0s

+ (=ph(u®)* + (u®)?ph — (b°)?)

— (W) (1 - &) + (w022 2"

0s
303
Os’

(G.62)

o0,

5 = (—4(u®)Pu”(1 = %) — 2u0uwc§)@ +
s

ds
ac?

+ (4ph(u®)3u® — 2uu” ph + 2b°b%) s’
s

(G.63)

ac?
Os’

+ (6ph(u ()2 = ((6)? = (u®)ph — (1° — 1) (G.64)

= (=4’ (u®)3(1 = ) + 2u0u$c§)% +
s
2

, 0
(4phu® (u®)? + 2u"u” ph — 26°6") acs ,
s

oC;
Os

(G.65)
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e oph

_ N4 (1 _ 2\ _ (,,®\2,.2\ "
20— () (1= &) - @A) L
z\4 x\2 z\2 acz
(~ph(u")! ~ (" Vph + (5°)) 5 (666)
Agrupando y simplificando obtenemos
2
Qs = ((1—c)a* — 2Ga?) % — (pha®(a® + G) — B*G) 8803 . (G.67)
s s
G.3.2 VA R,
Si escribimos el autovector magnetosénico como (Komissarov 1999a)
Ry = (K",R" aA,0), (G.68)
donde
a=u"d,, (G.69)
A= Ed* - B, (G.70)
2—1(a* a’B
o s =AM wy T M
K = <G(q’> + aut) h b ), (G.71)
B A (a
H=_—_K{4+ — | b — Bu” .72
R " + o ( 2 Bu > , (G.72)
con
B=b'e¢, , E=ph+b®> y G=¢'e,. (G.73)

Finalmente, tras un largo cdlculo podemos escribir el producto escalar entre
al vector gradiente y el autovector

2
VoA Ry = {a2 (4:2 + aapph) (a® — c2(a® + G)) +2(1 — ¢%)a®

B 2b%a* N 2B%2Ga*
phc3 ph

— (pha®(a® + G) + B*G) oc
op

—aA
4C4 N3 + 303)\2 + 205\ + (4 '

(G.74)

Podemos observar que el factor comtin del numerador es a.A. Esto implica
que en los casos que el autovalor sea degenerado esta cantidad es cero (en las
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degeneraciones de tipo I, a = 0 y en las degeneraciones de tipo II, A = 0). Por
otro lado, sabemos que en el limite hidrodindmico, los autovalores exteriores
convergen a los sénicos, que son campos genuinamente no lineales, con lo que el
producto VA - Ry no se anula en este limite.

Con estos datos, al igual que en el caso de la MHD (Brio y Wu 1988),
podemos afirmar que los campos asociados a los autovalores magnetosénicos no
tienen un caracter genuinamente no lineal o linealmente degenerado definido,
por lo que el sistema de la RMHD no es convexo.



Apéndice H

Estudio de la funcién B/a

En este apéndice estudiaremos el comportamiento de la funcién B/a cuando
nos acercamos a estados que presentan degeneracién de sus valores propios.
Recordemos que esta funcién se define como

B b — N\

a  ut— 0’

(H.1)

El interés se debe a que esta funcién se utiliza en el Capitulo 6 para la renor-
malizacién de los autovectores de Alfvén y magnetosénicos en el caso de la de-
generacién de tipo I. Recordemos que este tipo de degeneracién sucede cuando
B* = 0, y entonces, los autovalores de Alfvén y los magnetosénicos lentos son
iguales a v*. La funcién B/a presenta, por tanto una indeterminacién del tipo
0

6.
Estudiemos qué sucede con el limite de esta funcién para cada autovalor.

H.1 Autovalor de Alfvén )\,

Si recordamos que los autovalores de Alfvén vienen dados por la expresion

b* £ u*VE
Aoy = LEUVE (H.2)
B0 + uOE
sustituyendo en la ecuacién (H.1) y tras un sencillo cdlculo se obtiene
B(A b® — Xgsb?

a(Xgx)  u® — Agpud

El resultado obtenido, Fv'E, es una funcién que estd bien definido para
cualquier estado fisico y es siempre distinta de cero. Por ello, a la hora de
evaluar la funcién B/a para los autovalores de Alfvén, es conveniente utilizar
esta expresién (H.3) ya que evita el problema de la indeterminacién en el caso
de la degeneracion de tipo L.
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H.2 Autovalor magnetosénicos )\,

Partiendo de la ecuacon caracteristica de los autovalores magnetosdnicos,

1 b?
N4:ph<21>a4 (ph+2) a’G + B*G =0,
c c

S S

despejando, obtenemos que

) -(o5)nE)s e

En el limite de la degeneracion de tipo I, vemos que

2 2
i (5) = s 2 0 .
A—0v® \ a Cq
Noétese que si bien en este caso A; = A, = v*, no se obtiene el mismo limite para
la funcién B/a que en el caso de los autovalores de Alfven, salvo que ¢ = 1.

Esta igualdad no es propiamente dicha la que querfamos evaluar, B/a, sino
su cuadrado. Asi, tendremos que realizar la raiz cuadrada:

B b? 1 a?

donde queda por resolver como determinamos el signo. Si consideramos que
en las degeneraciones de tipo II, la funcién esta bien definida, entonces ésta ha
de ser igual para las ondas de Alfvén y magnetosénicas que estén degeneradas.
De aqui se deduce que el signo de la raiz de una pareja de autovalores magne-
tosénicos (Af y As) debe ser igual al de autovalor de Alfvén comprendido entre
ambos autovalores.

En refuerzo a esta argumentacion esta el estudio analitico que podemos hacer
de la funcién (H.4) como funcién de A:

1. Se puede determinar que la funcién (H.4), como funcién de A, es continua
en]—1,1[.

2. La funcién presenta dos asintotas verticales en A = —1 y en A = 1, cuyos
limites laterales en —1% y 1~ son iguales a —oo.

3. Si calculamos la derivada de la funcién (H.4) respecto de A, se obtiene que

B (v® = A)(W* = 1)
a)\ <a> X (1 — /\2)2 . (H?)

Vemos que la derivada se anula tinicamente en el punto A = v¥, que es un
méximo local de la funcién. Por tanto, en el intervalo | — 1, v*[ la funcién
es mondtona creciente y en el intervalo Jv®, 1] es mondtona decreciente.
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4. A partir de las propiedades de monotonia de la funcién se deduce que

o= (5) < (&) s

- s—
2 2
A<= <B) > (B) : (H.9)
@/ st @/t

5. A partir de las propiedades de monotonicidad de la funcién se deduce que
existen dos rafces de la funcién en el intervalo | — 1,1[. Estas dos raices,
que denotaremos por (Ag), verifican la ecuacién

A2+ (1 —Q)(u)?) — 200u’u” (1 — Q) —
—(Q—-(1-9)(u")? =0, (H.10)

donde definimos Q = ¢2 + ¢2 — c2¢? y siendo ¢2 = b?/E.

Despejando obtenemos

wOu(1 - Q) + \/Q (Q + (1 = Q)((u0)2 — (um)2))

Ao = O+ (1—Q)(ud)?

(H.11)

Teniendo en cuenta la monoticidad de la funcién (H.4) y del hecho que
(B/a)? > 0 para los autovalores magnetosénicos rdpidos, Af, se deduce
que Ay son cotas inferior y superior al conjunto de autovalores.

La igualdad entre )\at y los autovalores magnetosénicos rapidos se pro-
ducirad cuando se cumpla que B* = 0 y ° = 0, ya que en este caso,

B(A) =0y a(Ap) £ 0.
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Apéndice I

Autovectores en
Relatividad General

Como ya se ha descrito en la Seccion 9.7.2, se puede aplicar el principio de
equivalencia para construir cédigos robustos y de altas prestaciones de mag-
netohidrodindmica en Relatividad General haciendo uso de los de resolvedores
desarrollados para la magnetohidrodindmica en Relatividad Especial. Cabe pen-
sar, por tanto, que el interés practico por obtener los autovectores (en variables
conservadas) de la magnetohidrodindmica en Relatividad General serd reducido.
Aun asi, creemos que puede tener interés por completitud. Procederemos pues
a exponer la obtencién de estos autovectores.

Partiremos de las expresiones de los autovectores correspondientes al sis-
tema de variables de Anile que, al estar en forma covariante, son véalidos para
cualquier métrica. A partir de aqui seguiremos el mismo procedimiento que
en los Capitulos 5, 6 y 7, a fin de obtener los autovectores en los sistemas de
variables correspondientes.

I.1 Matriz del cambio de variables de Anile a
conservadas

A fin de obtener los vectores propios a derechas en el sistema de variables conser-
vadas partiendo del sistema de variables de Anile, debemos proceder, en primer

lugar, a la obtencion de la matriz del cambio.
El sistema de variables de Anile es el siguiente:

U= (u™, 0%, p, s). (I.1)

Las variables conservadas vienen dadas por la ecuacién (9.41), aunque debido a
la condicién de divergencia nula del campo magnético, debemos considerar sélo
siete de estas variables ya que las tres componentes del campo estdn ligadas
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pos la relacion V - B = 0. Para obtener los autovectores correspondientes a
los autovalores estudiados en la Seccién 9.3 en la que considerdbamos ondas
propagandose en la direccién del eje x, el sistema de variables conservadas que
debemos utilizar es el siguiente:

apu®
a(ph + b?)ulu, — ab’b,
a(ph + b?)u'u, — ab’b,
U= a(ph +b?)ulu, — ab®b, _ (L.2)
o2(ph + b)) — (p+ 5 ) = a2(1)?
BY
BZ

La matriz del cambio la obtendremos derivando las variables conservadas res-
pecto de las variables de Anile, 9U/9U. Realizando estas derivadas obtenemos
la siguiente matriz de dimensién 10 x 7:

ap 0 0 0 0
OéE(’U/I + gwouo) aEuOga::v aEuOeg aEungz a(QQO;LbMUOUw - bm - bOQOw)
aE(uy + gyou’) aBEulgy, aBu'g,, aFEulg,. o(2go,b"ulu, — b, —bgo,)
OAE(UZ + gzouo) ozEungZ aEuOgyz aEuogzz a(ngubuuouz —b, — bOQOz)

202 EBu® 0 0 0 (202uu® — 1) go,b* — 2a2b°
ab? 0 —ab? 0 —ouY
ab® 0 0 —ab? —au®
0 0 0
a2zt uluy — 00g.) (29, 0P uluy — B0gy)  @(29.,0Muluy, — b0g,.)
a(2gzub'uluy — 00gy,)  a(2gy,0Muluy, — b0gy,)  a(2g.,bMulu, — b0g,.)
a(2gz, 0" uuy — 00g.0) 29y, 0" ulu, — 00g.y)  a(2g.,0Mulu, — 00g.,)
(202uu® — 1) gy, b" (202ulu® — 1)g,,,b" (202u%u® — 1)g,,b"
0 au 0
0 0 ol
adppu® adypu®

adp(ph)ulu, ads(ph)ulu,
adp(ph)uuy, ads(ph)uu,

adp(ph)ulu, ads(ph)ulu, |, (1.3)
a?0,(ph)u®u® — 1 a20,(ph)u’u®
0 0
0 0

donde 0, denota derivada parcial respecto de p de la variable termodindmica
correspondiente manteniendo la entropia constante y 0, denota derivada parcial
respecto a s a p constante.
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Como ya vimos en el Capitulo 5, la obtencién de esta matriz del cambio
depende de la elecciéon que hagamos al expresar las variables conservadas en
funcién de las variables de Anile. Esta elecciéon no es unica ya que podemos
hacer uso de las ligaduras para cambiar la forma funcional de las variables
conservadas. Recordemos, sin embargo, que los autovectores en variables con-
servadas no dependeran de esta eleccién.

I.2 Descomposicién en el espacio ortogonal

Al igual que en el caso de relatividad restringida, antes de abordar la renormal-
izacién de los autovectores debemos caracterizar y dotar de una base al espacio
ortogonal a u. El proceso es similar al de RMHD (véase la Seccién 4.6). El
primer paso consiste en deducir cual es la direccion de propagacién de la onda,
v, respecto al observador comovil.

Si el vector de onda considerado es

¢p = (=A,1,0,0), (1.4)

correspondiente al caso de propagacién en la direccién del eje x, lo cual es consis-
tente con la eleccién de variables conservadas dada mas arriba, las componentes
contravariantes seran

A+ B2
Pt = 1| =+ 87"+ ay™
a2 | —(A+B7)BY +aZy™
7(/\4*[)’93)52 +a2,}/mz

(1.5)

Siguiendo el mismo proceso que en relatividad restringida, se deduce que el
vector que da la direccién de propagacién de la onda, v, respecto al observador
comévil, u*, es

_ ¢# + aut

VG+a?

Tomaremos este vector como uno de los integrantes de la base. Para com-
pletarla se proponen los vectores

7 (1.6)

(R e#g,y(suﬁgWTf, con Tf =(0,0,0,1) (I.7)

oy = ewwsuﬁqﬁ'yrg, con 7',3 = (0,0,1,0). (1.8)

Desarrollando las expresiones, obtenemos
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(A + B7) (—u?BY + u? %) + a®(y#ou® — y*out)

_ (A -+ B7)(u0BY + u¥) — aZudxey
Yip = o? A+ B%)(—u® — uB%) + a2ud~y®® ) (L9)
0

(A + ﬂz)(umﬁz _ uzﬂm) + 0[2(_72$um + ,Yzzuz)
i ()\ + ﬂ””)(fuoﬂz _ uz) + OZQ’U,O’}/ZZ
a? 0

Yo = (1.10)

()\ _’_IBI)(uw + uOﬁw) _ a2u0,yww

Las componentes contravariante de dichos vectores seran

—UyVzz T UzVyz
1 M=ty Yoz + UsVyz)
b= Yy lzz 2 fyz
7»01 B g A(uw,}/zz - uZ’y;l:z) + upYzr — uzﬂz (I].]_)
)\(_Ua:’)/yz + uyfyxz) — UYyz + uyﬁz

—UyYyz T UVyy
1 )‘(_uy’}/yz + Uz’Yyy)
= - : : . 1.12
’(/}2 g A(ux’sz - uz’Y:cy) + UoVyz — uzﬁy ( )
A= taYyy + UyVay) — UoYyy — UyBy

Asi, los vectores v, ¥1 y 12 forman una base del espacio ortogonal a u*. Las
relaciones de ortogonalidad entre estos vectores son

vt =1, vt =0, k=0, (113)
Vi1, = % = _?1 (G(%Z +usuz) + a27zz)a (I.14)
Piho, = % = _?1 (G('yyz + uyu,) + a27yz), (1.15)

b Yoy = % = _?1 (G('Vyy + uyuy) + a27’yy)' (1.16)

Pertenecientes a este espacio vectorial son los vectores e”ﬁ”‘;qﬁguﬂ,b(g y b*. De-
beremos calcular las expresiones de estos vectores en esta base. Comenzaremos
con el vector GVﬂvé(b[-}u’ybg. Por las propiedades de antisimetria de la densidad
tensorial de Levi-Civita, sabemos que se debe cumplir que

P pguybs = hatl + hatly, (L.17)

y a partir de esta ecuacién determinamos los valores de hy y ho,
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Figura I.1: Esquema del espacio ortogonal a u. Se muestra la base v, ¥ y 1,
se esquematiza la descomposicién del campo magnético en componente normal
y tangencial al frente de ondas, y la descoposicién del vector € = e”ngzSguybg.
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hy = |ﬁ‘ (’Yyy(urbz — uzby) — Yy (usby — uyby) — Yay(uyb. — uzby))
+ Yy (Uobz — uzbo) — yz(byuo — bouy) + (uyb, — uzby)ﬂy] )
[(Ux ('sz%;y - 'sz’sz) + uy(_'Yzz’ny + ’sz'sz) + Uz(_’Y:cz'Vyy + 'sz’Y:cy)

—1
>>‘ + uO('Yyy'Yzz - 'YyZ'VyZ) + ﬂy (UZ'Vyz - uy'YZZ) + . (uy'sz - uz,Vyy)‘| , (L.18)

ho = l)\ ('Yzz(uwby - “yby) - ’YyZ(uwbz —uzby) — 'Ya:z(uybz - uzby))
+ ’Yzz(uoby - uybO) - ’sz(bzuo - bOuz) + (uybz - uzby)ﬁz] :
[(uz (’sz’Yyy - ’sz'yyz) + uy(_’)’zz')/zy + '71z7yz) + uz(_')/zz’yyy + 'sz')/zy)

—1
))‘ + w0 (Yyy Yoz — Yy Vyz) + By(Ueyz — UyYaz) + Ba(uyVyz — quyy)] -(L.19)

Veamos ahora la descomposicién del vector b*. Este vector pertenece al
espacio ortogonal a u, ya que b*u, = 0. Asi pues, podemos expresarlo como

b = Cuopy + Cotbly + Cav, (1.20)
y, resolviendo la ecuacién, se obtiene
hatbag — h1¢12>
O =¢ (2212 .21
1=¢ ( Y1192 — Uiy (1.21)
hihin — h21/)12>
Coy = — =7, 1.22
=8 ( Y11¢22 — Y, (122
Cy = _B (1.23)

VG + a2
donde se ha definido

5 = <um ('Yzz’)/yy - ’szlyyz) — Uy (VZZ'Yazy - 'Yzz'sz) — Uz ('sz’Yyy - 'sz'ymy)

))‘ + uO('Yyy’Yzz - ’sz’sz) + 5y(uz'7yz - uy'Yzz) + ﬂz(uzﬂyz - uz’Yyy) (I.24)
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Al igual que en el caso de la RMHD, la componente del campo magnético
en la direccién de propagacién de la onda (normal al frente de onda) es

B
H—
b’!L G+a2

((;5" n au“), (1.25)

y la componente tangencial es

- Wm_w) ! (’WH_’W) u}
” §{< V11122 — V3, Y1+ N ——a Yy ¢ (1.26)

Es facil demostrar que

2
b? = M [hfiﬂn — 2hyhatp12 + h%wm} (1.27)

y que por tanto el vector unitario en la direcciéon del campo tangencial es

b (hatbos — hatua) ¥ + (hathay — hothra) )
| b | [ (V11922 — ¥dy) (W11 — 2hhotbrz + h3thas) |

7 (1.28)

1.3 Autovectores a derechas

Procederemos ahora a la obtencion de los autovectores a derechas en el sistema
de variables conservadas realizando el producto de cada uno de los autovectores
en el sistema de variables de Anile por la matriz del cambio que acabamos de
escribir.

1.3.1 Autovector entrépico

Partiendo de que el autovector entrépico en el sistema de variables de Anile es
re = (0%,0%,0,1)7, el autovector entrépico en el sistema de variables conser-
vadas viene dado por

Uy
R. =« <3p> u° U, (1.29)
p

Este autovector, como en el caso de relatividad restringida, presenta un buen
comportamiento en el espacio de estados.
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1.3.2 Autovectores de Alfvén

El autovector de Alfvén en el sistema de Anile (comparar con (6.9)), viene dado
por

rat = (50w VY, FVEe ;¢ ub’,0,0)", (1.30)
donde

—Uyb, +uby
(—uyb, + uzby) A

nBvs _

€T Ppuybs wobs — wsbo + Alughs — usby) (I.31)
—upby + uybo + A(—uzb, + uby)
En la seccién anterior (I.2) hemos visto que
P haunbs = hil + hotlly, (1.32)
es decir, podemos escribir el autovector de Alfvén como
T

rai = (Pt + hat, FVE(vf + hav}),0,0) (1.33)

Para renormalizar este autovector, a fin de evitar problemas en los casos de
degeneracién, definimos las funciones

S S R
N T RN

y, como ya hicimos en el caso de la RMHD, debemos tomar en los casos degen-
erados la siguiente prescripcién

= (1.34)

1 1
lim = —, lim = —. 1.35
iy fi 7 il f2 7 (1.35)

Asi, el autovector de Alfvén renormalizado en el sistema de variables de
Anile es

rax = (0l + R FVE(R + Fa08).0,0) (1.36)

Una vez realizada la renormalizacién en el sistema de variables de Anile,
podemos abordar el cambio al sistema de variables conservadas. El autovector
de Alfvén en variables conservadas que se obtiene es

Rot = fiVix + foVog, (1.37)

siendo
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)
E(ugy + u1.) £ VE(b ) + b0%14)
E(uy)? + uthyy) £ VE(byt)) + by
Vie = a | E(usd? +ur.) £ VE(Db.4) + 0%%1.) (1.38)
20(Eu® £ VEW)?
b — 009y £ VE(uVy) — ulyy)
b*p) — b0y + VE(ur ) — ulyi)

Y
E(ug)d + uag) £ VE(byth§ 4 b012,)
E(uy)d + uthay) £ VE(by ) + b24bsy)
Vor = a | BE(u.t§ +us.) £ VEDb.99 + 00%2.) |- (1.39)
20(EBu® £ v Eb)9
by — 609y £ VE(uve§ — u'y)
b*py — b3 + VE(u*§ — u®h3)

1.3.3 Autovectores magnetosénicos

Para renormalizar los autovectores magnetosénicos debemos seguir el mismo
procedimiento que el descrito en la Seccién 6.3. Asi, con el fin de que los
autovectores magnetosénicos no degeneren, el autovector asociado al autovalor
magnetosénico mas préoximo al autovalor de Alfvén, serd de la forma (comparar
con (6.39) y las definiciones subsiguientes)

rm = (¥, L*,C,0)7T, (1.40)

en donde se han definido
= Ty e Sy (4
17:%§$f$f¥%5‘0+i>£3’ (142
Co b | G (1.43)

a? — (G + a?)c?

A fin de evitar que el denominador que aparece en el autovector se haga cero
y ocasione problemas numéricos, se debe prescribir el siguiente limite
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lim [ bt |

-5 =0 144
a?—(a?+@)c2—0 a? — (a? + G)c? (I.44)

y utilizar la siguiente expresion del vector unitario en la direccién del campo
tangencial

b _ (faer = i) 91 + (i — fotno) ¥y (1.45)
bt | [ (Y1122 — V) (f3011 — 2f1 fotbra + [3022) ] 12

El autovector asociado al otro autovalor magnetosénico (més alejado del
autovalor de Alfvén), serd (comparar con (6.45) y las definiciones subsiguientes)

T = (€, L7,C,0)7, (1.46)
donde
1% a 1% 1% X b;,)G
_ X e L4
¢ ph(G + a?)c? (6" +au”) ph (pha? — b2G) (L47)
LA P B SR (1.48)
~Xon G ) pha® —b2G’ '
C=-1, (L.49)

proponiéndose la siguiente prescripcién del limite de degeneracién:

bY

I L S 1.50
pha?—b2G—0 pha? — b2G (1.50)

Con este procedimiento se eliminan los problemas de degeneracién que pueden
presentar los autovectores magnetosoénicos rapido y lento y cuando los autovalo-
res correspondientes tienden al autovalor de Alfvén que estd entre ellos. Téngase
en cuenta que el procedimiento se repite para cada par (rdpido y lento) de auto-
vectores magnetosénicos.

Una vez calculados los autovectores renormalizados en el sistema de variables
de Anile, podemos obtener los correspondientes autovectores en el sistema de
variables conservadas, R,,,

Ry, =
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pe® + Cu®d,p
E(uze® 4+ u’e;) + 2uuyb, L* — by L° — 0° L, + uPu,,CO,(ph)
E(uye® 4+ u’ey) + 2uuyb, L* — by L° — b L, + u’u,CO,(ph)
o Fa(use® +u’e,) + 2uuyb, L" — b, L° — VL, + u’u.CO,(ph) (L.51)
a(2Bue® + (2u®u® — 1/a2)b, L* — 26°L° + (9, (ph)ulu® — 1)C)
a(bve® —b%e¥) — uY L0 +uOLY
a(b?e® — be*) —u* L +u'L?

I.4 Autovectores a izquierdas

Vamos a deducir la expresién de los autovectores a izquierdas, [, en el sistema
reducido de variables (u®, u¥,u?,bY,b*, p, p). Partiremos, al igual que en el caso
de los autovectores a derechas, de las expresiones obtenidas en el sistema de
variables de Anile.

Para obtener los autovectores en el sistema reducido de variables, debemos
calcular las derivadas de las variables dependientes u°, %, b* respecto del sistema
reducido de variables a través de las ligaduras. Asi, partiendo de la ligadura
u“u, = —1 obtenemos que

LUO _ _gkouo + griu’ _ Uk Yk (152)
ouk goou® + go;u’ ug o — Bt .
Partiendo de la ligadura b*u, = 0 se deduce
-1
o__ - z, 0 10 x ) 0/1y z )
b O (6"u” = b%u")ug + u’ (BYuy + b*us)) (1.53)
y, de aqui, derivando y operando se deduce que
on° —uluy
_—= 1.54
obk  wOug + urug’ (I.54)
on° u9by, — Ouy, — uy (b, + b¥u, + ulby)
W - — 0 = 5 (155)
U U Uy + U U
on° B _uobz — bOu, — us (BYuy + b7u, + ulby) (156)
our wlug + uTu, ’ '
obd B 7u0u0bm — ug (BWuy + b%u, + u®bp) (L57)

ou® (uOug + uPuy )ug

La tercera ligadura, V - B = 0,se reduce, en el caso de problemas unidimen-
sionales en la direccion z, a la condicién B, = constante. Asi, como se cumple
que
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B, = a(b*u® — b°u®), (1.58)
se obtiene
b  u® O —u®u;
v Tw I.
ot w0 obt wlug + uruy’ (1.59)
ab* 1 on° ur » Ou’ B (upb? + uzb®)ug — u®(ugby — uzbo) (1.60)
out  ud \ Jut out ) (uOug 4+ uPug)ug o
x 0 0 X _ _ x
T 1 50 ob Wb Ou”\ _ b uyug (uoby — uybo)u e
our  ud ou= ou= (wOug + uPuy)ug

Asi pues, la transformacion que nos permite pasar de los autovectores a

izquierdas del sistema de variables de Anile, (llllgl. .. ,llg), a los autovectores
a izquierdas del sistema reducido de variables, (I1,12,...,17), es
— o oY Ob*
- - - 1.62
l1 (9’11,1[1 + 15 + auwl5+ auwlg, ( 6 )
. ou’ oo ab*
12 = %ll + 13 + %15 + @16, (163)
_ o oo ab*
I3 =—l1 +1l4+——1 —1 1.64
3 8uz1+4+8uz5+8u26’ (1.64)
. obY ob*
l4 - %l{) + %lﬁ + l77 (165)
_ o ab*
l5 - %lkt; + %lﬁ + 187 (166)
. 9]
le =1lg + z= l1o, (1.67)
o),
. Js
lr=1 =) lo- 1.68
’ (3p>p v (1.68)

I.4.1 Autovector entrépico a izquierdas

Aplicando la transformacién anterior a las componentes del autovector entrépico
a izquierdas en el sistema de Anile (7.4), obtenemos el correspondiente auto-
vector en el sistema reducido de variables,

le = <o,o,o,o,o,u0 (gs> ,u (85> ) (1.69)
v/, o/,
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1.4.2 Autovectores de Alfvén a izquierdas

Los autovectores a izquierdas de Alfvén en el sistema de variables de Anile son
(comparar con (7.12))
(Eu® £ 0°VE)e,p,50°ub?

(=00 F VEU)eupys 07076 + (€50 ub%)by,

lo+ = (1.70)

6%,‘{5 P urbd
0

Como ya se desmostré (ver (1.17)),

euﬁfyé(bﬁuyb& = hlwlu + h27/}2ua (171)

con lo que podremos reescribir el vector (1.70) como

lax = hiVie + hoVoy, (L.72)

siendo

Vit = ((Euo + 0OVE) 1, (=0 F VEUC )y, + ¢?bu,w?70)7 (1.73)

Vou = ((Eu0 + bVE) o, (—0° F VEU Yo, + 98by, v, 0)- (L.74)

Introduciendo ahora las funciones fi 2, definidas en (I.34), obtenemos los
autovectores de Alfven a izquierdas renormalizados

lox = fiVix + foVox. (L.75)

Finalmente, transformamos el autovector al sistema reducido de variables

lox = fiVix + foVou, (1.76)

con

on°
ou®

Vig1 = (Bu’ £ 0°VE) (1/)1;1; - 1&1052) — (" + \/Euo)( Y10

ob* i

Ww1x> + uo(uOug + uuy)
— (byuo — uzbo) (u'bo +u”by)),  (L77)

+

((uobgC — umbo)(uobo + ugb")
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0
Visa = (B0 £0VE) (1, — 202 ) = (00 VEL) (S
Ug ouy

ob* Y

* 8uy¢1x>  up(uug 4 utuy)

((uoby — uybo) (u’bg + u”by)

+ b uy (uzbo — ugbz)),  (L.78)

on°
ou?

Vie,s = (Bu® £ 0°VE) (wlz - %oZZ) — (" + \/Euo)( P10
0

ob 0

_|_ —
ou? V1 I) ug(ulug + uPu,

) ((Uobz — uzbo) (ubg + u”by)

+ b%u, (ugzby — uobx)), (1.79)

_uy

Vl:i:,4 = (—bo F UO@)( (uol/Ho +uPr,) + ¢1y> +

wOug + uuy

0 Uy 0 T

Viws = (-1 :Fuo\/E)<_uz(UO¢10 ) +wlz) n

uOug + uPuy,
0 —Uz 0 x
—=  (u’b by)+0b, ], 1.81
" (UOUO+UzUm (wbo +u7he) + ) (L81)

Vit =971, (1.82)

Vit 7 =0 (1.83)

oB°
ou®

Vox 1 = (Bu® + °VE) (me - 1#201:;”) — (b + \/Euo)(
0
or 8
Ww2w> + ug(ulug + u¥uy)
— (bpug — uzbo) (u’by + u”jbg;))7 (1.84)

P20

+ ((’U/obz — u$b0)(u0b0 + uIb“")
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op0
ouy

Va2 = (Eu’ £ bo\/E) (%y - 201:!) — (0" £ \/Eu0)< P20
0

ob” ) N )

. by — 1ybo) (u’b by
+ auyd]Q UO(UOUO +u£u$) ((UO Y ’Lby ())('LL 0 +u )

+ b%uy (uzbo — uobm)),

op0
ou?

Vor,3 = (Bu’ £ b°VE) (1/12z ¢2032> (boi\/ﬁuo)( P20
ob® )Y
+ 3uz¢2x> wo(uug + uruy

] ((uobz — ubo) (u’by + u®b,)

+ b%u, (ugby — uobx)),

‘72174:(—3)0:!:110@)( —Uy

wOug + u®uy

(P20 + U2 s) + o y> +

0 Uy 0 z
v2 (uouo + uTu, (wbo +ube) + by) ’

—U

Var 5 = (=0 Fu'VE) (M(Uoiﬁzo +utha ) + 2 z) +
U Uy + U Uy

o ( —

0 T

[/ 0
Vv2:i:,6 = ¢2»

Vay 7=0.

1.4.3 Autovectores magnetosénicos a izquierdas

281

(1.85)

(1.86)

(L87)

(1.88)

(1.89)

(1.90)

Los autovectores magnetosénicos a izquierdas en el sistema de variables de Anile

son (comparar con (7.39))

du(Eula — Bb?) + b, (G + 2a2) (b° — xu®) — A8

¢y (—ab® + Bu®) + (ap® — Gu®)b,

lm -
2,0
ag® — a%u® (?1? - 1) + % (bcg - %bo)

0

(1.91)
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Procederemos ahora a la transformacién de las componentes de estos vec-
tores al sistema reducido de variables, desarrollandolos de forma adecuada para
proceder, posteriormente, a su renormalizacion.

e La componente primera del autovector magnetosénico en el sistema re-
ducido de variables es

lml—

B E 0 T 0 T
a(u’uo +utug) B0 ug + b uy) + (G +2a?) (bo _ Buo)
a

Uo Uo

ou®

oo ob”*
(a¢0 _ Guo) (3u1 bo + Wl%) 6192)

. o b
(bm - “bo) + (—ab® + Bu?) ( bo + qbz) +
i ou”

que podemos reescribir como

- Auug +uPu,  bypug — Uzbio
lml = +

2\ (10 .0\ _
a U U [(G+2a)(b Xu)

(0"u® = 00u®)a + (bou” + byu®)(u ¢’ — ¢*u’)]  B(dzuo — pous)
wlug + u%uy } B (G + a?)ug
a(bFu® — B0u®) (uPug + uuy + 1) + (u®¢° — ¢%u®) (b ou’ + bmuz)] N
wlug + uuy
uph® + uy,b*

uo(uQug + uTuy )

r(uz¢°¢ru0>anmuObtxuo)> (1.93)

((bfuo U (tty — o) +

e La componente segunda del autovector magnetosénico en el sistema re-
ducido de variables es

Iz = (Bau® = B892 + (G + 20%) (1 - BuO) (by - “ybo>

Uo a uo
on° ob” on° ob”
0 0 0 0
+ (Bu” — ab”) <8uy ¢o + e (i)z) + (ap” — Gu”) <8uy bo + Sy bx) (1.94)

que podemos escribir como:

T
[ _AU Uy
m2 —

+ (b yuo — brouy) [(G +a?) (bo — Xuo)
aug
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(a(b"cuo —0%u®) 4 (uF @ — ¢ u®) (bou’ + bgju“))} + %(Gaf:jg)uo

[(b‘t”uo — b9u®) (uug + uPug + 1) + (u®P° — ¢*ul) (byou® + bmuz)} -

wOug + uuy

xT
T

((bfuo ) (o — bute) +

(uOup + u®uy )ug
(bt oz — by 2 ) (u"¢® — ¢$u0))1.95)

e La componente tercera del autovector magnetosénico en sistema reducido
de variables es

l_mg = (ECL’UJ‘T — Bbm)% —+ (G —+ 2(12) <b0 — Bu0> <bz — uzbo)
Uuo a Ug

on° ob” on° ob”
0 _ 30 0 __ 0
+ (Bu” — ab”) <8uz oo+ D0 qﬁm) + (a¢” — Gu”) <8u2 bo + BN bm) (1.96)

que es posible escribirla como:

- AuTu, 2y (10 0 1
lms = ==+ (brsto — brous) [(G+a ) (O =xw?) = o
Bu,
(a(bzuo —0%u®) 4 (uF @ — ¢ u®) (bou’ + bg;uz))} + ¢oﬁ

uOug + uu,
T
b*u,

(uOup + u®uy )ug

{(bfuo — b9u®) (uug + uPug + 1) + (u®P° — *ul) (byou® + btxum)} B

((btxuo - uxb?)(uz¢0 - (!j)a:UO) +

(bt otz — bz ) (u"¢® — ¢wu0))1.97)

e La componente cuarta del autovector magnetosénico en el sistema re-
ducido de variables es

7o Tuy [ 0 0v/, 0 e
lna = udug + u®u, <( ab” + Bu’) (o +u”fs)
+ (a¢® — Gu®) (bou® + bxuz)) + (ag® — Gu®)b,, (1.98)

equivalente a
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—Uy

[m4 = (aqbo — GUO)< (btouo + btwux) + bty>

wOug + uuy
2

Uya 0

- — b 1.99

wOug 4+ uPu, (1.99)

e La componente quinta del autovector magnetosénico en el sistema re-
ducido de variables variables es

- o’ ab* ob0
— (R0 _ 10 0_ 1,0
lms = (Bu® — ab )<8bz¢o+ 9 ¢z> + (ap” — Gu )(abzbo+

bCE
LA bz), (1.100)

ob*

que es equivalente a:

—U,

Ims = (a¢0 - Gu0)< (thUO + b u”) + btz)

u,a>

wOug + uuy

S S 1.101
wWug + uTuy ( )

e La componente sexta del autovector magnetosdnico en el sistema reducido
de variables es

_ 1 b2 0
lme = ad® + a’u’ (1 — 2) + <& ( ¢ Bb°> , (1.102)
c2 ph

que podemos escribir como

l, = b% G 0 0 G 0
o = @ (G T @ W)~ b (1.103)

e Por ultimo, la componente séptima del autovector magnetosénico en el
sistema reducido de variables es

Iz =0. (1.104)

Ahora, la propuesta de renormalizacién es la siguiente:
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e Para el autovector correspondiente al autovalor méas préximo al autovalor
de Alfvén, proponemos dividir sus componentes por b;. Asi, deberemos
realizar las siguientes sustituciones:

by — b | b Y (L.105)
2 (G+a)E  @—(G+a)@ ' Tb
hy ha
hiy — — hy — —. 1.106
e Y T e (1109
Las prescripciones sugeridas para los limites 0/0 son
: | bt |
1 ————=0. 1.107
a2—(a2}§-ncl¥)c§—>0 a? — (a2 + G)Cg ( )
1/2
hiys _ fus (00 = ) - (L2 (@4 @)

| by | (szOQz—2flf204124—]%20411)1/2

e Para el autovector asociado al otro autovalor magnetosénico proponemos
dividir por:

b2 h 2 _ b2
! S ¢ (1.109)
a?> — (G+a?)c2  G(G+a?)c?
Asi, deberemos hacer las siguientes sustituciones:
2 0 2y .2
bk 1, B — M7 (1.110)
a? — (G + a?)c? pha? — b2G
h1G(G + a?)c? haG(G + a®)c?
h _ 5 h S L.111
LT T oha? —b2G Yo T T et —b2G (L111)
Las prescripciones sugeridas en los limites 0/0 son
im  — %t _ (1.112)
pha?—b2G—0 pha? — b2G ’
hy/2
li ——————— =0. 1.113
phaQ—IIIJI%GﬁO pha2 — b2@G ( )
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Apéndice J

Elementos geométricos en
las métricas de
Schwarzschild y Kerr

En este Apéndice vamos a escribir los elementos geométricos de los espacio-
tiempos de Schwarzschild y Kerr, necesarios para la integracién numérica de
las ecuaciones en diferencias finitas tal y como se ha hecho en el Capitulo 9.
Utilizaremos coordenadas de la forma (¢, 7,6, ¢) (coordenadas de Schwarzschild
en el caso de la métrica de Schwarzschild; coordenadas de Boyer-Lindquist, en
el caso de la de Kerr).

J.1 Meétrica de Schwarzschild

La métrica de Schwarzschild describe el espacio exterior de un agujero negro
con simetria esférica. En coordenadas de Schwarzschild (¢,7,6,¢), tomando
unidades geometrizadas (G = 1,¢ = 1), se escribe como:

1
ds? = — (1 - LO) At + T dr® +17d9 + 1 sin® 67, (J.1)
" —

siendo rg = 2M el radio de Schwarzschild, donde M es la masa del agujero
negro.

Identificando los elementos métricos de esta métrica con los del formalismo
3+ 1, obtenemos

To
a=y[l=-2 " Y=g, Y60 =0oo

A r2sinf
Yoo = 9o Y Y= \/7
1—ro/r
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Para resolver numéricamente las ecuaciones de la GRMHD en este espacio-
tiempo debemos calcular los elementos geométricos que se utilizaran en el avance
temporal de las variables conservadas. Procederemos ahora a su obtencidn,
distinguiendo el caso de las variables hidrodindmicas (densidad, momento y
energia) del caso de las componentes de campo magnético.

J.1.1 Flujos hidrodinamicos

Las variables hidrodindmicas se avanzan numéricamente integrando en el tiempo
la siguiente expresion:

dUi’j 1 T T T 0 o
Tdt AV <AS (Firr2g = Fiiog) + ASY(F] 10

- F?,j_m)) T s(u), (1.3)

donde los elementos geométricos definidos son

27 6 r
2 2 1
AV:/ / / ﬁdrdedgb:zw(cosal—coseg){g 1-2
0 91 T1

<r3 + §r0r2 + 157“2r> + ér‘n’ In <\/77 (1 +4/1 7’0)> } " (J.4)
0 0 - ’ :
4 8 8 r "
2w 0> 75/2

AS” :/ / dfdp = 2m———=(cos 0y — cosbs), J.5
o Jo VIO et meost). 09

27 T2 1 TO

ASO:/ / VA drdé = 27 sin 6 \/17

0 1 3 T

T2
(7"3 + ZT0T2 + 1857'(2)7“> + grg In (\/; (1 +4/1— 7;?)) } I (J.6)

J.1.2 Flujos del campo magnético

Las componentes de campo magnético se avanzan numéricamente integrando en
el tiempo la siguiente expresion:

dByiy1/2,; Al
dt/ "= ASm‘+¢1/27j Qgiv1/2.5+1/2 = Qpitr/2,5-1/2 ) (J.7)
dBQi,j—‘rl/Q o Al¢

i = AGOL+1/2 (Q¢i+1/2,j+1/2 - Q¢i—1/2,j+1/2>7 (J.8)
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dB¢i7 A
dt "= - AS9LI {Al ( Tij+1/2 T Qri,j—1/2)

+ Aly (Qei+1/2,j - Qei1/2,j)}7 (J.9)

donde los elementos geométricos introducidos son

I 2772 sin 0
Aly = dp = ——, J.10
2
Al :/ df) = ——| cosfy —cosby ), J.11
0 V)
Al—/w dr =sing] L /10
= Vydr = sin 3 "
5 15 5 T "
(7"3 + ZT0T2 + 87"87‘) + grg’ In <\/F <1 +4/1— :)) } i (J.12)
02 1
AS¢—/ / fdrd&—(cos&—cos%) g,/l——
) 15 ) r "
<r3 + Zroﬁ + 8r3r> + grf‘; In <\/? (1 +4/1- 7?)) } . (J.13)

J.2 Meétrica de Kerr

La métrica de Kerr describe el espacio-tiempo exterior de un agujero negro
en rotacién. En coordenadas de Boyer-Lindquist (¢, 7,6, ¢), tomando unidades
geometrizadas (G = 1,¢ = 1), se tiene que

A —a?sin’ 6 Mrsin? 6

ds® = ——————dt* — da————dtdp + —dr +
0 02
by
+ 0%d6? + = sin® 0dg?, (J.14)
0
donde
A =712 —2Mr +d?, (J.15)

0* =1%+a*cos? 0, (J.16)
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¥ = (r* +a?)? — a®*Asin® 0, (J.17)

siendo M la masa del agujero negro, a = J/M el momento angular por unidad
de masa y J es el momento angular total del agujero negro.
Los elementos métricos correspondientes al formalismo {3 + 1} son

0%2A 2aMrsin? 0 5
=\ < = —— = A,
o Z ’ ﬁ‘i’ Q2 bl 'Y IQ /
. p2Y sin? 6
Yoo = sz Yoo = ESIH2 Q/QQ y ﬁ = T (J18)

Nétese que la métrica de Schwarschild se recupera al tomar J = 0 en la
métrica de Kerr.

Para avanzar numéricamente las ecuaciones de la GRMHD, deberemos in-
tegrar las ecuaciones discretizadas (J.3), (J.7), (J.8) y (J.9), en las que los
elementos geométricos vienen dados ahora por

21 Oz pra 02 T2
AV :/ / / VA drdf do = 27r/ / A dr db, (J.19)
0 61 71 01 1

27 92 92
AS" = / Jydode =2r [ \/ydo, (J.20)
0 01

01

27 To To
AS? = / / VA drde = 277/ VA dr. (J.21)
0 71 T1

27
Al¢ = ﬁdd) = 271'\/», (J.22)
0
02
A= | 7de, (J.23)
01

T2
Al, = / JAdr, (3.24)

62 T2
AS? = / / VA drdo. (J.25)
01 T1
Remarcaremos que las integrales que aparecen en los elementos geométricos
en el caso de la métrica de Kerr no son analiticas y se han obtenido por inte-
gracion numeérica.
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