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Prefaci

El fenomen de formacié de patrons espacials en sistemes Optics té molts el-
ements en comi amb altres sistemes formadors de patrons que trobem en
altres camps de la natura (hidrodinamics, bioldgics, mecanics, quimics...).
Ara bé, n’hi ha trets que sén particulars dels sistemes Optics i que motiven
encara més 'estudi de la formacié de patrons en aquests. Per una banda,
les potencials aplicacions a la tecnologia de la informacié i les telecomunica-
cions, ja que la formacié d’estructures en el pla transversal a la direccié de
propagacié de la llum en sistemes no-lineals optics obre la porta al processat
optic de la informacié en paral-lel. Des del punt de vista de la possibilitat de
codificacié i emmagatzemament de la informacié en aquest pla transversal,
n’hi ha dos aspectes que s’han de tindre molt en compte.

El primer d’ells és la possibilitat de multiestabilitat espacial, és a dir,
la possibilitat d’existéncia de més d’una solucié estable del sistema per a
uns valors donats dels parametres, la qual cosa comporta, ja que parlem
de sistemes extensos, la possibilitat d’assolir distintes solucions estables en
distintes regions del pla transversal a la propagacié de la llum. Aquest fet
possibilita no només la possibilitat de coexisténcia entre dos patrons extensos,
sino l'existéncia d’estructures localitzades, de grandissim interés si pensem en
les aplicacions practiques que comentavem adés, ja que aquestes estructures
actuarien com bits d’informacié.

Es per tant d’importancia estudiar com controlar els patrons emergents,
i més en concret, les possibles estructures localitzades que puguen sorgir-
ne, aix{ com la possibilitat de crear-les, moure-les i esborrar-les a voluntat.
Aquest control permetria 1'utilitzacié practica de les estructures localitzades
com components de memories Optiques, on la informacié podria codificar-se
1 processar-se.

D’altra banda, el que estan creant-se i destruint-se en una interaccié no-
lineal, s6n fotons del camp electromagnétic. Aquesta naturalesa quantica de
la llum es manifesta fins i tot a temperatura ambient, cosa que diferencia
notablement els sistemes Optics de qualsevol altre sistema. Aquest fet ha
motivat el desenvolupament de l'estudi dels efectes quantics en els patrons
espacials transversals i, més recentment, en les estructures localitzades.

Aquesta tesi versa sobre algunes de les estructures localitzades que su-
porten distintes cavitats optiques no-lineals. En particular, parlarem dels
solitons de cavitat, entre els quals distingirem els solitons de cavitat brillants
(d’amplitud) i els solitons de cavitat foscos o parets de domini (de fase). Es-



tudiarem aquestes estructures en cavitats Kerr anisotropes i en oscil-ladors
Optics parameétrics, aixi com en una equacié de parametre d’ordre (en concret,
’equacié no-lineal d’Schrodinger amb decaiment i forgament paramétric).
També presentem dos mecanismes que permeten el control i estabilitzacié
d’aquestes estructures. Aixi mateix, es planteja el problema de les fluc-
tuacions quantiques en aquests solitons, estudiant-se I’espectre d’squeezing
de solitons en oscil-ladors optics parameétrics (si bé el nou tractament que
presentem és trivialment aplicable a altres cavitats no-lineals) .

L’estructura de la tesi es divideix en dues parts, a saber:

Una part introductoria subdividida aix{ mateix en dues seccions, la primera
de les quals és un resum de ’estudi de la dinamica no-lineal en cavitats op-
tiques on, a més d’una part introductoria on es presenten els patrons es-
pacials, s’hi introdueix el concepte d’estrutura localitzada. Un breu repas
historic d’aquest camp d’estudi es presenta junt amb les principals ferra-
mentes i conceptes teorics que calen per dur a terme ’estudi dels patrons
espacials i de les estructures localitzades. La seccié segona correspon a una
introduccié al tractament quantic del camp electromagnétic. Una succinta
revisié dels comencaments i de ’evolucié de 'optica quantica, fins la con-
sideracié dels aspectes espacials de les fluctuacions quantiques de la llum,
es realitza abans de presentar les ferramentes basiques per 'estudi de les
propietats quantiques i els estats no-classics de la llum.

La segona part es dedica a la presentacié del compedi d’articles que forma
el cos fonamental d’aquesta tesi, subagrupats en tres grans blocs, de cadasci
dels quals s’hi presenten els resultats i conclusions fonamentals. Els blocs
que constitueixen aquesta seccid, aixi com els treballs que hi formen part,
es citen tot seguit. Un primer bloc, dedicat als solitons brillants en cavitats
Kerr, esta constituit pels articles Vectorial Kerr-cavity solitons, Opt.Lett.
25, 957 (2000) i Bright cavity solitons in anisotropic vectorial Kerr cavities,
J. Opt. B: Quantum Semiclass. Opt. 3 S118-S123 (2001). El segon grup,
dedicat a les parets de domini, esta format per tres articles: Domain Walls
and Ising-Bloch Transitions in Parametrically Driven Systems, Phys. Rev.
Lett. 89, 164101 (2002), The Ising-Bloch transition in degenerate optical
parametric oscillators, J. Opt. B: Quantum Semiclass. Opt. 6, S361-S368
(2004) i Stabilizing and controlling domain walls and dark-ring cavity soli-
tons, Opt. Express, 12, 2130 - 2137 (2004). Un dltim bloc, corresponent
a estudi de les fluctuacions quantiques en estructures localitzades es pre-
senta Squeezed quantum cavity solitons, enviat a publicar a la revista Physical
Review Letters.



Finalment, uns annexos en forma d’apéndix s’afigen per tal de clarificar
algun dels punts més técnics o matematics. D’aquesta manera, la lectura
pot realitzar-se sense necessitat d’aturar-se en aquests detalls, pero si algun
lector/a té major interés o curiositat, pot referir-se a aquestes seccions. Un
iltim annex inclou el Compedi de publicacions.



1 Dinamica no-lineal transversal en sistemes
optics. Antecedents

1.1 Estructures disipatives a la natura

La formacié de patrons espacio-temporal és un fenomen que apareix de forma
natural en camps molt diversos. Trobem aquests patrons en la pell de les ze-
bres, en la formacié de dunes de sorra, o quan voltem el palmell de la nostra
ma i ens mirem les empremtes dels dits [Cross93|. No és d’extranyar, doncs,
que l'estudi dels mecanismes de formacié i la dinadmica de patrons espacials
siga un camp comu a moltes disciplines cientifiques. Els primers estudis so-
bre la formacié de patrons espacio-temporals els trobem en el camp de la
hidrodinamica, a principis del segle XX, en l'estudi de conveccié de fluids
[Rayleigh16], pero també els trobem més tard en biologia, amb I'innovador
treball de Turing sobre els mecanismes de diferenciacié de zigots [Turing52],
en reaccions quimiques oscil-lants [Zaikin70] o, com és el nostre cas, en sis-
temes Optics no-lineals [Lugiato89]-a partir dels 80s del passat segle-.

Fig. 1.1. Patrons espacials a la natura: els trobem a la pell de les zebres, a les
formacions de dunes a la sorra o al revers dels nostres dits.

Aquests patrons que apareixen en sistemes aparentment tant distints en-
tre si han de tindre -tenen- alguna cosa en comi: els trobem sempre en
sistemes espacialment extensos, amb disipacié d’energia i que sén forgats a
allunyar-se del seu estat d’equilibri mitjancant un aport extern d’energia,
al qual responen de forma no-lineal. Els sistemes de la natura que satisfan
aquestes tres condicions, siguen aquells que siguen i pertanyen al camp que
pertanyen, seran canditats a ser sistemes formadors de patrons. Analitzem
pero que és el que signifiquen, més explicitament, aquestes condicions. Quan



parlem de sistema espacialment extens ens referim a qué el tamany del sis-
tema, si més no en una direccié (la de formacié del patré), siga molt més gran
que l'escala caracterfstica del patré que hi emergeix, que ve determinada per
una longitud d’ona caracterfstica. Quan caracteritzem el sistema com disi-
patiu, volem dir que és un sistema obert que intercanvia, disipa, energia en
acoblar-se al medi exterior. Ara bé, si el forcament a qué sotmetem el nos-
tre sistema augmenta, allunyarem aquest del seu estat d’equilibri. L’estat
uniforme del sistema deixara de ser estable i es destabilitzara per a pertor-
bacions d’una determinada longitud d’ona. Es a dir, per a un valor critic
del forcament, I'estat del sistema pateix un canvi qualitatiu, consistent en
el trencament de la simetria preexistent: hi apareixera un patré on abans
tot era homogeni. Com veurem, l'existéncia d’aquesta inestabilitat ve de-
terminada tan sols per procesos linials, el paper de la no-linealitat sera el
de seleccionar un patré concret de tots el patrons possibles arran aquesta
inestabilitat.

En els sistemes optics en cavitat, que son els que ens ocuparan al llarg
d’aquesta tesi, trobem que es satisfan aquestes condicions: a causa de 'efecte
conjunt de la difraccié que permet I’acoblament espacial, I'excitacié fora de la
resonancia i la no-linealitat de la interaccié entre la llum i el medi contingut
a la cavitat, trobem patrons que es formen en el pla transversal a la direccié
de propagacié de la lum. Ara bé, els patrons que es formen en Optica tenen
una forma molt semblant als que trobem en altres camps com els que haviem
nomenat abans (hidrodinamica, quimica, biologia...). Ag¢d pot dur-nos a
pensar que deu haver un substrat comi a tots ells, que va més enlla de la
descripcié especifica de cada sistema i que descriu un comportament més
general del sistemes formadors de patrons que és comi a tots ells. I aix{ és.

Quan estudiem un sistema en concret, siga hidrodinamic, on el patré
apareix en l'alcada que assoleix ’aigua en un canal, siga optic, on apareix
en la intensitat mesurada en el pla transversal a la propagacié, o siga de la
naturalesa particular que estiguem estudiant, el comportament d’aquest sis-
tema vindra descrit per unes equacions que podem anomenar microscopiques.
Quan parlem d’equacions microscopiques no volem dir que hagen d’incloure,
necessariament, graus de llibertat atomics, el que volem dir és que represen-
ten els blocs elementals que constitueixen el sistema que anem a estudiar.
En el cas dels sistemes optics que estudiarem aqui, per exemple, aquestes
equacions inclourien les amplituds dels camps implicats com a variables, els
parametres de control del sistema (pérdues, injeccié de camp extern, desin-
tonia dels camps amb la freqiiéncia de la cavitat), la interaccié no-lineal i la
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difraccié (en sistemes més complicats, com ara els lasers, caldria afergir-hi
també les equacions d’evolucié del medi material per descriure correctament
la interaccié no-lineal). Aquestes equacions microscopiques sén particulars
i diferents per cadascui dels sistemes. Ara bé, si estudiem aquestes equa-
cions microscopiques en limits senzills (e.g. prop del llindar de funcionament
del sistema), arribem a unes equacions, compartides per diversos sistemes,
i que, per tant, tenen caracter universal. Aquestes equacions reben el nom
d’equacions de parametre d’ordre (OPE, de 'anglés order parameter equa-
tion), i el seu estudi és de grandissima importancia. Per un costat, per ser
equacions universals i el nombre d’OPEs existent ser reduit, sén equacions
relativament ben conegudes, i per tant, un cop hem reduit les equacions
microscopiques del nostre sistema a una OPE d’aquest tipus, el seu com-
portament estara ja, a gran trets, conegut i determinat. D’altra banda, la
universalitat d’aquestes equacions déna lloc a queé els resutats obtesos a par-
tir d’elles siguen no només aplicables, per exemple, al sistema optic que de
partida haviem comencat a estudiar, sino a tots els sistemes de la natura que
vinguen descrits pel mateix tipus d’OPE.

(a) (b)

Fig.1.2. Patrons hexagonals en distints sistemes: a) capa d’oli de silicona sotmesa

a una vibraci6 vertical, b)capa de sorra sotmesa a vibracié vertical i ¢) sistema
optic:microresonador passiu de semiconductor.

1.2 Patrons extensos en sistemes oOptics

L’observacié d’estructures espacials en el pla transversal al de la propa-
gacié de la llum en sistemes Optics apareix simultaniament amb els primers
lasers, quan es comenca a estudiar les diferents distribucions d’intensitat que
apareixien al feix laser en funcié de quins modes de la cavitat sén excitats.



Tanmateix, en aquells moments el que preocupava era aconseguir a la sortida
del laser un feix amb una estructura senzillament gaussiana, ja que era la que
s’adequava a la major part de les aplicacions, i tan sols es pretenia eliminar
mitjancant la disposicié de diafragmes aquelles estructures que enterbolien
el treball. No sigué fins més de vint anys més tard, cap als anys 80, que
comencga a desenvolupar-se un estudi sistematic de la formacié de patrons en
sistemes oOptics.

La capacitat formadora d’estructures espacials per part de les cavitats
optiques, que sén el tipus de sistemes amb qué tractarem, ve fortament
condicionada pel tipus de cavitat -i no només del medi material- emprada.
Aquestes cavitats optiques no-lineals estan formades per un conjunt d’espills
que conté un medi no-lineal al seu interior.

Ein Eout

Y(L_’
x Z

Fig.1.3. Esquema d’una cavitat Fabry-Perot amb espills plans i un medi no-lineal
d’ordre n al seu interior.

Com ja hem dit, estan carateritzades per una estructura de modes -que de-
pén de la geometria de la cavitat- i també per una intensa retroalimentacio.
Aquesta realimentacié magnifica ’efecte de la interaccié no-lineal, ja que la
llum passa un nombre elevat de vegades pel medi, i s’ha de tindre en compte
a ’hora de estudiar el camp emergent.

El factor més rellevant és el tipus d’espills, si sén plans o esférics, i
el nimero de Fresnel de la cavitat (basicament una mesura de I'obertura
d’aquesta cavitat). Aixi, en els lasers usuals trobem cavitats amb espills con-
caus i nimero de Fresnel menut, cosa que provoca que el nombre de modes
transversals que poden ser amplificats siga reduit -ja hem comentat que el que
hom vol per la gran majoria d’aplicacions d’un laser sén cavitats monomodes
amb un perfil gaussia. Obviament, la dinamica espacio-temporal d’aquest ti-
pus de sistema depén molt especificament de les condicions de contorn i de
la geometria particular de cada cavitat, que sol implicar un cert nimero no
massa elevat de modes. Per estudiar aquestes cavitats amb simetria radial



(espills esférics), es desenvolupa el camp en modes propis de la cavitat, que
depenen de la geometria particular d’aquesta. Els patrons predits per aquesta
técnica [Lugiato90, Prati94, Brambilla94] s’han confirmat experimentalment
[Lin90, Coates94]. Ara bé, aquests patrons, sén de naturalesa exclusivament
optica, i es deuen fonamentalment a la geometria de la cavitat i a les condi-
cions de contorn, i no sén intrinsecs a la naturalesa no-lineal del problema.

Molt més interessant per nosaltres és considerar I’extrem oposat, és a dir,
el cas de cavitats optiques amb espills plans i nimero de Fresnel molt elevat,
on un gran nombre de modes - ones planes- pot oscil-lar simultaniament dins
de la cavitat. Diem que aquest cas ens resulta més interessant perqué permet
connectar la dinAmica espacio-temporal de les cavitat optiques amb la forma-
ci6 d’estructures en altres sistemes, ja que en aquestes cavitats amb simetria
translacional i alliberades dels efectes de les condicions de contorn particu-
lars, els patrons emergents sén fonamentalent deguts a la naturalesa no-lineal
del problema. D’aquesta manera podrem extraure profit de la universalitat
en la descripcié a qué ens estem referint reiteradament.

En aquest sentit dos treballs sén de particular importancia des del punt de
vista historic. Un d’ells és el de Lugiato i Lefever [Lugiato87], on formulen
un senzill model de cavitat Kerr, el qual conté el mecanisme basic de la
formacié de patrons. En el segon treball [Coullet89] es mostra per primer
cop que les equacions de Maxwell-Bloch que descriuen un laser de dos nivells
en una cavitat amb espills plans exhibeixen un tipus de solucié universal com
sén els vortexos -un vortex és un punt d’intensitat nul-la que presenta una
singularitat de fase, de forma que el camp té una variacié continua de fase
d’un miltiple enter de 27 al voltant del centre del vortex.

Abans de continuar, trobem interessant discutir algun detall del mecan-
isme basic que permet la formacié d’estructures en cavitats optiques. Aquest
mecanisme apareix en el model del Kerr anteriorment esmentat [Lugiato87]
i posteriorment sigué analitzat en [Scroggie94].

Una cavitat ve descrita per la seva estructura de modes, entre els quals
podem distingir entre longitudinals i transversals. Suposem que una cavi-
tat funciona seleccionant un determinat mode longitudinal -és a dir, hi ha
algun mecanisme que impedeix que ho faca en la resta de modes longitudi-
nals. Aixo, perd, no impedeix que la cavitat resone en qualsevol dels modes
transversals que corresponen al mode longitudinal seleccionat. Aixd possi-
bilita que es done Pexcitaci6 fora de la resonancia. Es a dir, si considerem la
injeccié d'un camp extern amb una freqiiéncia major que la propia del mode
longitudinal en qué resona la cavitat, aquest camp no resonara axialment
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amb la cavitat (no tindrem una emissié en eix), perd encara podra resonar
amb la cavitat fora d’eix, és a dir, inclinant-se (Fig. 1.4).

x Z k.=w/c &kza)/c

Fig.1.4. Resonancia fora d’eix. Un camp de freqiiéncia w major que la propia de
la cavitat, w,., encara pot resonar si es propaga fora d’eix.

Ara bé, I'emissié axial correspon a una unica ona plana i la intensitat de
llum a la sortida presentara una distribucié espacialment homogénia. Per
contra, quan l’emissié es produeix fora d’eix poden aparéixer estructures en
la distribucié de la intensitat del camp. Es formara aleshores un con de
vectors que satisfan la resonancia -els extrems dels quals formen un cercle
critic en el pla transversal-, els quals sén tots ells igualment resonants; sovint
s’excitaran un conjunt de modes finit corresponent a modes sobre aquest
cercle, i la distribucié d’intensitat emergent correspondra a la interferéncia
d’aquests modes excitats (veure secci6 1.3).

Comentarem breument alguns dels resultats més rellevants de I'estudi
d’estructures extenses que apareixen als diferents sistemes optics. Per una
revisié dels tipus d’estructures que es generen en aquests sistemes poden
consultar el llibre [Staliunas03] o reculls com [Lugiato98].

El patré més senzill és el de una (o en algun cas diverses) ona viatgera, que
és la soluci6 basica del laser [Jakobsen92], havent-se observat experimental-
ment [Encinas-Sanz96, Houlihan01]. L’ona viatgera també és soluci6 d’altres
resonadors no-lineals, com els oscil-ladors optics no-degenerats [Longhi96,
Sanchez-Morcillo98]. Si injectem un camp extern al laser, el patrons s6n més
complexos, donant lloc a rotllos o hexagons [Georgiou94, Longhi97al.

Els rotllos (Fig.1.5) s6n patrons molt comuns en moltes de les cavi-
tats no-lineals que tractem: oscil-ladors optics parameétrics degenerats (DO-
POs) [Oppo94b], mescladors de quatre ones [deValcarcel96], biestabilitat op-
tica [Tldi93] i cavitats Kerr [Geddes94]. En aquests resonadors trobem
també patrons hexagonals [Firth92, Taranenko02]. (Trobem patrons simi-
lars als que es troben en hidrodinamica en la conveccié de Rayleigh-Bénard).
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També trobem, en alguns d’aquests resonadors, altre tipus de solucions cor-
responent a patrons amb formes espirals, per exemple en lasers [Yu96] i
OPOs [Lodhal00, LonghiO1] . (Aquestes estructures sén semblants a les que
apareixen en sistemes quimics de reaccié-difusio).

Fig.1.5. Patrons de rotllos (a) i hexagons (b) en [Taranenko02].

Aquests sén els patrons més comuns que trobem als resonadors no-lineals,
tanmateix, considerant models més complexos, la diversitat de models que
trobem es tornaria encara molt més extensa.

Hem parlat fonamentalment de patrons generats en cavitats optiques no-
lineals, pero aquestes estructures espacials es troben també en altres config-
uracions. Trobem patrons en configuracions sense cavitat, on un camp es
propaga a través del medi no-lineal, donant lloc a distribucions espacials no
trivials [Mamaev96], o bé en la contrapropagacié de dos camps que inter-
fereixen al travessar el medi no-lineal [Firth88, Grynberg88]. En sistemes
amb un unic espill (Fig.1.6.), on la no-linealitat i la difracci6, a diferéncia
dels casos anteriors, actuen separadament en l’espai, s’ha predit la forma-
ci6 de patrons, sobretot hexagonals [Firth91, D’Alessandro91, Scroggie96],
confirmant-se experimentalment els resultats per diversos medis no-lineals,
e.g. [Lange96, Vorontsov97].

X(n)
Fig.1.6. Configuracié amb un tnic espill. El camp travessa el medi nolineal de
grossor L, es reflexa a I'espill M i torna a travessar el medi.
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1.3 Estructures Localitzades

Fins ara hem comentat algunes solucions estables del sistema corresponents
a patrons que s’extenen al llarg tot el pla transversal. Ara bé, si per uns
valors determinats dels parametres, el sistema té dues (o més) solucions es-
tables, pot assolir una d’aquestes solucions en part del pla transversal i 'altra
solucié en la resta de 'espai. Sota aquestes condicions poden generar-se es-
tructures complexes, de les quals cal destacar les estructures localitzades.
Entre les estructures localitzades, en aquest treball ens centrarem en el soli-
tons de cavitat. Aquests solitons de cavitat (CS, de I'anglés cavity solitons)
comparteixen certes caracteristiques amb els solitons espacials de propagacio,
que s6n feixos de llum que es propaguen sense deformar-se en un medi on
la no-linealitat i la difraccié es compensen. Els CSs sén estructures que
apareixen en el pla transversal a la propagacié de la llum en cavitats op-
tiques no-lineals, on apareixen en la forma de punts brillants indeformables
sobre un fons fosc (solité brillant) o bé com una linea -o un cercle, en dues
diemensions- fosc (solité fosc) en una regié il-luminada. Aquests CSs des-
perten un gran interés, ja que poden jugar un important paper en possibles
aplicacions tecnologiques: un solité és equivalent a un bit d’informacié, que
pot escrure’s o borrar-se, i seria de gran utilitat per emprar-ho en enma-
gatzenament i processament paral-lel de la informacié [Weiss02].

Podem classificar els CSs en dos tipus: CSs d’amplitud i CSs de fase.
Malgrat que aprofundirem en les caracteristiques dels distints tipus de soli-
tons en la secci6 1.4.2, presentem ara a grans trets algunes de les propietats
dels dos tipus de CSs. Aixi mateix, presentem un breu resum dels comenca-
ments i algunes fites de particular interés en el camp dels CSs. De qualsevol
manera, pot trobar-se un resum en e.g. [Firth01].

Els solitons d’amplitud els trobem arran bifurcacions subcritiques de les
solucions del sistema, de forma que per un conjunt de parametres tenim un
sistema biestable, on en distints punts de ’espai connecten bé una solucié
excitada i una altra (la que ha patit la bifurcacié) que no ho esta, bé dues
solucions excitades pero de diferent amplitud. Els solitons d’amplitud poden
ser brillants (on la major part del sistema es troba en la soluci6 de menor
intensitat) o foscos (on es troba en la solucié de major intensitat).

Els solitons de fase els trobem arran bifurcacions que tant poden ser
supercritiques com subcritiques, perd sempre amb ruptura de simetria de
fase, de forma que el sistema pot assolir dues solucions equivalents, de la
mateixa amplitud, que es diferencien 'una de 'altra exclusivament per una
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diferéncia de 7 en la seva fase. En aquests sistemes existeix per tant una
biestabilitat de fase, de forma que la fase del camp pot prendre distints
valors en distintes regions (dominis) del pla transversal, separades entre si
mitjancant una linia fosca. Aquestes linies reben el nom de parets de domini
(en anglés domain walls, DWs), i sén estructures u-dimensionals; en dues
dimensions el que trobem és un anell fosc tancat (una paret circular) separant
dues regions del pla transversal de fases oposades (que reben el nom de
droplets).

Finalment, un altre tipus d’estructura localitzada sobre la qual no ens
detindrem, ja que s’allunya dels proposits d’aquest treball, pero que cal recor-
dar, sén els vortexos optics, on ja no tenim una coexisténcia de solucions
sind un punt d’amplitud del camp nul-la i una singularitat de la fase. Perqué
aquestes solucions siguen possibles la fase del camp ha de ser lliure.

Ens centrarem en l’estudi dels CSs, i comentarem succintament com
comenga aquest estudi, aix{ com algunes aportacions fonamentals, tant de
caire teoric com experimental. El primer treball en qué es va predir ’existéncia
d’estructures localitzades en una cavitat optica no-lineal sembla ser el de
McLaughlin et al. en 1983 [McLaughlin83], que integraren numeéricament les
equacions de la bistabilitat optica en cavitat (de fet, una cavitat Kerr amb
input Gaussia) i, malgrat que no obtingueren solitons aillats, s’obtingué un
conjunt de solitons brillants. Aquests autors consideraven la propagacié del
camp a l'interior de la cavitat i a cada volta al resonador (cavity roundtrip),
afegien coherentment a ’espill de sortida el camp injectat. Foren McDonall
i Firth [McDonall90] els que mostraren, anys després, que es poden obtin-
dre solitons aillats al mateix sistema modulant la intensitat del camp de
bombeig. També mostraren en aquest treball com encendre i apagar els
solitons mitjangant pulsos adicionals fora de fase amb el camp. Altre tre-
ball pioner és el de Rosanov qui va introduir els autosolitons difractants
[Rosanov88, Rosanov90], formats a partir de les anomenades switching waves.

Arran aquests treballs pioners, aparegueren els primers estudis de CSs en
models de camp uniforme (mean field), en qué 'adicié coherent del camp a
I'interior de la cavitat amb el camp injectat era substituida per una tnica
equaci6 diferencial amb derivades parcials (models com els que es consideren
en aquesta tesi). Aixi, cap a mitjans de la passada década aparegueren
prediccions sobre D'existéncia d’estructures localitzades (del tipus de solité
brillant) en models de biestabilitat optica [Tlidi94a, Tlidi94b], de cavitat
amb un medi pasiu de dos nivells [Firth96b, Brambilla96], i en el DOPO
[Longhi97a, Staliunas97].
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Sén més els sistemes en que s’ha predit ’existéncia de solitons brillants.
Sense voler fer aci un repas exhaustiu d’aquestes prediccions, mencionarem
els OPO no degenerats [Sanchez-Morcillo97, Longhi98a, deValcarcel00], en
generacié de segon harmonic en cavitat [Etrich97, Longhi98b, Peschel98], les
cavitats Kerr [Firth96], i en lasers [Vilaseca0l, Ahufinger03]. S{ mencionarem
perd 'observacié experimental de solitons brillants. La primera vegada sigué
el 1992, observant-se en lasers amb absorbent saturable [Bazhenov92] i poste-
riorment en cavitats fotorrefractives [Staliunas98|. Mencié a banda mereixen
les estructures localitzades predites [Spinelli98, Michaelis97] i observades
[TaranenkoOla, TaranenkoO1b, Barland02] en resonadors no-lineals de semi-
conductor.

2 el . sy, S LY o Y
Fig. 1.7. Solitons observats en resonadors no-lineals de semiconductors en
[Barland02]. Pot veure’s el procés individual d’escriptura i esborrament del CSs.
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D’altra banda, l’existéncia de solitons de fase en DOPOs fou predita
per Trillo et al. [Trillo97] i per Staliunas i Sdnchez—Morcillo [Staliunas98al
(aquests 1tltims ja havien trobat el mateix tipus de solucié a 'equacié de
Swift-Hohenberg [Staliunas98b] que representa el DOPO quan aquest fun-
ciona aprop del llindar d’emissié). Cal destacar 1'observacié experimental de
solitons de fase (parets de domini) en oscil-ladors fotorrefractius per Weiss i
col.laboradors [Taranenko98, Larionova04] aixi com molt recentment al lab-
oratori d’optica no-lineal del nostre grup [Esteban-Martin04].

Fig. 1.8. Paret de domini observada en [Esteban-Martin04]. Es mostra I’aspecte
en camp proper (esquerra) i camp llunya (dreta).

En el moment actual, 'interés per aquest tipus d’estructures és gran i es
tracta d'un camp d’activitat investigadora continuada, revestint particular
interés les investigacions relatives al control de les estructures localitzades
i la seua possible utilitzacié en aplicacions de caire practic. Aquest sera,
aixi mateix, el tema al voltant del qual es desenvolupa aquesta tesi: tots els
treballs que s’hi presenten es centren en l'estudi dels CSs, tant d’amplitud,
que s’estudien en el cas particular de cavitats Kerr, com de fase, estudiant-se
les parets de domini per al DOPO, aix{ com en un sistema més general descrit
per una equacié de parametre d’ordre. Finalment es consideren, també en el
DOPO, les fluctuacions quantiques de tots dos tipus de CSs.

1.4 Ferramentes tedriques

Fins ara s’ha descrit qué és alldo que entenem per estructures disipatives, i
quines son les principals estructures que podem trobar. Aixi mateix, hem fet
un breu repas des dels primers estudis sobre la distribucié espacial de llum
en el pla transversal, que ens permetra contextualitzar el camp de treball i
les contribucions presentades. Caldra ara, pero, saber com s’estudien aquests
patrons i aquestes estructures localitzades en sistemes que presenten simetria
traslacional.
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1.4.1 Mecanisme de formaci6é de patrons. Analisi d’estabilitat

Aquesta analisi és valida per qualsevol sistema formador de patrons (i no
només per cavitat Optiques) amb simetria traslacional. Aquests sistemes
parteixen d’una solucié estacionaria homogenia, que variant els parametres
del sistema, es desestabilitzara trencant aquesta simetria i donant lloc a una
estructura espacial (en el cas dels sistemes optics, en el camp transversal al
de la propagacié de la llum): 'analisi d’estabilitat ens proporciona aquesta
informacié. Veiem en qué consisteix exactament.

Els sistemes formadors de patrons sén sistemes dinamics que estan definits
per unes equacions d’evolucié temporal per a les variables del sistema de la
forma

o = G(u,0,u,...; R), (1.1)

on s’ha designat per u(x,t) = (u1(x, 1), us(x, 1), ...u,(x,t)) el vector estat de
n-components de les variables dels sistema, per R I’espai dels parametres de
control del sistema, la funcié vectorial G és un conjunt de funcions no-lineals
de les variables i de les seves derivades espacials i x és el vector de coorde-
nades espacials. (Al llarg de tot el treball els simbols en negreta denotaran
caracter vectorial). Si el sistema té simetria traslacional en el pla transversal,
les equacions dinamiques (1.1) admeten una (o més) solucié estacionaria es-
pacialment homogenia (i.e. d,uy = 0), que anomenen uy. En cas de cavitats
optiques la derivada espacial apareix sempre en el terme de difraccié i en
cas de e.g. semiconductors, també en el terme de la difusié, corresponent a
Vi =02 +@§ -la qual cosa no impedeix que puguen haver-hi, en alguns casos,
termes advectius on apareguen derivades primeres. L’estabilitat d’aquesta
solucié dependra dels valors dels parametres de control del sistema: el que
tractarem d’estudiar és qué ocorre quan aquesta solucié estacionaria perda
Pestabilitat. Com que sovint les equacions microscopiques que descriuen el
sistema no tenen solucié analitica coneguda o bé sén massa complicades per
analitzar-les, desenvoluparem métodes pertorbatius que permeten estudiar el
comportament del sistema arran de la inestabilitat.

Per tal de fer el tractament de tota aquesta terminologia matematica
menys feixug, 'aplicarem al cas particular de 1'oscil-lador optic parametric
degenerat (DOPO), en una configuracié com la que es presenta en la Fig.1.3,
amb un medi y® al seu interior. Admetrem que ’amplitud del camp no té
estructura espacial en la direccié de propagacié (direcci6 z). Sols podran ser
amplificats els modes que siguen resonants amb la cavitat, ja que la resta de
modes desapareixeran després d’uns quants recorreguts dins la cavitat. Con-
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siderarem que les amplituds dels camps no tenen dependéncia espacial en z,
és a dir, considerem pérdues homogénies en el medi. Sota aquestes condicions
escrivim les equacions per a un mode de la cavitat i realitzem dues aproxima-
cions comuns, a saber, que la freqiiéncia del camp en la cavitat amb el medi
és proxima a la que tindria en el buit i D’aproximacié lenta de ’envolvent
per a les amplituds dels camps, que equival a considerar que ’envolvent dels
camps varia lentament en comparacié amb la freqiiéncia propia de la cavitat.
Sota aquestes aproximacions arribem a l’expressié habitual que descriu el
comportament de les amplituds de variacié lenta dels camps en un DOPO
[Oppo94al:

atAO = ’}/O[— (1 +ZAO) A(] -+ E -+ iao ViA(] — A%], (12)
AL =y [~ (1 +iA)) AL+ ia V3 AL + Ag AY, (1.3)

on E(x,y) és el camp extern de freqiiéncia w, les A; sén proporcionals a
les amplituds dels camps, sent Ay (camp de bombeig) proporcional al camp
de freqiiencia w i A; al camp de freqiiéncia w/2 (camp senyal). A; és pro-
porcional a la desintonia entre la freqiiéncia del camp 7 i la freqiiéncia més
proxima de la cavitat, 'operador laplacia transversal V2 descriu la difraccié
i la seva efectivitat ve mesurada pels parametres de difraccié a;. Les taxes
de relaxacié per a cadasci dels camps vénen donades pels parametres ;.

El DOPO és un sistema dinamic amb dependéncia espacial. Podem com-
provar que les equacions que el descriuen sén equacions del tipus (1.1). Aque-
stes equacions microscopiques, com veiem, no descriuen cap tipus d’interaccié
a nivell ”atomic”, sind que descriuen el comportament del sistema a través
dels blocs que el conformen, és a dir, del medi material i dels camps. El
vector estat de les equacions (1.1), u = (uq, ..., u,) és, en el cas concret del
DOPO, u = (A, A, A1, A7). Els parametres de control R = {Ry, ..., R,}
en aquest cas s’identifiquen amb R = {v,, A;, F}. Quan entenem el DOPO
com un sistema espacialment extens ens referim a que les dimensions del pla
transversal a la propagacié de la llum i en el qual es formaran els patrons,
s6n molt més grans que la inversa del nombre d’ones dels patrons. Es com
si tenim un canal d’aigua i es genera al seu interior una ona estacionaria:
direm que el canal d’aigua és extens si la longitud de 'ona estacionaria és
prou menor que la llargaria del canal.

Resulta necessari estudiar ’estabilitat de la solucié estacionaria ug quan
variem el parametre de control -e.g., augmentant el bombeig o variant la
desintonia, en el cas de resonadors no-lineals-, ja que el tipus d’intestabilitat
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que pateix la variable u permet classificar els patrons que hi emergeixen. Per
dur a terme aquesta analisi desenvoluparem una analisi lineal d’estabilitat
al voltant de la solucid estacionaria vy [loos90], on estudiem la resposta del
sistema a un mode de Fourier que pertorba ’estat estacionari. Concretament,
el que fem en primer lloc és partir de la solucié estacionaria i uniforme més
senzilla, ug, d’un sistema en particular descrit per unes equacions del tipus
(1.1). Aquesta solucié, que és valida per qualsevol valor dels parametres de
control, R, no sera, pero, sempre una solucié estable. La inestabilitat basica
de uy la trobem desenvolupant G al voltant de u(x,t) = ug

u(x,t) = ug + du(x,t), (1.4)

i linealitzant al voltant de les pertorbacions du, que prenem com una pertor-
bacié corresponent a un vector d’ona determinat

du(x,t) = ouexp(ik - x + At). (1.5)

En cas que la solucié analitzada fos la solucié trivial uy = 0, tindriem sen-
zillament de lequacié (1.5) u(x,t) = du exp(ik-x + At). La forma de les
equacions linealitzades és

0 ou(x,t) = D(up) du(x, t), (1.6)

on la matriu D rep el nom de matriu d’estabilitat del sistema i es correspon
amb la matriu de derivades

Di; = 0G;/ou; + > _{[0G:/0(05u;)] 0 + [0G;/0(0fuy)| 0} . (L.7)

En el cas del DOPO la solucié trivial, estacionaria i uniforme, s’obté
anul-lant les derivades espacials i temporals en (1.2-1.3), per sota del llindar
d’oscil-laci6 s’obté A(()O) =E/(1+iAy), A = 0, i gestudia l'estabilitat de
la soluci6 front a pertorbacions del tipus A; exp(i (kyx + kyy) + At).

L’equaci6 (1.6) tindra un conjunt d’autovalors A\(k). Recordant I’expressi6
de les pertorbacions (1.5) quan A tinga part real negativa la pertorbacié
s’esmorteira amb el temps i la solucié ug sera estable. En canvi, quan la part
real de l'autovalor siga positiva, les pertorbacions creixeran en el sistema
desestabilitzant ugy. Aixi, podem identificar la part real de I’autovalor A com
un coeficient d’atenuacié de la pertorbacié, mentres que la part imaginaria
s’identifica amb una freqiiéncia temporal. Si el comportament de G amb els
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parametres de control és tal que existeix un valor critic R, i un vector d’ona
critic k. tal que

R < R.= Re[A(k)] <0,
R = R.= Re[\k.)] =0, (1.8)
R > R.= Re[A(k.)] > 0.

la soluci6 estacionaria i homogenia uy deixa de ser estable en R = R, i es
desestabilitza donant lloc a una distribucié espacial amb nombre d’ona k..

Aquesta inestabilitat que apareix per a k = k. en anul-lar-se la part
real de 'autovalor pot classificar-se en dos tipus segons el seu comportament
temporal:

a) si Im[A(k.)] = 0, la inestabilitat és estacionaria; la nova soluci6 a qué
es desestabilitza uy és estacionaria al llarg del temps.

b) si Im[A(k.)] = w. # 0, la inestabilitat és oscil-latoria.

En cas que la inestabilitat es produesca en k. = 0, llavors ug es deses-
tabilitza en una nova solucié uniforme (que pot ser estacionaria o dinamica,
depenent del valor de Im[A(k, = 0)]).

Per tant, podem distingir entre tres classes de sistemes formadors de
patrons en base a la naturalesa de la inestabilitat lineal que pateix l’estat
estacionari uniforme ug [Cross93].

Tipus I (w. = 0, k. # 0): Estacionari en el temps i periddic en I’espai. Per
sobre del llindar, i gracies a la seleccié del mecanisme no-lineal, donara lloc a
diferents tipus de patrons "ideals" (estructures periodiques). El més senzill és
I’estat anomenat rotllo en una dimensié. En dues dimensions trobem altres
patrons, com quadrats o hexagons.

Tipus Il (w. # 0,k. = 0): Oscil-latori en el temps i uniforme en I’espai.
Doéna lloc a un estat sense estructura espacial perd sotmés a una oscil-lacié
temporal periodica.

Tipus Ip(w. # 0,k. # 0): Oscil-latori en el temps i periodic en ’espai.

El cas IlII;, amb w, = 0,k. = 0, no té cap interés, ja que no genera cap
patré propiament dit, sind una altra solucié estacionaria i homogenia).

1.4.2 Formacié de patrons extensos. Solucions amb simetria trasla-
cional

La analisi lineal d’estabilitat ens permetra, per tant, saber per quin vector
d’ona critic k. es desestabilitza la solucié estacionaria i homogenia i, coneix-
ent 'autovalor corresponent a aquest vector d’ona, A(k.), conéixer alguna de
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les caracteristiques de la nova solucié estable del sistema. Ara bé, com ja
sabem, en les cavitats optiques moltes vegades I'inica derivada espacial que
apareix és una derivada segona corresponent a la difraccié -encara que no
sempre, ja que podem tindre, e.g., terme advectius-, i en aquest cas, a causa
de la simetria del sistema la matriu D en I'equaci6 (1.6) depén solsament del
modul del vector d’ona i, conseqiientment, ocorre el mateix amb 1’autovalor

per tant no tenim un vector d’ona critic que determine el patré espacial que
es formara arran la inestabilitat, sind que el que obtenim és un anell critic
(Fig.1.9) de modes inestables en el pla transversal de (k,, ky).

k

y

-
VA

Fig.1.9 Anell critic de k | de modes inestables.

Com és possible aleshores que observem unes estructures espacials com les an-
teriorment esmentades -rotllos, hexagons...? Quin és el fenomen pel qual ob-
servem tan sovint patrons formats per un nombre finit de vectors d’ona? Per
qué no observem una estructura formada per aquest anell continu? (De fet,
aquestes estructures anomenades d’anell en el camp llunya poden observar-
se, encara que normalment només com a transitoris). El que ocorre és que,
per efecte de la no-linealitat, s’estableix un competicié no-lineal entre modes
[Sanchez-MorcilloOOb], trencant-se aquesta simetria rotacional.

21



Fig. 1.10. Ruptura de simetria rotacional. Exemples dels patrons més senzills
que apareixen per a una determinada k.: rotllos (a), quadrats (b) i hexagons (c),
en el camp llunya (1) i camp proper (2).

Com veiem, 'anell (continu) inestable es desestabilitza en dos, quatre o sis
vectors d’ona en els exemples mostrats en Fig.1.10. Evidentment, a causa
de la simetria rotacional, l'orientacié d’aquests patrons és completament
aleatoria. D’altra part, I’estudi analitic del patré emergent arran ’estabilitat
el fem trobant les equacions d’amplitud de les distintes solucions possibles,
on emprem la soluci6 particular (rotllo, quadrat...) que volem estudiar com
ansantz i desenvolupem pertorbativament les equacions d’evolucié per aque-
sta solucid.

1.4.3 Ruptura de la simetria traslacional: formacié d’estructures
localitzades

Fins ara s’ha parlat només d’estructures amb simetria traslacional en el camp
transversal a la direccié de propagacié de la llum. Tanmateix, trobem que
de vegades aquesta simetria es trenca. Pot trencar-se en forma de defecte
puntual dins el patré ideal (per exemple, si per efecte del soroll aquest patré
pateix una dislocacié o disclinaci6, de forma aleatoria) o pot tractar-se del
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cas molt més interessant i sobre el qual tracta la major part de treballs que
s’hi presenten: parlem dels solitons de cavitat.

Quan, per uns valors determinats dels parametres del sistema tinguem
més d’una solucié estable, podem trobar-nos que s’assoleix una solucié en
una (unes) regié(ns) del sistema i una altra en la resta del pla transversal.
Sota aquesta condicié de biestabilitat, es formen les distintes estructures con-
nectant les distintes solucions, que classifiquem en fronts, solitons d’amplitud
o solitons de fase, com ja hem comentat adés.

L’interés que desperten els solitons de cavitat, tant els solitons d’amplitud
com els solitons de fase, és a causa de la seva aplicacié potencial en tecnologia
de la informaci6, on els solitons espacials permetrien codificar i emmagatze-
mar bits d’informacio en el pla transversal. L’estudi de les estructures local-
itzades és actualment el camp més actiu dins de I'estudi de les distribucions
transversals del camp electromagneétic en cavitat optiques no-lineals.

Els dos tipus de solitons de cavitat poden existir sota condicions de bi-
estabilitat del sistema, quan arran una bifurcacié el sistema pot assolir dues
solucions igualment estables. El tipus de bifurcacié que genera les solu-
cions que coexistiran en el solité juga un paper fonamental en la naturalesa
d’aquest.

Quan la bifurcacié que pateix la solucié homogenia del sistema és una bi-
furcacié subcritica, les amplituds de les dues solucions, la solucié homogeénia
(en principi) que es desestabiltza i la nova solucié difereixen en una quantitat
finita en el punt de bifurcacié. Com veiem en la figura 1.11,

B r

c

Fig.1.11. Bifurcacié subcritica de la variable u en augmentar els parametres de
control R.

en una bifurcacié subcritica la nova solucié naix "cap a darrere" sent in-
estable, fins arribar al punt de retorn. A partir d’eixe punt, i fins arribar
al valor critic dels parametres R., el sistema exhibeix biestabilitat entre la
soluci6 homogenia (la trivial en la figura) i la solucié superior. Si aquesta
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soluci6 (superior) és una solucié modulada (com per exemple, rotllos o hexa-
gons), el solité d’amplitud pot presentar-se en aquest cas connectant una
part d’aquest patré modulat amb la solucié homogeénia.

VARNA AN
IR VR VI VAR VAR

ul? |

Fig.1.12. Solit6é de cavitat brillant connectant un maxim d’un patré modulat que
és biestable amb la solucié trivial.

D’igual manera, si la solucié homogenia fos la superior i la modulada la
inferior, podriem tindre solitons d’amplitud foscos.

Si com s’ha vist els solitons d’amplitud connecten solucions estables de
distinta amplitud, els solitons de fase connectaran solucions estables amb
diferent fase. Els solitons de fase apareixen en sistemes amb ruptura de
simetria de fase, on el sistema és biestable amb dues solucions equivalents
que només es diferencien per una variacié de fase m que poden connectar-se
mitjancant solitons foscos de fase (DWs, de domain wall -paret de domini-
en 1-D o dark-rings -anells foscos- en 2-D). El tipus de bifurcaci6 no és una
condicio restrictiva per I'existéncia d’aquest tipus de solitd, ja que 'inic que
li exigeix al sistema és una ruptura de la simetria de fase.

wl F
0 Jul?
J @] (b)

Fig.1.13. Solité fosc de cavitat connectant dues solucions homogénies en oposicié
de fase. Amplitud (a) i intensitat (b) de la paret.

En la figura 1.13 es mostra una paret de domini connectant dues solucions

24



reals homogeénies de fase oposada i amb un valor nul de la intensitat en el
minim d’aquesta. Ara bé, recordem que el camp electromagnétic és una
magnitud complexa i per tant, potser la part real i la part imaginaria del
camp no s’anul-len en el mateix punt. En un cas aix{ la intensitat en el
centre de la pared no és exactament nul-la i el solit6 rep el nom de solité gris
(Fig. 1.14).

Fig.1.14. Solit6é gris connectant dues solucions de fase oposada. La part real
(linia continua en (a)) i la part imaginaria (linia discontinua) no s’anul-len en el
mateix punt, de forma que la intensitat (b) no arriba a ser exactament zero en el
minim de la paret.

Sovint els sistemes presenten aquest dos tipus de parets, de manera que en
funci6 dels valors dels parametres es produeix una transicié de solit6 fosc (o
paret d’Ising) a gris (paret de Bloch). Aquesta transicié és coneguda com
transicio Ising-Bloch fora de ’equilibri, per la seva semblanca amb la transicié
Ising-Bloch (en equilibri) en ferromagnets [Coullet90]. En els sistemes no-
variacionals les parets d’Ising sén estatiques, mentres que les de Bloch sén
dinamiques, de forma que aquesta transicié ve acompanyada en aquest cas
pel moviment de les estructures.

A més a més, fins ara hem mostrat tan sols solitons de fase connectant
solucions homogenies del sistema, tanmateix, les solucions que connecta po-
den ser també solucions modulades. Aixi mateix, I'existéncia d’un tipus de
solit6 (de fase o amplitud) no exclou la possibilitat d’existéncia de 1’altre tipus
de solité: en sistemes que presenten una bifurcacié subcritica amb ruptura
de simetria de fase podem trobar qualsevol dels dos tipus de solit6.

1.4.4 Equacions de parametre d’ordre

L’estudi sobre les solucions del sistema, la seva estabilitat, les seves bifurca-
cions, el caracter d’aquestes, la simetria de la fase, la ruptura de la simetria
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rotacional i qualsevol altre estudi ho podem fer directament sobre les equa-
cions microscopiques del sistema. Recordem que aquestes equacions sén les
que descriuen el comportament particular de cada sistema, incloent els el-
ements particulars que hi prenen part. Ara bé, enlloc de treballar sobre
aquestes equacions particulars, sovint complexes i de dificil tractament, po-
dem tractar de trobar una equacié de parametre de ordre (OPE) que descriga
el nostre sistema, si més no, en algun limit concret. Com que aquestes OPEs
s6n equacions de caire universal, 'avantatge no sera senzillament reduir la
dificultat de les equacions que s’estudien, sind que, per una banda, podrem
aprofitar tot el coneixement existent sobre ’OPE a qué s’ha arribat a reduir
les equacions microscopiques del sistema, i per altra, tots els resultats obtesos
per aquesta equacié de parametre d’ordre seran igualment valids per qual-
sevol altre sistema que es descriga pel mateix tipus d’OPE, independentment
de la naturalesa d’aquest.

Dos prototipus d’aquestes equacions que s’obtenen en sistemes optics sén
les equacions tipus Swift-Hohemberg (SH) i tipus Ginzburg-Landau(GL).

Equacions com 'equacié real SH

ou=cu— (V2 +1)%u —u®,

on u(x, t) és en general el parametre d’ordre, en aquest cas una magnitud real
que és combinacié de les amplituds dels camps de la cavitat, s’han derivat,
per exemple, per a DOPOs [deValcarcel96, Longhi96c| i mescla degenerada
de quatre ones [deValcarcel96], en el limit de desintonies menudes. Amb
un terme constant adicional també s’ha obtés per a la biestabilitat optica
amb un [Mandel93] i dos fotons [Sanchez-Morcillo96]. L’equacié de SH com-
plexa descriu, e.g. lasers [Staliunas93, Lega95], oscil-ladors fotorefractius
[Staliunas95] i OPOs [Longhi96¢|, també en el limit de desintonia menuda.
L’equacio real de SH desenvolupa patrons en forma de rotllos i hexagons,
mentres que la versié complexa ho fa en forma de xarxes de vortexos. Re-
specte a les estructures localitzades, la SH real sustenta dominis i solitons de
fase, mentre que per a la complexa apareixen vortexos.

Altres variacions sobre ’equacié de SH han estat també derivades per al-
tres sistemes, com ara ’equacié SH complexa amb un terme quintic u \u\4 que
descriu, e.g. el comportament d’un laser amb absorbent saturable [Rosanov96]
o bé termes que inclouen la possibilitat de resonancia no-lineal on la desin-
tonia A passa a incloure una dependéncia amb la intensitat del camp sent
ara A — Ag ]u\2, com per exemple el DOPO amb una desintonia de bombeig
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gran [deValcarcel96]. En totes aquestes versions modificades de I'equaci6 de
SH poden desenvolupar-se solitons.

Un altre model que apareix freqiientment en els sistemes optics és ’equacié
complexa de Ginzburg-Landau (GL) i les seves diverses versions modificades.
La forma general d’una equacié de GL és

Oyu = (by +i01)v2u + f1(|“|2)ua

on fi és una funcié complexa de la intensitat del parametre d’ordre. Una
versié de I'equacié de GL de particular interés és

du =i c;Vu +ics|ul’u,

que com veiem correspon a ’equacié no-lineal d’Schrodinger.

En sistemes optics s’han obtés diverses equacions de GL, tant en la seva
versi6 real, com e.g. en la biestabilitat optica [Mandel93], OPOs resonants
[Staliunas95] o DOPOs [deValcarcel96]. Equacions complexes de GL també
s’han derivat, com e.g. per al laser de dos nivells prop del llindar [Coullet89].
Equacions complexes de GL incloent termes adicionals, com el forcament
paramétric, descriuen altres sistemes com ’amplificacié sensible a la fase
[Mecozzi94, Sénchez-morcillo00]. Les solucions que suporta I’equacié en par-
ticular de GL que estem estudiant depenen dels valors dels seus coeficients.

Cadascuna d’aquestes equacions representen 1’evolucié d’un sistema optic
en un limit determinat, ara bé, el mateix tipus d’equacié pot descriure, can-
viant el significat de cadascu dels termes que hi apareixen, el comportament
d’un sistema d’una naturalesa completament distinta.

Aixi, 'estudi de ’evolucié dels camps dins una cavitat optica vindra do-
nat per un conjunt d’equacions, ja siguen microscopiques, on describim tots
i cadascui dels procesos que hi contribueixen, ja siga amb trets més gener-
als mitjancant una OPE, on cercarem un comportament més qualitatiu i
universal. Ara bé, tant en un cas com en laltre, d’alld que disposem és
un conjunt d’equacions que proporcionen l’evolucié de aquests camps. Per
tal de resoldre-les, haurem de integrar-les. La integracié d’aquestes equa-
cions haurem de dur-la a terme mitjancant una integracié numeérica que ens
permeta estudiar les solucions de les equacions no només prop del llindar,
com podriem fer amb ’analisi lineal d’estabilitat, sinod en qualsevol rang dels
parametres, aixi com estudiar les distintes solucions que sén estables. Els
algorismes numeérics que s’han emprat per integrar aquestes equacions es
mostren amb major detall a I’Apéndix A.
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2 Efectes Quantics en Optica No-lineal. An-
tecedents

Els sistemes optics formadors d’estructures disipatives es diferencien de la
majoria de sistemes formadors de patrons en qué poden presentar efectes
quantics. Durant molt de temps 'estudi de la distribucié espacial del camp i
les seves propietats quantiques foren dues disciplines tractades de forma in-
dependent i aillada, i sorprenentment, no sigué fins anys després de comencar
a desenvolupar-se la teoria quantica de la llum que es desperta 'interés per
coneixer les propietats espacials de les fluctuacions quantiques -de fet, als
anys 90s.

L’interés sobre els estats no-classics de la llum comenca als anys 60, quan
Glauber desenvolupa la seva teoria sobre la coheréncia optica [Glauber63].
Fins aquells moments, les prediccions donades per la teoria quantica no
afegien res de nou a la teoria classica; en canvi, els resultats augurats amb
aquesta nova formulacié eren tnics i no esperats emprant la teoria classica.
De fet, el primer experiment d’interferometria d’intensitat [Hanbury-Brown56],
que calculava les correlacions en les fluctuacions d’intensitat de dos detectors
emprant una font de llum térmica, donava com a resultat una funcié de cor-
relacié d’intensitat amb bunching (apinyament, mantindrem pero el terme
en anglés) de fotons (veure fig. 2.1).
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Fig.2.1. Bunching en la deteccié de fotons en un experiment de mesura de la
correlacié d’intensitats [Kolobov99], es representa g (1) front a 7.

Parlem de bunching de fotons quan, després de detectar un foté, la proba-
bilitat de detectar un segon foté és major com menor és el temps transcor-
regut entre la deteccié d’aquest segon foté i el primer, en altre cas parlariem
d’antibunching (veure fig. 2.2).
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Fig.2.2. Antibunching de fotons en la fluorescéncia de resonancia d’un atom
[Dagenais78].

El resultat d'un bunching de fotons és, en el fons, un resultat comple-
tament classic. Mentre que les fonts classiques presenten un bunching de
fotons, per a un laser ideal actuant sobre el llindar d’engegament, e.g. coher-
ent i perfectament estable, no hi hauria bunching de fotons. De la mateixa
manera, si duguerem a terme un contatge de fotons al llarg d’un interval
de temps i calculéssim l’aleatorietat amb qué aquests fotons arriben segons
I'interval de temps, per a un laser ideal trobarfem una distribucié poissoniana.
Per a una llum procedent d’una font térmica, e.g., la distribucié de fotons
seria superpoissoniana. Amb la formulacié de Glauber es pogué, finalment,
definir operacionalment els estats coherents de la llum, que corresponen a una
ona classica exactament monocromatica i d’amplitud complexa ben definida,
estats limit entre els estats classics i quantics de la llum, les propietats es-
tadistiques dels quals delimiten, per tant, quan ens trobem davant un efecte
quantic. S’obria aixi I’estudi dels estats no-classics del camp electromagnetic,
amb estudis i comprovacions experimentals, de fendomens com 1’antibunching
(on la probabilitat de deteccié d’un segon fot6 no sempre decau amb 'interval
de temps des de la mesura del primer fot6), estadistiques sub-poissonianes
per la distribucié del nimero de fotons i estats comprimits de la llum (estudi
de 'squeezing) que, descomposant el camp en dos quadratures ortogonals,
permetran tindre una incertesa en una d’aquestes quadratures menor que la
corresponent als estats coherents.

Ara bé, com hem comentat, aquestes propietats quantiques del camp
electromagnétic, en les quals ens detindrem amb major detall en les seccions
posteriors, es desenvoluparen inicialment considerant tinicament fluctuacions
quantiques temporals dels camps, ignorant durant molt de temps possibles
efectes espacials. Aixo és equivalent a dir que ’estudi es duia a terme en
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I’aproximacié d’un inic mode espacial del camp que, malgrat que sovint és
una eleccié perfectament justificada, té l'inconvenient de, per una banda,
fer necessaria la deteccié completa amb un tnic detector del feix per obser-
var qualsevol caracteristica quantica del camp -ja que d’una altra manera
aquestes estarien molt degradades- i, a més a més, no permet 'estudi de les
fluctuacions quantiques en patrons o estructures espacials. Per tal de tenir en
compte el comportament de les fluctuacions quantiques en el pla transversal
a la propagacié de la llum necessitarem una descripcié completa de susdites
fluctuacions, tant en I’espai com en el temps. Aixi doncs, no podrem limitar-
nos a un unic mode espacial sind que haurem de tractar amb una descripcié
multimode, introduint termes com squeezing local (on es mesura no tot el
feix sind només part), squeezing espacial en distints modes (tenim reduccié
de soroll o compressié per una banda ampla de modes) o estadistica sub-
poissoniana pels fotons no només en temps, sind també en ’espai.

L’estudi espacial dels estats no-classics de la llum en el context dels
sistemes formadors de patrons és un camp recent que només comenci a
investigar-se cap als anys 90, per Kolobov i Sokolov [Kolobov89, Kolobov9l,
Kolobov99] en amplificadors optics parameétrics i pel grup de Lugiato en
oscil-ladors optics parametrics [Lugiato93, Gatti95, Lugiato98, Lugiato97].
Aquest estudi espacial no només ha extés els fenomens ja observats en el do-
mini exclusivament temporal de les fluctuacions, sind que ha permés descriure
altres fenomens nous i sorprenents, com les imatges quantiques (quantum im-
ages), de que parlarem en la secci6 2.2.

L’interés per l'estudi d’aquests estats no-classics de la llum, consider-
ant tant el seu comportament temporal com ’espacial, no és exclusivament
de caire fonamental, ja que el ventall de possibles aplicacions és d’alldo més
atractiu. Aquestes aplicacions abarquen el camp del tractament quantic de
la informacié [Yamamoto90], amb el processat en paral-lel de la informacié
i la possibilitat d’operar en diversos canals mitjancant procediments optics
amb propietats no-classiques, les mesures d’alta precisié emprant llum com-
primida (amb fluctuacions per sota del shot-noise), amplificacié d’imatges
sense soroll, o la litografia quantica entre d’altres. (Podem trobar un recull
en [Lugiato02].)

Per ubicar la situacié actual de l'estudi espacio-temporal de les fluc-
tuacions quantiques en sistemes Optics no-lineals, conéixer les aportacions
que s’hi realitzen i situar-les en aquest marc, i presentar les ferramentes
necessaries per estudiar les caracteristiques dels estats quantics del camp
electromagnétic, seguirem els punts que es detalla tot seguit:
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En la seccié 2.1 es fa un breu recorregut historic dels primers anys de
I’optica quantica, amb les aportacions fonamentals tant des del punt de vista
teoric com experimental. L’estudi de les fluctuacions quantiques es limitava
a considerar exclusivament ’aspecte temporal, i per tant un tinic mode del
camp (single-mode). Els principals estats no-classics de la llum (antibunch-
ing, estadistica sub-poissoniana de fotons i squeezing) es presenten també en
aquest context single-mode.

En la seccié 2.2 es revisa el camp de 'estudi espacio-temporal de les
fluctuacions quantiques. Es generalitzen els estats no-classics anteriors, con-
siderant ara diversos modes del camp (multimode), i es mostren trets nous i
sorprenents que s’observen quan incloem ’espai a ’estudi de les propietats
quantiques.

Finalment, en la seccié 2.3 es descriuen les técniques emprades per estu-
diar les fluctuacions quantiques, com estudiar ’evolucié d’aquestes fluctua-
cions, com caracteritzar-les, i en particular, com mesurar I’espectre d’squeezing.

2.1 El comencament: fluctuacions quantiques en el temps
i estats monomode no-classics de la llum

Tot i que l'estudi d’alld que coneixem com estats no-classics de la llum es
retrotreu als anys vint (per una revisié del estats no-classics de la llum, con-
sultar e.g. [Dodonov03]), és amb els primers treballs de Glauber [Glauber63],
definint la coheréncia optica i desenvolupant una teoria de la fotodeteccié des
d’una formulacié quantica, quan s’obri el cami a la branca del coneixement
de I'optica quantica. Amb la formulacié de Glauber, per primer cop, els re-
sultats predits per la nova teoria quantica discernien dels predits per la teoria
semiclassica (entenem per teoria semiclassica aquella que descriu la llum clas-
sicament i el medi material quanticament). Fins aleshores tots el resultats,
tant experimentals com predits tedricament, tenien perfecta cabuda dins la
formulacié classica del camp electromagnetic. Ara es predeien estats que
careixien d’explicacié dins la teoria classica, com per exemple antibunching
de fotons i estadistiques sub-poissonianes en el contatge de fotons, estats
no-classics (dels quals parlem amb una mica més de detall al llarg d’aquesta
mateixa seccig) inexplicables des d’una estadistica classica que hauria de
recorrer a contrasentits com probabilitats negatives per explicar-los.

De totes formes, els primers efectes quantics encara trigaren a observar-se.
S’hagué d’esperar fins que Carmichael i Walls [Carmichael76a, Carmichael76b]
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prediren I’antibunching de fotons que havia de ser present en la llum emer-
gent de la fluorescéncia de resonancia en un atom de dos nivells. El primer
experiment confirmant una prediccié nova i tnica de la teoria quantica es
duria a terme un any després [Kimble77, Dagenais78].

El primer estat no-classic de la llum és, per tant, aquell que presenta
antibunching de fotons, i 'analitzarem amb un poc més de detall. Aquest
fenomen esta relacionat amb el grau de coheréncia temporal de segon-ordre
[Loudon83], que es defineix com

CIOI(E+7) )
qwy

i que en un experiment pot mesurar-se amb la correlacié d’ intensitat (I(t) =
at(t)a(t) és'éperador fluxe de fotons). Aquesta magnitud ¢ (7) és propor-
cional a la probabilitat de detectar un foté en 'instant ¢ + 7 després d’haver
detectat un fot6 en 'instant ¢, sense considerar les altres possibles deteccions
que s’hagen produit en aquest interval de temps. Els :: en l'eq.(2.1) sig-
nifiquen ordenacié normal i temporal (és a dir, els operadors creaci6 apareixen
a l'esquerra dels operadors destruccié i els temps estan ordenats de forma que
a mesura que augmenten estan més cap els extrems de la funcié de correlacio),
i correspon a la forma de produir-se la deteccié en els detectors mitjancant
I’absorcié dels fotons que hi arriben.

Els primers experiments d’aquest tipus [Hanbury-Brown56|, on s’emprava
llum procedent de fonts térmiques, presentaven 'efecte de bunching de fotons:
la probabilitat de detectar un segon foté després d’una deteccié anterior, era
major quan menor era l'interval 7, que és allo que esperem, sempre des
d’un punt de vista classic: el que estem mesurant aci és fluctuacions en la
intensitat, si detectem una fluctuacié gran, la deteccié anira disminuint fins
que la fluctuacié minve.

Per a la llum coherent, que és llum classica sense fluctuacions, 'efecte
del bunching de fotons desapareix, i la funcié ¢ (7) = 1 és una constant
per qualsevol interval 7. En canvi, I’antibunching de fotons és un fenomen
purament quantic, on els operadors creacio i destruccié del camp electromag-
nétic ja no poden ser tractats com nimeros classics (c-number) sind que han
d’ésser tractats com operadors. Classicament el maxim de la funcié g (1)
el trobem per a un interval temporal nul 7 = 0, de forma que per qualsevol
instant posterior es satisfa ¢ (0) > ¢® (1) (veure Fig. 2.1). En canvi, aco
no es satisfa per alguns camps quantics, els quals poden presentar distribu-

g?(r) = (2.1)
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cions temporals de la funcié ¢ (7) on la maxima probabilitat de detecci6
d’un segon foté pot donar-se per intervals de temps finits (Fig.2.2). Un altre
efecte no-classic és la distribucié sub-Poissoniana de fotons. Per un estat
coherent d’amplitud complexa «, la probabilitat p(n) de trobar en aquest
estat un nombre n de fotons ve donada per una distribucié Poissoniana

_ i
p(n) =e o (2:2)
amb (n) = |a|? el nombre mig de fotons. L’estadistica de fotons per a un estat
monomode es caracteritza, en part, pel parametre de Mandel [Mandel79]

(An)? — (n)
(n)

El terme (An)? és la dispersi6 del nombre de fotons, que per a una distribuci6
Poissoniana val (An)? = (n). Els estats classics sempre tenen una dispersi6
del nombre de fotons major que la d’un estat coherent, per tant, per un estat
classic, @ > 0. En canvi, un estat no-classic pot presentar una distribucié
sub-Poissoniana, una dispersié menor en el nombre de fotons i per tant un
parametre () que pot ser negatiu, arribant a assolir el valor Q = —1 si la
dispersi6 en el nombre de fotons és nul-la (cosa que ocorre als estats nimero
o estats de Fock que sén estats amb nombre de fotons ben definit). Per als
estats quantics amb estadistica sub-Poissoniana tindrem per tant —1 < Q) <
0. Els primers experiments on s’observa aquesta estadistica sub-Poissoniana
consistien en fluorescéncia amb un sol atom [Short83] i en lasers [Machidag86.

El tercer estat que presenta caracteristiques no-classiques son els estats
comprimits o squeezed de la llum [Stoler70, Yuen86]. El que caracteritza
aquests estats és que son estats de minima incertesa on les fluctuacions per
a alguna quadratura del camp presenten un soroll menor que el limit quantic
estandard. Qué és el que volem dir amb aix0? En primer lloc definim la
quadratura del camp X, com

Q= (2.3)

Xg=ae @ +ate? (2.4)

Si tenim en compte que la relacié de commutacié entre els operadors creacié
i destrucci6 és [a,a™] = 1, s’ha de satisfer la relaci6 de incertesa en les seves
variances d’una quadratura i la corresponent ortogonal

(A%)" (Axginp)” 2 1. (2.5)
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(Encara que a primer cop d’ull puga semblar una formulacié artificial i arti-
ficiosa, 1'is de les quadratures del camp resulta més intuitiu si pensem que,
per a un camp monocromatic linealment polaritzat coherent la quadratura
real x4 1 la quadratura imaginaria -ortogonal a 'anterior- x;_ o, N0 resp-
resenten més que l'oscil-lacié amb cos(wt) i sin(wt) del camp, respectivament.

Els estats per als quals es satisfa exactament la igualtat en (2.5) sén els
estats de minima incertesa. Un estat coherent, que representem per |«) si la
seva amplitud coherent és «, és un estat de minima incertesa on les variances
per a dues quadratures ortogonals qualssevullla sén iguals

(Axf;“))? — (Axgﬂﬁ /2)2 ~1 (2.6)

i tenen el minim valor que per a la varianca podria assolir-se en la teoria
classica, que rep el nom de limit quantic estandard. Aquests estats coherents
poden representar-se com un vector en el pla complex (Re(a), Im(a)), junt
amb el cercle d’incertesa corresponent (Fig. 2.3), el qual defineix el limit
quantic estandard.

Im(a)

Re(a)

Fig.2.3. Representacio en el pla complex d’un estat coherent amb la seva regié
d’incertesa.

Els estats comprimits sén també estats de minima incertesa, pero pels quals
la incertesa en una quadratura estd per sota del limit quantic estandar, la
qual cosa s’haurd de compensar en la quadratura ortogonal per tal de satis-
fer la desigualtat (2.5), veure Fig. 2.4. En aquesta figura es representa un
estat amb squeezing de fase (llistat) i un estat comprimit en la quadratura
ortogonal, és a dir, amb squeezing d’amplitud (ombrejat).
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Im(a)

gb squeezing
- de fase

€, squeezing
d’amplitud

Re(a)

Fig.2.4. Representaci6 d’estats comprimits i les seves region d’incertesa.

El gran avantatge d’aquests estats comprimits és que, en la quadratura com-
primida, el soroll de les fluctuacions és menor que el de qualsevol camp co-
herent, i per tant, menor que el soroll del buit -que és un estat coherent
d’amplitud nul-la-, la qual cosa permet pensar en aplicacions com la trans-
missié d’informacié emprant aquesta quadratura. Podem trobar un recull
sobre els estats comprimits en [Walls83, Loudon87, Drummond04].

La deteccié de I'squeezing de fase implica dur a terme una deteccié sen-
sible a la fase, que es duu a terme mitjancant una deteccié homodina en la
qual el camp que presenta la compressié es mescla amb un camp intens que
anomenem oscil-lador local (la deteccié homodina s’explica més detallada-
ment en 'apartat dedicat a ’espectre d’squeezing, apartat 2.3.4). El resultat
d’aquesta deteccié homodina ens proporciona les correlacions a dos temps de
les fluctuacions d’intensitat, un resultat que s’interpreta de forma molt més
clara si ho estudiem en ’espai de Fourier, en freqiiéncies temporals, obtenint
allo que anomenem 1’espectre d’squeezing.

Els estudis, tant teorics com experimentals, es centraren en les possibili-
tats de generar camps comprimits pels sistemes optics no-lineals (que presen-
ten una reduccié de soroll important per a una quadratura) i aix{ el primer
estat comprimit s’observa en la mescla de quatre ones en un feix atomic
d’atoms de sodi en 1985 [Slusher85].

2.2 Fluctuacions quantiques espacio-temporals. Es-
tats multimode

Fins ara tinicament hem considerat 1’estudi de les fluctuacions quantiques en
el domini temporal. Ara volem generalitzar aquest estudi al domini espacio-
temporal, que ens permetra estudiar i observar les distintes propietats quan-
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tiques de la llum no sols respecte al temps sind també respecte la seva dis-
tribucio espacial. Per estudiar el comportament de les fluctuacions del camp
electromagnétic en el pla transversal del feix de llum, ja no haurem de detec-
tar necessariament el feix complet amb un tnic detector [Kolobov99], com
ocorria en el cas de I'estudi temporal, sind que podem optar entre detectar el
feix complet o només una part per tal d’estudiar el comportament espacial
del soroll. Per exemple, podem emprar una matriu de detectors de tamany
molt reduit (e.g., pixels d’una camera CCD) que ens permetran conéixer les
fluctuacions d’intensitat, aixi com les funcions de correlacié d’aquesta inten-
sitat, per distintes posicions dels detectors.

Generalitzant els conceptes anteriors, podem parlar d’estats que presenten
un bunching de fotons espacio-temporal definint el grau espacio-temporal de
coheréncia de segon ordre com

. GIF D 17+ €t+7):)
- (1(7.1))°

que és proporcional a la probabilitat de mesurar un foté en l'instant ¢ + 7
H

g?(¢,r , (2.7)

i en la posici6 p + &, havent mesurat anteriorment una altre foté en ¢ i
7. Aquesta funcié, classicament pren el seu valor minim en ? =0,7=0.
Per tant, parlarem d’un fenomen bunching espacio-temporal si 9(2)(?, T) <
9(2)(6:0). Podem també estudiar les propietats espacials de les fluctua-
cions quantiques independentment del comportament temporal, considerant
procesos que ocorren simultaniament (parlariem de bunching espacial). De
la mateixa manera, podem parlar també d’una estadistica sub-Poissoniana
espacial, ja que les fluctuacions d’un camp coherent, que recordem és el ref-
erent que marca el limit classic-quantic, estan distribuides aleatoriament de
la mateixa forma en el temps que en ’espai.

Pel que fa a 'efecte quantic de la compressié o squeezing de les quadra-
tures del camp, el grau de llibertat espacial permet parlar d’squeezing multi-
mode espacial; tindrem una banda de modes espacials comprimits que genera
squeezing local, és a dir, tindrem reduccié de soroll per a unes regions finites
del pla transversal. Aquests estats comprimits es detectarien mitjancant una
deteccié homodina compensada com la descrita en la seccié 2.3.4. Aquest
fenomen s’ha predit per a distints sistemes Optics, com 'amplificador op-
tic parametric[Kolobov89, Kolobov91] i 'oscil-lador optic parameétric (OPO)
[Lugiato93, Gatti95, Lugiato97]. Aquests estats amb squeezing multimode
han estat recentment obervats [Treps02].
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El ventall de possibles aplicacions d’aquests estats comprimits multi-
mode és amplissim. El fet de ser estats amb reduccié de soroll per una
quadratura del camp permet pensar en aplicacions, algunes d’elles amb con-
firmacions experimentals molt recents, en el processat paral-lel de la in-
formacié i 'operacié en diversos canals mitjancant procediments quantics,
I’amplificacié sense soroll, I'estudi dels limits quantics per discernir petits
desplagaments [Treps03]... Podem trobar alguns d’aquestes prometedores
aplicacions resumides en [Lugiato02].

Altres fenomens sorprenents sorgeixen en considerar 1’estudi espacial de
les fluctuacions quantiques, com l’existéncia de les imatges quantiques en
OPOs, que per sota del llindar de la formacié de patrons espacials, i per
tant amb una distribucié homogénia de la intensitat en el pla transversal,
presenten una estructura espacial en la correlacié, tant de les quadratures
com de les intensitats, precursora de la que emergira en la intensitat un cop
superat el llindar (e.g. [Gatti97] o [Lugiato95]).

Les cavitats optiques no-lineals han estat un dels sistemes que més interés
han despertat per I’estudi de les fluctuacions quantiques en el régim espacial.
Si bé aquests estudis s’han dut a terme la major part de vegades sobre la
solucié homogeénia estable del sistema, també s’han estudiat sobre el patré
generat pel sistema, tant considerant un espectre discret de vectors d’ona en
casos generals o sistemes concrets (e.g. [Lugiato92, Grynberg93|) com un de
continu e.g. [Zambrini00].

Ara bé, aquests sistemes presenten, a més dels patrons espacials extensos,
unes estructures localitzades que resultaven d’alldo més interessants per ser
emprades en processat i emmagatzemament de la informacié. Que és el que
sabem sobre les propietats quantiques d’aquestes estructures? En solitons
de propagacié -que sén els que es formen en la propagacié lliure de la llum
en un medi no-lineal, sense I'efecte d’una cavitat- s’han dut a terme alguns
estudis [Treps00, Lantz04] sobre les fluctuacions quantiques i les correlacions
espacials de solitons que es propaguen en un medi no-lineal x® o x®. En
solitons de cavitat el camp esta encara per estudiar. I precissament aixo és el
que tractem en aquesta tesi: les propietats quantiques de solitons de cavitat,
és a dir, generats per un resonador no-lineal, fent-ho a partir d’un métode que
resultara general per qualsevol tipus de solucié de qualsevol cavitat optica
no-lineal.

Per dur a terme aquest estudi farem s de les técniques comuns emprades
en Optica quantica i que resumim en la segiient seccié.
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2.3 Ferramentes teoriques en Optica Quantica

Resumim ara quines sén les ferramentes més comuns en Optica quantica,
exemplificant-ho en alguns casos amb el problema en particular on nosaltres
ho hem aplicat.

2.3.1 La Master equation i les funcions de distribucié de quasi-
probabilitat. Equacions de Fokker-Planck

Quan representem quanticament un sistema, ho fem a partir del seu hamil-
tonid. Ara bé, hem de tindre en compte quin és realment el nostre sis-
tema: estarem interessats en l’estudi d’una cavitat optica i els camps que
s’hi generen, i coneixem el hamiltonia que descriu aquesta cavitat. Perd no
podem oblidar que aquest resonador té pérdues que hem de considerar. Per
fer-ho, considerem no només el nostre sistema aillat, sind també I'exterior;
considerarem que el sistema s’acobla a un reservori de modes en equilibri
termic. El sistema global sera el nostre sistema més aquest reservori i el
hamiltonia global vindra descrit per

Hqg, =Hg+ Hr+V, (2.8)

de forma que el hamiltonia global Hy, ve donat per la suma dels hamiltonians
del sistema Hg, del reservori Hy i de la interaccié entre ells. L’evolucié per
la matriu densitat d’aquest sistema en la image d’interaccié sera simplement

2 8(t) = — V(1) 20)], (29

on la matriu densitat p(¢) inclou tant les variables del sistema com les del
reservori. Com que I'inic que ens interessa realment és conéixer ’evolucié de
les variables del sistema, tracarem sobre les variables del reservori i trobarem
una nova matriu densitat reduida p que només considerara les variables del
sistema i de la qual estudiarem I’evolucid.

p(t) = Trefo(t)}- (2.10)

Sota hipotesis com la descorrelacié entre el sistema i el reservori o I’aproximacio
markoviana, ’equacié d’evolucié de la matriu densitat reduida pot escriure’s
com ,

0 . i

—o(t) = = [H(®),50)] + AG). (211)
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que rep el nom de master equation. El terme A(p) és el superoperador Liou-
villia, que representa les pérdues i depén del reservori en concret que s’haja
considerat. Un tractament detallat d’aquesta deduccié podem trobar-lo, e.g.
[Walls94, Scully97]. Un exemple de master equation concret, en aquest cas
per a un DOPO, el trobem en I’Apéndix B.

La master equation (2.11) té el problema intrinsec de ser una equacié
no-lineal d’operadors i no és possible trobar la seva solucié. Per poder
resoldre-la, es transforma en una representacié c-number (nimeros classics,
és a dir, nimeros complexos) projectant la matriu densitat en una base de
I’espai de Hilbert del sistema. Les bases que podem triar sén diverses: estats
nimero o diverses projeccions sobre estats coherents. El gran nombre de
fotons que tenim en qualsevol sistema limiten I’expansié en estats nimero, ja
que s’hauria de treballar amb unes matrius de dimensions tan descomunals
que el problema esdevindria irresoluble. Triem per tant una de les possibles
projeccions sobre estats coherents. Diem una perqueé els estats coherents for-
men una base del camp electromagneétic, pero, pel fet de no ser una base
ortonormal (és una base supercompleta) podem projectar de distintes formes
sobre aquests estats. Cadascuna d’aquestes projeccions donara lloc al que
anomenem una funcidé de distribucié de quasiprobabilitat, que tenen com a
variables els nimeros classics @ = (a, a™). Aquestes funcions de distribucié
ens permeten calcular els valors esperats dels operadors Ai 2*, aixi com els
valors dels moments dels susdits operadors <g+m2”>,<gm2”> i <g+ m2+">

tractant el problema com un problema classic, de forma que si anomenem
F(@) a la funcié de distribucié, els moments dels operadors venen donats
de forma analoga a com tractem amb funcions de probabilitat classiques, és
a dir

<g§ng?> = /aTa?F(E) da’; (2.12a)

1T 1 — —
<Aij§L> = /ajma?F(a) dal. (2.12b)
N’hi ha un problema pero, amb qué hem d’anar amb cura en el moment de
passar d'una equacié d’operadors a una descripcié que, seguint la mecanica
estadistica classica, ens permeta treballar amb nimeros complexos. Si ens
adonem, mentres que classicament
+ _ +
<oz' mozg‘> = <a§?ai m> (2.13)

7
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aixo no és cert en el cas d’estar calculant moments d’operadors, on 1’ordre si
que és relevant

<E+ m?l”> ”] <21”21+ m> . (2.14)

Segons el tipus de projeccié triada, els moments calculats com a (2.12) ens
donaran els moments esperats calculats en una ordenacié determinada dels
operadors. Aixi distingirem entre les funcions de distribucié que ens propor-
cionen els resultats dels moments dels operadors calculats:

- en ordre normal (on els operadors destruccié apareixen sempre abans
que els operadors creacio)

m_n — - T+m An
/aj of P(d) da = <AZ+ Aj> (2.15)
-en ordre antinormal
m_n — —_— Tm A+n
/aj ajQ(a) da = <Ai Af > (2.16)
-en ordre simeétric
1/~ PN
/ 0F"a (@) da = 5 (A A+ APAT). (2.17)

L’eleccié de la funcié de distribucié, com veiem, no és innocent. L’eleccié
d’una determinada funcié de distribucié implicara que tots els resultats que
obtinguem a partir d’aquesta funcié i de les possibles equacions que d’ella
es deriven, siguen valids només per als operadors ordenats d’una forma, de-
terminada per la distribucié triada. I les conseqiiéncies d’aquest fet sén més
que les que podria semblar en un primer moment: no ens estendrem més
sobre el problema de I'ordenacié en aquest apartat, ja que hi tornarem més
endavant, pero cal dir que fins ara només estem preocupant-nos per queé és
el que ocorre dins de la cavitat, pero en la realitat qualsevol mesura que fem
I’haurem de fer fora de la cavitat.

Per tal de relacionar els camps dins i fora de la cavitat, farem us de la
teoria input-output ([Collet84], veure seccié de B. Yurke en [Drummond04)).
Aquesta teoria relaciona les correlacions a temps diferents entre 'interior i
Iexterior de la cavitat, que seran necessaries per calcular I’espectre d’squeezing
del camp (veure secci6 2.3.4)

(AL, Ayoalt) 1) =20 (AL, Ae):),  (218)
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on :: indica ordenacié temporal i ordenacié normal dels operadors i <A, B >

:<;1 B >—<E> <J§ > Per tant, ja que només coneixem aquesta relacié entre

les correlacions dins i fora de la cavitat en ordre normal, haurem de triar
una funcié de distribucié que proporcione els valors esperats dels camps en
ordre normal. Triem, per tant, la funci6 P-generalitzada com a representacié
de la matriu densitat, que es projecta sobre estats coherents no-diagonals
[Drummond80]. També haurfem pogut triar d’altres com la P de Glauber-
Sudarshan (projeccié sobre estats coherents diagonals, que també propor-
ciona els moments dels operadors en ordre normal). El perqué s’ha triat
precissament la distribucié P-generalitzada i no qualsevol altra que propor-
cione els moments en ordre normal -i per tant pot aplicar directament la
teoria input-output-, vindra justificat en la seccié segiient.

Triar la P—generalitzada equival a projectar mitjancant 1’operador pro-
jeccié Z()

- o) ()]
amb el vector @ = (a,a™), on a i a™ sén els c-number associats als

operadors Ai At dels corresponents estats coherents. En aquesta base
I’operador densitat reduida s’expressa com

p= / P(@)2(a) du(W) (2.20)

on du(@) = da df és la mesura d’integracié. L’actuacié d’aquest projector
sobre els operadors creacio i destruccié del camp ve donada immediatament
per les identitats

AE(@) = aB(d); (2.21)
2(@)AT = 2(@)at (2.22)
AlZ(@) = a++a—i)5(a’); (2.23)
E(@)A = (a%+a) 2(d). (2.24)

que podem escriure explicitament com les equivalents sobre P(@) quan pro-
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jectem sobre 'operador =

Ap o aP(@); (2.25a)
AT ot P(Q@):; (2.25b)
A o <a++(%) P(a); (2.25¢)
~ a —

PA <%+a) P(d). (2.25d)

Amb aquestes equivaléncies (i altres semblants que haurem de deduir en
funcié de I'expressié del hamiltonia, veure Apéndix B) podem passar d’una
equacié d’evolucié amb operadors a una equacié d’evolucié per una funcié de
quasidistribuci6 de probabilitat amb nimeros complexos que podem escriure
com

aPa(ta) _ /d% [_;6% Z aala% Dij(x,t) + O(x,t) | P(),

(2.26
on el terme O(x,t) inclou la possibilitat de tindre derivades superiors i
és el vector de les components dels camps (e.g. amb un tnic camp «; ay
a; as = ab). Si aquest terme O(x,t) és nul, 'equacié té la forma d’una
equacio de Fokker-Planck que podrem transformar en un conjunt d’equacions
diferencials estadistiques amb la forma d’equacions de Langevin.

~—

I el

2.3.2 Equacions de Langevin

A partir d'una equacié de Fokker-Planck per a I’evolucié d’una quasidistribu-
cié de probabililitat de la forma

OP(@) W) . _
o :/d2x [—;@Qi(x ;aa,aa] ii(%,t) | P(d).

(2.27)
podem, aplicant les regles d’Ito [Gardiner00] , transformar-la en un conjunt
d’equacions diferencials estocastiques pels camps de la forma

Oa;(x,1)
ot

= Qi(x> t) + B(X) 1 (X7 t)> (2'28)
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que anomenem equacions de Langevin, on [B(x)BT(x)];; = D;;(x) i n;(x,1)
son sorolls independents gaussians de mitjana zero i amb correlacions

<77i(x, t)n; (x/, t')> =(x—x)i(t —t')d,;. (2.29)

[’avantatge que ens proporciona el fet d’emprar la P-generalitzada com a
funcié de distribucié i no cap de les altres que hauriem pogut triar és que
sempre podrem fer s d’aquestes equacions de Langevin. Sirecordem la teoria
iput-output, que ens permet calcular les correlacions dels camps fora de la
cavitat, esta formulada per correlacions calculades en ordre normal, només les
distribucions P proporcionen moments en aquesta ordenacié -tot i que hi ha
teories semiclassiques que fan s de la W i permeten calcular espectres fora
de la cavitat [Gatti97]-. Tot aixi encara haurfem pogut emprar la distribuci6
de P de Glauber, ara bé, aquesta distribuci6 considera ; i a; com variables
conjugades i no com variables independents. En aquest cas, les equacions de
Langevin per a «; i per a a; han de ser complexe-conjugades 1'una de laltra,
i aix0 sols ocorrera en cas que també siguen complexe-conjugats els termes
de soroll. Ara bé, perqué aixo siga cert, la matriu D ha de ser necessariament
semidefinida positiva en (2.27), i en el cas del DOPO, que és el que nosaltres
estudiem (veure Apeéndixos B,C) aixd no ocorre més que en un rang limitat
dels parametres del sistema. Com que la P-generalitzada considera «; i o
com variables independents, que no sén complexe-conjugades més que en el
seu valor mig, aquesta restriccié sobre la matriu de difusié no existeix i per
tant les equacions de Langevin a les que arribem sempre seran valides.

Les equacions de Langevin (2.28) caracteritzen I’evolucié completa dels
camps. Si, com és el nostre cas, estem interessats en estudiar el compor-
tament de les fluctuacions al voltant d’una solucié estacionaria del sistema,
el que farem sera linealitzar les equacions de Langevin respecte a aquesta
solucid, considerant fluctuacions do;(x,t) respecte la solucié estacionaria @;
(el que permet un desenvolupament pertorbatiu)

a;(x,t) = a(x) + dau(x, 1), (2.30)

i trobant les equacions de Langevin linealitzades que caracteritzen 1’evolucié
de les fluctuacions

%(%Z(x,t) = Q(x,) da(x,t) + B(z) 7 (x,1). (2.31)

En I’Apéndix C es desenvolupen les equacions de Langevin linealitzades al
voltant d’una solucié estacionaria -en particular, la solucié de solité brillant-
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de T'equacié no-lineal d’Schrodinger amb forgament parameétric (PDNLS),
que és 'equacié que descriu, per exemple, un DOPO amb una desintonia de
bombeig gran, entre altres molts sistemes [Longhi97a, deValcarcel02], con-
siderant també la possibilitat de moviment d’aquest solité.

Aquestes equacions ens donen per tant tota la informacié sobre les fluc-
tuacions quantiques de la llum generada per la cavitat no-lineal que estem
estudiant. Per trobar qualsevol informacié respecte a aquestes fluctuacions,
és a dir, respecte el soroll quantic de la llum generada pel nostre sistema,
haurem de treballar amb (2.28-2.31).

2.3.3 Espectre de fluctuacions

Una de les opcions per carateritzar aquestes fluctuacions és coneéixer la seva
varianca. La definicié de la varianca entre dues components del vector de les
fluctuacions dcy;, da; ve donada per

Vi(x,X) = {(Sai(x,t)00;(x,1)) — (Sai(x,1)) (ba;(x, 1)) (2.32)
(Scs(x, )6 (X, 1)) .

Aquesta varianca esta definida per dos punts de 'espai i el mateix instant
temporal. Tanmateix, amb alldo que solem treballar és amb l’espectre en
freqiiencies d’aquesta varianga (calculada, per tant, en dos instants diferents),
que és el que anomenem espectre de fluctuacions. L’espectre de fluctuacions
per dos components i, j ve donat per [Collet85]

5, X5 ) = / dr 67 (Sas(x, )00y(x, t+7)) . (2.33)

de forma que per a un camp, e.g. gu(x, riw) = ffooo dr e (fa(x, t)da(x',t + 7))

0 Sia(z, 2’ w) = [72 dr e (ba(x, t)dat (X', ¢ + 7)) . L'espectre en ordre nor-
mal es defineix com

Sii(x,x;w) = / dr ™™ (: day(x,t)da;(x/, t+7) 1),
—00

on els :: tenen el mateix significat que en 'equaci6 (1.1). Fixem-nos, doncs,

que mentres que e.g. S1; = Si1, en canvi S;p = 0(x — x’) + Si2, la qual

cosa s’ha de tindre en compte quan volguem detectar 1’squeezing del nostre

camp, ja que no hem d’oblidar que els aparells de mesura detecten en ordre
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normal -si més no, quan detecten mitjancant un procés d’absorcié, en cas de
procesos d’emissié estimulada la deteccié és produeix en ordre antinormal,
pero igualment hauriem de tindre en compte la no-commutacié dels operadors
creacio i destruccié del camp-. La divergéncia en x = x’ és la contribucié del
shot-noise.

Ara bé, nosaltres el que volem coneixer és I’espectre de fluctuacions per a
una determinada quadratura del camp (en particular, volem saber quina és
la quadratura del camp que esta comprimida) i la seva quadratura ortogonal.
Per a la quadratura x, definint ¢, = ¢; ¢_ = ¢+ /2, amb Jx4(x,t) definit
per

Ox4(x,t) = da(x,t) e " + dat(x,t)e’, (2.34)

I’espectre de fluctuacions ve donat per

Si(x,x;w) = / dr ™7 (Sx 4 (x,1)ox (X, t+ 7)) = 0(x — X') + S1(x,x;w)

o

= (S(X — X,) + {i€_i2¢811 + 521 + 812 + €i2¢522, }, (235)

(on hem obviat Pargument dels espectres), que calculat per una quadratura,
e.g. §+(x, x';w) rep el nom d’espectre d’squeezing de la quadratura x,.
Aquest espectre ha estat calculat tractant només amb els camps dins de la
cavitat. En la seccci6 segiient parlarem de la teoria input-output, a la qual ja
ens hem referit amb anterioritat, que permet saber queé és el que mesurarem
fora d’aquesta i quina és la forma de mesurar-ho.

2.3.4 Espectre d’squeezing. Deteccié6 homodina compensada

Fem aqui un resum de la teoria de la deteccié homodina compensada (bal-
anced homodyne detection) tal conforme és aplicada en [Gatti9s] i que ade-
qiiem al nostre cas (Apéndix D). Amb aquesta teoria es mesura directament
Iespectre d’squeezing per a una quadratura. Inicialment, una deteccié ho-
modina simple (no compensada), emprant un tnic detector s’empra per de-
tectar 1’squeezing, pero les fluctuacions del camp coherent emprat com refer-
éncia dificulta la mesura de la compressié del soroll (per veure distintes con-
figuracions per mesurar 1'squeezing en determinades quadratures [Yuen80]).
Considerarem la detecci6 homodina del camp A, (x, t) que surt de la cavitat,
consistent en la combinacié d’aquest camp amb un oscil-lador local (LOF,
local oscillator field) mitjangant un separador de feix. Aquest LOF es con-
sidera un camp classic, en un estat coherent multimode d’amplitud complexa
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ar(x), i amb intensitat molt major que la del camp emergent de la cavitat
Aout(x,t). Mesurant la diferéncia d’intensitat entre els dos ports (Fig.2.5),
podem obtindre I’espectre de fluctuacions de A, (x,t), com podem veure a
continuacio.

Ey

Aout
D2

o

Fig.2.5. Esquema de deteccié homodina. Amb la diferéncia dels dos fotocorrents
mesurats en els detectors D1 i D2, mesurem el component de quadratura del
camp que esta en fase oposada al LOF.

Els camps que arriben als detectors Dy i Dy sén, respectivament,

D, = [Apue(x, 1) + ap(x)]; (2.36)

1
V2
1
Dy = E[Aout(x,t)—aL(x)]. (2.37)

i la deteccié homodina mesura la diferéncia d’intensitats en els dos detectors,
és a dir, mesura la quantitat

AI(H) = / do [DF(x,£) Dy(x,t) — DF(x,8) Da(x,8)] = VN Erpou(t).

(2.38)
Hem introduit el camp Ep ,.(t), que és la projeccié del camp A,,; sobre
l'oscil-lador local ay, és a dir:

EH,out(t) - AH,out + AL,out (239)

Apout(t) = /dx ar(x) Az, t) (2.40)

1
VN
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i la intensitat de 'oscil-lador local definida com
N = /dx g (x)[? (2.41)

El que ens interessa mesurar sén les fluctuacions quantiques d’aquesta
diferéncia d’intensitat respecte el valor mig. L’espectre de fluctuacions mesurades
a la sortida ve donat per

V(w) = / dr e T 0By out(t + ) 0Ew ous(t)) . (2.42)

Les fluctuacions que mesurem son 6 By out(t) = Epout(t) — (Emout(t)) . Tening
en compte les relacions de commutacié [Agu(x, 1), Al ,(x',t)] = 6(x — x),

podem escriure 'espectre de fluctuacions com

V(w)=1+ / dr e ™7 (: 0EHout(t +7) B out(t) ) =1+ S(w). (2.43)

—0o0

Aixi, S(w) queda definit com l'espectre d’squeezing del camp. Si el camp
Ayt (x,t) és un camp perfectament coherent, S(w) = 0, i V(w) = 1, que és
el terme que correspon exactament al shot-noise. Si, en canvi, S(w) < 0 les
fluctuacions estaran mesurades per sota del llindar de shot-noise, i per tant
estarem davant de llum comprimida. Per al cas en qué S(w) = —1, s’obtindria
squeezing perfecte, és a dir, reduccié completa de soroll (V (w) = 0) (per a una
quadratura del camp donada, en el cas de la deteccié homodina, determinada
per la fase del LOF).

Les propietats quantiques que poguem extraure de les equacions (2.42-
2.43) sén valides pels camps a Iexterior de la cavitat, quan mesurem fora
d’aquesta. La quéstié és com podem relacionar aquestes expressions amb
els camp intracavitat, que sén els que vénen descrits per les equacions de
Langevin. Per una banda, les pérdues v que pateixen els camps al travessar
els espills modifiquem els camps i han de ser considerades. D’altra banda, als
espills es produeixen interferéncies entre els camps que hi ha a Uinterior de
la cavitat i el buit que hi ha a ’exterior. Aquestes interferéncies juguen un
paper essencial en la produccié de llum comprimida [Gardiner00]. Aplicant
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el formalisme input-output [Collet84, Drummond04], és a dir, considerant
que el rebost extern a la cavitat és coherent, la relacié entre els camps que
provenen de l'exterior A;,, el camp dins de la cavitat A i el camp que surt
Aout, que és el que mesurem, ve donada per

Aput(t) — Ain(t) = /27 A(2). (2.44)
En aquest cas, la relacié entre les correlacions dels camps dins i fora de la

cavitat, calculades en ordre normal i temporal, pot demostrar-se [Collet84,
Drummond04] que és senzillament

<; Al (1) Apu(t) ;> — 2y (: AT(t) A(t) :). (2.45)

Per tant, per calcular I’espectre fora de la cavitat, que és el que realment
podrem mesurar, només caldra avaluar Sy, (w) com 27 S(w), i.e.,

Sour(w) = 2 / dr e 7 (: Ey(t +7) 6En(t) (2.46)
on ara
En(t) = Ay + Al (2.47)
amb

Ap(t) dx ap(x) A(x,t), (2.48)

1
VN
i N donada per (41). Com podem veure, la deteccié homodina compensada
proporciona una mesura directa de I’squeezing en una quadratura, determi-
nada per la fase de 'oscil-lador local. De fet, si escrivim aquest oscil-lador

local com ‘
ap(x) = |ag(x)| ezd’L, (2.49)

Podem comprovar que, substiuint (49) en (48) i aquesta en (47) i (46) suc-
cesivament, obtenim que

> /
Sout(w) = 2 / dr e=r / dx dx"O‘L(X)‘]‘VO‘L(X)’S¢L (x,x;w),  (2.50)

on Sy, (x,x';w) té 'expressié de S (x,x';w) en (36) fent ¢ = ¢;, la fase de
'oscil-lador local.

48



3 Resum dels treballs. Conclusions

En aquesta seccié presentem un resum del compedi d’articles que constitueixen
el cos fonamental d’aquesta tesi doctoral. Per tal que aquesta presentacié
siga conceptualment més compacta, hem optat per subdividir els treballs que
s’hi presenten en tres grups.

El primer d’aquests grups tracta sobre solitons brillants en cavitats Kerr,
incloent els treballs Vectorial Kerr-cavity solitons [Sénchez-morcillo00] i Bright
cavity solitons in anisotropic vectorial Kerr cavities [Pérez-Arjona0l|, on
tractem una cavitat Kerr vectorial, incloent-hi els casos de cavitat dicroica
i/o birrefringent i estudiem la regi6 de parametres en qué poden existir soli-
tons brillants. El tipus de bifurcacié soferta pel sistema i que possibilita (o
no) l'existéncia d’aquesta estructura localitzada també s’estudia en aquests
articles. El comportament d’aquest solité s’analitza també en el limit en que
aquesta cavitat pot descriure’s per una equacié no-lineal d’Schrodinger amb
decaiment i forgament parametric (PDNLS).

Les parets de domini (DWs, de l'anglés domain walls) o solitons fos-
cos son la materia d’estudi dels tres articles que formen el segon grup: Do-
main Walls and Ising-Bloch Transitions in Parametrically Driven Systems
[deValcarcel02], The Ising-Bloch transition in degenerate optical paramet-
ric oscillators [Pérez-ArjonaOda) i Stabilizing and controlling domain walls
and dark-ring cavity solitons [Pérez-Arjona04b]. Els dos tipus de parets de
domini, a saber, parets d’Ising i de Bloch, i la transicié fora de I’equilibri
d’un tipus a laltre, coneguda com transicié Ising-Bloch (NIB, de I’anglés
nonequilibrium Ising-Bloch transition), sén caracteritzats per a un sistema
general, basat en ’analisi d’una equacié de parametre d’ordre, una equacié
PDNLS -incloent la possibilitat de petites pertorbacions d’aquesta equacié-,
i també per un sistema optic particular, 1’oscil-lador optic parameétric degen-
erat (DOPO). La dinamica de les parets de Bloch també es caracteritza en
aquests sistemes. En els dos primers treballs es consideren sistemes unidi-
mensionals, en el tercer es considera el cas més realista d’'un sistema bidi-
mensional amb una regio il-luminada de tamany finit, on les DWs deixen de
ser estructures estables i passen a ser solucions transitories. El que farem
es proposar dos mecanismes que permeten estabilitzar i control-lar les parets
en aquest sistema bidimensional. Per calcular numéricament les equacions
no-lineals que governen I’evolucié dels camps en aquests cinc treballs, hem
emprat 'algorisme d’split-step, que es déna de forma general en I’Apéndix
A. Finalment, ens centrem en el problema de caracteritzar les fluctuacions
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quantiques d’un solité de cavitat. L’espectre d’squeezing d’una estructura
d’aquest tipus es considera en 1'iltim treball Squeezed quantum cavity solitons
[Pérez-Arjona04], enviat per la seva publicacié a la revista Physical Review
Letters. Considerem les estructures localitzades susbtentades per un DOPO,
en el limit de desintonia de bombeig gran. Malgrat que només incloem un
treball en aquesta tltima seccié, cal remarcar que la feina desenvolupada
proporciona un métode molt potent que ens permet continuar actualment
el treball d’aquesta carateritzacié de les propietats quantiques d’aquestes i
altres estructures. En cadascu dels resums presentats ens referirem a expres-
sions i figures que apareixen en ’article corresponent, que s’han obviat per
tal de facilitar la lectura i evitar la repeticié de la informacié. Aixi mateix,
poden consultar-se en I’Annex final Compedi de publicacions.
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3.1 Solitons brillants en cavitats Kerr

Incloem els treballs Vectorial Kerr-cavity solitons, Opt.Lett. 25, 957 (2000) i
Bright cavity solitons in anisotropic vectorial Kerr cavities, J. Opt. B:Quantum
Semiclass. Opt. 3 S118-123 (2001).

3.1.1 Vectorial Kerr-cavity solitons

Victor J. Sanchez-Morcillo, Isabel Pérez-Arjona, Fernando Silva,
German J. de Valcarcel & Eugenio Roldéan.

Optics Letters, 25, 957-959 (2000).

Considerem un model de cavitat Kerr vectorial, que permet la possibilitat
de presentar pérdues diferents per cada polaritzacié del camp. En aquesta
situacid, demostrem que la cavitat Kerr es comporta seguint una equacié de
parametre d’ordre particular i que suporta estructures localitzades.

El nostre model de cavitat Kerr consiteix en un medi xy® isotropic dins
un resonador optic bombejat per un camp homogeni, coherent, i linealment
polaritzat, d’amplitud real £. Considerem una cavitat dicroica, és a dir, que
presente perdues diferents (7,,7,) per les dues components de polaritzacié
lineal del camp en la cavitat, Ay, A; (paralel-lament i ortogonal al camp de
bombeig, respectivament). Les equacions que descriuen aquesta cavitat ve-
nen donades per (1) en el treball.

E, (4,4
E , X(3) 011'[(> 0 1 )

L

La solucié trivial del sistema (Ay # 0, A; = 0) d’aquestes solucions
es desestabilitza a causa d’una inestabilitat que potser de dos tipus: o bé
déna lloc a 'engegament del camp polaritzat ortogonalment A; -inestabilitat
de polaritzacié-, cosa que implica que el camp a la sortida passa d’ésser

Fig.3.1. Cavitat Kerr en configuracié Fabry-Perot.
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linealment a el-lipticament polaritzat, o bé preserva la polaritzacié lineal del
camp injectat manifestant-se sols en el comportament de Ay, que en concret
déna lloc a un comportament biestable del sistema -inestabilitat escalar-.
Mentres que per a una cavitat amb iguals pérdues per a les dues components
de polaritzacié, la inestabilitat escalar precedeix sempre a la de polaritzaci6 -
si més no, en el cas autoenfocant-, quan s’introdueix el dicroisme de la cavitat,
la inestabilitat de polaritzacié pot governar I’estabilitat fins i tot en aquest cas
autoenfocant. Siaquesta bifurcacié és subcritica, ’estat linealment polaritzat
i lel-lipticament polaritzat poden coexistir, la qual cosa pot donar lloc a
la formacié de solitons, d’aqui la importancia d’introduir el dicroisme a la
cavitat.

En el limit de pérdues molt diferents per a les dues components de polar-
itzacio (v = vo/71;7 >> 1), 'equaci6 que governa l’evolucié del camp és una
equaci6 parametrica de Ginzburg-Landau amb forgament parameétric (PGLE,
de I'anglés), que també anomenem equacié no-lineal d’Scrodinger amb decai-
ment i forcament parameétric (PDNLS) -eq. 2 en Particle-. Aquesta equacié
de parametre d’ordre suporta, com solucions analitiques, estructures local-
itzades, que per a cert rang dels parametres (veure egs. 3-5 del treball) s6n
solucions estables (en el cas autoenfocant -self-focusing- el solité brillant és
una solucié estable; en el cas autodesenfocant -self-defocusing- ho és el solité
fosc). El rang de validesa d’aquesta aproximacié de la cavitat Kerr a una
PDNLS correspon estrictament a v >> 1, pero per valors de v no estricta-
ment tan grans, el comportament qualitatiu de la cavitat Kerr continua sent
descrit per I'equaci6 PDNLS integrant numeéricament les equacions exactes
de la cavitat Kerr trobem que les solucions sén, si més no qualitativament,
com les que presenta la PDNLS, tant en el cas self-focusing com en el self-
defocusing.

En el cas del solité brillant, no només es confirma ’existéncia d’aquesta
solucié, sino que s’estudia numeéricament el comportament dinamic en funcié
dels parametres del sistema. El solit6 (veure seccié 1.3) pateix una bifurcacié
de Hopf que condueix a la formacié de solitons pulsants, que mitjancant bifur-
cacions secundaries sofertes a mesura que variem els parametres del sistema,
duu a 'apagat del solit6 a través d’una ruta al caos. Aquest comportament
(investigat per v = 10) és el mateix que presenta el solité brillant de la
PDNLS, la qual cosa indica que la PDNLS captura les caracteristiques de la
cavitat Kerr fins i tot quan estem prou allunyats del limit estricte de validesa.
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3.1.2 Bright cavity solitons in anisotropic vectorial Kerr cavities

Isabel Pérez-Arjona, Victor J. Sdnchez-Morcillo, German J. de
Valcéarcel & Eugenio Roldan.

Journal of Optics B: Quantum and Semiclassical Optics 3, S118-
S123 (2001).

L’estudi de la cavitat vectorial Kerr desenvolupat en el treball anterior
per al cas d’una cavitat dicroica -amb pérdues diferents per cada compo-
nent de polaritzacié lineal del camp- es generalitza ara per considerar, a
més, la possibilitat d’una cavitat birrefringent. Aixo implica suposar que
les desintonies per cadascuna de les dos components de polaritzacié poden
ser control-lades de forma independent (la qual cosa pot fer-se senzillament
introduint una lamina anisotropa a l'interior de la cavitat). En aquell cas
mostravem que quan les pérdues eren suficientment diferents, la inestabilitat
de polaritzacié podia governar la formacié de patrons i podia donar lloc a
Pexisténcia de solitons brillants. Mostrem ara que la birrefrigéncia possibilita
també I'existéncia d’aquests solitons, fins i tot en el cas de pérdues iguals.

Considerant les equacions que descriuen aquesta cavitat Kerr vectorial
amb dicroisme i birrefringéncia, eqs. (1)1 (2) en el treball, s’estudien les solu-
cions homogenies del sistema, tant la linealment polaritzada com [’el-liptica.
Analitzem també en aquest apartat quan la solucié el-liptica pot aparéixer
arran una bifurcacié subcritica, ja que sera la primera condicié per possibili-
tar I’existéncia de solitons brillants. En la figura 1 de I'article pot observar-se
que la inestabilitat de polaritzacié pot ser subcritica per al cas de pérdues
iguals en les dues components de polaritzacié sempre que la birrefrigéncia
siga suficientment gran.

Com que caldra conéixer quina sera la inestabilitat que governa la for-
macié de patrons en cada regié de parametres, estudiem l’estabilitat de la
solucié6 homogenia trivial mitjangant una analisi lineal d’estabilitat (veure
introduccié, 1.3.1): si alla on la inestabilitat de polaritzacié és subcritica,
aquesta mateixa domina sobre ’escalar, el sistema podra suportar solitons
de polaritzacié.

Diferenciem el cas de tindre un medi autoenfocant o autodesenfocant, que
es manifesta en el signe de la no-linealitat . En el segon cas, la inestabilitat de
polaritzacié és dominant en cas de valors grans del parametre de dicroisme,
v, pero la solucié6 homogenia no naix de forma subcritica. Per a valors
de la desintonia corresponent a la polaritzacié paralel-la a la del bombeig
(Ap) grans, la inestabilitat escalar (o Kerr) domina sobre la de polaritzacio.
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En canvi, per a medis autoenfocants, la inestabilitat de polaritzacié pot
precedir a la inestabilitat escalar bé per valor grans del dicroisme v, bé per
una desintonia Ay gran, i en ambdds casos trobem dominis de la desintonia
A (corresponent a la polaritzacié ortogonal al bombeig), en queé la bifurcacié
de la solucié de polaritzaco és subcritica. Aixo dibuixa un escenari apropiat
per 'existéncia de solitons brillants.

3.1.3 Conclusions

Analitzem, per tant, les possibles solucions de la cavitat Kerr vectorial, estu-
diant les dues inestabilitats (Kerr i polaritzacié) que s’hi presenten, incloent
la possibilitat de diferents pérdues i diferents desintonies per cadascuna de les
components de polaritzacié. En funcié dels parametres del sistema, trobem
quina és la inestabilitat dominant i quan la solucié homogenia (pero inestable)
polaritzada el-lipticament és subcritica. En un primer treball es mostra que
una cavitat Kerr vectorial anisotropa bombejada per un camp linealment po-
laritzat pot suportar solitons brillants en el cas autoenfocant (analogament,
suporta solitons foscos en el cas desenfocant). Aixi mateix, s’estudia el limit
en que les equacions d’aquesta cavitat Kerr vénen descrites per una equacio
de parametre d’ordre de la forma d’una PDNLS. Un acord qualitatiu entre els
resultats s’obté per a les equacions exactes de la cavitat Kerr i de la PDNLS
fins i tot fora d’aquest limit. Finalment, considerant la cavitat dicroica i/o
birrefrigent, I’existéncia de solitons brillants es comprova numéricament, fins
i tot en el cas de cavitat amb pérdues iguals per totes dues components de
la polaritzacio.

3.2 Parets de domini

Tractarem el comportament de les parets de domini (o solitons foscos) per
distints sistemes, en particular per la PDNLS [Domain Walls and Ising-
Bloch Transitions in Parametrically Driven Systems, Phys. Rev. Lett. 89,
164101 (2002).], i el DOPO [The Ising-Bloch transition in degenerate optical
parametric oscillators,J. Opt. B: Quantum Semiclass. Opt., 6, S361-S368
(2004).], on es carateritza la transicié Ising-Bloch fora de 'equilibri per a
tots dos sitemes. Finalment, en el tercer treball [Stabilizing and controlling
domain walls and dark-ring cavity solitons, Optics Express, 12, 2130 (2004).]
tractem el cas bidimensional, on presentem dos métodes de control i estabil-
itzacié de les parets.
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3.2.1 Domain Walls and Ising-Bloch Transitions in Parametri-
cally Driven Systems

German J. de Valcarcel, Isabel Pérez-Arjona & Eugenio Roldan.
Physical Review Letters 89, 164101 (2002).

Es conegut que els sistemes sotmesos a forcament parameétric presenten
solitons brillants de la forma de secant hiperbolica. En aquest treball veiem
que, per a un altre domini de parametres, on el solité brillant no és estable,
aquests sistemes poden suportar també altre tipus d’estructures localitzades,
les anomenades parets de domini (DWs, de domain walls en anglés) o soli-
tons de fase, que connecten solucions de fase oposta del sistema, solucions que
podran ser bé homogenies o bé modul-lades. Aixi mateix, trobarem parets
de Bloch (amb quiralitat no nul-la i en moviment) i parets d’Ising (amb
quiralitat nul-la i estatiques) i estudiarem la transicié entre tots dos tipus de
paret. Aquest treball recull, en gran mesura, el que es presenta al Treball
d’Investigacié Transicions Ising-Bloch en [’equacié no-lineal d’Schrodinger
amb decaiment i forcament paramétric [Pérez-Arjona0lb]. Malgrat que un
cert nombre de detalls basics poden trobar-se en aquest treball, aquest ar-
ticle sigué realitzat amb posterioritat a aquest Treball i conté resultats no
continguts en aquest.

Quan sotmetem un sistema no-lineal dissipatiu i dispersiu a un forcament
periodic, s’exciten ones en el sistema que oscil-len amb una freqiiéncia cor-
responent a la meitat de la freqiiéncia del forcament -és el que s’anomena
resonancia parametrica-. El sistema es veu forcat a adequar la fase de les
seves oscil-lacions a la d’aquest forcament, de forma que si en el sistema sense
forcar la soluci6 era invariant respecte la fase, ara els valors que pot prendre
estan bloquejats i fixats. En cas de resonancia parameétrica, el sistema tendeix
a dues solucions equivalents u., d’igual amplitud perd amb una diferéncia
de fase de 7, de forma que u, = —u_. En sistemes espacialment extensos,
podem tindre una solucié en una regié de I’espai i la solucié de fase oposta en
laltra, connectant-se entre elles mitjangant una DW. Cadascuna d’aquestes
solucions equivalents i en oposicié de fase poden representar-se (en el cas més
senzill de solucions homogenies) com dos punts fixes en el pla (Re(u), Im(u)),
connectats per una trajectoria que determina el tipus de paret: Ising, si passa
pel punt (0,0) o Bloch si passa envoltant-lo, perd sense creuar aquest punt.
Des del punt de vista de la fase, direm que la paret és d’Ising si n’hi ha
una discontinuitat de 7 en la fase i si la fase rota de forma continua un
angle 7, direm que és una paret de Bloch. Les primeres poden bifurcar-se
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en les segones a través d’'una transicié Ising-Bloch fora de 1’equilibri (NIB).
En cas de sistemes no-variacionals, les parets es mouen amb una velocitat
proporcional a la seva quiralitat, que és el parametre que mesura el sentit i
la magnitud de la rotacié de la fase al voltant del zero. En aquests sistemes,
doncs, la transicié Ising-Bloch ve acompanyada d’un moviment de la paret
de Bloch -les parets d’Ising tenen una quiralitat nul-la-.

Per estudiar aquests sistemes prenem com model una equacié no-lineal
d’Scrédinger amb decaiment i forcament parameétric (PDNLS), incloent la
possibilitat de petites modificacions, de la forma de saturacié (o) o difusié
(0), és a dir, representant mecanismes dissipatius (eq.1). Aquesta equaci6
és una equacié de parametre d’ordre tipus Ginzburg-Landau, i per tant té
I’avantatge de, si més no en un cert limit, ser capac¢ de descriure el com-
portament d’un gran nombre de sistemes (en particular, de la cavitat Kerr
anisotropa en el limit d’alta desintonia, com hem mostrat al treball presentat
en 3.1.1).

La PDNLS suporta solitons brillants per a uns determinats valors dels
parametres. Quan disminuim el forcament, el solité s’apaga, si 'augmentem
per sobre de la regié d’existéncia del solité brillant, el sistema presenta una
solucié6 modulada en forma de rotllos amb component continua. Com que
la PDNLS presenta una simetria de fase discreta u— > —u, podem tindre
solucions de fase oposta connectades estre elles: en la PDNLS trobem parets
de domini, per a certa regié de I’espai de parametres, que connecten solucions
modulades de fase oposta, essent sempre parets de Bloch que es mouen de
forma erratica.

Quan considerem la possibilitat de incloure pertorbacions en la PDNLS,
trobem quatre caracteristiques que diferencien aquest cas de la PDNLS ex-
acta, malgrat que la pertorbacié afegida siga molt menuda: primer, la regié
d’existéncia de parets de domini augmenta substancialment; la solucié ho-
mogenia sera estable, amb la qual cosa podrem tindre parets connectant
estats homogenis; trobem parets de Ising, estatiques, que es bifurquen en
parets de Bloch en moviment a través d’una transicié Ising-Bloch, i final-
ment, veiem com aquestes parets de Bloch pateixen bifurcacions secundéaries
en el seu moviment, que desemboquen en un moviment caotic i finalment
la desaparicié de la paret. La regié d’existéncia i la transicié Ising-Bloch
s’observa en la fig.2, les bifurcacions secundaries i el comportament caotic es
mostren en les figures 3-4.
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3.2.2 The Ising-Bloch transition in degenerate optical parametric
oscillators

Isabel Pérez-Arjona, Fernando Silva, German J. de Valcércel,
Eugenio Roldan & Victor J. Sanchez-Morcillo.
Journal of Optics B: Quantum and Semiclassical Optics, 6, S361-
S368 (2004).

En el treball tot just comentat, en qué estudiem les parets de domini -
solitons foscos-, ho fem sobre una equacié tipus PDNLS, una equacié de
parametre d’ordre que descriu el comportament d’un gran nombre de sis-
temes, si més no, en un cert limit. En particular, descriu I'oscil-lador optic
parameétric degenerat (DOPO) tipus I en el limit de desintonia de bombeig
gran. En aquest segon treball estenem 'estudi de les DWs en el DOPO més
enlla del limit de validesa de la PDNLS, relaxant la condicié d’una desinto-
nia de bombeig gran i situant-nos per tant en un cas més comd, i estudiem
'existéncia i els tipus de parets, aixi com la transici6 Ising-Bloch (IB) i la
dinamica d’aquestes parets. Tanmateix, fins i tot fora del rang d’aproximacié
a una PDNLS, si bé trobem carateristiques particulars del sistema, el com-
portament de les parets en el DOPO ve descrit qualitativament pel compor-
tament que haviem trobat en el cas d’aquesta equacié de parametre d’ordre.

Les equacions que descriuen un DOPO tipus I venen donades per (1) i
(2) en larticle, sent Ag el camp de bombeig, de freqiiéncia 2w i A; el camp
senyal de freqiiéncia w. Per a desintonies del camp senyal (A;) positives, a
mesura que augmentem el camp injectat F, es genera el camp senyal a partir
d’una bifurcacié que pot ser subcritica. El camp A; es genera com una solu-
cié homogenia, pero, augmentant més la desintonia, pateix una inestabilitat
modulacional que déna lloc a rotllos (veure Fig.1).

En aquest escenari s’estudia, en primer lloc, I’existéncia, el tipus de parets
i la transicié Ising-Bloch en el pla de parametres (A, ). Ho estudiem tant
amb un bombeig pla infinitament extens com amb un bombeig pla limitat en
I’espai. Els resultats sén qualitativament i gairebé numeérica, els mateixos,
i en el cas de la transicié6 IB donem els resultats en cas de camp injectat
d’extensi6 finita. Si fixem, e.g. el camp injectat F, trobem, en primer lloc,
parets d’Ising connectant solucions homogenies del sistema i, augmentant la
desintonia A;, aquesta paret passa a ser una paret de Bloch en moviment,
connectant el mateix tipus de solucions homogénies. Si augmentem més
encara la desintonia, la solucié homogenia es desetabilitza i la paret de Bloch
connectara estats modul-lats. Com veiem, és semblant a ’escenari que ens
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presentava l’equacié PDNLS, sobretot incloent-hi pertorbacions.

La segona part de 'estudi fa referéncia a la dinamica de les parets de
Bloch. Per desenvolupar aquest estudi passarem a considerar un camp in-
jectat infinit, ja que d’altra manera la paret quedava enganxada als extrems
de la regi6 il-luminada i impedia observar quin era el comportament dinamic
de la paret més enlla del transitori. En particular, seguirem una ruta per a
un valor de E fixat i augmentarem la desintonia senyal. Resumirem breu-
ment aquesta dinamica, ja que els detalls estan a la publicacié i sén facilment
reconeixibles si ens fixem en les figures. En una primera bifurcacié, corre-
sponent a la transicié IB, la velocitat (i la quiralitat) de la paret passen a
tindre un valor no nul. Un poc abans d’aquest punt, s’observa una oscil-lacié
temporal de la paret, perd amb un desplacament mitja nul. Augmentant més
la desintonia, la velocitat pateix una bifurcacié de Hopf i comenca a oscil-lar
en el temps, amb un moviment periodic, fet que és coincident -i no de forma
casual- amb la inestabilitat modulacional de les solucions connectades per la
paret, cosa que ocorre també per altres sistemes (e.g. la PDNLS). Si seguim
augmentant la desitonia el moviment de la paret segueix una complexa ruta
cap al caos: primer és quasiperiodic, apareixent una nova freqiiéncia, de-
sprés és quasi-periodic, amb una dinamica de torus-3, després trobem una
finestra periodica -perd amb un atractor diferent al que mostrava arran la
segona bifurcacio, en el llindar d’inestabilitat de la solucié homogénia-i passa
rapidament de quasi-perodic a una ruta que el duu al caos per intermitencia.

3.2.3 Stabilizing and controlling domain walls and dark-ring cav-
ity solitons

Isabel Pérez-Arjona, Fernando Silva, Eugenio Rolddn & Germén J. de Val-
carcel.
Optics Express, 12, 2130 (2004).

En els dos treballs anteriors ens hem centrat en el cas en qué considerem
una unica dimensié espacial en el pla transversal de la llum. Sota aquestes
condicions, les parets de domini connectant solucions equivalents en oposicié
de fase sén estructures estables. Ara bé, quan considerem dues dimensions
espacials transversal, aixo no és ben bé cert, sind que depén del tamany de
la regié excitada pel camp extern injectat. Si aquest camp té una extensié
infinita, les parets de domini sén una solucié estable del sistema, ara bé, si
la regi6 il-luminada té una extensié finita, en aquest cas bidimensional, les
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parets de domini sén solsament solucions transitories, que a causa dels efectes
de corbatura, acaben desapareixent pels extrems d’aquesta regié il-luminada,
tant en la regié de parametres corresponent a parets d’Ising com a parets de
Bloch.

El que presentem en aquest treball sén dos métodes per controlar i esta-
bilitzar aquestes parets de domini. En aquest cas, hem exemplificat aquests
mecanismes de control i estabilitzacié per al cas particular del DOPO, si
bé sén aplicables a qualsevol sistema Optic no-lineal sensible a la fase que
suporte aquest tipus de DWs.

El primer métode consisteix a injectar camps externs amb un perfil espa-
cial de fase, és a dir, amb una fase no homogeénia. Aixi, I'adveccié exercida
pels gradients de fase afecta el moviment de les DWs, que tendeixen a ser
atrapades en les regions on la fase del camp és maxima i defugen d’alla on
aquesta fase és minima. Amb aquest mecanisme podem estabilitzar parets
de domini, fins i tot en presencia de soroll, pero també podem generar parets
en les posicions que seleccionem a partir de condicions de soroll aleatories
o bé control-lar la posicié de solitons de cavitat d’anell foscos, aixi com
I’engegament i apagat d’aquests solitons, podent-se constituir una memoria
optica emprant aquests solitons com a bits d’informacié.

El segon mecanisme introdueix un camp injectat amb un perfil modulat
en intensitat, amb la forma d’una ona plana foradada, és a dir, amb zones de
foscor, la qual cosa pot aconseguir-se senzillament amb una mascara. Ara el
mecanisme de control de la paret és de naturalesa topologica, de forma que
aquests forats d’intensistat nul-la poden capturar els extrems de les parets,
que tendeixen a alinear-se amb els limits de les regions sense il-luminacié.
Quan distribuim aquests forats en forma d’una matriu regular delimiten bits
optics espacials que formen una memoria Optica, on cadasci d’aquests bits
correspon a una fase diferent del camp.

3.2.4 Conclusions

Els sistemes forgats parameétricament que presenten solucions de solitons
brillants en forma de secant hiperbolica, poden presentar també solucions del
tipus solité fosc o paret de domini en les regions en queé el solité brillant és
inestable. Aquestes parets de domini connecten solucions modulades per a la
PDNLS exacta, on sempre sén parets quirals (de Bloch). Quan es consideren
pertorbacions d’aquesta equacié, les parets poden connectar solucions bé
modulades, bé homogeénies. En aquest cas, trobem parets d’Ising que es
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bifurquen la través d’una transicié NIB en parets de Bloch, les quals, a través
de bifurcacions secundaries, arriben a un moviment caotic. La relacié entre
la velocitat de les parets de Bloch i la seva quiralitat és també manifesta.

En el segon treball es demostra numeéricament ’existéncia d’una transicié
Ising-Bloch en el DOPO tipus I, un sistema que en un limit determinat ve de-
scrit per una PDNLS, que estudiem pero fora del rang de validesa d’aquesta
aproximacié. S’han trobat parets de Bloch connectant tant solucions ho-
mogenies del sistema, com solucions modulades. S’ha descrit la dinamica de
les parets de Bloch, que presenta bifurcacions secundaries que porten a un
moviment cadtic, trobant-se en el sistema dos tipus de rutes al caos: quasi-
periodica i intermiténcia quasi-periodica. Cal destacar el fet que el moviment
periodic de les parets siga coincident amb la inestabilitat de la solucié esta-
cionaria, sent aquest un fet propi de ’existéncia de la paret, i no induit per
la dinamica del patré de fons.

Al tercer treball es considera el cas bidimensional i 'extensié finita del
camp injectat, situacié en qué normalment les DWs sén solucions transitories
i no estables del sistema. S’han demostrat dos métodes robustos que perme-
ten control-lar i estabilitzar DWs. El primer es basa en ’adveccié introduida
pels gradients de fase del camp de bombeig injectat, que forca a les DWs
a moure’s cap a les regions on aquesta fase és maxima. Per eliminar els
possibles defectes podem emprar perfils de fase divergents o ones viatgeres.
Aquest métode també permet crear memories de solitons de cavitat d’anell
fosc, de forma que podrem escriure i borrar individualment aquests solitons.
El segon mecanisme esta basat en la naturalesa topologica de les parets i
empra camps injectats amb forats de intensitat nul-la en el seu perfil de
intensitat, els quals atrapen els extrems de les DWs. També aquest mecan-
isme permet el desenvolupament de memories optiques. Aquestes técniques
aplicades al DOPO poden aplicar-se també a qualsevol sistema optic que
presente aquesta ruptura de simetria de fase.

3.3 Fluctuacions quantiques en solitons de cavitat

En aquest tltima apartat presentem un meétode que ens ha permés estudiar
I’'squeezing que presenten els solitons de cavitat suportats per un oscil-lador
optic parametric degenerat en [Squeezed quantum cavity solitons, enviat a
Physical Review Letters].
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3.3.1 Squeezed quantum cavity solitons

Isabel Pérez-Arjona, Eugenio Rolddn & Germadn J. de Valcdrcel.
(enviat a Physical Review Letters ).

En aquest treball tractem ’estudi de les fluctuacions quantiques dels soli-
tons de cavitat que presenten una cavitat Optica no-lineal, en particular, un
oscil-lador optic parametric degenerat (DOPO) bidimensional. Es sabut que
aquest sistema genera llum amb propietats no-classiques, de les quals podem
trobar algunes a la part introductoria de l'article. Aixi mateix, el DOPO
suporta solitons de cavitat (CS), tant foscos com brillants, segons els signe
de la no-linealitat. L’interés despertat per les potencials aplicacions dels CSs
en processat, emmagtazemament i codificacié de la informacié, juntament
amb la utilitzacié de llum amb propietats quantiques per obtindre resultats,
e.g., de molt alta precisié, han motivat aquest estudi.

En concret, a partir de les equacions de Langevin del DOPO -derivades
de I'equacié de Fokker-Planck que déna ’evolucié de la distribucié de proba-
bilitat P-generalitzada-, que proporcionen ’evolucié de les fluctuacions quan-
tiques dels camps, estudiem el limit d’'una desintonia de bombeig gran, on el
camp de bombeig pot ser eliminat adiabaticament (egs. 1-3 en 'article). En
aquest 1imit el camp senyal (A;) suporta CSs brillants (per al cas autoenfo-
cant) i CSs foscos (en el cas desenfocant). Per tal d’estudiar les fluctuacions
al voltant de la solucié del solitd, es linealitzen les equacions de Langevin
(egs. 12-15) considerant el moviment de 'estructura. Mitjancant un procés
de linealitzacié de la part determinista del problema L i del corresponent
adjunt LT (veure Apéndix D), podem expressar les fluctuacions en la base de
vectors propis d’aquesta part del problema.

El procés de diagonalitzacié proporciona sempre un autovalor nul, corre-
sponent al mode de Goldstone i que proporciona la velocitat de I’estructura,
i el seu complementari, d’autovalor -2. L’existéncia d’aquest mode ens pro-
porciona el resultat fonamental del treball. Considerem ara la mesura de
I'squeezing sota una deteccié homodina compensada (veure secci6 2.3.4), en
que expressem l'oscil-lador local (LOF, local oscillator field) en la base de
vectors propis de L. Si prenem com a LOF el vector propi de £ d’autovalor
2 (wy), els CSs presenten un squeezing perfecte a freqiiéncia w = 0 per quals-
sevol valors dels parametres del sistem, eq. 19 . Aquest resultat s’obté sense
considerar el moviment del solit, ara bé, quan aquest moviment es té en
compte comprovem que les seves conseqiiéncies sén negligibles.

Aixi mateix també s’estudia la influéncia de la forma i la posicié del LOF.
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Com podem veure, aquesta no es tan critica com podria semblar, i si prenem
un mode comi com pot ser un mode de Gauss-Hermite -semblant a la forma
de wy en una dimensié, veure Apéndix D- obtenim uns resultats amb nivell
d’squezing que poden aribar a valors molt propers a S(w = 0) = —1. Aquest
resultat s’obté considerant el LOF centrat en el CS, aixi mateix, trobem que
s’assoleix un alt nivell d’squeezing per a desplacaments de I'ordre d’un 20%
de Pamplada de Pestructura (veure Fig. 1 en 'article).

3.3.2 Conclusions

S’estudien per primer cop, si més no fins el que tenim coneixement, les fluc-
tuacions quantiques en solitons de cavitat (CSs), tant foscos com brillants,
en una cavitat optica. En particular, s’estudien per al DOPO, pero el me-
tode desenvolupat pot aplicar-se de forma trivial a qualsevol estructura en
un altre sistema.

Es demostra que les fluctuacions quantiques d’aquests CSs presenten un
squeezing perfecte per a un mode transversal especial, independentment dels
valors del parametres. Si prenem un mode semblant a aquest com 1’osil-lador
local (LOF) d’'una deteccié homodina compensada, en concret un mode
de Gauss-Hermite, I’'squeezing que assolim és també practicament perfecte,
mostrant aixi que la forma del LOF no es critica. Aixi mateix, I’'squeezing
assolit considerant un desplacament relatiu entre el LOF i el CSs és molt alt
fins desplacaments de 1'ordre del 20% de I'amplada del solit6. Aquests dos
trets faciliten notablement la posible comprovacié experimental.
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4 Apéndix A. L’algorisme d’split-step

Moltes equacions de propagacié no-lineal de feixos sén molt dificils de resol-
dre mitjangant métodes analitics. Descrivim ara un algorisme numéric que
proporciona solucions estables a aquest tipus d’equacions diferencials amb
derivades parcials i que pot ser emprat amb relativa facilitat en la majoria
de computadors. El métode d’split-step, també conegut com el métode de
propagacié de feixos en les aplicacions optiques[Newell92], és un esquema
computacionalment robust i permet resoldre els problemes amb condicions
inicials.

Considerem per exemple els problema general descrit per una equacié de
tipus NoLineal d’Schrédinger (NLS) amb unes condicions inicials donades:

i0,q = Lq + N(t)q, (4.1)

on q = q(z,t) i L és un operador lineal (e.g., i0?) i N(t) és un operador
no-lineal que depén de la soluci6 de ¢. Si integrem formalment 1’equacié en
un interval curt de temps At obtenim

oz, At) = exp|—i <LAt + /0 - dt’N(t’)) ¢ (z,0)] (4.2)

aquesta expressié formal dels operadors ens permet propagar la solucié un
unic pas temporal. Com que els operadors L i N no commuten, en gen-
eral, I'avaluacié d’aquesta expressié és complicada. Aproximarem 1’operador

exponencial com
e—z(A—i—B) ~ G_Z/2A€_ZB€_Z/2A, (43)

on prendrem A = LAt i B = OAtN (t')dt’. En efecte, nosaltres dividim
un operador compost en unes senzilles operacions exponencials, que poden
ser avaluades en funcié de ¢ (z,0) de forma seqiiencial. L’error comés en
aproximar ’operador exponencial original per aquest operador dividit és de
lordre de O ((At)?’), com pot veure’s desenvolupant per Taylor els dos termes
de la igualtat.

Adonem-nos-en que 'operador B, en general, involucra una integral sobre
I'interval de temps ¢ i aquesta integral és implicita, amb la qual cosa no podem
saber el seu valor al llarg del temps. De tots modes, quan N = N (]q\Q), N
és una constant de moviment i podem escriure B = N (¢ (0, x)|2) At. Aixo
fa explicita la seqiiéncia de propagacié sencera.
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La poténcia del metode d’split-step en la resolucié d’equacions dels tipus
NLS és que l'operador lineal té la forma L = i0?, i aquest problema el
podem resoldre fent ts de la transformada de Fourier. En altres paraules, en
I’espai de Fourier 'efecte d’aquest operador exponencial és simplement una
multiplicacié escalar per exp (—i k* At/2). L’algorisme basic per a un sol
pas de propagacié pot resumir-se esquematicament en la segiient seqiiéncia
d’operacions:

q(At,x) (4.4)
_ FFT_l[e_ik2At/2 FET [eiN(\q(O,a:)|2)At FET1 [e—ik2At/2FFT [q (07 x)]m

Y
on FFT (FFT™') es refereix a la transformada rapida de Fourier directa
(inversa) (de 'anglés, Fast Fourier Transform). Aquest algorisme és natural
en optica, i 'emprem bé per la integracié temporal de les equacions, com és
el nostre cas, bé en la propagacié de feixos, on no caldra més que substituir
la variable t per z, la direccié de propagacio.

Aquest algoritme s’implementa de forma directa, i déna resultat correctes
quan emprem 2" punts transversals (necessaris per la F/F'T). Si ens fixem, el
problema de propagacié de polsos és idéntic a aquest, reemplacant x per ¢t en
el terme de derivades segones. L’esquema pot ser generalitzat a problemes
amb equacions dels tipus NLS acoblades i, fins i tot, a feixos contrapropa-
gants.

Només cal fer ara algun comentari sobre les condicions de contorn. La
FFT opera en un finestra periodica, és a dir, que fora de I'interval d’integracié
el problema es repetix a si mateix. Aix0 pot ésser un problema quan volem
propagar feixos d’amplada finita, i el que s’ha de fer en aquests casos és
assegurar-se que la nostra finestra d’integracié és suficientment gran i que
s’aplica les funcions correctes, que no poden donar lloc a altres efectes no
desitjables.
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5 Apéndix B. Deduccié de I’equacié de Fokker-
Planck per a la representacié P-Generalitzada
d’un DOPO

El sistema que estem estudiant, 1'oscil-lador optic degenerat (DOPO), ve
descrit per un hamiltonia en la imatge d’interaccié

H = Hfree + Hint + He:ct (51)

donat per la contribucié del hamiltonia lliure (H s,.) per cadascu dels camps,
el de interacci6 no-lineal (H;,;), i el hamiltonia que descriu la injeccié d'un
camp extern (H.,;), que s’expressen com:

Hf = ﬁ/dI A\g(éo - a0v2);{0 + ﬁ/dI A\I((Sl - CL1V2)_/21\1;

Hoe = "9 [ an{A, (&) - 3 B} (52)
Heypy = z’h/dx {gm Al — e 210}.

on g representa el coeficient d’acoblament no-lineal, &;,(x) és el camp extern
coherent amb qué bombegem la cavitat,V? = 02 + (95 és el laplacia, a; =
2 /2wy, és el coeficient de difraccié del camp A; i Ei(x, t);flj(x, t) sén
respectivament els operadors creacié i destruccié del camp de bombeig, de
freqiiencia proxima al camp extern (¢ = 0) i del camp senyal, de freqiiéncia
meitat (i = 1) [Gatti95] que satisfan les relacions de commutacié

Aix, 1), Al t)] = 5,;0(x — x). (5.3)

El hamiltonia que, fins ara, descriu I'evolucié del sistema (eq. 5.2) ens
permet coneixer quina és ’evolucié dels camps que tenim dins de la cavi-
tat, tant com a conseqiiéncia de la interaccié amb el medi no-lineal com pel
fet d’injectar un camp extern. Ara bé, en aquesta descripcié hem obviat
que el sistema no és un sistema tancat, sind que esta acoblat a ’exterior
del sistema, de forma que els camps externs que puguen existir a l'exterior
de la cavitat hi interactuen amb els interns. L’efecte de I’acoblament de les
fluctuacions externes amb els camps de l'interior de la cavitat i la conse-
qiient disipacié d’energia es modelitza a través d’un rebost o reservori. En
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cas que el rebost extern a la cavitat es considere, com és habitual, com un
conjunt d’oscil-ladors harmonics en equilibri térmic, com podria ser el buit
[Scully97, Gardiner00], que s’acobla al sistema a través d’un espill amb trans-
misié parcial, com és el cas de la cavitat DOPO, podem descriure 1’evolucié
del sistema mitjancant una equacié d’evolucié per a la matriu densitat re-
duida p (on només s’estudien les variables del sistema, i no les del rebost)
que rep el nom de master equation del sistema (veure seccié 2.3.1)

0 RPN

A S H,A} A(D), 5.4
7 == H.5] +A() (5.4)
on els termes liovullians A(p) modelitzen I'acoblament del sistema amb el
rebost a través de I'espill de la cavitat optica considerant la reflectivitat finita
d’aquest. La forma del superoperador Liuvillia sota aquestes consideracions
és

AG) = v / de2 Agp Al — 7 Ab Ay — A Aop) (5.5)
o / de2ApAl — 5 AL A, — A A,

on 7, soén les pérdues per al camp A; , que en 'aproximacié de camp uniform
que estem emprant ve donada per v; = ¢1;/l; on ¢ és la velocitat de la llum
en l'interior de la cavitat, T; és la transmitancia de 'espill a la freqiiéncia del
camp A; il és la longitud que viatja la llum dins de la cavitat (round-trip) .

Com ja hem explicat a la part introductoria, la master equation és molt
dificil de resoldre i el que fem es transformar-la en una equacié de distribu-
ci6 de quasiprobabilitat. De totes les posssibles, hem triat la distribucié
P-generalitzada, a la qual correspon l'operador projeccié Z(@) donat per
'equaci6 (2.19).

Per tal de trobar l’equacié d’evolucié temporal corresponent a la dis-
tribucié P-generalitzada (equacié de Fokker-Planck) haurem de calcular, a

més de les ja conegudes (egs. 2.25) les projeccions sobre termes no-lineals
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dels operadors, que sobre la funcié P equivalen a

SR B

AlAD — ai(af - (90@-)]3(5))’ (5.6a)
ﬁZfﬁi = o (a %)P(a’), (5.6b)
Q;

A (AT 2 oot 0 & \pig 5.6
(AP < (af" — %a—aier) (a), (5.6¢)
~ 0

7 Tt

pAI(A])* 0‘;2(0@—@)13(5))7 (5.6d)

SO )

AR = adfaf — 5 P() (5.60)

STt A N2 2 d d? —

PAl(A))* < (aj_Qaj@a—ﬁr—i_ VP(d). (5.6f)

2
Oa;

que aplicades a la master equation ens permeten arribar a la Fokker-Planck
de la P-Generalitzada:

0
OP(d) = {/dm[aTQO (70 g+ 1 0g g + ga% — Ein — 1 a0V2a0) +
0

(70 af —i b af +2af2— et +i a0V2a5L) +

+aa5“ 2

? | AU
—i—aT.[l (71 a+ida—goajag—1iaV a1)+

0 ) )
+004_+ (v of —i 61 0f —gaiaf +iaViaf) +
1

g 0” 0? + —
=00+ —— P . 5.7

5 (Ga3 + 547 NP(T) (57)

on el vector @ = (g, a , a1, a;) és el vector dels c-numbers que representen
els camps de bombeig (0) i senyal (1), on la variable «; i la variable o s6n
només complexo-conjugades en la seva mitjana. En cas d’haver triat, enlloc
de la P-generalitzada, la P de Glauber-Sudarshan, les variables v i 3 passen
a ser variables complexe-conjugades de forma que o = «f , i 'equaci6 de
Fokker-Planck que trobariem per a aquesta funcié de distribucié seria igual
a la equaci6 (5.8) fent of = a.
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6 Apeéndix C. Equacié de Langevin per a I’equacié
de Ginzburg-Landau amb forcament parameétric

Emprant les regles d’Ito (veure eqs. 2.27-2.28), les equacions de Langevin que
descriuen per tant el DOPO, es deriven immediatament de 'equaci6 (5.8) :

Oy = —(yy +1 60— 1 agV?)ag — —al + Cins (6.1)
oaf = —(v9 —i60+iaV)ad — —(al ) (6.2)
O = —(7 +i0—iaV)ar+gafag+gagn(xt), (6.3)
daf = —(v; —idi+iaV)af +g aaf + \/97077 (x,t), (6.4)

que coincideixen amb les del model classic per al DOPO si ignorem els termes
de soroll [Oppo94a] i identifiquem afamb af i af amb af, ja que no hem
d’oblidar que en aquest tractament sén variables independents que tan sols
s6n complexo-conjugades en la seva mitjana. Aquest model es veu molt sim-
plificat si suposem que el camp de bombeig esta molt desintonitzat respecte
la resonancia, és a dir, g >> 0. En aquesta situaci6 el camp de bombeig
pot ser eliminat adiabaticament [Longhi97a] de les equacions de Langevin,
de forma que obtenim

i g
ap = —5—0(%—50@)7 (6.5)
+ i ﬁk_ﬁ +\2
ag = 50(% 5 (@)). (6.6)

El nostre sistema d’equacions queda reduit a dues equacions de Langevin per
al camp senyal

. . 2
L 9 &in tyg

6,5041 = —(’71 +Z 61 —1 CL1V2)041 — 6 (03] + 9 6 CYiFCY% +
0 0
—i_\/g (g CY% - €m) 77(X> t)a (67&)
do 2
. . 2
Oaf = —(y; —id01+1 CL1V2)OzIr + Zg;m i %al(afy +
0 0
Zg g "
12 (@) -3 w ) (6.70)

68



De bell nou, si obviem els termes de soroll, les equacions anteriors coin-
cideixen amb les classiques per un DOPO amb una desintonia de bombeig
gran, interpretant 5, com aj. Aquesta equacié és coneix com equacié de
no-lineal d’Schrodinger amb forgament parameétric (PDNLS, de I’anglés) i té
I’avantge de estar ben estudiada i presentar solucions ben conegudes i d’alt
interés com veurem més endavant [deValcarcel02, Alexeeva(0).

Per tal de simplificar 'estudi reescrivim les equacions (6.7) en la forma
canonica de la PDNLS

OrAr = —(1 +i A)A +i VoA +p A +i BAT +
+ry/p+i A3 (X, T), (6.8a)
Or AT = —(1 —i ADAT —i V A} 4+ AF +i (A})2A, +

+ry/p—1 (AT)?2 nH(X,T), (6.8b)

on les variables s’han renormalitzat com T = ~v,t; X = /v;/a1x; A =
d1/v1; 00 = —i g €in/do (considerat real sense pérdua de generalitat), kK =

Ve V20071/9 1 AL(AT) = (2 /V200)au(af). Aquestes equacions de
Langevin descriuen ’evolucié del camp dins del sistema i donen les equacions
que anem a centrar-nos en resoldre.

Com ja s’havia estudiat en un treball anterior, la forma classica d’aquesta
equacié presenta solucions estacionaries de la forma de solitons de cavitat ,
tant de solité brillant, per al cas de g > 0, amb la forma

A(X) = €#V28 sech(B X), (6.9)
com de solit6 fosc, per a dy < 0

A (X) = e”¥Btanh(8 X/V2), (6.10)
amb

B = oAr+\p2—1, (6.11)
cos(2 ) = 1/p.

on o = *+1 denota el signe de §y. Conegudes les propietats i el rang d’estabilitat
de susdites estructures [deValcarcel02, Alexeeva00], es desenvolupa un meé-
tode general per estudiar les caracteristiques i ’evolucié de les fluctuacions
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quantiques d’una solucié donada d’un sistema, que s’ha aplicat, en particu-
lar, a les fluctuacions quantiques del solit6 brillant que sustenta la PDNLSE.
Per tal d’estudiar aquestes fluctuacions escrivim el camp com

Aj(x,t) = Aj(x—x1(t)) + da(x — xi(t), 1), (6.12a)
AT (x,1) = A (x —xy(t)) 4+ 6ot (x — x, (1), ). (6.12b)

on s’ha considerat la possibilitat de desplagcament tant de I’estructura local-
itzada com de les fluctuacions. Aquesta consideracié és necessaria, ja que el
solit6é respon difusivament al soroll movent-se. Per tant, si no considerarem
aquest moviment, podriem arribar, en un temps finit, a que la diferéncia en-
tre el camp A;(x,1) i la solucié estacionaria A;(x) arribés a créixer molt i no
puguerem considerar-la com una fluctuacié, de forma que ’evolucié a partir
d’una analisi pertorbativa de (6.8) seria erronia.

Substituint el desenvolupament (6.12) en les equacions de Langevin (6.8)
i arribant fins el primer ordre en les fluctuacions, trobem les equacions de
Langevin linealitzades que descriuen ’evolucié de les susdites fluctuacions, i
poden expressar-se en forma matricial com

. N — — —
—%1(t) V1 + 0 da(x,t) = L da(x,t) + f, (6.13)

on (ﬁ(x, t) = (ba(x, ), 6 (x, 1)) és el vector de les fluctuacions, ' (x) =
Ox [(qﬁ)(x, t)] , el punt denota la derivada temporal d/dt i ? = (\/ [T E217, [T (A_1*)277Jr

_)
és el vector del soroll. S’ha menyspreat el terme —x;0,.0a(x, t) per ser d’ordre
superior en les fluctuacions. L’operador lineal £ i el seu adjunt £! tenen la
forma

£1 ,u+i52

e (B ), 619

L +ia?
T 1 K

on

(6.16)

Aquestes equacions (6.13) sén les que s’han de resoldre per estudiar les fluc-
tuacions quantiques del solité brillant .

Lr=—(1+id)+iV +2i [4]
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7 Apéndix D. Solucié de les equacions de Langevin

7.1 Diagonalitzacio

El meétode de resoluci6 de 1'equacié (6.13) emprat en [Pérez-Arjona04] con-
sisteix en primer lloc en triar la base de vectors propis de £ com la base amb
que treballarem. L’espectre de £ esta ben estudiat [Barashenkov91] i consta
d’un espectre continu, amb autovalors de la foma

As(k) = =14 sy/p? — A2 (7.1)

A=A+ ks =+1; kel0,00), (7.2)

i d'un espectre discret {\;}2,, que per a uns valors dels parametres qual-
sevulla només pot calcular-se de forma numerica [Alexeeva00]. El calcul
d’aquest espectre i dels vectors propis de £ i de L' sén el primer pas per
resoldre (6.13). Per resoldre el problema d’autovectors i autovalors, que es-
crivim com

on

resultara més senzill escriure aquests vectors descomposats en part real i part
imaginaria:

(B Tyl )
ki <ei’% o) e (7
5 (7, 1) + 1 Tx.1)

W(x,1) = <€_wﬁ (Fot) — i t))), (7.6)

on f3, ¢ sén les mateixes que apareixen en la solucié estacionaria (6.9-6.11).
—
Definint 7 = 4,7 = v,/*t iz = X = LpBx, i els vectors §;(z) =

=
(ri(z) vi(z))"; &, (z) = (Ti(z) Y;(z))" el problema d’autovalors que hem de
resoldre pot expressar-se com

L&) = NE (o) (7.7)
(LY E(z) = (N) & () (7.8)



amb

' 0 £
L = ( o, ) (7.9a)
I = —0?4+1—-2H —2 sech(z)? (7.9b)
L, = 02—1+6 sech(z)?, (7.9¢)
2
L, = —F, (7.9d)
on per simplificar la notacié s’ha definit el parametre
V2 =1
H=YE — " (7.10)
e
i els nous autovalors estan relacionats amb els originals en (7.3-4) per
Ai
X =2 (.11)
B

a causa de la normalitzacié temporal.

El problema el resolem desenvolupant els autovectors &,,(z) en la base
de sinus i cosinus. A causa de la ruptura de simetria de £, cadascu dels
autovalors del continu duu associats dos autovectors infinitament extensos;
un mode que anomenarem parell, que oscil-la com cos(k z) i un senar que ho
fa com sin(k z). Aix{ expressem els autovectors com

(0) (n) (n)

r — T - r

cem (TN, T = ( ; ) 7.12
<y(0)) ‘ <y§”)) ° y (7.12)

on truncant la série en n = N reduim el problema a un calcul d'un nombre
finit de valors i vectors propis on ara el continu de k s’expressa com un
conjunt finit de k, = 2 # n/L,n € Z, on L és la longitud del nostre espai
(mesurada, recordem, en unitats z = Sz, és a dir, en unitats d’amplada del
solit6-eq.6.9-). Com que els termes parells i senars no es creuen entre ells, sind

72



que els autovectors sén exclusivament d’una o altra paritat, podem separar el
problema d’autovalors en un problema associat als modes que oscil-len amb
cosinus per una banda -modes parells- i amb sinus per ’altra -modes senars-.
La condicié de normalitzacié dels coeficients del desenvolupament ha estat
triada per tal de treballar amb funcions sinus i cosinus normalitzades ja que

L/2 L/2
2 2 2 2 L
/ cos( an) cos( 7;mz) dz = / sin( an) sin( 7;mz) dz = 5 Om.ns
—L/2 —L/2
(7.13a)
i aix{ poder calcular la norma del vector senzillament com
L/2 N N
/ €(2)-Ea)dz=€O.EO 4 S . glm 3 €. g™ (7.14)
“L/2 n=1 n=1

Obtenim d’aquesta descomposicié dues matrius desacoblades pels vectors
propis parells (incloent-hi el terme constant) i els senars. L’expressié del
problema pels modes parells ve donada per la diagonalitzacié d’una matriu
de dimensi6 2(N + 1) x 2(N + 1):

0 Man Te Te
— : 7.15
( Mea Mes ) ( Ve Ve (7.15)
on 7, ,ye s6n vectors de dimensié (N + 1) cadasci d’ells, de la forma 7, =
(r<0>,r§”, r$ rgN))T; Yo = (y(o),yél), v y((;N))T, i les matrius Mg sén
de dimensié (N + 1) x (N + 1) cadascuna d’elles. Els elements d’aquestes

)

matrius, expressats com Mgznn , on els indexos m,n = 0,1,2...N indiquen
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els modes (parells) que relacionen, sén:

4
MO =1 - 2H — s (7.16a)
42 wn
AOm _ 0 _ 7.16b
C1 C1 L2 sinh(nTﬂ)’ ( )
271 n\> 4 8 m w2
Mo = 1—-2H— = — 7.16
1 ( L ) + L L[2sinh(%22™ ’2“2)7 ( )
—4 72 m—n m-+n
Mg;’m) = < . m—n) w2 + . m+4n) w2 ) m 7& ", (716d)
L2 smh(%) smh(%)
12
MO = 1+ - (7.16¢)
12v/2n 72 1
A7Om) _ 0 _ 7 7.16f
o)) C2 L2 sinh(”Tﬂ) ( )
27 n\> 12 24 n 72
A _ g4 12 7.16
¢ ( 3 ) T T I (2= (7-108)
12 72 m-—n m+n
Am) + :m#£n, 7.16h
oz L? (sinh(i(m_z) L& ) Sinh(—(m+z) - ) ) ( )
Még; ) — _?7 (7.161)
ME™ Z0: m £, (7.16))

Les integrals on només hi contribueixen funcions infinitament extenses,
han estat avaluades dins Uinterval [—L/2, L/2]. Les integrals on apareix las
solucié estacionaria del solité, és a dir, la secant hiperbolica, s’han aproximat
avaluant-les en (—o0, 00), ja que la preséncia d’aquesta funcié limitada anul-la
I'integrand quan ens allunyem suficientment del centre del solit6. L’error que
introdueix aquesta aproximacié minva exponencialment amb L, i en aquest
problema en particular, I'error quan es treballa amb una longitud de L =
20 vegades I'amplada del solité entre la integral exacta entre [—L/2, L/2] i
'aproximaci6 és de l'ordre de 107°. Aix{ doncs, aquestes integrals s’avaluen
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com

:ﬁ( min __,_ m-on )). (7.17b)

sinh(—(m+2) =) sinh(—(m_z) m

Analogament, i amb les mateixes consideracions, pot calcular-se la matriu
corresponent als modes senars

0 Mg [ [ )
— A , 7.18
( Mgs Mg ) ( s ) < Ys (7.18)

on ara 7, ,y. sén vectors de N components de la forma 7, = (rgl), 7‘9, - rgN))T;
Us = (ygl), y§2), s ygN))T i les matriu Mg; sén matrius de dimensié N x N, ja

que el terme constant no hi contribueix. Tal com s’han calculat anteriorment
per a les matrius Mg; , es calculen ara les components M gzm) que relacionen
els modes senars d’ordre m, n:

2mTn 2 4 8 n 72
M = 1—92H - = 7.19
S1 ( L ) + L + L2 sinh(2”—L”2)’ ( 2)
—4 72 m-—n m+n
M&P™ = — ;m # nf{7.19b
ot L? <sinh(—<m—g> ™) sinh({mnl ”2)) (7.19b)
271 n\> 12 24 n 12
Mo = B 7.19
52 ( L ) I L? sinh(2222)’ (7.19¢)
L
12 72 m-—n m+n
am _ . m % n(7.19d
52 L? <sinh(—<m—g> ™) sinh({mn) = “2)> (7.19d)
n,n 2
MG = 7 (7.19¢)
ME™ = 0; m#n. (7.19¢)

El procés de diagonalitzacié de les matrius es duu a terme mitjangant una
subrutina estandar. Un cop diagonalitzades mitjangant aquest procediment
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les matrius £’ i (£')T, podem reconstruir els vectors propis del problema orig-
inal. Hem resolt (7.7-8) i reconstruim el problema d’autovectors i autovalors
original (7.3-4) desfent els canvis realitzats en els procesos intermedis:

A= BN (7.202)
R 1 [ e%(r; +iy)
L 2
v 7 <e—w(ri i) (7.20b)

el

R I

on els factors 1/ V/2 apareixen per qiiestions de normalitzacié. (Els autovec-
tors de £ estan normalitzats a la unitat, pero en reconstruir els vectors propis
de L, tenint en compte les propietats de ortogonalitat que cal que satisfacen
aquests vectors propis v;, w;, per desenvolupar de forma més senzilla el
tractament teoric que expliquem tot seguit, séon aquests els que han d’estar
normalitzats).

7.2 Expansié modal de les equacions de Langevin lin-
ealitzades
Un cop resolt el problema de la diagonalitzacié de £ i LT, (egs. 7.3-4)

podrem passar a desenvolupar les equacions de Langevin (6.13) en aquesta
base. Es convenient, ara per ara, distingir I’espectre continu

E?g’fg(x) = )\gk)T)gf)(x), (7.21a)
ETE’gg(x) = )\gk)*wglg(x), (7.21b)

-on s indica el £1 del l'autovalor en (7.1), i p = £1 indica si és un mode
parell (+1) o senar (—1) i la % del mode- de l'espectre discret

Llwi(x) = Nwix);i=1,..,D. (7.22b)

Definint en aquest espai el producte escalar de la forma
. . Yo’
T = [ax T 760 = [ix(og, o)) (5o ) -
_ / dx (807, by + (50" 6ar?). (7.23)
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es satisfa

(Wi(x), £ da(x, 1)) = \(Wi(x), da(x, 1)), (7.24)
per al discret i
k —_—
(@, £ da(x, 1) = XO(TH, da(x, 1)), (7.25)

per al continu.
Tenint en compte aquesta projeccio i fixant-nos en la normalitzacié dels
autovectors, donada per!

(@, T;) = / dx TWH(x) - T ;(x) = b4 (7.26)
k/
( gf;lz’ v Fs’ [2’) = /dX E}gﬁg (X) . 72'7;' (X) - 53,3’ 6p,p’ 5k,k"

La resta de projeccions sén totes nul-les. Si expandim ara les fluctuacions
quantiques del solité en la base dels vectors propis podem expressar-les com

ch (%) + Z Z chkg 87 ) (x). (7.27)

=2 p==%1s=+1 k=1

i substituir (7.27) en l'equaci6é de Langevin (6.13) per trobar ’evolucié del
coeficients. Abans que res, cal destacar que el primer mode del discret (i =
1) no col-labora en la descripcié. El mode exclés correspon al mode de
Goldstone, d’autovalor nul £Lv'1(z) = 0 v'1(z). Projectant equacié (6.13)
sobre el vector propi adjunt al mode de Goldstone trobem

51 (W1, 0 1) — x4 > (W, 0 To) = (W, f)  (7.28)
i#1

on s’ha fet ds de (7.26). Veiem doncs, que el coeficient del mode de Goldstone
no contribueix a l’evolucié de les fluctuacions del solité; la informacié que

'La delta de Kronecker dy ;s és en realitat una delta de Dirac 6(k — k') , que es veu
transformada en una delta discreta a causa del truncament dut a terme en ’expansio
(7.12),que limita el nombre d’ordres emprats
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podem extraure de 'equaci6 (7.28) és, en canvi, la velocitat de desplagament
d’aquest solité, que ve donada per
H

P It (7.29)

(@1, Ox dar)

Si substituim ara (7.27) en les equacions de Langevin (6.13) i projectem
sobre un w,, n # 1, tenint en compte les relacions d’ortogonalitat entre els
vectors propis, trobem ’equacié de Langevin dels coeficients de I’expansié de

H
da(x,t) en la base de vectors propis:

ﬁ
¢ =X\ ¢+ (W, f). (7.30)
que déna una equacié de Langevin per als coeficients de ’expansié en vectors
propis.
7.2.1 Integraci6 de les equacions de coeficients

Les equacions de Langevin per als coeficients del desenvolupament (eq. 7.27)
poden integrar-se directament com

t

(1) = / dt MO T (). (7.31)

—00

Ara bé, l'equaci6é (7.31) pot escriure’s també en lespai de freqiiéncies
temporals, de forma que definint les transformades de Fourier

— i i wt )
c(t) = o dw e' " 0;(w) , (7.32a)
F) = = [doe“ QW) (7.32b)
2

i les respectives transformades inverses
Oi(w) = / du e o ci(8), (7.332)

T(w) = / dw et F (1), (7.33b)
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obtenim en l'espai de freqiiéncies una equacié tan senzilla com
iwO;(w) = NO;(w) + (W, X (w)) (7.34)
que déna directament I'expressié dels coeficients en w

(wz‘, Y(W))

Olw) = =5 (7.35)
i permet calcular també els coeficients c;(t) substituint en (7.2)
_ 1 it (Wi, X (@)
ci(t) = o /dw e v (7.36)

7.2.2 Espectre de correlacions modal

Volem caracteritzar les fluctacions quantiques al voltant del valor mig del
camp, i per fer-ho calcularem 'espectre d’squeezing d’aquestes fluctuacions
mitjangant una deteccié homodina compensada (veure seccié 2.3.4). Per
tal de dur a terme aquest calcul, pero, ens caldra calcular separadament
d’espectre de correlacions a dos temps dels coeficients ¢;(t) del desenvolupa-
ment en modes propis (7.27). Aquest calcul es desenvolupa amb detall tot
seguit, i recorrerem al seu resultat quan analitzem ’espectre d’squeezing sota
una deteccié homodina.

L’espectre de les correlacions entre dos modes d’indexos i, j es defineix
com

S@j((x)) = /dt e_i wi <Ci(7'), Cj(t + 7')> (737)
on emprant les relacions de les transformades de Fourier (7.36)
1 w1 w2 i(wo—w)T
S@j((x)) = (27T)2 /dwl (& t/dw2 € t/dT € ( ) (@i(wl), @j(WQ)) =
= L/dwl €i(w1+w)t Z (@i(wl),@j(w)) . (738)
(2m) ij=1,2
De I'equaci6 (7.35) trobem
1 1
(©i(w1), B5(w)) = (w3, X (@), (W5, X (@),

(_)\i +1 wl) (—)\j +1 w)
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i per tant sols cal calcular la correlacié
<(w27 7((“"}1)7 (wja Y(W» =
— /dtl €_iwltl /dtg(i_iw t2 <(E>Z, 7)(151), (E)j,7(t2)> = /dtl G_iwltl /dtg(i_iw t2

(i () filx, 1) +w "(X) falx, 1), () (X)) fi(xX 1) +w) “(x) fo(X, 1)) =
=27 O(w + wy) %

—_—2

/dw [ () () (i A (%)) + e * ()t * () (=i (A () ")),

que ens permet arribar finalment a ’espectre de correlacions entre dos modes
2,

Siulw) = <2—17r> [ den e o), 05(0) =

—_
a1 (=N — i w)(=Aj+iw)

[ et G ) i AT + Gy 00— (G )
D;;
(=N —tw)(=Aj +iw)
on la matriu D;; rebra el nom de matriu de difusié entre modes, a causa de la

semblanca de l'equacié (7.40) amb la matriu espectral derivada directament
a partir d’'una equacié de Langevin [Collet85].

(7.40)

7.2.3 Calcul de la matriu de difusié entre modes

El potencial del calcul de I'espectre modal (7.40) és moltissim. Una vegada
calculat aquest espectre per tots els modes, el calcul de la deteccié homodina
serd un calcul trivial. A causa de la simetria del terme de la matriu de
difusio, (p+i A_12) , parell en x, i de la descomposicié en ordres senars i parells,
és a dir, en modes que oscil-len com sinus o com cosinus, ’acoblament entre
els dos tipus de modes es nul, i poden estudiar-se separadament. Es calculara

ara la matriu de difusi6 entre modes, D; ;, recordant que z = Z—i Bx 1ique
(X, T)n(X",T)) = e (n(x,T)n(x',T)) com la projeccié del vector de

ﬁ
soroll original f sobre la base de vectors propis
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Dij=m /dz{wf(Z)wj(Z)(u+i Ai(2)) +uf *(@)w] "(2)(p—i (Ai(2))?)-

(7.41)

El calcul numeéric d’aquesta matriu és el més feixug des del punt de vista

de rapidesa de calcul. Les matrius impliquen sumatoris de 100, 200 6 300

modes, per cadascui del termes de la matriu, i aixd incrementa substancial-

ment el temps necessari per calcular-la. Afortunadament, i després de fer

la comprovacié per distints valors dels parametres del sistema, els resultats

obtesos variant el nombre de modes (100, 300 o 300 modes) divergeixen en

quantitats de 1'ordre de 107 i per tant decidirem treballar amb 100 modes.
Per als modes parells, amb
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les expressions explicites per als D; ; sén
e = [ (o) + (1) ()]
+i 437 [(wi(o)) (wj(.o)) e2? — (w;"(o)) (w;r(o)) e_i%], (7.43a)

com _ 4v/25% n '(w(o))* (w(n))* (126 _ (wﬁr(O))* (w;}(n))* o120 7

W L2sinh("—L“2)- ’ i ‘
(7.43b)

n 4+/2 2 2 o\ * x 2\ * * A
" = g () () = () (15 .

W7 L2sinh(zzl) LY ? ]
(7.43c)
(nn) _ ™\ (™" +m\* [, )"
o -n () (o) () ()] o
2 4 n 7T2 * * * * )
+i 2% |5 4+ ————— [(w(n)> (w(n)) ei2? — <w+(n)> (wﬂn)> 6—@%}7
p [L L? sinh(%)] ’ ! ' !

(7.43e)

omm) _ 2,4527T2 m-—n 2 m+n 2

" L? | sinh (=072 ginh (T
[(wz(n))* (w§m))* e’2? — (wf(n))* w;-r(m))* e_ﬂﬂ ;m#n, (7.43f)

N N
0,0 0,n n,0 n,n n,m
Dij=C5"+ 3" [Ci(,j R C VRN )] + > o (7.43g)
n=1 m,n=1
m#n
Per als modes senars, amb
N (n)

N w;(z) 2 w; ' (z) .21

wi(z) = <w:“(z)) = \/;; <wz(n) *(2) sm(Tz) (7.44)
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els elements D; ; sén

2

2 4dnm W\ [ 0\ iz CNE (AN izg] |
+'l 25 [L LQSlnh(QW n)] |:(wz ) (wj ) € - (wz ) (wj ) € ]7

S(nm) _ 4527T2 m-+n
B sinh( (m n)

 sinh(@EE)

(o) () ng ) o +<m>> i

+(
Dij =Y 8%+ Z S, (7.47)

n=1 m,n=1
m#n

7.3 Espectre d’squeezing
7.3.1 Deteccié homodina compensada

Resoldre les equacions (7.30) ens proporciona una ferramenta per estudiar
qualsevol propietat quantica del solitons, dins aquesta aproximacié lineal. El
primer que ens preguntem és quines sén les caracteistiques d’squeezing que
presentaria el solité en un experiment de deteccié homodina compensada.
Paricularitzarem, per tant, (2.46) al problema del solit6 en la PDNLS.
Expressant les fluctuacions en la base de vectors propis de £ com

Nr=2N+1

bz, )= Y alt) Tila), (7.48)

1=2

que és lexpansié (7.27), perd on ara el subindex i és l'etiqueta del mode
i—éssim, siga bé del continu bé del discret, on v's(z) = (v; v;7)T. Substuint
dE[(t), donat per (2.47-2.48), en l'espectre d’squeezing (2. 46) i tenint en
compte que A(x,t) en (2.48) ve donat per A;(x,t), segons (6.12) obtenim
que
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[ee)

S(w) = 2y / dr e T (: 6By (t+171) §Egu(t) ) =

— %7 ;/dx (o (z)vi(x) + ap(z) vt (z))
/dx' (i (2) v;(2') + ap(2)) v] (2')) /dT e Gt +7) ¢(t) )
2"}/_00 - =N =
:N Z(&L, ’UZ‘)(OéL, 'Uj)Si,j(w)'

On els termes (@ 1, ;) és la projecci6 del vector v; sobre 'oscil-lador local
a través del producte escalar definit en (7.23), amb o' 1(z) = (ar(z) o (z))7,
i el terme de l'espectre corresponent a la interaccié entre els modes 7, 7, ve
donat per S; j(w) en (7.40) i N donat per (2.41).

7.4 Deteccié homodina: seleccié de ’oscil-lador local 1
espectre d’squeezing

Un cop triat el LOF que s’emprara per dur a terme la deteccié 1'inic que
ens cal és fer la projeccié sobre els vectors propis de L i pesar-la amb el
corresponent espectre modal. Si ens fixem en la normalitzacié d’aquests
vectors propis (7.26) ens adonem d’una propietat ben curiosa: si com a LOF
triem un dels vectors propis de LT, wj, la projeccié (@, v';) sobre cada
autovector sera (wj(z), v';(2')) = d;; §(z — 2'), i per tant I'tinica projeccié
no nul-la correspondra al mode i—éssim, que correspon al mode triat com
LOEF. En particular, trobem que per qualsevol valor dels parametres tenim
el vector i el valor propis complementaris dels de Goldstone, és a dir, sempre
existeix un autovalor, que pertany a l’espectre discret d’autovalor Ay = —2
i d’autovector de L' (que és el que necessitem per construir el LOF), wy; =
(i 0,A1(X), —i 0,A%(X))T. Substituint en 'expressi6 (7.38) amb i = j = 2
(recordant la normalitzacié de l’espai i del temps) veiem que per aquest LOF
en particular l'espectre d’squeezing no esta afectat pels valors particulars
dels parametres del sistema, aixi sempre que aquest siga 'oscil-lador triat
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per detectar les fluctuacions del camp a la sortida de la cavitat obtindrem
squeezing perfecte per a freqiiéncia w = 0.

De la mateixa manera que hem trobat ’espectre d’squeezing per a aquest
oscil-lador en particular, podem trobar-ho per qualsevol altre calculant la pro-
jeccid sobre els distints autovectors de £ en (7.49). De fet, aquesta projeccié
donada pel producte escalar (7.23) resultara encara més senzilla de calcular
si descomposem el LOF que es preten utilitzar en la base de sinus i cosinus
en qué hem descomposat els autovectors. D’aquesta manera la projeccié es
limitara a un producte de coeficients del desenvolupament dels vectors -ens
estalviarem haver de calcular la integracié espacial-. Es a dir, si escrivim el

LOF com

1 /2 & 271 n [2 & 27 n
ar(r) :ﬁOTL)(O)ﬂL zZa_é(”) cos( 72 z) + I E a,™ sin( 72 z)
n=1 n=1
(7.49)

i havent construit els autovectors com

1 2 2
v (z) = ﬁa@ + \/; S5 cos( Z”z), (7.50)
n=1

si v; () és un mode parell (p = +1), i

_ ]2 > —(n) 271n
v (x) = \/;;Ui,s sin( 7 ), (7.51)

[ d 2
si v/ (x) és un mode senar (p = —1).
La projeccié queda senzillament

(1+p) |1 2SN o
(Ebﬁj) — 5 T (075(0)75;(0)) +Zn§:1: (070( )71)-’20( ))
D25 @ ). (7.52)

on com veiem queda eliminat 'inconvenient d’haver d’integrar aquestes fun-
cions en x. Aprofitant que coneixem el LOF optim que ens permetria acon-
seguir un squeezing perfecte i també com predir quin sera el resultat de
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projectar amb un altre oscil-lador qualsevol, el que farem sera tractar de
buscar un oscil-lador "semblant" al mode wy , pero facilment reproduible en

un laboratori. El mode de Gauss-Hermite de primer ordre satisfa aquesta
2

propietat H(z) = z e 242, Tal i com podem comprovar la forma d’aquest
mode depén de la seva amplada o, i segons el valor d’aquesta sera més o

menys semblant a ws.

-10 -5 0 5 10

La linia continua representa el mode de gauss-hermite normalitzat amb

amplada o = 1.15, la linia discontinua representa I’amplitud del mode w,
(obvian el terme corresponent a la fase del solité i canviada de signe).

L’espai esta mesurat en unitats d’amplada del solit6: z = Sx.

Prenem per detectar 1’squeezing del camp un LOF amb la forma d’un mode

de Gauss-Hermite

2 .2 et @
W)= || 5=z e < e ) (7.53)
o3\ —je i ¢

al qual es déna la mateixa fase que al mode wy. La semblanca d’aquest
mode i del gauss-hermite depén de 'amplada o d’aquest tltim, i per tant
també hi depén 1'squeezing maxim que es pot assolir. En la figura (1a) de
[Pérez-Arjona04] es mostra 1’'squeezing que s’assoleix, per a dos freqiiéncies,
en funcié de 'amplada del mode de gauss-hermite. En Fig. (1b) es mostra
I’efecte d’un desplagament entre el solité i el LOF.
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It is shown that a Kerr cavity with different losses for the two polarization components of the field can support

both dark and bright cavity solitons (CS’s).
describe the system for large-cavity anisotropy.

A parametrically driven Ginzburg—Landau equation is shown to
In one transverse dimension the nonlinear dynamics of the

bright CS’s is numerically investigated. © 2000 Optical Society of America

OCIS codes:

Cavity solitons (CS’s) are localized structures formed
in the plane transverse to the axis of light propagation
in a nonlinear cavity that, like solitons, keep their
shapes unchanged in time. In the case of CS’s this
shape retention is due to the balance among dissipa-
tion, nonlinearity, and diffraction in the cavity. We
demonstrate the existence of such structures in a
Kerr-cavity model that permits different cavity losses
to exist for the two polarization components of the
intracavity field.

We consider an optical resonator filled with an
isotropic y® medium and driven by a spatially ho-
mogeneous linearly polarized coherent field of real
amplitude E. We assume that the two intracavity
field polarization components A, and A; (parallel
and orthogonal to the input field, respectively) have
different losses (y, and y;). The adimensional model
equations in the mean-field limit read as’

A =— (A +inA)A; + in[lAjPA;
+ A|ALIPA; + (B/2)Ai2A;]
+iV2A; + y(1 - JE, 1)

where j = 0,1, Ao = y, Ay =1, and & # j. Equa-
tion (1) is a generalization to different losses of the
isotropic cavity model of Ref. 2.

In Eq. (1), V2 = 9,2 + 9,2 is the transverse Laplacian
operator (the transverse spatial coordinates x and y are
normalized to the diffraction coefficient; light propa-
gates along the z axis) and time ¢ is normalized to
v1. A is the cavity mistuning, y = y¢/7y:1 is the cavity
anisotropy parameter, and 7 accounts for self-focusing
(n = +1) and self-defocusing (p = —1). Finally, A
and B are the Maker—Terhune coefficients that verify
A + B/2 =1 when the medium is isotropic. For de-
tails see Ref. 1.

The spatially homogeneous linearly polarized (A; =
0) solution! of Eq. (1) is the primary solution of the sys-
tem. Its stability against plane-wave perturbations
(of null transverse wave number) was studied in Ref. 1
for arbitrary values of y. This solution is affected by
two independent bifurcations. One of them preserves
the linear polarization of the total field (scalar insta-
bility: A; remains off), and the other leads to an el-
liptically polarized state (polarization instability: A;
switches on). In the absence of polarization instabil-
ity the model of Eq. (1) reduces to the Lugiato—Lefever
scalar model,® at least close to threshold.?

0146-9592/00/130957-03$15.00/0

190.4420, 190.3100, 190.3270, 190.4380.

For our purposes the most relevant result of the
plane-wave model studied in Ref. 1 is that the polar-
ization instability may become subcritical for y > 2,
leading to coexistence of the (stable) linearly polarized
state and the elliptically polarized state. This coex-
istence of states opens the possibility of existence of
bright CS’s (a bright spot on a black background, corre-
sponding to the polarization component cross polarized
with respect to the pump), provided that the elliptically
polarized state be modulationally unstable. This pos-
sibility is not expected to occur in an isotropic cavity,
v = 1, because in that case the polarization instabil-
ity is always supercritical. Next we summarize the
linear stability analysis of the homogeneous linearly
polarized solution.

Self-Focusing Nonlinearity. For y < 4/3 [in
particular, the isotropic cavity case y = 1 (Refs. 2
and 4], the instability is always scalar. For larger
anisotropy, y > 4/3, the instability depends on A,
so for A < Ap(y) = y/4 + [(3y/4)% — 1]'/2 the scalar
instability is replaced by the polarization instability.
In particular, for A < 1/3 the instability is to finite
wave-number perturbations (pattern-forming instabil-
ity), whereas for 1/3 < A < Ap(y) the instability is to
the plane wave, i.e., that studied in Ref. 1. We thus
guess that, in the last detuning domain, bright-cavity
solitons could be observed, provided that the polar-
ization bifurcation be subcritical, which occurs only if
v > 2 and roughly requires that A > 1/3 (for details
see Ref. 1). In any case we conclude that cavity
anisotropy is essential if polarization instability is to
play a role in this self-focusing case.

Self-Defocusing Nonlinearity. For y < 4/3 (in par-
ticular, the isotropic case®*) the scalar instability domi-
nates if A > +/3 vy, the condition for optical bistability in
model Eq. (1).! For y > 4/3 the polarization instabil-
ity dominates for any detuning, so the role of increasing
v is to favor polarization instability, as in the self-
focusing case. For any anisotropy y the polarization
instability is to the plane wave if A < 1/3. We thus
conclude that, differently from the self-focusing case,
the plane-wave polarization instability analyzed in
Ref. 1 has relevance here only if A < 1/3, where the
bifurcation is always supercritical and hence bright
CS’s are not expected to exist.

To gain insight into the essential polarization pat-
tern-formation features of model Eq. (1) we first con-
sider the large-cavity anisotropy limit (y >> 1), which,

© 2000 Optical Society of America
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as we commented above, favors polarization instabil-
ity. We can obtain a reduced equation in this limit by
taking y ! as a smallness parameter—the rest of pa-
rameters are taken as @ (1) quantities—and perform-
ing a standard multiple-scale expansion of Eq. (1). At
leading order it is found that Ao(x, y, t) = E + O(y 1)
and A;(x, y, t) = exp(im/dulx, v, t) + O(y~ 1), where
u is governed by the following parametrically driven
Ginzburg—Landau equation (PGLE):

du=—1+in®u + pu™ + inlulPu + iViu, (2

where § = A — AE? and u = (B/2)E2. The func-
tional dependence of effective detuning 6 and para-
metric gain u on coefficients A and B indicates that,
for large y, the Kerr-cavity dynamics should not be
highly sensitive to the specific values of these coef-
ficients, except when B = 0 (nonlinearity owing to
electrostriction).

Let us consider the one-dimensional (1D) problem
(V2 = 9,2), which describes, e.g., a physical situation in
which the Kerr cavity has a slab waveguide configu-
ration that confines the field in the y direction.
Outstandingly, the 1D PGLE supports either bright
solitons in the self-focusing case (n = +1) or dark

solitons in the self-defocusing case (n = —1) (Refs. 5
and 6):
Ubright = V2 B exp(i¢)sech(Bx), 3)
Udark = B exp(—i¢)tanh[(1/v2)Bx], (4)
B2=0+u2—1, 2¢ = *+arccos(u™ ). (5)

Some well-known properties of the analytical solitons
[Egs. (3) and (4)] are that (i) solitons with a minus in
Eqgs. (5) are always unstable, (ii) the dark soliton exists
for u > uo = /1 + 62 and is stable only for § < 0, and
(ii1) the bright soliton is stable only for 6 > 0, exists for
1 < u, and loses stability at uw = wo.

To illustrate and check the above analytical predic-
tions we performed a numerical study of Eq. (1) for the
special case of liquids (A = 1/4, B = 3/2). [For other
kinds of nonlinearity, such as an off-resonant elec-
tronic response (A = B = 2/3), qualitatively similar
results are obtained.] Figure 1 shows 1D CS’s ob-
tained by numerical integration of Eq. (1) (solid curves)
together with the analytical solitons [Eqs. (3) and (4)]
(dashed curves). The analytical solitons show good
agreement with the numerical Kerr CS’s, even for val-
ues of y that are not too high. We note that solitons
similar to the dark CS’s shown here were described
numerically in Ref. 7 for the isotropic-cavity case
v = 1. Both the 1D localized structure described in
Ref. 7 and our dark CS asymptotically connect two
states of opposite (elliptical) polarization. In our case,
far from the CS core (x — *x), Ag(—x) = Ay(+») and
Ai(—») = —Aq(+»). Thus, far from the CS core, one
elliptical polarization state dominates the orthogonal
state, as in Ref. 7. The fact that we can identify the
CS as a dark soliton is due to the (linear) polarization
basis that we are using, whereas in Ref. 7 the chosen
basis was circular.

In what follows, we consider only the bright CS. It
has been shown that the PGLE bright soliton un-
dergoes a Hopf bifurcation that leads to formation
of self-pulsing solitons.>* When the parameters are
varied, these self-pulsing solitons undergo secondary
bifurcations that can lead to spatiotemporal chaos in
period doubling and quasi-periodicity situations. For
the Kerr-cavity model [Eq. (1)] the same behavior is
expected for large values of y (strictly speaking, for
v — »). Next we show that, even for moderately large
values of vy, qualitatively similar effects are observed,
which indicates that the PGLE captures the main
features of the Kerr cavity even far from its strict
validity limit.

We numerically integrated Eq. (1) for y = 10 and
n = 1 (self-focusing case) for liquids. The numeri-
cal scheme used a split-step algorithm with periodic
boundary conditions. The integration region had a
length x = 1, and a grid of 2048 points was used. We
limited our study to not-too-large values of the cavity
detuning A (up to A = 8) to prevent the influence of
the scalar pattern from forming instability (for y = 10,
Ap = 9.933).

Figure 2 summarizes our numerical study of Eq. (1)
on the plane (A, E?). The results are marked by
crosses (joined by smooth curves obtained by interpo-
lation) that correspond to different boundaries. The
numerical CS exists between the two straight lines.
It is stable in the region ST and is affected by a Hopf
bifurcation that leads to simple periodic behavior P;
[Fig. 3(a)]l. Below the lower straight line in Fig. 2
the soliton switches off. Above the upper straight
line the soliton destabilizes to a patterned state (rolls

61(a)

2 21
|A1|

|
-0.5 0.0 0.5
X

Fig. 1. Cavity solitons for liquids. (a) Bright soliton in
the self-focusing case, (b) dark soliton in the self-defocusing
case. Parameters are (a) A =25, E = 1.5, and y = 10, 25,
50 from bottom to top; (b) A = 0.5, E = 2, and y = 25, 50,
150 from bottom to top. Dashed curves correspond to the
solutions [Egs. (3) and (4)] of the PGLE.
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Fig. 2. Bifurcation diagram of the bright CS for y = 10
and 7 = +1 in the case of liquids. See text.
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Fig. 3. Field portraits corresponding to the center of the
bright CS, showing a period-doubling cascade for A = 7.25.
(a) Pi(E = 2.40), (b) Py(E = 2.20), (¢) Ps(E = 2.16),
(d) Pg(E = 2.144), (e) chaos (E = 2.14). (f) A Ps(E = 2.12)
behavior that occurs in a periodic window inside the
chaotic domain.

to the left of the Hopf bifurcation and shows weak
spatiotemporal chaos to the right of it). Increasing A
from the P; region initiates a period-doubling (gray
area) route to chaos (black area) (Fig. 2) that finally
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leads to the switching off of the CS. The qualitative
agreement with the numerical analysis of the PGLE?
confirms that the PGLE description of the system
is qualitatively correct even for not-too-large values
of y. Let us finally comment that the period of
oscillation in the P; region is typically 1-10 times the
cavity photon lifetime of the field, A;, and, as can be
deduced from Fig. 3(a), the maximum-to-minimum CS
peak intensity ratio is typically 3—5 (the exact values
depend on the parameter set).

Let us just mention that both bright and dark CS’s
are found in two-dimensional simulations. Never-
theless, we find that the bright CS is intrinsically
self-pulsing, at least for the parameter region consid-
ered here.

In conclusion, we have shown that anisotropic
vectorial Kerr cavities pumped by linearly polarized
light can support bright (dark) CS in the self-focusing
(self-defocusing) cases. The existence of the bright
CS requires that the polarization instability that
affects the trivial state be subcritical, which can occur
only in anisotropic cavities.’
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Abstract

Instabilities in vectorial Kerr cavities can arise from two different
bifurcations of scalar and vectorial character. We study the conditions that
determine which of the instabilities is responsible for pattern formation. We
find that a subcritical homogeneous polarization instability governs pattern
formation when cavity anisotropy or injected field detuning is large. Under
these conditions the system exhibits bright cavity solitons.
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1. Introduction

Theoretical studies on pattern formation in cavity nonlinear
optics concentrate on a limited number of archetypical systems.
One of the aims of these studies is to gain general understanding
of the conditions for producing patterns in the laboratory by
progressively modelling phenomena that may have relevance
under real experimental conditions. Special emphasisis placed
on searching conditions for obtaining localized structures
(usually termed cavity solitons) both because of their intrinsic
interest as fascinating nonlinear entities and because of their
potentiality for information storage and processing.

One of the systems that has attracted attention since the
seminal work of Lugiato and Lefever [1] is the Kerr cavity,
which is an optical resonator filled with a Kerr medium and
driven by a coherent field. This system is interesting in itself
but can also be regarded as an approximation to dispersive
optical bistability (e.g. a passive system of two-level atoms
driven by a highly detuned injected field). The Lugiato—
Lefever model was later extended to include the possibility
of a polarization instability in [2], where it was shown that for
apolarization-insensitive cavity (a cavity with equal losses and
equal cavity frequencies for both polarization components of
the intracavity field) the polarization instability was relevant at
the onset of pattern formation for a defocusing nonlinearity (in
the case of a focusing nonlinearity the polarization instability
was always preceded by the usual Kerr instability). This
first work on pattern formation in vectorial Kerr cavities was
extended in [3], where the case of elliptically polarized input
was considered, and in [4], where two-dimensional dark-ring
solitons were studied.

Our group extended these works by considering a dichroic
anisotropic cavity (with different linear losses for the two
polarization components). We showed that large enough cavity

anisotropy introduces two new important facts: (i) it means
that the polarization instability may be subcritical [5] and
(i1) it means that the polarization instability governs pattern
formation also in the self-focusing case [6]. These two facts
lead to the possibility of existence of bright cavity solitons
(which in this case are polarization solitons), whose existence
we demonstrated in [6]. In this paper we extend our previous
work to cover the possibility of different cavity frequencies for
the two intracavity polarization field components. As we show
below this last situation also allows for the existence of bright
cavity solitons.

2. Model

We consider an optical resonator filled with an isotropic
x® medium and driven by a spatially homogeneous linearly
polarized coherent field of real amplitude E that propagates
along the resonator axis (z axis). The resonator is anisotropic;
i.e., the two intracavity field polarization components A and
Aj (parallel and orthogonal to the input field, respectively)
experience different losses (yp and y; respectively). We further
assume that the detunings of the two polarization components
can be controlled independently (for example by introducing
an anisotropic plate inside the cavity). The adimensional
model equations for such a system in the mean-field limit
read [5,6]

& Ao = —(y +inAo)Ag +in(|Aol* Ao

+A|APAg + BATAY) +iVP Ao + Y E, )
AL = —(1+inADA; +in(|A1*A
+A AP AL + BATAY) +iV2A,. 2)

In equations (1) and (2) V2 = Bf + Byz is the transverse
Laplacian operator (the transverse spatial coordinates x, y

1464-4266/01/000001+06$30.00 © 2001 IOP Publishing Ltd Printed in the UK S1
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are normalized to the diffraction coefficient) and time 7 is
normalized to y;. Ap and A, are the cavity detunings of the
fields Apand A, y = yp/y1 is the cavity anisotropy parameter
and 7 accounts for self-focusing (n = +1) and self-defocusing
(n = —1) cases. Finally, A and B are the Maker and Terhune
coefficients, which satisfy A + g = 1 for isotropic media [7].
For details on the normalizations see [5].

This model has been previously studied in the context
of pattern formation only in the case A; = Ap. As already
quoted, in [2-4] the case y = 1 was considered, and in [5, 6]
the case of arbitrary y was studied.

3. Homogeneous solutions

Equations (1) and (2) have two homogeneous solutions. One
is the linearly polarized (A; = 0) state

YIE? = [y? + (Ao — 10)* o, 3)
—_ IO 4
¢y = arccos =z “4)

and the other is the elliptically polarized state

VIE Ly = (I + yI0)*+[(A — L) I — (Ao — L) Ib]*, (5)

B \2
I =A— Al = <510> -1, ©6)
VI 1
¢o = arccos v <1 + —1> ) (N
E )/10
A —Aly— 1,
=— _— 8
1 ¢o + arccos Bl ®)

where A; = /I; exp (i¢y). The primary solution of the system
(in the sense that it exists for any parameter set) is the linearly
polarized one, equation (3), and patterns arise as a consequence
of its destabilization.

The linearly polarized solution equation (3) is known to be
amultivalued function of the input field E for Ay > ﬁy [1,2].
Inits turn, the elliptically polarized solution equation (5) can be
also a multivalued function. For the particular case Ay = A
the multistability of that solution was analysed in detail in [5].
It will be of later relevance to know under which conditions
the polarization instability is subcritical and what implies the
coexistence, close below the instability point, of the stable
linearly polarized state (I; = 0) and an elliptically polarized
state (11 # 0).

For our purposes, especially relevant are the results
of [5] concerning the role played by y in the character
of the polarization instability. In particular it was shown
that the polarization instability can become subcritical for
y > 2 (the actual value depends on the detuning) whenever
Ao (= Ay) > 1. Making use of this knowledge we showed
later in [6] that bright cavity solitons can be excited in the
system associated with this subcritical bifurcation for large
cavity anisotropy. As we show next, the most outstanding
effect of letting Ag # A, is that the polarization instability
can become subcritical even for a cavity with equal losses for
the two field polarization components (y = 1). An example is
given in figure 1, where we take y = 1 and A} = 2. For Ag =
Ay = 2 (full curve in figure 1(a)), the polarization instability

S2

Figure 1. Intensity of the A, field component corresponding to the
homogeneous elliptically polarized solution as a function of the
input field E. The parameters are A = 1/4,8=3/2,y =1,

A; = 2 and several values of Ay: (a) Ag = 2 (full curve) and

Ay = 3 (dashed curve), (b) Ag = 5, and (¢) Ay = 6.

is supercritical and the intensity of the cross-polarized field
I} is a single-valued function of the input field E. For
Ao = 4 (dashed curve in figure 1(a)), the bifurcation remains
supercritical but /; becomes multivalued. Further increasing
Ay leads to a change in the character of the bifurcation. For
Ao =5 (figure 1(b)), the bifurcation is already subcritical and
an additional domain of multivaluedness associated with this
bifurcation appears. Further increasing Ay makes both the
multivalued domains increase and, especially, that the upper
‘S’ shifts to the left, even leading to the coexistence of five
solutions, as shown in figure 1(c) for Ay = 6.

It can be easily shown from equations (5) and (6) that the
polarization instability is subcritical when

OlC1 +BC2 — 16(A0 — Al)
>

a(B—1) ’ ©
a=4B— 1)+ (BA)?, (10)
C1=2[(Ag — A +y* =2y — 3]

+B(A? +4A0A| — SAL —5y? + 12y +9)

+B% (AT +4A% +4y? — 12y — 3)

—B (AT + AT+ 7 —4y), (11)
C, = 8(5A0 — 3A1)

—B[TA} + AJA; —8ATA)+32A0 — (9 — yH)A]

+B2[SAT — 12A0AT +2A A2 +8A¢ + 2y — 1)A]

—B A(AT —4AgA + AL+ y?). (12)

In figure 2 the boundary predicted by equation (9) is
represented for the particular case of liquids (4 = 1/4, B =
3/2). In figure 2(a) we take A} = Ag = A and the boundary
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Figure 2. Domains in which the homogeneous polarization
instability is subcritical or supercritical. In (@) Ao = A; = A and in
Dyy=1

is represented on the plane (A, y). There are two domains
where the polarization instability is subcritical: one for y > 2
and A > %, and another one for y < 0.06 and A > 0.7 ca [5].
In figure 2(b) we take y = 1 and represent the boundary in
the plane (Ap, A;). In this case the polarization instability is
subcritical also in two domains (for A; < 0 the instability is

always supercritical).

4. Stability analysis

As stated, the primary solution of the system is the linearly
polarized solution equation (3). Its stability analysis versus
perturbations of the form § A; (7, 1) = 8 A; exp (A t+ilz-7), with
r = (x, y), leads to a characteristic equation consisting of the
product of two second-order polynomials. The corresponding
eigenvalues read

ro=—y+ \/Ig — (Ao + k2 —21))’, (13)

2
A=—1+ \/<§10> — (A + k2 — AL, (14)

where k> = k - k. The eigenvalue Xy (13) is associated
with perturbations (SAO, BAS) and thus it does not lead to the
switching on of the field A;. It describes both the optical
bistability and the pattern forming instability of the Lugiato—
Lefever model [1]. The instabilities associated with Ay will be
called Kerr instabilities. In contrast the eigenvalue A (14) is
associated with perturbations (8A1, BAT) and thus describes
the switching on of the field A;, which entails a change
in the polarization state of the system. Accordingly the
instability associated with this eigenvalue is usually termed
the polarization instability. In order to make a clear exposition
of the bifurcations, we find it convenient to study separately
the self-focusing and self-defocusing cases.

4.1. Self-focusing case (n = +1)

Consider first Ag. The eigenvalue with the plus sign can
become positive. By derivating (13) with respect to k
one obtains that the most unstable mode, of transverse
wavenumberk = kg, is

kx = (2o — Ag) for

Ao < 2[0, (]5)

ki =0 for Ao > 21, (16)

and thus the bifurcation associated with A is pattern forming
(the most unstable mode has a finite wavenumber) for Ay <
21y, whereas it leads to optical bistability (the most unstable
mode is the one with k = 0) for Ay > 21j. The corresponding
instability thresholds are

Iyx =y for Ay <2y, (17
Ix =1 <2A0 — /AL - 3y2> for Ao >2y. (18)

Consider now A;, equation (14). In this case the most
unstable mode, of wavenumber k = kp, is

kp = (Aly — Ay) for Ay < Aly, (19)

k=0 for A, > Al (20)

and thus the bifurcation associated with A; is pattern forming
for A; < Aly, whereas it leads to the homogeneous elliptically
polarized solution for A; > Al (we term this last bifurcation
the homogeneous polarization instability). The instability
thresholds are

2 2
Ipp = B for A < é 21
(B—Z)A1+,/82Af+4(8—1)
lop =
2(B-1)
2
for A; > ?4 (22)

In order to illustrate which instability dominates the
destabilization of the homogeneous linearly polarized solution,
let us concentrate again on the particular case of liquids
(A=1/4,B = 3/2). Infigure 3 the relevant instability curves
are plotted in the plane [ versus detuning A;. The horizontal
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Figure 3. Stability analysis boundaries for n = +1 corresponding to
liquids (A = 1/4 and B = 3/2). The full (dashed) curve
corresponds to the polarization (Kerr) instability. In the horizontal
(tilted) domains the most unstable mode has a non-null (null)
wavenumber. The rest of the parameters are (@) y = 1 and Ay = Ay,
(b)yy =35and Ap=A;and(¢) y = 1and Ay = A, +8.

(tilted) portions of the curves correspond to the case in which
the most unstable mode has a non-null (null) wavenumber. In
figure 3(a) thecase y = 1and Ay = A isrepresented. Notice
that the Kerr instability always dominates the destabilization
of the linearly polarized homogeneous solution, since its
threshold is lower than that of the polarization instability.

In figure 3(b) we keep Ayg = A; but take y = 3.5. The
effect of increasing y is to shift upwards and rightwards the
Kerr instability lines. As a result the polarization instability
dominates for A; below a given value (easily obtainable from
the condition kp = kg). The domain in A; for which the
primary instability is the polarization one with kp = 0 (from
A = 1/3to 3.3 in the figure) is particularly relevant since, as
y is large, the polarization instability is subcritical in a part of
this domain (see figure 2(a)). The domain in detunings where
this occurs increases as y is increased.

Finally we consider the case of different detunings while
keeping y = 1. In figure 3(c) we have taken Ay = (A +8)!
and we see that the effect with respect to figure 3(a) is to
shift leftwards the Kerr instability lines. Similarly to the
case of large y, the result is that there is a domain where
the homogeneous polarization instability is responsible for the
destabilization (this does not occur for Ay smaller than A; or
for A negative since in this case the Kerr instability lines move
rightwards). Again, since A is large there is a domain in A,

' The relation Ag = § + A; (8 constant) exactly describes the case in which
an anisotropic plate, with principal axes aligned along the x and y directions
(parallel to Ay and to Ay, respectively) is inserted into the cavity. Here § is
proportional to the dephasing between the two fields, associated with their
crossing through the plate.
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for which the polarization instability with k = 0 is subcritical
(compare with figure 2(b)).

As a conclusion we see that in the self-focusing case the
polarization instability can precede the Kerr instability both for
large y and for large Ay. Importantly, in both these two limits,
within the domain of A; values for which the polarization
instability is to the homogeneous mode, the bifurcation turns
out to be subcritical if y or Ay is large enough. We will
come back to this important point since these facts suggest
the existence of bright cavity solitons.

4.2. Self-defocusing case (n = —1)

Following the same lines as in the previous subsection one
finds that the most unstable modes for the Kerr instability are

k2 = (Ag — 21p) for Ao > 21, (23)

ki =0 for Ay < 21, (24)

corresponding to a pattern forming instability for Ay > 21j.
The corresponding instability thresholds are

Iyx =y for Ag > 2y, (25)
Ik =3 <2A0 + /A3 - 3y2> for Ag <2y. (26)

In the case of the polarization instability the most unstable
mode is
kp = (A — Alp), for

Al > AI(), (27)

k=0 for Ay < Al (28)

and it is a pattern forming instability for A; > Aly. The
instability thresholds are

2
I()qp = E for A] > %, (29)
(6—2)A1+,/82A%+4(B— 1)
Iop =
2(B-1)
2A
for A < ? (30)

In figure 4 an analysis similar to that given in figure 3
is presented. Figure 4(a) (in which Ay = A}, and y = 1)
shows that the polarization instability is the relevant one for
Ag = A, < +/3 whilst the Kerr instability is for Ay = A} >
V3. The increase of y makes the Kerr instability play no
role, as can be seen in figure 4(b) for y = 3.5. Notice that
now, in contrast to the self-focusing case, the homogeneous
polarization instability is not subcritical (see figure 2(a)).
Finally, the increase of Ay in this self-defocusing case plays
the role opposite to the one it plays in the self-focusing case;
i.e., the Kerr instability is shifted leftwards and the polarization
instability is preceded by the Kerr one.
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Figure 4. As figure 3 but for n = —1.

5. Bright cavity solitons

The existence of a bright cavity soliton can be intuitively
understood as a consequence of the coexistence, in space, of
a stable homogeneous solution and a stable pattern (e.g. a roll
pattern for one transverse dimension or a hexagonal pattern
for two transverse dimensions). As a result of this bistability,
different regions of space can choose different solutions. If the
system remains in the homogeneous solution in a large region
of the transverse space except in a small region where it chooses
a cell of the patterned solution, a localized intensity peak will
be observed surrounded by ahomogeneous background. In our
case this possibility exists in the region where the elliptically
polarized solution and the linearly polarized solution coexist
(as occurs, e.g., when the polarization instability is subcritical)
whenever the elliptically polarized solution is modulationally
unstable. It is important to notice however that the absence
of coexistence between two homogeneous solutions does not
rule out the coexistence between a homogeneous solution and
a pattern, since the latter can also be born subcritically from a
pattern forming instability [8]. Nevertheless the coexistence
of homogeneous solutions is, a priori, a good situation for
the existence of bright solitons: the necessary condition is
that one of the solutions is unstable versus finite-wavenumber
perturbations.

Here we do not attempt to assess the stability of the
elliptically polarized solution in the subcritical domain, thus
characterizing all situations in which bright cavity solitons are
expected. The main aim of this section is to give evidence
that the previous reasonings are confirmed by numerical
simulations of the model (1), (2). In any case we have
numerically checked the stability of the elliptically polarized
solution for the parameter values used below and have found
that it is unstable for any value of E.

Figure 5. Intensity of the A, field component corresponding to a
single (full curve) and a double peak (dashed curve) soliton. The
parameters are A = 1/4,B=3/2,n =+1,y =1, Ao = 10,

Ay =2and E = 11.

5.0 13
450
I 412
= =
Lo 40+ =
= i =
350 1
| | | |
95 100 105 11.0 115 12.0

E

Figure 6. Dependence of the height (dots) and width (diamonds) of
the bright soliton for the same parameters as in figure 5.

From the previous sections we have learned that suitable
conditions for the existence of bright cavity solitons (these
conditions are (i) that the homogeneous polarization instability
rules the destabilization of the linearly polarized solution and
(ii) that this bifurcation is subcritical) are met only in the self-
focusing case and for large cavity anisotropy, y, or for large
injected field detuning, Ag.

The case of large y has already been treated in detail in [6],
both analytically in the limit y — oo, where a parametrically
driven, damped nonlinear Schrédinger equation was shown
to describe the bright cavity soliton dynamics of the system,
and numerically for y = 10. Here we consider the bright
cavity solitons appearing for large Ay. We have numerically
integrated our model equations in one transverse dimension
looking for localized structures in the case Ay = 10, A} =2
and y = 1. The numerical integration has been performed
with a split-step algorithm with 2048 spatial points. The
length of the integration window is 20. Figure 5 shows the
intensity /; of a soliton found for £ = 11 (below the subcritical
polarization instability, which occurs at E = Ep = 11.793 in
this case). Also shown (dashed curve) is a seemingly stable
bound state of two solitons. Figure 6 shows the peak intensity
(dots) and width (diamonds) of the soliton as a function of
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E. We note that the domain of existence of the soliton is
bounded from above by Ep (for E > Ep the linearly polarized
solution loses stability and the soliton zero background grows
and destabilizes) and from below, very approximately, by the
value where the homogeneous elliptically polarized solution
disappears through a turning point (similar to that shown in
figure 1(b)). We also note that the peak intensity is very
approximately twice the value of the corresponding (unstable)
homogeneous intensity, which is typical of bright solitons
associated with subcritical bifurcations, such as those found
in the parametrically driven, damped nonlinear Schrodinger
equation [6]. Thus we observe bright cavity solitons in a
region that very approximately coincides with the domain
where there is coexistence between the linearly polarized
solution (/; = 0) and the (modulationally unstable) elliptically
polarized solution.

6. Conclusions

In this paper we have analysed the two possible instabilities
(Kerr instability and polarization instability) of the linearly
polarized state of a vectorial Kerr cavity, pumped by a linearly
polarized coherent field. The general case of different losses
and detunings for the two linearly polarized intracavity fields,
parallel and orthogonal to the input field polarization, has
been considered. In particular, this analysis has led to the
identification of parameter domains where the polarization
instability leading to the spatially homogeneous elliptically
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polarized solution is subcritical. From the point of view
of the formation of bright cavity solitons these domains are
potentially interesting, and we have given evidence that such
localized structures exist in the case of equal losses (y = 1)
and large pump detuning Ag.
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Parametrically driven systems sustaining sech solitons are shown to support a new kind of localized
state. These structures are walls connecting two regions oscillating in antiphase that form in the
parameter domain where the sech soliton is unstable. Depending on the parameter set the oppositely
phased domains can be either spatially uniform or patterned. Both chiral (Bloch) and nonchiral (Ising)
walls are found, which bifurcate one into the other via an Ising-Bloch transition. While Ising walls are
at rest Bloch walls move and may display secondary bifurcations leading to chaotic wall motion.
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The periodic forcing of dissipative, dispersive nonlin-
ear systems may lead to the excitation of sustained waves
oscillating at half the driving frequency, a phenomenon
known as parametric resonance. One of its paradigms is
the excitation of surface waves in liquids vertically vi-
brated on horizontal plates. Apart from supplying energy
to the system, the periodic forcing breaks the continuous
time translation invariace of the undriven system down to
the discrete one t — t + 277/ wy, where wys denotes the
angular frequency of driving. Alternatively, in the ab-
sence of driving, the (damped) oscillations can have an
arbitrary phase, whereas forced waves see an external
clock and their phase tends to lock to it: the phase
invariance of the undriven oscillations is broken. In par-
ticular, when the frequency of oscillations is half that of
driving, as in parametric resonance, symmetry consider-
ations [1] allow one to conclude that there exist two
dynamically equivalent preferred phases differing by .
In spatially extended systems this equivalence allows the
antiphase oscillation of two neighboring regions (do-
mains), which appear separated by a so-called wall.
Two types of walls, namely, Ising and Bloch walls, exist
which differ in the way the phase of oscillations changes
across them: In an Ising wall the phase displays a discon-
tinuous 77 jump at a nonoscillating node, whereas in a
Bloch wall the phase angle rotates continuously through
7. Hence Bloch walls are chiral (have the symmetry of a
corkscrew) while Ising walls are not, and this has impor-
tant effects on the walls dynamics [1,2]. Ising and Bloch
walls may bifurcate one into the other via a nonequili-
brium Ising-Bloch transition [2,3], similar to the (equi-
librium) Ising-Bloch transition of ferromagnets.

Ising walls in the form of hyperbolic tangents (also
called kinks or dark solitons) have been observed in the
parametrically driven surface waves of liquids in shallow
channels [4] and in the parametric excitation of the upper
cutoff mode of a chain of coupled pendula [S]. A key
feature of both systems is that the sign of dispersion and
nonlinear frequency shift are opposite. On the contrary,
when they have the same sign, the localized structures
supported by parametrically driven systems are of a

164101-1 0031-9007/02/89(16)/164101(4)$20.00

PACS numbers: 05.45.Xt, 42.65.Tg, 47.35.4i, 75.60.Ch

different nature. Now solitons have the form of hyper-
bolic secants (also called solitary waves or bright soli-
tons) and have been observed in the parametrically driven
surface waves of liquids in deep channels [6] and in the
parametric excitation of the lower cutoff mode of a chain
of coupled pendula [7]. Both tanh and sech solitons are
well understood in the frame of nonlinear Schrodinger
models generalized by terms accounting for dissipation
and parametric drive [4,5,7,8]. In this Letter we show that
parametrically driven systems supporting sech solitons
may display domain walls as well. These new structures
are predicted to exist within the parameter region where
the soliton is unstable against spatially extended modes.

We consider a basic equation widely used for modeling
the parametric forcing of cutoff modes in one dimen-
sional systems,

du=yu* — (1 +i0)u+ (i +8)d2u+ (i — o)lul*u,
(1)

where u is the slowly varying complex envelope of oscil-
lations and u* is its complex conjugate. A typical scalar
variable h, e.g., the fluid surface displacement from pla-
narity, can be expressed in terms of u as h(x, ) =
Re[u(x, 1) exp(—iw,t/2)]. Equation (1) is adimensional
and contains four real parameters: (i) the driving strength
v, proportional to the amplitude of forcing; (ii) the de-
tuning @, proportional to the difference between w,/2
and the frequency of the cutoff mode; (iii) the wave-
number-dependent damping coefficient §; and (iv) the
nonlinear damping coefficient o. Parameters 6 and o
are non-negative, and 7 is taken as non-negative without
loss of generality. Note that the term yu® breaks the
continuous phase symmetry u — e/®u of the undriven
(y = 0) system down to the discrete one u — —u, so
that each state has a single equivalent one, of opposite
phase, as commented.

For 6 = 0 =0, Eq. (1) is a parametrically driven,
damped nonlinear Schrodinger (PDNLS) equation. It is
used to model parametrically excited surface waves in
long channels [8], parametrically driven chains of

© 2002 The American Physical Society 164101-1
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coupled pendula [7,9], parametric waves in plasma [10], [ ' o ' _
phase-sensitive amplification in optical systems [11], and 1F _
magnetization waves in parametrically pumped easy- - L -
plane ferromagnets [12]. It also governs the dynamics 0

[12] of parametrically driven, damped sine-Gordon sys-
tems [13].

The terms proportional to § and o in Eq. (1) are
considered here as a perturbation of the PDNLS equation.
They represent actual dissipation mechanisms [14,15],
although they are usually neglected in the studies
of parametric resonance. We keep these terms since
they have important effects on the solutions here ana-
lyzed [16].

Before reporting on the new states, let us briefly com-
ment on the known solutions to the PDNLS equation (6 =
o =0). (i) For 8 <0 the trivial state u = 0 becomes
unstable at v = 1 giving rise supercritically to roll sol-
utions [17]. (ii) For @ > 0 the trivial state undergoes a
subcritical bifurcation at y = y, = V1 + 62, leading to a
sech soliton for 1 <y <1y, [8,9,12]. For y > vy, the
soliton is destabilized since the trivial state (to which
the solitons asymptotically tends) is unstable and spa-
tially extended modes are amplified. In this region
(y > v and 6 > 0), stable roll solutions u,(x) =

+el%(py + py cosk x) with  cos2¢g = v~ !, p2

30/5++y? =1, p7 =460/15, and k2 = 0 + 2\/y* —

exist [18]. Note that 1,1 (x) is not symmetric with respect
to u = 0 because of the bias term py. We argue that, given
the broken phase invariance of Eq. (1), stable walls join-
ing the two (%) roll states should exist for y > vy, and
0 > 0. Clearly, different to the usual ( tanh) domain walls,
these new solutions should connect two patterned states.

In order to determine the nature of the sought walls we
introduce a chirality parameter y = Im[u*(x;)0,u(xg)],
where x, is the position of the wall core (where |u| is
closest to zero). For Ising (Bloch) walls y =0 (y # 0).
Since Eq. (1) is invariant under spatial translations (x —
x + x') and spatial reflections (x — —x), if a Bloch wall
u, = ug(x — xq, t) exists with chirality y; another Bloch
wall u, = ug(xy — x, 1) also exists and has chirality y, =
—x:1- This is important since a generic property of do-
main walls (at least of the tanh type) in nongradient
systems—such as Eq. (1)—is that they move with a
velocity proportional to their chirality [2], so that Bloch
walls with opposite chiralities should move in opposite
directions, and Ising walls (y = 0) should be at rest.

We show next the results of our numerical study of
Eq. (1) [19]. Since periodic boundary conditions were
used, not one but two domain walls had to be excited.
Nevertheless, the chosen integrating window length L
allowed both walls to be separated enough so that there
was no interaction between the two walls [20].

Bloch walls in the PDNLS equation.—For 6 = 0 =0
only Bloch walls are found, of which Fig. 1 (upper row) is
an example. The domain wall nature of this structure is
evident in Fig. 1(a) where Re(u) is shown to consist of two

164101-2

0:5_‘ /w— ]

FIG. 1. Upper (lower) row corresponds to a Bloch (Ising)
wall. Parameters are v =2.0, 6 =0.8, o =6 =0 for the
Bloch wall, and y = 1.25, § = 0.1, § = 0, o = 0.01 for the
Ising wall.

rolls with opposite signs (phases) joined by a wall. The
fact that these are Bloch walls is evident in Fig. 1(b)
where u is seen to be different from zero everywhere, so
that its phase varies smoothly from one roll to the other.
As expected these Bloch walls move although their mo-
tion is not “’clean’: walls are usually wandering around a
fixed location in an irregular way. These walls exist
within region B of Fig. 2(a). Region B is bounded from
below by the line y = vy, (below this line walls destabi-
lize leading to chains of bright solitons in a way similar
to [18]) and from above. As the upper boundary is ap-
proached from region B the spatial modulations next to
the wall, see Fig. 1(a), increase and approach the complex
zero. At the boundary these deep modulations become so
close to the complex zero that new defects are nucleated.
The above mechanism affects in turn each of the new
defects and propagates across the entire pattern, eventu-
ally leading to a weakly turbulent, unbiased roll pattern.

Ising and Bloch walls in the perturbed PDNLS equa-
tion—The effects of a nonzero & or a non-null ¢ in
Eq. (1) are similar and fourfold: (i) the region of existence
of domain walls is enlarged; (ii) the spatially uniform
solutions (always unstable in the PDNLS equation [18])
stabilize within some parameter region and usual domain
walls connecting spatially homogeneous states are ex-
cited, besides the spatially modulated domain walls;
(iii) besides the Bloch walls reported above, Ising walls
also exist and bifurcate into Bloch walls via an Ising-
Bloch transition; and (iv) Bloch walls display secondary
instabilities affecting their motion, eventually leading to
chaotic behavior.

Figure 2 summarizes points (i)—(iii) above by showing
the domains of existence of Ising and Bloch walls on the

164101-2
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FIG. 2. Numerically determined existence regions of Ising (I)
and Bloch (B) walls. (a) corresponds to the PDNLS equation
(c0=0=0).(b) 6=0.01, c=0. (c) 6 =0, 0 =0.01. The
nontrivial homogeneous state is stable above the dashed line
and the trivial state ¥ = 0 is unstable above line 7y,, only
indicated in (c).

plane y — 6 for {6 = 0.01, o = 0}, Fig. 2(b), and {§ =
0, o = 0.01}, Fig. 2(c). The line that separates regions /
from B corresponds to the Ising-Bloch transition. Outside
regions [/ and B walls destabilize through the same
mechanisms described above for the PDNLS equation.
Also depicted (dashed line) is the stability boundary of
the spatially homogeneous states as predicted by their
linear stability analysis: to the left of the dashed line
the homogeneous steady states are stable and can form
domain walls, which can be of either Ising or Bloch type.
To the right of the dashed line the homogeneous states
destabilize towards roll solutions similar to u,,; and
domain walls (of Ising or Bloch character) similar to
those found in the PDNLS equation form. An example
of an Ising wall connecting two spatially homogeneous
states is shown in the bottom row in Fig. 1. We have
checked that by increasing the values of o and 6 (keeping
them small) the region where domain walls exist is en-
larged, as well as the region where Ising walls are found.

164101-3

In Fig. 3 we show a typical bifurcation diagram ob-
tained for {y = 1.3, 8 = 0, 0 = 0.01}. By increasing 6
from the Ising region the Ising-Bloch transition occurs
at & = 0.134 where the Ising wall (at rest) bifurcates into
two Bloch walls of opposite chirality that move with
opposite velocities. Which one of the two Bloch walls is
excited is selected by numerical noise. One can also force
the direction of motion by giving a small chirality y, to
the wall as an initial condition, the sign of y( controlling
the direction of the drift. At # = 0.185 a secondary
bifurcation takes place, Fig. 3, where a new, oscillatory
motion is superimposed to the already constant drift of
the walls; see Fig. 4(a). Figure 4(b) displays a projection
onto the plane y — v of the attractor associated to
Fig. 4(a) showing a clear correlation between these two
quantities even under oscillatory motion. Also shown in
Fig. 4(b) is the symmetric attractor corresponding to the
oppositely moving wall, with an accordingly opposite
chirality. Finally, by further increasing 6 oscillations
become more and more pronounced, Fig. 3, until the
velocity minima become virtually zero. In this situation
the two symmetric attractors [analogous to those in
Fig. 4(b)] glue and merge, the wall dynamics alternates
between these two lobes, Fig. 4(c), and a single chaotic
attractor is formed, Fig. 4(d).

We finally note that other scenarios, related to the one
reported here, have also been found and will be reported
elsewhere since they are not essential to our findings. We
just remark that when diffusion is considered (6 # 0) the
bifurcation diagram is similar to the one found in the
anisotropic XY model of statistical physics weakly per-
turbed by nongradient terms [1].

In conclusion we have shown that parametrically
driven systems exhibiting sech solitons can also support
tanh-like states in the high parametric gain region where
the sech solitons are unstable. This new solution is a

[T [ ' I o
..
4 — o’ —
N@ | '0..._
o 0 ° ®
p—
4 °. —
[ J
— . —
! | | | ®
0.15 0.20

FIG. 3. Wall velocity (v) as a function of detuning () for y =
1.3, 6 =0, 0 = 0.01. The curve is a parabolic fit.
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FIG. 4. Evolution of the wall location (left column) and
attractor’s projection onto the plane velocity vs chirality (right
column). Parameters as in Fig. 3 with 6 = 0.2 (a),(b) and § =
0.25 (¢),(d).

domain wall connecting two oppositely phased states,
both spatially homogeneous or patterned, which exhibits
an Ising-Bloch transition. Bloch walls move and exhibit
secondary bifurcations eventually leading to chaotic mo-
tion. A clear relation between the chirality associated to
the wall core and the velocity of the whole pattern has
been reported which means that the global dynamics of
the pattern is controlled by the local properties of the core
of the defect. Long channels of deep liquid and chains of
coupled pendula parametrically forced at twice the fre-
quency of the fundamental cross mode and the lower
cutoff mode, respectively, could be ideal systems to test
the phenomena reported here.
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Abstract

Domain walls in type I degenerate optical parametric oscillators are
numerically investigated. Both steady Ising and moving Bloch walls are
found, bifurcating one into another through a nonequilibrium Ising—Bloch
transition. Bloch walls are found that connect either homogeneous or roll
planforms. Secondary bifurcations affecting Bloch wall movement are
characterized that lead to a transition from a steady drift state to a temporal
chaotic movement as the system is moved far from the primary Ising—Bloch
bifurcation. Two kinds of routes to chaos are found, both involving tori: the

usual Ruelle-Takens and an intermittent scenario.

Keywords: Ising—Bloch transition, domain walls, dissipative structures,

parametric oscillation

1. Introduction

Nonlinear optical systems with broken phase symmetry and
high Fresnel number have a tendency to emit light beams whose
transverse section displays uniformly illuminated domains
(usually spatially homogeneous) separated by dark lines, the
so-called domain walls (DWs). These structures are also
commonplace in self-oscillatory chemical reactors (like some
variants of the BZ reaction) forced at a 2:1 resonance, and
in weakly damped nonlinear mechanical systems (chains of
coupled pendula, or fluids) when parametrically forced. In
both cases, sustained waves appear that oscillate at half the
driving frequency. Anoptical analogue of this is the degenerate
optical parametric oscillator (DOPO): a x @ cavity is driven
by a coherent light field of frequency 2w and the system starts
to oscillate (above a certain threshold) at the subharmonic
frequency w.

Examples of DWs have been predicted to occur in the
last few years in several nonlinear optical resonators, such
as DOPOs [1-5], vectorial Kerr cavities [6, 7] and type II
second harmonic generation [8] and, importantly, they have
also been experimentally realized in parametric mixing [9].
Related phenomena have also been reported in nascent optical
bistability [10], in which case domains of low and high light
intensity are separated (or better, joined) by a switching front,

1464-4266/04/050361+08$30.00 © 2004 IOP Publishing Ltd Printed in the UK

and in single feedback mirror experiments in the presence of
anintrinsic polarization instability [11], where domain patterns
are observed.

Usually a DW asymptotically joins two homogeneous
states, u. In the simplest, most usual case, u4 have the same
amplitude and opposite phase, i.e. u, = —u_, corresponding
to two antisymmetric fixed points in the complex plane
(Reu, Imu). In this representation, a trajectory connecting
the two domains can follow two paths, corresponding to two
different types of walls: either crossing the complex zero (Ising
wall) or surrounding it (Bloch wall). In terms of the phase, in
an Ising wall there is a discontinuous variation of the field
phase across the wall, whereas in a Bloch wall the phase angle
rotates through 7 across the wall. This is a crucial difference
between Ising and Bloch walls as it implies that the latter are
chiral while the former are not. The chirality measures the
direction and magnitude of the rotation of the phase angle at
the wall core and, as two directions of rotation of the phase
angle can in principle be expected, Bloch walls of positive and
negative chirality can exist. Alternatively, in an Ising wall the
field intensity vanishes at its core, whilst it is minimum, but
not zero, in a Bloch wall. That is the reason why in nonlinear
optics Ising and Bloch walls are sometimes referred to as dark
and grey solitons, respectively.

In nonequilibrium systems, Ising walls bifurcate into
Bloch walls by varying a parameter of the system, the

S361



1 Pérez-Arjona et al

bifurcation point corresponding to the nonequilibrium Ising—
Bloch transition [12] (NIB in the following). In systems
showing this behaviour, the chirality behaves as an order
parameter, and can be described, in principle, by a nonlinear
evolution equation: the NIB transition is then related to
a bifurcation of the chirality parameter [13]. Importantly,
in gradient systems (those whose dynamics derives from a
potential), both Ising and Bloch walls are at rest. This is a
consequence of the equivalence between the states connected
by the wall, characterized by the same free energy. However,
in nongradient systems, such as the DOPO, a generic property
of Bloch walls is that they move with a velocity proportional to
(or related to) their chirality, while Ising walls are at rest [13].

The NIB transition has been found in systems of very
different nature, such as nematic liquid crystals [14], and
reaction—diffusion systems [15]. In the context of nonlinear
optics, it has been found in type Il optical parametric oscillators
when cavity birefringence and/or mirror dichroism are taken
into account [6], and in type II second harmonic generation [8].
It has also been studied in universal equations describing
nonlinear optical cavities in some limiting cases, as is the case
of the parametrically driven Ginzburg—Landau equation [16]
and the parametrically driven nonlinear Schrodinger (PDNLS)
equation [17]. In [8], a universal criterion for evaluating
the NIB transition boundary in a wide variety of nongradient
systems was proposed.

The results obtained in [ 17] are particularly relevant for the
present work. Whilstitis well known that the PDNLS equation
with self-defocusing nonlinearity exhibits domain walls (tanh
solitons) [18], it was not known until recently [17] that domain
walls are also solutions of this equation when the nonlinearity
is self-focusing (in which case the basic solitonic structure is a
sech). This fact makes possible that the same nonlinear system
exhibits both bright and dark solitons in adjacent regions of the
parameter space, as bright solitons are stable solutions of the
PDNLS equation [19]. Moreover, in [17] it was shown that
an NIB transition occurs in this equation. It is to be remarked
that the DWs found in the self-focusing PDNLS equation can
connect not only homogeneous states, as usual domain walls
do, but also patterned states. As that equation has been derived
in nonlinear optics for a number of systems (in particular for
DOPOs with large pump detuning [1], vectorial Kerr cavities
with large cavity anisotropy [7], and fibre rings with phase-
sensitive amplification [20]), the results presented in [ 17] imply
that these systems should exhibit domain walls and a NIB
transition in some parameter range.

In this paper we show numerically that the Ising walls
previously studied in the type I DOPO can experience the NIB
transition for positive signal detuning. Remarkably, we show
that this occurs in a parameter domain for which the PDNLS
equation, which was derived for large pump detuning [1],
cannot be applied. The moving Bloch fronts that appear
beyond the NIB bifurcation connect two homogeneous states
with opposite phase, and exist in a finite parameter region.
By varying a control parameter (e.g., the signal detuning) the
homogeneous solutions connected by the Bloch wall become
modulationally unstable and are replaced by rolls. These new
domain walls exhibit a very rich dynamic behaviour that we
analyse in detail. We would like to mention that some of
the results presented here have been previously found by Le
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Berre et al [4] in a propagation model for DOPO. In particular,
they pointed out that DWs exist in the DOPO also for positive
signal detuning, that these domain walls can connect patterned
states, and it was also speculated by the authors that the system
could exhibit a NIB transition. The main goals of the present
work are to characterize the NIB transition in DOPOs and to
describe in detail the nonlinear dynamics of the Bloch walls.
Our study, being specific to the DOPO model, finds however a
qualitative parallelism with our previous work on the PDNLS
equation [17]; we thus conjecture that our findings should be
applicable to other systems.

2. Model, homogeneous solutions and their stability

The standard, mean-field model for a type I DOPO reads [21]

dAg

a7 =10 [-(1+iAg) (Ag — E) — AT +iagV? Ao, (D)

% =y [~ +iADA; + AAT +ia VA ], Q)
where A, are the slowly varying envelopes of the intracavity
pump (n = 0) and signal (n = 1) fields, y,, A, and a,
their corresponding cavity decay rates, detuning and diffraction
coefficients, and E is the amplitude of the injected pump,
which in general may depend on transverse coordinates. The
phase-matching condition imposes that ypap = 2yja;. In
this paper we shall consider the 1D limit of equation (1).
This situation corresponds, for example, to a slab waveguide
configuration for the resonator, in which the fields are confined
in one direction of the transverse plane, say Y, the diffraction
acting only in the X direction, and then V? = 32/3X2.
In the following we shall concentrate on the particular case
¥o = y1 = y (hence a; = 2ay), and use normalized time
t = yT and space x = X/,/a;. Moreover, throughout this
paper we shall assume that the two fields oscillate within the
same cavity and then we shall keep the relation Ay = 2A;
fixed.

For a spatially uniform injected pump, equations (1)
and (2) admit two homogeneous solutions. The trivial solution
{Ap = E, A = 0} exists for all parameter sets, while the
‘lasing’ solution

A1 = AgA — 1 £/ E2(1 + A2) — (Ag + A))?,
1 0A] \/ 0 0 1 3)
|Agl> = 1+ A7,

that corresponds to the subharmonic (signal) generation,
requires a threshold pump. The bifurcation from the trivial

solution to the lasing solution (3) occurs at £ = /1 + A%; it

is subcritical (and then the lasing solution can coexist with the
stable trivial state) when AgA; > 1, and is supercritical in
the opposite case [22]. For positive A; (which is the case we
consider throughout the paper) this is the only bifurcation that
affects the trivial state. Note that the discrete phase symmetry
A; — —A; supported by equations (1) and (2) makes two
equivalent solutions of equal intensity but opposite phase exist
that are dynamically equivalent, and this opens the possibility
of exciting DWs connecting them. For negative A; (a case we
do not discuss here) a pattern forming instability affecting the
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Figure 1. Bifurcation diagram in the parameter space pump
amplitude (E) versus signal detuning (A;). The different curves
denote the following. (a) The location of the turning point of the
homogeneous, ‘lasing’ solution; in (b) the trivial solution losses its
stability; in (c) the homogeneous solution (that is stable to the left of
this line and unstable to the right) suffers a modulational instability
that gives rise to the appearance of patterns; finally, curve

(d) denotes the location of the Ising—Bloch transition. The region
denoted by BS corresponds to the bistability domain where bright
solitons can be excited.

trivial state occurs at E = 1 [21], leading to the appearance of
roll patterns [21, 23].

The stability of the lasing solution (3) against space-
dependent perturbations has also been investigated [1, 3].
A linear stability analysis predicts that a pattern forming
instability of the homogeneous state occurs for pump values
below a critical value or, alternatively, above a critical detuning
value. The analytical expressions are rather involved, but
the instability threshold can be found in particular cases
numerically. In figure 1 we represent the domain of
existence of the different solutions in the plane (A, E). The
homogeneous solution exists above curve (a), being stable to
the left of the dashed curve (c) and unstable versus the roll
pattern to the right of curve (c). The roll pattern appearing in
this region has a dc component, in contrast with the roll pattern
appearing for negative detuning, which has no dc component
and thus its visibility equals unity. In the region marked as
BS, between curves (a) and (b), the trivial and homogeneous
solutions coexist, but as the latter is modulationally unstable,
in this region bright cavity solitons are formed [1, 25].

3. Nonequilibrium Ising—-Bloch transition

In this section we report the results of our numerical study
of the DW dynamics. We integrated equations (1) and (2)
numerically, making use of a split-step algorithm with periodic
boundary conditions. Spatial grids from 1024 to 8192 points
were used in order to check convergence. The results reported
here were obtained with an integrating window length L = 316
(other values were also used), and the temporal step was
lowered up to 8¢ = 1072 in order to yield §t-independent
results. We considered two cases for the pump amplitude
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Figure 2. Parametric representation of (a) an Ising and (b) a Bloch
wall, computed numerically from equation (1) with £ = 3 and
(a) Ay =1.2,and (b) A = 1.5.

profile E corresponding to (i) an infinitely extended plane-
wave field and (ii) a flat but spatially limited field, flat in order
to avoid any gradient effect on the DW dynamics. For this last
case we chose

E = Egexp[— (x/Ax)®], 4

with Ax = 0.45L, which is top-hat like: it is flat around
x = 0 and null close to the border of the integration region
(x = £L/2). This supergaussian profile is used only with
the purpose of simulating a flat and finite pump, and that is
not essential for the results here reported. In fact very similar
results, differing mainly in minor quantitative details, are found
in the two studied cases, thus demonstrating the robustness of
the reported behaviour.

We first report the results obtained for a top-hat pump.
A wall connecting the two homogeneous oppositely phased
states was excited by using an appropriate initial condition.
The two kinds of walls, Ising and Bloch, were found at
different parameter values. Whilst the intensity trace | A (x)|?
of the walls formed in the subharmonic field does not allow
us to distinguish clearly between Ising and Bloch walls—
due to the very small value of the intensity at the core of the
wall—the different nature of the walls can however be clearly
appreciated in a parametric representation (Re Aj, Im A;) of
these interfaces. In figure 2 the parametric representations
of both an Ising wall, figure 2(a), obtained for Ey = 3 and
A = 1.2, and a Bloch wall, figure 2(b), obtained for £y = 3
and Ay = 1.5, are shown. The NIB transition, numerically
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Figure 3. Intensity profile of the signal field, | A, |?, as a function of

the normalized position x /L for E = 3 and A; = 1.2. An Ising wall
appears at the centre.

computed from equations (1) and (2), is plotted in figure 1,
curve (d).

The NIB transition can be clearly identified as a
bifurcation of a chirality parameter defined as [17]

x = Im[AT (x0) 3: A1 (x0)], ©)

where x( is the position of the wall core, i.e. where |A;] is
closest to zero. Notice that if we use a polar decomposition
of Aj(x) as Ai(x) = [|Ai(x)|expligi(x)], then x =
| A1 (x0)]?8,¢1 (x0). Thus this quantity is sensitive to both the
sense and magnitude of the rotation of the phase angle at the
wall, 3,¢; (xo), and to the intensity at the wall core, |A;(xo)]|>.
Consequently x = OforIsing wallsand x # O for Bloch walls,
and the NIB can be understood as a pitchfork bifurcation of
the chirality parameter.

As equations (1) and (2) are invariant under spatial
translations (x — x + x’) and spatial reflections (x — —x),
if a Bloch wall A(ll) = Ag(x — xo, t) exists with chirality x;
another Bloch wall Aiz) = Ag(xyp — x, t) also exists and has
chirality x, = —x;. This is important, as a generic property
of domain walls in nongradient systems (at least for domain
walls of the tanh type) is that they move with a velocity which
is proportional to their chirality [13], so that Bloch walls with
opposite chiralities move in opposite directions, and Ising walls
(x = 0) are at rest.

In figure 3 the signal field intensity | A (x)|? is shown for
the same set of parameters as in figure 2(a), and the Ising wall
is clearly appreciated in the centre of the illuminated region,
where it remains at rest indefinitely. In figure 4(a) a similar
representation for the same parameters as in figure 2(b), that is,
for a Bloch wall, is shown. In this case the position of the wall
varies with time, as can be seen in figure 4(b), which displays
the time evolution of the wall position: in contrast to the Ising
wall, the Bloch wall drifts at a velocity v (that depends on the
parameter values) until it reaches the boundary of the pumped
area, where it remains locked.

Let us notice that, in the wall neighbourhood, the
intensity profile of the signal field shows spatial oscillations
that decay exponentially to the homogeneous state given
by (3); see figures 3 and 4. These spatial modulations
appear in the parametric representation as a spiralling of
the heteroclinic trajectory around the stable fixed points
representing the homogeneous stable solutions; see figure 2.
These modulations have a characteristic wavenumber that can
be predicted by a spatial stability analysis [24], and are typical
of diffraction-supported fronts. These modulations play an
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Figure 4. (a) As in figure 3 but for E = 3 and A; = 1.5 showing a
Bloch wall. (b) Time evolution of the pattern. The pattern in (a)
corresponds to ¢ = 400 in the time evolution shown in (b).

important role in the stabilization of the walls, and allow for
the existence of bounded states [24]. The number of orbits in
the parametric representation increases when approaching the
pattern forming instability boundary, curve (c) in figure 1.

4. Nonlinear dynamics of the Bloch wall

We consider next the dynamical properties of Bloch walls.
First we consider the case of the top-hat pump profile of
equation (4), and then we consider the case of plane-wave
pumping. In both cases, a typical route is reported, as obtained
for E = 3, and the signal detuning A; is left as the control
parameter.

4.1. Pump field with finite transverse extension

The Ising wall represented in figure 3 (also in figure 2(a)),
corresponding to Ay = 1.2, suffers instabilities at its core by
increasing A;. For the selected pump value, the NIB transition
is found at A; = 1.362. At this point the value of the intensity
at the dip becomes different from zero, although it has an
extremely small value, and the wall starts to move with a
constant drift, as shown in figure 4 for A} = 1.5. We note
that the drift velocity of the wall is not exactly constant as it
oscillates slightly with a very low frequency. We shall return
to this point in the next section.

For detuning values larger than A; = 1.73, the
homogeneous solution (3) becomes modulationally unstable,
see figure 1, and each of the two domains connected by the wall
develop extended spatial oscillations. Bloch walls still exist in
this parameter region but now they connect two patterned states
instead of two homogeneous solutions [4]. This type of domain
wall was already found in the PDNLS [17]. An example of
the intensity profile of a wall affected by the modulational
instability is shown in figure 5, corresponding to A; = 2.01.
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Figure 5. As in figure 4 but for E = 3 and A| = 2.

For this value of the detuning, after a transient the wall moves
at nearly constant velocity until it reaches the border of the
illuminated region, where it remains locked, see figure 5(b),
similarly to the case of figure 4(b). Notice however that now
the wall is bounced from the border of the illuminated region
before it locks to it. On further increasing the detuning, the
Bloch wall keeps existing, but it exhibits an erratic motion until
finally it is also locked to the boundary. This ‘chaotic’ motion
of the Bloch walls is observed for A; > 2.03.

We see that with a pump of finite extension, the dynamics
of the domain walls is always transient as Bloch walls get
eventually locked to the boundary of the illuminated region.
Then, in order to quantitatively analyse the temporal dynamics
of Bloch walls, itis necessary to consider an infinitely extended
plane-wave pump in order to avoid the influence of boundary
effects. This is done in the next subsection.

4.2. Infinitely extended pump field

For periodic boundary conditions and uniform pump, an even
number of DWs had to be excited. In our simulations, two
DWs were initially created. Consequently, care had to be taken
that the two DWs did not interact, as the dynamics of a single
DW was to be studied. This was done by checking that the
two domain walls were far apart from each other and that they
did not approach significantly during the numerical run. We
analysed the temporal series of both the chirality and velocity
of DWs. In figure 6 the dependence of both quantities on the
detuning A; are shown for a pump value £ = 3. Next we
analyse this bifurcation diagram in detail.

The NIB occurs at A} = 1.362, as in the case of spatially
limited pump, and at this point both the chirality and velocity
of the wall become non-null through a pitchfork bifurcation.
Nevertheless, for detunings slightly below this value there

10 A

¢ NG
0 1 L L 1 L L 1 1 L L ]
1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 22

A

Figure 6. Bifurcation diagram for the chirality (a) and velocity (b)
of the wall as a function of detuning for £ = 3. I denotes the region
of existence of Ising walls and B the region of existence of Bloch
walls with constant velocity. In P the motion of Bloch walls is
periodic (quasiperiodic in T and T2, and chaotic in C) and the
maximum and minimum value of the chirality and velocity are
represented. The inset diagram show the dynamics in the grey
region, where Int corresponds to the intermittent route to chaos and
the symbol (?) marks the detuning where the dynamics of a single
wall cannot be tracked (see the text).
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Figure 7. Chirality spectrum for the time series corresponding to
E =3,A, =1.361(a)and A = 1.365 (b).

0.0E+0

appears some subtle dynamics, as anticipated. For a detuning
of A = 1.361 we have observed that the position of the DW
oscillates in time, with null mean displacement and a very
small amplitude in the oscillations (of the order of a fraction
of a pixel—the determination of the intensity minimum was
done through a three-point parabolic fit). In figure 7(a) the
power spectrum of the chirality time series corresponding to
this case is shown. The frequency of the oscillation is so small
(f = 1.793 x 10™*) that runs with a duration At = 2!8
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Figure 8. Chirality spectrum for the time series corresponding to
E=3,A =186(a), A; =1.93(b)and A; = 1.99 (c); these
correspond to regions P, T, and T? in the inset in figure 6.

(more than 26 million time steps) had to be considered in
order to have 47 oscillations. Given the tiny value of the
fundamental frequency, power spectra were obtained after
sampling every time unit. In figure 7(b) the power spectrum
corresponding to a detuning A; = 1.365, that is beyond the
NIB transition, is shown. The fundamental frequency in the
spectrum is larger than that in figure 7(a) and, remarkably, the
dynamics is richer as higher order harmonics appear. In the
range of detunings 1.362 < A; < 1.85, the movement of the
wall is practically steady, but for these very low frequency,
smallest amplitude, oscillations; that is, for constant detuning
the velocity is very nearly constant, its value increasing with the
detuning, as can be seen in figure 6. Unfortunately, as the NIB
transition is crossed, it is no longer possible to track the low
frequency dynamics, as new oscillatory bifurcations involving
much higher frequencies develop. Thus, up to A; = 1.85, the
velocity of the Bloch wall is not constant, but the frequency of
the oscillation, as well as its amplitude, is so small that one can
consider it as practically constant. In the following we neglect
this low frequency dynamics.

At A = 1.85 there is a clear Hopf bifurcation at which the
velocity is no longer constant, but begins to oscillate in time (in
figure 6 we plot both the maximum and minimum values of the
velocity and chirality in this oscillatory regime). In figure 8(a)
the spectrum corresponding to that clear periodic motion is
shown. Let us remark that the frequency of these oscillations
is larger, by a factor greater than 350, than the low frequency
oscillations commented on above.
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It is most interesting to notice that this Hopf bifurcation
occurs at exactly the same detuning value at which the
homogeneous solution of the system becomes modulationally
unstable, curve (c) in figure 1. This does not seem to be
accidental or specific to this system, as we have observed the
same phenomenon in the PDNLS equation [17, 26]. Then
it seems that the appearance of a Hopf bifurcation in the
movement of the Bloch wall is forced by the modulational
instability that the homogeneous solution undergoes. Up
to some extent this fact can be understood intuitively. The
appearance of a pattern on the background where the domain
wall exists necessarily influences the movement of the domain
wall, as the displacement of the wall forces local changes in
the spatial frequency of the pattern. In their turn, these local
readjustments in the pattern shape modify the velocity of the
Bloch wall. This is consistent with the fact that the oscillations
developed by the wall velocity increase their amplitude as the
detuning is increased, as occurs with the modulation of the roll
pattern on which the wall is ‘written’.

Further increasing the detuning leads to the appearance of
new frequencies in the spectrum. At A; = 1.93, a new and
incommensurate frequency appears, see figure 8(b), reflecting
the fact that the movement of the wall is now quasiperiodic.
At A} = 1.95, there still appears a third new incommensurate
frequency, and then the movement of the wall corresponds
to a 3-torus dynamics; see figure 8(c). This quasiperiodic
dynamics remains up to A} = 2.014. In figure 9 we represent
a projection of the attractor on the (v, x) plane for a periodic
and a quasiperiodic behaviour; see the caption. Notice in
figure 6(a) that at A; =~ 1.96, the minimum value of the
chirality becomes negative, although the velocity remains
positive along all the depicted lines (see also figure 9(b)). This
means that, under oscillatory dynamics, there is no longer a
direct relation between the sign and magnitude of the chirality
and those of the velocity.

We find it important to emphasize that the observed
dynamics is due to the existence of a DW: we have checked
that the roll pattern existing for A; > 1.73 is always steady for
E = 3. Then, the secondary bifurcations affecting the Bloch
wall movement are not induced by any temporal dynamics of
the pattern, but have to be attributed to the interplay between
the change in the wall velocity with detuning, on the one side,
and the changes in the spatial frequency and modulation of the
roll pattern, on the other side.

For detuning values within therange 2.014 < A} < 2.017
(within the shaded area depicted in figure 6) the dynamic
behaviour of the wall cannot be tracked, as the two excited
walls always coalesce into a single structure (a cavity soliton).
Although we tried to avoid this fact by changing the initial
conditions (more specifically, the initial chirality value of the
two walls) we have not been able to isolate the dynamics of a
single structure in this smallest domain of detunings.

Further, at A; = 2.017, there appears a new qualitative
change in the dynamics of the Bloch wall: the time evolution
of the chirality (or the velocity) is again periodic, but now
the dynamics corresponds to an attractor different from the
one shown in figure 9, as can be seen in figure 10(a). This
new attractor is two sided, that is, the orbit on the (v, x) plane
surrounds alternatively the two unstable symmetric fixed points
differing in sign of the chirality and the velocity. As in the
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Figure 9. Attractor projection on the (v, x) plane for (a) E = 3 and
Ay = 1.86 (periodic attractor) and (b) E = 3 and A; = 1.99
(quasiperiodic attractor).

previous case, this periodic attractor transforms into a chaotic
one, figure 10(b), after a series of bifurcations involving tori;
see figure 11. However, in this case the route to chaos is
quite unusual: by increasing the detuning, this motion remains
periodic until A; = 2.0250, then at A; = 2.0251 the motion
becomes quasiperiodic and at A; = 2.0252 an intermittent
route to chaos (built on the torus) is initiated. Close to this
border laminar phases are very long, and they become shorter
as we move from the bifurcation, as usual. An example of
this intermittent behaviour is shown in figure 12, where a
series of chirality extrema is depicted. We have not tried to
characterize this highly complicated behaviour and just note
that the same type of intermittencies were found by some of us
inlaser models [27,28]. On furtherincreasing the detuning, the
laminar phases become progressively shorter until eventually
they disappear (at some detuning value between 2.035 and
2.039), the wall motion becoming chaotic. For still larger
values of the detuning, the dynamics of the wall remains
chaotic until curve (b) in figure 1 is crossed, as at this point
the pattern is no longer stable, and bright (sech type) solitons
appear after a transient.
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Figure 10. Attractor projection on the (v, x) plane for (a) E = 3
and A; = 2.02 (periodic two-sided attractor) and (b) £ = 3 and
Ay = 2.04 (chaotic attractor); these correspond to regions P and C
in the inset in figure 6.

5. Conclusions

We have presented numerical evidence of the existence of a
nonequilibrium Ising—Bloch transition in a type | DOPO model
with one transverse dimension. Bloch walls have been found
in two different forms, either connecting homogeneous states,
which are the usual ones, or connecting modulated states, a
kind of domain wall already found in the propagation model for
DOPO [4], and in the parametrically driven, damped nonlinear
Schrodinger equation [17].

Bloch walls move, and their movement undergoes
complicated secondary bifurcations, eventually leading to
chaotic motion involving quasiperiodicity. Two routes to chaos
have been described: a usual quasiperiodic (Ruelle-Takens)
scenario and an unusual quasiperiodic intermittency. We have
seen that the nonlinear dynamics of the wall movement is
related to the appearance of a modulational instability on the
pattern on which the domain wall is written. Let us remark
that although the NIB transition in DOPO has been reported
for the particular case Ay = 2A;, we have observed similar
phenomena for different sets of detuning values. In fact, for
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Figure 11. Chirality spectrum for the time series corresponding to
E =3and A =2.02(a), Ay =2.0251 (b) and A = 2.04 (c);
these correspond to regions P, T, and C in the inset in figure 6.
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Figure 12. Series of chirality extrema for £ = 3 and A; = 2.0260,
corresponding to the intermittent route to chaos in the inset in
figure 6.

the case of large pump detuning (and signal detuning of order
one), the DOPO equations can be approximated by the PDNLS
equation [1], where the NIB transition as well as the nonlinear
dynamics of the Bloch wall have been previously reported by
some of us [17, 26].

We would like to finish with a brief mention of the case of
two transverse spatial dimensions. In 2D the situation is much
more complicated than the 1D case we have analysed here, as
in 2D the dynamics of DWs is affected not only by the NIB but
also by curvature effects [6, 4]. Moreover, boundary effects
become determinant in two dimensions as domain walls tend

5368

to be perpendicular to the boundary of the illuminated region.
Thus the analysis of the NIB in a 2D optical system still remains
to be characterized.
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Abstract
Cavity solitons produced by a degenerate optical parametric oscillator are shown to exhibit perfect squeezing for any param-
eter set when probed with a suitable local oscillator field. This novel result is a direct consequence of the spatial symmetry
breaking introduced by the cavity soliton and the phenomenon is thus specific to spatially extended (multi-transverse mode)

optical systems.

PACS numbers: 42.50.Dv, 42.65.5f, 42.65.Tg, 42.65.Y]

When all technical sources of noise are eliminated
quantum vacuum fluctuations remain that affect any co-
herent radiator, like a laser. These fluctuations define
the so-called standard quantum limit as they set an up-
per bound to the precision attainable with classical (co-
herent) optical techniques and can even render the latter
useless in some ultra precise applications, such as the
measurement of tiny displacements (e.g., in gravitational
wave detection [1] or in pointing direction measurements
[2]). However it is possible to break this limit with the
help of quantum states of light. Squeezed states [3], dis-
playing fluctuations below the standard quantum limit in
one of the field quadratures, play a prominent role in this
regard. Also, squeezed light finds applications in quan-
tum teleportation [4], quantum cryptography and quan-
tum communication [3]. Usually, single-mode squeezed
states of the electromagnetic field are considered —single-
mode optical parametric oscillators are by now routinely
used as actual sources of squeezed light [3, 4]. In the last
fifteen years however a new branch of quantum optics
has emerged that generalizes the study of squeezing to
multimode cases as well as, generically, studies the spa-
tial aspects of the quantum fluctuations of the radiation
field [5, 6]. The degenerate optical parametric oscillator
(DOPO) has been already shown to display interesting
spatial quantum features, such as the spatial structure of
the squeezed emission below oscillation threshold [7], the
concepts of quantum images [8] and quantum entangled
images [9], and the twin photon emission below thresh-
old [10]. Here we show theoretically that cavity solitons
(CS) —narrow, localized structures that form across the
transverse section of beams radiated by some nonlinear
optical cavities [11]- generated by DOPOs are sources of
perfectly squeezed light. We demonstrate that CS fluc-
tuations are perfectly squeezed in a special transverse
mode irrespectively of the parameter setting. This in-
dependence is a genuine consequence of the spatial sym-
metry breaking introduced by the CS, which is obviously
not present in single transverse mode devices. The study
of quantum fluctuations and correlations in (single pass)
spatial solitons has been recently initiated [12, 13].

Model.—~We consider the model of [14] for a DOPO with
plane cavity mirrors. A plane wave coherent field of fre-

quency 2w and uniform amplitude &, pumps the cavity
and an intracavity x(®) crystal converts pump photons
into signal photons (of frequency ws) and vice versa. Only
two longitudinal cavity modes, of frequencies wy (pump
mode) and w; (signal mode), which are the closest to 2wy
and wg, respectively, are assumed to be relevant. These
modes are damped at rates v, (n = 0,1) and losses
are assumed to occur at a single cavity mirror (single-
ended cavity). The intracavity field envelope operators
for pump and signal modes are denoted by Ap (r,t) and
Aj (r,t), respectively, where r = (x, y) denotes the trans-
verse coordinates, and obey standard equal-time com-
mutation relations [Ay, (r,t), Al (r',t)] = 6nmd (r —1').
The master equation for the reduced density matrix of
the system is given in [14]. Making use of the com-
plex P-representation [15, 16] generalized to include the
field nature of the problem [14], which sets a correspon-
dence between quantum operators A,, and A, and in-
dependent c-number fields A,, and A}, respectively, the
master equation is transformed into an equivalent set of
stochastic differential equations (Langevin equations) via
the Fokker—Planck equation verified by the complex P-
distribution (details will be given elsewhere). Here we
consider the large pump detuning limit (Jwg — 2ws| >
Y0, V1, |w1 — ws|) which allows the adiabatic elimination
of the pump fields [17] as Ag = y100/9, A =107 /g,

a0 = p+iock 2 A2, af =p—iok2A?

K= 4/271 |wo — 2ws|/g,

where g is the (real) nonlinear coupling coefficient [18],
= g|&nl| /7 |wo — 2ws| > 0 is the dimensionless pump-
ing parameter (we take &, = io || without loss of gen-
erality), and the remaining Langevin equations read

o = sign (wo — 2ws) ,

oA (r,t) =71 (L1 AL + a0 AT ) + v1ao 1, (1)
AT (r,t) =7 (LTA] +ag i) +y/mag ™, (2)

where L1 = — (1 +iAy) +il3V?, V2 = §% /02 + 9%/ 0y?,
A1 = (w1 —ws) /7 is the signal mistuning parame-
ter, I1 = ¢/+/2ws71 is the signal diffraction length (c
is the speed of light in the crystal), and n and n* are
independent, white Gaussian noises of zero mean and



correlations,

(mi (v, ) m; (¢',1)) = 0ij6 (x —x) o (t =1"),  (3)

m = n, 72 = nT. When noises are ignored and A
is interpreted as A7 (classical limit) Egs. (1,2) coincide
with the equations for a classical DOPO with large pump
detuning [17].

Classical cavity solitons.—In the absence of noise Egs.
(1,2) support 2D solitary structures for o = +1 [19].
These are stationary radially symmetric CS of the form
AF @] = Ai(r) = Ais(r—11), 11 = (21,1) de-

notes the arbitrary CS location,
Arx (r) = Kkt .z (r) = ke’ LR (Ber/h) . (4)

r=lr|, B3 = A1 £ /2 — 1, pet =1 +i\/pu2 -1
[20], and R (r) is the bell-shaped nodeless solution of [19]

PR+r1OR-R+R*=0, (5)

verifying 8,R (0) = R (c0) = 0. The CS Aj ; is stable
for 0 < Ay £0.7and 1 < pp < /1+ A? [19] while A, _
is always unstable. We only consider the stable CS A;
and shall refer to it simply as Aj.

Dynamics of quantum fluctuations—Fluctuations
around the classical CS are studied by setting

A (r,t) =A1(r—r1 (t)) + a1 (r —11 (2),1), (6)
Al (e t) = A (r =11 () +af (=11 (t),1), (7)

where the position, ry, of the classical CS is let to vary
in time as the soliton movement responds diffusively to
the noise due to the translation invariance of the prob-
lem (see below). This choice is necessary as we study the
fluctuations (al, af) in the linear approximation and this
requires them to be small. Upon expressing the fluctua-
tions in vector form as a = (a1 (r,t),a; (r, t))T, where T
denotes transposition, and linearizing Eqgs. (1,2) around
the classical CS, the following Langevin equations for the
CS quantum fluctuations are obtained:

—k(£1Gy +91Gy) + Ora = 1 La+ /nf, (8)

where the overdot denotes d/dt,

Gay) = Day (@1 (1) (1) )
£= (Vawn (r.0), /G (e0) . (10)
ao—u+w-ﬂm (1)

and the linear operator £ and its adjoint £ read

L1 &g ¥ ([:T Ozo)
=% o=~ 12
(5 2). )

where £1 = Ly + 2ic |a; (r)]? [21].

The spectra of £ and £, which we introduce as Lv; =
\ivi, Liw; = X'w; [22], are clearly relevant. With the
usual definition of scalar product (b|c) = [d?r bl (r) -
c (r), the relation (w;| Lc) = \; (w;| ¢) holds. We assume
that all eigenvectors are normalized as (w;|v;) = d;;. In
general, the spectra must be computed numerically. Two
properties of the discrete spectra can, however, be stated:
(i) Gy, Eq. (9), are Goldstone modes as LG, = 0
(we write Viy(1,) = Gg(y) and denote by Wiy the
associated adjoint eigenvectors: ETwlw(ly) = 0); (ii) For
any parameter set L’ngx(gy) = —2Way(2y), With

Wau(ay) = Ou(y) (101 (r), —idf ()" . (13)

Property (i) is a mere consequence of the translational
invariance of the problem. Property (ii) is the key for our
analysis. It can be checked by direct calculation and is
clearly related to the existence of Goldstone modes. Eq.
(8) is solved by using the (biorthogonal) basis {v;, w;},
which is essential for arriving at the results we report:

=> ci(t)vi(r), (14)

where the expansion excludes the Goldstone modes as r;
is to denote the position of the soliton [23]. By substi-
tuting Eq. (14) into Eq. (8) and projecting, one obtains

i1 ==y (Wi )k, = =y (wiy | £) /K, (15)
¢ = mAici + /1 (Wil £). (16)

Squeezing via optical homodyning.—Once Eq. (8) is
solved any quantum property of the CS can be studied
in the used linear approximation. We consider here the
squeezing properties of the CS as measured in a balanced
homodyne detection experiment: The outgoing quantum
field Aj oyt (r,t) is combined in a beam splitter with a
local oscillator field (LOF) which lies in a classical, (mul-
timode) coherent state ar, (r — rr, (t)) —which is allowed
to be dynamically shifted— of intensity much larger than
A out (r, 1), and the intensity difference between the two
output ports is measured [24]. The spectrum of fluctua-
tions of this difference, V' (w), verifies V (w) =1+ S (w),

+oo
S (w) =27 / dre 7 (: 6By (t +7)6Fu (t) : ), (17)

—00

where [24] 6By (t) = Eu (t) — (Bu (t)), Eu (t) = Au (t) +
Al (), A (t) = N~= [ &% of (r — 1y, (1)) Ay (r,1), and
N = [d®r |ag (r)]>. When Aj oy (r,t) is in a (mul-
timode) coherent state V (w) = 1 [S(w) = 0], which
represents the standard quantum limit. As V (w) > 0
by definition, S (w.) = —1 signals perfect squeezing at
w = we. In the used complex P-representation the nor-
mally ordered, time ordered expectation value in Eq.

(17) is given by the stochastic correlation Cy (t,7) =
(0&u (t +7) 0&w (t)) [15], where, using Egs. (6) and (7),

SEu(t)=N"%(aL(r+p(t) |a(rt), (18)



ar, (r) = (ar (v) ,af (r))" and p(t) = r1 (£) - ri (£).

Perfect squeezing for any parameter set.-Let us as-
sume momentarily that we can set p = 0 in Eq. (18),
which means that we can shift the LOF according to
the soliton movement. Let us choose ar, (r) = wo, (r)
[25]. According to Eq. (18) and using expansion (14),
one has Cx (t,7) = N~ {coy (t +7) 2, (t)). Upon in-
tegrating formally Eq. (16) for ¢ = 2z, and making
use of Egs. (10), (13), (3), (4) and (11) one easily ob-
tains Cy (¢, 7) = —3 exp (—2v; |7]). From this result, the
squeezing spectrum (17) runs:

SO (w) = —dy?/ (w? + 492) . (19)

As the result is independent of the CS parameters, Eq.
(19) shows that the CS displays perfect squeezing at
w = 0 for any parameter set when probed with the ap-
propriate LOF. This is our main result. We note that
this LOF is easily realizable in principle, as it is the
7/2 phase-shifted gradient of the corresponding CS en-
velope. The same result holds obviously for ar, (r) =
COS PoWaz (r) + sin gowoy (r) for any ¢o owed to the ro-
tational invariance of the problem.

Influence of the soliton movement.—In arriving to Eq.
(19) we have assumed that we can use a movable LOF
which exactly follows the CS movement. This could be
done by tracking the movement of the companion soli-
ton Ag out, which is correlated with that of Ay out, with-
out disturbing the subharmonic soliton. The scheme
could employ, e.g., a quadrant detector [2] whose out-
put would be fed into a positioning system control-
ling ry, (t). However, in general, this will give rise to
a time delay tq so that rp (t) = ri(t—tq) yielding
p(t) = r1(t) — r1(t —tq). Making use of Eq. (15),

T
taking into account that wi,,) = (wu(ly),wfr(ly))
(both components are complex conjugated each other
as the corresponding eigenvalues A\, = A, = 0 are
real), and making use of Egs. (10) and (3), we ob-
tain (p? (t)) = Dtq, where the diffusion constant D =
271672 Re [ d?r [w%z (r) + w%y (r)} [u —ias? (7’)] We
note that the integrand is dimensionless and it is found
numerically to be of order unity. Thus D ~ 1572
and \/(p% (t)) /Sex ~ /7ta/Ni, being Ny ~ (kly)?
the number of intracavity signal photons in one CS
and Yeg ~ [ its effective area [26]. We see that Ny
acts as an inertial mass. Using realistic values for the
system parameters [27] one has N; ~ 10'2. Hence

(P2 (t)) /Ser < 5-107% for tq < 1ms. Thus the rel-
ative error existing between the location of the CS center
and that of the LOF is negligible as compared with the
CS width and one can assume p = 0. Hence, to the lead-
ing order, the influence of the delay time can be ignored.
Indeed, given the smallness of p one is legitimated to ex-
pand Eq. (18) up to second order in p. The squeezing
spectrum so obtained is then given by Eq. (19) plus a
correction proportional to p?/Y.¢ (linear corrections in

p vanish as they involve the correlations among three
Gaussian noises). This quadratic correction however is
on the order of (p?(t)) /Sex < 31077, which is abso-
lutely negligible.

A related question we ask is how the squeezing prop-
erties of the soliton are modified if the LOF is kept fixed,
which is a scheme simpler than the previous one. Due
to the unbounded movement of the soliton, one must
perform the heterodyning experiment in a short time in
order to obtain significant squeezing. If we assume that
at t = 0 the LOF and the soliton centers are made to co-
incide, the mathematics are the same as in the previous
case with the only difference that now p(t) = rq (t) —
Ir (0) and \/<p2 (t)> /Eeﬁ“ ~ \/"Ylt/Nl ~ 1076 "ylt.
Then, if we limit the experiment to a sufficiently small
duration ty (tg < lms for the used parameters) we can
again take p = 0 and use Cy (t,7) = —3 exp (=271 |7]).
The squeezing spectrum is then given by Eq. (17) with
the limits of integration being replaced by IF%H. The re-
sult reads as Eq. (19) plus a correction proportional to
e~ which is virtually zero. Then the obtention of al-
most optimal levels of squeezing is not affected in practice
by the existing soliton movement. In this regard we note
that this insensitivity contrasts with the issue of quan-
tum images [8], whose squeezing properties are washed
out in the near field, which is the one we are consider-
ing. This is a consequence of the strong inertia (o< N11/2)
that the CS movement displays against fluctuations, as
compared with the below threshold emission.

Influence of the shape and positioning of the LOF.—Up
to here we have dealt with a special LOF. However the
use of a LOF with the exact form or precisest position-
ing is not critical as we show next. In what follows we
ignore the negligible influence of the CS movement. The
study is facilitated by expressing a general LOF as ar =
Saw; , a; = (e, | vi). Eq. (18) becomes 6&y (t) =
N-Y23 afe (t), and S (w) = 2y N1 Zi’j afa; S5 (w),
where Sjj () = [T dre™™7 (¢; (t+7)¢; (1)), Sij (W)
is easily evaluated by integrating Eq. (16) and using
Eq. (3) (details will be given elsewhere). In the end all
we need is to compute the spectra of £ and £f. This
was done by adapting the Fourier method described in
[28]. We limit here our study to the 1D case for the
sake of computational economy [29]. The accuracy of the
method was checked by computing S (w) when af, = wa,
Eq. (19), yielding an error less that 10713, The influence
of the LOF shape was studied for a Gauss-Hermite mode
of the form ar, (z) = GH, (z) = ie?z e~ 2(/9” which
is similar to wsy. Fig. 1(a) shows that quite high levels
of squeezing can be reached even with a non ideal LOF.
The influence of a mispositioning was studied both for a
LOF of the form wy (z — ) and GH; (x — z). Fig. 1(b)
shows that mispositionings up to 5% of the CS width
yield quite good levels of squeezing.

In summary we have shown that DOPO CS are sources



of perfectly squeezed light for any parameter set. This
result is a consequence of the spatial symmetry breaking
introduced by the CS, which is obviously absent in single
transverse mode nonlinear cavity squeezers, which only
yield perfect squeezing at the bifurcation points.

This work has been supported by Spanish Ministerio
de Ciencia y Tecnologia and European Union FEDER
(Project PB2002-04369-C04-01).

FIGURE CAPTION

Figure 1. Squeezing level (at the labeled frequencies)
displayed by the 1D CS when nonideal LOF's are used. In
(a) a Gauss-Hermite LOF (GH;1) of width & is used. In
(b) LOFs displaced Z from the CS center are considered
(w2 denotes a special LOF, see text). Az =11/ denotes
the CS width. Parameters are 0 = +1, Ay =1, u=1.2.
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