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INHOMOG ÉNEOS: ANÁLISIS DE SUPERFICIES

SELECTORAS DE FRECUENCIA DIEL ÉCTRICAS
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3.3. Gúıas de microondas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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3.3.3. Gúıas de cristal fot́onico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

4. Superficies selectoras de frecuencia dieléctricas: espectro modal para incidencia
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4.1. Introduccíon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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VIII Índice



Caṕıtulo 1

Introducci ón

1.1. Motivación e interés del tema

El objetivo general de esta tesis es doble: en primer lugar se pretende desarrollar una
técnica que permita analizar el espectro modal de sistemas guiadores de ondas cuyos campos
viajan confinados en una cierta región del espacio, pudiendo ser sistemas guiadores cerrados,
como por ejemplo las guı́as rectangulares rellenas inhomogéneamente de dieléctrico, aśı co-
mo sistemas abiertos, como son las guı́as dieĺectricas. En segundo lugar, se desea caracte-
rizar el espectro modal y la dispersión electromagńetica de estructuras planares multicapa
de dieĺectricos con periodicidad en una dimensión, bajo excitacíon de una onda plana con
incidencia tridimensional, cuyos campos en este caso se extienden de forma periódica por
toda la seccíon transversal del medio periódico. Este tipo de estructuras son conocidas como
Superficies Selectoras de Frecuencia Dieléctricas (SSFD), debido al carácter selectivo de su
respuesta espectral.

El origen de la tesis se enmarca dentro de las lı́neas de investigación iniciadas conjunta-
mente por miembros del Departamento de Fı́sica Aplicada y Electromagnetismo, y del De-
partamento déOptica de la Universitat de València. Entre ellos se encuentran los directores
de la presente tesis, Dr. Benito Gimeno y Dr. Miguel V. Andrés, en cuyo grupo de investiga-
ción me integŕe con motivo de la beca de colaboración obtenida en eĺultimo ãno de carrera.
Esta tesis es una aplicación directa del Ḿetodo de las Bases Bi-Ortogonales desarrollado en
dicho grupo de investigación.

En este caṕıtulo se realiza una revisión bibliogŕafica en la que se detallan los principales
métodos existentes para obtener el espectro modal de sistemas guiadores de ondas y para
analizar el problema de la dispersión electromagńetica en SSFD. La revisión bibliogŕafica
haŕa evidente el interés cient́ıfico y pŕactico de los sistemas que se van a analizar en la tesis
en los diferentes campos del electromagnetismo, como las microondas, ondas milimétricas
y submilimétricas, y en el rango de láoptica. Aśı mismo se justificaŕa la eleccíon del ḿetodo
modal vectorial descrito en [1], [2], [3] para la caracterización modal de sistemas guiadores
arbitrarios, el cual se ha tomado como punto de partida para el análisis de la dispersión
electromagńetica de SSFD.
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1.2. Revisíon bibliogr áfica

1.2.1. Espectro modal de sistemas guiadores de ondas con inhomoge-
neidades dieĺectricas

El ańalisis de sistemas guiadores de ondas ha venido incrementándose en lośultimos
tiempos. Las gúıas de ondas rellenas inhomogéneamente de dieléctricos han recibido una
considerable atención en laśultimas d́ecadas debido a su amplio campo de aplicación como
componentes de microondas. Por otro lado, las guı́as dieĺectricas como la fibráoptica o la
gúıa rib est́an siendo ampliamente utilizadas en el mundo de las comunicacionesópticas.
Los modos de propagación de dichos sistemas guiadores de onda con inhomogeneidades
dieléctricas no son en general modosTE o TM , sino modos h́ıbridos. En ciertos casos
particulares en los que la geometrı́a a analizar es sencilla, se puede caracterizar su com-
portamiento electromagnético de forma analı́tica [4]. Por ejemplo, el ḿetodo de valor en el
contorno (boundary value method) ha sido empleado para calcular las soluciones modales
de gúıas rectangulares y circulares rellenas inhomogéneamente de medios dieléctricos [5],
[6], [7]. En este ḿetodo, el campo electromagnético es conocido de forma analı́tica en ca-
da una de las regiones de la guı́a, y tras imponer las condiciones de contorno del campo
electromagńetico en cada una de las interfases, se obtiene una ecuación transcendente, cuya
resolucíon proporciona directamente el espectro modal de la guı́a. Cuando la gúıa se rellena
de dos o ḿas dieĺectricos distintos, el ćalculo de las constantes de propagación y de los cam-
pos deja de ser sencillo debido a las ecuaciones transcendentes que se tienen que resolver. Por
otro lado, el ḿetodo de propagación de haz (beam propagation method) se ha utilizado para
obtener las constantes de propagación y los campos de una guı́a rib [8]. Alternativamente, en
[9] se ha usado un ḿetodo variacional para calcular el espectro modal de guı́as rectangulares
rellenas de diferentes dieléctricos. El ḿetodo de elementos finitos ha sido utilizado para obte-
ner el espectro modal en guı́as rellenas inhomogéneamente de dieléctrico [10]. Este ḿetodo,
aunque aplicable a cualquier sistema guiador, requiere de elevados tiempos de computación,
lo cual resulta ser un inconveniente en procesos de diseño de dispositivos, en los cuales es
necesario hacer un gran número de simulaciones. Además de estos ḿetodos, también existe
un conjunto de ḿetodos modales para analizar guı́as inhomoǵeneas, en los que los modos
se expanden en términos de un conjunto completo de funciones base [11],[12]. La ventaja
de los ḿetodos modales respecto a otros métodos semianalı́ticos tales como el ḿetodo de
valor en el contorno, reside en su gran versatilidad a la hora de resolver el espectro modal de
una gran variedad de guı́as de forma rigurosa y computacionalmente eficiente. De hecho, se
pueden aplicar también a gúıas abiertas como la fibráoptica. Por esta razón, se comenźo a
desarrollar en el Departamento de Fı́sica Aplicada y Electromagnetismo y en el Departamen-
to deÓptica de la Universitat de València un ḿetodo modal vectorial denominado Método
de las Bases Bi-Ortogonales [1] para el cálculo del espectro modal en sistemas guiadores
inhomoǵeneos, que consiste en resolver las ecuaciones de valores propios que cumplen las
componentes transversales de los campos eléctrico y magńetico en dichos medios, para lo
cual se ha empleado una propiedad que satisfacen los operadores responsables de la evolu-
ción de las componentes transversales de los campos eléctrico y magńetico en el medio. Este
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método modal de carácter vectorial ha sido aplicado en esta tesis a la caracterización modal
de diversos sistemas guiadores, tanto cerrados (guı́as rectangulares rellenas inhomogénea-
mente de dieĺectrico, tales como la guı́a imagen) como abiertos (guı́as dieĺectricas como la
fibra óptica de salto déındice o las gúıas de cristal fot́onico).

1.2.2. Dispersíon de ondas planas en Superficies Selectoras de Frecuen-
cia Dieléctricas (SSFD)

Las estructuras periódicas est́an siendo cada vez ḿas estudiadas y empleadas en dife-
rentes campos como las microondas, ondas milimétricas y submiliḿetricas, y en el rango
de laóptica, debido a sus interesantes propiedades. Ası́, estructuras multicapa formadas por
la conexíon en cascada de superficies metálicas períodicas impresas en capas dieléctricas
homoǵeneas bajo incidencia oblicua han encontrado un amplio campo de aplicación en sis-
temas de comunicación por sat́elite como superficies selectoras de frecuencia (SSF) y antenas
[13], [14], y en la fabricacíon de giradores de polarización [15], [16], [17] y filtros angulares
[18] formados por estructuras multietapa formadas por la conexión en cascada de SSF. Por
ejemplo, en [19] se estudian polarizadores circulares multicapa formados por microtiras en
forma de meandro. Por otro lado, en el campo de laóptica tienen una gran aplicación las
redes de difracción o ”diffraction gratings” bajo incidencia 3D. Un ejemplo de uso de las
redes de difracción es como polarizadores de varillas [20], que consisten en varillas de metal
de seccíon rectangular, equiespaciadas y dispuestas paralelamente formando una estructura
periódica en una dimensión, que pueden ser usados como separadores de polarización en
láseres. Estas estructuras han sido estudiadas empleando la teorı́a rigurosa de la difracción.
Tambíen se han estudiado ampliamente las propiedades de estructuras dieléctricas períodi-
cas ([21], [22], [23], [24]) (conocidas como cristales fotónicos) en cuanto a la posibilidad de
generar bandas fotónicas prohibidas. Por otro lado ha surgido un interés reciente en la aplica-
ción de estructuras dieléctricas de capas delgadas que combinan el uso de capas dieléctricas
homoǵeneas y periódicas ([25], [26], [27], [28]) que contienen una variación períodica a lo
largo de alguna de las capas. A frecuencias milimétricas, dichas estructuras tienen la ventaja
de poseer bajas pérdidas de absorción en comparación con superficies metálicas. Como el
grosor de la capa es del orden de la longitud de onda, la cantidad de material empleado será en
general pequẽna a esas frecuencias. A estas estructuras se les ha dado múltiples aplicaciones,
como filtros en transmisión [29] y reflexíon [28], [30], acopladores [31], [32], multiplexado-
res [33], diodos ĺaser con realimentación distribuida [34], hologramas [35], redes de Bragg
[36], sensoreśopticos [37], etc.

La respuesta en frecuencia de los dispositivos que contienen estructuras dieléctricas pe-
riódicas depende de las propiedades de los campos electromagnéticos guiados por la es-
tructura. Estos campos se han estudiado en el contexto de varias estructuras especı́ficas. El
espectro modal en medios dieléctricos períodicos en una dimensión ha sido estudiado con
diferentes ḿetodos. En [25] se utiliza la técnica de la resonancia transversal para obtener el
espectro modal de una SSFD formada por dos bloques dieléctricos en la celda elemental. El
mismo ḿetodo se ha aplicado en [26] a un medio periódico con cuatro dieléctricos dentro
del periodo de repetición. Por otro lado, en [29] se calculan los modos en un medio periódi-



4 Introducci ón

co con dos dieĺectricos empleando la teorı́a rigurosa de modos acoplados, que básicamente
consiste en expandir los modos como una suma de funciones periódicas (dada la periodi-
cidad del problema), y sustituir esta expresión del campo y la constante dieléctrica como
función períodica en la ecuación de ondas, obteniéndose las ecuaciones de modos acopla-
dos, cuya resolución nuḿerica proporciona las constantes de propagación y los coeficientes
de expansíon de cada modo. En gran parte de los estudios previos realizados sobre la disper-
sión en SSFD se han analizado estructuras con ciertas limitaciones, tanto en la geometrı́a de
las mismas (en el ńumero de materiales dieléctricos dentro del periodo de la red dieléctrica,
o en el ńumero de capas en la SSFD) como en la dirección de incidencia (hasta la fecha, no
se ha encontrado prácticamente ninǵun resultado en la literatura técnica sobre la dispersión
de ondas planas en SSFD bajo excitación tridimensional). En este trabajo se ha aplicado la
teoŕıa desarrollada para caracterizar medios guiadores con simetrı́a traslacional, basada en
el Método de las Bases Bi-Ortogonales, a la caracterización del espectro modal de medios
dieléctricos períodicos en una dimensión. Los resultados obtenidos con dicho método han
permitido obtener de forma eficiente la respuesta en frecuencia de SSFD bajo excitación de
ondas planas con incidencia tridimensional, aplicando la Técnica de Adaptación Modal, for-
mulada con Matrices de Dispersión Generalizadas (MDG) [38]. Las SSFD analizadas son
estructuras planares multicapa compuestas por un número arbitrario de capas homogéneas
o períodicas en una dirección, pudiendo tener las capas periódicas un ńumero tambíen ar-
bitrario de bloques dieléctricos dentro del periodo de repetición, para cualquieŕangulo de
incidencia. Se pueden incluir las pérdidasóhmicas de los materiales dieléctricos de forma
natural en la formulación desarrollada.

1.3. Estructura de la tesis

La tesis se ha estructurado en 7 capı́tulos.

El segundo caṕıtulo se dedica a la caracterización modal completa de sistemas guiadores
inhomoǵeneos con simetrı́a traslacional, ası́ como al estudio de la dispersión en problemas
constituidos por uniones de dos o más regiones guiadoras. En este sentido, inicialmente se
describen los fundamentos teóricos en los que se basa el método modal vectorial empleado,
conocido como Ḿetodo de las Bases Bi-ortogonales, para la obtención del espectro modal
de sistemas guiadores inhomogéneos cuyos modos cumplen una relación de biortogonali-
dad. Por otro lado, también se describe cómo aplicar el Ḿetodo de los Momentos para la
obtencíon del espectro modal en sistemas guiadores en los cuales no es posible definir una
relacíon de biortogonalidad entre los modos. Posteriormente, se desarrollan las ecuaciones
básicas del Ḿetodo de Adaptación Modal para la caracterización de uniones de dos o más
regiones guiadoras, en cada una de las cuales es conocido el espectro modal.

En el tercer caṕıtulo se aplica el Ḿetodo de las Bases Bi-Ortogonales al análisis de di-
versos sistemas guiadores. Se particularizan las ecuaciones descritas en el segundo capı́tulo
al estudio de gúıas ópticas (la fibraóptica y las gúıas rib y rib-arrow) por un lado, y por
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otro lado al estudio de diversas guı́as de microondas (como las guı́as rectangulares cargadas
con ĺaminas dieĺectricas, la gúıa dieĺectrica rectangular y una guı́a dieĺectrica basada en una
estructura de cristal fotónico). En todos los casos bajo estudio se presentan los resultados
obtenidos con este ḿetodo para la constante de propagación y para los campos electro-
magńeticos de los modos. Ası́ mismo, con el fin de validar los resultados proporcionados
por el Método de las Bases Bi-Ortogonales, se comparan algunos de los valores obtenidos
con datos proporcionados por otros autores en la literatura técnica.

El cuarto caṕıtulo se dedica al estudio del espectro modal de medios dieléctricos períodi-
cos en una dimensión para excitación 3D. Dichos medios son el elemento básico del que
est́an constituidas las SSFD. Para analizar el espectro modal en medios dieléctricos infini-
tos con condiciones periódicas con ṕerdidas no es posible emplear el Método de las Bases
Bi-Ortogonales, debido a que los modos en dichos medios no cumplen una relación de bior-
togonalidad. Aśı pues, para analizar su espectro modal en este caso se emplea el Método de
los Momentos, y se presentan los resultados obtenidos para la obtención de las caracterı́sticas
de propagación de los modos en este tipo de medios. De nuevo se comparan los resultados
obtenidos con este ḿetodo con los proporcionados por otros métodos de ańalisis existentes
en la literatura t́ecnica. Por otro lado, también se demuestra que para el caso particular de
medios dieĺectricos sin ṕerdidas con condiciones periódicas śı que es posible definir una re-
lación de biortogonalidad de los modos, lo cual nos va a permitir obtener también los modos
en dichos medios mediante el Método de las Bases Bi-Ortogonales.

En el quinto caṕıtulo se aplica el Ḿetodo de Adaptación Modal al estudio de discontinui-
dades en SSFD bajo incidencia 3D. En primer lugar se describe cómo analizar discontinui-
dades entre dos medios dieléctricos homoǵeneos, aśı como entre un medio homogéneo y un
medio períodico en una dimensión, considerando excitación tridimensional, para lo cual se
emplea el Ḿetodo de Adaptación Modal descrito en el capı́tulo 2 y la t́ecnica de las MDG.
Finalmente, se explica cómo se obtiene la MDG global de una estructura multicapa a través
de la conexíon en cascada de las distintas discontinuidades que constituyen la misma, y de
la cual se extraen los coeficientes de reflexión y transmisíon en potencia de la estructura.
Tambíen se comparan nuestros resultados con los resultados presentados por otros autores
para un conjunto de SSFD.

El sexto caṕıtulo est́a dedicado al disẽno de filtros espectrales y angulares empleando
SSFD bajo excitación de ondas planas con incidencia 3D, utilizando para ello los resultados
de la t́ecnica de las MDG descrita en el capı́tulo 5.

Finalmente, en el capı́tulo śeptimo se resumen y se extraen las conclusiones más impor-
tantes de la tesis y se apuntan diversas lı́neas de investigación futuras.

En este punto queremos comentar que todos los programas desarrollados en esta tesis se
han escrito en FORTRAN usando el compilador COMPAQ VISUAL FORTRAN Profesional
Edition 6.6.0, y se han ejecutado en un Pentium@2.4GHz con 512 MB de memoria RAM.
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Caṕıtulo 2

Método de las Bases Bi-Ortogonales.
Método de los Momentos. Ḿetodo de
Adaptación Modal

2.1. Introducción

En este caṕıtulo se pretende desarrollar una técnica que permita analizar el espectro mo-
dal en sistemas guiadores de ondas con simetrı́a traslacional. Ello permitirá caracterizar elec-
tromagńeticamente problemas constituidos por uniones de 2 o más sistemas guiadores arbi-
trarios, en cada uno de los cuales existe un conjunto bien definido de modos. En este capı́tulo
se describe un nuevo método de ańalisis de sistemas guiadores de ondas con simetrı́a tras-
lacional, conocido como Ḿetodo de las Bases Bi-Ortogonales, basado en unas ecuaciones
de valores propios que cumplen las componentes transversales de los campos eléctrico y
magńetico en dichos medios, ası́ como en una propiedad que satisfacen los operadores res-
ponsables de la evolución de dichos campos transversales. Esta propiedad da lugar a que los
modos en dichos medios satisfagan una relación de biortogonalidad. Mediante este método
se pueden analizar sistemas guiadores confinados (cuyos campos sean nulos en el infinito)
con simetŕıa traslacional tanto cerrados (p.ej. guı́a imagen, que es una guı́a blindada) co-
mo abiertos (p.ej. fibráoptica de salto déındice, que es una guı́a dieĺectrica abierta), en
ambos casos rellenos inhomogéneamente de dieléctricos, con o sin ṕerdidas. Adeḿas, a la
hora de analizar medios dieléctricos períodicos sin ṕerdidas bajo excitación tridimensional
de ondas planas, que son los medios constituyentes de las Superficies Selectoras de Fre-
cuencia Dieĺectricas (SSFD), se demostrará que es posible utilizar el Ḿetodo de las Bases
Bi-Ortogonales para obtener el espectro modal en dichos medios, de forma que en medios
dieléctricos períodicos sin ṕerdidas, los modos que se obtienen también cumpliŕan una rela-
ción de biortogonalidad. No obstante, para analizar el espectro modal en medios dieléctricos
periódicos con ṕerdidas, no se puede emplear el Método de las Bases Bi-Ortogonales, debi-
do a que no es posible definir una relación de biortogonalidad para los modos en este tipo
de medios cuando hay pérdidas. Aśı, para obtener el espectro modal en medios dieléctricos
con ṕerdidas con condiciones periódicas, se resolverá la ecuacíon de valores propios que
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Figura 2.1:Esquema de un sistema guiador arbitrario con simetrı́a traslacional.

satisface el campo magnético transversal en dichos medios (en la cual se pueden incluir las
pérdidasóhmicas de los materiales dieléctricos), empleando para ello el Método de los Mo-
mentos [39]. Todos los medios guiadores bajo estudio poseen invariancia traslacional a lo
largo de la direccíon de propagación. Tanto el Ḿetodo de las Bases Bi-Ortogonales como
el Método de los Momentos utilizados en esta tesis permiten obtener, de forma eficiente y
con un bajo coste computacional los modos del problema a estudiar como una combinación
lineal de modos de otro problema auxiliar cuyo espectro modal es conocido. Porúltimo, en
este caṕıtulo se describiŕan los fundamentos del Ḿetodo de Adaptación Modal para la ob-
tencíon de la Matriz de Dispersión Generalizada (MDG) en la unión de dos regiones en las
cuales el espectro modal es conocido.

2.2. Método de las Bases Bi-Ortogonales

El Método de las Bases Bi-Ortogonales es un método modal vectorial que va a permitir
describir la propagación del campo electromagnético en sistemas guiadores arbitrarios con
inhomogeneidades dieléctricas [1], [40]. En este ḿetodo se toma como punto de partida las
ecuaciones de Maxwell para un medio con simetrı́a traslacional en la dirección de propaga-
ción, que se ha elegido como la del ejeZ (ver el esquema de la figura 2.1). Dicho medio
vendŕa definido por su permitividad dieléctrica complejaε(x, y) = ε0εr(x, y), y podŕa estar
blindado o no blindado mediante paredes metálicas. Los medios considerados se supondrán
no magńeticos (µ = µ0). Adeḿas, se ha supuesto una variación temporal arḿonica de la for-
maejωt para los campos, que se omitirá en toda la memoria. Ası́, los campos en ese medio
se pueden obtener como una superposición de campos con dependencia armónica expĺıcita
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conz de la forma

E(x, y, z) =
∑

n

[(en(x, y) + ezn(x, y) ẑ) exp(∓jβnz)]

H(x, y, z) =
∑

n

[(hn(x, y) + hzn(x, y) ẑ) exp(∓jβnz)] (2.1)

para modos que se propagan en la dirección±Z, dondeβn es la constante de propagación del
n-ésimo modo,{en, hn} representan las componentes de los campos eléctrico y magńetico
transversales a la dirección de propagación, respectivamente, yezn, hzn son las componentes
en la direccíon Z de cada modo. Las componentes transversales de los campos eléctrico y
magńetico, cuando no hay fuentes presentes en el medio guiador, satisfacen las siguientes
ecuaciones diferenciales de valores propios [1], [3] (ver el apéndice A)

[
∇2

t + k2
0εr +

(∇tεr

εr

)
× (∇t × ◦)

]
hn = β2

nhn (2.2)
[
∇2

t + k2
0εr +∇t

{(∇tεr

εr

)
· ◦

}]
en = β2

nen , (2.3)

que son ecuaciones de ondas vectoriales, siendo∇t el operador gradiente transversal, yk0

el número de ondas en el espacio libre(k0 = ω
√

µ0ε0). Para nuestros propósitos, es ḿas
interesante reescribir las ecuaciones (2.2) y (2.3) como un par de ecuaciones de valores
propios para los operadores diferencialesL y L′,

Lhn = β2
nhn L′en = β2

nen , (2.4)

siendoL y L′ los operadores diferenciales que gobiernan la evolución de las componentes
transversales de los campos a lo largo del ejeZ, que vienen dados por las siguientes expre-
siones:

L ≡ ∇2
t + k2

0εr +

(∇tεr

εr

)
× (∇t × ◦) (2.5)

L′ ≡ ∇2
t + k2

0εr +∇t

{(∇tεr

εr

)
· ◦

}
(2.6)

dondehn y en son los autovectores de los operadoresL y L′, respectivamente yβ2
n sus

autovalores. Diagonalizando cualquiera de estos dos operadores vectoriales, junto con las
condiciones de frontera adecuadas y las ligaduras que imponen las ecuaciones de Maxwell
entre las componentes del campo, se obtiene la solución completa del problema.

El Método de las Bases Bi-Ortogonales se basa en una propiedad satisfecha por los vec-
tores propiosθm de un operadorA y los vectores propiosχn de su operador adjuntoA†, es
decir, los vectores que satisfacen las ecuaciones de valores propios

Aθn = αnθn A†χm = α∗mχm (2.7)
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dondeαn y α∗m son los correspondientes autovalores. Esta propiedad establece que ambos
conjuntos de autovectores cumplen una relación debiortogonalidad[41] de la forma

〈χm| θn〉 = δmn (2.8)

donde〈 | 〉 es el producto escalar ordinario en el espacio de Hilbert de las funciones comple-
jas de cuadrado integrable enR2, L2(R2, C), definido como:

〈χm| θn〉 =

∫

S

χ∗m θn dS . (2.9)

Los valores propios de cada uno de estos dos operadores resultan ser conjugados, uno a uno,
de los del otro. Si se reescribe la ecuación (2.3) adecuadamente, en términos de un nuevo
campo eĺectrico transversal definido comoem = (−e∗ym, e∗xm), se puede obtener el siguiente
conjunto de ecuaciones:

Lhn = β2
nhn L†em = (β2

m)∗em (2.10)

donde el operadorL† que act́ua sobre el campoem resulta ser:

L† = ∇2
t + k2

0ε
∗
r + ẑ×

{
∇t

[
ẑ ·

(∇tε
∗
r

ε∗r
× ◦

)]}
. (2.11)

En el caso de sistemas guiadores confinados, cuyos campos transversaleshn y em sean
nulos en el infinito, se puede demostrar que los operadores que rigen la evolución de dichos
campos transversaleshn y em son adjuntos uno del otro (ver el apéndice B), es decir,

〈L†em|hn〉 = 〈em|Lhn〉 . (2.12)

Por lo tanto, sus vectores propios satisfacen una relación de biortogonalidad (ec. (2.8))
de la forma:

〈em|hn〉 = δmn (2.13)

que es v́alida para medios guiadores confinados con o sin pérdidas.
Si se restaura la notación tridimensional original, se ve inmediatamente que esta propie-

dad es la relación satisfecha por los campos electromagnéticos conocida habitualmente como
relacíon de ’ortogonalidad’ [4],

〈em|hn〉 =

∫

CS

(em
∗ · hn) dS =

∫

CS

(em × hn) · ẑ dS = δmn (2.14)

dondeCSes la seccíon transversal de la guı́a, siendo esta relación válida para el caso general
de medios guiadores confinados con dieléctricos incluyendo las pérdidas.

Aśı mismo, en el caso particular de medios dieléctricos períodicos infinitos sin ṕerdidas,
cuyos campos se extienden de forma periódica hasta el infinito, se demuestra que si se rees-
cribe la ecuacíon (2.3) en este caso en términos del complejo conjugado del campo eléctrico



2.2 Método de las Bases Bi-Ortogonales 11

transversal definido anteriormente, es decir, en términos de un nuevo campo definido como
em = (−eym, exm), se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones:

Lhn = β2
nhn L†em = (β2

m)∗em , (2.15)

donde se ha tenido en cuenta que se trata de un medio sin pérdidas, siendo(L†)∗ = L† (ver
(2.11)), yβ2

m = (β2
m)∗. Aśı, en este caso también es posible demostrar que los operadores

que rigen la evolución de los campos transversaleshn y em en medios dieĺectricos períodicos
sin ṕerdidas son también adjuntos uno del otro (ver el apéndice B), es decir,

〈L†em|hn〉 = 〈em|Lhn〉 . (2.16)

Por lo tanto, sus vectores propios también deben satisfacer en este caso una relación de
biortogonalidad (ec. (2.8)) de la forma:

〈em|hn〉 =

∫

CS

(e
∗
m · hn) dS =

∫

CS

(e∗m × hn) · ẑ dS = δmn (2.17)

dondeCSes la seccíon transversal de la celda periódica unidad. Esta relación de biortogona-
lidad satisfecha por los campos se demuestra en el apéndice C.

La relacíon de biortogonalidad que satisfacen los modos, (2.13), (2.17), nos permite ex-
pandir cualquier función vectorialf en t́erminos de los autovectores del operadorL, hn,
o en t́erminos de los de su operador adjuntoL†, em (o em) puesto que forman una base
bi-ortogonal. En lo que sigue hemos desarrollado la formulación paraem, pero debemos en-
tender que los mismos pasos podrı́an seguirse paraem salvo cuando de forma explı́cita se
indique. Aśı pues, escribiremos

f =
∞∑

n=1

cnhn =
∞∑

m=1

dmem , (2.18)

dondecn y dm son los coeficientes complejos de la expansión modal de los campos transver-
sales y que vienen dados por los productos internoscn = 〈en|f〉 y dm = 〈f |hm〉.

Una vez que se ha mostrado la relación entre las propiedades de los operadoresL y L†

definidos anteriormente y las ecuaciones de ondas vectoriales del campo electromagnético
en sistemas guiadores con simetrı́a traslacional, es posible representar las ecuaciones (2.2)
y (2.3) en forma matricial si se define un problema auxiliar (denotado con˜ ) como el de
una gúıa caracterizada por una permitividad dieléctrica relativãεrb de la cual conocemos sus
vectores propios,̃hq y ẽp, y sus respectivas constantes de propagación β̃p. Las ecuaciones
que describen el problema auxiliar son, pues,

L̃h̃q = β̃2
q h̃q L̃†ẽp = (β̃2

p)
∗ ẽp (2.19)

y, por tanto, el conjunto de sus vectores propiosh̃q y ẽp, forman una base bi-ortogonal. Co-
mo ya se ha dicho, estos modos pueden utilizarse para representar matricialmente cualquier
operador lineal que actúe sobre funciones de nuestro espacio de Hilbert, y, en particular, el
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operadorL. Es decir, expandiendo los vectores propios deL y L† en t́erminos de los vectores
propios dẽL y L̃†, tendremos

hn =
∞∑

q=1

cqnh̃q, em =
∞∑

p=1

dpmẽp . (2.20)

Aunque la expansión es formalmente infinita, desde un punto de vista computacional ten-
dremos que truncar dicha expansión a un ńumero finitoN de funciones base. Introduciendo
(2.20) en (2.10), y teniendo en cuenta que los operadoresL y L† son lineales, tendremos que:

Lhn = L

N∑
q=1

cqnh̃q =
N∑

q=1

cqnLh̃q = β2
n

N∑
q=1

cqnh̃q (2.21)

L†em = L†
N∑

p=1

dpmẽp =
N∑

p=1

dpmL†ẽp = (β2
m)∗

N∑
p=1

dpmẽp . (2.22)

El siguiente paso consiste en proyectar las funcionesẽp sobre la ecuación (2.21), y proyectar
las funciones̃hq sobre la ecuación (2.22), con lo que resultará que:

N∑
q=1

〈ẽp|Lh̃q〉cqn =
N∑

q=1

Lpqcqn = β2
n

N∑
q=1

cqn〈ẽp|h̃q〉 = β2
ncpn (2.23)

N∑
p=1

〈h̃q|L†ẽp〉dpm =
N∑

p=1

L†qpdpm = (β2
m)∗

N∑
p=1

dpm〈h̃q|ẽp〉 = (β2
m)∗dqm (2.24)

donde se ha hecho uso de la linealidad del producto escalar y de la relación de biortogonali-
dad de los modos del sistema auxiliar (2.13), siendo

Lpq = 〈ẽp|Lh̃q〉 L†qp = 〈h̃q|L†ẽp〉 (2.25)

los elementos de matriz de los operadoresL y L† en la base{ẽp, h̃q}, respectivamente.
Aśı, las ecuaciones anteriores quedan de la siguiente forma:

N∑
q=1

Lpqcqn = β2
ncpn (2.26)

N∑
p=1

L†qpdpm = (β2
m)∗dqm (2.27)

que son las ecuaciones matriciales lineales de autovalores que buscábamos. Si llamamosL y
L† a la representación matricial de los operadoresL y L†, que son matrices de dimensiones
(N × N ), donde recordemos queN era el ńumero de funciones base que tomábamos en la
expansíon de los modos del problema real, y por otro lado definimos los vectores columna
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de coeficientes:C(n)(= cpn) y D(m) = (dqm) de dimensiones (N × 1), las ecuaciones (2.26)
y (2.27) se pueden expresar como:

L C(n) = β2
n C(n) (2.28)

L† D(m) = (β2
m)∗ D(m) . (2.29)

La diagonalizacíon nuḿerica de la ecuación (2.28) proporcionará los valores propiosβ2
n y

los vectores propios{hn}. Por otro lado, la diagonalización nuḿerica de la ecuación (2.29)
proporciona también los valores propios(β2

m)∗ y los vectores propios{em}, que est́an di-
rectamente relacionados con el campo eléctrico{em}. Sin embargo, en el caso más general,
ésta no es la manera más eficiente de calcular el campo eléctrico, ya que cuando se incluyen
muchos modos de la base auxiliar en las expansiones modales, las matrices a diagonalizar
pueden alcanzar dimensiones considerables, y su diagonalización conlleva un elevado coste
computacional. No obstante, es posible obtener el campo eléctrico transversal de los modos
relaciońandolo con el campo magnético transversal a partir de las ligaduras entre las compo-
nentes de los campos derivadas de las ecuaciones de Maxwell, como se verá más adelante.

Aśı, nos vamos a limitar a resolver la ecuación (2.28). A la hora de obtener los elementos
de la matrizL descompondremos, por simplicidad de cálculo, el operadorL como suma de
dos t́erminos,

L = L̃ + ∆ (2.30)

dondeL̃ es el operador que describe el problema auxiliar, y∆ es

∆ ≡ k2
0(εr − ε̃r) +

(∇tεr

εr

)
× (∇t × ◦) . (2.31)

Aśı, cada elementoLpq se calculaŕa por medio de la siguiente expresión:

Lpq = 〈ẽp|Lh̃q〉 = 〈ẽp|(L̃ + ∆)h̃q〉 = 〈ẽp|L̃h̃q〉+ 〈ẽp|∆h̃q〉 = β̃q

2
δpq + 〈ẽp|∆h̃q〉 (2.32)

donde de nuevo se ha hecho uso de la relación de biortogonalidad (2.13) de los modos del
problema auxiliar,

〈ẽp|L̃h̃q〉 = 〈ẽp|β̃q

2
h̃q〉 = β̃q

2〈ẽp|h̃q〉 = β̃q

2
δpq . (2.33)

Por tanto, nos queda resolver numéricamente la ecuación matricial lineal (2.28) de va-
lores propios. Para un cierto númeroN de funciones base auxiliares necesarias para expan-
dir los modos del problema real, la diagonalización nuḿerica del sistema proporcionará N
autovalores y la correspondiente matriz (N ×N ) de autovectores, es decir, una matriz conN
vectores columna de autovectores, cada uno de los cuales estará integrado porN coeficien-
tes (coeficientescpn de la expansión). En nuestro caso, los autovalores serán directamente
las constantes de propagación al cuadrado deln−ésimo modo,β2

n. Para cada problema a
analizar, el ńumeroN de funciones base auxiliares empleadas en la expansión modal seŕa un
paŕametro a elegir en cada caso, y se determinará mediante un ańalisis nuḿerico de con-
vergencia. Desafortunadamente, no hay ninguna condición general que garantice la conver-
gencia de las expansiones. Dicha convergencia dependerá por un lado de la naturaleza del
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operadorL, y por otro lado del problema auxiliar elegido para definir la base biortogonal. En
general, se observa que los modos del problema real están mejor calculados cuanto mayor
sea el ńumero de modos auxiliares utilizados. De la misma forma, los sistemas auxiliares que
pueden reproducir las caracterı́sticas ḿas importantes del problema real (con condiciones de
contorno lo ḿas parecidas posible) proporcionan una convergencia más ŕapida. En cualquier
caso, se deberán realizar pruebas de convergencia variando el número de modos auxiliares
en rangos significativos y estudiando la estabilidad de las soluciones obtenidas. También hay
que comentar que a la hora de calcular la matrizL, conviene ordenar los modos de la base
auxiliar a utilizar poniendo en primer lugar los modos propagativos (ordenados de mayor a
menor|βn|), y despúes los modos evanescentes (ordenados de menor a mayor|βn|), pues-
to que estamos interesados en obtener la porción más significativa del espectro modal del
problema a analizar a la frecuencia de trabajo considerada, que obviamente serán los modos
propagativos y los modos ”menos” evanescentes.

Desde un punto de vista computacional, este método es muy eficiente debido a que las
integrales que aparecen envueltas en el cálculo de los elementos de matriz del operadorL
son, en general, independientes de la frecuencia. Ası́, estas integrales tienen que ser evaluadas
unaúnica vez para poder obtener las curvas de dispersión de los modos.

Como ya se ha mencionado anteriormente, el resultado que proporciona la resolución
numérica de la ecuación matricial lineal (2.28) de valores propios son las constantes de
propagacíon (autovalores) y el campo magnético transversal (autovectores) de cada modo.
En los problemas habituales es necesario conocer también el campo eléctrico. El campo
eléctrico transversal se puede obtener por tres procedimientos distintos. En primer lugar,
con esta forma de abordar el problema, y dado que la solución es una superposición lineal
de los modos auxiliares, podemos asegurar que los modos del sistema problema satisfacen
las ligaduras entre componentes de los campos derivadas de las ecuaciones de Maxwell. De
esta forma, el campo eléctrico transversalen del modon−ésimo en el medio guiador bajo
estudio se podrá obtener a partir del campo magnético transversalhn, que como sabemos,
se ha obtenido como una suma de modos del sistema auxiliar. Ası́, es f́acil ver que se puede
deducir la relacíon entre las componentes transversales de ambos campos a partir de dos de
las ecuaciones de Maxwell, introduciendo en ellas la descomposición de los campos descrita
en la ecuacíon (2.1), de la siguiente forma:

Ley de Amp̀ere generalizada:∇×H =
∂D

∂t
⇒

{ ∇t × hn = jωεezn ẑ
ẑ×∇thzn + jβẑ× hn = jωεen

(2.34)

Ley de Gauss paraB:∇ ·B = 0 ⇒ ∇t · hn = jβhzn − hn · ∇tµ

µ
. (2.35)

Teniendo en cuenta que el medio bajo estudio no tiene propiedades magnéticas, se cance-
lará elúltimo término en la ecuación (2.35), obteniendo,

∇thzn = ∇t

(∇t · hn

jβ

)
. (2.36)

Finalmente, sustituyendo (2.36) en la segunda ecuación de (2.34), y despejandoen se llega
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a la siguiente expresión:

en =
j

ωε
ẑ ×

[
1

jβn

∇t[∇t · hn] + jβnhn

]
(2.37)

donde

hn =
N∑

q=1

cqnh̃q . (2.38)

En segundo lugar, también puede calcularse el campo eléctrico modificadoen aprove-
chando que es biortogonal ahn, y obtener el campo eléctrico transversalen a partir deéste,
que en sistemas guiadores confinados se obtendrá como(exn, eyn) = (e∗yn,−e∗xn), mien-
tras que para medios dieléctricos períodicos sin ṕerdidas, se obtiene como(exn, eyn) =
(eyn,−exn). Si desarrollamos la relación de biortogonalidad satisfecha por estos campos,
〈em|hn〉 = δmn, en t́erminos de los campos auxiliares,ẽp y h̃q, que tambíen son biortogona-
les, se obtiene, haciendo uso de (2.20), que

〈em|hn〉 =
∑
pq

d∗pmcqn , (2.39)

o lo que es lo mismo, que las matrices formadas por los coeficientes de los vectores propios
deL y L†, C y D, est́an ligadas por la relación

D∗T = C−1 . (2.40)

En tercer lugar, otra forma de calcular el campoen es utilizar el hecho de que la repre-
sentacíon matricial deL† es, como matriz, laadjuntade la deL, esto es,

(L†) = (L∗)T , (2.41)

por lo que no es necesario calcular las integrales para obtener los elementos de la matriz
adjunta. La diagonalización de la ec. (2.29) proporciona la constante de propagación de cada
modon al cuadrado conjugada(β2

n)∗, y su campo eléctrico transversalen.
Desde el punto de vista de la convergencia de las soluciones, el empleo de las ecs. (2.40)

o (2.41) para la obtención del campo eléctrico transversal en la estructura guiadora propor-
cionaŕa soluciones ḿas ŕapidamente convergentes que el uso de las ecuaciones de Maxwell,
ya que en (2.37) aparece la permitividad relativa de la guı́a, la cual, en el caso ḿas general,
es una funcíon discontinua. Sin embargo, las componentes de campo eléctrico tangentes a
una discontinuidad dieléctrica deben ser funciones continuas en la discontinuidad. Este he-
cho conlleva problemas de convergencia de las soluciones obtenidas empleando (2.37) para
las componentes de campo eléctrico tangentes a las discontinuidades. Por otro lado, desde
un punto de vista computacional, el empleo de las ecuaciones (2.40) o (2.41) conlleva la
inversíon o diagonalización de una matriz de dimensiones (N × N ); cuando el ńumeroN
de modos de la base auxiliar necesarios para alcanzar una cierta convergencia es elevado,
el tiempo de computación empleado en la inversión o diagonalización de esa matriz puede
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crecer enormemente. Ası́ mismo, el campo eléctrico y magńetico transversal de los modos
calculados diagonalizando (2.28) y empleando las ecs. (2.40) o (2.41), aun siendo biorto-
gonales, no satisfacen exactamente las ecuaciones de Maxwell al quedar indeterminada una
constante entre ambos campos por cada modo. Para determinar esta constante, basta con cal-
cular expĺıcitamente alguna de las componentes del campo eléctrico transversal a través de
la ec. (2.37). Por tanto, a la hora de obtener el campo eléctrico transversal en las guı́as bajo
estudio, se hará un estudio detallado de todos estos factores en cada caso a la hora de elegir
el método para obtener dicho campo.

2.3. Método de los Momentos

Como ya se ha dicho en la introducción de este capı́tulo, el Método de las Bases Bi-
Ortogonales es adecuado para analizar el espectro modal en sistemas guiadores en los cuales
los campos son nulos en el infinito. Sin embargo, para estudiar el campo electromagnético
en el caso particular de medios dieléctricos infinitos con o sin ṕerdidas con condiciones pe-
riódicas, que son uno de los elementos constituyentes de las SSFD, no es posible definir una
relacíon de biortogonalidad para los modos en dichos medios, y por tanto no es aplicable el
Método de las Bases Bi-Ortogonales. No obstante, en este tipo de medios todavı́a es posible
resolver la ecuación de valores propios que satisface el campo magnético transversal (en la
cual se pueden incluir las pérdidasóhmicas de los materiales dieléctricos), empleando para
ello el Método de los Momentos [39], transformándola en una ecuación matricial. Por otro
lado, en la mayorı́a de ejemplos de guı́as de ondas cuyos campos están confinados en una
región finita del espacio, también seŕa posible emplear el citado Ḿetodo de los Momentos
como otra alternativa al Ḿetodo de las Bases Bi-Ortogonales.

En este ḿetodo vamos a partir de la ecuación diferencial de valores propios que cumple
el campo magńetico transversal en el medio guiador bajo estudio definida en el apartado
anterior (ver (2.2)), también expresada como

Lhn = β2
nhn , (2.42)

en la que pod́ıamos identificar el operador diferencialL que gobierna la evolución de la
componente transversal del campo magnético a lo largo del ejeZ. Para transformar dicha
ecuacíon de valores propios en una ecuación matricial lineal de autovalores equivalente,
expandiremos el campo magnético transversal de nuestro problema en términos de unas fun-
ciones base, las cuales deben ser escogidas de manera que cumplan las mismas condiciones
de contorno de nuestro problema. Estas funciones base se han escogido como el campo
magńetico transversal de un sistema auxiliarL̃, cuyos campos satisfagan una relación de
ortogonalidad [13] de la forma

〈ẽp, h̃q〉 =

∫

CS

(ẽ∗p × h̃q) · ẑ dS = δpq . (2.43)

Como funciones base, se usará el campo magńetico transversal̃hq de los modos corres-
pondientes a un sistema guiador relleno de un medio dieléctrico homoǵeneo sin ṕerdidas de
permitividad relativãεr = ε̃r(x, y) = ε̃rb, dondeε̃rb es una constante real.
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Ello va a permitir expandir los modos del problema real en términos de los modos del
sistema auxiliar,

hn =
N∑

q=1

cqnh̃q , (2.44)

dondeN es el ńumero de funciones base que se toman ycqn son los coeficientes complejos
de la expansión modal del campo magnético transversal deln−ésimo modo, que tendrán que
ser calculados. Introduciendo (2.44) en (2.42) tendremos que:

Lhn = L

N∑
q=1

cqnh̃q =
N∑

q=1

cqnLh̃q = β2
n

N∑
q=1

cqnh̃q . (2.45)

Si sustituimos ahora el operador linealL por su expresión nos quedará la siguiente ecuación:

N∑
q=1

cqn

[
∇2

t + k2
0εr +

(∇tεr

εr

)
× (∇t × ◦)

]
h̃q = β2

n

N∑
q=1

cqnh̃q . (2.46)

El siguiente paso en el Ḿetodo de los Momentos consiste en tomar unas funciones de prueba,
que en nuestro caso serán los campos eléctricos transversales de los modos de la base auxiliar
ẽp, y calcular el producto entre cada miembro de la ecuación (2.45) y estas funciones de
prueba, con lo que resultará que:

N∑
q=1

〈ẽp, Lh̃q〉cqn =
N∑

q=1

Lpqcqn = β2
n

N∑
q=1

cqn〈ẽp, h̃q〉 = β2
ncpn , (2.47)

donde se ha hecho uso de la linealidad del producto escalar y de la relación de ortogonalidad
(2.43) de los modos del sistema auxiliar, siendo

Lpq = 〈ẽp, Lh̃q〉 (2.48)

los elementos de matriz del operadorL en la base{ẽp, h̃p}. Aśı, la ecuacíon anterior queda

N∑
q=1

Lpqcqn = β2
ncpn , (2.49)

que es la ecuación matricial lineal de autovalores que buscábamos. LlamandoL a la repre-
sentacíon matricial del operadorL (matriz de dimensiones (N ×N )) y definiendo el vector
columna de coeficientes:C(n)(= cpn) de dimensiones (N × 1), la ecuacíon (2.49) se puede
expresar como:

L C(n) = β2
n C(n) . (2.50)

Para obtener los elementos de la matrizL de nuevo es ḿas conveniente descomponer el
operadorL como suma de dos términos,

L = L̃ + ∆, ∆ = k2
0(εr − ε̃rb) +

(∇tεr

εr

)
× (∇t × ◦) (2.51)
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siendoL̃ el operador que describe el problema auxiliar. Ası́, cada elementoLpq se calcu-
lará por medio de la siguiente expresión:

Lpq = 〈ẽp, Lh̃q〉 = 〈ẽp, (L̃ + ∆)h̃q〉 = 〈ẽp, L̃h̃q〉+ 〈ẽp, ∆h̃q〉 = β̃q

2
δpq + 〈ẽp, ∆h̃q〉 (2.52)

donde de nuevo se ha hecho uso de la relación de ortogonalidad (2.43) de los modos del
problema auxiliar,

〈ẽp, L̃h̃q〉 = 〈ẽp, β̃q

2
h̃q〉 = β̃q

2〈ẽp, h̃q〉 = β̃q

2
δpq . (2.53)

Al igual que ocurŕıa en el Ḿetodo de las Bases Bi-Ortogonales, para un cierto número
N de funciones base auxiliares para expandir los modos de nuestro problema, la diago-
nalizacíon nuḿerica de la ecuación (2.50) proporcionará N autovalores (las constantes de
propagacíon al cuadrado deln−ésimo modoβ2

n) y una matriz conN vectores columna de
autovectores (formados por los coeficientescpn de la expansión). Por tanto, el proceso se-
guido para la obtención de la ecuación (2.50) y su resolución es id́entico al llevado a cabo
en el Método de las Bases Bi-ortogonales, con laúnica diferencia de que en este caso los
campos que se obtienen no cumplen una relación de biortogonalidad. Ası́ mismo, el ńumero
N de funciones base auxiliares empleadas en la expansión modal seŕa determinado a través
de un ańalisis nuḿerico de convergencia de las soluciones, por lo que se deberán realizar
pruebas de convergencia variando el número de modos auxiliares en rangos significativos y
estudiando la estabilidad de las soluciones obtenidas.

Como ya se ha mencionado anteriormente, el resultado que proporciona la resolución
numérica de la ecuación matricial lineal de valores propios (2.50) son las constantes de
propagacíon (autovalores) y los campos magnéticos (autovectores) de cada modo. En este
caso, el campo eléctrico transversalen del modon−ésimo en el medio guiador bajo estudio
se obtendŕa a partir del campo magnético transversalhn seǵun la relacíon que aparece en
la ecuacíon (2.37) obtenida anteriormente a partir de las ecuaciones de Maxwell, no siendo
posible emplear los otros dos métodos propuestos en 2.2 para obtener el campo eléctrico
transversal.

2.4. Método de Adaptacíon Modal

En este apartado se describe cómo caracterizar electromagnéticamente la unión de dos
medios guiadores, pudiendo ser uno de ellos una guı́a de ondas con dieléctrico no ho-
moǵeneo, cuyos modos serán obtenidos empleando los métodos modales descritos en el
apartado anterior. En este tipo de guı́as de ondas en las que la permitividad relativa no es
constante en la sección transversal, los modos no tienen -en el caso más general- una impe-
dancia caracterı́stica definida. Esta es la razón por la que se ha elegido el Método de Adap-
tación Modal (Mode Matching Technique) [42], [43] para analizar una discontinuidad entre
dos medios. Este ḿetodo permite obtener la Matriz de Dispersión Generalizada (MDG) en
uniones de distintas regiones en las cuales el espectro modal es conocido, sin necesidad de
que los modos deban tener definida una impedancia caracterı́stica, en contra de otros méto-
dos, como [44], [45], que sı́ lo requieren. En la memoria (capı́tulo 5) se aplicaŕa este ḿetodo
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para analizar discontinuidades entre sistemas guiadores, en los cuales se analizan uniones en-
tre dos medios homogéneos de diferente permitividad dieléctrica, aśı como entre un medio
dieléctrico homoǵeneo y un medio dieléctrico períodico en una dimensión. En ambas regio-
nes de la uníon existe un conjunto bien definido de soluciones (modos) de las ecuaciones de
Maxwell (ver la figura 2.2):

z=0

a b

Z

Figura 2.2:Unión de dos medios guiadores a y b.

ea,ha: Modos en la regíona eb,hb: Modos en la regíon b

Dichas soluciones satisfacen todas las condiciones de contorno en ambas regiones excep-
to las impuestas en la unión. Estaśultimas condiciones se impondrán mediante el Ḿetodo de
Adaptacíon Modal.

Como se ha comentado en la introducción de este capı́tulo, este ḿetodo se aplicará al es-
tudio de uniones entre los distintos medios que constituyen una SSFD. Por tanto, en la tesis
se ha adaptado la formulación general del Ḿetodo de Adaptación Modal al caso particular
de una discontinuidad entre dos medios (a y b) de igual seccíon transversal o’cross section’
(CS). Las expresiones de los campos eléctrico y magńetico transversales (a la dirección de
propagacíon, Z) se pueden escribir de la siguiente forma:

Ea
t =

∞∑
n=1

(Ia+
n e−jβnz + Ia−

n e+jβnz)ea
n , Eb

t =
∞∑

n=1

(Ib+
n e−jβnz + Ib−

n e+jβnz)eb
n (2.54)

Ha
t =

∞∑
n=1

(Ia+
n e−jβnz − Ia−

n e+jβnz)ha
n , Hb

t =
∞∑

n=1

(Ib+
n e−jβnz − Ib−

n e+jβnz)hb
n . (2.55)

Por otro lado, en el plano de la unión, que se ha elegido enz = 0, dichas ecuaciones quedan
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de la siguiente forma:

Ea
t =

∞∑
n=1

(Ia+
n + Ia−

n )ea
n , Eb

t =
∞∑

n=1

(Ib+
n + Ib−

n )eb
n

Ha
t =

∞∑
n=1

(Ia+
n − Ia−

n )ha
n , Hb

t =
∞∑

n=1

(Ib+
n − Ib−

n )hb
n . (2.56)

En las expresiones anteriores,{ei
n,h

i
n} representan las soluciones modales de campo eléctri-

co y magńetico en cada uno de los dos medios considerados, yI i+
n , I i−

n son las amplitudes
de dichos campos, que se propagan en el sentido de+ẑ o −ẑ, respectivamente. Imponiendo
las condiciones de continuidad de los campos transversales en la unión, se pueden encontrar
las relaciones entre las amplitudes de los campos que aparecen en (2.56), que representan los
paŕametros de dispersión tradicionalmente utilizados en teorı́a de circuitos de microondas.
En el plano de la unión entre los dos medios situado enz = 0 se deben cumplir las siguientes
condiciones de continuidad para los campos eléctrico y magńetico transversales:

Ea
t |z=0 = Eb

t |z=0

Ha
t |z=0 = Hb

t |z=0



 ⇒





∑∞
n=1(I

a+
n + Ia−

n )ea
n =

∑∞
n=1(I

b+
n + Ib−

n )eb
n

∑∞
n=1(I

a+
n − Ia−

n )ha
n =

∑∞
n=1(I

b+
n − Ib−

n )hb
n .

(2.57)

Si en las dos relaciones anteriores se multiplica adecuadamente por los campos{ei
n,h

i
n}, se

plantean las siguientes ecuaciones lineales:

∞∑
n=1

P a
mn(Ia+

n + Ia−
n ) =

∞∑
n=1

Amn(Ib+
n + Ib−

n ) m = 1, 2, ...,∞ (2.58)

∞∑
n=1

P a∗
nm(Ia+

n − Ia−
n ) =

∞∑
n=1

B∗
nm(Ib+

n − Ib−
n ) m = 1, 2, ...,∞ (2.59)

∞∑
n=1

Bmn(Ia+
n + Ia−

n ) =
∞∑

n=1

P b
mn(Ib+

n + Ib−
n ) m = 1, 2, ...,∞ (2.60)

∞∑
n=1

A∗
nm(Ia+

n − Ia−
n ) =

∞∑
n=1

P b∗
nm(Ib+

n − Ib−
n ) m = 1, 2, ...,∞ , (2.61)

donde los coeficientesP i
mn, Amn y Bmn que aparecen en estas ecuaciones lineales se definen

del siguiente modo:

P i
mn=

∫

Si

(ei
n × hi∗

m) · ẑ dS; i = a, b (2.62)

Amn=

∫

Sa

(eb
n × ha∗

m ) · ẑ dS; Bmn=

∫

Sb

(ea
n × hb∗

m) · ẑ dS . (2.63)

De las expansiones modales anteriores se concluye que el sistema a resolver consta de un
número infinito de ecuaciones e incógnitas (n = 1...∞). Para poder resolver numéricamente
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dicho sistema será necesario truncar las series infinitas a un cierto númeroNMRde modos
en cada uno de los dos medios de la discontinuidad. Para cada problema a analizar, dicho
número de modos será un paŕametro a elegir en cada caso, y se determinará mediante un
ańalisis nuḿerico de convergencia. En todos los casos en los que se aplicará este ḿetodo,
los dos medios que constituyen la discontinuidad tienen la misma sección transversal, por lo
que se escogerá el mismo ńumero de modosNMRa ambos lados de la discontinuidad.

Las cuatro ecuaciones anteriores pueden expresarse matricialmente del siguiente modo:

P a(Ia++Ia−)=A(Ib++Ib−) (a) P a#(Ia+ − Ia−)=B#(Ib+−Ib−) (b)

B(Ia++Ia−)=P b(Ib++Ib−) (c) A#(Ia+−Ia−)=P b#(Ib+ − Ib−) (d) (2.64)

donde los vectores y matrices que aparecen tienen el siguiente significado:

Ia+ = (Ia+
1 , Ia+

2 , ..., Ia+
NMR)t Ib+ = (Ib+

1 , Ib+
2 , ..., Ib+

NMR)t

A: matriz (NMR×NMR) con elementosAmn;

B: matriz (NMR×NMR) con elementosBmn;

P a: matriz (NMR×NMR) con elementosP a
mn;

P b: matriz (NMR×NMR) con elementosP b
mn;

y la operacíon # representa conjugar y transponer:

A# =
(
At

)∗
. (2.65)

El objetivo del Ḿetodo de Adaptación Modal es encontrar la siguiente relación matricial
entre los vectores columnaIa−, Ib+, Ia+, y Ib−:

[
Ia−

Ib+

]
=

[
S

11
S

12

S
21

S
22

] [
Ia+

Ib−

]
(2.66)

dondeS11, S12, S21, S22 son las cuatro submatrices por las que está formada la matriz de dis-
persíon multimodal de la unión analizada, cuyos elementos son los parámetros de dispersión,
que se definen del siguiente modo:

S11(i, j) =
Ia−
i

Ia+
j

∣∣∣
Ia+
k =0(∀k 6=j)

S21(i, j) =
Ib+
i

Ia+
j

∣∣∣
Ia+
k =0(∀k 6=j)

S12(i, j) =
V a−

i

Ib−
j

∣∣∣∣
Ib−
k =0(∀k 6=j)

S22(i, j) =
Ib+
i

Ib−
j

∣∣∣∣
Ib−
k =0(∀k 6=j)

.

Para obtener la matriz de parámetrosS multimodal definida a trav́es de las submatrices
S11, S12, S21, S22 se necesita construir un sistema de 2 ecuaciones lineales; una de ellas
debe hacer referencia a la condición de campo eléctrico y la otra a la de campo magnético.
De las cuatro ecuaciones (2.64), se ha decidido utilizar las ecuaciones (2.64)(a) y (b) por
cuestiones de simplicidad de cálculo a la hora de aplicar este método de ańalisis.
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Aśı pues, se plantea el siguiente sistema de 2 ecuaciones matriciales para obtener la
matrizS:

P a(Ia++Ia−)=A(Ib++Ib−) (a) P a#(Ia+ − Ia−)=B#(Ib+−Ib−) (b) (2.67)

La solucíon de dicho sistema de ecuaciones proporciona la matriz de parámetrosS mul-
timodal buscada:

S21 = 2(T )−1P a# S22 = (T )−1
(
B# − P a#(P a)−1A

)

S11 = (P a)−1A S21 − I S12 = (P a)−1A(I + S22) (2.68)

donde la matrizT (NMR×NMR) se define del siguiente modo:

T = B# + P a#(P a)−1A (2.69)

y la matrizI es la matriz identidad de ordenNMR.



Caṕıtulo 3

Estudio de gúıasópticas y gúıas de
microondas

3.1. Introducción

En este caṕıtulo se lleva a cabo la caracterización modal de diversos sistemas guiadores
de ondas, entendiéndose por sistemas guiadores de ondas aquellos sistemas de transmisión
con simetŕıa traslacional destinados a llevar energı́a de un punto a otro, en los cuales la
enerǵıa est́a confinada en una pequeña regíon del espacio y que se caracterizan por su inva-
riancia traslacional en la dirección de propagación. Los efectos de propagación en las gúıas
de ondas bajo estudio, cuyas dimensiones transversales son comparables a la longitud de
onda caracterı́stica (en el vaćıo), λ0, requieren del conocimiento de la constante de propa-
gacíon y de los campos transversales a la dirección de propagación de los modos en dichas
gúıas. Para tal fin, en este capı́tulo se aplica el Ḿetodo de las Bases Bi-Ortogonales descrito
en el caṕıtulo anterior al estudio de una serie de guı́as de ondas, que se han dividido en dos
categoŕıas, seǵun sean sus aplicaciones: por un lado, se analizarán una serie de guı́asópti-
cas, y por otro lado se estudiarán diversas gúıas de microondas, que son el elemento clave
en el disẽno de muchos dispositivos de microondas de gran importancia en aplicaciones ta-
les como comunicaciones vı́a sat́elite y comunicaciones terrestres, ası́ como en sistemas de
calentamiento por microondas.

A la hora de aplicar el Ḿetodo de las Bases Bi-Ortogonales dentro de cada categorı́a de
gúıas de ondas, y para cada caso a analizar, primero se hará una eleccíon del sistema auxiliar
más adecuado al problema. A continuación, se llevaŕa a cabo un estudio de convergencia
de las soluciones obtenidas con este método, y finalmente se presentarán los resultados ḿas
relevantes obtenidos para cada caso.
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Figura 3.1:Seccíon transversal de una fibraóptica de salto déındice. (a) Problema real. (b) Problema
estudiado, con un blindaje auxiliar añadido.

3.2. Gúıasópticas

3.2.1. Fibraóptica

Esta gúıa se construye solamente con materiales dieléctricos y, como su propio nombre
indica, transmite ondas electromagnéticas que están en la banda del visible (realmente, tam-
bién se emplean en el infrarrojo cercano e infrarrojo lejano). La dimensión transversal de
esta gúıa es tan pequeña que por su aspecto se le da el nombre defibra. Este tipo de gúıa de
ondas est́a siendo utilizada cada vez con más frecuencia en los sistemas de comunicaciones
actuales [46], [47], [48].

Existen diferentes modalidades de fibraóptica, seǵun sea la distribución de la permitivi-
dad dieĺectrica en la sección transversal de la misma. Ası́, la fibra óptica de salto déındice
[49] (ver la figura 3.1) consiste en una barra dieléctrica ciĺındrica homoǵenea, denominada
núcleo ocore, rodeada por una capa concéntrica de otro material dieléctrico de permitivi-
dad dieĺectrica menor, llamada revestimiento ocladding. Por otro lado, enla fibra óptica de
ı́ndice gradual[47], la permitividad dieĺectrica en el ńucleo de la fibra pasa de forma gradual
de un valor ḿaximo hasta un valor igual al del revestimiento de la fibra. Existen otros tipos
de perfiles de la permitividad dieléctrica en una fibráoptica, en los que la distribución del
material dieĺectrico permite obtener unas ciertas velocidades de fase y de grupo deseadas
(como por ejemplo la fibra en W [40]).

El Método de las Bases Bi-Ortogonales permite analizar el espectro modal en todos estos
tipos de fibraśopticas. En este apartado se muestra el estudio del espectro modal de una
fibra óptica de salto déındice. En la figura 3.1(a) se muestra un esquema de la sección
transversal de una fibráoptica de salto déındice t́ıpica. Debido a la simetrı́a del problema,
se ha empleado un sistema de coordenadas cilı́ndricas, en el cual la fibráoptica a estudiar
vendŕa descrita por la distribución de su permitividad dieléctrica relativa. Habitualmente se
suele hablar de súındice de refracción, n, que se relaciona con la permitividad dieléctrica
relativa comon =

√
εr. En una fibra de salto déındice, elı́ndice de refracción n(r, θ) se
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distribuye de la siguiente forma en la sección transversal:

n(r, θ) =

{
nn r < rn

nr r > rn
(3.1)

dondenn y nr son lośındices de refracción del ńucleo y del revestimiento, respectivamente,
connn > nr, siendorn el radio del ńucleo de la fibra. A la hora de elegir el sistema auxiliar
más adecuado para este problema, se ha de considerar que, a pesar de que la fibraóptica es
una gúıa de ondas abierta (no blindada), los campos están confinados en las proximidades del
núcleo, y que por tanto es posible elegir como sistema auxiliar una guı́a circular rellena de un
dieléctrico homoǵeneo y cuyo radioA sea mucho mayor que el radio del núcleo de la fibra,
de forma que las condiciones de contorno impuestas por el sistema auxiliar no perturben
las soluciones del problema real, lo cual es más cŕıtico a bajas frecuencias. Por otro lado,
tambíen se ha de considerar que el número de modos auxiliares necesario para alcanzar
una determinada precisión aumenta con el tamaño del blindaje. Este hecho se debe a que
al aumentar el volumen del sistema auxiliar sin incrementar simultáneamente el ńumero
de modos, empobrecemos la precisión con la que describimos las estructuras espaciales del
sistema en cuestión. Cuando una estructura espacial fundamental del problema no se describe
adecuadamente (como por ejemplo el núcleo de la fibra), aparece una brusca pérdida de
precisíon. Para tratar este problema recurrimos al concepto deresolucíon espacial, definida
como el ńumero ḿaximo de periodos espaciales de la base auxiliar que pueden acomodarse
en la estructura que hemos de resolver. Ası́, en el ańalisis de convergencia, se tratará de
determinar el tamãno de la caja y el ńumero de modos que nos dan la solución buscada con
un tiempo de ćomputo realista.

Los modos de la guı́a circular homoǵenea que han sido empleados como base auxiliar
vienen dados por las siguientes expresiones [50]:
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donde los superı́ndices (c) y (s) indican la dependencia de la componente axial del campo
eléctrico con eĺanguloφ (del tipocos(sφ) o sin(sφ)), siendoA el radio de la gúıa circular,
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que est́a rellena de un dieléctrico homoǵeneo de permitividad relativãεrb, y que se ha elegido
igual a la del material del revestimiento,ε̃rb = n2

r. El modop-ésimo tiene asociados el par
deı́ndicess y k, que pueden tomar los siguientes valores:

(c) : s = 0, 1, 2, 3, ... ; (s) : s = 1, 2, 3, ... ; k = 1, 2, 3, ... ; (3.3)

Js(x) es la funcíon de Bessel de primera especie y argumentox, y χsk, χ
′
sk son elk−ésimo

cero de la funcíon de Bessel de primera especie y de su derivada, respectivamente. Por otro
lado, alq-ésimo modo le asociaremos el par deı́ndicest y l, respectivamente. Dichos mo-
dos han sido adecuadamente normalizados, de forma que cumplen la siguiente relación de
biortogonalidad:

〈ẽp|h̃q〉 =

∫∫

CS

(
ẽp × h̃q

)
· ẑ dS = δpq (3.4)

dondeCS es la seccíon transversal (ocross section) de la gúıa circular de radioA. Las
constantes de normalización vienen dadas por las siguientes expresiones:

NTM(c)
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π

1

χsk|Js+1(χsk)| = NTM(s)
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= NTE(s)
p

dondeεs es la funcíon de Neuman, que se define de la siguiente forma:

εs ≡
{

1 s = 0
2 s 6= 0 .

(3.5)

La aplicacíon del Método de las Bases Bi-Ortogonales nos conduce a evaluar los elementos
de matriz del operadorL, que en este caso se calcularán como (ver (2.25)):

Lpq = 〈ẽp|Lh̃q〉 =

∫∫

CS

(
ẽp × Lh̃q

)
· ẑ dS . (3.6)

Estas integrales han sido calculadas analı́ticamente, obteniéndose los siguientes resulta-
dos:
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p |Lh̃TE(s)
q 〉 = 0
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donde las constantesC1pq y C2pq vienen dadas por las siguientes expresiones:
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Finalmente, śolo queda realizar el proceso de diagonalización nuḿerica de la matrizL. Como
se puede observar en las expresiones analı́ticas que se obtienen para los elementos de matriz
del operadorL, (3.7), debido a las simetrı́as que presenta el problema, no se mezclarán los
subespacios generados por modos con el mismo orden respecto a dichas simetrı́as. Esto im-
plica que simplemente ordenando losı́ndices de los modos de forma que queden contiguos
los del mismo orden, la matrizL apareceŕa estructurada en submatrices dispuestas a lo largo
de la diagonal asociadas a cada uno de losórdenes de esa simetrı́a, siendo el resto de elemen-
tos de la matriz nulos, pudiéndose entonces diagonalizar cada una de ellas por separado. Ası́,
elegiremos los elementos de la base con el orden del modo que se quiera calcular de la fibra
de salto déındice. Ello conlleva una reducción muy importante en el tiempo de cálculo para
la obtencíon del espectro modal de la fibra, ya que se reduce considerablemente el tamaño
de la matriz a diagonalizar, con la consiguiente reducción en el tiempo de CPU necesario
para ello. Por todo esto, se concluye que para obtener los modos de la fibraóptica de salto
deı́ndice con un cierto orden angulars, se empleaŕan las siguientes familias de modos de la
base auxiliar:

s = 0 ⇒ Base auxiliar : {TE(c), TM (c)} (3.9)

s 6= 0 ⇒ Base auxiliar : {TE(s), TM (c)} . (3.10)
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Figura 3.2:Estudio de convergencia de la constante de propagación normalizadaβ/k0 en funcíon
del ńumeroN de modos auxiliares para los primeros cuatro modos propagativos en una fibraóptica,
con los siguientes parámetros:rn = 5 µm, nn = 1,465, nr = 1,46, λ0 = 1330 nm. (a)Radio de la
gúıa circular empleada como sistema auxiliar:A = 7,5 µm. (b) A = 20 µm.

Para comprobar los resultados de los modos de una fibraóptica obtenidos con el Ḿetodo
de las Bases Bi-Ortogonales, se ha examinado un ejemplo de fibraóptica multimodo con los
siguientes paŕametros:rn = 5 µm, nn = 1,465, nr = 1,46. Para este ejemplo se ha hecho
un ańalisis nuḿerico de convergencia de las soluciones obtenidas, en función del ńumero
de funciones auxiliares empleadas en la expansión modal y del tamãno de la gúıa circular
empleada como sistema auxiliar, para una longitud de onda en el vacı́o deλ0 = 1330 nm.
En la figura 3.2 se representa la convergencia de la constante de propagación normalizada
β/k0 de los cuatro primeros modos propagativos en la fibra, en función del ńumeroN de
funciones base auxiliares, y para dos tamaños distintos del blindaje. En la figura 3.2(a) el
radio de la gúıa circular empleada como base auxiliar es deA = 7,5 µm, mientras que los
resultados de la figura 3.2(b) corresponden a una guı́a circular con un radio deA = 20 µm.
Para validar este ḿetodo, se han programado también las ecuaciones analı́ticas que propor-
cionan el espectro modal en la fibraóptica de salto déındice [49], que son las ecuaciones
trascendentes que se obtienen al imponer las condiciones de contorno con el método de valor
en el contorno, y que se han de resolver de forma numérica. En la figura 3.2 se ha representa-
do con ĺıneas la solución anaĺıtica de la constante de propagación normalizada de los cuatro
primeros modos propagativos en la fibra y con puntos las soluciones obtenidas con nuestro
método. Como se puede apreciar, para el caso de guı́a circular de mayor radio se necesitan
más modos de la base auxiliar para alcanzar la convergencia de los resultados. Ello se debe a
que, para un mismo númeroN de funciones base, al aumentar el radio de la guı́a circular em-
pleada como base auxiliar, se está disminuyendo la resolución espacial ḿaxima alcanzada.
Por otro lado, el problema real que constituye nuestra fibraóptica estaŕa mejor descrito cuan-
to más alejada esté la pared conductora que introduce la base auxiliar [4]. Ası́, la solucíon a
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la que convergiŕa nuestro ḿetodo estaŕa más pŕoxima a la solucíon anaĺıtica para un mayor
tamãno de la gúıa auxiliar (ello se puede apreciar claramente en las figura 3.2(a) correspon-
diente a un menor radio de la guı́a circular, en la que los resultados obtenidos con nuestro
método no convergen a la solución anaĺıtica, mientras que sı́ lo hacen en la figura 3.2(b), para
un mayor radio de la guı́a circular empleada como sistema auxiliar). Tras realizar diversas
pruebas de convergencia, finalmente se concluye que los resultados proporcionados por este
método se alcanzan con buena precisión en este problema para un radio de la guı́a circular
deA = 20 µm y conN = 25 modos de la base auxiliar, con un tiempo de computación para
la simulacíon de0,11 s por punto en frecuencia.

A continuacíon se muestra la tabla 3.1 en la que se comparan los valores obtenidos con el
Método de las Bases Bi-Ortogonales (MBBO) para la constante de propagación normalizada
β/k0 de los cuatro primeros modos propagativos en la fibra (N = 25) con los obtenidos
anaĺıticamente, para una longitud de onda deλ0 = 1330 nm. Como se puede comprobar, los

Modo β/k0 (anal.) β/k0 (MBBO) Error Rel. (%)
HE11 1,46313307 1,46313369 0,4 · 10−4

HE21 1,46065666 1,46065554 0,8 · 10−4

TE01 1,46066201 1,46066836 4,0 · 10−4

TM01 1,46065914 1,46066195 2,0 · 10−4

Tabla 3.1:Constante de propagación normalizada de los cuatro primeros modos propagativos en una
fibra óptica para una longitud de onda deλ0 = 1330 nm, cuyos paŕametros se detallan en la figura
3.2. Comparación de los valores obtenidos con este método con las soluciones analı́ticas.

resultados que proporciona el Método de las Bases Bi-Ortogonales coinciden plenamente
con la solucíon anaĺıtica para la constante de propagación normalizada.

Por otro lado, nuestro ḿetodo no śolo proporciona las constantes de propagación de los
modos, sino también las expresiones de los campos de dichos modos. Para verificarlo, se
ha analizado otro ejemplo diferente de fibraóptica de salto déındice multimodo con los
siguientes paŕametros:rn = 6,3 µm, nn = 1,46, nr = 1,455, λ = 1521,2 nm. A conti-
nuacíon se detallan los resultados obtenidos para la constante de propagación normalizada
β/k0 (tabla 3.2) y la distribucíon de campo magnético (figura 3.3) de los cuatro primeros
modos propagativos en esta fibraóptica. En este caso se han elegido como base auxiliar los
25 primeros modos de una guı́a circular de radio tres veces mayor que el radio del núcleo de
la fibra, es decir,A = 18,9 µm. En la tabla 3.2 se compara de nuevo la constante de pro-
pagacíon normalizadaβ/k0 de los cuatro primeros modos propagativos en la fibra obtenida
con elMBBOcon los obtenidos analı́ticamente, para una longitud de onda deλ0 = 1521,2
nm, donde se puede apreciar de nuevo que ambos resultados difieren en la sexta cifra deci-
mal. En este caso se ha obtenido también la distribucíon de campo magnético transversal de
los modos. Dichos campos aparecen representados en la figura 3.3, cuyas distribuciones de
campo coinciden con las que aparecen representadas en [49] para una fibra de salto deı́ndice
multimodo.
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Figura 3.3:Distribución de campo magnético transversal de los cuatro primeros modos propagativos
en una fibráoptica cuyos parámetros se detallan en la tabla 3.2.

Modo β/k0 (anal.) β/k0 (MBBO) Error Rel. (%)
HE11 1,45836746 1,45836993 1,7 · 10−4

HE21 1,45611006 1,45611372 2,5 · 10−4

TE01 1,45611428 1,45611118 2,1 · 10−4

TM01 1,45610949 1,45610753 1,3 · 10−4

Tabla 3.2:Constante de propagación normalizada de los cuatro primeros modos propagativos en una
fibra óptica con los siguientes parámetros:rn = 6,3 µm, nn = 1,46, nr = 1,455, λ0 = 1521,2 nm.
Comparacíon de los valores obtenidos con este método con la solución anaĺıtica.

3.2.2. Gúıa Rib

La gúıa rib es una gúıa dieĺectrica [51], [52]. Esta gúıa se muestra en la figura 3.4, en
la que se puede ver que su estructura está constituida por un substrato dieléctrico plano,
una ĺamina guiadora de espesorD, deı́ndice de refracción más alto, con un ensanchamiento
central de dimensionesW×H, cuyo aspecto le da su nombre a esta guı́a (rib o costilla), y por
último unaúltima capa homoǵenea que recubre la parte superior de la estructura. Se trata por
tanto de una gúıa abierta, en la que de nuevo los campos de los primeros modos propagativos
quedan confinados en la región central de dimensionesW × H. Como se aprecia en la
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Figura 3.5:Gúıa rib encerrada dentro de una guı́a rectangular de dimensiones(a × b) (sistema
auxiliar).

figura, los diferentes medios se caracterizan por suı́ndice de refracciónna, n1 y ns, que son
los ı́ndices de la cubierta, de la lámina guiadora y del substrato, respectivamente.

Para analizar esta estructura se ha elegido como sistema auxiliar una guı́a rectangular de
dimensionesa× b rellena de un dieléctrico homoǵeneo de permitividad relativãεrb =

√
na,

igual a la de la cubierta, cuyas paredes conductoras deberán estar de nuevo suficientemente
alejadas de la región central guiadora para que no afecten a las soluciones del problema real
[4] (ver la figura 3.5. El espectro modal en una guı́a rectangular es bien conocido [4]. Por
tanto, las funciones base serán el conjunto de modosTEz y TM z de una gúıa rectangular,
que han sido adecuadamente normalizados, y vienen dados por las siguientes expresiones:
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donde elp-ésimo modo tiene asociados el par deı́ndicesm y n, que pueden tomar los si-
guientes valores para cada familia de modos:

TE : m,n = 0, 1, 2, 3, ...(m = n = 0 no incluido) ; TM : m, n = 1, 2, 3, ... ; (3.15)

Las constantes de normalización para las dos familias de modos vienen dadas por las si-
guientes expresiones:
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Dichos modos cumplen la siguiente relación de biortogonalidad:
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donde lośındicesα, β indican modoTE o modoTM . El siguiente paso para obtener el
espectro modal de la guı́a rib consiste en evaluar los elementos de matriz del operadorL,
que en este caso se calcularán como:
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· ẑ dS

= β̃q

2
δpq + k2

0

∫ a
2

−a
2

dx

∫ b
2

− b
2

dy(εr − ε̃rb)(ẽ
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· ẑ dS . (3.18)

Estas integrales han sido calculadas analı́ticamente para el caso general de una guı́a rec-
tangular de dimensiones(a×b) y permitividad relativãεrb con diversos rectángulos dieĺectri-
cos insertados [53], los cuales vienen caracterizados por las coordenadas de los centros de
los mismos (x0s, y0s), por sus dimensiones (cs × ds), y por sus permitividades relativasεrs,
respectivamente (ver la figura 3.6).

Este problema viene definido por la siguiente distribución transversal de permitividad
relativa dentro de la guı́a:
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3.2 Gúıasópticas 33

a

b

c1

d1

c2

d2

c3

d3

c4

d4

(x01 ,y01)

(x ,y03 03)

(x ,y02 02)

(x ,y04 04)

e
r1

e
r2

e
r3

e
r4

e
rb

~

Figura 3.6:Gúıa rectangular de dimensiones(a×b) y permitividad relativãεrb con diversos rectángu-
los dieĺectricos insertados.

dondeθ(x) es la funcíon escaĺon o funcíon deHeaviside, y ND es el ńumero de rect́angulos
dieléctricos insertados. Debido a la definición de la distribucíon de la permitividad dieléctrica
en la gúıa (como suma de funciones escalón), la segunda integral de superficie en (3.18) se
reduce a una suma de integrales de lı́nea (ver aṕendice D). Finalmente, tras sustituir (3.19) en
(3.18), y empleando la base de los modos normalizadosTEz y TM z de una gúıa rectangular
(donde el p-́esimo modo tiene asociados el par deı́ndicesm y n, y el q-́esimo modo el par
de ı́ndicesr y t), se obtienen las siguientes expresiones para los elementos de matriz del
operadorL:

LTM TM
pq = β̃q

2
δpq + k2

0N
TM
mn NTM

rt

ND∑
s=1

{
(εrs − ε̃rb)

[
mrπ2

a2
I1I2 +

ntπ2

b2
I3I4

]}

+NTM
mn NTM

rt

(
r2π2

a2
+

t2π2

b2

) ND∑
s=1

{
2(εrs − ε̃rb)

εrs + ε̃rb

[mπ

a
I2I5 +

nπ

b
I3I6

]}
(3.20)

LTE TM
pq = k2

0N
TE
mn NTM

rt

ND∑
s=1

{
(εrs − ε̃rb)

[
−nrπ2

ab
I1I2 +

mtπ2

ab
I3I4

]}

+NTE
mn NTM

rt

(
r2π2

a2
+

t2π2

b2

) ND∑
s=1

{
2(εrs − ε̃rb)

εrs + ε̃rb

[
−nπ

b
I2I5 +

mπ

a
I3I6

]}
(3.21)

LTM TE
pq = k2

0N
TM
mn NTE

rt

ND∑
s=1

{
(εrs − ε̃rb)

[
−mtπ2

ab
I1I2 +

nrπ2

ab
I3I4

]}
(3.22)

LTE TE
pq = k2

0N
TE
mn NTE

rt

ND∑
s=1

{
(εrs − ε̃rb)

[
ntπ2

b2
I1I2 +

mrπ2

a2
I3I4

]}
(3.23)
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donde las constantesI1, I2, I3, I4, I5 eI6 que aparecen en las ecuaciones (3.20)-(3.23) vienen
dadas por las siguientes expresiones:
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Las soluciones analı́ticas de dichas integrales también seŕan empleadas en el apartado 3.3
para el estudio de guı́as de microondas con rectángulos dieĺectricos insertados.

Por otro lado, gracias a la existencia de simetrı́a respecto al ejeY en la gúıa rib, los
modos con paridad distinta respecto a este eje no se acoplan entre sı́, por lo que la dimensión
de la matrizL a diagonalizar se reduce en un factor 2, con la consiguiente reducción en el
tiempo de computación.
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A continuacíon se van a analizar las caracterı́sticas de propagación de una gúıa rib em-
pleando el Ḿetodo de las Bases Bi-Ortogonales. Para ello se ha examinado un ejemplo de
gúıa rib que ha sido analizada en [51] empleando el Método de propagación de haz (BPM ),
la cual se caracteriza por los siguientes parámetros (ver la figura 3.4):na = 1, n1 = 3,44,
ns = 3,4, W = 3 µm,D = H = 0,5 µm. Para este ejemplo se ha hecho un análisis nuḿerico
de convergencia de las soluciones obtenidas con elMBBO, en funcíon del ńumero de funcio-
nes base auxiliares empleadas en la expansión modal, y para diferentes tamaños de la gúıa
rectangular empleada como sistema auxiliar, para una longitud de onda deλ0 = 1,55 µm. A
dicha longitud de onda existen dos modos guiados en la estructura polarizados según el eje
X eY , respectivamente. En la figura 3.7 se ha representado la convergencia de la constante
de propagación normalizadaβ/k0 de los dos modos guiados en la guı́a rib en funcíon del
número de funciones baseN para dos tamãnos distintos de la guı́a rectangular empleada co-
mo sistema auxiliar, y se comparan con el valor obtenido con elBPM . El modo denominado
comoEx (campo eĺectrico polarizado según el ejeX) se ha obtenido empleando los modos
de la base auxiliar cońındicem impar, mientras que el modoEy (campo eĺectrico polarizado
seǵun el ejeY ) se ha obtenido con las funciones deı́ndicem par. En la figura 3.7(a) el tamaño
de la gúıa rectangular empleada como sistema auxiliar es de9 µm×9 µm, mientras que los
resultados de la figura 3.7(b) corresponden a una guı́a de dimensiones20 µm×20 µm.
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Figura 3.7:Estudio de convergencia de la constante de propagación normalizadaβ/k0 de los dos
modos guiados en una guı́a rib, en funcíon del ńumeroN de modos auxiliares para una longitud
de onda de 1.55µm, con los siguientes parámetros:na = 1, n2 = 3,44 y ns = 3,4, W = 3
µm, D = H = 0,5 µm. Dimensiones de la guı́a rectangular empleada como sistema auxiliar: (a)
9 µm×9 µm; (b)20 µm×20 µm.

Al igual que para el caso de la fibraóptica, en este caso se alcanza más lentamente la
convergencia de las soluciones para la guı́a rectangular ḿas grande, que además se consigue
para un ńumero muy elevado de modos (del orden de 1500 modos). En cambio, en el caso
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de la gúıa de dimensiones9 µm×9 µm, se alcanza ḿas ŕapidamente la convergencia, obte-
niéndose resultados para 600 modos de la base auxiliar que difieren del valor obtenido en
[51] en la cuarta o quinta cifra decimal. Tras realizar diversas pruebas de convergencia, final-
mente se concluye que los resultados proporcionados por este método se alcanzan con buena
precisíon para una gúıa rectangular como sistema auxiliar de dimensiones9 µm ×9 µm y
conN = 600 modos de la base auxiliar, con un tiempo de computación para la simulación
de2 min. y 3 s por punto en frecuencia.

A continuacíon se muestra la tabla 3.3 en la que se comparan los valores obtenidos con
el MBBOpara la constante de propagación normalizadaβ/k0 de los dos modos guiados en
la gúıa rib (N = 600, a = b = 9 µm) con los obtenidos mediante elBPM, para una longitud
de onda deλ0 = 1,55 µm.

Modo β/k0 (BPM) β/k0 (MBBO) Diferencia Rel. ( %)
Ex 3,402313 3,402002 9,1 · 10−3

Ey 3,400917 3,400656 7,7 · 10−3

Tabla 3.3:Constante de propagación normalizada de los dos modos guiados en una guı́a rib para una
longitud de onda deλ0 = 1,55 µm cuyos paŕametros se detallan en la figura 3.7. Comparación de los
valores obtenidos con este método con los proporcionados por elBPM.

Como se puede comprobar, los resultados que proporciona el Método de las Bases Bi-
Ortogonales coinciden con la solución proporcionada en [51] para la constante de propaga-
ción normalizada empleando elBPM.

Finalmente, también se ha obtenido la distribución de campos en esta guı́a. El campo
magńetico transversal se ha obtenido mediante la diagonalización de la matrizL. En este
caso, para obtener el campo eléctrico, se ha diagonalizado la matrizL†, cuyos autovectores
son el campo eléctrico transversal de los modos definido comoem = (−e∗ym, e∗xm). Por tanto,
el campo eĺectrico transversal de cada modo se obtendrá comoem = (e∗ym,−e∗xm). En las
figuras 3.8 y 3.9 se representan con lı́neas de contorno (espaciadas en 0.5 dB) las componen-
tes normalizadas de campo eléctrico y magńetico dominantes de los dos modos guiados en la
gúıa rib de este ejemplo (que también aparecen representadas en [51]), cuyo campo eléctrico
est́a polarizado seǵun el ejeX eY , respectivamente. Para los dos modos, la relación entre el
máximo correspondiente a la componente dominante respecto a la componente minoritaria,
tanto para el campo eléctrico como para el campo magnético, es en todos los casos superior a
20. Como se puede observar, la mayor parte del campo está confinado en las proximidades de
la capa déındice alto, extendiéndose en parte hacia el substrato. Este es el comportamiento
tı́pico de una gúıa dieĺectrica como la gúıa rib.

3.2.3. Gúıa Rib-ARROW

La gúıa Rib-ARROWo rib antirresonante es una guı́a dieĺectricaóptica similar a la gúıa
rib estudiada en el apartado anterior, con la diferencia de que en este caso la guı́a rib est́a in-
tegrada sobre un substrato plano de silicio, siendo elı́ndice de refracción del substrato mayor
que el de la estructura guiadora orib (ver figura 3.10). Para esta guı́a se han hecho diversos
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Figura 3.8:Distribución de la componente dominante de campo eléctrico transversal de los dos
modos guiados en la guı́a rib cuyos paŕametros se detallan al pie de la figura 3.7. (a) Modo 1: Campo
eléctrico con polarizaciónx. (b) Modo 2: Campo eléctrico con polarizacióny.
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Figura 3.9:Distribución de la componente dominante de campo magnético transversal de los dos
modos guiados en la guı́a rib cuyos paŕametros se detallan al pie de la figura 3.7. (a) Modo 1: Campo
magńetico con polarizacióny. (b) Modo 2: Campo magnético con polarizaciónx.

ańalisis téoricos y experimentales sobre la propagación del campo electromagnético en la
misma [54], [55], [56]. Esta gúıa ha sido empleada en el diseño de dispositivośopticos pasi-
vos con aplicaciones en telecomunicaciones o como sensores optoquı́micos [55], [57]. La es-
tructura adoptada para la realización de las gúıas en la dirección transversal es la denominada
estructura antirresonante o ARROW [58]. El nombre de ARROW (Anti Resonant Reflecting
Optical Waveguide) hace referencia a una guı́a de ondas en la cual, al menos en una de las
direcciones transversales, el guiado de la luz se produce mediante una reflexión antirreso-
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Figura 3.10:Esquema de una guı́aRib-ARROW.

nante [56]. La estructura multicapa está fabricada sobre un substrato de silicio, cuyoı́ndice
de refraccíon para una longitud de onda de trabajo deλ0 = 628 nm esns = 3,88− j0,01. El
confinamiento lateral en la otra dirección transversal se provoca mediante la estructurarib.

En concreto, la gúıa que se va a analizar tiene la geometrı́a mostrada en la figura 3.10,
cuyo disẽno inicial como gúıa planar se debe a Duguay et al [58]. Esta guı́a est́a formada
por una estructura plana antirresonante sobre la que se ha realizado, eliminando parte de la
capa del ńucleo, una estructurarib. Los valores de los diferentes parámetros, para que esta
estructura sea antirresonante a la longitud de onda de 628 nm, son los siguientes:H+D1 = 4
µm, D2 = 0,33 µm, D3 = 2 µm, na = 1,0, n1 = 1,46, n2 = 2,0, n3 = n1 = 1,46,
ns = 3,88− j 0,01. Se han analizado configuraciones antirresonantes con una estructurarib
grabada sobre la región multicapa con anchuras (W ) en el rango de 2 a 20µm, y escalones
de alturas (H) de valores 1.5, 2.5 y 3.5µm.

El espectro modal en dicha guı́a ha sido analizado en [54] empleando dos métodos prin-
cipalmente, que son el ḿetodo déındice espectral (aproximado) y el método de ajuste de
modos. Por otro lado, en el mismo trabajo también se ha analizado la atenuación total en di-
cha gúıa cuandóesta es excitada mediante un láser con campo gausiano de 4µm de díametro,
centrado en elrib (en el montaje experimental para la medida de dicha atenuación, se inyecta
luz en una fibra monomodo que a su vez excita la guı́a Rib-ARROW[54]). El ańalisis de la
atenuacíon llevado a cabo en [54] ha sido realizado empleando el método de propagación de
haz [59], que adeḿas ha sido comparado con medidas experimentales.

La gúıaRib-ARROWdescrita ha sido analizada con el Método de las Bases Bi-Ortogonales,
que permite incluir las ṕerdidas en los medios dieléctricos. Para ello se ha empleado como
sistema auxiliar una guı́a rectangular de dimensionesa × b rellena de un dieléctrico ho-
moǵeneo de permitividad relativãεrb =

√
na, igual a la de la cubierta, cuyas paredes con-

ductoras deberán estar de nuevo suficientemente alejadas de la región central guiadora para
que no afecten a las soluciones guiadas por elrib [4]. Se ha llevado a cabo un estudio de con-
vergencia de las soluciones como el descrito en el apartado 3.2.1, para la guı́a cuyorib es el
de menores dimensiones (para el cual hará falta una mayor resolución espacial), analizando
tanto el efecto del ńumero de modos de la base auxiliar como el del volumen finito crea-
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Figura 3.11:Resultados obtenidos para las soluciones modales con elMBBO para una gúıa
Rib-ARROWa la longitud de onda de 628 nm para diferentes profundidades de grabadoH, con los
siguientes parámetros:H + D1 = 4 µm, D2 = 0,33 µm, D3 = 2 µm, na = 1, n1 = 1,46, n2 = 2,0,
n3 = n1 = 1,46, ns = 3,88 − j 0,01. Se representa la parte real de la constante de propagación
normalizada (Re(β/k0)) y la atenuacíon calculada a partir de su parte imaginaria, frente a la anchura
W de la gúıa, para profundidades de grabado de (1) 1.5µm, (2) 2.5µm y (3) 3.5µm.
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Figura 3.12:Resultados obtenidos por I. Garcés [54] para las soluciones modales empleando el
método de ajuste de modos para una guı́a Rib-ARROWa la longitud de onda de 628 nm, con pro-
fundidades de grabadoH de (2) 1.5µm y (3) 2.5µm. Se representa la parte real de la constante
de propagación normalizada (Re(β/k0)) (izquierda) y la atenuación calculada a partir de su parte
imaginaria (derecha), frente a la anchuraW de la gúıa.
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do artificialmente por las paredes confinantes. Tras realizar dicho estudio de convergencia,
se ha concluido que se obtienen soluciones convergentes para una guı́a rectangular cuyos
ladosa y b son 4 veces mayores que las dimensiones transversales de la guı́a (a = 4W ,
b = 4(H +D1 +D2 +D3), y para 1000 funciones base auxiliares. En la figura 3.11 se mues-
tran los resultados obtenidos para los primeros modos propagativos en elrib, la parte real de
la constante de propagación normalizada (Re(β/k0)) y la atenuacíon (en dB/cm) calculada a
partir de su parte imaginaria (Atenuación (dB/cm)=−10 log10 e−2 Im(β).(1cm)), frente a la an-
churaW de la gúıa, para profundidades de grabado de (1) 1.5µm, (2) 2.5µm y (3) 3.5µm.
Estos resultados se pueden comparar con los obtenidos por I. Garcés [54] (ver la figura 3.12)
empleando el ḿetodo de ajuste de modos, para profundidades de grabado de (2) 1.5µm y (3)
2.5µm (el caso de profundidad de grabado de 3.5µm es ḿas dif́ıcil de resolver con el ḿeto-
do de ajuste de modos debido a que se necesitan gran cantidad de modos de radiación, lo
cual conlleva una falta de precisión nuḿerica que hace que las soluciones lleguen a oscilar).
Como se puede observar, ambos métodos proporcionan resultados ligeramente diferentes pa-
ra las dos profundidades de grabado. Por un lado, la constante de propagación normalizada
(Re(β/k0)) de los modos obtenida con ambos métodos difiere en la tercera cifra decimal.
Además, con el Ḿetodo de las Bases Bi-Ortogonales, la constante de propagación de los mo-
dos con polarización TM es ligeramente superior a la de los modos con polarización TE, al
contrario de lo que se observa con el método de ajuste de modos. Ası́ mismo, la atenuación
de los modos obtenida con nuestro método es algo mayor, además de que todos los modos
entran en corte para anchuras de guı́a algo mayores. No obstante, ambos métodos coinciden
en el hecho de que se observan mayores atenuaciones para la polarizaciónTM. Adeḿas, esa
diferencia de atenuaciones para ambas polarizaciones aumenta cuando los modos entran en
las cercańıas del corte.

El método de las Bases Bi-Ortogonales, que es un método totalmente vectorial, también
permite calcular la distribución de potencia (componentez de la parte real del vector de
Poynting complejo,Re(Sz)) a lo largo de la sección transversal de la guı́a Rib-ARROW.
En la figura 3.13 se muestra la distribución de potencia de los modosTE11, TE12 y TE13

en la gúıa cuyos paŕametros se detallan al pie de la figura 3.11, para una anchura delrib
W = 10 µm y una profundidad de grabadoH = 1,5 µm, a la longitud de onda de 628
nm. Como se puede observar, estas distribuciones corresponden a modos guiados que se
propagan b́asicamente confinados dentro delrib. La distribucíon de potencia correspondiente
a los modos con polarizaciónTM para este caso es prácticamente id́entica, por lo que se ha
omitido su representación.

Por último, se han calculado también las ṕerdidas que se producen en la propagación
a lo largo de un tramo de guı́a de 2 cm de longitud. Para ello, esta estructura se excita
mediante una fibráoptica monomodo que propaga un campo gausiano de 4µm de díametro,
de forma que la fibra se enfrenta a la entrada de la guı́a quedando dicho campo centrado en
el rib. Para hacer dicho cálculo, primero debemos calcular los coeficientes de acoplo entre el
modo que propaga la fibráoptica y los modos de la guı́a Rib-ARROWen el plano de entrada
z = 0 cm. Una vez calculados dichos coeficientes de acoplo, y teniendo en cuenta la relación
de biortogonalidad satisfecha por los campos en la guı́a, se calcula la potencia a la salida de
la gúıa (z = 2 cm), considerando que los campos han sufrido las atenuaciones que aparecen
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Figura 3.13:Distribución de potencia (componentez de la parte real del vector de Poynting comple-
jo,Re(Sz))) de los modosTE11, TE12 y TE13 de la gúıaRib-ARROWcuyos paŕametros se detallan
al pie de la figura 3.11 para una anchura delrib W = 10 µm y una profundidad de grabadoH = 1,5
µm.

representadas en la figura 3.11.

En la figura 3.14 se representan los valores calculados de atenuación de una gúıa de 2 cm
de longitud con diferentes profundidades de grabado (H = 1,5 µm, H = 2,5 µm y H = 3,5
µm) en funcíon de la anchuraW de la misma, a la longitud de onda de 628 nm. Ası́ mismo,
en la figura 3.15 se muestran las pérdidas totales que se midieron de la misma guı́a analiza-
da anteriormente, la cual fue fabricada empleando la técnica de grabado RIE (Reactive Ion
Etching) [54] (en dicha gŕafica aparecen también, adeḿas de los valores anteriores de pro-
fundidad de grabado, las pérdidas totales medidas en una guı́a con profundidad de grabado
deH = 0,8 µm). Como se puede observar, en ambas gráficas se observa un mismo compor-
tamiento: se produce un aumento de la atenuación conforme disminuye la anchura de la guı́a.
No obstante, aunque los comportamientos teórico y experimental coinciden en sus formas y
en la magnitud de las pérdidas, ambas curvas difieren en las anchuras a las que se producen
los fuertes aumentos de atenuación. En consecuencia, el aumento brusco de las pérdidas to-
tales que se observa experimentalmente para anchuras de guı́a inferiores a 10µm parece que
no se explica adecuadamente por medio de la atenuación de los modos calculada con nuestro
método. Esta discrepancia entre el método desarrollado en esta memoria y los resultados ex-
perimentales se puede explicar en base a que la atenuación medida experimentalmente tiene
básicamente dos componentes, una componente debida a las pérdidaśohmicas, y otra debida
a la radiacíon de la estructura; la primera ha sido considerada en nuestros cálculos, mientras
que la segunda no ha sido modelizada. En [54] también se ha llevado a cabo un estudio de la
atenuacíon de las gúıas empleando para ello el método de propagación de haz. Dicho estudio
(ver la figura 3.16) predice respuestas en las que los aumentos de atenuación se producen a
anchuras algo menores que las estimadas con el Método de las Bases Bi-Ortogonales, y por
tanto, tambíen inferiores a la observadas experimentalmente. Además, las ṕerdidas calcula-
das son inferiores a las medidas experimentales.
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Figura 3.14:Cálculo de la atenuación, empleando el Ḿetodo de las Bases Bi-Ortogonales, de una
gúıa Rib-ARROWde 2 cm de longitud con diferentes profundidades de grabado (H = 1,5 µm, H =
2,5 µm y H = 3,5 µm) en funcíon de la anchuraW de la misma, a la longitud de onda de 628 nm.

Figura 3.15:Medida de las ṕerdidas totales de una guı́aRib-ARROWfabricada, empleando la técnica
de grabado RIE, de 2 cm de longitud y con diferentes profundidades de grabado (H = 0,8 µm,
H = 1,5 µm, H = 2,5 µm y H = 3,5 µm) en funcíon de la anchuraW de la misma, a la longitud de
onda de 628 nm.
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Figura 3.16:Atenuacíon calculada mediante el método de propagación de haz [54] de una guı́aRib-
Arrow de 2 cm de longitud con diferentes profundidades de grabado (H = 0,8 µm, H = 1,5 µm,
H = 2,5 µm y H = 3,5 µm) en funcíon de la anchuraW de la misma, a la longitud de onda de 628
nm.

3.3. Gúıas de microondas

3.3.1. Gúıas rectangulares cargadas con láminas dieĺectricas

En este apartado se analizan una serie de guı́as de onda formadas por una guı́a rectangular
cargada parcialmente por una o varias láminas dieĺectricas de sección rectangular. Alguno
de los casos analizados tiene solución anaĺıtica [4], [60], y por tanto será posible contrastar
con dicha solucíon los resultados proporcionados por elMBBOpara ese caso. En el resto de
casos, se analizarán ejemplos que han sido estudiados empleando otros métodos nuḿericos,
cuyos resultados también seŕan empleados para contrastar nuestro método modal.

3.3.1.1. Gúıa rectangular cargada con una ĺamina dieléctrica rectangular homoǵenea
paralela al ejeX

El primer caso es una guı́a rectangular de dimensiones (a × b) que est́a parcialmente
rellena de un rectángulo dieĺectrico de dimensiones (a × d) situado a una distancial de la
pared inferior de la gúıa. El esquema de esta guı́a se muestra en la figura 3.17. El espectro
modal de esta guı́a tiene solucíon anaĺıtica [4], [60]. Este problema es homogéneo en el
eje X. Debido a las condiciones de contorno impuestas por la discontinuidad del material
dieléctrico en esta guı́a, los campos no van a ser en general modosTEz o TM z, sino que se
pueden descomponer en las familias de modos hı́bridosLSE longitudinal section electricy
LSM o longitudinal section magnetic[61], tambíen conocidos como modosTEy y TM y,
es decir, campos eléctricos o magńeticos tangentes (longitudinales) a la interfase dieléctrica
que presenta la guı́a, respectivamente.

El sistema auxiliar elegido para este problema es una guı́a rectangular homogénea relle-
na de aire de iguales dimensiones (a × b) que la gúıa bajo estudio (cargada con la lámina
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Figura 3.17:Esquema de una guı́a rectangular cargada con una lámina dieĺectrica paralela al ejeX
de dimensiones (a× d) situada a una distancial de la pared inferior de la guı́a.

dieléctrica), que adeḿas cumple las mismas condiciones de contorno en las paredes de la
gúıa satisfechas por el problema real. No obstante, debido a las condiciones de contorno im-
puestas por la discontinuidad en el ejeY del material dieĺectrico, para este caso no se han
empleado las expresiones de los modosTEz y TM z de la gúıa rectangular vacı́a anterior-
mente descritas en las ecuaciones (3.11)-(3.14), sino las familias de modosTEy y TM y de
la gúıa rectangular homogénea, que son modos transversales a la dirección del ejeY , y que
por tanto tambíen cumplen las condiciones de contorno del sistema real. Dichos modos, una
vez normalizados para que cumplan la relación de biortogonalidad (2.13), vienen dados por
las siguientes expresiones [60]:
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donde elp-ésimo modo tiene asociados el par deı́ndicesm y n, que pueden tomar los si-
guientes valores para cada familia de modos:

TEy : m = 0, 1, 2, ... , n = 1, 2, ... ; TM y : m = 1, 2, ... , n = 0, 1, 2, ... ;
(3.34)

A continuacíon se muestran las soluciones de las integrales que han sido calculadas
anaĺıticamente para la obtención de los elementos de matriz del operadorL, empleando la
base de modosTEy, TM y (donde el p-́esimo modo tiene asociados el par deı́ndicesm y n,
y el q-́esimo modo tiene asociados el par deı́ndicesr y t):
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A la vista de los resultados obtenidos, se pueden extraer dos conclusiones:
(a) Puesto que el sistema es homogéneo en la dirección X, ambas familias de modos

TEy y TM y en este problema no se acoplan, de forma que es posible obtener los modos para
cada familia por separado, empleando para cada una de ellas la familia correspondiente de
modos de la base auxiliar. Este hecho ha sido comprobado al calcular los elementos de matriz
del operadorL con la base de modosTEy y TM y de una gúıa rectangular homogénea, de
forma que los elementos de matriz que se obtienen al multiplicar modos de familias distintas
se cancelan. Ello va a permitir reducir a la mitad el número de modos de la base auxiliar
empleados para alcanzar una cierta precisión, lo cual conlleva una importante reducción en
el tiempo de computación.

(b) Por otro lado, debido al carácter homoǵeneo de la gúıa en el ejeX, los modos de la
gúıa bajo estudio tienen exactamente la misma dependencia con la variablex que los modos
de la base auxiliar, llevando cada modo de nuestro problema unı́ndice m asociado, que
empieza en 0 para la polarizaciónTEy y en 1 para la polarizaciónTM y. Aśı mismo, tambíen
se ha comprobado que es posible obtener los modos que llevan asociado un cierto valor del
ı́ndicem empleando para la expansión modal de dichos modos el conjunto de modos de
la base auxiliar con igualı́ndicem. De nuevo, este hecho se hace evidente al calcular los
elementos de matriz del operadorL, que para cada familia de modos, son solamente distintos
de cero al multiplicar modos con igualı́ndice m. Este resultado también conllevaŕa una
importante reducción en el tiempo de computación para el ćalculo de los modos de esta guı́a.
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Figura 3.18:Estudio de convergencia de la constante de propagación normalizadaβ/k0 de los cuatro
primeros modos propagativos en una guı́a rectangular de dimensionesa = 20 mm y b = 10 mm con
una ĺamina dieĺectrica insertada de despesord = 5 mm situada sobre la pared inferior de la guı́a, a
una frecuencia de trabajo de 15 GHz.

El ańalisis de convergencia llevado a cabo en este caso solamente va a depender del
númeroN de modos de la base auxiliar empleados para expandir los modos del problema
real. Dicho estudio de convergencia se ha hecho para el caso de una guı́a rectangular de
dimensionesa = 20 mm y b = 10 mm, y con una ĺamina dieĺectrica de espesord = 5 mm
situada sobre la pared inferior de la guı́a (ver la figura 3.17), cuya permitividad dieléctrica
relativa es deεr = 2,25. Este ańalisis se ha llevado a cabo a una frecuencia de 15 GHz, de
forma que a dicha frecuencia existen cuatro modos propagativos en la guı́a inhomoǵenea,
que son los modosTEy

01, TEy
11, TM y

11 y TM y
21, respectivamente, donde el segundoı́ndice
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indica el orden de aparición de los modos correspondientes a un mismoı́ndicem (primer
ı́ndice). Por tanto, se trata de los dos primeros modos propagativos de la familiaTEy con
m = 0 y m = 1 respectivamente, y de los dos primeros modos propagativos con polarización
TM y conm = 1 y m = 2 respectivamente. En la figura 3.18 se muestra la convergencia de
la constante de propagación normalizadaβ/k0 de dichos modos en función del ńumeroN de
funciones base auxiliares. En dicha figura se puede apreciar que se alcanza la convergencia
mucho ḿas ŕapidamente para los dos modos de la familiaTEy, en los que con śolo 20
modos de la base auxiliar se alcanza un valor de la constante de propagación que difiere
del valor téorico en la quinta cifra decimal. No obstante, para los dos modos de la familia
TM y, son necesarios 40 modos para alcanzar la misma precisión en los resultados. Ello se
debe a que en el caso de modosTM y, el campo eĺectrico tiene una componentey no nula,
que es normal a la superficie de separación de los dieĺectricos, y por tanto es discontinua
(lo cual es una consecuencia directa de la discontinuidad en la permitividad relativa). Sin
embargo, los campos eléctricos de los modos de la base auxiliar son funciones continuas,
lo que conlleva problemas de convergencia que siempre aparecen al reconstruir una función
discontinua a partir de funciones continuas (fenómeno de Gibbs [62]), por lo que para esta
familia de modos, se requieren más modos para alcanzar la convergencia del algoritmo.
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Figura 3.19:Curvas de dispersión de los modosTEy
01, TEy

02 y TEy
03 de una gúıa rectangular WR90

(a = 22,86 mm, b = 10,16 mm) parcialmente rellena de aire y de una lámina de poliestireno (εr =
2,56) de dimensionesa× d, siendod = b/3, situada sobre la pared inferior de la guı́a. En el semieje
vertical positivo se representa la constante de propagación normalizada para régimen propagativo,
mientras que el semieje vertical negativo corresponde a régimen evanescente. Se han representado
con puntos los valores analı́ticos correspondientes a los modos (a)TEy

01 y (b) TMy
11 que aparecen en

[60].

A continuacíon se van a analizar las caracterı́sticas de propagación en una gúıa rectan-
gular cargada con una lámina dieĺectrica. Dicho ejemplo ha sido estudiado teóricamente en
[60]. Se trata de una guı́a WR90 que opera en banda X (8,2 − 12,4 GHz), de dimensiones



3.3 Gúıas de microondas 49

Modo fc (GHz) anal. [60] fc (GHz)MBBO Diferencia Rel. ( %)
TEy

01 12,62 12,62 < 1 · 10−2

TEy
02 24,03 24,02 4,1 · 10−2

TEy
03 37,71 37,69 5,3 · 10−2

TM y
11 5,79 5,79 < 1 · 10−2

TM y
12 13,68 13,67 7,3 · 10−2

TM y
13 24,75 24,73 8,0 · 10−2

Tabla 3.4:Frecuencias de corte de la guı́a rectangular inhomogénea cuyos parámetros se detallan al
pie de la figura 3.19.

a = 22,86 mm yb = 10,16 mm, parcialmente rellena de aire y de una lámina de poliestireno
(εr = 2,56), situada sobre la parte inferior de la guı́a, y de dimensionesa×d, siendod = b/3.
Para la simulación, han sido suficientes20 modos de la base auxiliar para calcular los mo-
dos con polarización TEy, y 40 funciones base para obtener los modos con polarización
TM y, respectivamente. En la figura 3.19 aparece representada la constante de propagación
normalizada de varios modos en dicha guı́a. En la figura 3.19 (a) se representan con lı́neas
las curvas de dispersión de los modosTEy

01, TEy
02 y TEy

03, y se ha representado con puntos
la solucíon anaĺıtica para el modoTEy

01 que aparece en [60]. Por otro lado, las curvas de
dispersíon de los modosTM y

11, TM y
12 y TM y

13 se muestran en la figura 3.19 (b), y también
se compara para el modoTM y

11 con la solucíon anaĺıtica de [60]. En ambos casos se observa
una buena concordancia.

En la tabla 3.4 se comparan los valores obtenidos de las frecuencias de corte de los
seis modos representados en la figura 3.19 empleando elMBBO con los valores analı́ticos
proporcionados en [60]. Como se puede apreciar, el error relativo para todos los casos es
siempre inferior a 0.1 %.

Para esta misma guı́a tambíen se ha analizado la distribución de campo transversal del
modoTEy

01 y TM y
11, en este caso a 15 GHz, frecuencia a la cual ambos modos son propaga-

tivos. En la figura 3.20 se representan las componentes transversales de los campos eléctrico
y magńetico (en ḿodulo) no nulas del modoTEy

01 a lo largo de la sección transversal de
la gúıa, mientras que las componentes no nulas de campo eléctrico y magńetico del modo
TM y

11 aparecen representadas en las figura 3.21. En la figura 3.21 (b) se puede apreciar cómo
la componente de campo eléctrico transversal normal a la discontinuidad dieléctrica dentro
de la gúıa (componenteey) es una funcíon discontinua sobre la discontinuidad.

3.3.1.2. Gúıa rectangular cargada con una ĺamina dieléctrica rectangular homoǵenea
paralela al ejeY

En este caso se analiza una guı́a rectangular de dimensionesa×b que est́a cargada con una
lámina dieĺectrica homoǵenea paralela al ejeY de dimensionesd×b situada a una distancial
del lado derecho de la guı́a, como se muestra en el esquema de la figura 3.22. Este problema
es ańalogo al problema del apartado anterior, aunque girado unángulo de 90o. Por tanto, para
analizar este problema, será posible emplear los resultados obtenidos en el apartado anterior
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-10
-5

0
5

10
-4

-2

0

2
4

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

|e
x|

(T
E

y 0
1)

Y
(m

m
)

X (mm)

( )a

-10
-5

0
5

10
-4

-2

0

2
4

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

|h
y|

(T
E

y 0
1)

Y
(m

m
)

X (mm)

( )b

Figura 3.20:Representación tridimensional de las componentes no nulas de campo eléctrico (a) y
magńetico (b) correspondientes al modoTEy

01 de la gúıa rectangular inhomogénea cuyos parámetros
se detallan al pie de la figura 3.19.

y el programa implementado, siempre y cuando se intercambien todas las variables asociadas
con el ejeX por variables asociadas con el ejeY , y viceversa. Aśı mismo, los modos que
se obtienen en esta guı́a se clasifican en modosTEx y TMx, es decir, modos cuyo campo
eléctrico o magńetico es tangente (longitudinal) a la discontinuidad, respectivamente.

La gúıa rectangular cargada elegida para analizar en este caso consiste en una guı́a rec-
tangular cargada con tres láminas dieĺectricas, la cual ha sido empleada para modelar un
dispositivo de calentamiento por microondas [7], y cuyos resultados obtenidos con elMBBO
han sido publicados en [1]. En este problema, se sitúa una ĺamina dieĺectrica de dimensio-
nesd × b y de permitividad relativaεr2 = 10,0 en el centro de una guı́a est́andar WR-340
(a = 86,36 mm × b = 43,18 mm) homoǵenea de permitividad relativaεr1 = 1,5, cuyos
modos han sido empleados como base auxiliar (ε̃rb = 1,5). A la hora de aplicar en este pro-
blema elMBBO, se ha empleado el programa implementado en el apartado anterior, pero
intercambiando las dimensionesa y b de la gúıa, y tambíen las dimensiones del rectángulo
dieléctrico insertado. El ńumero de funciones base empleadas para resolver este caso, tras
llevar a cabo un estudio de convergencia de las soluciones obtenidas con elMBBO, ha sido
de30 funciones base para los modos de la familiaTEx, y de60 funciones base para obtener
los modosTMx (dicho ńumero de funciones base es algo mayor que en el ejemplo del apar-
tado anterior, debido a que la discontinuidad de la permitividad dieléctrica dentro de la guı́a
es mayor, y por ello son necesarias más funciones base para alcanzar la convergencia del
método). A continuacíon se describen las caracterı́sticas de propagación de los tres primeros
modos con polarizaciónTEx propagativos en esta guı́a, que tambíen han sido estudiados en
[7]. En la tabla 3.5 se comparan las frecuencias de corte de los modosTEx

10, TEx
20 y TEx

30

para cuatro anchuras diferentes de la región dieĺectrica central obtenidas con elMBBO, con
los valores analı́ticos proporcionados en [7].

La distribucíon del campo electromagnético es importante en aplicaciones de este tipo
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Figura 3.21:Representación tridimensional de las componentes no nulas de campo eléctrico (a)-(b) y
magńetico (c) correspondientes al modoTMy

11 de la gúıa rectangular inhomogénea cuyos parámetros
se detallan al pie de la figura 3.19.
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Figura 3.22:Esquema de una guı́a rectangular cargada con una lámina dieĺectrica homoǵenea para-
lela al ejeY de dimensionesd× b situada a una distancial del lado derecho de la guı́a.
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d/a = 0,2
Modo fc (GHz) [7] fc (GHz)MBBO Diferencia Rel. ( %)
TEx

10 0,778 0,775 0,4
TEx

20 2,362 2,360 0,08
TEx

30 3,372 3,371 0,03
d/a = 0,4

Modo fc (GHz) [7] fc (GHz)MBBO Diferencia Rel. ( %)
TEx

10 0,625 0,624 0,2
TEx

20 1,550 1,553 0,2
TEx

30 2,668 2,670 0,007
d/a = 0,6

Modo fc (GHz) [7] fc (GHz)MBBO Diferencia Rel. ( %)
TEx

10 0,625 0,624 0,2
TEx

20 1,550 1,553 0,2
TEx

30 2,668 2,670 0,007
d/a = 0,8

Modo fc (GHz) [7] fc (GHz)MBBO Diferencia Rel. ( %)
TEx

10 0,556 0,558 0,4
TEx

20 1,121 1,122 0,1
TEx

30 1,681 1,701 1,2

Tabla 3.5:Frecuencias de corte de una guı́a est́andar WR-340 cargada con tres láminas dieĺectricas,
de forma que se sitúa una ĺamina dieĺectrica de dimensionesd×b y de permitividad relativaεr2 = 10,0
en el centro de una guı́a rectangular rellena homogéneamente de un material dieléctrico deεr1 = 1,5.
Se presentan resultados para diferentes valores de la anchura relativa de la región dieĺectrica central
(d/a).

de estructuras, con el fin de focalizar la energı́a en la regíon central de la gúıa. El MBBO
permite obtener las constantes de propagación y los campos eléctrico y magńetico de los
modos. Como ejemplo, se muestra la representación tridimensional de la parte real de la
componente axial del vector de Pointing complejo de los primeros modos propagativos a lo
largo de la sección transversal de esta guı́a en la figura 3.23. En dicha figura, la frecuencia
de operacíon es de 5 GHz, y la anchura relativa de la región dieĺectrica central esd/a = 0,6.

Otro ejemplo en el que se ha empleado el cálculo de los modos de esta guı́a es el disẽno de
filtros evanescentes en plano-H cargados con resonadores dieléctricos inductivos de sección
rectangular [63]. Aunque el diseño de estos filtros no se ha realizado dentro del desarrollo
de esta tesis, en la herramienta diseñada para el ańalisis de los mismos se ha integrado una
parte de nuestro código. Mostramos en la figura 3.24 el esquema de uno de estos filtros
pasabanda. La respuesta en frecuencia de dicho filtro se representa en la figura 3.25, la cual
ha sido comparada con el software comercial HFSS 8.5. En la figura 3.25(a) se representa el
módulo del paŕametro|S11| [dB] en la banda de interés, mientras que en la figura 3.25(b) se
muestra el ḿodulo del paŕametro|S21| [dB] fuera de banda.
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( )a ( )b

( )c

Figura 3.23:Representación tridimensional de la parte real del vector de Pointing complejo (com-
ponentez) para los modos: (a)TEx

10, (b)TEx
20, y (c)TE30, respectivamente, de una guı́a rectangular

WR-340 cargada con tres láminas dieĺectricas, siendo la anchura relativa de la región dieĺectrica cen-
tral igual ad/a = 0,6, y la frecuencia de operación 5 GHz.

wwww

Figura 3.24:Esquema de un filtro evanescente en plano-H cargado con resonadores dieléctricos
inductivos de sección rectangular.
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Figura 3.25:Respuesta en frecuencia del filtro pasobanda cuyo esquema se muestra en la figura 3.24,
en la banda de interés (a) y fuera de banda (b). (1: Respuesta obtenida con el código basado en nuestro
método; 2: Respuesta obtenida con el software comercial HFSS 8.5.)

3.3.1.3. Gúıa rectangular cargada con un rect́angulo dieĺectrico centrado

El siguiente caso analizado dentro de este apartado ha sido una guı́a dieĺectrica centrada
dentro de una guı́a rectangular metálica, cuya geometrı́a se detalla en la figura 3.26. En este
caso, la gúıa bajo estudio ya no es homogénea en ninguno de los dos ejes transversales,
con lo cual se empleará como base auxiliar la familia de modosTEz y TM z de una gúıa
rectangular homoǵenea, que ya fueron empleados para obtener el espectro modal de la guı́a
rib (seccíon 3.2.2, figura 3.6). Los elementos de matriz del operadorL que se obtienen en
este caso también aparecen descritos en la sección 3.2.2. El sistema auxiliar elegido para este
problema es una guı́a rectangular homogénea rellena de aire de iguales dimensiones (a× b)
que la gúıa bajo estudio. El ańalisis de convergencia llevado a cabo en este caso solamente va
a depender del ńumeroN de modos de la base auxiliar empleados para expandir los modos
del problema real.

En el ejemplo elegido para estudiar esta guı́a, el dieĺectrico insertado tiene una permi-
tividad relativa deεr1 = 2,22, que est́a situado en el centro de la guı́a met́alica y tiene
dimensionesc y d, conc/d = 0,99, siendo el aire el medio que lo separa de la guı́a rectan-
gular met́alica (εra = 1,0), de dimensionesa = 1,88c = 30 mm y b = 1,88d. Esta gúıa
presenta simetrı́a respecto a los dos ejesX eY . Por tanto, para este caso particular, es posi-
ble comprobar que se anulan muchos elementos de matriz del operadorL a diagonalizar para
resolver el problema, según sean lośındices de los modos de la base auxiliar que aparecen en
las integrales pares o impares. En la tabla 3.6 se muestra un cuadro resumen de los elementos
de matriz no nulos que se obtienen en este caso, siendo los elementos de matriz del operador
L de la forma:

Lpq = 〈ẽα

mn|Lh̃β
rt〉 (3.36)

dondeα, β indican la familia del modo,TEz o TM z, respectivamente.
Los resultados obtenidos muestran cómo, gracias a la existencia de simetrı́as en esta guı́a,

los modos de la base auxiliar con paridad distinta tanto respecto al ejeX como respecto al
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Figura 3.26:Esquema de una guı́a dieĺectrica rectangular de dimensionesc × d, blindada por una
gúıa rectangular metálica de dimensionesa× b.

Simetŕıa m par m par m impar m impar
n par n impar n par n impar

r par 6= 0 = 0 = 0 = 0
t par
r par = 0 6= 0 = 0 = 0

t impar
r impar = 0 = 0 6= 0 = 0
t par

r impar = 0 = 0 = 0 6= 0
t impar

Tabla 3.6:Elementos de matriz del operadorL en un problema que presenta simetrı́as respecto a los
ejesX eY .

ejeY no se acoplan entre sı́. Por ello, en este caso, a la hora de obtener el espectro modal de
la gúıa con una cierta paridad enx e y, sólo seŕa necesario considerar modos cuya paridad
en ambas coordenadas coincida con la del modo que se quiere obtener. Ası́, para el caso
bajo consideración, en el que la gúıa presenta simetrı́a enx e y, la dimensíon de la matriz
L a diagonalizar se reduce en un factor 4, lo cual es una reducción sustancial del tamaño
del problema a resolver. Esto conduce a soluciones más precisas con menores esfuerzos
computacionales.

En la figura 3.27 se comparan las curvas de dispersión para los dos primeros modos pro-
pagativos en la guı́a bajo estudio obtenidos con elMBBO(en ĺınea continua) con resultados
obtenidos con el ḿetodo de diferencias finitas [64] (puntos), de forma que el modo hı́brido
HEeo

1 tiene simetŕıa par enx e impar eny, y el modoHEee
2 tiene simetŕıa par enx e y.

Para la simulación han sido necesariosúnicamente 50 modos de la base auxiliar (ε̃rb = 1,0)
para obtener cada modo, lo cual conlleva un tiempo de computación de 0.10 s por punto en
frecuencia.
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Figura 3.27:Curvas de dispersión de los modosHEeo
1 y HEee

2 de una gúıa rectangular cargada
con un rect́angulo dieĺectrico centrado. Comparación de los resultados obtenidos con elMBBO(lı́nea
continua) con resultados obtenidos con el método de diferencias finitas [64](puntos)

3.3.1.4. Gúıa imagen

El último caso analizado dentro de este apartado es la guı́a imagen, cuya geometrı́a
se muestra en la figura 3.28. Se trata de una guı́a rectangular metálica con un rect́angulo
dieléctrico insertado, idealmente sin pérdidas, que se coloca pegado a una de las paredes de
la gúıa. La principal ventaja de la guı́a imagen respecto a la guı́a rectangular homogénea es
que presenta bajas pérdidas de propagación a frecuencias miliḿetricas. Por esta razón esta
gúıa ha sido utilizada en gran número de dispositivos pasivos de microondas como filtros
[65], [66]. El espectro modal de la guı́a imagen sin ṕerdidas tiene como peculiaridad la exis-
tencia de modos complejos, que representan ondas evanescentes con constantes de propaga-
ción complejas. Puesto que la guı́a que soporta estos modos se supone que no tiene pérdidas,
los modos complejos existen siempre a pares con constantes de propagación complejo con-
jugadas [67], [68]. Cada uno de estos modos complejos tiene un flujo total de potencia activa
transportada igual a cero y representan campo evanescente. Numerosos trabajos realizados
demuestran que se deben incluir los modos complejos en la expansión modal usada para
los campos a la hora de analizar correctamente discontinuidades en estas guı́as [69], [70],
[71]. En este caso la guı́a bajo estudio tampoco es homogénea en ninguno de los dos ejes
transversales (se obtendrán modos h́ıbridos), por lo que para analizarla se empleará como
base auxiliar la familia de modosTEz y TM z de una gúıa rectangular homogénea. Los ele-
mentos de matriz del operadorL que se obtienen para este problema se han calculado en la
seccíon 3.2.2 (figura 3.6). Esta guı́a presenta simetrı́a respecto al ejeY , por lo que a la hora
de construir la matrizL, se separarán los modos de la base auxiliar en dos bloques, según
si los ı́ndices que aparecen en las integrales asociados a la variabley son pares o impares,
lo cual reduce la dimensión de la matriz a diagonalizar en un factor 2. Por otro lado, en el
caso de que el medio dieléctrico no presente pérdidas−siendoεr(x, y) una funcíon real−, la
matrizL es real, de forma que sus autovaloresβ2

n seŕan ńumeros reales, o serán pares com-
plejo conjugados, debido a que son los ceros de un polinomio con coeficientes reales. Las
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Figura 3.28:Esquema de una guı́a imagen.

soluciones de los pares complejo conjugadosβ2
n corresponden precisamente a los llamados

modos complejos. Cuando la guı́a se rellena con dieléctricos con ṕerdidas, la matrizL es
compleja, de forma que todos los modos tienen unaβn con parte real e imaginaria distinta
de cero y dejan de ser conjugados unos de otros.

El ejemplo escogido para estudiar la guı́a imagen ha sido analizado en [68], [72]. Para
este caso se han elegido los siguientes parámetros:a = 15,789 mm,b = 7,899, c = 6,9 mm,
d = 3,2 mm,εr1 = 9 y εra = 1,0. El sistema auxiliar escogido en este caso ha sido una guı́a
rectangular homoǵenea vaćıa (̃εrb = εra) de iguales dimensionesa × b que la gúıa imagen.
Tras el estudio de convergencia llevado a cabo (con los mismos criterios que los llevados a
cabo en los tres apartados anteriores), se ha concluido que son suficientes 1000 modos de la
base auxiliar. El tiempo de computación requerido por punto en frecuencia ha sido de 2 min
35 s.

En la figura 3.29 se representan las curvas de dispersión (módulo de la parte real de la
constante de propagación normalizada en el semieje superior, y módulo de la parte imagi-
naria de la constante de propagación normalizada en el semieje inferior) obtenidas con el
MBBOcorrespondientes a los primeros seis modos de esta guı́a imagen, incluyendo los mo-
dos complejos (en trazo discontinuo). En la tabla 3.7 se comparan los valores obtenidos de
la constante de propagación normalizada de los seis primeros modos de esta guı́a imagen a
la frecuencia de 14 GHz con los resultados presentados en [72]. Como se puede comprobar,
ambos resultados coinciden hasta la tercera cifra decimal para todos los casos, incluidos los
modos complejos.

Por otro lado, en la figura 3.30 se representa, a la frecuencia de 14 GHz, la distribución
de potencia (parte real de la componentez del vector de Poynting complejo) a lo largo de la
seccíon transversal de la guı́a imagen correspondiente a uno de los pares de modos complejos
(a) aśı como de los modosEH11 (b), HE21 (c) y HE31 (d), cuya constante de propagación
normalizada se muestra en la tabla 3.7. En la figura 3.30 (a) se puede apreciar que en el
caso del modo complejo, la potencia es negativa en la región dieĺectrica y positiva fuera del
dieléctrico. Aśı mismo, se ha comprobado (mediante integración nuḿerica) que la potencia
total activa transportada por este modo en la sección transversal de la guı́a es igual a cero.
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Figura 3.29:Curvas de dispersión en una gúıa imagen con los siguientes parámetros:a = 15,799
mm, b = 7,899 mm, c = 6,9 mm, d = 3,2 mm, εr1 = 9 y εra = 1,0. En el semieje vertical
superior se representa el módulo de la parte real de la constante de propagación normalizada de cada
modo, mientras que en el semieje vertical inferior se representa el módulo de la parte imaginaria de
la constante de propagación normalizada.

Modo β/k0 MBBO β/k0 [72] Diferencia Rel. (%)
EH11 2,2588 2,259 < 1 · 10−2

HE21 1,5375 1,537 3 · 10−2

HE31 0,8181 0,818 1 · 10−2

Complejo 1 0,5225− j0,5385 0,522− j0,538 9 · 10−2

Complejo 2 0,5225 + j0,5385 0,522 + j0,538 9 · 10−2

EH31 −j0,8371 −j0,837 1 · 10−2

Tabla 3.7:Comparacíon de la constante de propagación normalizadaβ/k0 obtenida con elMBBO
con los resultados presentados en [72] para la guı́a imagen cuyos parámetros se muestran al pie de la
figura 3.29, para una frecuencia de 14 GHz.

Por otro lado, en el caso de los modos propagativosEH11, HE21 y HE31, la potencia total
transportada por cada uno de ellos es diferente de cero, y además positiva en los tres casos.

3.3.2. Gúıa dieléctrica rectangular

A continuacíon se estudiarán las caracterı́sticas de propagación de una gúıa dieĺectrica
rectangular abierta de dimensionesw× t, siendow = 2t = 2 mm (ver la figura 3.31), hecha
de un material dieléctrico de permitividad relativaεr1 = 2,25 rodeada de aire, que ha sido
analizada en [73] empleando el método de elementos finitos.

A la hora de emplear elMBBO para obtener el espectro modal de la guı́a rectangular
dieléctrica, al igual que sucedı́a en el caso de la fibráoptica, se ha de considerar que, a pesar
de que se trata de una guı́a de ondas abierta (no blindada), los campos de los modos guiados
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Figura 3.30:Parte real del vector de Poynting complejo (componentez) para el modo complejo (a)
y los modos propagativosEH11 (b), HE21 (c) y HE31 (d) mostrados en la figura 3.29 a 14 GHz.
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Figura 3.31:Esquema de una guı́a dieĺectrica rectangular de dimensiones (w × t) de permitividad
relativaεr1 = 2,25 rodeada de aire.
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Figura 3.32:Seccíon transversal de la guı́a dieĺectrica rectangular analizada junto con la guı́a rec-
tangular empleada como sistema auxiliar.
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en la estructura estarán confinados en las proximidades del dieléctrico, y por tanto es posible
elegir como sistema auxiliar una guı́a met́alica rectangular rellena de aire (ε̃rb = 1,0) de
dimensionesa × b ((3.11)-(3.14)) suficientemente mayores que las dimensiones de la guı́a
dieléctrica (ver la figura 3.32), de forma que las condiciones de contorno impuestas por el
sistema auxiliar no perturben las soluciones del problema real [4]. Por otro lado, esta guı́a
presenta simetrı́a respecto dex ey, lo cual conllevaŕa de nuevo una reducción de un factor 4
en el tamãno de la matriz a diagonalizar para obtener los modos en esta guı́a.

Tras el ańalisis de convergencia llevado a cabo para diferentes tamaños de la gúıa rec-
tangular met́alica empleada como sistema auxiliar (a/W = 3, 4, 5, 10), se ha concluido que
el valora/w = 4 proporciona buenos resultados empleando en la diagonalización 60 modos
de la base auxiliar, con un tiempo de computación de 3.03 s por punto en frecuencia. En
la figura 3.33 aparece representada la constante de propagación normalizadaβ/k0 frente a
la frecuencia normalizadak0w de los cuatro primeros modos propagativos en la guı́a bajo
estudio obtenida empleando elMBBO (en trazo continuo), y se compara con los resultados
proporcionados por [73] empleando el método de elementos finitos, que concuerdan muy
bien con nuestros resultados (la nomenclatura empleada para designar los modos correspon-
de a la usada en [73]).

11
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y
E MBBO

Hayata et al.

Figura 3.33:Curvas de dispersión de los cuatro primeros modos propagativos en la guı́a dieĺectri-
ca rectangular cuya geometrı́a se detalla al pie de la figura 3.31. Comparación con los resultados
obtenidos en [73].

En la figura 3.34 se representa la distribución transversal de la componente principal de
campo eĺectrico de los cuatro primeros modos propagativos en la guı́a rectangular dieléctrica
cuyas curvas de dispersión se muestran en la figura 3.33, para un valor dek0w = 12.

3.3.3. Gúıas de cristal fot́onico

Los cristales fot́onicos son una nueva familia de materiales [21] cuyas aplicaciones tie-
nen un gran interés para eĺarea de tecnologı́a de microondas (como antenas de parche en
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Figura 3.34:Distribución transversal de la componente principal de campo eléctrico de los cuatro
primeros modos propagativos en la guı́a rectangular dieléctrica cuyas curvas de dispersión se muestran
en la figura 3.33, para un valor dek0w = 12.
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Figura 3.35:Geometŕıa de la sección transversal de una guı́a de cristal fot́onico formada por una
serie de perforaciones rectangulares sobre un substrato dieléctrico de permitividad relativaεr1.

tecnoloǵıa microstrip [74] y como lı́neas microstrip sobre substratos periódicos artificiales
[75]), aśı como en el campo de la optoelectrónica (como las fibras de cristal fotónico [76],
[77], [78],[79]. En este apartado se van a emplear cristales fotónicos en 2D para diseñar un
nuevo tipo de gúıa de microondas que exhibe propiedades muy interesantes en comparación
con otras gúıas ḿas convencionales [80] .

La gúıa de cristal fot́onico considerada (ver la figura 3.35) es una guı́a dieĺectrica abierta
que viene definida por una serie de perforaciones de sección transversal rectangular (rectángu-
los de aire) de dimensionesc× d distribuidas períodicamente sobre un substrato dieléctrico
formando una red periódica equiĺatera de ladop, que se extienden longitudinalmente en esta
gúıa. Las propiedades de guiado vienen determinadas por un defecto central que consiste en
la eliminacíon del agujero central. El análisis de este problema es particularmente complejo
debido a que la guı́a que se propone tiene muchos agujeros en el dieléctrico. No obstante,
el MBBOpermite obtener de forma sencilla y eficiente el espectro modal en dicha guı́a. En
este caso, el sistema auxiliar empleado ha sido una guı́a met́alica rectangular de permitivi-
dad relativa homoǵenea igual a la del material del que está hecha la gúıa de cristal fot́onico
(ε̃rb = εr1). Al igual que en el resto de guı́as abiertas analizadas, en el análisis de convergen-
cia de las soluciones obtenidas se han tenido en cuenta, por un lado, los efectos del volumen
finito generados por la caja metálica blindada del sistema auxiliar, que serán ḿas relevantes
para frecuencias bajas, y por otro lado, el número de modos auxiliares necesarios para alcan-
zar una precisión dada, que aumenta con el tamaño de la caja auxiliar. Los efectos numéricos
de ambos parámetros han sido estudiados en detalle y han sido elegidos de forma que quede
garantizada la exactitud de todos los resultados para todas las frecuencias analizadas que se
presentan. Desde un punto de vista práctico, el estudio de dichos efectos de volumen finito
proporciona información útil del tamãno f́ısico que debe tener un cristal fotónico real para
evitar la radiacíon de modos guiados.
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Figura 3.36:Curva de dispersión del modo fundamental (MF) de una guı́a de cristal fot́onico 2D
formada por perforaciones de sección cuadrada (c = d = 2 mm, p = 4 mm) sobre un substrato
dieléctrico (εr1 = 2,17). Se incluyen, por comparación, las curvas de dispersión de los modos de una
gúıa dieĺectrica circular (p/2 = 2 mm, εr1 = 2,17). La curva discontinua es elı́ndice de refracción
del substrato dieléctrico.

La gúıa de cristal fot́onico considerada está definida por las dimensiones de los rectángu-
los de airec× d, la distancia entre los centros de dos rectángulos consecutivos,p y la permi-
tividad relativa del substrato,εr1. En el ejemplo bajo estudio se ha tomadoεr1 = 2,17, que es
un valor t́ıpico para un material dieléctrico (CU-CLAD) empleado coḿunmente en aplica-
ciones de microondas. En primer lugar, se va a analizar una guı́a de cristal fot́onico formada
por perforaciones de aire con sección cuadrada (c = d). Para este caso se han llevado a cabo
numerosas simulaciones de guı́as cubriendo un amplio rango de parámetros geoḿetricos.
Aqúı se muestran los resultados para un caso particular en el que la guı́a de ondas śolo tiene
un modo propagativo en el rango de 40 a 120 GHz. Este caso corresponde ac = d = 2 mm
y p = 4 mm. De hecho, los resultados obtenidos de nuestro análisis nuḿerico demuestran
que esta gúıa de ondas es una guı́a monomodo en todo el espectro, es decir, tiene unúni-
co modo propagativo a cualquier frecuencia. En la figura 3.36 se representa la constante de
propagacíon normalizadaβ/k0 del modo fundamental (MF) de la guı́a de cristal fot́onico en
función de la frecuencia. En la misma gráfica tambíen se incluyen, con fines comparativos,
las curvas de dispersión de los modos de una guı́a dieĺectrica circular inmersa en el aire ca-
racterizada por un diámetro igual ap y un dieĺectrico con la misma permitividad que la del
substrato de la guı́a. Estos resultados se han obtenido empleando como sistema auxiliar una
gúıa rectangular con permitividad relativãεrb = εr1 de dimensionesa = 33 mm, b = 33
mm, con N=1200 modos de la base auxiliar.

En dicha gŕafica se puede comprobar que la guı́a de cristal fot́onico 2D presentada en es-
te ejemplo propaga uńunico modo, mientras que la guı́a dieĺectrica circular propaga varios
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(a)

(b)

Figura 3.37:Distribución de enerǵıa del modo fundamental de la guı́a de cristal fot́onico 2D descrita
en la figura 3.36 a la frecuencia de (a) 40 GHz y (b) 120 GHz. Las lı́neas de contorno están espaciadas
3 dB.
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Figura 3.38:Curvas de dispersión de la gúıa de cristal fot́onico 2D cuyos parámetros son:a = 3,6
mm, b = 1,1 mm, p = 4 mm, εr = 2,17. Los sub́ındicesx e y corresponden a los modos cuyo
campo eĺectrico transversal está orientado paralelo al ejeX eY , respectivamente.MF representa los
mismos resultados que los mostrados en la figura 3.36.

modos en el mismo intervalo de frecuencias. Ası́, esta figura comparativa revela una de las
propiedades ḿas importantes y atractivas de esta guı́a de cristal fot́onico 2D: su comporta-
miento monomodo en una banda muy ancha.

Otra caracterı́stica importante del modo fundamental de esta guı́a es la distribucíon de
enerǵıa en la sección transversal de la misma. En la figura 3.37 se representa en lı́neas de
contorno (espaciadas 3 dB) la parte real de la componente axial del vector de Poynting com-
plejo, a 40 y 120 GHz, respectivamente, para el modo fundamental cuya curva de dispersión
se muestra en la figura 3.36. Como es de esperar, a frecuencias bajas los campos se extien-
den sobre una región mayor, aunque en esta guı́a particular el cambio en la distribución de
intensidad es relativamente pequeño con la frecuencia. Aunque la región transversal presen-
tada en las dos gráficas es diferente, es posible apreciar que la región incluida dentro de la
lı́nea de contorno de 3 dB siempre permanece dentro del primer anillo de agujeros alrede-
dor del defecto central. Obviamente, el número de periodos necesarios para conseguir un
confinamiento efectivo de la energı́a alrededor del defecto central depende de la frecuencia.

Por otro lado, el modo fundamental (MF ) anteriormente mencionado es, como cabrı́a
esperar, un doblete de polarización formado por un par de modos quasi-degenerados. Aun-
que no son completamente degenerados como en el caso de las guı́as circulares, la diferencia
entre las constantes de propagación es muy pequẽna (< 0,001 %). Esto podŕıa resultar en
un problema para ciertas aplicaciones de microondas, ya que la onda irá cambiando su esta-
do de polarizacíon fácilmente durante su propagación a lo largo de la gúıa. No obstante, se
ha ideado una forma sencilla de romper la degeneración de dicho doblete, y ası́ hacer que
esta gúıa sea birrefringente. El mecanismo consiste en considerar agujeros de sección rec-
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(a) (b)

Figura 3.39:Representación con vectores de la distribución de campo eléctrico transversal de los
dos modos propagativos no degenerados de una guı́a de cristal fot́onico cuyos paŕametros se detallan
al pie de la figura 3.38, a una frecuencia de80 GHz. (a) Modo polarizado según el ejeX. (b) Modo
polarizado seǵun el ejeY .

tangular en lugar de emplear agujeros cuadrados. Esta técnica novedosa permite diseñar una
nueva gúıa de ondas que, además de tener comportamiento monomodo en todo el espectro,
preserva la polarización. Como ejemplo, se ha simulado en detalle el efecto de variar las
dimensiones de los agujeros, es decir, los ladosc y d, manteniendo constante elárea de los
mismos y el paŕametrop. En la figura 3.38 se representan las curvas de dispersión que se han
obtenido para un caso conc = 3,6 mm y d = 1,1 mm. Las curvas de dispersión del doblete
de polarizacíon quasi-degenerado (MF ), correspondiente al caso con agujeros de sección
cuadrada (c = d), se dividen ahora en dos curvas de dispersion diferentes asociadas a un
par de modos no degenerados. Además, dichos modos resultan estar quasi-linealmente po-
larizados, estando sus respectivos campos eléctricos transversales orientados paralelamente
al ejeX (MF x) e Y (MF y), respectivamente. Estáultima caracteŕıstica se puede apreciar
claramente en la figura 3.39(a), en la que se ha representado con vectores el campo eléctrico
transversal de dichos modos a una frecuencia de80 GHz. En ella se observa que estos modos
est́an efectivamente polarizados según los ejesX eY , respectivamente.

Todas las caracterı́sticas de las guı́as de cristal fot́onico 2D descritas en este apartado,
que son gúıas disẽnadas para operar en la banda de frecuencias de microondas, son com-
pletamente trasladables a otras bandas espectrales si se hace el escalado necesario de las
dimensiones de las guı́as. Aśı, por ejemplo, en lośultimos ãnos ha surgido un incremento
sustancial en el estudio, diseño y fabricacíon de fibraśopticas de cristal fotónico [76], [77],
aplicadas a las telecomunicaciones, en las cuales se hace uso de las interesantes propieda-
des descritas en este apartado para diseñar ĺıneas de transmisión a frecuenciaśopticas con
caracteŕısticas de guiado con muy bajas pérdidas y pŕacticamente sin dispersión.
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Caṕıtulo 4

Superficies selectoras de frecuencia
dieléctricas: espectro modal para
incidencia general oblicua

4.1. Introducción

Una superficie selectora de frecuencia dieléctrica (SSFD) es una estructura dieléctrica
multicapa constituida por una serie de láminas dieĺectricas homoǵeneas o periódicas en una
direccíon, de entre las cuales, al menos una de ellas debe ser un medio dieléctrico períodico.
Este caṕıtulo est́a dedicado a analizar el espectro modal en medios dieléctricos períodicos
en una dimensión con perfil rectangular de la permitividad dieléctrica, con simetrı́a trasla-
cional en la direccíon de propagación, cuandóestos son excitados mediante una onda plana
con incidencia oblicua tridimensional (3D). Para casos sencillos, como por ejemplo dosúni-
cos dieĺectricos dentro de la celda periódica, existe solución anaĺıtica del problema [81],
[82], [83]. Sin embargo, si se quiere estudiar una distribución rectangular con un número
arbitrario de dieĺectricos dentro de la celda unidad, hay que recurrir a otros métodos, como
por ejemplo el ḿetodo de elementos finitos [84]. En este trabajo se va a emplear el método
modal vectorial descrito en el capı́tulo 2, en el cual se obtendrán los modos de la estruc-
tura problema como una combinación lineal de modos de un sistema auxiliar cuyos modos
son conocidos. Como ya se dijo en la introducción del caṕıtulo 2, el Método de las Bases
Bi-Ortogonales es adecuado para analizar el espectro modal en sistemas guiadores en los
cuales los campos satisfacen una relación de biortogonalidad, como es el caso de los medios
dieléctricos infinitos sin ṕerdidas con condiciones periódicas, que son uno de los elementos
constituyentes de las SSFD. Por otro lado, en el caso en que dichos medios tengan pérdidas,
no seŕa posible definir una relación de biortogonalidad para los modos en dichos medios,
y por tanto no seŕa posible emplear el Ḿetodo de las Bases Bi-Ortogonales. En el caso de
medios dieĺectricos períodicos con ṕerdidas se resolverá la ecuacíon de valores propios que
satisface el campo magnético transversal (en la cual se pueden incluir las pérdidasóhmicas
de los materiales dieléctricos), empleando para ello el Método de los Momentos [39], trans-
formándola en una ecuación matricial, de id́entica forma que la ecuación que se obtiene con
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Figura 4.1:Medio dieĺectrico períodico en la direccíon Y y uniforme en la dirección X, formado
porND capas de dieléctricos insertados dentro de la celda unidad de periodoD, con sus respectivas
permitividades relativas y espesores. El origen de coordenadas se sitúa a la izquierda de la celda
periódica.

el Método de las Bases Bi-Ortogonales. Laúnica diferencia en este caso es que los modos
que se obtienen en medios dieléctricos períodicos con ṕerdidas no satisfacen una relación de
biortogonalidad, como sucede en el caso sin pérdidas (ver el apartado 2.3).

4.2. Espectro modal en medios dieléctricos periódicos infi-
nitos bajo excitacíon 3D

En la figura 4.1 se muestra la celda periódica unidad de los medios que se van a analizar
con el Método de los Momentos descrito en el capı́tulo 2 para el caso ḿas general de medios
dieléctricos períodicos con ṕerdidas. Como se puede observar en la figura 4.1, en los medios
dieléctricos períodicos bajo estudio se ha elegido la dirección de periodicidad como la del
eje Y , siendo uniformes en la dirección X. El origen de coordenadas se ha situado en el
extremo izquierdo de la celda periódica. Se elegiŕa el ejeZ como la direccíon de propaga-
ción. Aśı mismo se observa que dentro de la celda unidad de periodoD se pueden situar un
númeroND arbitrario de dieĺectricos caracterizados por sus espesoresli, y por sus constan-
tes dieĺectricas relativasεri (i=1...ND), que seŕan ńumeros complejos en el caso más general,
para incluir el efecto las ṕerdidaśohmicas de los materiales dieléctricos. Este medio periódi-
co seŕa excitado mediante una onda plana linealmente polarizada cuyo vector de ondas en
coordenadas rectangulares viene dado por:

k = kxx̂ + kyŷ + kzẑ , (4.1)

siendo
kx = k sin θ cos φ, ky0 = k sin θ sin φ, kz0 = k cos θ
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Figura 4.2:Esquema de una estructura periódica en la dirección Y y homoǵenea en la dirección X
excitada mediante una onda plana linealmente polarizada.

dondek = ω
√

µ0ε es el ńumero de ondas en el medio, yθ y φ son losángulos habituales de
las coordenadas esféricas (ver la figura 4.2).

De acuerdo con el Ḿetodo de los Momentos, los campos incógnita{hn} en el medio
periódico los podemos expandir en términos de unas funciones base, las cuales deben ser
escogidas de manera que cumplan las mismas condiciones de contorno de nuestro proble-
ma. Estas funciones base se escogerán como el campo magnético transversal de un sistema
auxiliar L̃, cuyos campos satisfagan una relación de ortogonalidad [13] de la forma

〈ẽp, h̃q〉 =

∫

CS

(ẽ∗p × h̃q) · ẑ dS = δpq . (4.2)

A la hora de escoger la base auxiliar más adecuada para analizar este problema, se ha
tenido en cuenta que el medio bajo estudio es homogéneo en el ejeX y periódico en el
ejeY . Altschuler y Goldstone [85] han estudiado la representación de los campos electro-
magńeticos en regiones guiadoras que poseen una dirección privilegiada (ejeY ) en el plano
transversal, obteniendo la familia de modos Tipo-E (denotados como′) conH ′

y = 0, tambíen
llamadosTMy, y la familia de modos Tipo-H (denotados como′′) con E ′′

y = 0, tambíen
llamadosTEy, concluyendo que esta descomposición del campo electromagnético es la ḿas
adecuada en estos medios. Esta misma descomposición ha sido empleada por otros autores
para tratar la incidencia oblicua 3D de ondas planas sobre superficies con una dirección trans-
versal privilegiada [19], [86], [17], empleando para la descomposición del campo en dichos
medios los denominados modos de Floquet Tipo-E y Tipo-H. La base auxiliar más adecuada
para analizar este problema serán por tanto las familias de modos de Floquet Tipo-E (′) y
Tipo-H (′′) correspondientes a un sistema guiador con condiciones periódicas en la dirección
Y , relleno de un medio dieléctrico homoǵeneo sin ṕerdidas de permitividad relativãεrb, con
el mismo periodoD que el del problema real a analizar. Estas dos familias de modos se ca-
racterizan por tener campo eléctrico o magńetico nulo en la dirección de periodicidad, y sus
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campos vienen dados por las siguientes expresiones (ver el apéndice E):

ẽ′p = 1√
D

e−j(kxx+kypy)

[
−kxkyp

ek2−k2
yp

x̂ + ŷ

]

h̃′p = −1√
D

e−j(kxx+kypy)x̂



 TMy (4.3)

ẽ′′p = 1√
D

e−j(kxx+kypy)x̂

h̃′′p = 1√
D

e−j(kxx+kypy)

[
−kxkyp

(ek2−k2
yp

)
x̂ + ŷ

]




TEy (4.4)

dondekyp es el ńumero de ondas de Floquet, que viene dado por:

kyp = ky0 +
2π

D
p = k̃ sin θ sin φ +

2π

D
p ; p = 0,±1,±2, ... (4.5)

siendok̃ = k0

√
ε̃rb. Dichos modos han sido adecuadamente normalizados, de forma que

cumplen la siguiente relación de ortogonalidad:

〈ẽα
p, h̃β

q〉 =

∫ D

0

(ẽα∗
p × h̃β

q ) · ẑ dy = δαβδpq , (4.6)

donde los superı́ndicesα, β se refieren a la familia de modos, es decir, modos Tipo-E (′) o
Tipo-H (′′), mientras que los subı́ndicesp, q indican el orden del modo en cada familia.

La permitividad relativa dentro de la celda unidad con perfil rectangular puede ser por
tanto expresada de la siguiente forma:

εr = εr(y) = ε̃rb +
ND∑
i=1

[
(εri − ε̃rb)

(
H(y − y0i +

li
2
)−H(y − y0i − li

2
)

)]
. (4.7)

dondeND es el ńumero de dieĺectricos dentro de la celda unidad centrados en las coorde-
nadasy0i, estando cada uno de ellos caracterizado por sus espesoresli (i=1...ND) y por sus
constantes dieléctricas relativasεri, que seŕan ńumeros complejos en el caso más general, ya
que se pueden incluir las pérdidasóhmicas de los materiales (ver la figura 4.1).

El siguiente paso en la obtención del espectro modal en un medio dieléctrico períodico
con este perfil rectangular de la permitividad relativa consiste en evaluar los elementos de
matriz del operadorL, que en este caso se calcularán seǵun (2.52) como:

Lαβ
pq = 〈ẽα

p , Lh̃β
q 〉 =

∫ D

0

(ẽα∗
p × L h̃β

q ) · ẑ dy . (4.8)

Estas integrales han sido calculadas analı́ticamente, obteniéndose los siguientes resulta-
dos:

〈ẽ′p, Lh̃′q〉 =





β̃2
p +

ND∑
i=1

k2
0(εi − ε̃b)

li
D

p = q

ND∑
i=1

[
2k2

0

(kyp − kyq)
+

4kyq

(εi + ε̃b)

]
(εi − ε̃b)

D
sin((kyp − kyq)

li
2
)ej(kyp−kyq )y0i p 6= q

(4.9)
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〈ẽ′p, Lh̃′′q〉 =





0 p = q

ND∑
i=1

4kx(εi − ε̃b)

D(εi + ε̃b)

(
1 +

k2
yq

(k̃2 − k2
yq

)

)
sin((kyp − kyq)

li
2
)ej(kyp−kyq )y0i p 6= q

(4.10)

〈ẽ′′p, Lh̃′q〉 =





0 p = q

ND∑
i=1

2k2
0kx(εi − ε̃b)

D(kyp − kyq)

(
kyq

k̃2 − k2
yq

− kyp

k̃2 − k2
yp

)
sin((kyp − kyq)

li
2
)ej(kyp−kyq )y0i p 6= q

(4.11)

〈ẽ′′p, Lh̃′′q〉 =





β̃2
p +

ND∑
i=1

k2
0(εi − ε̃b)

li
D

p = q

ND∑
i=1

2k2
0(εi − ε̃b)

(kyp − kyq)D
sin((kyp − kyq)

li
2
)ej(kyp−kyq )y0i p 6= q .

(4.12)

Tras observar las ecuaciones (4.9)-(4.12), se deduce que en los medios dieléctricos períodicos
bajo excitacíon 3D no se preserva la polarización de los campos electromagnéticos en el
medio períodico (se obtienen modos hı́bridos), es decir, el problema de guiado requiere la
presencia simultánea de ambas familias de modos debido a que los términos (4.10) y (4.11)
no se anulan en el caso general de incidencia oblicua 3D (la aparición de modos h́ıbridos
tambíen se daba en el caso de guı́as rectangulares metálicas rellenas inhomogéneamente de
dieléctrico). No obstante, en el caso particular de incidencia 2D, que corresponde al caso
de incidencia paraφ = 90o (kx = 0), los t́erminos de acoplo (4.10) y (4.11) se anulan, de
forma que en este caso los modos del medio periódico tendŕan polarizacíon Tipo-E o Tipo-H,
que adeḿas coincide con las polarizacionesTMz y TEz, respectivamente, ḿas coḿunmente
conocidas como TM y TE [13], ya que cuandoφ = 90o, las componentes no nulas de los
campos para cada familia de modos son las siguientes:

φ = 90o :





Modos Tipo− E :

{
e′p ≡ eTMy

p ≡ eTMz

p = (0, e′yp, e
′
zp)

h′p ≡ hTMy

p ≡ hTMz

p = (h′xp, 0, 0)

Modos Tipo− H :

{
e′′p ≡ eTEy

p ≡ eTEz

p = (e′′xp, 0, 0)
h′′p ≡ hTEy

p ≡ hTEz

p = (0, h′′yp, h
′′
zp) .

(4.13)

Por tanto, para incidencia 2D, a la hora de obtener los modos con una cierta polarización,
se empleaŕan únicamente los modos de la base auxiliar con la misma polarización. Dicha
base auxiliar de modos TE y TM viene descrita por las siguientes expresiones [87]:



74 SSFD: espectro modal para incidencia general oblicua

φ = 90o :





ẽTE
p = 1√

D
e−j(kxx+kypy)x̂

h̃TE
p = 1√

D
e−j(kxx+kypy)ŷ

ẽTM
p = 1√

D
e−j(kxx+kypy)ŷ

h̃TM
p = −1√

D
e−j(kxx+kypy)x̂

(4.14)

donde en este caso

φ = 90o : kyp = k0

√
ε̃rb sin θ +

2π

D
p (p = 0,±1,±2, ...) (4.15)

siendoθ el ángulo de incidencia del arḿonico fundamental asociado con la excitación de
la estructura. Estos modos también satisfacen la relación de ortogonalidad definida en la
ecuacíon (4.2). Esto conlleva una reducción muy importante en el tiempo de cálculo para la
obtencíon del espectro modal en medios periódicos bajo incidencia 2D, ya que se reduce en
un factor 2 el orden de la matriz a diagonalizar, con la consiguiente reducción en el tiempo
de ćalculo.

Como ya se ha comentado anteriormente, los resultados que nos proporciona la diagona-
lización de la matrizL son la constante de propagaciónβn (autovalores) y los coeficientes de
expansíoncin (autovectores) de cada modo, de forma que el campo magnético transversal de
dicho modo se obtendrá como una suma de modos de la base auxiliar en función de dichos
coeficientes de expansión, quedando de la siguiente forma:

hn =
N∑

q=1

cqnh̃q =
N∑

q=1

cqn





−1√
D

e−j(kxx+kyq y)x̂ q es Tipo− E

1√
D

e−j(kxx+kyq y)
[ −kxkyq

(k2
0−k2

yq )
x̂ + ŷ

]
q es Tipo− H .

(4.16)

Por otro lado, el campo eléctrico transversal de cada modo se obtendrá, en el caso ḿas ge-
neral de dieĺectrico períodico con ṕerdidas bajo incidencia 3D, a partir del campo magnético
transversal seǵun la relacíon que aparece en la ecuación (2.37) obtenida a partir de las ecua-
ciones de Maxwell. Sustituyendo el campo magnético transversal (ecuación (4.16)) en dicha
ecuacíon, se obtiene la siguiente expresión general para el campo eléctrico transversal de
cada modo en el medio periódico bajo excitacíon 3D:

en =
1

ωεβn

N∑
q=1

cqn√
D

e−j(kxx+kypy)





[−kxkyqx̂ + k2
xŷ] q es Tipo− E

[
−(

k2
xk2

yq

ek2−k2
yq

− k2
yq)x̂ + ( k3

xkyq

ek2−k2
yq

− kxkyq)ŷ
]
q es Tipo− H

+
βn

ωε

N∑
q=1

cqn√
D

e−j(kxx+kypy)





[ŷ] q es Tipo− E
[
x̂ + kxkyq

ek2−k2
yq

ŷ
]

q es Tipo− H .
(4.17)

dondeε viene dada en (4.7).
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En el caso particular de incidencia 2D (φ = 90o), en el cual la geometrı́a del proble-
ma lleva a que los modos que se obtienen en el medio periódico seanTEz o TMz, estando
ambas polarizaciones desacopladas, podremos relacionar el campo eléctrico y magńetico
transversal de una forma mucho más sencilla si, para cada polarización, manipulamos ade-
cuadamente las ecuaciones de Maxwell para las componentes transversales de los campos
de la siguiente forma:

φ = 90o : PolarizacíonTEz:

hn =
−j

ωµ0

ẑ × [∇tezn + jβn × en] =
βn

ωµ0

(ẑ× en) ⇒ en =
ωµ0

βn

(hn × ẑ) (4.18)

donde se ha aplicado la condición de campo eléctrico longitudinal nulo (ezn = 0) para la
polarizacíonTEz.

φ = 90o : PolarizacíonTMz:

en =
j

ωε
ẑ × [∇thzn + jβnhn] =

−βn

ωε
(ẑ× hn) ⇒ en =

βn

ωε
(ẑ× hn) (4.19)

donde en este caso se ha aplicado la condición de campo magnético longitudinal nulo (hzn =
0) para la polarizaciónTMz.

En las expresiones (4.18) y (4.19) podemos identificar las impedancias modales para
ambas polarizaciones, que vienen definidas como:

φ = 90o :

{
ZTEz

n = ωµ
βn

ZTMz

n = βn

ωε
.

(4.20)

Es importante resaltar que aunque para este caso particular de incidencia 2D es posible
definir unas impedancias caracterı́sticas para los modos en el medio periódico, la impedancia
caracteŕısticaZTMz

n para polarizacíon TMz vaŕıa con la coordenaday, es decir, esta impe-
dancia caracterı́stica no es una constante porque la permitividad relativa del medio es una
función de la coordenaday. En el caso general de incidencia oblicua 3D (kx 6= 0) los mo-
dos en el medio periódico dejan de tener una impedancia caracterı́stica definida, puesto que
ahora ya no hay una polarización definida para estos modos, sino que pasarán a ser modos
hı́bridos.

Por otro lado, como ya se comentó en el caṕıtulo 2, en el caso particular de medios
dieléctricos períodicos sin ṕerdidas, los operadores que rigen la evolución del campo magńeti-
co transversalhn y del campo eĺectrico transversal definido comoem = (−eym, exm), son
adjuntos uno del otro (ver el apéndice B), de forma que los modos en dichos medios también
deben cumplir una relación de biortogonalidad (2.8) de la forma:

〈em|hn〉 =

∫

CS

(e
∗
m · hn) dS =

∫

CS

(e∗m × hn) · ẑ dS = δmn . (4.21)

En el aṕendice C se demuestra que los modos en un medio dieléctrico períodico sin ṕerdidas
satisfacen la citada relación de biortogonalidad (2.8). En consecuencia, en el caso de medios
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sin ṕerdidas se podrá obtener el campo eléctrico transversalem a partir del campo definido
en el caṕıtulo 2, em, como (exm, eym) = (eym,−exm), empleando para ello los ḿetodos
alternativos descritos en ese capı́tulo (ver (2.40), (2.41)).

4.3. Análisis de la convergencia

En este apartado se llevará a cabo un estudio de la convergencia de las soluciones que
se obtienen con el Ḿetodo de los Momentos a la hora de analizar el espectro modal en un
medio dieĺectrico períodico bajo excitacíon de ondas planas.

A la hora de llevar a cabo el análisis de la convergencia en el estudio de un medio
dieléctrico períodico (ver la figura 4.1), habrá que estudiar ćomo vaŕıan las soluciones obte-
nidas con el Ḿetodo de los Momentos para un problema dado en función del ńumero de fun-
ciones base auxiliaresN empleadas en la expansión de los modos del sistema real. En dicho
estudio habŕa que considerar los diferentes parámetros del problema, a saber, la frecuencia
de trabajo, el ńumero de dieĺectricos distintos dentro de la celda periódica, la diferencia de
la permitividad relativa en los diversos medios que constituyen el medio periódico, y por
último, losángulos de incidencia.

En primer lugar se analizará la convergencia para el caso de incidencia 2D (φ = 90o), la
cual, como ya se ha comentado anteriormente, se alcanza al menos para la mitad de modos
que para el caso 3D, puesto que en ese caso los modos de la base auxiliar con diferente
polarizacíon no se acoplan. Una vez se haya visto cómo afectan el resto de parámetros a la
convergencia de las soluciones, se estudiará el efecto de incidencia oblicua 3D.

4.3.1. Ańalisis de la convergencia para el caso de incidencia 2D

En este apartado consideraremos que sobre el medio dieléctrico períodico incide una on-
da plana TE o TM cuyo vector de ondas forma unánguloθ con el ejeZ, para unángulo
φ = 90o (incidencia 2D), que excitará en el medio periódico modos TE o TM, respectiva-
mente, seǵun sea la polarización de la onda incidente. Cada una de esas familias de modos
se obtendŕa utilizando como base auxiliar los modos de Floquet TE o TM de un medio ho-
moǵeneo de permitividad relativãεrb [87] (4.14).

Para hacer el análisis de la convergencia de las soluciones que se obtienen en función del
número de modos de la base auxiliar empleados en la expansión modal, se ha elegido un caso
de medio períodico encontrado en la bibliografı́a, para el cual se ha hecho el estudio de la
convergencia de la constante de propagación normalizadaβ/k0 de los primeros modos en ese
medio a diferentes frecuencias por un lado, y para variosángulos de incidenciaθ por otro,
para los modos de las dos polarizaciones. Por otro lado se ha comparado la convergencia
de las soluciones en esta estructura con las de otro medio periódico de igual periodicidad
pero con un mayor ńumero de capas dieléctricas dentro de la celda unidad. Ası́ mismo,
se ha visto ćomo afectan las ṕerdidas de los dieléctricos en la convergencia. Porúltimo,
se ha estudiado el efecto que tiene en la convergencia de las soluciones la diferencia de la
constante dieléctrica en los diversos medios que constituyen el medio periódico. En todos los
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Figura 4.3:Celda unidad de la estructura analizada en el estudio de convergencia en el caso 2D.
Paŕametros:D = 17,987 mm,εr1 = 1,0, εr2 = 2,56, l1 = 10,209 mm, l2 = 7,778 mm.

casos, se ha considerado que se alcanza la convergencia cuando la constante de propagación
normalizadaβn/k0 del modo representado menos convergente varı́a únicamente en su cuarta
cifra significativa, respecto al valor asintótico al que tiene cuando hacemos crecerN.

El medio elegido para este estudio es el analizado por Lewis y Hessel [83], cuyo periodo
de repeticíon esD = 17,987 mm, caracterizado por la alternancia de dos capas dieléctricas
en la direccíon Y de permitividades relativasεr1 = 1,0 y εr2 = 2,56, y espesoresl1 =
10,209 mm y l2 = 7,778 mm, respectivamente, y se ha tomado como sistema auxiliar un
medio homoǵeneo de permitividad relativãεrb = 1,0. En la figura 4.3 aparece una celda
unidad de esta estructura. El origen de coordenadas se elige en el lado izquierdo de la celda
unidad.

En primer lugar se ha estudiado el efecto de la frecuencia en la convergencia de las solu-
ciones obtenidas para esta estructura. Para ello, se han hecho los cálculos para dos valores de
frecuencia suficientemente diferenciadas, en relación al ńumero de modos propagativos en el
medio períodico. En el caso de la frecuencia de 10 GHz, en el medio estudiado hay un sólo
modo propagativo para cada polarización, mientras que existen 7 modos propagativos TE y
TM a la frecuencia de 50 GHz. En la figura 4.4 se muestra el estudio de convergencia, en
función del ńumero de modos de la base auxiliarN, correspondiente al primer, segundo y ter-
cer modo TE y TM de la estructura, para las dos frecuencias de 10 y 50 GHz, con incidencia
normal. Las ĺıneas continuas corresponden a modos propagativos, mientras que los modos
evanescentes se han representado con lı́nea discontinua (este criterio se empleará en todas
las figuras de este capı́tulo). Como se puede observar, a 10 GHz son suficientes 10 modos de
la base auxiliar para obtener los modos con polarización TE y 20 modos para la polarización
TM. Se observa una convergencia algo más lenta a la frecuencia más alta, ya que a 50 GHz
se necesitan 15 modos para polarización TE y25 modos para polarización TM. Ello se debe
a que son necesarios más modos de la base auxiliar (propagativos y evanescentes) para des-
cribir la misma estructura, puesto que al aumentar la frecuencia sin variar las dimensiones,
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Figura 4.4:Convergencia en el caso 2D de la constante de propagación normalizada|βn/k0| de los
tres primeros modos TE y TM del medio periódico cuyos paŕametros se detallan al pie de la figura
4.3 en funcíon del ńumero de funciones base (N) empleadas en la expansión modal paraθ = 0o. (a)
Frecuencia = 10 GHz. (b) Frecuencia = 50 GHz.
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la estructura disminuye en unidades de longitud de onda. Por lo tanto, al disminuir las di-
mensiones eléctricas de la estructura, son necesarias más funciones base para describirla, de
forma que a frecuencias elevadas es necesario un mayor número de modos en la expansión
modal. Tambíen cabe comentar que a frecuencia mayor tanto los modos TE como los modos
TM parecen tener el mismo tipo de convergencia. Sin embargo, a baja frecuencia se aprecia
una convergencia ḿas ŕapida de los modos TE que de los modos TM.

A continuacíon se va a estudiar el efecto que tiene elángulo de incidenciaθ en la con-
vergencia de las soluciones para el caso de incidencia 2D. En la figura 4.5 se compara la
convergencia de la constante de propagación normalizada|βn/k0| correspondiente también
al primer, segundo y tercer modo TE y TM de la estructura a una frecuencia de 10 GHz, para
dosángulos de incidencia distintos (θ = 0o y θ = 45o). En el caso de la convergencia al
variar elánguloθ bajo incidencia 2D, no se aprecia un cambio significativo (aθ = 45o se
alcanza la convergencia para polarización TE con 10 modos, y con 15 modos para polariza-
ción TM). Ello se debe a que el número de modos propagativos en el medio apenas varı́a con
dichoángulo. Para ambośangulos de incidencia, de nuevo hay una convergencia más ŕapida
para la polarización TE.

Vamos a comparar ahora la convergencia de los modos de dos estructuras periódicas
con distinto ńumero de capas dieléctricas (ND) dentro del periodo de repetición. Para ello
se compara en la figura 4.6 la convergencia de la constante de propagación normalizada
|βn/k0| correspondiente también al primer, segundo y tercer modo TE y TM a una frecuencia
de 10 GHz para incidencia normal, de dos estructuras caracterizadas por el mismo periodo
de D = 17,987 mm. La figura 4.6(a) corresponde a la estructura analizada anteriormente,
caracterizada por la alternancia de dos capas dieléctricas de permitividades relativasεr1 =
1,0 y εr2 = 2,56, y espesoresl1 = 10,209 mm y l2 = 7,778 mm, respectivamente (ver
la figura 4.3). La figura 4.6(b) corresponde a una estructura con cuatro capas dieléctricas,
que est́an caracterizadas por las siguientes permitividades relativas y espesores respectivos:
εr1 = 1,0, εr2 = εr4 = 2,048, εr3 = 2,56, y l1 = 10,209 mm, l2 = l4 = 2,990 mm,
l3 = 1,798 mm. En el caso de cuatro capas dieléctricas son necesarios más modos para
alcanzar la convergencia (15 modos para polarización TE y 35 modos para polarización TM.
Este incremento en el número de modos es lógico puesto que aparecen más saltos entre
dieléctricos dentro de la celda unidad. De nuevo se alcanza una convergencia más ŕapida
para modos TE.

Otro paŕametro a tener en cuenta en el estudio de la convergencia son las posibles pérdi-
dasóhmicas en los materiales dieléctricos. En la figura 4.7 se compara la convergencia del
módulo de la constante de propagación normalizada|βn/k0| correspondiente al primer, se-
gundo y tercer modo TE y TM de la estructura de la figura 4.3, cuya celda unidad está for-
mada por aire y un material dieléctrico sin ṕerdidas (εr1 = 1,0 y εr2 = 2,56, tan(δ) = 0,0),
a una frecuencia de 10 GHz bajo incidencia normal, con otra estructura con los mismos
paŕametros, excepto que en este caso se ha considerado que el material dieléctrico tiene una
tangente de ṕerdidas detan(δ) = 0,01 (que es un valor de pérdidas alto en los materiales
dieléctricos empleados habitualmente a frecuencias de microondas). Como se puede obser-
var en la figura 4.7, el ḿodulo de la constante de propagación normalizada TE y TM (que en
este caso no es real pura ni imaginaria pura para ningún modo) es pŕacticamente id́entico en
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Figura 4.5:Convergencia de la constante de propagación normalizada|βn/k0| de los tres primeros
modos TE y TM del medio periódico cuyos paŕametros se detallan al pie de la figura 4.3 en función
del ńumero de funciones base (N) empleadas en la expansión modal a una frecuencia de 10 GHz. (a)
θ = 0o. (b) θ = 45o.
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el caso con y sin ṕerdidas, por lo que la convergencia se alcanza igualmente para un mismo
número de modos de la base auxiliar en ambos casos. Ası́, podemos concluir que el hecho de
que los dieĺectricos tengan pequeñas ṕerdidas no afecta significativamente a la convergencia
de las soluciones obtenidas con este método. Hemos analizado también cúal es el efecto que
tiene en la convergencia de las soluciones el aumentar el valor de latan(δ), comprobando
que es equivalente al efecto que tiene emplear una permitividad dieléctrica relativa real con
el mismo ḿodulo, lo cual seŕa analizado a continuación.

El último factor que ha sido estudiado en el análisis de la convergencia es la diferencia de
la permitividad relativa que existe entre dieléctricos adyacentes. En la figura 4.8 se compara,
con igual escala, la convergencia de la constante de propagación normalizada|βn/k0| corres-
pondiente también al primer, segundo y tercer modo TE y TM de la estructura de la figura
4.3 a una frecuencia de 10 GHz para incidencia normal, con otra estructura con los mismos
paŕametros, excepto la permitividad dieléctrica relativa de las dos capas que forman la celda
unidad (εr1 = 1,0 y εr2 = 20,0). Se comprueba que cuanto mayor es la diferencia de la
permitividad relativa entre las capas que forman la celda unidad, también aumenta el ńumero
de funciones base auxiliares necesarias para alcanzar la convergencia de las soluciones (en
el segundo caso hacen falta 20 modos para polarización TE y 50 modos para polarización
TM). Al igual que en los casos anteriores, de nuevo se observa una mayor convergencia para
la polarizacíon TE.

En todos los casos analizados se ha observado una convergencia más lenta para los mo-
dos TM. Ello se debe a que el vector campo eléctrico para esa polarización es normal a la
superficie de separación de los dieĺectricos (est́a dirigido en la direccíon Y ); sabemos que
la condicíon de contorno que cumple esa componente del campo eléctrico en la superficie
de separación de dos medios en ausencia de cargas verdaderas es que es discontinua. Sin
embargo los campos eléctricos de los modos de la base auxiliar son funciones continuas.
Ello conlleva problemas de convergencia que siempre aparecen al reconstruir una función
discontinua a partir de funciones continuas (feńomeno de Gibbs[62]). Esto no ocurre en la
otra polarizacíon TE, puesto que el campo eléctrico es paralelo a la discontinuidad de los
medios (est́a dirigido en la direccíonX), y por lo tanto ha de ser continuo. El campoH y el
campoB son continuos en todos los casos, ya que no consideramos medios magnéticos.

Resumiendo, hemos visto que a la hora de calcular los modos de una estructura periódica
bajo incidencia 2D para cada una de las dos polarizaciones TE y TM definidas en el proble-
ma, seŕa necesario aumentar el número de funciones base auxiliares a medida que aumente-
mos la frecuencia, mientras que elángulo de incidenciaθ no seŕa un paŕametro tan relevante
en la convergencia. Adeḿas, en ćalculos con un ńumero elevado de capas dieléctricas dentro
del periodo de repetición, o con diferencias de permitividad dieléctrica elevadas entre capas
adyacentes, también se alcanzará la convergencia de las soluciones para un mayor número
de funciones base auxiliares. También se ha observado que la convergencia no es igual para
las dos polarizaciones TE y TM, por lo que se deberá hacer un estudio por separado en cada
caso.



4.3 Análisis de la convergencia 83

(a) tan( )=0.0d

(b) tan( )=0.01d

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
0.9

1.0

1.1

1.2

1.3

1.4

TM
3

TE
3

TM
2

TE
2

TM
1

TE
1

|b
n
/k

0
|

Número de modos (N)

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
0.9

1.0

1.1

1.2

1.3

1.4

TM
3

TE
3

TM
2

TE
2

TM
1

TE
1

|b
n
/k

0
|

Número de modos (N)

Figura 4.7:Convergencia en el caso 2D de la constante de propagación normalizada|βn/k0| de los
tres primeros modos TE y TM del medio periódico cuyos paŕametros se detallan al pie de la figura 4.3
en funcíon del ńumero de funciones base (N) empleadas en la expansión modal a una frecuencia de
10 GHz. (a) Dieĺectrico sin ṕerdidas (tan(δ) = 0,0). (b) Dieléctrico con ṕerdidas (tan(δ) = 0,01).
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Figura 4.8:Convergencia en el caso 2D de la constante de propagación normalizada|βn/k0| de los
tres primeros modos TE y TM del medio periódico cuyos paŕametros se detallan al pie de la figura
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4.3.2. Ańalisis de la convergencia para el caso de incidencia 3D

En este apartado se va a analizar el efecto de la incidencia oblicua 3D en la convergencia
de las soluciones que se obtienen con el método modal vectorial desarrollado para la obten-
ción del espectro modal en un medio dieléctrico períodico. Hay que recordar que cuando
la incidencia deja de ser 2D (φ 6= 90o), los modos en el medio periódico ya no tienen una
polarizacíon definida, sino que pasan a ser modos hı́bridos en general, por lo que para obte-
ner dichos modos, será necesario incluir ambas familias de modos Tipo-E y Tipo-H en las
expansiones modales. Este hecho ya comporta automáticamente un aumento de al menos un
factor dos del ńumero de modos de la base auxiliar necesario para alcanzar la convergencia
de las soluciones.

A continuacíon se va a hacer un estudio de la convergencia en el medio dieléctrico pe-
riódico analizado en el apartado anterior (ver la figura 4.1) cuando la incidencia es 3D, con
θ = 45o, para cuatro valores deφ distintos. En la figura 4.9 se compara la convergencia de
la constante de propagación normalizada|βn/k0| correspondiente a los seis primeros modos
de la estructura a una frecuencia de 10 GHz y unángulo de incidenciaθ = 45o para cuatro
ángulos acimutales distintos:φ = 0o, φ = 30o, φ = 60o y φ = 90o.

El caso analizado en la figura 4.9(d) (θ = 45o, φ = 90o) corresponde a incidencia 2D,
y coincide con el estudiado anteriormente en la figura 4.5(b), en cuyo caso para alcanzar la
convergencia eran necesarios 10 modos para polarización TE y 15 modos para polarización
TM. En los casos (a), (b) y (c) se observa que en general, en el caso de incidencia 3D el
número de modos para el cual converge la constante de propagación normalizada|βn/k0| es
mayor que en el caso 2D, siendo en los tres casos analizados correspondientes aφ = 0o,
φ = 30o y φ = 60o de 30 modos. Por lo tanto, de la observación de estas gráficas y de
otros ćalculos realizados, se puede generalizar que si la incidencia es 3D la convergencia se
alcanza aproximadamente para el doble de modos empleados de la base auxiliar respecto al
caso de incidencia 2D.

4.4. Resultados

Estamos ya en condiciones de comparar la fiabilidad de nuestro algoritmo con los resul-
tados encontrados en la bibliografı́a.

Con el fin de comparar nuestros resultados para las caracterı́sticas de propagación de
un medio dieĺectrico períodico infinito con los obtenidos previamente por otros autores, en
primer lugar se va a examinar una estructura periódica infinita con dos láminas dieĺectricas
dentro de la celda unidad de periodoD = 17,987 mm, que ha sido previamente analizada
por Lewis y Hessel [83] con la técnica de la resonancia transversal. Esta estructura, que ya
se ha empleado en el análisis de la convergencia del apartado anterior, está caracterizada por
los siguientes parámetros:εr1 = 1,0, εr2 = 2,56, ε̃rb = 1,0, l1 = 10,209 mm y l2 = 7,778
mm. En [83] se obtienen las caracterı́sticas de propagación en dicho medio a una frecuencia
de 10 GHz bajo incidencia 2D (φ = 90o), para diferentes valores delángulo de incidenciaθ.

En la figura 4.10 aparece representado el módulo de la constante de propagación norma-
lizada|βn/k0| del primer y segundo modo TE y TM de la estructura en función del vector
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Figura 4.9:Convergencia en el caso 3D de la constante de propagación normalizada|βn/k0| de los
seis primeros modos en el medio periódico bajo incidencia 3D cuyos parámetros se detallan al pie de
la figura 4.3 en funcíon del ńumero de funciones base (N) empleadas en la expansión modal a una
frecuencia de 10 GHz y uńangulo de incidenciaθ = 45o. (a)φ = 0o. (b) φ = 30o. (c) φ = 60o. (d)
φ = 90o.



88 SSFD: espectro modal para incidencia general oblicua

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

Propagativo

Evanescente

TE
2

TM
2

TM
1

TE
1

|b
n
/k

0
|

k
y0
D/p

Figura 4.10:Constante de propagación normalizada|βn/k0| bajo incidencia 2D (φ = 90o) para el
primer y segundo modo TE y TM de una estructura periódica con dos capas dieléctricas por celda
unidad conεr1 = 1,0, εr2 = 2,56, ε̃rb = 1,0 (paŕametros correspondientes a la figura 4.3). Frecuen-
cia=10 GHz. Los puntos corresponden a los resultados obtenidos en [83].

de ondas de Floquet normalizado de la onda incidente(ky0D/π), donde para este caso de
incidencia 2D,ky0 = k0sinθ. Como los paŕametrosD y k0 han sido fijados, lo que se está ha-
ciendo realmente es un barrido enángulo de incidenciaθ. El trazo continuo corresponde a
modos en ŕegimen propagativo, mientras que el trazo discontinuo corresponde a modos en
régimen evanescente. Los puntos corresponden a los resultados obtenidos en [83], encon-
trándose una buena concordancia. En las simulaciones han sido suficientes 15 modos de la
base auxiliar para calcular los modos TE, mientras que para los modos TM se han utilizado
20 modos de la base auxiliar, siendo en ambos casos el tiempo de computación inferior a una
cent́esima de segundo por punto enángulo de incidencia.

Nuestro ḿetodo modal vectorial también proporciona información de la distribucíon de
los campos transversales de los modos. Ası́, en la figura 4.11 se representa la distribución del
módulo del campo magnético normalizado del primer modo con polarización TE a lo largo
de la celda periódica para la geometrı́a de la figura 4.10, paraky0D = 0 (lı́nea continua) y
ky0D = π (lı́nea discontinua). En esa figura aparecen también representados con puntos los
valores calculados en [83], encontrándose también una buena concordancia.

A continuacíon se analizaŕan las caracterı́sticas de propagación de un segundo medio
dieléctrico períodico infinito que en este caso tiene cinco láminas dieĺectricas dentro de la
celda unidad, que ha sido estudiado por Costa y Giarola [88], también bajo excitacíon 2D.
Los paŕametros del medio periódico son los siguientes:D = 17,987 mm, εr1 = 1,0, εr2 =
1,28, εr3 = 2,56, εr4 = 1,28, εr5 = 1,0, l1 = 5,105 mm, l2 = 2,09 mm, l3 = 3,60 mm,
l4 = 2,09 mm y l5 = 5,105 mm. En los ćalculos, el sistema auxiliar empleado es de nuevo un
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Figura 4.11:Distribución de campo magnético normalizado a lo largo de la celda unidad del primer
modo TE para la geometrı́a de la figura 4.10, paraky0D = 0 (lı́nea continua) yky0D = π (lı́nea
discontinua). Los puntos corresponden a los resultados obtenidos en [83].

medio dieĺectrico homoǵeneo infinito coñεrb = 1,0 con el mismo periodo que el problema
real. Seǵun los resultados de un estudio de convergencia de las soluciones obtenidas para
este problema, son necesarios 15 modos TE y25 modos TM de la base auxiliar para cada
polarizacíon, respectivamente, con tiempos de computación inferiores a una centésima de
segundo en ambos casos (por punto en frecuencia). En la figura 4.12 se muestran las curvas
de la constante de propagación normalizada|βn/k0| para el primer y segundo modo para
ambas polarizaciones TE y TM en función del vector de ondas de Floquet normalizado de
la onda incidente(ky0D/π). En la misma figura se representan con puntos los resultados
calculados en [88] empleando el método de la resonancia transversal, y se observa de nuevo
una buena concordancia entre ambos métodos.

Para estos dos primeros modos también se ha representado la distribución de los campos
transversales a lo largo de una celda periódica. En este caso de medio dieléctrico períodico
sin ṕerdidas, el campo eléctrico transversal de los modos se ha obtenido de forma numérica
a partir del campo magnético transversal haciendo uso de la relación de biortogonalidad
satisfecha por los modos, a través de las ecuaciones (2.40), (2.41). En la figura 4.13(a) se
representa la distribución de campo eléctrico normalizado del primer y segundo modo TE
para valores de(ky0D/π) = 0 (lı́nea continua) y1 (lı́nea discontinua). En esta figura también
se representan los resultados calculados en [88] para el primer modo TE, mostrando un
excelente acuerdo con nuestros resultados. La distribución de campo magnético normalizado
del primer y segundo modo TM se muestra en la figura 4.13(b) para(ky0D/π) = 0 (lı́nea
continua) y1 (lı́nea discontinua), obteniendo de nuevo una buena concordancia entre ambos
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Figura 4.12:Constante de propagación normalizada|βn/k0| en funcíon del vector de ondas de Flo-
quet normalizado(ky0D/π) del primer y segundo modo para ambas polarizaciones TE y TM de un
medio dieĺectrico períodico infinito con 5 dieĺectricos dentro de la celda periódica con los siguientes
paŕametros:D = 17,987 mm,εr1 = 1,0, εr2 = 1,28, εr3 = 2,56, εr4 = 1,28, εr5 = 1,0, ε̃rb = 1,0,
l1 = 5,105 mm, l2 = 2,09 mm, l3 = 3,60 mm, l4 = 2,09 mm andl5 = 5,105 mm. Comparacíon
entre nuestros resultados (lı́neas) y los resultados obtenidos en [88] (puntos).

métodos.

A continuacíon, en el siguiente caso analizado se va a estudiar el espectro modal bajo
incidencia 3D de un medio dieléctrico períodico infinito con dos ĺaminas dieĺectricas dentro
de la celda unidad con los siguientes parámetros:D = 11,28 mm, εr1 = 6,13, εr2 = 3,7,
l1 = l2 = D/2. Este medio se ha empleado para diseñar un filtro en reflexíon [3] bajo
excitacíon de una onda plana 2D con polarización TE e incidencia normal, el cual se detalla
en el caṕıtulo 6. Los resultados de este estudio también han sido empleados en el diseño
de un filtro en reflexíon bajo excitacíon de ondas planas con incidencia 3D y polarización
Tipo-H [89] (ver tambíen en el caṕıtulo 6).

La figura 4.14 muestra las curvas de la constante de propagación normalizadaβn/k0 en
función de la frecuencia del primer y segundo modo para unángulo de incidencia deθ = 45o,
para diferenteśangulos acimutales. Para la incidencia particular deφ = 90o, la curva de dis-
persíon del primer modo corresponde al primer modo propagativo bajo excitación TE para
incidencia 2D. De la misma forma, la constante de propagación normalizada del segundo
modo de la figura 4.14 para el caso deφ = 90o corresponde al primer modo propagativo bajo
excitacíon TM en el caso de incidencia 2D [3]. En la figura 4.14 se representan también con
cruces los resultados obtenidos con el software desarrollado en [2],[3], [87] para el caso de
incidencia 2D, observ́andose una coincidencia total entre ambos resultados. En los cálculos
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Figura 4.13:Distribuciones de campo a lo largo de la celda unidad del primer y segundo modo para el
medio períodico de la figura 4.12 en el caso 2D. (a) Distribución del campo eléctrico normalizado para
el primer y segundo modo TE para valores de(ky0D/π) = 0 (lı́nea continua) y1 (lı́nea discontinua).
Los resultados calculados en [88] se representan también con puntos. (b) Distribución del campo
magńetico normalizado del primer y segundo modo TM para(ky0D/π) = 0 (lı́nea continua) y1
(lı́nea discontinua). Los resultados calculados en [88] aparecen también tambíen representados con
puntos.
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Figura 4.14:Curvas de dispersión en el caso de incidencia oblicua 3D del primer y segundo modo en
un medio dieĺectrico períodico con los siguientes parámetros:D=11,28 mm,εr1=6.13,εr2=3.7,l1=
l2=D/2, θ = 45o. Los resultados obtenidos con el software desarrollado en [2],[3] para incidencia
2D (φ = 90o) se han representado también en la misma gráfica (con cruces).

ha sido necesario emplear un mayor número de modos de la base auxiliar, de las dos familias
de modos Tipo-E y Tipo-H, que en este caso ha sido de 50 modos, con un tiempo de compu-
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Figura 4.15:Distribución de las componentes transversales de campo magnético normalizado
(módulo) del primer modo (a) y del segundo modo (b) en el medio periódico de la figura 4.14 bajo
incidencia 3D conθ = 45o y φ = 60o, a la frecuencia de 15 GHz.

tación por punto en frecuencia de 0.04 s. En esta figura se puede observar un incremento de
la constante de propagación con elánguloφ.

El método modal vectorial también permite obtener la distribución de los campos trans-
versales eĺectrico y magńetico en el medio periódico bajo incidencia 3D. En este caso de
medio períodico sin ṕerdidas bajo incidencia 3D (al igual que en el ejemplo anterior para
incidencia 2D) tambíen se puede obtener el campo eléctrico transversal de los modos de
forma nuḿerica haciendo uso de la relación de biortogonalidad satisfecha por los modos, a
través de las ecuaciones (2.40), (2.41). En la figura 4.15 se ha representado la distribución
de las componentes transversales de campo magnético del primer y segundo modo respecti-
vamente en el medio periódico, (cuyos paŕametros se detallan al pie de la figura 4.14) a una
frecuencia de 15 GHz, para incidencia conθ = 45o y φ = 60o. Como se puede observar,
el segundo modo tiene componente|hy| prácticamente nula (|hy|/|hx| < 10−3), por lo que
podemos decir que ese modo en particular tiene estructura de modo Tipo-E.

Por otro lado, en la figura 4.16 se representa la distribución de las componentes trans-
versales de campo eléctrico de dichos modos. En ella se aprecia que el primer modo tiene
estructura de modo Tipo-H, puesto que en este caso la componente|ey| es pŕacticamente nula
para ese modo. Adeḿas, se puede comprobar que las componentes tangenciales a la discon-
tinuidad dieĺectrica del medio son continuas en el plano de la discontinuidad (componente
|ex|), mientras que la componente normal a la discontinuidad dieléctrica, que corresponde a
|ey|, es discontinua en el plano de la discontinuidad.

Para estos mismos modos, también se ha representado la distribución del vector desplaza-
miento a lo largo de la celda unidad en la figura 4.17, de forma que en ella se puede observar
que en este caso las componentes tangentes a la discontinuidad dieléctrica son discontinuas
en el plano de la discontinuidad, mientras que las componentes normales a la discontinuidad
son funciones continuas.
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Figura 4.16:Distribución de las componentes transversales de campo eléctrico normalizado (ḿodu-
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A la vista de los diferentes problemas estudiados y de los resultados obtenidos, podemos
concluir que hemos desarrollado un método muy eficiente y versátil para la caracterización
modal de medios periódicos en una dimensión bajo incidencia general oblicua o 3D. Este
método permite analizar medios periódicos con un ńumero arbitrario de láminas dieĺectricas
dentro de la celda unidad, en las cuales es posible incluir las pérdidas de los materiales.
Hemos comprobado que las soluciones obtenidas con este método est́an en excelente acuerdo
con las proporcionadas por otros métodos. Adeḿas, hay que destacar que el tiempo empleado
en el ćalculo de las constantes de propagación y de los campos de cada estructura es muy
reducido.



Caṕıtulo 5

Estudio de la dispersíon de ondas planas
en SSFD bajo incidencia 3D

5.1. Introducción

En este caṕıtulo se llevaŕa a cabo el ańalisis de la dispersión de ondas planas en SSFD,
que son estructuras planares dieléctricas multicapa compuestas por un número arbitrario de
capas dieĺectricas homoǵeneas o periódicas en una dirección, pudiendo tener las capas pe-
riódicas un ńumero tambíen arbitrario de capas dieléctricas dentro del periodo de repetición.
En gran parte de los estudios previos realizados sobre la dispersión de ondas planas en SSFD
se han analizado estructuras con ciertas limitaciones, tanto en la geometrı́a de las mismas (en
el número o las caracterı́sticas de los materiales dieléctricos que hay dentro del periodo de
la red dieĺectrica, o en el ńumero de capas de la SSFD) como en la dirección de incidencia
(hay muchos resultados en la literatura técnica sobre la dispersión de ondas planas en SSFD
bajo excitacíon bidimensional, pero la excitación tridimensional se ha tratado en menos tra-
bajos). En el caṕıtulo 2 se ha descrito el ḿetodo modal vectorial que nos permite obtener
las constantes de propagación y los campos en un medio guiador con simetrı́a traslacional,
mientras que en el capı́tulo 4 se emplea dicho ḿetodo para la obtención de los modos de
un medio dieĺectrico infinito períodico en una dirección, con o sin ṕerdidas, con un ńumero
arbitrario de ĺaminas dieĺectricas dentro del periodo de repetición, el cual es excitado por
una onda plana linealmente polarizada con una dirección de incidencia también arbitraria.
Los modos de este medio serán empleados para caracterizar las SSFD, que no son más que
estructuras en cascada de etapas elementales formadas por medios dieléctricos homoǵeneos
o períodicos en una dimensión. En este capı́tulo se va a estudiar la manera de conectar unos
medios con otros, empleando para tal fin el Método de Adaptación Modal que se describe
en el caṕıtulo 2, en combinación con la t́ecnica de las matrices de dispersión generalizadas
(MDG).

Los medios bajo estudio se caracterizan por ser periódicos en una dirección, que hemos
elegido como la del ejeY , y uniformes en la direcciónX, sobre los que haremos incidir una
onda plana linealmente polarizada cuyo vector de ondask lleva la direccíon de propagación
tridimensional dada por lośangulos habituales de coordenadas esféricas,θ y φ (ver la figura
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Figura 5.1:Lámina dieĺectrica períodica con dos dieléctricos distintos dentro de la celda unidad
rodeada por un medio homogéneo. La ĺamina est́a iluminada desdez < 0 por una onda plana lineal-
mente polarizada con direccionesθ y φ.

5.1 correspondiente a una SSFD constituida por unaúnica ĺamina dieĺectrica períodica ro-
deada de un medio homogéneo). En el caṕıtulo anterior se ha visto que en el caso general
de incidencia 3D (φ 6= 90o) no existe una polarización definida en el espectro modal en
un medio períodico, a diferencia de lo que sucede en un medio dieléctrico con condiciones
periódicas relleno de un dieléctrico homoǵeneo, en el que aparecen dos polarizaciones de-
sacopladas a las que hemos llamado Tipo-E y Tipo-H. No obstante, cuando el medio deja
de ser homoǵeneo, ambas polarizaciones quedan acopladas, obteniéndose como soluciones
modos h́ıbridos. Sin embargo, hay un caso particular de incidencia para el cual los modos
del medio períodico se desacoplan, que corresponde a incidencia 2D (φ = 90o), de forma
que cuando sobre este medio incide una onda con una cierta polarización definida (TE o TM)
formando uńanguloφ = 90o, los modos en ese medio van a mantener la misma polarización,
es decir, van a tener una polarización definida TE o TM. Esta diferencia entre incidencia 2D
e incidencia 3D va a ser fundamental a la hora de obtener las matrices de dispersión que
caracterizaŕan una discontinuidad entre un medio homogéneo, como puede ser el aire, y un
medio períodico como los estudiados en el capı́tulo anterior.

En este caṕıtulo se aplicaŕa el Método de Adaptación Modal descrito en el capı́tulo 2
para analizar discontinuidades en SSFD, de forma que se describirá ćomo obtener la matriz
de dispersíon generalizada que caracteriza uniones entre dos medios homogéneos de dife-
rente permitividad dieléctrica, aśı como entre un medio dieléctrico homoǵeneo y un medio
dieléctrico períodico en una dimensión, de forma que en ambas regiones de la unión exista
un conjunto de modos bien definido. Ası́ mismo, se describirá ćomo realizar la conexión
entre dos uniones entre las cuales se produce la propagación en un cierto tramo de un medio.
Este proceso se generalizará para un ńumero arbitrario de uniones entre diferentes medios
homoǵeneos y períodicos. A continuacíon se describiŕa ćomo obtener los coeficientes de re-
flexión y transmisíon en potencia de una estructura a partir de los parámetros de dispersión
de las mismas. Después se llevaŕa a cabo un ańalisis de la convergencia de las soluciones
obtenidas empleando dicha técnica para la obtención de los paŕametros de dispersión de los
diferentes tipos de uniones estudiados. Finalmente, el método desarrollado se comparará con
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resultados encontrados en la literatura técnica.

5.2. Matriz de dispersíon generalizada de una discontinui-
dad entre dos medios

En el caṕıtulo 2 se obtuvo la expresión general de los parámetros de dispersión o paŕame-
trosS que caracteriza la unión entre dos regiones guiadoras (a y b) cuyos modos son cono-
cidos (ver la figura 5.2), los cuales venı́an definidos por las siguientes expresiones:

ea,ha: Modos en la regíona eb,hb: Modos en la regíon b

z=0

a b

Z

Figura 5.2:Unión de dos regiones guiadoras a y b.

S21 = 2(T )−1P a# S22 = (T )−1
(
B# − P a#(P a)−1A

)

S11 = (P a)−1A S21 − I S12 = (P a)−1A(I + S22) (5.1)

donde la matrizT se defińıa del siguiente modo:

T = B# + P a#(P a)−1A (5.2)

y I, P a, A y B son matrices de dimensionesNMR×NMR (dondeNMR seŕa el ńumero de
modos considerado en cada uno de los dos medios de la discontinuidad) con elementosImn,
P a

mn, Amn y Bmn definidos de la siguiente forma:

Imn = δnm

P a
mn =

∫

Sa

(ea
n × ha∗

m ) · ẑ dS

Amn =

∫

Sa

(eb
n × ha∗

m ) · ẑ dS

Bmn =

∫

Sb

(ea
n × hb∗

m) · ẑ dS . (5.3)

Como se ha comentado en la introducción, en este capı́tulo se analizan uniones entre dos
medios homoǵeneos de diferente permitividad dieléctrica, aśı como entre un medio dieléctri-
co homoǵeneo y un medio dieléctrico períodico en una dimensión. A la hora de analizar la
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unión entre dos medios homogéneos, los modos que se emplearán en cada medio serán pre-
cisamente los modos de Floquet Tipo-E y Tipo-H de un medio dieléctrico homoǵeneo con
permitividad relativaεrh, similares a los se han definido en el apéndice E, pero adecuada-
mente normalizados. Dichos modos se expresan de la siguiente forma:

e
′h
p =

1√
Dβhpωεh

e−j(kxx+kypy)
[
−kxkypux + (k2

h − k2
yp

)uy

]
(5.4)

h̃
′h
p =

−1√
D

e−j(kxx+kypy)ux (5.5)

ẽ
′′h
p =

ωµβhp√
D(k2

h − k2
yp

)
e−j(kxx+kypy)ux (5.6)

h̃
′′h
p =

1√
D

e−j(kxx+kypy)

[
−kxkyp

(k2
h − k2

yp
)
ux + uy

]
(5.7)

donde en este casoεh = εrhε0, kh = k0
√

εrh, y βhp =
√

k2
h − k2

x − k2
yp.

Para estudiar una discontinuidad entre un medio dieléctrico homoǵeneo y un medio pe-
riódico en una dimensión, los modos en el medio homogéneo volveŕan a ser los modos de
Floquet Tipo-E y Tipo-H descritos en las ecuaciones (5.4)-(5.7), mientras que para el medio
periódico se emplearán los modos obtenidos en dicho medio empleando el método modal
vectorial descrito en el capı́tulo 2, como suma de modos de Floquet con unos ciertos co-
eficientes de expansión, como se explica en el capı́tulo 4. En estéultimo caso, el campo
magńetico transversal se obtendrá directamente, mientras que el campo eléctrico transver-
sal de cada modo se obtendrá a partir del campo magnético empleando las ecuaciones de
Maxwell.

5.3. Estudio de una discontinuidad entre dos medios ho-
mogéneos

Vamos a obtener los coeficientes de reflexión y transmisíon generalizados de los modos
de Floquet para una discontinuidad entre dos medios homogéneos a y b que tienen asociada la
misma periodicidadD. Estas expresiones, para el modo de Floquet de orden cero, coinciden
con las ecuaciones de Fresnel [90].

La parte transversal de los campos eléctrico y magńetico del medio homoǵeneo i se van
a descomponer de una forma completamente general como suma de modos de Floquet que
se propagan en el sentido+ẑ y en el sentido−ẑ de la forma:
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Figura 5.3:Unión entre dos medios a y b. Incidimos con el p-ésimo modo de Floquet Tipo-E y
Tipo-H desde el medio a, que excitaNMRmodos de Floquet Tipo-E y Tipo-H en el medio b (modos
transmitidos) yNMRmodos de Floquet Tipo-E y Tipo-H en el medio a (modos reflejados).

Ei
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+∞∑
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I i′+
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ne−jβniz + I i′′+
n ei′′

n e−jβniz+

I i′−
n ei′

ne+jβniz + I i′′−
n ei′′

n e+jβniz
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(5.8)

Hi
t =

+∞∑
n=1

(
I i′+
n hi′

ne−jβniz + I i′′+
n hi′′

n e−jβniz−

I i′−
n hi′

ne+jβniz − I i′′−
n hi′′

n e+jβniz
)

(5.9)

dondeI iα±
n son las amplitudes de los modos del medio i. En principio esa suma se extiende

a un ńumero infinito de modos. No obstante, como ya se mencionó en el caṕıtulo 2, en la
práctica dicha suma debe truncarse a un número finito de modosNMR, que seŕan suficien-
tes para una adecuada convergencia de los resultados, y que tomaremos igual para los dos
medios. Para obtener las matricesS11 y S21 consideraremos que incidimos desde el medio
a con los arḿonicos de Floquet de ordenp Tipo-E y Tipo-H de amplitudes conocidas, y se
obtendŕan las amplitudes de los modos de Floquet que serán excitados en el medio a (refle-
jados) y en el medio b (transmitidos) para ambas polarizaciones. Por otro lado, para obtener
las matricesS22 y S12 se estudiaŕa el caso de la incidencia desde el medio b.

Vamos a suponer que la discontinuidad está en el planoz = 0 (ver la figura 5.3). Para
analizar la discontinuidad entre los dos medios homogéneos, supondremos que incide desde
el primer medio homoǵeneo una onda correspondiente al p-ésimo modo de Floquet con las
dos polarizaciones Tipo-E y Tipo-H (caso más general), la cual excitará NMR modos de
Floquet Tipo-E y Tipo-H en el medio b (modos transmitidos) yNMR modos de Floquet
Tipo-E y Tipo-H en el medio a (modos reflejados). Escribiremos los campos en cada medio,
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e impondremos la condición de continuidad de las componentes tangenciales de los campos
eléctrico y magńetico en la discontinuidad entre los dos medios a y b (z = 0), que se traduce
en las siguientes ecuaciones:

(Ia′+
p ea′

p +Ia′′+
p ea′′

p ) +
NMR∑
n=1

(
Ia′−
n ea′

n + Ia′′−
n ea′′

n

)
=

NMR∑
n=1

(
Ib′+
n eb′

n + Ib′′+
n eb′′

n

)
(5.10)

(Ia′+
p ha′

p +Ia′′+
p ha′′

p )−
NMR∑
n=1

(
Ia′−
n ha′

n + Ia′′−
n ha′′

n

)
=

NMR∑
n=1

(
Ib′+
n hb′

n + Ib′′+
n hb′′

n

)
(5.11)

dondeeiα
n ,hiα

n son los modos de Floquet de un medio homogéneo de permitividad relativa
εri con condiciones periódicas, cuyas expresiones aparecen en las ecuaciones (5.4)-(5.7), y
α indica el estado de polarización, Tipo-E o Tipo-H. Estas ecuaciones dependen del tiempo
(ya que los campos tienen una dependencia temporal armónica de la formaejωt), y de las
coordenadas transversalesx ey (con una dependencia de la formae−j(kxx+kyny)). Al imponer
la continuidad de las componentes transversales del campo electromagnético en el tiempo, se
llega a la conclusión de que la frecuencia angular de las ondas reflejadas y transmitidas debe
ser igual a la de la onda incidente [90]. Por otro lado, al exigir la continuidad en el espacio,
las fases a ambos lados de la unión tambíen deben ser iguales, con lo que se obtienen las
siguientes ecuaciones:

k+
xa =k−xa = k+

xb ≡ ka sin θ+
a cos φ+

a = ka sin θ−a cos φ−a = kb sin θ+
b cos φ+

b

k+
yap

=k−yan
= k+

ybn
≡ ka sin θ+

a sin φ+
a +

2π

D
p = ka sin θ−a sin φ−a +

2π

D
n =

=kb sin θ+
b sin φ+

b +
2π

D
n .

De estas ecuaciones se extraen varias condiciones. La primera de ellas es queφ+
a = φ−a =

φ+
b , es decir, eĺanguloφ de las ondas reflejadas y transmitidas es igual alánguloφ de la

onda incidente. Adeḿas, tambíen se debe cumplir quen = p, es decir, śolo se excitaŕan
en los medios a y b modos reflejados y transmitidos del mismo orden de Floquet del modo
incidente. Y poŕultimo, tambíen se cumple que:

ka sin θ+
a = ka sin θ−a ≡ θ+

a = θ−a
ka sin θ+

a = kb sin θ+
b ≡ √

εra sin θ+
a =

√
εrb sin θ+

b

siendo la primera de dichas condiciones la conocidaLey de la reflexíon, mientras que la
segunda de ellas es la conocidaLey de Snell[90].

Porúltimo, nos falta igualar las amplitudes de las componentes tangenciales de los cam-
pos eĺectrico y magńetico a ambos lados de la discontinuidad. Al hacer estoúltimo, se ob-
tendŕan los elementosSij de la MDG de la uníon de los dos medios, que no son más que las
relaciones entre las amplitudes de las ondas transmitidas y reflejadas respecto a la amplitud
de la sẽnal incidente.
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Para obtener dichos elementos de la MDG de la unión entre dos medios dieléctricos
homoǵeneos, partiremos de las ecuaciones de continuidad para las componentes tangenciales
del campo eĺectrico y magńetico (ecuaciones (5.10) y 5.11)), que tras aplicar las condiciones
anteriores, quedan de la siguiente forma:

Ia′+
p ea′

p + Ia′′+
p ea′′

p + Ia′−
p ea′

p + Ia′′−
p ea′′

p = Ib′+
p eb′

p + Ib′′+
p eb′′

p (5.12)

Ia′+
p ha′

p + Ia′′+
p ha′′

p − Ia′−
p ha′

p − Ia′′−
p ha′′

p = Ib′+
p hb′

p + Ib′′+
p hb′′

p . (5.13)

Si sustituimos los camposeiα
p ,hiα

p por sus expresiones (ecuaciones (5.4)-(5.7)), e igua-
lamos las componentesx e y en ambas ecuaciones, se obtienen cuatro ecuaciones con seis
incógnitas, que son las diferentes amplitudes de los camposIa′+

p , Ia′′+
p , Ia′−

p , Ia′′−
p , Ib′+

p , Ib′′+
p .

Tras realizar diversas operaciones, es posible obtener las deseadas relaciones entre las ampli-
tudes de las ondas reflejadas en el medio a (Ia′−

p , Ia′′−
p ) y transmitidas al medio b (Ib′+

p , Ib′′+
p ),

respecto a las amplitudes de las ondas incidentes en el medio a (Ia′+
p , Ia′′+

p ), que seŕan los ele-
mentos de dispersión S11 y S21. Dichos elementos serán nulos salvo en los casos en los que
los órdenes de los modos de Floquet sean iguales, como ya se ha explicado anteriormente.
Los paŕametros de dispersión no nulos para la discontinuidad entre dos medios homogéneos
a y b se pueden extraer a partir de los siguientes resultados:

Ia′−
p = ξIa′+

p + τIa′′+
p (5.14)

Ia′′−
p = γ(1 + ξ)Ia′+

p + (α + γτ)Ia′′+
p (5.15)

Ib′+
p =

[
εbβbp(k

2
a − k2

yp
)

εaβap(k2
b − k2

yp
)
(1 + ξ)

]
Ia′+
p +

[
εbβbp(k

2
a − k2

yp
)

εaβap(k2
b − k2

yp
)
τ

]
Ia′′+
p (5.16)

Ib′′+
p = −γ(1 + ξ)Ia′+

p + (1− α− γτ)Ia′′+
p (5.17)

donde las constantesα, γ, ξ, τ se definen como:

α =
βbp(k

2
a − k2

yp
)− βap(k

2
b − k2

yp
)

βbp(k2
a − k2

yp
) + βap(k2

b − k2
yp

)

γ =
kxkyp(εrb − εra)(k

2
a − k2

yp
)

εraβap

(
βbp(k2

a − k2
yp

) + βap(k2
b − k2

yp
)
)

ξ =
1− εbβbp(k2

a−k2
yp )

εaβap(k2
b−k2

yp)
− γ

(
kxkyp

k2
a−k2

yp
− kxkyp

k2
b−k2

yp

)

1 +
εbβbp(k2

a−k2
yp )

εaβap(k2
b−k2

yp)
+ γ

(
kxkyp

k2
a−k2

yp
− kxkyp

k2
b−k2

yp

)

τ =

(
kxkyp

k2
a−k2

yp
− kxkyp

k2
b−k2

yp

)
(1− α)

1 +
εbβbp(k2

a−k2
yp)

εaβap(k2
b−k2

yp )
+ γ

(
kxkyp

k2
a−k2

yp
− kxkyp

k2
b−k2

yp

) .

De nuevo, si particularizamos las ecuaciones (5.14)-(5.17) al caso de incidencia 2D
(kx= 0), se comprueba que al incidir desde el medio a con un modo de Floquet de orden
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p con una polarización dada, śolo se excitaŕa en los medios a y b el modo reflejado y trans-
mitido del mismo orden que el modo incidente, y con igual polarización (en la discontinuidad
entre dos medios homogéneos bajo incidencia 2D sı́ se preserva la polarización). Para ese
caso particular, los parámetros de dispersión son directamente los coeficientes de reflexión
y transmisíon en amplitud para cada modo de Floquet en la separación entre dos medios
homoǵeneos bajo excitación 2D:

S
′
11 =

Ia′−
p

Ia′+
p

= ρ
′
p = ξ =

βbp

εb
− βap

εa

βbp

εb
+ βap

εa

(5.18)

S
′
21 =

Ib′+
p

Ia′+
p

= τ
′
p =

εbβbp(k
2
a − k2

yp
)

εaβap(k2
b − k2

yp
)
(1 + ξ) =

2βap

εa

βbp

εb
+ βap

εa

(5.19)

S
′′
11 =

Ia′′−
p

Ia′′+
p

= ρ
′′
p = α =

βap − βbp

βap + βbp

(5.20)

S
′′
21 =

Ib′′+
p

Ia′′+
p

= τ
′′
p = 1− α =

2βbp

βap + βbp

, (5.21)

donde la polarización ′ coincide en el caso 2D con la polarización TM más coḿunmente co-
nocida, mientras que la polarización ′′ se corresponde con la polarización TE. Este resultado
particularizado para ondas planas (p = 0) tambíen coincide con lasEcuaciones de Fresnel
[87], [90] de la reflexíon y transmisíon de ondas planas en la superficie de separación entre
dos medios homoǵeneos a y b para incidencia con campo eléctrico perpendicular (TE) o
paralelo (TM) al plano de incidencia.

5.4. Estudio de una discontinuidad entre un medio homoǵeneo
y un medio periódico

La MDG de una discontinuidad entre un medio homogéneo y un medio periódico se ha
obtenido empleando el Ḿetodo de Adaptación Modal (ver sección 2.4). Para ello, se calculan
las matricesP a, A y B, cuyos elementos, para el caso particular de la unión entre un medio
dieléctrico homoǵeneo a y un medio dieléctrico períodico b con periodicidadD, se calculan
como:

P a
mn =

∫ D

0

(ea
n × ha∗

m ) · ẑ dy =





k2
a−k2

yn

βanωεa
δnm n es ′, m es ′

0 n es ′′, m es ′

0 n es ′, m es ′′
ωµβan

k2
a−k2

yn
δnm n es ′′, m es ′′

(5.22)
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Amn =

∫ D

0

(eb
n × ha∗

m ) · ẑ dy=
1

ωε0βnD

N∑
q=1

cqnΨ





[k2
x] q es ′, m es ′

[
−kxkyq + k3

xkyq

ek2−k2
yq

]
q es ′′, m es ′

[
−kxkyq + k3

xkym

k2
a−k2

ym

]
q es ′, m es ′′

[
k2

yq− k2
xk2

yq

ek2−k2
yq

+ kxkym

k2
a−k2

ym

(
k3

xkyq

ek2−k2
yq

−kxkyq

)]
q es ′′, m es ′′

+
βn

ωε0D

N∑
q=1

cqnΨ





1 q es ′, m es ′

[
kxkyq

ek2−k2
yq

]
q es ′′, m es ′

[
kxkym

k2
a−k2

ym

]
q es ′, m es ′′

[
1 + k2

xkyqkym

(ek2−k2
yq)(k2

a−k2
ym)

]
q es ′′, m es ′′

(5.23)

Bmn =

∫ D

0

(ea
n × hb∗

m) · ẑ dy =
N∑

q=1

cqm





[
k2

a−k2
yn

βnωεa

]
δnq n es ′, q es ′

[
k2

a−k2
yn

βnωεa

(
kxkyq

ek2−k2
yq

− kxkyn

k2
a−k2

yn

)]
δnq n es ′′, q es ′

0 n es ′, q es ′′

[
ωµβn

k2
a−k2

yn

]
δnq n es ′′, q es ′′

(5.24)
donde se ha introducido en la matrizA una constanteΨ de valor:

Ψ =
D

ε̃rb

δqm +
ND∑
s=1

{
( 1

εrs
− 1

eεrb
)

2 sin((kyq−kym) ls
2 )e−j(kyq−kym)y0s

(kyq−kym)
q 6= m

ls
εrs
− ls

eεrb
q = m

y donde se ha hecho uso de la expansión modal del campo magnéticohb
m:

hb
m =

N∑
q=1

cqmh̃q ,

mientras queeb
n se ha obtenido a partir dehb

n a trav́es de las ecuaciones de Maxwell (ver las
ecuaciones (4.16) y (4.17)).

Tras sustituir dichas matrices en las ecuaciones (5.1) y (5.2), y realizar las operaciones
correspondientes, se obtiene la MDG que caracteriza la unión entre el medio dieléctrico
homoǵeneo a y el medio dieléctrico períodico b.

De nuevo, a la vista de los resultados obtenidos en las matricesP a, A y B, tambíen
se concluye que en el caso particular de incidencia 2D (kx = 0), no hay acoplo entre las
polarizaciones′ y ′′. Por tanto, en ese caso, será más conveniente analizar la dispersión en una
discontinuidad entre un medio homogéneo a y un medio periódico b para cada polarización
por separado.
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Figura 5.4:Esquema b́asico de un sistema formado por varias etapas en cascada.

5.5. Conexíon en cascada de distintas discontinuidades que
constituyen una SSFD

La teoŕıa de las matrices de dispersión generalizadas está especialmente desarrollada para
el estudio de sistemas en cascada como el que muestra la figura 5.4. Hay varias formulaciones
para el ańalisis de dichos sistemas, que se sintetizan básicamente en dos:

a) La primera consiste en transformar las matrices de dispersión generalizadas de cada
etapa en matrices de transmisión generalizadas; a continuación se multiplican las matrices
de transmisíon de todas las etapas, y, finalmente, se transforma la matriz de transmisión
generalizada (MTG) del sistema total a la matriz de dispersión generalizada (MDG) del
sistema total, de la cual se obtiene la información necesaria [38], [91].

b) En la segunda formulación se resuelve primero la conexión de dos discontinuidades
separadas por un tramo de lı́nea de transmisión, y posteriormente se aplica un método ite-
rativo para conectar de la misma forma las demás transiciones. Esta formulación no emplea
matrices de transmisión [92], [93], [94].

En nuestro caso se ha empezado probando el primer planteamiento, que está basado en
la matriz de transmisión generalizada (MTG)Tij (i,j=1,2), cuyos elementos relacionan las

amplitudes de las ondas en el medio j con las amplitudes de las ondas en el medio i. Se
puede pasar de matricesS a matrices T(y viceversa) a trav́es de las siguientes ecuaciones
[38], [91]:

T =

(
T11 T12

T21 T22

)
=

(
S21 − S22 S12

−1S11 S22 S12
−1

−S12
−1S11 S12

−1

)
(5.25)

S =

(
S11 S12

S21 S22

)
=

( −T22
−1T21 T22

−1

T11 − T12
−1T21 T12 T22

−1

)
. (5.26)

La MTG de un sistema formado por NE etapas en cascada es el producto de las matrices
de cada una de esas etapas multiplicadas de la forma:

T = TNE · TNE−1 · TNE−2 · .... · T 2 · T 1 (5.27)

dondeT i es la MTG de la i-́esima etapa.
En nuestro caso, las matricesT i seŕan de dos tipos:
- Matriz de transicíon entre dos medios
- Matriz de propagación en un tramo de un medio
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Medio a Medio b Medio c

S
a  - b

S
b  - c

S
h

h

Figura 5.5:Esquema de la conexión de dos transiciones por medio de un tramo de lı́nea de transmi-
sión de longitudh.

La MTG correspondiente a la transición entre dos medios se obtiene a partir de la corres-
pondiente MDG de la transición [91]. La MTG correspondiente a la propagación en un medio
de espesorh se obtiene teniendo en cuenta el desfase que se introduce en la propagación para
los modos del medio en cuestión, siendo de la forma [91]:

T11(n,m) = e−jβnhδnm T12(n,m) = 0

T21(n,m) = 0 T22(n,m) = ejβnhδnm .
n,m = 1...NMR (5.28)

Para los modos propagativos en un medio de espesorh sin ṕerdidas, los elementos de la MTG
son ńumeros complejos con ḿodulo unidad (βn es real), mientras que si los modos están en
corte (βn imaginario puro) dichos elementos son números reales. El tratamiento de los pri-
meros no daŕa problemas nuḿericos de ninǵun tipo. Sin embargo, para el caso de los modos
evanescentes, los elementos de la submatrizT22 pueden llegar a ser números muy grandes, de
forma que si incluimos en esta formulación modos cuyas constantes de propagaciónβn sean
imaginarias y muy grandes (en módulo), tendremos problemas computacionales. Hemos es-
tudiado este problema para varios casos analizados, y hemos comprobado que realmente se
obtienen soluciones erróneas a medida que se van incluyendo en el cálculo un mayor ńumero
de modos evanescentes.

Aśı pues, hemos empleado la otra formulación de conexíon de etapas en la cual se re-
lacionan directamente las MDG de dos transiciones entre medios (la transición del medio
a al medio b, caracterizada por la matriz de dispersión Sa−b, y la transicíon del medio b al
medio c, caracterizada por la matriz de dispersión Sb−c) conectadas por un tramo de lı́nea
de transmisíon de longitudh (medio b), como se muestra en el esquema de la figura 5.5. En
dicho sistema, se desea conocer la MDG que relaciona los puertosa y c.

En este caso, la MDG correspondiente a la propagación en un medio de espesorh pasa a
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Figura 5.6:Esquema de la conexión de cuatro transiciones por medio de tres tramos de lı́nea de
transmisíon.

ser de la siguiente forma [91], [92]:

S11(n,m) = 0 S12(n,m) = Sh(n,m) = e−jβnhδnm

S21(n,m) = Sh(n,m) = e−jβnhδnm S22(n,m) = 0 .
n, m = 1...NMR

(5.29)
Por tanto, las tres matrices de dispersión que caracterizan el sistema de la figura 5.5 se

expresan como:

Sa−b =

(
S11 S12

S21 S22

)
Sh =

(
0 Sh

Sh 0

)
Sb−c =

(
S33 S34

S43 S44

)
. (5.30)

Las operaciones algebraicas para obtener la MDG que relaciona los puertos a y c están
desarrollados en [92], obteniendo:

S =




S11 + S12 Sh U2 S33 Sh S21 S12 Sh U2 S34

S43 Sh U2 S21 S44 + S43 Sh U1 S22 Sh S34


 (5.31)

donde se han definido las matricesU
1

y U
2

como:

U
1

=
(
I − S22 Sh S33 Sh

)−1

U
2

=
(
I − S33 Sh S22 Sh

)−1

. (5.32)

dondeI es la matriz identidad de ordenNMR.
En nuestro caso, para analizar una SSFD compuesta porNE etapas en cascada, se obten-

drá la MDG del sistema total de la siguiente forma: empezaremos por conectar las primeras
dos discontinuidades a través de la MDG de propagación en el segundo medio de la SSFD,
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empleando para ello las ecuaciones (5.31) y (5.32). Cuando ya tenemos la MDG de ese
sistema parcial, lo conectaremos con la siguiente discontinuidad a través de la MDG de pro-
pagacíon en el tercer medio, con lo que obtendremos una nueva MDG parcial. Repitiendo
de forma iterativa el mismo proceso hasta llegar a laúltima discontinuidad se obtiene final-
mente la MDG global de la SSFD. En la figura 5.6 se muestra un ejemplo de dicho proceso
de conexíon de etapas en cascada, para el caso de una SSFD en la que se conectan cuatro
discontinuidades.

5.6. Cálculo de los coeficientes de reflexión y transmisión
en potencia

En la t́ecnica de lamatriz de dispersión convencional(MDC), los paŕametrosS describen
las caracterı́sticas de reflexión y transmisíon del modo fundamental de un sistema guiador.
Esta t́ecnica encuentra serias limitaciones en sistemas guiadores multimodo y en el estudio
de discontinuidades muy próximas, en las que, aunque haya un solo modo propagativo, la
interaccíon entre los modos evanescentes es relevante.

La técnica de las MDG es una extensión de la t́ecnica de la MDC, y en ella se incluyen
todos los modos necesarios para describir la respuesta del sistema. Para el análisis de las
SSFD se ha escogido un mismo número de modosNMR en los diferentes medios, puesto
que todos ellos tienen una misma sección transversal (que es igual a la celda periódica). Ese
número es un parámetro que se ha de elegir adecuadamente, y dependerá del ńumero de
modos propagativos en los medios guiadores y de sus espesores.

La MDG del sistema global contiene toda la información necesaria para calcular los coe-
ficientes de reflexión y transmisíon de la estructura. Vamos a suponer siempre que el primer
y último medio de la SSFD son medios homogéneos, cuyos modos serán los arḿonicos de
Floquet de cada medio homogéneo. Supondremos que sobre la SSFD incide un armónico de
Floquet′ o ′′ desde el primer medio (1), cuya energı́a se distribuiŕa a los diferentes modos de
Floquet′ y ′′ transmitidos al medio (2) de salida de la SSFD, y a los modos de Floquet′ y
′′ reflejados en el medio homogéneo (1) de entrada. Los coeficientes de reflexión y transmi-
sión en amplitud de cada modo serán directamente los elementos de la MDG de la estructura
global. Los coeficientes de reflexión y transmisíon en potencia de un modoi con estado de
polarizacíonα (′ o ′′) cuando incide un modoj con polarizacíonβ (′ o ′′) sobre la estructura
se calculan, a partir de la integral de la parte real del vector de Poynting complejo, con las
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siguientes expresiones:

Rαβ
ij =

P 1α
i

P 1β
j

=
Re

∫ D

0

[(
I1α−
i e1α

i

)× (−I1α−
i h1α

i

)∗] · (−ẑ) dy

Re
∫ D

0

[(
I1β+
j e1β

j

)
×

(
I1β+
j h1β

j

)∗]
· ẑ dy

=

=





|I1′−
i |2
|I1′+

j |2Re

(
β1j(k

2
1−k2

yi
)

β1i(k2
1−k2

yj
)

)
α es ′, β es ′

|I1′−
i |2

|I1′′+
j |2Re

(
(k2

1−k2
yi

)(k2
1−k2

yj
)

β1iβ1jk2
1

)
α es ′, β es ′′

|I1′′−
i |2
|I1′+

j |2 Re

(
β1iβ1jk2

1

(k2
1−k2

yi
)(k2

1−k2
yj

)

)
α es ′′, β es ′

|I1′′−
i |2
|I1′′+

j |2Re

(
β1i(k

2
1−k2

yj
)

β1j(k2
1−k2

yi
)

)
α es ′′, β es ′′

(5.33)

Tαβ
ij =

P 2α
i

P 1β
j

=
Re

∫ D

0

[(
I2α+
i e2α

i

)× (
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i h2α

i

)∗] · ẑ dy
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0
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j e1β

j
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(
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j h1β

j
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=

=
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
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(5.34)

Cuando el modo incidentej es una onda plana (caso más habitual), a los coeficientes de
reflexión y transmisíon de cada modo les llamaremos

Rαβ
i0 ≡ Rαβ

i , T αβ
i0 ≡ Tαβ

i . (5.35)

Por tanto,Rαβ
i y Tαβ

i seŕan los coeficientes de reflexión y transmisíon en potencia del
modoi de Floquet con polarizaciónα cuando sobre la estructura incide una onda plana con
polarizacíonβ.

Para obtener el coeficiente de reflexión total de la estructura cuando incide el modo de
Floquetj con polarizacíonβ, a partir de los coeficientes de reflexión de cada modo excitado,
tendremos que:

Rβ
j =

∑
i propag

Rαβ
ij (5.36)

donde la suma se hace para los modos propagativos (ya que los modos evanescentes no
propagan potencia activa). Habitualmente, cuando el modo incidente es una onda plana con
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polarizacíon β (′ o ′′), al coeficiente de reflexión Rβ
0 se le suele llamar directamenteRβ. De

igual forma se obtiene el coeficiente de transmisión total de la estructura como:

T β
j =

∑
i propag

T αβ
ij , (5.37)

que para el caso de incidencia de una onda plana con polarización β (′ o ′′), se suele repre-
sentar porT β.

Una vez tenemos los coeficientes de reflexión y transmisíon en potencia para cada modo
incidentej, se debe comprobar numéricamente que se cumple el principio de conservación
de la enerǵıa para medios sin pérdidas, el cual establece que la suma de los coeficientes de
reflexión y transmisíon en potencia para cada modo incidentej propagativo en dicho medio
es igual a la unidad:

Rβ
j + T β

j = 1 . (5.38)

Esta comprobación es sencilla de demostrar en el caso de una discontinuidad entre dos
medios homoǵeneos sin ṕerdidas a y b bajo excitación 2D (kx = 0), ya que en ese caso:

Rβ
j = Rββ

jj , T β
j = T ββ

jj . (5.39)

Si particularizamos para el caso de polarización ′ o TM, tenemos que:

RTM
j = RTMTM

jj =
|IaTM−

j |2
|IaTM+

j |2Re

(
βaj(k

2
a − k2

yj
)

βaj(k2
a − k2

yj
)

)
=

∣∣∣∣∣
IaTM−
j

IaTM+
j

∣∣∣∣∣

2

(5.40)

T TM
j = TTMTM

jj =
|IbTM+

j |2
|IaTM+

j |2Re

(
εaβaj(k

2
b − k2

yj
)

εbβbj(k2
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j

IaTM+
j

∣∣∣∣∣

2

Re

(
εaβbj

εbβaj

)
(5.41)

y sustituyendo los resultados de las ecuaciones (5.18), (5.19) en (5.40), (5.41) se llega final-
mente al siguiente resultado:

RTM
j + TTM
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Igualmente, para el caso de polarización ′′ o TE bajo incidencia 2D tenemos que:

RTE
j = RTETE

jj =
|IaTE−

j |2
|IaTE+

j |2Re

(
βaj(k

2
a − k2

yj
)

βaj(k2
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IaTE+
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(5.43)

TTE
j = TTETE

jj =
|IbTE+

j |2
|IaTE+

j |2Re

(
βbj(k
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yj
)

βaj(k2
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IbTE+
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2

Re

(
βaj

βbj

)
(5.44)
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y sustituyendo los resultados de las ecuaciones (5.19), (5.20) en (5.43), (5.44) se obtiene el
siguiente resultado:

RTE
j + TTE

j =

∣∣∣∣
βaj − βbj

βaj + βbj

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
2βbj

βaj + βbj

∣∣∣∣
2

Re

(
βaj

βbj

)
=

=

∣∣β2
aj + β2

bj − 2βajβbj + 4βajβbj

∣∣
|βaj + βbj|2

=
|βaj + βbj|2
|βaj + βbj|2

= 1 . (5.45)

En los problemas de dispersión de ondas planas en SSFD bajo incidencia 3D, es más
común estudiar la incidencia de ondas planas con campo eléctrico perpendicular o paralelo
al plano de incidencia [82] (incidencia conocida como TE o TM), en lugar de la incidencia
de ondas planas con las polarizaciones tipo-E o tipo-H (′ o ′′) descritas anteriormente. En el
aṕendice F se ha estudiado detalladamente la descomposición de los campos transversales de
una onda plana linealmente polarizada en modos de Floquet de ordenn = 0 tipo-E, tipo-H
de la siguiente forma:

E0inct = c
′
0ee

′
0 + c

′′
0ee

′′
0 (5.46)

H0inct = c
′
0hh

′
0 + c

′′
0hh

′′
0 . (5.47)

Aśı pues, para una onda plana con polarización arbitraria cuyo campo eléctrico transver-
sal es de la forma:

E0inct = E0incxx̂ + E0incyŷ = E0incx(x̂ + tanζ ŷ), tanζ =
E0incy

E0incx

(5.48)

se obtienen los siguientes coeficientes del armónico de Floquet de ordenn = 0 tipo-E, tipo-
H:

c
′
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E0incxtanζ
√

Dkz0ωε

k2 − k2
y0

c
′′
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E0incx

√
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√
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√
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)
. (5.49)

Para calcular los coeficientes de reflexión y transmisíon en potencia de una onda plana li-
nealmente polarizada con polarización arbitraria cuando incide desde el medio 1 sobre una
SSFD, se calculará la potencia incidentePinc como:

Pinc = Re

∫

S

(Eoinct ×H∗
oinct) · ẑ dS

= Re

(
c
′
0ec

′∗
0h

k2
1 − k2

y0

β10ωε1

)
+Re

(
c
′′
0ec

′′∗
0h

β10ωµ

k2
1 − k2

y0

)
(5.50)



5.6 Cálculo de los coeficientes de reflexión y transmisión en potencia 111

dondeβ10 ≡ kz0 es la constante de propagación en el medio 1. La potencia reflejadaPrefl se
obtendŕa a partir de los campos reflejados al medio 1:

Eoreflt =

(
I1′−
0

I1′+
0

c
′
0e +

I1′−
0

I1′′+
0

c
′′
0e

)
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0 +
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I1′′−
0

I1′+
0

c
′
0e +

I1′′−
0

I1′′+
0

c
′′
0e

)
e1′′

0 (5.51)

Horeflt = −
(

I1′−
0

I1′+
0

c
′
0h +

I1′−
0

I1′′+
0

c
′′
0h

)
h1′
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(
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0

I1′+
0

c
′
0h +

I1′′−
0

I1′′+
0

c
′′
0h

)
h1′′

0 (5.52)

donde los t́erminosI1α−
0

I1β+
0

son los elementos de la submatrizS11 de la MDG global de la SSFD.

Aśı, la potencia reflejada se obtendrá como:

Prefl = Re

∫

S

(Eoreflt ×H∗
oreflt) · (−ẑ) dS . (5.53)

Porúltimo, la potencia transmitidaPtrans se obtendŕa a partir de los campos transmitidos al
medio 2 (suponiendo que el resto de modos son evanescentes):

Eotranst =

(
I2′+
0

I1′+
0
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′
0e +
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Hotranst =
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c
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)
h2′′

0 (5.55)

donde los t́erminosI2α+
0

I1β+
0

son los elementos de la submatrizS21 de la MDG global de la SSFD.

Por tanto, la potencia transmitida al medio 2 se obtendrá como:

Ptrans = Re

∫

S

(Eotranst ×H∗
otranst) · ẑ dS . (5.56)

Las expresiones (5.51), (5.52), (5.54), (5.55) se pueden generalizar a modos de orden
superior síestos son propagativos. En muchas aplicaciones prácticas, se utiliza para excitar
este tipo de estructuras las polarizacionesTE3D (campo eĺectrico perpendicular al plano de
incidencia) yTM3D (campo eĺectrico paralelo al plano de incidencia), que se representan
en la figura 5.7. En los ṕarrafos anteriores se ha estudiado la descomposición de una onda
plana con polarización arbitraria en modos tipo-E, tipo-H, obteniéndose los coeficientesc

′
0e,

c
′′
0e, c

′
0h, c

′′
0h en funcíon del paŕametrotanζ = E0incy/E0incx. Para obtener la expresión del

campo eĺectrico incidente para cada una de las mencionadas polarizacionesTE3D y TM3D,
se tendŕa en cuenta lo siguiente: dada una cierta dirección de incidencia definida a partir
de losángulosθ, φ, el vector perpendicular al plano de incidencia, al que llamaremosN,
quedaŕa determinado por el producto vectorial de los vectores número de ondas de las ondas
incidente y reflejada (que son dos vectores contenidos en el plano de incidencia):

ki = k sin θ cos φ x̂ + k sin θ sin φ ŷ + k cos θ ẑ

kr = k sin θ cos φ x̂ + k sin θ sin φ ŷ − k cos θ ẑ (5.57)
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Figura 5.7:El plano de incidencia es el plano que contiene los vectores de ondas incidente (ki) y
reflejado (kr) de orden cero. La polarizaciónTE3D corresponde a que el campo eléctrico de la onda
incidente es perpendicular al plano de incidencia, mientras que en la polarización TM3D el campo
magńetico es perpendicular a dicho plano. Elángulo azimutal de la onda incidenteφ representa el
ángulo que forma el plano de incidencia con el ejeX.

N = ki × kr = 2k2 (− sin θ sin φ cos θ x̂ + sin θ cos φ cos θ ŷ) (5.58)

Por tanto, para el caso de incidencia de una onda plana con polarización perpendicular al
plano de incidencia (incidenciaTE3D), el campo eĺectrico seŕa un vector paralelo al vector
N de la ecuacíon (5.58), de forma que:

E
|rmTE3D

oinc // N ⇒ tanζ =
ETE3D

0incy

ETE3D

0incx

=
Ny

Nx

= −sin θ cos φ cos θ

sin θ sin φ cos θ
= −cos φ

sin φ
. (5.59)

ζ = −arctan(cot φ) . (5.60)

Por otro lado, para el caso de incidencia de una onda plana con polarización paralela al
plano de incidencia (incidenciaTM3D), el campo eĺectrico seŕa un vector perpendicular al
vectorN de la ecuacíon (5.58), y por tratarse de una onda plana, también seŕa un vector
perpendicular al vector de ondas de la onda incidente. Por tanto, el vector de campo eléctrico
paralelo al plano de incidencia se obtendrá como el producto vectorial del vectorN y del
vector de ondas de la onda incidenteki:

ETM3D

oinc ⊥N ⇒N×ki=2k3
(
sin θ cos φ cos2 θ x̂+sin θ sin φ cos2 θ ŷ−sin2 θ cos θ ẑ

)
(5.61)

ETM3D

oinc // N×ki ⇒tanζ =
ETM3D

0incy

ETM3D

0incx

=
sin θ sin φ cos2 θ

sin θ cos φ cos2 θ
=

sin φ

cos φ
⇒ζ = φ . (5.62)

5.7. Análisis de la convergencia

A la hora de llevar a cabo el análisis de la convergencia de las soluciones obtenidas
con nuestro ḿetodo para la obtención de la MDG de una SSFD, habrá que estudiar ćomo
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vaŕıan los paŕametros de dispersión para un problema dado (como pueden ser el coeficiente
de reflexíon o transmisíon en potencia definidos en (5.36), (5.37), cuando la estructura bajo
ańalisis es excitada con una onda plana con polarización definidaβ (Tipo-E o Tipo-H)), en
función del ńumero de modos que se incluyen en las MDG que caracterizan la estructura.
Si no se consideran pérdidas en los dieléctricos, el principio de conservación de la enerǵıa
exige que:

Rβ + T β = 1 (5.63)

Dicha condicíon serviŕa para testear los algoritmos de cálculo realizados.
Para ver el efecto que tienen los diferentes parámetros en la convergencia de los resul-

tados, se hará el estudio de la convergencia del coeficiente de reflexión en potenciaRβ de
la estructura, también llamado reflectancia, cuando sobre dicha estructura incide una onda
plana con polarización Tipo-E o Tipo-H. En dicho estudio tendremos que considerar los di-
ferentes paŕametros que caracterizan el problema, a saber, la frecuencia de trabajo, el número
de capas en la dirección Z (tanto homoǵeneas como periódicas), la diferencia de la permi-
tividad relativa de los diversos medios que constituyen la SSFD, la polarización de la onda
incidente, y poŕultimo, losángulos de incidencia (θ y φ).

En primer lugar se analizará la convergencia para el caso de incidencia 2D (φ = 90o). En
la seccíon 5.3 se lleǵo a la conclusíon de que en el caso particular de incidencia 2D (kx = 0),
no hay acoplo entre las polarizaciones Tipo-E y Tipo-H a la hora de analizar la dispersión
en una discontinuidad entre un medio homogéneo a y un medio b, tanto homogéneo como
periódico. Aśı, en el caso 2D será más conveniente estudiar la dispersión en SSFD para cada
polarizacíon por separado, puesto que el tamaño de las MDG que caracterizan las disconti-
nuidades se reducen en un factor 2. Por tanto, la convergencia de las soluciones en este caso
se alcanza al menos con la mitad de modos que para el caso 3D. Una vez se haya visto cómo
afectan todos los parámetros a la convergencia de las soluciones, se estudiará el efecto de la
incidencia oblicua o 3D.

5.7.1. Ańalisis de la convergencia para el caso de incidencia 2D

En este apartado consideraremos que sobre la SSFD incide una onda plana TE o TM for-
mando su vector de ondas unánguloθ con el ejeZ, para uńanguloφ = 90o, que excitaŕa en
los diferentes medios que constituyen la SSFD modos TE o TM, respectivamente, según sea
la polarizacíon de la onda incidente. Cada polarización se analizaŕa por separado.

Para hacer el análisis de la convergencia del método empleado en función del ńumero de
modos que se incluyen en las MDG (NMR), se ha elegido una estructura sencilla encontrada
en la bibliograf́ıa [29], y caracterizada por unaúnica ĺamina dieĺectrica períodica (con dos
dieléctricos distintos de igual espesor en la celda unidad) inmersa en el aire (ver la figura
5.1). Se empezará haciendo un estudio de la convergencia de los parámetros de dispersión y
del coeficiente de reflexión en potenciaRβ (ver la ecuacíon (5.36)) de la ĺamina dieĺectrica
periódica cuando sobre dicha lámina incide una onda plana con polarizaciónβ bajo inciden-
cia 2D, a diferentes frecuencias por un lado, y también para variośangulos de incidenciaθ
distintos. Por otro lado, se ha comparado la convergencia del coeficiente de reflexión Rβ de
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esta estructura con la de otra SSFD caracterizada por un mayor número de capas en la direc-
ción Z (tanto homoǵeneas como periódicas). Poŕultimo, tambíen se ha estudiado el efecto
que tiene la diferencia de la constante dieléctrica de los distintos medios que constituyen la
SSFD en la convergencia del coeficiente de reflexión. En todos los casos, se ha considerado
que se alcanza la convergencia cuando el coeficiente de reflexiónRβ vaŕıa únicamente en su
tercera cifra decimal respecto al valor asintótico al que tiende para valores altos del número
de modosNMR.

En todos los medios periódicos estudiados se ha elegido un número de modos de la base
auxiliar (N ) suficiente para que la solución obtenida con el ḿetodo modal vectorial empleado
para calcular los modos del medio periódico sea convergente, como se discutió en el caṕıtulo
4. Adeḿas, en todos los casos analizados en este apartado se ha empleado como sistema
auxiliar el aire.

La estructura elegida para hacer el análisis de convergencia está formada por una lámina
dieléctrica períodica inmersa en el aire. Por lo tanto, en este caso tendremos una disconti-
nuidad entre el medio homogéneo (aire) y el medio periódico, una propagación en el medio
periódico, y otra discontinuidad entre el medio periódico y el medio homoǵeneo (aire). El
medio períodico tiene un espesorh = 6,35 mm. El valor del periodo en la direcciónY es de
D = 29,0 mm, y existen dos láminas dieĺectricas dentro de la celda unidad, caracterizadas
por los siguientes parámetros:εr1 = 1,0, εr2 = 2,59, l1 = l2 = D/2 = 14,5 mm (ver la
figura 5.1). Se considerará que sobre esta lámina incide una onda plana con polarización TE
o TM, respectivamente. En primer lugar se muestra la convergencia de los parámetros de
dispersíon de la estructura, concretamente del parámetroS11(1, 1), que es el coeficiente de
reflexión en amplitud del arḿonico de Floquet de ordenn = 0 cuando sobre la SSFD incide
el mismo arḿonico (onda plana), que se ha estudiado a dos frecuencias distintas de7,5 GHz
y 22,0 GHz, para incidencia normal. La convergencia de dicho parámetro (ḿodulo y fase)
en funcíon del ńumero de modosNMR que se incluyen en la construcción de las MDG de
la estructura se ha representado en la figura 5.8 para incidencia con polarización TE, mien-
tras que la figura 5.9 corresponde a incidencia TM. Para ambas polarizaciones, se aprecia
claramente una convergencia más ŕapida para la frecuencia más baja.

Aśı mismo, en la figura 5.10 se ha representado el coeficiente de reflexión en potencia
Rβ de esta estructura en función del ńumero de modosNMR, para los mismos dos valores
de frecuencia de7,5 GHz y 22,0 GHz bajo incidencia normal. En la figura 5.10 (a) la onda
plana incidente tiene polarización TE, mientras que la figura 5.10 (b) corresponde a una onda
plana incidente con polarización TM. Para ambas polarizaciones, de nuevo se observa una
convergencia ḿas ŕapida del coeficiente de reflexión en potenciaRβ para la frecuencia ḿas
baja. De hecho, se observa que tanto el módulo y fase del parámetro de dispersiónS11(1, 1)
como el coeficiente de reflexión en potenciaRβ muestran el mismo tipo de convergencia en
función del ńumero de modosNMRa una misma frecuencia y para una misma polarización.
Además, en el estudio de convergencia realizado, ambos parámetros han mostrado un mismo
comportamiento con el número de modosNMRpara cada caso analizado en este apartado,
por lo que en el resto de casosúnicamente se presentan los resultados de convergencia para
el coeficiente de reflexión en potenciaRβ.

La convergencia ḿas lenta observada a altas frecuencias se debe a que para la frecuencia
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de 22,0 GHz hay un mayor ńumero de modos propagativos tanto en el aire como en el
medio períodico (hay 5 modos propagativos en el aire y 5 modos propagativos en el medio
periódico, para ambas polarizaciones), y por tanto será necesario incluir ḿas modos en el
cálculo de las MDG de las discontinuidades y de la propagación. De hecho, a esta frecuencia
seŕan necesarios 7 modos en la MDG para las dos polarizaciones para alcanzar una solución
convergente. Por el contrario, a la frecuencia de7,5 GHz, śolo hay un modo propagativo en
cada medio para ambas polarizaciones, y son suficientes solamente 3 modos (para ambas
polarizaciones) para alcanzar la convergencia.

Tambíen se ha comparado la convergencia del coeficiente de reflexión Rβ para dos va-
lores distintos deĺangulo de incidenciaθ, a una misma frecuencia. En la figura 5.11 se
representa el coeficiente de reflexión de la estructura anterior a una frecuencia de7,5 GHz,
para incidencia normal y para unángulo de incidencia deθ = 60o. En la figura 5.11 (a) la
onda plana incidente tiene polarización TE, mientras que la figura 5.11 (b) corresponde a
una onda plana con polarización TM. Para ambas polarizaciones, en este caso se observa que
para los dos valores delángulo de incidencia se alcanza la convergencia para un número de
modos similar, que es de 3 modos para incidencia normal y de 4 modos para incidencia con
θ = 60o. Ello es porque el efecto que tiene este parámetro en cuanto al número de modos
propagativos en los diferentes medios no es muy relevante.

Seguidamente, estudiaremos la convergencia del algoritmo en función del ńumero de
etapas en la dirección del ejeZ. Para ello, se ha elegido una SSFD formada por cinco capas,
tres de las cuales son periódicas, y el resto son homogéneas. En la figura 5.12 se muestra
un esquema de dicha estructura, cuyos parámetros son los siguientes:D = 29,0 mm,hh =
hp = 6,35 mm, εr1 = 1,0, εr2 = 2,59, εrh = 1,0, l1 = l2 = D/2 = 14,5 mm. En la figura
5.13 se representa en lı́nea discontinua la reflectancia en función del ńumero de modosNMR
para esta estructura a una frecuencia de22,0 GHz e incidencia normal, mientras que en lı́nea
continua est́a representada la reflectancia de la estructura de una capa correspondiente a la
figura 5.8. La figura 5.13 (a) corresponde a incidencia de una onda plana con polarización
TE, mientras que en la figura 5.13 (b) la onda plana incidente tiene polarización TM. Para
la polarizacíon TE se observa que con las dos estructuras se alcanza la convergencia para
un mismo ńumero de modos, que para esta frecuencia es de 7 modos, mientras que para
la polarizacíon TM hacen falta 7 modos para la SSFD de una capa, y 10 modos para la
SSFD de cinco capas. Ello quiere decir que si se aumenta el número de capas en la dirección
del ejeZ, manteniendo constante el número de modos propagativos en las nuevas capas, la
convergencia se alcanza para un número de modos similar.

A continuacíon se analizaŕa el efecto que tiene la constante dieléctrica de los distintos
medios que constituyen las SSFD en la convergencia de los parámetros de dispersión. Para
ello, en la figura 5.14 se representa por un lado el coeficiente de reflexión en funcíon del
número de modosNMR de la estructura de una capa (cuyos parámetros se detallan al pie
de la figura 5.8), a la frecuencia de7,5 GHz y bajo incidencia normal, y por otro lado la
convergencia del coeficiente de reflexión para otra estructura de iguales caracterı́sticas que
la anterior, salvo que en este caso se ha modificado la permitividad relativa de uno de los
medios que forman la capa periódica deεr2 = 2,59 a un nuevo valor igual aεr2 = 14,0 (ver
la figura 5.1). De nuevo, la figura 5.14 (a) corresponde a incidencia de una onda plana con
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Figura 5.11:Convergencia en el caso 2D del coeficiente de reflexión Rβ en funcíon del ńumero de
modosNMR que se incluyen en el cálculo de las MDG de la SSFD cuyos parámetros se detallan
al pie de la figura 5.8, a una frecuencia de7,5 GHz, para dośangulos de incidenciaθ distintos. (a)
Polarizacíon TE. (b) Polarizacíon TM.
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Figura 5.12:SSFD formada por cinco capas, tres de las cuales son capas periódicas, y el resto son
capas homoǵeneas, con los siguientes parámetros:D = 29,0 mm,hh = hp = 6,35 mm, εr1 = 1,0,
εr2 = 2,59, l1 = l2 = D/2 = 14,5 mm.

polarizacíon TE, mientras que en la figura 5.14 (b) la onda plana incidente tiene polarización
TM. En el caso de la estructura con mayor salto en la permitividad relativa dentro de la
celda períodica, se puede observar claramente que ha aumentado el número de modosNMR
necesario para alcanzar la convergencia del coeficiente de reflexión Rβ, que para las dos
polarizaciones ha pasado a valer de 3 a 7 modos. Este resultado se debe a que en el caso
de una mayor permitividad relativa aumenta el número de modos propagativos en el medio
periódico (paraεr2 = 14,0 existen tres modos propagativos en el medio periódico para las
dos polarizaciones), y por tanto será necesario considerar un mayor número de modos en el
cálculo de las MDG de la estructura.

Porúltimo, para el caso de incidencia 2D, se va a estudiar también el efecto que tiene el
espesor de las capas de las SSFD en la convergencia de los parámetros de dispersión. Para
ello, se estudiarán dos ĺaminas dieĺectricas períodicas con iguales caracterı́sticas pero con
diferente espesor, para ver cómo afecta este parámetro en la convergencia de las soluciones
obtenidas. En la figura 5.15 se compara la convergencia del coeficiente de reflexión Rβ de
la lámina dieĺectrica cuyos parámetros se detallan al pie de la figura 5.8, cuyo espesor era
de h = 6,35 mm, con la de otra estructura de idénticas caracterı́sticas pero con la mitad
de espesor que la primera (h = 3,175 mm), a una frecuencia de7,5 GHz y bajo incidencia
normal. La figura 5.15 (a) corresponde a incidencia de una onda plana con polarización
TE, mientras que en la figura 5.15 (b) la onda plana incidente tiene polarización TM. Para
ambas polarizaciones, se observa una convergencia más lenta para la lámina ḿas delgada
(h = 3,175 mm), siendo el ńumero de modosNMRnecesario para alcanzar la convergencia
en este caso igual a 5. Ello se debe a que los modos evanescentes son más relevantes para la
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modosNMRque se incluyen en el cálculo de las MDG de dos SSFD con diferente número de capas,
a una frecuencia de22,0 GHz, para incidencia normal. (a) Polarización TE. (b) Polarizacíon TM.
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Figura 5.14:Convergencia en el caso 2D del coeficiente de reflexión Rβ en funcíon del ńumero
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estructura con menor espesor (para ambas polarizaciones, hay unúnico modo propagativo a
esta frecuencia), ya que en este caso los modos evanescentes sufren una menor atenuación
en el tramo de propagación dentro de la ĺamina períodica, teniendo por tanto una mayor
influencia en el ćalculo del coeficiente de reflexión de la estructura.

Resumiendo, se ha visto que a la hora de obtener la MDG que caracteriza una SSFD en
el caso de incidencia 2D para cada una de las dos polarizaciones TE y TM, habrá que hacer
un estudio previo de la convergencia de las soluciones obtenidas en función del ńumero de
modos (NMR) que se incluyan en el cálculo de dicha matriz. Podemos concluir que será ne-
cesario aumentar el número de modos en la MDG a medida que aumentemos la frecuencia,
mientras que eĺangulo de incidencia no será un paŕametro tan relevante para alcanzar la con-
vergencia. Adeḿas, en SSFD que tengan constantes dieléctricas elevadas en alguno de los
medios de las diferentes capas, también se alcanzará la convergencia de las soluciones para
un mayor ńumero de modosNMRque se incluyan en la MDG.

5.7.2. Ańalisis de la convergencia para el caso de incidencia 3D

En este apartado se va a analizar el efecto de la incidencia oblicua 3D en la convergen-
cia de las soluciones del coeficiente de reflexión en potenciaRβ de la estructura. Hay que
recordar que cuando la incidencia deja de ser 2D (φ 6= 90o), se produciŕa acoplo entre las
polarizaciones tipo-E y tipo-H a la hora de analizar la dispersión en una discontinuidad entre
dos medios homoǵeneos a y b, y por tanto en los medios homogéneos seŕa necesario incluir
ambas familias de modos.

A continuacíon se va a llevar a cabo un estudio de la convergencia del coeficiente de refle-
xión Rβ de la ĺamina dieĺectrica períodica analizada en el apartado anterior (cuyos paráme-
tros se detallan al pie de la figura 5.8) cuando es iluminada por una onda plana con inciden-
cia 3D conθ = 60o, para cuatro valores distintos delángulo acimutalφ. En la figura 5.16
se compara la convergencia del coeficiente de reflexión en potenciaRβ de la estructura a
una frecuencia de7,5 GHz y unángulo de incidenciaθ = 60o para treśangulos acimutales
distintos:φ = 0o, φ = 45o y φ = 90o. La figura 5.16 (a) corresponde a incidencia de una
onda plana con polarización tipo-E, mientras que en la figura 5.16 (b) la onda plana incidente
tiene polarizacíon tipo-H.

Para ambas polarizaciones de la onda incidente, se alcanza la convergencia para un núme-
ro de modos similar, que para esta estructura a esta frecuencia es de 7 modos. Ello es porque
el efecto que tiene este parámetro en cuanto al número de modos propagativos en los dife-
rentes medios en general no es muy relevante.

Como ya se mencionó al principio de este apartado, en todos los casos analizados hasta
este punto se ha observado que la convergencia de los parámetros de dispersión Sij(n,m),
tanto en ḿodulo como en fase, es igual que en el coeficiente de reflexión en potenciaRβ.

Finalmente es conveniente apuntar que el test de conservación de la enerǵıa se ha tenido
presente en los cálculos efectuados, observando que la suma de los dos coeficientesRβ +T β

definidos en (5.36), (5.37) tiende a 1 a medida que las soluciones se van haciendo estables.
El error relativo observado en esa suma para todos los casos en los que se ha alcanzado la
convergencia del parámetroRβ es siempre inferior al0,001 %.
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Figura 5.16:Convergencia en el caso 3D del coeficiente de reflexión Rβ en funcíon del ńumero
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5.8. Comparacíon con la bibliografı́a

Una vez hecho el análisis de la convergencia de nuestro método para obtener los coefi-
cientes de reflexión y transmisíon de una SSFD, pasaremos a comparar algunos de nuestros
resultados para varias estructuras con los obtenidos por otros autores con diferentes métodos.

En primer lugar se han comparado los resultados que proporciona nuestro código en el
caso de una interfase entre dos medios homogéneos, con las ecuaciones de Fresnel [90].
Para ello se han analizado los coeficientes de reflexión y transmisíon en potencia de una
discontinuidad entre el aireεr1 = 1,0 y un medio dieĺectrico homoǵeneo de permitividad
relativaεr2 = 2,25 en funcíon delánguloθ, para las dos orientaciones de campo eléctrico
paralelo y perpendicular al plano de incidencia, cuyos resultados aparecen en [90].

En la figura 5.17 se comparan los coeficientes de reflexión y transmisíon en potencia de
una discontinuidad entre aireεr1 = 1,0 y un dieĺectrico de permitividad relativaεr2 = 2,25
obtenidos a partir de las ecuaciones de Fresnel [90], con los obtenidos con nuestro méto-
do (φ = 90o) para una discontinuidad entre aire y un medio periódico, pero que tiene un
único rect́angulo dieĺectrico que ocupa toda la celda unidad (con una permitividad relativa
de εr2 = 2,25). Para este caso, se hará una expansión modal de los modos del medio de
εr2 = 2,25 con la base auxiliar correspondiente a un medio homogéneo coñεrb = 1,0. Este
caso es muy sencillo por no tratarse realmente de un medio periódico, de forma que la matriz
L seŕa diagonal y por tanto será suficiente uńunico modo de la base auxiliar para expandir
cada modo del segundo medio. Además, es suficiente incluir un sólo modo en la MDG de la
discontinuidad, porque al incidir desde el primer medio con una onda plana, sólo tendremos
una onda plana reflejada en el primer medio y una onda plana transmitida al segundo medio
(el modo de Floquet de orden cero en cada medio). En la figura 5.17 (a) se representan los
coeficientes de reflexión y transmisíon RTE y TTE en funcíon del ángulo de incidenciaθ
cuando en el medio1 incide una onda plana con el campo eléctrico perpendicular al plano
de incidencia, mientras que la figura 5.17 (b) corresponde a la reflectancia y transmitancia
RTM y TTM de dicha discontinuidad para incidencia de una onda plana con campo eléctri-
co paralelo al plano de incidencia. Como se puede apreciar, los resultados obtenidos con
nuestro ḿetodo concuerdan perfectamente con los resultados teóricos tanto para incidencia
perpendicular como para incidencia paralela.

En la figura 5.17 (b), que corresponde al caso anteriormente analizado para incidencia
con campo eĺectrico paralelo al plano de incidencia, se puede identificar elángulo de Brews-
ter, que es aqúel para el cual no hay onda reflejada (RTM = 0). Para eĺangulo de Brewster
se cumple que [90]:

tan θB =
n2

n1

(5.64)

Para el caso de la discontinuidad entre aire y un dieléctrico deεr = 2,25, dichoángulo vale:

tan θB =

√
2,25√
1

= 1,5 → θB = 56,31o (5.65)

que es precisamente el valor deθ para el cual se anula la reflexión en la figura 5.17(b).
El siguiente caso analizado también tiene solucíon anaĺıtica [95], y corresponde a la trans-

mitancia de una lámina dieĺectrica homoǵenea inmersa en el aire. La lámina se caracteriza
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Figura 5.17:Coeficientes de reflexión y transmisíon en funcíon delángulo de incidenciaθ de una
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por una permitividad relativaεr2 = 2,25 y un espesorh = 6,0 mm. La transmitanciaT α
L de

una ĺamina dieĺectrica déındice de refracciónn2 =
√

εr2 inmersa en el aire (n1 = 1) cuando
incide sobre ella una onda plana con polarizaciónα viene dada por la siguiente expresión:

Tα
L =

(1−Rα)2

1 + (Rα)2 − 2Rαcosδ
, Rα

L = 1− Tα
L , δ = 2 k0 n2 h cos θ2 (5.66)

siendo

θ2 = arcsin

(
n1

n2

sin θ1

)
(5.67)

el ángulo que forma la onda transmitida dentro de la lámina, que viene dado por la Ley de
Snell. El t́erminoRα que aparece en la ecuación (5.66) es el coeficiente (en potencia) de
Fresnel para la reflexión de una onda plana en una interfase aire-medio homogéneo para una
cierta polarizacíonα de la onda incidente, que aparece representado en la figura 5.17.

Para este ejemplo se ha hecho por un lado un barrido en función delángulo de incidencia
θ a una frecuencia fija, y por otro lado un barrido en frecuencia, para unángulo de inci-
denciaθ fijo, en ambos casos para polarización de la onda incidente perpendicular (TE) y
paralela (TM) al plano de incidencia. En la figura 5.18 se han representado los coeficientes
de transmisíon de la ĺamina en funcíon delángulo de incidenciaθ de la onda incidente para
polarizacíon (TE) y (TM), respectivamente, a una frecuencia de 10 GHz, y en la figura 5.19
se representan los coeficientes de transmisión de la ĺamina (TE) y (TM) en funcíon de la
frecuencia, paraθ = 45o.

En la figura 5.18 (a), correspondiente a incidencia TE, el coeficiente de transmisión de la
láminaTTE

L disminuye con eĺangulo de incidencia hasta hacerse cero para incidencia rasante
(θ = 90o). Ello es debido a que el coeficiente de reflexión de la discontinuidad aire-medio
homoǵeneoRTE aumenta con eĺangulo de incidencia hasta valer 1 paraθ = 90o. Por otro
lado, en la figura 5.18 (b) el coeficiente de transmisión TTM

L aumenta con eĺanguloθ hasta
hacerse ḿaximo para un cierto valor (correspondiente alángulo de Brewster (5.64)) a partir
del cual vuelve a decrecer hasta valer 0 de nuevo para incidencia rasante.

Aśı mismo, en la figura 5.19 se observa una variación sinusoidal del coeficiente de trans-
misión de la ĺamina con la frecuencia para ambas polarizaciones, lo cual es debido a que en
ambos casos aparece la frecuencia dentro del coseno de la ecuación (5.66). La transmisión
alcanza a ciertas frecuencias un valor máximo deTα

L = 1, que corresponden a un espesorh
de la ĺamina para la cual todas las ondas a la salida de la lámina interfieren constructivamente
(diferencias de fase que son múltiplos de2π). Esto ocurre cuandocos δ = 1, es decir, para
valores de frecuencia que satisfacen la siguiente condición:

Tα
L = 1 ⇒ cos δ = 1 ⇒ δ = 2πm ; m = 0, 1, 2 ...

f(GHz) =
c · 10−9

2n2h cos θt

m = 18,9 m (5.68)

Estos valores de frecuencia para los cualesT α
L = 1 se pueden identificar claramente en la

figura 5.19. Sin embargo, no hay una condición que nos d́e un valor de transmisión igual a
cero, es decir, reflexión total. Ello es porque no hay una condición de interferencia destructiva
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Figura 5.18:TransmitanciaTα
L de una ĺamina dieĺectrica homoǵenea de permitividad relativaεr2 =

2,25 y espesorh = 6,0 mm inmersa en el aire en función del ángulo de incidenciaθ para una
frecuencia de 10 GHz. (a) Incidencia con polarización perpendicular al plano de incidencia (TE).
(b) Incidencia con polarización paralela al plano de incidencia (TM). Comparación de los resultados
obtenidos con nuestro ḿetodo con la solución anaĺıtica (5.66).
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(a) Incidencia perpendicular

(b) Incidencia paralela

Figura 5.19:TransmitanciaTα
L de una ĺamina dieĺectrica homoǵenea de permitividad relativa

εr2 = 2,25 y espesorh = 6,0 mm rodeada de aire, en función de la frecuencia para uńangulo
de incidenciaθ = 45o. (a) Incidencia con polarización perpendicular al plano de incidencia (TE).
(b) Incidencia con polarización paralela al plano de incidencia (TM). Comparación de los resultados
obtenidos con nuestro ḿetodo con la solución anaĺıtica (5.66).
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de todas las ondas transmitidas por la lámina. Al observar la expresión del coeficiente de
transmisíon T γ

L en la ecuacíon (5.66), se aprecia que sólo puede valer cero paraRα = 1,
condicíon que se cumple sólo en dos casos: uno de ellos corresponde a la incidencia rasante
(θ = 90o), y el otro se cumple para cualquier valor delángulo de incidencia cuando la lámina
dieléctrica est́a hecha de un material dieléctrico cońındice de refracción infinito (conductor).
Ninguno de esos dos casos tienen interés en este contexto. Podemos concluir que al incidir
con una onda electromagnética plana linealmente polarizada sobre una lámina de material
dieléctrico homoǵeneo inmersa en el aire no es posible conseguir una respuesta en frecuencia
que contenga un pico de reflexión total (Rα

L = 1).

El siguiente caso analizado es una extensión del caso anterior, y consiste en un sistema
multicapa de 5 dieléctricos homoǵeneos inmersos en aire (filtroFabry-Perot) iluminado por
una onda plana bajo incidencia normal (incidencia 2D), cuya respuesta en frecuencia también
tiene solucíon anaĺıtica [95]. El espesor total del sistema multicapa es deh = 16,2 mm. Los
espesores de cada capa son los siguientes:h1 = 2,0 mm, h2 = 4,0 mm, h3 = 4,2 mm,
h4 = 4,0 mm y h5 = 2,0 mm; las permitividades relativas de los cinco materiales son
εr1 = 6,5, εr2 = 1,067, εr3 = 6,373, εr4 = 1,023, y εr5 = 6,5. Esta estructura multicapa
ha sido disẽnada como un filtro en transmisión para incidencia normal [28]. En la figura
5.20 se representa el coeficiente de reflexión en potenciaR de esta estructura bajo incidencia
normal de una onda plana en el rango de12,4 a18,8 GHz (en el caso de incidencia normal, la
respuesta en reflexión de la ĺamina homoǵenea es independiente de la polarización de la onda
incidente), y se compara con los valores obtenidos en [28]. De nuevo se puede comprobar
que los resultados obtenidos con la teorı́a de lasMDG para estructuras formadas por capas
de dieĺectricos homoǵeneos coinciden con la solución anaĺıtica.

Una vez hechas estas primeras comprobaciones con estructuras que contienenúnicamen-
te láminas homoǵeneas, pasaremos a estudiar otras estructuras más complejas que incluyan
alguna capa de medio periódico. El primer caso analizado es una SSFD formada por una
única capa periódica inmersa en el aire con dos dieléctricos dentro del periodo de repetición
(ver la figura 5.21), cuya respuesta en frecuencia ha sido analizada en [25] para incidencia 2D
(φ = 90o) conθ = 45o, y polarizacíon TE. La capa periódica tiene un periodoD = 1,0 mm
y su espesor es deh = 1,713 mm, mientras que los espesores y permitividades relativas de
los dieĺectricos que constituyen el medio periódico son los siguientes:l1 = l2 = D/2 = 0,5
mm; εr1 = 2,56, εr2 = 1,44. Para este caso de incidencia 2D y polarización TE, los modos
del medio períodico se han obtenido empleando la base auxiliar correspondiente a la familia
de modos TE para incidencia 2D de un medio dieléctrico homoǵeneo con permitividad re-
lativa ε̃rb = 1,44. En la figura 5.21 se ha representado con lı́nea continua el coeficiente de
reflexión en potenciaRTE de la SSFD obtenido con nuestro método para uńangulo de inci-
dencia deθ = 45o, mientras que los puntos corresponden a los resultados obtenidos en [25].
Como se puede observar, en el rango analizado aparecen dos resonancias en esta estructura
a las que se produce reflexión total correspondientes a las frecuencias de 148 y 162 GHz,
respectivamente. Para obtener una buena convergencia de los resultados obtenidos con este
método, se han empleado 150 modos de la base auxiliar en el cálculo de los modos del medio
periódico (N = 150), y se han incluido 15 modos en el cálculo de la MDG de la estructura
(NMR = 15). El tiempo de computación por punto en frecuencia ha sido de0,28 s. Como
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Figura 5.20:Coeficiente de reflexiónR en funcíon de la frecuencia de un sistema multicapa formado
por 5 dieĺectricos homoǵeneos inmersos en el aire (filtroFabry-Perot) iluminado con una onda plana
conθ = 0o. Paŕametros de las capas: espesores:h1 = 2,0 mm,h2 = 4,0 mm,h3 = 4,2 mm,h4 = 4,0
mm y h5 = 2,0 mm; permitividades relativas:εr1 = 6,5, εr2 = 1,067, εr3 = 6,373, εr4 = 1,023, y
εr5 = 6,5. Comparacíon de nuestros resultados (lı́nea continua) con los resultados obtenidos en [28]
(puntos).
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Figura 5.21:Coeficiente de reflexión RTE en funcíon de la frecuencia de una SSFD formada por
una capa dieléctrica períodica en la dirección Y inmersa en el aire con dos dieléctricos dentro del
periodo de repetición, iluminada por una onda plana 2D conθ = 45o, φ = 90o y polarizacíon
perpendicular al plano de incidencia (TE), con los siguientes parámetros:D = 1,0 mm, h = 1,713
mm, l1 = l2 = D/2 = 0,5 mm,εr1 = 2,56, εr2 = 1,44. Comparacíon de nuestros resultados (lı́nea
continua) con los obtenidos en [25], representados con puntos.
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Figura 5.22:Comparacíon del coeficiente de reflexión RTE de la ĺamina períodica inmersa en aire
de la figura 5.21 (lı́nea continua) con el de una lámina dieĺectrica homoǵenea inmersa en aire de igual
espesor que la lámina períodica, con una permitividad relativa igual aεr = 2,0 (lı́nea discontinua).

se puede observar, nuestros resultados coinciden perfectamente con los presentados en [25]
para esta estructura.

Vamos a tratar de explicar la aparición de las resonancias en esta curva. El medio pe-
riódico soporta un ńumero infinito de modos en la dirección Z. A frecuencias bajas, sólo
seŕa propagativo el primer modo, mientras que todos los demás modos serán evanescentes,
de forma que la ĺamina períodica se comporta aproximadamente como si tuviese una cons-
tante dieĺectrica uniforme igual al promedio de las constantes dieléctricas que constituyen el
medio períodico, que en este caso es deεr = (2,56+1,44)/2 = 2,0. A frecuencias ḿas altas,
habŕa más de un modo propagándose simult́aneamente en el medio periódico, de forma que
el comportamiento en frecuencia se alejará del de una ĺamina homoǵenea con el valor de la
constante dieléctrica promedioεr. De hecho, se ha observado que en el medio periódico se
propaga uńunico modo TE hasta la frecuencia de142,61 GHz, a partir de la cual se empieza
a propagar el segundo modo TE del medio periódico. Para comprobarlo, en la figura 5.22 se
ha representado en lı́nea continua de nuevo el coeficiente de reflexión TE de la SSFD ante-
rior obtenido con nuestro ḿetodo para incidencia 2D (φ = 90o) y unángulo de incidencia de
θ = 45o, y en ĺınea discontinua el coeficiente de reflexiónRTE para el mismóangulo de inci-
dencia correspondiente a una lámina dieĺectrica homoǵenea conεr = 2,0 inmersa en aire, de
igual espesor que la lámina períodica. Como se puede apreciar, ambas curvas coinciden a ba-
jas frecuencias, hasta que se excita el segundo modo propagativo en la estructura periódica.
A partir de la excitacíon del segundo modo de la lámina períodica, el coeficiente de reflexión
RTE tiene un comportamiento totalmente distinto al de la lámina homoǵenea. A ciertos valo-
res espećıficos de la frecuencia y delángulo de incidencia, la onda plana incidente es capaz
de excitar los modos guiados por la estructura periódica en la dirección transversal, conoci-
dos habitualmente como modosleaky[25] (ver la figura 5.23). Estos modos son débilmente
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Figura 5.23:Incidencia de una onda plana sobre una lámina dieĺectrica períodica y rerradiacíon de
la ondaleakyguiada por dicha lámina que es excitada en la misma cuando se cumple la condición de
ajuste de fase.

guiados en el ejeY debido a la periodicidad de la estructura en dicha dirección, y por tanto
rerradiaŕan su enerǵıa a medida que la onda avanza en la dirección del ejeY . Aśı pues, la on-
da plana tipoleakyrerradiada por encima de la lámina interfiere con la onda plana reflejada
que se genera directamente en la superficie superior de la lámina: cuando las dos componen-
tes est́an en fase tiene lugar una reflexión fuerte, mientras que cuando están en oposicíon de
fase, el campo reflejado total es pequeño, y la transmisíon es alta. Como las fases tienen un
comportamiento fuertemente dependiente con la frecuencia y con losángulos de incidencia,
aparecen feńomenos de reflexión total (RTE = 1) y transmisíon total (RTE = 0) que dan lu-
gar a una resonancia. La frecuencia a la que se produce dicha resonancia recibe el nombre de
frecuencia de resonancia de la lámina períodica. La posicíon aproximada de la frecuencia de
resonancia se puede predecir imponiendo la condición de ajuste de fase en la direcciónY de
periodicidad entre la onda plana incidente,ky0, y la del modo excitado en la guı́a dieĺectrica
periódica en la dirección transversalκg, pudiendo aproximarse la fase transversal de dicho
modo por la siguiente expresión [25]:

κg ≈ κm +
2π

D
n ; n = 0,±1,±2, ... (5.69)

dondeκm es la constante de propagación del m-́esimo modo TE en una guı́a dieĺectrica ho-
moǵenea en la dirección Y de espesorh, cuyos modos se pueden obtener analı́ticamente
[4], mientras que2πn/D es el vector de red de ordenn proporcionado por la red periódi-
ca. La obtencíon de los modos de una lámina homoǵenea usando la formulación tradicional
descrita en [4] conduce a la resolución nuḿerica de una ecuación trascendente, lo que re-
sulta bastante inćomodo, por lo que hemos optado por elegir otro método. Para calcular las
constantes de propagación de dichos modos (κm) hemos empleado el Ḿetodo de las Bases
Bi-Ortogonales para medios con condiciones periódicas, situando una lámina homoǵenea
dentro de una celda periódica rellena de aire, de periodo ”suficientemente grande”.

La condicíon de ajuste de fase para el caso general de incidencia oblicua 3D se traduce
en la siguiente expresión [89]:

ky0 ≈ |κm +
2π

D
n| ⇒ k0 sin θ sin φ ≈ |βgym +

2π

D
n| (5.70)
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que para el caso de incidencia 2D (φ = 90o) se expresa como [25], [96]:

k0 sin θ ≈ |κm +
2π

D
n| (5.71)

Dicha expresíon predice las dos frecuencias de resonancia que se observan dentro de la banda
representada en la figura 5.22, siendo la primera resonancia a 148 GHz, correspondiente a
m = 1, n = −1, y la segunda resonancia a 162 GHz, correspondiente am = 2, n = −1, lo
que se pretende representar en el siguiente diagrama, donde la suma de los dos vectores de la
parte inferior debe ser igual al vector de la parte superiorky0 (condicíon de ajuste de fase):

ky  o

m=1
n=-1

Primera resonancia:

ky  o

m=2
n=-1

Segunda resonancia:

Como el vector representado porm = 1 y m = 2 es ḿas grande que el vectorky0, el
ı́ndicen debe ser igual a−1.

El siguiente problema analizado es también una ĺamina dieĺectrica períodica inmersa
en el aire, con dos dieléctricos dentro de la celda unidad. En este caso la periodicidad de la
lámina es deD = 29 mm, y su espesor es deh = 6,35 mm. Los paŕametros de los dieléctricos
que forman el medio periódico son los siguientes (ver la figura 5.24):l1 = l2 = D/2 = 14,5
mm, εr1 = 2,59, εr2 = 1,0. En este caso se ha estudiado la respuesta en frecuencia de la
estructura para incidencia normal (2D) de una onda plana con campo eléctrico polarizado
en la direccíon perpendicular al plano de incidencia (polarización TE). En la figura 5.24 se
representa con lı́nea continua el coeficiente de reflexión RTE

0 del modo de Floquet de orden
cero en el vaćıo obtenido con nuestro ḿetodo, y se compara con los valores calculados en
[97] (puntos). Para este caso se produce una resonancia a9,65 GHz, para la cualRTE

0 = 1.
En este caso se ha hecho la expansión modal de los modos del medio periódico conN =
200 funciones base TE del problema auxiliar conε̃rb = 1,0. Por otro lado, para analizar la
dispersíon de la estructura se han incluidoNMR = 15 modos. El tiempo de computación
por punto en frecuencia ha sido de0,29 s. De nuevo, ambos resultados coinciden.

La siguiente SSFD analizada es de nuevo una lámina dieĺectrica períodica de periodo
D = 30,0 mm y espesorh = 8,7 mm inmersa en el aire con dos dieléctricos dentro del
periodo de repetición. La respuesta de esta lámina ha sido estudiada experimentalmente en
[27], donde se ha medido la transmitanciaT β

0 del modo de Floquet de orden cero difractado
cuando dicha ĺamina es iluminada por una onda plana 2D bajo incidencia normal, tanto para
polarizacíon perpendicular (TE) como paralela (TM) al plano de incidencia. Los parámetros
de los dieĺectricos son los siguientes:l1 = l2 = D/2 = 15,0 mm; εr1 = 2,59, εr2 = 1,0. En
los ćalculos se han tenido en cuenta las pérdidas en el material dieléctrico 1 del medio pe-
riódico, para el cual se ha considerado que tiene una tangente de pérdidas detanδ1 = 0,0067.
Como base auxiliar, se han empleado los modos de un dieléctrico homoǵeneo coñεrb = 1,0.
Se ha hecho un barrido en frecuencia de 4 a 20 GHz, considerando unángulo de incidencia
de θ = 1o. En la figura 5.25 se representa la transmitancia en dB para polarización TE de
la estructura calculada con nuestro método, y se compara con las medidas experimentales
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Figura 5.24:Coeficiente de reflexión RTE
0 del modo de Floquet de orden cero en función de la

frecuencia de una SSFD formada por una capa dieléctrica períodica inmersa en el aire con dos
dieléctricos dentro del periodo de repetición, iluminada por una onda plana 2D (φ = 90o) con in-
cidencia normal y polarización TE, con los siguientes parámetros:D = 29,0 mm, h = 6,35 mm,
l1 = l2 = D/2 = 14,5 mm, εr1 = 2,59, εr2 = 1,0. Comparacíon de nuestros resultados (lı́nea
continua) con los obtenidos en [97] (puntos).

presentadas en [27], mientras que la figura 5.26 corresponde a la transmitancia de la lámina
para polarizacíon TM. Experimentalmente se observan dos picos en la curva de transmitan-
cia para ambas polarizaciones, que para polarización TE aparecen a las frecuencias de8,7 y
9,2 GHz, mientras que para polarización TM aparecen a las frecuencias de9,3 y 9,7 GHz.
Debido a las ṕerdidas del material dieléctrico, la transmitancia a frecuencias por debajo de
las resonancias es algo menor que la unidad. En las expansiones modales del medio periódi-
co se han empleadoN = 150 funciones base para incidencia TE yN = 200 funciones
base para incidencia TM, y se han incluidoNMR = 15 modos en la construcción de las
MDG en ambos casos, siendo el tiempo de computación por punto en frecuencia para cada
polarizacíon de0,32 s y0,45 s, respectivamente.

Con el fin de comprobar los resultados obtenidos con estructuras con varias capas en
la direccíon Z, a continuacíon se analizaŕa una SSFD formada por tres capas dieléctricas
inmersas en el aire, la primera de las cuales es una capa periódica con dos dieléctricos dentro
del periodo de repetición, y las otras dos son homogéneas. Esta estructura ha sido también
analizada en [27] bajo incidencia normal de una onda plana 2D (θ = 0o, φ = 90o), para las
dos polarizaciones correspondientes a campo eléctrico perpendicular (TE) y paralelo (TM) al
plano de incidencia. Los parámetros de las diferentes capas de la estructura son los siguientes
(ver figura 5.27): capa 1 (periódica):h1 = 3,5 mm,D = 13,0 mm,l1 = l2 = 6,5 mm;εrh1 =
2,59, εrl1 = 2,05; capa 2 (homoǵenea):h2 = 2,2 mm, εr2 = 6,13; capa 3 (homoǵenea):
h3 = 3,3 mm, εr3 = 2,59. Para calcular los modos en el medio periódico (capa 1), se ha
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Figura 5.25:Transmitancia en dB del modo de Floquet de orden cero difractado por una lámina
dieléctrica períodica en aire bajo iluminación de una onda plana 2D con incidencia normal polarizada
perpendicularmente al plano de incidencia (TE). Parámetros de la estructura:D = 30,0 mm,h = 8,7
mm, l1 = l2 = D/2 = 15,0 mm; εr1 = 2,59, εr2 = 1,0, tanδ1 = 0,0067, θ = 1o. Las medidas
experimentales obtenidas en [27] se han representado con puntos.
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Figura 5.26:Transmitancia en dB del modo de Floquet de orden cero difractado por la lámina
dieléctrica períodica cuyos parámetros se detallan al pie de la figura 5.25 bajo iluminación de una
onda plana 2D con incidencia normal polarizada paralelamente al plano de incidencia (TM). Las
medidas experimentales obtenidas en [27] se han representado con puntos.
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Figura 5.27:Coeficiente de reflexión RTE
0 del modo de Floquet de orden cero en función de la

frecuencia de una SSFD formada por tres capas dieléctricas inmersas en el aire, iluminada por una
onda plana 2D (φ = 90o) con incidencia normal y polarización TE, con los siguientes parámetros:
capa 1 (períodica):h1 = 3,5 mm, D = 13,0 mm, l1 = l2 = 6,5 mm; εrh1 = 2,59, εrl1 = 2,05;
capa 2 (homoǵenea):h2 = 2,2 mm, εr2 = 6,13; capa 3 (homoǵenea):h3 = 3,3 mm, εr3 = 2,59.
Comparacíon de nuestros resultados (lı́nea continua) con los obtenidos en [27] (puntos).

empleado como sistema auxiliar un dieléctrico homoǵeneo de permitividad relativãεrb =
2,05. En la figura 5.27 se muestra el coeficiente de reflexión en potencia para polarización
TE correspondiente al modo de Floquet de orden cero en el rango de 10 a 18 GHz, en
el cual śolo es propagativo ese modo en el vacı́o (RTE = RTE

0 ). En la misma gŕafica se
han representado con puntos los valores calculados en [27] para la misma estructura. La
frecuencia correspondiente al pico de resonancia obtenida en [27] es de12,91 GHz, valor
que coincide con nuestros resultados. El resto de puntos en frecuencia comparados también
coinciden perfectamente. Para este caso se han empleadoN = 150 modos TE de la base
auxiliar en la expansión de los modos del medio periódico, y NMR = 9 modos en la
construccíon de las MDG (hay un śolo modo propagativo en el vacı́o en el intervalo de
frecuencias analizado). El tiempo empleado por punto en frecuencia fue de0,27 s. Por
otro lado, en la figura 5.28 se representa el coeficiente de reflexión en potencia de la misma
estructura para incidencia normal con polarización TM en el mismo intervalo de frecuencias,
en el cual tambíen es propagativo sólo el modo de Floquet de orden cero en el vacı́o (RTM =
RTM

0 ). Para este caso se han empleadoN = 200 modos yNMR = 9 modos, con un tiempo
de computacíon por punto en frecuencia de0,36 s. De nuevo se comparan nuestros resultados
con los presentados en [27], pudiéndose comprobar de nuevo que ambos coinciden.

A continuacíon hemos analizado una SSFD que ha sido diseñada en [29] como un filtro
en transmisíon (paso banda) para incidencia normal de una onda plana 2D (θ = 0o, φ = 90o)
con polarizacíon perpendicular al plano de incidencia (TE). La estructura está formada por un
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Figura 5.28:Coeficiente de reflexión RTM
0 del modo de Floquet de orden cero de la misma SSFD

descrita al pie de la figura 5.27, bajo incidencia normal y polarización TM. Comparacíon de nuestros
resultados (lı́nea continua) con los obtenidos en [27] (puntos).

elevado ńumero de capas en la direcciónZ. Adeḿas, en este caso hay dos capas dieléctricas
periódicas. Se trata de una estructura formada por ocho capas dieléctricas situadas entre el
aire (εra = 1,0) y un substrato de constante dieléctrica relativa igual aεrs = 2,31. Las dos
capas períodicas son iguales. Los parámetros de las diferentes capas situadas entre el aire
y el substrato son los siguientes: capa 1 y 7 (periódicas):D = 0,3 µm, h1 = h7 = 0,051
µm, εrh1 = εrh7 = 6,25, εrl1 = εrl7 = 4,84, lh = ll = 0,15 µm; capas 2, 4, 6 y 8
(homoǵeneas):h2 = h4 = h6 = h8 = 0,087 µm, εr2 = εr4 = εr6 = εr8 = 1,9; capas
3 y 5 (homoǵeneas):h3 = h5 = 0,051 µm, εr3 = εr5 = 5,52. Para calcular los modos
en los medios periódicos (capas 1 y 7), se ha empleado como sistema auxiliar un dieléctrico
homoǵeneo de permitividad relativãεrb = 4,84. Para incidencia normal con polarización TE,
tanto en el aire como en el substrato sólo es propagativo el modo de Floquet de orden cero,
por lo que en la figura 5.29 se ha representado la transmitanciaTTE

0 del modo de Floquet de
orden cero de la estructura, junto con los valores calculados en [29]. Estos resultados se han
obtenido conN = 200 modos del sistema auxiliar en los medios periódicos yNMR = 15
modos para el ćalculo de la MDG, siendo el tiempo de computación por punto en frecuencia
de1,45 s, los cuales concuerdan con los obtenidos en [29].

Todas las SSFD con láminas dieĺectricas períodicas analizadas hasta este momento han
sido estudiadas para el caso de incidencia oblicua 2D (φ = 90o). A continuacíon pasaremos
a analizar una lámina dieĺectrica períodica situada entre aire y un substrato de silicio que ha
sido disẽnada en [98] como una estructura antirreflejante para incidencia normal con pola-
rización TE cuando es iluminada por radiación óptica a una longitud de onda deλ0 = 1,55
µm. A esa longitud de onda la permitividad relativa del silicio es deεrs = 12,25. La lámina
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Figura 5.29:TransmitanciaTTE
0 del modo de Floquet de orden cero de una SSFD formada por siete

capas dieĺectricas (dos de ellas periódicas) situadas entre aire y un substrato dieléctrico (εrs = 2,31),
bajo incidencia normal y polarización TE. Comparación de nuestros resultados (lı́nea continua) con
los obtenidos en [29] (puntos).

dieléctrica de periodoD y espesorh = 0,401λ0 est́a formada por dos dieléctricos dentro del
periodo de repetición de espesoresl1 = 0,222D, l2 = 0,778D, y permitividades relativas
εr1 = 12,25 (silicio), εr2 = 1,0 (aire). Para dicha estructura se ha calculado en primer lugar
el coeficiente de reflexión de la onda plana reflejada en función de la relacíonλ0/D cuando
sobre la misma incide una onda plana conθ = 0o cuyo campo eĺectrico est́a polarizado per-
pendicularmente al plano de incidencia (polarización TE). En los ćalculos se ha empleado
como sistema auxiliar un dieléctrico homoǵeneo de permitividad relativãεrb = 1,0, de forma
que han sido necesariasN = 170 funciones base en la expansión de los modos del medio pe-
riódico yNMR = 15 modos en la construcción de las MDG, con un tiempo de computación
por punto en frecuencia de0,38 s. Los resultados obtenidos con nuestro método para el caso
2D se muestran en la figura 5.30 (lı́nea continua), y se comparan con los valores proporcio-
nados en [98] (puntos). Como se puede apreciar, ambos resultados coinciden perfectamente.

Por otro lado, en la figura 5.31 se representa para la misma estructura el coeficiente de
reflexión RTE3D

0 de la onda plana reflejada en función de la relacíon λ0/D cuandoésta es
iluminada con una onda plana polarizada perpendicularmente al plano de incidencia (TE3D)
con incidencia oblicua 3D paraθ = 45o, φ = 45o. En los ćalculos se han empleado como
base auxiliar las dos familias de modos Tipo-E y Tipo-H correspondientes a un dieléctrico
homoǵeneo de permitividad relativãεrb = 1,0, de forma que han sido necesariasN = 350
funciones base en la expansión de los modos del medio periódico y NMR = 25 modos
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Figura 5.30:Coeficiente de reflexiónRTE
0 en funcíon de la relacíonλ0/D de una ĺamina dieĺectrica

periódica situada entre aire y un substrato dieléctrico (εrs = 12,25) cuando se ilumina con una
onda plana 2D con incidencia normal y polarización TE, a una longitud de onda deλ0 = 1,55 µm.
Paŕametros:h = 0,401λ0, l1 = 0,222D, l2 = 0,778D, εr1 = 12,25 (silicio), εr2 = 1,0 (aire).
Comparacíon de nuestros resultados (lı́nea continua) con los obtenidos en [98] (puntos).
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Figura 5.31:Coeficiente de reflexión RTE3D

0 en funcíon de la relacíon λ0/D de la estructura de
la figura 5.30 para el caso de incidencia oblicua 3D conθ = 45o, φ = 45o y polarizacíon TE3D.
Comparacíon de nuestros resultados (lı́nea continua) con los obtenidos en [98] (puntos).
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en la construcción de las MDG. El tiempo de computación por punto en frecuencia ha sido
de 1,71 s. En la figura 5.31 se representa el coeficiente de reflexión calculado con nuestro
método para esta estructura en el caso de incidencia 3D en función de la relacíon λ0/D, y
se compara con los valores obtenidos en [98] (puntos), obteniéndose un excelente acuerdo
entre ambos resultados.



Caṕıtulo 6

Diseño de filtros basados en SSFD

6.1. Introducción

Las estructuras periódicas est́an siendo cada vez ḿas estudiadas y empleadas para el di-
sẽno y fabricacíon de dispositivos en los rangos de microondas, ondas milimétricas y tambíen
en el espectróoptico, debido a que muestran un carácter selectivo en frecuencia, el cual tiene
su origen en las propiedades periódicas de las mismas. Ası́, estructuras multicapa formadas
por la conexíon en cascada de superficies metálicas períodicas impresas en capas dieléctri-
cas homoǵeneas bajo incidencia oblicua han encontrado un amplio campo de aplicación en
sistemas de comunicación por sat́elite como superficies selectoras de frecuencia (SSF) y an-
tenas [13], y en la fabricación de giradores de polarización [15], [16], [17]. Por otro lado,
en el campo de láoptica tienen una gran aplicación las redes de difracción [34]. Tambíen
se han estudiado ampliamente las propiedades de estructuras dieléctricas períodicas [21],
[22], [23], [24] (conocidas como cristales fotónicos) en cuanto a la posibilidad de generar
bandas fot́onicas prohibidas y permitidas. En losúltimos ãnos ha surgido un interés reciente
en la aplicacíon de estructuras dieléctricas de capas delgadas que combinan el uso de capas
dieléctricas homoǵeneas y periódicas ([25], [26], [27], [28]) que contienen una variación
periódica a lo largo de alguna de las capas. A frecuencias milimétricas, dichas estructuras
tienen la ventaja de poseer bajas pérdidas de absorción en comparación con los dispositivos
que emplean superficies metálicas. Al conjunto de estas estructuras se les ha dado múltiples
aplicaciones, como filtros en transmisión [29] y reflexíon [28], [30], reflectores en antenas
[14], redes de Bragg [36], sensoresópticos [37], etc.

Este caṕıtulo se centra en el estudio y diseño de filtros en reflexión (elimina banda)
empleando estructuras dieléctricas períodicas multicapa con periodicidad en una dimensión,
denominadas Superficies Selectoras de Frecuencia Dieléctricas (SSFD), bajo excitación de
ondas planas. La razón fundamental de estudiar filtros en reflexión es, como ya se comentó en
la seccíon 5.8, que no son posibles de diseñar con unáunica ĺamina homoǵenea. Para llevar
a cabo este estudio se emplea la formulación desarrollada en el capı́tulo 2. En primer lugar
se describe ćomo disẽnar estas estructuras como filtros en reflexión bajo excitacíon de ondas
planas, empleando unaúnica ĺamina dieĺectrica períodica con una modulación rectangular de
la permitividad dieĺectrica relativa. Aśı mismo, se muestra el efecto que tiene en la respuesta
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de estos filtros la introducción de ḿas dieĺectricos dentro de la celda periódica. Poŕultimo,
se describe ćomo disẽnar filtros en reflexíon para incidencia oblicua basados en el fenómeno
del ángulo de Brewster, cuando se excita la lámina dieĺectrica períodica mediante una onda
plana con polarización paralela al plano de incidencia.

6.2. Principios de los filtros en reflexíon

Las SSFD que se analizarán son estructuras en cascada formadas por medios dieléctricos
homoǵeneos o periódicos (en una dimensión). En el caṕıtulo 4 se describe ćomo estudiar el
espectro modal de cada una de las etapas elementales que constituyen las SSFD para excita-
ción de ondas planas, mientras que en el capı́tulo 5 se estudia una técnica para conectar unos
medios con otros, empleando para tal fin el Método de Adaptación Modal que se describe
en el caṕıtulo 2, en combinación con la t́ecnica de las matrices de dispersión generalizadas
(MDG). Con los resultados de dicho estudio se ha desarrollado una herramienta de simu-
lación muy eficiente para el análisis de la dispersión de SSFD, la cual permite modificar
todos los paŕametros eĺectricos y geoḿetricos: la periodicidad de la estructura, el espesor,
la permitividad dieĺectrica relativa de cada lámina (homoǵenea o períodica), la frecuencia,
la polarizacíon, y losángulos de incidencia de la onda plana incidente. El algoritmo imple-
mentado proporciona, además de los coeficientes de reflexión y transmisíon de las SSFD
analizadas (relacionados con el módulo de los paŕametros de dispersión), informacíon de las
fases de dichos parámetros de dispersión.

El caso ḿas sencillo de SSFD consiste en unaúnica ĺamina dieĺectrica períodica con un
perfil rectangular de la permitividad dieléctrica rodeada por un medio homogéneo, sobre la
que incide una onda plana linealmente polarizada conángulos de incidenciaθ, φ, como la
que se muestra en la figura 5.1. El valor promedio de la constante dieléctrica de la ĺamina
periódicaεrp debe ser mayor que la constante dieléctrica del medio que la rodea, para que
constituya efectivamente una guı́a dieĺectrica. El disẽno de filtros en reflexión empleando
SSFD est́a basado en el principio de excitación de las resonancias de modos guiados en la
lámina períodica [25]. Cuando incide una onda plana sobre esta estructura, la reflectancia de
la misma coincide en la mayor parte del espectro con la respuesta de una lámina homoǵenea
de constante dieléctrica igual al promedio de las constantes dieléctricas de los materiales que
la constituyenεp. No obstante, para ciertos valores particulares de la frecuencia yángulos
de incidencia, es posible acoplar la onda incidente a alguno de los modos guiados en dicha
estructura (en la dirección de periodicidad), que reciben el nombre de modosleaky [99],
[100], [101] debido a que son modos de radiación. Estos modos, una vez excitados, rerradian
enerǵıa a ambos lados de la lámina. Para las frecuencias de resonancia correspondientes a la
excitacíon de un modoleaky, se producen feńomenos de reflexión total y de transmisión total
de la onda incidente. Ası́ mismo, entorno a las frecuencias de resonancia se ha observado
que se produce una variación brusca de la fase de los parámetros de dispersión. El valor
aproximado de la posición de dichas frecuencias se puede predecir imponiendo la condición
de ajuste de fase para la lámina homoǵenea equivalente de permitividad relativa promedio
εrp [25], que para el caso general de incidencia oblicua tridimensional viene dada por la
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ecuacíon (5.70).
Las resonancias de una lámina dieĺectrica períodica dan lugar a respuestas espectrales

en reflexíon que tienen en general una forma asimétrica. No obstante, es posible diseñar un
filtro en reflexíon para incidencia normal con bandas laterales de baja reflectividad y con una
respuesta en frecuencia simétrica respecto a la frecuencia central del filtro, si se escoge el
espesor de dicha lámina pŕoximo a un ḿultiplo de media longitud de onda [27]. En ese caso,
la respuesta en frecuencia de la lámina en las proximidades de la frecuencia de resonancia
mostraŕa una reflectancia baja (lámina de media onda), mientras que a la frecuencia de reso-
nancia se producirá reflexíon total. Obviamente, cuando una lámina períodica disẽnada para
incidencia normal es excitada con unángulo de incidencia diferente, la respuesta en reflexión
deja de ser siḿetrica. Otro efecto que tiene el cambio de losángulos de incidenciaθ y φ en la
respuesta espectral es que se produce un desplazamiento de la frecuencia de resonancia de la
lámina períodica. Dicho desplazamiento se puede predecir mediante la condición de ajuste
de fase (5.70). Por otro lado, se ha observado que el ancho de banda de estos filtros en refle-
xión aumenta con la modulación de la permitividad dieléctrica de la ĺamina períodica. Ello
se debe al aumento del carácterleakyde la estructura en las proximidades de la frecuencia
de resonancia.

Además de los filtros disẽnados para operar en condiciones de incidencia normal, tam-
bién es posible diseñar filtros en reflexíon para incidencia oblicua (θ 6= 0o) cuando la onda
plana de excitación est́a polarizada con el campo eléctrico paralelo al plano de incidencia
(TM) e incide sobre la ĺamina períodica con uńangulo de incidenciaθ que coincide con el
ángulo de Brewster (definido para una interfase entre un dieléctrico homoǵeneo con el valor
promedio de la constante dieléctrica de la ĺamina períodica, y el medio homoǵeneo que la
rodea (5.64)). En este caso se observa que la respuesta en frecuencia de la lámina períodi-
ca para incidencia con polarización TM en las proximidades de la frecuencia de resonancia
muestra una reflectancia muy baja (como sucede para el caso de incidencia para elángulo de
Brewster en la ĺamina dieĺectrica con la permitividad relativa promedio), excepto para la fre-
cuencia de resonancia de la lámina períodica, frecuencia a la cual se producirá una reflexíon
total. Esta estructura se comporta como un filtro angular a la frecuencia de resonancia de la
lámina.

6.3. Filtros disẽnados

A continuacíon se detallaŕan los diferentes filtros basados en SSFD que han sido di-
sẽnados empleando las técnicas descritas en el apartado 6.2.

6.3.1. Filtro frecuencial con una ĺamina periódica

6.3.1.1. Ĺamina dieléctrica con dos dieĺectricos en la celda períodica

El primer filtro disẽnado es un filtro en reflexión (elimina banda) consistente en una
lámina dieĺectrica períodica rodeada de aire con dos dieléctricos dentro del periodo de repe-
tición, la cual es excitada mediante una onda plana con incidencia normal para polarización
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del campo eĺectrico paralelo a las láminas dieĺectricas (TE) [3], [89]. Para empezar a diseñar
la estructura, se han escogido dos medios dieléctricos de permitividades relativasεr1 = 6,13
y εr2 = 3,7 correspondientes aE-glass(fibra de vidrio) y śılice (óxido de silicio), respectiva-
mente. Por simplicidad, escogemos los espesores de dichas láminas iguales:l1 = l2 = D/2.
Con estos valores, la permitividad relativa promedio es deεrp = (εr1 + εr2)/2 = 4,915.
El siguiente paso en el diseño del filtro es elegir el rango de frecuencias y la frecuencia re-
sonante; en este ejemplo hemos elegido un rango de frecuencias entre 13 y 17 GHz, y la
frecuencia de resonancia elegida esf0 = 15 GHz. A continuacíon debemos fijar el grosor de
la lámina dieĺectrica para que la estructura se comporte como una lámina de media onda a la
frecuencia central del filtro:

h =
λ

2
=

λ0

2
√

εrpf0

= 4,508 mm .

Por último, el valor del periodoD de la ĺamina períodica se elegiŕa de forma que aparezca
una resonancia en la lámina períodica a la frecuencia central de diseño del filtro, que que-
daŕa determinado por la condición de ajuste de fase (5.71), según la cual para incidencia
normal (θ = 0o) debeŕa cumplirse:

0 ≈ |κm +
2π

D
n| . (6.1)

Dicha expresíon proporciona un valor del periodoD = 10,921 mm conn = −1 y m = 1.
Con estos parámetros obtenemos la respuesta del filtro mostrada en la figura 6.1. Podemos
observar que la frecuencia de resonancia de esta estructura no coincide con la frecuencia de
operacíon esperadaf0, y que la respuesta no es del todo simétrica. El desplazamiento de la
frecuencia de resonancia es debido a que la condición de ajuste de fase (5.71) es una expre-
sión anaĺıtica aproximada, ya que los modos en la direcciónY de la ĺamina períodica se han
calculado de forma aproximada, en base a los modos de la lámina homoǵenea y la condición
de periodicidad. Modificando ligeramente la periodicidad de la lámina (D) y el grosor de
la misma (h), se consigue mover la frecuencia de resonancia al valor deseado, manteniendo
una respuesta en frecuencia simétrica. Tras este ajuste, se obtienen los siguientes parámetros
del filtro: D = 11,28 mm,h = 4,37 mm. Estos paŕametros conducen a la respuesta mostrada
en la figura 6.2 (ver filtro de banda ancha representado en lı́nea continua).

Para obtener la respuesta en frecuencia de este filtro con nuestro método, primero se
ha calculado el espectro modal en el medio periódico empleando el Ḿetodo de las Bases
Bi-ortogonales, utilizando como sistema auxiliar un medio dieléctrico homoǵeneo coñεrb =
3,7. En la figura 6.2 (ĺınea continua) se comprueba queRTE < 0,2 en el rango de 13 a 17 GHz
(excepto alrededor de la frecuencia de resonancia), yRTE > 0,5 en el rango de14,88 a15,12
GHz, siendo por tanto el ancho de banda del filtro (FWHM oFull Width at Half Maximum)
de 240 MHz (1,6 %). Aśı mismo, en la figura 6.3 se muestra la fase de los parámetrosS11 y
S21 del filtro cuya respuesta se representa en la figura 6.2 con lı́nea continua. En dicha figura
se observa que entorno a la frecuencia de resonancia se produce una variación brusca de la
fase de los dos parámetros.

Como ya se comentó en la seccíon 6.2, el ancho de banda de estos filtros en reflexión
aumenta con la modulación de la permitividad dieléctrica de la ĺamina períodica, debido al
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Figura 6.1:Coeficiente de reflexión en potenciaRTE del filtro en reflexíon disẽnado a una frecuencia
central de 15 GHz para incidencia normal de una onda plana con polarización TE. Paŕametros del
filtro: D = 10,921 mm,h = 4,508 mm, l1 = l2 = D/2. Las permitividades relativas sonεr1 = 6,13,
εr2 = 3,7.

13 14 15 16 17
0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

D

T

RI

R
TE

Frecuencia (GHz)

Figura 6.2:Coeficiente de reflexión en potenciaRTE del filtro en reflexíon ya disẽnado cuya respues-
ta se muestra en la figura 6.1, con los siguientes parámetros optimizados:D = 11,28 mm,h = 4,37
mm, l1 = l2 = D/2. Las permitividades relativas de los dieléctricos sonεr1 = 6,13, εr2 = 3,7 para
el filtro en reflexíon de banda ancha (lı́nea continua), mientras que para el filtro en reflexión de banda
estrecha (lı́nea discontinua) sonεr1 = 5,03, εr2 = 4,8.
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Figura 6.3:Fase de los parámetrosS11 y S21 del filtro en reflexíon de banda ancha cuya respuesta se
muestra en la figura 6.2 (lı́nea continua) para incidencia normal de una onda plana con polarización
TE.

aumento del carácter leakyde la estructura en las proximidades de la frecuencia de reso-
nancia. En la figura 6.2 se muestra la influencia de la modulación en el ancho de banda del
filtro, en la cual se representa en lı́nea discontinua la respuesta en frecuencia bajo incidencia
normal de una ĺamina dieĺectrica períodica con igual espesor, periodicidad y permitividad
relativa promedio que el ejemplo anterior, pero con una modulación menor de la permiti-
vidad relativa (representada con lı́nea discontinua). Con permitividades relativas de valores
εr1 = 5,03, εr2 = 4,8 se consigue un filtro en reflexión de banda estrecha (como se muestra
en la figura 6.2 en lı́nea discontinua), siendo el ancho de banda del filtro en este caso de1,8
MHz (0,1 %) a la frecuencia central de14,7 GHz. Observamos que la resonancia no está si-
tuada en la frecuencia deseadaf0, lo que se podrı́a conseguir modificando ligeramente los
paŕametros geoḿetricosD y h. En la figura 6.4 también se muestra la fase de los parámetros
S11 y S21 del filtro de banda estrecha. De nuevo se observa que entorno a la frecuencia de
resonancia se produce una variación brusca de la fase de ambos parámetros.

En la figura 6.5 se muestra también el comportamiento del coeficiente de reflexión RTE

de los filtros de banda ancha (lı́nea continua) y de banda estrecha (lı́nea discontinua) corres-
pondientes a la figura 6.2 fuera de banda, en el intervalo de 0 a 30 GHz. En dicha curva
tambíen se ha ãnadido con puntos la respuesta en frecuencia de una lámina homoǵenea de
igual espesorh y permitividad relativa promedioεrp que las ĺaminas períodicas de la figura
6.2, observ́andose que a bajas frecuencias el comportamiento de los dos filtros es muy simi-
lar al de la ĺamina homoǵenea, mientras que a frecuencias superiores af0, aparecen nuevas
resonancias correspondientes a otros valores delı́ndicen y tambíen del modo excitado en la
gúıa homoǵenea en la dirección de periodicidad (m). Tambíen se observa que la respuesta
del filtro de banda estrecha se aproxima más al comportamiento de la lámina homoǵenea
fuera de las resonancias que el filtro de banda ancha; esto es debido a que la modulación de
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Figura 6.4:Fase de los parámetrosS11 y S21 del filtro en reflexíon de banda estrecha de la figura 6.2
(lı́nea discontinua) para incidencia normal de una onda plana con polarización TE.

la permitividad dieĺectrica del primero es menor que la del segundo, teniendo por lo tanto un
menor caŕacterleaky.

En la figura 6.6 se analiza el efecto de las pérdidas en los materiales dieléctricos de
los que est́a constituida la ĺamina períodica para el filtro de banda ancha cuya respuesta se
muestra en la figura 6.2 en lı́nea continua, en la banda de12,5 a17,5 GHz. En dicha figura se
compara la respuesta en reflexión de dicho filtro en el caso sin pérdidas (ĺınea continua) con
la respuesta que tiene un filtro de iguales caracterı́sticas que el de la figura 6.2 pero cuyos
materiales dieĺectricos tienen una tangente de pérdidas detan δ = 0,001, que es un valor
tı́pico en estos materiales a frecuencias de microondas (representada en lı́nea discontinua).
En la respuesta del filtro con pérdidas en los dieléctricos se aprecia una disminución del
coeficiente de reflexión en la banda analizada, ası́ como un ligero ensanchamiento de la
respuesta del mismo.

El siguiente paso es estudiar el comportamiento del filtro para incidencia oblicua. El
efecto de variar eĺanguloθ en la respuesta en frecuencia del filtro de banda ancha para
incidencia 2D (φ = 90o) con polarizacíon TE se muestra en la figura 6.7, y en la figura
6.8 para el filtro de banda estrecha. En ambas figuras se puede apreciar que, para incidencia
oblicua, el pico de resonancia se desdobla en dos picos debido a la asimetrı́a de la estructura,
efecto que ya se ha mostrado experimentalmente en [27] para otro filtro en reflexión. Este
comportamiento se puede predecir al imponer en este caso la condición de ajuste de fase
(5.71) para incidencia 2D. Los picos de reflexión total que se observan para ambos filtros a
frecuencias altas se pueden predecir mediante la condición de ajuste de fase (5.71) para el
armónico espacialn = −1, mientras que los picos a frecuencias bajas, corresponden a la
excitacíon del ordenn = +1.

Por otro lado, cuando se fija elángulo de incidenciaθ y se vaŕıa elángulo azimutalφ se
observa un comportamiento similar en la respuesta del filtro. En la figura 6.9 se representa
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Figura 6.5:Representación del coeficiente de reflexión RTE fuera de banda de los filtros de banda
ancha (ĺınea continua) y de banda estrecha (lı́nea discontinua) correspondientes a la figura 6.2, en el
intervalo de 0 a 30 GHz. También se representa con puntos la respuesta en frecuencia de una lámina
homoǵenea de igual espesorh y permitividad relativa promedioεrp.
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Figura 6.6:Comparacíon del coeficiente de reflexiónRTE del filtro de banda ancha correspondiente
a la figura 6.2 (ĺınea continua) con el coeficiente de reflexión de un filtro de iguales caracterı́sticas que
el de la figura 6.2, pero cuyos materiales dieléctricos tienen una tangente de pérdidas detan δ = 0,001
(representado en lı́nea discontinua).
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Figura 6.7:Efecto de la variación delángulo de incidenciaθ en la respuesta en frecuencia del filtro
de banda ancha cuya respuesta se muestra en la figura 6.2 con lı́nea continua, bajo incidencia 2D y
polarizacíon TE (φ = 90o) para cuatro valores distintos delángulo de incidenciaθ.
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Figura 6.8:Efecto de la variación delángulo de incidenciaθ en la respuesta en frecuencia del filtro
de banda estrecha cuya respuesta se muestra en la figura 6.2 con lı́nea discontinua, bajo incidencia
2D y polarizacíon TE (φ = 90o) para cuatro valores distintos delángulo de incidenciaθ.
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Figura 6.9:Respuesta espectral del filtro de banda ancha de la figura 6.2 para incidencia de una onda
plana oblicua 3D (φ 6= 90o) conθ = 10o y polarizacíonTE3D para cuatro valores distintos delángulo
de incidenciaφ.

el coeficiente de reflexión RTE3D
para el filtro de banda ancha, y en la figura 6.10 para el

filtro de banda estrecha, para unángulo de incidencia deθ = 10o, correspondiente a cuatro
ángulos azimutales diferentes,φ = 90o, 60o, 30o y 0o, para incidencia de una onda plana con
polarizacíonTE3D. En este caso, la posición de las frecuencias de resonancia para incidencia
3D (φ 6= 90o) se predice con la condición de ajuste de fase (5.70). Se ha comprobado que
la variacíon de la fase de los parámetrosS11 y S21 al variar losángulosθ y φ no aporta
informacíon relevante.

Porúltimo, en este caso también se ha hecho una representación tridimensional del coe-
ficiente de reflexíon del filtro de banda ancha de la figura 6.2 en función de lośangulosθ y φ
para incidencia de una onda plana con polarizaciónTE3D a la frecuencia de diseño (f0 = 15
GHz), la cual se muestra en la figura 6.11. Lo primero que se puede observar en esta figura
es que el coeficiente de reflexión vaŕıa en funcíon delángulo azimutalφ para el caso de in-
cidencia normal (θ = 0o), lo cual puede resultar en principio algo inesperado. Esta variación
se traduce en un giro del campo eléctrico de la onda incidente alrededor del ejeZ, como se
puede comprobar en las ecuaciones que describen la incidenciaTE3D (ver la seccíon 5.6).
Por otro lado, en la figura 6.12 se ha representado el coeficiente de reflexión del mismo filtro
a la frecuencia de 16 GHz para incidenciaTE3D en funcíon deθ y φ. En ella se observa una
clara degradación respecto a la respuesta mostrada en la figura 6.11 para incidencia normal.

Para el filtro de banda estrecha de la figura 6.2 tendremos un comportamiento similar; el
coeficiente de reflexión para incidenciaTE3D se representa en la figura 6.13, en función de
los ángulosθ y φ, a la frecuencia de resonancia de este filtro (14,7 GHz). A dicha frecuencia,
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Figura 6.10:Respuesta espectral del filtro de banda estrecha de la figura 6.2 para incidencia de una
onda plana oblicua 3D (φ 6= 90o) conθ = 10o y polarizacíonTE3D para cuatro valores distintos del
ángulo de incidenciaφ.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

q (º)

f
(º

)

-3.000 -- 0

-6.000 -- -3.000

-9.000 -- -6.000

-12.00 -- -9.000

-15.00 -- -12.00

-18.00 -- -15.00

-21.00 -- -18.00

-24.00 -- -21.00

-27.00 -- -24.00

-30.00 -- -27.00

Figura 6.11:Coeficiente de reflexiónRTE3D
(dB) del filtro de banda ancha de la figura 6.2 en función
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Figura 6.12:Coeficiente de reflexiónRTE3D
(dB) del filtro de banda ancha de la figura 6.2 en función

de losángulosθ y φ, para una frecuencia de 16 GHz.

se produce reflexión total (RTE3D
= 1) para incidencia normal,θ = 0o, φ = 90o (cosa que no

llega a apreciarse en la gráfica), y el coeficiente de reflexión pasa a ser nulo inmediatamente
al alejarnos de esta dirección de incidencia (resonancia muy estrecha). Este efecto se puede
apreciar en la figura 6.14, en la que se ha hecho una representación de la respuesta del filtro
en las cercańıas de la resonancia. Ası́ mismo, en la figura 6.15 se muestra la respuesta del
mismo filtro fuera de la resonancia, para una frecuencia de 16 GHz, observándose de nuevo
una degradación de la respuesta del filtro para incidencia normal.

Este primer ejemplo de filtro en reflexión ha sido disẽnado y analizado para incidencia
de ondas planas con polarización TE. Los pasos a seguir en el proceso de diseño de filtros en
reflexión para incidencia de ondas planas con polarización TM es id́entico (ver [96]), por lo
que se han omitido en esta memoria por brevedad.

Las estructuras analizadas se han diseñado escogiendo que los espesores de los dieléctri-
cos dentro de la celda elemental son iguales (l1 = l2 = D/2). Se ha comprobado que la
modificacíon del factor de llenado no cambia sustancialmente el principio de funcionamien-
to de estos filtros, ni el diseño de los mismos.

6.3.1.2. Ĺamina dieléctrica con tres dieĺectricos en la celda períodica

En este apartado se va a analizar el efecto que tiene la introducción de un mayor ńumero
de materiales dieléctricos dentro de la celda periódica. Para ello, se ha estudiado la res-
puesta en frecuencia de una lámina dieĺectrica períodica con igual espesor, periodicidad y
permitividad relativa promedioεrp que en el ejemplo anterior (ver la figura 6.2), pero con
tres dieĺectricos distintos dentro de la celda elemental, cuyas permitividades relativas son
εr1 = 3,7, εr2 = 4,915 y εr1 = 6,13, respectivamente, de forma que la permitividad relativa
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Figura 6.13:Coeficiente de reflexión RTE3D
(dB) del filtro de banda estrecha de la figura 6.2 en

función de lośangulosθ y φ, para la frecuencia de resonancia del filtro (14,7 GHz).
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Figura 6.15:Coeficiente de reflexión RTE3D
(dB) del filtro de banda estrecha de la figura 6.2 en

función de lośangulosθ y φ, para una frecuencia de 16 GHz.

promedio esεrp = 4,915, al igual que en el filtro de la figura 6.2. La respuesta espectral
de este nuevo filtro bajo incidencia normal de una onda plana con polarización TE se repre-
senta en la figura 6.16. Como se puede observar, en este caso aparecen dos resonancias a
las frecuencias de14,3 y 15,2 GHz, respectivamente, estando ambas entorno a la frecuencia
de resonanciaf0 que predice la condición de ajuste de fase (5.71). Ası́, vemos que el efecto
que tiene en este caso la introducción de un nuevo material dieléctrico dentro de la celda
periódica se traduce en un desdoblamiento del pico de reflexión total que se observaba en la
figura 6.2 para el caso de unaúnica discontinuidad dieléctrica en la celda unidad.

En el caso de dos láminas dieĺectricas dentro de la celda elemental, los modosn = −1
y n = +1 son indistinguibles (incidencia normal), porque la ondaleaky que se propaga
en las direcciones+ŷ y −ŷ, respectivamente, encuentra la misma distribución de la permi-
tividad dieĺectrica. Sin embargo, cuando hay tres (o más) ĺaminas dieĺectricas en la celda
elemental distribuidas de forma asimétrica respecto el centro de la celda, los modosn = −1
y n = +1 encuentran distribuciones de la permitividad dieléctrica distintas, generando el
desdoblamiento de la resonancia predecida por la condición de ajuste de fase [27].

Por otro lado, el ancho de banda de los dos picos que se observan en la figura 6.16 resulta
ser de 55 MHz (0,4 %) para la primera resonancia, y de 80 MHz (0,5 %) para la segunda
resonancia, siendo en ambos casos menor que el ancho de banda del filtro de banda ancha
con dos dieĺectricos de la figura 6.2. Ello se debe a que en este caso hay una modulación
más pequẽna de la permitividad dieléctrica dentro de la celda periódica, ya que el nuevo ma-
terial dieĺectrico que se ha introducido en la celda periódica (εr2) tiene un valor intermedio
de la permitividad dieĺectrica respecto al de los materiales anteriores (εr1 y εr3). En la figura
6.17 tambíen se muestra la fase de los parámetrosS11 y S21 del filtro con tres dieĺectricos
para incidencia normal en función de la frecuencia. De nuevo se observa que entorno a las
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Figura 6.16:Coeficiente de reflexión en potenciaRTE de una ĺamina dieĺectrica períodica con tres
dieléctricos distintos dentro de la celda elemental, con igual espesor, periodicidad y permitividad
relativa promedio que la lámina períodica cuya respuesta se muestra en la figura 6.2, bajo incidencia
normal TE. Los paŕametros del filtro son los siguientes:D = 11,28 mm, h = 4,37 mm, l1 = l2 =
l3 = D/3, εr1 = 3,7, εr2 = 4,915, εr3 = 6,13.

frecuencias de resonancia se produce una variación brusca de la fase de ambos parámetros.
En la figura 6.18 se muestra también el comportamiento del coeficiente de reflexiónRTE de
este filtro fuera de banda (lı́nea continua), en el intervalo de 0 a 30 GHz, y se compara con
la respuesta en frecuencia de una lámina homoǵenea de igual espesor y permitividad relativa
promedioεrp (puntos), observ́andose que a bajas frecuencias el comportamiento del filtro es
muy similar al de la ĺamina homoǵenea, mientras que a frecuencias superiores a la frecuen-
cia de la primera resonancia, aparecen nuevas resonancias, también a pares, entorno a las
frecuencias de resonancia que predice la condición de ajuste de fase para dichas frecuencias.
Aśı mismo, se observa que a partir de la primera frecuencia de resonancia, la respuesta del
filtro se aleja del comportamiento de la lámina homoǵenea, debido a que se tiene una modu-
lación relativamente alta de la permitividad dieléctrica en la ĺamina períodica. En la figura
6.19 se ha representado el coeficiente de reflexión de la ĺamina períodica con tres dieléctricos
para incidenciaTE3D en funcíon de lośangulosθ y φ a la frecuencia de14,3 GHz (primera
resonancia). Si se compara dicha gráfica con la de la figura 6.11 para el filtro de banda an-
cha con dos dieléctricos a la frecuencia de resonancia, se observa un comportamiento muy
similar (RTE3D

= 1 paraθ = 0o, φ = 90o, mientras que a medida que nos alejamos de dicha
direccíon de incidencia, el coeficiente de reflexión disminuye).

Como se ha comentado anteriormente, la aparición de dobles resonancias entorno a las
frecuencias que predice la condición de ajuste de fase (5.71) en el ejemplo anterior está ori-
ginada en la asimetrı́a de la distribucíon de la permitividad dieléctrica dentro de la celda
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Figura 6.17:Fase de los parámetrosS11 y S21 del filtro en reflexíon cuya respuesta se muestra en la
figura 6.16 para incidencia normal de una onda plana con polarización TE.
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Figura 6.18:Representación del coeficiente de reflexión RTE fuera de banda del filtro en reflexión
de la figura 6.16 con tres dieléctricos dentro de la celda elemental, en el intervalo de 0 a 30 GHz.
Tambíen se representa con puntos la respuesta en frecuencia de una lámina homoǵenea de igual
espesor y permitividad relativa promedioεrp.
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Figura 6.19:Coeficiente de reflexiónRTE3D
(dB) del filtro de la figura 6.16 en función de lośangulos

θ y φ, para la frecuencia de14,3 GHz.

periódica que existe en ese caso (εr1 < εr2 < εr3). No obstante, si la introducción del tercer
material dieĺectrico se realiza de forma adecuada dentro de la celda periódica, de forma que
la distribucíon de la permitividad dieléctrica tenga simetrı́a respecto el centro de la celda
periódica, se deberı́a observar la aparición de unúnico pico de reflexíon total asociado a
cada una de las resonancias de la lámina períodica determinadas por la condición de ajus-
te de fase (5.71), al igual que sucedı́a en la ĺamina con dos dieléctricos dentro de la celda
periódica. Para comprobarlo, en la figura 6.20 se ha representado el coeficiente de reflexión
RTE de 0 a 30 GHz para incidencia normal de una onda plana TE correspondiente a una
lámina dieĺectrica con igual periodo, espesor y permitividad relativa promedio que la lámina
del ejemplo anterior (D = 11,28 mm, h = 4,37 mm, εrp = 4,915), con tres dieĺectricos
distintos dentro de la celda periódica, distribuidos siḿetricamente de la siguiente forma:
l1 = l2 = l3 = l4 = l5 = D/5, εr1 = εr5 = 3,7, εr2 = εr4 = 5,5225, εr3 = 6,13. Como se
puede observar, la respuesta en frecuencia mostrada en la figura 6.20 correspondiente a una
lámina con tres dieléctricos distribuidos de forma simétrica en la celda elemental, es similar
a la respuesta mostrada anteriormente en la figura 6.5 para la lámina con dos dieléctricos.
Las resonancias de ambas estructuras aparecen a las mismas frecuencias en ambas láminas
periódicas (puesto que tienen igual periodicidad, espesor y permitividad relativa promedio),
y est́an determinadas por la condición de ajuste de fase (5.71), siendo la principal diferencia
entre ambas respuestas el ancho de banda de las resonancias, que es algo inferior para el
caso de tres dieléctricos por tratarse de una estructura con una modulación más pequẽna de
la permitividad dieĺectrica.

Finalmente, podemos concluir que el efecto más relevante que aparece al añadir un mayor
número de materiales dieléctricos dentro de la celda elemental, en el caso de distribuciones
asiḿetricas de la permitividad dieléctrica dentro de la celda elemental, es que las resonancias
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Figura 6.20:Coeficiente de reflexión en potenciaRTE de una ĺamina dieĺectrica períodica con tres
dieléctricos distintos dentro de la celda elemental, con igual espesor, periodicidad y permitividad
relativa promedio que la lámina períodica cuya respuesta se muestra en la figura 6.18, bajo incidencia
normal TE. Los paŕametros del filtro son los siguientes:D = 11,28 mm, h = 4,37 mm, l1 = l2 =
l3 = l4 = l5 = D/5, εr1 = εr5 = 3,7, εr2 = εr4 = 5,5225, εr3 = 6,13.

de la ĺamina para incidencia normal aparecen a pares entorno a las frecuencias de resonancia
que predice la condición de ajuste de fase; esto también se ha comprobado numéricamente
para cinco y siete láminas dieĺectricas dentro de la celda periódica. Este efecto observado
para incidencia normal desaparece en el caso de láminas períodicas con una distribución
simétrica de la permitividad dieléctrica dentro de la celda elemental. Por otro lado, la in-
troduccíon de ḿas dieĺectricos dentro de la celda periódica, manteniendo constante la per-
mitividad relativa promedio, conlleva una disminución de la modulación de la permitividad
dieléctrica en la ĺamina, lo cual se traduce en una reducción del ancho de banda de las reso-
nancias.

6.3.2. Filtro frecuencial con varias ĺaminas periódicas

A continuacíon se analizaŕa el efecto que tiene la introducción de varias ĺaminas períodi-
cas en la respuesta en reflexión de las SSFD. Para ello, en primer lugar se va a estudiar una
SSFD rodeada de aire constituida por dos láminas dieĺectricas períodicas iguales, separadas
entre śı tambíen por una capa de aire, cuyo esquema se muestra en la figura 6.21. Concreta-
mente, se analizará la respuesta en frecuencia para incidencia normal de una onda plana con
polarizacíon TE sobre una SSFD formada por dos láminas períodicas iguales y de id́enticas
caracteŕısticas que la ĺamina períodica del ejemplo del apartado anterior, correspondiente al
filtro en reflexíon de banda ancha diseñado para la frecuencia central de resonanciaf0 = 15
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Figura 6.21:Esquema de una SSFD rodeada de aire formada por dos láminas dieĺectricas períodicas
iguales y separadas por una capa de aire de espesorha.

GHz, con los siguientes parámetros:D = 11,28 mm, hp = 4,37 mm, l1 = l2 = D/2,
εr1 = 6,13, εr2 = 3,7. Las dos ĺaminas períodicas est́an separadas por una capa de aire de
espesorha.

En la figura 6.22 se representa la respuesta en reflexión de la SSFD cuyo esquema se
muestra en la figura 6.21 para diferentes valores del espesorha de la capa de aire que separa
las dos ĺaminas períodicas, expresado en términos de la longitud de onda de resonanciaλ0

(longitud de onda en el vacı́o). Como se puede observar, para separaciones grandes entre las
láminas períodicas respecto la longitud de onda de resonancia (figura 6.22 (a)), aparece una
única resonancia en la respuesta en frecuencia de la estructura. Ello se debe a que en este caso
los modos evanescentes excitados en las láminas períodicas se ateńuan en la capa de aire que
las separa, de forma que como las dos láminas períodicas son iguales, ambas resuenan a la
misma frecuenciaf0. Sin embargo, a medida que disminuye la separación entre las ĺaminas
periódicas, el pico de reflexión total se desdobla en dos resonancias (ver la figura 6.22 (b)),
que se van distanciando entre sı́ a medida que disminuye la separación entre las ĺaminas
periódicas. Este efecto puede interpretarse en términos de la teorı́a de ondas acopladas, de
tal forma que al aproximarse las dos láminas períodicas el coeficiente de acoplo aumenta y
con ello aumenta también la separación entre las resonancias del sistema acoplado. Ası́, por
ejemplo, paraha = λ0/4, se observan dos picos de reflexión total a frecuencias de14,75 y
15,3 GHz. Este valor de la separación entre las ĺaminas períodicas es el que da lugar a una
respuesta en reflexión más siḿetrica en frecuencia dentro de la banda analizada.

Por otro lado, en la figura 6.23 se analiza la respuesta en frecuencia bajo incidencia
normal TE de diversas SSFD formas por varias láminas períodicas iguales, con idénticos
paŕametros que la lámina períodica del filtro en reflexíon de banda ancha de la figura 6.2,
separadas entre sı́ por capas de aire de espesor constante igual aha = λ0/4. Concretamente,
se muestra el coeficiente de reflexión RTE para los casos de 2, 3, 4 y 5 láminas períodicas.
En esta figura se puede comprobar que el efecto que tiene la introducción de un mayor
número de ĺaminas dieĺectricas períodicas es que los picos de reflexión total que muestran
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Figura 6.22:Respuesta de una SSFD formada por dos láminas dieĺectricas períodicas iguales sepa-
radas por una capa de aire de espesorha, cuyo esquema se muestra en la figura 6.21. Se muestra la
respuesta de la estructura bajo incidencia normal TE para diferentes espesores de la capa de aire.
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las estructuras se aproximan entre sı́, y que el ḿınimo que alcanza el coeficiente de reflexión
que existe entre dos ḿaximos consecutivos se aproxima más a la unidad. Por tanto, podemos
concluir que otro mecanismo para la obtención de filtros frecuenciales en reflexión en banda
ancha consiste en aumentar el número de ĺaminas períodicas en las SSFD.

6.3.3. Filtro angular con una ĺamina periódica

La siguiente estructura que se va a estudiar es un filtro angular en reflexión aprovechando
el feńomeno deĺangulo de Brewster. El filtro ha sido diseñado para incidencia 2D oblicua
(φ = 90o, θ 6= 0o) con polarizacíon TM o paralela al plano de incidencia, cuya resonancia
se ha elegido para uńangulo de incidencia igual alángulo de BrewsterθB (definido para
una ĺamina dieĺectrica homoǵenea de permitividad relativa igual al valor promedio de las
permitividades relativas en la lámina períodica, como se define en (5.64)). Dicho filtro ha
sido realizado empleando unaúnica ĺamina dieĺectrica períodica rodeada de aire (εra = 1,0)
con dos dieĺectricos distintos dentro de la celda periódica. En esta ocasión, se desea conseguir
una respuesta con una reflectancia lo más baja posible en un cierto intervalo angular, a una
cierta frecuencia de operación; como el feńomeno deĺangulo de Brewster es independiente
de la frecuencia, la estructura resultante también se puede emplear como filtro frecuencial
siempre que se incida en elángulo de Brewster. Por lo tanto, el grosor de la lámina períodica
no va a afectar sustancialmente al comportamiento frecuencial del filtro (es decir, no es
necesario escogerh = λ/2).

Este filtro ha sido disẽnado empleando dos dieléctricos de igual espesor dentro de la
celda elemental (l1 = l2 = D/2) con permitividades relativasεr1 = 1,44 y εr2 = 2,56,
respectivamente, rodeados de aire (εra = 1,0), siendo la permitividad relativa promedio en
la láminaεrp = 2,0. De esta forma, eĺangulo de Brewster para una lámina homoǵenea con
dicho valor de la permitividad relativa promedio rodeada de aire será igual a:

θB = arctan

√
εrp

εra

= arctan

√
2

1
= 54,73o . (6.2)

Cuando incide una onda plana con polarización TM con estéangulo de incidencia sobre
una ĺamina homoǵenea con la permitividad relativaεrp, el coeficiente de reflexión seŕa nu-
lo para cualquier frecuencia. El siguiente paso en el proceso de diseño consiste en elegir la
frecuencia de operación del filtro. En este caso se ha elegido un valor def0 = 14,5 GHz.
A continuacíon, se elegiŕa la periodicidadD y el espesorh de la ĺamina de forma que se
produzca una resonancia para elángulo de BrewsterθB a dicha frecuencia, de forma que se
satisfaga la condición de ajuste de fase (5.71) para incidencia 2D con unángulo de incidencia
igual aθB. Como ya se ha comentado anteriormente, la condición de baja reflectancia en las
bandas laterales del filtro no dependerá del grosor de la lámina períodica, por lo que la elec-
ción de dicho grosor puede ser algo completamente arbitrario. Ası́ mismo, la periodicidad
de la ĺamina se deberá elegir convenientemente de forma que sólo sea propagativo el modo
de Floquet de orden cero en el aire a la frecuencia de operación del filtro. Finalmente, los
valores del espesor y la periodicidad de la lámina que han sido escogidos para que se cumpla



164 Disẽno de filtros basados en SSFD

12 13 14 15 16 17 18
0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

2 laminas periódicas
3 laminas periódicas

R
TE

Frecuencia (GHz)

(a)

12 13 14 15 16 17 18
0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0
4 laminas periódicas
5 laminas periódicas

R
TE

Frecuencia (GHz)

(b)

Figura 6.23:Respuesta en frecuencia de diversas SSFD bajo excitación de una onda plana con po-
larizacíon TE e incidencia normal, formadas por varias láminas períodicas iguales, con idénticos
paŕametros que la lámina períodica del filtro en reflexíon de banda ancha de la figura 6.2, separadas
entre śı por capas de aire de espesor constante igual aha = λ0/4.
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Figura 6.24:Respuesta de un filtro angular diseñado para incidencia de una onda plana (2D) con
polarizacíon TM a la frecuencia de14,5 GHz para uńangulo de incidenciaθB = 54,73o. Los paŕame-
tros de la ĺamina períodica son los siguientes:D = 10,0 mm,h = 12,4 mm,εra = 1,0, εr1 = 1,44,
εr2 = 2,56, l1 = l2 = D/2.

la condicíon de ajuste de fase en la lámina períodica a la frecuenciaf0 = 14,5 GHz son de
h = 12,4 mm yD = 10,0 mm.

En la figura 6.24 se muestra la respuesta angular del filtro para incidencia de una onda
plana TM a la frecuencia de14,5 GHz. Como se puede observar, la lámina períodica presenta
un coeficiente de reflexión muy bajo a cualquieŕangulo de incidenciaθ desdeθ = 0o hasta
unos70o, salvo para deĺangulo de Brewster, para el cual se produce una reflexión total en la
lámina, originada por la excitación de un modoleakyen la ĺamina períodica. En la figura 6.25
tambíen se muestra la fase de los parámetrosS11 y S21 en funcíon delángulo de incidencia
para dicha ĺamina. De nuevo, se observan variaciones bruscas de la fase de dichos parámetros
en las cercańıas de la resonancia.

La dependencia del coeficiente de reflexiónRTM3D
con losángulosθ y φ para este filtro

angular tambíen se muestra en la figura 6.26 para incidencia de una onda plana sobre la
lámina períodica con polarización TM3D a la frecuencia de resonancia del filtro (f0 = 14,5
GHz). En dicha figura se observa que esta estructura tiene un comportamiento antirreflejante
a dicha frecuencia para cualquier dirección de incidencia entreθ = 0o y θ = θB = 54,73o.
Aśı mismo, para incidencia 2D correspondiente alángulo de Brewster (θ = 54,73o, φ =
90o) se produce reflexión total. El comportamiento del coeficiente de reflexiónRTM3D

en las
cercańıas de dicha resonancia se muestra de forma ampliada en la figura 6.27, donde se ha
representado dicho coeficiente de reflexión en funcíon de losángulosθ y φ. Como se puede
observar, a medida que aumentamos elángulo de incidenciaθ, la resonancia de la lámina
periódica se produce para valores delángulo azimutalφ cada vez menores, e inferiores a
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Figura 6.25:Fase de los parámetrosS11 y S21 en funcíon delángulo de incidenciaθ del filtro en re-
flexión cuya respuesta se muestra en la figura 6.24 para incidencia de una onda plana con polarización
TM a la frecuencia de14,5 GHz.

φ = 90o, lo cual se puede predecir mediante la condición de ajuste de fase (5.70) para
incidencia 3D.

En la figura 6.28 se puede ver la respuesta en frecuencia del filtro que ha sido diseñado
con unángulo de incidenciaθB = 54,73o, en el intervalo de 13 a 16 GHz. Es interesante
comprobar que para este filtro, a diferencia de lo que sucedı́a con los filtros anteriores, se
obtienen bandas laterales muy reducidas, siendoRTM < 10−3 en todo el rango analizado
(excepto en la frecuencia de resonancia de la láminaf0 = 14,5 GHz). Ello se debe a que
cuando incidimos con eĺangulo de Brewster sobre la lámina períodica, dicha ĺamina tiene
un coeficiente de reflexión pŕacticamente nulo independientemente de la frecuencia de ope-
ración, salvo en la frecuencia de resonancia. Esto se puede comprobar en la figura 6.29, en la
que se ha representado la respuesta del filtro en un mayor intervalo de frecuencias, desde 0
hasta16,2 GHz (a16,3 GHz aparece la siguiente resonancia de la lámina períodica para ese
ángulo de incidencia). Este filtro tiene un ancho de banda reducido (0,11 %) debido a que se
ha elegido una modulación pequẽna de la permitividad dieléctrica en la ĺamina períodica. Por
lo tanto, este tipo de filtros también se pueden usar como filtros frecuenciales en reflexión.
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Figura 6.28:Respuesta en frecuencia del filtro en reflexión cuya respuesta angular se muestra en la
figura 6.24.
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Figura 6.29:Respuesta en frecuencia fuera de banda del filtro de la figura 6.28.



Caṕıtulo 7

Conclusiones

7.1. Conclusiones y principales aportaciones

El primer trabajo realizado en la tesis ha sido el de desarrollar la teorı́a b́asica para el
estudio riguroso del espectro modal de medios guiadores inhomogéneos (gúıas blindadas o
gúıas dieĺectricas abiertas), como también de medios dieléctricos períodicos infinitos, cuyos
campos se extienden a todo el espacio, los cuales son el elemento básico de las SSFD. Para
tal fin se ha adaptado el Ḿetodo de las Bases Bi-Ortogonales, desarrollado inicialmente en el
Departamento de Fı́sica Aplicada y Electromagnetismo y en el Departamento deÓptica de
la Universitat de Val̀encia, para el estudio de un amplio espectro de guı́asópticas y gúıas de
microondas. Aśı, se ha aplicado el Ḿetodo de las Bases Bi-ortogonales al estudio del espectro
modal en sistemas guiadores confinados inhomogéneos, cuyos campos están confinados en
una regíon finita del espacio. Dicho ḿetodo se ha aplicado al estudio de una gran variedad
de sistemas guiadores, tanto cerrados (guı́as rectangulares rellenas inhomogéneamente de
dieléctrico, tales como la guı́a imagen) como abiertos (guı́as dieĺectricas como la guı́a rib
o las gúıas de cristal fot́onico), cuyos campos satisfacen una relación de bi-ortogonalidad.
Aśı mismo, en esta tesis se ha demostrado que dicho método tambíen es aplicable a la hora
de obtener el espectro modal de medios dieléctricos períodicos infinitos sin ṕerdidas. Por
tanto, en este tipo de medios también se demuestra que los modos cumplen una relación
de biortogonalidad. En el caso de medios dieléctricos períodicos con ṕerdidas, el espectro
modal de dichos medios se ha obtenido empleando el Método de los Momentos.

En segundo lugar se ha llevado a cabo el análisis de la dispersión de ondas planas en Su-
perficies Selectoras de Frecuencia Dieléctricas (SSFD) bajo excitación tridimensional, que
son estructuras planares multicapa formadas por láminas dieĺectricas homoǵeneas o periódi-
cas en una dimensión, que se ha elegido como la del ejeY . Para ello se ha empleado el
Método de Adaptación Modal, que parte del conocimiento del espectro modal de cada una
de las capas dieléctricas que constituyen estas estructuras. Dicho método consiste en imponer
las condiciones de contorno en las discontinuidades entre las diferentes capas dieléctricas, de
forma que finalmente se obtiene la matriz de dispersión multimodal de la estructura. Cuando
incide una onda electromagnética plana sobre una SSFD, parte de su energı́a es reflejada
por la estructura y el resto es transmitida a través de ella. La respuesta en frecuencia de
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una SSFD depende del espectro modal de cada una de las capas que la constituyen, tanto
homoǵeneas como periódicas. El campo electromagnético en las capas homogéneas se ha
descompuesto en el conjunto de los armónicos vectoriales de Floquet Tipo-E y Tipo-H. Para
la obtencíon del espectro modal en las capas periódicas se ha aplicado el Ḿetodo de las Ba-
ses Bi-Ortogonales en el caso de dieléctricos períodicos sin ṕerdidas, mientras que para el
caso de dieĺectricos períodicos con ṕerdidas se ha usado el Método de los Momentos.

Dentro del ańalisis de las SSFD, las principales aportaciones y conclusiones de este es-
tudio pueden resumirse en los siguientes apartados:

1.- En primer lugar se ha desarrollado la teorı́a b́asica para el estudio del campo electro-
magńetico en regiones guiadoras de ondas dieléctricas con periodicidad en una dirección, que
son los conocidos modos de Floquet o de Bloch, empleando para ello el Método de las Bases
Bi-Ortogonales en el caso de dieléctricos sin ṕerdidas, mientras que para el caso de medios
con ṕerdidas se ha empleado el Método de los Momentos. Dada la geometrı́a del problema,
se ha planteado una descomposición modal en los modos Tipo-E y Tipo-H, que da cuenta
de los estados naturales de polarización que introduce el sistema. Se ha desarrollado un al-
goritmo eficiente y ŕapido que se basa en la transformación de las ecuaciones diferenciales
que describen la evolución de los campos en el plano transversal, en un problema matricial
de autovalores. La resolución del mismo permite obtener las constantes de propagación y los
campos eĺectrico y magńetico modales. Las pérdidasóhmicas en los materiales se pueden
incluir de una forma natural en la formulación.

2.- Para cada polarización de la onda plana incidente ( Tipo-E o Tipo-H), se ha realizado
un estudio de la convergencia de las soluciones modales obtenidas con el método modal
vectorial, para los distintos parámetros del problema (frecuencia,ángulos de incidenciaθ y
φ, número de dieĺectricos dentro del periodo de repetición, y valor de la constante dieléctrica
relativa de los mismos).

3.- Con el fin de analizar la bondad del método propuesto para la obtención de los campos
en medios periódicos en una dirección, se han comparado nuestros resultados con los obte-
nidos en la bibliografı́a, obteniendo buena concordancia entre ambos, tanto para incidencia
2D como para incidencia 3D.

4.- Para el ańalisis de la dispersión de ondas planas bajo incidencia 3D en SSFD se ha
empleado la T́ecnica de Adaptación Modal, formulada con Matrices de Dispersión Genera-
lizadas. Dicho ańalisis de dispersión se ha llevado a cabo suponiendo que sobre las SSFD
incide una onda plana linealmente polarizada con polarización arbitraria, cuyos campos se
han descompuesto en modos de Floquet de ordenn = 0 tipo-E, tipo-H. Esta descomposición
se ha particularizado para los dos casos más habituales, que corresponden a la incidencia de
una onda plana con polarización perpendicular y paralela al plano de incidencia, respectiva-
mente, coḿunmente conocidas como polarización TE y TM.

5.- Se ha desarrollado un programa en FORTRAN que calcula los parámetros de disper-
sión y los coeficientes de reflexión y transmisíon en potencia de estas estructuras a partir
de la obtencíon de la MDG de las mismas. El programa es muy eficiente, con tiempos de
computacíon por punto en frecuencia muy reducidos.

6.- Se ha llevado a cabo un estudio de la convergencia del algoritmo, para los diferentes
paŕametros involucrados (frecuencia,ángulos de incidencia y polarización de la onda pla-
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na incidente, ńumero y espesor de las capas que forman la SSFD, y valor de la constante
dieléctrica de las mismas).

7.- Tras ello se han comparado los resultados obtenidos para una serie de estructuras con
los proporcionados en la bibliografı́a, resultando para todos los casos un excelente acuerdo
entre ambos.

8.- Porúltimo, se ha realizado el diseño de una serie de filtros en reflexión basados en
SSFD, que han resultado tener buenas prestaciones.

Finalmente, podemos concluir que el modelo desarrollado nos ha permitido tratar con
eficacia tanto el estudio del espectro modal en sistemas guiadores inhomogéneos, como el
ańalisis de la dispersión de ondas planas en SSFD con dieléctricos períodicos en una di-
reccíon. Una parte de los resultados obtenidos en este trabajo ha dado lugar a una serie de
publicaciones cientı́ficas en revistas déambito internacional al mismo tiempo que se han pre-
sentado en congresos, tanto nacionales como internacionales. A continuación se proporciona
una relacíon de las publicaciones cientı́ficas realizadas.

7.1.1. Art́ıculos en revistas déambito internacional

J. A. Monsoriu, A. Coves, B. Gimeno, M. V. Andrés, and E. Silvestre, ”A robust and
efficient method for obtaining the complex modes in inhomogeneously filled wave-
guides”,Microwave and Optical Technology Letters, vol. 37, no. 3, pp. 218-222, May
2003.

A. Coves, A. A. San Blas, B. Gimeno, A. Dı́ez, M. V. Andŕes, and V. E. Boria, ”Two-
dimensional photonic-crystal microwave waveguide”,Microwave and Optical Tech-
nology Letters, vol. 39, no. 3, pp. 243-246, November 2003.

A. Coves, B. Gimeno, A. A. San Blas, A. Vidal, V. E. Boria, and M. V. Andrés, ”Three-
dimensional scattering of dielectric gratings under plane-wave excitation”,IEEE An-
tennas and Wireless Propagation Letters, vol. 2, pp. 215-218, 2003.

A. Coves, B. Gimeno, D. Camilleri, M. V. Andrés, A. A. San Blas, and V. E. Boria,
”Full-wave analysis of dielectric frequency-selective surfaces using a vectorial Modal
Method”, IEEE Transactions on Antennas and Propagation, aceptado para su publica-
ción en Agosto de 2004.

A. Coves, B. Gimeno, M. V. Andŕes, A. A. San Blas, J. Gil, V. E. Boria, and A. Vidal,
”Analysis and applications of dielectric frequency-selective surfaces under plane-wave
excitation”,Recent Research in Microwave Theory and Techniques, aceptado para su
publicacíon en Abril de 2004 (invitado).
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A. Coves, B. Gimeno, D. Camilleri, M. V. Andrés, A. A. San Blas, and V. E. Bo-
ria, ”Analisis de superficies selectoras de frecuencia dieléctricas mediante un ḿetodo
modal vectorial”,Libro de actas del XVII Simposium Nacional de la Unión Cient́ıfi-
ca Internacional de Radio, pp. 27-28, Alcaĺa de Henares, Madrid, 11-13 Septiembre
2002.
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7.2. Futuras ĺıneas de trabajo

La presente memoria deja abiertas varias lı́neas de investigación:

1- Estudiar el espectro modal y la dispersión de SSFD con periodicidad en dos dimen-
siones.

2- Analizar SSFD con diversas láminas períodicas con periodicidades diferentes, lo cual
permitiŕıa disẽnar filtros en reflexíon de banda ancha.

3- Analizar el efecto de haz finito en el estudio de la transmitancia y reflectancia de estas
estructuras. Aśı, descomponiendo el haz incidente en un sumatorio de infinitas ondas planas,
el algoritmo desarrollado permitirı́a el tratamiento ”por separado”de cada una de estas ondas
(Método del Espectro Angular).

4- Analizar SSF con dieléctricos y metales. Para ello, se tendrı́a que combinar la técnica
modal desarrollada para el análisis de SSFD dieléctricas con alǵun otro ḿetodo de ańalisis
de superficies periódicas metalizadas.

5- Combinar la t́ecnica de ańalisis desarrollada en esta tesis con métodos de optimización,
lo cual nos permitiŕıa llevar a cabo un proceso de diseño optimizado de estas estructuras.

6- Desde un punto de vista experimental, serı́a interesante construir los filtros diseñados
en esta tesis y medir su respuesta en frecuencia.
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Apéndice A

Obtención de las ecuaciones de valores
propios de los campos transversales

Las componentes transversales de los campos eléctrico y magńetico en un medio guiador
con simetŕıa traslacional en ausencia de fuentes, satisfacen sendas ecuaciones diferenciales
de valores propios, las cuales pueden ser fácilmente derivables a partir de las ecuaciones de
Maxwell (para una dependencia temporal armónica de los campos de la formaejωt). Dichas
ecuaciones de valores propios para cada modo en el medio guiador son de la siguiente forma:

[
∇2

t + k2
0εr +

(∇tεr

εr

)
× (∇t × ◦)

]
hn = β2

nhn (A.1)
[
∇2

t + k2
0εr +∇t

{(∇tεr

εr

)
· ◦

}]
en = β2

nen (A.2)

dondeβn es la constante de propagación deln-ésimo modo, y{en, hn} son las componentes
transversales de los campos eléctrico y magńetico, siendoEn = en+enzẑ y Hn = hn+hnzẑ,
respectivamente.

Para la obtención de la ecuación (A.1), se parte de la ley de Ampère generalizada para
dependencia temporal armónica, y se toma el rotacional a ambos lados de dicha ecuación:

∇× (∇×Hn) = ∇× (jω(εEn)) (A.3)

Haciendo uso de las siguientes identidades vectoriales:

∇×∇×A = ∇(∇ ·A)−∇2A ∇× (fA) = (∇f)×A + f(∇×A)

y teniendo en cuenta que en un medio con simetrı́a traslacional (ε = ε(x, y)) se cumple que
∇ε = ∇tε, se llega a la siguiente igualdad:

∇(∇ ·Hn)−∇2Hn = jω [(∇tε)× En + ε(∇× En)] (A.4)

Ahora, aplicando en el término de la izquierda de la ecuación (A.4) la ecuacíon de la
divergencia de la inducción magńetica, que para medios no magnéticos (µ = µ0) queda como
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µ0(∇ ·Hn) = 0, y sustituyendo la ley de Faraday-Lenz y la ley de Ampère gereralizada en
los t́erminos de la derecha de la ecuación (A.4), se obtiene lo siguiente:

−∇2Hn = jω

[
(∇tε)×

(
1

jωε
∇×Hn

)
− εjωµ0Hn

]
(A.5)

que reordenando queda como:
[
∇2 + k2

0εr +
∇tεr

εr

× (∇× ◦)
]
Hn = 0 (A.6)

Por último, al imponer la dependencia armónica expĺıcita conz de los campos (∇2 =
∇2

t −β2
n ẑ), y tomando la componente transversal en la ecuación (A.6), finalmente se obtiene

el resultado buscado:
[
∇2

t + k2
0εr +

(∇tεr

εr

)
× (∇t × ◦)

]
hn = β2

nhn (A.7)

El procedimiento a seguir para obtener la ecuación de valores propios del campo eléctrico
transversal (A.2) es muy similar al del caso anterior. En este caso se parte la ley de Faraday-
Lenz para dependencia temporal armónica, y se toma el rotacional a ambos lados de dicha
ecuacíon:

∇× (∇× En) = ∇× (−jωµ0Hn) (A.8)

o equivalentemente:
∇(∇ · En)−∇2En = −jωµ0 (∇×Hn) (A.9)

En esta ocasión se empleará en el t́ermino de la izquierda la ley de Gauss, según la cual,
fuera de las fuentes tendremos:

∇ ·Dn = 0 = ∇ · (εEn) = (∇ε) · En + ε(∇ · En) (A.10)

mientras que en el término de la derecha se empleará la ley de Amp̀ere generalizada, que-
dando la ecuación anterior de la siguiente forma:

−∇
(∇tεr

εr

· En

)
−∇2En = k2

0εrEn (A.11)

Usando de nuevo la descomposición del operador laplaciano (∇2 = ∇2
t −β2

n ẑ) y reordenan-
do, dicha ecuación queda:

[
∇2

t + k2
0εr +∇

(∇tεr

εr

· ◦
)]

En = β2
nEn (A.12)

y al tomar la componente transversal de (A.12) se obtiene finalmente el resultado buscado:
[
∇2

t + k2
0εr +∇t

{(∇tεr

εr

)
· ◦

}]
en = β2

nen (A.13)



Apéndice B

Demostracíon de que los operadoresL y
L† son adjuntos uno del otro

B.1. Introducción

En este aṕendice se demuestra que en el caso de sistemas guiadores confinados con o sin
pérdidas (cuyos campos transversales sean nulos en el infinito), el operadorL que rige la evo-
lución del campo magńetico transversalhn=(hxn, hyn) y el operadorL† que rige la evolucíon
del campo eĺectrico transversal definido comoem =(−e∗ym, e∗xm), respectivamente, son ad-
juntos uno del otro. Al final de este apéndice se demostrará tambíen que en el caso particular
de medios dieĺectricos sin ṕerdidas con condiciones periódicas en la dirección transversal,
los operadores que rigen en este tipo de medios la evolución del campo magńetico trans-
versalhn = (hxn, hyn) y del campo eĺectrico transversal definido comoem = (−eym, exm),
respectivamente, son también adjuntos uno del otro.

B.2. Medios guiadores confinados

En el caso de sistemas guiadores confinados con o sin pérdidas (cuyos campos trans-
versales sean nulos en el infinito), se demostrará que el operadorL que rige la evolucíon
del campo magńetico transversalhn =(hxn, hyn) y el operadorL† que rige la evolucíon del
campo eĺectrico transversal definido comoem=(−e∗ym, e∗xm), respectivamente, son adjuntos
uno del otro, es decir:

〈L†em|hn〉 = 〈em|Lhn〉 (B.1)

de forma que los modos en este medio cumplirán una relacíon de biortogonalidad de la
forma:

〈em|hn〉 =

∫∫

CS

em
∗ · hn dS =

∫∫

CS

(em× hn) · ẑ dS (B.2)

siendoCS el lı́mite de integracíon, el cual, en el caso ḿas general, supondremos que se
extiende hasta el infinito, donde, como ya se ha dicho, los campos transversales se anulan.

Dichos operadores vienen dados en este caso por las siguientes expresiones:
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L ≡ ∇2
t + k2

0εr +

(∇tεr

εr

)
× (∇t × ◦) (B.3)

L† ≡ ∇2
t + k2

0ε
∗
r + ẑ×

{
∇t

[
ẑ ·

(∇tε
∗
r

ε∗r
× ◦

)]}
. (B.4)

Para llevar a cabo esta demostración, empezaremos desarrollando el término de la dere-
cha de la ecuación (B.1):

〈em|Lhn〉 =

∫∫

CS

e∗m · Lhn dS

=

∫∫

CS

e∗m · ∇2
thn dS +

∫∫

CS

e∗m · k2
0εrhn dS +

∫∫

CS

e∗m · [
∇tεr

εr

× (∇t × hn)] dS

=
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CS

(e∗mx
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∂2hny

∂y2
)dx dy +
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CS
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0εr(e
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CS

(e∗mx

1
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∂y
(
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∂y
)− e∗my

1

εr

∂εr

∂x
(
∂hyn

∂x
− ∂hxn

∂y
))dx dy . (B.5)

Del mismo modo, al desarrollar el término de la izquierda de la ecuación (B.1) nos queda
el siguiente resultado:

〈L†em|hn〉 =
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CS

(L†)∗e∗m · hn dS
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En las ecuaciones (B.5) y (B.6) aparece la suma de tres integrales de superficie. De las
tres integrales, la segunda de ellas es la misma integral en ambas ecuaciones. Por tanto so-
lamente nos queda por demostrar que las otras dos integrales también son iguales en ambas
ecuaciones. Para ello, hay que manipular la primera y tercera integral de la ecuación (B.6)
aplicando integración por partes, de forma que se hará uso de la condición de campo nulo en
el infinito. Aśı, en la primera de las tres integrales que aparece en (B.6), se llevarán a cabo
las siguientes operaciones:
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∫∫
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obteníendose la misma expresión que aparece en la primera de las tres integrales de (B.5).
Actuando del mismo modo en la tercera integral de (B.6), se llega al siguiente resultado:
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que coincide con el resultado que aparece en la tercera de las tres integrales de (B.5). Por
tanto, queda demostrado que los operadores de evoluciónL y L† de los campos transversales
en sistemas guiadores confinados son adjuntos uno del otro.

B.3. Medios dieĺectricos periódicos sin ṕerdidas

A continuacíon, se llevaŕa a cabo la misma demostración para un caso particular de me-
dios guiadores no confinados (cuyos campos se extienden hasta el infinito), que son los
medios dieĺectricos períodicos sin ṕerdidas. En este caso particular, se demostrará que el
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operadorL de evolucíon del campo magńetico transversalhn =(hxn, hyn) y el operadorL†

de evolucíon de un campo eléctrico transversal definido comoem =(−eym, exm), respecti-
vamente, son adjuntos uno del otro (ver la ecuación B.1), de forma que los modos en este
medio cumpliŕan de nuevo una relación de biortogonalidad de la forma:

〈em|hn〉 =

∫∫

CS

em
∗ · hn dS =

∫∫

CS

(e∗m× hn) · ẑ dS (B.9)

siendoCSel área de integración, el cual, en el caso ḿas general de medios periódicos en
dos dimensiones con periodicidadesDx y Dy en las direccionesX eY , respectivamente, se
extendeŕa alárea de la celda unidad del medio periódico de dimensiones (Dx ×Dy) [13].

Dichos operadores vienen dados en este caso por las siguientes expresiones:

L ≡ ∇2
t + k2

0εr +

(∇tεr

εr

)
× (∇t × ◦) (B.10)

L† ≡ ∇2
t + k2

0εr + ẑ×
{
∇t

[
ẑ ·

(∇tεr

εr

× ◦
)]}

. (B.11)

donde hemos supuesto queε∗r = εr para medios sin ṕerdidas. Para ello, se aplicará el teorema
de Floquet [13] a los campos transversales en dicho medio, según el cual dichos campos
transversales tienen una dependencia con las variablesx ey de la forma:

em(x0 + Dx, y0 + Dy) = em(x0, y0)e
−j(kmxDx+kmyDy) (B.12)

hn(x0 + Dx, y0 + Dy) = hn(x0, y0)e
−j(knxDx+knyDy) (B.13)

Para llevar a cabo la demostración, y siguiendo los mismos pasos que en el caso anterior,
partiremos de las expresiones (B.5) y (B.6) (donde a la hora de escribir la ecuación (B.6) se
ha tenido en cuenta que el medio dieléctrico períodico bajo estudio es un medio sin pérdidas,
es decir,ε∗r = εr) , y para demostrar en este caso que las dos integrales distintas que aparecen
en ambas ecuaciones dan el mismo resultado, aplicaremos de nuevo en ambas la integración
por partes, haciendo uso de la condición de periodicidad de los campos en el medio (teorema
de Floquet). Aśı, en la primera de las tres integrales que aparece en (B.6), se llevarán a cabo
las siguientes operaciones:

∫∫

CS

(
∂2e

∗
mx

∂x2
hnx +

∂2e
∗
my

∂y2
hny)dx dy

=

∫ y0+Dy

y0

dy

[
∂e

∗
mx

∂x
hnx

]x0+Dx

x0

−
∫∫

CS

∂e
∗
mx

∂x

∂hnx

∂x
dx dy +

∫ x0+Dx

x0

dx

[
∂e

∗
my

∂y
hny

]y0+Dy

y0

−
∫∫

CS

∂e
∗
my

∂y

∂hny

∂y
dx dy

= −
∫ y0+Dy

y0

dy

[
e
∗
mx

∂hnx

∂x

]x0+Dx

x0

+

∫∫

CS

e
∗
mx

∂2hnx

∂x2
dx dy −

∫ x0+Dx

x0

dx

[
e
∗
my

∂hny

∂y

]y0+Dy

y0

+

∫∫

CS

e
∗
my

∂2hny

∂y2
dx dy

=

∫∫

CS

e
∗
mx

∂2hnx

∂x2
dx dy +

∫∫

CS

e
∗
my

∂2hny

∂y2
dx dy (B.14)
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donde en este caso se demuestra que los términos entre corchetes se cancelan haciendo uso
del teorema de Floquet, ya que dichos términos son de la forma:

∂e
∗
mα

∂α
hnα =

∂e∗mβ

∂α
hnα

e
∗
mα

∂hnα

∂α
= e∗mβ

∂hnα

∂α

conα = x o y, de forma que:
[
∂e∗mβ

∂α
hnα

]α0+Dα

α0

=jkαe∗mβ(α0)e
jkαDαhnα(α0)e

−jkαDα − jkαe∗mβ(α0)hnα(α0) = 0

[
e∗mβ

∂hnα

∂α

]α0+Dα

α0

=e∗mβ(α0)e
jkαDα(−jkα)hnα(α0)e

−jkαDα − e∗mβ(α0)(−jkα)hnα(α0) = 0 .

Por tanto, la expresión (B.14) correspondiente a la primera de las tres integrales de (B.6)
es la misma expresión que aparece en la primera de las tres integrales de (B.5). Actuando del
mismo modo en la tercera integral de (B.6) se llega al siguiente resultado:

∫∫

CS

[
∂

∂y
(

1

εr

∂εr

∂y
e
∗
mx)hnx − ∂

∂y
(

1

εr

∂εr

∂x
e
∗
my)hnx − ∂

∂x
(

1

εr

∂εr

∂y
e
∗
mx)hny +

∂

∂x
(

1

εr

∂εr

∂x
e
∗
my)hny]dxdy

=

∫ x0+Dx

x0

dx

[
1

εr

∂εr

∂y
e
∗
mxhnx

]y0+Dy

y0

−
∫∫

CS

1

εr

∂εr

∂y
e
∗
mx

∂hnx

∂y
dxdy

−
∫ x0+Dx

x0

dx

[
1

εr

∂εr

∂x
e
∗
myhnx

]y0+Dy

y0

+

∫∫

CS

1

εr

∂εr

∂x
e
∗
my

∂hnx

∂y
dxdy

−
∫ y0+Dy

y0

dy

[
1

εr

∂εr

∂y
e
∗
mxhny

]x0+Dx

x0

+

∫∫

CS

1

εr

∂εr

∂y
e
∗
mx

∂hny

∂x
dxdy

+

∫ y0+Dy

y0

dy

[
1

εr

∂εr

∂x
e
∗
myhny

]x0+Dx

x0

−
∫∫

CS

1

εr

∂εr

∂x
e
∗
my

∂hny

∂x
dxdy

= −
∫∫

CS

1

εr

∂εr

∂y
e
∗
mx

∂hnx

∂y
dxdy +

∫∫

CS

1

εr

∂εr

∂x
e
∗
my

∂hnx

∂y
dxdy

+

∫∫

CS

1

εr

∂εr

∂y
e
∗
mx

∂hny

∂x
dxdy −

∫∫

CS

1

εr

∂εr

∂x
e
∗
my

∂hny

∂x
dxdy

=

∫∫

CS

(e
∗
mx

1

εr

∂εr

∂y
(
∂hny

∂x
− ∂hnx

∂y
)− e

∗
my

1

εr

∂εr

∂x
(
∂hny

∂x
− ∂hnx

∂y
))dx dy (B.15)

donde de nuevo se ha hecho uso de la condición del teorema de Floquet para los campos
en el medio períodico, de forma que los corchetes que aparecen en (B.15) se anulan. Ası́, la
expresíon (B.15) correspondiente a la tercera de las tres integrales de (B.6) es la misma ex-
presíon que aparece en la tercera de las tres integrales de (B.5). Por tanto, queda demostrado
que los operadores de evolución L y L† de los campos transversales en medios dieléctricos
sin ṕerdidas con condiciones periódicas son adjuntos uno del otro.
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Apéndice C

Relación de biortogonalidad para medios
dieléctricos periódicos sin ṕerdidas

Los modos en un medio dieléctrico períodico sin ṕerdidas satisfacen una relación de
biortogonalidad, la cual se puede derivar fácilmente a partir de las ecuaciones de Maxwell.
Siguiendo los mismos pasos que se describen en [4] para el caso de una guı́a cerrada por
paredes conductoras, vamos a considerar los campos totalesHn, En, y Hm, Em para dos so-
luciones linealmente independientes de las ecuaciones de Maxwell. Para un medio dieléctri-
co períodico, empezaremos con la ecuación del rotacional del campo eléctrico del modo
n-ésimo∇ × En = −jωµHn, y su conjugada para el campo eléctrico del modo m-́esimo,
∇×E∗

m = jωµH∗
m. Multiplicando escalarmente dichas ecuaciones porH∗

m y Hn, respecti-
vamente, y sumando, se obtiene:

H∗
m · ∇ × En + Hn · ∇ × E∗

m = 0 (C.1)

De la misma forma, multiplicando escalarmente las ecuaciones del rotacional deHn, H∗
m

porE∗
m, En y sumando se obtiene:

E∗
m · ∇ ×Hn + En · ∇ ×H∗

m = 0 (C.2)

Restando (C.1) - (C.2) se obtiene la siguiente ecuación:

∇ · (En ×H∗
m + E∗

m ×Hn) = 0 (C.3)

Haciendo uso de la relación ∇ = ∇t + ẑ ∂/∂z, y aplicando la forma bidimensional del
teorema de la divergencia, se tiene que:
∮

C

n · (En×H∗
m +E∗

m×Hn) dl = j(βn− βm)

∫

S

ẑ · (Etn×H∗
tm +E∗

tm×Htn) dS (C.4)

dondeS representa la superficie de la sección transversal de la celda periódica,C representa
el contorno de la celda, y el subı́ndice t representa las componentes transversales de los
campos. Se puede comprobar fácilmente que la integral de contorno alrededor de la celda
unidad se cancela, puesto que dicha integral de contorno se puede descomponer en cuatro
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integrales de lı́nea: por un lado, las dos integrales de lı́nea para la coordenadax constante
son id́enticas en un medio independiente dex, pero con un cambio de signo en la dirección
de integracíon, de forma que ambos términos se cancelan uno con el otro; por otro lado, las
integrales de lı́nea a lo largo de las lı́neasy = y0 y y = y0 + D tambíen se cancelan una a
otra, puesto que los campos difierenúnicamente en un término de fase, que viene dado por
el Teorema de Floquet[13]:

Etn(y0 + D) = Etn(y0)e
−jky0D (C.5)

Htn(y0 + D) = Htn(y0)e
−jky0D (C.6)

No obstante, dichos términos de fase se cancelan cuando se sustituyen los campos en las
integrales de lı́nea, de forma que finalmente estas dos integrales también se cancelan una a
otra. Aśı, obtendremos la siguiente ecuación para modos con dependencia con la coordenada
z de la formaexp (−jβnz):

j(βn − βm)

∫

S

ẑ · (en × h∗m + e∗m × hn)dS = 0 (C.7)

puesto que los términos de las exponenciales comunes se pueden cancelar. Para demostrar
que ambos t́erminos de la ecuación (C.7) se cancelan, vamos a considerar las dos soluciones
En,Hn y E′

m,H′
m, dondeE′

m,H′
m es el mismo modo que el considerado anteriormente,

pero con una dependencia conz de la formaexp (jβmz) en lugar deexp (−jβmz). Ello
corresponde a una inversión en la direccíon de propagación, y consecuentemente, la direc-
ción del campo magńetico transversal también se invierte. La ecuación correspondiente a
(C.7) para este caso es:

j(βn + βm)

∫

S

ẑ · (en × (−h∗m) + e∗m × hn)dS = 0 (C.8)

Sumando (C.7) y (C.8) se obtiene finalmente:
∫

S

(e∗m × hn) · ẑ dS = 0 , m 6= n (C.9)

que es la relación de biortogonalidad satisfecha por los campos en un medio dieléctrico
periódico sin ṕerdidas.



Apéndice D

Evaluación de los elementos de matriz del
operador L

En este aṕendice se describe cómo resolver la integral de superficie que aparece en la
evaluacíon de los elementos de matriz del operadorL para sistemas guiadores cuya permiti-
vidad dieĺectrica relativaεr es una funcíon discontinua. Concretamente, se analizará el caso
más sencillo, correspondiente a una guı́a rectangular homogénea con permitividad dieléctrica
relativaε̃rb de dimensiones(a × b), rellena parcialmente de un dieléctrico con permitividad
relativaεr1, delimitado por el contornoC, como se muestra en la figura D.1. En esta guı́a,
tenemos un sistema cartesiano de coordenadas, como se muestra en dicha figura. Para descri-
bir un objeto dieĺectrico de sección transversal arbitraria, es conveniente definir un sistema
de coordenadas curvilı́neas ortogonales [102], definidas por (n, τ, z), siendon la coordena-
da normal al contorno del objeto dieléctrico (C), y τ la coordenada tangencial asociada a
dicho contorno, mientras quez es la coordenada axial. Con este sistema de coordenadas, es
sencillo describir la permitividad relativa en cualquier punto de la guı́a:

εr = εr1 + (ε̃rb − εr1) [θ(n− nc)] (D.1)

dondeθ(x) es la funcíon escaĺon o funcíon deHeaviside, y n = nc define el contornoC del
objeto dieĺectrico. La integral que pretendemos evaluar se expresa de forma general como
(3.18):

Lpq = 〈ẽp|Lh̃q〉 = β̃q

2
δpq + k2

0

∫

CS

(εr − ε̃rb)(ẽp × h̃q) · ẑ dS

+

∫

CS

[
ẽp ×

(∇tεr

εr

× (∇t × h̃q)

)]
· ẑ dS . (D.2)

En esta ecuación aparece el gradiente transversal de la funciónεr; dicho gradiente se puede
calcular como:

∇tεr = (ε̃rb − εr1)
1

hn

∂

∂n
θ(n− nc) n̂ = (ε̃rb − εr1)

1

hn

δ(n− nc) n̂ (D.3)
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Figura D.1: Seccíon transversal de una guı́a rectangular homogénea de permitividad relativa
ε̃rb parcialmente rellena de un dieléctrico con permitividad relativaεr1 con un perfil arbitrario
definido por el contornoC.

dondehn es el coeficiente ḿetrico de la coordenada normal,n̂ es el vector unitario asociado
a dicha coordenada, yδ(x) es laDelta de Dirac. El elemento de superficiedS en la direccíon
del ejeZ en este sistema de coordenadas toma la forma:

dS = dx dy ẑ = hnhτdn dτ ẑ (D.4)

dondehτ el el coeficiente ḿetrico tangencial.
La primera integral que aparece en (D.2) se puede evaluar fácilmente y no entraremos

en detalles. Sin embargo, la segunda integral de (D.2) presenta cierta dificultad en su eva-
luación, debido a que en ella aparece el gradiente transversal de una función discontinua.
Además, se demostrará que esta integral de superficie se puede reducir a una integral de
lı́nea. Sustituyendo (D.1), (D.3) y (D.4) en la segunda integral de (D.2) se tiene que:

L2pq ≡
∫

CS

[
ẽp ×

(∇tεr

εr

× (∇t × h̃q)

)]
· ẑ dS

=

∫

CS

[
ẽp ×

(
(ε̃rb − εr1)

1
hn

δ(n− nc) n̂

εr(n, τ)
× (∇t × h̃q)

)]
· ẑ hnhτdndτ (D.5)

y ahora, haciendo uso de la propiedad del triple producto vectorial se puede reescribir (D.5)
de la siguiente forma:

L2pq ≡
∫

CS

−
(

ẽp ·
(ε̃rb − εr1)

1
hn

δ(n− nc) n̂

εr(n, τ)

)
(∇t × h̃q) · ẑ hnhτdndτ

= (εr1 − ε̃rb)

∫

CS

ẽnp δ(n− nc)

εr(n, τ)
(∇t × h̃q) · ẑ hnhτdndτ (D.6)

dondeẽnp es la componente normal del campo eléctrico transversal. Ahora se puede trans-
formar esta integral de superficie en una integral de lı́nea haciendo uso de la propiedad fun-
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damental que define la funciónDelta de Dirac, seǵun la cual:
∫ +∞

−∞
f(t)δ(t− a)dt = f(a) . (D.7)

siempre quef sea continua ent = a. En nuestro caso, la integración en la variablen se
puede reducir evaluando el integrando enn = nc:

L2pq ≡ (εr1 − ε̃rb)

∮

C

ẽnp(nc, τ)

εr(nc, τ)
[(∇t × h̃q) · ẑ]n=nc hτdτ . (D.8)

Las funciones̃enp y (∇t × h̃q) · ẑ son funciones continuas, y su evaluación enn = nc no
presenta ninguna dificultad. Sin embargo, no podemos decir lo mismo de la función inversa
de la permitividad dieĺectrica relativa. El siguiente paso es la evaluación de dicha funcíon
justo en la discontinuidad. Para evaluarla, aproximaremos dicha función por una funcíon
continua, la cual en el lı́mite coincide con la función deHeaviside[62]. Dicha funcíon es la
siguiente:

f(x) =
1

2
[1 + tanh sx] ⇒ ĺım

s→∞
f(x) = θ(x) =

{
0, x < 0,

1, x ≥ 0.
(D.9)

f ′(x) =
s

2 cosh2 sx
⇒ ĺım

s→∞
f ′(x) = δ(x) . (D.10)

donde′ indica la derivada. Por tanto, ahora se puede evaluar la inversa de la función permi-
tividad dieĺectrica relativa justo en el escalón, resultando:

1

εr(nc, τ)
=

1

εr1 + (ε̃rb − εr1) [θ(n− nc)]n=nc

= ĺım
s→∞

1[
εr1 + eεrb−εr1

2
[1 + tanh s(n− nc)]

]
n=nc

=
2

ε̃rb + εr1

(D.11)

Sustituyendo este resultado en D.8 se llega a la expresión final para la segunda integral de
(D.2):

L2pq ≡ (εr1 − ε̃rb)
2

ε̃rb + εr1

∮

C

ẽnp(nc, τ)[(∇t × h̃q) · ẑ]n=nc hτdτ . (D.12)

Si en lugar de seguir estos pasos, se evalúa el t́ermino∇tεr/εr expresado como∇t ln(εr)
al igual que en [103], [104], [105], se llega a un resultado erróneo. En este caso la evaluación
de la segunda integral en (D.2) proporciona este otro resultado:

L2pq ≡ (ln(εr1)− ln(ε̃rb))

∮

C

ẽnp(nc, τ)[(∇t × h̃q) · ẑ]n=nc hτdτ (D.13)

que es diferente a D.12; hemos comprobado numéricamente que si se emplea (D.13) en lugar
de (D.12), los resultados proporcionados por el método son incorrectos (el error aumenta
cuanto mayor es la diferencia entreε̃rb y εr1).
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Apéndice E

Modos de Floquet de un medio dieĺectrico
homoǵeneo con condiciones periódicas

E.1. Introducción

En este aṕendice se va a obtener el campo electromagnético en un sistema guiador con
condiciones periódicas en una dimensión relleno de un medio dieléctrico homoǵeneo sin
pérdidas, que son los modos de Floquet, también conocidos como ondas o modos de Bloch.
Estos modos se emplearán posteriormente en el Ḿetodo de los Momentos como base auxiliar
para obtener el espectro modal en medios dieléctricos infinitos períodicos en una dirección,
que son uno de los constituyentes básicos de las SSFD.

En primer lugar se hará una descomposición del campo electromagnético en las dos
familias de modosTipo-Ey Tipo-H, que est́an relacionadas con los distintos estados de po-
larizacíon posibles. Después, se aplicará la condicíon de contorno para el medio dieléctrico
homoǵeneo con condiciones periódicas bajo estudio; dicha condición de contorno se cono-
ce con el nombre de Teorema de Floquet. Finalmente, se obtendrán las expresiones de los
armónicos vectoriales de Floquet.

E.2. Estructura de campos: modos Tipo-E, Tipo-H

Las ecuaciones de Maxwell para campos de variación arḿonica en medios lineales,
isótropos y homoǵeneos, en ausencia de fuentes, pueden escribirse de la siguiente forma
[61]:

∇×H = jωεE ∇ · E = 0

∇× E = −jωµH ∇ ·H = 0

donde se ha supuesto una dependencia temporal armónica de la formaejωt que ha sido omi-
tida. En ausencia de las fuentes dichos camposE y H satisfacen la ecuación de ondas, que
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para el caso arḿonico es conocida como ecuación de Helmholtz:

[∇2 + k2
]
{

E

H

}
= 0 . (E.1)

Para un sistema guiador, la simetrı́a traslacional - cuyo eje de propagación haremos coin-
cidir con el ejeZ - permite simplificar la solución del problema, buscando soluciones de la
forma:

E = Et + Ez = (et + ez ẑ)exp(±jβz) (E.2)

H = Ht + Hz = (ht + hz ẑ) exp(±jβz) (E.3)

seǵun se propaguen las ondas en sentido positivo o negativo; el subı́ndicet indica las com-
ponentes del plano transversal. El operador∇ es descompuesto en la forma habitual:

∇ =
∂

∂x
x̂ +

∂

∂y
ŷ − (±jβẑ) = ∇t − (±jβẑ) (E.4)

y descomponiendo la ecuación E.1 en sus tres componentes cartesianas obtenemos las ecua-
ciones de valores y vectores propios:

[∇2 + γ2
]
{

ei

hi

}
= 0 i = x, y, z (E.5)

conγ2 = k2 − β2 = k2
x + k2

y. La resolucíon de estas ecuaciones es la familia de soluciones
{γn, en,hn} dondeγn es el valor propio de las funciones propias{en,hn}.

Las anteriores ecuaciones son degeneradas, en el sentido de que para una misma pareja
kxn, kyn es posible encontrar dos parejas de funciones modo{γn, en,hn} linealmente inde-
pendientes. La aparición de modos degenerados está relacionada con los distintos estados de
polarizacíon posibles. Estas dos funciones pueden ser escogidas ortogonales entre sı́. Aśı, la
condicíon etn = Zn(htn × ẑ) lleva a dos subconjuntos de modos, ambos asociados con los
mismos valores propios, que son los conocidos modosTEz (transversal eléctrico al ejeZ),
TMz (transversal magńetico al ejeZ). Estos modos, como se ha comentado anteriormente,
se caracterizan por tener una de las componentes axiales del campo eléctrico o magńetico
nulas:hz paraTMz y ez paraTEz. Harrington [61] construye dichos modos imponiendo la
condicíon: A = Ψ ẑ, F = 0 para elTMz y A = 0, F = Ψ ẑ para elTEz, dondeΨ es un
potencial escalar yA, F son los potenciales vectores magnético y eĺectrico, respectivamente,
que se relacionan con los camposE y H a trav́es de las siguientes ecuaciones:

E =
−j

ωµε
[∇∇+ k2]A− 1

ε
[∇× F]

H =
−j

ωµε
[∇∇+ k2]F +

1

µ
[∇×A] . (E.6)

En ciertos sistemas en los que existe una dirección privilegiada en el plano transversal
−que haremos coincidir con el ejeY− no conviene elegir los modosTEz, TMz, ya que
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no describen bien los estados ”naturales” de polarización de la onda incidente. Tal es el
caso de la interacción de ondas planas linealmente polarizadas al incidir sobre una estructura
plana infinita conductora con periodicidad unidimensional en el ejeY . Al incidir la onda
normalmente sobre la misma, si el campoH es perpendicular al ejeY , la onda se transmite,
mientras que si el campoE es perpendicular al ejeY , la onda es principalmente reflejada por
la rejilla. Por tanto, en medios periódicos en el ejeY seŕa más interesante definir unos modos
caracterizados por ser transversales, no a la dirección de propagación de la sẽnal (ejeZ), sino
a la direccíon de periodicidad (ejeY ); a estos modos se les denomina de diferentes formas:
LSE (longitudinal-section electric) y LSM (longitudinal-section magnetic) en [4]; TEy y
TMy en [61], y modos Tipo-E y Tipo-H (utilizada en esta tesis para medios dieléctricos
periódicos) [85] [106], [19], [86], [17], [107]. Al modo Tipo-E se le denotará por ′ y al
Tipo-H por ′′.

El modo Tipo-E se caracteriza por no tener componente del campo magnético en la di-
reccíonY , es decir,h′y = 0, mientras que el modo Tipo-H se define imponiendo la condición
e′′y = 0. Para conseguir la estructura de campos correspondiente a los modos Tipo-E, Tipo-H
vamos a seguir el ḿetodo propuesto en [61]; si lo que se pretende es que el campo magnético
sea nulo en la dirección Y , elegiremos los potenciales vectores:A′ = Ψ′ ŷ, F′ = 0. Impo-
niendo dichas condiciones en las ecuaciones (E.6) se obtiene, en coordenadas rectangulares:

E ′
x =

−j

ωµε

∂2Ψ′

∂x∂y
H ′

x =
−1

µ

∂Ψ′

∂z

E ′
y =

−j

ωµε

[
∂2

∂y2
+ k2

]
Ψ′ H ′

y = 0

E ′
z =

−j

ωµε

∂2Ψ′

∂y∂z
H ′

z =
1

µ

∂Ψ′

∂x
. (E.7)

Análogamente, para el modo Tipo-H, eligiendoA′′ = 0, F′′ = Ψ′′ ŷ, se obtiene:

E ′′
x =

−1

ε

∂Ψ′′

∂z
H ′′

x =
−j

ωµε

∂2Ψ′′

∂x∂y

E ′′
y = 0 H ′′

y =
−j

ωµε

[
∂2

∂y2
+ k2

]
Ψ′′

E ′′
z =

1

ε

∂Ψ′′

∂x
H ′′

z =
−j

ωµε

∂2Ψ′′

∂y∂z
. (E.8)

El paso siguiente es resolver la ecuación de ondas (E.1) para los potenciales vectoriales
eléctrico y magńetico, y con las expresiones (E.7), (E.8) obtener la estructura de campos
buscada. Comenzaremos con el modo Tipo-E.

La ecuacíon de ondas que satisface el potencial vector eléctrico en coordenadas cartesia-
nas, teniendo en cuenta (E.4) y queA′ = Ψ′ ŷ, puede ser resuelta utilizando la técnica de
separacíon de variables; si expresamosΨ′ como:

Ψ′±(x, y, z) = X(x)Y (y)e−(±jβz) (E.9)
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tendremos:
[

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+ γ2

]
X(x)Y (y)e−(±jβz) = 0 ; γ2 = k2 − k2

z = k2
x + k2

y (E.10)

que tiene solución trivial:

Ψ′±(x, y, z) = e−jkxxe−jkyye−(±jβz) (E.11)

Para el modo Tipo-H se tiene la misma solución, dada la simetrı́a del problema:Ψ′′±(x, y, z) =
Ψ′±(x, y, z).

Con las ecuaciones (E.7), (E.8) y algunas manipulaciones matemáticas se llega fácilmen-
te a las siguientes expresiones:

E ′±
x =

jkky

ωµε
Ψ′± H ′±

x =
±jβ

µ
Ψ′±

E ′±
y =

−j(k2 − k2
y)

ωµε
Ψ′± H ′±

y = 0

E ′±
z =

±jkyβ

ωµε
Ψ′± H ′

z =
−jkx

µ
Ψ′± (E.12)

para el modo Tipo-E, y para el Tipo-H:

E ′′±
x =

−(±jβ)

ε
Ψ′′± H ′′±

x =
jkxky

ωµε
Ψ′′±

E ′′±
y = 0 H ′′±

y =
−j(k2 − k2

y)

ωµε
Ψ′′±

E ′′±
z =

jkx

ε
Ψ′′± H ′′±

z =
±jkyβ

ωµε
Ψ′′± (E.13)

Estas expresiones son las soluciones ondulatorias de las ecuaciones de Maxwell buscadas
para los modos Tipo-E, Tipo-H.

E.3. El Teorema de Floquet

En este apartado vamos a describir las soluciones del campo electromagnético usadas
para estudiar los medios periódicos, que son los modos de Floquet.

La geometŕıa a tratar es un medio periódico en la direccíon Y con periodicidad D y
uniforme en la dirección X, como se muestra en la figura E.1. Este medio es excitado por una
onda plana linealmente polarizada cuyo vector de ondask lleva la direccíon de propagación
dada por lośangulos habituales de coordenadas esféricasθ, φ, y viene dado por la siguiente
expresíon:

k = kxx + ky0y + kz0z (E.14)
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D

X

Y

Z

q

f

k

Figura E.1:Esquema de una estructura periódica en la dirección Y y homoǵenea en la dirección X
sobre la que incide una onda plana linealmente polarizada.

siendo
kx = k sin θ cos φ, ky0 = k sin θ sin φ, kz0 = k cos θ

dondek = ω
√

µ0ε es el ńumero de ondas en el medio. El Teorema de Floquet establece que
el campo o el potencial en cualquier punto de una celda unidad tomará exactamente el mismo
valor en un punto similar de otra celda unidad salvo un factor de fase. Ası́, si hacemos uso de
la condicíon de periodicidad del medio en la direcciónY en la ecuacíon (E.9), las soluciones
del campo deben cumplir la condición:

Y (y + D) = Y (y)e−jkD sin θ sin φ (E.15)

es decir, la variación en el ejeY en un periodo es igual a una fase lineal introducida por la
onda incidente. La solución del potencial escalar de la ecuación (E.11) para la componente
Y es:

Y (y) = e−jky0y (E.16)

Se define una función Ŷ (y) de la forma:

Ŷ (y) = Y (y)ejky0y (E.17)

y por tanto:
Ŷ (y + D) = Y (y + D)ejky0(y+D) = Y (y)ejky0y = Ŷ (y) (E.18)

es decir, la funcíon Ŷ es períodica de periodoD, con lo cual puede ser descompuesta en una
serie de Fourier [62]:

Ŷ (y) =
n=+∞∑
n=−∞

dne
−j(2πn/D)y (E.19)
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y por tanto:

Y (y) =
n=+∞∑
n=−∞

dne−j(2πn/D + ky0)y =
n=+∞∑
n=−∞

dne
−jkyny (E.20)

donde:

kyn = k sin θ sin φ +
2π

D
n = ky0 +

2π

D
n , n = 0,±1,±2,±3, ... (E.21)

Ello nos lleva a soluciones del tipo:

Yn(y) = e−jkyny (E.22)

conocidas como losarmónicos de Floquet. La componenteX del vectork no tiene sub́ındice,
ya que hemos supuesto que la estructura es periódica en el ejeY y homoǵenea en el ejeX,
siendo por tanto de la forma:

kx = k sin θ cos φ (E.23)

y la componenteZ, conocida como la constante de propagación βn en la direccíon +ẑ,
teniendo en cuenta la relación de dispersiónk2 = k2

x + k2
y + β2

n, queda:

βn =

{
+

√
k2 − k2

x − k2
yn

si k2 ≥ k2
x + k2

yn

−j
√

k2
x + k2

yn
− k2 si k2 < k2

x + k2
yn

(E.24)

Estos modos se clasifican en modos propagativos y modos evanescentes, según seaβn un
número real o imaginario puro.

El Teorema de Floquet también puede enunciarse para un caso de periodicidad en dos
direcciones (en el plano transversal) que sean o no perpendiculares entre sı́ [108].

E.4. Modos de Floquet Tipo-E y Tipo-H

El Teorema de Floquet permite expresar los potenciales vectoriales eléctrico y magńetico
−y por tanto los campos eléctrico y magńetico− de un medio periódico en funcíon de una
suma de infinitos arḿonicos que vienen expresados por la ecuación (E.22). Por otra parte,
en el apartado E.2 se ha analizado la descomposición vectorial de dichos campos para ob-
tener dos familias de modos degenerados Tipo-E, Tipo-H) que resuelven el problema de la
polarizacíon de la manera ḿas adecuada. Introduciendo la ecuación (E.20) en las expresio-
nes dadas en las ecuaciones (E.12), (E.13), se obtienen finalmente las expresiones de los
armónicos vectoriales de Floquet de ordenn del modo Tipo-E o Tipo-H, cuyas componentes
transversales son:
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ẽ′p =
1√
D

e−j(kxx+kypy)

[
−kxkyp

k2
0 − k2

yp

x̂ + ŷ

]
(E.25)

h̃′p =
−1√
D

e−j(kxx+kypy)x̂ (E.26)

ẽ′′p =
1√
D

e−j(kxx+kypy)x̂ (E.27)

h̃′′p =
1√
D

e−j(kxx+kypy)

[
−kxkyp

(k2
0 − k2

yp
)
x̂ + ŷ

]
(E.28)

dondekyp es el ńumero de ondas de Floquet, que viene dado como:

kyp = ky +
2π

D
p = k sin θ sin φ +

2π

D
p ; p = 0,±1,±2, ... (E.29)

Estos modos han sido adecuadamente normalizados, de manera que forman una base
ortogonal que cumple una relación de ortogonalidad de la forma:

〈ẽα
p, h̃β

q〉 =

∫ D

0

(ẽα∗
p × h̃β

q ) · ẑ dy = δαβδpq (E.30)

dondeα, β indica el estado de polarización, es decir, modos Tipo-E (′) o Tipo-H (′′).
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Apéndice F

Descomposicíon de una onda plana
linealmente polarizada en modos tipo-E y
tipo-H

En este apartado vamos a estudiar la descomposición de una onda plana linealmente
polarizada en modos tipo-E, tipo-H. Para ello, se van a obtener los coeficientes del armónico
de Floquet de ordenn = 0 tipo-E, tipo-H correspondientes a dicha onda plana linealmente
polarizada.

Supondremos que sobre un medio incide una onda plana linealmente polarizada cuyo
vector de ondask lleva la direccíon de propagación dada por lośangulos habituales de coor-
denadas esféricasθ, φ (ver la figura E.1), y viene dado por la siguiente expresión:

k = kxx̂ + ky0ŷ + kz0ẑ = k(sin θ cos φ x̂ + sin θ sin φ ŷ + cos θ ẑ) (F.1)

dondek = ω
√

µε es el ńumero de ondas en el medio. El campo eléctrico transversal de
dicha onda plana incidente puede expresarse como:

Einc = E0ince
−jkxxe−jky0ye−jkz0z (F.2)

y el campo magńetico viene dado por el producto vectorial:

Hinc =

√
ε

µ
(ûk × Einc) =

√
ε

µ

(
k

k
× Einc

)
(F.3)

dondeûk es el vector unitario en la dirección de propagación de la onda incidente.
El vectorE0inc se descompone en una componente transversal a la dirección de propaga-

ción (que se ha elegido como la del ejeZ) y en una componente longitudinal de la forma:

E0inc = E0inct + E0incz = E0incxx̂ + E0incyŷ + E0inczẑ (F.4)

Se define eĺanguloζ como el formado por el vectorE0inct con el ejeX, de tal forma que
(ver la figura F.1):

tanζ =
E0incy

E0incx

; E0inct = E0incxx̂ + E0incyŷ = E0incx(x̂ + tanζ ŷ) (F.5)
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z
X

Y

E0incy

E0inct

E0incx

Figura F.1:Descomposicíon en el planoXY de la proyeccíon del campo eléctrico transversal inci-
dente.

Teniendo en cuenta que en una onda plana se satisface la relaciónk · Eoinc = 0, la compo-
nenteE0incz se obtiene como:

E0incz = −kxE0incx + ky0E0incy

kz0

= −E0incx
kx + tanζky0

kz0

(F.6)

Utilizando (F.3) y (F.6), el campo magnético transversal de la onda incidente se puede ex-
presar de la siguiente forma:

H0inct =

√
ε

µ

E0incx

k

{(−ky0

kz0

(kx + ky0tanζ)− kz0tanζ

)
x̂ +

(
kz0 +

kx

kz0

(kx + ky0tanζ)

)
ŷ

}

(F.7)
En consecuencia, para caracterizar la onda plana se necesitan los siguientes parámetros:

frecuencia angular (ω = 2πf ), constantes eléctricas del medio (ε, µ), ángulosθ y φ, ángu-
lo ζ, y la amplitud de la componentex del campo eĺectrico incidente (E0incx). Con estos
paŕametros la onda queda perfectamente definida.

Descompondremos la onda plana incidente como combinación lineal de los modos tipo-
E, tipo-H correspondientes al armónico de Floquet de ordenn = 0 de la forma:

E0inct = E0incx(x̂ + tanζ ŷ) = c
′
0ee

′
0 + c

′′
0ee

′′
0 (F.8)

H0inct =

√
ε

µ

E0incx

k

{(−ky0

kz0

(kx + ky0tanζ)− kz0tanζ

)
x̂+

(
kz0 +

kx

kz0

(kx + ky0tanζ)

)
ŷ

}
= c

′
0hh

′
0 + c

′′
0hh

′′
0 (F.9)

Sustituyendo los valores de los armónicos vectoriales de Floquet (5.4)-(5.7), y tras unas
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breves manipulaciones algebraicas, se obtienen los coeficientesc
′
0e, c

′′
0e, c

′
0h, c

′′
0h:

c
′
0e =

E0incxtanζ
√

Dkz0ωε

k2 − k2
y0

c
′′
0e =

E0incx

√
D(k2 − k2

y0)

ωµkz0

(
1 +

tanζ kxky0

k2 − k2
y0

)

c
′
0h =

√
ε

µ

E0incx

√
D

k

(
kxky0

kz0

+
k2

y0tanζ

kz0

+ kz0tanζ − kxky0

kz0(k2 − k2
y0)

(k2
z0 + k2

x + kxky0tanζ)

)

c
′′
0h =

√
ε

µ

E0incx

√
D

kz0 k

(
k2

z0 + k2
x + kxky0tanζ

)
(F.10)
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