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Resumen

La evolución y abaratamiento de los costes de los equipos informáticos

y, en especial, de los procesadores grá�cos, han potenciado el uso de las

herramientas de entrenamiento basadas en simulación, aplicadas al ámbito

civil. Sin embargo, a pesar de los avances que se han producido en el mo-

delado dinámico, existen carencias importantes en los modelos de cables y

polipastos utilizados para los simuladores de entrenamiento de grúas y otras

máquinas de elevación.

En primer lugar, no existe ningún trabajo que determine de forma clara

cómo simular un polipasto que considere tanto la oscilación del cable como

el sistema de poleas. En segundo lugar, diversos autores muestran la apari-

ción de problemas de inestabilidad numérica en la simulación de cables de

elevación. En tercer lugar, a pesar de la diversidad de modelos existentes

de cables y poleas, resulta difícil encontrar modelos su�cientemente �exibles

para todo el rango de situaciones que requieren las simulaciones interactivas

en tiempo real.

El objetivo principal de esta investigación es conseguir modelos dinámi-

cos de sistemas de elevación basados en las propiedades físicas de los cables

y las poleas para la simulación interactiva en tiempo real. Para alcanzar

este objetivo se recurrirá a una metodología de modelado consistente en

el desarrollo de un modelo abstracto del sistema, que permitirá construir

modelos dinámicos adecuados para la simulación interactiva.

La principal contribución de este trabajo es el desarrollo de un modelo

de polipasto adecuado para aplicaciones de simulación para entrenamiento,

que contempla la interacción entre el cable y las poleas, la oscilación trans-

versal del cable o la variación de la longitud de éste. El modelo desarrollado

permite además la interacción con otros objetos del entorno virtual, por

medio de fuerzas y de colisiones.

Por medio de la modularización del sistema, se de�nirán diferentes mo-

delos dinámicos para cada subsistema y se combinarán por medio del modelo

abstracto. Esto permitirá integrar cualquiera de estos modelos en el mode-



lo dinámico de polipasto, e incluso intercambiar los modelos en tiempo de

ejecución, ampliando el rango de validez del modelo obtenido y mejorando

la estabilidad numérica en situaciones de tensión elevada.

Los modelos desarrollados se implementarán, junto con aplicaciones de

demostración, desarrollando aquellas técnicas que puedan ser necesarias pa-

ra su incorporación a un entorno virtual. Las principales propiedades de los

modelos se analizarán por medio de experimentos numéricos y se validará

su comportamiento.
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CAPÍTULO 1

INTRODUCCIÓN

La evolución y abaratamiento de los costes de los equipos informáticos

y, en especial, de los procesadores grá�cos, han potenciado el uso de las

herramientas de entrenamiento basadas en simulación. Esto ha permitido

que en la última década la simulación para entrenamiento se haya extendido

del terreno militar y de la aviación a muchos otros ámbitos de la sociedad

civil.

Una de las aplicaciones de la Realidad Virtual en el ámbito civil es la

simulación de grúas y de maquinaria pesada, como herramienta para la

formación y el entrenamiento de los manipuladores de este tipo de maqui-

naria. Esta tecnología aplicada a la formación se encuentra actualmente en

auge gracias a las múltiples ventajas que supone respecto a la utilización de

maquinaria real en las tareas de entrenamiento.

Desde el punto de vista de la formación permite un entrenamiento más

seguro, evitando los riesgos de la utilización por manos inexpertas de un

equipo de decenas de toneladas ya de por sí peligroso. Además, permite el

entrenamiento y la formación en situaciones que no pueden entrenarse con

una máquina real, como pueden ser las averías o el trabajo en condiciones

meteorológicas adversas. Por otra parte, el simulador representa una gran

ayuda al instructor, al proporcionar elementos objetivos para la evaluación

de los aprendices.
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Desde una perspectiva económica, un simulador supone un bene�cio

desde varios puntos de vista. La adquisición de un sistema de simulación

para formar a un grupo de aprendices resulta más económico que la adquisi-

ción o el alquiler de una grúa real. Además, en aquéllos entornos en los que

la formación debe realizarse con equipos que se encuentran en producción,

como es el caso del entorno portuario, el coste asociado a la formación es

muy elevado; al coste asociado a la parada de una máquina en producción

hay que añadir el tiempo y el coste derivados de las averías causadas por

los operarios inexpertos.

1.1. CONTEXTO Y MOTIVACIÓN

Durante la última década, el Laboratorio de Simulación y Modelado,

adscrito al Instituto de Robótica de la Universidad de Valencia, ha desa-

rrollado simuladores y aplicaciones de realidad virtual para la formación,

principalmente en el ámbito de la maquinaria de elevación.

Entre los sistemas desarrollados por el equipo de investigadores desta-

can varios simuladores de grúas portuarias. Estos simuladores están siendo

utilizados actualmente en el centro de formación del Puerto de Valencia,

tanto para la formación de los nuevos manipuladores de estas grúas como

para el reciclado de operadores destinados anteriormente a otras tareas, y

está siendo implantado en varios puertos de Latinoamérica.

Recientemente se ha desarrollado también un sistema de formación para

operadores de grúa torre. Este simulador ha sido homologado en 6 comu-

nidades autónomas para que pueda ser utilizado como sustitución de una

parte de las horas prácticas que, por ley, deben cumplir los candidatos a la

obtención del carnet de operador de grúa torre.

En aras a conseguir sistemas de entrenamiento que no produzcan fatiga

en los usuarios y que minimicen el tiempo de aprendizaje, deben emplearse

técnicas que permitan dotar a los simuladores de un alto grado de presencia.

El concepto de presencia se re�ere a la sensación de estar allí que experi-

menta un usuario en un entorno de Realidad Virtual. Para conseguir que
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Figura 1.1: Uno de los campos en los que se están aplicando con mayor éxito

las herramientas para entrenamiento basadas en simulación es el entrena-

miento de operadores de maquinaria de elevación.

un simulador proporcione la mayor sensación de presencia, éste debe contar

con una reproducción del entorno lo más �el posible a la realidad.

La consecución de entornos virtuales cada vez más realistas para este

tipo de aplicaciones supone un enorme reto desde el punto de vista del

modelado. Con el �n de conseguir nuevos modelos que proporcionen mayor

realismo y nivel de detalle en la dinámica de los sistemas simulados, el

modelado basado en la física ha sustituido a las técnicas tradicionales de

animación. Sin embargo, los modelos deben ajustarse a las exigencias de

las aplicaciones interactivas en tiempo real. Al requisito indispensable de la

e�ciencia se suman la necesidad de proporcionar modelos �exibles y robustos

que garanticen la calidad de las aplicaciones.

En el caso de la maquinaria de elevación, es frecuente la utilización de

cables de acero y poleas formando polipastos. Un polipasto consiste en dos

grupos de poleas, �jas (situadas sobre la máquina) y móviles (sujetas a la

carga), junto con un cable o cuerda que pasa a través de las mismas.

En el ámbito de la Realidad Virtual y la animación, el modelado de

diferentes tipos de cuerdas y cables esta suscitando un interés creciente

por parte de la comunidad de investigadores. Prueba de ello es la cantidad
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Figura 1.2: Representación del sistema considerado, objeto de esta tesis. Un

cable y un conjunto de poleas situadas sobre diferentes objetos, sobre una

estructura �ja o siguiendo una trayectoria prede�nida.

de trabajos relacionados con este tipo de objetos que han sido publicados

recientemente en las principales revistas y congresos de este campo (Bertails

et al., 2006; Hadap, 2006; Chang et al., 2007; Spillmann and Teschner, 2007;

Servin and Lacoursière, 2007; Hadap et al., 2007; Spillmann and Teschner,

2008; Bergou et al., 2008; Servin and Lacoursière, 2008).

Sin embargo, en los modelos utilizados habitualmente para los simula-

dores de entrenamiento, los cables suelen simularse por medio de modelos

muy simpli�cados, mientras que la simulación de los polipastos suele des-

cartarse, considerándolo como un sistema secundario. A pesar de que en

ingeniería la dinámica de cables y poleas es un tema extensamente tratado

desde diversas metodologías (Irvine, 1981; Shapiro et al., 1999; Antman,

2005) los modelos que se ofrecen carecen habitualmente de la �exibilidad y

la e�ciencia necesarios para su utilización en aplicaciones interactivas.

Como resultado se desprecian las oscilaciones de los cables de elevación

y la in�uencia de los diferentes tramos de cable presentes en un polipasto.

Esto da lugar a simuladores de menor calidad desde el punto de vista de la

sensación de realismo que transmiten y desde el punto de vista formativo.

La presente tesis doctoral está motivada por este problema, que se ha

detectado en la simulación de cables de elevación pero que es extensible a

otras situaciones que puedan requerir la simulación de polipastos o aparejos.
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1.2. REQUISITOS DE LOS MODELOS

El modelado dinámico destinado a una aplicación de simulación para

entrenamiento se ve sometido a un conjunto de restricciones que deben ser

tenidas en cuenta. En primer lugar, se establece un conjunto de requisitos

que debe cumplir un modelo dinámico de polipasto que sea adecuado para

la simulación interactiva en tiempo real de maquinaria de elevación.

Simulación de cable y poleas. La simulación de un polipasto requiere

que se consideren sus dos elementos constituyentes principales; un ca-

ble y un conjunto arbitrario de poleas. Los modelos deben contemplar:

Modelado de la oscilación transversal del cable. Este requisito es

fundamental para obtener simulaciones creíbles, que proporcio-

nen una reproducción de calidad del sistema simulado.

Variación de la longitud del cable. Con el �n de poder simular la

elevación de la carga y el movimiento de las poleas es necesario

que el cable pueda variar su longitud.

Flexibilidad y Robustez. La simulación interactiva de cualquier sistema

en un entorno de realidad virtual a menudo da lugar a situaciones

que están fuera del rango de validez de los modelos empleados. Por

este motivo los modelos deben ser �exibles, para considerar el mayor

abanico posible de situaciones, y cuando se supere su rango de validez

deben estar preparados para responder de forma robusta.

Estabilidad. Para permitir la simulación de situaciones en las que el cable

está sometido a una tensión mecánica elevada, es necesario articular

los mecanismos que permitan garantizar que la simulación se ejecutará

libre de problemas de estabilidad numérica.

E�ciencia y escalabilidad. En un entorno virtual interactivo, la visua-

lización debe actualizarse con una frecuencia su�ciente como para

garantizar la sensación de inmersión del usuario. Por este motivo, los
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modelos dinámicos utilizados deben ser capaces de calcular la evolu-

ción del sistema en un tiempo muy reducido. Idealmente, deben poder

garantizar una cota superior para el tiempo necesario para su actua-

lización.

Asimismo, es necesario que los modelos puedan crecer en tamaño sin

que el crecimiento del coste computacional haga inviable su utiliza-

ción. Esto es importante en el caso de la simulación de cables porque

la longitud del mismo puede variar enormemente a lo largo de una

simulación.

Credibilidad. El objetivo de la utilización de modelos dinámicos es con-

seguir que el comportamiento del entorno virtual sea percibido por

el usuario como real. Además, si los modelos están destinados a la

simulación para entrenamiento, los modelos deberán reproducir los

aspectos de cada sistema que sean más relevantes para la formación.

Interactividad. Además de los modelos dinámicos que se diseñen, es ne-

cesario proporcionar también un conjunto de técnicas que aseguren

que se va a poder realizar una simulación interactiva. Esto incluye:

Detección y respuesta ante colisiones

Posibilidad de introducir las entradas del sistema de forma �exi-

ble a partir de las acciones del usuario

Representación grá�ca. Uno de los elementos principales de los entor-

nos virtuales es la representación grá�ca del escenario. Las soluciones

propuestas deben tener en cuenta este factor y permitir una represen-

tación grá�ca e�ciente.

Aplicación. Los modelos deben poderse integrar en un entorno virtual con

el �n de poder utilizar los resultados en aplicaciones reales. Asimismo,

deben poder interactuar adecuadamente con otros sistemas mecánicos,

como los sistemas multicuerpo empleados habitualmente en este tipo

de aplicaciones.
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1.3. OBJETIVOS

El objetivo principal de esta investigación es conseguir modelos dinámi-

cos de sistemas de elevación basados en las propiedades físicas de los cables

y de las poleas, que sean adecuados para la simulación interactiva en tiempo

real.

El �n de los modelos desarrollados no debe ser la obtención de una simu-

lación muy precisa de los diferentes aspectos involucrados en la dinámica,

sino conseguir animaciones visualmente creíbles, que permitan reproducir

los aspectos más identi�cativos de la dinámica de estos sistemas, muchos de

los cuales han sido obviados hasta el momento en simulaciones en tiempo

real.

Este trabajo contribuirá a solucionar las de�ciencias detectadas en la

simulación de sistemas de poleas y cables en entornos virtuales, por medio

del diseño de las técnicas y los modelos necesarios para ello. No obstante,

para alcanzar este objetivo es necesario plantear un conjunto de objetivos

más concretos. A continuación se describen estos objetivos.

Analizar y de�nir adecuadamente el problema. Se plantea co-

mo objetivo preliminar conocer, de la manera más amplia posible, las

técnicas existentes relacionadas con el problema abordado en este tra-

bajo, para determinar de forma precisa los motivos por los que aún

no existe una solución satisfactoria.

Proponer una estrategia para la resolución del problema. Pro-

poner una metodología que permita desarrollar modelos dinámicos

adecuados al problema y a las situaciones que se abordan.

De�nir un modelo abstracto de polipasto. De�nir un modelo

abstracto del sistema, que sirva como marco para el desarrollo de mo-

delos de simulación adecuados a las necesidades planteadas. Obtener

un modelo a partir de un conjunto mínimo de requisitos, de forma que

sea aplicable a un mayor número de situaciones.
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De�nir un modelo para la simulación de un polipasto. De�nir

un modelo dinámico para la simulación de un polipasto que mejore las

propiedades de los modelos anteriores. Para ello, a partir del marco

establecido por medio del modelo abstracto, se pretende de�nir los

siguientes elementos:

• De�nir un modelo de polea. De�nir un modelo dinámico de

polea, que permita la simulación de las principales propiedades

de estas máquinas simples y analizar los límites de su rango de

validez para asegurar su robustez.

• De�nir un modelo de cable con longitud variable. De�-

nir un modelo dinámico de cable que permita la variación de la

longitud del cable. Determinar la metodología más adecuada pa-

ra el modelado del cable y de�nir las técnicas que permitirán la

variación de su longitud de forma estable y robusta.

De�nir un modelo para situaciones de tensión elevada. De�nir

un modelo que garantice la simulación estable y robusta del sistema

en las situaciones en las que la tensión sea muy elevada, como las que

aparecen en la simulación de maquinaria de elevación.

Ampliar el rango de validez del modelo de polipasto. Propor-

cionar mecanismos que permitan construir un modelo con un rango

de validez más amplio, utilizando los diferentes modelos de cable y

de polea propuestos, y explotando la �exibilidad proporcionada por el

modelo abstracto. Para ello, será necesario diseñar las estrategias que

permitan elegir el modelo dinámico más adecuado según las caracte-

rísticas de la simulación.

Analizar y validar los modelos. Analizar los diferentes modelos

obtenidos, para determinar con precisión sus propiedades y su rango

de aplicación. Obtener resultados que permitan garantizar que las

simulaciones que se obtendrán por medio de estos modelos alcanzan

unos niveles mínimos de credibilidad.
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Mostrar en qué manera los nuevos modelos proporcionan mejoras en

la descripción del sistema simulado y en las prestaciones computacio-

nales, en comparación con otros modelos anteriores.

Aplicar los resultados obtenidos. Desarrollar aplicaciones de de-

mostración, que muestren las principales propiedades de los modelos.

Para ello se deberán desarrollar las técnicas auxiliares necesarias para

alcanzar este objetivo, como la representación grá�ca o la detección

de colisiones. Se plantea también como objetivo integrar los modelos

en aplicaciones reales.

Extender las principales contribuciones a otros ámbitos, como los en-

tornos virtuales interactivos y la animación, cuyos requisitos son, en

muchos casos, comunes con los de la simulación para entrenamiento.

1.4. METODOLOGÍA

El esquema metodológico seguido está enfocado al desarrollo de nuevos

modelos para la simulación en entornos de realidad virtual. Esto se consegui-

rá por medio del diseño de un modelo abstracto que facilitará especialmente

la consecución de un modelo �exible, robusto y estable.

Con el �n de poder abordar los problemas planteados, se realizará en

primer lugar un análisis de los trabajos anteriores relacionados con la tesis.

Este análisis permitirá conocer las soluciones propuestas hasta el momento

en diferentes campos cientí�cos y técnicos y determinar de forma precisa

cuales son las carencias que deben ser cubiertas.

Una vez analizado convenientemente el problema, se abordará el mo-

delado del sistema. Para ello se recurrirá a la metodología de re�namiento

sucesivo, o metodología Top-Down. Como resultado, se obtendrá un mode-

lo abstracto del sistema, basado en su descomposición en módulos y en la

identi�cación de los �ujos de información.

Este modelo abstracto permitirá posponer el modelado de la dinámica

de los subsistemas, evitando así la in�uencia de éstos en el diseño del modelo

global. Una vez de�nido el modelo abstracto, se obtendrán modelos dinámi-
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cos para los diferentes módulos de�nidos. Cada nuevo modelo se ajustará

a las especi�caciones determinadas en el modelo abstracto y éste actuará

como vía de comunicación entre los distintos módulos.

Los modelos desarrollados se implementarán con el �n, en primer lugar,

de validar y mostrar su comportamiento. La validación permitirá analizar y

rediseñar, cuando sea necesario, los modelos desarrollados. Esta implemen-

tación servirá también para desarrollar las técnicas necesarias para garan-

tizar su aplicación en sistemas de realidad virtual y simulación. Se tratarán

especialmente la interacción y la representación grá�ca del modelo, y se

desarrollará un demostrador de la tecnología, consistente en una aplicación

informática.

Por medio de la de�nición de las estrategias adecuadas, esta metodología

permitirá alcanzar los principales objetivos propuestos. El modelo abstracto

obtenido será �exible, ya que se de�ne en base a un conjunto muy reducido

de suposiciones previas sobre el sistema. Se verá que la utilización de di-

ferentes modelos dinámicos para cada módulo permite ampliar el rango de

situaciones que pueden simularse. Por otra parte, la descomposición de la

dinámica en módulos permitirá identi�car y controlar las fuentes de posible

inestabilidad de forma independiente.

1.5. ESTRUCTURA DE LA TESIS

La memoria de esta tesis está organizada en 9 capítulos, incluyendo

la presente introducción, de acuerdo con la estructura que se describe a

continuación.

En el Capítulo 2 se estudian los trabajos existentes en la bibliografía

relativos a la simulación de cables y poleas, prestando especial atención a

aquéllos que puedan ser de utilidad en el problema de la simulación de grúas

y maquinaria de elevación.

En el Capítulo 3 se describe la metodología de modelado aplicada y

se presenta un modelo abstracto para la simulación de sistemas formados

por cables y poleas. Este modelo proporciona una descripción modular del
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problema basada en la descomposición del sistema simulado.

En el Capítulo 4 se desarrolla un modelo de polea que se emplea en la

metodología propuesta en el Capítulo 3. Se propone un modelo que describe

la dinámica de una polea a partir de sus entradas y la manera de conseguir

las salidas correspondientes.

En el Capítulo 5 se presenta un nuevo modelo de cable. La princi-

pal contribución es la variación de la longitud del cable, lo que permitirá

emplearlo como un módulo en el modelo abstracto de polipasto.

En el Capítulo 6 se presentan dos nuevos modelos dinámicos que per-

miten una simulación de cables e�ciente y estable para las situaciones de

mayor tensión mecánica. En primer lugar se deriva la dinámica de un cable

en el espacio. A continuación se asumen ciertas simpli�caciones para llegar a

un modelo más e�ciente y sencillo. Por último, se propone un procedimiento

para el intercambio de los modelos de cable, de acuerdo con las necesidades

de precisión y estabilidad de la simulación en curso.

En el Capítulo 7 se analizan y estudian los modelos propuestos desde

diferentes puntos de vista. Por una parte se analizan sus propiedades di-

námicas, con el �n de validar cada modelo frente a otros modelos de cable

existentes. Por otra parte, se analiza también la e�ciencia de cada modelo

y su validez para la animación y simulación en tiempo real.

En elCapítulo 8 se describen los detalles técnicos de los procedimientos

empleados para la implementación de los modelos, y se presentan aplica-

ciones de demostración. Se describen aspectos como la integración de los

modelos en aplicaciones de informática grá�ca, la representación grá�ca del

cable a partir de la descripción propuesta o la detección de colisiones y su

gestión.

En el Capítulo 9 se realiza un resumen de las conclusiones que pueden

extraerse a partir del trabajo realizado, las principales contribuciones de la

tesis y los principales problemas abiertos, indicando las posibles líneas de

trabajo futuro.
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CAPÍTULO 2

TÉCNICAS Y MODELOS PARA LA

SIMULACIÓN DE CABLES Y POLEAS

La dinámica de una cuerda es un problema clásico de la física matemá-

tica. Desde la ecuación de ondas clásica hasta la actual teoría no lineal de

la elasticidad, este problema ha motivado numerosos trabajos de algunos de

los más importantes matemáticos desde la antigüedad (Ribnikov, 1987).

Cables y cuerdas, junto con los sistemas de poleas, son máquinas con

una gran utilidad práctica que han sido usadas durante milenios. Permi-

ten transmitir y transformar la fuerza mecánica, por lo que están presen-

tes en máquinas más complejas como sistemas de transmisión, ascensores,

grúas,. . . Esto hace que la investigación de este tipo de sistemas sea un

campo de trabajo muy activo en ingeniería, física y matemáticas.

Sin embargo, la utilización de modelos de estos sistemas en entornos

virtuales interactivos supone un gran reto. Los modelos deben ser e�cientes

y robustos ante cualquier situación. A esto se suma, en el caso de los mo-

delos de maquinaria de elevación, la necesidad de garantizar la estabilidad

numérica ante las elevadas frecuencias de vibración que experimentan este

tipo de sistemas.

En este capítulo se va a realizar una revisión y un análisis de los prin-

cipales trabajos anteriores relacionados con este problema. Entre ellos, se

prestará especial atención a aquéllos que permitan simular el comporta-

miento de los sistemas de elevación compuestos por cables y poleas. Este
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análisis permitirá conocer los principales problemas que permanecen aún

sin resolver, identi�cando sus causas y realizando una propuesta para su

mejora.

2.1. CUERDAS, CABLES Y POLEAS

Las cuerdas son objetos fabricados con �bras trenzadas o enrolladas

para conseguir mayor elasticidad y resistencia. Suponen una herramienta

económica y ligera para la transmisión de grandes fuerzas mecánicas, por

lo que se han empleado en el transporte y la elevación de cargas durante

siglos. Se tiene constancia de la utilización de cuerdas como medio para la

elevación de cargas pesadas en el antiguo Egipto, así como de la existencia

de procesos complejos para su elaboración. Con la revolución industrial y

la mecanización de los procesos de fabricación, la utilización de cuerdas se

sustituyó en muchos ámbitos por cables de acero.

La polea es una de las conocidas en mecánica como máquinas simples.

La misión de una máquina simple es aumentar o disminuir una fuerza o

cambiar su dirección (Navarro, 2003). Una polea es una máquina simple

que permite cambiar la dirección de la fuerza aplicada por medio de un

cable o una cuerda.

Sin embargo, la gran utilidad de estas máquinas se consigue gracias a la

combinación de varias poleas y un cable, formando un polipasto. Por medio

de la utilización de dos grupos de poleas, uno �jo y otro móvil, es posible

cambiar la magnitud de la fuerza aplicada y desplazar o elevar grandes

cargas. Plutarco, en su obra Vidas Paralelas, relata cómo Arquímedes de

Siracusa (287�212 a.C.) fue capaz de mover un barco con una sola mano:

Arquímedes, pues, pariente y amigo de Hierón, le escribió que, con

una potencia dada, se puede mover un peso igualmente dado; y [. . . ]

le aseguró que si le dieran otra Tierra movería ésta después de pasar a

aquella. Maravillado Hierón, y pidiéndole que veri�cara con obras este

problema [. . . ] compró para ello un gran transporte de tres velas del

arsenal del rey, que fue sacado a tierra con mucho trabajo y a fuerza
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Figura 2.1: La utilización de poleas móviles permite reducir la fuerza nece-

saria para levantar una carga. Figuras de Op�ndelsernes Bog (El libro de

los inventos) de A. Lütken. 1878. Fuente, Wikimedia Commons.

de un gran número de brazos; cargóle de gente y del peso que solía

echársele, y sentado lejos de él, sin esfuerzo alguno y con sólo mover

con la mano el cabo de una máquina de gran fuerza atractiva lo llevó

así derecho y sin detención, como si corriese por el mar. (Plutarco.

Vidas paralelas. Ed. Gredos. 2007).

lo que permite asegurar que el uso de esta máquina tiene más de dos mil

años de antigüedad. Gracias a esta propiedad de los polipastos su utilización

está presente en muchos ámbitos pero especialmente en la maquinaria de

elevación, donde constituye el elemento fundamental para la elevación de la

carga.
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2.1.1. Vibración de una cuerda

Como problema matemático, el comportamiento de una cuerda vibrante

ha sido uno de los problemas clásicos abordados por algunos de los mate-

máticos más importantes. Los pitagóricos se interesaron por el problema,

y descubrieron la relación entre la longitud de una cuerda y los acordes

emitidos por sus vibraciones (Rey Pastor and Babini, 1997a).

A principios del S. XVIII el problema de la vibración de una cuerda sirvió

como estímulo para el desarrollo del cálculo in�nitesimal. Taylor estableció

que la aceleración de un punto de una cuerda tensa, suspendida por sus

extremos, es inversamente proporcional al radio de curvatura de la cuerda

en dicho punto

∂2u

∂t2
= a2

∂2u
∂x2[

1 +
(
∂u
∂x

)2]3/2 . (2.1)

D'Alembert, Euler y D. Bernoulli obtuvieron soluciones para esta ecua-

ción y establecieron un intenso debate sobre sus propiedades. A principios

del S. XIX los trabajos de Fourier sobre el calor permitieron demostrar que

la solución puede representarse por medio de una serie in�nita de sumas de

senos y cosenos (Ribnikov, 1987; Rey Pastor and Babini, 1997b).

En la actualidad, la ecuación de ondas sigue utilizándose para describir

y analizar la vibración de cuerdas y cables (Guo, 2000; Cepon and Boltezar,

2007; Chen et al., 2008). Sin embargo, este modelo parte de un conjunto de

hipótesis muy estricto que limita su aplicación a un conjunto reducido de

situaciones.

La ecuación de ondas (2.1) modela una cuerda de densidad ρ suspendida

por sus extremos. La cuerda se supone sometida a una tensión longitudinal

T su�cientemente elevada como para que la posición de cada partícula pueda

expresarse como una desviación respecto del segmento que une los extremos

de la cuerda.

Este modelo no considera el efecto de la torsión y la �exión de la cuerda,

ni las deformaciones longitudinales, y es habitual suponer además que las

vibraciones son su�cientemente pequeñas como para que 1� (∂u∂x)2. En este
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caso se obtiene la forma habitual de la ecuación de ondas

ρutt = Tuxx,

donde se ha usado el subíndice para denotar la derivada parcial uα = ∂u
∂α .

Modelos para desplazamientos grandes

Con el �n de poder re�ejar situaciones más generales era necesario con-

siderar la cuerda como un objeto elástico en un sentido más amplio. A

mediados del S. XIX varios autores, entre los que destaca Kirchho�, dan

lugar a una teoría de las cuerdas que introduce el concepto de deformación

(Antman, 2005). A principios del S. XX los hermanos Cosserat presentaron

una teoría de la elasticidad que proporciona una generalización del modelo

de Kirchho�.

El modelo de cuerda de Cosserat considera una curva arbitraria que

corresponde a la región del espacio ocupada por la cuerda. Sobre cada punto

de la curva se �ja un sistema de referencia que permite determinar en cada

instante la deformación de la cuerda a causa del estiramiento, la torsión y

la �exión (Rubin, 2000; Antman, 2005). Estas teorías permiten describir de

forma más precisa una cuerda en situaciones de muy baja tensión, en las

que la resistencia a la �exión y la torsión determinan su dinámica.

Modelos discretos. Simulación de cables

A lo largo de la segunda mitad del S. XX la introducción de los orde-

nadores como herramienta de análisis dio lugar a la aparición de modelos

discretos de cuerdas y cables, adecuados para su resolución por medio de

métodos numéricos.

Estos modelos corresponden habitualmente a discretizaciones de los mo-

delos continuos anteriores realizadas por medio de elementos �nitos (Wei

et al., 1999; Aamo and Fossen, 2000; Gattulli et al., 2004; Spillmann and

Teschner, 2007), diferencias �nitas (Srinil et al., 2003; Chen et al., 2005) u

otros procedimientos (Srinil et al., 2004; Gregoire and Schömer, 2007). Entre

los modelos discretos han ganado también cierta popularidad los modelos
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basados en masas puntuales y elementos elásticos (Burgess, 1993; Buckham

and Nahon, 1999) o en sistemas multicuerpo (Dreyer and van Vuuren, 1999;

Kamman and Huston, 2001; Servin and Lacoursière, 2008).

La dinámica de una cuerda o un cable ha motivado una gran cantidad

de investigación con aplicaciones en numerosos ámbitos. El presente trabajo

de investigación se centra en el modelado de polipastos y de las situaciones

que se producen en la simulación de maquinaria de elevación relacionadas

con la dinámica de los cables. Por este motivo, a continuación se presta

atención al modelado de este tipo de sistemas y a algunos aspectos que son

de interés en el modelado de los cables de elevación.

2.1.2. Modelado de cables para simulación de maquinaria

de elevación

La simulación de grúas y maquinaria de elevación involucra situaciones

con características propias. Un cable de elevación habitualmente no supera

los 6kg por metro de longitud, por lo que es un objeto muy ligero comparado

con aquellos componentes a los que va unido; la grúa y la carga. Además,

durante su trabajo está sometido a grandes tensiones que pueden ser, en

muchos casos, del orden de 100KN. Por estos motivos, su modelado supone

un reto desde el punto de vista de la estabilidad computacional, ya que

la aparición de vibraciones de alta frecuencia está asegurada (Servin and

Lacoursière, 2008).

En el ámbito de la ingeniería mecánica existen numerosos estudios sobre

las oscilaciones de la carga de un sistema de elevación compuesto por cables.

El objetivo de la mayor parte de estos trabajos es el análisis del balanceo de

la carga para el diseño de sistemas de control. Abdelrahman presenta una

revisión de los principales trabajos en el ámbito más concreto del control

de grúas (Abdel-Rahman et al., 2003).
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Dinámica del cable de elevación

En estos trabajos, los modelos empleados para la simulación del cable y

la carga no suelen considerar la dinámica del cable. Debido a las vibraciones

de alta frecuencia la consideración de los cables suele dar lugar a problemas

de inestabilidad numérica, por lo que se desprecia el efecto de la vibración

de los cables en el problema de control. Por este motivo, frecuentemente el

cable sólo aparece como una fuerza aplicada sobre la carga (Chin et al., 1998;

Abdel-Rahman and Nayfeh, 2003; Masoud et al., 2004) o sobre la carga y

la grúa (Ju et al., 2006; Al-Sweiti and SÖ�ker, 2007), sin considerar la

dinámica del propio cable. Esto permite evitar los problemas de estabilidad

numérica ocasionados por la vibración del cable y reducir el coste de los

modelos.

Algunos autores han planteado la utilización de la ecuación de ondas en

los modelos de cables de grúa (D'Andrea-Novel and Boustany, 1991; Mar-

tindale et al., 1995; Joshi and Rahn, 1995; Canbolat et al., 1997; Alli and

Singh, 1999). Estos modelos consideran que el cable permanece práctica-

mente vertical y que las oscilaciones son reducidas. Uno de los aspectos más

destacables de estos modelos es que se tiene en cuenta la masa del propio

cable para el cálculo de la tensión. Para un cable vertical la tensión de cada

punto viene dada por

T (s) = mg + sρg; s ∈ [0, L] (2.2)

donde ρ es la densidad lineal del cable, m es la masa de la carga, g es la

aceleración de la gravedad y la altura del cable aumenta con el parámetro

s. Este modelo de tensión distribuida da lugar a la ecuación de ondas

ρutt = (Tux)x

Estos modelos presentan el inconveniente de tener una validez limitada.

No son capaces de reproducir grandes vibraciones, ni situaciones en las que

la carga queda apoyada en el suelo, de forma que la tensión se reduce, por

poner únicamente algunos ejemplos.
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2.1.3. Desplazamiento longitudinal y variación de la longi-

tud de una cuerda o cable

Dentro de los problemas que son de interés en el ámbito de este trabajo

se encuentra el comportamiento de una cuerda que se desplaza en la direc-

ción de su eje, pues permite reproducir un segmento de una cuerda que se

encuentra suspendido entre dos poleas y que se desplaza por el giro de éstas.

Este problema se analiza habitualmente a partir del modelo de la ecua-

ción de ondas para pequeñas vibraciones. Por medio de la introducción de

una velocidad de desplazamiento del material se obtiene la ecuación de on-

das para material en movimiento (Sack, 1954; Mahalingam, 1957; Miranker,

1960; Perkins and Mote Jr., 1987),

ρ(utt + v̇ux + 2vuxt) = (T − ρv2)uxx; x ∈ [0, L] (2.3)

u(0, t) = 0; u(L, t) = 0.

La dinámica de una cuerda de longitud L suspendida entre dos puntos

y con velocidad variable v(t) se describe por medio de la ecuación de ondas

(2.3) siempre que T − ρv2 > 0 (Lee and Mote Jr., 1999). Una partícula en

la cuerda experimenta tres aceleraciones, la aceleración perpendicular a la

cinta utt, la aceleración de Coriolis 2vuxt y la aceleración centrípeta v2uxx

(Wickert and Mote Jr., 1989).

Más recientemente, Pakdemirli et al. (Pakdemirli et al., 1994) y Guo

y Wang (Guo and Wang, 2000) proporcionan soluciones analíticas para el

problema. Guo y Wang demuestran además que la energía del sistema puede

no estar acotada para ciertos comportamientos periódicos de la velocidad

longitudinal v.

Este tipo de sistemas tienen una dinámica altamente no lineal y, en la

mayoría de aplicaciones en las que aparecen, el control de las vibraciones es

un problema de gran interés (Wang and Li, 2004). En los últimos años, la

mayoría de trabajos están destinados al control del sistema bajo diferentes

suposiciones (Baicu et al., 1996; Li et al., 1999; van Horssen, 2003; Rienstra,

2005; Chen, 2006; Cepon and Boltezar, 2007). Chen et al. presentan una

revisión actualizada de este problema (Chen et al., 2008).
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Variación de la longitud de un cable

El problema de la variación de la longitud es también relevante para el

problema de la simulación de un polipasto. Por una parte, en un polipasto

es fundamental que exista la posibilidad de arrollar el cable sobre un tambor

para conseguir la elevación de la carga. Por otra parte, el movimiento del

cable a lo largo de las poleas, unido al desplazamiento de éstas, puede dar

lugar a la variación de la longitud del tramo de cable suspendido entre dos

poleas consecutivas.

El comportamiento de un cable de longitud variable puede modelarse por

medio de las ecuaciones de movimiento de un cable con velocidad axial que

se acaban de revisar. Este modelo se emplea, por ejemplo, en la simulación

de ascensores (Fung et al., 1997; Terumichi et al., 1997; Kaczmarczyk and

Ostachowicz, 2003; Zhu and Xu, 2003; Arrasate et al., 2007), de cintas

transportadoras (Guo, 2000; Zhang et al., 2005) o de grúas (Moustafa et al.,

2005)

Otra aplicación de los cables de longitud variable es la simulación de

cables marinos. Kamman y Huston (Kamman and Huston, 1999; Kamman

and Huston, 2001) presentan modelos basados en dinámica de sistemas mul-

ticuerpo, con restricciones cinemáticas, y Prabhakar y Buckham (Prabhakar

and Buckham, 2005) proponen un modelo basado en la discretización de un

modelo de cuerda continuo.

2.1.4. Dinámica de una polea

Para la simulación de un polipasto, además de la dinámica del cable es

necesario conocer también el comportamiento de las poleas. A continuación

se revisan los modelos de polea que describen la manera en que éstas se

relacionan con los cables y con su dinámica.

Una polea consiste típicamente en un disco acanalado con un rodamiento

que la permite girar libremente. A lo largo del canal o garganta de la polea

pasa un cable o una cuerda.

Las poleas se utilizan para cambiar la dirección de aplicación de una
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fuerza. Gracias a la aplicación del equilibrio estático al sistema de fuerzas

que actúa sobre una polea (véase el diagrama de sólido libre de la Figura 2.2)

es posible demostrar que el resultado de la aplicación de una fuerza F1 sobre

uno de los extremos del cable que pasa por la polea resulta en una fuerza

de igual magnitud pero diferente dirección en el extremo opuesto (French,

1974).

2−(F +F )1

|F |=|F |
1 2

F1

F2

Figura 2.2: El equilibrio estático sobre el disco de una polea resulta en el

cambio de dirección de la fuerza aplicada F1.

Si se considera la masa y la inercia de la polea, su aceleración angular

vendrá determinada por la diferencia de tensión a ambos lados del disco.

Esta situación se produce, habitualmente, por una variación en la tensión

sobre uno de los extremos del cable.

Las poleas se estudian habitualmente como elementos de máquinas y

mecanismos más complejos (Shingley and Mitchell, 1983; Calero Pérez and

Carta González, 1999) como sistemas de transmisión (González Rey et al.,

2001) de transporte (Zhang and Agrawal, 2006) o de elevación (Lee et al.,

2003; Arrasate et al., 2007). A continuación se describen algunos de estos

modelos de poleas.
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Modelos de polea sin fricción

Los modelos más sencillos consideran una polea como una simple res-

tricción que obliga a que el cable o la cuerda pase por un determinado

punto. Este modelo desprecia la masa y el rozamiento de la polea y asume

que la tensión del cable es la misma a ambos lados de cada polea. Aufaure

(Aufaure, 1993; Aufaure, 2000) propone dos modelos de elementos �nitos

de un cable que pasa a través de una polea con estas propiedades.

Estos modelos se emplean para el análisis estático de máquinas o es-

tructuras que cuentan con cables suspendidos entre sus componentes. El

análisis numérico del sistema utilizando este modelo da como resultado la

fuerza aplicada sobre la estructura y la con�guración del cable en el estado

de equilibrio. Zhou (Zhou et al., 2004) presenta un modelo similar para la

dinámica de una polea sin fricción ni masa.

Servin y Lacoursière (Servin and Lacoursière, 2007) proponen un modelo

simpli�cado para simular un aparejo de elevación en tiempo real. Consideran

el conjunto de poleas y el cable como una restricción cinemática sobre los

sólidos que componen la estructura de la grúa. La distancia total entre los

nodos que representan las poleas debe ser igual a la longitud total del cable.

El sistema permite simular un aparejo arbitrario y además permite simular

la variación de la longitud del cable.

Modelos de polea con fricción

Sin embargo la fricción del cable con las poleas causa una pérdida de

tensión en cada polea que puede modelarse por medio de un coe�ciente de

pérdida (Shapiro et al., 1999). Ravikumar et al. (Ravikumar, 1995; Ravi-

kumar and Chattopadhyay, 1999) realizan un análisis más complejo de una

polea en el que reproducen esta pérdida de tensión. Se centran en el estudio

de una polea motriz de una cinta, considerando la distribución de la pre-

sión del cable sobre el cilindro. De acuerdo con estos modelos, la tensión es

mayor en el lado en el que la cinta o el cable se desplaza hacia la polea que

en el lado en el que se aleja.
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Ju et al. (Ju and Choo, 2005) se apoyan en el modelo de fricción de Sha-

piro et al. (Shapiro et al., 1999) para proponer un modelo de un sistema,

formado por una sucesión de poleas y un cable que pasa a través de ellas,

que tiene en cuenta esta diferencia de tensión en cada polea. El modelo

es un elemento �nito que permite analizar el equilibrio de fuerzas en siste-

mas complejos de poleas. En (Ju and Choo, 2005) se analiza el sistema de

elevación de una grúa autodesplegable y un aparejo formado por traviesas.

Consideración de los cables en los modelos de polea

La mayoría de modelos de poleas existentes consideran los cables como

elementos elásticos sin masa, por lo que se desprecia la oscilación transversal

de los cables y el efecto de la masa.

El modelo de Servin y Lacoursière (Servin and Lacoursière, 2007) no

considera la elasticidad de los cables por tratarse de un enlace cinemático.

Para conseguir un comportamiento elástico se regulariza la restricción y se

ajustan los parámetros para la simulación de esta propiedad de los cables.

La excepción la presentan los trabajos destinados al análisis de vibracio-

nes en equipos de elevación. En estos modelos suele considerarse la vibración

longitudinal del cable de elevación de un ascensor a partir de métodos va-

riacionales (Kaczmarczyk and Ostachowicz, 2003; Arrasate et al., 2007) o

por medio de modelos discretos (Roberts, 1998).

2.2. MODELOS UTILIZADOS EN ENTORNOS VIRTUA-

LES

Las necesidad de reproducir entornos cada vez más realistas tanto en

simulación como en animación ha dado lugar a la introducción de modelos

dinámicos basados en física cada vez más precisos en este ámbito (Eberly,

2004; Erleben et al., 2005). No obstante, tanto los requisitos como los ob-

jetivos son completamente diferentes en una aplicación de Realidad Virtual

y en un problema de análisis o diseño de una máquina.

Por este motivo, no todas las metodologías de modelado empleadas en
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física e ingeniería son adecuadas para la generación de grá�cos por orde-

nador en tiempo real, especialmente cuando van destinados a aplicaciones

interactivas.

A continuación se revisan los trabajos más relevantes cuyo objetivo es

la simulación y animación de cables, cuerdas, etc. en entornos virtuales

interactivos en tiempo real.

2.2.1. Modelos discretos

El tipo de sólidos que son el objeto de esta tesis, cables, cuerdas, etc.

se tratan habitualmente como objetos deformables (Antman, 2005). Dentro

del campo de la animación de objetos deformables en informática grá�ca,

los primeros modelos basados en física se basan en una discretización del

objeto en partículas sobre las que actúan fuerzas elásticas (Haumann, 1987;

Chadwick et al., 1989). De forma natural, este planteamiento se extiende a

la animación de cables, cuerdas, cabello y, en general, a cualquier tipo de

�lamento, como estructuras deformables unidimensionales.

Sistemas de partículas

Los primeros modelos de animación de estructuras deformables lineales

se encuentran en trabajos destinados a la simulación de cabello (Rosenblum

et al., 1991). En este primer trabajo, cada cabello se representa por un

sistema discreto formado por partículas que se unen entre ellas utilizando

resortes longitudinales y torsionales. Tras calcular la suma de todas las

fuerzas que actúan sobre cada partícula, se obtiene su aceleración utilizando

la segunda ley de Newton. La Figura 2.3 muestra la representación de un

cable por medio de esta metodología.

El modelo de Rosenblum consiste en una sucesión de partículas de masa

m, cuyas posiciones se denotarán por ri, i = 1, . . . ,M , conectadas entre sí

por medio de muelles sin masa con igual longitud en reposo `. Para cada par

de partículas ri y ri+1 se considera el estiramiento del muelle que las une δ`i

como la diferencia entre la longitud del muelle en reposo y el estiramiento
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Figura 2.3: Un cable simulado por medio de un sistema de partículas.

en cada instante de la simulación δ`i = |ri − ri+1| − `. Aplicando la ley de

Hooke, cada muelle genera una fuerza

Fi = kδ`idi (2.4)

donde

di =
ri+1 − ri
|ri+1 − ri|

(2.5)

y k es la constante de elasticidad del muelle considerado y viene dada por

el módulo de Young del material E, por el área de la sección del cable A y

por la longitud del tramo considerado para el muelle ` por medio de

k =
EA

`
. (2.6)

Para cada sistema formado por tres partículas consecutivas ri−1, ri y

ri+1 Rosenblum considera un resorte torsional, cuya fuerza aumenta con el

ángulo formado por los dos segmentos que las unen (véase la Figura 2.4)

θ = arctan
(
|di × di−1|
dTi di−1

)
(2.7)

Este resorte torsional aplica una fuerza

Fθ,i = ktθ
di−1 − di
|di−1 − di|

(2.8)

sobre cada una de las partículas de los extremos. Sobre la partícula central

se aplica la suma de ambas fuerzas, en sentido opuesto.
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Figura 2.4: El modelo propuesto por Rosenblum (Rosenblum et al., 1991)

aplica dos fuerzas a cada partícula, simulado resistencia a la variación de

longitud y a la �exión de un cabello.

En de�nitiva, sobre cada una de las partículas del sistema actúa una

fuerza

F = Fi − Fi−1 + Fθ,i−1 + Fθ,i+1 − 2Fθ,i.

Además de las fuerzas internas debidas a la elasticidad del material,

Rosenblum considera el rozamiento con el aire y la acción de la gravedad

sobre cada partícula.

Esta metodología, sin embargo, fue descartada en el ámbito de la si-

mulación de cabello, al menos para el modelado de cabellos individuales,

a causa del elevado número de partículas que es necesario considerar. Sin

embargo, pronto sería aplicada a la simulación de tejidos (Breen et al., 1992;

Breen et al., 1994), utilizando partículas y resortes elásticos organizados en

una malla bidimensional.

En este tipo de modelos, los resortes elásticos se oponen a tres defor-

maciones: el estiramiento, la �exión y la deformación de corte. De ellas,

tanto la �exión como el estiramiento pueden aplicarse convenientemente a

la simulación de estructuras unidimensionales de partículas y muelles. La

Figura 2.5 muestra las tres deformaciones sobre una pieza rectangular de

tejido.
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estiramiento

flexion

corte

(a) Deformaciones en un objeto defor-

mable de dos dimensiones

estiramiento flexion

(b) Deformaciones en un objeto defor-

mable lineal

Figura 2.5: Deformaciones consideradas habitualmente en la simulación de

tejido y otras estructuras bidimensionales (a). El estiramiento y la �exión

son aplicables también a un �lamento o cuerda (b).

A partir de esta metodología, diferentes autores proponen técnicas para

la simulación de la resistencia al estiramiento y la �exión, basadas principal-

mente en el número y disposición de los resortes elásticos. Algunos modelos

se basan en mallas arbitrarias, que permiten animar cualquier modelo geo-

métrico (Volino et al., 1995; Bara� and Witkin, 1998). Sin embargo otros

utilizan mallas regulares cuadradas, de forma que las técnicas empleadas,

son fácilmente aplicables a estructuras unidimensionales.

Provot (Provot, 1995) utiliza tres tipos de muelles que denomina muelles

estructurales, muelles de corte y muelles de �exión. La Figura 2.6 muestra

los tres tipos de muelle en el modelo de tejido, y los muelles aplicables

al modelo de cable. Provot utiliza este método, integrando numéricamente

las ecuaciones de movimiento por medio del método de Euler Explícito.

En su modelo emplea muelles que unen las masas adyacentes y otros que

unen masas que se encuentran a una distancia de dos muelles. Esto permite

simular la resistencia al estiramiento y a la �exión.

En el caso unidimensional, únicamente se consideran los muelles estruc-

turales y de �exión. Si el cable se representa por medio de la sucesión de

partículas de masas mi y con posiciones ri, entonces sobre la partícula i

actúan fuerzas debidas a la posición de las partículas i + 1 e i − 1, debido



CAPÍTULO 2. MODELOS PARA LA SIMULACIÓN DE CABLES Y POLEAS 29

Estructural

De corte

De flexión

Figura 2.6: El modelo propuesto por Provot (Provot, 1995) considera tres

tipos de muelles.

a los muelles estructurales, y también fuerzas debidas a la posición de las

partículas i + 2 e i − 2, por los muelles de �exión. Si a la suma de fuerzas

que actúan sobre la partícula i se denota por fi, entonces la trayectoria de

cada partícula se calcula a partir de las ecuaciones de movimiento

ṙi = vi

v̇i = fi/mi. (2.9)

Si se denota por r, v y f respectivamente a los vectores compuestos por

las posiciones y las de velocidades de todas las partículas y al vector de las

fuerzas que actúan sobre todas ellas

r =
[

rT0 · · · rTM

]T
v =

[
vT0 · · · vTM

]T
f =

[
fT0 · · · fTM

]T

y por M a la matriz de masas, M = mI, entonces el sistema de ecuaciones
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(2.9) puede expresarse en forma matricial ṙ

v̇

 =

 v

M−1f

 . (2.10)

El objetivo es determinar el estado del sistema en un instante de tiempo

t0 + h a partir del estado del sistema en el instante de tiempo t0 r(t0 + h)

v(t0 + h)

 =

 r(t0)

v(t0)

+

 ∆r

∆v

 (2.11)

Se utilizará la siguiente notación; r0 = r(t0), v0 = v(t0), ∆r = r(t0 +

h) + r(t0), ∆v = v(t0 + h) + v(t0) y f0 = f(r0,v0). El método de Euler

explícito utiliza la siguiente aproximación ∆r

∆v

 = h

 v0

M−1f0

 . (2.12)

Este método numérico tiene la ventaja de que únicamente es necesaria

una evaluación del vector de fuerzas f0 y el cálculo de los nuevos valores de

las variables por medio de (2.11). Los métodos de orden superior utilizan

el estado del sistema en pasos anteriores a t0. Sin embargo, estos métodos

sólo consiguen una mejor precisión cuando la continuidad de la función y de

sus derivadas está garantizada y en una simulación interactiva no se cumple

esta condición a causa de los contactos y otras interacciones.

El principal inconveniente de la metodología basada en un sistema de

partículas es que los sistemas de ecuaciones diferenciales que resultan están

mal condicionados numéricamente. Es lo que en la terminología anglosajona

se conoce como sti� systems. Por tanto, a menos que se utilice un paso de

integración numérica muy pequeño, la utilización de métodos explícitos da

lugar a inestabilidades.

Para evitar este problema, Bara� y Witkin (Bara� and Witkin, 1998)

proponen la utilización de esquemas de integración numérica implícitos.

Los aplican sobre una malla desestructurada, como la empleada por Volino

(Volino et al., 1995), obteniendo las fuerzas que actúan sobre cada partícula.
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A diferencia de los métodos explícitos, como el utilizado por Provot

en el caso anterior, en los que para obtener la posición del sistema en el

tiempo t + h se utilizan las velocidades del sistema en el tiempo t, en los

métodos implícitos se utilizan las velocidades en el tiempo t + h, que se

están calculando. ∆r

∆v

 = h

 v0 + ∆v

M−1f(r0 + ∆r,v0 + ∆v)

 . (2.13)

Esto da lugar a un sistema no lineal de ecuaciones algebraicas que es

necesario resolver antes de integrar el sistema. Bara� y Witkin linealizan la

función f por medio de su desarrollo en serie de Taylor de orden 1

f(r0 + ∆r,v0 + ∆v) = f0 +
∂f
∂r

∆r +
∂f
∂v

∆v (2.14)

utilizan el gradiente conjugado (Bara� andWitkin, 1998; Volino and Magnenat-

Thalmann, 2000)

Si bien la resolución del sistema de ecuaciones algebraicas implica un

coste computacional elevado respecto a la evaluación de la derivada en el

método explícito, algunos métodos implícitos son incondicionalmente es-

tables, lo que, en principio, permite utilizar cualquier tamaño de paso de

integración (Bara� and Witkin, 1998).

Sin embargo, estos métodos no son siempre los más adecuados para

simulaciones en tiempo real. La gestión de las discontinuidades debidas a

los contactos y a la interacción del usuario complican la implementación de

estos métodos. Por este motivo muchos autores pre�eren la utilización de

métodos explícitos o de métodos predictor-corrector (Desbrun et al., 1999;

Spillmann and Teschner, 2007).

Este es, por ejemplo, el caso de la metodología propuesta por Desbrun

et al. (Desbrun et al., 1999), que proponen la utilización de un esquema

predictor-corrector para la integración de las ecuaciones diferenciales re-

sultantes de un modelo de partículas genérico, aplicado a la simulación de

tejido y estructuras unidimensionales. Para ello utilizan el método de Eu-

ler explícito, y posteriormente corrigen la posición y velocidades resultantes

para garantizar la conservación del momento.
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Además del método numérico utilizado, otro de los aspectos novedosos

de este trabajo es la utilización de técnicas de dinámica inversa para mejorar

el comportamiento del tejido. Bajo la suposición de que en una pieza de tela

la relación entre la deformación y la tensión no tiene un comportamiento

elástico lineal, una vez ha �nalizado un paso de integración reducen las

deformaciones que son mayores que un cierto valor. De esta forma consiguen

animaciones que resultan visualmente más creíbles.

En animación de personajes y, en especial, del cabello, esta metodología

ha sido recuperada con éxito, gracias a la utilización de técnicas como la

agrupación de los cabellos en mechones. Plante et al., por ejemplo, (Plante

et al., 2001; Plante et al., 2002) utilizan un sistema de partículas para

modelar el centro de un mechón de cabello, de forma que el número total de

partículas no es tan elevado como en el modelo propuesto por Rosenblum.

Choe et al. (Choe et al., 2005) proponen un modelo basado en partículas y

muelles con gestión robusta de las colisiones, mientras que Selle et al. (Selle

et al., 2008) presentan una geometría compleja de partículas y muelles para

la simulación de diferentes tipos de pelo.

Modelos de cables en prototipado virtual. A principios de esta década

empezaron a aparecer artículos destinados explícitamente a la simulación

y animación de cables, la mayoría de ellos destinados a las aplicaciones de

diseño y prototipado virtual empleadas en la industria del automóvil.

Hergenröther y otros (Hergenröther and Dähne, 2000; Hergenröther and

Müller, 2001) proponen un enfoque cinemático del problema. Su objetivo es

determinar la posición de reposo de un cable estático, suspendido por sus

extremos, para poder situar cables en prototipos virtuales de coches, en el

interior de salpicaderos y dentro del habitáculo del motor.

Como punto de partida toman el segmento que une los extremos del

cable, y por medio de un proceso iterativo, en el que van introduciendo

nuevas partículas en el centro de cada segmento, re�nan el modelo. De esta

manera obtienen la forma que minimiza la energía potencial del cable. Para

el cálculo de la energía utilizan, además de los muelles que unen cada par

de partículas, resortes torsionales para simular la resistencia del cable a la
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�exión.

Loock y Schömer (Loock and Schömer, 2001) utilizan una versión uni-

dimensional del método de Bara� y Witkin (Bara� and Witkin, 1998), que

considera tanto la �exión como la torsión del cable, para el desarrollo de una

aplicación de características similares. En su trabajo, utilizan un esquema

de integración numérica implícito. Para la simulación de la resistencia a la

�exión, plantean la posibilidad de utilizar los muelles de �exión propuestos

por Provot (Provot, 1995), o resortes torsionales, decantándose por estos

últimos al haber observado un comportamiento más creíble.

No obstante, la simulación de cables por medio de sistemas de partículas

en situaciones de escasa tensión longitudinal no es muy frecuente debido,

principalmente, a que no consideran el efecto de la torsión (Servin and

Lacoursière, 2008).

Simulación de cables de elevación por medio de sistemas de par-

tículas. Desde el punto de vista de la simulación de cables de elevación,

esta metodología sigue teniendo su principal limitación en el mal condicio-

namiento numérico de las ecuaciones de movimiento, que obligan a utilizar

métodos numéricos implícitos para su integración. Por otra parte, no exis-

ten modelos que consideren la simulación de poleas o de cables con longitud

variable.

La estabilidad numérica de los modelos de partículas ha sido analizada

en profundidad por Servin y Lacoursière (Servin and Lacoursière, 2008).

Los resultados indican que la proporción entre la masa de las partículas

y la masa de un objeto suspendido no puede ser elevada a menos que se

consideren los enlaces torsionales que se oponen a la �exión del cable. Con

el �n, principalmente, de solucionar este problema proponen un modelo

basado en dinámica de sistemas multicuerpo, que se discute a continuación.

Sistemas multicuerpo con restricciones cinemáticas

Una aproximación más general a la discretización de un cable puede

obtenerse considerando sólidos rígidos en lugar de partículas puntuales y
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Figura 2.7: Un cable simulado por medio de una cadena de sólidos o eslabo-

nes enlazados entre sí.

enlaces cinemáticos en lugar de resortes elásticos.

Un cable de longitud L se representará por medio de una sucesión deM

sólidos o eslabones Si, i = 1, . . . ,M como la representada en la Figura 2.7.

La posición de estos sólidos viene determinada por sus posiciones Ri y sus

orientaciones en el espacio, que se expresarán por medio de las coordenadas

generalizadas θi. A partir de la orientación θi es posible obtener una matriz

de rotación Ai que permite transformar las coordenadas de un punto expre-

sado en un sistema de referencia del sólido y que determinan sus matrices

de rotación. Sin pérdida de generalidad supondrá que todos los eslabones

son cilindros de longitud ` = L/M , con masa m y radio r.

p
x

R
i

r
i

r
i−1

Figura 2.8: Cada eslabón de la cadena está unido con el siguiente por medio

de un enlace cinemático.

Cada eslabón de la cadena Si está enlazado con el siguiente Si+1 por
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medio de la restricción cinemática

Ci = Ri + Aipx − (Ri+1 −Ai+1px) = 0 (2.15)

donde el vector px = (`/2, 0, 0) indica la posición, en el sistema de referencia

local de cada sólido, del punto del enlace que lo une con el siguiente y se

considera igual para todos los elementos del cable (véase la Figura 2.8). La

posición de cada uno de estos puntos de enlace se denotará por

ri = Ri + Aipx. (2.16)

Para la simulación de un cable, además del enlace de�nido por medio de

la relación (2.15), que elimina los tres grados de libertad correspondientes

a la posición, si se desea considerar la resistencia del cable a la torsión

se utilizarán enlaces universales. Este enlace elimina un grado de libertad

adicional que impide la rotación relativa de los cilindros respecto a sus ejes.

Los extremos del cable corresponden al punto

r0 = R1 −A1px, (2.17)

situado bajo el primer sólido S1, y al punto

rM = RM −AMpx, (2.18)

situado sobre el último sólido SM . Si se desea �jar los extremos respectiva-

mente en los puntos p0 y p1 se considerarán los enlaces cinemáticos nece-

sarios. Estos enlaces deberán imponer, al menos, las restricciones r0 = p0 y

rM = p1.

Hadap (Hadap and Magnenat-Thalmann, 2001; Hadap, 2006) utiliza

modelos basados en sólido rígido para la simulación de cabello. Explotando

la estructura del cabello consideran métodos de integración basados en la

formulación recursiva (Armstrong, 1979; Featherstone, 1983). Esta formu-

lación, especí�ca para cadenas de sólidos, tiene un coste lineal respecto del

número de cuerpos considerados. Sin embargo, no es fácilmente aplicable

a simulaciones de propósito general ni permite la consideración de bucles

cinemáticos, habituales cuando se consideran polipastos.
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Kamman y Huston (Kamman and Huston, 2001) proponen un modelo

basado en masas puntuales enlazadas por medio de enlaces cinemáticos, y

abordan el problema de la reducción de la longitud del cable por un extremo.

Este modelo, sin embargo, considera el cable como un objeto inelástico,

debido a la utilización de enlaces cinemáticos. En este caso, la formulación

se realiza también por medio de coordenadas recursivas.

Uno de los inconvenientes de la utilización de enlaces cinemáticos es que

la elasticidad del cable se considera despreciable. Esto supone una limitación

considerable desde el punto de vista de la simulación de cables de elevación,

porque la elevada tensión a la que están sometidos hace que la elasticidad

sea un elemento muy importante en su dinámica.

Para solucionar este problema Servin y Lacoursière (Servin and Lacour-

sière, 2008) presentan un modelo en el que se emplea la regularización de

los enlaces cinemáticos para la simulación de la elasticidad. Las técnicas de

regularización de restricciones se utilizan habitualmente para la estabiliza-

ción de los métodos numéricos asociados a la metodología de sistemas mul-

ticuerpo. Permitiendo una cierta violación de las restricciones, y añadiendo

un potencial que obliga a los enlaces a volver a su posición, se consigue una

mayor estabilidad numérica. Este modelo se integra utilizando un método

que permite controlar la relajación del cumplimiento de los enlaces con lo

que se consigue simular la elasticidad del cable.

Otro inconveniente asociado a esta metodología es su coste computacio-

nal. Debe observarse que en un sistema multicuerpo con enlaces cinemáticos,

el número de grados de libertad del sistema se reduce. Para integrar las ecua-

ciones de movimiento es necesario realizar cálculos que permitan reducir la

dimensión del sistema para obtener un conjunto de aceleraciones indepen-

dientes, o bien, obtener el conjunto de fuerzas que actúan en los enlaces

sobre coordenadas generalizadas (García de Jalón and Bayo, 1994). Esto

obliga a resolver sistemas de ecuaciones lineales o no lineales, que elevan

el coste de los métodos numéricos asociados al orden cuadrático respecto

al número de sólidos (Shabana, 1998). Aunque diferentes técnicas propor-

cionan algoritmos de coste lineal, el coste de esta metodología sólo permite
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la simulación de unos pocos eslabones en tiempo real (Hadap, 2006; Servin

and Lacoursière, 2008)

En resumen, se puede a�rmar que la metodología de sistemas multicuer-

po ofrece, como ventaja respecto a los sistemas de partículas, una mayor

estabilidad en situaciones de tensión elevada y la posibilidad de simular la

torsión del cable.

Como inconveniente, presentan di�cultades para la simulación de la elas-

ticidad longitudinal, que se modela por medio de técnicas destinadas a es-

tabilizar los métodos numéricos. Además, su coste computacional es mayor,

incluso cuando se emplean métodos que permiten que crezca linealmente

con el número de sólidos del sistema.

Respecto a las necesidades propias de la simulación para elevación, nin-

guno de estos trabajos considera la simulación de cables pasando a través

de poleas ni la variación de la longitud del cable a excepción, en este último

caso, de los modelos propuestos por Kamman (Kamman and Huston, 1999;

Kamman and Huston, 2001).

2.2.2. Modelos continuos

El caso opuesto a la aproximación discreta consiste en considerar un

�lamento o cuerda como un objeto continuo en el espacio. Esta aproximación

da lugar a modelos que describen la posición o la dinámica de una cuerda por

medio de ecuaciones diferenciales. Estas ecuaciones involucran las derivadas

de la posición del cordel con las fuerzas internas, que surgen de considerarlo

como un objeto deformable, y las fuerzas externas.

En simulación de cabello, por ejemplo, Anjyo et al. (Anjyo et al., 1992;

Kurihara et al., 1993) propone la utilización de un modelo de viga empo-

trada para determinar la forma que adopta el cabello bajo la acción de la

gravedad. Este modelo relaciona el momento causado por la �exión de un

cabello con su posición, dando lugar a una ecuación diferencial ordinaria,

que contempla también fuerzas externas, como las colisiones o el efecto del

aire.

Daldegan et al. (Daldegan et al., 1993) revisan el modelo de Anjyo, para



38 2.2. MODELOS UTILIZADOS EN ENTORNOS VIRTUALES

permitir la simulación e�ciente de un numero mayor de cabellos gracias a la

utilización de mechones, en lugar de simular cada cabello de forma indivi-

dual. En su trabajo mejoran además la gestión de colisiones, para permitir

una interacción entre los cabellos más realista, con una implementación e�-

ciente. Este modelo, sin embargo, considera expresamente la simulación de

�lamentos con un extremo libre. Además, la dinámica se basa, principal-

mente, en los efectos de la �exión del �lamento, muy importante en el caso

del cabello, pero mucho menos relevante en el caso que cables de elevación.

Teoría de cuerdas de Cosserat

Los modelos de Cosserat representan una estructura casi uno-dimensional

por medio de una curva paramétrica. Se asocia un sistema de referencia local

a cada punto de la curva, y se obtienen potenciales asociados a las defor-

maciones del objeto. Debido a su capacidad de reproducir tanto la �exión

como la torsión se usa a menudo para simular cables sin tensión.

Esta metodología fue empleada por primera vez en el ámbito de la in-

formática grá�ca por Pai (Pai, 2002) para simulación de hilo quirúrgico.

Spillmann y Teschner proponen el modelo CoRdE (Spillmann and Tesch-

ner, 2007) destinado a la simulación de una cuerda por medio de modelos

de Cosserat. Gregoire y Schömer ofrecen también una buena revisión de la

metodología (Gregoire and Schömer, 2007). A continuación se detalla esta

metodología.

La teoría de cuerdas de Cosserat considera una cuerda como un sólido

que puede representarse por medio de una curva en el espacio que depende

de un parámetro u(x). Sobre esta curva se considera el sistema de referencia

local compuesto por los vectores e1(x), e2(x) y e3(x), que expresan la orien-

tación de cada punto material del hilo. Se impone que el tercer elemento de

la base e3 esté alineado con la dirección tangente a la curva en cada punto,

u′

||u′||
− e3 = 0, (2.19)

donde u′ indica la derivada respecto del parámetro de la curva u′ = du/dx.
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A partir de la geometría diferencial, se sabe que existe un vector, w,

conocido como vector de Darboux, que cumple que

e′k = w × ek (2.20)

donde la prima � ′� denota la derivada respecto al parámetro x,

e′k =
dek
dx

. (2.21)

En cada punto de la curva x, la cuerda o hilo tendrá una tensión n(x)

y un momento interno m(x). Si se consideran además las fuerzas externas

por unidad de longitud f(x) las ecuaciones de equilibrio son

0 =
dn
dx

+ f ; (2.22)

0 =
dm
dx

+
du
dx
× n. (2.23)

Para que estas ecuaciones permitan determinar la con�guración de equi-

librio del hilo, es necesario establecer una relación entre un estado arbitrario

y las tensiones y momentos que aparecen.

Pai (Pai, 2002) propone utilizar la relación lineal

n = a(v − v̂) (2.24)

m = b(w − ŵ) (2.25)

donde v̂ y ŵ describen el estado de la cuerda en su estado original (no

deformado) y a, b son constantes.

Grégoire y Schömer (Gregoire and Schömer, 2007) y Spillmann y Tes-

chner (Spillmann and Teschner, 2007) expresan el vector w en la base

w = k1e1 + k2e2 + τe3. (2.26)

donde k1 = we1, k2 = we2 y τ = we3 son medidas de la deformación de

la cuerda en cada punto y plantean expresiones para la energía potencial a

partir de estos valores de deformación.
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Simulación del cable Tanto el modelo propuesto por Pai (Pai, 2002)

como el propuesto por Grégoire y Schömer (Gregoire and Schömer, 2007)

simulan los cables como objetos estáticos. Para ello calculan el estado de

equilibrio para las ecuaciones planteadas como un problema de condiciones

de contorno.

En el caso del trabajo de Pai (Pai, 2002) el objeto es la simulación de hilo

quirúrgico. Por este motivo se considera adecuado utilizar unas condiciones

de contorno que �jan el valor de la posición de un extremo del hilo y el valor

de la tensión en el extremo opuesto. Para simular el movimiento del hilo cada

vez que cambian las condiciones de contorno, ya sea la posición o la tensión,

se calcula una nueva posición de equilibrio del hilo. Para ello se resuelve el

nuevo problema de contorno por medio de la integración numérica de las

ecuaciones diferenciales.

Grégoire y Schomer (Gregoire and Schömer, 2007), por su parte, utili-

zan el modelo para la representación de cables en simulación de tareas de

ensamblaje de vehículos. En este caso, la información que resulta relevante

para el usuario es la posición de los extremos, por lo que las condiciones

de contorno y el método numérico propuestos por Pai (Pai, 2002) no son

adecuados. Por este motivo proponen una metodología basada en la mini-

mización de la energía potencial del cable.

Sustituyen la utilización de la matriz de rotación para representar el

sistema de referencia local de cada punto de la cuerda por un cuaternio.

Haciendo esto, obtienen la variación de la orientación por medio de la deri-

vada del cuaternio a lo largo de la curva. Este cambio en la descripción de

la cuerda les permite obtener la discretización de la energía potencial del

sistema y de la energía debida a las fuerzas externas. El valor de la energía

se leva a su mínimo local utilizando diferentes algoritmos para la obtención

de raíces y la minimización de funciones, obteniendo así la posición del cable

en el espacio.

Obsérvese, por tanto, que los trabajos de Pai y de Grégorie no consideran

la dinámica del sistema, ya que no plantean ecuaciones de movimiento sino

que resuelven el problema de equilibrio para unas condiciones de contorno
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cambiantes.

Esta metodología es adecuada cuando la desviación de la posición real

del cable respecto de la posición de reposo en cada instante es su�cientemen-

te pequeña como para ser despreciada (Pai, 2002; Gregoire and Schömer,

2007). Para esto son necesarias dos condiciones. En primer lugar, que la

tensión sea baja. De hecho, en ambos casos se está suponiendo que el cable

es inextensible y se pretenden simular situaciones en las que los extremos no

tensan el hilo. En segundo lugar, que la velocidad de desplazamiento de los

extremos sea pequeña. De lo contrario, se producirían grandes velocidades

en el conjunto del cable, haciendo que la hipótesis de no vibración no fuera

válida.

El modelo CoRdE

Con el �n de poder simular la dinámica de un cordel, Spillmann y Tes-

chner presentan su modelo CoRdE (Spillmann and Teschner, 2007; Spi-

llmann, 2008), basado también en la teoría de cuerdas de Cosserat, pero

que permite la integración de las ecuaciones de movimiento respecto de la

variable temporal.

Al igual que en el trabajo de Grégoire y Schömer, aquí se utiliza un

cuaternio q(x) para representar la orientación de cada sistema de referencia

en el espacio. A partir de esta descripción del modelo de cuerda, se deriva

el valor de las diferentes energías involucradas en el sistema, utilizando el

vector de coordenadas generalizadas q = [uT qT ]T .

Las ecuaciones de movimiento se obtienen por medio del lagrangiano

L = K − V +D sujeto a las restricciones

C1 =
u′

||u′||
− e3 = 0, (2.27)

C2 =||q|| − 1 = 0, (2.28)

donde K es la energía cinética, V es la energía potencial y D es el término

que expresa la disipación de energía de�nido por Bara� y Witkin (Bara�

and Witkin, 1998).
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A partir del lagrangiano, aplicando cálculo variacional, se obtiene

d

dt

∂K

∂q̇
− ∂K

∂q
+
∂V

∂q
− ∂D

∂q̇
+ λ

∂C
∂q

=
∫ 1

0
f(s)ds (2.29)

donde λ es el vector de multiplicadores de Lagrange, y f es el vector de

fuerzas externas.

Tras plantear las ecuaciones de movimiento, se obtiene una discreti-

zación de las diferentes expresiones de la energía por medio de elementos

�nitos. Para ello se descompone la cuerda en pequeños segmentos con lon-

gitudes li a los que se asigna valores de posición, orientación y energía,

obtenidas por integración a lo largo del elemento.

Para el cumplimiento de la restricción (2.27), que fuerza que el sistema

de referencia local esté alineado con el vector tangente a la curva, se utiliza

un potencial, aplicando así el método de las penalizaciones. Para conseguir

el cumplimiento de la restricción (2.28), que fuerza a que los cuaternios

tengan norma 1, éstos se normalizan tras cada paso de integración.

Gracias a la aplicación de la restricción C1 por medio de un potencial,

las posiciones, las rotaciones y las aceleraciones generalizadas dejan de estar

acopladas, lo que permite la obtención explícita de éstas últimas (Spillmann

and Teschner, 2007). Todo este desarrollo da lugar a un problema de valores

iniciales que se integra por medio de un esquema de Euler semi-implícito.

Utilización de puntos de control

La aplicación del formalismo lagrangiano permite la expresión del sis-

tema por medio de cualquier conjunto de coordenadas generalizadas. Esto

permite la representación de una cuerda por medio de una familia paramé-

trica de funciones considerando como variables los puntos de control, lo que

reduce la dimensionalidad del sistema.

Lenoir (Lenoir et al., 2002; Lenoir et al., 2004) propone la utilización de

los puntos de control de splines para la representación de hilo de suturar.
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Expresan la posición de la curva a partir de la suma

u(x, t) =
M∑
k=0

qk(t)bk(s) (2.30)

donde las funciones bk(s) son los polinomios interpolantes.

A partir de esta representación de la curva, calculan la velocidad gene-

ralizada

u̇(x, t) =
M∑
k=0

q̇k(t)bk(s) (2.31)

y las energías cinética K y potencial V , obteniendo el lagrangiano como

∂ ∂K∂q̇i

∂t
+
∂K

∂qi
= Qi +

∂V

∂qi
(2.32)

Principales propiedades de los modelos continuos

La utilización de la Teoría de Cuerdas de Cosserat se ha popularizado

enormemente en el campo de la animación durante los últimos años. El

motivo es que permite la obtención de simulaciones realistas del comporta-

miento de cuerdas ante grandes deformaciones causadas por la �exión y la

deformación de este tipo de objetos.

Dado que en estas situaciones la tensión longitudinal es casi inexistente,

este tipo de modelos la descartan en la mayoría de los casos. En de�niti-

va, esta metodología de modelado, que está proporcionando muy buenos

resultados en la animación de objetos cotidianos (cuerdas, hilos, cordones,

etc.), no es adecuada para la simulación de cables de acero sometidos a una

elevada tensión longitudinal. En estos casos la resistencia a la �exión o a la

torsión tiene una importancia menor, mientras que la tensión longitudinal

condiciona completamente la dinámica.

2.2.3. Modelos de animación

En el ámbito de la animación por ordenador para la producción de pelí-

culas, el comportamiento de los elementos que aparecen en una escena debe

resultar creíble (Barzel et al., 1996). Sin embargo, a menudo se utilizan
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técnicas para exagerar el movimiento y la deformación de los objetos simi-

lares a las que se han usado en animación durante décadas (Lasseter, 1987;

Pentland and Williams, 1989; Barzel, 1997). En este campo, la utilización

de modelos deformables es fundamental para dotar de expresividad a los

personajes y a los objetos.

Por tanto, los modelos utilizados no tienen por qué ser físicamente co-

rrectos. La principal necesidad por parte del animador es el control sobre

la forma de los objetos por medio de un conjunto reducido de parámetros.

Una metodología utilizada habitualmente en animación de objetos defor-

mables está basada en la superposición de modelos a capas. Estos modelos

sirven para la simulación de diferentes propiedades del objeto en términos

de simples submodelos que se acoplan juntos. El trabajo de Chadwick et

al. (Chadwick et al., 1989) puede considerarse como un precursor de esta

metodología, aplicada a la animación de objetos deformables los músculos.

Barzel utiliza también la superposición de modelos (Barzel, 1997) para

animar cuerdas y muelles en términos de lo que él denomina dinámica de

pega (en inglés, fake dynamics). El objetivo de su trabajo es la animación

para desarrollo de películas. La forma del objeto puede modi�carse diná-

micaente por el animador utilizando un conjunto reducido de parámetros.

Utiliza una catenaria como una forma básica de colgar una cuerda, que es

modi�cada por ondas sinusoidales.

Animación de cabello En el campo de la animación de personajes, esta

aproximación ha sido aplicada con éxito para la animación del cabello y

para obtener modelos complejos de peinados.

Watanabe and Suenaga (Watanabe and Suenaga, 1992) proponen un

modelo sencillo para la animación y representación grá�ca del cabello. Al

igual que en los modelos basados en sistemas de partículas, con el �n de

reducir el coste computacional agrupan los cabellos en mechones, pero en

este caso sustituyen el modelo dinámico por un conjunto de parámetros

que permiten de�nir la forma de cada cabello. La animación del cabello la

consiguen gracias al desplazamiento de los puntos de control a lo largo de

parábolas.
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Kim y Neumann (Kim and Neumann, 2000) proponen un modelo para la

simulación de cabello liso por medio de una super�cie. El modelo considera

una familia de funciones paramétricas que se suman entre ellas para obtener

diferentes aspectos del cabello. El comportamiento deseado se consigue por

medio del ajuste de los parámetros de las funciones.

Bertails et al. (Bertails et al., 2003) consideran un modelo jerárquico

de cabello en el que de�nen un conjunto de modelos para la simulación

de los diferentes comportamientos del cabello. La adición de los diferentes

submodelos sobre un esqueleto permite la obtención de peinados complejos.

Algunos de los submodelos utilizados están basados en la Teoría de Cuerdas

de Cosserat.

Desde el punto de vista del comportamiento de los objetos, estos mo-

delos empleados en animación no son adecuados para la simulación realista

de cables o cuerdas. Sin embargo, la metodología basada en la utilización

de diferentes modelos sencillos que se superponen para conseguir un com-

portamiento más complejo guarda ciertas analogías con la metodología que

se va a seguir en este trabajo.

2.3. ANÁLISIS CRÍTICO DE LOS MODELOS Y TÉCNI-

CAS EXISTENTES

El análisis que se ha llevado a cabo sobre los modelos existentes para la

simulación de cables y poleas permite poner de mani�esto tres importantes

carencias. En primer lugar, no existe ningún trabajo que determine de forma

clara cómo simular un polipasto, que considere tanto la oscilación del cable

como el sistema de poleas. En segundo lugar, diversos autores muestran

la existencia de problemas de inestabilidad numérica cuando se trata de la

simulación de cables de elevación. En tercer lugar, a pesar de la diversidad de

modelos existentes resulta difícil encontrar modelos su�cientemente �exibles

para el rango de situaciones que requieren las simulaciones interactivas en

tiempo real.
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2.3.1. Modelado de un polipasto

La simulación de un polipasto requiere la combinación de poleas y ca-

bles, considerando las interacciones existentes entre ellos y re�ejando las

propiedades más relevantes de cada uno de ellos.

Es posible encontrar diferentes metodologías de modelado de cables que

reproducen sus propiedades más importantes en diferentes situaciones. Mo-

delos basados en la Teoría de Krichho� o de Cosserat permiten simular

cables y cuerdas en situaciones de baja tensión, mientras que la ecuación de

ondas o diferentes modelos discretos permiten reproducir el comportamiento

de cables en situaciones de tensión más elevada.

Por otra parte, diferentes modelos de poleas permiten analizar el com-

portamiento de ascensores, sistemas de transmisión o incluso de polipastos

de maquinaria de elevación. En la mayoría de los casos los modelos son sen-

cillos, considerando un número muy reducido de variables, aunque también

se encuentran modelos que describen con gran detalle el comportamiento

del material de una polea.

Sin embargo, en los trabajos que involucran de alguna manera la simu-

lación de poleas se descarta sistemáticamente la oscilación transversal de

los cables, mientras que los modelos de cables que consideran la oscilación

transversal no contemplan la simulación de poleas.

La propuesta de un modelo que reproduzca tanto el comportamiento de

un sistema de cable y poleas como la dinámica de las vibraciones del cable

es, por tanto, una de�ciencia patente.

2.3.2. Simulación en situaciones de tensión elevada

Las situaciones de tensión elevada que se producen en la elevación de

cargas pesadas requieren un tratamiento cuidadoso de ciertos aspectos, es-

pecialmente en lo que respecta a la estabilidad numérica.

Un cable es un elemento elástico que, sometido a una tensión de tracción

muy elevada, da lugar a vibraciones de alta frecuencia. Como ya se ha indi-

cado, la proporción entre la masa del cable y la masa de la carga que puede
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soportar es extraordinariamente alta. Esto da lugar a que las ecuaciones

diferenciales que describen su dinámica tengan un comportamiento de tipo

sti�. Es decir, son difíciles de integrar por medio de métodos explícitos.

En estas situaciones, los cables tienen un comportamiento completamen-

te diferente al de una cuerda en una situación de tensión baja o moderada.

Para un cable tenso, aspectos como la resistencia a la �exión o a la tor-

sión tienen una in�uencia reducida en su comportamiento, mientras que su

deformación elástica longitudinal se vuelve muy relevante.

En estas condiciones de tensión mecánica un cable puede comportar-

se casi como un resorte elástico. Este hecho es el que permite utilizar es-

ta representación para multitud de aplicaciones, obviando así la oscilación

transversal.

Sin embargo, en una aplicación de Realidad Virtual el realismo visual es

muy importante. Por este motivo, la representación de un cable por medio

de un resorte elástico resulta muy de�ciente, aunque sea una aproximación

aceptable desde el punto de vista mecánico.

Por tanto, es necesario proporcionar alternativas de calidad al modelado

del cable por medio de un muelle sin masa o de un péndulo simple. Esto

requiere, en cualquier caso, modelos que permitan superar los problemas de

inestabilidad detectados por numerosos autores.

2.3.3. Requisitos para simulación interactiva

Una de las características de las aplicaciones interactivas en tiempo real

es el hecho de que los sistemas involucrados se ven sometidos a situaciones

muy variadas. Las acciones del usuario son, en principio, impredecibles y

como consecuencia de estas acciones los parámetros de entrada de la simu-

lación pueden abarcar un rango de valores muy amplio.

Sin embargo, cuando se desarrolla un modelo dinámico es necesario aco-

tar las condiciones del entorno y del sistema para poder describir de forma

adecuada el comportamiento del sistema bajo esas situaciones. Además se

selecciona un conjunto de propiedades que deben ser re�ejadas por el mode-

lo, descartando aquellas que serán menos relevantes en el rango de entradas
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establecido.

En el caso de que el modelo vaya a ser utilizado en aplicaciones en tiempo

real está selección es aún más exigente; se deben descartar aquéllas propie-

dades del sistema que supongan un elevado coste para poder ser re�ejadas

en el modelo. Cuando se desarrollan modelos para este tipo de aplicacio-

nes debe buscarse siempre un compromiso entre la calidad del modelo, en

cuanto a su descripción precisa del sistema real, y el coste computacional

del modelo.

La simulación de cables y cuerdas es un claro ejemplo de esta situación.

En un extremo encontramos los modelos basados en la teoría de cuerdas de

Cosserat, que centran su atención en el efecto de la torsión y la �exión de

una cuerda sobre la curva que describe en el espacio, pero que descartan

el estiramiento longitudinal (Pai, 2002; Spillmann and Teschner, 2007; Ber-

gou et al., 2008). Estos modelos únicamente son aplicables en situaciones

de tensión reducida y algunos de ellos rechazan incluso la dinámica de la

vibración del cable (Pai, 2002; Gregoire and Schömer, 2007).

En el extremo opuesto se encuentran los modelos de cable sin masa

(Abdel-Rahman et al., 2003; Servin and Lacoursière, 2007) que descartan

todas las propiedades del cable menos su resistencia al estiramiento. Es-

tos modelos son mucho más e�cientes y describen de forma adecuada el

comportamiento de una grúa cuando la tensión del cable es su�cientemente

elevada.

Esto supone un problema cuando se trata de determinar la mejor meto-

dología de modelado para aplicaciones como los simuladores para formación

y otras aplicaciones de realidad virtual interactivas. La variedad de entra-

das a las que, con toda probabilidad, se enfrentará el modelo dinámico hace

que ninguna de las opciones disponibles garantice, por sí sola, un compor-

tamiento correcto de los modelos.

2.3.4. Conclusión

Queda patente de esta manera que es necesario mejorar la calidad de

los modelos de maquinaria de elevación en lo que concierne a la simulación
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de cables y polipastos.

Para alcanzar el nivel de realismo que se requiere en las aplicaciones

de Realidad Virtual es necesario proporcionar modelos de polipasto que no

descarten la oscilación transversal del cable. Además, es necesario hacerlo

de forma que se garantice la estabilidad de los modelos numéricos emplea-

dos para la simulación, ya que los cables tienen un comportamiento que

involucra vibraciones de alta frecuencia. Por último, se deberá proporcionar

una metodología que permita contemplar todo el espectro de situaciones

que pueden aparecer en una simulación interactiva.

El presente trabajo de investigación aborda estos tres retos por medio

de la aplicación de una metodología de modelado basada en la descompo-

sición sucesiva del sistema, o metodología Top-Down, que se detalla en el

Capítulo 3 y se desarrolla a lo largo de toda la memoria.
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CAPÍTULO 3

DEFINICIÓN DE UN MODELO

ABSTRACTO PARA UN SISTEMA DE

POLEAS Y CABLE

El análisis llevado a cabo en el Capítulo 2 muestra la necesidad de

desarrollar modelos dinámicos de cable y poleas que se ajusten mejor a

las necesidades de la simulación interactiva en tiempo real. En el presente

capítulo se expone y desarrolla, en primer lugar, la metodología que va a

emplearse para el modelado de este sistema.

En segundo lugar, y una vez de�nida la metodología, ésta se aplicará a

la construcción de un modelo abstracto de polipasto. Este modelo servirá

como un marco formal para la de�nición, en los siguientes capítulos, de

modelos dinámicos destinados a la simulación.

3.1. ELECCIÓN DE LA METODOLOGÍA DE MODELA-

DO

Un modelo es una descripción de una porción de la realidad que se rea-

liza con un �n determinado. Cuando se aborda el modelado de un sistema

es imprescindible tener en cuenta la aplicación que se le va a dar al mode-

lo. A continuación se discuten las necesidades asociadas a las aplicaciones

de Realidad Virtual en cuanto a modelado dinámico para, posteriormente,

proponer una metodología que permita alcanzarlas.

Cuando se construyen modelos destinados a aplicaciones de realidad

virtual, como en el caso de los simuladores para entrenamiento, es necesario
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tener en cuenta que se trata de simulaciones interactivas. Es decir, son

simulaciones en las que una parte de las entradas vendrán determinadas

por las acciones del usuario.

Para conseguir la necesaria sensación de inmersión, la reproducción del

entorno debe ser creíble independientemente de cuáles sean estas acciones

del usuario. Por tanto, los modelos dinámicos utilizados deberán ser capaces

de proporcionar un comportamiento adecuado en el mayor rango posible de

situaciones y valores de entrada.

Por otra parte, la falta de control sobre las entradas del sistema puede

dar lugar a la aparición de inestabilidades numéricas en el esquema compu-

tacional utilizado para la implementación del modelo. Por este motivo la

metodología de modelado debe permitir establecer mecanismos que garan-

ticen la estabilidad y robustez del modelo computacional.

En física es habitual la construcción de los modelos por medio de herra-

mientas matemáticas que dan lugar a una descripción muy precisa y unívoca

del sistema. Para ello es necesario limitar y determinar de forma clara el

rango de validez del modelo, que corresponde al conjunto de situaciones que

éste es capaz de reproducir. Esta decisión de�ne en cierta manera cuál es el

problema que se va a estudiar.

Una vez decidido el rango de validez, es posible determinar qué varia-

bles son las que mejor describen el sistema bajo esas condiciones. Basándose

normalmente en el conocimiento previo sobre el sistema, el físico o el inge-

niero establece relaciones entre estas variables por medio de las herramientas

matemáticas más adecuadas.

Este proceso de acotación del problema permite sacar conclusiones so-

bre las propiedades del sistema estudiado con mayor precisión y facilita que

otros investigadores reproduzcan los resultados obtenidos con el modelo.

Como contrapartida, esta metodología limita el rango de validez de los mo-

delos, ya que únicamente podrán reproducir correctamente las situaciones

para las que han sido diseñados.

Si bien la utilización de modelos basados en física es necesaria para con-

seguir el realismo deseado, la consideración de técnicas de modelado pro-
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cedentes de ámbitos diferentes al de la física, como los sistemas complejos,

permitirá ampliar el rango de validez de los modelos obtenidos.

En disciplinas como el estudio de los sistemas sociales, los sistemas estu-

diados son lo que se conoce como sistemas complejos. En el estudio de este

tipo de sistemas, a menudo se emplean descripciones cualitativas frente a

las descripciones cuantitativas más frecuentes en física (López Díaz-Delgado

and Martínez Vicente, 2000). En estos casos, los modelos se basan en en-

tidades más abstractas y suelen permitir la descripción y simulación de un

rango más amplio de situaciones.

La utilización de elementos muy abstractos proporciona una gran �exibi-

lidad en el modelado y permite la reproducción de un conjunto de sistemas

amplio con una única formalización común. Esta técnica es similar a la

construcción de un modelo por medio de clases abstractas, empleado en el

modelado orientado a objetos en ingeniería del software (Rumbaugh et al.,

1996; Joyanes Aguilar, 1999).

Sobre este modelo formal se podrán de�nir diferentes modelos dinámicos

para la simulación de cada una de las clases los subsistemas. Sin embargo,

la de�nición de los modelos dinámicos concretos se pospone para una fase

posterior, de la misma manera que en modelado orientado a objetos se

separa diseño de implementación (Booch et al., 1999).

3.1.1. Descripción de la metodología de modelado

La metodología que se propone se va a basar en la construcción de un

modelo que describirá el sistema a partir de los elementos que lo componen,

de los �ujos de entrada y salida de información de cada elemento y de las

relaciones existentes entre ellos. La metodología se estructura en cinco fases:

Análisis del sistema e identi�cación de subsistemas y relaciones

De�nición de las entradas y salidas del sistema

De�nición de las entradas y salidas de los subsistemas. Clasi�cación

De�nición formal de las relaciones
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De�nición formal del modelo

Esta metodología puede aplicarse de forma recursiva a cada uno de

los subsistemas identi�cados, construyendo así un modelo basado en una

jerarquía de módulos. A continuación se detallan las diferentes fases de

la metodología y se describe la forma en que el modelo obtenido puede

aplicarse a la de�nición de modelos dinámicos para simulación interactiva.

Análisis del sistema. Como primera fase de la metodología se realizará

un análisis del sistema que se pretende simular. El objetivo es identi�car

los subsistemas que lo constituyen y las relaciones o �ujos de información

que existen entre ellos. Se identi�cará también el entorno, describiendo los

sistemas externos que interactúan con el sistema estudiado así como el �ujo

de información con este entorno.

Este análisis se llevará a cabo utilizando la terminología y los conceptos

propios del ámbito del sistema, sin emplear necesariamente un alto grado

de formalización.

De�nición de las entradas y salidas del sistema. La descripción del

intercambio de información entre el sistema y el entorno realizada en el aná-

lisis anterior, permitirá la de�nición de un conjunto de variables de entrada

y salida del sistema bajo estudio. Se de�nirán de forma precisa estas varia-

bles y se identi�cará el signi�cado de cada una de ellas en la descripción

informal realizada durante el análisis del sistema.

De�nición de las entradas y salidas de los subsistemas. Clasi�ca-

ción. Se utilizará la descripción del �ujos de información entre los diferen-

tes subsistemas para de�nir las variables de entrada y salida de cada uno de

ellos. A partir de esta descripción, los subsistemas se clasi�carán utilizando

como criterio sus variables de entrada y salida. Dos subsistemas que tengan

el mismo interfaz de entradas y salidas se considerarán como pertenecientes

a una misma categoría.

Este concepto es similar al de clases abstractas en diseño orientado a

objetos (Joyanes Aguilar, 1999) en el sentido de que una clase no repre-

senta a un objeto, sino al conjunto de objetos que comparten unas mismas
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propiedades. En el caso de la metodología que se está de�niendo, las propie-

dades que van a identi�car cada clase son las variables de entrada/salida.

Por analogía con este concepto, se utilizará el término clases para referirse

a las categorías.

De�nición formal de las relaciones. Para cada uno de los diferentes

�ujos de información existentes entre los subsistemas se de�nirá formalmen-

te una relación. Cada relación se de�nirá como un enunciado lógico o una

ecuación que involucre las variables de entrada y salida de dos o más clases

de subsistemas.

Se enunciarán relaciones similares para aquellas variables de entrada o

de salida de una clase que correspondan a una variable de entrada o salida

del sistema. Como resultado de esta fase todas las variables de entrada

deberán quedar determinadas por medio de alguna de las relaciones.

De�nición formal del modelo. Finalmente se describirá el modelo por

medio de las formalizaciones de los subsistemas y de las relaciones entre

ellos, especi�cadas durante las fases anteriores. Este modelo constituirá, a

su vez, una formalización de la descripción realizada durante la primera fase

de la metodología.

3.1.2. Utilización de la metodología para el desarrollo de

modelos de simulación

La metodología propuesta conduce a un modelo abstracto del sistema

que se desea simular. Sin embargo, no permite la obtención de un modelo

que pueda ser aplicado de forma inmediata para la realización de simula-

ciones. Para ello es necesario, en primer lugar, de�nir modelos dinámicos

concretos para cada uno de los módulos del sistema abstracto. Estos mode-

los dinámicos proporcionan procedimientos para transformas las entradas

de cada módulo en las salidas correspondientes.

Una vez de�nidos los modelos dinámicos de los subsistemas, el modelo

abstracto actúa como esqueleto o armazón para el desarrollo del modelo

dinámico del sistema completo. En este armazón, las relaciones estableci-



56 3.2. DEFINICIÓN DE UN MODELO ABSTRACTO DE POLIPASTO

das entre los módulos sirven como vías de comunicación entre sus modelos

dinámicos.

Desde el punto de vista de la implementación, la metodología propuesta

presenta gran cantidad de analogías con el diseño orientado a objetos utili-

zado en programación. Esto facilita el desarrollo de bibliotecas de simulación

basadas en el paradigma de la programación orientada a objetos.

Aplicación de la metodología al desarrollo de un modelo de poli-

pasto para simulación

La metodología de modelado propuesta se desarrollará a lo largo de este

trabajo con el �n de obtener un modelo de polipasto para simulación. La

de�nición del modelo abstracto de un polipasto se realiza a continuación

y, a lo largo de los siguientes capítulos se desarrollan los modelos dinámi-

cos para los diferentes subsistemas, así como las estrategias que permitirán

intercambiar diferentes modelos dinámicos de cable durante la simulación.

3.2. DEFINICIÓN DE UN MODELO ABSTRACTO DE

UN POLIPASTO O APAREJO

A continuación se aplica la metodología propuesta, obteniendo como

resultado un modelo abstracto para representar un polipasto. Este modelo

se empleará posteriormente en el diseño de diferentes modelos dinámicos de

polipasto.

3.2.1. Análisis del sistema

El sistema utilizado habitualmente en maquinaria de elevación es lo que

se conoce como polipasto o aparejo. Consiste en un cable de elevación que

pasa a través de dos grupos de poleas; uno �jo o sujeto a la máquina, y el

otro móvil, sujeto a la carga o al dispositivo de enganche utilizado.

La posición de dichas poleas puede ser �ja en el espacio, pero también

puede tener moverse siguiendo trayectoria pre�jada o moverse solidaria-

mente con un sólido del entorno, simulando una polea anclada al mismo. El
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Figura 3.1: Representación un ejemplo del sistema considerado. Cada polea

puede estar sujeta a un sólido o seguir una trayectoria pre�jada.

cable queda suspendido entre cada par de poleas consecutivas. La Figura 3.1

muestra un diagrama de un ejemplo de este tipo de sistemas.

El cable, al atravesar las diferentes poleas, puede descomponerse en una

sucesión de segmentos de cable, cada uno de ellos correspondientes al tramo

que queda suspendido entre dos poleas consecutivas (véase la Figura 3.2).

Poleas

Tramos de cable

Figura 3.2: El sistema está compuesto por una sucesión de poleas y un cable

que pasa a través de ellas. El cable puede descomponerse en una sucesión

de tramos suspendidos entre cada par de poleas consecutivas.

Identi�cación de los subsistemas

El sistema Polipasto se denotará por medio del símbolo A. Este sistema,

a su vez, está compuesto por un conjunto de poleas, a las que se denotará
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por medio del símbolo P, y por un conjunto de segmentos o tramos de cable,

a los que denotaremos por medio del símbolo C. Un polipasto contendrá un

conjunto de N + 1 subsistemas de tipo polea, Pi, y N subsistemas de tipo

segmento de cable, Ci.

Como elementos externos al sistema y pertenecientes, por tanto, al en-

torno, se considerará un conjunto de sólidos, a los que se denotará por

medido del símbolo S.

Descripción del comportamiento del sistema

El cable se encuentra sometido a varios factores que in�uyen en su mo-

vimiento. Por una parte el movimiento de las poleas modi�ca la distancia

entre los extremos de cada tramo de cable. Este movimiento provoca ade-

más, junto con la gravedad, oscilaciones transversales. Las oscilaciones del

cable provocan una deformación, provocando también cambios en su ten-

sión. Estos cambios en la tensión in�uyen a su vez en la dinámica de las

oscilaciones (frecuencia y velocidad de propagación) debido a la naturaleza

elástica del cable.

Por su parte, las poleas del sistema soportan la tensión del cable en

forma de fuerzas. Fuerzas que, aplicadas sobre las poleas y sobre los sólidos

a los que pueden estar ancladas, in�uyen en la evolución de sus trayectorias.

La acción de estas fuerzas es lo que permite, por ejemplo, la elevación de

una carga cuando se oponen al efecto de la gravedad. Estas fuerzas provocan

además el giro de las poleas, haciendo que varíe la longitud de cada tramo

de cable y, por lo tanto, in�uyendo en la tensión de los mismos.

El diagrama mostrado en la Figura 3.3 muestra los elementos que se

han descrito y las relaciones entre ellos. Se trata de un sistema en el que

se puede identi�car dos subsistemas principales relacionados entre sí y en

el que existen bucles de realimentación. Cada �echa indica que existe una

posible in�uencia del elemento de origen sobre el elemento de destino.
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Deformación del cable

Segmento de cable

Tensión del cable

Oscilación del cable

Distancia

entre los extremos

Longitud del cable

Polipasto

Polea

de las poleas

Velocidad angular

Posición de

las poleas

sólidos del sistema

Posición de los

Sólido Rígido

Figura 3.3: Un polipasto se descompone en dos tipos de subsistemas; po-

leas y segmentos de cable. En el diagrama se representan sus principales

propiedades y las relaciones existentes entre ellas.

3.2.2. Entradas y salidas del sistema

En el polipasto descrito anteriormente, la relación con el entorno se

produce principalmente a causa de la interacción mecánica de las poleas

con otros sólidos.

En el caso de aquellas poleas que se encuentre anclada rígidamente a un

sólido, en general se considerará que la masa de las mismas es despreciable

respecto a la de los sólidos. De esta forma, cada polea se desplazará soli-

dariamente con el sólido asociado sin in�uir en su dinámica. Por tanto la
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posición de la polea y la orientación de su eje de giro en cada instante se

considerarán como datos que dependen únicamente de la posición y orien-

tación de cada uno de estos sólidos, y podrán considerarse como datos de

entrada. En caso de que se quiera considerar una polea aislada, que no se

encuentre sujeta al mundo o a un sólido mayor, bastará considerar un sólido

de las dimensiones y peso de la polea y anclarla al mismo.

Como consecuencia de considerar la masa de las poleas como nula, la

tensión que el cable ejerce sobre ellas, junto con los momentos que generan,

se transmitirán directamente al sólido. Las fuerzas se aplicarán sobre el

punto en el que se encuentra �ja cada polea y los momentos se ejercerán

sobre un eje perpendicular a su eje de giro.

A continuación se establecen de manera más detallada estas variables

de�niendo la notación necesaria.

De�nición de las entradas del sistema

Considérese un polipasto compuesto por N + 1 poleas Pi, i = 0, . . . , N .

La posición en cada instante de tiempo de la polea i se denotará como

Pi(t) ∈ R3 y la dirección de su eje de rotación se denotará como ei0.

De acuerdo con la descripción del sistema del Apartado 3.2.1 una polea

del sistema Pi puede tener una trayectoria y orientación impuestas de forma

explícita, por medio de dos funciones vectoriales Pi(t) = pi(t), ei0(t) =

ji(t). Como caso particular, si ambas funciones son constantes la polea se

considerará empotrada en un elemento inmóvil del mundo Pi(t) ≡ pi(0),

ei0(t) ≡ ji(0). El conjunto de vectores {pi, ji}Ni=0 ⊂ R3 se considerará como

las entradas del polipasto.

Por otra parte, considérese también el caso en que la polea se encuentra

anclada a un sólido del sistema. Sea p la posición de la polea sobre el sólido

en su sistema de referencia local y j la orientación del eje de giro de la polea

expresado también en el sistema de referencia local del sólido. Sea R(t) la

posición del sólido en el espacio y A(t) la matriz de rotación que expresa la

rotación del mismo (véase la Figura 3.4). La trayectoria de la polea Pi, y la
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e
0

i

pi

R

Figura 3.4: Polea anclada sobre un sólido.

orientación de su eje de giro, vendrán dadas por medio de la curvas

pi(t) = R(t) + A(t)pi; (3.1)

ji(t) = A(t)ji. (3.2)

Salidas del sistema

Como variables de salida del sistema se considerarán las fuerzas y mo-

mentos que actúan sobre cada polea. Cuándo la polea se encuentre empo-

trada en un sólido, las fuerzas se aplicarán directamente sobre éste. Con-

sidérese un polipasto compuesto por N + 1 poleas Pi, i = 0, . . . , N . Sus

salidas vendrán dadas por el conjunto de vectores {Fi, τ i}Ni=0 ⊂ R3.

Los vectores Fi se interpretarán como las fuerzas ejercidas por cada

polea sobre el punto en que se encuentran ancladas, mientras que los vectores

τ i se interpretarán como los momentos angulares aplicados.

Esta información tiene una gran importancia desde el punto de vista de

la simulación interactiva, porque permitirá que el comportamiento del siste-

ma se re�eje en el resto de elementos del entorno. Considérese, por ejemplo,
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la situación sencilla de elevación de cargas de la Figura 3.5, en la que una

carga está sujeta a una polea simple. Un extremo del cable se encuentra

empotrado en el techo y el otro se encuentra sujeto a un dispositivo que

aplicará una fuerza. Si las fuerzas aplicadas no se transmiten a la carga, en

ningún caso se podrá conseguir la elevación de la misma.

Figura 3.5: Sistema formado por una polea simple sujeta a una carga y un

cable empotrado en el techo y sometido a una fuerza de tracción. Para poder

determinar la trayectoria de la carga es necesario conocer las fuerzas que

actúan entre ésta y la polea.

La forma particular en que se aplicarán estas fuerzas y momentos depen-

derá de la metodología de modelado que se esté utilizando para los sólidos

del entorno. Comúnmente, estas fuerzas se aplicarán como fuerzas externas

sobre el sólido al que se encuentra anclada la polea, aplicadas sobre el punto

p. En el Capítulo 4 se detallan algunos casos.

Resumen de las variables de entrada y salida del sistema

A partir de la descripción que se ha realizado, a continuación se recogen

el conjunto de entradas y salidas que se han de�nido para el modelo de
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polipasto. El Cuadro 3.1 muestra estas variables junto con su interpretación.

Polipasto Variable Descripción

Entradas ji Eje de giro de la polea Pi

pi Posición de la polea Pi

Salidas Fi Fuerza ejercida por la polea Pi

τ i Momento ejercido por la polea Pi

Cuadro 3.1: Cuadro de entradas y salidas del modelo abstracto de polipasto.

Otras variables de entrada y salida

Estas variables constituyen un conjunto mínimo de variables de entra-

da y salida que serán comunes a cualquier polipasto considerado para su

modelado. En función de las necesidades de cada modelo dinámico concre-

to, este conjunto se ampliará para considerar cualquier otro intercambio de

información con el entorno. A continuación se indican algunas entradas o

salidas adicionales que pueden resultar útiles.

Poleas motrices. Un caso frecuente en un sistema de cables y poleas es

la consideración de una o más poleas motrices. En Arrasate et al. (Arrasate

et al., 2007) se presenta un modelo de ascensor con una única polea �ja

motorizada. El cable tiene sus extremos empotrados en la cabina y en el

contrapeso (véase la Figura 3.6). La elevación y el descenso de la cabina se

consigue por medio de la aplicación de un par de fuerza a la polea por parte

del motor τm.

En este caso, además del conjunto de variables de�nido se considerará

como variable de entrada el par aplicado sobre la polea τm. Obviamente,

para poder realizar una simulación del sistema será necesario que el modelo

dinámico de polea que se utilice sea capaz de utilizar este dato como una

entrada.
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Figura 3.6: Modelo sencillo de ascensor, compuesto por una polea motori-

zada, la cabina y un contrapeso.

Recíprocamente, el modelo de motor utilizado puede requerir informa-

ción sobre la velocidad o la aceleración angular de la polea forzada. Esta

información se considerará como una salida adicional del sistema cuando

los modelos utilizados lo requieran.

Interacción con los cables. Considérese una simulación en la que se

desee poder actuar sobre el cable por medio del interfaz de usuario, apli-

cando fuerzas arbitrarias sobre un punto o modi�cando su longitud.

El modelo de polipasto deberá considerar como entradas las acciones

del usuario en la forma que sea necesaria para conseguir el efecto desea-

do; una fuerza y un punto de aplicación, una velocidad de alargamiento o

acortamiento del cable, etc.

De forma similar, cuando se considere la detección de colisiones entre

el sistema y el entorno, los resultados de las pruebas de colisión deberán

introducirse en el sistema para su utilización en el cálculo de la dinámica

del cable.
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3.2.3. De�nición de las entradas y salidas de los subsistemas

Siguiendo el esquema metodológico propuesto, a continuación se des-

criben los elementos que componen el polipasto por medio de la de�nición

precisa de las entradas y salidas de cada uno de ellos.

Descripción de una polea P

De acuerdo con la descripción del sistema realizada en el Apartado 3.2.1

y de las relaciones con el resto de entidades establecidas allí para las poleas,

se de�nen las siguientes variables para el subsistema.

Variables de entrada. Como variables de entrada de la polea se conside-

ran los cuatro vectores t0, t1, P y e0 ∈ R3.

Los vectores ti0, t
i
1 se interpretarán como las tensiones ejercidas por los

dos segmentos de cable adyacente a la polea Pi; la tensión ti0, causada por

el segmento cable que la conecta con el nodo Pi−1, y la tensión ti1, causada

por el segmento de cable que la conecta con el nodo Pi+1. Dado que la

polea puede desplazarse anclada rígidamente a un sólido o a una trayectoria

prescrita, se considerarán también como datos de entrada la trayectoria a lo

largo del tiempo de su centro, Pi, y su orientación en el espacio, expresada

por medio del eje de giro ei0.

Variables de salida. Como variables de salida de la polea se consideraren

los vectores p0, p1, F y τ , y el valor real v.

En la polea Pi, los dos puntos pi0 y pi1 pueden interpretarse como los

puntos en los que se aplican, respectivamente, las tensiones ti0 y ti1. El valor

real vi se interpretará como la velocidad tangencial de la polea en su parte

exterior y los vectores Fi y τ i como la fuerza y el momento angular que

actúan sobre el punto de anclaje.

En de�nitiva, el modelo abstracto aquí de�nido considera como una

polea a cualquier sistema que tenga las siguientes entradas y salidas: como

entradas dos vectores correspondientes a las tensiones ejercidas sobre la

polea, y dos vectores correspondientes a su posición y eje de giro; como

salidas, dos magnitudes vectoriales, correspondientes a los puntos en los
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Figura 3.7: Variables de una polea.

que los cables inciden tangencialmente en la polea, y una magnitud escalar

que representa la velocidad angular de la misma respecto del eje de giro.

El Cuadro 3.2 resume el conjunto de variables de entrada y de salida de la

polea.

Nodos terminales P

Nótese que el signi�cado de los nodos 0 y N + 1 es diferente al del resto

de nodos, ya que no representan realmente a una polea. Esto es así debido a

que el cable �naliza en ambos nodos de forma que no tienen otro segmento

de cable sobre el que se puedan transmitir fuerzas o velocidades. Por este

motivo, a estos nodos, a los que se mencionará en ocasiones como nodos

terminales o, simplemente, terminales, les corresponde únicamente como

entrada una tensión y una posición en el espacio. Los nodos terminales se

denotarán por medio del símbolo P, al igual que las poleas.

Variables de entrada. Un nodo terminal toma como variables de entrada

dos vectores t y P.

Estos nodos pueden representar desde un empotramiento en un muro,
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Polea (P) Variable Descripción

Entradas t0 Tensión del cable 0

t1 Tensión del cable 1

P Posición de la polea

e0 Eje de giro de la polea

Salidas p0 Punto de aplicación de t0

p1 Punto de aplicación de t1

F Fuerza que actúa sobre el punto de anclaje

τ Momento angular que actúa sobre el punto de

anclaje

v Velocidad tangencial en el exterior de la polea

Cuadro 3.2: Cuadro de entradas y salidas del modelo abstracto de una polea.

de forma que su posición será �ja, hasta un carrete o bobina en la que se

arrolla el cable, variando la longitud del mismo.

Variables de salida. Un nodo terminal tiene como variables de salida un

vector F y un escalar v.

A los nodos terminales se les denotará por el mismo símbolo que a las

poleas, P, ya que comparten con ellas muchas propiedades. El Cuadro 3.3

resume el conjunto de variables de entrada y de salida de un nodo terminal.

Descripción de un cable C

Un cable permite la transmisión de una fuerza mecánica aplicada en

un punto situado en un extremo del mismo, sobre el punto situado en el

otro extremo. Sin embargo, esta descripción del cable no resulta la más

adecuada, ya que otorga un papel diferente a sus dos extremos.

En su lugar, considérese un segmento de cable de longitud L suspendido

por sus extremos, que se encuentran entre sí a una distancia l > L. Como
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Terminal (P) Variable Descripción

Entradas t Tensión aplicada sobre la polea

P Posición de la polea

Salidas F Fuerza que actúa sobre el punto de anclaje

v Velocidad de liberación de cable

Cuadro 3.3: Cuadro de entradas y salidas del modelo abstracto de un nodo

terminal.

consecuencia de la naturaleza elástica del cable, éste ejercerá una fuerza de

tracción sobre los puntos en los que se encuentra anclado que, según la ley

de Hooke, será proporcional al estiramiento del cable. De acuerdo con este

planteamiento, el cable se considera como un resorte que ejerce una tensión

sobre sus extremos en función de la posición de los mismos.

El modelo de entradas y salidas que se propone para el cable es el si-

guiente: los datos que requiere son la posición en el espacio de los extremos

del cable y su longitud sin deformar. Dado que en un polipasto la longitud

en ausencia de deformación de cada segmento de cable varía si giran las po-

leas en sus extremos, para determinar la longitud se tomará como entrada

la velocidad del cable en ambos extremos.

Variables de entrada. El sistema que representa a un segmento de cable

debe recibir como entradas dos puntos en el espacio p0 y p1 y dos valores

escalares v0 y v1.

Los puntos p0 y p1 ∈ R3 corresponderían a las posiciones de los ex-

tremos del segmento de cable, mientras que los escalares v0 y v1 serán la

velocidad de variación de la longitud del segmento de cable en cada uno de

sus extremos.

Variables de salida. Como resultado o salida, el cable proporciona dos

magnitudes vectoriales T0 y T1.

Las direcciones de los dos vectores T0 y T1 indican las direcciones tan-
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gentes al cable en cada extremo, mientras que el módulo de los mismos

representa el valor de la tensión en cada extremo, obtenido a partir de las

propiedades mecánicas del cable.

0
v

T
1T

0

1
v

p p0
1

Figura 3.8: Variables de un cable.

En el modelo de polipasto o aparejo, compuesto por una sucesión de

segmentos de cable, las variables asociadas al segmento Ci, comprendido

entre las poleas o nodos Pi e Pi+1, se identi�carán por medio del superíndice

i (pi0, p
i
1, etc.). El Cuadro 3.4 resume el conjunto de variables de entrada y

de salida del cable.

Cable (C) Variable Descripción

Entradas p0 Posición del inicio del segmento de cable

p1 Posición del �nal del segmento de cable

v0 Velocidad de variación de la longitud del

segmento de cable en su inicio

v1 Velocidad de variación de la longitud del

segmento de cable en su �nal

Salidas T0 Tensión del cable en el punto de inicio

T1 Tensión del cable en el punto �nal

Cuadro 3.4: Cuadro de entradas y salidas del modelo abstracto de un cable.
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3.2.4. De�nición formal de las relaciones entre los subsiste-

mas

Una vez establecidos los tipos de elementos que componen el polipasto

y de�nidas sus entradas y salidas, utilizando los �ujos de información que

se describieron en el Apartado 3.2.1 se describirá la manera en que éstos se

relaciona entre sí.

El modelo de polipasto se ha descompuesto en una sucesión de módulos

de dos tipos: poleas y segmentos de cable. En la descripción modular que

se hace del sistema únicamente se presta atención a sus entradas y salidas,

sin tener en cuenta los procesos internos que llevan de las primeras a las

últimas. A continuación se completa la descripción del sistema relacionando

formalmente los diferentes subsistemas que lo componen.

Para ello se va a formalizar el signi�cado de la relación La polea P

comunica a los segmentos de cable Ca y Cb y el signi�cado de la relación El

segmento de cable C une las poleas Pa y Pb.

Polea que comunica dos segmentos de cable

Considérese una polea P y sus variables de entrada y salida

{t0, t1,P, e0; p0,p1,F, τ , v},

y dos segmentos de cable Ca y Cb, con sus respectivas variables de entrada

y de salida

{pk0,pk1, vk1 , vk2 ; Tk
0,T

k
1}, k = a, b.

Fi y el momento angular τ i

Se dirá que La polea P comunica a los segmentos de cable Ca y Cb cuando

se cumplan las siguientes relaciones entre sus entradas y sus salidas:

t0 = Ta
1; t1 = Tb

0; (3.3)

p0 = pa1; p1 = pb0; (3.4)

v = va1 ; v = vb0. (3.5)
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Figura 3.9: Polea que comunica dos segmentos de cable.

Segmento de cable que une dos poleas

Considérese un segmento de cable C y sus variables de entrada y salida

{p0,p1, v1, v2; T0,T1}

y dos poleas Pa y Pb, con sus respectivas variables de entrada y de salida

{tk0, tk1,Pk, ek0; pk0,p
k
1,F

k, τ k, vk}, k = a, b.

Se dirá que El segmento de cable C une las poleas Pa y Pb cuando se

cumplan las siguientes relaciones entre sus entradas y sus salidas:

ta1 = T0; tb0 = T1; (3.6)

pa1 = p0; pb0 = p1; (3.7)

va = v0; vb = v1. (3.8)

Relación de los subsistemas con el entorno

El valor de algunas de las variables de entrada de los subsistemas no

proceden en los �ujos de información internos. El valor de estas variables se

determina en el entorno del sistema. De la misma manera, algunas de las

variables de salida de los subsistemas se emplean como salidas del sistema

completo.
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Figura 3.10: Segmento de cable que une dos poleas.

Las variables de entrada y de salida de los subsistemas que corresponden

con las variables de entrada y de salida del sistema completo A, de�nidas en

el Apartado 3.2.2, son algunas de las variables de las poleas. Por un aparte,

las entradas de la polea correspondientes a su posición y orientación pi y ji

toman su valor directamente de las entradas del polipasto Pi y ei0. Por otra

parte, las salidas de la polea Fi y τ i dan valor a las variables homónimas

del polipasto.

3.2.5. De�nición del modelo formal

Para proponer un modelo formal de polipasto se va a determinar qué

elementos lo componen de manera precisa y se van a establecer relaciones

entre las variables de entrada y las variables de salida de cada uno de los

subsistemas. Habitualmente identi�caremos a un polipasto por el número de

poleas que lo componen. Considérese un polipasto o aparejo A con N+1 po-

leas y un cable que pasa por todas ellas. Este sistema se de�ne formalmente

de la siguiente forma.

De�nición de un polipasto A. Un polipasto A con N +1 poleas se com-

pone de los siguientes elementos. En primer lugar, N+1 subsistemas de tipo

Polea (P), numeradas según el orden por el que el cable debe atravesarlas,

{Pi, i = 0, . . . , N}. De este conjunto de poleas, las poleas correspondientes

a los índices 0 y N son nodos terminales terminales. En segundo lugar, N

segmentos de cable {Ci, i = 0, . . . , N − 1}.
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Por último, se establece el siguiente conjunto de relaciones entre las

poleas y los segmentos de cable:

El segmento de cable Ci une las poleas Pi y Pi+1 para i =

0, . . . , N − 1.

0 1

0 1

C C

P P

N−1

N
P

C

Figura 3.11: Esquema de cajas para el modelo abstracto de polipasto consti-

tuido por módulos de dos tipos: cables y poleas.

A partir de las de�niciones de las relaciones entre poleas y segmentos

de cable, es inmediato probar que el conjunto de relaciones propuesto es

equivalente al siguiente:

La polea Pi comunica los segmentos de cable Ci−1 y Ci para i =

1, . . . , N − 1.

El segmento de cable Cj une las poleas Pj y Pj+1 para j = 0 y

j = N − 1.

Con este conjunto de de�niciones se concluye la aplicación de la meto-

dología a la de�nición de un modelo abstracto de polipasto.

3.3. CONTRIBUCIONES DE LAMETODOLOGÍA DEMO-

DELADO PROPUESTA

Se ha presentado una metodología de modelado que consiste en la des-

composición del sistema en un conjunto de subsistemas y en la identi�cación

de las relaciones entre ellos. Esta metodología es utilizada habitualmente en
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ingeniería, especialmente para el desarrollo de sistemas mecánicos comple-

jos, que no admiten un único modelo para describir toda su dinámica. Se ha

empleado, por ejemplo, en modelado de vehículos (Buzdugan et al., 1999;

Kübler and Schiehlen, 2000), donde además puede servir como herramienta

para el desarrollo de un modelo por varios equipos de ingenieros dedicados

cada uno al desarrollo de un módulo independiente (Hulbert et al., 1999).

Habitualmente esta metodología se emplea para la separación de subsis-

temas de diferente naturaleza; sistemas mecánicos, eléctricos, hidráulicos,

etc. con el objetivo de dividir un problema complejo en un conjunto de

subproblemas más sencillos. Sin embargo, no es tan habitual su utilización

en la descomposición de sistemas mecánicos simples como el que se aborda

aquí.

Cuando se modela un sistema en este ámbito, la metodología de mode-

lado se selecciona teniendo en cuenta los objetivos del estudio, de forma que

permita obtener la información más relevante. Habitualmente, esta metodo-

logía condiciona la forma en la que los distintos subsistemas se relacionan.

Como se verá a lo largo del presente trabajo, la principal contribución de

la formalización propuesta es la posibilidad de de�nir un modelo abstracto

del sistema antes de decidir la metodología de modelado que va a emplearse

en cada uno de los subsistemas. Por otra parte, el modelo abstracto sirve

también para de�nir de forma clara cuáles son los requisitos de modelado

para cada uno de los módulos.

Este planteamiento, que seguramente no es el más adecuado cuando el

objetivo es describir con precisión una propiedad particular de un sistema,

resulta muy útil si se busca �exibilidad, ya que el modelo se de�ne con un

conjunto de restricciones muy reducido.

Por otra parte, la descripción modular del sistema y la de�nición precisa

de los �ujos de información ayudan a aislar los posibles problemas o nece-

sidades de los subsistemas, especialmente si esta modularidad se re�eja en

la implementación. El control de la estabilidad o del rango de las entradas

puede realizarse de forma independiente para cada módulo sin necesidad de

condicionar el diseño del resto.
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Esta descripción modular, de hecho, ayuda a la implementación de pro-

gramas para simular el sistema modelado. Como han puesto de mani�esto

las analogías establecidas durante la de�nición del modelo, su implemen-

tación puede realizarse de forma directa por medio de la metodología de

modelado orientada a objetos, pudiendo iniciarse desde el momento en que

queda de�nido el modelo abstracto.

Resumen de las contribuciones de este capítulo

Se ha presentado una metodología que, a pesar de ser poco frecuente

en el modelado de sistemas mecánicos simples, ofrece los siguientes bene-

�cios cuando los modelos están destinados a la realización de simulaciones

interactivas en entornos virtuales:

Permite el desarrollo de modelos �exibles con muy pocas suposiciones

previas.

Permite el desarrollo de modelos robustos, que pueden enfrentarse a

situaciones muy dispares, gracias a la modularidad.

Permite tratar de forma independiente la problemática relacionada

con la implementación y simulación numérica de cada subsistema.

Facilita la implementación de los modelos por medio del paradigma

de la programación orientada a objetos.

Los resultados obtenidos en este capítulo cubren, además, los objetivos

de este trabajo correspondientes al diseño de una metodología de modelado

y al desarrollo de un modelo abstracto de polipasto.
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CAPÍTULO 4

PROPUESTA DE UN MODELO DE

POLEA PARA LA SIMULACIÓN DE

SISTEMAS DE ELEVACIÓN

En este capítulo se de�ne un modelo dinámico para la simulación de una

polea en el marco de la metodología propuesta en el Capítulo 3. Allí se ha

propuesto una descripción modular de un polipasto por medio de poleas y

segmentos de cable, y una polea se ha de�nido como un sistema que tiene

como entradas al menos los cuatro vectores t0, t1, P y e0 ∈ R3, y como

salidas al menos los vectores p0, p1, F y τ , y el valor real v.

Sin embargo, esta descripción no permite simular la dinámica de una

polea debido a que no proporciona la forma en que están relacionadas las

variables de entrada y de salida. En este capítulo se parte de la de�nición

abstracta de polea que describe únicamente sus entradas y salidas para

proponer un modelo dinámico.

Además se analiza el rango de validez de las entradas, identi�cando

sus límites, junto con el signi�cado físico de las situaciones en las que las

variables de entrada alcanzan estos límites. Para cada una de las variables

consideradas, se proponen estrategias para considerar estas situaciones de

forma realista. Por último, se proponen también diferentes modi�caciones

del modelo de polea, que representan simpli�caciones del modelo o casos

particulares, como la simulación de contactos.



78 4.1. DESCRIPCIÓN DE UNA POLEA

4.1. DESCRIPCIÓN DE UNA POLEA

De acuerdo con la descripción de una polea realizada en el Capítulo 3,

se considerará que su posición y orientación están determinadas por su eje

de giro e0 y la posición de su centro, denotada por P.

Estas variables se introdujeron como variables de entrada de la polea, y

no como variables de estado. El motivo es que la polea se considera como

un elemento que está empotrado en un sólido �jo o móvil, de forma que su

posición y orientación vienen determinadas por las de éste sólido. A conti-

nuación se de�nen los parámetros y variables de estado que se emplearán

para de�nir la dinámica de una polea.

4.1.1. Parámetros y variables de una polea

Desde el punto de vista mecánico una polea es un disco, que puede

suponerse sólido, y que rota respecto a su eje. Este eje está �jo en otro

sólido o en el mundo. Para determinar sus propiedades es necesario conocer

su masa m y sus dimensiones, dadas por su radio R y su espesor d. El

momento de inercia de la polea respecto a su eje de giro es I1 = 1
2mR

2,

mientras que el momento de inercia respecto de cualquier eje perpendicular

a éste viene dado por I2 = 1
4mR

2 + 1
12md

2. Además, de estos parámetros, se

considerará un coe�ciente de rozamiento µ para el giro de la polea respecto

a su eje.

Dado que tanto la posición del centro de la polea como la orientación

del eje de giro están determinados como variables de entrada, únicamente

es necesario conocer el giro de la polea respecto de e0. Sin embargo, gracias

a la simetría de la polea, en lugar del ángulo, se considerará su velocidad

angular ω respecto al eje e0 como variable de estado. El Cuadro 4.1 muestra

un resumen de las variables y parámetros que se han descrito, y que se

emplearán en el modelo de polea.
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Símbolo Descripción

Parámetros m Masa de la polea

R Radio de la polea

d Espesor de la polea

µ Coe�ciente de rozamiento

Variable de estado ω Velocidad angular a lo largo del

eje e0

Cuadro 4.1: Variables y parámetros del modelo dinámico de polea.

Sistema de referencia local de una polea y variables auxiliares

Además de la variable de estado ω, se va a de�nir un conjunto de varia-

bles auxiliares que permitirán obtener la evolución de la polea. En primer

lugar, se considerará un sistema de referencia que se desplazará solidaria-

mente con la polea. Este sistema de referencia permitirá descomponer cual-

quier vector en su proyección sobre el eje de giro de la polea e0, más su

proyección sobre el plano de la polea.

Considérese un polipasto que tenga al menos dos segmentos de cable,

y sea Pi una polea del sistema que no sea un nodo terminal. Sea li =

||Pi+1 − Pi|| la distancia entre las poleas Pi y Pi+1 y di = (Pi+1 − Pi)/li

el vector unitario que genera el segmento que une sus centros. Se de�ne el

siguiente sistema de referencia:

bi1 = ei0

bi2 = −bi1 × di

bi3 = bi1 × bi2 (4.1)

Obsérvese que el sistema de referencia del primer nodo está bien de�nido

por medio de (4.1). El sistema de referencia del último nodo PM puede �jarse

usando el vector que marca la dirección del nodo anterior, dM−1.
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Figura 4.1: Sistema de referencia local de una polea.

Este sistema de referencia estará de�nido siempre que ei0×di 6= 0. Esto

es equivalente a que el vector di, que indica la dirección que une la polea

Pi con la polea Pi+1, no es paralelo al eje de giro de la polea ei0. Pero esta

condición es necesaria para que el cable se mantenga dentro de la canaladura

de la polea, por lo que se cumplirá siempre que las condiciones del sistema

sean adecuadas para que la polea tenga un comportamiento normal.

Para garantizar que ei0×di 6= 0, el modelo dinámico que rija el compor-

tamiento del cable y la polea deberá emplear el módulo de este vector como

una medida de la desviación del cable respecto del plano de la polea. En

caso de que esta desviación sea mayor que un cierto ángulo, que dependerá

de las propiedades geométricas de la polea (radio de la polea, y profundidad

y anchura de la canaladura) y del radio del cable, se deberá contemplar la

situación en la que el cable se sale de la polea. Este problema se analizará

con más detalle en el Apartado 4.3, en este mismo capítulo.

Además del sistema de referencia de�nido, se considerarán varios ele-

mentos geométricos adicionales, que tienen in�uencia en el estado y en la

evolución del sistema.

Por un lado, se considerará el ángulo que forma la tensión de cada uno

de los dos segmentos de cable respecto del plano de la polea. Este ángulo se
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denotará por medio de αik, donde k = 0, 1. Estos ángulos pueden obtenerse

por medio del ángulo de tik respecto del vector ei0,

αi0 =
π

2
− arc cos

(
ti0e

i
0

|ti0||ei0|

)
; (4.2)

αi1 =
π

2
− arc cos

(
ti1e

i
0

|ti1||ei0|

)
, (4.3)

Estos ángulos determinan cuánto se desvía la dirección de incidencia del

cable respecto del plano de la polea. Como ya se ha indicado, permite deter-

minar si el estado del sistema permite que la polea funcione correctamente.

4.1.2. Posición de los puntos de anclaje del cable en la polea

Antes de abordar el modelo dinámico del sistema se van a desarrollar

los cálculos necesarios para obtener los puntos de anclaje del cable sobre

la polea, pi0 y pi1, que corresponden a dos de las salidas del modelo formal

de polea. Para ello se utilizarán las variables de entrada del sistema y el

sistema de referencia que se acaba de de�nir.

La información de la que se dispone es la dirección tangente de ambos

segmentos de cable en sus puntos de contacto con la polea, ti0 y ti1. Por

tanto, estas direcciones ser proyectarán en el plano de la polea y se tomarán

como puntos de anclaje los puntos en los que estas direcciones son tangentes.

Considérese, en primer lugar, el vector que indica la tensión del cable

de entrada a la polea ti0. Este vector es paralelo a la dirección tangente al

cable en el punto de anclaje pi0. El vector que une el centro de la polea, P
i,

con el punto de anclaje, pi0, será

pi0 = pi0 −Pi,

Este vector debe ser perpendicular a ti0 y a ei0. Por tanto, el vector pi0
puede de�nirse como

pi0 = Ri
ei0 × ti0
|ei0 × ti0|

obteniendo así dos posibles puntos de anclaje para el cable, dados por pi0 =

Pi ± pi0.
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Para determinar cuál de estos dos puntos corresponde al punto de an-

claje del cable se debe de�nir la región de la polea que se encuentra en

contacto con el cable. Esta información debe introducirse como parámetro

durante la inicialización de la polea.

De forma completamente análoga se obtiene pi1 = Pi + pi1, donde

pi1 = Ri
ei0 × ti1
|ei0 × ti1|

,

que corresponde al punto de anclaje del cable en el otro lado de la polea.

Una vez de�nidos los puntos de anclaje, se de�ne el vector unitario

n =
pi0 + pi1
|pi0 + pi1|

al que se denominará vector normal de la polea, y que está dirigido en la

dirección de la bisectriz del ángulo formado por los dos vectores p0 y p1. A

este ángulo se le denomina habitualmente ángulo de contacto de la polea con

el cable, y se denotará por β. Este vector n permite almacenar la información

relativa a la dirección de los vectores pk a lo largo de la simulación.

4.2. INTERACCIÓN MECÁNICA CON EL ENTORNO

Como se indicó en el Apartado 3.2.2, para conseguir la integración del

modelo de polipasto que se ha propuesto en un sistema mecánico más amplio

se utilizan las entradas y salidas del modelo de polea. La polea actúa, en

cierta manera, como interfaz entre el entorno y el modelo de polipasto, ya

que actúa como transmisor de la fuerza mecánica entre los cables y los

sólidos a los que está sujeto el polipasto. Por tanto, para poder simular una

polea es necesario de�nir la manera en que interactúa con el entorno y su

evolución a partir de esta interacción.

La simulación de los elementos mecánicos de la escena es un problema

complejo en si mismo, para el que existen diferentes metodologías. Por este

motivo, no resulta sencillo proponer un procedimiento concreto para la im-

plementación de la interacción entre el modelo de polipasto y los modelos

mecánicos del resto de los objetos de la escena.
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Figura 4.2: Para la integración de un modelo de polipasto en una simulación

es necesario poder transmitir las fuerzas sobre los sólidos del sistema. Esto

permite, por ejemplo, la elevación de una carga.

Se supondrá, al menos, que el entorno virtual se modela como un sistema

multicuerpo, en el que diferentes sólidos rígidos o �exibles interactúan por

medio de enlaces cinemáticos y de contactos. Para una revisión en mayor

profundidad los textos de Shabana (Shabana, 2001) y García de Jalón y

Bayo (García de Jalón and Bayo, 1994) ofrecen sendas monografías muy

completas al respecto.

A continuación se detalla, en primer lugar, la forma en que el cable

in�uye sobre el comportamiento de la polea. Posteriormente, se analiza la

forma en que la polea in�uye en el entorno.

4.2.1. Evolución del estado de la polea

La variable que determina el estado de la polea, su velocidad angular

ω, es una variable continua, por lo que el modelo dinámico se va a expresar

por medio de la ecuación de movimiento de esta variable. Para ello se consi-

derarán los momentos que actúan sobre el disco de la polea en la dirección

de su eje de rotación e0; el momento ejercido por el cable, el rozamiento
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de la polea con su eje y el momento de inercia cuando existe una velocidad

angular en el sólido al que está anclada.

En primer lugar, la polea se encuentra sometida a las tensiones ejercidas

por el cable sobre ella, t0 y t1. Para calcular el momento que actúa sobre

la polea debido a estas tensiones, se consideran por separado las fuerzas

perpendiculares al plano de la polea y las fuerzas contenidas en éste. Para

determinar estas fuerzas se proyectarán las tensiones sobre cada uno de los

vectores de la base local de�nida por (4.1).

t0 = (t0b1)b1 + (t0b2)b2 + (t0b3)b3 (4.4)

t1 = (t1b1)b1 + (t1b2)b2 + (t1b3)b3 (4.5)

Las tensiones que actúan en el plano de la polea, que generan un mo-

mento a lo largo del eje de giro de ésta, serán

t0,t = (t0b2)b2 + (t0b3)b3 (4.6)

t1,t = (t1b2)b2 + (t1b3)b3 (4.7)

Sea una polea Pi que no sea un nodo terminal, y sean las tensiones

aplicadas sobre la polea t0 y t1. En primer lugar se proyecta cada una de

las dos tensiones sobre el plano de la polea, de�nido por los vectores bi2 y

bi3. Para ello, se calcula el producto escalar de ti0 y ti1 con los vectores que

forman una base plano de la polea bi2 y bi3, obteniendo en este sistema de

referencia.

Estas tensiones se aplican sobre los puntos pi0 y pi1, generando un mo-

mento a lo largo del eje e0 (véase la Figura 4.3)

τ e = p0 × t0,t + p1 × t1,t. (4.8)

Por otra parte, a causa del rozamiento debido a la rotación de la polea,

aparece un momento que se opone al giro de la polea τ r. Este rozamiento

es proporcional a la velocidad angular de la polea, con constante de propor-

cionalidad µ. El momento debido al rozamiento vendrá dado por

τ r = −µωe0. (4.9)
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Figura 4.3: La tensión del cable ejerce una fuerza sobre el disco de la polea

que puede generar un momento.

Si la masa de la polea es su�cientemente grande, puede considerarse

además el momento de inercia τω, debido al giro de la polea en el espacio ω

que resultará de la velocidad de giro del disco respecto a e0 y de la velocidad

angular del sólido al que se encuentra anclada la polea.

La evolución de la velocidad angular de la polea vendrá dada por la

ecuación diferencial de primer grado

1
2
mR2ω̇ − τ e + τ r + τω = 0 (4.10)

que expresa la conservación del momento angular de la polea.

4.2.2. Acción de la polea sobre el entorno

Una polea P proporciona entre sus salidas una fuerza F y un momento

τ que resultan de la aplicación de las fuerzas del cable sobre ella. Si la polea

se encuentra anclada a un punto �jo en el sistema de referencia del mundo,
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o tiene una trayectoria de�nida explícitamente, no ligada a ningún objeto,

entonces estas salidas se descartan, ya que no tienen ninguna in�uencia

sobre los objetos de la escena.

Si por el contrario la polea se considera anclada a un sólido S sobre un

punto p, expresado en coordenadas locales del sólido, entonces la posición

de la polea vendrá dada por P = R + Ap, donde R y A son la posición y

la matriz de orientación del sólido S.

En este caso, la fuerza F que ejerce la polea se aplicará directamente

sobre el sólido S sobre el punto p. El momento generado se introducirá

también como un momento externo aplicado sobre el sólido.

La fuerza resultante aplicada en P sobre el sólido al que está anclada la

polea será la suma de la fuerzas que actúan sobre la polea,

F = t0 + t1 (4.11)

mientras que el momento aplicado sobre el sólido vendrá dado por el pro-

ducto vectorial de la componente perpendicular al plano de la polea de estas

fuerzas por los puntos sobre los que se aplican, respecto del centro del sólido.

Estas proyecciones vienen dadas por:

t0,n = (t0b1)b1; t1,n = (t1,nb1)b1. (4.12)

y los momentos generados sobre el sólido vendrán dados por

τ 0 = t0,n × (Ap + p0); τ 1 = t1,n × (Ap + p1). (4.13)

A estos momentos se deben añadir el momento debido al rozamiento

τ r = µωe0 y el momento de inercia de la polea −τω. Por tanto, el momento

aplicado sobre el sólido será

τ = τ 0 + τ 1 + τ r − τω. (4.14)

4.3. CONTROL DEL RANGO DE LAS ENTRADAS DE

UNA POLEA

El modelo de polea presentado hasta el momento no impone ninguna

restricción a la relación entre las diferentes variables de entrada y de salida.
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Sin embargo, una polea real no permite todas las situaciones posibles sin

que su comportamiento se vea afectado.

A continuación se revisan dos situaciones en las que el comportamiento

de la polea deja de corresponder al modelo presentado. Son situaciones

que pueden ser habituales en una simulación interactiva, y que deben ser

consideradas para conseguir un comportamiento realista. Estas situaciones

corresponden a los casos extremos del ángulos de contacto del cable sobre

la polea, β, y de los ángulos de incidencia del cable sobre la polea, αk.

4.3.1. Ángulo de contacto del cable con la polea

Las dos direcciones de entrada del cable a la polea proyectadas sobre el

plano del disco determinan el ángulo de contacto entre el cable y la polea.

Este ángulo indica la cantidad de cable que se encuentra en contacto con

el disco de la polea, y permite determinar si el cable pierde el contacto con

una polea, de forma que ésta deja de formar parte del sistema.

Figura 4.4: El ángulo entre las direcciones de entrada y salida del cable a la

polea no puede ser mayor de 180o.

En primer lugar, el ángulo de contacto no puede ser mucho mayor de

180o, ya que en este caso se producirá una colisión de los dos segmentos de
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cable (véase la Figura 4.4). A continuación veremos como gestionar estas

situaciones. Esta situación deberá tratarse por medio del procedimiento de

gestión de colisiones que se emplee para los contactos entre segmentos de

cable. No obstante, en el marco de este trabajo no se contemplan este tipo

de colisiones. En caso de que sea necesario considerar esta situación, se

introducirá un rozamiento en la polea, simulando la fricción causada por el

contacto entre ambos segmentos de cable.

Figura 4.5: Cuando las direcciones de entrada del cable son paralelas indica

que se pierde el contacto entre el cable y la polea.

Por otra parte, el valor de β debe ser, en cualquier caso, mayor que cero,

de forma que exista contacto con la polea en una región no puntual. Cuando

el ángulo entre los dos segmentos se anula el cable se hace tangente a la

polea. En este caso, se pierde el contacto entre la polea y el cable, de forma

que el sistema debe recon�gurarse para considerar esta situación. En este

caso, la polea correspondiente dejará de pertenecer al sistema (Figura 4.5).

En el caso en que R = 0 no es posible la determinación del ángulo β

por medio de los vectores pk. En este caso, se empleará el vector normal a

la polea n, de�nido en el Apartado 4.1.2 para determinar cuál de los dos

ángulos comprendidos entre los vectores t0 y t1 corresponde al ángulo de

contacto de la polea con el cable.
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4.3.2. Ángulo de incidencia del cable en la polea

Considérese una polea como una máquina simple que cambia la dirección

de aplicación de una fuerza. La polea se deberá situar de forma que su eje de

giro sea perpendicular a la fuerza aplicada y a la fuerza resultante, de forma

que se evita que el cable roce en las paredes de la garganta de la polea, y

que genere momento de fuerza sobre su eje. Partiendo de la suposición de

que la tensión del cable se aplica en la dirección tangente al mismo, esto

equivale a decir que el cable ha de estar contenido en el plano perpendicular

al eje de giro de la polea. En este caso se dirá que el cable está alineado con

la polea (véase la Figura 4.6).

α

Figura 4.6: Un cable está alineado con una polea cuando su dirección es

perpendicular al eje de giro de ésta.

Sin embargo, en el modelo propuesto se permite que el cable entre en

la polea desde una dirección arbitraria determinada por las tensiones t0

y t1. Esto permite simular situaciones más generales, pero obliga a tener

en cuenta las consecuencias de que el cable y la polea no estén alineados.

A continuación se presenta un modelo para el aumento de fricción entre
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el cable y la polea y el procedimiento que se debe seguir para simular la

pérdida del cable por parte de la polea.

Aumento de la fricción entre el cable y la polea

Considérese una polea por la que pasa un cable. Supóngase que el cable,

en uno de sus dos cabos no está alineado con la polea. A causa de una

incorrecta alineación entre el cable y la polea, el cable roza con la pared de

la garganta de la polea provocando una fricción que frena el giro de ésta.

A esta fricción se suma el rozamiento debido a la aparición de un momento

sobre el rodamiento de la polea en un eje perpendicular a su eje de giro.

Por tanto, en cada instante se comprobará el ángulo entre el eje de giro

de la polea e0 y la dirección de aplicación de las dos tensiones incidentes

sobre ella

αk =
π

2
− arc cos(e0 · tk), k = 1, 2 (4.15)

y se utilizará para calcular un momento que se opondrá al giro de la polea

ταk
= µαkωe0 (4.16)

donde µ es el coe�ciente de rozamiento.

El producto µαkω puede sustituirse por una función creciente τ(αk, ω)

que exprese la dependencia de la magnitud del rozamiento respecto al ángulo

αk y a la velocidad angular de la polea.

Pérdida del cable

La situación anterior considera el efecto en la dinámica de la polea de

una desviación del cable respecto de la posición ideal. Sin embargo, esta

modi�cación en el modelo de rozamiento no cambia el comportamiento ge-

neral del sistema. Pero si alguno de los dos ángulos αk crece acercándose

a π/2, el cable puede acabar apoyándose sobre el borde de la garganta y

saliéndose de ésta.

Cuando esto ocurra durante la simulación de un aparejo, los dos seg-

mentos de cable comunicados por la polea en cuestión se unirán en un único

segmento de cable y la polea que ha perdido el cable dejará de actuar.
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Para determinar cuándo debe ocurrir esta situación se considerará un

límite para la desviación admisible del ángulo para el trabajo de una de-

terminada polea con un cable, αmax. Este valor dependerá del diámetro del

cable y de las dimensiones de la garganta de la polea.

αα

Figura 4.7: La dirección de giro de la polea puede in�uir en la salida del

cable de la garganta.

Este valor puede considerarse independiente de la velocidad angular de

la polea. Sin embargo, cuando el tramo de cable esté entrando a la polea,

el rozamiento de éste con la pared de la garganta empujará al cable hacia

fuera, de forma que la salida del cable de la garganta se producirá con un

ángulo menor que en el caso en que el cable está alejándose de la polea. La

Figura 4.7 muestra ambos casos.

Por este motivo, puede considerarse un valor de corrección αc, cuyo

valor será positivo cuando el cable esté acercándose a la polea, será negativo

cuando se esté alejando se tomará como negativo y valdrá cero cuando la

polea no esté girando. A cada paso de simulación se comprobará si αk+αc >

αmax. Si se cumple esta condición se simulará la salida del cable de la

garganta de la polea eliminando la polea del polipasto.

4.4. MODIFICACIONES SOBRE EL MODELO

El modelo presentado contempla la mayoría de factores relevantes en la

dinámica de una polea. Sin embargo, puede ser conveniente la consideración

de modelos más sencillos, realizando algunas suposiciones adicionales sobre
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el sistema. A continuación se considera la posibilidad de eliminar la masa y

el radio de las poleas. Esta última suposición permitirá de�nir un modelo

para la simulación de contactos con objetos del escenario.

Poleas sin masa ni rozamiento La primera simpli�cación que se realiza

es la consideración de poleas sin masa ni rozamiento. Esta suposición puede

aplicarse en algunas situaciones en las que la velocidad del paso del cable

por las poleas sea su�cientemente baja como para que el rozamiento y la

aceleración de la polea sean despreciables.

Esta suposición, da lugar a que la tensión sea la misma a ambos la-

dos de la polea, de forma que |t0| = |t1|. Esta igualdad puede tener dos

implicaciones sobre el modelo global.

En primer lugar, si se considera tensión variable a lo largo del cable,

obligará a la resolución de un sistema de ecuaciones lineal para determinar

cuál es la tensión del cable en cada nodo. Dependiendo del modelo de cable

empleado esto puede dar lugar a un sistema indeterminado, y no tener por

tanto solución.

En segundo lugar, puede considerarse la tensión constante a lo largo de

todo el cable. Esto da lugar a un modelo mucho más sencillo, en el que el

cálculo de la tensión se realiza de forma global teniendo en cuenta el estado

de cada segmento de cable (se volverá sobre este tema en el Capítulo 5,

con un análisis de los modelos de cable que pueden ser empleados bajo

esta situación, y con un modelo especialmente e�ciente basados en esta

suposición).

Poleas puntuales Otra simpli�cación adicional que puede considerarse es

la eliminación de los radios de las poleas. Esta simpli�cación puede realizarse

para el cálculo de la geometría de la polea, o también para el cálculo de la

dinámica de la misma.

Si únicamente se elimina el radio en la geometría de la polea, esta sim-

pli�cación supone la consideración del mismo punto de contacto para ambos

segmentos de cable unidos por una polea. Esto elimina la aparición de mo-

mento sobre el sólido anclado a la polea.
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Si además se elimina en el cálculo de la dinámica de la polea, no tendrá

sentido la consideración de un momento de inercia ni de una velocidad

angular en la polea. Por tanto, se dará además la situación de la polea sin

masa.

Modelado de un contacto Una posibilidad que ofrece el modelo de polea

es la simulación de un contacto entre un cable y una arista de un objeto

del escenario. Cuando un cable colisiona con un objeto, las fuerzas de con-

tacto impiden que el cable avance dentro del objeto. Esta situación puede

formularse como una obligación a que el cable pase por el punto de contacto.

Una polea puntual permite modelar adecuadamente esta situación y de-

terminar, además, el instante de �nalización del contacto, gracias a la com-

probación del ángulo de incidencia del cable descrito en el Apartado 4.3.1.

Este contacto tendrá como característica propia el hecho de que su po-

sición a lo largo de la arista en contacto puede variar debido a las fuerzas

tangenciales sobre la super�cie de contacto. En el Apartado 8.1.2 se detalla

el procedimiento a seguir para simular esta situación.

4.5. CONCLUSIÓN

En el presente capítulo se ha propuesto un modelo dinámico para la

simulación de una polea. Este modelo corresponde a uno de los módulos

de�nidos en el modelo abstracto presentado en el Capítulo 3. El modelado

de la polea se realiza a partir de la conservación del momento angular,

obteniendo un modelo sencillo y e�ciente.

Frente a la mayoría de modelos existentes, que únicamente consideran la

dinámica de poleas como un problema plano, el modelo presentado permite

la simulación tridimensional de una polea. Esto permite considerar el ángulo

de incidencia del cable respecto al plano de la polea.

Se ha prestado especial atención a las variables de entrada del sistema

y al rango de validez del modelo de acuerdo con estas variables. Se han

identi�cado los límites de validez de las variables y se han relacionado estos

límites con su signi�cado físico.
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Una vez identi�cadas estas situaciones, correspondientes a los límites de

validez del modelo, se han de�nido modelos para simularlas, garantizando

así un comportamiento robusto del modelo. En particular, por medio del

modelo propuesto es posible simular la pérdida del cable por parte de la

polea.

En el marco de la metodología propuesta, el desarrollo de este modelo

supone la concreción del modelo dinámico del subsistema de tipo Polea.

Este modelo, junto con los modelos de segmento de cable que se de�nirán

en los próximos capítulos, se empleará para la simulación de un polipasto.

Resumen de las contribuciones de este capítulo

El modelo presentado, por tanto, contribuye a la consecución de los

objetivos de la investigación

Presenta un modelo dinámico de polea que permitirá simular un po-

lipasto por medio de la metodología propuesta.

El modelo dinámico considera el comportamiento tridimensional del

sistema y el rozamiento de las poleas.

Se han desarrollado modelos para gestionar los extremos de validez

del modelo, garantizando así su robustez y �exibilidad.

El modelo permite simular situaciones en las que el cable se sale de la

polea.



CAPÍTULO 5

MODELOS PARA LA SIMULACIÓN DE

CABLES CON LONGITUD VARIABLE

En la modularización del sistema propuesta en el Capítulo 3 queda pen-

diente la de�nición de modelos dinámicos para la simulación de los seg-

mentos de cable. La dinámica de un cable puede modelarse por medio de

numerosas técnicas y metodologías. No obstante, el modelo abstracto ha

puesto de mani�esto que, para que un modelo dinámico sea adecuado para

la simulación de un polipasto, es necesario que permita la simulación del

movimiento de los extremos del cable y la variación de su longitud.

En la revisión de los modelos existentes para la simulación de cables

realizada en el Capítulo 2 quedó patente que la variación de la longitud del

cable es un problema tratado desde una perspectiva de análisis de sistemas

mecánicos, por medio de modelos de�nidos para situaciones particulares.

Por otra parte, en el ámbito de los modelos destinados a la simulación

en entornos virtuales no se han publicado hasta el momento modelos que

consideren este proceso.

En este capítulo se proponen dos nuevos modelos para la simulación de

cables que permiten la variación de la longitud en sus extremos. En primer

lugar se presenta un modelo de cable sin masa que permite una simula-

ción extremadamente e�ciente y que puede ser empleado cuando el resto

de alternativas no sean viables. En segundo lugar se presenta un modelo

basado en un sistema de partículas con longitud variable y se abordan las
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principales di�cultades que presenta este problema.

5.1. MODELO DE CABLE SIN MASA

En la revisión de los modelos utilizados para la simulación de cables de

elevación se vio que, con frecuencia, el problema se resuelve por medio de la

utilización de un péndulo simple en el que se desprecia cualquier oscilación.

En dicho análisis se revisó el trabajo de Servin y Lacoursière (Servin and

Lacoursière, 2007) en el que proponen un modelo de cable y poleas basado

en la consideración del cable como un cuerpo elástico, también sin masa y

sin oscilación.

El principal inconveniente de este modelo es la estrecha relación que

existe entre la formulación de la elasticidad en el modelo y la formulación

del sistema multicuerpo empleada. Debido a la utilización de enlaces ci-

nemáticos, que no permiten considerar la elasticidad, utilizan una técnica

de regularización del enlace para determinar esta propiedad del cable. Es-

to limita la utilización de diferentes metodologías de modelado del sistema

multicuerpo que se incluye en la formulación, así como la utilización de

bibliotecas de programación que no permitan la ampliación de sus enlaces.

A continuación se presenta un nuevo modelo de cable sin masa que pude

considerarse como una formulación más general del modelo propuesto por

Servin y Lacoursière. El planteamiento que es más general en el sentido de

que es aplicable a cualquier metodología de modelado de los sistemas multi-

cuerpo y tiene la ventaja adicional de que puede implementarse fácilmente

utilizando la interfaz de programación de cualquier biblioteca de dinámica

de sistemas multicuerpo.

5.1.1. Simulación del cable por medio de un resorte elástico

Considérese un segmento de cable C. La con�guración más simple que

puede considerarse es un segmento de recta que une sus dos extremos p0(t)
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Polipasto

Deformación del cable

Segmento de cable

Tensión del cable

Longitud del cable

Distancia

entre los extremos

Polea

Posición de

la polea

sólidos del sistema

Posición de los

Sólido Rígido

Figura 5.1: Relaciones consideradas en el sistema formado por un cable

elástico sin masa y un conjunto de poleas.

y p1(t). Esta con�guración vendrá dada por (5.1),

u(x, t) =
(L− x)p0(t) + xp1(t)

L
, x ∈ [L1, L2], (5.1)

y corresponde a la con�guración de equilibrio estático en ausencia de fuerzas

externas sobre el cable. La posición de las poleas determina la longitud real

del segmento de cable en cada instante.

En este modelo, el cable se considera elástico, pero in�exible y sin masa,

por lo que no se consideran oscilaciones de los puntos del cable en ninguna

dirección, ni longitudinal ni transversal. Sin embargo, debido a su elasti-

cidad su longitud sí puede variar, causando la aparición de una tensión

longitudinal en el mismo. La Figura 5.1 muestra los elementos involucrados

en este modelo y las relaciones consideradas.
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Cálculo de la tensión del cable

El modelo de deformación longitudinal que se propone considera el cable

como un muelle (Antman, 2005). Gracias a la ley de Hooke, es posible

obtener la tensión del segmento de cable, a partir de la diferencia entre la

longitud real, deformada, y la longitud de referencia del mismo.

De acuerdo con la teoría de elasticidad, la constante de rigidez del cable

vendrá dada por la longitud L, la sección transversal A y el módulo de Young

E del cable, por medio de la expresión k = EA/L (Filonenko-Borodich,

1968; Timoshenko and Goodier, 1975).

Si se denota la distancia euclídea entre los extremos del segmento como

l = |p1 − p0| y d = (p1 − p0)/l y el estiramiento del cable respecto de su

longitud de referencia como δL = l − L, la tensión T se calcula a partir de

la deformación del cable

ε =
δL

L
(5.2)

por medio de la expresión

T =

EAε si ε > 0 y T > 0

0 en caso contrario.
(5.3)

La aplicación de las entradas y salidas del modelo de segmento de cable

se realizará de la siguiente manera. Las posiciones de los extremos p0 y

p1 se aplican de acuerdo con las expresiones anteriores, para determinar el

valor de l. Las velocidades v0 y v1 proporcionan la variación de la longitud

de referencia del cable L̇ = v0 + v1, lo que permite simular la variación de

la longitud total de cable que se encuentra entre dos poleas a causa del giro

de éstas.

Por otra parte, este modelo permite obtener de forma sencilla y e�ciente

las salidas T0 y T1, correspondientes a las fuerzas que se aplica sobre estas

poleas. La tensión en los extremos vendrá dada por

T0 = Td, T1 = −Td.
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5.1.2. Simulación de un polipasto

La simulación de un polipasto por medio de este modelo de segmento de

cable se realiza considerando una sucesión de segmentos de cable, comunica-

dos por medio de poleas. Cada segmento de cable Ci tiene su propia longitud

de referencia Li, su propia longitud deformada li y su propia deformación

εi = (li − Li)/Li.

A partir de estos valores, de las tensiones Ti
k y de la variación de la

longitud de referencia de cada segmento de cable, que puede calcularse como

L̇i = vi0 + vi1 (5.4)

es posible obtener la evolución de la posición de las poleas y la evolución de

la longitud de referencia de cada segmento de cable.

Simulación con poleas sin fricción

En caso de considerarse poleas sin fricción, como las descritas en el

Apartado 4.4, el modelo modelo abstracto de segmento de cable requerirá

una variable de entrada adicional, correspondiente a su tensión T i.

Si las poleas no tienen fricción, entonces la tensión a ambos lados de cada

polea será idéntica, por lo que todo el cable, comprendido por los diferentes

segmentos de cable, tendrá la misma tensión. En este caso, se considerarán

la longitud y la tensión del cable como una variable del modelo de polipasto

A.

Dado que la longitud total de referencia del cable es una cantidad co-

nocida, dada por L =
∑
Li, es posible determinar la deformación del cable

como un único elemento elástico, por medio de su longitud total deformada

l =
∑
li. A partir de estos valores se obtiene la tensión T a la que están

sometidos todos los diferentes segmentos de cable que componen el poli-

pasto, por medio de (5.3). Esta tensión será considerada como una variable

del modelo de segmento de cable Ci, que se empleará para el cálculo de las

fuerzas a aplicar sobre las poleas Ti
0 y Ti

1 por medio de (5.2) y (5.4).
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5.1.3. Principal contribución del modelo

El modelo de poleas sin fricción presenta las mismas propiedades que el

modelo presentado por Servin y Lacoursiére (Servin and Lacoursière, 2007).

En consecuencia, también impone una restricción a la posición de los puntos

Pi de las poleas de forma que
∑
li < L.

Sin embargo, en el nuevo modelo que se ha propuesto, la implementación

de la restricción se realiza por medio de la aplicación de fuerzas externas

sobre los sólidos, por lo que no afecta a la metodología elegida para el

modelado del sistema mecánico compuesto por los sólidos del entorno. Esto

hace, además, que la implementación del modelo propuesto aquí sea más

e�ciente, al no introducir restricciones en el sistema algebraico-diferencial

que describe la dinámica del sistema multicuerpo (Shabana, 1998; Servin

and Lacoursière, 2007).

Por otra parte, la introducción de la fricción en el modelo de poleas

supone una novedad respecto al modelo de Servin y Lacoursière, y permite

la simulación de aspectos como la pérdida de tensión a lo largo del cable en

maniobras de elevación (Shapiro et al., 1999), dando un mayor realismo a

la simulación.

Este modelo, sin embargo, no reproduce vibraciones transversales del

cable, ni la formación de la catenaria a causa del peso del propio cable. A

continuación se propone un nuevo modelo que permite simular estos efectos

y que presenta, como principal novedad, la posibilidad de variar la longitud

del cable, permitiendo su utilización en el modelo de polipasto propuesto

en el Capítulo 3.

5.2. SISTEMA DE PARTÍCULAS CON LONGITUD VA-

RIABLE

De acuerdo con los objetivos de esta investigación, el modelo de cable

sin masa en insu�ciente ya que no permite la simulación de las oscilacio-

nes transversales de los cables. Por otra parte, los modelos revisados en el

Capítulo 2 que consideran dicha oscilación no permiten la variación de la
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longitud del cable en la mayoría de casos.

Se va a proponer un modelo de cable que permite la variación de la

longitud basado en la descripción del sistema por medio de un sistema de

partículas . En esta representación, toda la masa del cable se concentra un

número �nito de puntos que se unen entre sí por medio de resortes elásticos.

A partir de la de�nición de segmento de cable del Apartado 3.2.3 se va

a considerar un tramo de cable suspendido por sus extremos, que vendrán

dados por las entradas del modelo abstracto p0 y p1.

Un segmento de cable se modela por medio de un sistema formado por

M + 1 partículas. El estado del sistema viene determinado por la posición

de las partículas, rk, y su velocidad vk = ṙk, para k = 0, . . . ,M .

Cada par de partículas consecutivas, correspondientes a las posiciones

rk y rk+1, están unidas por medio de un resorte elástico longitudinal. Sobre

cada partícula, además, un resorte elástico torsional se opone a la �exión

del cable. La Figura 5.2 muestra el sistema compuesto por partículas de

masa puntual y resortes elásticos.

0
r = p

0 M
r  = p

1

r
1

r
2

l

Figura 5.2: Figura del cable modelado por medio de partículas.

A la longitud del cable sin deformar, L, se la denomina longitud de re-

ferencia del segmento de cable. Se considerará que la longitud de todos los

resortes elásticos es la misma `k = `
M , ∀k, y en adelante se denotará por `.

Considérese el espacio tridimensional R3 y una base ortonormal orientada

positivamente {x,y, z}. Se denominará con�guración del sistema al conjun-

to de puntos ocupados por las partículas en un momento determinado.
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A la con�guración del sistema dada por

p0 = 0; p1 = Lx; ri = i`x, i = 1, . . . ,M − 1,

en la que todos los resortes están en reposo, se la denomina con�guración

de referencia del sistema.

Entradas y salidas del sistema

Con el �n de poder aplicar la metodología propuesta en el Capítulo 3, es

necesario describir la forma en que este modelo corresponde a un elemento

de la clase segmento de cable. Las entradas del sistema correspondientes a

las posiciones de los extremos p0 y p1 se emplean para de�nir condiciones

de contorno del sistema, que vendrán dadas por r0 = p0(t) y rM = p1(t).

Esto reduce el número de partículas del sistema, considerándose en adelante

que únicamente tiene las M − 1 partículas correspondientes a los nodos ri,

i = 1, . . . ,M − 1.

Por medio de las fuerzas internas debidas a los resortes elásticos y de

las fuerzas externas que puedan actuar sobre cada partícula, la evolución

del sistema se obtiene integrando las ecuaciones de movimiento planteadas

por medio de la Segunda Ley de Newton.

Las fuerzas aplicadas sobre los puntos p0 y p1, causadas por el primer

y último resortes lineales y por los resortes torsionales situados sobre las

partículas r1 y rM−1, se tomarán como las salidas del modelo de segmento

de cable, T0 y T1.

Sin embargo el modelo de partículas no considera la variación de la

longitud del cable, necesaria para poder considerar las variables de entrada

v0 y v1. Por este motivo es necesario proponer un modelo de variación de

la longitud para cables modelados por medio de esta metodología.

A continuación se propone un modelo que se basa en la incorporación de

nuevas partículas en los extremos del segmento de cable cuando su longitud

aumenta y en la eliminación de partículas cuando ésta se reduce.
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5.2.1. Variación de la longitud del cable

Considérese el segmento de cable que une los puntos p0 y p1 con longitud

de referencia L y sean ri, i = 1, . . . ,M − 1 las posiciones de las M − 1

partículas que lo constituyen. Sea `i = ` = L
M la longitud en reposo de cada

uno de los resortes elásticos. Supóngase que v0 6= 0. Es decir, la longitud

del cable está variando en el extremo p0. Para el caso en que v1 6= 0,

el procedimiento a seguir es completamente análogo al que se describe a

continuación, aplicado al extremo opuesto del segmento de cable.

En primer lugar, para poder prolongar o acortar el cable se utiliza la me-

todología propuesta por Kamman y Huston (Kamman and Huston, 2001).

La metodología se presenta en un modelo de cable basado en la dinámica de

sistemas multicuerpo con enlaces cinemáticos. La variación de la longitud

se realiza cambiando la restricción del primer enlace del sistema, por medio

del cual el cable está unido a un barco.

Aquí, la metodología se aplicará variando la longitud del primer resorte

elástico `0 que une p0 y r1. La velocidad de variación del primer resorte

vendrá dada por la variable de entrada ˙̀
0 = v0. Sin embargo, la aplicación

de esta metodología, basada únicamente en lamodi�cación del valor de `0,

está limitada a variaciones reducidas de la longitud del cable.

Por una parte, la longitud del primer resorte elástico no puede tomar

valores negativos. Por otra parte, `0 tampoco puede crecer de forma in-

de�nida, ya que el comportamiento del sistema perdería realismo cuando

cuando su valor fuer mucho mayor que la longitud del resto de resortes del

sistema, `.

Además de estas limitaciones, la reducción del valor de `0 da lugar a

la aparición de problemas numéricos. Los sistemas compuestos por masas

bajo la fuerza de resortes elásticos son conocidos como ejemplos de sistemas

numéricamente rígidos (sti�). Esta rigidez está directamente relacionada con

la constante de rigidez de los muelles considerados.

El valor de la tensión del muelle vendrá dado por

T = EAε0 =
EA

`0
(|r1 − p0| − `0)
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donde A y E corresponden a la sección del cable y a su módulo de Young.

Este modelo corresponde a la Ley de Hooke para un muelle con una cons-

tante de rigidez inversamente proporcional a su longitud.

Por otra parte, la fuerza debida a los resortes torsionales depende del

ángulo θ1 entre el resorte lineal p0 ! r1 y el resorte lineal r1 ! r2, dado

por

θi = arctan
(
|di × di−1|
dTi di−1

)
(5.5)

donde di = (ri+1 − ri)/|ri+1 − ri|.
Si `0 → 0, cualquier pequeña variación en la posición de la partícula r1

o del extremo del cable p0 darán lugar a un cambio mucho mayor en las

fuerzas que actúan sobre r1 y sobre r2. Como consecuencia, el sistema de

de ecuaciones diferenciales podrá sufrir problemas de inestabilidad numérica

durante la integración del mismo, especialmente en las situaciones de tensión

del cable elevada habituales en maquinaria de elevación.

Por tanto, se debe proponer un procedimiento que permita reducir el

impacto de estos problemas durante la variación de la longitud del cable.

El objetivo es obtener un procedimiento que permita variar la longitud del

cable de forma inde�nida, manteniendo el valor de `0 acotado dentro de un

intervalo que evite un comportamiento incorrecto del cable y la aparición

de problemas de inestabilidad numérica.

Variación del número de partículas del sistema

Con el objeto de solucionar los problemas anteriores se de�ne un inter-

valo determinado por dos valores `− < `+ que actuarán como límites para la

variación de `0. Cuando la longitud del primer resorte `0 alcance cualquiera

de los dos extremos del intervalo se añadirá o eliminará una partícula del

sistema, de forma que el valor de `0 se mantenga siempre dentro del mismo

intervalo `0 ∈ [`−, `+].

La variación del número de partículas en el extremo correspondiente

a p0 requiere la reasignación de los índices que de�nen cada una de las

partículas. Cuando se considere una modi�cación del número de partículas,
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por la inserción o eliminación de una masa, se denotará por medio de prima

`′' a las posiciones de las partículas tras la modi�cación. De esta manera,

si se inserta una partícula, r′2 = r1, r′3 = r2,. . . y r′1 indicará la posición

de inserción del nuevo nodo. Por el contrario, si se elimina una partícula

r′1 = r2, r′2 = r3,. . .

Inserción de nuevas partículas en el sistema. Cuando la longitud del

primer muelle `0 alcance el extremo superior del intervalo se insertará una

nueva partícula. La nueva partícula, r′1, se situará entre r1 y p0, unida a

éstas por medio de dos muelles. El muelle que une r′2 = r1 con r′1 tendrá

longitud en reposo `, al igual que el resto de resortes del sistema, mientras

que la longitud del otro resorte deberá ser `′0 = `0 − `, para conservar la

longitud total del cable. De esta forma se ha reducido la longitud de `0

impidiendo que crezca de forma inde�nida (véase la Figura 5.3).

r
2

r
1

0
r

l >l
0 +

0
r

r’
2

r’
1

l’ = l −l
0 0

l

Figura 5.3: Cuando la longitud del primer muelle del cable `0 supera el

extremo superior del intervalo, `+, se inserta una nueva partícula reduciendo

de nuevo el valor de `0.

Eliminación de partículas del sistema. Por otra parte, cuando la lon-

gitud del primer muelle `0 desciende por debajo del valor `− se realiza el

proceso inverso; se elimina la partícula r1 de forma que la longitud del pri-

mer muelle aumenta a `′0 = `0 + `, impidiendo que se aproxime a cero. La

Figura 5.4 muestra la eliminación de una partícula.

El Algoritmo 5.1 muestra en pseudocódigo el procedimiento que se ha

descrito en este apartado para la variación de la longitud del cable por
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Figura 5.4: Cuando la longitud del primer muelle del cable `0 es inferior

al extremo inferior del intervalo, `−, se elimina la primera partícula del

sistema, r1 aumentando de nuevo el valor de `0.

medio de la inserción y eliminación de partículas.

5.2.2. Elección del intervalo [`−, `+]

Para realizar una adecuada elección de los extremos del intervalo es nece-

sario tener en cuenta los problemas que surgen por la variación de la longitud

de `0, permitiendo una simulación creíble y numéricamente estable. Debe-

rán evitarse muelles excesivamente cortos que darán lugar a inestabilidades

numéricas y muelles excesivamente largos que causarán un comportamiento

menos creíble.

Además, se debe procurar un intervalo su�cientemente amplio como

para garantizar que el proceso descrito actúa de la forma esperada y se

debe analizar el impacto que tiene la introducción de una nueva partícula,

ya que se provoca una discontinuidad en el sistema que deberá controlarse.

Longitud del intervalo. De acuerdo con el procedimiento descrito, cada

vez que se inserta o elimina una partícula la longitud `0 varía según `′0 =

`0±`. La longitud del intervalo elegido debe garantizar que cuando se inserte
una partícula `0−` > `− y cuando se elimine `0 +` < `+. De lo contrario se

producirán situaciones en las que una partícula será insertada y eliminada

a cada paso de simulación. Para garantizar esta condición el intervalo debe

tener un diámetro mayor que `.
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Entradas:

`0: longitud del primer resorte

`: longitud de los resortes del cable

`−, `+: intervalo de inserción

si `0 > `+ entonces

`0 ← `0 − `;
// Se calcula la posición y velocidad de la nueva partícula

p← r0 + (r1 − r0)/2;

v← (ṙ1 − ṙ0)/2;

// Se inserta una partícula, con posición p y velocidad v

// delante de la actual partícula 1

insertar_particula(1,p,v);

si no

si `0 < `− entonces

`0 ← `0 + `;

// Se elimina la actual partícula 1

eliminar_particula(1);

�n si

�n si

Algoritmo 5.1: Procedimiento de inserción de una nueva partícula en el

sistema

Es conveniente, incluso, que el diámetro del intervalo no sea demasiado

próximo a ` para evitar situaciones en las que una partícula es insertada y

eliminada un elevado número de veces en poco tiempo. Esto ocurrirá si el

valor de v0 oscila alrededor de 0 en un momento en el que ` ' `+. Cada

inserción o eliminación introduce un cambio en la topología del modelo que

puede ser apreciable en su comportamiento.

Valor de los extremos. La elección de los extremos del intervalo está

condicionada principalmente por dos factores. Por una parte, la elección de

un valor muy próximo a 0 para el extremo inferior `− no evita los problemas
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de inestabilidad detectados. Por otra parte, la elección de un valor elevado

para `− hace que el valor de `+ > `− + ` sea también elevado, dando lugar

a un comportamiento menos realista y a la aparición de discontinuidades.

A continuación se analiza en profundidad el comportamiento del siste-

ma en función del valor de `+ y se propone un conjunto de técnicas que

permitirán una simulación correcta y creíble.

Continuidad en la dinámica del sistema

La inserción o eliminación de una partícula en el sistema supone una

perturbación del mismo cuyo efecto no puede ser despreciado sin un análisis

adecuado. Se ha comprobado que la eliminación de partículas con valores de

`− del orden de `/2 o menores no da lugar a grandes perturbaciones. Esto

es su�ciente para permitir la simulación del cable de longitud variable. Sin

embargo, la inserción de nuevas partículas provoca oscilaciones muy visibles

en el cable. A continuación se analiza el problema y se proponen soluciones

para evitar este comportamiento.

Considérese un tramo de cable al que se acaba de insertar una partícula

r′1 entre las partículas r0 y r′2. Sea ε0 la deformación del resorte elástico que

unía p0 y r′2 antes de la inserción de la nueva partícula

ε0 =
|r1 − r0| − `0

`0
=
|r′2 − r0| − `0

`0
.

Si la nueva partícula se inserta en el segmento de recta que une r0 y

r′2 (véase de nuevo la Figura 5.3 de la página 105) a una distancia `′0ε0

del punto r0, entonces se comprueba fácilmente que las fuerzas de los dos

resortes elásticos que actúan sobre r′1 se cancelan mutuamente, evitando la

aparición de aceleración longitudinal en la nueva partícula.

Sin embargo, esto no deja a las partículas en una situación de equilibrio,

ya que los muelles torsionales y la fuerza de la gravedad también introducen

energía potencial en el sistema. Como consecuencia de este alejamiento del

equilibrio, cuando se inserte una nueva partícula ésta caerá hasta la posición

de mínima energía.
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Figura 5.5: Un tramo de cable suspendido por sus extremos, con velocidad

longitudinal.

Para mostrar este problema se ha considerado el segmento de cable

suspendido por sus extremos de la Figura 5.5. El cable tiene una velocidad

longitudinal v, de forma que v0 = v y v1 = −v. A medida que el resorte `0

aumenta su longitud se insertarán nuevas partículas en el extremo p0.

La Figura 5.6 (a) muestra la evolución de la altura de las dos primeras

partículas, r′1 y r′2, en un intervalo de tiempo que contiene el instante de la

inserción. Este instante se indica por medio de una línea vertical. En la �gura

se puede apreciar cómo la altura de la partícula insertada, representada

por una línea continua en la �gura, cae hacia la posición de equilibrio,

arrastrando a su vecina y provocando una oscilación en el cable.

Dado que la constante de rigidez de los muelles es inversamente pro-

porcional a su longitud en reposo, cuanto mayor sea la longitud `′0 tras la

introducción de la nueva partícula, mayor será la distancia que recorra la

partícula insertada para alcanzar el mínimo de energía potencial. Por tanto,

cuanto menor sea el valor de `+ menos apreciable será la oscilación observa-

da. La Figura 5.6 (b) muestra la oscilación de la partícula r′2 tras la inserción

de una nueva partícula r′1 para diferentes valores de `+. Puede apreciarse

claramente que la oscilación es mayor cuando la posición de inserción es

más alejada del nodo p0.
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oscilación es mayor con valores altos de `+.

Figura 5.6: Las alturas de la primera partícula del sistema y de la nueva

partícula insertada muestran la aparición de oscilaciones en el sistema (a).

Estas oscilaciones son más visibles para valores altos de `+ (b).

In�uencia del estado del sistema. Otro aspecto relevante a tener en

cuenta es el estado del sistema en el instante de inserción de una partícu-

la. La in�uencia del nuevo elemento se apreciará especialmente cuando el

sistema se encuentre en reposo o en una situación próxima al reposo. Por

el contrario, cuando el sistema se encuentre lejos del estado de reposo, la

in�uencia de la discontinuidad provocada por la nueva partícula será mucho

menos apreciable. Si en el momento en que se inserta la partícula el cable

está sometido a vibraciones importantes, este movimiento del cable enmas-

carará las vibraciones producidas por la introducción de la partícula en el

sistema.

Este comportamiento puede apreciarse en la Figura 5.7 que muestra la

oscilación que se produce en la primera partícula r′2 tras la inserción de una

nueva partículas en el cable cuando está siendo sometido a una excitación

en uno de sus extremos y, de nuevo, la oscilación provocada en el cable en

reposo.
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Figura 5.7: La oscilación provocada por la inserción de una nueva partícula

apenas es apreciable en un cable en movimiento.

Se han realizado diferentes experimentos numéricos destinados a de-

terminar la in�uencia en cables en movimiento y en todos los casos los

resultados han sido similares; cuando, en el instante de inserción de la nue-

va partícula, las partículas del cable oscilan visiblemente, no se aprecia un

comportamiento incorrecto en el movimiento del cable.

Teniendo en consideración que el principal objetivo de los modelos que

se presentan a lo largo de este trabajo es conseguir una simulación realista,

destinada a aplicaciones de realidad virtual, las técnicas que se han desa-

rrollado se centran en evitar las vibraciones observadas en las situaciones

próximas al estado de reposo. El motivo es que estas vibraciones son las

que mayor pérdida de credibilidad causan en el comportamiento del siste-

ma simulado. A continuación, los Apartados 5.2.3 y 5.2.4 se centrarán en

determinar la mejor posición para la nueva partícula con el �n de evitar

estas oscilaciones.
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5.2.3. Posición de las nuevas partículas

La introducción de una nueva partícula en el sistema da lugar a un

conjunto de discontinuidades que afectan a su comportamiento. Causa la

aparición de discontinuidades en la energía del sistema y en la dirección de

aplicación de las fuerzas internas. En las Figuras 5.6 y 5.7 queda patente

que las consecuencias de estos problemas son perfectamente observables a

simple vista cuando el sistema se encuentra en un estado próximo al reposo.

Por este motivo, para evitar que la validez del modelo y la calidad vi-

sual de la simulación se vean afectadas seriamente, es necesario ajustar la

posición y la velocidad de la nueva partícula, de forma que se minimice el

impacto sobre la dinámica del sistema. Para ello, la partícula se insertará

en la posición que minimice la energía potencial del sistema.

Algunos autores han aplicado esta estrategia para modi�car la con�gu-

ración de un modelo de cable, aunque no con el �n de variar su longitud.

Spillmann y Teschner dividen los elementos de cable de�nidos en su modelo

CoRdE (Spillmann and Teschner, 2008) con el �n de mejorar la respuesta

a las colisiones.

Tras la inserción de un nuevo elemento en el modelo de cable, Spillmann

y Teschner hacen bascular el nuevo nodo insertado y el nodo adyacente para

conseguir que la con�guración que se obtiene tenga la mínima energía poten-

cial posible (véase la Figura 5.8). Sin embargo, el procedimiento propuesto

por Spillmann y Teschner plantea dos inconvenientes.

En primer lugar, si bien mejora el comportamiento del sistema, no ga-

rantiza la continuidad del mismo. Si, tras la introducción de la partícula r′1,

se desplazan ésta y su vecina r′2, entonces la siguiente partícula del siste-

ma, r′3 quedará de nuevo en una situación de inestabilidad. Además, para

reducir una discontinuidad en la segunda derivada del sistema, se introdu-

ce una discontinuidad en las posiciones de las partículas. Esto supone un

riesgo desde el punto de vista de la detección de colisiones, además de ser

apreciable visualmente en una simulación.

En segundo lugar, al reducir la energía potencial de las dos primeras

partículas del sistema, se introduce una amortiguación arti�cial sobre la se-
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Figura 5.8: En el modelo CoRdE (Spillmann and Teschner, 2008), para

calcular la posición del nuevo nodo insertado (representado por un círcu-

lo vacío) se modi�ca su posición y la del vecino, minimizando la energía

potencial.

gunda partícula. En el marco del modeloCoRdE, destinado a situaciones en

las que la posición de la cuerda siempre es próxima a la de mínima energía,

la amortiguación del sistema puede ser aceptable. Sin embargo, en el caso

de cables sometidos a una tensión moderada o grande, esta amortiguación

puede resultar apreciable en una simulación interactiva.

A continuación se propone una nueva técnica que permite conseguir un

comportamiento sin discontinuidades por medio de una adecuada elección

de la posición de la nueva partícula insertada en el sistema. El objetivo

que se persigue es determinar un valor para r′1 que evite la aparición de las

oscilaciones observadas en las trayectorias de las partículas.

Inserción de la partícula en la posición de mínima energía

Considérese de nuevo el segmento de cable cable formado por partículas

tras la inserción de la partícula correspondiente a la posición r′1. Esta par-

tícula se encuentra unida al extremo del cable p0 por medio de un resorte

de longitud `0 y a la partícula de posición r′2 por medio de otro resorte

de longitud `. Sobre cada una de las partículas existe, además, un resorte

torsional que fuerza a las partículas a situarse en una línea recta. Dado que

no se va a hacer referencia al estado del sistema antes de la inserción, se
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Entradas:

`0: longitud del primer resorte

`: longitud de los resortes del cable

`−, `+: intervalo de inserción

si `0 > `+ entonces

`0 ← `0 − `;
// Se inicializa la posición y velocidad de la nueva partícula

p← r0 + (r1 − r0)/2;

v← (ṙ1 − ṙ0)/2;

// La nueva partícula se coloca en la posición de mínima energía

p← calcular_posicion_me(p);

// Se inserta una partícula, con posición p y velocidad v

// delante de la actual partícula 1

insertar_particula(1,p,v);

si no

si `0 < `− entonces

`0 ← `0 + `;

// Se elimina la actual partícula 1

eliminar_particula(1);

�n si

�n si

Algoritmo 5.2: Procedimiento de inserción de una nueva partícula en el

sistema en la posición de mínima energía potencial

prescindirá de las primas `′', denotando a las posiciones de las partículas

directamente como r1 y r2.

En primer lugar, se analiza la aplicación del método de minimización

de la energía descrito anteriormente, aplicado sólo a la partícula insertada.

Cuando se inserte un nuevo nodo en el sistema de partículas, se calculará

la posición que da lugar a la menor energía potencial de dicha partícula,

teniendo en cuenta la energía potencial elástica de los diferentes resortes. El
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procedimiento para obtener el mínimo, por medio del descenso por gradiente

se describe en el Apéndice B. La velocidad de la partícula insertada r1 se

interpolará linealmente respecto a las velocidades del extremo del cable p0

y r2. El Algoritmo 5.2 muestra en pseudocódigo el procedimiento que se

ha descrito en este apartado para la variación de la longitud del cable por

medio de la inserción y eliminación de partículas.
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Figura 5.9: Las alturas de las partículas del sistema muestran que la in-

serción de un partícula en la posición de mínima energía también causa

oscilaciones en el sistema (a). Las oscilaciones siguen siendo más visibles

para valores altos de `+ (b).

Tras implementar el método se observa, no obstante, que el resultado no

mejora sustancialmente. El resultado de la aplicación de este procedimiento

se puede apreciar en la Figura 5.9. Por un lado, en la Figura 5.9 (a) se

observa que la altura de la nueva partícula desciende, debido a la velocidad

del cable, pero no se produce una caída tan abrupta como en el caso anterior.

En este caso la partícula r2, vecina de la partícula insertada, es la que cae

por no encontrarse en un mínimo de energía potencial.

El comportamiento del método respecto al valor del extremo superior del

intervalo `+ es similar al obtenido por medio de la inserción de la partícula
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en el sistema sin la búsqueda del mínimo. Los valores más altos de `+

dan lugar a mayores oscilaciones, mientras que con valores su�cientemente

pequeños, el efecto de la inserción de una partícula es casi inapreciable.

La Figura 5.9 (b) muestra la trayectoria de la partícula r2 para diferentes

valores de `+.
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Figura 5.10: Oscilación de la partícula r2, insertando la partícula en el punto

intermedio (a) y por el método de la minimiación de la energía (b).

La comparación de estos resultados con los obtenidos por medio de la

inserción directa de la partícula, indican que la minimización de la energía

de la partícula insertada no es su�ciente para conseguir una mejora en el

comportamiento del cable. La Figura 5.10 muestra de nuevo los resultados

para la inserción directa de la partícula (a) y la inserción en el punto de

mínima energía (b).

Otro inconveniente de esta técnica para insertar las nuevas partículas

deriva del hecho de que el modelo está destinado a aplicaciones de realidad

virtual y simulación, en las que el cable se representará grá�camente. Si,

cuando se inserta una nueva partícula, la longitud del resorte `′0 = `0 − `+
es grande, el cambio resultará visible en la representación grá�ca, ya que

supondrá la aparición de un vértice de forma repentina.
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5.2.4. Predicción del punto de inserción

La inserción de la nueva partícula en el punto de mínima energía poten-

cial no es su�ciente para controlar el comportamiento del sistema y obtener

una simulación creíble. Es necesario, por tanto, buscar mejoras en el proce-

dimiento utilizado.

Para mejorar este método, se va a tomar como referencia el comporta-

miento del sistema cuando se toma un valor de `+ muy próximo a `. En los

experimentos numéricos llevados a cabo, se ha observado que si la inserción

de la partícula se realiza tomando un valor de `+ muy próximo a `, el com-

portamiento del sistema es mucho más adecuado y creíble, no produciéndose

oscilaciones visibles en el cable.

El motivo para no tomar un valor de `+ muy próximo a ` es que, con los

métodos numéricos explícitos aparecen inestabilidades numéricas a causa de

la constante de rigidez del primer muelle. Lo que se propone es insertar la

nueva partícula en un punto muy próximo al extremo del cable, pero retra-

sando su integración numérica hasta que la estabilidad está garantizada. De

esta manera se evitan la discontinuidad y la inestabilidad numérica debidas

a la inserción de la partícula. A continuación se detalla este esquema.

Inserción de una partícula estática

En primer lugar, se consideran dos umbrales superiores para el valor

de la longitud del primer resorte `0: el valor `+ considerado anteriormente,

y un nuevo valor `0+. Este segundo umbral se tomará ` < `0+ < `+, muy

próximo a `.

Cuando el valor de `0 supere el umbral `0+ se insertará la nueva partícula

en la posición de mínima energía, siguiendo el esquema del Apartado 5.2.3,

junto con los resortes elásticos asociados.

A partir de este instante, la posición de la nueva partícula r′1 se obtendrá

resolviendo el problema de equilibrio estático. Para ello se aplica el método

del descenso por gradiente, descrito en el Apéndice B, teniendo en cuenta

el estado del cable en el instante de tiempo anterior. El procedimiento ite-
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rativo se detiene cuando se alcanza la convergencia o cuando se alcanza un

número máximo de iteraciones, establecido con anterioridad. En las diferen-

tes simulaciones realizadas, este límite para el número de iteraciones se ha

�jado en 10. Sin embargo, en prácticamente todos los casos se ha obtenido

convergencia en 6-8 iteraciones.

Tras obtener la nueva posición para esta partícula, se integra el estado

del resto de las partículas normalmente. Mientras dure este proceso, a la

partícula insertada se la denominará partícula estática.

Una vez el valor del nuevo primer resorte `′0 cumple `′0 + ` > `+ la

partícula estática se libera, integrando su posición normalmente con el resto

de partículas del sistema.

El Algoritmo 5.1 muestra, en pseudocódigo el procedimiento propuesto

para la inserción de nuevas partículas utilizando la técnica de predicción de

la nueva posición. Por simplicidad, únicamente se muestra el procedimiento

para la inserción ante la primera partícula del cable.

Es importante destacar que, en este caso, el método del descenso por

gradiente para la minimización de la energía coincide con el método de in-

tegración de ecuaciones diferenciales de Euler explícito. Como consecuencia

de esto, se desprende que el coste asociado a este proceso se limita al del

cálculo de diez pasos de integración de una partícula o, equivalentemente,

al cálculo de un paso de integración de diez partículas. Por tanto, el impac-

to del método propuesto sobre el coste computacional del modelo es muy

reducido. Este aspecto se analizará con más detalle en el Capítulo 7.

La ventaja más evidente de este nuevo procedimiento es que se salva la

discontinuidad en la representación grá�ca del cable. Al aparecer la nueva

partícula en un punto muy próximo al extremo p0 la sensación visual que

proporciona el método es la aparición del nuevo vértice o nodo a través del

propio punto p0.

Los experimentos numéricos realizados para analizar el comportamien-

to del sistema con este procedimiento muestran, además, que la oscilación

desaparece completamente, obteniéndose un comportamiento prácticamen-

te idéntico independientemente del valor de `+ empleado.
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Entradas:

`0: longitud del primer resorte

`: longitud de los resortes del cable

`0+, `+: umbrales para inserción

bool particula_insertada ← false;

iniciar_simulacion();

while Simulando haz

si particula_insertada == false & `0 > `0+ entonces

// Se inicia la partícula y se calcula la posición de mínima energía

pi ← r0 + (r1 − r0)/2;
pi ← calcular_posicion_me(p);

// particula_insertada=true indica que se ha insertado una partícula

particula_insertada ← true;

si no

si particula_insertada == true entonces

// Si se ha insertado una partícula, a cada paso se calcula la posición

// de mínima energía tomando como iterado inicial el propio pi

pi ←calcular_posicion_me(pi);

�n si

�n si

si `0 > `+ entonces

// Cuando se supera el valor de `+, se inserta de�nitivamente en el sistema

`0 ← `0 − `;
// Se calcula la posición y velocidad de la nueva partícula

pi ←calcular_posicion_me(pi);

v← (ṙ1 − ṙ0)/2;
// Se inserta una partícula, con posición pi y velocidad v

// delante de la actual partícula 1

insertar_particula(1,pi,v);

�n si

�n while

Algoritmo 5.3: Procedimiento de inserción de una nueva partícula en el

sistema con predicción de la posición
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Figura 5.11: Evolución de la altura de las dos primeras partículas con `0+ =

0,01. El procedimiento propuesto que inserta una partícula estática en el

sistema permite conseguir una simulación sin oscilaciones.

La Figura 5.11 (a) muestra de nuevo el comportamiento de la partícu-

la insertada y de su partícula vecina para el procedimiento basado en la

inserción de una partícula estática. La �gura corresponde a los valores de

`0+ = 0,01` y `+ = 0,4`. La Figura 5.11 (b) muestra cómo el método permite

evitar la aparición de oscilaciones con independencia del valor de `+ que se

emplee. En esta �gura se ha empleado un valor de `0+ = 0,01` en todos los

casos.

5.2.5. Estabilidad numérica

El procedimiento propuesto para la inserción de partículas permite evi-

tar que la inserción de nuevas partículas cause una inestabilidad numérica.

Es decir, el modelo permite la integración del modelo de longitud variable

en las mismas condiciones de estabilidad que el modelo con longitud �ja.

Sin embargo, esto no impide la aparición de la inestabilidad propia de

un cable modelado por medio de un sistema de partículas. Una de las limi-
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taciones conocidas de los sistemas de partículas enlazadas por muelles es la

inestabilidad numérica de sus ecuaciones de movimiento. La simulación de

cables con un elevado módulo de Young darán lugar a unos valores de la

constante de rigidez que no pueden ser integrados numéricamente por medio

de métodos explícitos. Concretamente, por medio del método de integración

de Euler explícito, utilizando un paso de integración de 1/500s no ha sido

posible simular cables con módulo de Young superior a E = 2 · 106N/m2

y utilizando un paso de integración de 1/1000s no se ha podido superar el

valor E = 107N/m2.

La utilización de métodos implícitos permite obtener una simulación

estable del modelo. Sin embargo, los métodos implícitos presentan ciertos

inconvenientes respecto a los explícitos en simulaciones interactivas. Los

métodos implícitos involucran el estado futuro del sistema para conocer

su evolución. Sin embargo, la aparición de contactos o la imposibilidad de

predecir las acciones del usuario, que actúan como entradas del sistema de

ecuaciones, suponen di�cultades adicionales.

Según se mostrará en el Capítulo 7, la utilización de otras metodologías

de modelado alternativas, como los modelos basados en sistemas multicuer-

po, suponen un considerable incremento del coste computacional, debido

a la complejidad asociada a la integración numérica de las ecuaciones de

movimiento.

Por este motivo, es necesario plantear estrategias que, permitiendo una

integración e�ciente de la dinámica del cable garantice además la estabilidad

numérica necesaria para simular maquinaria de elevación. En el Capítulo 6

se aborda este problema por medio de la propuesta de un nuevo modelo

para la dinámica de un segmento de cable.

5.2.6. Ventajas y limitaciones del modelo

Se ha propuesto un nuevo modelo de cable basado en un sistema de

partículas y resortes elásticos que permite la variación de su longitud. El

procedimiento empleado consiste en la introducción y eliminación de partí-

culas en el sistema para controlar la longitud máxima de los resortes.
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Gracias al cálculo de la posición de las nuevas partículas es posible evitar

las oscilaciones causadas por la discontinuidad introducida en el sistema.

El procedimiento propuesto es especialmente necesario en las situaciones

en las que el sistema se encuentra en reposo, ya que en estos casos las

oscilaciones que se producen resultan inaceptables desde el punto de vista

de la credibilidad y la validez del modelo.

Al igual que en los métodos dedicados al re�namiento de sistemas de

partículas, el nuevo método de variación de la longitud se basa en el cálculo

de un mínimo de la energía potencial. Sin embargo, al modi�car únicamente

estado de la nueva partícula insertada, el método introduce menos amor-

tiguación y evita la aparición de discontinuidades en las posiciones de las

partículas.

Por otra parte, la utilización de partículas estáticas permite introducir

las nuevas partículas desde el mismo extremo del cable mejorando la re-

presentación grá�ca. Este procedimiento impide además que la inserción de

partículas de lugar a inestabilidades numéricas. Esto permite la utilización

estable de métodos numéricos explícitos siempre que el modelo de longitud

�ja también sea estable.

La estabilidad del modelo basado en sistemas de partículas, con inde-

pendencia de si se considera longitud variable, tiene limitaciones cuando la

tensión es muy elevada. Este problema ya ha sido estudiado en profundidad

por diversos autores, y aquí se han con�rmado estos análisis.

Queda, por tanto, abierto el problema de la simulación de cables con

longitud variable en las situaciones de mayor tensión. Con el �n de evitar la

utilización de modelos basados en la metodología de sistemas multicuerpo,

computacionalmente más costosos, en el Capítulo 6 se propone un nuevo

modelo para la simulación de cables en estas situaciones.

5.3. CONCLUSIONES

El presente capítulo ha abordado el modelado dinámico de un cable,

atendiendo a las necesidades detectadas durante el desarrollo del modelo
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abstracto de�nido en el Capítulo 3. Allí se observó que es necesario simular

la variación de la longitud del cable en cada extremo, con el �n de establecer

la interacción con las poleas.

En primer lugar se ha presentado un modelo que descarta la simulación

de las oscilaciones transversales del cable, pero que permite simular la va-

riación de su longitud y su interacción con un conjunto arbitrario de poleas.

Desde el punto de vista de su dinámica, las características del modelo son

similares a las de otros modelos anteriores que también desprecian la masa

del cable. Sin embargo, el modelo propuesto aquí presenta la ventaja de uti-

lizar una formalización más �exible, independiente del modelo de sistema

multicuerpo empleado para el resto del sistema mecánico.

En segundo lugar se ha presentado un modelo que representa el cable

por medio de un sistema de partículas y resortes elásticos. Sobre este mo-

delo se ha de�nido un procedimiento para variar su longitud, consistente en

la inserción y eliminación de nuevas partículas en los extremos, aplicando

técnicas de minimización de la energía potencial habituales en animación

de cuerdas. Estas técnicas, sin embargo, daban lugar a la aparición de os-

cilaciones en el cable y de discontinuidades en su representación grá�ca.

Utilizando un nuevo procedimiento, que predice la posición de la partícula

con anterioridad a su inserción, se han resuelto ambos problemas.

El modelo propuesto en este capítulo representa el primer modelo diná-

mico de cable con longitud variable en el ámbito de los grá�cos por ordena-

dor y la simulación interactiva. Además, en combinación con el modelo de

poleas de�nido en el Capítulo 4 permite completar el modelo de simulación

de polipasto, alcanzando así uno de los objetivos principales de este trabajo.

En el ámbito de los grá�cos por ordenador, el modelo de polipasto resul-

tante es también el primer modelo que permite simular un sistema arbitrario

de poleas considerando además la oscilación transversal del cable.

Resumen de las contribuciones de este capítulo

Los diferentes resultados y contribuciones obtenidos a lo largo del pre-

sente capítulo son los siguientes:
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Se ha propuesto un modelo de polipasto con cable sin masa, más �e-

xible en su implementación que los modelos existentes anteriormente.

Se ha propuesto un nuevo modelo de cable con longitud variable, ba-

sado en un sistema de partículas.

De acuerdo con la bibliografía estudiada, se trata del primer modelo

de cable con longitud variable en el ámbito de la Realidad Virtual.

El modelo utiliza una nueva versión de algoritmos para insertar nuevas

partículas. El algoritmo propuesto aquí, basado en la predicción de la

posición de la nueva partícula:

• elimina las oscilaciones en el cable debidas a la inserción de las

partículas,

• evita la aparición de discontinuidades en la posición de la nueva

partícula, mejorando la calidad visual,

• no requiere la utilización de resortes de longitud próxima a cero,

evitando una mayor rigidez (sti�ness) en el modelo numérico.

El modelo de cable de longitud variable, junto con el modelo de polea

propuesto en el Capítulo 4, permite alcanzar el objetivo de obtener un

modelo de polipasto que considere la oscilación transversal del cable.

Este modelo de polipasto, es el primer modelo que permite simular un

sistema arbitrario de poleas considerando además la oscilación trans-

versal del cable en el ámbito de la Realidad Virtual.



CAPÍTULO 6

SIMULACIÓN ESTABLE EN

SITUACIONES DE TENSIÓN ELEVADA

A partir del modelo abstracto propuesto en el Capítulo 3, se ha de�-

nido un modelo dinámico de polea y un modelo dinámico de segmento de

cable basado en un sistema de partículas. Por medio de estos dos modelos

dinámicos es posible simular un polipasto de forma interactiva y en tiempo

real.

Sin embargo, las situaciones que se producen habitualmente durante la

simulación de una grúa dan lugar a tensiones muy elevadas sobre el cable.

En estos casos, la integración numérica del sistema de partículas presenta

di�cultades debido a la aparición de inestabilidad.

A continuación se presenta un modelo basado en ecuaciones en derivadas

parciales cuyas principales características son la e�ciencia y la posibilidad

de predecir y detectar inestabilidades numéricas. El objetivo de este modelo

será la simulación del cable en aquellas situaciones en las que la tensión es

más elevada.

Con el �n de considerar las entradas y salidas del modelo de segmento

de cable que se ha de�nido, se parte del modelo propuesto por Antman

para la ecuación de ondas en el espacio (Antman, 1980) y se generaliza

para permitir la variación de los extremos y de la longitud del cable. A

partir de estas premisas se deriva un nuevo modelo de vibración de una

cuerda. A continuación, explotando las propiedades del sistema simulado
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en situaciones de elevada tensión, se simpli�ca el modelo para su utilización

en aplicaciones en tiempo real.

Gracias al planteamiento modular desarrollado durante el Capítulo 3 y

a los diferentes modelos de segmento de cable que se han desarrollado, es

posible decidir cuál de estas representaciones del cable es la más adecuada

en función de las necesidades de la simulación. En este capítulo se discute

también la implementación de niveles de detalle dinámicos que utilizarán

diferentes modelos en función de las necesidades de la simulación.

6.1. MODELO PARA UNA CABLE FLEXIBLE Y ELÁS-

TICO

Uno de los modelos clásicos para la representación de una cuerda o un

cable es la ecuación de ondas, revisada en el Apartado 2.1.1. Este modelo

tiene la limitación de presentarse siempre bajo un conjunto de suposiciones

muy restrictivas, que lo hacen poco general para las necesidades de mode-

lado que se han de�nido. Sin embargo, como ha demostrado S. S. Antman

(Antman, 1980) este modelo puede generalizarse para conseguir representar

un conjunto de situaciones más amplio del habitual.

Partiendo del modelo propuesto por Antman, a continuación se propone

un modelo de cable �exible que permite una posición arbitraria del cable,

representado por una curva u. Para ello se utiliza la metodología de mode-

lado empleada en (Antman, 1980), basada en la conservación del momento

lineal de una porción del cable. Aquí se presenta como novedad la posibili-

dad de introducir tanto las velocidades en los extremos del cable, como una

velocidad de variación de la longitud del mismo.

6.1.1. Descripción del modelo de partida

Una cuerda o un cable se considera como un sistema compuesto por

partículas o puntos materiales que ocupan la región de R3 de�nida por una

curva. Considérese el espacio tridimensional R3 y una base ortonormal orien-

tada positivamente {x,y, z}. Se denominará con�guración de una cuerda o
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cable a una curva continua u(x) ⊂ R3, x ∈ [0, 1].

Considérese la con�guración de�nida por u(x) = xx, x ∈ [0, 1]. A esta

con�guración se la denominará con�guración de referencia y puede interpre-

tarse como el estado del cable no deformado. Cada punto material del cable

se identi�cará por medio de la coordenada x que ocupa en esta con�gura-

ción. En este punto se considerará un cable que en su estado no deformado

tiene longitud constante unidad y, posteriormente, se generalizará a cables

de longitud arbitraria y variable.

La posición del cable en los extremos se supone �ja, y dada por las

condiciones de contorno

u(0, t) = 0, u(1, t) = (L, 0, 0).

La posición y velocidad iniciales del cable vendrán dadas por

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = v0(x),

donde se cumplirá también que u0(0) = 0 y u0(1) = (L, 0, 0).

El vector ux(x, t) es el vector tangente a u(x, t). Se supondrá que |ux(x, t)|
no se anula para ningún punto del cable. El estiramiento o deformación de

la cuerda en un instante y en un punto material viene dado por ε(x, t) =

|ux(x, t)| − 1, que expresa su compresión o estiramiento respecto de la con-

�guración de referencia. Cuando este valor de ε(x, t) sea negativo indicará

que el cable está comprimido, mientras que si el valor es positivo indica-

rá que el cable está estirado respecto a su con�guración de referencia. A

continuación se obtienen las ecuaciones de movimiento para este sistema.

Sea n+(x, t) la fuerza interna ejercida por el segmento [x, 1] sobre el

segmento [0, x). De igual manera, se de�ne n−(x, t) como la fuerza interna

ejercida por el segmento [0, x] sobre el segmento (x, 1].

Si se considera el segmento (a, b) ⊂ (0, 1), la fuerza externa aplicada

sobre el material por unidad de longitud, f(x, t), y la densidad del material

por unidad de longitud ρ(x), entonces debe cumplirse la conservación del
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momento lineal del segmento (a, b):

n+(b, t)− n−(a, t) +
∫ b

a
f(x, t)dx =

d

dt

∫ b

a
ρ(x)ut(x, t)dx (6.1)

=
∫ b

a
ρ(x)utt(x, t)dx (6.2)

para cualquier (a, b) ⊂ (0, 1).

Dado que n+ y n− se han supuesto continuas se obtiene que n+(a, t) =

ĺımb→a n+(b, t). A causa de la continuidad de todas las demás funciones que

se han considerado, si se toma el límite de b→ a se obtiene que n+(a, t)−
n−(a, t) = 0 para cualquier a ∈ [0, 1]. Por tanto, en adelante se prescindirá

del superíndice y se denotará la fuerza únicamente como n(x, t).

Sustituyendo b por x en (6.1�6.2),

n+(x, t)− n−(a, t) +
∫ x

a
f(s, t)ds =

∫ x

a
ρ(s)utt(s, t)ds (6.3)

y derivando la expresión obtenida respecto de x se obtiene la ecuación de

ondas

nx(x, t) + f(x, t) = ρ(x)utt(x, t) (6.4)

Este modelo es una generalización de la ecuación de ondas (Antman,

1980) en la que no se parte de ninguna suposición sobre las propiedades

físicas del cable. El término nx, que corresponde a la tasa de variación de

las fuerzas internas a lo largo del cable, re�ejará esa información por medio

del modelo que sea más adecuado en cada caso.

Al contrario de lo que ocurre habitualmente en la ecuación de ondas, en

la que se supone que las oscilaciones son pequeñas, este modelo no impone

ninguna restricción sobre la posición de la curva en el espacio que representa

la posición del cable. Únicamente se supone que la longitud del cable y la

posición de los extremos son �jas.

A continuación se deriva un nuevo modelo a partir de esta formalización.

Por una parte, se generalizará este modelo para considerar el movimiento

de los extremos y la variación de la longitud del cable. Por otra parte,

aprovechando que el modelo va a destinarse a la simulación de situaciones



CAPÍTULO 6. SIMULACIÓN ESTABLE EN SITUACIONES DE TENSIÓN ELEVADA 129

de tensión elevada, se impondrán ciertas restricciones que permitirán su

simpli�cación.

6.1.2. Cable con extremos y longitud variables con el tiempo

Con el �n de considerar la variación de la longitud del cable se generaliza-

rá, en primer lugar, la descripción de la con�guración del sistema. La con�-

guración del cable vendrá dada por la curva u(x, t) : [L0(t), L1(t)]→ R3. La

con�guración de referencia del cable vendrá dada de nuevo por el segmento

u(x) = xx, x ∈ [L0(t), L1(t)]. El intervalo de de�nición de la con�guración

de referencia se considerará siempre acotado. La variación de la posición de

los extremos da lugar a las condiciones de contorno

u(L0(t), t) = p0(t), u(L1(t), t) = p1(t),

donde las funciones p0(t) y p1(t) se supondrán derivables dos veces, y con

derivadas conocidas.

Dado que el objetivo del modelo es la simulación del cable en situaciones

de tensión elevada se puede partir de la suposición habitual en la ecuación de

ondas de que la deformación longitudinal del cable está en la con�guración

de equilibrio estático.

Considérense las variables de entrada del modelo de segmento de cable

correspondientes a la velocidad de variación de la longitud, v0 y v1. Bajo

la suposición de equilibrio para la deformación longitudinal, la velocidad de

cada punto vendrá dada por

v = xt =
(v0 + ṗ0(t)d(t))(L1(t)− x) + (L0(t)− x)(v1 + ṗ1(t)d(t))

L1(t)− L0(t)
(6.5)

Como consecuencia de la dependencia de x respecto a t, la conservación

del momento en la ecuación (6.1) no dependerá de ux, sino de la derivada

total
Du(x, t)

dt
= ut + uxv, (6.6)
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por lo que el lado derecho de (6.1) se escribirá como

d

dt

∫ b

a
ρ(x)

Du(x, t)
dt

dx =
d

dt

∫ b

a
ρ(x)(ut + uxv)dx (6.7)

=
∫ b

a
ρ(x)

d

dt
(ut + uxv)dx (6.8)

Desarrollando esta expresión, y denotando xt = v,

d

dt

∫ b

a
ρ(x)

Du(x, t)
dt

dx =

=
∫ b

a
ρ(x)(utt + utxv + uxtv + uxxv2 + uxvt)dx, (6.9)

con lo que la conservación del momento del segmento (a, x) se expresa como

n(x, t)− n(a, t) +
∫ x

a
f(s, t)ds =

=
∫ b

a
ρ(x)(utt + utxv + uxtv + uxxv2 + uxvt)dx. (6.10)

Siguiendo la misma técnica aplicada en (6.3), derivando (6.10) respecto

de x se obtiene la ecuación de ondas generalizada para una cuerda que se

traslada axialmente con velocidad v

nx + f = ρ(utt + 2uxtv + uxxv2 + uxvt) (6.11)

El movimiento de los extremos del cable contribuye a la dinámica del

sistema por medio de dos vías. Por una parte, debido a su aportación a la

velocidad longitudinal del cable por medio de (6.5). Por otra parte, la varia-

ción de las condiciones de contorno, p0(t) y p1(t), supone una modi�cación

en la derivada parcial ux(x, t) que indica la deformación del cable en cada

punto. A continuación se establece la relación entre esta deformación y la

dinámica del cable.

Obtención del término de fuerzas internas n

Llegados a este punto es necesario obtener una relación entre el término

de fuerzas internas n y el estado de la cuerda u, de forma que pueda cono-

cerse la evolución de la curva a partir de su con�guración en cada instante.
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Esto se llevará a cabo por medio de una ecuación diferencial, obtenida a

partir de las propiedades físicas del cable que se desean re�ejar en el mode-

lo.

Dado que la �exión puede despreciarse en las situaciones en las que la

tensión longitudinal del cable es elevada, el cable se supondrá perfectamente

�exible. Como consecuencia de esto, el momento sobre el segmento consi-

derado (a, b) será nulo. Esto lleva a que el momento ejercido por n sobre el

segmento será también nulo, de forma que ux × n = 0.

Dado que el vector ux es el vector tangente a la curva, la igualdad

ux × n = 0 implica que n actúa a lo largo de esta dirección tangen-

te. Por tanto, la fuerza aplicada sobre el segmento puede expresarse co-

mo n(x, t) = T (x, t)t(x, t), donde t(x, t) es el vector tangente unitario

t = ux(x, t)/|ux(x, t)|. A la función T (x, t) se la denominará tensión del

cable. Utilizando esta propiedad, es posible desarrollar la derivada del vec-

tor n como

nx(x, t) = Tx(x, t)t(x, t) + T (x, t)tx(x, t) (6.12)

Considérese la derivada del vector tangente unitario a la curva

tx(x, t) =
uxx(x, t)
|ux(x, t)|

− ξ(x, t)
|ux(x, t)|2

ux(x, t) (6.13)

donde ξ(x, t) es la derivada del módulo del vector ux

ξ(x, t) =
d

dx
|ux(x, t)| = ux(x, t)uxx(x, t)

|ux(x, t)|
. (6.14)

Sustituyendo (6.13) en (6.12) y utilizando que t = ux(x, t)/|ux(x, t)|

nx(x, t) = Tx(x, t)t(x, t) + T (x, t)tx(x, t)

= Tx(x, t)
ux(x, t)
|ux(x, t)|

+ T (x, t)
(

uxx(x, t)
|ux(x, t)|

− ξ(x, t)
|ux(x, t)|2

ux(x, t)
)

=
T (x, t)
|ux(x, t)|

uxx(x, t) +

+
(
Tx(x, t)
|ux(x, t)|

− T (x, t)ξ(x, t)
|ux(x, t)|2

)
ux(x, t). (6.15)
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Sustituyendo (6.15) en la ecuación de movimiento (6.4) se obtiene la

forma general de la ecuación de ondas

T

|ux|
uxx +

(
Tx
|ux|

− Tξ

|ux|2

)
ux + f = ρ(utt + 2uxtv+ uxxv2 + uxvt). (6.16)

Propiedades y aplicación del modelo

Se ha obtenido una generalización de la ecuación de ondas, que con-

sidera la posibilidad de desplazar arbitrariamente sus extremos de forma

diferenciable y de variar la longitud del segmento de cable. La utilización

del modelo de Antman como punto de partida para la derivación del mode-

lo permite, además, que los desplazamientos del cable no estén limitados a

oscilaciones pequeñas, como es habitual en la ecuación de ondas clásica.

El modelo proporciona, por una parte, un modelo geométrico del estado

de un cable, dado por la curva u. Por otra parte, proporciona una descrip-

ción de su dinámica a partir de las fuerzas, internas y externas, que actúan

a lo largo del cable, dada por las ecuaciones de movimiento (6.16).

Queda por determinar el término T (x, t) que expresa la forma en que

el estado del sistema in�uye en las fuerzas. A continuación se analizan di-

ferentes maneras de de�nir la tensión y posteriormente se propone una dis-

cretización del modelo que permite su integración numérica.

6.1.3. Modelos de tensión

A continuación se presentan varios modelos para la forma de la tensión

T , que permiten reproducir propiedades como la gravedad o la aceleración

del cable. Para cada caso se presenta además la forma que adquiere la ecua-

ción de ondas (6.16) tras utilizar los valores de T y de Tx correspondientes.

Cada uno de estos modelos puede emplearse de forma independiente.

Para �nalizar el apartado, tras analizar los diferentes modelos de tensión

se realiza un breve análisis de la deformación del cable y de las simpli�ca-

ciones que se van a realizar al respecto en el modelo que se ha propuesto.
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Tensión elástica. Ley de Hooke

De acuerdo con las propiedades elásticas del cable, y para un material

perfectamente �exible, la tensión debe estar relacionada directamente con

la deformación local del cable en cada punto. Es decir, la tensión será de

la forma T (x, t) = T (ε(x, t)). De acuerdo con la ley de Hooke, la relación

entre la deformación y la tensión es lineal, y la constante de proporcionalidad

viene dada por EA, donde E es el módulo de young del material y A es el

área de la sección transversal del cable o cuerda. La tensión viene dada por

T (x, t) = EAε(x, t) = EA(|ux(x, t)| − 1), (6.17)

de donde, utilizando que ξ(x, t) = εx(x, t), se obtiene la derivada de T (x, t)

Tx(x, t) = EAξ(x, t). (6.18)

Sustituyendo (6.17) y (6.18) en (6.16) se obtiene la ecuación de ondas

EA

(
|ux| − 1
|ux|

uxx +
ξ

|ux|2
ux

)
+ f = ρ(utt + 2uxtv+uxxv2 +uxvt). (6.19)

Este modelo considera el efecto de las oscilaciones transversales del cable

en cada punto para la determinación de la tensión y será adecuado en las

situaciones en las que estas oscilaciones son grandes.

Los modelos de tensión que se presentan a continuación descartan este

efecto y obtienen la distribución de T (x) a partir de suposiciones sobre la

deformación longitudinal del cable, que se considera estática.

Tensión constante

En el caso de una cuerda sometida a una tensión elevada, es frecuente

considerar constante la tensión a lo largo de la longitud del cable, tomándola

como un dato de entrada. El valor de la tensión será, típicamente

T (x, t) =
EA

L
δL, ∀x ∈ [L0, L1]. (6.20)

donde δL representa la diferencia entre la longitud real, dada por la distancia

entre los extremos del cable y la longitud de referencia del cable L,

δL = |p1 − p0| − (L1 − L0). (6.21)
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dando lugar a la ecuación de ondas

T

|ux|
uxx + f = ρ(utt + 2uxtv + uxxv2 + uxvt). (6.22)

En ausencia de velocidad longitudinal en el cable (v = 0), esto da lugar

a la ecuación de ondas clásica

utt(x, t)− a2uxx = 0; x ∈ [L0, L1], (6.23)

donde a2 = T/(|ux|ρ).

Si las oscilaciones son su�cientemente pequeñas, el valor de |ux| se pue-
de aproximar adecuadamente por una constante, correspondiente al esti-

ramiento del cable. Aplicando esta suposición, en los textos de modelos

matemáticos de la física se presenta habitualmente el modelo (6.23) sin |ux|
en el denominador, de forma que a2 = T/ρ.

Tensión en un cable vertical bajo la acción de la gravedad

En ocasiones, el modelo (6.23) se presenta para situaciones particulares

en las que se desea re�ejar el efecto de ciertos factores externos. Este es el

caso de un cable suspendido verticalmente y con una carga.

Considérese un cable suspendido verticalmente por un extremo, y so-

metido a una tensión de tracción T0 en el extremo inferior. Se considerará

que u(L0, t) corresponde a este extremo. Si se desea considerar el efecto del

peso del propio cable, se puede sustituir el valor de la tensión constante T

que da lugar al modelo clásico (6.23) por la expresión

T (x) = T0 + ρgx.

donde ρ es la densidad del material y g es la constante de la aceleración de

la gravedad.

D'Andrea-Novel (D'Andrea-Novel and Boustany, 1991) y Rahn y sus

colaboradores (Joshi and Rahn, 1995; Martindale et al., 1995; Canbolat

et al., 1997) entre otros, han utilizado este planteamiento para proponer

algoritmos de control de oscilación en grúas.



CAPÍTULO 6. SIMULACIÓN ESTABLE EN SITUACIONES DE TENSIÓN ELEVADA 135

En este caso, el valor de la derivada de la tensión es constante Tx = ρg,

y la ecuación de ondas resulta

T0 + ρgx

|ux|
uxx +

(
ρg

|ux|
− (T0 + ρgx)ξ

|ux|2

)
ux + f =

= ρ(utt + 2uxtv + uxxv2 + uxvt). (6.24)

Tensión en un cable con aceleración longitudinal de los extremos

La aceleración longitudinal de los extremos del cable se re�eja en el

modelo de ecuación de ondas 6.16 por medio del término que involucra

la aceleración de cada punto del cable uxvt. Sin embargo, este modelo no

re�eja la forma en que las aceleraciones afectan a la tensión del cable.

A continuación se obtiene la distribución de la tensión a lo largo del cable

cuando se aplica una aceleración arbitraria a cada uno de los dos extremos.

Este modelo es una generalización del modelo que tiene en cuenta el efecto

de la gravedad.

La consideración de estas aceleraciones es importante para conseguir un

movimiento creíble en el cable. Si se considera un cable suspendido entre

dos puntos, y estos puntos se desplazan a lo largo de la dirección d, se pro-

ducirá un movimiento de balanceo del cable a lo largo de esta dirección.

Este desplazamiento se re�eja parcialmente en el modelo de cable con velo-

cidad longitudinal, pero el modelo de tensión que se presenta a continuación

permitirá conseguir un comportamiento más realista.

Considérese la situación más general en la que ambos extremos, p0 y p1,

se desplazan con una aceleración longitudinal independiente la una de la otra

ẍ0 = p̈0 ·d y ẍ0 = p̈0 ·d. Asumiendo de nuevo que la deformación del cable se

encuentra en el estado de equilibrio, se puede considerar que la aceleración

de un punto del cable será el promedio de ambas aceleraciones, ponderado

por la distancia del punto a cada uno de los extremos ẍ = xẍ1 + (1− x)ẍ0.

En caso de que las aceleraciones de ambos extremos sean iguales, todos los

puntos del cable tendrán la misma aceleración.

Supóngase, en primer lugar, que únicamente el extremo p1 está sometido
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a una aceleración ẍ1. En ese caso, la tensión a la que somete a un punto del

cable s es

T (x) = T0 +
∫ s

0
ρẍ1(ω)dω = T0 +

∫ x

0
ρẍ1ωdω = T0 +

1
2
ρẍ1x

2

De forma análoga, si la aceleración se produce únicamente en el extremo

p0, con un valor ẍ0, entonces, la tensión a la que se somete un punto del

cable será

T (x) = T0 +
∫ 1

x
ρẍ0(ω)dω = T0 +

∫ 1

x
ρẍ0(1− ω)dω =

= T0 +
[
ρẍ0ω −

1
2
ρẍ0ω

2

]1

x

=

= T0 +
1
2
ρẍ0 − (ρẍ0x−

1
2
ρẍ0x

2) =

= T0 +
1
2
ρẍ0(1− 2x+ x2) =

= T0 +
1
2
ρẍ0(1− x)2

Se considerará la fuerza de inercia f(x) = −ρẍ, que depende de la

aceleración en los extremos del cable. El valor de la tensión del cable a lo

largo de su longitud será

T (x) = T0 + xf(x) (6.25)

donde T0 es la tensión a la que está sometido el cable en ausencia de acele-

ración en los extremos.

Sustituyendo el valor de la aceleración en la ecuación (6.25), se obtiene

la expresión que proporciona la tensión del cable a lo largo del segmento en

función de la coordenada longitudinal

T (x) = T0 + xρ(xẍ2 + (1− x)ẍ1).

Con el �n de poder ver de una manera grá�ca el signi�cado de este mo-

delo, considérese la situación en la que ẍ1 = 0. En este caso, la contribución

de la aceleración ẍ1 a la tensión del tramo de cable es

T (x) = T0 + ρẍ2x
2.
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Es decir, el efecto de la aceleración sobre la tensión aumenta con el cua-

drado de la variable espacial x, de forma que su in�uencia en el extremo

sin aceleración es mucho menor que en el extremo en el que se produce la

aceleración. Cuando la aceleración longitudinal es idéntica en ambos ex-

tremos se obtiene el modelo equivalente al de tensión de un cable vertical

bajo la acción de la gravedad. El Apartado 7.1.2 presenta un análisis del

comportamiento del cable sometido a aceleraciones longitudinales.

Análisis de la deformación del cable. Simpli�cación del modelo de

deformación

En un cable sometido a una tensión su�cientemente elevada, las osci-

laciones se consideran habitualmente como desplazamientos transversales

respecto de la con�guración de referencia. Dado que la frecuencia de oscila-

ción longitudinal es mucho mayor que la frecuencia de oscilación transversal

y que la amplitud es siempre mucho menor, en la ecuación de ondas habi-

tualmente se asume que el estado de deformación longitudinal del cable es

el estado de equilibrio.

Esta deformación se re�ejará en la tensión por medio de la elección de

uno de los modelos de tensión expuestos, o de cualquier otro que se considere

adecuado a las necesidades de la simulación. Sin embargo, el desplazamiento

longitudinal de los puntos materiales del cable no se re�ejará, considerando

en todo instante una distribución uniforme, ya que esto supone una desvia-

ción pequeña respecto de la con�guración de equilibrio.

En base a estos principios, independientemente de la distribución de

tensión elegida, se asumirá que (u(x)− p0) · d = x, donde d = (p1 − p0)/l

y l = ||p1 − p0||. Esta restricción implica que la con�guración del sistema

será siempre de forma que la distancia relativa entre los puntos materiales

del cable es constante a lo largo de su longitud.

La principal ventaja de esta suposición es que se evita la integración de

la vibraciones longitudinales del cable permitiendo la integración numérica

de la ecuación diferencial de forma más e�ciente y el control sobre la esta-

bilidad del modelo. Otra consecuencia es que, gracias a esta suposición se
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podrá expresar la ecuación (6.11) por medio de dos ecuaciones diferenciales

unidimensionales proyectando el sistema sobre un sistema de referencia no

inercial.

6.1.4. Simulación de un segmento de cable

El modelo propuesto por medio de la ecuación de ondas (6.16), junto con

un modelo de tensión, como los presentados en el Apartado 6.1.3, permiten

la simulación de un segmento de cable.

No obstante, para ello es necesario emplear una discretización del modelo

que permita el cálculo de la evolución temporal del sistema a través de la

integración numérica de las ecuaciones de movimiento.

Además, con el �n de incorporar el modelo a la metodología de modelado

propuesta en el Capítulo 3, se deben precisar la forma de aplicar las variables

de entrada y la forma de obtener las variables de salida del modelo de

segmento de cable.

Discretización del modelo

El modelo presentado por medio de (6.16) es una ecuación en derivadas

parciales hiperbólica que pueden integrarse numéricamente por medio de la

discretización de las variables espacial y temporal.

Para ello, considérese el cable en la con�guración de reposo u(x, t), y una

discretización del intervalo de de�nición de la curva, dada por el conjunto

de puntos {xk : k = 0, . . . ,M} en la que x0 = L0 y xM = L1. Los puntos del

cable correspondientes a dichas posiciones se denotarán por uk y la longitud

de cada elemento de cable situado entre dos nodos consecutivos se denotará

por `k = xk+1 − xk. Para llevar a cabo la integración numérica se realizará

también una partición de la variable temporal, t, con un paso de integración

�jo, h = δt. El instante de tiempo m se denotará por tm = t0 + hm.

A continuación se expresan los diferentes términos que aparecen en el

modelo, utilizando esta discretización. El valor de u en el punto de la discre-

tización (xk, tm) se denotará por umk := u(xk, tm), y a las aproximaciones a
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sus derivadas se denotarán por umx,k, u
m
xx,k, u

m
t,k, u

m
t,k y umxt,k.

La derivada de u respecto de la coordenada x, que corresponde al vector

tangente a la curva, se de�ne como el límite

ux(x, t) = ĺım
h→0

u(x+ h, t)− u(x, t)
h

(6.26)

y en el modelo discreto se aproximará por medio de la expresión

ux(xk) ' ux,k =
uk+1 − uk

`k
. (6.27)

De igual manera, la segunda derivada respecto de x se aproximará por

medio de

uxx(xk) ' uxx,k =
ux,k+1 − ux,k

`k
=

uk+2 − 2uk+1 + uk
`2k

. (6.28)

La discretización temporal se realizará utilizando la diferencia dividida

de orden uno para obtener la primera derivada respecto al tiempo,

ut(xk, tm) ' umt,k =
umk − um−1

k

h
, (6.29)

se empleará la diferencia centrada de orden dos para obtener la segunda

derivada,

utt(xk, tm) ' umtt,k =
umt,k − um−1

t,k

h
=

um+1
k − 2umk + um−1

k

h2
, (6.30)

y se utilizará la diferencia dividida de orden uno sobre la discretización de

la derivada espacial para obtener la derivada cruzada

uxt(xk, tm) ' umxt,k =
umx,k − um−1

x,k

h
. (6.31)

Por otra parte, también será necesario discretizar el valor de la tensión

T y de su derivada Tx, así como el valor de la velocidad v(x, t) y de la

aceleración vt(x, t) del cable. Estos términos se denotarán respectivamente

por medio de Tmk , Tmx,k, v
m
k y vmt,k.
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Para obtener la evolución de cada punto de la discretización respecto al

tiempo, la ecuación de ondas (6.16) se expresará de la siguiente forma:

utt =
(

1
ρ

T

|ux|
− v2

)
uxx +

1
ρ

(
Tx
|ux|

− Tξ

|ux|2

)
ux +

f
ρ
− (2uxtv + uxvt).

(6.32)

Utilizando las diferentes discretizaciones propuestas, esta expresión pue-

de discretizarse como

um+1
k = 2umk − um−1

k + h2

[(
1
ρ

Tmk
|umx,k|

− (vmk )2
)

umxx,k+

+
1
ρ

(
Tmx,k
|umx,k|

−
Tmk ξ

m
k

|umx,k|2

)
umx,k

+
fmk
ρ
− (2umxt,kv

m
k + umx,kv

m
t,k)
]

(6.33)

La discretización dada por (6.33) corresponde a un método de diferencias

�nitas explícito, aunque es posible considerar otros métodos con diferentes

propiedades de estabilidad o precisión. A continuación se indica la manera de

considerar este modelo dinámico como un elemento de la clase de segmentos

de cable de�nida en el Capítulo 3.

Utilización de las variables de entrada y de salida

El modelo dinámico propuesto, discretizado por medio de (6.33), pre-

senta un esquema numérico para la simulación de un segmento de cable,

suspendido entre dos puntos móviles y con longitud de referencia variable.

Para integrarlo en el modelo abstracto de poleas y cable propuesto en el

Capítulo 3 se repasan a continuación las variables de entrada y de salida

para identi�carlos convenientemente en el modelo anterior.

Un segmento de cable C tiene como entradas las variables p0 y p1, y

las velocidades v0 y v1. Estos datos se utilizan para la obtención de las

condiciones de contorno del modelo y para la obtención del valor de la

velocidad en cada punto del cable como v(x) = v0(1 − x) + v1x. Estos

valores, junto con el valor de T obtenido por medio de alguno de los modelos

de tensión disponibles, permiten el cálculo de la expresión (6.33).
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Por otra parte, para la obtención de las salidas del modelo, T0 y T1, se

considerará el modelo de tensión empleado para obtener el valor de T en

los extremos del segmento. La dirección de aplicación de la tensión vendrá

determinada por el vector tangente unitario de la curva u.

6.2. REDUCCIÓN DEL MODELO A ECUACIONES UNI-

DIMENSIONALES

El Apartado 6.1 ha presentado un nuevo modelo de cable y una discre-

tización que permite su utilización en simulaciones numéricas. Este modelo

permite la simulación de las oscilaciones de un cable cuando los desplaza-

mientos son arbitrariamente grandes.

Sin embargo, en las situaciones de tensión elevada que pretenden si-

mularse, es posible realizar una serie de simpli�caciones adicionales que

permitirán obtener un modelo más sencillo y e�ciente.

La simpli�cación que se va a realizar se basa en expresar la posición de

los puntos del cable en un sistema de referencia local, que se desplaza soli-

dariamente con el segmento de cable, reduciendo el modelo tridimensional

a dos modelos unidimensionales. El modelo obtenido se analiza, interpre-

tando los principales términos de las ecuaciones resultantes, y se propone

una discretización para permitir la simulación numérica.

6.2.1. Proyección del sistema sobre una base local

Considérese un segmento de cable C que une las poleas Pa y Pb. Consi-

dérese de nuevo la base B = {b1,b2,b3} de R3, asociada a la polea Pa, y

de�nida en el Apartado 4.1.1 como

bi1 = ei0

bi2 = −bi1 × di

bi3 = bi1 × bi2

que, para mayor claridad, se ha mostrado en la Figura 6.1.
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Figura 6.1: Sistema de referencia local de una polea B = {b1,b2,b3}.

A continuación se de�ne una base de R3, E = {e1, e2, e3}, que se des-
plazará solidariamente con el segmento de cable C, y que está de�nida por

e2 = b2

e3 = d =
p1 − p0

|p1 − p0|
e1 = e2 × e3 (6.34)

donde b2 es el segundo elemento de la base B de la polea Pa.

La suposición de que (u− p0) · d = x permite descomponer u como la

suma de las proyecciones sobre los tres vectores de la base por medio de

u(x, t) = p0(t) + u1(x, t)e1 + u2(x, t)e2 + xd (6.35)

donde u1(x, t) y u2(x, t) son las proyecciones de u(x, t) − p0 sobre los ele-

mentos de la base contenidos en plano perpendicular a d que pasa por

p0(t) + xd:

u1(x, t) = (u(x, t)− p0(t))e1; (6.36)

u2(x, t) = (u(x, t)− p0(t))e2. (6.37)

La Figura 6.2 muestra la descomposición de la curva u(x, t) en este

sistema de referencia.
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Figura 6.2: El estado del cable, determinado por la curva u(x, t) puede ex-

presarse como la proyección de las vibraciones del cable en los vectores de

la base e1 y e2.

Para poder obtener la ecuación de ondas utilizando (6.35) es necesario

calcular las derivadas parciales de u a partir de las derivadas de las funciones

uk. Utilizando la siguiente notación para las derivadas:

v =
dx

dt
;

ėj =
dej
dt
, j = 1, 2, 3;

ukx =
∂uk
∂x

, ukt =
∂uk
∂t

, k = 1, 2.

se obtienen las derivadas de u como:

ux(x, t) = d(t) + u1x(x, t)e1 + u2x(x, t)e2; (6.38)

uxx(x, t) = u1xx(x, t)e1 + u2xx(x, t)e2; (6.39)

ut(x, t) = ṗ0(t) + d(t)v + xḋ(t) +

+u1t(x, t)e1 + u1(x, t)ė1 +

+u2t(x, t)e2 + u2(x, t)ė2; (6.40)

utt(x, t) = p̈0(t) + d(t)vt + 2ḋ(t)v + xd̈(t) +

u1tt(x, t)e1 + 2u1t(x, t)ė1 + u1(x, t)ë1 +

u2tt(x, t)e2 + 2u2t(x, t)ė2 + u2(x, t)ë2; (6.41)
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uxt(x, t) = ḋ(t) +

+u1xt(x, t)e1 + u1x(x, t)ė1 +

+u2xt(x, t)e2 + u2x(x, t)ė2. (6.42)

Sustituyendo (6.38�6.42) en (6.11), se obtiene

nx + f = ρ(U1e1 + U2e2 + 2vte3 + R(x, t)) (6.43)

donde

Uk(x, t) = uktt + 2ukxtv + ukxxv
2 + ukxvt, k ∈ {1, 2, 3} (6.44)

y el término R(x, t) recoge todos los términos que contienen elementos con

derivadas respecto del tiempo de los elementos de la base B:

R = (u1 + 2u1t + u1x)ė1 + u1ë1 +

+(u2 + 2u2t + u2x)ė2 + u2ë2 +

+(x+ 2v + 1)ė3 + xë3 + ṗ0 + p̈0. (6.45)

La ecuación diferencial (6.43) expresa las aceleraciones por medio de

su proyección sobre los elementos de la base B más el término R, que

corresponde a los términos inerciales que surgen a causa del cambio de

sistema de referencia inercial por uno no inercial.

Para poder descomponer la ecuación (6.43) en las proyecciones sobre

los vectores de la base e1 y e2, obteniendo así dos ecuaciones diferenciales

unidimensionales para u1 y u2, se deben proyectar nx, f y R.

Las proyecciones de nx vendrán dadas por el valor de ux y uxx en la

base

nx =
T

|ux|
(u1xxe1 + u2xxe2) +

+
(
Tx
|ux|

− Tξ

|ux|2

)
(u1xe1 + u2xe2 + e3) . (6.46)

donde |ux|2 = 1+u2
1x+u2

2x, mientras que las proyecciones de f se denotarán

por f1 y f2, asumiendo que el valor de f3 es nulo.
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Dado que todos los términos que aparecen en R dependen únicamente

de las derivadas de orden uno de u y de las derivadas respecto del tiempo

de la base B, es posible conocer su valor antes de iniciar los cálculos del

paso de integración. Por tanto, conocida la base y su variación respecto al

tiempo, es posible proyectar todos los elementos que aparecen en este vector

sobre el sistema de referencia y obtener todos los términos de cada una de

las ecuaciones diferenciales. Las componentes de R en la base se denotarán

por R1 = Re1 y R2 = Re2.

A partir de (6.43) y (6.46), las ecuaciones de movimiento del cable se

expresan como

T

|ux|
u1xx +

(
Tx

|ux|
− Tξ

|ux|2

)
u1x + f1 = ρ(u1tt + 2u1xtv + u1xxv

2 + u1xvt +R1)

(6.47)

T

|ux|
u2xx +

(
Tx

|ux|
− Tξ

|ux|2

)
u2x + f2 = ρ(u2tt + 2u2xtv + u2xxv

2 + u2xvt +R2)

(6.48)

Como resultado de este desarrollo se han obtenido las ecuaciones de

movimiento expresadas en un sistema de referencia local que se mueve so-

lidariamente con el segmento de cable. A partir de la suposición de que

(u − p0) · d = x, se ha obtenido además que la dinámica del sistema pue-

de expresarse por medio de dos ecuaciones de ondas escalares. La tercera

ecuación no es necesaria para la resolución del sistema, dado que se ha

considerado la aproximación u3(x, t) = x.

6.2.2. Modelo de oscilación plano

Las ecuaciones de movimiento obtenidas proporcionan una descomposi-

ción del modelo tridimensional en dos ecuaciones unidimensionales, (6.47)

y (6.48). Estas ecuaciones corresponden a una forma general de la ecuación

de ondas. En determinados casos será adecuado disponer de un modelo de

oscilación plano que resultará más e�ciente.

El modelo plano será adecuado, por ejemplo, para simular situaciones

en las que las derivadas de los vectores de la base respecto al tiempo sean
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despreciables, permitiendo desacoplar los términos de R1 y R2. A continua-

ción se supone esta situación y se deriva un modelo que se reduce a una

única ecuación en derivadas parciales.

Considérese de nuevo el cable, representado por la curva u(x, t) bajo

la suposición de que (u − p0) · d. De acuerdo con la discusión realizada

en el Apartado 6.1.3, esta suposición es consistente con las suposiciones

habituales en la ecuación de ondas y se asume en el modelo clásico de

forma implícita.

En este caso, se supondrá que todas las oscilaciones del cable y los

movimientos de los extremos tienen lugar en el plano formado por los ejes

Ox yOz, tomando e2 = y, que corresponde al vector coordenado del sistema

de referencia del mundo en la dirección del eje Oy. En esta situación, la

función u2 es idénticamente nula y la posición del cable en el sistema de

referencia local viene dada por u(x, t) = (x, 0, u(x, t)).

T

|ux|
uxx +

(
Tx
|ux|

− Tξ

|ux|2

)
ux + f1 =

= ρ(utt + 2uxtv + uxxv
2 + uxvt +R1) (6.49)

donde el valor de la norma de la derivada de u viene dado por

|ux| =
√

1 + u2
x. (6.50)

En el modelo clásico presentado en la mayoría de textos se supone ade-

más que las oscilaciones son su�cientemente pequeñas como para que en

|ux|2 = 1 + u2
x pueda despreciarse el término u2

x, con lo que |ux| = 1.

Además, en este caso la derivada del módulo de ux se anula

ξ(x, t) =
d

dx
|ux(x, t)| = 0

lo que simpli�ca la ecuación (6.49)

Tuxx + Txux + f1 = ρ(utt + 2uxtv + uxxv
2 + uxvt +R1)

dando lugar a la ecuación de ondas clásica para un cable con velocidad

longitudinal v (Wickert and Mote Jr., 1989).
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Para calcular el valor de R se ha de tener en cuenta que e2 ≡ y, con lo

que sus derivadas respecto al tiempo son nulas. De aquí se obtiene

R = (u1 + 2u1t + u1x)ė1 + u1ë1 +

+(x+ 2v + 1)ė3 + xë3 + ṗ0 + p̈0 (6.51)

A partir de (6.51) es posible obtener R1(x, t) multiplicando escalarmente

R por el vector de la base e1. Para ello se van a desarrollar las derivadas de

los vectores involucrados con el �n de expresarlos de nuevo en los vectores

de la base.

Dado que |e1| = 1 se tiene de forma inmediata que ė1e1 = 0. Además,

por ser B una base ortogonal e1e3 = 0 y dado que todo el movimiento está

restringido al plano {e1, e3} la derivada de e1 debe ser paralela al vector de

la base e3, por lo que puede expresarse como

ė1 = V1e3 (6.52)

donde V1 = |ė1|. De aquí, la segunda derivada de e1 puede calcularse como

ë1 = V̇1e3 − V1ė3. (6.53)

Por otra parte, recuérdese que e3 se de�ne como e3 = p
|p| donde p =

p1 − p0. El módulo de p, correspondiente a la distancia entre los extremos

del cable en cada instante, se denotará, como se ha hecho anteriormente,

como l = |p|, y su derivada por l̇. Por tanto, las derivadas de e3 son

ė3 =
1
l
ṗ− l̇

l2
p (6.54)

y

ë3 =
1
l
p̈− 2

l̇

l2
ṗ− ll̈ − 2l̇2

l3
p (6.55)

Multiplicando escalarmente estas expresiones por e1, y aplicando que
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tanto e3e1 = 0 como pe1 = 0 y que ekėk = 0 se obtiene

ė1e1 = 0 (6.56)

ë1e1 = −V1ė3e1 = −V1

(
1
l
ṗ− l̇

l2
p

)
e1 = −V1

ṗe1

l
(6.57)

ė3e1 =
ṗe1

l
(6.58)

ë3e1 =

(
1
l
p̈− 2

l̇

l2
ṗ− ll̈ − 2l̇2

l3
p

)
e1

=
1
l
p̈e1 − 2

l̇

l2
ṗe1 (6.59)

Para obtener el valor de R1 se multiplica escalarmente por e1 en (6.51)

y se sustituyen las derivadas (6.56�6.59)

R1 = Re1 =− u1V1

l
ṗe1 +

x+ 2v + 1
l

ṗe1+

+ x

(
1
l
p̈e1 − 2

l̇

l2
ṗe1

)
+ ṗ0e1 + p̈0e1 (6.60)

Este término está completamente determinado a partir del estado del

sistema en un momento dado y de los valores de las entradas del sistema p0,

p1, v0 y v1. Por tanto, permite la simulación numérica del sistema, siempre

que se disponga de la discretización adecuada.

Con el �n de poder interpretar convenientemente los diferentes términos

que aparecen en la expresión (6.60) a continuación se va a sustituir de nuevo

el valor de p = p1 − p0 y sus derivadas ṗ = ṗ1 − ṗ0 y ṗ = p̈1 − p̈0 en

algunos de los términos, obteniendo

R1 =

=

[
x

l
ṗ1 +

(
1− x

l

)
ṗ0 +

x

l
p̈1 +

(
1− x

l

)
p̈0 +

(
2v + 1
l

+
u1V1

l
− 2l̇
l2

)
ṗ

]
e1

(6.61)

Si se denota por γ al segmento de recta que une los puntos p0 y p1

γ(x) =
x

l
p1 +

(
1− x

l

)
p0
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y por γ ′ y γ ′′ a los segmentos que unen respectivamente las primeras y

segundas derivadas de p0 y p1

γ ′(x) =
x

l
ṗ1 +

(
1− x

l

)
ṗ0;

γ ′′(x) =
x

l
p̈1 +

(
1− x

l

)
p̈0,

entonces la expresión para R1 dada pot (6.61) puede escribirse de forma

más compacta como

R1 = =

[
γ ′(x) + γ ′′(x) +

(
2v + 1
l

+
u1V1

l
− 2l̇
l2

)
ṗ

]
e1. (6.62)

Es importante observar que tanto l como x son variables que dependen

del tiempo. Por este motivo γ ′ y γ ′′ no corresponden a las derivadas de γ

salvo en el caso en que l̇ = 0 y v = 0. No obstante, esta notación permite

realizar una interpretación de la ecuación (6.62) más intuitiva.

6.2.3. Interpretación del modelo a través de la ecuación de

ondas clásica

El término de aceleraciones no inerciales (6.62) puede interpretarse de

forma intuitiva a partir de la ecuación de ondas clásica. La evolución de una

cuerda elástica y �exible, sujeta por sus extremos, viene determinada por

la ecuación en derivadas parciales

Tvxx = ρvtt; v(0, t) = g(t); v(l, t) = h(t) (6.63)

donde h(t) y g(t) expresan el movimiento vertical de los extremos. Siguiendo

la notación habitual, la constante ρ es la densidad del cable, y T > 0 es la

tensión del cable. Los puntos P0 = (0, g(t)) y P1 = (l, h(t)) representan la

posición de los extremos del cable (véase la Figura 6.3).

Este modelo supone que no se producen vibraciones longitudinales en

el cable, y que las vibraciones transversales son pequeñas. Una derivación

de este modelo de la ecuación de ondas puede encontrarse, por ejemplo, en

(Folland, 1992).
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1
P

P
0

g(t)

h(t)

v(x,t)

x

Figura 6.3: Variables del modelo de pequeñas oscilaciones para una cuerda

descrito por la ecuación de ondas (6.63).

Considérese el segmento de recta que une los puntos P0 y P1 dado,

en forma paramétrica, por γ(x, t) = g(t)(1 − x) + h(t)x, y sea u(x, t) =

v(x− t)− γ(x, t); ∀ x ∈ [0, l].

La función u(x, t) representa la distancia vertical de la solución v(x, t)

al segmento γ(x) y, en consecuencia, u(0, t) = 0; u(1, t) = 0 (véase la

Figura 6.4). Calculando las derivadas parciales de u, e introduciéndolas en

(6.63) el modelo puede expresarse como

Tuxx(x, t) = ρutt(x, t) + γtt(x, t); x ∈ [0, l]

u(0, t) = 0; u(l, t) = 0; (6.64)

1
P

0
P

x

u(x,t)

g(t)

h(t)

Figura 6.4: Variables del modelo de oscilación transformado.

El término γtt(x, t) aparece en (6.64) como una fuerza inercial sobre el

cable que recoge el efecto del movimiento del cable expresado en el sistema

de referencia del segmento que une los extremos del cable.
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6.2.4. Discretización de la ecuación de ondas

El modelo de oscilación presentado por medio de la ecuación de ondas

(6.49), expresa la evolución del cable como una ecuación en derivadas par-

ciales de orden dos respecto al tiempo y respecto a la variable espacial. Para

obtener la evolución del sistema a lo largo del tiempo es necesario integrar

numéricamente esta ecuación diferencial.

El objetivo es obtener la evolución del estado del cable a lo largo del

tiempo a partir de un estado inicial del sistema y de las condiciones de

contorno, que se considerarán como datos de entrada del problema. El pro-

blema anterior es lo que se conoce como un Problema de Valores Iniciales.

La resolución numérica de los problemas de valores iniciales en ecuaciones

en derivadas parciales es un tema amplio y admite estrategias de resolución

muy variadas.

En este caso, estamos interesados en obtener una solución que exprese

el estado de los puntos del cable en el espacio. Además, las condiciones de

contorno no se conocen previamente, sino que se obtienen tras cada paso

de integración como datos de entrada del modelo de oscilación. Por este

motivo se ha seleccionado la metodología de las diferencias �nitas para su

resolución. El libro de Strikwerda (Strikwerda, 2004) es un buen punto de

partida para el estudio de esta metodología.

Ecuaciones en diferencias �nitas

La metodología conocida como diferencias �nitas se basa en la discre-

tización de las variables espacial y temporal de la ecuación diferencial. La

solución de la ecuación se expresa en términos de esta discretización y las

derivadas se aproximan a partir de diferencias divididas, utilizando el desa-

rrollo en serie de Taylor.

Sea la región Ω = [0, 1]× [0,∞) y sea u(x, t) una solución de la ecuación

de ondas

utt − a2uxx = 0. (6.65)

Sea xm = mh y tn = nk, donde h = 1
M y k es el paso de integración
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temporal elegido. Sea v una aproximación a la solución u. Considérese la

discretización de Ω dada por el conjunto de puntos

{(xm, tn) ∈ Ω : m = 0, . . . ,M ;n = 0, 1, . . .} , (6.66)

se denotará por vmn (t) = v(xm, tn) a los valores de la discretización de la

solución numérica v que aproxima a la solución u de la ecuación (6.65) en

los puntos de la discretización.

Un método de integración en diferencias �nitas expresa una relación

lineal entre los valores de vmn param = 0, . . . ,M y n = no, no−1, . . . , no−r.
Dentro de esta familia de métodos numéricos, existe una gran variedad

de métodos con diferentes propiedades. Desde el punto de vista de los obje-

tivos planteados en esta tesis, los aspectos más relevantes a tener en cuenta

son la e�ciencia, la estabilidad y la robustez ante discontinuidades en las

entradas.

E�ciencia Uno de los objetivos principales de este trabajo es proporcionar

modelos de simulación que sean adecuados para la simulación en tiempo

real. Por tanto, la e�ciencia del método es fundamental para que permita

alcanzar este objetivo.

Estabilidad El sistema considerado muestra oscilaciones de alta frecuen-

cia, que dan lugar a inestabilidades numéricas. Esto obliga a elegir entre

utilizar un método explícito con un paso de integración muy pequeño o

emplear un método implícito.

Capacidad de gestionar discontinuidades Los métodos numéricos pa-

ra la resolución de ecuaciones en derivadas parciales suponen, en general,

la derivabilidad de las funciones involucradas en el sistema. Sin embargo,

en nuestro caso, es frecuente la aparición de discontinuidades, al menos en

la primera derivada de los datos de entrada, cuando se producen colisiones,

por ejemplo. Por este motivo no está justi�cada la utilización de méto-

dos numéricos de orden superior ya que supondría un aumento en el coste

computacional sin una mejora en las prestaciones.

Se propone la utilización de dos métodos numéricos basados en diferen-

cias �nitas. Por una parte, un método implícito, que permitirá la simulación



CAPÍTULO 6. SIMULACIÓN ESTABLE EN SITUACIONES DE TENSIÓN ELEVADA 153

del sistema en las condiciones de elevada tensión que se producen en cables

de elevación y por otra parte un método explícito que permite un cálculo

más e�ciente de cada paso de integración.

Métodos implícitos

En primer lugar, se utiliza un método de integración implícito para la

solución de la ecuación en derivadas parciales. Considérense las siguientes

aproximaciones discretas a las derivadas

utt(xm, tn) '
vmn+1 − 2vmn + vmn−1

k2
; (6.67)

uxx(xm, tn) ' vm+1
n − 2vmn + vm−1

n

h2
, (6.68)

se empleará el método implícito dado por

utt(xm, tn) = a2 1
4

(uxx(xm, tn− 1)+2uxx(xm, tn)+uxx(xm, tn+ 1)) (6.69)

Si se considera

K =



2 −1

−1
. . . . . .
. . . . . . . . .

. . .


; b =



−1

0
...

0

−1


este método pude expresarse de forma matricial como (Mitchell and Grif-

�ths, 1980)(
4

a2λ2
I + K

)
un+1 + b =

(
4

a2λ2
I−K

)
un −

(
4

a2λ2
I + K

)
un−1 − 3b,

donde λ representa la relación entre el paso de integración temporal y el

intervalo utilizado en la discretización espacial, λ = k
h .

Métodos explícitos

La segunda solución que se propone se apoya en la descomposición mo-

dular del sistema para evitar las situaciones de inestabilidad, explotando
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las propiedades del sistema simulado. El método propuesto es el esquema

explícito de diferencias centradas de orden dos

vmn+1 − 2vmn + vmn−1

k2
= a2 v

m+1
n − 2vmn + vm−1

n

h2
(6.70)

A partir de la expresión (6.70) es posible calcular la evolución de cada

uno de los valores de la discretización despejando el valor de vmn+1

vmn+1 = 2vmn − vmn−1 + λ2a2(vm+1
n − 2vmn + vm−1

n ) (6.71)

donde, de nuevo, λ = k
h .

Este método tiene la siguiente región de estabilidad, a partir de las di-

mensiones de la discretización h y k; el método es estable si y sólo si el

valor λ = k
h cumple la condición λa < 1, donde a es la constante de la ecua-

ción de ondas (6.65). Esta condición, que habitualmente se presenta para

ecuaciones en derivadas parciales con coe�cientes constantes, es aplicable

también para ecuaciones con coe�cientes variables para cualesquier valores

de los coe�cientes que cumplan la condición (Strikwerda, 2004).

Esto permite aplicar esta condición al modelo (6.49) en el que el coe-

�ciente a se interpreta como a2 = T/ρ, donde T es la tensión del cable y

rho su densidad. El hecho de que la condición de estabilidad no se satisfaga

se debe a un aumento en la tensión a la que está sometido el cable, dando

lugar a una oscilación de alta frecuencia.

Con el �n de garantizar la estabilidad de la simulación se utilizará el

hecho de que cuando la frecuencia de oscilación es muy elevada, su amplitud

se verá reducida rápidamente a causa de la fricción y de la disipación de

energía. Por tanto, aquellas situaciones que puedan dar lugar a inestabilidad

se producirán, en la mayoría de los casos, junto con vibraciones de alta

frecuencia y baja amplitud.

Esta situación, en una simulación destinada a la representación grá�ca

del sistema y que va a mostrarse a una frecuencia menor de 60 imágenes

por segundo, resulta prácticamente irrelevante desde el punto de vista de la

percepción visual.
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Por tanto, asumiendo el riesgo de que en un conjunto reducido de si-

tuaciones se pueda producir una pérdida de calidad visual, se propone la

eliminación del modelo de oscilación siempre que se detecte que la estabi-

lidad no está garantizada. Para ello se utilizará la condición de estabilidad

de Courant, que garantiza que el método elegido es estable siempre que se

cumpla la condición

λa <
√

2. (6.72)

En los casos en los que no se cumpla la condición de estabilidad, el

cálculo de la evolución de la ecuación (6.49) se detendrá y la solución se

anulará. Durante el tiempo que la oscilación permanezca suspendida, la

simulación se llevará a cabo por medio del cable sin masa, que evita el

cálculo de la oscilación.

Obsérvese que, durante este tiempo, la diferencia entre la solución co-

rrecta y el segmento de recta utilizado será muy pequeña a causa de la

elevada tensión del cable.

Tras cada paso de integración del sistema se comprobará la condición,

de forma que el cálculo de las oscilaciones se pueda reanudar en cuanto el

método de diferencias sea estable de nuevo.

6.3. UTILIZACIÓN DE NIVELES DE DETALLE DINÁ-

MICOS

De acuerdo con la metodología propuesta, el modelo abstracto de�nido

en el Capítulo 3 debe permitir la simulación �exible y robusta de un conjunto

amplio de situaciones.

El Apartado 6.2.4 ya hace uso de esta propiedad de la metodología

que se ha desarrollado. En primer lugar, gracias a la descomposición en

módulos del sistema que se desea simular, es posible aislar el origen de la

inestabilidad numérica. En segundo lugar, esta misma modularización del

sistema permite intercambiar, en tiempo de ejecución incluso, dos modelos

dinámicos que correspondan al mismo módulo.

En este caso, se ha explotado la modularidad con el �n de controlar la
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estabilidad del modelo. Se ha utilizado la caracterización de la inestabilidad

del método numérico empleado y se ha resuelto el problema por medio de

la sustitución del modelo inestable por otro modelo estable.

A continuación se analizan las posibilidades que ofrece el modelo abs-

tracto desde el punto de vista, no sólo de la estabilidad, sino también de la

mejora de su respuesta ante las entradas.

6.3.1. Niveles de detalle en entornos virtuales

Un concepto bien conocido en el campo de los grá�cos por ordenador

es el de los niveles de detalle (Heckbert and Garland, 1994). La utilización

de niveles de detalle en el modelado geométrico de un objeto consiste en la

creación de un conjunto de modelos diferentes, cada uno de ellos correspon-

diente a una simpli�cación del anterior.

En función de las necesidades de la aplicación, puede utilizarse uno u

otro para representar la escena. Típicamente se emplean para reducir la

carga del sistema por medio de criterios de distancia. Cuando el punto de

vista de la escena se encuentra lejos del objeto, se emplean los modelos

de menor calidad y menos costosos. Cuando el punto de vista se encuentra

próximo al objeto se emplea la mejor representación. Esta técnica aprovecha

que la calidad de un modelo sencillo puede ser su�ciente en función del

estado de la aplicación.

Este concepto ha sido transferido a la simulación por medio de los Nive-

les de Detalle en Simulación (SLODs, del inglés Simulation Levels of Detail

(Carlson and Hodgins, 1997; Redon et al., 2005), que permiten aplicar las

mismas ideas a la animación y simulación de objetos dinámicos.

El modelo abstracto de polipasto que se ha desarrollado facilita la uti-

lización de niveles de detalle dinámicos para la simulación de los cables.

Para ello se van a establecer dos criterios para la decisión del modelo más

adecuado en cada instante para la simulación de un segmento; la estabilidad

y la calidad del modelo.

Debe observarse que el modelo empleado para cada segmento de cable o

polea en particular, no impone ninguna restricción respecto al modelo que
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debe emplearse en el resto de segmentos o poleas. De esta manera es posible

aprovechar los bene�cios de la utilización de niveles de detalle cuando las

condiciones de simulación sean diferentes en distintas zonas del cable.

6.3.2. Adaptación del modelo al estado del sistema

Uno de los problemas que se ha mostrado de forma patente a lo largo

de esta tesis es el hecho que los modelos dinámicos basados en física tie-

nen, en muchos casos, un rango de validez insu�ciente para una aplicación

interactiva.

La utilización de niveles de detalle dinámicos permite extender este ran-

go de validez del modelo de polipasto gracias al intercambio de los modelos

dinámicos de cada uno de los módulos. De esta manera, cuando la evolución

del sistema de lugar a un estado en el que el modelo dinámico que se está

empleando deja de tener validez, éste se sustituirá por otro más adecuado.

Este principio puede aplicarse al conjunto de modelos dinámicos de cable

desarrollados a lo largo de este trabajo. Pueden considerarse tres modelos

diferentes, con diferentes rangos de validez.

Modelo de cable sin masa. Representa cada segmento de cable por me-

dio de un resorte elástico. Es adecuado en las situaciones de tensión más

elevada, cuando la oscilación del cable es inapreciable. Si la tensión del cable

se reduce, la calidad de este modelo es muy pobre.

Modelos de ecuación de ondas. Permiten una simulación muy e�cien-

tes en situaciones de tensión elevada. Su rango de validez está limitado

por la suposición de que la deformación puede representarse siempre como

una distancia al segmento de recta que une los extremos. Este modelo no

considera resistencia a la �exión del cable.

Modelo de partículas. El modelo de sistema de partículas permite re-

presentar un cable en una posición arbitraria. La de�nición del modelo no

impone, a priori, ninguna restricción respecto a la con�guración permitida.

Este modelo contempla la rigidez del cable frente a la �exión. Es el más

adecuado para la simulación de situaciones de menor tensión, en las que no
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son válidas las suposiciones de la ecuación de ondas.

La estrategia para realizar un intercambio de modelos requiere la de�-

nición de dos elementos. En primer lugar, una medida de la calidad de cada

modelo, para decidir la necesidad de realizar el cambio. En segundo lugar,

una vez tomada la decisión de realizar el cambio, es necesario determinar el

estado del modelo que se va a activar a partir del estado del modelo que va

a ser desactivado.

A continuación se detalla el criterio y el procedimiento para intercambiar

cada par de modelos. De acuerdo con la descripción que se acaba de realizar

de las propiedades de los modelos en cuanto a su validez, únicamente se

considerará el intercambio entre el modelo de partículas y la ecuación de

ondas, y entre la ecuación de ondas y el modelo de muelle sin masa.

Activación y desactivación del resorte elástico

Uno de los principales objetivos del presente trabajo es el desarrollo

de un modelo de polipasto que contemple la oscilación transversal de cada

tramo de cable comprendido entre dos poleas. Por tanto, la utilización del

resorte elástico debe estar limitada a aquellas situaciones en las que no haya

diferencia aparente entre él estado del sistema y un segmento de recta. Esta

diferencia se empleará como criterio para decidir la utilización del modelo

de cable sin masa.

Considérese el segmento de cable C, modelado por medio de la ecuación

de ondas. Recuérdese que, gracias a la proyección del modelo sobre la base

local del cable, la posición de cada punto del cable viene dada por dos

funciones escalares u1 y u2.

Sean u1,k y u2,k, k = 1, . . . ,M − 1, los valores de estas funciones co-

rrespondientes a la discretización utilizada para la integración numérica del

modelo. Se de�ne el valor

ε = máx
{
u2

1,k + u2
2,k; k = 1, . . . ,M − 1

}
,

que corresponde al cuadrado de la máxima diferencia entre el sistema mode-

lado por medio de la ecuación de ondas y el resorte elástico. Cuando el valor
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de ε sea menor que una tolerancia de�nida previamente, ε0, se aceptará la

utilización del modelo sin masa.

Para la activación del modelo de resorte elástico es posible realizar la

comprobación a partir del estado del sistema. Sin embargo, la desactivación

tiene el inconveniente de que no se conoce el estado del sistema modelado

por medio de la ecuación de ondas.

En este caso, se tomará como medida de la desviación el estado de equi-

librio del cable ante las fuerzas externas existentes. Para ello, considérese

la ecuación de ondas, en ausencia de velocidad longitudinal, con tensión

constante y sometida a una fuerza externa F

ρutt = Tuxx + F

El valor de F corresponde, en este caso, a la proyección de la gravedad sobre

la dirección perpendicular al segmento del cable.

El estado de equilibrio del cable debe cumplirse utt = 0, por lo que

0 = Tuxx + F.

de donde, integrando, se obtiene que

u(x) =
F

T
x2 +Ax+B

siendo A y B las constantes de integración. Por simplicidad en la notación,

el cociente F
T se denotará por c.

A partir de las condiciones de contorno u(0) = 0 y u(l) = 0 se obtiene

que B = 0 y A = −cl. Por tanto, el estado de equilibrio de la cuerda vendrá
dado por

u(x) = cx2 − clx, (6.73)

que tiene un extremo local en x = l/2, con valor

u(l/2) =
cl2

4
− cl2

2
= −cl

2

4
(6.74)

El valor absoluto del extremo local, ε = |u(l/2)| se tomará como medida

del error que se comete en cada instante por el modelo basado en un resorte
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elástico respecto al modelo basado en la ecuación de ondas. Cuando se

detecte que ε supera un umbral preestablecido, ε1, se activará el modelo

basado en la ecuación de ondas, �jando su estado en la posición indicada

por (6.74).

Activación y desactivación del sistema de partículas

La principal diferencia entre la ecuación de ondas y un sistema de par-

tículas estriba en que la ecuación de ondas asume que la posición de cada

nodo únicamente se desvía transversalmente, en la dirección perpendicular

al segmento que une los extremos del cable.

Esta suposición va ligada al hecho de que la tensión del cable sea su�cien-

temente alta como para que las desviaciones transversales sean reducidas.

En este caso, una desviación longitudinal fuerza a una deformación lon-

gitudinal del cable. Sin embargo, cuando las desviaciones transversales son

su�cientemente grandes, una desviación de una partícula en la dirección pa-

ralela a la recta que une los extremos del cable no requiere, necesariamente,

una deformación longitudinal del cable. En este caso, el modelo basado en

partículas es más adecuado.

Considérense de nuevo las funciones que determinan el estado de la

ecuación, u1 y u2, y sea u1x,k y u2x,k, k = 1, . . . ,M − 1 la discretización de

la derivada de u1 y u2 respecto de la variable espacial x. Se tomará como

medida de la validez del modelo de la ecuación de ondas el valor

ε = máx
{
u2

1x,k + u2
2x,k; k = 1, . . . ,M − 1

}
,

Recíprocamente, dado el sistema de partículas, deberá establecerse una

medida equivalente a partir del conjunto de posiciones de las partículas

ri. Considérese el vector unitario d, ya de�nido anteriormente, paralelo a la

recta que pasa por los extremos del cable. Sea también el vector di, unitario

y paralelo al resorte elástico que une la partícula ri y ri+1.

Se de�ne el ángulo de desviación de cada resorte del sistema de partículas

respecto del vector d como

βi = arc cos
(
dTi d

)
. (6.75)
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En este caso debe tenerse en cuenta una restricción adicional. Esta res-

tricción se debe al hecho de que la distancia entre los nodos en la ecuación de

ondas proyectada sobre el vector d es constante, mientras que en el modelo

de partículas esta condición no tiene por qué cumplirse.

Se considerarán, por tanto, dos medidas. La primera basada en el máxi-

mo ángulo βi para el segmento de cable, y la segunda basada en la máxima

desviación del cada resorte respecto de su longitud de referencia. Cuando

ambas medidas se encuentren por debajo del umbral establecido, se reti-

rará el modelo basado en partículas, para emplear el modelo basado en la

ecuación de ondas.

En el caso del intercambio entre el modelo basado en la ecuación de

ondas y el modelo basado en un sistema de partículas, debe tenerse en

cuenta además la forma de determinar la posición y velocidad de los nodos

o partículas del modelo que se esté activando.

Con el objetivo de evitar que se produzca un salto en el estado del

sistema, apreciable por parte del usuario, y que pueda suponer un problema

desde el punto de vista de la detección de colisiones, tanto la posición como

la velocidad de los nuevos nodos se iniciará interpolando las posiciones y

velocidades de los nodos del modelo que está siendo detenido.

6.4. CONCLUSIÓN

El modelo basado en sistemas de partículas presentado el Capítulo 5

tiene, como principal limitación, la aparición de problemas de estabilidad

numérica durante la simulación de equipos de elevación. El presente capítulo

proporciona nuevos modelos más adecuados para las situaciones de tensión

elevada.

El modelo se obtiene a partir del principio de conservación del momen-

to aplicado a un pequeño segmento de cable y permite la variación de su

longitud, así como el movimiento arbitrario de sus extremos.

Por medio de la de�nición de un sistema de referencia local, el modelo

puede expresarse como dos ecuaciones en derivadas parciales unidimensio-
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nales, que se discretizan por medio de diferencias divididas y se integran de

forma muy e�ciente.

Desde el punto de vista de la simulación de maquinaria de elevación,

este modelo supone una mejora respecto al modelo basado en un sistema

de partículas, ya que es más estable y e�ciente.

Con este capítulo se alcanza el objetivo de la obtención de un modelo

para la simulación de un polipasto, que sea capaz de considerar la oscilación

transversal y de reproducir situaciones de tensión elevada.

Por otra parte, se ha demostrado la utilidad de la metodología propues-

ta basada en el desarrollo de modelos de forma modular. Para ello se han

de�nido estrategias que permiten intercambiar los diferentes modelos pro-

puestos durante la simulación. De esta manera se consiguen los objetivos de

estabilidad y robustez y se amplía el rango de validez del modelo.

Por medio de esta estrategia se garantiza también la estabilidad de la si-

mulación de las oscilaciones del cable explotando las propiedades de su diná-

mica. La técnica propuesta permite una simulación estable y una respuesta

robusta ante valores de entrada extremos, aspectos que son fundamentales

para el desarrollo de una simulación interactiva.

Resumen de las contribuciones de este capítulo

El presente capítulo presenta los siguientes resultados

Se ha de�nido un modelo de cable, que utiliza una generalización de

la ecuación de ondas en el espacio.

El modelo permite:

• la variación de la longitud del cable en ambos extremos,

• la posición arbitraria de los extremos del cable, sin las restriccio-

nes de las ecuaciones de ondas clásicas.

Se ha propuesto un sistema de referencia local que permite expresar

el estado del cable por medio de dos ecuaciones de ondas unidimen-

sionales.
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Se ha proporcionado una discretización de los modelos.

El modelo mejora el cable simulado por medio de un sistema de par-

tículas al ser más e�ciente y estable.

Gracias a la metodología de modelado empleada, y haciendo usa de la

modularización que resulta de la misma, se ha propuesto un esquema

de sustitución de modelos de cable que permite implementar niveles

de detalle dinámicos.

Estos niveles de detalle permiten obtener un modelo de polipasto, con

un rango dinámico ampliado al proporcionar más estabilidad y mejor

respuesta ante situaciones muy diferentes.
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CAPÍTULO 7

ANÁLISIS Y VALIDACIÓN DE LOS

MODELOS

En este capítulo se va a realizar un análisis de los modelos desarrollados

a lo largo del presente trabajo. El objetivo de este análisis será determinar

hasta que punto estos modelos permiten la simulación interactiva en tiempo

real de cables y de un polipasto. De acuerdo con los objetivos planteados,

los modelos deben comportase de forma creíble y deben ser su�cientemente

e�cientes como para ser ejecutados bajo las restricciones de tiempo real

habituales en este tipo de aplicaciones.

La validación del modelo se ha realizado por medio de un conjunto de

experimentos numéricos que se han dividido en tres bloques. En primer

lugar, se han realizado una serie de simulaciones destinadas al análisis del

modelo de ecuación de ondas, en las que se muestra la vibración del cable

en diferentes situaciones. En segundo lugar, se han realizado una serie de

experimentos destinados a determinar el comportamiento de un polipasto

de grúa torre, mostrando la importancia de considerar la masa del cable y su

in�uencia en la evolución del gancho. Por último se muestran los resultados

de un conjunto de pruebas para analizar las prestaciones, que muestran que

el coste computacional de los modelos es muy bajo, mejorando los resultados

obtenidos con modelos anteriores.

En cada caso, se han de�nido criterios para evaluar los resultados obteni-

dos en los diferentes experimentos numéricos. Siempre que ha sido posible,
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estos criterios se han fundamentado en trabajos anteriores realizados por

otros autores, con el �n de que sean contrastables. No obstante, esta inves-

tigación persigue la credibilidad de los modelos, mucho más difícil de objeti-

var que la precisión de una solución numérica. Por tanto no ha sido posible

encontrar criterios de validación aplicables a todas las pruebas realizadas.

En estos casos, se han propuesto nuevos criterios de evaluación objetivos

y se han presentado argumentos que permiten valorar los resultados en el

contexto del presente trabajo.

7.1. ANÁLISIS DE LA DINÁMICA DE UN SEGMENTO

DE CABLE

A continuación se realiza un análisis del modelo de segmento de cable

presentado en el Capítulo 6. En primer lugar se realiza un análisis espectral

de las vibraciones y posteriormente se analiza la dinámica del cable ante

una excitación longitudinal en los extremos. Se pretende comprobar que

se conservan las propiedades fundamentales de la cuerda vibrante y ana-

lizar la in�uencia del modelo de aceleración longitudinal propuesto en el

Apartado 6.1.3.

7.1.1. Frecuencia de oscilación de un segmento de cable

El primer experimento numérico realizado con el modelo de cable pro-

puesto en el Capítulo 6 es el análisis de la frecuencia de vibración de un

cable tenso para determinar el error que comete el modelo en esta situación.

El modo principal de vibración del cable in�uye en los modos de vibra-

ción de los diferentes sistemas que se encuentren conectados él, por lo que

es importante validar este aspecto del comportamiento del modelo.

Es importante observar que en el modelo descrito en el Capítulo 6, la

tensión del cable se determina a partir de la longitud del arco de la curva que

describe. Esto da lugar a un modelo que considera la tensión como un valor

variable a lo largo del tiempo, por lo que di�eren ligeramente del modelo

teórico de la ecuación de ondas clásica, en el que la tensión es constate.



CAPÍTULO 7. ANÁLISIS Y VALIDACIÓN DE LOS MODELOS 167

Por tanto, el experimento numérico realizado deberá también determi-

nar la in�uencia de esta modi�cación sobre el comportamiento del modelo.

Para ello se ha considerado el modelo de tensión constante, correspondiente

a la ecuación de ondas clásica y posteriormente se ha considerado la osci-

lación del modelo de oscilación en el que la tensión varía con el arco de la

deformación del cable.

1m

Figura 7.1: Esquema del sistema empleado para el experimento destinado al

análisis espectral de los modelos.

El experimento se ha realizado por medio de un cable suspendido de dos

puntos �jos a una distancia entre sí de 1m (véase la Figura 7.1). El cable se

encuentra estirado de forma que, en ausencia de ninguna oscilación, tiene

un grado de deformación de 1,1. El cable tiene un módulo de Young de

106N/m2 y una sección de radio r = 0,01m. El experimento se ha realizado

variando el valor de T/ρ, por medio de la variación de la densidad lineal

del cable. La oscilación se ha medido registrando la trayectoria del punto

central del cable en un modelo con 10 subdivisiones.

Como valor de referencia para la frecuencia fundamental de vibración

de una cuerda de longitud L sometida a una tensión constante T y con una

densidad lineal de ρkg/m se ha empleado la frecuencia de vibración de la

ecuación de ondas, dada, en Hz, por la expresión (7.1).

f1 =

√
T/ρ

2L
(7.1)

Para las vibraciones de un cable con tensión variable no se dispone de un

modelo teórico similar a la ecuación de ondas. Sin embargo, en el sistema de

partículas la vibración del cable provoca oscilaciones en la longitud de los
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T/ρ FT FOTC ε FSP FOTV ∆F

314 8.8623 8.7934 -0.8% 9.2820 9.2819 5.6%

943 12.5331 12.4573 -0.6% 13.1900 13.0679 5.9%

628 15.3499 15.2662 -0.5% 16.1212 15.9990 5.6%

1257 17.7245 17.7088 -0.1% 18.8080 18.5638 6.2%

1571 19.8166 19.7851 -0.2% 21.0064 20.7621 6.2%

1885 21.7080 21.7391 0.1% 23.4489 22.7162 7.9%

Cuadro 7.1: Frecuencia principal de vibración del cable. Para cada valor de

T/ρ se muestran los siguientes datos. FT: frecuencia en el modelo teórico.

FOTC: frecuencia en la ecuación de ondas de tensión constante. ε: error.

FSP: frecuencia en el sistema de partículas. FOTV: frecuencia en la ecua-

ción de ondas de tensión variable. ∆F : diferencia las dos últimas, en%.

muelles, modi�cando la tensión de la misma forma que ocurre en el modelo

continuo propuesto en el Capítulo 6 de esta memoria. Por este motivo se

ha comparado la vibración del modelo continuo de tensión variable con la

vibración del sistema de partículas. El análisis comparativo que se realiza

entre estos dos modelos puede resultar útil, además, para el procedimiento

de utilización de niveles de detalle dinámicos propuesto en el Apartado 6.3.

El Cuadro 7.1 muestra los resultados obtenidos para los diferentes va-

lores de T/ρ para los que se han realizado mediciones. Para cada valor, se

muestran dos bloques de resultados. En primer lugar, se muestra la frecuen-

cia teórica esperada, obtenida a partir de la ecuación (7.1), seguida de la

frecuencia medida en el modelo de ecuación de ondas con tensión constante

y del porcentaje de error obtenido. En segundo lugar, se muestran las fre-

cuencias medidas en el sistema de partículas y en el modelo de ecuación de

ondas con tensión variable, acompañadas también del porcentaje de diferen-

cia del modelo continuo respecto al de partículas. No se hablará de error en

este caso, ya que no se otorga la misma validez al modelo numérico basado
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Figura 7.2: Frecuencia principal de vibración del cable para diferentes valores

de densidad y longitud, utilizando los distintos modelos considerados.

en el sistema de partículas que al modelo que representa la expresión (7.1).

La Figura 7.2 muestra grá�camente estos resultados. La frecuencia teó-

rica obtenida a partir de la ecuación (7.1) se muestra con una línea dis-

continua, mientras que las diferentes mediciones se muestran por medio de

puntos. Como puede observarse en la �gura y en la tabla de valores, el mo-

delo con tensión constante se ajusta perfectamente a la predicción teórica,

con un error por debajo del 1%. El modelo con tensión variable, al igual que

el modelo de partículas, muestra una frecuencia de oscilación más elevada.

Este comportamiento puede explicarse debido a que el valor de T en el

modelo de tensión constante es una cota inferior para el valor de T en el

modelo con tensión variable. En ausencia de oscilaciones el valor de defor-

mación coincide en ambos modelos, pero tan pronto como aparece cualquier
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oscilación en el cable, el valor de T aumenta en el modelo de tensión varia-

ble, produciendo mayores aceleraciones en el cable. Las diferencias obtenidas

para el caso con tensión variable son más elevadas que en el caso de tensión

constante, aunque permanecen siempre por debajo del 10%.

Estos resultados muestran que el comportamiento del cable, simulado

por medio del modelo de oscilación presentado en el Capítulo 6, es correcto

en el espectro de frecuencias. Se ha reproducido incluso el aumento de la

frecuencia esperado en el modelo de tensión variable a causa del aumento de

la tensión, observándose un comportamiento coherente con el del sistema

de partículas. Esta coherencia entre los dos modelos propuestos en este

trabajo es importante para permitir su intercambio como diferentes niveles

de detalle en el esquema propuesto en el Apartado 6.3 sin que se produzcan

saltos apreciables en las vibraciones.

7.1.2. Análisis de la vibración de una cuerda excitada lon-

gitudinalmente

Uno de los comportamientos del cable que pretenden ser reproducidos

por medio de los modelos presentados es la oscilación longitudinal de la cate-

naria. Esta oscilación puede aparecer como consecuencia de las aceleraciones

longitudinales de sus extremos. A continuación se realiza un análisis de este

movimiento, obtenido por medio de los modelos presentados. De acuerdo

con los objetivos planteados en esta investigación, se pretende comprobar

que esta oscilación es observable en la dinámica del modelo y que tiene un

comportamiento creíble.

El análisis se lleva a cabo por medio de un experimento numérico que

simula un cable en el que se provoca esta oscilación. El sistema considerado,

que se muestra en la Figura 7.3, consiste en un cable de longitud L = 2m

suspendido por sus extremos, que se encuentran a una distancia D, bajo la

acción de la gravedad.

Para provocar las oscilaciones se han desplazado los extremos del cable

en la dirección longitudinal del mismo utilizando un movimiento periódico
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S(t)

D

Figura 7.3: Esquema del sistema empleado para el análisis de las oscilaciones

de un cable sometido a un desplazamiento longitudina.

dado por la función

S(t) =
1
2

sin2 2πωt,

cuya aceleración viene dada por

S′′(t) = (2πω)2(cos2 2πωt− sin2 2πωt).

Se ha simulado el comportamiento del cable para diferentes valores de

ω y de la separación entre los extremos D, dando lugar a diferentes valores

máximos de desviación del cable en reposo respecto de la horizontal. Con-

cretamente, el experimento se ha repetido para D tomando valores entre

1,4 y 2,6 a intervalos de 0,2, y para ω = 1/2, ω = 1/4 y ω = 1/6. Valores

de ω menores de 1/6 dan lugar a oscilaciones muy pequeñas, que apenas

son apreciables, mientras que valores de ω mayores de 1/2 daban lugar a un

comportamiento muy irregular, causado por las elevadas aceleraciones que

aparecen, y que no es de interés en el tipo de situaciones que se pretenden

simular en el marco de esta tesis.

Los experimentos se han realizado utilizando el modelo basado en la

ecuación de ondas y el modelo basado en un sistema de partículas. Esto

permite, por una parte, comprobar la capacidad del modelo basado en la

ecuación de ondas para reproducir la oscilación simulada, empleando el

sistema de partículas como referencia. Por otra parte, permite analizar la

diferencia de comportamiento entre los dos modelos (ecuación de ondas

frente a sistema de partículas) en función de las condiciones del experimento.
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Resultados

A partir de los resultados obtenidos, cabe destacar, en primer lugar,

que el experimento realizado muestra que el comportamiento del cable, si-

mulado por medio de la ecuación de ondas corresponde al comportamiento

esperado, coincidiendo con el comportamiento del sistema de partículas. En

ambos casos la curva descrita por el cable se deforma, perdiendo la sime-

tría, y aumentando su curvatura en la dirección opuesta a la aceleración

longitudinal experimentada.

La Figura 7.4 muestra el estado del cable en el instante de tiempo

t = 0,57s para ω = 1/2 y tres valores diferentes de D. La Figura 7.5

muestra diferentes instantes de la simulación para el caso en el que ω = 1/4
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Figura 7.4: Estado de los dos modelos simulados para diferentes valores de

D, con ω = 1/2.
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Figura 7.5: Secuencia del movimiento de un cable cuyos extremos se des-

plazan con velocidad variable a lo largo de la dirección longitudinal. Cada

instantánea muestra el estado del modelo basado en un sistema de partículas,

junto al modelo de la ecuación de ondas. Superpuesta, aparece la posición

de equilibrio, representada por una línea de trazos.
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y D = 2. En las dos �guras se puede observar que, cualitativamente, el

comportamiento del cable es similar en ambos modelos; en ambos casos

se aprecia cómo la curvatura del cable es mayor en la mitad opuesta a la

dirección de la aceleración.

En estas �guras puede apreciarse también diferencias entre ambos mo-

delos, que varían con el valor de D y ω. En la Figura 7.4, en particular,

se observa la existencia de una relación con el parámetro D; la diferencia

entre ambos modelos en algunos puntos es mayor al disminuir el valor del

parámetro.

Con el �n de determinar de forma más concreta la relación entre los

parámetros D y ω y la diferencia entre los modelos, se ha medido distancia

vertical entre las poligonales que representan el cable en ambos casos. En el

caso de la ecuación de ondas, se considera la poligonal en el plano xz dada

por los puntos {(x1, u1), . . . , (xM , uM )}, mientras que en el caso del sistema

de partículas se considera la poligonal de�nida por los puntos {r1, . . . , rM}.
Obsérvese que la proyección de los puntos rk sobre el eje horizontal no

coincidirá, en la mayoría de los casos, con los puntos xk que de�nen la

ecuación de ondas. Por tanto, para medir la distancia entre ambas poligo-

nales, se ha obtenido un conjunto de valores vk interpolando el conjunto

de nodos {rk} en los puntos {xk} por medio de splines cúbicos (véase la

Figura 7.6). De esta manera, se obtienen dos vectores u = (u1, u2, . . . , uM )

y v = (v1, v2, . . . , vM ), ambos de RM . A partir de estos vectores, se toma

como medida de la diferencia

ε = ||u− v||∞ = máx(|ui − vi|),

realizando las mediciones a lo largo de un intervalo de tiempo correspon-

diente al periodo de oscilación de los extremos del cable. Se ha obtenido el

valor promedio de ε a lo largo del intervalo de tiempo simulado, ε̄, así como

su valor máximo, ε̂.

La Figura 7.7 muestra los resultados obtenidos para los diferentes valores

de ω y de D. Los resultados muestran que, cuando ω ≤ 1/4, la diferencia

media entre ambos modelos es inferior a 0,1 y para valores de D mayores
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Figura 7.6: Para comparar el modelo basado en la ecuación de ondas (EO)

con el modelo basado en un sistema de partículas (SP) se ha interpolado

este último en los puntos xk por medio de splines.
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Figura 7.7: Diferencia, en ||.||∞, de la curva descrita por el cable en los

modelos estudiados para diferentes valores de ω y de D.

de 1,6 = 0,8L, el valor de ε̄ cae rápidamente por debajo de 0,05. El valor

de ε̂ tiene un comportamiento similar, aunque para valores de D a partir

de D = L = 2.

No obstante, es importante destacar que, incluso en las situaciones de

mayor discrepancia entre ambos modelos, el comportamiento de la ecuación
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de ondas es perfectamente coherente con la oscilación esperada, de forma

que la dinámica del sistema sigue resultando creíble en los valores de D

comprobados.

Discusión

El origen de las diferencias observadas entre ambos modelos se debe a sus

diferentes hipótesis de partida. Debe observarse que la oscilación obtenida

por medio del modelo de ecuación de ondas se debe a la combinación de

dos factores: el efecto de la velocidad longitudinal re�ejado en la ecuación

de ondas, y el efecto de la aceleración sobre la tensión, según el modelo

propuesto en el Apartado 6.1.3. Sin embargo, a diferencia de lo que ocurre

en el modelo de partículas, no existe un desplazamiento longitudinal de los

puntos materiales del cable respecto a la posición de los extremos.

En el modelo de cable basado en un sistema de partículas, a medida

que el valor de D disminuye, la aceleración de los extremos provoca que

las partículas se queden rezagadas, agolpándose junto al extremo opuesto

a la dirección de aceleración. Este efecto puede apreciarse claramente en

la Figura 7.4, en el que varias partículas se situan prácticamente bajo la

vertical del extremo derecho del cable. Por este motivo, el comportamiento

de ambos modelos no puede coincidir completamente, en especial cuando

estos desplazamientos son muy elevados.

En caso de que el valor de D continúe disminuyendo, algunas de estas

partículas rebasarán incluso la posición de los extremos del cable. Un ejem-

plo de esta situación se muestra en la Figura 7.8, correspondiente a una

simulación con D = 1,2 y ω = 4.

El estado del cable que proporciona el modelo de partículas en estas

situaciones no es compatible con la hipótesis principal de la ecuación de

ondas. Esta hipótesis establece, en primer lugar, que las oscilaciones son de

amplitud reducida y, como consecuencia de ello, se asume que la oscilación

puede expresarse como una desviación perpendicular del cable respecto de

un segmento de recta.

La evolución del parámetro D hacia valores menores de 0,8L da lugar,
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Figura 7.8: Las situaciones en las que el desplazamiento de las partículas

supera los extremos del cable no pude ser reproducido con la ecuación de

ondas.

por tanto, a un escenario en el que el modelo de ecuación de ondas aban-

dona el conjunto de situaciones que es capaz de describir adecuadamente.

Igualmente ocurre para valores de ω mayores que 1/4.

La situación puesta de mani�esto por medio de este experimento mues-

tra claramente la validez de una de las hipótesis de partida de este trabajo,

según la cual no es posible conseguir la reproducción de un rango amplio

de situaciones por medio de un único modelo dinámico.

En cualquier caso, un ajuste adecuado de los parámetros de los proce-

dimientos descritos en el Apartado 6.3, harán que se sustituya el modelo

de ecuación de ondas por el modelo basado en partículas antes de que se
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alcance una situación inadecuada. De hecho, los resultados obtenidos aquí

pueden ayudar a ajustar, en algunos casos, dichos parámetros.

Conclusión

El experimento realizado con�rma, en primer lugar, que el modelo de

ecuación de ondas, junto con el modelo de variación de la tensión propuesto

en el Apartado 6.1.3, permite reproducir la oscilación del cable ante una

aceleración longitudinal en sus extremos.

Además, por medio de la comparación de los dos modelos simulados,

es posible establecer límites a la validez del modelo de ecuación de ondas

a partir de los parámetros D y L y de las aceleraciones longitudinales.

Esta información puede ser utilizada en la implementación de los niveles de

detalle dinámicos propuestos en el Apartado 6.3.

7.2. ANÁLISIS DE LA DINÁMICA DE UN POLIPASTO

DE GRÚA TORRE

En los modelos de grúa destinados a entrenamiento, es fundamental que

la dinámica de la carga y el gancho sea lo más parecida posible a la que se

puede observar en la máquina real. Si los principales modos de vibración o

la amortiguación del sistema no se reproducen adecuadamente, el aprendiz

puede aprender hábitos sesgados. Esto redundará en una peor calidad del

entrenamiento y en mayores tiempos de adaptación a la grúa real.

Ya se ha comprobado que el modelo propuesto para la oscilación de un

segmento de cable se comporta correctamente respecto al principal modo

de vibración. A continuación se describen los resultados sobre el conjunto

de mediciones que se han realizado con el �n de analizar el comportamiento

dinámico de un polipasto. Estas pruebas están destinadas a la consecución

de dos objetivos. En primer lugar analizar la in�uencia de los parámetros

del modelo de ecuación de ondas sobre el comportamiento del polipasto. En

segundo lugar, mostrar que el modelo de polipasto que resulta del presente

trabajo permite reproducir comportamientos observables en grúas reales
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que no han sido contemplados hasta el momento en modelos anteriores.

De forma más concreta, se ha analizado, en primer lugar, la in�uencia de

la amortiguación empleada en la ecuación de ondas y de la masa del cable

sobre la disipación de energía del gancho. Después se ha analizado el movi-

miento pendular del gancho, con el �n de determinar la in�uencia de estos

mismos parámetros, densidad y amortiguación, sobre el periodo de oscila-

ción del péndulo. Por último se ha analizado el comportamiento del gancho

durante las maniobras de inicio de la elevación y �nal del descenso de una

carga, con el �n de mostrar algunos comportamientos más complejos que

pueden observarse en las grúas torre y que únicamente pueden reproducirse

con un modelo de polipasto que considere las oscilaciones del cable.

5

32

1
4

0

10m 10m1m

10m

P

P P

P
P

P

Figura 7.9: Esquema del polipasto simulado, consistente en 6 nodos, cuatro

de ellos �jos y dos sujetos a la carga.

Para este conjunto de pruebas se ha considerado el polipasto mostrado

en la Figura 7.9, que corresponde a un polipasto típico de una grúa torre.

Las poleas se encuentran situadas en los puntos P1, P2, P3 y P4, mientras

que los puntos P0 y P5 corresponden a los extremos del cable. Los nodos

P0, P1, P4 y P5 se encuentran anclados a la grúa y los nodos P2 y P3 se

encuentran anclados al gancho. En todas las pruebas se ha considerado una

amortiguación lineal sobre el gancho del 5%. Es decir, en cada instante se ha

aplicado sobre el gancho una fuerza fa = −0,05v, donde v es su velocidad.
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A partir de este sistema se ha estudiado el efecto de los dos parámetros

principales que determinan el modelo en ausencia de velocidad longitudinal:

la densidad del cable y la amortiguación de la ecuación de ondas. Esta última

se introduce en la ecuación de ondas con el �n de simular la disipación de

energía debida, entre otras posibles causas, a la fricción con el aire. Para ello

se introduce el término but, dando lugar a la ecuación de ondas amortiguada

utt = a2uxx − but.

Para determinar su in�uencia se han comparado los resultados para

diferentes valores de los parámetros con los resultados obtenidos con el

cable sin masa, que corresponde con la situación en la que no se considera

oscilación.

Todas las pruebas se han realizado utilizando las mismas condiciones

iniciales y para diferentes valores de la densidad del cable por metro y de

la amortiguación, en el modelo de la ecuación de ondas. Los valores de

densidad considerados han sido 0,4Kg/m, 1,2Kg/m y 2Kg/m. Este rango

cubre la mayoría de cables utilizados habitualmente en grúas torre. Para

cada uno de estos valores se han realizado pruebas para cuatro valores del

coe�ciente de amortiguación b de la ecuación de ondas: 0,1, 0,2, 0,6 y 1.

A continuación se presentan los resultados que se han obtenido durante

los experimentos, en los que se ha medido la energía del gancho, conside-

rando la energía potencial gravitacional y energía cinética, y la trayectoria

del gancho durante su movimiento pendular.

7.2.1. Energía del gancho

La disipación de la energía en el sistema es un parámetro relevante

desde el punto de vista de la formación de operadores de grúa. Una de

las acciones que debe llevar a cabo un operador durante la operativa es

el control de la volada o balanceo de la carga y el gancho. Para ello debe

conocer los tiempos de respuesta de los elementos del sistema, así como su

ritmo de amortiguación. Una de las vibraciones que se producen durante la

operación es la oscilación vertical de baja frecuencia del gancho.
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Dado que en la implementación del modelo de ecuación de ondas se ha

empleado una amortiguación para simular la fricción con el aire, es nece-

sario conocer si esta amortiguación tiene una in�uencia importante en la

disipación de la energía del gancho.

Relación entre la disipación de energía y la densidad del cable

Se ha medido la evolución de la energía del gancho para los diferentes

valores de densidad del cable y para el modelo sin masa. En todos los casos

el gancho se ha situado en la con�guración mostrada por la Figura 7.9 y se

ha dejado evolucionar bajo la acción de la gravedad.

Dado que se está considerando únicamente la energía del gancho, ésta

puede aumentar de forma transitoria debido a la interacción con los ca-

bles; los aumentos de energía en el gancho corresponden a disminuciones

equivalentes en la energía de los cables. De esta forma no se produce nin-

gún aumento de la energía del sistema completo, que disminuye debido a la

amortiguación introducida en los diferentes elementos.

La energía total del sistema en el estado inicial, incluyendo los cables,

corresponde a la energía potencial de cada uno de los elementos. Por tanto,

será mayor para cables con mayor masa. Como consecuencia, el modelo de

cables sin masa debería mostrar valores de energía menores que el resto de

modelos.

La Figura 7.10 muestra la evolución de la energía para los diferentes

valores de la densidad con un valor de amortiguación de b = 0,1. Puede

observarse cómo, además de la oscilación debida a la elasticidad del cable,

en los modelos de cable con masa aparecen oscilaciones causadas por la

vibración transversal de los segmentos P0P1 y P4P5, especialmente durante

los primeros segundos de la simulación. El valor de energía correspondiente

al cable sin masa (representado por una línea continua) actúa como un

límite para la energía del resto de modelos, de forma que la evolución de la

energía a medio y largo plazo es similar en todos ellos.

Por otra parte, a pesar de las oscilaciones que se esperaba observar,

debidas a la vibración del cable, la energía del modelo sin masa acota in-
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Figura 7.10: Evolución de la energía total del gancho. Se observa que dife-

rentes valores de la masa dan lugar a oscilaciones transitorias con diferente

frecuencia. Sin embargo, la evolución a largo plazo es equivalente en todos

los casos. La �gura corresponde a un cable con un coe�ciente de amortigua-

ción b = 0,1.

feriormente la energía de los modelos con masa una vez transcurridos los

primeros segundos de la simulación, de acuerdo con el comportamiento pre-

dicho.

Otro aspecto observable en la Figura 7.10 es el hecho de que la fase

inicial de oscilaciones se mantiene durante un intervalo de tiempo mayor

para valores densidad más elevados. Esto es debido a que la disipación

introducida en la ecuación de ondas por medio del término −but únicamente

depende de la velocidad de vibración del cable, con lo que, para cables más

densos, la energía tarda más en disiparse.
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Como ya se ha indicado, los resultados mostrados en la Figura corres-

ponden a una amortiguación b = 0,1. Este valor es el menor de todos los

valores de amortiguación considerados. Los resultados obtenidos para valo-

res del coe�ciente de amortiguación b mayores de 0,1 son aún más claros,

debido a que las oscilaciones que se producen en la fase inicial del experi-

mento, causadas por la vibración de los cables, se disipan más rápidamente.

En estos casos, la convergencia de la energía de los diferentes modelos al

valor obtenido para el modelo sin masa es más rápida.

Estos resultados permiten a�rmar, por tanto, que el modelo basado en

la ecuación de ondas, que introduce el efecto de la masa del cable en la

dinámica del polipasto, no modi�ca la tendencia de la disipación de energía

del gancho en comparación con el modelo de cable sin masa, empleado por

diversos autores en la simulación y control de grúas.

Relación entre la disipación de energía y la amortiguación de la

ecuación de ondas

Las mediciones realizadas sobre la energía del gancho permiten también

analizar su evolución en función del valor empleado para la amortiguación de

la ecuación de ondas b. La amortiguación de la ecuación de ondas determina

la velocidad a la que se disipa la oscilación transversal del cable. Por tanto,

es de esperar que para valores más altos, la fase inicial de oscilaciones de la

energía, observada en el experimento anterior, sea más corta.

Los resultados obtenidos para los diferentes valores de b considerados

muestran un comportamiento similar al que se observó en el experimento

anterior. Se con�rma además la predicción de periodos de oscilación más

breves para valores más altos de b.

La Figura 7.11 muestra la evolución del sistema para el cable de 2kg/m

con los diferentes valores de amortiguación utilizados. En ella se observa

como, a pesar de la amortiguación de las oscilaciones, la tasa de descenso

de la energía a medio y largo plazo es similar, independientemente del valor

de b.

Al igual que en el análisis anterior, se han mostrado los resultados pa-
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Figura 7.11: Evolución de la energía total del sistema para diferentes valores

de amortiguación y un cable de 2kg/m. El comportamiento es similar en los

diferentes casos, con un acortamiento de la fase de oscilaciones transitorias

debido a la amortiguación.

ra el valor de la masa que da lugar a mayores oscilaciones. Los resultados

obtenidos para valores menores de la densidad del cable presentan menos os-

cilaciones y una convergencia más rápida de las diferentes curvas de energía

hacia la correspondiente al cable sin masa.

Independencia de la disipación de la energía del gancho respecto

a los parámetros

Los resultados obtenidos por medio de los dos experimentos anteriores

permiten la utilización del modelo de oscilación propuesto en el Capítulo 6

con la garantía de que los parámetros empleados no van a in�uir de forma
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signi�cativa en la disipación de la energía del sistema. En de�nitiva, estos

resultados suponen la validación del modelo respecto a la disipación de

energía en la oscilación del gancho, lo que avala su utilización en tareas de

formación.

7.2.2. Frecuencia de oscilación del péndulo

La frecuencia de oscilación del gancho considerado como un péndulo es

otro de los elementos clave para comprobar la validez del modelo, ya que

tiene un impacto directo sobre las habilidades adquiridas por los aprendices

de un simulador para entrenamiento de maquinaria de elevación.

x

z

v
x

Figura 7.12: Esquema del polipasto empleado en la medición del movimiento

pendular del gancho. Con el �n de provocar este movimiento, se ha iniciado

el sistema con una velocidad de 5m/s en el eje x.

Por este motivo, se ha considerado importante analizar el comporta-

miento del gancho y se ha medido su oscilación, utilizando como estado

inicial del sistema la misma con�guración que en el experimento anterior,

pero con una velocidad horizontal inicial de 5m/s en el eje x. La Figura 7.12

muestra la dirección en la que se aplica la velocidad inicial. El experimento

se ha repetido utilizando diferentes valores de densidad del cable.

En la Figura 7.13 se muestra la posición horizontal del gancho en el eje

x a lo largo del tiempo. En este caso, se ha observado una variación del
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Figura 7.13: Evolución de la posición del péndulo para diferentes valores de

la densidad del cable. Puede apreciarse una reducción del periodo del péndulo

para valores altos de la densidad.

periodo para diferentes valores de la densidad del cable, de forma que para

valores mayores de la masa se puede apreciar una reducción del periodo de

oscilación.

Esta variación se justi�ca por la reducción en la longitud del cable ver-

tical debido a la catenaria que se forma en los tramos horizontales P0P1 y

P4P5. Esta catenaria es mayor cuando el cable es más denso, debido al efecto

de la gravedad, que provoca una reducción de los tramos P1P2 y P3P4. Este

comportamiento es consistente con el observado en grúas reales, como se

verá a continuación. Por otra parte, como era de esperar no se ha observado

ninguna in�uencia del coe�ciente de amortiguación de la ecuación de ondas

sobre el periodo del péndulo.
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7.2.3. Otros efectos de la masa del cable

La introducción de la masa del cable tiene varios efectos interesantes

sobre la dinámica del sistema en comparación con el comportamiento ob-

servado en modelos sin masa.

En las Figuras 7.10 y 7.13 se han mostrado las primeras consecuencias

observadas a causa de la catenaria que se forma en los segmentos horizonta-

les de cable. En primer lugar, una oscilación inicial del cable en la dirección

vertical y, en segundo lugar, una reducción de la longitud del péndulo. Como

ya se ha anticipado en el análisis de la evolución de la energía, esto supone

una modi�cación del comportamiento del gancho que puede ser importante

en la validez de los modelos para formación.

Otro efecto que también se ha comprobado a partir de los modelos desa-

rrollados se presenta a continuación y es fácilmente observable en grúas torre

reales.

Considérese la grúa torre de la Figura 7.14, con el gancho apoyado sobre

el suelo. La catenaria de los segmentos horizontales es amplia, dando lugar a

un elevado consumo de longitud del cable. Cuando se inicia el movimiento de

elevación se produce un retardo hasta que el gancho empieza efectivamente

a elevarse. Este retardo está directamente relacionado con la masa de la

carga que esté colgada del gancho ya que, antes de iniciarse el movimiento

de elevación, debe reducirse toda la catenaria hasta alcanzar la tensión

necesaria para la elevación de la carga.

Este efecto se aprecia aún más claramente en la elevación de una car-

ga. Consideremos la situación de la Figura 7.15. El gancho se encuentra

suspendido sobre una carga, enganchada a él y apoyada sobre el suelo.

Supóngase que el sistema de elevación empieza a elevar el gancho a una

velocidad constante. A medida que la longitud total del cable se reduce,

la tensión aumenta. Sin embargo, de nuevo, esa tensión no permite elevar

el gancho y la carga hasta que no se reduce la catenaria de los tramos

horizontales del cable. Durante una maniobra de descenso se produce el

proceso inverso a partir del instante en que la carga toca el suelo.

La Figura 7.16 muestra la evolución de la altura del gancho a lo largo del
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Figura 7.14: En la secuencia puede observarse el efecto de la masa del cable.

El gancho no se elevará de la plataforma hasta que la catenaria se reduzca

lo su�ciente como para crear la tensión necesaria.

tiempo en una maniobra de elevación (a) y en una maniobra de descenso de

la carga (b). Se han utilizado cables de diferente densidad, con un gancho de

200kg y una carga de 2000kg. El sistema de elevación aumenta la longitud

del cable a una velocidad constante de 0.2m/s.
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Figura 7.15: Experimento realizado para mostrar el efecto de la masa del

cable durante la elevación de una carga. Cuando se inicia la maniobra de

elevación, la carga no se eleva hasta que no se reduce la catenaria de los

tramos horizontales del cable.

Las trayectorias representadas en las �guras muestran que el gancho

ralentiza su elevación o su descenso durante un periodo de tiempo, que llega

a superar los dos segundos en el caso del cable de 2kg/m. Este intervalo de

tiempo corresponde al periodo durante el cual la catenaria está aumentando

o reduciéndose.

La introducción de la masa en el modelo de cable para la simulación de

un polipasto supone una contribución importante desde el punto de vista

de la simulación para entrenamiento. El comportamiento predicho por el

modelo, y con�rmado en numerosas ocasiones en grúas torre reales, permi-

te que los aprendices que utilizan el simulador conozcan y se habitúen al

comportamiento real de la grúa.
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Figura 7.16: Altura del gancho a lo largo del tiempo durante las maniobras

de elevación (a) y descenso (b) de la carga.

7.3. ANÁLISIS DE PRESTACIONES

La simulación para entrenamiento y, en general, las aplicaciones de

Realidad Virtual, requieren que los modelos dinámicos permitan realizar

simulaciones en tiempo real. Esto signi�ca, de forma más precisa, que el

cálculo de cada paso de la evolución del modelo debe poder calcularse en

una cantidad de tiempo limitada. El límite lo impone, en cada caso, las

características de la aplicación, de acuerdo con el coste computacional del

resto de elementos que la componen. Típicamente, para el cálculo de un

fotograma se dispone de 1/60s. De ese intervalo de tiempo es frecuente que

la ejecución de los modelos dinámicos únicamente disponga de unos pocos

milisegundos para calcular el estado que tendrá el sistema en el siguiente

fotograma.

Dado que los modelos presentados en este trabajo de investigación están

destinados a aplicaciones de Realidad Virtual, deben permitir el cálculo de

un paso de la evolución de un sistema típico en un tiempo que se ajuste

a estas restricciones. Servin y Lacorusiére (Servin and Lacoursière, 2007)

estiman que el tiempo que puede dedicarse a la integración numérica del
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sistema dinámico en este tipo de simulaciones es de unos 5ms por fotograma,

para un sistema que se ejecute a 60 fotogramas por segundo. Esto representa

aproximadamente el 30% del tiempo de cálculo en un ordenador con un

único procesador.

Por tanto, se considerará conveniente que el tiempo de ejecución de

un paso de integración del modelo sea inferior a los 0,3ms. Esto permitirá

realizar hasta 1000 iteraciones por segundo sin rebasar el límite del 30% del

tiempo simulado.

Por otra parte, se considerará también como un elemento para valorar

el coste de un modelo el hecho de que esté acotado. El motivo es que un

modelo con un coste promedio muy bajo, pero que pueda tener picos de

carga, podría dar lugar a situaciones puntuales en las que la aplicación

perdiera la tasa de refresco establecida, lo que supondría una reducción de

la calidad del sistema. Por tanto, no sólo se buscan modelos e�cientes, sino

que además, tengan un coste máximo acotado.

7.3.1. Complejidad de los modelos

Como es de esperar, el coste computacional de los modelos depende de

la complejidad del mismo; un modelo con un mayor número de poleas, N , y

un mayor número de divisiones por segmento de cable, M , tendrá un coste

mayor. No obstante, para conocer los límites de usabilidad de los modelos

es necesario conocer la relación existente entre el crecimiento de N yM y el

crecimiento del coste computacional. Con el �n de asegurar que el modelo

es adecuado para la simulación en tiempo real, a continuación se discute

brevemente la complejidad de los modelos de oscilación propuestos.

Complejidad del modelo de partículas. La evaluación de las fuerzas

que actúan sobre cada partícula requiere el cálculo de la distancia entre

ellas, así como el cálculo del ángulo que forman los dos resortes que la unen

con sus partículas vecinas. Por tanto, el número de operaciones necesarias

para esta evaluación en cada partícula es independiente del número total

partículas que componen el cable. En de�nitiva, el número total de cálculos
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que deben realizarse para conocer el conjunto de fuerzas crece linealmente

con el número total de partículas utilizado, al que denotaremos por Π. Si el

cable consta de N tramos (N + 1 poleas) y cada tramo tiene M partículas,

entonces Π = N×M . En caso de usarse un método de integración explícito,

el coste total del método crecerá linealmente con Π.

Coste del procedimiento de inserción de partículas. El procedimien-

to de inserción de partículas para variar la longitud del cable, descrito en

el Apartado 5.2.4, consiste en la realización de un número de iteraciones

del método de Euler explícito para una partícula. Este número de iteracio-

nes está acotado, en el algoritmo, por una cantidad constante I. Esto es

equivalente, salvo por pequeñas diferencias, al cálculo de la evolución de un

número menor a I de partículas adicionales en el sistema. Por tanto, el coste

del modelo, considerando el algoritmo de inserción de partículas, será menor

que el de un sistema con Πi = N × (M + I) partículas sin procedimiento

de inserción.

Complejidad del modelo de ecuación de ondas. Dado que el método

de integración utilizado es un método explícito, para cada segmento de ca-

ble con M divisiones para el cálculo de la ecuación de ondas, el número de

cálculos necesarios para la integración numérica es lineal con M , incluyen-

do el cálculo de la longitud del cable. Por otra parte, para cada polea, la

aplicación de las fuerzas y el cálculo de la velocidad angular involucra un

número muy limitado de cálculos. Por tanto, si se cuenta con N segmen-

tos de cable, el coste de los cálculos es lineal respecto al número total de

particiones consideradas Π = N ×M .

De estos breves análisis se desprende que el crecimiento del coste de los

modelos propuestos a lo largo del presente trabajo guarda una relación lineal

con el número total de divisiones, Π, que se consideran en el cable a lo largo

de toda su longitud. Por otra parte, la simplicidad de los modelos desde

el punto de vista computacional permite asegurar, por simple análisis, que

el coste está acotado para un determinado valor de N y M , ya que puede

obtenerse una expresión analítica con dicho coste.
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A continuación se muestran los resultados obtenidos de un conjunto de

pruebas numéricas realizadas con los modelos, en las que se ha medido el

coste promedio de ejecutar un paso de integración. La pruebas muestran la

e�ciencia de los modelos propuestos, así como el crecimiento lineal del coste

respecto al valor de Π.

7.3.2. Resultados numéricos

Las pruebas se han realizado integrando numéricamente varios modelos

de polipasto con diferentes números de poleas, N , y de divisiones en cada

segmento de cable, M . En concreto, se han empleado valores para ambos

parámetros entre 10 y 100, a intervalos de 10 unidades. Debe observarse que

estos valores abarcan un conjunto de sistemas más amplio que el que puede

resultar necesario en muchos casos. Por ejemplo, en el caso de un polipasto

de grúa torre, es su�ciente un sistema de 6 u 8 tramos, que pueden tener

de 10 a 15 divisiones cada uno de ellos. Sin embargo, se ha considerado

relevante mostrar la evolución del coste para valores mayores, cubriendo así

un espectro más amplio de aplicaciones.

Sobre una simulación con 10000 pasos de integración se ha obtenido el

tiempo promedio empleado en la ejecución de un único paso para cada par

de valores de N y M . Cada simulación se ha repetido 30 veces, con el �n

de poder calcular intervalos de con�anza. Estos intervalos, que no se han

mostrado en la tabla, se encuentran en todos los casos por debajo del 10%

del valor obtenido. Los tiempos se han obtenido en un Intel PIV a 3.1 GHz

con 1GB de RAM en un sistema dedicado a las pruebas.

Sistema de partículas. El Cuadro 7.2 presenta los resultados obtenidos

para las diferentes simulaciones realizadas por medio del modelo de cable

con un sistema de partículas. Estos resultados muestran, en primer lugar,

que sistemas con Π = 200 puntos de discretización del cable, con un número

de poleas de hasta N = 20 cumplen perfectamente con el criterio establecido

de no superar los 0,3ms por paso.

Estas dimensiones para el sistema son más que su�cientes para la simu-
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N

M 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

10 0,13 0,31 0,45 0,60 0,74 0,88 1,02 1,14 1,29 1,49

20 0,29 0,58 0,88 1,15 1,43 1,71 2,01 2,27 2,56 3,27

30 0,42 0,85 1,28 1,71 2,13 2,56 2,98 3,39 3,82 4,38

40 0,55 1,13 1,69 2,26 2,83 3,40 4,44 4,51 5,09 5,65

50 0,68 1,40 2,10 2,81 3,52 4,23 5,01 5,62 6,35 7,06

60 0,83 1,66 2,51 3,36 4,22 5,05 5,90 6,75 7,62 8,46

70 0,94 1,93 2,93 3,92 4,91 5,91 6,88 7,90 8,89 9,88

80 1,06 2,20 3,34 4,53 5,61 6,74 7,88 10,14 10,36 11,28

90 1,19 2,93 3,75 5,02 6,32 7,59 8,84 10,46 11,65 12,69

100 1,32 2,89 4,16 5,58 7,00 8,42 9,84 11,26 13,05 14,09

Cuadro 7.2: Coste, en ms, del cálculo de un paso de simulación con el

modelo de partículas para diferentes valores de N y M .

lación de la mayoría de sistemas de elevación habituales, incluyendo grúas

sobre orugas o grúas móviles portuarias, en las que se utiliza un gran nú-

mero de poleas, tanto para elevar la carga como para mover la estructura

de la propia máquina.

Se observa, por otra parte, la falta de simetría en la tabla respecto

de la diagonal principal, con un peso algo mayor en la mitad triangular

superior. No obstante, la diferencia es inferior al 15% entre dos entradas

correspondientes al mismo valor de Π = N ×M . Esta diferencia re�eja el

coste del cálculo relacionado con el modelo de poleas, que supone una mayor

carga cuando N es mayor para un mismo valor de Π.

Los valores mostrados en el cuadro no contemplan el coste del procedi-

miento de inserción de partículas. Debido a que el número de parámetros a

considerar en este caso se amplía de forma considerable, no se ha realizado

un análisis con su�ciente rigor como para mostrar resultados concluyentes.

Sin embargo, las diferentes pruebas realizadas muestran que el incremento

en el coste no es sustancial, con aumentos inferiores al 15%.
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N

M 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

10 0,04 0,09 0,13 0,17 0,22 0,27 0,32 0,36 0,41 0,45

20 0,08 0,17 0,26 0,35 0,44 0,54 0,63 0,72 0,79 0,90

30 0,14 0,26 0,39 0,52 0,66 0,79 0,94 1,08 1,21 1,35

40 0,15 0,35 0,54 0,78 0,91 1,04 1,21 1,39 1,64 1,74

50 0,19 0,41 0,62 0,84 1,06 1,28 1,50 1,73 1,94 2,16

60 0,23 0,49 0,75 1,01 1,27 1,54 1,80 2,06 2,32 2,59

70 0,27 0,57 0,88 1,18 1,48 1,78 2,09 2,39 2,72 3,02

80 0,31 0,65 0,99 1,34 1,68 2,03 2,38 2,73 3,08 3,49

90 0,34 0,73 1,12 1,50 1,92 2,29 2,67 3,54 3,49 3,87

100 0,38 0,81 1,24 1,67 2,11 2,53 2,98 3,68 4,48 4,77

Cuadro 7.3: Coste, en ms. del cálculo de un paso de simulación con el modelo

de la ecuación de ondas para diferentes valores de N y M .

Por otra parte, de acuerdo con el análisis que se ha realizado en el Apar-

tado 7.3.1, para el coste del procedimiento de inserción de partículas, el valor

de la entrada correspondiente al cable con parámetros (M,N) representa

una cota superior para el coste de un cable con parámetros (M+10, N). Es-

to tiene gran importancia en el contexto de las aplicaciones en tiempo real;

a pesar de que el procedimiento de inserción de partículas tiene elementos

que, a priori, podrían suponer un incremento del coste, se demuestra que

no es así, y se dispone de una cota que permite conocer el coste máximo

que puede producirse durante una simulación.

Ecuación de ondas. El Cuadro 7.3 muestra el coste promedio de un paso

de integración para cada uno de los valores de N yM simulados. La primera

conclusión que puede extraerse de los datos mostrados es que el coste del

modelo de ecuación de ondas es, aproximadamente, un tercio del coste del

sistema de partículas. En este caso ha sido posible simular sistemas con

600− 700 partículas y con un número de poleas nada despreciable de hasta

N = 60 sin rebasar el límite impuesto de los 0,3ms. Estos resultados indican
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Figura 7.17: Coste promedio de la ejecución de un paso de integración para

diferentes valores de Π = N × N , utilizando el sistema de partículas (SP)

y la ecuación de ondas (EO). Se ha representado también un ajuste de los

datos por regresión lineal.

que el modelo permite la simulación de prácticamente cualquier sistema de

elevación convencional sin suponer una gran carga para la aplicación.

De nuevo, al igual que ocurre con el sistema de partículas, se aprecia un

aumento del coste para valores altos de N a igual número total de divisiones

del cable Π, causado por la carga del cálculo de las poleas. En este caso,

el incremento es de hasta un 20%, ya que el coste del cálculo del cable es

menor que en el caso de un sistema de partículas.

En los dos cuadros de datos presentados puede apreciarse que el creci-

miento del tiempo por paso de integración tiene una relación lineal con el

valor de Π. Se han analizado los datos obtenidos por medio de un ajuste
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por mínimos cuadrados para con�rmar esta apreciación. En ambos casos,

se ha conseguido un ajuste a sendas rectas, con coe�ciente de correlación

de 0,997 para la ecuación de ondas y de 0,999 para el sistema de partículas.

La Figura 7.17 muestra grá�camente esta relación lineal. Se han represen-

tado los tiempos medios por paso para los dos modelos, junto con las rectas

resultantes del ajuste por mínimos cuadrados.

Conclusión. Los resultados mostrados indican que ambos modelos, tanto

el cable representado por un sistema de partículas como la ecuación de

ondas, son muy e�cientes, permitiendo la simulación de polipastos complejos

con un número de poleas elevado. Por otra parte se ha comprobado que

el coste del procedimiento propuesto para la variación de la longitud del

sistema de partículas tiene un coste acotado, que no supone una merma

sustancial de las prestaciones del modelo. Se ha demostrado también, a la

luz de los datos obtenidos, que el crecimiento del coste de ambos modelos

es lineal respecto del número total de divisiones del cable, Π.

Con el �n de situar las prestaciones de los modelos en el marco de

otros modelos existentes, a continuación se realiza una comparación con un

modelo de cable basado en la metodología de los sistemas multicuerpo.

7.3.3. Comparación con la metodología multicuerpo

De entre las diferentes metodologías analizadas a lo largo del Capítulo 2

se mostró que los sistemas de partículas los sistemas multicuerpo son ac-

tualmente las metodologías más adecuadas para el modelado de cables de

elevación (Servin and Lacoursière, 2008). En el presente trabajo se ha des-

cartado la segunda a causa de su mayor coste computacional. Sin embargo,

para justi�car adecuadamente esta decisión es necesario mostrar de forma

clara la ventaja que suponen los modelos aquí presentados.

Para ello se ha llevado a cabo el mismo experimento que en el análisis

de prestaciones que se acaba de presentar, incorporando un modelo de cable

desarrollado por medio de la metodología de sistemas multicuerpo. En este

caso, se ha considerado un único tramo de cable, suspendido entre dos nodos



198 7.3. ANÁLISIS DE PRESTACIONES

terminales (N = 2), y se han considerado diferentes valores para el número

de divisiones M = 5, 10, 15, . . . , 45.

El sistema multicuerpo se ha integrado por medio de la biblioteca de

dinámica Open Dynamics Engine (ODE) (Smith, 2004), que permite in-

tegrar las ecuaciones de movimiento por medio de dos métodos numéricos

diferentes. Un método de complemento lineal (Anitescu and Potra, 1997),

con coste cuadrático respecto al número de sólidos, y una variante de este

método que utiliza un algoritmo de sobre-relajación, consiguiendo un orden

de complejidad casi lineal, a costa de una cierta pérdida de precisión (Smith,

2006).

N = 2 M

Método 5 10 15 20 25 30 35 40 45

EO 0,004 0,005 0,008 0,010 0,012 0,013 0,015 0,016 0,018

SP 0,009 0,021 0,024 0,032 0,036 0,042 0,053 0,060 0,067

MC1 0,053 0,10 0,15 0,20 0,26 0,31 0,36 0,41 0,47

MC2 0,046 0,13 0,29 0,53 0,89 1,34 1,94 2,81 3,80

Cuadro 7.4: Coste, en ms., del cálculo de un paso de simulación para N = 2

y diferentes valores deM . SP: sistema de partículas. EO: ecuación de ondas.

MC1: sistema multicuerpo con sobre-relajación. MC2 método de sistema

multicuerpo con complejidad cuadrática.

Los resultados, mostrados en el Cuadro 7.4, validan la elección de las

metodologías empleadas en este trabajo. Los métodos basados en sistemas

multicuerpo tienen un coste, en el caso lineal, cinco veces superior al coste

del sistema de partículas y más de veinte veces superior al de la ecuación

de ondas. El coste del sistema multicuerpo con coste cuadrático se dispara

por encima de 1ms a partir de 30 divisiones en el cable.

Para cada conjunto de datos se ha obtenido una recta de regresión,

excepto en el caso de método de sistema multicuerpo de orden cuadrático,

referido como MC2, que ha sido ajustado a una parábola. En todos los

casos, el coe�ciente de correlación es superior a 0,99.
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Figura 7.18: Coste, en ms., del cálculo de un paso de simulación para N = 2

y diferentes valores de M , con los diferentes métodos simulados: sistema de

partículas (SP), ecuación de ondas (EO), sistema multicuerpo con sobre-

relajación (MC1) y sistema multicuerpo con complejidad cuadrática (MC2).

Figura interior: La misma �gura, en el rango de 0ms a 0,5ms, mostrando

los diferentes métodos de coste lineal.

La Figura 7.18 muestra grá�camente los resultados obtenidos. En ella

se aprecia claramente la diferencia de orden de magnitud entre los métodos

con complejidad lineal y el método de sistema multicuerpo con complejidad

cuadrática. La �gura interior muestra los mismos datos, pero en el rango

de 0ms a 0,5ms, lo que permite apreciar mejor las diferencias entre los tres

métodos con crecimiento lineal. En ella se ve que los modelos propuestos en

este trabajo superan claramente a la metodología de sistemas multicuerpo

en cuanto al coste computacional.
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Otros autores, utilizando la metodología de los sistemas multicuerpo,

han conseguido resultados similares a los obtenidos aquí para MC1. En el

trabajo de Servin y Lacoursière (Servin and Lacoursière, 2008) se indica

que el coste asociado al cálculo de un cable formado por 24 eslabones re-

quiere un tiempo de aproximadamente 1ms por paso de integración, en un

Pentium M a 1.7GHz y 512MB de RAM. Aunque los resultados no pueden

compararse directamente, por haberse realizado con un equipo de inferio-

res prestaciones, muestran que el coste obtenido allí es, presumiblemente,

varias veces superior al de los resultados obtenidos con los nuevos modelos.

7.4. CONCLUSIÓN

En este capítulo se han presentado un conjunto de pruebas numéricas

que validan los aspectos más relevantes de la dinámica de los modelos pro-

puestos. Los experimentos se han centrado principalmente en el análisis de

un segmento de cable y de la dinámica de un polipasto de grúa torre.

Las pruebas realizadas sobre un segmento de cable suspendido por sus

extremos muestran que el comportamiento en frecuencia de los modelos es

coherente con los modelos teóricos y consistente entre los diferentes modelos

propuestos. Se ha mostrado también que el modelo de ecuación de ondas

permite reproducir el comportamiento de un cable suspendido cuando se

somete a aceleraciones longitudinales, cuanti�cando las diferencias con el

modelo de sistema de partículas.

Las diferentes pruebas realizadas con un polipasto de grúa torre mues-

tran que el comportamiento del sistema conserva propiedades importantes,

como el ritmo de disipación de energía o el periodo de oscilación del péndu-

lo formado por el gancho. Se ha visto que la introducción de la masa en el

sistema permite reproducir una serie de fenómenos observados en las grúas

reales que no se podían simular con los modelos sin masa o sin poleas utili-

zados hasta ahora, especialmente en las maniobras de elevación y descenso

de la carga.

Se ha mostrado también que los modelos presentados son extremada-
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mente e�cientes y que el coste del cálculo de un paso de integración está

acotado, lo que los hace muy adecuados para la simulación en aplicaciones

en tiempo real. En comparación, los modelos de sistema multicuerpo em-

pleados en la simulación de cables de elevación, requieren hasta 7 veces el

tiempo consumido por el sistema de partículas y hasta 25 veces el tiempo

consumido por el modelo de ecuación de ondas.

Por todo lo anterior, y especialmente por la capacidad de los modelos

de reproducir la in�uencia de la masa del cable en el comportamiento de un

polipasto, los experimentos realizados muestran que los modelos de oscila-

ción propuestos aquí suponen una contribución importante en la simulación

de maquinaria de elevación y en la reproducción de la dinámica de sistemas

de poleas en general.

Resumen de los resultados de este capítulo

En de�nitiva, por medio del presente capítulo se han alcanzado los si-

guientes resultados:

Se han validado los modelos dentro de los objetivos principales plan-

teados:

• reproducción de los principales modos de vibración,

• reproducción de la oscilación longitudinal del cable,

• credibilidad en el comportamiento de los modelos,

• capacidad para reproducir comportamientos de la maquinaria de

elevación descartados hasta el momento.

Se ha mostrado su e�ciencia, que permite simular un polipasto en

tiempo real, y que resulta superior a la de otros modelos empleados

con los mismos �nes.

Se ha mostrado que el modelo crece con un orden lineal respecto a la

longitud del cable, permitiendo la simulación de cables su�cientemente

largos como para simular cualquier equipo de elevación actualmente

en uso.
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CAPÍTULO 8

INTEGRACIÓN DEL MODELO EN

ENTORNOS VIRTUALES Y DE

SIMULACIÓN

El modelo propuesto tiene como objetivo la simulación de cables en

entornos de realidad virtual, entre las que se encuentra la simulación para

entrenamiento, principal motivación del presente trabajo. A continuación se

describen los principales elementos que deben tenerse en cuenta para poder

realizar una correcta integración de los modelos en una aplicación de este

tipo.

Se muestran, en primer lugar, las técnicas necesarias para la detección

de colisiones y un modelo de respuesta ante un contacto. Se indica la in-

formación geométrica necesaria para poder simular la interacción entre el

cable y los objetos del entorno, junto con los cambios que esto implica en

la con�guración del modelo.

A continuación se revisan las técnicas disponibles para la representación

grá�ca del cable, necesarias en el tipo de aplicaciones a las que van destina-

dos los modelos, y se proponen algunas mejoras destinadas a la simulación

en tiempo real en equipos de prestaciones limitadas.

Finalmente se muestran algunos ejemplos de aplicaciones que incorpo-

ran los modelos propuestos, incluyendo aplicaciones sencillas empleadas en

demostraciones de diferentes propiedades del sistema y sistemas de forma-

ción basados simulación, que se encuentran actualmente en uso en diferentes

centros de formación.
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8.1. DETECCIÓN DE COLISIONES

Un aspecto fundamental en cualquier aplicación de realidad virtual es

la detección de colisiones. Este problema ha sido extensamente tratado con

anterioridad, y no se realizará aquí un análisis exhaustivo al respecto. Sin

embargo, con el �n de conseguir una aplicación interactiva, es necesario

proporcionar los elementos básicos para incorporar esta tarea a los modelos

propuestos.

Se asumirá que se dispone de una biblioteca de detección de colisiones

que permite detectar contactos entre objetos convexos representados por

medio de poliedros. Para una revisión detallada sobre este problema puede

consultarse (Ericson, 2005).

Figura 8.1: La simulación en un entorno realista compuesto por multitud de

objetos requiere la detección de colisiones.
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8.1.1. Estrategia de detección de colisiones

Durante la simulación se detectan colisiones entre objetos del escenario

y los distintos segmentos de cable que componen el escenario. Para ello se

establece una jerarquía de cajas envolventes que permite reducir el número

de comprobaciones y cálculos necesarios para determinar los contactos.

Cada segmento de cable simulado se envolverá en un paralelepípedo o

caja cuyos ejes estarán alineados con la base local de�nida sobre el segmento

de cable. Las dimensiones de la caja se tomarán de forma que todos los

puntos de la discretización del segmento de cable queden contenidos en su

interior.

La forma de obtener estas dimensiones valores será diferente para los

segmentos simulados por medio de un cable sin masa, para los segmentos

simulados por medio de la ecuación de ondas y para los segmentos simulados

por medio de sistemas de partículas.

Cable sin masa. El caso más sencillo corresponde al modelo de cable sin

masa. En este caso se empleará una caja que tenga por lados menores el

diámetro del cable y como lado mayor la distancia entre los extremos del

segmento de cable.

Ecuación de ondas. La detección de colisiones con el cable simulado por

medio de la ecuación de ondas, puede aprovechar el hecho de que todos los

puntos del cable se pueden proyectar perpendicularmente sobre el segmento

de recta que une sus extremos. Por otra parte, la posición del cable viene

dada por la curva u(x, t) cuyas coordenadas en la base local del cable repre-

sentan distancias desde el cable a dicho segmento. Por tanto, en este caso es

sencillo conocer las dimensiones de los tres lados de la caja envolvente que

se empleará. Basta comprobar la mayor distancia en cada uno de los dos

ejes para conocer las dimensiones de los lados perpendiculares al segmento

p0p1, mientras que la caja tendrá una longitud igual a la de éste segmento

de recta.

Sistema de partículas. En el caso de un sistema de partículas no existe

garantía de que la proyección de las partículas sobre la recta de�nida por
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Caja envolvente

Maxima distancia

Figura 8.2: Caja envolvente para el modelo del segmento de cable basado en

la ecuación de ondas.

los extremos del segmento de cable quede completamente contenida en el

segmento p0p1. En este caso, se calculará la proyección de cada partícula

sobre el sistema de referencia local y se tomarán los lados que permiten

incluir a todas las partículas.

Caja envolvente

Cable

Figura 8.3: Caja envolvente para el modelo del segmento de cable basado en

un sistema de partículas.
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Consulta de proximidad

Si se detecta una colisión de un objeto de la escena con la caja envolvente

de un segmento de cable, entonces se realizarán pruebas de proximidad con

el �n de determinar si el cable ha entrado en contacto con dicho objeto.

Para ello, se considera cada uno de los segmentos de recta que unen dos

nodos consecutivos en la discretización correspondiente. En el caso del cable

sin masa, se tratará del segmento p0p1. En el caso del cable simulado por

medio de un sistema de partículas, el segmento que une dos partículas con-

secutivas riri+1. Por último, en el caso de la ecuación de ondas, el segmento

que une dos puntos consecutivos de la discretización ukuk+1.

La descripción de estas pruebas de proximidad requeriría una exposición

extensa, que no contribuye a clari�car el proceso necesario para gestionar

la interacción del cable con el entorno. Por este motivo no se detalla en esta

memoria. En caso de que el lector requiera los detalles técnicos a este res-

pecto, puede consultar el capítulo 5 del libro Real-Time Collision Detection

(Ericson, 2005).

Establecimiento de un contacto

En adelante, se empleará el término vértice del cable para referirnos a

cada vértice de la discretización del segmento de cable, que puede ser una

partícula o un vértice de la aproximación basada en diferencias �nitas, y el

término arista del cable para referirnos al segmento de recta que une dos

nodos.

Independientemente del modelo dinámico utilizado, cuando se detecte

una colisión, ésta tendrá lugar por el cruce de una de las aristas del cable

con una arista del objeto del escenario, por el cruce de un vértice del cable

con una arista del objeto o bien por el cruce de un vértice del cable con una

cara del objeto. La Figura 8.4 muestra los tres casos.

Para poder gestionar convenientemente los contactos, se de�nirá en cada

caso un punto de contacto, que se denotará por pc y una dirección, que

estará determinada por un vector unitario nc, y a la que se denominará
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Figura 8.4: El contacto de una poligonal con un poliedro puede reducirse

a los tres casos mostrados. El contacto de un vértice del cable con una

arista (izquierda), el contacto de una arista del cable con una arista del

objeto (centro) y el contacto de un vértice del cable con una cara del objeto

(derecha).

dirección normal. A continuación se detalla la de�nición de cada uno de

ellos en los tres casos considerados.

Contacto de un vértice del cable con una cara del objeto. En este

caso se tomará como punto de contacto el punto más próximo al vértice del

cable sobre la cara del objeto. Como dirección normal se tomará la dirección

perpendicular a la cara del objeto.

Contacto de una arista del cable con una arista del objeto. En el

caso del cruce de dos aristas, se tomará como punto de contacto el punto

sobre la arista del objeto que se encuentre más próximo a la arista del cable.

Como dirección normal se tomará la dirección perpendicular a ambas aristas

que apunta hacia el exterior del objeto.

Contacto de un vértice del cable con una arista. El tercer caso es

similar al anterior, con la diferencia de que, ahora, el tramo de cable que

cruza una arista del objeto contiene un vértice que queda en el interior del

objeto. En este caso, se tomará como punto de contacto el punto de la arista

del objeto más próximo al vértice del cable. La dirección normal se calculará

de la siguiente manera.
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Se considerarán los dos vértices del cable vecinos al vértice que está

colisionando, y el segmento de recta que los une. Utilizando la notación

que se ha empleado para los sistemas de partículas, si el vértice que está

en el interior el objeto es el vértice i, como dirección normal se tomará la

dirección perpendicular al segmento ri−1ri+1 y a la arista del objeto que se

encuentra atravesada por el cable.

8.1.2. Reacción del cable a una colisión

Para simular el efecto de un contacto del cable con una objeto se em-

pleará el modelo de polea desarrollado en el Apartado 4.4. Cada vez que

se detecte un contacto entre el cable y un objeto, se añadirá una polea en

el sistema, situada junto al punto de contacto, obligando al cable a pasar

a través de ella. Esto permite controlar la penetración del cable en el ob-

jeto y explotar las técnicas ya desarrolladas para mantener y actualizar el

contacto.

Creación de un contacto

Cuando el método de detección de colisiones determine que el cable está

en contacto con un objeto del escenario, se calculará la posición del contacto

pc, y la dirección normal nc. A partir de estos datos, se determina el punto

de inserción de la polea de la manera siguiente.

Si el radio del cable es r, con el �n de evitar que el cable quede par-

cialmente en el interior del objeto, el punto para la posición de la polea se

tomará separado del mismo. A partir del punto de contacto, la normal y el

radio del cable r se determina el punto de inserción de la nueva polea como

Pc = pc + rnc

de manera que se asegura que el cable quede en la parte exterior del objeto

en contacto. La Figura 8.5 muestra la posición del punto de inserción del

nuevo nodo a partir del radio del cable y la dirección normal.

Sistema de referencia local de la polea El sistema de referencia de

la polea se toma de la forma de�nida en el Capítulo 4, tomando como
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p
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Figura 8.5: La posición en la que se crea el nuevo nodo del polipasto asegura

que el cable queda fuera del objeto.

dirección normal de la polea el vector nc, determinado durante el proceso

de detección de la colisión, y como eje de giro la dirección de�nida por la

arista en contacto.

En el caso de contacto con una cara, se toma como eje de giro la dirección

perpendicular al segmento de recta que une las partículas vecinas al nodo

en contacto.

Inicialización de los segmentos de cable Como consecuencia de la

inserción de la nueva polea �cticia para la simulación del contacto, el seg-

mento de cable que ha colisionado queda dividido en dos nuevos segmentos

de cable. Cada uno de estos segmentos debe ser inicializado adecuadamente.

Si el modelo dinámico empleado para la simulación de la oscilación del

cable está basado en un sistema de partículas, será su�ciente con mantener

dichas partículas y dividir el resorte elástico en el que se encuentre el punto

de contacto en dos nuevos resortes. La suma de las longitudes de ambos

resortes debe igualar a la del resorte antiguo.

Si el modelo empleado se basa en la ecuación de ondas, las posiciones
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de los nuevos puntos de la discretización de los dos segmentos de cable

resultantes no coincidirá con las posiciones de los puntos del segmento de

cable que ha sido dividido por la nueva polea. Por este motivo se utilizará

interpolación lineal para determinar las nuevas posiciones y velocidades.

Esto conduce, de nuevo, a la aparición de discontinuidades en el estado

del sistema. Sin embargo, en este caso, estas discontinuidades no van a

afectar a la calidad de la simulación en un entorno de realidad virtual. El

motivo es que la colisión, por si misma, da lugar a una discontinuidad mayor,

con lo que el usuario percibirá cualquier efecto del reajuste de los modelos

de vibración como el resultado del contacto. Por este motivo se asumirá

como aceptable el error que pueda producirse a causa de esta interpolación

lineal de los puntos de la ecuación de ondas.

Actualización de un contacto

La polea insertada permitirá conocer la tensión que se está aplicando en

cada instante sobre el punto de contacto, así como las direcciones de inci-

dencia del cable. Gracias a esta información es posible conocer la evolución

del contacto. Por una parte se controlará la permanencia del contacto y por

otra parte se actualizará la posición del mismo en función de las fuerzas que

actúen.

Permanencia de un contacto. El modelo de polea insertado en el punto

de contacto permitirá determinar si un contacto se debe mantener o si, por

el contrario, la con�guración del cable da lugar a su separación del objeto.

Gracias a la de�nición de la dirección normal sobre la polea, será posible

gestionar en todo momento esta situación. Siguiendo los criterios especi�ca-

dos en el Capítulo 4, se detectará cuando la fuerza aplicada sobre la polea

cambia de signo respecto a la dirección normal. En ese momento, la polea

dejará de actuar y se eliminará el contacto.

Cuando se produzca la desaparición de un contacto, los dos segmentos

de cable que estaban comunicados a través de la polea �cticia se unirán en

uno solo. Este nuevo segmento deberá inicializarse a partir de las con�gu-
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raciones de los dos segmentos eliminados. Para el sistema de partículas se

mantendrán las partículas en las posiciones en las que se encuentren en el

instante de la eliminación del contacto

En el caso de la ecuación de ondas, se volverá a emplear interpolación li-

neal para ubicar los nuevos nodos. Al igual que en el caso del establecimiento

de un contacto, la discontinuidad provocada por la propia desaparición del

contacto permite enmascarar el efecto de cualquier posible discontinuidad

ocasionada por este reajuste de los puntos del modelo.

Deslizamiento del contacto. Cuando se produce el contacto de un cable

con un objeto, el cable quedará �jo sobre éste sólo si la fricción es su�cien-

temente alta como para impedir su desplazamiento por la super�cie.

Con el �n de calcular la evolución de la posición de la polea de contacto,

dada por el punto Pc, la fuerza procedente de los dos segmentos de cable

comunicados por la polea se descompone en la dirección de la normal de la

polea, y la dirección de su eje de giro, que corresponde con la dirección de

la arista.

A partir de la relación entre la fuerza normal y la fuerza en la dirección

en el eje de giro, a la que se denominará tangencial, se empleará la ley de

fricción seca de Coulomb para determinar si es posible que se produzca un

desplazamiento.

De acuerdo con la ley de fricción seca, la fricción de un contacto de-

pende de la fuerza normal, y aumenta linealmente con ésta. La fricción se

opone a las fuerzas que actúan en favor del movimiento, impidiendo que

este comience. Sin embargo, esta fuerza de fricción tiene un límite superior.

Cuando se supera ese límite, la fricción no es capaz de contrarrestar al resto

de fuerzas, y entonces se produce el deslizamiento en la zona de contacto

(Erleben et al., 2005).

Empleando este principio se implementa la fricción del cable con la arista

con la que está colisionando. Tras el cálculo de las tensiones del cable, se

calcula la fuerza normal Fn y la fuerza tangencial Ft que actúan sobre el

punto de contacto en la arista. A partir del coe�ciente de fricción µ entre el

cable y el material del objeto se determina si µFn > Ft. Si es así, el contacto
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se mantiene. En caso contrario se admite el deslizamiento del cable sobre la

arista.

Para determinar el movimiento del cable sobre la arista se integran las

ecuaciones de movimiento de una partícula sobre una recta sometida a una

fuerza Ft. La masa de la partícula se toma igual a la de uno de los tramos

de cable considerados en la discretización. Durante el movimiento del cable

a lo largo de la arista, se considera un coe�ciente de rozamiento dinámico

ν que da lugar a una fuerza −νFnv, donde v es la velocidad del punto de

contacto sobre la arista.

El conjunto de técnicas que se han presentado para la detección y ges-

tión de los contactos proporcionan un procedimiento para la simulación

interactiva de un polipasto por medio de los modelos dinámicos que se han

propuesto a lo largo de este trabajo.

8.1.3. Simulación interactiva

La existencia de una estrategia de detección y reacción a las colisiones

es fundamental para la consecución de un modelo interactivo. El control

sobre la longitud del cable y la posibilidad de controlar el movimiento de

las poleas, ya sea �jando su posición a lo largo del tiempo o actuando

sobre los sólidos asociados, unidas a la detección de colisiones, permiten

una simulación completamente interactiva de un sistema de cable y poleas.

Por medio de la utilización de una polea se impide la penetración del

cable en el interior del objeto. Además, el modelo dinámico propuesto para

la simulación de una polea en el Capítulo 4, junto con el modelo de fricción

propuesto, permite simular el rozamiento del cable con la super�cie de con-

tacto con diferentes parámetros. Por último, las condiciones impuestas allí

para garantizar el correcto funcionamiento de una polea permitirán también

aquí detectar la pérdida de contacto.

Por otra parte, desde el punto de vista de la implementación, la utili-

zación del mismo formalismo para la gestión de los contactos que para las

poleas facilita su integración en el modelo y reduce el tiempo necesario para

el desarrollo de bibliotecas de programación que involucren este modelo.
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8.2. REPRESENTACIÓN GRÁFICA DEL CABLE

La representación grá�ca del sistema simulado es un aspecto fundamen-

tal cuando se modelan sistemas dinámicos para entornos de realidad virtual.

Por este motivo, no se pueden descuidar los aspectos relacionados con la re-

presentación grá�ca del cable y, especialmente, con las estructuras de datos

empleadas para almacenar el estado del sistema.

Si el modelo dinámico utiliza un unos tipos abstractos de datos muy

diferentes de las estructuras de datos empleadas durante las tareas de vi-

sualización, entonces será necesario traducir la información relativa al estado

del sistema en las estructuras del modelo visual empleado y adecuarla a las

necesidades de la aplicación grá�ca.

Si por el contrario se emplean modelos que permiten una representación

basada en las mismas estructuras de datos que se emplean habitualmente

en grá�cos 3D, entonces el volcado de los datos puede llevarse a cabo de

forma directa. Incluso, cuando los requisitos del método numérico no lo

impidan, puede plantearse como estrategia de optimización la utilización

de las propias estructuras de datos del modelo grá�co para representar y

calcular la física.

A continuación se revisan las principales primitivas y modelos que pue-

den emplearse para la representación de un cable.

8.2.1. Primitiva para visualización

Un modelo geométrico adecuado para la representación de un cable es

la utilización de una sucesión de cilindros. Estos cilindros se pueden tomar

de forma que representen cada uno de los elementos de la discretización del

modelo general.

De esta manera, los cilindros coincidirán con los utilizados para la de-

tección de colisiones, lo que garantiza una adecuada coherencia visual y

además permite reutilizar los cálculos realizados para su representación en

aquella tarea.

Sin embargo, tras la implementación de este método se ha observado un
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Figura 8.6: La utilización de cilindros tiene como inconveniente que se apre-

cian discontinuidades en ausencia de técnicas de anti-aliasing por hardware.

inconveniente. Cuando los cables se representan sin la utilización de técnicas

de anti-aliasing, además del esperado efecto de escalera que aparece cuando

se inclinan, a partir de cierta distancia al observador, el cable aparece como

una línea discontinua. La Figura 8.6 muestra este problema.

El motivo es que cuando el diámetro del cable tiene un tamaño aparente

de un píxel o menos, algunos segmentos del cable no se representan haciendo

que se muestre como una línea de trazos. Estos trazos van cambiando su



216 8.2. REPRESENTACIÓN GRÁFICA DEL CABLE

Figura 8.7: La anchura de una primitiva de tipo linea no puede ajustarse

correctamente al diámetro aparente del cable cuando el rango de distancias

al observador es grande.

posición a lo largo del cable cuando éste o el observador se mueven. Esto

da lugar a un efecto muy llamativo en el que el cable parece tener luces

parpadeantes.

Una primitiva que permite representar una línea sin interrupciones, in-

cluso cuando las técnicas de anti-aliasing no se encuentran activas, es una

línea. La anchura de la línea se ajustaría de forma dinámica, de forma que en

cada fotograma tuviera la misma anchura aparente que el cable, de acuerdo

con su distancia.

Sin embargo, esto no es viable. Piénsese, por ejemplo, en un cable que

esté sujeto por un extremo a un punto próximo al observador, y que se
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aleje de este, hasta alcanzar una gran distancia. En este caso, no sería

posible determinar un valor para su tamaño aparente. En general, cualquier

situación en la que un mismo cable se viera en un rango de distancias

amplio no sería posible ajustar este valor. La Figura 8.7 muestra el problema

asociado al grosor de la línea utilizada para representar los cables.

Otro de los inconvenientes de utilizar una primitiva de tipo linea es

que no tiene de�nida una super�cie ni un mapa de normales, de forma que

no recibe iluminación. Por tanto, no da sensación de volumen cuando se

observa desde una distancia su�cientemente corta como para poder apreciar

de forma clara el volumen del cable.

Figura 8.8: La utilización de cilindros no es adecuada, ya que se aprecian

discontinuidades en ausencia de técnicas de anti-aliasing. La técnica pro-

puesta permite solucionar este problema en la visualización.

Con el �n de superar estos inconvenientes, se propone la utilización de

un enfoque híbrido, que consiste en la superposición de una serie de cilindros

y de una primitiva de tipo línea. Utilizando este planteamiento, la primitiva

lineal queda oculta en el interior de los cilindros cuando la distancia del

observador al cable es pequeña. Sin embargo, cuando la distancia aumenta,
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apareciendo las discontinuidades en la representación del cable por medio

de cilindros, la primitiva de tipo línea queda a la vista manteniendo la

continuidad. Esta sencilla técnica proporciona una transición suave entre

ambos métodos de representación, bene�ciándose de las ventajas de ambos,

y superando sus inconvenientes con un coste computacional muy bajo. La

Figura 8.8 muestra la aplicación de la técnica propuesta.

8.2.2. Deslizamiento de texturas

Uno de los elementos que ha aparecido de forma más recurrente a lo

largo de esta tesis ha sido la velocidad del cable, relacionada a su vez con

la velocidad angular de las poleas. La transmisión del trabajo por medio de

un polipasto se hace, precisamente haciendo circular el cable a lo largo de

las poleas que lo forman. Por tanto, para poder representar grá�camente los

resultados de esta tesis de una forma realista, es necesario crear la sensación

de que el cable se desplaza por las poleas.

El procedimiento más sencillo es utilizar una textura para la representa-

ción del cable sobre los cilindros y realizar un desplazamiento de la coorde-

nada de textura con el �n de dar la sensación de que el cable está avanzando.

Para ello se emplea el parámetro x de la curva u(x, t) que representa

al cable. La velocidad del movimiento de la textura debe hacerse en fun-

ción de la velocidad obtenida para cada polea. Además, debe gestionarse

adecuadamente la variación de la longitud del cable con la coordenada de

textura, de forma que la textura se alargue lo que sea necesario, sin pro-

ducirse artefactos en la representación de las juntas entre dos cilindros del

mismo tramo.

8.3. DESARROLLO DE UN DEMOSTRADOR Y OTRAS

APLICACIONES DE LOS MODELOS

Con el �n de demostrar la validez de los modelos en el campo de la

simulación interactiva en tiempo real, y de probar su aplicabilidad, se ha

desarrollado una aplicación de demostración.
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Figura 8.9: Se ha desarrollado un demostrador que simula una grúa torre

de forma interactiva, utilizando los modelos de cable presentados en este

trabajo.

La aplicación consiste en un modelo de grúa torre en el que se han

empleado los modelos dinámicos desarrollados. La grúa puede controlarse

de forma interactiva. En el escenario virtual se han introducido diferentes

elementos para la comprobación de las técnicas de detección de colisiones.
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Figura 8.10: El sistema de formación de operadores de grúa torre utiliza los

modelos desarrollados a lo largo de esta tesis.

La Figura 8.9 muestra una imagen del demostrador en la que se aprecia la

oscilación del cable, especialmente en los tramos horizontales del polipasto.

El sistema consta de cinco tramos de cable que se integran por medio de

métodos numéricos explícitos. Cada segmento de cable se simula utilizando

veinte puntos en la discretización y se consigue una tasa de refresco superior

a 60Hz.

Este modelo dinámico se ha empleado también en el desarrollo de un

sistema de formación para operadores de grúa torre que actualmente se

encuentra en producción. El sistema de formación consta de un módulo

teórico y de un simulador de grúa torre y está destinado a la formación de

los candidatos a la obtención del carnet de operador de grúa torre.

El entorno de simulación de este sistema, que se muestra en la Figu-

ra 8.10, consta de un escenario muy complejo, con más de 45.000 polígonos,
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que reproduce el entorno de obra. La simulación incluye avatares, con mo-

delos de inteligencia arti�cial, y modelos dinámicos complejos para la grúa y

otros vehículos simulados. La introducción del nuevo modelo dinámico para

la simulación del polipasto no ha supuesto ninguna pérdida de prestaciones

apreciable respecto a la utilización de los anteriores modelos de cables sin

masa.

Este sistema está homologado en seis comunidades autónomas para la

realización de prácticas, que pueden computarse como parte de las 150 horas

de práctica en grúa exigidas por ley para la obtención del carnet de operador

de grúa torre. En la actualidad se han distribuido más de 600 unidades, en

virtud de diferentes convenios de colaboración con centros de formación,

como el Instituto Gaudí de la Construcción o la Fundación Laboral de la

Construcción.

8.4. CONCLUSIÓN

La principal contribución de este capítulo es demostrar que los diferen-

tes modelos desarrollados son adecuados para la simulación interactiva en

entornos virtuales y de simulación. Para ello se han desarrollado técnicas

especí�cas para conseguir su implementación e integración en aplicaciones

de realidad virtual.

Se ha propuesto un modelo de gestión de colisiones que permite la simu-

lación interactiva del modelo. El modelo considera la interacción del cable

con el entorno y la reacción del cable ante las colisiones. Gracias a la utili-

zación de un modelo de polea, la implementación del modelo de colisiones

resulta muy sencilla.

Se han revisado también las primitivas más adecuadas para la represen-

tación grá�ca del modelo, con el �n de integrarlo en aplicaciones de reali-

dad virtual. Se han detectado diversos problemas, causados por el reducido

grosor del cable. Como solución, se ha propuesto una sencilla técnica que

permite una representación de calidad, sin necesidad de utilizar técnicas de

reducción de aliasing por hardware. Esto permite la obtención de un buen
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resultado visual, incluso en equipos de prestaciones modestas.

En su conjunto, las técnicas presentadas permiten la simulación de ma-

quinaria de elevación en entornos de simulación complejos, con gran canti-

dad de polígonos y un modelo dinámico costoso, como demuestran la apli-

cación de demostración desarrollada y la integración de los modelos en el

sistema de simulación para formación de operadores de grúa torre, desarro-

llado por el grupo de investigación LSYM.

Resumen de las resultados de este capítulo

Podemos concluir, por tanto, que el conjunto de técnicas presentadas

y discutidas en este capítulo permiten la integración de los modelos en

aplicaciones de realidad virtual por medio de los siguientes logros.

El desarrollo de un modelo de detección de colisiones, que permite la

simulación interactiva y realista del polipasto.

La utilización de un modelo particular de poleas para simular una

colisión, facilitando la implementación e integración del modelo de

colisiones.

El diseño de técnicas que permiten una representación grá�ca de ca-

lidad.

La implementación de aplicaciones de demostración y la integración

del modelo en simuladores en producción.



CAPÍTULO 9

CONCLUSIONES

A lo largo del trabajo de investigación se ha desarrollado un modelo de

polipasto adecuado para la simulación de maquinaria de elevación, especial-

mente en el marco de la simulación para entrenamiento. Esta investigación

ha sido motivada principalmente porque, entre los modelos existentes, nin-

guno de ellos considera la posibilidad de simular sistemas de poleas contem-

plando, simultáneamente, la oscilación de los cables.

Se ha presentado un detallado análisis del problema y se ha propuesto

una metodología que ha permitido la obtención de modelos de polipasto ade-

cuados para este problema. Las contribuciones alcanzadas incluyen nuevos

modelos para la simulación de las oscilaciones, simulación en las situacio-

nes en las que la tensión es más elevada y técnicas para su implementación

e integración en aplicaciones de realidad virtual. Por otra parte, se han

presentado un conjunto de experimentos numéricos que proporcionan un

análisis y validación del modelo propuesto.

A continuación, en este capítulo se realiza un resumen de las principales

contribuciones obtenidas a lo largo del trabajo de investigación realizado.

En primer lugar se analiza la consecución de los objetivos planteados en

el Capítulo 1 de la memoria. A continuación se discuten las principales

aportaciones cientí�cas que ofrece el presente trabajo en el campo de la

simulación y animación de cables. Por último, se indican algunas líneas de
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trabajo futuro que surgen como a partir de los resultados obtenidos a lo

largo de este trabajo de investigación.

9.1. CONSECUCIÓN DE LOS OBJETIVOS DE LA TESIS

El trabajo desarrollado ha tenido como principal objetivo la obtención

de modelos dinámicos de sistemas de elevación adecuados para la simulación

interactiva en tiempo real. Los modelos obtenidos reproducen propiedades

de estos sistemas que habían sido descartadas por modelos anteriores; per-

miten la simulación estable y robusta de las situaciones de elevada tensión,

habituales en los cables de elevación; y tienen un rango de validez amplio,

para proporcionar un comportamiento adecuado ante las entradas genera-

das por el usuario.

Durante el desarrollo del trabajo, y con el �n de alcanzar este objetivo

central, se han conseguido una serie de hitos u objetivos intermedios, que a

continuación se detallan.

Análisis del problema. A lo largo del Capítulo 2 se ha llevado a cabo

un análisis del estado de las técnicas y métodos utilizados para la

simulación de cables, poleas y polipastos. Se han revisado tanto los

modelos utilizados habitualmente en aplicaciones de realidad virtual

como modelos teóricos que permiten conocer las propiedades del sis-

tema simulado. Este capítulo ha permitido establecer un conjunto de

de�ciencias y sus posibles causas.

De�nición de una estrategia de solución. El Capítulo 3 presenta, en

primer lugar, una metodología de modelado destinada a paliar las

di�cultades observadas en el análisis del problema. Esta metodología

se ha utilizado a lo largo de la tesis, permitiendo alcanzar los objetivos

planteados.

De�nición de un modelo abstracto de polipasto. El Capítulo 3 pre-

senta también la aplicación de la metodología al problema abordado
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en este trabajo, por medio del desarrollo de un modelo abstracto de

polipasto.

Obtención de un modelo de simulación. A lo largo del Capítulo 4 y

del Capítulo 5 se han de�nido modelos dinámicos para la simulación

de poleas y de tramos de cable con longitud variable. Por medio del

modelo abstracto de polipasto de�nido en el Capítulo 3, y de estos

modelos dinámicos, se ha obtenido un modelo para la simulación de

un polipasto. Este modelo considera un conjunto arbitrario de poleas

y la oscilación transversal del cable.

Obtención de un modelo para tensión elevada. Tras analizar las pro-

piedades del modelo obtenido se ha constatado que las situaciones de

tensión habituales en maquinaria de elevación dan lugar a problemas

de inestabilidad numérica. Con el �n de solucionar este inconveniente

el Capítulo 6 presenta un nuevo modelo de oscilación basado en la

ecuación de ondas que presenta mejoras en estabilidad y e�ciencia.

Mejora del rango de validez del modelo. Por medio de la combina-

ción de los diferentes modelos de cable propuestos, en el Capítulo 6

se han diseñado técnicas que permiten extender el rango de validez

del modelo de polipasto. Explotando el esqueleto que ofrece el mo-

delo abstracto de polipasto, se ha presentado un procedimiento para

poder emplear en cada instante de la simulación el modelo de cable

más adecuado, por medio de niveles de detalle dinámicos. Esto per-

mite, por ejemplo, simular situaciones con tensiones muy distintas o

con diferentes aceleraciones sobre los extremos, usando en cada caso

el modelo más conveniente.

Validación. Los modelos propuestos se han analizado con el �n de conocer

de forma precisa su comportamiento, su validez y su coste computacio-

nal. El Capítulo 7 recoge la mayor parte de las tareas destinadas a este

análisis, con la realización de un completo conjunto de experimentos

numéricos. Estos experimentos han mostrado el comportamiento de
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varios sistemas que se han simulado utilizando los modelos desarro-

llados en esta propuesta de tesis.

Esta validación se ha llevado a cabo en base a parámetros cualitativos,

ya que las exigencias de precisión que surgen del campo de aplicación

de los modelos no requieren una elevada precisión numérica. Los re-

sultados obtenidos muestran que, tanto la evolución del sistema como

la evolución de diversos parámetros, como la energía, son consistentes

con los modelos teóricos.

Además de los análisis experimentales realizados, en el Capítulo 6

se ha llevado a cabo una validación analítica del modelo de oscilación

propuesto para simulaciones en tiempo real por medio de su derivación

desde un modelo teórico. Esto permite a�rmar que el error cometido

es reducido, especialmente en situaciones de elevada tensión, y además

permite tener un conocimiento preciso de cuál es este error en cada

instante.

Implementación y aplicación. En el Capítulo 8 se han abordado los de-

talles técnicos necesarios para conseguir la integración de los modelos

en aplicaciones de simulación. Se ha diseñado un modelo de interac-

ción y colisión del cable con el entorno, que de nuevo se apoya en

la descripción abstracta realizada, ya que utiliza el modelo formal de

polea para de�nir un modelo de contacto.

Se han analizado también los detalles de implementación de la repre-

sentación grá�ca de los cables, proponiendo las primitivas más ade-

cuadas y las técnicas que permiten obtener una simulación de mayor

calidad en un entorno virtual.

En el Capítulo 8 se ha desarrollado un demostrador que sirve para

comprobar la validez y aplicabilidad de los modelos. Otra muestra

de la esta aplicabilidad es el simulador de grúa torre que se ha desa-

rrollado empleando los resultados de este trabajo, y que está siendo

comercializado.
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Aplicación en otros ámbitos. Aunque el modelo de polipasto presenta-

do se ha desarrollado con el objetivo de realizar simulaciones de ma-

quinaria de elevación, puede perfectamente emplearse en ámbitos de

aplicación diferentes a éste. En primer lugar, permite la simulación de

polipastos o aparejos en otros ámbitos, como en la navegación a vela,

donde puede permitir realizar simulaciones interactivas, gracias a su

e�ciencia. Igualmente, algunos de los desarrollos intermedios destina-

dos a la obtención del modelo de polipasto, como el modelo de cables

de longitud variable, pueden ser aplicados en animación. Por otra par-

te, la metodología puede ser extendida para mejorar el control y la

e�ciencia de modelos de objetos deformables de carácter más general.

9.1.1. Aportación de la metodología empleada

Parte del trabajo realizado se ha centrado en el desarrollo de una me-

todología para el modelado de un polipasto, cumpliendo las exigencias de

la simulación interactiva para entrenamiento en cuanto a e�ciencia, estabi-

lidad, robustez, �exibilidad y validez.

El análisis del conjunto de metodologías de modelado existentes ha mos-

trado, en primer lugar, la carencia ya detectada de modelos de polipasto que

consideren la oscilación transversal del cable. Además, ha mostrado que las

metodologías utilizadas habitualmente en mecánica no están destinadas a

conseguir modelos �exibles ni robustos ante una amplia variedad de situa-

ciones.

Por este motivo se ha propuesto una metodología de modelado novedosa

en este ámbito, destinada a conseguir los objetivos indicados. La metodo-

logía de modelado consiste en la descomposición del sistema en módulos

o subsistemas y en la identi�cación de las relaciones y los intercambios de

información existentes entre los módulos.

Esta descomposición se materializa en un modelo abstracto que forma-

liza la descomposición anterior. Gracias a la modularización del sistema es

posible utilizar diferentes metodologías de modelado para un mismo subsis-

tema. El modelo abstracto actúa como marco para la integración de cada
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una de ellas en el modelo dinámico del sistema global.

Esta metodología, aplicada al modelado de un polipasto, ha contribuido

en gran medida a la consecución de algunos de los objetivos más importantes

del presente trabajo y, en especial, a lograr que los modelos que se han

obtenido cumplan con los requisitos establecidos. A continuación se indica,

de forma más detallada, la forma en que la metodología seguida a lo largo

de la investigación ha contribuido a ello.

Flexibilidad y Robustez. Gracias a la modularización del sistema es po-

sible de�nir modelos dinámicos adecuados para una gran variedad

de situaciones. La utilización del modelo abstracto durante el diseño

permite después integrar cualquiera de estos modelos en el modelo

dinámico de polipasto, e incluso intercambiar los modelos en tiempo

de ejecución. Esto permite obtener un modelo de polipasto capaz de

responder adecuadamente ante las situaciones más variadas.

En el modelo de polea desarrollado en el Capítulo 4 se han analizado

los límites de validez del modelo para proponer estrategias de gestión

de las situaciones que se producen en estos límites. El modelado de

estas situaciones, permitiendo la salida del cable de la polea, con�ere

además un mayor realismo a la simulación.

Interactividad. Gracias a la identi�cación de subsistemas abstractos, el

modelo de�nido para representar una polea resulta también adecuado

para la implementación de los contactos del cable con objetos del esce-

nario. Esto facilita el diseño e implementación del modulo de gestión

de colisiones.

Implementación. La metodología de modelado utilizada guarda numero-

sas analogías con el modelado orientado a objetos utilizado en pro-

gramación. Esto facilita las tareas de implementación de los modelos

por medio de lenguajes como C++. De hecho, desde el momento que

se de�ne el modelo abstracto es posible iniciar el diseño y desarrollo

de una biblioteca de programación.
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Estabilidad. Los problemas de estabilidad detectados en los modelos de

oscilación suponen un inconveniente para simular de forma e�ciente

las situaciones en las que la tensión del cable es muy elevada. En el

Capítulo 6 se aborda este problema por medio de la estrategia de

utilización de diferentes niveles de detalle dinámicos.

En primer lugar, gracias a la modularidad del modelo, se aíslan los

módulos que dan lugar a la inestabilidad. A continuación se susti-

tuye el modelo inestable por otro que garantice la estabilidad de la

simulación, incluso en las situaciones de mayor tensión mecánica.

E�ciencia y escalabilidad. Con el �n de conseguir los objetivos de e�-

ciencia y escalabilidad de los modelos, se ha recurrido a aquellas me-

todologías de modelado que ofrecían modelos más e�cientes. Se han

empleado modelos basados en partículas puntuales y en la discreti-

zación, por medio de diferencias �nitas, de ecuaciones en derivadas

parciales. Se han descartado metodologías como la dinámica de siste-

mas multicuerpo que, en el mejor de los casos, tiene un coste por paso

de integración mucho mayor que las dos metodologías elegidas.

Entre los experimentos numéricos realizados se ha llevado a cabo tam-

bién un análisis de prestaciones para los modelos de oscilación de ca-

ble, mostrando que los tiempos de ejecución son del orden de la décima

parte de los que muestran los modelos con características equivalentes,

basados en metodología multicuerpo.

9.2. PRINCIPALES CONTRIBUCIONES CIENTÍFICAS

DEL TRABAJO

La presente investigación está motivado por la constatación de una ca-

rencia importante en cuanto al modelado de sistemas de poleas y cables, y

su objetivo principal es contribuir a solucionar dicha carencia.
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9.2.1. Contribuciones al estado de la técnica

A continuación se enumeran las principales carencias detectadas y la

manera en que la presente tesis contribuye a mejorar su grado de resolución.

Modelado de un polipasto

La problemática central que motiva este trabajo es la ausencia de mo-

delos de polipasto que permitan una simulación adecuada a las necesidades

de los simuladores para entrenamiento.

Desde este punto de vista, la presente tesis realiza una importante contri-

bución al proporcionar una metodología que permite la obtención de mode-

los de polipasto a partir de diferentes modelos de dinámica de un cable. Este

modelo es el primer modelo de polipasto aplicable a simulación interactiva

que contempla oscilación en los cables, y ha sido presentado recientemente

en el ACM SIGGRAPH/Eurographics Symposium on Computer Animation

2008 (García-Fernández et al., 2008).

Modelado de cables con longitud variable

Uno de los factores que ha causado la falta de modelos anteriores ha sido

la necesidad de desarrollar modelos dinámicos de cable con longitud varia-

ble. Hasta el momento, la mayoría de modelos dinámicos que consideraban

la variación de la longitud son modelos elementales destinados al análisis de

la dinámica no lineal de las vibraciones, y se basan en la ecuación de ondas

en una dimensión.

En este trabajo se ha desarrollado una metodología que permite la si-

mulación de cables con longitud variable a partir de una de las principales

metodologías de modelado discreto de cables. Este modelo, presentado aquí

como un paso técnico para alcanzar el modelo de polipasto, supone una

contribución en sí mismo que puede tener diversas aplicaciones en campos

como la animación.
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Control de la estabilidad en situaciones de tensión elevada

El otro eje principal de las di�cultades existentes para la simulación de

cables y polipastos es el problema de la inestabilidad numérica que acom-

paña a las vibraciones naturales del cable.

Gracias a la metodología seguida en este trabajo, que se basa en la

descomposición sucesiva del sistema en subsistemas, ha sido posible aislar

la parte de la dinámica que da lugar a estas inestabilidades y controlar su

aparición sin sufrir un impacto en la calidad de la simulación.

Esto supone una doble aportación. Por una parte, se soluciona el proble-

ma particular de la simulación de cables en situaciones de elevada tensión.

Y por otra parte, se plantea una metodología para el control de la inestabi-

lidad que puede ser de utilidad en otras situaciones de carácter más general,

con aplicaciones en animación y especialmente en la simulación de objetos

deformables.

Detección de colisiones

Entre los trabajos existentes relacionados con la simulación de cuerdas,

hilos, etc., la simulación de los contactos se ha planteado siempre como

parte del modelado dinámico. Sin embargo, en el caso de la simulación de

cables de elevación los trabajos existentes no han abordado el problema,

dejándolo siempre como una cuestión secundaria.

En el presente trabajo se ha presentado por primera vez una estrate-

gia de detección de colisiones junto con los procedimientos necesarios para

su gestión y para obtener una respuesta realista del sistema aplicado al

problema de cables de elevación.

Representación grá�ca del sistema

De forma similar, la representación grá�ca del cable es un aspecto que

se suele obviar en la mayoría de trabajos relacionados con el tema. Sin em-

bargo, como se ha mostrado aquí, el problema conlleva ciertos detalles que

es necesario tratar con el debido cuidado para conseguir una visualización
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de calidad.

Este trabajo ofrece una discusión detallada del problema y se proponen

técnicas sencillas pero efectivas para conseguir esa mejora en la calidad de

la representación grá�ca del sistema.

Mejora de la calidad de las aplicaciones de formación

Cabe esperar que el campo o problema que origina y motiva el trabajo

de investigación realizado reciba, de forma natural, mejoras y contribuciones

a partir de los resultados del mismo.

Efectivamente, el conjunto de modelos desarrollados han supuesto una

mejora en la calidad de las aplicaciones de formación para operadores de

maquinaria de elevación. En especial, los usuarios del sistema de formación

de operador de grúa torre han expresado su satisfacción por la mejora en la

calidad visual que supone la consideración del polipasto de elevación de las

grúas torre.

Pero aún más importante es el impacto en la dinámica de la carga y el

gancho de estas grúas. Como se indicó el el Capítulo 7, la consideración de

la masa en el cable permite la simulación de oscilaciones de baja frecuencia

en el gancho que no son apreciables en otros modelos. La reproducción de

este comportamiento ha mejorado la adquisición de habilidades por parte de

los aprendices, que reducen la curva de aprendizaje posterior en su trabajo

con grúas reales.

9.2.2. Aplicación y difusión de los resultados

Es trabajo de investigación que se presenta en esta memoria forma parte

de las tareas de investigación vinculadas al desarrollo del sistema de forma-

ción de operadores de grúa torre desarrollado en el Instituto de Robótica

de la Universidad de Valencia por el grupo de investigación LSYM.

En consecuencia, los resultados que se han derivado de esta investigación

se han aplicado de forma integra a dicho sistema, como ya ha quedado

patente en varias ocasiones a lo largo de la memoria. Actualmente se han
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distribuido más de 600 licencias de esta aplicación informática, que se está

utilizando actualmente en varios centros de formación repartidos por todo

el territorio nacional.

Publicación de los resultados

Por otra parte, las contribuciones de carácter cientí�co y técnico se han

publicado en diversos foros cientí�cos de ámbito internacional.

(García-Fernández et al., 2007b) I. García-Fernández, M. Pla-Castells

and R.J. Martínez-Durá (2007). A Mixed Model for Real-Time, Inter-

active Simulation of a Cable Passing Through Several Pulleys. Procee-

dings of the International Conference of Numerical Analysis and Ap-

plied Mathematics, publicado en la revista AIP Proceedings, 936:212�

215.

(García-Fernández et al., 2007a) I. García-Fernández, M. Pla-Castells

and R.J. Martínez-Durá (2007). Analysis of a cable model, considering

mass and wave oscillations. Proceedings of the IeCCS'07, publicado en

la revista AIP Proceedings, 1060.

(García-Fernández et al., 2008) I. García-Fernández, M. Pla-Castells

and R.J. Martínez-Durá (2008). Elevation Cable Modeling for Inter-

active Simulation of Cranes. SCA'08: Proceedings of the 2008 ACM

SIGGRAPH/Eurographics Symposium on Computer Animation, 173�

181.

Actualmente se encuentra en preparación la publicación del modelo de

variación de longitud de cable basado en partículas, que será enviado próxi-

mamente como un artículo a la revista IEEE Trasactions on Visualization

an Computer Graphics.
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9.3. TRABAJO FUTURO

Los resultados de esta investigación abren nuevas vías y líneas de trabajo

para futuras investigaciones. Por una parte, hay aspectos de las soluciones

propuestas que pueden ser mejorados. Por otra parte, algunas de las pro-

puestas realizadas desde el punto de vista metodológico, abren nuevas vías

de investigación.

9.3.1. Futuras líneas de trabajo relacionadas con la tesis

A raíz de los resultados obtenidos se plantean las siguientes líneas de

trabajo destinadas, principalmente, a complementar o mejorar estos resul-

tados.

Técnicas de optimización de la implementación

Como consecuencia de la modularidad de la metodología utilizada, los

diferentes modelos dinámicos que se han presentado, pueden descomponerse

en diferentes submodelos para su integración por medio de arquitecturas

paralelas.

Esta línea de trabajo puede mejorar las prestaciones de los modelos,

ya de por sí muy e�cientes, y potenciar su utilización en ámbitos como

la industria del video-juego que se apoya cada vez más en este tipo de

arquitecturas, gracias a los procesadores multi-núcleo y a la arquitectura

utilizada en las consolas de video-juegos.

De manera análoga, debe plantearse la implementación de los algorit-

mos de integración numérica para su ejecución en los procesadores grá�cos,

siguiendo los trabajos iniciados ya por algunos autores (Oshita, 2007).

Modelos adaptativos

Las características del sistema simulado, con una gran extensión espa-

cial y con una velocidad �nita de propagación de las características de la

solución, permiten la utilización de técnicas de re�namiento selectivo de la

discretización utilizada en el modelo.
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Esta técnicas explotan las propiedades locales de la solución para re-

ducir, cuando sea posible, el número de nodos utilizados en una región,

ahorrando así tiempo de CPU y memoria.

De manera indirecta estas técnicas ya se están empleando, al permitir

que cada segmento de cable de un polipasto cambie el modelo de oscilación

en función de sus necesidades de estabilidad y calidad de la simulación.

Este modelo debería hacerse extensivo a la densidad de puntos de la malla

utilizada para representar cada segmento de cable.

9.3.2. Nuevas líneas de investigación

Entre las diferentes contribuciones que se obtienen de los resultados del

presente trabajo de investigación, la metodología de modelado basada en la

descomposición del sistema de forma jerárquica, puede dar lugar a nuevas

contribuciones, especialmente en dos campos de investigación muy activos

actualmente.

Simulación dinámica de ropa y objetos deformables

La metodología empleada para el modelado del cable, basada en la des-

composición en un modelo de tensión y un modelo de oscilación, abre la vía

para la simulación de otros objetos como la ropa o los objetos deformables.

Este tipo de objetos suponen un reto importante desde el punto de vista

del modelado y los modelos tradicionales suelen dar lugar a simulaciones

poco e�cientes.

La metodología propuesta en esta tesis da lugar a modelos más e�cientes

que los que se obtienen a partir de sistemas de partículas. Su aplicación

a la simulación de objetos bidimensionales o tridimensionales deberá ser

estudiada.

Control de la estabilidad en modelos de objetos deformables

En este campo además, la aparición de inestabilidades es frecuente de-

bido al carácter elástico de los objetos y a la aparición de vibraciones en su
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comportamiento.

La utilización de una metodología basada en la descomposición del sis-

tema en diferentes capas puede permitir aislar las fuentes de inestabilidades

de forma similar a como se ha realizado en este trabajo.
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NOTACIÓN UTILIZADA

Símbolo Descripción

S Símbolo que denota un sólido

R Posición de un sólido

A Matriz de rotación de un sólido

P Símbolo que denota una polea

P Posición de una polea

e0 Eje de giro de una polea

R Radio de la polea

I Momento de inercia de una polea

ω Velocidad angular de la polea

αik ángulo de incidencia del cable en la polea

t0 Tensión del cable 0 (entrada de la polea)

t1 Tensión del cable 1 (entrada de la polea)

P Posición de la polea (entrada de la polea)

e0 Eje de giro de la polea (entrada de la polea)

p0 Punto de aplicación de t0 (salida de la polea)

p1 Punto de aplicación de t1 (salida de la polea)
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Símbolo Descripción

F Fuerza que actúa sobre el punto de anclaje (salida de la

polea)

τ Momento angular que actúa sobre el punto de anclaje (sa-

lida de la polea)

v Velocidad tangencial en el exterior de la polea (salida de la

polea)

C Símbolo que denota un cable

ρ Densidad lineal del cable, en kg por metro de longitud

L Longitud de referencia de un tramo de cable

T Tensión del cable

A Sección transversal del cable

E Módulo de Young del cable

k Rigidez del cable

c Coe�ciente de rozamiento del cable

p0 Posición del inicio del segmento de cable (entrada del cable)

p1 Posición del �nal del segmento de cable (entrada del cable)

v0 Velocidad de variación de la longitud del segmento de cable

en su inicio (entrada del cable)

v1 Velocidad de variación de la longitud del segmento de cable

en su �nal (entrada del cable)

T0 Tensión del cable en el punto de inicio (salida del cable)

T1 Tensión del cable en el punto �nal (salida del cable)

l Distancia euclídea entre dos poleas consecutivas

di vector unitario, que indica la dirección que une la polea Pi

con la polea Pi+1

bik Base local de la polea i

eik Base local del segmento de cable i

g Constante de la gravedad
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Símbolo Descripción

u Desviación transversal del cable

x Parámetro de la curva que describe el cable

u(x, t) Posición del cable

n(x, t) Fuerzas que actúan en un punto del cable a causa del resto

del cable

f(x, t) Fuerzas externas que actúan en un punto del cable

t(x, t) Vector unitario tangente a la curva del cable

pc Punto de contacto del cable con un objeto

nc Dirección normal del contacto del cable con un objeto
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APÉNDICE B

MINIMIZACIÓN DE LA ENERGÍA EN

EL MÉTODO DE INSERCIÓN DE

PARTÍCULAS

El procedimiento propuesto para la inserción de una nueva partícula

requiere el cálculo de la posición de mínima energía para la partícula in-

sertada. Esto se realiza por medio del método de optimización del descenso

por gradiente. En este tipo de aplicaciones es frecuente la utilización del

método del gradiente conjugado (Gregoire and Schömer, 2007; Spillmann

and Teschner, 2008) por ser un método con una convergencia mucho más

rápida.

Sin embargo, las características del problema particular permiten acele-

rar la convergencia del método del descenso por gradiente hasta conseguir

la convergencia en unas pocas iteraciones.

En primer lugar, debe observarse que en el caso de la minimización de

la energía en un sistema mecánico, el método de descenso por gradiente

equivale al método de integración de Euler Explícito para la integración de

las ecuaciones de movimiento.

Si q son las coordenadas generalizadas del sistema y E es su energía

mecánica, el método de descenso por gradiente obtiene un mínimo local

para la energía a partir de un valor inicial q0 por medio de la iteración

qk = qk−1 − h∂E
∂q

.

y en el caso de un sistema mecánico, las fuerzas conservativas que actúan

sobre el sistema son, precisamente, f = −∂E
∂q .
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Dado que se quiere obtener el mínimo de energía para una partícula

bajo la acción de un conjunto de resortes elásticos, lineales y torsionales, es

posible conocer la región de estabilidad del método de Euler en este caso.

A partir de esta información, también es posible conocer el mayor paso de

integración que permite la simulación estable del sistema.

Por otra parte, a partir de la velocidad de la partícula r′2 y de la velocidad

de variación de la longitud del cable v0, es posible interporlar linealmente

un valor para la velocidad de la partícula r′1

ṙ′1 =
ṗ0 + v0d0 + ṙ′2

2
.

A partir de este valor, se calcula la posición de la partícula integrando la

posición r′1 con el paso de integración empleado para la evolución del cable.

Esta nueva posición se toma como iteración inicial del método de descenso

por gradiente.

Utilizando este iterado inicial, junto con el valor obtenido para el paso

de descenso, y aplicando una amortiguación a la partícula se consigue la

convergencia del descenso por gradiente en menos de diez pasos.

Para poder aplicar el método es necesario obtener las derivadas de la

energía del sistema respecto de las variables que vayan a modi�carse durante

el método iterativo. En el caso de la inserción de una partícula, las variables

que se modi�carán serán r′1. A continuación se obtiene el valor de estas

derivadas.

CÁLCULO DE LAS DERIVADAS DE LA ENERGÍA DEL

SISTEMA

Para cada muelle longitudinal, la energía elástica viene dada por

Ee,i =
1
2
k
(
|di| − `

)2
(B.1)

Por otra parte, para cada muelle torsional, la energía torsional elástica

viene dada por

Eθ,i =
1
2
cθ2
i (B.2)
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donde θi es el ángulo de los dos muelles que unen las partículas ri−1, ri y

ri+1. Este ángulo puede calcularse como

θi = arctan
(
|di × di−1|
dTi di−1

)
(B.3)

Por último, la energía potencial gravitacional de cada partícula viene

dada por

Vi = mgrTi z (B.4)

donde m es la masa de las partículas y z es el vector unitario en la dirección

vertical.

La energía potencial del sistema vendrá dada por la suma de las dife-

rentes energías a lo largo de todo el sistema

E = Ee + Eθ + V =
∑
i

Ee,i +
∑
i

Eθ,i +
∑
i

Vi (B.5)

Para aplicar el método del descenso por gradiente es necesario conocer

las derivadas de la energía respecto a la posición de la partícula insertada.

Las derivadas utilizadas en el método de minimización coinciden con las

fuerzas debidas a estos potenciales

f = −∂E
∂q

(B.6)

y las fuerzas sobre una determinada partícula vendrán dadas por las deriva-

das de las energías potenciales respecto de las posiciones de dicha partícula

fi = −∂E
∂ri

(B.7)

La derivada de la energía elástica Ee respecto de la posición de la par-

tícula i viene dada por

∂Ee
∂ri

=
∂Ee,i
∂ri

+
∂Ee,i−1

∂ri
= k

(
1− `

|di−1|

)
di−1 − k

(
1− `

|di|

)
di (B.8)

Por otra parte, la derivada de la energía potencial debida a la �exión

del cable Eθ puede calcularse a partir de la expresión

θi = arctan
(
|di × di−1|
dTi di−1

)
(B.9)
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∂Eθ
∂ri

=
∂Eθ,i−1

∂di−1
+
∂Eθ,i
∂di−1

+
∂Eθ,i
∂di

+
∂Eθ,i+1

∂di
. (B.10)

Las derivadas de la energía Eθ,i respecto de los vectores dk vienen dadas

por
∂Eθ,i
∂dk

= θi
∂θi
∂dk

(B.11)

y éstas a su vez vienen dadas por

∂θi
∂di

=
di × (di × di−1)
d2
i |di × di−1|

;
∂θi
∂di−1

=
di−1 × (di−1 × di)
d2
i−1|di × di−1|

(B.12)

A partir de estas expresiones para las derivadas de E es posible aplicar

el método del descenso por gradiente. Para ello se parte de un iterado inicial

r0
1 que se tomará, según se ha indicado anteriormente, a partir del último

valor calculado para r′1 en el anterior paso de integración.

Teniendo en cuenta la mayor de las constantes de rigidez de los diferentes

resortes que actúan sobre la partícula y la región de estabilidad del método

de Euler Explícito, se obtiene un valor para el paso de iteración H que

garantiza la estabilidad. Utilizando este valor se calcula una sucesión de

iterados

rk+1
1 = rk1 +Hf1 (B.13)

hasta que el valor de las fuerzas f1 que actúan sobre la partícula sea menor

que el umbral elegido.

Durante la primera fase del proceso, cuando el valor de `0 es pequeño, el

valor de H resultante también será pequeño. Esto puede impedir conseguir

la convergencia en un número reducido de iteraciones.

El proceso se detendrá cada vez que se supere el número de iteraciones

máximo que se desee permitir por paso de integración. A medida que el

valor de `0 aumenta y con él el valor de H, la convergencia se consigue en un

número de iteraciones muy reducido. Durante las simulaciones realizadas el

número máximo de iteraciones se ha �jado en diez y el proceso ha �nalizado

con convergencias en cinco o seis iteraciones.
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