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Prefa
io
Esta tesis tiene su origen en los 
ursos de do
torado de matemáti
a apli-
ada en la Universidad de Valen
ia, en el año 2003. De la amplia variedad delos 
ursos, en
ontré uno que me llamó poderosamente la aten
ión: restaura-
ión numéri
a de imágenes, que impartió el profesor Pep Mulet. Este 
ursosupuso un parti
ular a
er
amiento al mundo del tratamiento de imágenespor el 
ual siempre tuve mu
ha 
uriosidad. Durante esta épo
a José Vi
enteArnau Córdoba, profesor de numéri
o de Valen
ia, me enseñó un trabajo quetrataba de de
onvolu
ión y elimina
ión de ruido de un mosai
o medieval dela Catedral de Praga,([BJF02℄), usando imágenes que fueron tomadas 
ienaños atrás. El 
urso de do
torado y este artí
ulo fueron los pre
ursores de larestaura
ión digital que ahora presento en esta tesis.Durante mu
hos años 
ontemplé el retablo de la Iglesia San Bartoloméde Bienservida. Un retablo que tenía mu
has parti
ularidades: la primera,que no podía distinguir los elementos que �guraban (tablas y tallas), en elque había informa
ión, pero, ¾era posible extraerla?. Enton
es, aso
ié los
ursos de do
torado y el trabajo men
ionado anteriormente para ini
iar elproye
to de restaura
ión digital del retablo. Este fue el proye
to que propusea mi dire
tor de tesis, Vi
ente Candela. Tras presentar el ambi
ioso trabajoque 
onsistía en la restaura
ión digital del retablo, Vi
ente dio luz verde altrabajo, pese a las di�
ultades que planteaba, 
are
íamos de 
ono
imientos deté
ni
as de restaura
ión, y de 
olorimetría, que no estaba muy desarrolladaen aquella épo
a.Así, durante el mes de agosto de 2003, tras pedir permiso al párro
o de laiglesia (por aquella épo
a era Manolo Valenzuela) estuve tomando fotografíasvii



viiide todo el retablo, 
on diferentes 
ondi
iones de luz y exposi
ión. Reali
é delorden de mil tomas fotográ�
as, eliminé aquellas que no ofre
ían informa-
ión (muy os
uras o 
on ex
esiva luz) de manera que pudiesen ser lo másrepresentativas de todos los elementos originales.Después de la sesión fotográ�
a y el pro
eso de sele

ión, Vi
ente y yo,empezamos a diseñar las líneas maestras del trabajo de investiga
ión, queposteriormente presenté en 2004. En primer lugar, de
onvolver las imágenesy, posteriormente, rellenar los agujeros.La de
onvolu
ión era el paso previo. Pero planteaba dos problemas. Elprimero, 
ómo de
onvolver una imagen en 
olor y el segundo, qué tipo dede
onvolu
ión elegir, puesto que en este 
aso des
ono
íamos el nú
leo.Estudiamos la literatura y nos en
ontramos 
on un artí
ulo que ha
íareferen
ia a la de
onvolu
ión 
iega y nos daba una pro
edimiento para de-terminar el nú
leo ([Car01℄), pero para matri
es 
uadradas; e imágenes enes
alas de grises. La tarea fundamental era adaptar la de
onvolu
ión en es-
ala de grises al 
olor. El pro
edimiento habitual, es des
omponer la imagenoriginal en tres imágenes que representan las fre
uen
ias más importantes,verde, rojo y azul. De he
ho 
ada uno de los 
anales se 
omporta 
omo unaimagen en es
ala de grises donde podía apli
ar el pro
eso.Implementé el método APEX des
rito en [Car01℄, para la obten
ión de losparámetros del nú
leo Lévy, usando el método de la se
ante ([ADA+02℄) y noNewton 
omo sugería el autor. Esta novedad la introduje porque la fun
ióna ajustar no era diferen
iable en el origen y por tanto no era ade
uado eneste 
aso.Posteriormente estudié el método de de
onvolu
ión [CMS03℄, basado en laforma integral de Tikhonov. Este método dire
to, junto 
on el método APEXpara determinar los parámetros es un método de de
onvolu
ión 
iega, perotenia un problema: el lapla
iano aproxima las dis
ontinuidades de la segundaderivada por fun
iones suaves. La 
onse
uen
ia es, que de
onvuelve la imagenpero no elimina 
ompletamente el suavizado; 
onservando el 
ontraste de laimagen restaurada. Por otro lado está el método SECB basado en resolver lae
ua
ión generalizada del 
alor. La ventaja del método es que permite realzarlos per�les pero, a 
ambio, se pierde 
ontraste.



ixBasándome en las ventajas y minimizando los in
onvenientes, pensé enun método que permitiese al
anzar un equilibrio entre ambos. Así na
ió elmétodo híbrido, que es una de las aporta
iones de la tesis, publi
ado en[RC06℄. Está basado en un método predi
tor-
orre
tor: la forma integral deTikhonov mejora los per�les y el 
ontraste, pero no elimina el suavizado(predi

ión). En el siguiente paso se renormaliza el nú
leo y eliminamos elsuavizado del paso anterior 
on el método SECB (
orre

ión).Posteriormente (
omo de
onvolu
ión permite realzar los detalles, en es-pe
ial las lagunas de las pinturas) pro
edí a la reintegra
ión de las tablas(inpainting) y no de las tallas (ne
esitan un tratamiento diferente basadoen texturas). Este método esta basado en difundir informa
ión, suavemente,desde la zona donde la tenemos hasta la que 
are
e de ella.Con estos dos métodos (de
onvolu
ión e inpainting) 
onseguí leer mi tra-bajo de investiga
ión el 17 de septiembre de 2004.Meses después de la le
tura del DEA 
omenzaron los trabajos de restau-ra
ión del retablo mayor. Los restauradores, a peti
ión del párro
o, que enesta o
asión era y es Juan Ángel Navarro, se pusieron en 
onta
to 
onmigopara expli
ar detalladamente el trabajo que había desarrollado. El interésestaba en que el trabajo podía dar una forma de interven
ión ino
ua sobretablas que 
are
ían de un por
entaje muy alto de informa
ión.Presenté el trabajo ante el grupo Ábside Restaura
ión, que asesoró y pro-puso mu
has mejoras. El tipo de imágenes 
on las que estaba trabajando,no estaban limpias y por tanto era ne
esario para obtener mejores resultadosdigitalmente, obtener mejores imágenes. De esta manera, empezó la 
olabora-
ión entre el equipo de restaura
ión y nosotros en el que tuvimos que adaptarnuestros lenguajes para llegar a un lenguaje intermedio que nos permitieseentendernos, para mejorar el trabajo.El ini
io de la 
olabora
ión fue la 
ríti
a 
onstru
tiva del trabajo. La de-
onvolu
ión que al realizarla sobre 
ada uno de los 
anales, introdu
ía 
oloresque no eran los reales (falseado de 
olor), lo 
ual impli
aba un 
ambio de mo-delo. Propusieron usar un modelo en el que se podía separar la luminan
iay la 
romati
idad. El objetivo de esta observa
ión era preservar el 
ontrastede la imagen original, 
uando se realizaba la de
onvolu
ión.



x Respe
to al inpainting (reintegra
ión), pidieron la presen
ia en el algo-ritmo de datos históri
os referentes al retablo y la épo
a, que suministraronposteriormente, así 
omo la regenera
ión de las texturas. La ex
esiva difusiónprodu
ida por el método era un gran in
onveniente, pues impedía la 
orre
tavisualiza
ión de los resultados. Para 
orregir esta última parte, reali
é una es-tan
ia en Bienservida de unos días para ver 
ómo reintegraban los elementosy estudiar todo el pro
edimiento, para orientarme en el trabajo futuro. Todaslas 
orre

iones y sugeren
ias que el equipo de restaura
ión 
ontribuyeron demanera de
isiva en la tesis.La primera fase fue estudiar modelos 
olorimétri
os; para ello ne
esité untiempo de retiro para estudiar di
hos modelos que he re
ogido en el 
apítulo2. De todos los modelos de 
olor el que mejor permitía separar los per�les y
romatismo era el modelo LUV.Pero también el modelo de de
onvolu
ión era de
isivo, en el sentido quelos resultados de este último se usarían para el inpainting. Para ello desa-rrollé una estrategia para determinar los parámetros del modelo híbrido, que
onjuntamente 
on el uso del modelo LUV, dio lugar a la publi
a
ión [RC06℄.Posteriormente a la publi
a
ión del modelo anteriormente des
rito, 
o-men
é a estudiar un modelo que permitiese aumentar la resolu
ión y mejorarlos resultados del modelo híbrido. El modelo híbrido es un modelo fra

ional,pero tiene algunos in
onvenientes, respe
to a la ele

ión de parámetros queintervienen. Lo que impli
ó un 
ambio en la estrategia de la ele

ión de losparámetros del nú
leo y la regulariza
ión basada en poten
ias del operadorlapla
iano ([RC08℄). Este método nuevo, es un método adaptativo re
ursivo,puesto que, para determinar el nú
leo, usa 
omo informa
ión las de
onvo-lu
iones previas. A nivel del 
olor, no perdemos 
ontraste porque realizapequeños pasos que permiten preservar la luminan
ia de la imagen original,minimizando la diferen
ia entre el gradiente de la luminan
ia obtenida en
ada paso y la original.El inpainting también tuvo avan
es. La de
onvolu
ión fra

ionaria per-mite de�nir unas 
ondi
iones espe
í�
as para la reintegra
ión. Para evitarla ex
esiva difusión que provo
aba el método original, introduje un nuevoparámetro adi
ional rela
ionado 
on la 
urvatura, puesto que en el estilo que



xitrabajamos hay mu
ha presen
ia de per�les y en este 
aso no podemos usardire
tamente el operador lapla
iano, sino que usamos la 
urvatura media,
omo una forma de 
ontinuar los per�les de una forma anisotrópi
a, usan-do el lapla
iano úni
amente para aquellas regiones que 
are
en de per�les.También, la regenera
ión de las texturas por 
onvolu
ión es un reto que tuveque afrontar.



Introdu

ión
Digitalizar obras de arte es una tarea que se realiza habitualmente, enpro
esos de patrimonio, para tener 
onstan
ia de la interven
ión y también
omo ayuda a la hora de la restaura
ión manual en los talleres. Esto nospermite estable
er el nexo entre Restaura
ión y Matemáti
a: la digitaliza
iónes una representa
ión de la obra a tratar (fotografía) y es un puente de unión
on la matemáti
a, a través de la modeliza
ión (abstra

ión).La restaura
ión de imágenes es una de las partes más 
ono
idas en eltratamiento de imágenes. Consiste en re
uperar algunas 
ara
terísti
as de-terioradas de la imagen, y a nivel artísti
o signi�
a limpiar y modi�
ar untrabajo deteriorado de modo que se parez
a al original.Los profesionales de la restaura
ión artísti
a tienen una forma
ión multi-dis
iplinar en arte y 
ien
ia. A
tualmente el uso de ordenadores y, en parti-
ular, de paquetes informáti
os, permite ayudar en algunas de las tareas querealizan. Claramente, el ordenador no puede sustituir el fa
tor humano, peropuede ser de gran ayuda a la hora de re
uperar algunos elementos, real
e dedetalles que pueden ser importantes en el pro
eso de restaura
ión.Desde el punto de vista matemáti
o, las obras pi
tóri
as pueden 
onside-rarse 
omo un tipo de imágenes muy parti
ulares, pues 
ada período y 
adaartista tiene sus propias 
ara
terísti
as, que las diferen
ian de otro tipo deimágenes, 
omo las médi
as o las astronómi
as.En la restaura
ión artísti
a se 
onsideran dos tareas que son muy impor-tantes: reintegra
ión o inpainting (rellenar regiones perdidas de la pintura)y la limpieza. La limpieza 
onsiste en eliminar aquellos detalles espurios queimpiden la visualiza
ión de la obra (partí
ulas de grasa, su
iedad, et
). Enxii



xiiimatemáti
as, se 
orresponde 
on la de
onvolu
ión 
uyo objetivo es realzarlos detalles que impiden ver partes de la obra 
on 
laridad.Las piezas que tratamos pertene
en al Rena
imiento y Barro
o Español.Sin introdu
irnos en un análisis artísti
o exhaustivo, podemos dedu
ir algu-nas 
onse
uen
ias matemáti
as, que son de ayuda a la hora de realizar estepro
eso:1. En el estilo artísti
o, los per�les de la obra original no están perfe
ta-mente de�nidos, esto es, se introdujo un �blur� (difuminado) 
uandola obra fue pintada.2. Fa
tores 
limatológi
os (humedad, luz, temperaturas extremas . . .) y elpaso del tiempo degradaron las obras de una manera determinista eisotrópi
a. No hay prá
ti
amente presen
ia esto
ásti
a del ruido (des-pre
iable), porque la su
iedad, grasa y otros tipos de partí
ulas 
rearonuna 
apa uniforme; ningún algoritmo que se pre
ie introdu
eruido. Prá
ti
amente es el 
aso de la de
onvolu
ión pura, sin ruido.Los desperfe
tos se extienden a grandes zonas de la pintura, por lo quepodemos 
onsiderar modelos globales. Sí nos ha
e pensar en un tipo deblur o emborronamiento: la apari
ión de fa
tores de tipo uniforme nospermite suponer que este blur, está produ
ido por la 
onvolu
ión de unkernel de tipo quasi-gaussiano.El primer punto permite dar una aproxima
ión al real
e de la imagen,en el sentido de que estamos mas preo
upados por la lo
aliza
ión que por elreal
e de per�les para obtener 
alidad artísti
a. Usaremos la transformadade Fourier, pues el fenómeno de Gibbs está 
ontrolado, 
omo veremos.El segundo, nos permite 
onsiderar un tipo 
omputa
ional de blur. Mate-máti
amente, tenemos que tener 
uidado 
on el ruido introdu
ido por nuestroalgoritmo y no por el de la imagen.Nótese que durante el pro
eso no está permitido el llamado falseado his-tóri
o, es de
ir, añadir informa
ión adi
ional, pues alteraría el original yrestaría protagonismo a los elementos originales, al 
ontrario de lo que ha
enlos restauradores artísti
os, que utilizan informa
ión adi
ional 
omo parte



xivdel pro
eso. Es artísti
amente permisible, pero no 
ientí�
amente (matemá-ti
amente) admisible.Otras di�
ultades, a nivel matemáti
o, 
on las que nos enfrentamos:
• Tratamiento del 
olor: El método que proponemos no se puede rea-lizar en el modelo estándar RGB. El modelo RGB, 
omo expli
aremos,es un modelo que úni
amente 
onsidera los 
olores primarios y, por tan-to, la de
onvolu
ión puede produ
ir falseado de 
olor. Para solventareste problema bus
amos un modelo equivalente que permita separar lu-minan
ia y 
romatismo (tono y satura
ión, 
omponentes 
romáti
as),de manera que el pro
eso se realiza úni
amente en el 
anal de luminan-
ia, 
on lo que garantizamos que no se alteran los 
olores originales.
• De
onvolu
ión en 
olor: El objetivo de la de
onvolu
ión es deter-minar la imagen exa
ta a partir de la imagen degradada, el nú
leo einforma
ión estadísti
a a
er
a del ruido, preservando las dis
ontinuida-des de la imagen. Proponemos una de
onvolu
ión 
iega (
are
emos deinforma
ión del kernel original), determinando un kernel equivalente aloriginal, para posteriormente apli
ar té
ni
as aso
iadas 
on la trans-formada de Fourier, que impli
an resolu
ión de modelos lineales y nolineales.La solu
ión de los modelos lineales, [CMS03℄, 
onservan el 
ontrasteoriginal pero a 
ambio los per�les se suavizan.En 
ambio, la solu
ión de los modelos no lineales [Car01, HMO04,CKS00, CM95℄ permiten mejorar los per�les pero hay pérdida del 
on-traste en la imagen. Para evitar ambos in
onvenientes, hemos diseñadodos métodos, aporta
iones de la tesis. El primer método, es tipopredi
tor-
orre
tor: el modelo lineal predi
e la imagen que el métodono lineal 
orrige, prin
ipalmente en los per�les, que nos permite apro-ve
har las 
ara
terísti
as lo
ales de la de
onvolu
ión y no aumentar elruido [RC06℄. Además hay que tener en 
uenta que se realiza en 
olor,
omo se ha argumentado. El segundo método, [RC08℄, basado en la re-gulariza
ión por poten
ias fra

ionarias, es una de
onvolu
ión basada



xven re
uperar pequeñas fre
uen
ias de la imagen (multifre
uen
ia). Ade-más la regulariza
ión fra

ionaria permite 
onservar a 
ada paso (lospasos son pequeños) el 
ontraste de la imagen ini
ial.Nos 
entraremos en obras del Rena
imiento y Barro
o español, en 
on-traposi
ión 
on otro tipo de imágenes, 
on diversas 
ara
terísti
as: la ampliagama de 
olores, la ilumina
ión, torsión de los per�les (dibujo) en la obra ylos 
ontrastes lumíni
os. Apli
aremos los pro
esos des
ritos al 
aso parti
ulardel Retablo Mayor de la Iglesia San Bartolomé de Bienservida, que fue res-taurado en el año 2005. Hemos desarrollado estas té
ni
as siguiendo tambiénindi
a
iones de los té
ni
os de restaura
ión. El retablo es una obra de �na-les del Rena
imiento y prin
ipios del Barro
o, que 
ombina en su estru
turapinturas y es
ulturas. El interés surge a raíz del tipo de pintura y es
ultu-ra así 
omo el estudio matemáti
o que permite re
uperar a nivel digital loselementos perdidos.
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Capítulo 1De
onvolu
ión
En dispositivos ópti
os (
ámaras digitales, teles
opios, mi
ros
opios ...)la 
onvolu
ión modeliza matemáti
amente el pro
eso de forma
ión de unaimagen, que o
urre 
uando un sensor (ojo, 
ámara) registra la luz que haintera
tuado 
on 
iertos objetos físi
os (PSF o nú
leo). La imagen obtenidapor el sensor se puede ver 
omo una fun
ión bidimensional, u(x, y), dondeel valor de la fun
ión 
orresponde a la intensidad o brillantez en 
ada puntode la imagen (x, y) (imágenes en es
alas de grises). Las intensidades las
onsideramos normalizadas en el intervalo [0, 1]. En la prá
ti
a, 
onsideramosuna imagen 
omo una fun
ión real en Ω ⊆ R2 (Ω = [0, 1]2 := [0, 1] × [0, 1]).Consideraremos una imagen en 
olor 
omo varias imágenes en es
ala degrises, es de
ir, 
ada una de ellas representará una de las tres bandas es-pe
trales que son, rojo (Red), verde (Green) y azul (Blue) y por tanto lapodemos 
onsiderar 
omo −→u : {1, . . . , n} × {1, . . . , m} → R3. Como vere-mos posteriormente, trataremos el 
aso de imágenes en 
olor de una maneradistinta al de las imágenes en niveles de grises, pues tienen una serie de pro-blemas a 
onsiderar: la 
orrela
ión entre luminan
ia y 
romatismo (
oloresespurios o falseado de 
olor), y problemas rela
ionados 
on el 
ontraste.El objetivo de la restaura
ión de imágenes, es re
uperar las dis
ontinui-dades de la imagen que han sido degradadas por �blur� (emborronado) ypor el ruido. El blur 
orresponde a 
ausas deterministas: varia
ión de tem-peratura, humedad, exposi
ión al sol o desenfoque de la 
ámara. Se repre-senta por un operador lineal. El ruido está rela
ionado 
on la parte esto
ás-ti
a 
orrespondiente a errores (mala transmisión, errores 
omputa
ionales,2



Capítulo 1: De
onvolu
ión 3interferen
ias,. . .).En la literatura referente a la de
onvolu
ión, hay dos partes diferen
ia-das. En la primera el nú
leo es de tipo gaussiano (responde a un tiempo deexposi
ión alto para 
apturar un punto). Desta
amos, [CMS03℄, que presen-ta dos modelos: un modelo lineal que usa 
omo término de regulariza
iónel lapla
iano, que se resuelve usando métodos espe
trales y el segundo, unmodelo no lineal. El lapla
iano se sustituye por un término rela
ionado 
onla 
urvatura resuelto lo
almente por métodos espe
trales. Otros modelos uti-lizan normas no eu
lídeas 
omo la varia
ión total o TV norma. Un ejemplo[CKS00℄, que usa di
ha norma para eliminar el ruido y realzar imágenes en
olor, en espa
ios HSV , CB (Chromati
ity - Brightness) pero no trata dire
-tamente la de
onvolu
ión en 
olor y la 
onse
uente altera
ión del brillo. Elsegundo bloque a 
onsiderar son los modelos de de
onvolu
ión 
iega, que tra-tan de re
uperar la imagen, sin 
ono
imiento del nú
leo que la degradó. En[Car01, Car99a, Car99b, Car02℄ se proponen nú
leos basados en la distribu-
ión Lévy pura. En [HMO04℄ los autores apli
an la regulariza
ión iterativa,ha
iendo uso de la TV norma e introdu
iendo el nú
leo 
omo término deinforma
ión adi
ional al fun
ional a minimizar.El 
apítulo se estru
tura de la siguiente forma: En la se

ión § 1.1, seintrodu
e el fundamento matemáti
o y el problema de de
onvolu
ión. Enlas subse

iones §1.2.1, §1.2.2, §1.2.3 trataremos 
on detalle dos de las re-gulariza
iones más 
ono
idas en la literatura: la regulariza
ión de Tikhonov,también en su fórmula integral y la varia
ión total. En §1.2.6 el modelo SECBbasado en resolver la e
ua
ión generalizada del 
alor.En la se

ión §3.5 están las aporta
iones prin
ipales de la tesis: re-gulariza
ión por poten
ias fra

ionarias del operador lapla
iano § 1.4, publi-
ado en [RC08℄ y el modelo híbrido [RC06℄. En la subse

ión § 1.4.2, veremosla de
onvolu
ión de imágenes ruidosas, tema en el que estamos investigan-do y en el que analizamos el 
omportamiento del modelo expli
ado en §1.4para de
onvolver y eliminar ruido simultáneamente. En este 
aso el métodofra

ionario propuesto en §1.4 elimina ruido y de
onvuelve pero a 
ambiointrodu
e un pequeño suavizado en la imagen, lo que es un 
omportamientohabitual en de
onvolu
ión 
on ruido.



4 Capítulo 1: De
onvolu
iónEn §1.4.3 veremos los ejemplos de la de
onvolu
ión fra

ionaria y 
ompa-raremos los resultados 
on otros modelos expuestos en la literatura. En §1.5desarrollaremos la de
onvolu
ión fra

ionaria pero en el 
aso de imágenesen 
olor, ilustrando la ne
esidad de la separa
ión de los 
anales y justi�-
aremos el modelo LUV 
omo el modelo ade
uado para la de
onvolu
ión.Analizaremos también los resultados 
omparándolos 
on otros modelos de laliteratura.1.1. Modelo de degrada
iónAntes de introdu
ir el modelo matemáti
o daremos una des
rip
ión heu-rísti
a del problema que vamos a abordar.Supongamos que tenemos una habita
ión 
on una fuente de 
alor en el
entro. Con el paso del tiempo este 
alor va propagándose por la habita
iónen 
ír
ulos 
on
éntri
os. Como podemos intuir, estos 
ír
ulos van perdiendo�intensidad� a medida que se propagan. Es de
ir, el 
alor avanza alejándosede su fuente y va perdiéndose. Esto se debe a que la temperatura de lahabita
ión tiende a homogeneizarse, a equipararse a la de la fuente de 
alor.Supongamos ahora que esta fuente emite en un instante t0 y a partir deeste instante deja de emitir 
alor. A medida que la temperatura va aumentadoha
ia la periferia de la habita
ión, va disminuyendo en el 
entro de la misma.En otras palabras, el 
alor tiende a uniformizarse, pero esta vez en un valorintermedio entre la temperatura original de la habita
ión y la de la fuente.Pensemos por un momento en la habita
ión 
omo una imagen y que hayun punto úni
amente de 
alor. Si apli
amos el fenómeno des
rito anterior-mente, obtenemos que 
onforme va evolu
ionando el tiempo la imagen queda
ada vez más degradada (difundida); es de
ir, el dibujo (per�les) se pierde ytenemos lo que llamamos desenfoque. Como veremos posteriormente, el efe
tode difusión o desenfoque se produ
e al a
tuar un operador lineal y 
ompa
tosobre la imagen real.Matemáti
amente, el modelo de degrada
ión viene dado por:
u0(x, y) = Ku(x, y) + n(x, y) (1.1)



1.1 Modelo de degrada
ión 5El problema que queremos resolver es obtener una aproxima
ión a la imagenreal, u, a partir de una imagen degradada u0, teniendo en 
uenta, que hasido degradada por un operador lineal K y por el ruido n. El nú
leo K es loque llamamos �blur� o difusión, que es determinista; n, ruido aleatorio, es laparte esto
ásti
a, que 
onsideraremos aditiva.Re
ordemos las siguientes de�ni
iones 
ono
idas:De�ni
ión 1 Un operador K es lineal si 
umple:
K[αu1(x, y) + β u2(x, y)] = αKu1(x, y) + βKu2(x, y) ∀α, β ∈ RUn operador K es homogéneo, si:

K[α u1(x, y)] = αKu1(x, y) ∀α,∈ RUn operador K es aditivo, si:
K[ u1(x, y) + u2(x, y)] = Ku1(x, y) + Ku2(x, y)De�ni
ión 2 Un operador K, es independiente de la posi
ión (inva-riante por transla
ión), si veri�
a:

u0(x, y) = K[u(x, y)] ⇒ u0(x− α, y − β) = Ku(x− α, y − β)para 
ualquier u y ∀α, β ∈ REs bien sabido que en el 
aso 
ontinuo 
ualquier fun
ión u(x, y) se puedees
ribir:
u0(x, y) =

∫

R2

u(α, β)δ(x− α, y − β) dα dβSiendo δ la distribu
ión delta de Dira
.Tomamos n(x, y) = 0 en la e
ua
ión (1.1):
u0(x, y) = K[u(x, y)] = K

[∫

R2

u(α, β)δ(x− α, y − β) dαdβ

]
=



6 Capítulo 1: De
onvolu
iónPor linealidad (De�ni
ión 1 ) tenemos:
=

∫

R2

K [u(α, β)δ(x− α, y − β) ]dαdβComo u no depende de x, y, enton
es por la propiedad de homogeneidad(véase De�ni
ión 1 ), tenemos que:
u0(x, y) =

∫

R2

u(α, β)K[δ(x− α, y − β) ]dαdβSi de�nimos k(x, y, α, β) := K[δ(x − α, y − β)] y sustituimos en la e
ua
iónanterior:
u0(x, y) =

∫

R2

u(α, β)k(x, y, α, β) dαdβ (1.2)Tenemos una e
ua
ión de Fredholm de primera espe
ie. A k se le llama nú
leoo kernel.Si K es invariante por transla
iones (de�ni
ión 2 ) tenemos: K[δ(x−α, y−
β)] = k(x− α, y − β), y sustituyendo en (1.2), tenemos:

u0(x, y) =

∫

R2

u(α, β) k(x− α, y − β) dαdβEn presen
ia del ruido aditivo, la expresión anterior des
ribe un modelo dedegrada
ión lineal:
u0(x, y) =

∫

R2

u(α, β) k(x, y, α, β) dαdβ + n(x, y) (1.3)Si añadimos que K es invariante por transla
iones:
u0(x, y) =

∫

R2

u(α, β) k(x− α, y − β) dα dβ

︸ ︷︷ ︸
:=Ku

+n(x, y) = (1.4)Denotamos por ∗ al operador de 
onvolu
ión de�nido por:De�ni
ión 3 Si f, g : Rn → C fun
iones medibles, dado t ∈ Rn, si lafun
ión τ  f(τ)g(t− τ) es integrable, llamaremos 
onvolu
ión de f 
on



1.1 Modelo de degrada
ión 7
g en el punto t y lo denotaremos 
omo ∗ a la integral

(f ∗ g)(t) =

∫

Rn

f(τ)g(t− τ)dτpodemos rees
ribir la e
ua
ión (1.4) de la siguiente forma:
u0(x, y) = k(x, y) ∗ u(x, y) + n(x, y) (1.5)En algunas apli
a
iones (
omo las que presentamos en restaura
ión artís-ti
a ( [RC06℄)) el ruido no esta presente en el pro
eso y por tanto el problemaes el de la de
onvolu
ión pura:

u0(x, y) = k(x, y) ∗ u(x, y) (1.6)El problema de re
uperar los datos originales (u) a partir de la imagendesenfo
ada (u0) es un ejemplo de problema inverso que tiene solu
ión malpuesta. Hadamard en un artí
ulo publi
ado en 1902, introdujo el 
on
eptode problema bien puesto 
omo aquél que tiene solu
ión, es úni
a y dependeregularmente de un 
onjunto arbitrario de datos. Por tanto, un problema malpuesto es aquél 
uya solu
ión, si la tiene, no es úni
a o es inestable.Fundamentalmente, este problema inverso 
onsiste en resolver la e
ua
iónintegral de Fredholm de primera espe
ie 
uyo nú
leo es suave y no degene-rado. Este es un problema mal puesto, ya que pequeñas perturba
iones enlos datos ini
iales, pueden produ
ir grandes varia
iones 
uando se obtienenlos datos �nales (sensibilidad a las 
ondi
iones ini
iales). Para obtener unaestima
ión de u haremos uso de la transformada de Fourier, 
uya de�ni
iónre
ordamos:De�ni
ión 4 Dada f ∈ L1(Rn) se llama transformada de Fourier de fa la fun
ión f̂ : Rn → C dada por:
f̂(ξ) =

∫

Rn

e−2π i x ξf(x)dxTambién re
ordamos el 
on
epto de antitransformada o transformada in-
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onvolu
iónversa de Fourier:De�ni
ión 5 Dada f ∈ L1(Rn) se llama transformada inversa de Fou-rier o antitransformada de f a la fun
ión f∨ : Rn → C dada por:
f∨ =

∫

Rn

e2π i x·ξf(x)dx = f̂(−ξ)Algunas propiedades fundamentales son: que es una transformada linealy que permite representar la fun
ión original en la base de Fourier que es unabase ortogonal, por ello, tanto la inversa 
omo la transformada están bien
ondi
ionadas numéri
amente y no ampli�
an los errores de redondeo.Pero la propiedad más importante viene dada por el teorema de 
on-volu
ión, que probamos a 
ontinua
ión:Teorema 1 (Teorema de Convolu
ión) Dadas f, g ∈ L1(Rn), se veri�-
a:
f̂ ∗ g = f̂ · ĝDemostra
ión 1 Para todo ξ ∈ Rn, apli
ando los teoremas de Tonelli-Hobson y Fubini y ha
iendo el 
ambio de variable v = x − y, w = y setiene:

f̂(ξ)ĝ(ξ) =

∫

Rn

e−2π i v·ξf(v)dv

∫

Rn

e−2π iw·ξf(w)dw =

=

∫

Rn×Rn

e−2π i (v+w)·ξf(v)g(w)d(v, w) =

∫

Rn×Rn

e−2π i x·ξf(x− y)g(y)d(x, y) =

=

∫

Rn

e−2π i x·ξ

(∫

Rn

f(x− y)g(y)dy

)
dx = f̂ ∗ g(ξ)

⊠Gra
ias a este teorema podemos transformar la 
onvolu
ión de fun
iones enprodu
to. Si apli
amos el teorema 1.1 a la e
ua
ión (1.6) obtenemos:
u0 = k ∗ u Teorema 1

======⇒ û0 = k̂ · û (1.7)Para obtener u, bastaría despejar de la e
ua
ión (1.7):
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û =

û0

k̂
=⇒ u =

(
û0

k̂

)∨ (1.8)La formula
ión anterior plantea un serio problema 
uando k̂ → 0 (lo queo
urre 
uando k es regular). Las altas fre
uen
ias de û0 se ven ampli�
adasy por tanto el problema está mal puesto. De aquí la ne
esidad de regularizarel problema. Nuestro objetivo es estimar u a partir del ruido, el �blur� yalgún 
ono
imiento sobre la imagen (suavidad o existen
ia de per�les). Este
ono
imiento se in
orpora a un fun
ional R que mide la 
alidad de u. Enotras palabras, el pro
eso de regulariza
ión 
onsiste en elegir la imagen demejor 
alidad entre las restri

iones dadas por el ruido y el blur indu
ido por
k.1.2. El problema de la de
onvolu
iónComo hemos visto anteriormente, a 
onse
uen
ia del mal 
ondi
ionamien-to del problema, tenemos que replantear el problema de la de
onvolu
ión pura
§1.6 y pasar de un problema mal puesto a otro en el que tengamos solu
ióny sea úni
a, es de
ir, tenemos que regularizar el problema.La aproxima
ión usual 
onsiste en resolver el siguiente problema de opti-miza
ión 
on restri

iones:

mı́n
u∈L2(R)

R(u)sujeto a: ‖k ∗ u− u0‖2
2 ≈ |Ω|σ2



 (1.9)Notar que n = u0 − k ∗ u y E(∫

Ω

n2dx

)
= |Ω| σ2 ( E(·) representa la mediao valor esperado o esperanza matemáti
a).Ejemplos de fun
ionales de regulariza
ión 
ono
idos son el de Tikhonov,[TA77℄y la varia
ión total, [LS94℄, que detallaremos posteriormente. La regulari-za
ión de Tikhonov es ade
uada para métodos que usan transformadas deFourier.Una regulariza
ión basada en Tikhonov se utiliza en los métodos de SlowEvolution Constraint Ba
kwards (SECB), que están aso
iados a resolver la
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ióne
ua
ión generalizada del 
alor ([Car01, Car99a℄).En general, deseamos minimizar fun
iones del tipo de la e
ua
ión (1.9) 
on
R un operador que no es siempre lineal, sujeto a una serie de restri

iones quepermite obtener diferentes solu
iones para diferentes ele

iones de R. Paraobtener el mínimo de la e
ua
ión, usaremos el método de los multipli
adoresde Lagrange:Paso 1 Creamos el lagrangiano:

L(u, µ) = R(u) + µ
(
‖k ∗ u− u0‖2

2 − σ2
)Paso 2 Cal
ulamos las derivadas par
iales primeras e igualamos a 
ero:

∇L(u, µ) = 0
∂L

∂µ
(u, µ) = ‖k ∗ u− u0‖2

2 − σ2 = 0



Lo que reformula el problema varia
ional anterior 
omo un problema sinrestri

iones. Ahora nuestro problema se redu
e a determinar el mínimo de

L(u, µ).
L(u, µ) = 2µ

(
1

2µ
R(u) +

1

2
‖k ∗ u− u0‖2

2

)
− µσ2Cal
ular el mínimo de de L(u, µ) es equivalente a 
al
ular

mı́n
u∈L2(Ω)

αR(u) +
1

2
‖k ∗ u− u0‖2

L2 α :=
1

2µ
(1.10)Notar que α > 0 y que µσ2 es 
onstante.Consideramos el siguiente fun
ional:

T (u) = αR(u) +
1

2

(
‖k ∗ u− u0‖2

L2

)
=

= αR(u) +
1

2

∫

Ω

(k ∗ u− u0)
2 dx
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ión 11Queremos determinar u∗ ∈ L2(Ω) tal que:
T (u∗) = mı́n

u∈L2(Ω)
T (u)Elegiremos el fun
ionalR según el tipo de solu
ión que queremos obtenera la que 
ontribuye el valor α, puesto que un valor de α grande impli
a quedeterminamos solu
iones suaves, mientras que, α pequeño, nos di
e que lasolu
iones serán menos regulares.1.2.1. Regulariza
ión de TikhonovEn general es el método más 
omún de regulariza
ión para problemasmal puestos. En estadísti
a el método de Levenberg-Marquard se basa enTikhonov para ajustes no lineales de mínimos 
uadrados. La aproxima
iónestándar para resolver un sistema sobredeterminado de e
ua
iones linealeses:

Ax = bes 
ono
ido 
omo mínimos 
uadrados y permite minimizar el residual:
‖Ax− b‖2

2La matriz A puede estar mal 
ondi
ionada o ser singular. Si queremos darpreferen
ia a un tipo de solu
ión 
on unas propiedades deseadas, el términode regulariza
ión debe ser in
luido:
‖Ax− b‖2

2 + ‖Lx‖2
2siendo L la matriz de Tikhonov. En mu
hos 
asos L es elegida 
omo la iden-tidad L = I, dando preferen
ia a solu
iones 
on normas pequeñas. En otros
asos operadores de paso alto (por ejemplo, operadores que in
luyen deriva-das) pueden ser usados para asegurar la suavidad si el ve
tor subya
ente es
ontinuo.En el 
aso de las imágenes, se puede entender 
omo un 
riterio basado enla 
orrela
ión entre la imagen y el ruido. En este 
aso Tikhonov se plantea
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ión
omo:
mı́n

u∈L2Ω
‖Ku− u0‖2

2 + λ‖u‖2
2
uya e
ua
ión de Euler-Lagrange 
orrespondiente:

(K∗K + λ I)−1K∗uNotar que 
on una ele

ión ade
uada de L, podemos obtener el �ltro deWiener que es el que minimiza el error 
uadráti
o medio.1.2.2. Forma integral de la regulariza
ión de TikhonovEsta regulariza
ión (o fun
ión de penaliza
ión) viene dada por un fun
io-nal R(x) =

∫

Ω

x2dx. Supone que los datos son suaves y 
ontinuos.
T (u) =

∫

Ω

(
α|∇u|2 +

1

2
(k ∗ u− u0)

2

)
dxdyPara obtener el mínimo pro
ederemos a 
al
ular la primera derivada de T(Gâteaux). Dados u, v, de�nimos el fun
ional ρ(ε) = T (u + εv). La primeraderivada es ρ′(0) = [T ′(u)](v).Desarrollamos la e
ua
ión anterior:

T (u) =

∫

Ω

(
α[u2

x + u2
y] +

1

2
(k ∗ u− u0)

2

)
dxdySustituimos u por u+ εv, tenemos:

ρ(ε) =

∫

Ω

α[(u+ εv)2
x + (u+ εv)2

y] +
1

2
(k ∗ (u+ εv) − u0)

2dxdy ⇒

ρ′(ε) =

∫

Ω

2α[[(u+ εv)x]vx + [(u+ εv)y]vy] + [(k ∗ (u+ εv) − u0)](k ∗ v)dxdyEvaluamos ρ en 0 y tenemos:
ρ′(0) = 2α

∫

Ω

[uxvx+uyvy+[k∗u−u0](k∗v) dxdy = 2α

∫

Ω

∇u·∇v+[k∗u−u0](k∗v) dxdyPara simpli�
ar la nota
ión llamaremos Ku = k ∗ u y Kv = k ∗ v. La
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ión 13expresión anterior queda de la siguiente forma:
ρ′(0) = 2α

∫

Ω

∇u · ∇v + [Ku− u0]Kv dxdyExpresamos la fórmula [T ′(u)](v) =

∫

Ω

Ψ(u)v dxdy tal que T ′(u) = Ψ(u)Rees
ribimos ρ′(0) de la forma:
ρ′(0) = 2α

∫

Ω

[uxvx + uyvy + [Ku− u0]Kv dxdy =

= 2α

∫

Ω

∇u · ∇v dxdy︸ ︷︷ ︸
I1

+[Ku− u0]Kv dxdyEn I1, llamamos w = ∇u. Sabemos que
∇u · w = −v div(w) + div(vw) (1.11)Enton
es:

I1 =

∫

Ω

∇u · ∇v dxdy =

∫

Ω

∇vw (1.11)
======

∫

Ω

−v div(w) + div(vw) dxdy

=

∫

Ω

−v div(∇u) + div(v∇u) dxdy =

∫

Ω

−v div(∇u) dxdy +

∫

Ω

div(v∇u) dxdyPor el teorema de la divergen
ia (a la segunda integral), tenemos:
−
∫

Ω

v∆u dxdy +

∫

Ω

div(v∇u) dxdy = −
∫

Ω

v∆u+

∫

∂Ω

v
∇u
|∇u| · n dSSuponiendo 
ondi
iones Neummann en la frontera, ∂nu = 0, tenemos:

I1 =

∫

Ω

∇u∇v dxdy = −
∫

Ω

v∆u dxdyPor lo tanto:
ρ′(0) = −2α

∫

Ω

v∆u+[Ku−u]Kv dxdy = −2α

∫

Ω

v∆u+K∗[Ku−u0]v dxdy
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onvolu
iónSiendo K∗, el operador adjunto de K. Igualamos a 
ero la expresión anterior:Tememos que T ′(u) = −2α∆u + K∗[Ku − u0]. Por tanto las e
ua
iones deEuler-Lagrange son:
−2α∆u+K∗[Ku− u0] = 0

∂nu = 0

}
⇐⇒ ∆u+ λK∗[Ku− u0] = 0 λ :=

1

−2α
∂nu = 0



Para obtener u, re
urrimos a la transformada de Fourier teniendo en 
uentalas siguientes propiedadesTeorema 2 (Propiedad de la derivada) Dada una fun
ión f para la queexiste ∂αf para 
ualquier multiíndi
e α ≤ β dado, enton
es:

∂αf̂ = ĝ 
on g(x) = (−2π i x)αf(x)Proposi
ión 3
Ku = k ∗ u; K∗u := k̃ ∗ u; tal que ̂̃k = k̂ (1.12)

k̃ representa el operador adjunto de kApli
ando el teorema 2 y la propiedad 3, tenemos:
∆u+ λK∗(Ku− u0) = 0 ⇐⇒ ∆u+ λk̃ ∗ (k ∗ u− u0) = 0Por Fourier y apli
ando el teorema de 
onvolu
ión:

−∆̂u+ λ
̂̃
k · (k̂ · û− û0) = 0Por el teorema de la derivada y (1.12):

−4π2(ξ2 + η2) û+ λ k̂(k̂û− û0) = 0

−4π2(ξ2 + η2) û+ λ|k̂|2û− k̂û0 = 0

û(−4π2(ξ2 + η2) + λ|k̂|2) − k̂û0 = 0
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ión 15Despejando û:
û =

k̂û0

−4π2(ξ2 + η2)λ+ |k̂|2
(1.13)Como podemos observar, la ele

ión del fun
ional penaliza las dis
ontinuida-des, puesto que en
ontramos solu
iones suaves. El objetivo es determinar so-lu
iones dis
ontinuas, que son las ade
uadas en nuestro problema. Una apro-xima
ión es reemplazar la norma de L2(Ω) en la regulariza
ión de Tikhonov

§1.2.2 por la norma de L1(Ω), es de
ir, solu
iones en L1 
orrespondientes ala primera varia
ión espa
ial. Esta es la llamada regulariza
ión por varia
ióntotal (TV) que veremos a 
ontinua
ión.1.2.3. Restaura
ión por varia
ión total (TV)El in
onveniente de usar fun
ionales 
uadráti
os está en que no permitere
uperar las dis
ontinuidades de la imagen. Rudin et al ([LS94℄), propusieronla varia
ión total, 
omo fun
ional de regulariza
ión:
TV (u) =

∫

Ω

|∇u|dx =

∫

Ω

√
u2

x + u2
y dxdyDedu
iremos, la regulariza
ión de forma análoga al 
aso de la regulariza-
ión de Tikhonov.Deseamos minimizar el fun
ional:

T (u) =

∫

Ω

α|∇u| + 1

2
(Ku− u0)

2 dxdy (1.14)De�nimos el fun
ional ρ(ε) := T (u + εv). La primera varia
ión de T es
[T ′(u)](v) = ρ′(0)

ρ(ε) =

∫

Ω

α
√

(ux + εvx)2 + (uy + εvy)2 +
1

2
(Ku+ εKv − u0)

2dxdy

ρ′(ε) =

∫

Ω

α

(
vx(ux + εvx) + vy(uy + εvy)√

(ux + εvx)2 + (uy + εvy)2

)
+ (Ku+ εKv − u0)Kv dxdy
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ρ′(0) =

∫

Ω

α

(
vxux + vyuy√

u2
x + u2

y

)
+ (Ku− u0)Kv dxdyTenemos:

[T ′(u)](v) =

∫

Ω

α

(∇u · ∇v
|∇u|

)
+ (Ku− u0)Kv dxdyIntegramos por partes y tenemos: ∇u ·w = −v div(w)+div(vw) y realizandoel 
ambio w =

∇u
|u| , tenemos:

∫

Ω

∇v ∇u
|∇u| = −

∫

Ω

v div( ∇u
|∇u|

)
+

∫

Ω

div(v ∇u
|∇u|

)Por el teorema de la divergen
ia:
∫

Ω

∇v ∇u
|∇u| = −

∫

Ω

v div( ∇u
|∇u|

)
dxdy +

∫

∂Ω

v
∇u
|∇u| ndSSi elegimos 
ondi
iones homogéneas ∂nu = 0, donde n denota normal exte-rior:

[T ′(u)](v) =

∫

Ω

−α vdiv( ∇u
|∇u|

)
+K∗(Ku− u0)v dx

[T ′(u)](v) =

∫

Ω

−α v
(div( ∇u

|∇u|

)
+K∗(Ku− u0)

)
dxPor tanto:

T ′(u) = −α∇ ·
( ∇u
|∇u|

)
+K∗(Ku− u0)Las e
ua
iones de Euler-Lagrange son:

−α∇ ·
( ∇u
|∇u|

)
+K∗(Ku− u0) = 0

∂nu = 0



 (1.15)Como podemos ver el fun
ional de la varia
ión total (TV) de�nido:

TV (u) =

∫

Ω

|∇u| dx
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ión 17No es diferen
iable en 
ero. Para evitar este problema añadimos una pequeña
onstante β a la e
ua
ión anterior:
TVβ(u) =

∫

Ω

√
u2

x + u2
y + β2 dxLa 
antidad √|∇u|2 + β2 es la magnitud o módulo del gradiente, que nos dainforma
ión sobre las dis
ontinuidades de la imagen, es de
ir un β grandedifunde los per�les (ade
uado para la elimina
ión del ruido), mientras quepara la de
onvolu
ión se opta por un β pequeño, que está rela
ionado 
on laes
ala.1.2.4. Métodos para la obten
ión del mínimo de la va-ria
ión totalLa e
ua
ión (1.14) presenta una serie de retos ([CM95℄):

• El operador ∇ ·
( ∇u
|∇u|

) es no lineal y presenta problemas de mal 
on-di
ionamiento (
uando se linealiza se 
onvierte en un operador elípti
ode segundo orden).
• Cuando se linealiza el operador ∇ ·

( ∇u
|∇u|

) puede presentar grandesos
ila
iones 
omo 
onse
uen
ia del término 1

|∇u| .Hay varios métodos propuestos en la literatura para obtener el mínimode la e
ua
ión (1.14). Rudin, Osher y Fatemi, propusieron en [LS94℄ obtenerla solu
ión de (1.15), usando un esquema de evolu
ión en tiempo(time mar-
hing), que detallamos posteriormente, para obtener el estado esta
ionariode la e
ua
ión parabóli
a:
∂u

∂t
= −g(u)

∂nu = 0



 (1.16)
on 
ondi
ión ini
ial en t = 0, u = u0 y 
ondi
iones de 
ontorno Neumann.Debido a las 
ondi
iones de estabilidad, este algoritmo 
onverge lentamen-
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onvolu
iónte. En 
ontraste Vogel y Omen, [VO98℄, desarrollaron el método de punto�jo 
on difusión retardada. Esta idea se usa habitualmente en el 
ampo dela dinámi
a de �uidos. En [VO98, Cha95, CM95℄ 
onsideran métodos tipoNewton pero no fun
ionan ade
uadamente a 
ausa del término 1

|∇u| que pre-senta una singularidad en el origen. El método primal-dual es una té
ni
aque permite linealizar el término anterior desarrollada en [CGM99℄.1.2.4.1. Time Mar
hingEs una de las té
ni
as 
ono
idas para resolver (1.15), desarrollada en[LRF92℄. Consiste en en
ontrar el estado esta
ionario de la e
ua
ión:
∂u

∂t
= −g(u)

u(x, 0) = u0



 (1.17)Siendo g(u) = −α∇ ·

( ∇u
|∇u|

)
+ K∗(Ku − u0). Por tanto, pasamos de unae
ua
ión elípti
a a una parabóli
a ut = −g(u) 
on 
ondi
ión ini
ial u(0) = u0y resolvemos 
on métodos explí
itos hasta obtener la solu
ión.En primer lugar dis
retizamos Ω:

(xi, yj) = (ih1, jh2) para i = 0, . . . , n y j = 0, . . . , mAdemás:
ui,j ≈ u

(
ih− h

2
, jh− h

2

)Dis
retizamos el tiempo t ∈ [0,∞[ 
on paso L:
tn = nL n ∈ N ∪ {0}Queremos obtener una solu
ión dis
reta de manera que el valor de lasolu
ión 
orrespondiente a 
ada punto (xi, yi, tn) de la malla 
omputa
ional,que denotaremos por un

i,j sea una aproxima
ión a la solu
ión de la e
ua
ión
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ión 19en derivadas par
iales, en ese mismo punto:
un

i,j ≈ u(xi, yj, tn)por tanto es ne
esario que la solu
ión dis
reta 
umpla una e
ua
ión en dife-ren
ias que no es más que un análogo dis
reto del problema 
ontinuo original.Vamos a rees
ribir (1.17):
∂u

∂t
= α

((
ux

|∇u|

)

x

+

(
uy

|∇u|

)

y

)
−K∗(Ku− u0)

u(x, y, 0) = u0(x, y)





(1.18)Usamos el método de Euler Explí
ito (Forward) para dis
retizar (1.18).Denotamos por:Diferen
ia progresiva: △+
i u

n
i,j = un

i+1 − un
i,jDiferen
ia regresiva: △−

i u
n
i,j = un

i − un
i−1,j

(1.19)Consideremos la dis
retiza
ión:
un+1

i,j − un
i,j

L
= α

[
△−

i

(
△+

i u
n
i,j

|∇un
i,j|

)
+ △−

j

(
△+

j u
n
i,j

|∇un
i,j|

)]
+K∗

i,j(Ki,jui,j − (u0)i,j)Para el |∇un
i,j|:

|∇un
i,j| =

√
△+

i u
n
i,j + △+

j u
n
i,j + β2Arreglamos la expresión anterior y obtenemos:

un+1
i,j = un

i,j+αL

[[
△−

i

(
△+

i u
n
i,j

|∇un
i,j|

)
+ △−

j

(
△+

j u
n
i,j

|∇un
i,j|

)]
+K∗

i,j(Ki,ju
n
i,j − (u0)i,j)

]

1.2.4.2. Método del punto �joEn [VO98℄, los autores propusieron el método de punto �jo de difusiónretardada. Este método 
onsiste en linealizar el 
oe�
iente de difusión 1

|∇u|



20 Capítulo 1: De
onvolu
iónretrasando una itera
ión.Denotamos por L(u) al operador de difusión 
uya a

ión sobre v vienedada por:
L(u)v = −∇ ·

(
1

|∇u|∇v
)En un mínimo se 
umple que g(u) = 0, lo que equivale a de
ir:

g(u) = 0 ⇔ −αL(u)u+K∗(Ku− u0) = 0, n = 0, 1, . . .Por tanto expresamos la itera
ión de punto �jo:
αL(un)un+1 +K∗(Kun+1 − u0) = 0Desarrollando la expresión anterior tenemos:

−α
(

1

|∇un|∇u
n+1

)
+K∗(Kun+1 − u0) = 0 (1.20)El método usa 
omo valor ini
ial, la imagen degradada u0. Cada ite-ra
ión, un+1, aproxima el valor de u, resolviendo la e
ua
ión 
onvolu
ión-diferen
ial(1.20), 
uyos 
oe�
ientes se 
al
ulan en la itera
ión anterior. Estemétodo 
onverge linealmente, tal y 
omo se demuestra en [CM99℄. Comopodemos observar el método del punto �jo puede ser visto 
omo un timemar
hing semi-implí
ito. El método de punto �jo es 
onvergente pero tiene
onvergen
ia lineal [CM99℄.1.2.4.3. Método de NewtonEste método 
onverge rápidamente 
er
a del mínimo siempre que el fun-
ional dependa suavemente de u. Pero 
uando β = 0 el término TVβ no esdiferen
iable. Para pequeños valores de β la no diferen
iabilidad del fun
io-nal da una pérdida de e�
ien
ia para métodos de alto orden tipo Newton.En [Cha95℄ los autores demuestran que el método no fun
iona bien, porquetiene un dominio de 
onvergen
ia redu
ido 
uando β es pequeño. Por tanto elvalor ini
ial debe ser elegido 
er
a de la solu
ión verdadera para asegurar la
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onvergen
ia; para ello emplean el método de 
ontinua
ión. La idea esen
iales empezar 
on un valor de β grande, para el que el dominio de 
onvergen
iaes grande. La solu
ión obtenida se usa 
omo valor ini
ial para ir redu
iendogradualmente β hasta al
anzar el valor deseado. Controlar el pro
eso no re-sulta fá
il y se utilizan métodos heurísti
os para que el método sea e�
ienteen su 
onjunto.Como sabemos, el método de Newton en 1D, para una fun
ión y = g(x)dada, 
onsiste en aproximar las solu
iones de g(x) = 0, por re
tas tangentes.Consideremos x0 una raíz de g(x). Si apli
amos el desarrollo de Taylor,paraobtener una aproxima
ión a la raíz x0 = p:
g(x0) = g(x− x0) + g′(x− x0) + O((x− x0)

2)Como x0 es raíz de g(x) ⇒ g(x0) = 0

x0 = p− g(p)

g′(p)Denotamos por δp = − g(p)

g′(p)
; el método Newton es 
ono
ido: x0 = p+ δp.Usaremos el mismo método expuesto anteriormente pero 
on la fun
ión

g(u) = L(u). Denotamos por J (u) el ja
obiano de L(u). Enton
es para
ualquier fun
ión suave p:
J (u)p = ∇ ·

( ∇p
|∇u|

)
−∇ ·

(∇p · ∇u
|∇u|3 ∇u

)
− λK∗Kpel método de Newton es:

un+1 = un − J −1(un)L(un), n = 0, 1, . . .Notar que el término J −1(un)L(un), puede 
al
ularse por el método del gra-diente 
onjugado; pues está 
omprobado en [Cha95℄ que la matriz ja
obianadel sistema es simétri
a y de�nida positiva (α > 0).
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onvolu
ión1.2.4.4. Método Primal-DualVamos a des
ribir una té
ni
a desarrollada en [CGM99℄, para linealizar lae
ua
ión (1.15), y así evitar los in
onvenientes de la singularidad que presentael denominador.La 
lave está en introdu
ir una variable (dual) auxiliar suave:
w =

∇u
|∇u|Rees
ribimos la e
ua
ión (1.15) 
omo un sistema de e
ua
iones:

f(w, u) = w|∇u| − ∇u = 0

h(w, u) = −α∇ · w +K∗(K u− u0) = 0La linealiza
ión del sistema en u nos da:
[
−α∇ ·

(
1

|∇u|(I −
∇u∇uT

|∇u|2 )∇
)

+K∗K

]
δu = −g(u)Podemos linealizar este sistema en (u, v) por el método de Newton:


 |∇u| −

(
I − w∇uT

|∇u|

)

−α∇· K∗K



[
δu

δw

]
= −

[
f(w, u)

g(w, u)

] (1.21)Resolvemos (1.21), eliminando δu:
(
−α∇ ·

(
1

|∇u|

(
I − w∇uT

|∇u|

)
∇
)

+ I

)
δu = −g(w, u) (1.22)Después obtenemos δw:

δw =
1

|∇u|

(
I − w∇uT

|∇u|

)
∇δu− w +

∇u
|∇u| (1.23)La prin
ipal diferen
ia entre el método de punto �jo y el primal dual esla ratio de 
onvergen
ia en sus dominios de 
onvergen
ia. El último 
onverge
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uadráti
amente a la solu
ión.1.2.5. Ele

ión del parámetro λ de la varia
ión totalEs importante elegir un valor apropiado λ para obtener una buena restau-ra
ión. Para obtener el λ más �ade
uado� apli
aremos el método de 
urva-L,publi
ado por Hansen [Han01℄. Este método permite obtener el λ, dibujandopara un número de itera
iones �jas diferentes valores del parámetro frente alerror relativo 
ometido. La grá�
a que esperamos, es monótona de
re
iente yal
anzará el mínimo en algún valor en parti
ular λ∗. El mínimo de esta 
urva(que se aproxima experimentalmente) nos da el valor óptimo.1.2.6. Restaura
ión por SECBEs un método dire
to para de
onvolver imágenes de 
lase W, que de-�niremos posteriormente. Está fundamentado en el método de Tikhonov -Miller (en el sentido de mínimos 
uadrados) y en el uso de una 
onstante deregulariza
ión, que permite obtener la imagen 
on 
iertas garantías.1.2.6.1. Método de Tikhonov - MillerEsta té
ni
a fue diseñada para resolver e
ua
iones integrales mal puestas,
omo la e
ua
ión (1.6). En su forma más simple, requiere de una 
ota a priorien L2, para el ruido ε y otra para la imagen deseada M , de manera que
‖Ku− u0‖ ≤ ε y ‖u‖ ≤ M (1.24)
umpliéndose la rela
ión ε

M
< 1, es de
ir, tenemos más señal que ruido. Enel artí
ulo [Mil70℄, el autor propone minimizar fun
iones del tipo ‖u‖2 sujetoa la restri

ión
‖Ku− u0‖2 = ‖n‖2Consiste en obtener uTM tal que:

uTM = mı́n
u∈L2(Ω)

‖Ku− u0‖2
2 +

( ε
M

)
‖u‖2
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uyo mínimo es uTM = Q−1
TM K∗ u 
on QTM , el operador auto-adjunto posi-tivo de�nido por:
QTM = K∗K +

( ε
M

)2

ILa diferen
ia entre éste método y el de Tikhonov § 1.2.1 está en que Millerdeterminó el valor de λ =
ε

M
(el nivel de ruido/señal) de la imagen.1.2.6.2. Método Slow Evolution Constraint (SECB)La 
ara
terísti
a fundamental está en el uso de una 
onstante que permitea
otar el error en la imagen re
onstruida, u(x, y) en fun
ión del ruido ε, en laimagen degradada u0(x, y), que es posible gra
ias al método de Tikhonov -Miller. La diferen
ia 
on el anterior, está en que no se imponen restri

ionesde suavidad para la fun
ión u(x, y) que queremos obtener.Sean ε,M 
onstantes 
ono
idas y positivas, tales que

‖Ku− u0‖2 ≤ ε, ‖u‖ < M (1.25)Con ε < M . Para 
ualquier 
onstante K̃ > 0 que 
umpla K̃ <
M

ε
, suponemosque:

‖Ksu− u‖ ≤ K̃ε,
ε

M
<< 1 (1.26)siendo Ks el operador de�nido:

Ks u := {k̂s(ξ, η) û(ξ, η)}∨que está rela
ionado 
on las fun
iones de Green de la e
ua
ión generalizadadel 
alor que veremos en §1.32.Dado K̃ tal que 0 < K̃ <<
M

ε
, enton
es s∗, lo determinamos según lafórmula:

1 −
( ε
M

)s∗

=
K̃ε

M
⇒ s∗ =

log

(
M

M − K̃ε

)

log(
M

ε
)
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ión 25A s∗ lo llamaremos 
onstante de evolu
ión lenta. Permite determinar elnivel de resolu
ión máximo al que llega el método. Notar que 
uando s = 0,el método SECB se 
onvierte en el método Tikhonov-Miller.Dados K̃, s, la solu
ión del SECB, aso
iado a la e
ua
ión (1.32), estáde�nido 
omo la solu
ión del problema de optimiza
ión:
usecb = mı́n

u∗∈L2(Ω)
‖Ku∗ − u0‖2

2 +
( ε
M

)2

‖u∗‖2 + K̃−2‖u∗ −Ksu∗‖2
2 (1.27)
uya solu
ión es la fun
ión usecb:

usecb = Q−1
secbK

∗u0 Qsecb = K∗K + K̃−2(I −Ks)∗(I −Ks)bajo las 
ondi
iones expuestas en (1.26) sobre la imagen y el ruido; tambiénsupondremos que k es invariante por transla
iones y determinamos usecb porla transformada de Fourier, obteniendo:
ûsecb(ξ, η) =

̂̄k(ξ, η) û0(ξ, η)

|k̂(ξ, η)|2 + (ε/M)2 + K̃−2|1 − k̂s(ξ, η)|2
(1.28)Para 
onseguir usecb, apli
amos la fórmula (1.33) a la e
ua
ión anterior,que nos permite obtener una restaura
ión par
ial a 
ada paso.Las imágenes de 
lase W, son aquellas 
uyo log |f̂ ∗(ξ, η)| es monótonode
re
iente en 
ualquier línea reiθ respe
to a r, siendo f̂ ∗(ξ, η) =

f̂(ξ, η)

f̂(0, 0)
.Este método es ade
uado para imágenes de 
lase W para las 
uales,podemos estimar el valor K de la siguiente forma:

K̃ ≈ ‖Ksf − f‖2

εEl método realza los per�les en una es
ala más �na, pero, para ser estable,tenemos que elegir entre una pérdida de 
ontraste 
uando aproximamos u(s)para s 
er
ano a 
ero, frente a un parámetro de regulariza
ión grande o unpequeño real
e eligiendo un parámetro de regulariza
ión pequeño aunque nopermita invertir la e
ua
ión 
uando s es 
er
ano a 1.
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onvolu
ión1.3. Modelos de de
onvolu
ión 
iegaEn los métodos expuestos en se

iones anteriores, el nú
leo es 
ono
ido yhabitualmente, suele ser gaussiano:
k(x, y) =

1

4π α
e

−(x2+y2)
4αLa de
onvolu
ión 
iega trata el mismo problema que la de
onvolu
ión 
uan-do el nú
leo es des
ono
ido. En este 
aso tenemos que estimar un nú
leoequivalente al que degradó la imagen original.Presentaremos algunos de los métodos de la literatura que están aso
iadosa la resolu
ión de la e
ua
ión (1.32).1.3.1. E
ua
ión generalizada del 
alorEn los párrafos anteriores, §1.2.3, hemos hablado de los métodos de de
on-volu
ión más 
ono
idos en la literatura. En estos trabajos, el nú
leo pro
edede la e
ua
ión del 
alor:

ut = ∆u

u(x, y, 0) = u0



 (1.29)
uya solu
ión analíti
a es:

u(x, y, t) = u0(x, y) ∗ k(x, y, t) (1.30)
k(x, y, t) =

1

t
√

2π
e

−(x2+y2)

2t2 (1.31)Donde t representa el tiempo, ut es la derivada de u respe
to de t, ∆ eloperador lapla
iano y ∗ el operador 
onvolu
ión.Como es de esperar, 
uando t → ∞, la imagen original se volverá po
ointeresante pues se pierden sus detalles, es de
ir, se vuelve borrosa. Estoequivale a 
onvolu
ionar la imagen 
on gausianas de media nula y de amplitudvariable, en fun
ión del tiempo.La e
ua
ión (1.30) es una e
ua
ión integral de Fredholm de primera es-
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ie 
on nú
leo k gaussiano. En la �gura 1.1, mostramos la evolu
ión de lassolu
iones de la e
ua
ión del 
alor para diferentes valores del tiempo t.

Figura 1.1: Evolu
ión la e
ua
ión del 
alor para la fun
ión delta Dira
. Apli
amos lae
ua
ión (1.30), 
on diferentes pasos: t0 = 20 pasos, t1 = 80 pasos, t2 = 500 pasosComo hemos visto anteriormente, la solu
ión fundamental (o fun
ión deGreen), aso
iada a la e
ua
ión de difusión, es una fun
ión de densidad deprobabilidad normal 
uya varianza es propor
ional al tiempo.El problema de la e
ua
ión generalizada del 
alor que planteamos, esequivalente a determinar la distribu
ión de temperatura en un instante ini
ial
t; en imágenes se tradu
e en rees
ribir u0 
omo u(x, y, 1) siendo u(x, y, t) laúni
a solu
ión a
otada del problema bien puesto:

vt = −
∑

i

λi(−∆)βiv 0 < t ≤ 1

v(x, y, 1) = u0(x, y)





(1.32)Con λi = αi(4 π
2)−βi y el (−∆)βi de�nido en términos del dominio fre
uen
ia
omo:

(−∆)βi u =

∫ +∞

−∞

(∫ +∞

−∞

(ξ2 + η2)βi û(ξ, η)ei(ξ x+η y) dξ

)
dη
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onvolu
iónEste problema lo podemos abordar vía transformada de Fourier. Las solu
io-nes de (1.32) se obtienen de�niendo poten
ias fra

ionarias del operador de
onvolu
ión:
Kt u := {k̂t(ξ, η) û(ξ, η)}∨ (1.33)Notar que si βi = 1 enton
es (1.32) es la e
ua
ión de difusión 
lási
a, pero
uando βi ∈]0, 1[, enton
es tenemos un pro
eso de difusión generalizada y portanto resolver (1.6) es matemáti
amente equivalente a resolver la e
ua
ión(1.32) empezando 
on la 
ondi
ión ini
ial en t = 1, v(x, y, 1) = u0(x, y) eir resolviendo en fra

iones de tiempo (1.32) hasta al
anzar t = 0, dondeteóri
amente tenemos la solu
ión exa
ta v(x, y, 0) = u(x, y). Este pro
esore
ibe el nombre de regresión en el tiempo ( ba
kwards- in - time, [Car01℄).Para que el pro
eso sea estable, es ne
esario introdu
ir una 
ota a priorien L2:

‖v(x, y, 0)‖2 ≤Msiendo M una 
onstante positiva.Íntimamente rela
ionada 
on la e
ua
ión generalizada del 
alor, tenemoslas distribu
iones Lévy, 
uya transformada de Fourier satisfa
e:
k̂(ξ, η) = e−α(ξ2+η2)β (1.34)

Figura 1.2: Distribu
ión Lévy, 
on diferentes valores de α, βEstas fun
iones de densidad (�gura 1.2) tienen una serie de propiedades,entre las que desta
amos:1. Tienen in�nitos momentos de orden entero. Los momentos absolutosde orden entero, que denotamos por δ, son �nitos ⇔ 0 < δ < 1
2
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iega 292. Tienen media y varianza in�nita, pero mediana �nita.Dada una fun
ión de densidad de probabilidad f(x), su fun
ión 
ara
terísti
aviene dada por:
ϕ(f(x)) =

∫ +∞

−∞

eizx f(x) dxLa fun
ión 
ara
terísti
a puede interpretarse por el logaritmo:




ln(ϕ(f(x))) = i µ z − vα|z|α
(
1 − β(sig(z)) tan

(πα
2

)) paraα 6= 1

ln(ϕ(f(x))) = i µ z − v|z|α
(

1 − β(sig(z))

(
2

π
ln(|z|)

)) paraα = 1El ln(ϕ(f(x))) tiene 
uatro parámetros que lo 
ara
terizan:- Índi
e de estabilidad (α) que está en el rango (0, 2] que mide la fre
uen-
ia de las grandes dispersiones. Está rela
ionado 
on el apuntamientoo kurtosis de la distribu
ión, que des
ribe lo pi
uda o plana que esla distribu
ión. Es de
ir, si los datos se 
on
entran demasiado o no,
omparados 
on una distribu
ión normal.- Sesgo (β) que está en el intervalo [−1, 1]. Si β = 0 los datos son simétri-
os respe
to a la media; valores negativos, impli
an asimetría izquierday análogamente 
on los valores positivos, asimetría dere
ha.- Media(µ ∈ R), es la media de la distribu
ión.- parámetro de dispersión o de es
ala (v): mide la varia
ión de los datos.Para α =
1

2
, β = 1 tenemos la distribu
ión Lévy y para α = 2 la distri-bu
ión gaussiana. Las distribu
iones Gauss y Lévy 
onstituyen una 
lase dedistribu
iones llamadas estables, 
ara
terizadas por un índi
e de estabilidad

α ∈ ]0, 2]. En parti
ular para las distribu
iones gaussianas, α = 2 y en las deLévy es α =
1

2
.Todas las fun
iones de densidad estables son unimodales y tienen formade 
ampana, varianza �nita y son simétri
as respe
to a su media, para

0 < γ < 2 y un grado de asimetría (skewness) arbitrario (γ 6∈]0, 2[).
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onvolu
iónComo hemos visto anteriormente, la de
onvolu
ión 
onsiste en re
uperarla fun
ión original u a partir de k y de n. Los métodos expuestos anterior-mente presuponen un 
ono
imiento de k para obtener u. En la de
onvolu
ión
iega, para obtener u, es ne
esario formular una serie de hipótesis a
er
a delnú
leo, k, que nos permitirán estimarlo. En el 
aso de pinturas o es
ulturas,di
has hipótesis que fueron formuladas en el 
apítulo (página xiii), nos 
on-du
en a nú
leos quasi-gaussianos 
orrespondientes a la e
ua
ión generalizadadel 
alor:
k̂(ξ, η) = e−α(ξ2+η2)β

α > 0, β ∈ [0, 1]que están rela
ionados 
on pro
esos de difusión generalizada del 
alor quehemos visto en §1.3.1.1.3.2. Modelo SECBEn [Car01℄, se presenta el modelo SECB y un pro
eso basado en nú
leosde 
lase G, son los que veri�
an:1. ∫
R2

k(x, y)dx dy = 12. k(x, y) ≥ 0, ∀(x, y) ∈ R23. k̂(ξ, η) = e−α(ξ2+η2)
β

α > 0, 0 < β ≤ 14. Ktf ≡
{
k̂t(ξ, η)f̂(ξ, η)

}∨

, f ∈ L2(R2)Las 
ondi
iones 1 y 2, son 
ondi
iones que estable
en que el nú
leo es unafun
ión de densidad de probabilidad; las 
ondi
iones 3, 4 son fundamentales.La 3 , determina el tipo de nú
leo, Lévy � puro � que permite generalizar ungran número de distribu
iones, 
omo, por ejemplo, gaussianas y lorenzianas.Es de
ir, para β = 1 tenemos la distribu
ión gaussiana, mientras que 
on β =
1

2
tenemos la distribu
ión lorenziana o de Cau
hy. La 4 es importante, puesnos di
e que k̂ es solu
ión de la e
ua
ión (1.32) y permite de�nir poten
iasfra

ionarias del operador 
onvolu
ión (e
ua
ión (1.33)).
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ión 
iega 31El método SECB fun
iona ade
uadamente para imágenes W y nú
leosde 
lase G. Adaptamos el método expuesto en la se

ión anterior se 
onvierteen un método de de
onvolu
ión 
iega. El problema ahora se 
entra en deter-minar el nú
leo ade
uado. En [Car01℄, da un pro
edimiento para determinarlos parámetros, (α, β). Para dedu
ir las e
ua
iones de ajuste logarítmi
o,utilizaremos dos métodos:
• Método BEAK: Suponemos que 
ono
emos la imagen exa
ta uy estudiamos el 
omportamiento de log |û∗(ξ, η)| a lo largo de la línea
η = 0 en el espa
io de Fourier. Se puede elegir 
ualquier línea. Parasimpli�
ar tomaremos la línea η = 0, porque se obtienen resultadossemejantes en otras dire

iones.Suponemos que la fun
ión −a|ξ|b, a, b > 0, ajusta log |û∗(ξ, η)|.Partimos del modelo:

u0(x, y) = k(x, y) ∗ u(x, y) + n(x, y)siendo k(x, y) densidad Lévy pura.Supondremos que el ruido tiene que 
umplir:
∫

R2

|n(x, y)|dxdy ≪
∫

R2

|u(x, y)|dxdy = σ > 0Consideremos Ψω = {(ξ, η) : ξ2 + η2 ≤ ω} entorno del origen tal que:
e−α(ξ2+η2)β |û∗(ξ, η)| ≫ |n̂(ξ, η)|Teniendo en 
uenta lo anterior:

log |û∗0(ξ, η)| = log |e−α(ξ2+η2)β

û∗(ξ, η) + n̂∗(ξ, η)| ≈

≈ log |e−α(ξ2+η2)β

û∗(ξ, η)| · log |n̂∗(ξ, η)| ≈

≈ log |e−α(ξ2+η2)β

û∗(ξ, η)| ≈ log |e−α(ξ2+η2)β | + log |û∗(ξ, η)| ≈

≈ −α(ξ2 + η2)β + log |û∗(ξ, η)|
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onvolu
iónTomando la línea η = 0 en el espa
io de Fourier:
≈ −α|ξ2|β + log û∗(ξ, 0)Como sabemos que la 
urva de ajuste para log |û∗(ξ, 0)| es

−a|ξ|b, a, b > 0A partir de la e
ua
ión anterior, de�nimos v(ξ) 
omo la e
ua
ión quemejor ajusta el log |û∗0(ξ, 0)| de la siguiente forma:
v(ξ) = −α|ξ|2β − a|ξ|bpara |ξ| ≤ ω, que usaremos para determinar (α, β) 
uando la imagen

u es 
ono
ida. Notar que a, b se determinan previamente ajustandodire
tamente log |û∗(ξ, 0)|.
• Método APEX: Si no hay 
ono
imiento de la imagen exa
ta, u, en-ton
es no 
ono
emos log |û∗(ξ, 0)|. En este 
aso sustituimos log |û∗(ξ, 0)|por una 
onstante A > 0, �jada 
on anterioridad, que llamaremosapex (pi
o) y se obtiene a partir de la observa
ión del diagrama de

log |u∗(ξ, 0)|, en la fre
uen
ia nula, que es el que nos da el pi
o.La e
ua
ión de ajuste para la determina
ión de los parámetros delkernel es:
log |û∗0(ξ, 0)| ≈ −α|ξ|2β − A; (ξ, 0) ∈ Ψω (1.35)Nótese que, 
uando aumentamos el valor de A, de
re
e la 
urvatura de

log |û∗0(ξ, 0)| y que, 
uando bajamos el valor de A se produ
e el efe
to
ontrario.Los parámetros α, β se determinan por ajuste no lineal por mínimos 
ua-drados (ver [ADA+02, Mon98℄); posteriormente usamos la e
ua
ión (1.28)para re
uperar la imagen.La forma integral de regulariza
ión de Tikhonov, §1.2.2, y el modeloSECB (e
ua
ión (1.28)), tienen una serie de ventajas e in
onvenientes, que
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ión. El algoritmo que vamos a presentar, quere
ibe el nombre de híbrido (que hemos desarrollado y publi
ado en [RC06℄)permite aprove
har las ventajas de ambos métodos y disminuir sus in
onve-nientes.1.3.3. Método HíbridoLa regulariza
ión de Tikhonov, en su forma integral, la podemos tratar
omo un método multirresolu
ión, donde λ es el parámetro de resolu
ión apartir del 
ual no hay varia
ión en la de
onvolu
ión (salvo errores de re-dondeo). Por otro lado, 
on SECB se pueden re
uperar es
alas más �nas, a
ambio de aumentar la regulariza
ión y perder 
ontraste.Nuestra primera aporta
ión es el método híbrido ([RC06℄), quepermite de
onvolver las es
alas �nas, evitando la pérdida del 
ontraste. Elmétodo está basado en los siguientes pasos:1. A partir de la imagen degradada u0, obtenemos (α0, β0) para 
onstruirel nú
leo k1, usando el método APEX (1.35).2. Con el nú
leo k1 de
onvolvemos u0 usando la fórmula integral de Tikho-nov, que denotamos utri.3. Renormalizamos el nú
leo de utri, es de
ir, usando el método APEXobtenemos los parámetros (α1, β1) para 
onstruir k2. Es ne
esario estepaso, porque el operador lapla
iano aproxima las dis
ontinuidades porfun
iones suaves, preservando la textura, pero introdu
iendo un difu-minado en la solu
ión obtenida. Así obtenemos una predi

ión de laimagen que será 
orregida en el siguiente paso.4. Apli
amos SECB (1.28) a la imagen utri para 
orregir el efe
to de ladifusión introdu
ido en el paso anterior.Este método lo podemos 
onsiderar 
omo un método multies
ala: dete
-tamos el nú
leo y de
onvolvemos la imagen usando el modelo lineal en lases
alas más groseras y 
orregimos los per�les en las es
alas más �nas usandoel SECB. Este pro
eso tiene la ventaja de que podemos al
anzar valores de
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t = 0 redu
iendo la pérdida del 
ontraste, puesto que, al re
uperar fre
uen
iasmuy altas, permite realzar los bordes en redu
idos intervalos de t.Esta idea permite obtener un método rápido, preservando 
ara
terísti
asde la imagen (sin ruido), efe
tuando una regulariza
ión estable, 
omo pode-mos ver en la �gura 1.3. En este ejemplo hemos de
onvuelto la imagen deLena que fue degradada por 
onvolu
ión 
on un nú
leo que pro
ede de apli-
ar la e
ua
ión del 
alor a una delta. En este 
aso podemos 
omprobar queel modelo lineal, re
upera parte de los per�les y las texturas. Aquí podemosobservar el efe
to que produ
e el lapla
iano, que determina solu
iones suaves.El modelo SECB (parte 
entral dere
ha) ne
esita un parámetro s = 0.001,pequeño y un K = 5 pero a partir de t = 0.632 la imagen obtenida se 
a-ra
teriza por la pérdida de 
ontraste a medida que nos vamos a
er
ando a 0.En la parte inferior podemos 
omprobar el resultado del modelo híbrido, quepermite re
uperar la imagen 
on valores de λ altos y permite al
anzar t = 0,pero 
onserva el 
ontraste y re
upera las texturas y per�les respe
to de losanteriores métodos pero la difusión es menor.Este método, al igual que el que posteriormente introdu
iremos, no pro-du
e efe
tos ringing ni ruido en el pro
eso debido a su estabilidad y a lasade
uadas 
ondi
iones de frontera.La primera di�
ultad que presenta el modelo híbrido es la ele

ión de la
onstante ade
uada para realizar el ajuste por mínimos 
uadrados, puestoque el autor en [Car01℄ propone determinarlo por inspe

ión visual. Nosotrosespe
i�
amos el valor de A 
omo:

∫

Ψω

log |f̂ ∗(ξ, 0)| dξsiendo f(x, y) la fun
ión a ajustar en 0 ≤ |ξ| ≤ ω.La segunda di�
ultad que presenta es la ele

ión de los parámetros λ, s,K, t,de forma que permitan de
onvolver la imagen 
on garantías. Es de
ir quepermita re
uperar la imagen en pequeños intervalos de t pero sin pérdida de
ontraste.En primer lugar, la ele

ión del λ tiene que ser grande λ ≈ 1010, que es un
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Figura 1.3: Superior izquierda: Imagen original; Superior dere
ha: Imagen original 
on-vuelta 
on un nú
leo pro
edente de apli
ar 80 pasos de la e
ua
ión del 
alor a una fun
ióndelta ( ∆t

(∆x)2
=

1

2

); Parte 
entral izquierda: De
onvolu
ión 
on el modelo lineal; Parte
entral dere
ha: De
onvolu
ión 
on SECB; Parte inferior: Modelo híbrido
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iónparámetro que �jamos al prin
ipio. Esta λ es tan grande por la ausen
ia deruido. En algunos 
asos hay que redu
irlo si hay problemas 
on el 
ontraste.Los parámetros s, t,K para el método SECB también hay que aproxi-marlos. Para el nivel de resolu
ión s, le asignamos el valor de α. Esto permiterela
ionar el parámetro de la es
ala de la distribu
ión Lévy 
on el nivel deresolu
ión del método.Por otro lado, están los valores de t,K, que son los que 
ontrolan la estabi-lidad y 
ontraste en la de
onvolu
ión. Para identi�
arlos, usamos un pro
esoque 
onsiste en dividir el intervalo [0, 1] en dos partes [0, 1] = [0, 1
2
]∪]1

2
, 1].Llamamos M = ‖u0‖2. De
onvolvemos la imagen usando la e
ua
ión (1.33)apli
ado a Kt utri en ambos intervalos 
orrespondiente al rango de t, dis-
retizándolo 
on paso h =

1

2n
, siendo n el número de evalua
iones desea-das. Elegimos K = 10 t, de manera que este valor está aso
iado al t. Si

‖Kt+1utri −Ktutri‖2 está 
er
ano a M o es menor que la toleran
ia dada enalgún intervalo, éste se dese
ha y 
ambiamos de intervalo, pues en este 
aso,nos di
e que no hay varia
ión entre la imagen original y la de
onvuelta. Enotro 
aso la ‖Kt+1utri −Ktutri‖2 < tol siendo tol la toleran
ia pre�jada, enambos intervalos. El algoritmo �naliza tomando 
omo la imagen de
onvueltaaquella 
uya norma sea mayor que M .El método híbrido es un método fra

ionario. Fue el primer método queusamos 
omo primera aproxima
ión a la de
onvolu
ión fra

ionaria ([RC06℄),pero planteó una serie de problemas (que veremos posteriormente) y que diolugar a la regulariza
ión basada en poten
ias fra

ionarias del operador la-pla
iano ([RC08℄), que nos permite re
uperar 
on más pre
isión los per�lesy las texturas. Esto supone una nueva regulariza
ión, puesto que permiteestable
er una rela
ión entre los parámetros del nú
leo y la regulariza
ión.Otra de las mejoras del método publi
ado en [RC08℄, es ampliar el métodoAPEX a una gran variedad de imágenes, de manera que no esté restringido ala 
lase W. Otra de las ventajas es automatizar el pro
edimiento de de
onvo-lu
ión, redu
iendo el número de parámetros que será usado por personas queno son espe
ialistas en la materia (restauradores). En 
aso que los resultadospuedan ser insatisfa
torios, el algoritmo permite la interven
ión del usuario.El método híbrido es el pre
ursor de la siguiente aporta
ión,
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ión por operadores fra

ionarios [RC08℄, yque presentaremos en la próxima se

ión. La ventaja de usar operadoresfra

ionarios es que nos permite �deformar� el espa
io es
ala, aproximandolas dis
ontinuidades a través del lapla
iano fra

ional. También analizaremosla de
onvolu
ión y el denoising así 
omo los dos problemas 
onjuntamente,
omparando los resultados 
on otros métodos expuestos en la literatura.1.4. Regulariza
ión por poten
ias fra

ionariasdel operador lapla
ianoLas limita
iones expuestas anteriormente han dado lugar a la aporta
iónmás importante de esta tesis: el modelo lineal fra

ionario re
ursivo que usa
omo regularizador poten
ias fra

ionarias del lapla
iano, determinando a
ada paso el nú
leo en un rango de fre
uen
ias, lo que permite ampliar la 
lasede imágenes a la que podemos apli
ar di
ho método (ahora no ne
esitamosque las imágenes sean de 
lase W) y una nueva regulariza
ión basada en laspoten
ias del lapla
iano, re
uperando las es
alas intermedias.Este modelo lo hemos apli
ado tanto a imágenes a
adémi
as 
omo reales.En parti
ular, el modelo fra

ionario ha sido apli
ado al 
aso del retablode la Iglesia San Bartolomé, que 
omprende períodos desde el rena
imientohasta el neo
lasi
ismo. Esta 
lase de imágenes tiene varias parti
ularidades:amplia gama de 
olores y 
ontrastes, 
omo juegos de luz y torsión, lo queplantea serias di�
ultades a la hora de re
uperar estas 
ara
terísti
as que sedeterioraron por el pro
eso de difusión en la toma de imágenes. En el futurolo extenderemos a otro tipo de estilos, 
omo puntillismo, realismo, 
ubismo,et
.En este apartado, presentaremos los nú
leos 
asi-gaussianos o nú
leos ge-neralizados, de�nidos 
omo fun
iones de Green de la e
ua
ión generalizadadel 
alor (1.32). Esta e
ua
ión apare
e en a
ústi
a, 
omo un modelo de ate-nua
ión dependiente de las fre
uen
ias; en 
inéti
a, para difusión limitada amodelos de agrega
ión, ritmo 
ardía
o, entre otras apli
a
iones [Fra00℄.Los nú
leos 
asi-gaussianos están de�nidos 
omo 
onvolu
iones de fun
io-
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iónnes Gβi, de manera que su transformada de Fourier es una poten
ia fra

io-naria de la gaussiana (nú
leos divisibles �nitamente):
Ĝβi(ω, η) = exp(−αi(ω

2 + η2)βiUn kernel k es 
asi-gaussiano si:
k = Gβ1 ∗Gβ2 ∗ · · · ∗Gβn (1.36)Los nú
leos gaussianos son 
laramente 
asi-gaussianos. La des
omposi
ión(1.36) impli
a:

k̂(ω, η) = exp(−
∑

i

αi(ω
2 + η2)βi) (1.37)Por tanto, 
ualquier kernel 
asi-gaussiano lo podemos aproximar por des
om-posi
iones del tipo (1.36), en un determinado rango de fre
uen
ias. G(ω, η) =

exp(−α(ω2 + η2)β lo podemos aproximar por (1.36) si:
α(ω2 + η2)β ≈

∑

i

αi(ω
2 + η2)βiSi βi ≤ 0.5, enton
es la aproxima
ión no es polinómi
a puesto que laparte dere
ha de la e
ua
ión anterior no es diferen
iable; en este 
aso pre-senta varios grados de suavidad basados no solamente en la varianza de ladistribu
ión, 
omo o
urre 
uando es gaussiano, sino que afe
ta también a ladiferen
iabilidad del nú
leo, que nos permite dis
riminar per�les en es
alas�nas al 
ontrario de lo que o
urre 
on las gaussianas.Los parámetros α, β tienen un papel muy relevante: α mide la disper-sión (notar que no es la varianza 
omo en las gaussianas, puesto que lasdistribu
iones Lévy pueden tener varianza in�nita); por otro lado, β midela diferen
iabilidad, que está aso
iada al pro
eso lineal: 
uanto más lineal(uniforme), mayor regulariza
ión y el β es más grande. En otras palabras, enel 
ontexto de la e
ua
ión generalizada del 
alor, α está rela
ionado 
on laes
ala espa
ial y β 
on la temporal.Una su
esión de 
onvolu
iones de nú
leos suaves puede ser aproximada
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omposi
iones del tipo (1.36). Los nú
leos 
asi-gaussianos introdu
enuna des
omposi
ión del espa
io-es
ala, ade
uado para análisis de imágenes([DBIW05℄). La ventaja de usar poten
ias fra

ionarias es que éstas permitenanalizar el espa
io-es
ala de forma lineal (según la dispersión) y no lineal(regulariza
ión), esto es el análisis espa
io-fre
uen
ia-es
ala.Otra di�
ultad, después de dis
retizar, es que hay diferentes nú
leos quepueden dar la misma 
onvolu
ión, es de
ir, dados u y u0 
on una determi-nada resolu
ión, hay diferentes nú
leos k tales que u0 ≈ k ∗ u (el símbolo ≈signi�
a que ambas fun
iones son iguales en una resolu
ión dada y en la 
o-rrespondiente dis
retiza
ión). Esto no es un grave in
onveniente puesto que,por un lado, en la de
onvolu
ión 
iega estamos más interesados en re
uperar
u que k y por otro, el problema de la uni
idad no es fundamental en este
ontexto.Para esta 
lase amplia de nú
leos proponemos el siguiente modelo:

−(−∆)βu+ λk ∗ (k ∗ u− u0) = 0 (1.38)Esta e
ua
ión está de�nida para fun
iones u ∈ H
β

2 , permite solu
iones me-nos regulares que otras presentes en la literatura, que ne
esitan derivadasde al menos primer orden, 
omo por ejemplo en [CMS03℄, donde usan laregulariza
ión de Tikhonov o la TV-norma (
omo en [LNN06℄ basada en elmodelo Munford-Shah). En la TV-norma apare
en fun
iones dis
ontinuas.Es la regulariza
ión |∇u| (gradiente) la que exige regularidad.En primer lugar, el operador −∆ es positivo y (−∆)β está bien de�nidoy, además, lo podemos evaluar vía transformada de Fourier:
̂(−∆β)u = c · (ω2 + η2)β · û(ω, η)Donde c es una 
onstante de normaliza
ión.El 
aso β = 1, se 
orresponde 
on la regulariza
ión de Tikhonov. Laregulariza
ión de la varia
ión total no se 
orresponde 
on ningún valor de β.

β redu
e el grado de suavidad de u, en el sentido de que si u ∈ Cp enton
es
(−∆)β ∈ Cp−2β.
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Figura 1.4: Derivadas de orden fra

ionario t ∈ [0, 1], para la fun
ión diente de sierra.Podemos 
omprobar el 
omportamiento del término de regulariza
ión de (1.38). De estaforma podemos ver la suma de las 
ontribu
iones de las derivadas de orden fra

ionariopara aproximar derivadas de orden entero de fun
iones no suaves
β = 1

2
equivale a usar la regulariza
ión del gradiente. Para 0 < β < 1

2
,la 
lase de fun
iones para las que podemos evaluar la expresión (1.38) esmuy extensa respe
to a los modelos anteriormente expuestos y son menosrestri
tivas respe
to a la diferen
iabilidad (ver �guras 1.4 y 1.5).
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Figura 1.5: Derivadas de orden fra

ionario t ∈ [0, 1], para la fun
ión gaussiana. Podemos
omprobar el 
omportamiento del término de regulariza
ión de (1.38). De esta formapodemos ver la suma de las 
ontribu
iones de las derivadas de orden fra

ionario paraaproximar derivadas de orden entero de fun
iones suavesLa e
ua
ión (1.38) permite re
uperar altas fre
uen
ias (y por tanto imá-genes nítidas) 
uando β es pequeña. Por otro lado, podemos obtener la mismaregulariza
ión en altas fre
uen
ias 
uando λ es más grande, y por lo tantoregularizamos menos en las bajas fre
uen
ias. Equilibrando λ y β, podemos
onseguir la 
antidad deseada de suavidad en el rango de fre
uen
ias que eli-jamos. Aunque nuestro modelo se 
on
ibió para solventar el problema de lade
onvolu
ión pura, 
omprobaremos que fun
iona mejor que la regulariza
iónde Tikhonov en presen
ia del ruido para β < 1, porque permite re
uperaraltas fre
uen
ias sin ampli�
arlas. La solu
ión al modelo propuesto, (1.38),la obtenemos por transformada de Fourier:
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û(ω, η) =

k̂(ω, η) û0(ω, η)

φ(ω2 + η2)β + k̂(ω, η)2
; φ =

c

λ
(1.39)En la fórmula anterior podemos ver el efe
to del parámetro β: 
on la mis-ma regulariza
ión, φ, obtenemos fre
uen
ias altas. Notar que tanto φ 
omo

β desarrollan papeles diferentes (regulariza
ión lineal y no lineal, respe
ti-vamente). Un análisis similar al realizado en [CMS03℄ puede ser apli
ado enparte a este modelo. La transformada 
oseno dis
reta es una forma rápida deobtener u y el modelo permite lo
alizar las 
ondi
iones de frontera 
uandoson ade
uadas.El modelo es válido para 
ualquier β (
on distinta pre
isión). Cuando elnú
leo es una poten
ia fra

ionaria de una gaussiana, Gγ, es espe
ialmenteinteresante si β y γ son iguales. Se dedu
e de (1.39) que en este 
aso po-demos re
uperar fre
uen
ias más regularizadas. Un β mayor que γ permitere
uperar menos fre
uen
ias y las fre
uen
ias obtenidas 
on un β menor sonredundantes, porque están por debajo de la resolu
ión, lo que produ
e efe
-to aliasing y os
ila
iones tipo ringing. El modelo que presentamos permiteredu
ir el β pero, a su vez, re
uperan fre
uen
ias altas, de manera que, en elrango de fre
uen
ias donde trabajamos, no hay efe
to aliasing.1.4.1. Modelo de de
onvolu
ión fra

ionariaEl modelo anterior lo empleamos para la de
onvolu
ión de imágenes don-de 
ono
emos el nú
leo. La ele

ión de la 
lase de los nú
leos que hemos
onsiderado se puede apli
ar a la de
onvolu
ión 
iega.Como hemos expli
ado anteriormente, la de
onvolu
ión la podemos 
o-ne
tar 
on la resolu
ión de una e
ua
ión parabóli
a, por ejemplo, la e
ua
ióndel 
alor, pero invirtiendo el tiempo, es de
ir:
vt = a vxx
on 
ondi
ión �nal:
v(1) = u0La de
onvolu
ión es equivalente a obtener u = v(0). Aunque es un problema
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ión úni
a y además no es estable), para un pasopequeño del tiempo puede ser resuelta. Este es el prin
ipio presente en elmétodo SECB, §1.2.6, ([Car01, Car99a℄). El punto 
lave de la de
onvolu
iónque presentamos es que (1.38) es estable para β pequeño.Por su propia de�ni
ión, Gβ depende de dos parámetros: α, β. Para esti-mar el nú
leo, tenemos que ajustar ambos parámetros, uno de ellos medianteel método APEX ([Car02℄). Adaptamos algunas ideas del método y propo-nemos el siguiente, 
uyo fundamento está en �jar una de las fre
uen
ias, porejemplo η = 0, y realizar un ajuste logarítmi
o de la transformada de Fourierde los datos. Re
ordamos el método APEX:
u0 = Gβ ∗ u

û0 ≈ Ĝβû(De he
ho, podemos 
onsiderar que para la de
onvolu
ión pura, ≈ se 
on-vierte en igualdad).
û0(ω, η) ≈ exp(−α(ω2 + η2)β) · û(ω, η) ⇒

⇒ log(|û0(ω, η)|) ≈ −α(ω2 + η2)β + log(|û(ω, η)|)Para obtener una buena aproxima
ión para α, β podemos �jar una de lasfre
uen
ias. Por simpli
idad 
onsideramos η = 0:
log(|û(ω, 0)|) − log(|û0(ω, 0)|) ≈ α|ω|2β (1.40)

u es des
ono
ido. Una buena estrategia 
onsiste en aproximar u por una 
ons-tante A. Si la media se 
onserva después de la 
onvolu
ión, û(0, 0) = û0(0, 0),es
ogemos A = û0(0, 0), 
uando la imagen es de 
lase W, es de
ir, û0(0, 0) ≥
û0(ω, 0) ∀ω. A
tualmente hemos modi�
ado este algoritmo para extenderloa aquellas imágenes que no son estri
tamente de 
lase W, ajustando sólo enun pequeño rango de fre
uen
ias y eligiendo la 
onstante A = máx

ω
{û0(ω, 0)},que nos permite extender el algoritmo a una 
lase más amplia de imágenes.Los parámetros α, β de la fórmula :
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A− log(|û0(ω, 0)|) ≈ α|ω|2β (1.41)los obtenemos por mínimos 
uadrados.El algoritmo de de
onvolu
ión 
iega 
ombina (1.40) y (1.41) para obtenerel nú
leo:Algoritmo 1.4.1: Algoritmo para el método fra

ionarioEntradas: u0Salidas: Imagen de
onvuelta: uk

k0 : log(|û0(ξ, 0)|) −
∫

Ψω

| log û0|;
u1 = −(−∆)βu0 + λk0 ∗ (k0 ∗ u0 − u0) = 0;while |αm − αm+1| < ε & |βm − βm+1| < ε do

kj : −α|ξ|2β + log(|ûj−1(ξ, 0)|);
−(−∆)βuj − λkj ∗ (kj ∗ uj − u0) = 0;

u = ĺım
k
uk ;El pro
eso �naliza 
uando |αk −αk+1| < ε y |βk − βk+1| < ε o βk+1 > βk.La primera 
ondi
ión muestra que entre dos itera
iones no hay 
ambio enlos parámetros, lo que indi
a que no hay varia
ión en la de
onvolu
ión y portanto al
anzamos el estado esta
ionario, mientras que la segunda desigualdad,pérdida de monotonía, impli
a pérdida de la 
alidad de la imagen. Estas
ondi
iones permiten dar un 
riterio de parada. En la prá
ti
a son po
os lospasos ne
esarios (en los experimentos realizados, entre tres y 
uatro pasossuelen ser su�
ientes).A partir de la e
ua
ión (1.39), 
ada iterado uk resultante del pro
esoanterior, es una de
onvolu
ión de u0 para el nú
leo G = Gβ0

0 ∗Gβ1

1 ∗· · ·∗Gβk−1

k−1 ,de a
uerdo 
on la e
ua
ión:
−

k−1∑

m=0

φm(−∆)βm(Hm ∗ uk) +G ∗ (G ∗ uk − u0) = 0 (1.42)donde Hm = Gβ0

0 ∗ · · · ∗ Gβm−1

m−1 ∗ · · · ∗ Gβm+1

m+1 ∗ · · · ∗ Gk−1
k−1, si los parámetros
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φm =

1

λm

son su�
ientemente pequeños para 
onsiderar los produ
tos φmφkdespre
iables.En la prá
ti
a (1.42) es una de
onvolu
ión del tipo (1.38), que regulariza
ada término de la des
omposi
ión 
on diferente orden. Cuando los exponen-tes de la gaussiana y el lapla
iano son iguales, todos los términos que inter-vienen en la suma son homogéneamente suavizados y por tanto equilibra laparte de la de
onvolu
ión en la e
ua
ión. Aunque este tipo de re
urren
ia nose re
omienda normalmente 
uando se utiliza la regulariza
ión de Tikhonov,porque el ruido puede ampli�
arse([Car01℄), en este modelo la homogeneidadde los exponentes 
ontrola la regulariza
ión en 
ada itera
ión. En este 
aso,ambos, regulariza
ión y nú
leo, son des
ompuestos al mismo tiempo, 
on el�n de estabilizar el pro
eso.En resumen, el algoritmo des
ompone la regulariza
ión añadiendo unapequeña parte del suavizado (la más ade
uada) en 
ada itera
ión, rela
ionada
on la es
ala (fre
uen
ias que son resueltas en 
ada paso). En este sentido, elauto-pro
eso iterativo regulariza dinámi
amente (el término de regulariza
ión
ambia a 
ada itera
ión), 
ontrolando el ruido que produ
e el algoritmo y elblur. El resultado es que la mayoría de las fre
uen
ias pueden re
uperarse,
omo veremos en la siguiente se

ión.El método ha sido probado 
on dos tipos de nú
leos: desenfoque (�out-of-fo
us�) y el nú
leo de movimiento, (�motion blur�), 
uyas e
ua
iones vienendadas por:
• �Out of fo
us�:

k(x, y) =





1

π R2
, Si (x, y) ∈ {((u, v) ∈ R2 : u2 + v2 ≤ R2}

0 En otro 
aso (1.43)
• �Motion blur�

k(x, y) =





1

L
, Si√x2 + y2 ≤ L

2
,
x

y
= − tan(ϕ)

0 En otro 
aso (1.44)
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iónEste tipo de nú
leos tienen interés dentro del tratamiento de imágenes, por-que el primero modeliza los errores 
ometidos por una mala distan
ia fo
aly el segundo, el movimiento aparente a gran velo
idad de objetos en unaimagen �ja (fotografía) o una se
uen
ia de imágenes 
omo una pelí
ula oanima
ión.El método ha sido usado para los nú
leos presentados anteriormente, queno son gaussianos. El método también fun
iona en estos 
asos más gene-rales pero los resultados no son tan favorables 
omo 
uando se apli
an anú
leos 
asi-gaussianos, 
omo veremos la se

ión de ejemplos, §1.4.3, funda-mentalmente porque no 
onsideramos la fase, así 
omo el estudio de nú
leosasimétri
os que será objeto de líneas futuras de investiga
ión.1.4.2. De
onvolu
ión de imágenes ruidosasEn esta se

ión vamos a tratar el problema de de
onvolver y eliminarruido al mismo tiempo. El problema 
onlleva una serie de di�
ultades. Paraeliminar el ruido, tenemos que ha
er un suavizado de la imagen. La de
on-volu
ión ampli�
a las diferen
ias aumentando el ruido. En este 
aso tenemosque estable
er un equilibrio en los parámetros que nos permita de
onvolver yeliminar el ruido al mismo tiempo. Otra de las di�
ultades del ruido es la de-termina
ión del nú
leo, puesto que el ruido �aleatoriza� el diagrama de datosque usamos para determinar α, β. Por tanto el nú
leo determinado distribuyeel ruido en la imagen, es de
ir, el ruido no se elimina 
ompletamente.Nuestro modelo es válido para de
onvolver imágenes ruidosas. En este
aso, la idea está en que no es ne
esario que β = γ, es de
ir, que la poten
iadel lapla
iano y la gaussiana no tienen porqué ser idénti
as.La 
lave del método está en la ele

ión óptima de parámetros de forma quenos permita de
onvolver la imagen y redu
ir el ruido. El parámetro adi
ional
λ tiene un rol de
isivo, a
túa 
omo un 
oe�
iente de elimina
ión de ruido,mientras que β determina las fre
uen
ias a de
onvolver que permiten unbuen resultado (ver �guras 1.6, 1.7). Una estrategia para aproximar estosparámetros es rela
ionarlos de a
uerdo 
on la 
antidad de ruido estimado enla imagen degradada. Como regla general, pequeños valores de β permiten
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Figura 1.6: Derivada fra

ional de la fun
ión diente de sierra, para β < 0. Notar que eneste 
aso estamos integrando, lo que impli
a un suavizado de la fun
ión original.
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Figura 1.7: Derivadas de orden fra

ionario t ∈ [0, 1], para la fun
ión gaussiana, para β < 0.Notar que en este 
aso estamos integrando, lo que impli
a un suavizado de la fun
iónoriginal. En el 
aso de la gaussiana 
uando β = −1 tenemos la fun
ión de distribu
iónnormalvalores de λ mayores que podemos usar para las imágenes ruidosas.En los ejemplos que presentamos, hemos implementado la ele

ión deparámetros automáti
a e independientemente del usuario.1.4.3. EjemplosEn esta se

ión presentamos algunos ejemplos ilustrativos sobre el méto-do presentado. En las �guras 1.8 y 1.9 mostramos 
ómo de
onvolu
iona elalgoritmo (página 44) a 
ada paso y la se
uen
ia de nú
leos dete
tados.Como podemos ver, la suavidad de los nú
leos depende de las 
ara
terís-ti
as de la imagen. En la �gura 1.9, alguna textura puede dete
tarse en elpaso ini
ial, y para nosotros, el exponente es grande (el kernel es próximo allapla
iano); mientras que en el ejemplo (�gura 1.8) los rasgos no los podemosdistinguir en los primeros pasos y el nú
leo está próximo a una fun
ión delta.
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Figura 1.8: Parte superior: Imagen 
onvuelta y el nú
leo (satélite). Parte inferior: Se
uen
iade de
onvolu
iones 
iegas 
on los 
orrespondientes nú
leos dete
tados.
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Figura 1.9: Parte superior: Imagen 
onvuelta y nú
leo (Lena). Parte inferior: Se
uen
ia dede
onvolu
iones 
iegas 
on sus 
orrespondientes nú
leos dete
tados.
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ionarias 51En ambos 
asos, obtenemos una de
onvolu
ión 
onvin
ente en 
uatro pasos.Los nú
leos son suavizados a 
ada paso, tal y 
omo expusimos en la se

ión
§1.4.Notar el he
ho de que el nú
leo obtenido al �nal del pro
eso es una buenaaproxima
ión al nú
leo original. Como hemos di
ho anteriormente, el pro-blema de la de
onvolu
ión está mal puesto: nú
leos distintos puedan darresultados similares. Compararemos 
on otros métodos propuestos en la lite-ratura, 
omo el modelo lineal ([CMS03℄), la implementa
ión de la varia
ióntotal basada en el algoritmo de minimiza
ión alternada (AM), [CW98℄ y elSECB [Car01℄. El algoritmo fra

ional fun
iona mejor que otros, en espe
ial
uando hay presen
ia de gaussianas 
on varianza grande (ver �gura 1.10).

(1) (2) (3) (4)Figura 1.10: De
onvolu
ión de 1.9 
on diferentes modelos. (1): De
onvolu
ión 
on el Mo-delo Lineal. (2): Restaura
ión por varia
ión total. (3) SECB. (4) De
onvolu
ión 
iegafra

ionaria.Notar que en éstos ejemplos no hay presen
ia de ruido (el método tampo
olo introdu
e) ni ringing.En los ejemplos (�gura 1.11, �gura 1.13), mostramos la importan
ia delmétodo para imágenes ruidosas 
on diferentes nú
leos gaussianos. Como po-demos 
omprobar, el ruido se redu
e pero no hay pérdida en la 
alidad dela imagen de
onvuelta. Estos ejemplos son muy ilustrativos respe
to al ruidodespués de la de
onvolu
ión: en los detalles podemos ver la di�
ultad quehay para equilibrar de
onvolu
ión y elimina
ión del ruido, que es redu
idopero no eliminado por 
ompleto (�guras 1.12, 1.14).
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Figura 1.11: Parte superior: Satélite 
onvuelto 
on ruido gaussiano σ = 2 y SNR =
5.14. De
onvolu
iones: Parte 
entral izquierda: Modelo fra

ionario. Parte 
entral dere
ha:Modelo lineal. Parte inferior izquierda: SECB. Parte superior dere
ha: TV

Figura 1.12: Detalles de la de
onvolu
ión y denoising del satélite de 1.11.
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σ=6,SNR=5.28

Figura 1.13: Parte superior: Satélite 
onvuelto 
on σ = 6 
on ruido gaussiano SNR = 5.28.De
onvolu
iones: Parte 
entral izquierda: Modelo fra

ional. Parte 
entral dere
ha: Modelolineal. Parte inferior izquierda: SECB. Parte superior dere
ha: TV

Figura 1.14: Detalles de la de
onvolu
ión y denoising del satélite 1.13
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Figura 1.15: Nú
leo de desenfoque: R = 5, Parte superior izquierda: Imagen 
onvuelta 
onnú
leo de desenfoque. Parte superior dere
ha: Nuestro modelo (fra

ional). Parte inferiorizquierda: Restaura
ión por varia
ión total. Parte inferior dere
ha: Restaura
ión SECB.Finalmente, vemos otros ejemplos para otros tipos de nú
leos: out-of-fo
us(e
ua
ión (1.43)) y kernel de movimiento (motion blur) (e
ua
ión (1.44)) queno son tan alentadores 
omo los anteriores ejemplos, pero sí indi
ativos a
er
ade la adapta
ión del modelo en 
asos más generales. Para el desenfoque,�gura 1.15, el modelo muestra resultados interesantes. El primer requisitosobre estos nú
leos es la simetría radial (
orrespondiente a simetrías en elespa
io de fre
uen
ias). Aunque el nú
leo de movimiento, tiene simetría axial,
k(x, y) = k(−x,−y), no tiene simetría radial, porque depende del ángulo,en el que está orientado en el plano de fases. No in
luimos resultados dela de
onvolu
ión lineal porque no está diseñado para este tipo de nú
leos.Como vemos, nuestro algoritmo no deteriora la imagen, pero 
reemos quees posible mejorar los resultados si introdu
imos un parámetro de asimetría(que es posible en distribu
iones Lévy).
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Figura 1.16: Nú
leo de movimiento: R = 10, θ = 45, Parte superior izquierda: Imagen
onvuelta 
on un nú
leo de movimiento. Parte superior dere
ha: Nuestro modelo (fra
-
ional). Parte inferior izquierda: Restaura
ión por varia
ión total. Parte inferior dere
ha:Restaura
ión SECB .
En nuestro proye
to, debido a las peti
iones de los restauradores, quienesno usan ordenadores 
omputa
ionalmente potentes, los ejemplos mostrados,fueron eje
utados en un PC, Pentium II, 
on GNU/LINUX. Los tiemposde CPU varían entre 1.2 segundos y 3.6 segundos; es rápido gra
ias al uso dela FFT. En 
ompara
ión 
on otros algoritmos, úni
amente SECB ([Car01℄es más rápido (es dire
to pero usa otro algoritmo que requiere el uso de laFFT después de ajustar los parámetros). El modelo que hemos expuesto esdiez ve
es más rápido que el algoritmo AM ([CW98℄).
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ión1.5. De
onvolu
ión Fra

ionaria en ColorLa pregunta es: ¾Podemos extender el modelo presentado en §1.4 a imáge-nes en 
olor?. La respuesta es a�rmativa. De nuevo el pre
ursor en el sentidode los operadores fra

ionarios es el modelo publi
ado en ([RC06℄).En esta se

ión analizaremos los algoritmos expuestos en se

iones pa-ra imágenes en 
olor. El modelo más 
ono
ido es el RGB por sus múltiplesapli
a
iones, alma
enamiento de fotografías, monitores ... El RGB está 
on�-gurado por tres 
anales, formados por 
olores primarios que están altamente
orrela
ionados. Esta 
orrela
ión entre fre
uen
ias impide el tratamiento porseparado de fre
uen
ias, porque una dada depende de otras fre
uen
ias. Dehe
ho este problema se mani�esta en la de
onvolu
ión provo
ando lo que se
ono
e 
omo falseado de 
olor, tal y 
omo podemos 
omprobar en la �gura1.17. Este efe
to está produ
ido por que la de
onvolu
ión realza fre
uen
iasaltas, penalizando otras que dependen de las anteriores.La tarea más importante dentro de la de
onvolu
ión para imágenes en
olor es la ele

ión del modelo de 
olor. En el 
aso de la de
onvolu
ión parauna imagen en RGB, una primera aproxima
ión es des
omponer la imagendegradada en fre
uen
ias y de
onvolverla. Pero la alta 
orrela
ión de lasfre
uen
ias impli
a el falseado de 
olor tal y 
omo 
omentamos en el párrafoanterior. Para ilustrar esto último usaremos la tabla 
orrespondiente a laAnun
ia
ión, que tiene una amplia gama de 
olores. La de
onvolu
ión en
RGB muestra la predominan
ia de un 
olor verdoso en la imagen; este es un
olor dominante y es lo que se 
ono
e 
omo falso 
olor respe
to de la imagenoriginal.Para evitar este problema se propusieron diferentes espa
ios que permitentratar la luminan
ia y la 
romati
idad por separado. Es de
ir separamos lasfre
uen
ias más extremas, que están en el 
anal luminante, de otras que nolo son y que por su baja 
orrela
ión no afe
ta al 
anal luminante (
romati
i-dad). En este 
aso tenemos que re
urrir a los modelos Y UV o bien Y CbCr,(
fr 2);que son modelos equivalentes al RGB dónde podemos (a través detransforma
iones lineales) obtener la luminan
ia y 
romati
idad.En el modelo Y UV , tenemos el 
anal Y que a
túa 
omo luminate o brillo
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orrespondientes al 
roma azul y rojo. La luminan
ia es el brillo produ-
ido por los tres 
olores primarios, lo que signi�
a que el parámetro Y in
luyeinforma
ión 
romáti
a (
apítulo 2). En este 
aso realizamos la de
onvolu
iónpropuesta (e
ua
ión (1.38)) úni
amente en el 
anal Y . Como ejemplo, vemosen la �gura 1.17, el resultado de apli
ar el modelo (e
ua
ión (1.38)) al 
anal
Y de la imagen 
orrespondiente a La Anun
ia
ión.

Figura 1.17: Superior izquierda: Original, La Anun
ia
ión. Superior Dere
ha: De
onvolu-
ión en RGB 
on el modelo Fra

ionario. Inferior izquierda: De
onvolu
ión en Y UV 
onel modelo Fra

ionario, 
on parámetros t = 0.2, λ = 100. Inferior dere
ha: De
onvolu
iónen HSV 
on el modelo Fra

ionario, 
on parámetros t = 0.32, λ = 100
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iónClaramente observamos que tras la de
onvolu
ión hay 
olores que puedenhallarse fuera de la gama de 
olor que ini
ialmente representa el modelo. Porejemplo, en la �gura 1.17, el resultado de la de
onvolu
ión fra

ionaria en
olor, presenta dominan
ia de un 
olor verdoso 
omo o
urría en el RGB, queno está de�nido en el modelo Y UV (falso 
olor). Notar que las 
omponentes
romáti
as (
olores) están basadas en los 
omponentes rojo y azul del modelo
RGB.Entre los modelos basados en el modo que tenemos los humanos de per
i-bir los 
olores, tenemos HSL,HSV,HSB (
apítulo 2); son equivalentes y lasdiferen
ias entre sí están en la representa
ión grá�
a del modelo del 
olor.Como apuntamos en el 
apítulo 2 el HSV es el más ade
uado 
uando setrabaja 
on tonalidades.El in
onveniente de HSV, es que los valores de satura
ión y de la 
om-ponente V están ligados a la hora de 
onseguir diferentes luminosidades, esde
ir, un valor (V) del 100 % no tiene porqué 
orresponder a un 
olor blan
o,y depende de la satura
ión. En la de
onvolu
ión impli
a que no podemos lle-gar a valores próximos a 0, 
omo por ejemplo la �gura 1.17, dónde podemos
omprobar que algunos 
olores los re
upera, pero en 
ambio el rojo apare
e
omo un 
olor marrón.El espa
io LUV es derivado del XY Z y permite separar luminan
ia ,
L, y 
romati
idad. Por las 
ara
terísti
as que posee, que des
ribiremos enel 
apítulo 2, es un 
andidato para el objetivo que perseguimos: de
onvolverla imagen de manera que no haya in�uen
ia de determinadas fre
uen
iasaso
iadas al 
olor y 
on la mayor informa
ión posible de los per�les. De estamanera eliminamos el problema de falseado de 
olor.El 
anal L guarda la informa
ión de los per�les y el brillo; por tanto nosinteresa de
onvolver utilizando la e
ua
ión (1.38) en este 
anal. El 
olor nolo 
onsideramos, en el sentido de que no es ne
esario renormalizar algunasfre
uen
ias tras la de
onvolu
ión, tal y 
omo o
urre, por ejemplo, 
on otrosmodelos vistos 
on anterioridad ([CKS00℄).La di�
ultad de la de
onvolu
ión en 
olor radi
a en que los métodospierden 
ontraste, debido a que el nú
leo usado, renormaliza las intensidades,provo
ando la pérdida del brillo y por tanto del 
ontraste. Este fenómeno,
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onvolu
ión Fra

ionaria en Color 59se mani�esta 
uando realizamos el 
ambio del modelo LUV al RGB, puesmu
has de las fre
uen
ias no pueden representarse al 
ambiar de LUV aRGB.El he
ho de que la regulariza
ión usada en (1.38) sea fra

ional, permite
ontrolar ade
uadamente el 
ontraste. La razón es que el método ajusta elnú
leo en un rango espe
í�
o. En el primer paso el modelo ajusta los pa-rámetros ade
uados para el brillo de la imagen original. Como el algoritmore
upera la imagen en pequeños intervalos, enton
es las varia
iones en 
a-da paso de la fun
ión de densidad son mínimas, preservando la moda de ladistribu
ión entre pasos su
esivos.El primer ejemplo que mostramos, 
orresponde a La Anun
ia
ión (�gura1.18): vemos que el modelo lineal y SECB realzan los per�les. El primero,preserva 
ontraste y por tanto la luminan
ia, mientras que el segundo realzalos detalles, pero no preserva la luminan
ia, lo que signi�
a que disminuyeel 
ontraste (varia
ión de intensidades elevada). Esto es debido a que los pa-rámetros ne
esarios para llegar a un valor del tiempo próximo a 
ero, sonelevados. El método híbrido §1.3.3 mejora el real
e y la 
alidad de la lumi-nan
ia. El modelo de la varia
ión total (AM) re
upera los per�les a 
ambio deintrodu
ir pequeños errores que se pueden observar así 
omo inestabilidadesa la hora de re
uperar la imagen, ringing (�gura 1.21) que no introdu
e elmodelo fra

ional re
ursivo por las razones expuestas en el párrafo anterior.Conse
uentemente, el método fra

ionario permite ver 
on 
laridad detallesque no pueden verse en el original.En la �gura 1.20, podemos observar 
on nitidez los detalles de la ropa.Evidentemente el tratamiento quími
o que los restauradores realizaron en lastablas, permite aumentar la 
alidad de la pintura y ofre
en una informa
iónne
esaria para una buena restaura
ión.
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(a) (b)

(
) (d)

(e) (f)Figura 1.18: (a) La Anun
ia
ión; (b) Modelo Lineal, λ = 107; (
) SECB : s = 0.00001, K =
104, t = 0; (d) Método híbrido, λ = 107, s = 0.1, K = 102, t = 0.9; (e) Modelo Fra

ional :
t = 0, λ = 4; (f) Varia
ión Total (AM): 10 itera
iones, λ1 = 10−3, λ2 = 9.18 × 10−1
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(a) (b) (
)

(d) (e) (f)Figura 1.19: Detalle de diferentes té
ni
as de los tratamientos realizados a La Anun
ia
ión:(a) Detalle original de La Anun
ia
ión;(b) Modelo Lineal;(
) SECB;(d) Método Híbrido;(e) Modelo Lineal Fra

ionario;(f) Varia
ión Total (AM)
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(a) (b)

(
) (d)Figura 1.20: (a) La Cir
un
isión; (b)Modelo Fra

ional :λ = 7, t = 0.0012; (
) Varia
iónTotal (AM) : 1 itera
ión, λ1 = 10−7, λ2 = 10−6; (d) Modelo Híbrido;λ = 107,t = 0.93
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(a) (b)

(
)Figura 1.21: (a) Camino al Calvario; (b) Varia
ión Total λ1 = λ2 = 0.1×10−3; (
) ModeloFra

ional: t = 0.0000017, λ = 2



Capítulo 2Fundamentos del Color
2.1. Introdu

iónEn la literatura sobre la de
onvolu
ión y denoising en 
olor,[CKS00,BCM05b, BCM05a℄, se supone que los modelos de 
onvolu
ión y ruido seha
en en los 
anales RGB por separado, es de
ir, la parte determinista (
on-volu
ión) se realiza en 
ada 
anal, y tratan de en
ontrar los equivalentesno lineales (HSV, YUV ...). Esto es ade
uado para un tipo de imágenes enlas que es ne
esario des
omponer en 
ada 
anal, por ejemplo las imágenesque toman los satélites. Las imágenes vienen representadas por fre
uen
ias,por ejemplo, las fotografías que vemos sobre los planetas, galaxias, et
, sonmapas de temperaturas y por tanto representan un determinado rango defre
uen
ias. Es también el 
aso de las imágenes que provienen de mi
ros
o-pios, donde es ne
esario des
omponer fre
uen
ias para realizar segmenta
ióno determinar unas 
ara
terísti
as espe
í�
as.En el 
aso de las pinturas (al menos), el deterioro se produ
e de unamanera isotrópi
a, es de
ir se deteriora el 
olor y los per�les de una mismaforma, por diversos fa
tores, que fueron expli
ados en la introdu

ión del
apítulo §III. En nuestro 
aso no es ne
esario el pro
eso anterior, pues lo quenos interesa re
uperar son los per�les y no el 
olor, 
uya perdida es uniforme.Para ello el modelo más ade
uado es el LUV . Este modelo se puede usarpara realizar pro
esos en la luminan
ia que no afe
ten a los 
olores. Tienela ventaja de que es menos sensible a errores (en la luminan
ia), tal y 
omovimos en el 
apitulo 1. 64
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ión 65El 
apítulo se estru
tura de la siguiente forma: en §2.2 hablaremos delmodelo más importante, RGB, y de los problemas que plantea y de las trans-forma
iones lineales más 
ono
idas. Justi�
aremos la ne
esidad de 
ambiaral modelo XY Z y usar derivados de este modelo según nuestras ne
esidades(§ 2.4). De he
ho, el modelo fundamental 
on el que trabajaremos es el mo-delo LUV , que es el más usado en restaura
ión artísti
a y es el que usamosen el pro
edimiento de de
onvolu
ión fra

ionaria. Presentamos un resumende los modelos de 
olor más 
ono
idos que pueden 
onsultarse en detalle en[CAP+02℄.Durante el pro
eso de interven
ión digital tenemos que garantizar quetodas las opera
iones que realizamos no alteran 
ara
terísti
as fundamentales
omo el brillo, el 
ontraste o el 
olor.Como 
onse
uen
ia del párrafo anterior, es ne
esario 
ono
er qué se en-tiende por 
olor y des
ribir sus 
ara
terísti
as (§ 2.1). Después estudiaremosla representa
ión y modelos matemáti
os del 
olor (§ 2.2, §2.4), ne
esariospara 
ambiar de RGB a 
ualquier otra base en la que podamos separar las
omponentes del 
olor, que justi�
aremos en el 
apítulo de de
onvolu
ión.Una de�ni
ión adoptada interna
ionalmente es la siguiente: el 
olor se
ompone de aquellas 
ara
terísti
as de la luz distintas de las de espa
io ytiempo, siendo la luz aquel aspe
to de la energía radiante que per
ibimos através de las sensa
iones visuales que se produ
en por el estímulo de la retina.Los 
olores obtenidos dire
tamente por des
omposi
ión de la luz solaro arti�
ialmente mediante fo
os emisores de luz de una longitud de ondadeterminada, se denominan 
olores aditivos.No es ne
esaria la unión de todas las longitudes del espe
tro visible paraobtener el blan
o, ya que si mez
lamos solo rojo, verde y azul obtendremosel mismo resultado. Es por esto por lo que estos 
olores son denominados
olores primarios, porque la suma de los tres produ
e el blan
o. Además,todos los 
olores del espe
tro pueden obtenerse a partir de ellos.Los 
olores se
undarios se obtienen al 
ombinar dos a dos los 
oloresprimarios: son 
ian, magenta y amarillo.
primario + primario = secundario
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Figura 2.1: Colores Primarios y Se
undariosLos 
olores se
undarios están presentes en la paleta de los pintores pro-fesionales.Los 
olores primarios de pigmentos son aquellos que absorben o sustraen
ompletamente un 
olor primario de luz y transmiten o re�ejan los otros dos
olores. Los 
olores se obtienen por sustra

ión de 
olores primarios. Notarque los 
olores primarios de pigmentos son se
undarios de luz. Al unir los tres
olores primarios de pigmentos se obtiene el negro, mientras que la ausen
iade los tres produ
e el blan
o.

Figura 2.2: Colores Primarios pigmentadosPara 
ara
terizar o des
ribir un 
olor utilizamos:
• Tono o longitud de onda dominante: Matriz de tonalidad 
olor,que viene dada por su longitud de onda. Permite 
lasi�
ar los 
olores
omo rojo, verde, azul, . . .



2.1 Introdu

ión 67
• Satura
ión o 
roma: Indi
a la pureza relativa del 
olor, es la mag-nitud de la diferen
ia que hay entre el 
olor y el gris. Un tono muysaturado es brillante y tiene po
o gris.
• Valor o luminosidad: Es la intensidad del 
olor. Permite 
lasi�
arun tono 
omo os
uro o 
laro.
Usamos los términos: luminan
ia para el brillo y 
romati
idad,para designar las 
omponentes 
romáti
as del 
olor o 
romati
idad,que son el tono y satura
ión1.Se puede estable
er una es
ala de brillos, representada por grises, que vandesde el negro al blan
o y una es
ala de tonos desde el rojo al violeta, 
onpequeñas dis
ontinuidades que limitan los 
olores fundamentales del espe
tro
ontinuo: rojo, anaranjado, amarillo, amarillo verdoso, verde, verde azulado,azul, azul violá
eo y violeta. Si estos 
olores se disponen en un 
ír
ulo, laúni
a dis
ontinuidad apre
iable es el salto del violeta al rojo, que se evitaintrodu
iendo el 
olor púrpura que no es un 
olor espe
tral puro (no apare
een ningún espe
tro de la luz blan
a), resulta 
omo mez
la de rojo y viole-ta en distintas propor
iones, permitiendo así 
errar el 
ír
ulo de tonos sindis
ontinuidades.Análogamente, se puede estable
er una es
ala re
tilínea de satura
ionesy propor
iones de gris. Con todo esto se puede ha
er una representa
ióngeométri
a tridimensional del 
olor denominado sólido de 
olor (�gura2.3). En este espa
io �brillo-tono-satura
ión�, 
ada 
olor viene representado(en la mayoría de los 
asos) en 
oordenadas 
ilíndri
as.1Notar que, los 
olores grises son a
romáti
os y el brillo es totalmente mono
romáti
opuesto que tienen 
olores puros o saturados
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Figura 2.3: Representa
ión de un 
olor por sus �
oordenadas� de tono, satura
ión y brillo.El punto P representa un 
olor, de tono = θ, satura
ión = r y brillo = z2.2. Transforma
iones lineales de espa
ios de
olorPermiten espe
i�
ar un sistema de 
oordenadas 3D, y un subespa
io den-tro de ese sistema, donde 
ada 
olor está representado por un úni
o punto.Para representar el 
olor es ne
esario ha
er uso de los 
oe�
ientes tri
romá-ti
os que nos van a permitir 
ambiar de base (método CIE).En esta se

ión expli
aremos el modelo más 
ono
ido y usado: RGB.Este modelo es po
o idóneo a la hora de realizar opera
iones tales 
omola de
onvolu
ión, que des
ribiremos en 
apítulos anteriores. En general, esne
esario 
ambiar de espa
io, pues este no 
ubre todas la gamas de valoresper
eptibles. Además no es uniforme, en el sentido de que las distan
iasgeométri
as entre 
olores no se 
orresponden 
on las distan
ias per
ibidas(mez
las muy distintas dan 
olores pare
idos), por ello es ne
esario estudiarotros modelos de 
olor.2.3. Modelos Lineales de Color2.3.1. Modelo RGBSe representa por un sistema 
artesiano, 
uyo subespa
io es el 
ubo uni-dad donde 
ada 
olor es un punto determinado por un ve
tor. El origen de
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oordenadas representa el negro y 
ada eje está aso
iado a un 
olor (R,G,B).Usa los 
olores primarios, 
uya 
ombina
ión produ
e el resto de 
olores.Numéri
amente, RGB = (r, g, b) donde 
ada 
omponente r, g, b son enterosdel 0 al 255. En términos de bits: RGB = (8 bits, 8 bits, 8 bits) = 24 bits =

3 bytes, por lo que se obtiene 224 = 2.777.216 posibles 
ombina
iones de
olores en 
ada pixel.Las 
ara
terísti
a fundamental es que, el espe
tro visible se representa
ombinando las tres 
omponentes bási
as de la luz 
oloreada, en propor
io-nes e intensidades diferentes (
olores primarios), y los 
olores se
undarios seobtienen superponiendo los 
olores primarios.

Figura 2.4: Cubo de Color para el modelo RGBSe usa en:
• En la televisión, Cada punto que se visualiza, llamado pixel, está for-mado por una terna de elementos, que 
omponen el RGB.
• Falso 
olor, que se da en las imágenes pro
edentes de un satélite. Porejemplo el LandSat: R+G+ infrarrojos , los infrarrojos, sustituyen al
anal B, no son visibles y de ahí su nombre: imágenes en falso 
olor.El in
onveniente que presenta es que sus tres 
omponentes mez
lan 
ro-mati
idad (
olor) y luminan
ia (intensidad).



70 Capítulo 2: Fundamentos del Color2.3.2. Modelos CMY y CMYKElmodelo CMY (Cyan (
ian), Magenta, Yellow (amarillo)), formado 
om-binando los 
olores primarios Rojo, Verde y Azul. Los valores de los 
oloresson los 
omplementarios del sistema RGB y se 
al
ulan según la fórmula:



C

M

Y


 =




1

1

1


 −




R

G

B


suponemos que los 
olores están normalizados en [0, 1]. Se 
umple:

• Cyan: mez
la de verde y azul, sin 
onsiderar el rojo.
• Magenta: es la 
ombina
ión de azul y rojo. El verde está ausente.
• Amarillo (Yellow): mez
la de rojo y verde pero el azul no está presente.El modelo CMYK es un subespa
io del 
ubo unidad sobre el sistema de
oordenadas 
artesianas.Se basa en propiedades de absor
ión de la luz de la tinta de impresorasen papel. Cuando la luz blan
a invade tintas translú
idas se absorbe partedel espe
tro de vuelta. El 
olor que no es absorbido lo re�eja el ojo.Las impresoras usan 
artu
ho de 
olores 
ian, magenta y amarillo paraobtener 
olores 
ombinándolos. Notar que los 
olores primarios son aditivosy los 
omplementarios son sustra
tivos.En el modelo CMYK los 
olores se forman mez
lando los tres 
oloresprimarios, de forma análoga al CMY . El último valor K (negro) no añade
olor, sino que sirve para os
ure
erlos.2.3.3. Modelos YUVLos modelos Y UV y Y CbCr son usados en el 
ampo de vídeo digital.

Y UV se entiende 
omo una 
ombina
ión lineal de los valores RGB de unaimagen:



2.4 Transforma
iones no lineales de espa
ios de 
olor 71
• Y : Representa es
ala de grises o luminosidad (brillo). Está 
ompuestopor un 30 % de rojo, 60 % de verde y 10 % de azul.
• U : U = B − Y , 
omponente que representa la informa
ión del 
olor(
rominan
ia). Se 
al
ula sustrayendo el brillo del 
olor azul. Compren-de 
olores desde el azul (U > 0) hasta el amarillo U < 0.
• V : V = R − Y , que representa la informa
ión del 
olor. Se obtieneeliminando el brillo del 
olor rojo. Abar
a 
olores desde el magenta(V > 0) hasta el 
yan (V < 0).El modelo YUV está más próximo al modelo humano de per
ep
ión que elestándar RGB. El modelo YUV es usado en los sistemas PAL y NTSC dedifusión de televisión que son estándar en todo el mundo.2.4. Transforma
iones no lineales de espa
iosde 
olor2.4.1. Método CIEFue 
reado en 1931 por la Comisión Internationale de L'E
lairage (CIE)que de�nió tres 
olores primarios, de manera matemáti
a 
on fun
iones paraigualar 
olores positivos, que espe
i�
an la 
antidad de 
ada 
olor primarione
esaria para des
ribir 
ualquier espe
tro. Esto ofre
e una de�ni
ión inter-na
ional para todos los 
olores.Este modelo adquiere el nombre de XY Z porque 
ualquier 
olor puederepresentarse 
omo:

Cλ = XX + Y Y + ZZ (2.1)donde X, Y, Z representan la base de ve
tores en un espa
io tridimensionaladitivo y X, Y, Z 
antidades de 
olores primarios estándar ne
esarios paraobtener Cλ. Las 
antidades de la e
ua
ión (2.1) se normalizan respe
to de laluminan
ia X + Y + Z de a
uerdo 
on las siguientes e
ua
iones:
x =

x

x+ y + z
y =

y

x+ y + z
z =

z

x+ y + z
(2.2)
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ualquier 
olor sólo 
on losvalores de x, y. Al ser valores normalizados, los parámetros x, y se llamanvalores de 
romati
idad porque dependen del matiz y la pureza. En las su
e-sivas subse

iones veremos diferentes espa
ios de 
olor, que son subespa
iosdel CIE XYZ. La diferen
ia entre ellos es la modi�
a
ión del modelo estándarXYZ según los �nes a los 
uales están orientados.2.4.2. CIELABEste modelo reasigna el estándar XY Z para propor
ionar una mejor dis-tribu
ión de los 
olores, donde 
ambios iguales de los valores, sean iguales enla per
ep
ión. Con este modelo los datos se transforman más fá
ilmente enmodelos RGB y/o CMYK que son utilizados en monitores o impresoras, loque no o
urre 
on el modelo CIEXY Z.Las 
ara
terísti
as de este modelo son: luminis
en
ia (L), es de
ir, lumi-nosidad y dos 
omponentes 
romáti
as:
• a : Satura
ión. Os
ila entre el verde y rojo. Cab = (a2 + b2)1/2.
• b: Ángulo del tono. Os
ila entre el azul y amarillo. Se 
al
ula: hab =

arctan( b
a
) entre 0 y 2π. Debido a 
onven
iones té
ni
as, el ángulo serepresenta en grados.Este sistema está indi
ado en la norma UNE 72031 − 83, que de�ne las
oordenadas 
olorimétri
as, así 
omo en la UNE 48073−94 parte 1 que tratade 
olorimetría en pinturas y barni
es. Este modelo, por sus 
ara
terísti
as,es el más ade
uado para el problema que vamos a tratar.El modelo LUV es similar al lab en las 
omponentes 
romáti
as del 
olor,pero no en su representa
ión. Es usado en restaura
ión artísti
a (así 
omo elmodelo HSV). La rela
ión entre el modelo RGB y LUV está expresada en la�gura (2.5)
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Figura 2.5: Rela
ión entre el modelo RGB y LUV.Para pasar de RGB a LUV, (R,G,B) → (ρ, sen(φ), sen(ψ)) Siendo
ρ =

√
R2 +G2 +B2 sen(φ) =

R√
R2 +B2

sen(ψ) =
G

ρ
(2.3)Para pasar de LUV a RGB (ρ, sen(φ), sen(ψ)) → (R,G,B)

R = ρ (
√

1 − ρ2) sen(φ) G = ρ sen(ψ) B =
√
ρ2 −G2 − R2 (2.4)2.4.3. Modelo HSVFue 
reado por Alvy Smith en 1978. Está inspirado en la forma en quelos artistas des
riben y mez
lan el 
olor. El HSV se representa a través del
ono del 
olor (�gura 2.6).

Figura 2.6: Representa
ión del Cono de Color del modelo HSVEl modelo HSV (Hue, Saturation, Value), de�ne un espa
io de 
olor entérminos de tres 
omponentes:
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orrespondiente al tipo de 
olor (rojo, verde o amarillo). El rangodel tono está 
omprendido en [0, 360] y se mide por el ángulo alrededordel eje verti
al: 0◦ es el rojo, 60◦ amarillo, 120◦ verde, 180◦ 
yan, 240◦azul, 300◦ magenta. Los 
olores 
omplementarios están 180◦ opuestosuno del otro.- Satura
ión, Se re�ere a la 
antidad de blan
o que 
ontiene un 
olor.Numéri
amente es la propor
ión del 
ero al uno desde la línea 
entral(eje V) hasta la 
ara del 
ono hexagonal. Un 
olor 100 % saturado no
ontiene blan
o, enton
es se di
e que es puro.- Valor, También llamado brillo, 
omponente del brillo o luminosidad, esel grado de auto-luminosidad de un 
olor (
antidad de luz que emite).Un 
olor 
on luminosidad 
er
ana a 1 es muy 
laro y 
er
ano al 0 esmuy os
uro. Notar que 
uando V = 1 
ontiene todos los 
olores delsistema RGB.Este modelo es el que usaremos en el trabajo, debido a que 
omputa
ional-mente representa mejor el 
ontraste entre los distintos 
olores de una imagen.Podemos obtener los valores numéri
os para 
ada 
anal de 
olor, a partirde una transforma
ión no lineal de los 
olores RGB:
H =

{
θ Si B ≤ G

360◦ − θ Si B > G
θ = cos−1





1

2
(R−G) + (R− B)

√
(R−G)2 + (R −G)(G− B)





S = 1 − 3

R +G+B
[mı́n (R,G,B)]; V =

R +G+B

3Para 
onvertir de HSV a RGB, depende de H
• Si H ∈ [0◦, 120◦] (H está en el se
tor RG):

R =
1

3
(1 − S) G =

1

3

(
1 +

S cos(H)

cos(60◦ −H)

)
B = 1 − (R +B)

• Si H ∈ [120◦, 240◦] (H está en el se
tor GB):
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H = H − 120◦

G =
1

3

(
1 +

S cos(H)

cos(60◦ −H)

)
R =

1

3
(1 − S) B = 1 − (R +B)

• Si H ∈ [240◦, 360◦] (H está en el se
tor BR):
H = H − 240◦

G =
1

3

(
1 +

S cos(H)

cos(60◦ −H)

)
R =

1

3
(1 − S) B = 1 − (R +B)Los valores R,G,B, son valores normalizados. Notar que estas e
ua
ionesestán en grados, debido a 
onven
iones té
ni
as pero el trabajo 
on fun
ionestrigonométri
as requiere, obviamente, la 
onversión a radianes.El modelo HSV es muy importante, por dos razones fundamentales:1. Es el preferido por los artistas puesto que 
oin
ide 
on la forma quetiene el ser humano de per
ibir los 
olores.2. Análogamente a las paletas de los artistas, 
ada 
olor puede ser obte-nido mez
lando 
olores primarios y os
ure
iendo por adi
ión del negro.Por ejemplo, un verde oliva, tendrá el tono ha
ia el lado amarillo delverde (ángulo del tono aproximadamente 100◦, una satura
ión alrede-dor de 0.4 y una luminosidad de 0.5. Los 
olores a
romáti
os o
upanel eje sólido 
orrespondiendo a satura
ión S = 0 y 
on el tono H inde-�nido.



Parte IIReintegra
ión Digitaldel Retablo Mayor.Iglesia San Bartolomé.Bienservida (Alba
ete)
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Capítulo 3Restaura
ión Digital del RetabloMayor
El le
tor que sólo esté interesado en el modelo matemáti
o puedesaltar dire
tamente a la se

ión §4. La se

ión §4.1 está dedi
a-da a los ante
edentes matemáti
os del inpainting y en las se

iones
§4.2.1, §4.2.2, §4.1 están las hipótesis y el algoritmo de reintegra
ión.Las se

iones anteriores (§3.1, §3.2) forman parte de los informeshistóri
o-artísti
os que se requieren en toda restaura
ión artísti
a.Los ante
edentes históri
os son datos ne
esarios en la reintegra
ióndigital, para que el algoritmo respete el estilo y estru
tura 
on el quefueron pintados. En la se

ión §4.3 veremos 
ómo se apli
ó la té
ni-
a y las modi�
a
iones sobre el algoritmo para ade
uarlo al tipo derestaura
ión requerida usando los datos históri
os.Este 
apítulo lo dedi
aremos a la apli
a
ión a la restaura
ión, que fueuno de los motivos de este trabajo. Paralelamente, empezaron los trabajosde restaura
ión por el Grupo Ábside y gra
ias a ellos hemos profundizado ennuestras té
ni
as, desarrollando modelos que permitan dar una idea de 
ó-mo quedaría la obra a intervenir antes de usar determinados pro
edimientosmanuales, basándonos en imágenes tomadas por ellos. Este pro
eso es válidopara 
ualquier tipo de talla, 
uadros, . . ..77



78 Capítulo 3: Restaura
ión Digital del Retablo Mayor3.1. Bienservida

Figura 3.1: Bienservida (izquierda). Parte dere
ha, plano de lo
aliza
ión
Bienservida está a 108Km de Alba
ete. Limita 
on Villarrodrigo, 
uyotérmino lo mar
a el río Madre. Es el pueblo más 
er
ano y dista 4Km.A
tualmente tiene 840 habitantes. Durante la épo
a estival, en SemanaSanta y en Navidad, ésta se tripli
a por la a�uen
ia de bienservideños quedurante los años 60 emigraron, prin
ipalmente a Cataluña, Comunidad Va-len
iana y Madrid, y de visitantes que desean 
ono
er el pueblo, disfrutar desus paisajes y de su oferta turísti
a.La e
onomía está basada 
asi ex
lusivamente en la agri
ultura. Desta-
an 
omo produ
tos prin
ipales: a
eite, trigo, 
ebada, maíz, vid, hortalizasy frutales. A
tualmente está muy desarrollada la produ

ión de a
eite. Laganadería es ovina y 
aprina y se alimenta de los pastos.E
lesiásti
amente pertene
e a la Dió
esis de Alba
ete y al Ar
iprestazgode Al
araz. La Iglesia Parroquial 
ontinúa bajo la advo
a
ión de San Barto-lomé Apóstol. La Iglesia parroquial San Bartolomé fue de
larada MonumentoArtísti
o Na
ional el 7 de marzo de 1985. Lo más desta
ado es el RetabloMayor que detallaremos posteriormente y que es el objeto de trabajo.



3.1 Bienservida 79

Figura 3.2: Superior izquierda, Vista Exterior de la Iglesia. Puerta Prin
ipal, Superiordere
ha, puerta de la Citara (siglo XVIII).Vista interior de la Iglesia (Central). Parteinferior, 
apillas dedi
adas a la Epístola. Parte inferior izquierda dedi
ada al Santísimo,parte inferior dere
ha, 
apilla de Nuestra Señora de Turru
hel, Patrona del Pueblo



80 Capítulo 3: Restaura
ión Digital del Retablo Mayor3.2. El retablo 
omo transmisor de la 
ulturaEn esta parte vamos a 
omentar aspe
tos de la historia de Bienserviday el Retablo Mayor, para dar una visión general tanto del lugar donde estáubi
ado 
omo de la propia historia.La historia de Bienservida 
omienza a estar do
umentada a partir delaño 1213 por referen
ias ligadas a Al
araz, que en este tiempo era aldea deesa 
iudad. Entre los años 1400 y 1410 es de
larada �Villa�. Posteriormente,en el año 1434 Don Rodrigo Manrique, Conde de Paredes de Nava, trasimportantes vi
torias 
ontra los árabes, 
onsigue Hués
ar para la Corona deCastilla. El 20 de di
iembre de 1436, Juan II, 
omo re
ompensa, 
on
ede aDon Rodrigo, Maestre de Santiago, la Villa de Bienservida que formó partede �Las Cin
o Villas� que pertene
ieron a los Condes de Paredes hasta elsiglo XVIII, 
uando fueron vendidas (
on permiso real) al Conde de las Navasde Amores a los que pertene
ió hasta el 6 de agosto de 1811, fe
ha en la quedesapare
en los Señoríos.Como hemos 
omentado anteriormente, tras la de
lara
ión de �Villa�,empezaron los trabajos de 
onstru

ión de la iglesia de San Bartolomé sobreuna antigua de la épo
a del románi
o. Esta última fue derrumbada por elestado ruinoso que presentaba el tejado de la misma. La nueva iglesia fue
onstruida en el siglo XV. La estru
tura de esta nueva iglesia es de una nave,una portada góti
a �nal y 
abe
era 
uadrada. En la a
tualidad la iglesiapresenta la siguiente estru
tura:De nave úni
a, muestra dos zonas diferen
iadas:
• El presbiterio: de planta 
uadrada y 
abe
era plana 
ubierta por unabóveda de 
ru
ería de trazos góti
os que se apoyan sobre 
apiteles yentablamento rena
entista
• Cin
o tramos de la nave 
ubiertas por una bóveda de medio 
añónrebajada, 
on lunetos 
orrespondientes a reformas que sufrió la Iglesiadurante el siglo XV II.A
tualmente 
onsta de dos 
apillas (de las 
uatro que existieron) perte-ne
ientes a la Epístola. Se 
onserva la 
apilla dedi
ada a Nuestra Señora de



3.2 El retablo 
omo transmisor de la 
ultura 81Turru
hel, patrona del pueblo, donde se observan trazas barro
as sobre laplanta de 
ruz griega (�gura 3.2).Se supone que fue la 
ondesa de Paredes la que ini
ió la 
onstru

ión delretablo, porque semejante gasto sólo lo podía pagar una persona adineradaque habitase en estas tierras. Ella no solo vivió en estas tierras, sino queestuvo muy agrade
ida a la servi
ialidad de sus gentes. Tal es así que le dioel nombre a la villa, 
omo Bienservida, la �bien servida�.Es posible que en agrade
imiento a la villa y dada la alta religiosidad 
onque vivían sus habitantes, mandara 
onstruir este retablo. Alberga uno de losmejores retablos de la provin
ia, rena
entista, aunque 
ombinando elementosbarro
os, y dividido en dos partes: la inferior, plateres
a; y la superior, delos siglos XVI y XVII.¾Qué es un retablo?. Es una obra de arte donde se 
ombinan arquite
tura,pintura y es
ultura en perfe
ta armonía, una unidad visual y una inten
io-nalidad 
lara de servir a la piedad y fe del pueblo llano.Como su nombre indi
a, según pro
ede del latín, re-tabula, es aquello queestá detrás de la mesa del altar. Efe
tivamente está detrás, pero el altar, enlos siglos anteriores, estaba adosado al retablo, pues se 
elebraba la Eu
aristíade espaldas al pueblo y de 
ara a Dios.Un ejemplo de Retablo, es el de la Basíli
a del Real Monasterio de SanLorenzo de El Es
orial diseñado por Juan de Herrera y 
onstruido por Leoney Pompeo Leoni, Ja
opo da Trezzo, Giovanni Battista Comane y Pedro Cas-tello. Se trata de un 
onjunto absolutamente magistral, de puro arte italianoy de gran 
omplejidad té
ni
a. Mide 14 metros de an
ho por 26 de alto y fuerealizado en mármoles de 
olores, bron
e dorado al fuego y pinturas he
has
on la modalidad pi
tóri
a de óleo sobre lienzo. En total son quin
e grandeses
ulturas en bron
e dorado que se reparten, formando grupos o parejas, deabajo a arriba de la siguiente manera: Los 
uatro Padres de la iglesia, los 
ua-tro Evangelistas, Santiago el Mayor y San Andrés, San Pedro y San Pablo y,�nalmente, 
oronando todo el 
onjunto el Calvario, la es
ena de �Cristo enla Cruz� entre la Virgen María y San Juan. En el 
entro del primer 
uerpoestá la manifesta
ión más importante: la Eu
aristía, para 
uya 
ustodia se
reó el Taberná
ulo (�gura 3.3). En El Es
orial es donde na
e una de las
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ión Digital del Retablo Mayores
uelas del Barro
o, el tenebrismo.

Figura 3.3: Retablo del Real Monasterio de San Lorenzo de El Es
orial (Basíli
a)Si 
omparamos las dimensiones y forma del retablo de El Es
orial, el deBienservida tiene mu
has similitudes, en altura y en materiales usados. Laarquite
tura es
urialense (en parti
ular el retablo) tiene en todas las regionesespañolas una gran in�uen
ia, mar
ando la transi
ión a la primera etapa delBarro
o. En el siguiente párrafo re
ordamos algunos de los aspe
tos másimportantes del Barro
o.Los óleos en
argados son 
on fre
uen
ia de gran tamaño; emplean 
oloresvivos y variados, resaltados por varios fo
os de luz que provienen de todoslados, 
ontrarrestándose unos a otros, 
reando grandes sombras y zonas ilu-minadas. Los personajes apare
en en posturas muy dinámi
as, 
on rostrosy gestos muy expresivos, puesto que el Barro
o es la épo
a del sentimiento.Las 
omposi
iones son grandiosas, 
on personajes vestidos ri
amente, en ale-gorías religiosas o mitológi
as, las grandes es
enas de 
orte o batalla, son losejemplos más evidentes. La tipología es muy variada. La más importante esel retablo, de origen góti
o y mantenido durante el Rena
imiento. La dife-



3.2 El retablo 
omo transmisor de la 
ultura 83ren
ia 
on estilos anteriores es que el retablo barro
o tiene menos es
enas yde mayor tamaño, lo que ayuda a ser �leídos� por el �el; además, los santosa los que se dedi
an son menos 
ono
idos fre
uentemente por responder alnombre del 
liente que lo en
argó. También las 
omposi
iones son diferentes,más 
ompli
adas y atendiendo a la normativa 
ontrarreformista: 
olorido,naturalismo y 
er
anía al �el para fa
ilitarle el a

eso al dogma 
atóli
o.Los artistas más 
ono
idos y desta
ados durante este período son:1. José de Ribera (1591−1652), que desta
a 
on la obra El Martirio de SanFelipe (
ono
ido también 
ómo el Martirio de San Bartolomé(1639)2. Fran
is
o de Zurbarán (1598 − 1664), que desta
a 
on la obra la Laapari
ión del Apóstol San Pedro a San Pedro Nolas
o(1628)3. Diego Velázquez (1599−1660), 
on obras 
omo Las Meninas (1634), LasHilanderas (1634− 1648) y La Rendi
ión de Breda (Las Lanzas)(1634)El Retablo de la Iglesia de San Bartolomé (�gura 3.4), tiene 9 m de an-
ho por 14 m de alto. Construido 
on madera dorada y poli
romada, 
onstade 
in
o 
uerpos y siete 
alles que albergan tablas pi
tóri
as y es
ulturas,así 
omo bajorrelieves en la predela. La 
alle prin
ipal está 
ompuesta porel Sagrario (desapare
ido), el titular (San Bartolomé), la Virgen María, ElCalvario y Dios Padre. A izquierda y dere
ha tiene 
alles 
uya 
omposi
iónes es
ultura-pintura-es
ultura. En la parte inferior, la predela se 
omponepor seis tablas de madera tallada 
on los bustos de los Apóstoles de los quese 
onservan San Juan y San Pedro. El Retablo responde a una 
onstru
-
ión rena
entista entre el manierismo y el 
lasi
ismo herreriano. El retabloes anónimo, pero la autoría se atribuye a algún dis
ípulo de la es
uela deValdemosilla.El retablo quedó muy degradado por diversos fa
tores. La super�
ie esta-ba 
ubierta de una 
apa de polvo y su
iedad que provo
aba la pérdida de lastonalidades y brillos originales. El paso del tiempo también se ha
ía notaren los desprendimientos y grietas que se podían apre
iar en las poli
romías yen el oro, así 
omo en las es
ulturas y elementos arquite
tóni
os, provo
adospor la 
ontra

ión de la madera y el desen
olado de las uniones. Además, la
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ar
oma dejó su rastro en forma de hue
os y perfora
iones, sobre todo en elárea interior del sotaban
o y ban
o.A todo esto hay que añadir la manipula
ión que se ha podido dar so-bre el retablo, dire
ta o indire
tamente, ya que presentaba arañazos, golpes,quemaduras de vela, salpi
aduras de 
era y 
lavos debidos al 
ulto religioso.
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Figura 3.4: Retablo Mayor. 1. Apóstoles; 2.Apóstoles; 3.San Pedro y San Juan; 4.Custodia; 5. Apóstoles; 6. Apóstoles; 7. Apóstoles; 8. Evangelista; 9. Anun
ia
ión; 10.Evangelista; 11. Evangelista; 12. Adora
ión de los Pastores; 13. Evangelista; 14. San Es-teban; 15. Epifanía; 16. San Juan Bautista; 17. San Bartolomé; 18. San Sebastián; 19.(Ilegible); 20. San Lorenzo; 21. Santo Mártir; 22. E

e Homo; 23. Flagela
ión; 24. SantoObispo; 25. Santa Móni
a; 26. Santa; 27. Ora
ión del Huerto; 28. Nazareno; 29. SantoObispo; 30. Des
endimiento; 31. San Agustín; 32. Calvario; 33. San Jerónimo; 34. Cru
i-�xión; 35. Padre Eterno; Las zonas que están en os
uro, son elementos perdidos mientrasque los que están a rayas son prá
ti
amente irre
uperables.En el año 2005, tuvo lugar la restaura
ión del Retablo, por el grupo Ábsi-de; gra
ias a ellos hemos desarrollado modelos (§3.3) que permiten, a travésde una fotografía de la obra original, dar una idea general de 
ómo queda laobra en 
aso de interven
ión dire
ta.



3.3 Reintegra
ión Artísti
a 85Esta 
olabora
ión permitió estudiar algunas té
ni
as que expondremosen (§3.3) y que dieron lugar a la reintegra
ión digital que desarrollaremos en(§4.2).3.3. Reintegra
ión Artísti
aUno de los pro
esos más importantes en la restaura
ión y 
onserva
iónartísti
a es el de la reintegra
ión de 
uadros o tallas. Las lagunas o faltantesen una obra pi
tóri
a son la falta a

idental o inten
ional de la 
apa depintura o de la base de la prepara
ión en determinadas zonas del 
uadro. Elfaltante 
onstituye un elemento que interrumpe la 
ontinuidad de la imagen.La restaura
ión y, más 
on
retamente, el pro
eso de reintegra
ión 
romá-ti
a, tiene por �nalidad re
omponer la unidad estéti
a de la obra, integrandola laguna y estable
iendo un equilibrio 
romáti
o. Para llevar a 
abo la re-integra
ión 
romáti
a existen diversos métodos. Según Ni
olaus [Knu98℄, losmétodos de reintegra
ión apli
ados a la prá
ti
a restauradora moderna se
lasi�
an en:
� retoques de 
uadros �fragmentados�: se usa esta terminología
uando de un 
uadro sólo se 
onservan fragmentos y se renun
ia sinmás a re
onstruirlo en su estado original. El 
uadro mantiene su estadode �ruina�.
� retoques neutrales (a
ua espor
a): las lagunas se ajustan 
on un�tono neutral� adaptado al entorno original.
� retoque normal: en este 
aso el faltante se reintegra en 
uanto a laforma y 
olor 
on rayas y puntos �nos de modela
ión, de modo que,
ontemplada desde una distan
ia normal, la 
apa pi
tóri
a vuelve a serunitaria (prin
ipio de buena 
ontinua
ión).
� retoque total (ilusionista): Basado en el retoque normal, que seajusta a es
ala de �lupa� en su 
ontexto original. Para re
ono
er lare
onstru

ión, el experto tiene que re
urrir a instrumentos ópti
os tales
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omo análisis 
on �ltro UV o infrarrojo o bien a do
umenta
ión delrestaurador.
� tratteggio: La palabra �tratteggio� signi�
a �rayado�, en el que elrestaurador �reintegra� 
on líneas o rayas de 
olores el faltante porlo que la laguna desapare
e a simple vista del espe
tador, sin que seanotorio desde una distan
ia prudente. Sin embargo, si el espe
tador sea
er
a al �reintegro�, será 
apaz de distinguir entre la pintura originaly el 
olor apli
ado.En 
uadros que están muy deteriorados suelen utilizarse varias té
ni
as deretoque 
onjuntamente.Todas ellas se fundamentan en la reprodu

ión de un 
olor a través de larealiza
ión de múltiples trazos de diferentes 
olores; trazos que pueden ser enforma de puntos (puntillismo) o líneas 
omo en el 
aso el tratteggio.La reintegra
ión tiene que respetar la estru
tura, �sonomía y estéti
a delobjeto de trabajo. Es importante reseñar que debe 
eñirse ex
lusivamentea los límites de la laguna y tiene que dejar espe
ialmente re
ono
ible lareintegra
ión en las zonas adya
entes a la original. Es de
ir, no se puedeañadir informa
ión adi
ional que no esté presente en la obra puesto quesupondría un falseado de la misma, y robaría el protagonismo a la obraofre
iéndoselo a los detalles añadidos.



Capítulo 4Reintegra
ión Digital
Esta parte está basada en el modelo publi
ado en [BBC+01, BSCB00℄,pero modi�
ado y mejorado espe
í�
amente para la reintegra
ión del reta-blo de la Iglesia de San Bartolomé siguiendo las dire
tri
es mar
adas porlos restauradores y las di�
ultades que las propias fotografías planteaban anivel matemáti
o. Esta parte la 
onsideramos 
omo un 
omplemento de lade
onvolu
ión 
omo pro
eso previo para la reintegra
ión.Matemáti
amente hablando, el retoque normal re
ibe el nombre inglésde inpainting, término a
uñado por los autores en [BSCB00℄. Podemos plan-tearlo en el 
ontexto de la 
artografía digital. Se plantea un problema dere
onstru

ión de un modelo digital de eleva
ión del terreno, a partir de unafamilia de sus 
urvas de nivel. Las 
urvas sele

ionadas son representativas dela eleva
ión real. Para evitar os
ila
iones arti�
iales se debe usar un métodode interpola
ión. Uno de los más sen
illos es el que permite interpolar sus
urvas de nivel a partir de su altura, mediante la e
ua
ión de Lapla
e:

∆u = 0 (4.1)en el dominio Ω, que 
omprende dos 
urvas de nivel 
on 
ondi
ión de fronteradada por la altura a la que se en
uentran di
has 
urvas de nivel. El usodel modelo anterior plantea el problema de los artefa
tos produ
idos. En elartí
ulo [Fra96℄ se propone la siguiente estrategia:
• Cal
ular las líneas del gradiente de la solu
ión.
• Interpolar a lo largo de di
has líneas a partir de los valores de la altura87



88 Capítulo 4: Reintegra
ión Digitaldonde la línea 
ruza las 
urvas de nivel.Si en el paso 2 usamos interpola
ión lineal y llamamos v a la solu
ión obte-nida, podemos resumir el pro
eso anterior en la e
ua
ión:
〈D2v (∇u),∇u〉 = 0en D, 
on las 
ondi
iones frontera v |∂D dada por la altura de las 
urvas denivel que 
on�guran ∂D, donde D2v es la matriz hessiana y ∇u el gradientede u.4.1. Ante
edentes del InpaintingCuando un objeto o
ulta a otro, las fronteras adoptan una forma espe
ialllamada jun
ión (jun
tion) en T en la que la parte visible de la frontera delobjeto o
ultado llega a la frontera del objeto que le o
ulta formando una T .En estas 
ondi
iones, nuestra vista 
ontinúa de forma suave la frontera o
ultaentre dos jun
iones en T (prin
ipio de buena 
ontinua
ión). En [Mum93℄propusieron un fun
ional energía para segmentar objetos y la energía delas fronteras o
ultas entre T− jun
iones, que intenta 
al
ular 
urvas, lo más
ortas posibles respetando el prin
ipio de buena 
ontinua
ión, es de
ir: dadasdos T−jun
iones p y q y las tangentes τp, τq a los 
ontornos que determinan,propusieron la elásti
a 
omo 
urva de buena 
ontinua
ión entre p, q, es de
irla 
urva que minimiza la energía:

∫

C

(α + βκ2) ds, α, β > 0 (4.2)Donde el mínimo se 
al
ula entre todas las 
urvas C que unen p y q y tienenpor tangentes τp y τq en esos puntos, siendo κ la 
urvatura de C y ds sulongitud de ar
o.Usando el modelo propuesto por Mumford-Nitzberg-Shiota, Masnou yMorel [Mas98℄ propusieron un modelo para interpolar 
urvas de nivel, unien-do los pares de jun
iones en T por re
tas y llamaron a este pro
eso des-o
ulta
ión. La elásti
a ha inspirado modelos varia
ionales introdu
idos en



4.1 Ante
edentes del Inpainting 89[BBC+01℄ que interpolan 
onjuntamente las 
urvas de nivel y su 
ampo dedire

iones.En el siguiente párrafo veremos la de�n
ión de 
onjunto de nivel superiore inferiror. Esta de�ni
ión la usaremos para la formula
ión matemáti
a delinpainting ([Mas98℄).De�ni
ión 6 Consideremos u : [0, 1]2 → R. Llamaremos 
onjunto de ni-vel superior (respe
tivamente inferior) de u a los 
onjuntos de la forma
Xλu = {x ∈ [0, 1]2 : u(x) ≥ λ} (superior) (4.3)
Xλu = {x ∈ [0, 1]2 : u(x) ≤ λ} (inferior)Formula
ión matemáti
a del inpainting. Sea Ω̃ ⊆ D = [0, 1]2 abier-to, 
on frontera Lips
hitziana. Supongamos u0 : D \ Ω̃ → [a, b] es la imagenque 
ono
emos. El objetivo es re
onstruir u0 en Ω̃ usando la informa
iónde u0 en D \ Ω̃. Supongamos que u0 ∈ BV (Ω). Llamaremos a Ω̃ agujero olaguna de la imagen. Sabemos que el mapa topográ�
o de u0 en D \ Ω̃ estaformado por las 
urvas de Jordan. Según vimos en el apartado anterior, 
asitodos los 
onjuntos de nivel de u0 en D \ Ω̃ tienen perímetro �nito y puedendes
omponerse en 
omponentes 
onexas formadas por una 
urva de Jordanexterior y un 
onjunto numerable de 
urvas de Jordan interiores re
ti�
ables.Sea Λ ⊆ R una familia de di
hos niveles, Masnou [Mas98℄ formuló el inpain-ting 
omo el problema de re
onstruir el mapa topográ�
o de u0 dentro de Ω̃.Dado λ ∈ Λ y p, q ∈ Xλu0 ∩ ∂Ω̃, sean τp, τq ve
tores tangentes a las 
urvasde nivel de ∂∗Xλu0 en p, q respe
tivamente. La unión de p, q propuesta porMasnou es la 
urva Γ ⊆ Ω̃ que minimiza:
∫

Γ

(α+ β|κ|pdH1 + (τp, τΓ(p)) + (τq, τΓ(q)) (4.4)Donde κ representa la 
urvatura de Γ, τΓ(p) τΓ(q) las tangentes a los puntos py q respe
tivamente y (τp, τΓ(p)) el ángulo que forman los ve
tores τp y τΓ(p)análogamente (τq, τΓ(q)). La solu
ión del problema del inpainting se obtiene
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ión Digitalminimizando el fun
ional:
∫ +∞

−∞

∑

Γ∈Γλ

(∫

Γ

(α+ β|κ|p dH1

)
+ (τp, τΓ(p)) + (τq, τΓ(q)) (4.5)Con Fλ la unión de las 
urvas aso
iadas al 
onjunto Xλ u.En [BBC+01℄ los autores propusieron el inpainting en los siguientes tér-minos: Si 
onsideramos D hiperre
tángulo de RN , N ≥ 2 dominio de laimagen y sean Ω, Ω̃, abiertos y a
otados de RN 
uya frontera es Lips
hitz.Sean Ω̃ ⊆ Ω ⊆ D. De�nimos Ω \ Ω̃ := B banda región alrededor de Ω̃. Sea

u0 ∈ BV (D \ Ω̃). En [BBC+01℄ los autores propusieron restaurar el agujero
Ω̃ usando tanto los niveles 
omo las tangentes (o normales) a las 
urvas denivel 
ono
idas en B, prolongando las 
urvas de nivel de u0 ha
ia el interiorde Ω̃, de a
uerdo 
on el prin
ipio de buena 
ontinua
ión.Denotamos θ0 el gradiente de u0 en D \ Ω̃, θ0 es un 
ampo de ve
tores
on valores en RN que satisfa
e θ0(x) · Du0(x) = |Du0| en B y |θ0(x)| ≤ 1
.p.p. en B.Con esta nota
ión en [BBC+01℄ plantean del problema el inpainting dela siguiente forma : ¾se puede extender (u0, θ0) de�nidos en B a (u, θ) en
Ω̃?. Los autores dan una formula
ión varia
ional proponiendo el siguientefun
ional:

mı́n

∫

Ω

|div(θ)|p(γ + β|∇K ∗ u|)dx

|θ| ≤ 1, |Du|Du| − θ ·Du = 0 , enΩ

|u| ≤ M

u = u0, en B, θ · νΩ|∂Ω = θ0 · νΩ · νΩ|∂Ω

(4.6)para p > 1, γ > 1, β ≥ 0, K es un nú
leo de regulariza
ión C1 tal que
K(x) > 0, M = sup

x∈B
|u0(x)| y νΩ es la normal unitaria exterior a Ω. Notarque la 
onvolu
ión de Du 
on K en el fun
ional (4.6) es ne
esaria parademostrar la existen
ia de mínimo.En el 
aso de N = 2 y u es la fun
ión 
ara
terísti
a de la región interiora una 
urva regular de 
lase C2, C enton
es la integral expuesta en (4.6) la
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ribir:
β

∫

Ω

|div(θ)|p |Du|+ α

∫

Ω

|Du| (4.7)íntimamente rela
ionada 
on ∫
C

(α + β|κ|p)ds, donde κ es la 
urvatura C.Notar que en el 
aso p = 2 la elásti
a de Euler (4.2) adopta la forma:
∫

|∇u|
(
α + β

∣∣∣∣ div( ∇u
|∇u|

)∣∣∣∣
2
) (4.8)El fun
ional anterior puede 
onsiderarse 
omo una relaja
ión de la elásti
ade Euler. Introdu
imos un 
ampo θ 
omo variable independiente rela
ionada
on u a través de θ · Du = |Du|. Esta restri

ión se in
orpora al modelo
omo una 
onstante. Elegimos in
orporar esta 
onstante 
omo un término depenaliza
ión: ∫

eΩ

|∇u| − θ · ∇u (4.9)En la prá
ti
a usamos una versión más redu
ida de [BBC+01℄ que estáexpuesta en el artí
ulo [BSCB00℄, que veremos §4.2.2.
4.2. El algoritmo de reintegra
iónComo es sabido, las fun
iones reales están dadas por sus 
urvas de nivel:

u : D ⊂ R2 → Rel 
onjunto
{(x, y, λ) ∈ R3 : λ = u(x, y) } (4.10)se llama 
urva de nivel de u. La razón de este nombre es 
lara, pues se tratadel 
onjunto de los puntos, 
uya λ, es de
ir 
uya 
ota o nivel es 
onstante,de la misma forma podemos entender una imagen λ = intensidades (�gura4.2)
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Figura 4.1: Curvas de Nivel de LenaLa des
rip
ión de la fun
ión altura en términos de las 
urvas de nivel esbuena siempre y 
uando por todo punto pase una y sola una 
urva, 
omoo
urre 
on fun
iones suaves. El problema se presenta 
uando la fun
ión a lolargo de la 
urva es dis
ontinua: enton
es no podemos a�rmar lo anterior.Esto o
urre en un a
antilado. Los a
antalidados de una imagen representanlos 
ontornos de los objetos que apare
en, dis
ontinuidades en los nivelesde gris. Para evitar esta 
ompli
a
ión, usamos los 
onjuntos de nivel 
omodes
riptores de la topografía de una fun
ión real. Las 
urvas de nivel puedenre
uperarse tomando las fronteras de los 
onjuntos de nivel, siempre que estasfronteras sean 
urvas.

Figura 4.2: Lena vista 
omo un mapa topográ�
oUna vez que hemos �jado 
omo punto de partida que toda imagen la po-
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ión 93demos representar 
omo un mapa topográ�
o, se pueden desarrollar té
ni
asque nos permiten intervenir sobre la imagen y re
uperar aquellas zonas del
uadro dónde falta informa
ión (lagunas), según unas hipótesis que veremosposteriormente.4.2.1. Hipótesis del InpaintingEl objetivo del reintegra
ión digital (inpainting) es re
onstruir aquellaszonas que están dañadas o que 
are
en de informa
ión (lagunas).Esta té
ni
a está basada en la manera de restaurar obras pi
tóri
as queusan los profesionales de la restaura
ión. Seguimos las mismas hipótesis queusan los restauradores:1. Los elementos del 
uadro determinan 
ómo rellenar los agujeros, lagu-nas o elementos faltantes, que denotaremos Ω. El objetivo es restaurarla unidad de la obra (todos los agujeros presentes), manteniendo laarmonía del 
uadro.2. La zona que hay alrededor de Ω, denotada por ∂Ω, es la que 
ontienela informa
ión que 
ontinuaremos hasta Ω, prolongando las 
urvas denivel pro
edentes de ∂Ω.3. Las diferentes regiones dentro de Ω están de�nidas por las 
urvas denivel, y son rellenadas 
on el mismo 
olor de ∂Ω4. Los pequeños detalles son �re-pintados� es de
ir añadimos �textura�.La té
ni
a que aquí empleamos está basada en la té
ni
a del retoque nor-mal: Ω se reintegra en 
uanto a la forma y 
olor 
on rayas y puntos �nos demodela
ión, de modo que 
ontemplada desde una distan
ia normal, la 
apapi
tóri
a vuelve a ser unitaria § 3.3.4.2.2. El algoritmo de retoqueSiguiendo las té
ni
as de restaura
ión presentadas en §3.3 y §4.2.1 apar-tados (2),(3); usamos el prin
ipio de buena 
ontinua
ión (prin
ipio que nos
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ión Digitalasegura que la reintegra
ión artísti
a tendrá el mismo efe
to sobre el ojo hu-mano que la obtenida 
omputa
ionalmente, §3.3), para extender los per�lesque se en
uentran alrededor del agujero, ∂Ω, 
one
tando las 
urvas de undeterminado nivel de gris 
on otras del mismo nivel, 
ruzando la parte daña-da. Este prin
ipio, permite la 
ontinua
ión de los niveles de gris que están en
∂Ω a la región Ω de una manera 
ontinua. Por tanto hay que imponer unadire

ión a las 
urvas de nivel y una 
ondi
ión de 
ontorno sobre el borde delagujero.Llamamos L a la informa
ión que deseamos propagar. Una forma de pro-pagar 
ontinuamente los niveles de gris es usar L = ∆u. Llamamos ∇⊥u ladire

ión de propaga
ión:

u = δL · ∇⊥u (4.11)
δL es una medida del 
ambio en la informa
ión L. Con esta e
ua
ión
al
ulamos la varia
ión de informa
ión ne
esaria a 
ada paso para 
ompletar

Ω siguiendo la dire

ión ∇⊥u, de forma que, si la varia
ión de L (que vendrádada por su gradiente) es 
er
ana a 
ero, enton
es el método al
anza suestado esta
ionario:
∂u

∂t
+ ∇⊥u · ∇∆u = 0 (4.12)La dire

ión de las 
urvas de nivel es de�nida 
omo:

∇⊥u = (−∂u
∂y
,
∂u

∂x
)Elegimos la dire

ión de la normal motivada por la 
ontinuidad de los ni-veles de gris. Además tenemos que tener en 
uenta la varia
ión de la dire

ióndel 
ampo de las 
urvas de nivel. El gradiente nos da la dire

ión de mayor
ambio, mientras que la normal nos da la de menor 
ambio que nos permitiráal
anzar la deseada 
ontinuidad en ∂Ω para un 
ampo de ve
tores �jo queimpli
ará 
ono
er la dire

iones de las 
urvas de nivel desde el prin
ipio.Para asegurar la 
orre
ta evolu
ión del 
ampo de ve
tores, introdu
imosla 
urvatura media de la imagen κ, 
omo un estimador de la 
urvatura en ∂Ω,
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ión 95que permitirá adi
ionalmente 
ontinuar los per�les, deformando los 
onjuntosde nivel en la imagen, 
onservando la 
urvatura, y no afe
tará a aquellasregiones donde el |u| sea grande:
∂u

∂t
= κ(x, y, t)|∇u(x, y, t)| = ∇ ·

( ∇u
|∇u|

) (4.13)Este pro
eso de difusión permite a las su
esivas 
urvas de nivel alabearsedurante la propaga
ión. De esta manera los 
onjuntos de nivel se mueven enla dire

ión normal a una velo
idad propor
ional a su 
urvatura media.Para la implementa
ión del pro
eso des
rito anteriormente y 
uyas e
ua-
iones bási
as son (4.12) y (4.13), usamos el método de diferen
ias 
entralesy esquemas upwind, por su estabilidad frente a errores de redondeo.Para des
ribir el pro
eso, 
onsideremos u0 la imagen a pro
esar. El in-painting 
onstruirá una familia de imágenes que denotamos por un tal que
u0 = u0 y ĺım

n→∞
un = uR
on uR imagen reto
ada o reintegrada.Como 
onse
uen
ia del pro
eso de retoque artísti
o, el algoritmo tieneque ser ne
esariamente iterativo:

un+1 = un + dt un
t ∀(i, j) ∈ Ω (4.14)siendo

• n el número de itera
iones de inpainting
• dt el in
remento
• un

t la imagen a
tualizada a partir de la e
ua
ión (4.12)Usamos la e
ua
ión (4.13), para la difusión anisotrópi
a y realizamos un nú-mero de itera
iones de difusión anisotrópi
a (ndifan), 
on el objetivo de
orregir el 
ampo de ve
tores y garantizar que los ángulos de salida y lle-gada que 
ruzan el agujero se preserven. Llamamos npas a la itera
ión delinpainting, en la 
ual inter
alamos ndifan pasos de difusión anisotrópi
a.
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ión DigitalUna de nuestras aporta
iones es añadir un parámetro µ que a
ompa-ña a la 
urvatura media, puesto que no siempre podemos apli
ar la fórmula(4.12), debido a que el lapla
iano suaviza los bordes. Tenemos que realizar unestudio previo de la ∂Ω para saber si la informa
ión que vamos a �extrapolar�
ontiene per�les. Para ello usamos la 
urvatura media 
omo indi
ador:
µ(x, y) =

{
1 Siκ(x, y) ≥ 1, ∀(x, y) ∈ ∂Ω

0 En otro 
aso (4.15)De la e
ua
ión (4.15), se dedu
e que, si µ vale 1, la zona que vamos a rein-tegrar tiene per�les y que por tanto tiene preferen
ia la e
ua
ión (4.13) sobre(4.12). Esto impli
a que aumentamos el paso, dt, en (4.12) y que aumen-tamos el número npas; de esta manera aseguramos la buena 
ontinua
ión,de modo que podemos re
onstruir los per�les sin difundirlos ex
esivamente,puesto que la difusión es ortogonal. Si µ vale 0 enton
es la zona es suave, asítenemos que redu
ir dt y aumentar npas. Podemos redu
ir npas siempre que
Ω sea muy pequeño (en torno a los 10 píxeles).Otra de nuestras aporta
iones, la integra
ión de inpainting 
onel pro
eso de de
onvolu
ión y la estabilidad numéri
a . Las imágenespro
esadas provienen de una toma de fotografías que se realizan previamentea las obras de arte y que tras el pro
eso de de
onvolu
ión fra

ional expli
a-do anteriormente, de�ne una serie de 
ondi
iones de 
ontorno para el uso de(4.12). Una de las ventajas del uso del método fra

ional, es la 
alidad que seobtiene del detalle de los per�les y de los faltantes. Como la de
onvolu
ión nointrodu
e ruido en la imagen, no es ne
esario apli
ar pasos de difusión aniso-trópi
a para 
ontrolar el posible ruido. En la a
tualidad, diferentes autoresestán intentando realizar inpainting y de
onvolu
ión 
onjuntamente [CYP04℄,pero una de las di�
ultades está en determinar las 
ondi
iones de fronteraade
uadas.Otra de las novedades es el 
aso en el que el 
ampo normal esnulo. El algoritmo presenta un problema serio, puesto que 
are
e de dire
-
ión en la que queremos realizar el inpainting. Su
ede 
uando estamos enuna fase de transi
ión entre un máximo y un mínimo. En este 
aso, 
omoen la reprodu

ión de texturas, usamos un algoritmo basado en reintegrar
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ión 97usando patrones en la imagen, de manera que el algoritmo �aprende� dela informa
ión que tiene alrededor del agujero. De esta forma, el algoritmo
onsigue generar los píxeles que 
on�guran una plantilla que usará posterior-mente para rellenar, usando el gradiente y la 
urvatura media (por ejemplo,el Es
arnio o el Camino al Calvario), 
omo estimadores de la informa
iónpara rellenar el faltante.La reintegra
ión o inpainting, tampo
o se puede realizar dire
tamente en
RGB, por los motivos expuestos en el 
apítulo 2, y por tanto justi�
a el 
am-bio al modelo LUV para evitar 
olores espurios, debido a la alta 
orrela
iónentre los tres 
anales que representan los 
olores fundamentales del espe
tro.En restaura
ión artísti
a el �ltro LUV , se usa para determinar los per�les(3.3).Basándonos en esta informa
ión hemos implementado el modelo 
uyase
ua
iones están en §2.4.2. Las e
ua
iones (4.12) y (4.13) se apli
an en lostres 
anales al mismo tiempo. El 
anal luminante, L, permite prolongar losper�les (dibujos) y las 
omponentes 
romáti
as permiten mez
lar 
olor ydifundirlo de una forma anisotrópi
a en la imagen, pro
eso que en términosartísti
os se llama pigmenta
ión, 
omo veremos en la siguiente se

ión.
4.3. Resultados de la Reintegra
iónLos restauradores, antes de ini
iar el pro
eso de interven
ión, ha
en foto-grafías (después de tratarlas quími
amente) de las obras que tienen que reto-
ar, 
omo ayuda durante la restaura
ión manual que realizan en los talleres.Teniendo en 
uenta esta informa
ión, hemos desarrollado un pro
edimientode reintegra
ión matemáti
a (§4.2.2): una forma de tratar 
ualquier elemen-to artísti
o sin ne
esidad de trabajar 
on la obra físi
amente (evitando losriesgos que 
onlleva esto último).
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Figura 4.3: Superior izquierda: La Anun
ia
ión; Superior dere
ha: La Cir
un
isión; inferiorizquierda: Camino al Calvario; inferior dere
ha: La �agela
ión. Las tablas que mostramos
orresponden al estado original del Retablo (2005)El pro
edimiento previo a la interven
ión es la toma de fotografías (�gura4.3) de los elementos a intervenir y ha
er un análisis quími
o. Posteriormen-te, los elementos a tratar se someten a un tratamiento quími
o para eliminarel óxido de los materiales, 
omo aquellos defe
tos que impiden la 
orre
tavisualiza
ión (ver �gura 4.4). En nuestro 
aso, el retablo es una obra anóni-ma, lo que añade una di�
ultad para los restauradores, puesto que no hayreprodu

iones anteriores que permitan reintegrarlo 
on �delidad al original,ni obras del mismo autor 
on que 
ompararlas. Los restauradores, re
urrierona las té
ni
as que estamos desarrollando en la a
tualidad; después de realizarel pro
eso anteriormente des
rito se realizaron las imágenes que mostramos
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ión 99en la �gura 4.4, 
on las que trabajamos posteriormente.Un detalle signi�
ativo es el desenfoque 
onsiderable, produ
ido por la dis-tan
ia fo
al, la ilumina
ión y temperatura. En estas 
ondi
iones es preferibleno apli
ar el pro
eso de reintegra
ión digital puesto que el mal enfoque o
ultainforma
ión impres
indible. Como los per�les están suavizados, al difundir lainforma
ión usando el operador lapla
iano se produ
irá un suavizado mayoren los per�les. Por ello es ne
esario apli
ar previamente el pro
eso de de
on-volu
ión visto en (§1.5) para realzar los detalles de la imagen y, en parti
ular,aquellos que posteriormente serán sometidos a un pro
eso de reintegra
ión(en 4.4).En esta parte vamos a 
omentar los resultados tras apli
ar el pro
esoexpli
ado en (§4.2).En el primer ejemplo que mostramos, La Anun
ia
ión (�gura 4.5), 
abedesta
ar algunos detalles sorprendentes, 
omo la re
onstru

ión del hombrode la Virgen María y la 
urvatura del papiro que rodea el bá
ulo sostenido porel ar
ángel San Gabriel en su mano, así 
omo la parte del ala de San Gabriel.Per
ibimos que el suelo esta re
onstruido preservando los detalles y 
oloresdel original. Pero podemos observar, entre el manto de la Virgen María y elsuelo, una zona que no está re
uperada 
ompletamente y apare
e un 
olortotalmente os
uro, porque en esta parte la informa
ión no está bien de�nida.Debido a la autoría anónima de las tablas, esta zona debe ser reintegrada a
riterio de los restauradores tal y 
omo podemos ver en la �gura 4.5 (dere
ha).Los restauradores siguieron el 
riterio de reintegrar esta parte 
ontinuandola parte superior del suelo y el manto sin 
urvatura, pese a que el algoritmodetermina que di
ha 
urvatura existe.La de
onvolu
ión es ne
esaria y tanto el ejemplo anterior 
omo el de LaCir
un
isión (�gura 4.6) lo 
onstatan. La de
onvolu
ión fra

ionaria per-mitió la reprodu

ión de la 
ara, de uno de los presentes en el a
to de la
ir
un
isión de Jesús, presente a la izquierda de la es
ena y que soportauno de los 
irios, presentando una diferen
ia 
onsiderable 
on la �gura 4.6dere
ha, donde prevale
e el 
riterio históri
o.En este 
aso el papel fundamental lo realiza la difusión anisotrópi
a, du-
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Figura 4.4: Superior dere
ha: Anun
ia
ión, Superior izquierda: Cir
un
isión; Inferior de-re
ha: Camino al Calvario; Inferior izquierda: Flagela
ión
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Figura 4.5: Superior Dere
ha: Tabla de La Anun
ia
ión; Superior Izquierda: De
onvo-lu
ión 
on el método fra

ional ; Inferior Izquierda: Reintegra
ión digital; InferiorDere
ha: Restaura
ión artísti
a (retablo) 2006
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Figura 4.6: Superior Dere
ha: Tabla de La Cir
un
isión; Superior Izquierda: De
onvo-lu
ión 
on el método fra

ional ; Inferior Izquierda: Reintegra
ión digital; InferiorDere
ha: Restaura
ión artísti
a (retablo) 2006
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ión 103rante la resolu
ión de la e
ua
ión (4.12), inter
alándola durante más pasos.Por ello la de
onvolu
ión es ne
esaria para determinar aquellos detalles o
ul-tos que son relevantes para re
uperar detalles espe
í�
os. Otro elemento adesta
ar es la reprodu

ión de la parte inferior (lineas 
urvadas) dónde elNiño Jesús está sentado, que es semejante a la reintegrada artísti
amente(�gura 4.6, izquierda).Una de las di�
ultades de la reintegra
ión se mani�esta 
uando el algo-ritmo 
are
e de dire

ión en la que transmitir la informa
ión de la frontera alfaltante. Se atribuye al 
aso en el que no tenemos 
urvatura porque tenemosun punto de in�exión, esto es, la normal es nula. Es el 
aso de la tabla de ElCamino al Calvario, �gura 4.7. Como podemos observar, en el personaje que
on unas 
uerdas está apoyando la 
ruz y el fragmento del monte Calvario.El pro
eso expli
ado en §4.2 no es válido.En este 
aso, re
urrimos a un algoritmo que en la a
tualidad estamosdesarrollando, rellenando 
on un 
onjunto de píxeles en las 
er
anías de hue
oque queremos rellenar. Usamos este 
onjunto de píxeles para 
onvolverlo 
onla zona a reintegrar y la 
ombinamos 
on la e
ua
ión (4.12), que in
orporaéstos últimos, propor
ionando un efe
to de uniformidad, y evitamos el usoex
esivo de la difusión, que podemos 
omprobar en la �gura 4.7, izquierda,semejante a la realizada por los restauradores.El tiempo invertido en re
uperar los faltantes fue de 15 minutos. Estepro
eso ha sido apli
ado 
on éxito a la tabla de La Ora
ión en el Huerto, enla re
onstru

ión de la zona, el árbol y los Apóstoles (�gura 4.8).Otra de las di�
ultades que presenta este pro
edimiento es el tamañode la laguna. Experimentalmente hemos 
omprobado que si el diámetro de
Ω es superior a 40 píxeles, 
onseguimos re
uperar parte de Ω los 
ontornossiguen suavemente la dire

ión de los niveles de gris que parten de ∂Ω perono 
onsiguen 
ruzar 
ompletamente el agujero, preservando el ángulo ini
ial.Esto impli
a aumentar el número de itera
iones y 
onlleva el problema dela inestabilidad afe
tando tanto a los per�les 
omo al 
olor. Para resolverel problema usamos la multirresolu
ión por dos razones: la primera paraa
elerar el pro
eso, redu
iendo el número de itera
iones y asegurar el prin
ipiode buena 
ontinua
ión de los niveles que pro
eden de ∂Ω. La té
ni
a apli
ada
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Figura 4.7: Superior Dere
ha: Tabla de El 
amino al Calvario; Superior Izquierda:De
onvolu
ión 
on el método fra

ional ; Inferior Izquierda: Reintegra
ióndigital; Inferior Dere
ha: Restaura
ión artísti
a (retablo) 2006
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Figura 4.8: Superior Dere
ha: Tabla de La ora
ión en el Huerto; Superior Izquierda: De-
onvolu
ión 
on el método fra

ional ; Inferior Izquierda: Reintegra
ión digital;Inferior Dere
ha: Restaura
ión artísti
a (retablo) 2006
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ión Digitalen la tabla de El Es
arnio (�gura 4.9) a 
asi todos los agujeros, 
ombinada
on la té
ni
a expli
ada anteriormente, reintegró la tabla, usando entre 2 y 4niveles de resolu
ión, redu
iendo el tiempo de 
ál
ulo en un 75 %. El tiempode CPU fue de 10 minutos.

Figura 4.9: Superior Dere
ha: Tabla de El Es
arnio; Superior Izquierda: De
onvolu
ión
on el método fra

ional ; Inferior Izquierda:Reintegra
ión digital; Inferior Dere
ha:Restaura
ión artísti
a (retablo) 2006El algoritmo está a
tualmente diseñado en Matlab 7 y eje
utado en un
PC, Pentium II 
on GNU/LINUX. El tiempo medio fue entre 3 y 15minutos de CPU , dependiendo del tamaño de Ω.
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Figura 4.10: Superior Dere
ha: Tabla de La Flagela
ión; Superior Izquierda: De
onvo-lu
ión 
on el método fra

ional ; Inferior Izquierda: Reintegra
ión digital; InferiorDere
ha: Restaura
ión artísti
a (retablo) 2006
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Figura 4.11: Retablo Mayor en la a
tualidad después de la restaura
ión artísti
aEn 
on
lusión, hemos empezado a desarrollar un algoritmo rápido, e�-
iente y orientado a la restaura
ión artísti
a entre los períodos medieval ybarro
o. Notar que 
ada épo
a tiene una serie de 
ara
terísti
as que tenemosque tener en 
uenta en el algoritmo.
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ión 109En resumen, anteriormente hemos expli
ado que no podemos pres
indirde la de
onvolu
ión 
omo un elemento fundamental para revelar determina-dos detalles que están o
ultos (�gura 4.6 y �gura 4.10). Por tanto, podemosdeterminar una rela
ión entre inpainting y de
onvolu
ión 
iega que tratare-mos 
omo un trabajo futuro. Adelantamos que tenemos expe
tativas de quepueda realizarse, pero está sujeto a 
ambiar la e
ua
ión (4.12) que difundasuavemente sin perdida en los per�les.Otra de las mejoras que vamos a tener en 
uenta próximamente, es lareintegra
ión por patrones históri
os. Es de
ir, si el elemento a restaurarpro
ede de una es
uela de arte, podemos aprove
har los 
riterios y 
oloresque son habituales en di
ha es
uela.El 
olor es otra de las partes fundamentales del trabajo. Aprove
handomuestras de espe
trografías de los elementos a reintegrar, podemos trans-formarlas en números que adquieren una representa
ión en el 
ubo de 
olory que podemos 
ambiar dire
tamente a un modelo LUV según estos 
olo-res, lo que dará un realismo al trabajo, 
ompletando parte de la virtualidadne
esaria para al
anzar unos resultados más reales.
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Con
lusiones y Líneas Futuras 111En esta tesis hemos mostrado la 
apa
idad de la matemáti
a para poderresolver un problema real. No se trata de apli
ar las matemáti
as, sino demodelizar un problema real (restaura
ión de un retablo) para poder abordar-lo desde el punto de vista matemáti
o (matemáti
a apli
ada): la restaura
iónartísti
a. El objetivo es 
onstruir modelos que orienten dentro de la restau-ra
ión. Estos modelos son de utilidad para obtener informa
ión y a
tuarino
uamente sobre una obra de arte, además de dar objetividad dentro deeste 
ampo.Para llevar a 
abo este objetivo, planteamos en primer lugar la de
onvo-lu
ión 
omo el paso fundamental para obtener aquellos detalles que quedanenmas
arados por un nú
leo, que nos permitirá de�nir 
on pre
isión aquellasregiones que posteriormente vamos a reintegrar. Este nú
leo pro
ede de latoma de fotografías. En la mayoría de o
asiones, las 
ondi
iones de luz o dehumedad en este pro
eso inter�eren generando un suavizado que eliminamosvía de
onvolu
ión. El nú
leo es indeterminado en la mayoría de o
asiones ybajo unas 
onsidera
iones que hemos expuesto en el 
apítulo (página xiii),debido al pro
eso en el que se realizan las tomas. En este 
aso pro
edemospor de
onvolu
ión 
iega.La primera aporta
ión es el método híbrido, [RC06℄, que permitede
onvolver las es
alas �nas, evitando la pérdida del 
ontraste; siempre quela imagen sea de 
lase W. Este modelo ha sido adaptado para imágenesen 
olor, 
on resultados muy satisfa
torios, 
omparado 
on otros modelosexistentes en la literatura.Nuestra segunda aporta
ión en la de
onvolu
ión, frente a otrasmás 
ono
idas en la literatura, es elmodelo fra

ionario re
ursivo ([RC08℄).En L1 tenemos la norma de la varia
ión total (§1.2.3) que mide valores delgradiente elevados. En L2 tenemos la regulariza
ión de Tikhonov (§1.2.1) quedetermina solu
iones suaves. En 
ambio el método fra

ional es una regula-riza
ión en Hβ/2, 0 ≤ β ≤ 1 y tiene la ventaja de que permite obtener desdesolu
iones suaves hasta solu
iones 
on gradiente elevado pero usando la in-forma
ión de varia
iones intermedias (fre
uen
ias en el espa
io de Fourier),a 
ada paso, lo que permite la adaptabilidad de la solu
ión y la 
onvergen
iaen po
os pasos. Además, la determina
ión del nú
leo es adaptativa, porque
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lusiones y Líneas Futuraspara 
al
ular el nú
leo de un paso ne
esita la informa
ión del anterior.Gra
ias al uso de la transformada de Fourier, el método es mu
ho másrápido y estable que en la varia
ión total o en el SECB, tal y 
omo pode-mos 
omprobar en la se

ión §1.4.3. Además permite re
uperar fre
uen
iasintermedias, lo que se tradu
e en que, 
uando determinamos el nú
leo, nose altera en ex
eso el 
ontraste de la imagen, preservando el mismo en 
adapaso. Esto es fundamental de 
ara a tratar 
on imágenes en 
olor donde esne
esario que la regulariza
ión sea estable y las varia
iones del 
ontraste seanmínimas para garantizar que, al invertir el modelo de 
olor (pasar de LUVa RGB), no tengamos problemas al representar determinados valores (porejemplo aquellos en los que la luminan
ia sea negativa).Nuestras líneas de investiga
ión futuras, en de
onvolu
ión 
iegafra

ionaria, se basan en el estudio de otro tipo de nú
leos 
omo son, el nú-
leo de movimiento, (en esta parte tenemos que tener en 
uenta el efe
to dela fase), el nú
leo de desenfoque (que requiere un 
ambio en la de�ni
iónpropia de la Lévy y estudiar la fun
ión generatriz, expli
ada en el 
apítulo1, SEC 1.3.1). Otra de las líneas que también 
ontinuaremos (más impor-tante) es la de
onvolu
ión 
on ruido. En esta parte, queremos estudiar elmodelo planteado en la e
ua
ión (1.42), así 
omo modi�
ar el pro
edimien-to de determina
ión de parámetros y los parámetros de regulariza
ión, poraproximantes de Padé.En la segunda parte mostramos la apli
a
ión del paso anterior: la re-integra
ión digital o inpainting. En esta parte hemos adaptado el modelopubli
ado en [BSCB00℄ para el 
aso del retablo. En este 
aso nuestras apor-ta
iones se basan en modi�
ar el algoritmo anterior, para re
omponer lastexturas. Los per�les los 
ontinuamos usando la 
urvatura media. Cuandola imagen tiene un agujero superior a 40 píxeles, usamos multirresolu
ión y�ltros de real
e de per�les (de
onvolu
ión 
iega fra

ionaria) para eliminarel efe
to de interpola
ión 
onforme va aumentando el nivel de resolu
ión.Como líneas futuras en la reintegra
ión digital, proponemos reintegrarpor patrones históri
os, de manera que tengamos una base de datos en laque �guren tanto artistas 
omo 
olores que emplearon, además de introdu
irel análisis espe
trográ�
o para generar en el ordenador otra base de datos
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lusiones y Líneas Futuras 113para los 
olores. De esta manera podemos reintegrar los 
uadros o es
ultu-ras siguiendo un 
riterio espe
í�
o. Aunque esto es más bien té
ni
o, abreperspe
tivas a un mayor 
ono
imiento del análisis de imágenes en 
olor.
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