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Prefacio

Esta tesis tiene su origen en los cursos de doctorado de matematica apli-
cada en la Universidad de Valencia, en el ano 2003. De la amplia variedad de
los cursos, encontré uno que me llamé poderosamente la atencion: restaura-
ciéon numérica de imégenes, que impartié el profesor Pep Mulet. Este curso
supuso un particular acercamiento al mundo del tratamiento de iméagenes
por el cual siempre tuve mucha curiosidad. Durante esta época José Vicente
Arnau Cordoba, profesor de numérico de Valencia, me ensen6 un trabajo que
trataba de deconvoluciéon y eliminacion de ruido de un mosaico medieval de
la Catedral de Praga,([BJF02]), usando imagenes que fueron tomadas cien
anos atras. El curso de doctorado y este articulo fueron los precursores de la

restauracion digital que ahora presento en esta tesis.

Durante muchos anos contemplé el retablo de la Iglesia San Bartolomé
de Bienservida. Un retablo que tenia muchas particularidades: la primera,
que no podia distinguir los elementos que figuraban (tablas y tallas), en el
que habia informacion, pero, jera posible extraerla?. Entonces, asocié los
cursos de doctorado y el trabajo mencionado anteriormente para iniciar el
proyecto de restauracion digital del retablo. Este fue el proyecto que propuse
a mi director de tesis, Vicente Candela. Tras presentar el ambicioso trabajo
que consistia en la restauracion digital del retablo, Vicente dio luz verde al
trabajo, pese a las dificultades que planteaba, careciamos de conocimientos de
técnicas de restauracion, y de colorimetria, que no estaba muy desarrollada

en aquella época.

Asi, durante el mes de agosto de 2003, tras pedir permiso al parroco de la

iglesia (por aquella época era Manolo Valenzuela) estuve tomando fotografias
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de todo el retablo, con diferentes condiciones de luz y exposicion. Realicé del
orden de mil tomas fotogréaficas, eliminé aquellas que no ofrecian informa-
cion (muy oscuras o con excesiva luz) de manera que pudiesen ser lo mas
representativas de todos los elementos originales.

Después de la sesion fotografica y el proceso de seleccion, Vicente y yo,
empezamos a disenar las lineas maestras del trabajo de investigacion, que
posteriormente presenté en 2004. En primer lugar, deconvolver las imagenes
y, posteriormente, rellenar los agujeros.

La deconvolucion era el paso previo. Pero planteaba dos problemas. El
primero, como deconvolver una imagen en color y el segundo, qué tipo de
deconvolucion elegir, puesto que en este caso desconociamos el niicleo.

Estudiamos la literatura y nos encontramos con un articulo que hacia
referencia a la deconvolucion ciega y nos daba una procedimiento para de-
terminar el niicleo (|Car01]), pero para matrices cuadradas; e iméagenes en
escalas de grises. La tarea fundamental era adaptar la deconvoluciéon en es-
cala de grises al color. El procedimiento habitual, es descomponer la imagen
original en tres imagenes que representan las frecuencias mas importantes,
verde, rojo y azul. De hecho cada uno de los canales se comporta como una
imagen en escala de grises donde podia aplicar el proceso.

Implementé el método APEX descrito en [Car01|, para la obtencion de los
parametros del nicleo Lévy, usando el método de la secante (JADAT02]) y no
Newton como sugeria el autor. Esta novedad la introduje porque la funcion
a ajustar no era diferenciable en el origen y por tanto no era adecuado en
este caso.

Posteriormente estudié el método de deconvolucion [CMS03], basado en la
forma integral de Tikhonov. Este método directo, junto con el método APEX
para determinar los pardmetros es un método de deconvolucion ciega, pero
tenia un problema: el laplaciano aproxima las discontinuidades de la segunda
derivada por funciones suaves. La consecuencia es, que deconvuelve la imagen
pero no elimina completamente el suavizado; conservando el contraste de la
imagen restaurada. Por otro lado esta el método SEC' B basado en resolver la
ecuacion generalizada del calor. La ventaja del método es que permite realzar

los perfiles pero, a cambio, se pierde contraste.
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Basiandome en las ventajas y minimizando los inconvenientes, pensé en
un método que permitiese alcanzar un equilibrio entre ambos. Asi naci6 el
método hibrido, que es una de las aportaciones de la tesis, publicado en
[RC06]. Esta basado en un método predictor-corrector: la forma integral de
Tikhonov mejora los perfiles y el contraste, pero no elimina el suavizado
(prediccion). En el siguiente paso se renormaliza el nicleo y eliminamos el
suavizado del paso anterior con el método SECB (correccion).

Posteriormente (como deconvolucion permite realzar los detalles, en es-
pecial las lagunas de las pinturas) procedi a la reintegracion de las tablas
(inpainting) y no de las tallas (necesitan un tratamiento diferente basado
en texturas). Este método esta basado en difundir informacion, suavemente,
desde la zona donde la tenemos hasta la que carece de ella.

Con estos dos métodos (deconvolucion e inpainting) consegui leer mi tra-
bajo de investigacion el 17 de septiembre de 2004.

Meses después de la lectura del DEA comenzaron los trabajos de restau-
racion del retablo mayor. Los restauradores, a peticion del parroco, que en
esta ocasion era y es Juan Angel Navarro, se pusieron en contacto conmigo
para explicar detalladamente el trabajo que habia desarrollado. El interés
estaba en que el trabajo podia dar una forma de intervencién inocua sobre
tablas que carecian de un porcentaje muy alto de informacion.

Presenté el trabajo ante el grupo Abside Restauracion, que asesor6 y pro-
puso muchas mejoras. El tipo de imégenes con las que estaba trabajando,
no estaban limpias y por tanto era necesario para obtener mejores resultados
digitalmente, obtener mejores imégenes. De esta manera, empezo la colabora-
cion entre el equipo de restauracion y nosotros en el que tuvimos que adaptar
nuestros lenguajes para llegar a un lenguaje intermedio que nos permitiese
entendernos, para mejorar el trabajo.

El inicio de la colaboracion fue la critica constructiva del trabajo. La de-
convolucion que al realizarla sobre cada uno de los canales, introducia colores
que no eran los reales (falseado de color), lo cual implicaba un cambio de mo-
delo. Propusieron usar un modelo en el que se podia separar la luminancia
y la cromaticidad. El objetivo de esta observacion era preservar el contraste

de la imagen original, cuando se realizaba la deconvolucion.



Respecto al inpainting (reintegracion), pidieron la presencia en el algo-
ritmo de datos historicos referentes al retablo y la época, que suministraron
posteriormente, asi como la regeneracion de las texturas. La excesiva difusion
producida por el método era un gran inconveniente, pues impedia la correcta
visualizacion de los resultados. Para corregir esta ultima parte, realicé una es-
tancia en Bienservida de unos dias para ver como reintegraban los elementos
y estudiar todo el procedimiento, para orientarme en el trabajo futuro. Todas
las correcciones y sugerencias que el equipo de restauracion contribuyeron de
manera decisiva en la tesis.

La primera fase fue estudiar modelos colorimétricos; para ello necesité un
tiempo de retiro para estudiar dichos modelos que he recogido en el capitulo
2. De todos los modelos de color el que mejor permitia separar los perfiles y
cromatismo era el modelo LUV.

Pero también el modelo de deconvolucion era decisivo, en el sentido que
los resultados de este tdltimo se usarian para el inpainting. Para ello desa-
rrollé una estrategia para determinar los parametros del modelo hibrido, que
conjuntamente con el uso del modelo LUV, dio lugar a la publicacion [RC06].

Posteriormente a la publicacion del modelo anteriormente descrito, co-
mencé a estudiar un modelo que permitiese aumentar la resoluciéon y mejorar
los resultados del modelo hibrido. El modelo hibrido es un modelo fraccional,
pero tiene algunos inconvenientes, respecto a la eleccion de parametros que
intervienen. Lo que implico6 un cambio en la estrategia de la eleccion de los
parametros del niicleo y la regularizacion basada en potencias del operador
laplaciano ([RCO08]). Este método nuevo, es un método adaptativo recursivo,
puesto que, para determinar el ntcleo, usa como informacion las deconvo-
luciones previas. A nivel del color, no perdemos contraste porque realiza
pequenos pasos que permiten preservar la luminancia de la imagen original,
minimizando la diferencia entre el gradiente de la luminancia obtenida en
cada paso y la original.

El inpainting también tuvo avances. La deconvolucion fraccionaria per-
mite definir unas condiciones especificas para la reintegracion. Para evitar
la excesiva difusion que provocaba el método original, introduje un nuevo

parametro adicional relacionado con la curvatura, puesto que en el estilo que
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trabajamos hay mucha presencia de perfiles y en este caso no podemos usar
directamente el operador laplaciano, sino que usamos la curvatura media,
como una forma de continuar los perfiles de una forma anisotropica, usan-
do el laplaciano tnicamente para aquellas regiones que carecen de perfiles.
También, la regeneracion de las texturas por convolucion es un reto que tuve

que afrontar.



Introduccion

Digitalizar obras de arte es una tarea que se realiza habitualmente, en
procesos de patrimonio, para tener constancia de la intervencién y también
como ayuda a la hora de la restauracion manual en los talleres. Esto nos
permite establecer el nexo entre Restauracion y Matematica: la digitalizacion
es una representacion de la obra a tratar (fotografia) y es un puente de unién

con la matematica, a través de la modelizacion (abstraccion).

La restauracion de imagenes es una de las partes mas conocidas en el
tratamiento de imagenes. Consiste en recuperar algunas caracteristicas de-
terioradas de la imagen, y a nivel artistico significa limpiar y modificar un

trabajo deteriorado de modo que se parezca al original.

Los profesionales de la restauracion artistica tienen una formacion multi-
disciplinar en arte y ciencia. Actualmente el uso de ordenadores y, en parti-
cular, de paquetes informaticos, permite ayudar en algunas de las tareas que
realizan. Claramente, el ordenador no puede sustituir el factor humano, pero
puede ser de gran ayuda a la hora de recuperar algunos elementos, realce de

detalles que pueden ser importantes en el proceso de restauracion.

Desde el punto de vista matematico, las obras pictéricas pueden conside-
rarse como un tipo de imagenes muy particulares, pues cada periodo y cada
artista tiene sus propias caracteristicas, que las diferencian de otro tipo de
imagenes, como las médicas o las astrondémicas.

En la restauracion artistica se consideran dos tareas que son muy impor-
tantes: reintegracion o inpainting (rellenar regiones perdidas de la pintura)
y la limpieza. La limpieza consiste en eliminar aquellos detalles espurios que

impiden la visualizacion de la obra (particulas de grasa, suciedad, etc). En
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matemaéticas, se corresponde con la deconvolucion cuyo objetivo es realzar
los detalles que impiden ver partes de la obra con claridad.

Las piezas que tratamos pertenecen al Renacimiento y Barroco Espanol.
Sin introducirnos en un analisis artistico exhaustivo, podemos deducir algu-
nas consecuencias matematicas, que son de ayuda a la hora de realizar este

proceso:

1. En el estilo artistico, los perfiles de la obra original no estdn perfecta-
mente definidos, esto es, se introdujo un «blury (difuminado) cuando

la obra fue pintada.

2. Factores climatoldgicos (humedad, luz, temperaturas extremas ...) y el
paso del tiempo degradaron las obras de una manera determinista e
isotrdpica. No hay prdcticamente presencia estocdstica del ruido (des-
preciable), porque la suciedad, grasa y otros tipos de particulas crearon
una capa uniforme; ningan algoritmo que se precie introduce
ruido. Practicamente es el caso de la deconvolucién pura, sin ruido.
Los desperfectos se extienden a grandes zonas de la pintura, por lo que
podemos considerar modelos globales. Si nos hace pensar en un tipo de
blur o emborronamiento: la apariciéon de factores de tipo uniforme nos
permite suponer que este blur, estd producido por la convolucién de un

kernel de tipo quasi-gaussiano.

El primer punto permite dar una aproximaciéon al realce de la imagen,
en el sentido de que estamos mas preocupados por la localizaciéon que por el
realce de perfiles para obtener calidad artistica. Usaremos la transformada
de Fourier, pues el fendmeno de Gibbs esta controlado, como veremos.

El segundo, nos permite considerar un tipo computacional de blur. Mate-
maticamente, tenemos que tener cuidado con el ruido introducido por nuestro
algoritmo y no por el de la imagen.

Notese que durante el proceso no esta permitido el llamado falseado his-
torico, es decir, anadir informacion adicional, pues alteraria el original y
restaria protagonismo a los elementos originales, al contrario de lo que hacen

los restauradores artisticos, que utilizan informacion adicional como parte
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del proceso. Es artisticamente permisible, pero no cientificamente (matemé-
ticamente) admisible.

Otras dificultades, a nivel matematico, con las que nos enfrentamos:

e Tratamiento del color: El método que proponemos no se puede rea-
lizar en el modelo estandar RGB. El modelo RG B, como explicaremos,
es un modelo que tinicamente considera los colores primarios y, por tan-
to, la deconvolucién puede producir falseado de color. Para solventar
este problema buscamos un modelo equivalente que permita separar lu-
minancia y cromatismo (tono y saturacion, componentes croméaticas),
de manera que el proceso se realiza inicamente en el canal de luminan-

cia, con lo que garantizamos que no se alteran los colores originales.

e Deconvolucion en color: El objetivo de la deconvolucion es deter-
minar la imagen exacta a partir de la imagen degradada, el nicleo e
informacion estadistica acerca del ruido, preservando las discontinuida-
des de la imagen. Proponemos una deconvolucion ciega (carecemos de
informacion del kernel original), determinando un kernel equivalente al
original, para posteriormente aplicar técnicas asociadas con la trans-
formada de Fourier, que implican resoluciéon de modelos lineales y no

lineales.

La solucion de los modelos lineales, [CMS03|, conservan el contraste

original pero a cambio los perfiles se suavizan.

En cambio, la solucién de los modelos no lineales [Car01, HMOO04,
CKS00, CM95]| permiten mejorar los perfiles pero hay pérdida del con-
traste en la imagen. Para evitar ambos inconvenientes, hemos disenado
dos métodos, aportaciones de la tesis. Fl primer método, es tipo
predictor-corrector: el modelo lineal predice la imagen que el método
no lineal corrige, principalmente en los perfiles, que nos permite apro-
vechar las caracteristicas locales de la deconvoluciéon y no aumentar el
ruido [RC06]. Ademas hay que tener en cuenta que se realiza en color,
como se ha argumentado. El segundo método, [RC08|, basado en la re-

gularizacion por potencias fraccionarias, es una deconvolucién basada
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en recuperar pequenas frecuencias de la imagen (multifrecuencia). Ade-
mas la regularizacion fraccionaria permite conservar a cada paso (los

pasos son pequenos) el contraste de la imagen inicial.

Nos centraremos en obras del Renacimiento y Barroco espanol, en con-
traposicion con otro tipo de imagenes, con diversas caracteristicas: la amplia
gama de colores, la iluminacion, torsion de los perfiles (dibujo) en la obra y
los contrastes luminicos. Aplicaremos los procesos descritos al caso particular
del Retablo Mayor de la Iglesia San Bartolomé de Bienservida, que fue res-
taurado en el ano 2005. Hemos desarrollado estas técnicas siguiendo también
indicaciones de los técnicos de restauracion. El retablo es una obra de fina-
les del Renacimiento y principios del Barroco, que combina en su estructura
pinturas y esculturas. El interés surge a raiz del tipo de pintura y escultu-
ra asi como el estudio matematico que permite recuperar a nivel digital los

elementos perdidos.
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Capitulo 1

Deconvolucion

En dispositivos opticos (camaras digitales, telescopios, microscopios ...)
la convolucién modeliza matematicamente el proceso de formacién de una
imagen, que ocurre cuando un sensor (0jo, cAmara) registra la luz que ha
interactuado con ciertos objetos fisicos (PSF o nucleo). La imagen obtenida
por el sensor se puede ver como una funciéon bidimensional, u(x,y), donde
el valor de la funcién corresponde a la intensidad o brillantez en cada punto
de la imagen (x,y) (imagenes en escalas de grises). Las intensidades las
consideramos normalizadas en el intervalo [0, 1]. En la practica, consideramos
una imagen como una funcién real en Q C R? (Q = [0,1]* := [0, 1] x [0, 1]).

Consideraremos una imagen en color como varias imagenes en escala de
grises, es decir, cada una de ellas representara una de las tres bandas es-
pectrales que son, rojo (Red), verde (Green) y azul (Blue) y por tanto la
podemos considerar como u : {1,...,n} x {1,...,m} — R3. Como vere-
mos posteriormente, trataremos el caso de imagenes en color de una manera
distinta al de las imagenes en niveles de grises, pues tienen una serie de pro-
blemas a considerar: la correlacion entre luminancia y cromatismo (colores

espurios o falseado de color), y problemas relacionados con el contraste.

El objetivo de la restauracion de imagenes, es recuperar las discontinui-
dades de la imagen que han sido degradadas por «blury» (emborronado) y
por el ruido. El blur corresponde a causas deterministas: variacion de tem-
peratura, humedad, exposicion al sol o desenfoque de la cdmara. Se repre-
senta por un operador lineal. El ruido esta relacionado con la parte estocas-

tica correspondiente a errores (mala transmision, errores computacionales,
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interferencias,. . .).

En la literatura referente a la deconvolucion, hay dos partes diferencia-
das. En la primera el nicleo es de tipo gaussiano (responde a un tiempo de
exposicion alto para capturar un punto). Destacamos, [CMS03], que presen-
ta dos modelos: un modelo lineal que usa como término de regularizaciéon
el laplaciano, que se resuelve usando métodos espectrales y el segundo, un
modelo no lineal. El laplaciano se sustituye por un término relacionado con
la curvatura resuelto localmente por métodos espectrales. Otros modelos uti-
lizan normas no euclideas como la variaciéon total o 7'V norma. Un ejemplo
[CKS00], que usa dicha norma para eliminar el ruido y realzar imagenes en
color, en espacios HSV, C' B (Chromaticity - Brightness) pero no trata direc-
tamente la deconvolucién en color y la consecuente alteracion del brillo. Fl
sequndo bloque a considerar son los modelos de deconvolucion ciega, que tra-
tan de recuperar la imagen, sin conocimiento del niicleo que la degrad6. En
[Car01, Car99a, Car99b, Car02| se proponen nicleos basados en la distribu-
cion Lévy pura. En [HMOO4] los autores aplican la regularizacion iterativa,
haciendo uso de la TV norma e introduciendo el niicleo como término de
informacion adicional al funcional a minimizar.

El capitulo se estructura de la siguiente forma: En la seccion §1.1, se
introduce el fundamento matemaético y el problema de deconvolucion. En
las subsecciones §1.2.1, §1.2.2, §1.2.3 trataremos con detalle dos de las re-
gularizaciones méas conocidas en la literatura: la regularizaciéon de Tikhonov,
también en su formula integral y la variacion total. En §1.2.6 el modelo SECB
basado en resolver la ecuacion generalizada del calor.

En la secciéon §3.5 estan las aportaciones principales de la tesis: re-
gularizacion por potencias fraccionarias del operador laplaciano § 1.4, publi-
cado en [RCO08| y el modelo hibrido [RC06]. En la subseccion § 1.4.2, veremos
la deconvoluciéon de imégenes ruidosas, tema en el que estamos investigan-
do y en el que analizamos el comportamiento del modelo explicado en §1.4
para deconvolver y eliminar ruido simultaneamente. En este caso el método
fraccionario propuesto en §1.4 elimina ruido y deconvuelve pero a cambio
introduce un pequeno suavizado en la imagen, lo que es un comportamiento

habitual en deconvoluciéon con ruido.
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En §1.4.3 veremos los ejemplos de la deconvolucion fraccionaria y compa-
raremos los resultados con otros modelos expuestos en la literatura. En §1.5
desarrollaremos la deconvolucion fraccionaria pero en el caso de imagenes
en color, ilustrando la necesidad de la separacién de los canales y justifi-
caremos el modelo LUV como el modelo adecuado para la deconvolucion.
Analizaremos también los resultados comparéandolos con otros modelos de la

literatura.

1.1. Modelo de degradacion

Antes de introducir el modelo matemaético daremos una descripcion heu-
ristica del problema que vamos a abordar.

Supongamos que tenemos una habitaciéon con una fuente de calor en el
centro. Con el paso del tiempo este calor va propagédndose por la habitacion
en circulos concéntricos. Como podemos intuir, estos circulos van perdiendo
«intensidad» a medida que se propagan. Es decir, el calor avanza alejandose
de su fuente y va perdiéndose. Esto se debe a que la temperatura de la
habitacion tiende a homogeneizarse, a equipararse a la de la fuente de calor.

Supongamos ahora que esta fuente emite en un instante ¢y, y a partir de
este instante deja de emitir calor. A medida que la temperatura va aumentado
hacia la periferia de la habitacion, va disminuyendo en el centro de la misma.
En otras palabras, el calor tiende a uniformizarse, pero esta vez en un valor
intermedio entre la temperatura original de la habitacion y la de la fuente.

Pensemos por un momento en la habitaciéon como una imagen y que hay
un punto unicamente de calor. Si aplicamos el fenémeno descrito anterior-
mente, obtenemos que conforme va evolucionando el tiempo la imagen queda
cada vez mas degradada (difundida); es decir, el dibujo (perfiles) se pierde y
tenemos lo que llamamos desenfoque. Como veremos posteriormente, el efecto
de difusion o desenfoque se produce al actuar un operador lineal y compacto
sobre la imagen real.

Matematicamente, el modelo de degradacion viene dado por:
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El problema que queremos resolver es obtener una aproximacion a la imagen
real, u, a partir de una imagen degradada ug, teniendo en cuenta, que ha
sido degradada por un operador lineal C y por el ruido n. El ntcleo K es lo
que llamamos «blury o difusion, que es determinista; n, ruido aleatorio, es la
parte estocéstica, que consideraremos aditiva.

Recordemos las siguientes definiciones conocidas:

Definicion 1 Un operador IC es lineal si cumple:
Kloui(z,y) + Bus(z, y)] = a Kuy (2, y) + 8 Kua(2,y) Vo, 5 € R
Un operador K es homogéneo, si:
Klauy(z,y)] = a Kui(z,y) Va,eR
Un operador IC es aditivo, si:
Klui(z,y) + wa(z, y)] = Kui(z,y) + Kua(z,y)

Definicién 2 Un operador K, es independiente de la posicion (inva-

riante por translacion), si verifica:
Uo(l’, y) = ’C[u($7 y)] = uO(:E —Q,y — ﬁ) - ICU(:E -,y — ﬁ)

para cualquier u y Vo, € R

Es bien sabido que en el caso continuo cualquier funcion u(x,y) se puede

escribir:

wla) = [ o, 5)5(e — a,y - ) dadd

Siendo § la distribucién delta de Dirac.

Tomamos n(z,y) = 0 en la ecuacion (1.1):

wole,y) = Klu(e,y)) = K [ [ e yita = oy =) dads | -

2
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Por linealidad (Definicion 1) tenemos:

_ /R K [u(er, B)5(x — o,y — ) |dadf

Como u no depende de x,y, entonces por la propiedad de homogeneidad

(véase Definicion 1), tenemos que:

wla) = [ e, 6) Kb = vy = 6)Jdads

Si definimos k(x,y, a, B) := K[é(x — o,y — )] y sustituimos en la ecuacion

anterior:

uo(z,y) = /R2 u(a, Bk(z,y, o, B) dadf (1.2)

Tenemos una ecuacion de Fredholm de primera especie. A k se le llama niicleo

o kernel.
Si KC es invariante por translaciones (definicion 2) tenemos: K[d(x —a, y—

B)] = k(x — o,y — ), y sustituyendo en (1.2), tenemos:

wlw) = [ w0, B) ke =y - 9 dads

En presencia del ruido aditivo, la expresién anterior describe un modelo de

degradacion lineal:

wlwy) = [ ulof) o0 dads +aley)  (13)
RQ
Si anadimos que X es invariante por translaciones:
w(a) = [ ulaf)ka - ay -6 daddtnley) = (14
R
=K u

Denotamos por * al operador de convolucién definido por:

Definicion 3 5@ f,g : R® — C funciones medibles, dado t € R", si la

funcion T~ f(7)g(t — T) es integrable, llamaremos convolucion de f con
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g en el punto t y lo denotaremos como * a la integral
(Fe)) = [ 1(g(t = ryir
Rn

podemos reescribir la ecuacion (1.4) de la siguiente forma:

Uo(l‘,y) :k(x,y)*u(x,y)Jrn(x,y) (15)

En algunas aplicaciones (como las que presentamos en restauracion artis-
tica ( [RC06])) el ruido no esta presente en el proceso y por tanto el problema

es el de la deconvolucion pura:

’LLQ({L‘,y) :k(x,y)*u(x,y) (16)

El problema de recuperar los datos originales (u) a partir de la imagen
desenfocada (ug) es un ejemplo de problema inverso que tiene solucion mal
puesta. Hadamard en un articulo publicado en 1902, introdujo el concepto
de problema bien puesto como aquél que tiene solucion, es tinica y depende
regularmente de un conjunto arbitrario de datos. Por tanto, un problema mal
puesto es aquél cuya solucion, si la tiene, no es tinica o es inestable.

Fundamentalmente, este problema inverso consiste en resolver la ecuacion
integral de Fredholm de primera especie cuyo niicleo es suave y no degene-
rado. Este es un problema mal puesto, ya que pequenas perturbaciones en
los datos iniciales, pueden producir grandes variaciones cuando se obtienen
los datos finales (sensibilidad a las condiciones iniciales). Para obtener una
estimacion de u haremos uso de la transformada de Fourier, cuya definicion

recordamos:

Definicién 4 Dada f € L'(R") se llama transformada de Fourier de f
a la funcion ]?: R" — C dada por:

f(&) = /n e 2 f (1) dw

También recordamos el concepto de antitransformada o transformada in-
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versa de Fourier:

Definicién 5 Dada f € L'(R") se llama transformada inversa de Fou-

rier o antitransformada de f a la funcion fV : R™ — C dada por:

F= [ s = g

Algunas propiedades fundamentales son: que es una transformada lineal
y que permite representar la funcion original en la base de Fourier que es una
base ortogonal, por ello, tanto la inversa como la transformada estan bien
condicionadas numéricamente y no amplifican los errores de redondeo.

Pero la propiedad mas importante viene dada por el teorema de con-

volucién, que probamos a continuacion:

Teorema 1 (Teorema de Convolucién) Dadas f,g € L'(R"), se verifi-

ca.:
fxg=f-7

Demostraciéon 1 Para todo £ € R"™, aplicando los teoremas de Tonelli-
Hobson y Fubini y haciendo el cambio de variable v = v — y,w = y se

tiene:

floae = [ s [ e sy =
— /Rn N 6—2m(v+w)-€f(v)g(w)d(v,w) = / 6*2”1“'5]“(90 —y)gly)d(z,y) =

R xR™

—

— / em2mize ( . [z — y)g(y)dy) dr = fxg(¢)

Gracias a este teorema podemos transformar la convolucion de funciones en

producto. Si aplicamos el teorema 1.1 a la ecuacion (1.6) obtenemos:

Teorema 1. ~

up=kru — Gy =k -0 (1.7)

Para obtener u, bastaria despejar de la ecuacion (1.7):
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~ ~ V
a:@:m:(@) (1.8)
2 2

La formulacion anterior plantea un serio problema cuando k—0 (lo que
ocurre cuando k es regular). Las altas frecuencias de g se ven amplificadas
y por tanto el problema esta mal puesto. De aqui la necesidad de regularizar
el problema. Nuestro objetivo es estimar uw a partir del ruido, el «blury y
algtin conocimiento sobre la imagen (suavidad o existencia de perfiles). Este
conocimiento se incorpora a un funcional R que mide la calidad de u. En
otras palabras, el proceso de regularizaciéon consiste en elegir la imagen de

mejor calidad entre las restricciones dadas por el ruido y el blur inducido por
k.

1.2. El problema de la deconvoluciéon

Como hemos visto anteriormente, a consecuencia del mal condicionamien-
to del problema, tenemos que replantear el problema de la deconvolucién pura
§1.6 y pasar de un problema mal puesto a otro en el que tengamos solucioén
y sea unica, es decir, tenemos que regularizar el problema.

La aproximacién usual consiste en resolver el siguiente problema de opti-

mizacidén con restricciones:

min R (u)
u€L2(R) (1.9)
sujeto a: ||k * u — ug||3 ~ |Q]o?

Notar que n = ug—k*xuy E (/ nQd:c) = |Q| o* ( E(-) representa la media
o valor esperado o esperanza maggemética).

Ejemplos de funcionales de regularizacion conocidos son el de Tikhonov,|[TA77]
v la wvariacion total, [LS94|, que detallaremos posteriormente. La regulari-
zacion de Tikhonov es adecuada para métodos que usan transformadas de
Fourier.

Una regularizacion basada en Tikhonov se utiliza en los métodos de Slow

Evolution Constraint Backwards (SECB), que estan asociados a resolver la
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ecuacion generalizada del calor (|Car01, Car99al).

En general, deseamos minimizar funciones del tipo de la ecuacion (1.9) con
R un operador que no es siempre lineal, sujeto a una serie de restricciones que
permite obtener diferentes soluciones para diferentes elecciones de R. Para
obtener el minimo de la ecuacion, usaremos el método de los multiplicadores

de Lagrange:

Paso 1 Creamos el lagrangiano:

L(u, ) = R(u) + o (Il # w = uollz — %)

Paso 2 Calculamos las derivadas parciales primeras e igualamos a cero:

VL(u,p) =0
oL

——(u, 1) = ||k * u— w3 — 0 =0

o

Lo que reformula el problema variacional anterior como un problema sin

restricciones. Ahora nuestro problema se reduce a determinar el minimo de
L(u, p).

1 1
L) =20 (5 R0+ o u = wal}) - o

Calcular el minimo de de L(u, i) es equivalente a calcular

1 1
uEIrng?Q)aR(u)+§]\k*u—u0|]%2 Q= o (1.10)

Notar que o > 0 y que po? es constante.
Consideramos el siguiente funcional:

T(0) =R + 5 (ke u = wl,) =

:aR(u)jL%/(k*u—uo)?dx

Q
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Queremos determinar u* € L*(2) tal que:

T(uw)= min T(u

(u®) %Bm><)
Elegiremos el funcional R segiin el tipo de soluciéon que queremos obtener
a la que contribuye el valor a, puesto que un valor de a grande implica que
determinamos soluciones suaves, mientras que, « pequeno, nos dice que la

soluciones seran menos regulares.

1.2.1. Regularizacién de Tikhonov

En general es el método més comiin de regularizacion para problemas
mal puestos. En estadistica el método de Levenberg-Marquard se basa en
Tikhonov para ajustes no lineales de minimos cuadrados. La aproximacion
estandar para resolver un sistema sobredeterminado de ecuaciones lineales

es:
Ax =0

es conocido como minimos cuadrados y permite minimizar el residual:
[ Az — b][3

La matriz A puede estar mal condicionada o ser singular. Si queremos dar
preferencia a un tipo de solucién con unas propiedades deseadas, el término

de regularizacion debe ser incluido:
| Az — bl3 + [[ Lz ]3

siendo L la matriz de Tikhonov. En muchos casos L es elegida como la iden-
tidad L = I, dando preferencia a soluciones con normas pequenas. En otros
casos operadores de paso alto (por ejemplo, operadores que incluyen deriva-
das) pueden ser usados para asegurar la suavidad si el vector subyacente es
continuo.

En el caso de las imagenes, se puede entender como un criterio basado en

la correlacion entre la imagen y el ruido. En este caso Tikhonov se plantea
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comao.

/ Ku — 2 )\ 2
min (| — ol + Ml

cuya ecuacion de Euler-Lagrange correspondiente:
(K*K + 1) 'K*u
Notar que con una eleccion adecuada de L, podemos obtener el filtro de

Wiener que es el que minimiza el error cuadratico medio.

1.2.2. Forma integral de la regularizacién de Tikhonov

Esta regularizacion (o funcion de penalizacion) viene dada por un funcio-

nal R(z) = [ 2®dx. Supone que los datos son suaves y continuos.
Q

T(u) = /Q <a|Vu|2+ %(k*u—uo)z) dxdy

Para obtener el minimo procederemos a calcular la primera derivada de T
(Gateaux). Dados u,v, definimos el funcional p(e) = T'(u + ev). La primera
derivada es p'(0) = [T"(u)](v).

Desarrollamos la ecuaciéon anterior:
2 27, 1 2
T(u) = aluy +u,] + 5(1{: xu— ug)” | dedy
Q
Sustituimos u por u + v, tenemos:

ple) = / of(u+ev)i + (u+ev)l] + %(k: ¥ (u+ev) — up)’dedy =
Q
pe) = /Q 20[(u + ev)g v, + [(u 4 ev)ylvy| + [(k * (u + ev) — uo)](k * v)dady
Evaluamos p en 0 y tenemos:
p'(0) = 2a/Q[uxvx+uyvy+[k;*u—uo](k;*v) dxdy = 2(1/9VU-VU+[I<:*u—uo](k:*v) dxdy

Para simplificar la notacion llamaremos Ku = k*u y Kv = k*xv. La
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expresion anterior queda de la siguiente forma:

p(0) = 2a/ Vu - Vo + [Ku — ug| Kv drdy
0
Expresamos la formula [T"(u)](v) = / U (u)v dzdy tal que T'(u) = ¥(u)
0

Reescribimos p'(0) de la forma:
p'(0) =2 / [,V + uyvy + [Ku — uo] Kv dedy =
Q

=2« | Vu-Vudedy +[Ku — ug)Kvdzdy
o —

I
En [;, llamamos w = Vu. Sabemos que
Vu-w = —vdiv(w) + div(vw) (1.11)
Entonces:

[1:/Vu~Vvd:cdy:/va
Q Q

:/—vdiV(Vu)+div(vVu) d:pdy:/—vdiv(Vu) d:pdy+/div(vVu) dxdy
Q Q Q

(L.11)

/ —vdiv(w) + div(vw) dzdy
0

Por el teorema de la divergencia (a la segunda integral), tenemos:

—/vAud:L’dy+/div(vVu) dxdy:—/vAu+/ v Vu ‘ndS
Q Q Q oa |Vl

Suponiendo condiciones Neummann en la frontera, 0,u = 0, tenemos:

I = / VuVvdrdy = — / vAu drdy
) Q

Por lo tanto:

p0) = —2a/ vAu+ [Ku—ulKvdzxdy = —2a/ vAu~+ K*[Ku —uglv dedy
0 0
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Siendo K*, el operador adjunto de K. Igualamos a cero la expresion anterior:
Tememos que T'(u) = —2aAu + K*[Ku — ug). Por tanto las ecuaciones de

FEuler-Lagrange son:

1
—2aAu + K*[Ku —ug] =0 Au+ MK [Ku—ug) =0 \i=——

<~ —2x
Onu =0 Onpu =0

Para obtener u, recurrimos a la transformada de Fourier teniendo en cuenta

las siguientes propiedades

Teorema 2 (Propiedad de la derivada) Dada una funcion f para la que

existe 0% f para cualquier multiindice o < 3 dado, entonces:
Of=G con g(x)=(-2miz)"f(x)

Proposicién 3

~

Ku =k * u; K*u:z%*u; tal que =k (1.12)

k representa el operador adjunto de k

Aplicando el teorema 2 y la propiedad 3, tenemos:
Au+ AK*(Ku —ug) = 0 <= Au+ Mk % (k% u — ug) = 0
Por Fourier y aplicando el teorema de convolucion:
_Ru+ M- (R-i—d@) =0
Por el teorema de la derivada y (1.12):

A 1)+ AR(RE — @) = 0
A (&2 4 ) T+ NE[2T— ki = 0
(=47 (& +17) + AK?) — kil = 0
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Despejando u:
kg
—Am2 (€2 + ) A+ [k

Como podemos observar, la eleccion del funcional penaliza las discontinuida-

u=

(1.13)

des, puesto que encontramos soluciones suaves. El objetivo es determinar so-
luciones discontinuas, que son las adecuadas en nuestro problema. Una apro-
ximacion es reemplazar la norma de L?*(€2) en la regularizacion de Tikhonov
§1.2.2 por la norma de L'(Q), es decir, soluciones en L' correspondientes a
la primera variacion espacial. Esta es la llamada regularizacion por variacion

total (T'V) que veremos a continuacion.

1.2.3. Restauracion por variacién total (TV)

El inconveniente de usar funcionales cuadraticos esta en que no permite
recuperar las discontinuidades de la imagen. Rudin et al ([LS94]), propusieron

la variacion total, como funcional de regularizacion:

TV(u):/ﬂ |vu\dx:/9,/u§+ugdxdy

Deduciremos, la regularizacion de forma analoga al caso de la regulariza-

cion de Tikhonov.

Deseamos minimizar el funcional:
1 2
T(u)= [ «|Vu|+ i(Ku — ug)” dxdy (1.14)
Q

Definimos el funcional p(¢) := T'(u + ev). La primera variacion de T' es

[T (w)}(v) = p'(0)

1
ple) = / a\/(ux +evy)? + (uy +evy)? + §(Ku + eKv — ug)?dzdy
0

pe) = / a vtz + E0a) + (U + €v) + (Ku+ eKv — ug) Kv dady
Q V(g +evy)? + (uy + evy)?
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P0) = / a (M> + (Ku — ug)Kv dzdy
Q

2 2
Vuz +uy

Tenemos:
T (u)](v) = / a (M) + (Ku — ug) Kv dxdy
Q [Vl
Integramos por partes y tenemos: Vu-w = —v div(w) 4+ div(vw) y realizando
el cambio w = —u, tenemos:

Jul

Vu / ) ( Vu ) / ) ( Vu )
Vv =— [ vdiv| = |+ [ div(v
/Q |Vl Q |Vl Q |Vl

Por el teorema de la divergencia:

Vu / , < Vu ) / Vu
Vv =— [ vdiv| = | dxdy + v ndS
/Q [Vl Q [Vl o |Vl

Si elegimos condiciones homogéneas d,u = 0, donde n denota normal exte-

rior:

7 ()] (v) = / ~audiv (ﬂ) bR (K — ug)v dx

Q [Vl
/ : vu *
[T'(w)](v) = [ —av(div| —=— |+ K" (Ku—u) | dx

Q [Vul

Por tanto: -
u
T'(u)=—-aV- (W) + K*(Ku — up)
Las ecuaciones de Euler-Lagrange son:
Vu
—aV. | —= K*(Ku — =0
) <|VU\) KK~ o) (1.15)

Optt = 0

Como podemos ver el funcional de la variacion total (TV) definido:

TV(u):/Q|Vu|dX
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No es diferenciable en cero. Para evitar este problema anadimos una pequena

constante 3 a la ecuacion anterior:

TVs(u) = /Q,/ug, +u2 + 32 dx

La cantidad \/|Vu|27+ﬁ2 es la magnitud o mdodulo del gradiente, que nos da
informacion sobre las discontinuidades de la imagen, es decir un 3 grande
difunde los perfiles (adecuado para la eliminacion del ruido), mientras que
para la deconvolucion se opta por un (5 pequeno, que esta relacionado con la

escala.

1.2.4. Meétodos para la obtencién del minimo de la va-

riacion total

La ecuacion (1.14) presenta una serie de retos ([CM95]):

e El operador V - (;—Z

dicionamiento (cuando se linealiza se convierte en un operador eliptico

) es no lineal y presenta problemas de mal con-

de segundo orden).

u
W puede presentar grandes

oscilaciones como consecuencia del término

e Cuando se linealiza el operador V - (

|Vl
Hay varios métodos propuestos en la literatura para obtener el minimo
de la ecuacion (1.14). Rudin, Osher y Fatemi, propusieron en [LS94] obtener
la solucion de (1.15), usando un esquema de evolucion en tiempo(time mar-
ching), que detallamos posteriormente, para obtener el estado estacionario

de la ecuaciéon parabolica:

N gtw)
o~ I (1.16)
Opu =20

con condicion inicial en ¢ = 0, u = uy y condiciones de contorno Neumann.

Debido a las condiciones de estabilidad, este algoritmo converge lentamen-
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te. En contraste Vogel y Omen, [VO98|, desarrollaron el método de punto
fijo con difusion retardada. Esta idea se usa habitualmente en el campo de
la dindmica de fluidos. En [VO98, Cha95, CM95| consideran métodos tipo

1
|Vl

senta una singularidad en el origen. El método primal-dual es una técnica

Newton pero no funcionan adecuadamente a causa del término que pre-

que permite linealizar el término anterior desarrollada en [CGM99|.

1.2.4.1. Time Marching

Es una de las técnicas conocidas para resolver (1.15), desarrollada en

[LRF92|. Consiste en encontrar el estado estacionario de la ecuacion:

ou ()
o au
ot~ Y (1.17)
u(z,0) = ug
. Vu
Siendo g(u) = —a'V - ﬁ + K*(Ku — up). Por tanto, pasamos de una
u
ecuacion eliptica a una parabolica u; = —¢g(u) con condicion inicial u(0) = g

y resolvemos con métodos explicitos hasta obtener la solucion.

En primer lugar discretizamos (2:
(xi,yj) = (ih1,jhy) parai=0,...,nyj=0,...,m

Ademés: h h

Discretizamos el tiempo ¢ € [0, co[ con paso L:

to,=nL neNU{0}

Queremos obtener una solucién discreta de manera que el valor de la
solucion correspondiente a cada punto (x;,y;, t,) de la malla computacional,

que denotaremos por u;'; sea una aproximacion a la solucion de la ecuacion
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en derivadas parciales, en ese mismo punto:

ug'; 2 u(T, Yj, tn)

por tanto es necesario que la solucién discreta cumpla una ecuaciéon en dife-
rencias que no es mas que un analogo discreto del problema continuo original.

Vamos a reescribir (1.17):

7= ((%)f (|$yu|)y> R (1.18)

U(ZL‘, Y, 0) = Uo(l‘, y)

Usamos el método de Euler Explicito (Forward) para discretizar (1.18).

Denotamos por:

o (1.19)

i—1,5

. . . . + n _ . n N
Diferencia progresiva: Aju; =uj,; —u

Diferencia regresiva: A, u; =u) —u

Consideremos la discretizacion:

n+l1 n +om +,,n
up =g N AY (o B Aj uy;
—=—= —qa |A + A
i n J n
L [V, |Vup;

Para el [Vu|:

+ K7 (K jui g — (uo)iy)

V| = oy + A+ 52

Arreglamos la expresion anterior y obtenemos:

A~ A;Lu?,j + AT A;ruzfj
t\ IV, 7\ Vg,

1.2.4.2. Meétodo del punto fijo

n+l _ n
uj = tal

+ K (K juy — (o))

En [VO98|, los autores propusieron el método de punto fijo de difusion

1
retardada. Este método consiste en linealizar el coeficiente de difusion vl
U



20 Capitulo 1: Deconvolucién

retrasando una iteracion.

Denotamos por L(u) al operador de difusién cuya accion sobre v viene

dada por:

L)y = —V - (ﬁw)

En un minimo se cumple que g(u) = 0, lo que equivale a decir:
gu)=0& —aL(v)u+ K*(Ku—uy) =0, n=0,1,...
Por tanto expresamos la iteracion de punto fijo:
a L(u™)u" ™ + K*(Ku™t — ) =0

Desarrollando la expresion anterior tenemos:

1

El método usa como valor inicial, la imagen degradada ug. Cada ite-
racion, u"t!, aproxima el valor de u, resolviendo la ecuacién convolucion-
diferencial(1.20), cuyos coeficientes se calculan en la iteracion anterior. Este
método converge linealmente, tal y como se demuestra en [CM99]. Como
podemos observar el método del punto fijo puede ser visto como un time
marching semi-implicito. E1 método de punto fijo es convergente pero tiene

convergencia lineal [CM99].

1.2.4.3. Método de Newton

Este método converge rapidamente cerca del minimo siempre que el fun-
cional dependa suavemente de u. Pero cuando 8 = 0 el término 7'V no es
diferenciable. Para pequenos valores de [ la no diferenciabilidad del funcio-
nal da una pérdida de eficiencia para métodos de alto orden tipo Newton.
En [Cha95] los autores demuestran que el método no funciona bien, porque
tiene un dominio de convergencia reducido cuando 3 es pequeno. Por tanto el

valor inicial debe ser elegido cerca de la solucion verdadera para asegurar la
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convergencia; para ello emplean el método de continuacion. La idea esencial
es empezar con un valor de 3 grande, para el que el dominio de convergencia
es grande. La solucién obtenida se usa como valor inicial para ir reduciendo
gradualmente 3 hasta alcanzar el valor deseado. Controlar el proceso no re-
sulta facil y se utilizan métodos heuristicos para que el método sea eficiente

en su conjunto.

Como sabemos, el método de Newton en 1D, para una funcion y = g(z)
dada, consiste en aproximar las soluciones de g(x) = 0, por rectas tangentes.
Consideremos x una raiz de g(x). Si aplicamos el desarrollo de Taylor,para

obtener una aproximacion a la raiz zo = p:

9(wo) = g(x — x0) + ¢'(x — 20) + O((z — 20)?)

Como z es raiz de g(z) = g(z9) =0

_g(p)
TP )

9(p)
9 (p)

Usaremos el mismo método expuesto anteriormente pero con la funcién

Denotamos por dp = — ; el método Newton es conocido: xg = p + dp.

g(u) = L(u). Denotamos por J(u) el jacobiano de L(u). Entonces para

cualquier funcion suave p:

Vp Vp-Vu
—v () v (Y2} AR
Jlulp=Vv (\w) v ( e V“) P

el método de Newton es:
u"t =" -~ T W) L(W), n=01,...

Notar que el término J ! (u™)L(u™), puede calcularse por el método del gra-
diente conjugado; pues esta comprobado en [Cha95] que la matriz jacobiana

del sistema es simétrica y definida positiva (a > 0).
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1.2.4.4. Método Primal-Dual

Vamos a describir una técnica desarrollada en [CGM99|, para linealizar la
ecuacion (1.15), y asi evitar los inconvenientes de la singularidad que presenta
el denominador.

La clave esta en introducir una variable (dual) auxiliar suave:

Vu
W= —
|Vul

Reescribimos la ecuacion (1.15) como un sistema de ecuaciones:

fw,u) =w|Vu|—Vu=0
hw,u) =—-aV - -w+ K"(Ku—uy) =0

La linealizacion del sistema en « nos da:

{—aV . (\V1u| (I — V‘gzrf)v) 4 K*K] Su = —g(u)

Podemos linealizar este sistema en (u,v) por el método de Newton:

w Vul
|Vu| — ([ — W) léu] _ [f(w,u)] (1.21)
—aV- K*K ow g(w, u)

Resolvemos (1.21), eliminando du:

(—av : (|V1—u| (I - “(gzr) v) + I) u = —g(w, u) (1.22)

Después obtenemos dw:

1 wVul Vu
ow=— [ — —— ou — — 1.23
v |Vu|( Vu )V LU gy (1.23)

La principal diferencia entre el método de punto fijo y el primal dual es

la ratio de convergencia en sus dominios de convergencia. El altimo converge
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cuadraticamente a la solucion.

1.2.5. Eleccién del parametro A de la variacién total

Es importante elegir un valor apropiado A para obtener una buena restau-
racion. Para obtener el A méas «adecuado» aplicaremos el método de curva-L,
publicado por Hansen [Han01]. Este método permite obtener el A, dibujando
para un nimero de iteraciones fijas diferentes valores del parametro frente al
error relativo cometido. La grafica que esperamos, es mondtona decreciente y
alcanzara el minimo en algin valor en particular A*. El minimo de esta curva

(que se aproxima experimentalmente) nos da el valor 6ptimo.

1.2.6. Restauracién por SECB

Es un método directo para deconvolver imégenes de clase W, que de-
finiremos posteriormente. Estd fundamentado en el método de Tikhonov -
Miller (en el sentido de minimos cuadrados) y en el uso de una constante de

regularizacion, que permite obtener la imagen con ciertas garantias.

1.2.6.1. Método de Tikhonov - Miller

Esta técnica fue disenada para resolver ecuaciones integrales mal puestas,
como la ecuacion (1.6). En su forma més simple, requiere de una cota a priori

en L2, para el ruido € y otra para la imagen deseada M, de manera que
[Ku—uol| <&y lull <M (1.24)

. ., £ . s ~ .
cumpliéndose la relacion — < 1, es decir, tenemos més senal que ruido. En
el articulo [Mil70], el autor propone minimizar funciones del tipo ||u|* sujeto
a la restriccion

1w — o ||* = [[n]”

Consiste en obtener u,,, tal que:

; €
urar = min [|Ku—uoll3+ () Il
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cuyo minimo es up,, = Qr1, K*u con Qpy,, el operador auto-adjunto posi-

tivo definido por:
£\ 2
— KK+ () 1
La diferencia entre éste método y el de Tikhonov § 1.2.1 esta en que Miller

determino el valor de A\ = % (el nivel de ruido/senial) de la imagen.

1.2.6.2. Meétodo Slow Evolution Constraint (SECB)

La caracteristica fundamental est& en el uso de una constante que permite
acotar el error en la imagen reconstruida, u(x,y) en funcion del ruido €, en la
imagen degradada uo(z,y), que es posible gracias al método de Tikhonov -
Miller. La diferencia con el anterior, estd en que no se imponen restricciones

de suavidad para la funcion u(x,y) que queremos obtener.

Sean ¢, M constantes conocidas y positivas, tales que

| Ku—wupll2 <e, |ul|<M (1.25)

~ - M
Con € < M. Para cualquier constante K > 0 que cumpla K < —, suponemos
€

que:
15w — || < Ke, % <<1 (1.26)
siendo K* el operador definido:

K u = (k&) A€, n)}

que esté relacionado con las funciones de Green de la ecuacién generalizada

del calor que veremos en §1.32.

~ ~ M
Dado K tal que 0 < K << —, entonces s*, lo determinamos segtn la
€

formula:
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A s* lo llamaremos constante de evolucidn lenta. Permite determinar el
nivel de resolucion maximo al que llega el método. Notar que cuando s = 0,

el método SECB se convierte en el método Tikhonov-Miller.

Dados K, s, la solucién del SECB, asociado a la ecuacion (1.32), esta
definido como la solucién del problema de optimizacion:

Usech =

£ \2 .
i K — ol + () eI+ K2 — K (12
i B = uollz + (37 ) et I+ Kl il (1:27)

cuya solucion es la funcion u,,

Ugeeh = Qgelch*uO Qsecb = K'K + K_2<[ - KS)*([ - KS)
bajo las condiciones expuestas en (1.26) sobre la imagen y el ruido; también
supondremos que k es invariante por translaciones y determinamos u,,, por

la transformada de Fourier, obteniendo:

2(67 77) aO(ga 77)

~ > - (1.28)
k(& m)? + (e/M)* + K21 — k(& n)[?

asecb(ga 77) =

Para conseguir u aplicamos la formula (1.33) a la ecuacion anterior,

sech?

que nos permite obtener una restauracion parcial a cada paso.

Las iméagenes de clase W, son aquellas cuyo log |f*(§,77)| es monotono

f(&m)

decreciente en cualquier linea re? respecto a r, siendo f* &,n) = f(() 0).

Este método es adecuado para imégenes de clase W para las cuales,

podemos estimar el valor K de la siguiente forma:

- Ksf—
P
3

El método realza los perfiles en una escala mas fina, pero, para ser estable,
tenemos que elegir entre una pérdida de contraste cuando aproximamos u(s)
para s cercano a cero, frente a un pardmetro de regularizaciéon grande o un
pequeno realce eligiendo un parametro de regularizaciéon pequeno aunque no

permita invertir la ecuaciéon cuando s es cercano a 1.
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1.3. Modelos de deconvoluciéon ciega

En los métodos expuestos en secciones anteriores, el niicleo es conocido y

habitualmente, suele ser gaussiano:
ko) = —— e~
41 o

La deconvolucion ciega trata el mismo problema que la deconvolucion cuan-
do el nicleo es desconocido. En este caso tenemos que estimar un ntcleo
equivalente al que degrad6 la imagen original.

Presentaremos algunos de los métodos de la literatura que estan asociados

a la resolucion de la ecuacion (1.32).

1.3.1. Ecuacién generalizada del calor

En los parrafos anteriores, §1.2.3, hemos hablado de los métodos de decon-
voluciéon mas conocidos en la literatura. En estos trabajos, el niicleo procede

de la ecuacion del calor:

uy = Au
(1.29)
u(z,y,0) = ug
cuya soluciéon analitica es:
U(.T,y,t) ZUO('rvy)*k<x7y7t) (130)
1 (22442
k(xz,y,t) = o (1.31)

t\/2m
Donde t representa el tiempo, u; es la derivada de u respecto de ¢, A el
operador laplaciano y * el operador convolucion.

Como es de esperar, cuando ¢ — o0, la imagen original se volvera poco
interesante pues se pierden sus detalles, es decir, se vuelve borrosa. Esto
equivale a convolucionar la imagen con gausianas de media nula y de amplitud
variable, en funcion del tiempo.

La ecuacion (1.30) es una ecuacion integral de Fredholm de primera es-
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pecie con niicleo k gaussiano. En la figura 1.1, mostramos la evolucion de las

soluciones de la ecuacion del calor para diferentes valores del tiempo ¢.

Figura 1.1: Evolucién la ecuacion del calor para la funcion delta Dirac. Aplicamos la

ecuacion (1.30), con diferentes pasos: tg = 20 pasos, t; = 80 pasos, to = 500 pasos
Como hemos visto anteriormente, la solucion fundamental (o funcion de
Green), asociada a la ecuacion de difusion, es una funcién de densidad de

probabilidad normal cuya varianza es proporcional al tiempo.
El problema de la ecuacién generalizada del calor que planteamos, es

equivalente a determinar la distribucién de temperatura en un instante inicial

t; en imagenes se traduce en reescribir ug como u(z,y, 1) siendo u(x,y,t) la

tnica solucién acotada del problema bien puesto:

v = — ZAi(—A)ﬁiv 0<t<1 L)
i 1.32

U(SL’, Y, 1) = u0<SL’, y)

Con \; = a;(472)~ P y el (=A)P definido en términos del dominio frecuencia

Ccomo:

o= [ (f e ) e, e ie) dn

(e 9] o0
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Este problema lo podemos abordar via transformada de Fourier. Las solucio-
nes de (1.32) se obtienen definiendo potencias fraccionarias del operador de

convolucion:
K'u = {K'(&n)a,n)} (1.33)

Notar que si 3; = 1 entonces (1.32) es la ecuacion de difusion clésica, pero
cuando (3; €]0, 1], entonces tenemos un proceso de difusion generalizada y por
tanto resolver (1.6) es matematicamente equivalente a resolver la ecuacion
(1.32) empezando con la condicién inicial en ¢t = 1, v(z,y,1) = ug(x,y) e
ir resolviendo en fracciones de tiempo (1.32) hasta alcanzar ¢ = 0, donde
teoricamente tenemos la solucion exacta v(z,y,0) = u(z,y). Este proceso
recibe el nombre de regresion en el tiempo ( backwards- in - time, [Car01]).

Para que el proceso sea estable, es necesario introducir una cota a priori
en L%

lo(x,y,0)[la < M

siendo M una constante positiva.
Intimamente relacionada con la ecuacion generalizada del calor, tenemos

las distribuciones Lévy, cuya transformada de Fourier satisface:

k(& n) = e &+ (1.34)

Figura 1.2: Distribucion Lévy, con diferentes valores de «, 8

Estas funciones de densidad (figura 1.2) tienen una serie de propiedades,

entre las que destacamos:

1. Tienen infinitos momentos de orden entero. Los momentos absolutos

de orden entero, que denotamos por ¢, son finitos < 0 < § < %
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2. Tienen media y varianza infinita, pero mediana finita.

Dada una funcion de densidad de probabilidad f(z), su funcidn caracteristica

viene dada por:

400
o(f(x)) = / ¢ f(z) da

o0
La funcién caracteristica puede interpretarse por el logaritmo:

n(p(f(2))) = ipoz — %217 (1= Bsig(=)) tan (1)) paraa #1

ol (0)) = iz = ol (1= Blsig(e)) (21m(l)) ) parna =1

El In(¢(f(z))) tiene cuatro parametros que lo caracterizan:

- Indice de estabilidad (o) que esta en el rango (0, 2] que mide la frecuen-
cia de las grandes dispersiones. Esta relacionado con el apuntamiento
o kurtosis de la distribucién, que describe lo picuda o plana que es
la distribucion. Es decir, si los datos se concentran demasiado o no,

comparados con una distribuciéon normal.

- Sesgo () que esta en el intervalo [—1, 1]. Si 8 = 0 los datos son simétri-
cos respecto a la media; valores negativos, implican asimetria izquierda

y andlogamente con los valores positivos, asimetria derecha.
- Media(p € R), es la media de la distribucion.

- pardmetro de dispersion o de escala (v): mide la variacion de los datos.

Para a = 5,5 = 1 tenemos la distribuciéon Lévy y para o = 2 la distri-
bucion gaussiana. Las distribuciones Gauss y Lévy constituyen una clase de
distribuciones llamadas estables, caracterizadas por un indice de estabilidad
a €]0,2]. En particular para las distribuciones gaussianas, & = 2 y en las de
Lévy es a = 7

Todas las funciones de densidad estables son unimodales y tienen forma
de campana, varianza finita y son simétricas respecto a su media, para

0 <y <2y un grado de asimetria (skewness) arbitrario (y €]0, 2[).
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Como hemos visto anteriormente, la deconvolucion consiste en recuperar
la funcién original u a partir de k y de n. Los métodos expuestos anterior-
mente presuponen un conocimiento de k para obtener u. En la deconvolucion
ciega, para obtener u, es necesario formular una serie de hipotesis acerca del
nucleo, k, que nos permitirdn estimarlo. En el caso de pinturas o esculturas,
dichas hipotesis que fueron formuladas en el capitulo (pagina XIII), nos con-
ducen a niicleos quasi-gaussianos correspondientes a la ecuacion generalizada

del calor:

k(E,n) = e €+ 050, 8¢0,1]

que estan relacionados con procesos de difusion generalizada del calor que

hemos visto en §1.3.1.

1.3.2. Modelo SECB

En [Car01], se presenta el modelo SECB y un proceso basado en niicleos

de clase G, son los que verifican:

L. / k(z,y)drdy =1
R2
2. k(z,y) >0, V(z,y) € R?

~ 8
3. k(&n) = eme(€)" o s 0, 0<p<1

~

1 kp={Renien) . fere)

Las condiciones 1 y 2, son condiciones que establecen que el niicleo es una
funcion de densidad de probabilidad; las condiciones 3,4 son fundamentales.
La 3, determina el tipo de nicleo, Lévy « puro » que permite generalizar un
gran numero de distribuciones, como, por ejemplo, gaussianas y lorenzianas.
Es decir, para § = 1 tenemos la distribucion gaussiana, mientras que con § =

3 tenemos la distribucion lorenziana o de Cauchy. La 4 es importante, pues

nos dice que k es solucion de la ecuacion (1.32) y permite definir potencias

fraccionarias del operador convolucion (ecuacion (1.33)).
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El método SECB funciona adecuadamente para imagenes W y niicleos
de clase G. Adaptamos el método expuesto en la seccién anterior se convierte
en un método de deconvolucién ciega. El problema ahora se centra en deter-
minar el nicleo adecuado. En [Car01], da un procedimiento para determinar
los parametros, («, ). Para deducir las ecuaciones de ajuste logaritmico,

utilizaremos dos métodos:

e MEeETonp0o BEAK: Suponemos que conocemos la imagen exacta u
y estudiamos el comportamiento de log [u*(&,7)| a lo largo de la linea
1n = 0 en el espacio de Fourier. Se puede elegir cualquier linea. Para
simplificar tomaremos la linea n = 0, porque se obtienen resultados

semejantes en otras direcciones.
Suponemos que la funcién —al€|’, a,b > 0, ajusta log [a*(£,n)].

Partimos del modelo:

UO(.T,y) = k(l’,y) * U(l’,y) + n(a:,y)

siendo k(x,y) densidad Lévy pura.

Supondremos que el ruido tiene que cumplir:

[ Inte.pldsdy < [ juteyldsdy = o >0
R2 R2
Consideremos ¥, = {(£,7) : €2 +n? < w} entorno del origen tal que:
C(£2472)B |~ ~
e EFa (& m)| > A€, )]
Teniendo en cuenta lo anterior:
o~ —a(E24n2)B ~x ~x
log [tg(&,m)| = log [e”*E V0% (&, m) + 7% (&, )| ~

~ log [e =€+ T (& )| - log [A*(€,m)| ~
—a(£24n?)8 ~x —a(£24n?)8 ~x
~ log |e @&+ (¢, )| = log |e~*E )" | +-log [0* (€, 1)| =

~ —a(& + 1)’ + log [u* (&, )|
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Tomando la linea 7 = 0 en el espacio de Fourier:
~ —al€?|” +log (€, 0)
Como sabemos que la curva de ajuste para log |u*(&,0)| es
—al¢® a,b >0

A partir de la ecuacion anterior, definimos v(§) como la ecuacion que

mejor ajusta el log |ug(€,0)| de la siguiente forma:

v(€) = —alg*’ —al¢)’

para |£| < w, que usaremos para determinar («, ) cuando la imagen
u es conocida. Notar que a,b se determinan previamente ajustando

directamente log |u*(&, 0)].

e METODO APEX: Sino hay conocimiento de la imagen exacta, u, en-
tonces no conocemos log |u* (€, 0)|. En este caso sustituimos log |u* (€, 0)|
por una constante A > 0, fijada con anterioridad, que llamaremos
apex (pico) y se obtiene a partir de la observacion del diagrama de

log |u*(&,0)], en la frecuencia nula, que es el que nos da el pico.

La ecuaciéon de ajuste para la determinaciéon de los parametros del
kernel es:
log [Ug(¢,0)] = —al¢” — A; (£,0) € U, (1.35)

Notese que, cuando aumentamos el valor de A, decrece la curvatura de
log [ug(&,0)] y que, cuando bajamos el valor de A se produce el efecto

contrario.

Los parametros «, 3 se determinan por ajuste no lineal por minimos cua-
drados (ver [ADAT02, Mon98]); posteriormente usamos la ecuacion (1.28)
para recuperar la imagen.

La forma integral de regularizacion de Tikhonov, §1.2.2, v el modelo

SECB (ecuacion (1.28)), tienen una serie de ventajas e inconvenientes, que
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detallaremos en la siguiente seccion. El algoritmo que vamos a presentar, que
recibe el nombre de hibrido (que hemos desarrollado y publicado en [RC06])
permite aprovechar las ventajas de ambos métodos y disminuir sus inconve-

nientes.

1.3.3. Meétodo Hibrido

La regularizacion de Tikhonov, en su forma integral, la podemos tratar
como un método multirresoluciéon, donde A es el parametro de resolucion a
partir del cual no hay variacion en la deconvoluciéon (salvo errores de re-
dondeo). Por otro lado, con SECB se pueden recuperar escalas mas finas, a
cambio de aumentar la regularizacién y perder contraste.

Nuestra primera aportacion es el método hibrido (J[RC06|), que
permite deconvolver las escalas finas, evitando la pérdida del contraste. El

método esta basado en los siguientes pasos:

1. A partir de la imagen degradada ug, obtenemos («y, 5y) para construir
el nicleo k1, usando el método APEX (1.35).

2. Con el nucleo k; deconvolvemos uy usando la formula integral de Tikho-

nov, que denotamos ;.

3. Renormalizamos el nicleo de wuy.;, es decir, usando el método APEX
obtenemos los parametros (aq, (1) para construir ky. Es necesario este
paso, porque el operador laplaciano aproxima las discontinuidades por
funciones suaves, preservando la textura, pero introduciendo un difu-
minado en la soluciéon obtenida. Asi obtenemos una prediccion de la

imagen que serd corregida en el siguiente paso.

4. Aplicamos SECB (1.28) a la imagen u,,; para corregir el efecto de la

difusién introducido en el paso anterior.

Este método lo podemos considerar como un método multiescala: detec-
tamos el nicleo y deconvolvemos la imagen usando el modelo lineal en las
escalas més groseras y corregimos los perfiles en las escalas méas finas usando

el SECB. Este proceso tiene la ventaja de que podemos alcanzar valores de
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t = 0 reduciendo la pérdida del contraste, puesto que, al recuperar frecuencias
muy altas, permite realzar los bordes en reducidos intervalos de ¢.

Esta idea permite obtener un método rapido, preservando caracteristicas
de la imagen (sin ruido), efectuando una regularizacion estable, como pode-
mos ver en la figura 1.3. En este ejemplo hemos deconvuelto la imagen de
Lena que fue degradada por convolucién con un niicleo que procede de apli-
car la ecuacion del calor a una delta. En este caso podemos comprobar que
el modelo lineal, recupera parte de los perfiles y las texturas. Aqui podemos
observar el efecto que produce el laplaciano, que determina soluciones suaves.
El modelo SECB (parte central derecha) necesita un parametro s = 0.001,
pequeno y un K = 5 pero a partir de ¢ = 0.632 la imagen obtenida se ca-
racteriza por la pérdida de contraste a medida que nos vamos acercando a 0.
En la parte inferior podemos comprobar el resultado del modelo hibrido, que
permite recuperar la imagen con valores de A altos y permite alcanzar ¢ = 0,
pero conserva el contraste y recupera las texturas y perfiles respecto de los
anteriores métodos pero la difusién es menor.

Este método, al igual que el que posteriormente introduciremos, no pro-
duce efectos ringing ni ruido en el proceso debido a su estabilidad y a las

adecuadas condiciones de frontera.

La primera dificultad que presenta el modelo hibrido es la eleccion de la
constante adecuada para realizar el ajuste por minimos cuadrados, puesto
que el autor en [Car01] propone determinarlo por inspeccion visual. Nosotros

especificamos el valor de A como:

| 1ol e o)l
siendo f(z,y) la funcion a ajustar en 0 < [£] < w.

La segunda dificultad que presenta es la eleccion de los pardmetros A, s, K, t,
de forma que permitan deconvolver la imagen con garantias. Es decir que
permita recuperar la imagen en pequenos intervalos de ¢ pero sin pérdida de
contraste.

En primer lugar, la eleccion del X tiene que ser grande A ~ 10'°, que es un
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Figura 1.3: Superior izquierda: Imagen original; Superior derecha: Imagen original con-

vuelta con un niicleo procedente de aplicar 80 pasos de la ecuacion del calor a una funcion

At 1
delta, (m = 5), Parte central izquierda: Deconvolucion con el modelo lineal; Parte
x

central derecha: Deconvolucion con SECB; Parte inferior: Modelo hibrido
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parametro que fijamos al principio. Esta \ es tan grande por la ausencia de
ruido. En algunos casos hay que reducirlo si hay problemas con el contraste.

Los pardametros s,t, K para el método SECB también hay que aproxi-
marlos. Para el nivel de resolucion s, le asignamos el valor de «. Esto permite
relacionar el parametro de la escala de la distribucion Lévy con el nivel de
resolucion del método.

Por otro lado, estan los valores de ¢, K, que son los que controlan la estabi-
lidad y contraste en la deconvolucion. Para identificarlos, usamos un proceso
que consiste en dividir el intervalo [0,1] en dos partes [0,1] = [0, 1]U]3, 1].
Llamamos M = ||ug||2. Deconvolvemos la imagen usando la ecuacion (1.33)
aplicado a K'uy; en ambos intervalos correspondiente al rango de t, dis-
cretizandolo con paso h = %, siendo n el nimero de evaluaciones desea-
das. Elegimos K = 10t, de manera que este valor estd asociado al t. Si
| K gy — Ktug|2 esté cercano a M o es menor que la tolerancia dada en
algin intervalo, éste se desecha y cambiamos de intervalo, pues en este caso,
nos dice que no hay variacion entre la imagen original y la deconvuelta. En
otro caso la | K™ uy,; — K'uyl|2 < tol siendo tol la tolerancia prefijada, en
ambos intervalos. El algoritmo finaliza tomando como la imagen deconvuelta
aquella cuya norma sea mayor que M.

El método hibrido es un método fraccionario. Fue el primer método que
usamos como primera aproximacion a la deconvolucion fraccionaria ([RC06)),
pero plante6 una serie de problemas (que veremos posteriormente) y que dio
lugar a la regularizacién basada en potencias fraccionarias del operador la-
placiano ([RCO08]), que nos permite recuperar con mas precision los perfiles
y las texturas. Esto supone una nueva regularizacion, puesto que permite
establecer una relacién entre los parametros del ntcleo y la regularizacion.
Otra de las mejoras del método publicado en [RC08|, es ampliar el método
APEX a una gran variedad de imagenes, de manera que no esté restringido a
la clase W. Otra de las ventajas es automatizar el procedimiento de deconvo-
lucién, reduciendo el nimero de pardmetros que sera usado por personas que
no son especialistas en la materia (restauradores). En caso que los resultados
puedan ser insatisfactorios, el algoritmo permite la intervenciéon del usuario.

El método hibrido es el precursor de la siguiente aportacion,
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basada en la regularizacion por operadores fraccionarios [RC08|, y
que presentaremos en la proxima seccion. La ventaja de usar operadores
fraccionarios es que nos permite «deformar» el espacio escala, aproximando
las discontinuidades a través del laplaciano fraccional. También analizaremos
la deconvolucion y el denoising asi como los dos problemas conjuntamente,

comparando los resultados con otros métodos expuestos en la literatura.

1.4. Regularizacion por potencias fraccionarias

del operador laplaciano

Las limitaciones expuestas anteriormente han dado lugar a la aportacion
més importante de esta tesis: el modelo lineal fraccionario recursivo que usa
como regularizador potencias fraccionarias del laplaciano, determinando a
cada paso el niicleo en un rango de frecuencias, lo que permite ampliar la clase
de imagenes a la que podemos aplicar dicho método (ahora no necesitamos
que las imagenes sean de clase W) y una nueva regularizacion basada en las
potencias del laplaciano, recuperando las escalas intermedias.

Este modelo lo hemos aplicado tanto a imagenes académicas como reales.
En particular, el modelo fraccionario ha sido aplicado al caso del retablo
de la Iglesia San Bartolomé, que comprende periodos desde el renacimiento
hasta el neoclasicismo. Esta clase de imagenes tiene varias particularidades:
amplia gama de colores y contrastes, como juegos de luz y torsion, lo que
plantea serias dificultades a la hora de recuperar estas caracteristicas que se
deterioraron por el proceso de difusion en la toma de imagenes. En el futuro
lo extenderemos a otro tipo de estilos, como puntillismo, realismo, cubismo,
etc.

En este apartado, presentaremos los nicleos casi-gaussianos o nicleos ge-
neralizados, definidos como funciones de Green de la ecuacién generalizada
del calor (1.32). Esta ecuacion aparece en actistica, como un modelo de ate-
nuacion dependiente de las frecuencias; en cinética, para difusion limitada a
modelos de agregacion, ritmo cardiaco, entre otras aplicaciones [Fra00].

Los ntcleos casi-gaussianos estan definidos como convoluciones de funcio-
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nes G%, de manera que su transformada de Fourier es una potencia fraccio-

naria de la gaussiana (nticleos divisibles finitamente):
@(w, n) = exp(—ay(w? + )7
Un kernel k es casi-gaussiano si:
k=G «G%x...x G (1.36)

Los nticleos gaussianos son claramente casi-gaussianos. La descomposicion
(1.36) implica:

hw,m) = exp(= D ai(w? + %)) (1.37)

Por tanto, cualquier kernel casi-gaussiano lo podemos aproximar por descom-
posiciones del tipo (1.36), en un determinado rango de frecuencias. G(w, n) =

exp(—a(w? + 7n%)” lo podemos aproximar por (1.36) si:

a(w? +n*)f ~ Z a;(w? +n?)P

Si §; < 0.5, entonces la aproximacion no es polinémica puesto que la
parte derecha de la ecuacion anterior no es diferenciable; en este caso pre-
senta varios grados de suavidad basados no solamente en la varianza de la
distribuciéon, como ocurre cuando es gaussiano, sino que afecta también a la
diferenciabilidad del nticleo, que nos permite discriminar perfiles en escalas
finas al contrario de lo que ocurre con las gaussianas.

Los parametros «a, 3 tienen un papel muy relevante: o mide la disper-
sion (notar que no es la varianza como en las gaussianas, puesto que las
distribuciones Lévy pueden tener varianza infinita); por otro lado, # mide
la diferenciabilidad, que esta asociada al proceso lineal: cuanto més lineal
(uniforme), mayor regularizacion y el 5 es mas grande. En otras palabras, en
el contexto de la ecuacion generalizada del calor, a estd relacionado con la
escala espacial y 3 con la temporal.

Una sucesion de convoluciones de ntcleos suaves puede ser aproximada
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por descomposiciones del tipo (1.36). Los nucleos casi-gaussianos introducen
una descomposicion del espacio-escala, adecuado para andlisis de iméagenes
([DBIWO5]). La ventaja de usar potencias fraccionarias es que éstas permiten
analizar el espacio-escala de forma lineal (segun la dispersiéon) y no lineal

(regularizacion), esto es el analisis espacio-frecuencia-escala.

Otra dificultad, después de discretizar, es que hay diferentes nicleos que
pueden dar la misma convolucion, es decir, dados u y ug con una determi-
nada resolucion, hay diferentes ntcleos k tales que ug =~ k * u (el simbolo ~
significa que ambas funciones son iguales en una resolucién dada y en la co-
rrespondiente discretizacion). Esto no es un grave inconveniente puesto que,
por un lado, en la deconvolucién ciega estamos mas interesados en recuperar
u que k y por otro, el problema de la unicidad no es fundamental en este

contexto.

Para esta clase amplia de niicleos proponemos el siguiente modelo:

—(=A)u+ e (k% u—ug) =0 (1.38)

Esta ecuacion estd definida para funciones u € H g, permite soluciones me-
nos regulares que otras presentes en la literatura, que necesitan derivadas
de al menos primer orden, como por ejemplo en [CMS03], donde usan la
regularizacion de Tikhonov o la TV-norma (como en [LNNO6| basada en el
modelo Munford-Shah). En la TV-norma aparecen funciones discontinuas.

Es la regularizacion |Vu| (gradiente) la que exige regularidad.

En primer lugar, el operador —A es positivo y (—A)” estd bien definido

y, ademas, lo podemos evaluar via transformada de Fourier:

(CAP)u = ¢ (W + %) - w, n)
Donde ¢ es una constante de normalizacion.

El caso § = 1, se corresponde con la regularizaciéon de Tikhonov. La
regularizacion de la variacion total no se corresponde con ningin valor de (3.

[ reduce el grado de suavidad de u, en el sentido de que si u € CP entonces
(—A)P e P20,
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Funcion Diente de Sierra

Derivada fraccional de la funcion DIENTE DE SIERRA

R R R S R S

Figura 1.4: Derivadas de orden fraccionario t € [0, 1], para la funcién diente de sierra.
Podemos comprobar el comportamiento del término de regularizacion de (1.38). De esta
forma podemos ver la suma de las contribuciones de las derivadas de orden fraccionario
para aproximar derivadas de orden entero de funciones no suaves

0 = % equivale a usar la regularizacion del gradiente. Para 0 < [ < %,

la clase de funciones para las que podemos evaluar la expresion (1.38) es
muy extensa respecto a los modelos anteriormente expuestos y son menos

restrictivas respecto a la diferenciabilidad (ver figuras 1.4 y 1.5).
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FunciAn gaussiana

0 o1 02 03 04 05 08 07 08 08 1

Derivada fraccional gaussiana,u=0.5, 5=0.1 Derivada fraccional gaussiana, 1=0.5, 6=0.1
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Derivada fraccional gaussiana, u=0.5, 0=0.1 Derivada fraccional gaussiana, 1=0.5, 6=0.1
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Figura 1.5: Derivadas de orden fraccionario ¢ € [0, 1], para la funcion gaussiana. Podemos
comprobar el comportamiento del término de regularizacion de (1.38). De esta forma
podemos ver la suma de las contribuciones de las derivadas de orden fraccionario para
aproximar derivadas de orden entero de funciones suaves

La ecuacion (1.38) permite recuperar altas frecuencias (y por tanto imé-
genes nitidas) cuando 3 es pequena. Por otro lado, podemos obtener la misma
regularizacion en altas frecuencias cuando A es més grande, y por lo tanto
regularizamos menos en las bajas frecuencias. Equilibrando A\ y 3, podemos
conseguir la cantidad deseada de suavidad en el rango de frecuencias que eli-
jamos. Aunque nuestro modelo se concibi6 para solventar el problema de la
deconvolucion pura, comprobaremos que funciona mejor que la regularizacion
de Tikhonov en presencia del ruido para § < 1, porque permite recuperar
altas frecuencias sin amplificarlas. La solucion al modelo propuesto, (1.38),

la obtenemos por transformada de Fourier:
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~

klw,n)to(w,m) 6= C
S(w? +12) + k(w,n)?

U(w,n) = (1.39)

>

En la formula anterior podemos ver el efecto del parametro 3: con la mis-
ma regularizacion, ¢, obtenemos frecuencias altas. Notar que tanto ¢ como
(3 desarrollan papeles diferentes (regularizacion lineal y no lineal, respecti-
vamente). Un anélisis similar al realizado en [CMS03] puede ser aplicado en
parte a este modelo. La transformada coseno discreta es una forma rapida de
obtener u y el modelo permite localizar las condiciones de frontera cuando
son adecuadas.

El modelo es valido para cualquier 5 (con distinta precision). Cuando el
nicleo es una potencia fraccionaria de una gaussiana, GG7, es especialmente
interesante si J y ~ son iguales. Se deduce de (1.39) que en este caso po-
demos recuperar frecuencias mas regularizadas. Un ( mayor que ~ permite
recuperar menos frecuencias y las frecuencias obtenidas con un 4 menor son
redundantes, porque estan por debajo de la resolucion, lo que produce efec-
to aliasing y oscilaciones tipo ringing. El modelo que presentamos permite
reducir el 3 pero, a su vez, recuperan frecuencias altas, de manera que, en el

rango de frecuencias donde trabajamos, no hay efecto aliasing.

1.4.1. Modelo de deconvolucion fraccionaria

El modelo anterior lo empleamos para la deconvoluciéon de imagenes don-
de conocemos el niucleo. La eleccion de la clase de los niicleos que hemos
considerado se puede aplicar a la deconvolucion ciega.

Como hemos explicado anteriormente, la deconvoluciéon la podemos co-
nectar con la resolucién de una ecuacion parabolica, por ejemplo, la ecuaciéon

del calor, pero invirtiendo el tiempo, es decir:
Vp = G Vypy

con condicién final:
v(1) = ug

La deconvolucion es equivalente a obtener u = v(0). Aunque es un problema
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mal puesto (no tiene solucion tnica y ademds no es estable), para un paso
pequeno del tiempo puede ser resuelta. Este es el principio presente en el
método SECB, §1.2.6, (|[Car01, Car99al). El punto clave de la deconvolucion

que presentamos es que (1.38) es estable para [ pequefo.

Por su propia definicion, G® depende de dos parametros: o, 3. Para esti-
mar el niicleo, tenemos que ajustar ambos pardmetros, uno de ellos mediante
el método APEX (|Car02]). Adaptamos algunas ideas del método y propo-
nemos el siguiente, cuyo fundamento esta en fijar una de las frecuencias, por
ejemplo n = 0, y realizar un ajuste logaritmico de la transformada de Fourier
de los datos. Recordamos el método APEX:

ug = G% xu
ﬂozGﬁﬂ

(De hecho, podemos considerar que para la deconvolucién pura, ~ se con-

vierte en igualdad).

to(w,n) ~ exp(—a(w? + n?)?) - G(w,n) =
= log(|do(w,n)|) = —a(w? +7%)? +log(|u(w,n)|)

Para obtener una buena aproximacion para «, § podemos fijar una de las

frecuencias. Por simplicidad consideramos n = 0:

log(|u(w, 0)]) — log(|ue(w, 0)]) ~ a\w|2ﬁ (1.40)

u es desconocido. Una buena estrategia consiste en aproximar « por una cons-
tante A. Si la media se conserva después de la convolucion, u(0,0) = (0, 0),
escogemos A = uy(0,0), cuando la imagen es de clase W es decir, y(0,0) >
tp(w, 0) Yw. Actualmente hemos modificado este algoritmo para extenderlo
a aquellas imégenes que no son estrictamente de clase W, ajustando sélo en
un pequeno rango de frecuencias y eligiendo la constante A = muz}ix{ﬁo(w, 0)},

que nos permite extender el algoritmo a una clase mas amplia de imagenes.

Los parametros «a, 6 de la formula :
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A —log(|io(w, 0)]) = alw[* (1.41)

los obtenemos por minimos cuadrados.

El algoritmo de deconvolucién ciega combina (1.40) y (1.41) para obtener

el nuacleo:

Algoritmo 1.4.1: Algoritmo para el método fraccionario

Entradas: ug

Salidas: Imagen deconvuelta: uy

to: og((6,0)) = [ |log Tl
up = —(—A)Pug + Mg ; (ko * up — up) = 0
while |, — api1| < e & B — Bmy1] < € do
kj » —alé]? +log([u;-1(€, 0)]);
(=) uy — Mej  (kj * uj — ug) = 0;

w = lim wuy, ;
k

El proceso finaliza cuando |ax — agi1| < ey |Bk — Brs1| < € 0 Brr1 > Bk
La primera condicién muestra que entre dos iteraciones no hay cambio en
los parametros, lo que indica que no hay variacion en la deconvoluciéon y por
tanto alcanzamos el estado estacionario, mientras que la segunda desigualdad,
pérdida de monotonia, implica pérdida de la calidad de la imagen. Estas
condiciones permiten dar un criterio de parada. En la practica son pocos los
pasos necesarios (en los experimentos realizados, entre tres y cuatro pasos

suelen ser suficientes).

A partir de la ecuacion (1.39), cada iterado uy resultante del proceso
anterior, es una deconvoluciéon de uq para el niicleo G = Ggo *Gfl x- -*Gf’i‘ll,

de acuerdo con la ecuacion:

- i%(_A)Bm(Hm*Uk) + G * (G *up —ug) =0 (1.42)

m=0

— Bo Bm—1 ﬁerl k—1 : z
donde H,, = G° *---x G * - x G "+ - % G771, si los pardmetros
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Om = L son suficientemente pequenos para considerar los productos ¢,, ¢k
desprecigbles.

En la practica (1.42) es una deconvolucion del tipo (1.38), que regulariza
cada término de la descomposicion con diferente orden. Cuando los exponen-
tes de la gaussiana y el laplaciano son iguales, todos los términos que inter-
vienen en la suma son homogéneamente suavizados y por tanto equilibra la
parte de la deconvolucion en la ecuacion. Aunque este tipo de recurrencia no
se recomienda normalmente cuando se utiliza la regularizacién de Tikhonov,
porque el ruido puede amplificarse([Car01]), en este modelo la homogeneidad
de los exponentes controla la regularizacion en cada iteraciéon. En este caso,
ambos, regularizacion y niicleo, son descompuestos al mismo tiempo, con el
fin de estabilizar el proceso.

En resumen, el algoritmo descompone la regularizacion anadiendo una
pequena parte del suavizado (la més adecuada) en cada iteracion, relacionada
con la escala (frecuencias que son resueltas en cada paso). En este sentido, el
auto-proceso iterativo regulariza dindimicamente (el término de regularizacion
cambia a cada iteracion), controlando el ruido que produce el algoritmo y el
blur. El resultado es que la mayoria de las frecuencias pueden recuperarse,
como veremos en la siguiente seccion.

El método ha sido probado con dos tipos de ntcleos: desenfoque («out-of-
focus») y el nicleo de movimiento, («motion blury ), cuyas ecuaciones vienen

dadas por:

o «Out of focusy:

1
— Si R? : u? 2 R?
k‘(l‘,y) — 7TR2’ 1(x7y) E {((u7v) 6 Uu +,U — } (143)
0 En otro caso
o «Motion blury
1 L =z
—, S /2 + 2 < -, — = —t
k(ag) =4 L 7V T =00 an(¢) (1.44)
0 En otro caso
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Este tipo de niicleos tienen interés dentro del tratamiento de imagenes, por-
que el primero modeliza los errores cometidos por una mala distancia focal
y el segundo, el movimiento aparente a gran velocidad de objetos en una
imagen fija (fotografia) o una secuencia de imégenes como una pelicula o
animacion.

El método ha sido usado para los niicleos presentados anteriormente, que
no son gaussianos. El método también funciona en estos casos mas gene-
rales pero los resultados no son tan favorables como cuando se aplican a
ntcleos casi-gaussianos, como veremos la secciéon de ejemplos, §1.4.3, funda-
mentalmente porque no consideramos la fase, asi como el estudio de niicleos

asimétricos que serd objeto de lineas futuras de investigacion.

1.4.2. Deconvolucién de imagenes ruidosas

En esta seccion vamos a tratar el problema de deconvolver y eliminar
ruido al mismo tiempo. El problema conlleva una serie de dificultades. Para,
eliminar el ruido, tenemos que hacer un suavizado de la imagen. La decon-
volucion amplifica las diferencias aumentando el ruido. En este caso tenemos
que establecer un equilibrio en los parametros que nos permita deconvolver y
eliminar el ruido al mismo tiempo. Otra de las dificultades del ruido es la de-
terminacion del niicleo, puesto que el ruido «aleatoriza» el diagrama de datos
que usamos para determinar «, 3. Por tanto el niicleo determinado distribuye
el ruido en la imagen, es decir, el ruido no se elimina completamente.

Nuestro modelo es valido para deconvolver imagenes ruidosas. En este
caso, la idea estd en que no es necesario que 3 = 7, es decir, que la potencia
del laplaciano y la gaussiana no tienen porqué ser idénticas.

La clave del método esté en la eleccion 6ptima de pardmetros de forma que
nos permita deconvolver la imagen y reducir el ruido. El parametro adicional
A tiene un rol decisivo, actiia como un coeficiente de eliminacion de ruido,
mientras que [ determina las frecuencias a deconvolver que permiten un
buen resultado (ver figuras 1.6, 1.7). Una estrategia para aproximar estos
parametros es relacionarlos de acuerdo con la cantidad de ruido estimado en

la imagen degradada. Como regla general, pequenos valores de (3 permiten
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Funcion Dient de Sierra

Derivada fraccional de la funcion DIENTE DE SIERRA Derivad fraccional d I funcion DIENTE DE SIERRA

=059
5

b b L b o v s o

Figura 1.6: Derivada fraccional de la funcién diente de sierra, para 8 < 0. Notar que en
este caso estamos integrando, lo que implica un suavizado de la funcién original.
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01 0z 03 04 05 06 07 08 08 1

Dervada fraccional de I funciAn gaussians, =05, 0-0.1

0 01 0z 03 04 05

Derivad fraccional do l funcior

01 0z 03 04 05 08 07 08 03 1 01 0z 03 04 05 06 07 08 08 1

Figura 1.7: Derivadas de orden fraccionario ¢t € [0, 1], para la funcién gaussiana, para 8 < 0.
Notar que en este caso estamos integrando, lo que implica un suavizado de la funcién
original. En el caso de la gaussiana cuando § = —1 tenemos la funcion de distribucion
normal

valores de A mayores que podemos usar para las imagenes ruidosas.
En los ejemplos que presentamos, hemos implementado la elecciéon de

parametros automaética e independientemente del usuario.

1.4.3. Ejemplos

En esta seccion presentamos algunos ejemplos ilustrativos sobre el méto-
do presentado. En las figuras 1.8 y 1.9 mostramos cémo deconvoluciona el
algoritmo (pagina 44) a cada paso y la secuencia de niicleos detectados.

Como podemos ver, la suavidad de los niicleos depende de las caracteris-
ticas de la imagen. En la figura 1.9, alguna textura puede detectarse en el
paso inicial, y para nosotros, el exponente es grande (el kernel es proximo al
laplaciano); mientras que en el ejemplo (figura 1.8) los rasgos no los podemos

distinguir en los primeros pasos y el niicleo estd proximo a una funciéon delta.
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Figura 1.8: Parte superior: Imagen convuelta y el niicleo (satélite). Parte inferior: Secuencia
de deconvoluciones ciegas con los correspondientes nicleos detectados.
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x 10 ‘ ‘ Origma‘l Kernel ‘ ‘
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Figura 1.9: Parte superior: Imagen convuelta y nicleo (Lena). Parte inferior: Secuencia de
deconvoluciones ciegas con sus correspondientes nicleos detectados.
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En ambos casos, obtenemos una deconvolucién convincente en cuatro pasos.
Los niicleos son suavizados a cada paso, tal y como expusimos en la seccién
§1.4.

Notar el hecho de que el niicleo obtenido al final del proceso es una buena
aproximacion al niicleo original. Como hemos dicho anteriormente, el pro-
blema de la deconvoluciéon estd mal puesto: niicleos distintos puedan dar
resultados similares. Compararemos con otros métodos propuestos en la lite-
ratura, como el modelo lineal (JCMS03]), la implementacion de la variacion
total basada en el algoritmo de minimizacion alternada (AM), [CW98] y el
SECB [Car01]. El algoritmo fraccional funciona mejor que otros, en especial

cuando hay presencia de gaussianas con varianza grande (ver figura 1.10).

Figura 1.10: Deconvolucion de 1.9 con diferentes modelos. (1): Deconvolucion con el Mo-
delo Lineal. (2): Restauracion por variacion total. (3) SECB. (4) Deconvolucion ciega
fraccionaria.

Notar que en éstos ejemplos no hay presencia de ruido (el método tampoco

lo introduce) ni ringing.

En los ejemplos (figura 1.11, figura 1.15), mostramos la importancia del
método para imégenes ruidosas con diferentes nicleos gaussianos. Como po-
demos comprobar, el ruido se reduce pero no hay pérdida en la calidad de
la imagen deconvuelta. Estos ejemplos son muy ilustrativos respecto al ruido
después de la deconvolucion: en los detalles podemos ver la dificultad que
hay para equilibrar deconvolucién y eliminaciéon del ruido, que es reducido

pero no eliminado por completo (figuras 1.12, 1.14).
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Figura 1.11: Parte superior: Satélite convuelto con ruido gaussiano ¢ = 2 y SNR =
5.14. Deconvoluciones: Parte central izquierda: Modelo fraccionario. Parte central derecha:
Modelo lineal. Parte inferior izquierda: SECB. Parte superior derecha: TV

o
o

Figura 1.12: Detalles de la deconvolucién y denoising del satélite de 1.11.
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0=6,SNR=5.28

Figura 1.13: Parte superior: Satélite convuelto con o = 6 con ruido gaussiano SN R = 5.28.
Deconvoluciones: Parte central izquierda: Modelo fraccional. Parte central derecha: Modelo
lineal. Parte inferior izquierda: SECB. Parte superior derecha: TV

o P
rd P

Figura 1.14: Detalles de la deconvolucién y denoising del satélite 1.13
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Figura 1.15: Nucleo de desenfoque: R = 5, Parte superior izquierda: Imagen convuelta con
nicleo de desenfoque. Parte superior derecha: Nuestro modelo (fraccional). Parte inferior
izquierda: Restauracion por variacion total. Parte inferior derecha: Restauracion SECB.

Finalmente, vemos otros ejemplos para otros tipos de nicleos: out-of-focus
(ecuacion (1.43)) y kernel de movimiento (motion blur) (ecuacion (1.44)) que
no son tan alentadores como los anteriores ejemplos, pero si indicativos acerca
de la adaptacion del modelo en casos mas generales. Para el desenfoque,
figura 1.15, el modelo muestra resultados interesantes. El primer requisito
sobre estos niicleos es la simetria radial (correspondiente a simetrias en el
espacio de frecuencias). Aunque el nicleo de movimiento, tiene simetria axial,
k(x,y) = k(—x,—y), no tiene simetria radial, porque depende del &ngulo,
en el que estd orientado en el plano de fases. No incluimos resultados de
la deconvolucion lineal porque no estd disenado para este tipo de nicleos.
Como vemos, nuestro algoritmo no deteriora la imagen, pero creemos que
es posible mejorar los resultados si introducimos un parametro de asimetria

(que es posible en distribuciones Lévy).
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Figura 1.16: Nicleo de movimiento: R = 10,0 = 45, Parte superior izquierda: Imagen
convuelta con un nicleo de movimiento. Parte superior derecha: Nuestro modelo (frac-
cional). Parte inferior izquierda: Restauracion por variacion total. Parte inferior derecha:
Restauracion SECB .

En nuestro proyecto, debido a las peticiones de los restauradores, quienes
no usan ordenadores computacionalmente potentes, los ejemplos mostrados,
fueron ejecutados en un PC, Pentium 7/, con GNU/LINUX. Los tiempos
de C'PU varian entre 1.2 segundos y 3.6 segundos; es rapido gracias al uso de
la FFT. En comparacion con otros algoritmos, inicamente SECB (|Car01]
es mas rapido (es directo pero usa otro algoritmo que requiere el uso de la
FFT después de ajustar los parametros). El modelo que hemos expuesto es

diez veces mas rapido que el algoritmo AM ([CW98]).
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1.5. Deconvolucion Fraccionaria en Color

La pregunta es: ; Podemos extender el modelo presentado en §1.4 a image-
nes en color?. La respuesta es afirmativa. De nuevo el precursor en el sentido
de los operadores fraccionarios es el modelo publicado en ([RCO06]).

En esta seccion analizaremos los algoritmos expuestos en secciones pa-
ra imagenes en color. El modelo mas conocido es el RG'B por sus miltiples
aplicaciones, almacenamiento de fotografias, monitores ... El RG B esta confi-
gurado por tres canales, formados por colores primarios que estan altamente
correlacionados. Esta correlacion entre frecuencias impide el tratamiento por
separado de frecuencias, porque una dada depende de otras frecuencias. De
hecho este problema se manifiesta en la deconvolucién provocando lo que se
conoce como falseado de color, tal y como podemos comprobar en la figura
1.17. Este efecto estd producido por que la deconvoluciéon realza frecuencias
altas, penalizando otras que dependen de las anteriores.

La tarea méas importante dentro de la deconvolucién para imégenes en
color es la eleccion del modelo de color. En el caso de la deconvolucién para
una imagen en RG B, una primera aproximacion es descomponer la imagen
degradada en frecuencias y deconvolverla. Pero la alta correlacion de las
frecuencias implica el falseado de color tal y como comentamos en el parrafo
anterior. Para ilustrar esto tltimo usaremos la tabla correspondiente a la
Anunciacion, que tiene una amplia gama de colores. La deconvolucion en
RGB muestra la predominancia de un color verdoso en la imagen; este es un
color dominante y es lo que se conoce como falso color respecto de la imagen
original.

Para evitar este problema se propusieron diferentes espacios que permiten
tratar la luminancia y la cromaticidad por separado. Es decir separamos las
frecuencias més extremas, que estan en el canal luminante, de otras que no
lo son y que por su baja correlacion no afecta al canal luminante (cromatici-
dad). En este caso tenemos que recurrir a los modelos YUV o bien YCbC'r,
(cfr 2);que son modelos equivalentes al RGB donde podemos (a través de
transformaciones lineales) obtener la luminancia y cromaticidad.

En el modelo YUV, tenemos el canal Y que actiia como luminate o brillo
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y UV correspondientes al croma azul y rojo. La luminancia es el brillo produ-
cido por los tres colores primarios, lo que significa que el parametro Y incluye
informacion croméatica (capitulo 2). En este caso realizamos la deconvolucion
propuesta (ecuacion (1.38)) unicamente en el canal Y. Como ejemplo, vemos
en la figura 1.17, el resultado de aplicar el modelo (ecuacion (1.38)) al canal

Y de la imagen correspondiente a La Anunciacion.

Figura 1.17: Superior izquierda: Original, La Anunciaciéon. Superior Derecha: Deconvolu-
cién en RGB con el modelo Fraccionario. Inferior izquierda: Deconvolucion en YUV con
el modelo Fraccionario, con pardmetros ¢t = 0.2, A = 100. Inferior derecha: Deconvolucion
en HSV con el modelo Fraccionario, con parametros t = 0.32, A = 100
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Claramente observamos que tras la deconvolucién hay colores que pueden
hallarse fuera de la gama de color que inicialmente representa el modelo. Por
ejemplo, en la figura 1.17, el resultado de la deconvolucion fraccionaria en
color, presenta dominancia de un color verdoso como ocurria en el RGB, que
no esté definido en el modelo YUV (falso color). Notar que las componentes
cromaticas (colores) estan basadas en los componentes rojo y azul del modelo
RGB.

Entre los modelos basados en el modo que tenemos los humanos de perci-
bir los colores, tenemos HSL, HSV, HSB (capitulo 2); son equivalentes y las
diferencias entre si estan en la representacion grafica del modelo del color.
Como apuntamos en el capitulo 2 el HSV es el mas adecuado cuando se
trabaja con tonalidades.

El inconveniente de HSV, es que los valores de saturacion y de la com-
ponente V estan ligados a la hora de conseguir diferentes luminosidades, es
decir, un valor (V) del 100 % no tiene porqué corresponder a un color blanco,
y depende de la saturacion. En la deconvoluciéon implica que no podemos lle-
gar a valores proximos a 0, como por ejemplo la figura 1.17, donde podemos
comprobar que algunos colores los recupera, pero en cambio el rojo aparece
como un color marrén.

El espacio LUV es derivado del XY Z y permite separar luminancia ,
L, y cromaticidad. Por las caracteristicas que posee, que describiremos en
el capitulo 2, es un candidato para el objetivo que perseguimos: deconvolver
la imagen de manera que no haya influencia de determinadas frecuencias
asociadas al color y con la mayor informacion posible de los perfiles. De esta
manera eliminamos el problema de falseado de color.

El canal L guarda la informacion de los perfiles y el brillo; por tanto nos
interesa deconvolver utilizando la ecuacion (1.38) en este canal. El color no
lo consideramos, en el sentido de que no es necesario renormalizar algunas
frecuencias tras la deconvolucién, tal y como ocurre, por ejemplo, con otros
modelos vistos con anterioridad ([CKS00]).

La dificultad de la deconvolucién en color radica en que los métodos
pierden contraste, debido a que el niicleo usado, renormaliza las intensidades,

provocando la pérdida del brillo y por tanto del contraste. Este fenomeno,
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se manifiesta cuando realizamos el cambio del modelo LUV al RGB, pues
muchas de las frecuencias no pueden representarse al cambiar de LUV a
RGB.

El hecho de que la regularizacion usada en (1.38) sea fraccional, permite
controlar adecuadamente el contraste. La razon es que el método ajusta el
nicleo en un rango especifico. En el primer paso el modelo ajusta los pa-
rametros adecuados para el brillo de la imagen original. Como el algoritmo
recupera la imagen en pequenos intervalos, entonces las variaciones en ca-
da paso de la funcién de densidad son minimas, preservando la moda de la
distribuciéon entre pasos sucesivos.

El primer ejemplo que mostramos, corresponde a La Anunciacion (figura
1.18): vemos que el modelo lineal y SECB realzan los perfiles. El primero,
preserva contraste y por tanto la luminancia, mientras que el segundo realza
los detalles, pero no preserva la luminancia, lo que significa que disminuye
el contraste (variacion de intensidades elevada). Esto es debido a que los pa-
rametros necesarios para llegar a un valor del tiempo préoximo a cero, son
elevados. El método hibrido §1.3.3 mejora el realce y la calidad de la lumi-
nancia. El modelo de la variacion total (AM) recupera los perfiles a cambio de
introducir pequenos errores que se pueden observar asi como inestabilidades
a la hora de recuperar la imagen, ringing (figura 1.21) que no introduce el
modelo fraccional recursivo por las razones expuestas en el parrafo anterior.
Consecuentemente, el método fraccionario permite ver con claridad detalles
que no pueden verse en el original.

En la figura 1.20, podemos observar con nitidez los detalles de la ropa.
Evidentemente el tratamiento quimico que los restauradores realizaron en las
tablas, permite aumentar la calidad de la pintura y ofrecen una informacion

necesaria para una buena restauracion.
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Figura 1.18: (a) La Anunciacién; (b) Modelo Lineal, A = 107; (c) SECB: s = 0.00001, K =
10%,t = 0; (d) Método hibrido, A = 107, s = 0.1, K = 10%,¢t = 0.9; (e) Modelo Fraccional:
t =0, A =4; (f) Variacion Total (AM): 10 iteraciones, \; = 1073, Ay = 9.18 x 107!
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() (e) (f)

Figura 1.19: Detalle de diferentes técnicas de los tratamientos realizados a La Anunciacion:
(a) Detalle original de La Anunciacion;

(b) Modelo Lineal;

(c) SECB;

(d) Método Hibrido;

(e) Modelo Lineal Fraccionario;

(f) Variacion Total (AM)
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Figura 1.20: (a) La Circuncision; (b)Modelo Fraccional:A = 7, t = 0.0012; (c) Variacion
Total (AM) : 1 iteracién, A\; = 1077, Ay = 107%; (d) Modelo Hibrido;A = 107t = 0.93



1.5 Deconvolucién Fraccionaria en Color 63

Figura 1.21: (a) Camino al Calvario; (b) Variacion Total \; = Ay = 0.1 x 1073; (c) Modelo
Fraccional: ¢ = 0.0000017, A = 2



Capitulo 2

Fundamentos del Color

2.1. Introducciéon

En la literatura sobre la deconvolucion y denoising en color,|CKS00,
BCMO05b, BCMO05a|, se supone que los modelos de convolucion y ruido se
hacen en los canales RG B por separado, es decir, la parte determinista (con-
volucion) se realiza en cada canal, y tratan de encontrar los equivalentes
no lineales (HSV, YUV ...). Esto es adecuado para un tipo de imégenes en
las que es necesario descomponer en cada canal, por ejemplo las imagenes
que toman los satélites. Las imégenes vienen representadas por frecuencias,
por ejemplo, las fotografias que vemos sobre los planetas, galaxias, etc, son
mapas de temperaturas y por tanto representan un determinado rango de
frecuencias. Es también el caso de las imagenes que provienen de microsco-
pios, donde es necesario descomponer frecuencias para realizar segmentacion
o determinar unas caracteristicas especificas.

En el caso de las pinturas (al menos), el deterioro se produce de una
manera isotropica, es decir se deteriora el color y los perfiles de una misma
forma, por diversos factores, que fueron explicados en la introduccion del
capitulo §III. En nuestro caso no es necesario el proceso anterior, pues lo que
nos interesa recuperar son los perfiles y no el color, cuya perdida es uniforme.
Para ello el modelo més adecuado es el LUV. Este modelo se puede usar
para realizar procesos en la luminancia que no afecten a los colores. Tiene
la ventaja de que es menos sensible a errores (en la luminancia), tal y como

vimos en el capitulo 1.

64
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El capitulo se estructura de la siguiente forma: en §2.2 hablaremos del
modelo mas importante, RG B, y de los problemas que plantea y de las trans-
formaciones lineales mas conocidas. Justificaremos la necesidad de cambiar
al modelo XY Z y usar derivados de este modelo segiin nuestras necesidades
(§ 2.4). De hecho, el modelo fundamental con el que trabajaremos es el mo-
delo LUV, que es el més usado en restauracion artistica y es el que usamos
en el procedimiento de deconvolucion fraccionaria. Presentamos un resumen
de los modelos de color méas conocidos que pueden consultarse en detalle en
[CAPT02].

Durante el proceso de intervencion digital tenemos que garantizar que
todas las operaciones que realizamos no alteran caracteristicas fundamentales
como el brillo, el contraste o el color.

Como consecuencia del parrafo anterior, es necesario conocer qué se en-
tiende por color y describir sus caracteristicas (§ 2.1). Después estudiaremos
la representacion y modelos mateméaticos del color (§ 2.2, §2.4), necesarios
para cambiar de RGB a cualquier otra base en la que podamos separar las
componentes del color, que justificaremos en el capitulo de deconvolucién.

Una definicion adoptada internacionalmente es la siguiente: el color se
compone de aquellas caracteristicas de la luz distintas de las de espacio y
tiempo, siendo la luz aquel aspecto de la energia radiante que percibimos a
través de las sensaciones visuales que se producen por el estimulo de la retina.

Los colores obtenidos directamente por descomposicién de la luz solar
o artificialmente mediante focos emisores de luz de una longitud de onda
determinada, se denominan colores aditivos.

No es necesaria la union de todas las longitudes del espectro visible para
obtener el blanco, ya que si mezclamos solo rojo, verde y azul obtendremos
el mismo resultado. Es por esto por lo que estos colores son denominados
colores primarios, porque la suma de los tres produce el blanco. Ademas,
todos los colores del espectro pueden obtenerse a partir de ellos.

Los colores secundarios se obtienen al combinar dos a dos los colores

primarios: son cian, magenta y amarillo.

primario + primario = secundario
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Figura 2.1: Colores Primarios y Secundarios

Los colores secundarios estan presentes en la paleta de los pintores pro-
fesionales.

Los colores primarios de pigmentos son aquellos que absorben o sustraen
completamente un color primario de luz y transmiten o reflejan los otros dos
colores. Los colores se obtienen por sustraccion de colores primarios. Notar
que los colores primarios de pigmentos son secundarios de luz. Al unir los tres
colores primarios de pigmentos se obtiene el negro, mientras que la ausencia

de los tres produce el blanco.

AMARILLO

MAGENTA ' ROJO

Figura 2.2: Colores Primarios pigmentados

Para caracterizar o describir un color utilizamos:

e Tono o longitud de onda dominante: Matriz de tonalidad color,
que viene dada por su longitud de onda. Permite clasificar los colores

como rojo, verde, azul, ...
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e Saturacién o croma: Indica la pureza relativa del color, es la mag-
nitud de la diferencia que hay entre el color y el gris. Un tono muy

saturado es brillante y tiene poco gris.

e Valor o luminosidad: Es la intensidad del color. Permite clasificar

un tono como oscuro o claro.

Usamos los términos: LUMINANCIA para el brillo y CROMATICIDAD,
para designar las componentes cromdticas del color o cromaticidad,

que son el tono y saturacion'.

Se puede establecer una escala de brillos, representada por grises, que van
desde el negro al blanco y una escala de tonos desde el rojo al violeta, con
pequenas discontinuidades que limitan los colores fundamentales del espectro
continuo: rojo, anaranjado, amarillo, amarillo verdoso, verde, verde azulado,
azul, azul violdceo y violeta. Si estos colores se disponen en un circulo, la
tnica discontinuidad apreciable es el salto del violeta al rojo, que se evita
introduciendo el color purpura que no es un color espectral puro (no aparece
en ningun espectro de la luz blanca), resulta como mezcla de rojo y viole-
ta en distintas proporciones, permitiendo asi cerrar el circulo de tonos sin

discontinuidades.

Anéalogamente, se puede establecer una escala rectilinea de saturaciones
y proporciones de gris. Con todo esto se puede hacer una representacion
geométrica tridimensional del color denominado sdlido de color (figura
2.3). En este espacio «brillo-tono-saturacion», cada color viene representado

(en la mayoria de los casos) en coordenadas cilindricas.

INotar que, los colores grises son acrométicos y el brillo es totalmente monocromético
puesto que tienen colores puros o saturados



68 Capitulo 2: Fundamentos del Color

Figura 2.3: Representacion de un color por sus «coordenadasy» de tono, saturacién y brillo.
El punto P representa un color, de tono = 0, saturacion = r y brillo = z

2.2. Transformaciones lineales de espacios de

color

Permiten especificar un sistema de coordenadas 3D, y un subespacio den-
tro de ese sistema, donde cada color esta representado por un tinico punto.
Para representar el color es necesario hacer uso de los coeficientes tricroma-
ticos que nos van a permitir cambiar de base (método CIE).

En esta seccion explicaremos el modelo méas conocido y usado: RGB.
Este modelo es poco idoéneo a la hora de realizar operaciones tales como
la deconvolucién, que describiremos en capitulos anteriores. En general, es
necesario cambiar de espacio, pues este no cubre todas la gamas de valores
perceptibles. Ademéas no es uniforme, en el sentido de que las distancias
geométricas entre colores no se corresponden con las distancias percibidas
(mezclas muy distintas dan colores parecidos), por ello es necesario estudiar

otros modelos de color.

2.3. Modelos Lineales de Color

2.3.1. Modelo RGB

Se representa por un sistema cartesiano, cuyo subespacio es el cubo uni-

dad donde cada color es un punto determinado por un vector. El origen de
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coordenadas representa el negro y cada eje esta asociado a un color (R, G, B).

Usa los colores primarios, cuya combinaciéon produce el resto de colores.
Numéricamente, RGB = (r, g,b) donde cada componente r, g,b son enteros
del 0 al 255. En términos de bits: RGB = (8 bits, 8 bits, 8 bits) = 24 bits =
3 bytes, por lo que se obtiene 22* = 2.777.216 posibles combinaciones de
colores en cada pixel.

Las caracteristica fundamental es que, el espectro visible se representa
combinando las tres componentes basicas de la luz coloreada, en proporcio-
nes e intensidades diferentes (colores primarios), y los colores secundarios se

obtienen superponiendo los colores primarios.

Gy

\

Verde Amarillo

Linea de
grises

Cyan /
k Blanco
Negro -
[o) Rojo Ry
Azul Magenta

B,

Figura 2.4: Cubo de Color para el modelo RGB

Se usa en:

e En la television, Cada punto que se visualiza, llamado pixel, esta for-

mado por una terna de elementos, que componen el RGB.

e Falso color, que se da en las imagenes procedentes de un satélite. Por
ejemplo el LandSat: R+ G + infrarrojos , los infrarrojos, sustituyen al

canal B, no son visibles y de ahi su nombre: imagenes en falso color.

El inconveniente que presenta es que sus tres componentes mezclan cro-

maticidad (color) y luminancia (intensidad).
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2.3.2. Modelos CMY y CMYK

El modelo CMY (Cyan (cian), Magenta, Yellow (amarillo)), formado com-
binando los colores primarios Rojo, Verde y Azul. Los valores de los colores

son los complementarios del sistema RGB y se calculan segtn la férmula:

C 1 R
M = 1 — G
Y 1 B

suponemos que los colores estan normalizados en [0, 1]. Se cumple:

e (Cyan: mezcla de verde y azul, sin considerar el rojo.

e Magenta: es la combinacion de azul y rojo. El verde esta ausente.

e Amarillo (Yellow): mezcla de rojo y verde pero el azul no esta presente.

El modelo CMY K es un subespacio del cubo unidad sobre el sistema de
coordenadas cartesianas.

Se basa en propiedades de absorcion de la luz de la tinta de impresoras
en papel. Cuando la luz blanca invade tintas translicidas se absorbe parte
del espectro de vuelta. El color que no es absorbido lo refleja el ojo.

Las impresoras usan cartucho de colores cian, magenta y amarillo para
obtener colores combinédndolos. Notar que los colores primarios son aditivos
y los complementarios son sustractivos.

En el modelo CMY K los colores se forman mezclando los tres colores
primarios, de forma analoga al CMY. El altimo valor K (negro) no anade

color, sino que sirve para oscurecerlos.

2.3.3. Modelos YUV

Los modelos YUV y YCbCr son usados en el campo de video digital.
YUYV se entiende como una combinacion lineal de los valores RGB de una

imagen:
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e Y: Representa escala de grises o luminosidad (brillo). Esta compuesto
por un 30 % de rojo, 60 % de verde y 10 % de azul.

e U: U = B —Y, componente que representa la informacién del color
(crominancia). Se calcula sustrayendo el brillo del color azul. Compren-
de colores desde el azul (U > 0) hasta el amarillo U < 0.

e V:V = R-Y, que representa la informacion del color. Se obtiene
eliminando el brillo del color rojo. Abarca colores desde el magenta
(V > 0) hasta el cyan (V' < 0).

El modelo YUV esta mas proximo al modelo humano de percepcion que el
estandar RGB. El modelo YUV es usado en los sistemas PAL y NTSC de

difusion de television que son estandar en todo el mundo.

2.4. Transformaciones no lineales de espacios

de color

2.4.1. Meétodo CIE

Fue creado en 1931 por la Comisidn Internationale de L’Eclairage (CIE)
que defini6 tres colores primarios, de manera matematica con funciones para
igualar colores positivos, que especifican la cantidad de cada color primario
necesaria para describir cualquier espectro. Esto ofrece una definicion inter-
nacional para todos los colores.

Este modelo adquiere el nombre de XY Z porque cualquier color puede

representarse Ccomao:
Cy=XX+YY +2Z (2.1)

donde X, Y, Z representan la base de vectores en un espacio tridimensional
aditivo y X,Y, Z cantidades de colores primarios estandar necesarios para
obtener C). Las cantidades de la ecuacion (2.1) se normalizan respecto de la

luminancia X 4+ Y + Z de acuerdo con las siguientes ecuaciones:
x Yy z

g= =7 2 (2.2)
r+y+=z r+y+z r+y+=z
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Con = 4+ y + z = 1, lo que permite representar cualquier color s6lo con los
valores de z,y. Al ser valores normalizados, los parametros z,y se llaman
valores de cromaticidad porque dependen del matiz y la pureza. En las suce-
sivas subsecciones veremos diferentes espacios de color, que son subespacios
del CIE XYZ. La diferencia entre ellos es la modificacion del modelo estandar

XY7Z segin los fines a los cuales estén orientados.

2.4.2. CIELAB

Este modelo reasigna el estandar XY Z para proporcionar una mejor dis-
tribucion de los colores, donde cambios iguales de los valores, sean iguales en
la percepcion. Con este modelo los datos se transforman més facilmente en
modelos RGB y/o CMY K que son utilizados en monitores o impresoras, lo

que no ocurre con el modelo CIE XY Z.

Las caracteristicas de este modelo son: luminiscencia (L), es decir, lumi-

nosidad y dos componentes crométicas:

e a: Saturacion. Oscila entre el verde y rojo. Cyp, = (a® + b?)'/2.

e b: Angulo del tono. Oscila entre el azul y amarillo. Se calcula: hq, =
arctan(g) entre 0 y 2m. Debido a convenciones técnicas, el angulo se

representa en grados.

Este sistema esta indicado en la norma UNFE 72031 — 83, que define las
coordenadas colorimétricas, asi como en la UN E 48073 —94 parte 1 que trata
de colorimetria en pinturas y barnices. Este modelo, por sus caracteristicas,

es el mas adecuado para el problema que vamos a tratar.

El modelo LUV es similar al lab en las componentes cromaticas del color,
pero no en su representacion. Es usado en restauracion artistica (asi como el
modelo HSV). La relacion entre el modelo RGB y LUV esté expresada en la
figura (2.5)
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Figura 2.5: Relacion entre el modelo RGB y LUV.
Para pasar de RGB a LUV, (R, G, B) — (p, sen(¢), sen(1))) Siendo
p=VR>+G?+ B? sen(¢) = R sen(y) = ¢ (2.3)
VR?2 + B? p
Para pasar de LUV a RGB (p, sen(¢), sen(y)) — (R, G, B)

R=p(\/1—p*) sen(¢) G=psen(v) B=+/p>—G*—R* (2.4)

2.4.3. Modelo HSV

Fue creado por Alvy Smith en 1978. Esta inspirado en la forma en que

los artistas describen y mezclan el color. El HSV se representa a través del
cono del color (figura 2.6).

Figura 2.6: Representacion del Cono de Color del modelo HSV

El modelo HSV (Hue, Saturation, Value), define un espacio de color en

términos de tres componentes:
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- Tono, correspondiente al tipo de color (rojo, verde o amarillo). El rango
del tono esta comprendido en [0, 360] y se mide por el d&ngulo alrededor
del eje vertical: 0° es el rojo, 60° amarillo, 120° verde, 180° cyan, 240°
azul, 300° magenta. Los colores complementarios estan 180° opuestos

uno del otro.

- Saturacion, Se refiere a la cantidad de blanco que contiene un color.
Numéricamente es la proporciéon del cero al uno desde la linea central
(eje V) hasta la cara del cono hexagonal. Un color 100 % saturado no

contiene blanco, entonces se dice que es puro.

- Valor, También llamado brillo, componente del brillo o luminosidad, es
el grado de auto-luminosidad de un color (cantidad de luz que emite).
Un color con luminosidad cercana a 1 es muy claro y cercano al 0 es
muy oscuro. Notar que cuando V' = 1 contiene todos los colores del
sistema RGB.

Este modelo es el que usaremos en el trabajo, debido a que computacional-
mente representa mejor el contraste entre los distintos colores de una imagen.
Podemos obtener los valores numéricos para cada canal de color, a partir

de una transformacién no lineal de los colores RG B:

1
0 SiB<G S(B=G)+ (R~ B)
== = COS
360°—0 SiB>G V(R-G)?2+(R-G)(G - B)
3 _R+G+B

S=1 [min (R,G, B)]; V

" R+G+B 3

Para convertir de HSV a RGB, depende de H

e Si H €[0°,120°] (H esté en el sector RG):

1 (1 S cos(H)

1
= — 1— = — S S A—
R 3( 5) ¢ cos(60° — H)

3 ) B=1—-(R+ B)

e Si H € [120°,240°] (H esté en el sector GB):
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H=H —120°

G:%(Hi@%—m) R=3(1-8) B=1-(R+B)

e Si H € [240°,360°] (H esté en el sector BR):
H = H — 240°

G:%(lerfé%—i%) R:%(l—S) B=1-(R+B)

Los wvalores R,G,B, son wvalores normalizados. Notar que estas ecuaciones
estan en grados, debido a convenciones técnicas pero el trabajo con funciones
trigonométricas requiere, obviamente, la conversion a radianes.

El modelo HSV es muy importante, por dos razones fundamentales:

1. Es el preferido por los artistas puesto que coincide con la forma que

tiene el ser humano de percibir los colores.

2. Analogamente a las paletas de los artistas, cada color puede ser obte-
nido mezclando colores primarios y oscureciendo por adicion del negro.
Por ejemplo, un verde oliva, tendra el tono hacia el lado amarillo del
verde (angulo del tono aproximadamente 100°, una saturacion alrede-
dor de 0.4 y una luminosidad de 0.5. Los colores acrométicos ocupan
el eje solido correspondiendo a saturacion S = 0 y con el tono H inde-
finido.
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Reintegracion Digital
del Retablo Mayor.
Iglesia San Bartolomé.
Bienservida (Albacete)
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Capitulo 3

Restauracion Digital del Retablo
Mayor

El lector que solo esté interesado en el modelo matemdtico puede
saltar directamente a la seccion §4. La seccion §4.1 estd dedica-
da a los antecedentes matemdticos del inpainting y en las secciones
64.2.1,84.2.2, 84.1 estan las hipotesis y el algoritmo de reintegracion.
Las secciones anteriores (§3.1, §3.2) forman parte de los informes
historico-artisticos que se requieren en toda restauracion artistica.
Los antecedentes historicos son datos necesarios en la reintegracion
digital, para que el algoritmo respete el estilo y estructura con el que
fueron pintados. En la seccion §4.3 veremos como se aplico la técni-
ca y las modificaciones sobre el algoritmo para adecuarlo al tipo de

restauracion requerida usando los datos historicos.

Este capitulo lo dedicaremos a la aplicacién a la restauracion, que fue
uno de los motivos de este trabajo. Paralelamente, empezaron los trabajos
de restauracion por el Grupo Abside y gracias a ellos hemos profundizado en
nuestras técnicas, desarrollando modelos que permitan dar una idea de co-
mo quedaria la obra a intervenir antes de usar determinados procedimientos
manuales, basandonos en imagenes tomadas por ellos. Este proceso es vilido

para cualquier tipo de talla, cuadros, .. ..

7
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3.1. Bienservida

Figura 3.1: Bienservida (izquierda). Parte derecha, plano de localizacion

Bienservida esta a 108 Km de Albacete. Limita con Villarrodrigo, cuyo

término lo marca el rio Madre. Es el pueblo mas cercano y dista 4 Km.

Actualmente tiene 840 habitantes. Durante la época estival, en Semana
Santa y en Navidad, ésta se triplica por la afluencia de bienservidenos que
durante los anos 60 emigraron, principalmente a Cataluna, Comunidad Va-
lenciana y Madrid, y de visitantes que desean conocer el pueblo, disfrutar de

sus paisajes y de su oferta turistica.

La economia est4 basada casi exclusivamente en la agricultura. Desta-
can como productos principales: aceite, trigo, cebada, maiz, vid, hortalizas
y frutales. Actualmente estd muy desarrollada la produccion de aceite. La

ganaderia es ovina y caprina y se alimenta de los pastos.

Eclesiasticamente pertenece a la Diocesis de Albacete y al Arciprestazgo
de Alcaraz. La Iglesia Parroquial continta bajo la advocacion de San Barto-
lomé Apostol. La Iglesia parroquial San Bartolomé fue declarada Monumento
Artistico Nacional el 7 de marzo de 1985. Lo méas destacado es el Retablo

Mayor que detallaremos posteriormente y que es el objeto de trabajo.



3.1 Bienservida

Figura 3.2: Superior izquierda, Vista Ezterior de la Iglesia. Puerta Principal, Superior
derecha, puerta de la Citara (siglo XVIII). Vista interior de la Iglesia (Central). Parte
inferior, capillas dedicadas a la Epistola. Parte inferior izquierda dedicada al Santisimo,
parte inferior derecha, capilla de Nuestra Senora de Turruchel, Patrona del Pueblo
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3.2. El retablo como transmisor de la cultura

En esta parte vamos a comentar aspectos de la historia de Bienservida
y el Retablo Mayor, para dar una vision general tanto del lugar donde esta
ubicado como de la propia historia.

La historia de Bienservida comienza a estar documentada a partir del
ano 1213 por referencias ligadas a Alcaraz, que en este tiempo era aldea de
esa ciudad. Entre los anos 1400 y 1410 es declarada «Villa». Posteriormente,
en el ano 1434 Don Rodrigo Manrique, Conde de Paredes de Nava, tras
importantes victorias contra los arabes, consigue Huéscar para la Corona de
Castilla. El 20 de diciembre de 1436, Juan II, como recompensa, concede a
Don Rodrigo, Maestre de Santiago, la Villa de Bienservida que formoé parte
de «Las Cinco Villas» que pertenecieron a los Condes de Paredes hasta el
siglo XVIII, cuando fueron vendidas (con permiso real) al Conde de las Navas
de Amores a los que pertenecio hasta el 6 de agosto de 1811, fecha en la que
desaparecen los Senorios.

Como hemos comentado anteriormente, tras la declaracion de «Villay,
empezaron los trabajos de construccion de la iglesia de San Bartolomé sobre
una antigua de la época del roménico. Esta tltima fue derrumbada por el
estado ruinoso que presentaba el tejado de la misma. La nueva iglesia fue
construida en el siglo XV. La estructura de esta nueva iglesia es de una nave,
una portada gotica final y cabecera cuadrada. En la actualidad la iglesia
presenta la siguiente estructura:

De nave tnica, muestra dos zonas diferenciadas:

e FEl presbiterio: de planta cuadrada y cabecera plana cubierta por una
boveda de cruceria de trazos goticos que se apoyan sobre capiteles y

entablamento renacentista

e Cinco tramos de la nave cubiertas por una béveda de medio canéon

rebajada, con lunetos correspondientes a reformas que sufri6 la Iglesia
durante el siglo XV'II.

Actualmente consta de dos capillas (de las cuatro que existieron) perte-

necientes a la Epistola. Se conserva la capilla dedicada a Nuestra Senora de
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Turruchel, patrona del pueblo, donde se observan trazas barrocas sobre la
planta de cruz griega (figura 3.2).

Se supone que fue la condesa de Paredes la que inici6 la construccion del
retablo, porque semejante gasto solo lo podia pagar una persona adinerada
que habitase en estas tierras. Ella no solo vividé en estas tierras, sino que
estuvo muy agradecida a la servicialidad de sus gentes. Tal es asi que le dio
el nombre a la villa, como Bienservida, la «bien serviday.

Es posible que en agradecimiento a la villa y dada la alta religiosidad con
que vivian sus habitantes, mandara construir este retablo. Alberga uno de los
mejores retablos de la provincia, renacentista, aunque combinando elementos
barrocos, y dividido en dos partes: la inferior, plateresca; y la superior, de
los siglos XVI y XVII.

. Qué es un retablo?. Es una obra de arte donde se combinan arquitectura,
pintura y escultura en perfecta armonia, una unidad visual y una intencio-
nalidad clara de servir a la piedad y fe del pueblo llano.

Como su nombre indica, segin procede del latin, re-tabula, es aquello que
esta detras de la mesa del altar. Efectivamente esta detras, pero el altar, en
los siglos anteriores, estaba adosado al retablo, pues se celebraba la Eucaristia
de espaldas al pueblo y de cara a Dios.

Un ejemplo de Retablo, es el de la Basilica del Real Monasterio de San
Lorenzo de El Escorial disenado por Juan de Herrera y construido por Leone
y Pompeo Leoni, Jacopo da Trezzo, Giovanni Battista Comane y Pedro Cas-
tello. Se trata de un conjunto absolutamente magistral, de puro arte italiano
y de gran complejidad técnica. Mide 14 metros de ancho por 26 de alto y fue
realizado en méarmoles de colores, bronce dorado al fuego y pinturas hechas
con la modalidad pictorica de 6leo sobre lienzo. En total son quince grandes
esculturas en bronce dorado que se reparten, formando grupos o parejas, de
abajo a arriba de la siguiente manera: Los cuatro Padres de la iglesia, los cua-
tro Evangelistas, Santiago el Mayor y San Andrés, San Pedro y San Pablo y,
finalmente, coronando todo el conjunto el Calvario, la escena de «Cristo en
la Cruz» entre la Virgen Maria y San Juan. En el centro del primer cuerpo
estd la manifestacion méas importante: la Eucaristia, para cuya custodia se

creo el Tabernaculo (figura 3.3). En El Escorial es donde nace una de las
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escuelas del Barroco, el tenebrismo.

Figura 3.3: Retablo del Real Monasterio de San Lorenzo de El Escorial (Basilica)

Si comparamos las dimensiones y forma del retablo de El Escorial, el de
Bienservida tiene muchas similitudes, en altura y en materiales usados. La
arquitectura escurialense (en particular el retablo) tiene en todas las regiones
espanolas una gran influencia, marcando la transicion a la primera etapa del
Barroco. En el siguiente parrafo recordamos algunos de los aspectos mas
importantes del Barroco.

Los 6leos encargados son con frecuencia de gran tamano; emplean colores
vivos y variados, resaltados por varios focos de luz que provienen de todos
lados, contrarrestandose unos a otros, creando grandes sombras y zonas ilu-
minadas. LLos personajes aparecen en posturas muy dindmicas, con rostros
y gestos muy expresivos, puesto que el Barroco es la época del sentimiento.
Las composiciones son grandiosas, con personajes vestidos ricamente, en ale-
gorias religiosas o mitologicas, las grandes escenas de corte o batalla, son los
ejemplos més evidentes. La tipologia es muy variada. La més importante es

el retablo, de origen gotico y mantenido durante el Renacimiento. La dife-
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rencia con estilos anteriores es que el retablo barroco tiene menos escenas y
de mayor tamano, lo que ayuda a ser «leidos» por el fiel; ademas, los santos
a los que se dedican son menos conocidos frecuentemente por responder al
nombre del cliente que lo encarg6. También las composiciones son diferentes,
més complicadas y atendiendo a la normativa contrarreformista: colorido,
naturalismo y cercania al fiel para facilitarle el acceso al dogma catolico.

Los artistas més conocidos y destacados durante este periodo son:

1. José de Ribera (1591—1652), que destaca con la obra El Martirio de San

Felipe (conocido también como el Martirio de San Bartolomé(1639)

2. Francisco de Zurbaran (1598 — 1664), que destaca con la obra la La
aparicion del Apdstol San Pedro a San Pedro Nolasco(1628)

3. Diego Velazquez (1599—1660), con obras como Las Meninas (1634), Las
Hilanderas (1634 — 1648) y La Rendicion de Breda (Las Lanzas)(1634)

El Retablo de la Iglesia de San Bartolomé (figura 3.4), tiene 9 m de an-
cho por 14 m de alto. Construido con madera dorada y policromada, consta
de cinco cuerpos y siete calles que albergan tablas pictéricas y esculturas,
asi como bajorrelieves en la predela. La calle principal estd compuesta por
el Sagrario (desaparecido), el titular (San Bartolomé), la Virgen Maria, El
Calvario y Dios Padre. A izquierda y derecha tiene calles cuya composicion
es escultura-pintura-escultura. En la parte inferior, la predela se compone
por seis tablas de madera tallada con los bustos de los Apostoles de los que
se conservan San Juan y San Pedro. El Retablo responde a una construc-
cion renacentista entre el manierismo y el clasicismo herreriano. El retablo
es anonimo, pero la autoria se atribuye a algin discipulo de la escuela de
Valdemosilla.

El retablo qued6 muy degradado por diversos factores. La superficie esta-
ba cubierta de una capa de polvo y suciedad que provocaba la pérdida de las
tonalidades y brillos originales. El paso del tiempo también se hacia notar
en los desprendimientos y grietas que se podian apreciar en las policromias y
en el oro, asi como en las esculturas y elementos arquitectonicos, provocados

por la contraccion de la madera y el desencolado de las uniones. Ademas, la
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carcoma dejo su rastro en forma de huecos y perforaciones, sobre todo en el
area interior del sotabanco y banco.
A todo esto hay que anadir la manipulacion que se ha podido dar so-

bre el retablo, directa o indirectamente, ya que presentaba aranazos, golpes,

quemaduras de vela, salpicaduras de cera y clavos debidos al culto religioso.

A |
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Figura 3.4: RETABLO MAYOR. 1. Apostoles; 2.Apostoles; 3.San Pedro y San Juan; 4.
Custodia; 5. Apostoles; 6. Apostoles; 7. Apostoles; 8. Evangelista; 9. Anunciacién; 10.
Evangelista; 11. Evangelista; 12. Adoracion de los Pastores; 13. Evangelista; 14. San Es-
teban; 15. Epifania; 16. San Juan Bautista; 17. San Bartolomé; 18. San Sebastiin; 19.
(Tlegible); 20. San Lorenzo; 21. Santo Martir; 22. Ecce Homo; 23. Flagelacion; 24. Santo
Obispo; 25. Santa Monica; 26. Santa; 27. Oraciéon del Huerto; 28. Nazareno; 29. Santo
Obispo; 30. Descendimiento; 31. San Agustin; 32. Calvario; 33. San Jer6nimo; 34. Cruci-
fixién; 35. Padre Eterno; Las zonas que estdin en oscuro, son elementos perdidos mientras
que los que estdn a rayas son prdcticamente irrecuperables.

En el ano 2005, tuvo lugar la restauracion del Retablo, por el grupo Absi-
de; gracias a ellos hemos desarrollado modelos (§3.3) que permiten, a través
de una fotografia de la obra original, dar una idea general de como queda la

obra en caso de intervencion directa.
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Esta colaboracion permiti6é estudiar algunas técnicas que expondremos

en (§3.3) y que dieron lugar a la reintegracion digital que desarrollaremos en

(§4.2).

3.3. Reintegracion Artistica

Uno de los procesos mas importantes en la restauraciéon y conservacion
artistica es el de la reintegracion de cuadros o tallas. Las lagunas o faltantes
en una obra pictorica son la falta accidental o intencional de la capa de
pintura o de la base de la preparacion en determinadas zonas del cuadro. El
faltante constituye un elemento que interrumpe la continuidad de la imagen.

La restauracion y, més concretamente, el proceso de reintegracion cromd-
tica, tiene por finalidad recomponer la unidad estética de la obra, integrando
la laguna y estableciendo un equilibrio cromatico. Para llevar a cabo la re-
integracion cromatica existen diversos métodos. Segiin Nicolaus [Knu98|, los
métodos de reintegracion aplicados a la practica restauradora moderna se

clasifican en:

@ retoques de cuadros «fragmentados»: se usa esta terminologia
cuando de un cuadro solo se conservan fragmentos y se renuncia sin
més a reconstruirlo en su estado original. El cuadro mantiene su estado

de «ruinay.

[l retoques neutrales (acua esporca): las lagunas se ajustan con un

«tono neutral» adaptado al entorno original.

@ retoque normal: en este caso el faltante se reintegra en cuanto a la
forma y color con rayas y puntos finos de modelacion, de modo que,
contemplada desde una distancia normal, la capa pictorica vuelve a ser

unitaria (principio de buena continuacion).

6 retoque total (ilusionista): Basado en el retoque normal, que se
ajusta a escala de «lupa» en su contexto original. Para reconocer la

reconstruccion, el experto tiene que recurrir a instrumentos o6pticos tales
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como andlisis con filtro UV o infrarrojo o bien a documentacion del

restaurador.

[ tratteggio: La palabra «tratteggio» significa «rayado», en el que el
restaurador «reintegra» con lineas o rayas de colores el faltante por
lo que la laguna desaparece a simple vista del espectador, sin que sea
notorio desde una distancia prudente. Sin embargo, si el espectador se
acerca al «reintegroy», serd capaz de distinguir entre la pintura original

y el color aplicado.

En cuadros que estan muy deteriorados suelen utilizarse varias técnicas de
retoque conjuntamente.

Todas ellas se fundamentan en la reproduccion de un color a través de la
realizacion de multiples trazos de diferentes colores; trazos que pueden ser en
forma de puntos (puntillismo) o lineas como en el caso el tratteggio.

La reintegracion tiene que respetar la estructura, fisonomia y estética del
objeto de trabajo. Es importante resenar que debe cenirse exclusivamente
a los limites de la laguna y tiene que dejar especialmente reconocible la
reintegracion en las zonas adyacentes a la original. Es decir, no se puede
anadir informacion adicional que no esté presente en la obra puesto que
supondria un falseado de la misma, y robaria el protagonismo a la obra

ofreciéndoselo a los detalles anadidos.



Capitulo 4

Reintegracion Digital

Esta parte estd basada en el modelo publicado en [BBCT01, BSCB00],
pero modificado y mejorado especificamente para la reintegracion del reta-
blo de la Iglesia de San Bartolomé siguiendo las directrices marcadas por
los restauradores y las dificultades que las propias fotografias planteaban a
nivel matematico. Esta parte la consideramos como un complemento de la
deconvolucion como proceso previo para la reintegracion.

Matematicamente hablando, el retoque normal recibe el nombre inglés
de inpainting, término acunado por los autores en [BSCBO00|. Podemos plan-
tearlo en el contexto de la cartografia digital. Se plantea un problema de
reconstruccion de un modelo digital de elevacion del terreno, a partir de una
familia de sus curvas de nivel. Las curvas seleccionadas son representativas de
la elevacion real. Para evitar oscilaciones artificiales se debe usar un método
de interpolacion. Uno de los mas sencillos es el que permite interpolar sus

curvas de nivel a partir de su altura, mediante la ecuacién de Laplace:
Au =0 (4.1)

en el dominio €2, que comprende dos curvas de nivel con condicion de frontera
dada por la altura a la que se encuentran dichas curvas de nivel. El uso
del modelo anterior plantea el problema de los artefactos producidos. En el

articulo [Fra96| se propone la siguiente estrategia:
e Calcular las lineas del gradiente de la solucion.

e Interpolar a lo largo de dichas lineas a partir de los valores de la altura

87
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donde la linea cruza las curvas de nivel.

Si en el paso 2 usamos interpolacion lineal y llamamos v a la solucién obte-

nida, podemos resumir el proceso anterior en la ecuacion:
(D*v (Vu),Vu) =0

en D, con las condiciones frontera v |sp dada por la altura de las curvas de
nivel que configuran 9D, donde D?v es la matriz hessiana y Vu el gradiente

de u.

4.1. Antecedentes del Inpainting

Cuando un objeto oculta a otro, las fronteras adoptan una forma especial
llamada juncion (junction) en 7" en la que la parte visible de la frontera del
objeto ocultado llega a la frontera del objeto que le oculta formando una 7.
En estas condiciones, nuestra vista continta de forma suave la frontera oculta
entre dos junciones en T (principio de buena continuaciéon). En [Mum93|
propusieron un funcional energia para segmentar objetos y la energia de
las fronteras ocultas entre T'— junciones, que intenta calcular curvas, lo mas
cortas posibles respetando el principio de buena continuacion, es decir: dadas
dos T'—junciones p y q y las tangentes 7,, 7, a los contornos que determinan,
propusieron la elastica como curva de buena continuaciéon entre p, ¢, es decir

la curva que minimiza la energia:

/(a + B ds, a,3>0 (4.2)
c

Donde el minimo se calcula entre todas las curvas C' que unen p y ¢ y tienen
por tangentes 7, y 7, en esos puntos, siendo  la curvatura de C'y ds su
longitud de arco.

Usando el modelo propuesto por Mumford-Nitzberg-Shiota, Masnou y
Morel [Mas98| propusieron un modelo para interpolar curvas de nivel, unien-
do los pares de junciones en T por rectas y llamaron a este proceso des-

ocultaciéon. La elastica ha inspirado modelos variacionales introducidos en
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[BBC*01] que interpolan conjuntamente las curvas de nivel y su campo de

direcciones.

En el siguiente parrafo veremos la defincion de conjunto de nivel superior
e inferiror. Esta definicién la usaremos para la formulacion matemética del

inpainting ([Mas98]).

Definicion 6 Consideremos u : [0,1]> — R. Llamaremos conjunto de ni-

vel superior (respectivamente inferior) de u a los conjuntos de la forma

XM= {z € [0,1)%: u(x) > A} (superior) (4.3)
Xou = {x € 0,1 :u(x) <A} (inferior)

Formulacién matematica del inpainting. Sea  C D = [0, 1]2 abier-
to, con frontera Lipschitziana. Supongamos ug : D \6 — [a, b] es la imagen
que conocemos. El objetivo es reconstruir ug en Q usando la informacion
de ug en D\ Q. Supongamos que ug € BV(2). Llamaremos a Q agujero o
laguna de la imagen. Sabemos que el mapa topografico de ug en D \ Q esta
formado por las curvas de Jordan. Segiin vimos en el apartado anterior, casi
todos los conjuntos de nivel de ug en D\ Q tienen perimetro finito y pueden
descomponerse en componentes conexas formadas por una curva de Jordan
exterior y un conjunto numerable de curvas de Jordan interiores rectificables.
Sea A C R una familia de dichos niveles, Masnou [Mas98| formul6 el inpain-
ting como el problema de reconstruir el mapa topogréfico de uy dentro de Q.
Dado A € Ay p,qg € X ugN 8?2, sean T7,, T, vectores tangentes a las curvas
de nivel de 0* X uq en p, ¢ respectivamente. La unién de p, ¢ propuesta por

Masnou es la curva I' C ) que minimiza:

/F (o + BIRIPAH + (7, 70(p)) + (70, 70(0) (4.4)

Donde k representa la curvatura de I', 7+(p) 7r(q) las tangentes a los puntos p
y g respectivamente y (7,, 7r(p)) el angulo que forman los vectores 7, y 7r(p)

analogamente (7, 7r(¢)). La solucion del problema del inpainting se obtiene
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minimizando el funcional:

/+°OZ (/r(a + B|k|P dHl) + (1, 0 (p)) + (74, 70(q)) (4.5)

O rerl'y
Con F) la unién de las curvas asociadas al conjunto X* u.

En [BBCT01] los autores propusieron el inpainting en los siguientes tér-
minos: Si consideramos D hiperrectangulo de RY, N > 2 dominio de la
imagen y sean (), ?2, abiertos y acotados de RY cuya frontera es Lipschitz.
Sean 6 C Q C D. Definimos € \ 6 := B banda region alrededor de Q. Sea
up € BV(D\ Q). En [BBCT01] los autores propusieron restaurar el agujero
Q usando tanto los niveles como las tangentes (o normales) a las curvas de
nivel conocidas en B, prolongando las curvas de nivel de ug hacia el interior

de €1, de acuerdo con el principio de buena continuacion.

Denotamos 6, el gradiente de ug en D \ (2, 0y es un campo de vectores
con valores en RY que satisface 0y(x) - Dug(x) = |Dug| en By |0p(z)| < 1

c.p.p.- en B.

Con esta notacion en [BBC101] plantean del problema el inpainting de
la siguiente forma : jse puede extender (ug,6y) definidos en B a (u,6) en
Q7. Los autores dan una formulacién variacional proponiendo el siguiente

funcional:
min/ (div(8)P(y + BV % ul)da
Q
10| < 1,|Du|Du| —60-Du=0,en (4.6)
lu| < M
u=ug, en B, 0-1v%sq =0y - v %50
parap > 1, v > 1, 3 > 0, K es un nicleo de regularizacion C' tal que

K(x) > 0, M = sup |ug(z)| y v es la normal unitaria exterior a Q. Notar
zeB

que la convolucion de Du con K en el funcional (4.6) es necesaria para

demostrar la existencia de minimo.

En el caso de N = 2 y u es la funcion caracteristica de la region interior

a una curva regular de clase C?, C entonces la integral expuesta en (4.6) la
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podemos escribir:

ﬁ/ﬂ |div(9)|p|Du|+a/Q|Du| (4.7)

intimamente relacionada con /(a + B|k[P)ds, donde k es la curvatura C.

C
Notar que en el caso p = 2 la elastica de Euler (4.2) adopta la forma:

\Vu| | a+ 3| div V_Z 2 (4.8)
V|

El funcional anterior puede considerarse como una relajacion de la elastica

de Euler. Introducimos un campo 6 como variable independiente relacionada
con u a través de 6 - Du = |Du|. Esta restriccion se incorpora al modelo
como una constante. Elegimos incorporar esta constante como un término de

penalizacién:

/~ |Vu|—6-Vu (4.9)

En la practica usamos una version mas reducida de [BBCT01| que esta

expuesta en el articulo [BSCB00|, que veremos §4.2.2.

4.2. El algoritmo de reintegracion

Como es sabido, las funciones reales estan dadas por sus curvas de nivel:
u:DCR*=R

el conjunto

{(z,y,\) €R* : A = u(x,y) } (4.10)

se llama curva de nivel de u. La razon de este nombre es clara, pues se trata
del conjunto de los puntos, cuya A, es decir cuya cota o nivel es constante,

de la misma forma podemos entender una imagen A = intensidades (figura
4.2)
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Figura 4.1: Curvas de Nivel de Lena

La descripcion de la funcion altura en términos de las curvas de nivel es
buena siempre y cuando por todo punto pase una y sola una curva, como
ocurre con funciones suaves. El problema se presenta cuando la funcion a lo
largo de la curva es discontinua: entonces no podemos afirmar lo anterior.
Esto ocurre en un acantilado. Los acantalidados de una imagen representan
los contornos de los objetos que aparecen, discontinuidades en los niveles
de gris. Para evitar esta complicacion, usamos los conjuntos de nivel como
descriptores de la topografia de una funcién real. Las curvas de nivel pueden
recuperarse tomando las fronteras de los conjuntos de nivel, siempre que estas

fronteras sean curvas.

Figura 4.2: Lena vista como un mapa topogréafico

Una vez que hemos fijado como punto de partida que toda imagen la po-
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demos representar como un mapa topografico, se pueden desarrollar técnicas
que nos permiten intervenir sobre la imagen y recuperar aquellas zonas del
cuadro donde falta informacion (lagunas), segiin unas hipotesis que veremos

posteriormente.

4.2.1. Hipdtesis del Inpainting

El objetivo del reintegracion digital (inpainting) es reconstruir aquellas
zonas que estan danadas o que carecen de informacion (lagunas).

Esta técnica estid basada en la manera de restaurar obras pictoricas que
usan los profesionales de la restauracion. Seguimos las mismas hipotesis que

usan los restauradores:

1. Los elementos del cuadro determinan cémo rellenar los agujeros, lagu-
nas o elementos faltantes, que denotaremos €2. El objetivo es restaurar
la unidad de la obra (todos los agujeros presentes), manteniendo la

armonia del cuadro.

2. La zona que hay alrededor de €2, denotada por 0f2, es la que contiene
la informacion que continuaremos hasta {2, prolongando las curvas de

nivel procedentes de 0f2.

3. Las diferentes regiones dentro de €2 estdn definidas por las curvas de

nivel, y son rellenadas con el mismo color de 0f2

4. Los pequenos detalles son «re-pintados» es decir anadimos «texturay.

La técnica que aqui empleamos esta basada en la técnica del retoque nor-
mal: ) se reintegra en cuanto a la forma y color con rayas y puntos finos de
modelacion, de modo que contemplada desde una distancia normal, la capa

pictorica vuelve a ser unitaria § 3.3.

4.2.2. El algoritmo de retoque

Siguiendo las técnicas de restauracion presentadas en §3.3 y §4.2.1 apar-

tados (2),(3); usamos el principio de buena continuacion (principio que nos
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asegura que la reintegracion artistica tendra el mismo efecto sobre el ojo hu-
mano que la obtenida computacionalmente, §3.3), para extender los perfiles
que se encuentran alrededor del agujero, 0€), conectando las curvas de un
determinado nivel de gris con otras del mismo nivel, cruzando la parte dana-
da. Este principio, permite la continuacion de los niveles de gris que estdn en
0f) a la region ) de una manera continua. Por tanto hay que imponer una
direccion a las curvas de nivel y una condiciéon de contorno sobre el borde del
agujero.

Llamamos L a la informacion que deseamos propagar. Una forma de pro-
pagar continuamente los niveles de gris es usar L = Au. Llamamos V+u la

direccién de propagacion:

u=0L-V'tu (4.11)

0L es una medida del cambio en la informacion L. Con esta ecuacion
calculamos la variacion de informacién necesaria a cada paso para completar
Q) siguiendo la direccion V+u, de forma que, si la variacion de L (que vendré,
dada por su gradiente) es cercana a cero, entonces el método alcanza su

estado estacionario:

% Vi VA= 0 (4.12)
La direccién de las curvas de nivel es definida como:
ou Ou
Viu=(——, —
u = ( 9y’ 8x)

Elegimos la direccion de la normal motivada por la continuidad de los ni-
veles de gris. Ademés tenemos que tener en cuenta la variacion de la direccion
del campo de las curvas de nivel. El gradiente nos da la direccion de mayor
cambio, mientras que la normal nos da la de menor cambio que nos permitira
alcanzar la deseada continuidad en 0f) para un campo de vectores fijo que
implicara conocer la direcciones de las curvas de nivel desde el principio.

Para asegurar la correcta evolucion del campo de vectores, introducimos

la curvatura media de la imagen k, como un estimador de la curvatura en 02,
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que permitira adicionalmente continuar los perfiles, deformando los conjuntos
de nivel en la imagen, conservando la curvatura, y no afectard a aquellas

regiones donde el |u| sea grande:

% = k(x,y,t)|Vu(z,y,t)| =V - (;—Z‘) (4.13)
Este proceso de difusién permite a las sucesivas curvas de nivel alabearse
durante la propagacion. De esta manera los conjuntos de nivel se mueven en
la direccién normal a una velocidad proporcional a su curvatura media.
Para la implementacion del proceso descrito anteriormente y cuyas ecua-
ciones basicas son (4.12) y (4.13), usamos el método de diferencias centrales
y esquemas upwind, por su estabilidad frente a errores de redondeo.
Para describir el proceso, consideremos uy la imagen a procesar. El in-

painting construird una familia de imégenes que denotamos por u” tal que

u® = g y lim u" = ug

n—oo

con up imagen retocada o reintegrada.

Como consecuencia del proceso de retoque artistico, el algoritmo tiene
que ser necesariamente iterativo:

u"t ="+ dtul V(i j) € Q (4.14)

siendo

e 1 el nimero de iteraciones de inpainting

e dt el incremento

e uy la imagen actualizada a partir de la ecuacion (4.12)

Usamos la ecuacion (4.13), para la difusion anisotropica y realizamos un ni-
mero de iteraciones de difusion anisotropica (ndifan), con el objetivo de
corregir el campo de vectores y garantizar que los angulos de salida y lle-
gada que cruzan el agujero se preserven. Llamamos npas a la iteracion del

inpainting, en la cual intercalamos ndifan pasos de difusiéon anisotropica.
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Una de nuestras aportaciones es anadir un parametro p que acompa-
na a la curvatura media, puesto que no siempre podemos aplicar la formula
(4.12), debido a que el laplaciano suaviza los bordes. Tenemos que realizar un
estudio previo de la 02 para saber si la informacion que vamos a «extrapolary

contiene perfiles. Para ello usamos la curvatura media como indicador:

iz y) = { 1 Sik(z,y)>1,Y(z,y) € 00 (4.15)

0 En otro caso

De la ecuacion (4.15), se deduce que, si u vale 1, la zona que vamos a rein-
tegrar tiene perfiles y que por tanto tiene preferencia la ecuacion (4.13) sobre
(4.12). Esto implica que aumentamos el paso, dt, en (4.12) y que aumen-
tamos el niimero npas; de esta manera aseguramos la buena continuacion,
de modo que podemos reconstruir los perfiles sin difundirlos excesivamente,
puesto que la difusion es ortogonal. Si i vale 0 entonces la zona es suave, asi
tenemos que reducir dt y aumentar npas. Podemos reducir npas siempre que
) sea muy pequeno (en torno a los 10 pixeles).

Otra de nuestras aportaciones, la integracion de inpainting con
el proceso de deconvolucion y la estabilidad numérica. Las imagenes
procesadas provienen de una toma de fotografias que se realizan previamente
a las obras de arte y que tras el proceso de deconvolucion fraccional explica-
do anteriormente, define una serie de condiciones de contorno para el uso de
(4.12). Una de las ventajas del uso del método fraccional, es la calidad que se
obtiene del detalle de los perfiles y de los faltantes. Como la deconvoluciéon no
introduce ruido en la imagen, no es necesario aplicar pasos de difusiéon aniso-
tropica para controlar el posible ruido. En la actualidad, diferentes autores
estan intentando realizar inpainting y deconvolucion conjuntamente [CYP04],
pero una de las dificultades estd en determinar las condiciones de frontera
adecuadas.

Otra de las novedades es el caso en el que el campo normal es
nulo. El algoritmo presenta un problema serio, puesto que carece de direc-
cién en la que queremos realizar el inpainting. Sucede cuando estamos en
una fase de transiciéon entre un méximo y un minimo. En este caso, como

en la reproduccion de texturas, usamos un algoritmo basado en reintegrar
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usando patrones en la imagen, de manera que el algoritmo «aprende» de
la informacion que tiene alrededor del agujero. De esta forma, el algoritmo
consigue generar los pixeles que configuran una plantilla que usara posterior-
mente para rellenar, usando el gradiente y la curvatura media (por ejemplo,
el Escarnio o el Camino al Calvario), como estimadores de la informacion

para rellenar el faltante.

La reintegracion o inpainting, tampoco se puede realizar directamente en
RG B, por los motivos expuestos en el capitulo 2, y por tanto justifica el cam-
bio al modelo LUV para evitar colores espurios, debido a la alta correlacion
entre los tres canales que representan los colores fundamentales del espectro.
En restauracion artistica el filtro LUV, se usa para determinar los perfiles
(3.3).

Basandonos en esta informacion hemos implementado el modelo cuyas
ecuaciones estan en §2.4.2. Las ecuaciones (4.12) y (4.13) se aplican en los
tres canales al mismo tiempo. El canal luminante, L, permite prolongar los
perfiles (dibujos) y las componentes croméaticas permiten mezclar color y
difundirlo de una forma anisotropica en la imagen, proceso que en términos

artisticos se llama pigmentacion, como veremos en la siguiente seccion.

4.3. Resultados de la Reintegraciéon

Los restauradores, antes de iniciar el proceso de intervencion, hacen foto-
grafias (después de tratarlas quimicamente) de las obras que tienen que reto-
car, como ayuda durante la restauracion manual que realizan en los talleres.
Teniendo en cuenta esta informacion, hemos desarrollado un procedimiento
de reintegracion matematica (§4.2.2): una forma de tratar cualquier elemen-
to artistico sin necesidad de trabajar con la obra fisicamente (evitando los

riesgos que conlleva esto tltimo).
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Figura 4.3: Superior izquierda: La Anunciacién; Superior derecha: La Circuncision; inferior
izquierda: Camino al Calvario; inferior derecha: La flagelacion. Las tablas que mostramos
corresponden al estado original del Retablo (2005)

El procedimiento previo a la intervencion es la toma de fotografias (figura
4.9) de los elementos a intervenir y hacer un anélisis quimico. Posteriormen-
te, los elementos a tratar se someten a un tratamiento quimico para eliminar
el 6xido de los materiales, como aquellos defectos que impiden la correcta
visualizacion (ver figura 4.4). En nuestro caso, el retablo es una obra anoni-
ma, lo que anade una dificultad para los restauradores, puesto que no hay
reproducciones anteriores que permitan reintegrarlo con fidelidad al original,
ni obras del mismo autor con que compararlas. Los restauradores, recurrieron
a las técnicas que estamos desarrollando en la actualidad; después de realizar

el proceso anteriormente descrito se realizaron las imégenes que mostramos
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en la figura 4.4, con las que trabajamos posteriormente.

Un detalle significativo es el desenfoque considerable, producido por la dis-
tancia focal, la iluminacion y temperatura. En estas condiciones es preferible
no aplicar el proceso de reintegracion digital puesto que el mal enfoque oculta
informacion imprescindible. Como los perfiles estan suavizados, al difundir la
informacion usando el operador laplaciano se producira un suavizado mayor
en los perfiles. Por ello es necesario aplicar previamente el proceso de decon-
volucion visto en (§1.5) para realzar los detalles de la imagen y, en particular,
aquellos que posteriormente seran sometidos a un proceso de reintegracion
(en 4.4).En esta parte vamos a comentar los resultados tras aplicar el proceso
explicado en (§4.2).

En el primer ejemplo que mostramos, La Anunciacion (figura 4.5), cabe
destacar algunos detalles sorprendentes, como la reconstruccion del hombro
de la Virgen Maria y la curvatura del papiro que rodea el baculo sostenido por
el arcdngel San Gabriel en su mano, asi como la parte del ala de San Gabriel.
Percibimos que el suelo esta reconstruido preservando los detalles y colores
del original. Pero podemos observar, entre el manto de la Virgen Maria y el
suelo, una zona que no estd recuperada completamente y aparece un color
totalmente oscuro, porque en esta parte la informacion no esté bien definida.
Debido a la autoria anénima de las tablas, esta zona debe ser reintegrada a
criterio de los restauradores tal y como podemos ver en la figura 4.5 (derecha).
Los restauradores siguieron el criterio de reintegrar esta parte continuando
la parte superior del suelo y el manto sin curvatura, pese a que el algoritmo

determina que dicha curvatura existe.

La deconvoluciéon es necesaria y tanto el ejemplo anterior como el de La
Circuncision (figura 4.6) lo constatan. La deconvolucion fraccionaria per-
miti6 la reproduccion de la cara, de uno de los presentes en el acto de la
circuncision de Jesiis, presente a la izquierda de la escena y que soporta
uno de los cirios, presentando una diferencia considerable con la figura 4.6

derecha, donde prevalece el criterio historico.

En este caso el papel fundamental lo realiza la difusién anisotropica, du-
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Figura 4.4: Superior derecha: Anunciacion, Superior izquierda: Circuncision; Inferior de-
recha: Camino al Calvario; Inferior izquierda: Flagelacion
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Figura 4.5: Superior Derecha: Tabla de La Anunciacidn; Superior Izquierda: Deconvo-
lucion con el método fraccional; Inferior Izquierda: Reintegracion digital; Inferior
Derecha: Restauracion artistica (retablo) 2006
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Figura 4.6: Superior Derecha: Tabla de La Circuncision; Superior Izquierda: Deconvo-
lucion con el método fraccional; Inferior Izquierda: Reintegracion digital; Inferior
Derecha: Restauracion artistica (retablo) 2006
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rante la resolucion de la ecuacion (4.12), intercalandola durante mas pasos.
Por ello la deconvolucion es necesaria para determinar aquellos detalles ocul-
tos que son relevantes para recuperar detalles especificos. Otro elemento a
destacar es la reproduccion de la parte inferior (lineas curvadas) donde el
Nino Jests estad sentado, que es semejante a la reintegrada artisticamente
(figura 4.6, izquierda).

Una de las dificultades de la reintegracion se manifiesta cuando el algo-
ritmo carece de direccion en la que transmitir la informacion de la frontera al
faltante. Se atribuye al caso en el que no tenemos curvatura porque tenemos
un punto de inflexién, esto es, la normal es nula. Es el caso de la tabla de FEl
Camino al Calvario, figura 4.7. Como podemos observar, en el personaje que
con unas cuerdas estd apoyando la cruz y el fragmento del monte Calvario.
El proceso explicado en §4.2 no es valido.

En este caso, recurrimos a un algoritmo que en la actualidad estamos
desarrollando, rellenando con un conjunto de pixeles en las cercanias de hueco
que queremos rellenar. Usamos este conjunto de pixeles para convolverlo con
la zona a reintegrar y la combinamos con la ecuacion (4.12), que incorpora
éstos ultimos, proporcionando un efecto de uniformidad, y evitamos el uso
excesivo de la difusion, que podemos comprobar en la figura 4.7, izquierda,
semejante a la realizada por los restauradores.

El tiempo invertido en recuperar los faltantes fue de 15 minutos. Este
proceso ha sido aplicado con éxito a la tabla de La Oracion en el Huerto, en
la reconstruccion de la zona, el arbol y los Apostoles (figura 4.8).

Otra de las dificultades que presenta este procedimiento es el tamano
de la laguna. Experimentalmente hemos comprobado que si el diametro de
() es superior a 40 pixeles, conseguimos recuperar parte de 2 los contornos
siguen suavemente la direccion de los niveles de gris que parten de OS2 pero
no consiguen cruzar completamente el agujero, preservando el &ngulo inicial.
Esto implica aumentar el nimero de iteraciones y conlleva el problema de
la inestabilidad afectando tanto a los perfiles como al color. Para resolver
el problema usamos la multirresolucion por dos razones: la primera para
acelerar el proceso, reduciendo el nimero de iteraciones y asegurar el principio

de buena continuacion de los niveles que proceden de 02. La técnica aplicada
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Figura 4.7: Superior Derecha: Tabla de FEl camino al Calvario; Superior Izquierda:
Deconvolucion con el método fraccional; Inferior Izquierda: Reintegracion
digital; Inferior Derecha: Restauracion artistica (retablo) 2006
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Figura 4.8: Superior Derecha: Tabla de La oraciéon en el Huerto; Superior Izquierda: De-
convolucion con el método fraccional; Inferior Izquierda: Reintegraciéon digital,
Inferior Derecha: Restauracion artistica (retablo) 2006
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en la tabla de El Escarnio (figura 4.9) a casi todos los agujeros, combinada
con la técnica explicada anteriormente, reintegro la tabla, usando entre 2 y 4
niveles de resolucion, reduciendo el tiempo de calculo en un 75 %. El tiempo
de C'PU fue de 10 minutos.

Figura 4.9: Superior Derecha: Tabla de El Escarnio; Superior Izquierda: Deconvolucion
con el método fraccional; Inferior Izquierda: Reintegracién digital; Inferior Derecha:
Restauracion artistica (retablo) 2006

El algoritmo esta actualmente disenado en Matlab 7 y ejecutado en un
PC, Pentium II con GNU/LINUX. El tiempo medio fue entre 3 y 15
minutos de C'PU, dependiendo del tamano de €.
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Figura 4.10: Superior Derecha: Tabla de La Flagelacion; Superior Izquierda: Deconvo-

lucion con el método fraccional; Inferior Izquierda: Reintegracion digital; Inferior
Derecha: Restauracion artistica (retablo) 2006
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Figura 4.11: Retablo Mayor en la actualidad después de la restauracion artistica

En conclusion, hemos empezado a desarrollar un algoritmo rapido, efi-
ciente y orientado a la restauracion artistica entre los periodos medieval y

barroco. Notar que cada época tiene una serie de caracteristicas que tenemos

que tener en cuenta en el algoritmo.
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En resumen, anteriormente hemos explicado que no podemos prescindir
de la deconvoluciéon como un elemento fundamental para revelar determina-
dos detalles que estan ocultos (figura 4.6y figura 4.10). Por tanto, podemos
determinar una relacion entre inpainting y deconvolucion ciega que tratare-
mos como un trabajo futuro. Adelantamos que tenemos expectativas de que
pueda realizarse, pero estd sujeto a cambiar la ecuacion (4.12) que difunda
suavemente sin perdida en los perfiles.

Otra de las mejoras que vamos a tener en cuenta proximamente, es la
reintegraciéon por patrones historicos. Es decir, si el elemento a restaurar
procede de una escuela de arte, podemos aprovechar los criterios y colores
que son habituales en dicha escuela.

El color es otra de las partes fundamentales del trabajo. Aprovechando
muestras de espectrografias de los elementos a reintegrar, podemos trans-
formarlas en nimeros que adquieren una representacion en el cubo de color
y que podemos cambiar directamente a un modelo LUV segtin estos colo-
res, lo que dara un realismo al trabajo, completando parte de la virtualidad

necesaria para alcanzar unos resultados méas reales.
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En esta tesis hemos mostrado la capacidad de la matematica para poder
resolver un problema real. No se trata de aplicar las matematicas, sino de
modelizar un problema real (restauracion de un retablo) para poder abordar-
lo desde el punto de vista mateméatico (matematica aplicada): la restauracion
artistica. El objetivo es construir modelos que orienten dentro de la restau-
racion. Estos modelos son de utilidad para obtener informacion y actuar
inocuamente sobre una obra de arte, ademas de dar objetividad dentro de
este campo.

Para llevar a cabo este objetivo, planteamos en primer lugar la deconvo-
lucién como el paso fundamental para obtener aquellos detalles que quedan
enmascarados por un nicleo, que nos permitird definir con precisién aquellas
regiones que posteriormente vamos a reintegrar. Este nticleo procede de la
toma de fotografias. En la mayoria de ocasiones, las condiciones de luz o de
humedad en este proceso interfieren generando un suavizado que eliminamos
via deconvolucion. El niicleo es indeterminado en la mayoria de ocasiones y
bajo unas consideraciones que hemos expuesto en el capitulo (pagina XIII),
debido al proceso en el que se realizan las tomas. En este caso procedemos
por deconvolucion ciega.

La primera aportacién es el método hibrido, [RC06|, que permite
deconvolver las escalas finas, evitando la pérdida del contraste; siempre que
la imagen sea de clase W. Este modelo ha sido adaptado para iméagenes
en color, con resultados muy satisfactorios, comparado con otros modelos
existentes en la literatura.

Nuestra segunda aportacién en la deconvolucién, frente a otras
mas conocidas en la literatura, es el modelo fraccionario recursivo (JRC08]).
En L' tenemos la norma de la variacion total (§1.2.3) que mide valores del
gradiente elevados. En L? tenemos la regularizacion de Tikhonov (§1.2.1) que
determina soluciones suaves. En cambio el método fraccional es una regula-
rizacion en H?2,0 < 8 < 1y tiene la ventaja de que permite obtener desde
soluciones suaves hasta soluciones con gradiente elevado pero usando la in-
formacion de variaciones intermedias (frecuencias en el espacio de Fourier),
a cada paso, lo que permite la adaptabilidad de la solucién y la convergencia

en pocos pasos. Ademas, la determinacion del nicleo es adaptativa, porque
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para calcular el nicleo de un paso necesita la informacion del anterior.

Gracias al uso de la transformada de Fourier, el método es mucho mas
rapido y estable que en la variaciéon total o en el SECB, tal y como pode-
mos comprobar en la seccién §1.4.3. Ademas permite recuperar frecuencias
intermedias, lo que se traduce en que, cuando determinamos el ntcleo, no
se altera en exceso el contraste de la imagen, preservando el mismo en cada
paso. Esto es fundamental de cara a tratar con imagenes en color donde es
necesario que la regularizacion sea estable y las variaciones del contraste sean
minimas para garantizar que, al invertir el modelo de color (pasar de LUV
a RGB), no tengamos problemas al representar determinados valores (por
ejemplo aquellos en los que la luminancia sea negativa).

Nuestras lineas de investigacion futuras, en deconvolucién ciega
fraccionaria, se basan en el estudio de otro tipo de niicleos como son, el nii-
cleo de movimiento, (en esta parte tenemos que tener en cuenta el efecto de
la fase), el nacleo de desenfoque (que requiere un cambio en la definicion
propia de la Lévy y estudiar la funcién generatriz, explicada en el capitulo
1, SEC 1.3.1). Otra de las lineas que también continuaremos (mas impor-
tante) es la deconvoluciéon con ruido. En esta parte, queremos estudiar el
modelo planteado en la ecuacion (1.42), asi como modificar el procedimien-
to de determinacion de pardmetros y los parametros de regularizacion, por
aproximantes de Padé.

En la segunda parte mostramos la aplicacion del paso anterior: la re-
integracion digital o inpainting. En esta parte hemos adaptado el modelo
publicado en [BSCBO00] para el caso del retablo. En este caso nuestras apor-
taciones se basan en modificar el algoritmo anterior, para recomponer las
texturas. Los perfiles los continuamos usando la curvatura media. Cuando
la imagen tiene un agujero superior a 40 pixeles, usamos multirresolucion y
filtros de realce de perfiles (deconvolucion ciega fraccionaria) para eliminar
el efecto de interpolacion conforme va aumentando el nivel de resolucion.

Como lineas futuras en la reintegracion digital, proponemos reintegrar
por patrones historicos, de manera que tengamos una base de datos en la
que figuren tanto artistas como colores que emplearon, ademas de introducir

el anéalisis espectrogrifico para generar en el ordenador otra base de datos
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para los colores. De esta manera podemos reintegrar los cuadros o escultu-
ras siguiendo un criterio especifico. Aunque esto es mas bien técnico, abre

perspectivas a un mayor conocimiento del anélisis de imagenes en color.
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