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0. Introduccion

0.1. Motivaciones

Desde finales de los anos sesenta, y sobre todo a partir de los trabajos
de J. M. Souriau, se propone una nueva forma de estudiar la evolucién de
los sistemas dindmicos a través de la Mecanica Simpléctica. Un sistema
dindmico (F,oF) se representa mediante una variedad simpléctica y el
espacio de evolucién de este sistema, (V,oy ), constituye una variedad
presimpléctica. La evolucién de F' puede describirse mediante la foliacion
caracteristica de V', es decir

Q = Keroy,.

Esta técnica resulté muy 1til para trabajar en el espacio-tiempo de Min-
kowski, sin embargo, resultaba insuficiente para trabajar en Relatividad
General.

Una de las formas de extender este método a un espacio-tiempo arbi-
trario es trabajar con estructuras fibradas. Tras los éxitos de los fibrados
principales con conexién para describir la Teorfa Gauge (Wu y Yang,
1975), aparecen trabajos en los que se recurre a estas estructuras para
analizar sistemas dindamicos desde diferentes ramas de la Fisica.

A principios de los noventa, Liern y Olivert (1992) propusieron la
estructura de fibrado espigado, que cubre estos dos objetivos: permite
analizar la evoluciéon mediante foliaciones y extiende a la Relatividad
General los resultados de la Mecdnica Simpléctica. En esencia, en es-
tas estructuras, las foliaciones (por la forma de construccién) aportan la
mayoria del contenido fisico de los fenémenos. Conscientes de este hecho,
hemos creido necesario un estudio en profundidad de las foliaciones que
pueden ser usadas en estas estructuras.

Siguiendo con la linea marcada por Liern y Olivert (1995), el estudio
de la evolucién de particulas libres sin masa puede describirse, al menos
de forma aproximada, mediante foliaciones nulas de codimensién 1 en el
espacio-tiempo. Por lo tanto, nuestro interés se ha centrado especialmente
en este tipo de foliaciones para dimension o codimensién 1.
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Para estudiar las foliaciones en el espacio-tiempo es conveniente tener
en cuenta los puntos de vista cuadridimensional y tridimensional de la
Relatividad. Una buena interrelacién entre ellos permitird que se entien-
dan mejor las observaciones, a pesar de pertenecer al espacio fisico tridi-
mensional del observador. Cuando el sistema dinamico esta descrito por
las variedades integrales de una foliacién en el espacio-tiempo, la forma
de vincularlo a la observacion es a través de bases ligadas a un obser-
vador U. Para ello introducimos la nueva nocién de U-base, presente a lo
largo de todo el trabajo, que nos permite interpretar de forma novedosa
el efecto Doppler y la aberracién de la luz. En nuestro formalismo, ambos
fenémenos se explican mediante un simple cambio de base.

Abordamos también el estudio de la simultaneidad mediante folia-
ciones. Uno de los problemas que plantea trabajar con variedades de si-
multaneidad es garantizar la existencia de foliaciones cuyas hojas son pre-
cisamente estas variedades de simultaneidad. Este hecho nos permitiré es-
tudiar fenémenos fisicos, como los frentes de onda, en diferentes puntos.
Por otro lado, se distinguen dos tipos de simultaneidad relacionadas con
la causalidad y que generardn, para entornos adecuados, foliaciones de
simultaneidad espaciales o nulas.

Por dltimo, en los fibrados espigados, la evolucién de los sistemas
dindmicos viene dada por un Ley de Movimiento que es equivalente a
que la foliacion sea totalmente geodésica. Hemos generalizado esta Ley
introduciendo condiciones geométricas, que hemos denominado de “esta-
bilidad” y que nos han permitido relacionarlo con la curvatura del espacio-
tiempo.

0.2. Anadlisis de la Memoria

En el Capitulo 0 hemos expuesto de forma resumida aquellos concep-
tos preliminares y resultados previos necesarios para desarrollar adecuada-
mente la presente memoria. En el primer epigrafe se dan las definiciones
y propiedades necesarias acerca de las distribuciones y las foliaciones, que
forman el nicleo del estudio. En los dos epigrafes siguientes introducimos
la variedad espacio-tiempo y ejemplos particulares de métricas que seran
estudiadas posteriormente, tales como las de Minkowski, Schwarzschild,
Robertson-Walker y pp-wave. Dedicamos el siguiente epigrafe a introducir
el importante concepto de observador y congruencia de observadores. Pos-
teriormente, damos la Ley de Movimiento para foliaciones que serd gen-
eralizada en el Capitulo 3. En el sexto epigrafe introducimos el campo
frecuencia en geodésicas nulas y por ultimo damos las definiciones y algu-
nas propiedades acerca de los entornos normales y los entornos normales
convexos, muy importantes para el desarrollo del segundo Capitulo.

En el Capitulo 1 introducimos un nuevo formalismo que nos per-
mite estudiar mejor las propiedades cinematicas de las foliaciones nulas
de dimensién 6 codimensién 1. Para ello, dedicamos el primer apartado
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Introduccion

al concepto de base asociada a una congruencia de observadores para dis-
tribuciones nulas de dimensién é codimensién 1. Al estudiar el cambio de
base asociada (es decir, al cambiar de congruencia de observadores) se ob-
tienen expresiones para la aberracién de la luz y el efecto Doppler. Final-
mente damos algunas interpretacioens fisicas y geométricas relacionadas
con estas bases asociadas y definimos las distribuciones de frentes de onda
temporales y espaciales asociadas a 3-distribuciones nulas.

En el segundo apartado introducimos una nueva relacién entre las dis-
tribuciones nulas de dimensién 6 codimensién 1, la igualdad salvo orienta-
ciones para una congruencia de observadores. También introducimos una
nueva relacion entre congruencias de observadores, la Q2-relacion. Estudi-
amos diversas propiedades de estas relaciones, en algunos casos, con ayuda
de diagramas. Finalmente, gracias a las propiedades de la {2-relacion, es-
tudiamos cuando dos congruencias de observadores distintas tienen bases
asociadas idénticas.

Hasta ahora hemos estudiado distribuciones sin importarnos si son
o no foliaciones. En el siguiente apartado estudiamos cudndo una dis-
tribucién nula de dimensién 3 o las subdistribuciones de frentes de onda
(temporales y espaciales) son integrables. Finalmente, damos algunas in-
terpretaciones fisicas de estas propiedades y aplicamos la (2-relacién entre
congruencias de observadores a la aberracién de la luz.

Hemos dedicado el Capitulo 2 a la simultaneidad, necesaria para es-
tudiar los frentes de onda, siempre dentro de entornos normales convexos.
Para ello, hemos empezado estudiando la causalidad de las subvariedades
de Landau (responsables de la simultaneidad espacial) y de las subvar-
iedades de horismos (responsables de la simultaneidad nula u observada).
Debido a que no podemos asegurar que la causalidad de las subvariedades
de Landau sea siempre espacial, hemos definido en el primer apartado un
nuevo concepto de causalidad que se puede interpretar como una “causal-
idad observada”, la causalidad tangencial, y probamos que las subvar-
iedades de Landau son siempre tangencialmente espaciales. Por otro lado,
en el tercer apartado obtenemos que las subvariedades de horismos son
siempre nulas y tangencialmente nulas.

En los dos siguientes apartados estudiamos las condiciones necesarias
para que existan foliaciones cuyas hojas son subvariedades de Landau o
de horismos, exigiendo que sean espaciales o nulas respectivamente. No
siempre existen las foliaciones de Landau espaciales dentro de cualquier
entorno normal convexo, pero si existen las foliaciones de horismos nulas.

En el sexto apartado introducimos una nueva forma de adaptar vec-
tores mediante foliaciones. Aplicamos este método a las foliaciones de
Landau y de horismos. Esta iltima aplicacién nos permite trabajar con
emisiones puntuales y con sus respectivos observadores propios asocia-
dos. Con estos conceptos podemos estudiar los efectos de la aberracion
de la luz en la direccion propia 'y el efecto Doppler en la frecuencia propia
de una emisién puntual. Ademas, la forma de adaptar vectores mediante
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foliaciones de horismos orientados al futuro nos permite construir congru-
encias de observadores a partir de observadores individuales, con lo que los
resultados obtenidos en el Capitulo 1 para congruencias de observadores
son aplicables también a los observadores individuales.

Por tltimo, dedicamos un epigrafe al estudio de la igualdad salvo ori-
entaciones entre foliaciones de horismos orientadas al futuro y al pasa-
do. Se obtiene un resultado que relaciona la propiedad de igualdad salvo
orientaciones, las foliaciones de horismos y las adaptaciones vectoriales
estudiadas en el apartado anterior.

En el Capitulo 3, hemos generalizado la Ley de Movimiento intro-
duciendo una nueva propiedad entre distribuciones: la estabilidad. To-
do el primer apartado estd dedicado a los conceptos y propiedades que
guardan relacién con la estabilidad. Definimos la estabilidad general entre
distribuciones asi como la auto-estabilidad, la estabilidad regulary la auto-
estabilidad regular. Obtenemos un resultado muy util, el lema de dualidad,
que asegura que una distribucién y su ortogonal se comportan igual ante
la estabilidad. Ademaés estudiamos propiedades que simplifican el estu-
dio de la estabilidad en general, estableciendo cuando la estabilidad y la
estabilidad regular son equivalentes. En el segundo apartado hemos real-
izado un estudio analogo de estabilidad para subvariedades, obteniendo
propiedades similares.

En el tercer apartado relacionamos la estabilidad con el primer Ca-
pitulo, analizando cudndo una 3-distribucién nula y sus frentes de onda
espaciales y temporales son estables de algiin u otro modo. Se estudia
tanto la estabilidad como la estabilidad regular y la auto-estabilidad. De
la misma forma, en el cuarto apartado relacionamos la estabilidad con el
segudo Capitulo, analizando cudndo las foliaciones de simultaneidad son
estables.

Por 1ultimo, se hace hincapié en el estudio de la estabilidad respecto
campos, y més especialmente en la estabilidad de 3-distribuciones nulas
respecto congruencias de observadores, ya que en este caso particular, la
interpretacién fisica y geométrica resulta interesante.

Hemos optado por insertar en dos Apéndices los resultados que com-
plementan la memoria pero no forman parte del grueso de la misma. En
el Apéndice 1 mostramos una recopilacién de ejemplos de estabilidad
entre distribuciones en diferentes espacio-tiempos. Ademaés de la utilidad
préactica de cada uno de estos ejemplos, en algunos de ellos se muestran dos
maneras diferentes de llegar a la misma solucién: una, haciendo los cédlcu-
los directos; y otra mucho mas breve, utilizando los resultados obtenidos
en esta memoria. De hecho, en muchos casos el cédlculo directo resulta
inviable.

En el Apéndice 2 analizamos las leyes de movimiento de los fibrados
espigados con el formalismo expuesto en esta tesis. S6lo hemos desarrol-
lado las demostraciones que no aparecen en ningun otro trabajo y que en
muchos casos corrigen y/o complementan trabajos anteriores.
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0.3. Preliminares

0.3.1. Distribuciones y foliaciones

Antes de introducir los conceptos preliminares necesarios, vamos a
fijar la notacién que se seguird. Si V' es un espacio vectorial, V* deno-
tard el espacio dual. La envoltura lineal se representard como (). Si v es
un vector, |v| es su norma. Si A es un subespacio, A es el subespacio
ortogonal de A, formado por los vectores normales a A. Si no se especi-
fica, I sera un intervalo real conexo. Cuando se dice que un campo es
distinto de cero queremos decir que no vale cero en ningin punto. Hechas
estas aclaraciones, pasemos a definir y estudiar algunas propiedades de las
distribuciones y las foliaciones en una variedad diferenciable en general.

Definiciéon 0.3.1. Un campo de espacios vectoriales de dimension d en
una variedad n-dimensional V' (d < n) es una aplicacion Q de V en
P(TV) (el conjunto de las partes de TV ), de manera que € (p) sea un
subespacio vectorial de T,V de dimension d, para todo p del dominio de

Q.

Definicién 0.3.2. Una d-distribucion (o distribucidn de dimension d) es
un campo de espacios vectoriales 2, de dimension d, tal que cada punto del
dominio de ) posea un entorno W, en el que existan campos vectoriales
X1, ..., X4, de modo que, para todop € W, X1 (p), ..., Xq(p) formen una
base de Q2 (p). Este conjunto de campos vectoriales se denomina base de
QenW.

Definicién 0.3.3. Una carta F de funciones coordenadas x1,xs, ..., Ty
se dice que es plana con respecto a una d-distribucion ) de una variedad
V', si los campos vectoriales 3% (e =1,...,d) forman en cada punto p del
dominio de F' una base de € (p).

Definicién 0.3.4. Una d-distribucion §2 se dice que es integrable o fo-
liacion de dimension d si

e ¢l dominio de Q se encuentra dentro de V,

e para todo p del dominio de ) existe una carta plana F, tal que p estd en
el dominio de F'.

Por ejemplo, toda n-distribucién €, definida como Q (p) = T,V, para
todo p € V, es una foliacién de dimensién n, y toda 1-distribucién sobre
una variedad V es foliacién. Ya que sélo existe una forma de definir una
distribucién de dimensién n, la primera distribucién serda denotada T'V.

Definiciéon 0.3.5. Se dice que un campo vectorial X pertenece a una
distribucion , es decir X € Q, si

Xp €Q(p)
para todo p del dominio de X.

11
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Definicién 0.3.6. Se dice que una d-distribucion 2 es involutiva, si para
todo par de campos vectoriales X,Y € Q se verifica que el paréntesis ' de

Lie [X,Y] € Q.
Nota 0.3.7.

Teorema 0.3.8. (Teorema de Frobenius) Una distribucion es integrable
sty solo si es involutiva.

Definicién 0.3.9. Sea 2 una distribucion sobre una variedad V. Se dice
que H es variedad integral (o hoja) de Q si es subvariedad de V', de manera
que para todo p € H

Q(p) = Tip (TpH) )

en donde i : H — 'V es la inmersion canonica.

Obviamente, tenemos que la dimensién de una distribucién coincide
con la dimensién de sus variedades integrales.

Teorema 0.3.10. (Criterio de integrabilidad) Una condicion necesaria
y suficiente para que una distribucion ) sobre una variedad V' sea una
foliacion, es que admita en cada punto de V una variedad integral.

0.3.2. La variedad espacio-tiempo

El espacio-tiempo M es considerado como una variedad diferenciable
de dimensién m = 4 (salvo en algunos casos generales, que serd consid-
erado de dimensién 1 < m < 4), pseudo-Riemanniana, hiperbdlica de
signatura (3,1), conexa, orientable y de tipo Hausdorff, dotada de un
campo tensorial métrico g. En M se define una conexién lineal, V, que
es la Unica compatible con ¢ y sin torsién. En cada p € M, el espacio
tangente 1), M, es un espacio vectorial de dimensién 4, hiperbdlico y con
métrica de signatura (3,1).

Al considerar M conexa, la signatura de g no depende del punto,
y al ser de Hausdorff, en Brickell y Clark (1970) se demuestra que las
soluciones de las ecuaciones diferenciables de primer orden no dependen
de la carta en la que se resuelven.

Un vector tangente al espacio-tiempo es espacial, temporal o nulo
segln su métrica sea positiva, negativa o nula respectivamente. Un campo
vectorial en M es espacial, temporal o nulo segiin lo sea en cada punto el
vector correspondiente, lo cual tiene sentido puesto que es independiente
de la carta elegida. Una distribucién es temporal si contiene al menos un
campo temporal; es nula si contiene al menos un campo nulo y ninguno
temporal; es espacial si todos sus campos son espaciales. La proyeccién

IDenotamos el paréntesis de Lie de dos campos vectoriales X,Y como el cam-
po vectorial [X,Y] que al actuar sobre una funcién diferenciable arbitraria f verifica
(X, Y]f=X({Yf)-Y (X))

12
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espacial del tensor métrico g se denotard como « (también llamado Tensor
de Eckart).

La coordenada z* = ¢ de un punto, relativa al entorno de una carta de
la variedad espacio-tiempo, coincide con el tiempo coordenado del sistema,
que tal carta describe.

A lo largo de toda la tesis, trabajaremos siempre de una forma local
dentro de entornos abiertos (incluso cuando no quede explicitamente indi-
cado), que, por ser subvariedades regulares de M de su misma dimensién,
poseeran estructura de espacio-tiempo de forma natural.

0.3.3. Ejemplos de espacio-tiempos

En esta seccién vamos a introducir las métricas de espacio-tiempo que
vamos a usar en la tesis, sobre todo en el Capitulo 4. Sea M un espacio-
tiempo 4-dimensional de coordenadas (x1, 22, 3, 24). Dado un campo vec-
torial X, vamos a denotar sus componentes de la forma

0 0 0 0
1 y2 y3 y4 1 2 3 4
(X,X,X,X) X61+X82+X83+X8.

En coordenadas cartesianas

0 0 0 0
X* XY X X =X"— + XY -+ X°— +X'—
(X%, X¥, X7, XT) R T ST
y en coordenadas esféricas
0 9] 0 9]
X" X0 Xe XY= X"~ + X0~ 4+ X+ X
(X7 X5 X X = X+ X g + X0+ Xy

Métrica de Minkowski:
En coordenadas cartesianas

ds? = da® + dy? + d2? — dt>.
Los simbolos de Christoffel son todos cero al igual que las componentes
del tensor curvatura.
Meétrica de Schwarzschild:
En coordenadas esféricas

ds? = ldﬁ + 72 (d92 + sin? Gdapz) — adt?
a

en donde

2
azl——m.
r

13
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Los simbolos de Christoffel distintos de cero son

/ /

aa a
' = — Fir = Fit =5
2 2a
/
a 1 1
7, = ——; TY=T9 == T =T%=-
rr 2 r0 or r’ re ©r r
r _ . Y __
00 = —ra; F@Lp = cot 9
r _ 2. 0 _
e, = rasin” 6; I, =—sinfcosf
en donde
, da 2m
a =—=—.
dr 72
Las componentes distintas de cero del tensor curvatura son
p
! !
. X aa a
RT - —_RT, =" R, — _Rt —
ttr trt r ’ rtr rri ar
!/
0 _ p _ aa, t t . m
Ry = —Ripp=——5; Ryg = —Rpgy = ——
2
r
!
aa m
%] _ © . t t _ 102
R, —Ri,,=— oy R, = —R,, = ——sin 0
T r
!
a m
Ré) _ _RO _ . R, =RV, —
rr rOr 2 ) Oro 06r r
A
a
2
RY = —Rf =— e, =—R = sin“ 0
TP e T 9ar ore T r
2m 2m
%) o @ _ . 6 _ 6 _ s 2
Reew = —RQW = Rgoﬂsa = fR%pe = —sin“ 6.

Métrica de Robertson-Walker:
En coordenadas esféricas

2
ds* = % (dr? + 12 (d6? + sin® Odp?)) — dt?
en donde

F = F(t)>0

1
a = (1—&—1167“2)

con k= —1,0,1. Si k = —1 entonces r € [0, 2]. Los simbolos de Christoffel
distintos de cero son

F/

r r 4 6

I, = Iy=T=1y= Ff¢ = Fit = F
1 , kr

Ffﬂr = FFIE; FM':_EE
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1 1
%, = 9% =r¢, =r% =(1--kr?) —
o < 4 ) ar
2 1
rt, = FF’%; gg—(lzkﬂ)g
Fg@ = FiezcotG
t 7,.2 r r
st = FFpsm % FWO 1— —kr°| —sin“6
en donde
, dF
Codt

Las componentes distintas de cero del tensor curvatura son

- . F// 1
Ry = —Ryy = ?§ Ry, = —R,, =FF"— o2
F// N 2
Rtte = Rtet F R = —Rg, = FF a2
Fl/ 2
thcp = Rfapt = ?; Rfatga prg@t = FFH SlIl 0
2
T T T
Ry = Rrer:*(Flerk)ﬁ; oro = ~Llor = (F/QJFk)ﬁ
1
R’f?”cp = war = 7(F/2+k) PR
2
Ry, = —Rl, =(F"+ k‘) sin? @
Rgp, = —Ri,o=—(F*+ k) -
2
wa = nge = (F?+ k) sin? @
en donde

dF"  d*F
F// == -
dt dt?

Las componentes distintas de cero del tensor de Einstein son

3

Gu = 3 (F”+k)
G = —(2FF'+F”+k) —2
Goo = — (2FF"+F"”+k) —z
Gyop = —(2FF"+F”+ k) - sin® 6.
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Las condiciones para que el tensor de Einstein sea definido positivo (y por
lo tanto, también lo sera el tensor energia-impulso) son

F?+k>0 (0.3.1)

2FF" + F? +k <0. (0.3.2)

Noétese que la primera condicién sélo hay que tenerla en cuenta en el caso
k = —1, ya que en los casos k = 0,1 siempre se cumple.

Si suponemos F’? + k = 0 (esto es sélo posible con k = —1) también

tenemos que F” = 0, ya que F' = 1. Por lo tanto estamos en un espacio-
tiempo plano, ya que todas las componentes del tensor curvatura son
cero.

Por otro lado, si suponemos F” = 0 entonces por (0.3.1) y (0.3.2)
llegamos a que F’2 4k = 0 y por lo tanto también estamos en un espacio-
tiempo plano.

A partir de ahora supondremos que la métrica de Robertson-Walker
no es plana, y por lo tanto supondremos que F” no es idénticamente cero
(esto incluye también el caso en el que F'? + k no es idénticamente cero)
para no trabajar en un espacio-tiempo plano.

Métrica pp-wave:
En coordenadas estandar

ds? = dy? + dz? — 2Hdu? — 2dudv
en donde u, v son los tiempos avanzado y retrasado respectivamente, y
H = H (u,y,2)

Los simbolos de Christoffel distintos de cero son

Fgu = _H7u; F:iu = 2H7U
Fgu = H7y§ Fiu = H,Z
Duy = Tyu=Hy L. =TI, =H.

en donde H| representa a la parcial de H. Las componentes distintas de
cero del tensor curvatura son

Rguy = _RZyu = H7uy; RZuz = _RZzu = HKUZ
RZuy = _RZyu = H,uH,y - H,uy

RZ’U.Z = _RZzu = H,uH,z - H,uz

RZuy = 7RZyu = *H,ny RZuz = 7RZzu = *H,yz
RZuy = _ngu = _H,zy? RZuz = _Rgzu = _H,ZZ
R'Ly/,uy = _RZyu = _H,yy§ RZuz = _Rgzu - _H,yz
RZuy = _Riyu = _H,zy5 Riuz = _Rizu = _H,ZZ'
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Las componentes distintas de cero del tensor de Einstein son

Guu = H,yy + H,zz
Guy = Huy
Guz = Huz

)

La condicién para que el tensor de Einstein sea definido positivo (y por
lo tanto, también lo serd el tensor energia-impulso) es

Hyy+H..>0.

0.3.4. Observadores

Una linea de universo es una curva diferenciable C'*° en el espacio-
tiempo, y la llamaremos espacial, temporal o nula segin lo sea su campo
vectorial tangente. Un observador en el espacio-tiempo viene determinado
por una linea de universo temporal g : I C IR — M, en donde los puntos
de (8 son las posiciones del observador. La cuadrivelocidad U del obser-
vador (o de la linea de universo temporal) es un campo vectorial definido
en 31 cuyos vectores son unitarios y tangentes a la linea de universo que
define el observador, es decir

0

-
or

que los escogemos orientados al futuro, en donde ds? = —dr? es la métrica

a lo largo de la linea de universo 3, ds? es negativa y 7 es el tiempo propio.
Por lo tanto

dx® da? ds?
= i dr dr  dr2
En otras palabras, dada una linea de universo temporal §: I C IR — M,
definimos el campo U en BI como

g(U,U)

Usry = (0.3.3)
v (o (5.5 0)

en donde t € Iy § (t) estd orientado al futuro. Asi pues, se tiene que
U es un campo temporal unitario orientado al futuro definido en GI y
representa a la cuadrivelocidad de un observador cuya evoluciéon viene
dada por .

Una congruencia de observadores viene dada por una congruencia de
lineas de universo temporales, y las cuadrivelocidades de esta congruencia
de observadores forman un campo unitario temporal orientado al futuro

U.
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No obstante, para agilizar la notacién, el término “observador” se ex-
tenderd también a su cuadrivelocidad. Por lo tanto, normalmente llamare-
mos observador a la cuadrivelocidad de una linea de universo temporal
(ver (0.3.3)) y llamaremos congruencia de observadores a los campos uni-
tarios temporales orientados al futuro.

Definicién 0.3.11. Dado p € M, u € T, M wvector temporal, llamaremos
espacio fisico S, asociado a u al subespacio ortogonal

S, = u*
que es espacial y de dimension 3.

Definicién 0.3.12. Dado U un campo temporal definido en un abierto
U, llamaremos distribucion de espacios fisicos de U enU a la distribucion
Sy definida en U como

Su (p) = Su,

para todo p € U, en donde Sy, es el espacio fisico asociado al vector
temporal Uy, es decir, Sy, = (Up)J‘,

Definicién 0.3.13. Dada una congruencia de observadores U definida en
un abierto U, diremos que es sincronizable en U cuando la distribucion
de espacios fisicos de U sea foliacion en U. En este caso, Sy recibird el
nombre de foliacion de espacios fisicos de U en U.

Definicién 0.3.14. Dado un entorno U, llamaremos tétrada en U a un
conjunto de campos vectoriales formado por 1 campo temporal unitario
orientado al futuro (congruencia de observadores) y por 3 campos espa-
ciales unitarios ortogonales entre si y pertenecientes al espacio fisico Sy

de U.

Evidentemente, una tétrada es una base de la foliacion T'M en un
entorno dado.

0.3.5. Geodésicas y Ley de Movimiento

Sea ¢ una curva con dominio I. Consideramos
th : TC(O) — c(t)M7 tel

el transporte paralelo a lo largo de la curva c con la conexién V.
Una curva +y es geodésica si

7 (0) oY (t), tel
En este caso, existe una reparametrizacion de v tal que
77 (0)=7(s), sel.
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Una subvariedad N es geodésica en un punto p € N si
7, TyN =T, yN, tel

siendo ¢ : I — N una curva tal que ¢(0) = p. En este caso, N con-
tendra a todas las geodésicas que pasen por p cuyo vector tangente en p
esté contenido en T, N. Una subvariedad N es totalmente geodésica si es
geodésica en todos sus puntos.

Sea X un campo vectorial, diremos que X es geodésico si sus curvas
integrales son curvas geodésicas. Inmediatamente se obtiene que si X es
un campo geodésico entonces

VXX x X.

Sea ) una foliaciéon, X un campo vectorial arbitrario de la foliacién
Q) y ¢ una curva integral del campo X con dominio I. Diremos que € es
totalmente geodésica si

Q2 (c(0) =Q(c(t), tel

Una foliacién totalmente geodésica se dice que cumple una Ley de Movi-
miento (Liern y Olivert, 1992). Ademds, las variedades integrales de una
foliacién totalmente geodésica son subvariedades totalmente geodésicas.
Por lo tanto, si la foliacion es de dimension 1, esta ley de movimiento
origina geodésicas, y si es de dimensién entre 1 y 4, genera variedades
integrales totalmente geodésicas.

0.3.6. Frecuencia en geodésicas nulas

Una geodésica cuyos vectores tangentes son nulos puede ser interpre-
tada como un rayo de luz. Por lo tanto, es razonable definir la frecuencia
de una geodésica nula (también denotada como rayo de luz).

Definicién 0.3.15. Dado un rayo de luz v : I C IR — M, se define el
campo frecuencia en vI como un campo F definido en I, tangente a vy
tal que

vp = —g(Fp,Up),

en donde p € vI, U, es un observador cualquiera en p y v, es la frecuencia
(magnitud escalar) de vy observada por U, en p.

Esta definicién es una generalizacién de la definicién de campo fre-
cuencia dada en Synge (1965) para Relatividad Especial. El campo fre-
cuencia definido para un rayo de luz puede ser definido también para una
congruencia de rayos de luz de la siguiente forma:

Definicién 0.3.16. Dada A una 1-foliacion nula totalmente geodésica en
un abierto U, cuyas curvas integrales son rayos de luz, se define el campo
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frecuencia en U como un campo F' que restringido a una curva integral ~y
de A coincide con el campo frecuencia de vy de la Definicién 0.3.15. Por
lo tanto, dada una congruencia de observadores U en U, la frecuencia v
de A observada por U viene dada por

v=—g(FU).

0.3.7. Entornos normales y entornos normales con-
vexos

En esta Seccién vamos a introducir algunos conceptos previos nece-
sarios para poder realizar en el Capitulo 2 el estudio de las subvariedades
de Landau (Olivert, 1980) y de las subvariedades de horismos (Helgason,
1962).

Definicién 0.3.17. Sea p € M. La aplicacion exponencial en p se define

como
exp,: T,M — M
v — 7 (1)

en donde 7, es la tinica geodésica tal que v, (0) = p, 7V, (0) = v.

Teorema 0.3.18. Sea p € M. Existe un entorno abierto Ny del origen en
T, M y un entorno abierto Ny, de p en M tal que la aplicacion exponencial
exp,, es un difeomorfismo de Ny sobre Np.

Definicién 0.3.19. Sea p € M. Un entorno abierto Ny del origen en
T,M es un entorno normal si y solo si:

(a) La aplicacion exp,
su imagen.

(b) Si0<t<1 entonces tX € Ny para todo v € Ny.

|/\/ estd bien definida y es un difeomorfismo sobre
0

La existencia de entornos normales del origen en el tangente de una
variedad estd garantizada por el Teorema 0.3.18.

Definicién 0.3.20. Sea p € M. Un entorno abierto N, de p en M es un
entorno normal de p si y sélo si N, = exp,, Ny para algin entorno normal
No del origen en T, M.

Teorema 0.3.21. Seap € M y sead un entorno de p. Eziste un entorno
normal N, de p tal que N, CU y es entorno normal de todos sus puntos.

Definicién 0.3.22. Un entorno normal convexo en M es un entorno no
vacto V C M tal que V es entorno normal de todos sus puntos. Es decir,
para todo p €V se tiene que V = exp,, Ny para algin entorno normal Ny
del origen en T, M.
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La existencia de entornos normales convexos queda garantizada por el
Teorema 0.3.21.

Por ejemplo, los entornos normales convexos en el espacio-tiempo de
Minkowski son los subconjuntos abiertos no vacios que son convexos en
el sentido de IR*.

Mas generalmente, supongamos que V C M es un entorno normal
convexo con p,q € V' y p # q. Entonces las definiciones anteriores implican
que existe una tnica geodésica de la forma v : [0, 1] — V que une p con gq.

Veamos ahora un ejemplo general de entornos normales convexos:

Definicién 0.3.23. Sea p € M y sea ¢ : ¢ — (1(q),-.-;Zm (¢)) un
sistema de coordenadas en un entorno U de p tal que ¢ (U) sea un cubo
{(x1, ey xm) © |2i] < ¢} en donde ¢ es un nimero real positivo y ¢ (p) = 0.
SigelU y0 << c—mix;|z; (q)], llamaremos entorno esférico de q
con radio & al subconjunto de U dado por

Vs (q) = {reU:Z(mi (r) — i () <(52}.

Ejemplo 0.3.24. Sea p € M, existe un 0* tal que si 0 < & < §*, el
entorno esférico Vs (p) es un entorno normal convezo.
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1. Caracterizacion local de folia-
ciones nulas

La teoria de foliaciones es un marco de trabajo adecuado para el es-
tudio de algunos frentes de onda (Souriau, 1970, 1997; Liern y Olivert,
1995a, 1995b). Estd claro que una foliacién §2 no describe siempre una
onda, y si lo hiciese, no podria reflejar todas sus propiedades fisicas, como
por ejemplo los fendmenos de difraccién e interferencia. Sin embargo la
potencia de esta teoria hace evidente su utilidad en Fisica.

Si nos cenimos a la Mecanica Simpléctica, la evolucién de un sistema
dindmico viene determinada por las hojas de una foliacién asociada a
una variedad presimpléctica (V, oy ) que es el espacio de evolucién de un
sistema dindmico (F, o), cuya foliacién caracteristica, ker oy, , describe
(Souriau, 1970, 1997) la evolucién de (F,op). Como caso particular, en
relatividad especial, la evolucién de una particula elemental libre sin masa
se describe para cualquier observador mediante 2-planos que se mueven
en su direccién normal a la velocidad de la luz (Souriau, 1970), es de-
cir, frentes de onda nulos desde el punto de vista cuadridimensional. Este
resultado que se da en la métrica de Minkowski, no es trivialmente gen-
eralizado a relatividad general (Liern y Olivert, 1995a, 1995b).

En este Capitulo hemos tratado de completar esta descripcion de las
ondas utilizando nuevos conceptos o propiedades de distribuciones y fo-
liaciones nulas de dimensién 1 y 3.

1.1. Bases asociadas a congruencias de observadores

El método de trabajo de la Relatividad admite enfoques distintos que
se complementan. El enfoque general es global (cuadridimensional)y es-
tudia las foliaciones en toda su generalidad. Otro enfoque tiene en cuenta
la necesidad de la observacién (tridimensional) y por lo tanto supone la
existencia de un observador. En estas condiciones, parece adecuado es-
tructurar un formalismo que relacione ambos enfoques. Para ello vamos a
introducir lo que hemos llamado bases asociadas a congruencias de obser-
vadores. Estas bases estaran relacionadas con las foliaciones nulas tanto
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de dimensién 1 como de dimensién 3. Veamos pues el primer caso.

1.1.1. Bases asociadas de 1-distribuciones nulas

Se puede ver facilmente que toda 1-distribucién nula tiene una base
de la forma
{s+U} (1.1.1)

en donde U es una congruencia de observadores y S € Sy es un campo
vectorial unitario. Dada una base basta con descomponerla en un cam-
po con la direccién de U, otro campo ortogonal a U y posteriormente
normalizarlos.

Por otro lado, cualquier 1-distribucién con una base de la forma (1.1.1)
es nula.

Definicién 1.1.1. Dada una 1-distribucion nula A y una congruencia de
observadores cualquiera U, llamaremos base de A asociada a U (o U-base
de A) a una base de A con un campo de la forma

S+ U,
en donde S € Sy unitario.

Una U-base esta completamente determinada, como se muestra en la
siguiente Proposicién:

Proposiciéon 1.1.2. Dadas una I-distribucion nula y una congruencia
de observadores U, sélo existe un campo S € Sy tal que S+ U es U-base.

PRUEBA:

Supongamos que tanto {S + U} como {S’+ U} son U-bases de una
misma 1-distribucién nula. Entonces, como S + U y S’ + U generan la
misma 1-distribucién, existe una funcién « tal que

S+U=a(S+U)

con lo que
g(S+UU)=g(a(S +U),U)

y por lo tanto
9(8,U)+g(UU) =ag(S"U)+ag((U,U).

Como S, S’ estén en el espacio fisico de U, se cumple g (S,U) = g (S",U) =
0 y por lo tanto

con lo que
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1.1.2. Cambio de base asociada de una 1-distribucion
nula

Ahora estudiaremos el cambio de una U-base a una U’-base de la
misma 1-distribucién nula. Es decir, dada una U-base, a partir del campo
S, que por la Proposicién 1.1.2 es tnico, obtendremos otro campo que
forme una U’-base. Dada una congruencia de observadores U, cualquier
campo V puede escribirse como combinacién lineal de U y un campo
X € Sy unitario, ya que U junto con una base ortonormal de Sy forman
una tétrada. Por lo tanto, dada otra congruencia de observadores U’,
podemos escribirlo de la forma

U'=~(U+vX) (1.1.2)

en donde v y v son funciones diferenciables. Ademas escogeremos 0 < v <

1, con lo que esta descomposicién es tinica. Por ser U’ temporal y unitario
i _ 1

tenemos que v = Tz con lo que

1
U'= —— (U +vX). 1.1.3
i U ) (1.1.3)
Dadas dos congruencias de observadores U y U’, las coordenadas de
U en el sistema propio de U son (0,0,0,1), y las de U’ vienen dadas por

o det _detar (e
S dr dTdr \V1-—v2 V1-22)’

en donde T es el tiempo natural asociado a U, 7 es el tiempo propio de
U’ y v® son las componentes espaciales del campo velocidad relativa de
U’ respecto U. Es decir, (v*,0) = vX en donde v es la velocidad relativa
de U’ respecto U y X es un campo espacial unitario ortogonal a U que
marca la direccién de la velocidad relativa de U’ respecto U.

Este hecho nos permite dar la siguiente definicion:

Definicién 1.1.3. Dadas dos congruencias de observadores U y U’, pode-
mos descomponer U’ de la forma dada en (1.1.3). Diremos que v es la
velocidad relativa de U’ respecto U y que X es la direccion de la veloci-
dad relativa de U’ respecto U. Como consecuencia, v es el factor gamma
correspondiente a la velocidad v.

Ademsds, dado un punto p € M se cumple que UZ’) = U, si y sélo si
v(p) =0.Si U; # U, entonces el vector X, es la proyeccién unitaria de
U; sobre el espacio fisico de U, es decir, si mg, es la funcién proyeccién
de un vector sobre el espacio fisico de U tenemos

(VI—@ o, -v,) = =20 ().

Xp = o (7)

1
v (p)
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Sean {S+ U} y {S” 4+ U’} una U-base y una U’-base respectivamente
de una misma 1-distribucién nula. Como S+U y S’+U’ generan la misma
1-distribucién, existe una funciéon « tal que

S'+U =a(S+U), (1.1.4)
es decir )
r_

Hallemos a:
Como S" 4+ U’ = a (S + U), multiplicando (1.1.5) por U’ obtenemos

-1 = ag(S+U,U) = g(S+UU+vX)

@
V1—0?

= == (1t ug(X.9)
1—22
con lo que
V1= 02
RS ey (1.1.6)
1-vg(X,5)
Por lo tanto, teniendo en cuenta (1.1.3) y (1.1.6)
V19— 1
= (S+U)- —— (U X). 1.1.7
l—vg(X,S)( +U) - == U +vX) (1.1.7)

El hecho de que S’ sea distinto a S es el llamado efecto de aberracidn.
Estudiemos este efecto aplicado a las congruencias de rayos de luz, es
decir, cuando A es totalmente geodésica:

Sea 0 el angulo que forma —S con X, es decir, el dngulo entre la
direccién de donde proviene el rayo de luz segin U y la direccién de la
velocidad relativa de U’ respecto U. Su coseno viene dado por

cosf =g (X,-S), (1.1.8)

va que tanto X como —S son espaciales. Sea 6’ el dngulo que forma —S’
con la proyeccién de X al espacio fisico de U’, es decir, 7g,, (X). El 4ngulo
0 es el “equivalente” a 6 pero en el espacio fisico de U’. Su coseno viene
dado por

(7TSU/ (X) 5 *S/)

g .
\/g (WSU/ (X) y TSy (X>)

Ahora bien, teniendo en cuenta (1.1.2) y

cosd =

s, (X) =X +g(X,U)U, (1.1.9)

obtenemos

cosf = %g(Xng(X, unu',-9). (1.1.10)
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Aplicando (1.1.2), (1.1.3), (1.1.8) y (1.1.9) en (1.1.10) obtenemos

s — v+ cos 6
" 14wvcosf
y por lo tanto
cost —wv
0= ————. 1.1.11
o8 1 —wvcosb ( )

La expresion (1.1.11) se puede encontrar en Synge (1965) y es la expresién
matematica del fenémeno de aberracién ! de la luz.

Definicién 1.1.4. El escalar dado por 6’ — 0 es el dngulo de aberracion
de U’ respecto U correspondiente a A.

Por otro lado, teniendo en cuenta (1.1.4) y la expresién de o dada en
(1.1.6), llegamos a

Vv1—v?

S U =T
- ].—’Ug(X,S)

(S4+0). (1.1.12)
Para interpretar fisicamente este factor de proporcionalidad « entre los
campos (S’ 4+U’) y (S+U), hemos de plantearnos el caso en el que la
1-foliacién nula A generada por S + U es totalmente geodésica. En este
caso, las curvas integrales de A son rayos de luz y por lo tanto A repre-
senta una congruencia de rayos de luz, en donde U es una congruencia
de observadores y S es la direccidn relativa (espacial) de propagacién de
los rayos de luz respecto U. Teniendo en cuenta las Definiciones 0.3.15 y
0.3.16 de campo frecuencia, tenemos que

F=v(S+U)=v(8+U"),

en donde v, v’ son las frecuencias de A observadas por U, U’ respectiva-
mente. Aplicando 1.1.12, obtenemos

vV =~(1-vg(X,S)) . (1.1.13)

La expresion (1.1.13) es lo que se conoce como efecto Doppler?® para ¢ = 1.
Por ejemplo, si X = S, es decir, la direccién de la velocidad relativa de U’
respecto U coincide con la direcciéon de la velocidad relativa de A respecto
U tenemos
, 1—v
VvV =
14w

Teniendo en cuenta este ejemplo, si un observador observa los rayos de luz
provenientes de una galaxia con una cierta frecuencia v, otro observador

v, (1.1.14)

1El efecto de aberracién volvers a ser estudiado en la tltima seccién de este Capitulo
y en el Capitulo 2.
2El efecto Doppler volveré a ser estudiado en el Capitulo 2.
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que se aleja del primero con velocidad v en direccién opuesta a la direccién
de la galaxia, observard los rayos de luz provenientes de dicha galaxia con
otra frecuencia v’ dada por la expresién (1.1.14), que serd menor que v.

Veamos ahora un ejemplo del cambio de observador en la métrica de
Minkowski:

Ejemplo 1.1.5. En el espacio-tiempo de Minkowski, con la métrica g en
coordenadas rectangulares (x,y, z,t), consideramos la 1-distribucion

o 0
A=(gtm)-

Dada la congruencia de observadores

9

ot’

se tiene que {6% + %} es una base de A asociada a U de la forma {S + U}
en donde 5

SZ&

es un campo vectorial espacial unitario otogonal a U. Pero dada la con-
gruencia de observadores

U =

0 1 0

=Vl =+ ==
v \/—(at+\/§8x>’

la base de A asociada a U’ vendria dada por

{8"+U"}

en donde 5 L9
S =2 = - ==
\/_(82 ﬁ@x)

es un campo vectorial espacial unitario ortogonal a U’. Légicamente, S+U
y 8"+ U’ representan la misma direccion nula, pero son diferentes.

1.1.3. Bases asociadas de 3-distribuciones nulas

Vamos a realizar un estudio andlogo al ya desarrollado para distribu-
ciones nulas de dimensién 1, ahora para el caso de dimensién 3. No ob-
stante, en este caso se obtienen més propiedades y dificultades que en el
anterior.

Teorema 1.1.6. Toda 3-distribucion nula tiene una base de la forma
{X1, Xa, X3=5+4U} (1.1.15)

en donde U es una congruencia de observadores cualquiera y X1, Xs,S
forman una base ortonormal del espacio fisico Sy asociado a U. Es decir,
{X1,X2,5,U} es una tétrada. Ademds, toda 3-distribucion con una base
de la forma (1.1.15) es nula.
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PRUEBA:
Sea una 3-distribucién nula con una base de la forma

Y1 = S14+aU
Y = Sy+ U
Ys = S3+a3U

en donde S1, 52,53 € Sy y a1, as, az son funciones parametro. Por tratarse
de una 3-distribucién nula, podemos suponer que algin a; # 0, ya que de
lo contrario serfa una 3-distribucién espacial. Sin pérdida de generalidad,
suponemos a3 # 0. Por lo tanto, también tendrad como base a

X1 = Yl_%YSESU
o%:}
X, = Va—-2vzeSy
s
1
s

con S% € Sy. Ahora bien, si consideramos {X1, X2, S5} como una base
de Sy, siendo S un campo normal unitario a X1, Xs en Sy, entonces si
St = aX; + X2 + 0S5 definimos

X3:X§—OZX1—ﬁX2:55+U

y por lo tanto, {X7, X3, X3} serd otra base.
Sea N el campo normal que cumple

9(X1,N) =0, (1.1.16)
9(Xa,N) =0, (1.1.17)
g9(X3,N) =0. (1.1.18)

De (1.1.16) y (1.1.17) obtenemos
N=dS+ 43U,
sustituyendo en (1.1.18) obtenemos
a'd=p,

y por lo tanto
N=d(S+dU).

Como la 3-distribucion es nula, el campo normal N ha de ser nulo, y
tenemos

g(N,N)=0— g(8,8) = —bg(U,U) = 4.
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Como S es unitario, § = 1 y por lo tanto
X3 =5+U.

Para ver que toda 3-distribucién con una base de la forma anterior es
nula, basta comprobar que

9(X1,X3) = g5X{X]=9;X{S =g(X1,5) =0
9(X2,X3) = g XiX]=9;; X587 =g(X2,58)=0
g(Xg,Xg) = gZJX:Z))Xg = g”SlSJ - UinUin =1-1=0

y por lo tanto, X3 es el campo normal, que es nulo.
O

Definicién 1.1.7. Dada una 3-distribucion nula Q y una congruencia de
observadores cualquiera U, llamaremos base de  asociada a U (o U-base
de ) a una base de Q con campos de la forma

{X1, Xo, Xz=S+U}

en donde X1,X5,S forman una base ortonormal del espacio fisico Sy
asociado a U.

Siempre se podra hallar una U-base aplicando procesos de ortonor-
malizacién y tendremos que { X1, X5, S, U} forman una tétrada.

En el caso de dimension 1, dada una congruencia de observadores U y
una 1-distribucién nula A, existia una unica U-base de A. Pero segun la
Definicién 1.1.7, dada una 3-distribucién nula €2, parece que cada congru-
encia de observadores U tenga asociada una base (o més bien, un conjunto
de bases) y con ello varios campos nulos que marquen la evolucién, es de-
cir, varios S+ U que representan diferentes direcciones nulas. Veamos que,
al igual que ocurria con las 1-distribuciones nulas, una 3-distribucién nula
solo tiene una unica direccién nula:

Proposicion 1.1.8. Sea Q una 3-distribucion nula con U-base y U'-base
{X1, Xo, X35=S5+7U},
{X], X5, Xi,=8+U"}

respectivamente. Entonces los campos X3 y X% son proporcionales y por

lo tanto representan la misma direccion nula.

PRUEBA:
Como se trata de la misma 3-distribucién, X35 podré escribirse de la
forma

Xé :Olle +012X2+O{3X3. (1119)
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Como X es nulo cumplird g (X3, X}) = 0 y por lo tanto
g (a1 X1 + asXs + a3 X3, a1 Xy + ae Xo + a3X3) = 0. (1.1.20)
Ahora bien, como X7, X5 son normales a X5 que es nulo, (1.1.20) queda
g (a1 X1 + asXs, a1 X1 + s Xs) = 0.

Pero como X1, X € Sy tendremos que a1 X7 + az Xs € Sy y por lo tanto
se trata de un campo espacial no nulo, ya que X, Xs son linealmente
independientes. Asi pues, a; = ag =0 y por lo tanto (1.1.19) queda

Xé = Cngg.
O

Asi pues, la direccién nula es la misma para cualquier congruencia de
observadores y ademas es una base de la 1-distribucién normal a la 3-dis-
tribucién, es decir, el campo S + U es una U-base de la 1-distribucién
nula Q.

Trivialmente, una direccién nula define univocamente una 1-distribu-
cién nula. Veamos ahora que una direccién nula también define univoca-
mente una 3-distribucién nula:

Proposicién 1.1.9. Sean Q,Q’ dos 3-distribuciones nulas y sea N un

campo nulo tal que N € QN Q. Entonces Q = Q.

PRUEBA:

Existen « funcién y X € Sy campo unitario tales que N = o (X + U).
Sean {X1,Xo,S+U} y {X1{,X5,58 +U} U-bases de ,Q respectiva-
mente.

Como N € () resulta

Oé(X—‘rU) =1 X1+ asXs + a3 (S+U) (1.1.21)

con lo que
as = a. (1.1.22)

Como N es nulo cumplird g (N, N) = 0 y por lo tanto, teniendo en cuenta
(1.1.21) y (1.1.22) tenemos

g (Olel + as Xs + « (S + U) a1 X1+ asXs + « (S + U)) =0. (1.1.23)

Ahora bien, como X7, X5 son normales a S + U que es nulo, tendremos
que (1.1.23) queda de la forma

g (1 X1+ asXo, 00 X1 + a2 X5) =0.
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Pero como X, X5 € Sy tendremos que a1 X7 + asXs € Sy y por lo
tanto se trata de un campo espacial distinto de cero, ya que X1, X5 son
linealmente independientes. Asi pues, a3 = az = 0y por lo tanto

aX+U)=a(S+U)— X =S5

Por otro lado, como N € €/, procediendo de forma andloga, X = S’,
con lo que S = ', teniéndose asi que Q = Q.
O

Por lo tanto hay una relacién biunivoca entre 1-distribuciones nulas y
3-distribuciones nulas, que podemos expresar de la forma siguiente:

Corolario 1.1.10. Sean Q,Q dos 3-distribuciones nulas. Dadas una U -
base {X1,X5,S+U} de Q y una U'-base {X1, X5, 8" +U'} de &V, en-
tonces S + U es proporcional a S + U’ si y sdlo si Q@ = . Es decir,
QL = Q' siy sélo si Q=

Entonces, para comprobar si = £’ en realidad sélo hace falta com-
probar que Q+ = Q'+, es decir, dada una U-base de 2 y dada una U’-base
de ) sélo hace falta comprobar que los campos nulos de las dos
bases son proporcionales. En otras palabras, una 3-distribucién nula
Q) viene caracterizada por un solo campo nulo N contenido en ella, que
representa la direccién nula que determina univocamente tanto a {2 como
a Q-+
Nota 1.1.11. Si se parte del hecho de que Q*++ = Q (Sachs y Wu, 1977),
el corolario anterior es trivial.

Veamos ahora qué relacion tienen los campos de dos U-bases distintas
de una 3-distribucién nula :

Proposicion 1.1.12. Sea 2 una 3-distribucion nula con U-bases
{X17 X2a X3:S+U}7
(X!, X} X,=8+U}.

Entonces X§ = Xs.

PRUEBA:
Por la Proposicién 1.1.2 sélo existe un campo S € Sy tal que S+ U
es U-base de Q1. Asf pues, S = 5.
O

Corolario 1.1.13. Sea Q) una 3-distribucion nula con dos U-bases como
las anteriores. Entonces

s =S
<X{’Xé> <X15X2>'
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A diferencia del caso de dimensién 1, no existe una unica U-base de
una 3-distribucién nula dada, debido a que los campos { X, X2} no estdn
completamente determinados. La tnica exigencia es que, junto con S (que
si estd completamente determinado), completen una base ortonormal del
espacio fisico Sy. O lo que es lo mismo, han de completar junto con {S, U}
una base ortonormal y por lo tanto {X;, X5, S,U} serd una tétrada. No
obstante, el campo nulo de una U-base si que esta completamente deter-
minado por U.

1.1.4. Cambio de base asociada de una 3-distribucién
nula

Ahora estudiaremos el cambio de una U-base a una U’-base de la
misma 3-distribucién nula €. Es decir, dada una U-base, a partir de sus
campos vamos a construir una U’-base, ayuddndonos del caso de dimen-
sién 1 anteriormente estudiado. Como ya hemos visto en (1.1.3), U’ puede
escribirse de la forma

1
!
U = (U +vX)

en donde X € Sy es unitario y v es una funcién tal que 0 < v < 1.

Sean {X1, X2, S+ U} y {X1,X%,5 4+ U’} una U-base y una U’-base
de Q. Entre otras cosas, esto quiere decir que tanto el conjunto{ X, X5, S, U}
como { X1, X}, 5", U’} son tétradas. Vamos a expresar los campos de la se-
gunda tétrada como combinacion lineal de los de la primera. Supongamos

que
X =X'X; + X%2X, + X35

es la expresién de X en la tétrada {X1, Xo, S, U}, con
()" + (x2)° + (x7)" =1

ya que X es unitario. Por lo tanto, S’ viene dado por la expresién (1.1.7).
Como { X7, X5} completan con {S’, U’} una base ortonormal, podemos
hallarla de la siguiente forma:

= Sea
Vi = Xi+g9(X,U)U —g(X1,9)8

vX!
V1—12

vX!
V1—12
Entonces, como resulta que Y; es ya unitario

vX!
1—vX3

(S"+U")

X1 +

Xl
O‘(S“I‘U):Xl“rlii

= X
1+ X3

(S+U).

X| =Y, =X, + (S+U).
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= Sea
Y, = Xo+g(Xo,U)U —g(X,8)58 —g(Xa, X1) X]
vX? vX?
= Xo4+ ——(8+U)=Xo+ ——a(S+U
? \/17112( ) 2 \/171)2( )
vX?
= X _
2+1—UX3(S+U)
Entonces, como resulta que Y5 es ya unitario
PR vX?
Xy=Yy=Xo+ 1~ (S+U).
Resumiendo, si
1 1 2 3
U/:ﬁ(U—i-v(X X1+ X?Xs + X°9))
entonces,
Vv1—2? 1
S = ——— (S+U)- —— (U XX+ X2X, + X3S
1—vX3( +U) ~/1—v2( +o 1 2+ )
vX?!
X| = X1+1 UXB(SJFU)
vX?
Xé = X2+1_—U)(3(S+U).

Ejemplo 1.1.14. En el espacio-tiempo de Minkowski, con la métrica g
en coordenadas rectangulares (x,y, z,t), consideramos la 3-distribucion Q
con base asociada a U dada por los campos
0 0 0 0
X =—, Xo = —, S+U=—+ =
L= s 2= %y Y= T
_ 0 _ 0
en donde S = 5~ yU = 5;.
Dado U’ = % + \/5%, entonces S’ = —% 4+ Lo L% Y

/392 30
0 1 0 1 0
X = — 94— 4~ —
N NG Y NG YT
0
X, = =
2 ay
1 0 10
S +U = —=—+—=—.
* oo: TR
Por otra parte, dado U”z%—k\/i% entonces S" = 2%—!—%3}
0
X// .
! Or
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Xy = a%
STy U" = <1+\/§)%+(1+\/§)%.

Nétese que S+U, S"+U" y S" +U" son porporcionales, de acuerdo con
el Corolario 1.1.10.

1.1.5. Interpretaciones fisicas y geométricas

Para interpretar fisicamente las U-bases, conviene tener en cuenta al-
gunas propiedades de las distribuciones nulas de dimensién 1 y 3:

Una 1-distribucién nula A es un subespacio nulo y una 3-distribucién
nula © es una distribucién de dimensién 3 de subespacios cuyo campo
ortogonal es un campo vectorial nulo, que esté contenido en la misma dis-
tribucién ). Asi pues, tanto las 1-distribuciones como las 3-distribuciones
estan completamente determinadas por un campo vectorial nulo N, que
representa la direccién nula de la distribucién (salvo factores de escala).
Por lo tanto, si tenemos dos distribuciones nulas A y € (de dimensién 1
y 3 respectivamente) entonces son ortogonales si y sélo si tienen la mis-
ma direccién nula N. En este caso, la 1-distribucién estd contenida en la
3-distribucién:

AlLQ <= NeAcCQ.

Esta direccién nula siempre puede ser expresada como la suma de una con-
gruencia de observadores U y de un campo espacial unitario S ortogonal
a U, que representa la direccién relativa (espacial) de N para U. Asi pues,
{8+ U} es la U-base de A que estd completamente determinada.

Por otra parte, una 3-distribucion nula €2 sélo contiene 2 campos espa-
ciales independientes. Estos campos {X;, X5} se pueden escoger ortogo-
nales a U (pertenecientes al espacio fisico Sy;) de forma que completen con
S una base ortonormal de Sy y en consecuencia {X7, X2, S,U} serd una
tétrada. Asf pues, {X1, X3, S + U} es una U-base de §2.

En el caso en el que (2 sea foliacién, sus hojas pueden ser interpretadas
como frentes de onda. Dada una congruencia de observadores U, la direc-
cién relativa de movimiento de estos frentes de onda es la proyeccion del
campo nulo N sobre el espacio fisico Sy asociado a U. Esta proyeccion
viene representada por el campo S. Por otra parte, los campos X7, Xo son
los tangentes a los 2-frentes de onda espaciales que resultan de la inter-
seccién de las hojas de §2 con el espacio fisico Sy y por lo tanto forman
una subdistribucién, que en el caso de ser foliacién, tiene como hojas a los
2-frentes de onda espaciales observados por U. Por lo tanto, los campos
vectoriales de una U-base describen la distribucién desde el punto de vista
de U.

Estas interpretaciones sugieren el estudio de otras distribuciones obtenidas
a partir de Q y de U.
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Definicién 1.1.15. Sea 2 una 3-distribucion nula con U-base de la forma
{X1,X2,S +U}. Llamaremos

o distribucion de frentes de onda temporales de 2 asociadas a U a la
3-distribucion temporal (X1, Xo,U).

o distribucion de frentes de onda espaciales de § asociadas a U a la 2-
distribucion espacial (X1, Xs).

Estas dos distribuciones estan bien definidas por el Corolario 1.1.13,
ya que queda asegurado que el subespacio (X1, X3) es independiente de
la U-base escogida.

La distribucién de frentes de onda espaciales de 2 asociadas a U es la
resultante de la interseccion

QNSy.

Dada una U-base {X1, X2, S + U} de Q tendremos
(QNSy) =(S,U) = (S) & (U)

y por lo tanto (2N Sy) & (2N Sy)™ es TM, con lo que todo campo X
se puede descomponer de la forma

X:X”—‘rXJ_

en donde X € QN Sy y X1 € (2N Su)*.
La distribucion de frentes de onda temporales de 2 asociadas a U es
la resultante de

(QNSy)a (U).

Por otro lado, el espacio fisico asociado a U no depende de la 3-distri-
bucién original 2 sino del campo temporal U escogido. Dada una U-base
{X1,X5,5 + U} tendremos que

Sy = (X1, X2, S)
y por lo tanto
Sy = (@2NnSy)®(S)
= (X1, X2) @ (S).
1.2. Igualdad salvo orientaciones para una congruen-

cia de observadores

En esta Secciéon de nuevo tratamos por separado las 1-distribuciones
nulas y las 3-distribuciones nulas. No obstante, teniendo en cuenta lo
dicho en el Corolario 1.1.10, una 3-distribucion nula 2 viene caracterizada
univocamente por su 1-distribucién ortogonal A, que también es nula.
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Asi que para que esta propiedad sea consistente, habrd que comprobar
que las definiciones dadas con 1-distribuciones son equivalentes a las dadas
con 3-distribuciones. Una vez comprobado esto, podremos estudiar estas
propiedades indistintamente en dimensién 1 6 3.

1.2.1. 1-Distribuciones nulas

Definicién 1.2.1. Diremos que dos 1-distribuciones nulas con U-bases
dadas por los campos {S + U}, {S" + U} respectivamente son iguales salvo

orientaciones para U, y lo denotaremos A Zns 0., cuando S = +8S.

Esta relacion estd bien definida por la unicidad de U-bases de 1-
distribuciones nulas.

Definicién 1.2.2. Dada una 1-distribucion nula A con U-base de la for-
ma {S + U}, llamaremos Ay; a la 1-distribucion nula con U-base de la
forma {—S + U}, y recibird el nombre de 1-distribucion opuesta a A para
U.

Se cumple
(Ap)y =Agg = A
Nota 1.2.3. Dada una 1-distribucion nula A y una congruencia de ob-
servadores U sdlo existe una 1-distribucion nula igual a A salvo orienta-

ciones para U que no sea la propia A, y esa 1-distribucion es A;. En
otras palabras,

AZ A s o siy sdlo si N = A o bien ' = Ay;.

Esto define una relacion binaria de equivalencia entre las 1-distribuciones
nulas.

Proposiciéon 1.2.4. Sea A una 1-distribucion nula y sea U una con-
gruencia de observadores. St N € A, entonces el plano definido por los
campos N y U corta al cono de luz en A y en Aj;. Es decir, si N' € A
entonces los campos N,U, N’ son coplanarios® y no proporcionales.

PRUEBA:
Dada una U-base {S + U} de A se tiene que {—S + U} es una U-base
de Aj;. Sean N € Ay N’ € A;. Entonces

{N,N'} € (S,U)

y por lo tanto N, N’, U, S son coplanarios. Ademds N, N’ no son propor-
cionales, ya que si lo fuesen, entonces

S+Ux-S+U

3Cuando se dice que 3 campos son coplanarios se quiere decir que sus vectores son
coplanarios en cada uno de los espacios tangentes.
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Figura 1.1: Cono de luz futuro en los espacios tangentes, en donde se en-
cuentran las 1-distribuciones nulas generadas por los campos nulos N y
N’, que son coplanarios con el campo temporal U en cada uno de estos
espacios tangentes. En este tipo de figuras, como se encuentran represen-
tados todos los espacios tangentes, los campos se describen como vectores.

con lo que se llegaria a

caso que no se puede dar.
O

Lo que se dice en la Proposicién 1.2.4 se puede expresar graficamente
como en la Figura 1.1, ya que las 1-distribuciones nulas en el espacio
tangente son rectas contenidas en el cono de luz y los vectores temporales
orientados al futuro (observadores) estdn en el interior del cono de luz
futuro. Esquemadticamente, esto se puede representar solamente por una
seccion transversal del cono, como se muestra en la Figura 1.2.

Definicién 1.2.5. Sean A una I-distribucion nula y U, U’ dos congruen-
cias de observadores. Diremos que U,U’ estdn relacionados mediante A
sty sélo si N,U, U’ son coplanarios para todo campo N € A y lo deno-
taremos

A
U=U’
Trivialmente, se tiene que
_ _ A
v=MAy — URU

(ver Figura 1.3), y esto define una relacién binaria de equivalencia entre
las congruencias de observadores.
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Figura 1.2: Seccién transversal del cono de luz futuro en los espacios tan-
gentes. El cono de luz futuro es representado por un circulo, las direcciones
nulas son representadas por puntos del circulo, los campos temporales por
puntos dentro del circulo y el 2-plano definido por A y A, es representado
por una linea recta que une las dos direcciones nulas. Como las direcciones
nulas N y N’ determinan univocamente a las 1-distribuciones nulas A y
A, respectivamente, estas direcciones nulas son representadas por el nom-
bre de la 1-distribuciéon que determina. Asi pues, la direccién nula de A
es representada por “A” y la direccién nula de Aj; es representada por
“Ay7.

A A=A

Figura 1.3: Esquema de 2 congruencias de observadores, U y U’, rela-
cionadas mediante una 1-distribucién A. Todos las congruencias de obser-
vadores relacionadas mediante una misma 1-distribucion se encuentran en
el mismo plano, teniéndose asi una relacién binaria de equivalencia entre
congruencias de observadores.
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1.2.2. 3-Distribuciones nulas

Ahora construiremos 3-distribuciones nulas a partir de 2-distribuciones
espaciales. Dada una 2-distribucién espacial con base ortonormal X7, Xo
y dada una congruencia de observadores U tal que X7, Xo € Sy espacio
fisico de U, podemos considerar los campos

{X17 X27 X3:S+U}

en donde X1, X5,S forman una base ortonormal del espacio fisico Sy
asociado a U. Asi tendremos una 3-distribucién nula considerando estos
campos como una U-base. Ademds, como el vector —S € Sy también es
normal a X7, X5 y unitario, podemos considerar

Xy=-S+U

que es un campo nulo, y tendremos otra U-base asociada a otra 3-distribu-
cién nula distinta a la anterior. Asi, dados dos campos espaciales X7, Xo
y una congruencia de observadores U, cuyo espacio fisico contenga a los
anteriores, se puede generar un par de 3-distribuciones nulas tomando S
6 —S5.
Definicién 1.2.6. Diremos que dos 3-distribuciones nulas Q,Q con U-
bases dadas por los campos {X1,X2,S + U}, {X1,X5,5 + U} respecti-
vamente son iguales salvo orientaciones para U, y lo denotaremos ) oY
s. 0., cuando S' = £5.

La relaciéon dada en la Definicién 1.2.6 estd bien definida, ya que si
tuviésemos otras U-bases {X1,X2,5+ U}, {Y{,Yg,§+ U} de Q, ¢

respectivamente, por el Corolario 1.1.13 tendriamos que S = S y que
S" = S’. En este caso, también tendriamos que (X1, X») = (X[, X)) =

(X1, %) = (X[, X3).
Nota 1.2.7. Teniendo en cuenta la Definicion 1.2.1 para 1-distribuciones
nulas, se cumple que ) Y s 0. si y sélo si Q- Yart s o

Definicién 1.2.8. Dada una 3-distribucion nula Q con U-base definida
por los campos {X1, X5, S + U}, llamaremos Q; a la 3-distribucion iso-
tropa con U-base { X1, Xo, =S + U}, y recibird el nombre de 3-distribucion
opuesta de € para U.

La 3-distribucién de la Definicién 1.2.8 estd bien definida, ya que si
tuviésemos {Xl,XQ,S+ U} otra U-base de €, por el Corolario 1.1.13
tendrfamos que S =S y que (X1, X3) = (X1, X2), con lo que

Op = (X1, X2, —S+U) = (X1, X2, S+ U).
Ademas se cumple

() =Qp =0
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Nota 1.2.9. Teniendo en cuenta la Definicion 1.2.2 para 1-distribuciones
nulas, se cumple
_\L 1\~
(QU) = (Q )U

Nota 1.2.10. Dada una 3-distribucion nula Q y una congruencia de ob-
servadores U sdlo existe una 3-distribucion nula igual a Q0 salvo orienta-
ciones para U que no sea la propia Q), y esa 5-distribucion es ;. En otras
palabaras, Lo s o si y s6lo si Q' = Q o bien Q' = Q. Esto define
una relacion binaria de equivalencia entre las 3-distribuciones nulas.

Ejemplo 1.2.11. Con la 3-distribucion ), las congruencias de obser-
vadores y los campos del Ejemplo 1.1.14, tenemos

T

U \oz' oy’ 0z oOt/)’
o (0,109,108 0 9 10 30
vt V20z 20t Oy oz \/_82 \/—6

Qg,,:<8%, a%’ (1—\/5)%+( 2—1

FEntonces,

O # 9,
Q(_] - Q(_]N-

Sea Q una 3-distribucién nula y sea U una congruencia de obser-
vadores. Si N € Q es un campo nulo (es decir N € Q1) entonces, por
lo dicho en la Proposicién 1.2.4, el plano definido por los campos N y U
corta al cono de luz en QO+ y en (QL); Es decir, si N’ € ©; es un campo
nulo entonces los campos N,U, N’ son coplanarios y no proporcionales.
Por lo tanto, la Figura 1.2 es védlida también para el estudio de la igualdad
salvo orientaciones para una congruencia de observadores en dimensién
3. Ademsds, tanto una 1-distribucién nula A como su 3-distribucién nula
ortogonal {2 vienen univocamente determinadas por una direccién nula N
contenida en ellas, con lo que se puede denotar a esta direccién nula por
el nombre de la 3-distribucién nula 2 que determina. Con esta notacion
se puede hacer un estudio general tanto de 1-distribuciones nulas como
de 3-distribuciones nulas, tal y como se muestra en la Figura 1.4.

Teniendo en cuenta las p-distribuciones de la Definicién 1.1.15, las dis-
tribuciones de frentes de onda espaciales y temporales de € asociadas a
U coinciden con las distribuciones de frentes de onda espaciales y tem-
porales de €;; asociadas a U. Vamos a ver una definicién que se basa
en la igualdad de las 2-distribuciones de frentes de onda espaciales de (2
asociadas a dos congruencias de observadores U y U’:
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Figura 1.4: Seccién transversal del cono de luz futuro en los espa-
cios tangentes, en donde se representan los campos temporales y las 3-
distribuciones nulas de una forma equivalente a la expuesta en la Figura
1.2.

Definicién 1.2.12. Sean Q 3-distribucién nula y U,U’ dos congruencias
de observadores. Diremos que U y U’ estdn relacionados mediante 2 (o
Q-relacionados) si y sélo st QN Sy = QN Sy y lo denotaremos

vRu.

La Definicién 1.2.12 establece ademas una relacién binaria de equiva-
lencia entre congruencias de observadores.

Nota 1.2.13. Dada Q) una 3-distribucién nula, sean U, U’ dos congruen-
cias de observadores y {X1,X2,S + U} una U-base de Q. Si

1
U/:ﬁ(U‘f'UX)

como en (1.1.3), entonces U' € (2N Sy)™ si y sélo si X = +S si y sdlo
st X =0.

Proposicién 1.2.14. Dados una 3-distribucion nula  y dos congru-

Q
encias de observadores U,U’, se tiene que U ~ U’ si y sélo si U' €
QnSy)*.

PRUEBA:
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Sea,

como en (1.1.3). El caso U = U’ estd claro y por lo tanto supondremos
que v # 0.

— Por reduccién al absurdo: Si U’ ¢ (2N Sy)" por la Nota 1.2.13
X # 0. Este campo pertenece a 2N Sy, pero como

, 1
9 (XU = =9 (X, U+ 0X)
= S0 (X1, X)) #0

resulta que X|| ¢ Sy y por lo tanto no pertenece a 2N Sy, con lo
que QN Sy # QN Sy

«—— SeaY € QN Sy. Veamos que Y € Sy:
1
V1—22

ya que tanto U como X = £S5 pertenecen a (2 N SU)J‘. Por lo tanto,
Y € QN Sy, es decir

g(Y,U') = g(Y.U+vX)=0

QNSy COANSy.

Como se trata de espacios de la misma dimensién (dimensién 2)
resultard que

QNSy =N Sy.

O

Proposicion 1.2.15. Sean Q wuna 3-distribucién nula y U, U’ dos con-
Q
gruencias de observadores. Entonces Qp = Qp, siy solo si U = U'.

PRUEBA:

— Tomamos una U-base de  de la forma {X1,X5,S + U} y una U’-
base de € de la forma {X7, X5, S’ + U’}. Sabemos que

O = (X1, Xy, —S+U),
QO (X!, X}, -8 +U").

Asi, como X] € Q

X{ = a1X1 + a2X2 + a3 (S + U) (1224)
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y como ademés X| € Q, = Q,
X] =Xy + BaXo+ B3 (=S +U). (1.2.25)

Por tratarse {X;,Xs,S,U} de una tétrada, igualando los coefi-
cientes de (1.2.24) y (1.2.25), tenemos

a; = fu,
az = fo,
az = —[,
az = [,

con lo que a3 = B3 = 0 y por lo tanto X es combinacién lineal
de {X7, X3}. Igualmente se prueba que X} es combinacién lineal de
{X1, X3} con lo que

(X1, Xo) = <X{’ Xé> )

y por lo tanto

ONSy =QNSy — U~ U

«—— Tomamos una U-base de § de la forma {X;,X3,S+ U} y una U’-
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base de 2 de la forma {X7, X5, S’ + U’}. Se tiene
Q, = (X1,X,,-5S4+70),
Qp = (X1,X5,-58"+U").

Como QN Sy = QN Sy tenemos que (X7, Xa) = (X1, X}) y por lo
tanto

CH— a1S + asU,
U = [(iS+ U

Por la Proposicién 1.1.8 tenemos que S’+U’ es proporcional a S+U,
con lo que
a1+ (1 = as + Ps. (1.2.26)

Ademés, g (S",U’) =0, con lo que
alﬁl = 042,82. (1227)

Tenemos asi que (1.2.26) y (1.2.27) forman un sistema no lineal. De
(1.2.26) despejamos as y la sustituimos en (1.2.27), con lo que

a1 = (a1 + 1 — B2) B2 — (o1 — B2) (B1 — f2) =0
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y como U’ es distinto de cero 81 # (32, con lo que llegamos a

B2 = aq.

Sustituyendo en (1.2.26) obtenemos

B1 = as.
De esta forma

—S/—FU/ = —(0(18+Oé2U)+(OéQS+OélU)
= (v —a2)(=S+U),

con lo que
Oy = (X1, X2, —S+U) = (X1, X5, -5+ U") = Q..

O
Esta propiedad se puede ver gréficamente en las Figuras 1.5 y 1.6.

Corolario 1.2.16. Sean Q una 3-distribucion nula y U,U’ dos congru-
encias de observadores. Dado N € Q nulo, se tiene que N,U, U’ son

) , J o)
coplanarios si y sélo st U =~ U’.

Asi pues, teniendo en cuenta la Definicién 1.2.5 y haciendo A = Q-+,
podemos afirmar que

Q A
UrU «—U=U".
Corolario 1.2.17. Dados Q una 3-distribucidn nula y U, U’ dos congru-

. —_—— . 7z . Q
encias de observadores, tenemos que Q= sty solo st U = U'.

PRUEBA:
Como £, = Q) tenemos
Quyr = L +—— Qp = Qp.
Por la Proposicién 1.2.15
_ _ Q
Qp =Qp «— U=U".
O
Un esquema de esta propiedad se puede ver en las Figuras 1.5 y 1.6.

Corolario 1.2.18. Sean Q,Q’ dos 3-distribuciones nulas tales que se
cumpla Q@ = Q' salvo orientaciones para U y U’ no Q-relacionadas. En-
tonces Q = Q.
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PRUEBA:
Sea

como en (1.1.3). Como U y U’ no estan Q-relacionados, resulta que €, #
Q.. Por lo tanto, si 2 = € salvo orientaciones para U y U’, teniendo en
cuenta la Nota 1.2.10:

= Si QZ Q' s. 0. entonces Q' = Q o bien O = Q.
« SiQZ O s. 0. entonces © = Q o bien ( = Qpi.
Como Q; # €1y, resultara
Q' =0Q.
a

En principio, a partir de X7, Xs se pueden crear tantos pares de
3-distribuciones nulas como congruencias de observadores U tales que
X1, X5 € Sy. Veadmoslo en el siguiente Teorema:

Teorema 1.2.19. Sean Q,Q dos 3-distribuciones nulas y X1, Xo dos
campos espaciales linealmente independientes. Si {X1, X2} C QNQ en-

U : .
tonces 0 = Q' s. 0. para cualquier congruencia de observadores U normal
a {Xl, Xg}

PRUEBA:

Como {X7, X5} son espaciales, la 2-distribucién que generan es espa-
cial. Por lo tanto, la 2-distribucién normal es temporal y existird al menos
una congruencia de observadores U normal a {X1, X»}.

Consideremos una U-base de 2 de la forma

{1, Yo, X3=8+U}.
Como {X7, X5} C Q tendremos
X =a1Y) + B1Ys + 01 X3,

Xg = OlQYl + ﬂz}fg + 52X3. (1228)

Ademsds, como {X1, X5,Y7,Ya} C Sy espacio fisico de U
X1 — oY1+ B1Ys € Sy,

Xo — aoY: + /82}/2 S SU, (1229)
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es decir, teniendo en cuenta (1.2.28) y (1.2.29), tenemos

(51X3 S SU
62X3 c SU

y por lo tanto, al ser X3 nulo
01 =02=0

con lo que (X7, X3) = (Y1,Y3). Asi pues, otra U-base de (2 serd

X1, X2, X5=S5+U}.
Procediendo andlogamente para una U-base de Q'

{vi, Y3, Xy=5"+U},

otra U-base de Q' serd
{X1, X5, X3=8+U}.

Ahora bien, S, S’ son unitarios y ortogonales a {X;, X5} en el espacio
fisico de U, que es de dimensién 3. Asi

S =+5".

Por lo tanto Q £ Q' s. o. para cualquier congruencia de observadores U
normal a {X1, X}
O

De acuerdo con este resultado, si Q y Q' son 3-distribuciones nulas
que contienen a { X7, X5} (campos espaciales linealmente independientes)
y U es una congruencia de observadores normal a {X1, X5}, por la Nota
1.2.10 resulta que o bien Q" = Q o bien Q' = Q. Asi, a partir de una
2-distribucién espacial se obtiene un tinico par de 3-distribuciones nulas,
que seran iguales salvo orientaciones para congruencias de observadores
normales a esta 2-distribucién espacial. Hay que notar que si U, U’ son
normales a {X7, Xo} C Q se tiene que QN Sy = QN Sy = (X1,X2) ¥y

por lo tanto U Lo

En el siguiente ejemplo, vamos a obtener a partir de dos campos es-
paciales linealmente independientes las dos 3-distribuciones nulas que los
contienen, en el espacio-tiempo de Minkowski:

Ejemplo 1.2.20. Para la métrica de Minkowski con coordenadas carte-
stanas, podemos considerar una 2-distribucion espacial con una base de
la forma

o 9
Xl = a§+%:(a,l,0,0)
g 0
Xy = b=+ -—=(b0,1
2 at+ay (707 70)
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en donde a,b son funciones de (t,x,y, z) tales que |a|,|b] < 1. Los campos
temporales U tales que X1, X € Sy han de ser proporcionales a uno de
la forma

U=(»1,a,b,d)

con d una funcién de (t,x,y,z) tal que d*> < 1 — (a2 + b2) = a?. Asi, el
campo S asociado a U tendrd la forma

en donde a tiene libertad de signo, quedando asi representadas las dos
direcciones normales. Por lo tanto,

d ! d
S+U: (1—|—a> (1,a,b,m(d+a)> = (1+a) (I,Cl,b,OZ).

Pero como cualquier campo proporcional generaria lo mismo, se puede

escoger
S+U=(1,a,b,a)

que es independiente de d y por lo tanto es independiente de la eleccion
que se haga de U. Como « puede ser positivo o negativo, tendremos un
par de 3-distribuciones nulas asociadas a la 2-distribucion espacial del
principio, cada una de ellas asociada a una direccion normal distinta.

Por ejemplo, si consideramos a = b = 0 tendremos una 2-foliacion
cuyas variedades integrales son planos con z,t constantes. Considerando
U = (1,0,0,0), el vector S puede ser (0,0,0,£1) y por lo tanto, S +
U = (1,0,0,%1). Con el signo positivo, las variedades integrales de la 3-
foliacion nula resultante son planos que se mueven en la direccion de las
z positivas, es decir, en la direccion espacial normal (0,0,0,1), mientras
que con el signo negativo, son planos que se mueven en la direccion de las
z negativas, es decir, en la direccion espacial normal (0,0,0,—1).

Corolario 1.2.21. Sean Q2,8 dos 3-distribuciones nulas y U una congru-
encia de observadores. Entonces las 2-distribuciones de frentes de onda
espaciales de Q y Q' asociadas a U coinciden, QN Sy = Q' NSy, si y sdlo

AU
si Q=0 s. o.
PRUEBA:

— Sean los campos X1, X2 linealmente independientes tales que se cumpla
(X1,X2) =QN Sy = NSy. Por lo tanto

<X1,X2> eanq.

Aplicando el Teorema 1.2.19 tenemos que = €’ salvo orienta-
ciones para toda congruencia de observadores normal a {X;, Xs},
en particular para U.
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+—— Si Q = € salvo orientaciones para U, por la Nota 1.2.10 resulta que
V' = Q o bien Q' = Q. En cualquiera de los dos casos se tiene

QNSy =Q'NSy.
a

Corolario 1.2.22. Dados Q una 3-distribucién nula y U, U’ dos congru-
encias de observadores, las 2-distribuciones de frentes de onda espaciales
de Q y Q, asociadas a U coinciden, QN Sy = Qp, N Sy, si y solo si

vRu.

PRUEBA:

Por el Corolario 1.2.21, con Q' = §;,, tenemos que QN Sy = Q;, NSy
siy sélo si {2 = €, salvo orientaciones para U. Por la Nota 1.2.10 tenemos
que ) = ), salvo orientaciones para U si y sélo si o bien Q, = Qo
bien €, = €. El primer caso no se puede dar, ya que €, # ) para
toda congruencia de observadores V. Por la Proposicién 1.2.15 tenemos
que Q; = €, siy sélosi U 2 U'.

O

Corolario 1.2.23. Sean 2, 3-distribuciones nulas y U una congru-
encia de observadores. Entonces las 3-distribuciones de frentes de on-
da temporales de Q y ' asociadas a U coinciden, (QNSy) & (U) =

Q' NSy) @ (U), siy sélo si 2 s o

Corolario 1.2.24. Dados 2 una 3-distribucién nula y U, U’ dos congru-
encias de observadores, las 2-distribuciones de frentes de onda espaciales
de Q y Qp;, asociadas a U coinciden, (2N Sy) @ (U) = (Qp, N Sv) @ (U),

. , . Q
sty sélo si U = U'.

1.2.3. Otras propiedades

En esta Seccién se estudiaran propiedades de la igualdad salvo ori-
entaciones para congruencias de observadores entre distribuciones nulas
de dimensién 1 y 3. Estas propiedades se han recopilado fuera de la Sec-
ci6én 1.2.2 para no prolongarla mas de lo necesario, ya que alli se encuentra
un gran numero de definiciones.

Debido a la relacién biunivoca entre 1-distribuciones nulas y 3-distri-
buciones nulas, la mayoria de resultados obtenidos para dimensién 3 se
pueden probar reduciéndolos a casos de dimensién 1, tal y como se puede
apreciar en la demostracién de la Proposcion 1.2.25.

49



Vicente José Bolds Lacave

Proposicion 1.2.25. Sea ) una distribucion nula de dimension 1 6 8y
U,U’ dos congruencias de observadores. Entonces

PRUEBA:
De acuerdo con lo dicho al principio de esta Seccién, basta probarlo

Vg = Qg —— U~ U,

para una l-distribucién nula A. Probaremos

L L A,
Ay = Ay == U R U,

y entonces, para el caso de una 3-distribucién nula 2 se tendria

W = Uy — Qo) = Q)
— (@)"),, = (€)"),
— () =@y

1
— U%: U’(—)U%U’.

— Sea {S + U} la U-base de A y sea {X;, X2, 5, U} una tétrada.

50

= Vamos a construir una U’-base de Aa},:

Tenemos que Ay, = (=S +U). Si {=Y’ + U’} es la U'-base de
Ay, entonces {Y’ 4+ U’} es la U'-base de Aj;;,. Veamos lo que
vale Y/ + U’: Podemos escribir U’ de la forma
U' = ! (U +vX)
V1 —v?

como en (1.1.3), con X = X' X; + X2X,+ X35 € Sy y v una
funcién tal que |v| < 1. Como —S+ U y =Y’ + U’ generan la
misma 1-distribucién, son proporcionales, es decir, existe una
funcién § tal que

—Y'+U =B(-S+U) (1.2.30)

y multiplicando (1.2.30) por U’

-1 = ﬁg(_S+U’U/):ﬂ(_g(S7U/)+g(U’U/))
vX3 1
B ﬂ((\/l—v2>\/1—v2)
= fi(lJrvX?’)

V1—1v?
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con lo que

5= V1—1v2
1+ 0uX3
Asf pues, despejando Y’ en (1.2.30) tenemos

Y =-p(-S+U)+U’

con lo que
/1_ 2
2v

n 20X3 +\/1—v2 54+ 2 _\/1—1}2 U
V1i—v2 140X3 V1—¢2 1+0vX3 '
(1.2.31)

= Vamos a construir una U-base de Ay/;:

Sea {—S"+ U’} la U'-base de Ay, y sea {X{,X5,5", U’} una
tétrada. Si {—Y + U} es la U-base de Ay, entonces {Y + U}
es la U-base de Ay ;. Veamos lo que vale Y + U: Como en el
caso anterior, podremos escribir U’ de la forma

1
U/:ﬁ(U‘F’UX)

como en (1.1.3), con X = X1 X; + X%2X,+ X35 € Sy y v una
funcién tal que |v| < 1y ademds
S +U =a(S+U)
con
V12
C1—vX?¥
Como —S’ + U’ y =Y + U generan la misma 1-distribucién,

son proporcionales, es decir, existe una funcién § (sin relacién
con la g del caso anterior) tal que

—Y +U=8(-5"+U") (1.2.32)

(07

y multiplicando (1.2.32) por U
—1 = PBg(=8"+U"U)=pB(-g(5",U)+g(U",U))

e )
3 2
Yy <\/1—v2 _a)'
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con lo que
V1—12
2—avl—1v2

Asi pues, despejando Y en (1.2.32) tenemos
Y=-03(-5+U)+U

8=

con lo que
V1 — 2
Y4+ U=—-—— (=8 + U +2U
2—01\/17'02( )
V1—2? ( 2 )
= S+U)+ —— U +vX) | +2U
2 —avl1—v2 al ) 1—1)2( vX)

+U. (1.2.33)

Ahora, como Ay, = Ay resultard que los campos Y/ + U’ y
Y + U han de ser proporcionales. Igualando los coeficientes de U de
(1.2.31) y (1.2.33) obtenemos que el factor de proporcionalidad ha

de ser
Y +U = 2__vi-@
V1 —v2 1+0vX3

Si suponemos X3 # +1, entonces X' # 0 y/o X2 # 0. Por lo tanto,
igualando coeficientes de X1 ¢ X2 de (1.2.31) y (1.2.33) obtenemos

2v ( 2 \/W)( —2y
2

)mm.

= — . (1.2.34
V1—0? V1i—02 140vX3 —ow/l—v2> ( )

Despejando X? de (1.2.34), suponiendo v # 0

%3 4 fv2 +1
o 202 7

v+ 1
202

y por lo tanto no hay solucién con (X3)2 <1

Como X ha de ser unitario, (X3)2 < 1. En el caso X3 = +1 (en el
que X = +£8) sf que se cumple la proporcionalidad entre Y/ + U’ y
Y + U, y también en el caso v =0 (en el que U’ = U). Por lo tanto,
teniendo en cuenta la Proposicion 1.2.14 y la Nota 1.2.13 se tiene

pero v2 < 1, con lo que

>1

o L Q
que si Ay = Apy, entonces U = U'.
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Q=0Q,,=Q, Q,=Q,
=Q7, =00,

Figura 1.5: Esquema de 2 congruencias de observadores {)-relacionados
en donde se muestran varias igualdades.

Q
«—— Si U = U’, por la Proposicién 1.2.15 y la Nota 1.2.7 se tiene que
Ay = Ay, Por lo tanto

Ajp =A=AL .

En el caso de la Proposicion 1.2.25, se cumplird ademas
Qi =y =9,

como se puede facilmente observar en la Figura 1.5 (si U y U’ estdn Q-
relacionados) y en la Figura 1.6 (si no lo estdn). Los esquemas de las
Figuras 1.5 y 1.6 engloban pues a la Proposiciéon 1.2.15 y al Corolario
1.2.17.

Nota 1.2.26. Teniendo en cuenta los resultados anteriores, podemos
afirmar que dados una 3-distribucion nula ), una I1-distribucion nula
A = Qt y dos congruencias de observadores U,U’, las siquientes afir-
maciones equivalen:

G) ULy

(ii) U~ U’

(iii) U € (AN Sy)*t
(iv) Qp = Qg

(v) Ay =Ay
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Figura 1.6: Esquema de 2 congruencias de observadores no {2-relacionados
en donde se puede comprobar que ., # Q-

(vi) Qup =Quy =9

(vii) Ay =Ayp =A

(viii) QN Sy = QN Sy

(ix) (2N Sy) @ (U) = (9 NSy) & (U)

Nota 1.2.27. Teniendo en cuenta los resultados anteriores, podemos afir-
mar que dados dos 3-distribuciones nulas 2, Q' , dos 1-distribuciones nulas

A= QN = Q" y una congruencia de observadores U, las siguientes
afirmaciones equivalen:

6 Q2 s o

(ii) A ZA s o

(iii) Q' =Q o bien Q' =Qy;

(iv) A"=A o bien A' = Ay,

v) QNSy =Q9'NnSy

(vi) (@nSy) @ (U) = (' NSy) @ (U)

Lema 1.2.28. Dado p € M, sean vi,vy € T, M dos vectores nulos orien-
tados al futuro no proporcionales. Entonces

® gy (vi,v2) <0,

e v + Qoo es temporal orientado al futuro,
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® (U] — Qs es espacial,

o gp (1 + v, 011 — av2) =0,

para todo oy, iy > 0.

Teorema 1.2.29. Sean Q,Q dos distribuciones nulas de la misma di-
mension (1 6 3) tales que Q(p) # ' (p) para todo p € M. Entonces,
existe una familia uniparamétrica de congruencias de observadores tal que

Q=

para todo U de esa familia.

PRUEBA:

Como ya se ha dicho, basta probarlo para 1-distribuciones nulas A, A’.
Sean N € A, N’ € A’. Estos campos son nulos y pueden elegirse orientados
al futuro. Por hipdtesis A (p) # A’ (p) para todo p € M y por lo tanto
N, N’ no son proporcionales en ningtin punto. Dada una funcién « > 0,
construimos los campos unitarios

1 o

U = —N- 2 N
2« g (N,N")
1

N B

20" T (N, V)

que estan bien definidos por el Lema 1.2.28. Ademads, por el mismo lema,
U es una congruencia de observadores, S es espacial y son normales entre
si. Ademas,

N = aU+S9)
—g (N, N’

y por lo tanto
Ay =N

O

La familia uniparamétrica de congruencias de observadores del Teore-
ma 1.2.29 estd formada por las congruencias de observadores que se en-
cuentran en los planos definidos por los campos nulos orientados al futuro
N, N’, que caracterizan a ,Q’ respectivamente, tal y como se muestra
en la Figura 1.7.
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i={1,2,..}

Figura 1.7: Representacion esquematica de la familia de congruencias de
observadores que son coplanarios con las direcciones nulas de Q y €/,
en donde se puede comprobar que €, = ' para toda congruencia de
observadores U perteneciente a esta familia.

1.2.4. Congruencias de observadores distintas con ba-
ses asociadas iguales

En esta Seccién vamos a ver cuando dos congruencias de observadores
U,U’ distintas tienen bases asociadas idénticamente iguales. Primero va-
mos a estudiar este hecho para una 1-distribucién nula A.

Sea {S + U} una U-base de una 1-distribucién nula A. Vamos a con-
struir todas las diferentes congruencias de observadores U’ con U’-base
de A idénticamente igual a la U-base de A. Teniendo en cuenta (1.1.5),
tenemos que esto se cumple si y sélo si & = 1, que aplicado a (1.1.6) y
despejando X3 obtenemos

1- V102
g(X,8)=—Y-——" (1.2.35)
v
La funcién 1=/1== VI}*”Z : 10,1 — ]0,1[ es biyectiva. Asi, dado un campo
espacial unitario X ortogonal a U tal que 0 < g (X,S) < 1, existe una
tnica v tal que (1.2.35) se cumple. Entonces, teniendo en cuenta (1.1.3),
U’ tiene la forma

Entonces, tenemos un U’ distinto para cada campo X que satisfaga todas
las condiciones anteriores.

Ejemplo 1.2.30. En el espacio-tiempo de Minkowski, consideremos la
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1-distribucion nula A generada por

&%+%}. (1.2.36)

Si consideramos

_9
oot
entonces (1.2.86) es la U-base de A, de la forma {S + U} en donde
0
S=_.
0z

Si consideramos, por ejemplo, el campo espacial unitario

1 0 0
X‘ﬁ($+%)

ortogonal a U, tenemos que

g(X7S): ]071[

L S
V2
y entonces, podemos calcular v a partir de la expresion (1.2.35):

2
_22

v
Asi pues, dado

y_ 1 _39 9,9
v= V1 -2 (U+UX)_3615+2 82+8x

tenemos que la U'-base de A es idénticamente igual a la U-base de A.

En el caso de dimension 3, necesitamos el concepto de congruencias de
observadores ()-relacionadas. Dada () una 3-distribucién nula y dada U
una congruencia de observadores con {X, X5, 5 4+ U} una U-base de €,
queremos encontrar una congruencia de observadores U’ que tenga una
U’-base de € idénticamente igual a {X1, X2, S+ U}. Si {X{, X5, 5 +U'}
es una U’-base de (1, entonces tenemos que imponer las dos condiciones
siguientes:

» S+U=S8+U'
v (X7, Xo) = (X1, X%), es decir QN Sy =N Sy.

La primera condicién es equivalente, de acuerdo con el caso de dimen-
sién 1, a la existencia de un campo espacial unitario X ortogonal a U tal
que 0 < g (X,9) < 1.
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La segunda condicion es debida a que tenemos cierta libertad en la
eleccién de X{ y X}, y es equivalente, de acuerdo con la Definicién

1.2.12, a que U ,g U’. Entonces, S,U,U’ estén en el mismo 2-plano,
es decir U’ puede expresarse como combinacién lineal de S y U. Co-
mo U’ =~ (U +vX) tal y como se muestra en (1.1.3), obtenemos que X
puede también expresarse como combinacién lineal de S y U. Pero X es
ortogonal a U (por definicién) y entonces, la tnica posibilidad es X = +5
ya que son campos unitarios. Asf pues, g (X,S) = £1, y esto no es posible,
de acuerdo con la primera condicién.

Asi, dadas dos congruencias de observadores distintas, U y U’, y una
3-distribucién nula €2, tenemos que una U-base de () es siempre diferente
a cualquier U’-base de Q.

1.3. 3-Foliaciones nulas

En este apartado vamos a analizar algunas condiciones de integra-
bilidad de 3-distribuciones nulas. Dada {2 una 3-distribuciéon con U-base
{X1,X5,X3 =S5+ U}, aplicamos el método de Pfaff: Dada una 1-forma
w = w;dz’

w(X))=0—wX|=0
como w; = gijw! = Wl — U;Ujw?
Yi; Xjw! — UU; Xjw? =0
y como U; X% = 0 por ser X; € Sy
i Xiw! = 0.
Obtenemos lo mismo para Xo
’yinéwj =0.

Por lo tanto, la proyeccién a Sy del campo de componentes wl es un
multiplo del campo S. Es decir, v/w’ = @57, o lo que es lo mismo

w! = a8 4 pUY. (1.3.37)
Exigiendo w (X3) = 0 obtenemos de la misma forma
Yii Xiw! — UU; Xhw? = 0.
Como X3=S+U
¥i;S'w! — U;U;U'w! =0 — 75w + Ujw? =0 (1.3.38)

y sustituyendo la expresién obtenida en (1.3.37) en la expresién (1.3.38)
de w’ se tiene

a’yijSiSj +ﬂUjUj =0—a=0
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y por lo tanto, (1.3.37) nos indica que
wl = Xg.
Exigiendo w = 0,
wide! =0 — (fyijwj — Uinwj) dz' =0 — « (%ij + Ui) dz' =0
y por lo tanto o _
vi; 87 dxt = —Usdx* = dT (1.3.39)

en donde dT es el tiempo natural asociado a U.
Si el sistema (1.3.39) tiene solucidn, esta solucién determinard las hojas
de la foliacion.

1.3.1. Interpretacién fisica y geométrica

Veamos la descomposicién de dz’ en parte espacial y temporal:

Proposicién 1.3.1. Dada una tétrada {S,,U} con {Sa}izl campos es-
paciales y U campo temporal, se cumple

dr' = " (Sa); da? (Sa)' — UjdalU".

e

PRUEBA:
De momento tenemos

<Z (Sa); da? (Sa)' — Ujdiji> (%) = " (Sa);, (Sa)' = UhU"

(03

Si consideramos esto como una matriz A de {ndices (i, k), hemos de
probar A =1.
Veamos primero que A es invertible:

A=) (8a)y, (Sa)' = UnU" = gji (Z (Sa) (Sa)" = UW)

[e3

y teniendo en cuenta las matrices de componentes

A =
g1 G12 G13 G4 St si si -U!
921 922 923 G2a | Sz Sz s -U?
931 932 933 g3 S s3 S83 -U3
g41 942 943 G4 St Sy S; -U*
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que son matrices invertibles.
Veamos ahora que A- A = A:

A-A= (Z (Sa)p (5a)' = UkU”) - (Z (Sar)y (5a)' = wﬂ’)

« Oé/
y por ortonormalidad

AA = (8);(82) (Sa)y, (Sa) + U;U UL

[0

= D (Sa)i (Sa) —UpU' = A

[0

Por lo tanto

AA=A— (A-A)-A'=A4.A"" —-A=1T

Por lo tanto, si
da’ = do’ + dT"

en donde do? es la parte espacial y dT" es la parte temporal, tenemos

> (Sa); da? (Sa)'

[e3%

dT" = —U;da’U"

do*

en donde {S,}; _, forman una base ortonormal del espacio fisico Sy .

Nota 1.3.2. Estas definiciones de do®,dT* son consistentes con las defini-
ciones de do?,dT?, es decir, se cumple

egi;doidod = do?

0g;;dTdT7 = dT*?

puesto que

0g;jdo'dol = ~y;jdo'do? = ;;da'dr! = do?

0g;;dTdT7 = g;;U U’ Uydz*U,,da™ = —UiU,,dz*da™ = dT?.
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Por lo tanto, ;jdz’ = 7;;do’, y entonces

o d
i Sido’ = dT —> ~ (s, %) =1=7(5,59).
Ademads, por ser g—% un vector velocidad
do d
ds® <0 — do? — dT? SO—Vy(é,é) <1=~(5,9).

Veamos el siguiente Lema:

Lema 1.3.3. Dada v una métrica definida positiva, y los ve ctoresz,y
tales que

20
)
NagNd
S~—
IA
2
B 8

se tiene x = y.

PRUEBA:
Como 7 (z,y) = v (z, ), entonces

V(Iayfx):()'
Por otra parte
y(wy) < v(@z) =@y >y Wy = v@—yy) >0
= Yy—z,9)<0=v(y,y—2) <0

y teniendo en cuenta lo anterior

Ywy—z)—v(@y—z)<0=vy({y—zy—x)<0.

Ahora bien, como la métrica v es definida positiva, entonces

Y=z
O

Como « sobre Sy es una métrica definida positiva, aplicando el Lema
1.3.3 se tiene

d
’Y(S,ﬁ):’Y(S,S) do
do d
7 (a7 af) = 7(S.5)
Por lo tanto, si se cumple esto, tenemos una foliacién nula. Esta condi-
cién se puede interpretar de la siguiente forma: Cada punto que forma el
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frente de onda se mueve en direccién normal a éste a velocidad luz, sea
cual sea el observador.

Los puntos que forman los frentes de onda describiran lineas de univer-
so. Considerando un campo temporal U sincronizable en tiempo natural,
sea «(T) la curva que describen con el pardmetro tiempo natural 7', y
sean

2 (T) = z;a (T).

Se cumplird

do' = S'dT,

y sustituyendo en la expresién dz? = do? + U*dT obtenemos

do' = (S'+U") dT = o _syu
dr
La curva « (T) tendrd como vectores tangentes a S+ U, que son vectores
nulos. Por lo tanto, las curvas a (T') serdn curvas integrales de la foliacién
ortogonal generada por el tercer campo de la base X3 =S+ U, y por ser
un campo nulo, éstas seran curvas con vector velocidad espacial S.

Por otro lado, dada A una 1-foliacién nula con U-base {S + U}, sus
curvas integrales tendran como vector tangente a S+ U en cada punto. El
vector velocidad espacial j—% (con dT = —U;dx" tiempo natural) serd pro-
porcional a la proyecciéon de S + U en el espacio fisico y tendrd su misma
direccién. Ademads, como se trata de un vector nulo

0=ds® =do? —dT?

con do? = ;;dz'dz? y por lo tanto
do do
Y (ﬁ’ﬁ) =1=7(S,9).

do
T

Asi, tenemos

S.

1.3.2. Relaciones de integrabilidad

En este Capitulo hemos estudiado propiedades para distribuciones a
las que en ocasiones hemos impuesto condiciones de integrabilidad si la
situacién fisica asi lo requeria. Sin embargo, conviene expresar de forma
explicita las implicaciones que se obtienen cuando algunas de las distribu-
ciones estudiadas son foliacion. Asi pues, en esta Seccién veremos algu-
nas relaciones entre las condiciones de integrabilidad de las distribuciones
dadas en la Definicién 1.1.15 para una 3-distribucién nula 2.

Tal y como se muestra en el Capitulo 0, dada una congruencia de ob-
servadores U, su espacio fisico asociado Sy es foliacién si y sélo si U es
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sincronizable. Aunque nosotros trabajaremos con congruencias de obser-
vadores sincronizables, podriamos trabajar igualmente con congruencias
de observadores localmente sincronizables para realizar un estudio local.
Por lo tanto, exigiremos que al menos exista una congruencia de obser-
vadores localmente sincronizable.

Proposicion 1.3.4. Si Q es una foliacion entonces la 2-distribucion de
frentes de onda espaciales de Q) asociadas a U, QN Sy, es foliacion para
toda congruencia de observadores sincronizable U.

PRUEBA:
Dada una congruencia de observadores sincronizable U, tomamos una

U-base de 2
{X1,X5,S+U}.

Como 2 es foliacion se tiene
[X1, Xo] € Q.

Ademas, como Sy es foliacién al ser U sincronizable, se tiene
[X1, X2) € Sy

y por lo tanto
[Xl,Xg] eOn SU = <X1,X2>

con lo que la 2-distribucion de frentes de onda espaciales de €2 asociadas
a U es foliacion.
O

Proposicion 1.3.5. Si la 3-distribucion de frentes de onda temporales
de Q asociadas a U, (2N Sy)® (U), es foliacion para alguna congruencia
de observadores U sincronizable, entonces la 2-distribucion de frentes de
onda espaciales de € asociadas a U, Q2N Sy, es foliacion.

PRUEBA:
Sea una U-base de Q2

{X1, X2, S+ U}.
Como (X1, X5,U) es foliacién se tiene
[X1, Xo] € (X1, X5,U).
Ademas, como Sy es foliacion, se tiene

(X1, X5] € Sy = (X1,X2,9)
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y por lo tanto
[Xl,XQ] S <X1,X2,U> n <X1,X27S> = <X1,X2> = QQSU

con lo que la 2-distribucién de frentes de onda espaciales de §2 asociadas
a U es foliacién.
O

Dados una 3-foliacién nula 2 y una congruencia de observadores U,
no estd asegurado que €);; sea foliacién. De hecho, si tomamos una 3-
distribucién nula €’ no integrable tal que

Q' (p) # Q2 (p)

para todo p € M, por el Teorema, 1.2.29 estd asegurado * que existe una
congruencia de observadores U tal que

Q=9

y por lo tanto €, no es foliacién. Para tener asegurado que €1, sea fo-
liacién hay que anadir algunas hipétesis:

Proposicion 1.3.6. Sea Q una 3-foliacion nula y U una congruencia
de observadores sincronizable. Entonces §1i; es foliacion si y sdlo si la
3-distribucion de frentes de onda temporales de Q (6 de ;) asociadas a
U, (QNSy) @ (U), es foliacion.

PRUEBA:
— Tomamos una U-base de Q2

{X1,X5,S+U}.

Por la Proposicion 1.3.4, como ) es foliacion también lo serd la
2-distribucién de frentes de onda espaciales de Q2 asociadas a U,

(X1, X2). Sélo falta comprobar que [X1, U]y [X2,U] estan en (X1, X5,U).

Como (2 es foliacion,
[(X1,S+U]l€eQ

y por lo tanto, teniendo en cuenta que Sy es foliacién
[X1,5+U] = [Xl,S}-F[Xl,U]:(Olel +OZ2X2+OZ35)

+ (51 X1 + BoXo + B35 + B4U)
= X1 +7Xo+13(S+U).

4Es mads, existe toda una familia de congruencias de observadores
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Tenemos pues
M=o+
Ye=az+ B2 p— Bs=az+ P
V3 =P
Por otro lado, como €2, es foliacién
(X1, -S4+ U] €y
y por lo tanto, teniendo en cuenta que Sy es foliacion

(X1, =S +U] = —[X1,5]+[X1,U] = - (1 X1 + a2 X2 + a39)
+ (81 X1 + B2 Xo + B35 + B4U)
= 5 X1+0Xs+d3(-S+7U).

Entonces se tiene
o0 =ar+ 5
be=ay+ B2 p— Ps=0a3— s
03 = Pa

Por lo tanto

63 = Oa

s = o3
y entonces

[(X1,U] = (61 X1 + BoXo + B4U) € (X1, X5,U) .
De forma anéloga se prueba que
[X2,U] € (X1,X2,U).
«— Tomamos una U-base de €2

{X17X23S+ U}

Por la Proposiciéon 1.3.4, como € es foliacion también lo serd la
2-distribucién de frentes de onda espaciales de 2 asociadas a U,
(X1, X3). Debemos comprobar que [X1,—S + U] y [X2,—S + U]
estdn en Q; = (X1, X2, =S+ U).
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Como (X1, X5, U) es foliacion,

[(X1,U] = 51 X1 + B2 X2 + (3U.

Por otro lado, como € es foliacion
[X1,54+U] €
y por lo tanto, teniendo en cuenta que Sy es foliacién

[X1,S4+U] = [X1,5]+[X1,U] = (1 X1 + a2 Xo + a395)
+ (81 X1 + B2 X2 + B3U)
= mXi+7Xe+73(S+U).

Tenemos pues
V3 = az = (3.

Entonces
[Xl,—S—l-U] = —[Xl,S]—l-[Xl,U]:—(Oéle +042X2+0é35)
+ (61X + B2 X2 + a3U)

= (7011 -+ ﬂl)Xl -+ (7042 + 52) Xo+ a3 (75 + U)
e 05

Razonando de forma andloga se tiene que
(X2, =S+ U] € Q.

O

Llegados a este punto, podemos plantearnos si para toda 3-foliacién
nula 2 y para toda congruencia de observadores sincronizable U, se tiene
que €, es foliacién. No obstante, a continuacién veremos un contraejem-
plo de esta afirmacion:

Ejemplo 1.3.7. En la métrica de Minkowski con coordenadas carte-
sianas, consideramos los campos

0 0 0 0

U = a+a%+ba—y+daz(l,a,b,d)
0] 0
X1 = aa—F% = (a,l,0,0)
0 0
Xy = b—+4+—= 1
2 bat + ay (baoa 70)

9,9 1,9
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con a,b,d funciones de (t,x,vy,z) tales que d*> < 1 — (a2 + bz) = a?. En
este caso tenemos que U es temporal y {X1, Xa, S} son campos espaciales
que forman una base ortogonal del espacio fisico Sy asociado a U. Con-

sideramos
0 =(X1,X2,5+0U)

en donde

S+U= (l—i-g) (1,a,b, ) .

Veamos las condiciones que hemos de exigir a las funciones a,b,d para

que Q y Sy sean foliaciones:
o [ X1, X5 € (X1, X2). Para esto exigiremos
g ([XhXZ} 75) = g([XlaXQ] ; U) =0

y obtendremos

a@ + % — b@ + @
ot ox ot Oy
e [X1,S] € (X1,X2,S). Para esto exigiremos
g([XhS]aU) =0
teniendo en cuenta lo anterior, y obtendremos

o0 04 _ 00 oa
Yot Tor Yot "oz
o[ Xy, 5] € (X1,X5,5). Para esto exigiremos
g([X27S]aU) =0

teniendo en cuenta lo anterior, y obtendremos

b@+%— @+%

ot oy ot 0z

o [X1,S4+ U] € (X1,X2,S+U). Para esto exigiremos
9([X1,S+U],8) = —g([X1,5+U],U)

teniendo en cuenta lo anterior, y obtendremos

@ @+b@+d_2@—0
ot or Oy adz

(1.3.40)

(1.3.41)

(1.3.42)

(1.3.43)
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o [Xy, S+ U] € (X1,X2,S+U). Para esto exigiremos
g([X275+U]7S) = _g([XQ’S"i_U]’U)
teniendo en cuenta lo anterior, y obtendremos

b 9 b do

Veamos las condiciones que hemos de exigir a las funciones a, b, d para
que la distribucion (2 N Sy)@(U) = (X1, X2, U) no sea foliacidn teniendo
en cuenta lo anterior. Por la Proposicion 1.8.6, estas condiciones serdn
las mismas que para exigir que la 3-distribucion Qp; = (X1, X2, =S + U)
no sea foliacion:

o [X1,U] ¢ (X1,X2,U). Para esto exigiremos
g([XlaU] 7S) 7& 0

y obtendremos

&P +a? d?\ da
( 5 —5)& 0. (1.3.45)

O bien
o[ X5, U] ¢ (X1,X2,U). Para esto exigiremos
9([X3,U],5) #0

y obtendremos

d2+a%  d%\ Ob
( i Z) 5, 0. (1.3.46)

Buscaremos un ejemplo con

a = a(z,z2)
b = 0.

Como de la ecuacion (1.3.48) podemos despejar d en funcién de a, en-
tonces tenemos que
d=d(z,z).

Por lo tanto, las ecuaciones (1.3.40), (1.8.42), (1.8.44) siempre se cumplirdn,
mientras que la ecuacion (1.3.46) no se cumplird, por lo que habrd que
exigir la ecuacion (1.3.45). No obstante, en la ecuacion (1.3.45) se tiene
que
d? + o?
2d

d2
_E#O%d#av
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cosa que se ha de cumplir con la exigencia de d*> < o?. Exigiendo las
ecuaciones (1.3.41), (1.3.43) tenemos

od ada

or Tao: 0
od Oa
P——-a’— = 0.
ox -« Ox 0

De la seqgunda obtenemos

d=(f(2)+a®)"’

en donde f (z) es una funcidn arbitraria, y sustituyendo en la primera

ay/1 —a2a—a + (f(z)—koz?’)Q/3 da _ 0

ox 0z

que es una ecuacion en derivadas parciales cuasi-lineal. Considerando
f(z) = K constante arbitraria no nula, una solucion particular de es-
ta ecuacion puede venir dada implicitamente por

T z
avli—a? (K + a?)*/? a

en donde C' es otra constante arbitraria.

Ahora tenemos que comprobar que 0 < d?> < 1—a? = o? < 1 en algin
abierto, para que U sea una congruencia de observadores bien definida y
se cumpla la ecuacion (1.8.45). Si hacemos x = 1,z = 0 obtenemos

1 2 2
0z = o (1 -« )
y al despejar o
a2—l:|:7° 1_4/02.
2 2
Si escojemos C' = 2 entonces
9 1
«@ (le,z:O):§<l

con lo que, por continuidad, existird un entorno abierto del conjunto de
puntos {(t,z,y,2) /r =1,2 =0} en donde 0 < o < 1. En los puntos de
la forma x =1,z = 0 tendremos

e (i (3))

Si escogemos K = (%)3/2 — (%)3/2 # 0 entonces
0<d*(x=1,2=0)=
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Como antes, existird un abierto en el que estas desigualdades se sequirdn
cumpliendo. En este abierto sucede que € es foliacion, U es sincronizable
y £, no es foliacion.

Definicién 1.3.8. Llamaremos 3-frentes de onda temporales de Q0 asoci-
adas a U a las hojas de la 3-foliacion de frentes de onda temporales de )
asociadas a U, (2N Sy) & (U).

Definicién 1.3.9. Llamaremos 2-frentes de onda espaciales de € asoci-
adas a U a las hojas de la 2-foliacion de frentes de onda espaciales de )
asociadas a U, QN Sy.

1.4. Algunas interpretaciones fisicas

Una congruencia de curvas nulas (rayos de luz, por ejemplo) es el con-
junto de hojas (curvas integrales) de una 1-foliacién nula A. Por otra parte,
una congruencia de frentes de onda nulos son las hojas de una 3-foliacién
nula Q. Precisamente, dada una congruencia de observadores U, las hojas
de Q2 N Sy pueden ser interpretadas como los frentes de onda espaciales
(2-dimensionales sin movimiento) para U (Souriau, 1970, 1997; Liern y
Olivert, 1995a, 1995b). Pero no todas las 1-foliaciones nulas pueden ser
interpretadas como congruencias de rayos de luz ni todas las 3-foliaciones
pueden ser interpretadas como congruencias de frentes de onda nulos. Por
ejemplo, A y  deberian ser foliaciones totalmente geodésicas. Ademas,
en el caso de dimensién 3, la Proposicién 1.3.4 deberia ser necesaria y
suficiente: €2 es integrable si y sélo si 2N Sy es integrable (dado U una
congruencia de observadores sincronizable). Este hecho es razonable, ya
que la observacién de los frentes de onda (como hojas de 2N Sy) deberfa
implicar la existencia de los frentes de onda (como hojas de ) y vicever-
sa. En esta Seccién, vamos a trabajar sélo con foliaciones que pueden ser
interpretadas de esta forma (como congruencias de rayos de luz o frentes
de onda nulos) para poder dar algunas interpretaciones fisicas de algunos
resultados anteriormente obtenidos.

No obstante, a lo largo de este Capitulo ya se han visto algunas inter-
pretaciones fisicas, como el efecto Doppler y la aberracion de la luz, que
aparecian cuando se cambiaba de congruencia de observadores. En esta
Seccién vamos a ver algunas propiedades maés acerca de la aberracién de
la luz:

Sea 2 una foliacién nula de dimensién 1 6 3, y sean U, U’ dos con-
gruencias de observadores. Si N representa la direccién nula de €2, sean
S, S tales que representen la direccién relativa (espacial) de N para los
observadores U, U’ respectivamente (es decir, S+U y S’ + U’ son propor-
cionales a N). Estas direcciones relativas son las direcciones espaciales de
propagacién de los rayos nulos (dimensién 1) o de los frentes de onda nulos
(dimensién 3) para estas congruencias de observadores respectivamente.
Asi pues, tenemos que
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» i U = U’ (es decir, estdn Q-relacionados), entonces Sy S’ son pro-
porcionales. En este caso, representan la misma direccién relativa.

» si U y U’ no estdn Q-relacionados, entonces S, S’ representan difer-
entes direcciones relativas, originando el fenémeno de la aberraciéon
(ver (1.1.7)) .
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2. Foliaciones de simultaneidad

En este Capitulo se abordan problemas abiertos relacionados con la si-
multaneidad. Por ejemplo, muchos trabajos estudian localmente la simul-
taneidad relativista aceptando que las subvariedades de Landau generadas
por un observador son hojas de una foliacién espacial. Sin embargo, esta
propiedad no puede asegurarse en ningin entorno si no exigimos algunas
condiciones geométricas adicionales. Asi pues, si se trabaja en un entorno
que no cumple estas propiedades, aparecen algunas dificultades para es-
tablecer un estudio dinamico satisfactorio, ya que las subvariedades de
Landau dependen tanto de la posicién como de la velocidad del obser-
vador que la genera. El estudio de algunas de estas condiciones es uno de
los principales objetivos de este Capitulo.

Consideraremos dos clases de simultaneidad:

s simultaneidad espacial, que describe sucesos que son simultdneos en
el sistema propio de inercia local del observador. Los puntos del
espacio-tiempo simultaneos en este sentido forman la anteriormente
citada subvariedad de Landau.

= simultaneidad nula, que describe sucesos que son observados si-
multdneamente por el observador. Los puntos del espacio-tiempo
que son simultdneos en este sentido forman una subvariedad llama-
da subvariedad de horismos orientada al pasado (Beem y Ehrlich,
1981).

Ademas, también se estudia la causalidad relacionada con estos dos
conceptos de simultaneidad. Sin este estudio, la interpretacién geométrica
de los resultados obtenidos podria carecer de interés, ya que las subvar-
iedades de Landau deberian ser espaciales y las subvariedades de horismos
deberian ser nulas en el entorno en donde se trabaja. Para ello, se intro-
duce un nuevo concepto (llamado causalidad tangencial) que generaliza
al conocido concepto de causalidad. Mas adelante se probara que las sub-
variedades de Landau son siempre tangencialmente espaciales, pero no
necesariamente espaciales. Por otra parte, también se probard que las
subvariedades de horismos son siempre tangencialmente nulas y ademas
también son siempre nulas.
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Para concluir el Capitulo, se va a realizar un estudio de foliaciones
cuyas hojas son subvariedades de Landau o subvariedades de horismos.
En Fisica, es usual trabajar con campos temporales sincronizables cuya
foliaci6n ortogonal es considerada una foliacién de simultaneidad (es decir,
cuyas hojas son consideradas subvariedades de simultaneidad). Se prueba
que dada una curva causal C*° orientada al futuro (es decir, la linea de
universo de un observador), existe, en un cierto entorno tubular de esta
curva, un campo temporal sincronizable que extiende a los vectores tan-
gentes a esta curva (es decir, los contiene). Ademads, este campo vectorial
es ortogonal a la foliacion de subvariedades de Landau generadas por este
observador. Por otra parte, también se prueba que existe, en un entorno
tubular de la curva, una foliacién cuyas hojas son subvariedades de horis-
mos orientados al futuro y al pasado de los puntos de la curva. La mayor
parte de los resultados obtenidos en este Capitulo se encuentran en Bolds,
Liern y Olivert (2002a).

2.1. Subvariedad tangencial y causalidad tangencial

En esta Seccion se va a introducir un nuevo concepto llamado causal-
idad tangencial. Para ello, vamos a dotar a los espacios tangentes de
una estructura de variedad Lorentziana, es decir, definiremos una métri-
ca Lorentziana en los tangentes de los tangentes. Una vez definida esta
métrica pasaremos a estudiar las diferentes causalidades de subvariedades
en los espacios tangentes, definiendo el concepto de causalidad tangencial,
que puede interpretarse fisicamente como la causalidad observada.

Si V' es un espacio vectorial n-dimensional con estructura de variedad
diferenciable C'°°, puede ser canénicamente identificado con cualquiera de
sus espacios tangentes mediante la identificacién de las coordenadas en el
tangente con las coordenadas en V, para una base dada (que hace el papel
de una carta global). Sin embargo esta identificacién es independiente de
la base escogida y una manera de verlo es la siguiente:

Proposicion 2.1.1. Para cada v € V existe un isomorfismo ¢, : T,V —
V tal que

w (ppw) = w (w)
para todo w € T,V y para todo w € V* (Sachs y Wu, 1977). Ademds,

dada una base {e;};_, enV se tiene
) .
o <wl ) = w'e;.
v
Si (V,g) es un espacio vectorial Lorentziano y definimos un (0, 2)-
campo tensorial g sobre T'V de la forma

dei

g(w,z) = g (Pvw, Puz)
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para todo v € V' y para todo w,z € T,V , entonces (TUV, g|Tvv) es un
espacio vectorial Lorentziano para todo v € V' y por lo tanto (V, g) es una
variedad Lorentziana (Sachs y Wu, 1977).

En la variedad espacio-tiempo, dado un p € M tenemos que T,,M es
un espacio vectorial con estructura de variedad diferenciable C°°. Por lo
tanto, para cada v € T, M podremos definir un isomorfismo canénico ¢,
que identifique T, (T, M) con T, M.

Si (M, g) es una variedad espacio-tiempo Lorentziana, dado un p €
M tenemos que (T,M, g,) es un espacio vectorial Lorentziano, en donde
se denota g, = glr. ;. Definiendo g, en T (T, M) a partir de g, como
anteriormente se tiene que (7,M,g,) es una variedad Lorentziana.

Definiciéon 2.1.2. Dada N una subvariedad regular en M con p € N,
dentro de un entorno normal N, de p consideramos

exp;1 N (2.1.1)

que es una subvariedad regular en T, M (concretamente en Ny = exp, ' Np)
a la que llamaremos subvariedad tangencial a N en p.

Como se ha dotado a cada espacio tangente de una estructura de var-
iedad Lorentziana, podemos estudiar la causalidad de la subvariedad tan-
gencial exp]j1 N en un punto v de Ny C T,M. Esta causalidad recibird el
nombre de causalidad p-tangencial de N en v.

Dentro de un entorno normal convexo V), la causalidad p-tangencial de
N esté definida para todo p € N.

Nota 2.1.3. Dada una subvariedad N con p € N yv € exp;1 N, si
q =exp,v € N entonces

TyN = exp,., (Tv (exp;1 N)) .

En particular, con v = 0, como exp,., = ¢o (Beem y Ehrlich, 1981) se
cumple

T,N = ¢o (Tp (exp, ' N)).
La Nota 2.1.3 da lugar a la siguiente Proposicién:

Proposicién 2.1.4. Sea N subvariedad y p € N. La causalidad de N en
p coincide con la causalidad p-tangencial de N en el origen.

PRUEBA:
Por la Nota 2.1.3, como T,N = ¢ (Tp (exp,* N)), dado un v € T,N
se tiene que w = gbalv e Ty (exp;1 N) C ToT, M y por lo tanto

g (’U7 U) =4 (d)va (150’10) = 8p (’UJ, ’U)) )
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con lo que la causalidad de N en p coincide con la causalidad de exp,, LN
en el origen.
O

Visto este resultado, cabe decir que la causalidad de N en p no tiene
por qué coincidir con

= la causalidad p-tangencial de IV en cualquier otro punto de 7, M
que no sea el origen

= la causalidad ¢-tangencial de N en cualquier punto de T M.

No obstante, si la causalidad de N en p es no nula, por continuidad
del tensor métrico y teniendo en cuenta la Proposicién 2.1.4, existe un
entorno del origen en T, M en el que la causalidad p-tangencial de N en
cualquier punto de este entorno coincide con la causalidad de N en p.
Ademés, existe un entorno de p en M en el que dado un punto g de N
existe un entorno del origen en T, M en el que la causalidad g-tangencial
de N en cualquier punto de este entorno coincide con la causalidad de N
en p.

Corolario 2.1.5. Dada una subvariedad N que tiene la misma causalidad
p-tangencial en el origen para todo punto p € N, se tiene que la causalidad
de N coincide con esta causalidad p-tangencial.

2.2. Subvariedades de Landau: Definicién y causali-
dad

En esta Seccién vamos a obtener las subvariedades de Landau aso-
ciadas a un observador dado. Posteriormente vamos a estudiar tanto la
causalidad como la causalidad tangencial de las subvariedades de Landau
en general.

Teorema 2.2.1. Sea p € M, u € T,M temporal unitario y orientado
al futuro' y S, su espacio fisico. Eziste una tnica subvariedad regular
Ly de dimension 3 tal que S, es tangente a Ly, en p y sus puntos
son stmultdneos con p en el sistema local de inercia propio de u, llamada
subvariedad de simultaneidad o subvariedad de Landau (Olivert, 1980).

Como el espacio-tiempo M posee conexion lineal, en cada punto p € M
existe un entorno normal Np de p (es mds, existe un entorno normal
convexo de p). Con el vector cuadrivelocidad u de p y el tensor métrico
g, definimos la submersion

p: N — R
q +—g(expytqu)

ISe escoge asf para que represente un observador en p
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Figura 2.1: Representacién de una subvariedad de Landau llevada a
exp,, 1Y mediante exp, 1. dentro del espacio tangente T}, M.

La subvariedad de Landau L, , se define como la fibra del 0 de la sub-
mersion ¢:

Lpw=0¢""(0).

Por lo tanto la subvariedad de Landau Ly, tiene estructura de subvar-
iedad regular de dimensién 3 en un entorno normal N, del punto p.

Nota 2.2.2. Sea p € M yV un entorno normal convezo de p. Si q € V
se tiene que la aplicacion

exp;1 oexp, : exp;1 V — exp;1 1%

es composicion de difeomorfismos, y por lo tanto es un difeomorfismo,
con lo que V, expzj1 Vy exp,;1 V son difeomorfos. Las subvariedades de
Landau llevadas a exp;1 VY mediante exp;1 son planos (ver Figura 2.1) y
en cualquier exp;1 VY con q € V seran difeomorfas. Ademds, las subvar-

iedades de Landau serdn también difeomorfas a estos planos en V.

Estudiemos ahora la causalidad p-tangencial de las subvariedades de
Landau L, , en donde p € M, u € T, M.

Lema 2.2.3. Sea V' un espacio vectorial n-dimensional con estructura
de variedad diferenciable C*° y sea g un producto interior en V. Dado
u € V, si definimos la funcién g, : V — IR de la forma g, (v) = g (u,v)
entonces

w (gu) = g (u, pow)
para todo v € V' y para todo w € T,,V.

PRUEBA:
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Sea {e;};_, unabase de V,u = u'e;,v = viej, w = wk %‘v. Entonces
gu (v) = gijuv? y por lo tanto

w(g4) = giju'w*s], = guutn® = g (u, pyw).

d

Proposicién 2.2.4. Dados p € M, u € T,M y Ny un entorno normal
del origen en T, M, la variedad tangencial cxp;1 L, es espacial en Ny.

PRUEBA:

Supongamos v € exp;1 L, dentro de Ny C T,M tal que v # 0.
Entonces g (u,v) = 0 con v # 0. Definimos g, : Ny — IR de la forma
gu (W) = g(u,u) para todo u’ € Ny. Entonces, en Ny, un vector v’
pertenece a exp];1 Ly, siysélosig, (v') =0.Dadoun w € T, Ny tenemos
que w pertenece a T, (exp;1 sz) si y sélo si w(g,) = 0 y aplicando el
Lema 2.2.3, siy sélo si g (u, p,w) = 0, es decir, si y sélosi g (qb;lw w) =0.
Entonces

T, (exp;1 Lp,u) = ((ﬁ;lu)l .
Pero ¢;'u € T,Ny es un vector temporal, ya que g (¢;1u,¢>;1u) =

g (u,u) < 0. Por lo tanto (qS;lu)J' es un subespacio espacial y exp;1 Ly
es una subvariedad espacial en cualquier Ny entorno normal del origen en
T,M.

O

Como ya se ha dicho, dentro de un entorno normal de un punto p,
la causalidad p-tangencial de una subvariedad en principio no tiene por
qué coincidir con la causalidad de dicha subvariedad. No obstante, en
ciertos casos si que podemos asegurarlo para las subvariedades de Landau:

Proposicion 2.2.5. Si M es un espacio-tiempo en el que las subvar-
tedades conezras geodésicas en un punto p conservan la causalidad en los
entornos normales de p, entonces las subvariedades de Landau son espa-
ciales en cualquier entorno normal de p.

PRUEBA:

Como las subvariedades de Landau L, , estan definidas en cualquier
entorno normal de p y son subvariedades conexas geodésicas en p cuyo
espacio tangente en p, T, L, ., = u't, es espacial, teniendo en cuenta la
hipétesis, podemos asegurar que L, ., son subvariedades espaciales en
cualquier entorno normal de p.

O

La hipdtesis de la Proposicion 2.2.5 en particular se cumplira en las
variedades espacio-tiempo M cuyas subvariedades conexas N de dimen-
sién s > 2 que sean geodésicas en un punto sean también totalmente
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geodésicas. Esto es debido a que N es totalmente geodésica si y sélo si
el M-transporte paralelo a lo largo de curvas en N siempre transporta
tangentes a N en tangentes a N (Helgason, 1962) y a que el transporte
paralelo conserva la causalidad. Pero si no se cumple esta hipdtesis, de
momento no podemos asegurar nada acerca de la causalidad de las sub-
variedades de Landau.

Dada una subvariedad N con p € N y v € exp;1 N, si todos los
vectores w € T, (T,M) tangentes a la subvariedad tangencial exp,, LN
cumpliesen que exp,,, w tienen la misma causalidad que ¢,w, entonces
la causalidad p-tangencial de N coincidiria con la causalidad de N, por la
Nota 2.1.3. Estudiemos esto con més detalle viendo propiedades de exp,,,,
dadas en Helgason (1962):

Definicién 2.2.6. Sea p € M y N, un entorno normal de p. Sea v €
T,M, para cada q € N, definimos el campo vectorial adaptado al vector
v en N, como

(v*)q = v; = Tpq¥

en donde Tpq es el transporte paralelo a lo largo del tnico segmento de
geodésica en N, que une p con q.

Estd claro que vy depende diferenciablemente de ¢ y por lo tanto
estd bien definido.

Nota 2.2.7. Denotaremos® 0 (X) a la derivada de Lie respecto del campo
vectorial X, ast tendremos

6(X)(Y)=XY —YX.
Ademds, denotaremos 0 (X)° (Y) =Y y por induccién definimos
0(X)" (V) =0(x) (0(x)"" (V)

para n > 0 natural, es decir

0(x)°(Y) = Y
0(X) (V) = [X,Y]
H(X)2(Y) = [X,[X,Y“

El siguiente Teorema se encuentra en Helgason (1962).

2Hemos preferido respetar la notacién de Halgason (1962) porque consideramos que
en este caso resulta operativa
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Teorema 2.2.8. Si M es una variedad analitica con g una métrica
analitica, p € M, v € T,M, w € T, (T, M), ¢, : T, (TpM) — T,M iso-
morfismo candnico, entonces, siempre que estemos dentro de un entorno
normal de p, se cumple

D= 3 (o (000 (),

con q = exp,, v.

Segtin el Teorema 2.2.8, exp,,,, w se puede expresar de la forma

1 * L. *
XDy W = Tpg (Pyw) — 3 [v*, (ppw) }q + 5 [U , [v , (Ppw) ]]q - ..

0 * %
vaaue (0(09)° (o)) = (Guw); = 7q (d01)
En general, no se puede asegurar que exp,,,,, w tenga la misma causali-
dad que ¢, w. No obstante, en casos particulares, como por ejemplo cuando
¢,w es proporcional a v, si que lo podemos asegurar:

Proposicién 2.2.9. Si ¢,w es proporcional a v entonces exp,,,,, w liene
la misma causalidad que ¢,w.

PRUEBA:
Se tiene que (¢,w)" es proporcional a v*, con lo que

[v*, (gzﬁvw)*] =0
y por lo tanto
expp*v (’U}) = Tpq (¢Uw) ’

con g = expyv. Debido a que el transporte paralelo conserva la causalidad,
exp,,, W tiene la misma causalidad que ¢, w.
O

En general, si ¢,w es espacial o temporal, por continuidad existe un
entorno de p lo suficientemente pequeno como para que exp,,,w siga
siendo espacial o temporal. Esto tltimo aplicado a una subvariedad de
Landau L, , nos dice que es localmente espacial alrededor de p, es decir,
existe un entorno de p en el que L, , es espacial, pero dado un entorno
normal N, de p no tiene por qué ser espacial en todo punto de N N Ly, ,,:

Proposicién 2.2.10. L, ,, es espacial en un entorno de p.

No obstante, dada una subvariedad de Landau Ly ., v € exp, YLpu
yun w € T, (exp; L Lp7u) podemos asegurar que exp,,,, W tiene la misma
causalidad que ¢,w (es decir, espacial) en un entorno normal N, de p
si se cumple que la adaptacién del vector u en ese entorno normal es
sincronizable:
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Proposicién 2.2.11. Dados p € M, u € T,M temporal orientado al
futuro, y un entorno normal N, de p, si la adaptacion de u (es decir u*)
es sincronizable en N, entonces

TyLypu = uy

para todo q € Ny N Ly, 4.

PRUEBA:
Sea Ny = exp, ' N}, C T, M. Dado q € N, N Ly, sea v = exp, ' q €
Np. Se tiene
_ 1L
T, (expp ! Lp,u) = (qbv 1u)
con lo que
TyLy. = €XD sy (TU (exp;1 Lp7u))

= {exp,., w:w e T, (T,M),p,wlu}. (2.2.2)

v
respectivamente. Debido a que el transporte paralelo conserva la ortogo-

nalidad se tiene que g (u*, (¢,w)") = 0y que g (u*,v*) = 0. Asi, tanto
(¢pw)" como v* son campos que pertenecen a la 3-distribucién de espacios
fisicos de u* en N, denotada por S,~. Como, por hipétesis, el campo u*
es sincronizable en N, se tiene que S+ es foliacién en N, y por lo tanto
[v*, (</)vw)*]q € Sy, con lo que

(6 (v*) (((byw)*))q € Sux

Dado w € (qS_lu)J'7 sean u*,v*, (¢,w)" campos adaptados de u,v, p,w

para todo w € (qﬁ;%){ es decir, para todo w € T, (T,M) tal que

((bvw)z € Syz. Por lo tanto, por induccién

(0(v")" ((60w)")), € Su

q

para todo w € (qﬁ;lu)L con n natural. Como exp,,,, w es combinacion
lineal de (6 (v*)" ((¢vw)*))q y Su: es un subespacio vectorial, se tiene

XDy W € Sz

y como la dimensién de T, L,, ,, coincide con la de Su;;, teniendo en cuenta
(2.2.2) llegamos a
TyLpu = Sus-

O

Corolario 2.2.12. Dadosp € M, u € T, M temporal orientado al futuro,
y un entorno normal N, de p, si u* es sincronizable en N, entonces la
subvariedad de Landau Ly, ,, es espacial en N,.
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PRUEBA:

Por la Proposicién 2.2.11 se tiene que T,L,, = Su; para todo ¢q €
N,NL,,. Como Su; es un subespacio espacial resulta que L, ,, es espacial
en NV,,.

O

Nota 2.2.13. Como el transporte paralelo conserva la causalidad, u* es
un campo temporal definido en un entorno normal y por lo tanto, es ra-
zonable preguntarse si es o no es sincronizable.

Nota 2.2.14. En la demostracion de la Proposicion 2.2.11 se ha wvisto
que TyLy, ., = Su;. Como uy = Tpqu y el transporte paralelo conserva la
ortogonalidad, se tiene

Su; = ’quSu.

Por dltimo, como S, = T,L,,, se tiene
TyLpuw = TpgTpLp,u-

Por lo tanto, si la adaptacion de w en un entorno normal N,, de p es sin-
cronizable se tiene que el M-transporte® paralelo a lo largo de geodésicas
de L, . que pasen por p transporta vectores tangentes a L, . en vectores
tangentes a Ly ,,. Ademds, como el transporte paralelo conserva la causal-
idad, se tendrd que Ly, es espacial en N,.

Nota 2.2.15. Debido a la condicion dada en la Proposicion 2.2.11 de que
la adaptacion de u sea sincronizable en Ny, se tiene que la 3-distribucion
de espacios fisicos Sy» (ver Definicidn 0.3.12) forma una foliacion en N,
y la hoja que pasa por p es la subvariedad de Landau Ly, ,, .

Como s6lo nos interesa el caso en el que las subvariedades de Landau
L, ., sean espaciales en cualquier entorno normal en el que estén definidas,
a partir de ahora exigiremos que la adaptacién de u en cualquier entorno
normal V,, de p sea sincronizable, no obstante, podemos dar una condicién
necesaria y suficiente inspirada en la Proposicion 2.2.11:

Proposicién 2.2.16. Dados p € M, u € T,M temporal orientado al
futuro, y un entorno normal N, de p. Sea ¢ € N, N Ly, .. Entonces las
siguientes afirmaciones equivalen:

(i) Tqu’u == u;
ii) Ewiste un entorno normal N de p tal que
P
= NyNLpu=NpyNLpu.

= u* es sincronizable en Nz',.

3Denotaremos M-transporte paralelo al transporte paralelo en la variedad M
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PRUEBA:
«— Ya demostrado en la Proposicién 2.2.11.

— En N, estd bien definida una 3-distribucién (u*)J‘ que tiene una
hoja (L,,,,). Por diferenciabilidad en la hoja y en la construccién de
(u*)™, existe un entorno lo suficientemente pequeiio de la hoja (que
puedo considerar normal para que todo esté bien definido, y puedo
llamarlo NV, que al ser entorno de la hoja L, ,, cumplird NN Ly, ., =
N,NL,.) en el que (u*)" es foliacién. Por lo tanto tenemos que u*
es sincronizable en N}

O

Corolario 2.2.17. Dadosp € M, u € T, M temporal orientado al futuro,
y un entorno normal N,, de p, las siguientes afirmaciones equivalen:

(i) Ly, es espacial en N,.

(ii) Ewiste un entorno normal N de p tal que
= NN Lyu=NyN Ly
= u* es sincronizable en Nj.

Acabamos la seccién con una Proposicién que relaciona las subvar-
iedades espaciales totalmente geodésicas con las subvariedades de Landau:

Proposicién 2.2.18. Si L es una subvariedad conexa de M totalmente
geodésica, espacial y de codimension 1, entonces se tiene que L es un
abierto de Ly, para todo p € L y para todo u € (i*prL)J' en donde
i: L — M es la inclusion candnica.

PRUEBA:
Seap e L yseauc (i*prL)L. Por ser L espacial de codimensién 1
tenemos que u es un vector temporal y por lo tanto

Sy = iupTpL

Por ser conexa y totalmente geodésica, si ¢ € L entonces la geodésica
que une p con ¢ esta contenida en L y por lo tanto es exp, v para algun
v € Sy, con lo que ¢ € L, ,, teniéndose asi la inclusién

LCLyy

por construccién de L, ,,. Como L es subvariedad de M y L, , es subvar-
iedad regular de M, al estar contenida la primera en la segunda, se tiene
que L es subvariedad de Ly, . Al ser de la misma dimensién se tiene que

L es un abierto de Ly, .
O
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Nota 2.2.19. En la Proposicion 2.2.18 no se ha exigido que L fuese
una subvariedad regular, con lo que una subvariedad de M totalmente
geodésica, espacial y de codimension 1 es subvariedad de Landau y en
particular es subvariedad reqular.

Nota 2.2.20. En Cartan (1963) se dice que la implicacidn contraria
no es cierta. Sin embargo, queda como un problema abierto el dar un
contraejemplo de una subvariedad de Landau que sélo sea geodésica en
el punto p. No obstante, es fdacil comprobar que en el espacio-tiempo de
Minkowski si que es cierta, pero en las demds métricas de momento no
se puede afirmar nada.

2.3. Subvariedades de horismos: Definicién y causal-
idad

En esta Seccién vamos a definir las subvariedades de horismos siguien-
do la notacién usada en Beem y Ehrlich (1981). Posteriormente, al igual
que en la Seccién anterior se hizo con las subvariedades de Landau, va-
mos a estudiar tanto la causalidad como la causalidad tangencial de las
subvariedades de horismos en general.

Al igual que con las subvariedades de Landau, en cada punto p € M
existe un entorno normal N, (es mds, existe un entorno normal convexo
de p). Definimos la funcién

¢: Np—{p} — R )
q — g (exp,* ¢, exp, ! q)

Veamos que esta funcién es submersién. Para ello bastara probar que la
funcién diferenciable

¢ exp ' N,—{0} — R

v — g(v,v)

es submersion, ya que ¢ = poexp, I en donde exp, ! es un difeomorfismo.

4
Para ello estudiaremos su rango: Sea { % p} una base de T, M, en-
i=1

i O
tonces v = v 3

LY 9ij :g(% ' % p) con lo que g (v,v) = g;;v'v7.

Con esto

4 , 4
rgp =19 (91'3‘ (61@7’] + ”15i>>k=1 =19 (grv’ + girv'),_, -

Como el tensor métrico g es simétrico
rge =19 (g0’ + griv’) =19 (29550, _y = 79 (95507) s -

Por lo tanto, rgp = 0 siy s6lo si gyjv7 = 0 para k = 1, ..,4. Como el tensor
métrico g es no degenerado, rgep = 0 si y sélo si v = 0. Asi pues, rgp =1
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en todos sus puntos menos en v = 0 y por lo tanto ¢ es submersién en
todo su dominio, con lo que ¢ es submersién.

La subvariedad de horismos de p, E,, se define como la fibra del 0 de
la submersién ¢:

E,=9¢71(0).

Asi pues, la subvariedad de horismos de p, E,, tiene estructura de sub-
variedad regular de dimensién 3 en un entorno normal reducido N, — {p}
del punto p.

Nota 2.3.1. Seap e M yV un entorno normal convexo de p. Como vi-
mos en la Nota 2.2.2, si g € V entonces exp;1 Vy exp,;1 VY son difeomor-

fos. Dada una tétrada ortonormal {X;, U}?:1 definida en V, los vectores
nulos de Ty M en las coordenadas de esta tétrada con g € V son los de la
forma

3
> a'X;+a'U (2.3.3)

i=1

en q, en donde

3

> (@) = (ah)’

i=1
en q. Por lo tanto, los conos de luz en TyM en las coordenadas de una
tétrada ortonormal tiene la misma forma que en Minkowski para todo
q € V. Teniendo en cuenta (2.3.3), en exp, 'V (que es un entorno normal
del origen en T, M ) los conos de luz tendrdn la forma que se muestra en la
Figura 2.2, y en cualquier equ_1 VY con q € V serdn difeomorfos. Ademds,
la subvariedad de horismos de p, E,, serd también difeomorfa a esto en
V.

Ademss, se puede probar que tiene dos componentes conexas:

Proposicién 2.3.2. Sea p € M y sea N, un entorno normal de p.
Entonces la subvariedad de horismos de p, E,, tiene dos componentes
conezxas en N, — {p}, separadas por p.

PRUEBA:
Dada una tétrada ortonormal {X;, U }?:1 definida en T), M, los vectores
nulos son de la forma a (S + U) en donde S = Z?:1 (3'X; es unitario, es

decir Z?:l (b’i)2 = 1, y a es un escalar (en realidad las tétradas son
campos vectoriales, pero en este caso, sélo necesitamos una base ortonor-
mal de vectores en T, M con las caracteristicas de las tétradas, es decir
uno temporal y 3 espaciales). Si consideramos en T),M el conjunto de los
vectores nulos dentro del entorno normal reducido My — {0} en donde
Ny = exp, 1 N,, tendremos definida en NV, — {p} la subvariedad E, como
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expl;l\/

Figura 2.2: Representacién del cono de luz en un espacio tangente 1), M,
dentro de exp, Ly,

la imagen por exp,, de estos vectores nulos, y por ser exp, un difeomorfis-
mo resultard que exp, ' E, serd una subvariedad regular en Ny — {0} con
las mismas propiedades de conectabilidad que £,,.

El hiperplano espacial generado por {Xi}?zl divide a Mgy en dos partes
disconexas. Los vectores nulos pertenecientes a este hiperplano cumpliran
alU =0y entonces a = 0, con lo que el vector es el 0 (es decir, este hiper-
plano no contiene vectores nulos distintos del vector 0). Por lo tanto el
vector 0 es un punto separador de los que tienen o > 0 y de los que tienen
a < 0. Ademds cada parte de éstas es conexa: Dados dos vectores nulos
distintos de cero en Ny, v1 = a1 (S1+U) y va = a3 (S2 + U) en donde
a1, e tienen el mismo signo y dado § > 0 lo suficientemente pequeiio
como para que el disco euclideo

3 4
Ds (0) = {Z @' X; +a*U: Z (ak)2 = 62}
i=1 k=1

esté contenido en Ny, pueden unirse teniendo en cuenta los caminos sigu-
ientes (ver Figura 2.3):

= Se unen v; = a3 (S1 + U) con 6 (S1 + U) mediante el camino

7 (8) = (1 =t)ay +10) (S1 + V)
con t € [0,1], que estd contenido en Np por ser un entorno normal.
= Se unen 6 (S; 4+ U) con § (S2 + U) mediante el camino

72 (8) =0(T(¢) +U)

86



Foliaciones de simultaneidad

Figura 2.3: Camino a seguir para unir dos vectores v; y vs pertenecientes
al cono de luz futuro, para permanecer en un entorno normal del origen

No.

con I (¢) camino en la esfera unidad que une Sy con Sz, que estd con-
tenido en Ds (0) C Np.

= Se unen 6 (Sy 4+ U) con vy = ay (Se + U) mediante el camino

Y3 (t) = ((1 = 1) 6 +taz) (S2 +U)

con t € [0,1], que estd contenido en Ny por ser un entorno normal.

O

Definicién 2.3.3. Dada una tétrada ortonormal {X;, U}?:1 definida en
un entorno normal Ny del origen en T,M, se llamard subvariedad de
horismos orientada al futuro de p a la parte conexa de E, cuyos puntos
q cumplan exp;lq = a(S+U) con « > 0 y se denotard E;. Se lla-
mard subvariedad de horismos orientada al pasado de p a la parte conexa
de E, cuyos puntos q cumplan exp;1 g=a(S+U) cona <0y se deno-
tard B, .

Tanto E;r como E, son subvariedades regulares de dimensién 3 en un
entorno normal reducido de p.

Estudiaremos la causalidad tangencial teniendo en cuenta lo dicho en
el estudio de la causalidad de las subvariedades de Landau (Sachs y Wu,
1977):
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Lema 2.3.4. Sea V un espacio vectorial n-dimensional con estructura de
variedad diferenciable C™> y sea g un producto interior en V. Si definimos
la funciéon g : V. — IR de la forma g(v) = g(v,v) entonces w(g) =
2g (ppw,v) para todo v € V' y para todo w € T,V

PRUEBA:

Sea {e;};_, una base de V, v = vie;, w = wk

ea % ,- Entonces g (v) =
gi;v*v? y por lo tanto

w(g) = gijw}“éfcvj +gij’uiwk6£ = gkjwkvj +gikviwk = ngjwkvj
29 (ppw,v) .

d

Proposicién 2.3.5. Sea p € M y sea Ny un entorno normal del origen
en T,M. La variedad tangencial exp;1 E, es nula en Ny — {0}.

PRUEBA:

Supongamos v € exp;1 E, dentro de Ny C T,M tal que v # 0. En-
tonces g (v,v) = 0. Definimos g : Ny — IR de la forma g (u) = g (u,u).
Entonces, en Ny, un vector v’ pertenece a exp;1 E, siysélosig(v')=0.
Dado un w € T, tenemos que w pertenece a T, (exp, ' E,) si y sdlo si
w (g) = 0 y aplicando el Lema 2.3.4, si y sélo si g (¢, w,v) = 0, es decir,
siy sélosig (w, d);lv) = 0. Entonces

T, (exp;1 Ep) = ((b;lv)J_ .

Pero ¢ 'v € T, N es un vector nulo, ya que g (¢, ‘v, ¢, 'v) = g (v,v) = 0.
Por lo tanto (gzﬁ,j 11)) * esun subespacio nulo y exp,, 1 E, es una subvariedad

nula en cualquier Ny — {0} entorno normal reducido en T}, M.
O

El Lema 2.3.4 y la Proposiciéon 2.3.5 son el equivalente al Lema 2.2.3
y a la Proposicion 2.2.4 en el estudio de la causalidad tangencial de las
subvariedades de horismos en vez de en las subvariedades de Landau.

Veamos ahora una Proposicién acerca de la causalidad en M, equiva-
lente a la Proposicién 2.2.11 de la Seccién anterior. Pero antes necesitare-
mos un Lema previo.

Lema 2.3.6. (Helgason, 1962). Dados X,Y, Z campos vectoriales de una
variedad pseudo-Riemanniana con conexion V, se tiene

Z9(X,Y)=g(VzX,Y)+g(X,VzY).
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Proposicién 2.3.7. Sea p € M y N, un entorno normal de p, entonces
i
T,E, = (v;)

para todo g € Ny N E,, en donde v = exp, ' q.

PRUEBA:
Sea Ny = exp, ' N}, C T,M. Dado q € N,NE,, sea v = exp, ' q € Ng.
Se tiene N
T, (exp, ' Ey) = (¢, '0)

con lo que

ToEy = expy,, (Ts (expp b)) = {expp, wiwe T, (T,M), ppwlv}.

Dado w € ((b;lv)l, sean v*, (¢,w)” campos adaptados de v, ¢, w respec-
tivamente. Debido a que el transporte paralelo conserva la ortogonalidad
se tiene que g (v*, (qbvw)*) =0y que g (v*,v*) = 0, es decir, tanto (d,w)"
como v* pertenecen a la 3-distribucién (v*)J‘. Por el Lema 2.3.6, con
Z = (¢,w)" y con X,Y = v* se tiene

0=2g (V(mw)*v*,v*)

ya que g es simétrica. Ademas, como la torsién es cero, se tiene
(Vioowyv) = (Vispwyv") = (Vor (dow)") = = [v7, (dow) "],

ya que (Vi (qﬁq,w)*)q = 0 debido a que el campo (¢, w)” se traslada
paralelamente a lo largo de la geodésica que une p con ¢ (curva integral de
v* que pasa por q). Por lo tanto [v*, (¢Uw)*]q € (v;)L, es decir, teniendo
en cuenta la notaciéon dada en la Nota 2.2.7 para el corchete de Lie

(0" ((6ow)")), € ()"

para todo w € (qb;lv)l, es decir, para todo w € T, (T,M) tal que

(pow), € (v;‘)l. Por lo tanto, por induccién
(0 @) (@))€ (v5)"

para todo w € (gf) ) con n natural. Como exp,,, w es combinacion
n

lineal de (6 (v*)" ((¢vw)” )) (v*)L es un subespacio vectorial, se tiene

q
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*)l

y como la dimensién de T, E, coincide con la de (vq

T4k = (1);)L

que es un subespacio nulo.
O

Corolario 2.3.8. Sea p € M y N, un entorno normal de p, entonces la
subvariedad de horismos E,, es nula en N, — {p}.

PRUEBA:

*
q

i .
N, N E,. Como (v})™ es un subespacio nulo resulta que E, es nulo en

N, — {p}. !

Por la Proposicién 2.3.7 se tiene que T,FE, = (v )L para todo q €

d

Nota 2.3.9. En la demostracion de la Proposicion 2.8.7 se ha visto que
dadoq € Ep yv = exp;1 q vector nulo, se tiene que Ty, = (v;‘)l. Como
vy = TpqV Y €l transporte paralelo conserva la ortogonalidad, se tiene

(’U;)L = Tpv™

y por lo tanto
1L
TyEp = Tpqv™.

2.4. Foliaciones de Landau

Dentro de los entornos normales convexos podemos definir sin proble-
mas las subvariedades de Landau para todos sus puntos.

Dada 8 : I — M una linea de universo de un observador, podemos
considerar el conjunto de las subvariedades de Landau Lg,,, con g = 3 (t),
ug =0 (t), t € I. Nuestro objetivo en esta seccién es ver cudndo estas
subvariedades de Landau son hojas de una foliacién.

Definicién 2.4.1. (Sakai, 1996). Sea N una subvariedad de M, con-
sideremos el fibrado tangente normal TN+ como el formado por los es-
pacios T,N+. En un entorno abierto de la seccion cero O (TN+) =

{Op € TpNL :p € N} se puede definir la aplicacion exponencial normal
de N de la forma

expt: TN+ — M
UGTpNJ‘ > exp,, .
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Nota 2.4.2. Tomando BI como una subvariedad de M se puede definir
la aplicacion exponencial normal de BI en un entorno abierto de la sec-
cion cero de TRI+. Siguiendo el razonamiento dado en Sakai (1996) se
demuestra que dado un p € BI existe un entorno abierto de p en el que
exp’ es un difeomorfismo.

Teorema 2.4.3. Sea 0 : I — M wuna linea de universo y sea tg € I con
p = B(to). Entonces existe un entorno normal convexo V de p en el que
existe una foliacion cuyas hojas son las subvariedades de Landau de los
puntos de BI NV con cuadrivelocidades los vectores tangentes a SI NV
en cada punto.

PRUEBA:

Por la Nota 2.4.2 existe un entorno abierto V de p, que podemos
considerar normal convexo, en el que la aplicacién exponencial normal a
BI es un difeomorfismo. Por lo tanto, por cada punto de V pasa una y
sélo una subvariedad de Landau de la forma L, ,, con ¢ € 1INV y u,
el vector tangente a SI NV en q. Como estas variedades son regulares se
tiene que son hojas de una foliacién en V.

O

Definicién 2.4.4. A la foliacion del Teorema 2.4.3 se le llamard foliacion
de Landau generada por B y se denotard Lg, siendo 3 : 1 — M la linea
de universo del observador a partir del cual se ha construido la foliacion.
Es decir

Lg (@) = TaLy, ) 500y

en donde t; € I tal que q € Lﬁ(tl),ﬁ(tl)'

En realidad nada me asegura que las subvariedades de Landau gener-
adas por una linea de universo de un observador formen una foliacién en
un entorno normal convexo dado debido a que las subvariedades de Lan-
dau pueden cortarse (Ejemplo 2.4.5). Pero podemos asegurar que forman
una foliacién en algin entorno de p. Si la curva temporal que genera las
subvariedades de Landau no es C'*° ni siquiera podemos asegurar esto tlti-
mo (Ejemplo 2.4.6). Debido a esto se ha exigido que los observadores sean
de clase C*°. No obstante, si la linea de universo del observador es una
geodésica queda por probar que las subvariedades de Landau generadas
no se cortan en todo entorno normal convexo que la contenga.

Ejemplo 2.4.5. En el espacio-tiempo de Minkowski consideremos (3 :
I — M wuna linea de universo de un observador no geodésica. Dado ty € I,
sea p = B(to) y sea u =0 (to). Dado un sistema de coordenadas, la
Juncidén exp,, es la identidad. Por lo tanto las subvariedades de Landau
L, . en Minkowski son hiperplanos ortogonales al vector temporal u. Al
ser B no geodésica habrd vectores no paralelos tangentes a B3I, con lo que
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Figura 2.4: En el espacio-tiempo de Minkowski, si la linea de universo
no es geodésica, las subvariedades de Landau definidas por ( se cortan.

Figura 2.5: En cambio, si § es geodésica, estas subvariedades de Landau
no se cortan.

sus subvariedades de Landau se cortardn (ver Figura 2.4). En cambio, si
tenemos una linea de universo de un observador v : I — M geodésica, los
vectores tangentes a yI son paralelos y las subvariedades de Landau son
disjuntas (ver Figuras 2.5 y 2.6).

Ejemplo 2.4.6. Consideremos el espacio bidimensional de Minkowski,
es decir solo con una coordenada espacial x y otra temporal t. Sea

g: I —M
t — (z(t),1)

una curva temporal parametrizada con el tiempo que cumpla x (0) = 0,
2’ (0) = 0. Sip = (z(to),to) yu= (z'(to),1) con tg € I entonces la
subvariedad de Landau Ly, ,, es la recta que pasa por p con vector director
un vector normal a u, por ejemplo (1,2’ (to)). Esta recta viene dada por
la expresion

_(t=to)
(e = (t0) = Ty

La subvariedad de Landau L 0),0,1) que pasa por el origen serd el eje x.
Por lo tanto, el punto de corte de Ly, con Ly, 0,1) $¢7d (Tcorte,0) en
donde

to
7' (to)

+z (to)

Lcorte = —
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Figura 2.6: Otro ejemplo de que en el espacio-tiempo de Minkowski, las
subvariedades de Landau definidas por una geodésica (3 no se cortan.

depende de ty. Si escogemos

x(t) =1t
con a € ]1,2[ tendremos una curva temporal en I =]—1,1[ con las condi-
ciones x (0) =0, ' (0) = 0. As? pues, la x de corte en ty serd
to 1,
Leorte — T a—1 +t8 = *—t(Q) @ +t8
a a

Por lo tanto
limO Zeorte = 0

con lo que no hay ningin entorno de (0,0) en el que no se corten las
subvariedades de Landau. Esto es debido a que la sequnda derivada de
x (t) no estd bien definida en el origen y por lo tanto esta curva temporal
no es una linea de universo.

Con respecto a la causalidad, teniendo en cuenta el Corolario 2.2.12 y
el Teorema 2.4.3 se puede enunciar el siguiente resultado:

Corolario 2.4.7. Sea 5 : I — M una linea de universo de un observador
y seaty € I conp= [ (ty). Entonces existe un entorno normal convexo V
de p en el que la foliacion de Landau Lg estd bien definida y es espacial.

Dada una foliacién de Landau Lg definida en un entorno normal con-
vexo V y generada por una linea de universo de un observador §: I — M,
una condicién suficiente para que sea espacial en todo V, por el Corolario
2.2.12; es que los campos adaptados de 8 () con ¢ € I sean sincroniz-
ables en V. Como se dijo en la Seccién 2.3, s6lo nos interesa el caso en
el que las subvariedades de Landau sean espaciales en cualquier entorno
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normal convexo en el que estén definidas, y por lo tanto, a partir de ahora
exigiremos esta condicién.
De este modo, si consideramos la foliacion de los espacios fisicos de la

adaptacién de S (t) con t € I en V, denotada Sﬁ(t)*’ por la Nota 2.2.15 se

tiene que la hoja que pasa por [ (t) es la subvariedad de Landau Lﬁ(t),f}(t)‘

Con la condicién anterior, la foliacién de Landau Lg generada por 3
serd espacial en cualquier entorno normal convexo en el que esté definida,
y por lo tanto serd normal a una 1-foliacién (campo vectorial) temporal
cuyos espacios fisicos forman la foliacién de Landau L. Asi queda definido
un campo temporal a partir también de la linea de universo de un obser-
vador (3, que serd estudiado més tarde, en la Seccién de Adaptaciones
vectoriales mediante foliaciones de Landau.

Nota 2.4.8. Sea Lg una foliacion de Landau generada por una linea de
universo de un observador 3 : 1 — M en un entorno normal convexo V.
Debido a que se exige que los campos adaptados de ﬁ (t) cont € I sean
sincronizables en V, por la Nota 2.2.14 se tiene que TqLy y = TpqTpLpu,
en donde p = 3 (tg), u =3 (to) conto e I yqe Ly, NV . Por lo tanto,
como el transporte paralelo conserva la ortogonalidad y (Lg):‘
tiene

= u, se

1
(Lﬁ)q = Tpqlh-

Ademads, [ serd una curva integral del campo temporal definido. Si
escogemos otra curva integral 3’ de este campo temporal podemos generar
a partir de ella otra foliacién de Landau L que puede coincidir con la
anterior o no:

Proposicién 2.4.9. Sea Lg una foliacion de Landau generada por una
linea de universo de un observador 8 : I — M en un entorno normal
convero V y sea 3’ : I' — M una curva integral del campo temporal (L,@)J‘,
Si la foliacion de Landau Lg generada por 3’ estd bien definida y las
subvariedades de Landau (hojas) que componen Lg (o Lg:) son totalmente
geodésicas, entonces Lg = Lg.

PRUEBA:
Sea p = ((tg) y u =0 (to) con tg € I. Sea p’ = 3 (t;) vy v’ =0 (¢;)
con ¢ € I' tal que p’ € L, ,,.
Como (Lg);j = o/, por la Nota 2.4.8 se tiene que v’ = 7,,u, con lo
que
u € (Z',kp/’Tp/Lp’u)l

3

en donde i : Ly, , — M es la inclusién canénica.
Asi, como L, , es totalmente geodésica, por la Proposicién 2.2.18 se
tiene

Lpw= Ly w
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y por lo tanto Lg = Lg, ya que sus hojas coinciden.

2.5. Foliaciones de horismos

Dentro de los entornos normales convexos podemos definir sin proble-
mas las subvariedades de horismos para todos sus puntos. Asi pues, dentro
de estos entornos se podré realizar un estudio de las subvariedades de ho-
rismos como hojas de una foliacién que recibird el nombre de foliacién de
horismos.

Dada 6 : I — M una linea de universo de un observador, podemos
considerar el conjunto de las subvariedades de horismos orientadas al fu-
turo (pasado) de puntos de I. Nuestro objetivo en esta seccién es ver
cuédndo estas subvariedades de horismos orientadas al futuro (pasado) son
hojas de una foliacion.

Sea v : I — M una geodésica y sea 7 una reparametrizacién afin
positiva de v (entonces 7 también es una geodésica). Podemos denotar
como [v] a la correspondiente clase de equivalencia de geodésicas. En este
caso, dada v geodésica y ¥ una curva, resultard que ¥ € [v] si y sélo si
7 es una geodésica con la misma orientacién que v cuya imagen coincide
con la de 7.

A continuacién vamos a enunciar una Proposicién que se puede encon-
trar en Sachs y Wu (1977). Pero antes necesitamos introducir el concepto
senal de luz tal y como se hace en Sachs y Wu (1977): Sea A : I — M una
geodésica nula orientada al futuro (rayo de luz). Se llamard senal de luz
a la clase de equivalencia [A].

Sea # : I — M una linea de universo de un observador. Veamos
desde qué puntos puede ( recibir sefiales de luz y hacia qué puntos puede
enviarlas:

Proposicién 2.5.1. (Sachs y Wu, 1977). Sea f: I — M una linea de
universo de un observador y sea ty € I. Existe un intervalo abierto J C I
que contiene a to y un entorno normal convero V de B (to) tales que para
todo x € V—J existent_1,t1 € J cont_1 <ty < t1, una senal de luz [A]
desde x hasta 3 (t1) y una serial de luz [N'] desde 3 (t_1) hasta x. Ademds
t_1,t1, [N, [N] son dnicos.

Nota 2.5.2. El intervalo J de la Proposicion 2.5.1 se puede tomar de
forma que B (t) €V siy sdlo sit € J.

Teorema 2.5.3. Sea 3 : 1 — M una linea de universo de un observador
y sea tg € I. Eziste un intervalo abierto J C I que contiene a tg y un
entorno normal convero V de (B (t1) tales que en V — BJ existe una fo-
liacion cuyas hojas son las subvariedades de horismos orientadas al futuro
(pasado) de los puntos de 3J.
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PRUEBA:

Por la Proposicion 2.5.1 existe un intervalo abierto J C I que contiene
a top y un entorno normal convexo V de (3 (tg) tales que para todo = €
V — (J existe t_1,t; € J con t_1 < tg < t1, una senal de luz [\] desde
x hasta (1) y una senal de luz [\'] desde § (t_1) hasta z. Por lo tanto,
si consideramos un punto de V, o bien pertenece a GJ o bien pasa por él
una geodésica nula orientada al futuro (pasado) que parte de un punto
de BJ. Ademds, debido a la unicidad de ¢t_1,%1,[A], [\] no puede haber
intersecciones de subvariedades de horismos orientadas al futuro (pasado)
de los puntos de §J.

O

Definicion 2.5.4. A la foliacion del Teorema 2.5.3 se le llamard foliacion
de horismos orientada al futuro (pasado) generada por 3 y se denotard E;

(E[;), siendo B : I — M la linea de universo de un observador a partir
de la cual se ha construido la foliacion. Es decir,

T N o
Ej(9) = ToEg,)

E[; (q) = TqE,@T(tl)

en donde t1 € I tal que q € E;(tl) (E[;(tl)).

Al contrario que pasaba con las subvariedades de Landau, con las
subvariedades de horismos podemos asegurar que, dado un observador que
las genere, no se cortan en ningtin entorno normal convexo que contenga
al observador.

Dada 6 : I — M una linea de universo de un observador y V un
entorno normal convexo que la contenga, sea £ el conjunto de puntos de
V que forman parte de subvariedades de horismos orientadas al futuro de
puntos de BI y sea £~ el conjunto de puntos de V que forman parte de
subvariedades de horismos orientadas al pasado de puntos de GI. Tanto
E' como £~ son abiertos, y como estdn dentro de un entorno normal
convexo, de la forma en la que estdan definidos resulta que también son
entornos normales convexos.

Por lo tanto, se tiene que existe una foliacién de horismos orientada
al futuro E; generada por 8 en £T. Andlogamente, se tiene que existe

una foliacién de horismos orientada al pasado E 5 generada por Jen £7.
A partir de ahora, siempre que consideremos un entorno normal convexo
V en el que hay definida una foliaciéon de horismos orientada al futuro
(pasado) consideraré que V es de la forma £ (£7).

Nota 2.5.5. Por el Corolario 2.3.8, la foliacion de horismos generada por
una linea de universo de un observador en un entorno normal convero V
es siempre una foliacion nula.
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Para finalizar esta Seccién vamos a realizar algunas interpretaciones
fisicas de las subvariedades de Landau y de las subvariedades de horismos
orientadas al pasado y al futuro definidas dentro de un entorno normal
convexo.

= Foliaciéon de Landau: Los puntos pertenecientes a una misma hoja
Ly, son simultdneos con p en el sistema propio de inercia local de
u, es decir, son sincronos con p.

= Foliacion de horismos orientada al pasado: Los puntos pertenecientes
a una misma hoja E son observados simultdneamente por p, es
decir, pertenecen a senales de luz que llegan a p simultaneamente.

= Foliacién de horismos orientada al futuro: Los puntos pertenecientes
a una misma hoja E; son emitidos simultaneamente por p, es decir,
pertenecen a senales de luz que parten de p simultdneamente.

2.6. Adaptaciones vectoriales

En la Definicién 2.2.6 se introdujo el concepto de campo vectorial
adaptado a un vector en un entorno normal. Ahora bien, dada una fo-
liacién 2 y una curva (3 que corte a cada hoja de € en un tinico punto,
si © es geodésica en todo punto de corte con [, existen otras formas de
adaptar vectores (o campos definidos solamente en () a todo el espacio.

Definiciéon 2.6.1. Sea V un entorno normal convexo. Sea 2 una foliacion
enV y B una curva en V que corta a cada hoja de 2 en un unico punto.
Ademds, sea cada hoja geodésica en el punto de interseccion con (3. Sea
X un campo vectorial definido solamente en 3. Para cada ¢ €V, sea H,
la hoja de Q) que contiene a q. Definimos el campo vectorial adaptado a
X mediante Q y 8 en V como

X" (& 5)(1 = TpqXp

en donde p = Hy N 3 y Tpq es el transporte paralelo a lo largo del inico
segmento de geodésica en V que une p con q (ver Figura 2.7)

Hay varios casos:

= Si X es el tangente a (3 (es decir Xy = (t) en donde §: 1 — M
con t € I) entonces definimos el campo vectorial adaptado a X
mediante Q en V como

X" (Q)q = TpqXp
en donde p = H, N S.
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Figura 2.7: Campo vectorial adaptado a X mediante la foliacion Q y la
curva (3, en donde X solo esta definido en la curva (. Se denota como
X* (2 8).

= Si X se traslada paralelamente a lo largo de (3, entonces sélo nece-
sitamos conocer X en un punto de (3, es decir, sélo necesitaremos
conocer un vector v en el tangente a un punto de 3. Por lo tanto
estaremos adaptando el vector v mediante 2 y §. Esta forma de
adaptar un vector mediante ) y 3 se denotara

v* (). (2.6.4)

Ambos casos sucederan, por ejemplo, cuando tengamos una curva -y
geodésica y estemos adaptando su vector tangente, tal y como se muestra
en la Figura 2.8.

Todos estos tipos de adaptaciones coincidiran en todo V si la curvatu-
ra del espacio-tiempo es nula, como por ejemplo en Minkowski. Pero si
estamos en un espacio-tiempo no plano, no tienen por qué coincidir. Si
v : 1 —V es geodésica, v =7 (t9) y p =7 (to) con ty € I, entonces

v* (QQ’Y)|HPU71 = U*|HPU7I

en donde H), es la hoja de €} que contiene a p.

2.6.1. Adaptaciones vectoriales mediante foliaciones
de Landau

Dada (8 una curva temporal orientada al futuro definida en un entorno
normal convexo V, se tiene que Lg es la foliacién de Landau generada
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Figura 2.8: Caso particular de la adaptacion de un vector v tangente a

una geodésica vy mediante una foliacién 2 y la geodésica -, que se puede
L%

denotar como 7 (€2) 6 bien como v* (£2;7).

por 3 en V. Podemos adaptar el tangente a 3 mediante Lg de la forma
anteriormente descrita en la Definicién 2.6.1, como se muestra en la Figura
2.9. El resultado serd un campo temporal que representa una congruencia
de observadores sincronizados con (.

Por otro lado, dada 7 : I — V geodésica temporal orientada al futuro,
se tiene que L., es la foliacién de Landau generada por 7 en el entorno
normal convexo V. Si u =7 (tg) con ¢y € I, podremos adaptar u mediante
L,y ~enV de laforma descrita en (2.6.4). Asi pues, esta adaptacién se
denotara

u” (Lyi7) -

De esta forma, su espacio fisico Sy« (. ;y) serd la foliacién de Landau L,
generada por 7y (ver Figura 2.10). El resultado serd un campo temporal que
representa una congruencia de observadores sincronizados con 7. Dejamos
para trabajos futuros la caracterizacion de cudndo esta congruencia es
geodésica o no.

2.6.2. Adaptaciones vectoriales mediante foliaciones
de horismos

Dado un punto p € M, aunque las subvariedades de horismos (EI;" )
no estdn definidas en p, también se pueden adaptar vectores de T, M a
E; (Ef).
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Figura 2.9: Adaptacién vectorial de ﬂ mediante la foliacién de Landau Lg

generada por la curva temporal (3, denotada por 6 (Lg; B).

[
/b\fl
/H/m/

e

Figura 2.10: Adaptacion vectorial de un vector temporal u tangente a una
geodésica temporal v mediante la foliacién de Landau L. generada por
7, denotada por u* (L;7).

RN
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Figura 2.11: Adaptacién vectorial de 6 mediante la foliacién de horismos
orientada al futuro E; generada por la curva temporal (3, denotada por

5 (53:6).

Dada (g una curva temporal orientada al futuro definida en un en-
torno normal convexo V, se tiene que 5 (E;) es la foliacién de horismos
orientada al pasado (futuro) generada por § en V. Podemos adaptar el
tangente a § mediante E; (E;) de la forma descrita en la Definicién
2.6.1, como se muestra en la Figura 2.11.

Por otro lado, dada vy : I — V geodésica temporal orientada al futuro,
se tienen que E (Ej‘ ) es la foliacién de horismos orientada al pasado

(futuro) generada por 7 en el entorno normal convexo V. Si u =7 (o)
con tg € I, podremos adaptar u mediante £ (E:/") y v en V de la forma
descrita en (2.6.4) (ver Figura 2.12), aunque en realidad, las foliaciones de
horismos no estén definidas en los puntos de . Asi pues, esta adaptacién
se denotara

u* (E37)
o bien

u* (E,Jyr;v) .
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Figura 2.12: Adaptacién vectorial de un vector temporal u tangente a
una geodésica temporal v mediante la foliacion de horismos orientada al
futuro E generada por v, denotada por u* (E;7).

2.6.3. Aplicacién a los observadores. Emisiones pun-
tuales

A lo largo de todo el Capitulo 1, se trabaja generalmente con congru-
encias de observadores que son campos temporales unitarios orientados al
futuro. Asi pues, todos los resultados obtenidos utilizando estos campos
temporales (como el efecto Doppler y la aberracién de la luz) son resul-
tados obtenidos para congruencias de observadores. Sin embargo, todos
estos resultados son aplicables también a los observadores individuales
gracias a las adaptaciones vectoriales, tal y como veremos en este aparta-
do.

Dentro de un entorno normal convexo de la forma £, el campo U
de la expresién (0.3.3) puede ser extendido a todo £T de tal forma que
la extensién de U en un punto p € £ sea en realidad la observacién de
U en p. Formalmente, esta extensién se realiza mediante la foliacién de
horismos orientados al futuro generados por (3, es decir E;, que segun la
Definicién 2.6.1 , se denotaria

vt (Ef:8).
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El resultado de la extensiéon es un campo temporal unitario orientado
al futuro definido en todo £%, es decir, representa una congruencia de
observadores. Dentro de un entorno normal convexo £ siempre se puede
realizar esta extensién, y por lo tanto se logra transformar observadores
individuales en congruencias de observadores de una forma fisicamente
aceptable, con lo que todos los resultados obtenidos para congruencias de
observadores (como por ejemplo, el efecto Doppler y la aberracién de la
luz) son ahora aplicables a observadores individuales.

Teniendo en cuenta la expresién (0.3.3), tenemos la siguiente defini-
cion:
Definiciéon 2.6.2. Dada una linea de universo temporal 3, llamaremos
congruencia de observadores asociada a 3 al campo U™ (Eg;ﬂ) definido

en todo el entorno normal convexo E7.

Por ejemplo, dadas dos lineas de universo temporales 3 : I — M y
B : I' — M dentro de un entorno normal convexo £, con congruencias de
observadores asociadas U y U’ respectivamente, ahora se puede calcular
la velocidad relativa de U’ respecto a U segin la Definicién 1.1.3. De esta
forma, v y X se pueden calcular en todo punto de £F, aunque adquieren
su pleno sentido fisico en los puntos de 31, ya que un observador siempre
observa a través de los espacios tangentes de los puntos de su linea de
universo. Asi pues, dado un punto p € 81, se tiene que v (p) representa
la velocidad relativa de U’ respecto a U observada por U en ese punto p
y X, representa la direccién de la velocidad relativa de U’ respecto a U
observada por U en p.

Veamos ahora la definicién de emision puntual y de congruencia de
observadores propia:

Definicién 2.6.3. Sea £ un entorno normal convexo y sea 3 : I —
M una linea de universo temporal en £T, llamaremos emisién puntual
asociada a B a la 1-foliacion nula A definida en €Y — 31 dada por

1L

A= (EE)
que es totalmente geodésica, es decir, sus curvas integrales son rayos de
luz. En este caso, B representa la evolucion del punto emisor. A su con-

gruencia de observadores asociada la llamaremos congruencia de obser-
vadores propia de A y la denotaremos por UY.

En la practica, una emisién puntual es la emision realizada por un
objeto lo suficientemente lejano al observador. Para observadores situados
en la Tierra las emisiones puntuales pueden ser por ejemplo, galaxias
y estrellas lejanas. Las congruencias de observadores asociadas pueden
considerarse como congruencias de observadores solidarios al movimiento
del punto emisor, y siempre estaran definidas dentro de un entorno normal
convexo del tipo £7, aunque no quede explicitamente indicado.
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2.6.4. Aberracién de la luz y direcciéon propia

Definicién 2.6.4. Sea A una emision puntual con congruencia de ob-
servadores propia U°. Si la U-base de A wiene dada por {SO + UO},
llamaremos direccion propia de A al campo espacial unitario S°.

Un rayo de luz por si solo no tiene una direccién propia establecida.
Se necesita conocer la “fuente” para poder construir una congruencia
de observadores a partir de ella, que serd la congruencia de observadores
propia U°. La direccién propia S° es, en este caso, la direccién de este rayo
observada por U?, es decir, si A es una emisién puntual con congruencia de
observadores propia U y direccién propia S° se tiene que {SO +U O} es
la U%base de A. Teniendo en cuenta (1.1.7), el siguiente resultado resulta
trivial:

Proposicién 2.6.5. Sea A emision puntual con congruencia de obser-
vadores propia U°. Dada una congruencia de observadores U, si {S + U}
es la U-base de A, entonces la direccion propia de A viene dada por

en donde v, X vienen dados univocamente por la descomposicion

1
V1—0?

en donde X es un campo espacial unitario ortogonal a U y v es una
funcidn tal que 0 < v < 1. En este caso, v es la velocidad relativa de U
respecto a U y X es la direccion de la velocidad relativa de U° respecto a

U (ver (1.1.3)).

Ul = (U +vX)

Ademis, teniendo en cuenta la Definicion 1.1.4 de angulo de aber-
racién, se puede definir el dngulo de aberracion propio de A respecto a un
observador U de la forma siguiente:

Definicién 2.6.6. Sea A una emision puntual con congruencia de obser-
vadores propia U°. Dada una congruencia de observadores U, definimos
el dngulo de aberracion propio de A respecto a U como el angulo de aber-
racién de U° respecto a U correspondiente a A (ver Definicion 1.1.4).

2.6.5. Efecto Doppler y frecuencia propia

Definicién 2.6.7. Sea A una emision puntual con congruencia de 0b-
servadores propia U°. Definimos la frecuencia propia v° de A como la
frecuencia con la que observa U° a A.

Un rayo de luz por si solo no tiene frecuencia propia en el sentido
de la Definicién 2.6.7. Al igual que en el caso de la direccién propia,
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se necesita conocer la “fuente” para poder construir una congruencia de
observadores a partir de ella, que serd la congruencia de observadores
propia. La frecuencia propia es, en este caso, la frecuencia de este rayo
observada por los observadores de la congruencia de observadores propia.
Teniendo en cuenta (1.1.13), el siguiente resultado resulta trivial:

Proposicién 2.6.8. Sea A una emision puntual con congruencia de ob-
servadores propia UY. Dada una congruencia de observadores U, si el
conjunto {S + U} es la U-base de A, entonces la frecuencia propia de A
viene dada por
o 1 fvg(X,S)V

Vi—o?
en donde v es la frecuencia de A observada por U, v es la velocidad
relativa de U° respecto a U y X es la direccion de la velocidad relativa de
U° respecto a U.

14

Entonces, dado un observador cualquiera, podemos calcular la frecuen-
cia propia de una emision puntual a partir de la frecuencia observada por
este observador. Obviamente, la frecuencia propia no depende del obser-
vador elegido para calcularla.

2.6.6. Distancias

Definicién 2.6.9. Sea A una emision puntual asociada a una linea de
universo B : I — M. Dada una congruencia de observadores U y un punto
p € M, la distancia de p al punto emisor de A (cuya evolucidn viene dada
por 3) respecto a U, es el mddulo de la proyeccion de exp;1 q al espacio
fisico de Uy, en donde q es el unico punto de B3I tal que la geodésica que
une ¢ con p es un rayo de luz (es decir, p € E;, o bien q € Ezj) Esta
distancia serd denotada d,.

Se define la funcion distancia d al punto emisor de A respecto a U
como aquella funcion tal que en un punto p € M toma el valor dy,.

En T,M se tiene que A, y exp, 1 ¢ tienen la misma direccién pero
sentidos opuestos. Si {S + U} es la U-base de A, entonces

eXp;1 q=—dy (Sp+Up),

teniendo en cuenta la Definicién 2.6.9. Dada otra congruencia de obser-
vadores U’, en p se cumplira

exp;1 q=—d, (5, +U,),
en donde {S" + U’} es la U'-base de A y d, es la distancia de p al punto
emisor de A respecto a U’. Por lo tanto, si d y d’ son las funciones distancia
correspondientes, se tiene

d
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Teniendo en cuenta (1.1.4) y (1.1.6) obtenemos

1—-vg(X,S)
e
en donde v es la velocidad relativa de U’ respecto a U y X es la direccién
de la velocidad relativa de U’ respecto a U.

Como caso particular, si U’ es la congruencia de observadores propia
U de A, se obtiene la funcién distancia propia d° al punto emisor de A:

d d,

Definicién 2.6.10. Sea A una emision puntual con congruencia de obser-
vadores propia U°. Dada una congruencia de observadores U, la funcion
distancia propia d° al punto emisor de A se define como

o 1- vg (Xv S)
o VI—?
en donde {S+ U} es la U-base de A, d es la funcidn distancia al punto

emisor de A respecto a U, v es la velocidad relativa de U° respecto a U y
X es la direccion de la velocidad relativa de U° respecto a U.

4 d,

En Minkowski, dada una emisién puntual A asociada a una linea de
universo 3 geodésica con congruencia de observadores propia U?, se tiene
que la funcién distancia propia d° al punto emisor de A se mantiene con-
stante a lo largo de las curvas integrales de U?, es decir, los observadores
de la congruencia propia son solidarios al punto emisor de A. Si 5 no es
geodésica, esta propiedad no se cumple.

Proposicion 2.6.11. Sea A una emision puntual asociada a una linea de
universo B : I — M. Dada una congruencia de observadores U y un punto
p € M, sea q el punto de BI que se une con p mediante un rayo de luz
y sea {S + U} la U-base de A. Entonces, si parametrizamos la geodésica
nula A que une p con q de forma que A (0) = p, A (0) = — (S, +U,),
entonces se tiene que

A (dp) =4q,

en donde d, es la distancia de p al punto emisor de A respecto a U.

PRUEBA:

Debido a la forma en que estd parametrizada A, tenemos que

A(s) = €XPy (—s (Sp + Up)) .
Por lo tanto
A (dp) = €XPyp (_dp (Sp + Up)) =q.
O

Por lo tanto, dada una emisién puntual A y una congruencia de ob-

servadores U, podemos interpretar la distancia de p al punto emisor de A

respecto a U como la distancia que recorre el rayo de luz de A que llega
hasta p medida por un observador que pasa por p con cuadrivelocidad U,.
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Corolario 2.6.12. Sea A una emision puntual asociada a una linea de
universo 3 : I — M con congruencia de observadores propia U° y sea A
un rayo de luz de A que une q € I con p € M. Si parametrizamos A\ de
forma que A (0) =q y X (0) = S, + U (en donde S, es un vector espacial
unitario ortogonal a Uy), entonces

Ady) =,
siendo dg la distancia propia de p al punto emisor de A. Ademds
A (dy) = Sy + Uy,
en donde {SO + UO} es la UY-base de A.

PRUEBA:
Basta parametrizar a la inversa la geodésica nula de la Proposicién
2.6.11. La segunda propiedad se obtiene directamente de la definicién de

congruencia de observadores propia.
O

El pardametro usado en los rayos de luz del Corolario 2.6.12 es precisa-
mente la distancia propia.

Por ultimo, veamos lo que pasa con las distancias entre dos puntos
emisores: Si tenemos dos emisiones puntuales A;, A3, podemos determinar
la funcién distancia entre los puntos emisores de A1 y Ay respecto a una
congruencia de observadores U dada. Esta funciéon viene dada por

|d1S1 — d2Sa],

en donde {S; + U},{S2 + U} son las U-bases de Aj, As respectivamente
y di,ds son las funciones distancia al punto emisor de A, As respecti-
vamente respecto a U. Dada otra congruencia de observadores U’, con
{8] +U'},{S,+ U’} las U'-bases de Ay, Ay respectivamente y d}, dj las
funciones distancia al punto emisor de Ay, As respectivamente respecto a
U, tenemos que

1—922

d\ Sy — dySh| =
|d1 51 — d355| \/(1+Ug(X751))(1+vg(X,52))

|d1S1 — d2Sa|,

(2.6.5)
en donde v es la velocidad relativa de U’ respecto a U y X es la direccién
de la velocidad relativa de U’ respecto a U.

2.7. Igualdad salvo orientaciones entre foliaciones de
horismos orientadas al futuro y al pasado

Teniendo en cuenta el Teorema 1.2.29 del Capitulo 1, dado V un en-
torno normal convexo y (8 una linea de universo de un observador en V),
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Figura 2.13: Caso en el que Eg‘ (p) = By (p). La curva (3 pierde su cardcter
temporal en algiin punto entre q; y ¢o.

si Eg (p) # E5 (p) para todo p € V, entonces existe una congruencia de
observadores U (en realidad existird toda una familia de congruencias de
observadores) tal que

E+) - E;

( 5)y = Lo

y por lo tanto E; y EE son iguales salvo orientaciones para U:
E; L4 E;  so.

Pero la condicién E;{ (p) # Ey (p) para todo p € V se cumple por lo
menos localmente. No obstante, se puede comprobar que si existiese un
punto p € V tal que E; (p) = E; (p), entonces la curva § perderia su
cardcter temporal en algiin punto (tal y como se muestra en la Figura
2.13) y por lo tanto podemos asegurar que no se da la igualdad en ningiin
punto de V.

Aunque tengamos una linea de universo 7y geodésica, no estd asegurado
que U sea alguna adaptacién del vector u tangente a v en un punto
dado, ya sea u*, u* (Ly;7), u* (E;";’y) o bien u* (E;;v). Lo tnico que
estd asegurado es su existencia.

Proposicion 2.7.1. Sea M un espacio-tiempo en el que las subvariedades
(de dimensidn 2) geodésicas en un punto son totalmente geodésicas. Da-
da una linea de universo temporal geodésica v : I — V, en donde V es
un entorno normal convexo como el del Teorema 2.5.8 (en donde estdn
definidas las foliaciones de horismos orientadas al futuro y al pasado gen-
eradas por vy), se tiene

(B, = B

enV, en donde U es una adaptacion cualquiera en 'V de un vector tangente
a vy en un punto dado.

108



Foliaciones de simultaneidad

Figura 2.14: Representacién de un punto g perteneciente a E;,rl NE,,.

PRUEBA:

Sea g € V — I y sean p1,ps € I tales que q € E;‘l Nk, (esto es
posible debido a que en V estdn definidas tanto la foliacién de horismos
orientada al futuro como la orientada al pasado generadas por «), tal y
como se muestra en la Figura 2.14. Entonces existe una subvariedad W
de dimensién 2 geodésica en g que contiene a pi,ps. Por hipétesis, esta
subvariedad W es totalmente geodésica, y por lo tanto contiene a +.

Entonces, toda adaptacién U en V de un vector tangente a v en un
punto dado cumplira

U, € T,W

ya que las adaptaciones se definen mediante traslados paralelos a lo largo
de geodésicas, W es totalmente geodésica (que contiene a vy a q) y el
traslado paralelo a lo largo de geodésicas contenidas en W transporta
vectores tangentes a W en vectores tangentes a W.

Por otra parte, se cumple

1
(ES )q e T,W
L
(E )q e T,Ww
debido a la forma en la que esta definida W. Asi pues, se tiene

€L —\L
Ug (BY), - (Ey), € T,W
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Figura 2.15: Todas las posibles adaptaciones estudiadas de un vector tan-
gente a una geodésica en el espacio-tiempo de Minkowski nos dan idéntico
resultado.

y por lo tanto son coplanarios, al ser W de dimensién 2. Como hemos
trabajado con un q € V — I arbitrario, se tiene

(B7)y = B

en V, en donde U es una adaptacién cualquiera en V de un vector tangente
a v en un punto dado.
O

Ejemplo 2.7.2. En la métrica de Minkowski, dada una linea de universo
temporal v : I — M geodésica, se tiene que 7y es una recta, y por lo tanto,
el vector tangente es siempre el mismo (siempre que identifiquemos todos
los espacios tangentes). Sea u =7 (to) con to € I. Las adaptaciones de u
mediante una foliacion y v son siempre iguales: En cada punto tendremos
el mismo vector u (ver Figura 2.15).

Sea U el campo temporal adaptado de u. En este caso, se tiene que

1

Uy (E9), - (E7),

S
son coplanarios para todo p € M — ~I. Por lo tanto
+ - _ —
(Ev )U - Ew )

En cambio, si no consideramos una geodésica, esto no se cumple en gen-
eral.
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Este resultado se podria haber obtenido mediante la Proposicion 2.7.1,
ya que en el espacio-tiempo de Minkowski las subvariedades geodésicas en
un punto también son totalmente geodésicas.
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3. Estabilidad entre foliaciones

A lo largo de las iltimas décadas, las aplicaciones de las foliaciones a la
Fisica Tedrica se han incrementado considerablemente (Donato, 1991). En
la década de los sesenta, J. M. Souriau usé foliaciones asociadas a espacios
de evolucién de particulas elementales para estudiar su evolucién (Souriau,
1970, 1997). Més tarde, el estudio de las foliaciones en Relatividad y en
Fisica Cuantica ha resultado muy fructifero, usando variedades foliadas
(Morvan, 1984) o dentro de estructuras matematicas mas complejas. Las
condiciones exigidas a las foliaciones dependen del formalismo empleado,
pero, en general, pueden expresarse mediante algin tipo de invarianza.

En este Capitulo, se estudian las distribuciones que permanecen in-
variantes por traslados paralelos (es decir, son estables), haciendo espe-
cial hincapié en el caso de las foliaciones. Si una foliacién se conserva por
traslados paralelos a lo largo de curvas integrales de sus propios campos,
esta foliacién satisface una ley de movimiento (Liern y Olivert, 1995a)
equivalente a afirmar que sus hojas son totalmente geodésicas. Tenien-
do en cuenta esto, se podria estudiar si una foliaciéon se conserva por
traslados paralelos a lo largo de curvas integrales de campos de cualquier
foliacion, y por lo tanto, introduciendo nuevos conceptos como estabilidad
o estabilidad regular, se podrian obtener leyes de movimiento mucho maés
generales.

Precisamente, hemos obtenido una caracterizacién de la estabilidad
regular que nos permite dar (en un caso particular) una ley de movimien-
to para foliaciones cuyas hojas son planas. Ademads, este resultado es 1til
para dar una caracterizacién de los espacio-tiempo que admiten foliaciones
cuyas hojas son totalmente geodésicas y planas, como los espacio-tiempo
pp-wave (Maartens y Maharaj, 1991). En particular, se obtiene que los
espacio-tiempo de Schwarzschild y de Robertson-Walker no admiten es-
ta clase de foliaciones. Todo este tipo de ejemplos se encuentran en el
Apéndice A. La mayor parte de los resultados obtenidos en este Capitulo
se encuentran en Bolés, Liern y Olivert (2002b).
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3.1. Distribuciones estables

En otros trabajos (Liern y Olivert, 1992, 1993, 1995a) y en el Capitulo
0, hemos introducido el concepto de ley de movimiento usando foliaciones:
Sea ) una foliacién, X un campo vectorial de 2, ¢ una curva integral de
Xy
th . TC(O)M — Tc(t)M

el transporte paralelo a lo largo de ¢ (t), para todo ¢t € I, en donde I es el
dominio de ¢. La foliacién €2 verifica una ley de movimiento si y sélo si

Qe (0)) =Q(c(t)), tel

Esta ley de movimiento es ttil en Relatividad General, ya que generaliza
el principio de las geodésicas cuando la dimension de €2 es 1 y la propiedad
de ser totalmente geodésica para superficies cuando la dimension de €2 es
mayor que 1 (ver Apéndice B).

Intuitivamente, la curvatura de las hojas se tiene que ‘adaptar’ a la
curvatura del espacio-tiempo, en el sentido que la métrica inducida coin-
cida con la métrica restringida. En esta Seccién vamos a estudiar como
generalizar esta idea intuitiva con la intencién de recuperar el concepto de
frente de ondas plano introducido en Souriau (1970) en el espacio-tiempo
de Minkowski.

3.1.1. Definiciones de estabilidad

Para llevar a cabo nuestro estudio, es necesario introducir los nuevos
conceptos de estabilidad y estabilidad regular, que simplifican consider-
ablemente la notacién.

Definicién 3.1.1. Dados dos campos distintos de cero X,Y diremos que
X es estable respecto a'Y sii

VYXO(X.

Dadas dos distribuciones Q, €Y diremos que Q es estable respecto a €,
y lo denotaremos
Vo CQ,

cuando
VyX €Q

para todo campo X € Q,Y € Q.

El concepto de distribuciones estables generaliza el concepto de cam-
pos estables si consideramos los campos como bases de distribuciones de
dimensién 1 (i.e. 1-foliaciones). Es decir, dados dos campos distintos de
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cero X,Y, si A, A’ son las 1-foliaciones que generan respectivamente, en-
tonces la estabilidad de X respecto a Y equivale a la estabilidad de A
respecto a A’:

VyX x X =VaACA.

Ademis, la estabilidad de una distribucién Q respecto a un campo Y
equivale a la estabilidad de € respecto a la 1-foliacién A’ generada por Y

VyQ CQ=VaQcC.

Del mismo modo, la estabilidad de un campo X respecto a una distribu-
cién ' equivale a la estabilidad de la 1-foliacién A generada por X re-
specto a Q:

VoX x X =VgA CA.

Nota 3.1.2. Dadas {X;}}_, ,{Yj}é);l dos bases de Q y Q' respectiva-
mente, basta comprobar

i=1,.,p
Vi i€ { j=Lot

Veamos que esto implica la estabilidad de Q) respecto a §)':
Dadas X € Q,Y € Q, existen funciones {ai :;1 , {ﬁj}§:1 tales que
X =a'X;, Y = 7Y} y por lo tanto
VyX = Vgy,a' X; = 57 (V) (o) Xi + o' Vy, X;) € Q.

Nota 3.1.3. Teniendo en cuenta la Nota 3.1.2, dadas ,Q', Q" tres dis-
tribuciones tales que

Vol C Q

Vol C Q
se tiene que

V<QI,Q//>Q c Q.

Nota 3.1.4. TM es foliacion, ya que
(X, Y]eTM

para todo X, Y € TM, como ya se vio en el Capitulo 0 para una variedad
diferenciable en general. Ademds, TM es estable respecto a cualquier dis-
tribucion €, ya que

VyX eTM

para todo X € TM y para todo Y € ().
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Nota 3.1.5. Sean Q,8 dos distribuciones tales que Vo, Q C Q. Si Q" es
una subdistribucion de Q' entonces

V) C Q.

Por lo tanto, si 2 es estable respecto a T M entonces serd estable respecto
a cualquier distribucion de M.

Veamos a continuacién una propiedad que relaciona a una distribucién
con su distribucién ortogonal mediante la estabilidad:

Proposicién 3.1.6. (Lema de Dualidad). Dadas Q,$Y dos distribu-
ciones, Q es estable respecto a ' sii QL es estable respecto a V' :

VaQ C Q= Vot c Ot
PRUEBA:
Dados tres campos X,Y, Z se tiene (Lema 2.3.6)
Zg(X,Y)=g(VzX,Y)+g(X,VzY).

— Dadas Q,Q’ dos distribuciones tales que

VQ’Q C Q7
sean los campos
X € Q
Yy ¢ QF
Z e
con lo que
g (Xa Y) =
g(VzX)Y) = 0.
Por el Lema 2.3.6 se tiene
0=g(X,VzY)
y por lo tanto
VzY € QF.
Como Y, Z son arbitrarios
Vot c ot
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+—— Dadas 2, dos distribuciones tales que

Vot cot,
sean los campos
X ¢ ot
Y € Q
Z e
con lo que
g(X,y) =0
g(VzX,)Y) = 0.
Por el Lema 2.3.6 se tiene
0=yg(X,VzY)
y por lo tanto
VzY € Q.
Como Y, Z son arbitrarios
Va2 C Q.

O

Es conocido que una distribucién 2 viene univocamente determinada
por su distribucién ortogonal Q. La Proposicién 3.1.6, ademés nos indica
que

Q y Q' tienen las mismas propiedades de estabilidad.

Es decir, estudiar la propiedad Vo Q2 C 2 es lo mismo que estudiar la

propiedad Vo QF C Q. Asf pues, a la Proposicién 3.1.6 la llamaremos
Lema de dualidad.

Nota 3.1.7. Un caso particular del Lema de dualidad resulta bastante
interesante: Cuando Q) es una 3-foliacion nula representa un fotén consid-
erado como una onda. Su 1-foliacién ortogonal Q' resulta que es también
nula y representa al mismo foton pero considerado como un corpusculo.
El Lema de dualidad en este caso pone de manifiesto la dualidad onda-
corpusculo de los fotones. Este caso lo veremos con mds detalle en la
ultima Seccion.
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Definicién 3.1.8. Sea X un campo distinto de cero. Diremos que X es
auto-estable sii es estable respecto a st mismo, es decir

VxX x X.

Sea Q) una distribucion. Diremos que ) es auto-estable si es estable re-
specto a si misma, es decir

Vad C Q.

Al igual que en la Definicién 3.1.1, el concepto de distribuciones auto-
estables generaliza el concepto de campos auto-estables. Es decir, si X es
un campo distinto de cero y A es la 1-foliacién que genera, entonces la
auto-estabilidad de X equivale a la auto-estabilidad de A:

VxX x X =VpAACA.
Con la Definicién 3.1.8:

= Una distribucién Q2 es totalmente geodésica (cumple la Ley de Movimien-
to) sii 2 es auto-estable.

= Una distribucién Q es autoparalela sii Q-+ es auto-estable:

Vo Ot c ot

Nota 3.1.9. Si Q es una p-distribucion totalmente geodésica (i.e. auto-
estable), dada una base {X;},_, de Q se tiene

inXj € Q, 1,7 =1,...,p.
Considerando que M tiene torsion cero resulta
[Xi,Xj]:inXj—VXinEQ, t,j=1,...,p

y por lo tanto 2 es foliacion. Asi pues, las distribuciones auto-estables
en variedades de torsidn cero (por ejemplo, cualquier espacio-tiempo) en
realidad son foliaciones auto-estables.

Nota 3.1.10. El fibrado tangente TM es un ejemplo trivial de foliacion
auto-estable, ya que
VyX eTM

para todo X, Y € TM. También podemos hacer Q@ = TM en la Nota 3.1.4.
La Proposicién 3.1.6 tiene el siguiente Corolario:

Corolario 3.1.11. Dada Q una distribucidn, es auto-estable sii Q+ es
estable respecto a €):

Vo) C Q< VoOt c Ot
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El Corolario 3.1.11 puede formularse de las formas siguientes:

» ) es totalmente geodésica sii 2+ es estable respecto a Q.

» ) es autoparalela sii Q es estable respecto a Q.

Nota 3.1.12. Q y Q' se comportan igual ante la estabilidad, pero no
tienen por qué comportarse igual ante la auto-estabilidad. Esto ocurre
solo en algunos casos. Por ejemplo, en el espacio-tiempo de Minkowski se
tiene

Vo € Q<= Vo 0t c Ot

Esto se puede ver sabiendo que en el espacio-tiempo de Minkowski, las p-
foliaciones auto-estables son las que tienen como variedades integrales a p-
planos. Ast pues, las variedades integrales de la (4 — p)-foliacidn ortogonal
son planos de dimensidn (4 — p), con lo que también es auto-estable. Este
caso se estudiard para 3-foliaciones nulas en el ultimo apartado.

Definicién 3.1.13. Dadas dos distribuciones 2, diremos que Q es reg-
ularmente estable respecto a Q' y lo denotaremos

Vol =0,
cuando ezista una base {X;}¥_, de Q tal que
Vo X; =0, 1=1,.,p,

es decir
VYXiZO, iZl,..,p

para todo campo Y € €.
En este caso diremos que la base {X;}¥_, de Q es regularmente estable
respecto a €Y.

El concepto de estabilidad regular para campos tendria dos posibles
definiciones:

(a) Dados dos campos X,Y distintos de cero diremos que X es regular-
mente estable respecto a Y sii

VyX =0.

(b) Dados dos campos distintos de cero X,Y diremos que X es regular-
mente estable respecto a Y sii existe una funcién « tal que

Vy (aX) = 0.
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La definicién (b) es menos restrictiva que (a), ya que tomando o = 0 en
(b) obtenemos (a). No obstante, el concepto de estabilidad regular para
distribuciones generaliza solamente a (b). Es decir, dados dos campos
distintos de cero X,Y, si A, A’ son las 1-foliaciones que generan respecti-
vamente, entonces la estabilidad regular de X respecto a Y equivale a la
estabilidad regular de A respecto a A':

Vy (@X)=0=VaA=0.

Ademas, la estabilidad regular de una distribucién §2 respecto a un cam-
po Y equivale a la estabilidad regular de € respecto a la 1-foliacién A’
generada por Y:

Vyg =0= VA/Q =0.

Del mismo modo, la estabilidad regular de un campo X respecto a una
distribucién 2 equivale a la estabilidad regular de la 1-foliacién A gener-
ada por X respecto a 2:

Vo (aX)=0=VagA=0.
Nota 3.1.14. Dada {Yj}?:l una base de ' basta comprobar

1=1,..,p

Veamos que esto implica la estabilidad reqular de Q respecto a Q':
Sean' Y € ). Se tiene que existen funciones {ﬁj}j.:l tales que Y =

B7Y; y por lo tanto
VYXi = vﬁ7YJXz = 5]VY7X1 = 0, i = ]., oy P

No todas las bases de una distribucién regularmente estable tienen
esta propiedad. Basta con que una sola la tenga. Ademads, si X € €,
Y € € cumplen

VyX =0

entonces, dada una funcién « se tiene que aX sigue estando en (2, pero
su derivada covariante

Vy (@X)=Y (@) X +aVyX =Y (o) X
no tiene por qué ser cero.

Nota 3.1.15. Sean Q,Q’ una p-distribucién y una q-distribucion respec-
tivamente tales que Q es reqularmente estable respecto a S, i.e

VQ/Q =0.
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Si {X;}._, es una base reqularmente estable de 2 respecto a V' se cumple
Vo X; =0, 1=1,..,p.

Por lo tanto, cualquier subdistribucion de ) generada por cualquier sub-
conjunto de {X;}_, es también una distribucidn reqularmente estable
respecto a €Y.

Nota 3.1.16. Sean 2, dos distribuciones tales que Vo Q = 0. Al igual
que en la Nota 3.1.5, si Q" es una subdistribucién de €' entonces

Va2 =0.

Porlo tanto, si ) es reqularmente estable respecto a T M entonces serd reg-
ularmente estable respecto a cualquier distribucion de M.

Estudiemos la relacion existente entre dos bases regularmente estables
de una misma p-distribucién 2:

Definicién 3.1.17. Sea o : M — IR una funcion y Q una distribucion.
Diremos que « es constante para € sii

X (a)=0
para todo X € €.

Proposicién 3.1.18. Sean Q,Q’ una p-distribucidn y una q-distribucion
respectivamente, tales que Vo/Q = 0 y sea {X;},_, una base regular-
mente estable de Q respecto a Q. Entonces, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) {Yi}Y_, es una base reqularmente estable de Q2 respecto a §V'.

NP
ii) Ewxisten funciones { o’ tales que
i q
ij=1

. D
. Z (af) =0 coni,j=1,..,p para todo Z € Q' (i.e. {af}_ _, son
i,j=
constantes para Q).

s det o #0.

s YVi=alX; coni=1,..,p.

PRUEBA:

p ; il?
— Como {Y;};_, es una base de ), existen {0%'} tales que
ij=1

Yi:ang7 i=1,..,p
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y ademas 4
det o] # 0.
Veamos que debido a que {Y;}}_, es ademds base regularmente es-
AP
table de Q respecto a €’ se tiene que {a{ } ~ son constantes para
QO we
Sea Z € €Y. Entonces

0=V2Yi=Vy (alX;) = 7 (o]) X;+0lV2X;,  i=1,0p,

Como {X;}”_, una base regularmente estable de 2 respecto a €',
tenemos que VzX; = 0 para todo j = 1,...,p, y por lo tanto
Z (oﬂf) X;=0, i=1,..,p

3

Como {X;}’_, son linealmente independientes, se tiene

Z (ag') —0, ij=1,.p
y por lo tanto, como esto se puede hacer para todo Z € ', tenemos

3

-\ P
que {oﬂ } son constantes para .
ij=1

«— Como det o # 0 se tiene que {Y;}?_, es base de Q.
Ademas, dado Z € Q' se tiene

VzYi=Vy (Q?Xj) =Z(a§) X; +alVzX;, i=1,..,p.

NP .

Como {ag } son constantes para ' resulta que Z (ag ) = O para
ij=1

todo i,j = 1,...,p. Ademds, como {X;}/_, es una base regularmente

estable de Q respecto a ', tenemos que VzX,; = 0 para todo j =

1,...,p. Asi pues

V,Yi=0, i=1,..,p

y por lo tanto {Y;}?_; es una base regularmente estable de ) re-
specto a .

d

La Proposicion 3.1.18 puede ser vista como unicidad de bases regular-
mente estables de € respecto a ' salvo constantes para €)'.

Ejemplo 3.1.19. En el espacio-tiempo de Minkowski, dado un campo

Y, los campos X tales que Vy X = 0 son de la forma X* 8‘; en donde

Y (Xi) =0, ya que

0X' 9 o 0
VyX =YIote o =Y (X7) o
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Ast pues, las p-foliaciones que son regularmente estables respecto a T M
han de tener una base cuyas componentes son constantes, es decir, sus
variedades integrales han de ser planos (de dimension p). Por lo tanto,
teniendo en cuenta el Capitulo 2, las foliaciones de Landau generadas por
un observador geodésico son las unicas 3-foliaciones espaciales regular-
mente estables respecto a TM y por lo tanto serdn reqularmente estables
respecto a cualquier distribucion de M.

Proposicion 3.1.20. Sea A una 1-distribucion no nula y Q una distribu-
cion, tales que A es regularmente estable respecto a §2:

VoA =0.

Si el campo X € A cumple g(X,X) = cte, entonces {X} es una base
reqularmente estable de A respecto a €.

PRUEBA:
Sea Z € (), por el Lema 2.3.6

Como g (X, X) = cte se tiene
0=yg(VX, X).

Ahora bien, como VoA = 0, en particular que VzX € A y por lo tanto
VzX x X. Asi pues, como X es no nulo se tiene

VzX =0
con lo que {X} es una base regularmente estable de A respecto a €.
]
Si Va2 = 0 entonces se cumple Vo2 C (), pero no tiene por

qué cumplirse el reciproco. Sin embargo, hay casos en los que se da la
equivalencia, resultando asi mas sencillo el estudio de las distribuciones
estables. Por ejemplo, es facil ver que esta equivalencia se da para 1-
foliaciones (6 para campos):

Proposicién 3.1.21. Dadas A, A\’ dos 1-foliaciones, se tiene la equiva-
lencia
VaACA< VyA=0.

Es decir, si X,Y son campos distintos de cero (bases) de A, N respecti-
vamente, se tiene la equivalencia

VyX x X < VyA=0.
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PRUEBA:

Sélo hay que probar la condicién suficiente, ya que la condicién nece-
saria es trivial.

Por hipétesis, existe una funcién k tal que

VyX =kX.

Sea f la tnica solucién distinta de cero (salvo multiplicacién por con-
stantes para Y') de la ecuacién diferencial lineal

Y(f)+kf=0, (3.1.1)
entonces
Vy (fX)=Y () X+ Vy X=X (f)+kf) X =0

y por lo tanto
VaA=0.

(]
Nota 3.1.22. La ecuacidn (3.1.1) puede resolverse. La solucion general

viene dada por
f=Cye Irt

en donde Cy representa el conjunto de funciones constantes para el op-
erador diferencial Y, es decir

Y (Cy) =0,

y la funcion fY k es una funcion primitiva para Y, es decir

()

Definicién 3.1.23. Sea Q) una distribucion. Diremos que ) es regular-
mente auto-estable si es reqularmente estable respecto a si misma, es decir

Va2 =0.

Nota 3.1.24. Si Q es una p-distribucion regularmente auto-estable (que
serd en realidad p-foliacidn, por la Nota 5.1.9), existe una base {X;}:_,
de Q que cumple

VXin :0, i,j=1,...,p.

Considerando que M tiene torsion cero resulta
[Xian] :VX«LXJ 7VX]'X14:07 27.7: 1;"'ap

y por lo tanto los campos {Xl-}f=1 de la base conmutan entre si.
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Nota 3.1.25. Sea Q2 una p-foliacion reqularmente auto-estable con una
base regularmente auto-estable dada por los campos {X;},_,. Teniendo
en cuenta la Nota 3.1.15, cualquier subdistribucion de ) generada por
cualquier subconjunto de {X;}_, también es una foliacién regularmente
auto-estable. En particular, los campos de una base reqularmente auto-
estable son campos geodésicos (ver Seccion 3.1.3 Campos geodésicos y
auto-estabilidad reqular).

3.1.2. Distribuciones planas respecto a otras distribu-
ciones y estabilidad regular

En esta Seccién estudiaremos un nuevo concepto, el de distribuciones
planas respecto a otras distribuciones, y lo relacionaremos con la estabil-
idad regular definida en la Seccién 3.1.1.

Definiciéon 3.1.26. Dadas dos distribuciones 2, Q' diremos que Q' es
plana respecto a 2, y lo denotaremos

R(QY)Q =0,

cuando
R(¥.¥2) X =0
para todo X € Q y para todo Y1,Ys € .

Nota 3.1.27. Dadas {X;},_, ,{Yi}]_, dos bases de Q y Q' respectiva-
mente, erigir
R(Y1,Y2) X =0

para todo X € Q y para todo Y1,Ys € Q' es equivalente a exigir

=1,
R(Y.,Y;) Xy =0, { POAP (3.1.2)

debido a la linealidad de la curvatura. Asi pues, en una variedad plana
(por ejemplo, el espacio-tiempo de Minkowski) todas las distribuciones son
planas respecto a cualquier otra distribucion.

Nota 3.1.28. Si la distribucion Q' es de dimensidn 1, entonces €)' es
plana respecto a toda distribucion €2, ya que

RY,)Y)X =0
para todo X,Y € TM.

Ademas, se puede definir también el concepto de distribuciones planas
respecto a campos: Una distribucién €’ es plana respecto a un campo X,
v lo denotaremos

R(QY)X =0
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cuando
R(Y1,Y5) X =0

para todo Y7,Y3 € . En este caso, si A es la 1-distribucién generada por
el campo X, se tiene

R(Q)X =0+ R(Y)A=0.

Proposicién 3.1.29. Dadas dos distribuciones 0, Q) tales que Q' es plana
respecto a §2
R()Q=0

se cumple que

e Toda subdistribucién de € es plana respecto a Q.

e ' es plana respecto a cualquier subdistribucion de ).
En definitiva, se tiene que

e Toda subdistribucién de Q' es plana respecto a cualquier subdistribucidn
de Q2.

Teniendo en cuenta el concepto de distribuciones planas respecto a
otras distribuciones, se pueden estudiar condiciones para asegurar la equiv-
alencia entre estabilidad y estabilidad regular de una distribucién respecto
a una foliacién. En el siguiente Teorema vamos a caracterizar esta equiv-
alencia:

Teorema 3.1.30. Sean Q una p-distribucidn y Q' una q-foliacion tales
que V2 C Q2. Entonces

VaQ=0+= R(Q)Q=0.
En otras palabras

(Vo C Q= Va2 =0)< R(Q)Q=0.

PRUEBA:
Sean {X;}1_, . {Y;}7_, dos bases de 2 y €’ respectivamente. Por hipétesis,
. . k 7,k=1,..., D
existen funciones {hij}izl,..‘,q tales que
3k 1= 1, ey
Vy, X = hi; Xk, { i=1,.p (3.1.3)
NP
Hay que probar la existencia de funciones { VH } tales que
ij=
k _ 1= ]., e q
Vv, (ff Xk) =0, { i1, (3.1.4)
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p
i=

y que ademas {ffXj} genere lo mismo que {X;}!_,, es decir, que

p

. P .
{ffXj} sea otra base de 2. Planteando las ecuaciones para {fﬂ }j_l
i=1 -

se tiene
Vy, (FX;)=0=Y; () X; + f'Vy,X; =0, i=1,..,q
y aplicando (3.1.3)

Y () X;+ PhiXe =0, i=1,..q
Cambiando la notacién de los indices mudos y sacando factor comun a
X; obtenemos

(m (f7) + f’“hgk) X;=0, i=1,..q.

Ahora bien, como {X;}”_, es una base de Q2 resulta que sus campos son
linealmente independientes, y por lo tanto

t=1,...,q

=1 (3.1.5)

Yi (f7) + ffhl =0, {

» Caso ¢ = 1: El sistema (3.1.5) es un sistema lineal homogéneo de
primer orden de p ecuaciones diferenciales con p incégnitas, en donde
sblo aparece el operador diferencial Y;. Las soluciones de este sis-
tema tienen la forma

fi=Cyql, j=1,..p

; p . z
en donde {C’l}i_1 son funciones pardmetro constantes para el op-

. P
erador Y7 (es decir, Y7 (C?) =0 parai =1,..,p) y {gi} son
i,j=1
funciones tales que _
det g} #0. (3.1.6)
Por lo tanto, si llamamos
fz]:gzja ’L,jil,,p

tenemos que
Yy (FX) =0, i=1..p
y por lo tanto se cumple (3.1.4). Ademds, por (3.1.6) se cumple que
. P
{ffXj}i:1 genera lo mismo que {X;}!_,.

= Caso ¢ > 1: El sistema (3.1.5) estd formado por ¢ sistemas lineales
homogéneos de primer orden de p ecuaciones diferenciales con p
incognitas cada uno, en dénde en cada sistema aparece un operador
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diferencial Y; para ¢ = 1,...,q. Como los ¢ sistemas comparten las
funciones incégnita, para que haya solucién es suficiente y necesario
que se cumplan unas condiciones de compatibilidad entre dichos sis-
temas. Estas condiciones de compatibilidad se construyen aplicando
Y] a cada ecuacion, con [ = 1, ..., q. Es decir

iL,l=1,..,q

Yz(Yi(fj)‘f'fkhgk)zov { j=1,...,p

en donde [ # i, y por lo tanto se puede expresar en 2 bloques de
condiciones

‘ ' 1=2,...,q

Vi (Y (F7)) + Y2 (F%) i+ 147 (B) =0, I=1,.i—1
J=1..p

, ' , i=1,..,q—1

Yi (Vi (F9)) + Y (£5) W+ 171 () =0, l=i+1,..q
J=1..p

Si cambiamos la notacién de indices del segundo bloque de condi-
ciones obtenemos

Yi (Yi (7)) + Yo (F°) b + £4% (B ) = 0 2
K l=1,..,i—1
Y (Yi (7)) + Y (F) by + 1% () =0 LT =Toop
1t =2,..,q
Dados ¢ I =1,...,i —1 restamos las ecuaciones del primer bloque
j = 17 ""p

a las del segundo bloque, obteniendo

0= Yi (Yi(f7)) +Y: (f5) B, + F57; (1,

_ . , (3.1.7)
= (Y (e (7)) + Yo (%) W+ Y2 ()

Ahora bien, como por hipétesis €)' es foliacién, entonces existen
3 r 14
funciones {aj;}}, _, tales que

Y., V)] =YY, - VY, =alY,,  il=1,..q. (3.1.8)

Aplicando (3.1.8) a (3.1.7) obtenemos

0 = apY, () +Y: () hi,
4 . 4 1=2,...,q
1Y, (W) = Vi () b= 1Y (B) 4 =i =1
J=1p
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pero teniendo en cuenta (3.1.5)

0 = —apf*hl, — [Thihi,
4 ' . 1=2,...,q
1Y (W) + S h bl = £ (B) ] =i 1
j=1..p

Si cambiamos la notacién de los indices mudos y sacamos factor
comin a f* obtenemos

0 = (—ahihl, —hihd,
' 4 , 1=2,..,q
i1=1..p

Ahora bien, f* es cualquier familia de soluciones distintas de cero
del sistema y si hay solucién existen soluciones linealmente indepen-
dientes y por lo tanto obtenemos

0= *O‘fthk - h;kh{r
4 _ 4 1=2,...,q
+Y; (hg/c) + hiphi, =Y (h?k) , l=1,..,i-1
j=1,...,p
(3.1.9)

Asi pues, (3.1.9) son las condiciones de compatibilidad del sistema
(3.1.5). Veamos que estas condiciones son equivalentes a exigir

iwil=1,..,q

oL (3.1.10)

R(Y;, V) X; =0, {

Tenemos
0 = R(Y,Y)X;=VyVyX;

—Vyvi Vy, Xj = Viy, v Xj, {
Aplicando (3.1.3) y (3.1.8) obtenemos
k k r Zal = ]-7 e q
0= Vyi (hlek) — Vyl (hink) - OéilVyTXj, .

y por lo tanto
0 = Y;(hy) Xi+hiVy, (X)

. il=1,..,
_Yz (hf]) Xk — hfijl (Xk) — O‘ilhijkv { ] 1 pq
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con lo que, aplicando de nuevo (3.1.3) obtenemos

0 = Y;(h};) Xe+hj;hi X,
i . il=1,..,

Cambiando la notacién de los indices mudos y sacando factor comin
a X} obtenemos

0 = (Yi(hi) +hizhiy
iLwl=1,..,q

=Y (ki) = hi;hy, — ajihl;) X, { j=1,..,p

y como {X}/_, son linealmente independientes obtenemos

m m m ‘al = 17"'7
0 =Y; (hf;)+hithi,=Yi (hY) =Ry, — ot by, ; - ...,pq

(3.1.11)
Como las expresiones (3.1.11) y (3.1.9) son la misma, tras un cam-
bio en la notacién de indices mudos, las condiciones (3.1.10) son
equivalentes a las condiciones de compatibilidad (3.1.9) del sistema
(3.1.5). Si estas condiciones se cumplen, entonces, al igual que en el
caso ¢ = 1, las soluciones de (3.1.5) tienen la forma

=0, j=1,..p

en donde {Ci}le son funciones parametro constantes para los op-
eradores {Yj}{_, (es decir, Y} (Ci) = 0 para i = 1,...,p y para

)

k=1,...,9)y {gf} _, son funciones tales que

det g7 # 0. (3.1.12)
Por lo tanto, si llamamos
fzj:gia Z,jil,,p

tenemos que (3.1.4) se cumple y ademads, por (3.1.12) se cumple que
. P
{ffXj} genera lo mismo que {X;}}_,.
i=1

a

Corolario 3.1.31. En una variedad plana, dada  una p-distribucion y
Q' una q-foliacion se tiene la equivalencia

VaQlC Q< Vo =0.
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PRUEBA:
Aplicar el Teorema 3.1.30 teniendo en cuenta que en una variedad
plana se tiene
R(X,)Y)=0, VXY € Q.

0O

Corolario 3.1.32. Dada A una 1-foliacion y Q una p-distribucion, se
tiene la equivalencia

VAaQ C Q< V,Q=0.

Es decir, si Y es un campo distinto de cero (base) de A, se tiene la equiv-
alencia
VyQlC Q<= VyQ =0

y por lo tanto, existe una base de ) reqularmente estable respecto a 'Y .

PRUEBA:
Aplicar el Teorema 3.1.30 teniendo en cuenta que

R (Y7Y) =VyVy —VyVy — V[YVY] =0, VY € A.

Teniendo en cuenta la Proposiciéon 3.1.29:

Corolario 3.1.33. Dadas dos distribuciones 0, tales que Q' es plana
respecto a )
R(QHYQ =0,

se tiene que cualquier subdistribucion de Q estable respecto a ) es ademds
reqularmente estable respecto a €)'.

Nota 3.1.34. Segiun la Nota 3.1.4, TM es estable respecto a cualquier
distribucion. Por lo tanto, dada una foliacion 2, por el Teorema 3.1.30
se tendrd

VoTM =0+ R(X,Y)=0, VX, Y€

Asi pues, TM es reqularmente estable respecto a Q) si y sélo si la curvatura
en Q es cero, i.e. si §) es una foliacion plana. Por lo tanto, la afirmacion
“0) es plana respecto a TM 7 es equivalente a “Q) es plana”.

Nota 3.1.35. Ademdas, dado un campo Y, se tendrd que TM es reqular-
mente estable respecto a'Y

VyTM =0
y por lo tanto existird una base {X;}!_, de TM tal que
VyXi=0, i=1,..,m.
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Ejemplo 3.1.36. Ahora estudiaremos un caso particular del Teorema
3.1.30, en donde p = 1. En este caso, si Q = (X) se puede hallar ex-
plicitamente la solucion del sistema (3.1.5) ddndose asi una demostracion
constructiva de cémo obtener una base reqularmente estable de ) respecto
a QY a partir de X (i.e. a partir de una base cualquiera de ). En este
caso particular, se tiene que existen funciones {h;}]_, tales que

Vy. X =X, i=1,..q
y por lo tanto, el sistema (3.1.5) es de la forma
Yi(f)+ fhi =0, i=1,..,q. (3.1.13)

Al ser Q' foliacion resulta que los campos {Y;}!_, que generan ' son

. - . . r q
inwvolutivos, y por lo tanto existen funciones {ail}i,l,rzl tales que

D/u}/l] = }/l}/l - 1/23/1 = OKZY;«, ’L7l = la g

Teniendo en cuenta la expresion (3.1.9), las condiciones de compatibilidad
del sistema (8.1.13) son

1=2,..,q

0= —ajhy — hihy +Y; (h) + iy = Yy (hy) {l:l i1

es decir _
Vilh) - i) e { (27
Esto es equivalente a que exista una funcion potencial F' tal que
h; =Y, (F), i=1,..,q
y por lo tanto, la solucién general de (3.1.13) es de la forma

f=Ce ¥

en donde C es una funcion constante para los operadores diferenciales
(i}, (ie. Y;(C) =0 para i = 1,...,q). Asi pues, e ¥ X es una base
reqularmente estable de ) respecto a Q.

Definicién 3.1.37. Sea Q2 una distribucion. Diremos que S es autoplana
st es plana respecto a si misma, es decir

R()Q=0.
Nota 3.1.38. No es lo mismo foliacion plana que foliacion autoplana:
e () es una foliacion plana sii

R(Q)Q=0

en donde R es el tensor curvatura de la métrica § inducida en
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e () es foliacion autoplana sii
R(Y)OQ=0
en donde R es el tensor curvatura de g restringido a campos de 2.

Por ejemplo, en un espacio-tiempo plano, toda foliacion es autoplana
(por la Proposicién 3.1.29) pero no tiene por qué ser plana (en el espacio-
tiempo de Minkowski, la esfera es autoplana pero obviamente no es plana,).

Pero si Q cumple la Ley de Movimiento (i.e. es auto-estable) entonces

R=R

y viceversa. Asi pues, si €2 es auto-estable entonces es plana si y sélo si
es autoplana.

En un espacio-tiempo plano, si Q es plana, entonces, como también es
autoplana resulta que es auto-estable. En cambio, en un espacio-tiempo
no plano, Q puede ser plana y no ser autoplana (i.e. no es auto-estable).

Segun el Teorema 3.1.30, una distribucién auto-estable serd regular-
mente auto-estable si y sélo si es autoplana. No obstante, pueden existir
distribuciones autoplanas que por no ser auto-estables tampoco son reg-
ularmente auto-estables.

Nota 3.1.39. Para que TM sea una foliacion reqularmente auto-estable,
aplicando el Teorema 3.1.30, ha de existir una base {X;};~, de TM tal
que
R(Xi,Xj)Xk;ZO, i,j,k: 1,...,m.
Por linealidad de la curvatura, exigir esta condicion es equivalente a exigir
R(X,Y)Z =0

para todo campo X,Y,Z € TM. Por lo tanto, TM serd una foliacion
regularmente auto-estable si y solo si el tensor curvatura es cero en M,
i.e. st M es una variedad plana.

Sin embargo, esto se puede ver sin recurrir al Teorema 3.1.30 de
la siguiente forma: Para que TM sea una foliacion regularmente auto-
estable, por definicion, ha de existir una base {Xi};ll de TM tal que

VXin :07 i,j=1,...,m.
Como los simbolos de Christoffel para la base {X;}.", se definen
Vx, X; =T Xy, i,j=1,..,m,

entonces se tiene
k _ L.
i =0, i,j=1,....m

y por lo tanto M es una variedad plana.
Por lo tanto, la afirmacion “I'M es autoplana” es equivalente a “M
es plana”.
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A continuacién, veremos un Corolario de la Proposicién 3.1.29

Corolario 3.1.40. Dada §2 distribucion autoplana, cualquier subdistribu-
cion de §) también es autoplana.

Ademas, teniendo en cuenta el Teorema 3.1.30:

Corolario 3.1.41. Dada 2 distribucion autoplana, cualquier subdistribu-
cion auto-estable de ) es ademds reqularmente auto-estable.

Interpretacion fisica y geométrica de la auto-estabilidad regular:

Sea 2 una p-foliacién regularmente auto-estable. Aplicando el Teorema
3.1.30, se tiene que 2 es auto-estable y autoplana, con lo que también es
plana.

= Por ser auto-estable se tiene que cada hoja tiene estructura de sub-
variedad diferenciable con la métrica inducida:

e Si ) es espacial, la métrica inducida es definida positiva y por
lo tanto es Riemanniana.

e Si () es temporal, la métrica inducida es Lorentziana.

e Si O es nula, la métrica inducida es definida positiva pero
degenerada.

= Por ser autoplana se tiene que cada hoja (subvariedad diferenciable)
con la métrica inducida es plana:

e Si ) es espacial, la métrica inducida es Riemanniana plana y
por lo tanto es una métrica euclidea.

e Si ) es temporal, la métrica inducida es Lorentziana plana y
por lo tanto es la métrica de Minkowski.

e Si () es nula, la métrica inducida es definida positiva degener-
ada plana (euclidea degenerada).

Por lo tanto, la auto-estabilidad regular es una Ley de Movimiento
para foliaciones planas.

Ademsds, existen bases {X;}!_, (ya caracterizadas en la Proposicién
3.1.18) de 2 para las que VxX; = 0 para todo X € Q y parai=1,...,p,
es decir, los campos de estas bases se trasladan paralelamente a lo largo
de cualquier curva contenida en las variedades integrales de €.

En el caso en el que 2 es una 3-foliacién regularmente auto-estable
nula con una base adaptada dada por {Xi, X5, X5}, podemos suponer
que X7, X5 son espaciales y que X3 es nulo. Dada una linea de universo
de un observador U, los “frentes de onda” de (2 relativos a U son las hojas
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de la interseccién de € con la foliacién de Landau Ly asociada a U (ver
Capitulo 2). Podemos asumir entonces que existe una linea de universo
de un observador U tal que los frentes de onda de €2 relativos a U son las
hojas de la foliacién (X7, Xs):

QN Ly = (X1, X).

Como {X1, X2} es también una base regularmente auto-estable, las hojas
de (X1, X5) son totalmente geodésicas y planas. Asi pues, U observa los
frentes de onda de 2 como 2-planos espaciales totalmente geodésicos (y
planos) que se mueven en la direccién relativa de X3 (i.e. X3 proyectado
en las hojas de L) a la velocidad de la luz. Pero no podemos asegurar
en general que los frentes de onda de €2 relativos a cualquier observador
sean 2-planos totalmente geodésicos.

3.1.3. Campos geodésicos y auto-estabilidad regular
Los campos geodésicos son aquellos campos X que cumplen
VxX =0,

por lo tanto, si A es una 1-foliacién generada por un campo geodésico X, se
cumplird que A es regularmente auto-estable y ademads se tendrd que { X'}
es una base regularmente auto-estable de A. Entonces, por la Proposicién
3.1.21 (o por el Teorema 3.1.30), A es auto-estable sii A es regularmente
auto-estable y se puede formular con campos de la forma siguiente: Un
campo X es auto-estable sii existe una funcién a # 0 tal que aX es un
campo geodésico.
Veremos un Corolario de la Proposicién 3.1.20:

Corolario 3.1.42. Sea X un campo mno nulo auto-estable tal que se
cumple g (X, X) = cte. Entonces X es geodésico.

Otra forma de enunciarlo seria:

Corolario 3.1.43. Sea A una 1-distribucion no nula regularmente auto-
estable y sea X € A un campo tal que g(X,X) = cte. Entonces X es
geodésico y {X} es una base reqularmente auto-estable de A.

Nota 3.1.44. Si Q) es una p-distribucion reqularmente auto-estable
Vol =0

y {X;}r_, es una base reqularmente auto-estable de Q. En particular, esta
base cumple
Vx,X; =0, i=1,...,p

con lo que los campos {X,»}f:1 de la base son campos geodésicos.
Ademds, como se dijo en la Nota 3.1.24, los campos {X;},_, de la
base reqularmente auto-estable conmutan entre si.
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Es conocido que en cualquier espacio-tiempo (variedad) M, dado un
punto, existe un entorno de éste en el que hay definida una base de campos
geodésicos. Este resultado local se puede extender de forma global con las
bases regularmente auto-estables, ya que estas bases estan compuestas
por campos geodésicos y estan definidas en todo el dominio de la foliacién
Q) que generan. No obstante, una base regularmente auto-estable es una
base de la foliacion 2 y por lo tanto tiene la misma dimensién que esta
foliacién, que en general, va a ser menor que la dimension del espacio-
tiempo (variedad) M. Sélo en el caso en el que T'M sea regularmente
auto-estable, podremos afirmar que existe una base global de campos
geodésicos (que serd una base regularmente auto-estable de TM). Pero
como ya se ha visto en la Secciéon 3.1.2, esto implicaria que M es una
variedad plana.

3.2. Subvariedades estables

Aunque hasta ahora sélo hayamos trabajado con distribuciones, to-
das las definiciones anteriores pueden hacerse con subvariedades. En esta
Seccion se definiran los conceptos relacionados con la estabilidad para
subvariedades anteriormente introducidos para distribuciones, y se com-
probard la compatibilidad de las nuevas definiciones con las anteriores
de la Seccién 3.1 teniendo en cuenta que las hojas de una foliacién son
subvariedades. No obstante, debido al paralelismo entre las dos Secciones
(3.1 y 3.2), la mayoria de propiedades se estudiardn brevemente. En lo
referente a la notacién, V denotara tanto a la conexiéon de M como a la
restriccién de V a una subvariedad y lo mismo sucedera con el tensor cur-
vatura R. Ademds, un campo X € TN es un campo solamente definido
en N tal que X, € T,N para todo p € N, y una distribuciéon Q@ C T'N es
una distribucién solamente definida en N tal que Q (p) C T, N para todo
peN.

Definicién 3.2.1. Dada una subvariedad N y un campo X distinto de
cero, diremos que X es estable respecto a N, y lo denotaremos

VrnX «x X

cuando

VyX(XX

para todo Y € TN.
Dada una subvariedad N y una distribucion ), diremos que ) es es-
table respecto a N, y lo denotaremos

VraQd C Q

cuando
VyX €Q

para todo Y € TN y para todo X € Q.
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El concepto de distribuciones estables respecto a subvariedades gen-
eraliza el concepto de campos estables respecto a subvariedades si con-
sideramos los campos como bases de distribuciones de dimensiéon 1. Es
decir, dada una subvariedad N y un campo X distinto de cero, si A es la
1-distribuciéon generada por X, entonces la estabilidad de X respecto a
N equivale a la estabilidad de A respecto a N:

VrnX x X =VryA CA.

Ademas, esta definicién es compatible con la de distribuciones estables:
Una distribucién €2 es estable respecto a una foliacién Q' sii  es estable
respecto a cada hoja de @', consideradas como subvariedades. Asf pues,
las Definiciones 3.1.1 y 3.2.1 son compatibles.

Nota 3.2.2. Dadas {X;}}_, ,{Yj}f/:l dos bases de Q@ y TN respectiva-
mente, basta comprobar

i1=1,.,p

VijiEQ, { ':1,-.7]7/

Nota 3.2.3. Sean N una subvariedad y 0 una distribucion tales que
VrnQ C Q. Si N' es una subvariedad contenida en N entonces

VraQ C Q.

Proposicion 3.2.4. Dada una subvariedad N y una distribucion 2, se
tiene que Q es estable respecto a N sii Q- es estable respecto a N:

VTNQ C Q<= VTNQl C QL.

Definiciéon 3.2.5. Dada una subvariedad N y un campo Y € TN distinto
de cero, diremos que N es estable respecto a 'Y, y lo denotaremos

VyTN C TN

cuando
VvyX CTN

para todo X € TN.
Dada una subvariedad N y una distribucion Q@ C TN, diremos que N
es estable respecto a 2, y lo denotaremos

VoI N C TN

cuando
VvyX CTN

para todo X € TN y para todo Y € Q.
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El concepto de subvariedades estables respecto a distribuciones gen-
eraliza el concepto de subvariedades estables respecto a campos si con-
sideramos los campos como bases de distribuciones de dimensiéon 1. Es
decir, dada una subvariedad N y un campo Y € TN distinto de cero, si
A C TN es la 1-distribucion generada por Y, entonces la estabilidad de
N respecto a Y equivale a la estabilidad de N respecto a A:

VyTN CTN =VA\TN CTN.

Nota 3.2.6. Dadas {Xi}le,{Yj}?,:l dos bases de TN y Q respectiva-
mente, basta comprobar

t=1,.,p
Uy X €Q, { iber
Esta clase de estabilidad implica que la dimensién de €2 no puede ser
mayor que la de N, ya que se necesita ) C T'N.

Definicién 3.2.7. Sea N una subvariedad. Diremos que N es auto-
estable, sii N es estable respecto a TN (o lo que es lo mismo, TN es
estable respecto a N ), es decir

VrnTN C TN.

Una subvariedad auto-estable también recibe el nombre de totalmente
geodésica.

Esta definicién es compatible con la de foliaciones auto-estables: Una
foliacion es auto-estable sii cada hoja, considerada como subvariedad, es
auto-estable. Asi pues, las Definiciones 3.1.8 y 3.2.7 son compatibles.

Definicién 3.2.8. Dada una subvariedad N y un campo X, diremos que
X es reqularmente estable respecto a N cuando exista una funcion o tal
que

VTN (aX) = O7

es decir
VY (aX) =0

para todo Y € TN.
Dada una subvariedad N y una distribucidon 2, diremos que € es reg-
ularmente estable respecto a N, y lo denotaremos

Vrnd=0
cuando exista una base {X;}_, de Q tal que
VTNXZ' :Oa 1= 17"'7p7

es decir

VyX;=0, i=1..p
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para todo Y € TN.
En este caso diremos que la base {X;}}_, de Q es regularmente estable
respecto a N.

El concepto de distribuciones regularmente estables respecto a subvar-
iedades generaliza el concepto de campos regularmente estables respecto
a subvariedades si consideramos los campos como bases de distribuciones
de dimension 1. Es decir, dada una subvariedad N y un campo X distinto
de cero, si A es la 1-distribucién generada por X, entonces la estabilidad
regular de X respecto a N equivale a la estabilidad regular de A respecto
a N:

VTN (aX) =0= VTNA =0.

Ademss, esta definicién es compatible con la de distribuciones regu-
larmente estables: Una distribucion () es regularmente estable respecto a
una foliacién Q' sii © es regularmente estable respecto a cada hoja de €/,
consideradas como subvariedades. Asi pues, las Definiciones 3.1.13 y 3.2.8
son compatibles.

Nota 3.2.9. Dada {Yj}zil una base de TN, basta comprobar
]_
1=1,.,p
wxen {200
en donde {X;}!_, es una base de Q2 regularmente estable respecto a N.

Nota 3.2.10. Sean N una subvariedad y Q2 una p-distribucion tales que
Q es reqularmente estable respecto a N, i.e

VrnQ =0.
Si{X;}'_, es una base regularmente estable de Q respecto a N se cumple
VTNXi :0, 1= 1,...,p.

Por lo tanto, cualquier subdistribucion de Q generada por cualquier sub-
conjunto de {X;}._, es también una distribucion reqularmente estable
respecto a N.

Nota 3.2.11. Sean N una subvariedad y ) una distribucion tales que
VrnQ = 0. Al igual que en la Nota 3.2.3, si N’ es una subvariedad
contenida en N entonces

Vrn 2 =0.

A continuacién veremos una Proposicién equivalente a la Proposicién
3.1.18 dada en la Seccion de distribuciones estables, acerca de la unicidad
salvo constantes de bases regularmente estables, cuya demostracién es
analoga:
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Proposiciéon 3.2.12. Sean N una subvariedad y 2 una p-distribucion
tales que VrnQ = 0 y sea {X;},_, una base reqularmente estable de Q
respecto a N. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) {Yi}_, es una base reqularmente estable de Q0 respecto a N.

J

p
ii) Ewisten funciones 4 o tales que
vJig=1 1

' P
A (ag) =0 coni,j=1,...p para todo Z € TN (i.e. {043}. L, son
i,j=
constantes en N ).
. detaf # 0.
n Y, = ang coni=1,..,p.

También tenemos que las Proposiciones 3.1.18 y 3.2.12 son compati-
bles.

Proposicion 3.2.13. Sea A una 1-distribucion no nula y N una subvar-
iedad, tales que A es regularmente estable respecto a N :

VryA=0.

Si el campo X € A cumple g(X,X) = cte en N, entonces {X} es una
base reqularmente estable de A respecto a N.

Definicién 3.2.14. Dada una subvariedad N y un campo Y € TN, di-
remos que N es regularmente estable respecto a 'Y, y lo denotaremos

VyTN =0
cuando exista una base {X;}!_, de TN tal que
VYXiZO, 1= 1,...,p,

Dada una subvariedad N y una distribucion Q@ C TN, diremos que N
es reqularmente estable respecto a €1, y lo denotaremos

VoI N =0
cuando ezista una base {X;}_, de TN tal que
VoX; =0, i=1,..p,

es decir
VyX; =0, i1=1,..,p

para todo Y € €.
En este caso diremos que la base {X;},_, de TN es regularmente
estable respecto a 2.
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El concepto de subvariedades regularmente estables respecto a dis-
tribuciones generaliza el concepto de subvariedades regularmente estables
respecto a campos si consideramos los campos como bases de distribu-
ciones de dimensién 1. Es decir, dada una subvariedad N y un campo
Y € TN distinto de cero, si A C T'N es la 1-distribucién generada por Y,
entonces la estabilidad regular de IV respecto a Y equivale a la estabilidad
regular de N respecto a A:

VyTN =0= VATN =0.
Nota 3.2.15. Dada {Yj}?,:1 base de ), basta comprobar

1=1,.,p
vxen {5y
en donde {X;}’_, es una base de TN regularmente estable respecto a €.
=1

Esta clase de estabilidad implica que la dimensién de §2 no puede ser
mayor que la de N, ya que necesito Q2 C T'N.

Definicion 3.2.16. Dada una subvariedad N y una distribucion Q dire-
mos que N es plana respecto a 2, y lo denotaremos

R(TN)Q =0,

cuando
R(Y1,Y2) X =0
para todo X € Q y para todo Y1,Ys € TN.

Esta definicién es compatible con la de distribuciones planas: Una fo-
liacién Q es plana respecto a una distribucion €’ sii cada hoja de € consid-
erada como subvariedad es plana respecto a Q’. As{ pues, las Definiciones
3.1.26 y 3.2.16 son compatibles.

Definicién 3.2.17. Dada una subvariedad N y una distribucion Q@ C TN
diremos que § es plana respecto a N, y lo denotaremos

R(Q)TN =0,

cuando
R(¥:,Y2) X =0

para todo X € TN y para todo Y1,Ys € ).

Se pueden formular teoremas equivalentes al Teorema 3.1.30 en sub-
variedades:
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Teorema 3.2.18. Sean N una subvariedad y € una distribucion tales
que VN C Q. Entonces

VrnQ=0<= R(TN)Q =0.
En otras palabras
(VeNQ C Q<= VrnQ2=0) < R(TN)Q =0.

Teorema 3.2.19. Sean N una subvariedad y 0 C TN una distribucion
tales que VoT N C TN. Entonces

VoT'N =0<= R(Q)TN =0.
En otras palabras
(VTN CTN <= VoTN =0) <= R(QY) TN =0.

Definicién 3.2.20. Sea N una subvariedad. Diremos que N es regu-
larmente auto-estable sii es reqularmente estable respecto a si misma, es
decir

VornTN = 0.

Las Definiciones 3.1.23 y 3.2.20 son compatibles. Ademds, esta car-
acteristica para una subvariedad es mas fuerte que la de ser totalmente
geodésica.

Definicién 3.2.21. Sea N una subvariedad. Diremos que N es autoplana
sii es plana respecto a si misma, es decir

R(TN)TN =0.

Se cumple que las Definiciones 3.1.37 y 3.2.21 son compatibles. Ademas,
segin el Teorema 3.2.19, una subvariedad auto-estable (caso Q = TN)
serd regularmente auto-estable si y sélo si es autoplana. No obstante,
pueden existir subvariedades autoplanas que por no ser auto-estables tam-
poco son regularmente auto-estables.

3.3. Relaciones de estabilidad entre Q2 y Q)

En esta Seccién vamos a estudiar diferentes relaciones de estabilidad
entre todos los tipos de distribuciones definidos en el Capitulo 1, es decir,
dada una congruencia de observadores U y dos 3-distribuciones nulas 2
y €, estudiaremos distintas relaciones de estabilidad entre Q, Q, &,
Q/U_, la distribucién de espacios fisicos Sy, las distribuciones de frentes de
onda espaciales QN Sy y ' N Sy, y las distribuciones de frentes de onda
temporales (2N Sy) @ Uy (V' NSy) @ U.
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3.3.1. Estabilidad y estabilidad regular en general

Empezaremos estudiando relaciones de estabilidad y estabilidad reg-
ular entre las anteriormente citadas distribuciones, dejando para la Sec-
cién siguiente las relaciones de auto-estabilidad y auto-estabilidad regular.
No obstante, la mayoria de resultados también son aplicables a la auto-
estabilidad tomando Q' = Q.

Proposicién 3.3.1. Dados Q 3-distribucion nula, Q' distribucién y U
congruencia de observadores, si tanto la distribucion de espacios fisicos,
Sy, como Q) son estables respecto a Q)', entonces la distribucidn de frentes
de onda espaciales de ) asociadas a U, QNSy, es también estable respecto
aY:
Va'Sy C Sy
= Vo (2N Sy) C QN Sy.
Va2 CQ

PRUEBA:
Escogemos una U-base de €2

{X1,X2,S+U}.

Como 2 es estable respecto a Q' se tiene
Va X1

€N
Vo Xo

Ademsds, como Sy es estable respecto a ', se tiene

Va Xy
€ Sy
Va Xs
y por lo tanto
Va X
eQNSy = <X17X2>
VarXo

con lo que la distribucion de frentes de onda espaciales de () asociadas a
U es estable respecto a §2'.

O

Corolario 3.3.2. Dados Q2 3-distribucion nula, Q' distribucién y U con-
gruencia de observadores, si la distribucion de espacios fisicos, Sy, es
estable respecto a Q' y Q es reqularmente estable respecto a Q', entonces
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la distribucion de frentes de onda espaciales de 2 asociadas a U, 2N Sy,
es también reqularmente estable respecto a Q':

VQ/SU C SU
= Vo (Q N SU) =0.
VaQl=0

PRUEBA:
Al tenerse Vo, = 0 resulta que, por el Teorema 3.1.30, R (Q') Q2 = 0,
con lo que
R(Y)(QNSy) =0,

puesto que 2N Sy es una subdistribucion de 2. Por la Proposicion 3.3.1,
y aplicando el Teorema 3.1.30, se tiene

Va (2N Sy) =0.

De forma andloga se demuestra el siguiente Corolario:

Corolario 3.3.3. Dadas Q) una 3-distribucidn nula, ' una distribucion y
U una congruencia de observadores, si la distribucion de espacios fisicos,
Sy, es regularmente estable respecto a ' y Q es estable respecto a €,
entonces la distribucion de frentes de onda espaciales de ) asociadas a
U, QN Sy, es también regularmente estable respecto a §':

Vo Sy =0
= Vo (2N Sy) =0.
VaQdC

Veamos otra Proposicién que involucra a las distribuciones de frentes
de onda temporales y espaciales:

Proposicién 3.3.4. Dadas Q una 3-distribucion nula, Q' una distribu-
cion y U una congruencia de observadores, si la distribucion de espacios
fisicos, Sy, y la distribucion de frentes de onda temporales de 2 asociadas
aU, (QNSy)@®U, son estables respecto a Y, entonces la distribucion de
frentes de onda espaciales de Q asociadas a U, QN Sy, es también estable
respecto a §V':

Vao'Sy C Sy
— Vo (Qﬁ SU) c QN Sy.
Vo (QNSy)eU) c (QNSy)aU

PRUEBA:
Sea una U-base de Q2

{X1,X3,S+U}.
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Como (X1, X5,U) es estable respecto a £ se tiene

Va X1
€ (X1, Xs,U).
Vo Xs

Ademds, como Sy es estable respecto a €', se tiene

Vo Xy
S SU = <X1,X2aS>
VarXo

y por lo tanto

Vo X1
€ Sy = (X1, Xo,U) N (X1, X2, 5) = (X1, Xa) = QN Sy
VQ’XQ

con lo que la distribucién de frentes de onda espaciales de €2 asociadas a
U es estable respecto a €0'.
O

De la Proposicién 3.3.4 se siguen los siguientes Corolarios, cuyas de-
mostraciones se pueden realizar de forma analoga a la utilizada en el
Corolario 3.3.2:

Corolario 3.3.5. Dadas Q una 3-distribucion nula, Q' una distribucién y
U una congruencia de observadores, si Sy es estable respecto a Q' y la dis-
tribucion de frentes de onda temporales de Q asociadas a U, (2N Sy) U,
es reqularmente estable respecto a Q', entonces la distribucion de frentes
de onda espaciales de Q0 asociadas a U, QN Sy, es reqularmente estable
respecto a §:

VQ/SU C SU
= Vo (Q n SU) =0.
Vo (QNSy)eU)=0

Corolario 3.3.6. Dadas 2 una 3-distribucion nula, ' una distribucidén y
U una congruencia de observadores, si la distribucion de frentes de onda
temporales de Q asociadas a U, (2N Sy) ® U, es estable respecto a ' y
la distribucion de espacios fisicos, Sy, es regularmente estable respecto a
Q' entonces la distribucidn de frentes de onda espaciales de Q asociadas
a U, QN Sy, es reqularmente estable respecto a Q' :

VaSy =0

= Vo (QQSU)ZO.
Vo (QNSy)aU)Cc(QnSy)aeU
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Finalmente, veremos una Proposiciéon que relaciona la estabilidad de
Qp v la estabilidad de la distribucién de frentes de onda temporales:

Proposicién 3.3.7. Dadas Q una 3-distribucién nula, Q' una distribu-
cion y U una congruencia de observadores, si la distribucion de espacios
fisicos, Sy, y Q son estables respecto a ', entonces S, es estable respecto
a Q' siy sélo sila distribucion de frentes de onda temporales de Q2 (J de
Q) asociadas a U, (2N Sy) @ U, es estable respecto a Q':

Va'Sy C Sy VQ/QE C QE <=
=
Va2l CQ — Vo (QNSy)eU)Cc(QnSy)aU.
PRUEBA:

— Escogemos una U-base de )

{X1,X5,S+U}.

Por la Proposicién 3.3.1, la distribucion de frentes de onda espaciales
de Q asociadas a U, (X, X2), es estable respecto a Q' y por lo tanto

Va X1
€ <X1,X2> C <X1,X2,U> .
Vo X

Asf que sdlo falta comprobar que Vo U sigue estando en (X7, Xo, U).

Como € es estable respecto a
Vo (S+U) eQ

y por lo tanto, teniendo en cuenta que Sy es también estable re-
specto a '

Vo (S + U) =VqgS+VqU= (041X1 + as Xo + Oé35)
+ (51 X1 + B2 Xo + 435 + BaU)
=nXi +7Xe+73(S+U).

Tenemos pues

Nn=ar+M
Ye=az+ P2 p— PBi=az+F5. (3.3.14)
V3 = B

Por otro lado, como €; es estable respecto a )/

Vo (=S+U) € Qp
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y por lo tanto, teniendo en cuenta que Sy es también estable re-
specto a €/

VQ/ (—S + U) = _VQ/S + VQ/U = - (Clle + a2X2 + QSS)
+ (B1 X1 + B2 Xo + 835 + B4U)
=0 X1 402 Xo + 03 (=S +7U).

Tenemos pues

o1 =a1+ B
bp=ap+ P2 p — fBs=0a3— 5. (3.3.15)
03 = B4
Por lo tanto, por (3.3.14) y (3.3.15)
B3 =0
fa = as

y entonces
VaU = (51X1 + 5 Xo + B4U) € (X1, X2, U).
«—— Escogemos una U-base de (2

(X1, X5, S +U}.

Por la Proposicién 3.3.1, como 2 es estable respecto a ', también
lo serd la distribucién de frentes de onda espaciales de €2 asociadas
a U, (X1, X2) y por lo tanto

Va X,
S <X1,X2> C QE
Var X

Asi que sélo falta comprobar que Vo, (=S + U) sigue estando en
Qp = (X1, X2, —-S+U).

Como (X1, X5,U) es estable respecto a )/
Vo U = 11Xy + B X2 + B3U.
Por otro lado, como € es también estable respecto a €’
Vo (S4+U) e
y por lo tanto, teniendo en cuenta que Sy es estable respecto a €’

Vo (S + U) =VaS+VaU= (Oéle + as Xo + 0435)
+ (61X + B2 Xa + 33U)
=X +7Xe+73(S+U).
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Tenemos pues

V3 = ag = (3.
Entonces

Vo (=8S4U)=—-VaoS+VoU=— (a1 X1 + a2 X2 + a39)
+ (81 X1 + B2 X2 + a3U)

= (—a1 + 1) Xi + (—az + B2) X2 + a3 (=S + U)

€05

3.3.2. Auto-estabilidad

En esta Seccién vamos a estudiar propiedades exclusivas de la auto-
estabilidad y la auto-estabilidad regular de las anteriores distribuciones.
Del Corolario 3.1.11 se siguen a su vez los siguientes Corolarios:

Corolario 3.3.8. Una congruencia de observadores U es auto-estable si
y solo si su espacio fisico Sy es estable respecto a U :

VyU x U < VySy C Sy.

Corolario 3.3.9. Dada Q una 3-distribucion nula auto-estable. Entonces
O (que es una 1-distribucion nula) es también auto-estable. Es decir

Vol € Q= Vo O+ c Q.

PRUEBA:
Por el Corolario 3.1.11 se tiene que Q-+ es estable respecto a Q. Pero
al ser 2 nula se tiene

Qtcn
y por lo tanto, en particular
Vo Q- C QF.
O

El reciproco no es cierto. De hecho, en el ejemplo siguiente vamos a
encontrar un campo nulo auto-estable tal que su 3-distribucién ortogonal
no sea auto-estable (totalmente geodésica). Asi quedaria probado que la
implicacién contraria no es cierta en el Corolario 3.3.9.
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Ejemplo 3.3.10. Este ejemplo, obviamente, se ha de buscar en un es-
pacio tiempo con métrica de curvatura distinta de cero, como el espacio-
tiempo de Schwarzschild:

ds? = ldﬁ 42 (d92 + sin? GdgoQ) — adt?
a

con
2m
a=1——.
r
Sea 5 5
Z=0ag—+ — = 1
aa + at (a’ 07 07 )

FEste campo es nulo,

y es auto-estable,
/ T T a t t a
VzZ = (a(d +1I7.a)+17) or + (aFrt + Ft'ra) ot
= dZ.

Su 3-distribucion ortogonal viene dada por
o 0
Zt=(+:=7).
<59’ O’ >

o 0
%%_ 99&

con lo que Z+ no es auto-estable.

Pero

\v4 ¢ 7+,

A continuacién veremos una Proposicién que indica cudndo la distribu-
cién de frentes de onda espaciales de una 3-distribucién nula auto-estable
es también auto-estable:

Proposicion 3.3.11. Dadas 2 una 3-distribucion nula y U una congru-
encia de observadores, si la distribucion de espacios fisicos, Sy, y £ son
auto-estables, entonces la distribucion de frentes de onda espaciales de €2
asociadas a U, QN Sy, es auto-estable:

VSUSU C Sy
- V(QQSU) (QNSy) CcQnSy.
VQQ c

PRUEBA:
Escogemos una U-base de (2

{X1,X5,S+U}.
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Como {2 es auto-estable se tiene

Vx, X1
Vx, Xo
Vx, X1
Vx,Xo

€N

Ademis, como Sy es auto-estable, se tiene

Vx, X1
Vx, Xo
es
Vx, X1 v
Vx,Xo
y por lo tanto
Vx, X1
Vx, Xo
eQNSy =X, X

VX2X1 U < 1 2>
Vx,Xo

con lo que la distribucién de frentes de onda espaciales de () asociadas a
U es auto-estable.
O

De la Proposicién 3.3.11 se siguen los siguientes Corolarios, cuyas de-
mostraciones son triviales:

Corolario 3.3.12. Dadas Q2 una 3-distribucion nula y U una congruencia
de observadores, si la distribucion de espacios fisicos, Sy, es auto-estable
y Q0 es reqularmente auto-estable, entonces la distribucion de frentes de
onda espaciales de Q asociadas a U, QNSy, es reqgularmente auto-estable:

VSUSU C Sy
- V(QQSU) (QNSy)=0.
Va2 =0

Corolario 3.3.13. Dadas 2 una 3-distribucion nula y U una congruencia
de observadores, si €} es auto-estable y la distribucion de espacios fisicos,
Su, es reqularmente auto-estable, entonces la distribucion de frentes de
onda espaciales de Q asociadas a U, QNSy, es reqgularmente auto-estable:

Vu Sy =0
— V(QOSU) (Q n SU) =0.
VQQ cQ

A continuacién vamos a ver una Proposicién que nos indica cudndo la

distribucién de frentes de onda espaciales de una 3-distribucién nula es
auto-estable:

150



Estabilidad entre foliaciones

Proposicion 3.3.14. Dadas Q2 una 3-distribucion nula y U una congru-
encia de observadores, si la distribucion de espacios fisicos, Sy, y la dis-
tribucion de frentes de onda temporales de Q asociadas a U, (2N Sy) U,
son auto-estables, entonces la distribucion de frentes de onda espaciales
de Q asociadas a U, QN Sy, es auto-estable:

VSUSU C Sy
Viansmer) (QNSy) e U) C (2N Sy) e U

— V(QQSU) (Q N SU) cQNSy.

PRUEBA:
Sea una U-base de 2

{X1,X5,S+U}.
Como (X1, X5,U) es auto-estable se tiene

Vx, X1
Vx, Xo
Vx,X1
Vx,Xo

€ (X1, X5, U).

Ademads, como Sy es auto-estable, se tiene

Vx, X1
Vx, Xo
Vx, X1
Vx,Xo

€ Sy = (X1,X5,5)

y por lo tanto

Vx, X1
Vi, Xo
Vi, X1
Vi, Xo

€ SU = <X1’X27U> N <X1,X2aS> = <X13X2> == QHSU

con lo que la distribucién de frentes de onda espaciales de €2 asociadas a
U es auto-estable.
O

De la Proposicién 3.3.14 se siguen los siguientes Corolarios:

Corolario 3.3.15. Dadas Q una 3-distribucion nula y U una congru-
encia de observadores, si Sy es auto-estable y la distribucion de frentes
de onda temporales de Q asociadas a U, (2N Sy) @ U, es reqularmente
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auto-estable, entonces la distribucion de frentes de onda espaciales de )
asociadas a U, QN Sy, es regularmente auto-estable:

VSUSU C SU
- V(QQSU) (Q N SU) =0.
Vi@nsyer) (N Sy)®U) =0

Corolario 3.3.16. Dadas 2 una 3-distribucion nula y U una congruen-
cia de observadores, si la distribucion de frentes de onda temporales de
Q asociadas a U, (2N Sy) ® U, es auto-estable y la distribucion de espa-
cios fisicos, Sy, es reqularmente auto-estable, entonces la distribucion de
frentes de onda espaciales de 2 asociadas a U, QN Sy, es reqularmente
auto-estable:

Vs, Su =0
v((QnSU)@U) (QNnSy)aU)c(Q@nSy)aU

- V(QQSU) (Q N SU) =0.

Finalmente, vamos a ver una importante Proposicién que relaciona
la auto-estabilidad de una 3-distribucién nula (2, la de € y la de la
distribucién de frentes de onda temporales (2N Sy) @ U:

Proposiciéon 3.3.17. Dadas Q una 3-distribucion nula y U una con-
gruencia de observadores, si tanto la distribucion de espacios fisicos, Sy,
como § son auto-estables, entonces €1, es auto-estable y la distribucion de
frentes de onda temporales de Q (6 de ;) asociadas a U, (2N Sy) @ U,
también es auto-estable:

Vs, Su C Sy VQEQE C QE, =
—
Vol C Q Viansyyer) (N Sy) @ U) C (2N Sy) @ U.
PRUEBA:

— Veamos que (2N Sy) @ U es auto-estable. Escogemos una U-base de
Q
{X1, X2, 8+ U}

Por la Proposicién 3.3.14, la distribucién de frentes de onda espa-
ciales de 2 asociadas a U, (X7, X3), es auto-estable y por lo tanto

Vx, X1
Vx, Xo
Vx, X
Vx, Xo

S <X1,X2> C <X1,X27U> .
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= Por ser Sy auto-estable, resulta que U es estable respecto a
Su y por lo tanto

Vx,Ue(U)c(QnSy)adU.

= Andlogamente se prueba

Vx,UeQnSy)eU.

» Al ser Sy auto-estable se tiene
VsXi € (X1,X5,5). (3.3.16)
Como §2 es auto-estable se tiene
VsivX1=VsX1+VuyX; €Q

=(X1,X2,5+U). (3.3.17)
Ademads, como ;; es también auto-estable, se tiene
V_syv X1 =-VsXi+VuyX; € Q[; = <)(17)(27 -S4+ U) .
(3.3.18)
Teniendo en cuenta (3.3.16), (3.3.17) y (3.3.18) se tiene
g (VU‘Xl7 S) =0

con lo que

VuXi1 € (X1,Xo,U)=(QNSy)aU.

= Andlogamente se prueba

VuXs € (Q2NSy)aU.

= Como ) es auto-estable, por el Corolario 3.3.16 se tiene que
Ot = (S +U) es auto-estable

Vsiv (S+U) EQL:(S—FU).
Aplicando el Lema 2.3.6 con X =Y = Z = 5+ U se tiene
g(Vsyu (S+U),S+U)=0
con lo que

Vstu (S + U) =VsS+VsU+VyS+VyU=0. (3.3.19)
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Al ser Sy auto-estable se tiene
VsS € (X1,X5,95).
Aplicando el Lema 2.3.6 con X =Y = Z = S se tiene
9(VsS,5)=0

con lo que
VsS e <X1,X2> . (3320)

Al ser Sy auto-estable, se tiene que U es estable respecto a
Su
VsU € (U).

Aplicando el Lema 2.3.6 con X =Y = U, Z = S se tiene

g(VsU,U)=0
con lo que
VsU = 0. (3.3.21)
Por dltimo, usando el Lema 2.3.6 con X,Y = 5,7 = U se
tiene
g(VyS,S)=0
con lo que
VuS € (X1,X5,U). (3.3.22)
Teniendo en cuenta (3.3.19), (3.3.20), (3.3.21) y (3.3.22) se
tiene

VuU € <X1,X2,U> = (QQSU> o U.

«— Veamos que {);; es auto-estable. Escogemos una U-base de €

{X1,X5,S+U}.

Por la Proposicion 3.3.14, la distribucién de frentes de onda espa-
ciales de 2 asociadas a U, (X1, X5), es auto-estable y por lo tanto

Vx, X1
Vx, X
Vx, X1
Vx,Xo

S <X1,X2> C <X1,X27U> .

= Al ser Sy auto-estable se tiene

Vx, S € (X1,Xs,5).
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Aplicando el Lema 2.3.6 con X =Y = 5,7 = X se tiene
g(Vx,S,8)=0

con lo que
VXls € <X1,X2> . (3323)

Ademsds, por ser Sy auto-estable, resulta que U es estable
respecto a Sy y por lo tanto

leU S <U> .
Aplicando el Lema 2.3.6 con X =Y = U, Z = X, se tiene
g(Vx,U,U)=0

con lo que
Vx,U=0. (3.3.24)

Por lo tanto, teniendo en cuenta (3.3.23) y (3.3.24) se tiene

Vx, (=S+U)=-Vx,5+Vx,U € (X1,X2) C Q.

= Andilogamente se prueba

Vx, (=S+U) €.

= Al ser ) auto-estable se tiene
Vs+vX1 =VsgXi +VpyX; € <X1,X2, S+ U> . (3.3.25)

Aplicando el Lema 2.3.6 con X = X;,Y = Z = (S+U) se

tiene
9g(VsivX1,S+U)+9g(Vsiv (S+U),X1)=0. (3.3.26)

Pero como (2 es auto-estable se tiene que Q+ = (S +U) es
auto-estable (por el Corolario 3.3.16), con lo que

Vsiv (S+U) € Qt = (S+7U)
y resulta que
9g(Vsiu (S+U),X1) =0.
Asf pues, (3.3.26) queda
g (VsivX1,S4+U)=0

155



Vicente José Bolds Lacave

156

y por lo tanto, (3.3.25) queda
VsivXi =VsX) +VuX; € (X1, Xy). (3.3.27)
Al ser Sy auto-estable se tiene
VsXi € (X1,X3,5). (3.3.28)
Al ser (2N Sy) @ U auto-estable se tiene
VuX; € (X1,X5,U). (3.3.29)
Aplicando (3.3.28) y (3.3.29) en (3.3.27) se tiene

VX1 € (X1, X2)
VUXl S <X1,X2>‘

Por lo tanto

V,SJFUXl =-VsX1+VyX; € <X1,X2> - QE

Andlogamente se prueba

V_syvXs € QE

Al ser Sy auto-estable se tiene
VsS € (X1,X5,S5).
Aplicando el Lema 2.3.6 con X =Y = Z = S se tiene
g(VsS,8)=0

con lo que
VsS e (X1,Xs). (3.3.30)

Al ser Sy auto-estable, resulta que U es estable respecto a Sy
y por lo tanto

VsU € (U).
Aplicando el Lema 2.3.6 con X =Y = U, Z = S se tiene

g(VsU,U)=0

con lo que
VsU = 0. (3.3.31)

Aplicando el Lema 2.3.6 con X =Y = 5,7 = U se tiene

g(VUSaS) =0
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con lo que
VUS S <X1,X2, U> . (3332)
Aplicando el Lema 2.3.6 con X =Y = Z = U se tiene
g(VoU,U) =0

con lo que
VoU € (X4, X2,5). (3.3.33)

Como §2 es auto-estable se tiene

Vsiu (S+U) =VsS+VgU+VyS+VyU €

=(X1,X2,5+U). (3.3.34)

Aplicando (3.3.30), (3.3.31), (3.3.32) y (3.3.33) en (3.3.34) se
tiene

g(VUS, U) = g(VUU, S) (3335)

y por lo tanto, teniendo en cuenta (3.3.30), (3.3.31), (3.3.32),
(3.3.33) y (3.3.35) se tiene

V_syu (—S+ U) =VsS—-VsU—-VyS+VyU € QE

O

Nota 3.3.18. Teniendo en cuenta la demostracion de la Proposicion
3.3.17, dada {X1,X5,S + U} una U-base de 2, se puede afirmar

VSUSU C SU
Vad CQ

g (VUXl,S) =0

g(VuXa,8) =0
Vo Sy CQp
v((QﬁSU)®U) (QNnSy)dU)cCc(QNSy)aU.

Estabilidad en foliaciones de simultaneidad

Teniendo en cuenta lo dicho en el Ejemplo 3.1.19, las foliaciones de
Landau en el espacio-tiempo de Minkowski generadas por un observador
geodésico son las tunicas 3-foliaciones espaciales estables respecto a TM y
por lo tanto seran estables respecto a cualquier distribucién de M.

En el Capitulo 2 se enuncié de forma equivalente la siguiente Proposi-
ci6én (ver Proposicién 2.4.9):
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Proposicién 3.3.19. Sea Lg una foliacion de Landau generada por una
linea de universo de un observador B : I — M en un entorno mormal
convexo V y sea 3 : I' — M wuna curva integral del campo temporal
(Lﬁ)J‘. Si la foliacion de Landau Lg generada por 3’ estd bien definida
y Lg es auto-estable, entonces Lg: = Lg.

3.4. Estabilidad de p-distribuciones respecto a cam-
pos

Dada una p-distribucién 2 y un campo U tales que 2 es estable re-
specto a U,
Vil CQ,

se tiene que ademas (2 es regularmente estable respecto a U,
V=0,

y por lo tanto, existen bases {X;}/_, de Q cuyos campos se trasladan
paralelamente a lo largo de las curvas integrales de U.

Si U es temporal orientado al futuro, entonces sus curvas integrales
son lineas de universo de observadores y por lo tanto, cada observador
detecta a () siempre igual a lo largo de su linea de universo.

Esto tiene pleno sentido fisico cuando se trata con campos unitar-
ios temporales orientados al futuro adaptados mediante una foliacién de
Landau (ver Capitulo 2), ya que éstos representan una congruencia de
observadores sincronizados con otro observador. También tiene interés
fisico el caso de las congruencias de observadores asociadas a un obser-
vador (adaptados mediante foliaciones de horismos orientados al futuro).
Ademsds, cuando 2 es una 3-foliacién nula, ésta representa la evolucién de
una particula de masa cero. En este caso, la particula descrita por € se
detecta siempre igual para todos los observadores de la congruencia. Este
caso lo vamos a estudiar con mas detalle.

Si © es ademéas una p-foliacién, se tiene que la existencia de estas
bases cuyos campos se trasladan paralelamente a lo largo de las curvas
integrales de U hace posible que dada una sola hoja de Q (que corta a las
curvas integrales de U en un tnico punto a cada una), se pueda reconstruir
). Esta reconstruccién se llevaria a cabo trasladando paralelamente los
vectores tangentes a la hoja a lo largo de las curvas integrales de U (ver
Figura 3.1).

Con este método, dado un campo U podemos construir localmente
p-foliaciones ) tales que Vi) C Q. Nos podemos plantear el problema
inverso: dada una p-distribucién 2 ;existe algin campo U distinto de cero
tal que Vi C Q7 A continuacion, vamos a realizar un estudio de acuerdo
con la dimensién de €2, que podra ir de 1 hasta 3:

= Caso p=1
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Figura 3.1: Construccién de una foliacién mediante traslados paralelos a
partir de una subvariedad y de un campo cuyas curvas integrales cortan
en un unico punto a la subvariedad.

En este caso, el planteamiento del problema es el siguiente: Dado un
campo X distinto de cero, hay que encontrar un campo U distinto
de cero y una funcién « tales que

VUX = Oz)(7

o lo que es lo mismo, tales que se cumpla el sistema

- (OXE ) )
I = i Xk = X7 j =
U (8wj + 15X ) aX’, 1=1,...,4
que es un sistema lineal de 4 ecuaciones con 4 incognitas represen-
tadas por(Ut, U?,U3,U*) y con un parametro «. Las soluciones que
interesan son las distintas de cero.

En este sistema, la matriz de coeficientes A es 4 x 4 y viene dada
por

ox: .
Aij:(% rjkxk), i,j=1,..4.

e Si rgA = 4 entonces, dado cualquier a # 0 hay existencia y
unicidad de solucién distinta de cero.

e Si rgA < 4 entonces, con a = 0, se trata de un sistema ho-
mogéneo compatible indeterminado en donde hay soluciones
distintas de cero.
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En definitiva, con p = 1 podemos asegurar que existen campos U
distintos de cero tales que Vi C €.
Caso p=2

En este caso, el planteamiento del problema es el siguiente: Dados
dos campos linealmente independientes X, Y, hay que encontrar un
campo U distinto de cero y un conjunto de funciones {ozlr}lzrz1 tales
que

VoX =i X + oY
VoY =aiX +ady

o lo que es lo mismo, tales que se cumpla el sistema

U9 (955 +TiX*) — alxi —a3yi =0

. i=1,..,4

U (85 + T3 ) — ad X' — a3y =0

que es un sistema lineal homogéneo de 8 ecuaciones con 8 incoégnitas
(UL, U2, U3, U4, ol, o2, al, a3). Las soluciones que interesan son
las distintas de cero y, precisamente, si el rango de la matriz de
coeficientes es 8 entonces la tnica solucion es la idénticamente cero.

Por ejemplo, en Minkowski, si escogemos los campos (dados en la
base canénica {6%’ a%, %7 %} )
X=(@+yy+1,20)
Y = (l‘, Y, z, t)

el determinante de la matriz de coeficientes 8 x 8 es

1100 —z—y —2x 0 0
0100 —y—1 -y 0 0
0 01 0 —z —z 0 0
0000 0 — 0 0
dt! 7 000 0 0 —w-y —z |~ AWFY
0100 0 0 —y—1 —y
0010 0 0 -z —z
0001 0 0 0  —t

que es distinto de cero en el abierto

{(x,y,z,t) eM | z#0,t#0,y#—1}.

En definitiva, con p = 2 no podemos asegurar que existan campos
U distintos de cero tales que V2 C Q.
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» Caso p=3 (sin aplicar Proposicién 3.1.6)

En este caso, el planteamiento del problema es el siguiente: Dados
tres campos linealmente independientes X, Y, Z, hay que encontrar
un campo U distinto de cero y un conjunto de funciones {a}”}irzl
tales que

VX =i X +3Y +a3Z
VoY =a3X +a3Y +a3Z
VvZ =a3X +aiY +a3Z

o lo que es lo mismo, tales que se cumpla el sistema

U9 (85 +T3,XH) —alXP —adyi - a} 21 =0

U9 (35 + i) —afX' —adY' —adzi =0, i=1,...4

Oz

U’ (O—T + Féka) — ai’Xi — ozgYi = ongi

que es un sistema lineal de 12 ecuaciones con 12 incégnitas (U*, U?,
U3, U4, ol, a?, o3, ad, a3, a3, al, a3) y con un pardmetro (a3).
Las soluciones que interesan son las distintas de cero.

En este sistema, la matriz de coeficientes A es 12 x 12.

e SirgA = 12 entonces, dado cualquier o # 0 hay existencia y
unicidad de solucién distinta de cero.

e Si rgA < 12 entonces, con aj = 0, se trata de un sistema
homogéneo compatible indeterminado en donde hay soluciones
distintas de cero.

Pero todavia no hemos acabado, ya que una solucién distinta de cero
podria tener U', U2, U3, U* = 0, puesto que las soluciones tienen
12 componentes y con que algin «; de los considerados incégnita
fuese distinto de cero la solucién ya seria distinta de cero. Veamos
que esto no puede ocurrir por reduccién al absurdo:

Supongamos que existe una solucién distinta de cero con U, U?,
U3, U* =0 (i.e. algtin o de los considerados incégnita es distinto
de cero). Por lo tanto, el sistema de ecuaciones queda

Al X+ a2Y 4+ a3zt =0

1y 2y7i 371 _ -
X'+ oY ' +a34' =0 1=1,...,4
X'+ a3Y' ' +a3Z' =0
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con lo que todos los {af}?rzl son iguales a cero, ya que X, Y, Z son
linealmente independientes.

En definitiva, con p = 3, al igual que con p = 1, podemos asegurar
que existen campos U distintos de cero tales que VyQ C Q.

Nota 3.4.1. Teniendo en cuenta la Proposicion 3.1.6, el caso p = 3
se podria haber abordado de otra forma mds sencilla: Dada ) una 3-
distribucion, por el caso p =1 se tiene que existen campos U distintos de
cero tales que

vyt c ot
ya que Q+ es una 1-distribucion. Aplicando la Proposicién 3.1.6 se tiene
que ezisten campos U distintos de cero tales que VyQ C Q.

Los resultados obtenidos se pueden generalizar a una variedad de di-
mensién m con idéntico resultado: Si la dimensién de Q es p y {X;}]_, es
una base de €, el planteamiento de la existencia de un campo U distinto
de cero tal que V€ C € nos genera las ecuaciones

(X' : i=1,.,m
g == i k) _ ryt — JRXXR)
U (al’j + F]le ) ap X, =0, { l=1,...p °

en donde {a]}] _, son funciones. Estas ecuaciones forman un sistema lin-
=

’ . . , . Sy M
eal homogéneo de p-m ecuaciones con m+p? incégnitas (que son {U ]}

j=1
y {af f,r:l)' Sélo en los casos p =1y p=m —1 el nimero de incégnitas
es superior al niimero de ecuaciones. Exactamente, hay una incégnita mas
que el ndmero de ecuaciones (que hard el papel de pardmetro): Con p = 1
hay m ecuaciones y m + 1 incégnitas; Con p = m — 1 hay (m—1) -m
ecuaciones y m+ (m — 1)2 incégnitas, o lo que es lo mismo, (m — 1)-m+1
incognitas:

dimension de ) ecuaciones incognitas
p p-m m + p?
1 m m+1
m—1 (m—=1)-m (m—-1)-m+1

En estos dos tltimos casos, se puede hacer un estudio andlogo al real-
izado anteriormente (en donde se tenfa que m = 4), obteniendo que con
p=106p=m—1 puedo asegurar que existen campos U distintos de cero
tales que VyQ C Q.

Por otro lado, si p # 1 y p # m — 1 no puedo asegurar que existan
campos U distintos de cero tales que Vi C Q.

3.4.1. Estabilidad de 3-distribuciones nulas respecto
a congruencias de observadores

Como ya se ha dicho en la Nota 3.4.1, esto es un caso que merece
un estudio aparte. Este caso se puede interpretar geométricamente de la
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siguiente forma: Si una 3-foliaciéon nula 2 es estable respecto a una con-
gruencia de observadores U, entonces cada observador, en cada instante,
observa los frentes de onda de 2 siempre de la misma forma. Es decir, si
las variedades integrales de 2 son planos, por ejemplo, que se mueven en
una determinada direccion, los observadores de U siempre observaran los
mismos planos que se mueven siempre en la misma direccién. Asi pues, la
propiedad de “ser estable respecto a una congruencia de observadores” se
explica por si misma.

Por la Proposicién 3.1.6, encontrar 3-distribuciones estables respecto a
un campo U distinto de cero equivale a encontrar 1-distribuciones estables
respecto a U. Esto, ademaés, por la Proposicién 3.1.21, equivale a encontrar
campos X distintos de cero tales que

VuX =0.
De esta forma, la 3-distribucién buscada es
Q=Xx"*

Si ademds tratamos de hacer que estas 3-distribuciones sean nulas, ten-
dremos que encontrar campos nulos X tales que se cumpla lo anterior.
Y si ademds el campo U es una congruencia de observadores, entonces
X se puede poner de la forma S + U en donde S es un campo espacial
ortogonal a U (ver Capitulo 1). Asi pues, una U-base de la 3-distribucién
Q buscada serfa { X7, X5, 5 + U} en donde X, Xs son campos espaciales
ortogonales a N y a U.

Por lo tanto, lo primero que nos tenemos que plantear es hallar los
campos distintos de cero que sean regularmente estables respecto a U,
para luego quedarnos sélo con los nulos. Algo a tener en cuenta es que
debido a que

VvTM CTM

se tiene, por la Nota 3.1.35, que
VuTM =0

y por lo tanto existe una base {Xi}zl=1 de T'M que es regularmente estable
respecto a U. Asi pues, todo campo regularmente estable respecto a U
serd de la forma _

OéZXi
en donde {ai}j: son funciones constantes para U, i.e U (ai) = 0 para

i=1,..4.

1
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Apéndice A: Ejemplos de estabilidad

A.1. Estabilidad de una 3-distribucion respecto a un
campo

Segin el Corolario 3.1.32, una p-distribucion estable respecto a un
campo es también regularmente estable. Ademds, por la Proposicién 3.1.6
(Lema de dualidad), encontrar una 3-distribucién € estable (que en este
caso también serd regular) respecto a un campo U es equivalente a en-
contrar un campo X tal que

VyX =0.

En este caso, se tendra
Q=Xx"

No obstante, en esta Seccién y en las siguientes, vamos a plantearnos los
problemas de dos formas: Utilizando los resultados del Capitulo 3 (Teore-
ma 3.1.30 y sus corolarios, asi como el Lema de Dualidad) y sin utilizarlos
(que resultard més largo y complicado, e incluso en algunos casos no po-
dremos acabar el estudio). No obstante, para abordar los problemas sin
utilizar los resultados, hay que hacer unas consideraciones previas:

Paralelizaciones de 3-distribuciones:
Si © es una 3-distribucién, vamos a estudiar la forma que pueden tener
las bases de 2. De momento, siempre podemos encontrar una base del tipo

{(X1,X7,0,0), (X3,X3,X3.0), (X3,X3 X3 X3)}.

Vamos a hacer una discusién por casos de los distintos tipos de bases que
podemos encontrar:

. X4 =

Siempre podemos encontrar una base del tipo

{(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0)}.
» X5 #£0.
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° Xg’:O.

Siempre podemos encontrar una base del tipo
{(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,X3,1)}.
o X5 #£0.

o X 12 =0.
Siempre podemos encontrar una base del tipo

{(1707070)3 (OaX227170)a (07X327O71)}

o X12 #0.
Siempre podemos encontrar una base del tipo base

{(x1,1,0,0), (X3,0,1,0), (X3,0,0,1)}.

Esta discusién se ha hecho de forma que las coordenadas (x1, x2, 3, x4)
puedan escogerse de la forma mejor convenida.

Un caso especial es cuando §2 es una 3-distribucién no espacial. Si x4
es la coordenada temporal, en este caso se puede asegurar que existe una
base en donde X3 # 0, y a partir de ahf se discute de la forma anterior.

Ecuaciones de estabilidad:
Sea  una 3-distribucién generada por {Xi}?zl y sea Y un campo

vectorial, de modo que 2 es estable respecto a Y. Existen funciones {hf }
cont=1,23,4y j=1,2,3 tales que

Vy X, =hX;,  i=1,23.

Descomponiéndolo en componentes

io xk vk i=1,2,3
YV, XF = hlx}, { F— 1934 (A.1.1)
Como
OXF i=1,2,3
xk — k xn 14
VXE = oo AT X { ih—T234 (A.1.2)

sustituyendo (A.1.2) en (A.1.1) llegamos a que las ecuaciones de estabili-
dad de una 3-distribucion €2 respecto a un campo Y son

- (0Xk i=1,2,3
J i kxt) = prxk e
' <8xj +F31X’> S { k=1,2,34
o lo que es lo mismo
i vk Tk vl _ pnyk 1=1,2,3
YI(XF)+ YT X] = hi X}, { k=12.34 (A.1.3)
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A.1.1. Ejemplo I (Minkowski)

En la métrica de Minkowski con coordenadas cartesianas, sea un cam-
po temporal unitario orientado al futuro

0 0 0 0
U, a5x+b8y+caz+8t (a,b,¢,1)

en donde a,b son funciones tales que |al,|b] < 1 y ¢ es una funcién tal
quec? <1— (a2 + b2) = 0. Consideremos una 3-distribucién € nula con
una U,-base de la forma

X; = (1,0,0,a)
Xs = (0,1,0,0)
X3 = S.4U.=(a,b,a,1).

Veamos qué forma han de tener las funciones a, b para que €2 sea estable
respecto a U,:

Sin utilizar los resultados:
Las ecuaciones de estabilidad son

k k k k i=1,2,3
UCXZ- :Ozin —‘rﬁiXQ +’7ng7 { k=92t
con {ay, Bi, %}?:1 funciones pardmetro a determinar.

Para i = 1, separando en componentes tenemos

Uc(a) = ara+pBib+m
0 = ar+ma
0 = p1+mb
0 = ma

y de las tres dltimas ecuaciones,

a1,51,’)’1 =0,

por lo tanto
UCX{C =0, k=ux,y,z2t.

Parai1=2
Uc(b) = aga+[Beb+
0 = as+7a
0 = [2+2b
0 = o
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De las tres ultimas ecuaciones llegamos a

ag, 2,72 =0

y por lo tanto
UCX§ =0, k=uwxy,z2,t.

Para:=3
0 = asza+B3b+13
Uc(a) = az+sa
Uc (b) = ﬁ3 + 73b
U. (@) = msa.

Como U, (a) =0, U, (b) = 0 de las tres primeras ecuaciones, tenemos

043763’73 =0

y por lo tanto
UcXéc =0, k=ux,y,zt.

Ademads, la exigencia U, () = 0 equivale a exigir aU.,. (a)+bU, (b) = 0.
Asi, las 3-distribuciones € de este tipo estables respecto a U, son las que
tienen una U.-base como la anterior con

Uc(a) = 0
U.(b) = 0.

En este caso, se tiene ademas que esta U.-base es regularmente estable
respecto a U,.

Utilizando los resultados:

Un campo ortogonal a  es el propio X3 = (a,b,,1). Por lo tanto,
una condicién necesaria y suficiente para que € sea estable respecto a U,
es que lo sea X3. Es decir, que exista una funcién v tal que

Vy. X3 =7X3.

Separando en componentes obtenemos las ecuaciones

Uc(a) = 7a
Uc(b) = b
Uc(a) = ~a
0 = v
con lo que hay que exigir
Uc(a) =
U. (b) = 0,

ya que la exigencia U, () = 0 equivale a exigir aU, (a) + bU, (b) = 0.
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A.1.2. Ejemplo II (Minkowski)

Vamos a estudiar un caso mas general de estabilidad de 3-distribuciones
respecto a campos en el espacio-tiempo de Minkowski.

Sin utilizar los resultados:
Dado un campo Y y una 3-distribucion €2 generada por los campos
{X,;}?_,, las ecuaciones de estabilidad de € respecto a ¥ son (A.1.3):

i=1,2,3
k=uxy,2,t

)

v —mxt

ya que en Minkowski los simbolos de Christoffel son cero, en donde las fun-
ciones {h?} con i,n = 1,2, 3 son funciones pardmetro a determinar. Para
analizar esta estabilidad vamos a hacer un estudio de estas ecuaciones en
los casos de la Seccién 1:

. XL=0.

Siempre podemos encontrar una base del tipo
{(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0)}. (A.1.4)

Las ecuaciones de estabilidad en componentes son

Ozh% Ozhé O:h§

0= h? 0=h2 0=h2
1=1 ;o 1=2 ;o 1=3

O:hi’ O:hg O:h§

0=0 0=0 0=0

que nos determina las funciones pardmetro {h)*} con i,m = 1,2, 3.
Asi pues, esta 3-distribucién es estable respecto a Y. Ademds es
regularmente estable respecto a Y, ya que la base (A.1.4) es regu-
larmente estable respecto a Y.

» XLA£0.

o X;=0.

Siempre podemos encontrar una base del tipo
{(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,X5,1)}. (A.1.5)
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Las ecuaciones de estabilidad en componentes son

0=nht 0=hi
0= h? 0= h2
i=1 ;o 1=2
0=nh3x; 0=h3X3
0=nh3 0=nh3
0=hl
0= h?
1=13
Y (X3) = hiX3
0= hl
y por lo tanto hay que exigir
Y(X3)=0 (A.1.6)

para que esta 3-distribucion sea estable respecto a Y. Ademas,
en este caso, serd regularmente estable respecto a Y, ya que la
base (A.1.5) con la condicién (A.1.6) es regularmente estable
respecto a Y.

o X5 #0.

o X % =0.
Siempre podemos encontrar una base del tipo

{(1,0,0,0), (0,X¥,1,0), (0,X¥,0,1)}. (A.1.7)
Las ecuaciones de estabilidad en componentes son
0= h!
0="hXY+hixy

0=n2

0= Ko
0=hl

Y (XY) = h2XY + h3XY

0 = h?

0=h3
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0= hl
Y (X5) = h3 X3 + hiXy

0= h3

0= h
y por lo tanto hay que exigir

Y(XY)=0 (A.1.8)
Y(XY)=0 (A.1.9)

para que esta 3-distribucién sea estable respecto a Y.
Ademas, en este caso, sera regularmente estable respecto
aY, ya que la base (A.1.7) con las condiciones (A.1.8) y
(A.1.9) es regularmente estable respecto a Y.

o X{ #0.
Siempre podemos encontrar una base del tipo

{(X{,1,0,0), (X%,0,1,0), (X7%,0,0,1)}. (A.1.10)

Las ecuaciones de estabilidad en componentes son

Y (X7) = h%Xf + h%X% + h?Xg’
Ozh%
1 =1
Ozh%
0= h
Y (X%) = h%X{” + h%X% + h%ng
0:h§
1 =2
0= 2
Ozhg
Y (X3) = h%X{” + h%X% + thg
0= hl
1 =3
0:h§
Ozhg
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y por lo tanto hay que exigir

Y (X?) =0 (A.1.11)
Y (X3)=0 (A.1.12)
Y (X2)=0 (A.1.13)

para que esta 3-distribucién sea estable respecto a Y.
Ademas, en este caso, serd regularmente estable respecto
aY, ya que la base (A.1.10) con las condiciones (A.1.11),
(A.1.12) y (A.1.13) es regularmente estable respecto a Y.

Asi pues, obtenemos que una 3-distribucién estable respecto a Y ha
de tener una base {Xi}:;:l tal que

kB i=1,2,3
Y(Xv)*ov { k:$7y727t

Ademas, esta base es regularmente estable respecto a Y y por lo tanto,
toda 3-distribucién estable respecto a Y es también regularmente estable
respecto a Y.

Utilizando los resultados:

Dado un campo Y y una 3-distribucién €2, el Teorema 3.1.30 nos dice
que Q es estable respecto a Y sii es regularmente estable respecto a Y.
Por lo tanto, para que €) sea estable respecto a Y ha de tener una base
{Xi}?zl regularmente estable respecto a Y, es decir, tal que

B i=1,2,3
Y (XF) =0, {k:%%%t

A.1.3. Ejemplo IIT (Schwarzschild)

En este ejemplo vamos a estudiar la estabilidad de una 3-distribucién
Q) respecto al campo temporal %, haciendo especial hincapié en el caso
en el que () sea nula.

Sin utilizar los resultados:

Escogemos (x1, x2,23,24) = (1,0, p,t). Dada una base {Xi}?zl de Q,

las ecuaciones de estabilidad son (A.1.3):
oXF

é)—tl +THX) =hp Xy, {

i=1,2,3
k:T70?SD7t ’

en donde {h?} con i,n = 1,2,3 son funciones pardmetro a determinar.

Para estudiar esta estabilidad analizaremos estas ecuaciones en los casos
de la Seccién 1.
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Siempre podemos encontrar una base del tipo

{(1707 0’ 0) )

(0’ ]" 0? 0) )

(0,0,1,0)}.

Las ecuaciones de estabilidad en componentes son

0=h}

0= h?
=1

0=h}

It =0

Como T, # 0, esta 3-distribucién no es estable respecto a 3.

« X} #0.

° X%D:O.

0=h} 0=hi
;o 1=3
0=h3 0=h}

o)

Siempre podemos encontrar una base del tipo

{(1’ 07 07 O) i

(07 1707 0) )

(0,0, X5, 1)}.

Las ecuaciones de estabilidad en componentes son

0=hi
0= h2
0=hnixy
I}, =hi
1 =3

y por lo tanto hay que exigir

0=hl
0=h2
; =2
O:thép
0=h3
th:h:lﬁ
0= h3
0xs
i = hiXy
Ozhg
X{=0

173



Vicente José Bolds Lacave
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para que esta 3-distribucién sea estable respecto a %. En este
caso, ) es una 3-distribucién temporal. Ademads, se puede com-
probar que es regularmente estable respecto a %, ya que la
base de 2 dada por los campos

{JWFM&U7&LM%6”W@QMﬁ

es una base regularmente estable respecto a %.
o X3 #0.
o Xlg = 0.

Siempre podemos encontrar una base del tipo
{(1,0,0,0), (0,X%,1,0), (0,X%,0,1)}.

Las ecuaciones de estabilidad en componentes son

0= hl

0= h2XY + hiX{

0= h?

i =hi

0=h}

O3 — h3XY + h3XY
0= 12
0= 1
I = h%

0

X9
-2 = h3XY + h3x}

0= h?

0= h
y por lo tanto hay que exigir
X{=0

0X§

o Y
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para que esta 3-distribucién sea estable respecto a %.
En este caso, () también es una 3 -distribucion temporal.
Ademss, al igual que en el caso anterior, se puede com-
probar que es regularmente estable respecto a %7 ya que

la base de 2 dada por los campos

{ea't/2 (70’305071) ’ (O7X22’1’0) ? eia/t/Q (a’0,071)}

es una base regularmente estable respecto a

o XV £0.

Kol
ot”

Siempre podemos encontrar una base del tipo

{(X7,1,0,0), (X3,0,1,0), (X%,0,0,1)}. (A.1.14)

Las ecuaciones de estabilidad en componentes son

ot
0= Kl
0=h?

04X = hi

0=nl

0 = h2

4, X5 = h3

0=nl

0=n2

4, X5 = h3

y por lo tanto hay que exigir

aXT T T
6t1 = FirX1X3
aXT T T
8t2 = FirX2X3

05 = hIXT + h3X5 + hi X}

0X: = hYXT + h3X5 + h3X}

OX8 1Ty, = RIXT + h3X5 + h3XS

(A.1.15)
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aXT T T T
8—753 + T4 = FirX3X3~

Este sistema nos indica cudndo una 3-distribucién 2 con
una base de la forma (A.1.14) es estable respecto a %.
La ultima ecuacién del sistema (A.1.15) se puede reducir
mediante un cambio de variable a una ecuacién del tipo

Bernoulli, cuya solucién general es
’
fe ¥t —C
Xy =a0——7——
e~4't 4+ C

en donde C' es constante respecto al tiempo.
Si escogemos el signo positivo tenemos

., e~9t — ¢
X3 = a4€_a,t g
ea't/2
X{=Ki———— A.1.16
1 1 Ced’t + 1 ( )
ea't/2
X =Ky————
2 2Ced't + 1
y si escogemos el signo negativo tenemos
X5 =—-a
P = Kpe @2 (A.1.17)

X} = Kpe @/?

en donde {K i}?zl son constantes respecto al tiempo.
Llegados a este punto, se podria comprobar que una 3-
distribucién € con una base dada de esta forma es ademas
regularmente estable respecto a %, pero esto resulta de-
masiado largo y tedioso.

Vamos a hacer hincapié en las 3-distribuciones nulas esta-
bles respecto a %. Si exigimos que 2 sea nula, entonces,
el campo normal Z

1
9(X1,2) =0 — -X{Z" +722% =0

1

— 70 :
ar

X7z

1
9(X2,2) =0 — EXZTZT +r?sin?02% =0

1
2= XJZ"
ar?sin®6” 2
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1 ...
9(X5,2)=0— EX:I,ZT —aZ'=0

1 T T
— 7t = EXgZ
ha de ser nulo
9(Z,2)=0

1
s 2777 4022070 4 2 sin?02% 2% —aZtZt =0
a

y sustituyendo las expresiones de Z%, 2%, Zt obtenidas
anteriormente, con Z" # 0 llegamos a la condicién de
nulidad
1+LX’”X’”+ XTXT—LXTXT—O
a2 1 242 T 5A3A3 = U
(A.1.18)
Vamos a estudiar esta relacién entre las componentes
X1,X5, X% teniendo en cuenta las ecuaciones de esta-
bilidad (A.1.16) y (A.1.17). Sustituyendo las expresiones
de X7, X5, X% de (A.1.16) en (A.1.18), para que  sea
nula, obtenemos

ar?sin® 0

K?sin?0 4 K3 + 4Car?sin® 0 = 0
con lo que
-K? sin® 6 — K2
4ar? sin® 0

Por otra parte, sustituyendo las expresiones de X7, X3, XJ
de (A.1.17) en (A.1.18), obtenemos

C:

Kisin?0 + K2 =0

con lo que
Ky =K;=0.

Teniendo en cuenta todas estas posibilidades, se tendran
todas las 3-distribuciones nulas estables respecto a %,
que seran ademas regularmente estables.

Utilizando los resultados:

Aplicando el Teorema 3.1.30, toda 3-distribucién €2 estable respecto a

o .y E) e L2
5; ©s también regularmente estable respecto a 7;, por lo que existird una

base de 2 regularmente estable respecto a %. Ademés, para determinar
las 3-distribuciones € estables respecto a %, bastara con hallar los campos
estables respecto a % (que serdn ortogonales a las 3-distribuciones que

buscamos y las caracterizaran biunivocamente). As{ pues, vamos a hallar
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la forma que ha de tener un campo X regularmente estable respecto a %.
Las ecuaciones de estabilidad regular en componentes son

X +TT,XE =0

ot

8x°% __
o =0
aX® _
o =0

a t

3—)§ +TEX"=0

La solucién general de este sistema es

X = _aKlea't/Q + aK4e—a’t/2
X9 =K,

(A.1.19)
X% =K;

Xt — Klea't/Z _|_K4efa’t/2

en donde {Ki}?zl son constantes respecto al tiempo.

Nota A.1.1. Se pueden hallar cuatro campos linealmente independientes
{VV,-}?:1 que tengan las componentes de esta forma (esto se podria haber
visto de antemano sabiendo que el fibrado tangente T M es regularmente
estable respecto a cualquier campo y en particular existird una base de
TM que sea regularmente estable respecto a %), escogiendo para W; los
valores K; = d;;:

Wy =e”t/2 (—a,0,0,1)

W2 = (Oa 15 070)

W3 =(0,0,1,0)

Wy = e 912 (4,0,0,1)

y por lo tanto, toda 3-distribucién ) estable (regularmente) respecto a %
ha de tener una base {Xi}le de la forma

X, = oW, { ; (A.1.20)

N j=1,2,3,4
en donde {af} son constantes respecto al tiempo y el rango de la
i=1,2,3

matriz o es 3.
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Asi pues, las 3-distribuciones estables respecto a % tendran un cam-
po ortogonal de la forma (A.1.19). Aqui estardn representados todos los
casos de 3-distribuciones estables (regularmente) respecto a % halladas
anteriormente sin utilizar los resultados.

Ahora vamos a hallar las 3-distribuciones nulas estables (regularmente)
respecto a %. Para ello, vamos a hacer uso del Corolario 3.1.32 y del Lema
de Dualidad (Proposicién 3.1.6), y vamos a hallar los campos ortogonales
que las caracterizan, que serdan también nulos. Si exigimos que un campo
X de la forma (A.1.19) sea nulo, tenemos

9(X,X)=0—r? (K3 + Kjsin®0) = 4aK, Ky,

en donde estan representados todos los casos hallados anteriormente si
utilizar los resultados.

A.1.4. Ejemplo IV (Robertson-Walker)

Al igual que en el Ejemplo III, en este ejemplo vamos a estudiar la
estabilidad de una 3-distribucién €2 respecto al campo temporal %.

Sin utilizar los resultados:
Escogemos (x1, z2,x3,24) = (1,0, p,t). Dada una base {Xl-}?z1 de Q,
las ecuaciones de estabilidad son (A.1.3):

oxX*
ot

1=1,2,3
k=r0,p,t "’

srhxt x|

en donde {h?} con i,n = 1,2,3 son funciones pardmetro a determinar.
Para estudiar esta estabilidad vamos a hacer un estudio de estas ecua-
ciones en los casos de la Seccién 1.

. XL =0

Siempre podemos encontrar una base del tipo
{(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0)}.

Las ecuaciones de estabilidad en componentes son

Iy =hi 0=hi 0=nhi

0= ht Iy = h3 0= h3
1=1 ;1 =2 ;o 1=3

0=h? 0=} I, = hi
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Esta 3-distribucién es estable respecto a %. En este caso, ) es una
3-distribucién espacial. Ademds, se puede comprobar que es regu-
larmente estable respecto a %, yva que la base de 2 dada por los

campos
F7 ) Yy ) 7Fa ) ) ) 7F7

es una base regularmente estable respecto a %.
= X1£0.
° Xg’ =0.

Siempre podemos encontrar una base del tipo
{(1707070)7 (07 17070)7 (07O7X§0’ 1)}'

Las ecuaciones de estabilidad en componentes son

Iy, = bl 0=h}
0= hi F?@ =h3
i=1 ; =2
0=nhixy 0=h3Xs
0=h3 0=h3
0=h}
0= h2
1 =3
ax¢
3; + Ff«pr = théP
0= h3
y por lo tanto hay que exigir
Xy F
I oxe =
o TF 0

para que esta 3-distribucion sea estable respecto a %. La solu-
cién general de esta ecuacion es

en donde K es una funcién constante respecto al tiempo.
Ademas, se puede comprobar que es regularmente estable re-
specto a %, ya que la base de €2 dada por los campos

1 1 K
{(Faoaoa())a (07F7070>a (0707F51>}
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es una base regularmente estable respecto a %.
o X3 #£0.

o X¢=o.
Siempre podemos encontrar una base del tipo

{(1,0,0,0), (0,X%,1,0), (0,X4,0,1)}.
Las ecuaciones de estabilidad en componentes son
Iy, = bl
0=hiX§+hnixg

0= h?

0= n
0=hl

2]
OXs 1 T9,X8 = h3X8 + h3 XY

Iy, = h3

0=n}

0=hl

6
% + Tl X8 = h3XY + h3xXy

0=h2

0=hi

y por lo tanto hay que exigir

oxy F _, F _, 0X{
— X=X =2 -
% TFRT EY T Ty
oxy F'_,
o TEX =0

para que esta 3-distribucién sea estable respecto a %.
Las soluciones generales de estas ecuaciones son
0 _
X5 =K,
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X9 2

en donde {Ki}?zl son funciones constantes respecto al
tiempo. Ademds, se puede comprobar que es regular-
mente estable respecto a %, ya que la base de 2 dada
por los campos

1 K; 1 K>
{(Faoaov())a <0>?7F70)7 <0707?31>}

es una base regularmente estable respecto a %.
o XV £0.
Siempre podemos encontrar una base del tipo (A.1.14):

{(X7,1,0,0), (X3,0,1,0), (X5,0,0,1)}.
Las ecuaciones de estabilidad en componentes son

O 4 Ty, X7 = hiXT + h3Xp + hiX]

=1
0= h2

0=nh3

8X2T T r _ plyr 2vr 3vr
i T T5X5 = ha X7 + "y X5 + hs X3
0=nhi

F&:@

0= h3

6X:‘: s r _ plyr 2vr 3vyr
e X5 = ha X7 + h3 X5 + hy X3
0=hl

0=n2

0=nh3
y por lo tanto hay que exigir

oX7 F’ F’ 0X7

ot F F 0
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X5 F F dX5
Sxr=txr o 922
o TET X g =0
x5 F'
ZXr=0
ot T R

para que esta 3-distribucién sea estable respecto a %.

Las soluciones generales de estas ecuaciones son

X7 =K,
X5 =K,

K3
X5 ==2
3T F

en donde {Ki}?zl son funciones constantes respecto al
tiempo. Ademds, se puede comprobar que es regular-
mente estable respecto a %, yva que la base de 2 dada
por los campos

Bl LEIE K3 001
F7F77 b F?’F’ b F7’7

es una base regularmente estable respecto a %.

Utilizando los resultados:

Aplicando el Teorema 3.1.30, toda 3-distribucién €2 estable respecto a
% es también regularmente estable respecto a %, por lo que existird una
base de 2 regularmente estable respecto a %. Adem4s, para determinar
las 3-distribuciones €2 estables respecto a %, bastara con hallar los campos

estables respecto a % (que serdn ortogonales a las 3-distribuciones que

buscamos y las caracterizardn biunivocamente). As{ pues, vamos a hallar
la forma que ha de tener un campo X regularmente estable respecto a %.

Las ecuaciones de estabilidad regular de un campo X respecto a % son

agiiJr%Xi:O, i=mr0p

X' _
ot =0

La segunda ecuacién nos dice que X no ha de depender de ¢, y la primera

0X'! . 0 .
F'X' = — (FX") = i =1,0
En + O—>at( ) 0, 1=7,0,p

F

nos dice que FX* tampoco ha de depender de ¢ para i = r,0, . Por lo
tanto, las componentes de un campo X regularmente estable respecto a
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% son de la forma

Xr=5
X0 =15
. (A.1.21)
Xe =15
Xt =K,

en donde {Ki};l:l son funciones de (r,0, ¢).

Nota A.1.2. Se pueden hallar cuatro campos linealmente independientes
{Wi}le que tengan las componentes de esta forma (esto se podria haber
visto de antemano sabiendo que el fibrado tangente TM es reqularmente
estable respecto a cualquier campo y en particular existird una base de
TM que sea regularmente estable respecto a %), escogiendo para W; los
valores K = d;;:

W1 = (£,0,0,0)
W5 = (0, %,0,0)
W3 = (0,0, +,0)
Wy = (0,0,0,1)

y por lo tanto, toda 3-distribucién ) estable (regularmente) respecto a %
ha de tener una base {Xi}le de la forma

T i=1,2,3
Xi = W, {j 1,2,3

en donde {af} coni=1,2,3yj=1,23,4 son constantes respecto al
tiempo y el rango de la matriz a{ es 3.

Asi pues, las 3-distribuciones estables respecto a % tendran un cam-
po ortogonal de la forma (A.1.21). Aqui estardn representados todos los
casos de 3-distribuciones estables (regularmente) respecto a % halladas
anteriormente sin utilizar los resultados.

Ahora vamos a hallar las 3-distribuciones nulas estables (regularmente)
respecto a %, cosa que no hemos hecho sin utilizar los resultados, ya que
resultaria demasiado largo y tedioso. Para ello, vamos a hacer uso del
Corolario 3.1.32 y del Lema de Dualidad, y vamos a hallar los campos or-
togonales que las caracterizan, que serdn también nulos. Si exigimos que
un campo X de la forma (A.1.21) sea nulo, tenemos

9(X,X)=0— K{+r?(Kj + Kjsin’0) = a’K3.
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A.2. Auto-estabilidad
A.2.1. Ejemplo V (Schwarzschild)

Vamos a estudiar propiedades de la 2-distribucién temporal
o 0
Q=(—,=— ).
< or’ ot >
o 0
{5, a] —o.

Ademis, sus variedades integrales son esferas con r = cte, t = cte.
Veamos que 2 es auto-estable:

Es foliacion, ya que

Vr% = Fit%eﬁ
VT% = F:T%GQ
vt% = Fir%eﬁ
vt% = r;‘t%eg.

Ahora vamos a estudiar si ademads (2 es regularmente auto-estable.

Sin utilizar los resultados:
Como se ha visto en el Ejemplo III, en la métrica de Schwarzschild,
las componentes de un campo X regularmente estable respecto a % son

de la forma , ,
X" = —aKe%t/? 4 aK e~ 9t/2

X% = K,
(A.2.22)
X¢ =Ky

Xt — Klea't/2 _’_K4efa't/2

en donde {Ki}?zl son constantes respecto al tiempo.
Por otro lado, las ecuaciones de estabilidad regular en la métrica de
Schwarzschild de un campo X respecto a % son

oX" a yr _
or 7%X =0

X% | 1vy6 _
Bt X7 =0

B L =0

X!t a vt _
5 t X =0
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Asi pues, las componentes de un campo X regularmente estable respecto
a 2 son de la forma

or
X" =Cva
Xb=2
(A.2.23)
xXe = Cs
t _ Cu
x=%

en donde {Ci}?zl son funciones de (0, ¢, t).
Teniendo en cuenta (A.2.22) y (A.2.23), los campos regularmente es-
tables respecto a % y % han de verificar

7U,K1€a/t/2 + aK4e’“/t/2 = Cl\/ﬁ

Ky=%<

T

(A.2.24)
K;=%

T

Klea't/2 _|_K467a't/2 _ G4

B

Las ecuaciones segunda y tercera del sistema (A.2.24) obligan a r Ky, r K3
a ser funciones de (6, ¢), y por lo tanto Ca, C3 también serdn funciones de
(0, v). Las ecuaciones primera y cuarta de (A.2.24) obligan a v/a K1, /aKy
a ser funciones de (6, ), pero también obligan a que a’ no dependa de
r, a menos que K, = K, = C; = C4 = 0. Por lo tanto, los campos
regularmente estables respecto a % y % en la métrica de Schwarzschild
han de ser de la forma

—~

en donde {Ci}?zz son funciones de (6, ¢). Por lo tanto, como  no puede
ser generada por campos de esta forma, no es regularmente auto-estable.

Utilizando los resultados:
Planteando la condicién de que €2 sea autoplana se tiene

o 0 9O _ pt O _
Rz 5) or = Rigy =0

0 9\0o0 _ 9 _
R (50 5t) = Riyegr =0
y por lo tanto hay que exigir

Rt,=-2 =0

rrt T ar

T . aa __
trt — =0
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lo cual no sucede. Por lo tanto, por el Teorema 3.1.30, 2 no es regular-
mente auto-estable en la métrica de Schwarzschild.

A.2.2. Ejemplo VI (Robertson-Walker)

Al igual que en el Ejemplo V, vamos a estudiar propiedades de la

2-distribucién temporal
o 0
Q=(—, =
< or’ ot >

pero en este caso en la métrica de Robertson-Walker.

0 0
EXIR

Ademas, sus variedades integrales son esferas con r = cte, t = cte.

Es foliacién, ya que

Veamos que 2 es auto-estable:
V.2 =T,2 e

o) o) o)
VTW = F:rm —+ Firm =XY)

9 [é)
vtm = F;E cQ

Vigd =0€Q
Ahora vamos a estudiar si ademads {2 es regularmente auto-estable.

Sin utilizar los resultados:

Como se ha visto en el Ejemplo IV, las componentes de un campo X

regularmente estable respecto a % son de la forma

Xr==5
X0 =%
. (A.2.25)
X¢ =5
Xt =K,y

en donde {Ki}le son funciones de (7,6, ).
Por otro lado, las ecuaciones de estabilidad regular de un campo X
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respecto a % son

2.4 kEr yr F' vyt _
o — 24X TFX =0

0X° L (1—1m?) Lxo =0

P (L ) e =

X L FF5X"=0

Si consideramos los casos k = —1, 1 el sistema formado por las ecuaciones
primera y cuarta es lineal de coeficientes no constantes, lo cual resulta
bastante tedioso de resolver. Pero si consideramos sélo el caso k = 0,
entonces este sistema pasa a ser lineal de coeficientes constantes. Las
componentes de un campo X regularmente estable respecto a % con

k = 0 son de la forma de la solucién general del sistema anterior:
X" = CleF/’" + 046_F/T

0 _ C
X0 =G

(A.2.26)
X — Cs

Xt = —FCieF'm + FCye=F'r

en donde {C;};_, son funciones de (8, ¢, ).
Teniendo en cuenta (A.2.25) y (A.2.26), los campos regularmente es-
tables respecto a % y % con k = 0 han de verificar

! ’
K — C’leF T+ C4€_F r

F
Ky _ Oz
F —r
(A.2.27)
Ks _ Cs
F — r

K4 = —FC]_BF,T —|— FC4€_F/T

Las ecuaciones segunda y tercera del sistema (A.2.27) obligan a K5, rK3
a ser funciones de (6, ¢), y por lo tanto F'Cy, F'C3 también serdn funciones
de (0, ). Las ecuaciones primera y cuarta de (A.2.27) obligan a FCy, FCy
a ser funciones de (0, ) y a F’ a ser constante, a menos que Ky = K4 =
C1 = C4 = 0. Por lo tanto, como en la métrica de Robertson-Walker F”/

no es idénticamente cero, los campos regularmente estables respecto a %

y % con k = 0 son de la forma

ha  hs
0, —,—,0
<7FT’FT’ )
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en donde {hi}?zz son funciones de (6, ¢). Por lo tanto, como 2 no puede
ser generada por campos de esta forma, no es regularmente auto-estable.

Utilizando los resultados:
Planteando la condicion de que ) sea autoplana se tiene

0 9\O0 _ pt O _
R(E’E)E_Rrrtat =0

9 90\ 0 _ o _
R (57 51) 51 = Bivezr =0
y por lo tanto hay que exigir

Rt

= —FF" a% =0

— F" =0.

R;rt = _% =0
Asi, como en la métrica de Robertson-Walker F no es idénticamente
cero, se puede concluir por el Teorema 3.1.30 que 2 no es regularmente
auto-estable en ningun espacio-tiempo de Robertson-Walker.

Utilizando el Teorema 3.1.30 se ve mucho mas facilmente cuiando 2
es una foliacién regularmente auto-estable. Si no lo utilizamos tenemos
que hallar una base regularmente auto-estable para poder demostrarlo.
Ademss, sin utilizar el Teorema 3.1.30 sélo hemos resuelto el problema
parcialmente (suponiendo k = 0).

A.2.3. Ejemplo VII (Schwarzschild)

En esta secciéon vamos a demostrar que no existen distribuciones au-
toplanas en la métrica de Schwarzschild. Por lo tanto, segin el Teore-
ma 3.1.30, tampoco existirdn distribuciones regularmente auto-estables.
Ademads, vamos a probar que tampoco existen subvariedades autoplanas.

Proposicion A.2.1. En el espacio-tiempo de Schwarzschild no existen
distribuciones autoplanas. Ademds, tampoco existen subvariedades auto-
planas.

PRUEBA:
El objetivo es encontrar una 2-distribucién  con base {X, Y} tal que

R(X,Y)X =0
R(X,Y)Y =0

Para ello vamos a realizar un estudio por casos. De momento, siempre
podemos encontrar una base de la forma

{(x",x% x%,0), (YY°v?v")}.
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« Yi=0.

En este caso podemos suponer Y = 0.
e X" =0.
Existe una base de la forma
{(0,1,0,0), (0,0,1,0)},
pero en este caso, {1 no es autoplana.
o X7 £0.

o Y?=0.
Existe una base de la forma

{(1,X?,0,0), (0,0,1,0)}.

En este caso

, O 0
R(X,Y)Y = Rj, o + X Rig, 50 =0
implica
Rgrp =0
opo
X°Rzg, =0

Pero esto no se cumple, ya que aunque exijamos X? =0
siempre ocurrird que R7 . # 0.

ere
o Y?#0.
Existe una base de la forma

{(1,0,X%7,0), (0,1,Y%,0)}.

En este caso

R(X,)Y)Y =
. 0 0 o O . O
0r0 5, + X“DR“;W% XPYPR 0 20 + X*"X“DR@WE
y si lo igualamos a cero, implica
R + X¥?X¥R{,, =0

X?YYRE 5 =0
X¥Rf 5 =0

Pero esto no se cumple, ya que aunque exijamos X% =
P y -
Y¥ = 0 siempre ocurrird que Ry, # 0.
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. Y40,

Existe una base de la forma
{(x",x% x%?,0), (Y",Y°v°1)}.

En este caso

0 0 0
X, Y)X=X"X"R, , = +X"X"Y°R? ,— + X"X"Y¥YR? —
R( ) ) Rrrt ot + RrrO 96 + erp 8(,0
0 0
XQXTYT 6 XPX"YTRY —
+ RrGr 96 + Rr«pr a(p
rvo0yv0 pr 0 6 v 0 pt 0 R AVes 0
+X X Y QTQE"_X X Rggta +X X Y 007.5
0 0
60 6y-0
XXV IR 5o+ XXV IR, o
xrxeyerr 94 xoxeyeps, O xexep 9
+ ere oy + v 59 + i
rpr 0 6 b 0
+ XY X¥Y Rapaprg + X¥X?Y RWPG%

y si lo igualamos a cero, implica

X" XY Ry, + X XY Ry, + X"X¢YYRL, 4+ X?X¢Y"R],
=0

XTXTYORE 4+ XOXTYT R, + XOXPYPRY, + X?X?YORS ,
—0

X"X"YYRY,, + X¢X"Y'RY,, + X" XYYRy, + X?XYR] ,
=0

X"X"RL,+ X°XR,,, + X?X?Rl =0

(A.2.28)
Si desarrollamos la cuarta ecuacién del sistema (A.2.28)

li
(X9)2 oy (XW)2 M Gin?g = (XT)2 @

r r ar

vemos que X" # 0. Por lo tanto, podemos hacer

X — \/gr (A.2.29)

y de este modo, la cuarta ecuacién de (A.2.28) queda
(X9)? + (X%)? % sinf = 1. (A.2.30)
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192

Ademas, como X" # 0 podemos hacer
Y’ =0. (A.2.31)
Si desarrollamos la primera ecuacién de (A.2.28) llegamos a
X% 4 X°Y¥sin®6 = 0. (A.2.32)
Si desarrollamos la segunda ecuacién de (A.2.28) llegamos a
—%Y" +2(X%)°Y%sin?0 — 2XX9Y¥sin?0 =0.  (A.2.33)
Utilizando (A.2.30) y (A.2.32) en (A.2.33) obtenemos
Y =0 (A.2.34)
y por lo tanto, (A.2.32) queda
X?Y? =0. (A.2.35)

Si desarrollamos la tercera ecuacién de (A.2.28) teniendo en cuenta
(A.2.29), (A.2.31) y (A.2.34) llegamos a

Y® (% —2 (X(’)Q) —0. (A.2.36)

Si consideramos Y% # 0 entonces (A.2.36) queda

1
X0 =2 A.2.37
( ) 4’ ( )
pero utilizando (A.2.35) obtenemos
X9 =0 (A.2.38)

y sustituyendo (A.2.38) en (A.2.30) obtenemos
(x%)" =1,

que entra en contradiccién con (A.2.37).

Por lo tanto
Y?¥ =0.

Asi pues, los campos X, Y tienen la forma

[0 o)

respectivamente, en donde se exige (A.2.30) a X? X%,
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Si hacemos

a . 0 0 0
R(X,)Y)Y = \/;TRtrtE JFXGRfet% JFX@ngot%

v lo igualamos a cero, se tiene
\/?"R%}t =0
X ORteet =
XYRf, =
Pero esto no se cumple, ya que R}, # 0.

Por lo tanto, se puede concluir que no existen distribuciones auto-
planas en la métrica de Schwarzschild, ya que de lo contrario contendrian
subdistribuciones de dimensién 2 autoplanas, cosa que acabamos de de-
mostrar que no puede ocurrir.

Ademas, como las componentes del tensor curvatura son distintas de
cero en todo punto del espacio-tiempo, también queda probado que no
existen subvariedades autoplanas.

O

A.2.4. Ejemplo VIII (Robertson-Walker)

Aligual que en el Ejemplo VII, en esta seccién vamos a demostrar que
no existen distribuciones autoplanas en la métrica de Robertson-Walker.
Por lo tanto, segin el Teorema 3.1.30, tampoco existiran distribuciones
regularmente auto-estables.

Proposicion A.2.2. En el espacio-tiempo de Robertson-Walker no exis-
ten distribuciones autoplanas.

PRUEBA:
Exigiendo que el espacio-tiempo de Robertson-Walker no sea plano
tenemos

F//#O

F?24+k#0

Asi pues, las componentes del tensor curvatura distintas de cero son
las mismas que en la métrica de Schwarzschild, y por lo tanto, si nos
planteamos encontrar una 2-distribucién € con base {X,Y} tal que

R(X,Y)X =0
R(X,)Y)Y =0
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entonces, siguiendo el mismo procedimiento que en el Ejemplo VII llega-
mos a que la Unica posibilidad es considerar una base de la forma

{(x7,x%Xx%?0), (Y"Y°v?1)}.

En este caso

0 +X"X"Y¥R?, 0

R(X,Y)X = X'"X"R! 6+XTXTY9R9 o B

rrta T‘Te%

XXy R, 2 4 xexryRe, 2

rﬁr% Tor 8()0
T s a a s
+X7Xx°%"° bro g, T XexeRgeta + XX
d d
XO0x0yeRe — 4 X¥XOyVORY
+ Rpg, 9 + 020 5y
d

0
X" XY IR, o+ XOX YR, =

0
+X “”X%"wata
0

0
HXEXY Ry o+ XEXOYORE s

007"5

y si lo igualamos a cero, implica

XTXOVORy ,+ XOXOY Ry, + X" XPYPRL,  + X?XPYTRL . =0

pre per
X"X"YORE o+ X X"YTRY,, + XOX?YPRY,  + X?X?Y'R] , =0

X"X"Y¥RY., + X¥YX"Y"RY,

TP TPT

0y 0 —
+XOXOYeRE, + X2 X YRS ;=0

X"X"RL, + X X Ry, + X?XPRL_, =0
(A.2.39)

al igual que en el Ejemplo VII. Si desarrollamos la cuarta ecuacién del
sistema (A.2.39)

(X7)? 472 ((X°)* 4 (X#)’sin?0) =0

vemos que
X"=0
X%=0
X% =0

y por lo tanto X ha de ser un campo idénticamente cero.
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Por lo tanto, se puede concluir que tampoco existen distribuciones au-
toplanas en la métrica de Robertson-Walker, ya que de lo contrario con-
tendrian subdistribuciones de dimensién 2 autoplanas, cosa que acabamos
de demostrar que no puede ocurrir.

O

A.2.5. Ejemplo IX (Robertson-Walker)

Vamos a dar un ejemplo de métrica de tipo Robertson-Walker que
acepta subvariedades autoplanas. Para ello, primero vamos a hallar una
F (t) adecuada para que existan subvariedades autoplanas, suponiendo
k = 0 para facilitar los cdlculos. Asi pues, teniendo en cuenta (0.3.1),
la condicién que ha de cumplir F (t) aparte de ser positiva y de que su
derivada segunda F" no sea idénticamente cero, es

2FF" + F”? <. (A.2.40)

La subvariedad candidata a ser autoplana es la definida por
F? (ty) = 0, (A.2.41)
ya que asi las componentes del tensor curvatura R§'kl coni,j, k,l=r6 ¢

son cero. Ademads, por la forma en la que estd definida la subvariedad
tenemos que el espacio tangente a la subvariedad es precisamente

o0 95
or’ 90’ dy

R(X,Y)Z=0

y por lo tanto

para todo X,Y, Z de la subvariedad, ya que las componentes implicadas
del tensor curvatura son cero. As{ pues, vamos a hallar una F (t) que
cumpla (A.2.40) y que su derivada F’ (t) se haga cero al menos en un punto
to para que se cumpla (A.2.41) y asi se pueda definir una subvariedad
autoplana.

Si buscamos una F' de la forma

F(t)= —t*+ At + B,
exigiendo (A.2.41) obtenemos
F'(tg) = —2tg + A=0— A =2t

y por lo tanto
F(t) = —t* + 2tot + B.
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Figura A.1: Gréfica de la funcién F'(t) entre to — 1y to + 1.

to-1 t, t0+1 t

0

t=-2

Figura A.2: Gréfica de la funcién 2F (t) F” (t) + F'? (t), que entre o — 1
v to + 1 es negativa.

Exigiendo (A.2.40) obtenemos
OFF" + F? = 2(—t*+2tt+ B) (-2) +4(to —t)* <0
— 22 —4tgt — B+ 12 <0
— B >2t% — 4ot +t2.

Si escogemos
B=2-1t}

entonces, con t € |tg — 1,y + 1] se tiene

F(t)=—t2+2tt+2—-1t3>0
F'(tg) =0

2FFII+F/2 S O

tal y como se muestra en las Figuras A.1 y A.2.

La interpretaciéon geométrica de este espacio-tiempo es la siguiente:
En t = ty — 1 el espacio-tiempo se reduce a un punto singular r = 0.
Hasta t = ¢y se va expandiendo, y a partir de tg se va contrayendo hasta
t =19+ 1, en el que vuelve a convertirse en un punto singular, » = 0, tal
y como se puede apreciar en la Figura A.3.
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t=t,-1 t-1<t<t, t=t, t,<t<t,+1 t=t,+1

Figura A.3: Representacién esquemadtica de un espacio-tiempo que en t =
to—1 es un punto singular r = 0, hasta t = t( se expande y hasta t = tg+1
se contrae, hasta convertirse otra vez en un punto singular r» = 0.

La subvariedad definida por ¢t = ty es autoplana, y coincide con el
tiempo de equilibrio del espacio-tiempo. No obstante, esta subvariedad
no es auto-estable.

A.2.6. Ejemplo X

En este ejemplo vamos a estudiar un caso de espacio-tiempo no plano
en el que hay una 2-foliacién regularmente auto-estable. Consideraremos
una métrica en coordenadas cartesianas de la forma

ds* = da® + dy® + a (2) dz* — b (z) dt*.

Entonces, los simbolos de Christoffel distintos de cero

/

Iz, = —
zz 2a
z b/
Iy = %
b/
Fzz = Fit = %
en donde
a = da
dz
db
b =—.
dz
Las componentes distintas de cero del tensor curvatura son
1
R,, = -R., = ywEl (a'bb’ + ab’® — 2abb”)
R;,, = —-Ri,= a2 (a’bb" + ab™® — 2abb")
en donde
g dv d?b
dz  dz?’
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Las componentes distintas de cero del tensor de Einstein son

Gz = Gyy = — (a'bb’ + ab’® — 2abb”) .

4a2b?
Para que sea definido positivo

a'bb’ + ab’? — 2abb” <0

y por lo tanto hay que exigir

(1) eo(2) 0 r2a

Si escogemos

W | =N

entonces (A.2.42) queda
<0

—— <
z
si consideramos z > 0. Entonces la métrica
2 2 2 2 1.,
ds® = dx* + dy® + zdz* — —dt
z
es valida para el abierto z > 0 y no es plana. Ademads, la foliacién espacial
a0 0
Ox’ Oy
es autoplana y auto-estable. Por lo tanto, aplicando el Teorema 3.1.30, es
también regularmente auto-estable.

A.2.7. Ejemplo XI (pp-wave)

Sea la 3-foliacién nula

0 0 0

Q= a9 0 .

ov’ dy’ 0z
cuyas variedades integrales tienen u = cte. Es autoplana y auto-estable,
por lo tanto es regularmente auto-estable. Efectivamente, una base regu-

larmente auto-estable es
9 0 9
o' oy 0z |
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Por lo tanto, las subfoliaciones

9 9N /9 0N /O O
Ov’ 9y / \ov 0z/ \Oy 0z

son 2-foliaciones regularmente auto-estables. Las dos primeras son nulas
y la tercera es espacial.
Ademas, la 2-foliacién temporal

9 9
ou’ Ov

también es regularmente auto-estable. Una base regularmente auto-estable
es
9 9
ou’ v [’
A.3. Estabilidad en general
A.3.1. Ejemplo XII (Schwarzschild)

Sean las dos 2-foliaciones siguientes

o 0
"= (55

o 0
A =(=—,=).
< or’ ot >
Veamos que €2 es estable respecto a ':
Vigs =Tlo35 €9

9 _ 1%}
VT%—F;'?@%GQ .
— Vi) C §l

Vi =0€eQ

Vig =0€eQ
Ademis, Q) es plana respecto a Q'

o 9\ 0 _
R (5 5) 56 =0
— R(Q)Q=0.
9 9\ 0 _
R (g 5) 35 =0
Por lo tanto, aplicando el Teorema 3.1.30, resulta que €2 es regularmente

estable respecto a ':
Va2 =0.
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Efectivamente, la base de 2 dada por los campos

((n200). (on20)

es una base regularmente estable respecto a .

A.3.2. Ejemplo XIII (Robertson-Walker)
Sean €, Q) las 2-foliaciones del Ejemplo XII. Veamos que {2 es estable

respecto a ':

9 _ 10 0O
Vigg = Lrogg € ©

9 _ 9
Vige =1Fo5, €9

— Vo C Q.
vt% - Ffe% €

9 _1¥ 0
Vta—w—ljwa—veﬁ

Adems3s, ) es plana respecto a ':
da 2\o _
R (& 5) 55 =0
— R(Q)Q=0.
8 8\ 8 _
R(gr5) 55 =0

Por lo tanto, aplicando el Teorema 3.1.30, resulta que €2 es regularmente

estable respecto a '
Vol =0.

Efectivamente, la base de 2 dada por los campos

{0700) (00 7.0))

es una base regularmente estable respecto a '.
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Apéndice B: Fibrados espigados

En los trabajos de Mecanica Simpléctica de J. M. Souriau se presen-
tan, estrechamente relacionadas, un par de estructuras simplécticas: una
variedad simpléctica y otra presimpléctica (Souriau, 1970). La primera
representa los posibles movimientos de un sistema dinamico y la segunda
su espacio de evolucién, de manera que las hojas de la foliacién carac-
teristica describen los movimientos del sistema. Este formalismo funciona
bien para casos de particulas libres, tanto relativistas como no relativistas;
pero no se ha conseguido un estudio general satisfactorio para particulas
en interaccién.

Los fibrados espigados se definieron con el propdsito inicial de abor-
dar esta cuestién del modo més general posible. Una clave se vio en la
Teoria Gauge. En esta teoria, el campo de interaccion se describe me-
diante una forma de conexién en un fibrado principal, y las particulas
que interactiian son representadas por secciones diferenciables de un fi-
brado vectorial asociado al principal de partida (Wu y Yang, 1975). El
“Principio de acoplamiento minimo” no es mas que emplear derivadas
covariantes generadas a partir de la conexién dada en el fibrado vectorial
en vez de las derivadas parciales ordinarias.

Como el movimiento tiene que ser observado de alguna forma, debe
ser descrito en la variedad base del fibrado, que puede ser el espacio—
tiempo, si se trabaja en Relatividad; o el espacio euclideo ordinario, si
se hace el estudio en Fisica Clasica. El movimiento, que es representado
por las hojas de una foliacién caracteristica, debe de ser proyectado a
la variedad base. Esto se consigue si se sitia la foliaciéon caracteristica
en la distribucién horizontal que posee todo fibrado asociado, heredada
de la conexiéon de Ehresmmann definida en el fibrado principal inicial.
Entonces las variedades presimplécticas no pueden ser fibras tipo de los
nuevos fibrados. Ahora bien, siguiendo a Souriau, tiene que haber un par
formado por una variedad presimpléctica y otra simpléctica, de manera
que ésta es variedad cociente de la primera. Esto motivé a que la fibra
tipo fuera simpléctica, y que cada una de las fibras estuviese revestida por
una variedad presimpléctica.

El razonamiento anterior permite enlazar las estructuras simplécticas
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dadas en Relatividad Especial con la Relatividad Generalizada. Por un
lado sabemos que en un entorno “suficientemente pequeno” de un pun-
to arbitrario del espacio—tiempo, éste se comporta como un espacio de
Minkowski, pero ademads, el formalismo fibrado, al ser méas flexible, per-
mite relacionar otras estructuras distintas a la del espacio de Minkowski.
Por ejemplo, podemos asignar a cada punto del espacio—tiempo, una var-
iedad simpléctica dada para particulas libres, que es como decir particulas
de la relatividad especial desprovistas de cualquier tipo de interaccion.
Este modo de proceder concuerda con la idea de que el espacio—tiempo
se comporta en cada punto como un sistema inercial, y en consecuencia
tiene cabida las estructuras simplécticas desarrolladas en tales sistemas.
Estudiar cémo se modifican bajo un campo de interaccién es dar el modo
de relacionarse entre si las fibras del fibrado en funcién de la conexién
responsable de la interaccién.

B.1. Introduccién a fibrados

En este apartado presentamos los resultados de fibrados que utilizamos
en lo sucesivo. Por supuesto no pretende ser un repaso exhaustivo sino que
nuestra intenciéon ha sido homogeineizar la notaciéon y hacer méas cémoda
la lectura de este Apéndice.

Dadas dos variedades diferenciables P, M y una aplicacién diferencia-
ble y suprayectiva m: P— M, decimos que la terna £ = (P, M, ) es una
fibracion diferenciable. A P le llamamos espacio total, a M base y a 7
proyeccion.

Dos fibraciones £ = (P,M, )y & = (P',M’',7’) se dice que son iso-
morfas cuando existen dos difeomorfismos u y f de modo que el siguiente
diagrama es conmutativo:

P “ P’
b '
f ’

M M (B.1.1)

Esta propiedad puede darse localmente, es decir dada la fibracién difer-
enciable £ y un abierto U C M, denotaremos por |, a

£y = (nH(U), U ). (B.1.2)

Diremos que dos fibraciones diferenciables £ = (P, M, 7)y u = (P, M',x’)
son localmente isomorfas si para todo m € M existe un abierto U C M
conteniendo a m de modo que §|,, y j, son isomorfas.

Dada una fibracién diferenciable & = (P, M,7) y un punto m € M
llamaremos fibra de & sobre m al conjunto m~1(m). En general, se puede
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suponer que cada fibra tiene estructura de subvariedad regular de P (bas-
ta, por ejemplo, que m sea una submersién). Una variedad diferenciable
N se dice que es fibra tipo de la fibracion £ si es difeomorfa a cada fibra
de &.

Una fibracién € = (P, M,n) decimos que es trivial con fibra tipo N
si es isomorfa a la fibracién (M x N, M, p1), donde la aplicacién p; es la
proyeccién sobre el primer factor y la aplicacién f dada en (B.4.28) es la
identidad. Y por tanto, se dice que & es localmente trivial con fibra tipo
N si es localmente isomorfa a la fibracién (M x N, M, p;1), es decir, que
Vm € M, existe un abierto U C M conteniendo a m y un difeomorfismo
A1 (U)—U x N verificando

pA=m. (B.1.3)

A estas aplicaciones les llamamos cartas de la fibracion o trivializaciones.

Consideramos G un grupo de Lie que actiia libremente a derecha sobre
P (el espacio total de &), de manera que g tiene estructura de variedad
cociente de modo que

dimg =dim P — dimG.

Si € es isomorfa a la fibracién p = (P, g, 7') con 7': P—>g la proyeccion
candnica, diremos que £ es una G—fibracién diferenciable. En este caso,
existe un difeomorfismo f: g—>M , de manera que fn’ = 7. Por tanto,
7 es una submersion, puesto que 7’ lo es y f es un difeomorfismo.

En Husemoller (1966), por ejemplo, se prueba que las fibras de una G-
fibracién principal son difeomorfas a G, y en Dieudonné (1981) se demues-
tra la siguiente condicion suficiente para que una fibracién diferenciable
sea G—fibracién principal:

Teorema B.1.1. Sean P una variedad diferenciable, G un grupo de Lie
que actia a derecha y libremente sobre P, M = P/G la variedad cociente
de modo que

dimM = dim P — dimQG,

y m: P— M la submersion candnica.
Entonces € = (P, M,7) es una G—fibracién principal localmente trivial.

Antes de introducir el concepto de fibrado asociado, vamos a recor-
dar los conceptos de G-epacio derecha e izquierda. Llamamos G—espacio
derecha a un espacio topoldgico X con una aplicaciéon continua v: X X
G— X definida por

v(r,g)=r9 z€X,g€Q,

de manera que:
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i) Vz € X, s,t € G se tiene que z(st) = (xs)t
ii) Vo € X, xe =z, donde e es el neutro de G.

Un G-espacio derecha X genera un G—espacio izquierda si definimos
la actuacién del grupo a la izquierda del modo siguiente:

st=xs 1 VYreXVted.

Definicién B.1.2. Dados una G—fibracién § = (P,M,7), y N un G-

espacio izquierda, denimos la relacién
(p,y)s = (ps,s~'y) VpePVye N, VseG

que convierte a P x N en un G—espacio derecha que denotaremos como
Py=2 éN . Consideramos 7y: Py— M, la aplicacén dada por

8 ((p,y)G) =7(p), pe€PyeEN. (B.1.4)

Llamamos fibrado sobre M con fibra tipo N asociado a £ a la G—fibracién
&[N] = (Pn, M, 7y). Al grupo G se le llama grupo estructural.

Cuando la fibra tipo es N = IR®, y el grupo estructural es el grupo
lineal sobre IR® o cualquier subgrupo de Lie de éste, decimos que es un
fibrado vectorial.

En Husemoller (1966) se demuestra que £[N] es una fibracién diferen-
ciable localmente trivial, y sus cartas se construyen del modo siguiente:
Dada ¢: 71 (U)—U x G una carta de £, podemos construir una carta
de ¢[N] mediante la aplicacién p: 7~} (U)—U x N definida por

o((p,y)G) = (p16(p), p20(p)y) (B.1.5)

donde p; y p2 son las proyecciones de U x GG sobre U y G respectivamente.
Como las fibras de una G—fibracién principal £ son isomorfas al grupo
G y £ y &[G] son isomorfos, al fibrado £[G] se le llama fibrado principal o
G—fibrado principal.
Dado el interés de los G—fibrados principales en este Apéndice, prefe-
rimos resumir sus caracteristicas en la siguiente definicién (Kobayashi y

Nomizu, 1963):

Definicién B.1.3. Dada una variedad diferenciable M y un grupo de Lie
G, un G—fibrado principal (diferenciable) sobre M con grupo estructural
G consiste en una variedad diferenciable P y una accién de G sobre P
verificando las siguientes condiciones:

1. G actua libremente a la derecha de P;

2. M es el espacio cociente de P por la relaciéon de equivalencia in-
ducida por G, M = P/G, y la proyeccién candnica m: P—M es
diferenciable;
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3. P es localmente trivial, es decir, cada punto m de M tiene un en-
torno U tal que 7~ 1(U) es isomorfo con U x G en el sentido que existe

un difeomorfismo v¢: 71 (U)—U x G, tal que ¥ (p) = (TF(p), <p(p)>,
donde ¢ es una aplicacién de 7~ 1(U) en G verificando ¢(ps) =
(go(p))s para cada p € 7 }(U) y s € G.

A este G-fibrado principal lo denotaremos £ = (P, M, 7, Q).

Definicién B.1.4. Dado un G-fibrado principal £ = (P, M, 7, G), dire-
mos que un vector v € T, P es vertical en un punto p € P si

v € ker Ty, . (B.1.6)

Denotaremos V,, al conjunto de todos los vectores verticales en p. Este
conjunto es un subespacio vectorial de T}, P que recibe el nombre de es-
pacio vertical.

Veamos algunas equivalencias de esta definicién.

Proposicién B.1.5. Dados un G—fibrado principal, £ = (P,M,n,G),
un punto p € P y un vector v € T,P, las siguientes condiciones son
equivalentes:
i) v es vertical.
ii) v es tangente a la subvariedad 7 (p).
iti) v es el valor que toma un campo de Killing inducido por la accion
del grupo estructural.

Esto nos permite definir el concepto de conexiéon de la forma siguiente:

Definicion B.1.6. Sea M una variedad de dimensiéon g. Dado un G-
fibrado principal sobre M, £ = (P,, M, 7, G), una conexién H sobre P es
una g—distribucién que verifica

i) T,P=H,®V,, VpeP
it) H es invariante a derecha, es decir

Ry, Hp =Hpe, VD€ P Vacg.

A los espacios vectoriales H,, con p € P, se les denomina espacios
horizontales, y los vectores de H, se denominan vectores horizontales.
Es inmediato comprobar que los espacios H, son isomorfos a T} ,) M
haciendo uso de la aplicacion

Tap: Hp——Tr () M (B.1.7)

Definiciéon B.1.7. Sea m un elemento de M. Dado un vector v € T,, M,
llamamos levantamiento horizontal de v al vector v € 'H, de modo que

m(p) =m,y mp, (V) = v.
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En Kobayashi y Nomizu (1963) se demuestra que dada ¢ una curva
diferenciable de M que parte de un punto zy, para un punto arbitrario
ug € 7 1(x0), existe una tnica curva diferenciable ¢ en P, de manera que
¢ sea levantamiento horizontal de c y n¢ = c.

Definicién B.1.8. Dado un G—fibrado principal provisto de una conexién,
un vector v € TP se descompone en un vector horizontal h y otro vertical
Zp(p) de la forma siguiente:

v=Zp(p) + h, (B.1.8)

donde Zp(p) es el valor del campo fundamental (o de Killing) en p, y por
tanto vertical (segun la Proposicién B.1.5).

Se llama forma de conezion a la 1-forma w, a valores en el dlgebra de
Lie del grupo estructural G, definida por

wy: T,P—T,G, (B.1.9)

dada por w,(v) = Z. Esta 1-forma es diferenciable (Kobayashi y Nomizu,
1963), v gracias a ella se puede caracterizar de los vectores horizontales
de la forma siguiente:

v €T,P es horizontal = wp(v) = 0. (B.1.10)

Conexiones en fibrados asociados

Los conceptos de horizontal y vertical pueden trasladarse a fibrados
asociados de la forma siguiente:

Dados £ = (P,M,7,G) y {[N] = (Pny, M, 7n,G) un G—fibrado prin-
cipal y el fibrado asociado a £ con fibra tipo N respectivamente. Dado
w € Py, llamamos subespacio vertical, y lo denotamos N,,, al espacio
tangente a la fibra mx" (7 (w)) en w, es decir

N, = Twa'Xil (ﬂ'N(w)) (B.1.11)
Como en los fibrados principales, se demuestra que
N, =kerm,, . (B.1.12)
Dada la proyeccién canénica u: P x N— Py, podemos construir la apli-
cacion
pe: P— Py,

dada por p¢(u) = pu(u,¢) con ¢ € N, que es una aplicacién diferenciable
y por propia construccién verifica

™= TN M-
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Definicién B.1.9. Sean £ = (P, M, 7 G) un G-fibrado principal y H,, el
subespacio horizontal en v € P. Llamamos subespacio horizontal de Py
en w = p(u, () al subespacio Q,, C T, Py definido por

Qu = ic. Hau. (B.1.13)
En Kobayashi y Nomizu (1963) se demuestran las siguientes propiedades:

Teorema B.1.10.
1) Q. no depende de las antiimdgenes de w por p.
3) .., es inyectiva en H,.
4)fw@Qw:TwPN-

Con estas propiedades, la aplicacion
ﬂN*‘Qw:Qw*ﬁTﬂN(w)M, (B114)
es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Como ocurre en los fibrados principales, dada una curva c¢ diferenciable
a trozos en M, existe una curva k en Py que es levantamiento horizontal
de c.

Proposicion B.1.11. Dada una curvae k diferenciable a trozos de Py,
es levantamiento horizontal de una curva c diferenciable a trozos en M si
y solo si el levantamiento candnico de la curva diferenciable que coincide
con k en el intervalo I pertenece al subespacio de k(t), Vte I.

Una vez conocidos los conceptos de vector vertical y horizontal, asi co-
mo el de levantamiento canénico de una curva, tanto en fibrados princi-
pales como asociados, nuestro objetivo serd estudiar los transportes par-
alelos a lo largo de curvas en un fibrado asociado. Haciendo uso de que
el grupo estructural actia libremente, en Kobayashi y Nomizu (1963) se
demuestra la siguiente proposicién:

Proposicién B.1.12. Dado un G-fibrado principal & = (P,M,7,G) y
un fibrado §[N] = (Pn,M,7wn,G) asociado a £ con fibra tipo N, para
cada uw € P podemos definir la aplicacion

w N—smy! (m(u)) (B.1.15)
dada por u(y) = (u,y)G que verifica:

1) (ua)y =u(ay), a€G

2) u es una biyeccion.
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Definicién B.1.13. Sea un G-fibrado principal £ = (P, M, 7, G) provisto
de una conexién. Sean c una curva diferenciable de M y ¢ su levantamiento
horizontal. Un traslado paralelo a lo largo de ¢, de la fibra 7r1(,1 (c(t)) ala
fibra 7' (c(t + h)) estd definido por

=2t + h)et) " (B.1.16)

En el caso particular de fibrados vectoriales, ademas de las propiedades
del epigrafe anterior, se verifican muchas mas de las cuales entresacamos
algunas:

Definicién B.1.14. Una seccidn de una fibraciéon A = (L, B, p) es una
aplicacion s: B——L de manera que ps = 1.

En un fibrado vectorial ¢[E], asociado al G—fibrado principal &, se
define la derivada covariante de secciones del modo siguiente:

Definicién B.1.15. Dada una curva ¢ de M, y ¢ una seccién del fibrado
&[E] de modo que defo NImec # @, llamamos derivada covariante de
respecto a ¢(t) a

()~ (et + 1) = p(e(t)) )
h

Ve = lim (B.1.17)

En Choquet et al. (1982) se enuncia y demuestra el siguiente resultado:

Teorema B.1.16. La derivada covariante de una seccion diferenciable
Y en un fibrado [E], asociado al G—fibrado principal £ y con fibra tipo E
(un espacio vectorial), respecto a una direccion ¢(t) existe y su expresion
es

Vé(t)Y = @(pa(t):l"/; — th*w*Ra(t)* (S*W)C(t)> y (B118)

donde
Ry 1) es una traslacion a derecha de G correspondiente al elemento

a(t).
p es la accion a izquierda sobre E.
s es una seccion diferenciable de &, de manera que

defY =U C defs, ImcCU.

Y es la aplicacion de G en G tal que Y(a) =a~' Va € G.

Vi es la imagen de Y (c(t)) en la fibra tipo E respecto a la trivializacidn
de E[E)] inducida por s.

a(t) es la curva del grupo G que determina el levantamiento horizontal
de c(t) en el fibrado principal & de acuerdo con ¢(t) = (sc(t))a(t).
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La derivada covariante sobre secciones permite dar una caracterizacién
de las secciones diferenciables que se trasladan paralelamente de la forma
siguiente:

Teorema B.1.17. La condicion necesaria y suficiente para que una sec-
cion diferenciable Y de un fibrado vectorial £[E] se traslade paralelamente
a lo largo de una curva ¢ (con dominio I), es que se verifique

Vc'(t)Y =0, Vtel.

Ahora nuestro objetivo serd extender el concepto de derivada covari-
ante de secciones respecto a campos vectoriales de la variedad base.

Definiciéon B.1.18. Sea X un campo vectorial de la variedad base M y
¢ una seccién diferenciable del fibrado £[N]. La derivada covariante de ¢
en la direccién de X en un punto m € M, se define como

Vxp(m) = Veoyp,
donde c es la curva integral de X que pasa por m.

Definicion B.1.19. Una conexion lineal es una conexién de un fibra-
do principal £ cuyo grupo estructural es G = GL(n,IR), donde n es la
dimension de la base.

En el fibrado £ podemos definir A, una 1-forma en P, a la que lla-
maremos forma candnica, y viene dada por

Au(Q) =u (M), CeT.P, (B.1.19)

donde u esta definida en el fibrado vectorial asociado con fibra tipo IR".

El siguiente resultado se encuentra en Kobayashi y Nomizu (1963).

Proposicién B.1.20. Sea {e;}}'_; una paralelizacion local definida en un
abierto U de una variedad diferenciable M. Entonces,

Vxe, = ((sw*)(X))i.ﬁek7

siendo X un campo vectorial de M, y s la seccion del fibrado de las ref-
erencias de M definida por la paralelizacion de la forma

s(z) = (el(x),eg(x), ...,en(x)).
Dada una carta F' de funciones coordenadas (x1, 2, ..., 2,) consider-

o 0 0
— } Esta base se puede considerar

amos la base natural { —, —,..., =—
{ Oz’ 0z%” 77 Ox
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como generadora de referencias en el fibrado (R(M), M, 7). Construimos
la siguiente seccién s: B— L dada por

0 0 0
8(1}) = %JI, @I,...,wl‘ s

donde U = def F.
Si representamos por x(M) al conjunto de los campos vectoriales sobre
M y consideramos la aplicacién ®: x (M) x x(M)—x (M), dada por

(X,Y) = VyY, (B.1.20)

satisfaciendo las condiciones de una conexién de Koszul, existe una tinica
conexién lineal en M de manera que VxY es la derivada covariante de Y
en la direccién de X para esta conexion.

B.2. Fibrados simplécticos en Relatividad

A partir del éxito de los fibrados principales con conexién para ex-
plicar la teorfa gauge (Wu y Yang, 1975), el uso de fibrados para estudiar
fenémenos fisicos ha experimentado un notable incremento. En concreto,
una de las tendencias de la Mecdnica Simpléctica ha sido la construc-
cién de fibrados asociados cuya fibra tipo es una variedad simpléctica que
representa el sistema dindmico que se va a estudiar (Souriau, 1970) y en
los que la interaccién se explica a partir de una conexién. Dependiendo
de la estructura geométrica que se imponga al sistema dindmico, los fi-
brados simplécticos que se obtienen seran vectoriales o no. Analicemos
brevemente las dos posibilidades.

Definicién B.2.1. (Morvan, 1984) Sea A = (M, B, 7, E) un fibrado vec-
torial con base B y fibra tipo el espacio vectorial simpléctico E. Decimos
que § es un fibrado vectorial simléctico si existe una dos forma w de man-
era que para cada b € B, wy, es una forma simpléctica en la fibra m=1(b).

Este tipo de fibrados es muy 1til para estudiar subvariedades La-
grangianas asociadas con el concepto de polarizacién en cuantizacién ge-
ométrica (Morvan, 1984), pero no permite estudiar sistemas dindmicos
que no puedan representarse como espacios vectoriales. Por ejemplo, J. M.
Souriau describe las particulas elementales con spin mediante la variedad
simpléctica IR® x 2, cuando tienen masa, y mediante IR* x S? cuando
no tienen masa (Souriau, 1970, 1997). Obviamente un fibrado vectorial
simpléctico no permite describir la evolucion de estos sistemas dindmicos.

Guillemin, Lerman y Sternberg proponen (Guillemin et al., 1996) una
estructura mas general que permite resolver estos inconvenientes:

Definicién B.2.2. (Guillemin et al., 1996) Una fibracién (M, B,x,U)
con base B y fibra tipo la variedad simpléctica U es una fibracion sim-
pléctica si se verifica:

210



Fibrados espigados

i) Las fibras m=1(b), b € B, son variedades simplécticas.
i1) Existe una 2-forma w en M de manera que
i(v1 Avg)dw =0

para cada par de campos vectoriales v y va.

i1) La restriccion de w a cada fibra, w C1gyr 8 la forma simpléctica de
la fibra.

En una fibracién simpléctica existe una conexién simpléctica I' com-
patible con la 2-forma w y los traslados paralelos de I' son simplectomor-
fismos.

Esta estructura permite reformular la Mecdnica Simpléctica en térmi-
nos de fibrados, pero no considera explicitamente algunos aspectos fun-
damentales. Estas fibraciones simplécticas, no estdn asociadas a ningin
fibrado principal y no tienen ningin grupo estructural que permita incor-
porar la teorfa de frupos dindmicos. Ademads, es conocido (Souriau, 1970)
que la evolucién de un sistema dindmico (U, o) cuyo espacio de evolu-
cién es una variedad presimpléctica (V, oy ) puede obtenerse estudiando
la foliacién caracteristica de V, es decir ker (o, ). La Definicién B.2.2 no
implica la existencia de variedades presimplécticas ni de ninguna foliacién
capaz de describir la evolucion de la fibra tipo, por tanto, en nuestra opi-
nion, las fibraciones simplécticas son demasiado generales para resultar
operativa.

Desde principios de los 90, Liern y Olivert propusieron trabajar (Liern
y Olivert, 1992) con la estructura de fibrado espigado. Esta estructura, a
pesar que fue concebida de forma independiente, puede obtenerse a partir
de la Definicién B.2.2 anadiendo algunas condiciones:

(C1) La fibracién (M, n, B,U) es un G-fibrado asociado a un G-fibrado
principal con conexién.

(C2) El fibrado contiene una foliacién que muestra la evolucién del sis-
tema dindmico.

(C3) El espacio total del fibrado contiene variedades presimplécticas que
son los espacios de evolucién de los sistemas dinamicos.

Sin embargo, no creemos conveniente manejarla de esta forma sino
como lo hacemos en la seccién siguiente.
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B.3. Estructura espigada

Definicién B.3.1. Sea § = (P, B, 7, G) una G-fibracién principal pro-
vista de una conexion H y (F, o) una variedad simpléctica de Hausdorff
G—-espacio izquierda, tal que G actia sobre F' por simplectomorfismos. El
fibrado asociado a § con fibra tipo F, se llama fibrado espigado si existe
una foliacion S contenida en la distribucion horizontal 'H tal que cada
fibra corta en un punto (a lo sumo) a cada hoja de S.

Al fibrado espigado para la foliacion S lo denotamos

(5[F](S) = (PF,B,WF,G;S).

Como se vera mas adelante, la foliacién .S no es tinica, por tanto hemos
preferido que aparezca de forma explicita en la notacién.

Proposicién B.3.2. Dado §[F|(S) = (Pp, B, 7r,G;S) un fibrado espi-
gado , cada fibra F, = mp—1(b) tiene una estructura simpléctica candnica.

PRUEBA:

Al actuar G por simplectomorfismos sobre F', podemos definir sobre
cada fibra F}, = 7~ 1(b) una estructura simpléctica o, de manera natural
de la forma siguiente:

Sean ¢, : 71 (Uy) — U, x G difeomorfismos locales para § tales
que g (p) = (7 (p) ,Ya (p)). A partir de ellos definimos otros para § [F]
denotados por @g: 7r1;1 (Uy) — U,y x F 'y dados por

@a([Paf])Z(W(P)M/Ja (p>f)7

donde [p, f] = (p, f) G € Pr.

Como las fibras F}, son subvariedades de Pp, las inyecciones canénicas
1p: Fy— Pr son aplicaciones diferenciables, con lo que construimos las
aplicaciones

@a (b) =pro o Sz)a o ib:Fb—>Fa

donde pry: U, X F — F es la proyeccién sobre la segunda componente. Se
tiene que @gq (b) = @5 (b) © Pa (b)"': F — F viene dado por

PBa (b)) (f) = 9B8a (b)-f

donde ggq: Uy NUg — G son las funciones de transicién del fibrado prin-
cipal §. Como G actia por simplectomorfismos sobre F', las aplicaciones
?pa (b) son simplectomorfismos Vb € U, NUg, es decir,

Papo = 0.

Si se define la estructura simpléctica o sobre Fj mediante

*

opb = @a(b) o
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Fibrados espigados

que esta bien definida, ya que de
~% ~ —1%* ~ *
0 = Pup0 = (pﬁ(b) o (Poc(b) g,

resulta

O

Teorema B.3.3. Sea 0[F|(S) = (P, B,7p,G;S) un fibrado espigado. La
foliacion S contenida en la distribucion horizontal induce una foliacion
sobre B dada por

Q= {Xcampo de B:wp,Y =X omp, Y €S} (B.3.21)

de manera que dim ) = dim S.

PRUEBA:
Sabemos que la proyeccion wp: Pr— B es una submersién. Si defino

X: B —TB
b o apY, menn(b)

como TpyYy, = Tpy Y con m,m’ € W;l (b), tendré bien definido el cam-
po X de B.

Entonces, para cada campo vectorial Y de la foliacién S C @ C TP
existe un campo vectorial X de B que verifica 7p,Y = X o7, por tanto
tiene sentido considerar (B.3.21).

Supongamos que dim S = p. Para cada m € B, (m) es un subespacio
vectorial de T, B. Como 7, ,,: Qnm—T, B es un isomorfismo,

dim S,,, = dim Q(m) = p.

Entonces, €2 es una p—distribucién. Veamos que §2 es también una foliacion:

Sean Y7, Y5 dos campos vectoriales de S. Existen dos campos X1, X5 €
Q) tales que
Y1 =X 01

WF*}@:XQOWF.

Entonces, 7p, [Y1,Ys] = [X1, X3] o g, ¥ por definicién de la foliacién €,
el corchete [X7, X5] € Q. ]

En Liern (1995), Liern y Olivert (1995b) y Moreno (1996) se impuso
a los fibrados espigados que la foliacién S y la foliacién vertical R(p) =
Ker 7p,, debian poseer el mismo atlas de cartas planas. Sin embargo, en
la siguiente proposicién veremos que esta condicién es redundante.
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Proposicién B.3.4. Dado §[F|(S) = (Pp, B,7r,G;S) un fibrado espi-
gado, las foliaciones S y R(p) = Kernp,, admiten el mismo atlas de
cartas planas.

PRUEBA:
Suponemos que dim B = n, dim F' = r, por tanto dim Pr = n + r.
Sea ¢ una carta de B con funciones coordenadas (z1,...,z,) que es
plana para la foliacién 2. Por ser mp una submersién existe una carta de
® de Pr con funciones coordenadas (x1,...,Tn, Tnii,- - Tnir) de modo
que

OmE® (21, .. 20y Zngts s Zngr) = (2150 0y 2Z0),s

para todo (z1,...,2,) € def (prp®~1).
0 .
W) =0, 1< j<r por tanto

1 < j <, son elementos de la foliacién vertical. O

Por ser mp submersién, ker 7, (

Oxnti’

A continuacién caracterizaremos la estructura de fibrado espigado,
pero antes expondremos, a modo de Lema, una idea que se utilizara varias
veces a lo largo de la memoria.

Lema B.3.5. Sea Q) una foliacion en una variedad diferenciable de Haus-
dorff V. Sea ¥ una subfoliacion de Q. Entonces, ¥ induce una foliacion
Y en V(Q) isomorfa a ¥'. Ademds, las hojas de X'* estdn contenidas en
las hojas de 2.

PRUEBA:

Sean X,Y dos campos de la foliacién Q. Como V() es variedad inte-
gral de 2, es subvariedad de V. Sea la inmersién canénica i: V(Q)—V,
que verifica i, (T, V(Q2) = Q(z). Por consiguiente los campos de la foliacién
son tangentes a V(£2), y por tanto existen X', Y’ campos vectoriales de
V(£2) de modo

J«X'= X0}, JxY' =Y oj,
es decir,
i [X, Y] = [X,Y] 0. (B.3.22)
Sea

Y i ={X":i.X'=Xoi, Xcampode X} (B.3.23)

Sabemos que ¥/ # () puesto que 3 # (). Teniendo en cuenta (B.3.22) y
el Teorema de Frobénius se tiene que ¥’ es una foliacién de V() que,
claramente es isomorfa a X.

LCuando no sea necesario distinguir entre ambas foliaciones a ¥’ la seguiremos
llamando ¥ para no recargar la notacion.
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Ademds, toda hoja de X’ es un conexo de V (), luego estard contenida
en una componente conexa de V(2), y ésta necesariamente es una hoja
de Q. O

Necesitamos también caracterizar las foliaciones regulares mediante la
existencia de subvariedades transversales a las mismas:

Proposicion B.3.6. Sea V una variedad diferenciable de dimension n.
Una foliacion Q0 de dimensidn p (p < n) sobre V' es reqular si y sélo
st en cada punto m € V existe una subvariedad M, que contiene a m,
transversal a € tal que corta a las hojas en un solo punto a lo mds.

PRUEBA:

Consideremos que {2 sea una foliacién regular; tomemos un punto m €
V y una carta plana F' de entorno coordenado conexo de manera que
m € def F'. Sea H la hoja que contiene a m. Como la foliacién es regular,
existe una placa U, tal que

m € U, = F~'(R? x {a}) = HNdef F,

donde
(a,a) = F(m).

Por el Teorema de caracterizacién de subvariedades regulares, F'~! ({a} X
R"™P ) serd subvariedad de V. Por construccién esta subvariedad es transver-
sal a H y corta a ésta en el punto m.

Estudiemos la implicacién contraria:
Sea 7 la inmersién canénica de M en V: i: M—V . Por la condicién
de transversalidad,

b, (M) + Qx) =T, V, Vo € M,

y como M corta las hojas en un solo punto, se tiene que dim M = n — p.
Sea F una carta plana para la foliacién 2 de tal manera que su entorno
coordenado, def F'| sea conexo, y construimos la aplicacion

pra o Foi:i~t(def F)———IR"P.
Esta aplicacién es diferenciable y de rango n — p. Para ver que es un
difeomorfismo (y por tanto carta de M), basta probar que prg o G o sea
inyectiva.
Partimos de

pro o F(x1) = pra o F(x), con z1,x € M.
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Esto hace que x1, x pertenezcan a una misma placa de F, que es conexa
debido a que def F' se ha elegido conexo. Entonces esta placa estard con-
tenida en una hoja H’, y por tanto

x1,x € HNM;
pero por hipdtesis esta interseccién sélo contiene un punto, de donde
Ir1 = 2.

Llamemos ¢ = prg o F o4 la carta de M, y sea f una carta de V()
inducida por F'. Debido a que el entorno coordenado de F' es conexo,
def f e Im f son conexos y, por tanto, def f estard contenido en alguna
hoja. Tomemos un punto arbitrario m € V. Existe una hoja H y una
subvariedad M transversal a H que corta a la hoja H en el punto m.
Elegimos una carta plana (que podemos seguir llamando F') de entorno
coordenado conexo tal que m € def F'y que Im F sea un entorno cubico
Cy x Cy de F(m). Entonces

{m}=MnNHNdef F.

Si consideramos ¢ la carta de M inducida por F' por el método que hemos
descrito, tenemos

F(Mndef F)=C x Im, F(HNdef F)=1Im f x C,
conCiCImfcCyCyCImepcCCCs.
Si llamamos (a, a) = F(m),
{(a;a)} = {F(m)} =F(MnHNdefF)
— F(MNdefF)n F(H N def F)
= (C]xIme)n(Imf x CY)
(CrNImf)x (ImenCsh).

Esto conduce a
{a}=CinImf  {a}=CoNnIme,
de donde
{a} = Cs.

En consecuencia,

F(HNdef F)=1Im f x {a},

y por tanto
HNdef F = F'(R” x {a}) = U,.

que es una placa de F. Debido a que m es arbitrario, resulta que 2 es
foliacién regular. |

En Liern (1995), Liern y Olivert (1995b) se prueba el siguiente teorema
de caracterizacion:
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Teorema B.3.7. (Teorema de caracterizacién) Sea § = (P, B, 7, Q)
una G-fibracion principal provista de una conexién H. Sea (F,o) una
variedad simpléctica Hausdorff G-espacio izquierda sobre la que G actia
por simplectomorfismos. Un fibrado asociado 6 [F| = (Pr,B,7r,G) con
fibra tipo F es espigado si y sdlo si para cada b € B existe (Vy,0v,) C Pr
variedad presimpléctica regular de modo que:

a) La familia {Vy|b € B} recubre todo Pr, como conjuntos.
b) dimVj, = k (constante) Vb € B

c) Eziste ¥y : Vi — wgl(b) una submersion suprayectiva tal que ca-
da fibra 77121(6) es una variedad cociente de la variedad Vi, por la
foliacion caracteristica de ov;, .

d) Dados b,d € B, si VyNVy # 0, entonces V, = Vy.

e) ker (ov,),, C Quw donde Q es la distribucion horizontal de Pp in-
ducida por la conexion H y w €V

Este teorema permite analizar la estructura interna de §[F](S) como
un fibrado de fibraciones. Para cada elemento de la base, b € B, por
la Proposicién B.3.2, existe una variedad simpléctica 7T;1<b), y por el
Teorema B.3.7 existen una variedad presimpléctica V;, y una submersion
suprayectiva 1y, : Vi, — 7' (b) de manera que cada fibra, 7' (b) es una
variedad cociente de V; por la foliacién S. Entonces, para cada b € B la
terna 3, = (Vy, 7" (b), 1) es una fibracién contenida en Pg.

T (b) (%)

Fig 1. Esquema de un fibrado espigado

El Teorema B.3.7 implica que E = {V;|b € B}, sea una variedad
presimpléctica. Dado z € E, por (d) del Teorema B.3.7, existe una dnica
variedad presimpléctica V,,, de manera que z € V,,. La 2-forma presim-
pléctica de E viene dada por

JE(XZ,YZ) = U‘ﬂn(X;a}/;/)v (B324)
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donde X', Y son campos vectoriales ¢-relacionados con X,Y, respectiva-
mente, e i: V,;, — E es la inmersién canénica.

Nota B.3.8. La Proposicion B.3.2 garantiza que la estructura de fibrado
espigado satisface las condiciones (i) y (iii) de la Definicién B.2.2 y la ex-
presién (B.3.24) muestra la forma explicita de la 2-forma w dada en (ii) de
la Definicién B.2.2. Ademas, un fibrado espigado satisface las condiciones
(C1) y (C2) de la seccién anterior de forma evidente y la condicién (C3)
es una consecuencia inmediata del Teorema B.3.7.

B.4. Anadlisis de estabilidad

En trabajos previos (por ejemplo, Liern y Olivert, 1995b), se muestra
que la utilidad de los fibrados para describir fenémenos fisicos viene de-
terminda por la ley de movimiento. Sin embargo, a partir de Liern y Oliv-
ert (1999) surge el concepto de c-etabilidad en fibrados espigados como
una condicién geométrica sobre el espacio total del fibrado. Sin embargo,
las relaciones entre la ley de movimiento sobre la variedad base y la c-
estabilidad no han sido estudiadas. Precisamente los resultados obtenidos
en el Capitulo 3 de esta Tesis permiten analizar algunas relaciones y mar-
can posibles lineas futuras de investigacion en este tema.

En un fibrado espigado existen dos conexiones inducidas por la conexion
del G-fibrado principal que lo generd, una en el espacio total del fibrado
asociado y otra en el fibrado tangente de la variadad base del espigado. Por
supuesto, puede ocurrir que la variedad base tenga otra conexién ademds
de la inducida, en este caso necesitamos propiedades que relacionen ambas
conexiones.

Definicién B.4.1. Sea A[F|(S) = (Pr, B, 7, G;S) un fibrado espigado,
de manera que B posee una conexion, sea X un campo vectorial arbitrario
de la foliacion €2, y ¢ una curva integral del campo X con dominio I. Con-
sideramos

70 To(yB—TemyB, tel,

el transporte paralelo a lo largo de la curva c. Se dira que el fibrado
A[F](S) estd dotado de una Ley de Movimiento si se verifica

7£Q(c(0)) = Q(e(t)),  tel (B.4.25)

En Liern (1995) y Liern y Olivert (1995a), se prueba que

Teorema B.4.2. Sea A\[F|(S) un fibrado espigado provisto con una co-
nexion lineal y dotado de Ley de Movimiento.

i) Si la foliacion Q es de dimensidn 1, esta ley origina geodésicas.
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it) St la foliacion Q2 es de dimension k, 1 < k < dim B, esta ley genera
variedades integrales totalmente geodésicas.

Esta ley no permite trabajar con ninguna familia de simplectomorfis-
mos, ya que la variedad base, B, no es presimpléctica ni simpléctica. En
consecuencia, dificilmente pueden conservarse las variedades integrales de
la foliacion €2 a lo largo del tiempo, de ahi que podamos entender que estas
variedades no son estables. Es necesario, pues, dar otra ley de movimiento
en la que intervengan simplectomorfismos con el fin de que las estructuras
simplécticas se mantengan a lo largo del tiempo.

En este sentido Liern y Olivert introdujeron en (Liern, 1995; Liern y
Olivert, 1997) una ley de movimiento en Pr de la forma siguiente:

Definicion B.4.3. Sea c una curva diferenciable de Pr. Dado
r et (e(0) o (elt)), teT,

el traslado paralelo en Pr a lo largo de ¢, para cada p € P definimos la
curva

v(p) =71£(p), te€l, dondep=mnp(c(0)).
Decimos que A\[F](S) es c-estable si dado t, € I, la aplicacién
YV, E—FE, tel,
es un simplectomorfismo.
Noétese que esta ley de movimiento implica que en Pr existen curvas
que preservan la foliaciéon de las variedades presimplécticas del fibrado

espigado (dadas en el Teorema B.3.7) de modo que en las fibras coinciden
con el traslado paralelo.

A continuacién analizamos algunas consecuencias de la c-estabilidad.
Sean L una subvariedad regular de B y v(t,¢q):IR x Pr— Pp una fa-
milia de curvas diferenciables verificando la ley de estabilidad dada en la
Definicién B.4.3 de modo que

mpy C L.
Podemos definir
v (t,7r(q)) = (mr7y)'(t,q), tE€R,q€ Pr. (B.4.26)

Proposicion B.4.4. +/ define una familia de curvas diferenciables.

PRUEBA:
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Veamos que (rp7y) es diferenciable:
La aplicacién 7wpy: IR x B— B es diferenciable. En consecuencia, como L
es subvariedad regular de B, (mp7y): IR x F'— L también es diferenciable.
Teniendo en cuenta la expresién (B.4.26) se tiene

Y (Ir x 1) = (1F7)". (B.4.27)

Como 7 es una submersion suprayectiva, 7' es diferenciable. O

Dada L subvariedad de B, podemos construir el pull-back de &[F]
asociado a la inclusién canénica i: L— B, que denotaremos

P*(A[F)) = (Py, L, (pr1) p, G),

de la forma siguiente:

P pr P
pn T,
L ——— M (B.4.28)
donde
Pj = LxgPp ={(m,x) € LXxPp :i(m) =7np(x)} = U ({m}xwgl(m))
meL
(pr1)rp(m,x) =m, pro(m,z) ==z, Y(m,z) € Pp. (B.4.29)

En Liern y Olivert (1999) se demuestra que i*(A[U]) es un fibrado con
la foliacién

S1={X'=(rp.X,X) : X campo vectorial de S},
que denotaremos i*(A[U])(S1) = (Pg, L, (pr1)v, G; S1).
Teniendo en cuenta esta construccion, se tiene el siguiente resultado
Proposicion B.4.5. La ley de estabilidad dada en la Definicion B.4.3

induce una ley de movimiento en i*(A[F])(S1).

PRUEBA:

Por el Teorema B.3.7 sabemos que en Pr y P existen familias de
variedades presimplécticas {(Vin, 0v,,) tmen ¥ {(Vih, 0V fmer respectiva-
mente. Adem4s,

E=Va v BE=J Vi

meB meL
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pueden ser dotadas de estructura presimpléctica que denotaremos (E, o)
y (E*, &) respectivamente.

Definimos una familia de curvas 74: IR x Pp— Py verificando

=) (B.4.30)

Esté bien definida porque de acuerdo con la expresién (B.4.26), 7py' = 7,
y con ello Im% C P5. Ademas, son diferenciables porque sus dos compo-
nentes lo son.
Veamos que si fijamos t, € I son simplectomorfismos:

Sabemos que 6 = prio (ver Abraham y Marsden, 1978) y por con-
struccién proy = 7yprgo. Como la curva ~;, es un simplectomorfismo se
tiene que 7,0 = 0. Entonces, dado ¢, € I,

i,0 = prso = (pray,) o
= (y,pr2)*oc =pryv; o =pric =6

Ademas, las restricciones de los simplectomorfismos a las fibras son
los traslados paralelos porque las fibras de Pp y P} coinciden y vy verifica
la ley de movimiento de Pg. m]

Si en particular la subvariedad L es una variedad de Landau L, De
la construcciéon hecha en este epigrafe, podemos concluir que dado un
punto m, € L, si aplicamos la ley de movimiento a curvas cerradas (que
empiezan y terminan en m,), las curvas del espacio total serd, curvas
de movimiento. Como ademds son traslados paralelos en las fibras, ca-
da curva define un elemento del grupo de holonomia. Como el grupo de
holonomia de *(A[F])(S1) es discreto, el subconjunto de las curvas que
describen movimientos también sera discreto. Es decir que hay una can-
tidad numerable de simplectomorfismos en el espacio total.

Asi, dada una hoja H de la foliacién S existe una cantidad numerable
de hojas transformadas. Aplicando el Teorema de Noether a cada una de
estas hojas se obtiene una cantidad discreta de magnitudes transformadas.

Relaciones entre c-estabilidad, ley de movimiento y estabilidad
de foliaciones

Hasta ahora la condicion de c-estabilidad y la ley de movimiento de
un fibrado espigado se habian presentado por separado. Sin embago, a
partir de los resultados del Capitulo 3 de esta Tesis podemos ver que en
realidad pueden verse como dos casos particulares de la estabilidad entre
foliaciones.

Dado un fibrado espigado A\[F](S) con ley de movimiento y c-estable
para una curva ¢ con dominio 1.

i) La ley de movimiento equivale a que 2 sea auto-estable.
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ii) Para cadat, € I, la aplicacién 7, : E—E es un simplectomorfismo.

222

La variedad E es presimpléctica con 2-forma de Lagrange op. La
foliacién caracteristica kero, es invariante por los simplectomorfis-
mos. Como ademads estas curvas, -y, coinciden con los traslados par-
alelos, se tiene que la foliacion permanece invariante por traslados
paralelos. Esto puede interpretarse como estabilidad de la foliacién
caracteristica respecto al tangente de c.



Apéndice C: Conclusiones

C.1. Resultados obtenidos

En esta memoria se ha introducido un nuevo formalismo para trabajar
con distribuciones en general, se han estudiado sus propiedades y se ha
analizado su aplicabilidad a diferentes aspectos fisicos. En concreto, los
resultados méas destacables son los siguientes:

= A partir del concepto de base asociada a un observador, se han
obtenido de forma natural expresiones para el efecto Doppler y la
aberracion de la luz en Relatividad General.

= Se han definido y estudiado nuevos conceptos que relacionan dis-
tribuciones mediante observadores y a la inversa, como la igualdad
salvo orientaciones entre dos distribuciones para un observador y
la Q-relacion entre dos observadores. Se han obtenido propiedades
relacionadas con estos conceptos y se han aplicado a la aberracién
de la luz: Dada una distribuciéon nula €2 de dimension 6 codimension
1, dos congruencias de observadores U y U’ estdn Q-relacionadas si
v sélo si no hay efectos de aberracién entre los observadores de U y
U’ al observar €.

» Trabajando siempre dentro de un entorno normal convexo, se ha
extendido el concepto de causalidad, introduciendo la causalidad
tangencial, que se interpreta como una causalidad observada. Se
han obtenido muiltiples propiedades relacionadas con la causalidad
tangencial en general y, en concreto, aplicada a las subvariedades de
horismos y de Landau: las subvariedades de horismos son siempre
nulas y tangencialmente nulas; sin embargo, no podemos asegurar
que las subvariedades de Landau sean siempre espaciales, aunque
si podemos asegurar que son siempre tangencialmente espaciales.

= Se han estudiado las condiciones de existencia de foliaciones de Lan-
dau espaciales (cuyas hojas son subvariedades de Landau espaciales)
generadas por una linea de universo temporal 3. Como resultado se
ha obtenido que para asegurar la existencia de estas foliaciones en
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algiin entorno es necesario que el campo adaptado del tangente 3
sea sincronizable en este entorno. Sin embargo, las foliaciones de ho-
rismos nulas (cuyas hojas son subvariedades de horismos) generadas
por una linea de universo temporal siempre existen en los entornos
normales convexos.

Se ha estudiado un nuevo método para adaptar vectores mediante
foliaciones en general. Este método sirve para extender un obser-
vador a toda una congruencia de observadores y hacer aplicables
los resultados obtenidos en el Capitulo 1 a los observadores individ-
uales. También nos permite definir el concepto de emision puntual y
estudiar su direccion propiay su frecuencia propia mediante la con-
gruencia de observadores propia asociada, obteniéndose expresiones
para la aberracion de la luz y el efecto Doppler.

Se ha generalizado la Ley de Movimiento (condicién de totalmente
geodésica) mediante el concepto de estabilidad entre distribuciones
en general.

Dada una distribuciéon €2, el Lema de Dualidad nos asegura que €2
y QF se comportan igual ante la estabilidad.

Se han estudiado diferentes aspectos de la estabilidad (estabilidad
reqular, auto-estabilidad y auto-estabilidad regular), asi como la re-
lacién entre la estabilidad y la estabilidad regular, en la que entra
en juego la curvatura: dadas dos distribuciones Q y Q, si  es es-
table respecto a €', entonces 2 es regularmente estable respecto a
Q' siy sélo si ' es plana respecto a ). Este resultado ha generado
diversos subcasos importantes: si Q' es de dimensién 1, o si estamos
en un espacio-tiempo plano, entonces la estabilidad y la estabilidad
regular son propiedades equivalentes. Este hecho tiene una espe-
cial relevancia, ya que estudiar la estabilidad regular es mucho mas
sencillo que estudiar la estabilidad.

Ademsds, se ha realizado un estudio de estabilidad entre subvar-
iedades andlogo al hecho para distribuciones.

Por 1ltimo, se han recopilado en un Apéndice diversos ejemplos de
estabilidad entre distribuciones en diferentes espacio-tiempos. Las
principales conclusiones que se pueden extraer de estos ejemplos
son las siguientes:

e En Schwarzschild, no existen distribuciones autoplanas y por
lo tanto no existen foliaciones regularmente auto-estables. Ade-
mas, no existen subvariedades autoplanas.

e En Robertson-Walker no existen distribuciones autoplanas y
por lo tanto no existen foliaciones regularmente auto-estables.
Sin embargo, existen subvariedades autoplanas.



Conclusiones

e Existen espacio-tiempos no planos capaces de albergar 2-folia-
ciones espaciales regularmente auto-estables.

e Existen espacio-tiempos no planos capaces de albergar 3-folia-
ciones nulas regularmente auto-estables, como los del tipo pp-
wave.

= La c-estabilidad y la Ley de Movimiento se habian presentado co-
mo dos propiedades independientes. A partir de la estabilidad entre

foliaciones se comprueba que ambas son casos particulares de esta-
bilidad aplicada a fibrados.

C.2. Problemas abiertos

= Bisqueda de ejemplos en los que dada una congruencia de obser-
vadores U sincronizable y una 3-distribucion nula 2, se cumpla que
(QN Sy) ® (U) sea foliacién y £ no sea foliacién.

» Dar un ejemplo de vector temporal v € T, M cuyo campo adaptado
no sea sincronizable en un entorno normal de p. Caracterizar en
qué casos las adaptaciones vectoriales de vectores temporales dan
como resultado campos sincronizables.

» Para una variedad pseudo-Riemanniana M (podemos considerarla
un entorno normal convexo) y una subvariedad conexa S de M, es-
tudiar cudndo se cumple la siguiente propiedad: si S es geodésica
en p, entonces el M-transporte paralelo a lo largo de geodésicas en
S que pasen por p siempre transporta vectores tangentes a S en
vectores tangentes a S. Con esto se podria demostrar que las sub-
variedades de Landau son espaciales siempre, ya que se tendria que
las subvariedades geodésicas en un punto conservan la causalidad, es
decir, todos los espacios tangentes de todos los puntos de la subvar-
iedad tienen la misma causalidad dentro de un entorno normal de
p. En caso contrario, dar un ejemplo de subvariedad de Landau que
no sea siempre espacial y caracterizar en qué casos son espaciales.

= Estudiar si es posible que, dentro de un entorno normal convexo, dos
subvariedades de Landau se intersequen en el caso de que pertenez-
can a un mismo observador geodésico. Esto puede estudiarse medi-
ante los puntos focales:

Sea H una subvariedad no degenerada del espacio-tiempo y sea
p € H. El vector z € T;-H es un punto focal de H si y sélo si
(expL)* es singular en z. El correspondiente punto exp® x de M es

un punto focal de H a lo largo del segmento geodésico exp™ (tz).
Si g es un punto focal a lo largo de una geodésica ¢ que es ortog-
onal a la subvariedad H, entonces algunas geodésicas cercanas a ¢
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y ortogonales a H tienden a focalizarse en p. En nuestro caso, hay
que estudiar si una geodésica temporal (subvariedad no degenerada)
puede tener puntos focales dentro de un entorno normal convexo.

También seria interesante estudiar si las subvariedades de Landau
L, ., pueden tener puntos focales en p.

Sea v : I — V una geodésica temporal orientada al futuro y L la
foliaciéon de Landau generada por < en el entorno normal convexo
V. Siu =7 (ty) con ty € I, podremos adaptar u mediante L. y 7 en
V, obteniendo el campo u* (L.;7). Su espacio fisico SU*(L'W'Y) es la
foliacién de Landau L. generada por . El resultado serd un cam-
po temporal que representa una congruencia de observadores sin-
cronizados con . Caracterizar cuando esta congruencia es geodésica
0 no.

Comprobar si todos los espacio-tiempos cuadridimensionales no pla-
nos en los que existen foliaciones 3-dimensionales nulas regularmente
auto-estables son del tipo pp-wave. En caso negativo, caracterizar
estos espacio-tiempos.

Si un fibrado espigado sirve para estudiar mas de un sistema dinami-
co, aparecera al menos una foliacién por cada uno de ellos. Deberian
encontrarse condiciones para que estas foliaciones fuesen estables.
En el caso en que no sean estables, deberia obtenerse qué subfolia-
ciones que si lo fuesen.
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