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Part 1
Prefaci

Aquesta tesi doctoral tracta sobre alguns aspectes de la generacié de llum
comprimida en cavitats no lineals tipus Kerr i resumeix el treball d’investigacié
que he dut a terme al si del Grup d’Optica Quantica i Optica No Lineal de
la Universitat de Valéncia els darrers set anys.

La llum comprimida és un dels tipus de "llum quantica", és a dir, un
tipus de llum que posseeix propietats relatives a les fluctuacions en els val-
ors esperats dels seus observables de les qué no es pot donar compte si no
és mitjancant 1'is de la teoria quantica de la radiacié. De forma molt re-
sumida i esquematica es pot dir que 'estat buit del camp electromagnétic
posseeix fluctuacions d’acord amb la concepcié del buit electromagnétic com
un conjunt d’infinits oscil-ladors harmonics, tots ells en equilibri i en estat de
minima energia, i 'aplicacié del principi d’incertitud d’Heisenberg als seus
observables implica l'existéncia de fluctuacions en els infinits modes possi-
bles. En aquest context, denominem llum comprimida a un tipus de radiaci6
que presenta en algun dels seus observables fluctuacions menors que les corre-
sponents a ’estat buit, aco és, un tipus de radiacié en el qué les fluctuacions
dels seus observables han estat "redistribuides" de forma que un d’ells fluctua
menys que 'estat buit i el seu parell canonic conjugat incrementa les seues
fluctuacions (el principi d’incertitud ens deixa jugar, perd no que trenquem
la baralla).

La historia d’aquest tipus d’estat de la llum és relativament recent, tot i
que existeixen formulacions avant la lettre que daten dels inicis de la mecanica
quantica en els anys 20 i 30 [18, 40]. La seua primera formulaci6 explicita es
data habitualment en la segona meitat dels anys 70 del segle passat [11, 90]
i les primeres comprovacions experimentals del fenomen [72] pertanyen a la
meitat de la década segiient. La constatacié que la seua evolucié ha estat
notable es desprén del fet que la reduccié del soroll a ’experiment pioner de
Slusher i col-laboradors fou del 20% i actualment s’han assolit reduccions de
11’5 dB o, el que és el mateix, eliminar més del 90% de les fluctuacions del
buit [50].

Aquest tipus especial de radiacid, la llum comprimida, ha assolit forca
importancia per diverses raons. D’una banda, esta la seua importancia com
a estudi fonamental ja que I'estudi dels mecanismes de la seua produccié i
del seu comportament és rellevant per a ’avanc de I'optica quantica. D’una
altra banda, des del punt de vista de la metrologia, també permet anar més
enlla dels limits de la precisié que la mecanica quantica imposa per a les



mesures realitzades emprant estats coherents - estats que es caracteritzen
com radiacié classica a la qual se li afegeixen les fluctuacions del buit i que
sén semblants als camps produits pels lasers -. Per aquest darrer motiu, la
llum comprimida s’ha proposat per a la deteccié d’ones gravitatories, per
al posicionament ultraprecis i per altres aplicacions que demanden altissima
precisi6 [41, 63, 68, 79]. A més a més, cal afegir que una nova area d’aplicacié
ha fet créixer I'interés per la llum comprimida de forma renovada: el camp de
la informacié quantica amb variable continua [4]; coincidéncia d’interessos ja
que compressi6 de la llum i entrellagat quantic (entanglement) sén dues cares
de la mateixa moneda i I’entanglement és 1’element fonamental aportat per
la naturalesa quantica responsable dels avantatges de la informacié quantica
respecte de la informacié classica [24].

Donat que I'estudi d’aquest tipus de llum implica ’analisi quantica i aque-
sta empra com una de les seues eines fonamentals la descripcié dels sistemes
en base a operadors, cal remarcar que en aquest treball tinicament donarem
acompte dels operadors bossonics; és a dir, que descriurem quanticament
la radiacié electromagnética, perd obviarem la quantitzacié de la materia
i de les interaccions a les quals puguera donar lloc. Aixi doncs, si partim
d’aquesta descripcid, 'obtencié d’aquesta llum comprimida exigeix que es-
tiga generada per processos optics no lineals, és a dir, processos I’Hamiltonia
dels quals siga no lineal en els operadors creacié, af, i destruccid, @, quantics;
ja que els Hamiltonians lineals en @ i a' generen llum coherent. La interacci6
no lineal pot océrrer en forma d’ona d’una tnica passada, el que vol dir que
un feix de llum travessa un medi no lineal i a I'eixida esta més o menys com-
primit, o també a l'interior d’un ressonador o cavitat optica, i és ben conegut
que amb aquest segon métode s’obtenen majors nivells de compressié i per
tant és el més habitual. La dinamica seguida en la interaccié entre el medi
no lineal i el camp electromagnetic aporta aquestos graus alts de compressié
per alguns valors dels parametres del sistema i dels camps injectats, els punts
que anomenem critics i que corresponen als valors per als quals I’evolucié del
sistema presenta una bifurcacié o bé perqué entra en un régim de biestabil-
itat o bé perque s’engega un altre mode del camp electromagnétic. Pel que
fa a les interaccions no lineals, també poden ser de diversos tipus, pero les
de tipus x® i les del tipus x® sén les més emprades, ja que les interaccions
ressonants sén freqiientment acompanyades de processos d’emissié esponta-
nia que devaluen la compressié. En aquesta tesi s’estudien les propietats per
a produir llum comprimida de les cavitats no lineals del tipus y® també
conegudes com cavitats Kerr.

Les contribucions originals del grup han estat publicades als segiients
articles:

[25] F. V. Garcia-Ferrer, 1. Pérez-Arjona, G. J. de Valcédrcel and E.

7



Roldan, Squeezing spectra from s-ordered quasiprobability distributions: ap-
plication to dispersive optical bistability, J. Mod. Opt. 52 (2005) 763-773.

[26] F. V. Garcia-Ferrer, 1. Pérez-Arjona, G. J. de Valcédrcel and E.
Roldan, Quadrature and polarization squeezing in a dispersive optical bista-
bility model, Phys. Rew. A 75 (2007) 063823 (1-11).

[27] F. V. Garcia-Ferrer, C. Navarrete-Benlloch, G. J. de Valcarcel and E.
Roldan, Squeezing via spontaneous rotational symmetry breaking in a four-
wave mizing cavity, IEEE J. Quantum Electron. 4 (2009) 1404-1414.

[28] F. V. Garcia-Ferrer, C. Navarrete-Benlloch, G. J. de Valcarcel and
E. Roldén, Noncritical quadrature squeezing through spontaneous polarization
symmetry breaking, Optics Letters 35 (2010) 2194-2196.

I, pel que fa a la redaccié i organtizacié d’aquesta tesi, es poden agrupar
en dos grans blocs. Per una part, hem dut a terme una contribucié en el
domini de les eines matematiques que sén necessaries per estudiar aquestos
processos; eines que s’exposen a la primera part de la tesi (distribucions de
quasiprobabilitat, equacions quantiques de Langevin, teoria input-output i
altres) per tal de fer d’aquest text també una eina per a afrontar l'estudi
de les fluctuacions quantiques. La nostra contribucié, relativa a I'tis de les
distribucions de quasiprobablitat [25], apareix dins d’aquesta exposicié. A
la segona part de la tesi s’aborden la resta d’aportacions: generacié de llum
amb polaritzacié comprimida en una cavitat Kerr vectorial [26], obtencié de
compressié no critica per trencament espontani de la simetria de rotacié [27] i
també per trencament espontani de la simetria de polaritzacié [28]. Aquestes
dues ultimes contribucions constitueixen exemples particulars d’un mecan-
isme de generacié de llum comprimida que ha estat proposat originalment
pel nostre grup d’investigacié [54] i tot fa pensar que aquesta técnica fara
possible obtenir nivells de compressié encara millors que els detectats fins
aquest moment.

El treball es tanca amb una recapitulacié critica dels resultats obtinguts
aixi com de les perspectives de futur que s’obren amb la seua cloenda.



Part II
Introduccié

Aquesta introduccid, es dedica a descriure qué sén els estats quantics de la
llum, que és la llum comprimida i les seues aplicacions i com s’organitza la
resta de 'escrit per afrontar les dues parts esmentades al prefaci.

1 Estats coherents

Els estats coherents del camp electromagneétic [34, 74] juguen un paper central
en ’0ptica quantica, si més no, per tres raons: d’una banda, sén els estats
més semblants a la radiacié coherent classica i sén produits, de forma ideal,
per lasers; d’altra banda, venen acompanyats d’incertituds (sorolls) iguals als
propis del buit electromagnetic i, en conseqiiéncia, marquen un limit entre
estats classics i quantics; i per iltim, matematicament es caracteritzen per
ser estats propis de 'operador destruccié quantic a.

1.1 L’estat "natural" de la llum

A la teoria quantica i pel que fa al camp electromagnétic hi ha una distin-
ci6 essencial entre els observables del camp (allo que pot mesurar-se, com
I’energia o les quadratures del camp i que es representa mitjancant un oper-
ador Hermitic) i l'estat en el que es troba aquest camp (que ve representat per
un vector estat a ’espai d’Hilbert). Aquesta distinci6 és essencial i fa que ex-
pressions com ara "la llum esta feta de fotons" aporten ben poca cosa a ’hora
de precisar de quin estat estem parlant o quina és la magnitud mesurable.
Aixi i tot sembla que parlar de fotons en parlar de 'estat del camp elec-
tromagneétic siga una proposta "natural" per descriure la llum ja que, ideal-
ment, es pot pensar que coneixer el nombre de fotons i I'estat de cadascun és
conéixer un estat de la llum. En aquest sentit, els estats propis per descriure
quants fotons hi ha en un determinat camp serien els estats de Fock, una base
particularment 1til i senzilla d’emprar. Val a dir que un estat de Fock és un
estat d’energia ben definida, un estat propi de 'operador nimero 7 = a'a ja
que 'energia del camp lliure és proporcional a aquest operador. Malgrat aco,
un estat nimero no és, ni de bon tros, un estat "natural" per al camp elec-
tromagnetic (a excepcié de l'estat buit, [{0}) = |0, ....,0) i, pot ser, de l'estat
amb un sol fot6 en algun mode, |0,..,0,1,0,...,0)) tant pel fet que les seues
propietats resulten forca excepcionals d’observar en la llum (per exemple, la



seua fase esta totalment indeterminada fins i tot en els estats monomode)
com per l'alta dificultat que suposa generar-los i evitar que es degraden.

Per aquest motiu, semblen més "naturals" els estats coherents en el sentit
que les seues propietats encaixen be amb les que hom espera poder obser-
var quan mesura un estat monomode classic. Els estats coherents poden, de
fet, introduir-se com els analegs quantics dels estats coherents classics: sén
aquells estats en els quals els seus valors mitjans de I’energia i del camp elec-
tromagneétic coincideixen amb els valors classics. Es tracta per tant d’estats
quasi-classics, depenent de si mirem a les magnituds que els caracteritzen
(equivalents a la caracteritzacié del camp classic) o al fet que posseeix algunes
propietats purament quantiques. Aquestes propietats de caracter quantic sén
les relatives al valor de les fluctuacions dels observables. Aquestos valors sén
sempre no nuls, pero el seu valor relatiu (és a dir el quocient entre les fluc-
tuacions de I'observable i el seu valor esperat) tendeixen a zero en créixer la
intensitat de I’estat coherent.

Aixi doncs, els estats coherents posseeixen les propietats adequades per
a representar les propietats d’'un mode coherent classic. Cal afegir, a més
a més, a aquesta "naturalitat" de les seues propietats fisiques el fet que
mostren també una versatilitat matematica molt alta en formar una base
sobrecompleta de I’espai d’Hilbert, versatilitat que els fa molt adients per a
la descripcio i estudi de I'evolucié del camp electromagnétic com es veura en
els segiients apartats d’aquest treball.

1.2 Les propietats dels estats coherents

La primera descripcié matematica dels estats coherents correspon a la defini-
ci6 que Schrodinger va donar al 1926 [69] dels paquets d’ona de 1'oscil-lador
harmonic que no pateixen eixamplament al llarg de la seua evolucié tempo-
ral (la seua "coheréncia" es manté). A la notacié actual, aquests paquets es
poden escriure (en unitats de h =m = w = 1) com

1 1 1
(z] o) = 7 Y4 exp <—§m2 +V2za — §a2 —5 |a|2) : (1)

El parametre complexe o determina els valors mitjans de la posicié i el mo-
ment d’acord amb les relacions

(#) = V2Rea, () = vV2Im . (2)

Les variancies dels operadors posicié i moment, V, = (#2) — (£)* iV, =
(p*) — <ﬁ)2, tenen valors iguals, V, =V, = 1/2, per la qual cosa llur producte
assumeix el valor minim permeés per la relacié d’incertitud d’Heisenberg,

(VeVp) i = 1/4 (3)

min
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La forma més senzilla pero, d’arribar a la férmula (1) és esbrinar els estats
propis de l'operador anti-Hermitic d’aniquilacié

a=(&+ip) /V2 (4)
que satisfa la relacié6 de commutacié
la,a'] = 1. (5)

Aquest operador aniquilacié amb la propietat de commutacié (5) fou intro-
duit per Fock [23], juntament amb els estats propis |n) de 'operador niimero
f = a'a, coneguts des d’aleshores com "estats de Fock" o "estats mimero".

Aquesta recerca dels estats propis de I'operador d’aniquilacié la va dur a
bon terme Iwata en 1951 [39]: els estats coherents de la definicié (1) sén els
estats propis de 'operador d’aniquilacié, és a dir @ |a) = «|a), i va formular
la seua expansié sobre la base d’estats nimero:

[e.o]

) = exp (— [al? /2) Zj% Iny (6)

Aquestos estats tenen doncs una ampla "tradicié" dins de I’estudi quantic del
camp electromagneétic i pel que fa al camp de I'estudi de les seues fluctuacions
suposen un estandard de referéncia per algunes de les seues propietats que
ara es detallen

1.2.1 Nombre de fotons

A partir de la definicié d’estat coherent com estat propi de ’operador aniquilacié
és facil deduir les expressions dels valors esperats de I'operador numero i del
seu quadrat

= |af”, (®) = |af* + [af?, (7)

i també, d’acord amb la definicié de la indeterminacié
A =\ (72) — (7)”, (8)
el valor de les seues fluctuacions
An = o, (9)

és a dir que els estats coherents no tenen ben definit el nombre de fotons,
pero la seua indeterminacié relativa tendeix a zero per a estats coherents
macroscopics, ja que

An
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Es dedueix a més que la variancia en el nombre de fotons (el quadrat de
An) coincideix amb el valor mitja d’aquest nombre i per tant, es tracta d’una
distribucié de tipus Poissonia. La comprovacié d’aquesta caracteritzacié és
senzilla si es calcula la probabilitat de trobar n fotons en un estat |a) a
partir de la definicié d’aquesta probabilitat P, = |(n| a)|* i fent ts de la seua
expansi6 en la base de Fock (6)

2n )
—|x
L el (11)
, . . ., . e 2
que és una distribucié de Poisson amb valor mitja |«|”.

1.2.2 Camp eléctric

Donada, en la imatge de Schrodinger, 'expressié d’operador camp (per a un
mode caracteritzat pels vectors unitari de direccié e i nombre d’ones k)

E (r) = i€ (eae™™ — e*ale "), (12)

amb £? = hw/2¢)V, w = ck 1 V el volum de quantitzacio.
A partir d’aquesta definicié i recordant que en aquesta imatge:

L d ~
tho W) = H[¥) (13)

i per tant o

¥ (1)) = e " |a) (14)
ja que hem considerat |1 (0)) = |) i Phamiltonia d’evoluci6 lliure H = hwala
; és facil calcular el valor esperat de 'operador camp

<133 (r,t)> = 9 |a|sin (k- r — wt +0), (15)

on s’ha emprat el teorema f (de) a=af (&Td — 1) i s’ha descomposat o =
|| €. Igualment, les seues fluctuacions seran

. e
AE =€ =,/ 2 (16)

de forma que es comprova que la indeterminacié del camp eléctric és la
mateixa per a qualsevol estat coherent, independentment de a. D’igual
forma, és evident que la indeterminacié relativa del camp tendeix a zero
en el cas d’excitacions grans o el que és el mateix, que els estats coherents
s’aproximen a la radiaci6 classica coherent quan |« és gran.
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1.2.3 Base sobrecompleta de ’espai d’Hilbert

La base d’estats coherents és sobrecompleta i aquesta propietat és basica a
I’hora de definir una de les eines matematiques fonamentals en l'estudi de
les fluctuacions quantiques del camp electromagneétic, les distribucions de
quasiprobabilitat.

Aquesta propietat es basa en altres dues: una, que aquestos estats formen
un generador de I'espai d’Hilbert i I'altra, que aquesta base és sobrecompleta.

El fet que siguen un generador es segueix del fet que es pot donar una
resolucié de la identitat en funcié dels estats coherents, o de forma equivalent,
que l'operador A = £ [ d*a|a) (a| ¢és la identitat; i el fet que siga una base
sobrecompleta es degut a que no existeixen dos estats coherents ortogonals
entre si, ja que

(8] a)|? = elool" (17)

queé és diferent de zero per a qualsevol valor de i 3.

1.2.4 Els estats coherents s’obtenen mitjancant 1’operador de-
splacament

Aquestos estats coherents (6) poden ser obtinguts matematicament a partir
de I'estat buit, emprant 'operador unitari anomenat operador desplacament
de Glauber:

D(a) = exp (ad’ —a*a), (18)
@) = D(a)]0).

Analogament 1'operador desplacament aplicat a un estat coherent produeix
un nou estat coherent

D(a)D(B)[0) = D (a)|8) = ex@ =" o 4 ). (19)

Aquesta propietat es pot interpretar com que els estats coherents sén resultat
d’una polaritzaci6 classica interaccionant amb un camp quantitzat. Veient-
ho amb més detall: si s’escriu la polaritzacié analogament a com s’ha fet amb
el camp (12)

P (r,t) = epe’™ " + e*p*e kT (20)

es pot calcular 'Hamiltonia d’interaccié mateéria-camp

Hy = —/d3r (P-E) (21)
\4
= iV (pa'—p*a)
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on & és Pamplitud del camp (veure (12)) i Vp és el dipol total al volum de
quantitzacié.

Si ara afegim el terme corresponent a I’evolucié lliure del camp, ’Hamiltonia
sera

A

H = hwa'a+ Hyy, (22)
Hi = ih(gal - pra),

amb [ = %SVp, Hamiltonia que ens dona l’evolucié dels estats quantics
d’acord amb la imatge d’Schrodinger:

L d ~
i 1) = H 1)

i si canviem a la imatge de Dirac (d’aqui les titlles)

ih% ) = ih (Ba' — B*a) [¢) (23)

és a dir que s’obté

J— dT— *& J—

[ (1)) = ') [ 0)) (24)
on es pot reconeixer el vector desplacament (18) si identifiquem o = (3.t; de
forma que la comprovacié de I'equivaléncia entre 1’efecte de la polaritzacié

agafada com un parametre classic i el vector de desplacament és immediata
si es substitueix [t (0)) per |0) o |a).

1.2.5 Els estats "no-classics" de la llum

La versatilitat i utilitat dels estats coherents han quedat paleses a la breu
descripcié anterior a l'igual que el seu estatus d’estats "classics" dins de la
descripcié quantica de la llum. El fet és que a partir dels treballs de Glauber
i Sudarshan [34, 74] i especialment el treball sobre les funcions de correlacié
de Glauber [35] en els anys seixanta del segle passat, els estats coherents han
estat profusament emprats a I’estudi de la fisica quantica del camp electro-
magneétic, perd considerats com els "més classics", front als estats quantics
"purs".

S’escau ara, ni que siga breument, descriure que es pot entendre per estats
quantics de la llum i per fer-ho es poden distingir al menys dos criteris: un
en termes de les distribucions de quasiprobabilitat i ’altre en termes de les
seues fluctuacions.

Pel que fa a les distribucions i d’acord amb les primeres definicions [35]
, 1 també d’acord amb les més habituals, parlar d’estats "no-classics" de la
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llum és parlar en termes de la distribucié P de Glauber-Sudarshan, de la
qual en aquest apartat introduiré la seua definicié i deixaré la descripcié més
exhaustiva i la seua utilitat com a eina d’estudi de les fluctuacions quantiques
per a 'apartat dedicat a les distribucions de quasiprobabilitat que apareix
més endavant.

La distribucié de quasiprobabilitat P de Glauber-Sudarshan fou into-
duida en [34] per representar estats térmics i en [74] per qualsevol matriu
densitat

5 = /P(a)|a>(a|d(Rea)d(Ima), (25)
- /P(a)d(Rea)d(Ima).

A partir d’aqui a larticle [35] es dona la segiient definicié: "Si les singularitats
de P («) sén de tipus més forts que la funcié delta, i.e. derivades de la funcié
delta, el camp representat no te analogia classica".

En aquest sentit, els camps térmics (caotics) sén classics, ja que llurs
funcions P s6n distribucions de probabilitat definides positives i no tenen
singularitats. Els estats d’aquestos camps, sén mescles d’estats quantics i
es descriuen en termes de la matriu densitat. També els estats coherents
s6n classics per tant, ja que la distribucié P de Glauber per a l'estat |3) és,
obviament, la funcié delta, Ps (o) = 6 (o — ). Aixi i tot, aquestos estats
cauen ’en el limit’ del que considerem estats ’classics’, ja que la funcié delta
és la distribucié més singular admissible en la teoria classica.

Diverses variacions dels estats coherents es solen mostrar com exemples
d’estats no classics [18] i es denominen ’estats coherents generalitzats’. Igual-
ment des de 1965 [78] s’ha estudiat la 'no-classicitat’ dels estats nimero i la
mirada ha estat posada en la magnitud de la incertesa dels seus observables,
les seues fluctuacions o si es vol la seua variancia. D’acord amb aquest cri-
teri - en tot compatible amb 'anterior 18] - es consideren no-classics aquells
estats en els quals la variancia dels observables queda per sota de la dels
estats coherents (d’alguna forma estats de soroll comprimit, per tant) i en
eixe supossit es troben per exemple els estats nimero, perd també els estats
gat [93] i qualsevol altre estat comprimit - squeezed - com els aconseguits
amb les técniques descrites i obtingudes a partir d’aquest treball.

1.3 Les quadratures del camp electromagneétic

Comptem amb un operador hermitic que decriu el camp, pero el nostre interés
principal rau en aconseguir observables facilment mesurables técnicament i
que ens permeten calcular valors mitjans observables i per tant dur-nos de les
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prediccions a les comprovacions. Les magnituds emprades habitualment per
descriure el camp sén, en aquest sentit, les quadratures del camp i s’exposa
a continuacié la seua definicié i propietats i els métodes per mesurar-les. Les
quadratures seran de rellevancia especial a més per aquest treball donat que
la, compressié del soroll estudiada és la corresponent a les quadratures.

1.3.1 Definicié dels operadors quadratura

Una forma alternativa d’expressar el camp electric (12) és en termes de les
seues quadratures que es defineixen com

X = a+ad, (26)
v = —i(a—a). (27)
En termes d’aquestos operadors quadratura, i agafant el cas de polaritzacié
lineal e = e* per simplicitat, el camp E (12) s’escriu

@ (r) = ek (r) |
E(r) = i€ (ae™ —ale ™)
_ ¢ [Xsin(k.r)ﬁ—f/cos(k-r)} (28)

motiu pel qual se’ls denomina quadratures. Aquestos operadors posseeixen
la segiient relacié de commutacio:

[XY} — 9 (29)

analoga a la dels operadors moment i posicié d’una particula puntual, i per
tant verifiquen la segiient relacié d’incertitud d’Heisenberg

N ~ 1 A~ A
AXy ATy > 5 |l (X 7] )] =1 (30)
Vegem ara les propietats que presenten els estats coherents des del punt de
vista dels operadors quadratura. Si mirem el seu valor esperat:
(a] X |a) = a+a"=2Rea (31)
(a|Y]|a) = —i(a—a")=2Ima (32)

queda palés que els seus valors esperats sén equivalents, excepte per un factor
de proporcionalitat, als operadors posicié 1 moment (2).
Pel que fa a les seues indeterminacions (8) és facil veure que

AXjg = 1 (33)
AYjy = 1 (34)
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i per tant, AX \MAY\a) =1, que és el valor minim del producte d’incertituds
per als operadors quadratura (30); la qual cosa es permet comprovar que els
estats coherents sén estats de minima incertitud (MUS: Minimum Uncer-
tainty States) respecte de les quadratures.

1.3.2 Medicié de les quadratures del camp electromagnétic

Les quadratures del camp es poden mesurar emprant la técnica coneguda com
deteccié homodina compensada. Tot i que ’esquema i els detalls d’aquesta
detecci6 s’expliquen en el segiient capitol, aqui exposaré breument els seus
fonaments i la seua aplicacié per al cas que ens ocupa: Per dur endavant
aquesta técnica s’envia la llum de la qual volem mesurar les quadratures a
una lamina separadora 50/50 on es barreja amb un feix coherent estabilitzat
i intens anomenat oscil-lador local. A les eixides de la lamina es col-loquen
dos detectors d’intensitat i les mesures obtingudes en els dos es resten, de
forma que la diferéncia d’intensitats que s’obté és

01 =2|apo| (X cosbro + Ysinbro) (35)

amb azo = |aro|e2© amplitud del camp de 'oscil-lador local que consid-
erem forga intens. L’expressié de 01 indica que escollint la fase de I'oscil-lador
local es pot detectar una quadratura o altra, o bé una combinacié lineal
d’ambdues que sera també una quadratura.
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2 Llum comprimida: descripcié, deteccio i
aplicacions

En aquest apartat descriuré el que entenem per llum comprimida, quin és
el seu procés de deteccié i les aplicacions que se’n deriven. Per a la carac-
teritzacié de la llum comprimida i la descripcié dels processos de deteccié
seguiré de prop un article de M. C. Teich i B. E. A. Saleh [77] de 'any 1989.
D’aquest article estan també agafades totes les figures d’aquest capitol, tal i
com s’indica en cadascuna.

2.1 Revisio de les incertituds en el cas de la llum

D’acord amb la definici6 d’operador camp donada abans (12) és 1itil iden-
tificar I'amplitud complexa del camp (15) amb un fasor. Un fasor pot ser
descrit en termes de la seua amplitud complexa « i un factor depenent del
temps e,

S’escau també recordar la definicié de quadratura (26,27) i la seua relacié
amb 'amplitud complexa del camp juntament amb la seua proporcionalitat
amb els operadors posicié i moment (31,32).

AREA OF
UNCERTAINTY

e

Jeas]

Figura 1: Representacions en coordenades cartesianes i polars de l'area
d’incertitud quantica associada a un camp electromagnetic. Figura de [77]

Establerta aquesta notacié es poden comparar les incertituds associades
a cadascuna de les quadratures tal i com estan il-lustrades a la figura (1). Els
valors mitjans (x) i (p), i les seues incertituds o, i 0, es mostren a la part
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superior de la figura (on s’ha emprat la notacié (x,p) per a les quadratures,
en lloc de (X,Y), per tal de no canviar la notacié de Teich i Saleh). A la
part inferior, la incertitud de a esta representada en coordenades polars. Hi
apareixen la incertitud oy, la incertitud en el angle de la fase o i el valor
mitja [(a)|.

Es clar que ambdues representacions, cartesianes i polars, descriuen les
incertituds associades al camp eléctric i als apartats segiients ens seran 1itils
per analitzar la llum comprimida en fase o quadratura.

2.2 Les incertituds del buit coherent

En aquest apartat es descriuen dos estats de la llum que abans ja s’han
comentat com a casos limits classics: 'estat coherent 1 ’estat buit.

Pr{x)

Figura 2: Representacié de les incertituds en fase, amplitud i quadratures
d’un estat coherent. Figura de [77]

A la figura (2) I'estat coherent esta representat per un fasor de magnitud
mitjana |(a)| = « i Penvolta una area d’incertitud. La densitat de probabil-
itat Pr(x) de trobar el valor x és gaussiana, amb, mitjana (x) i incertitud
Oy = % Les seues quadratures es comporten simétricament d’acord amb la
relacié d’incertitud definida a dalt (33,34) i per tant, aquest estat es qualifica
de MUS.
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El segon exemple és l'estat buit, mostrat a la figura (3). Aquest també
és un estat coherent perd amb o = 0 i per tant (x) = (p) = 0. Aix{ mateix,
també és un estat de minima incertitud (MUS) que també compleix la relacié

(3)-

P
~
E/EJ %, 172

= Prip)

S N\g&=1/2

Figura 3: Representacié de les incertituds associades a les quadratures de
lestat buit. Figura de [77]

Aquestos dos estats, equivalents pel que fa al nivell de les fluctuacions
de les seues quadratures, pel fet de ser MUS serviran de referéncia per a
descriure qué és un estat amb un nivell de soroll comprimit.

2.3 Definicié de llum comprimida

Un estat és comprimit en quadratura, per definicid, si una de les seues quadra-
tures té una variancia menor que la de 'estat coherent (o de l’estat buit) que
val la unitat. La incertitud d’una quadratura ha de ser comprimida per sota
de la unitat per tant, perd aco és assolible solament a expenses d’augmentar
la incertitud a l’altra quadratura per sobre d'u, com s’il-lustra a la figura (4).
Com que el producte d’aquestes incertituds pot assolir un valor de la unitat o
major, d’acord amb el principi d’incertitud d’Heisenberg, un estat comprimit
en quadratura pot ser un MUS perd no ho ha de ser necessariament.
D’altra banda, 'estat comprimit en nimero es defineix com un estat de
la llum en el qual la variancia del nombre de fotons cau per sota del valor de
I'estat coherent (9). Aquesta A, esta relacionada amb la d’amplitud Ay (cf.
figura 1) . La incertitud en n pot ser comprimida a expenses d’augmentar
la incertitud de fase tal i com es veu a la figura (4). La llum comprimida en
nimero rep molts altres noms, com ara: llum sub-Poissoniana, llum quieta,
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(@)

(b)

Figura4: Representaci6 grafica de I’'squeezing de quadratura (a) i de niimero

(b). Figura de [77]

llum silent, i llum comprimida en amplitud (equivalent a un tipus particular
de llum comprimida en quadratura).

2.4 Exemples de llum comprimida

Des d’un punt de vista matematic un camp en un estat de minima incertitud
pot ser comprimit en quadratura si es multiplica la seua component X per un
factor e™" i la seua component Y per un factor €”. La quantitat r s’anomena
"parametre d’squeezing’. Si a més s’afegeix un factor fase e en una de les
quadratures, I’expressié per al camp queda

E, (t) = ze e coswt + pe” sin wt (36)

El resultat d’aquesta modificacié és una compressié en la incertitud de la
quadratura X, en un factor e "A, i simultaniament un augment de la incer-
titud de l'altra quadratura en un factor e"A,. Tal i com es veu a la figura
(5), Pestat buit esdevé aleshores 'estat buit comprimit. Ambdds sén MUS.

Un estat coherent pot ser transformat de forma semblant en un estat
coherent comprimit, tal i com es pot veure a la figura (6). A la figura Pangle
0 entre l'eix major de ’ellipse i el fasor o = (a) és controlat pel canvi en
I’angle ¢ relatiu a 'angle de a.

El seu nombre mitja de fotons

(n) = |a|® 4 sinh?r (37)
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Figura5: Comparaci6 entre les incertituds del buit (a) i del buit comprimit
(b). Figura de [77]

Figura 6: Representacié grafica de les incertituds d’un estat coherent (a) i
d’un estat coherent comprimit (b). Figura de [77]

. ., 2 . e, .
compta amb la contribucié coherent |o|” i la de compressié sinh?r. La seua
variancia és

A2 = (n) (€* cos20 + e ¥ sin?f) ;o] > ¥, (38)

L’estat coherent comprimit, pel que fa al nombre de fotons, pot respondre
a una distribucié super-Poissoniana o sub-Poissoniana, depenent de ’angle
0 tal i com es veu a la grafica de la figura (7) per a 'exemple r = 3. La
variancia assoleix un maxim quan 6 és un enter parell miltiple de 7 /2. Aque-
sta situacié de maxim correspon a l’alineacié entre el fasor i I’eix major de
lel-lipse d’incertitud (cf. figura 6), agd suposa per tant una elongacié en
la direccié radial i per tant un augment en la variancia del nombre de fo-

tons. Per contra, la variancia assoleix valors minims quan 6 és un enter senar
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multiple de 7/2. En aquest cas 1’eix menor de I’el-lipse indica una incertitud
menor a la direcci6 radial i per tant en la variancia del nombre de fotons.

> e2r - B
\ re4 f_/
\.
ol : l'\ \
|
P / \ '
R \ !
N/ \\/
s £ | NS ,!
0 |
\ - 8
0 n Zn

Figura 7: Dependéncia de la variancia del nombre de fotons en un estat
coherent, comprimit, o2, amb l'angle §. La llum és super- o sub-Possoniana
depenent de 6. Figura de [77]

2.5 Deteccié de la llum comprimida

Es poden emprar diversos métodes per detectar la llum comprimida: de-
teccié directa, deteccié homodina simple (single-ended) i deteccié homodina
compensada (balanced). La deteccié directa recorre al recompte de fotons.
L’estat buit comprimit perd té una variancia del nombre de fotons super-
Poissiona i en conseqiiéncia amb un alt nivell de soroll. La deteccié di-
recta no és, conseqiientment, practicable per detectar llum comprimida en
quadratura a causa de la dificultat de discriminar la quadratura comprimida
de la no comprimida.

La deteccié homodina pot ser emprada per separar la quadratura del camp
amb fluctuacions reduides. En la configuracié simple (cf. figura 8), la llum
del buit comprimit és combinada en un separador (beamsplitter) 50/50 amb
llum coherent, a., provenint d’'un laser estabilitzat i intens que s’anomena
oscil-lador local (LO). Si el coeficient de transmissi6 de la lamina separadora
s’acosta a la unitat, amb un LO suficientment potent, el camp superposat
mostra caracteristiques semblants al de I'estat comprimit. Si la fase del LO
és escollida de forma que 6 és un enter senar multiple de 7/2, la superposicié
dels camps sera comprimida en nombre de fotons, sub-Poissoniana, és a dir
amb un espectre per sota del soroll de dispar (sub-shot-noise). Un problema
associat a la deteccié homodina simple és que és necessari un LO molt potent
per assolir les condicions optimes. A més a més, les fluctuacions de poténcia
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Figura 8: Incertituds de les quadratures de la superposicié de un camp coher-
ent amb buits no -comprimit i comprimit en un separador de feixos (beam-
splitter) 50/50. Figura de [77]

del LO poden incrementar el soroll en el feix de superposicié i aleshores
emmascarar la compressié. Per millorar aquesta situaci6, Yuen i Chang [91]
suggeriren a principis dels vuitanta una modificacié del sistema de detecci6
simple, basada en les idees de deteccié compensada (balanced) en mescladors
de microones i sistemes optics. Aquest meétode té implicacions importants en
eliminar el soroll quantic de 'oscil-lador local, aixi com ’excés de soroll del
LO, com es pot veure a la figura (9). Dues senyals es barregen en una lamina
separadora 50/50: un LO coherent i un camp buit comprimit. La llum de les
dues branques es mesura i per tant no hi ha pérdua d’energia. A causa de
la diferéncia de fase incorporada per la lamina separadora, les contribucions
del buit a cadascun dels detectors difereixen en el seu signe, La diferéncia
d’intensitats entre els dos feixos detectats proporciona el senyal compensat
tal i com es descriu matematicament a les expressions anteriors (35) relatives
a les quadratures.

El procés esta descrit graficament a la segona part de la figura (9). Les
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Figura 9: Detecci6 homodina comparada d'un estat buit comprimit. Figura
de [77]

linies i cercles representen l’estat coherent; les el-lipses representen l'estat
buit comprimit. Les incertituds provinents de ’estat coherent LO apareixen
en ambdoés detectors; i com que estan correlacionades poden ser sostretes. En
canvi, les incertituds associades a l’estat buit comprimit estan anticorrela-
cionades i per tant es sumen quan fem la diferéncia de senyals. El resultat
net és que el soroll original del buit es mesura superposat a la contribucié
del LO sense soroll quantic ni excés de soroll d’aquest ltim.

LY

2.6 Estats comprimits de la llum: notacié i influéncia
de ’ordenacié dels operadors

Dedique el punt final d’aquest apartat a aclarir quina notacié empraré per
a les quadratures del camp electromagnétic en funcié dels operadors quan-
tics i com influeix en el calcul de les seues variancies I’ordenacié d’aquestos
operadors.

Si es considera un camp monomode es poden definir les seues quadratures
en funcié dels operadors creacié i destruccid, tal i com s’ha explicat abans
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(26,27),

X = at+a (39)

Y = —i(a—al) (40)
i coneguda la seua relacié de commutacié (29)

[X, f/} — %,
recordem que acompliran la relacié d’incertitud

AX|pAYyy = LV (X)V(Y) > L (41)

A\ 2
on V(X) = (AX) i que, tal i com s’ha comentat a dalt, per al cas dels
estats coherents, incloent-hi el buit

(AXa>>2 = (Afﬂm)Q =1 (42)

i per tant s’anomena estat comprimit aquell per al qual XoY presenten una
variancia menor que la unitat. Si es considera que la quadratura comprimida
esta girada (cf. figura 6) un angle ¢ (angle de l'oscil-lador local), es pot
redefinir

X, = (ae"® +ate); (43)
Y, = [aei(*"+%) +&Te"‘<“’+%>] = Xoiz. (44)

Fins aqui l'aclariment relatiu a la notacié. Ara cal avancar que al llarg
d’aquest treball els calculs relatius a les incertituds es fan mitjancant téc-
niques matematiques que depenen de 'ordenacié dels operadors escollida i
per tant convé abans de continuar amb la descripcié d’aquestes técniques
exposar com depén el valor de les variancies d’aquesta ordenacio.

La variancia de la quadratura X

(8)" = () (3" e

escrita d’acord amb la seua definicié (43) i en funcié dels operadors creacié i
destruccié queda

V(%) = (e ae)) (e vty
= (a,a)e® + (at,a") e 4 (af,a) + (a,al);  (46)
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on s’ha emprat la notacio

<A, B> = <Af3> —~ <A> <B> (47)
expressié a partir de la qual es pot obtenir I’expressié per a la quadratura Y

: ™
fent el canvi p — ¢ + 7.
Si s’escull 'ordenacié normal, 'expressié de la variancia és

V(%) = (@) + () e 4 2(ala)
= (@ e+ @y e 2 12l @) +1, (48)
i per a Pordre antinormal
ve(Ve) = Ve (Rormp) = (@) € + (%) 2 4 2(aal)
— (@ e+ (al)* e 2 (af) (@) - 15 (49)

on els superindex fan referéncia a ’ordenacié dels operadors.

Aquestes tres expressions estan relacionades, tal i com es dedueix de
les regles de commutacié (I’abséncia de superindex indica, en aquest cas,
ordenacié simeétrica):

V(%) =V (X) +1=ve (X) -1 (50)

Relacié que sera emprada més endavant per obtenir els primers resultats
d’aquest treball.

27



3 Endinsant-se en ’estudi de la reduccié quan-
tica del soroll: estructura del treball i de-
scripcio del métode d’estudi

Com ja s’ha exposat al principi d’aquesta introduccid, aquesta tesi s’estructura
al voltant de dos objectius principalment: descriure les eines d’analisi necessaries
per estudiar la reduccié de la incertitud en els observables associats al camp
electromagnétic d’'una banda i descriure la forma en que podem aconseguir
la llum comprimida a partir de la interaccié del camp electromagnetic amb
medis no lineals, de ’altra.

En els dos primers apartats de la introduccié he repassat els conceptes
d’estats quantics de la llum i de llum comprimida, com a conceptes basics
necessaris per entendre el text. Pertoca ara descriure I’estructura de les dues
parts corresponents als dos objectius esmentats al paragraf anterior.

Els resultats obtinguts a partir de la propia investigacié apareixeran a
la segona part i es basen en l'estudi de I'obtencié d’squeezing a partir de
la interacci6 del camp electromagneétic en cavitats que contenen un medi no
lineal en la seua resposta, un medi Kerr.

A Tapartat dedicat a les eines d’analisi es prova de presentar-les de forma
resumida i el més clara possible donat que seran emprades després en cadas-
cun de les deduccions i resultats presentats. Per tal d’organitzar aquesta
primera part partiré del model del sistema a partir del qual he estudiat les
interaccions no lineals i la reduccié de soroll.

El model consisteix en una cavitat optica amb un medi Kerr al seu interior
i per caracteritzar-lo i estudiar els estats del camp electromagnetic obtinguts
empraré les segiients eines:

I) Per descriure el sistema des d’un punt de vista quantic cal el seu Hamil-
tonia i les seues equacions d’evolucid.

IT) Per donar compte de les fluctuacions del camp electromagnétic amb la
seua interaccié cal incorporar el tractament quantic del soroll i ho faré amb
l’acoblament del sistema amb la resta de 'univers (el rebost) i la incorporacié
d’un superoperador: el Liouvillia.

IIT) Per poder tractar matematicament les equacions que descriuen la
variacié del soroll del camp electromagnétic des d'un punt de vista quantic
ens calen les distribucions de quasiprobabilitat que transformen les equacions
amb operadors en equacions de funcions estadistiques.

IV) Per estudiar les fluctuacions es recorre a un seguit d’equacions -
Fokker-Planck, Langevin - que conformen un meétode de resolucié d’aquestos
problemes i en aquest apartat s’exposa com s’obtenen, sota quines condicions
sén adients i com es relacionen amb les equacions d’evolucié i d’estabilitat
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classiques.

V) Per estudiar com afecta el camp la interaccié i el pas de l'interior a
I’exterior de la cavitat optica cal conéixer i aplicar la teoria input-output.

VI) Els valors dels observables que volem estudiar s’obtenen a partir de la
utilitzacié de correlacions a temps diferents de les distribucions de quasiprob-
abilitat descrites a dalt i per aix0 s’explica que és 'espectre de correlacions
i en particular I'espectre de squeezing.

Aquest seguit d’eines d’analisi es presenten amb la seua forma general i
també aplicades a un sistema exemple, el ressonador Kerr, en particular el
régim de funcionament que déna lloc a la biestabilitat optica, per fer més
senzilla la seua exposicié i comprensié.
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Part III
Eines d’analisi

4 Descripcio quantica d’un sistema optic: Hamil-
tonia i equacions d’evolucié

D’acord amb el que s’ha vist a la Introduccid, la quantitzacié del camp
electromagnétic implica la seua caracteritzacié amb un Hamiltonia (21-24),
I'estudi del qual ens donara informacié sobre els observables i per tant sobre
les propietats mesurables de la llum i les seues propietats quantiques.

En aquest apartat plantejaré I’Hamiltonia corresponent a una cavitat Kerr
vectorial, de forma que a I'apartat d’investigacié quan estudie diversos sis-
temes i formes d’obtenir squeezing treballaré amb adaptacions, simplifica-
cions o ampliacions d’aquest Hamiltonia.

Un cop escrit ’'Hamiltonia, per estudiar la seua dindmica empraré 'operador
densitat i la seua equacié d’evolucié o equacié de Schrodinger - Von Neumann.
Aquesta equacié d’evolucié I'obtindré d’acord amb la mecanica quantica en
la imatge d’Heisenberg per a qualsevol operador i un cop obtinguda li afe-
giré un terme que donara acompte de les fluctuacions des d’un punt de vista
quantic (equacié de Schrédinger - Von Neumann - Liouville).

Amb aquestes operacions quedara completada la descripcié del problema:
es descriuen la cavitat optica no lineal i els modes del camp electromagneétic
al seu interior mitjancant I’'Hamiltonia i es descriu I'intercanvi amb ’exterior
de la cavitat (pérdues i entrada de fluctuacions) en incorporar un terme
a 'equacié d’evolucié de l'operador densitat. S’obté aixi una equacié que
s’anomena Equacié Mestra o Master Fquation, que permetra calcular, si s’és
capag de resoldre-la, el valor de qualsevol observable del sistema.

El primer pas sera per tant, escriure I’Hamiltonia: consideraré una cav-
itat Kerr vectorial i estudiaré per separat I’Hamiltonia dels camps al seu
interior, el d’interaccié amb el medi i el del camp injectat. Els tltims passos
consistiran en aplicar diverses aproximacions i considerar les variacions que
introduiran les diverses ordenacions dels operadors.

4.1 La cavitat Kerr i els camps implicats

Considere una cavitat optica en la qual el medi interior és isotrop i esta
caracteritzat per un tensor de susceptibilitat de tercer ordre, y).

Sobre un dels espills es fa incidir des de l'exterior un camp coherent
polaritzat linealment en la direccié x.
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A la cavitat considere dos modes d’ona plana, polaritzats linealment.
Aquestos fronts d’ona plana sén uniformes en la direccié perpendicular a la
seua propagacié i avancen en la direccié positiva de l'eix z.

Un dels modes és polaritzat en la mateixa direccié que el camp injectat
i, per la interaccié no lineal amb el medi, es pot excitar un segon mode que
oscil-la en la direccié y en un fenomen anomenat inestabilitat de polaritzacié.
Aquest segon camp 'anomene "camp generat" i quan es genera a la cavitat
ocorren diferents processos no lineals com ara 'efecte Kerr autoinduit (self-
phase modulation, apartir d’ara SPM) i induit (cross-phase modulation, al
text CPM) i mescla de quatre ones (four-wave mixing, d’ara endavant FWM).

Respecte al medi material, pot ser descrit quanticament o classica. A tots
els treballs d’investigacié realitzats hem considerat una descripcio classica de
forma que el medi esta caracteritzat per un tensor de susceptibilitat de tercer
ordre, y?, i és algebraicament equivalent a un parametre.

El camp electromagnétic 1’escrivim

B= B+ E) e+ (B + B e, (51)

on e; i ey son els unitaris en la direccié x 1 y respectivament. Aquesta notacié
és convenient per al desenvolupament de I’expressié relativa a la polaritzacié
no lineal i també coherent amb la definicié de camp donada al principi del
treball (12) i per tant les amplituds dels operadors sén de la forma

A

E; = ifaje**j=1,2 (52)
Fiw

£ = ‘ 53
2eV (53)

sent CAL; i a; els operadors creacid i destruccié pel mode j, w, la freqiiéncia
de ressonancia de la cavitat, V' el volum de la cavitat o de integracié i ¢ la
constant dielectrica del medi, € = ¢y (1 + X(l)).

Desenvoluparé a continuacié la deduccié de I’'Hamiltonia en dos apartats:
primer, ’evolucio lliure del camp electromagnetic al si de la cavitat juntament
amb el camp injectat i després, la interaccié entre el medi no lineal i el camp
injectat.

4.2 Hamiltonia de I’evolucié lliure del camp electro-
magneétic i Hamiltonia del camp injectat

L’Hamiltonia corresponent a I’evolucié lliure del camp electromagnétic al si
de la cavitat s’escriu per als dos modes del model escollit [19]

Hy = hw, (aial n a§a2) . (54)

31



D’altra banda, I’'Hamiltonia del camp de bombeig és el terme que déna
compte de la injeccié d'un camp extern polaritzat en la direccié = (e1); i,
si es modelitza com un camp coherent s’escriu [19]

H.., = ihE, (aie*iwot . aleiwot) , (55)

on wy és la freqiiéncia del camp injectat, i Fy és proporcional a la seua
amplitud que s’ha pres real sense falta de generalitat.

4.3 Hamiltonia d’interaccio

Ara tindré en compte la interaccié no lineal deguda a x®). Escric la polar-
itzacié no lineal com o
PN = Pie**e; + h.c., (56)

on

pj = p] = 660)(5?1)22 (EA'IEl + E;EE) Ej + 3€0X§?§)21E]T (EA‘% + Eg) s

queé correspon a un medi isotrop [3, 5] i on s’han substituit les amplituds
dels camps pels operadors corresponents; aquesta substitucié s’ha realitzat
mantenint I’ordre normal (indicat per les marques :: al voltant de 'operador).
D’aquesta manera, ’'Hamiltonia d’interaccié sera la integral (veure [19])

Hiypy = — / dPr: PR (57)
= — / d’r: (Pj jT-—i—h.c.):
j=1,2 cav

on els productes d’operadors sén
: p] A;-LZ = 6€0X§?1)22EAJ <EAIEA‘1 + E;EA2> Ej (58)
3200, B (B2 + B3)

i el resultat de la integral (57)
1 B\ ... B\ .o
— (6eoVaith)  Hiw = (A + 5) EPE?+ (A + 5) EPEZ (59)
otp pth o Bprepe . Baipe
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on s’han introduit els coeficients de Maker i Terhune [3]

(3) (3)

2 2

A= gl (60)
X1111 X1111

Escrivint els camps en termes dels operadors bosonics i tenint en compte que,

per a medis isotrops [3]

A+§—L (61)

queda,

1/ vo0 49 i . By 9
H;ny = —hng [5 (GFG% + @2@3) + Aaiala&@ + 1 (afa? + a?‘é)} , (62)

on s’ha definint

12 w\?
g= ’xﬁ)n %V (QZ—V) - n=sen (xit) (63)
i on 7 = 41 indica no linealitat autoenfocant (self-focussing) i n = —1 no
linealitat autodesenfocant (self-defocussing).

Es important insistir en qué, en substituir la formulacié classica per la
quantica, hem triat en tot moment ’ordenacié normal dels operadors. Aque-
sta ordenaci6 és clarament arbitraria, pero esta d’acord amb altres estudis
publicats sobre aquest sistema [21, 94].

Des d’un punt de vista estricte [51] per quantitzar I’'Hamiltonia de qual-
sevol sistema cal simetritzar ’'ordenacié dels operadors resultants; pero, per
preservar la claredat, realitzaré la simetritzacié quan escriga I’Hamiltonia
complet i veure les diferéncies que aporta.

Per altra banda, tots els termes obtinguts en (62) corresponen a processos
a quatre fotons, pero cadascun implica uns mecanismes diferents tal i com
s’ha enunciat en la descripcié dels camps implicats: Aixi, el terme primer cor-
respon a l’anomenat efecte Kerr autoinduit o Self-Phase Modulation (SPM)
que implica la destruccié i creacié de dos fotons del mateix camp; el segon a
Iefecte Kerr induit o Cross-Phase Modulation (CPM) que implica la destruc-
ci6 d’un foté de cada camp i la creacié d’un per cada camp també; i I'iltim
sumand és el procés anomenat mescla de quatre ones o four wave mixing
(FWM) que implica la destruccié de dos fotons d’un camp i la creacié de dos
fotons de l'altre camp (figura 10).

4.4 Hamiltonia total. Imatge d’interaccié

Si es sumen totes les contribucions (54,55,62), 'Hamiltonia total queda
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Figura 10: Il-lustracié dels processos a quatre fotons que ocorren en una
cavitat Kerr: SPM o automodulacié de fase (implica processos de destrucci6 i
creaci6 de quatre fotons del mateix mode), CPM o modulacié de fase creuada
(implica destruccié de fotons de dos modes i emissié de dos fotons dels dos
modes) i FWM o barreja de quatre ones (implica destruccié de dos fotons
d’un mode i emissi6 de dos fotons de l'atre)

H = hw, (aidl + a;ag) +ihE, (aie*iwot - ale“wot) (64)
1 At242 | ~7242 At At AT A B A2412 | AT242
—hng 5 (al aj + as a2> + Aajaqayas + 1 (a1a2 + a; a2) :

expressié en la qual, donat que els tnics operadors que queden son els de
destruccio i creacié de cada mode, s’han eliminat les titlles per claredat.
D’altra banda, fins ara he treballat a la imatge d’Schrodinger; pero convé
canviar a la imatge d’interaccié ja que aixi s’eliminen les freqiiéncies altes
i solament queda la diferéncia entre les oscil-lacions del camp injectat i del
mode propi de la cavitat.
El canvi d’imatge, el realitzem mitjancant ’operador unitari

U (t) =exp [z’wgt <&J{d1 + &£&2>] ; (65)

per fer el canvi d’imatge fem actuar 1'operador unitari sobre el vector estat

del sistema
|\I’>1 =U |‘Ij>s (66)

Si calculem I’evolucié de 'estat, es pot veure que

ih (\11>I _ (mUU—l n UHSU‘1> W), = H; |¥), (67)
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on els subindexs S,/ indiquen la imatge d’Schrodinger i d’Interaccié respec-
tivament. en conseqiiéncia, la transformacié de I’'Hamiltonia sera

H; = ihUU ™ + UHgU . (68)

Aplicant la transformacié i després de realitzar la RWA, ’'Hamiltonia total
queda, finalment

H = W (5{{&1

on

ezwc—wo (70)

és la desintonia entre la freqiiéncia de la cavitat, w,, i la del camp injectat,
wo-

Com aquesta és la imatge en la qual treballaré a partir d’ara; si no es diu
explicitament el contrari, H; passa a denominar-se H.

4.5 Simetritzacié de I’ Hamiltonia

Com ja s’ha assenyalat, per simplificar la deduccié matematica de I’'Hamiltonia,
he emprat des del principi 'ordenacié normal. Ordenaci6 emprada en altres
treballs sense plantejar-se els problemes associats a 1’eleccié realitzada; potser
les raons siguen de caire experimental, ja que per estimar les mesures dels
detectors fotoeléctrics cal emprar aquest tipus d’ordenacid.

Aixi que, per establir un Hamiltonia de referéncia, reescric ’ordenacié
dels operadors en forma simeétrica i després els ordene en forma normal per
veure quina és la contribucié deixada de banda en obviar la influéncia de
I’ordenacié.

El terme a simetritzar és el d’interaccid, ja que a I’'Hamiltonia lliure la
contribucié de l'ordenacié dels operadors correspon a un canvi a l’origen
d’energies i el del camp de bombeig solament té un operador en cada sumand.

Pel que fa al terme d’interaccié i d’acord amb 'equacié (69) podem es-
criure

1 B
Hiny = —hng B (Q1+ Q2) + AQ12 + 1 (Fig + Fon)l ; (71)
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on els termes que cal simetritzar sén els (). Comence, en primer lloc, pel de
la SPM i anomene S (Q);) el resultat de simetritzar el grup d’operadors,

2
$(Q) = S(ala?) (72)
1
= 6 <a;ra2aiai + a;raia;rai + aIaiaiaI + aiaiaj-a;r + aia;raia;r + aia;rajai> ,

on emprant el valor del commutador [ai, a}] = 0,; es poden escriure tots els

termes en forma normal i queda
5(Qi) = alalaia; + 2ala;; (73)

on s’ha eliminat el sumand 1/2 mitjancant una redefinici6 de 1’origen d’energies.
En segon, el sumand de la CPM

S (ng) = S (a{alagaz) (74)
1
= Z_l ( Ialagag + aialagag + alalagcm + a1a1a2a£> ,
que es pot ordenar de forma analoga a I’anterior
Liis g f f
S(Q12) = 1 <4a1a1a2a2 + 2aya1 + 2a2a2> : (75)
Aixi P’Hamiltonid d’interaccid simetritzat és
L g i t ot i
S(Hp) = —hng 3 (alalalal + 2aya1 + ajabasas + 2a2a2> (76)
A - i
+Z <4a1a1a2a2 + 2aya1 + 2a2a2>
B
+ 1 <a1a1a£a£ + a{alagagﬂ

El resultat de simetritzar ’expressié de I’'Hamiltonia en la imatge d’interaccié
(69) és doncs,

H = ho <a{a1 + agag) + ihE, (a{ — a1> (77)
1
—hng {5 (a?a% + 2a§a1 + afa% + 2a£a2>
1 1
+A (a‘iala;ag + §aia1 + 5&3@)

B
+ 5 (ataf + aat) |
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on s’ha canviat la notacié i d’ara endavant S (H) l'escriuré H .
Per 1ltim, reordenant els termes s’arriba a

H = h [9 —ng (1 + ?)] <aJ{a1 + a£a2> + ihEy (a{ — a1> (78)

1 B
—hng [5 (a?af + afa%) + Adlayala, + n (afay + a?a%)}
que, en principi i per comparacié amb (69), ens permet avaluar la contribucié
de les diferents ordenacions a la descripcié del nostre sistema i que es pot
resumir en un desplacament del valor de la desintonia

0=0-—sng (1+§) (79)

amb s = 1 , per a 'ordenacié normal; s = 0 , per a 'ordenacié simetrica ;
s = —1, per a l'ordenacié antinormal. Aquest desplacament és equivalent a
redefinir la freqiiéncia del mode de la cavitat ja que 0 = w,. — wy, 1 per tant
podem entendre que 6 = @, — wy, amb

Qe = We — SNG <1 + ?) (80)
on el segon sumand a la dreta de (80) és la contribucié del buit, que depen
de I'ordenacio via el valor de s.

4.6 L’Hamiltonia de la biestabilitat optica dispersiva

El model descrit correspon a un cas general d’interaccié del camp electro-
magnétic amb un medi Y® que s’estudia més endavant i que, a més a més,
serveix com a paradigma d’altres models utilitzats també més endavat. Pero
per a l'exposicié de 'aplicacié de diverses técniques relacionades amb 'estudi
del soroll quantic i la seua compressiéo empraré un cas més senzill, el qual em
servira per il-lustrar aquestes tecniques. El sistema proposat és la biestabili-
tat optica dispersiva estudiada per Drummond i Walls [19] i que consisteix en
un cavitat optica amb un espill opac, amb un medi y® dispersiu i isotropic i a
la qual se I'injecta un camp coherent de freqiiéncia wg, proper a la freqiiéncia
de la cavitat w,, és a dir, una cavitat Kerr escalar.

El seu Hamiltonia es pot obtenir considerant I'Hamiltonia anterior (78) i
restringint-se al cas en el qual no s’ha generat el segon camp, de forma que
a5 = a2 = 0 1 s’obté, prenent n = +1,

H=h [9&*& +iEy (af —a) — gd”dz} : (81)
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On s’ha emprat el mateix criteri de notacié que a ’'Hamiltonia anterior i la
desintonia (79), 6 = 0 — g en aquest cas, I'escrivim sense titlla per simplicitat.
A partir d’ara i amb I'expressié completada de I’'Hamiltonia cal estudiar
la seua evolucid, estudi per al qual caldra emprar 'operador densitat [33].
Aquest operador densitat permet calcular valors esperats de qualsevol altre
operador mitjancant 1'expressié [33]
<O> = Tr <pé> . (82)
Es clar, per tant, que si coneguem levolucié de l'operador, o dit d’una
altra manera si podem resoldre 1’equacié corresponent a 1’evolucié de p, po-
drem calcular I’evolucié de qualsevol operador. A l'apartat segiient s’explica
com es troba aquesta equacié d’evolucié i com s’incorpora el terme relatiu a

les interaccions amb l'exterior de la cavitat. L’equacié d’evolucié resultant
sera I'anomenada Master Equation.

4.7 Acoblament del sistema amb la resta de 1'univers
i la incorporacié del superoperador Liouvillia

En la descripcié de la cavitat Kerr feta fins aqui es fa referéncia a 1’evolucié
del sistema (camp dins de la cavitat) incloent-hi la interaccié no lineal i la
injeccié d'un camp extern. Aquesta descripcié pero, és incompleta ja que no
té en compte que el sistema és obert: el mateix fet que permet que pugam
injectar un camp, permet també que part del camp dins de la cavitat puga
eixir d’ella, aixi com altres camps (fluctuacions externes) entren al sistema.

Una forma d’incorporar aquestos fets (pérdua d’energia del sistema i en-
trada de fluctuacions) és afegir a la descripcié un rebost (R), amb el qual
el sistema (S) intercanvia energia i a través d’aquest intercanvi o dissipacié
s’esmorteix [8, 47].

D’acord amb aquesta aproximacié el decaiment s’incorpora en desenvolu-
par 'equacié d’evolucié de 'operador densitat o Master Equation (ME), de
forma que afegint un terme que done compte d’aquesta interaccié entre el
sistema i el seu entorn modifiquem la ME.

En particular, per a un mode de la cavitat acoblat amb un rebost d’oscil-ladors
harmonics en equilibri térmic (qué modelitza els modes dels camps fora de
la cavitat), s’arriba a la ME

S
A Y
p m[ Pl + Ap, (83)

on H és 'Hamiltonia del sistema i A és un Liouvillida o un superoperador,
definit com

Ap = ([a.pal] + [ap.1]) + 97 ([ap.al) + [ pa]). (84)
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on 27 és la constant de decaiment de la intensitat o nombre de fotons (cavity
photon loss rate) i 7 és el nombre mitja de fotons corresponents a la temper-
atura del rebost. Si a més el nostre sistema es troba a temperatura ambient

i el mode de la cavitat oscil-la a freqiiéncies optiques podem menysprear el
terme multiplicat pel nombre mitja de fotons térmics i el Liouvillia queda en
forma més senzilla

Ap =~ ([a, pa'] + [ap,a']).
D’acord amb aquest resultat, a la imatge d’interaccié, ’evolucié de I'operador

densitat (83), en substituir I’'Hamiltonia pel seu valor en (81), i desenvolupar

el commutador queda

p = —if (alap — pala) (85)

+v (2apa’ — pa'a — a'ap)

Aquesta és la ME per a la biestabilitat optica dispersiva i conté tota la
informacio necessaria per calcular 1’evolucié en el temps de qualsevol observ-
able. La dificultat radica en resoldre una equacié que conte grups de fins
a cinc operadors i aquesta dificultat és, fins on nosaltres sabem, insalvable.
La forma d’afrontar aquest problema es basa en la transformacié d’aquesta
equacié d’operadors en una equacié que conté derivades parcials de variables
complexes. Aquesta técnica de resoluci6 és la que s’explica al capitol segiient.
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5 Tractament estadistic i quantic del camp
electromagneétic: les distribucions de qua-
siprobabilitat

Les distribucions de quasiprobabilitat sén eines de gran utilitat a I'estudi
estadistic del soroll en els camps electromagneétics des d'un punt de vista
quantic. La seua principal virtut radica en qué permeten superar les dificul-
tats que hom es troba si parteix d'una Master Equation amb grups de dos
o més operadors. La utilitzacié de les funcions de quasiprobabilitat permet
projectar la matriu densitat sobre una base d’operadors sobrecompleta, la
dels estats coherents [88] la qual cosa transforma 'equacié d’evolucié de la
matriu densitat, la ME, en una equacié en derivades parcials [8] que pot
agafar la forma de les equacions de Fokker-Planck. Aquestes equacions de
Fokker-Planck, tal i com es descriu a l'apartat corresponent, permeten un
tractament analitic de les equacions estocastiques.

Vejam doncs, qué sén i com s’utilitzen les distribucions de quasiprobabil-
itat

5.1 Expansié de la matriu densitat en la base d’estats
coherents: definicié implicita de la funcié P
Per desenvolupar algebraicament l'operador densitat hom pot recérrer a la

seua expansio en estats nimero a partir de la resolucié de la unitat en aquesta
base

p= D m)(mlpln)(nl, (86)

expressié que es pot interpretar des d’un punt de vista probabilistic si ree-
scrivim

po=">_ |m)pu.(nl, (87)

n,m=0

P = (m[pIn),

on els elements diagonals, P, = p,,,,, sén justament les probabilitats de trobar
n fotons en 'estat descrit per 'operador densitat.

Aquesta expansié en sumes infinites de la matriu densitat fa impossible,
en la practica, la resolucié de les equacions d’evolucié dels coeficients p,,,,, per
a qualsevol camp que supere uns valors de n moderats, és a dir, qualsevol
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camp no molt feble. Per tal de salvar aquest escull es pot recérrer a I’expansio
de 'operador en la base d’estats coherents, una base sobrecompleta i no or-
togonal [1] tal i com s’ha explicat a la descripcié de les propietats d’aquestos
estats (17) i la seua resoluci6 de la identitat 1 = 1 [ d®a |or) (o]

b= // <o/‘ > a"> a'> <04"
Expansi6 que permet passar 'expressié discreta (86) al continu.
Aquesta base pot permetre encara una altra forma de representar p

o= [ [Pl (ol (39)

! 1
d?a d?a
—

(88)

™

on P («) representa l’'equivalent de les funcions de pes estadistic i es coneguda
com la P de Glauber - Sudarshan (introduida independentment per Glauber
[35] 1 Sudarshan [74]).

Aquesta distribucié és 1til per calcular valors esperats d’operadors en
ordre normal com es pot veure en un cas general (on es fa ts de la propietat
ciclica de la traca)

(aa?)y = tr(paa?)
= w(/fammﬂpgmﬁ%o
::tr</d%&wam@mwmkw)
= / d*aP (o) a*Pal. (90)

Aquesta propietat fa evident I'analogia de la distribucié P amb una distribu-
ci6 de probabilitat classica, analogia que ha d’establir-se amb alguna reserva
a causa del fet que la base no és ortogonal i de que pot agafar valors negatius.
Per aquestos motius és freqiient referir-se a ella (i a la resta de representa-
cions en la base d’estats coherents) com una distribucié de quasiprobabilitat
o una quasidistribucié de probabilitat.

5.2 Les funcions caracteristiques

Si es considera una variable aleatoria classica x i la seua densitat de proba-
bilitat associada p (x), el moment n-éssim de x es defineix com

@ﬂz/@ﬂp@. (91)
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Amb la qual cosa p(z) estd completament especificada si el coneixen tots
els moments (z™). Afirmacié que es pot comprovar en introduir la funcié
caracteristica

W) = () = [dr et o)
= (ik)"
- e 2

n=0

I com que, evidentment, la densitat de probabilitat és la transformada de
Fourier de la funcié caracteristica:

1
o

pla) = oo [do e () (93)
si es coneixen tots els moments (z™), aleshores es coneix y (k) i per tant es
coneix p (x). D’altra banda, si hom coneix la funcié caracteristica es poden
calcular els moments d’acord amb

1 d"x (k)

) =5

(94)

k=0

A Tambit de la mecanica quantica també es poden introduir les fun-
cions caracteristiques. Aixi, depenent de l'ordre dels operadors escollit es
defineixen tres d’aquestes funcions

Yo (2) = Tr[pe'=7] (95)
X, (z) = Tr :ﬁezate_z*a] (96)
X, (2) = Tr :ﬁe’z*aezm] (97)

on els subindex indiquen l'ordenacié dels operadors: W per a l'ordenacio
simetrica, P per a l'ordenacié normal i ) per a 'ordenacié antinormal.

5.3 Les funcions P, () i W a partir de la seua funcié
caracteristica

A partir de les funcions caracteristiques definides a dalt (95-97) es poden
definir les diferents distribucions de quasiprobabilitat en funcié de les orde-
nacions dels operadors.
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Aixi, per a I'ordre antinormal la funcié caracteristica també es pot escriure

X, (2) = Tr [f)e’z*aezaﬂ
= Tr [ezaff)efz*a}
1 2 zat ~ —2*a
= — [ dalale* pe* “a)

™
= /d2aQ (@) e =" (98)

queé és justament la transformada de Fourier bidimensional de la distribucié
(Q o d’Husimi. La transformada inversa per tant ens doéna la distribucié

buscada .

Q (a) = P /XQ (Z) ez*afza*d%z’ (99)
Analogament es pot obtenir la distribucié W de Wigner, corresponent a
I’ordenacié simeétrica

1 * *
W (a) = = / X,, (2) €77 d, (100)
T
1 tornar a definir la distribucié P
1 * *
P(o)= / v, (2) &0 g2 (101)

Aquestes tres expressions es poden escriure en forma compacta si s’empra la
propietat dels operadors

eAtB = oA B mIABI2 (102)
que requereix
(A, [A, B]] = [B,[A, B]] =0 (103)
de forma que
Xs(2) = Tr [Dsﬁ] (104)
by = ehesstrtaget

on s =1peralaP de Glauber, s = —1 perala @ is =0 per alaW de
Wigner; i la definicié conjunta queda

W, () = / xa (2) €05 2 (105)
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5.4 Utilitzacié de les funcions de quasiprobabilitat per
calcular equacions d’evolucié a partir de la ME

A partir de les funcions caracteristiques i de la ME que déna una expressié
per a l’evolucié de la matriu densitat es poden obtenir equacions d’evolucié de
les distribucions i a partir d’elles les correlacions que es necessiten per avaluar
el grau de compressié de la incertitud dels estats estudiats. Per descriure el
procés agafe un exemple senzill en el qual I'evolucié de 'operador densitat
vinga donada per la ME

p=ilp (106)
I d’acord amb la definicié de funcié caracteristica:
e = {0}
- Tr {Dseﬁp} : (107)
ara per realitzar aquesta transformacio, cal veure com actua D, sobre els op-

eradors. Aixi per transformar 1’expressié D,a' escric Dy en ordre antinormal
aprofitant 1'expressi6 (104) i derivant

9 . L
5D = (1+5) “ Dy+ Dyl (108)
z

per obtenir I’equivaléncia

D.at = [3—(1+s) } D, (109)
% () = Tr{Dalp}

- |g-ara3]ee (110)

expressio que, per a 'exemple escollit, és I'equacié d’evolucié de la funcié
caracteristica, y, (z) .
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Ara cal calcular la transformacié de x, (z) en la distribucié de quasiprob-

abilitat W (a) a través 'equacié (105)

Wia) = [y @)

_ /ezaw {a‘z (1+s)%*}xs(2

_ {a* 1;5);@} W, (a)

~—
ISH
[\
N

(111)

Aleshores, seguint el procediment d’aquest exemple, és facil obtenir les equiv-
aléncies per a grups d’operadors de la ME que ens permetran passar a
I’equacié d’evolucié de les tres distribucions; per exemple, per a un oper-

ador

R
2 Oa
ith <a*—1+53)
2 Oa
s 1+s 0
o (i)

1—s 0
ap & |(a+ W
P ( 2 Odor )
De forma semblant es poden deduir les equivaléncies corresponents als grups
de dos o quatre operadors tal i com apareix a ’Apéndix I i es poden obtin-

dre les equacions d’evolucié de les diferents quasidistribucions relatives a
I"'Hamiltonia i la Master Equation de la biestabilitat optica dispersiva (85).

: 0 : : .
W, = {—% [Eo — (v +i0) a + iga’a’]

0 N s
B [Eo — (v — i) a* — igaa
82 .g 82 )
+7(1—s) Do + 5 5502
1 5 O 1 ,
+§(1_8)8a2a* 5(1_8)

*2]

(112)
(113)
(114)

(115)

(116)




Que amb els diferents valors de s = 1, —1, 0 donara les distribucions P de
Glauber - Sudarshan, () i W respectivament.
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6 Equacions de Fokker-Planck i Langevin

6.1 L’equaci6é de Fokker-Planck

A Tapartat anterior s’ha mostrat com 1'is de les distribucions de quasi-
probabilitat i la correspondéncia quantico-classica serveix per transformar
la descripcié d’un sistema dissipatiu via operadors quantics en una altra de-
scripcié amb el llenguatge de la fisica estadistica classica. La distribucié
que representa ’operador densitat no necessariament satisfa totes les condi-
cions exigides a una densitat de probabilitat; pero en molts casos obeeix
una equacié de Fokker-Planck, la qual cosa permet emprar directament el
llenguatge i els meétodes de 'estadistica classica.

L’equacié de Fokker-Planck (al text F-P) va ser emprada per Fokker en
1915 i per Planck en 1917 per descriure el moviment Brownia. Per més
exactitud, sobre el moviment brownia publica Einstein un article on establia
una versié reduida de I’equacié F-P i on assumia aproximacions que després
foren generalitzades per Fokker i Planck ([29], cap.1.2). Aquesta equacio,
formalment, és

8P (x,1) 1 n 92
Za Z—a, Dij(x)| P(x,t),  (117)
1

i el procés modelitzat es conegut matematicament com un procés de difusid,
el vector A (x) es conegut com el vector de deriva i la matriu D (x) com
la matriu de difusié. La matriu de difusi6 és semidefinida positiva (els seus
autovalors sén no negatius en una base real) i simétrica com a resultat de la
seua definicié dins de 'equacié de Champman-Kolmogorov ([29], cap.3.4).

L’equacié de F-P pot ser transformada, per les regles d’Ito [8], en una
equacié diferencial estocastica o equacié de Langevin des de la qué podrem
calcular les fluctuacions del soroll; d’aqui que el métode seguit per avaluar
aquestes fluctuacions consistira en identificar I’equacié de F-P en cadascuna
de les equacions d’evolucié esbrinades per tal de transformar-les en equacions
de Langevin i resoldre-les d’acord amb els métodes emprats habitualment a
la mecanica estadistica.

6.2 Equacions de Langevin i llur relacié amb 1’equaci6
de Fokker-Planck

Al treball presentat al 1908, poc temps després del d’Einstein sobre el movi-
ment Brownia (1905), Langevin presenta un altre formalisme per deduir la
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variancia de la trajectoria d’una particula sotmessa a aquest tipus de movi-
ment ([29], cap. 1.2.2). El seu formalisme descansava en la idea de que la
particula seguiria una trajectoria d’acord amb la llei de Newton

mi = —6mnat + X, (118)

on 7 és la viscositat del medi, a el diametre de la particula assumida com
esférica i X una for¢a fluctuant que representa els miltiples impactes de la
particula amb les molécules del liquid en el qual esta submergida. Partint
d’aquesta equacié i assumint que ’energia cinética de la particula en mitjana
és

1
<§m’02> = kgT, (119)

amb kp la constant de Boltzmann i 7' la temperatura del liquid, aixi com
que la correlacié
(xX) =0, (120)

a causa de la independeéncia de les dues variables, ’equacié anterior també

es pot escriure
d(z*) kT —6mnat
m Y

dt  3mna O
on C' és una constant arbitraria.

L’equacié de Langevin fou el primer exemple d’equacid diferencial estocas-
tica (una equacio diferencial amb un terme aleatori, la solucié de la qual sera,
en algun sentit, aleatoria). Cada solucié de 'equacié de Langevin representa
una trajectoria aleatoria diferent i, emprant solament les propietats de X, en
podem derivar resultats mesurables.

En forma més general, I'equacié de Langevin s’escriu habitualment

(121)

% =a(z,t)+b(z,t)€(t), (122)
on x és la variable estudiada, a (x,t) i b(z,t) s6n funcions conegudes i & ()
és el terme aleatori de fluctuacié rapida. Una modelitzacié matematica del
concepte d'una ”funcié altament irregular i rapidament variant” consisteix
en establir que per a t # t', (t) i £(t') sén estadisticament independents.
També es pot impossar que (£ (t)) = 0, ja que si el resultat és no nul es pot
incorporar a a (z,t). Aquestos dos requisits es poden resumir en la condicié
(E(t)E(t)) =0 (t —t') que acompleix les dues condicions anteriors perd que
mostra una variancia infinita. Aquest comportament no pot respondre a una
situacié "realista”, perod encaixa a la definicié usual de soroll blanc com una
idealitzacié d’un senyal fluctuant.
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Les equacions de Langevin juguen un paper important a ’estudi de fluc-
tuacions en sistemes quantics ja que a cada equacié de F-P li podem associar
un sistema d’equacions de Langevin. Aquest sistema té les mateixes propi-
etats estadistiques que l’equacié de F-P i resulta, en general, més tractable
tant analiticament com numeérica. Per establir aquesta relacié cal veure que
a l'equaci6 de Langevin un tnic valor inicial de la variable no determina
una tunica solucié, sind una infinita col-leccié de trajectories corresponents
a diferents concrecions de £ (t). Un conjunt d’aquestes trajectories pot ser
promitjat en cada instant ¢ per tal d’obtindre les mitjanes depenents del
temps que, alternativament, poden ser calculades mitjangant la F-P.

En general hom pot demostrar, emprant les regles d’integracié d’Ito, que
I'equacié de F-P per a diverses variables (117) és equivalent, en el sentit
estadistic descrit abans, a

dx
e A (x)+ B(x)&(t) (123)

sempre que la matriu D (x,t) admeta la descomposicié
D (x) = B (x) B” (x) (124)
ion £ (t) és un vector de forces de fluctuacié amb les segiients propietats

) = o, (125)
(EWE W) = d6(t—t). (126)

Es transforma aixf la F-P en un sistema d’equacions de Langevin.

Passe ara a analitzar I’aplicacié d’aquestes eines i els métodes de resolucié
associats a elles per al cas de la biestabilitat optica dispersiva i a la descripcié
de la seua evolucié via distribucions de quasiprobabilitat.

6.3 L’equacio de Fokker-Planck i les equacions de Langevin
en les diverses representacions de quasiprobabili-
tat

Per construccio, els termes de les equacions d’evolucié de les distribucions
de quasiprobalitat P i () obtingudes per al sistema estudiat corresponen
formalment als termes d’una equacié de Fokker-Planck, donat que no con-
tenen derivades d’ordre superior a dos. Aquest no és pero, el cas de la
distribucié W de Wigner i el que es mostra a continuacié és que, malgrat
aquest fet, en algun limit, les terceres derivades de 'equacié (116) poden
ser menyspreades si s’empra ’aproximacié anomenada system size expansion
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[85]. Per comprovar-ho cal considerar les magnituds involucrades al sistema
estudiat i realitzar un desenvolupament en série basat en 1’alt nombre mig
de fotons a I'interior de la cavitat (afa) ~ la)* ~ ~/g [86, 87]. Per exemple,
per a uns valors de V = 1lem3, | x| = 5x10723m?2V 2 & = 4eg, w, = 3x10%s71
s'obté |g| ~ 107257t i, prenent v = 10%s~! sarriba a v/ |g| ~ 10'8. Si ara
es normalitza el temps a v i o a (v/ g)l/ ?_ s'obté una equacié equivalent a la
(116) en la qual les terceres derivades estan multiplicades per (¢g/7)> , mentre
que les segones derivades porten un factor g/~ i les primeres derivades formen
part del desenvolupament a primer ordre. Menysprear les terceres derivades
sembla, doncs, una bona aproximacié. Cal adonar-se, malgrat ago, que les
prediccions d’aquesta equacié truncada poden diferir significativament dels
valors correctes en alguns casos critics [86, 87].

De cara a analitzar el soroll, més propiament la seua reduccid, en cadas-
cuna de les representacions, convé identificar el vector A o de deriva i la
matriu D o de difusié en cada distribucié de quasiprobalitat. Aixi, a partir
de la Equacié Mestra (116) obtenim:

A = Ey— (y+ib)a+igata”, (127)
Ay = Ey— (v —if)a* —igaa™,

i per a la matriu D

Do < (z‘sga2 (1—s)y ) (128)

1—s)y —isga*

i de nou amb la correspondéncia dels s = 1, —1,0 per a les distribucions P
(Glauber - Sudarshan), @ (Husimi) i W (Wigner) respectivament.

6.3.1 La matriu de difusié de I’equacié de Fokker-Planck en les
distribucions W,

L’equacié d’evolucié obtinguda per a les W, (116) sembla per tant una
equacio de Fokker-Planck tal i com s’ha dit a dalt. En puritat pero, és una
pseudo-equacié de Fokker-Planck [86, 87] donat que la matriu de difusié D)
(128) no és semidefinida positiva en general i per tant I'equacié no pot ser
interpretada en el sentit de descriure un moviment Brownia generalitzat. Es
pot veure facilment que D® no és semidefinida positiva si s’escriu 'equacié
(116) en termes de variables reals © = Rea,y = Ima. Per aquestes noves
variables s’obté una equacio similar a I’esmentada amb una matriu de difusié
D) donada per [86]

pe - L ( (1—s)y—2sgzy  sg(2? —y?) ) (129)

W2 sg(2® =y (1—s)y—2sgry

50



Els autovalors de la qual dgf) son

d) = % [(1—s)y =+ sg| (=% = y*)] . (130)

Per a que ny) siga semidefinida positiva cal per tant que d* > o:

1_
of? < L——2
ERE

(131)

(Recordem que |a|® = 22 +3?). Es clar que solament per a s = 0 (distribuci6
de Wigner) la condicié (131) es cumplira per a qualsevol valor de a i en
eixe cas ja s’ha vist que solament es poden seguir les regles d’integracié d’Ito
si es realitza I'aproximacié consistent en truncar 'equacié d’evolucié amb
I’eliminaci6 de les terceres derivades.

D’altra banda, per a s = +1 (distribucié P), la condicié (131) no es
cumpleix mai i aquest fet impedeix aplicar aquesta descripcié mitjangant les
funcions P, () i W per obtenir correlacions dels grups d’operadors en ordre
normal, tal i com exigeix I'estudi de les fluctuacions.

La forma de salvar aquest escull 'aportaren Drummond i Gardiner i la
seua descripcié la deixe per al peniltim capitol d’aquesta primera part, ded-
icat a les distribucions P generalitzades.

L’analisi exposat a continuacié sobre la matriu D) i el métode de calcul
emprat, consistent en utilitzar combinacions de distribucions de quasiproba-
bilitat amb diversos valors dels parametres, tot i ser una aproximacié valida
solament a l’ordre lineal, s’expliciten aqui pel fet de constituir la primera
aportacié original del nostre grup en aquesta tesi [25] i pel fet que serveixen
d’exemple senzill per entendre ’aplicacié de la resta d’eines matematiques
necessaries per abordar 'estudi de les fluctuacions quantiques i en concret la
reduccié de soroll necessaria per tal d’aconseguir llum comprimida.

Tornem-hi doncs, a la condicié d’ésser semidefinida positiva imposada a
la matriu de difusi6. En general, per a qualsevol s # 0, 1, aquesta condicié
es verifica dins d’una regié limitada de l'espai de fases i per tant D) no
és, estrictament parlant, mai semidefinida positiva. Malgrat aco, si « es
substitueix per la seua solucié estacionaria classica @, D) sera semidefinida
positiva en la regi¢ de Iespai de parametres en la qual la condicié (131) siga
cumplida per la solucié &. Aquesta aproximacio ja va ser emprada per al cas
de la generaci6 del segon harmonic per Savage [67] i es pot interpretar en el
sentit que hom assumeix que W, és "picuda" al voltant del valor de la solucié
estacionaria i que els parametres del sistema sén tals cgue solament una part
negligible de la distribucié incumpleix la condicié d® > 0. Sota aquesta
aproximacié D®) és una matriu de difusié adient i 'equacié d’evolucio de W,
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és una equacio de Fokker-Planck per a qualsevol valor de s excepte s = +1.
[’aplicacié d’aquesta aproximacio i la combinacié de les diverses funcions de
distribucié Wy permetran proseguir amb el calcul, pero cal primer detenir-
se un moment en la equivaléncia entre les equacions de Langevin per a la
biestabilitat optica i les equacions classiques per tal d’acabar de caracteritzar
el sistema estudiat.

6.3.2 Les equacions de Langevin per a la biestabilitat optica i les
seues solucions estacionaries

D’acord amb el formalisme i les correspondéncies exposades als apartats an-
teriors, partint de les equacions d’evolucié de I’Equacié Mestra en la repre-
sentacié de les funcions de quasiprobabilitat (116), si obviem les limitacions
imposades pel mal comportament de la matriu de difusié per a les funcions de
distribucié emprades, s’obtenen directament les equacions de Langevin corre-
sponents al model escalar de la cavitat Kerr o biestabilitat optica dispersiva
(127). A partir d’aquestes equacions, en aquest apartat centraré l’atencié
sobre el fet que si s’anul-len els termes corresponents a les fluctuacions, les
equacions que resten es corresponen exactament amb les equacions d’evolucié
classiques referides al mateix sistema. Aquest extrem és important perque
gran part dels estudis sobre squeezing estan relacionats en les bifurcacions o
valors critics del sistema i per tant cal caracteritzar aquestos valors en primer
lloc per poder després estudiar les possibilitats i propietats de la compressié
de soroll.

Aixi, per a al cas que ens ocupa, si escrivim les equacions de Langevin
(123), a partir de I'equacié de Fokker-Planck descrita abans (127,128)

d

%Oé = Eo — (’7 + ’L@) o+ igO&QOé* + 31151 (t) + 31252 (t) s (132)
d . . . N
o’ = Ey—(y—if)a" —igaa” + Bu& (1) + Bu, (1);

on & sén les components del vector de fluctuacions descrit a (125,126) i
B;; sén els elements de la matriu B (x) relacionada amb la matriu de di-
fusié de 'equaci6 de FP d’acord amb (124). Val a dir que la descripci6
explicita d’aquestos elements no és necessaria per a 1’obtencié dels resultats
que cerquem en aquest treball.

A partir d’aquestes expressions es poden obtenir les equacions classiques
corresponents a l’evolucié del sistema si eliminem els termes relatius al sorroll
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i, per tant es, poden buscar les solucions estacionaries a partir de

0 = Ey—(y+i0)a+iga’a®; (133)
0

Ey — (v —i0) o —igaa™.

L’estat estacionari (&,&*), aixi esbrinat, ve donat per

po= I[1+(I-A)?, (134)
go _ 1Hil-4) (135)
1+ (I-A)?

on s’han introduit les quantitats:
— Q — ~3 2 \/_ i _ M—
A_ y =7 |g|EO7 [6 - Q, (136)
Y Y

A partir d’aquestes expressions es dedueix a més, que la intensitat del
camp escalada d’acord amb els canvis de dalt (136), I, a linterior de la
cavitat en funcié del bombeig, també escalat, p, presenta biestabilitat [66]
per a A > /3. Els valors per a la intensitat en els puns de retorn I = I

venen donats per
_2A £ VA2 -3
p— 3 .

Es pot veure també [66] que per als valors I < I < I, I'estat estacionari
és inestable 1 fora d’aquest domini és linealment estable. A partir d’aquestes
solucions (134,135) es facil constatar que els valors de la intensitat venen
determinats pel camp injectat u i per aquest motiu, aquest iltim s’agafa com
a parametre de control. Aquestos punts de bifurcacié o punts d’inestabilitat
(137) s6n els punts critics on es pot esperar obtenir compressié del soroll del
camp electromagnetic.

Per estudiar aquesta possible compressio del soroll és suficient amb 1’analisi
de les equacions de Langevin descrites (132) ja que aquestes equacions car-
acteritzen completament el comportament del sistema. No obstant aixo, en
la majoria de sistemes estudiats la informacié qué contenen només pot ser
extreta mitjancant simulacié numeérica. Existeix pero una forma aproximada
d’estudiar les fluctuacions quantiques consistent en assumir que el sistema es
troba en un estat caracteritzat per valors mitjans donats pels corresponents
classics, al qual se li afegeixen fluctuacions quantiques, assumides menudes.
Al segiient apartat s’exposen el métode i els resultats per aquesta aproxi-
macié lineal.

I (137)
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6.4 Equacions de Langevin linealitzades

Les equacions de Langevin poden ser linealitzades al voltant de 1’estat d’equil-libri
classic ([29], cap. 6.2), permetent extraure informacid, tot i que aproximada,
de forma analitica i independent de simulacions.

Una modelitzacié del procés de calcul és la segiient: en primer lloc, trobem
la solucié estacionaria del sistema d’equacions de Langevin sense soroll i
desenvolupem en seérie de Taylor ’equacié de Langevin. El resultat és

%5){ = Asx+B¢(t) + O (6x%), (138)

on dx son fluctuacions al voltant de la solucié estacionaria, O (§x?) rep-
resenta termes d’ordre igual o superior a 2 en les fluctuacions (els quals
menysprearem) i les matrius A i B estan definides com

- (),
B = B(X). (140)

En el cas de la biestabilitat optica, les equacions de Langevin (132), una
vegada linealitzades s6n

Lo — dsa+ BE(t), (141)

dt
Yo’
b = < Sa )7

la matriu B sera l'obtinguda a partir de expresié (140) (tot i que no sera
necessaria la seua expressié explicita) i la matriu A sera, d’acord amb (132,139),

on

A;(—(vﬂ(ﬁ—sg))ﬂ?glasf igo: 2)_
—iga? — (v =i (0~ s9)) — i2g |a]
(142)
Es interessant fer notar que aquesta matriu A és, per identitat del procedi-
ment algebraic seguit, proporcional a la matriu L qué apareix en fer ’analisi
d’estabilitat del sistema.

Aquestes equacions (141) sén les emprades a partir d’aquest moment per
avaluar les correlacions a temps diferents i ’espectre d’aquestes correlacions
relatiu a aquest sistema i més concretament a la possibilitat de que s’hi
produisca compresié de la llum o no. Pero abans d’abordar aquesta deducci6
faig un paréntesi per exposar la diferéncia entre el soroll dins i fora de les
cavitats optiques, distincié que es decisiva per calcular correctament el grau
d’squeezing assolit en una determinada configuracié d’un sistema fisic.
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7 Reduccié del soroll quantic dins i fora de
les cavitats optiques: teoria input - output

Des de la primera meitat de la década dels vuitanta del segle passat es va
demostrar, principalment i de forma inicial en el treball de Yurke [92] i més
tard per altres, que la reduccié del soroll en el camp transmitit pot ser bas-
tant diferent, i fins i tot molt més alta, de la del camp dins d’una cavitat
optica. Aquesta troballa de Yurke propicia diversos estudis, com els de Col-
let i Gardiner [14, 15] als quals se’ls pot atribuir la fundacio del formalisme
input-output i també el de Carmichael [7] que aporta alguns arguments claus
per entendre aquesta subtil propietat de la llum comprimida i la seua gen-
eracié. Més recent encara, el treball de Gea-Banacloche i altres [31] busca
explicar amb més rigorositat i a ’hora de forma més intuitiva perque el grau
de compressi6 de la llum dins de la cavitat és diferent del grau de compressié
fora de la cavitat.

Aquestos treballs mostren clarament que la reduccié del soroll quantic és
en general diferent a l'interior i a I’exterior de la cavitat. Aquesta distincié
és crucial tal i com es pot il-lustrar amb exemples com el cas de 1’oscil-lador
parametric degenerat, en el qual el maxim squeezing dins de la cavitat esta
limitat al 50% [53] mentre que el camp que ix a l'exterior pot estar per-
fectament comprimit o a l'altre extrem, tal i com mostra 'article de Gea-
Banacloche [32], un camp perfectament comprimit a I'interior de la cavitat
d’un laser en mode phase-locked déna lloc a un output sense cap tipus de
compressio.

Les argumentacions des del punt de vista fisic per explicar aquest com-
portament es poden basar o be en introduir operadors de soroll de Langevin
ad hoc, com ho fan Collet i Gardiner [14, 15] (treball en el qual es basen
Walls i Milburn (cf.[88] cap.7) per desenvolupar el formalisme que empraré
en aquest treball) a partir d’arguments de la simetria temporal o be com
Carmichael [7] a partir de les condicions de contorn a I'espill.

L’explicacié donada per Gea-Banacloche i altres [31] en canvi, es basa
en una aproximacié més fonamental al problema d’acord amb la linea inici-
ada per Lang, Scully i Lamb [44, 45] i desenvolupada més tard per Ujihara
[81]. Aquestos autors quantitzen rigorosament el camp en una cavitat ampla
("Punivers"), la qual subsumeix la cavitat laser. En particular, val a dir que
a partir d’aquest model, foren Lang i Scully [45] els qui primer introduiren
els termes de "soroll" de Langevin sense recérrer a la idea de "rebost'.

Pero, més enlla de la modelitzacié del procés, i d’acord amb la Iinia
seguida en aquest treball, per deduir la relacié entre les correlacions i també
de l'espectre de correlacions (eina fonamental tal i com es veura més enda-
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vant) seguiré la técnica exposada per Walls i Milburn [88].

La diferéncia amb el model emprat fins ara radica en qué fins aci s’ha trac-
tat el camp exterior a la cavitat com un rebost en equilibri térmic. Aquest
bany térmic és simplement un sistema passiu amb el qual el sistema gradual-
ment va arribant a l’equilibri. Es tracta, ara, explicitament el rebost com un
camp extern a la cavitat, per tal de determinar I’efecte de la dinamica d’allo
que ocorre a l'interior de la cavitat sobre I'estadistica quantica del camp ex-
tern (precissié necessaria per al cas de la generacié dels estats comprimits a
causa de la diferéncia de la interfase entre el camp a l'interior de la cavitat
i el camp eixint). Des d’aquest punt de vista, es tracta també el camp que
s'introdueix a la cavitat explicitament.

Aquesta formulacié, qué déna compte tant dels camps que s’introdueixen
a la cavitat com dels que n’ixen, és citada com la teoria input-output, for-
mulada, tal i com s’ha comentat, per primera vegada per Collet i Gardiner
[14], i parteix de les equacions d’evolucié per a un operador a la imatge
d’Heisenberg de les quals se n’obté la relacié entre operadors

Gour (1) + i (1) = /2720 (1), (143)

on Gy, (t) correspon al camp que ix de la cavitat, a;, () al camp que intro-
duim, a (t) al camp dins de la cavitat i 7y és la corresponent a les perdues
per transmissié de 'espill a través del qual ix el camp a Pexterior (com s’ha
vist una constant d’acoblament amb ’exterior).

Partint d’aquesta relacié es pot obtenir ([88],cap.7), per a les correlacions
a temps diferents, I’equivaléncia

(b (1) (1)) = 29" (a1 (1), () + (144)

on el sfmbol :: indica ordenacié normal per als operadors i on s’ha emprat la
notacié (A, B) definida abans (47).

L’ordenacié normal de les correlacions a temps diferents implica també
Iordre temporal dels operadors interns que ens cal per tal de calcular les
correlacions a 'exterior. Aquesta relacié es pot veure si se n’adonem que
I'evoluci6 del sistema barrejara af i a . Aleshores a (t + 7) conté ambdés oper-
adors. En productes en ordre normal a (¢ + 7) ha d’estar sempre a l'esquerre

de @ (t) i d’igual manera a' (t + 7) ha de romandre a la dreta de af (t). Es a
dir

+7)al(t)), (145)

(at+7)a(t)p = t
(tya'(t+71)), (146)

(
(@ (t+7)alD), = (i
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per a valors de 7 possitius, en cas contrari cal escriure

(a(t+1)a(t)p, = (@@)a(t+71)),7<0; (147)
(@ (t+71)a(t)p = <€LT (t+71)al (t)), 7 <0; (148)
on els membres de I’esquerre representen les mitjanes sobre la funcié P.

D’aquesta manera si es defineix la matriu de correlacié en ordre normal
"fora" com

~—

<&out (t + T) 5 CAlout (t)> CAlj;ut <t> ) dOUt (t +T

: Cot (T) 1 =
t (b (6 +7) stous (1)) (b (1) @l (24 7)

, (149)

esta relacionada amb la matriu

C(alt+T)a®)y (0t @.at+ms .
CP“”‘(«f@+r»a@»P<awwmw@+7»p)’ (150)

a través de la relacid
: Cout (1) 1 =29"Cp (1) (151)

on s’ha considerat, per simplicitat, solament el cas 7 > 0 .
Si es fa la transformada de Fourier es troba

S (w) = /_ T () erdr, (152)

que, d’acord amb el teorema de Wiener-Khinchin, és ’espectre de correlacions
i permet calcular aquest espectre "fora" de la cavitat

: Sout (W) 1 =29 Sp (W) ; (153)

on el subindex P fa referéncia, de nou, tant a ’ordenaci6 dels operadors com
a la distribucié de quasiprobalitat corresponent.

Cal fer encara dos afitaments a la relacié que s’acaba d’establir; d'una
banda, sols és valida per a ’ordre normal - distribucié P en conseqiiéncia -,
ja que per a l'ordre antinormal i el simeétric no existeix cap relacié senzilla. De
Paltra, les constants de relaxacié de la relacié input-output v°** (143) definida
com les pérdues a través de l'espill i la definida en el Liouvillia v (84) definida
com taxa de pérdua de fotons, no tenen perque ser iguals ja que ~ incorpora
totes les pérdues del sistema i v°“* solament les que es produeixen a través de
I'espill d’eixida. Malgrat agd, com que, per construccid, sempre es cumpleix
v > %% g partir d’aci empraré, i sempre que no es faca mencié explicita del
formalisme input-output, v per a totes les expresions i deduccions.
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8 Correlacions a temps diferents: espectre de
correlacions i espectre de squeezing

Tal i com s’apunta a ’apartat anterior una eina apropiada per estudiar les
fluctuacions d’un camp electromagnétic quantic E (t) és el seu espectre, el
qual es defineix com la transformada de Fourier de les correlacions del camp

A ~

<E (t+71),E (t)> on es torna a emprar la notacié explicada a dalt (47) i que
es manté al llarg del treball.

En particular, quan s’estudien les fluctuacions de les quadratures del camp
eixint, hom empra l'espectre de fluctuacions [14, 16] definit com

V() =1t [Cdre (Xn ) K 00), 5
on la notacié i la definicié de les quadratures és 'emprada al segon capitol
(43,44), la notacié Xfut indica que la relacié entre aquestos operadors i els
operadors quadratura és I’establerta a la teoria input-output (144), :: indica
ordenaci6 normal i el sumand unitat correspon al soroll del buit (30).

A partir d’aquesta darrera definicié també es pot escriure l'espectre de

fluctuacions com
1% (X‘Qw) =14 27"Sp (X”;w) , (155)
on s’ha introduit 'espectre de squeezing

Sp (Xm) - / " drer <X¢ (t+7), X% (t)> . (156)

—00 P

8.1 Espectre de squeezing per a les diverses distribu-
cions de quasiprobailitat

Tal i com s’exposa a l’article esmentat com a primera contribucié original
d’aquest treball [25] una combinacié de dues s-ordenacions [6] de correlacions
temporals, per exemple antinormals (s = 1) i simétriques (s = 0) tal i com
s’obtenen a partir de les representacions ) (Husimi) i W (Wigner) [8, 30, 88|,
poden servir per obtenir I’espectre de squeezing enunciat a dalt.

Expose en primer lloc 'exemple de les distribucions ) i W. Si s’observa
que per construccié es cumpleix

2(at+7),a@)y =(at+7),a)p+{at+7),a()g, (157)
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on el subindex indica, de nou, la distribucié emprada per obtenir les correla-
cions. Es segueix que

falt+7),a(t):)=2(alt+7),al)y —{(a(t+7),a(t))g, (158)
1 per tant,
Sp (X%w) — 25 <X“";w) — 8o (XW;W) , (159)
i Pespectre de fluctuacions (154) queda
Vv (X“’;w) =1 4 2y [2SW (X“’;w) - S0 (X“";w)} . (160)

Aquesta relacié es pot generalitzar per a qualsevol parell de correlacions a
temps diferents s-ordenades. A partir de la definicié d’una correlacié a temps
diferents s-ordenada

_1+s 1—s

la(t+7),alt)),=—{alt+7),a))p+——(alt+7),a(t),,

amb s € [—1, 1], es dedueix que

(at+T71),a(t)p= i:j (a(t+71),a((t), + 1—s

(a(t+7),a()y,
(161)
per a qualsevol s # s'. Equacié general (161) de la qual es pot deduir
I'equivaléncia (157) si s = 0 (ordre simétric, obtingut a partir de la distribucié
W)is" = —1 (ordre antinormal, obtingut a partir de la distribucié @)). Ara a
partir de la mateixa argumentaci6 que porta a I’equacié (160), es pot obtindre

S s —s

S/

Sp <)A(“0;cu) = L= S, <X’“’;w> + !

s—s' s —s

— S

Sy (X’@; w) (162)

i 'espectre de fluctuacions queda

Vv (X‘Qw) =14 27y [i:z:SS <X“’;w> + 1/_ SSS/ (X‘p;w)] . (163)

s =S

8.2 Espectre de squeezing per al cas de la biestabilitat
optica

El camf seguit en aquest apartat consisteix en deduir 1’espectre de correla-

cions per al cas de la biestabilitat optica a partir de les equacions de Langevin

linealitzades i a partir d’ell obtindre el seu espectre de squeezing i el de fluc-
tuacions.
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El primer pas serda doncs, calcular la matriu espectral de correlacions
C®) (w) d’elements

o (w) = /oo dre™™7 {a; (t 4 7) caj (1)), (164)

la qual es pot deduir facilment de les equacions de Langevin linealitzades
(141), si emprem [12]

CO (W) & Ol (@), (165)
Chun @) = (Atiwl) DO (A7 —iwl) (166)

on I denota la matriu identitat de 2 x 2, D® = D®) (a = @) i & la soluci6
estacionaria tal i com es descriu a (139-142). Per calcular aquesta matriu
CE) e (w) cal recérrer per tant a la solucié estacionaria (134,135), tal i com
ja s’ha deduit a 'apartat 6.3.2. A partir d’aquesta solucié el resultat obtingut
per a la matriu espectral és

2(A =20+ in[2+s(Q? —1)]

O (w) = ~Le 1) 4 , (167)
0 () = Lt 1‘3}?}?2? @r-4)]
i) @) = [c] @), 8 @) =8 (-w),
on s’ha emprat la notacié
Q=w/y T=3U-1,)(I-1_), (168)

i s’han emprat els mateixos canvis de notacié que a l'estudi de les solucions
estacionaries (136).

Aquesta expresié mostra, a més a més, que en els punts de la bifurcacié
(I=1,61=1_),7T =01 en conseqiiencia tots els C’i(;) (w) divergeixen en
w = 0.

L’espectre de squeezing del camp fora de la cavitat es pot calcular (cf.
162) a partir de l'equacié

S (X%w) = 7 [0 () e + O (@) e + OF () + O ()] - (169)
que duu a ’expressio
295, (X% w) = [2I(A—2[)cosy) —nl [2+ (* —T)] sin¢
+2I7 4+ (1 —5) (P + )] [(92 ~7)" + 492} B ;(170)
vo= 2(p—9). (171)
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Quantitat que permet calcular S,,; (X?;w) tal i com es dedueix de I'equaci6
(153) i del fet que s’ha establert la indentitat v,,, = 7.

Per comprovar la validesa d’aquest resultat i per salvar ’escull de la in-
exactitud de les equacions de Fokker-Planck utilitzades fins aqui, al proper
apartat es desenvolupa el formalisme relatiu a les distribucions P general-
itzades que sera 'emprat a partir d’ara i en els treballs del grup donada la
seua idoneitat per a I'estudi de les fluctuacions quantiques.
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9 Les distribucions P generalitzades

9.1 La solucié al problema de la matriu de difusié no
definida semipositiva

Drummond i Gardiner introduiren en 1980 [20] una classe de representacions
d’operadors quantics en ordre normal, que generalitzen la P de Glauber-
Sudarshan, emprant una projeccié no diagonal sobre operadors d’estats co-
herents.

Com s’ha escrit abans la P de Glauber-Sudarshan és una projeccié de la
matriu densitat en una base diagonal d’operadors propis dels estats coherents
(89), perd a causa de la sobrecompletitud dels estats coherents, 'expansié
en la base diagonal, P («,a*), no és unica i per tant no és una funcié ben-
definida.

La idea de Drummond i Gardiner fou la d’emprar una classe de general-
itzaci6é de la P a partir de la projeccio no diagonal sobre operadors d’estat
coherent. La seua generalitzacié es bassa en una nova definicié de la métrica
d’integracié i la introduccié de I'operador

A(a,B) = la) (5] / (5] @) = exp (aa’ — af3) 0) (0] exp (Ba)
de forma que:

p= [ PlaB)Aas)du(as) (172)

on es manté la denominacié P i no es defineix la metrica du (a, 8) ja que en
funcié d’aquesta definicié es pot optar entre diverses generalitzacions de la
funcié P:

En primer lloc, si a partir de 'expressié (172) s’escull la métrica

du (. B) = 8% (" — B) dadp, (173)
s’obté la P de Glauber.
En segon lloc, la representacié resultant d’escollir

du (o, B) = dadps, (174)

on a i [ sén tractades com variables complexes independents (tot i que
cumpleixen (a)* = (/3)) les quals han de ser integrades en contorns individu-
als C,C". Es Panomenada P-complexa, donat que P («, 3) agafa valors en
el pla complex.

I per iltim, si es tria

dy (o, B) = d*ad?8, (175)
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en la qual les variables «, 3 varien independentment en el pla complex, és
adir o« = o, +10y ; B = 0, +if,;; s'obté la representacié que s’anomena
P-positiva.

Aquesta sera la distribucié que empraré en la resta de treballs d’investigacié
ja que al mateix article de Drummond i Gardiner es demostra que aquesta
representacié P («, ) existeix per a qualsevol operador densitat i sempre
potser escollida positiva, motiu pel qual es anomenada P-positiva.

Igualment es pot provar que si existeix ’equacié de Fokker-Planck en la
representacié de Glauber-Sudarshan, existird una Fokker-Planck correspo-
nent, per a la P-positiva, amb el coeficient de difussié semidefinit positiu
que ens permetra aplicar totes les técniques descrites en els capitols anteriors
per a les distribucions de quasiprobabilitat i permet obtenir les correlacions a
temps diferents d’operadors ordenats en ordre normal i per tant aplicar el for-
malisme "input-output" sense recérrer a la combinacié de dues distribucions
s-ordenades.

La forma de procedir és la segiient: es converteix, a ulls tancats (naively
en paraules de Drummond i Gardiner [20]) I'equaci6 de Fokker-Planck obtin-
guda a partir de la distribucié P de Glauber (i per tant amb una matriu de
difusi6 no necessariament semidefinida positiva) en les equacions de Langevin
corresponents a la integracié per les regles d’Ito i es substitueixen les variables
(o, ) per (a, 5) (veure (132))

& = By —(y+1i(0 - s9)) a+igaB + Bii&; (t) + Biz&, (1) ; (176)
B = Ey—(y—i(0—s9))B —igap® + Bu&, (t) + Bay (t);

9.2 Aplicacié de la P-positiva al cas de la biestabilitat
optica

Tal i com es dedueix d’alld afirmat a I'apartat anterior, la utilitzacié de la

distribucié P-positiva (d’ara endavant distribucié P) permet cercar el seu

espectre de squeezing de forma exacta (dins de I'aproximacié lineal que em-

prem a les técniques descrites). Aixi l'expresié (155) relativa a I'ordenacié
normal dels operadors es pot escriure

V(X%w) = 1+29"Sp (X% w), (177)
Sp (X% w) = / dre ™" <X‘p (t+7), X% (t)>7> :
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Valor que es pot calcular a partir de les equacions estocastiques obtingudes
per al sistema estudiat (176) i de les seues equacions de Langevin linealitzades

Lo = Abo+ BE(t) (178)

dt
So = < gg ) , (179)

i les matrius A i B, sén idéntiques a les definides en (139,140).

Per tant, les equacions linealitzades de Langevin (178) sén, per construc-
ci6, idéntiques a les obtingudes amb la distribucié P de Glauber. Aleshores,
I'espectre de squeezing qué obtenim a partir d’elles és també el que hem
obtingut en apartats anteriors amb la P de Glauber. Aixo sembla paradoxal
perque implica que tot i que la les equacions de Langevin obtingudes a par-
tir de la distribucié P de Glauber no es comporten bé (matriu de difussié
no semidefinida positiva), es pot ignorar aquest fet i obtindre I'espectre de
squeezing correcte.

D’acord amb el que s’acaba de demostrar sembla innecessari introduir la
distribucié P-positiva per arribar als resultats finals; pero aquest extrem no
és cert, ja que aquesta darrera distribucié és necessaria per interpretar els
resultats que proporcionen les equacions de Langevin no lineals provinents
de la P de Glauber. En conseqiiéncia, I'espectre de squeezing donat per
I'equaci6 (170) amb s = 1 és correcte dintre de ’aproximacié lineal i no es
requereix cap altre calcul.

Arribats a aquest punt es poden interpretar els resultats obtinguts. Si
hom reescriu primer 'equacié (162) pera s=01s = —1

on

Sp (X% w) =25 (X% w) — Sg (X% w), (180)

es facil veure que pel que s’acaba de discutir respecte a la P-positiva es pot
reescriure com (atencié al subindex de lesquerra)

Sp (X% w) =25y (X% w) — Sg (X% w). (181)

Aquesta equacié afirma que tot i que ’equacié de la distribucié de Wigner
ha estat mutilada en llevar-li els termes amb terceres derivades i qué la matrid
de difusi6 per a la distribucié @) no es sempre semidefinida positiva (inica-
ment ho és en un domini de l'espai de parametres), 'espectre de squeezing
que obtenim a partir d’elles mitjancant ’equacié anterior és correcte dintre de
I’aproximaci6 lineal. Sembla doncs, que les terceres derivades de 1’equacié de
la distribucié de Wigner no juguen cap paper en ’aproximacié lineal, com no
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ho juga el fet que la matrii de difusié no siga semidefinida positiva. Aquesta
és la principal conclusié que es pot extraure de la comparacié entre els cal-
culs realitzats mitjangant la P-positiva i els realitzats amb les distribucions
s-ordenades (cf. [25]).
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10 Guia per no perdre’s en ’estudi de la re-
duccié quantica del soroll

Amb les técniques descrites en aquesta primera part és possible establir una
guia per poder estudiar la compressié (o no) del soroll quantic associat a les
quadratures d’'un camp electromagneétic en diversos sistemes fisics i en els
diferents processos que hi puguen tindre lloc.

El resum de la técnica a emprar es pot redactar a partir dels enunciats
dels diversos capitols desenvolupats fins ara:

1.— Obtenci6 de ’'Hamiltonia del sistema.

2.— Obtencié de la Master Equation.

3.- Obtencié de I’Equacié de Fokker-Planck i les equacions estocastiques
corresponents mitjancant la distribucié P-positiva.

4.- Obtencié de les solucions estacionaries corresponents a les equacions
de Langevin sense els termes de soroll.

5.- Deduccio de les equacions de Langevin linealitzades.

6.- Deduccié de 'espectre de squeezing.

7.- Analisi del resultat i elaboracié de conclusions

Aquest sera doncs, el cami seguit a partir d’ara amb els sistemes estudiats
a la segona part d’aquest treball i una bona guia per a totes aquelles persones
que desitgen endinsar-se en el mén de l'estudi de la reduccié quantica del
soroll associat a un camp electromagnetic.
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Part IV
Generacio de llum comprimida
en cavitats no lineals

11 Squeezing de polaritzacié i de quadratura
al model de cavitat Kerr vectorial

11.1 Introduccié

La biestabilitat optica dispersiva fa temps que va ser objecte d’estudi per la
seua capacitat d’assolir squeezing de quadratures [19, 48, 58, 87, 88] i a la
primera part d’aquest treball s’ha emprat aquest sistema, anomenat cavitat
Kerr escalar pel fet de que el régim a l'interior de la cavitat és d’'un sol
mode del camp amb polaritzacié lineal, per exposar un exemple d’estudi de
reduccié quantica del soroll.

En el capitol que inicia aquesta part caracteritzaré una generalitzacié
del sistema esmentat: la cavitat Kerr vectorial [26, 66]. Aquest sistema
és l'escollit al principi d’aquest treball al capitol 4 "Descripcié quantica
d’un sistema optic: Hamiltonia i equacions d’evolucié" i partiré per tant
de 'Hamiltonia descrit (78) per esbrinar les equacions d’evoluci6 i les seues
propietats relatives al soroll quantic del camp electromagnétic.

Un cop descrit el model emprat, hi estudiaré I’squeezing de polaritzacié
i de quadratures en el camp eixint de la cavitat; ja que com es veura més
endavant, la cavitat vectorial Kerr mostra squeezing de polaritzacié (un tipus
de compressié que també es definira més endavant). En particular, veurem
que aquesta compressio de polaritzacié és Optima en els punts de bifurcacié
de la biestabilitat, quan el camp amb polaritzacié ortogonal a la del camp
injectat no s’ha engegat i d’aquesta forma es mostrara que aquest procés pot
actuar com un compressor de polaritzacio.

El capitol s’estructura de la segiient manera (d’acord amb la guia expli-
cada al final de la primera part): A Papartat 2 es dedueixen les equacions de
Langevin per a la cavitat Kerr quan s’injecta un camp coherent polaritzat
linealment, equacions derivades de I'’equacié de Fokker-Planck que verifica la
distribucié P-positiva. A Dl'apartat 3 es repassen les solucions estacionaries
i les propietats d’estabilitat del sistema. Les equacions de Langevin lineal-
itzades al voltant de la solucié estacionaria i I'espectre de les fluctuacions
quantiques s’introdueixen a ’apartat 4. L’apartat 5 es dedica a I’analisi de
I’'squeezing de quadratures. Aleshores a I'apartat 6 s’introdueixen la defini-

67



ci6 dels operadors quantics de Stokes i la de squeezing de polaritzacié. A
I’apartat 7 s’estableixen les relacions entre les variancies dels parametres de
Stokes i 'espectre de squeezing de quadratures i també s’analitza la compres-
si6 de la polaritzacié en aquest sistema de forma que dedique especial aten-
ci6 al fet que I'squeezing que ocorre a les bifurcacions afecta principalment
a la solucié linealment polaritzada, perd considerant també la compressio
en polaritzacié en el cas particular de la solucié polaritzada el-lipticament.
Finalment, ’apartat 8 el dedique a resumir les conclusions assolides.

11.2 Model

Tal i com s’acaba d’exposar el sistema fisic escollit, cavitat Kerr vectorial,
coincideix, fil per randa, amb el descrit al capitol 4 "Descripcié quantica
d’un sistema optic: Hamiltonia i equacions d’evolucid” i aqui recordem que
es considera una cavitat optica amb un medi Kerr isotropic al seu interior i
s’assumeixen pérdues per a la cavitat solament en un dels espills de forma
també isotropa, és a dir les mateixes pérdues per a les dues polaritzacions
independents possibles. S’injecta un camp laser extern, la freqiiéncia del qual
és suficientment llunyana de qualsevol ressonancia en el medi no lineal (condi-
ci6 que fa possible que la interaccié siga descrita per una susceptibilitat no
lineal cibica) pero de freqiiéncia propera a algun mode de la cavitat optica.
S’assumeix que el camp injectat és linealment polaritzat, concretament en la
direccié x. Com que les pérdues no afavoreixen especialment la polaritzacié
del camp injectat, sota certes circumstancies [66] el camp intracavitat pot
experimentar una inestabilitat de polaritzacié permetent la generacié d’un
camp polaritzat ortogonalment respecte de l'injectat (en aquest cas, polar-
itzaci6 en la direcci6 y), d’aqui la denominacié de cavitat Kerr vectorial.

Recordem que "'Hamiltonia que descriu el sistema (69) és, en la imatge
d’interacci6

I:—, - ]:IO + I:—,emt + Hint’ (182)
amb
Ho = h(we—wo) (a{al + &;&2) , (183)
H., = ihEy <a§ - a1> , (184)
. 1
Hu = —hng |5 (aPa} +alfa3) | (185)
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on les parelles d’operadors creaci6 i destruccié (al,a,) i (al,as) corresponen

als dos modes ortogonals intracavitat, els subindex 1,2 fan referéncia a les
direccions x,y de polaritzacio, Ho correspon a I’Hamlltoma lliure dels dos
modes ortogonals intracavitat, Hem descriu el camp injectat coherent, Hmt
és ’Hamiltonia d’interaccio6 i la resta de notacio és en tot concordant amb la
definida al capitol 4.

A partir d’aquest Hamiltonia i tractant el buit extern com un rebost,
seguint de nou, el cami definit als capitols 4 i 10, es pot obtenir I’'Equacié
Mestra que governa l’evolucié de la matriu densitat p dels modes intracavitat

%A _ %[ﬁ,p}+& (186)
A= ) ([awpal] + [apal]). (187)

on el terme A és el Liouvillia i v denota les pérdues de la cavitat i, a 1'igual
que s’ha definit a Iapartat 4.7, la constant de relaxacié de la intensitat o
cavity photon loss rate ve donada per la quantitat 2+.

Ara, la representacié P-positiva ens permet establir una correspondéncia
entre els operadors i els niimeros-c «; (t) i a; (t) respectivament, que satisfan

en valor mitja
1) = (a7 (1)) (189)

Si hom calcula, d’acord amb les técniques descrites abans, ’equacié d’evolucié
d’aquesta distribucié P (e, t), pot obtenir I'equacié de Fokker-Planck

4

) G, 1 0
o " |2 @ 5 gm0

1= )=
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amb a = col (al, af,ag,a;) i
Al () = Ep—~(1+inA)ay +ing (190)

B
2 2
X |ajaf + Aajasay + 5 afa;|,

Ay(a) = Ey—~(1—inA)af —ing (191)
i B
X | (af)Q + Ao anag + P (a;)z} ,
As(@) = —y(1+inA)ay +ing (192)

[ B

x |asay + Aaaf ag + 504%043“] ,

Ag(a) = =y —inA)ay —ing (193)
[ B

X [an (a;)Q + Aajafag + 3 (Oéf)2 062] ;

on el parametre de desintonia A és

1 A I
A—ﬁ{wc—wo—ng<l+§>1—ﬁ(wc—wg), (194)

amb w. = w. — ng (14 .A/2) la freqiiéncia del mode propi de la cavitat
desplagada a causa de la contribucié de les fluctuacions del buit (que depenen
de l'ordenacié dels operadors com ja s’ha vist a 'apartat 4.5). Finalment,
els elements de la matriu de difusié sén

B
Dy = ing (a% + 5@%) ) (195)
. B
Doy = —ing [(O‘T)Q + b (a;)z} ) (196)
B
D33 = ing <a§ + 504%> ; (197)
. B
Dy = —ing {(@)2 +3 (af)ﬂ : (198)
D13 = D31 = _/L.T/gA@l@Q, (199)
Doy = Dy =ingAaay, (200)

estant nuls la resta d’elements.

Aquesta equacié de Fokker-Planck ben definida déna lloc, tal i com també
s’ha explicat al capitol 6, a una série d’equacions de Langevin via regles d’Ito.
La descripcié i notacié d’aquestes equacions és en tot igual a la descrita en
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lapartat corresponent (123), igual que succeeix amb les propietats verificades
pels termes del soroll (125,126). Escric a continuacié la forma general de les
equacions per fer explicits els canvis de notacié

do

dt
on A = col (Aq, As, A3, Ay) , &€ = col (&,&7,€,,65 ), amb &, (¢) i & (¢) sorolls
gaussians independents i B (a) la matriu resultat de realitzar la descomposi-
ci6 D (a) = B(a).BT (a) de la matriu de difusié de 'equacié de Fokker-
Planck (189).

=A(a)+B(a)&(t) (201)

11.3 Model en el limit classic

Les equacions (201) si s’eliminen els termes de soroll i s’interpreta o com

af d’acord amb la definicié6 donada en (188), corresponen al limit classic

d
% = Ey—y(1+inA)a (202)
. B .
+ing l|a1|2 o1 + Aoy o) + Eozlag] ,
d
% = —y(1+inA)ay (203)

. B, .
+ing l|a2|2 g+ Aloq|? g + 50&?042] .
Equacions que exhibeixen la simetria {ay, as,n} < {af, a3, —n} (recordem
que hem pres Fj real sense pérdua de generalitat).
Si s’introdueixen els canvis

r=qt, E= 5\/§E0, A = \/ga (204)

les equacions (202,203) coincideixen amb les descrites als treballs sobre la
cavitat Kerr vectorial publicats pel nostre equip per caracteritzar el sistema
[66, 59] i per tant es pot aplicar el seu analisi en tot allo que fa referéncia als
punts i tipus de bifurcacié.

Aquestes equacions tenen dos tipus de solucions estacionaries: la solucié
monomode (o solucié polaritzada linealment en la direcci6 de la polaritzacio
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del mode injectat), d’expressi6

2
E2 = |1+ (A - 2115) ] I, (205a)
fy
Vs
¢, = arccos (’y ! ) (205b)
Eqy
Ly = 0, (205¢)

on a; = /I;,e"%= a lestat estacionari (j = 1,2); i la solucié bimode (o
polaritzada el-lipticament)

A
Egjls = ’72([15 + 123)2 + 92([13 - [25)2([13 + Iy — 77)27 (206a)

A 2 2
Ly = 12 AL+ \/(§> - <1) , (206h)
g g

Vel I
¢y, = arccos [onls (1 - Iils)] : (206¢)

1 <7A - gIls - Ag[?s)

P9y = ¢, + = arccos
? ' %glls

. (206d)

Destaque aqui que per al present estudi i per simplicitat en la seua exposi-
ci6, em restringiré al cas dels liquids, per als quals [3] A =1/41 B = 3/2 (s’ha
de dir pero, que el cas més general, incloent-hi possibles anisotropies en les
pérdues de la cavitat esta estudiat a I'article esmentat [66]). Es interessant
afegir que no existeix un valor llindar per als coeficients de Maker-Terhune
per a 'existéncia de la solucié bimode, siné que el que ocorre és que la injec-
ci6 necessaria per tal que la solucié bimode existisca tendeix a infinit quan
B — 0 (limit que correspon als medis homogenis en els quals 1’electrostriccié
és D'origen fisic de la nolinealitat [3]).

Tornant a les dues possibles solucions, la solucié monomode (o # 0, g =
0) pot patir dues bifurcacions: una tangent (bifurcacié que pot donar lloc a
l’aparicié de biestabilitat) iuna bifurcacié tipus forca o pitchfork (bifurcacié
que déna lloc al canvi de la soluci6 monomode a la solucié bimode i, per
tant, a un canvi en la polaritzacié del camp emes). Ressaltem que la solucié
monomode no pot patir bifurcacions tipus Hopf.

La biestabilitat de la soluci6 monomode o polaritzada linealment re-
quereix que A > /3 i la regié de multisolucions existeix per a valors de
la injecci6 entre Ef _ i E§ , amb

g -2 [A (A?49) 77 (A% - 3)3] (207)
O,IF 27g 77 )
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o, de forma equivalent, per als valors de la intensitat a l'interior de la cavitat
entre I i[5 amb

2A + /A2 -3

39 '
La bifurcacié de polaritzacid, ocorre quan la injeccié assoleix el valor

373 1
B2, =" KAQ + 5) <\/9A2 8- SA) . A] , (209)
’ g

o, de forma equivalent, per als valor de la intensitat a l'interior de la cavitat
—A++V9A2 +38
29 '

Per valors més grans que E&pol (0 I1s > I15par) la solucié és sempre polaritzada
el-lipticament i existeix per a qualsevol valor de A.

Ly =7 (208)

[1s,pol =7 (210)

‘pelarization instability 1
P EE TS R

o)

Intensity

Figura 11: En (a) representem en el pla (E? A) les dues bifurcacions tan-
gents (linies continues) i de la bifurcaci6é de polaritzacié (linia discontinua).
Les bifurcacions down i up reben aquestos noms a causa de que ocorren,
respectivament, en la branca més baixa o en la més alta del cicle d’histeresi.
En (b) les intensitats d’eixida estan representades en funcié del valor de la
injecci6 E? per a A = 2. Les linies discontinues en (b) indiquen solucions
inestables.

En la figura (11) es representen les localitzacions de les dues bifurcacions
tangents i la inestabilitat de polaritzacié en el pla (A, E?) (notacié ja definida
en (204)).
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11.4 Espectre linealitzat de I’squeezing de quadratures

Torne ara a la descripcié quantica del sistema: Per tal de descriure la dinamica
de les fluctuacions quantiques, i de nou seguint el cami tracat a la primera
part d’aquest treball, es linealitzen les equacions quantiques de Langevin al
voltant de les solucions estacionaries del camp. Es a dir, escrivim a= a5+ 0
i d’acord amb el procés algebraic descrit a I'apartat 6.4 I'expressié final
d’aquestes equacions és (veure 141),

%5a:zﬁi5a+§£(t)7 (211)
amb B .
Ay = (%)a:as , B=B(a=a,). (212)

D’altra banda, recordem que les fluctuacions quantiques és caracterizen mit-
jancant el seu espectre, el qual ve donat per la matriu espectral

Sij (w) = /_Oo dte™" (5c; (0), 0c; (1)), (213)

o0

matriu que també hem descrit a dalt (152) i que, d’acord amb les deduccions
de Chaturvedi i altres [12], pot ser obtinguda directament des de I’equacié
de Fokker-Planck (190-200) mitjancant

S(w)::<ﬁs+iad>1f)<AT<—iwI>1 (214)

amb D = BBT (en relaci6 a les equacions de Langevin linealitzades) i I la
matriu identitat. Expressio llarga, pero senzilla d’esbrinar.

El que interessa ara és trobar les fluctuacions dels camps fora de la cavitat
i per a aix0 cal emprar la teoria input-outpt. Teoria que, com s’ha vist al
capitol 7, ens déna per al cas de la distribucié P-positiva.

%ﬂ@:/ dte™ (502 (0), 605" (£)) = 245y (w) . (215)

Pero per estudiar I’espectre d’squeezing la matriu de correlacions aixi definida
(215) no és una eina 1til i el que cal emprar sén les expresions de les fluctua-
cions de les quadratures (veure (26,43))

(5Xj°7%t = (504?“'5 (t) e P4 (504;”’“ (1) e’ (216)

on (3 és l'angle (arbitrari) de la quadratura.
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En conseqiiéncia es pot definir I’espectre de quadratures eixint com
: gout XB / (:0X7% (t) ,0X7% (t+7) 2) e“Tdr, (217)

Iexpresié dels quals en funcié de la matriu espectral (215) apareix a ’apéndix
II.

Per al seu ts posterior, convé també introduir 1’espectre de compresio
creuat, definit com:

:gout (Xjﬂj,X,fk’;w> = /00 < 5X0“t (t),0X7% (t+7) :>e“‘”d7’, (218)

—00

I’expresi6 del qual en funcié de la matriu espectral també apareix a 'apéndix
IT.
Donat l'ordre normal escollit, I’abséncia completa de fluctuacions en una

quadratura del camp implica : S°% <X ]5 ;w) := —1. D’altra banda, si es

vol tindre en compte el soroll de dispar fora de la cavitat, cal adonar-se que
Iespectre de fluctuacions (154) valdra

V(Xf;w) = 1+:85 <X-B;w> 5 (219)

V(Xf-f,x,fk;w> - Sout( 1 XD ) (220)

11.5 Analisi de I’squeezing de quadratura en les bifur-
cacions de la solucié monomode

Es un resultat ben conegut que a les bifurcacions o punts critics sempre hi
ha una quadratura, del mode afectat per eixa bifurcacié, perfectament com-
primida. Al present treball per tant, s’escau estudiar els valors dels espectres
de squeezing en eixos punts critics cercant tres objectius principalment: el
primer, comprovar que efectivament les equacions i les técniques emprades
donen resultats contrastats anteriorment; el segon, estudiar si el segon mode
(Portogonal a la injeccid) pateix també alguna compressié en alguna de les
seues quadratures i el tercer, estudiar si en aquestos punts apareixera també
compressié en les fluctuacions dels valors esperats dels parametres de Stokes
quantics (que s’introduiran més endavant). Els dos darrers objectius sén
propostes originals de ’article publicat pel nostre grup de treball [26].

Per analitzar 1’'squeezing de quadratura en les bifurcacions de la solucié

monomode cal, en primer lloc, calcular el valor de les fluctuacions : S°% (X 15 ; w) 5

: Gout (Xzﬁ;w) D1 St <X151,X§2;w) . per a la solucié monomode, on I, =
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0, (resultats que aparéixen a I'apéndix II (391-393)) per després substituir
els valors de les variables corresponents als punts critics.
Considere ara les diferents bifurcacions separadament.

11.5.1 Bifurcacié de polaritzacié

En aquesta bifurcacié, equacié (210), s’acompleix I15 = Ij5 0, 1 €ls valors de
les fluctuacions : S° ( X7 ;w) i Sout (XY ;w) . es calculen substituint el

valor de la intensitat del camp al llindar de la bifurcacié (210) en les equacions
de I'espectre de correlacions de les quadratures ja especificat per a la solucié
monomode (391-393).

Compressié de les quadratures del camp polaritzat en la direcci6
ortogonal XQB

Seguint per tant el procés de substitucié esmentat, es comprova que hi ha
una quadratura del mode s (el mode que s’engega en la bifurcaci6) que esta
perfectament comprimida per a la freqiiéncia w = 0 tal i com es mostra a la
figura (12).

0 LI B

7T[f2"'|"'|"'
-20 -10 0 10 20

A

Figura 12: La compressi6 optima de la quadratura del mode a5 en la bifur-
cacié de polaritzacié esdevé per a = (wpol,opt/ 2+ qﬁls). Vporopt €S TEPTE-
senta aqui front a la desintonia. En el quadre interior, 'espectre de squeezing
d’aquesta quadratura per a A = 0.

Analitzant el valor de I'angle de la quadratura, 3, que fa maxima la
compressié, es pot demostrar que per a la quadratura comprimida, Xg , el
valor de I'angle que aporta la maxima compressié és 5 = Wpoz,opt /2 + ¢1S),
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1 — AV +9A?
3(1+A2)

Vol opt = — 5 ATCCOS , (221)

2

quantitat que tendeix a zero per a valors grans negatius de A i a —7/2 per
a valors grans positius de A (veure figura 12).

De cara a avaluar la tolerancia a variacions en 'angle /3, a I’estudi realitzat
i per comoditat en la notacié, emprem a l’analisi d’aquestes equacions ’angle
1, definit (a Papéndix IT (398)) com dues vegades la diferéncia entre la fase
de la quadratura, [3, i la fase de ’estat estacionari ¢,.

Fet aquest aclariment i centrant-nos al resultat deduit d’aquesta analisi,
és interessant denotar que el rang de valors de v, al voltant de 1, ., per als
quals s’assoleix 1’squeezing és molt estret i per tant la tolerancia a variacions
de 'angle de la quadratura és molt reduida.

Compressié de les quadratures del camp polaritzat en la direcci6
del camp injectat Xlﬁ

A meés a més, I'altre mode, a1, assoleix valors alts de compressié del soroll
en aquesta bifurcacié (fins i tot si la bifurcacié solament afecta el mode
@3). Aquestos nivells de squeezing tendeixen a la compressié perfecta quan
s’incrementa el valor positiu de la desintonia. En la figura (13) es mostra

I’squeezing de la quadratura X lﬁ =015 per a dos valors de la desintonia.

0.0F

Figura 13: Espectre de squeezing per al mode oy per a la quadratura com-
primida optimament en la bifurcacié de polaritzacié per als dos valors de la
desintonia indicats en la figura.

Tal i com s’escriu a 'eix vertical de la figura (13), ’angle 3 per al qual
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aquesta quadratura X 16 assoleix la maxima compressié és = ¢, (0 el que
¢s el mateix 1) = 0, ja que recordem, (cf. 398), B = (Vo op/2 + ¢15)). Es
mostra a més en aquesta figura I’espectre de squeezing d’aquesta quadratura
que sofreix la maxima compressié i es veu que ocorre a la freqiiéncia

Wopt = \/5 - ;A (—3A +V8+ 9A2). (222)

A la segiient figura (14) es representen tant el nivell de compressié maxima
per aquesta quadratura X f s com la freqiiéncia a la qual esdevé en funcié de
la desintonia.

'[).S T T T l L L T I Ll L 1 ] L T L]

'S(X I lplﬁ-’ opl):

_].U L 1 1 I L L L l 1 L L
-10 =5

Figura 14: Nivell maxim de squeezing (linia continua, eix vertical esquerre)
i la freqiiéncia a la qual s’assoleix (linia discontinua, eix vertical dret) per al
mode «; en la bifurcacié de polaritzacié

En aquest punt paga la pena recordar que pel que fa a les bifurcacions
del sistema, quan A s’incrementa la bifurcacié de polaritzacié i una de les
branques de la bifurcacié de biestabilitat s’acosten, veure figura (11). Aque-
sta propietat és deguda a que els autovalors de la matriu d’estabilitat de les
solucions estacionaries (equivalent a la matriu A de la linealitzacié de les
equacions de Langevin, com ja s’ha dit per al cas de la biestabilitat optica
a l'apartat 6.4 d’aquest treball) corresponents a les dues bifurcacions tenen
valors cada vegada més proxims. Aquest punt de codimensié 2 propicia
I’aparicié d’aquestos nivells de compressié del soroll tan alts.

11.5.2 Bifurcacions de biestabilitat

Les bifurcacions de biestabilitat han estat estudiades des de fa molt de temps
(cf.[88]) i no s’escau aqui descriure en detall aquestes conclusions, a més de
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que no sén necessaries per analitzar 1’squeezing de polaritzacié al segiient
apartat. En aquest text és suficient remarcar els valors de variables i parame-
tres que porten a la maxima compressié per cercar després en eixos punts
critics la possibilitat de compressié en els parametres de Stokes.

0.0

Figura 15: Espectre de squeezing per al mode ay (polaritzacié ortonormal
respecte a la injeccié) de la quadratura amb compressié maxima en la bifur-
cacié tangent superior soferta pel mode «q, per als dos valors de la desintonia
de la cavitat indicats en la figura.

Compressié de les quadratures del mode polaritzat en la direcci6
del camp injectat Xf

Per aquest mode, la compressié perfecta , és a dir : S (Xf ,w) = —1,
ocorre en w = 0 per a un valor de I'angle 5 en particular. Si de nou recor-
rem al canvi definit a 'apéndix II (398), els valors de 'angle ¢ que in-
diquen les quadratures que estan perfectament comprimides, és a dir X iﬁ uport
i Xib dowmort sén

24 AVATZ3
Yupopt = — arccos [ A } : (223)
2—AvA2 -3
¢down,opt - —arccos{ 1 —|—A2 :| 5 (224)

on els subindexs "up" i "down" indiquen les branques superior i inferior,
respectivament, de la solucié estacionaria tal i com es representa a la figura

(11). Val a dir que per a A — 00,0, oor — 01 Vgoum.opt — T Es a dir que,
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per a A — oo en la bifurcacié superior hi ha compressié d’intensitat i en la
inferior de fase.

Pase ara a analitzar en més detall la reduccié de soroll, en aquestes bifur-
cacions, en les quadratures de l'altre mode ('ortogonal en aquest cas) ae, que
roman apagat per al valor de la injeccié al qual ocorren aquestes bifurcacions.

'0.75 l 1 T L] I T 1 T l 1 T L] I ] 1 L)
= _ -
C]
o’ -
=]
+'.ﬂ
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(o]
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— - i
2!
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2 4 8 10

I
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A

Figura 16: Squeezing maxim per al mode a5 en la bifurcacié superior.

Compressié de les quadratures del mode polaritzat en la direcci6
ortogonal X2B

a) Branca superior Si es substitueix 13 = I;, 4 de l'expressié (208)
a l'equacié (392) de l'apéndix II, qué déna l'expressié de l'espectre de la
quadratura Xg , es pot demostrar que la compressié maxima ocorre per a
Y = 2(8—¢,,) = 7, per a freqiiéncies properes a zero i amb A ~ /3
(recordem que la bifurcacié de biestabilitat requereix A > \/§) i per a la
freqiiéncia zero per als valors A > 1.89 tal i com es veu a la figura (15). El
nivell de compressié augmenta amb la desintonia, com es veu en la figura

(16), passant per : S (X;f’“”/?,wopt) .— —0.75 per a A — /3 fins a
. Gout (X;’lsﬂﬂ,wopt) = —0.98 per a A tendint a infinit.

Es important per a les properes deduccions recordar que la compressié
maxima ocorre en ¢ = 7, és a dir § = ¢, + 7/2.

b) Branca inferior Si, analogament a com s’ha fet amb la branca infe-
rior, es substitueix I, = [5_ de l'expressié (208) a 'equacié (392) es pot
demostrar que la compressié maxima ocorre en 1» = 2 (5 — ¢,,) = 7, per a
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Figura 17: Idem que a la figura (15) per a la bifurcacié tangent inferior soferta
pel mode «q, per als dos valors de la desintonia de la cavitat indicats a la
figura.

Wi, = % [7A (A + VA2 — 3) — 15], una freqiiéncia que s’incrementa mono-

opt

tonament amb A des del seu valor minim w = 1/ V3en A =+3. La figura
(17) mostra l'espectre de squeezing S (X;b 15t/ 2, w) per a dos valors de la

desintonia de la cavitat, i la figura (18) mostra la compressié maxima jun-
tament amb la freqiiéncia a la qual ocorre. La compressié no és perfecta [el
nivell maxim és : S (X;)“H/Q;wopt = 1/\/§> = —0.75 per a A = /3], i
decreix amb 'increment de la desintonia. Com en el cas anterior, cal recordar
que el maxim squeezing ocorre en 1 = 7, és a dir f = ¢, + 7/2.

Per 1ltim i per tancar aquest apartat dedicat a la compressiéo de les
quadratures en el régim monomode, resumisc de forma esquemaética quins
sén els punts clau de la caracteritzacié del ressonador Kerr vectorial: a la
bifuracié de polaritzacié es produeix squeezing perfecte per al mode «y i
squeezing molt alt per al mode «;. A la bifurcacié de biestabilitat, en canvi,
es produeix squeezing perfecte per al mode «; i squeezing no perfecte per al
mode ay que sera molt alt en la branca superior (98% de compressié quan la
desintonia creix assimptoticament) i menor en la branca inferior (75% com
a valor maxim per al valor de la desintonia A = \/§)

11.6 Parametres de Stokes quantics

L’estat de polaritzacié de la llum és descrit classicament emprant els parame-
tres de Stokes [2]. Els operadors Hermitics de Stokes es defineixen directa-
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Figura 18: Nivell maxim de squeezing (linia continua, eix vertical esquerre)
i la freqiiéncia a la qual aquesta compressié hi té lloc (linia discontinua, eix
vertical dret) per al mode ay a la bifurcacié tangent inferior.

ment per analogia amb els parametres classics

5* = 1&1 + a2a2, Sy = &1@1 — &gdm
& —ata (225)
1

2+ a2a1, S’g =1 <CALJ£€L1 — didg) .
L’operador SO es refereix a la intensitat del feix (nombre total de fotons),

mentre que Si, Sy i S5 descriuen lestat de polaritzacié. El parametre Sp
commuta amb tots els altres

[S‘O,S*j] —0, j=1,2,3, (226)

mentre que la resta de parametres satisfa les relacions de commutacié de
'algebra de Lie SU(2)

[S’k, Sl:| = 2i8klm;§m. (227)
En conseqiiéncia, la mesura exacta i simultania dels parametres de Stokes és
impossible en general. El commutador no nul de 'equacié (227) implica una

restriccio sobre les variancies dels tres operadors de Stokes en ella relacionats,
d’acord amb les relacions d’incertitud

VkW?iK[Sk,gzDr}‘<3m>‘2> L#m#k, |#Fk, (228)

on

V= (5) - (%) . (229)
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és la variancia del parametre d’Stokes quantic S;. Com que per a les dis-
cussions posteriors és convenient emprar les variancies normalitzades a la
intensitat mitjana s’emprara la definicié

Vi = (& ><AO§ A'“>2, (230)

i la desigualtat (228) queda

2

) (231)

(S0)
Convé ressaltar que com les relacions d’incertitud (228) depenen del valor
esperat dels operadors, la definici6 dels estats polaritzats comprimits [37, 49]
no és trivial.

Tal i com s’ha comentat al segon capitol quan es parlava de la llum com-
primida, en termes de les quadratures del camp, un estat comprimit es aquell
que (a) és un estat de minima incertitud (MUS) i (b) les fluctuacions d’una
de les seues quadratures cauen per sota de les corresponents a ’estat buit
(0, de forma equivalent, de les d’un estat coherent). Obviament la reduccié
de fluctuacions en una quadratura es produeix a expenses de 'increment que
sofreixen les de la quadratura ortogonal. En el cas de I’squeezing de polar-
itzacié no es pot aplicar aquesta definicié a causa, tal i com s’ha comentat,
de l’aparici6 del valor esperat en la desigualtat (228). Amb més detall: un
estat coherent verifica V;, = 1 per a tots els parametres d’Stokes [37]; pero un
estat coherent no és, en general, un MUS en termes de la polaritzacié (ago

ViV >

depeén del seu estat de polaritzacié i si per algun m verifica <§m> < <§0>,

Lo . V2
aleshores obviament V.V, > ‘<Sm> / <So>‘ per a aquest estat coherent ja

que ‘N/kf/l =1). Es tanmateix obvi que poden haver-hi estats per als quals
algun Vj, < 11 no siguen estats comprimits en polaritzacié si, per exemple, el

valor esperat per algun m és <§m> = 0. Es clar que d’aquesta forma no hi ha

cap transferéncia de fluctuacions d’un parametre d’Stokes a un altre. El buit
quantic, per tant, no és una referéncia per a definir 'estat de polaritzacié
comprimit.

Per aquestos motius 1’squeezing de polaritzacié es defineix d’una altra
forma: Un estat de polaritzacié es diu comprimit si [37]

(50
&)

V<

<Vii l#m#£k#0, (232)
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per algun [, per exemple, un estat comprimit en polaritzacié és un estat per
al qual la variancia d’un dels parametres d’Stokes cau no solament per sota
del limit coherent, sino també per sota del limit del corresponent MUS. Si
en un estat de polaritzacié es verifica aquesta condicid, estem davant d’'una
redistribucié de les fluctuacions quantiques entre els diferents parametres
d’Stokes i per tant és un estat comprimit.

Aquest, (232), és el criteri adoptat per nosaltres, pero el debat sobre
quin és el criteri més apropiat per a definir 1’squeezing de polaritzacié ha
progressat i s’aporten aqui les referéncies bibliografiques [43, 37, 49] que n’hi
tracten.

11.7 Espectre de fluctuacions dels parametres de Stokes

A Tapartat dedicat a la compressié de les quadratures ja s’ha vist que les
dues components de la polaritzacié del camp emes per la cavitat Kerr vecto-
rial mostren alts graus de compressié en algunes de les seues quadratures a
les rodalies de les bifurcacions que afecten a la solucié monomode. Ens pre-
guntem ara si aquesta compressio de les quadratures implica o no squeezing
de l'estat de polaritzacié del camp.

Per esbrinar-ho és convenient, per tal de simplificar I'analisi, escriure
I’espectre de les correlacions dels parametres de Stokes en termes de I’espectre
de squeezing de les quadratures (217 i 218) i mostrar aixi{ la relacié entre ells.

Per assolir-ho cal recordar que per a l’estudi perturbatiu escrivim

Q; = o+ 0y, (233)

— Q).
Ojs = Ijse 755

on [js i ¢;, corresponen als valors de 'estat estacionari classic donats per les
equacions (205a,205b) i (206a-206d) per a les solucions monomode i bimode
respectivament.

Si a partir d’aquestes expressions reescrivim, per exemple, el parametre
de Stokes Sy = %Jd}&j, (j = 1,2), obtenim

So= % [ases + 03005 + azdal + 0 (5%5)] (234)
i substituint la descomposicié polar
S() = jziiz []js + 4/ ]js <€_i¢j55d]‘ + eiqus(;&;)} s (235)

expressié en la qual podem identificar les quadratures de cada mode, tal i
com s’han definit en (216), de forma que podem escriure

Lo+ V60X, (236)

J

S()::E%

,2
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Aquesta iltima expressié permet calcular facilment que la correlacié (S (t) , Sy (t + 7))
es pot escriure

(S0, S0) = L (0X14,,,0X16,,) + Tos (0Xa4,,,0Xa4,,)
v/ s o ((0X16,,,0X0,6,,) + (0X0,6,,,0X14,,)) » (237)

i d’aqui es senzill establir la relacié entre els espectres de fluctuacions del
parametre de Stokes Sy i els espectres de squeezing de les quadratures dels
modes implicats si s’aplica directament la definicié d’espectre de correlacions
(215)

Sout (So;w) = I,504 (Xf’ls;w) + I,,5°% <X§2'*;w>

VTS (X1, X475 0)

VT, (X5, X w) (238)
Analogament, per a la resta de parametres s’obté:
S (Siiw) = L8 (XPw) + Bys (X§75w)
VT (X X )
VT (X Xw), 23)

S (Siw) = DS (X{w) + 0S5 (X505 w)

+ V [ls[2sSOUt <Xf}2s7 ngls; w)

/T I5u S (xgls, bect w) , (240)

S (Sgiw) = DuS™ (X[ Hw) 4 B8 (X9 w)
Vs (X0 X )
VR (L)

Es pot veure en aquestes expressions (238 - 241) que lespectre de com-
pressié creuat (218) diferencia 1'squeezing de polaritzacié d’una simple com-
binacié d’espectres de compressions de les quadratures.
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Passe ara a analitzar el comportament de V (Sy;w) = V (Si;w) / <5’0>,

amb <§0> = [1s + Iss. En primer lloc, analitzaré aquest comportament

en les bifurcacions de la solucié monomode i després es descriura també el
comportament de V' (Si;w) en funcié del bombeig per a un valor particular
de la desintonia per a la solucié bimode.

11.7.1 Squeezing de polaritzacié en les bifurcacions de la solucié
monomode

Es pot comencar aquest estudi si recordem que per a la solucié monomode
1o = 0 i traslladem aquest valor a les equacions que relacionen els espectres
de fluctuacions dels parametre d’Stokes i els de les quadratures (238 - 241),
de forma que s’obté directament

V(Spw) = V(Sw)=14: 8% (Xf”;w) : (242)
V(Syw) = 1487 <X§515;w> : (243)
V(Ss;w) = 148" <X2¢15+%;w) : (244)

expressions en les quals s’ha tingut en compte les relacions (219) i la normal-
itzaci6 de les variancies dels parametres de Stokes (230).

Aquestes expressions mostren que en la solucié monomode les variancies
dels dos primers parametres de Stokes corresponen a les fluctuacions de les
quadratures del mode emeés (paral-lel) o per al valor particular de angle de
la quadratura § = ¢,, (és a dir, les fluctuacions de la intensitat) la qual, en
general, no és la quadratura que exhibeix menys fluctuacions. Pel contrari,
els dos 1ltims parametres de Stokes corresponen a les fluctuacions del mode
apagat (ortogonal) ay per als valors particulars dels angles de les quadratures
5:(/51515:(?15"‘%-

Aquestes expressions de les variancies V (S;;w) es concreten per al cas
de les bifurcacions a I'apéndix II i en aquest apartat passe a analitzar els
seus valors en cadascuna de les possibles bifurcacions que afecten a la solucié
monomode.

Convé recordar, abans d’entrar en detall, que per estar a la solucié monomode

(Is5 = 0) els valors mitjans dels parametres d’Stokes sén <§0> = <Sl> = I
i <5’2> = <§3> = 0 i aleshores 'equacié (232) implica que els unics parame-

tres d’Stokes que poden estar comprimits sén Sy i 5’3, i per a ells s’ha de
verificar
(51)

(S0)

Vi < <V, i,j=23, i#]. (245)
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Figura19: Variancia normalitzada del parametre de Stokes S5 en la bifurcaci6
superior i inferior de biestabilitat en funcié de la desintonia. Es mostra el
valor maxim de 1’squeezing

a) Bifurcacié de polaritzacié En aquest cas [, = [15,0, de Pequacié
(210) i és bastant senzill veure que ni V (Ss;w) ni V (S3; w) estan comprimits.
A Tapartat 12.5.1 ja s’ha vist que la compressié maxima de quadratures XQ’B
ocorre en aquesta bifurcacié per a f = (wpol,opt /2 + ¢y,) amb Vol opt tendint a
0 pera A — —ooitendint a —7/2 per a A — oc. Es immediat veure a partir
d’acod que solament per a A — —oo pot océrrer que Vs estiga comprimida
(veure equacions (242-244 i 398)); pero aquesta condicié porta a que aquesta
situacié no siga possible per a valors finits de la desintonia a causa, com s’ha
comentat a 'apartat 12.5.1, de que el nivell de compressié és extremadament
sensible al valor de v. No hi ha, per tant, squeezing de polaritzacié en aquesta
bifurcacié.

b) Bifurcacié de biestabilitat En aquest cas I;; = I, 1, de equacié
(208). El fet que la compressié optima per a les quadratures Xg esdevinga
per a 3 = ¢,, + 7/2 (veure apartat 12.5.2.) implica que V (Ss;w) estiga
comprimida, tal i com es veu a les equacions (242-244). En aquest cas par-
ticular, per tant, I’squeezing de quadratura implica squeezing de polaritzacié.
En la figura (19) es representa el valor de V (Ss;w) minim per a les dues bi-
furcacions de biestabilitat, la qual cosa esdevé a les freqiiéncies indicades a
Iapartat 12.5.2.
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Intensity

Stokes parameters

Figura 20: (a) Valors de la intensitat per als dos modes a U'interior de la cav-
itat i (b) valor medi normalitzat dels parametres de Stokes per a A = 1. La
inestabilitat de polaritzacié esta marcada amb una fletxa en 1’eix horitzontal.
Les linies continua i discontinua en (b) corresponen als dos possibles valors
dels parametres de Stokes com a conseqiiéncia de la biestabilitat de fase de
les equacions (202,203) per al mode «s.

11.7.2 Squeezing de polaritzacié per sobre de les bifurcacions en
la solucié bimode

Donada la complexitat del cas general, en aquest apartat s’estudia la de-
pendéncia de les fluctuacions en funcié de la intensitat del bombeig per a un
valor en particular de la desintonia. He escollit A = 1 donat que per a aquest
valor I'inica bifurcacié soferta per la solucié monomode és la bifurcacié de
polaritzacié (cf. figura (11) on es mostra que per a que existisca la bifurcacié
de biestabilitat cal que A > \/§) En aquesta situacié no hi ha squeezing
de polaritzacié a la bifurcacié tal i com s’ha vist a 'apartat 12.7.1.a. Convé
recordar que a més sabem [66] que per a A = 1 no hi ha cap bifurcacié
secundaria que afecte a la solucié bimode. Estudie ara qué passa un cop
sobrepassada la bifurcacio.

Em centre per tant, en les fluctuacions de la solucié bimode. En la figura
(20) es representen la intensitat de l'estat estacionari i els valors mitjans
de les variancies dels parametres de Stokes en funcié del bombeig, i en la
figura (21) es representen conjuntament el minim valor de les variancies dels
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Figura 21: Valor minim de les varidncies dels parametres de Stokes normal-
itzades (linies continues) i valors mitjans dels parametres de Stokes (linies
discontinues) en funcié de la intensitat del bombeig per a A = 1. El parame-
tre S, esta comprimit en un domini petit de valors al voltant de E? = 3,
com es pot veure en (a) i (c), mentre que S estd comprimit per a E? > 5,
com es pot veure en (c). Per valors més grans de la intensitat del bombeig,
I’squeezing de polaritzacié desapareix.
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parametres de Stokes amb els valors mitjans d’aquestos parametres (no es
mostra en aquesta grafica la freqiiéncia a la qual s’assoleix el minim valor
de les variancies). Cal adonar-se que la compressié de la polaritzacié esdevé
quan les variancies representades cauen per sota del valor mig del correspo-
nent parametre de Stokes, parametre que també es representa en cada figura
(veure equacié 232).

Es veu per tant, que malgrat no existir squeezing de polaritzacié a la bi-
furcacié de polaritzacié, com s’ha vist a ’apartat anterior, quan s’incrementa
el bombeig, els parametres S; i Sy estan comprimits per algun rang de valors
del bombeig (val a dir que V3 incrementa el seu valor per a valors del bombeig
superiors als representats en les figures). La compressié de polaritzacié ob-
servada en aquest cas ha de ser atribuida a l'efecte de I'espectre creuat de
les equacions (238-241). Voldria remarcar que, tot i que sempre hi ha algun
parametre per al qual V (S;;w) < 1, tal i com es veu a la figura (21), i que
no es tracta de compressié de la polaritzacié [37], és clar que el camp eixint
exhibeix menys fluctuacions que un estat coherent i aquesta propietat pot
ser 1til per ser una forma de squeezing d’intensitat.

Aquestos resultats mostren per tant que la cavitat Kerr vectorial exhibeix
compressié de polaritzacié no solament en les bifurcacions i a més hem es-
tudiat per a quins altres valors dels parametres ocorre. Descarte ara seguir
I’estudi general de la solucié bimode a causa de la seua extremada complex-
itat.

11.8 Conclusions

En aquest capitol s’ha estudiat la compressié de quadratura i de polaritzacio
en un model vectorial de la cavitat Kerr. Després de deduir les equacions de
Langevin per a les fluctuacions quantiques a partir d'una equacié de Fokker-
Planck, equacié d’evolucié de la distribucié P-positiva, s’han deduit les ex-
pressions per a les fluctuacions quantiques de les quadratures del camp eixint;
i en funcié d’aquestes s’ha expressat ’espectre de fluctuacions dels parame-
tres d’Stokes del camp eixint. Aquestes darreres expressions sén particu-
larment 1itils per entendre la connexié entre I’squeezing de quadratures i de
polaritzacié i faciliten I'estudi d’aquest tltim.

Mitjancant I’analisi de I’espectre de fluctuacions de les quadratures i de la
polaritzacié, s’han analitzat les condicions sota les quals ocorre 1’squeezing.
M’he centrat principalment a la compressié que afecta la solucié monomode
(polaritzada linealment), perd també he considerat la compressié de polar-
itzaci6 en la solucié bimode (polaritzada el-lipticament) en un cas particular.
En particular, s’ha demostrat que la compressié de polaritzacié s’assoleix
en aquest sistema i és especialment alta en la bifurcacié tangent superior
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(biestabilitat) de la solucié monomode.

Malgrat que els casos mostrats han estat deduits per a uns valors deter-
minats dels coeficients Maker-Terhune (el cas dels liquids), l'estudi d’altres
casos mostra que aquestos resultats tenen un caracter qualitativament gen-
eral: excepte per al cas B = 0 (que descriu un medi isotrop en el qual la
nolinealitat Kerr és deguda solament a ’electrostriccid) en el que el mode ay
és un buit coherent independentment del valor de bombeig (és a dir, no hi ha
inestabilitat de polaritzacié en aquest cas), per qualsevol altre B # 0 existira
compressié de polaritzacié en les bifurcacions tangents (és clar, que el valor
d’aquesta compressié depén del valor particular de B).

A partir d’aquestos resultats es pot concloure que el model de la cavitat
Kerr vectorial (incloent-hi tant la CPM com la FWM dels dos modes ortog-
onals a 'interior de la cavitat, cf. apartat 4.1) constitueix una generalitzacié
forca interessant del model escalar de la biestabilitat optica dispersiva des
del punt de vista de les fluctuacions quantiques, ja que prediu 'existéncia de
I’'squeezing de polaritzacié, un fenomen que, obviament, no pot ser descrit
emprant el model escalar, i que es déna sempre que esdevé la FWM (o el que
és el mateix, sempre que B # 0). Es especialment interessant el fet que la
compressié de polaritzacio esdevé en el réegim de la solucié monomode, estant
optim en les bifurcacions tangents (biestabilitat), sense necessitat d’arribar
a la bifurcacié de polaritzacio.
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12 Squeezing via ruptura de la simetria rota-
cional en una cavitat de barreja de quatre
ones

12.1 Introduccié

Hem vist al capitol anterior que als punts de bifurcacié del sistema (cavitat
Kerr vectorial) hi ha una quadratura que esta perfectament comprimida, aixo
és, que no té fluctuacions, un resultat que és, d’altra banda, ben conegut
[8, 30, 52, 88]. Tanmateix aquest resultat és un artifici ja que s’ha deduit
després de reduir el problema mitjancant el procés de linealitzacio, hipotesi
que deixa de ser valida molt a prop de la bifurcacié a causa de qué en aquesta
situacié fluctuacions petites en una quadratura impliquen grans fluctuacions
en l'altra (el principi d’incertitud d’Heisenberg de nou) i la linealitzacié deixa
de ser valida. En qualsevol cas, és clar que a la bifurcacié (o molt a prop
d’ella) I'squeezing serd maxim, degradant-se a mesura que els valors dels
parametres s’allunyen d’ella i hem de ressaltar que aquesta és la forma usual
de produir squeezing: acostar-se al dintell d’emissié de la cavitat optica no
lineal.

Malgrat aco, la compressié perfecta és possible si les fluctuacions infinites,
corresponents a les fluctuacions nul-les de ’altre observable, no s’han de donar
en una quadratura (per a la qual cosa caldria una energia infinita) siné en una
fase relativa, per exemple. Aquest és el cas dels oscil-ladors optics parameétrics
no degenerats (OPOs) en els que la diferéencia d’intensitats entre els modes
senyal i vague (idler) no té fluctuacions perque la fase entre aquests modes
estd completament indeterminada [65].

El nostre grup ha estés aquesta idea per aconseguir squeezing de quadratura
perfecte [54]. La idea pot resumir-se de la segiient manera: considerem un
procés optic no lineal en el qual dos fotons, amb igual freqiiéncia, es generen
en els modes Gauss-Laguerre amb moment angular orbital (OAM) oposat i
igual a +£1. Aquesta situacié és equivalent a generar dos fotons en un mode
Gauss-Hermite TEM;, l'orientacié del qual en el pla transversal x — y esta
determinat per la fase relativa entre els dos fotons Gauss-Laguerre, fase que
anomenarem ¢. Assumim, a més, que ¢ no esta fixat, com esdevé per ex-
emple en el procés de down-conversion que ocorre en els OPOs. Aco vol
dir que l'orientacié del mode de Gauss-Hermite no esta fixada donat que ¢
és I'angle format per aquest mode amb l’eix z. Sota aquestes condicions, es
pot esperar que les fluctuacions en l'orientacié d’aquest mode Gauss-Hermite
siguen il-limitades doncs el seu valor estara governat tinicament per les fluc-
tuacions quantiques, la qual cosa suggereix que el par canonic de ¢, és a dir,
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el moment angular —id/0¢, pot estar perfectament fixat, és a dir comprimit.
Pero el moment angular d’un TEM;, que forma un angle ¢ amb l'eix x és un
altre TEM;o amb un angle ¢ 4+ 7/2 respecte a l'eix x, aquest mode pot, per
tant, presentar compressié perfecta en una de les seues quadratures.Val a dir
que el concepte de bifurcacié no es veu involucrat en aquest raonament i que
la variable que exhibeix fluctuacions il-limitades és un angle. Aleshores, a
priori, es possible assolir squeezing perfecte en aquest procés ja que les fluc-
tuacions infinites en l'orientacié de ¢ sén factibles i es tractaria, a més a més,
d’un squeezing no critic, és a dir, independent dels valors dels parametres a
diferéncia de 1'usual squeezing de bifurcacié.

Altres treballs del grup [55, 56] han desenvolupat aquesta idea en el
DOPO i en aquest capitol estudiaré un model de cavitat nolineal x(®) en el
qual apareix la compressié quantica del soroll deguda al trencament espon-
tani de simetria rotacional [27]. L’interés d’aplicar aquest estudi a la cavitat
FWM és doble: d'una banda, em permetra demostrar que el trencament de
simetria rotacional és un mitja robust per generar compressié quantica de la
llum en el sentit que no esta limitat a una cavitat no lineal y® tal com el
DOPO; d’altra banda, com que assolir la invariancia rotacional perfecta pot
ésser complicat en sistemes x(?) a causa de que els requisits de phase-matching
poden implicar canviar I'orientacié del cristall de forma que es trenque aque-
sta simetria, el medi x® presenta 'avantatge que el phase-matching ocorre
facilment. I finalment, cal mencionar la dificultat d’aconseguir experimental-
ment un OPO que treballe amb degeneracié en freqiiéncia. En realitat, i fins
on sabem a hores d’ara, aquesta dificultat és una impossibilitat experimental
ja que els OPOs degenerats en freqiiéncia amb que és produeix squeezing
treballen per sota del dintell d’emissié, perd si el bombeig s’incrementa per
damunt d’aquesta bifurcacié esdevenen OPOs no degenerats. Com que el
fenomen que estudiem requereix treballar per damunt del dintell, els OPOs no
serviran (fins on sabem actualment) i per contra, a les cavitats x®) 'emissi6
degenerada en freqiiéncia és possible [84].

El tipus de cavitat x®) proposat per aquest estudi és original del nostre
grup [27] i per tant, iniciaré el treball descrivint el model quantic, després
estudiaré les seues propietats d’emissio classiques i a partir d’aqui descriure
les seues propietats quantiques. Es demostrara a continuacié que el sis-
tema exhibeix compressié perfecta originada en el trencament de simetria
rotacional i finalment, com és habitual i recomanable, resumiré els resultats
obtinguts.
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12.2 Model

Es considera una cavitat optica amb miralls esférics que conté un medi x®.
El bombeig esta constituit per dos feixos coherents de perfil gaussia i de
freqiiéncies wy 1 wo; aquestos feixos corresponen a dos modes longitudinals
consecutius de la cavitat. A causa de la interaccié no lineal, es produeix el
procés anomenat FWM (barreja de quatre ones) en el qual dos fotons de la
injecci6é generen dos camps de freqiiéncia w;, tal que wy + ws = 2w, (veure
figura (26) de l'apeéndix III). Assumim també que a causa de la geometria
de la cavitat el perfil dels camps generats (camps senyal) és el de dos modes
Gauss-Laguerre de primer ordre i donat que els modes Gauss-Laguerre tenen
moment angular orbital (veure [22], per exemple), al que denominarem OAM
d’ara endavant, i que ’'OAM total ha de conservar-se en el procés de FWM,
els modes senyal han de tenir OAM oposat (+1 i —1, respectivament) ja
que els modes gaussians de bombeig tenen OAM nul (veure figura (22)).
[gualment assumim que només una component de polaritzacié és rellevant,
és a dir, que la component ortogonal té unes pérdues molt grans a la cavitat,
de forma que la descripcié escalar és aplicable.

Per a que el procés de FWM siga possible és precis que els modes de la
cavitat i les freqiiéncies del camp siguen escollits apropiadament. Una elecci6
que verifica aquesta condicié és un resonador simétric confocal, en el qual els
modes d’OAM parell i senar estan maximament separats en freqiiéncia (a
I'apéndix IIT es fa un breu repas a 'estructura modal d’un resonador).

En un resonador confocal, la freqiiéncia de resonancia del mode longitu-
dinal ¢ corresponent a la familia transversal f = 2p+1 (p és I'index del mode
radial i [ el valor absolut del seu OAM) és [38]

e 1+ f
wap = 7 |0+ =5

(246)
on L és la longitud optica de la cavitat.

En l'esquema més simple, els feixos de bombeig del model escollit cor-
responen a dos modes longitudinals consecutius ¢ i ¢ +1 amb f = 0. Els
modes senyal aleshores correspondran als modes de la cavitat amb indexs ¢
i f =1, 1 verifiquen 2wy = wqo + wWgy1,0 = 2wg1. Certament, hi ha altres
modes al resonador confocal amb OAM parell, perd es poden menysprear si
es considera que eixos modes de Gauss-Laguerre d’ordre superior presenten
un acoblament feble amb els modes de bombeig i en conseqiiéncia no seran
amplificats [55]. La técnica per evitar aquesta amplificacié és senzilla: em-
prar un iris que incremente les pérdues per als modes d’OAM més alt, donat
que aquestos tenen un perfil (o "cintura", waist) més ample.

Passe ara a formular el model matematic corresponent a aquest sistema.
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Figura 22: Esquema del sistema. Un medi x®) a Iinterior d'una cavitat i el
bombeig el constitueixen dos feixos de perfil gaussia de freqiiencies w; i wo. La
freqiiéncia de resonancia de la cavitat és tal que es generen dos modes senyal
de freqiiéncia wys = (w; +wsy) /2. Els dos modes generats sén degenerats
en freqiiéncia pero difereixen en el mode espacial, un d’ells correspon a un
Laguerre-Gauss d’OAM +1 i laltre —1.

12.2.1 Els camps

Es supossa que el medi y®) esta situat a la cintura del resonador i és prou
prim com per realitzar ’aproximacié de camp uniforme que consisteix en
menysprear la dependéncia dels camps amb la coordenada longitudinal z.
D’aquesta forma el camp total a I'interior de la cavitat, en la "cintura" del
feix, es pot escriure

E(r,t) = E,(r,t)+ E,(r,1) (247)
E,(r,t) = ZZ LA (r,t) et + He.

j=1,2
E,(r,t) = iF,A,(r,t)e ™"+ H.c.

on r = r(cos¢,sing) és el vector possicié en el pla transversal escrit en
coordenades polars, els subindex p i s denoten bombeig (pump) i senyal
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respectivament, F? = hwy,/ (eonL), amb k = 1,2, s i n és 'index de refraccié
(es menysprea la dispersi6 lineal del medi per simplicitat) i L és la longitud
optica del ressonador.

Les envolvents de variacié lenta sén

At = 410G ), j=1.2 (248)
A(rt) = ay () Ly (0) +a ()L (r),

on la dependéncia espacial ve donada per [38]

2 1
Gi(r) = (/2= /™) =172 (249)
7TWJ'
2 :
Lot (r) = —— L e (/wa)’ctio (250)

VT W3

per als modes gaussians i de Gauss-Laguerre de primer ordre, respectivament.
En tots els casos w; o 1/\/w_j,j =1,2,s. Val a dir que al domini optic, en
el qual w; ~ 10%s7 ! es pot agafar w; ~ wy ~ w, donat que la longitud
optica del ressonador no és molt menuda (aproximacié que apareix detallada
a Papéndix III i que permet simplificar les expresions) i d’aqui es dedueix
que el radi del cercle w és el mateix per a tots els modes a l'igual que la part
de I'amplitud que no descriu la distribucié espacial de cada mode, F.

Per altra banda, com que al llarg del capitol caldra emprar les relacions
entre els modes Gauss-Laguerre i Gauss-Hermite, es descriu ara com a partir
dels modes Gauss-Laguerre L. es poden trobar els modes de Gauss-Hermite
ortogonals HY, i H;:

HYy = S (eLiy +¢"L ) = V3 |Luy (v)] cos (6 — o), (251)

V2
o i —i0 o :
Hy, = ——F= (7L —€7Ly) = V2|Lyy (r)|sin (¢ — o). (252)
V2
on els modes de Gauss-Hermite HY, i H{, presenten una orientacié de o i
o + /2 respecte de l'eix = respectivament. En conseqiiéncia, les envolvents
lentes a freqiiéncia w, es poden escriure també com

Ay (v,t) = oy (t) HY + o1 () HE,, (253)
amb
. Lo —io 4
a100 = 7 (eay +ea_), (254)
- ¢ io A —io A
ap1,e = E (e ay —e a_) .
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Analogament, s’introdueixen les quadratures del camp d’aquestos modes de
Gauss-Hermite

X?, =e %, +e%al,,  j=10,01 (255)

7,07

amb Gy9, 1 dg1,, donats per (254).

12.2.2 L’Hamiltonia

El procés seguit per a la deduccié de I’'Hamiltonia és analeg a 1'explicat al
capitol 4 i, d’acord amb l'expresi6é (57) que alli s’ha descrit, ’'Hamiltonia
d’interaccio s’obté a partir de

Hiypy = — / d®r :E (r;t) - DVE (r3t) - (256)
cavitat

on, a l'igual que es va fer al capitol explicatiu, s’ha optat per 'ordre normal
dels operadors sabent que el resultat d’observar la simetritzacié a ’ordre dels
operadors és un canvi en la definicié6 de I'energia del buit i un conseqiient
corriment en el valor de la freqiiéncia propia de la cavitat.
Analogament a com s’ha fet també al capitol 4, es calcularan per separat
els termes R X R A
H = Hy+ Hepr + Hipg, (257)

on H, correspon a les energies dels modes a la seua evolucio lliure a I'interior
de la cavitat, Hext correspon a la injecci6 externa i Hmt a la interaccié nolin-
eal. La deducci6 de Hmt es mostra en detall a 'apéndix IV i aqui exposaré
el resultat final ja a la imatge d’interaccié i descriuré la notacié per facilitar
el seguiment de les deduccions i resultats posteriors.

Primer, ’Hamiltonia d’evolucié lliure

Hy= Y héjalay, (258)

j:1727+7

amb §; = (we; — w;) la desintonia de la cavitat per al mode amb freqiiéncia
wj, estant we; la freqiiencia de resonancia més propera al mode. En un
resonador confocal, aquesta desintonia és la mateixa per a tots el modes si
la freqiiencia relativa dels feixos de bombeig esta fixada al free spectral range
de la cavitat, p. ex., wy —w; = we/L. A partir d’ara, per tant, s’agafara
d; =90.

Ara, 'Hamiltonia extern o d’injecci6

Houw = ih&: (al - a1> +ihEs (a; - aQ) , (259)
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E; son els parametres del bombeig, relacionats [56] amb els parametres ex-

perimentals d’acord amb
ny;
&=l (260)

estant ; = Tj/2L la taxa de decaiment de la cavitat a la freqiiéncia con-
siderada (7} és le factor de transmissié corresponent a través de l'espill
d’entrada) i P; la poténcia del laser de bombeig. Per les condicions de sime-
tria imposades, també assumiré a partir d’ara que & = & = €£.

I per 1ltim, I’'Hamiltonia de la interaccié no lineal, que tal i com ja s’ha
vist en altres apartats d’aquest treball, es pot escriure com la suma de tres
contribucions

f{int = _hg <[A{spm + [:Icpm + ﬁfwm) ) (261)
amb .
Ao = P38 + a3 + (a2 +al%a?), (262)
Hepm = 4dlalaa, +2alal aga (263)
cpm 1Wo 12 +a_a a_

+2 (a}al + a;a2> (aim + aia_) ,

Hpum = 2 (a{a;ma_ + dldzcll&*_) : (264)

cadascuna de les quals descriu 'automodulacié de fase (SPM), la modulacié
de fase creuada (CPM) i la barreja de quatre ones (FWM). La constant
d’acoblament ve donada per

o 350~/T4lmX
 1hw?

(265)

amb w la cintura del feix i, [,, la longitud del medi no lineal, x la susceptibil-
itat no lineal de tercer ordre i F la part de I'amplitud dels modes implicats
que no conté descripcié de la distribucié espacial .

Aquest Hamiltonia (257-265) descriu els mateixos processos fisics que
I’hamiltonia emprat als capitols anteriors, com es pot veure comparant-lo
amb (69) i (182-185), pero amb diferéncies notables en els termes que de-
scriuen la interaccié no lineal donat que en aquest cas s’involucra un major
nombre de modes i que en aquestos camps si donem acompte de la seua
distribucié espacial en incorporar la descripcié de cada mode.
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12.2.3 Equacions quantiques d’evolucié

Aplique en aquest apartat les técniques aplicades anteriorment per estu-
diar I’evolucié quantica d’'un resonador no lineal mitjancant la resolucié de
I’equacié mestra emprant la representacié P-positiva.

Aixi, a partir de expressié de I'Hamiltonia (257-265), mitjancant la in-
troduccié de les constants de decaiment per a cada mode v;; (j = 1,2, +, —)

(pero amb v, = y_ = v,, donada la simetria rotacional del sistema) s’obté
I'equacié mestra per a l’evolucié de 'operador densitat (veure (83))

0. , . U

50 = [5 (a{al +a£a2> ,Q] +& [(ai — +a; — a2> ,Q} +

+ig Ha?a{ 42 (a{aialm +alal

a
+al’as + 2 (d£d1&2d+ + agaiaQa_)

70 . ([aw0af] + [ae.af]) . (266)

A partir d’aquesta equacié passem a una equacié diferencial amb derivades
parcials mitjancant la representacié P-positiva (172,175) i les equivaléncies
que s’han derivat a partir de la seua definicié (112-115,378-386). Aquesta
equacié diferencial per a la distribucié de quasiprobabilitat P-positiva corre-
spon a una equacié de Fokker-Planck

0 0 1 92
—Plat) = |—=—A;, + = D;:| P(ast), 267
at <a7 ) 80@- + 2 80@804]- 7 (a ) ( )
on el vector o és
a= (o, 00, 04,a_0f , af ol a’), (268)
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i les components del vector desplagament A () sén

Aoy, = & — (71 +10) a1 + igdaz asay (269)
+192 (afoz% +ataron +atfa_ar + oz;oura_) ,

Any = & — (75 +10) ag +igdai ajay (270)
+1ig2 (oz;“oz% + OéiOé+O[2 +ata_ay + afcuroz_) ,

Ao, = — (7, +i0)ay + zgaiai (271)
+ig2 (ata_oy + af oy + af oy + afogas),

Ao = — (v, +id)a_ +igata® (272)

: + + + +
+ig2 (aTara_ + af o + af o + aloas),

i la resta de components A+ sén com A,, després de la conjugacié dels
k

termes complexos i canviant oy, per of. Pel que fa a la matriu de difusié
D (ax) és de la forma

(D)0
D = 2ig ( 0 —'D(H) ) (273)

estant D) una matriu 4 x 4 d’elements

2 2
Dy = ol D) =} D = DL == (274)
DY = DY) =200s+ara_, D) = DS = arjas + oo,
Dy = DY) =amay, D) =D = ma,
Dég) = :(ag) = g0y, Doy = Dyy = anar_,

i estant D) igual que D) intercanviant ay per az.

Coneguda 'equaci6 de Fokker-Planck, mitjancant les regles d’Ito es poden
obtindre les equacions estocastiques equivalents: les equacions de Langevin

%a —A(a)+B(a)n(t), (275)

on el vector A (o) és el mateix que a l'equacié FP (269-272), la matriu B ()
cumpleix (124)
D(a) = B(a)B" (a); (276

)
i les components de 7 () sén sorolls reals gaussians que verifiquen (125,126)
)
)

(n; (1)) = 0, (277
(n; @)m; (t')) = 66 (t—1"). (278
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Aquesta equivaléncia entre 'equacié mestra i les equacions de Langevin
s’estableix d’acord amb la igualtat (cf. apartat 7, equacions 144-151)

(< f (am, @) ) = CF (@ms @0)) gpocistioa (279)
de forma que els valors esperats per a les funcions en ordre normal dels oper-
adors bosonics sén iguals a les mitjanes estocastiques de les mateixes funcions
després de canviar els operadors bosonics per les variables estocastiques com-
plexes independents. Tenim per tant, les equacions diferencials estocastiques,
((275) juntament amb (269-272) i (273)) que regeixen ’evolucié dels camps
dins de la cavitat.

Aquest model es pot simplificar encara, tractant de retenir alld esencial,
pero fent més senzilla la manipulacié de les equacions. Aquesta simplificacié
consisteix en menysprear ’evolucié temporal dels camps injectats, és a dir el
bombeig, i es basa en realitat en dues aproximacions successives: la primera,
anomenada aproximacio adiabatica, rau en considerar que v;, v, >> v, 1 per
tant, tal i com es dedueix de les expresions (269-272) aplicades en 1’equacié
(275) les variables a2 es poden eliminar adiabaticament fent &; = &y =
0; i la segona, anomenada non depleting pump approximation, parteix de
reescriure els camps de (269-272) un cop s’ha fet 'eliminacié adiabatica de
la forma

1 g
o = —&,+2i — (205 asax 280
1 %+251p 71+Z5( 2 t2tt] ( )
+ajai +ataroan +afa_ar +afasal),
1 g
ay = ——& +2i—>— (207 a0 281
? Yy + 00y " 72+zc5( LT (281)

2
+af s+ alaras +afa_as + afaral),

i considerar que vy, >> g, aproximacié que, obviament, implica a; o o &,.

Clarament, d’aquesta manera es perd certa riquesa a la dinamica del
sistema. En concret, al considerar a;s com a parametres del sistema, es
perden bifurcacions que podrien afectar la solucié "engegada" (ax # 0),
pero aquesta pérdua de riquesa de ’analisi dinamica no afecta les conclusions
essencials, tal i com es comenta més endavant.

D’ara endavant, per tant, estudiaré un model reduit en el qual els camps
injectats seran iguals (i reals sense pérdua de generalitat), per exemple

] = Qg = pE R. (282)

12.2.4 Model reduit

Amb 'assumpcioé que els camps injectats romanen constants, i per tant satis-
fan (282), 'equacié de Fokker-Planck del sistema continua sent com l’anterior

101



(267), perd amb un vector desplagament i una matriu de difusié més senzills.
Ara la matriu de difusi6 (273) quedara

D)0
D= ( 0 —D(+)) ; (283)
DO of 20, o + 2p? (284)
— Y\ 2a,a +2p? a? ’
+2 + .+ 2
. oy 207a” + 2p
D - g <2aiai- + 2p2 a—l—2 ) (285)

i les components del vector desplacament sén

Aoy = —(ys+id) o

+ig (afas 4+ 20tas + 4p°) ay + 2p%ad, (286)
Aai = = (75 o 16) Ofi

—ig (afay + 2atas +4p°) af + 2p%a. (287)

A l’igual que abans, un conjunt d’equacions de Langevin es poden obtenir
a partir d’aquesta equacié de Fokker-Planck. Aixi i tot, és convenient fer els
segiients canvis de variable

By=[Laze™™,  BL=,[Lale?, (288)

p:271 2 A=2 k=4 T =n,t

Vs Vs’ )
amb ) .
. s
sin2y = —— = —, 289
920 p (289)
de forma que les equacions de Langevin del model reduit queden ara
By = —(L+iA) By +i (BIBL+ 20%0: + 2p) B + ipe_mbﬁi
+Bs, ;&; (1), (290)
-+ . . . i
Be = —(1—dA)BL =i (BLAL + 2856+ +2p) BL —ipe™™¥ 3
B ;€5 (1) (291)

La fase ¢/ de (288) s’ha introduit amb el propossit de fer que les solucions
estacionaries de les equacions classiques, veure (294), satisfaguen §_ = 5:,
la qual cosa simplifica I'analisi quantica tal i com es pot veure en detall a les
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deduccions realitzades per a I’obtencié de la solucié estacionaria a 'apéndix
IV. D’altra banda, el punt sobre la variable 3, indica derivada respecte
del temps adimensional 7', i les quatre components del vector & satisfan
les propietats de corrrelacié enunciades anteriorment (125,126) per al soroll
gaussia ara per al temps adimensional 7'. Analogament la matriu de soroll
BB es pot obtenir a partir de D = B.57, com habitualment, pero emprant la
matriu de difusi6 després dels canvis (288)

i 28, 8_ +pPe

D = Ik 9 , 292
(25+B+p2€ 2i1) 62— ) ( )

+2 + o+ 2 2t

= (+) . 287 BT + pPe )
D = —iK + + . 293
( 5+5+ —|—p2 2itp 54:2 ( )

Aquestes equacions d’evolucié quantiques (290,291) constitueixen el model
que analitzaré en detall a I’apartat segiient.

12.3 Limit Classic

Abans d’endinsar-se a l’analisi de les fluctuacions quantiques, cal conéixer
els estats estacionaris del sistema i les seues propietats d’estabilitat, per as-
solir aquest objectiu cal escriure en primer lloc el limit classic de I'equacio
d’evolucié (290). Com ja hem mencionat repetidament, el limit classic cor-
respon a la mateixa equacio, si s’eliminen els termes de soroll i s’estableix
Bj = 6;. D’aquesta forma s’obtenen les segiients dues equacions diferencials
per a les amplituds classiques 3,

B, =— [1 +i <A — 18 = 2184 ] - 2p)] B, +ipe L. (294)

Gracies al reescalat (288), es pot apreciar que la dinamica classica del sistema
esta governada solament per dos parametres, la desintonia normalitzada A i
la intensitat del bombeig p.

L’estudi de les solucions estacionaries de (294) i les seues propietats
d’estabilitat es mostra en detall a 'apéndix IV i aqui destacaré els resul-
tats necessaris per continuar amb l'analisi quantica del sistema.

Aquesta equaci6 (294) té dos estats estacionaris. Primer, esta 'estat esta-
cionari trivial 5, = 0 l'estabilitat del qual esta governada per dos autovalors

Ay =—1+4+ \/p2 — (A —2p)?, (295)

la qual cosa implica que la solucié trivial és estable excepte per als valors de
I’amplitud de bombeig p que verifiquen p_ < p < p, amb

~ 1 (o4 vETT), (299
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ja que en eixe cas la soluci6 trivial esdevé linealment inestable donat que
Re(Ay) > 0. (obviament existeix el prerequisit per tal que s’arribe a la
desetabilitzacié de la solucié trivial de que A > /3, ja que p és real i possitiu).

En els punts d’inestabilitat, Re (Ay) = 0, el sistema passa d'un estat
trivial al no trivial, el qual es pot escriure

By = ue™ (207)

amb

2ol (A o+ \/ZT—1> (298)

3
i estant 0 la meitat de la diferéncia de fase entre les amplituds dels dos modes
de Gauss-Laguerre, queé no esta fixada per (294), i per tant resta arbitraria.
En la figura (23) es mostra aquesta solucié en funcié de p per a tres valors
de A.

Cal destacar que hi ha dos possibles valors de . Tal i com es mostra a
Iapartat 17.2.3 de I'apendix IV, la solucié amb signe menys davant ’arrel
(linies discontinues en la figura 23 (a)) és sempre inestable, mentre que la
solucié amb el signe més (linies continues en la figura 23 (a)) és estable en
tot el seu domini d’existéncia. Cal destacar també que si no es realitza
I’aproximacié de considerar el bombeig constant, com hem fet, probablement
hi haura alguna bifurcacié secundaria que afecte aquesta solucié. Per tltim,
s’ha de remarcar que mentre la suma de les fases de les amplituds dels dos
modes Gauss-Laguerre esta fixada a zero (a causa del canvi de variables
en (288)), la seua diferéncia de fase 6 és arbitraria, la qual cosa reflecteix la
invariancia rotacional del sistema ja que aquesta diferéncia de fase determina
'orientacio en el pla transversal del mode de Gauss-Hermite emes, veure (300)
més endavant.

De I'expressi6 (298) es dedueix que la condici6 necessaria per a l'existéncia
de la soluci6 no trivial és p > 1, i el seu domini d’existéncia ve determinat

per la condicié
A>2p—+/p*—1, (299)

condicié que solament es pot satisfer si A > /3, d’acord amb P’analisi de
la solucié trivial. En la figura (23 (b)) es representa el domini d’existéncia
d’aquesta solucié i també el domini d’estabilitat de la solucié trivial.

A partir de les equacions anteriors es pot veure que l'estat classic no
trivial té la segiient amplitud d’envolvent lenta

Ao (r) = ple Ly (r) + "L (r)] (300)
1/2
= E (A—2p+ VPQ—I)} Hi (r)
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Figura 23: (a) Intensitat del feix senyal classic en funcié de la intensitat del
bombeig p per als valors indicats de la desintonia A. Les linies continues
indiquen les solucions lineals estables i les discontinues les inestables. (b)
Domini d’existéncia i estabilitat de les solucions. La solucié no trivial existeix
en el domini limitat per les dues linies continues. La solucié trivial és estable
a l’esquerra de la linia discontinua i a la dreta de la linia continua de la dreta.
Per tant, el sistema és biestable en la regi6 entre la linia discontinua i la linia
continua esquerra, tal i com s’indica.
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solucié que correspon a un mode Gauss-Hermite rotat un angle 6 respecte de
Ieix x, estant el valor d’aquest angle arbitrari. Tal i com ja s’ha esmentat,
I’arbitrarietat de 6 és conseqiiéncia de la simetria rotacional del sistema: com
el bombeig i la cavitat tenen simetria rotacional, el mode Gauss-Hermite
TEM;q senyal no pot tindre cap orientacié preferent i per tant, totes les
orientacions sén igualment probables. Aquesta propietat és esencial per als
resultat que ara es presenten sobre les fluctuacions quantiques.

Finalment, cal adonar-se que el fet que ’emissié es produisca en un mode
TEM,, permet distingir entre dos modes diferents: el mode HY, (r), generat
classicament, i el seu mode ortogonal HY, (r), el qual és buit de fotons en
el limit classic. D’ara endavant, em referiré a aquestos modes com el mode
brillant i obscur, respectivament, i els indexs passen a ser b = (10,6)
(bright) i d = (01, 6) (dark).

12.4 Analisi quantica

Torne ara a la descripcié quantica del sistema. En aquest capitol, primer
es dedueix l'equacié de Langevin linealitzada i després es resol emprant el
metode introduit en [61] i [62] 1 emprat en [54, 55, 56]; a continuacié es
mostraran les propietats quantiques més destacables del sistema: després
de provar que el mode brillant gira aleatoriament en el pla transversal, es
mostra que el mode obscur té reduccié perfecta del soroll en una de les seues
quadratures.

12.4.1 Linealitzaci6 de les equacions de Langevin

Linealitze ara les equacions donades en (290), una aproximacié valida per al
limit del nombre alt de fotons i per tant adient per a I'objectiu marcat ja que
vaig a analitzar les fluctuacions quantiques per a la solucié estacionaria (297)
dels camps senyal engegats lluny del seu llindar d’aparicié. Conseqiientment
es pot escriure

B = [u+be (D)™, (301)
BL = [p+bi(D)] e D, (302)

on la diferéncia de fase # apareix explicitament per tal de mantenir b menuda
ja que, com hem comentat a l'inici, 6 (T') esta totalment indeterminada i
per tant no serd menuda. Aleshores, assumint que b; (per construccid) i &;
(per definicié) sén quantitats menudes, i que, per ser un procés de Wiener,
I’evolucié de # esta governada pel soroll i aquest és petit, podem considerar
0 també menuda (aproximaci6 valida lluny dels punts de la bifurcacié super-

critica, tal i com es veura als resultats de 1’analisi); es poden linealitzar les
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derivades temporals de les amplituds
By = [wé + bi] ¥, (303)
g = [ii,u@ + 61] et (304)
la qual cosa ens permet escriure les equacions de Langevin linealitzades com
b+iNopbvy = Lb + KBE, (305)
on s’han definit els vectors
b = col(by,b_,bl,b"),

1
Vo = F col (—1, 1, 1, —1) ,
0

estant Ny un factor de normalitzacié (veure (322) més endavant), £ és la
matriu d’elements

A;
Bils—s
i IC és la matriu diagonal
K = diag (ew, e e ew) : (307)

Finalment, B es refereix a la matriu B avaluada a lestat estacionari (297).
La scua expressié es pot derivar a partir de D = BB amb (veure (292,293))

_ - DE) o
D = D - = ( 0 P ), (308)
D) — []j(+)]*7
2,—2i0 2 —2iyp
. ue 21% 4 pe
= Kk ( 202 + pe2it MQBM ) ) (309)

que depén explicitament de la diferéncia de fase 6. Els elements de la ma-
triu B no s’han de calcular explicitament ja que no calen per a la resta de
calculs necessaris per a l’analisi quantica, pero és interessant comprovar que
el producte KB de les equacions de Langevin linealitzades no depén de la
diferéncia de fase #. Vejam-ho:

Escollim per a B la forma general

_ BE) 0

B - ( i B(+)), (310)
_ _ " ae—i& be—i@
B = [B(+)] = ( el det? >,
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on els elements (a, b, ¢, d) sén nimeros complexos i donat que BIBET té

la forma (a2 4 12) 20
A=) (o) [ (a®+b%) e ac+bd
BB = ( ac+bd (Pt d) e ) (311)

hauran de cumplir les relacions
a+b = A+ d =ik, (312)
ac+bd = ir (20" +pe ). (313)

com es dedueix immediatament de la seua equivaléncia amb (309). D’aquf es
pot comprovar que el producte KB és independent de la diferéncia de fase,
tal i com es mostra a continuacié

i0 —i0  p,—if
s(—) (e 0 ae be _f(a b
KB = ( 0 ew) ( ce'? dew) N (c d) ' (314)
A més, ens sera titil el segiient resultat. El producte
KB (KB)" = KBB'K = KDK, (315)

coincideix amb la matriu D original amb § = 0. Explicitament:

KDK="D|,_, (316)
> 212 + pe2W 0 0
| 2p® 4 pe % 0 0
= K 0 0 2 —2u% — pe2iv |
0 0 _2M2 _ pe—in —M2

com es comprova de forma trivial.

12.4.2 Esbrinant la solucido de les equacions de Langevin lineal-
itzades

Per resoldre les equacions linealitzades de Langevin (305), seguiré, com ja s’ha
dit, un procediment analeg al de [54, 55, 56, 61, 62]. El meétode consisteix
en projectar (305) sobre els autovectors de 'operador £, i d’aquesta forma,
resoldre les equacions lineals. El fonament del métode radica en qué en
un problema lineal, la dinamica dels autovectors esta governada pels seus
autovalors. Per aixo un autovalor nul implicara fluctuacions infinites per al
seu autovector i un autovalor minim implicara fluctuacions minimes en el seu
autovector.

Passe ara al nostre problema: El conjunt d’autovalors i autovectors de
I'operador £ no és un sistema ortonormal siné biortonormal, la qual cosa vol
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dir que existeix un sistema d’autovectors i autovalors per als operadors L i
L' tal que es verifica

EVJ' = )\jVj ﬁTWj = )\;Wj, (317)
de forma que
W -V = Omn. (318)

El calcul dels autovalors dels operadors £ i £ resulta

Ao=0, A =-2 (319)
)\2:)\2(p7A>7 )\3:—2—)\2,

on es veu que l'autovalor )y és sempre nul. Aco significa que el seu au-
tovector, denominat mode de Goldstone, és neutralment estable, és a dir
que l'observable associat a ell pot prendre qualsevol valor possible ja que
les seues fluctuacions no seran ni esmorteides ni amplificades. Clarament,
aquesta propietat reflecteix la indeterminacié de la diferéncia de fase en-
tre els dos modes Gauss-Laguerre, 6, o el que és el mateix, la indetermi-
nacié de l'orientacié en el pla transversal del mode de Gauss-Hermite eixint.
L’autovalor nul implica, per tant, que les fluctuacions introduides pel soroll
quantic en aquesta orientacié no decauen i en conseqiiéncia el soroll quantic
introduira rotacions arbitraries en aquest mode eixint. Aleshores, el trenca-
ment de la simetria rotacional del sistema introduit per I'aparicié del mode
de Gauss-Hermite és, en cert sentit, contrarrestat pel soroll quantic que fa
possible qualsevol orientacid.

Juntament amb ’autovalor Ay = 0, apareix I’autovalor A\; = —2 ’autovector
del qual té la maxima taxa de decaiment possible per al valor dels parametres
del sistema. Com es veura ara de seguida, ’observable asociat a I’autovector
A1 és el que presenta squeezing perfecte.

D’altra banda, els dos altres autovalors, A5 i A3, sén complexes en general;
pero assoleixen els valors 0 1 —2 en els punts de bifurcacié (qué sén els punts
de T'espai de parametres que separen les regions on la solucié estacionaria
(297) existeix o no). Ago implica que els seus autovectors exhibeixen la com-
pressioé habitual associada uinicament a les bifurcacions. Aquesta compressio
no és perfecta (solament sembla perfecta en el tractament lineal del problema
tal i com s’ha comentat a dalt) i es degrada rapidament si els parametres del
sistema s’aparten dels punts de bifurcacié. Pel que fa a 'analisi d’aquest
squeezing, en quines quadratures es produeix i amb quin percentatge, val a
dir que és en tot analeg a I'estudi realitzat al capitol anterior i per tant les
conclusions relatives a ’obtencié de compressié del soroll seran també ana-
logues i no contenen cap aportacié novedosa. Per aquest darrer motiu, i pel
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fet que les expressions dels autovectors i autovalors implicats és forca compli-
cada, obviaré aquest analisi en aquest capitol. Aixi que, d’ara endavant em
centraré en ’analisi dels dos modes associats als dos autovalors que conecten
amb el trencament de simetria.

No és dificil trobar que els dos autovectors de £ associats a A\g i A\; sén

1
vy = FOCOI(_LLL_I)’ (320)
vi = —-—col (e"%, —ei% %0, —€_Z¢O) , (321)
No
amb
Ny = —4cos ¢, (322)

un factor de normalitzacié i ¢, una quantitat real donada per

2 —i
2igy _ p” + pe 393
Y ey i (323)

I per als autovectors de LT s’obté

w, = — col (el%, —e'%0 7%, €_Z¢0> , (324)
0

1
w; = mcol(l,—l,l,—l). (325)

Un cop s’obtenen aquestos autovectors dels operadors lineals, es pot procedir
a projectar sobre ells les fluctuacions quantiques. Definim les projeccions

cj=w;b, j=0,1 (326)

que poden ser relacionades facilment amb les fluctuacions de les quadra-
tures associades als modes brillant i obscur HY i H{,. Per establir
aquesta relacié convé recordar (301,302) que

b = e*8, —p, (327)
b= T8, (328)

de forma que la projeccié (326) per als dos primers autovectors sera

co = e’i‘ZbOewBJr — e im0 ei%e’mﬁir + %o gt (329)
¢ = 6i96+ o 6—7&967 + e—ieﬁi . 61‘063 (330)
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si recordem, per expansié de I'expresié dels operadors creacié i destruccié
dels modes Gauss-Hermite (254) en 1'expressié de les quadratures d’aquestos
modes (255), és immediat comprovar que
¢ ‘ 2 1

X106 = 5% Xgl/,e = a4 (331)
Equivaléncia que també es pot aplicar als modes brillant i obscur (donat que,
per definicid, sén els mateixos modes Gauss-Hermite) i per tant, reescriurem,
de forma meés senzilla i que permet entendre millor la descripcié fisica del

fenomen estudiat:

@ i /2

X =to,  X7?= Lo (332)
Per solucionar el problema lineal, es projecta també I’equacio de Langevin

linealitzada (305), en multiplicar-la per w per l'esquerra i s’obté

0(T) = ﬁwélﬂ?ﬁ(ﬂ, (333)
G (t) = Mo (T)+wiKBE(t), (334)

on s’ha pres ¢g = 0 (es pot fer perque la fase arbitraria € pot ser redefinida
de forma que reculla tota la informacié d’eixe mode (veure [56])). Recordem
ara, que tot i que tant /C com B depenen de la fase 6, K. no en depén, tal
i com s’ha comprovat a l'expressié (314). Aquestes equacions estan per tant
desacoblades per a 0 i ¢;.

La solucié d’aquestes equacions en el limit estacionari (veure apéndix IV,
apartat 17.3), per a valors suficientment grans de 7', és

% 23 T
6(T) = 9(0)+V;'§[’:f /0 dT'e (T') (335)
o(T) = wikB / TdT’£ (T") e 2T"=1), (336)
0

Finalment, de cara a 'estudi de la reduccié del soroll, el que interessa és
conéixer els espectres de fluctuacions de 0 (T') i ¢; (T') ja que son les projec-
cions relacionades amb les quadratures del mode fosc.

D’acord amb els calculs presentats a 'apéndix IV es veu que la funcié de
correlacié de la projeccié ¢; és

* 17T *
wiKDKw; e

Ci(t)={(c1 (T)er (T+71)) = 1 : (337)
i que els seu espectre de correlacié sera
- 0 . 4k
01 ((.U) = / dTG_lWTcl (7’) = —m (338)
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Figura 24: Dependeéncia de la constant de difussio normalitzada D = dy/k en
funcié de la intensitat del bombeig p per als valors de la desintonia indicats
en la figura. Les linies verticals discontinues indiquen els valors de p per als
quals la solucié no trivial deixa d’existir-hi.

12.4.3 Dinamica de ’orientacié del mode brillant

Primer analitzaré la dinamica de 1'orientacié del patré transversal del camp
eixint, governat per . L’equacié (335) mostra que la fase ¢ difon amb el
temps, la qual cosa implica que 'orientacié del mode classic corresponent a
I'emissi6 (300) exhibeix un comportament aleatori i després d’un cert temps,
el patro de distribucié del mode pot estar orientat en qualsevol angle comprés
entre 0 i 2m. Aquest és el sentit que assoleix en aquesta cas la paraula
indeterminacié.

Es important concixer quant difon . Tal i com es dedueix a I'apartat
17.3 de I'apéndix IV, la variancia de 6 ve donada per

O(T),0(T+ 7)) =deT, (339)
on es torna a emprar la notacié usual (47) (A, B) = (AB) — (A) (B), i

wiKDKw},
o= g o
/{/ﬂ sin 2¢ + psin [2 (¢ + )]

412 cos? ¢, ’

amb v, u, i ¢, donats per (289),(298) i (323).
En la figura (24), es representa D = dy/r en funcié de la intensitat del
bombeig p per a diversos valors de A. Vull remarcar que per a pn — 0 (per
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exemple, en la bifurcacié supercritica que océrre en la branca superior del do-
mini d’existéncia de (297), veure figura (23)), D — oco. Aquest és un resultat
esperable intuitiuvament si pensem que per a un nombre mitja de fotons del
mode eixint proper a zero, ’orientacié del patré espacial pot canviar abrup-
tament amb ’addicié d’un parell de fotons. Tal i com el sistema s’allunya
d’aquesta bifurcacié, el nombre mitja de fotons s’incrementa rapidament i,
en conseqiiéncia, és més dificil per a la fluctuacié canviar 'orientacié del pa-
tré, la qual cosa és consistent amb el decreixement de D. Tal i com denota
el valor quantitatiu, excepte molt a prop de les bifurcaicions supercritiques,
D és una quantitat de 'ordre de la unitat, és a dir que la constant de di-
fusi6 dy és basicament del mateix ordre de magnitud que k = g/7,, el qual
hem assumit que és un nombre molt petit. Conseqiientment, encara que el
mode eixint TEM esta girant aleatoriament en el pla transversal, la rotacié és
molt lenta excepte molt a prop dels punts de bifurcacié supercritica. Aquest
reusultat, a la seua vegada, indica en quin domini de I’espai de parametres
és valida la linealitzacié del problema, ja que per fer-la hem assumit que 0
era petit.

12.4.4 Propietats de I’squeezing no critic del mode obscur

Vaig ara a pel resultat principal del present capitol: la demostracié de que
el mode obscur té una reduccié completa del soroll en la seua quadratura de
fase independentment dels parametres del sistema. Amb aquest proposit es
tractaran les fluctuacions de quadratures en el sentit en el que es tracten en
la deteccié homodina (cf. apartat 2.5 "deteccié de la llum comprimida"). Tal
i com també s’ha dit a dalt, les fluctuacions de les quadratures a ’exterior de
la cavitat optica venen donades per I'espectre de fluctuacions, el qual per al
problema general d’'una quadratura X¢ (m es refereix a qualsevol dels modes
transversals del problema tractat aqui) ve donat per

V(X8 w) =1+ S (X?;w) (341)

amb S (X ?:w) Pespectre de squeezing que, si es pren en compte el reescalat
(288), es pot escriure com

2 [ :
S (X2 w) = 2 / dre T (X9(T), X2 (T +7)).  (342)
K —0o0

Definit d’aquesta forma, V' (&) = 0 implica abséncia completa de fluctuacions
en w = w, mentre que V (w) = 1 implica que les fluctuacions en w = @ sén
les corresponents a l’estat buit.

113



A la deteccié homodina, el perfil espacial del camp oscil-lador local (LOF)
selecciona el mode transversal que sera mesurat, mentre que la seua fase se-
lecciona una quadratura en particular d’aquest mode. En conseqiiéncia, per
mesurar el grau de compressié de les fluctuacions, cal que el LOF estiga per-
fectament superposat al perfil del mode obscur H, (r). Mirem doncs, I’angle
d’orientaci6 de les quadratures: tal i com s’ha vist en (332) les quadratures
independents d’aquest mode sén on i X;r/ 2 , a partir de les quals es pot
construir la quadratura general

1

) T/2 .
. Xdocos<p+Xd/ sin (¢ — ¢,)| - (343)

X7 =

Expressié obtinguda a partir de les més generals X¥ = X9 cos p + X;T/ ®sin %
i X9 = X9 cos ¢y + X7 sin .

A partir d’aqui, emprant la relacié entre les quadratures independents i
les projeccions ¢; (332), i recordant l'espectre de correlacié esbrinat (338) i
que ¢y = 0, és trivial trobar que 'espectre del soroll d’aquesta quadratura
general sera

cos? o +sin? (p — ¢y)  sin® (¢ — ¢y) 1
cos? ¢, cos2 ¢y 14 (w/2)”

V(X%w) = (344)

Aquesta expresié mostra que les propietats quantiques del mode obscur del
sistema estudiat s6n exactament les mateixes que el nostre grup va trobar
en [54, 56] per al cas de la cavitat DOPO: per a w = 0,V (X7;w=10) =
cos?® p/ cos® ¢, i per tant, aquest mode presenta abséncia total de fluctuacions
en la seua quadratura de fase ¢ = 7/2, mentre que l'altra quadratura (¢ = ¢,
en aquest cas) arrosega el nivell de fluctuacions del buit. Qualsevol altra
quadratura amb ¢ entre m/2 i ¢, estd comprimida per sota del nivell del
buit, amb un nivell d’squeezing més menut tal i com ¢ s’acost a ¢,. Aquest
resultat és independent dels parametres del sistema, tal i com s’esperava
donat que la reduccié de soroll jeu solament sobre el trencament de simetria.

Pot semblar, pero, que aquest resultat viola el principi d’incertitud, ja
que el producte de I'espectre de soroll corresponent a les dues quadratures
ortogonals esta per sota de la unitat. Pero cal dir que aquest no és el cas, ja
que - tal i com ja es va demostrar en [56] i s’ha recordat al principi d’aquest
apartat - el parell canonic de les quadratures comprimides no és una altra
quadratura, siné 'orientacié del mode obscur 0, el qual esta de fet indeter-
minat a llarg termini.
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12.5 Conclusi6

En aquest capitol s’ha proposat un model per a una cavitat Kerr en la qual
el trencament de simetria rotacional esdevé quan s’esta per sobre del llindar
d’emissio: la cavitat no lineal té una simetria rotacional perfecta i és bombe-
jada amb feixos gaussians, pero el mode senyal té la forma d’'un mode TEM;q
que trenca aquesta simetria rotacional. S’ha demostrat, en un limit espe-
cial (el limit en el qual els camps injectats sén considerats constants), que
el trencament de la simetria rotacional implica d’'una banda, la difusié de
I’orientacié del mode eixint i de I'altra, la compressié perfecta en fase de la
quadratura del mode TEMy; qué esta girat 7/2 respecte del mode senyal
TEM;y. Aquestos resultats estan en total acord amb ’estudi previ del nostre
grup sobre I’'squeezing aconseguit amb el trencament de simetria en un model
DOPO [54, 56]. L’interés dels resultats presentats en aquest treball és doble.
D’un costat, s’ha proposat un sistema diferent al dels articles anteriors per
tal d’observar el mateix fendomen, la qual cosa demostra la generalitat dels
resultats i d’altre costat, s’ha vist que contrariament al DOPO, en el qual
per aconseguir degeneracié de freqiiéncies se sol trencar la simetria rotacional
[54, 56], en el cas d'un medi y® aquest problema no existeix.

Pel que fa a la configuracié dels espills, el model proposat aqui és una
cavitat confocal. Cal destacar pero, que els ingredients essencials per al feno-
men de |’squeezing obtingut mitjancant el trencament de simetria rotacional
sén: 1) invarianga rotacional i 2) que els fotons senyals tenen OAM no nul.
Aleshores, la dinamica dels modes injectats és irrelevant excepte per als de-
talls quantitatius. En aquest sentit, I'tis d'una cavitat confocal no és essencial
i qualsevol altra cavitat y® en la qual els modes senyal siguen els adients
exhibiria el mateix fenomen. En conseqiiéncia, aquest fendmen pot ser ob-
servat en altres cavitats y®) com ara els ressonadors en fibre optiques. En
aquest sentit, és de destacar que les fibres optiques permeten 'oscil-lacié op-
tica parametrica tal i com s’ha demostrat [42, 71, 89] i per tant analogament
poden presentar propietats quantiques interessants.

Altre comentari s’escau sobre ’aproximacié del camp injectat invariable:
Com afectaria la dinamica dels modes injectats als resultats que hem derivat?
La inclusié de les equacions dels camps a l'estudi introduiria més autoval-
ors obviament (els corresponents a ’estabilitat d’eixos modes) i modificaria
alguns dels autovalors que governen la dinamica dels modes senyal, pero
no modificaria 'existéncia d’'un mode Goldstone un cop que el senyal s’ha
engegat. Per tant, com que la dinamica del bombeig no destrueix completa-
ment l'estabilitat de 'emisi6é de I'ona continua (CW) del camp senyal, quan
els modes senyal sén estables el fenomen hi sera present. Podria océrrer
que el model general exhibira bifurcacions de Hopf que reduirien el domini
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d’existéncia estable per als modes senyal CW, perd seria un domini finit
d’estabilitat per a aquestos modes i en ell es donarien les propietats de com-
pressio perfecta del soroll que s’han descrit en aquest treball.

Destaque, finalment, dues propietats importants. En [54], s’ha demostrat
per al model DOPO que les petites imperfeccions en la simetria rotacional
solament causen una degradacié menuda del nivell d’squeezing (p. ex. una
relacié 2:1 entre les pérdues de la cavitat que afecte les dues direccions or-
togonals en el pla transversal encara permet una reduccié de 10 dB pel que
fa al nivell de soroll). D’altra banda, en treballs recents del nostre grup
d’investigacié [56] es demostra, emprant técniques de simulacié numeérica,
que, tot i que la deduccié de que la compressié de soroll aconseguida mit-
jancant el trencament de simetria rotacional és perfecta es realitza formal-
ment dins de 'aproximacio lineal, el resultat és valid igualment per als calculs
que donen acompte de les equacions no linealitzades.

116



13 Obtencié de squeezing de quadratures no
critic mitjancant el trencament de la sime-
tria de polaritzacio

13.1 Introduccié

Tal i com s’ha demostrat al capitol anterior, i a altres treballs del nostre
grup de recerca [27, 54, 55, 56] que estudien el mateix fendomen en un model
d’oscil-lador optic parameétric, el trencament espontani de la simetria rota-
cional d'una cavitat optica no lineal possibilita I'obtencié de compressié per-
fecta de quadratures no critica, tant en oscil-ladors optics parameétrics de
tipus I degenerats en freqiiéncia (DOPO) [54, 56] com en cavitats y® de
barreja de quatre ones degenerades [27]. L’expressié compressié no critica
vol significar aqui que el grau de compressié assolit no depén dels valors del
parametres del sistema (és a dir, no depén en l'espai de parametres de la
distancia a cap punt de bifurcacié) una vegada el sistema es troba per sobre
del llindar de generacié del camp senyal.

Ara bé, no és el trencament de la simetria rotacional 'inic capag de
produir un resultat com el descrit. De fet, el nostre grup ho havia demostrat
amb anterioritat en el trencament de la simetria traslacional en un model de
DOPO de tipus I amb cavitat d’espills plans [60, 61, 62]. En aquest sistema
es formen de manera espontania el que s’anomenen estructures dissipatives
[73] que s6n patrons formats al pla transversal a 1’eix optic del sistema [46, 57,
80, 83]. Aquestos patrons poden ser regulars (com ara patrons hexagonals,
quadrats, de tires o altres), irregulars (com els patrons laberintics), o formats
per estuctures localitzades. En tots els casos 'aparicié d’un patré concret
implica un trancament de la simetria translacional, al llarg de les direccions
ortogonals a l'exi optic del sistema. En aquest cas, més complexe des d’un
punt de vista analitic donat el fet que el nombre de modes senyal involucrats
és infinit, també hi apareix un mode de Goldstone (que reflecteix la simetria
translacional del sistema) i un mode company amb dissipacié maxima que
és el que mostra compressio perfecta de la variable canonica respecte de la
posicié del patré que és el seu moment lineal (més concretament, el gradient
espacial del patré desplagat /2 en fase).

Aix{ doncs, sembla que el trencament de qualsevol simetria puguera donar
lloc al fenémen de generacié de llum perfectament comprimida de forma no
critica. La questié qué ens plantejem en aquest capitol és com aconseguir
aquest fenomen amb el trancament d’una altra simetria diferent: la simetria
de polaritzacié d'una cavitat Optica no lineal adeqiiada. Anomenarem a
aquest trencament de simetria SPSB (Spontaneous Polarization Symmetry
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Breaking).

A partir del qué hem aprés al capitol anterior respecte al trencament
de la simetria rotacional, per tal d’assolir compressié perfecta del soroll a
les quadratures mitjangant SPBS, la cavitat no lineal ha de verificar alguns
requisits previs. Aquests sén els segiients:

i) En primer lloc ha de posseir el qué anomenarem un parametre lli-
ure de polaritzacié (FPP, Free Polarization Parameter), és a dir que al-
gin parametre de la polaritzacié del camp senyal no ha d’estar fixat per les
equacions dinamiques del sistema. Aquest parametre pot ser, per exemple,
I’excentricitat o I'orientacié de 1’el-lipse de polaritzacio.

Es interessant destacar el fet que la variacié continua d’un d’aquestos
parametres de la polaritzacié es correspon amb rotacions sobre 'esfera de
Poincaré, definida pels parametres de Stokes de 1’estat de polaritzaci6 [2]. Per
exemple, una polaritzacié lineal es correspén amb un punt sobre ’equador de
I’esfera de Poincaré, i variar la orientacié d’aquesta polaritzacio lineal es cor-
respon amb desplacar-se al llarg d’aquest equador. Es veu aix{ una analogia
i una conexi6 entre el trencament de la simetria rotacional (que suposava la
deslocalitzacié de 'angle d’orientacié d’un mode induida pel soroll) i el tren-
cament de la simetria de polaritzacié (que suposa la deslocalitzacié del punt
sobre l'esfera de Poincarée que representa l’estat de polaritzacié pel mateix
motiu [36]).

ii) Obviament el sistema ha de permetre ’existéncia d’una solucié de mit-
jana no nula per al camp senyal; de forma que un cop es supere el llindar per
a la generacié d’un tal mode senyal, I'assoliment aleatori d’un valor concret
per a I'FPP - aleatori donat que el valor concret es deura tinicament al soroll
(més precisament, a les fluctuacions quantiques) - automaticament produira
un SPBS ja que el sistema haura adquirit un valor concret (de l'orientacié de
'el-lipse de polaritzacié, per exemple) d’entre el continu de valors possibles.

Des d’un punt de vista matematic, un sistema com aquest ha de tenir un
mode de Goldstone (un mode amb un autovalor nul a la matriu d’estabilitat
independentment dels parametres del sistema), que com hem comentat repeti-
dament, reflecteix la igualtat de probabilitats de trobar qualsevol valor de
I’FPP. Sabem, d’altra banda per l'estudi dels trencaments de les simetries
rotacional i traslacional, que associat al mode de Goldstone hi ha un mode
company qué és un mode amb decaiment maxim, i també que es pot provar
que aquest nou mode és el parell canonic del mode de Goldstone i que co-
incideix amb una quadratura del mode ortogonal a aquell en qué ocorre
I'emissié classica [56, 61]. En el capitol anterior hem utilitzat la nomen-
clatura de mode brillant per aquell mode en qué ocorre ’emissié classica i
mode obscur per al mode ortogonal al mode brillant (obscur perqueé 1’emissié
classica en aquest mode és zero en tot instant). Mantindrem aqui la mateixa
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notacio.

Aixi doncs, les fluctuacions quantiques actuaran lliurement sobre I'FPP,
convertint-lo en totalment indeterminat. Aixo implica que el mode brillant,
queé és seleccionat inicialment per les fluctuacions quantiques, no és un mode
estatic doncs esta afectat per difussié. Aixo és el qué permet la reduccié
completa del soroll del seu parell canonic conjugat (una quadratura del mode
obscur), d’acord amb el principi d’incertitud d’Heisenberg.

Els requisits qué hem exposat es poden trobar, en principi, tan en cavitats
no lineals de tipus Y@ com de tipus y®. L’estudi de la cavitat y? ha quedat
reflectit a l'article publicat pel nostre grup d’investigacié [56] i en aquest
treball no hi desenvoluparé més detalls donat que la present tesi es limita a
I’estudi de cavitats tipus Kerr. Solament destaque que el principal problema
dels DOPO tipus-II (qué sén els sistemes x® que poden mostrar SPBS) és
que no existeixen, és a dir, que no tenen emissié degenerada; a la qual cosa
cal afegir que, tot i que aquesta degeneracié pot forcar-se experimentalment,
les tecniques emprades impliquen el trencament de la simetria i per tant, en
conclusid, els resultats obtinguts relatius al DOPO tipus-II amb freqiiéncia
degenerada no sén assolibles técnicament al menys pel que sabem avui, tal i
com s’ha explicat al capitol anterior (veure apartat 12.1 i [56]).

13.2 Descripci6 del sistema: cavitat y®) i Hamiltonia

Atenent a alldo comentat adés, un model de cavitat x® en la qué un tren-
cament de la simetria de polaritzacié, un SPBS, siga possible, obviament ha
de posseir aquesta simetria. Aixo es verifica si el medi no lineal és isotrop i
la cavitat optica no afavoreix cap polaritzacié particular. Més encara: donat
que hem d’injectar camps de bombeig des de l'exterior, aquests camps no
han de privilegiar cap polaritzacié en el camp senyal que es genere. Aix0
suggereix que els camps de bombeig han d’ésser dos camps de freqiiéncies
diferents a la que tindra el camp senyal i que han d’estar polaritzats ortogo-
nalment entre si. Després vorem que per tal de no afavorir cap polaritzacié en
el camp senyal, la polaritzacié dels camps de bombeig haura d’ésser circular.

Aixi doncs sembla qué un esquema semblant a 'utilitzat en el capitol an-
terior seria un bon candidat, reemplacant el paper jugat pel moment angular
orbital (OAM) pel moment angular intrinsic, és a dir, 'estat de polaritzacié
dels camps. Passem a descriure el sistema amb tot el detall necessari.

El sistema escollit és de nou un resonador Kerr en el qual el SPBS pot
comprimir el mode obscur eixint. Es considera un medi y® isotropic a
I'interior d’una cavitat isotropica a la polaritzacié, bombejat per dos modes
copropagants ortogonalment polaritzats de freqiiéncies w; i wo, de tal forma
que la freqiiéncia del mode senyal wy acomplisca w; = (wy + wsy) /2 1 estiga a
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prop del mode resonant a la cavitat w. (veure figura (25)).

Figura 25: Il-lustraci6 sobre el sistema estudiat: dos modes polaritzats cir-
cularment i ortogonal (dextrogir i levogir) incideixen a la cavitat Kerr amb
freqiiéncies wy i wo. En virtud dels processos de Four Wave Mixing, el mode
senyal té una freqiiéncia w, = (w1 + ws) /2 , esta polaritzat linealment i la
seua orientacié respecte a un eix en el pla transversal difon amb total inde-
terminacié (és 'FPP del sistema).

Per més simplicitat es fixa que els modes injectats tenen un comportament
classic i, a l'igual que en ’aproximacié adiabatica del capitol anterior, s’ignora
la seua evolucié arran de la interaccié amb els modes senyal intracavitat.

El camp total al pla de la cintura de la cavitat, on es troba el medi Y,
es pot descomposar en la seua part classica i quantica: E (r,t) = E, (r,t) +
E, (r,t) amb

E, = iFG ()Y (e,aj, +eya;)e ' +cc., (345)
7=1.2
B, = iFG(r)[esd, (1) +eya, (t)] e ! + He., (346)
on Fio
2 — S 4
4 2eonL’ (347)

amb n I'index de refraccié i L la longitud optica.

A més, el mode de la cavitat TEMy, amb radi w es considera el mateix
per als modes senyal i injectat (aproximacié basada en la consideracié de que
w1 ™~ wy ~ w; tal i com s’explica en detall a 'apeéndix I1T)

21 a0
G(r)= \/;;e—f Al (348)

Si a més d’adonar-nos que es tracta d’'un medi isotropic, ignorem la seua
dispersi6 en el rang de freqiiéncia considerat (cf. apéndix III), la forma del
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tensor de susceptibilitat sera [3]:
Xijh (Wa + Wh = We; Wa, Wh, —We) = Xaayy (0650k1 + 0ik01) + XayyaOiadje, (349)

1 aix0 permet escriure 'Hamiltonia del sistema en la imatge d’interaccié com
H = Hy + H;py, amb

Hy = ho(ala, +ala,) . (350)
o 3 ~
o = hg (Hspm 4 Hop + wam) , (351)
amb
b = we— ws, (352)
—8€0lmX ./T'4
g P (353)

on la notacié és la mateixa que s’ha emprat en (265) i on s’ha assumit que
la longitud del medi G és menor que la longitud Rayleigh de la cavitat.
En Hmt els termes Hspm, Hcpm i H fwm corresponen, d’acord amb la notacié
emprada en aquest treball, als processos de Selph-Phase, Cross-Phase Mod-
ulation i Four Wave Mizing respectivament i la seua expresié és

Hep = G702 + al%a7, (354)
Hepn = 4Adla.ala (355)
2\ At A 2 2\ At A
+> 4 |ajx\ + Alagy[*) alar Y 4 (Jagy* + Alag.l?) ala
j=1,2 j=1,2
flfwm = ZS’OLT2 q2 s t2 (1500, + Bagyogy) aTQ (356)

+2 (alyagy + Baa,) a;f

+ Z 4 (Ba;xajy + .AOéijé;y> &Ldy
j=1,2
+4A (1,00 + a1yaay) &Ld; + H.c.,

amb A = X000/ Xowzw 1 B =Xayya/ Xazze que verifiquen 24+ B =1 [3].

13.3 Analisi dinamica quantica

Per tal de preservar la simetria de polaritzacid, els camps classics injec-
tats han de tenir necessariament polaritzacions circulars ortogonals (figura
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25) ja que qualsevol altra polaritzacié privilegiaria una direccié espacial en
el pla transversal. En conseqiiéncia es prenen polaritzacions circulars per
al bombeig, és a dir, oy, = @y, = p/\/§ 1oy = —agy = zp/\/§ I
en reescriure I’Hamiltonia en la base dels estats polaritzats circularment
s = (Gy Fia,) /V/2, s'obté

iy = no(ala, +ala ), 357

(357)
Hopm = 2(1+B)alasal a_ +20°(3— B) (aim +at a_) . (359)
(360)

Hiwm = 20*(1+B) (aia, + dim) . 360

L’Hamiltonia en la base d’estats polaritzas circularment (357-360) poseeix

la simetria (ay,a_) — (a,e?,a_e ), estant ¢ = ala, —a'a_ la constant

de moviment associada a la simetria ja que [fl , é} = 0. Constant que déna

acompte del fet que esperem obtindre igual nombre de fotons dextro i levo,
perdo amb una fase relativa arbitraria. El resultat observable sera per tant
un "mode" que conserva la intensitat total dels camps injectats i hi sera
linealment polaritzat perd amb una orientacié arbitraria.

Ara podriem procedir tal i com ho hem fet al capitol anterior, és a dir,
podriem escriure les equacions de Langevin del sistema (introduint el terme
Liouvillia a I’equacié mestra per a I’operador densitat i fent 1is posteriorment
de la representacié P-positiva per obtindre I’equacié de Fokker-Planck a par-
tir de la qual s’obtenen les equacions quantiques de Langevin), estudiar-les
trobant I'estat estacionari no trivial (en el qué hi ha una solucié no nul-la per
a 'amplitud dels modes senyal), analitzant les seues propietats d’estabilitat,
linealitzant-les al voltant de I’estat estacionari, i finalment calculant I’espectre
de squeezing. Afortunadament no ens sera necessari fer aquests calculs com
es veura a continuacio.

Intentem simplement pensar com seria l’estat estacionari no trivial. Per
supossat l'existéncia d’aquest estat exigira que la intensitat del camp de
bombeig p? sobrepasse un cert valor llindar. Una vegada aixo estd garantit,
apareixera un mode brillant (amb el significat del capitol anterior i que hem
repassat al principi del present capitol) qué tindra una certa polaritzacié ey.
Aquesta polaritzacié sera lineal doncs 'amplitud dels dos camps senyal és
idéntica, i la podem escriure com

e, = —= (ese ¥ +e_e”) = ey, (361)

Sl -
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on 6 és la direccié de la polaritzacié lineal del mode brillant. Ja hem vist
que 0 és arbitrari doncs I’Hamiltonia presenta la simetria abans discutida i
sabem, pel que hem vist al capitol anterior, que aixo implica que aquesta
quantitat estara governada per les fluctuacions quantiques tnicament, és a
dir, dinfondra amb el temps seguint un process de Wiener. Aquest angle ¢
juga el paper de 'FPP que hem comentat abans.

El fet que 6 siga el mode de Goldstone del sistema implica que una
quadratura (concretament la de fase) del mode ortogonal al mode brillant, el
mode obscur, estiga perfectament comprimida de forma no critica. El mode
obscur tindra, per tant, una polaritzacio

% ( e e

Aix{ doncs la llum amb aquesta polaritzacié estara perfectament comprimida
en la seua quadratura de fase.

Per suposat tot aixo hauria d’ésser demostrat analfticament seguint les
pases enumerades més a dalt perd no sera necessari. La rad és ben senzilla: si
a ’Hamiltonia anterior prenem el valor A = B = 1/3, elecci6 dels parametres
de Maker-Terhune que correspén a un medi y® isotrop en el que la no
linealitat té el seu origen en la resposta electronica (no resonant) i al que,
per tant, és aplicable la simmetria de Kleinman [3], I'Hamiltonia descrit a
dalt (357-360) resulta ser isomorf al del capitol anterior (258-265). Aix{ doncs
no és necessari fer els calculs per la senzilla raé de qué ja estan fets. Per tal
d’ésser més concrets, tal i com s’ha dit a 'apartat 12.3, de 'expressi6 (298)
es dedueix que la condicié necessaria per a ’existéncia de la solucié no trivial
és p > 1 (on p és la intensitat del bombeig), sabent a més que el valor de
p esta afitat, tal i com marca expressié (296). Si, a més a més, s’empren
els canvis descrits en (288), és clar que per a intensitats de bombeig p* que

cumplisquen
26 4+ /6% — 32
;—; << 2T 5 iry (363)

iperad > 3y, (veure de nou (296)) es verifica I'existéncia d’'un camp senyal
no nul en mitjana a partir d'una bifurcacié de forca (Pitchfork) subcritica.

Val a dir, finalment, que, excepte pels resultats quantitatius, aquestes
conclusions valen també per a casos en els que A # B tot i queé, obviament,
el domini d’existéncia de l’estat no trivial del camp senyal dependra dels
valors d’aquests parametres.

= — e,ew) = €p1r/2- (362)
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13.4 Estudi de ’squeezing de polaritzaci6

Tal i com s’ha vist al capitol 11 la compresié de quadratures no necessari-
ament implica compressié dels parametres de Stokes, és a dir squeezing de
polaritzacié. En el sistema estudiat en aquest capitol cal preguntar-se per
tant si la compressié observada en trencar-se la simetria de polaritzacié gen-
era la compresié de les fluctuacions dels parametres que caracteritzen aquest
estat de polaritzacio.

Val a dir en primer lloc, que la definicié dels parametres de Stokes feta
anteriorment (225) és pot redefinir per a una altra base d’estats polaritzats
ortogonals de forma que tota la resta d’estats de polaritzacié es puguen es-
criure en funcié d’eixa base i per tant, en aquest cas escollim el mode brillant
i el mode obscur com a modes base per a la definicié dels parametres,

A ata ot A _ ata _ ata
So = Qpap + aya4, S1 = ayap — aya,

A ata At A A o at At 364
Sy = aZad + azlab, Sz =1 <a2ab — aZad> . (364)

On ay, ag sén els operadors bossonics associats als modes brillant i obscur
(tal i com s’han definit a Papartat 12.3, veure també (254)), 'expressié dels
quals es recorda aqui per facilitar la lectura

(eay +ea), (365)

A

1

ay, = a10,0 — —=
) \/5

R 1

g = Aol = —=

(e“ar —ea_). (366)

&

L’avantatge d’escollir aquestos modes és que d’ells coneguem alguns valors
promitjos com ara:

<a;ab> £ 0, (367)

(i) = o
(al) = {ah) =@ = (@) =0,

i el seu principal desavantatge rau pero, en el fet que el procés descrit per
al trencament de simetria de polaritzacié, i per tant per a la produccié de
squeezing, suposa la difusié constant i aleatoria de I'angle d’orientacié dels
modes brillant i obscur. Aquest desavantatge implica no poder mesurar les
caracteristiques d’aquestos modes en no poder fixar la seua orientacié; pero es
pot obviar si, per exemple, fixem aquesta orientacié en introduir una lleugera
anisotropia al sistema. El resultat d’aquest procediment, tal i com s’explica

124



en [54], no afecta el resultat en alld referent a aconseguir una alta compressié
de la llum.

Tal i com s’estableix la definicié d’squeezing de polaritzacié (232), per
estudiar si es pot assolir necessitem calcular els valors mitjans dels parametres

~

<SZ-> i la seua variancia V (Si;w).
Els valors mitjans dels parametres sén evidents si hom retorna a la seua
definici6 (364) i als valors mitjans coneguts (367) aixi com al fet que valors es-

perats del mode brillant i obscur estan descorrelacionats <dej> = <dT> (a;)

% 7

<SO> - <Sl> - <a§,&b>, (368)
<5*2> - <33>=0. (369)

Pel que fa a la seua variancia, es pot calcular a partir de les expressions
donades en (242-244), que relacionen les variancies dels parametres d’Stokes
1% (Si;w) amb els espectres de correlacions de les quadratures dels dos modes
ortogonals a la cavitat, en el nostre cas, S° (X;”;w) i S° (X7;w). Expre-

sions que aplicades al nostre problema queden

V(Spw) = V(Siw)=1+:5" (X7;w) (370)
V(Syw) = 145 (X7 w) (371)
V(S3w) = 14874 (Xf+%;w) : (372)

Estant @ la fase de la solucié estacionaria per al mode brillant.
Recordem també que al capitol anterior es va deduir (344) per al mode
obscur

V(XFiw) = 1+4: S (X7;w):
cos® p + sin’ (p — &)
cos? ¢,
sl (p—gy)
cos2¢y 14 (w/2)”

(373)

on ¢, esta fixada pels valors del bombeig i de la intensitat del camp senyal.

Abans pero d’aplicar aquest resultat, recordem d’una banda que es pot
definir la fase de referéncia de forma que ® = 0 i també que podem afirmar
per al parametre Sy

V (So;w) =V (Si;w) =1+ 8 (XF;w) ~ 1, (374)
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igualtat que prové del fet que el mode brillant es comporta com un mode
coherent lluny de la bifurcacié (i per tant no depén de 'angle ).

Pel que fa als altres dos parametres, si apliquem les relacions assenyalades
(370-373),queda per al cas de Sy

V(Syw) = 1+S(Xf;w) :
. 1
V(Syw=0) = ——. 375
(S0 =0) = 5 (375)
Expressié que sera igual o major que la unitat. I per al cas del tercer parame-
tre Ss

V(S3;w) = 1+S<Xf+ﬂ/2;w>,
V(S3;w=0) = 0. (376)

Valor que ens dona el resultat de que aquest és I'inic parametre que presenta
squeezing de polaritzacié en cumplir (232).

N (5
V(S350 =0)<|7—| <V (Sy;w=0); (377)
(%)
d’acord amb els resultats (368,375,376).

La conclusié és clara: al menys per a la freqiiéncia w = 0, existeix

squeezing de polaritzacié per les fluctuacions del parametre d’Stokes Sy =

{ (dil&b - &de> referit als modes brillant i obscur o, si ens centrem a la lec-

tura del fenomen fisic [2], tenim un "mode" polaritzat linealment, ja que
<§1> = <§0> i <§2> = <3’3> =0 (368,369) amb molt poques fluctuacions al
voltant d’aquest estat de polaritzacié lineal.

13.5 Comentaris i conclusio

En primer lloc, cal fer esment de que pel que fa a 'aproximacié emprada
en considerar els camps injectats com camps classics que no varien en la
seua interaccié amb el mitja y® valen exactament les mateixes reflexions
que es van fer al capitol anterior sobre aquesta mateixa aproximacié en el
sentit que 'efecte de I’absorcié del bombeig pot reduir el domini d’existéncia
dels modes senyal, perd el mode de Goldstone continua existint i per tant
la possibilitat d’assolir una compressié perfecta no critica. En segon lloc,
i de cara a la seua comprovacié empirica, es pot predicar d’aquest sistema
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també el mateix que el del capitol anterior en alldo que fa referéncia a les
petites desviacions de la simetria de rotacié perfecta que poden permetre
una bona medicié de 1’squeezing via deteccié homodina en fixar I'orientacié
de la polaritzacié lineal del mode eixint i és que la degradacié de la compressié
és molt menuda. En tercer i ultim lloc, es pot subratllar que tal i com s’ha
definit a I'apartat dedicat als parametres de Stokes quantics i la definici6
de squeezing de polaritzacio, la compressié observada en una quadratura no
implica necessariament que existisca compressié del soroll en la polaritzacio,
perod en escollir com a sistema de referéncia per a la definicié dels parametres
de Stokes els modes brillant i obscur és trivial comprovar que existeix un dels
parametres amb nivells de soroll inferiors als exigits per parlar de compressié
de polaritzacié.

En conclusié, en aquest capitol s"ha demostrat que una cavitat y© pot
generar compressié perfecta no critica del soroll d’'una quadratura del camp
electromagnétic i que aquesta cavitat és un bona candidata per ser construida
i observar I’squeezing per trencament de simetria de polaritzacié.
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Part V
Conclusions

Per encetar les conclusions d’aquest treball vull recordar en primer lloc, que
he escrit aquest text mirant d’exposar les dues vessants principals del treball
d’investigacié desenvolupat i els avancos assolits juntament amb els com-
panys i companyes del grup d’investigacié d’Optica Quantica i No Lineal
de la Universitat de Valéncia. Tal i com es comentava al prefaci, una part
d’aquesta tasca ha estat 'aprenentatge en 1'is de les técniques matematiques
necessaries per avaluar les propietats quantiques dels camps electromagneétics
i, en especial, el grau de compressié de les fluctuacions dels camps electro-
magnetics dins de la teoria quantica i l'altra, la recerca de sistemes optics
que produeixen un alt nivell de squeezing basat en dos fenomens principal-
ment: d’una banda, els llindars critics o punts de bifurcacié, és a dir alla
on s’engeguen els comportaments no lineals i de I'altra, el trencament de les
simetries que comporten 'aparicié d’un grau de llibertat del sistema.

Per motius metodologics obvis, ja que hom necessita conéixer les eines
que emprara per dur endavant qualsevol feina, l'organitzacié del text ha
seguit practicament un ordre cronologic: Aquest treball va comencgar, després
de les classes de preparacié al DEA T'any 2003, a partir de la decisié del
grup de recerca d’optica no lineal i quantica de dedicar-se a l'estudi de la
compressié del soroll en les senyals electromagnétiques, camp que com es
descriu profusament a la bibliografia esmentada en aquest treball ha propiciat
grans avangos en el estudi dels camps electromagnetics i ha estat en ’arrel
de molts avancos en medicié ultra precisa, informacié quantica i altres. Els
nostres primers avancos, incloent-hi el treball d’investigacié del DEA, estan
reflectits per tant, a la primera part d’aquesta tesi i inclouen la descripcié
i tractament del superoperador Liouvillia, el tractament estadistic i quantic
del camp electromagneétic mitjancant les distribucions de quasiprobabilitat,
les caracteristiques, utilitats i solucions de les equacions de Fokker-Planck i
Langevin, la teoria input-output que relaciona la mesura de les fluctuacions
quantiques dins i fora de les cavitats optiques, els espectres de correlacions
i de squeezing associats a les correlacions a temps diferents i la utilitzacié
de les distribucions de quasiprobabilitat anomenades P-generalitzades. El
resum de la forma en qué aquestes eines s’apliquen a I’estudi dels problemes
relacionats amb l'obtencié de llum comprimida s’ha presentat a ’apartat
titulat "guia per no perdre’s en 'estudi de la reduccié quantica del soroll",
el contingut del qual vol ser un full de ruta per poder abordar els problemes
que s’han estudiat en els tres apartats segiients (i per tant, als tres treballs
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d’investigacié i articles corresponents) i serveix de manual per endinsar-se en
aquest tipus d’estudis.

Abans d’entrar pero en quines han estat les nostres aportacions originals,
considere interessant subratllar dos aspectes d’aquesta part metodologica que
valore com a crucials pel que han suposat de millora de la nostra capacitat
d’analisi dels problemes tractats. Un d’ells és la descripcié i utilitzacié de
la distribucié P-positiva que permet establir el formalisme que condueix a
I’analisi dinamica dels sistemes estudiats i de les seues propietats quantiques.
[ T'altre, el salt que suposa passar del metode algebraic consistent en emprar
la matriu de correlacions obtinguda mitjangant la combinacié de les matrius
de difusi6 i de les deriva de les equacions de Fokker-Planck i de Langevin
(tal i com es descriu als capitols 7 i 8 i tal com s’utilitza al capitol 12 dedi-
cat a I'estudi de la produccié de squeezing de polaritzacié en un ressonador
Kerr) per tal de trobar I'espectre de squeezing; al métode consistent en la
diagonalitzacié de les equacions matricials provinents de les equacions de
Langevin linealitzades per obtenir directament els valors de la compressié de
les quadratures implicades (tal i com s’explica i aplica als capitols 12 1 13).

Igualment, i pel que fa als tres articles que condueixen la segona part del
treball es poden fixar els segiients tres centres d’interés: un, el de les quadra-
tures del camp electromagneétic, associades a les bifurcacions aparegudes a
la dinamica no lineal; un altre, I'associat als parametres de Stokes quantics
i un tercer la reduccié del soroll associada a ’aparicié d'un grau de llibertat
mitjancant el trencament de simetries.

Per destacar les aportacions originals, es poden agrupar en els segiients
camps:

1.- La utilitzacié d'una combinacié de les distribucions de quasiprobabil-
itat no ben definides per a l'equacié de Fokker-Planck: la P de Glauber,
la ¢ d’Husimi i la W de Wigner per tal d’obtenir un resultat exacte, a
I’aproximacio lineal, tal i com s’obté a partir de la P-positiva.

2.- La caracteritzacié d’'un ressonador Kerr vectorial en allo que fa refer-
éncia a 1’obtencié de squeezing de quadratures i dels parametres de Stokes.

3.- L’obtencié de compressié de les fluctuacions d’un mode del camp elec-
tromagnetic mitjancant el trencament de simetria rotacional en un sistema
de resposta no lineal.

4.- L’obtencié de compressié de les fluctuacions d’'un mode del camp elec-
tromagnetic mitjancant el trencament de 'augment d’un grau de llibertat en
la polaritzacié dels modes en un sistema de resposta no lineal.

Paga la pena destacar que les aportacions degudes al trencament de sime-
tria apunten cap a I’obtencié d’una compressié perfecta del soroll en la senyal
obtinguda i aquest és un resultat mai assolit en cap dels altres sistemes em-
prats fins a la data, en els quals, i tal i com s’explica a les conclusions de cada
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article i apartat, la compressié solament és perfecta dins de I'aproximacié lin-
eal. La fita assolida és qualitativament diferent per tant, ja que estem parlant
de squeezing perfecte a costa de la difusié infinita d’una altra variable (en
el nostre cas l'orientacié del mode emeés) i no depenent dels parametres que
fixe el sistema ja que es tracta d’un procés no lligat a les bifurcacions o a
la superacié d’un cert llindar en la injeccié. Aixi i tot, convé ser moderat
en aquesta afirmacié ja que, de moment, la propia configuracié dels sistemes
fa que no puguem obtindre cap resultat mesurable i amenaca per tant en
deixar-nos a ’ambit de ’especulacié teorica. Tal i com s’ha dit a dalt, la
solucié a aquest miratge de la compressié perfecta és la introduccié d’alguna
anisotropia que trenque la simetria perfecta inicial del sistema i per tant
permeta mesurar el resultat obtingut. Aquesta solucié ens allunya per tan
de la compressié ideal, perd ens pot permetre obtenir nivells de compressio
clarament inaudits.

En resum, en aquesta tesi s’han buscat dos objectius principalment: un,
servir de manual per a l'estudi dels fenomens de reduccié de soroll a nivell
quantic i dos, presentar unes quantes aportacions originals sobre les possi-
bilitats d’obtindre un fenomen que pot estar en la base de molts avancos en
I’elaboracié i tractament de senyals optiques: la llum comprimida.

Per acabar, vull centrar 'atencié en allo que podria tindre major projeccié
de futur per a la tasca d’investigacié del grup d’Optica Quantica i No Lineal
com ara la possibilitat de desenvolupar la comprovacié de 'obtencié d’alts
nivells de compressié de la llum mitjancant el trencament de simetria dels
sistemes, ’aplicacié d’aquesta técnica a altres sistemes fisics i la utilitzacié
de les eines matematiques descrites en altres camps de 1’optica quantica com
ara la informacié quantica o la interaccié entre materia i radiacié.
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Part VI
Apéndixs

14 Apéndix I: equivaléncies entre operadors
i derivades parcials per a la correspondén-
cia quantico-classica

Tal i com s’ha vist a 'apartat dedicat a la utilitzacié de les distribucions
de quasiprobabilitat per calcular equacions d’evolucié, a partir d'un exemple
senzill (106-111) es poden deduir una série d’equivaléncies (112-115) que per-
meten passar d'una equacié d’evolucié de 'operador densitat amb 1’operador
creacié o amb 'operador destruccié a una equacié amb derivades parcials de
les funcions de distribucié.

De forma semblant es poden deduir les equivaléncies corresponents als
grups de dos o quatre operadors acompanyant a l’'operador densitat [8, 70, 88].

14.1 Grups de dos operadors

1—35 1+s 0 1—s 0
Afaa o * - *
alap < ( 5 + aa 5 aO[oc—k 5 90 (378)
1—s* 0°
4 OJaa* °
1—s 1—s 0 1+s 0
pa'a — * —a— * 379
pala < ( +aad +——o- 5 o (379)
1—s? 02
4 Jdaa* °
1—5 —s 0 1—s5 0
apal — * — * 380
apa' < ( 5 + aa® + 5 e’ 5 Do (380)
(1—5) 02
W
4 Odaa*
s, (1—s5)* &
P 2
aap < (a +(1—y3) a&*a—i— T o W (381)



paa < <a2 —(1+9)

)
a'a’p = (a*2 —(1+s)

0

(1 4—5)2

o+

Ooa*

a—aOé

"4

4

4

14.2 Grups de quatre operadors

at?a?

A

P

=

da?

82
(904*2 ) WS

(1+s)* 92

2
% —2(1 - s)aa* + a*a*?
0 0
2 = 2
+(1 8>8aa (1+s)aaaa
2 0 * . 7 *2
—(1—13s) Ere + (1 —s) S 0
(1—=5)" & 5 1+ ,
4 da” 4 Oa?
(1-5)7(1+s) O A
* 2 daa* (1 o ) daa*
e
4 daa*? 4
L= s> (1+s)” o
16 da2ar2 | 7
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(383)

(384)
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2
Hat2q2 (1_8)

pa & —2(1 - 8)aa” + a*a™ (386)

—(1—5) 204 +(1—s) i04204*

Ja Jda
0 0
1 2y T ok . *2
+ ( S)aa*oz (1+s)aa*aa
(1-5)% 0> , (1+s5)? 9*
4 8a2a 4 (904*2a
(1—s)(1+s) & o 07
+ 2 Jadar* (1 — 8 ) Jaar* ac
=904 @ (49 (-8 @
4 Oa2ar* 4 (904@*2a
(14s)°(1—s)° 9
+ 16 Oa?a? W
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15 Apéndix II: Expresions algebraiques per
a I’squeezing de quadratura i polaritzacio
en la cavitat Kerr vectorial

15.1 Espectre de quadratures eixint

En funcié de la matriu espectral (215) i per a les quadratures propiament
dites:

geut (Xf : w) = 2y (S0P 4 Sgute) 4 2 (ST 4 S | (387)

geut <X§ : w) = 2y (Sgy'e™™ + Sgite™”) + 2 (55" + Si5') - (388)

Per a les quadratures creuades

2 (Sgyte o1z 4 Sguieion)

out B1 yhBa. - ) .
S (Xl 7X2 7(4)) - —’—2’)/ (Sggt61612 + Sf4ut672621) ) (389)
out (yBz xB. ) . 27 (S5t + Sgptetra)

amb
ok = B;+ B, Sk =B; — By
15.2 Espectre de les quadratures per a la solucié monomode

El valor de les fluctuacions : S°% (Xf;w) ;0 Gout <X§;w> i Sout (Xfl,Xé%;w) :

per a la solucié monomode (/55 = 0) s6n

4|A
geut (Xf;w> S o (391)
(Q1q — w?)” + 4w?
6| Al
st (xfiw) = AulQy (392)
(Q24 + 2w?)” + 16w?
gout (Xfl,X§2;w) = §out (X§2,X1’81;w> =0, (393)
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on

Qun = —(3 |A]? —4]AL A+ A% — 1~ w?) sin ¢
+2 (A = 2] A1,%) cosp + 2| A2, (394)
Qi = 3|AuL" —4|ALPA+ A2+ 1, (395)

Q2 = UA15|4 +AJAL—2(A -1 w?)] sin¢
+ (44 — Ay ) cos b+ 3| A, (396)
Qu = A"+ AJAL —2A% -2, (397)
i

Y =2(8—¢), (398)

és dues vegades la diferéncia entre la fase de la quadratura analitzada i la fase
de Destat estacionari, i [A1,|* és la intensitat normalitzada de les equacions
(204,205a,205b). Cal afegir a més, que a les equacions de dalt, la freqiiéncia
w ha estat normalitzada en dividir-la per v, pero no s’ha canviat la notacié
per no complicar-la innecesariament.

15.3 Variancies normalitzades dels operadors de Stokes
als punts de bifurcacié de la solucié monomode

En aquest cas, les expresions de les variancies normalitzades dels operadors
de Stokes als punts de bifurcacié de la solucié monomode sén

- - 4ags? (A = |ags]?
Uy () = Vh (w) = 1 4 2ol (A Zlanl) (399)
C1
3 6 |ars|? (Jas|® + 2A
Uy @) = 14 Sl anl+24) (400)
Cy
~ 2 (|CL1S|2 — A) ~
Va(w)=14+ "= "'V, (w), 401
5 (w) (o7 20) > (w) (401)
on
G = (W +1—3an|" +4]anPA— A?)
+4 (3 aws)! — 4 aws|? A + A?), (402)
Cy = (20 42+ |ag|* + |ar]* A — 24%)"
—8 (Jars|” = A) (Jars|” +24) (403)

amb A = 0/0n i |a1,|* = gli,/7, i amb la normalitzacié de w en dividir-la
per 7.
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16 Apéndix III: Modes propis de la cavitat
en un resonador Fabry-Perot amb espills
esférics

16.1 Espectre modal d’un resonador Fabry-Perot amb
espills esférics

Es detallen en aquest apéndix les principals propietats dels modes propis de
la cavitat en un resonador Fabry-Perot amb espills esferics (cf. [38] per més
detalls).

Dins de ’aproximacié paraxial, se sap que els modes Laguerre-Gauss for-
men un conjunt complet de modes espacials per descriure la llum dins del
resonador. Siguen R, R, els radis de corbatura dels espills de la cavitat, i
Leg = L —(1—1/ny) 1, la longitud efectiva de la cavitat, estant L la lon-
gitud geometrica del resonador, i [, i n,, la longitud i I'index de refraccid,
respectivament, del medi y(®). Aleshores, els modes Laguerre-Gauss al planol
central del resonador es poden escriure

\I/;H (r) = /\/Zu; (r) exp (£ilo) (404)

amb r = (z,y) les coordenades transversals i r = r (cos ¢, sin ¢) la seua de-
scomposicié en coordenades polars,estant ./\/;ﬂ un factor de normalitzacio i

ul (r) = 1 (ﬁ)l% (2—7"2) e T (405)

w w
on Lé, és el polinomi de Laguerre modificat amb indexs radial i polar p,l € N,
el qual ve donat per la formula de Rodrigues
1,1 d°
! _ v —v 1
L, (v) = He P (e "v'o?). (406)
Si s’escull el factor de normalitzacié

l_2p!

P\ r(p+ 1) (407)

s’acompleix la relacié d’ortogonalitat

2

/ do / dr [U2 ()] U (r) = 0y (408)
0

0
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La grandaria w del cercle del feix al centre de la cavitat val

W2 20Les Vor9e (1= g160)
W g1+ 92— 20192

(409)

amb ¢g; =1 — L.s/R; i w la freqiiéncia del feix.

La base Laguerre-Gauss té I'avantatge que permet visualitzar facilment
I’OAM del camp, ja que aquestos modes soén estats propis de 'operador
OAM —id, amb autovalors £[. Pel que fa a la freqiiéncia de resonancia dels
diferents \If;tl modes, en general és diferent per a cada mode, en concret

T 1+2p+1
Wepl = T (q + — arccos i,/glgg) (410)

amb ¢ un enter (cada ¢ correspon a un mode longitudinal de la cavitat), L
la longitud optica de la cavitat

L="L+ npm—1)ln, (411)

i el signe més s’empra per a g; > 0 (i per tant, go > 0 si el resonador ha de
ser estable), mentres que el signe menys s’utilitza per al cas oposat (g3 < 01
go < O)

Per tant, els modes que sén del mateix ordre f = 2p + [ tenen la mateixa
freqiiencia i es diu que s6n membres de la mateixa familia f (a partir d’ara
aquesta freqiiéncia s’anomenara w ). Es clar que la familia f consisteix en un

conjunt de f + 1 modes de Laguerre-Gauss {\II?EJLZW} amb [ = f, f—2, .. 1,

amb OAM +f,+ (f — 2), .., £ly. Els modes amb més baix OAM tenen lp = 0
o 1 per als f parells o senars, respectivament.

Tal i com s’ha comentat a 'apartat referent al model del capitol 13,
es necessari que el resonador es sintonitze de forma que la freqiiéncia de
resonancia de una familia f = 1 caiguen en mig de dos modes fonamentals
[ = 0. Per assolir-ho, els resonadors que satisfan ¢;.go = 0 sén perfectes,
ja que satisfan la condicié imposada i a més a més donen la separacié més
ampla entre els modes f = 01 f = 1 (la meitat del rang espectral, i.e.,
mwe/2L). Malgrat aco la situacié no és la ideal ja que aquestos resonadors
també satisfan

We,f = Wg—1,f+2 (412)
i per tant modes que cauen en families d’ordre superior tenen la mateixa
freqiiéncia de resonancia que les de f = 1. Aixi i tot, per les raons adduides

a ’apartat corresponent al model, I'existencia d’aquestos modes no suposa
cap obstacle per al fenomen estudiat en aquest treball.
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Figura 26: Espectre modal de una cavitat gairebé simetrica i gairebé confocal.
En la figura s’han escollit els valors g = g2 = 0.1. Les freqiiéncies del
bombeig es denoten per w; i wy respectivament, mentres que la freqiiéncia
degenerada de la senyal és w; i presenta una desintonia ¢ respecte a la familia
de freqiiéncia resonant f =1

D’altra banda, a 'apartat dedicat a ’analisi classica, es mostra que per
tal d’aconseguir el mode TEM;, desitjat, és necessaria certa desintonia del
camp de bombeig (desintonia positiva, p.ex., és a dir que la freqiiéncia propia
de la cavitat siga major que la dels camps injectats). Aquest comportament
permet relaxar les restriccions per a les cavitats emprades. Per veure-ho,
es mostra en la figura (26) l'estructura de resonancies d’una cavitat amb
g1.g2 ~ 0. Els modes que cauen en families de la mateixa paritat no tenen la
mateixa freqiiéncia de resonancia i per tant, es separen. Per tal de prevenir
que qualsevol familia f # 1 prenga part en la competicié no lineal, exigim a
més que g¢; i g9 siguen negatius, i en aquest cas, la familia f = 1 presenta
la desintonia més baixa (0 en la figura (26)) respecte de la freqgiiéncia senyal
(ws en la figura (26)).

En definitiva, queda clar que tot i que el model proposat és confocal
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amb ¢1.go = 0, la familia completa de cavitats practicament simétriques,
practicament confocals pot ser emprada per assolir els objectius marcats.

16.2 Aproximacié per igualar les freqiiéncies dels di-
versos modes

Com s’ha descrit a 'apartat anterior (410), la freqiiéncia de resonancia d’un
mode ¢ longitudinal i de familia transversal f = 2p-+1[ en una cavitat confocal

(g1-92=0) és

e 1+ f
Wef = — |q+ —— 413
=+ 5 (413
on L és la longitud optica (veure (411)) de la cavitat (per avaluar la com-
paracié entre freqiiéncies, prendré una longitud tipica L = 10cm). S’esta
supossant que els modes de bombeig corresponen a dos modes longitudinals
consecutius amb f = 0, de forma que

-1

mc¢  3m-108m- s
Ap = wy — w1 = Wgt1,0 — Weo =

= — = ~10°s71. (414
0= 01m 07s (414)

D’altra banda, els modes senyal sén d’index longitudinal ¢ i de la primera
familia transversal, f = 1. A més verifiquen

2me
2&)5 =W twy = T (q + 1) (415)
i per tant
.3.108m - !
As:ws—wlzwg—wszﬁzﬂ - 107m - s ~10%g71 (416)

2L 2-0.1m

Finalment, com que treballem en el domini optic, w; ~ 10571, les rela-
cions seran

A
w2 Wt oy s (417)
(0%} (0%}
S AS
Ws _ Wt Bs oy 06 (418)
w1 w1

la qual cosa permet aproximar

Wy o Wy ™ W, (419)
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17 Apéndix IV Expresions algebraiques i cal-
culs per a la compressié per trencament
de simetria en una cavitat FWM

17.1 Deduccié de I’Hamiltonia

Tal i com s’ha definit al treball, els camps injectats corresponen al mode
gaussia transversal (249) i els modes Gauss-Laguerre per al camp generat,
sén els L1 i L_; modes transversals de la cavitat (250). el camp s’ha escrit
per tant com (247)

E(r,t) = E,(r,t)+ E,(r,1) (420)
E,(r,t) = Zz LA (r,t) et + He.
j=1,2

E,(r,t) = iF,A,(r,t)e ™"+ H.c.

D’acord amb allo vist al capitol 5, per calcular 'Hamiltonia el separem

en els sumands R R X A
H = HO + Hext + Hint7 (42]-)

estant FIO la part de I’evolucié lliure del camp al si de la cavitat, If[m la part
dels camps injectats o de bombeig i H;,; ’'Hamiltonia d’interaccié.
L’Hamiltonia d’interaccié Hj;,; s’obté a partir de

~ A

Hi = —/ &r:E (r;t) - DV (r;t) - (422)
cavitat

tal i com també s’ha explicat al capitol 5 i on la part no lineal de 'operador
desplacament DVE ve donada per PVZ, ¢és a dir, la part no lineal de 'operador
de polaritzacié.

Passe doncs, a deduir la part corresponent a la interaccié no lineal. Donat
que la polaritzacié dels camps no esta fixada, el coeficient x® el considere
depent solament de la freqiiéncia.

Y@ (wWjs Wi, Wm,wp) = x € R, Vj,[,m,n (423)
I empraré també I'aproximacié

}"1:,7-—2:.7:8:]:. (424)
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Aixi, després de considerar totes les permutacions que es poden realitzar amb
els arguments del tensor de susceptibilitat la polaritzacié no lineal queda:

PND — 3iegFox [(A1A3 + 2404 Ay + 2414, + ALAZ) et (425)
+ (A;Ag 4 2AL AL Ay 1+ 24T A A, + Al Ag) piwat
+ (ALA2 4+ 2404 A, + 248 Ao A, + 24141 Ay ) €] + he,

I ’'Hamiltonia d’interaccid, si escrivim solament els termes que no tenen
exponencials temporals - RWA - sera

A A

fe = — / P B (r:t) - PYD (1) (426)
cavitat
= s P [ [2APAT £ 247 2AR A 4 SALALALA,
SATATA A, + SALAT A A, + 4ATATA? + 4,2112,211212] .

que, després de calcular les integrals i exigir que les combinacions d’operadors
conserven 'OAM, queda

|
Hyy = —24egyF',, L—lha?afﬂg (a{aialmwmf_alaJ (427)

A A

L o, Stat A A L ata
+112a£2a§ + 1 (agaiagcq + aga,aga_>
+Talabinas + I (afada -+ alal i, )

1

+1i (Zafai + Za?az_ + aiaTaJra_) ,

expressio que conté les segiients integrals de solapament de les envolvents
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(veure (248-250))

1
I (wj) = /erG? (r) = py— , =12,
1
ha(wwe) = [ GG () = - gl
1
2 2 2
I(w,) = /d 2 () 12 () = 1o

Los (Wj,ws) = /d2rG1 (r)Gy(r) Ly (r) L_(r)

Si ara recordem que

i per a les freqiiéncies del domini optic

W1 Wo wl—l—Aw
W2 w1 w1
Aw
W ) wi+ 5
= = 2= 2 o~
Wo ws w1+ Aw

amb ¢ de I'ordre de 107°, es pot aproximar
W) X Wy X Wy =W,

i ’'Hamiltonia d’interaccié queda

2 3€0F4Xl ~AT2 A AT2 A~
Hint = - w2 = [GJ{ %—i_a; ag
1
+5 (a2 + a2 +4alalara ) +dalalaa

(428)
(429)
(430)

(431)

(432)

(433)

(434)

(435)

(436)



Ara cal incorporar els termes de I’'Hamiltonia lliure
Hy=h <w1aia1 + wzagag + +w8a1a+ + wsaia_> , (438)
i el de bombeig
Aoy = inE, (e — age! o' — apetnt) (439)

on wj, es refereix a la freqiiéncia del feix de bombeig, que no esta necessari-
ament sintonitzada amb les freqiiéncies de resonancia de la cavitat w;.

Farem aqui una altra aproximacid, ja que com estem en un ressonador
confocal, supossem que la distancia entre wy, i wy, és el free spectral range
de la cavitat confocal on es troba el cristall x(® i per tant

W1 — Wip = Wo — Wy = Wy — Wy =0, (440)

amb 2w, = wi, + wep. en aquesta notacié w; sén les freqiiencies de la
cavitat més properes a la freqiiéncia de cada mode w;,. Aquesta aproximacié
simplificara ’expressié de ’'Hamiltonia en la imatge d’interaccié.

Per passar a la imatge d’interaccié (tal i com s’explica a I'apartat 4.4)
empraré 'operador

~ . t . 1 . + . +
U — ezwlptalal ezwgptaQag ezwgptaJraJr €Zw5pmfa7, (441)

Escrivim I’Hamiltonia total en la imatge d’interaccié i el resultat (on es con-
tinua emprant la notacié de H sense modificar per simplicitat)

]f[ = ]f[() + [:[int + f{ezh (442)
amb
Hy = 715( tay +abay +alay +ala ) (443)
. 1
Hyy = —hg { a + affa} + dafalias + 5 (afa'i +a%a? +4alalasa. )

+2 (a}a1a1a+ +alalasa ) +2 (a2a1a2a+ +aba ia2a_)
bapa_ + arasal a’ )] )
Hewr = Zhgp (AJ{ —a; + CAL; — dg) ,

30 F

444
mhw? (444)
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17.2 Solucions classiques i analisi d’estabilitat

Les equacions classiques s’obtenen de les de Langevin (290,291) si anulem els
termes de soroll i realitzem la substitucié 5; = ;. Ara cerquem solucions

estacionaries per aquestes equacions i les denotem [ ;» de forma que [ ;= 0.
Les equacions de partida seran per tant

B, = —(1+¢A)B++z‘(‘8+2+2‘ﬁ_

i + 2p> B+ + Z'pB*,, (445)

- -2 ) N .
Boo= —(1+iA)f_+i (‘B_‘ +2 ‘M +2p> B_+ipB., (446)
expressio en la que s’ha emprat el reescalat (288) excepte per a la variable 3

que aqui es defineix
Be=y 3% = fye" (447)

per tal de fer els calculs més senzills. Aquesta expresié mostra que la dinamica
classica del sistema esta governada solament per dos parametres, la desintonia
normalitzada A i la intensitat del bombeig p. El fet que aquestes equacions
siguen invariants sota el canvi (B L Bo) — (Boe? B_e?), implica que
la diferéncia de fase entre els modes senyal # roman indeterminada, com

esperavem.

17.2.1 Solucions amb desintonia nul-la

Si el sistema estd en sintonia, 6 = 0, és senzill demostrar que la solucié
“apagada’”, Bi = 0, (per sota del llindar de generacié parametrica) és estable
per a qualsevol eleccié de la resta de parametres, és a dir per a qualsevol valor
del bombeig.

Aquesta demostracié és basa en el fet que els autovalors de la matriu
lineal associada a les equacions anteriors sén doblement degenerats i valen

Ae = —1+3ip (448)

resultat que implica una part real negativa sempre i per tant una solucié
estable.
17.2.2 Inestabilitat de la solucién apagada amb desintonia no nul-la

D’acord amb les deduccions anteriors és necessaria una desintonia per que els
modes senyal s’engeguen. Hem d’estudiar per tant, estabilitat de la soluci6
apagada, 5, = 0, amb 0 # 0. En aquest cas podem trobar que els autovalors
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Figura 27: Zona en la qual la solucié "apagada" (amb desintonia) és inestable.
A Teix horitzontal es representen els valors de p i l'eix vertical els de A

de la matriu d’estabilitat del sistema (igual, per construccié a la matriu £
de les equacions de Langevin linealitzades (306)) s6n

Ay =—1+ \/p2 — (A = 2p)?, (449)

de forma que per tal que existisca una regié d’inestabilitat per a la solucié
apagada (és a dir que s’engegaran els camps senyal) cal que el bombeig es
trobe entre els valors

A
3 <p< A, (450)

aixi I’arrel sera real i ’autovalor pot ser real i possitiu.
A partir d’aquestes expressions es pot trobar que Re (A, ) es fa possitiu
si el bombeig satisfa

%<2A—\/A27—3><p<%<2A+\/A27—3>, (451)

que a l'espai de parametres es correspon amb la regié marcada en la figura
(27).

Ressaltem el requisit de que A > /3, per tal que la solucié "apagada es
desestabilitze.

17.2.3 Solucié engegada

Ara suposem que els modes senyal estan engegats, Bi # 0, i descomposem
les seues amplituds en modul i fase

By = ppe'=. (452)
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Aixi les equacions anteriors per a l'estat estacionari (445,446) es reescriuen
com

[L+i(A—p2—2p4> —2p)|p, = ipu_eii(‘““”—), (453)
[1+i(A—p> =203 —2p)|p_ = ipque*i(“’Jrﬂ"—). (454)

expressions que es permeten deduir que els moduls dels modes senyal han de
ser iguals, p, = p, 1 per tant

sin (o, +¢_) = -, (455)

cos (o +p_) = —(A—=2p—3p7), (456)

W=D =

resultat que fixa el valor de la suma de fases (pero no la resta, que ja haviem
indicat que restava indeterminada). D’altra banda, si ara elevem al quadrat
les equacions ateriors i les sumem obtenim les solucions (on la notacié pu+ es
refereix a les dues solucions de I'equacié i situa els signes de forma diferent
a la notacié modal que els duu de subindex)

(A=2p)+p*—1
; .

Observem per tant que la solucié "engegada" solament existeix per sobre
del llindar (requisit per a que p? € R)

pt? =

pP>1, (457)

a més ha d’acomplir el requisit (% > 0)

A>2p—+/p*—1, (458)

per a l'existéncia de la solucié u+ ;i el requisit

A>2p++/p? -1, (459)

per a l'existéncia de la solucié p—.

En les figures (28) i (29) podem veure la regi6 (groc) de 'espai de parame-
tres on es satisfan aquestes dues condicions ((457,458) a la figura (28) i
(457,459) a la figura (29)) superposades a la regi6 on la solucié apagada es
torna inestable (blau). Observem que la solucié p+ si existeix on es torna
inestable la solucié apagada (figura 28), mentre que u— no (figura 29).

Es comprova aix{ que la solucié i+ és estable per a tota la regié d’existeéncia,
mentre que u— és completament inestable.
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Figura 28: Zona (groc) de l'espai de parametres (p a les abscisses i A a les
ordenades) on es satisfan aquestes dues condicions ((457,458) superposada
a la regi6 on la solucié apagada es torna inestable (blau). Observem que la
solucié p+ si existeix on es torna inestable la solucié apagada.

L L L L
0.5 10 15 20

Figura 29: Zona (groc) de I'espai de parametres (p a les abscisses i A a les
ordenades) on es satisfan aquestes dues condicions ((457,459) superposada
a la regié on la solucié apagada es torna inestable (blau). Observem que la
solucié p— no existeix on es torna inestable la solucié apagada.
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Aixi doncs, la solucié engegada tindra modul

o (A=2p)+p*—1

pue= 3 : (460)
A més denotem
1
Y = 2 (SO* + 90+> ) (461)
1
0 = 5 (QO_ - S0+> ) (462)

de forma que a partir de (455)
1
sin 2¢) = 5 (463)

i la soluci6 classica engegada (452) queda per tant
By = pee™. (464)
En termes de la envolvent lenta del camp, la solucié classica amb els
modes senyals engegats (248) és per tant

AL (r) = pe® [ Ly (v) + e L (r)] = V2ue Hiy (v),  (465)

és a dir, el camp és un mode de Gauss-Hermite (251) TEM;, rotat un angle
arbitrari 6.

17.2.4 Eliminacié de la fase depenent del bombeig

La soluci6 estacionaria en el cas dels modes senyals engegats (464) té una
fase 1) que depen del bombeig p (463). Per tant, les quadratures rellevants
del problema dependran igualment d’aquest parametre. Per eliminar aquesta
complicacid, fem un canvi de variable més respecte de I’anterior:

By = e Py, (466)
BL = VB (467)
Convé destacar aqui que amb aquest darrer canvi la variable 3 coincideix

amb la definida en el reescalat (288). Amb aquestes variables, la solucié
estacionaria classica (464) és simplement

By = pet™, (468)

amb 6 qualsevol fase, i 'equaci6 per a 'envolvent (465) quedara, si substituim
el valor de p per a la solucié estable engegada (460)

Aglass (I‘) = [671'19[1+ (I‘) + €+ieL, (I‘)]

_ F (a—2p+ \/]ﬁ)} v HY (r). (469)

3
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17.3 Solucié del problema lineal i espectres de squeez-
ing de les quadratures relevants

Per projeccié de les equacions de Langevin linealitzades (305) sobre els vec-
tors w} de la base biortonormal (324,325) hem obtingut (333,334)

0(T) = ﬁwg/czsg (T), (470)
G (t) = ha(T)+ WI]CBE (), (471)

on s’ha pres ¢g = 0, ja que sempre pot redefinir-se la fase # (arbitraria) per
tal que reculla tota la informacié d’aquest mode.
Cerquem en primer lloc les solucions a aquestes dues equacions. La

......

0 (T = 0) = 0 escollida per simplicitat.

wiKB

0(T) =
(T) o

/ : dT'¢ (T'). (472)

D’altra banda, per obtindre la solucié per a ¢; (T') podem fer el canvi de
variable (recordem que \; = —2):

x(T) = e*ey (T, (473)
que ens permet escriure
i = (&1 +2¢;) e = wiKBge*, (474)
de solucié formal
T —
+(T) = 2 (0) + / AW KBE (1) ¢, (475)
0

si ara invertim el canvi de variable (473), obtenim la solucié per a ¢; (T),
després d’eliminar el terme e~27x (0) donat que tendeix a zero per a temps
suficientment grans

T
o (T) = / dt'wiKBE (t') 2T, (476)
0

Calcule ara les correlacions necessaries per a l'estudi del soroll a les
quadratures.
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En primer lloc, la difusié

(O(T),0(T+7) =

1 T T
= - 0 A T
s (i), (k) [ [ ar e ), )
1 T T
= — *ICB / dt’ dt" s, 20 (t
N, g 2 ( 0 0 )
wiKDKw;,

i Pautocorrelacié de c¢; s’obté, de forma analoga
(e (T)er (T +7)) =
— — T T+T ! "
_ (WT’CB)q (WI’CB)H 6—2T—2(T+T) / dt// dt//€2t €2t <€q (t,) gn (t”)>
0 0

wiKDKw; _ { e 2" siT >0

e siT<0

d’altra banda, recordem (316) que la matriu DK es pot escriure com

A C 0 0
= cC A 0 0

KPR =110 0o —ia
0 0 C* —iA
amb
A = ku*eR (479)

C = ik (2,u2 +pe‘2w) e C,

de forma que tenim les expressions per a tots els wiKDK wi; (i = 0,1,2,3)
i per tant

doy = wiyKDKwj = —4Re{e *% (C —iA)}, (480)
dyy = WKDKw; = —4Re{C}, (481)
De forma que obtenim

- doo

6@ Ow) = ~x
— 4 /"L Sln (2¢0> +2p Sln (QSO + w) ’ (482)

Ngp?

(e (T),e1 (TH71)) = %62“ _ _drpsin(29) 51511 <2w)e’2‘7|, (483)
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Les transformades de Fourier d’aquestes correlacions soén els espectres de
correlacié buscats

Coo (w) = 0, (484)

- d
Ch () . ;;2. (485)

Calulem ara els espectres de fluctuacions de les quadratures associades a
aquestes projeccions (332). Aquest espectre es calcula d’acord amb (177)

V(X%w) =1+ 5" (X?%w), (486)

amb

s x%w) = [ e (X5, @) XG0 (48T

o0

_ 2 /_OO dre ™7 <X“" (t+7), X% (t)> ) (488)

R 00 P

on s’ha aplicat el formalisme input-output (vuere cap. 7) amb les variables i
parametres reescalats.

Pero, tal i com ja hem vist (332), les fluctuacions de les quadratures on
i Xg/ ? calculades en la representacié P-positiva es poden escriure en termes
de les projeccions definides en la diagonalitzacié del problema lineal

i /2
X =, X;7%=la (489)
Per tant, els seus espectres de squeezing son:
1 -~
gout (X;;’O;w) = (o (w) =0, (490)
K
1~ 14Re{C} 4
Sout Y; : — _C — = — , 49].

on s’ha utilitzat que sin (2¢)) = 1/p (veure (289)).
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