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Capitulo 1

Introduccion

Este trabajo esta dividido en cuatro capitulos (incluyendo este Capitulo
a modo de introduccién general). Los resultados originales se encuentran en
los capitulos 3]y [} Los resultados principales los denotaremos como Teorema
[A] Corolario [B], ... y han sido publicados en [I] y [2].

En el Capitulo [2, hacemos un breve repaso a la Teorfa de Caracteres Or-
dinarios y de Brauer, explicando los conceptos y resultados que usaremos en
los otros capitulos. El caracter proyectivo indescomponible principal juega un
papel esencial en el Capitulo|3|de esta Memoria. Recordaremos en el Capitulo
que si p es un primo y GG es un grupo finito que tiene un p-complemento H,
si denotamos Py, al cardcter proyectivo indescomponible principal de G, se
tiene que ®;_, es igual a (1 7)Y, el cardcter inducido por el cardcter principal
de H en G.

Uno de los problemas fundamentales de la Teoria de Caracteres es la
Conjetura de McKay. La Conjetura de McKay afirma que si G es un grupo
finito, p es un primo, y P € Syl (&), se cumple que

[rryy (G| = [Trey (N (P))]

donde Irr, (G) es el conjunto de caracteres irreducibles de G de p'-grado
(esto es, caracteres de grado no divisible por p). Esto equivale a que existe
una biyeccién entre los conjuntos de caracteres Irr, (G) e Irry (Ng (P)). En
general, no se cree que exista una biyeccién natural entre estos dos conjuntos.
(A lo largo de este trabajo, cuando digamos que una aplicacién es natural
o canédnica, queremos decir que esta definida explicitamente, sin ningun tipo
de eleccién que pudiese cambiar su definicién). Aunque, como hemos dicho,
se sospecha que no existen biyecciones naturales

Irr,y (G) — Irry (Ng (P))

bajo ciertas hipotesis adicionales, diversos autores han logrado construirlas.



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Denotemos N = N (P). G. Navarro, en [I5], pudo hallar una biyeccién
natural entre los conjuntos Irr, (G) e Irr,y(N), en el caso en que G es un
grupo finito p-resoluble en el que N = P. Esta biyecciéon es muy sencilla
de describir: si x € Irry(G) y A € Irry(P), se corresponden si y sélo si
x* = X es el inico constituyente irreducible de yp de p’-grado. En particular,
x(1) = x*(1) mod p, un hecho que resulta fundamental a la luz de la llamada
Conjetura de Isaacs-Navarro (véase [I1]). En el Capitulo |3 extendemos esta
biyeccién, y en el Teorema [A] obtenemos una biyeccién canénica

[y () = Trry (@1 ,)

donde Irry, (@, ) son los caracteres de Irr,y (G) que son constituyentes irredu-
cibles del cardcter proyectivo @, . La correspondencia I' cumple una serie de
propiedades: por ejemplo, si x € Irry (P ), entonces I'(x) es un constituyen-
te irreducible de y, v su grado divide al grado de x. Esta correspondencia,
por ser natural, conmuta con la accién del grupo de Galois Gal(Q¢/Q).
Ademas, en el caso en que N = P, recuperamos la biyeccién de Navarro de
[15].

En realidad, trabajaremos con grupos m-separables (donde 7 es un con-
junto de nimeros primos), asi que relajaremos atin més las hipétesis de la
biyeccién de [15]. Usando la biyeccién I', obtenemos los Corolarios [Bfy . En
particular, podemos contar con exactitud el niimero de caracteres racionales
de grado impar de un grupo finito resoluble en términos locales. También ob-
tenemos una desigualdad que podria ser cierta para todos los grupos finitos.

Para llegar a esta biyeccion, necesitaremos trabajar con diversos concep-
tos, como los caracteres m-especiales de D. Gajendragadkar, la extension que
de ellos hizo M. Isaacs con los caracteres B;(G), y también con los caracteres
satélite introducidos por M. Isaacs y G. Navarro en [10].

Hay otros casos en los que se ha podido probar que existen correspon-
dencias naturales entre Irr, (G) e Irryy (V). En 1973, M. Isaacs encontré una
biyeccién natural cuando G es resoluble y |G : N| es impar. Més recientemen-
te, en 2008, A. Turull encontré otra biyeccién natural si G es resoluble y |N|
es impar. En el Capitulo |4} conseguimos una biyeccién candnica para grupos
resolubles, con hipdtesis mas generales que las de Turull. Nuestra estrategia
es nueva: en lugar de imponer condiciones al grupo, restringimos el dominio
de la aplicaciéon canénica. Més concretamente, en el Teorema |D| obtenemos
una biyecciéon canodnica

*: By (G) NIrry (G) — By (N) NIy (N).

Esta biyeccién canodnica satisface, de nuevo, varias propiedades fundamenta-
les, entre ellas las de la congruencia x(1) = +x*(1) mod p, predicha por la
Conjetura de Isaacs-Navarro en [11].



Si ¥ denota restriccién a 2'-elementos, se tiene que ° define una biyeccién
candnica de By (G) al conjunto de caracteres de 2-Brauer irreducibles IBr(G),
y por tanto, a partir de la biyeccién * : By(G) NIrry (G) — By (V) NIrry (V)
obtenemos una biyeccién candnica

IBr, (G) — IBry(N),

donde IBr,(G) denota el conjunto de caracteres de 2-Brauer de G de p'-
grado. Usando esta correspondencia candnica, podemos probar facilmente
el Corolario [E] que es el resultado principal de [18], y que afirma que si G
un grupo resoluble y P € Syl (G), entonces N (P) tiene un 2-subgrupo de
Sylow normal si y sélo si 1go es el inico caracter real de 2-Brauer de G de
p'-grado. Este es un resultado mds en la serie de resultados sobre cémo la
tabla de caracteres de un grupo finito G’ contiene informacion local.
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Capitulo 2

Preliminares

2.1. Introducciéon

En este capitulo, en primer lugar, hacemos una breve introduccion a algu-
nos conceptos basicos de la Teoria de Caracteres Ordinarios, citando diversos
resultados conocidos que usaremos a lo largo de este trabajo, sin demostrar
ninguno de ellos.

Mas adelante, también haremos una introduccién a la Teoria de Carac-
teres de Brauer, demostrando en este caso lo necesario para probar que si
G un grupo finito, p un primo y H un p-complemento de G, entonces @4,
el cardcter proyectivo indescomponible principal de G, es igual a (15)%, el
caracter inducido por el cardcter principal de H en G. Después de esto, cita-
remos otros resultados que utilizaremos. Confiamos en que después de esta
introduccion, el lector podra leer con mas facilidad los principales capitulos
de esta Memoria.

2.2. Caracteres Ordinarios

Sea G un grupo finito. En general, seguiremos la notacién de [§ para
caracteres ordinarios.

Denotaremos por cf(G) al conjunto de funciones de clase complejas de G
(esto es, funciones v : G — C que son invariantes en cada clase de conjuga-
cién).

Recordamos que una representacién compleja de G es un homomorfismo
de grupos X' : G — GL,,(C). La representacién X origina el cardcter x : G —
C dado por

x(g) = Traza(X (g)) .

5
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El primer resultado fundamental es que dos representaciones X', ) originan
el mismo cardcter si y sélo si existe M € GL,(C) tal que M~ X (g)M = Y(g)
para todo g € G.

Los caracteres irreducibles de G, Irr(G), son los caracteres que no son
suma de dos caracteres, y se tiene que Irr(G) es una C-base de cf(G). En
particular, |Irr(G)| = |CI(G)], el nimero de clases de conjugacién de G.
Denotamos por Ch(G) al conjunto de caracteres de G.

Si x € Ch(G), decimos que x(1) € N* es el grado de y, y se dice que x es
lineal si y s6lo si su grado es 1 (ademds, en este caso, se tiene que x € Irr(G)).
A la funcién constante 14 le llamamos carédcter principal de G.

Teorema 2.2.1. Sea x € Irr(G). Entonces x(1) divide a |G].
Demostracion. Teorema 3.11 de [§] |}

Denotamos por
[-,:] : cf(G) x cf(G) = C

al producto interno definido por
1 -
[O./, 6] = @ Z O[(l’)ﬂ(l’) )

donde «, 5 € cf(G). La Primera Relacién de Ortogonalidad afirma que Irr(G)
es una base ortonormal para este producto interno, y por tanto, si a € cf(G),

se tiene que
a= Y [oxx,
x€lrr(G)

y a € Ch(G) si y sélo si [, x] € N para todo x € Irr(G) (pero no son todos
cero).
Si a, f € Ch(G), decimos que f es un constituyente de « si

18, x] < [, x] para todo x € Irr(G) .

Ademas, si § € Irr(G) es un constituyente de «, decimos que es un constitu-
yente irreducible de .. Denotamos al conjunto de constituyentes irreducibles
de « por Irr(a); asi, se tiene que

Irr(ar) = {x € Irr(G) | [a, x] # O} .

A partir de la Primera Relacion de Ortogonalidad podemos deducir el
siguiente resultado.
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Teorema 2.2.2 (Segunda Relaciéon de Ortogonalidad). Sean g,h € G, y
denotemos por Cl(g), Cl(h) a sus respectivas clases de conjugacion en G.

Entonces
> x(@x(h) = Ca(9)ldcrg),cim -
x€Irr(GQ)
Demostracion. Esto es el Teorema 2.18 de [§]. |

Se define el nicleo de un cardcter x € Ch(G) como el nicleo de cual-
quier representacién que origina dicho caracter, y lo escribimos como ker(y).
Ademas, se tiene que

ker(x) = {9 € G [ x(9) = x(1)}-
Si ker(x) = 1, decimos que x es fiel.
Lema 2.2.3. Sea N < G.

(a) Six € Ch(G) y N C ker(x), entonces x es constante en las coclases de
N en G, y si definimos una funcion x en G/N mediante x(gN) = x(g),
tenemos que X € Ch(G/N).

(b) Six € Ch(G/N), entonces si definimos una funcion x en G mediante
x(g9) = x(gN), tenemos que x € Ch(G).

(c) En cualquiera de los anteriores casos, se tiene que x € Irr(G) si y sdlo

six € Irr(G/N).
Demostracion. Esto es el Lema 2.22 de [§]. |

Usando este lema, identificaremos x con y, y usando esta identificacion,
tenemos que Irr(G/N) = {x € Irr(G) | N C ker(x)}.

Si G' = |G, G] es el subgrupo derivado de G, entonces se tiene que un
caracter x € Irr(G) es lineal si y sélo si x € Irr(G/G").

Si 7 es un conjunto de nimeros primos, definimos

It (G) = {x € Irr(G) | x(1) es un 7m-nimero} .

Denotaremos por 7’ el conjunto de nimeros primos que no estan en m. Si
m = {p}, donde p es un nuimero primo, escribiremos Irr,(G) = Irr,(G) e
Irry (G) = Irrw (G).

Six, ¥ € Ch(G), definimos el producto de estos caracteres como la funcién
x¥ en G dada por x¥(g) = x(9)¥(g). Se tiene que x1» € Ch(G), y el conjunto
de caracteres lineales de G es un grupo abeliano bajo esta operacién.
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Sea x € Ch(G). Sea X una C-representacién que origina el cardcter x, y
definimos la siguiente aplicacién en G:

det(x)(g) = det X(g)

Entonces, det(x) esta bien definido (esto es, es independiente de la repre-
sentacion escogida), y det(y) es un cardcter lineal de G (notemos que si x es
lineal, entonces det(x) = x). Decimos que el orden de x (y lo escribimos como
o(x)) es el orden de det(x) como miembro del grupo de caracteres lineales
de G.

Supongamos que H < G. Si x € Ch(G), la restriccion de x a H, que
representamos por xp, es un cardcter de H. Si ¢ € Ch(H), definimos la
funcién ¢ en G dada por

G o 1 *( T
¢ (g)—|—mz¢(9),

zeG

donde ¢*(h) = ¢(h) para todo h € H, y ¢*(g) = 0 para todo g ¢ H.
Entonces, se tiene que ¢¢ € Ch(G), y a ¢¢ le llamamos cardcter inducido
por ¢ en G. Es trivial comprobar que ¢%(1) = |G : H|¢(1).

A lo largo de este trabajo usaremos estas sencillas igualdades:

(a) Si H< K <Gy e Ch(H), entonces (¢X)¢ = ¢
(b) SiH,K < Gdonde HK = G,y ¢ € Ch(H), entonces (¢%)x = (drnr)X.

Lema 2.2.4. Sea H < G, y sea § € Irr(H). Entonces

ker(6%) = () (ker(6))" .

Demostracion. Esto es el Lema 5.11 de [§]. |}

Lema 2.2.5 (Reciprocidad de Frobenius). Sea H < G, y sean x € Ch(G) y
¢ € Ch(H). Entonces [x, ¢°] = [xu, ¢].

Demostracion. Esto es el Lema 5.2 de [§]. |}
Si H<Gy#elr(H), definimos
rr(G10) = {x € Ire(G) | [xm, 0] # 0}

Asi, por la reciprocidad de Frobenius, Irr(G|#) = Irr(0%), y decimos que 6
estd bajo x € Irr(G) (o que x estd por encima de ) cuando x € Irr(G|0).
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Hacemos notar que podemos combinar esta notacién con la de caracteres de
m-grado: por ejemplo,

Irr, (G|0) = Irr(G|0) N Irr (G)

son los constituyentes irreducibles de #¢ de 7-grado.

Un caracter homogéneo es un caracter que es multiplo de un irreducible.
Un caracter cuasiprimitivo es un caracter irreducible cuya restriccion a cada
subgrupo normal es un caracter homogéneo. Un cardcter primitivo es un
caracter que no puede expresarse como el caracter inducido por un caracter
de un subgrupo propio (los caracteres primitivos son cuasiprimitivos - véase
el Corolario 6.12 de [§]).

Sea ahora x € Irr(G). Si g € G, entonces

xX(g)=ea+...+¢€n,

donde (¢;)I% = 1 para todo i. Asf, para todo g € G, x(g9) € Qg el menor
cuerpo contenido en C que contiene a Q y a una raiz |G|-ésima primitiva de
la unidad. Uno de los principales teoremas de la Teoria de Caracteres es el
Teorema de Brauer, que afirma que si y € Irr(G), entonces existe una repre-
sentacion X : G — GL,(Qg|) que origina el cardcter x (véase el Teorema
10.3 de [8] - este teorema tuvo consecuencias importantes en la Teorfa de
Nimeros). Ahora, si 0 € Gal(Q¢/Q), entonces X7(g) = (Xj;(g)7) define
otra representacion que origina el caracter definido por x?(g) = x(¢)? para
todo g € G. En definitiva, Gal(Q|g/Q) actia sobre Irr(G).

Sea x € Ch(G). Decimos que y es real si x(z) € R para todo z € G.
Andglogamente, decimos que x es racional si x(z) € Q para todo = € G. Por
tanto, si denotamos por Q(x) al menor cuerpo que contiene a Q y a x(g)
para todo g € G, tenemos que Y es racional si y sélo si Q(x) = Q, y x es
real si y s6lo si Q(x) < R.

Sea A € Irr(G) un caracter lineal. Entonces

NG —C

es un homomorfismo de grupos multiplicativos, y como G es finito, deducimos
que A(g) es una raiz de la unidad para todo g € G. Asi, A es real si y sélo si
para cada g € G, A(g) = 1 0 A(g) = —1. En particular, un cardcter lineal A
es real si y sélo si es racional.

2.3. Algunos Resultados Basicos

Para la comodidad del lector, enunciamos algunos de los resultados de
uso mas frecuente en los principales resultados de esta Memoria.
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Teorema 2.3.1 (Burnside). Sea G un grupo finito de orden impar, y sea
X € Irr(G) diferente de 1¢. Entonces x # X, esto es, x no es real.

Supongamos que N <1 G. Si 0 € cf(N) y g € G, entonces se define 09 €
cf(N) mediante

09(n) = 0(n? ) = O(gng") para todon € N,

y decimos que 6 y 69 son conjugados. Ademads, se tiene que § € Ch(N) siy
sélo si 09 € Ch(N), y 6 € Irr(N) si y sélo si #9 € Irr(N). Esto define una
accion de G en Irr(N), y si 0 € Irr(N), definimos I5(f) como el estabilizador
de # en G, esto es,

I(0)={ge G| =06}.
por lo que I(6) < G.

Teorema 2.3.2 (Clifford). Sea N < G, y sea x € Irr(G). Sea 6 un consti-
tuyente irreducible de xn. Sean 0 = 04, ...,0; los diferentes G-conjugados de
0. Entonces se tiene que
t
xv=e)_ b
i=1

para cierto numero positivo e.
Demostracion. Esto es parte del Teorema 6.2 de [§]. |}

Teorema 2.3.3 (Correspondencia de Clifford). Sea N <G, y sea 6 € Irr(N).
Denotamos T = 15(0). Entonces la aplicacion 1 — < es una corresponden-
cia biyectiva de Irr(T'|0) en Irr(G|0).

Demostracion. Esto es parte del Teorema 6.11 de [§]. |

Proposicién 2.3.4 (Correspondencia de Gallagher). Sea N <G, y sea x €
Irr(G) tal que xy = 0 € Irr(N). Entonces, la aplicacion § — Bx es una
correspondencia biyectiva de Irr(G/N) en Irr(G|0).

Demostracion. Esto es el Corolario 6.17 de [§]. ||

Teorema 2.3.5. Sea N < G, donde |G : N| = p, un nimero primo, y sea
x € Irr(G). Entonces ocurre una de estas dos situaciones:

(a) xny € Irt(N), o bien

(b) xnv = >0, 06;, donde 6; € Irr(N) son G-conjugados y diferentes entre
st.
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Demostracion. Esto es el Corolario 6.19 de [§]. ||

Teorema 2.3.6. Sea N < G, y sea 0 € Irr(N) G-invariante. Supongamos
que (|G : N1|,0(0)0(1)) = 1 (ndtese que, en particular, esto se cumple cuando
(|G : NI|,|N|) = 1). Entonces eziste un unico cardcter x € Irr(G) (al que
llamamos extension candnica de 0 a G) tal que xy =60 y (|G : N|,0(x)) = 1.
Ademds, se cumple que o(x) = o(f).

Demostracion. Esto es el Corolario 8.16 de [§]. ||

Lema 2.3.7 (Glauberman). Sean G y S grupos finitos tales que (|G|, |S|) =
1, y S actia por automorfismos sobre G. Supongamos que tanto G como S
actuan sobre un conjunto ) de manera que

(a) (a-g)-s=(a-s)-g° paratodoa€Q, ge GyseS.
(b) La accion de G sobre Q) es transitiva.

Entonces S fija un punto de 2.

Demostracion. Esto es el Lema 13.8 de [§]. |

Corolario 2.3.8. Bajo las mismas hipotesis y notacion del Lema |2.5.7, el
conjunto de puntos de Q fijados por S es una drbita bajo la accion de Cg(S).

Demostracion. Esto es el Corolario 13.9 de [§]. |}

Sea S un grupo finito que actia por automorfismos sobre otro grupo finito
G. Si x es un caracter de G y s € S, podemos definir el caracter x* de GG
mediante la igualdad x*(¢°) = x(g) para todo g € G. De esta manera, S
también actia sobre el conjunto Irr(G). Por otro lado, si 1,22 € G son G-
conjugados y s € S, entonces x] y x5 también lo son, por lo que S también
actia sobre Cl(G), el conjunto de clases de conjugacién de G, mediante la
igualdad Cl(x)? = Cl(x9).

Teniendo en cuenta que |Irr(G)| = |CI(G)|, es natural preguntarse si las
acciones de S en los conjuntos Irr(G) y CI(G) son permutacién-isomorfas,
esto es, si existe una biyeccién « : Irr(G) — CI(G) tal que a(x®) = a(x)®
para todo x € Irr(G) y todo s € S. En general, esto no se cumple, pero si que
es cierto si se exigen condiciones adicionales sobre S y GG, como muestra el
siguiente teorema.

Teorema 2.3.9. Sea S un grupo finito que actia sobre otro grupo finito
G, donde S es resoluble y (|G|, |S|) = 1. Entonces las acciones de S en los
conjuntos Irr(G) y CI(G) son permutacion-isomorfas.

Demostracidn. Esto es parte del Teorema 13.24 de [§]. ||
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2.4. Caracteres de Brauer

En esta seccion haremos una breve introduccién a la Teoria de Caracte-
res de Brauer, pues son estos una parte esencial de nuestra Memoria. Para
familiarizar al lector con esta teoria y con uno de los objetos claves en esta
Memoria (el caracter proyectivo indescomponible), probaremos que si p es
un primo, y H es un p-complemento de G, entonces ®; , = (1 7)¢, donde
Py, es el cardcter proyectivo indescomponible principal de G. Este es un
resultado clasico de Teoria de Caracteres de Brauer.

En general, seguiremos la notacién de [I3] para caracteres de Brauer.

A lo largo de esta seccion, G es un grupo finito y p un primo fijo.

Sea R el anillo de enteros algebraicos en C (esto es, los elementos de C que
son raices de polinomios moénicos con coeficientes en Z). Como R es un anillo
conmutativo y unitario, y pR es un ideal, podemos fijar un ideal maximal M
de R que contiene a pR. Escribimos F' = R/M, que es un cuerpo (ya que M
es un ideal maximal) de caracteristica p. Sea

**R— F

el epimorfismo de anillos natural.
Sea

U={£eC | =1 para cierto m € N tal que (m,p) =1} C R,

y denotamos por Z, = Z/pZ al cuerpo finito de p elementos.
Para definir los caracteres de Brauer, necesitamos un lema técnico.

* .

Lema 2.4.1. La restriccion de * : R — F a U define un isomorfismo
U — F* de grupos multiplicativos. Ademadas, F' es la clausura algebraica de
su cuerpo primo 1" = Z,,.

Demostracion. Esto es el Lema 2.1 de [13]. |
Ahora, definiremos los caracteres de Brauer.

Definicién 2.4.2. Definimos los elementos p-regulares de G como los ele-
mentos g € G tales que (o(g),p) = 1 (esto es, los elementos de G de p’-orden),
y denotamos

G? ={g € G| g es pregular} .

Sea X : G — GL,(F) una F-representacién de G. Sea g € G°. Entonces,
podemos aplicar el Lema para obtener que los valores propios de X(g)
pueden escribirse como &7, &5, ..., &) para &;,&s, ..., &, € U determinados de
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manera unica (ndtese que los valores propios de X(g) estéan todos en F'*, pues
X(g) es invertible, y F' es algebraicamente cerrado). Entonces, definimos

elg) =G +&+ ...+ &

para todo g € G°, y decimos que ¢ : G — C es el cardcter de Brauer
(o cardcter modular) de G originado por la representacion X. Nétese que ¢
estd determinado de forma tinica (una vez fijado M) por la clase de equiva-
lencia de la F-representacion X.

El grado de ¢ se define como n = ¢(1). Decimos que ¢ es irreducible si X
es irreducible, y denotamos por IBr(G) al conjunto de caracteres de Brauer
de G irreducibles.

La F-representacion trivial 1¢ : G — F (donde 1g(g) = 1 para todo
g € G) origina el caracter de Brauer 150, al que llamamos caracter de Brauer
principal de G.

Ahora enunciaremos y probaremos algunas propiedades bésicas de la
Teoria de Caracteres de Brauer. Denotamos por

cf(G°) = {f : G® = C | f es constante en cada clase de G-conjugacién}

al conjunto de funciones de clase complejas definidas en G°. Ademas, si f €
cf(G), denotamos por f° € cf(G°) a su restriccién a G°.

Lema 2.4.3. Sea ¢ un cardcter de Brauer de G. Entonces:
(a) ¢ € cf(GY).

(b) Si H < G, entonces la restriccion de ¢ a H® (a la que denotamos por
wn) es un cardcter de Brauer de H.

Demostracion. Sea X una F-representacion que origina ¢.

(a) Sean g,h € GY dos elementos que pertenecen a la misma clase de con-
jugacién de G. Entonces X(g) y X(h) son similares, luego tienen los
mismos valores propios, y ¢(g) = ¢(h).

(b) Tenemos que Xy, la restriccién de X a H, es una F-representacién de
H que origina el cardcter de Brauer pp. |

Teorema 2.4.4. Una funcidn de clase ¢ € cf(G°) es un cardcter de Brauer
si y solo si p # 0 es una N-combinacion lineal de caracteres en IBr(G).
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Demostracion. Supongamos que ¢ # 0 es una N-combinacion lineal de carac-
teres en IBr((G), entonces podemos construir facilmente una F-representacion
de G en forma de bloques diagonal, donde cada bloque se corresponde a una
F-representacion irreducible de G, que origina el caracter de Brauer .

A la inversa, si ¢ es un caracter de Brauer de GG, entonces es originado
por X, una F-representacién de G. Pero X es similar a una representacién Ot
en forma de bloques triangular superior, donde cada bloque en la diagonal
se corresponde con una F-representacién irreducible de G, luego X origina
un caracter de Brauer que es igual a la suma de los caracteres de Brauer
irreducibles originados por cada bloque de la diagonal de 91. ||

Recordemos que si g € G, se puede descomponer de manera tinica como
producto de dos elementos g,, g, € G, tales que

g = 9pGp = Gp'9p »

donde (o(gy),p) = 1, v 0(gp) es una potencia de p. Ademds, se tiene que
9p, G € (g), €l subgrupo de G generado por g.

Lema 2.4.5. Sea X una F-representacion de G, que origina el cardcter or-
dinario x. Entonces, para todo g € G, x(g9) = x(gy). Si p es el cardcter de
Brauer originado por X, se tiene que x(g) = u(gy)*. Ademds, si definimos
©*(g) = (gy)* para todo g € G y ¢ € IBr(G), entonces

{¢" | ¢ € IBr(G)} = Irrp(G) .

Demostracion. Notese que si probamos que x(g) = x(g,/) para todo g € G,
el resto del lema es trivial. Sea g € G. Sin pérdida de generalidad, podemos
asumir que G = (g). Si X no es irreducible, entonces X es similar a su forma
reducida (forma de bloques triangular superior), por lo que podemos asumir
que X es irreducible. Como F' es algebraicamente cerrado y G es abeliano,
entonces X tiene grado 1, luego X : G — F* es un homomorfismo de grupos.
Entonces X(g,) tiene orden potencia de p en F*, luego X(g,) = 1,y

x(9) = X(g) = X(g,)X(9p) = X(9p) = x(9) - |

Ahora enunciaremos un lema, que puede probarse usando algunas pro-
piedades de los dominios de Dedekind, y que nos ayudaréd a probar la inde-
pendencia de los caracteres irreducibles de Brauer. Denotamos por K a la
clausura algebraica de Q en C.

Lema 2.4.6. Sea I un ideal propio de R, y sean ay,...,a, € K, y no
todos cero. Entonces existe un € Q(ay,...,a,) tal que Sa; € R para todo
i=1,...,n, pero existe un j € {1,...,n} tal que Ba; ¢ I.



2.4. CARACTERES DE BRAUER 15

Demostracion. Esto es el Lema 2.5 de [13]. |

Teorema 2.4.7. Los elementos de IBr(G) son linealmente independientes
sobre C.

Demostracién. Como ¢(g) € R C K para todo g € GY y todo ¢ € IBr(G), y
K es algebraicamente cerrado, por Algebra Lineal sabemos que es suficiente
probar que los elementos de IBr(G) son linealmente independientes sobre K.

Supongamos que
> =0

p€IBr(G)

donde a, € K para todo ¢ € IBr(G), y no son todos cero. Entonces, por el
Lema [2.4.6] existe un

BeQ(a,|pelBr(@) CK

tal que fa, € R para todo ¢ € IBr(G), pero Boy,, ¢ M para un cierto
o € IBr(G). Ahora definimos

¥ (9) = #lgp)’
para todo ¢ € IBr(G), y por el Lema tenemos que
{¢" | ¢ € IBr(G)} = Irrp(G) .

Como
5%:90 =0
p€IBr(G)

y Ba, € R para todo ¢ € IBr(G), podemos obtener

Z (Baw)*w* =0,

p€IBr(G)

que es una contradiccion con el hecho de que Irrp(G) es F-linealmente
independiente (véase el Teorema 1.19 de [13]), porque PBaw,, ¢ M, luego

(Bag,)* #0. |}

Definicién 2.4.8. Ahora necesitamos definir un anillo més grande que R.
Definimos ,
S={-|reRseR—M},
s

un subconjunto del anillo de fracciones de R. S es un anillo porque R — M
estd cerrado bajo multiplicacién (ya que M < R es un ideal de R). De hecho,
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a S se le llama localizacién de R en R— M. Como 1 ¢ M, se tiene que R C S,
y es evidente que S C K.
Ahora extenderemos la aplicacion * : R — F'a S. Parar € Rys € R—M,

definimos -
o — ¥ (¥ 1
(5) =rn

por lo que obtenemos un homomorfismo de anillos S — F' que extiende a *.

El siguiente es uno de los resultados mas importantes de la Teoria de
Representaciones, que nos permite relacionar las representaciones ordinarias
con las modulares de una manera fundamental.

Teorema 2.4.9. Sea X una C-representacion de G. Entonces X es similar
a una C-representacion N de G tal que N(g) tiene sus entradas en S para
todo g € G.

Demostracion. Esto es el Teorema 2.7 de [13]. |

Notese que, sin € N, podemos usar el homomorfismo de anillos * : S — F
para definir un homomorfismo de anillos

*: Mat, (S) — Mat,, (F),

*

donde A* es la matriz obtenida al aplicar * a todas las entradas de A €

Mat,, (S). Ademads, podemos ver que
det(A*) = det(A)"

para toda matriz A € Mat,(5).
El homomorfismo de anillos * : S — F' también puede extenderse candni-
camente a
*: S[x] — Flx],

donde si un polinomio p(z) € S[z] tiene todas sus raices &i,...,&, en S
(repetidas segin su multiplicidad), como puede escribirse como

plx) = (@ =&)...(z—&),

deducimos que el polinomio

p(x)" = (= (&)")... (x = (&)")

tiene a (&)*,...,(&,)" € F por raices.
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Corolario 2.4.10. Sea X una C-representacion de G cuyas matrices tienen
entradas en S, y que origina el cardcter x. Para todo g € G, definimos
X*(g) = X(g9)*. Entonces X* es una F-representacion de G, que origina el
cardcter de Brauer X°. En particular, si x es un cardcter ordinario de G,
entonces X es un cardcter de Brauer de G.

Demostracion. Como * : Mat,(S) — Mat, (F) es un homomorfismo de ani-
llos, tenemos que X* es una F-representaciéon de G. Sea g € G, y sean
&1,...,& € C valores propios de X(g). Como (o(g),p) = 1, tenemos que
&,...,& € U. Como

det(Ix — X(g)*) = det({z — X(g))",

tenemos que los valores propios de X*(g) son (&1)*, ..., (&,)* € F, por lo que
deducimos que X* origina el caracter de Brauer \°.

Si x es un caracter ordinario de GG, podemos usar el Teorema [2.4.9| para
obtener 9, una C-representacién de G con entradas matriciales en S que
origina . Aplicando ahora la primera parte de este corolario, obtenemos que
X" es un cardcter de Brauer de G. ||

Definicién 2.4.11. Sea y € Irr(G). Entonces, por el Corolario 2.4.10} x° es
un caracter de Brauer de GG, y por el Teorema [2.4.4] tenemos que

XO = Z dxgospa

@€IBr(G)

donde los numeros d,,, son enteros no negativos, y estdn determinados de
forma tnica, ya que IBr(G) es linealmente independiente (como hemos visto
en el Teorema 2.4.7)). A los enteros d,., los llamamos nimeros de descompo-
sicién, y a la matriz

D= (dX<p>x€Irr(G),LpEIBr(G)

la llamamos matriz de descomposicién. Para cada ¢ € IBr(G), definimos

P, = Z dypX s

x€lrr(G)

y decimos que @, es el caracter proyectivo indescomponible asociado con ¢.
Denotamos

vef(G) = {f € cf(G) | f(g9) = 0 para todo = ¢ G°},

el conjunto de funciones de clase de G que se anulan fuera de G°.
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Teorema 2.4.12. &, es un elemento de vcf(G) para todo ¢ € IBr(G).

Demostracién. Sean y € G y x € G, y denotemos sus clases de conjugacién
por Cl(y) y Cl(z) respectivamente. Usando la Segunda Relacién de Ortogo-
nalidad (véase el Teorema [2.2.2)), obtenemos

Sawciw|Ca(@)| = Y. x@x) = > x@) | D dye)

xE€Irr (@) x€lrr(G) p€IBr(G)

> >, dxsz e(y)
p€lIBr(G) \ x€lrr(G
)3
p€IBr(

%(w)sﬁ(y) :

Si x no es un elemento de G°, a partir de la anterior ecuacién podemos

deducir que
0= Z D, (z)p.
p€IBr(G)

Como los caracteres de Brauer irreducibles son linealmente independientes
sobre C (como hemos visto en el Teorema [2.4.7)), tenemos que ®,(x) = 0
para cualquier x que no sea p-regular. ||

De hecho, es cierto que {®,, | ¢ € IBr(G)} es una base del espacio vcf(G),
pero no necesitaremos usar esto.

Corolario 2.4.13 (Dickson). Si ¢ € IBr(G), entonces |G|,, la p-parte de
|G|, divide a ®,(1).

Demostracion. Sea P € Syl,(G). Como vimos en el Teorema [2.4.12, ®
vef(G), por lo que [1p, (Py,) p ] P, (1)/|P], que es un entero, luego |G|p =
divide a ®,(1). |

®
|

Teorema 2.4.14. IBr(G) es una C-base de cf(G°). A consecuencia de esto,
|IBr(G)| es el nimero de clases de G-conjugacion de elementos p-regulares

de G.

Demostracion. Ya demostramos en el Teorema que el conjunto IBr(G)
es linealmente independiente sobre C, por lo que bastara probar que es un
sistema generador de cf(G?). Sea & € cf(G), y sea § € cf(G) una extensién
de &. Como Irr(G) es una C-base de cf(G), entonces

= 2 o

x€lrr(G)
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donde a, € C para todo x € Irr(G). Entonces

£ == Z ay X’ = Z ax Z dyptp

Xx€E€Irr(G) x€Irr(G) p€lIBr(G)

= Z Z axdyg | #

p€IBr(G) \ x€lrr(G)
luego IBr(G) es una base de cf(GY). |

Corolario 2.4.15. La matriz de descomposicion D tiene rango |IBr(G)|.
Como consecuencia, si ¢ € IBr(G), entonces eziste un cardcter x € Irr(G)
tal que dy, # 0.

Demostracion. Como Irr(G) es una base de cf(G), entonces

{xX° | x € Irr(G)}

genera a cf(G°), por lo que existe un subconjunto B C Irr(G) tal que

{xX° | x € B}

es una base de cf(G?). Como IBr(G) es otra base de cf(G°) (véase el Teorema

94.14), v
XOZ Z dxgo90>
p€IBr(G)

tenemos que (dy,)yem peiBr(c), Ua submatriz de D, es una matriz de cambio
de base, por lo que es invertible, luego D tiene rango [IBr(G)|. ||
Teorema 2.4.16. Si (|G|,p) = 1, entonces IBr(G) = Irr(G).

Demostracion. Como F' tiene caracteristica p y (|G|,p) = 1, el Teorema
de Maschke (véase el Teorema 1.21 de [13]) prueba que F'G es semisimple, y
como F' es algebraicamente cerrado, podemos usar el Teorema de Wedderburn
(véase el Teorema 1.17 de [13]) para deducir que

Y. wyP=Ial.

p€IBr(G)
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Pero

Gl = >, = ) D duwll)

x€lrr(GQ) x€lrr(G) \ ¢€IBr(G)

= Z Z dxwdxugo(l)/i(l)

x€lrr(G) \ ¢,u€IBr(G)

> Z Z (dxw>290(1>2 = Z Z (dxcp)2 (1)
x€lrr(G) \ ¢€IBr(G) @€lIBr(G) \ x€lrr(G)

> > (1) =G

p€IBr(G)

(donde la ultima desigualdad es consecuencia del Corolario - por lo

que estas dos desigualdades son igualdades, y para cada ¢ € IBr(G) existe
un tnico x, € Irr(G) tal que d,,, = 1, y dy, = 0 para todo x € Iir(G ) tal
que X # X,. Ademds, (como hemos visto en el Teorema - ) IBr(G

una C-base de cf(GY) = cf(G), como lo es Irr(G), luego |IBr(G)| = |Ir ( )|

por lo que si ¢ € IBr(G), x», = (x,)° = ¢, y IBr(G) = Irr(G). |}

Corolario 2.4.17. Si ¢ es un cardcter de Brauer de G, y H es un p’-subgrupo
de G, entonces g es un cardcter ordinario de H.

Demostracidn. Por el apartado (c) del Lema [2.4.3] tenemos que ¢y es un
cardcter de Brauer de H, y por el Teorema[2.4.4] vy # 0 es una combinacién
lineal de enteros no negativos de IBr(H). Pero, como (|H|, p) = 1, el Teorema
afirma que IBr(H) = Irr(H), por lo que ¢y # 0 es una combinacion
lineal de enteros no negativos de Irr(H), asi que es un cardcter ordinario de
H. |}

Finalmente, podemos probar el siguiente resultado, que incluye el objetivo
que habifamos fijado al principio de esta seccion.

Teorema 2.4.18. Sea H un p'-subgrupo de G. Entonces, el cardcter proyec-
tiwo indescomponible @, _, es un constituyente del cardcter (15)¢. Ademds,
st H es un p- complemento de G, se tiene que Py, = = (1)°.

Demostracion. Como H C G, tenemos que

Z dyoPr

p€lIBr(G)
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para todo x € Irr(G). Como ¢y es un cardcter ordinario de H para todo
¢ € IBr(G) (por el Corolario [2.4.17)), deducimos que

b6 (L) = Ixm dul = > dyglen, 1] = dygo[(leo)n, 1u] = dy,
p€IBr(G)

para todo x € Irr(G), luego

q)lgoz Z dxlcox
xEIrr(G)

es un constituyente de (15)%, como querfamos probar. Si (|G : H|, |H|) =1,
podemos aplicar el Corolario [2.4.13| para obtener que

(1m)“(1) =G H| = |G, < 1,(1),

por lo que &, , = 1)<

2.5. Otros Resultados

Empezaremos esta seccion recordando algunos conceptos de Teoria de
Caracteres de Brauer que no hemos necesitado en la secciéon anterior, y que
son muy similares a los correspondientes conceptos de Teoria de Caracteres
Ordinarios.

Recordamos primero que, andlogamente a como se define el concepto de
caracter ordinario real, se define caracter de Brauer real: si ¢ es un caracter
de Brauer de G, decimos que ¢ es real si ¢(x) € R para todo z € GY.

Se define el nicleo de un caracter de Brauer ¢ de G como el nicleo de
cualquier F-representacion que origina dicho caracter, y lo escribimos como
ker(p). Si ker(p) = 1, decimos que ¢ es fiel.

De manera analoga a lo que ocurre con los caracteres ordinarios, si N <G,
identificamos IBr(G/N) con

{p € IBr(G) | N C ker(¢)} C IBr(G).

Si G' =[G, G] es el subgrupo derivado de GG, y usando esta identificacion, se
tiene que un cardcter x € IBr(G) es lineal si y sélo si y € IBr(G/G’).

Supongamos que H < (G. Si ¢ es un caracter de Brauer de H, definimos
la funcién % en G° dada por

G 1 *( T
¥ <g>:m2¢<g>,

zeG
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donde ¢*(h) = ¢(h) para todo h € H° y ¢*(g) = 0 para todo g ¢ H°.
Entonces, se tiene que ¢ es un cardcter de Brauer de G, y a ¢% le llama-
mos caracter de Brauer inducido por ¢ en G. Es inmediato comprobar que
2O(1) = |G+ Hlp(1).

Notemos que por el Teorema [2.4.14] IBr(G) es una C-base de cf(G°). Por
ello, si a € cf(GY), se tiene que

a = AP,
»€IBr(G)

para a, € C determinados de manera tnica, y a es un cardcter de Brauer si
y solo si v, € N para todo ¢ € IBr(G) (pero no son todos cero). De manera
analoga a lo que ocurre en la Teoria de Caracteres Ordinarios, si «, 5 son dos

caracteres de Brauer, y
B= > B,

p€IBr(G)

donde f, € N para todo ¢ € IBr(G), decimos que 3 es un constituyente de
« si

B, < a, para todo ¢ € IBr(G).

Ademés, si f € IBr(G) es un constituyente de «, decimos que es un consti-
tuyente irreducible de a.

Muchos de los resultados para caracteres ordinarios admiten una versién
para caracteres de Brauer. Entre ellos se encuentran la Correspondencia de
Clifford (véase el Teorema|2.3.3)) y la Correspondencia de Gallagher (véase la
Proposicién , cuyas versiones para caracteres de Brauer enunciaremos
a continuacion, junto con otros resultados referentes a caracteres de Brauer
y subgrupos normales.

Proposicién 2.5.1. Sea N <G, y sean ¢ € IBr(G) y 0 € IBr(N). Entonces
0 es un constituyente irreducible de N si y solo st ¢ es un constituyente
irreducible de 0. Ademds, en este caso, si 0 = 01, ...,0, son los diferentes
G-conjugados de 0, se tiene que

t
PN = 6291‘
i=1

para cierto numero positivo e.

Demostracion. Esto es parte del Corolario 8.7 de [13]. |
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Si 7 es un conjunto de nimeros primos, definimos
IBr.(G) = {¢ € IBr(G) | ¢(1) es un m-nimero} ,

y si m = {p}, donde p es un nimero primo, escribiremos IBr,(G) = IBr,(G)
e IBr, (G) = IBrw (G).
Si N <Gy 0 elBr(N), definimos

IBr(G|0) = {¢ € IBr(G) | ¢ es un constituyente irreducible de 6},
y de acuerdo a la anterior proposicién,
IBr(G|0) = {¢ € IBr(G) | 0 es un constituyente irreducible de ¢y} .

Ademas, como ocurre con los caracteres ordinarios, podemos combinar esta
notaciéon con la de caracteres de m-grado: por ejemplo,

IBr,(G|0) = IBr(G|6) N 1Br,(G)

son los constituyentes irreducibles de 8¢ de w-grado.
De manera anéloga a como ocurre en Teoria de Caracteres Ordinarios, si

N <1 G, vamos a definir una accién de G en IBr(N). Si 6 € cf(N°) y g € G,
entonces se define #9 € cf(N°) mediante
09(n) = 0(n? ') = B(gng ") para todo n € N°,

y decimos que 0 y 69 son conjugados. Ademas, se tiene que 6 es un caracter de
Brauer de N si y sélo si 69 es un caracter de Brauer de N,y 0 € IBr(N) siy
sélo si 9 € IBr(N). Esto define una accién de G en IBr(N), y si 6 € IBr(N),
definimos I5(#) como el estabilizador de 6 en G, esto es,

Ic(0)={g€ G |6 =06}.
por lo que I(0) < G.

Teorema 2.5.2 (Correspondencia de Clifford). Sea N<G, y sea 6 € IBr(N).
Denotamos T = 1g(0). Entonces la aplicacién 1 — % es una corresponden-
cia biyectiva de IBr(T'0) en IBr(G|0).

Demostracion. Esto es parte del Teorema 8.9 de [13]. ||

Teorema 2.5.3 (Green). Sea N < G, tal que G/N es un p-grupo, y sea
0 € IBr(N). Entonces eziste un inico ¢ € IBr(G) que estd por encima de 6,

Y se tiene que
t
YN = Z 92 )
i=1

donde 0 = 0.,...,0, son los diferentes G-conjugados de 6. En particular, si
0 es G-invariante, se tiene que oy = 0.
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Demostracion. Este es el Teorema 8.11 de [13]. |}

Proposicién 2.5.4 (Correspondencia de Gallagher). Sea N <G, y sea x €
IBr(G) tal que xy = 0 € IBr(N). Entonces, la aplicacion B — [x es una
correspondencia biyectiva de IBr(G/N) en IBr(G|6).

Demostracion. Este es el Corolario 8.20 de [13]. |

Teorema 2.5.5 (Swan). Sea N < G, tal que G/N es resoluble. Sea ¢ €
IBr(G), y sea 6 € IBr(N) un constituyente irreducible de on. Entonces

©(1)/0(1) divide a |G : N|.

Demostracion. Este es el Teorema 8.22 de [13]. |}



Capitulo 3

Correspondencias entre
constituyentes de caracteres
proyectivos

3.1. Introducciéon

Supongamos que G es un grupo finito, p es un primo, e Irry (G) es el
conjunto de caracteres irreducibles de G de p'-grado. Si P € Syl,(G), la
Conjetura de McKay afirma que

[lrry (G)] = [Ty (Ng (P))]-

Si Ng (P) = Py G es p-resoluble, de hecho, se encontré en [15] una biyeccién

canénica
* Iy (G) = Irry (P
donde x* es el tnico constituyente lineal de yp (Esto resolvi la Conjetura

de McKay para grupos con p-subgrupos de Sylow autonormalizantes para
p > b, ya que estos grupos resultaron ser resolubles, como puede verse en

[5]).

El objetivo de este capitulo es usar los resultados de [I0] para extender
un poco mas esta biyecciéon canénica. Si Irry (@ ) es el conjunto de consti-
tuyentes irreducibles del cardcter proyectivo indescomponible principal de G
que tienen p’-grado, conseguimos probar lo siguiente.

Teorema A. Sea G un grupo finito p-resoluble, P € Syl (G) y N = Ng (P).
Entonces, existe una biyeccion canonica

[ Tery (1, ) — Trry (@1,) -

25
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De hecho, si x € Tty (®1,), entonces T'(x) es el inico constituyente irredu-
cible del cardcter xn de p'-grado. Ademas, I'(x)(1) divide a x(1).

En el caso particular en el que P = Ng (P), se tiene que Irry (P ,) =
Irr, (P), y recuperamos la biyeccién * en [I5]. Desafortunadamente, la igual-
dad [Irry (@1 )| = [Irry (®y )| no es cierta para grupos finitos en general
(como podemos ver en el Ejemplo basta tomar G = A; con p = 2 para
encontrar un contraejemplo).

Mencionamos una consecuencia curiosa para p = 2.

Corolario B. Sea G un grupo finito resoluble, sea P € Syly(G) y sea N =
Ng (P). Entonces, el nimero de caracteres irreducibles racionales de G de
grado impar es el numero de N-drbitas en P/®(P).

También escribimos otra consecuencia del Teorema [A] que genera una
cota superior para |P : P'| a partir de los caracteres de un grupo G finito y
p-resoluble.

Corolario C. Sea G un grupo finito p-resoluble, y sea P € Syl (G). Entonces

> x()=|P:P.

X€lrr,, (<I>1GO )

Por supuesto, es concebible que la desigualdad del Corolario [C]sea cierta
para grupos finitos en general.
Los resultados principales de esta seccién han sido publicados en [2].

3.2. Algunos Resultados Conocidos

A lo largo de este capitulo, m serd un conjunto de nimeros primos, y
denotamos por 7" al conjunto de nimeros primos que no estdn en 7. En esta
seccidn, recordaremos las definiciones de cardcter m-especial, nicleo, B, (G),
y satélite, junto con algunos hechos sobre estos conceptos que, o bien se usan
para definirlos, o bien usaremos mas adelante.

Notemos que si 7 = {p}, podremos escribir p’ en lugar de {p}’, p-especial
en lugar de {p}-especial, y andlogamente con el resto de conceptos.

Empezaremos recordando algunos resultados de [3].

Definicién 3.2.1. Decimos que un caracter x de un grupo G es m-especial
(y escribimos x € X,(G)) si x € Irr(G), x(1) es un m-nimero, y por cada
subgrupo subnormal M de G y cada constituyente irreducible ¢ de xs, o(¢)
es un 7-numero.
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Si x € Irr(G) puede escribirse como xy = af3, donde « es m-especial y 3
es m'-especial, decimos que y es w-factorizable. Esta definicién es esencial,
pues M. Isaacs prueba que todo caracter primitivo de un grupo m-separable
es m-factorizable (véase el Corolario 4.7 de [9]).

Notemos que, a consecuencia de la definicién, 14 es un caracter m-especial.
Los caracteres m-especiales “creen” que su grupo es un w-grupo. Por ejem-
plo, tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 3.2.2. Sea G un grupo finito w-separable. Sea H un subgrupo
que contiene un mw-subgrupo de Hall de G. Entonces la aplicacion x — xy es
una inyeccion de X, (G) a X(H).

Demostracion. Esto es la Proposicién 6.1 de [3]. |

Ahora citaremos varios resultados de [9], para llegar a definir los caracte-
res de B, (G).

Definicién 3.2.3. Sea G un grupo finito m-separable. Consideramos los pares
(H,0), donde H < G y 6 € Irr(H), y definimos un orden parcial en el
conjunto de estos pares, mediante

(H,0) < (K,p) si H< K y 6 es un constituyente de ¢y .

Un par subnormal w-factorizable es un par (5,6), donde S<1<9G y 6 es
m-factorizable. Al conjunto de pares subnormales m-factorizables en G lo de-
notamos por §,(G) (o §(G), si no hay duda sobre qué es 7).

Denotamos por §%(G) (o §*(G)) al conjunto de elementos maximales de
5= (G) respecto al orden parcial definido anteriormente.

Notemos que G actia en §(G) (v en §*(G)) por conjugacién. Esto es, si
(5,0) € §(G) y g € G, definimos

(5,0) = (57,67) € 3(G).

Teorema 3.2.4. Sea G un grupo finito mw-separable, y sea x € Irr(G). En-
tonces

(a) Emiste un par (U,0) € §*(G) tal que (U,0) < (G, x).

(b) Si (V,¢) € F(G) es tal que (V,p) < (G, X), entonces (V,p)? < (U,0)
para algun g € G.

Demostracion. Esto es el Teorema 3.2 de [9]. |}
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El siguiente teorema extiende la Correspondencia de Clifford (véase el
Teorema [2.3.3) cuando tenemos un par (S,7) € §*(G), pero no necesaria-
mente S < G.

Teorema 3.2.5. Sea G un grupo finito mw-separable, y sea (S,n) € F*(G).
Sea T = 1c(5,n) = Ing(s)(n), el estabilizador del par (S,n) en G. Entonces
la induccion de caracteres define una biyeccion Irr(T'|n) — Irr(G|n).

Demostracion. Esto es el Teorema 4.4 de [9]. |

El siguiente lema es esencial en la definicién de los caracteres de B, (G).

Lema 3.2.6. Sea G un grupo finito w-separable, y sea (S,0) € F*(G). En-
tonces, si S < G, se tiene que 1(S,0) < G.

Demostracion. Esto es parte del Lema 4.5 de [9]. ||

Sea GG un grupo finito w-separable, y x € Irr(G). Por el Teorema ,
elegimos un par (S,7n) € §(G) tal que (S,1) < (G,x). Sea T = 15(S,n),
y sea & € Trr(T|n) tal que €¢ = y (por el Teorema . Este proceso
asocia al par (G, x) otro par (T,&), que estd determinado de manera unica
salvo conjugaciéon en G. Decimos que (7, €) es un par inductor estandar para
(G, x). Nétese que si x es m-factorizable, entonces S = G y (T,¢) = (G, x).
En cambio, si x no es w-factorizable, tenemos que S < G, asi que T' < G por
el Lema [3.2.6] En este caso, podemos repetir el proceso y encontrar un par
inductor estdndar para (7',&). Repitiendo el proceso de esta manera hasta
llegar a un caracter m-factorizable, obtenemos una cadena

(G, x) = (To, ) > (11, &) > -+ > (Tk, &)

donde (73,&;) es un par inductor estandar para (7;_1,&,_1) para todo 1 <
i < k,y & es m-factorizable. En cada paso, el par (7;,&;) esta determina-
do de manera tnica salvo conjugacién en T; 1, luego el ultimo par (7%, &)
esta determinado de manera tnica salvo conjugacién en G.

Definicién 3.2.7. Sea G un grupo finito m-separable, y x € Irr(G). Lla-
mamos nucleo para x a cualquier par (W,~) con vy m-factorizable, obtenido
a partir de construir repetidamente pares inductores estdndar, empezando
por (G, x). Decimos que el cardcter v es un cardcter de nucleo para x, y
denotamos por nuc(x) al conjunto de nticleos para y.

Noétese que si y es m-factorizable, entonces nuc(x) = {(G, x)}, y en cual-
quier caso nuc(x) es una clase de G-conjugacién de pares subnormales 7-
factorizables. Ademds, si v es un caracter de nticleo para Y, entonces v& = y
y 7 es m-factorizable. Si (T',£) es un par inductor estdndar para , entonces
es inmediato deducir de las definiciones que nuc(§) C nuc(y).
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Definicién 3.2.8. Sea GG un grupo finito m-separable. Denotamos por B, (G)
al conjunto de y € Irr(G) tales que algin caracter de nticleo para y es 7-
especial (y, por tanto, cualquier cardcter de nicleo para x es m-especial).

Noétese que, en particular, si xy € Irr(G) es un cardcter m-especial, entonces
X € B:(G).

Los siguientes resultados nos muestran que los caracteres de B;(G) tienen
un buen comportamiento con respecto a los subgrupos normales.

Teorema 3.2.9. Sea G un grupo finito w-separable, y sea N < G tal que
G/N es un w-grupo. Sean ¢ € Irr(N) y x € Irr(G|¢). Entonces ¢ € Br(N)
si y solo si x € Bx(G).

Demostracion. Esto es el Teorema 7.1 de [9]. |

Teorema 3.2.10. Sea G un grupo finito m-separable, y sea x € Br(G).
Entonces, si N < G, todo constituyente irreducible de xn se encuentra en

B.(N).
Demostracion. Esto es el Corolario 7.5 de [9]. |

El siguiente resultado nos muestra la interesante relacion entre los ca-
racteres de B, (G) y los caracteres irreducibles de un w-subgrupo de Hall de

G.

Teorema 3.2.11. Sea G un grupo finito w-separable, y H € Hall.(G). Su-
pongamos que X € Br(G). Entonces se cumple lo siguiente:

(a) Sia€lrr(H), entonces
a(1) = [xm, alx(1)x

(b) xu tiene un constituyente irreducible o tal que (1) = x(1)x.

(c) Si« es como en (b), entonces para todo ¢ € B (G) se tiene que

|1, st v =x
el ={ 5 %00

Demostracion. Esto es el Teorema 8.1 de [9]. |}

Una de las razones fundamentales por las que M. Isaacs introdujo los
caracteres B, es la siguiente. El célebre Teorema de Fong-Swan (Teorema
10.1 de [13]) afirma que si G es p-resoluble y ¢ € IBr(G), entonces existe un
x € Irr(G) tal que x° = ¢, donde ° denota restriccién a p’-elementos. En el
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caso en que m = {p}’, los caracteres B,(G) proporcionan un lifting canénico
de IBr(G); es decir, se puede probar que

B,(G) — IBr(G)
x = X°

es una biyeccion candnica. Pero todavia mas, en el caso general se tiene que
{X° | x € B:(G)} es una base de cf(G?), las funciones de clase complejas
definidas en los m-elementos de G. Esto es el principio de una Teoria de
m-Bloques.

Teorema 3.2.12. Sea G un grupo finito w-separable. Entonces, la aplicacion
x +— x°, donde © denota restriccion a w-elementos, define una biyeccion de
B:(G) en una C-base del espacio de funciones de clase sobre los m-elementos
de G.

En particular (para m = {p}' ), si G es un grupo finito p-resoluble, la
aplicacion x + x°, donde ° denota restriccién a p'-elementos, define una
biyeccion de B, (G) en IBr(G), el conjunto de caracteres de p-Brauer de G.

Demostracion. Esto es el Teorema 9.3 y el Corolario 10.3 de [9]. |}

Si G un grupo finito m-separable, P € Hall(G) y ¢ € Irr(P), M. Isaacs
descubrié ([10]) un hecho extraordinario, y es que existe un tinico subgrupo
P > P maximal con la propiedad de que ¢ se extiende a P. Ademas, existe
una tnica extension m-especial w de ¢ a P, y si 1 es cuasiprimitivo, se tiene
que 1/10 es irreducible. Usando este hecho, definen una aplicacién sobreyectiva

U Irr(P/P) — B.(G) NI (G),

que sera clave a lo largo de este capitulo. El siguiente teorema define la
aplicacion ¥, y nos da algunas de sus propiedades.

Teorema 3.2.13. Sea G un grupo finito w-separable, P € Hall(G) y N =
Ne¢ (P). Dado un X € Trr(P) lineal, existe un inico subgrupo P > P mazimal
con la propiedad de que A se extiende a P y hay una unica extension -
especial X de X a P. Ademds, \° € Br(G) NIrry(G), y (P, ) es un niicleo
para \C.

Si definimos W(\) = S\G, tenemos que ¥V es una aplicacion sobreyectiva
de Irr(P/P") a B,(G)NIrr (G), y si x € B,(G) NIrry (G), entonces U1 (x)
es una N-orbita de caracteres lineales de P.

Ademds, si tenemos un automorfismo de Galois o € Gal(Q/Q), se cumple
que W(N)7 = W(A7) (esto es, U conmuta con la accion de Galois).
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Demostracion. El primer parrafo es consecuencia de los Teoremas 2.1 y 2.2
de [10], ya que los caracteres lineales son cuasiprimitivos.

El segundo pérrafo es consecuencia de los Teoremas 2.3 y 2.4 de [10].

El hecho de que ¥ conmuta con la acciéon de Galois es una consecuencia
directa de su definicion. ||

El siguiente teorema nos permite definir el concepto de satélites de un
caracter de B, (G).

Teorema 3.2.14. Sea G un grupo finito m-separable, sea ¢ € B,(G), y
supongamos que (W,~) es un nicleo para 1. Entonces, la aplicacion o
(7)€ es una inyeccion de X (W) a Irr(G), y decimos que estos caracteres
(ay)Y son los satélites del cardcter 1 € B (G).

Demostracion. Esto es el Teorema 3.1 de [10]. |

Teorema 3.2.15. Cada cardcter de Irr/(G) es un satélite de un inico
cardcter de B;(G) N Irr (G).

Demostracion. Esto es el Teorema 3.6 de [10]. |

3.3. La Biyeccion I

Finalmente, en esta seccién estamos preparados para construir la biyec-
cion I'. Primero, queremos hacer unos comentarios que nos permitiran probar
que I'(x)(1) | x(1) para todo x € Bz(G) N Irrw (G).

Si G es un grupo finito, denotamos por v,(G) al nimero de p-subgrupos
de Sylow de G, y v(G) es el nimero de w-subgrupos de Hall de G. G. Navarro
probé en [16] que si G es p-resoluble y H < G, entonces v,(H) | v,(G).

Maés adelante, A. Turull probd por otros métodos el siguiente resultado,
que generaliza el de Navarro:

Teorema 3.3.1. Sea G es un grupo finito w-separable, y sea H < G. Enton-
ces, vz(H) | vz(G).

Demostracion. Esto es el Corolario 1.2 de [22]. ||

Hacemos notar que este resultado fue generalizado ain maéas por M. J.
Iranzo, F. Pérez Monasor y J. Medina en [6], pero el Teorema sera su-
ficiente para nuestras intenciones.

Ahora procederemos a construir la biyeccion I
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Teorema 3.3.2. Sea G un grupo finito mw-separable, P € Hall.(G) y N =
N¢ (P). Entonces, eziste una biyeccion

I':B:(G)NIrry(G) = BR(N) N Irr (V)

tal que, si (]5, 5\) es un nicleo para x € Br(G) NIt (G) y P < P (por lo
que x = X\9), entonces T'(x) = (Ayqp) . Ademds, T'(x)(1) | x(1).

Demostracion. Ya sabemos que la aplicacion ¥ del Teorema define
una biyeccién desde los conjuntos de N-orbitas de caracteres lineales de P
hasta el conjunto B, (G) NIrr (G) - llamemos a esa biyeccién f. Trabajando
con N en lugar de G, la aplicacién ¥ define una biyeccion desde los conjuntos
de N-érbitas de caracteres lineales de P hasta el conjunto B, (N) N Irr (V)
- llamemos a esa biyeccién g. Entonces, definimos I' = ¢gf~!, y por tanto,

I':B(G) NIt (G) = BR(N) NIrr (V).

Sea x € B,(G)NIrry (G), y sea (P, A) un nicleo para x con P < P (que
sabemos que existe, por el Teorema . Entonces f~!() es el conjunto
de N-conjugados de \ = A Py P es el tinico subgrupo maximal que contiene
a P con la propiedad de que A se extiende a él. Por tanto, el inico subgrupo
maximal de N que contiene a P al que A se extiende es N N 13, y usando la
Proposicién (ya que |P: N N P| es un 7'-nimero), sabemos que Ay p
es m-especial, y por tanto, es la dnica extensién m-especial de A a N N P,
luego I'(x) = (5\ nap)Y s como querfamos demostrar.

Como G es un grupo finito m-separable, podemos aplicar el Teorema 3.3.1
para deducir que

[P Np (P)| = va(P) | v(G) = |G : Na (P) ],
y como Ny (P)=NnN P, tenemos que
P(0)(1) = [Na (P) : Np (P)] divide a |G : P| = x(1). |

Teorema 3.3.3. Sea G un grupo finito m-separable, P € Hall (G), x €
B (G)NIrr (G) y A € Irr(P) lineal. Entonces x = W(\) sii A < xp. Ademds,

en este caso, [x, \] = 1.

Demostracion. Si x = W(\), sea (p, 5\) un nucleo para y tal que P < P
y A< A (el cual sabemos que existe, usando el Teorema . Entonces,
como \ estd a su vez bajo x (va que x = A9), tenemos que A < xp.

En el otro sentido, si A < yp, podemos usar el apartado (a) del Teorema
3.2.11| para obtener que

1= A1) > [xp, Alx(Dx = [xp, Al
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por lo que [y, A\] = [xp,\] = 1. Entonces, por el apartado (c) del mismo
teorema, deducimos que Y es el inico elemento de B, (G) que esta por encima
de A. Por tanto, como ¥(\) € B;(G) esta por encima de A (como hemos visto
en la anterior implicacién de este teorema), debe ser cierto que x = W(\) (y
ya hemos visto que [y, \°] = 1 en este caso). |

Teorema 3.3.4. Bajo las mismas hipotesis del Teorema [(x) es el
unico constituyente irreducible de xn de ©'-grado.

Demostracion. Primero, notemos que ) es un constituyente de (S\G) P> Ya que
[5‘7 (5\6‘)]5] = [S‘Gv S‘G] > 1.

Sabemos que I'(x) € Irr(N), y que

v D001 = [09), Gy ¥] = [A€) 5, ()
[ (Ann ) | = Pnnpr Avapl = 1,
por lo que [xn,['(x)] > 1, y T'(x) es un constituyente irreducible de yy de
7’-grado.

Sabemos que I'(x) es la imagen mediante la aplicaciéon ¥ (considerada en
el grupo N) de un carécter lineal \y de P. Por el teorema anterior (aplicado en
N), sabemos que )\ es un constituyente irreducible de I'(x) p y, en particular,
[T(x)p, o] = 1. Como ¥~'(x) es una N-Grbita de caracteres, tenemos que

Z A
AET—1(x)
(por el Teorema de Clifford).
Aplicando ahora el teorema anterior en (G, deducimos que todo consti-

tuyente irreducible lineal de yp estd en U~1(x), y la multiplicidad de todos
ellos es 1. Por tanto,

Xp=E+ Y  A=EZ+T(x)p
Ae¥—1(x)

donde ningiin constituyente irreducible del cardcter = es lineal (o bien = es
cero).

Supongamos ahora que £ € Irr/(N) estd por debajo de x, v £ # I'(x).
Por lo que hemos visto, necesariamente los constituyentes irreducibles de &p
se encuentran entre los constituyentes irreducibles de =, que no son lineales.
Sea § uno de ellos. Como P < N, tenemos que 6(1) divide a (1) (por el
Teorema de Clifford), asi que d es de 7’-grado, pero P es un m-grupo, por lo
que ¢ es lineal, lo cual es una contradiccion. Por tanto, es cierto que el nico
constituyente irreducible de xn de 7'-grado es I'(x). |
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Nota 3.3.5. Nétese que en la prueba de la anterior proposicion, si m = {p},
entonces todos los constituyentes irreducibles del caracter = tienen grado
divisible por p (0 Z es cero), asi que también podemos deducir que I'(x)(1) =

x(1) mod p.

Teorema 3.3.6. Sea G un grupo finito w-separable, y sea H un w'-subgrupo
de Hall de G. Entonces los elementos de B;(G) de 7'-grado son exactamente
los constituyentes irreducibles de (15)% de ©'-grado. Ademds, si x es uno de
ellos, entonces [x, (1)%] = 1.

Demostracion. Sea P un m-subgrupo de Hall de G.

Supongamos que x € B;(G) y que x(1) es un n’-ntimero. Entonces, por
el Teorema existen P< P < Gyun\ € Irr(P) lineal tal que y = A%,
y (]5, 5\) es un nucleo para x € B, (G). Por tanto, )\ es un cardcter m-especial,
luego o(\) es un 7-niimero, y también 1o es o(A prz); PEro App,yy €5 un cardcter
de un 7’-grupo, por lo que su orden también debe ser un 7’-ntiimero, y por
tanto S‘PDH = 1p~p- Entonces

~

b (1) = [xa 1] = (A w11 = (M) 1] = P pogs Lpnn) = 1,

asi que x € Irr((15)%), como querfamos demostrar (y también hemos pro-
bado que [x, (17)%] = 1).

A la inversa, sea x € Irr((15)%). Por el Teorema sabemos que
y es un satélite de un cierto ¢ = A € B(G) N Ity (G), donde (P, ) es
un nicleo para 1, P < P < G y X es lineal, luego y = (aS\)G, donde
a € Irr(fj) es un caracter n’-especial. De igual modo que en la implicacion
inversa, A prp = Lpngs Por lo que tenemos que

~

0 < [x, (1H)G] = [&PQH)\PQH7 1150H] = [O‘PmHv 1150H] )

asi que ap.y = lpny va que ap.y € Irr(lfj N H), pues apy es m'-especial
(usando la Proposicién , va que PN H € Hallﬂ/(p) y « es m’-especial).

Entonces, usando otra vez la Proposicion m (y recordando que 1p es
n'-especial), tenemos que av = 1, luego

X = (aN)% =X =4 € B.(G) NIt (G) . |

Reuniendo varios de nuestros resultados, obtenemos el siguiente corolario,
que incluye al Teorema |A|de la introduccion (teniendo en cuenta que @, _, =

(1) y @1, = (Lunn)©, por el Teorema [2.4.18):
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Corolario 3.3.7. Sea G un grupo finito m-separable, P € Hall,(G), N =
N¢ (P) y H € Hall,/(G). Entonces existe una biyeccion

I': II‘I‘ﬂ-/(GHH) — Irrﬂ—’(NHHﬁN)

tal que, six € Irrw (G|1y), entonces I'(x) es el inico constituyente irreducible
de xn de m'-grado. Ademdas, T'(x)(1) | x(1).
Ademds, si N = P, se tiene que

I It (G)ly) — Iee(P/P)
yI' =V~ donde U es la biyeccion del Teorema|3.2.15
Demostracion. Usando el Teorema |3.3.6, podemos deducir que

B.(G) NTrr (G) = TIrr (Gl1y) v BR(N) NIrr (N) = Irrr (N |1 gan)

ya que H NN € Hall,/(N). Teniendo en cuenta esto, el primer parrafo de
este corolario se deduce de los Teoremas v [3.3.4

Supongamos ahora que N = P. Entonces HN N = HN P = 1, luego
Irr (N|1gan) = It (N) = Irr (P) = Irr(P/P), ya que los caracteres irre-
ducibles de P de 7'-grado son exactamente los caracteres lineales de P (al
ser P un m-grupo). Por otro lado, el Teorema afirma que la aplicacién
U Irr(P/P') — Irr (G|1g) es sobreyectiva, y dado x € Irr (G|1g), enton-
ces U1(y) es una N-érbita de caracteres lineales de P; pero como N = P,
tenemos que W~!() es un tnico elemento, por lo que ¥ es una biyeccién.
Ademas, a partir de la descripcion de I' en la demostracion del Teorema |3.3.2),
deducimos que ' =0~ |

Nota 3.3.8. Noétese que la aplicacion W del Teorema [3.2.13] conmuta con
automorfismos de Galois, por lo que también lo hace la biyecciéon I'. A partir
de esto, se deduce facilmente que Q(x) = Q(I'(x)) para todo x € Irr(G|1gy)
(donde Q(x) es el menor cuerpo conteniendo a Q y a los valores de x).
A consecuencia es esto, un cardcter y € Irr(G|ly) es racional (esto es,
x(x) € Q para todo = € G) si y sélo si I'(y) es racional, ya que un cardcter
es racional si y solo si es fijado por todo automorfismo de Galois.

Ejemplo 3.3.9. En la Introduccién, mencionamos a As con p = 2. En este
grupo @1, = x1 + x2 + X3 + X5, donde x1(1) = 1, x2(1) = x3(1) = 3y
xs5(1) = 5. Por tanto, [Irry(®;,,)| = 4. Por otro lado, [Irr, (@ )| = 2.
Como afirmamos, este contraejemplo prueba que la igualdad |Irry (®; )| =
|Trry (@1, )| 1O es cierta para todo grupo finito.

Si G es un grupo finito p-resoluble, P € Syl,(G) y N = Ng(P) = P,
podemos usar el Teorema F de [15] para deducir que:
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= Si\ € Irr(P) es lineal, entonces \Y = x+Z, donde x € Irr, (G) y todos
los constituyentes irreducibles del caracter = tienen grado divisible por

p-

» Six € Ity (G), entonces xp = A+ A, donde A € Irr(P) es lineal, y
ningun constituyente irreducible del cardcter A es lineal.

Ademds, la aplicacién x — A es una biyeccién F' : Irry (G) — Irr(P/P’).

Corolario 3.3.10. Bajo las mismas hipdotesis que el Corolario|3.3.7, si m =
{p} y N = P, entonces B,(G) N Irry (G) = Ity (G|1y) = Irry(G) y I' =
Ut = F, donde F es la biyeccion Irry (G) — Irr(P/P') que acabamos de
describir.

Demostracion. Como I' : Irryy (G|1y) — Irr(P/P’) es una biyeccién (por el
Corolario B.3.7), y F : Irryy(G) — Irr(P/P') es otra biyeccién, deducimos
que Irry (G|1y) = Irry (G). Asi, por el Corolario [3.3.7, lo tinico que queda
por comprobar es que ¥~! = F' lo cual es una consecuencia inmediata de
las definiciones de F' y ¥ (teniendo en cuenta que estamos suponiendo que
N = P por hipdtesis). |}

3.4. Consecuencias

En esta seccién, demostraremos los Corolarios [B| y [C| Para probar el
primero de ellos, necesitaremos varios resultados previos.

Proposicion 3.4.1. Sea G un 2-grupo. Entonces, el conjunto de caracteres
lineales racionales de G es exactamente Irr(G/P(G)).

Demostracion. Como G/®(G) es un grupo 2-elemental abeliano (véase 5.2.7
(a) de [12]), entonces si A € Irr(G/®(G)), tenemos que A es lineal (por ser un
caracter de un grupo abeliano). Ademds, si z € G/®(G), entonces z? = 1,
luego 1 = A(2?) = A(2)?, por lo que A\(x) = 1 o A(z) = —1. Por tanto, \ es
racional.

Sea ahora A un caracter lineal racional de GG. Entonces, para todo x € G,
A(z) es una raiz de la unidad (por ser A lineal), luego se tiene que \(x) = 1
o Az) = —1 (ya que \(z) € Q). Entonces, A\(z?) = A(z)* = 1 para todo
r € G. Pero como ®(G) = (2? | * € G) (esto es una sencilla deduccién del
hecho de que, como podemos ver en 5.2.8 de [12], ®(G) es el menor subgrupo
normal de P tal que el grupo cociente de GG sobre él es un grupo 2-elemental
abeliano), se tiene que ®(G) < ker(A), esto es, A € Irr(G/®(G)). |}
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Teorema 3.4.2. Sea G un grupo resoluble, y sea x € Irr(G) un cardcter
irreducible real de G de grado impar. Sea N <G y sea 0 € Irr(N) un consti-
tuyente irreducible de xn. Entonces 6 es un cardcter real.

Demostracion. Por induccién sobre |G : N|. Suponemos que N < G, o no
hay nada que probar.

Consideramos un factor principal G/M tal que N < M. Si N # M, sea
¢ € Irr(M) un cardcter sobre # y bajo x. Por la hipétesis de induccién,
tenemos que 1 es real, y como x € Irr(G|¢) es de grado impar, entonces
1 también lo es. Usando la hipdtesis de induccién una vez més, deducimos
que 6 es un caracter real. Por tanto, podemos suponer que G/N es un factor
principal, y como G es resoluble, tenemos que |G/N| = p para cierto primo
P.

Si xn = 0, entonces 0 es real, asi que podemos suponer que yy ¢ Irr(N).
Entonces, por el Lema [2.3.5] tenemos que

p
XN = Z@w
i=1

donde 0; € ITrr(N) son G-conjugados y diferentes entre si. Entonces, como
x(1) = pf(1) es impar, deducimos que p es impar. Ahora, como x es real,
tenemos que y también lo es, por lo que

p p
DS o
i=1 i=1

Como la conjugacién compleja es una involucion y p es impar, tenemos que
existe un #; real, por lo que 6, al ser un G-conjugado de dicho caracter,
también lo es. |

Teorema 3.4.3 (Gow). Sea G un grupo resoluble, y sea x € Irr(G) un
cardcter irreducible real no trivial de G de grado impar. Entonces, x = \¢
para algin X € Irr(U) lineal, donde U < G y |U : ker(\)| = 2 (por tanto, en
particular, x es racional).

Demostracidn. Este teorema es el resultado principal de [4]. ||

Vamos a desviarnos un momento de nuestro objetivo para dar una version
mas fuerte del Teorema debida a G. Navarro y no publicada anterior-
mente.

Teorema 3.4.4. Sea G un grupo resoluble, y sea x € Irr(G) un cardcter
irreducible real de G de grado impar. Entonces, si U < G y « € Irr(U) es
cualquier cardcter primitivo tal que o = x, entonces a es un cardcter lineal
real.
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Demostracion. Aplicaremos induccién en |G|. Si |G| = 1 no hay nada que
probar, por lo que suponemos que |G| > 1. Como

x(1) = a“(1) = |G : Ula(1)

es impar, tenemos que |G : U| y a(1) son ambos impares.
Por el Lema [2.2.4], tenemos que

ker(x) = ﬂ (ker(a))”,

zeG

por lo que, en particular, ker(y) < ker(«).

Si ker(x) # 1, consideramos el grupo G/ker(x), y tenemos que x €
Irr(G /ker(x)) es un cardcter irreducible real de G/ker(x) de grado impar,
U/ker(x) < G/ker(x), v a € Irr(U/ker(x)) es un cardcter primitivo tal que
aG/ker(X) = v Entonces, podemos aplicar la hipétesis de induccién para de-
ducir que « € Irr(U/ker(x)) es un cardcter lineal real, por lo que o también
lo es como caracter de U. Por esto, podemos suponer que x es fiel.

Sea N = Oy (G). Por el Teorema sabemos que cualquier consti-
tuyente irreducible de yy es real. Como N es un 2'-grupo, el Teorema de
Burnside (véase el Teorema nos dice que el tnico cardcter real de N es
1n. Asi, deducimos que xy es una funciéon constante, pero yy es un caracter
fiel (ya que también lo es x), por lo que Oy (G) = N = 1.

Sea M = O4(G), y como G > 1 es resoluble y O (G) = 1, tenemos que
M > 1. Por otro lado, como |G : U] es impar, tenemos que M < U. Como
« es primitivo, entonces « es cuasiprimitivo, por lo que ay; = e, con e € N
y 6 € Irr(M). Como «(1) es impar, (1) es impar, pero 6 es un cardcter
irreducible de un 2-grupo, por lo que 6 es lineal. Ademas, por el Teorema

3.4.2] deducimos que 6 es real.
Sea T'=15(0). Siu € U, se tiene que

el = apr = (apy)" = e

porloque =0y U <T <G.
Como of € Irr(T), y (aT)¢ = a% = y, tenemos que ol es el correspon-

diente de Clifford de y sobre 6 (véase el Teorema [2.3.3). Ademés

T

(aT)¥ = (aT)% =X = x

yal € Irr(T), por lo que aT también es el correspondiente de Clifford de y
sobre 0, y oT = a’, esto es, a’ es real.
Si T < G, como ol € Irr(T) es un cardcter irreducible real y af(1) =

|T : Ula(1) es impar, podemos aplicar la hipdtesis de induccion para deducir
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que « es un caracter lineal real. Asi, podemos suponer que 7' = G, por lo
que 0 es G-invariante.

Asi, usando el Teorema deducimos que xy = x(1)6, por lo que
0 € Irr(M) es fiel, lineal y real. Asi, §(xz) = —1 para todo x € M no trivial,
y al ser 6 fiel, deducimos que |M| < 2, por lo que | M| = 2.

Como |M| =2y M <G, tenemos que M < Z(G), y como tenfamos que
O2(G) = 1, deducimos que Oy (G/M) = 1, por lo que G es un 2-grupo.

Como el orden de x es impar, deducimos que x es lineal, por lo que el
unico caracter que lo induce es él mismo, y ya suponiamos por hipdtesis que
x erareal. ||

Hacemos notar que en la demostracion no se ha usado que « es un caracter
primitivo, sélo que es cuasiprimitivo. Pero también hacemos notar que, por
el Teorema 11.33 de [§] (debido a T. Berger), si G es resoluble y x € Irr(G),
entonces x es primitivo si y sélo si es cuasiprimitivo.

Ahora ya podemos probar el Corolario [B]

Teorema 3.4.5. Sea G un grupo resoluble, sea P € Syl,(G) y sea N =
N¢ (P). Entonces, el nimero de caracteres irreducibles racionales de G de
grado impar es el nimero de N-drbitas en P/®(P).

Demostracion. Por el Teorema , tenemos que si x € Irr(G) es un caracter
irreducible racional no trivial de G' de grado impar, entonces Y = \“ para
algin A € Irr(U) lineal, de orden 2 (ya que |U : ker(\)| = 2), donde |G : U| =
x(1) es impar. Sea H un 2-complemento de G. Entonces, si x € Irry(G) es
racional, tenemos que

I (1)) = [xa, Lal = [(A)w, 1a) = [(ona) ™ 1a]

va que (A\9) g = (A\vnm)¥, pues G = HU. Tenemos que A\yny es un carcter
lineal de orden divisor de 2, pero U N H es un 2'-grupo, por lo que A\pny =
1UﬂH- ASi,

I, 1m)°] = [(Lonm)™, 1a] = [Lvow, long) = 1,

y por tanto, y es un constituyente irreducible de (1;)¢ de grado impar (lo
cual también ocurre si y = 1lg). Lo mismo ocurre con los caracteres irre-
ducibles racionales de N de grado impar: son constituyentes irreducibles de
(1xnx)™N de grado impar. Por el Corolario m y la Nota sobre cuer-
pos de valores en la correspondencia, concluimos que el niimero de caracteres
irreducibles racionales de G' de grado impar es el mismo que los de N.
Supongamos que @ € Irr(N) es racional y de grado impar, y sea A € Irr(P)
bajo 6. Usando el Teorema [3.4.2 al ser 6 real y de grado impar, deducimos
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que A también es real. Como P<IN y 6 es de grado impar, entonces A también
debe serlo, pero como P es un 2-grupo, deducimos que A es lineal. Por tanto,
por la Proposicién 3.4.1] A € Irr(P/®(P)).

Sea T el estabilizador de A en N, y sea A la extensién canénica de \
a T (usando el Teorema [2.3.6) ya que P € Syly(G), y por tanto, (|P|,|T :
P|) = 1). Notemos que si 0 € Gal(Q/Q), entonces A7 es una extensiéon de
A7 = X que tiene el mismo orden que )\ y por unicidad, A=\ para todo o €
Gal(Q/Q), por lo que )\ también es racional. Aplicando la correspondencia de
Clifford (véase el Teorema [2.3.3), sabemos que existe un tnico ¢ € Irr(T'|\)
tal que § = ¢V, y aplicando la correspondencia de Gallagher en T (véase la
Proposicién , sabemos que existe un tnico 7 € Irr(7T/P) tal que ¢ = A
(por lo que # = (7A)N). Por la unicidad de las correspondencias de Clifford
y Gallagher, y usando que 6, A v A son racionales, concluimos que 7 también
es racional. Como T'/P tiene orden impar y 7 es real (ya que es racional),
tenemos que 7 = 1 (por el Teorema ; por tanto, 6 = (S\)N Esto prueba
que los caracteres irreducibles racionales de N de grado impar son del tipo

{)Y [ X e Ln(P/®(P))} .

Por otro lado (olvidandonos ahora de 6), si A € Irr(P/®(P)), entonces A es
racional (por la Proposici(’)n. Como antes, sea T el estabilizador de A en
N, y sea \ la extension canénica (racional) de A a T'. Por la correspondencia
de Clifford, sabemos que (A)N € Irr(N), que es racional (por la unicidad de
la correspondencia de Clifford), y que su grado es |N : T'|, que es impar (pues
P <Ty P e Syl,(G)). Por tanto, hemos visto que el conjunto

{Y [ X e Ln(P/D(P))}

es el conjunto de caracteres irreducibles racionales de N de grado impar.

Ahora, si A1, Ay € Irr(P/®(P)), entonces A; y Ay son N-conjugados si y
s6lo si ()N = (A2), por lo que los caracteres irreducibles racionales de N
de grado impar son exactamente

{WY [ xeny,

donde A es un sistema completo de representantes de N-érbitas (o lo que es
lo mismo, N/P-6rbitas) en Irr(P/®(P)), y por tanto, el nimero de caracte-
res irreducibles racionales de G de grado impar es |A|. Por accién coprima,
sabemos que las N/P-acciones en Irr(P/®(P)) y en el conjunto de clases de
conjugacién de P/®(P) son permutacién-isomorfas (por el Teorema [2.3.9),
por lo que |A| es el nimero de N/P-6rbitas (o lo que es lo mismo, N-érbitas)
en P/®(P). Esto completa la demostracién del teorema. |
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Seguidamente probaremos el Corolario [C] de la Introduccién.

Teorema 3.4.6. Sea G un grupo finito mw-separable, y sean P y H un 7-
subgrupo de Hall y un mw-complemento de G, respectivamente. Entonces

> x(W) =P P

XElrr/((1a)<)

Demostracion. Denotemos N = Ng (P). Si A € Irr(P) es lineal (esto es,
A € Irr(P/P')), entonces (por el Teorema aplicado en N, y usando la
misma notacion) P debe ser el estabilizador de A en N, y A es la extension
canénica de X a P (esto es, la inica extensién que tiene m-orden, la cual tiene,
de hecho, el mismo orden que A - véase el Teorema . De esta manera,
usando el Teorema [3.2.13 obtenemos que

B,(N) NIt (N) = {AN | A € A},

donde A es un sistema completo de representantes de N-6érbitas en Irr(P/P’)
y A es la extension canodnica de A a su estabilizador en N. Se deduce que

> (1) =Y AN(1).

TEBR (N)NIrr ./ (N) AEA

Notemos que si A € A, entonces AN(1) = [N : P|, y como P es el
estabilizador de A en NV, entonces |N : P | es el cardinal de la N-érbita de A.
Por tanto, si sumamos esta cantidad variando A en A, obtenemos el cardinal
del conjunto de caracteres lineales de P, esto es, |Irr(P/P")| = |P : P'|. Asi,

> T(1)=> IN:P|=|P: P,

TEBR (N)NIrr ./ (N) AEA

pero sabemos que B (N) NIty (N) = Irre (1ynm)™) por el Teorema [3.3.6]
asi que

> (1) =|P: P|.

TGII‘I‘W/((INQH)N)

Por tanto (y usando que I'(x)(1) divide a x(1) para todo x € Irr((15)%),
como hemos visto en el Corolario |3.3.7)),

Yo oxyz= Y rom= Y rm=P:P |

xGIrrW/((lH)G) XEIrrW/((lH)G) TEII‘rﬂ_/((leH)N)
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Una pregunta légica que cabe hacerse es la siguiente: jqué podemos decir
del Corolario [C]si el grupo G no es p-resoluble? ;Es cierta la desigualdad

Y. x()=|P:P|

XElrr,, (<I>1G0 )

para grupos finitos en general?

Hemos comprobado miltiples grupos para diferentes primos p, y no hemos
encontrado ninguno de ellos en el que la desigualdad no se cumpla - de hecho,
los valores de erhrp, (@1,4) x(1) tienden a ser mucho mayores que los de

|P : P'|. Adjuntamos dos tablas donde comparamos estos dos valores (para
p =2y p = 3) para diversos grupos: grupos alternados A,,, grupos especiales
lineales proyectivos PSL(2,n) y PSL(3,n), y grupos esporédicos.
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|P: P

As 12 4

A 20 4

A, 72 4

As 196 8

Ag 434 8

At 1752 8
PSL(2,7) 8 4
PSL(2,8) 56 8
PSL(2, 11) 12 4
PSL(2,13) 28 4
PSL(2, 16) 240 16
PSL(2,17) 36 4
PSL(2, 19) 20 4
PSL(3,3) 80 4
PSL(3,4) 322 16
PSL(3, 5) 684 8
PSL(3,7) 800 4
PSL(3, 8) 25970 64
PSL(3,9) 7100 16
M 112 4

Mis 332 8

Jy 840 8

My, 882 8

J 884 8

Mas 1610 8

HS 5852 8

Js 4862 8

My, 24976 16

MecL 51788 8

He 82452 16

Ru 285768 8

Suz 648208 16

O'N 415340 8

Cos 626518 16

Coy | 11427684 32

Tabla 3.1: p=2

43
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Grupo Z x(1) | |P: P|
XEIrr3/(<I>1GO)

As 6 3
Ag 27 9
Az 64 9
As 135 9
Ag 9 9
Axg 546 9
PSL(2,7) 9 3
PSL(2,8) 9 9
PSL(2,11) 12 3
PSL(2,13) 15 3
PSL(2,16) 18 3
PSL(2,17) 18 9
PSL(2,19) 81 9
PSL(3,3) 111 9
PSL(3,4) 126 9
PSL(3,5) 126 3
PSL(3,7) 513 9
PSL(3,8) 513 9
PSL(3,9) 46841 81
My 99 9
M, 286 9
J1 78 3
Moo 540 9
Jo 189 9
Mo 2025 9
HS 6534 9
J3 6156 9
Moy 5568 9
McL 39942 27
He 81330 9
Ru 65976 9
Suz 754886 27
O'N 1475444 81
Cos 1759339 27
Coy 4330602 27

Tabla 3.2: p=3




Capitulo 4

Correspondencias entre
caracteres de 2-Brauer de
grupos resolubles

4.1. Introducciéon

Supongamos que G es un grupo finito y p es un primo. Como hemos dicho,
la Conjetura de McKay afirma que existe una biyeccién entre el conjunto
Irr,y (G) de caracteres complejos irreducibles de G de grado no divisible por
p y el conjunto Irr, (Ng (P)), donde P es un p-subgrupo de Sylow de G. En
general, no se conocen correspondencias naturales entre estos dos conjuntos,
ni siquiera para grupos resolubles, y de hecho, se supone que no van a existir.
En 1973 (véase el Teorema 10.9 de [7]), M. Isaacs encontré una biyeccién
natural

Irr,y (G) — Irryy (Ng (P))

si G es resoluble y |G : Ng (P)| es impar. Mucho mas recientemente, A.
Turull encontré otra biyeccién natural si G es resoluble y |[Ng (P) | es impar
(véase [20]).

Nuestra estrategia aqui no sera limitar los posibles grupos resolubles G
al poner condiciones sobre ellos, sino limitar el conjunto Irr, (G), para en-
contrar una biyeccién natural entre subconjuntos adecuados de Irr, (G) e
Irry (Ng (P)). Especificamente, demostramos el siguiente resultado, cuyas
hipétesis son ligeramente més débiles que las que son necesarias para la co-
rrespondencia de Turull de [20]. Si G es un grupo finito resoluble, recordemos
que Bo/(G) es un lifting canodnico de los caracteres de 2-Brauer de G (véase

el Teorema |3.2.12]).

Teorema D. Sea G un grupo finito resoluble. Entonces existe una biyeccion

45



46 CAPITULO 4. CARACTERES DE 2-BRAUER

canonica
*: By(G) NIty (G) = By (Ng (P)) NIrry (Ng (P)) -
En particular, existe una biyeccion natural
IBr, (G) — IBr,(Ng (P)) ,

donde IBr, (G) es el conjunto de caracteres de 2-Brauer irreducibles de G de
p'-grado.

Notemos que si [Ng (P) | es impar (como en las hipdtesis de la correspon-
dencia de Turull), entonces By (Ng (P)) = Irr(Ng (P)) v por tanto nuestro
Teorema D] es mas general que la correspondencia de Turull.

Si G = Gal(Q/Q) es el grupo de Galois de la clausura algebraica del
cuerpo de numeros racionales sobre los racionales, veremos que * conmuta
con la accién de G. Ademds, x*(1) divide a x(1) y x(1) = £x*(1) mod p
para todo x € By(G) NIty (G) (como fue conjeturado en [11], [17] y [21]).
A diferencia de Turull en [20], no somos capaces de controlar los indices de
Schur de los caracteres que se encuentran en correspondencia.

Queremos mencionar que el hecho de que

|[Bry (G)| = [IBry (Ng (P))|

(donde nos estamos refiriendo a caracteres de g-Brauer, para un nimero
primo q) es cierto y bien conocido para grupos resolubles (véase [24]). Si G no
es resoluble, entonces [IBr, (G)| no tiene por qué ser igual a |IBr, (Ng (P))].

Las correspondencias canonicas nos permiten obtener resultados como el
que viene a continuacién facilmente. Este es el resultado principal de [I§],
que nosotros deducimos de nuestro Teorema [D]

Corolario E. Sea G un grupo resoluble y sea P € Syl (G). Entonces Ng (P)
tiene un 2-subgrupo de Sylow normal si y sélo si 1o es el unico cardcter real
de 2-Brauer de G de p'-grado.

Los resultados principales de esta seccién han sido publicados en [I].

4.2. Preliminares

A lo largo de este capitulo, G serd un grupo finito. Basicamente, usaremos
la notacién de [I3] para caracteres de ¢g-Brauer, donde ¢ es un primo.

Si G es un grupo m-separable, usaremos el conjunto canénico B, (G) C
Irr(G), definidos en la seccién 3.2, y © denotard restricciéon a m-elementos.
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Cuando m = {¢q}’, tenemos que B, (G) es un lifting candnico de los caracteres

de g-Brauer IBr(G) (por el Teorema |3.2.12)).

Ahora, probaremos un lema que necesitaremos en la demostracion del
Lema 4.2.0l

Lema 4.2.1. Supongamos que L < G, donde G es mw-separable. Sea ¢ €
B.(L) y sea H un w-subgrupo de Hall de G. Supongamos que « y [ son
caracteres (ordinarios) de G tales que oy y Br solo contienen G-conjugados
de ¢. Entonces ag = By si y solo st agr, = Bur.

Demostracion. Si ayp, = Bur, es inmediato que ay = [g.
Supongamos ahora que oy = . Si u € Irr(H L) es un constituyente de
agrr,, entonces

ap = (agr)r = pr + =,

donde = es un caracter de L o es cero. Como «y, s6lo contiene G-conjugados
de ¢, entonces pu, sélo contiene G-conjugados de ¢; sea 7 uno de ellos. Como
HL/L es un m-grupo, 7 € B;(L) (ya que es un G-conjugados de ¢ € B, (L))
y p € Irr(HL|7), concluimos que p € B, (HL) (por el Teorema[3.2.9). Andlo-
gamente, si p fuese un constituyente de Sy en lugar de ayp, también se
cumpliria que p € B;(HL). Por tanto, podemos escribir

apgp = e+t esps Yy Pap=divi 4o+ duy,
donde p;,v; € Br(HL) y e;,d; € Nparatodo 1 <i<sytodol<j<t
(donde los p; son diferentes entre si, y los v; son diferentes entre si). Como
ayg = [y, tenemos que

61/1(1)“‘"""65#2:d1V?+"'+dtV,50>

donde © denota restriccién a m-elementos. Por el Teorema [3.2.12, sabemos
que {° | v € By(HL)} es una C-base del espacio de funciones de clase sobre
los m-elementos de HL, y que

O:B.(HL) = {° |v € B(HL)}
es una biyeccion, por lo que concluimos que
apr = €1fy + -+ espts = vy + -+ divy = B,
como se querfa demostrar. ||

La siguiente definicion es fundamental en Teoria de Caracteres.



48 CAPITULO 4. CARACTERES DE 2-BRAUER

Definicién 4.2.2. Sea K un grupo finito, y sea L < K.

Sea 0 € Irr(K). Diremos que 6 estd completamente ramificado respecto a
K/L si existe un ¢ € Irr(L) tal que 0 = e¢, con ¢ = |K : L.

Sea ¢ € Irr(L). Diremos que ¢ estéd completamente ramificado respecto a
K/L si existe un 6 € Irr(K) tal que ¢& = ef, con e* = |K : L.

Si K un grupo finito, L< K, 0 € Irr(K) y ¢ € Irr(L) tales que 0 esta por
encima de ¢, entonces 6 estd completamente ramificado respecto a K/L siy
sélo si ¢ estd completamente ramificado respecto a K /L (esto es inmediato
por la reciprocidad de Frobenius).

La siguiente definicién aparece en [7], y mas concretamente, en la Seccién
3 de dicho articulo.

Definicién 4.2.3. Decimos que (G, K, L, 0, ¢) es una 5-tupla de caracteres
cuando G es un grupo finito, L C K <G con L <G donde K/L es abeliano,
¢ € Irr(L), 0 € rr(K) y 0, = ep con €? = |K : L|, y ¢ es G-invariante (lo
que es equivalente a que 6 sea G-invariante).

Supongamos que (G, K, L, 0, ¢) es una 5-tupla de caracteres, con K/L un
grupo abeliano de orden impar. Entonces, Isaacs define en la Seccién 9 de [7]
el cardcter canénico ¢ = /1) € Ch(G). Dicho caréacter sélo depende de ¢
y de la accién de G/K en K/L, y es tal que v(1)> = |K : L|, su nicleo
estd contenido en K, y 1(g) # 0 para todo g € G. Hacemos notar que Isaacs
dio métodos para calcular el valor exacto de ¥ (g) para cualquier g € G, pero
no los transcribiremos, ya que no necesitaremos usarlos en este trabajo.

Teorema 4.2.4. Supongamos que (G, K,L,0,¢) es una 5-tupla de caracte-
res, con K/L un grupo abeliano de orden impar. Entonces, si ) = /1) es
el cardcter canonico de G que se origina de esta 5-tupla de caracteres, existe
un subgrupo U C G tal que:

(a) UK =G yUNK =L;

(b) st K < W < G, la ecuacion xwnu = Ywrué donde x € Irr(W|0) y & €
Irr(W N U|¢) define una biyeccion entre estos conjuntos de caracteres.

Esbozo de la demostracion. La prueba se puede realizar por induccién en
|K/L|, exactamente de la misma manera que la primera parte de la prue-
ba del Teorema 9.1 de [7], para deducir que podemos asumir que K/L es
un p-grupo, y entonces basta seguir la prueba del Teorema 3.1 de [14] para
concluir que este teorema es cierto. |

Notemos que, bajo las mismas hipdtesis y notacién del Teorema [4.2.4] si
g € G, entonces UY también satisface (a) y (b). Notemos también que si o
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es un elemento de Gal(Q/Q), el grupo de Galois de la clausura algebraica del
cuerpo de nimeros racionales (sobre los racionales), entonces (G, K, L, 07, ¢7)
es una H-tupla de caracteres, y el cardcter candnico que se origina de ésta es
17, seguin su definicién en [7]. Asi, podemos aplicar el Teorema a esta
nueva b-tupla de caracteres, y es facil comprobar que las correspondencias
de (b) conmutan con o; esto es, si K <W <G,y

xwnau = Ywav€ donde x € Ir(W|0) y & € Ir(W N U|9¢) ,
entonces
(X ) wrv = (W7)wrou€® donde x7 € Irr(W(07) y €7 € Ier(W N U|¢7) .

Ahora, recordaremos los conceptos de caracteres triples e isomorfismos de
caracteres triples (los cuales pueden verse con més detalle en el capitulo 11
de [8]). Decimos que (G, K, 0) es un cardcter triple si G es un grupo finito,
K <Gy 6 € Irr(K) es G-invariante. Notemos que los conceptos de 5-tupla
de caracteres y caracteres triples estan relacionados: si (G, K, L,0, ¢) es una
5-tupla de caracteres, entonces (G, K,0) y (G, L, ¢) son caracteres triples.

Supongamos ahora que (G, K,0) y (U, L, ) son caracteres triples, y que

* G/K - U/L

es un isomorfismo de grupos. Si K < H < G, denotamos por H* al unico
subgrupo L < H* < U tal que (H/K)* = H*/L, y si B es un cardcter de
H/K, entonces $* denota al correspondiente cardcter de H*/L mediante el
isomorfismo * (esto es, el unico cardcter * de H*/L tal que §*(z*) = [(x)
para todo z € H/K). Supongamos que para cada K < H < G existe una
biyeccién

*Irr(H|Q) — Irr(H™|9) ,

que extendemos linealmente a una biyeccion
*: Ch(H|0) — Ch(H™|9)

(donde Ch(H|#) denota el conjunto de caracteres x de H tales que xx es un
multiplo de #; esto es, los caracteres de H que son N-combinacién lineal de
los caracteres de Irr(H|#)). Supongamos también que, para cada

K<I<H<Gxelr(H|)ypelr(H/K),
se cumple lo siguiente:

(@ (xn) =KXy
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(b) (xB)* =x"p".
Entonces, decimos que

*:(G,K,0) = (U, L, ¢)
es un isomorfismo de caracteres triples.

Lema 4.2.5. Supongamos que (G, K, L,0,¢) es una 5-tupla de caracteres,
donde K/L es un grupo abeliano de orden impar. Sean ¢ y U como en el

Teorema y sea
* G/K > UJL

el isomorfismo candnico de grupos (teniendo en cuenta que G = KU y L =
KnNU), ypara cada K <W < G, denotamos por

*Irr(W)0) — Ter(W N U|¢)

a la biyeccion canonica de Isaacs dada por xwnou = YwnuX™ para todo x €
Irr(W16). Entonces estas aplicaciones definen un isomorfismo de caracteres
triples

*(G,K,0) — (U, L, o).

Demostracion. Tomamos un K < H < G (nétese que, entonces, se tiene que
H* = HNU). Nétese que si extendemos

*Trr(H|O) — Irr(H™|9)
linealmente a
*: Ch(H|0) — Ch(H*|9)

y x € Ch(H]|0), entonces x* es el tnico cardcter de Ch(H*|¢) tal que x g+ =
Y+ x*, teniendo en cuenta que ¥ (g) # 0 para todo g € G.

Queremos probar que * es un isomorfismo de caracteres triples, por lo que
es suficiente probar que se cumple (a) y (b), tal y como estan enunciados en
la definicién de isomorfismo de caracteres triples. Sean

K<I<H<Gxelr(H|f)ypeclr(H/K).
Tenemos que yg+ = Y+ X*, por lo que
(x0)r = xr- = (xu)r- = V- (X )1+,

luego (x1)* = (x*)1+, por lo que (a) es cierto.
Como S € Irr(H/K), se tiene que * = Sy« (por la definicién del isomor-
fismo canénico * : G/K — U/L), y como xpg+ = ¥y«x*, deducimos que

(XB)m* = xu* B = VX" B = Y x"B*,

por lo que (x3)* = x*8*, y (b) también es cierto. |
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Usaremos el lema anterior para probar el que viene a continuacion, el cual
trata sobre caracteres de 2-Brauer. Este serda un lema clave para probar el

Teorema [4.3.1]

Lema 4.2.6. Supongamos que (G, K,L,0,¢) es una 5-tupla de caracteres,
con G resoluble y K /L un grupo abeliano de orden impar. Supongamos tam-
bién que 0 € Bo(K). Sean 1 y U como en el Teorema y denotamos
por

“Irr(GlO) — e (U o)

a la biyeccion canonica de Isaacs, dada por xy = Yyx* para todo x €

Irr(G|). Entonces X° € IBr(G) si y sdlo si (x*)° € IBr(U) para x € Irr(G|6).
Ademds, dados x,T € Trr(Gl0), se tiene que X° = 7° si y sélo si (x*)° = (7*)°.

Ast, existe una biyeccion candnica de caracteres de Brauer
* IBr(G|6°) — IBr(U|¢") .

Demostracion. Nétese que 6 € By (K) es equivalente a ¢ € By (L), segin el
Teorema ya que |K/L| es impar. Por tanto, §° € IBr(K) y ¢° € IBr(L)

(por el Teorema 3.2.12)).

Sea H un 2-complemento de G, por lo que se cumple que K C HL y que
U N H es un 2-complemento de U, ya que HU = G. Sea x € Irr(G|0) (por lo
que x* € Irr(U|¢)). Escribimos

(X*)O = ela? 4+ -4+ erag ,

donde r > 1, a; € Bo/(U) vy e; son enteros no negativos (usando los Teoremas
y13.2.12). Como U N H es un 2-complemento de U, tenemos que U N H
esta contenido en los elementos 2-regulares de U, por lo que

(X )vnm = (61041 + -+ era)unm -

Como (x*)r = e¢, donde e es un entero no negativo (ya que L QU y ¢ es
U-invariante, por ser G-invariante), deducimos que

ed® = (X))’ = (X)) = ea(@)p + -+ +er(a))z,
y como ¢° € IBr(L), deducimos que para cada 4, se cumple que
((ai)2)’ = (o) = vid

para un entero no negativo v;. Como cada constituyente irreducible de (o)
esta en Bo(L) (usando el Teorema (3.2.10), y Bo/(L) es un lifting canénico
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de IBr(L) (otra vez por el Teorema [3.2.12), se deduce que (o) = v;i¢. Asi,
todo «; estd por encima de ¢.

Hemos visto que el tnico caracter irreducible que es un constituyente
tanto de (x*)r como de (ejaq + -+ + e,a,.)f es ¢ € Bo(L), y que

(X vnr = (e10q + -+ + e, 00 )unm

por lo que podemos usar el Lema |4.2.1| para concluir que

(X*>L(UOH) =(eqoqn +--- + erar)L(UﬂH) .

Para cada i, como «; € Irr(U|¢), tenemos que existe un caracter 5; € Irr(G|0)
tal que o; = (f3;)*. Usando el Lema [1.2.5] también denotamos por * a la
extension de la biyeccién candnica de Isaacs a sumas (distintas de cero) de
caracteres en Irr(F'|6), para todo K < F' < G. Entonces, obtenemos que

(XLH)* = (X*)L(UmH) = ((6151+' : '+€r5r)*)L(UﬂH) = ((61514" ) '+€rﬁr)LH)*7

ya que
(LH* =LHNU = L{UNH),

y como

*: Ch(LH|9) — Ch((LH)*|p)

es una biyeccion, deducimos que

Xea = (e +--e.By)rm

por lo que
XH = (6161 + - erﬁr)H .

Si x° € IBr(G), y como xg = (€131 + - - - e,8;) i, concluimos que r = 1 y
e1 = 1, luego
()" = (87)° = (a)® € IBr(U).

Usando un razonamiento andlogo al de los parrafos anteriores, obtenemos
que x° € IBr(G) si (x*)° € IBr(U) (esto no es una conclusién inmediata, ya
que, bajo la notacién anterior, si (x*)°? € IBr(U), deducirfamos que xrg =
f1, pero f1 no tiene porque estar en By (LH), y no podemos asegurar que
BY € IBr(QG)).

Sean ahora y, T € Irr(G|6). Tenemos que x° = 7° sii xg = 75, y usando el
Lema[4.2.1] esto es cierto sii x iz = 7r.m. Por el Lema[d.2.5] esto es equivalente
a

0

(X*)L(UnH) = (XLH)* = (TLH)* = (T*)L(UmH) )
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lo cual es cierto sii (x*)vny = (7%)unn (usando otra vez el Lema ya
que x*, 7 € Irr(U|9)), y esto es equivalente a (x*)" = (7%)°.

Sea ahora 7 € IBr(G|6°). Por el Teorema sabemos que existe un
X € Ba(G) tal que x° = 7. Ademsds, por el Teorema todo consti-
tuyente irreducible de xx se encuentra en By (K) y, por tanto, debe ser 6
(otra vez por el Teorema [3.2.12] aplicado ahora en K). Andlogamente, si
7 € IBr(U|¢°), existe un x € Irr(U|¢) tal que x° = 7.

Asi, si 7 € IBr(Gl0Y), sea x € Irr(G|6) tal que x° = 7. Como x° =7 €
IBr(G|6°), tenemos que (x*)° € IBr(U|¢°), y definimos 7* = (x*)°. Por lo
que hemos probado anteriormente,

* IBr(G0°) — IBr(U|¢?)
es una biyeccién canénica. ||

Andlogamente a como antes se ha definido el concepto de caracter triple,
se define su equivalente modular: decimos que (G, K, 0) es un carécter triple
modular si G es un grupo finito, K <G y 0 € IBr(K) es G-invariante.
La definicion de isomorfismos de caracteres triples modulares es también
analoga, y no la explicitaremos aqui. El siguiente resultado es el Teorema
8.28 de [13], y lo usaremos para probar el Teorema m

Teorema 4.2.7. Sea (G, K,0) un cardcter triple modular. Entonces existe
un 1somorfismo de caracteres triples modulares

F : (G7 K’ 6) —> (U7 L? ¢)
donde ¢ es lineal y fiel. En particular, L es un p'-subgrupo central de U.

Ahora probaremos un teorema que usaremos méas adelante, en la prueba
del Teorema 311

Teorema 4.2.8. Supongamos que G = KH, donde K y L = KN H son
normales en G. Supongamos que 0 € 1Br(K) es G-invariante y tal que 0y, =
¢ € IBr(L). Entonces la restriccion de caracteres define una biyeccion

IBr(G|0) — IBr(H|¢) .

Demostracion. Aplicaremos induccién en |G : H| = |K : L|. Podemos supo-
ner que H < G ya que, de lo contrario, no habria nada que probar.
Supongamos que existe un K; <G tal que L < K7 < K. Sea 0 = 0k, €
IBr(K), que es G-invariante, por lo que, en particular, es K H-invariante.
Entonces, por induccién en |G : H|, la restriccién es una biyeccion

IBr(G|6) — IBr(K, H|6,)
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y también es una biyeccion
IBr(K,H|0;) — IBr(H|¢),

y componiendo estas dos biyecciones, deducimos que el teorema se cumple
en este caso. Por tanto, podemos asumir que K/L es un factor principal de
G.

Usando el Teorema m aplicado al caracter triple modular (G, L, ¢),
podemos probar facilmente que podemos asumir que ¢ es lineal y fiel, por lo
que # también es lineal. El nicleo de un caracter de Brauer esta definido en la
pégina 39 de [13], por ejemplo. Como ker(#) <t G, tenemos que ker(6)L <G y
L <ker(f)L < K. Como habiamos supuesto que K /L es un factor principal
de G, tenemos que o bien ker(#)L = K, o bien ker(¢)L = L.

Supongamos ahora que ker(d)L = K, por lo que ker()H = G. Si x €
IBr(G0) y g € G, y elegimos m € ker() y h € H tal que g = mh, tenemos
que x(g) = x(h). Usando este hecho, es trivial comprobar que yp es irre-
ducible (usando representaciones), y como los valores de x en H determinan
completamente a y, obtenemos que la restriccién define una inyeccién

IBr(G|0) — IBr(H|¢).

Por otro lado, si ¢ € IBr(H|¢p), es sencillo extenderlo a un cardcter x €
IBr(G|6) (usando representaciones una vez maés), luego la aplicacién es una
biyeccién, y el teorema se cumple en este caso.

Por tanto, podemos asumir que ker(6)L = L, esto es, ker(§) < L. Enton-
ces, ker(0) = ker(¢) = 1, luego 0 es fiel. Como 6 es lineal y fiel, deducimos
que K es abeliano, y como ¢ también es G-invariante, entonces K es central;
en particular, G' es un producto central de K y H. Entonces, usando otra
vez el hecho de que 6 es lineal, es inmediato que la restriccién define una
biyeccién

IBr(G|0) — IBr(H|¢). |

Para probar el Teorema necesitaremos un lema mads, el cual enun-
ciamos a continuacion.

Lema 4.2.9. Sea L C K <G con L <G, tal que K/L es abeliano. Sea
¢ € Irr(L) G-invariante. Entonces, existe un unico subgrupo L < R < K tal
que R es mazimal con respecto a que ¢ tenga una extension K-invariante
hasta €l. Ademds, toda extension de ¢ a R estd completamente ramificada
respecto a K/R, y se cumple que R <1 G.

Demostracion. Esto es el Lema 2.2 de [23]. |
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4.3. Teoremas Principales

A lo largo de esta seccién, G sera resoluble, e IBr(G) serd el conjunto de
caracteres de 2-Brauer de G.
Usaremos el siguiente teorema recursivamente para probar el Teorema[D]

Teorema 4.3.1. Sea G resoluble, y sea L C K QG con LG, y con K/L
abeliano. Sea P € Syl (G) tal que H = LNg (P) cumple que HK = G y
HNK = L. Sea ¢ € IBr(L) P-invariante. Para cualquier L < X, denotamos

Jo(X) = {x € IBr(X|#) | p no divide a x(1)/6(1)}.

Entonces, existe una biyeccion natural
1 Js(G) = Js(H),

tal que para todo x € Ju(G):

(a) las correspondencias * conmutan con la accion de Galois, esto es, si

o € Gal(Q/Q), entonces (x°)* = (x*)°;
(b) x*(1) divide a x(1);
(c) x(1)/x*(1) divide a |G : H| y

(d) x(1) ==£x*(1) mod p.

Demostracién. Por induccién en |G : L|. Podemos suponer que L < G ya que,
en caso contrario, no habria nada que probar. Noétese que, yaque HNK = L,
tenemos que Cg/r(P) =1, y como P C H, tenemos que

(1P[, [K/L]) = ([P, |G : H]) = 1.

Sea T el estabilizador de ¢ en G (luego LP C T,y P € Syl,(T)), que
es resoluble (ya que G también lo es). Nétese que, entonces, H N'T es el
estabilizador de ¢ en H,

HNT = (LNg(P))NT = L(Ng (P)NT) = LNy (P) ,

y T satisface las hipdtesis del teorema con respecto a los subgrupos Ky =
KNT, Ly= Ly Hy= HNT (como Ky/L < K/L abeliano, tenemos que Ky/L
es abeliano. Por otro lado, nétese que K P/K es un p-subgrupo de Sylow
de G/K normal, por lo que KyP/Kj es un p-subgrupo de Sylow de G/K)
normal. Por tanto, usando el argumento de Frattini, T' = KoN¢ (P) = KoH,).
Usando la correspondencia de Clifford de caracteres de 2-Brauer (véase el
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Teorema [2.5.2), sabemos que tenemos dos biyecciones (dadas por induccién
de caracteres):

IBr(T|¢) — IBr(G|¢) y IBr(T N H|¢) — IBr(H|¢).

Restringiendo estas biyecciones, y teniendo en cuenta que P C T'N H, por
lo que
p|G:T| vy ptlH:TNH,

obtenemos otras dos biyecciones (también dadas por induccién de caracteres):
Jo(T) = Jo(G) vy Jo(TNH) = Js(H).

Si T < G, usando la hipdtesis de induccion, obtenemos una correspondencia
biyectiva natural

O Jy(T) = Jy(T N H)
satisfaciendo de (a) a (d), y definimos

(@) = Je(H)

como la composicién de estas tres biyecciones: si x € J4(G), sea & € J4(T) el
tinico cardcter tal que £¢ = y, y escribimos y* = (¢9)#. Como tanto ¢ como
las correspondencias de Clifford conmutan con la accién de Galois, tenemos
que * satisface (a). Para cualquier x € J4(G), nétese que x(1) = |G : T|£(1)
vy x*(1) =|H : HNT|¢(1). Como

G :T|=|KH:T|=|KH: KT||KT:T| = |H: HNT||KT : T|
y £°(1) divide a £(1) (ya que © satisface (b)), obtenemos que x*(1) divide

a x(1), y como £(1)/£9(1) divide a [T : HNT| (ya que ¢ satisface (c)),
deducimos que

W) IG:T &)
= divide a
x (1) [H:HNTE(1)
|G T IG:HNT|
— T HNT|=—r— = - H
ot LI = e TG AL

*

por lo que * satisface (b) y (c). Ademas, como Cgxnr)(P) = 1 (ya que
Ck/L(P) = 1), tenemos que

|[KT :T|=|K: KNT|=1modp,
y como £(1) = ££°(1) mod p (ya que ¢ satisface (d)), deducimos que

(1) = |G : TIE(1) = £[G : TIE0(1) = £[KT : T (1) = £x"(1) mod p,
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por lo que * también satisface (d), demostrando el teorema en este caso. Asi,
podemos asumir que ¢ es G-invariante.

Supongamos que 2 divide a |K : L|, y sea L C A C K tal que A/L €
Syly(K/L). Nétese que, como K /L es abeliano, A/L es el inico 2-subgrupo
de Sylow de K/ L, por lo que se tiene que A<1G. Usando el Teorema de Green
(véase el Teorema[2.5.3)), sea § el tnico cardcter de IBr(A) que estd por encima
de ¢, por lo que 0, = ¢ (ya que ¢ es G-invariante luego, en particular, es
K-invariante), y nétese que para cada A < X < G, tenemos que

Jo(X) = {x € IBr(X|0) | p no divide a x(1)/6(1)} = J,(X).

Entonces, como |G : A| < |G : L| (ya que A/L > 1, pues 2 divide a |K : L|)
podemos aplicar induccién para obtener una correspondencia biyectiva natu-
ral entre J,(G) v J,(AH) satisfaciendo de (a) a (d). Por otro lado, podemos
aplicar el Teorema |4.2.8| para deducir que la restriccién es una biyecciéon de
IBr(AH|0) = IBr(AH|¢) a IBr(H|¢), que se restringe a una biyeccién de
Js(AH) a Ju(H). Componiendo estas dos biyecciones, obtenemos la biyec-
cién buscada, que satisface de (a) a (d) (pues la biyeccién de J,(G) a J,(AH)
también lo hacfa), por lo que el teorema estaria probado en este caso. Asi,
podemos asumir que |K : L| es impar.

Sea ahora ¢ el tinico cardcter en By (L) que se restringe a ¢ (véase el Teo-
rema . Por unicidad, como ¢ es G-invariante, tenemos que gz~5 también
es G-invariante.

Sea L < R < K el tinico subgrupo tal que tal que R es maximal con res-
pecto a que ¢ tenga una extensién K-invariante hasta él, tal y como est4 defi-
nido en el Lemam (por lo que R<G). Sea R el conjunto de extensiones de
¢ a R, y nétese que R no es vacio porque 95 se extiende a R,y como |R : L| es
impar, sabemos que toda extensién de ¢ a R se encuentra en By (R), usando
el Teorema . Sea C' el grupo de caracteres de R/L (y notemos que son
caracteres lineales, ya que R/L es abeliano, al serlo K/L. De esto, deduci-
mos que cualquier cardcter irreducible de R que esta por encima de ¢ esta en
R). Entonces, C' actia transitivamente en R (véase la Proposicién 2.5.4)), y
como (|P],|C]) = 1, podemos usar el Lema de Glauberman (véase el Lema
para deducir que existe un 7 € R que es P-invariante. Ademads, como
los caracteres en R que son P-invariantes con una Cg(P)-6rbita (véase el
Corolario , pero Co(P) = 1 ya que Cg/(P) = 1, deducimos que 7 es
tnico (esto es, 7 es la nica extensién P-invariante de ¢ a R).

Si n € Ng (P), tenemos que 7" es una extensién P-invariante de ¢ a R,
luego 7" = 7 por unicidad, y 7 es Ng (P)-invariante. Sea 7 el unico cardcter

en By (R) que se restringe a 7 (por el Teorema [3.2.12)). Como
(A))' = (D)) =m=9,



58 CAPITULO 4. CARACTERES DE 2-BRAUER

deducimos que (7) € Irr(L), y por el Teorema [3.2.9] tenemos que (7), €
By (L), por lo que (7), = ®, por el Teorema si, por el Lema ,
7 es K-invariante (ya que estd completamente ramificado respecto a K/R),
por lo que también lo es 7, y asi, 7 is invariante en KNg (P) = G (y también
lo es 7, por unicidad).

Definimos M = RH. Usando el Teorema [£.2.8 obtenemos que la res-
triccién es una biyeccién de IBr(M|7) a IBr(H|¢). Si w € J4(M), se tiene
que todos los constituyentes irreducibles de wgr se encuentran en R (ya que
son caracteres irreducibles de R que estan por encima de ¢), y usando la
Proposicion , tenemos que wr = ey A;, donde cada uno de los A; es
la suma de una 6rbita bajo la accién de P (ya que P < M). Si todas estas
érbitas fuesen no triviales, tendriamos que p | (A;(1)/¢(1)) para todo i (ya
que P es un p-grupo), luego p | (w(1)/#(1)), lo cual serfa una contradiccién
con el hecho de que w € J4(M). Por tanto, tenemos que existe una 6rbita
trivial, esto es, existe un constituyente irreducible de wgr que es P-invariante,
y por unicidad, ese constituyente irreducible es 7, por lo que 7 esta bajo w.
Asi, tenemos que Jy(M) C IBr(M|r), y deducimos que la restriccién es una
biyeccién de J,(M) a Js(H) (ndtese también que J,(G) C IBr(G|7), usando
un razonamiento andlogo - esto lo usaremos mas adelante). Por tanto, bas-
tard encontrar una biyeccién candnica * de J4(G) a J,(M) satisfaciendo de
(a) a (d).

Como ya hemos dicho anteriormente, 7 esta completamente ramificado
respecto a K/R. Sea @ el tinico elemento de Irr(K) que estd por encima de
7, por lo que (G, K, R, 0, 7) es una 5-tupla de caracteres. Notemos que, como
7 € By(R) y K/R es un 2-grupo, tenemos que 6 € By (K) (por el Teorema
7 y por el Teorema 0 = (0)° € IBr(K). Sean U y v como en el
Teorema [4.2.4] (respecto a esta 5-tupla de caracteres). Como

pt|G:M|=|K:R|=|G:U|,

podemos asumir que P C U (ya que, en caso contrario, podriamos escoger
un UY en lugar de U, para cierto g € G). Entonces U/R = G/K tiene un
p-subgrupo de Sylow normal, que es RP/R. Por tanto, usando el argumento
de Frattini,

U=RNy(P)<RH=M.

Como |G : M| = |G : U|, tenemos que |M| = |U|, y deducimos que U = M.

Entonces, podemos usar finalmente el Lema[£.2.0] para obtener una biyec-
cién candnica * de IBr(G|0) = IBr(G|r) a IBr(M|7) tal que xar = (¢¥ar)°x*
para todo x € IBr(G|f) (y por tanto, en particular, x(1) = ex*(1) , donde
e? = |K/R]). Como vimos que J,(G) C IBr(G|7) y Js(M) C IBr(M|7), ¥
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usando que Y = elk, deducimos que esta biyeccién se restringe a otra bi-
yeccién canodnica de J4(G) a Jy(M). Usando la nota de después del Teorema
deducimos que * satisface (a). Es evidente que * satisface (b), y como
e? = |K/R| = |G/M]|, entonces * también satisface (c). Como Cr/g(P) =1,
deducimos que

¢’ =|K/R| =1mod p,

luego e = £1 mod p, y * satisface (d), lo que completa la demostracién. ||

Notemos que, usando las mismas hipdtesis y notacién del Teorema [4.3.1]
si n € Ng (P), entonces ¢" € IBr(L) es invariante en P" = P, por lo que
podemos aplicar el mismo teorema usando ¢™ en lugar de ¢, y es rutinario
comprobar que si x € J4(G) = Jyn(G), entonces x = X" se corresponde con
()" = () € JolH).

Ahora probaremos el Teorema [D] Aunque trabajaremos con caracteres
de 2-Brauer, el Teorema |D] es inmediato a partir del hecho de que si G es
resoluble, entonces By (G) NIty (G) es un lifting candnico de los caracteres

de 2-Brauer en IBr, (G) (por el Teorema [3.2.12)).

Teorema 4.3.2. Sea G resoluble, P € Syl (G), y N = Ng (P). Entonces,
existe una existe una biyeccion natural * entre 1Br, (G) e IBr,(N) tal que

para todo x € IBr, (G):

(a) * conmuta con la accion de Galois;
(b) x*(1) divide a x(1);

(c) x(1)/x*(1) divide a |G : N| y

(d) x(1) = =£x*(1) mod p.

Demostracién. Por induccién en |G : N|. Si G = N, no hay nada que probar;
por tanto, podemos asumir que N < G. Sea

K = 0P7(G) = 0"(0”(G)),

Notemos que, como G > N > 1y G es p-resoluble (al ser resoluble), tenemos
que K < G. Como O”(G) = KP, tenemos que K actiia transitivamente
sobre Syl (G), y por el argumento de Frattini, deducimos que KN = G, por
lo que K > 1 (o tendriamos que N = G). Como K es resoluble (ya que G lo
es), tenemos que L = K' < K.

Si p divide a |K : L|, sea J/L € Hall,(K/L) (por lo que |K : J| es
un p-nimero distinto de 1). Como K/L es abeliano, tenemos que J <1 K,
por lo que OP(K) < J < K, pero OP(K) char K char O (G), lo cual es
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una contradiccién con el hecho de que K = O?(G). Por tanto, K/L es un
p’-grupo.

Tenemos que P actia por conjugacién en el grupo abeliano K/L, y co-
mo (|P],|K/L|) = 1, la accién es coprima. Por tanto (véase 8.4.2 de [12]),
deducimos que

K/L = Cg/1(P) x [K/L, P).

Sea L < M < K tal que [K/L,P] = M/L (esto es, M = [K, P]L). Tenemos
que P normaliza a M,y consideramos M P < K P (y tenemos que P también
normaliza a M P). Sean m € M, x € Py k € K. Entonces

(mz)F = mF(z¥2™ e € MK, P|P = M|K,P|P = MP,
por lo que K también normaliza a M P,y MP <1 KP. Como
|[KP: MP|=|K: KNMP|=|K: M|

es un p’-ntimero, tenemos que OF (K P) < M, y si Cy¢/(P) # 1, deducirfamos
que M < KP = OP (@), lo cual es una contradiccién. Por tanto, podemos
afirmar que Cr/r(P) = 1.

Sea H = LN. Como Cg/(P) =1, tenemos que H N K = L, y como

KH=KLN=KN =G,
deducimos que
G:H|=|KH :H|=|K:HNK|=|K:L|>1.

Entonces, podemos aplicar la hip6tesis inductiva a H, con lo que obtenemos
una biyeccién natural entre IBr, (H) e IBr, (N) satisfaciendo de (a) a (d),
asi que bastard encontrar una biyeccién natural * entre IBr,/(G) e IBr, (H)
satisfaciendo de (a) a (d) (ndtese que, en este caso, por (c) nos referimos a
que para todo x € IBry(G), x(1)/x*(1) divide a |G : H|).

Sea x un elemento de IBr, (G) o de IBr, (H). Entonces, todos los consti-
tuyentes irreducibles de x7, tienen p’-grado, y hay un p’-nimero de ellos, por
lo que, como P actia sobre ellos, deducimos que al menos uno de ellos es P-
invariante. Para cualquier ¢ € IBr, (L) P-invariante, denotamos la biyeccién
del Teorema 4.3.1{ por

F¢ : IBrp/(G|gz5) — IBl"p/(H|¢)

(notemos que podemos aplicar dicho teorema, ya que K/L = K/K' es abe-
liano).
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Supongamos ahora que ¢y, ¢o € IBr, (L) son P-invariantes, y que x €
IBr,y (G|¢1) NIBry (G|¢2). Como G = NK, deducimos que existen elementos
n € Nyke K tales que ¢; = (¢2)™. Sea T el estabilizador de ¢; en K.
Sabemos que ¢; es invariante en Py en P = P* por lo que, para todo = €
P, tenemos que ¢; queda fijado por [k, 2] = (z71)*z, pero [k, 2] = k~1k* € K,
luego [k, z] € T para todo x € P, y deducimos que kT € Cg,7(P) = 1, luego
k € T. Asi, tenemos que

o1 =0} = (@)™ = (do)"

para cierto n € N, y por la nota previa a este teorema, obtenemos que

F¢2(X> = F¢2(X>n = F¢>1(X)a

por lo que deducimos que tenemos una aplicacién
F :1Br,(G) — IBr, (H)

bien definida, dada por F(x) = Fy(x) para todo ¢ € IBr,(L) que sea un
constituyente P-invariante de X, para todo x € IBr,(G).

Si &€ € IBr,/(H), entonces existe un ¢ € IBr, (L) que es un constituyente
P-invariante de &y, pero

Fy : 1Bry/(G|¢) — IBry (H|¢)

es una biyeccién, por lo que existe un x € IBr, (G|¢) tal que x = (Fj)~*(€),
y F(x) = Fy(x) = & Por tanto, F' es sobreyectiva.

Sean ahora x1,x2 € IBry(G) tales que F(x1) = £ = F(x2). Sea ¢ €
IBr,/ (L) (resp. ¢2 € IBry (L)) un constituyente P-invariante de (x1)r (resp.
(X2)r); ast,

F(x1) = Fp,(x1) = € = F,(x2) = Fx2) -

Tenemos que ¢; y ¢ son constituyentes de &7, por lo que existe un h € H
tal que (¢)" = ¢s, de lo que se deduce que

x1 = (x1)" € IBry(Gl(¢1)") = Bry (Gle2) ,

luego
Fy,(xa) = F(xa) = & = Fy,(x2) ,

pero como Fy, es inyectiva, tenemos que x1 = X2, por lo que F' también es
inyectiva y, por tanto, es una biyeccion.

Usando el hecho de que las correspondencias del Teorema satisfacen
de (a) a (d), deducimos que F' también lo hace, y por tanto, el teorema
queda probado. |
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Finalmente, probaremos el Corolario [E] pero antes, necesitamos un lema
de G. Navarro, L. Sanus y P. H. Tiep:

Lema 4.3.3. Sea G un grupo resoluble. Entonces 1Br(G) tiene un tunico
cardcter real si y solo si G tiene un 2-subgrupo de Sylow normal.

Demostracion. Esto es el Lema 2.1 de [19]. |
También necesitaremos el siguiente lema de Teoria de Grupos.

Lema 4.3.4. Sea A un grupo finito que actia coprimamente sobre un p-grupo
finito P. Si [P/P', A] =1, entonces [P, A] = 1.

Demostracion. Primero, notemos que como P es un p-grupo, se tiene que
P < ®(P).
La igualdad [P/P’; A] =1 es equivalente a que

P/P" = Cp/p/(4),
y como la accién de A en P’ es coprima, tenemos que
Cp/p/(A) =Cp(A)P' /P’
(por 8.2.2 a) de [12]). Asi, deducimos que
P = Cp(A)P' < Cp(A)@(P) < P,

por lo que P = Cp(A)®(P). Por tanto, P = Cp(A), lo cual es equivalente a
que [P, A]=1. |

Corolario E. Sea G un grupo resoluble y sea P € Syl (G). Entonces Ng (P)
tiene un 2-subgrupo de Sylow normal si y solo si 1go es el unico cardcter real
de 2-Brauer de G de p'-grado.

Demostracion. Como la biyeccion * del Teorema [4.3.2] conmuta con la accién
de Galois, podemos suponer que G tiene un p-subgrupo de Sylow normal P
(por lo que P’ char P char G, luego P’ char G).

Si x € IBry(G), entonces yp es una combinacién lineal de caracteres en
IBr, (P), que son exactamente los caracteres de Brauer lineales de P (ya que
P es un p-grupo). Como P’ es un subgrupo del nicleo de cada caracter de
Brauer lineal de P, se tiene que

P" <ker(xp) = ker(x) N P < ker(x),

por lo que IBr,(G) = IBr,(G/P’). Por otro lado, si ¢ € IBr(G/P’), sea
A € IBr(P/P’) un constituyente irreducible de pp. Como P/P’ es abeliano,
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sabemos que A es lineal. Por otro lado, como G/P es resoluble, el Teorema
nos dice que ¢(1) = ¢(1)/A(1) divide a |G/P|, que es un p’-ntmero,
por lo que (1) también lo es. Asi, tenemos que

IBr, (G) = IBr, (G/P') = IBt(G/P').

Ahora bien, IBr(G/P’) tiene un unico caracter real si y sélo si G/ P’ tiene
un 2-subgrupo de Sylow normal (por el Lemal4.3.3)) y, para concluir la prueba
de este corolario, bastard probar que esto ocurre si y sélo si Ng (P) = G tiene
un 2-subgrupo de Sylow normal. Podemos suponer que p # 2, ya que en caso
contrario, sabemos que tanto G como G/P’ tienen un 2-subgrupo de Sylow
normal.

Sea @ € Syl,(G), por lo que QP'/P" € Syl,(G/P’). Si Q < G, tenemos
que QP'/P'QG/P'. En el otro sentido, si QP'/P'<1G/P’, entonces QP' <G,
por lo que

QP =QP'P<«dG.

Por otro lado, como

QP/P'=QP'/P' x P/P’
es un producto directo, tenemos que
[P/P,Q] = [P/P,QP/P]=1,

y aplicando el Lema [4.3.4] deducimos que [P,Q] =1, y Q < QP. Asi, como
Q@ char QP < G, deducimos que @ < G, concluyendo asi la prueba de este
corolario. |
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Notacion

el conjunto de nimeros naturales

el conjunto de nimeros enteros

el conjunto de ntimeros racionales

el conjunto de nimeros reales

el conjunto de nimeros complejos

el menor cuerpo contenido en C que contiene a QQ y a una raiz
n-ésima primitiva de la unidad

el menor cuerpo contenido en C que contiene a Q y a los valores
de x € Irr(G)

el conjunto de funciones de clase complejas G — C

el conjunto de caracteres (complejos) de un grupo finito G

el conjunto de caracteres (complejos) irreducibles de un grupo
finito G

producto interno en cf(G), véase pag.

el conjunto de constituyentes irreducibles de a € cf(G)

el conjunto de caracteres irreducibles de G de m-grado

el nicleo de un cardcter y € Ch(G)

véase pag. (3

el orden de det(x) en el grupo de los caracteres lineales de G
la restriccién de x € Ch(G) a H < G

el cardcter inducido por ¢ € Ch(H) en G, donde H < G
Irr(0%), donde § € Irr(H) y H < G

el conjugado de 0 € cf(NN) por g € G, donde N < G

el estabilizador de 6 € cf(N) en G, donde N < G (véase pag.
)

el conjunto de caracteres m-especiales de G

el conjunto de pares subnormales 7-factorizables en GG

los elementos maximales de §,(G), segin la Definicion 3.2.3
el conjunto de nicleos para y, segin la Definicién @
véase la Definicion [3.2.§]
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Ia(0)

(G,K,0)

(G7 K? L? 07 ¢)

P/

NOTACION

véase pag.

véase el Teorema

véase pag.

el conjunto de elementos p-regulares de GG

el conjunto de funciones de clase complejas G° — C

la restriccién de f € cf(G) a G°

el conjunto de caracteres de p-Brauer irreducibles de un
grupo finito G

la restriccién de un cardcter de Brauer ¢ de G a H°, donde
H<G

matriz de descomposicién, véase Definicién

el caracter proyectivo indescomponible asociado con el
caracter de Brauer ¢ € IBr(G)

el conjunto de elementos de c¢f(G) que se anulan fuera de
GO

el nicleo de un caracter de Brauer de GG

el cardcter inducido por un caracter de Brauer ¢ de H en
G, donde H < G

el conjunto de caracteres de Brauer irreducibles de G de
m-grado

los elementos de IBr(G) que son constituyentes irreducibles
de ¢, donde §# € IBr(H)y H < G

el conjugado de 0 € cf(N°) por g € G, donde N <1 G

el estabilizador de 6 € IBr(N) en GG, donde N < G (véase

pag.

un caréacter triple (pag. , o un caracter triple modular
(pég.

una 5-tupla de caracteres, véase la Definicién

el caracter candnico que se origina de una 5-tupla de ca-
racteres (G, K, L, 0, ¢)
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