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2.- Revision de los tipos de filtros analégicos mas comunes.

Uno de los métodos de disefio de filtros digitales IIR se basa en la utilizacion de filtros
analogicos, por esta razon vamos a describir las caracteristicas de los tipos de filtros mas
habituales, por lo que daremos un repaso a los conceptos mas importantes referentes a los
filtros analogicos sin entrar en detalles de su implementacion, p.e. mediante células de Sallen-
Kay o Rauch que pueden consultarse en cualquier libro de disefio electronico. Por otra parte,
un cierto conocimiento de filtrado analdgico es necesario para disefiar las etapas de
adquisicion (filtros antialising) y reproduccion (filtros de reconstruccion) en sistemas DSP.

Se distinguen por la caida de la respuesta en frecuencia en la primera década, desde la
frecuencia de corte y en el retardo de grupo.

En la siguiente figura mostramos las respuestas en frecuencia que definen la los filtros

analogicos mas empleados. A continuacion analizaremos cada uno de ellos con mas detalle.
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2.1.- Filtros de Butterworth.

La aproximacion de Butterworth se obtiene al imponer que la respuesta en magnitud del

filtro sea maximamente plana en la banda pasante y en la banda no pasante. Esto quiere decir
que las (2N-1) primeras derivadas de |H (Q)|2 son cero para Q=0 y para Q =c. Solo

contienen polos y tienen la funcion de transferencia:

2 1
H@) = 1+(@Q/Q, )"
donde N es el orden del filtro y €, la frecuencia de corte (caida de 3 dB respecto de la banda
pasante).
Presentan una respuesta en frecuencia monotona decreciente y una caida suave en

frecuencias bajas. Veamos un filtro pasa-baja de frecuencia de corte normalizada Qc=1 y

ordenesde 1 a 5.
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Con lo cual:
. FILTROS DIGITALES
VNIVERSITAT(H D VALENCIA M. MARTINEZ, L. GOMEZ, A.J. SERRANO, J. VILA, J. GOMEZ

OpenCourseWare

Curs0 20092010
2.2



VNIVERSITAT [ '*o]
® VALENCIA Q EscolaTecnica Superiord Enginyeria

Departament d “Enginyeria Electronica

1

H(s) H(=s) = ———
1+(s/j2,)

Los polos de H(s)-H(-s) se disponen en una circunferencia de radio Q. en 2N puntos

equidistantes, de los que los N del semiplano izquierdo corresponden a H(s):

2 ¥ . y/4
S 1/N Jm J@k)—
_ ( 1) 2 2N k

-5 = 5, =Q_-e?-e , =0,1,.,N-1'

c

Este tipo de filtros presenta una caida mas suave en la primera década. Veamos el modulo

de la ganancia de un filtro de orden 1 en diversas frecuencias:

|H(0)| |H(Q)] [H(10-Q,) | | H(100-Q) |
0dB -3dB -20dB -40 dB

Para disefiar un filtro Butterworth hay que seleccionar el orden del filtro, para ello lo que
se hace es fijar la atenuacién minima en la banda no pasante. Asi pues, considerando una
ganancia 522 en la frecuencia Q :

2 1 ) N logml(l/52 )2 —IJ

1+(Q /0 )" 2-log,, (Q,/Q.)

|H(Q,)

Por ejemplo, si nos planteamos disefiar un filtro de Butterworth pasa-baja con frecuencia
de corte 500 Hz y con 40 dB de atenuacion en 1000 Hz, el orden requerido es N=6.64 con lo
que debemos tomar orden 7.

Una vez determinado el orden, calcularemos los N polos del sistema con la expresion anterior

! S6lo indicamos los N polos situados en el semiplano izquierdo.
? Los términos 8, o 8p hacen referencia al rizado en banda pasante y 8, o s a la atenuacién en banda
eliminada. Los utilizaremos indistintamente.
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Filtros de Tchebyshev.

Los filtros de Tchebyshev consiguen una caida mas abrupta a frecuencias bajas en base
a permitir un rizado de la respuesta en frecuencia en alguna de las bandas. Los hay de dos
tipos:
Tipo I:
¢ Son filtros solo polos
¢ Presentan rizado constante en la banda pasante
¢ Presentan una caida monotdnica en la banda no pasante.
Su respuesta en frecuencia es de la forma:
1

2
H(Q)" = 0<e<l
H@) 1+e2 . T3 (Q/9Q,) ‘

siendo Tn(x), el polinomio de Tchebyshev que se define como:

I ()= {cos(N-cos1 x) X[ <1
cosh(N-cosh"1 x) |x| >1
y que puede definirse de forma recursiva como Tn+i(X)=2-X-Tn(Xx)-Tn-1(X) con Top(x)=1 y
Ti(x)=x.
Las principales propiedades de estos polinomios son:
L )<t Vv x|<1
2. Tn(1)=1 V¥ N, es decir, toda la familia de curvas pasa por el mismo punto, la
frecuencia de corte.
3. Todas las raices de Tn(x) estan en xe [-1,+1]
En estos filtros, la frecuencia de corte es ., no depende de N y solo corresponde con una
caida de 3 dB con €=1,
1 1

2
HQ=0) = -
| 2 1+ TH(1) 1+¢&

Veamos ejemplos de filtros Tchebyshev pasa-baja:
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Filtro de Chebyshev | QC:1
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Filtro de Chebyshev | QC:1

/
/
/
I
0.98F : : : I .
/
/
/
/
0.96 - /I i
— N=1
----- N=2 ,
= — N=3

c /

I - - N=4 /
— 094 | — N=5 / .

/
/
/
/
0.92 / i
/
/
/
7
7
J
0.9 L2 i
_.._-.-,—.-——‘——'—"'_—" """"""""" ‘.‘X
107 107 10°
Frecuencia

El valor de continua depende de que N sea par o impar, pues:

-1 T *l si N par
T,(0)= cos[N-cos (0)]: cos| N-(x1)-— | = . ‘
2 0 si N impar
luego Tn?(0) vale 1 para N par y 0 para N impar, con lo que
_
[H(0)? =11+ £2
1 N impar

N par

Desde Q/Q.=0 hasta 1, el modulo de la respuesta en frecuencia oscila entre 1 y

1/ m y el nimero de oscilaciones (transiciones entre ambos niveles) es igual al orden
del filtro, N.

Este filtro tiene una caida més abrupta que el Butterworth. Por ejemplo, un filtro
Butterworth de orden 2 presenta una caida de 37 dB desde Q=Q. hasta Q=10€, mientras

que un Tchebyshev tipo [ y e=1 presenta una caida de 40 dB.
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Aunque, tedricamente, € debe ser menor que uno, no hay problema en considerar
valores mayores, simplemente supone permitir rizados importantes en la banda pasante que
rara vez van a ser posibles en la practica.

Los polos de H(s)-H(-s) son de la forma s,=(sin o - sinh B)+j (cos o cosh B), donde

1+ve? +1

T kr
oy =7+ siendo keZ ¥ p==*

_ 1
NN i

2 2
o 10
que se disponen en una elipse de la forma: (—sinh ,3) + ( cosh ,3) =1

en 2N puntos, de los que los N del semiplano izquierdo corresponden a H(s).

Los polos de los filtros de Tchebyshev tipo I se pueden relacionar con los de Butterworth
escribiéndolos de la forma sy=(r>-cosdy)+j (r-sindx), donde ¢y es la fase de los polos de
Butterworth y r; y r, son directamente proporcionales a €2..

1/N
B +1 B -1 Vi+e? +1

c 2’ﬂ rp=Q, IB:

2-B8 £
_z+(2k+1)-ﬂ'
% =7 2N

I"l:.Q

k=012,...,N-1

Para disefiar este tipo de filtros se selecciona el orden del filtro, considerando los
parametros €, 8, (caida en la banda no pasante) y las frecuencias de corte de las bandas pasante

Q. y no pasante €:

¢x+$x(uﬁq |
ch _1( j

loglo{ 2 .

Q0
m&{gs+(ggggﬁ4} (@, /Q,)

Por ejemplo, si nos planteamos disefiar un filtro pasa-baja con frecuencia de corte en la
banda pasante de 500 Hz, 1000 Hz de frecuencia inicial de banda no pasante que presenta
atenuacion de 40 dB y permitimos un rizado de 1 dB en la banda pasante, el orden requerido

es N=4.5 con lo que debemos tomar orden 5.

Tipo II:
® Presentan ceros y polos
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¢ Presentan rizado constante en la banda no pasante
¢ Presentan una caida monotdnica en la banda pasante.

Su respuesta en frecuencia es de la forma:
2 1
|H(Q)|" = 5 0<e<l
2 T, N (Qs / Q'c)

T3 (Q, / Q)

1+¢&

Los polos se disponen sobre una elipse como en el caso anterior y los ceros se sitian
sobre el eje imaginario del plano s.

Las caracteristicas son similares al anterior.

Filtro de Chebyshev Il QC=1
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2.2.- Filtros Elipticos.

Los filtros elipticos o de Cauer consiguen estrechar la zona de transicion permitiendo un

rizado constante en ambas bandas. Su funcion de transicion es:
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2 1
H(Q)|” = 0<e<l
H@) 1+e> - Uy(Q/Q,)

donde Ux(x) es una funcion Jacobiana eliptica de orden N, habitualmente la de 1° clase,

2z de
S I ey

Los disefios mas eficientes son los que distribuyen el error de aproximacion sobre todo el

espectro, en realidad, uniformemente sobre cada una de las bandas, pasante y no pasante, por
igual. Por tanto, los filtros elipticos son los mas eficientes en el sentido de dar lugar al menor
orden para una anchura de la banda de transicion determinada.

Para disenar filtros de Cauer con integrales elipticas de 1? clase, se selecciona el orden del
filtro considerando los parametros €, 9, (caida en la banda no pasante) y las frecuencias de

corte de las bandas pasante €. y no pasante :

K(Q, /QS)-K(,/1—522(1+82) /\/@)
K(s-&z/ 1—55)-KN1—(QC/QS)2J

Estos filtros son los que presentan fase menos lineal, especialmente en el extremo de la

banda pasante.

Por ejemplo, si nos planteamos disefiar un filtro de pasa-baja con frecuencia de corte de la
banda pasante de 500 Hz, 1000 Hz de frecuencia inicial de banda no pasante que presenta
atenuacion de 40 dB y permitimos un rizado de 1 dB en la banda pasante, N=3.31, es decir el

orden requerido en 4.
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Filtro de Eliptico QC=1
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2.3.- Filtros de Bessel.

S 01
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Filtro de Eliptico QC=1
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Los filtros de Bessel son filtros solo polos que no pretenden optimizar la anchura de la

zona de transicion sino asegurar fase lineal en toda la bandas pasante, ya que los filtros

anteriores la degradaban progresivamente. Su funcion de transicion es de la forma:

1
HE= By (s)

N
By(s)= D ay -s*

k=0

donde By(s) es un polinomio de Bessel cuyos coeficientes son:

(2N - k)!

a, =
KONk (N =)

y que se puede definir de forma recursiva como:

By (s)=(QN =1)-By_ (s)+s> - By_y(s5)
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k=0,12,....N

siendo By(s)=1 y Bi(s)=s+1
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Filtro de Bessel QC:1
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Estos filtros presentan fase lineal en la banda pasante, es decir, no distorsionan la sefial, a costa

de aumentar la zona de transicion. Veamos el modulo de la ganancia de un filtro de orden 2 en

diversas frecuencias:

[H0) [/[HQ)] | TH Q) [/TH10-Q0) T | TH(10-Qc) [/ TH(100-00) |
1.6 dB 29 dB 39dB

Los filtros de Bessel pierden su propiedad de fase lineal al transformarlos en digital.

Las siguiente grafica mostramos una comparativa de las respuestas en frecuencia de varios

filtros, con orden N=4. Véase la zona de transicion de cada uno.
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Comparacion de Filtros Orden=4 QC=1

T
O__._._.._._.. i ) —
-10} » N : =
\
\
-20} ! -
\
\ "
\
-30( - =
= (I N
us] N
= . \
g 40t H - .
I 1] -
= I \
] \
-50 I | —
| \
L} 1
1
60 \ { —
l
— Butterworth |
_70H -+ Chebyshev | |
—— Chebyshev Il
— - Eliptico N
— Bessel : \
_80 " i i I | i | i S
107 10° 10’
Frecuencia
. FILTROS DIGITALES
VNIVERSITAT(H D VALENCIA M. MARTINEZ, L. GOMEZ, A.J. SERRANO, J. VILA, J. GOMEZ
OpenCourseWare Curs0 2009-2010

2.12



VNIVERSITAT [ At
D VALENCIA Q EscolaTecnica Superiord Enginyeria

Departament d “Enginyeria Electronica

Comparacién de Filtros Orden=4 QC=1
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La siguiente tabla muestra el orden de filtro necesario para cumplir unos requisitos de 3 dB de
rizado en banda pasante (para que coincida con la definicion de frecuencia de corte para
Butterworth), atenuacion de 30 dB y una anchura de la banda de transicion 200Hz. La

frecuencia de corte es de 1000Hz.

Tipo de Filtro Orden (N)

Butterworth 19
Chebyshev 1 7
Chebyshev 11 7
Eliptico 4

En la siguiente grafica mostramos los diagramas de polos y ceros para un filtro de orden 10,

rizado en banda pasante de 1 dB y atenuacion de 30 dB. Para los diversos tipos de filtros
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2.4.- Transformaciones en frecuencia.

El hecho de ceiiir el estudio a filtros pasa-baja y que en las tablas aparezcan los
coeficientes correspondientes a filtros con frecuencias de corte normalizadas se debe a que
existen una serie de transformaciones que permiten pasar de un filtro pasa-baja a otro de
distinta frecuencia de corte, 0 a un pasa-alta, pasa-banda o elimina-banda de frecuencias
dadas.

Estas transformaciones han de ser tales que permitan que la nueva funcion de
transferencia sea realizable, para ello f(s) debe cumplir una serie de condiciones:

1 Ha de ser racional

2 Debe ser una funcion reactancia, es decir, si Real(s)=0, entonces Real(f(s))=0. De esta

forma, la correspondencia del eje imaginario del plano s es €l mismo.

Una funcidn de esta forma es:
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N N
Ak N . . Ak -Q
f(s)=z 7 7 con lo que f(]-Q)z]-Zﬁ
k=18~ t @y k=1_Q + 0y
Las transformaciones analdgicas son bien conocidas:
P. Baja — P. Baja Q. Q. nueva frecuencia de corte
% _—
s Q. s
P. Baja — P. Alta Q.-Q'. Q.’ nueva frecuencia de corte
_y Zfe e
g s
P. Baja — P. Banda 2+ 0 -Q, Q, frecuencia inferior de la
s = Q. —F——~
[QI’QI’Qu’QZ] s-(Qu—Ql) banda
Q, frecuencia superior de la
banda
P. Baja — Elimina Banda s-(Q, -9)) Q, frecuencia inferior de la
s = Q.
[QI’QI’QZ’Qu] S2+QZ'QM banda
Q, frecuencia superior de la
banda

Recordemos que los filtros pasa-banda y elimina-banda, sobre todo los estrechos

(resonadores o notch) suelen definirse con el factor de calidad que equivale a: Q =
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Funciones de MATLAB para el disefio del Filtros Analogicos

Obtencion del orden:

[N, Wn] = buttord(Wp, Ws, Rp, Rs, 's")
[N, Wn] = cheblord(Wp, Ws, Rp, Rs, 's’)
[N, Wn] = cheb2ord(Wp, Ws, Rp, Rs, 's")
[N, Wnj = ellipord(Wp, Ws, Rp, Rs, 's’)

Disefio del filtro analdgico conocidos los pardmetros:
Filtro pasa Baja Qc=1
[Z,P,K] = BUTTAP(N); o [Num,Den] =BUTTER(N,Wn,'s’)

[Z,P,K] = CHEBIAP(N,Rp); [Num,Den] =CHEBYI(N,Rp,Wn,'s’)
[Z,P,K] = CHEB2AP(N,Rs); [Num,Den] =CHEBY2(N,Rs,Wn,'s’)
[Z,P,K] = ELLIPAP(N,Rp,Rs);  [Num,Den] =ELLIP(N,Rp,Rs,Wn,'s’)
[Z,P,K] = BESSELAP(N) [B,A] = BESSELF(N,Wn)

Respuesta en frecuencia: [H,W] = FREQS(Num,Den)
Diagrama de polos y ceros:  pzmap(Num,Den)
Func. Transf. a partir de Z y P/NUM,DEN] = ZP2TF (Z,P,K)

[NUMT,DENT] = LP2LP(NUM,DEN,Wo)
Transformaciones [NUMT,DENT] = LP2HP(NUM,DEN,Wo)
en Frecuencia INUMT,DENT] = LP2BP(NUM,DEN,Wo,Bw)
[NUMT,DENT] = LP2BS(NUM,DEN, Wo,Bw)
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