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Introduccié Continguts de I'assignatura

Tema 1.
Teoria del

Mosteiy Continguts de l'assignatura

Estadistic

Francisco
Guerrero

Continguts de
Iassignatura

Definici6 i

» Estadistica — Inferencia estadistica: Processos de decisi6é sobre una
poblacid, basats en I'andlisi estadistic de dades provinents d’una o
diverses mostres.

» Calcul numeéric

> Aproximaci6 de funcions per interpolacié
> Aproximacié numérica de processos d’integracio: Integrals definides i
equacions diferencials ordinaries.

Definicié de
Laplace

Definicio

factoritzacio i
probabiltat
total
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Estadistica Definicié i conceptes basics

Tema 1.
Teoria del

Mostreig Tt
Estadistic EStadIStlca
Francisco

Guerrero Definicié (Wikipedia)

Ciéncia, amb base matematica que tracta sobre la recol- leccio, I'analisi i la
interpretacié de dades, i que busca explicar i/o deduir condicions regulars en

fenomens de tipus aleatori.

Definicio i
conceptes
basics

» Estadistica descriptiva: Técniques per a presentar i resumir un conjunt
de dades, per a facilitar la comprensi6é d’aquestes i/o per a generar
hipotesis.

» Inferéncia estadistica: Tecniques que permeten deduir, a partir de les

IR dades d’una mostra, alguna propietat de la poblaci6 de la qual

emprca s'extraura la mostra.

» Teoria de la probabilitat: Part de les matematiques que va naixer per a
explicar els jocs d’atzar i que constitueix la base de la inferencia
estadistica.

> Intervals de confianga, test d’hipotesis (respostes a preguntes).
Estimacié de parametres.

>
> Correlaci6 entre variables (regressio).
> Analisi de variancia (ANOVA).

Definici6 de
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Estadistica Definicié i conceptes basics

Tema 1.
Teoria del

Mostreig Conceptes basics

Estadistic

Francisco
Guerrero

A » Poblacié: Conjunt d'individus que es pretén estudiar.
oo » Mostra: Subconjunt de la poblacié sobre el qual es disposen dades.

» Variable: Una caracteristica de la poblacié que pren un valor per a
cada individu de la poblacié. Les variables poden ser

1. Categoriques (sexe, estat civil,. . .)
2. Numeriques (temperatura, pes,...)

Introduccio

panee » Dades: Valors que pren una variable.
Laoice De vegades s’empren els termes poblacié i mostra per a referir-se a les

dades associades a un individu.

Francisco Guerrero (Mat. Apl.) Tema 1. Teoria del Mostreig Estadistic Curs 2012-2013 7148



Tema 1.
Teoria del
Mostreig
Estadistic

Francisco
Guerrero

Continguts de

rassignatura

Definicio i
conceptes
basics

Experiments

a
descriptiva

Mesures de
resum

Introduccio
Definicio
empirica
Definicié de
Laplace
Definici6
axiomatica
Prol

condici

ada

Teorema de
factoritzacio i
probabiltat
total

Estadistica Definicié i conceptes basics

Conceptes basics

Experiment determinista
Es aquell que repetit en igualtat de condicions déna el mateix resultat. J

Exemple

Medir la intensitat del corrent d’un circuit simple, amb una resisténcia i una pila:
I=E/R.

Si el resultat del experiment esta condicionat per una llei fisica, es tracta d'un
experiment determinista.

Experiment aleatori

Aquells per als quals no es pot predir el resultat. J
Exemple

Llangar una moneda a l'aire. J

En un experiment aleatori, coneixem per endavant tots els possibles resultats perd no
podem predir el resultat concret de I'experiment.
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Estadistica Definicié i conceptes basics

Conceptes basics

Experiments deterministes: Les mateixes causes, en les mateixes condicions,
produeixen els mateixos efectes.

Experiments aleatoris: Les mateixes causes, en les mateixes condicions, poden
produir efectes diferents.
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Exemple

Estadistica Experiments aleatoris

Variables aleatories

» Llangar una moneda (o dos, o tres,...).

>
>
>
>

Llangar un dau (o dos, o tres,...).
Produccié de peces mecaniques, defectuoses o no defectuoses.

Avaries en una maquina en un interval de temps, 1,2,3.

Mesura del diametre interior d’'un rodament en una cadena de producci6.

El resultat d’un experiment és
» Impredictible a priori, peré

» pertany a un conjunt que es pot descriure completament abans de dur a terme

I'experiment.

Variable aleatoria

Variable que quantifica els resultats d’'un experiment aleatori.

Espai mostral

Conjunt de possibles resultats (o successos) de I'experiment aleatori.

)
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Estadistica Experiments aleatoris

Espai mostral
'espai mostral associat a un experiment aleatori és el conjunt de tots els possibles
resultats de I'experiment.
» El denotarem per Q.

» Lespai mostral és discret si els possibles resultats de I'experiment s6n una
quantitat finita o numerable’.

Exemple

> Tirar dues monedes a l'aire: Q = {CC, CX, XC, XX} (discret).

> Ndmero de particules emeses per una font radioactiva @ = {0,1,2,3,...} =X
(discret).

» Lespai mostral és continu si els possibles resultats formen un conjunt infinit i no
numerable.

Exemple

> Mesura del diametre interior d’'un rodament en una pega mecanica:
Q = [15.5,18.2] (continu).

"numerable = si els seus elements es poden comptar
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Introduccio

Continguts de
Iassignatura

Estadistica

Estadistica Experiments aleatoris

Successos aleatoris

Els elements d’Q2 s"anomenen punts mostrals:

Succés

s Un succés és un subconjunt de 'espai mostral Q.
basics
EEineE » Succes elemental Succés que conté un sol punt d’Q2.
e » Succés compost Succés que conté més d’un punt d'Q.
T » Succés impossible Succés que no succeeix mai A = ().
Probabiltat » Succés segur Succés que sempre succeeix A = Q.
Introduccié v
Definicié . , . s . ,
empirica Es diu que ha ocorregut el succés A si el resultat de I'experiment és un punt mostral
Definicié de w E A
Laplace
Definicid
axiomatica e
Probabilitat ConCIUSIO
di d
woemee  TREBALLEM AMB CONJUNTS!
probabilitat ‘

total
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Relacié entre conjunts

ACQ, A={weQ:w¢A}

A BCQ, AUB={weQ:wecAowe B}
A BCQ, ANB={weQ:weAywe B}
A BcCQ, ACBsiVue A—-weB

A BCQ, A=BsiACByBCA

vyvyVvYyVvyy

Successos incompatibles

Ai B so6n successos incompatibles si AN B = 0

Lleis de Morgan
» (AnB)° =AU B°
» (AUB)° = A°n B°

total
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Estadistica Estadistica descriptiva

Definicié i conceptes

Definicié
Conjunt de técniques per a representar i resumir un conjunt de dades de naturalesa
aleatoria, amb I'objectiu de facilitar la comprensié d’aquestes i/o generar hipotesis.

El pas previ per a la visualitzacié de les dades sén les taules de freqliencies.

Freqliéncia absoluta d’'un succés

Nombre de vegades que s’observa el succés.
w
Freqliéncia relativa d’'un succés
Percentatge d’ocurréncies pel que fa al total d’observacions.
W
Exemple
» Variable aleatoria — Pes d’'un individu.
» Poblaci6 — Xiquets entre 12 i 14 anys.
» Mostra — 30 xiquets triats a I'atzar en un col-legi de Burjassot.
v
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Estadistica Estadistica descriptiva

Tema 1.
Teoria del

Mostreig Taules de fI’GQUénCIeS

Estadistic

Francisco
Guerrero

Exemple

S’obtenen els valors en brut seglients:

42 47 54 53 50 51 51 43 80 62 62 65 46 47 42
52 54 53 62 60 51 65 46 47 54 46 47 51 63 63

5 Podem agrupar les dades calculant les freqiiencies absolutes de cada valor observat:
Estadistica

CEEIF pes 42 43 46 47 50 51 52 53 54 60 62 63 65 80
Mesures de frec 2 1 3 4 1 4 1 2 3 1 3 2 2 1

resu

O bé agrupant-les per classes:

Introduccio

Definicio

emprica pes | freq. abs. freq. rel.
o 40-45 3 3/30=0.1
iniio 46-50 8 8/30=0.227
: ‘ 51-55 10 10/30=0.333
56-60 1 1/30=0.0333
61-65 7 7/30=0.233
>66 1 1/30=0.0333
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Estadistica Estadistica descriptiva

Tema 1.
Teoria del

e Visualitzaci6 de dades

Francisco
Guerrero

Continguts de

Tassignatura Representacio6 grafica d’'una taula de distribucié de freqliencies per classes.

Estadistica

Introduccié HiStOgrama J

Definici i
conceptes by At
basics Que es veu en I'histograma?

Experiments
a\eatovns » Minim-maxim Histograma de notes
Estadistica

» Interval o intervals més frequients

descriptiva
» Simetria o0 asimetria

120
|

Mesures de
resum

100
L

Probabilitat
Introduccio
Definicio
empirica
Definicié de
Laplace

Total d'alumnes

40
1

Definicié
axiomatica
Probabilitat
condicionada

Teorema de od
factoritzaci i r T T T |
probabilitat 0 2 4 6 8
total
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Estadistica Mesures de resum

Tema 1.
Teoria del

Mostreig MeSU res

Estadistic

Francisco
Guerrero

Continguts de
rassignatura

» Mesures de posici6 o de tendéncia central

Definici6 i

> Mitja (solament per a variables quantitatives)

basics

Experiments > Mitjana

Estadistica > Moda

descriptiva

Mosures - .

osures de » Quartils i percentils
» Mesures de dispersié

Introduccié

Defiicig > Rang

e > Variancia i desviaci6 tipica

e > Rang interquartil

TR

Prof

condicionada

Teorema de

factoritzacio i

probabilitat

total
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Estadistica Mesures de resum

Tema 1.
Teoria del

Mostreig La m |tJa

Estadistic

Francisco
Guerrero

» Siles dades en brut recollides per a la variable X son x, Xo, .. ., Xn, la mitja es
defineix com:
- 1 1<
Definicio X=—-Xg+X+...4+Xp) = — X;
. n( 1 2 n) n ; i

» Siles dades estan recollides en una taula de freqliéncies absolutes:

Mesures de

resum Xy | Xo | oo | Xk k

n || .| g X X1y + XoNo + ... + XgNg _ Z,-? Xinj
Introduceio Ny =+ g+ ...+ Nk doiet i
Definicié

empirica » Siles dades estan recollides en una taula de freqliéncies relatives:

X1 Xo | ... | Xk K
f fo fi Y::X1f1+X2f2+..A+kak:ZX,'f,'
i=1

oritzacio i
probabiltat
total
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Mostreig

Estadistic

Francisco
Guerrero

Definici6 i
tes

des:

Mesures de
resum

Introduccio
Definicio
empirica
Definicio de
Laplace

Estadistica Mesures de resum

La mitjana i la moda

Mitjana
Es el valor que esta enmig de les dades, en el sentit que hi ha tantes dades menors
que la mitjana com dades majors que ella.

Comparacié entre mitja i mitjana
» Similars per a distribucions simétriques.
» Poden ser molt diferents per a distribucions asimétriques.
» La mitjana és molt menys sensible a valors atipics (outliers).

Moda

Es el valor més repetit

Exercici
Calculeu la mitja, la mitjana i la moda de I'exemple anterior emprant les diferents
formules:

» Mitja = 56.633

» Mitjana =51.5

» Moda =

Francisco Guerrero (Mat. Apl.) Tema 1. Teoria del Mostreig Estadistic Curs 2012-2013
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Estadistica Mesures de resum

Tema 1.
Teoria del

Estadite Quartils i percentils

Francisco
Guerrero

Una vegada ordenades, la mitjana deixa aproximadament la meitat de les dades a
l'esquerra i la meitat, a la dreta.

» El Primer Quartil, Q1 és el valor que deixa a I'esquerra aproximadament la
quarta part (1/4) dels valors ordenats, és a dir, la quarta part de les dades sén
menors que aquest valor i les 3/4 parts sén majors.

» El Segon Quartil, Q2 és la mitjana: deixa a I'esquerra la meitat de les dades i
I'altra meitat, a la dreta.

descrip
Mesures de

resum » El Tercer Quartil, Q3...

» El Percentil 10 (Pyq) és el valor que deixa a 'esquerra aproximadament el 10%
de les dades ordenades.

Introducci6
Definicio
empirica

Definici6 de

Laplace Exercici

Definicio

» Queésel Pyy?

» Calculeu els quartils de I'exemple anterior.

f 6
probabiltat
total
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Estadistica Mesures de resum

Mesures de dispersié

1. Rang: és la diferéncia entre el valor maxim observat i el minim.
2. Variancia:

2= i(x; —x)?

n

i=1

3. Desviacié tipica:

4. Rang interquartil: Q3-Q1

Exercici (Calculeu aquestes quantitats per a les dades de I'exemple)

» Rang =
> §2=

> S=

» Q3-Q1=
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Estadistica Mesures de resum

Tema 1.
Teoria del

Pretios Recomanacions

Francisco
Guerrero

» Per a descriure variables la distribucié de les quals s’assembla a la corba normal
de Gauss, és usual utilitzar la mitjana i la desviacié tipica.

Mesures de

resum . o o } . - L .
» Per a variables amb distribucions asimétriques és frequent utilitzar la mitjana i

s els quartils. Ao és particularment cert en presencia de valors atipics que

desvirtuen la informacié proporcionada per la mitja i la desviacio tipica.

empirica

Definicio de

Laplace

Definicio
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Probabilitat Introduccié

Introduccid

Freqiiéncia absoluta d’'un succés

Nombre de vegades que ocorre el succés en dur a terme un nombre determinat de
repeticions d’'un experiment.

N = nombre de repeticions de I'experiment.
nya = nombre de vegades que ocorre el succés A (freqliencia absoluta d’A).

Frequiencia relativa d’'un succés
Percentatge d’ocurréncies del succés. J
na
fr(A) = —
A=7
Propietats

> 0 < fr(A) <1

> fr(Q2) =1
» fr(0) =0
» fr(AU B) = fr(A) + fr(B) sitANB=10
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Probabilitat Definicié empirica

Definicié
Llei de regularitat estadistica (fet empiric)
La freqliéncia relativa d’'un succés s’estabilitza quan el nombre de repeticions de
I'experiment creix indefinidament.
Exemple
A = nombre de vegades que ix cara en llangar una moneda.
1
fr(A) V=2~
2 v
Donat un experiment aleatori, es defineix la probabilitat d’'un succés com el limit de
les freqliéncies relatives d’aquest succés quan el nombre de repeticions creix
indefinidament.
A) = lim fr(A) = lim -2
p( ) NI—>oo ( ) Nl—>oo N
La definicié empirica NO ES OPERATIVA en general!! J
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Probabilitat Definicié empirica

Tema 1.
Teoria del

Estdiste Exemple

Francisco
Guerrero

Exemple
S’han dut a terme 1.000 llangaments d’'una moneda.
N = nre. de llangaments 10 | 100 250 500 750 1000
ny = nre. de cares 4 46 124 244 379 501
fr(A) 0.4 | 0.46 | 0.496 | 0.488 | 0.5053 | 0.501

Pot observar-se que com més gran és el nombre de llangaments, més s’aproxima la

Introduccio

P . 1 . o
Danicis freqiéncia relativa al valor 5, de manera que podriem pensar que la probabilitat de

empirica

cara és igual que la probabilitat de creu i ambdues, iguals a %

inicio de

AcO només és una suposicid, 0 una aproximacio, ja que per a aplicar estrictament la
definicié6 empirica hauriem de continuar fins al infinit, la qual cosa resulta impossible.
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Francisco
Guerrero

Introduccié
Definicio
empirica
Definicio de
Laplace

Probabilitat Definicié de Laplace

Definicio

Formula de Laplace

Si 'espai mostral esta format per N resultats possibles i tots ells tenen la mateixa
probabilitat (equiprobables), podriem dir que la probabilitat d’'un esdeveniment A;
P[A] ; és
PIA] = Nj  nombre de casos favorables
" N nombre de casos possibles
on N, es el nombre de resultats favorables de I'ocurréncia de A.
v
Daus, monedes,. .. OK si no estan trucades!!
Exemple
Un joc consisteix a llancar un dau i observar el resultat. Es guanya si ix parell i es
perd si ix senar.
Q={1 2 3 4 5 6}
A = guanyar = parell = {2 4 6}
(A) = nombre de casos favorables 3
> " nombre de casos possibles "6
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Probabilitat Definicié de Laplace

Tema 1.
Teoria del
Mostreig

Estadistic EXempIe

Francisco
Guerrero

Exemple

Es llancen a l'aire dues monedes ben construides. De les afirmacions seglents
quina, si n’hi ha cap, és la solucié correcta a la pregunta:

Quina és la probabilitat que apareguen dues cares?

» Ja que o apareixen dues cares o no apareixen dues cares, |la probabilitat és 1/2.

» El nombre de cares obtingut pot ser 0, 1 0 2. La probabilitat de dues cares és
Introducci6 1/3
S

St » Encara que siguen monedes iguals, considerarem que podem etiquetar-les com
o “monedal” i “moneda2”. Tenint en compte aquest ordre, els possibles resultats
icio son CC,CX,XC,XX. La probabilitat de dues cares és 1/4.

Raoneu la resposta.
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descrip
Mesures de
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Introducci6
Definicio
empirica

Definicio de
Laplace

Definicio

f 6
probabiltat
total

Probabilitat Definicié de Laplace

Limitacions

Lassignaci6 de probabilitats en I'exemple del dau és bona si el dau esta equilibrat, és

a dir, el dau esta ben construit i totes les cares tenen la mateixa probabilitat
d’aparéixer.

Perd en els daus trucats ago no és cert. Per exemple, suposem que en la practica
s’observa que els nombres 2, 4, 5 i 6 solament apareixen un 10% de les vegades,
mentre que tant I'1 com el 3 apareixen el 30% de les vegades.

En aquest cas, el dau esta dbviament trucat! Lassignacié de probabilitats coherent
amb I'observacié seria:

p(1) =03, p(2)=0.1, p(3)=03, p(4)=p(5)=p(6)=0.1
Aixd, com es calcularia la probabilitat de A = {2,4,6}7?

p(A) =7

No podem recorrer a la definicié de Laplace!!
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Probabilitat Definici6 axiomatica

Definicio

(Segons Kolmogorov)
Si Q és I'espai mostral d’un experiment aleatori,

es defineix una funcié de probabilitat p com una aplicacié que assigna a cada succés

d’Q (es a dir, cada subconjunt d'2) un nombre real p(A) que compleix:

1. ACQ—0< p(A) <1
2. p() =1
8. Si Ay, Az, ..., An,...successos mutuament excloents (A; N A; =

plUJA | =D pA)
Pt pu

0) —
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Probabilitat Definici6 axiomatica

Tema 1.
Teoria del

Mostreig Observacions i propietats

Estadistic

Francisco

e » Qualsevol funcié que satisfaga les propietats anteriors és una funcié de
probabilitat.

» La definici6 de Laplace proporciona una funcié de probabilitat que compleix les
propietats anteriors.

» Les propietats d’'una funcié de probabilitat s6n paral-leles a les de la frequéncia
conceptes relativa!

Propietats

Totes les propietats es dedueixen de les tres propietats basiques

» La probabilitat de la uni6 de successos mutuament excloents és la suma de les
Introduccio probabilitats dels successos.

Definicio

empirica

n
Al An, ANA=0, i#] = PAU...UA)=Y P(A)
i=1

La probabilitat que no passe res és 0, p(d) = 0
P(A°) =1 —p(A),on A°=Q — A

AC B=p(A) < p(B)

P(AU B) = p(A) + p(B) — p(AN B)

vVvyVvyy
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Probabilitat Definici6 axiomatica

Tema 1.
Teoria del

blosio Exemples

Estadistic

Francisco

Guerrero Exemple

odueer Una empresa du a terme un control del 100% de la seua produccié durant un periode
ey determinat de temps i observa que de cada lot de 50 peces en solen aparéixer 2
defectuoses, en la majoria dels casos. A = pec¢a defectuosa, B = pega no defectuosa.

el 2 48

A)=— =0.04 B)=— =0.96 P(A°) =1 —0.04
PA) = o= =004, p(B) =3 = P

Exemple

Tres cavalls, A, B, C intervenen en una carrera. El cavall A té el doble de probabilitat
Introducci de guanyar que el cavall B i aquest, el doble que el cavall C. Quina és la probabilitat
que té de guanyar cadascun dels tres cavalls?
» p(A) = probabilitat que guanye el cavall A
» p(B) = probabilitat que guanye el cavall B
» p(C) = probabilitat que guanye el cavall C

Succés segur = AUBUC
p(B)=2P(A),  p(C)=2P(B) p(AUBUC)="1
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Probabilitat Definici6 axiomatica

Tema 1.
Teoria del

Pretios Exercicis

Francisco
Guerrero

Exercici

Se sap que entre els 120 estudiants d’un col-legi major hi ha 60 que estudien
Biologiques (B), 50 que estudien Farmacia (F) i 20 que cursen ambdés estudis
simultaniament. Determineu la probabilitat que un d’ells escollit a I'atzar estudie
Biologiques o Farmacia, i la probabilitat que no estudie ambdues simultaniament.

Exercici

En un cert espai de probabilitat hi ha dos successos A i B les probabilitats dels quals

Introduccio

son:
> P(A) =04,
o » P(AUB) =07,
axiomatica

» P(B°) =0.55.

Calculeu P(AN B).
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Tema 1.
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Francisco
Guerrero

axiomatica
Probabilitat
condicionada

Probabilitat Probabilitat condicionada

Probabilitat condicionada

Exemple

» Suposem que en una rifa de 100 numeros, Joan ha comprat el nimero 35 i
Pere, el 36. Quina probabilitat t¢ Joan d’encertar? | Pere?

» Suposem que sabem que el resultat de la rifa acaba en 5. Quina probabilitat té
Joan d’encertar? | Pere?

Definicié
Siga Q I'espai mostral d’'un experiment aleatori. Siguen A, B dos successos de Q2
amb p(B) > 0.

P(A/B) = probabilitat que ocorrega el succés A si ha ocorregut el succés B.
p(AN B)

Pa/B) = PTE2 = pANB) = PA/BIR(B)

En aquesta definicié, P és una funcié de probabilitat, és a dir, compleix totes les
propietats d’'una funcié de probabilitat establertes per Kolmogorov.
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Definicio i
conceptes
basics

Probabilitat Probabilitat condicionada

Successos independents

Definicié
A B son successos independents si p(A) > 0, p(B) > 0i
P(A/B)=p(A) & P(ANB)=p(Ap(B) < P(B/A)=p(B)

Mesures de
resum

Introduccio
Definicié
empirica
Definicio de
Laplace
Definicio
axiomatica
Probabiltat
condicionada
Teorema de
factoritzaci6 i
probabiltat
total

La probabilitat condicionada satisfa els requeriments de la definicié axiomatica de
probabilitat. En particular:

> P(A°/B)=1— P(A/B)
> P((A1UA2)/B) = P(A1/B) + P(A2/B) — P((A1 N Az)/B)
> ...
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Probabilitat Probabilitat condicionada

Tema 1.
Teoria del

Mostreig .
Estadistic EXerClClS
Francisco
Guerrero

TR Exercici

natura

» Considerem I'experiment aleatori de llancar dues monedes a I'aire. Anomenem
A el succés obtenir cara en llangar la primera moneda i B, el succés obtenir cara
en llangar la segona moneda. Quina és la probabilitat d’obtenir dues cares
després d’efectuar el primer llangament?

» Repetim el procediment anterior amb dues monedes trucades de manera que
per a cada moneda p(C) = 0.8 i p(X) = 0.2. Quina probabilitat tenim ara
d’obtenir 2 cares després d’efectuar el llangament?

Introducsio » Una urna conté 5 boles blanques i 4 de negres. Si s’extrau una bola a 'atzar,

S quina és la probabilitat que siga blanca?, i que siga negra?

Definici6 de

» Sis’extrauen dues boles i es retorna a la urna la bola que s’extrau cada vegada,
quina és la probabilitat que les dues siguen blanques?

axiomatica
e, » Si s’extrauen dues boles sense devolucié (sense reemplacar), quina és la
corema de probabilitat que les dues siguen blanques?
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Probabilitat Teorema de factoritzacio i probabilitat total

Tema 1.

Teoria del

Mostreig H

Estadistic CO ntlng UtS
Francisco

Guerrero

Introduccio

Continguts de
Iassignatura

Estadistica
Definici6 i
conceptes
basics
Experiments
aleatoris
Estadistica
descriptiva
Mesures de
resum

Probabilitat

Introduccid 6 Probabilitat

Definici6
empirica
Definici6 de
Laplace
Definici6
axiomatica
Probabilitat
condicionada
Teorema de
factoritzacié i
probabilitat

fota Teorema de factoritzacié i probabilitat total
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Probabilitat Teorema de factoritzacio i probabilitat total

Teorema de factoritzacio

p(AN B) = P(A/B)p(B)
p(ANBNC)=P(A/(BNC))P(BNC) = P(A/(Bn C))P(B/C)p(C)
i aixi en general.
Exercici
» Una urna que conté 5 boles blanques i 4 negres. Si s’extrauen tres boles amb
devolucié, quina és la probabilitat de traure BIN2N3?
» Sis’extrauen tres boles sense reemplacar, quina és la probabilitat de traure
B1N2N3? )
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conceptes
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Probabilitat Teorema de factoritzacio i probabilitat total

Teorema de la probabilitat total

Definicié
Els successos A1, Az, ..., Ap constitueixen una particio d’Q2 si s6n mutuament
excloents, amb una probabilitat no nulai Q = Aj U Ay U... U Ap.

Teorema
Si els successos Aq, Ay, . .., Ap formen una particié d'Q i B € €, aleshores

n
B=J(BnA)
i=1
i els conjunts (BN Ay), ..., (BN An) sén mGtuament excloents. Aixi,

p(B)=>_p(BNA) = p(B)=>_ p(B/A)p(A)
i=1

i=1

probabilta
total
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Probabilitat Teorema de factoritzacio i probabilitat total

Example

Exemple

Suposem que tenim 4 caixes amb components electronics dins. La caixa 1 conté
2000 components, amb un 5% de defectuoses; la caixa 2 conté 500 components,
amb un 40% de defectuoses; les caixes 3 i 4 contenen 1000 components, amb un
10% de defectuoses. Quin és la probabilitat d’escollir a I'atzar un component
defectués?

Si anomemem D: component defectuds i C; component de la caixa i-esima.
Aleshores, tenim que:

2000 4 500 1

PlC] = ———————— = — PlG]= ———————— = —
2000 + 500 + 1000 + 1000 9 2000 + 500 + 1000 + 1000 9

1000 2 1000 2

PlCgl= ——— =~ Pg=———— =
2000 + 500 + 1000 + 1000 9 2000 + 500 + 1000 + 1000 9

A més, P(D/Cy) = 0.05, P(D/C,) = 0.4, P(D/C3) =0.1i P(D/C4) = 0.1. Si
emprem el teorema de la probabilitat total:

P(D) = P(D/Cq)P(Cq) + P(D/C3)P(Cp) + P(D/C3)P(C3) + P(D/C4q)P(Cy) =

4 1 2 2
=0.05- +0.4—- +0.1- +0.1- =0.11111
9 9 9 9
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Probabilitat Teorema de factoritzacio i probabilitat total

Tema 1. Teoria del Mostreig Estadistic (Part )
Matematiques Il. Grau de Quimica

Francisco Guerrero

Dept. Matematica Aplicada, Universitat de Valéncia
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Matematiques Il. Grau de Quimica

Francisco Guerrero Cortina

Dept. Matematica Aplicada, Universitat de Valéncia
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Estadite Continguts
Francisco

Guerrero
Cortina

@ Variables aleatories: El cas discret
Variable aleatoria
Variable Models probabilistics discrets

aleatoria

Models
probabilistics
discrets

@ Variables aleatories: El cas continu
Variable aleatoria
Models probabilistics continus

aleatoria

Models
probabilistics

oS ® La normal i la seua importancia
La distribucié normal
: Sumes de variables aleatories
o Teorema central del limit

Sumes de
variables
aleatories
Teorema
central del
limit
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Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.)

El cas discret
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Variables aleatories: El cas discret Variable aleatoria

Tema 1.
Teoria del

Estadite Conceptes basics

Francisco
Guerrero
Cortina

El concepte de variable aleatoria sorgeix de la necessitat de fer mes manejables
matematicament els resultats dels experiments aleatoris, que en molts casos sén
qualitatius i segueixen patrons molt similars, encara que la naturalesa de I'experiment
no ho siga.

Variable
aleatoria

A

Exemple

» Experiment 1: tirar una moneda defectuosa tal que p(C) = 0.9.
Q={C,X} = {0,1},p(0)=P(C)=0.9

» Experiment 2: Observar una peca fabricada en un procés que produeix un 1%
de peces defectuoses.
Q={B,D} = {0,1},p(B)=p(0)=0.9

continus

Aquests dos experiments aleatoris sén ’essencialment’ el mateix!

La distribucio

El maneig de variables aleatories permet ‘classificar’ els experiments aleatoris, de
manera que el calcul de probabilitats és molt més senzill.

Teorema
central del
limit
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Variables aleatories: El cas discret Variable aleatoria

Definicio
Definici6 1

Siga Q I'espai mostral associat a un experiment aleatori. Una variable aleatoria és
una aplicacié:

X: Q=R
w
Definici6 2
Donada una variable aleatoria X, anomenarem suport de X, Sx o imatge de X, Imx
el conjunt de possibles valors de X en R.
v

El suport d’una variable aleatoria pot ser discret (finit o numerable) o continu (un
interval de R, o tot R).

)

Variable aleatoria discreta

El seu suport és discret:
Sx ={x1,%,...,Xn,...}

Variable aleatoria continua

El seu suport és un interval de R.

)
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Variables aleatories: El cas discret Variable aleatoria

Tema 1.
Teoria del

st Llei de probabilitat d’una v. a.

Francisco
Guerrero Una variable aleatoria (associada a un determinat experiment aleatori) trasllada la
informacié probabilistica rellevant des d’espai mostral Q2 a R, mitjangant una

probabilitat induida que es defineix sobre els conjunts de la recta real R

Exemple

Variable
aleatoria

Considerem I'experiment de llangar dos daus i la v. a.
X = sumade les cares, Sy ={2,3,4,...,12} Px(0) =0

La taula seglient mostra els possibles resultats de I'experiment (tots sén
equiprobables per a daus equilibrats) i la suma dels valors de les cares:

1,12 @13 @14 @15 (51)6  (6.1)

(12)3 (224 (325 (426 (527 (62)8
(13)4 (23)5 (33)6 (43)7 (53)8 (63)9
(1,45 (24)6 (34)7 (448 (549 (64)10
(156 (257 (358 (459 (5510 (65)11
(16)7 (26)8 (3.6)9 (4,6)10 (56)11 (6,6)12

Observeu que Px(4) = 31 ja que s’obté quatre com a suma dels possibles resultats

{{1.31{2,2}, {3, 1}}.

limit
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Variable
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A

Variable

continus

La distribucié

no

central del
limit

Variables aleatories: El cas discret Variable aleatoria

Funcié de quantia

La distribucié de probabilitat de X, Px, ens proporciona la informacié necessaria per
a conéixer el comportament probabilistic de X.

Exemple

Per a la v. a. anterior (la suma de les cares obtingudes en dues tirades d’'un dau), la
funcié Px sobre les dades del suport, Sy, és la segiient:
Xi \ 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
E— i P 3 Z 5 5 5 Z 3 p 1
Px(X=x)[ 35 4% 3 3% 3 = & % 2 2 3

—_

o

Per a una variable aleatoria discreta, la llei de probabilitat o distribucio de probabilitat
de X queda determinada pels valors Px(X = x;),i =1,2,...

Definicio

A partir d’'aquests valors, podem definir la funcié de quantia o funci6 de densitat de
probabilitat o funcié de massa de la variable aleatoria com segueix:

i ={ X=X
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Variables aleatories: El cas discret Variable aleatoria

Funcié de distribucio

En ocasions resulta més convenient recorrer a la funcié de distribucié de probabilitat,

definida a partir de la probabilitat induida:

Fx:R — [0,1]
Fx(x) = P(X < x)

La funcié de distribucié és aleshores:

Fx(x) = D> Px(X=x) = > fx(x)

Xi<x Xj<x

i, per tant, Fx(x) és una funci6 escalonada, els salts de la qual es produeixen en els

punts de Sy.

Exercici

Dibuixar la funcié de quantia i la funcié de distribucié associada a la variable aleatoria

X=suma de les cares de dos daus equilibrats.
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Variables aleatories: El cas discret Variable aleatoria

Exemple. Variable uniforme

Variable aleatoria discreta uniforme. X~ U(n)

> Sx = {x1,Xa,...,Xn}

1
> P(X:Xi):E

Exemple

Experiment tipic: Es du a terme una prova que té un nombre finit de resultats
equiprobables.

» monedes n =2
» dausn==6
» baralles n = 40

| 4
monedes, daus, etc. equilibrats.
”
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Variables aleatories: El cas discret Variable aleatoria

Exemple. Variable de Bernoulli

Variable aleatoria de Bernoulli X =~ B(p)
> Sx=1{0,1}
> PX=1)=p; p(X=0)=1-p

Un experiment aleatori s’anomena de Bernoulli si verifica:

» Lexperiment consisteix a observar elements d’'una poblacié i classificar-los en
dues categories: éxit (E) i Fracas (F).

» La probabilitat d’exit és p, i la de fracas, g = 1 — p en cada realitzacié de
I'experiment.

» Les observacions sén indepedents.
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Variables aleatories: El cas discret Variable aleatoria

Esperanca i variancia

Esperanga
Esperanca
Esperanga d’una variable aleatoria discreta, X, amb suport Sx:
E(X)= Y xP(X =x)
XeSx

Exemple
X= nombre de cares en llangar dues vegades una moneda equilibrada.

_ x | 0 1 2
Sx={0.%2y A iz 1A
E(X) :Z,?:OIP(X:i) =0-(1/4)+1-(1/2)+2-(1/4) =1
Exemple
X= nombre d’uns en llancar dues vegades un dau equilibrat.

_ x | 0 1
Sx={0.1.2}  —5ry o536 Tor36 136
E(X) = ,?:o iP(X=1i)=0-(25/36)+1-(10/36)+2-(1/36) =1/3

Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.) Tema 1. Teoria del Mostreig Estadistic Curs 2012-2013 11/51



Tema 1.
Teoria del
Mostreig
Estadistic

Francisco
Guerrero
Cortina

Variable
aleatoria

Variable
a ia

continus

La distribucié

Sumes de
variables
aleatories

Teorem
central del
limit
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Variables aleatories: El cas discret Variable aleatoria

Esperanca i variancia
Esperanca

» En general, 'esperanga és una mitjana ponderada dels valors que pren la
variable, la qual cosa déna més pes als valors més probables.

» E(X) no té per que coincidir amb un dels valors de Sx.

Exemple

» Calcul de I'esperan ¢ ca d’'una v. a. uniforme:
n n 1
E(X) =Y xiP(X=x) = Zx,-ﬁ =X
i=1 i=1

» Calcul de I'esperanca d’'una v. a. de Bernoulli
E(X)=0-P(X=0)+1-P(X=1)=0-(1-p)+1-p=p

Tema 1. Teoria del Mostreig Estadistic Curs 2012-2013
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Variables aleatories: El cas discret Variable aleatoria

Esperanca i variancia

Variancia
Variancia
Variancia d’una variable aleatoria discreta, X, amb suport Sx:
Var(X) = > (x — E(X))?P(X = x)
xXeSx

Exemple
X= nombre de cares en llangar dues vegades una moneda equilibrada.

_ x | 0 1 2
Sx={0%2y A 1A
E(X)=1;Var(X) = (0— 123+ (1 - 123+ 2123 =1+1=1
La variancia és una mesura de dispersio
Exemple
X= nombre d’uns en llangar dues vegades un dau equilibrat.

_ x | 0 1 2
Sx ={0.1,2} p(x) | 25/36 10736 1/36
E(X)=1/3; Var(X) = (0—1/3)252 + (1 — 1/3)23 + (2 — 1/3)? 55 = 0.2778 )
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Variables aleatories: El cas discret Models probabilistics discrets

Distribucié uniforme discreta

Distribucié uniforme discreta

X ~ U(n)

1
Sx = {x1, %2, ..., Xn}, P(X:x,-):E

n
E(X) = Z xi,  Var(X) = Z X % > xi
i=1

y
Exemple
Experiment tipic: Es du a terme una prova que té un nombre finit de resultats
equiprobables (monedes, daus, etc. equilibrats).
» monedes n=2
» dausn==6
» baralles n = 40
> v
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Variables aleatories: El cas discret Models probabilistics discrets

Distribucié de Bernoulli

Distribucié de Bernoulli

Sx={0,1}, P(X=1)=p; p(X=0)=1-p

E(X)=p,  Var(X)=pg=p(1—p)

Un experiment aleatori es denomina de Bernoulli si verifica:

» Lexperiment consisteix a observar elements d’'una poblacié i classificar-los en
dues categories: éxit (E) i Fracas (F).

» La probabilitat d’exit és p, i la de fracas, g = 1 — p en cada realitzaci6 de
I'experiment.

» Les observacions s6n independents.
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Variables aleatories: El cas discret Models probabilistics discrets
Distribucié binomial
Distribucié binomial
X = B(n, p)
X = nombre d’éxits en n proves de Bernoulli

Sx=1{0,1,2,...,n}, P(X=k)= ( . )px(1 — p)"x

E(X)=np,  Var(X)=npq

w
» Lexperiment aleatori consisteix a repetir n vegades una prova (n fix).
» En cada prova s’observa si apareix o no un esdeveniment I.
» La probabilitat d’exit val p i és la mateixa en totes les proves.
» El resultat d’'una prova no influeix sobre les altres.
.
Es du a terme un nombre fix, n, de proves de Bernoulli
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Variables aleatories: El cas discret Models probabilistics discrets

Distribucié geométrica
Distribucié geomeétrica

X~ G(p)

X = nombre de vegades que cal repetir una prova de Bernoulli per obtenir el primer
exit:

Sx ={1,2,3,4,.....}, P(X = k) = p(1 — p)—!

1 1—p
E(X)=—, Var(X) =

p P> )
Exemple
X = nombre de vegades que s’ha de llangar una moneda perqué isca cara.
X=6(p), p=.5

P(X =2) = .5(.5) = .25, P(X =5) = .5(.5)* = 0.0313
Exercici
Calculeu la probabilitat que perqué isca un 1 en un dau equilibrat hagem de fer 5
llangaments. Calculeu la probabilitat de s’hagen de fer com a molt 5 llangaments.
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Variables aleatories: El cas discret Models probabilistics discrets

Distribucié binomial negativa

Distribucié binomial negativa

X ~ BN(r, p)
X = nombre d’assajos necessaris per obtenir un nombre d’éxits fix, r, en proves de
Bernoulli.

Sc=frr+tr2 g Px=k=(F2] )pa-pr

1_
E(X) = /%’ Var(X) = %

Observacio

El quadre seguent assenyala les diferéncies entre les variables binomial i binomial
negativa.

Nre. assajos | Nre. éxits
Binomial fix variable
Binomial negativa variable fix
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19/51



Tema 1.
Teoria del
Mostreig
Estadistic

Francisco
Guerrero
Cortina

Variable
aleatoria
Models
probabilistics
discrets

continus

La distribucié
normal
Sumes de
variables
aleatories
Teorema
central del
limit

Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.)

Variables aleatories: El cas discret Models probabilistics discrets

Distribucié hipergeométrica

Processos d’extraccié sense reemplagament:

Suposem que en una urna hi ha N boles de les quals Ny s6n blanques i No = N — Ny

son negres. Extraiem m boles sense reemplacament.

Distribucié hipergeométrica
X = nombre de boles blanques X ~ H(N, m, Ny)

s () (%)

N N Ny N—m
E(X)=m=L  Var(X)=m—(1- ) ——
N N N’ N—1
”
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Variables aleatories: El cas discret Models probabilistics discrets

Distribuci6é de Poisson

Procés de Poisson

Procés de Poisson

Experiment en el qual s’'observa I'aparicié de successos puntuals sobre un suport
continu (interval de temps, de longitud, de superficie, etc.), de manera que:
1. El nombre de resultats esperats en un interval és independent del nombre de
resultats en un altre interval disjunt.

2. La probabilitat que un succés ocorrega en un interval de longitud molt petit és
proporcional a la mesura de l'interval.

3. La probabilitat que ocorrega mes d'un resultat en un interval curt és
menyspreable.

Exemple

El nombre mitja de particules radioactives que passen a través d’'un comptador
Geiger durant 1ms en un experiment de laboratori és de 4. Quina és la probabilitat
que entren 6 particules al comptador en 1ms determinat?

X = nombre de particules que entren al comptador en 1ms
Calculeu P(X = 6)
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Variables aleatories: El cas discret Models probabilistics discrets

Tema 1.

Teoria del

Mostrei . . s .
Estadioic Distribuci6 de Poisson
Francisco Definicié
Guerrero

Cortina Distribucié de Poisson

X~ P(N)

Variable X = nombre de successos en una unitat de suport, en un procés de Poisson.
deaos A = mitjana esperada en una unitat de mesura.

Models
probabilistics

discrets K ae )\
Sc=101,...), Px=k=2"

E(X)=2X,  Var(X)=A

v
i Exemple
El nombre mitja de particules radioactives que passen a través d’'un comptador
Geiger durant 1ms en un experiment de laboratori és de 4. Quina és la probabilitat
La distribucio que entren 6 particules al comptador en 1ms determinat?
X = nombre de particules que entren al comptador en 1ms ~ P(4).
Teorema
central de 46¢—4
Pa(X = 6) = :. — 1042
. V.
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Variables aleatories: El cas discret Models probabilistics discrets

Distribucié de Poisson
Exemples

Exemple

La distribuci6 de Poisson serveix com a model aproximat per a les funcions de
quantia de variables aleatories del tipus seglient:

» Nombre de polsos que explica un mesurador de radiacié en un interval de
longitud fixada (1ms, 2 minuts,...).

» Nombre d’accidents que ocorren en una ruta de carretera en un cert periode de
temps (1 setmana, 1 any,...).

» Nombre de trucades telefoniques que arriben a una centraleta en un cert
periode de temps (15 minuts, 1 dia,...).

» Nombre de parasits que explica un técnic de laboratori en un volum (fix) de sang
(1ml, 11). Es refereix a repetides mostres de la sang del mateix pacient.
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Variables aleatories: El cas discret Models probabilistics discrets

Distribucié de Poisson
Propietats

La distribucié de Poisson té la propietat seglient:

X~ P(\)

X = nombre de resultats de I'esdeveniment en un conjunt de mesura unitat,
A = el nombre mitja de resultats d’'un esdeveniment en un experiment en una unitat
de mesura,
si Y = nombre de resultats de I'esdeveniment en un conjunt que representa s unitats
de mesura

Y ~ P(a) con a = As

A més, si
> Xn=B(n,pn),n=1,2,...1i
> N-pn=AVn,

aleshores:

n—oo

Xn

Q

PN
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Exemple

Suposem que en exploracions astronomiques dutes a terme, amb una certa técnica,
L es troben una mitjana de 3.2 galaxies per grau quadrat. Trobar I'area que hem
Models d’explorar per tenir la seguretat en un 95% de trobar més de 100 galaxies.
probabilistics

discrets

X = nombre de galaxies en 'area de mesura 1 grau quadrat ~ P(\) , A = 3.2.
Y = nombre de galaxies en I'area de mesura s graus quadrats ~ P(s\) , A = 3.2.

P(Y >100) =095 = P(Y <100)=.05

continus

Utilitzar la funcié de distribucié de la variable aleatoria.

La distribucié
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Variables aleatories: El cas discret Models probabilistics discrets
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Estdiste Distribuci6 de Poisson
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Guerrero
Cortina

Exemple

Suposem que en exploracions astronomiques dutes a terme, amb una certa técnica,
es troben una mitjana de 3.2 galaxies per grau quadrat. Trobar I'area que hem
d’explorar per tenir la seguretat en un 95% de trobar més de 100 galaxies.

a
Models
probabilistics
discrets

X = nombre de galaxies en 'area de mesura 1 grau quadrat ~ P(\) , A = 3.2.

Y = nombre de galaxies en I'area de mesura s graus quadrats ~ P(s\) , A = 3.2.

Variable

P(Y >100) =095 = P(Y <100)=.05

continus

Utilitzar la funcié de distribucié de la variable aleatoria.

Com que X =~ P(as), es tracta de calcular X perque P(X < 100) = .05 en X = P(}).

La distribucié

norme

A = 118, s = 37 graus quadrats.
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El cas continu
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Variables aleatories: El cas continu Variable aleatoria
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Francisco
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El concepte de variable aleatoria sorgeix de la necessitat de fer mes manejables
matematicament els resultats dels experiments aleatoris, que en molts casos sén
qualitatius i segueixen patrons molt similars, encara que la naturalesa de I'experiment
no ho siga.

Exemple

» Experiment 1: Tirar una moneda defectuosa tal que p(C) = .9.

Q={C,X} = {0,1},p(0)=P(C)=.9
N » Experiment 2: Observar una peca fabricada en un procés que produeix un 1%
g de peces defectuoses.
probatil Q={B,D} = {0,1}, p(B)=p(0)=.9

Aquests dos experiments aleatoris sén essencialment el mateix!

La distribucio

El maneig de variables aleatories permet classificar els experiments aleatoris, de
manera que el calcul de probabilitats és molt mes senzill.

Teorema
central del
limit
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Variables aleatories: El cas continu Variable aleatoria

Definicié
V. a. discretes: models per a dades que tenen una quantitat numerable de resultats
amb probabilitat no nul-la.

V. a. continues: models per a registres de dades continues.

Exemple

» contingut de glucosa en una solucié
» mesura del diametre interior d’'un rodament
» altura d’un individu. ..

Per a una variable aleatoria continua,
P(X < x) = Fx(x)
on Fx(x) és la funci6 de distribucié de la variable aleatoria.

Per a una v. a. continua, Fx(x) és una funcié continua:

No té salts —» P(X = a) =0, Va.

No hi ha funcié de quantia per a v. a. continues.

J
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Variables aleatories: El cas continu Variable aleatoria

Exemple: la normal

Per a una v. a. normal(0,1), la funcié de distribuci6 és:

X
P(X < x) = Fx(x) = \/%/ e /2ax

Observeu que el costat dret defineix una area sota la corba que defineix la funcié

i

f(x) = %e—XZ/Z

Aquesta és la situacié habitual per a v. a. continues.
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Definicié

Una variable aleatoria és (absolutament) continua si hi ha una funcié
f:R — Rt

de manera que la seua funcié de distribucié Fx(x) = P(X < x) compleix

F(x) = /X f(t)dt

—00

Variable L
aleatoria Definicié
Models
prot stics
continus

La funci6 f(t) és la funcié de densitat (funci6 de densitat de probabilitat) de la v. a. X.

P(X < a) = Fx(a) = /a ()t

b
P(a< X < b) = Fx(b) — Fx(a)= | f(t)dt, Vva<b
a

v

Teorem

ceniral do En una v. a. continua, la probabilitat d’'un interval de R es calcula mesurant I'area que

limit

tanca la funcié de densitat de probabilitat sobre l'interval.
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Variables aleatories: El cas continu

Les condicions que ha de complir f : R
probabilitat sén:

» f(x) >0, VxeR
oo}
»/ F(t)dt = 1

Exemple

1 xelo,1
100 =alpy() =a{ § 550"

» Qué ha de valdre o perqué f(x) siga una funcié de densitat de probabilitat?

» Calculeu F(x).
» Quéval P(X > 0.5)?

Variable aleatoria

Funcié de densitat
Propietats

—  R* per a ser una funci6 de densitat de

Exemple

f(x) = €™ *I[p 0] (X)
Comproveu que f(x) pot actuar com a funci6é de densitat de probabilitat d’una v. a.
continua. Calculeu F(x).
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Variables aleatories: El cas continu Variable aleatoria

Esperanca i variancia

Si X és una v. a. continua amb funci6 de densitat f(x), aleshores:

E(X) = /0o xf(x)dx Var(X) = /OO (x — E(X))?f(x)ax

—o0 —o0

Exercici

Calculeu E(X) i Var(X) en els exemples anteriors.
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Variables aleatories: El cas continu Models probabilistics continus

Tema 1.
Teoria del
Mostreig

Estadistic CO nt'ng Uts

Francisco
Guerrero
Cortina

Variables
aleatories:
El cas
discret
Variable
aleatoria
Models
probabilistics
discrets
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Variables aleatories: El cas continu Models probabilistics continus

Distribucié uniforme continua

X ~ Ula, b]
La seua funcié de densitat és:
0 X
1 X—a
f(x) = b_a]I[a,b](X)a F(x) = 1b—a 7);§b
_ )2
E(X) = a;b, var(x) = & 12‘3)
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Variables aleatories: El cas continu Models probabilistics continus
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Variables aleatories: El cas continu Models probabilistics continus
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Variables 1 (X — lu’)z
aleatori f(x) = ex —
(0=~ e

continu

Variable
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Models E(X) = Var(X) = o
probabilstics (X)=wn, (X)

continus
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La normal i la seua importancia La distribucié normal
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La normal i la seua importancia La distribucié normal
Definicio

Es diu que una v. a. (uniformement) continua té una distribucié normal estandard o
normal tipificada si la seua funcié de densitat de probabilitat és:

f(x) = \/% exp (—1x2)

No hi ha una formula tancada per a la funcié de distribucié

F(x):/j f(z)dz = 7/ o(-37) 4

Es facil calcular 'esperanca i la variancia d’aquesta v. a.

+oo 2
E(X) = \/%/ xe"#%) ax — 0,

+o00o
Var(X) = \/%/ x%e
— o0

Aixi doncs, aquesta v. a. s'anomena per X ~ N(0,1).
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La normal i la seua importancia La distribucié normal

Distribucié normal de mitjana 1 i variancia o

Es diu que una v. a. (uniformement) continua té una distribucié normal de mitjana p i

variancia o2, X ~ N (u, o) si la seua funcié de densitat de probabilitat és:

_ )2
f(x):;ﬁexp _(X.’Zag))

Es molt senzill (canvi de variables en la integral) comprovar que

E(X) = p, Var(X) = o2
També és senzill comprovar (canvi de variables en la integral) que si
X —
X~ Np,o), & Z= B~ N, 1)

Aquesta propietat era essencial en els temps de calculs amb taules.
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La normal i la seua importancia La distribucié normal

Propietats
1. Es simétrica respecte de la mitjana.
2. Lafunci6 de densitat té punts d’inflexié en p + 0.

3. La funci6 de densitat tendeix assimptoticament a 0 quan x — foo.

b1 (x —pw)?
4. P(a< X<b)= e —— | d
(@< X<0b) /a oVar xP 202 x

En [u — 20, 1 + 20] es troba el 95.5 % de I'area sota f(x).

En [u — 30, 1 + 30] es troba el 99.7 %.

Exemple

Moltes variables aleatories, com pesos, altures, etc., segueixen una distribucié
normal. De la mateixa manera, els errors accidentals o aleatoris que es presenten en
assajos de laboratori i observacions experimentals també es distribueixen
normalment.
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La normal i la seua importancia Sumes de variables aleatories
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La normal i la seua importancia Sumes de variables aleatories

Tema 1.
Teoria del

Estadite V. a. independents
Hi ha moltes situacions en les quals la variable aleatoria que interessa es pot escriure

Francisco

s com la suma de diverses variables aleatories.
ortina

Exemple

Temps total que es necessita per a dur a terme una tasca que consisteix en diverses
subtasques.

Propietats generals

> SiXiYsénduesv.a. \ E(X+ Y) = E(X)+ E(Y) \

» Si,amés, XiY son independents‘ Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y) |

continus

Variables aleatories independents

o Es diu que dues v. a. X i Y sén independents si qualsevol succés associat amb X és
Sumes de independent de qualsevol succés associat amb Y:

?'ff,'fffs P((X € A)N (Y € B)) = P(X € A) - P(Y € B)

central del

it per a qualsevol A C R, B C R.

y
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La normal i la seua importancia Sumes de variables aleatories

Propietats

En general:

X1, ..., Xn sOn variables aleatories amb E(X;) = u;, aleshores
n
EXi+Xo+ .o+ Xn) =D i
=1
siamés Xi, ..., Xn son independients, i Var(X;) = o,?, aleshores

n
Var(Xy + X + ...+ Xn) = > _o?
i=1
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La normal i la seua importancia Sumes de variables aleatories

Sumes de variables aleatories independents

Bernoulli i binomials

Si X; son v. a. de Bernoulli amb parametre p, és a dir,
Xi~B(p), i=1,2,..
i X; sén independents, aleshores la suma és una v. a. binomial
X1+ Xo+ ...+ X¢ = B(k, p)

La suma de binomials independents amb el mateix parametre és una binomial.
X; = B(n;, p), i=1,2,...y X; independents, aleshores

k
Xi+Xo + . 4 X = B ni, p)

i=1
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La normal i la seua importancia Sumes de variables aleatories

Sumes de variables aleatories independents

Poisson i normal

La suma de v. a. de Poisson independents és una Poisson
Xi = P(\), i=1,2,...i Xj independents, aleshores

k
Xi+Xe 4.+ X = PO_N)
=1
La suma de normals independents és una normal

Xi = N(uj, o), i=1,2,...i X; independents, aleshores

3
X1+X2+~~-+szN(ZMi7
=1

i=1

Aquesta propietat additiva no s’estan en uns altres models probabilistics.
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La normal i la seua importancia Teorema central del limit
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La normal i la seua importancia Teorema central del limit

Teorema

Si Xq,...,Xn,...és una successi6 de variables aleatories independents amb
E(Xj) = pji Var(X) = a,?, aleshores per a n — oo, la successié de variables

aleatories:
W
També s’escriu
n n
Zf:1 Xi — Zi:1 Hj n—oo
Zn==S i~ NOY
(i1 07)
v
Es a dir, si Fn(x) és la funcié de distribucié de la variable aleatoria Z,, n=1,2,...i
¢(x) és la funcié de distribucié d’una variable A/(0, 1), aleshores per a cada x € R
limp— oo Fn(Xx) = ¢(x)
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Aplicacions del TCL

Si Xq,...,Xn, ... és una successi6 de variables aleatories i. i. d.
i. i. d. == independents, idénticament distribuides,

amb mitjana p i variancia o2, aleshores pera n — co

n
Sn =~ E Xk n%oo/\/(np,, U\/ﬁ)
k=1

Si apliguem el TCL a una successi6 Xj, Xo, . . ., de variables de Bernoulli i. i. d.

Xi~B(p) E(X)=pVar(X)=pq = Xi+Xe+...Xo %~ N(np,\/npq)

Teorema de De Moivre

B(n,p) "&  N(np,/pa)
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Aplicacions: importancia de la normal

En moltes situacions, els resultats d’'un experiment sén conseqliéncia de multiples
causes de petita incidéncia individual pero els efectes de la qual se sumen, fet que
dona lloc als resultats de I'experiment.

Exemple

Suposem que un error d’arredoniment es representa mitjangant una v. a. uniforme en
[-0.5,0.5]. Si se sumen 100 nombres, trobar la probabilitat que I'error
d’arredoniment excedisca 1 en valor absolut.

Xj= error d’arredoniment associat al nombre j-&sim.
Xi =~ U([-0.5,0.5]), E(X;)) =0; Var(X;))=1/12
X = Y11 X; representa I'error d’arredoniment associat a la suma de n nombres.

Com que les X; son i. i. d., segons el TCL, per a

n
n>>1, Esz (n-0,4/n/12)
i=1
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La normal i la seua importancia Teorema central del limit

Aplicacions: importancia de la normal

Exemple
100
> X; =~ N(0,+/1000/12 = N(0, 2.89)
i=1

P(X>a)=1-P(X<a); P(X>1)=1-F(1)=1-0.63534=0.3647
P(X >2) =0.2446;  P(X > 5) = 0.0418

En aquestes situacions, el model normal sol aproximar bé el comportament dels
resultats de I'experiment.

En la majoria de les aplicacions es pot aplicar el TCL a partir de n > 30. J
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Tema 1. Teoria del Mostreig Estadistic (Part 1)
Matematiques Il. Grau de Quimica

Francisco Guerrero Cortina

Dept. Matematica Aplicada, Universitat de Valéncia
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Intervals de confianga Inferéncia estadistica
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Intervals de confianga Inferéncia estadistica

Tema 1.
Teoria del
Mostreig 1A
Estadistic |ntrOdUCCIO
Francisco Procediments que permeten prendre decisions en problemes de naturalesa aleatoria.
uerrero
Cortina
Objectiu
o Obtenir informacié d’'un conjunt d’elements al qual solament es pot accedir
estadisticn parcialment, és a dir, un conjunt del qual podem (o volem) analitzar solament alguns
eori elements.
o Informacié

Jistribucio

Intervals de Un cert model probabilistic es considera apropiat per descriure el fenomen aleatori

onfianga

objecte d’estudi. Es vol esbrinar algun o alguns dels parametres que defineixen la
funcié de distribucié del model, a partir de dades (experimentals) basades en mostres
de la poblacié sota estudi.

Exemple
Determinar I'altura mitjana dels xiquets de 10 anys residents a la ciutat de Valéncia, a
partir de les altures d’'una mostra formada per 400 xiquets.

Laltura mitjana obtinguda a partir de les dades de la mostra és un estimador de la
mitjana de la poblacié. Necessitem instruments per a mesurar-ne la fiabilitat.
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Intervals de confianga Inferéncia estadistica

Tema 1.

Teoria del

Mostreig e

Estadistic Definicions

Francisco

Guer(ero

Cailte Situacié habitual: Es coneix com és el model probabilistic adequat, perd manca
informaci6 sobre algun o alguns dels parametres que en caracteritzen la funcié de
distribucié.

Inferéncia

estadistica

Exemple

elemental del

X = altura d’'un xiquet de 10 anys, triat a I'atzar ~ N(u, o)

d'una

N » Es volen obtenir estimacions raonables d’un (o diversos) dels parametres que

confianca defineixen el model probabilistic, a partir de les dades d’una mostra de la
poblacié. (i, o) en el cas d’'un model normal.

> Estimacié puntual: determinaci6 de valors que representen estimacions

raonables del parametre en qliestio, a partir d’'una mostra de la poblacié.

> Intervals de confianca: determinacié d’intervals en els quals s’espera
trobar el parametre amb un cert nivell de confianga.

» Contrast d’hipotesis: Estimacions sobre afirmacions sobre la distribucié de
probabilitat del fenomen estudiat.
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Exemples

Exemple

Estimar la mitjana de les algades dels xiquets de 10 anys en la ciutat de Valencia.
X = algada d'un xiquet de 10 anys que viu a Valéncia. Determinar E(X), el valor
esperat per a I'altura o mitjana poblacional.

Com podem fer ago?
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Exemples

Exemple

Estimar la mitjana de les algades dels xiquets de 10 anys en la ciutat de Valencia.
X = algada d'un xiquet de 10 anys que viu a Valéncia. Determinar E(X), el valor
esperat per a I'altura o mitjana poblacional.

Com podem fer ago?

Prenem una mostra de n xiquets i en mesurem les altures. Esperem que la mitjana
de les altures de la mostra represente la mitja de la poblacio, E(X)?
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Intervals de confianga Inferéncia estadistica

Exemples

Exemple

Estimar la mitjana de les algades dels xiquets de 10 anys en la ciutat de Valencia.
X = algada d'un xiquet de 10 anys que viu a Valéncia. Determinar E(X), el valor
esperat per a I'altura o mitjana poblacional.

Com podem fer ago?

Prenem una mostra de n xiquets i en mesurem les altures. Esperem que la mitjana
de les altures de la mostra represente la mitja de la poblacio, E(X)?

Necessitem un model probabilistic per a X.
Necessitem entendre els rudiments de la teoria del mostreig aleatori.
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Intervals de confianga Teoria elemental del mostreig

Definicions

Un procediment de mostreig no és mes que un procés que permet seleccionar
elements (mostres) en una poblaci6.

Mostreig aleatori simple

Selecciona elements d’'una poblacié de manera que cada element té identica
probabilitat de ser triat en cada extraccio.

En poblacions finites, un mostreig aleatori simple és equivalent a un procés
d’extraccions amb reemplagament.

Si X és una variable aleatoria i Q2 es el seu espai mostral,

X:Q — R
w = Xw)=x

Una mostra aleatoria de grandaria n és un vector
(wi,-..,wn) €Q"

Lespai mostral 27 és el conjunt de totes les mostres de grandaria n que es poden
extraure d'Q.
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Tema 1.
Teoria del
Mostreig
Estadistic

Francisco
Guerrero
Cortina

Teoria
elemental del
mostreig

Estima
parz
J'una
distribucio

Intervals de
confianga

Intervals de confianga Teoria elemental del mostreig

Mostreig aleatori simple
Exemple

Se sap que l'altura dels xiquets de 10 anys de Valéncia segueix una distribucié
normal de mitjana y i variancia o2.
X= altura d’un xiquet de 10 anys triat a I'atzar ~ N (u, o).

1 és la mitjana poblacional i o2 la variancia poblacional

Prenem una mostra de 400 xiquets triats aleatoriament entre els xiquets de la
poblacié = xiquets de 10 anys de Valencia.

X; = altura del xiquet i en la mostra. X; ~ N (u,0),i=1,...,n
(X1, Xo, ....X400) €S un m. a. s. de grandaria 400 de X.

Definicio
Un mostreig aleatori simple (m. a. s.) de grandaria n per a una variable aleatoria X és

un vector aleatori (X1, Xo, ..., Xp) on Xj, i = 1,...,nson variables aleatories i. i. d.
de manera que la distribucié de probabilitat de X; és la mateixa que la de X.

Cada component d’'un m. a. s. representa els possibles valors de la component i
-esima d’una mostra aleatoria de grandaria n de la poblacié.
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Tema 1.
Teoria del
Mostreig
Estadistic

Francisco
Guerrero
Cortina

Teoria
elemental del
mostreig

d'una
distribucio

Intervals de
confianga

Intervals de confianga Teoria elemental del mostreig

Exemple

Exemple

Se sap que l'altura dels xiquets de 10 anys de Valéncia segueix una distribucio
normal de mitjana p i variancia o2.
X= altura d’'un xiquet de 10 anys triat a 'atzar ~ N'(u, o).

1 és la mitjana poblacional i o2 la variancia poblacional

Prenem una mostra de 400 xiquets triats aleatoriament entre els xiquets de la
poblacié = xiquets de 10 anys de Valencia.

X; = altura del xiquet i en la mostra. Xj ~ N (p,0),i=1,...,n
(X4, X2, ....X400) €s un m. a. s. de grandaria 400 de X.

La mitjana mostral

X =

==

n
DX
i=1

és una estimacio raonable per a p?

D’acord amb aquestes definicions X és una v. a.
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Intervals de confianga Estimacié de parametres d’una distribucié

Tema 1.
Teoria del

Mostreig CO nt|ng UtS

Estadistic

Francisco
Guerrero
Cortina

Inferéncia
estadistica

Teoria

elemental del

mosireig

Estimacié de “ .
parametres Intervals de confianca
d'una

distribucio

Intervals de

confianga

Estimacio de parametres d’una distribucio
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Tema 1

Teoria del
Mostreig
Estadistic

Francisco
Guerrero
Cortina

Inferéncia
estadistica
Teoria
elemental del
mosireig
Estimacié de
parametres
d'una
distribucio
Intervals de
confianga

Intervals de confianga Estimacié de parametres d’una distribucié

Preliminars

» X,Yv.a;abeR— E(aX+ bY) =aE(X)+ bE(Y)

» X,Y v. a. independents — Var(aX + bY) = & Var(X) + b?Var(Y)

Per tant:
Xii=1,...,nv.a — E(CLX)=Y0, EX)
1 n 1 n

Xi,i=1,...,nv. a. independents — Var(3>"74 X;) = 14 Var(X;)

1 n 1 n
Xi,i=1,...,nv. a. independents — Var(E ZX,-) = Z Var(X;)

i=1 i=1
12/39
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Tema 1.
Teoria del
Mostreig
Estadistic

Francisco
Guerrero
Cortina

Inferéncia
estadistica
Teoria
elemental del
mosireig
Estimacié de
parametres
d'una
distribucio
Intervals de
confianga

Intervals de confianga Estimacié de parametres d’una distribucié

Estadistics i estimadors

Estadistics

Estadistic
Xv.a.(Xy,...,Xn) una m. a. s. de grandaria n. Un estadistic és una nova variable
aleatoria definida mitjangant una aplicacio
T:(Xt,...,X) — R
Exemple
Si la grandaria mostral és n = 3,
1 oo
> T1(Xq,X2,X3) = §(X1 + X2 + X3) = X mitjana mostral
1 .
> To(X1, Xo, X3) = A > ~(X; — X)? variancia mostral
i=1
Curs 2012-2013 13/39
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Tema 1.
Teoria del
Mostreig
Estadistic

Francisco

Guerrero
Cortina

Intervals de
confianga

Inferéncia

Intervals de confianga Estimacié de parametres d’una distribucié

Estadistics i estimadors
Estimadors

estadistica o
o Estimador
elemental del i A . e . . ,
e Un estimador 6 és un estadistic que resulta apropiat per a estimar el valor d’'un
e parametre 6.
d'una v
distribucio
Intervals de
confianga Exemple
La mitjana mostral X = 15 S>°14 X; és un estadistic que s'utilitza com a estimador per
a la mitjana poblacional.
v
Els estimadors son estadistics, és a dir sén v. a. )
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Tema 1

Teoria del
Mostreig
Estadistic

Francisco
Guerrero
Cortina

ol
elemental del
mostreig

Estimacié de
parametres
d'una
distribucio
Intervals de
confianga

Intervals de confianga Estimacié de parametres d’una distribucié

Estimacio per intervals de confianga
Introduccié

» El valor d’'un estimador per a una mostra concreta és una estimacio.

» Una estimaci6 depén de la mostra poblacional triada, de manera que si
s’extrauen dues mostres diferents, les estimacions seran diferents.

» és desitjable proporcionar una mesura de la precisié de I'estimacio6 del
parametre a partir de I'estadistic (estimador) considerat.

Els intervals de confianga proporcionen aquesta mesura.
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Tema 1.
Teoria del
Mostreig
Estadistic

Francisco
Guerrero
Cortina

elemental del
mostreig

Estimacié de
parametres
d'una
distribucio
Intervals de
confianga

Intervals de confianga Estimacié de parametres d’una distribucié

Estimacio per intervals de confianga
Exemple: IC per a p, coneixent o

Exemple

Siga X = N (u, o) amb p desconeguda i o coneguda.

Volem estimar . amb un nivell de confianga del 95% a partir d'una m. a. s.:
(Xqy...,Xn), X;iid, ~ N(u, o).

Considerem I'estadistic mitjana mostral

S 10 S S o2
X=— Xi E(X) = Var(X) = —
X ER) = VarX)= T

Com que X; ~ N (u, o) — X ~ N(u,o/+/n). Estandarditzem
X—p
— =~ N(0,1
7R = NO

Z és unav. a. amb distribucié coneguda que no depén de cap parametre. Podem
calcular facilment un interval centrat [—z*, z*] de manera que

P(-zr <Z2<z")=.95
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Tema 1.
Teoria del
Mostreig
Estadistic

Francisco
Guerrero
Cortina

Estimacié de
parametres
d'una
distribucio

Inter
conf

Intervals de confianga Estimacié de parametres d’una distribucié

Estimacio per intervals de confianga

Exemple
Exemple
P(—z*<Z<z*)=.95
utilitzant matlab/taules/..., obtenim z* = 1.96.
X — W < o < o
—z"<ZzZ<z¢ = -z¢< <z¢ = X—-Z—<pu<<X—-z"—
ST "o/ Vi - Vi
< g < g
P(-z*<Z<zZ)=PX—-Z"—=<pu<X—-2z"—)
vn ~ vn
Per tant,
= o - o
X—z8— X—z"—
[ vn vn
amb z* = 1.96 és un interval de confianca per a la mitjana poblacional ;» amb un
nivell de significacié del 95%.

El significat d’aquest IC és el seglient: Si es prenen mostres de n elements, hi ha una
probabilitat del 95% que la mitjana de la mostra triada estiga en I'lC. J
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Intervals de confianga Intervals de confianga

Tema 1.
Teoria del
Mostreig

Estadistic CO ntlng UtS

Francisco
Guerrero
Cortina

Intervals de
confianga

Inferéncia
estadistica

Teoria
elemental del
mostreig

smece @ Intervals de confianca
d'una
distribucio

Intervals de
confianga

Intervals de confianca
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Tema 1.
Teoria del
Mostreig
Estadistic

Francisco
Guerrero
Cortina

distribucio

Intervals de
confianga

Intervals de confianga Intervals de confianca

Recordatori

Els I.C. serveixen per a estimar el valor d’un parametre poblacional a partir d’'una m.
a. s. i proporcionen una mesura de I'error d’estimacio.

La seua construcci6 es basa en

» un estadistic (v. a. relacionada amb la m. a. s.) que siga un estimador (no
esbiaixat) del parametre poblacional;

» unav. a. relacionada amb I'estadistic que tinga una distribucié coneguda i
independent de qualsevol parametre desconegut, excepte aquell que es vol
estimar.
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Tema 1

Teoria del
Mostreig
Estadistic

Francisco
Guerrero
Cortina

eoria
elemental del

d'una
distribucio

Intervals de
confianga

Intervals de confianga Intervals de confianca

IC per a 1 en una distribucié normal
o desconegut i o conegut

X ~ N(u, o) amb n desconegut i o conegut
(X1, Xo,..., Xn) m. a. s.de X

Calcular IC per a p con nivell de confianga 1 — «a.

» Estimador: Mitjana mostral| X =

S X~ N0/ V)
i=1

S =

E(X) = p, Var(X) = o2/n

X —
z=2"F

o/v/n
Per a calcular I'lC per a p» amb nivell de confianca 1 — «, determinem un interval

centrat que continga I'(1 — «)100% de la probabilitat de la v. a. Z, és a dir,
determinem z* de manera que

P(—z* <Z<z")=1-«a

» Tipifiquem ~N(0,1)
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Tema 1.
Teoria del
Mostreig
Estadistic

Francisco
Guerrero
Cortina

eoria
elemental del

Esti de
parametres
duna
distribuci6

Intervals de
confianga

Intervals de confianga Intervals de confianca

IC per a 1 en una distribucié normal
o desconegut i o conegut

—p
P(-z*<Z<Zz')=1-a = P(-z*< <z)=1-«
/V/n
: * _7/"’ 5 v, x 0 v, x 0
Manipulem: —z* < <z = X—zZ"—=<pu< X+z28—
P N Jn SHEATE S

Quiés z*, talque P(—z* < Z2<z*)=1—-a?

Per la simetria de la f(x) per a Z ~ N(0, 1) s’ha de complir:

Q

PZ<-2)=3, PZ>z)=3 — PZ<z)=1-3

N

Se sol utilitzar la nomenclatura z* = z, -g

g

Vvn

IC per a u amb nivell de confianga 1 —a:  [X — z(_ X+z_

]

njR

o
a—,
2\/5
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Intervals de confianga Intervals de confianca

Tema 1.

Teoria del

) IC per a 1 en una distribucié normal
Francisco o desconegut i o conegut
Guerrero

Cortina

Exemple

S’ha registrat el valor (en Kg) de la reduccio del pes de cadascun dels pacients d'una
mostra triada a I'atzar en una determinada poblacié, després d’una setmana de
tractament. La mitjana dels 16 valors obtinguts és de 3.42Kg. Suposant que la
perdua de pes és una v. a. amb una distribucié A (u, o), construir un interval de
confianga del 95% per al valor mitja poblacional de la reduccié de pes després d’'una

Intervals de

confianga setmana de tractament

1. enelcas enque o = .68Kg
norminv(.025,0,1)=-1.96  Sol: IC= [3.0868,3.7532]

2. en el cas en qué o és desconeguda, perod s’ha mesurat la variancia poblacional i
s’ha obtingut que S = 0.68Kg
La solucié NO ES [3.0868, 3.7532].
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Tema 1.
Teoria del
Mostreig
Estadistic

Francisco
Guerrero
Cortina

distribucié

Intervals de
confianga

Intervals de confianga Intervals de confianca

IC per a 1 en una distribucié normal
w desconegut i o desconegut

X =~ N(u, o) amb p desconegut i o desconegut
(X1,X2,...,Xn) m. a. s. de X

Calcular IC per a . amb nivell de confianga 1 — «.

Estimador: Mitiana mostral| X =137, X

o . X — . .
Si o és desconeguda, la variable Z = Z ~ N(0, 1) no serveix per a establir I'lC
g

per a u, ja que no podem calcular els extrems de I'lC

< o
Xizpa/z%

a partir d’'informacié coneguda.

Necessitem un estimador per a o! )
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Tema 1.
Teoria del
Mostreig
Estadistic

Francisco
Guerrero
Cortina

d'una
distribucio

Intervals de
confianga

Intervals de confianga Intervals de confianca

La distribucié x2

Proposicio

Siguen Z;,2,,...,Zyv. a. i. i. d. N(0, 1). Aleshores la suma dels quadrats té una
distribucié khi-quadrat amb n graus de llibertat

X=224+22+...22 =2

Aquesta distribuci6 té les propietats segiients:
» Sx =[0,00)
» E(X)=n, Var(X)=2n
» Propietat de reproductivitat Si Xi, Xa, ..., Xk s6n v. a. independents, i

Ximxs = X=Xi+...+X = x5 m=n+...+n

v

Resta Si Z = X + Y, amb X, Y independents, i
Z~x3, X=x3 ambn > ny, aleshores

A~ A2
Y ~ Xn—ny
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Tema 1

Teoria del
Mostreig
Estadistic

Francisco
Guerrero
Cortina

Inferéncia
estadistica

Teoria
elemental del
mostreig
Estimacio de
parametres
duna
distribucio

Intervals de
confianga

Intervals de confianga Intervals de confianga

Lestadistic variancia mostral

Si (Xi,...,Xn) ésunam. a. s. duna v.a. X, es defineix I'estadistic
1¢ _
Variancia mostral 82 := - Z(X,- - X)?

i=1

Proposicio
Siga X =~ N(u,0),y (X1,...,Xp)unam. a. sde X. Lav. a.

nS2 . /X — X\?
T:Z<’U > ~ Xa

g =
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Tema 1.
Teoria del
Mostreig
Estadistic

Francisco
Guerrero
Cortina

d'una
distribucio

Intervals de
confianga

Intervals de confianga Intervals de confianca

La distribucié T de Student

Definicié

Definicié
Siga Z ~ N(0,1), Y =~ x2. Si Zi Y s6n independents, la v. a.
z
—_— ~ Tn
Y/n

és una T de Student amb n graus de llibertat.

Aquesta distribuci6 té les propietats segiients:

> Sy = (—o0,0)

> E(X)=0, Var(X) = -5

» Es simétrica respecte de x = 0 i similar a la normal, perd amb cues més amplies
» Tp — N(0,1) quan n — oo. Laproximaci6 és OK per a n > 30.
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Tema 1

Teoria del
Mostreig
Estadistic

Francisco
Guerrero
Cortina

Inferéncia
estadistica
Teoria
elemental del
mostreig
Estimacié de
parametres
duna
distribucio

Intervals de
confianga

Intervals de confianga Intervals de confianga

IC per a 1 en una distribucié normal
o desconegut i o desconegut

X ~ N(u, o) amb p desconegut i o desconegut
(X1, Xo,...,Xn)m. a.s.de X

Calcular IC per a p amb nivell de confianga 1 — «.

» Estimador Mitjana mostral: | X = — >~ X; ~ N(p,o/v/n)

» Utilitzem V4
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Tema 1.
Teoria del
Mostreig
Estadistic

Francisco
Guerrero
Cortina

distribucio

Intervals de
confianga

Intervals de confianga Intervals de confianca

IC per a 1 en una distribucié normal
IC per a i amb nivell de confianga 1 — «

Determinem un interval centrat que continga el (1 — a)100% de la probabilitat de la v.
a. Z, és a dir, determinem z* de manera que

X—p
P(—z*<Z<Zz")=1- = P(-zr<———=<Z")=1-
. X—u < S < S
Manipulem: —-z*< —1 = _<Zz* = X-Z'—— <pu<X+Zz*
P S Vn—1 M= V=1
Qui és z*,de maneraque P(—z* < Z<z*)=1—-a?
Per la simetria de la f(x) per a una T de Student, s’ha de complir:
PZ<-z)=2  PZ>z)=2 & PZ<z)=1-2
2 2 2
Se sol utilitzar la nomenclatura z* = thot1-g
IC per a . amb nivell de confianga 1 — a:
- S < S
X—t_11_a , X+t _1q9_a
[ n—1,1-% : tlh11-9 —
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Intervals de confianga Intervals de confianca

Tema 1.
Teoria del

Mosteiy IC per a 1 en una distribucié normal

Estadistic

Francisco Exemple
Guerrero
Cortina

Exemple

S’ha registrat el valor (en Kg) de la reduccio del pes de cadascun dels pacients d’una
mostra triada a I'atzar en una determinada poblacié, després d’una setmana de
tractament. La mitjana dels 16 valors obtinguts és de 3.42Kg. Suposant que la

: perduda de pes és una v. a. amb una distribucié N (u, o), construir un interval de
LD confianga del 95% per al valor mitja poblacional de la reduccié de pes després d’'una

Intervals de

confianga setmana de tractament

1. en el cas que o = .68Kg
Sol: IC= [3.0868, 3.7532]

2. en el cas que o siga desconeguda, perd s’haja mesurat la variancia poblacional i
s’haja obtingut que S = 0.68Kg

Sol: X = 3.42 ty5,0.975 = 2.1314 IC= [3.0458,3.7942]
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Tema 1.
Teoria del
Mostreig
Estadistic

Francisco
Guerrero
Cortina

distribucio

Intervals de
confianga

Intervals de confianga Intervals de confianca

Error quadratic mitja d’'un estimador

Si X1, Xo,...,Xpésunam. a. s. de X, unav. a. que depén d'un parametre 6
desconegut i § = g(Xi, ..., Xn) un estimador de 6.

La bondat de I'estimacié es pot mesurar calculant I'error quadratic mitja

EQM () = E [(é - 9)2]

A . N 2
Es pot provar que EQM (0) = Var(0) + (E(O) — 9)

Per a minimitzar 'EQM, convé que els estimadors tinguen

» La variancia petita

> El biaix petit| _biaix de § = E(9) — 6|

Exemple

X=N(p,o0), Xq,...,Xpm. a. s. de X.

X és un estimador no esbiaixat per a i perqué E(X) = p, — biaix de X = 0.
EQM (X) = 02/n
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Intervals de confianga Intervals de confianca

Tema 1.
Teoria del

Mostreig Est|mad0rs per a Ia Val’lé.nCIa

Estadistic

Francisco
Guerrero
Cortina

X =N(o) = EX)=up, Var(X)= o2 (Xq,...,Xn) m. a. s. de X.

N 10 | ) -
» 5% = — > (X, — p)? és un estimador no esbiaixat per a 2.
=
dE » La variancia mostral:
distribucio 1 n _
o S? = - Z(X,- — X)? és un estimador esbiaixat per a o2.

i=1
» La quasivariancia mostral:

1 & o , -
S2 = — > (X; — X)? és un estimador no esbiaixat per a 0.

=

2 n w2 -~ 2
Noteu que E:Z(X' X _(n=1)S _ 2

o2 o2 o2

i=1
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Intervals de confianga Intervals de confianga

Tema 1.
Teoria del

Mosteiy IC per a la variancia en una distribucié

Estadistic

Francisco n O rm al
Guerrero .
Cortina  coneguda i o desconeguda

X =~ N(p, o) amb u coneguda i o desconeguda. Volem estimar o2.

Inferéncia

estadistica

Teoria

e N ”

e Estimador: | §% = 1 37, (X; — 1)? | és un estimador no esbiaixat per a 0.
stimacio de -

parametres

d'una

distribucio A, 2

Intervals de

. - ) n
confianga Variable aleatoria que cal considerar: Z = —- ~ X2
ag

que sols depén d’un parametre desconegut: o, ide lam. a. s.

Amb ella calculem 'IC al nivell de confianca desitjat.

Compte, la x2 no és simétrica. J
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Tema 1.
Teoria del
Mostreig
Estadistic

Francisco
Guerrero
Cortina

Inferéncia
estadistica
Teol
elemental del
mostreig

Estimacié de
parametres
duna
distribuci6
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IC per a la variancia en una distribucié

normal
 coneguda i o desconeguda

Per la falta de simetria de la f(x) per a una x?, triem z; i zo de manera que
P(Z1§Z§22):1—Oé
i de manera que P(Z < z1) = 3, PZ>2)=% — PX<z)=1-

R

Se sol utilitzar la nomenclatura z; = x,, Zp=Xp1-g

%7

Manipulem:

z21<Z< 2z zZ1<—5 <2

nS? _ , nS?
— <ot < —
Zo Zq
&2 &2
. ) nS nS
IC per a o2 amb nivell de confianga 1 — a: _
Xn,17% Xn, o
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Intervals de confianga Intervals de confianga

IC per a la variancia en una distribucié

normal
1 desconeguda i o desconeguda

X =~ N(u, o) amb u desconeguda i o desconeguda. Volem estimar o2

Estimador: la quasivariancia S2 = 1= 3°7 (X — X)?

és un estimador no esbiaixat de o2

(n—1)8% 2

V. a. que cal considerar: Z = o2 = Xn—1-

Procedint com abans:

_ 2 _ 2
IC per a 02 amb nivell de confianga 1 — «: (n—1)Sc , (n—1)S¢
Xn—1,1-9  Xn—1,9
n—1)82 n)S2
Noteu que Z = (0% _ ( 32 _ X%—r
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Resum

> p desconegut i o conegut

)_(iZ(1,%)

g

¥ — 1 n :
Jn @mb X = 73 0 X

Teo
elemental del

> u desconegut i o desconegut

distribucié

)_(:l:t(n,1,1,%) S__ amb s? = %27:1 (X,'—)_()2

vn—1

Intervals de
confianga

» ICperac

> p conegut i o desconegut

n&?

{wa%v o g

PR
2| amo 82— L0

> u desconegut i o desconegut

(n—1)S2

{ (n—1)82

K
Xn—11-%)" Xn-1.%

[ amo s = 7y = 00— 57
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Exemple

S’ha mesurat el creixement de 5 plantes d’una determinada espécie en una setmana
i s’han obtingut les dades seglents: 24, 19, 22, 20 i 20 mm. Suposant una distribucié
normal de la variable que mesura el creixement, estimem la mitja i la desviaci6 tipica
mitjangant intervals amb nivell de confianga del 90% i 99%.

d'una

dibuce X = mesura del creixement d’'una planta de I'espéecie ~ N (p, o)

Intervals de
confianga

u, o desconeguts.
(X4, Xo,...,Xp)m. a.s. X = N(u,0/+/n), n=5.
» ICperap:

Utilitzarem | X + t,_4 4_ g —£= amb =150 (x-X)?

Determinem t,_1 1_q /2
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Exemple

» |IC per a p al 90%:
clemental dol 1-a=09a=01a/2=0.051-0a/2=0950, #4095 =2.132.

mostreig

Estimacié de
parametres

X=21 =12 (X—X)?=1.066= S=1.032

distribucié

Ireals g \ 11 € [19.899,22.001] \

» ICperapal99%: 1 —a =0.99, a = 0.01

Solament s'ha de recalcular t,_1 1_q /2
1— 0(/2 = 0995, f4,0_gg5 = 4.604.

| 1 € [18.624,23.3756] |
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Exemple

" (n-1S5  (n=1)S} 2 1 n _%)2
Utilitzarem Erm s amb Sz = ——5 > 7Ly (i — X)

» ICperaocal90%: 1 —a=0.90,a =0.1
Xn—1,1—g = Xa,0.950 = 9.49

duna

distribucio Xn—1,2 = X4,0.05 = 0.711
Intervals de 2 i

confianca S = 4

02 €[1.686,22.503] — o € [1.298,4.744]
» ICperaocal99%: 1 —a=0.99, a = 0.01

Recalculem
Xn—1,1—g = Xa,0.955 = 9.74
Xn—1,9 = X4,0.005 = 0.21

02 € [1.077,77.299] — o € [1.038,8.792]
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@ Contrast d’hipotesis
Introducci6
Errors en un contrast d’hipotesi
p-valor d’'un contrast d’hipotesis

Contrast per a la mitjana d’una poblacio
duna Contrast amb mostres grans (n > 30)
Contrast amb mostres menudes (n < 30)

Contrast per a la diféerencia de mitjanes de poblacions independents
Contrast per a la proporcié en una poblacié

Contrast per a la diferéncia de proporcions

Contrast per a la variancia d’'una poblacié

Contrast per al quocient de variancies
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Les proves o contrastos d’hipotesis es duen a terme per a inferir decisions que es
refereixen a un parametre poblacional basant-se en mostres de la variable.

Introduccié

Errors en un

Exemple

Els cientifics recomanen que per a preveure I'escalfament global, la concentraci6 de
gasos d’efecte hivernacle no ha d’excedir les 350 parts per milié. Una organitzacié de
proteccié del medi ambient vol determinar si el nivell mitja, u, de gasos d’efecte
hivernacle en una regi6 compleix amb les pautes requerides, que estableixen un limit
mi, sxim de 350 parts per milio.

Per a ago es prendra una mostra de mesuraments diaris d’aire per a decidir si se
supera el limit, és a dir, si . > 350 o no. Per tant, 'organitzacié vol trobar suport per a
la hipotesi . > 350, anomenada hipotesi alternativa (H;) i obtenir proves en la mostra
que indiguen que la hipotesi contraria, © = 350 (0 . < 350), anomenada hipotesi
nul-la (Hp), és falsa.

Contrast per a
la diferéncia

de
e
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Exemple

Introduccié

Dit d’'una altra manera, I'organitzacié sotmetra a judici la hipotesi nul-la u < 350.
Partira de la seua innocencia, suposant que és certa, és a dir, suposant que, en
principi, no se superen els limits de preséncia de gasos d’efecte hivernacle, i només
la rebutjara en favor d’H; si hi ha proves evidents en les dades de la mostra per a
fer-ho.

La decisi6 de rebutjar o no la hipotesi nul-la en favor de I'alternativa haura de
basar-se en la informacié que déna la mostra, a través d’alguna mesura associada a
aquesta, que s’anomena estadistic de contrast.

Per exemple, si es prenen 30 lectures d’aire i la mitjana mostral és molt més gran que
350, allo més logic sera rebutjar la hipotesi nul-la en favor de p > 350, pero si la
mitjana mostral és només lleugerament major que 350 o menor que 350, no hi haura
proves suficients per a rebutjar 4 < 350 en favor de p > 350.
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Contrast d’hipotesis Introduccié

Definicions

Contrast d’hipotesi

Un contrast d’hipotesi és una prova que es basa en les dades d’'una mostra d’'una
variable aleatoria mitjangant la qual podem rebutjar una hipotesi sobre un parametre
de la poblaci6, anomenada hipotesi nul-la (Hy), en favor d’'una hipotesi contraria,
anomenada hipotesi alternativa (Hy).

Estadistic de contrast

La prova es basa en una transformacié de les dades de la mostra, la qual cosa
s’anomena estadistic de contrast.

Regi6 de rebuig

Es rebutjara la hipotesi nul-la en favor de I'alternativa quan el valor de I'estadistic de
contrast es situe en una determinada regié, anomenada regié de rebuig.
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La hipotesi Hy se sol expressar com una igualtat, del tipus Hg : 6 = 6g, on 6 és un
parametre d’una poblacié i 6y és un valor hipotetic per a aquest parametre.

Introducci6 Per la seua banda, H; pot tenir tenir dues formes:

Errors en un

» H; : 0 > 6p; en aquest cas es parla de contrast unilateral a la dreta o d’'una cua
a la dreta o d’'un extrem a la dreta, 0 H1 : 8 < 6p; en aquest cas es parla de

contrast unilateral a I'esquerra o d’'una cua a I'esquerra o d’un extrem a
I'esquerra.

» H; : 0 # 6p; en aquest cas es parla de contrast bilateral o de dues cues o de
dos extrems.

Un dels aspectes més importants i que se sol prestar a més confusié es refereix a
quina hipotesi cal considerar Hp i quina, H;. Una regla practica per a fer-ho
correctament pot ser la seglent:

1. Si estem intentant provar una hipotesi, aquesta ha de ser considerada la
hipotesi alternativa.

2. Per contra, si volem desacreditar una hipotesi, hem d’incloure aquesta com a
hipotesi nul-la.

Contrast per a
la diferéncia

de
e
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Contrast d’hipotesis Introduccié

Resum

Si el valor de I'estadistic de contrast per a les dades de la mostra cau en la regi6é
de rebuig, podrem afirmar amb un determinat nivell de confianga que les dades
de la mostra permeten rebutjar la hipotesi nul-la en favor de I'alternativa.

Si el valor de I'estadistic de contrast per a les dades de la mostra no cau en la
regi6 de rebuig, no podrem afirmar amb el nivell de confianga exigit que les
dades de la mostra permeten rebutjar la hipotesi nul-la en favor de I'alternativa.
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Contrast d’hipotesis Errors en un contrast d’hipotesi

Classificacio dels errors

El contrast d’'una hipotesi estadistica implica, per tant, una presa de decisio, a favor
d’Hp 0 en contra d’Hy i en favor d’Hy. Ago implica que podem equivocar-nos en
prendre la decisié de dues maneres.

S’anomena error tipus | o fals negatiu el fet de rebutjar la hipotesi nul-la quan és
certa, i la seua probabilitat es denota per «, anomenat nivell de significacio.

S’anomena nivell de confianga la probabilitat d’acceptar la hipotesi nul-la quan és
certa, és adir, 1 — a:

Estat real

Ho Hy

Decisi6 en | Hp | Decisi6 correcta

el contrast | H; Decisi6 correcta
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Contrast d’hipotesis

El contrast d’una hipdtesi estadistica implica, per tant, una presa de decisio, a favor

Errors en un contrast d’hipotesi

Classificacio dels errors

d’Hp o en contra d’Hy i en favor d’Hy. Ago implica que podem equivocar-nos en
prendre la decisié de dues maneres.

i la seua probabilitat es denota per 3.

S’anomena error tipus |l o fals positiu el fet d’acceptar la hipotesi nul-la quan és falsa, J

S’anomena potencia la probabilitat de rebutjar la hipotesi nul-la quan és falsa, és a

dir, 1 — 8.

)

Estat real

Ho

Decisi6 en

el contrast

Ho
Hy

Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.)

Decisi6 correcta

Hy

Decisi6 correcta
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Contrast d’hipotesis p-valor d’un contrast d’hipotesis

Introduccid

» Una altra manera d’actuar és calcular I'estadistic de contrast i valorar com és
d’extrem aquest valor sota la distribuci6 en el mostreig de la hipotesi nul-la.

» Si és més extrem que el nivell de significacié desitjat, es rebutjara la hipotesi
nul-la en favor de I'alternativa. Aquesta mesura de com d’extrem és el valor de
I'estadistic s'anomena p-valor.
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Contrast d’hipotesis p-valor d’un contrast d’hipotesis

Definicié de p-valor

De manera general, suposem que volem contrastar una hipotesi estadistica simple
del tipus Hp : 0 = 6, enfront d’alguna de les alternatives seglents: Hy : 6 # 6p;

Hy 6 > 6090 Hy : 6 < 6y. Suposem a més que el contrast es du a terme mitjangant
un estadistic que notarem S, i que el valor de I'estadistic per a la mostra és s.

p-valor

El p-valor associat al contrast es defineix com el minim nivell de significacié amb el
qual la hipotesi nul-la seria rebutjada en favor de l'alternativa.
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Atés que normalment es tria com a nivell de significaci6 maxim a = 0.05, es té de la
regla de decisi6 en un contrast amb aquest nivell de significacié, donat el p-valor,
seria la seglent:

Introduccio

d'hipotesi
UL » Sip < 0.05, rebutgem Hy en favor d’H; amb més d’'un 95% de confianga.

"hipotesis . . y

dpﬂefsﬁ » Sip > 0.05, no podem rebutjar Hy en favor d’H; amb almenys un 95% de

U confianga.

poblacié v

Contra
amb mostres

En resum, el p-valor permet utilitzar qualsevol altre nivell de significacio, ja que si
considerem un nivell de significacié a:

» Sip < a, rebutgem Hy en favor d’H; amb més d'un (1 — &) x % de confianga.

» Sip > «, no podem rebutjar Hyp en favor d’H; amb almenys un (1 — ) x % de
confianga.

enuna
poblaci6
Contrast per a
Ia diferéncia
de
proporc

Contrast per a
Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.) Tema 1. Teoria del Mostreig Estadistic Curs 2012-2013 14/42



Tema 1.
Teoria del
Mostreig
Estadistic

Francisco
Guerrero
Cortina

Contrast d’hipotesis p-valor d’un contrast d’hipotesis

Calcul del p-valor

Per a comprendre com es calcula el p-valor d’'un contrast és necessari distingir entre

contrastos unilaterals o d’'una cua enfront de contrastos bilaterals o de dues cues.

Introduccio
Errors en un
contrast
dhipotes

p-valor d'un
contrast
dhipotesis
Contrast per a
la mitjana

Contrast

Regio

fracceptacio

duna
poblacié .

amb mostres
grans
(n > 30)

Contrast
amb mostres
menudes
(n < 30)
Contrast per a A
Ia diférencia bilaterals.
de mitjanes
de poblacions

i » Els contrastos del tipus Hp : 6 = 6y enfrontde H; : 6 > 6y 0 Hy : 0 < 6y s6n

Contrast per a contrastos unilaterals.

Ia proporci

» Els contrastos del tipus Hy : 6 = 6y enfront de H; : 6 # 6y sén contrastos

en una
poblacio
Contrast per a
Ia diferéncia
de
proporcions
Contrast per a
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Contrast d’hipotesis p-valor d’un contrast d’hipotesis

Calcul del p-valor

Per tant, tenint en compte la definicié de p-valor, el calcul d’aquest es fa de la manera
seglent:

» Si el contrast és unilateral a I'esquerra (H; : 6 < 6p),
p=PIS < slu,].

» Si el contrast és unilateral a la dreta (H; : 6 > 6g),
p=P[S > sl].

» Si el contrast és bilateral (Hy : 6 # 6y),

p =2 x min{P[S < s|y,], P[S > s|x,]}-
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Suposem que tenim una mostra xq, . . ., Xp d’'una variable aleatoria amb mitjana
poblacional x. Denotarem per X la mitjana mostral i 3,2,_1 la variancia mostral.

El quadre seguent inclou un resum del procediment per al contrast. En aquest, z, és
el valor d'una N(0, 1) de manera que P[Z < zp] = p.

Contrast
amb mostres
grans

(n > 30)

Tipus de prova A l'esquerra Bilateral A la dreta
L Ho : = Hy : = Hy:p =
gl Hon <vo | \Fhon Zmo | \Fhon >
Estadistic Z= ::7%
Rebuig z2< Zy 1Z| > z1_q /2 Z>Zi_q
p-valor P[Z < Z] 2P[Z > |z|] P[Z > Z]
Suposits n> 30
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Suposem que una espécie comuna en la zona on s’enclava un jaciment, la Bichus
localis, té una radé mitjana longitud/amplaria de 9. Els arquedlegs encarregats del
jaciment han trobat 50 himers fossils, les dades dels quals apareixen en el quadre
seglent.

9.23 10.38 9.76 7.58 8193 9.46 10.18 9.08 7.09 9.25
12.57 8.71 9.16 10.80 9.86 7.61 8.98 10.81 9.05 9.39
8.42 7.84 9.16 9.40 9.03 9.00 9.25 10.39 8.50 9.51
9.59 8.63 7.48 7.75 8.92 12.85 11.01 8.19 7.44 11.66
11.37 10.06 8.09 9.19 10.79 9.82 9.37 9.66 9.75 9.66

poblacié

Contrast

amb mostres Tenen els arqueolegs indicis suficients per a concloure que han descobert en el

grans.

(n > 30) jaciment una espécie diferent de la Bichus localis?

En primer lloc, observem que no ens han especificat cap nivell de significaci6 en
I'enunciat. En aquest cas, alld habitual és considerar « = 0.05. En cas que la decisio
siga molt rellevant, triariem un nivell més baix.

A continuacié hem de plantejar les hipotesis del contrast. La hipotesi nul-la sera

Hy : =9, on per u estem notant la mitjana de la ra6 longitud/amplaria de I'himer de
I'especie del jaciment. Com a hipotesi alternativa ens plantegem que es tracte d’'una
altra especie, és a dir, Hy : u # 9. Es tracta, per tant, d’un contrast de dues cues.

Contrast per a
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Contrast
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grans

(n > 30)

Contrast per a
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Exemple

Exemple

Per a dur-ho a terme, hem de calcular en primer lloc 'estadistic de contrast. Aquest,
al seu torn, requereix el calcul de la mitjana i de la desviaci6 tipica mostral de les
dades. Aquests valors sén, respectivament, 9.414 i 1.239. Per tant,

9.414 -9
z= """ _ 2363
1.239/1/50

Per a saber si rebutgem la hipotesi nul-la en favor de I'alternativa podem fer-ho de
dues maneres.
1. Obtenint la regi6 de rebuig. Atés que zy_g 05,2 = 1.96, la regi6 de rebuig és
|z| > 1.96. Veiem que, en efecte, 2.363 > 1.96, per la qual cosa podem rebutjar
la hipotesi nul-la en favor de I'alternativa amb un 95% de confianga i concloure
amb aquest nivell de confianga que es tracta d’una nova espéecie.

2. Mitjancant el p-valor. Tenim que
p=2x P[Z > |2.363]] = 0.004

Ates que és inferior al 5%, podem rebutjar la hipotesi nul-la en favor de
I'alternativa amb un 95% de confianga i concloure amb aquest nivell de
confianga que la ra6é mitjana longitud/amplaria dels himers del jaciment és
diferent de la del Bichus localis.
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Contrast
amb mostres
menudes
(n < 30)

era

Contrast d’hipotesis Contrast per a la mitjana d'una poblacié

Introduccid

Suposem que tenim una mostra x, . . ., Xp d’'una variable aleatoria amb mitjana
poblacional p.. Denotarem per X la mitjana mostral i s,21_1 la variancia mostral.

La principal diferéncia és que en no poder emprar el teorema central del limit, hem
d’afegir com a hipotesi la normalitat de les dades. En aquest cas, la distribucié en el
mostreig de I'estadistic ja no és normal, sin6 t-student. El resum apareix en el quadre
seguent. En aquest, tp,v és el valor d’'una t de Student amb v graus de llibertat de
manera que P[Ty < tp.v] = p.

Tipus de prova A l'esquerra Bilateral A la dreta
s Hy : = Hy : = Hy : =
g | {J0rn to [ o S (e
Estadistic = ;_‘07‘\*/05
Rebuig t<th 1 [t > th11—ay2 t>th 11—
p-valor P[Th—1 < 1] 2P[Th—_1 > |t]] P[Th_1 > ]
Suposits Distribucié de probabilitat aproximadament normal
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Exemple

El nivell maxim de concentracié de benze segons la Directiva Europea de Qualitat de
I’Aire és de 5 micrograms per metre cubic. Tenim unes dades corresponents a 20
cases on es va mesurar la concentracié de benze la qual va donar una mitjana
mostral de 5.1 mircrograms per metre cubic i una desviacio tipica mostral de 1.7.
Escollirem un nivell de significacié de o = 0.05. El contrast que es fara és la hipotesi
nul-la Hy : © =5 enfrontde H; : p > 5.

Lestadistic de contrast és:

51-5
t=——7—=—— =0.263
1.7/4/20
fﬁl"ﬂi'sues 1. Si volem concloure amb la regié de rebuig, aquesta esta formada pels valors
menices t > fp.g95:19 = 1.729, aleshores, atés que 0.263 < 1.729, no podem afirmar amb

un 95% de confianga que s’estiga incomplint la normativa.

2. El p-valor és encara més informatiu. El seu valor és
p = P[T19 > 0.263] = 0.398, per la qual cosa hauriem d’arribar fins a quasi un
40% de significacio per a rebutjar la hipotesi nul-la en favor de I'alternativa
afirmant que s’incompleix la normativa.

era
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am Contrast amb mostres grans (n > 30)
o Contrast amb mostres menudes (n < 30)

Contasiy I ) L . .
o ot Contrast per a la diféerencia de mitjanes de poblacions independents
(n > 30)

Contrast

amb mostres

(n < 30)

Contrast per a

la diférencia

de mitjanes

de poblacions
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Contrast per a

la proporcié
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Contrast per a
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f—
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Siguen dues mostres x1,...,Xn, i ¥1,...,¥n, de variables aleatories amb mitjanes

Contrast d’hipotesis Contrast per a la diférencia de mitjanes de poblacions independents

Contrast amb mostres grans (nq, np > 30)

poblacionals p1 i uo i variancies 012 i a%. Denotarem per X i y les mitjanes mostrals i
(s1)? i (s2)? les variancies mostrals.
i
El quadre segiient inclou un resum del procediment per al contrast.
Tipus de prova A l'esquerra Bilateral A la dreta
Hipdtesi Ho:pq —m2 =Dg Ho:my —u2 =D Ho:mq —m2 =Dg
Hy:ipg —wa <Dg By :wg —pp # Do Hytpq — w2 > Dp
Estadistic z= %
Rebuig zZ < zg ‘ |z| > 2oy 2 z2>21_4
Suposits ny, ng > 30
v
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Exemple

Exemple

Imaginem que un enginyer inventa un nou métode de produccié amb el qual creu que
poden reduir-se els temps de produccié. Per a comprovar-ho, produeix 50 unitats
amb el nou procés i 30, amb 'antic, i comptabilitza el temps (en segons) que es tarda
a produir cada unitat.

Procés nou Procés antic
ny = 50 Ny = 30

X = 1255 y = 1330
sy =215 sp = 238

Proporcionen aquestes mostres proves suficients per a concloure que la mitjana de
temps de produccié disminueix amb el procés nou ? Proveu-ho amb « = 0.05.
Anomenem w4 el temps mitja de produccié sota el procés nou i p» al temps mitja de
produccié sota el procés antic. Ens demanen que contrastem Hy : 1 = pp enfront
d’'Hy : pq < po 0, el que és el mateix, Hy : u1 — po < 0. Es tracta, per tant, d’'un test
unilateral a I'esquerra.

Lestadistic de contrast és:

1255 — 1330
= = —1.41
2152 | 2382
V550 + T30
La regi6 de rebuig és z < zy o5 = —1.65. Atés que z = —1.41 no cau en aquesta

regié, no podem rebutjar la hipotesi nul-la en favor de I'alternativa amb oo = 0.05, és a
dir, no tenim un 95% de confianca en el fet que el procés nou haja disminuit el temps
mitja de producci6.
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Contrast d’hipotesis

Contrast per a la diférencia de mitjanes de poblacions independents

Contrast amb mostres menudes (n; < 30 o
ny < 30) i variancies iguals

Tipus de prova A l'esquerra Bilateral A la dreta
Hipotesi {Ho i —ng =Dy {"’o ‘nq—npg =Dy {Ho tpq —npp =Dy
Hytpq —m2 <Dy k) 8177 = (Fm = 2y Hytpq —m2 > Dy
Estadistic P el el 2= (01 =1)(s¢)"+(np —1)(s5)" — ()P +mp = 1)(s5)?
52(i+17)1 ny+ny—2
PNy T g
Rebuig t<lnitny—2;a | It >ty tny—2:1—a /2 | >ty iny—21—a
Suposits

Variables normals amb 012 = og
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Anem a considerar com a exemple el d’'un enginyer que vol comparar dos equips de
treball per a analitzar si es comporten de manera homogenia. Per fer-ho, du a terme
una prova de destresa entre els treballadors d’'ambdés equips: 13 de I'equip 1 15 de
I'equip 2, les puntuacions dels quals apareixen en el quadre seguent. Hi ha indicis
suficients que hi haja diferencies entre les puntuacions mitjanes dels dos equips? (

a = 0.05).

Equip 1 l 59 73 74 61 92 60 84 54 73 47 102 75 33
Equip 2 [ 71 63 40 34 38 48 60 75 47 41 44 86 53 68 39

Ens demanen que contrastem la igualtat de les mitjanes (Hp : 1 = p2), enfront de
I'alternativa H; : u1 # uo, per la qual cosa es tracta d’un contrast bilateral. En primer
lloc, obtenim els estadistics mostrals d’'ambdos equips. Les mitjanes soén,
respectivament, 68.2 i 53.8, mentre que les desviacions tipiques mostrals s6n 18.6 i
15.8. Amb aquests valors podem calcular sf,

Contrast per a
Ia diférencia 5 12x18.6+ 14 x 15.8

ji = ————— =294.09
de mitjanes o
de poblacions 13+15 — 2
independents HE s
‘ b= a1 2%
294.0943 + 15

e La regi6 de rebuig és |t| < t.0.975 = 2.055. Atés que t = 2.22 cau en aquesta regio,
podem rebutjar la hipotesi nul-la en favor de I'alternativa amb un 95% de confiancga.

o
Contrast per a
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Ia mitjana Hipdtesi {Ho ‘p1— w2 =D {Ho tup— w2 =D {Ho iy —mp =Dy

e Hytpq —mw2 <Dy Ry :pg —pa # Dy Hytpqg —mwa > Dy

Contrast
amb mostres
grans Estadistic
(n > 30)
Contrast
amb mostres
eniires f<bpn-1)a | 1> Bn—1y1—a/2 | > bin-ni-a
(n < 30) . - .

Suposits Les dues mostres tenen la mateixa grandaria, ny = n, = n
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Tipus de prova A l'esquerra Bilateral A la dreta
Hiptesi Ho sy —mg =Do Ho:py — w2 =Dp Ho: g —mg =Do
Hy:ipg —wa <Dy Ry :wg —pp #Dp Hytpq — w2 > Dp
2
(51 )2 . (52)2
- Do ) g
Estadistic v= 1 > >
(sc)2 s2)? (s£)? (2)?
te 2]
ny—1 + no—1
Rebuig i < iy | It >ty a2 | 1>t q
Suposits Les distribucions s6n aproximadament normals
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Contrast d’hipotesis Contrast per a la proporcié en una poblacié

Contrast per a la proporcié en una poblacié

En aquesta ocasio, tenim una poblacié on una proporcié donada presenta una
determinada caracteristica, que denominem éxit, i la probabilitat del qual és p. Volem
fer inferéncia sobre aquesta proporcié. Per a ago seleccionem una mostra aleatoria
simple de grandaria n i comptabilitzem la proporcié d'éxits en la mostra, p.

Tipus de prova A l'esquerra Bilateral A la dreta
Hipotesi Ho:p =Pro Ho:p =ro Ho :p = po
Hy:p < pg Hy:p ;z’po Hy:p > po
Estadistic z= PP
Po(1—pg)
n
Rebuig Z<"Z5) ‘ |z| > a2 ‘ Z>2,q_q
Suposits npg, n(1 — pg) > 10
”
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Contrast per a la proporcié en una poblacié
Exemple

Exemple

Anem a considerar un primer exemple relatiu a la relacié entre el génere i els
accidents de transit. S’estima que el 60% dels conductors sén homes. D’altra banda,
un estudi fet sobre les dades de 120 accidents de transit mostra que el 70%
d’aquests accidents van ser provocats per un home conductor. Podem, amb aquestes
dades, confirmar que els homes s6n més perillosos al volant?
Si notem per p la proporcié d’homes causants d’accidents de transit, la pregunta es
respondra afirmativament si aconseguim contrastar la hipotesi H1 : p > 0.6. El valor
de I'estadistic és

S 0.7 —-0.6

0.6x0.4
120
Per la seua banda, la regi6 de rebuig seria |z| > 1.96 per a un o = 0.05, ja que, en
efecte, podem concloure que la proporcié d’homes causants d’accidents és superior
a la proporcié d’homes conductors en general.

= 2.236

a
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En aquesta ocasio, partim de dues poblacions dins de les quals hi ha proporcions py i

po d'individus amb la caracteristica éxit. Pretenem comparar aquestes proporcions

mitjangant la presa de mostres de grandaria ny i n,. Denotarem per p; i p» les
proporcions d’éxits en les mostres

Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.)

Tipus de prova A l'esquerra Bilateral A la dreta
Hipdtesi {H0=P1*P2 = Do {H0=P1*P2 =Do {Hoimfpz = Do
potesi

Hy:ipp —p2 <Dy Hy:py —p2 #Dg Hy:py —p2 >Dg

Estadistic z= P1—P2—Do s pP= M 51 iggpz
5 7 1 1
W‘*”’(W@)
Rebuig z< 2y ‘ |z| > 2o /2 ‘ 2> Zyq_ o
Suposits Almenys 10 exits i 10 fracassos
i
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Contrast per a la diferencia de proporcions

Exemple

Exemple

Es van dur a terme proves d’alcoholémia en 274 conductors implicats en accidents de
transit amb ferits, dels quals, 88 van donar positiu. Per la seua banda, la Guardia Civil
de Transit va dur a terme en la mateixa zona 1044 controls d’alcoholémia a I'atzar,
dels quals 15 van donar positiu.

El que la DGT vol demostrar és que I'alcohol és causant dels accidents de transit. No
obstant ago, des del punt de vista estadistic només podem contrastar la hipotesi que
la proporcié de positius en la prova d’alcoholémia és major en el grup de conductors
implicats en accidents de transit.

Notem per p; i po les vertaderes proporcions en el grup d’'implicats en accidents i en
el grup de conductors no implicats. Se’ns demana contrastar Hp : p1 = po enfront
d’Hy : p1 > po. Lestadistic de contrast és

274 — 1084
27518+15 (1— 8845 YT 1y =904.29
+1044 274+1044/\ 274 T 1044
Esta clar que el valor de I'estadistic és molt gran, sense necessitat de valorar la regié
de rebuig, que seria z > 7y g5 = 1.645, després podem rebutjar la hipotesi nul-la en
favor de l'alternativa amb, almenys, el 95% de confianca.
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De nou considerem que tenim una variable aleatoria X amb variancia o2 i que
prenem una mostra de grandaria n, la variancia mostral de la qual notem per s2.
Tractarem de fer inferéncia sobre o2. x3,, és el valor d'una x2 de v graus de liibertat.

Tipus de prova

A l'esquerra

Bilateral

Aladreta

Hipotesi

{

,"1'0:172 :o'g
,’-11:172 <U§

Hozaz =02
H1:02 -f'ao

{Ho ;o2 :US

H1202 >a§

Estadistic

2= (n—1)s2
o2

0

Rebuig

X2 <xB .

2
)X < Xpqa)2
V2 > 42
% Xp—11—a/2

2 2
XT > Xp_11—a

Suposits

Distribucio aproximadament normal

independents
Contrast per a
Ia proporcié
en una
poblacio
Contrast per a
Ia diferéncia
de
proporcions

Contrast per a
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Exemple

Lempresa Sidel afirma que la seua maquina d’'ompliment HEMA posseeix una
desviaci6 tipica en 'ompliment de contenidors de 500ml de producte homogeni
inferior a 0.8 gr. Anem a suposar que el supervisor de control de qualitat vol dur a
terme una comprovaci6 sobre aquest tema. Amb aquest fi, recopila una mostra de
I'ompliment de 50 contenidors i obté una variancia mostral de 0.6. Aquesta informacio6
proporciona proves suficients que la desviacio tipica del seu procés d’'ompliment és
realment inferior a 0.8 gr?
Plantegem, en primer lloc, les hipotesis del contrast. Se’ns demana que contrastem
Hp : o = 0.8 o, equivalentment, Hy : o® = 0.64 enfront de I'alternativa
Hy : 02 < 0.64. Es tracta, per tant, d'un test unilateral a 'esquerra. Lestadistic de
contrast és
2 49x0.6
0.64
Ara concloem a través de la regié de rebuig (triem « = 0.05) que atés que
X5.0.05 = 33930 i x? = 45.938 > X3, o5 = 33.930, no podem concloure amb
almenys un 95% de confianga que, en efecte, la desviacié tipica de la quantitat
d’'ompliment és inferior a 0.8 gr.

X = 45.938.

Contrast per a
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Tenim dues mostres xq, ..

Contrast d’hipotesis Contrast per al quocient de variancies

Contrast per al quocient de variancies

o2 i o3. Denotarem per (st)? i (s3)? les variancies mostrals.

., XniY1,...,Yndues variables aleatories amb variancies

Tipus de prova A l'esquerra Bilateral A la dreta
o o o
Hy: =5 =1 Hy: =5 =1 Hy: =% =1
- . [ep [ep [ep
Hipotesi
o o o
H:— <1 H: — #1 Hi:— >1
o o o
1\2
Estadistic f= (Sg)2
(sg)
) <o —tiny—tia/2
Rebuig f<fy—tip—tia | ©f o p 2 > oy —tiny—tit—a
n—tinp—1i1—a/2
Suposits Distribucié aproximadament normal
v
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Exemple

Exemple

Per a practicar sobre el contrast, considerem que s’han dut a terme 20 mesures de la
duresa en I'escala Vickers d’acer amb un alt contingut en crom i 20 mesures més
independents de la duresa d’una soldadura produida sobre aquest metall.

Les desviacions estandard de les mostres de duresa del metall i de duresa de la
soldadura sobre aquest va ser de 12.06pHV i 11.41HV, respectivament. Podem
suposar que les dureses corresponen a variables normals i independents. Podem
concloure que la duresa del metall basic és més variable que la duresa mesurada en
la soldadura?

Anomenarem la duresa sobre I'acer X i la duresa sobre la soldadura, Y . Se’ns
demana que contrastem Hy : 02 = 0% enfront de I'alternativa H; : 0% > 0% o,

2
equivalentment, Hy : 2% > 1.
Y
Es tracta, per tant, d’'una prova unilateral a la dreta. Lestadistic de contrast és
12.062
f —

T 11.412

Anem a prendre un nivell de significacié de o = 0.05. La regi6 critica esta delimitada
pel valor f19;19;0'95 = 2.168. Ates que f=11172 < f19;1g;0_95 = 2.168, no podem
concloure en el nivell de significacié o = 0.05 que la duresa del metall basic siga més
variable que la duresa mesurada en la soldadura.

=1.1172
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Un dels aspectes més rellevants que aborda I'Estadistica es refereix a I'analisi de les
Introduecid relacions que es donen entre dues variables aleatories.

Lanalisi d’aquestes relacions esta molt freqlientment lligat a I'analisi d’'una variable,
anomenada variable dependent (Y); i de I'efecte que sobre ella té una altra (o unes
altres) variable(s), anomenada(es) variable(s) independent(s) (X), i permet respondre
a dues questions basiques:

ineal » Es significativa la influgncia que té la variable independent sobre la variable
dependent?

» Si, en efecte, aquesta relacio és significativa, com és? i podem aprofitar aquesta
relaci6 per a predir valors de la variable dependent a partir de valors observats
de la variable independent?
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Regressio lineal simple

Exemple

Hi ha un tipus de soldadura anomenada soldadura per fregament que consisteix en el
fet que el frec entre dues peces provoca un escalfament que, al seu torn, produeix la
soldadura entre ambdues. Suposem que fem un experiment sobre aquest tipus de
soldadura fent rodar a una velocitat fixada per endavant (x, en m/mn) una pega i
portant-la fins al repds mitjangant el fregament amb una altra pega.

La calor generada per aquest fregament provoca una soldadura de pressi6 calenta la
resisténcia de la qual (y) mesurem en ksi. Les dades de I'experiment es recullen en

el quadre seglent:

Introduccié

Exemple

Velocitat Resisténcia Velocitat Resisténcia
50.00 86.65 75.86 92.09
51.72 89.81 77.59 97.55
53.45 84.02 79.31 96.97
55.17 83.58 81.03 99.21
56.90 87.32 82.76 100.77
58.62 92.48 84.48 101.83
60.34 87.84 86.21 99.42
62.07 87.38 87.93 100.98
63.79 90.31 89.66 106.03
65.52 95.60 91.38 99.81
67.24 92.06 93.10 106.38
68.97 92.06 94.83 103.73
70.69 91.18 96.55 105.20
72.41 92.31 98.28 99.14
74.14 87.35 100.00 100.09
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Exemple

Exemple

S’esta tractant d’analitzar I'efecte que té la velocitat (variable independent) sobre la
resisﬁ};%ncia de la soldadura (variable depenent). Afecta d’'una manera rellevant? Si
és aixi, com? Podriem ser capacgos de predir la resistencia de la soldadura coneguda
la velocitat inicial que genera el fregament?

Si dibuixem les dades de x i y en uns eixos cartesians ja intuim que, en efecte, hi ha
una relacio latent entre les variables, que sembla ser de tipus lineal. Aquesta
representacio en els eixos cartesians s'anomena nuvol de punts.
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Regressio lineal simple Introduccié

Regressid lineal simple

Definicié
Un model de regressio lineal simple per a una variable, Y (variable dependent),
donada una altra variable, X (variable independent), és un model matematic que
permet obtenir una formula capag de relacionar Y amb X basat només en relacions
lineals, del tipus

Y =50+ BX

En aquesta expressié:

» Y representa la variable dependent, és a dir, aquella variable que volem estudiar
en relacié6 amb unes altres.

» X representa la variable independent, és a dir, aquelles que creiem que poden
afectar en alguna mesura la variable dependent.

Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.) Tema 2. Ajustament i Regressio Curs 2012-2013 7143



Tema 2.
Ajustament
i Regressio

Francisco
Guerrero
Cortina

Introduccié

stimaci6

Inferéncies
sobre el
model

El coeficient
de correlacié

lineal

partir del
mode

Regressio lineal simple Introduccié

Recta de regressid

0

o psp

En la Figura podem observar la interpretacié dels coeficients del model:

» (o és l'ordenada en I'origen del model, és a dir, el punt on la recta intercepta o
talla I'eix y.

» (31 representa el pendent de la recta i, per tant, pot interpretar-se com
l'increment de la variable dependent per cada increment en una unitat de la
variable independent.
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Regressio lineal simple Estimacio dels coeficients del model per minims quadrats

Métode de minims quadrats

Si volem obtenir el model de regressié lineal que millor s’ajuste a les dades de la
mostra, haurem d’estimar els coeficients 8y i 51 del model. Per obtenir estimadors
d’aquests coeficients, considerarem un nou metode d’estimacio, conegut com meétode
de minims quadrats.

Si tenim una mostra de valors de les variables independent i dependent,

(X17.V1)a---7(xn7.Vn)7

cercarem valors estimats de 3 i 81; que denotarem per Bo i 31 ; de manera que en el
model ajustat,

Yx = Bo + Bix
minimitze la suma dels quadrats dels errors observats.

Aleshores, yx pot interpretar-se de dues maneres:
» Com una prediccié del valor que prendra Y si X = x.
» Com una estimacié del valor mitja de Y quan X = x.
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Recta de regressié per mA%inims quadrats

Segons el que acabem de veure, el que busquem es minimitzar la suma dels
quadrats dels errors

n
- N2
SSE =" (vi— (Bo+Bix))
i=1
Es a dir, busquem

(BO,B1) = arg [Bmin SSE} .

021

de Y donada X en la linia que té la SSE més petita entre tots els models lineals.

S’anomena recta de regressié per minims quadrats (o simplement recta de regressié)J
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Coeficients de la recta

La solucié d’aquest problema de minims s’obté de la manera seglent: es deriva SSE
respecte de 3y i 31, s'iguala a zero i s’obté:

’\_SSxy ’\_7_’\7
i Bo=Y — B1X (1)

on

n n
SSy =Y (xi—X)(i—¥) =D x¥i— nxy
i=1 i

i=1

n n
SSxx = Z(x,- = = Zx,z — nx?
i=1 i=1
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Exemple
Exemple

Per a les dades sobre I'exemple sobre la resisténcia de la soldadura, calcularem i
interpretarem la recta de regressio.
SSyy = 2630.975 SSxx = 6681.034
aleshores
~ SSyy
= = 0.3938
B S5,

Bo =7 — B1X = 65.4374,

aixi que la recta de regressié ajustada és
Yx = 65.4374 + 0.3938x
i esta representada en la figura seglent:

4
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Regressio lineal simple Inferéncies sobre el model

Tema 2.
_Ajustame_n} N .
IR Inferéncia sobre 54
Francisco
Guerrero
Cortina
Una de les coses més importants és saber si I'efecte de la variable independent és o
no significatiu per a la variable dependent. Ago és equivalent a contrastar si el
coeficient 31 és o no significativament diferent de zero.
Introduccié
Tipus de prova A l'esquerra Bilateral A la dreta
e U Ho:B1 =by Ho: 81 =b Ho:B1 =b
juadrats HI OteSI
i P HisBr <by | \HiB #b | \Fi:Bi > by
model 2 _ A
Estadistic t= Db g2 S P1S8y _ SSE
/$2/5u
; RebUIg t< zl(x;n—Z |t| > t1—a/2;n—2 t< t1—a;n—2
partir de
p-valor P[Th_ < 1] 2P[Th_s > |t]] P[Tp_1 > ]

Si el que volem és contrastar si I'efecte de la variable independent és o no significatiu
per a la variable dependent, el valor de b; sera zero.

Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.) Tema 2. Ajustament i Regressio Curs 2012-2013 15/43



Tema 2.
Ajustament
i Regressio

Francisco
Guerrero
Cortina

min
Juadrats
Inferéncies
sobre el
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lineal

Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.)

Regressio lineal simple Inferéncies sobre el model

Inferéncia sobre 54
Exemple

Exemple

Per a les dades de I'exemple sobre la resisténcia de la soldadura, provarem si la
velocitat és o no significativa (o = 0.05):

By = 0.3938
2= % =555y _ g gas5
n—2
fo.975,30—2 = 2.0484, f0.025;30—2 = —2.0484
0.3938 — 0

t=———— =10.26
1/9.8345/6681.034
després, com calia esperar, podem afirmar a la llum de les dades i amb un 95% de

confianga que I'efecte de la velocitat sobre la resisténcia és significatiu. El p-valor, de
fet, és

p = 2P[Tos > 10.26] = 5.41 x 10"
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Regressio lineal simple Inferéncies sobre el model

Tema 2.
Ajustament

i Regressio Inferéncia sobre f;
fanoico Fxemple
Cortina

Exemple

Un enginyer quimic esta calibrant un espectrometre per a mesurar la concentracié de
CO en mostres d’aire. Aquest calibratge implica que ha de comprovar que no hi ha
diferéncies significatives entre la concentraci6 vertadera de CO (x) i la concentraci6é
mesurada per I'espectrometre (y).

Per a ago pren 11 mostres d’aire en les quals coneix la seua vertadera concentracié
oroncies de CO i les compara amb la concentracié mesurada per I'espectrometre. Les dades
sobre el son les segients (les unitats sén ppm):

model

x [ 0] 10 |20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100
y |1 ]12 |20 |29 | 38 | 48 | 61 | 68 | 79 | 91 97

Un primer pas en la comprovaci6 que I'espectrometre esta ben calibrat implica
contrastar que 8 = 1. Per a ago,

SSxx = 11000; SSyy = 0.506.73; SSy, = 10740

~ 1
10460 076
11000
2= SSy — 5158y — 2286
n—2
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Regressio lineal simple Inferéncies sobre el model

Inferéncia sobre 54
Exemple

Exemple

per tant,
0951 —1 . oo

= ——— =
4/1.964/11000
Donat que t; _0.05.14_, = fo.975,0 = 2.2621i | — 1.639| < 2.262, no hi ha raons per a
ok
concloure que 81 # 1. Aixi doncs, el model podria ser
y= ﬁo + X,
encara que el millor seria que fos
y = X7

Es a dir, que el que mesure I'espectrometre coincidisca amb la quantitat real de CO
en l'aire. Ago ocorreria si 3y = 0.
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Introduccié

min
Juadrats
Inferéncies
sobre el
model

partir d

Regressio lineal simple

Inferéncies sobre el model

Inferéncia sobre 3y

Aquest ultim exemple posa de manifest que també pot tenir interés dur a terme
contrastos sobre el valor de 3y. Per a ago, el quadre seglient descriu el procediment
d’un contrast d’aquest tipus.

Tipus de prova A l'esquerra Bilateral A la dreta
S Hp : = b, Hp : = b, Hp : = b,
LR A RO AT | (A
Estadistic t=  Pohy —, 85 = ssyy;ﬂssxy = 55
\/ 85+ 55)
Rebuig t<ltyn—2 [t| > t_a/2in—2 t<t_an-2
p-valor P[Th_2 < 1] 2P[Th_2 > |t]] P[Th_1 > 1]

Podria ser d’interés un contrast conjunt sobre 3y i 31. Llnica cosa que podriem fer en
un context com el nostre és dur a terme sengles contrastos sobre 8y i 31 per separat,

tenint en compte el nivell de significacié d’ambdds contrastos.
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Regressio lineal simple Inferéncies sobre el model

Tema 2.
Ajustament
i Regressio

Inferéncia sobre 3y
Francisco

Guerrero Exemple
Cortina

mf oduccié Exemple

En I'exemple anterior, contrastarem si, en efecte, 3, = 0, la qual cosa equivaldra a

concloure que no hi ha raons per a pensar que 'espectrometre esta mal calibrat. Per
quadrats a ag(‘)’

Inferéncies

— Bo =y — B1X = 0.636

e 3 per tant,

o 0.636 — 0 o7
e 2.286(1‘—1 + %)

model

Com que 0.746 < fy.g75.9 = 2.261 tampoc tenim raons per a pensar que S, = 0 amb
un 95% de confianga.

En resum, no hi ha raons per a pensar que I'espectometre esta mal calibrat.
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Regressio lineal simple El coeficient de correlacié lineal
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Regressio lineal simple El coeficient de correlacié lineal

Tema 2.
Ajustament
i Regressio Def|n|C|é
Francisco
Guerrero
Cortina

o 31 mesura en certa manera la relacié que hi ha entre la variable dependent i la
ntroduccio

variable independent. No obstant ago, és una mesura subjecta a I'escala de les
variables X'i Y.

n El coeficient de correlacio lineal ofereix una mesura quantitativa de la fortalesa de la
Inferéncies relacio lineal entre X'i Y en la mostra, perd que a diferéncia de 31 sempre va entre

ey —1i1.
El coeficient
de correlacio
lineal

Donada una mostra de valors de dues variables (x1, 1), . - ., (Xn, ¥n), €l coeficient de
correlacio lineal mostral r es defineix com

SSxy Vv SSXX 5

r= = :
V5555, /55, |

partir del
mode
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Regressio lineal simple El coeficient de correlacié lineal

Propietats

La interpretaci6 del valor de r és la segient:

>

>
S
>

r proper o igual a 0 implica poca o cap relacié lineal entre X'i Y.
Com més s’acoste a 1 0 -1, més forta sera la relacié lineal entre Xi Y.
Si r = +1, tots els punts cauran exactament en |a recta de regressio.

Un valor positiu de r implica que Y tendeix a augmentar quan X augmenta, i
aquesta tendéncia és més acusada com més proper esta r d’'1.

Un valor negatiu de r implica que Y disminueix quan X augmenta, i aquesta
tendéncia és més acusada com més proper esta r de -1.

020 e 100 020 6 100 020 e 100 2 100

Correlacié lineal positiva forta Correlacié lineal negativa forta
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Regressio lineal simple El coeficient de correlacié lineal

Tema 2.
_Ajustame_n}
i Regressié EXempIe
Francisco
Guerrero
Cortina
Exemple
Introduccié Per a les dades de I'exemple sobre la resisténcia de la soldadura, calculem r i
2 interpretem-ho. Sabem que
SSyxy = 2630.975
SSxx = 6681.034
29
= 2 _ o9y —
i SSyy = ; y? — 29y% = 1311.511
de correlacio =
e Aleshores,
2630.97
r= 630,975 — 0.8888.
o 1/6681.034 x 1131.511
Per tant, la resisténcia de la soldadura i la velocitat que genera el fregament tenen
una correlaci6 important per a aguesta mostra de 30 peces soldades, la qual cosa
implica que hi ha una relacio lineal positiva entre aquestes variables.
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Regressio lineal simple Predicci6 i estimacio6 a partir del model

Error estandard de I'estimacié

Definicié
Es defineix I'error estandard de I'estimacié quan es té el valor X = x com

Sy —¥)? i - (Bo + B1x))? _ SSy - B SSy

§2 =
n—2 n—2 n—2

Com més gran siga aquesta quantitat, pitjors sén les prediccions de la recta de
regressio.
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El coeficient - -
1 (x — %)2 1 (x — x)2
de correlacio = =
Yx —H_ n_o X Syl — + ——— ,yx + 4 _ n_o X Sgy| — + ——
lineal 1—a/2;n—2 o SSxx ) 1—a/2;n—2 n SSxx
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et Podem garantir amb un (1 — &) x 100% de confianga que quan X = x, el valor Y es
quadats troba en l'interval

Inferéncies
sobre el
model

El coeficient - —
. 1 (x — %)2 1 (x — %)2
de correlacio = =
Yx —H_ h_o X Sep|1+ -+ —— , yx + 14 _ o X Sea|1+ — +
lineal 1—a/2;n—2 o SSxx g 1—a/2;n—2 n SSxx

Predicci6 i
estimacié a
partir del
model

Regressio

no lineal
Regressio
parabolica
Regressié
hiperbolica

Regressio
potencial

Regressio
exponencial

Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.) Tema 2. Ajustament i Regressio Curs 2012-2013 28/43



Regressio lineal simple Predicci6 i estimacio6 a partir del model

Tema 2.
Ajustament

i Regressio EXempIe
Francisco

Guerrero

Cortina

Exemple

Introduccié

Estimacio
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Inferéncies
sobre el
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Resiséncia

El coeficient
de correlacio
lineal
Prediccié i
estimacié a
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model ps p +

Velocitat

Regressi6

parabolica En la figura apareix la recta de regressié per a les dades de I'exemple sobre la
Regressic soldadura juntament amb linies que contenen els intervals de confianga al 95% per a

hiperbolica g . . . N .
Rig,em les prediccions i les estimacions associades als diferents valors de X.

potencial v

Regressi6
exponencial
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Suposem que, en representar graficament les variables, s’obté una clara relacié entre
aquestes, perod clarament no lineal.

Per tant, s’haura de cercar la funcié que ha de descriure la dependéncia entre
ambdues variables. Vorem aci les més utilitzades: les funcions parabolica,
hiperbolica, exponencial i potencial.

. of e P wl
ol Model / =] voder f +1 Model / «f . \
quadraiic | exponencial | +{ potencia ul | / | model
=1 / f o ot/ Model / | potencia
/ | 1 / "] | et / ] | e
a / / o /
5 / / P / / \
3 / % i/ i) R /
u / = / L 1\ ol i \
/ / ag | | Model \
) ) 1 AN | togaritmic \
. P "/ . -~ f
- N off “1 [ N
"t TTT TTTTT TTT TTTT aed 1.
,,,,,,,,,,,,,,,, ! T T T
| M : Giiriciisan siiaiceiesn
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Regressi6 no lineal Regressio6 parabolica
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Introduccié 100

L
Estimacio

dels

\ ]

c ent
de correlacié \ a0 ,f'

lineal

a
partir del 15 -10 -5 o 5 10 15

model

i En molts casos, és una funcié de segon grau la que s’ajusta bastant a la situacio real
parabolica donada. Lexpressié general d’un polinomi de segon grau és:

Y = a+ bX + cX?

on a, bi c son els parametres.
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Regressi6
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Regressié no lineal Regressio6 parabolica

Regressid parabolica
El problema consisteix, per tant, a determinar aquests parametres per a una
distribucié donada. Ago es troba fent que la suma dels quadrats de les desviacions
pel que fa a la corba de regressi6 siga minima:

n
D=> (yi—a—bx;—cxf)?
=

Per a trobar els valors de a, b i ¢ que que fan minima I'expressié anterior, s'igualaran

les derivades parcials de D pel que fa a aquests parametres a zero i es resoldra el
sistema resultant.

n n n
d yi=na+bd x+cd xF

= =1 =1

nl n , n : n
dxiyi=ay xi+b> xF+cdy xP
i—1 i—1 e i—1

n n n n
S oxfyi=ay xF+bd xP+cd xt
i=1 i=1 i=1 i=1
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Exemple

Tenim les dades seglents:

[ [ X[ Y [ XXX xy [ Xv ]
1 1.25 1 1 1 1.25 1.25
2 B 4 8 16 10 20
3 11.25 9 27 81 33.75 | 101.5
4 20 16 64 | 256 80 320
5 30.5 25 | 125 | 625 | 152.5 | 762.5
> 115 68 55 | 2256 | 979 | 277.5 | 1205
SPiyi=na+bX ! x+c>l,x? 68 = 5a+ 15b + 55¢
SiLixyi=ay i xi+bXl x2+cY il x> = {277.5=15a+55b+ 225¢
S S Ky =ay x4 bS L X3+ ey X 1205 = 554 + 225b + 979¢

parabolica

Resolent aquest sistema s’obté: a = —0.47, b = 0.51, ¢ = 1.14, per tant,

Y = —0.47 + 0.51X + 1.14X2
és la parabola que aproxima les dades.

exponencial
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Introduccié

» Es tracta d’ajustar per un model de laforma y = a+ b‘;. Aleshores el valor de y
no és lineal amb els valor de x, perd si amb els valors d'1/x.

Inferéncies
sobre el
model

N » En aquest cas, ajustar les observacions (x;, y;) es redueix a ajustar uns nous
e conelaco valors (z;, y;) per alarecta y = a+ bz, fent previament el canvi de variable
z= } i calculant directament a i b per minims quadrats (eq 1).

partir del
mode

Regressi6

hiperbolica
Regressi6

potencial
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Introduccié
Estimacio
dels

cosficients del » La forma general d'aquest ajust és y = ax®, la qual es pot reduir al cas lineal

e prenent logaritmes:

quadrats

e logy =loga+ blog x
sobre el
model

El coeficient
de correlacié
lineal

» Per tant, ajustarem una recta al conjunt (z;, y;) on z; = log x; i u; = log y;. Les
equacions (eq 1) proporcionen les variables z i u els valors de log ai b.

model

Regressio
potencial

Regressi6

exponencial
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Regressi6 no lineal Regressio6 potencial
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i Regressié EXempIe
Francisco
Guerero Exemple
y =axP = logy =loga+ blogx = V = A+ bU
[ [ X Y JU=logx [ V=logy [ U7 [ UV |
1 1.25 0 0.2231 0 0
2 5 0.6931 1.6094 0.4803 | 1.1156
3 [ 11.25 1.0986 2.4203 1.2069 | 2.6590
4 20 1.3863 2.9957 1.9215 | 4.1530
5 | 305 1.6094 3.4177 25901 | 5.5006
) 15 63 47875 10.666 6.1988 | 13.428
/55 | 3 13.6 0.9575 2.1332 1.2397 | 2.6856
_Syy _1/5¥ L, UV—-UV 26856 —0.9575 x 2.1332 - e
s3 /5520, U2 — T 1.2397 — 0.95752
A=V —bU = 2.1332 — 1.9902 x 0.9575 = 0.2277
Es desfa el canvi efectuat
e a= antilog A = antilog 0.2277 = 1.2557

Per tant,
y = 1.2557x1:9902
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exponencial

Regressi6 no lineal Regressi6 exponencial

Regressié exponencial

» Tindrem en aquest cas y = ab*, la qual es pot reduir al cas lineal prenent
logaritmes:
logy =loga+ xlogb

» Araresulta lineal la relacié entre log y i x, per tant, ajustarem una recta a les
observacions (x;, u;) on u; = log y;. Les equacions (eq 1) proporcionen les
variables log aii log b.
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Tema 2
Ajustament
i Regressio

Francisco
Guerrero
Cortina

eg
potencial

Regressio
exponencial

Regressi6 no lineal Regressi6 exponencial

Exemple
Exemple

y=ab*=logy =loga+ xlogb=V =A+ BX

| [X[ Y [V=lgy [X2] XV |

1 1.25 0.2231 1 0.2231

2 5 1.6094 4 3.2188

3 11.25 2.4203 9 7.2609

4 20 2.9957 16 | 11.983

D) 30.5 3.4177 25 | 17.088

> 15 68 10.666 55 | 39.774
1/5>° 3 13.6 2.1332 11 | 7.9548

Sxv _ 1/5X74XV—XV _ 79548 —2.1332 x 3

s2 B 1/52/{7:1)(2_Y2 B 11 — 32
A=V —BX=21332—0.7776 x 3 = —0.1996

Es desfa el canvi efectuat

a= antilog A = antilog0.1996 = 0.819

b = antilog B = antilog0.7776 = 2.176

B_ Sxv

=0.7776

Per tant,
y = 0.819 2.176%
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Tema 3.
Interpolacié
polinomica

Francisco
Guerrero
Cortina

Concepte
diinterpolacié

d'Aitken
Neville

Interpolacié Concepte d'interpolacié

Introduccid

Siguen (xk, yx) (k =0,..., m) parelles de valors reals (punts del pla) donats de
manera que xx # X;, si k # i. Ens podem preguntar si hi ha alguna funcié p, d’un
tipus predeterminat, tal que p(xx) = yx (k =0,...,m).

La qliesti6 anterior s’anomena problema d’interpolaci6 i al procés de recerca de la
funciA®o p se li déna el nom d’interpolacio.

» La resolucié d’aquest problema és d’utilitat en moltes situacions, en particular
quan la procedéncia dels punts (xk, yx) (k = 0, ..., m) és experimental.

» Suposem que coneguda experimentalment la resposta y, obtinguda sota
condicions xk, ens interesa trobar el resultat y que obtindriem en prendre
condicions x no experimentades.

» Podem pensar que els punts donats formen part de la grafica d’una funcié f que
voldriem coneixer almenys aproximadament i de la qual Gnicament sabem que

f(xk) =yx (k=0,...,m).
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polindmica
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Guerrero
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Concepte
dinterpolacié

Plantejamen

polinomi

Interpolacié Concepte d'interpolacio

Exemple

Exemple

El valor de I'acceleracio de la gravetat en un punt de la superficie terrestre, al nivell de
la mar, depén de la latitud. Experimentalment s’ha comprovat la correspondéncia
donada en la Taula 1

Latitud (en graus) || Acceleraci6 gravetat (en m/s?)
0 9.780350
30 9.793238
45 9.806154
60 9.819099
90 9.832072

Table: 1.- Mesures de la gravetat a diverses latituds

El problema consisteix a trobar el valor de la gravetat a Barcelona, que esta situada a
una latitud de 41° 25/,
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Interpolacié Concepte d'interpolacié

Tema 3.
Interpolacié

polinomica Resum
Francisco

Guerrero

Cortina

Concepte
dinterpolacié

e » De quin tipus (polinomica, trigonometrica, racional, etc.) ha de ser la funcié p
Euséncia | buscada?
unicitat del
interpolador . . . y . . 0
» Elegit el conjunt de funcions, del qual hem d’extraure p, existeix la funcié
buscada? |, si existeix, és Gnica?
[ » Es la funcié p una bona aproximacié de la funcié f en els punts en qué no
Metodes coincideixen?
d'Aitken =
Neville
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Concepte
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Plantejament
del problema
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Metodes
dAitken i
Neville
Metode de les
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dividides de
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Interpolacio

Concepte
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polinomi
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d'Aitken i
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dividides de
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Interpolacié polinomica Plantejament del problema

Interpolacié polinomica

Interpolacié polinomica

Donada una taula de m + 1 punts d'interpolacié (X, yx) (k =0, ..., m) amb xx # x;,
si k # i, anomerarem interpolacié polinomica la determinaci6 d’un polinomi p(x) de
grau més menut o igual que N, tal que

p(xk)=1f (k=0,...,m).
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Tema 3.
Interpolacié
polinomica

Francisco
Guerrero
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dinterpolacio

Plantejament
del problema
Existéncia i
unicitat del
polinomi
interpolador

Métode de
Lagrange
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d'Aitken
Neville

Interpolacié polinomica Existéncia i unicitat del polinomi interpolador

Existéncia i unicitat del polinomi interpolador

Existeix un unic polinomi pm(x) de grau més menut o igual que N = m, tal que
pm(x) = fx (k =0,...,m). El polinomi pm(x) rep el nom de polinomi interpolador de
f en les abscisses xx (k =0,...,m).

Per veure aixo, considerem un polinomi pm(x) = ay + aix + - - - + amx™. Quan

imposem les condicions d’interpolacié, obtenim un sistema lineal de m + 1 equacions
en les m+ 1 incognites ag, ay, - - - , am:

a+ax+ -+anx =fh
a+aixg+---+amx” =f

ao+a1xm+--~+amx,’},7 = fm
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polinomi
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Neville

Interpolacié polinomica Existéncia i unicitat del polinomi interpolador

Existéncia i unicitat del polinomi interpolador

El determinant de la matriu del sistema s’anomena determinant de Vandermonde i té
la forma

1T x - X
1 x4 X!

= Hk>i(Xk - X)
1 Xm - X7

aquest determinant és diferent de 0 ja que x; # Xk, si i # k. Aleshores, el sistema
plantejat és compatible i determinat i, per tant, hi ha una tnica solucié: ay, ay, . . . , am,
coeficients de I'inic polinomi interpolador.

Si bé el procés que s’acaba d’escriure és el primer metode en qué es pensa quan
s’intenta trobar pm(x), resulta excessivament laboriés quan m no és petit.
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Tema 3.
Interpolacié
polinomica

Francisco
Guerrero
Cortina

Concepte
dinterpolacié

Plantejament
del problema
Existéncia i
unicitat del
polinomi
interpolador

Métode de
Lagrange

Métodes
d'Aitken
Neville

Métodes de calcul del polinomi interpolador Meétode de Lagrange

Formula d’interpolacié de Lagrange

Es pren com a expressio6 del polinomi interpolador la formula d’interpolacié de
Lagrange:

[Tiek (X — Xi)
[Tz (X — X7)

Els polinomis /x(x) reben el nom de polinomis de Lagrange. Observeu que el grau de
Ik(x) ésigual a mique I(x;) = 0 (i, k =0,...,m); per tant, p(x;) = f;
(i=0,...,m), comes volia.

m
pm(X):ka/kz lk(X): k:077m)
j=0
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polinomi
interpolador

Métode de
Lagrange

Métodes de calcul del polinomi interpolador Meétode de Lagrange

Exemple

Exemple

Siga una funcié f(x) desconeguda, que pren els valors 0, —3i 1 enels punts 1,2 4

respectivament. Trobar un polinomi d’interpolacié.
Esté:xo=1,x =2, =4if(x) =0,f(xq) = =3,f(x2) =1

2 2 (x — x;)
p() = M) [ —L =
k=0 2k Kk = %)
_ ) (X — x1)(x — x2) + fx1) (x — xo)(x — Xo) + fxp) (x — xo)(x —Xq) _
(X0 — x1)(xp — x2) (X — x9)(x3 — x2) (X2 — x9)(X2 — X9)
_ f(1)(X —2)(x — 4) N f(z)(X — 1)(x — 4) N f(4)(X —1)x —2) _
(1 —2)(1 —4) 2—-1)(2—4) “4—-1)14-2)

0 3 1
= —x=2)x—H+ -(x—NNx -4+ -(x —1)(x—2)
3 2 6

Resultant:

5 5 19
X)==-Xx—8x+ —
Pe(x) = 3 t3

Es comprova facilment que
p2(1) =f(1) =0, p2(2) =£(2) = =3, p2(4)=1(4) =1
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Métodes de calcul del polinomi interpolador Meétode de Lagrange

Formula d’interpolacié de Lagrange
Expressi6 de I'error

Si la funcié que cal interpolar, f(x), és almenys m + 1 vegades derivable en |[a, b],

s’obté I'error d’interpolacié mitjangant I'expressié seguent:

E(x) = f(x) = pm(x) = 1), H (x = xi)

on¢ € [a,b].

Aleshores, una fita per a I'error seria:

fm+1 5) M w0

|ECO)I = —i b H X =xi)| < mg\(X—X/)I

on M > sup{|f™(t)], te [a b]}.
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polinomi
interpolador

Métode de
Lagrange

Métodes de calcul del polinomi interpolador Meétode de Lagrange

Exemple

Exemple

Siga una funcié f(x) = 2xe~(4**2), definida en [0.2, 1].
(a) Calcular el polinomi de Lagrange p(x) que interpola f(x) en els punts 0.2 1.0.
(b) Obtenir I'expressié de I'error d’interpolacié.

Esté: xg = 0.2,xy = 1if(x) =0.4,f(x;) =2

1 1 (x — X)) X — x _
P = S - I1 ] :I(x)( 1) +f(x)(x %) _
k=0 j#k Kk = %)) (0 —x) (x4 = x)
1—x x —0.2 _2 81 —X X — 2
= f(0.2)—— + (1) = (0.4)e 28 " 1 2e = —0.0242x + 0.0292
0.8 0.8 0.8

Per a obtenir
F(x)=(2—8x)e”***t2)  f’(x) = (—16 + 32x)e~ (¥+2)

Aleshores,

_ (—16+32¢)e(46+2)
a 2!

(—16 4 32¢)e—(46+2)

E(x) o

(x—=0.2)(x—1) =

(x3—1.2x40.2)
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Tema 3
Interpolacié
polindmica

Francisco
Guerrero
Cortina

Plantejamen

unicitat del
polinomi
interpolador

Lagrange
Métodes
d'Aitken i
Neville

Metodes de calcul del polinomi interpolador Meétodes d’Aitken i Neville

Introduccid

Ambdés métodes obtenen el polinomi interpolador construint una successi6 de

polinomis de graus creixents que van interpolant cada vegada en més abscisses. Es

basen en el principi seglient:

Siga C = {xp, X1,...,Xm}isigaS C Ci T C Ctalque Si T tenen el mateix nombre

d’elements i que aquests coincideixen llevat de dos (aixo és, existeixen x; € Si
xi € Ttalsque x; & Tix; &S).

Suposem coneguts els polinomis pg i pr tals que ps(xx) = fx (Si xx € S) i
pr(xk) = fx (si xx € T). Llavors es pot construir un nou polinomi pg ;7 tal que
PsuT(Xk) = fx (Si Xk € SU T), de la manera seglent:

(X = X)Ps(x) = (xi = X)pr(x)

psut(X) = p—n

Els dos metodes que estudiem construeixen el polinomi interpolador gracies a

successives aplicacions de la formula anterior, perd seguint un esquema diferent.
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Tema 3.
Interpolacio
rpola \ TA

R Metode d’Aitken

Francisco

Guerrero

Cortina

oz . . . . P - .
dinterpolacid Es construeixen polinomis p; j(x) (i = j, ..., m) de grau més petit o igual que j, que

interpolen en les abscisses {xp, X1, C X1, xit (J :_0, ..., m); s'arriba al polinomi

i ‘ Pm(x) = pm,m(x), de grau menor o igual que m, que interpolara en {xp, X1, ..., Xm}:

del problema

Existéncia i

unicitat del
polinomi
interpolador

pio = fi (i=0,...,m)

(xi = X)p;,i(¥) = (X = ¥)pii(¥) .. -
Pij+1 = - tf ! H (i=j+1,....m) (j=0,...,m—1)

Métode de Xj — Xj
Lagrange 1 p . X X
s, i = —| M /T i=j+1,....m ji=0,...,m—1
ghite Pi j+1 X x| Pij  Xi— (i=j+1,....m) (j R )
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polinomi
interpolador
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calcul del
polinomi
interpolador

Métode de P.’.U(I) p‘l.l{l) P?.?(‘r}

Lagrange \
Metodes

dAitken i
Novte p3o(z) —psa(z) —paa(e) — paa(z)
Matode de les
diferéncies
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Métodes de calcul del polinomi interpolador Meétodes d’Aitken i Neville

Métode d’Aitken

Exemple

Exemple

Trobar una aproximacié de v/1.5 utilitzant el polinomi d’interpolacié d’Aitken de grau
3, per als valors segiients:

Xo = 1,X1 =2,X = 3,X3 =4,
f(xo) =1, f(x1) = 1.414213, f(xp) = 1.732050, f(x3) = 2

Utilitzant les formules, tenim:

_ 1 Po.o Xo—X | _ 1 1 1-1.5 |
P1,1 X x| Pro  Xi—X 772_1‘ 1414213 215 ‘71.20710678
— Poo Xo—x |_ 1 1 1-15 |
Pet = 0l o X —x —73“‘ 173205081 3-1.5 |= 1:1830127
1 Po.o Xo — X 1 ‘ 1 1-1.5 ‘
=— = = 1.166667
= X3 — Xo| P30 X3 —X 41 2 415
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Métodes de calcul del polinomi interpolador Meétodes d’Aitken i Neville

Métode d’Aitken

Exemple
Exemple
Poa= | bt T |= 3y Visaoisr ag |- 122205984
Poa= ] Bl Tk |=ag 1lesseeey aas |- 12172tes
Po= il e Mk |mamal dsveien ads |- 1o |
El valor real de v/1.5 és 1.224744871. J
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Métodes de calcul del polinomi interpolador Meétodes d’Aitken i Neville

Metode de Neville

Es construeixen polinomis p; j(x) (i = 0,..., m — j) de grau més petit o igual que j,
que interpolen en les abscisses {x;, Xi1,..., X1} (/ =0, ..., m); s'arriba al polinomi
Pm(Xx) = po,m(x), de grau menor o igual que m, que interpolara en {xg, X1, ..., Xm}:

£ (i=0,...,m);

(Xije1 = X)Pij(x) = (Xi = X)Pis1,i(X)
Xij41 = Xi

(i=0,...om—j—1) (j=0,...,m—1)

Pi0

Pij+1
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Métodes de calcul del polinomi interpolador Meétodes d’Aitken i Neville

Tema 3.
Interpolacié

polinomica Métode de Neville

Francisco B
Guerrero Esquemaperam =3

Cortina

Interpolacio

Concepte
dinterpolacio

Esquema per al métode de Neville amb m =3
Interpolacié
polindmica

Plantejament
del problema

Exseni Poo(z) = poa(z) — poa2(z) = poa(z)
ey 7 -
Métodes de P\.G{I) _"' PI.I(I) = pl,’lt‘r}

calcul del

polinomi /
interpolador ;
Meétode de PQ.U("{'J e p'i.l{r)
Lagrange

Metodes ’/

d'Aitken i )
Neville Pag {IJ- )
Meétode de les
diferéncies

dividides de
Newton
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Métodes de calcul del polinomi interpolador

Métodes d’Aitken i Neville

Tema 3.
Inte_rpolgcwé N .
polinomica Métode de Neville
Francisco
Guerrero Exemple
Cortina
Concepte
dinterpolacio Exemple
Aproxima f(2.5) donada la taula seglient:

Plantejament
del problema
Exisenca X f(x)
il Xo | 20 | 0.5103757
interpolador X4 2.2 0.5207843

Xo | 2.4 | 0.5104147

X3 | 2.6 | 0.4813306

X4 | 2.8 | 0.4359160
Mstode de
Lagrange
e %o R
Neville X4 P1 P0,1
Yo P2 Pz Posp 7(2.5)
:wm‘\desde X3 P3 P273 P1’2,3 P0,1,2,3 ~L
ewton

Xoe Ps Psa Pasza Pipza Poi123a4
v
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Métodes de calcul del polinomi interpolador Meétodes d’Aitken i Neville

Tema 3.
Interpolacié

polinomica Métode de NeVIHG

Francisco
Guerrero Exemple

Cortina

Concepte
dinterpolacio

Exemple

Plantejament 2.0 0.5103757
‘ e 2.2 0.5207843 0.5363972

o 2.4 05104147 0.5052299 0.4974380
interpolador 2.6 0.4813306 0.4958726 0.4982119  0.4980829
2.8 0.4359160 0.5040379 0.4979139 0.4980629 0.49807047

On f(2.5) ~ 0.49807047. Un exemple del calcul de la matriu és:

Mstode de
agrange — X)) P: — (x — x1)P,
:Aéqtodes PO 1(X) = (X XO) U (X X1) 0 =
N ’ X1 = %)
_ (2.5 —2.0)0.5207843 — (2.5 — 2.2)0.5103757 — 0.5363972
(2.2 -2.0)
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Métodes de calcul del polinomi interpolador Meétode de les diferéncies dividides de Newton

Tema 3.
Interpolacié

polinomica COI’]tII’]gUtS
Francisco

Guerrero

Cortina

Interpolacio

Concepte
dinterpolaci6

Interpolacio
polinomica
Plantejament
del problema
Existéncia i
unicitat del
polinomi
interpolador

Metodes de

calcul del

polinomi

interpolador

Meétode de

e @ Meétodes de calcul del polinomi interpolador
Revie

Meétode de les

diferéncies

dividides de

et Métode de les diferencies dividides de Newton

Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.) Tema 3. Interpolacié polinomica Curs 2012-2013 27/33



Tema 3.
Interpolacié
polinomica

Francisco
Guerrero
Cortina

Concepte
dinterpolacio

Plantejament
del problema
Existéncia i
unicitat del
polinomi
interpolador

Métode de
Lagrange
Métodes
d'Aitken
Neville
Metode de les
diferéncies
dividides de
Newton

Métodes de calcul del polinomi interpolador Meétode de les diferéncies dividides de Newton

Introduccid

Expressem ara el polinomi interpolador de la forma seguent:

Pm(X) = Co+C1(X —Xo) + Ca(X —Xo)(X —X1)+...+Cm(X —Xo)(X —X1) -+ (X = Xm—1)

El métode de les diferéncies dividides ens permet calcular els coeficients ¢;
(j=0,...,m) mitjangant la construccié de les anomenades diferencies dividides,
definides per:

f[xi] f; (i=0,...,m);
fXitts - s Xijrt] = FIXs - - Xig]

Xitj+1 = Xi
(i=0,....m—j) (j=0,....m—1)

X0 Xigts o5 X Xigjr1] =

Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.) Tema 3. Interpolacié polinomica Curs 2012-2013
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Tema 3.
Interpolacié
polinomica

Francisco
Guerrero
Cortina

Interpolacio

Concepte
dinterpolaci6

Interpolacio
polinomica
Plantejament
del problema
Existéncia i
unicitat del
polinomi
interpolador

Metodes de
calcul del
polinomi
interpolador
Meétode de
Lagrange
Metodes
dAitken i
Neville
Métode de les
diferéncies
dividides de
Newton

Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.)

Métodes de calcul del polinomi interpolador

Métode de les diferencies dividides de Newton

Esquema peram=3

Esquema per al métode de les diferéncies dividides amb m = 3

zq | flzo]
f[fuv-"'l] X
N
1 | flai]
flzr,z2]
P \
T2 ﬂi"z] "
N ¥ 4
flz2,29]
zg | flzs)

f[‘fo-n‘fz]
N

f[l”o--Tl-T?-f:w]

flz1, @2, 23]

Tema 3. Interpolacié polinomica

Curs 2012-2013

29/33



Tema 3.
Interpolacié
polinomica

Francisco
Guerrero
Cortina

unicitat del
polinomi
interpolador

d'Aitken
Neville
Metode de les
diferéncies
dividides de
Newton

Metodes de calcul del polinomi interpolador Meétode de les diferéncies dividides de Newton

Formula d’interpolacié de Newton

Usant la definici6 de les diferéncies dividides sobre x € [a, b], per a x # X

(k=0,...,m) s’arriba, per inducci6 sobre m, a la formula seglent:
f(x) = flx]+ flxo0, x1](x — Xo) + fxo, X1, %] (X — x0)(X — x¢) + - -~
+ fxo, X1, Xml(X = X0) (X — X1) -+ (X — Xm—1)
+ fxo, X1, Xm XI(X = Xo) (X — X1) -+ (X = Xm—1)(X — Xm) 1)

També, per induccié sobre m, es comprova que el polinomi pm(x) de grau menor o
igual que m esta també donat per la formula d’interpolacié de Newton:

pm(x) = flxo] + flx0, x1](x — X0) +
+ X0, X1, X2](X — Xo)(x — x1) + - -~
+ X0, X1, Xm](X — Xo)(X — Xq1) -+ - (X — Xm—1)

que és, de fet, el polinomi py ,(x) construit pel métode de Neville i, com a
consequeéncia, és el polinomi interpolador de f en les abscisses {xg, ..., Xm}; és a
dir, en (1)

C]:f[X07X17-~~7Xj]
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Métodes de calcul del polinomi interpolador Meétode de les diferéncies dividides de Newton

Tema 3.
Interpolacié

polinomica Error d’ln’[el‘p0|aCI(')
Francisco

Guerrero

Cortina

La formula (1) déna una nova expressio per a I'error d’interpolacioé

Plantejament
del problema

B R(x) = f(x) — pm(X) = f[X0, X1, - ., Xm, X](X — Xo)(X — X1) -+ (X — Xm—1)(X — Xm)
e Si les abscisses d'interpolacio xx (k = 0, ..., m) i x mateix pertanyen a (&, b) i
f € C™1(a, b), tenim:
(m+1)
A0 = T LD )= 20) (0 = 1))

. on &£(x) depén de x i esta contingut a < Xg, Xq, ..., Xm, X >.
Neville
Métode de les
diferéncies
dividides de
Newton
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Tema 3.
Interpolacié
polinomica

Francisco
Guerrero
Cortina

Concepte
dinterpolacié

Plantejament
del problema
Existéncia i
unicitat del
polinomi
interpolador

Métode de
Lagrange
Métodes
d'Aitken i
Neville
Metode de les
diferéncies
dividides de
Newton

Exemple

Métodes de calcul del polinomi interpolador Meétode de les diferéncies dividides de Newton

Exemple

Considerem el cas de f(x) = In(x) amb

X=1 x=2, =3, x=5

El calcul de les diferencies dividides

1

2

0
0.6931
1.0986
1.6863

1.6094

f[x0, x1]
f[X17Xé]
flx2, X3]

f[x3, x4]

X0, X1, X2]
fxo, X1, X2, Xa]

flx1, X2, Xa] fxo, X1, X2, X3, X4]
flx1, X2, X3, Xa] :

flx2, X3, X4] :

Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.)
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Tema 3.
Interpolacié
polinomica

Francisco
Guerrero
Cortina

Concepte
dinterpolacié

Plantejament
del problema
Existéncia i
unicitat del
polinomi
interpolador

Métode de
Lagrange
Métodes
d'Aitken i
Neville
Metode de les
diferéncies
dividides de
Newton

Exemple

Métodes de calcul del polinomi interpolador Meétode de les diferéncies dividides de Newton

Exemple

Considerem el cas de f(x) = In(x) amb

X=1 x=2, =3, x=5

El calcul de les diferencies dividides

1

2

0
0.6931
1.0986
1.6863

1.6094

0.6931
0.4055
0.2877

0.2231

flxo, X1, X2]
f[Xb7 X1, X2, XG]

flx1, X2, x3] fxo, X1, X2, X3, X4]
flx1, X2, X3, X4] 3

flx2, X3, X4] :

Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.)
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Tema 3.
Interpolacié
polinomica

Francisco
Guerrero
Cortina

Concepte
dinterpolacié

Plantejament
del problema
Existéncia i
unicitat del
polinomi
interpolador

Métode de
Lagrange
Meétodes
d'Aitken
Neville

Metode de les
diferéncies
dividides de
Newton

Exemple

Métodes de calcul del polinomi interpolador

Considerem el cas de f(x) = In(x) amb

1

2

0
0.6931
1.0986
1.6863

1.6094

Métode de les diferencies dividides de Newton

Exemple

Xx=1, x4=2, x=3, x4=5
El calcul de les diferencies dividides

0.6931
-0.1438

0.4055 f[X(_)7 X1, X2, X3]
-0.0589

0.2877 f[X1 , X2, X3, X4]
-0.0323 :

0.2231 :

f[Xo,)ﬁ 7X27X37Xa]

Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.)
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Tema 3.
Interpolacié
polinomica

Francisco
Guerrero
Cortina

Concepte
dinterpolacié

Plantejament
del problema
Existéncia i
unicitat del
polinomi
interpolador

Métode de
Lagrange
Métodes
d'Aitken
Neville
Metode de les
diferéncies
dividides de
Newton

Métodes de calcul del polinomi interpolador

Exemple

Considerem el cas de f(x) = In(x) amb

El calcul de les diferencies dividides

1

2

0
0.6931
1.0986
1.6863

1.6094

Xo = 1, X1 = 27 Xo = 37

0.6931
-0.1438

0.4055 0.0283
-0.0589

0.2877 0.0089
-0.0323 :

0.2231 :

Métode de les diferencies dividides de Newton

Exemple

X4 = 5

f[Xo,)ﬁ ,XQ,XE,XA]

Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.)
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Tema 3.
Interpolacié
polinomica

Francisco
Guerrero
Cortina

unicitat del
polinomi
interpolador

d'Aitken
Neville

Metode de les
diferéncies
dividides de
Newton

Métodes de calcul del polinomi interpolador

Exemple

Considerem el cas de f(x) = In(x) amb

XO:17 X1 =2, Xo=3,

El calcul de les diferencies dividides

1

2

0
0.6931
1.0986
1.6863

1.6094

0.6931

-0.1438
0.4055

-0.0589
0.2877

-0.0323

0.2231

Calculeu 'expressié del polinomi interpolador.

Métode de les diferencies dividides de Newton

Exemple
X4 =5
0.0283
-0.0485

0.0089

Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.)
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Tema 3.
Interpolacié
polinomica

Francisco
Guerrero
Cortina

Interpolacio

Concepte
dinterpolaci6

Interpolacio
polinomica
Plantejament
del problema
Existéncia i
unicitat del
polinomi
interpolador

Metodes de
calcul del
polinomi
interpolador
Métode de
Lagrange

Métodes
d'Aitken i
Neville

Metode de les
diferéncies
dividides de
Newton

Métodes de calcul del polinomi interpolador Meétode de les diferéncies dividides de Newton

Tema 3. Interpolacié polinomica
Matematiques Il. Grau de Quimica

Francisco Guerrero Cortina

Dept. Matematica Aplicada, Universitat de Valéncia

Curs 2012-2013
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Tema 4.
Integracié
Numerica

Francisco
Guerrero
Cortina

Integraci6
numerica
Introduccio
Métodes
dintegraci6
numerica
Regla del
trapezi
Regla de
Simpson
Regla de
Simpson 1/3
Regla de
Simpson 3/8

Integracio
numerica
d’'equacions
diferencials
Meétode
d'Euler
Procediment
d'Euler-
Cauchy
millorat
Algorismes de
Runge-Kutta
Algorisme de
Runge-Kutta
de segon
ordre
Algorisme de
Runge-Kutta
de quart
ordre

Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.)

Tema 4. Integracié Numérica
Matematiques Il. Grau de Quimica

Francisco Guerrero Cortina

Dept. Matematica Aplicada, Universitat de Valéncia
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Tema 4.
Integracié
Numerica

Francisco
Guerrero
Cortina

Introduccio
Mét
d'int
num

Regla d
trapezi

el

Regla de
Simpson
Regla de
Simpson 1/3
Regla de
Simpson 3/8

Mstode
d'Euler
Procediment
d'Euler
Cauchy
millorat
Algorismes de
Runge-Kutta
Algorisme de
Runge-Kutta
de segon
ordre

Algorisme de
Runge-Kutta
de quart
ordre

Continguts

@ Integracié numerica
Introduccid
Meétodes d’integracié numerica
Regla del trapezi

Regla de Simpson
Regla de Simpson 1/3
Regla de Simpson 3/8

@® Integracié numérica d’equacions diferencials
Métode d’Euler
Procediment d’Euler-Cauchy millorat

Algorismes de Runge-Kutta
Algorisme de Runge-Kutta de segon ordre
Algorisme de Runge-Kutta de quart ordre
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Tema 4.
Integracié
Numerica

Francisco
Guerrero
Cortina

Integracio
numerica

* @ Integracié numérica
Introduccié .z
Metodes Introduccid

dintegracié
numerica
Regla del
trapezi
Regla de
Simpson

Regla de Regla de Simpson 1/3

Simpson 1/3

. Regla de Simpson 3/8

Simpson 3/8

Integracio
numerica

Metode
d'Euler
Procediment
d'Euler-
Cauchy

Integracié numeérica Introduccid

millorat Algorisme de Runge-Kutta de segon ordre
Algorismes de Algorisme de Runge-Kutta de quart ordre

Runge-Kutta
Algorisme de
Runge-Kutta
de segon
ordre
Algorisme de
Runge-Kutta
de quart
ordre

Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.)
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Tema 4.
Integracié
Numerica

Francisco
Guerrero
Cortina

Introduccié

Metodes

Regla de

trapezi

Regla de

Simpson
Regla de
Simpson 1/3
Regla de
Simpson 3/8

Mstode
dEuler
Procediment
dEuler-
Cauchy
millorat
Algorismes de
Runge-Kutta
Algorisme de
Runge-Kutta
de segon
ordre
Algorisme de
Runge-Kutta
de quart
ordre

Integracié numeérica Introduccid

Introduccid

Matematicament, la integracio es representa per:

I= /: f(x)dx

que és la integral de la funci6 f(x) pel que fa a la variable independent x, avaluada en
elslimits x =aix = b.

I= _if(x)dxx

Fig 1

El seu significat és I'area de la funcié f(x) sobre elrang x = aa x = b.

Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.) Tema 4. Integracié Numérica Curs 2012-2013 4/47



Ir i6 numerica Meétodes d'integracié numérica

Tema 4.
Integracié
Numerica

Francisco
Guerrero
Cortina

v @ Integracié numérica

Meétodes

d'integracié ‘ m .z S
T Métodes d’integracié numerica
R

Regla de

Simpson

Reglade Regla de Simpson 1/3

ZWTZT ; Regla de Simpson 3/8
S\r’r?p‘suu‘ﬁ 8

Metode
d'Euler
Procediment
d'Euler-
Cauchy

millorat Algorisme de Runge-Kutta de segon ordre
Algorismes de Algorisme de Runge-Kutta de quart ordre

Runge-Kutta
Algorisme de
Runge-Kutta
de segon
ordre
Algorisme de
Runge-Kutta
de quart
ordre
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Tema 4.
Integracié
Numerica

Francisco
Guerrero
Cortina

Introduccié
Metodes
d'integracié
numeérica
Regla del
trapezi
Regla de
Simpson

Regla de
Simpson 1/3

Métode
d'Euler

Procediment

Algorismes de
Runge-Kutta

Algorisme de
Runge-Kutta

A e de
Runge-Kutta
de quart
ordre

Integracié numeérica Meétodes d'integracié numérica

Formules de Newton-Cotes

Les formules d’integracié de Newton-Cotes sén els esquemes d’integracié numérica
més comuns.

Es basen en I'estratégia de reemplagar una funcié complicada o dades tabulades
amb una funcié aproximada que siga facil d’integrar:

b b
= / (x)dx == / fa(x)0x
a a
on fa(x) és un polinomi de la forma

fa(X) = @ + a1 x + -+ - + anx”
on n és el grau del polinomi.
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Tema 4.
Integracié
Numerica

Francisco
Guerrero
Cortina

Introduccié
Metodes
d'integracié
numeérica
Regla del
trapezi
Regla de
Simpson

Regla de
Simpson 1/3

Mstode
d'Euler
Procediment
d'Euler
Cauchy
millorat
Algorismes de
Runge-Kutta

Algorisme de
Runge-Kutta

A e de
Runge-Kutta
de quart
ordre

Integracié numeérica Meétodes d'integracié numérica

Formules de Newton-Cotes

Per exemple, en la figura de I'esquerra s’usa el polinomi de primer ordre (una linia
recta) com una aproximaci6. Mentre que en la figura de la dreta s’empra una
parabola per al mateix proposit.

f(x) (%)

Fig 2 Fig 3
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Tema 4.
Integracié
Numerica

Francisco
Guerrero
Cortina

Integraci6

Introduccié
Metodes
d'integracié
numérica
Regla del
trapezi
Regla de
Simpson
Regla de
Simpson 1/3
Regla de
Simpson 3/8

Integraci6
numerica
d’'equacions
diferencials
Meétode
d'Euler
Procediment
d'Euler-
Cauchy
millorat

Algorismes de
Runge-Kutta
Algorisme de
Runge-Kutta
de segon
ordre
Algorisme de
Runge-Kutta
de quart
ordre

Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.)

i6 numérica Métod

d'integracié numérica

Formules de Newton-Cotes

£(x) 4

a)

Tema 4. Integracié Numérica

Curs 2012-2013

Per exemple, en la figura seglient s’'usen tres segments de linia recta per a aproximar
] la integral. Poden utilitzar-se polinomis d’ordre superior per als mateixos proposits.
numerica
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Tema 4.
Integracié
Numerica

Francisco
Guerrero
Cortina

Introduccio

Métodes
dintegracié
numerica
Regla del
trapezi
Regla de
Simpson
Regla de
Simpson 1/3
Regla de
Simpson 3/8

Metode
d’Euler

Procediment
d'Euler-
Cauchy
millorat

Algorismes de
Runge-Kutta
Algorisme de
Runge-Kutta
de segon
ordre
Algorisme de
Runge-Kutta
de quart
ordre

Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.)

Integracié numeérica Regla del trapezi

@ Integracié numerica

Regla del trapezi

Regla de Simpson 1/3
Regla de Simpson 3/8

Algorisme de Runge-Kutta de segon ordre
Algorisme de Runge-Kutta de quart ordre

Tema 4. Integracié Numérica
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Integracié numeérica Regla del trapezi
Tema 4.
Integracié
Numeri e g
umerica Definicié
Francisco

Guerrero
Cortina

La regla trapezoidal és la primera de les formules d’integracié tancada de
Newton-Cotes. Correspon al cas on el polinomi de I'equacié seglient és de primer

Introduccio

ordre:
ogaco b f(a) + f(b
s /:/ f(x)dx == (b— a) [7( )+ 1( )]
a 2
Regla
Simpson 3/8 x)
Geomeétricament, la regla del
trapezi és equivalent a o)

aproximar I'area per la del

trapezi sota la linia recta que
connecta f(a) i f(b) com es a
mostra en la figura.

Algorismes de Fig. 7
Runge-Kutta

de quart
ordre
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Tema 4.
Integracié
Numerica

Francisco
Guerrero
Cortina

Introduccio

Integracié numeérica Regla del trapezi

Regla del trapezi

Metodes de les bases, tal com es mostra en la figura seguent:

dinte
nume

Regla del
trapezi

Regla de
Simpson 1/3
Regla de
Simpson 3/8

Meétode
d'Euler
Procediment
dEuler
Cauchy
millorat

Algorisme de
Runge-Kutta
de quart
ordre

Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.)

—
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f \ i_ <+—— Amplada —»{
|<——' Base —"
Fig. 8 Fig. 9

L.— Algada ——»
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Metodes
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trapezi
Regla de
Simpson
Regla de
Simpson 1/3
Regla de
Simpson 3/8

Integraci6
numerica
d’'equacions
diferencials
Meétode
d'Euler
Procediment
d'Euler-
Cauchy
millorat

Algorismes de
Runge-Kutta
Algorisme de
Runge-Kutta
de segon
ordre
Algorisme de
Runge-Kutta
de quart
ordre

Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.)

Exercici

Integracié numeérica

Regla del trapezi

Exercicis

Empreu la regla del trapezi per aproximar els valors de les integrals seguents:

a) f01 e ax
b) fy Eox
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Simpson
Regla de
Simpson 1/3
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Simpson 3/8

Meétode
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Procediment
d'Euler
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Runge-Kutta
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de quart
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Integracié numeérica Regla del trapezi

Aplicacié multiple de la regla del trapezi

La regla del trapezi es pot ampliar si subdividim l'interval [a, b] en n subintervals, tots

de la mateixa longitud h = 2-2.

Siga P = {xg, X1, ..., Xn} la particié que es forma en fer aquesta subdivisi6. Usant
les propietats de la integral, tenim que:

/ab f(x)d(x):/x F(x)d( x)+/ F(x)d(x) + /

Aplicant la regla del trapezi a cadascuna de les integrals, obtenim:
b f(x f(x f(Xn_1) + F(x
/ F0d00) ~ O — %) [ (o) 1 1)] e G xo1) { (ta-1) 1 n)}
a
Ara bé, ja que els subintervals tenen la mateixa longitud h, tenim que:

[ 10080 % D) + 21(0) + 21000) -+ +200531) + ) J
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Introduccio

nun

Regla del
trapezi

Regla de
Simpson 1/3

Métode
d'Euler

Procediment

Il-lustracié de la regla trapezoidal d’aplicacié multiple: a) dos segments, b) tres

Integracié numeérica

Regla del trapezi

Aplicacié multiple de la regla del trapezi

segments, ¢) quatre segments i d) cinc segments:

1)

1)

&

Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.)

Exemple

3

X

X X X

)

N x
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Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.)

Integracié numeérica Regla del trapezi

Aplicacié multiple de la regla del trapezi

Error

Lerror d’integraci6 s’obté per I'expressio

on¢ € [a, b]

Tema 4. Integracié Numérica Curs 2012-2013
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Cortina

Integraci6
numerica

Introduccio

Métodes

dintegraci6

numerica

Regla del

trapezi L.
Regla de Exercici
Simpson

Regla de

oo I Empreu la regla del trapezi per a aproximar el valor de la integral seglent:

Regla de

Si 3/8 1 2
impson 3/ 5%
e’ dx
Integraci6
numerica

dEaEErs si subdividim en 5 intervals.
diferencials

Metode
d'Euler
Procediment
d'Euler-
Cauchy
millorat

Algorismes de
Runge-Kutta

Algorisme de
Runge-Kutta
de segon
ordre

Algorisme de
Runge-Kutta
de quart
ordre
Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.)
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v @ Integracié numérica

Métodes
dintegracié
numerica
Regla del
trapezi

Sropeon Regla de Simpson
Regla de Regla de Simpson 1/3

i;‘;f:‘;”c‘ : Regla de Simpson 3/8

Simpson 3/8

Metode
d’Euler

Procediment
d'Euler-
Cauchy

millorat Algorisme de Runge-Kutta de segon ordre
Algorismes de Algorisme de Runge-Kutta de quart ordre

Runge-Kutta
Algorisme de
Runge-Kutta
de segon
ordre

Algorisme de
Runge-Kutta
de quart
ordre
Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.)
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Regla de
Simpson 3/8

Meétode
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Procediment
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Integracié numeérica Regla de Simpson

Introduccid

A més d'aplicar la regla trapezoidal amb segmentacié més fina, una altra manera
d’obtenir una estimacié més exacta de la integral és amb I'is de polinomis d’ordre
superior per a connectar els punts.

Fig. 13

Si hi ha dos punts igualment
espaiats entre f(a) i f(b), els
quatre punts es poden
connectar amb un polinomi de
tercer ordre.

Per exemple, si hi ha un punt
extra a la meitat del cami f(a)
i f(b), els tres punts es poden
connectar en una parabola.

Les formules que resulten en prendre les integrals sota aquests polinomis sén
conegudes com a regla de Simpson.

Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.) Tema 4. Integracid Numérica Curs 2012-2013 18 /47



Tema 4.
Integracié
Numerica

Francisco
Guerrero
Cortina

Introduccio
Métodes

d'int
num
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Simpson
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de quart
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Integracié numeérica Regla de Simpson

Regla de Simpson 1/3

La regla de Simpson 1/3 resulta quan una interpolacié polindmica de segon ordre és

substituida en I'equacio:
b b
/ f(x)dxz/ f(x)dx
a a

Si ai b es designen com xg i x2 i f2(x) és representada per un polinomi de Lagrange
de segon ordre i la integral es transforma en:

- /X2 [ (X = x1)(x = x2) flxg) + (x = xp)(x — x2) foxp) + (x = x9)(x — x1)

X0 (XO — x1)(x0 — Xp) (X — xo)(x1 — Xp) (X — Xo)(X2 —Xq)

Després de la integracié i el maneig algebraic, resulta la formula seglent:

f(x )} dx

| o g[f(x0)+4f(X1)+f(X2)] J

on h= 232 x; és el punt mitja entre ai b.

Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.) Tema 4. Integracid Numérica Curs 2012-2013 19/47
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Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.)

Exercici

Integracié numeérica

Regla de Simpson

Exercici

Empreu la regla de Simpson d’1/3 per a aproximar el valor de les integrals segiients:

a) [} eax
b) [ £ax

X
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Integracié numeérica Regla de Simpson

Regla de Simpson 1/3 mdltiple

La regla de Simpson es pot ampliar si subdividim I'interval [a, b] en n subintervals,
tots de la mateixa longitud h = %.

Siga P = {xo, X1, ..., Xn} la particié que es forma en fer aquesta subdivisi6 i siga
Pm = {xi_1, X;} el conjunt dels punts mitjans dels subintervals.

Usant les propietats de la integral, tenim que:

Xn

/ ® F)d(x) = /  H0d(x) + / 2 H00d) + -+ f(x)d(x)

0 Xn—1
Aplicant la regla de Simpson 1/3 a cadascuna de les integrals, obtenim:

f(xp) + 4f(x1) + f(x2) +2h f(xq) + 4f(x2) + f(x3) P f(Xp_2) + 4f(xy_1) + f(xn)

b
/ f(x)d(x) ~ 2h
Ja 6 6 6

Combinant termes ens queda:

h
I~ g[}’o+Ym+4(Y1 +y3+Yom1) 22+ Yo+ Yom—2)]

onn=2miy; = f(x;).

Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.) Tema 4. Integracid Numérica Curs 2012-2013
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Integracié numeérica Regla de Simpson

Tema 4.
Integracié

Numérica Regla de Simpson 1/3 mdltiple

Francisco E I
Guerrero xempie
Cortina

Representacié grafica de la regla de Simpson 1/3 d’aplicacié multiple. Observeu que
el métode es pot emprar només si el nombre de segments és parell:

)
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Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.)

Integracié numeérica Regla de Simpson

Regla de Simpson 1/3 mdltiple

Error

Lerror d’integracié s’obté per I'expressiod

_ th iv _ (b*a)h4 iv
R= TR ©)|= 80 (5)‘

on¢ € [a,b].
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Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.)

Integracié numeérica Regla de Simpson

Regla de Simpson 1/3 mdltiple

Exercici

Exercici

Empreu la regla de Simpson d’1/3 per a aproximar el valor de les integrals seguents:
a) f01 e dx en 6 intervals

b) J5 %dx en 4 intervals
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Francisco
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Introduccio

o En una manera similar a la derivaci6 de la regla trapezoidal i regla de Simpson 1/3,
6 un polinomi de Lagrange de tercer ordre es pot ajustar a quatre punts i integrar-se:

Regla del

trapezi b b

Regla de f(x)dx ~ f3(x)dx
Simpson a a

Swmenva Per obtenir

Regla de
Simpson 3/8

12 2 hif(x0) + 31(0x1) + 310x2) + 5]

_ (b=a)
onh= T

Metode
d’Euler

Procediment L .
dEler- Aquesta equaci6é s’anomena regla de Simpson 3/8.
Cauchy
millorat
Algorismes de

Runge-Kutta

Algorisme de

Runge-Kutta

de segon

ordre

Algorisme de

Runge-Kutta

de quart

ordre

Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.) Tema 4. Integracio Numérica Curs 2012-2013 25/47



Integracié numeérica Regla de Simpson

Nmerca Regla de Simpson 3/8

)

En la Figura veiem com es %
i, poden usar en conjunt les 2 Z
Regla de regles de Simpson d’'1/3 i 3/8
Simpson 3/ per a manejar aplicacions

\

multiples amb nombres 1
senars d’'intervals.

NN

N\

AUHIISS

N

o

N

] 0.2 0.4 0.6 08 x

Regla 1/3 Regla 3/8
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Integraci6
numerica
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Métodes

dintegraci6

numérica

Regla del

trapezi

Regla de -
Simpson Exercici

Regla de

Simpson 1/3

Aproximeu la integral segiient usant la regla de Simpson de 3/8:
Regla de

Simpson 3/8

4

Integraci6 / e*Inx dx
numerica 1

d’'equacions

diferencials

Metode
dEuler
Procediment
d'Euler-
Cauchy
millorat

Algorismes de
Runge-Kutta

Algorisme de
Runge-Kutta
de segon
ordre

Algorisme de
Runge-Kutta
de quart
ordre
Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.)
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Integracié numeérica Regla de Simpson

Regla de Simpson 3/8 mdltiple

Igual que en els casos anteriors, la regla de Simpson de 3/8 es pot estendre si
subdividim l'interval [a, b] en nintervals de la mateixa longitud h.

Siga P = {xo, X1, ..., Xn} la particié que es forma en fer aquesta subdivisié. Cada
subinterval el dividirem en tres parts iguals. Aleshores tindrem n = 3m punts de
manera que y; = f(x;) i=1,...,3m.

Emprant les mateixes propietats que als casos anteriors, tindrem que I'aproximacio
és la seglient:

3h
I~ g[yo +3y1 +3y2 +2y3 +3ys + 3y5 + 2)6 + 3y7 + - - - + 3Y3m—1 + Yaml

Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.) Tema 4. Integracié Numérica Curs 2012-2013
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Integracié numeérica Regla de Simpson

Regla de Simpson 3/8 mdltiple

Error

Lerror d’integracié s’obté per I'expressiod

_ 3h5 iv _ (bfa)h4 iv
R= ~80” (5)‘— T — (€)
on¢ € [a,b].
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oo I Aproximeu la integral seglient usant la regla de Simpson de 3/8:

Regla de

4
Simpson 3/8 |
nx ax
Integraci6 [
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epEdniE subdividint en 9 intervals.
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Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.)
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Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.)
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Introduccio

Metodes

e Considerem una equacié diferencial de primer ordre amb condicié inicial, és a dir,
Simpson
Regla de

Simpson 1/3 yl = f(Xa,V)v .y(XO) =¥ 1)

Regla de

Simpson 3/8 Volem construir la solucié y(x) que satisfa aquesta equacié juntament amb la
condici6 inicial.

Meétode
d'Euler
Procediment
d’Euler
Cauchy
millorat
Algorismes de
Runge-Kutta
Algorisme de
Runge-Kutta
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or
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Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.) Tema 4. Integracié Numérica

Integracié numeérica d’equacions diferencials Meétode d’Euler

Meétode d’Euler

El métode basic d’Euler consisteix a construir les aproximacions a la funcié solucié a
partir de la primera derivada, que coneixem per I'equacioé (1). Aixd ens proporciona
aquest algorisme:

Yis1 = Yi + hf(x;, i)
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Tema 4.
Integracié

Numeérica Métode d’EU|er

Francisco
Guerrero Exemple

Cortina

Exemple

Considereu el problema de valors inicials

y'(t)y =2-t+el, te[0,1]
y(0) =0

Considerem els instants {p = 0.0, = 0.1, % = 0.2, %3 = 0.3, ... { = 0.9 {jp = 1.0.

Per tant, h = 0.1

Si apliguem el métode d’Euler, tenim

Yo =0
Yot =Yn+01-(2-th+eh) (n=0,1,2,...,9)

etoce Per tant, els primers quatre valors calculats seran:
Yo = 0
Yi=yo+01-(2 h+e9)=0+01-(2-0+€% = 01
ey Yo=y1 +01-(2-t; +61)=0401-(2-0.1+€") = 0.23052
V3=ys+01-(2-b+€2)=0+0.1-(2-02+¢€%2) = 0.39265
Va=y3+01-(2-t54+6€%)=0+01-(2-03+¢e°%) = 0.58764
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Francisco Guerrero Cortina (Mat. Apl.) Tema 4. Integracié Numérica

Integracié numeérica d’equacions diferencials Meétode d’Euler

Meétode d’Euler

Exemple
Exemple
Considereu el problema de valors inicials
y'(t) =2-t+el, te[0,1]
y(0) =0
Solucio
‘ Xi ‘ Yi " ///
i=0 0 0 o 4
i=110.1 0.1 /
i=2 |02 | 023052 - //
i=3 | 0.3 | 0.39265 A
i=4 | 0.4 | 0.58764 : il

Sabent que la solucié exacta és y(x) = —1 + &* + x?
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s LA
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h2 1!
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Procediment d’Euler-Cauchy millorat

Les equacions d’aquest sén

Vi = Yo+ f(Xn, yn)
Xpe1 = Xn+h

1 *
Yo+t = Yn+ 5 h - [f(Xn, Yn) + F(Xni 1, Yig)]
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Procediment d’Euler-Cauchy millorat
Exemple

Exemple

Aproximar el PVl y’ = x + y, y(0) = 0 amb h = 0.2 pel metode d’Euler-Cauchy
millorat. Anomenem

k1 = hf(Xn,yn) = 0.2(Xn + yn)
ke = hf(Xny1, ¥pi1) = 0.2(Xny1 + Ypyq) = 0.2(Xn + 0.2 + yn + 0.2(Xn + yn))
= 0.04 + 0.24x, + 0.24y,

Aleshores,
ki + k;
Ynt1 = Yn+ %
0.2xp + 0.2yn + 0.04 + 0.24x, + 0.24 0.44xp + 0.44y, + 0.04
Ynir = Yot~ = Py =T r
2 2 )
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Procediment d’Euler-Cauchy millorat

Exemple

Exemple

Aproximar el PVl y’ = x + y, y(0) = 0 amb h = 0.2 pel metode d’Euler-Cauchy

millorat.

Solucio

| x| Yi :5 //

i=0 0 0 | S/
i=1 102 0.02 B /
i=2 | 04 0.0884 X ;
i=3 | 0.6 | 0.215848 e
i=4 | 0.8 | 0415335 N s
i=5 | 1.0 | 0.702708 Bl

Sabent que la solucié exacta és y(x) = —1 + e — x.
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@® Integracié numérica d’equacions diferencials

Algorismes de Runge-Kutta
Algorisme de Runge-Kutta de segon ordre
Algorisme de Runge-Kutta de quart ordre
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Algorisme de Runge-Kutta de segon ordre

Les equacions d’aquest sén:

k1 = f(Xizyi)
ko f(xi + h, y; + hkq)

h
Yisr = Yi+ E[k1 + ko]
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Metodes i

SR Aproximar el PVI y’(x) = —y + x2 + 1, y(0) = 1, h = 0.4. Traure els valors fins a
Regla de x =2.0.
trapezi

Regla de

S~ Solucio
Regla de

Simpson 1/3

Simpson 3/8

Regla de ‘ Xij ‘ Yi 0 P
. 1 g
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Il
ORWN = O

1.032
1.16896
1.47969
2.01099
2.79467

Sabent que la solucié exacta és y(x)
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Algorisme de Runge-Kutta de quart ordre

Les seues equacions sén

ki = f(x,¥)

ko f(Xi+27Yi+h'%)
ko
2
f(xi+h,yi+h-k3)

ks =
ki =

h
fxi+5.yith3)

h
Yigr = Yi+ é[/ﬁ + 2kp + 2k3 + ky]

Tema 4. Integracié Numérica Curs 2012-2013

44147



Tema 4.
Integracié
Numerica

Francisco
Guerrero
Cortina

Introduccio

Regla de
Simpson 3/8

Métode
d'Euler

Algorismes d
Runge-Kutta

Algorisme de
Runge-Kutta
de quart
ordre

Integracié numeérica d’equacions diferencials Algorismes de Runge-Kutta
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Exemple

Exemple

Amb el metode Runge-Kutta amb h = 0.1 obtenir una aproximacié a
y' =2xy,y(1) = 1. Calcularem el cas i = 0.

ki = f(x,%) =20

ke = f(x0+%0.1,y0+0.1 : k?‘) — 2.31

ks = f(xo+ %0.17y0+0.1 . %) — 234255

ke = f(x+0.1,y0+0.1-ky) = 2.71536

o= wo+ %[m + 2Ky + 2k3 + ks] = 1.23367435

Aleshores, x; = 1.10, y; = 1.2337 i fent la resta de calculs:

X | 1.0 1.10 1.20 1.30 1.40 1.50
y; | 1.0 12337 15527 1.9937 26116 3.4902
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Exemple
Exemple
x; | 1.0 1.10 1.20 1.30 1.40 1.50
yi | 1.0 1.2337 1.5527 1.9937 2.6116 3.4902
4
7
o
o+ _/
—, 1 1 I 1 1 1 1
1.0 11 1.2 1.3 1.4 L5 1.6

s Z 2
Sabent que la soluci6 exacta és y(x) = e~ '+x".
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