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1. Introduccion y objeto del estudio

En este Trabajo Fin de Master, dirigido por Luis Puig, se va a proceder a desarrollar una
propuesta de unidad didactica sobre el concepto de integral y el calculo de primitivas.
Ambos temas, en orden contrario, fueron de los que me encargué, junto con mi comparero
Salvador, alumno del master, de desarrollar en mis prdcticas en el Colegio Escuelas de

Artesanos de Valencia.

Como trataré mas adelante, la forma tradicional de introducir estos temas a los alumnos es
comenzar con el cdlculo de primitivas o antiderivadas para después, una vez que los
alumnos tienen suficiente destreza en el calculo de las mismas, continuar con el teorema
fundamental del calculo y la regla de Barrow, es decir, las integrales definidas,
convirtiéndose dichos conceptos en transparentes para los alumnos y sin llegar a ser
asimilados correctamente, lo que provoca una gran cantidad de fracaso en los primeros

cursos de calculo infinitesimal en la universidad (Llorens, 1997).

Mi propuesta se basara en un cambio de orden en los dos temas: primero se tratara
intuitivamente el calculo de dreas como introduccion al concepto de integral de forma grafica
para ir poco a poco afinando los calculos mediante el dlgebra y terminar asi en los teoremas
propios del tema y en el calculo de las primitivas. Sin embargo, esta propuesta no se pudo
llevar a cabo en mis practicas por la premura del tiempo y los agobios propios de 2° de
Bachillerato, con las pruebas de Selectividad a la vista. Asi, en 4 sesiones de 50 minutos tuve
que introducir el cdlculo de primitivas, totalmente nuevo para los alumnos, y en otras 4
sesiones hizo lo propio mi compafiero Salvador con las integrales definidas, o “Aplicaciones
de la integral”. Describiré, por tanto, cual es mi propuesta sobre la didactica de estos dos
temas, centrandome en lo puramente conceptual mas que en el cdlculo mecanico, cudles
fueron los errores mas frecuentes en las pruebas llevadas a cabo por los alumnos de Escuelas
de Artesanos, cuales pueden ser las claves de mejora en la didactica del calculo algoritmico de
primitivas y una interesante revisién de la bibliografia sobre la investigacion y la innovaciéon

en el tema.



2. Revision de la bibliografia

La busqueda de bibliografia y documentacién para conocer cudl es el estado actual de la
didactica del calculo integral ha supuesto un punto muy interesante en mi trabajo puesto que
he reparado en la gran cantidad de libros, articulos y todo tipo de textos que existen sobre
dicho tema y sobre didactica de las matematicas en general. Los profesores tenemos una
mina de la que podemos aprender y extraer multitud de conocimiento aprovechable para las
clases y para la introduccion de temas de una forma mas efectiva y también mads atractiva

para los estudiantes.

En una primera aproximacion al tema, busqué por cuenta propia simplemente en Google y ya
encontré articulos interesantes de autores como José Luis Llorens, Pilar Turégano o Moénica
Escudero. También busqué en la revista SUMA, ya dada a conocer en el master, donde

encontré tres o cuatro articulos sobre el tema, que pude leer en la biblioteca de Magisterio.

Tras reunirme con Luis Puig, éste me recomend¢d varias bases de datos y sitios de internet

donde podia encontrar articulos de didactica de las matematicas.

El primer sitio es el mas internacional: la revista Educational Studies of Mathematics. Como
toda busqueda de investigacién que se precie, hay que acudir a revistas y bases de datos
internacionales y no quedarse exclusivamente con las publicaciones en castellano, pues se
acota en demasia el rango de busqueda y, por tanto, de conocimiento. En la revista
Educational Studies of Mathematics encontré un articulo que se cita en practicamente toda la
bibliografia en la materia: Students’ understandig of integration de A. Orton en 1983. En dicho
articulo se sefialan puntos problematicos de la didactica de las integrales como el hecho
problematico de la dificultad que introduce el algebra o el obstaculo que supone el concepto

de integral como el limite de una suma.

Posteriormente busqué en la revista Ensefianza de las ciencias que pone a disposicion publica
la Generalitat de Catalunya. Ahi encontré el articulo Del drea a la integral de Pilar Turégano
donde se evita introducir la integral como la operacion inversa a la derivada y potencia una
introduccion grafica basada en la visualizacion de las areas de las funciones. También

encontré interesantes articulos de Matias Camacho o Sabrina Garbin.



Sin duda, la base de datos mas fructifera fue DIALNET, proporcionada por la Universidad
de La Rioja. Encontré articulos notables como Complejidad Ontosemidtica de un texto sobre la
introduccion a la integral definida de Angel Contreras y Lourdes Ordéfiez o Elementos de Enlace
entre lo conceptual y lo algoritmico de German Mufoz. También Una socioepistemologia de la
integral de Francisco Cordero me proporcioné ideas interesantes y Propuesta diddctica para
identificar cudndo la integral definida es aplicable para resolver un problema de Reinaldo
Hernandez plantea diversos problemas y la dificultad de los alumnos de reconocer un

problema en el que la solucion venga dada por el célculo de una integral.

Por supuesto, la lectura de dichos articulos junto con la revision de su bibliografia me dio
lugar a descubrir otros textos interesantes. Y ademads conté con un extenso manual de Cdlculo

de Larson et al. y Cdlculo infinitesimal de una variable de Juan de Burgos.

Por ultimo, cabe mencionar que el libro de texto sobre el que trabajé en las practicas es el
correspondiente a Matematicas II de 2° de Bachillerato Cientifico-Técnico de la editorial

Oxford.



3. Modelo de Competencia

En este punto se va a realizar un andlisis completo del concepto del cdlculo integral y una
propuesta didactica que favorezca la asimilacion del mismo por parte de los estudiantes. Se
comentard brevemente el desarrollo histdrico del concepto, se realizara un breve analisis
formal, se comentaran cuales son los errores principales y las dificultades con las que se
encuentran los alumnos cuando abordan este tema, y se desarrollard detalladamente la

propuesta sobre el tema.

3.1.Desarrollo historico

La primera figura que indagd en lo que hoy se conoce como célculo integral fue Arquimedes.
El matematico griego (287 a.c.) tratd de calcular el drea de curvas geométricas como el
circulo, la pardbola o la elipse. También elaboré un ingenioso método para calcular el
volumen del segmento recto de paraboloide de revolucion (Escudero, 1997). Realizé calculos
cuantitativos del area de figuras geométricas, basandose en propiedades caracteristicas de
estas curvas. Es importante sefialar que en esta época todavia no se usaban ejes cartesianos,
ni la descripcion analitica de las curvas. Tampoco se concebia el infinito, por lo que hizo
diversos calculos de areas, volumenes y centros de gravedad con su método ingenioso

basado en la balanza fisica (Munoz, 2000).

En los siglos XVII y XVIII se produce el gran auge del cdlculo. Galileo y Newton se
encargaron de estudiar los sistemas de transformacion que permiten pasar de los valores de
las variables en el estado inicial a los valores que adquieren éstas en cualquier otro instante.
Se pas6 de la estatica a la dindmica. Esto significdé uno de los pilares mas solidos de la

evolucion de la matematica y su relacién con el mundo de los fenémenos fisicos.

Por otra parte, Pierre Fermat (1601-1665) estudi6 las curvas geométricas de la forma ;como se
puede obtener la cuadratura de diferentes familias de curvas? o, lo que es lo mismo, cémo se
calcula el area bajo la curva. Asi, calculd el area bajo la curva y=x" en el intervalo [0,a]

empleando un procedimiento de troceado del intervalo en forma de progresién geométrica.



Isaac Barrow (1630-1677) puso en conexién los conceptos de derivada e integral, el segundo
anterior al primero, al darse cuenta de que la derivada de la funcién que proporciona el area

bajo una curva es la funcién misma que representa dicha curva.

Leibniz (1646-1716) estudio6 sucesiones de sumas y diferencias de nameros de la forma ;cémo
se puede calcular el valor de una suma infinita?. Al contemplar la sucesion infinita de valores de
una variable, por ejemplo la variable x, la diferencia entre dos valores sucesivos era

precisamente el dx, que era infinitesimal o despreciable comparado con los valores de x. Y al

tomar la suma de tales diferencias, denotada por J. dx (el simbolo J. es una ‘s’ larga y lo

extrajo de la palabra latina summa), obtiene la variable completa. Con estas ideas desarrolld
un procedimiento algoritmico para calcular la longitud de una curva, la superficie de
revolucion, etc. Aunque tuvo disputas con Newton, ya que le acusaban de usar otra notacién

para las mismas ideas que el matematico inglés habia desarrollado afios antes sin publicar.

En el siglo XVIIL, Euler (1707-1783) abandond el estudio de curvas geométricas y fundé la
ciencia de los infinitésimos sobre una teoria formal de funciones. De alguna manera esto
significd la ruptura entre un calculo de variables (fisicas o geométricas), como inicialmente

empez0, y un calculo de funciones numéricas.

De esa forma Cauchy (1789-1857) construyd una teoria de integracion para funciones
continuas y acotadas. Y Riemann (1826-1866) estudi6 la integral como una sucesion de
ordenadas y en qué casos una funcion es integrable o no lo es. De esta forma se llega a un
punto en que se estudia el significado del objeto integral y no sobre los resultados que el

proceso de integrar proporciona.

En el siglo XIX se produce la separacion definitiva entre fisica y matematica a partir de las

controversias que produjo el problema de la cuerda vibrante y los trabajos de Fourier.

Ya en el siglo XX, Lebesgue (1875-1941) defini6 la integral que lleva su nombre
generalizando la nocion de la integral de Riemann y extendiendo el concepto de area de una
curva para incluir funciones discontinuas. Este es uno de los logros del analisis moderno que

expande el alcance del andlisis de Fourier.

Para finalizar el andlisis sobre el desarrollo histérico, es interesante advertir que un riguroso

primer curso de Analisis se basa, mas o menos, en el orden siguiente (Bagni, 2004):



limites y

conjuntos . « . ; .
J y = funciones =  derivadas = integrales

funciones .
continuas

Figura 1 - Desarrollo de un curso de analisis

sin embargo, el desarrollo histdrico tuvo lugar en orden inverso:

Cantor (1845) ‘ Cauc.hy (1789) Newton (1665) Arquimedes (285a.C.)
Dedekind (1831) ¢ Weierstrass o i 1616y Kepler (1571)
(1815) Fermat (1601)

Figura 2 - Desarrollo historico

Esto no significa que haya que cambiar radicalmente la didactica del calculo. Simplemente
conviene tenerlo presente para darse cuenta de que el hombre ha efectuado un determinado
avance matematico y cientifico, fruto de siglos de estudio, en un orden concreto, y en

muchos temas empezar por el tejado puede no ser adecuado para los estudiantes.

3.2.Breve analisis formal

Como se ha comentado, el analisis formal del calculo integral en los libros de Andlisis y en
los libros escolares viene dado por una primera introduccion al calculo de primitivas para
dar después paso al problema de las areas, la integral definida, la regla de Barrow, el calculo

de volumenes, integrales impropias y métodos para realizar integracion numérica.

3.2.1. Primitivas
F(x) es una primitiva de la funcion f(x) en [a,b] si y sélo si F'(x)=f(x) Ox[[a,b].

El conjunto de todas las primitivas posibles de una funcion f(x) se denomina integral

indefinida de f(x), y se escribe como:

jf(x)dx:F(x)+C



El diferencial de x, dx, indica la variable respecto de la cual se integra. La constante C se

denomina constante de integracion.

3.2.2. Propiedades del calculo de primitivas
= [(F09+g(0)dx=] f(x)dx+ [ g(x)ax

. jktr(x)dx:k[jf(x)dx

3.2.3. Area definida bajo una curva: integral definida

Para calcular el area de un trapecio mixtilineo determinado por la curva f(x), el eje OX y las

rectas x=a y x=b, donde f(x) es continua y acotada en el intervalo [a,b], se procede:

Dividimos el intervalo [a,b] en n subintervalos no necesariamente iguales mediante los

puntos a=xo<x1<x2<...<xn1<xn=b, que constituyen la particion P:.

En cada subintervalo [xi1,xi] denominamos mi y Mi al valor de f minimo y al maximo,

respectivamente.

Dada la region R determinada por la funciéon y el eje OX en el intervalo [xi1,xi], el producto
de mi - (xi - xi1) es el area del rectangulo contenido en R, y el producto Mi - (xi - xi1) es el area

del rectangulo que la contiene.
Asi, se denomina suma inferior de Riemann de f(x) respecto a la particion P1 al nimero real

S ZZ‘[”‘ 0% =%,)]-

Y la suma superior de Riemann de f(x) respecto a la particion P1 es el numero real

S¢=iZ[MiEﬂ>ﬁ->s_l)]-

El area A del trapecio mixtilineo definido por la funcion y el eje OX en el intervalo [a,b]

estara acotada entre las dos sumas anteriores: s1i< A < Su.

Si se realiza una particion mas fina, P2, se obtendra que: s1<s:< A <5< 51



Y considerando particiones cada vez mas finas del intervalo, obtenemos una sucesion de
sumas inferiores y otra sucesion de sumas superiores acotadas superior e inferiormente por

A, respectivamente:
§1<52<83<...<Sn<A<S:i<...<5<5<85..
El limite de ambas sucesiones es comun:

lims, =limS =A, donde sn y Sn son las sumas inferior y superior de f para una

n-oo [N
determinada particiéon Pr, donde, a medida que aumenta n, la particién Pn es mas fina que Pn-

1.

Sea f una funcidn continua y positiva en el intervalo [a,b] se llama integral definida al drea A
de la region R del plano limitada por la grafica de f, el eje de abcisas y las rectas x=a y x=b. Se

designa de esta forma:

[t (9= A

3.2.4. Propiedades de la integral definida

" J.: f= J: f+ J;b f, sifesuna funcién continua en [a,b] y c(a,b).
. J.:f = _.[baf )
AR REIN

. j:k[r =k[j:f.

b b
. j f Zj g, sify gson continuas en [a,b] y si f =2 g OxO[a,b].



3.2.5. Teorema del valor medio

Si f es una funcion continua en el intervalo [a,b], existe un punto c[[a,b], de tal modo:

jb f(x)dx = f(c) [{b-a)

La interpretacién geométrica de este teorema es que el area del trapecio mixtilineo
considerado es igual al drea de un rectangulo de la misma anchura, (b-a), cuya altura sea la

imagen f(c) de un punto c que pertenece al intervalo [a,b].

3.2.6. Teorema fundamental del calculo integral

Sea una funcion continua y positiva en el intervalo [a,b], el area del trapecio mixtilineo que
determina la curva de f en el intervalo [a,x], si xU[a,b], es una funcion que depende de x y

sabemos que es la integral definida de la funcion entre a y x:
F(x) :jx f (t)at
a
Para otro valor del intervalo, x+h, el area del trapecio mixtilineo en el intervalo [a,x+h] es:
x+h
F(x+h) :j f (t)dt
a
Por tanto, el area en el intervalo [x,x+h] sera:
x+h X x+h
F(x+h)-F(X) =j f(t)dt—j f(t)dt =j f(t)dt
a a X
Si aplicamos el teorema del valor medio, existira un valor c[x,x+h] tal que:
x+h
[ f@mdt=f()Mx+h-x)

Es decir, F(x+h)—F(x) = f (c) h

F(x+h)-F(x)

Por tanto, f(c) = o

Si hacemos que la amplitud del trapecio tienda a cero, h—-0, entonces c-x, con lo que se

obtiene:

10



= (9 =F (¥

. . +Nn)—

fim £(¢) =fim XN ~F()
h-o0 h-0 h

Lo que quiere decir que F(x), que proporciona el drea que delimita la funcidén f(x) entre a y x,

es una funcién primitiva de f(x).

3.2.7. Regla de Barrow

Sif es continua en [a,b] y F es una primitiva de £, es decir, F' ={, para todo x [a,b], entonces:

[[f(®dt=F(0)-F(a)

3.3.Errores habituales e ideas para la propuesta

En este apartado se realiza un compendio de las ideas principales surgidas de los diferentes
textos a los que he tenido acceso en la bibliografia en relacién a los errores tipicos de los
alumnos con respecto al cdlculo integral y a algunas ideas clave en las que me baso para

llevar a cabo mi propuesta del siguiente apartado.
Llorens (1997) identifica tres errores:

* Generalmente, los estudiantes identifican integral con primitiva. La integral, para

ellos, no conlleva ningtin proceso de convergencia ni ningtin aspecto geométrico.

* Las integrales “definidas” se identifican con la regla de Barrow, incluso cuando ésta

11
no puede aplicarse. j oz dx # -2
=X
* No se integra el concepto de area con el de integral. Ciertamente, los estudiantes han
oido que existe una relacion entre las integrales (definidas) y el drea, pero no se produce

una adecuada unién entre ambas, de modo que persiste una interpretaciéon puramente

algebraica de la integral.
Munioz (2000):

* Los estudiantes aprenden los procedimientos del cdlculo en un nivel puramente
algoritmico, que es construido sobre imagenes conceptuales escasas.

11



* Los estudiantes pueden calcular primitivas mas bien que integrar; por ejemplo,
cuando se les enfrenta con un problema tipico de integraciéon muy pocos lo reconocen

como tal.

* El estudiante aprende a decir lo que es la integral y su representacion geométrica
(area) sin ver una metodologia que les permita estudiar fendmenos de variacion continua;

sOlo la conciben como una herramienta a la cual hay que buscarle aplicacion.

* La estructura general del actual discurso matematico tedrico suele ser la base menos

propicia para la comunicacion de las ideas matematicas, en particular las del calculo.
Orton (1983):

* El mayor problema para los estudiantes es el entendimiento de la integracion como el

limite de una suma.

* La secuencia de Fibonacci, la seccién aurea o las soluciones iterativas para las

ecuaciones proveen de oportunidades para discutir sobre el concepto de limite.

* Seria mas facil si buscdramos estudiantes que, en lugar de asimilar grandes
habilidades de cdlculo de primitivas, fueran capaces de obtener respuestas a simples

problemas de integracion.

* La introducciéon de la integracion puede ser oscurecida por las tediosas

manipulaciones algebraicas.
Escudero (1997):

* Buscar ejemplos histdricos para introducir cualquier tema ayuda a romper la
monotonia de clase y a mantener la atencion y el interés de los alumnos. Los temas
histdricos despiertan la curiosidad del alumnado: la forma de trabajar de los cientificos,
su forma de ser, los sucesos que los rodearon, sus rencillas, etc, les da una vision diferente

de las matematicas.
Turégano (1998):

* En la ESO y el Bachillerato se tiene la responsabilidad de sembrar el germen del

concepto de integral. Hay que huir de la excesiva “algoritmizacion” del calculo sin

12



fundamentos conceptuales, ya que este enfoque es una de las causas del gran fracaso de

los estudiantes universitarios en las asignaturas de calculo infinitesimal.

» Referirse a la integral como limite de una suma no responde a la légica de los

infinitésimos.

* La integral es una continuaciéon de la idea de area, por tanto: ;No entenderian los
estudiantes mas facilmente que, al pasar de la geometria al andlisis, nada ha cambiado

sino el lenguaje, que era mas geométrico antes y mas analitico después?

* La idea es evitar a los estudiantes el considerar a la integraciéon como operacién

inversa de la diferenciacion.

* Los estudiantes tienen mas dificultades en la utilizaciéon de la expresidon analitica de
las funciones que en la visualizacion de sus graficos, lo que nos lleva a pensar que
tendran mas dificultades en comprender la integracidn como antiderivada que en el

aspecto geométrico de la misma.

3.4.Propuesta didactica

Siguiendo la idea principal ya propuesta por Turégano (1997) de introducir el concepto de
integral como primera aproximacion al estudio del calculo infinitesimal, con independencia
del concepto de derivacidn y previamente al estudio de limites y la presentaciéon de dicho
concepto como una continuacién de la nocién de area ya conocida por los estudiantes, la
estructura de mi propuesta didactica tiene cuatro puntos o etapas, las cuales se podrian

estructurar cada una en cursos diferentes.
1. Ampliacion del calculo de areas mediante el método de la altura media.

2. Definicién de integrar y su relacion con el calculo del area y el concepto de suma de

infinitas contribuciones.

3. Conexion de la integracion y la derivacion mediante el teorema fundamental del

calculo. Propiedades de la integral.

4. Calculo de primitivas (inmediatas y métodos).

13



3.4.1. ETAPA 1: Ampliacion del calculo de areas

Todos los estudiantes en secundaria conocen el calculo de dreas de figuras planas sencillas
como el rectangulo, el tridngulo, el trapecio, etc. Partiendo de este conocimiento que ya
poseen, se comienza a indagar en como se puede hallar el area del recinto delimitado por
una curva, de la que conocemos su representacion analitica, el eje OX y dos rectas verticales
que marcan el intervalo de observacion. El calculo de areas de figuras curvas histéricamente
ha supuesto una carrera de relevos hacia lo que hoy conocemos como Calculo, basado en el
reto intelectual que supone la “cuadratura” de cualquier figura geométrica. Los grandes
matematicos griegos competian por encontrar un método general de cuadratura. Si
Arquimedes hubiera conocido los simbolos del algebra que se comenzaron a usar 18 siglos
mas tarde, probablemente, habria logrado completar el estudio del cdlculo integral. Sin
embargo, consiguid la féormula de cuadratura de la pardbola mediante un ingenioso proceso
geométrico. Pero para lograr un método general, se necesitaba una matematica mas poderosa

que tardo6 un largo tiempo en aparecer.

Figura 3 - Area de la parabola

Tras esta breve resefia historica, se plantea a los alumnos el problema de calcular dreas de
curvas en un intervalo concreto. Se les proporciona la expresion analitica de las curvas para

que puedan conocer el valor de las mismas en cualquier punto del intervalo.

El método que vamos a utilizar es el del calculo de la altura media de la funcién (Turégano,
1997). Vamos a convertir la figura de la cual queremos hallar el drea en un rectangulo cuya
altura sera la altura media de la funcion. El area del rectangulo sera equivalente al area de la
figura dada (Figura 4). Nos apoyamos en el teorema del valor medio descrito en el apartado

3.2. La idea es que la altura media de la funcion, que denotaremos como M, que nos
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proporcionara la altura del rectangulo de area equivalente, se vaya aproximando al valor f(c)

que cita dicho teorema.

Figura 4 - Equivalencia de areas entre la funcion y el rectangulo

De la primera presentacion del método se concluye que la altura media debera estar acotada
entre el valor minimo y maximo de la funcién en ese intervalo. Por lo que se puede comenzar
con una actividad sencilla: calcular el drea de un trapecio definido por una recta. Es
importante sefialar que la visualizacidon grafica serd primordial en toda esta etapa; la
representacion analitica sélo se usara para conocer el valor de la funcién en puntos concretos,

pero no serd la base sobre la que se sustenta el aprendizaje del concepto.
Actividad 1: Area en el intervalo [2,6] de la recta y=x+1.

Si consideramos el 4rea del rectangulo que se obtiene con la altura minima (hmin) de la curva
en el intervalo, Amin, y el drea del rectangulo de altura la maxima (hmax) de la curva en el
intervalo, Amax, es 16gico pensar que el drea del recinto estara acotada entre estos dos valores:

A, <A<A,.. Se deberan, por tanto, aproximar Amin y Amax hasta encontrarse en A. Es

decir, aumentar hmin y disminuir hmax hasta llegar a M.

Por ese motivo, para lograr un rectangulo de drea equivalente A, seria légico pensar en hallar

la altura media calculando la media entre el valor minimo y maximo de la recta en el

_hmin-l_hmax_3+7

intervalo [2,6]. Es decir: M
2 2

=5 (Figura 5).

15



y=x+1

Figura 5 - Areas del trapecio y de su rectingulo equivalente
Y, por tanto, el érea sera A=basel@ltura=5[4=20 o, lo que es lo mismo,

_+h
A=(b-a) dw , que coincide con la féormula del area de un trapecio conocida por los

+
alumnos A=h d)TB, donde h es la altura del trapecio (anchura de nuestro rectangulo) y b

y B son la base menor y mayor del mismo (valores minimo y maximo de la funcién en el

intervalo).

El calculo de la altura media nos ha proporcionado el valor exacto del area porque dicha

altura media es exacta.
Actividad 2:

En el momento en que, en lugar de una recta, la figura viene dada por una curva ya no sera
exacta el area mediante el calculo de la media entre el valor menor y el mayor. Esto lo

comprobamos con la curva Y = X* =X +1, en el intervalo [1,5], representada en la Figura 6.

//’
Yy =x°x+1
//’/
/"/
Y
y |
o
y
AN
\\ y
|
M / A
~ o |
e |
1 )

Figura 6 - Area de la parabola Y = X* —X+1 entre 1 y 5.



Primero calculamos el area, como en la actividad 1, mediante la media entre el valor minimo
y el maximo, es decir, mediante una sola particion del intervalo, en la que consideramos los
puntos minimo y maximo del mismo (Figura 7):

hmin + hmax — 1+ 21
2

M = =11- A=4[11= 44

Figura 7 — Valores de abcisas y ordenadas con una particion

Sin embargo si consideramos dos particiones para el intervalo cogiendo el valor del punto
medio x=3, cuya altura es 7, vamos a realizar una media de las alturas minimas y de las
alturas maximas de cada particion, para luego efectuar la media entre ambos valores (Figura

8):

_1+7_
hrnin - 2
7+21
= =14
hmax 2
M - hmin +hmax :9
2
A=4[9= 36

Figura 8 — Valores de abcisas y ordenadas con dos particiones
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Se puede discutir por qué la altura media con 2 particiones, es decir, 3 puntos, es mas
pequefia que con una particion: el cardcter concavo de la curva puede dar lugar a una
interesante charla. El drea, por tanto, también ha disminuido y se aproxima mas al valor

exacto puesto que los valores hmin y hmax también se han aproximado.

Si se realizan 4 particiones, obtendriamos (Figura 9):

+ o+ [+
h = 1+3+7 13: 6
4
h_ = 3+7+13+ 21:11
4
M — hrnin-*-hmax :8,5
2
A=418,5= 34
/'//
21, /
13///
\ . /
\\\ 1 /,3//
1712 3 4 s -

Figura 9 — Valores de abcisas y ordenadas con tres particiones

Nuevamente los valores de hmin y de hmax se aproximan. Esto da lugar a pensar que cuando
su diferencia se aproxime a cero, podemos parar el proceso y tendremos la seguridad de que
la M hallada nos proporcionara el drea de manera casi exacta, ya que en cada paso hmin ha
aumentado y, por tanto, Amin, asi como hmax ha ido disminuyendo como Amax. De esta forma

en cada paso nos aproximamos cada vez mas a A.

Si seguimos este proceso, se observa como el valor de A va convergiendo a un valor concreto

y la diferencia entre hmin y hmax €s cada vez menor.

Con ayuda del ordenador podemos hacer esta tabla donde se observa como el valor de la

altura media tiende a ser aproximadamente 8,33 y el drea, por tanto, del rectangulo
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equivalente converge a 33,33 y ésta serd el area del recinto delimitado por la curva.

Graficamente, el proceso se observa en la Figura 10.

Ne de Media de alturas | Media de alturas
hmax - hmin M Anmin Amax A
particiones | minimas hmin maximas hmax

1 1 21 20 11 4 84 44

2 4 14 10 9 16 56 36

4 6 11 5 8,5 24 44 34

8 7,125 9,625 2,5 8,375 28,5 38,5 33,5
16 7,7188 8,9688 1,25 8,3438 | 30,8752 | 35,8752 33,3752
32 8,0234 8,6484 0,625 8,3359 | 32,0936 | 34,5936 33,3436
64 8,1777 8,4902 0,3125 8,33395 | 32,7108 | 33,9608 33,3358
128 8,2554 8,4116 0,1562 8,3335 | 33,0216 | 33,6464 33,334
256 8,2943 8,3724 0,0781 8,33335 | 33,1772 | 33,4896 33,3334
512 8,3138 8,3529 0,0391 8,33335 | 33,2552 | 33,4116 33,3334

Tabla 1 - Calculo del area mediante un namero cada vez mayor de particiones
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4

y= x2x+1 //
/
/
///

4

y |
» y o
y |

\\ y
|

A;é’,ss 1

e __d 1
T T T |

8,33

1 5 1 5

Figura 10 - Tomando cada vez mas particiones - Rectangulo equivalente > Area aproximada de la paribola

Con la acotacidn que se produce de la altura media y del area, se debe aprovechar la ocasion
para la discusion de limites, ya que las ideas sobre limites empiezan a desarrollarse cuando
se pueden explorar situaciones en las que una sucesion se estabiliza o converge, y esto puede

ser mas real en una situacién geométrica.

La primera etapa del aprendizaje del concepto de integral, basada en una ampliacion al
calculo que los alumnos ya conocen de areas, terminaria aqui. Esto introduce a los alumnos
en la problematica del cdlculo de dreas, dandose cuenta de que no es un problema baladi y
de que ha ocupado numerosos estudios en la historia de las matematicas. Ademas, el método
utilizado realmente es similar al algoritmo de los trapecios usado en integracién numeérica,
siendo, por tanto, atractivo introducir el tema de integracién mediante métodos que se usan

en cursos avanzados de calculo infinitesimal, de forma totalmente intuitiva.
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3.4.2. ETAPA 2: Integrar

Comenzamos esta etapa buscando en el diccionario y definiendo matematicamente el verbo

integrar.

La RAE define integrar como dicho de las partes: constituir un todo. Integrar, por tanto, en

lengua y en matematicas significa sumar, agregar, adicionar. Lo contrario de desintegrar.

Integrar una funcién en un intervalo dado significa sumar, agregar, todos los valores de la
funcién. Pero ;como sumamos todos los valores?, ;cuantos hay?, ;y qué “anchura” o
“duraciéon” tiene cada uno? Este calculo fue el problema al que se enfrentaron Newton y

Leibniz y con ello naci6 el Célculo, con mayusculas.
Actividad 1:

Los puntos obtenidos por parte de un equipo de fatbol en cada una de las primeras 10
jornadas de liga han sido: 3,1,3,3,3,1,3,0,3,0. Es decir, la representacion grafica de la funcion

sera:

puntos/ jornada

‘R Bl B B

| B
1 b I
ol | - |

1T 2 3 4 5 6 7 8 9 10 jomada

Figura 11 - Puntos obtenidos en las primeras diez jornadas de liga

La pregunta mas frecuente es cuantos puntos acumula el equipo pasadas las 10 jornadas.

Esta cuenta es bien sencilla: 3+1+3+3+3+1+3+0+3+0 = 20 puntos.

Hasta el momento no se observa ninguna conexion entre la primera etapa y la segunda. La
pregunta acorde con la etapa anterior seria que hallasen el drea de la funcién en el intervalo

[0,10]. Al ser rectangulos, no es necesario usar el método de la altura media.

El 4rea sera:



A=31-0)+102- 1¢ 3I(3- 2% B1(4 3} B (5 B
+106-5)+ 3A7- 6)+ @IS 7F BI(S 8 O (10 &

Se multiplica la altura de cada rectangulo por su base que tiene anchura 1, puesto que a cada
valor de la funcién (puntos/jornada) le corresponde la anchura unidad (una jornada).
Ademas, hay que advertir que el cdlculo de area como base por altura equivale en esta

. untos
funcion al producto jornadaElpi, que da como resultado la magnitud puntos. El

jornada

analisis de magnitudes nos da la unidad en que se mide o a la que se refiere el area.

Conviene darse cuenta, por tanto, de que el calculo del drea de esta funcion es la suma de los
puntos acumulados en las 10 jornadas de liga. Por tanto, el area equivale a una suma, es
decir, una acumulacion de, en este caso, diez contribuciones (jornadas) de anchura uno de la
funcién. La funcidén que representa la acumulacién de puntos, es decir, el drea, en cada

jornada se muestra en la Figura 12.
puntos
acumulados

20
17] -

14 —
131
] |
104 —
= |
7 —

|
|
I
I
|
1 | |
4+ :
|
|

0o 1 2345 67 8 9 10 jomada

Figura 12 - Puntos acumulados en las diez jornadas de liga

A las preguntas iniciales afiadiremos:
= ;cuantos puntos hay? 10 (10 jornadas).

* ,;qué anchura o duracion tiene cada uno? 1 (una jornada no puede dar mds que una

puntuacion).

= ;como sumamos los valores de todos los puntos? 3+1+3+3+3+1+3+0+3+0 = 20. O

hallando el area. Las dos formas son validas.
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Integrar, por tanto, significa algo tan sencillo como contar acumulando, algo muy presente
en la vida cotidiana. Y ese proceso de contar, o sumar, coincide con el calculo del area de la

funcion.
Actividad 2:

La siguiente funcion representa la velocidad de un coche en funcién del tiempo.

velocidad

(m/s)

(m)

a b tiempo (s)

Figura 13 - Velocidad de un coche en funcion del tiempo

Si damos fe a la conclusion de la actividad anterior, el calculo del area en el intervalo [a,b] de
esta funcién serd la suma de todos los puntos que lo forman. La pregunta serd qué
significado tiene calcular el drea de una funciéon que representa la velocidad; o qué nos

proporciona la suma de todos sus valores.

Conviene comenzar fijandose en las magnitudes implicadas en la funcién para ver que el

calculo del drea (base-altura) equivale a Sdn, asi que lo que se obtendran seran los metros,
S
es decir, la magnitud distancia recorrida.

La suma de las contribuciones de cada punto serd, por tanto, la distancia recorrida

acumulada.
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distancia
acumulada

m) /

a b tiempo (s)

Figura 14 - Distancia recorrida acumulada del coche en funcién del tiempo

Pero el calculo del area, o suma, no es tan sencillo como en el ejemplo anterior ya que no
existen rectangulos y si consideramos puntos aislados de la funcion, por ejemplo el valor de
la funcion en cada segundo, cabria preguntarse si el coche se mueve, por ejemplo, entre el
segundo 1 y 2 6 entre el 2 y el 3, ya que entonces nos estariamos “comiendo” todos los
puntos situados entre 1 y 2, el 2 y 3, etc. Por tanto, para no “comernos” estos valores,
considerariamos cada vez mas puntos en cada subintervalo. La anchura o duracion de cada
punto era de una unidad (una jornada) en la actividad anterior. Sin embargo, la anchura de
los puntos que consideramos en esta actividad la desconocemos. Como cada vez necesitamos
mas puntos para no dejarnos ningun espacio “libre”, esto nos llevaria a pensar que
necesitariamos infinitos puntos para calcular el area, o suma de todas las contribuciones, y

que la anchura de cada punto es cada vez menor, hasta ser infima.

Esta reflexién nos lleva a pensar que el calculo de un area equivale a una suma de infinitos
puntos, es decir, a una acumulaciéon de infinitas contribuciones de, en este caso, metros

recorridos, y de anchura o duraciéon muy pequenia, infima.
Volvemos a las preguntas iniciales:
» ;cuantos puntos hay? Infinitos (cada uno serd un instante de tiempo).

* ;qué anchura o duracién tiene cada uno? Infima (lo que dura un instante de tiempo).
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= ;como sumamos los valores de todos los puntos? Como no sabemos cuantos hay ni
qué valor le corresponderd a cada uno, sélo lo podemos hacer con el calculo del érea, ya

que no podemos realizar una sencilla suma finita.

El calculo del area sera lo que me dé la suma de todos los valores, es decir, la distancia total
recorrida por el coche. No lo puedo saber de otra manera; de hecho, en la actividad anterior
hemos sumado los puntos de todas las jornadas y lo hemos hallado muy facilmente. Eso era
porque la duracion o anchura de cada contribucién era de uno (una jornada). Sin embargo, si
la duracién no es la unidad no puedo sumar “a pelo” todas las contribuciones, sino su valor

multiplicado por su anchura, o duracién, o peso, es decir, sumo las mintsculas areas.

Y como necesito el calculo de un drea de una funcién curva, puedo recurrir al método de la
Etapa 1 del apartado anterior. Calculando la altura media (velocidad media) de la funcion en
el intervalo, hallo un rectangulo de area equivalente. Su area serd el area de la funcion

velocidad, es decir, la acumulacién de la distancia recorrida.

Asi pues, lo que geométricamente vemos como un area puede representar multitud de
magnitudes: distancias, toneladas, fuerzas, momentos de inercia, euros, energia, consumo de
combustible, probabilidades, etc. Por tanto, el cdlculo de un drea, entendida como cualquier
tipo de magnitud, serd muy importante para resolver todo tipo de problemas presentes en la

vida real y en la ciencia.
Actividad 3:

La siguiente funcién representa el precio de un aparcamiento en funcion del tiempo que

lleva un coche aparcado (Figura 15).

precio (€/h)

]
/

COSTE (€)

a b tiempo (h)

Figura 15 - Precio de un aparcamiento en funcion del tiempo
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De nuevo, el calculo del area nos llevaria a hallar una nueva magnitud: la acumulacién, la

suma de las infinitas contribuciones de cada parte de hora, nos proporciona el dinero total

€
que debemos pagar, el coste (Figura 16). Es decir, horas[—lh— =€.
oras

coste
acumulado

€ //

-
a b tiempo (h)

Figura 16 - Coste acumulado del aparcamiento en funcién del tiempo

Actividad 4:

Esta funcidn representa el tiempo que tarda un operario en montar cada pieza en su nuevo
trabajo (Figura 17). A medida que monta mas piezas, emplea menos tiempo en cada una,

puesto que va adquiriendo experiencia.

s/ pieza

o—

N
 TIEMPO (s)
|

104

1 101 pleza

Figura 17 - Tiempo empleado en montar cada pieza
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Se puede preguntar, por ejemplo, cudnto tiempo tardara en montar sus primeras 100 piezas.

Dicha pregunta equivale a la suma del tiempo que tarda en montar cada pieza, es decir, una

suma o acumulacién de contribuciones, o el area de la funciéon desde el comienzo hasta que

termina con la pieza 100 (Figura 18). El producto de las magnitudes, o sea, el cdlculo del area

. . . . . S
de la funcién, nos proporciona la magnitud tiempo: plezasid——.

pieza
A
tiempo
acumulado
(s)
,,/
22151 <
‘101 pieza

Figura 18 - Tiempo acumulado en montar las cien primeras piezas

Actividad 5:

En mi pared, formada por el rectangulo ABCD, tengo una diana definida por una curva.

Todos los dardos van a caer dentro de la pared, pero s6lo puntiian los dardos que caigan en

la diana, es decir, la parte situada debajo de la curva.

7/7 55 v B
‘ 3

Figura 19 - Area formada por la diana en la pared (rectingulo ABCD)

La pregunta sera cual es la probabilidad de acertar en la diana. Como la probabilidad se

define de forma laplaciana como el nimero de casos favorables dividido por el nimero de
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casos posibles, la idea sera hallar el area de la pared, es decir, el rectangulo ABCD (casos

posibles) y el 4rea de la diana, o sea, el recinto definido bajo la curva (casos favorables).

El dardo puede caer en cualquier punto del rectangulo ABCD, el cdlculo de dicha area asi
como el célculo del drea bajo la curva (la diana) sera la suma de los infinitos puntos que
forman la pared y la diana, respectivamente. Se observa de nuevo la relacién entre la

integral, el drea y la suma infinita.

3.4.3. ETAPA 3: El teorema fundamental del calculo.

La manera de calcular el area de las funciones de la etapa anterior, con objetivos tan diversos
como sumar puntos en una competicion o el tiempo que tarda un operario en montar piezas,
puede basarse en el calculo de la altura media, pero éste es un proceso tedioso. La busqueda
de una manera sencilla de calcular la integral es lo que llevd a Newton y a Leibniz a
establecer las bases de lo que hoy conocemos como Calculo Infinitesimal, a partir de la idea
de sumar infinitas contribuciones de anchura infima. La notaciéon que hoy usamos es la del

matematico aleman.

Supongamos que queremos calcular el drea bajo una curva definida por la funcién y=f(x) en

el intervalo [a,x]. El valor de la integral sera F(x) y la notacion que usaremos sera la siguiente:
X
F(X) = j f (t)dt
a

donde el simbolo jx significa suma, f(t) es el valor de la funcién en el punto t[a,x], es

decir, el valor de la contribucion y dt es la infima anchura (duracion, peso) de dicha

contribucién.

Como hemos realizado en la etapa 1, el area de la curva la podemos aproximar mediante el
producto de la altura media de la funcién por la anchura del intervalo considerado (la altura

media la denotaremos con los extremos del intervalo considerado):
F(x)=M_{x~-a)
Si ampliamos el intervalo una distancia h, el drea de la region considerada sera:

F(x+h)=M*"[{x+h-a)
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Y si queremos calcular el drea bajo la curva en el intervalo [x,x+h] (Figura 20), restaremos las

dos areas calculadas con anterioridad.

‘a X x+th b

Figura 20 - Area de la funcién en el intervalo [x,x+h]
MX*"Qx+h-x) =M *"[[x+h-a)-M*[x-a)
La altura media de la funcién en el intervalo [x,x+h] sera:

M = MX*"x+h-a)-M*[x—-a) _ F(x+h)-F(x)
x h - h

En la etapa 2 hemos visto como cada vez necesitamos mayor numero de contribuciones de
anchura cada vez mas pequefia, es decir, infinitas contribuciones de anchura infima. Si
queremos hallar la altura media en un intervalo de anchura infima realizaremos el limite

cuando h -0, de la expresion anterior:

jim M " =fjm E XN ZF ()
h-0 h-0 h

M) = F ()

M representa la altura media de la funcion en un intervalo de anchura infima: el intervalo

[x,x+h] cuando h -0, o sea, el intervalo [x,x]. Este valor es, l6gicamente, el valor de la funcion

en ‘x’: f(x). Por tanto:
f(xX)=F'(x)

Esta expresidon representa un puente, una conexion, importantisima en las matematicas: la

derivada y la integral son funciones inversas. Este resultado constituye la esencia del
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teorema fundamental del cdlculo integral. Y es lo que buscaban Newton y Leibniz para hacer
esos calculos de infinitas contribuciones que nosotros, hasta el momento, sélo sabiamos

aproximar con el método de la altura media.

La funcion F(x) recibe el nombre de primitiva o antiderivada de f(x) y nos va a permitir dar
un salto importantisimo en nuestro cdlculo de areas, puesto que vamos a poder darle un

aspecto analitico a la integral, no s6lo numérico.

Y al ser una primitiva, el conjunto de todas las posibles primitivas es F(x)+C, lo que

constituye una familia de funciones, donde la constante C recibe el nombre de constante de

integracion y a la integral J.X f(t)dt = F(X) +C, integral indefinida de f(x) o, mejor, célculo
a

de primitiva.

Particularizando la integral indefinida para x=a y x=b, se obtiene la regla de Barrow:

x=a: J.:f(x)dx:F(a)+C . 0=F@)+C - F(a)=-C
x=b: J':f(x)dx:F(b)+C

[ f(9dx=F(b)-F(a)

Esta expresion es sencilla si pensamos que F(x) representa el area acumulada por f(x) desde 0
hasta x. Por tanto, el area desde a hasta b se halla restando la acumulacion hasta b menos la

acumulacién hasta a.

Las propiedades de la integral se extraen facilmente de su observacion grafica:
b b b
o=t

Por tanto, el drea definida entre dos funciones serd la integral de su resta:

A=A-A=[1-[0=](1-0).
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Figura 21 - Area entre dos funciones en un intervalo [a,b]

b c b
. I f =I f +I f, si f es una funcion continua en [a,b] y c0(a,b).

a c b

Figura 22 - Area de la funcién en los intervalos [a,cl, [c,b] y [a,b]
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j:f =_.[baf'

j:k[r =k[j:f.

Si f es negativa en puntos del intervalo de integracion ocurre lo siguiente:

Figura 23 - Area de la funcién por encima y por debajo del eje de abcisas
Tt
= + = +(— .
L=l el =Aren)

El subintervalo en que f es negativa proporciona naturalmente un drea negativa ya que

las alturas (el valor de las ordenadas) lo son.

Si se hallan areas como tal, nos interesara que el drea A: sea positiva tomando su valor

absoluto o restandola a A1:
b c b
izl f-[T=A-Cr)=A+A

En cambio, si se halla otro tipo de magnitud, por ejemplo ingresos econdmicos, la parte
negativa nos indicara seran ingresos negativos (pérdidas) y convendrd que mantengamos
su signo para realizar la integracion (suma) de forma correcta, que nos proporcionara el

dinero acumulado.
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ingresos/tiempo
(€/mes)

/" tiempo
/ \\\A% / D

(meses)

Figura 24 - Area de la funcién por encima y por debajo del eje de abcisas
b — —
[[T=A+C-A)=A-A

En esta tercera etapa los alumnos han trazado el camino entre integraciéon (concepto ya
conocido) y derivacion. Tras una etapa muy grafica, el inicio de ésta ha debido ser
necesariamente analitico, para llegar al teorema final. Lo interesante es que se ha hecho con
unos mimbres conceptuales muy sélidos establecidos en las dos primeras etapas. Y tras lo
puramente analitico de esta etapa, hemos usado de nuevo la visualizacion grafica para

extraer algunas propiedades importantes de las integrales.

3.4.4. ETAPA 4: Calculo de primitivas

En esta etapa tratamos el cdlculo de primitivas de forma algoritmica, ahora que los alumnos
ya estan preparados conceptualmente para saber para qué lo hacen. No nos detendremos
mucho el célculo de primitivas puesto que son operaciones algoritmicas que los alumnos
deben aprender a ejecutar con solidez. Lo que mds me interesa son las manipulaciones
algebraicas que deben realizar los alumnos sobre la expresion analitica de las funciones para
poder llevar a cabo el calculo. Dichas manipulaciones son el gran obstaculo con el que se
encuentran, incluso en 2° de Bachillerato o en la universidad. Voy a describir algunas de
estas manipulaciones y la propuesta seria que se entrenara a los alumnos en algunas de estas

manipulaciones desde que se comienza a estudiar el algebra.

El hallazgo del teorema fundamental del cdlculo es toda una revolucién para el calculo de
integrales y, por tanto, para el calculo de areas y de sumas infinitas. Poder hallar no sélo el

area como un numero, sino la funcién analitica F que nos da el drea de una funcion f en
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cualquier intervalo facilita mucho las cosas, sobre todo si somos capaces de hallar dicha
funcién F sabiendo que su derivada es f. O una pregunta sin tanto sentido practico, quiza por
pura curiosidad (por qué no): si conozco la funciéon derivada, es decir, la funcién de

pendientes de otra, cémo hallo la funcién de la que deriva.

Como ya sabemos derivar, podemos saber que una primitiva de la funcion f(x)=2x puede ser
Fi(x)=x2. Pero también lo es la funcion F2(x)=x>+1, o la funcién Fs(x)=x*-4, o la funcién

Fa(x)=x?+m, ...

El conjunto de todas estas funciones primitivas de f(x)=2x serd, por tanto, F(x)=x>+C, donde C
es una constante que puede ser cualquier namero real, y es la constante de integracion que

ya se ha comentado en la etapa anterior.

En la Figura 25 se representa la integracion y la derivacion como procesos inversos:

——» Integracién

flx) = 2x F(x) = x*+C

} Derivacion -

Figura 25 - La integracion y la derivacién como procesos inversos

3.4.4.1.Primitivas inmediatas

Las primitivas inmediatas surgen cuando se observa que el integrando se obtiene como
resultado de la derivacién de otra funcién de forma sencilla. Se trata, pues, de leer la tabla de

derivadas de derecha a izquierda.

Se distinguen las primitivas inmediatas simples y las compuestas o cuasi-inmediatas.

Ejemplo:

n+l n+l

X
,sinzl - Compuesta: J- f'OF "dx =
+1

Simple: J- X"dx =
n

, si n#l.
n+
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La forma simple es un caso particular de la compuesta cuando f=x y, por tanto, {'=1. Hay que
darse cuenta de que las formas compuestas siempre necesitan de la derivada f' de una

funcion f presente en el integrando debido a la regla de la cadena:
[ £:09(F (9)dx=G(f(x)+C

Asi que las manipulaciones algebraicas irdn en este sentido: obtener dicha funcién f’ para
que el integrando tenga el aspecto de las formas inmediatas y asi calcular la primitiva de

forma sencilla.

Para lograr este tipo de expresiones, f'Tf" o cualquier otra, de las que se puede calcular la

primitiva mediante una férmula inmediata, puede ser simplemente necesario sumar/restar o

multiplicar/dividir la expresion por un mismo ntimero, sin alterar, por tanto, su valor.
5
. X[QZBX2 - 5) , para que sea como f'TF" hay que multiplicar y dividir por seis:

1
EE6XEQ3X2—5)5.

= COtX, para que sea como COt’ X+ 1, se suma y se resta uno: COtx+1—1

2

X .
. T2 si se suma y se resta uno en el numerador y descomponemos obtenemos:
+X
x> _xXP+1-1_1+x*> -1 1
2= 2 2t 2 4T 2"
1+X 1+x 1+x° 1+X I+ x

Este tipo de técnica ya es conocido por los estudiantes cuando racionalizan una fraccién con

radicales en el denominador.

3.4.4.2.Determinacion de C

La determinacién de la constante de integracidon es importante para no dar un resultado
genérico del conjunto de primitivas de una funcidén sino la funcién primitiva concreta de la
funcion proporcionada en el enunciado. Para ello el enunciado da el valor concreto de la

primitiva en un punto. A partir de ese valor se plantea una ecuacion para hallar C.
Ejemplo:

Hallar la primitiva F(x) de f(x)=3x> que cumple que F(1)=2.
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El conjunto de todas las primitivas es: F(X) = .[ 3x%dx=x>+C.
Pero como F(1)=2 - F(1)=1+C=2 - C=1.

Por tanto, la primitiva concreta es F(X) = x> +1.

3.4.4.3.Métodos

Para hallar la primitiva de una funcién, se debe reconocer primero si es uno de los tipos
inmediatos o si se puede reducir a ellos realizando algun tipo de manipulacién algebraica.
En caso contrario, hay que aplicar algin método de integracion. Existen numerosos métodos,
pero sdlo vamos a ver Descomposicion, Por partes, Sustitucion y Funciones Racionales. Nos
centraremos, como ya se ha comentado antes, en las caracteristicas algebraicas de cada uno

de ellos.

Descomposicion:

Proviene de la derivada de una suma:
(f+g)'=f+g’

Por tanto, j(f +g)dx:j fdx+jgdx= F(X)+G(x)+C

Cuando el denominador sélo tiene un factor, la expresion fraccionaria se puede separar en la

suma de tantas fracciones como términos tenga el numerador:

+ +
Ix_ldx R X_]':§+_1:1+_1 R
X

< VR < I(1+§jdx:jdx+j—)1(dx:x+|nx+C

Se puede sumar y restar un namero sin alterar el resultado:
J'tan2 xdx - tan’ x= tarf x+ + - J'(tan2 X+ 1- :I)dx=j( tar x + ;Ux—jdx: tam—x+C

Por partes:
El método de cdlculo de primitivas por partes se basa en la derivada de un producto.

Sean u y v dos funciones derivables, la derivada de su producto es:
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d(w)=udv+vdu - w=[udv+|vdu - [udv=uv-[vdu

Lo destacado de este método en cuanto a manipulaciones algebraicas lo encontramos en las

primitivas de las funciones del tipo “exponencial-trigonométrica”, como por ejemplo € SinXx:
J'ex sinxdx =--- =€ sinx—¢* (:09(—J'eX sirxdx

Tras aplicar dos veces el proceso del método, obtenemos de nuevo la misma integral del
enunciado. Al contrario de estar mal, es una buena noticia, ya que, operando como si fuera

una ecuacion podemos hallar la solucion. Para facilitar los cdalculos llamamos a

Iex sinxdx =1, por tanto:

| =€"sinx—¢€* cosx—|
2l =€*sinx—e* cox
g‘sinx—¢e" cosx
2

e'sinx—e* cosX
2

C

jexsinxdx=

Sustitucion:

El método de sustitucidon o cambio de variable es una consecuencia de la derivacion de

funciones compuestas:
(te0)'= 110
j f (x)dx = j f[g(t)] @ Mt si x=g(t), dx=g’(t)dt

Este método algebraicamente tiene su interés en el cambio de variable que los estudiantes ya
conocen de otros procedimientos algoritmicos en diversos temas del algebra como las
ecuaciones bicuadradas y exponenciales. Conviene que los alumnos se familiaricen desde

pronto con estas técnicas matematicas ya que en la universidad son muy usuales.
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Funciones Racionales:

- p(X¥)
a(x)

Las funciones racionales son de la forma f(X) , donde p(x) y q(x) son polinomios y

estan definidos en todos los puntos de R. La funcién estara definida en todos los puntos

excepto los que anulen al denominador.

Aunque hay muchos tipos de funciones racionales y la primitiva de algunas ya se puede
calcular mediante los métodos inmediatos, nos centramos en las mas sencillas: aquellas en la

que el denominador q(x) no tiene raices complejas.

La transformacion algebraica que se lleva a cabo es muy interesante y conviene que los

alumnos la conozcan antes de llegar a este tema.
Ejemplo:

4 o 3x+1 : , :
Se trata de escribir la expresion Z5xtG como suma de otras fracciones mas sencillas de
X" —oX+

las que desconocemos el numerador y cuyos denominadores son los factores que dan lugar

3x+1 A B
+

al denominador de la expresion racional inicial: =

(x-2)fx-3) T x-2 x-3

Determinar los valores de A y de B que cumplen la igualdad anterior es el objetivo del

problema. Para ello, se realiza la suma de las fracciones:

x+1 _ A, B _Ax-3)+B{x-2)

(x—2)[ﬂx—3)_x—2 Xx-3 (x-29fx-3

De esta forma, los numeradores 3x+1 y Afx-3)+B[{x-2) son iguales. Forman, por

tanto, una identidad. ;Como calcular A y B? La caracteristica de una identidad es que se
cumple para cualquier valor que le demos a ‘x’. Asi que dando un par de valores podremos
hallar A y B. Si los valores que le asignamos a ‘x’ son “con vistas” hallaremos las incégnitas

mas facilmente. Y estos valores son las raices del denominador:
3x+1= Al{x-3+B{x- 2
x=2 - 7=A(-1) - A=-7

x=3 - 10=B
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+1 _ -7, 10
X*-5x+6 x-2 x-3

Por tanto, . Se puede comprobar que la suma de las dos fracciones
da la expresion racional.

Y basandonos en este tipo de manipulacion algebraica, se puede calcular la primitiva de la

funcién racional inicial de forma sencilla:

3x+1 ¢ -7 10 , _ B )
IX2—5X+6dX_Ix—2dX+ xT3dX_ 7In(x-2)+10In(x- 3+C

3.4.5. Actividad final

Como ultima actividad, se puede replantear la actividad 2 de la etapa 1, donde se ha
intentado calcular el area de la parabola f(X)=x*—X+1 en [1,5], para realizarla en el resto

de etapas.
Etapa 1:

Como se ha desarrollado durante la actividad, mediante el método de la altura media con
cada vez mas particiones del intervalo y, por tanto, una anchura cada vez menor de las
mismas, se va ajustando el valor de la altura media y, a partir de ella, el valor del area.
Tomando primero una particién y luego dos particiones, los alumnos observan cémo
converge el valor del drea. Con ayuda del ordenador, se efectiian cada vez mas particiones y

se observa como el valor de la altura converge a 8,333 y el drea, por tanto, a 33,333.
Etapa 2:

En esta etapa se va a tratar de dar un sentido conceptual al calculo del area de la parabola

f(X)=x*—x+1en[1,5].

Hay que ponerle un nombre, una magnitud, a las variables x e y ( f (X) ). Podemos suponer,

por ejemplo, que la variable x significa el tiempo transcurrido desde la fundacion de una

empresa medido en afios. Y la funcién f(X) son los ingresos medidos en miles de euros de

la empresa en cada instante. Asi pues, por ejemplo, en el

instante en que se cumple el primer afio desde la fundacién ingresan 1.000 €, mientras que en

el instante en que se cumple el quinto afio ingresan 21.000 €. La pregunta seria cual es el
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ingreso total acumulado en cuatro anos: desde que se cumple primer ano hasta que se
cumple el quinto. Al igual que se ha razonado en la Actividad 2 de esta etapa, donde se
calcula la distancia recorrida dada la funcién velocidad en cada instante, se concluye que este
problema de acumulacion de infinitas contribuciones (ingresos) de duraciéon infima
(instantes) corresponde al calculo de un area. Asi pues, aprovechando el calculo realizado ya
en la etapa 1, sabemos que la media de los ingresos (altura media) sera de unos 8.333 € y la

suma de todos los ingresos sera de, aproximadamente, 33.333 €.
Etapa 3:

Entendido el problema, a partir de un andlisis conceptual del mismo y con el calculo
aproximado de los ingresos acumulados con el método de cdlculo de areas de la altura
media, usamos el teorema fundamental del calculo para hallar la funcién area (ingreso

acumulado) y la regla de Barrow para su valor de 1 a5 de manera exacta.

;Cudl es la funcién cuya derivada es f(X) = X’ —x+1? Si sabemos derivar sera facil concluir

3 2
que la funcién area (ingreso acumulado) serd: F(X) =§—7+X+C, donde C es una
constante ya que su derivada es 0. Si sustituimos cualquier valor de x en la funcion F(x),
hallaremos los ingresos acumulados por la empresa desde el instante 0 (de fundacién) hasta

el instante x.

(Cudl es el ingreso acumulado desde el primer afio hasta el quinto? Si hacemos F(5)
sabremos cual es la acumulacién hasta el instante 5 afios y con F(1) la acumulacion hasta el
instante 1 afio. Asi pues, por la regla de Barrow, F(5)-F(1) nos proporciona el ingreso entre el

primer ano y el quinto:

Ahora hemos logrado un valor totalmente exacto, asi que el valor exacto del area , es decir,

del ingreso acumulado es: 10% miles de euros, que son, redondeando a la unidad 33.333 €,

valor que ya habiamos obtenido tras un laborioso proceso de célculo de alturas medias. El
calculo tedioso desparece con la llegada del teorema fundamental del calculo y la relacién

que introduce entre la integral y la derivada.
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Etapa 4:

En la etapa 4 se introduce el cdlculo de primitivas de forma inmediata y mediante métodos,
lo que nos provee de técnicas solidas para hallar la primitiva de cualquier funcién, algo que

no siempre es sencillo.

La primitiva de la funcién de la actividad la hemos hallado en la etapa 3 porque sabemos
derivar y la hemos extraido “a 0jo”; pero por los métodos de cdlculo de primitivas de la

etapa 4, la podemos hallar sin pensar demasiado:

n+l

X
Sabemos que: .[ x"dx = 1
n

+C, por tanto:

2+1 +1 2

j(xz—x+1)dxzx _X +x:X—3——+x+C
2+1 1+1 3 2

Y con la primitiva calculada de forma algoritmica, usamos la regla de Barrow para saber el

area (ingreso acumulado) entre 1y 5: F(5)—F (1)= %) miles de euros.
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4. Modelo de Ensennanza

Por la premura existente en todo momento en el curso de 2° de bachillerato, las clases que
debiamos impartir tanto mi compafiero como yo en nuestras practicas en “Escuelas de
Artesanos” debian tratar de los temas de “Integral indefinida. Primitivas” y “Aplicaciones de
las integrales”. Concretamente me encargué yo de preparar las clases para el primer tema.
Para ello contaba con 4 sesiones de 50 minutos cada una, tiempo insuficiente para explicar el
concepto de primitiva y todos los métodos de calculo de primitivas existentes teniendo en

cuenta que no lo habian visto en 1° de bachillerato.

Comenzar el tema haciendo una introduccion a la problematica histdrica del calculo de areas
y definiendo la integral como tal no era posible ya que, ademas de que el tiempo se echaba
encima, el profesor tampoco queria modificar su programacion; algo a lo que, obviamente,

no tenia nada que objetar.
1° sesion, 50 minutos:

Comencé la primera sesion planteando la funcidon f(x)=2x y preguntando por cudl es la
funcion cuya derivada es f(x). Obtuve la respuesta inmediata de varios de los alumnos:
F(x)=x2. Tan solo uno, del que ya en sesiones anteriores a mi puesta en escena me habia dado
cuenta de que le gustaban las matematicas, me dijo que podia ser, por ejemplo, x>+1. A partir

de ahi planteé el conjunto de funciones que pueden ser primitivas de f(x)=2x = F(x)=x*+C.

Después de exponer las propiedades basicas del calculo de primitivas, pasamos a ver las
inmediatas simples y compuestas (cuasi-inmediatas). Hice hincapié, como lo he hecho en el
apartado 3.4.4., en que la clave para calcular primitivas es un buen manejo de las expresiones
algebraicas. El que sabe algebra, no suele tener problemas en céalculos de primitivas. Y,
también, el que sabe derivar, encuentra muchas similitudes, pues en este momento, y aunque

no se les haya justificado, ya saben que la derivacion y la integracién son procesos contrarios.

La ultima parte de la clase la dedicamos a hacer ejercicios, unos de forma conjunta, en la
pizarra, y otros de forma individual, para que los alumnos se dieran cuenta de primera mano
de las dificultades propias del cdlculo de primitivas. Por ultimo, les recomendé la realizacion

de varios ejercicios relacionados con lo que habiamos explicado.
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2° sesion, 50 minutos:

La segunda sesion comenzd comentando dudas que habian asaltado a los alumnos al hacer
los ejercicios propuestos en casa. De nuevo hice hincapié en que conocieran las
manipulaciones algebraicas que hay que llevar a cabo y, sobre todo, en que sepan cuando es

necesario realizarlas.

Posteriormente vimos el método Por Partes, el cual justifiqué de la forma explicada en el
apartado 3.4.4. Ademas, les intenté ayudar con la famosa regla nemotécnica “un dia vi una
vaca...”. Vimos que hay primitivas por partes en las que hay que usar el procedimiento mas
de una vez para llegar al resultado final e, incluso, como hemos visto en el apartado 3.4.4., se
obtiene la misma integral que en el enunciado tras varias realizaciones del método. Con una

sencilla resolucién de tipo ecuacion se llega al calculo de estas primitivas.

Aprovechando el fin de semana, les pedi que hicieran ejercicios del libro, de tipo inmediatas
y por partes, que me han servido como experimento para el apartado 5 y con los que pude
comprobar las dificultades principales con las que se encuentra un alumno la primera vez
que se enfrenta al calculo de una primitiva, y las posibles dificultades surgidas a raiz de mi

explicacién.
32 sesion, 50 minutos:

La tercera sesiéon comenzo tal y como lo hizo la segunda. Se vieron las dificultades con las
que se habian encontrado los alumnos al realizar los ejercicios propuestos para el fin de

semana. Dichas dificultades estan detalladas en el apartado 5.

Tras hacer ejercicios, expliqué los métodos de Sustituciéon y de Funciones Racionales
planteando a la vez ejercicios de dificultad gradual. Lo mas importante, de nuevo, es mostrar
a los alumnos que la clave es el buen manejo del algebra y saber convertir expresiones en
otras equivalentes para obtener integrandos que nos permitan calcular la primitiva

correspondiente con los métodos que sabemos.

Al final se hicieron diferentes ejercicios de forma conjunta e individual para reforzar los

nuevos métodos aprendidos.
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4° sesion, 50 minutos:

La ultima sesién de que dispuse la dedicamos integramente a hacer ejercicios para reforzar

todos los tipos de calculo de primitivas vistos hasta el momento.

Los alumnos expusieron algunas de sus dudas, donde constaté que la mayoria eran de tipo
algebraico. Los métodos y las primitivas inmediatas los entienden con mayor facilidad que

las manipulaciones de tipo algebraico que es necesario llevar a cabo para realizarlos.

Y asi acabé la puesta en practica de la unidad didéctica de “Calculo de primitivas”. No fue la
mejor manera posible de iniciar a los alumnos en el estudio de la integral pero, al menos,
intenté lograr que estuvieran preparados para encarar el calculo de la primitiva de cualquier
funcién pensando, sobre todo, en el tema siguiente en el que verian aplicaciones mas
concretas, como el calculo de areas o volimenes, donde el calculo de la primitiva debe ser

algo automatico.

Las ultimas clases del curso fueron las impartidas por mi compafiero Salvador, que les
explico las aplicaciones de las integrales, que se centran en 2° de bachillerato en el calculo de
areas y de volumenes, sin mencionar mas aplicaciones o significados del concepto integral.
Lo hizo de manera muy estructural y esquematica, proporcionando a los alumnos métodos
procedimentales para resolver cualquier ejercicio de calculo de areas, sea entre una curva y
dos rectas verticales dadas, el eje de abcisas, o entre dos curvas, sin que sea necesario

representarlas graficamente.

b
Por ejemplo, para realizar una integral definida cualquiera, L f(x)dx, en lugar de

representar la funcion en el intervalo en que se quiere integrar [a,b], simplemente realizaba la
ecuacion f(x)=0 para ver si habia algtin punto dentro del intervalo en que la funcién se
anulaba, lo que indicaria que la funciéon cambia de signo y, por tanto, habria que considerar

el valor absoluto del drea donde la funcion sea negativa.

Esto, ademas de conllevar algo de riesgo, es casi mas costoso que representar la funcién y ver
su comportamiento en el intervalo de integracion. Sobre todo hoy en dia, que se pueden usar

ordenadores o calculadoras para realizar representaciones graficas.
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5. Modelo de Actuacion

En este punto se van a mostrar los experimentos llevados a cabo con los estudiantes tras

impartirles las clases descritas en el apartado anterior.

Como ya he comentado, tras las dos primeras sesiones de clase, los alumnos realizaron un
cuestionario con primitivas de tipo inmediatas (simples y compuestas) y con el método por
partes, lo que se habia dado hasta la fecha. Con eso constaté una buena cantidad de errores,

sobre todo de tipo algebraico. Esta prueba era voluntaria y la realizaron 10 alumnos.

La segunda prueba que realizamos fue el examen final de evaluaciéon donde los alumnos ya
habian dado las sesiones correspondientes a mis clases y a las de mi compafiero. Estaban
preparados, por tanto, para el cdlculo de primitivas y el calculo de areas con las integrales

definidas. El examen lo realizaron 17 alumnos.

5.1.Errores de tipo algebraico

5.1.1. Descomposicion

Los errores de descomposicidon son en su mayoria por omision, es decir, para que la funcién
tenga el aspecto de alguna de tipo inmediato y aplicar asi alguna de las férmulas de la tabla
es necesario realizar descomposiciones a expresiones fraccionarias, fracciones o radicales,
que los alumnos en muchas ocasiones no alcanzan a visualizar, dejando el ejercicio sin

acabar.

Cuando el denominador se expresa como un unico factor, la expresion se puede
descomponer en suma de fracciones donde los numeradores son los términos del numerador

de la fraccion original.

X+2 _ xX+2 ., ) X 2
= 5 == debid continuar: ——t——
(x+1) —-2x X +1 X*+1 x°+1
3x+1 ., . 3x 1
= > debid continuar: -t
X +4 X“+4 XxX°+4
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Los dos ejemplos anteriores son descomposiciones que dos alumnos dejaron en blanco
pensando que no habia férmula para calcular dichas primitivas. Justamente, se insistié en
que cuando parece que no existe dicha formula, hay que realizar calculos algebraicos para

lograr expresiones que si la permitan.

El siguiente ejemplo muestra lo contrario. El alumno intenta hacer una descomposicion, pero

de forma errdnea:

. COSX 4 cos<+ COX
1+ sinx 1 Sinx

3) f\& de - (X, o8 x g - 3
: 1 320 x 1 ‘—3

Figura 26 - Error en la descomposicion de una expresion algebraica

Los siguientes ejemplos son también calculos dejados en blanco por no saber seguir:

Y23 = (2X3)1/2 debio continuar: \/E x¥2

- - - (5X3)_]/2 debid continuar: 1 x¥2

5x3 J5

9) —— dx - ¢

i p{x = s\ '
m.; @Ks)d./l S_ CS_A ) ’/ JX = W

Figura 27 - No sabe seguir descomponiendo la potencia de un producto

No usan la regla algebraica que la potencia de un producto es el producto de las potencias:

(al)" =a* m"
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5.1.2. Suma/resta o producto/division por un mismo niamero

En ocasiones, para obtener expresiones mas sencillas o que nos ayuden a realizar ciertos
célculos, es necesario multiplicar y dividir (o sumar y restar) una expresion por un mismo
numero, manteniendo la equivalencia entre las expresiones. Es un procedimiento conocido

por los alumnos para racionalizar fracciones, por ejemplo.

Esta técnica ha sido en general bien usada por los alumnos. Lo que conlleva mas dificultad

de visualizacidon es sumar/restar un mismo namero.

Y en ocasiones aplican mal esta técnica algebraica ya que multiplican y dividen por la
variable ‘X’, cosa que no tiene por qué ser incorrecta, pero extraen la variable fuera de la

integral a conveniencia:

. j4jx2 dx # 2X[f 4?;2 dx = 2x[ln‘4+ x2‘+C

5.1.3. Simplificacion

El problema en muchas ocasiones es no saber simplificar las expresiones y dejarlo en blanco

o simplificarlas de forma errénea:

3 3 -23
] 2\/; debio continuar: 2x! = ZX— = —2 x %3
5x 5x 5 5
X + X 2X + X X +
. g debio continuar: 2 2_1[3( = 2D22 208 = 2[@ 2+ 3*)
2" 2X[P 2

En otras ocasiones intentar llegar a una expresion simplificada pero sin acierto:
sy XVXE # xF 24 xP Y4+ x? 8= 2 debid haber escrito: X2 k¥ 4k* 8= x ™t
5.1.4. Manipulacion

En este punto incluyo las expresiones cuya primitiva es la funcién arctan o arcsin donde hay

que realizar manipulaciones algebraicas algo mas complejas que en los puntos anteriores.
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dx =arcsinf

fro._
.[de— arctanf I T

Ejemplo:

Yoo K )Vz

4+x2 1+x2/4_1+(>¢2) 2 1+(

, por tanto

1. %1 .
E.[mdx—awctar(x/z) C

* Realiza bien la manipulacién pero termina mal:

.[ 1+ (}X;Z) dx # 3-1 ertar( X/ 3+ C, considera que f'=1y % es una constante.

* No realiza bien la manipulacion:

I 4+1x2 dx 4% dx = arctar(x/ 4+C, considera que X% - (%)2

%
I P —j1+ 4@rctar(x/ a+ C, considera que % es al mismo tiempo

constante que saca fuera de la integral y f'= % .

5.2.Errores de calculo de primitivas

Estos tipos de errores estdn mads relacionados con el propio cdlculo de primitivas y sus
propiedades. Puede ser que, aunque sea obvio, no vean un tipo de integral inmediato, puede
ser que incumplan alguna propiedad del calculo de primitivas, que no apliquen
correctamente un método (en este caso el método por partes), o puede ser que no determinen

correctamente el valor de la constante de integracién.
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5.2.1. No visualizacion de un tipo inmediato

Suele ocurrir que en expresiones con funciones trigonométricas o logaritmicas, esté presente
una funcién y su derivada, con lo que el calculo de la primitiva es inmediato o casi inmediato
haciendo algun arreglo algebraico. También ocurre con funciones racionales donde el
numerador es la derivada del denominador y, por tanto, es una primitiva de tipo logaritmo

neperiano.

] Isin 3X[tos&dx, no lo relaciona con f 'CF".

Debid continuar: %jsin X [BcosKdx = éEI(SmTS(i +C.

ln)jsm%x.wssxdx 5 no RJA%C&{QQ{ f/‘f
Figura 28 - No se da cuenta de que es un tipo inmediato

dx, no lo relaciona con f'TF". Debi6 expresar la funcion como:

e2X
RN
1

Y2 P
e fe* +3) == e*+3) v por tanto:
e +3) =3 ) yp

2X y2
%IZezx [ﬁezx+3)_]/2dx:—; L Jjj) =Je” +3+C

j COSX f COSX

—— dX, no lo relaciona con — . Por tanto: I ——dx=In |1+ SinX| +C
1+sinx f 1+ sinx

5.2.2. Incumplimiento de las propiedades

En este punto he observado que convierten la integral de un producto en el producto de dos

integrales:

ESIEE

Este tipo de fallo es un caso particular de un mecanismo de produccion de errores que ha

sido observado en multiples ocasiones y hemos visto también en el tema sobre algebra en el
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master. Como estudié de forma sistematica Matz (1982), dicho mecanismo consiste en
extender el dominio de aplicacion de una regla que es correcta a un dominio en el que no es
correcta. Es un mecanismo mental que produce este tipo de errores. Lo Illamod

“overgeneralization” o sobregeneralizaciéon de modelos lineales.

Lo que ahi se esta haciendo es extender la distributividad de la integral sobre la suma, lo que
es correcto, a la distributividad de la integral sobre el producto, que no es correcto. Esto se
puede deber al establecimiento erréneo de la analogia entre las dos situaciones o, incluso, a

la similitud visual.
1 1, .1, Y
. j?dxij;dxq‘;dx—lnxtﬂﬁx—(lnx) +C

. IX[[h xdx = I xdx[fln xdx =?, es una integral por partes que al descomponerla en

producto de dos, algo incorrecto, no sabe continuarla aunque la primitiva del In(x) se

realiza también por partes, método que no parece tener bien asimilado.

5.3.Método por partes

En este punto incluyo los errores de los estudiantes relativos a los ejercicios de aplicacion del

método por partes.

J'umv:uw—jvmu

* Escriben una funcién como u y otra como v en lugar de como dv. I arctanxldix —

1

>dx, dv=0.
+X

u=arctanx, v=dx - du=1

z c)janh xdx o ardhuny — [t ol

1+ x?

W= arclunr /Au = -—i

1+t
U= dx @

Figura 29 - Error en el método por partes: toma v en lugar de dv
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* Cuando el método hay que aplicarlo mas de una vez en un mismo calculo, algunos

alumnos lo dejan pensando que esta mal.

N

3 < | (T O O

- l :’ A . . E l Ll B O '\ i \
(G 2x+8) e 4y =12 (et 2+ [ di = { TR

o

i1

1
AN

e
Vondnua’ [ T T DT T DD

.
N
’§’N
Ky
2
il

iy

Figura 30 - No continuia aplicando de nuevo el método por partes

* Como se ha comentado en el apartado 3.4.4. (etapa 4), en las de tipo
“exponencial-trigonométrica” hay que efectuar el método dos veces para obtener la misma
integral que al principio. Entonces se resuelve como si fuera una ecuacion. Algunos

alumnos se quedan en blanco cuando llegan a este punto.

IX[[h XdX - u=Xluego du=dx - dv=Inxdx luego V=%(.Parapasardedvav

deriva en lugar de integrar. Ha realizado, ademas, una mala eleccién; deberia haber

tomado U=InX y dv = xdx.

J.X3exz dx - u=x’, dv=e.Se queda bloqueado porque no sabe hallar v, ya que no
es inmediato calcular la primitiva de € . Si hubiera descompuesto: .[ X2 X@dx -

u=x?, dv=x&", podria haber calculado v facilmente.

|
Kiz

el

|
I

g
Pl

|
|

ol s 0 O O
LA
DoereTh |
=1 F I

Figura 31 - Elige un dv dificilmente integrable
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5.4.Determinacion de la constante de integracion

Este error se produce cuando han calculado correctamente el conjunto de primitivas F(x)+C
pero se puede determinar con exactitud C ya que el enunciado proporciona el valor de la

primitiva en un punto concreto.
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Ejemplo:

El enunciado dice que F(1)= % )
2
F(X):J-X[IthX:"':X—[ﬁlnX—lj'*'C
2 2
2
F(l):‘£+C=§ - C=1.Por tanto F(X)=X—[ﬁ|nx—éj+1
4 4 2 2

» F@)= —%+C. Esto lo hace bien pero hace C = % Es decir, ha interpretado que

debe igualar a cero F(1) en lugar de igualar a %

1 , .
» F@)= 2 +C. Dos alumnos se quedan ahi. No igualan a %

5.5.Error en integrales definidas

El error mas comdn cometido en las integrales definidas es derivado de la integral propuesta

. , 1 .
en el examen: el calculo del drea de la curva v entre los ejes y la recta x=2.
X

— (7 - s ly_m e
A—J'o A [ @rctar(%)} D(arctani arctan @)—ZEE[r 2

La mayoria de los alumnos escriben que arctanlk 4! algo que seguramente extraen de la
calculadora, obviando que este resultado es en grados y se necesita poner en radianes puesto

que estamos hablando del célculo de un area. El resultado final es, por tanto, en la mayoria
2 T, . . , ,

de los alumnos A=22,5° en lugar de A=§u . La diferencia, tratdindose de un area, es

enorme y da lugar a un error bastante grave (22,5 es aproximadamente 57 veces mas grande

uez)
q g’
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6. Conclusiones

En las cuatro etapas de la propuesta didactica se sumerge a los alumnos en la problematica

que histéricamente supuso el germen que origind el Célculo.

Primero se aborda el calculo de areas de curvas desde un enfoque totalmente aritmético. De
alguna forma es una especie de “buscarse la vida” con lo que se sabe hasta el momento para
el calculo de un area. Este calculo se sabe que es aproximado pero convergente. Tras un par
de iteraciones efectuadas por los alumnos para darse cuenta de dicha convergencia, el
profesor puede tener preparado un programa en el ordenador que calcule el resto de
iteraciones para evitar tediosos calculos a los alumnos, y confirmar asi la convergencia tanto

de la altura media M como, por tanto, del area A de la figura que forma la curva.

Posteriormente, en la etapa 2, se le da sentido conceptual al calculo de areas. No es sdlo el
calculo de un area geométrica lo que se halla sino que ésta puede significar cualquier
magnitud medible ya que tiene una intima relaciéon con la suma de infinitas contribuciones
de anchura cada vez menor (infima). De esta forma el sentido conceptual que se le da a la

integral es completo: qué, como, cuando, por qué.

La tercera etapa se ocupa de introducir una notaciéon adecuada. Como la suma de infinitas
contribuciones de anchura infima equivale a un drea, se usa también el método de la altura
media para hallar un drea muy pequefia y llegar finalmente al descubrimiento matematico
maés importante del siglo XVII: el teorema fundamental del calculo. Este relaciona la
derivacion con la integracion, de manera que a partir de este momento se pueden calcular
areas, o sea, sumas de infinitas contribuciones de anchura infima, conociendo la primitiva de

la funcién que representa dicha 4rea o dichas contribuciones.

Conocida la relacion entre derivacion e integracion, la etapa 4 se encarga de proporcionar
métodos para calcular primitivas de forma totalmente mecanica o algoritmica. Se trata, asi,
de calcular la primitiva de una funcién y, a partir de ella, el drea que ocupa en un
determinado intervalo conociendo estrategias puramente mecanicas en las que es necesaria

mucha destreza en el manejo de expresiones algebraicas.

En la Figura 32 se observa este desarrollo.
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— AREA de cualquier curva

ETAPA 1

Aritmética

| Método de la altura media

SUMA FINITA

suma de un n° conocido de
contribuciones de anchura
conocida (duracién, peso)

v

ETAPA 2

— A
Conceptual AREA

SUMA INFINITA

suma de infinitas contribuciones
de anchura infima

|

NOTACION

ncion area
de aax
uma
valor de
contribuciéon

Ju

[

ETAPA 3 Fix) =) fix) dx ~ Mx-a)

Analitica ¢

TEOREMA FUNDAMENTAL
DEL CALCULO

f=Frelf=F

!

ETAPA 4 CALCULO DE PRIMITIVAS

Algoritmica
—®» INMEDIATAS

—» METODO

Figura 32 — Desarrollo de ideas y aprendizaje en las cuatro etapas
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La pregunta obvia y fundamental seria jen qué cursos estructurar estas etapas? Se pueden
estructurar en cuatro cursos diferentes, tantos como etapas. La eleccion del orden de las

etapas no ha sido aleatoria:
ETAPA 1:

La primera etapa, totalmente aritmética, cabe en el curso de 32 de ESO. Aunque en este curso
ya conocen el algebra, conviene que la aproximacién al cdlculo de areas se produzca de
manera aritmética para darse cuenta del importante paso que supuso el teorema
fundamental del cdlculo y, ademas, el hecho de usar el algebra, con la dificultad que
conlleva, puede enmascarar el sentido conceptual que es necesario que conozcan los alumnos
al comienzo del tema. Asimismo sirve como introducciéon al concepto de limite, desde una

tarea geométrica.
ETAPA 2:

Esta segunda etapa es totalmente conceptual y no cabe ningtin cdlculo ni aritmético ni
algebraico. Conviene llevarla a cabo en 4° de ESO, ya que la relacién entre la suma o
acumulacién y el calculo del drea es un concepto complicado y no es necesario introducir
ningun aspecto de cdlculo y en esta edad ya poseen un desarrollo cognitivo suficiente para
asimilar dicha relacion. Cuando se concluye que para realizar una suma infinita se necesita
calcular un drea el alumno ya sabe cémo hacerlo, puesto que lo ha visto en la primera etapa,

aunque de manera aproximada.
ETAPA 3:

En esta etapa se tiende el puente entre derivacion e integracion y conviene que los alumnos
ya conozcan los conceptos de limite y de, por supuesto, derivaciéon. Es una etapa

recomendable, por tanto, para 1° de Bachillerato.
ETAPA 4:

Esta etapa puramente algoritmica y mecdnica conviene verla tras todas las anteriores, y no
antes. Puede darse en 2° de Bachillerato aunque que convendria comenzar a verla en 1° para
evitar las prisas propias del tltimo afo. Es necesario un buen conocimiento del algebra, por
eso es recomendable que en los temas de calculo algebraico de los cursos anteriores se haga

hincapié en las transformaciones que se deben realizar en el calculo de primitivas.
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Si no se quiere extender en cuatro cursos el aprendizaje de la integral, se podrian unir las dos
primeras etapas en un solo curso, 4° de ESO, y las dos ultimas etapas en 1° de Bachillerato. Y
si se quiere dar todo en un solo curso, convendria no hacerlo en 2° dada la experiencia ya
conocida. Seria mejor hacerlo en 1° ya que en 2° se terminarian por dar rapidamente los

mecanismos de calculo dejando de lado el enfoque conceptual.

De la experiencia en las practicas, constaté que comenzar ensefiando las integrales
por el célculo de primitivas no es una buena aproximacion. Los errores recogidos en
el apartado 5 asi lo confirman. No obstante, estos errores se deben a la falta de
destreza en el manejo de expresiones algebraicas mas que en el dominio del concepto
de las mismas, ya que la introduccion de este ultimo brillo por su ausencia. También
es cierto que los errores de cdlculo de primitivas, en su mayoria algebraicos, se
pueden ser causados por la falta de practica ya que en poco menos de tres semanas
vieron los dos temas y se examinaron de toda la asignatura. El tiempo es siempre un

enemigo del aprendizaje.

Por ultimo, independientemente del tema del trabajo, en este TFM he me he dado
cuenta de que existe una gran cantidad de bibliografia sobre didactica de las
matematicas. Cualquier tema sobre el que uno quiera indagar, investigar o innovar
estd sumamente desarrollado en libros, revistas o simposios. Asi que basta con
acceder a ellos a través de bibliotecas o de Internet para empaparte de ideas y

propuestas, todas ellas ttiles para el trabajo como profesor.
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