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funciones adecuada al fendmeno que se modela a través del estudio del
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Abstract: In this work we present an exploratory study of the solving process of a
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meaning in the canonical form of the family of functions, should be the response to
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1. Introduccion

Arranca este trabajo con dos propdsitos claros, uno de caracter investigador; el otro con
fines de aprendizaje. Y esta memoria pretende dar cuenta de ambos.

La tarea que sirve de base para la investigacidn exploratoria de nuestro trabajo, viene de un
estudio previo realizado por uno de los miembros del proyecto de investigaciéon coordinado
rubricado por el Departamento de Diddctica de la Matematica de la Universidad de Valencia y
el Departamento de Matematica Educativa del Centro de Estudios Avanzados del Instituto
Politécnico Nacional en México D.F. Este estudio forma parte de una tesis doctoral en curso,
cuyo fin dltimo es el estudio del aprendizaje del concepto y uso del parametro (Marmolejo
2012). La tarea en cuestién (Actividad del Montacargas), tiene como objetivo que los alumnos
evalien y mejoren la funcionalidad de un modelo dado que describe el movimiento de un
montacargas. Tarea para la que se necesitan dos cosas, decidir qué modelo usar para que
cumpla ciertos requerimientos y encontrar los pardmetros adecuados.

El hecho de que se haga en un contexto de modelizacidon con funciones, aporta ademas
elementos de analisis y estudio cuyo enfoque pueda centrarse en la resolucion de tareas de
modelizacién, o de problemas aplicados, para los que la seleccién de familias de funciones
adecuadas a fendmenos que se modelan, a través del estudio del comportamiento cualitativo
de dicho fenédmeno, sea la clave, y el parametro y su significado en las formas candnicas de las
familias de funciones, la respuesta a la seleccién de un modelo adecuado.

Este es precisamente el punto de partida de nuestra investigacién, en la que mediante un
estudio exploratorio en un contexto diferente al que se realizd la tarea por primera vez,
pretendemos contrastar la hipdtesis de que, tal y como se afirma en Puig y Monzé (2012), los
andlisis cualitativos del fenomeno y del comportamiento de las familias de las funciones, se
revelan como el mecanismo de guia y control del conjunto del proceso de modelizacion, fijando
asi nuestro objetivo de investigacion.

Por otra parte, dado que este trabajo tiene ademas un componente de aprendizaje para el
autor de la misma, el contenido de la memoria pretende ademas ser reflejo de este hecho, no
soélo dando razones de los resultados de la investigacidn, sino mostrando en ella el trabajo de
reflexion que subyace a la misma. Por esta razon, se incluyen todos y cada uno de los
elementos fruto de esa reflexion en forma de analisis de la tarea, de la resolucién de la misma
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desde dos enfoques distintos, esto es, desde la guia de la tarea y desde el fendmeno que se
modela sin patrones de guia que lo encorseten, y en la reconstruccion racional exhaustiva de
los protocolos escritos.

Partiendo pues de estas premisas, la memoria se articula en capitulos cuyo contenido
pasamos a detallar.

En el Capitulo 2 se recoge el marco tedrico de la investigacién, en el que hacemos
referencia al contexto desde el que observamos, en una descripcién mds o menos concisa.
Recorremos los principios de la Educacion Matematica Realista, que se distingue de otros
curriculos por el énfasis en los procesos de matematizacion horizontal y vertical, y por el uso
de modelos como puentes para sortear la distancia entre la matematica contextualizada e
informal, y la formal. Continuamos con las directrices de la modelizacién matematica
entendida como proceso, y con una revision somera de la heuristica en resolucion de
problemas de Polya y Schoenfeld. Finaliza el capitulo con el recordatorio de los significados en
términos de transformaciones geométricas de las gréficas de las funciones a partir de una
forma candnica para la familia de funciones.

El Capitulo 3 contiene el objetivo de investigacidn, los aspectos metodoldgicos y el contexto
experimental: se describe el escenario, los autores, los materiales y la tarea. Esta Ultima desde
los antecedentes en un experimento previo; desde lo esperable en la actuacion de los
participantes; y desde una posicién sin condicionantes (el fenédmeno como unico guia). Se
explicita también la naturaleza de los datos recogidos para el analisis.

El capitulo 4 comprende el andlisis de los protocolos escritos en términos de una
reconstruccion racional exhaustiva de su resolucidn, y otro analisis de caracter mas
microscopico con el que se da evidencia de conductas y actuaciones de los participantes, que
ilustran la importancia del analisis cualitativo de los fendmenos y del conocimiento de las
propiedades cualitativas de las familias de funciones para la modelizacién del mismo (objetivo
principal de nuestra investigaciéon), amén de otro tipo de elementos que caracterizan su
comportamiento en el contexto del experimento (trabajo cooperativo, software grafico
simbdlico, ...)

En el Capitulo 5 se recogen las conclusiones y algunas miradas al futuro.

Sefialar, por ultimo que en Anexo se adjuntan: Tarea, Acordedn del experimento,
Protocolos escritos, Registros de uso del software y los manuscritos escaneados de los
participantes.



2. El marco teodrico

Diferentes son las maneras de abordar la presentacidn de los fundamentos tedricos que el
autor de esta memoria conoce y que estan relacionados, no sélo con las caracteristicas de la
tarea que se plantea a los participantes, sino con algunos de los andlisis particulares que de las
actuaciones y conductas de éstos en su resolucién, se desarrollan. Una manera de hacerlo, ni
mejor ni peor que otras, sencillamente una manera, pasa por personalizar en la figura de
Freudenthal una concepcién de la naturaleza de las matematicas y de su
ensefianza/aprendizaje, luego en consecuencia, de los curriculos que bajo esta concepcién se
generan, de manera que se contextualice lo que se entiende por una educacion matemdtica
realistica (EMR), en la que se enfatiza la matematizacion, tanto en su direccién horizontal
como vertical, y en la que tienen cabida las tareas de modelizacién, proceso cuyas
competencias podrian incluir la de la resolucion de problemas.

2.1. La Educacion Matematica Realista.

Entendida como una teoria especifica de instruccién para la educacion matematica
centrada en contextos (Treffers, 1987; De Lange, 1987; Gravemeijer, 1994, Van den Heuvel-
Panhuizen, 2003), la EMR no pretende ser una teoria general del aprendizaje (Bressan et al.,
2004; Alsina, 2009), sino que es mas bien una teoria global, una corriente diddctica, una
filosofia de la educacién, que surgié como respuesta, alld por los afios 70, a la necesidad
holandesa de reformar la ensefianza de las matematicas y que tuvo en la figura de Hans
Freudenthal su maximo exponente. Nombres como los de Treffers, Goffre, o De Lange, fueron
también de gran relevancia en sus inicios. Tal y como argumenta Van den Heuvel-Panhuizen
(2002), en sus origenes, mas que en una teoria explicita de educacion matematica, la EMR
consistia en una propuesta de ideas basicas centradas en el cémo y en el qué de la ensefianza
matematica; la acumulacidn y revision repetida de estas ideas dan lugar a lo que hoy se conoce
como Educacion Matematica Realista. Siguiendo a Bressan, Zolkower y Gallego (Bressan et al.,
2004. p.3), la EMR se concretiza en un conjunto de teorias locales de ensefianza de tdpicos de
la matemdtica y que se basa en las siguientes ideas centrales:



- Pensar la matemdtica como una actividad humana (matematizacion) y que, siendo asi, debe
existir una matemdtica para todos.

- Aceptar que el desarrollo de la comprension matemadtica pasa por distintos niveles donde los
contextos y los modelos poseen un papel relevante y que ese desarrollo se lleva a cabo por el
proceso diddctico denominado reinvencion guiada, en un ambiente de heterogeneidad
cognitiva.

- Que desde el punto de vista curricular, la reinvencion guiada de la matemdtica en tanto
actividad de matematizacion, requiere de la fenomenologia diddctica como metodologia de
investigacion, esto es, la busqueda de contextos y situaciones que generen la necesidad de ser
organizados matemdticamente.

Estas ideas se presentan habitualmente bajo el nombre de Principios de la Educacion
Matematica Realista, que de forma sucinta se pueden concretar del siguiente modo:

Principio de actividad. Uno de los conceptos matematicos basicos de la EMR es la idea de
Freudenthal (1971) de las matemdticas como una actividad humana de organizacién y no
como un sistema preconstruido de saberes.

La finalidad de las matematicas es matematizar (organizar) el mundo que nos rodea,
incluyendo la propia matematica, de manera que la matematizacién es una actividad de
busqueda y resolucion de problemas, y en términos mas generales, la actividad de organizar la
disciplina a partir de la realidad o de la matemdtica misma, a lo que llamé matematizacion
(Alsina, 2009; Van den Heuvel-Panhuizen, 2003). Como decia Freudenthal, ‘No hay
matemdticas sin matematizacion’ (Freudenthal, 1973, p. 134).

Se aprende matemadticas haciendo matemadticas, de modo que hacer matematica es mas
importante que aprenderla como producto terminado (Freudenthal, 1991). De esto modo, los
alumnos pasan a ser tratados como participantes activos en el proceso educativo, donde
desarrollan toda clase de herramientas y discernimientos matematicos por si mismos (Van den
Heuvel-Panhuizen, 1998). Lo importante es aprender a abordar matematica y criticamente los
problemas que se presentan en situaciones cotidianas (Freudenthal, 1982). Se trata de
posibilitar el acceso a estos conocimientos, destrezas y disposiciones mediante situaciones
problematicas que generen la necesidad de utilizar herramientas matematicas para su
organizacién y solucién (Bressan et al., 2004).

Principio de realidad. La matematica surge como matematizacion (organizacién) de la
realidad, luego el aprendizaje matematico debe originarse también en esa realidad. Resulta asi
fundamental el uso de contextos y situaciones realistas, en el sentido de realizables o
imaginables, no sélo como dominio de aplicacidn, sino también y sobre todo, como punto de
partida para la matematizacién (Van den Heuvel-Panhuizen, 1998). En la EMR, los estudiantes
deben aprender matematicas desarrollando y aplicando conceptos y herramientas
matematicas en situaciones de la vida diaria que tengan sentido para ellos (Van den Heuvel-
Panhuizen, 2003). Un contexto real se refiere tanto a situaciones problematicas de la vida
cotidiana como a situaciones problematicas que son reales en la mente de los alumnos (Alsina,
2009).



En oposiciéon al abordaje de la adquisicion de conceptos matematicos que implica la
inclusion de los mismos como el cuerpo del conocimiento en los materiales, el Andlisis
Fenomenoldgico de Freudenthal (1983) tiene como objetivo servir de base para la
organizacioén de la ensefianza de las matematicas. Siguiendo a Puig (1997, pp.62, 66), el andlisis
fenomenoldgico de un concepto o de una estructura matemdtica consiste en describir cudles
son los fendémenos para los que es el medio de organizacion y qué relacion tiene el concepto o
la estructura con esos fendmenos, entendiendo como fendmeno lo que es objeto de nuestra
experiencia y teniendo presente que los medios de organizacion de los fendmenos, aquello con
lo que pretendemos dar cuenta de nuestra experiencia, es tomado a su vez como objeto de
experiencia. Dado que el proceso de creacion de objetos matemdticos como medios de
organizacion viene acompafado de un proceso por el que los medios de organizacion se
convierten en objetos que se sitian en un campo de fenomenos, los objetos matemdticos se
incorporan al mundo de nuestra experiencia, en el que entran como fenémenos en una nueva
relacién fenémenos/medios de organizacion en la que se crean nuevos conceptos matemadticos,
proceso que se reitera unay otra vez.

Principio de niveles. Tal y como ya hemos comentado anteriormente, la matematizacién se
convierte en pieza clave con la interpretacion de las matematicas basada en la actividad.
Treffers (1987) formuld la idea de dos formas de matematizacion en un contexto educacional,
distinguiendo entre matematizacion horizontal y matematizacidon vertical. En términos
generales, en el caso de la matematizacidn horizontal se presentan herramientas matematicas
y se utilizan para resolver un problema de la vida diaria; la matematizacion vertical, por el
contrario, representa todo tipo de reorganizaciones y operaciones hechas por los estudiantes
dentro del sistema matematico en si (Van den Heuvel-Panhuizen, 2003).

Los alumnos deben comenzar por matematizar (actividad de organizar que se emplea para
describir regularidades, relaciones y estructuras desconocidas tomando como base los
conocimientos y destrezas adquiridos (Treffers y Goffree, 1985; De Lange, 1987)) un contenido
o tema de la realidad para luego cambiar a analizar su propia actividad matemadtica (Bressan et
al., 2004).

Para Treffers (1987), identificar o describir la matematica especifica que es relevante
dentro de un contexto general, esquematizar, formular y visualizar un problema de diversas
maneras, descubrir relaciones y regularidades, reconocer un aspecto isomorfo en diversos
problemas son ejemplos de actividades de matematizacion horizontal (se convierte un
problema contextual en un problema matemadtico); mientras representar una relacién como
formula, probar regularidades, mejorar, ajustar, combinar e integrar modelos, formular un
modelo matematico y generalizar son ejemplos de las actividades de matematizacion vertical
(se reorganiza dentro del mismo sistema matematico).

Si bien en sus primeros escritos Freudenthal se refirid, sin lugar a dudas, a dos clases de
matematizacién, no es hasta 1991 en que se hace eco de las formas de matematizacién
definidas por Treffers, para expresar sus significados respectivos en los siguientes términos, si
bien como él mismo argumenta, las diferencias entre estos dos mundos estan lejos de ser
claramente definidas: matematizar horizontalmente significa ir del mundo de la vida al mundo
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de los simbolos; y matematizar verticalmente significa moverse dentro del mundo de los
simbolos.

Jan de Lange (1987) en sus contribuciones, complementa la aportacién de Freudenthal y
Treffers y apunta dos motivos importantes en la matematizacién a nivel conceptual: promover
las matematicas y desarrollar el arte de realizar modelos. Afiade también el concepto de
matematizacion conceptual cono aquélla que se dedica a desarrollar conceptos matematicos.

Relacionado estrechamente con la matematizacion, se formula el principio de niveles de la
EMR, que en términos generales, afirma que los estudiantes pasan por diferentes niveles de
comprension en que los que puede tener lugar la matematizacion, ligados al uso de
estrategias, modelos y lenguajes de distinta categoria cognitiva, que no constituyen una
jerarquia estrictamente ordenada y cuya clasificacidon se debe a Gravemeijer: capacidad para
inventar soluciones informales relacionadas con un contexto (nivel situacional en el que el
conocimiento de la situacion y las estrategias son utilizadas en el contexto de la situacidn
misma), creacién de diversos niveles de atajos y esquematizaciones (nivel referencial en el que
aparecen los modelos, descripciones, conceptos y procedimientos que esquematizan el
problema, pero siempre referidos a la situacion particular), desarrollo mediante la exploracion,
reflexion y generalizacién de las esquematizaciones, superando la referencia al contexto (nivel
general), adquisicion de una comprensién de los principios subyacentes y el discernimiento de
relaciones mas amplias (nivel formal en el que se trabaja con los procedimientos y notaciones
convencionales) (Gravemeijer, 1994; Van de Heuvel-Panhuizen, 1998; Gravemeijer, 2002;
Bressan et al., 2004). Es fundamental para esta teoria de niveles de aprendizaje el hecho de
que la actividad de matematizar en un nivel inferior puede ser objeto de indagacion en un
nivel mas alto. Esto significa que las actividades organizadoras que se llevaron a cabo
inicialmente de modo informal, mas tarde, como resultado de la reflexién, se tornan mas
formales (Van den Heuvel-Panhuizen, 2003).

Esta teoria de niveles de aprendizaje se refleja también en la matematizacion progresiva
que se considera la caracteristica mas general de la EMR, donde los modelos —interpretados en
términos generales— se consideran vehiculos para promover y apoyar este progreso (Treffersy
Goffree, 1985; Treffers, 1987; Gravemeijer, 1994).

Dentro de la EMR, los modelos se ven como representaciones de situaciones problema que
reflejan necesariamente aspectos fundamentales de conceptos y estructuras matematicas
relevantes para la situacion problema, pero que pueden tener diversas manifestaciones.
Materiales, situaciones paradigmaticas, esquemas, diagramas e incluso simbolos llegan a servir
de modelos (Treffers y Goffree, 1985; Treffers 1987; Gravemeijer 1994). Si han de ser idéneos
para brindar el apoyo deseado a los procesos de aprendizaje, los modelos tienen que reunir al
menos dos caracteristicas importantes. Por una parte, deben estar arraigados en contextos
realistas imaginables y, por la otra, deben ser suficientemente flexibles para aplicarlos también
en un nivel mas avanzado, o mas general. Esto implica que un modelo debe apoyar la
progresion en la matematizacion vertical sin obstruir el camino de regreso a las fuentes que
dan origen a una estrategia. Otro requisito para que los modelos sean viables es que los
estudiantes puedan reinventarlos por si solos. Para que esto se cumpla, los modelos deben
comportarse de forma natural, evidente por si misma. Deben ajustarse a las estrategias



informales de los estudiantes y ser facilmente adaptables a situaciones nuevas (Van den
Heuvel-Panhuizen, 2003).

Los modelos contribuyen a elevar los niveles, en tanto en cuanto pueden desempefiar la
funcién de puente entre el nivel informal y el formal, permitiendo por su flexibilidad avanzar
en los distintos niveles, cambiar en el tiempo e integrar contenidos. Los modelos que aparecen
en el nivel situacional (modelos de situaciones particulares) se van generalizando a otras
situaciones y con otros lenguajes tornandose entidades en si mismos como herramientas
(modelos para) para resolver situaciones variadas, posibilitando un razonamiento matematico
mas formal (Streefland, 1985). Esto significa que, al comienzo de un proceso de aprendizaje en
particular, se constituye un modelo en relacion muy estrecha con la situacién problema en
cuestion, y que mas adelante el modelo, especifico respecto del contexto, se generaliza a otras
situaciones y llega a ser entonces un modelo factible para organizar situaciones problema
afines y nuevas, y para razonar matemdticamente. En esa segunda etapa, las estrategias que
se aplican para resolver un problema ya no se relacionan con esa situacién especifica, sino que
reflejan un punto de vista mas general implica tanto discernimiento de la aplicabilidad mas
amplia del modelo construido, como la reflexion sobre lo que se hizo antes (Streefland, 1985;
Van den Heuvel-Panhuizen, 2003).

Principio de reinvencidn. Se entiende el proceso de aprendizaje como aquél, por medio del
cual el conocimiento matematico formal en si mismo puede ser reconstruido (Van Den Heuvel-
Panhuizen, 2008; Alsina 2009). La educacién matematica debe dar a los alumnos la
oportunidad guiada por el maestro de reinventar la matematica (no crean, ni descubren, sino
reinventan modelos, conceptos, operaciones y estrategias matematicas con un proceso similar
al que usan los matematicos al inventarlas) (Bressan et al., 2004).

Principio de interacciéon. En la EMR el aprendizaje de la matematica estd considerado como
una actividad social, donde los estudiantes dan a conocer sus estrategias, sus interpretaciones
de la situacién problema, las clases de procedimientos y justificaciones de solucidon y la
adecuacion vy eficiencia de los mismos. Al escuchar lo que otros averiguan y comentar estos
hallazgos, los estudiantes nutren sus ideas y mejoran sus estrategias. La interaccion lleva a la
reflexion de los alumnos, favoreciendo asi una comprensién mas profunda (Bressan et al,
2004; Van den Heuvel-Panhuizen, 2008).

Principio de interconexion (estructuracion). La resolucién de situaciones problematicas
realistas a menudo exige establecer conexion y la aplicacion de un amplio rango de
comprensiones y herramientas matematicas. La EMR no hace profundas distinciones entre los
ejes curriculares, lo cual da una mayor coherencia a la ensefianza y hace posibles distintos
modos de matematizar las situaciones, bajo distintos modelos y lenguajes, logrando alta
coherencia a través del curriculo (Bressan et al, 2004).

Recogidos pues, los principios de la EMR, cerramos este apartado resumiendo la
importancia que la modelizacién matematica adquiere en este contexto:



La modelizacion matematica en la Educacion Matematica Realista. Centrandonos en el
principio de niveles y en el de interaccidn, podemos concluir que en la EMR se confiere una
alta importancia a la modelizacidn ya que, en términos mds precisos, no son los modelos en si
los que hacen posible el crecimiento de la comprensién matematica, sino las actividades de
modelizacion de los estudiantes. De esta forma, las actividades iniciales de modelizacidn,
ejecutadas sobre problemas en contexto vinculados con la realidad de los estudiantes,
permiten que éstos lleguen a realidades nuevas que, a su vez, vuelven a ser objeto de nuevas
actividades de modelizacion. Es decir, la modelizacién se convierte de alguna forma en una
espiral de comprensidn de conceptos matematicos ya que estimula la reflexidn y la interaccion
en el aula al aparecer nuevas manifestaciones del modelo inicial que dan acceso a nuevas
perspectivas, a nuevas posibilidades de resolucién de problemas y a niveles mas altos de
comprension.

2.2. La modelizacion matematica.

Puede entenderse la modelizacion matematica como una préctica de ensefanza (para
cualquier nivel de aprendizaje) en la que la relaciéon entre mundo real y matematica es el
centro de la ensefianza/aprendizaje. Las actividades de modelizacién pueden motivar asi, el
proceso de aprendizaje, amén de ayudar al aprendiz a establecer raices cognitivas sobre las
cuales construir importantes conceptos matematicos (Blomhgj, 2004).

Durante los ultimos 20 afos, se ha desarrollado una comprensidn teérica coherente del
proceso de modelizacién y del proceso de aprendizaje relacionado con él, a través de una
estrecha interrelacién entre el desarrollo curricular, las practicas de ensefianza y reflexiones
tedricas, de manera que se dispone ya de una teoria, que puede ser usada para colocar a la
modelizacién como un elemento importante de la ensefianza general de la matematica, como
asi también para analizar, prever y comprender mejor las dificultades de aprendizaje de los
alumnos relativas a la modelizacién (Blum et al., 2003).

Muchas son las variantes para las definiciones de modelo matematico, proceso de
modelizacién, modelizacion y competencia(s) en modelizacién. Una de las maneras de
entender la teoria es la que presentamos en este trabajo, si bien con la prudencia de indicar
que su eleccién sencillamente se basa en que la tarea que se plantea en el experimento de
investigacion, tendria cabida en un modelo de ensefianza que se cifiera a sus patrones, aunque
un analisis mas profundo de la misma seria necesario para intereses de investigacidon en que la
forma en que se entiende el proceso de modelizacidn, fuera herramienta indispensable de
analisis en toda su exactitud. La teoria que exponemos se debe a Blomhgj (2004) y se enuncia
en los siguientes términos:

Se entiende por modelo matemadtico una relacidon que se establece entre ciertos objetos
matemadticos y sus conexiones, con una situacion o fenédmeno de naturaleza no matematica.
Definicion que implica en términos didacticos que, cuando la matematica es aplicada a una
situacidon extra-matematica, algun tipo de modelo matematico esta involucrado explicita o
implicitamente en ella, por una parte; y la necesidad de que el alumno perciba la situacién o
fendbmeno que se modela y la matematica que se requiere, como dos objetos



interrelacionados para propiciar su experimentacién con el modelo matematico y su reflexion
sobre las relaciones existentes en él, por otro.

Detras de todo modelo matematico, existe un proceso de modelizacion, en tanto en cuanto,
de una manera explicita o implicita, se ha recorrido el proceso de establecer una relacion entre
alguna idea matematica y una situacién real. Analiticamente es posible describir un proceso
de modelizacion matemadtica consistente en los siguientes seis sub-procesos (Blomhgj y
Hgjgaard Jensen, 2003):

(a) Formulacién del problema: formulacidn de una tarea (mds o menos explicita) que guie la
identificacion de las caracteristicas de la realidad percibida que serd modelada.

(b) Sistematizacion: seleccion de los objetos relevantes, relaciones, etc. del dominio de
investigacion resultante e idealizacién de las mismas para hacer posible una representacion
matematica.

(c) Traduccion de esos objetos y relaciones al lenguaje matematico.
(d) Uso de métodos matematicos para llegar a resultados matematicos y conclusiones.

(e) Interpretacién de los resultados y conclusiones considerando el dominio de investigacion
inicial.

(f) Evaluacién de la validez del modelo por comparacidn con datos (observados o predichos)
y/o con el conocimiento tedrico o por experiencia personal o compartida.

El proceso de modelizacién debe entenderse siempre como un proceso ciclico donde las
reflexiones sobre el modelo y su intencién de uso conducen a una redefinicién del modelo, de
manera que cada uno de los seis subprocesos puede de hecho introducir cambios en el
proceso previo. El diagrama circular de la siguiente figura, se hace eco de esta consideracion
dindmica del proceso de modelizacién:

o ~

(f) Validacion (a) Formulacion del problema
Accién/ Insight ‘ ‘ Dominio de Investigacion
(e) Interpretacion/Evaluacion (b) Sistematizacién

’ o
Modelo - Resultados ‘ . _
%

Sistema

(d) Analisis del sistema matematico (c) Matematizacion

\F‘ Sistema matemaético ‘4/




Amén de los subprocesos sefalados antes y en forma de dos elipses sitas en el centro del
diagrama, se recogen tanto el conocimiento tedrico como los datos empiricos concernientes al
dominio de investigacidn que son base para todos los subprocesos. Por teoria, se entiende asi
el conocimiento del que se dispone sobre el dominio de investigacidon que se usa en el proceso
de modelizacién, pudiendo ser su origen de status epistemoldgicos bien diferentes aun dentro
del propio proceso de modelizacién: desde teorias bien fundadas con matices incorporados
(tal y como sucede frecuentemente en el campo de la fisica) hasta experiencias personales y
compartidas, o suposiciones apropiadas dispuestas especialmente para el fendmeno o
situacién a modelar. Es clara la importancia que el caracter de este conocimiento base tiene
para determinar cdmo pueden ser validados tanto el modelo como sus posibles aplicaciones.
En ocasiones, los datos existen previos al proceso de modelizacién y en consecuencia pueden
ser usados tanto en los sub-procesos de sistematizacion y matematizacion, como
eventualmente también en la validacion del modelo. Sin embargo, es mas frecuente que los
datos relevantes tengan que ser recogidos, formando asi parte del proceso de modelizacién,
de lo que la produccién de datos presupone el modelo. En estas circunstancias, los datos
pueden ser usados para estimar los parametros del modelo pero no como base para validarlo.

Por modelizacion matemdtica se entiende el proceso completo descrito en el diagrama
asociado al proceso de modelizacién, y por competencia en modelizacion matemadtica la
capacidad de llevar a cabo en forma auténoma y consciente todos los aspectos de un proceso
de modelizacién en un contexto dado (Blomhgj y Hgjgaard Jensen, 2003).

Siguiendo la definicién de competencia en modelizacidn matematica, éstas incluyen las
competencias en resolucidn de problemas. La matematizacién y el analisis del modelo
(correspondientes a los subprocesos (c) y (d)) se constituyen en un problema matematico para
el que modela en la mayoria de las ocasiones, razon por la cual, el proceso de modelizacion
incluye resolucidn de problemas matematicos, aunque cabe resaltar que debe ser el problema
de la vida real el que guie la actividad de modelizaciéon y que en consecuencia la resolucion del
problema debe estar subordinada a él.

Obviamente, esta ultima reflexion de Blomhgj, seria especialmente discutible, habida
cuenta de la existencia de otros puntos de vista (Qque no vamos a exponer aqui) radicalmente
opuestos. De hecho, la relacién entre el proceso de modelizacidn y el proceso de resolucién de
problemas puede verse de varias maneras, dependiendo, entre otras cosas de a qué se llame
‘problema’. Hay definiciones de ‘problema’ (y de ‘proceso de resolucién’) que hacen que los
procesos de modelizacion no sean procesos de resolucién de problemas, y definiciones de
‘problema’ (y de ‘proceso de resolucién’) que, por el contrario, conducen a que los procesos
de modelizacidn sean un caso particular de proceso de resolucién de problemas.

2.3. Laresolucion de problemas.

Dos son los grandes nombres que en la heuristica moderna de la resolucién de problemas,
han sido reconocidos y largamente estudiados, a saber Polya y Schoenfeld. El primero con sus
obras publicadas hasta los afos sesenta y el segundo, por las editadas alld por los afios 80,
principio de los 90. Uno de los estudiosos de ambos autores es Puig, que en su tratado sobre
elementos de Resolucidon de Problemas (Puig, 1996), hace una interpretacion rigurosa de las
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teorias y el desarrollo de las mismas, que servira de guia para esta introduccién al mundo de la
resolucidn de problemas, de modo que haremos referencia a éstos, bajo el prisma y con la
terminologia que este autor acufia en el marco de estas teorias.

La primera de las reflexiones de Puig, gira en torno al hecho de que los modelos y
descripciones que ambos proponen son en esencia distintos, habida cuenta de que la
procedencia de las metodologias de analisis es distinta.

Asi las cosas, Polya examina mediante la introspeccion el comportamiento de un resolutor
de problemas que podriamos llamar ‘ideal’ y elabora en consecuencia un modelo del proceso
de resolucion dividido en fases que ese resolutor ideal recorre linealmente, pasando de una a
otra sélo cuando la anterior ha concluido: es su harto conocido modelo en cuatro fases (Polya,
1945) comprension, elaboracion del plan, ejecucion del plan y mirada retrospectiva (Puig, 1996,
p.35). Esto es, las fases anteriores caracterizan claramente al resolutor ideal, competente.

Los trabajos de Schoenfeld son por otro lado, la busqueda inagotable de explicaciones para
la conducta de los resolutores reales de problemas, de manera que el analisis reiterado de los
comportamientos que éstos desarrollan en el proceso de la resolucion de problemas, le
permite una categorizacién de las conductas y una descripcion del proceso como conjunto de
episodios o tramos de conductas que se englobarian bajo la misma conducta de actuacioén,
elaborando lo que Puig califica como un modelo de actuacién, y no de competencia como seria
el caso de Polya. Schoenfeld, pues, no centra su estudio en la actuacidn del resolutor ideal
como hace Polya, sino que centra su analisis en el estudio de las razones que abocan a la
persistencia en el fracaso de los resolutores.

El andlisis reiterado al que aludiamos en el parrafo anterior, se implementa de modo que
cada uno de los componentes del conocimiento y de las conductas que introduce Schoenfeld
pretende explicar las carencias en la resolucidn de problemas de los resolutores reales. De este
modo, propone un marco con cuatro componentes: heuristicas, gestion, recursos y sistemas
de creencias (Schoenfeld, 1985). Cuando, pese a conocer las herramientas heuristicas, no se ha
sabido cudl habia que usar, cudndo o como habia que hacerlo, o no se ha evaluado los efectos
de su uso para el desarrollo de la resolucidn, se habla de que es preciso un buen control de lo
que se hace, un gestor del proceso. Cuando, pese a conocer las herramientas heuristicas y
gestionar bien lo que se ha estado haciendo, ha faltado un conocimiento de algun hecho,
algoritmo o esquema propio del dominio del problema en cuestion, o no se han usado las
destrezas que hubieran allanado el camino, se desciende a considerar que ha habido una
carencia de recursos. Y cuando, pese a disponer de todo lo anterior, la concepcion de la
naturaleza de las matemdticas o de la tarea de resolver problemas ha hecho que no les cupiera
en la cabeza que eso que sabian podia usarse para resolver el problema, lo tnico que permite
ya explicar el fracaso es el sistema de creencias de los resolutotes (Puig, 1996, p.38)

Tal y como ya sefiala Puig, afios después de esta clasificacién en componentes, el propio
Schoenfeld, varia la denominaciéon de los mismos y su referencia a ellos, de manera que lo que
antes eran componentes, pasan a ser aspectos cognitivos y la secuencia —heuristicas, gestion,
recursos y sistemas de creencias— pasa a ser —conocimiento de base, estrategias de
resolucidn de problemas, gestién y control, creencias y afectos—, completada con una nueva
gue bajo el nombre de practicas, pretende servir como fuente de explicacidn de las creencias.
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2.4. Formas canonicas, familias de funciones y parametros.

Finalizaremos el recorrido de nuestro marco tedrico, recogiendo los efectos de los cambios
de parametros de las formas candnicas en las graficas de las funciones. Su inclusién en este
capitulo se explica por dos razones, hacernos eco de la necesidad de conocimiento de los
modelos funcionales en el proceso de modelizacién, y por unificar en consecuencia la
terminologia con la que vamos a interpretar estos cambios, expresandolos en términos de
transformaciones geométricas.

En términos generales, si se pasa de una funcién y=f(x) a otra y=Af(Bx+C)+D:

- Adilata la gréfica en la direcciéon del eje QY, respecto de la recta y=D

- B dilata la grafica en la direccidn del eje OX;

- C traslada la grafica en la direccidon del eje OX hacia la izquierda si C>0, o hacia la
derecha si C<0;

- D traslada la gréfica en la direccién del eje QY hacia arriba si D>0, o hacia abajo si D<0.
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3. El experimento

3.1. Actividad del Montacargas. La tarea.
LA TAREA. LOS ANTECEDENTES Y NUESTRO OBIJETIVO.

Tal y como ya se comenté en la Introduccion, la tarea que sirve de base para la
investigacion de nuestro trabajo, tiene su origen en un estudio previo realizado por Marmolejo
(2012), que forma parte de una tesis doctoral en curso, cuyo fin ultimo es el estudio del
aprendizaje del concepto y uso del parametro: Se busca promover la construccion de algunos
conceptos, en particular el de pardmetro, mediante problemas cuya solucion no sea inmediata
y de interés para los alumnos; que el aprendizaje surja como un proceso de matematizacion (en
un contexto de modelado), de manera que sean los alumnos los que vayan desarrollando
herramientas matemdticas y que en el proceso se apropien del conocimiento. Con este fin, se
disefan o seleccionan actividades a estudio que por una parte, promuevan la experimentacion,
en la que, a través de la elaboracion de estrategias y técnicas de resolucion y el andlisis de sus
propios resultados se redunde en la retroalimentacion necesaria para fortalecer el proceso de
ensefianza-aprendizaje mediante actividades interactivas (como es el caso de las tareas de
modelizacién); y que por otra parte, permitan mostrar el papel que juegan los pardmetros en
situaciones reales que pueden describirse con un modelo matemdtico funcional, esto es, con
una funcion, una ecuacion o un sistema de ecuaciones.

La tarea en cuestidn, etiquetada como Actividad del Montacargas, tiene como objetivo en
el estudio al que nos venimos refiriendo, que los alumnos evalien y mejoren la funcionalidad
de un modelo dado que tiene dos pardmetros (las soluciones que ofrecen los alumnos se basan
en dos parametros) y que describe el movimiento de un montacargas. Consiste pues en mejorar
un modelo dado para que cumpla ciertos requerimientos y para resolver el problema planteado
se necesitan dos cosas, decidir qué modelo usar y encontrar los pardmetros adecuados. En base
a actividades como ésta, enfocada hacia la manipulacion que se requiere hacer de los
pardmetros para mejorar un modelo, se busca dar respuesta a preguntas de investigacion del
tipo: los estudiantes, al modelar situaciones donde aparecen pardmetros, élos interpretan
adecuadamente? o entender el papel del pardmetro en una situacion simple, éservird para
motivar la presentacion de actividades mds complejas?
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Haciéndonos eco de nuevo de la presentacién de nuestro trabajo en la Introduccidn, el
hecho de que la tarea se haga en un contexto de modelizacién con funciones, aporta
elementos de analisis y estudio cuyo enfoque pueda tener mas que ver con la resolucién de
una tarea de modelizacién, o desde otro angulo, con la resolucion de problemas aplicados, en
los que la seleccion de familias de funciones adecuadas a fendmenos que se modelan a través
del estudio del comportamiento cualitativo de dicho fendmeno, sea la clave y el parametro y
su significado en las formas candnicas de las familias de funciones, la respuesta a la seleccién
de un modelo adecuado.

Asi las cosas, en nuestra investigacion implementamos la tarea en un contexto diferente al
que se realizé por primera vez, con la hipdtesis en mente de que los andlisis cualitativos del
fendmeno y del comportamiento de las familias de las funciones, se revelan como el
mecanismo de guia y control del conjunto del proceso de modelizacion (Puig y Monzd, 2012).
Hipdtesis cuyo contraste se torna asi en objetivo de nuestra investigacion. Comentar que
Marmolejo en su reporte de investigacion predoctoral (2012) y en una comunicacion
presentada en el seno del PNA (Valencia, 2012) sobre sus resultados para la actividad del
montacargas, alude ya al hecho de que es necesario insistir en el andlisis cualitativo de la
situacién que se estd modelando para un resultado éptimo en el proceso de modelizacién.

Volviendo a los antecedentes, la tarea se propuso en un primer momento a seis alumnos
de edades comprendidas entre 16 y 19 afos que cursaban el nivel superior de matematicas en
el Bachillerato Internacional. Etapa que consta de dos afos lectivos durante los cuales los
alumnos realizan actividades de investigacién similares (en el contexto de la modelizacién y
trabajo con pardmetros) que se analizan y discuten en el aula. Esta actividad se les propone
como trabajo final individual a evaluacidn para el que se les limita el tiempo a un maximo de 5
horas. Viene enunciada en los siguientes términos:

Actividad Montacargas.

En esta actividad, primero vas a explorar un posible modelo para un
montacargas que se usa para transporte de equipo y ascenso de
minerales. Vas a evaluar las fortalezas y debilidades del modelo vy
finalmente, vas a crear las especificaciones para desarrollar tu propio
modelo.

Analisis del modelo dado.

La férmula y=2.5 t* — 15 t° representa la posicién y de un elevador medida
en metros (y=0 representa el nivel del suelo) donde t representa el tiempo
medido en minutos (t=0 es el tiempo de inicio). Sabemos que el viaje de
ida y vuelta, sin tomar en cuenta el tiempo que estd abajo, es
aproximadamente de seis minutos y que la profundidad del pozo es
aproximadamente de 100 metros.

Representa graficamente el desplazamiento, la velocidad y la aceleracion
y usa estas funciones para:

a) Explicar el significado de los valores negativos, positivos y cero de la
grafica de la velocidad.
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b) Explicar las relaciones entre velocidad y aceleracidn en los intervalos
en los que el montacargas aumenta la velocidad, disminuye la
velocidad o estd en reposo.

c) Evaluar la utilidad e identificar los problemas del modelo dado.
Crea tu propio modelo.

1. Haz una lista de especificaciones para redisefiar el modelo del
montacargas.

2. Crea tu propio modelo. Puedes usar una sola funcién o puedes definir
una funcién a trozos.

3. Explica por qué tu modelo satisface las especificaciones del problema
y mejora el modelo dado.

Aplica tu modelo.

Explica qué tipo de modificaciones se le pueden hacer a tu modelo para
usarse en otras situaciones.

El analisis que Marmolejo hace del modelo original, tal y como reza en su manuscrito
predoctoral, pasa por tratar la funcién de modelado y= 2.5 t*-15 t* como miembro de la familia
de funciones polindmicas f.(t)=at’(t-6), para las que se cumple f.(0)=0, f,(6)=0, f. (0)=0 y
f.’(4)=0, independientemente del valor del pardmetro a, y que ademds da por buenas para el
futuro modelo. Recoge asimismo algunos defectos a los que espera los alumnos acaben dando
solucidn con la generacién de una nueva propuesta de modelo: las funciones no son simétricas
(de hecho el descenso es mads lento que el ascenso); el montacargas no se detiene al regresar
ya que la derivada en t=6 no es cero, y con el valor propuesto para a, a=2.5, no se alcanza la
profundidad del pozo que es de 100 metros. Espera pues de los alumnos, que sean capaces de
ver, al menos, las bondades y defectos seifialados, al tiempo que su propuesta consiga
corregirlos. Cabe comentar también que en los trabajos de Marmolejo, no se hace referencia
mas que al modelo final y a su posible aplicacion (o generalizacién) a situaciones similares y no
a las respuestas a todos y cada uno de los apartados de la actividad.

Es claro que este primer analisis marca ya alguna de las especificaciones para la funcién de
modelizacién que nosotros esperariamos que tuvieran en cuenta también los participantes en
nuestra experimentacion en el desarrollo de su resolucién. De una forma sucinta la propuesta
de modelos que dieron 2 de los alumnos de Marmolejo a la tarea, fueron, subsanados tras el
analisis los errores, y adaptados a los requerimientos esperados, de la forma:

1. Carmen: Se redisefia el modelo original y=2.5t>-15t% mediante ensayo y error y con un
software dindmico para ajustar la funcion f(t)=at’+bt’ de pardmetros a y b de tal manera que el
minimo se acerque a -100 metros. Se da por vdlida la funcion f,(t)=2.3t>-5.2¢* cuyo minimo se
alcanza a los 4.4 minutos con un valor de -98.35. Se refleja ahora la grdfica de f,(t) considerada
entre t=0 y t=4, usando como eje de reflexion la recta t=4.4. Para ello, se propone un
acercamiento discreto de manera que se tabula f,(t) para ciertos valores de t de modo que se
conserve el minimo, amén de asegurarse de que en t=0y t=8.8, las velocidades y las posiciones
son nulas. Para ello habrd que tomar no sélo valores entre t=0 y t=4.4, si no alguno anterior
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que fuerce un mdximo para la funcion ajustada en t=0 (luego en su simétrico t=8.8). Los datos
utilizados para tabular son A(-0.5714,-3.5185), B(0,0), C(0.537,-2.5926), D(1,-12.9), E(2,-42.4),
F(3,-74.7), G(-96), H(4.4,-98.35) y sus correspondientes simétricos. Con el programa Excel® se
ajusta un polinomio f,(t) que cumplird, asi construido, las especificaciones sefialadas por la
autora. Claramente el modelo propuesto dificiimente podria adaptarse a otros pozos.

2. Sebastidn: Se observa que el modelo original tiene una funcion de aceleracion asociada de
tipo afin, lo que se utiliza como punto de partida para la construccion del nuevo modelo, cuya
aceleracion se le exigird sea de tipo a;(t)=mit+c; en el intervalo [0,3]. De este modo, las
funciones velocidad y posicion en ese intervalo serdn respectivamente, vy(t)=(m/2)t’+c;t y
si(t)= (my/6)t+c,t’. Se impone la condicion de que a mitad de descenso, el montacargas
alcance su mdxima velocidad, esto es a,(3/2)=0; asimismo se exige que a los tres minutos, el
montacargas alcance una profundidad de -80 metros, es decir, s;(3)=-80. Con ambas
condiciones, los valores de los pardmetros m; y c; que se obtienen son m;=320/9 y c,=-160/3.
De aqui, s:(t)=(160/27)t’-(80/3)t’. Basta ahora reflejar verticalmente con respecto a la recta
t=3 para obtener la funcion desplazamiento simétrica s,(t)=s,(6-t) en el intervalo [3,6]. La
funcion s(t) definida a trozos por s4(t) y s,(t) es ahora el nuevo modelo que a excepcidn de la
condicion de alcanzar 100 metros de profundidad responde a las especificaciones que con su
andlisis sefiald la autora. Claramente el modelo puede ajustarse en cuanto a cambio en la
profundidad del pozo o tiempo de descenso, sin mds que modificar las ecuaciones a;(3/2)=0,
s1(3)=-80, en funcion de las nuevas exigencias.

LA TAREA. UN MODELO PLAUSIBLE.

A pesar de que los antecedentes, tanto en el andlisis de la tarea que hace Marmolejo como
en la ‘resolucién’ de la misma por parte de sus alumnos, aportan informacion relevante para lo
que cabria esperar en nuestra experimentacién, abordamos el analisis de la misma como si de
una tarea nueva se tratara, haciendo énfasis en el estudio del fenédmeno y con la idea de
dotarnos de elementos de juicio para el andlisis de respuestas novedosas (distintas a las de
Carmen y Sebastidn que no tuvieron en cuenta (algunas) de las propiedades cualitativas del
fendmeno que intentaban describir). Ponemos el énfasis asi, no tanto en el uso de los
parametros y de las propiedades cualitativas de las familias de funciones (que también), sino
en las propiedades del fendmeno que se pretende modelar. Mas detalladamente, un estudio
cualitativo del mismo, asi como el modelo que de este estudio pudiera desprenderse,
permitiria iniciar el analisis desde un enfoque mds realista sobre lo que se podria esperar o no
al resolver la tarea. Las similitudes y los elementos diferenciadores del modelo propuesto en la
tarea frente al obtenido sin mas guidn que la situacion real, la verosimilitud del mismo, el
recorrido sobre las cuestiones que propone, la forma de enunciarlas, y los caminos mds o
menos trazados para su resolucién, pueden ser la clave para alcanzar una propuesta mas
parecida al modelo original y no tanto al modelo sin condicionantes o desvelarse como
adecuados para conducir al resolutor a una modelizacion mds ajustada del fenémeno. Del
mismo modo, un analisis de éste dota también de elementos de juicio para el andlisis de los
protocolos.
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En aras de la completitud, y con esta idea en mente, iniciamos pues este apartado con un
recordatorio sobre la cinematica de la particula y el movimiento rectilineo.

La cinematica de la particula y el movimiento rectilineo.

Para describir el movimiento de un cuerpo, necesitamos conocer su posicion en cada
instante. El movimiento rectilineo es un caso especial en el que el cuerpo se mueve siguiendo
una trayectoria recta para el que se requiere, en consecuencia, una Unica coordenada para
ubicar al cuerpo respecto de un marco de referencia. El movimiento vertical de un ascensor se
encuadra claramente en este caso.

Una descripcidon completa del movimiento en una dimensidn consistird entonces en dar
una funcién y(t) que asigne, a cada valor del tiempo, la correspondiente posicion del cuerpo.
Toda la informacion relacionada con el movimiento del cuerpo estara pues contenida en dicha
funcién. Sin embargo, aunque la posicién en funcién del tiempo contiene toda la informacién
relevante, no la contiene en la forma mads util. Ello se debe a que las leyes de la dinamica
involucran los conceptos de aceleracién y velocidad y no a la posicion directamente.
Recordemos estos conceptos:

Supongamos que un cuerpo se encuentra en la posicién x; en un instante t; y en x, en el
instante t,. La variacidon de la particula se denomina desplazamiento Ax=x,-x;. Se define la
velocidad media v,, del cuerpo en el intervalo de tiempo [t;, t,] por

Vin=0Bx/ At =(Xy-X1)/ (t-t1).

Obsérvese que la velocidad media se puede leer directamente de la gréfica del movimiento
calculando la pendiente de la recta que une los dos puntos (ty, X1) y (ta, X,).

El tener una descripcion del movimiento que incluya las posiciones para instantes
intermedios de tiempo, permite el calculo de velocidades medias correspondientes cada vez a
intervalos mas pequefios y con ello definir el concepto de velocidad instantdnea asociada al
tiempo t como el limite

v(t)=lim At—> 0 Ax/At = dy/dt.

La velocidad instantdnea v(t) es por consiguiente, la derivada de la funciéon posicién.
Graficamente, vendra dada por la pendiente de la curva en el instante t.

Notar que el desplazamiento y la velocidad pueden ser positivos o negativos, un valor
positivo indica un desplazamiento en el sentido del eje de coordenadas y uno negativo en el
sentido opuesto.

Cuando la velocidad instantanea de un cuerpo esta variando con el tiempo, se dice que el
cuerpo se estd acelerando. La aceleracion media producida en el intervalo At=t,-t; se define
como el cociente

am=Av/At,
donde Av es la variacién de la velocidad instantanea en dicho intervalo. La aceleracion

instantdnea, es el limite de la aceleracién media cuando el intervalo tiende a cero, esto es
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a(t)= lim At=> 0 Av/At = dv/dt= d’y/dt’

(como la velocidad es a su vez la derivada de la posicién respecto del tiempo, la aceleracion
resulta ser la derivada segunda de la posicidn respecto del tiempo).

Como ya habiamos sefialado, una vez determinada la posicion en funcion del tiempo, se
posee toda la informacidn relevante para la evaluacién de cualquier otra magnitud cinematica.
Sin embargo, y usualmente, el problema mas interesante, es el problema inverso: dada la
aceleracién instantanea a(t), determinar la posicion de la particula y(t) en funcién del tiempo.
Para calcular dicha posicion, debemos invertir el proceso anterior pasando de la aceleracidén a
la velocidad y de ésta a la posicion.

Obviamente, dada a(t), la velocidad sera una funcién tal que su derivada es igual a la
aceleracion; v(t) sera por tanto una primitiva de a(t), es decir, v(t)=A(t)+C, donde dA(t)/dt=a(t),
por lo que la funcién velocidad queda determinada salvo una constante. Basta conocer la
velocidad vg en un instante t, para eliminar esta ambigliedad y conocer el valor de C=-A(to)+vo,
luego de la funcién

v(t)=vot+A(t)-A(to).
Recordando ahora el Teorema Fundamental del Calculo Integral, resulta
v=vgtint_{t,}*t a(t)dt.

Analogamente, se calcularia la funcién posicién partiendo del conocimiento de la funcién
velocidad y del valor de la posicién en un instante t,. Graficamente, dada la curva de
velocidades, el desplazamiento producido en un intervalo [t,, t;] es igual al area encerrada bajo
dicha curva el intervalo. Andlogamente, el drea encerrada bajo la curva de aceleraciones a(t) es
igual a la variacion total de la velocidad a lo largo del intervalo de tiempo considerado.

Volviendo al movimiento rectilineo, este puede ser a velocidad constante o acelerado:

- En el primer caso, el cuerpo se desplaza distancias Ay iguales en tiempos iguales At. la
representacion grafica del movimiento es una recta de pendiente Ay/At.

- En el segundo caso, las distancias recorridas en distintos intervalos de tiempo dependen de
como es la aceleracion. Cuando la aceleracion es constante, el movimiento se denomina
uniformemente acelerado y el desplazamiento Ay se calcula con:

Ay=v, At + % a (At),

donde v, es la velocidad inicial del cuerpo. La representacion grafica del movimiento es de tipo
parabdlico.

Las fuerzas de inercia. La segunda ley de Newton.

Las fuerzas de inercia son fuerzas que deben incluirse en la descripcion de un sistema fisico
cuando la observacion se realiza desde un sistema de referencia no inercial y, a pesar de ello,
se insiste en usar las leyes de Newton. La introduccién de fuerzas ficticias hace posible pues, la
descripcién de un sistema fisico usando, por ejemplo, un sistema de referencia uniformemente
acelerado (caso de un observador dentro de un ascensor) o un sistema de referencia fijo a un
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cuerpo que rota uniformemente, por ejemplo. Describimos esta situacién desde un punto de
vista vectorial.

Sea S (x,y) un sistema de referencia inercial y S’ (x’,y’) un sistema de referencia que acelera
con aceleracion constante a, (vector) respecto a S. El vector que une los origenes O y O’ de
ambos sistemas de referencia es R(t)=Ro+Vot+1/2 agt’.

Sean ahora r(t) y r’(t) los vectores de posicion de una masa m en los sistemas de referencia
Sy S, respectivamente. La relacién entre ry r’ es r=R+r’.

Derivando dos veces con respecto al tiempo se obtiene d’r/dt’= d’R/dt’+ d’r’/dt’=as+
d’r’/dt?, o sea, m-d*r’/dt’= m-d*r/dt2-m-a,. (*)

Sea F la fuerza que genera la aceleracidn de la masa m observada desde un sistema de
referencia inercial d’r/dt>. En otras palabras, F=m- d’r/dt?. Si se insiste en usar la segunda ley
de Newton, pero con las magnitudes observadas desde un sistema de referencia acelerado, se
tiene F’=m- d’r’/dt?, pero la fuerza F’ ahora ya no es F sino que, de acuerdo con la ecuacion (*),
F’'=F-m-a,.

El término —m-a, =F; es la fuerza inercial que hay que agregar a la fuerza real F’ para poder
seguir usando la ley de Newton desde un sistema acelerado con aceleracién a,.

Finalizado el recorrido por los conocimientos necesarios para la comprension del
comportamiento cualitativo del fendmeno que nos interesa, pasamos ahora a la construccion
del modelo.

El modelo.

Un ascensor es un artefacto que como objeto tecnoldgico, tiene una finalidad principal
establecida: transportar personas y cargas verticalmente (ascenso y descenso). Aunque
nuestro conocimiento sobre la tecnologia del ascensor puede no ser muy extenso, desde el
punto de vista de usuario (pasajero) con conocimientos minimos de cinematica y dinamica, es
facil establecer un modelo plausible que describa su movimiento. Aunque en el enunciado de
la tarea nos refiramos a un montacargas proyectado para el uso de transporte de mercancias y
minerales, el modelo que proponemos no hace distincidn en su uso, y de hecho se construye
para que sea valido para el transporte de pasajeros. Del mismo modo, presentamos un modelo
general que podria adaptarse a especificaciones previas tales como la distancia recorrida en el
ascenso o en el descenso (100 metros de profundidad para la tarea que nos interesa), o a los
tiempos que para un trayecto completo se indiquen (6 minutos aproximadamente en nuestra
tarea). Comentar sin embargo que en este ultimo punto, tendriamos que dar por buenos
valores para la velocidad en el tramo intermedio no estandares, pero no por ello, imposibles,
razon por la cual no incluiremos este punto.
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Asi las cosas, tal y como ya se ha indicado, el movimiento de un ascensor responde a un
movimiento rectilineo que es, en parte, acelerado, y en parte, a velocidad constante. La
aceleracién ocurre en los momentos inicial de arranque vy final de frenado, mientras que el
tramo a velocidad constante es el intermedio.

De este modo, el elevador debe proyectarse de manera que, en los tramos, inicial y final, la
aceleracién no supere valores que puedan afectar al pasajero. El sistema mecanico que mueve
el ascensor aplica una fuerza para acelerarlo con aceleracién a, vy las personas, se aceleran con
él. En el momento en que esta fuerza deja de aplicarse, la aceleracidén pasa a ser nula, lo que
hace que en los momentos de parada se mantenga este valor. Mientras que el ser humano es
capaz de soportar cualquier velocidad por grande que ésta sea, no sucede lo mismo con la
aceleracién. En el caso en que nos vemos sometidos a un movimiento uniformemente
acelerado, y segun el principio de Newton, aparece una fuerza de inercia de magnitud igual a
la masa del cuerpo por la aceleraciéon transmitida. Basta tan sdlo pensar en las sensaciones que
la mayoria de nosotros ha experimentado ante aceleraciones verticales moderadas en los
ascensores.

La capacidad de una persona para soportar una aceleracion depende tanto del mddulo de
la aceleracién, como del tiempo de duracidn de ésta. Debido a la inercia de la sangre y de los
6rganos dilatables, las aceleraciones pequefas tienen poca importancia si duran sélo un
segundo, o incluso dos segundos. El limite de tolerancia se encuentra cercano a 10g (g la
gravedad de la tierra) para aceleraciones positivas y 3g para aceleraciones negativas. Al
margen de estos valores limite, se estima que el umbral de aceleracién a la que una persona
empieza a sentirse incomoda, es del orden de 1/3 g.

Asi, en un ascensor podemos estimar una aceleracion a comprendida entre 0.1 g (aprox.
1m/s%) y 0.2 g (aprox. 2 m/s%), que dura entre 1y 2 segundos. El limite de confort corresponde,
aproximadamente, a 0.3 g. Para nuestro modelo, consideraremos una aceleracién de 1.5m/s?
durante 1 segundo. Se considerara que en la salida, la aceleracidon no puede ser cero pues
necesitamos el mecanismo que haga arrancar el montacargas, del mismo modo que en los
momentos de llegada, en que el mecanismo permite frenarlo. Realmente es nula antes de
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accionar el mecanismo y en la primera fraccién de segundo deja de serlo. En términos
funcionales, la imagen en la salida es cero, pero hay un salto de discontinuidad en cuanto se
inicia el movimiento; sucede lo mismo en la llegada, en la que debe haber un mecanismo que
frene por completo el montacargas, pero éste llega (en términos infinitesimales) en
desaceleraciéon con una aceleracién constante, aunque puntualmente, la aceleracién en la
llegada pase a ser nula.

Pensando ahora en el movimiento a velocidad constante correspondiente al tramo
intermedio del recorrido, las especificaciones deberian depender del tipo de transporte.
Siguiendo en la linea de uso para transporte de pasajeros, en un edificio de 6 alturas, con una
distancia estdndar entre alturas de 4 metros, un ascensor completa su recorrido
aproximadamente en 17 segundos. Si reservamos 2 segundos para los movimientos de
aceleracién y desaceleracidén respectivamente (con lo que cubrimos ademas 1.5 metros de
recorrido), quedan 15 segundos y 22.5 metros por recorrer aproximadamente, de lo que se
deduce una velocidad media de v=22.5/15=1.5m/s. En edificios de mayor altura, vy
dependiendo del transito de personas, la velocidad media suele ser de v=3m/s, llegando hasta
v=16m/s en el caso de los rascacielos. Tomaremos el dato v=1.5 m/s para el tramo de
velocidad constante. Notar que la velocidad instantdanea en t=1 coincide con 1.5 m/s.
Claramente, para que el modelo tenga sentido, la velocidad instantanea en el momento en
que el elevador deja de acelerar, coincidira con la velocidad constante v, para el movimiento
rectilineo uniforme.

Con estas estimaciones (que podrian ser simplemente de valores desconocidos pero
razonables para el confort de las personas y el trdnsito entre paradas, agy Vo), las funciones (y
graficas) del desplazamiento y, velocidad v y aceleracidn a, vendrian dadas en los siguientes
términos:

Descenso: y= -3/4t%;, v=-3/2t; a=a,=-1.5 con te€[0,1]
y=-3/2 t+3/4; v=vy=-1.5; a=0 cont €[1,200/3]
y=3/4(t—203/3)2—100; v=3/2(t-203/3); a=ay=1.5 conte[200/3,203/3]

Ascenso: y=3/4(t-203/3)%-100; v=3/2(t-203/3); a=a,=1.5 cont € [203/3, 206/3]

y=3/2t-809/4; v=v,=1.5; a=0 conte€ [206/3,403/3]
y=-3/4(t-406/3)%; v=-3/2(t-406/3); a=a,=-1.5 cont € [403/3,406/3]
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Desplazamiento.

Tramo correspondiente al movimiento uniformemente acelerado en el arranque (intervalo
[0,1]) al que le sucede un movimiento rectilineo a velocidad constante (intervalo [1,200/3]):

0 A
-1 0 1 2

Continuacion del movimiento a velocidad constante que pasa a ser decelerado hasta el
momento de parada en el fondo del pozo (intervalo [200/3, 203/3]), instante en que de nuevo,
en situacién de arranque pasa a ser acelerado (intervalo [203/3,206/3]), para sucederle el
movimiento a velocidad constante (intervalo [206/3,403/3]):

-100

66 67 68 69

Tramo correspondiente al movimiento uniformemente decelerado en la llegada a nivel del
suelo (intervalo [403/3406/3]), tras movimiento a velocidad constante.

0 G
133 134 136
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Velocidad.

Velocidad lineal en el tramo del movimiento uniformemente acelerado del arranque,
constante después y hasta el momento de deceleracion.

0A

Llegada al movimiento uniformemente decelerado en velocidad constante, velocidades

lineales para llegada a la parada, y salida de nuevo en ascenso; velocidad constante de nuevo
tras movimiento uniformemente acelerado.

M

65 66 67 68 69 70

Velocidad constante hasta el movimiento uniformemente decelerado de llegada a nivel del
suelo en que la velocidad pasa a ser lineal.

130 131 132 133 134 135 13¢
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Aceleracion.

Movimiento uniformemente acelerado con aceleracién constante y no nula en el arranque,

aceleracién nula después correspondiente al movimiento rectilineo uniforme.

Aceleracion constante y no nula en el movimiento uniformemente decelerado previo a la

parada, y de nuevo aceleracién constante y no nula en el arranque del ascenso y movimiento

uniformemente acelerado.
nula en el tramo intermedio.

Movimiento rectilineo uniforme después, luego de aceleracion

65 66 67

68 69 70

Movimiento uniformemente decelerado en la llegada al nivel del suelo, aceleracién constante

y no nula.

132 133 134

-2

135 136
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LA TAREA. UN MODELO ¢ESPERABLE? ANALISIS DEL ENUNCIADO.

En términos globales, la actividad invita a estudiar las bondades y deficiencias de un
modelo primario propuesto, para el que se supone una funcidon determinada y que pretende la
descripcién del movimiento de un montacargas en un viaje de descenso/ascenso a/de un pozo
de 100 metros de profundidad aproximada, en un tiempo también aproximado de 6 minutos y
sin tener en cuenta el tiempo que esta abajo, para instar después a la propuesta de un nuevo
modelo que recoja las bondades anteriores y corrija sin embargo, las deficiencias encontradas.
Se pregunta en ultima instancia ademas si al nuevo modelo se le podrian afadir nuevas
modificaciones que permitieran su uso para situaciones similares con nuevas especificaciones.

La resolucidn de la tarea viene guiada por resoluciones parciales a problemas acotados que
deben llevar a la reflexién critica en un primer momento sobre el modelo primario (que
vendria ser la validacion en un esquema clasico de proceso de modelizacion) frente al
fendbmeno que se quiere describir, y con ello a una reflexion ¢éparcial? sobre el propio
fendmeno, para de ahi, iniciar un nuevo bucle en el proceso de modelizacién hacia una nueva
propuesta 6ptima (o al menos mejor que la original) para dicho fenémeno. Optima, ademas,
en tanto en cuanto no sélo es capaz de describir o modelar la situacidn particular de partida
sino situaciones mas generales con cambios minimos.

De forma mas detallada, la tarea comienza proponiendo la representacion grafica de las
funciones desplazamiento, velocidad y aceleracién para el modelo primario y=2.5t>-15t% Tal y
como se indica en el enunciado, y=0 indica el nivel del suelo y t=0 el instante de partida.
Apoydandose en éstas, se solicita al alumno que explique el significado nulo y del signo en la
funcién velocidad (apartado a)) y la relaciéon entre velocidad y aceleraciéon cuando el
montacargas aumenta o disminuye la velocidad, asi como en los momentos de reposo
(apartado b)).

Con la representacion grafica del desplazamiento, se espera que los participantes
identifiquen ya algunos de los problemas del modelo tales como la falta de simetria (ya que el
descenso dura 4 minutos cuando el ascenso sélo dura 2 minutos) o el hecho de que la
profundidad que se alcanza es de 80 metros y no de 100 metros tal y como reza en el
enunciado. Del mismo modo, pueden notar que el modelo si refleja de un modo adecuado la
posicién del montacargas a nivel del suelo tanto en el instante de partida t=0 como en el de
llegada t=6. Mas aun, el movimiento de la curva permitiria conjeturar ademds que en t=0 hay
un maximo para la funcidn y que no es el caso en t=6. Para este estudio de puntos notables, de
intervalos de crecimiento y decrecimiento, de concavidad o convexidad, podrian (y deberian
servir), las representaciones graficas de la velocidad y de la aceleraciéon. En la linea de
visualizar estos comportamientos, van los apartados a) y b).

El significado del signo negativo para la velocidad supone, en términos de desplazamiento
que la funcién es decreciente, esto es, que el montacargas desciende; el signo positivo indica
que la funcién desplazamiento crece, luego que el montacargas asciende y el valor nulo que
hay un minimo en la funcién desplazamiento que coincide (como explica el fendmeno), con un
punto de reposo, a saber, el de llegada al fondo del pozo. Deberia llamar la atencidn que si
bien en el punto de partida t=0, la velocidad es nula (de nuevo significado valor nulo equivale a
momento de reposo), no es este el caso para el punto de regreso a nivel de suelo en t=6, ya
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que no hay cambio en el comportamiento de la concavidad/convexidad de la funcidn. En este
instante ya se tendria informacién suficiente para asegurar que en t=0 hay un mdaximo para la
funcién desplazamiento, pero no en t=6. La asuncién de una simetria de comportamiento en
descenso y ascenso para el fenédmeno, deberia permitirles conjeturar que el modelo también
se invalida en tanto en cuanto el comportamiento en t=0 y t=6 deberia ser andlogo. Del mismo
modo, se visualiza un comportamiento para la velocidad en que se parte de una situacién de
reposo (v(0)=0) para (por efecto de la aceleracién) incrementarse en términos absolutos hasta
llegar a su valor maximo (de nuevo en términos absolutos) para reducirse después llegando al
punto de parada en t=4. Recordemos que el significado negativo para la velocidad alude a
incrementos de desplazamiento negativos, del mismo modo que la aceleracidn negativa alude
a incrementos negativos de la velocidad. Un comportamiento andlogo para el ascenso, cabria
esperarse (pero al otro lado del eje OX), cuando no es este el caso.

En cuanto a la relacién entre velocidad y aceleracién cuando el montacargas aumenta o
disminuye la velocidad, asi como en los momentos de reposo, la intencionalidad vuelve a ser la
de establecer los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la velocidad en relacién al signo
de la aceleracién. La velocidad aumenta cuando la aceleracién es positiva y disminuye cuando
la aceleracion es negativa. En los puntos de reposo, esto es de velocidad nula, la aceleraciéon
puede ser negativa, positiva o nula, dependiendo de si el punto en cuestiéon es o no un
extremo relativo. En el caso del punto (2, v(2)), minimo de la funcién velocidad, se tiene que
a(2)=0. Pensando de nuevo en la simetria del fendmeno a describir, el comportamiento de la
aceleracién también deberia ser andlogo en los tramos de ascenso y descenso, lo que invalida
la funcion del modelo primario y sugiere que si en el primer tramo hay un extremo relativo
para la velocidad luego un cero de la funcién aceleracién, asi deberia ser también en el
segundo tramo. Mas aun, en t=2 hay un punto de inflexiéon para el desplazamiento, lo que
exigiria dos puntos de inflexidn para esta funcion, reforzando el hecho de que necesitamos un
cambio en la concavidad/convexidad que haga que en t=6 haya un maximo.

El apartado c) plantea ahora la evaluacion de la utilidad y la identificacion de los problemas
del modelo dado. Se espera que en este momento, el andlisis del modelo propiciado con la
representacion grafica de desplazamiento, velocidad y aceleracién y con la resolucién de los
problemas a) y b), permita descartar el modelo primario y sefialar los errores. De este modo,
se sugiere plasmar aquello que invalida el modelo original como descriptor del fendmeno
(hasta donde han pensado en el fendmeno) asi como sus bondades. Deben recoger los
problemas detectados en t=6, la falta de simetria de las funciones, el hecho de que no se
alcancen los 100 metros de profundidad; y reflejar como correctos los valores y(0)=0, y(6)=0,
v(4)=0 (t=4 como abscisa del punto minimo del desplazamiento).

Cabe comentar a estas alturas, aunque con ello nos anticipemos a las conclusiones del
trabajo, que la tarea tal y como se ha planteado hasta el momento, parece dirigir o guiar mas
hacia la reflexidn sobre los puntos notables y el comportamiento global de las funciones, que
hacia la cinematica del fendmeno que se pretende describir, razén por la cual se habla en el
titulo del epigrafe de un modelo esperable que no va a coincidir necesariamente con el
modelo plausible que se ha desarrollado anteriormente.
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Llegados a este punto, se da por finalizada la parte de tarea que se corresponde con el
analisis del modelo dado y se plantea la creacidn de un nuevo modelo. En el apartado 1. se
propone realizar una lista de especificaciones para redisefiar el modelo original. Se pretende
con ello que se hile aiin mas fino de lo que ya se hizo en el apartado anterior. Se espera (aqui
ya nos ponemos en la piel de un resolutor que no ha avanzado mas en el andlisis de lo que lo
hemos hecho nosotros a la luz de la parte de tarea resuelta) que se tengan en cuenta los
puntos notables (ceros de las funciones, extremos relativos, puntos de inflexidon) bajo una
situacién de simetria y alcanzdndose los 100 metros de profundidad. Ndétese que si se
controlan todos los puntos notables, los comportamientos de crecimiento y decrecimiento y
los de concavidad y convexidad vienen dados sélo con tener en cuenta que el movimiento es
de descenso/ascenso. Incluso, que se tenga en mente, o que se llegue a representar (aunque
no se les pida explicitamente) cdmo deberian ser las funciones de desplazamiento, velocidad y
aceleracién para que reflejen estas especificaciones. Estas representaciones también podrian
aparecer en el segundo apartado previo a la eleccién del nuevo modelo. En cualquier caso y
cifnéndonos al intervalo [0,6], la funcidon desplazamiento deberia tener tres extremos relativos,
a saber, dos maximos en t=0 y t=6 y un minimo en t=3. La funcién velocidad deberia anularse
en t=0, t=3 y t=6, teniendo un minimo en el intervalo [0,3] y un maximo en el [3,6]. Maximo y
minimo cuyos valores de abscisa coincidirdn con los de los puntos de inflexién de la funcién
desplazamiento y los dos ceros de la funcién aceleracién. Esta a su vez, presentard un maximo.

Una vez detallada la lista de especificaciones, se pide al participante en el apartado 2. la
creacion de un nuevo modelo para el que se abre la posibilidad de usar una Unica funcién o
una funcidn a trozos. En este caso, se abre la puerta por ejemplo a un resolutor que proponga
un modelo para el intervalo [0,3] y que por reflexidon, complete en el intervalo [3,6]. Podria
también interpretarse que sugiere un cambio de rumbo en tanto en cuanto, explicita que el
nuevo modelo no necesariamente debe construirse como el original, esto es, que no es excusa
para el resolutor que el primer modelo venga dado por una Unica funcién. Aqui, el modelo
plausible tendria cabida, si éste fuera capaz de desprenderse de la inercia del camino que ha
emprendido. En este momento, se esperaria de los participantes que buscaran en su ‘saco’ de
familias de funciones, aquéllas que pudieran responder a las especificaciones sefialadas para el
modelo. Funciones trigonométricas para desplazamiento, velocidad o aceleracién, serian
respuestas posibles y esperables. Una pardbola en la aceleracién (luego una cubica en la
velocidad y un polinomio de grado 4 en el desplazamiento) también. Opciones multiples de
funciones polindmicas reflejadas para la aceleracion, velocidad o desplazamiento (como las de
las respuestas ‘arregladas’ de Carmen y Sebastian, también, y desde luego, la del modelo
plausible, si como ya se ha comentado, el resolutor fuera capaz de volver al fendmeno que se
describe sin los condicionantes del modelo original.

Finaliza la parte de creacidon del modelo propio con un el apartado 3. que insta a la
validacién (luego a la critica si esta tiene cabida) del modelo. Se pretende con ello recuperar la
esencia de la modelizacién para la que el modelo no es dptimo si no refleja el fendmeno que
se describe, aunque en este caso, si las especificaciones no son lo suficientemente buenas, no
se valida mas que el modelo que ajusta a dichas especificaciones.

Por ultimo, la generalizacién del modelo, sélo tendria sentido si se modifican las
especificaciones para el mismo en términos de tiempos, o distancias.
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3.2. El experimento.

Como ya hemos comentado, nuestro trabajo tiene caracter exploratorio, esto es, se pone
bajo observaciéon el conjunto de las conductas de los participantes resolviendo un tipo
determinado de problema (aplicado o de modelizacién) con el Unico fin de examinar si como
ya se ha indicado en el apartado anterior, el conocimiento cualitativo del fendmeno a describir
(v de los modelos funcionales que permiten su descripcién matematica) asi como el uso de ese
conocimiento cualitativo para tomar decisiones, controlar y organizar el conjunto del proceso,
se revela como elemento clave de la buena gestion del proceso de modelizacion (Puig y Monzd,
2012). Lo que pretendemos es examinar la manera en la que aparecen los elementos
asociados a las propiedades cualitativas del fenédmeno (y en su momento también de las
familias de funciones y los pardametros que describen su comportamiento relacionadas a través
de sus formas candnicas con el fendémeno) y las implicaciones que para la gestion del proceso
de resolucién de la tarea se infieren, con el nivel de detalle que proporciona ademas la
observacion de la actuacion de unos pocos sujetos, y en este caso, para la tarea del
montacargas.

Se plantea asi la misma tarea de modelizacién del movimiento del montacargas de
Marmolejo, 2012, a 4 estudiantes de primero del grado de matematicas de la Universidad de
Valencia, con los que no media proceso alguno de ensefianza-aprendizaje, dado que son
voluntarios que acceden a participar con nosotros en el experimento sin tener siquiera
contacto previo con los investigadores y desconociendo el tipo de tarea que se les va a
proponer. La actividad se realiza en un aula de Informatica de la facultad de matematicas sin
limite de tiempo, de modo que no se produjera un abandono de la tarea con las consiguientes
consecuencias para el desarrollo de la investigacién y con la Unica presencia en el aula, amén
de los participantes, de los investigadores (Gina, Luis y yo misma) y del decano de la facultad
de forma intermitente. La presencia de este ultimo se justifica como intermediario entre
investigadores y participantes y la eleccion del aula de informdtica por la permisividad del uso
de software como herramienta de é¢ayuda? en la resolucién de la tarea. Se entrega a los
alumnos el enunciado de la tarea, y folios (uno de ellos con espacio para escribir el nombre de
pila) para la redaccién del manuscrito final con la (re)solucion de ésta.

Para la obtencion de los datos para el andlisis, se recurrid a distribuir a los participantes en
dos parejas para su resolucion conjunta. La sesion se graba en video de inicio a fin (un aparato
por pareja) y se les solicita que durante la sesién verbalicen cuanto les sea posible y en voz lo
suficientemente alta para poder registrar el resultado de su interactuacién en un protocolo
escrito que se hace posteriormente. Tenemos asi los protocolos audiovisuales. Se les solicita
que preparen ademas un manuscrito en el que se recoja la resolucién de la tarea, permitiendo
gue se entregue uno por pareja o de forma individual. Se recopilan también, en documentos
elaborados por los investigadores tras la finalizacion de la tarea, el registro de comandos vy las
graficas que quedaron accesibles, que los participantes generaron durante su utilizacién del
programa Matlab®, software elegido por ambas parejas como apoyo para la tarea.

La naturaleza de los datos recogidos serd asi de elementos de comunicacion que responden
a procesos coghnitivos que se producen cuando se resuelven problemas en una situacion de
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trabajo cooperativo (Puig, 1996, Cap.5, p.60) para los protocolos audiovisuales. En el caso de
los manuscritos escritos, no puede pretenderse que el resolutor de cuenta de lo que estd
pensando mientras resuelve el problema, ya que se sabe que esto perturba el proceso de
resolucion al incorporar la tarea de esa escritura, de modo que hay que contar con que lo que
se va a tener como datos, no puede ser una transcripcion del proceso de resolucidn, sino su
resultado mds o menos elaborado (Puig, 1996, Cap.6, p.229), situacidon que ademas justifica el
hecho de que hayamos optado por implementar datos de naturaleza oral con datos escritos en
nuestra investigacion. Por ultimo,

El investigador en este contexto, no debe intervenir, salvo para aclaraciones puntuales que
nunca deben apuntar a la (re)solucién del problema.

A partir de las grabaciones en video (protocolos audiovisuales) se elaboran después los
protocolos escritos. En este caso, la transcripcién en texto escrito de los protocolos
audiovisuales se articula considerando como un item cada intervencién individual que se haya
producido sin interrupciones o con interrupciones de apenas unos segundos, intercalando en
ellos la intervencion simultanea del compafiero cuando ésta se produce y con la intencion de
marcar asi dicha simultaneidad temporal de los discursos de los dos participantes. La
colocaciéon de los signos de puntuacién se adecua, en la medida de lo posible, a las reglas
gramaticales. Tras una primera transcripcién, se contrasta con nuevos visionados de los
protocolos audiovisuales hasta determinar con el mayor nivel de exactitud posible los items
definitivos. Se completan ademds con las sentencias y graficas de Matlab ® siguiendo el ritmo
de avance en la resolucidn correspondiente de modo que se intercalan, en la medida de lo
posible, con la parte de la tarea en la que se encuentran y para la que se implementa su uso.
Se han afiadido las graficas que no quedaron accesibles y la descripcién de los gestos que
acompafiaban algunas de sus intervenciones, especialmente, las que aludian a puntos notables
o comportamientos de las funciones sobre la pantalla de visionado de las graficas o
sencillamente hechos al aire. Habria que decir aqui, que en la elaboracién de los protocolos
escritos, ya hay un comienzo de andlisis aunque nos refiramos a ellos como datos para el
analisis.

La leyenda para el protocolo escrito, y su analisis desde una reconstruccion racional y
plausible previa de lo acontecido, asi como la justificacion para el mismo, se presentan en el
capitulo 4. En Anexo se recogen el enunciado de la actividad, el acordedn del experimento, los
protocolos escritos, los documentos que recogen las sentencias de Matlab® y los manuscritos
de los participantes.

Finalizamos este apartado haciéndonos eco del protocolo de investigacién y de las
directrices que los investigadores dieron a los participantes en el comienzo de la actividad. Se
les comenté que la sesion seria grabada con la intencién de registrar sus conductas y
actuaciones, pero preservando en todo momento su identidad, para lo que se aludié al hecho
de que sus nombres no aparecerian en los documentos que el experimento generara. Se les
explico ademas las razones que nos inducian a distribuirlos por parejas [1] Luis:--- si os hemos
puesto por parejas es porque, eh al trabajar por parejas os vais a obligar a tener que contarle
cada uno al otro por qué estd haciendo lo que estd haciendo y queremos que lo hagdis,
queremos que habléis un poco mds de lo que normalmente se habla cuando uno estd haciendo
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un problema porque precisamente lo que digdis es lo que nos va a servir para hacer hipotesis
sobre lo que habéis pensado para hacer el problema. Se les pidié en consecuencia que
verbalizaran de modo que su discurso fuera ademds en voz alta para la mejor recogida de
datos en el paso de los protocolos audiovisuales a los protocolos escritos. Se aludié a las
instrucciones de la tarea para su seguimiento y se hizo explicita la posibilidad de uso de
software, solicitando ademas que aunque fuera en forma de borrador se registrara en un
manuscrito final tanto la (re)solucion de la tarea, como aquello que, proveniente del uso del
software, fuera necesario para ésta. Se les solicité ademads que no apagaran los ordenadores ni
cerraran las ventanas del programa que utilizaran (si este era el caso) para poder generar
documentos de captacion de esta informacidn. Se buscaba de este modo que el resolutor no
hiciera desaparecer todo lo que el consideraria ‘sucio’, para dejar sélo el ‘limpio’ (Puig, 1996,
Cap.6, p.230).
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4. Andlisis de los protocolos.

4.1. La Reconstruccion Racional.

Presentamos ahora lo que Puig (Puig, 1996, Cap.5) llama la reconstruccion racional de las
actuaciones y conductas de los participantes, esto es, una narracidn de las mismas con las que
se pretende dotar de sentido al conjunto y que en consecuencia recoge un analisis detallado y
minucioso de éstas. En esta narracidon se incluyen comentarios interpretativos a items
ilustrativos en una descripciéon secuencial en la que se insertan las respuestas de los
participantes reflejadas en sus manuscritos finales, asi como elementos de Matlab® (comandos
o graficos) si con ellos se sustentan o corroboran las interpretaciones que de las actuaciones y
conductas se hacen. Se afiade también la interpretacién de los valores de los pardametros para
las funciones que los participantes utilizan en el recorrido de la resolucion de la tarea, cuando
su sentido es pertinente en el proceso de toma de decisiones (nos referimos aqui a las
funciones de tipo Asen(Bx+C) o Acos(Bx+C)) para la creacién del nuevo modelo).

Tal y como se explicita en los protocolos escritos, los significados asociados al uso de algunos
simbolos vienen reflejados en la siguiente leyenda:

- uso de puntos suspensivos "...": indican pausa en las frases o duda;

-uso de una coma ',' en el discurso: hace referencia a las pausas, a veces naturales, a veces
forzadas, del discurso;

-uso de una coma ',' al finalizar la intervencién: hace referencia a que si bien hay una pausa
con intervencion posterior del compafiero, continlda la frase en su intervencién siguiente,
razén por la que ademas ésta se introduce en minuscula;

-uso de '---- intervencion ----': recoge una parte de la intervencion;

- uso de corchetes con texto entre ellos [texto]: recogen gestos, indicaciones en graficos o
describen momentos de lectura o reflexion; en el caso de las sentencias de Matlab® indican la
instruccién que subyace a la sintaxis;

- uso de paréntesis (Participante. Intervencion): en intervenciones solapadas generalmente de
asentimiento;

-uso de '¢?¢? ": refleja la imposibilidad de transcribir la intervencién, o parte de ella.
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4.1.1. La pareja A./B.:

Comienza la pareja A y B con la lectura del enunciado de la actividad. B lee en voz alta una
parte (hasta ‘t representa el tiempo en minutos’), pero contindan la lectura en silencio. Por el
tiempo que pasa, podria pensarse que han leido algo mas que el enunciado y la indicacién de
representar graficamente, lugar al que en cualquier caso seguro que llegan, dado que B.
sugiere inmediatamente cumplir con la correspondiente instruccion:

[19] B. Representemos grdficamente el desplazamiento, la velocidad y la aceleracion.
A. sugiere utilizar Matlab® para ello:
[20] A. Eso lo sabe hacer Matlab®.

Sobre el enunciado general de la tarea, B. no refleja en su manuscrito informacién alguna
sobre las condiciones generales del fendmeno en estudio o de la funcién asociada al modelo
primario, ya que comienza directamente con las respuestas a los apartados a), b), ... A. sin
embargo escribe

Manuscrito A. Sabemos que empieza al nivel del suelo y que tarda, en ciclo de 6 minutos, en
bajar y subir.

Luis, como modulador ahora del experimento, solicita a los participantes que hablen mas alto,
y comenta la posibilidad de preguntar a los investigadores si surge alguna duda de
comprension del enunciado en

[21] Luis. Podéis hacer, podéis hacer preguntas si queréis de comprension, o lo que sea, éeh? ...
y contestar, contestaremos. Y si podéis hablar mds alto, mejor.

Arrancan Matlab® que requiere de tiempo y parecen impacientarse, de hecho, B., que parece
algo mas inquieto que A. asi lo explicita:

[26] B. ---- eh... vamos a trabajar un poco con Matlab®, cuando quiera ----
[28] B. ---- cuando quiera Matlab®, cuando le dé la gana ----

Tal y como ya habiamos comentado, los participantes han debido leer alguno de los primeros
apartados de la tarea, posteriores a la indicacién sobre la representacidon grafica de
desplazamiento, velocidad y aceleracion, habida cuenta del comentario de A. y respuesta de B.
en:

[26] --- y representamos la funcion ---

[27] A. Si, porque yo creo que simplemente poniendo la funcién, mirdndole a la grdfica, de ahi
podemos sacar,

[28] B. ---- bastante informacion ----

Secuencia en la que dejan constancia de que la representacién grafica de una funcidn, aporta
muchos elementos de informacidn sobre la misma.

De [28] a [35] uno dicta y otro escribe para representar la funcién. En un momento
determinado, B. se equivoca en la sintaxis, y rectifica. El error viene dado por la diferencia de
sintaxis del Matlab® y del algebra y proviene de poner un producto sin *, razén por la que el
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programa no la lee. Nombra con f a la funcién desplazamiento y escribe el comando ezplot en
Matlab® para la representacion:

[28] B. ---- Entonces, definimos la funcion f... 2.5 [en este momento empieza a escribir en el
teclado].

[29] A. por t elevado al cubo.
[30] B. Por y elevado al cubo.
[31] A. Menos 15 y al cuadrado.
[32] B. Menos 15 y al cuadrado.
>>symsy [calculo simbdlico; y pasa a ser variable en lugar de caracter de texto]

>> f=2.5*%y"3-15y"2 [la simbologia » se utiliza para escribir potencias y * para los
productos]

[33] B. ---- Vale, empezamos ya a tener errores [rectifica en el ordenador la férmula] ----

??? f=2.5%y"3-15y"2 [los signos de interrogacion hacen referencia a un error de
sintaxis]

Error: Unexpected MATLAB expression.

[33] ---- Vamos a representarla ----

[34] A. ezplot [A. escribe la sentencia correspondiente en Matlab®].
[35] B.Si
De [36] a [54] A. y B. hacen un primer andlisis de la grafica del desplazamiento.

A A. le extrana la representacion grafica que les ha salido, posiblemente porque tal cual la han
representado, sin marcar dominio de representacién, parece alejarse mucho de lo que cabria
esperar a la vista del fendmeno que trata de modelar. Hace notar en dos ocasiones que el
tiempo inicial es t=0, razdn por la que decide mover la grafica para visualizar desde el punto de
abscisa t=0 e incluyendo al menos hasta la abscisa t=6. Cuando alude al punto minimo, se
refiere al valor de ordenada en 100 metros de profundidad condicionado por el enunciado de
la tarea, de hecho, utiliza el condicional para referirse a él (serian). Realmente, se alcanza un
minimo en la ordenada -80. Mostramos la primera representacion, previa al centrado de A.:

512 y315 y2

>> ezplot(f)
[Representacion grafica de la funcion f]

-1000

-1200
3 -4 2 & 2 4 &

¥

[36] A. éEsto qué es? ... [B. sigue el movimiento de la curva con el cursor desde la ordenada -
1200 hasta la ordenada 0] tengamos en cuenta que empezamos en cero... [A. sefiala el punto
en la grafica de abscisa cero]
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[38] A. Porque si el tiempo inicial estd aqui,

[40] A. vamos a centrar porque si estd en el cero, seis... esto es cero.... va bajando, éstos serian
los cien metros que seria el punto minimo.

B. no parece notar nada extrafio en la grafica (la ventana por defecto no es adecuada para la
representacién del fendmeno) y toma notas en sus hojas en sucio, en el ultimo momento,
cuando ya la debe tener copiada, es cuando se plantea abordar su analisis:

[39] B. Vale, entonces, la grdfica nos dice que eh... la posicion respecto del tiempo es la
siguiente... eh, mds o menos, pues tenemos el cero aqui y esto es menos mil doscientos.... A ver,

A la vista de los comentarios de A., B. sugiere entonces representar la funciéon entre 0 y 6 para
que la escala sea mas adecuada, aunque A. duda un momento (sera una constante en A. que
siempre ve el fenédmeno como periddico, tal y como se refleja mas adelante de forma explicita,
la eleccion ademas del vocablo ciclo asi parece indicarlo). B. lo intenta argumentar en tanto en
cuanto su visidn es estanca (sélo hay un viaje de ida y vuelta) y A. se deja convencer porque
estd pensando en un ciclo y puede, mentalmente, reproducir la funcidn por periodicidad.

[41] B. Si, pues entonces yo representaria la funcion entre cero y seis.
[42] A. ¢ Pero por qué entre cero y seis?

[43] B. Yo la representaria entre cero y seis porque son los, los, los ..
[44] A. El ciclo

[45] B. ---- Si, claro, pone 6 minutos lo que tarda en bajar y subir, la representamos entre Oy 6
y nos aparecerd una escala un poco mejor, évale? ----

B. representa asi la funcidon en el intervalo [0,6] y de ahi arrancan de nuevo el analisis.

>> eZplOt(f,O,G) 5015

Claramente, el hecho de que el minimo esté situado en t=4 es la razén por la que concluyen
que se tarda mas tiempo en bajar que en subir. B. incluso argumenta que la razén para esto es
la seguridad, buscando asi ajustar el comportamiento del fenémeno al comportamiento de la
funcion.

[47] B. ---- Entonces podemos ver que primero baja bastante mds rdpido... o sea, primero baja
mads lento y luego sube ... llega abajo a los cuatro minutos. ----

[48] A. O sea que le cuesta mds bajar que subir.
[49] B. ---- Si, es un montacargas --- ... --- requiere mds seguridad para bajar que para subir. ----

A. refleja en su manuscrito esta situacion, al tiempo que representa la grafica del
desplazamiento (remitimos al anexo 6 para verla). Los valores -80 y -100 en el eje de
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ordenadas, los afiadid, probablemente después (A. admite que ‘a ojo’ se ve en [74] y que el
minimo es efectivamente (4,-80) después de representar la funcidn con cuadricula en [107]):

Manuscrito A. Vemos que tarda mds tiempo en bajar que subir.

B. al menos, toma ahora notas y comenta en voz alta elementos de representacién de la
grafica. En un primer momento cree que el minimo tiene de ordenada -100, pero rectifica a -80
poco después. Marca tiempo y altura en los ejes, escala de uno en uno para el tiempo, sefiala
el (0,0) y el minimo en t=4 (con ordenada -80) y reproduce la expresion algebraica de la
funcién. Por ultimo, se equivoca en la unidad con la que se mide el tiempo. Este error carece
de importancia por el momento, y probablemente sea producto de la costumbre, ya que el
tiempo se mide en horas y segundos en el contexto del movimiento.

[49] B. Entonces, de momento, tenemos la representacion grdfica que es la siguiente....

[51] B. Entonces ... esto es el tiempo y esta la altura ... entonces esto es ... eh [...], bueno
tenemos cero y luego pues aqui arriba tenemos el cero, esto es menos cien ... uno, dos, tres,
cuatro, cinco y seis sequndos,

[53] B. ---- y esto en metros... y mds o menos, pues cuando llega a cuatro.... por aqui y aqui van
menos ochenta... estds eh... mds o menos... vuelve a subir al cero --- Esta es la representacion...
posicion-tiempo o desplazamiento. Perfecto... perfecto. Eh... Entonces, esto es y igual a dos
coma cinco t tres menos quince t dos ----

A. refleja explicitamente que la funcidn le resulta rara. Sigue pareciendo que tiene en mente el
fendmeno que modela. B. sin embargo, que centra su pensamiento en la funcién matematica
con la que han de trabajar, indica que no le parece complicada.

[50] A. Un poco rara...
[53] B. --- no es una funcion complicada, éno?, por lo menos en el dibujo ----

A. pensando ahora en la grafica del desplazamiento sugiere a B. derivar para calcular con
exactitud el minimo de la funcidn (herramienta matemadtica: es necesario para tener un
extremo relativo, que anule la primera derivada de la funcién) en:

[54] A. ésabemos cudl es el, el punto minimo? é Derivamos?

Inician pues ahora la representacién grafica de la velocidad, de la que hacen un primer andlisis
muy superficial. Aunque en principio la necesidad de hacer la derivada para A. es la de evaluar
el minimo de la funcién desplazamiento, B. aprovechara para analizarla minimamente. Aunque
B. calcula (y renombra con f2) la funcién velocidad, hace también el calculo de la derivada de
cabeza tras un comentario de A. (de hecho Matlab® da la derivada con fracciones y en [59]
cuando se refiere a la fdrmula no los utiliza; comentar también que se equivoca ya que la
derivada es 7.5t°-30t y él lee 7.5t -15t). Se justifica diciendo que no le gusta trabajar con
decimales, si bien no es un problema para A. tal y como él mismo indica:

[55] B. é¢Derivamos? Hombre, si quieres calcular la velocidad y tal, habrd que derivar.
[56] A. Si, bueno ¢ ?¢?

[57] B. Vale, entonces a ver, diff de f [escribe en Matlab® con el teclado], vamos a derivar
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>> diff(f)
ans =(15%y~2)/2 - 30*y
>>f2=(15*y"2)/2 - 30*y
f2 =(15*y~2)/2 - 30*y
[58] A. Esto lo podemos hacer de cabeza.

[59] B. Ya, pero, vamos a... [hace un chasquido con la boca como indicando que no encuentra
las palabras] [A. rie] Si, vale ... la costumbre de tener el Matlab® delante ... y prima es igual a,
ahora ya no sabes hacerlo de cabeza [en tono de broma] éeh?, siete coma cinco t cuadrado
menos quince t ...

[59] B. ---- siete coma cinco t cuadrado menos quince t ... ¢ Tu también has odiado los decimales
como yo? ----

[60] A. Pues no, épor qué?
[61] B. Yo siempre los he odiado, por lo menos cuando iba al instituto...

En el transcurso de la representacién de la velocidad con Matlab®, B. se equivoca al escribir la
sentencia correspondiente y pide representar la funcién desplazamiento f en lugar de la
velocidad f2 y asi se lo advierte A.:

[61] B. ---- f de dos la definimos como ésta y au ....[Intro] la representamos en los mismos
entornos de antes é¢no?, de cero a seis ---

[62] A. ---- ésa no es cierta ----

[63] B. Esta no es cierta, es f dos.

>> ezplot(f,0,6) 152 201

>> ezplot(f2,0,6)

Comienza ahora B. con el andlisis de la gréfica de la velocidad. Aunque aparentemente, la
sensacion es de que se fija sélo en los puntos notables y movimiento de la curva que permiten
su representacion, sin reflexion que la acomparie, hay vacilaciones en su discurso que pueden
dar sefiales de que no es realmente asi. Se detiene al nombrar y sefialar el punto de abscisa
t=2 (como si esperara que la abscisa del minimo coincidiera con el del desplazamiento); y luego
se reafirma con vocablos como claro o vale, como si hubiera entendido lo que subyace detras.
Nos atreveriamos a aventurar que sélo matematicamente habida cuenta de su actuacion en el
desarrollo posterior de la tarea. Unicamente reproduce el movimiento de bajada desde t=0
hasta t=2 y comenta que sube a partir de ese momento. Revisa también la unidad en la que se
da la velocidad.
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[65] B. --- hay un momento en que la velocidad baja hasta casi 2, o sea es decir, y luego
empieza a subir, claro... vale, vale, vale...

[69] B. Desde el mil a ¢?? ... y ésta es la velocidad.... en metros... metros minuto, é¢no? ... si,
metros-minuto.

[71] B. ¢Y qué hace? Esta aqui el cero, baja hasta el, en el dos alcanza el minimo...

A. por su parte, insiste de nuevo en calcular el minimo de la funcion desplazamiento, razén por
la que le pregunta a B. por la expresion de la velocidad y le sugiere que la igualen a cero para
calcularlo, mientras B. desoye su sugerencia porque como ya hemos mostrado, estd en el
analisis de la gréfica de la velocidad. Mas aun propone hacer primero las tres graficas como si
prefiriera dejar las cuestiones de calculo matematico para mas adelante. Parece que A. no
termina de fiarse de lo que ve en la grafica del desplazamiento, para la que en t=4 se tiene el
minimo y bastaria entonces con sustituir en la funcidn velocidad para saber la ordenada; o
bien que aun aceptando que efectivamente la abscisa del minimo es t=4, y llevado por la
mecanica de trabajo de cdlculo de extremos relativos, que ‘necesite’ el proceso completo. Pero
acaba por ceder, se conforma con saber que se aproxima a cien metros de profundidad. En la
grafica de su manuscrito aparece el valor -80, bien guiado porque asi lo dijo B. en una
intervencién anterior, bien porque es lo que ve en la grafica.

[66] A. éEsta es la funcidn de la velocidad?
[68] A. La velocidad, é¢cudl era la funcion?

[69] B. ---- Y prima... y prima es igual a siete coma cinco t dos menos quince t ----- [B. vuelve a
equivocarse en la férmula de la velocidad.]

[72] A. Lo primero, igualamos, igualamos a cero y asi vemos cual es el punto minimo del
anterior porque como...

[73] B. ---- Hombre, yo primero representaria las tres y luego empezamos a estudiar, porque
haciéndolo asi, si que puedes ver lo que pasa.----

[74] A. Como ya, ya has representado la, la anterior si que tienes el punto minimo a ojo.
[75] B. Estd, de momento un poco a ojo, si évale?
[76] A. Si porque decia que se aproximaba a 100 mds o menos.

Fiel a la idea de representar las tres graficas, B. abandona el andlisis de la velocidad y
representa ahora en Matlab® la grafica de la aceleracién, para ello deriva la velocidad (f2); la
renombra con la etiqueta f3 y pone la sentencia correspondiente de representacién en el
intervalo [0,6]. Parece que se da cuenta en este instante de que la derivada es 15t-30 y no 15t-
15 que es lo que sale con la expresidn para la velocidad que tiene en sus notas. Reflejo de ello
es el tiempo que tarda en decirlo en voz alta en [79] y el que se detenga a revisar sus notas.

[77] B. ----Y ahora calculamos la aceleracion. Si quieres calcularla o no, pero vas a tener el
puente,----

[79] B. en el Matlab®... quince t menos quince, diff f dos de la funcidn... Eh [....] [B. parece estar
buscando algo en sus notas] quince t menos treinta, ¢no?
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>> diff(f2)

ans =15*y — 30
>>f3=15%y - 30
f3=15%y-30

>> ezplot(f3,0,6)

A. registra en su manuscrito las graficas de la velocidad y la aceleracién (ver Anexo 5).

A. comienza ahora el andlisis de la grafica de la aceleracion, y de nuevo, con un espiritu por el
momento mas critico que el de B. encuentra algo extrafio, como asi lo hace notar, en dicha
representacién. Da de nuevo la sensacién de que A. esté pensando en el fendmeno en
términos fisicos amén de la parte matematica. En cuanto a B. centra su analisis en relacion a la
velocidad, desde un punto de vista sdlo matematico en tanto en cuanto la aceleracién es la
derivada de la funcién velocidad. La terminologia que utiliza A. es ademas clarificadora,
utilizando términos como frenar o acelerar. Y asi comienza:

[84] A. Si, vemos que empieza frenando y acaba acelerando.

Terminologia que entiende perfectamente B. y que sefiala el punto en que pasa de un estado
al otro, esto es cuando la aceleracién pasa de ser negativa a positiva:

[85] B. Si, en el punto 2 o seaq,

Pero en este momento, A. comenta que es raro, porque pensando en cuando sube el
montacargas.... (Nota del transcriptor: imposible reconocer lo que dice después).

Un posible andlisis de lo que podria haber detrds de este comentario, tendria que ver con el
hecho de que el fendmeno que se trata, tanto si se piensa en un elevador que sube, como en
un elevador que baja, deberia tener en cada tramo de ascenso o descenso, una primera parte
en que la aceleracidn aumentara (en valor absoluto) y otro en el que descendiera hasta el
momento de quedarse frenado. El signo Unicamente recogeria si la velocidad desciende (caso
de la aceleraciéon negativa, luego de variacion de velocidades de signo negativo) o si la
velocidad aumenta (signo positivo). No es este el caso. De hecho, luego A. revisa los diferentes
valores minimo, cero y maximo que toma la aceleracién de forma lineal: empieza en 30, corta
en 2y llegaa60.

[86] A. si, pero sigue siendo raro, porque si un montacargas, cuando sube normalmente é2¢? ...
empieza en menos treinta,

[88] A. De menos treinta corta con el eje en dos,
[90] A. y llega hasta sesenta.

Por su parte B. mucho mas analitico en términos matematicos, acompafia en algin momento
los comentarios de A. refiriéndose al tramo [0,2] en que la velocidad decrece cuando la
aceleracién es negativa, se hace eco quizas de la relacién entre el decrecimiento de una
funcién con el signo de su funcién derivada. Comenta también que la velocidad en ese tramo
es negativa. También podria ser que sencillamente estuviera leyendo desde la grafica de la
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velocidad lo que sucede en el intervalo de definicion [0,2]; no obstante, mas adelante, si dejara
constancia de la relacion de derivacién sefialada. Asiente cuando A. sefala el punto de corte
con el eje OX y apunta (y dibuja) en sus notas la grafica de la aceleracién. Marca el -30, -20, -
10, 0 en el eje OY y escala de 0 a 6 en tramos de 1 unidad en el eje OX. Sefiala puntos de corte
para trazar la recta.

[87] B. ahi la velocidad la tienes negativa hacia abajo
[89] B. Si en dos.

[91] B. ---- Minutos al cuadrado.... Metros partido por minutos al cuadrado. Tenemos menos
treinta, menos veinte, menos diez, tenemos un cero, mds o menos uno, dos, tres cuatro, cinco,
seis... uno, dos, tres, cuatro, cinco y seis, mds o menos pues pasa por el punto cero, dos [ lee las
coordenadas al revés, se refiere al (2,0)] y el origen ----

Llegados a este punto, B. propone dibujar las tres graficas al mismo tiempo en la misma figura
y justifica la propuesta porque le permitiria estudiar las caracteristicas de las funciones con
toda la informacién recogida en el mismo lugar. Sugiere ademds afiadir a la representacién una
cuadricula (mismas sentencias para la representacion en Matlab® afiadiendo el comando grid:
>> ezplot(--,0,6) >> grid):

[91] B. ---- ¢ Tu sabes lo que haria yo ahora, tio? Representaria las tres en la misma figura.----
[92] A. ¢ Para qué?
[93] B. Para ver cdmo... en qué puntos pasa lo que sea y le metemos el grid.

A. le hace notar a B. que estan trabajando en lenguaje simbdlico en Matlab® y que con el
comando ezplot no se puede hacer, que necesitarian estar en lenguaje numérico y utilizar el
comando plot. Miran en la ayuda (F1) que se adjunta en el protocolo escrito (mirar alli), pero
no da la solucion.

[94] A. Si quieres, pero has de estar en simbdlico otra vez, o sea...
[95] B. Meter el grid si, y representar ahora las tres, en teoria...
[96] A. ¢ Con ezplot puedes?

[97] B. ¢Como se representaban dos funciones a la vez?

[98] A. Yo creo que eso sélo se puede con plot y eso ya es numérico. Tenemos que darle un
valory,

[99] B. Ah claro y en numérico, écomo representas una funcion si le asignas un numero a una
funcion?

[100] A. No sé, si tu sabes hacerlo.
[101] B. ---- Pero yo no me acuerdo. Espera, o sea F1 ----.
[102] A. ---- Ahora falta que nos salga como lo podemos hacer.----

A. que no esta convencido de la propuesta de B. vuelve al andlisis de la aceleracién. En t=2 la
velocidad debe alcanzar su valor minimo (andlisis matematico desde la gréfica de la
aceleracién con derivada igual a cero):
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[102] A. ---- bueno, aunque en la formula ya sabemos a ojo que en dos debe llegar al final o, ----

B. improvisa introducir las tres funciones separadas por comas en el comando ezplot, se
equivoca porque f1 no esta definida; de hecho etiquetd con f a la funcidon desplazamiento, con
f2 a la funcion velocidad y con f3 a la funcién aceleracion. Vuelve a intentarlo con f y también
falla con lo que desecha la idea:

[103] B. A lo mejor sabes como es, no sé por arriesgarme, f uno, f dos, f tres. No, f, voy a darle
ala f. No, sym.ezplot, no se puede. Pues nada, eh ...

>> ezplot(f1,f2,f3,0,6)
??? Undefined function or variable 'f1'.
>> ezplot(f,f2,3,0,6)

??? Maximum recursion limit of 500 reached. Use set(0,'RecursionLimit',N) to change the limit.
Be aware that exceeding your available stack space can crash MATLAB and/or your computer.

Error in ==> sym.ezplot

B. decide representar ahora las tres graficas de nuevo con cuadricula y guardarlas para
visualizarlas luego juntas en la misma pantalla. Al mismo tiempo que representa y guarda,
tanto B. como A. aprovechan para repetir o afiadir informacién a los andlisis que del
desplazamiento, velocidad, y aceleracion, han hecho ya antes. En un momento determinado A.
lee el enunciado del apartado a) lo que condiciona también el analisis.

En un primer momento cuando sélo han representado la funcién desplazamiento, verifican
que el minimo estda en (4,-80) y B. sefiala que en t=6 se vuelve al nivel del suelo (y=0):

Al representar la funcién desplazamiento y mallar, B. ya indica (tacitamente) que el punto
minimo se ve claramente en la grafica (se refiere claro esta al (4,-80). A. lo hace explicito.

[104] B. ---- Mira, la representacion nos dice que éste es el punto... ---

[107] A. En cuatro llega a su minimo.

[109] A. También se ve que en ese la, la, la profundidad del pozo es de ochenta.
[108] B. Y en seis, alcanza, vuelve otra vez al mismo punto.

B. continla ahora con la representacion de velocidad y aceleracion (con cuadricula) y las va
guardando en el escritorio, la disposicion definitiva en pantalla se decide en [120]-[123] y no se
registra aqui porque no tiene mayor interés. A. lee en voz alta el enunciado del apartado a) y
comienza a hacer algunas reflexiones al respecto:

[116] A. ---- O seaq, el significado de los valores negativos significa que estdn frenando. ----

La afirmacidn es incorrecta en tanto en cuanto no se esta analizando la aceleracién como la
variacion de la velocidad, en cuyo caso un valor negativo de la aceleracidon sdélo haria referencia
a que la velocidad mengua. Puede haber valores de la velocidad negativos cuando se acelera si
se aumenta de velocidad desde instantes de velocidad negativas. Matematicamente, la
situacién es la misma. La velocidad decrece si y solamente si su derivada (la aceleracion) es
negativa. Sobre el signo de la velocidad y la aceleracidn, no hay relacién fija, la relacién es con
la funcién desplazamiento. Estd relacionando valores negativos de la velocidad con
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comportamiento (erréneo) de la aceleracidn en lugar de leerla en términos de la variacion del
desplazamiento. Valores negativos de la velocidad van asociados a desplazamientos
decrecientes, en este caso, de descenso del pozo. Parece que aqui el andlisis es del fenémeno,
pero la interpretacion errénea, como si se confundiera el hecho de que frenar (o desacelerar)
produce valores negativos en lugar de pensar en reduccién de velocidad. Velocidades
negativas no se consiguen Unicamente con desaceleraciones, ni éstas producen
necesariamente velocidades negativas, sélo implican variaciones decrecientes de la velocidad.
En [125] advierte el hecho de de que el signo de la velocidad depende del desplazamiento y no
de la aceleracion.

En [117] afirma que
[117] A. Ah claro, ¢ como puede estar frenando si tiene una velocidad 0?

Quizas aqui se da cuenta de que su afirmacién anterior es incorrecta. Entiende el frenado
como el hecho de que una velocidad positiva acabe siendo cero, lo que no tiene sentido si se
comienza con velocidad cero. Aqui parece estar la clave de sus razonamientos e incluso lo que
acaba registrando en el manuscrito final: en términos fisicos parece entender sélo valores
positivos de la velocidad (mirar analisis de [125] y [127], asi como la afirmacién [131] mas
adelante).

En este instante, ya tienen las tres graficas de desplazamiento, velocidad y aceleracién en
pantalla, dispuestas como si de una matriz 2x2 se tratara, en las posiciones (1,1), (1,2) y (2,1)
respectivamente. B., ahora si, participa en el andlisis para responder el apartado a).

[124] B. Se ve bien, ino? Bueno tenemos estas tres figuras, la del desplazamiento, la de la
velocidad y la de la aceleracion, évale? [Las sefala con el boligrafo segiin las nombral. Nos pide
que expliquemos el significado de los valores negativos, positivos y cero, de la grdfica de la
velocidad, évale?

6Ey)2-15 )

15130
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Tal y como ya hemos indicado, A. sigue dandole vueltas a las afirmaciones que ha hecho sobre
la velocidad negativa y el frenado. Advierte enseguida que estd haciendo una lectura errénea
del signo de la velocidad, y que éste sélo indica que el desplazamiento es en direccion hacia
abajo:

[125] A. Bueno, pero espérate la velocidad, claro, la velocidad no es que estemos frenando, la
velocidad es que nos estamos moviendo pero hacia abajo.

En tono de explicacién comenta en [127] que
[127] A. No, no podemos frenar si empezamos con velocidad cero [con tono de explicacién].

Comentario que corrobora el andlisis anterior. El término frenar sdlo tiene cabida para A.
cuando se parten de velocidades positivas. Y las velocidades negativas sélo tienen sentido
cuando se leen en positivo y su signo indicando nomas el sentido del desplazamiento en ese
instante. De hecho, afirma que la velocidad debe considerarse en estos términos. Esto es,
como si la velocidad fuera tan sdélo en un instante, el valor absoluto de la imagen de la funcidn
velocidad. Tanto es asi que cuando B. le indica que en ese caso tendria una gréfica de la
velocidad alternativa (tomando de 0 a 4 en lugar de v(t), -v(t)), A. consiente.

[131] A. En verdad podriamos coger la velocidad como su médulo.

[132] B. Entonces te haria esto.

[133] A. Claro porque en realidad eso es la velocidad, aqui no se estd hablando de que sea ...
[135] A. El problema de que sea negativo o positivo es ...

[136] B. ---- Claro, exacto, ése es el punto, mds la direccion que otra cosa. S, si, si, si ----

Paralelamente a A, B. inicia el andlisis de la velocidad centrado en su grafica sin mas
connotaciones que la matematica. La velocidad en cero es cero, negativa hasta el punto de
abscisa t=4 que es justamente la abscisa del punto minimo del desplazamiento y positiva a
partir de ésta.

[128] B. ---- empieza siendo cero la velocidad, empieza siendo cero la velocidad y como la
velocidad es un vector, si te fijas, mira, mira, donde vuelve la velocidad positiva [sefiala punto
de abscisa t=4 y minimo en desplazamiento].

[130] B. En 4, cuando empieza a subir, cuando empieza a subir la velocidad es positiva,
entonces, lo que nos dice,

Sefialar aqui que B. se refiere a la velocidad como un vector, quizas influenciado por estudios
de cinematica para particulas en el espacio, aunque en este caso, el andlisis es para particulas
en el plano, luego no es necesario referirse a desplazamiento, velocidad o aceleracién como
vectores. Quizads este comentario es el que da pie a A. para pensar en el mddulo (que
realmente para este caso es el valor absoluto) de la velocidad en la secuencia que hemos
comentado anteriormente. Y éste comentario a su vez, el que da pie a B. para describir la
velocidad en funcién de su mddulo (valor absoluto) y su signo en [136], aunque no sabe bien
cémo hacerlo, acufiando el término de velocidad instantdnea al valor absoluto y atascandose
con la explicacién del sentido de su signo.
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[136] B. ---- la velocidad negativa, indica, por su mddulo, la velocidad instantdnea del
montacargas y por su signo, eh, ... por su signo,

Vuelve en cualquier caso, inmediatamente a un analisis meramente funcional y sin significado
fisico que haga explicito. A. le acompafna, en el discurso (siempre con un cariz menos
matemadtico y mds cercano al fendmeno). De hecho, es interesante trasladar por separado sus
reflexiones porque el contexto es claramente distinto. Mientras B. centra el analisis en la
relacion del signo de la velocidad con el comportamiento del crecimiento de la funcién
desplazamiento via teoremas de derivacion, A. se refiere a la velocidad negativa como aquélla
en que el desplazamiento es negativo, esto es, cuando el montacargas baja; el punto de corte
con los ejes, coincide (velocidad cero) con el de llegada al fondo del pozo (dice también cuando
llega hasta arriba quizas le traiciona el subconsciente porque en origen cuando se piensa en el
movimiento de un ascensor, la primera reaccidén es la de visualizarlo en un movimiento de
subida); duda en la valoracién en t=6 lo que propicia un debate posterior y que relatamos
después. Notar que B. no alude al significado del valor nulo de la velocidad.

[137] A. Los puntos negativos lo que nos indican es el sentido del desplazamiento que es como
que se profundiza en ¢ ?¢ ?...., el punto cuando corta el eje de las x es,

[138] B. Claro si, si f' es mayor que cero es que la funcion es creciente. Por lo tanto y por su
signo, si la posicion, el desplazamiento, es que es decreciente o creciente. Decreciente si la
velocidad es negativa y creciente si la velocidad es positiva.

[139] A. Cuando el valor es igual a cero, lo que tenemos es el punto de cambio, no, cuando toca
fondo, cuando llega hasta arriba.

[140] B. Claro, a ver, apliquemos teoremas de derivadas, si la funcion derivada es menor que
cero, en todo ese intervalo la funcion es creciente, es decreciente, de, decreciente, y si es mayor
que cero, es creciente.

Tras el analisis, los manuscritos de Ay B reflejan lo siguiente:

Manuscrito A. La velocidad es cero en v(0), y no puede ser negativa si empieza en cero. Los
puntos negativos nos indican el sentido del desplazamiento que se adentra en la mina. La
velocidad es negativa y positiva pues, dependiendo de la direccion del eje y.

Manuscrito B. La velocidad negativa indica por su modulo, la velocidad instantdnea del
montacargas y por su signo si el desplazamiento es decreciente o creciente. Decreciente si la
velocidad es negativa y creciente si la velocidad es positiva.

Para terminar el apartado a), A. se centra ahora en el comportamiento de la velocidad para
valores temporales superiores (o iguales) a seis, lo que tal como hemos indicado, propicia un
debate acerca del dominio de definicién del modelo. De nuevo, parece que A. estd pensando
en el fendmeno que la funcién desplazamiento modela. A saber, si en t=0 y t=6 la funcidn
desplazamiento vuelve a nivel del suelo y en consecuencia el comportamiento es el mismo (en
el instante), asi deberia ser también con la grafica de la velocidad y la aceleracién.

[141] A. Ysin embargo, esta, esta grdfica la tendriamos que, que....
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[143] A. El problema es que aqui, desde aqui vuelve aqui, entonces, aqui si que empieza y
acaba en el mismo sitio, pero en el grdfico de la velocidad no y en el de la aceleracién tampoco.

A lo que B. argumenta via las pendientes de la curva del desplazamiento, que quizas haya un
frenazo en seco (pensando realmente en que la velocidad se anula). Usa el término frenado (y
como A. en su momento) para un instante en que la velocidad que viene siendo positiva se
anula, sélo que esta relacionando velocidad con desplazamiento en lugar de aceleracion y
velocidad, lo que invalida el uso del término. Lo que pretende es buscar una explicacién que
justifique que hay parada en t=6 (aunque la velocidad en ese punto no se anula, cosa que si
detecta A., B. parece admitir que se pueda pasar de un valor positivo a cero de ‘un plumazo’).
Obviamente yerra. Si tal y como indica, las pendientes son cada vez mayores en el tramo de
abscisas [4,6], dificilmente van a converger a pendiente cero.

[144] B. Bueno porque aqui frenard, fijate que ésta [sigue de arriba abajo el tramo de curva de
desplazamiento entre la abscisa t=4 y t=6], esta pendiente es mayor, aqui [punto de abscisa
t=6], frenard en seco, supongo claro.

[145] A. Pero aqui [punto de abscisa t=6 en la grafica de la velocidad], {también?
[146] B. Si, claro, lo que frena es la velocidad, no el desplazamiento, pero bueno.

A. no parece aclararse con lo que B. argumenta y se pregunta qué sucederia en el punto de
abscisa 7, en cdmo seria el ciclo en ese caso. A. parece referirse a un ciclo como el dominio de
definicidon de la funcidn que deberia después extenderse por periodicidad. Quizas quiera ver
qué sucede mas allda del seis porque no se da, tal y como deberia ser, comportamientos
andlogos en desplazamiento, velocidad y aceleracion para descenso y ascenso al mismo
tiempo. De nuevo, piensa en el fenédmeno que se modela. B. sin embargo, que sdélo piensa
localmente, defiende la postura de que no es necesario mirar mds alld. B. entiende por el
momento que el modelo es adecuado, habla de frenar y volver a poner en funcionamiento sin
advertir, ni siquiera cuando comenta en [148] que se llega a t=6 con mucha velocidad, el hecho
de que deberia llegar con velocidad cero para llegar a un punto de parada.

[147] A. A ver y si son valores hasta siete y vemos cudl es, como hace el cambio en un ciclo asi,

[148] B. No, no, no, no, no, no hace ciclos, tu lo frenas, el montacargas, y luego lo vuelves a
poner en funcionamiento, évale? Entonces estamos analizando este intervalo, de cero a seis, no
puedes analizar de cero a siete. Va y vuelve al mismo sitio, sélo que baja con menos velocidad y
sube con mucha. Acaba, acaba subiendo a mucha velocidad. Tarda mds en bajar que en subir.

[150] B. ---- pero, estd diciendo que y es igual a 0 y que el tiempo es igual a 0, estamos
estudidndolo en este intervalo, te da igual lo que pase fuera de él.----

[151] A. No, no, te da igual lo que pase antes que él.
[152] B. Da igual y lo que le pasé después. El montacargas baja y sube.

A. insiste en el problema comentando con B. si después de t=6, el desplazamiento se comporta
igual que antes de t=0. B. sabe que no (de hecho comenta que se va al infinito y lo argumenta
aludiendo al orden de un cubo que es superior al de un cuadrado para valores mayores que 1),
pero sigue sin darle importancia. Impera su visién local y su creencia de que ‘algo’ ‘salva’ la
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parada en la llegada. De hecho, se puede justificar su empefio porque en el enunciado del
problema sélo se habla de un viaje de ida y vuelta.

[153] A. ¢Y después se comporta igual?
[154] B. No, sube hacia el infinito.
[155] A. ¢Como lo sabes?

[156] B. Pues una funcion cubica que es mayor que, que, que cero, es mayor que cero, o sed, es
mayor que cero, para todo, mayor que... Es mayor que cero para todo real mayor que 6, porque
el cubo es mayor que el cuadrado, o sea, crece mds rdpido.

[157] A. Entonces se dispara hacia el infinito.
[158] B. ---- Claro, eso te da igual, lo que pase después. ----

B. momentaneamente, acaba por convencer a A. recurriendo a que en un viaje en ascensor, la
velocidad no se dispara hacia arriba en la llegada, sino que se frena en el piso al que uno va. En
la intervencién [160] habla de un ficticio piso -1 y piso 0 (se equivoca al nombrar el piso 1).
Analizando globalmente este interés de B. por justificar el comportamiento en t=6, da la
sensacion de que de nuevo, esta intentando ajustar el fenémeno al modelo y no al contrario,
como si estuviera convencido de que el modelo es apropiado salvo pequefias variantes
irrelevantes.

[158] B. ---- Claro, eso te da igual, lo que pase después. ---- ---- A ver, lo que tu has dicho, por
ejemplo, un ejemplo, el ascensor: tiene una velocidad cuando baja y una velocidad cuando
sube. Y esa, y esa velocidad sigue una funcion, pero cuando tu frenas en tu piso, ¢a qué no se
dispara arriba? ----

[159] A. Eso estd claro

[160] B. Pues aqui lo mismo. Baja hasta el -1 y luego sube hasta el 1, hasta el 0 y no sigue, no
sigue.

[161] A. No, eso si que lo sé.
[162] B. Ale, pues ya estd.

[163] A. é¢Pero eso quiere decir que sélo tenemos que estudiar la funcion en este punto y ya
esta?

[164] B. Si, es este intervalo.

En el transcurso del debate anterior, B. aprovecha para terminar su respuesta al apartado a).
Se limita a decir en voz alta lo que luego aparece en su manuscrito, esto es, a marcar los
intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién desplazamiento segun el signo de la
velocidad y a marcar los dos puntos de reposo (ahora si da significado a velocidad nula) en t=0
y t=4.

[158] B. ---- en el intervalo cero, cuatro, eh ... en el intervalo ... cero, cuatro, la velocidad ... es
negativa y el desplazamiento es decreciente y el montacargas va al fondo del pozo.----
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[164] B. ---- Desplazamiento cero, cuatro, la velocidad es negativa y el desplazamiento es
decreciente. Montacargas va al fondo del pozo... En el intervalo, en el intervalo, esto es abierto,
y esto también [estd escribiendo en sus notas] cuatro, seis, cerrado, la velocidad es positiva y el
desplazamiento es creciente, vuelve al nivel del suelo, de suelo. Usando que tienes, o sea
propiedades de derivadas en los puntos y=0 y x=4 la velocidad,

Manuscrito B. En el intervalo ]0,4[ la velocidad es negativa y el desplazamiento es
decreciente, el montacargas va al fondo del pozo. En el intervalo ]4,6] la velocidad es
positiva y el desplazamiento es creciente, vuelve al nivel del suelo. Usando propiedades de
derivadas, en los puntos t=0 y t=4 la velocidad vale 0, el mévil estd en reposo.

En el caso de A. también registra:

Manuscrito A. Los valores positivos indican que el montacargas sube. Cuando el valor es =0,
(no escribe nada)

Entiendo que A. no escribe nada cuando se refiere al valor cero para la velocidad porque salvo
para relacionarlo con un minimo en el desplazamiento, tiene problemas para encontrarle un
significado fisico que le satisfaga. De hecho, toda la explicacion de A. queda falta de
informacién. Quizds porque el modelo no se ajusta demasiado bien a la realidad y en
consecuencia no permite una explicaciéon plausible.

Al contrario de lo que sucedia en la discusién del apartado anterior, A. opta en el apartado b)
por estudiar la relacién entre aceleracion y velocidad a partir de las relaciones entre funciones
una derivada de la otra, siguiendo el tipo de argumentos que B. usé en a) y que vuelve a
utilizar en b). Afirma asi que la velocidad decrece si y sélo si la aceleracién es negativa. No
comenta nada sobre lo que sucede con aceleraciones positivas. No obstante, A. parece que
sigue pensando en el fendmeno, dado que comete un error en la intervencion [169] cuando
afirma que el punto de abscisa t=2 (se infiere de su manuscrito y de items posteriores que es
este punto y no otro), tanto la velocidad como la aceleracién son nulas. Quizas lo razonable
hace mella en su pensamiento al esperar que en un punto de reposo se cumplen estas
condiciones. En el analisis cualitativo del fendmeno se advierte que en la salida, la aceleracidn
no puede ser cero pues necesitamos el mecanismo que haga arrancar el montacargas.
Realmente es nula antes de accionar el mecanismo y en la primera fraccion de segundo deja
de serlo. En términos funcionales, la imagen en la salida es cero, pero hay un salto de
discontinuidad en cuanto se inicia el movimiento; sucede lo mismo en la llegada, en la que
debe haber un mecanismo que frene por completo el montacargas, pero este llega (en
términos infinitesimales) en desaceleracién con una aceleracidn constante, aunque
puntualmente, la aceleracién en la llegada pase a ser nula. Asi las cosas, no puede considerarse
el caso de aceleraciones nulas para la salida y la llegada (tanto en ascenso como en descenso),
si el modelo no tiene en cuenta esas discontinuidades.

Por otra parte, es cierto que en t=2 hay un minimo en la funcién velocidad, que coincide con
aceleracién nula en ese punto, pero no un minimo de la funcién desplazamiento tal y como
también indica. Estd pensando de este modo porque para poder hablar de puntos de reposo,
necesita ademas que sean extremos relativos de la funcion de desplazamiento. Sefialar que
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este ultimo error ya aparece corregido en el manuscrito final, no asi que en el punto de reposo
velocidad y aceleracién son nulas.

[165] A. Ademads la velocidad es decreciente cuando la aceleracion es negativa.

[169] A. Pues ponemos que la aceleracion es negativa cuando la velocidad es decreciente y
viceversa, viceversa y es eso, el punto de reposo coincide en las dos porque es, es un mdximo
entre la, es un minimo de la funcion... un minimo relativo de la funcion de desplazamiento.

En el caso de B. y como ya habia hecho antes A., evalla la relacién entre velocidad vy
aceleracién en términos de relaciones entre funcidn y derivada, pero introduce términos como
frenar y acelerar que en este caso tienen sentido para velocidades negativas. Entiendo que B.
habla de frenar como de decelerar y no necesariamente llegar a velocidad cero y que habla de
acelerar cuando el mdévil produce variaciones de velocidad cada vez mayores. Asi, se tiene
aceleracién negativa para velocidad decreciente, luego se frena y aceleracidon positiva,
velocidad creciente, luego se acelera. Duda sin embargo, cuando se refiere al punto de reposo,
influenciado quizds por lo que acaba de decir A. o también por légica y razén. Incurre, como
éste, en un error al sefialar que aceleracion y velocidad en el punto de abscisa t=2, son nulas.
En su manuscrito, sin embargo, esta correcto. La razén, que en las siguientes intervenciones se
da cuenta de que en t=2 no hay realmente un punto de reposo (de hecho tampoco es extremo
de la funcidn de desplazamiento) sino que es un punto de inflexidn.

[172] B. mds o menos lo mismo si. A ver, si ésta es la derivada de éste, ésta es la derivada de
éste. Entonces, eh, cuando la aceleracion es negativa, la velocidad es decreciente, el movil
frena, y cuando la aceleracion es positiva, la velocidad aumenta, la velocidad aumenta en el
ultimo momento y el movil acelera. Eh, ... si el movil estd en reposo, si el mévil estd en reposo,
si el movil esta en re-po-so, la velocidad vale cero, y la aceleracion también. Ya estd.

Precisamente B. vuelve al estudio del punto de aceleracidn cero, como si no estuviera del todo
seguro de su respuesta. Da en la clave al sefalar el comportamiento de paso de la funcidn
desplazamiento de céncava a convexa en ese punto. Sefala esta circunstancia haciendo ver
qgue en un entorno del (2,f(2)), parece que apenas hay curvatura, el paso de concava a convexa
es tan suave que casi parece una recta de derivada constante. A. corrobora esta idea en [175]
cuando afirma que se trata de un punto de inflexién.

[174] B. ---- vamos a ver qué pasa cuando la velocidad es cero, o sea, si la aceleracion es cero
[sefiala el punto de la grafica de la aceleracion de abscisa t=2], el movimiento es constante, en
ese punto [sefiala el punto de abscisa t=2 en la grafica del desplazamiento], si te fijas, el
movimiento es constante [sigue la grafica en un entorno no muy grande del (2, f(2))], la
derivada es una.

[175] A. Si, cuando la aceleracion es cero es el punto de inflexion.

De [176] a [184] se ‘recrean’ recordando la definicion de punto de inflexidén. A. habla primero
de paso de creciente a decreciente, y ante la extrafieza de B, que no acierta a explicarlo,
parece recordar que es de convexa a concava, o de cdncava a convexa como le matiza B. Claro
esta, porque depende del punto de mira.

[175] A. Si, cuando la aceleracion es cero es el punto de inflexion.
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[177] A. De la... cuando pasa de creciente a decreciente,
[178] B. No, cuando pasa de...

[181] A. De convexa a concava.

[182] B. No, perdona, de concava a convexa.

[183] A. Depende del eje y.

[184] B. Depende de quien lo diga.

B. termina el apartado b) sefialando que en t=2, la velocidad alcanza un minimo, la aceleracién
vale 0, y hay un punto de inflexion en el desplazamiento. A. por su parte, debe estar
escribiendo la parte de manuscrito en la que afirma que la aceleracidn es nula en t=2:

[187] A. ---- La aceleracion es cero en t igual a dos, t igual a dos,----

[188] B. ---- en el punto de inflexion en t dos, la velocidad alcanza un minimo, y la aceleracion
vale cero.—

Dejan registrado:

Manuscrito A. Podemos ver que la aceleracion es negativa cuando la velocidad es decreciente
y viceversa. En el punto de reposo coinciden la velocidad=0=aceleracion, en el punto de
inflexion del desplazamiento, en t=2.

Manuscrito B. Cuando la aceleracion es negativa, la velocidad es decreciente, el movil frena,
y cuando la aceleracién es positiva, la velocidad aumenta y el mévil acelera. En el punto de
inflexion en t=2 la velocidad alcanza un minimo y la aceleracion vale 0.

Comienza ahora A. con el anadlisis de las fortalezas y debilidades del modelo. Como si no se
hubiera convencido antes de que el modelo tenia que mirarse sélo de forma local en [0,6],
comenta que es el problema quizds mas ‘gordo’ el hecho de que dicho modelo no puede
utilizarse mas allad de ese intervalo. Deberia ser una funcién de periodo 6 o extenderse por
periodicidad con ese periodo (el habla de mddulo 6, pero se refiere realmente a periodo 6). No
le cuadra ni por la parte del desplazamiento, ni por el de la velocidad, y aunque aqui no vuelva
a hacerlo explicito, ni por el de la aceleracidon. Habla de inestabilidad, refiriéndose a la no
periodicidad. Marca que no tiene sentido que el desplazamiento se vaya a infinito.

[189] A. O sea, yo creo que el, el problema asi mds gordo, es que yo creo que esto, sélo nos
sirve para un intervalo de cero a seis. O sea, si nos piden por ejemplo calcula en qué posicion
estard si al cabo del dia, los 360 minutos y con esto no lo tendriamos, no. Lo tendriamos que
coger y hallar, eh, el tiempo que nos dan mddulo 6 y después extrapolarlo aqui. Pero o sea, esto
es muy irreal porque.... O sea, fuera de esto, fuera de lo que es esto, el intervalo, como me
estabas explicando antes, el espacio se va al infinito, la velocidad,

[191] A. En ese sentido es muy inestable.

A sugerencia de B. que no termina de entender bien lo que se le pide en el apartado c), se
establece un didlogo entre Luis, Gina, A. y B. de [192] a [216] con episodios de intervencién de
Luis o Gina en funcién de la necesidad que advierten de reconducir o matizar las respuestas o
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el sentido de las mismas que proponen A. y B. B. comienza planteando a qué se refiere
exactamente la pregunta del apartado c):

[192] B. Por favor... vamos a preguntar qué es a lo que se refieren exactamente con esta
pregunta. [..] En la pregunta c) la de evaluar la utilidad e identificar los problemas del modelo
dado, iqué tenemos que hacer?

A lo que Luis y Gina responden planteando en forma de pregunta explicita o implicita, si el
modelo funciona bien ([193]), si se puede mejorar ([193][194]), si es perfecto ([196]), si ellos lo
usarian ([198]) o como irian (se sentirian) en un elevador con las caracteristicas del modelo
dado ([201]). En ningun caso dan pistas sobre las fortalezas y las debilidades del modelo, sélo
instan a recuperar su analisis, lo que cambiarian y lo que no.

[193] Luis. Pues tienes que, tienes que pensar precisamente o sea si, si este modelo que te han
dado a ti, para describir el movimiento del montacargas tiene alguna cosa que no funcione
muy bien, algo que se pueda mejorar,

[194] Gina. ¢Se puede mejorar?
[196] Gina. ---- ¢es perfecto?----
[198] Gina. ¢Tu lo usarias?

[201] Gina. ---- ¢te iba a gustar un elevador que funcione asi?, ¢codmo te ibas a sentir? écon
miedo, con ¢?¢?? ----

Durante la conversacidn, B. sefiala ya algunos contras como la imposibilidad del modelo para
explicar lo que sucede después del intervalo [0,6] y el hecho de que baje mas lento que sube
(B. se equivoca en primera instancia pero rectifica). No sélo en este momento, si no en
posteriores, repetira estas ideas, en tanto en cuanto, Gina le va instando a buscar la forma de
arreglarlo o le hace reflexionar sobre que algo puede no estar bien en el modelo.

[199] B. ---- baja bastante mds rdpido que sube o sea baja bastante mds lento que sube, eh...
después de eso, del minuto seis ya no puedes explicar nada.----

[201] Gina. Todo eso si, si, si... mientras tu ya lo estds viendo, ya lo estds analizando, lo que
estds diciendo, entonces todo eso, ... 0 sea tu imaginate ----

[202] B. No sé, si bajo muy lento y subo muy rdpido...
[204] Gina. Ah bueno pues entonces arreglemos.

[205] B. ---- hablemos de que baja mds rdpido que sube y que, después que del minuto seis no
se explica, es mds que luego cuando te pone que crees ... ----

Gina aprovecha la indecision en [205] de B. para preguntar lo que sucede en el punto de
abscisa t=6. Busca con ello de nuevo la reflexién de B. (y de A.). B. yerra al asumir que en el
punto de abscisa t=6, el elevador se frena en seco. De hecho, es ya un error pasado, el mismo
que utilizdé para justificar su vision local del movimiento. De algin modo, daba por sentado que
a pesar de llegar con velocidad elevada, la aceleracion era nula porque el elevador debia
pararse. Esta situacidon da pie a Gina a incidir de nuevo en lo que sucede en t=6. En [210] y
[212] Gina insiste de nuevo, instando a analizar el modelo.
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[206] Gina. ¢Qué es lo que te pasa en el minuto seis?
[207] B. En el minuto seis, que frena en seco.

[208] Gina. ¢ Frena en seco?

[210] Gina. ¢Qué hace?

[211] ---- B. Sale por el aire ----

[212] Gina. ¢Y como te bajas del elevador?

Paralelamente, A. insiste en la idea de que hay algo extrafio, incorrecto, en los mismos
aspectos que sefiala B., esto es, en el comportamiento de las funciones en [0,6], en el hecho
de que se baje mas lento que se suba y en que el modelo no frena en seco en t=6 (aceleracion
no nula en el punto de abscisa t=6). Gina apuesta en este caso por instar a arreglar el
problema, quizas pensando también en los apartados posteriores amén de instar al analisis. En
[203] A. se refiere a subir lento y bajar rapido y en [209] a frenar en seco, con lo que
implicitamente también a la validez del intervalo [0,6]. De hecho, esta invalidando el modelo.
En [213] A. se refiere a que no podrias bajarte del montacargas en el punto de abscisa t=6.

[203] A. Es que no tiene sentido porque...

[204] Gina. Ah bueno pues entonces arreglemos.

[209] A. No, en esta funcidn no. Por eso estd mal.

[213] A. No puedes.

[214] Gina. Bueno, entonces hay que arreglarlo, évale?

De [216] a [226] vuelven al trabajo de andlisis con una nueva intervencién de Gina que insiste
en el hecho de que hay algo no razonable en el modelo. Sus apreciaciones son siempre en base
a comentarios en la misma linea de los participantes, no da pistas, sélo refuerza la veracidad
del analisis de A. y B. En este episodio centran el estudio en lo que sucede en el punto de
abscisa t=6 de las tres funciones: desplazamiento, velocidad y aceleracion. Este analisis da pie,
ademads, a hacer explicita una primera solucién al modelo correcto (mas bien la idea de
comportamiento del modelo idéneo) en una funcién trigonométrica:

A. refleja en primer lugar, que en el desplazamiento se sube indefinidamente a partir de t=6, a
lo que B. argumenta que si bien la velocidad no es excesiva en ese punto, si lo es la aceleracién
lo que explica que el desplazamiento crezca tan rapido. Aqui B. hace un analisis adecuado de la
situacion. Si la aceleracién (positiva) es muy grande, la variacién de la velocidad es de aumento
y también elevada, lo que produce a su vez una variacidon del desplazamiento también
elevada.

[216] A. Es que claro, nosotros nos tomamos como que sélo se podria definir en un intervalo de
0 a 6 que es como nos dice lo que tarda en un viaje de ida [Gina. Exacto), pero, pero es que
fuera de ese intervalo es como se, .... se dispara demasiado, no tiene sentido Igico.

[217] B. O sea que lleva una aceleracion muy, muy, fuerte [sefala en la grafica de la velocidad,
el punto de abscisa t=6 sobre la curva], y la velocidad es, o sea ochenta, ochenta metros
segundo, ochenta metros minutos, a ver, no es una velocidad pero, puede salir volando rdpido.
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A. sugiere representar de nuevo la funcién desplazamiento en el intervalo [0,10] para visualizar
cdmo es ese crecimiento a partir de la abscisa t=6, situacién que B. asegura va a dar cuenta de
que la funcién se va hacia infinito. Gina interviene para comentar que algo no es razonable. En
[225] B. se reafirma en lo que decia en [217]: a mayor tiempo, se recorre mucho mas espacio,
solo posible si la velocidad crece muchisimo (porque asi lo hace la aceleracién). Notar que en
términos fisicos, comoquiera que trabajan con aceleraciones positivas y velocidades positivas,
no hay dudas ni errores de apreciacion.

[218] A. Para eso lo que podemos hacer es definirlo en un intervalo mayor de seis y ver como es
en verdad [reescribe algunas de las sentencias anteriores de Matlab® hasta quedarse,
rectificando, con la que representa el desplazamiento en el intervalo 0, 10].

[219] B. Uf, vas a flipar. Se te va a ir a infinito, ahi lo tienes.
[220] Gina: Algo no es razonable, ahi

[225] B. Si te fijas tio, ¢mil metros en 10 minutos?

[224] Gina. Entonces hay que....

>> ezplot(f,0,10) : 52157

>> grid e

A. acaba concluyendo (recordar que antes habia invalidado el modelo en [209]) que tiene clara
la razén por la que hay que mejorar el modelo y B. por su parte, proponiendo una funciéon
seno, aunque A. no se aventura con facilidad, y parece necesitar un anadlisis mas exhaustivo
([232]) para tenerla en consideracion.

[228] A. Estad claro por qué ahora tenemos que mejorar el modelo.
[229] B. Una funcidn seno.

[232] A. Si, lo unico que...

[233] B. ---- En verdad si, claro.----

Después del analisis anterior, ponen negro sobre blanco los pros y los contras al modelo.
Comienza B. con los pros del modelo: bien explicado [237], bien tomado el sistema de
referencia [237], puntos notables de valores enteros [239] [241], que en consecuencia son
faciles de identificar al escalar [241], lo que permite visualizar puntos de corte con los ejes,
minimos, etc... ([242] [243] [244] [245] [246] [249] [251] [253]). En [243] B. se equivoca al
sefialar que en t=2 la velocidad es constante, cuando lo que tiene es un minimo para la
velocidad, luego aceleracién nula (como indica A. en [244] y el propio B. que reconoce su error
en [245]):

[237] B. Yo, ponemos pros, ponemos pros. A ver, estd bien explicado, bien tomado el/la
referencia, estd bien tomado el sistema de referencia.
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[239] B. Se busca, estd claro que se busca momentos que sea fdcil de identificar para que, para
el que lo estudie, que tiempo cuatro no es tiempo cuatro, cuatro Pi, ni cuatro e, es cuatro.

[241] B. Eso estd bien explicado, en el dos pasa algo, en el cuatro pasa algo, en el seis y en el
cero pasa algo.

[242] A. Y de identificar cudndo se llega al fondo que es justo que, cuando coincide, la velocidad
es cero.

[243] B. ---- Ponemos los pros: estd bien puesto el sistema de referencia y los puntos donde
pasa algo. Estos puntos son el tiempo igual a 0 que parte, t igual a dos que, iqué pasa en t
igual a dos?, que la velocidad es constante,----

[244] A. En tigual a dos es cuando deja de decelerar, el...

[245] B. no la velocidad es, la velocidad es minima [sefiala el minimo en la grafica de la
velocidad],

[246] A. ---- que es cuando deja de decelerar, la aceleracion es cero. ----
[249] B. Ah vale, vale; t igual a dos, que la ve..., que la alcanzamos [se refiere a la velocidad].

[251] B. Claro, bueno, pues eso es que estd bien puesto el sistema de referencia, entonces hay
que hacer una eh, en t igual a cuatro, alcanzamos el pozo sin fon .. eh, el fondo del pozo, el
fondo del pozo. ----

[253] B. ---- el fondo del pozo... ----

A pesar de que de [237] a [253] parecen estar de acuerdo A. no refleja ningln pro en su
manuscrito final. No sera ese el caso para los contras.

En [250], A. refleja que no hay parada en el fondo, pudiéndose referir a que no se llega al
fondo con velocidad y aceleracién nulas, cuando ambas deberian tomar ese valor alli. De
nuevo olvida el elemento de puesta en marcha y frenado del montacargas. Notar que estd
pensando en el punto de abscisa t=4 donde se deberia pasar de decelerar a acelerar, que como
él bien indica no es lo que sucede, aunque es lo légico, lo razonable, lo esperable del
fendmeno. Marca la gréfica de la aceleracién (donde a no es cero y por ello puede argumentar
como lo hace) aunque nombra la velocidad. Ambas deberian ser cero en t=4. Al final de la
intervencion insiste en que no tiene sentido que no te puedas bajar del ascensor, por lo que su
foco de atencion parece estar mas en el hecho de que no haya un tramo de constante de
ordenada -80, que en que no llegue con velocidad=aceleracion=0 (no obstante si registra en su
manuscrito que la aceleracion no es cero en ese punto). En [262] vuelve sobre el hecho de que
no para (ya obviando el tramo constante en -80) y yerra al hablar de que en t=4 llega con
velocidad enorme (estd malinterpretando el valor de aceleracidon no nula), pero si acierta en
que en el punto estd acelerando cuando si es de reposo, deberia ser cero. A. relaciona también
el hecho de que no pare en t=4 con que no se podria dejar el material [260].

[250] A. Y luego falta decir que en el momento en el que llega al fondo y se produce el cambio
de decelerar a acelerar, no para, o sea, estd claro que no se ha tenido el tiempo que estd abajo
pero porque no hay tiempo de abajo, justo en el tiempo 4 [sefala con el boligrafo sobre la
grafica del desplazamiento en la pantalla], que es cuando llega abajo, tenemos una velocidad
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bastante grande [sefala ahora en la grafica de la aceleracion el punto de abscisa t=4], o seaq,
no tiene sentido utilizar un montacargas en el cual no te da tiempo a bajarte o a subirte, ¢no?
No tiene sentido.

[260] A. el unico punto en el que se podria [...] dejar el material...

[262] A. El tema es que en el punto, en el punto t igual a cuatro [sefiala en punto de abscisa
cuatro en la grafica de la aceleracidon], cuando se alcanza el fondo [sefiala el minimo en la
grafica del desplazamiento], o sea, no podremos tener una velocidad tan grande porque, o sea
es que en verdad estds acelerando en el punto, en el punto en el que deberia estar, en el punto
de reposo, el montacargas estd acelerando, no tiene sentido.

Paralelamente B. que empieza a evaluar los contras en [253], nombra el hecho de que el
modelo sdélo puede aplicarse en el intervalo [0,6], y que fuera de él no tiene sentido, que llega
a 80 metros de profundidad y no a los cien como indica el enunciado. Recapitula en [255].
Alude también a la velocidad que es muy grande en t=6 y que en consecuencia en dicho punto
no se podria bajar [255][257][259]. Notar que ya acepta el hecho de que no es razonable que
en t=6 velocidad y aceleracién no sean nulas. Ya no hay frenada en seco como por arte de
magia. De hecho, en [263] aflade que en dicho punto la aceleracién es muy brusca. Recapitula
todo en [265] aunque afiade comentarios sobre la velocidad que analizaremos después.
Cuando A. nombra el material, lejos de pensar como él (aceleracidon no nula en t=4), vuelve al
tema de que no se llega a profundidad 100, lo que dificultaria la entrega. B. recogera todos
estos puntos en su manuscrito. En algin momento, A. sigue el razonamiento de B. ([264]) y
también recogera el contenido de esta intervencién en su manuscrito.

[253] B. ---- Contras. A ver, que empiece la fiesta. Es un modelo sdlo aplicable en el intervalo
cero-seis, fuera [escribe y lee en voz alta] no tiene sentido, y asi como gracioso, porque si en el
enunciado nos dice que la profundidad del pozo es cien metros y llega hasta menos ochenta
équé te comes veinte metros y saltas hacia abajo?----

[255] B. [relee] Sélo aplicable en el intervalo cero, seis, fuera no tiene sentido, la velocidad
cuando volvemos,

[257] B. es muy grande,
[259] B. y no podriamos bajar.

[261] B. El material es que no se puede dejar, o sea, si llegas a -ochenta, hay cien metros de, de
eso no llegas a, abajo del todo.

[263] B. Ya, no podriamos bajar el montacargas... asi como la aceleracion seria muy brusca.
Ademads, el valor minimo de la funcion es de ochenta metros y queremos a los cien.

[264] A. Lo que pasa en el punto t igual a seis, que es cuando llega otra vez al punto de inicio,
en teoria deberia pararse.

[265] B. Si, no podriamos bajar del montacargas. Seria muy brusco, ademds, el valor minimo de
la funcion es de ochenta metros y queremos llegar a los cien. Hemos dicho tema de la
aceleracion y tal, que aqui no nos podriamos bajar, que aqui cuesta subir, que no llega hasta
abajo y que...
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A., que sigue con la idea de pensar en lo que ocurre en t=4 (la aceleracién no es nula) intenta
buscar una explicacion que le satisfaga. Para ello propone que se deberia poner una especie
de freno para que no fuera tan rapido, lo que es algo inconsistente porque en t=4, la velocidad
es cero. Pero al hablar de la velocidad y de si el montacargas va o no rapido, B. redirige el
debate hacia el comportamiento de ésta. A. parece ceder momentdaneamente en la busqueda
de la explicacion.

[266] A. O sea, la unica explicacion que podria tener es que cuando estds dejando el material y
no quieres que se te descontrole, lo que es el éé??,

[268] A. Le pones una especie de freno o algo para que no vaya tampoco.... rdpido.

La discusidon se dirige asi, hacia el comportamiento de la velocidad en t=6. B. argumenta
primero que en el tramo de bajada, esto es, el intervalo [0,4], la velocidad no es excesiva (100
m en 4 minutos, a menos del paso de una persona), por lo que dirigen el punto de mira hacia
lo que sucede después. B. incluye esta ultima apreciacidn en los pros.

[271] B. Rdpido, o sea, en tres minutos, o sea, en cuatro minutos recorrer cien metros es menos
de lo que tu vas andando por la calle.

[272] A. Quizd el problema no es que baje a esa velocidad, sino que luego, que suba...

Ya valorando la velocidad (y supuesto un mecanismo que controle la llegada a t=4) en el
intervalo [4,6], comentan si es o no razonable el hecho de que suba tan rapido (o que tarde
menos en subir que en bajar). Intentan buscar una razén fisica, pero asumen que no parece
razonable que yendo cargado se dé esta circunstancia. ([273][274][275][276][277]). A. y B.
sefialan en varias ocasiones su extrafieza ([274][277][278]). De nuevo se intenta adaptar el
modelo al fendmeno, y no al contrario. Obviamente, fracasan en el intento.

[273] B. Sube muy rdpido, eso si, sube rdpido.
[274] A. Eso si que es extrafio.

[275] B. A ver, a lo mejor que también es importante, a lo mejor también es importante que
suba rdpido porque... pero no creo que los materiales sufran de, de... sufran de...

[276] A. Sobre todo yo creo, yo creo que es complicado porque en principio sube mds cargado,
écomo va a subir con mds aceleracion y con mds velocidad si cuando sube tiene mds peso y en
teoria le debe costar mds?

[277] B. No tiene sentido. Si sube cargado, no puede subir a tal velocidad. No puede subir a tal
velocidad, se descontrolarian los materiales, aunque te digo, no es una velocidad excesiva, pero
bueno si, en el momento que subes, a los diez minutos, esta volando. O sea, la velocidad a los
diez minutos es muy grande.

[278] A. No tiene sentido.
[279] B. ---- Se descontrolarian los materiales ----

Cierran aqui la discusidn, B. recapitula en [279] aunque A. apostilla que no es necesario que se
llegue a 100 metros de profundidad, que en el enunciado sdlo indica que aproximadamente la
profundidad es 100. Razdn por la que ademas no incluye este punto en su manuscrito. B lo
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afiade y asi lo indica en [281]. Incluye también que la velocidad de bajada es buena (80 metros
en 4 minutos).

[279] B. Se descontrolarian los materiales [relee]. Pues eso he dicho, insisto, si estd referencia y
tal estd bien puesta, pero es un modelo solo aplicable, fuera de él no tiene sentido, la velocidad
cuando volvemos es muy grande y no podriamos bajar del montacargas, asi como la
aceleracion seria muy brusca, ademds queremos llegar hasta los cien, si sube cargado no puede
subir a tal velocidad.

[280] A. Pero es que luego, él no lo dice, te dice que la profundidad del pozo es
aproximadamente cien metros, pero no te dice que sea cien metros, eso si que casa con lo que
nos estdn diciendo [B. Ochental, en el problema.

[281] B. Trabajemos con cien y una cosa mds que modificar.

[285] B. Yo afadiria a los pros que la velocidad no es excesiva porque si en cuatro, o seaq,
cuando baja, la velocidad es muy lenta, en cuatro minutos, ochenta metros, un abuelo con
tacatd... La velocidad cuando baja es buena.

Manuscrito A. Contras: el modelo es bastante inestable. Sélo tiene cierta légica en un
intervalo [0,6] y aun asi presenta incoherencias.

1- En el punto mds bajo del modelo, el supuesto punto x de llegada o de reposo, la
aceleracion es positiva y creciendo, luego no tiene mucho sentido.

2- También existe un problema en el punto t=6, pues se supone que deberia pararse, sin
embargo la velocidad y la aceleracion es creciente.

3- Esincoherente que tarde mds en la bajada que en la subida siendo que la subida esta
cargado con mds pero [lo deja ahi].

Manuscrito B. Pros: Estd bien puesto el sistema de referencia y los puntos donde pasa algo.
Estos son t=o que parte, t=2 que alcanzamos la mayor velocidad negativa, t=4 que
alcanzamos el fondo del pozo, por lo explicado. La velocidad cuando baja es buena, en 4 mins
recorrer 80 m es un paso normal de una persona caminando.

Contras: Es un modelo solo aplicable al intervalo [0,6], fuera de él no tiene sentido. La
velocidad cuando volvemos es muy grande y no podriamos bajar del montacargas, asi como
la aceleracion seria muy brusca. Ademads el valor minimo de la funcion es de 80m y queremos
llegar a los 100. Si sube cargado no puede subir a tal velocidad, se descontrolarian los
materiales. No se para cuando llega abajo.

Arranca A. ahora el estudio de las especificaciones del modelo para rediseiiar el montacargas
pensando precisamente en la propuesta de B. del seno como posible modelo. La ve extrafia:

[284] A. Ahora, lo que no sé es si tenemos que cumplir una serie misma de puntos, o sea lo mds
raro seria que una funcion seno, ...

Y fija su atencion en el enunciado del problema cuando comenta que los Unicos puntos a tener
en cuenta (al menos al principio) son la profundidad del pozo y el tiempo del montacargas en

subir y bajar. Aunque B. recuerda que deberia tardarse el mismo tiempo en el ascenso y en el
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descenso (recordemos que aparece como contra en los dos manuscritos). A partir de aqui
entran en una mecanica de andlisis a duo, que sélo registrard B. en el manuscrito final. Ya no
piensan en el modelo anterior sino en el fendmeno que buscan modelar. Describimos la
discusidn a trozos, en funcién de las caracteristicas que se tratan en cada momento. En primer
lugar, las ya sefialadas:

[286] A. Si en principio lo unico que tenemos que cumplir es la profundidad del pozo y el tiempo
que tarda en subir y bajar, eso es lo unico que nos damos.

[287] B. y la velocidad, o sea, y la aceleracion a lo que lo hace... no puedes tardar mds en subir
que en bajar, mds o menos lo mismo.---- ---- Bueno, a ver, especificaciones que deberiamos
meter: misma velocidad bajando que subiendo [A. Si que estd una,], mismo tiempo,

A. se refiere también a una regularidad en el comportamiento del desplazamiento, pero no
solo en éste sino también en velocidad y aceleracién (en principio se refiere a
comportamientos andlogos cuando baja y cuando sube, no sé si piensa en simetria en
términos matematicos, aunque con la lectura del resto del episodio, asi lo parece (mirar [292]),
obviamente la simetria es para las funciones desplazamiento y aceleraciéon; en el caso de B.
mas por los movimientos gestuales de sinusoides que porque lo haga explicito, parece que
también se refiere a igual comportamiento en subida que en bajada).

[288] A. una simetria, una regularidad en cuanto, en cuanto a las velocidades y a las
aceleraciones

B. aflade ahora condiciones de suavidad en velocidad y aceleracién. Periodos de frenado y
acelerado en los que no se pare bruscamente, en los que se descienda de velocidad poco a
poco:

[289] B. ---- un periodo de frenado y acelerado, o sea un periodo en el que no se pare
bruscamente, que descienda de velocidad poco a poco.----

A. comenta entonces que seria una buena opcién quedarse con el comportamiento de la
funcién en el intervalo [0,4] y reproducir (ajustando por simetria o trabajando por reflexion) el
mismo comportamiento al otro lado. Seria una manera de evitar el problema de t=6, aunque
estaria olvidando que volveria a incurrir en alguna de las incoherencias que senald
anteriormente en el apartado c). B. apuesta por una funcién seno. Ambos dejan de sefialar
especificaciones para hacer explicito un posible modelo. En este instante ya no piensan sélo en
las deficiencias del modelo original, sino en aquél que de alguna manera, lo mejora. Cuando B.
nombra el seno, A. asiente (deja de lado su propuesta de reflexion de la funcién original) y
nombra un coseno. Como se deduce de intervenciones posteriores, generan una propuesta
intermedia: reflejar una funcién trigonométrica tomando como dominio el intervalo [0,4].

[294] A. el intervalo que tenemos de espacio de cero a cuatro, yo creo que seria un buen, el
bueno...

[295] B. ¢De dos minutos de bajada y dos minutos de subida?

[296] A. No en cuanto a dos minutos, si no a cuanto, qué dibujo hace la grdfica, seria una cosa
asi.
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[297] B. Yo habia pensado la del seno.
[298] A. Si, un se, un seno y un coseno.

Encuentran el primer escollo con estas ideas en el hecho de que cambiarian el intervalo de
definicidn, ya que las funciones trigonométricas se definen en el intervalo [0,2m] para un
periodo completo. Vuelven a hablar de definir a trozos aunque B. en un momento
determinado, regresa a la opcidon del seno en su ciclo completo y afirma que no habria
problema porque en [0,6] el comportamiento es casi el mismo que en [0,2rt] (de 6 a 2rt no hay
apenas diferencia, aunque olvida que la funcién no valdria lo mismo en t=6 que en t=0).
También alude a que habria que modificar la funcién para cubrir un rango de [-100,0].

[299] B. Yo habia pensado un seno. Pero bueno, ahora lo extrapolaremos porque la funcion se
nos hace mds complicado porque no estd definida de -m a m, o sea, ni de cero a 2m, estd
definida de cero a cuatro y de,...

[300] A. Si, tendriamos que hacer la ...

[301] B. ---- de cero a cuatro y de menos cien a cero.----

[302] A. Si' que no.... incluso definirla a trozos de manera que, que se pueda...
[303] B. ---- No, pero si defines el seno entre el cero y seis, va a hacer lo mismo ----

Asi las cosas, B. vuelve a reconducir el debate sin mds que recordar que buscan una funcién
gue se comporte como una sinusoidal, lo que da pie a recuperar el andlisis anterior (el que
deberia dar respuesta a 1) con las especificaciones) y afiadir nuevas condiciones. Amén de la
regularidad (mismo comportamiento subiendo que bajando), periodicidad en un ciclo de seis, y
adaptable. En principio sélo se entiende la palabra adaptable como general, que permitiria
cambio en dominioy en profundidad.

[303] B. ---- tu lo que quieres es que te haga esto, baja, sube, baja, sube.----
[304] A. Si, que sea regular.

[305] B. ¢ Vale? No ya ni frenazos, que el ciclo sea regular.

[306] A. Que sea periddica.

[309] B. Y adaptable.

[310] A. Periddica en un ciclo de, de seis.

B. termina comentando la necesidad de parar en t=6 y de definir un trozo de funcién que sea
nula durante el tiempo de parada (de nuevo estd pensando en el fendmeno que modela),
aunque admite que el modelo, como ocurria con el original en t=4, podria obviar esa
circunstancia. Esta focalizando en t=6, aunque ese mismo discurso vale para t=4 (habla de
parar abajo y arriba). Para arreglar esta situacion, habla de definir una funcién a trozos de
manera que asigne constante cero en llegada (abajo o arriba). Para su explicacidn, se apoya en
el comportamiento de la funcidn seno que con variantes o no, describe el fenémeno (no va a
ser un seno, sino un coseno pero no parece detenerse alin a comprobar si es una funcién u
otra, estd pensando mds en una sinusoide que en el seno en si; la funcién deberia llegar arriba
con velocidad (y éaceleracion?) nula, aunque no parece que B. sea aun consciente del todo de

57



este hecho (llega a comentar que el seno arriba no para)). Termina recapitulando la respuesta
al apartado 1) anadiendo ‘que se pueda parar’. A. por su parte, ya esta pensando en el nuevo
modelo, y asi se registra mas adelante. Recordemos que como ya hemos indicado, no recoge
respuesta alguna en su manuscrito.

[311] B. Pero bueno, también, también tienes que tener la opcion de estar en parada un rato
[traza en el aire una linea constante en la ordenada cero, desde el punto de abscisa 6 en la
curva del desplazamientol, aunque aqui pone que, que sin tomar el tiempo que estd abajo.
Supongo que el de arriba también, ¢no?

[313] B. O sea, cuando definamos la funcion... A ver, nosotros hemos pensado en un seno,
cuando llega arriba en teoria el seno no para, pero si que puede frenar eso y luego volver a
tomar el ciclo del seno. Pues entonces, pues puedes definir el intervalo y dices vale, pues cada
vez que lo pones en marcha tomas cero como el punto o, puedes tomar en estos trozos que tu
quieres que esté el montacargas parado, como cero, o sea, de una funcion constante de cero,
te da igual.

[315] B. Bueno pero espera, espera, vamos a hacer las, las funciones, mismo tiempo bajando y
subiendo, que no haya frenazos ni aceleraciones, que el ciclo sea regular, periddica y adaptable
y ya estd y que se pueda parar.

Manuscrito B. 1): -mismo tiempo bajando y subiendo; - no hayan ni frenazos ni acelerones; -
el ciclo sea regular; - periédica y adaptable; - se pueda parar con comodidad.

Pasan ahora a la busqueda de un modelo que se adapte mejor al fendmeno habida cuenta de
las especificaciones que acaban de proponer. Obviamente, todas aquellas cosas relativas al
fendmeno sobre las que no se ha reflexionado ya, no aparecen. Que el movimiento no pueda
ser uniformemente acelerado todo el tiempo, es un ejemplo. Inician asi su estudio con la
funcién seno que desde hace ya bastante tiempo y a su entender es un buen candidato (mas
de B. que de A.). Mientras B. escribe en sus notas y parte de lo que dice es literalmente lo que
en su manuscrito aparece, A. ird probando en Matlab® diferentes opciones. Da la sensacién de
que juega un poco al ensayo/error para comprender la significacion de los parametros en las
funciones trigonométricas y=Asen(Bx+C)+D (idem con coseno), y asi elegir la idénea. Interesa
pues observar, como varia los pardmetros. Empieza A. con la representacion grafica de la
funcién sen(4x)-40 en el intervalo [0,10] y B. con un andlisis de los puntos notables de la
funcién y sus valores. Busca ‘un seno’ (sinuoide) que en el intervalo de definicién [0,6] cubra
un rango de [-100,0]; que valga cero en t=0y t=6; asi como -100 en t=3.

[315] B. ---- lo que queremos serd una funcion seno, queremos un seno, algo parecido a un
seno, a un seno de x, definida en cero, seis, en el intervalo menos cien, cero. Por lo tanto ---- ----
entonces f de cero queremos que sea cero, f de tres queremos que sea menos cien ----

[317] B. ---- fde seis queremos que sea cero. Eso es lo que queremos. ----
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Manuscrito B.
Queremos algo parecido a un sen(x) definida en [0,6] —> [-100,0].
Queremos: f(0)=0; f(3)=-100; f(6)=0.

En cuanto a A., aparece un conflicto entre lenguajes dado que en Matlab® la funcidén seno se
escribe con el comando sin, mientras que en lenguaje algebraico se utiliza la contraccién sen.
Olvida ademas definir la variable x:

[316] A. éLa funcidon seno no es este simbolo?

>> fdex=sen(4*x)-40 >> ezplot(fdex,0,10)
??? Undefined function or variable 'x'. shge x40
>>syms X

>> fdex=sen(4*x)-40

??? Undefined function or method 'sen’' for
input arguments of type 'sym'.

>> fdex=sin(4*x)-40

fdex = sin(4*x) — 40

e Anadlisis de y=sen(4x)-40 : Amplitud: |A|=1 (dilata la grafica y=sen(x) en la direccion del
eje OY una unidad, respecto de la recta y=-40); Periodo: 2rt/|B|=2n/|4|=2nt/4=m/2 (la
grafica tiene un periodo completo de m/2); Desplazamiento vertical: D=-40 (la grafica
esta trasladada en la direccion del eje OY hacia abajo 40 unidades. El rango o recorrido
de la funcidn queda pues en [1-40,-1-40]=[-39,-41]).

Analisis de por qué lo escoge A.: respecto al parametro 4, es dificil hacer conjeturas, por ser un
valor que en principio, no parece estar relacionado con ninguno de los valores que de un modo
u otro se han sefalado como importantes en las especificaciones del modelo que persiguen;
respecto al parametro D=-40 pensaba en llegar a -80 m de profundidad. Recordemos que en el
enunciado, se dice que se llega aproximadamente a 100 metros de profundidad y que A. asi la
hizo constar en su momento. Representa de 0 a 10 quizas pensando también que le saldria un
periodo de 0 a 8 por simetria y esto suponiendo que entienda que multiplicar por 4 el angulo
producird que t=4 pase a ser eje de simetria. Y toma un intervalo mas grande para asegurarse
de que el comportamiento en t=8 es el adecuado (pensar en lo que sucedia en t=6).
Claramente el pardmetro B=4, si bien si altera el periodo no es adecuado. No parece que aqui
reconozca del todo el valor de D=-40 habida cuenta de que sigue jugando con dicho valor en
posiciones distintas. Es razonable que asi sea porque el rango no le ha dado [-80,0].
Claramente, tampoco parece que haya sacado nada en claro de B=4.

B. le pide a A. ahora que dibuje sen(x) para comprobar si las especificaciones que han
propuesto en 1). funcionan. Alguna de ellas las tiene ya reflejadas en su manuscrito tal y como
se ha indicado antes. A pesar de la peticidon de B. A. representa primero sen(4x) quizas porque
busca entender el efecto del pardmetro 4 en la funcidén senx, a saber la variacidn del periodo
que se contrae de 0 a /2. A. parece comprender que no funciona y de hecho, no volverd a
probar mas con valores de B que no sean 1, lo que no alterard el periodo original de 2m.
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e Andlisis de y=sen(4x): Periodo: mi/2.

B. no hace comentario a la representacion de sen(x), y A. prosigue con la busqueda / analisis /
comprensidn de parametros. Representa ahora sin(x-40) (ya no representa en [0,10] y Matlab®
por defecto, da la representacién en el dominio [-2r, 2rt]), a lo que B. le cuestiona por qué
resta -40 e insiste en que deben parar a analizar sen(x).

[319] A. ezplot sin de x menos cuarenta

[320] B. No, pero cuando la analicemos ahora un poco analiticamente. ¢Tu para qué quieres
menos 40?

sin(x-10)

>> sin(x-40)

7T,

ans = sin(x - 40) os

>> ezplot(ans)

N -

1 2 A PR 3 7 A8 1

e Analisis de y=sen(x-40) Desplazamiento horizontal: C=-40, lo que traslada la grafica de
la funcién y=sen(x) en la direccién del eje OX hacia la derecha 40 unidades.

A. prueba a restar 40 a la incégnita, esto es, C=-40 lo que producird un desplazamiento
horizontal que traslada la grafica del seno de x, 40 unidades a la derecha. Claramente busca el
dato -80 en el eje OY. Recordemos que ya habia conseguido un recorrido de -80 antes con D=-
40 aunque como habiamos indicado, no parecia haber integrado esta informacién. No volvera
a dar valores a C (no nulos).

En las siguientes intervenciones, dejara claro que lo que estd haciendo es precisamente valorar
las variaciones en los parametros para encontrar la funcion trigonométrica adecuada:

[321] A. Si nos quedamos con lo que queremos,
[322] A. En verdad, lo que queremos...

De [322] a [328] B. pregunta a Luis por el tiempo del que disponen para terminar (a lo que Luis
responde que el que deseen) argumentando que necesitan mucho tiempo para pensar sobre la
funcioén.

[324] B. ---- Es que verds, o sea tenemos que pensar mucho esta funcion.----

B. retoma entonces el estudio y se centra en los valores que toma en cero (comprueba que es
cero); en /2 y en 3m/2. Para el célculo del seno de 3m/2 pide ayuda a A. que lo calcula (no sin
dificultades en Matlab®; mirar anexo 3.)

[330] B. Seno de cero, seno de cero, cero; seno de uno, seno de m medios, uno. O sea, seno de
tres, prueba seno de 3m medios, por fa [A. Se ha rallado]. [A va poniendo sentencias en
Matlab® para calcular lo que le pide el compafiero de la derecha, pero se aturulla un poco al
copiar y pegar]. No, no, quiero saber cuanto vale eso. Seno de 3nt medios, si, 3m medios.

[331] A. 4,7 (valor que le da 3m/2 aproximado).

[332] B. Seno de 3mt medios, uno.
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[333] A. Seno de 4 con 7, menos uno.
Manuscrito B. sen(0)=0; sen(3r/2)=1 (erréneo); sen(rn/2)=1 (tachado)

A. por su parte, prueba ahora diferentes opciones que involucran al valor 40 en posiciones
distintas, luego como valores paramétricos distintos en la funcion Asen(x+C)+D. Comienza con
y=sen(x)+40.

e Analisis de y=sen(x)+40: Desplazamiento vertical D=40 (la grafica estd desplazada 40
unidades hacia arriba desde el eje de abscisas. El rango de la funcién es [-1+40,1+40]
=[39,41]).

>> ezplot(sin(x)+40)

Aqui A. ya tiene la pista (como la tenia en el analisis del sen(4x)-40) sobre como desplazar 40
unidades el rango natural del seno, a saber [-1,1], que deberia servirle para buscar el rango [-
80,0]. A. prueba seguidamente la funcién y=40sen(x), y descubrird que es el pardmetro A=40 el
gue consigue una amplitud de 40, esto es, un rango de longitud 80m. Si parece tener claro
desde el principio que siempre hay que trabajar con la mitad de 80. Quizas porque el rango se
mueve de-1a 1.

e Analisis de y=40sen(x): Amplitud: 40 (se dilata la gréfica del seno en la direccién del eje
OY en 40 unidades), luego longitud rango=80.

>> ezplot(sin(x)*40)

En este instante, B. le pregunta a A. sobre lo que prueba. Acaba de representar la grafica
anterior y ya es consciente de que necesita multiplicar por 40 la funcién trigonométrica para
conseguir un rango de longitud 80. Le falta que ese rango sea [80,0], para lo que tendra que
bajar la funcidn. Asi lo expresa y en el siguiente intento da con la clave (que viene a todas luces
del andlisis de y=senx+40).

[334] B. ¢Qué estds probando?

[335] A. ---- Es algo asi, hay que tener en cuenta el salto de ochenta, que es lo que nos interesa
[sefiala la amplitud del recorrido con la mano como haciendo una horquilla], ahora sdlo
tenemos que desplazar la grdfica hacia abajo ----

[339] A. con la amplitud podemos jugar. O sea, teniendo en cuenta... Ya tenemos cudl es el,
mds o menos el intervalo que queremos. Tiene que dar de una forma parecida a seno de x por
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40. Ahora sélo tenemos que ver el tema de cudl es la frecuencia [sube y baja el boligrafo de
arriba abajo] que tiene y desplazarla hacia abajo, o sea que ... (por frecuencia se refiere al
desplazamiento vertical y por amplitud ahora, que no antes, al periodo)

En un inciso, B. le comenta que también interesa fijarse en el periodo (ya que éste es 2my no
6), a lo que A. responde que luego.

[336] B. Pero bueno, esto [sefiala distancia entre minimos en el ciclo] de cudnto lo haces,
también te interesa esta amplitud, interesa que sea de ahi a ahi [marca la distancia entre dos
maximos locales]

[337] A. Pero luego,

A. prueba asi, con 40sen(x)-40 aunque debe advertir que necesita la funcidn coseno para
cubrir los puntos notables (puntos de corte con los ejes por ejemplo o primero la parte
negativa), esto es 40cos(x)-40. Auna la informacidn recogida sobre el parametro A, Cy D: A=40,
C=0 y D=40. Es interesante sefialar que podria haber continuado con la funcién seno sin mas
que afiadir un desplazamiento horizontal de n/2, la falta de conocimiento sobre la dinamica
que los parametros recogen o sencillamente el hecho de que la imagen de las funciones
trigonomeétricas, a pesar de su periodicidad, se centra en la ensefianza en el intervalo [0,2n],
parecen ser la clave para esta eleccién. Podriamos aventurarnos a asegurar que si bien ha
comprendido la funcién de los parametros A y D, no es tan claro que haya ocurrido lo propio
con el parametro C.

[341] A. Esta podria ser una [se refiere a 40sen(x)-40], tenemos que ésta es la, la férmula que
tenemos que buscar, ¢no? Hostia, ya estd tio [prueba ahora con 40cos(x)-40].

[342] B. ¢Qué?
[343] A. Coseno.

e Anadlisis de y=40sen(x)-40: Amplitud: 40; Periodo: 2m; Desplazamiento vertical -40;
Rango [-40-40,40-40]=[-80,0], luego longitud de rango 80.

>> ezplot(sin(x)*40-40) L
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e Andlisis de y=40cos(x)-40: Amplitud: 40; Periodo: 2m; Desplazamiento vertical -40;

Rango [-40- 40,40-40]=[-80,0], luego longitud de rango 80; mas especificaciones:
40co0s0-40=0 OK, mientras 40sen0-40=-40 Falla.

>> ezplot(cos(x)*40-40)
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A. comprueba ahora las especificaciones para el modelo. Cero al cero, minimo en 2.5 (hay un
error es en 1) y regular (se refiere a simetria, estd mas cerca de la unidad 3 de lo que lo estaba
4). B. lo da por bueno (salvo el periodo, situacion que salvan después).

[344] B. Este si que estd ¢ ?é?

[345] A. En el punto cero, cero, alcanzas un minimo, ademds en dos y medio que es el (é?¢ es
mds regular,

B. cree que ha encontrado la solucidon por casualidad y A. justifica que no es asi, que la
eleccién ajusta al efecto de los pardmetros en la funcién trigonométrica. No ha sido realmente
por ensayo y error, el conocimiento del comportamiento de los pardmetros que ha inferido
con las pruebas es la clave (se refiere a A. y D. lo que da mas valor a la conjetura de que quizas
no ha terminado de entender la funcién de C.)

[346] B. Has probado, o sea, has probado

[347] A. Mds que nada que te dé un intervalo de cuarenta y desplazarla hacia abajo para que el
punto mds alto sea un cero.

B. retoma el tema del intervalo [0,6] para el dominio. Ya lo habia comentado en [336], pero A.
lo da por bueno. Esta satisfecho con el modelo que tienen porque el enunciado habla de que el
tiempo es aproximadamente de 6 minutos y el periodo que les ha salido es 2m, esto es mds o
menos, 6.28, luego adecuado. A. intenta justificarlo porque el tipo de funcidon que buscan ha
de ser trigonométrica de forma seno, coseno, luego periddica, en principio, de periodo 2m. B.
sin embargo, piensa ya en la transformacién que lleve el periodo [2,m] al periodo [0,6], no se
conforma.

[348] B. Pues ya estd... Ah, no, en seis minutos.
[349] A. ¢No llega en seis minutos?
[351] A. Espera, espérate... es aproximadamente seis minutos. Lo dice el enunciado.

[352] A. Teniendo en cuenta que la funcion que queremos buscar, es una forma seno coseno
por su, su periodicidad.

[353] B. Tenemos que aplicar el cero — dos , entonces esto tiene que ¢ ?¢ ?
Manuscrito B. (aparece) [0,2rn] — [0,6] tachado.

A. retoma la explicacién de cémo ha llegado a concluir que la funcién adecuada es 40cos(x)-40,
y hace explicito ademas que en el caso de 40sen(x)-40 no se empezaba donde queria, ni el
periodo donde el comportamiento era céncavo cubria de 0 a 6, si no de 3 a 6 (realmente de m
a 2mn). En el caso de 40cos(x)-40 cuadra porque verifica las condiciones que buscaban dado que
el valor de D es el adecuado. Como el enunciado permite que el intervalo sea
aproximadamente de 6 minutos, la solucién es la correcta. Tan seguro esta de esto que en su
manuscrito y como respuesta al apartado 2) sélo hace referencia a esta funcion.

63



[354] A. Tenemos que, lo que, hemos querido... Primero hemos cogido algo que se parece a lo
que queriamos y lo hemos ido adaptando a lo que buscdbamos.

[356] A. Teniamos antes la del seno, pero cudl era el problema, mds o menos esa era la idea
que queriamos pero no cuadraba, donde empezaba y donde cabia.

[358] A. Hemos tenido la suerte que con el coseno cuadra. De todas formas, si no hubiera sido
asi, hubiera sido coger dentro del coseno la x y haberle restado valores hasta que cuadrara.

[360] A. Con una cosa asi y ademds tenemos la suerte de que aunque no acabe el intervalo, el
intervalo no hace falta de cero a seis. Resulta que el enunciado si que nos permite, tenemos esa
ambigliedad de que es aproximadamente seis minutos, no es exactamente... seis.

Manuscrito A. Teniendo en cuenta que la funcion que queremos buscar es de la forma cos o
sen, tenemos que ajustar primero la funcién para que cuadre con los datos que tenemos. El
modelo es f(x)=40cos(x)-40. Cuadra que el punto inicial es f(x)=0, que el valor minimo es -80
en la distancia y que hay una deceleracion y aceleracion al llegar a los puntos de reposo.
Solamente nos falta ajustar el intervalo a [0,6] aunque el enunciado nos otorga cierta
ambigiiedad.

Nada indica cdmo sabe que existe deceleracién y aceleracién al llegar a los puntos de reposo.
Quizas porque piensa en la funcidn f’=-40cos(x), y en sus tramos positivos y negativos. Quizas
sencillamente por suavidad de f'=-40sen(x).

En el caso de B. sigue insistiendo en modificar el dominio de la funcidn para lo que busca una
transformacién que asi lo permita. Prueba primero con la funcién lineal 3m/x que lleva el
intervalo [0,2nt] al intervalo [0,6] pues es creciente y lleva el cero al cero y 2m a 2n3/m = 6. En
su manuscrito asi aparece y de nuevo tachado.

3/n
Manuscrito B. [0,2n] —————>  [0,6]
2n/m-3 n-6/3=2n

B. aln no se ha dado cuenta de que debe pensar desde la posicidn contraria, los valores del
dominio son los que debe estar en [0,6], esto es, las x, y aplicada la transformacion que
pertoque, debe dar lugar al intervalo [0,2m] sobre cuyos elementos se calculard 40coseno-40.
La transformacidon que necesita es de hecho, como asi se da cuenta mas tarde, la
transformacion lineal inversa a la anterior, 3/m-x.

Mientras llega a esa conclusion A. intenta representar cos(3x/m). Pero se equivoca al no afiadir
* para indicar el producto en 3x. Intenta la opciéon de cambiar it por 3.1416 pero mantiene el
error (mirar sentencias de Matlab® en Anexo 3)

[361] B. Yo cogeria coseno de 3 partido pi por x.

[362] A. ¢Cudl es el coseno? 3x partido pi.

[363] B. ---- S/ 3x partido pi ---- .

[368] A. Pues si quieres espérate, ponemos tres pi como,

[370] A. No deja.
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Tienen un momento de reflexidn (se quedan en silencio atendiendo a sus notas) y B. vuelve
sobre la transformacién. Pide ayuda a Gina, que Unicamente le da la clave invitandole a
reflexionar sobre el significado de los pardmetros en Asen(Bx)+C. B. le presenta el problema en
[373] de pasar del intervalo [0,2r] al [0,6] (en el manuscrito tiene escrito [-m, 1] —> [0,6]
pero tacha —mt y pone 0, y también tacha m y pone 2mn) y le pregunta cémo hacerlo. Es notable
que esta situacidon les cause problemas porque no hay ninguna dificultad de calculo para
obtener el valor exacto.

[373] B. Es una duda de andlisis. A ver, queremos aplicar este intervalo a éste, o sea extender la
definicion. Es como si dijéramos ... aunque no sea del coseno, pero casi. O sea, del coseno es
menos 1, 11, pero como no estamos utilizando inversas y tal, también cuesta mds ¢?¢? . Eh y
éste lo queremos pasar a cero, seis. ¢ Como lo podriamos hacer?

[377] Gina. Se puede ajustar exactamente los pardmetros que tu tienes, eh A seno de B x mds C
y ver cdmo se podria ajustar. ¢?¢? mas tiempo o menos tiempo.

[379] Gina. Y con los pardmetros también se puede trabajar y eso da otra posibilidad.

A. intenta justificar de nuevo que no es necesario, porque el enunciado habla de periodo
aproximado de tiempo de 6 minutos, aunque ‘recoge el guante’ de Gina afirmando que se
trata de multiplicar el angulo por un parametro. Aqui, posiblemente por descarte, habida
cuenta de que sabe los efectos de A y de D (C para Gina) en la funciéon trigonométrica con lo
que no queda mas opcidn que el pardmetro responsable sea B. Quizds también recuerde su
intento con sen(4x) aunque parece menos probable. B. también iba por esa linea cuando
propuso trabajar con coseno de 3x/m. Su problema era que no le convencia por alguna razén
que no se infiere ni de sus notas ni de sus palabras, aunque en [381] decide probar con la
inversa y ya piensa en términos de dominio de definicidn [0,6] (para poder calcular coseno con
valores en [0,2n]; quizas era esto lo que no le servia en la transformacién anterior y era
consciente de ello). Pide a A. que represente el coseno (quizas refiriéndose al coseno de 1/3
partido por x). Mientras B. habla, A. calcula en Matlab® el valor de 2rt/6, expresion que afiade
en su manuscrito sin mas explicaciones. Casualmente, el valor que se necesita para el
parametro B; después representa el coseno que le habia pedido B. Sefalar que B. se equivoca,
se refiere a /3 por x.

[376] A ---- lo que pone es que aqui nos dicen, es que es aproximadamente seis minutos, pero
como en la anterior funcion de muestra que si que tenemos, y que es exactamente seis
minutos, no sabemos si, o sea, si nos podemos tomar esto como una ambigiliedad y poder
tomar un coseno, o tenemos que ajustarla exactamente a lo que es un intervalo de tiempo.

[380] A. Habria que multiplicar la x de dentro del coseno por, por un pardmetro.

[381] B. Si, la cuestion es é?¢? [trabajan por separado en las hojas]. Mira ya estd. Coseno de it
tercios partido por x. Entonces, cuando da cero, seis... coseno de dos m... épuedes representar
el coseno?
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En este punto, A. ha representado cos (x) lo que hace que B. afiada a su estudio del cambio en
el dominio, los parametros para amplitud y desplazamiento vertical. Recordemos que habia
sido A. quien habia analizado los comportamientos dindmicos de los parametros y no asi B.
gue apenas se habia encontrado con la solucién que proponia A. B. pregunta entonces sobre
cémo habia bajado la funcién hasta el [-80,0] y A. se lo muestra representando cos(x)-40
(significado de D) y de viva voz haciendo referencia al rango original del coseno de -1 a 1 que
hay que multiplicar por 40 para lograr un recorrido de 80 unidades (significado de A). Con esto,
B. parece recordar (o entender) el significado del desplazamiento vertical y de la amplitud. Con
la transformacion del periodo, tiene todos los elementos para dar su solucion definitiva.
Recordemos ademas que B. si apuesta por llegar a los 100m de profundidad. Vuelve pues a la
transformacioén y al coseno de 1/3x para dar como solucién 50cos(m/3x)-50.

[383] B. ¢y esto como lo has pasado ahi abajo?
[384] A. Esto, bajarlo, bajarlo es, restarle, restarle cuarenta.

[386] A. Ahora ya tienes el intervalo que quieres, o sea, porque ¢? 80 y como la funcion va
desde menos 1 hasta 1 no hay que coger ochenta sino cuarenta.

[387] B. Ya estd, coseno de rt tercios por x, por cincuenta, menos cincuenta, esa es la funcion.

Representan la funcidn y aifaden la cuadricula. A. se queja de que insista en el 100, sigue
convencido de que no es necesario.

[387] B. ---- Represéntala y verds.----

[388] A. A ver, coseno de écudnto has puesto?

[389] B. mt tercios.

[390] A. it tercios ... tercios por x.

[391] B. Por cincuenta menos cincuenta para que nos baje hasta el cien.

[392] A. Dale con el cien, pero si no hace falta.

[393] B. Hazle la grid y flipards. En 6 minutos sube y baja clavado.
>> ezplot(cos((pi/3)*x)*50-50) 0 conls 2210

0 7

>> grid »
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-100
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Manuscrito A. (afiade) f{x)=50cos(rt/3-x)-50-50 “si queremos que la profundidad sea 100”.

e Andlisis de y=50cos(m/3-x)-50: Amplitud: 50, como Desplazamiento Vertical es D=-50,
rango de longitud 100 y de extremos 50-50=0 y -50-50=-100. Periodo: 2m/|m/3|=
2n/n/3=6;
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En [395], [397], [401], [403], [405], [404], [409] y [411], B. lee lo que escribe en su manuscrito.
B. pretende definir una funcién a trozos de manera que en los momentos de parada y durante
el tiempo que se corresponda, la funcidn sea constantemente cero si esta a nivel del suelo o
constantemente -100 si estd en el fondo del pozo. Define con la funcidon trigonométrica
cos(m/3-x)-50-50 —t, el comportamiento cuando esta en movimiento. Afiade una constante t,
quizas pensando en los ciclos como ‘estancos’ donde el comienzo viene dado por un instante
to, pero elige de forma incorrecta en tanto en cuanto el momento de puesta en marcha
depende del eje de abscisas luego se corresponde con el pardmetro C de desplazamiento
horizontal en la férmula general y no con el parametro D que es donde lo ha afiadido.

En la primera parte de su manuscrito recoge [395][397][404] y [405]:

[395] B. La funcion que buscamos es f de x que la vamos a definir a trozos: coseno ééé? uy (rie)
menos t cero; y cero, si estd en reposo.

[397] B. ---- siendo x igual a cero la altura, tomando x igual a cero, se pone en marcha... ----
[404] B. Menos t cero.

[405] B. Acuérdate de menos t cero, si estd en movimiento, t cero seria el momento de puesta
en marcha.

Manuscrito B. La funcion que buscamos es y= cos(n/3-x)-50-50 —t, si estd en movimiento; y=0
si estd en reposo arriba; y=-100 si estd en reposo abajo, tomando t, el momento de puesta en
marcha.

En [401][403][405][409][411] repasa las especificaciones y comprueba asi que su modelo
funciona (de manera mas general con la inclusién de t,). Se llega al fondo del pozo, no hay
cambios bruscos, frena antes de parar con suavidad, mantiene velocidades parecidas, sirve
para todos los dominios de definicién y suple los problemas del anterior modelo. B. no
comprueba ninguna de las afirmaciones que hace, se cifie a enumerar los elementos del
fendmeno que cree a pies juntillas, cumple la funcidon que ha definido. Como en el caso de A.
desconozco si piensa o tiene en cuenta el comportamiento de y’ e y”. Se equivoca ademas
cuando dice que sirve para todos los dominios de definicién. De nuevo una mala interpretacion
de to.

[401] B. Asi,

[403] B. ---- Asi, se ... llega hasta el fondo del pozo, no hay cambios bruscos, frena antes de
parar suavemente y mantiene, eh, velocidades parecidas.

[405] B. Acuérdate de menos t cero, si estd en movimiento, t cero seria el momento de puesta
en marcha [escribiendo y leyendo en voz alta].

[409] B. ---- sirve para todos los dominios de definicion ---- .

[411] B. ---- esta funcion suple todos los problemas de la anterior. ----
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La ultima apreciacién viene de un comentario que hace A. en [404] recordando alguna de las
especificaciones y afirmando que el modelo nuevo compensa las deficiencias del anterior. A.
parece indicar también que aun habiendo alternativas de solucién (funciones a trozos), el
modelo que tienen mejora el problema de suavidad en subida y bajada, asi como responde a
valores de comportamiento iniciales ya dados.

[404] A. Sélo falta decir que este modelo con todos los fallos que tenia el anterior, los, los
compensa, porque absolutamente todos los problemas que teniamos antes, este, este modelo
si que los, los soluciona y quizd tiene ¢ ??, para darse cuenta que es mds estable en la bajada o
en la subida. O sea faltaria decir que a lo mejor en la subida si, pero refiriendo a cosas en
cuanto a que la subida podria ser, podriamos tomar como mds, mds pronunciada o menos. Que
eso ya seria definirla a trozos para que pueda ir de cero a dos de una manera y de dos a seis de
otra. Tampoco costaria mucho, y que este modelo ya nos, ya nos, ya responde a unos valores.

A. no registra nada mds en su manuscrito y B las ultimas intervenciones sefialadas:

Manuscrito B. Asi se llega hasta el fondo del pozo, no hay cambios bruscos, frena antes de
parar suavemente, mantiene velocidades parecidas, sirve para todos los dominios de
definicion. Esta funcion suple todos los problemas de la anterior.

Por ultimo, en [396] A. ensefia algo a B. relacionado al parecer con t,, pero recibe un mensaje y
la conversacion gira durante unos instantes sobre el hecho de que debe irse. Es imposible
entender lo que A. queria decirle a B. Claramente el hecho de que A. tenga que irse,
condiciona el final de la resolucién de la tarea.

[396] A. Estds haciendo lo mismo. Lo has sacado por esto, ino?

[397] B. Si [rie], siendo x igual a cero la altura, tomando x igual a cero, se pone en marcha...
¢Un mensaje?

[398] A. Llego tarde.
[399] B. ¢éLlegas tarde a casa?, ipero no sabian esto?
[400] A. Creia que acababa a las siete.

[402] A. Mejor que me vaya al autobus, si no tarda otra hora en pasar.

Terminan (A. con celeridad) con las modificaciones al modelo para hacerlo mas general. A. ya
se refiere a este punto en [406] y [408] y de hecho sefiala la amplitud (sin nombrarla) como
pardmetro que puede cambiarse en funcién de la profundidad que se busque.

[406] A. ¢Qué otras modificaciones le podemos hacer al modelo?
[408] A. Dependiendo de la profundidad habrd que multiplicar.

A. le ensefia a B. lo que ha escrito en sus notas finales. Le cuenta de qué se trata, pero hay un
parametro que quiere afiadir a su propuesta final sobre el que aun necesita reflexionar. Por
falta de tiempo deja en manos de B. anadirlo. El resto de intervenciones son sencillamente
para despedirse y entregarle sus notas a Gina. Trascribimos las intervenciones relacionadas
con la tarea y con ayuda del manuscrito, las analizamos seguidamente.
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[414] A. Mira a ver qué te parece ésta.

[416] A. Seria del tipo y igual a coseno de 2pi partido A por x con A la diferencia b menos a, a, b,
el intervalo de tiempo, B seria la mitad de la profundidad que queremos y C seria la mitad de
é?? que necesitamos .

[417] A. Cseria ... el punto de inicio de ...???
[422] A. Sigues haciendo la formula general para un montacargas, o sea con C.

Manuscrito A. Aplicar el modelo. y=cos (2rt/A-x)-B-B (determina y,) con A=b-a con [a,b] el
intervalo en el que sube, la periodicidad, con B, la mitad de la distancia que vamos a cubrir
con el montacargas.

En un primer momento A. iba a proponer un modelo de la forma y=cos (2rt/A-x)-B-C, pero al no
darle tiempo a pensar quién seria C desiste; por otra parte, propone un modelo del tipo
anterior sobre el intervalo [a,2b-a] cuyo punto medio es (a+2b-a)/2=b, de manera que en ]a,b[
sera donde la funcidn baje y por simetria respecto al eje t=b, en el intervalo ]b, 2b-a[ donde la
funcién suba (que recoge su idea de trabajar con funciones a trozos); se equivoca en la
periodicidad que realmente deberia ser de longitud 2b-a-a=2b-2a ya que pone la mitad de este
valor A=b-a (2r/2m/A=A), habla ademas de subir cuando en principio deberia bajar; en su
propuesta el parametro B es la amplitud y con signo negativo el desplazamiento vertical, luego
el rango es [-2B,0] , y efectivamente B es la mitad de la distancia que se pretende cubrir con el
montacargas. También se puede hacer un analisis dando por bueno [a, b] como intervalo de
subida y leyendo la funcidon con dominio [-a+2b,a], pero resulta extrafio que pensara de este
modo.

En relacién a la respuesta de B. sélo susurra, posiblemente diciendo en voz bajita lo que
escribe. Tiene en mente la propuesta de A. de [414] y el encargo de afiadir un parametro C en
[422].

Manuscrito B. y=cos(2ri/A-x)-B - B - t, siendo B la mitad de la profundidad del pozo y A el
tiempo que queremos que tarde en hacer un ciclo completo en movimiento, t, el tiempo
inicial.

En este caso la propuesta de B. si especifica correctamente el valor del periodo, pero no la
profundidad del pozo porque aunque el rango si tendria una longitud de 2B que es lo que
busca, como el desplazamiento vertical es incorrecto (por t,) la expresion es errénea. Sigue en
el error de poner el desplazamiento horizontal en el pardmetro D y no en el C de la expresion
general y=Acos(Bx+C)+D.
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4.1.2. La pareja C./D.

[Importante. En un momento determinado los participantes limpian la pantalla del Matlab® con lo que,
de la primera parte, sélo tenemos el registro resumido de lo que han hecho. Cosas como errores de
sintaxis, por ejemplo, dejan de recogerse en esta reconstruccion.]

C. y D. comienzan la tarea leyendo en silencio por separado el enunciado de la tarea,
expresando abiertamente que no parece dificil (al menos la primera pregunta):

[1] C. No parece dificil, ¢no?
[2] D. No, por lo menos la primera pregunta.

Y visto el tiempo que han estado sin hablar, Luis les pide que lo hagan y ademas lo mas alto
posible:

[3] Luis. Ya sé que no tenéis costumbre de hablar, pero aqui es al revés.
[4] D. No, no, pero aqui estamos muy bien....
[5] Luis. Ya, ya pero lo que quiero es que habléis, y si subis el tono, mejor, évale?

Haciéndose eco de la peticion de Luis, C. lee en voz alta el apartado a) y D. recapitula la
informacién principal que se extrae de la lectura del enunciado: el montacargas sube y baja sin
tener en cuenta el tiempo que estd abajo, el trayecto dura seis minutos y la profundidad es de
100 metros. A lo que C. aventura que quizas tarde en bajar tres minutos y en subir lo propio,
aunque duda. Quizas habla de tardar mas en bajar que en subir porque esta pensando en que
se cargan materiales y esta circunstancia puede influir. Propone representar la funcién vy, sin
comentario alguno al respecto, se apoya en el programa Matlab® que ya tienen abierto, para
ello. Como en el caso de la pareja A., se valen de un software como herramienta para la
representacién gréfica y, como veremos mas adelante, también para el calculo de soluciones
de sistemas de ecuaciones lineales. Ninguno de los dos refleja nada acerca del enunciado en
sus manuscritos, ambos se limitan a dibujar las graficas y escribir las expresiones
correspondientes para el desplazamiento, la velocidad y la aceleracidn. No incluiremos aqui las
graficas, pero si los elementos que destacan en ellas. Remitimos al anexo 3 en caso de
necesitar su visualizacién.

[6] C. Explica el significado de los valores negativos, positivos y cero de la grdfica de la
velocidad [lee el enunciado del apartado a)].

[7] D. A ver, tienes aqui que sube y baja, sin tomar en cuenta el tiempo que estd abajo, es de
seis minutos, tarda en subir y en bajar seis minutos, y la profundidad es de cien metros.

[8] C. Entonces en subir y en bajar tarda tres minutos, o a lo mejor no. A lo mejor tarda mds en
bajar que en subir. (Representamos la grdfica a ver si nos sale?

[9] D. Bueno aqui te pone la, la for, la formula de la posicion en general, supongo que si la
ponemos,

[10] C. Vamos a representarla.
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Al ir a representarlas con Matlab®, y en un primer momento, C. olvida poner el cubo y el
cuadrado para la formula del desplazamiento, de hecho escribe en Matlab® la sentencia
y=2.5*t-15*t. razdén por la que D. le rectifica en [11]. Parece que ademas D. intenta modificar
algo (no se ve) y C. le comenta que no trabajan con vectores luego que no hace falta. El
comentario de D. se refiere a la escritura de un comando con el uso de Alt Control del teclado.
Posiblemente sea para escribir un corchete, simbolo asociado a la escritura de vectores. Podria
pensarse que D. entiende el desplazamiento en términos del vector posicion, aunque el hecho
de que no vuelve a hacer comentario alguno que haga pensar que esta interpretando desde
ese punto de vista la cinematica en dos variables, insta a desechar esta idea.

[11] D. Espera, espera, que ahi estd el cubo, ahi estd el cubo y ahi estd el cuadrado [sefiala la
pantalla en la que C. esta escribiendo]

[12] D. éLe pongo un Alt control aqui?
[13] C. ---- No, no, no es un vector... ----

C. corrige y escribe correctamente la funcidon. Pone la sentencia de representacién ezplot y
duda sobre el intervalo de representacién, aunque D. le indica que es de cero a seis y de hecho
lo comprueba en el enunciado. Le pide, sin embargo, que la represente de 0 a 7, quizas ya
pensando en que le interesa conocer qué sucede a partir de 6 (tal vez piensa ya en ciclos, esto
es, en funciones periddicas; por el momento, nada indica que sea asi, es una posibilidad). C.
representa afadiendo la cuadricula.

[13] C. No, no, no es un vector... t cuadrado, y t cubo. Y ahora un ezplot.
[14] D. S/, si.

[15] C. Si, a ver, un momento.

[16] D. Empieza en, ah no, empieza en cero y se tarda seis minutos.

[17] C. De cero a seis.

[18] D. Aqui lo tengo que estd, estoy seguro. Ponle siete, de cero a siete.

syms t il
y=2.5%t-15%¢ ;
y=2.5*tA3-15%tA2; B
ezplot(y,[0,7]) .
grid :Z

A la vista de la gréfica, C. se centra en el comportamiento de 0 a 6 y sefiala el punto de partida
(0,0), que baja a -80m y que vuelve a subir a nivel de la ordenada 0, esto es, al (6,0). D. parece
extrafiarse de que descienda sdlo hasta 80 metros de profundidad y C. intenta buscarle una
explicacion, admitiendo una holgura (ide 20 metros!) necesaria y en consecuencia ya reflejada
por el modelo. Como ya pasara con B., C. intenta explicar el fendmeno a través del modelo y
no al contrario, tal y como deberia ser.
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[19] C. ---- Miira, esto es interesante... si s6lo vemos de cero a seis, entonces pasa a ser de cero a
cero... hasta los ochenta metros baja y luego vuelve a subir... qué curioso...

[20] D. Lo que pasa es que desciende hasta los 80 metros, ino? Vale.

[21] C. También habrd que decir cosas, que los ascensores llevan abajo [D. Si, si] como con una
holgura por si cayeran o algo por el estilo, pongamos que eso ya estd contemplado.

Deciden copiar la representacidn y hacerlo ademds cada uno por separado (de [22] a [26]). Tal
y como hemos sefialado, sélo reflejaremos las caracteristicas que los participantes destacan.

Manuscrito C. Grdfica y=2.5t>-15t° ---- Sefiala los puntos notables (0,0) de salida, (4,-80)
minimo y (6,0) de llegada, y dibuja en el dominio [0,6]. Sefiala m/s como si de la magnitud del
desplazamiento se tratara, aunque habida cuenta de que aparece en todas las graficas, parece
estar queriendo indicar que se mide en metros el espacio, y en segundos (lo que es erréneo) el
tiempo. De hecho serd una constante durante toda la tarea que C piense en el tiempo medido
en segundos. De nuevo, tal y como le pasara ya a B., se deja llevar por el uso de una de las
unidades comunes en la descripcién del movimiento (segundos u horas). No dibuja los ejes de
referencia al uso, sino que se limita a dibujar tal cual aparece en la ventana, en la que éstos no
estan sefialados.

Manuscrito D. y=2.5t>-15¢* ---- D. sefiala el minimo (4,-80) y dibuja en el intervalo de abscisas
[0,6]. Comoquiera que representa con los ejes de abscisas y ordenadas cartesianos, no
necesita marcar los puntos de corte con los ejes porque son visibles: donde comienza el
descenso y donde finaliza el ascenso.

Calculan y representan ahora la velocidad en el intervalo [0,6]. Ambos estan de acuerdo en
que basta con trabajar en este intervalo. Antes, cuando D. pensd en representarla en [0,7]
buscaba comprobar que el movimiento era completo hasta t=6, que llegaba de nuevo al nivel
del suelo. En este instante, entienden que para responder al apartado a) es suficiente. Se
daran cuenta después de que la aceleracién también la necesitan porque trabajardn usando
relaciones entre derivadas.

[27] C. ¢Qué hago la derivada para...? ¢ Voy haciéndola?

[28] D. Sélo hay que explicarlo, esto (se refiere al apartado a)). [C. S6lo cudndo es negativo o
positivo, lo que habiamos leido al principio.]

[29] D. ¢ Miramos la velocidad?, éno?
[32] D. Ponlo ahora entre cero y seis.
[33] C. Entre cero y seis es donde nos interesa.

[34] D. Si, en siete ya no.
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dlﬁ:(y) 1572 230 t

ezplot(ans,[0,6])

grid o

Representada la funcién velocidad, comienzan con el andlisis de su signo. C. es el primero en
comentar el significado de la velocidad negativa afirmando que se asocia a la subida,
significado erréneo que D. no entiende. Una explicacidon posible para la afirmacion de C. se
sustentaria en el hecho de que el movimiento del montacargas de subida primero y bajada
después, es mas natural, y que habla como si alin no hubiese integrado el fenédmeno que estan
estudiando. Las dudas de D. propician que C. proponga dibujar la aceleracién. Paran asi a
copiar la representacién en sus notas y al terminar vuelven al andlisis, dejando la
representacion de la aceleracién para mas adelante.

[38] C. Que la velocidad sea negativa ponemos que, que es que la estan subiendo.
[39] D. Si, pero es que no lo tengo claro, eh, a ver,
[40] C. Miramos la aceleracidn, a ver.

Manuscrito C. Velocidad y=7.5t*-30t ---- C. no sefiala el minimo, ni los ejes cartesianos (de
nuevo se centra en la ventana), si refleja cuando la velocidad vuelve a ser cero (4,0) y el valor
100 en la ordenada para t=6 (esto es, el momento final). Se equivoca en este valor, ya que no
se aprecia exactamente en la grafica, sdlo se ve que es superior a 80 pero menor que 100.
Como antes, indica m/s.

Manuscrito D. y’=7.5t>-30t=v - D. dibuja sobre los ejes cartesianos; marca el minimo (aunque
no sabe el valor de la ordenada, pone de referencia el mas préximo -20 por encima) y dibuja
hasta el (6,100) erréneo de nuevo. Etiqueta con v la funcién velocidad.

Dibujadas las graficas en sus manuscritos, arrancan de nuevo el andlisis y sefialan t=4 como
valor donde el desplazamiento pasa de subir a bajar (aqui D. se equivoca, quizas como antes le
habia pasado a C. aln no han integrado que el fendmeno que estan estudiando es de
movimiento contrario) y donde la velocidad vale cero de nuevo. D. intenta también explicar la
velocidad negativa pero parece pasarse a explicar la positiva, dado que sefiala en la grafica de
la velocidad los puntos que van desde la abscisa t=4 a la abscisa t=6. En este caso habla de
velocidad positiva para desplazamiento decreciente. Vuelve a errar, estad visualizando el
desplazamiento al contrario. El hecho de que repita ‘bajando, bajando’ hace pensar que algo le
estd haciendo dudar (quizds relacidon con derivada, no parece que sea el fendmeno fisico
porque es una constante en D. en el resto de la tarea el hecho de que no gusta de analizarlo en
ese sentido).

C. le rectifica y D. asiente (aunque parece que por compromiso ya que se reafirma en la
intervencién siguiente asumiendo que no entiende bien qué sucede; aun no piensa en
términos de funciones crecientes y decrecientes, y tampoco estd haciendo un analisis
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cualitativo del fendmeno; se refiere a su no comprensién en términos matematicos). Sin
embargo, al pensar en la pendiente en la grafica del desplazamiento (aqui ya debe estar
fijdndose en ella) que es negativa antes del punto de abscisa t=4 y positiva después, ya ve la
coherencia del signo de la velocidad. C. comenta que la aceleracién es la clave en [48] y D. le
insta a mirarla en [49]. En esta misma intervencidn, sefiala que no en

[44] C. Claro, cuando dice que la velocidad vuelve a ser cero [sefiala con el boligrafo en la
pantalla la abscisa t=4 y eleva hasta la curva de la velocidad que vale cero en ese valor], ahi es
donde ...

[45] D. Si, claro, ahi es cuando sube, en ese punto pasa de subir a bajar. El hecho de que sea
negativa quiere decir... es que ahi cada vez [sefala grafica de la velocidad de abscisas de 4 a 6]
aumenta mds porque estd bajando, bajando ¢ ?¢ ?

[46] C. Si es negativa es porque esta bajando, si es positiva es que esta subiendo, ¢no?
[47] D. Si, claro
[48] C. Ahora la aceleracidn sera lo que,

[49] D. Lo que no sé yo, matematicamente no sé qué quiere decir que la velocidad es negativa.
Bueno claro es porque la pendiente aqui es negativa y aqui es positiva [escribe o dibuja en sus
notas un rato largo]. Mira a ver cémo es la aceleracion y después escribimos mas.

C. representa ahora la gréfica de la aceleracion en el intervalo [0,6] y con cuadricula. Etiqueta
con laletra a.

a=diff(diff(y)) s
ezplot(a,[0,6])

grid

Manuscrito C. Aceleracion y’’=15t-30. ---- C. sefiala punto de inicio (0,-30), corte con el eje OX
(2,0) y punto final (6,60). Representa sin ejes cartesianos convencionales, utiliza (casi) los
bordes de la ventana que han definido. Vuelve a incluir m/s.

Manuscrito D. y”’=15t-30=a.---- Aunque no pone los valores numéricos, D. escala de manera
que para el tiempo usa la unidad 1 y para la aceleracion la unidad 10. Sefiala asi los mismos
puntos que C. Dibuja sobre los ejes cartesianos y etiqueta la funcidn aceleracidén con la letra a.

A la vista de la representacién de la aceleracidn, D. constata que tiene el punto de corte con el
eje OX en t=2 y C. que es lineal. Este afiade ademds un andlisis de la aceleracién de tipo
cualitativo que es errdneo. Interpreta la aceleracién negativa como deceleracién, freno, lo que
supone para él una parada en el desplazamiento; y la positiva como aceleracion, fuerza para
subirlo de nuevo. Segun su criterio, en t=2 el montacargas deberia pues parar: no se da cuenta
de que el punto de parada en la grafica del desplazamiento es t=4. Ademas, |la deceleracién no
conlleva parada, sélo disminucidn en las variaciones de la velocidad, del mismo modo que la
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aceleracién supone incrementos positivos (se entiende por incremento la diferencia entre
valores en tiempos distintos, valorandose primero la funcién en el tiempo mayor).

[51] D. [manejando el cursor] Corta ahi [deja el cursor en el punto (2,0)].
[52] C. Lineal.

[56] C. La parte negativa serd que estdn parando el ascensor y la parte positiva serd que estdn
ejerciendo fuerza para subirlo.

D. antes de continuar con el analisis, comenta que no tiene muy claro el tipo de respuesta que
se les requiere. Si de tipo matematico o mas informal (entendemos que por mds informal se
refiere a basandose en el conocimiento fisico cualitativo del fendmeno). Puede que esté
huyendo de interpretar el modelo en términos del fenédmeno. Ya en [49] se referia a una
explicacion en términos matematicos que en principio, no sabia dar, pero no da pista alguna
sobre que si sepa (o quiera) hacerlo en otros términos. Arrastra a C. en la duda.

[57] D. Si. Es que yo no sé si lo tenemos que explicar mds, quiero decir que es negativa porque
tu utilizas la tangente y eso, o es positiva por.... Mds asi en matemdticas o intentar dar una
explicacion mds informal.

[61] C. No sé, a lo mejor en lugar de utilizar matemdticas hay que utilizar la vision mds
informal.

Las dudas sobre el tipo de analisis matematico o cualitativo de D. hacen que pregunten a Gina
sobre el tipo de respuesta que deben dar, si desde un punto de vista formal matematico o de
otro modo que ni siquiera saben adn como calificar.

[64] D. Cuando dice por ejemplo explicar el significado de los valores negativos y tal,
édecimos?, quiero decir en matemdticas, en matemdtico, quiero decir, cuando la tangente aqui
da valores negativos y tal, ¢o mds informal?, es decir, estd subiendo, no sé...

[66] C. Para presentdrselo a alguien que no sea matemdtico
[67] D. Quiero decir con férmulas o con...

Gina responde, tdcitamente primero, que deben dar una respuesta de tipo cualitativo. Para
ello les pregunta qué quiere decir que el montacargas baje, con respecto a éste. Responde algo
mas explicito después al referirse a que pueden, y deben si lo usan, poner el andlisis
matematico también (luego ambos andlisis):

[68] Gina. Bueno, équé quiere decir con que el montacargas se va para abajo?. A ver,
[70] Gina. con respecto al montacargas...

[72] Gina. Las dos cosas... équé quiere decir eso de que el montacargas se va para alld abajo? Y
bueno si te sirve la tangente o algo para alguna cosa de la discusion, pues lo puedes usar.

Tras la breve conversacidn con Gina, vuelven al analisis del signo de la velocidad. Aunque D.
asiente a las indicaciones de Gina, leyendo su manuscrito, se advierte que opta por responder
so6lo desde un punto de vista matematico; C. en cambio da una visién desde la definicidén de
velocidad como espacio recorrido por unidad de tiempo, luego se fundamenta en un anlisis
mas fisico de la situacidn. Las intervenciones posteriores son también reflejo de esta situacion.
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Asi, en [75] D. piensa en la opcidn, llamemos cualitativa, pero parece sentirse incapaz de
entender que haya primero una aceleracién negativa y luego positiva (quizas mas lo primero
que lo segundo); acaba cifiéndose pues sélo al andlisis matematico. En [80] sefiala (sin
nombrarlo) el minimo. No hace mas comentarios, salvo de asentimiento o de introduccién a
afirmaciones de C. que por su parte lee el signo negativo de la velocidad en términos de que el
espacio recorrido es de bajada, el valor nulo como el del cambio de direcciéon, (luego el
positivo el de subida). Ajusta el fendmeno al modelo buscando ademas una explicacién
inverosimil para la diferencia en el tiempo de descenso y de ascenso.

[75] D. é?¢? ... Nada mds que ponga qué quiere decir que la velocidad es positiva, pero... a
primero es negativa, pero luego es positiva.

[76] C. ---- la velocidad es, se mide, en metros por segundo, si es negativa...---

[77] D. El hecho de que sea negativo querrd decir que esa escala que tu has cogido en el
fondo...

[78] C. Estad recorriéndola en direccion negativa, como lo estamos midiendo en altura significa
que estd bajando.

[80] D. Aqui es cero... en el instante t igual a cuatro, pasa de bajar a subir, ¢no?

[81] C. Es el punto en el que hay un cambio de direccion. ---- Y por eso tarda mds tiempo en
descender, por aquello de que por aquello de que los motores, no, porque a veces es mds dificil
que vayan lento sin cargarse a la gente, a que vayan rdpido....

Terminan el apartado a) sin mediar mas intervenciones. D. basa su estudio en la relacién
desplazamiento/velocidad como la de funcién/derivada.

Manuscrito C. Valores positivos de la velocidad: la velocidad se mide en m/s. Hemos tomado
los metros como la altura, luego una velocidad positiva indica un ascenso. Valores negativos:
-m/s indica los metros que desciende. Valor neutro: un valor 0 para los m/s indica que el
ascensor se detiene (o en su defecto que cambia de direccion).

En esta ultima afirmacidon parece estar pensando que no hay paradas en la grafica del
desplazamiento.

Manuscrito D. a) La velocidad es negativa mientras el montacargas baja. Esto es asi porque
en el intervalo [0,4] la funcidn es estrictamente decreciente y en consecuencia, su derivada,
que es la velocidad, es negativa. En el instante t=4, el montacargas pasa de bajar a subir. Hay
un instante en que frena y la velocidad se anula.

Graficamente vemos un minimo en t=4 en la funcion posicion lo que indica que v=0.

En [4,6] la funcidn es estrictamente creciente y por tanto v>0. Es el intervalo en que el
montacargas sube.

El andlisis se basa en la relacién de la derivada de una funciéon con sus intervalos de
crecimiento y decrecimiento, asi como con sus extremos relativos. Se equivoca en el cierre de
los intervalos (en 4) y en el momento en que aiflade un componente no analitico yerra. La
velocidad es nula en t=4, no asi la aceleracion. Si el modelo fuera adecuado al fendmeno, esto
no sucederia (mirar modelo plausible).

76



Plantean ahora el estudio de la relacion de la aceleracidn con la velocidad para dar respuesta
al apartado b). Comienza D. con el estudio analitico de la funcion velocidad en términos de
crecimiento. Asi, la velocidad es decreciente cuando la aceleracidén es negativa y creciente
cuando es positiva. Tal y como anade C. cuando la aceleracién se anula (abscisa t=2), la
velocidad es maxima (se refiere al valor minimo de la funcidn en la parte negativa del eje de
ordenadas, que por ser el minimo de la funcién velocidad coincide con el punto de aceleracidn
cero, esto es, cuando frena). C. y D. ‘completan’ algunas de las frases del companero siguiendo
su razonamiento. Con esto finalizan el analisis para la respuesta de b).

[84] D. La aceleracion es positiva, cero en dos, ¢ ?¢ ? [recorre la grafica de derecha a izquierda y
escribel. La aceleracion es negativa porque aqui es decreciente y a partir de dos comienza a
ser, creciente,

[85] C. Positiva

[87] C. Si, estd claro porque ahi la velocidad es mdxima y a partir de ahi... [indica algo en las
notas del compafiero]

[88] D. Si, aqui estd claro en la grdfica.
[89] C. S/, coincidiria con cuando el ascensor...
[90] D. ---- Cuando frena.----

Sefialar por ultimo, que D. vuelve a insistir en que se siente mas comodo haciendo el analisis
matemadtico de las funciones y no de otra indole. C. comenta que efectivamente asi no es
complicado.

[90] D. ---- Pues lo explicamos asi por la grdfica y ya estd, porque es que yo, explicarlo por...
decir por qué mientras sube, pasa algo, asi no sé por qué es.----

[91] C. Yo creo que asi no es excesivamente complicado.

Manuscrito C. Si la aceleracién es positiva ]2,6[ indica que la velocidad aumenta. Si la
aceleracion es negativa ]0,2[ indica que la velocidad se reduce. Si la aceleracion es neutra la
velocidad se mantiene. De hecho en torno a 2 se estabiliza porque las aceleraciones son
reducidas.

El andlisis es correcto en términos matematicos. Esta interpretando las derivadas en términos
de las graficas correspondientes, y no en términos del fendmeno. Habla del minimo sin
calificarlo como tal (velocidad ‘constante’) como punto donde las aceleraciones se reducen
(tienden a cero) en torno al punto. No se da cuenta de que estd lejos de la realidad del
fenémeno.

Manuscrito D. b) En [0,2], la funcion v(t) es decreciente y por tanto a<0. En t=2, observamos
un minimo de v(t) y por eso la aceleracion se anula. A partir de t=2, la funcion es
estrictamente creciente, lo que implica a>0.

Analisis meramente matematico del asunto. Resulta curioso que (al contrario que C.) lea el
comportamiento de la aceleracion en funcién de la velocidad y no a la inversa. Por lo general,

se estudia la funcidn f en funcién de su derivada y no al contrario. Quizas la razéon sélo
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provenga de que ya ha interpretado la velocidad en el apartado a) y que ahora toca interpretar
la aceleracion en b).

C. y D. abordan ahora el estudio de las ventajas y las desventajas, tal y como ellos las
denominan, del modelo primario. C. comienza aludiendo al hecho de que no se llegue a los 100
metros de profundidad en [97], pero no sera hasta [145]-[152] cuando realmente lo comenten
y como consecuencia lo afiadan a sus manuscritos como desventaja. En [100], D. recoge (a
medias) el hecho de que se tarde menos en subir que en bajar. Convienen en poner como
ventaja el hecho de que tarda muy poco tiempo en subir (aunque C. bromea diciendo que
podria ser desventaja e incluso D. se refiere a algo que deberian cambiar de cara a la
propuesta de un nuevo modelo).

[97] C. Ya las, ya las he comentado antes. No llega a los cien metros de profundidad.
[98] D. Esa es una.
[100] D. La velocidad bajando es, es bastante mayor, bueno tarda menos que....

[102] D. Vale, entonces los puntos que habria que cambiar es, primero que no va, que no va
[parece estar buscando el adjetivo adecuado]

[103] C. Que sube muy rdpido.
[108] D. Vale entonces ventajas... tarda poco en subir
[109] C. Claro esto es ventaja y desventaja al mismo tiempo.

Precisamente, la desventaja aparece cuando paralelamente a este ‘debate’, la discusidn da pie
a que tanto D. como C. se fijen en el comportamiento de la funcién velocidad en el punto de
abscisa t=6. C. cree recordar que era superior a 60 metros por segundo (errdoneo ya que ese
valor se corresponde con el de la aceleracién) y comenta de forma natural un cambio que
deberia hacerse para mejorar el modelo, a saber, que la velocidad se estabilizara al final del
trayecto (deberia ir mas alld, deberia ser cero). D. por su parte afirma que estaba incluso por
encima de 80 y alude a la aceleracidn en este punto para reforzar la idea de que no sdlo la
velocidad es muy elevada sino que va acompafiada también de una aceleracién muy grande.
Representan la gréfica de la velocidad de nuevo para evaluarlo, con lo que C. rectifica, dando
por bueno un valor de entre 90 y 100 para la velocidad en t=6. Constatan asi que la velocidad
es muy grande en la llegada (proxima a 100). D. habla incluso de que se sale disparado con una
velocidad de esa magnitud y C. comenta que deberian afiadirlo (a las desventajas se
sobreentiende). D. alude también el tiempo que tarda en bajar (ya lo nombra explicitamente
como desventaja) o que no llega hasta el final (los 100 metros de profundidad).

[101] C. ---- en la subida, la velocidad bate un valor de 60 metros por segundo [el valor de 60 es
el de la aceleracién, se equivoca, al igual que en la unidad de medida del tiempo], y el valor
fisico de eso, es que mandas a volar a la gente, luego habria que conseguir que se estabilizara
la velocidad al final del trayecto.----

[105] C. Asi representado [debe estar mirando sus graficas], al menos lo que es la subida,
parece lo tipico de un nifio pequefio intentando subir algo.... ¢ ?¢?
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[106] D. S/, si con la aceleracion ésta parece que ¢ ?¢ ? la subida [idem]
[111] C. ¢Cudnto has dicho que era la velocidad en 6?
[112] D. Mds de 80 era... si quieres te lo busco, porque eso da mds informacion que esto...

[113] C. Marcaba aqui que llegaba a 60 metros por segundo [antes de que aparezca la
grafica][se refiere a la aceleracidn, yerra] ¢é?? ¢De noventa a cien? [después]

[114] D. Si, cien, si, llega a cien.

[115] C. Cien metros por segundo. Eso son ganas de quemar el motor.
[116] D. Si, pero es que cuando lleguen arriba del todo saldrdn disparados.
[117] C. Creo que eso es lo que hay que decir, éno?

[118] D. Hombre, ‘yo no lo he soltado’, y el tiempo que tarda en bajar, que no llega hasta el
final, no sé, todo eso....

De [119] a [122] vuelven a las ventajas. Recapitulan la de que sube muy rapido (versién de C.
de que tarda menos en bajar que en subir de D.) y se plantean si hay alguna mds. Ante la falta
de ideas, C. inicia en [123] una discusidn para evaluar si el maximo valor de la velocidad
bajando (30 m/min (para C. la magnitud con la que se mide la velocidad es todavia de m/s) en
valor absoluto en el tramo [0,4]) es excesiva o no. Si no lo es ahi, no lo sera llegando al punto
de maxima profundidad del pozo. En términos instantaneos la velocidad de llegada a ese
punto es cero, luego la reflexion debe ir por una cuestion de analisis de la suavidad de la
velocidad bajando.

[123] C. ¢Qué velocidad coge mientras, cuando baja?
[124] D. Trein, bueno, treinta.

[125] C. ¢ Treinta metros por segundo?

[126] D. Si, ¢no es mucho?

C. propone compararlo con la velocidad de caida de un ser humano (nota: la velocidad de
caida es de 0 metros al comienzo, 9.8 metros en el primer segundo, 2:9.8 a los 2 segundos ....
esto es, la velocidad aumenta constantemente con el tiempo donde la variacién se
corresponde con la aceleracién de la gravedad (y esto si no se tiene en cuanta la resistencia del
aire)). D. parece seguirle la corriente con poca conviccidon. De hecho entran en un bucle de
afirmaciones, muchas de ellas erréneas y algunas ademas sin sentido de [127] a [151]. De
hecho, acaban comparando m/s con m/sz, esto es velocidad con aceleracién (la de la
gravedad). Describimos esta parte de la conversacidon en tramos de intervenciones con la idea
de que se pueda seguir con mayor facilidad.

Comenzamos pues con C. planteando la pregunta de a qué velocidad cae el ser humano, y
dando pie a compararla con la velocidad maxima de descenso del montacargas y con D.
aludiendo a la aceleracidn de la gravedad quizas recordando que es el valor de aceleracion
necesario para describir el movimiento de caida libre. Intervencion en la que aprovecha para
preguntar por las magnitudes de medida de aceleracién o velocidad, ya que no parece
recordar (al menos en ese momento, la unidad que se le asigna a 9.8). De hecho, pregunta por
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la unidad para 30 (velocidad), a lo que C. responde que metros por segundo cuadrado.
Magnitud no sélo incorrecta porque el tiempo se mide en minutos sino porque ademds es una
magnitud de aceleracién que no de velocidad. Quizas aqui es ahora C. quien se deja llevar por
el dato conocido de que la gravedad es de 9.8 m/s” D. contesta ahora, haciendo caso omiso
de la indicacion incorrecta de C., que el ser humano cae con una aceleracién de 9.8, pero de
magnitud m/s; de nuevo un error quizas porque sigue pensando en 30, luego velocidad y en
segundos que es lo que siempre nombra C.

[127] C. ---- ¢A qué velocidad cae el ser humano por si sélo? Porque esa ve, si esa velocidad
excede ----

[128] D. Si, claro, si, el ser humano, la aceleracion era nueve coma ocho. ¢ ?¢ ?¢ Hombre, aqui
llega a 30, pero 30 é¢qué?, metros...

[129] C. Metros por segundo cuadrado.

[131] C. Treinta metros por segundo cuadrado ...y el ser humano cae a.... Ya sé que no estamos
en una clase de fisica.

[132] D. A nueve coma ocho.
[133] C. Nueve coma ocho por,
[134] D. metros por segundo

Para enredar la situacion un poco mas, ahora C. afiade los Newtons y los Kilos como si
estuviera pensando en Fuerza=masa - aceleracién (Newton es medida de fuerza y kilos de
masa) y quisiera compararla con la Fuerza que imprimiria una aceleracién de 9.8, pero dice por
Newton, luego yerra; después dice Kilos, que no es erréneo si damos por sentado que estd
pensando en multiplicar por metros por segundo cuadrado (notar que se solapa con D. luego
su Ultima magnitud de referencia es ésta). También podria interpretarse que cuando nombra
a Newton, se refiere a la segunda ley de Newton, esto es F=masa - aceleracién, lo que nos
llevaria también a entender que C. estd pensando en esta ley.

[134] [C. Por Newton, éno]
[136] C. ¢ No lo tenemos que computar en Kilos?
[138] C. Venga vamos a probar con 8 kilos.

D. que en este proceso asiente, pero sin conviccion, acaba recurriendo a lo que recuerda: en
caida libre, independientemente de la masa, la aceleracién es siempre de 9.8 metros por
segundo cuadrado (no es igualdad de fuerzas sino de fuerza/masa; aunque no creo que lo diga
porque esté entendiendo a C. ni busque comentar que como la masa es igual, la fuerza
también).

[139] D. Pero es que la aceleracion es verdad.
[140]C. La aceleracion de la gravedad es,

D. comenta que se estan equivocando en algo. No podemos analizarlo por falta de
informacién, no se oye bien en la transcripcion.
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[141] D. Si es que en algo nos estamos equivocando, porque si no, como se podria explicar que
haya tanta ¢ ?¢ ?, se quedaria ¢ ?¢ ?

[142] C. ¢?¢? dice eso.

Al margen de esto, D. revisa (con C.) la informacién sobre las magnitudes. En [143] D. asigna de
forma adecuada las unidades y magnitudes asociadas a velocidad y aceleracién, esto es,
metros/minuto y metros/minutos al cuadrado, respectivamente. Da la sensacion de que en la
voragine de la discusidn, se queda con la idea de que el valor de 30 es de metros por minuto al
cuadrado, razéon por la que acaba comparandola después con la de la aceleracién para
‘cumplir’ con el propésito original de C. que queria comparar velocidad de caida (no
aceleracién), con velocidad mdxima de montacargas (no aceleracién). Inician asi la
comparacién de 30 m/min’® con 9.8 m/s’. Para ello, D. divide 30 por 60 (que seria el paso de
m/min a m/s y no de m/min*a m/s’, lo que nos haria pensar que quizés comparan 30m/min
con 9.8 m/s, pero no tiene sentido porque en [148] D. habla de m/min?). Asi las cosas,
comparan 0.5 m/s (que no m/s?), con 9.8 m/s’, lo que les permite concluir que no hay
problema, que ‘la velocidad’ de 30m/min es adecuada y no excesiva. También dan como buena
la velocidad en t=6 de 90m/s (ahora comparan 90/60=1.5 m/s con 9,8 m/s°).

[143] D. Si estd en menos treinta, a ver, en verdad la velocidad estd en metros por minuto, la
aceleracion estard en metros por minuto al cuadrado, éno?

[144] C. A ver, la posicidn lo que es son los metros de altura.

[145] D. Si.

[146] C. Y la velocidad son los [D. por cada, y la t representa minutos]
[147] C. Pone minutos, tienes razon.

[148] D. ---- Si, y aqui supongo que serd la aceleracion que estard medido en metros partido
minuto cuadrado. Entonces seria para pasarlo a sequndos y podemos comparar con como cae
una persona. Seria, seria dividirlo por sesenta, por tanto seria 0.5, tu querias 9.8 y en este caso
el montacargas éste baja a 0.5.

[149] C. Entonces eso no es un problema.

[150] D. Tampoco es tanto, ino? Seria, a lo mejor en, [C. Es una ventaja.] subiendo llega a
noventa. Entonces seria [C. Un movimiento vertical] 1.5, tampoco.

[151] C. Sube rdpido y te escupe a una velocidad tolerable.

C. registrara en su manuscrito en la parte de ventajas que la velocidad de descenso no es
excesiva. D. no hard alusion al tema. Hace sin embargo algiin comentario mas, como si pensara
en modificaciones de la velocidad para ‘acercarse’ a 9.8 pero también lo desecha. [152], [153],
[154]. Es obvio que D. no ha entendido demasiado bien la comparacién. Remitimos al Anexo 3.
para la lectura de estas intervenciones.

Con esto finalizan el estudio de las ventajas y registran:

Manuscrito C. Ventajas: Sube rdpido, sdlo unos dos minutos; la velocidad de descenso no es
excesiva.
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Manuscrito D. Ventajas: tarda muy poco tiempo en subir.

D. empieza seguidamente a pensar de nuevo en las desventajas y retoma el tema de la
profundidad del pozo. Ambos lo acaban afiadiendo a sus manuscritos y achacan al modelo que
no se llegue, esto es ajustan el fendmeno al modelo (y no al contrario, salvo en la propuesta de
mejora). Como ya hizo la pareja A./B., ambas intentan al principio salvar al modelo. D. alude a
razones de seguridad y C. a la instalacién de la base del ascensor.

[155] D. Podriamos construir ¢éé?? para que llegue a cien. Bueno es que tampoco te dice si ¢ ???
Igual no es ni ¢??? No sabemos si es, también por seguridad no merece la pena bajar hasta
100.

[156] C. Es verdad que podemos dar por supuesto que los ultimos 20 metros son para, para
instalar el ascen, la base del ascensor, pero podemos suponer que es, que es por el modelo.

[157] D. Si, si.
[158] C. Entonces ponemos que podria llegar hasta los cien metros, ¢no?
[159] D. Ajustando, si.

[160] C. Que utilice aproximadamente cien metros, pueden ser tanto positivos como negativos.
[no sé aqui a qué se refiere]

[161] D. Claro, como a los treinta cinco [debe referirse a la velocidad, que podria subir (en valor
absoluto) a 35]

[162] C. Y entonces ya no tenemos la holgura ésa.

Manuscrito C. Desventajas: hemos dado por supuesto que los -80m se deben a la instalacion
del ascensor, es decir la base, en otro modelo se puede ajustar mds.

Manuscrito D. Desventajas: podemos suponer que el hecho de que el montacargas no
descienda hasta los 100m es consecuencia de la maquinaria del montacargas. Con otro
modelo de maquinaria podriamos llegar algo mds profundo.

Gina les recuerda el enunciado del apartado c) como también lo hizo con la pareja A./B.
aludiendo a que deben sefialar fortalezas y debilidades del modelo primario. Ellos continuaran
asi con el estudio de las desventajas.

[163] Gina. Aqui en este punto sefidlenme nom3s las debilidades y las fortalezas, é?¢7? ési?

D. retoma ahora al tema de que llegando a t=6, tanto la velocidad como la aceleracidn son
muy elevadas. Por su parte, C. comenta que lo que debe estar sucediendo es que o el
montacargas frena en seco (piensa en el fendmeno desde un punto de vista cualitativo) o sube
indefinidamente, ambas claras desventajas. A lo que D. comenta que la grafica de la velocidad
deberia ser mas suave llegando a t=6, que deberia estabilizarse (hacia cero) (analisis ipor fin!
cualitativo del fendémeno por parte de D.) y C. que la aceleracién deberia ser nula. Esta ultima
intervenciéon de C. podria interpretarse bien desde el punto de vista de un andlisis cualitativo
del fendmeno, bien matematicamente, dado que para que la velocidad alcance un maximo, la
aceleracién deberia ser nula. Recordemos que la conclusion de velocidad no excesiva la dieron
para el tramo de descenso, mientras que aqui, estan en el final del ascenso. Como suben, no
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hay posibilidad de comparacion con caida, luego buscan otras formas de analisis lo que les
hace recurrir al fenémeno.

[164] D. Y eso que sube a demasiada velocidad o que llega con demasiada aceleracion al
punto, al, al suelo

[165] C. Ahi una de dos y,
[167] C. casi una es peor que la otra, y es que ---- 0 que frena en seco o que sube para arriba.----

[168] D. Mira ahi [seiala con el boligrafo el dltimo tramo de recorrido de la grafica de la
velocidad] deberia descender un poco.

[169] C. Deberia estabilizarse.

[170] D. Que hubiera casi un [vuelve a deslizar el boligrafo sobre la pantalla haciendo un gesto
de suavidad hacia la horizontal del final de la curva representacién de la velocidad].

[171] C. La aceleracion deberia estabilizarse en cero.

Cuando ya parecen estar de acuerdo en que en t=6, hay problemas en el modelo original, C.
vuelve a plantearse si efectivamente es una desventaja lo que sucede con la velocidad. Alude a
que el transporte de mercancias podria permitir velocidades que no serian razonables si se
piensa en transporte de personas. Sus comentarios hacen que D. dude si en el modelo que
tienen, la velocidad desciende de nuevo desde t=6 o un poquito después (recuerda que se
habla en el enunciado de tiempo de viaje aproximado de 6 minutos). Su analisis del fendmeno
indica que la velocidad no puede ser maxima en el momento de llegada, que es cuando
deberia parar. Pero C. y D. asi lo confirma, le recuerda que es una funcién de grado 2 luego no
puede descender.

[176] D. Ya, pero, hombre, que la velocidad sea mdxima justo cuando llega, justo cuando
deberia parar [andlisis cualitativo], claro, el problema es que te dice,

[178] D. es que te dice aproximadamente la bajada en seis minutos, a ver si es que empieza a
descender o algo, no creo... porque no te dicen que sean seis exactos

[179] C. Una funcidn de grado 2 [D. Si, claro. Lo sé, lo sé] eso no va a descender ni de broma.

D. propone por ultimo afiadir como desventaja la diferencia entre el tiempo de bajada y el de
subida, como si debiera bajar en el mismo tiempo que sube. Recuerda también la desventaja
gue acaban de estudiar sobre que la velocidad de subida es muy elevada. C. intenta
convencerle de que sélo hay que fijarse en lo que sube (esto es en que la velocidad es elevada
y no para en t=6), por lo que D. no afadira como desventaja la diferencia en los tiempos de
descenso y ascenso. Termina su intervencion insistiendo no obstante en este punto y en que la
velocidad deberia descender al subir (hasta anularse en t=6). Dan aqui por terminada la
resolucidn del apartado c).

[181] D. Podemos decir como una desventaja también, la diferencia que tarda en bajar porque
son minerales, igual que sube a tanta velocidad, a tanta velocidad, podria bajar...

[182] C. No sé, yo creo que la velocidad estd bien, lo que hay que tocar es,

[184] C. lo que sube.
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[185] D. lo que sube ....y bueno tocar un poco mds para que se estabilizara un poco el tiempo
que tarda en bajar. Lo suyo es que descienda la velocidad cuando sube, no que, luego cuando...

Manuscrito C. Desventaja. El frenazo en seco del final (o su ausencia) puede resultar
peligroso para los viajeros o el equipo.

Ndtese que no dice que el modelo no es adecuado al fenédmeno, sino que el movimiento del
montacargas esta mal disefiado.

Manuscrito D. Otro problema que se puede observar en la grdfica, es que la velocidad es
mdxima justo cuando se llega al nivel del suelo. Un modelo mejor deberia controlar mejor la
velocidad.

Para cumplir con el apartado 1), se plantean ahora hacer una lista de especificaciones para
redisefiar el modelo del montacargas. C. habla de usar el apartado c) y D. asi lo corrobora.

[190] C. Tenemos por ahi una serie de ventajas y desventajas
[195] D. en el 1 ponemos simplemente lo que hemos dicho aqui, éno? [apartado c)]

Entre un comentario y otro, D. que ya debe haber leido el enunciado del apartado 2) comenta
que se trata de definir funciones para crear un nuevo modelo, y como primera propuesta, C.
habla de coger la primera parte del descenso como valida y afiadir otra ‘mds tranquila’ para la
subida. C. debe estar pensando asi en una funcion tal que la velocidad se anule en t=6 siendo
éste punto, un maximo de la funcién.

[191] D. Ah, has de poner funciones.

[192] C. Tenemos que definir una funcién a trozos. Facil, cortemos la parte de descenso de
antes y definimos...

[193] D. ---- para la de subida, otra que, que la supla ----
[194] C. Mas tranquila.

Dejando de lado el inciso sobre la propuesta de un nuevo modelo, sefialan seguidamente
como especificaciones: llegar a -100 ([198]); velocidad en t=6, posiblemente cero ([199]); de
nuevo estabilidad, esto es, que llegue a t=6 con velocidades cada vez menores, luego un
cambio de convexidad en la grafica de la funcién velocidad ([199] D.). A pesar de que ambos
parecen estar de acuerdo, no plasman en sus manuscritos lo mismo. D. no habla de velocidad
nula en t=6. C. vuelve a comentar que se basan en el apartado anterior.

[198] C. Podemos coger lo de antes esperamos que llegue hasta el menos cien éno? [...] Y
hemos quedado que la velocidad en seis tiene que ser menor...

[199] D. Claro, claro. [C. posiblemente cero] [sefiala el minimo de la gréfica de la velocidad],
claro, si, es que a lo mejor lo que podria hacer es aqui la velocidad aumentar [sigue con el
boligrafo y sobre la grafica de la velocidad en pantalla, el tramo que va desde el minimo hasta
el punto de abscisa 5 y pico, mas o menos], pero que llegara un punto, hasta aqui por ejemplo
y que desde aqui descendiera hasta cero, por ejemplo cuando estd subiendo entre 0 y 100
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cuando esta en 50 ahi la velocidad puede ser bastante alta pero ya cuando llega que estd
llegando ...

Manuscrito C. Crea un nuevo modelo. 1. Debe descender hasta -100 metros. La velocidad en
el t=6 debe ser 0 m/s. (sigue con las unidades incorrectas)

Manuscrito D. 1) - El montacargas llegara algo mds profundo; - Se controlarad mejor la
velocidad. La velocidad descenderd cuando se esté llegando al aire libre.

Después de la descripcion de D. en [199] (hablan de estabilidad en t=6 y para la que C. propone
velocidad =0), C. da una nueva propuesta de modelo: una funcién seno. D. comenta que lo
pensaran.

[200] C. No, si al final nos va a salir una funcidn seno.

[201] D. Seria ideal, vamos, que hiciera asi [sinusoidal]. Pues nada lo pensaremos.

Toca plantearse ahora un nuevo modelo, para el que se les propone a los participantes utilizar
una sola funcién o una funcion definida a trozos. Recordar que acaban de comentar la
posibilidad de una funcidn seno (o una sinusoidal), aunque no abordaran la validez de su
propuesta hasta un ratito después. Posiblemente el hecho de que se explicite la opcién de dar
una funcién a trozos como modelo, les separa de la opcidn del seno y les invita a propuestas
distintas por las que empiezan. Asi, de [205] a [207], C. y D. valoran una funcién para la
velocidad definida a trozos, dos o tres, de manera que sea del tipo, si no igual en alguno de los
tramos, que la que da el modelo anterior, salvo donde necesitan hacer cambios. D. propone
primero, copiar el modelo hasta el punto de abscisa t=4.5 0 5 y a partir de ahi proponer otra
funcién que descienda; mientras C. sugiere una para la bajada y otra para la subida. En ambos
casos continua. Ante la propuesta de C., D. sugiere tal vez, una funcién para bajar, otra para
subir hasta el momento en que fuercen una tercera para que descienda. Se sobreentiende que
en la bajada coincidiria con la del modelo y en la subida, habria que modificarla. Nétese que
piensan desde la modificacion de la funcidn velocidad y no de la funcion desplazamiento.

[205] D. Yo mds que nada lo que haria es subir, hombre, aqui deberia bajar y ya estd, si, bajar
[sefiala como antes desde la abscisa 5 mas o menos y sobre la gréfica de la velocidad, una
curva descendiente]. Entonces no sé si definir aqui la misma funcidon [sigue la curva hasta la
abscisa 5] y a partir de t igual a 4,5 6 5 una funcién que baje y ya estd. Que se desgrave,
entonces habria que buscarla.

[206] C. Yo habia pensado dos funciones, una de bajada y otra de subida. Si es una funcion a
trozos no podemos partirlo por ninguna parte intermedia, evidentemente.

[207] D. Yo a lo mejor dividiria un parte en la que baja, una parte en la que sube, para finalizar
la parte en la que ya estd cerca de ...

Para abordar esta posible solucion, representan graficamente la funcidon desplazamiento
primero y la funcién velocidad después (ambas del modelo original). Repasan los puntos
notables que el nuevo modelo deberia tener para el desplazamiento a propuesta de C. en
[209]: en cero imagen cero, asi como en seis, y un punto intermedio de imagen -100.
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[209] C. Si pensamos en los puntos que necesitamos, mds que nada tenemos los puntos
notables, eh... los puntos notables...

[211] C. ---- Aqui el cero va al cero, el seis va al cero y en algun punto intermedio tiene que
llegar a menos cien, eso en la posicion ----

En cuanto a la velocidad, D. propone, siguiendo la linea de sus primeras intervenciones, que
sea a partir de la cual arranquen el modelo (luego integrarian convenientemente para hallar la
funcién desplazamiento). C. sugiere asi (siguiendo las ideas de D. anteriores) una funcién
como la original pero que cambie la convexidad casi desde el minimo para que llegando a la
altura de la abscisa 5 aproximadamente vuelva a bajar. A lo que D. asiente marcando que
efectivamente podria mantenerse el minimo en t=2 con el valor que le da el modelo original,
pero haciendo que la funcién descienda antes de llegar al final. C. sugiere una funcién cubica
de manera que la funcidn desplazamiento (integrando sera una funcion polindmica de grado 4)
tenga sélo un minimo (debe referirse al intervalo [0,6]). Y D. comenta que también seria
posible definir una funcién a trozos de modo que en [0,5] se comporte como una parabola
concava y luego una por continuidad con otra funcion que no indica (duda) cudl podria ser
(s6lo sabe que quiere que descienda). La pendiente en el Ultimo tramo deberia cambiar (él se
refiere a que no fuera tan elevada, nosotros afiadimos cambiar de signo, que es lo que
graficamente sefialan cada vez). Notar que lo importante por el momento para ellos es no
salirse de la forma de la velocidad del modelo original salvo para rectificar el dUltimo tramo, lo
que es acorde con las ventajas y desventajas que en su momento sefialaron, asi como las
especificaciones para el nuevo modelo que sugieren en 1).

[212] D. Si quieres podriamos basarnos un poco en la velocidad y después ahi, ya estd, é?¢?
pasaraé?é?

[213] C. La grdfica de la velocidad nos tiene que salir mds o menos asi [traza la grafica
siguiendo la original, pero girando hacia abajo llegando a la abscisa cinco mas o menos; cambia
la convexidad de la curva por concavidad casi desde el minimo].

[214] D. Ahi mds o menos [abscisa t=5 aproximadamente]. Que la velocidad mdxima sea mds o
menos como la que, como la que estd bajando [marca el tramo de abscisa cero a dos sobre la
pantalla de la grafica de la velocidad], y de aqui empiece a descender y no que se [marca el
punto de abscisa t igual a 5 aproximadamente]...

[215] C. Aqui tendriamos que tener una funcion cubica para que la anterior pudiera ser una
cuart, una con t elevado a cuatro, con solamente un minimo.

[216] D. O podemos hacer en trozos, una vez elevado ... [cambia la forma de explicarlo] que
aqui este elevado al cuadrado [de cero a 5 aproximadamente una pardbola céncava y luego
una convexa:] y aqui elevado al...lo dificil serd que a.. hacerlo coincidir, que no haya ninguna...

[218] D. ---- que aqui la pendiente no sea tan, tan elevada --- [marca en la grafica de la
velocidad la parte de la derecha que ‘casi’ es como una recta; puntos de t=4 a t=5 mas o
menos].

C. propone dibujar con Matlab® una funcidn genérica con las caracteristicas que han
comentado, para ajustarla después a datos mas concretos, pero no sabe como hacerlo. D. que
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en un primer momento parece estar pensando en ajustar una funcién al uso, comenta que
dibujando, él tampoco sabe, asi que desechan la idea. Mirar Anexo 3., de [219] a [229].

En este momento, C. vuelve a representar la grafica del desplazamiento (tenian en pantalla la
grafica de la velocidad) y por un momento se desvian del analisis de la grafica de la velocidad y
se centran en él. D. es al principio un poco reticente y sefiala que no da mas informacion que la
de los puntos notables (realmente sdlo nombra la profundidad), pero enseguida entra con C.
en un analisis mas exhaustivo. Sugiere que el nuevo modelo deberia tener una pendiente (en
la parte final del recorrido) menos pronunciada, esto es mas suavidad. C. recuerda puntos de
corte con los ejes y que debe haber un punto intermedio cuya imagen debe ser -100. D. dibuja
entonces con los dedos sobre la superficie de la pantalla desplazando el minimo hasta el punto
de abscisa 3 y ordenada -100 e indicando que en la subida desde t=3 la pendiente deberia ser
menor de manera que descienda la grafica mas o menos desde t=6 y que en consecuencia la
pendiente tienda a cero. Ya empiezan a acercarse a una funcidn (gréfica) mucho mas suave al
menos en el tramo final y tal que la velocidad (pendiente) sea cero en la llegada, amén de
ajustarse a los puntos notables con 100 metros de profundidad. Lo que por el momento no
parecen cambiar (salvo porque en el dibujo trazado en la pantalla, D. ha desplazado el
minimo), es el descenso.

[230] D. Si. Si, vamos a dibujar primero la de la posicion, éo la de la velocidad?. Es que la de la
posicion lo unico que sabemos es que llegue a 100. Hombre ahi que no sean tan, la pendiente
que no sea tan inclinada si no...

[231] C. Sabemos que tiene que estar en cero y seis. Bueno.
[232] D. Si. Deberia hacer asi.
[233] C. Y en un punto intermedio tiene que llegar a menos 100.

[234] D. Claro, deberia hacer mds o menos asi [traza ahora con los dedos sobre la superficie de
la pantalla una grafica con suavidad como antes pero haciendo llegar el minimo a -100]. Y ah/
que no sea tan inclinado esto [ha desplazado el minimo a la abscisa t=3 y traza como una recta
con pendiente positiva y que pasa por el (6,0) para indicar que debe ser mucho mas suave la
subida] y que ahi descienda [desde el (6,0) mas o menos], aqui que la pendiente tienda a cero.

En este instante, C. habla de simetria, en tanto en cuanto propone quedarse con el tramo de
funcién de abscisas de 0 a 4 y reflejarla. Perderian entonces la profundidad de 100m (volverian
a 80m) y aunque no lo indica, el intervalo de definicidon pasaria a ser [0,8]. A D. en principio le
parece bien, pero comenta que no deberia empezar tan fuerte. Quizas aqui, D. esté pensando
en la suavidad de la curva que buscan.

[235] C. Si la hacemos a trozos y no nos importa que no llegue a menos 100 podriamos
simplemente coger esto [trozo de gréafica de abscisas de 0 a 4] y hacerlo al revés, o sea, lo
mismo.

[236] D. Si, si, vale. O la podriamos ajustar ahi un poco que no, que no empiece tan fuerte.

C. comenta ahora que interesaria que la aceleracién fuera un polinomio de grado 2. Se pueden
hacer dos interpretaciones a este hecho. Por una parte, si C. estd pensando en la propuesta de
la velocidad como una funcién cubica, entonces su derivada sale de grado 2 y la grafica de la
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aceleracién es una parabola. Si por el contrario, esta pensando en el fenémeno (tal y como
vienen haciéndolo hasta ahora), lo esperable es también que la aceleracién se comporte justo
de ese modo. La velocidad debe aumentar en el descenso desde el inicio (en términos
absolutos), para cambiar a disminuir (en el minimo de la velocidad) en el tramo que quede
antes de la parada en el fondo del pozo, llegar a este instante con aceleracidn (pendiente)
cero, y volver, ya en el ascenso a aumentar, para pasar a descender y volver a aceleracién
(pendiente) cero en la llegada a nivel del suelo. Esto fuerza dos raices en la funcion aceleracion
correspondientes a los dos momentos de cambio en la velocidad, luego en un polinomio de
grado 2. C. también recoge que la velocidad tendra tres ceros (salida, parada y llegada desde el
analisis del fendmeno), luego la cuibica que lo represente, debe ser una cubica con minimo de
expresion algebraica Ax*+Bx’+Cx (D=0 porque pasa por el (0,0)). Los parametros en esta
expresién no sirven para nada, pues no aportan informacion alguna sobre la dindmica de la
funcidén.

[237] C. También interesaria que la aceleracion sea cuadrdtica, cuadrada, te cuento, entonces
otra pardbola, entonces asi tenemos informacion mds o menos de la tres, de las tres grdficas.

[239] C. La velocidad tendrd tres, tendrd tres valores en cero.
[241] C. La velocidad serd A x al cubo mds B x cuadrado mas (C) x.

D. no participa apenas en la discusion, salvo para afiadir coletillas que no aportan informacion.
Parece que apuesta mds por definir una funciéon a trozos porque teme que si lo hacen
directamente no les salga. C. le convence de que lo intenten. También comenta que el rango
deberia estar entonces en valores de x superiores a 100 y D. le rectifica, superiores a -100.
Posiblemente esta ya dibujando en sus notas. D. consiente pues en buscar la cubica para la
velocidad primero, y con ésta, la funciéon desplazamiento y la funcidn aceleracién. También
debe estar dibujando la forma de la velocidad a grandes rasgos.

[242] D. ¢Si no hacemos al final ninguna, ninguna funcion?
[243] C. Pero eso es lo que pretendemos, tenemos que encontrar cudl es la, mds o menos...
[244] D. Es que a trozos...

[245] C. Si, podemos hacerla a trozos, pero, pero si lo hacemos todo de una... Esto no es hacer
un trabajo de mds, pero...

[246] D. Vamos, vamos a intentarlo a ver si nos sale.

[247] C. Mds o menos ya sabemos que esto tiene que ser mayor que cien para todo x, ¢no?
[le enseia sus hojas al compafiero]

[248] D. Si, ¢ menos cien?

[249] C. Mayor que menos cien. Vale.

[250] D. Claro, es encontrar, si, yo encontraria ésta y después intentamos ésta y ésta. Entonces
que tenga mds o menos esta forma la funcion.

Para buscar la funcidon cubica, C. centra la discusidn en la busqueda de puntos notables que le
permitan plantear un sistema de ecuaciones para hallar los valores de los parametros A, By C.
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C. comenta ahora que en la aceleracién espera dos raices (las que ya sefialamos en el analisis
anterior: dos por provenir de una cibica con minimo, o dos correspondientes a los cambios de
velocidad en la mitad del descenso y del ascenso). D. sin embargo, piensa en una al arrancar y
otra mas sobre la que no da detalles. En el andlisis cualitativo del fendmeno se advierte que en
la salida, la aceleracion no puede ser cero pues necesitamos el mecanismo que haga arrancar
el montacargas. Realmente es nula antes de accionar el mecanismo y en la primera fraccién de
segundo deja de serlo. En términos funcionales, la imagen en la salida es cero, pero hay un
salto de discontinuidad en cuanto se inicia el movimiento; sucede lo mismo en la llegada, en la
que debe haber un mecanismo que frene por completo el montacargas, pero este llega (en
términos infinitesimales) en desaceleracién con una aceleracidn constante, aunque
puntualmente, la aceleracion en la llegada pase a ser nula.

[251] C. ¢Y si ponemos en la aceleracion...?, tiene solamente eh, la aceleracion tiene dos, dos
puntos en los que es cero.

[252] D. Si, serd el punto desde el que arranca que se tenga y después otro, otro punto para las
X.

El analisis anterior no les aporta informacién valida para el cdlculo de los pardmetros, asi que
vuelven de nuevo al desplazamiento (y a la velocidad) y a los puntos notables de éstas.
Deciden, en primer lugar, escoger como punto intermedio sobre el que exigir el minimo del
desplazamiento al punto de abscisa t=3 y ordenada -100, cuya velocidad sera 0. La eleccion del
punto intermedio también genera debate por apreciaciones de indole fisica poco acertadas
que buscan salvar el modelo primario, esto es, encontrar explicacion a por qué el modelo
original descendia en mas tiempo que ascendia (mirar Anexo 3. de [262] a [272]). Convienen
también en que mantienen el tiempo en 6 minutos por viaje.

[255] C. Deberiamos dar por sentado algun valor de tiempo.
[256] D. Vamos probando.

[257] C. O podemos coger, podemos dar un valor de...queremos que baje, no sé, en tres
minutos, y por lo tanto para t igual a tres, la posicion tiene que ser menos cien [D. y a partir de
ahi ya podemos sacar] y la velocidad tiene que ser cero, y a partir de ahi ya sacamos un sistema
de ecuaciones, con las, con las tres...

[259] C. que tenemos.

[261] C. Y asi solucionamos también lo de que el, el movimiento es un poco corto.
[273] C. También cabe decir que mantenemos la, que lo de que dure seis minutos.
[274] D. Si.

Con esta informacién, C. repasa los puntos notables para plantear el sistema de ecuaciones. En
[276], y(3)=-100 y v(3)=0. En [278], f(0)=0, v(0)=0, f(6)=0y v(6)=0 (aunque no lo dice, se refiere
también a la velocidad, mirar manuscrito). Total seis ecuaciones. C. cuenta cinco en [280] pero
advierte su error en [282]. Dice necesitar 4 ecuaciones (quizas porque son las incognitas de la
cubica si se afiade una constante D, aunque da la sensacién de que sélo se acuerda de la
constante cuando integra; de hecho en su manuscrito aparece tachado el término Dx en la
funcién desplazamiento y no hay sefial alguna de constante D en la clbica de la velocidad).
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[276] C. En esa posicion la ecuacion [se refiere a la velocidad] tiene que ser cero y la posicion
tiene que ser menos cien ... [en t=3] ¢ ?¢?

[278] C. Creo que necesitaremos unas cuatro, éieh? Es raro, que, el que la posicion sea cero
aqui, aqui, y aqui'y aqui.

[280] C. Tenemos, tenemos este punto, este punto, este punto, este punto y este punto.
Tenemos cinco ecuaciones y necesitamos cuatro.

[282] C. Seis ecuaciones, ¢como no?

D. por su parte, habla de que lo que necesitan son tres ecuaciones (sabe que la constante D es
nula, lo que no le genera ningln conflicto, como ademas se ve después en [294]) y recoge
y(3)=-100, y(0)=0, y(6)=0 en [283]; v(6)=0 en [300] y nombra en [313] v(3)=0 (minimo). No
registrara en su manuscrito la condicién y(0)=0 porque es obvia.

[277] D. ---- Si se cumplen tres ecuaciones para uno. ----

[283] D. --- para la posicion en t igual a tres, menos cien; t igual a cero, y t igual a seis, cero...---
[300] D. Y después es que la velocidad en seis valga cero y...

[313] D. ---- para x igual a tres, si la velocidad vale cero ----

Manuscrito C. Seiala y(0)=0, y(3)=-100, y(6)=0; v(0)=0, v(3)=0, v(6)=0; y dos raices intermedias
en a. De hecho, utiliza e para indicar la abscisa del minimo en la funcidn velocidad y o para las
raices. Sigue dibujando con referencia los bordes de las ventanas de las graficas.

Proponemos que la parada sea en 3m, manteniendo el periodo en 6m. Luego tenemos que
AX*+Bx*+Cx, para x=3, =0; A/4-x*+B/3-x>+C/2-x* , para x=3, =-100;
A/4-x*+B/3-x>+C/2:x’, para x=0 y x=6, =0; AX*+Bx*+Cx, para x=0 y x=6, =0;

Manuscrito D.

Vamos a mantener que el trayecto durara 6 minutos. Buscamos una funcién en la velocidad
de la forma At*+Bt’+Ct=v(t), y(t)=1/4-At"+1/3-Bt>+1/2-Ct%.
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Queremos en t=3 At’+Bt’+Ct=0 --- 27A+9B+3C=0 --- 9A+3B+C=0
Queremos en t=6 y(6)=0 ---- 324A+72B+18C=0

Queremos en t=3 y(3)=-100 ---- 81/4-A+9B+9/2:C=-100

Queremos en t=6 v(6)=0 ---- 216A+36B+6C=0

Planteado ya el sistema de ecuaciones lineales, abordan su resolucién. C introduce en Matlab®
la expresion (genérica) de la velocidad e integrando obtiene la del desplazamiento (se
equivoca al no definir las variables A, B y C; mirar Anexo 3.) Al hacerlo, se da cuenta de que
debe incluir una constante en la cubica (de ahi que afiada en la funcién desplazamiento de su
manuscrito +Dx, aunque sigue olvidando que seria también +E). Como D. tiene claro que no
hay constantes ni en la férmula de la velocidad ni en la del desplazamiento pues en ambos
casos la imagen del cero es cero, le dice que no puede aparecer +Dx y que tampoco E. Tacha
entonces Dx en su manuscrito.

[291] C. No, falta la D.

[292] D. No, ahi seria mds que nada una constante [se refiere en la posicion]. Podrias
considerar una constante, pero no en funcion de x.

[293] C. Si, tienes razon. Seria una constante.

[294] D. Lo que pasa es que si queremos que en cero, valga cero...
[295] C. No hace falta constante ninguna.

[296] D. No, no hay que poner constante.

[297] C. Vale. Entonces lo dejamos asi.

La razén por la que C. introduce la funcién velocidad y calcula la funcién desplazamiento es la
de sustituir la variable t por los valores correspondientes para asignarles después su imagen.
Notar que C. no tiene, como es en el caso de D., las ecuaciones finales. C. no sabe cémo
plantear ahora el sistema de ecuaciones lineales en Matlab® y D. le acabara relevando. Mas
aun, C. comenta que no sabe siquiera sustituir en la ecuacién. D. aprovecha para revisar sus
condiciones, indicandole que le sobran dos de ellas (las que asignan el cero al cero tanto en
desplazamiento como en velocidad). Parece dudar con el hecho de que se queden cuatro
ecuaciones cuando sélo necesitan 3 (para 3 incdgnitas) [305].

[302] C. Y ahora, y ahora montamos el sistema de ecuaciones. ¢ Te acuerdas como se hacia?

[303] D. Si pones solve y entre comillas las cuatro ecuaciones, se supone que te dard la solucion
[escribe en Matlab® el comienzo de la sentencia] [sigue escribiendo y dice para si] en t igual a
seis...

[304] C. Asi no me dejard, habrd que poner los valores uno a uno.

[305] D. No por ejemplo, esa no hace falta. No porque en cero ird ... ya sabes que va a dar cero.
Realmente son, claro, como es A, By C con tres ecuaciones...

[306] C. Con una, dos, tres y cuatro, las que necesitamos.

[307] D. A ver, en x igual a seis.
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[308] C. x igual a tres, cero.
[309] D. xigual a tres, cero.

[310] C. x igual a tres menos cien, x igual a seis, cero y x igual a seis cero, y como no hay
constante, sabemos que para todo x cero, es cero.

De hecho, durante un momento D. valora qué ecuacion deberia sobrar (combinacién lineal de
las demds), mientras C. propone hacerlo a mano y D. interpreta que lo dice porque son
incapaces por el momento de dar con esa ecuacidn. C. insiste en hacerlo a mano y D. prueba
con Matlab®. Resefiar que ambos acaban haciéndolo de manera incorrecta. En el caso de C.
por errores de cdlculo y en el de D. se mezclan sintaxis incorrectas en el uso del Matlab®;
soluciones incompletas antes sentencias determinadas para la solucion de sistemas
homogéneos compatibles indeterminados y claro esta, el hecho de que D. no se da cuenta de
que efectivamente es erroneo a pesar de que tiene elementos para ello.

[311] D. Lo que pasa es que, a ver si hay tres incognitas, con tres ecuaciones, bueno si fuera,
[312] C. Cierto, pero cudl omitimos.

[313] D. Claro, deberia ser una que saliéndote implicard que saliera la otra. A ver, para x igual a
tres, que estdbamos en cero. A ver, para x igual a tres, si la velocidad vale cero, para x igual a
tres [se queda pensando cual podrian obviar]...

[314] C. ¢Y silo hacemos a mano?

[315] D. [rie]. Si el problema es ver, cudl, a ver cudl, informacion sobra.
[316] C. Yo voy a hacerlo a mano a ver qué tal me sale.

[322] D. Voy a intentar resolverlo aqui... [se refiere a Matlab®].

De [318] a [321], C. muestra su inquietud si no sale bien.

Resolucién a mano. Manuscrito C. En la tercera equivalencia matricial hay un error: F5-3/4
F,, da F5'=[0, 9/4, 9/4, -100].

3 2 |
.03 L0 27 9 31 0 27 9 31 0
3 3 32 2 3 |
7 3 e = 9 =1 -100 206 36 6 | 0
| = 2 | ~
6 6 61 26 T2 18 |0 20 72 18 4 0
643 632 é i 0 206 36 6 ! 0 - 9 S i-1w
27 9 3 0 |
|
0 -3 -18 1 0 27 9 3 0
‘ =| 0 -36 -18 10
0 -3 —-18 | 0 !
243 243 | 0 0 — 48681 | 164025
0 == - 270 T |
C = -5391
p = 18C _ s
- 36
A= _9327_ 3C _ 599

f=-0.74x"+8.98x>-26.95x*
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Resolucién con Matlab®. D. prueba a resolver primero el sistema formado por las tres

primeras ecuaciones, pero escribe mal los comandos de Matlab® al mezclar variables x, y, z (A,
B, C de la funcion cubica) con nuevas variables que define a, b, c. Posiblemente empezd
pensando en poner como variables a, b, y ¢, y de hecho asi es como comienza en Matlab®,
pero luego, al escribir las ecuaciones utiliza mezcladas, x, y ,z con b y c. Matlab® resuelve y
almacena la solucidén en una estructura de datos, soluciéon que se recupera si se etiqueta con
sol, por ejemplo a solve(.....), esto es sol=solve(....) y luego se le pide explicitamente los
valores: sol.x sol.y sol.z. D. que debe desconocer esto, manda resolver el sistema teniendo
como variables a x ,y ,z, con lo que b y ¢ quedan como valores paramétricos. Asi las cosas,
realmente resuelve un sistema de tres ecuaciones y cinco incégnitas, que sale compatible
indeterminado con 2 grados de libertad (b y c) y para el que en este caso, si da la solucién,
habida cuenta del tipo de sentencia que utiliza ([x,y,z]=solve(....)) para la que la solucién si se
explicita.

>>syms a b c [define como variables a,b,c, pero no x, y,z]

>> solve('9*x+3*y+z', '324*x+72*y+18*Z', '20.25*x+9*b+4.5*c=-100') (comando que sirve para
resolver un sistema de ecuaciones lineales; cuando la ecuacién estd igualada a cero, no hace
falta ponerlo, éste es el caso de la primera y la segunda ecuacidn)

ans =
x: [1x1 sym]
y: [1x1 sym]

z: [1x1 sym] [soluciones guardadas en estructura de datos, de tamafio 1; hace falta pedirlas
explicitamente al programa para verlas]

>> X
??? Undefined function or variable 'x'.

>> [X, y, z]=solve('9*x+3*y+z', '324*x+72*y+18*z', '20.25*x+9*b+4.5*c=-100") [al afiadir [x,y,z]
el programa no sélo entiende que son ya variables, si no que ademas son las variables en
funcién de las cuales se pide resolver el sistema de ecuaciones]

X = - 0.44444444444444444444444444444444%D - 0.22222222222222222222222222222222%c
-4.9382716049382716049382716049383

y =4.0%b + 2.0*c + 44.444444444444444444444444444444
z=-8.0*b-4.0*c - 88.888888383888383888388883888888889

C. que al hacerlo a mano, trabaja con las 4 ecuaciones, le propone a D. que lo haga también él
asi en lugar de con las tres primeras ecuaciones, dado que no le ha dado una solucién
‘satisfactoria’. D. lo intenta de nuevo, pero el sistema le da error. Lo que esta sucediendo es
que soélo ha asignado tres variables de salida para un sistema ahora de cuatro ecuaciones y
cinco incoégnitas, que requiere pues de 4 incognitas de salida (sélo tiene asignadas x, vy, z).

[329] C. Yo he metido.. yo lo estoy haciendo con las cuatro, no sé si me saldrd.

[330] D. Vale ponemos las cuatro.

[331] C. cQué te ha salido?
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[332] D. ---- No, no me resuelve.----
>> [X, y, z]=solve('9*x+3*y+z', '324*x+72*y+18*2', '20.25*x+9*b+4.5*c=-100',
'216*x+36*y+6*2')
??? Error using ==> solve at 209

4 variables does not match 3 outputs.

Prueba ahora a quitarle la condicién y(3)=-100, posiblemente porque en el enunciado se habla
de que se llega aproximadamente a una profundidad de 100. Es obvio que esta decisidén es
fatal, ya que estd en la esencia del modelo fijar el minimo para la velocidad. Se queda asi con
un sistema homogéneo, luego compatible, para el que Matlab® da Unicamente la solucion
trivial cuando el sistema es realmente compatible indeterminado. De hecho, la sintaxis que D.
habia asociado al sistema es la responsable de esta situacién ya que determina que
proporcione una Unica solucidn. Esto termina por despistarlos y D. acabara abandonando.

[332] ---- ¢Quieres que quitemos otra ecuacion y ya estd?----
[333] C. ¢Y otra posibilidad?,

[334] D. Es que yo creo que no, que asi no, no va a dar eso, ieh? Tenemos que, eh..., hacerlo
mads sencillo y ya estd. Entonces...

[335] C. Podemos quitar la ecuacion de menos cien, que eso es realmente lo que menos
importa, la velocidad tiene que ser cero en x igual a seis, ¢no?

[336] D. Vale va, le quito la condicion de cien que tampoco influye demasiado. Da todo cero.

>> [X, Y, z]=solve('9*x+3*y+z', '324*x+72*y+18*2', '216*x+36*y+6*2')

x =0 y =0 z=0
Comentan elegir otras tres ecuaciones, pero D. desiste y deja el trabajo a C., que sigue con su
resolucidn a mano. En un primer momento, C. piensa que la soluciéon del sistema de
ecuaciones va a salirle en funcion de landa, esto es, compatible indeterminado. Debe ser en el
momento en que segunda y tercera ecuacién pasan a ser iguales en el proceso de

escalonamiento de Gauss. En este punto, deberia(n) haberse dado cuenta de que o bien habia
un error en la resolucidn ultima de D. con Matlab® o bien en la suya.

[342] C. Porque si tienes posibilidad de poner éste en lugar de poner el ultimo.

[343] D. Bueno, vamos a ver eso [se refiere a la resolucién de C.], y si no pues vamos probando
y ya estd.

[344] C. Esto no me gusta.
[348] C. En funcidn de landa me va a dar.

Aunque C. continuard en paralelo y de forma intermitente con la resolucién a mano del
sistema de ecuaciones. D. por su parte, propone trabajar con un seno y C. conversa al respecto
con él. Mas concretamente, D. comenta que pueden suponer que en vez de utilizar la cubica
(se refiere realmente a A, B y C), podrian coger una funcion menos seno, que se anula tanto en
cero como en 1, y que cubre un dominio de 2m (que si bien no es 6, parece que le vale). Basta
recordar que ya en su manuscrito, tenia recogida la forma que buscaban para la velocidad y al
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menos en comportamiento, se asemeja mucho a la funcién que ahora propone. Mas aun, en
[200], [201] ya habian comentado esta posibilidad. A C. no le parece mala idea y sugiere
multiplicarlo por 100, seguramente pensando en el valor maximo del desplazamiento; D. que
recuerda que se refieren a la funcién velocidad y que parece entender el significado del
pardmetro amplitud, le corrige y le propone multiplicar por 30. También podria ser que lo que
hubiera pensado realmente es que cuando el seno es 1, —seno es -1, luego basta con
multiplicar por 30 para llegar a -30.

[349] D. Y si suponemos que en vez de subir y bajar con estos pardmetros, cogemos la funcion
seno de t, que se anula en cero, en i, y asi tenemos 2t que es seis coma dos ocho.

[350] C. No estaria mal.
[351] D. Que la velocidad fuera asi.
[352] C. Y lo multiplicamos por cien, ¢no?

[353] D. Ah, claro, tendria que llegar a cien. Claro, multiplicamos para que llegue a ... Bueno,
pero esto es la velocidad. Realmente, claro. Nosotros ya en el menos uno lo multiplicamos por
treinta.

C. le pregunta entonces por cdmo quedarian velocidad y aceleracién en ese caso (se equivoca
de nuevo, ya tiene la velocidad y le faltarian desplazamiento y aceleracién) a lo que D.
responde calculando la integral a propuesta de C. También ee equivoca en el célculo. Si v(t)=-
30sent, entonces y(t)=30cost.

[354] C. ---- é¢cdmo acabaria la velocidad y la aceleracion ?----
[355] D. A ver, la velocidad seria mds o menos asi. Entonces seria,
[356] C. Integral.

[357] D. Integral, tendriamos que seria mds o menos, treinta por el seno, asi que seria menos
treinta coseno.

[358] C. Eso igual seria otra idea pero,

[359] D. Aun asi. Tenemos que el desplazamiento seria mds o menos asi, mds o menos asi...
[como procesando]

[360] C. Tiene sentido. Mira que si lo que habiamos dicho antes va a ser la solucion [se refiere a
la intervencion [200]).

Al pensar en la aceleracidn, D. se da cuenta de que coincide con el desplazamiento (deriva bien
a(t)=-30cost; pero antes habia integrado mal), lo que le hace dudar porque no concuerda en
absoluto con las ideas que tiene preconcebidas (recordar los dibujos de su manuscrito). Llega
incluso a preguntarse si es correcta la integral (da en el clavo, pero se da cuenta mas adelante).
En esas condiciones, habria que desechar la idea. C. por su parte propone coger x/2 como
angulo para que tarde el doble en llegar (se refiere al periodo lo que indicaria que conoce el
significado del pardmetro B en sen(Bx); intervenciones posteriores indican que no es asi). Al
fijarse en que la funcidn seno ya cubre todo lo que necesita (recordar grafica) lo desestima.
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[361] D. Lo que no cuadra es que, que, que claro si tu, es que claro, te saldra la misma funcion
para la aceleracion y para, bueno, te sale esto, bueno, ahora he visto que no, cuando tu
integras te sale esto ¢no?

[362] C. ¢y si hacemos media x? No sé decirte, que tarde el doble en llegar. Realmente el seno
es esto, entonces no nos sirve.

Hay un tiempo de reflexion y trabajo en que C. vuelve al sistema y D. al seno. En un
intermedio, D. le pregunta a C. si ha hecho el sistema quitandole la condicién de -100 (la que él
quito y le dio un sistema de solucion trivial) a lo que C. responde que no, que de hecho la
ecuacion es linealmente independiente de las otras, cuando no es ese el caso con las tres
primeras. Esto da pie a que D. sepa con certeza que tienen un error: o en Matlab® o C. en su
resolucidn. C. parece conformarse y D. también. Al menos tienen hasta ahi.

[364] D. éLo has hecho quitando la condicion de cien?

[365] C. La condicidn de cien nos sirve para conseguir algo, sobra una de estas.
[366] D. Vale. Vale pues entonces lo tenemos mal.

[367] C. Da igual, recupe, mientras tengamos hasta aqui, no estd mal.

[368] D. Si, si.

Otro tiempo para el trabajo individual y D. rectifica y se da cuenta de que la solucién del seno
es correcta (debe haber vuelto a integrar o derivar y comprobar el inverso, que es lo que se
suele hacer en estos casos). Ya ‘respiran tranquilos’, lo podran asi.

[369] D. Ah, no, espérate. Estd bien, estd bien. Podemos usar ésta.
[370] C. jQué bien, nano!

[371] D. Si, si, estd bien. Si pones en la velocidad menos treinta seno de x... Ahora que me ha
vuelto a salir, lo ponemos asi'y ya estad.

D. le explica a C. en [378] por qué es valida. Se apoya para ello en dos de las tres graficas que
tiene en su manuscrito, matizando incluso que lo que vale es la forma que tienen, porque en el
caso del desplazamiento (es la que matiza), habria que bajarla al cero (misma gréfica salvo
desplazamiento vertical). C. propone empezar el andlisis desde el coseno (desde el
desplazamiento) y sugiere coseno menos, cien coseno menos, cincuenta coseno menos cien
(casi seguido). Da la sensacién de que esté pensando rapidamente en lo que necesita. La
amplitud para llegar a cien (a la tercera acierta pero sin ayuda, lo que hace pensar que sabe lo
que busca pero tarda en procesarlo) y el parametro desplazamiento vertical para empezar en
cero. No parece que esté dialogando con D. sino que es una reflexion personal en voz alta. D.,
que intenta ayudarle, piensa en el desplazamiento vertical también, pero se equivoca al
sefialar la velocidad en lugar del desplazamiento, indicando que empieza en cero.

[378] D. Yo pondria esto en ésta. Mira, ves, si pones, si pones esa de menos treinta seno, hace
asi la de la velocidad. Su integral te hace asi, que sdlo... te hace asi [esta dibujando mientras
habla, C. mira] que es: aqui llega y empieza a subir, que es como mds, mds o menos parecida a
esto [sefiala alguna otra grafica que tiene en otra hoja, quizas sea la del enunciado], bueno,
seria en cero.
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[379] C. Ponemos ahi, porque realmente en lugar de un seno coges un coseno y asi ya te vas
arriba del todo. Coseno menos,

[380] D. Vale, vale, bien.

[381] C. Cien coseno menos,

[382] D. Bueno, que deberia empezar en cero, en velocidad cero, ¢no?
[383] C. menos cien. 50 coseno menos cien.

Ya estdn convencidos. C. propone tachar la solucién de la cubica, D. asiente, aunque C.
comenta que cuando la acabe podrian poner las dos. Recordemos que C. aln no ha terminado
la resolucién a mano. En sus manuscritos finales, C. optara por poner esta solucion y dejara la
funcién trigonométrica para la generalizacion del modelo, mientras que D. sélo recogera esta
solucidn tanto en la creacidn de un nuevo modelo como un intento de generalizacidn para el
apartado de Aplica tu modelo.

[385] C. cQué hacemos tachamos esto? [se refiere a lo del sistema de ecuaciones]

[386] D. Tachamos y ya estd.

[387] C. Si.

[388] D. ¢ Tu lo habias escrito o algo?

[389] C. Si, bueno, cuando ya termine.... podemos terminarlo y poner las dos posibilidades.

Durante un rato D. representard variantes de la solucién propuesta en Matlab® para dar con la
definitiva mientras C. termina el sistema, aunque no obstante (no se puede saber si después
de acabarlo o entre medias), también conversard con D. en el desarrollo de esta busqueda. D.
no empieza con la ultima propuesta de C. a saber 50cos(x)-100, sino que juega primero con los
parametros 30 y 60 a pesar de que esta describiendo el desplazamiento (usa coseno). Parecia
que D. conocia el significado de la amplitud (mirar [353]), sin embargo prueba con A=30 y
A=60; quizds al desconocer el comportamiento del parametro desplazamiento vertical se
pierda, o realmente no lo conoce tal y como sefialamos en su momento al decir que D. podria
haber pensado en —30senx porque si sen(x)=1, -sen(x)= -1,que por 30 da -30.

e Analisis de y=30cos(x): Amplitud: |A|=30 (la grafica de cos(x) se dilata 30 unidades e la
direccion del eje OQY): Periodo:2m; Misma grafica que la del coseno pero de rango [-
30,30]. Los maximos pues en y=30.

>> x=0:0.001:6; y=30*cos(x); »
plot(x,y) [representacion en [0,6] »
con una particién de 0.001] 0

e Analisis de y=30cos(x)-30: Amplitud: |A|=30 (igual que la anterior); Periodo: 2rt (igual
que la anterior); Desplazamiento vertical D=-30 (la gréafica 30cos(x) se traslada 30
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unidades en la direccion del eje OY hacia abajo, luego rango [-60,0]. Misma grafica que
30cos(x) pero con los maximos en y=0.

D. debe andar confundido, ahora mezcla 30 y 60.

e Analisis de y=60cos(x)-30: Amplitud: |A|=60 ; Periodo: 2m; Desplazamiento vertical D=-
30 --- la gréfica esta desplazada 30 unidades del eje OX y en la direccion del eje OY
respecto a la funcién y=60cos(x), luego rango [-60-30,60-30]=[--90,30].

En este momento se incorpora C., cuando probablemente ha acabado con la resolucién del
sistema de ecuaciones. Pregunta a ver como sale, tal vez pensando que D. representara
50cos(x)-100 que era la propuesta que habia hecho hace un rato. En el momento en que se lo
dice, D. cierra y=60cos(x)-30, la modifica y pone y=60cos(x)-60. C. se rie, el minimo esta en 120
y ‘te estrellas’. D. sefiala que comienza en cero (algo ya ha avanzado porque tanto
desplazamiento como velocidad deben empezar en cero).

[393] C. Ahi estd. Vamos a ver qué tal sale.

[394] D. Vale, si pones ésta, a ver como sale. Mira, empieza en cero [sefiala con el dedo en la
pantalla]

[395] C. Y acaba en ciento veinte, te estrellas [rie].
® Analisis de y=60*cos(x)-60 [amplitud 60; periodo 2m; desp. vert -60; rango [- 120,0]]

>> x=0:0.001:6; y=60*cos(x)-60;
plOt(X,y) =

100

20

0 1 2 3 4 5 6

Parece que D. no se aclara con la amplitud y el desplazamiento vertical, que juntos, hacen
variar el rango. Busca un rango de -100 a 0 pero no se hace aun con él. La clave la da C. en
[397] y en [402]. D. probara primero con 60cos(x)-50 y dado el desfase de 10 que queda por
acortar, intuye que también debe variar el otro, por lo que opta por 50cos(x)-50. Cuando C. lo
expresa abiertamente, poner 50 y quitar 60; D. lo hace en términos de modificar pendiente. D.
da por buena y=50cos(x)-50 en [403].

[396] D. Ah, no, seria...
[397] C. Por lo menos 50.
[398] D. Vale, seria...
e y=60*cos(x)-50; [amplitud 60; periodo 2m; desp. vert -50; rango [- 110,10]]

[399] D. Ay, no, espera. Vale pero seria ahi... [sefala que estd por arriba de cero, en 10 en el eje
de ordenadas]

[400] C. [sefiala en la pantalla sobre la Ultima sentencia de Matlab® el valor sesenta] Es que ahi
hay que quitar el sesenta,
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[401] D. No, quitar, quitar pendiente.
[402] C. [vuelve a seiialar el mismo sitio] y poner cincuenta.
[403] D. Mira, es ésa. Yo pondria ésta: 50 coseno menos 50.
e Analisis de y=50*cos(x)-50: amplitud 50; periodo 2m; desp. vert -50; rango [- 100,0].

>> x=0:0.001:6; y=50*cos(x)-50; o
plot(x,y)

o 1 2 3 4 5 [

C. le pide que la comprueben, esto es, que revisen las especificaciones (escritas o pensadas o
comentadas) aunque no menciona el apartado 3). Quizds sea por propia iniciativa, cosa
totalmente razonable. A partir de [405] y en varios momentos no continuos en el tiempo,
comprueban que para la funcidon desplazamiento, funcidn velocidad y funcién aceleracidn
asociadas se cumplen dichas especificaciones. D. no lee el enunciado de 3) hasta [465],
momento en que si centran su atencidén realmente en la comprobacidn. Este primer
acercamiento es rdpido y sélo compete a la funcién velocidad. Parecen observar Unicamente el
aspecto de la grafica que concuerda con lo que esperan de ella.

[404] C. Mira a ver si funciona.

[405] D. Ahora si quieres la revisamos y eso. A ver si cambiamos esto y esto, seria menos,
menos... [escribe en Matlab la sentencia para representar -50sen(x) y una vez representada,
sigue la grafica en el aire con el dedo]. Aqui la velocidad desciende, si. Yo creo que si.

e Anadlisis de y=-50sen(x): Amplitud: 50; Periodo: 2m; Ademas v(0)=0; v(6) ‘casi’ O,
realmente v(2m)=0; v(3) ‘casi’ 0, realmente v(m)=0. Nota: ellos ain no han hecho este
analisis detallado, aunque con la vista de la grafica es casi obvio.

>> x=0:0.001:6; y=-50*sin(x); plot(x,y) 5

Dejan ahora de lado la solucién trigonométrica y vuelven al sistema de ecuaciones. C. ya tiene
su solucién (errénea), a saber, y=0.74x*+8.98x%-26.95x’. La representan aproximada
y=0.75x*+9x>-27x’ y les convence bastante, salvo por el hecho de que llegue tan sélo a 60m de
profundidad, lo que confirma que estd mal resuelta. D. intenta representar la velocidad
asociada a esa funcién desplazamiento pero le da un error en Matlab® y habida cuenta de que
es errdnea lo dejan estar. El error consiste en pedir la representacion de una funcion definida
por la derivada de otra. Deberia haber hecho primero el calculo y luego pedir la grafica. Asi las

99



cosas, optan definitivamente por la solucién trigonométrica. D. tacha la parte correspondiente
al sistema de ecuaciones en su manuscrito y C. la mantiene y afade en él:

Manuscrito C. Con esto sélo alcanza h=-60.

[406] D. Representamos esa funcion, a ver si sale. Si nos ponemos... A ver. Dime ¢ ?¢?, dime.
[407] C. A lo mejor me sale lo mismo que a ti, pero..

[408] D. No, a ver si se ajusta, lo ponemos. ... Espera

[409] C. Tienes que poner, menos cero setenta y cinco,

[411] C. mds 9, mds 9 t al cubo, menos 27 x cuadrado.

x=0:0.001:6;y=-0.75*x.4+9*x.A3- 27*x."2; o
plOt(X,y) -0

&0

70
0

[412] D. No estd mal, la verdad es que llega...

[413] C. Fijate, es que fijate, que no llega a cien, ipor qué no llega a cien?, ¢dénde me he
equivocado?

[416] D. A ver
>> x=0:0.001:6; z=diff(-0.75*x.24+9*x.13-27*x./2); plot(x,z)
??? Error using ==> plot

[417] C. ¢A cudnto llegaba, a sesenta?

[418] D. ---- La tuya si. ----

[419] D. Esto lo quitamos y ya estd.

[420] C. Yo voy a dejarlo ahi.

[421] D. Si, dejamos algo y ya estd. [no lo hace] Entonces, yo la que he puesto es esta:
cincuenta coseno...

A partir de ahora, D. representa y=50cos(x)-50, v=-50sen(x) y a=-50cos(x) y comprueba que el
comportamiento cuadra con lo esperado (graficas de su manuscrito ya comentadas). Parece
sorprenderle la grafica de la aceleracidn, pero enseguida la lee en términos de crecimiento y
decrecimiento de la velocidad, lo que le permite constatar que es correcta.

[423] D. Que sale esto [D. vuelve a representar el desplazamiento], eso. Si se representa mds o
menos,...

[427] D. ---- menos cincuenta seno de x... a ver...----

[429] D. Y ahora la aceleracion, hacemos la representacion é¢o qué? Lo representamos a ver
como sale y ya estd. Esto seria menos cincuenta coseno de x.
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[430] D. Uf, mola [rie].
[431] C.Qué es?

[432] D. La aceleracion. Ah, bueno la velocidad y la posicion son ¢ ?é?. Ah claro es porque aqui
la funcion es decreciente y la aceleracion es negativa, aqui la velocidad empieza a crecer y ahi
que es cuando ya estd llegando la velocidad decrece y por tanto la aceleracion es negativa.

>> x=0:0.001:6; y=-50*cos(x); plot(x,y) 50

40

50
o

1 2 3 4 5 6

Manuscrito D. Podemos considerar la funcién y=50cost-50. La velocidad v(t)=-50sin(t) i a=-
50cost. Las grdficas son las que aparecen arriba. t € [0,2rt].

C. por su parte, se embarca en averiguar cdmo podrian modificar el dngulo para adaptarlo no
s6lo a un tiempo de iteracidon (como él lo llama) de 6 sino a cualquiera. Sigue en la linea de
[362]. Dejamos por el momento de lado este episodio que se intercala con el de revisidon de
especificaciones para volver mas adelante a su analisis. Llega el momento en que D. lee el
apartado 3). y toman conciencia de que se les pide poner por escrito que su modelo
efectivamente cumple lo que buscaban. D. no habia afadido nada al respecto en su
manuscrito (a excepcién de que las funciones elegidas tenian por graficas las mismas que
sugerian sus especificaciones). C. tampoco, y de hecho, y como ya habiamos indicado, nunca
recoge la solucidén al apartado 2) con la funcidn trigonométrica ni al apartado 3). Digamos que
opta por dar un modelo mas general (que tiene que ver con el cambio en el angulo que
comentabamos antes) que serviria para 2). y para la parte final de la tarea en que se les pide
generalizar el modelo.

[442] D. Y en la dultima, épor qué tu modelo satisface...ponemos .... En lo de por qué tu modelo
satisface las especificaciones del problema, no hemos puesto ninguna, ¢no?

[443] C. Hemos acertado en el c). [Rie]

También C. revisa las graficas. En principio, parece que porque estd haciendo cdbalas para el
cambio de periodo, aunque esta situacidn le lleva junto a D. a revisar mejor el comportamiento
de la funcién velocidad, que es cuando D. ya debe estar escribiendo la respuesta a 3). Los
comentarios sirven para reafirmarse y permiten afiadir algo nuevo a la respuesta. Se tarda el
mismo tiempo en bajar que en subir, el cambio se hace en consecuencia en un punto
intermedio (abscisa t=m), y al finalizar el montacargas frena (v=0, que no aceleracion). El
intervalo de definicién es [0,2m].

[449] C. Esta es la grdfica de la velocidad, decreciente, sube [...] ¢no tenia que tardar mds en
alcanzar menos cincuenta en velocidad?

[450] D. No, por eso ahora tarda un poco menos en bajar, bueno tarda un poquito mds en
bajar, tres coma poco, que es i, claro es .
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[451] C. ---- Bueno pero, al menos eso se alcanza en el punto intermedio, no sé€, del trayecto,
después se frena... ----

[459] D. Si, el trayecto en este caso duraria seis minutos, seis, veintiocho.

Manuscrito D. La velocidad desciende llegando al final, siendo 0 cuando se llega al suelo. Se
tarda prdacticamente el mismo tiempo en subir que en bajar, y se llega a una profundidad de
100 metros como queriamos.

Tal y como hemos sefalado antes, C. estaba inmerso en un analisis del parametro por el que
debe multiplicar al angulo (nuestro B en y=Acos(Bx+C)+D) que le permita una generalizacion
del modelo para cualquier tiempo de iteracién (periodo). Arranca bien su andlisis, pero en un
momento determinado, se pierde hasta el punto de acabar sin dar con la clave. En los
instantes en que D. atiende a sus reflexiones, parece llevarle la corriente, pero acaba
admitiendo que no esta entendiendo nada. En [414] C. propone intentar trabajar con coseno
de landa. Yerra en su primer analisis, pues landa no va a ser el tiempo de iteracién, pero se
puede sobrentender que busca modificar el dngulo para recoger cualquier variacion en el
intervalo base de definicidn, eso si, siempre que no sea de hecho, demasiado corto, lo que
haga que se baje o suba demasiado deprisa. Aunque en [427] D. le dice explicitamente que
después, que mas tarde, C. no puede evitarlo y cada poquito, vuelve sobre el tema. De ahi que
las intervenciones parezcan intercaladas en funcion del tema que se trate. D. con las
especificaciones, C. ayudando de tanto en tanto, y C. también con el problema del cambio de
periodo.

[424] C. Espérate, lo que podriamos hacer, es aqui, intentar, coseno de landa menos cincuenta,
de manera que landa sea el tiempo que, el que quiere,

[425] D. El que quiere la,

[426] C. pero ponemos como recomendacion que, que debe mantenerse en cierto intervalo
para evitar que, que o caiga muy rdpido o que suba muy rdpido.

[427] D. Vale, entonces ponemos.... Si. Dibujamos con un modelo general esta funcion pero
después... ----

[428] C. Y después ese landa ya lo definimos teniendo en cuenta cudl es el tiempo indicado.

Desde este punto [433] y en adelante y hasta que C. (y D.) abandonan este tema [492], nos
resultan incomprensibles sus razonamientos relativos al cambio en el periodo, razén por la que
remitimos al Anexo 3. para su lectura en caso de interés y al manuscrito correspondiente en el
Anexo 5. La parte de este tramo relativa a las especificaciones es de clara comprensiény ya ha
sido recogida anteriormente.

C. y D. tienen que ir terminando, en [485] y [486] ya habian comentado que casi no les
guedaba tiempo. Coincide casi con el momento en que Luis les pregunta cémo van.

[485] D. Ya estd, es que no tenemos tiempo.
[486] C. Yo también tengo que coger un autobdus.
[487] D. Yo como mucho diez minutos mds.

[493] D. Vamos a ver lo ultimo y ya estd.
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[494] C. Si

[495] D. Vale.

[496] Luis. Bueno, éestdis ya?

[497] C. ¢Qué?

[498] Luis. ¢ Qué estdis ya o todavia seguis?

[499] D. Si no, ya esta.

[500] C. Casi, casi éa ver dice algo mds?

[501] D. No ya estd, eso sdlo claro.

[502] D. Casi estd terminado. Estd terminado, por lo menos el sequndo.
[503] C. Todavia no, pero vamos a descifrar como se hace.
[escriben]

Rematan aqui, D. recoge muy por encima la idea de generalizacién de C. y C. por su parte
entrega el manuscrito con las notas que debe haber estado tomando en el transcurso de sus
pesquisas con el landa:

Manuscrito D. Aplica tu modelo. Podemos tomar y=cos(A)-50 (A variaria), segun lo que
queramos que dure el trayecto. Se llega a los 100m de profundidad. Para saber el mejor valor
de A, necesitariamos mds datos.

Manuscrito C. Tenemos la funcién 50cos(1/2)-50 [debia querer poner cos(x/2)], cuya grdfica
es similar a la deseada (llegando a los 100 metros de profundidad). Las grdficas resultantes
son

Para variar la velocidad de iteracion, hay que cambiar el término x/2 de manera que

x —> t[on]; x/2 — t:[0,2n]; x/n —> t:[0,nm].

4.2. Un analisis macroscopico o un ‘regreso’ a lo microscépico.

Tal y como sefiala Puig (1996) en el contexto de resolucion de problemas, los
procedimientos de andlisis de protocolos que estaban en boga en los afios setenta consistian en
la elaboracion de listas en ocasiones minuciosas y con pretension de ser exhaustivas de
conductas propias de la resolucion de problemas y de esquemas de cddigos para
representarlas, con las que se calificaban luego las conductas recogidas en los protocolos
produciendo ristras de simbolos como descripciones de ellos. Estas ristras de simbolos se
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examinaban después con procedimientos estadisticos en busca de regularidades. El esquema
de andlisis elaborado a mediados de los 80 por Schoenfeld pretendia describir el proceso de
forma macroscopica y no microscopica como lo hacian los trabajos de la corriente anterior.
Para ello, introdujo la idea de dividir el protocolo en episodios, definiendo éstos como
secuencias de conductas que son todas de la misma naturaleza. Esa definicion de “episodio”
tiene que estar acompafiada para que tenga sentido de una definicion correspondiente de
cudles son los tipos de conducta distintos que se van usar para calificarlas y segmentar asi el
protocolo en trozos, y esos tipos de conducta son los que componen el modelo del proceso

(Puig, 1996).

Siguiendo con esa vision macroscépica, los analisis que se harian desde el marco teérico de
la modelizaciéon, seguirian las conductas de actuacién de los alumnos segmentadas en cada
uno de los subprocesos del proceso general de modelizacién.

En nuestro, caso, las caracteristicas propias de la tarea (y el andlisis efectuado ya en la
reconstruccidon racional), determinan una eleccibn que se aleja del punto de vista
macroscépico y que, sin embargo, aporta mucha riqueza desde los detalles, desde lo pequefio.
Basta pensar, por ejemplo, en que la tarea no parte de un fendmeno a modelar, sino que ubica
al participante en el subproceso de validacién, en el que, vista la resolucion de los
participantes, sdlo se consideran una parte de las propiedades cualitativas del fendmeno, para
conducirlo después, de manera guiada, de nuevo al proceso. Punto en el que se reinicia asi el
bucle, de manera que el paso por alguno de los subprocesos viene de algin modo
predeterminado y no es enteramente libre, en tanto en cuanto, se mantiene fiel a las
propiedades cualitativas del fendmeno que del analisis del modelo primario se desprenden
reconvertidas ademas a propiedades matematicas que no vuelven a interpretarse en términos
del fendmeno. Podria pensarse también, que desde el punto de vista de la heuristica en
resolucion de problemas, la tarea, entendida como un problema global — o dos (si
subdividimos en la parte de andlisis del modelo dado y de creaciéon del modelo propio) —, se
compone de apartados que pueden incluso ser resueltos no tanto como problemas, sino como
ejercicios, dada la clara accesibilidad a la herramienta de (re)solucidn. Esta situaciéon, merma la
posibilidad de estudio en este marco. Cabe decir, no obstante, que si bien no optamos por un
analisis macroscopico de los protocolos, es obvio, que elementos aislados de este analisis,
apareceran en nuestro analisis micro.

Iniciamos, pues, nuestra andadura, presentando ejemplos de conductas y actuaciones de
los participantes que ilustran, no sélo alguna de las consideraciones que hemos hecho acerca
de la importancia del analisis cualitativo de los fenémenos para la modelizacién del mismo
(objetivo principal de nuestra investigacion), sino elementos de indoles muy diferentes, pero
que caracterizan (y seguro que ademas estan descritas en contextos varios) su
comportamiento. Obviamente, éste sélo es un analisis mas que anadir al que de forma menos
ortodoxa acompafia la reconstruccion racional. Sefialar que cuando nos referimos a episodio,
no lo hacemos desde la terminologia de Schoenfeld, del mismo modo que tampoco hablamos
de conductas, actuaciones, comportamientos, con acepciones distintas a las de la lengua
comun.
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El andlisis cualitativo ¢ guia y control del proceso? Dos perfiles, una unica via de ‘éxito’.

Comenzaremos relatando dos situaciones. Por un lado la de la pareja A./B. con perfiles
claramente opuestos de partida, a saber, A. abogando por una interpretacion en términos de
velocidad y aceleracién el modelo para invalidarlo y proponer un modelo alternativo y B. que
se refugia en los teoremas de derivacion para relacionar los comportamientos de
desplazamiento, velocidad y aceleracién, y que se resiste al cambio justificando lo
injustificable. Y por otro lado la de la pareja C./D. en que la linea divisoria entre perfiles no es
tan clara, a pesar de que se adivina de las intervenciones de C. mayor predisposicién a la
lectura fisica del fenédmeno.

Centrandonos en el comportamiento de la pareja A./B. el punto de inflexién llega con la
valoracion del comportamiento de la velocidad en el punto de abscisa t=6. Mientras A.
requiere del modelo periodicidad, lo que obligaria a que la velocidad fuera cero como en t=0
(ademas de que en un punto de parada la velocidad debe ser nula), para B. la periodicidad no
es necesaria, y el hecho que la velocidad sea elevada en este punto se explica por la existencia
de ‘algo’ que frena el montacargas. Valorando esta afirmaciéon, entran a evaluar el
comportamiento de la velocidad, no sdlo en el punto de abscisa t=6, sino en el intervalo [4,6],
momento en que las diferencias entre el comportamiento en [0,4] frente al de [4,6] entran en
juego. Mientras en el primer tramo la velocidad media no es excesiva (B. como A. ya piensa en
términos de incremento de desplazamiento / incremento de tiempo); en el segundo, la
velocidad media es mucho mayor, lo que no parece tener sentido (también se piensa ya en
términos de analogia de comportamiento en el tramo de descenso y de ascenso); esto
implicaria buscar un comportamiento andlogo para el segundo tramo, esto es, parar en t=6 y
llegar en condiciones de suavidad en la velocidad (y por ende en la aceleracion). B. ya no
puede refugiarse en las matematicas, no vale con determinar puntos notables (se presupone
gue B. aunque reticente en un principio, valoraria como especificacién que la velocidad fuera
cero en t=6), sino que introducir términos asociados con comportamientos de suavidad en las
funciones velocidad y aceleracidn, van mas alla de esta opcion. El punto clave esta, tal y como
B. recoge en una de sus intervenciones, y también en su manuscrito final:

[276] B. ---- un periodo de frenado y acelerado, o sea un periodo en el que no se pare
bruscamente, que descienda de velocidad poco a poco ....

De este modo, las propiedades cualitativas de la velocidad (luego del fendmeno), se
traducirian en propiedades cualitativas de la funcién que lo modela: se espera que tenga un
comportamiento andlogo en los tramos [0,3] y [0,6], (ya incluimos el cambio en el tiempo para
gue se tarde lo mismo en bajar que en subir, y el hecho de que la suavidad que se exige para
[0,6] ya ha sido admitida como valida en [0,3]) con valores nulos para los puntos de parada en
t=0, t=3 y t=6, de concavidad en el primer intervalo y por debajo del eje OX (recordemos que
dan por buena la velocidad aqui) y de convexidad en el segundo tramo y por encima del eje OX
(parar forzar la llegada a t=6 con velocidad nula). Ademads, los cambios de pendientes no deben
ser bruscos. Asi las cosas, A. y B. optan por una funcidn trigonométrica sinusoidal (que
responde a las propiedades cualitativas que acabamos de describir) para la velocidad, luego
para el desplazamiento y la aceleracidon. Comentar para acabar, que el gran obstaculo para A.
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incluso para admitir la funcidn sinusoidal como modelo, estuvo todo el tiempo en el
comportamiento de la aceleracién en los puntos de salida, parada y llegada, para los que se
espera una aceleracién nula que el modelo no recoge. Acaba admitiendo esta opcidén porque
desvincula el comportamiento de la aceleracién de estos puntos admitiendo para ellos
momentos de frenado (y nosotros afiadimos de arranque), esto es discontinuidades en la
aceleracion.

En el caso de la pareja C./D. tardan mucho mas tiempo en introducir elementos del
fendmeno relativos a la velocidad (no como derivada, sino como magnitud fisica) que A./B. De
hecho, establecen una conversacién con uno de los investigadores respecto al tipo de
respuesta que se les exige en a) o en b), planteando si debe ser de caracter matematico o, tal y
como ellos lo califican, mas informal. A pesar que el investigador les insta a no centrarse sélo
en la parte matemadtica, sino a buscar también explicaciones relacionadas con el
comportamiento del montacargas (fendmeno), D. lo evita en la medida en que el desarrollo de
la resolucién se lo permite, mientras C. ‘recoge’ la indicacion, y casi inmediatamente, habla de
la velocidad media en términos de espacio recorrido por incremento de tiempos. Como en el
caso de A./B. e inmersos en el estudio de las desventajas del modelo, el anélisis de la velocidad
(focalizado en el punto de abscisa t=6) es la clave (también la aceleracion tan elevada en ese
punto). La velocidad debe ser cero, pues es un punto de reposo, y mientras la velocidad de
descenso no es excesiva (lo comprueban de un modo totalmente descabellado), la de ascenso
si (realmente llegan a concluir que no, pero como es tan descabellada la argumentacion sobre
este hecho, acaban asumiendo que lo es). Asi, D. entra en la valoracién fisica comentando que
no tiene sentido llegar al nivel del suelo con velocidad maxima, lo que le ‘obliga’ a pensar en
términos de que ‘deberia estabilizarse’ al llegar a ese punto. De nuevo validan el modelo para
el primer tramo y C. propone una funcién mas tranquila (mas suave) para el segundo. Desde el
punto de vista del desplazamiento, la llegada al punto de abscisa t=6 debe ser mas suave y con
pendientes tendiendo a cero. De nuevo, simetria para esta funcidn y comportamiento andlogo
para la velocidad en los tramos de descenso y ascenso. De este modo, las propiedades
cualitativas que acaban destacando en la funcién velocidad vienen a ser las mismas que las de
la pareja A./B. También optan por una funcion trigonométrica para su modelado, aunque
estudian primero otra variante que en esencia, cumple las mismas propiedades cualitativas, la
de una funcidn cubica con minimo. Como A. en un principio, C. y D. asumen en el discurso que
en los puntos de salida, parada y llegada la aceleracion es nula, aunque luego reflejan las raices
de esta funcion alejadas de estos puntos notables, como si realmente fueran comentarios
hechos por ‘inercia’ sobre los que no se reflexiona y que no suponen ningun obstaculo.

Terminado el relato, no parece arriesgado afirmar que el comportamiento fisico de la
velocidad ha sido la clave para que ambas parejas lleguen al modelo ‘esperable’ para la tarea,
en la que las propiedades cualitativas del fendmeno hacen de guia (notar ademds que no es el
desplazamiento sino la velocidad en quien se apoyan) y para las que como luego indicamos se
elige una funcidon adecuada que comparte con la funcidon velocidad estas propiedades
cualitativas.
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El fenomeno de origen o el ‘fendmeno’ que infiere el modelo primario. Modelo plausible vs.
Modelo esperable.

El hecho de que se empiece la actividad desde un modelo primario desde el que se analiza
el fendmeno que se modela, puede, como a nuestro entender ocurre en este caso, desviar el
foco de atencién de las propiedades cualitativas del fendmeno que distan mucho de ser
recogidas en el modelo primario, para centrarse en aquéllas que si recoge o que recoge
parcialmente. Basta pensar por ejemplo que éste no tiene en cuenta la cinemdtica que
subyace al fenédmeno. De este modo, no es de extrafiar, salvo que el participante sea capaz de
desprenderse de ‘estas’ ligaduras, que el modelo que nosotros hemos venido a llamar
‘esperable’ sea una propuesta de resolucion mas factible que la del modelo plausible.

Si bien se espera que los participantes, como es el caso, sean capaces de alejarse de la
funcién concreta, seria una grata sorpresa que lo hicieran también de las familias de funciones
conocidas, admitiendo una funcidn a trozos para las que el comportamiento funcional fuera
diferente. Llegar a esta situacidn, seria posible si se ha dado el salto al modelo plausible. Es una
hipdtesis el hecho de que no sdélo existen ligaduras en las propiedades cualitativas del
fendmeno que se tienen en cuenta, sino de que también existen en el tipo de funciones que
pueden escogerse de un catdlogo (mirar mas adelante ‘El conocimiento de familias de
funciones. Un catdlogo de donde elegir’.)

¢El fenémeno o el modelo?. Primero, salvar el modelo.

Llama la atencién que en ambas parejas, haya momentos en los que se intente dar una
explicacion a por qué el modelo primario esta disefiado tal cual, forzando, buscando,
exigiéndole al fendmeno una razéon que lo justifique. Esto es, se intenta ajustar el
comportamiento del fenémeno, al comportamiento de la funcién, del modelo. Son ejemplos
de esta afirmacion, las intervenciones:

[49] B. --- requiere mds seguridad para bajar que para subir ---- para referirse al hecho de que
se requieren 4 minutos para el descenso y 2 para el ascenso.

[148] B. ---- no, no, tu lo frenas ----, el montacargas, y luego lo vuelves a poner en
funcionamiento --- acaba subiendo a mucha velocidad ---- para referirse al hecho de que no se
llegue a t=6 con velocidad 0, un ‘freno’ es la causa de la parada (esto es a=0), lo que implica
gue aungque acabe subiendo a mucha velocidad, ésta pasa a ser cero de la ‘nada’.

[156] C. Es verdad que podemos dar por supuesto que los ultimos 20 metros son para, para
instalar el ascen, la base del ascensor, ---- para intentar explicar por qué el montacargas en el
modelo no llega a 100 m de profundidad.

El conocimiento de familias de funciones. Un catdlogo de donde elegir.

En Puig y Monzd (2008), se sefialan de forma esquematica, los elementos que, a su juicio,
siempre deberian estar presentes en un proceso de modelizacién. Uno de ellos, se enuncia en
los siguientes términos: Una decision sobre el tipo de funcion que se va a ajustar de entre un
catdlogo de funciones disponibles, basado en : - Un conocimiento de propiedades cualitativas
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del fenémeno; -Un conocimiento de propiedades cualitativas de los tipos de funciones
disponibles. Asociados a estos elementos, sefalan las competencias que serian necesarias para
realizar dicho proceso de modelizacién, de las que sefialamos: Propiedades cualitativas de los
tipos de funciones disponibles; Andlisis cualitativo del fendmeno que se va a observar, con
respecto al mismo tiempo de propiedades. Competencias que toman sentido en tanto en
cuanto el conocimiento cualitativo tanto del fendmeno como de diversos tipos de funciones,
desempefia un papel muy importante en la toma de decisiones sobre qué tipo (o tipos) de
funcion va a ser el que se va a usar como modelo (o cudles se van a comparar), y en la posterior
adecuacion de la funcion ya obtenida como modelo para predecir otros valores del fenomeno
que no se han obtenido experimentalmente.

En nuestro caso, el conocimiento de un gran nimero de funciones y de sus propiedades
cualitativas, que se les presupone ademds a los participantes dado su nivel formativo,
permiten abordar la creacion de un nuevo modelo desde un catidlogo de funciones
suficientemente amplio como para encontrar aquélla que mejor refleja las propiedades
cualitativas que del fendmeno se han sefialado. Tal y como se comentaba en el andlisis del
modelo esperable, dar como respuesta una funciéon trigonométrica o una cubica en la
velocidad, eran posibilidades mas que justificadas, casi una apuesta ganadora.

La madurez y posiblemente el hecho de que el experimento se desarrolle fuera de un
contexto de ensefianza/ aprendizaje, podrian ser las razones que permitan un avance en el
desarrollo del nuevo modelo que va mas allad de la busqueda necesaria en la familia de las
funciones polindmicas (como era el caso de Marmolejo). Recordemos que de hecho, ambas
parejas proponen soluciones fuera de esta familia de funciones. Mas aun, sin recurrir al ajuste
(como era el caso de Carmen) o la reflexién (como era el caso tanto de Carmen como de
Sebastian), se propone un cambio en el tipo de funcién polinédmica para la velocidad,
precisamente donde estd la clave para el comportamiento del fendmeno. El desplazamiento,
va a ser simétrico, del mismo modo que la aceleracién, y no asi, la velocidad. En las soluciones
originales, Carmen no comprueba que las velocidades no le salen nulas para los momentos de
inicio y llegada; y en el caso de Sebastidn, se equivoca al reflejar tanto la funcidn
desplazamiento, como la velocidad y la aceleracion, que obtiene para el primer tramo, con lo
gue no tiene en cuenta las propiedades de la velocidad al forzar su simetria. En nuestro caso, y
para la solucion mediante un polinomio de grado 4 en el desplazamiento, precisamente quien
manda es la funcion velocidad, esto es el ‘fenédmeno’.

Respecto a la forma candnica de la familia de funciones elegida, es obvio que se consigue
descontextualizarla de una posicion fija (lo que forzaria puntos notables fijos), tanto en su
variante grafica como en su comportamiento genérico, para su representacion mental como si
de un objeto libre se tratara, del mismo modo que se hace con el comportamiento esperado
para el desplazamiento o la velocidad (y en ultima instancia y como consecuencia, para la
aceleracién). De nuevo la clave estd en la velocidad, a la que se le ‘asigna’ el comportamiento
de una cubica con minimo o de una funcidn trigonométrica porque en ambos casos refleja (y
comparte) las propiedades cualitativas que para el fenémeno se contemplan.
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La comprensiodn del significado de los parametros y el ajuste al ‘fenomeno’.

Siguiendo con la reflexion anterior, la necesidad de fijar la funcién libre, obliga al
conocimiento del comportamiento de parametros de significado dindmico. También es posible
la opcidn de recurrir a un sistema de ecuaciones, producto de imponer condiciones para los
puntos notables (con lo que también se fija la funcién libre). Este ultimo es el caso del ajuste
de la cubica para la funcidn velocidad que proponen C. y D. El primero se torna necesario para
ambas parejas cuando trabajan en el contexto de las funciones trigonométricas. Nos
centramos para su analisis, pues en él.

Una lectura atenta de la ultima parte de la reconstruccién racional, da cuenta de la
necesidad de los participantes, asi como del recurso de ensayo y error como método de
inferencia de significados de los parametros, de cuyo analisis se da debida cuenta.

Lo interesante en este caso, es sefialar que con el método de ensayo y error, ambas parejas
son capaces de interpretar los significados de los pardmetros A, y D, y no sélo, sino también de
detectar que el valor de uno, influye en el otro y viceversa, dado que cambia el rango de la
funcion.

Mientras la pareja A./B. prueba a trabajar con valores de C no nulos, para descartar
inmediatamente otra posibilidad, la pareja C./D. ni siquiera lo contempla. En el caso de A./B.,
el hecho de que cambie la opcion de trabajar con el seno a trabajar con el coseno, puede
interpretarse como que, efectivamente, desconoce el significado del pardmetro C, pues en
caso contrario, con tomar C=mn/2, el cambio de una funcién a otra no hubiera sido necesario.
Mas aun, en los manuscritos finales se afiade un posible punto de abscisa de partida diferente
a 0, que se afiade a la funcidn coseno correspondiente en la parte correspondiente al
desplazamiento vertical, que no al horizontal.

En cuanto al parametro B, la pareja A./B. sélo utiliza Matlab® para corroborar la eleccion, y
de hecho plantean el cambio de periodo desde una perspectiva diferente, que en esencia es la
misma, a saber, la de encontrar la transformacién lineal que aplique el intervalo de definicion
[0,2] en el intervalo de definicién [0,6]. Por lo que atafie a la pareja C./D., sélo C. se
empenfard, también, en el cambio del dominio de definicidn, siendo consciente desde el
principio de que la clave esta en el parametro B. Le sera imposible concluir.

El ajuste a puntos fijos, pasa a ser asi un proceso de matematizacidn vertical cuando los
pardmetros no tienen significado intrinseco, y de matematizacion horizontal en la busqueda
del significado de éstos, cuando se desconoce su significado dinamico.

El software: jugando al despiste, aunque aliado también.

Cuando esta presente un software grafico simbdlico, alguna de las competencias en el
proceso de modelizaciéon (o de resolucidn del problemas) se derivan del alumno al software, ya
que se puede considerar el software como un ejecutante de reglas matematicas de forma
competente; si la instruccidon que se le da es pertinente, la realizara de manera competente
(Filloy, 2006). En algun sentido, quedan como responsabilidad de las maquina las
competencias tacticas y del humano las competencias estratégicas del proceso de
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modelizacién (o resolucion de problemas) (Puig & Monzd, 2012) El software, en nuestro caso,
asume la competencia en los calculos, en la representacién grafica de funciones y en la
resolucidon de sistemas de ecuaciones lineales (para uno de los participantes). Es en este
sentido un aliado (bajo instrucciones pertinentes). A cambio, el resolutor tendrd que ser
competente en el uso de la herramienta grafico simbdlica, o al menos, en los dmbitos para los
ésta que va a ser utilizada. Debe conocer el sistema de signos propio de la ventana de
comandos algebraica, asi como la sintaxis de los comandos asociados a las instrucciones
matemdticas de representacidon de graficas en intervalos y de resolucién de sistemas de
ecuaciones lineales. Un desconocimiento inadecuado, o el desconocimiento de otro tipo de
comandos limitarian su provecho para el resolutor.

Asi las cosas, durante la resolucién de la tarea y el uso del software, aparecen errores
ligados a la diferencia en el sistema de signos del programa con el del algebra, esto es, un
conflicto entre lenguajes, como es el caso de no utilizar el simbolo * para el producto en
f=2.5*%y"3-15y~2 o en cos(3x), por ejemplo, o que la funcidn trigonométrica seno se escriba
‘sin’ en lugar de ‘sen’.

Mads aun, en el programa, es necesario definir para el trabajo en lenguaje simbdlico las
variables a considerar de manera que el programa las diferencie de los caracteres de texto,
cuando en el dlgebra, la referencia a éstas es tacita la mayoria de las veces. Ni siquiera, como
en otros programas, reserva la letra x para esta funcién. Por ejemplo, al introducir la ecuacidn
eql=A*tA3+B*t"2+C*t, es necesario primero, tener definidas t, A, By C, en lenguaje simbdlico,
estoes,symst ABC.

El hecho de que la ventana que por defecto utiliza el programa para la representacion
grafica de funciones, no se adecue a la representacion del modelo original en los términos del
fendmeno (intervalo [0,6]) o la no aparicidn de la cuadricula (salvo mencion expresa) retarda la
visualizacién del modelo (o fendmeno) en su dominio de definicién, asi como de los puntos
notables.

Y el desconocimiento de comandos impiden a los resolutores la representacién grafica de
varias funciones al mismo tiempo, o el cdlculo de una funcién de ajuste para su posterior
representacion, lo que induce decisiones ejecutivas de gestion, que de otro modo no hubieran
sido necesarias.

Inicidbamos el apartado refiriéndonos al software que juega al despiste. La razén de este
titulo viene referida a que la utilizacion del comando solve en Matlab® en contextos de
resolucion de sistemas de ecuaciones lineales homogéneos compatibles indeterminados,
puede no dar todas las soluciones si no se le indican qué variable(s) han de usarse como
parametro, lo que obliga a conocer de antemano el tipo de sistema de ecuaciones. Ocurre lo
mismo que en el caso de la ecuacion sen(x)=0, para la que Unicamente devuelve la solucidon 0.
En el caso que nos ocupa, de nuevo esta situacion, obligd a decisiones ejecutivas de gestion
que condicionaron el desarrollo posterior de la tarea. En la resolucion de la pareja C./D., la
primera propuesta para la generacion de un nuevo modelo fue la busqueda de una funcién
cubica (Ax’+Bx*+Cx) que debia cumplir unas condiciones que implementadas, dieron lugar a un
sistema de ecuaciones lineales con 4 ecuaciones y 3 incégnitas. El participante C. se encargd de
su resolucion a mano, Y D. de su resolucion con Matlab®. En el caso de D., varios errores
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encadenados, acabaron propiciando su abandono. Uno de ellos, es precisamente al que me
acabo de referir.

Pero no sdlo en este caso el programa juega al despiste. En el uso del comando solve, es
necesario especificar una etiqueta de salida para sus soluciones. Una posibilidad es definiendo
las variables de salida con [x,y,z], por ejemplo, y otra asignarle una etiqueta, por ejemplo, sol,
en la que almacenara la solucién en una estructura de datos, de modo que para poder ver la
solucidn, se tendra que pedir al programa que la explicite con sol.x, sol.y, sol.z. También la
imposibilidad de acceder a la solucién por desconocimiento, influyé en sus decisiones y en su
posterior abandono. Se remite a este episodio y a su andlisis completo a la reconstruccion
racional (pp. 78-80). Se plantea la hipdtesis de que si, bien la resolucién a mano (que tampoco
fue satisfactoria, por ser errénea), bien la resolucidén con Matlab® hubiera sido correcta, quizas
los participantes no hubieran optado por la alternativa en las funciones trigonométricas.

Trabajo écooperativo? Formas de relacion. Todo se cumple ... y mds ....

Como consecuencia del trabajo cooperativo se puede esperar de los participantes que se
expliquen, convenzan, pregunten, hagan burla, interrumpan, muestren la superioridad (Puig,
1996, Cap. 5) y un largo etcétera. Tan sélo un apunte para destacar que en nuestro
experimento, amén de las acciones descritas anteriormente, y para el caso de la pareja C./D. la
forma de relacién puede haber influido en el desarrollo de la resolucidn, en tanto en cuanto,
en el momento en que deja de ser cooperativa, pierde el beneficio por el que las carencias de
uno suelen ser suplidas por otro, o la no necesidad de explicarse, de argumentar, alejan de la
busqueda de razones.

Es el caso del episodio de la resolucidén del sistema de ecuaciones al que aludiamos en el
apartado dedicado al software. Tal y como relatdbamos alli, en un momento determinado de
la resolucién de la tarea, proponen como opcién para el nuevo modelo una funcién cubica en
la velocidad de expresidn algebraica Ax*+Bx*+Cx, para la cual se especifican unas condiciones,
lo que da lugar a un sistema de 4 ecuaciones para las 3 incognitas (A, B, y C). C. resuelve el
sistema a mano; D. con el uso de Matlab®. Decisidon que podria parecer a priori adecuada si en
al menos uno de los dos casos, la resolucion hubiera sido correcta. Puesto en la tesitura en la
que no fuera asi, un trabajo cooperativo hubiera hecho del defecto virtud. Si C. hubiera
seguido los pasos de D. hubiera advertido el problema con las variables ya en el comienzo; si D.
hubiera atendido a las razones de C. se habria dado cuenta de que el sistema ultimo que él
resuelve no podia tener la solucion nula ya que en un momento dado, éste le indica que las
ecuaciones en cuestién son linealmente dependientes (remitimos de nuevo a la reconstruccion
racional, pp. 78-80).

No sélo en este episodio, sino también en la parte final de la resolucidn (de la que ha sido
imposible establecer la reconstrucciéon racional) vuelve a darse esta situaciéon. Cuando C.
insiste en buscar un cambio para el dngulo que permita la generalizacion del modelo para
dominios de definicidon (tramos temporales) diferentes, D. opta por seguir con el ajuste a las
especificaciones primeras, de modo que en cada intervencion (intermitente) de C. sobre el
asunto, sdlo asiente, afirma, consiente, y de forma muy timida, en algin momento, hace notar
gue no sigue los razonamientos de C. Una postura mas enérgica o un trabajo conjunto, habria
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permitido abortar antes el intento, o aunar fuerzas. Remitimos a la reconstruccién racional
para la lectura del pasaje.

Elementos de gestion. Toma de decisiones ejecutivas.

La tarea a la que se enfrentan los alumnos, vista como un todo, tiene inmersos elementos
propios de la resolucion de problemas en tanto en cuanto dirige hacia fases de comprensién o
de ejecucidn de un plan (que casi viene determinado por la propia tarea) y hacia elementos de
gestién del proceso, como puedan ser los de transicién. No obstante, hay elementos,
precisamente en este ambito, que aparecen en la resolucién de los participantes y que van en
la linea de los comentarios para el epigrafe anterior. Ante la disyuntiva que se genera sobre
mantener la opcidn de la cibica como modelo para la velocidad, habida cuenta de que D. no
ha podido resolver el sistema con Matlab® y C. aunque si lo ha resuelto, lo ha hecho de forma
incorrecta, ambos optan por decisiones distintas a la hora de reflejarlo en sus manuscritos.
Mientras D. tacha (literalmente) el planteamiento del sistema de ecuaciones; C. por su parte,
lo mantiene. Mas aun, D. propone como modelo la funcién trigonométrica y=50cos(t)-50 y
como generalizacién 50cos(A)-50 (resultado de la idea de cambio del angulo que proponia C.),
cuando C. deja como modelo la funcién cubica para la velocidad que ha obtenido (luego
integrando el polinomio de grado 4 correspondiente para el desplazamiento) y propone la
trigonométrica sélo como generalizacidon 50cos(x/2)-50. La necesidad de mantener la opcidn
que se considera propia, se mantiene incluso aunque el resultado no haya sido éptimo.

Recursos cognitivos. El significado de la derivada. Pendiente o teoremas para la
representacion grdfica.

Hay un detalle, que aunque anecddtico, no hemos podido evitar recoger en nuestro analisis
micro o nuestro analisis de detalles, precisamente porque a veces la belleza de las
interpretaciones, se encuentra en ellos. En este caso, es mas una cuestion de romanticismo
por la disciplina de las matematicas del autor de esta memoria, que porque tenga mucho o
poco que ver con nuestros fines de investigacion.

Cuando se trabaja con funciones derivadas en un contexto matematico, varias son las
concepciones o representaciones que sobre el concepto se pueden tener, y varias las
consecuencias que de su comportamiento (explicitadas en teoremas, proposiciones vy
corolarios) se puedan extraer. De este modo, una vision de la matematica como producto,
permite establecer los intervalos de crecimiento y decrecimiento de una funcidn, sin mas que
comprobar que su funcién derivada es positiva o negativa, y que los extremos relativos de la
funcién se corresponden, no sdlo con puntos de derivada nula, sino de puntos en los que la
funcién pasa de una orientacion de crecimiento a la otra. Sin embargo, una vision mas
geométrica de la matemitica, en que ya hay que mirar, y no tan sélo calcular, viene del hecho
de entender los intervalos de crecimiento como aquéllos en los que las pendientes cubren
angulos menores de 90° (esto es, rectas inclinadas hacia la derecha de la vertical), mientras los
intervalos de decrecimiento, se corresponden con tramos de pendientes de dangulos mayores
de 90° (esto es, rectas inclinadas hacia la izquierda de la vertical). Asimismo, los puntos
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maximos o minimos, son aquéllos de pendiente nula, esto es, puntos en los que segun te
aproximas, el valor de la pendiente se va haciendo cada vez mas pequenia.

Del mismo modo, los puntos de inflexion, por ejemplo, pueden ser vistos como puntos para
los que se anula la segunda derivada de la funcion, coincidentes ademas con un cambio en los
patrones de convexidad y concavidad (luego de signos negativos a positivos, o viceversa en la
segunda derivada), o pueden verse como puntos alrededor de los cuales, en un entorno
pequefiito, luego localmente, la pendiente parece ser la misma.

Estos detalles pueden encontrarse en la reconstruccidon racional, sefialamos aqui los
referentes a la vision desde las pendientes:

[49] D. ---- Lo que no sé yo, matemdticamente no sé qué quiere decir que la velocidad es
negativa. Bueno claro es porque la pendiente aqui es negativa y aqui es positiva ----

en respuesta a [46] C. ---- Si es negativa es porque estd bajando, si es positiva es que estd
subiendo ----
[174] B. ---- si la aceleracion es cero [sefiala el punto de la grafica de la aceleracion de abscisa

t=2], el movimiento es constante, en ese punto [sefiala el punto de abscisa t=2 en la grafica del
desplazamiento], si te fijas, el movimiento es constante [sigue la grafica en un entorno no muy
grande del (2, f(2))], la derivada es una.----

[175] A. Si, cuando la aceleracion es cero es el punto de inflexion.

113



114



5. Conclusiones

Inicidbamos el trabajo con una sospecha, y finalizado el mismo, pasa a ser algo menos
sospecha y un poco mas certeza. Siguiendo a Puig y Monzé (2012), desde una concepcion de la
naturaleza de las matematicas en las que sus conceptos se consideran como medios de
organizacién de fendmenos de la experiencia, el proceso de matematizacién se articula en dos
direcciones, la horizontal que va desde los fendmenos a los conceptos, y la vertical en la que se
matematizan los propios conceptos matemdticos. Del mismo modo, todo proceso de
modelizacién, contiene esos dos movimientos, incluso si el proceso, como es nuestro caso, se
inicia desde un modelo primario pero para el que se requiere una vuelta al fendmeno para su
remodelado. Para la tarea que nos ocupa, se corresponde con la matematizacion horizontal, la
organizacién como relaciones funcionales de las propiedades cualitativas del fendmeno en
términos de graficas (y puntos notables); se corresponde, por otra parte, con la
matematizacion vertical, el estudio de dichas graficas (con sus puntos notables) con el fin de
asociarle familias de funciones cuya forma y cuyos parametros describen caracteristicas de las
relaciones funcionales, y en consecuencia, en una vuelta a la matematizacién horizontal, con
las propiedades cualitativas de los fendmenos sefialados. No seria posible este proceso de
modelizacién sin recurrir no solamente a propiedades primarias para el fendmeno (como
posiciones nulas en salida, parada y llegada; o velocidades nulas en esos mismos instantes),
sino también a las propiedades cualitativas referentes al comportamiento del sistema en torno
a estos puntos. En el modelo plausible en el que se tienen en cuenta la existencia de fuerzas
para el arranque y el momento previo a la parada, no existen condiciones de suavidad para la
velocidad en la llegada a esos puntos porque no lo requiere el sistema, pero si el conocimiento
de la cinematica del fendmeno. Para el modelo esperable, sin embargo, la suavidad en torno a
estos puntos es fundamental. Luego el conocimiento de las propiedades cualitativas
determina no sélo el modelo, sino la consecucién ultima de un modelo 6ptimo, dado que en el
proceso de regreso a la validacion y generacién del nuevo modelo se convierte también en
guia. Basta pensar en que el modelo original se invalida con la detencién de elementos
contrarios a estas propiedades cualitativas y que su variacidn vuelve a depender de estas
propiedades.
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El conocimiento, por otra parte, de diversos tipos de funciones en su forma candnica, de
sus propiedades cualitativas (pensadas como objetos libres), del significado de sus pardmetros
y del efecto de los cambios en éstos, se tornan también en elemento fundamental en el
proceso. No es posible tomar una decisidon sobre la funcién que se adecua al modelo sin el
ajuste correspondiente. Ante el desconocimiento del significado de los parametros, un
software grafico simbdlico puede convertirse en aliado, pasando a ser instrumento para la
observacion y la blisqueda de patrones.

Tal y como esta enunciada la tarea, no invita a la reflexion sobre los valores que alcanza la
velocidad (aunque se llega en el caso de nuestros participantes a este analisis) y sobre la
racionalidad de su incremento o reduccién sin momentos de velocidad constante, dado que no
se pone el acento en el fendmeno a describir o si se hace sdlo es de un modo parcial (se dirige
el foco hacia elementos para los que el modelo primario no es adecuado, y no para el
fendmeno completo, modelos que generen nuevos modelos no pueden nunca alejarse del
fendmeno), mas aun, no se valida el modelo respecto al fendmeno si no respecto a las
especificaciones. En un modelo de ensefianza/aprendizaje en el que se esté poniendo énfasis
en la eleccién de funciones con ajuste a pardmetros, la tarea seria adecuada, ya que no
necesitariamos llegar al modelo plausible; en un contexto en que primara la necesidad de una
modelizacién 6éptima, seria también adecuada, pero introduciendo a mayores un nuevo
apartado de reflexidon que indujera al estudio de la cinematica del sistema, de modo que se
pase por el modelo esperable primero, para llegar al modelo plausible después.

Por ultimo, tres son los elementos que nos gustaria sefalar sobre el comportamiento de los
participantes: la necesidad primaria de salvar el modelo original buscando justificacién para
aquello que no es justificable; la imposicidn en un trabajo cooperativo de aquella visién que
mas y mejor se acerca al fendmeno, esto es, aquello que puede argumentarse con mas
coherencia acaba por dirigir el proceso de resolucién; y por ultimo, la constatacion de que la
desunion en el trabajo, puede dar al traste con resoluciones que en un principio son adecuadas
para la tarea.

Cerramos el apartado de conclusiones, y con él, la memoria, afiadiendo algunos elementos
de mira hacia el futuro. Por un lado, y en un contexto en que el tiempo no limite las
posibilidades de la investigacion, seria conveniente un estudio de casos con participantes
cuyas caracteristicas conociéramos, en tanto en cuanto supiéramos qué se les ha ensefiado y
qué saben. Lo primero para tener una descripcion detallada de la ensefianza recibida y lo
segundo porque hubiéramos sometido a un grupo de posibles participantes (que hubieran
recibido esa ensefianza) a una prueba que nos permitiera una seleccién de éstos con
caracteristicas distintas y que nos interesara estudiar en profundidad. Recordemos que los
casos que hemos estudiado en este trabajo no estdn seleccionados con ningun criterio y
nuestro conocimiento sobre las caracteristicas particulares de los participantes es muy escaso.
En cuanto a la tarea, se genera la duda de que no se llega al modelo plausible, entre otras
razones, por la forma en que ésta se enuncia. Una organizacién de la tarea diferente que
favoreciera de algin modo su apariciéon seria una opcidon a valorar en futuras pruebas.
Finalmente, en lo que concierne al uso de herramientas grafico simbdlicas, un estudio mas
exhaustivo y quizds en otro contexto, sobre su papel de guia en la comprensién de la
significacién paramétrica, podria ser también objeto y objetivo de investigaciones futuras.
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Anexo 1.

La tarea.

Actividad Montacargas®
En esta actividad, primero vas a explorar un posible modelo para un montacargas que se usa para
transporte de equipo y ascenso de minerales. Vas a evaluar las fortalezas y debilidades del modelo y
finalmente, vas a crear las especificaciones para desarrollar tu propio modelo.

Analisis del modelo dado.

La formula y=2.5 t* - 15t representa la posicién y de un elevador medida en metros (y=0 representa el
nivel del suelo) donde t representa el tiempo medido en minutos (t=0 es el tiempo de inicio). Sabemos
que el viaje de ida y vuelta, sin tomar en cuenta el tiempo que estd abajo, es aproximadamente de seis
minutos y que la profundidad del pozo es aproximadamente de 100 metros.

Representa graficamente el desplazamiento, la velocidad y la aceleracion y usa estas funciones para:
a) Explicar el significado de los valores negativos, positivos y cero de la gréfica de la velocidad.

b) Explicar las relaciones entre velocidad y aceleracion en los intervalos en los que el montacargas
aumenta la velocidad, disminuye la velocidad o esta en reposo.

c) Evaluar la utilidad e identificar los problemas del modelo dado.

Crea tu propio modelo.

1. Haz una lista de especificaciones para redisefiar el modelo del montacargas.

2. Crea tu propio modelo. Puedes usar una sola funcién o puedes definir una funcién a trozos.

3. Explica por qué tu modelo satisface las especificaciones del problema y mejora el modelo dado.
Aplica tu modelo.

Explica qué tipo de modificaciones se le pueden hacer a tu modelo para usarse en otras situaciones.

! International Baccalaureate. 2008
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Anexo 2.
Acordeon del experimento.
Facultat de Ciéncies Matematiques de la Universitat de Valéncia
5-7:30 PM
21 de mayo 2012

Actividad Montacargas

Condiciones del experimento

1) Estudiantes de Primero del grado de Matematicas.
2) Trabajaran en parejas (para que podamos oir lo que estan ‘pensando’) (Pondremos a las parejas

separadas)
3) Video grabaremos con 2 cdmaras que grabaran sonido y la pantalla de la computadora.

Instrucciones para los estudiantes

Van a resolver esta actividad que se llama Montacargas, las instrucciones estan en esta hoja. Lo que

queremos de ustedes es que
a) describan estas tres preguntas en esta hoja de papel.

Estd permitido usar Maple, Derive, Matematica, Excel, GeoGebra... Si usan alguno de estos

softwares, entonces les vamos a pedir

b) que en la hoja de papel hagan un boceto de lo que se ve en la pantalla,
c) que no borren nada de lo que hagan con el ordenador. Al terminar, por favor, no lo apaguen el

ordenador ¢si?
Intervenciones minimas de parte de los investigadores (nosotros) de los siguientes dos tipos:

a) Que se refieran al fenédmeno, (mira que aqui pasa esto...).
b) Corregir errorcitos que dependan de la técnica, para que los estudiantes puedan seguir

adelante.

Aclaraciones

Luis le comentard a los estudiantes que los grabaremos, pero que quedaran en el anonimato, para que

sepan y por si alguno tiene alguna objecidn.
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Anexo 3.

Los protocolos escritos.
Leyenda.
- uso de puntos suspensivos '...": indican pausa en las frases o duda;

-uso de una coma ',' en el discurso: hace referencia a las pausas, a veces naturales, a veces forzadas, del
discurso;

-uso de una coma ',' al finalizar la intervencidn: hace referencia a que si bien hay una pausa con
intervencion posterior del compafiero, continta la frase en su intervencién siguiente, razén por la que
ademas ésta se introduce en minuscula;

-uso de '---- intervencion ----": recoge una parte de la intervencion;

-uso de puntos suspensivos entre corchetes [..]: indican pausas largas de trabajo individual sin
comentarios ni gestos de interés;

- uso de corchetes con texto entre ellos [texto]: recogen gestos, indicaciones en graficos o describen
momentos de lectura o reflexion; en el caso de las sentencias de Matlab® indican la instruccidon que
subyace a la sintaxis;

- uso de paréntesis (Participante. Intervencion): en intervenciones solapadas generalmente de
asentimiento;

-uso de '¢?¢? " refleja la imposibilidad de transcribir la intervencidn, o parte de ella.
Los Protocolos escritos

[1] Luis. Oye, pues vamos, si os parece, vamos a empezar... Vale, bueno, mirad lo primero que... aparte
ya hemos hablado un poco informalmente y sabéis cudl es el contexto del asunto, lo primero que queria
que, que supie... que tuvierais claro es que os vamos a, os vamos a grabar eh... porque.... lo que nos
interesa es analizar qué es lo que vais a hacer, pero que, en cualquier referencia que se haga a lo que
haydis hecho aqui, después en cualquier cosa que escribamos sobre ello, vuestros nombres no van a
aparecer, que se mantendrd el anonimato, y aparte tenéis la cdmara detrds de manera que tampoco
vais a, a estar identificados, salvo que os apetezca, querdis daros la vuelta y hacer asi ... eh. Pero que,
que, el, lo que nos interesa, lo que nos interesa es ver lo que hacéis con el problema que tenéis ahora. Eh,
Gina os explicard alguna cosa con respecto al problema. Lo que, lo que yo os queria decir ya, nada mds
para terminar, es que si os hemos puesto por parejas es porque, eh al trabajar por parejas os vais a
obligar a tener que contarle cada uno al otro por qué estd haciendo lo que estd haciendo y queremos
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que lo hagdis, queremos que habléis un poco mds de lo que normalmente se habla cuando uno estd
haciendo un problema porque precisamente lo que digdis es lo que nos va a servir para hacer hipdtesis
sobre lo que habéis pensado para hacer el problema ... estd claro el asunto .... Esta es una técnica
experimental, tener a dos personas trabajando juntos, porque les obligas a hablar... ivale? O sea que, os,
os pediria que, que realmente hablarais, diciéndole al compafiero lo que hay que hacer y como hacerlo
...y luego ya, podéis utilizar eh el teclado cualquiera de los dos, el que quiera, el que quiera, o los dos, o
cambidroslo o lo que querdis .. Eh también os, eh, tendréis unas hojas, tendréis unas hojas de papel
donde escribir y ahora Gina ya os dice alguna cosa mds.

[2] Gina. Bueno, en realidad las instrucciones estdn aqui en la hoja, todo estd explicado ahi, lo que hay
que hacer. Nada mds para hacer énfasis queremos que desarrollen las preguntas que estdn aqui, la uno,
dos y tres o, o, las cosas que vienen ahi'y a, b y c, ési? que lo desarrollen... Si usan la computadora para
graficar o cualquier cosa que usen, pueden usar lo que te, esté a su alcance, cualquier software de
Mapple®, Excel®, ya mismo tienen Matlab® Geogebra® o lo que sepan usar, nada mds que lo hagan ahi,
luego lo anotan en su papel haciendo un bocetito con lo que sea importante, que nosotros lo podamos
leer en su hoja ¢si? Entonces queremos de ustedes tres cosas: una que desarrollen las preguntas que
estdn aqui marcadas con un numero o una letra, que lo que pongan en la, en el ordenador lo pasen a la
hoja, de alguna manera y que no apaguen la computadora, todo lo que esté ahi, ahi lo dejan para que
nosotros lo veamos, a ver si de ahi vamos a usar algo, ési? Y esto es todo. No sé si tengan alguna
pregunta, de todas maneras aqui vamos a estar por si tienen dudas, pero si tienen alguna pregunta o si
quieren leerlo y ya nos van... nos dicen ¢no?

[3] B. ¢ Tenemos la misma actividad los dos?

[4] Luis. Dos cosas mds.... ¢énecesitdis traduccion (Gina: si de hecho pueden... perdon) necesitdis
traduccion del mejicano al castellano?

[5] Gina. Ja, ja.
[6] A. Esperemos que no.

[7] Gina. No necesitan escribirlo los dos, es en equipo, pueden nada mds en una hoja, pero bueno o si, a
veces uno quiere también escribirlo éno?, pueden entregarnos una hoja o las dos, lo que quieran.

[8] B. El nombre no lo ponemos.
[9] Gina: El nombre si, claro.
[10] B. Pero si...

[11] Gina. Nada mds tu nombre de pila acd [sefiala en la pagina de la tarea que se les ha entregado a los
participantes el lugar donde se pide el nombre]

[12] Luis. Luego aparecerd con otro, no te preocupes.
[13] Gina. Solamente quien quiera salir con su nombre.
[14] Luis. Bueno.

[15] B. ¢ Ya estd grabando?

[16] Gina. Si, estd grabando.
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Pareja 1 [A: alumno sentado a la izquierda de la pantalla en el visionado del video;
B: alumno sentado a la derecha en el visionado del video]

[17] A. Pasame las preguntas.... [coge el enunciado que estd a |la derecha de su compariero, que empieza
a leer]

[18] B. A ver... nos dice que tenemos una funcion que representa la posicion, la posicion y de un elevador
medido en metros.... donde y igual a 0 representa el nivel del suelo... y t representa el tiempo medido en
minutos....

[durante un tiempo no hablan, leen]
[19] B. Representemos grdficamente el desplazamiento, la velocidad y la aceleracion.
[20] A. Eso lo sabe hacer Matlab®.

[21] Luis. Podéis hacer, podéis hacer preguntas si queréis de comprension, o lo que sea, ieh?.. y
contestar, contestaremos. Y si podéis hablar mds alto, mejor.

[22] A. [rie] Vale.

[23] B. Vale, pues,

[24] Luis. ¢Vale?

[25] A. Vale.

[26] B. eh... vamos a trabajar un poco con Matlab®, cuando quiera, y representamos la funcion.

[27] A. Si, porque yo creo que simplemente poniendo la funcion, mirdndole a la grdfica, de ahi podemos
sacar,

[28] B. [continla con la frase de su compafiero] bastante informacidn, cuando quiera Matlab®, cuando le
dé la gana... Bueno, de momento vamos a pasar sin boli. Entonces, definimos la funcion f... 2.5 [en este
momento empieza a escribir en el teclado].

[29] A. por t elevado al cubo.
[30] B. Por y elevado al cubo.
[31] A. Menos 15y al cuadrado.
[32] B. Menos 15 y al cuadrado.

Matlab ®

>>symsy [cdlculo simbdlico; y pasa a ser variable en lugar de caracter de texto]
>> f=2.5*y"3-15y”2 [la simbologia » se utiliza para escribir potencias y * para los productos]

??? f=2.5*y~3-15y~2 [con >> aparece lo que se escribe y al dar al Intro, lo que Matlab® lee y
gue ya no viene acompafiado de >>; los signos de interrogacién hacen referencia a un error de
sintaxis]

Error: Unexpected MATLAB expression.

[33] B. Vale empezamos ya a tener errores [rectifica en el ordenador la férmula). Vamos a representarla
[34] A. ezplot [A. escribe la sentencia correspondiente].
[35] B. Si
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Matlab ®

>> f=2.5%yA3-15%yA2
>>f = (5%y"3)/2 - 15%y"2

>> ezplot(f) [representacion grafica de la funcion f]

512 y315 y2

[36] A. iEsto qué es? [se rie/sonrie] ... [B. sigue el movimiento de la curva con el cursor desde la
ordenada -1200 hasta la ordenada 0] tengamos en cuenta que empezamos en cero... [A seiala el punto
en la gréfica de abscisa cero]

[37] B. Si, y tenemos una raiz ahi [sigue de nuevo la grafica con el boligrafo desde (0,0) hasta (6,0)].

[38] A. Porque si el tiempo inicial estd aqui, [B. rodea la imagen de la funcion alrededor del cero con el

cursor]

[39] B. Vale, entonces, la grdfica nos dice que eh... la posicion respecto del tiempo es la siguiente [esta
escribiendo]... eh, mds o menos, pues tenemos el cero aqui y esto es [levanta la cara y mira al ordenador]
menos mil doscientos.... A ver,

[40] A. vamos a centrar [coge el ratdn mueve el cursor y desplaza la gréfica] porque si estd en el cero,
seis... [busca centrar la grafica de modo que en el ejes de abscisas se vea desde el cero hasta el seis, al
menos] esto es cero [lo sefiala en el eje de ordenadas y con el cursor sigue la linea y=0 en la pantalla] ....
va bajando, éstos serian los cien metros que seria el punto minimo [recorre la gréfica y seiala el punto
t=4 y su correspondiente ordenada, asi como el punto sobre la grafica de abscisa 6].

[41] B. Si, pues entonces yo representaria la funcion entre cero y seis.
[42] A. éPero por qué entre cero y seis?

[43] B. Yo la representaria entre cero y seis porque son los, los, los...
[44] A. éEl ciclo?

[45] B. Si, claro, pone 6 minutos lo que tarda en bajar y subir, la representamos entre 0 y 6 y nos
aparecerd una escala un poco mejor, évale?, ... Bueno, pues tenemos una funcién que pasa a ser mds o
menos, ezplot de, era del, ése ponia asi?

[46] A. Creo que si.

[47] B. [Da al Intro] Perfecto ... Entonces podemos ver que primero baja bastante mds rdpido... [recorre
con el dedo sobre la pantalla la parte de la grafica del (0,0) al minimo de la funcién] o sea, primero baja
mds lento y luego sube .. llega abajo a los cuatro minutos [sefala con el boligrafo el minimo de la
funcidn]. Son las primeras conclusiones que podemos sacar.
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Matlab®

>> ezplot(f,0,6)

52115 ¢

[48] A. O sea que le cuesta mds bajar que subir [con un tono cercano a la exclamacién, como indicando
extranezal]

[49] B. Si, es un montacargas no un jugador de... requiere mds seguridad para bajar que para subir.
Entonces, de momento, tenemos la representacion grdfica que es la siguiente.... [escribe en sus hojas]

[50] A. Un poco rara...

[51] B. Entonces... esto es el tiempo y esta la altura... entonces esto es... eh [...], bueno tenemos cero y
luego pues aqui arriba tenemos el cero, esto es menos cien... uno, dos, tres, cuatro, cinco y seis segundos,

[52] A. Sabemos que el,

[53] B. y esto en metros... y mds o menos, pues cuando llega a cuatro.... por aqui y aqui van menos
ochenta... estds eh... mds o menos... vuelve a subir al cero... No es una funcion complicada, ¢no?, por lo
menos en el dibujo. Esta es la representacion... posicion-tiempo o desplazamiento. Perfecto... perfecto.
Eh... Entonces, esto es y igual a dos coma cinco t tres menos quince t dos, no?

[54] A. ésabemos cudl es el, el punto minimo? ¢ Derivamos?

[55] B. ¢Derivamos? Hombre, si quieres calcular la velocidad y tal, habra que derivar.

[56] A. Si, bueno ¢ ?¢?

[57] B. Vale, entonces a ver, diff de f [escribe en Matlab® con el teclado], vamos a derivar
[58] A. Esto lo podemos hacer de cabeza.

[59] B. Ya, pero, vamos a... [hace un chasquido con la boca como indicando que no encuentra las
palabras] [A. rie] Si vale ... la costumbre de tener el Matlab® delante ... y prima es igual a ,ahora ya no
sabes hacerlo de cabeza [en tono de broma] ieh?, siete coma cinco t cuadrado menos quince t ...¢ Tu
también has odiado los decimales como yo?

Matlba®

>> diff(f) [sentencia que deriva la funcion f]

ans =(15*y~2)/2 - 30*y [ans hace referencia a la salida de la orden anterior]

[60] A. Pues no, épor qué?

[61] B. Yo siempre los he odiado, por lo menos cuando iba al instituto... [escribe de nuevo en Matlab®] f
de dos la definimos como ésta y au... [Intro] la representamos en los mismos entornos de antes ¢no?, de
cero a seis.

127



[62] A. Si, teniendo en cuenta que es el ciclo en el que nos movemos.... Y ahi se ha puesto... ésa no es
cierta.

[63] B. Esta no es cierta, es f dos.

Matlab®

>>f2=(15*y"2)/2 - 30*y
f2 =(15*y~2)/2 - 30*y
>> ezplot(f,0,6)

>> ezplot(f2,0,6)

152 2301

>> diff(f2)

ans =15*y — 30

[B sigue con el dedo el movimiento parabdlico que describe la curva sobre la pantalla]
[64] A. Esa es la velocidad.

[65] B. Si,... hombre, hay un momento en que la velocidad baja hasta casi 2 [seiiala en el eje de abscisas
y sobre la pantalla de nuevo, el punto t=2] o sea es decir, y luego empieza a subir [hace el gesto en el
aire del tramo de curva que sube desde t=2], claro... vale, vale, vale...

[66] A. ¢Esta es la funcion de la velocidad? [sefiala a la pantalla en la que esta ya la representacion de la
grafica de la velocidad]

[67] B. ¢Eh?
[68] A. La velocidad, ¢cudl era la funcion?

[69] B. Y prima... y prima es igual a siete coma cinco t dos menos quince t que es la que acabamos de
representar ahora. Desde ¢?¢? .... y ésta es la velocidad.... en metros |[...], metros minuto, ¢no? ... si,
metros-minuto.

[70] A. Si si ...
[71] B. ¢Y qué hace? Esta aqui el cero, baja hasta el, en el dos alcanza el minimo...

[72] A. Lo primero, igualamos, igualamos a cero y asi vemos cudl es el punto minimo del anterior porque
como ...

[73] B. Hombre, yo primero representaria las tres y luego empezamos a estudiar, porque haciéndolo asi,
si que puedes ver lo que pasa.

[74] A. Ya, como ya, ya has representado la, la anterior si que tienes el punto minimo... a ojo.
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[75] B. Estd, [hace un chasquido con la boca como de aceptacién] de momento un poco a ojo, si ... ¢vale?
[76] A. Si porque decia que se aproximaba a 100 mds o menos.

[77] B. Si. Y ahora calculamos la aceleracion. Si quieres calcularla o no, pero vas a tener el puente,

[78] A. No, no [con tono de aceptacién].

[79] B. en el Matlab®... quince t menos quince, diff f dos de la funcidn [introduce en Matlab® la sentencia
correspondiente para derivar] Eh [...] [B. parece estar buscando algo en sus notas] quince t menos
treinta, ¢no?

[80] A. Quince t menos treinta, si.
[81] B. La aceleracion es una recta.
[82] A. A ver, dale a representary asi, y asi vemos cudl es la, el recorrido que tiene.

[83] B. Vamos a llamarla f3 en lugar de f2 [renombra y representa desde Matlab®] évale? Entonces
ezplot de f tres de cero a seis [Intro] nos sale una recta.

Matlab®

>> diff(f2)

ans =15*y - 30
>>f3=15%y - 30
f3=15*y-30

>> ezplot(f3,0,6)

15130

[84] A. Si, vemos que empieza frenando y acaba acelerando.
[85] B. Si, en el punto 2 o sea,

[86] A. si, pero sigue siendo raro, porque si un montacargas, cuando sube normalmente ¢?¢? ... empieza
en menos treinta,

[87] B. ahi la velocidad la tienes negativa hacia abajo[senala con el dedo hacia abajo en el aire]
[88] A. De menos treinta corta con el eje en dos,

[89] B. Si en dos.

[90] A. y llega hasta sesenta.

[91] B. Minutos al cuadrado.... Metros partido por minutos al cuadrado. Tenemos menos treinta, menos
veinte, menos diez, tenemos un cero, mds o menos uno, dos, tres cuatro, cinco, seis [esta dibujando en
sus notas, por eso cuenta comprobando de nuevol, uno, dos, tres, cuatro, cinco y seis, mds o menos
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pues pasa por el punto cero, dos [nota del transcriptor: lee las coordenadas al revés, se refiere al (2,0)] y
el origen ¢ ?¢? ¢ Tu sabes lo que haria yo ahora, tio? Representaria las tres en la misma figura.

[92] A. ¢Para qué?

[93] B. Para ver cdmo... en qué puntos pasa lo que sea y le metemos el grid.

[94] A. Si quieres, pero has de estar en simbdlico otra vez, o sea...

[95] B. Meter el grid si, y representar ahora las tres, en teoria...

[96] A. ¢ Con ezplot puedes?

[97] B. ¢ Como se representaban dos funciones a la vez?

[98] A. Yo creo que eso sblo se puede con plot y eso ya es numérico. Tenemos que darle un valory,
[99] B. Ah claro y en numérico, écomo representas una funcion si le asignas un numero a una funcion?
[100] A. No sé, si tu sabes hacerlo.

[101] B. Pero yo no me acuerdo. Espera, o sea F1 [teclea F1 que dirige a la ayuda del programa Matlab®].
Buena idea.

Matlab®

[En aras de la completitud se afiade la pantalla de ayuda del Matlab®]

>> help ezplot

EZPLOT Easy to use function plotter

EZPLOT(FUN) plots the function FUN(X) over the default domain -2*Pl <X < 2*PI.

EZPLOT(FUN2) plots the implicitly defined function FUN2(X,Y) = 0 over the default domain -2*PI
<X <2*Pland -2*PI<Y < 2*PI.

EZPLOT(FUN,[A,B]) plots FUN(X) over A < X < B.

EZPLOT(FUN2,[A,B]) plots FUN2(X,Y) =0 over A<X<Band A<Y<B.
EZPLOT(FUN2,[XMIN,XMAX,YMIN,YMAX]) plots FUN2(X,Y) = O over
XMIN < X < XMAX and YMIN < Y < YMAX.

EZPLOT(FUNX,FUNY) plots the parametrically defined planar curve FUNX(T) and FUNY(T) over
the default domain 0 < T < 2*PI.

EZPLOT(FUNX,FUNY,[TMIN,TMAX]) plots FUNX(T) and FUNY(T) over TMIN < T < TMAX.
EZPLOT(FUN,[A,B],FIG), EZPLOT(FUN2,[XMIN,XMAX,YMIN,YMAX],FIG), or

EZPLOT(FUNX,FUNY,[TMIN,TMAX],FIG) plots the function over the specified domain in the
figure window FIG.

EZPLOT(AX,...) plots into AX instead of GCA or FIG H = EZPLOT(...) returns handles to the plotted
objects in H.

Examples:
The easiest way to express a function is via a string:

ezplot('x"2 - 2*x + 1')
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One programming technique is to vectorize the string expression using the array operators .*
(TIMES), ./ (RDIVIDE), .\ (LDIVIDE), .» (POWER).

This makes the algorithm more efficient since it can perform multiple function evaluations at
once.

ezplot('x.*y + x.A2 -y.A2-1")

You may also use a function handle to an existing function. Function handles are more powerful
and efficient than string expressions.

ezplot(@humps)
ezplot(@cos,@sin)

EZPLOT plots the variables in string expressions alphabetically. subplot(1,2,1), ezplot('1./z -
log(z) + log(-1+z) +t-1')

To avoid this ambiguity, specify the order with an anonymous function: subplot(1,2,2),
ezplot(@(z,t)1./z - log(z) + log(-1+z) +t - 1)

If your function has additional parameters, for example k in myfun:

OU %

function z = myfun(x,y,k)

z=x"k-y. k- 1;

% %
then you may use an anonymous function to specify that parameter:
ezplot(@(x,y)myfun(x,y,2))

See also ezcontour, ezcontourf, ezmesh, ezmeshc, ezplot3, ezpolar, ezsurf, ezsurfc, plot,
vectorize, function_handle.

Overloaded methods: sym/ezplot

Reference page in Help browser: doc ezplot

[102] A. Ahora falta que nos salga como lo podemos hacer. Si, bueno, aunque en la formula ya sabemos
a ojo que en dos debe llegar al final o,

[103] B. A lo mejor sabes cémo es, no sé por arriesgarme, [escribe en el teclado] f uno, f dos, f tres,
[Intro]. No, f. No, voy a darle a la f [Intro]. No, sym.ezplot, no se puede. Pues nada, eh...

Matlab®

>> ezplot(f1,f2,f3,0,6)
??? Undefined function or variable 'f1'.
>> ezplot(f,f2,3,0,6)

??? Maximum recursion limit of 500 reached. Use set(0,'RecursionLimit',N) to change the limit.
Be aware that exceeding your available stack space can crash MATLAB and/or your computer.

Error in ==> sym.ezplot

131



[A. Coge el ratdn y revisa la informacién que ha salido en la ayuda del Matlab®, pero no dice nada]

[104] B. Bueno, pues nada, representamos f y vamos a meter el grid a ver qué pasa, ezplot de f de cero a
seis [detalla lo que estd poniendo en el teclado, Intro] grid, ino? [Intro]. Mira, la representacion nos dice
que éste es el punto... [no sefiala nada]

Matlab®

>> ezplot(f,0,6)

>> grid

Ey2-15y

[105] A. Esta es la del movimiento, ¢no?, la del desplazamiento.

[106] B. Si.

[107] A. En cuatro llega a su minimo.

[108] B. Y en seis, alcanza, vuelve otra vez al mismo punto.

[109] A. También se ve que en ese la, la, la profundidad del pozo es de ochenta.

[110] B. La voy a guardar en el escritorio [guarda en el escritorio la grafica del desplazamiento]
[111] A. Si no... [B. Representamos ahora la segunda, éno?] nos toca otra vez calcularla, si.

[112] B. [Vuelve a usar Matlab®] f dos en cero seis, le meto otra vez el grid, nos sale esta preciosidad. La
meto en el escritorio, f dos [guarda en el escritorio la grafica de la velocidad]

Matlab®

>> ezplot(f2,0,6)

>> grid

152 230 t

[113] A. A ver que también, espera no la quites é?¢?

[B. introduce también la sentencia para representar con mallado la aceleracion]
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Matlab®

>> ezplot(f3,0,6)

>> grid

15130

[114] A. Si, esa es la de la aceleracion.

[115] B. Vale, bueno vamos a representar ahora ésta y luego cambio... [toma notas en sus hojas, se
refiere a copiar alli la grafica de la aceleracion] vale pues, tenemos representada ésta, espera, ponemos
la velocidad ......... Perdona, no la he guardado

[116] A. [lee el enunciado del apartado a del ejercicio 1]. Tenemos que explicar el significado de los
valores negativos, positivos y cero de la grdfica de la velocidad. O sea, el significado de los valores
negativos significa que estdn frenando.

[B. guarda en el escritorio la grafica de la aceleracién]

[117] A. [escribiendo en sus notas y para si mismo] Ah claro, ¢como puede estar frenando si tiene una
velocidad cero?

[118] B. No, éla velocidad no es cero en el principio?, ah bueno, si
[119] A. Se aplica en cero

[120] B. Bueno ya las tengo las tres aqui, eh... [Dedica un tiempo a colocar las tres graficas en el
escritorio de modo que puede verlas a la vez: desplazamiento en posicién superior izquierda, velocidad
en posicion superior derecha, aceleracion en extremo inferior izquierda]. Bueno, ahora vamos a intentar
hacer el primer ejercicio, éno?

[121] A. Ponlas si eso una encima de la otra [indica con el gesto que las ponga formando una columna
con las graficas del mismo ancho, una lindando con la siguiente y sucesivamente]

[122] B. Eso no, no, no ...
[123] A. Una a una, no encima de encima, si no...

[124] B. Se ve bien, ino? Bueno tenemos estas tres figuras, la del desplazamiento, la de la velocidad y la
de la aceleracion, évale? [Las seiala con el boligrafo segun las nombra]. Nos pide que expliquemos el
significado de los valores negativos, positivos y cero, de la grdfica de la velocidad, évale?
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Matlab®
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[125] A. Bueno, pero espérate la velocidad, claro, la velocidad no es que estemos frenando, la velocidad
es que nos estamos moviendo pero hacia abajo.

[126] B. hacia abajo [lo dice al mismo tiempo que el compaiiero].
[127] A. No, no podemos frenar si empezamos con velocidad cero [con tono de explicacién].

[128] B. Bueno, pues entonces vamos a empezar a escribir un poco de qué habla la velocidad... a ver...
empieza siendo cero la velocidad, [situa el boligrafo sobre la gréafica de la velocidad] empieza siendo cero
la velocidad y como la velocidad es un vector, si te fijas, mira, mira, dénde vuelve la velocidad positiva
[sefiala en la gréfica del desplazamiento y con el pulgar de la mano izquierda el punto de abscisa t=4 y lo
propio con el boligrafo en la grafica de la velocidad donde la velocidad se anula para t=4].

[129] A. Y llegamos a velocidad positiva

[130] B. En 4, cuando empieza a subir, cuando empieza a subir la velocidad es positiva [hasta este
instante mantiene pulgar y boligrafo como antes], entonces, lo que nos dice,

[131] A. En verdad podriamos coger la velocidad como su mdédulo.

[132] B. Entonces te haria esto [describe sobre la gréfica de la velocidad (en pantalla) el tramo de
parabola simétrica respecto al eje y=0 desde t=0 hasta t=4].

[133] A. Claro porque en realidad eso es la velocidad, aqui no se estd hablando de que sea ...
[134] B. Claro.
[135] A. El problema de que sea negativo o positivo es ...

[136] B. Claro, exacto, ése es el punto, mds la direccion que otra cosa. Si, si, si, si .... Bueno, pues entonces
empezamos hablando de eso, los valores negativos y positivos, [escribe en sus notas] la velocidad
negativa, indica, por su mdédulo, la velocidad instantdnea del montacargas y por su signo, eh, ... por su
signo,
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[137] A. Los puntos negativos lo que nos indican es el sentido del desplazamiento que es como que se
profundiza en la sefial, el punto cuando corta el eje de las x es,

[138] B. Claro si, si f' es mayor que cero es que la funcion es creciente. Por lo tanto y por su signo, si la
posicion, el desplazamiento, es que es decreciente o creciente. Decreciente si la velocidad es negativa y
creciente si la velocidad es positiva.

[139] A. Cuando el valor es igual a cero, lo que tenemos es el punto de cambio, no, cuando toca fondo,
cuando llega hasta arriba.

[140] B. Claro, a ver, apliquemos teoremas de derivadas, si la funcion derivada es menor que cero, en
todo ese intervalo la funcion es creciente, es decreciente, de, decreciente, y si es mayor que cero, es
creciente.

[141] A. Y sin embargo, esta, esta grdfica [sefiala la grdfica de la velocidad con el boligrafo] la
tendriamos que, que ....

[142] B. ¢No la entiendes?, ¢no la ves del todo?

[143] A. El problema es que aqui, desde aqui, [sefiala en la pantalla y sobre la grafica de la velocidad el
punto de abscisa t=6] vuelve a aqui [sefala ahora en la misma gréfica el punto de abscisa t=0], entonces,
aqui si que empieza y acaba en el mismo sitio [sefiala puntos de abscisas t=0 y t=6 en la grafica del
desplazamiento], pero en el grdfico de la velocidad no [vuelve a seiialar en la gréfica de la velocidad], y
en el de la aceleracion tampoco.

[144] B. Bueno porque aqui frenard, fijate que ésta [sigue de arriba abajo el tramo de curva de
desplazamiento entre la abscisa t=4 y t=6], ésta pendiente es mayor, aqui [punto de abscisa t=6], frenard
en seco, supongo claro.

[145] A. Pero aqui [punto de abscisa t=6 en la grdfica de la velocidad], ¢también?
[146] B. Si, claro, lo que frena es la velocidad, no el desplazamiento, pero bueno.
[147]1 A. A ver y si son valores hasta siete y vemos cudl es, como hace el cambio en un ciclo asi,

[148] B. No, no, no, no, no, no hace ciclos, tu lo frenas, el montacargas, y luego lo vuelves a poner en
funcionamiento, évale? Entonces estamos analizando este intervalo, de cero a seis [marca en la grdfica
del desplazamiento el eje de abscisas], no puedes analizar de cero a siete. Va y vuelve al mismo sitio, sélo
que baja con menos velocidad [sefiala tramos de curva desplazamiento y velocidad que van de t=0 a t=4]
y sube con mucha [idem de t=4 a t=6]. Acaba, acaba subiendo a mucha velocidad. Tarda mds en bajar
que en subir [marca intervalo 0-4, 4-6 con los dedos indice y mefiique, respectivamente, uno tras otro].

[149] A. Si, pero cuando el tiempo es muchisimo mayor, no, el movimiento se hace mds, o sea, estamos
diciendo que es al cubo, no es lo mismo si tienes seis que si tienes treinta y seis.

[150] B. Ya no, pero, estd diciendo que y es igual a 0 y que el tiempo es igual a 0, estamos estudidndolo
en este intervalo, te da igual lo que pase fuera de él.

[151] A. No, no, te da igual lo que pase antes [con énfasis] que él.
[152] B. Da igual y lo que le pasé después. El montacargas baja y sube.
[153] A. ¢Y después se comporta igual?

[154] B. No, sube hacia el infinito.

[155] A. ¢Como lo sabes?
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[156] B. Pues una funcion cubica que es mayor que, que, que cero, es mayor que cero, 0 sed, es mayor
que cero, para todo, mayor que 6 [toca la grafica del desplazamiento en la pantalla, pero no parece que
sefiale nada en especial en ella]. Es mayor que cero para todo real mayor que 6, porque el cubo es mayor
que el cuadrado, o sea, crece mds rdpido.

[157] A. Entonces se dispara hacia el infinito.

[158] B. Claro, eso te da igual, lo que pase después. Tu estds estudiando aqui, entonces, en el intervalo
cero, cuatro, eh... en el intervalo... cero, cuatro, la velocidad... es negativa y el desplazamiento es
decreciente y el montacargas va al fondo del pozo. A ver, lo que tu has dicho, por ejemplo, un ejemplo, el
ascensor: tiene una velocidad cuando baja y una velocidad cuando sube. Y esa, y esa velocidad sigue una
funcidn, pero cuando tu frenas en tu piso, ¢a qué no se dispara arriba?

[159] A. Eso estd claro

[160] B. Pues aqui lo mismo. Baja hasta el -1 [sefiala t=4 en el eje de abscisas y la grafica de
desplazamiento] y luego sube hasta el 1, hasta el 0 y no sigue, no sigue.

[161] A. No, eso si que lo sé.
[162] B. Ale, pues ya esta.
[163] A. ¢Pero eso quiere decir que sélo tenemos que estudiar la funcion en este punto y ya estda?

[164] B. Si, es este intervalo. Desplazamiento cero, cuatro, la velocidad es negativa y el desplazamiento
es decreciente. Montacargas va al fondo del pozo... En el intervalo, en el intervalo, esto es abierto, y esto
también [estd escribiendo en sus notas] cuatro, seis, cerrado, la velocidad es positiva y el desplazamiento
es creciente, vuelve al nivel del suelo, de suelo. Usando que tienes, o sea propiedades de derivadas en los
puntos y=0y x=4 la velocidad,

[165] A. Ademds la velocidad es decreciente cuando la aceleracion es negativa.
[166] B. Claro.

[167] A. O sea que seria lo que hemos estado diciendo sobre la velocidad y el desplazamiento que es el
apartado b.

[168] B. Si claro.

[169] A. Pues ponemos que la aceleracion es negativa cuando la velocidad es decreciente y viceversa,
viceversa y es eso, el punto de reposo coincide en las dos porque es, es un mdximo entre la, es un minimo
de la funcion... un minimo relativo de la funcion de desplazamiento.

[170] B. Si, es que yo atin no he acabado, ya voy....
[171] A. Si que a fin de cuentas es eso,

[172] B. mds o menos lo mismo si. A ver, si ésta es la derivada de éste, ésta es la derivada de éste [marca
sefialando las grdficas implicadas que la velocidad es la derivada del desplazamiento y la aceleracion. la
derivada de la velocidad]. Entonces, eh, cuando la aceleracion es negativa, [escribe] la velocidad es
decreciente, el movil frena, y cuando la aceleracion es positiva, la velocidad aumenta, la velocidad
aumenta en el ultimo momento y el maévil acelera. Eh, ... si el maovil estd en reposo, si el movil estd en
reposo, si el movil estd en re-po-so, la velocidad vale cero, y la aceleracion también. Ya estd.

[.]

[173] A. Yo creo que con eso ya el b) estaria bien. O sea, explicando, mds o menos...
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[174] B. Si, a ver, éé??, vamos a ver qué pasa cuando la velocidad es cero, o sea, si la aceleracion es cero
[sefiala el punto de la grafica de la aceleracién de abscisa t=2 que tiene aceleracién cero], el movimiento
es constante, en ese punto [sefiala el punto de abscisa t=2 sobre la grafica del desplazamiento], si te
fijas, el movimiento es constante [sigue la grafica en un entorno no muy grande del (2, f(2))], la derivada
es una.

[175] A. Si, cuando la aceleracion es cero es el punto de inflexion.
[176] B. Claro,

[177] A. De la... cuando pasa de creciente a decreciente,

[178] B. No, cuando pasa de...

[179] A. De la curva de...

[180] B. No, no cuando pasa de, de...

[181] A. De convexa a concava [sube el boligrafo hacia arriba indicando convexidad y luego hacia abajo
indicando concavidad].

[182] B. No, perdona, de concava a convexa [hace el mismo gesto pero con la denominacién contraria)
[183] A. Depende del eje y.

[184] B. Depende de quien lo diga.

[185] A. Si es verdad. En el punto de reposo es cero la velocidad y la aceleracion que es... en el punto de
inflexion.

[186] B. Perfecto.

[187] A. La aceleracion es cero en t igual a dos, t igual a dos, y luego a partir de ahi, problemas del
modelo dado.

[188] B. Espera, en el punto de inflexion en t dos, la velocidad alcanza un minimo, y la aceleracion vale
cero. A ver, sequimos con el c). A ver, evaluar la utilidad e identificar los problemas del modelo dado.

[189] A. O sea, yo creo que el, el problema asi mds gordo, es que yo creo que esto, sélo nos sirve para un
intervalo de cero a seis. O sea, si nos piden por ejemplo calcula en qué posicion estard si al cabo del dia,
los 360 minutos y con esto no lo tendriamos, no. Lo tendriamos que coger y hallar, eh, el tiempo que nos
dan mddulo 6 y después extrapolarlo aqui. Pero o sea, esto es muy irreal porque.... O sea, fuera de esto,
fuera de lo que es esto, el intervalo [sigue con el boligrafo sobre la pantalla la curva de la velocidad y se
detiene en el punto de la curva de abscisa t=6], como me estabas explicando antes, el espacio se va al
infinito, la velocidad,

[190] B. Si, también.
[191] A. En ese sentido es muy inestable.
[Largo espacio de tiempo de reflexidn individual, B. decide llamar a Luis para preguntar]

[192] B. Por favor... vamos a preguntar qué es a lo que se refieren exactamente con esta pregunta. [..] En
la pregunta c) la de evaluar la utilidad e identificar los problemas del modelo dado, iqué tenemos que
hacer?

[193] Luis. Pues tienes que, tienes que pensar precisamente o sea si, si este modelo que te han dado a ti
[sefiala con el boligrafo (aparentemente en la hoja del enunciado el modelo original], para describir el
movimiento del montacargas tiene alguna cosa que no funcione muy bien, algo que se pueda mejorar,
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[194] Gina. ¢Se puede mejorar?

[195] Luis. algo que se pueda mejorar.
[196] Gina. O seq, cées perfecto?

[197] Luis. Eso es algo...

[198] Gina. ¢Tu lo usarias?

[199] B. No sé, baja bastante mds rdpido que sube o sea baja bastante mds lento que sube, eh... después
de eso, del minuto seis ya no puedes explicar nada.

[200] A. Todo eso, éque lo ponemos por escrito?

[201] Gina. Todo eso si, si, si.. mientras tu ya lo estds viendo, ya lo estds analizando, lo que estds
diciendo, entonces todo eso, ... 0 sea tu imaginate , ite iba a gustar un elevador que funcione asi?,
écomo te ibas a sentir? icon miedo, con ¢?¢é??

[202] B. No sé, si bajo muy lento y subo muy rdpido...
[203] A. Es que no tiene sentido porque...
[204] Gina. Ah bueno pues entonces arreglemos.

[205] B. Vale pues entonces [Gina: cualquier otras cosas...] hablemos de que baja mds rdpido que sube y
que, después que del minuto seis no se explica, es mds que luego cuando te pone que crees ...

[206] Gina. ¢Qué es lo que te pasa en el minuto seis?
[207] B. En el minuto seis, que frena en seco.

[208] Gina. ¢Frena en seco?

[209] A. No, en esta funcion no. Por eso estd mal.
[210] Gina. ¢Qué hace?

[211] B. Sale por el aire [A. sale hacia la entrada é?¢?)
[212] Gina. ¢Y como te bajas del elevador?

[213] A. No puedes.

[Se rien]

[214] Gina. Bueno, entonces hay que arreglarlo, évale?
[215] B. Vale.

[216] A. Es que claro, nosotros nos tomamos como que solo se podria definir en un intervalo de 0 a 6 que
es como nos dice lo que tarda en un viaje de ida [Gina. Exacto], pero, pero es que fuera de ese intervalo
es como se, .... se dispara demasiado, no tiene sentido Idgico.

[217] B. O sea que lleva una aceleracion muy, muy, fuerte [sefiala en la grafica de la velocidad, el punto
de abscisa t=6 sobre la curva], y la velocidad es, o sea ochenta, ochenta metros seqgundo, ochenta metros
minutos, a ver, no es una velocidad pero, puede salir volando rdpido.

[218] A. Para eso lo que podemos hacer es definirlo en un intervalo mayor de seis y ver cdmo es en
verdad [reescribe algunas de las sentencias anteriores de Matlab® hasta quedarse, rectificando, con la
que representa el desplazamiento en el intervalo 0, 10].

[219] B. Uf, vas a flipar. Se te va a ir a infinito, ahi lo tienes.
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Matab®

>> ezplot(f3,0,6)

>> grid

>> ezplot(f3,0,6)

>> grid

>> ezplot(f,0,10) [sentencia para representar la grafica de la funcidn en el intervalo [0,10]]

>> grid

52 y315 y?

[220] Gina: Algo no es razonable, ahi

[221] A. Mmm...

[222] Gina. Algo no, no es razonable.

[223] A. No, no.

[224] Gina. Entonces hay que....

[225] B. Si te fijas tio, ¢ mil metros en 10 minutos?

[226] A. Le pones eso...

[Gina rie]

[227] B. Pues nada, tu eh... ponle una utilidad.

éve?

[228] A. Estd claro por qué ahora tenemos que mejorar el modelo.
[229] B. Una funcidn seno [traza el movimiento sinusoidal en el aire].
[230] A. Pues si.

[231] B. En verdad si.

[232] A. Si, lo unico que...

[233] B. En verdad si, claro. Bueno va, vamos, pues hablemos primero de la utilidad [afiade la cuarta
grafica, la del desplazamiento en el intervalo 0-10 a la pantalla en el extremo inferior izquierdo, con lo
que ven las cuatro al mismo tiempo]. Bueno, aqui tenemos el desplazamiento del montacargas [sefiala la
grafica], la velocidad del montacargas con respecto al tiempo [idem], la aceleracion del montacargas y
aqui un intervalo un poco mds, ah, un poco mds largo del, del,

[234] A. De lo que seria el desplazamiento.

[235] B. de lo que seria el desplazamiento, si. Pues nada, eh..., evaluar la utilidad,... A ver.
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[236] A. Incoherencias I6gicas que tiene el montacargas.

[237] B. Yo, ponemos pros, ponemos pros. A ver, estd bien explicado, bien tomado el/la referencia, estd
bien tomado el sistema de referencia.

[238] A. En cuanto que llega a un punto, justo cuando es la, la aceleracion...

[239] B. Se busca, estd claro que se busca momentos que sea fdcil de identificar para que, para el que lo
estudie, que tiempo cuatro no es tiempo cuatro, cuatro Pi, ni cuatro e, es cuatro.

[240] A. En ese sentido, si que es fdcil.

[241] B. Eso estd bien explicado, en el dos pasa algo, en el cuatro pasa algo, en el seis y en el cero pasa
algo.

[242] A. Y de identificar cudndo se llega al fondo que es justo que, cuando coincide, la velocidad es cero.

[243] B. Bueno pero eso es reacciones entre derivada y ese, pero bueno, [A. Si, pero], estd bien pensado
eso. Ponemos los pros: estd bien puesto el sistema de referencia y los puntos donde pasa algo [esta
escribiendo]. Estos puntos son el tiempo igual a 0 que parte, t igual a dos que, équé pasa en t igual a
dos?, que la velocidad es constante,

[244] A. En t igual a dos es cuando deja de decelerar, el...
[245] B. no la velocidad es, la velocidad es minima [sefiala el minimo en la grafica de la velocidad],

[246] A. que es cuando deja de decelerar, la aceleracion es cero [sefiala el punto de abscisa t=2 sobre la
grafica de la aceleracion]. Y bueno otro problema es,

[247] B. Claro la aceleracion es,

[248] Gina. No son preguntas, mds que un problema, decir las fortalezas y las debilidades... digamos, qué
funciona y qué no.

[249] B. Ah vale, vale; t igual a dos, que la ve..., que la alcanzamos.

[250] A. Y luego falta decir que [B. y la mayor], en el momento en el que llega al fondo y se produce el
cambio de decelerar a acelerar, no para, o sea, estd claro que [B. no] no se ha tenido el tiempo que estd
abajo pero porque no hay tiempo de abajo, justo en el tiempo 4 [sefiala con el boligrafo sobre la grafica
del desplazamiento en la pantalla], que es cuando llega abajo, tenemos una velocidad bastante grande
[sefiala ahora en la grafica de la aceleracién el punto de abscisa t=4] [B. Si], o sea, no tiene sentido
utilizar un montacargas en el cual no te da tiempo a bajarte o a subirte, ¢no? No tiene sentido.

[251] B. Claro, bueno, pues eso es que estad bien puesto el sistema de referencia, entonces hay que hacer
una eh, en t igual a cuatro, alcanzamos el pozo sin fon.... eh, el fondo del pozo, el fondo del pozo. ¢ Tu ya,
tu ya las tienes? (nota del transcriptor: le pregunta si ya ha apuntado las utilidades en sus hojas)

[252] A. No, o sea, estoy pensando que ....

[253] B. el fondo del pozo... [lee lo que estad escribiendo]. Contras. A ver, que empiece la fiesta. Es un
modelo sdélo aplicable en el intervalo cero-seis, fuera [escribe y lee en voz alta] no tiene sentido, y asi
como gracioso, porque si en el enunciado nos dice que la profundidad del pozo es cien metros y llega
hasta menos ochenta équé te comes veinte metros y saltas hacia abajo?

[254] A. Aproximadamente, tampoco lo especifica.

[255] B. [relee] Sdlo aplicable en el intervalo cero, seis, fuera no tiene sentido, [sigue escribiendo] la
velocidad cuando volvemos,

[256] A. O sea que tenemos,
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[257] B. es muy grande,

[258] A. que en el unico punto en el que se podria

[259] B. y no podriamos bajar [escribe].

[260] A. el tnico punto en el que se podria [...] dejar el material...

[261] B. El material es que no se puede dejar, o sea, si llegas a -ochenta, hay cien metros de, de eso no
llegas a, abajo del todo.

[262] A. El tema es que en el punto, en el punto t igual a cuatro [sefiala en punto de abscisa cuatro en la
grafica de la aceleracidn], cuando se alcanza el fondo [sefiala el minimo en la grafica del
desplazamiento], o sea, no podremos tener una velocidad tan grande porque, o sea es que en verdad
estds acelerando en el punto, en el punto en el que deberia estar, en el punto de reposo, el montacargas
estd acelerando, no tiene sentido.

[263] B. Ya, no podriamos bajar el montacargas... [escribe] asi como la aceleracion seria muy brusca.
Ademads, el valor minimo de la funcion es de ochenta metros y queremos a los cien.

[264] A. Lo que pasa en el punto t igual a seis, que es cuando llega otra vez al punto de inicio, en teoria
deberia pararse.

[265] B. Si, no podriamos bajar del montacargas [A. y deberia pararse]. Seria muy brusco, ademds, el
valor minimo de la funcion es de ochenta metros y queremos llegar a los cien. Hemos dicho tema de la
aceleracion y tal [sefala la grafica de la aceleracién], que aqui no nos podriamos bajar [sefiala el punto
de abscisa seis en la grafica del desplazamiento], que aqui cuesta subir [parece que sefiala el punto de
abscisa cero en la gréfica del desplazamiento], que no llega hasta abajo [sefiala ordenada de valor -100]

y que...

[266] A. O sea, la unica explicacion que podria tener es que cuando estds dejando el material y no
quieres que se te descontrole, lo que es el éé??,

[267] B. Claro.

[268] A. Le pones una especie de freno o algo para que no vaya tampoco.... rapido.
[269] B. Pero bueno

[270] A. éé??

[271] B. Rdpido, o sea, en tres minutos, o sea, en cuatro minutos recorrer cien metros es menos de lo que
tu vas andando por la calle.

[272] A. Quizd el problema no es que baje a esa velocidad, sino que luego, que suba...
[273] B. Sube muy rdpido, eso si, sube rapido.
[274] A. Eso si que es extrafo.

[275] B. A ver, a lo mejor que también es importante, a lo mejor también es importante que suba rdpido
porque... pero no creo que los materiales sufran de, de... sufran de...

[276] A. Sobre todo yo creo, yo creo que es complicado porque en principio sube mds cargado, écomo va
a subir con mds aceleracion y con mds velocidad si cuando sube tiene mds peso y en teoria le debe costar
mds?

[277] B. No tiene sentido. Si sube cargado, no puede subir a tal velocidad. No puede subir a tal velocidad,
se descontrolarian los materiales [lo escribe], aunque te digo, no es una velocidad excesiva, pero bueno
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si, en el momento que subes, a los diez minutos, estd volando. O sea, la velocidad a los diez minutos es
muy grande.

[278] A. No tiene sentido.

[279] B. Se descontrolarian los materiales [relee]. Pues eso he dicho, insisto, si estd referencia y tal estd
bien puesta, pero es un modelo solo aplicable, fuera de él no tiene sentido, la velocidad cuando volvemos
es muy grande y no podriamos bajar del montacargas, asi como la aceleracidn seria muy brusca, ademds
queremos llegar hasta los cien, si sube cargado no puede subir a tal velocidad.

[280] A. Pero es que luego, él no lo dice, te dice que la profundidad del pozo es aproximadamente cien
metros, pero no te dice que sea cien metros, eso si que casa con lo que nos estdn diciendo [B. Ochenta],
en el problema.

[281] B. Trabajemos con cien y una cosa mds que modificar.

[282] A. [lee enunciado 1]. Haz una lista de especificaciones del montacargas para redisefiar el modelo
del montacargas.

[283] B. A ver.

[284] A. Ahora, lo que no sé es si tenemos que cumplir una serie misma de puntos, o sea lo mds raro seria
que una funcion seno, ...

[285] B. Yo afiadiria a los pros que la velocidad no es excesiva porque si en cuatro, o sea, cuando baja, la
velocidad es muy lenta, en cuatro minutos, ochenta metros, un abuelo con tacatd... La velocidad cuando
baja es buena.

[286] A. Si en principio lo tunico que tenemos que cumplir es la profundidad del pozo y el tiempo que
tarda en subir y bajar, eso es lo unico que nos damos

[287] B. y la velocidad, o sea, y la aceleracion a lo que lo hace... no puedes tardar mds en subir que en
bajar, mds o menos lo mismo. La velocidad cuando baja es buena. Eh, si [escribe], es un paso normal, de
una persona caminando... ¢vale?, pues ya estd. Bueno, a ver, especificaciones que deberiamos meter:
misma velocidad bajando que subiendo [A. Si que estd una,], mismo tiempo,

[288] A. una simetria, una regularidad en cuanto, en cuanto a las velocidades [B. Si] y a las
aceleraciones

[289] B. si, mismo tiempo bajando que subiendo, un periodo de frenado y acelerado, o sea un periodo en
el que no se pare bruscamente, que descienda de velocidad poco a poco.

[290] A. S/

[291] B. ¢Vale?

[292] A. Ah si, lo que tendriamos que buscar seria el intervalo,
[293] B. No, ya.

[294] A. el intervalo que tenemos de espacio de cero a cuatro, yo creo que seria un buen, el bueno
[marca con el boligrafo el intervalo cero-cuatro en el eje de abscisas de la grafica del desplazamiento].

[295] B. ¢De dos minutos de bajada y dos minutos de subida?
[296] A. No en cuanto a dos minutos, si no a cuanto, qué dibujo hace la grdfica, seria una cosa asi.
[297] B. Yo habia pensado la del seno.

[298] A. Si, un se, un seno y un coseno.
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[299] B. Yo habia pensado un seno. Pero bueno, ahora lo extrapolaremos porque la funcién se nos hace
mds complicado porque no estd definida de pi a pi, o sea, ni de cero a 2pi, estd definida de cero a cuatro
y de,

[300] A. Si, tendriamos que hacer la ...

[301] B. de cero a cuatro y de menos cien a cero. Pero eso bueno, ahora lo pensamos. Vamos a pensar un
poco en lo que queremos de la funcion. Queremos mismo tiempo bajando y subiendo, no ya, ni frenazos,
ni acelerones, que el ciclo sea regular.

[302] A. Si que no.... incluso definirla a trozos de manera que, que se pueda...

[303] B. No, pero si defines el seno entre el cero y seis, va a hacer lo mismo [marca en la grafica del
desplazamiento el dominio 0-6]. O seaq, tu lo que quieres es que te haga esto, [escribe (o dibuja) en sus
notas:] baja, sube, baja, sube.

[304] A. Si, que sea regular.

[305] B. ¢Vale? No ya ni frenazos, que el ciclo sea regular.
[306] A. Que sea periddica.

[307] B. Periodica.

[308] A. Periddica, periddica.

[309] B. Y adaptable.

[310] A. Periddica en un ciclo de, de seis.

[311] B. Pero bueno, también, también tienes que tener la opcion de estar en parada un rato [traza en el
aire una linea constante en la ordenada cero, desde el punto de abscisa 6 en la curva del
desplazamiento], aunque aqui pone que, que sin tomar el tiempo que estd abajo. Supongo que el de
arriba también, ¢no?

[312] A. O seaq,

[313] B. O sea, cuando definamos la funcion [cambia el tono como para volver a empezar]. A ver,
nosotros hemos pensado en un seno, cuando llega arriba en teoria el seno no para, pero si que puede
frenar eso y luego volver a tomar el ciclo del seno. Pues entonces, pues puedes definir el intervalo y dices
vale, pues cada vez que lo pones en marcha tomas cero como el punto o, puedes tomar en estos trozos
que tu quieres que esté el montacargas parado, como cero, o sea, de una funcion constante de cero, te
da igual.

[314] A. El seno va desde, desde menos uno a uno, éno? La opcion seria tomar un,

[315] B. Bueno pero espera, espera, vamos a hacer las, las funciones, mismo tiempo bajando y subiendo,
que no haya frenazos ni aceleraciones, que el ciclo sea regular, periddica y adaptable y ya estd y que se
pueda parar [relee y aflade en sus notas]. Bueno pues entonces, lo que queremos serd una funcion seno,
queremos un seno, algo parecido a un seno [escribe en sus notas, mientras A. comienza a poner
sentencias en el teclado para representar funciones seno], a un seno de x, definida en cero, seis, en el
intervalo menos cien, cero. Por lo tanto, sin x [se lo dice a A. que esta con Matlab®], entonces f de cero
queremos que sea cero, f de tres queremos que sea menos cien,

[316 ] A. éLa funcidn seno no es este simbolo?

[317] B. Si, ¢a que has puesto sen?, f de seis queremos que sea cero. Eso es lo que queremos.

143



[A. esta escribiendo y representando después la funcidn sen(4x)-40 en Matlab®, pero B. le pide luego
que solo escriba la parte del seno y le pregunta por el -40. En Matlab® queda registrado lo siguiente:]

Matlab®

>> fdex=sen(4*x)-40 [le da error porque no ‘lee’ la x como variable]
??? Undefined function or variable 'x'".
>> syms X

>> fdex=sen(4*x)-40 [ya ha definido la x como variable, pero escribe mal la funcidén seno que en
Matlab® se introduce con el comando ‘sin’]

??? Undefined function or method 'sen' for input arguments of type 'sym'.
>> fdex=sin(4*x)-40
fdex = sin(4*x) - 40

>> ezplot(fdex,0,10)

singd x)-40

-39

-40

41

[318] B. No, coge una funcion seno, normal, seno normal. [A. reescribe en Matlab® para representar la
funcidn seno sin constante afiadida). Seno de ... represéntala ... ezplot de ans .... ahi la tienes. [Sale en
pantalla la representacion del seno de 4x primero y del seno de x después]

Matlab®

>> fdex=sin(4*x)
fdex = sin(4*x)

>> ezplot(fdex,0,10)

sin(4 %)

>> sin(x)

ans = sin(x)
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>> ezplot(ans)

sinG)

[A. afiade - 40 a la funcidn seno en Matlab®]
[319] A. ezplot sin de x menos cuarenta

[320] B. No, pero cuando la analicemos ahora un poco analiticamente. ¢ Tu para qué quieres menos 40?
[lo ve en la pantalla]

Matlab®
>> sin(x-40)
ans =
sin(x - 40)

>> ezplot(ans)

sin(x-40)

[321] A. Si nos quedamos con lo que queremos,

[322] B. ¢Hasta qué hora tenemos para hacerlo,[A. En verdad, lo que queremos...] écudnto queramos?
[323] Luis. ¢ Media hora?, ¢ mds?

[324] B. No, mds. Es que verds, o sea tenemos que pensar mucho esta funcion.

[325] Luis. Pues, adelante, adelante hasta que nos tiren del campus [risas].

[326] B. Vale, pues nos quedamos a acampar la noche.

eér?

[327] A. Mafiana tenemos fiesta.

Rafa. Si os queddis a cenar, lo pago yo.

[328] B. Ostras, es una buena oferta, éceh?
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[329] A. ¢??

[330] B. Seno de cero, seno de cero, cero; seno de uno, seno de m medios, uno. O sea, seno de tres,
prueba seno de 31t medios, por fa [A. Se ha rallado]. [A va poniendo sentencias en Matlab® para calcular
lo que le pide el compafiero de la derecha, pero se aturulla un poco al copiar y pegar]. No, no quiero
saber cuanto vale eso. Seno de 3 medios, si, 3m medios.

[331]A. 4,7
[332] B. Seno de tres pi medios, uno.
[333] A. [calcula en Matlab® el seno de la cantidad anterior] Seno de 4 con 7, menos uno.

Matlab®

>> ezplot(ain(x-40))

??? Undefined function or method 'ain' for input arguments of type 'sym'. (Ponen ‘ain’ en lugar
de ‘sin’ razdn por la que el programa no entiende la sentencia)

>> ezplot(sin(3pi/2) (falta un paréntesis, razén por la cual el programa no puede representar la
funcidn constante -1)

??? ezplot(sin(3pi/2)

Error: Unexpected MATLAB expression.

>> pi

ans= 3.1416
>>3

ans= 3

>> pi*3/2
ans= 4.7124

>> sen(ans)
??? Undefined function or method 'sen’ for input arguments of type 'double’.
>> sin(ans)

ans= -1

[A. comienza a probar variantes distintas de senos involucrando a la variable x y a la constante 40;
escribe los comandos correspondientes, representa y desechal

Matlab®

>> ezplot(ans(x-40))
??? Error using ==> subsindex
Function 'subsindex' is not defined for values of class 'sym'.
>> ezplot(sin(x-40))
>> ezplot(sin(x-40))
>> ezplot(sin(x-40))
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>> ezplot(sin(x)+40)

" 4 N4

[334] B. (Qué estds probando?

[335] A. [le ensefia a su compaiiero la grafica correspondiente a 40*sen(x) y dice seialandola:] Es algo
asi, hay que tener en cuenta el salto de ochenta, que es lo que nos interesa [sefiala la amplitud del
recorrido con la mano como haciendo una horquillal, ahora sélo tenemos que desplazar la grdfica hacia
abajo, é¢sabes?

[336] B. Pero bueno, esto [sefiala distancia entre minimos en el ciclo] de cudnto lo haces, también te
interesa esta amplitud, interesa que sea de ahi a ahi [marca la distancia entre dos maximos locales]

[337] A. Pero luego,
[338] B. y que esto sea,

[339] A. con la amplitud podemos jugar. O sea, teniendo en cuenta... Ya tenemos cudl es el, mds o
menos el intervalo que queremos. Tiene que dar de una forma parecida a seno de x por 40. Ahora sdlo
tenemos que ver el tema de cudl es la frecuencia [sube y baja el boligrafo de arriba abajo] que tiene y
desplazarla hacia abajo, o sea que ...

[340] B. Yo ya estaba inventando algo. A ver.... [escribe]

[341] A. [escribe en sus notas primero y ahora en Matlab®] Esta podria ser una [se refiere a 40sen(x)-
40]. Tenemos que ésta es la, la formula que tenemos que buscar, éno? Hostia, ya estad tio [prueba ahora
con 40cos(x)-40].

[342] B. ¢Qué?

[343] A. Coseno.
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Matlab®

>> ezplot(sin(x)*40-40)

40 sin{x)-40

[344] B. Este si que estd ¢?¢?

[345] A. En el punto cero, cero [sefiala el maximo de la funcién (local) en el (0,0)], alcanzas un minimo,
ademds en dos y medio, que es el éé ?¢ es mds regular.

[346] B. Has probado, o sea, has probado [como diciendo, no es tan evidente, te ha dado de
‘casualidad’].

[347] A. Mds que nada que te dé un intervalo de cuarenta y desplazarla hacia abajo para que el punto
mds alto sea un cero.

[348] B. Pues ya estd... Ah, no, en seis minutos [cantando y marcando el tramo de abscisa aproximado de
t=-6 a t=0].

[349] A. ¢No llega en seis minutos? [marca mds o menos la abscisa t=6 en el grafico, la representacién
estd hecha de -2 a 2]

[350] B. Oh, no, no puedo mds.
[351] A. Espera, espérate... es aproximadamente seis minutos. Lo dice el enunciado.

[...]

[352] A. Teniendo en cuenta que la funcion que queremos buscar, es una forma seno coseno por su, su
periodicidad.

[353] B. Tenemos que aplicar el cero ,— dos i, entonces esto tiene que ¢ ?¢?
[ambos trabajan en sus notas, pensando sobre como arreglarlo][...]

[354] A. Tenemos que, lo que, hemos querido... [vuelve a arrancar el discurso] Primero hemos cogido
algo que se parece a lo que queriamos y lo hemos ido adaptando a lo que buscdbamos.
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[355] B. Si.

[356] A. Teniamos antes la del seno [vuelve a poner la sentencia de representacion de 40sen(x)-40;
Intro], pero cudl era el problema, mds o menos esa era la idea [B. si] que queriamos pero no cuadraba,
donde empezaba y donde cabia [mueve el boligrafo como siguiendo la grafica]

[357] B. Claro.

[358] A. Hemos tenido la suerte que con el coseno cuadra. De todas formas, si no hubiera sido asi,
hubiera sido coger dentro del coseno la x y haberle restado valores hasta que cuadrara [sube el boligrafo
de arriba abajo en la abscisa t=0].

[359] B. Claro.

[360] A. Con una cosa asi y ademds tenemos la suerte de que aunque no acabe el intervalo [sefiala desde
t=0 hasta t=6 aproximadamente sobre el eje de abscisas], el intervalo no hace falta de cero a seis.
Resulta que el enunciado si que nos permite, tenemos esa ambigliedad de que es aproximadamente seis
minutos, no es exactamente... seis.

[Aqui B. no le escucha, esta escribiendo en sus notas]

Matlab®

>> ezplot(sin(x)*40-40)

>> ezplot(cos(x)*40-40)

[361] B. Yo cogeria coseno de 3 partido pi por x.

[362] A. éCudl es el coseno? 3x partido pi. [Se lo dice para si mientras escribe en Matlab®]
[363] B. S/ 3x partido pi y lo tienes que poner con doble barra.

[364] A. ¢Con doble barra?

[365] B. S/, claro.

[366] A. ¢Como se hace eso?

[367] B. Ah, no.

[368] A. Pues si quieres espérate, ponemos tres pi como,

[369] B. Entonces cuando esto vale,

[370] A. No deja.

[371] B. seis [esta trabajando sobre sus notas al margen del compafiero].

[372] A. ¢é?¢é 3 coma catorce [reescribe la orden cambiando ans (pi) por 3,1416], Intro].

Matlab®

>> ezplot(cos(3x/pi)) (las sentencias no funcionan porque no escriben * para el producto)
??? ezplot(cos(3x/pi))

Error: Unexpected MATLAB expression.

>> pi

ans =3.1416
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>> ezplot(cos(3x/ans))

??? ezplot(cos(3x/ans))

Error: Unexpected MATLAB expression.
>> ezplot(cos(3x/3.1416))

??? ezplot(cos(3x/3.1416))

Error: Unexpected MATLAB expression.

[.]

[373] B. [Se dirige a Gina]. Es una duda de andlisis. A ver, queremos aplicar este intervalo a éste [muestra
sus notas a Gina), o sea extender la definicion. Es como si dijéramos ... aunque no sea del coseno, pero
casi. O sea, del coseno es menos m, i (nota del transcriptor: parece estar sefialando el dominio de
definicién del coseno extendido después por periodicidad], pero como no estamos utilizando inversas y
tal, también cuesta mds ¢ ?¢ ? . Eh y éste lo queremos pasar a cero, seis. ¢ Cémo lo podriamos hacer?

[374] Gina. ¢?é? no queda una cosa asi, tan precisa.
[375] B. Claro, es 2nr, seis coma algo

[376] A. Otra cosa, lo que pone es que aqui nos dicen [le muestra a Gina la hija del enunciado y sefiala la
parte de la que habla] es que es aproximadamente seis minutos, pero como en la anterior funcién de
muestra que si que tenemos, y que es exactamente seis minutos, no sabemos si, o sea, si nos podemos
tomar esto como una ambigliedad y poder tomar un coseno, o tenemos que ajustarla exactamente a lo
que es un intervalo de tiempo.

[377] Gina. Se puede ajustar exactamente los parametros que tu tienes, eh A seno de B x mds C [B. Ah,
vale] y ver cdmo se podria ajustar. ¢ ?¢? mas tiempo o menos tiempo.

[378] A. Si.
[379] Gina. Y con los pardmetros también se puede trabajar y eso da otra posibilidad.
[380] A. Habria que multiplicar la x de dentro del coseno por, por un pardmetro.

[381] B. Si, la cuestion es é?¢? [trabajan por separado en las hojas]. Mira ya estd. Coseno de rt tercios
partido por x. Entonces, cuando da cero, seis... coseno de dos m... épuedes representar el coseno?

[mientras B. hablaba, A. iba escribiendo en Matlab® algunas cosas] [Se refleja hasta la representacion
del coseno que le pide B.]

Matlab®

>> 2*pi
ans =
6.2832
>> /6
7?7 /6
Error: Unexpected MATLAB operator.

>>ans/6
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ans =
1.0472

>> ezplot(cos(x))

[382] A. Ahi lo tienes

[383] B. ¢y esto cdmo lo has pasado ahi abajo? [sefiala la ordenada de abscisa aproximada menos seis, y
baja con el dedo hasta la ordenada cero y misma abscisal]

[384] A. Esto, bajarlo, bajarlo es, restarle, restarle cuarenta [escribe en Matlab® y representa:]

Matlab®

>> ezplot(cos(x)-40)

[385] B. Vale.

[386] A. Ahora ya tienes el intervalo que quieres, o sea, porque ¢? 80y como la funcion va desde menos 1
hasta 1 no hay que coger ochenta sino cuarenta.

[387] B. Ya estd, coseno de m tercios por x, por cincuenta, menos cincuenta, esa es la funcion.
Represéntala y verds.

[388] A. A ver [teclea en Matlab® ], coseno de écudnto has puesto?
[389] B. mt tercios.

[390] A. mt tercios ... tercios por x.

[391] B. Por cincuenta menos cincuenta para que nos baje hasta el cien.

[392] A. Dale con el cien, pero si no hace falta. [Represental
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Matlab®

>> ezplot(cos((pi/3)*x)*50-50)

50 cos{1/3 % x)-50

[393] B. Hazle la grid y flipards. En 6 minutos sube y baja clavado.
[A. cuadricula la gréfica y sobre la pantalla B. marca un dominio de tamario seis]

Matlab®

>> grid

50 cos(1/3 % x)-50

1N Y

& 4 2 o 2 4 &

[394] A. Qué bien y con eso hay que explicar mds el punto minimo y el mdximo, y tal.

[395] B. [Escribe en sus notas y lee en voz alta]. La funcién que buscamos es f de x que la vamos a definir
a trozos: coseno ééé? uy (rie) menos t cero; y cero, si estd en reposo.

[396] A. Estds haciendo lo mismo. Lo has sacado por esto, ¢no? [le ensefia algo a B.]

[397] B. Si [rie], siendo x igual a cero la altura, tomando x igual a cero, se pone en marcha... [suena el
moévil de A] ¢Un mensaje?

[398] A. Llego tarde.

[399] B. éLlegas tarde a casa?, ipero no sabian esto?

[400] A. Creia que acababa a las siete.

[401] B. Asi, [sigue escribiendo]

[402] A. Mejor que me vaya al autobus, si no tarda otra hora en pasar.

[403] B. Ahora escribimos todo. Asi, se ... llega hasta el fondo del pozo [escribe y lee], no hay cambios
bruscos, frena antes de parar suavemente y mantiene, eh, velocidades parecidas.

[404] A. Sdlo falta decir que este modelo con todos los fallos que tenia el anterior, los, los compensa,
porque absolutamente todos los problemas que teniamos antes, este, este modelo si que los, los
soluciona y quizd tiene ¢??, para darse cuenta que es mds estable en la bajada o en la subida. O sea
faltaria decir que a lo mejor en la subida si, pero refiriendo a cosas en cuanto a que la subida podria ser,
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podriamos tomar como mds, mds pronunciada o menos. Que eso ya seria definirla a trozos para que
pueda ir de cero a dos de una manera y de dos a seis de otra. Tampoco costaria mucho, y que este
modelo ya nos, ya nos, ya responde [B. Menos t cero.] a unos valores.

[405] B. Acuérdate de menos t cero, si estd en movimiento, t cero seria el momento de puesta en marcha
[escribiendo y leyendo en voz altal.

[406] A. ¢ Qué otras modificaciones le podemos hacer al modelo?
[407] B. Eh,
[408] A. Dependiendo de la profundidad habrd que multiplicar.

[409] B. Espera, espera eso ahora lo atacamos [continUa la respuesta anterior, escribe y lee]. Eh, sirve
para todos los dominios de definicion, ¢y cudles han sido la ultima que has dicho? Has dicho una muy
buena, general.

[410] A. Da igual, estd grabado [rie]. Espera, éen cuanto a qué?, éa los problemas que sufre nuestra
funcion?

[411] B. S/ eso, que esta funcion suple todos los problemas de la anterior. Por ultimo, aplica tu modelo.
[412] A. Empieza.

[413] B. Las funciones de la forma f de x o y coseno de algo por algo menos algo [escribe] es del tipo
coseno ... siendo

[414] A. Mira a ver qué te parece ésta [le muestra a B. sus notas]
[415] B. cQué?

[416] A. Seria del tipo y igual a coseno de 2pi partido A por x con A la diferencia b menos a, a, b, el
intervalo de tiempo, B seria la mitad de la profundidad que queremos y C seria la mitad de ¢?? que
necesitamos .

[B. susurra lo que escribe en el escrito final]
[417] A. C seria ... el punto de inicio de ...???
[B. Sigue susurrando lo que escribe en las notas finales]
[...][escriben y susurran]
[418] A. Me voy, tio.
[419] B. Vale, lo acabo yo.
[420] A. ¢ Te queda algo mds por poner?
[421] B. No, me falta representar.
[422] A. Sigues haciendo la formula general para un montacargas, o sea con C.
[423] B. Vale.
[424] A. [a Gina] Ya.
[425] Gina. ¢Te vas?
[426] A. Si, yo es que llego tarde, me tengo que ir.
[427] Gina. Ah ok.
[428] A. é?¢é?
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[429] Gina. Ah, muy bien.

[430] A. [Dandole sus notas a Gina:] Aquiy aqui le he puesto el final del...
[431] Gina. Vale, excelente, muy bien, gracias.

[432] B. Yo casi acabo.

[minutos]

Pareja 2. [C: alumno sentado a la izquierda de la pantalla en el visionado del video;
D: alumno sentado a la derecha en el visionado del video]

[Leen en silencio y por separado el enunciado del problema, al menos el principio]

[Importante. Nota del transcriptor: en un momento determinado los participantes limpian la pantalla
del Matlab® con lo que de la primera parte sélo tenemos el registro resumido de lo que han hecho.
Cosas como errores de sintaxis, por ejemplo, dejan de recogerse en este resumen.]

[1] C. No parece dificil, éno?

[2] D. No, por lo menos la primera pregunta.

[3] Luis. Ya sé que no tenéis costumbre de hablar, pero aqui es al revés.

[4] D. No, no, pero aqui estamos muy bien....

[5] Luis. Ya, ya pero lo que quiero es que habléis, y si subis el tono, mejor, éivale?

[6] C. Explica el significado de los valores negativos, positivos y cero de la grdfica de la velocidad [lee el
enunciado del apartado a)].

[7] D. A ver, tienes aqui que sube y baja, sin tomar en cuenta el tiempo que estd abajo, es de seis
minutos, tarda en subir y en bajar seis minutos, y la profundidad es de cien metros.

[8] C. Entonces en subir y en bajar tarda tres minutos, o a lo mejor no. A lo mejor tarda mds en bajar que
en subir. (Representamos la grdfica a ver si nos sale?

[9] D. Bueno aqui te pone la, la for, la formula de la posicion en general, supongo que si la ponemos,
[10] C. Vamos a representarla. [coge el teclado y comienza a escribir]

[11] D. Espera, espera, que ahi estd el cubo, ahi estd el cuboy ahi estd el cuadrado [sefala la pantalla
en la que C. esta escribiendo]

[12] D. éLe pongo un Alt control aqui? [hace ademan de coger el teclado]

[13] C. No, no, no es un vector... t cuadrado, y t cubo [rectifica en Matlab®]. Y ahora un ezplot [escribe la
sentencia correspondiente a representar graficamente a excepcioén del intervalo, esperal.

[14] D. Si, si.
[15] C. Si, a ver, un momento.
[16] D. Empieza en, ah no, empieza en cero y se tarda seis minutos.

[17] C. De cero a seis.
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[18] D. Aqui lo tengo que estd, estoy seguro [busca en el enunciado]. Ponle siete, de cero a siete.
[C. ejecuta en Matlab®]. [C. afiade la cuadricula]

Matlab ®

syms t
y=2.5*%t-15%¢
y=2.5%t"3-15%t"2;
ezplot(y,[0,7])

grid

520452

80
60
40

20

-20
-40

50

80

[19] C. ¢?¢é? Tachdn... Mira, esto es interesante... [D. sefiala con el boligrafo sobre la pantalla los puntos
de la curva de desplazamiento de abscisas 0 y 6] si sélo vemos de cero a seis, entonces pasa a ser de cero
a cero... hasta los ochenta metros baja y luego vuelve a subir... qué curioso...

[20] D. Lo que pasa es que desciende hasta los 80 metros, ¢no? [con tono de extrafieza] Vale.

[21] C. También habrd que decir cosas, que los ascensores llevan abajo [D. Si, si] como con una holgura
por si cayeran o algo por el estilo, pongamos que eso ya estd contemplado.

[22] D. Entonces, la grdfica hay que ponerla aqui [se refiere a anotar en las hojas].
[23] C. Habrd que dibujarla.

[24] D. Si quieres lo escribimos los dos y después ya...

[25] C. Vale... nos lo vamos apuntando un poco los dos y luego ya estd.

[26] D. La dibujamos [sefiala la grafica hasta la abscisa seis].

[Pasa tiempo, estan anotando funcidn y representacion grafica)

[27] C. ¢Qué hago la derivada para...? ¢ Voy haciéndola?

[28] D. Sdlo hay que explicarlo, esto [se refiere al apartado a)]. [C. Sélo cudndo es negativo o positivo, lo
que habiamos leido al principio.]

[D. al menos sigue escribiendo] ¢?¢?
[29] D. ¢ Miramos la velocidad?, éno?
[30] C. Vale.

[C. escribe en el Matlab® las sentencias correspondientes para derivar la funcién, representarla (esta vez
entre 0y 6) y afade el mallado]

[31] C. Voy a ponerlo ahora entre cero y
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[32] D. Ponlo ahora entre cero y seis.

[33] C. Entre cero y seis es donde nos interesa.
[34] D. Si, en siete ya no.

[35] C. Un segundo.

[36] D. Si.

Matlab®

diff(y); [derivar y]
ezplot(ans,[0,6]) [representar entre 0 y 6]

grid [mallar]

1512 2301

é?¢? [Se oye ruido de fondo ademas de por encima claramente de las voces de la pareja 2, las de la
pareja 1. El cursor lo ponen sefalando la abscisa t=2.]

[37]1 D. A ver, que la velocidad sea negativa,

[38] C. Que la velocidad sea negativa ponemos que, que es que la estdn subiendo.
[39] D. Si, pero es que no lo tengo claro, eh, a ver,

[40] C. Miramos la aceleracidn, a ver.

[41] D. Vale.

[42] C. Bueno, pues vamos a copiar esto, ¢no?

[43] D. Si, necesito una regla [busca en su mochila y la sacal]

[Copian la representacion grafica de la velocidad]

[44] C. Claro, cuando dice que la velocidad vuelve a ser cero [sefala con el boligrafo en la pantalla la
abscisa t=4 y eleva hasta la curva de la velocidad que vale cero en ese valor], ahi es donde ...

[45] D. Si, claro, ahi es cuando sube, en ese punto pasa de subir a bajar. El hecho de que sea negativa
quiere decir... es que ahi cada vez [sefiala grafica de la velocidad de abscisas de 4 a 6] aumenta mds
porque estd bajando, bajando ¢ ?¢?

[46] C. Si es negativa es porque estd bajando, si es positiva es que esta subiendo, éno?
[47] D. Si, claro

[48] C. Ahora la aceleracidn serd lo que,
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[49] D. Lo que no sé yo, matematicamente no sé por qué, o sea qué quiere decir que la velocidad es
negativa. Bueno claro es porque la pendiente aqui es negativa y aqui es positiva [escribe o dibuja en sus
notas un rato largo]. Mira a ver como es la aceleracién y después escribimos mas.

[C. escribe en el Matlab® las sentencias correspondientes para derivar la funcion, representarla entre 0y
6 y afiade el mallado]

[50] C. diff de diff de y; la voy a llamar a; y aqui ezplot.

Matlab®

a=diff(diff(y)) (derivar la derivada de y; nombrarlo con la letra a)
ezplot(a,[0,6]) (representar a en el intervalo [0,6])
grid

15130

[51] D. [manejando el cursor] Corta ahi [deja el cursor en el punto (2,0)].
[52] C. Lineal.

[53] D. Bueno si, claro.

[54] C. Esto podriamos haberlo hecho sin usar el Matlab®, éno?

[55] D. Eh ...

[copian la representacion en sus notas y no hablan]

[56] C. La parte negativa serd que estdn parando el ascensor y la parte positiva serd que estdn ejerciendo
fuerza para subirlo.

[57] D. Si. Es que yo no sé si lo tenemos que explicar mds, quiero decir que es negativa porque tu utilizas
la tangente y eso, o es positiva por... Mds asi en matemdticas o intentar dar una explicacion mds
informal.

[58] C. No sé, supongo que si tu le hablas de matemadticas al jefe de la construccion petrolifera algo se
enterard. [Risas]

[59] D. éLo preguntamos, no?

[60] C. S/, éno?

[61] C. No sé, a lo mejor en lugar de utilizar matemdticas hay que utilizar la vision mds informal.
[62] D. Una pregunta... (espera a Gina) una pregunta...

[63] Gina. ¢Si?
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[64] D. Cuando dice por ejemplo explicar el significado de los valores negativos y tal, {decimos?, quiero
decir en matemdticas, en matemdtico, quiero decir, cuando la tangente aqui da valores negativos y tal,
¢o mds informal?, es decir, estd subiendo, no sé...

[65] Gina. Uhmmmm

[66] C. Para presentdrselo a alguien que no sea matemdtico

[67] D. Quiero decir con férmulas o con...

[68] Gina. Bueno, é{qué quiere decir con que el montacargas se va para abajo?. A ver,
[69] D. Si

[70] Gina. con respecto al montacargas...

[71] D. Si quiero decir cdmo, como lo explicamos, si mds con formulas matemdticas o ...

[72] Gina. Las dos cosas... [D. Las dos cosas...] cqué quiere decir eso de que el montacargas se va para
alla abajo? Y bueno si te sirve la tangente o algo para alguna cosa de la discusion, pues lo puedes usar.

[73] D. Vale
[74] Gina. ¢ Ok?

[75] D. é?¢é? ... Nada mds que ponga qué quiere decir que la velocidad es positiva, pero... a primero es
negativa, pero luego es positiva.

[76] C. é?¢? la velocidad es, se mide, en metros por segundo, si es negativa...
[77] D. El hecho de que sea negativo querrd decir que esa escala que tu has cogido en el fondo...

[78] C. Estad recorriéndola en direccion negativa, [D. Claro.] como lo estamos midiendo en altura significa
que estd bajando.

[79] D. S/, eso es.

[pasan un tiempo largo escribiendo en sus notas respectivas] [ambos escriben la respuesta al apartado

a)l
[80] D. Aqui es cero... en el instante t igual a cuatro, pasa de bajar a subir, ¢no?

[81] C. Es el punto en el que hay un cambio de direccion. Y por eso tarda mds tiempo en descender, por
aquello de que por aquello de que los motores, no, porque a veces es mds dificil que vayan lento sin
cargarse a la gente, a que vayan rdpido....

[82] D. Si, puede ser, claro un poco mds...

[vuelven a escribir, terminan el apartado a)]

[Leen el enunciado del apartado b)]
[83] C. Hay que hacer lo mismo que en a), en b), pero...

[84] D. La aceleracion es positiva, cero en dos, ¢ ?¢? [recorre la grafica de derecha a izquierda y escribe].
La aceleracion es negativa porque aqui es decreciente y a partir de dos comienza a ser, creciente,

[85] C. Positiva

[86] D. pero...
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[87] C. Si, estd claro porque ahi la velocidad es mdxima y a partir de ahi... [indica algo en las notas del
compafiero]

[88] D. Si, aqui estd claro en la grdfica.
[89] C. Si, coincidiria con cuando el ascensor...

[90] D. Cuando frena. Pues lo explicamos asi por la grdfica y ya estd, porque es que yo, explicarlo por...
decir por qué mientras sube, pasa algo, asi no sé por qué es.

[91] C. Yo creo que asi no es excesivamente complicado.

[92] C. La aceleracidn es constante, luego la velocidad se comporta como una... exponencial o algo asi.
[93] D. Vale, pues ponemos eso.

[94] C.Si.

[95] D. é???

[escriben la respuesta al apartado b)]

[96] D. [Lee el enunciado del apartado c)] Evaluar la utilidad e identificar los problemas.
[97] C. Ya las, ya las he comentado antes. No llega a los cien metros de profundidad.
[98] D. Esa es una.

[99] C. La velo ..

[100] D. La velocidad bajando es, es bastante mayor, bueno tarda menos que....

[101] C. Y ahora que en la subida, la velocidad bate un valor de 60 metros por segundo, y el valor fisico
de eso, es que mandas a volar a la gente, luego habria que conseguir que se estabilizara la velocidad al
final del trayecto.

[102] D. Vale, entonces los puntos que habria que cambiar es, primero que no va, que no va [parece
estar buscando el adjetivo adecuado]

[103] C. Que sube muy rdpido.
[104] D. Eso [risas]. Vale.

[105] C. Asi representado, al menos lo que es la subida, parece lo tipico de un nifio pequefio intentando
subir algo.... ¢ ?%¢?

[106] D. Si, si con la aceleracion ésta parece que ¢ ?¢ ? la subida

[107] C. é?é?

[108] D. Vale entonces ventajas... tarda poco en subir

[109] C. Claro esto es ventaja y desventaja al mismo tiempo.

[110] D. é???

[111] C. ¢Cudnto has dicho que era la velocidad en 6?

[112] D. Mds de 80 era... si quieres te lo busco, porque eso da mds informacion que esto...

[C. decide volver a representarla en Matlab® ]
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Matlab®

v=diff(y);
ezplot(v,[0,6])

grid

152 230 1

[113] C. Marcaba aqui que llegaba a 60 metros por segundo [antes de que aparezca la gréfica] ié?? ¢De
noventa a cien? [después]

[114] D. Si, cien, si, llega a cien.

[115] C. Cien metros por segundo. Eso son ganas de quemar el motor.
[116] D. Si, pero es que cuando lleguen arriba del todo saldrdn disparados.
[117] C. Creo que eso es lo que hay que decir, éno?

[118] D. Hombre, ‘yo no lo he soltado’, y el tiempo que tarda en bajar, que no llega hasta el final, no sé,
todo eso....

[119] C. Pues que, bueno, ya hemos dicho las ventajas, que sube muy rdpido,
[120] D. ¢Hay alguna mds?

[121] C. ¢Tu ves alguna?

[122] D. No, no sé.

[123] C. cQué velocidad coge mientras, cuando baja?

[124] D. Trein, bueno, treinta.

[125] C. ¢ Treinta metros por segundo?

[126] D. Si, ¢no es mucho?

[127] C. ¢A qué velocidad cae el ser humano por si sélo? Porque esa ve, si esa velocidad excede el peso,
é?¢?con gravedad cero?

[128] D. Si, claro, si, el ser humano, la aceleracion era nueve coma ocho. ¢ ?¢ ?¢ Hombre, aqui llega a 30,
pero 30 équé?, metros...

[129] C. Metros por segundo cuadrado.
[130] D. Si, ah, esto si. A ver. [con tono como de que no le convence del todo]

[131] C. Treinta metros por segundo cuadrado ...y el ser humano cae a.... Ya sé que no estamos en una
clase de fisica.

[132] D. A nueve coma ocho.
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[133] C. Nueve coma ocho por,

[134] D. metros por segundo [C. Por Newton, éno]
[135] D. Si

[136] C. ¢No lo tenemos que computar en Kilos?
[137] D. Buah.

[138] C. Venga vamos a probar con 8 kilos.

[139] D. Pero es que la aceleracion es verdad.
[140]C. La aceleracidn de la gravedad es,

[141] D. Si es que en algo nos estamos equivocando, porque si no, como se podria explicar que haya
tanta ¢ ?¢?, se quedaria ¢ ?¢?

[142] C. ¢?¢? dice eso.

[143] D. Si estd en menos treinta, a ver, en verdad la velocidad estd en metros por minuto, la aceleracion
estard en metros por minuto al cuadrado, ¢no?

[144] C. A ver, la posicion lo que es son los metros de altura.
[145] D. Si.
[146] C. Y la velocidad son los [D. por cada, y la t representa minutos)

[147] C. Pone minutos, tienes razon. Esto se puede poner como utilidad, que... minimizar el tiempo en el
ascensor y cargarse a todos los trabajadores, tipico siglo XIX [rie].

[148] D. Si, y aqui supongo que serd la aceleracion que estard medido en metros partido minuto
cuadrado. Entonces seria para pasarlo a segundos y podemos comparar con como cae una persona.
Seria, seria dividirlo por sesenta, por tanto seria 0.5, tu querias 9.8 y en este caso el montacargas éste
baja a 0.5.

[149] C. Entonces eso no es un problema.

[150] D. Tampoco es tanto, ino? Seria, a lo mejor en, [C. Es una ventaja.] subiendo llega a noventa.
Entonces seria [C. Un movimiento vertical] 1.5, tampoco.

[151] C. Sube rdpido y te escupe a una velocidad tolerable.

[152] D. Podria hacerlo, podria hacerlo para que para que no haya tanta diferencia ... ¢me apartas la
mano?

[153] [C. Para qué velocidad...]
é?¢é? [Parece que habla D.]
[154] C. La velocidad...

[155] D. Podriamos construir éé?? para que llegue a cien. Bueno es que tampoco te dice si ¢ ??? Igual no
es ni é??? No sabemos si es, también por seguridad no merece la pena bajar hasta 100.

[156] C. Es verdad que podemos dar por supuesto que los ultimos 20 metros son para, para instalar el
ascen, la base del ascensor, pero podemos suponer que es, que es por el modelo.

[157] D. Si, si.

[escriben cada uno en sus notas]
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[158] C. Entonces ponemos que podria llegar hasta los cien metros, éno?

[159] D. Ajustando, si.

[160] C. Que utilice aproximadamente cien metros, pueden ser tanto positivos como negativos.
[161] D. Claro, como a los treinta cinco

[162] C. Y entonces ya no tenemos la holgura ésa.

[163] Gina. Aqui en este punto sefidlenme nomads las debilidades y las fortalezas, é?¢? ési?

[164] D. Y eso que sube a demasiada velocidad o que llega con demasiada aceleracion al punto, al, al
suelo

[165] C. Ahi una de dos y,
[166] D. Si

[167] C. casi una es peor que la otra, y es que frena en seco o que, [D. Exacto, exacto] o que frena en seco
0 que sube para arriba.

[168] D. Mira ahi [sefiala con el boligrafo el ultimo tramo de recorrido de la gréafica de la velocidad]
deberia descender un poco.

[169] C. Deberia estabilizarse.

[170] D. Que hubiera casi un [vuelve a deslizar el boligrafo sobre la pantalla haciendo un gesto de
suavidad hacia la horizontal del final de la curva representacion de la velocidad].

[171] C. La aceleracion deberia estabilizarse en cero.
[172] D. Si.

[Escriben en sus notas]

[173] C. Este ascensor es de tripulantes, ¢no?

[174] D. No lo sé.

[175] C. Es que, claro, si se trata de mercancia, ya no hace falta, esto, que nos pongamos que es para
personas... Ah no, aqui dice uso para transporte de equipo y ascenso de minerales.

[176] D. Ya, pero, hombre, que la velocidad sea mdxima justo cuando llega, justo cuando deberia parar,
claro, el problema es que te dice,

[177] C. Hombres o maquinaria, levanta a los viajeros o la maquinaria...

[178] D. es que te dice aproximadamente la bajada en seis minutos, a ver si es que empieza a descender
o0 algo, no creo... porque no te dicen que sean seis exactos.

[179] C. Una funcidn de grado 2 [D. Si, claro [hace un gesto con el boligrafo en el aire trazando un tramo
creciente de una parabola concava (coeficiente de x*2 positivo)]. Lo sé, lo sé] eso no va a descender ni
de broma.

[180] D. Si es una mina de diamante, ya la velocidad... [Rie]
[Escriben]

[181] D. Podemos decir como una desventaja también, la diferencia que tarda en bajar porque son
minerales, igual que sube a tanta velocidad, a tanta velocidad, podria bajar...

[182] C. No sé, yo creo que la velocidad esta bien, lo que hay que tocar es,
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[183] D. Lo que,
[184] C. lo que sube.

[185] D. lo que sube ....y bueno tocar un poco mds para que se estabilizara un poco el tiempo que tarda
en bajar. Lo suyo es que descienda la velocidad cuando sube, no que, luego cuando...

[186] C. Seria optimizar el tiempo, pero no tenemos los suficientes datos para eso, ¢no?
[187] D. Si, no.

[188] C. Crea nuestro propio modelo.

[189] D. Seria...

[190] C. Tenemos por ahi una serie de ventajas y desventajas.

[191] D. Ah, has de poner funciones.

[192] C. Tenemos que definir una funcion a trozos. Fdcil, cortemos la parte de descenso [D. Si] de antes y
definimos...

[193] D. para la de subida, otra que, que la supla. Entonces,

[194] C. Mds tranquila.

[195] D. en el 1 ponemos simplemente lo que hemos dicho aqui, éno? [se refiere al apartado c)]
[196] C. S/

[197] D. Vale.

[198] C. Podemos coger lo de antes esperamos que llegue hasta el menos cien éno? [..] Y hemos
quedado que la velocidad en seis tiene que ser menor...

[199] D. Claro, claro. [C. posiblemente cero] Porque aqui, [sefiala el minimo de la grafica de la velocidad],
claro, si, es que a lo mejor lo que podria hacer es aqui la velocidad aumentar [sigue con el boligrafo y
sobre la grafica de la velocidad en pantalla, el tramo que va desde el minimo hasta el punto de abscisa 5
y pico, mas o menos], pero que llegara un punto, hasta aqui por ejemplo y que desde aqui descendiera
hasta cero, por ejemplo cuando estd subiendo entre 0 y 100 cuando esta en 50 ahi la velocidad puede ser
bastante alta pero ya cuando llega que estd llegando ...

[200] C. No, si al final nos va a salir una funcidn seno.

[201] D. Seria ideal, vamos, que hiciera asi [traza sobre la pantalla la forma sinusoidal]. Pues nada lo
pensaremos.

[202] C. A mi s6lo me salen esas dos, ésabes? Asi a simple vista, solo tenia esas dos desventajas ¢no?
[203] D. Si, la de la velocidad y, mds que nada la velocidad, mds que,

[204] C. Algunos aspectos pueden ser ciertos. La velocidad de bajada sabemos que no es excesiva, pero a
lo mejor es... muy poco tiempo. Eso si en el consumo de combustible si la velocidad es menor tampoco
estd mal. Lo que se ahorra en tiempo se lo ahorra en combustible.

[205] D. Yo mds que nada lo que haria es subir, hombre, aqui deberia bajar y ya estd, si, bajar [sefiala
como antes desde la abscisa 5 mas o menos y sobre la grafica de la velocidad, una curva descendiente].
Entonces no sé si definir aqui la misma funcion [sigue la curva hasta la abscisa 5] y a partir de t igual a
4,5 6 5 una funcion que baje y ya estd. Que se desgrave, entonces habria que buscarla.

[206] C. Yo habia pensado dos funciones, una de bajada y otra de subida. Si es una funcion a trozos no
podemos partirlo por ninguna parte intermedia, evidentemente.
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[207] D. Yo a lo mejor dividiria un parte en la que baja, una parte en la que sube, para finalizar la parte
en la que ya estd cerca de ...

[208] C. Voy a poner [D. Si] la primera [D. Si] [C. vuelve a representar el desplazamiento con la cubica
original en Matlab®].

Matlab®

ezplot(y,[0,6])

52 215 12

[209] C. Si pensamos en los puntos que necesitamos, mds que nada tenemos los puntos notables, eh... los
puntos notables...

[210] D. Entonces,

[211] C. Aqui el cero va al cero, el seis va al cero y en algun punto intermedio tiene que llegar a menos
cien [marca con el boligrafo los puntos notables sobre el grafico del desplazamiento en la pantalla], eso
en la posicion, y después la velocidad,

[C. escribe en Matlab® de nuevo los comandos para representar la velocidad]

Matlab®

ezplot(v,[0,6])

1521230 1

[212] D. Si quieres podriamos basarnos un poco en la velocidad y después ahi, ya estd, ¢ ?¢? pasar a ¢ ?¢ ?

[213] C. La grdfica de la velocidad nos tiene que salir mds o menos asi [traza la grafica siguiendo la
original, pero girando hacia abajo llegando a la abscisa cinco mas o menos; cambia la convexidad de la
curva por concavidad casi desde el minimo].

[214] D. Ahi mds o menos [abscisa t=5 aproximadamente]. Que la velocidad mdxima sea mds o menos
como la que, como la que estd bajando [marca el tramo de abscisa cero a dos sobre la pantalla de la
grafica de la velocidad], y de aqui empiece a descender y no que se [marca el punto de abscisa t igual a 5
aproximadamente]...
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[215] C. Aqui tendriamos que tener una funcién cubica para que la anterior pudiera ser una cuart, una
con t elevado a cuatro, con solamente un minimo.

[216] D. O podemos hacer en trozos, una vez elevado ... [cambia la forma de explicarlo] que aqui este
elevado al cuadrado [de cero a 5 aproximadamente una pardbola cdncava y luego una convexa:] y aqui
elevado al...lo dificil serd que a.. hacerlo coincidir, que no haya ninguna...

[217] C. Porque después también tenemos la aceleracion, que esa es otra. Bueno la aceleracion no hace
falta que la ponga.

[218] D. No, mejor no, es un recta. Si que aqui la pendiente no sea tan, tan elevada [marca en la grafica
de la velocidad la parte de la derecha que ‘casi’ es como una recta; puntos de t=4 a t=5 mas o menos].
Entonces é¢como lo hacemos?, con una, una a trozos, o,

[219] C. Dibujamos aqui una grdfica y,

[220] D. Claro. Mds o menos.

[221] C. intentamos encontrar una que se aproxime.
[222] D. Vale, entonces...

[223] C. Creo que...

[224] D. Dibujamos primero...

[225] C. Eso, éeso lo sabes hacer en Matlab®?, dibujar una grdfica y que te diga a ver cudl es la que
mejor se ajusta.

[226] D. No

[227] C. Creo que eso se tenia que hacer para otros problemas.
[228] D. Ah, dibujar, ni idea.

[229] C. Pues la préxima.

[C. vuelve a dibujar la grafica original de la posicidn]

Matlab®
ezplot(y,[0,6])
O
-10 \
- S~

[230] D. Si. Si, vamos a dibujar primero la de la posicidn, éo la de la velocidad?. Es que la de la posicidn lo
unico que sabemos es que llegue a 100. Hombre ahi que no sean tan, la pendiente que no sea tan
inclinada si no... [se refiere a la pendiente que se ha sefialado antes].

[231] C. Sabemos que tiene que estar en cero y seis. Bueno.

[232] D. Si. Deberia hacer asi [mismo dibujo de lo que desean de antes en suavidad, como en [234]].
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[233] C. Y en un punto intermedio tiene que llegar a menos 100.

[234] D. Claro, deberia hacer mds o menos asi [traza ahora sobre la pantalla una gréfica con suavidad
como antes pero haciendo llegar el minimo a -100]. Y ahi que no sea tan inclinado esto [ha desplazado el
minimo a la abscisa t=3 y traza como una recta con pendiente positiva y que pasa por el (6,0) para
indicar que debe ser mucho mas suave la subida] y que ahi descienda [desde el (6,0) mds o menos], aqui
que la pendiente tienda a cero.

[235] C. Si la hacemos a trozos y no nos importa que no llegue a menos 100 podriamos simplemente
coger esto [trozo de grafica de abscisas de 0 a 4] y hacerlo al revés, o sea, lo mismo.

[236] D. Si, si, vale. O la podriamos ajustar ahi un poco que no, que no empiece tan fuerte.

[237] C. También interesaria que la aceleracion sea cuadrdtica, cuadrada, te cuento, entonces otra
parabola, entonces asi tenemos informacion mds o menos de la tres, de las tres grdficas.

[Trabajan en sus hojas]

[238] D. La de la posicion mds o menos...

[239] C. La velocidad tendrd tres, tendrd tres valores en cero.

[240] D. Entonces la aceleracion seria ... aqui ...

[241] C. La velocidad serd A x al cubo mds B x cuadrado mds (C) x.

[242] D. ¢Si no hacemos al final ninguna, ninguna funcion?

[243] C. Pero eso es lo que pretendemos, tenemos que encontrar cudl es la, mds o menos...

[244] D. Es que a trozos... [por los gestos da la sensacion de que D. apuesta mas por que sea a trozos]

[245] C. Si, podemos hacerla a trozos, pero, pero si lo hacemos todo de una... Esto no es hacer un trabajo
de mds, pero...

[246] D. Vamos, vamos a intentarlo a ver si nos sale.

[Vuelven a trabajar en sus hojas por separado]

[247] C. Mds o menos ya sabemos que esto tiene que ser mayor que cien para todo x, ¢no?
[le ensefia sus hojas al compafiero]

[248] D. Si, ¢émenos cien?

[249] C. Mayor que menos cien. Vale.

[250] D. Claro, es encontrar, si, yo encontraria ésta y después intentamos ésta y ésta. Entonces que
tenga mds o menos esta forma la funcion. [se queda pensando]

[251] C. ¢Y si ponemos en la aceleracion...?, tiene solamente eh, la aceleracidn tiene dos, dos puntos en
los que es cero.

[252] D. Si, serd el punto desde el que arranca que se tenga y después otro, otro punto para las x.
Entonces, ahora tenemos que intentar esa funcion, la de la velocidad que se ajuste mds o menos asi. [C.
Si] Algo asi. Bueno, esto mds o menos. [no se ven los dibujos sobre los que trabajan]

[253] C. Si... para alli, para alla.
[254] D. Entonces, a ver.

[255] C. Deberiamos dar por sentado algun valor de tiempo.
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[256] D. Vamos probando.

[257] C. O podemos coger, podemos dar un valor de...queremos que baje, no sé, en tres minutos, y por lo
tanto para t igual a tres, la posicion tiene que ser menos cien [D. y a partir de ahi ya podemos sacar] y la
velocidad tiene que ser cero, y a partir de ahi ya sacamos un sistema de ecuaciones, con las, con las
tres...

[258] D. Si.

[259] C. que tenemos.

[260] D. Vale, entonces...

[261] C. Y asi solucionamos también lo de que el, el movimiento es un poco corto.
[262] D. éLe ponemos tres o?

[263] C. ¢O cuatro?, le ponemos tres, metemos tres ya que estamos.

[264] D. Que baje o suba tan bien es poco... Es que tampoco tiene... cuando suba igual lleva la carga, es
que,

[265] C. Entonces, sdlo ...

[266] D. igual deberia subir en... mds tiempo.

[267] C. Entonces seguramente ejercerd mds fuerza.

[268] D. Vale.

[269] C. Tienes razon. A mds velocidad ejerce menos fuerza. Si, le metemos tres, ino?

[270] D. Si consideramos que la fuerza que hace bajando y subiendo es la misma, por el hecho de llevar
mds peso, su velocidad...

[271] C. Hasta pensando yo creo que le dard igual mientras tarde lo mismo o menos. Tenemos que
reducir la velocidad de ascenso.

[272] D. Entonces lo ponemos en tres. Entonces, entonces la grdfica serd... [escribe en sus notas]
[273] C. También cabe decir que mantenemos la, que lo de que dure seis minutos.
[274]1D. Si.

[275] C. Esto (interjeccidn), para que no, para que no puedan decirle que si tarda menos, eh, la utilidad
es, es menor.

[D. asiente]

[...]

[276] C. En esa posicion la ecuacion tiene que ser cero y la posicion tiene que ser menos cien ... ¢ 2¢?
[277] D. Si, puede ser. Si se cumplen tres ecuaciones para uno.

[278] C. Creo que necesitaremos unas cuatro, ieh? Es raro, que, el que la posicion sea cero aqui, aqui, y
aqui'y aqui.

[279] D. A ver.

[280] C. Tenemos, tenemos este punto, este punto, este punto, este punto y este punto. Tenemos cinco
ecuaciones y necesitamos cuatro.

[escriben en sus hojas]
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[281] D. Vamos a ver, respecto a la posicion ponemos ...
[282] C. Seis ecuaciones, {como no? ¢ Metemos esto en Matlab® a ver qué nos dice?

[283] D. Si, a ver, para la posicion en t igual a tres, menos cien; t igual a cero, y t igual a seis, cero... Tu
ves poniéndole...

[284] C. Limpio la pantalla, évale?
[285] D. Si.

[286] C. [C comienza a introducir en Matlab® la expresion para la velocidad general, para luego
implementar las ecuaciones del sistema que han planteado para encontrar la cubica que represente la
velocidad, luego también la posicién y la aceleracién] Los de atrds estdn con trigonometria. Por lo
pronto, me sale ilegal. ¢ ?¢ ? Tengo que ponerlo respecto de t, ¢verdad?

[287] D. Si
[288] C. A ver si me sale la funcion.

[289] D. Uhmm al cuadrado ... Bueno estad todo, [C. ha introducido las expresiones para la velocidad con
pardmetros A, By C; y ha integrado para obtener la de la posicién] a ver si...

[290] D. Bueno, si, es asi.
[291] C. No, falta la D.

[292] D. No, ahi seria mds que nada una constante [se refiere en la posicidn]. Podrias considerar una
constante, pero no en funcion de x.

[293] C. Si, tienes razon. Seria una constante.

[294] D. Lo que pasa es que si queremos que en cero, valga cero...
[295] C. No hace falta constante ninguna.

[296] D. No, no hay que poner constante.

[297] C. Vale. Entonces lo dejamos asi.

[298] D. Vale.

[299] C. Bueno, D por si hace falta, yo ya la he definido.

[300] D. Y después es que la velocidad en seis valga cero y...

[301] C. Yahora [D. yo creo que con eso...]

Matlab®

>> eql=A*t"3+B*t"2+C*t [asignacion de nombre eql]

??? Undefined function or variable 'A'. [da error porque en lenguaje simbdlico hay que
distinguir entre caracteres de texto y variables]

>>syms A B C D [define las variables A, B, Cy D]
>> eql=A*t"3+B*t"2+C*t
eql =A*tA3 + B*tA2 + C*t

>> eq2=int(eql,t) [integra la ecuacidn 1 con respecto a la variable t; la nombra con la etiqueta
eq2]
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eq2 =(t2*(3*A*tA2 + 4*B*t + 6*C))/12

>> eq2=simple(eq2) [simplificacion de la forma de la expresiéon simbdlica de la segunda
ecuacion con el menor nimero de caracteres posible]

eq2 =t 2*((A*t~2)/4 + (B*t)/3 + C/2)

[302] C. Y ahora, y ahora montamos el sistema de ecuaciones. ¢ Te acuerdas como se hacia?

[303] D. Si pones solve y entre comillas las cuatro ecuaciones, se supone que te dard la solucion [escribe
en Matlab® el comienzo de la sentencia] [sigue escribiendo y dice para si] en t igual a seis...

[304] C. Asi no me dejard, habrd que poner los valores uno a uno.

[305] D. No por ejemplo, esa no hace falta [D. le indica que no ponga una de las ecuaciones que tiene
escritas C. en sus hojas]. No porque en cero ird ... ya sabes que va a dar cero. Realmente son, claro, como
es A, By C con tres ecuaciones...

[306] C. Con una, dos, tres y cuatro, las que necesitamos.
[307] D. A ver, en x igual a seis.

[308] C. x igual a tres, cero.

[309] D. xigual a tres, cero.

[310] C. x igual a tres menos cien, x igual a seis, cero y x igual a seis cero, y como no hay constante,
sabemos que para todo x cero, es cero.

[311] D. Lo que pasa es que, a ver si hay tres incdgnitas, con tres ecuaciones, bueno si fuera,
[312] C. Cierto, pero cudl omitimos.

[313] D. Claro, deberia ser una que saliéndote implicard que saliera la otra. A ver, para x igual a tres, que
estadbamos en cero. A ver, para x igual a tres, si la velocidad vale cero, para x igual a tres [se queda
pensando cudl podrian obviar]...

[314] C. ¢Ysilo hacemos a mano?

[315] D. [rie]. Si el problema es ver, cudl, a ver cudl, informacion sobra.

[316] C. Yo voy a hacerlo a mano a ver qué tal me sale.

[317] D. A ver.

[318] C. Y si el modelo estd equivocado, pues,

[319] D. No lo sé.

[320] C. Cancelamos... Cancelacidn catastrofica y demds [se rie]. No, es una broma, tranquilo.
[321] D. No voy a hablar mds contigo [se rie]. A la salida ya veremos.

[Ambos trabajan en sus cosas; C. esta resolviendo el sistema a mano, y D. con Matlab®]
[322] D. Voy a intentar resolverlo aqui... [se refiere a Matlab®]

[Alguien mueve la camara]l...]

[323] C. Esto va a salir muy divertido, évale?

[324] D. Si. ¢ ?¢? lo que me va a tocar es ¢ ?¢ ?¢
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[D. ha escrito lo siguiente, que le da un error:]

Matlab®

>> 674

ans = 1296

>> ans/4

ans =324

>> 6”3

ans =216

>> ans/3

ans =72

>>syms a b ¢ [define como variables a,b,c, pero no x, y,z]

>> solve('9*x+3*y+z', '324*x+72*y+18*2', '20.25*x+9*b+4.5*c=-100") (comando que sirve para
resolver un sistema de ecuaciones lineales; cuando la ecuacién esta igualada a cero, no hace
falta ponerlo, éste es el caso de la primera y la segunda ecuacion)

ans =
x: [1x1 sym]
y: [1x1 sym]

z: [1x1 sym] [soluciones guardadas en estructura de datos, de tamafio 1; hace falta pedirlas
explicitamente al programa para verlas]

[D. continual

[325] C. Hay que hacerlo en funcion de t, ¢verdad?
[326] D. Si, bueno, x, y, y zaquies A, By C.

[327] C. No pasa nada.

[328] D. A ver, x, y, z igual [esta escribiendo en el ordenador]. Mira qué me saca. Pensé que iba a ser
mds fdcil. Ah, es que si x... é¢é?? éponemos las cuatro?

Matlab®

>> X
??? Undefined function or variable 'x'.

>> [X, y, z]=solve('9*x+3*y+z', '324*x+72*y+18*Z', '20.25*x+9*b+4.5*c=-100") [al afiadir [x,y,z]
el programa no sélo entiende que son ya variables, si no que ademads son las variables en
funcidn de las cuales se pide resolver el sistema de ecuaciones]

X = - 0.444444444444444444484444444444444% - 0.22222222222222222222222222222222%c
-4.9382716049382716049382716049383

y = 4.0*%b + 2.0%c + 44.444444 0404044444444 44444444444

z=-8.0*b-4.0*c - 88.8383888388883883888388888388888889
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[329] C. Yo he metido.. yo lo estoy haciendo con las cuatro, no sé si me saldra.

[330] D. Vale ponemos las cuatro.

[331] C. ¢Qué te ha salido?

[332] D. No, no me resuelve. éQuieres que quitemos otra ecuacion y ya estd?
[333] C. ¢Y otra posibilidad?,

[334] D. Es que yo creo que no, que asi no, no va a dar eso, éeh? Tenemos que, eh..., hacerlo mds sencillo
y ya estd. Entonces...

[335] C. Podemos quitar la ecuacion de menos cien, que eso es realmente lo que menos importa, la
velocidad tiene que ser cero en x igual a seis, no?

[336] D. Vale va, le quito la condicion de cien que tampoco influye demasiado. Da todo cero.

Matlab®

>> [x, Y, z]=solve('9*x+3*y+z', '324*x+72*y+18*7', '20.25*x+9*b+4.5*c=-100',
'216*x+36*y+6*2')

??? Error using ==> solve at 209
4 variables does not match 3 outputs.

>> [x, y, z]=solve('9*x+3*y+z', '324*x+72*y+18*2', '216*x+36*y+6*2') (sistema homogéneo, no
se sefiala que las ecuaciones estan igualadas a cero)

[337] C. Hasta luego, nos vemos maifiana [se despide de uno de los miembros de la otra pareja que ya ha
terminado y se va corriendo].

[...]

[338] C. Nuestras respuesta no es fdcil, ieh?

[339] D. Si,

[340] C. Porque esto son ¢ ?¢ ?

[341] D. Si, puede ser.

[342] C. Porque si tienes posibilidad de poner éste en lugar de poner el ultimo.
[343] D. Bueno, vamos a ver eso, y si no pues vamos probando y ya estd.
[344] C. Esto no me gusta [sigue intentando resolver el sistema a mano].
[345] D. Ysi,

[346] C. Anda ya.

[347] D. équé te parece hacer...?
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[348] C. En funcion de landa me va a dar.

[349] D. Y si suponemos que en vez de subir y bajar con estos pardmetros, cogemos la funcion menos
seno de t, que se anula en cero, en mt, y asi tenemos 2t que es seis coma dos ocho.

[350] C. No estaria mal.
[351] D. Que la velocidad fuera asi.
[352] C. Y lo multiplicamos por cien, ¢no?

[353] D. Ah, claro, tendria que llegar a cien. Claro, multiplicamos para que llegue a... Bueno, pero esto es
la velocidad. Realmente, claro. Nosotros ya en el menos uno lo multiplicamos por treinta.

[354] C. Espera, ¢y como acabaria el coseno al final? Bueno, écomo acabaria la velocidad y la
aceleracion?

[355] D. A ver, la velocidad seria mds o menos asi. Entonces seria,
[356] C. Integral.

[357] D. Integral, tendriamos que seria mds o menos, treinta por el seno, asi que seria menos treinta
coseno.

[358] C. Eso igual seria otra idea pero...

[359] D. Aun asi. Tenemos que el desplazamiento seria mds o menos asi, mds o menos asi... [habla como
si estuviera procesando la informacién]

[360] C. Tiene sentido. Mira que si lo que habiamos dicho antes va a ser la solucion.

[361] D. Lo que no cuadra es que, que, que claro si tu, es que claro, te saldrd la misma funcion para la
aceleracion y para, bueno, te sale esto, bueno, ahora he visto que no, cuando tu integras te sale esto
éno?

[362] C. ¢y si hacemos media x? No sé decirte, que tarde el doble en llegar. Realmente el seno es esto,
entonces no nos sirve.

[363] D. Es que no lo sabemos, claro.

[...]

[364] D. éLo has hecho quitando la condicion de cien?

[365] C. La condicion de cien nos sirve para conseguir algo, sobra una de estas.
[366] D. Vale. Vale pues entonces lo tenemos mal.

[367] C. Da igual, recupe, mientras tengamos hasta aqui, no estd mal.

[368] D. Si, si.

[...]

[369] D. Ah, no, espérate. Estd bien, estd bien. Podemos usar ésta.

[370] C. jQué bien, nano!

[371] D. Si, si, estd bien. Si pones en la velocidad menos treinta seno de x... Ahora que me ha vuelto a
salir, lo ponemos asi'y ya estd.

[Trabajan por separado]

[372] D. Hasta luego. [B. se va y se despide de él]
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[373] C. Dame ese folio de ahi. [C. le pide a D. las hojas con los dibujos que acaba de hacer; se ve la hoja
momentaneamente a través de la cdmara]

[374] D. Esto es una mierda.
[375] C. ¢Es sucia?

[376] D. Si.

[...]

[377] C. ¢Esto qué es?

[378] D. Yo pondria esto en ésta. Mira, ves, si pones [C. esto tenia que explotar por algun lado [se rie]], si
pones esa de menos treinta seno, hace asi la de la velocidad. Su integral te hace asi, que sdlo ... te hace
asi [estd dibujando mientras habla, C. mira] que es: aqui llega y empieza a subir, que es como mds, mds
0 menos parecida a esto [sefala alguna otra gréfica que tiene en otra hoja][nota del transcriptor: quizas
sea la del enunciado], bueno, seria en cero.

[379] C. Ponemos ahi, porque realmente en lugar de un seno coges un coseno y asi ya te vas arriba del
todo. Coseno menos,

[380] D. Vale, vale, bien.

[381] C. Cien coseno menos,

[382] D. Bueno, que deberia empezar en cero, en velocidad cero, éno?

[383] C. menos cien. 50 coseno menos cien.

[384] D. Pues,

[385] C. ¢Qué hacemos tachamos esto?

[386] D. Tachamos y ya estd.

[387] C. Si.

[388] D. ¢ Tu lo habias escrito o algo?

[389] C. Si, bueno, cuando ya termine.... podemos terminarlo y poner las dos posibilidades.
[390] D. Sies que,

[391] C. Es que uno no podia saber cdmo iba a salir esto. ¢ Quién iba a ganar?
[392] D. Bueno, yo pienso una cosa, ¢ ¢ ?

[dibujan o escriben en sus hojas; piensan]

[D. coge el teclado y empieza a escribir en Matlab®; va probando una a una sin hacer comentarios, hasta
que habla C. ]
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Matlab®

>> x=0:0.001:6; y=30*cos(x); plot(x,y) [otra forma de representar funciones en 2D, en este caso, se pide
representar en el intervalo 0-6 con una particion de 0.001]

>> x=0:0.001:6; y=60*cos(x)-30; plot(x,y)

40

[393] C. Ahi estd. Vamos a ver qué tal sale.

[394] D. [A pesar del comentario de C. cierra la grafica y vuelve a modificar un poco la funciéon] Vale, si
pones ésta, a ver como sale. Mira, empieza en cero [sefiala con el dedo en la pantalla]

[395] C. Y acaba en ciento veinte, te estrellas [rie].
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Matlab®

>> x=0:0.001:6; y=60*cos(x)-60; plot(x,y)

[396] D. Ah, no, seria...
[397] C. Por lo menos 50.
[398] D. Vale, seria...

Matlab®

>> x=0:0.001:6; y=60*cos(x)-50; plot(x,y)

[399] D. Ay, no, espera. Vale pero seria ahi... [sefala estd por arriba de cero, en 10 en el eje de
ordenadas]

[400] C. [sefiala en la pantalla sobre la dltima sentencia de Matlab® el valor sesenta] Es que ahi hay que
quitar el sesenta,

[401] D. No, quitar, quitar pendiente.

[402] C. [vuelve a sefialar el mismo sitio] y poner cincuenta.
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Matlab®

>> x=0:0.001:6; y=50*cos(x)-50; plot(x,y)

[403] D. Mira, es ésa. Yo pondria ésta: 50 coseno menos 50.
[404] C. Mira a ver si funciona.

[405] D. Ahora si quieres la revisamos y eso. A ver si cambiamos esto y esto [se refiere a cambiar en la
sentencia de Matlab® la funcidén a representar] seria menos, menos... [escribe en Matlab la sentencia
para representar -50sen(x) y una vez representada, sigue la grafica en el aire con el dedo]. Aqui la
velocidad desciende, si. Yo creo que si.

Matlab®

>> x=0:0.001:6; y=-50*sin(x); plot(x,y)

[406] D. [Representa ahora la grafica de y=-O.75x4+9x3-27x2 , que es la funcion que le ha salido a C.
después de hacer a mano el sistema de ecuaciones] Representamos esa funcion, a ver si sale. Si nos
ponemos... A ver. Dime ¢?¢é?, dime.

[407] C. A lo mejor me sale lo mismo que a ti, pero..

[408] D. No, a ver si se ajusta, lo ponemos. ... Espera [copia y pega en Matlab® y borra la parte de
sentencia que no le hace falta]

[409] C. Tienes que poner, menos cero setenta y cinco,
[410] D. Menos cero setenta y cinco

[411] C. mds 9, mds 9 t al cubo, menos 27 x cuadrado.
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Matlab®

>> x=0:0.001:6; y=-0.75*x.24+9*x.A3-27*x.72; plot(x,y)
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[412] D. No estd mal, la verdad es que llega...

[413] C. Fijate, es que fijate, que no llega a cien, ¢ por qué no llega a cien?, ¢dénde me he equivocado?
[414]D. Y a ver, siaqui...

[415] C. Me gusta mds la tuya.

[416] D. Pues entonces ponemos esa y ya estd. A ver [va a representar la velocidad asociada al
desplazamiento, aunque le da un error y habida cuenta de que es errénea, lo deja estar].

[417] C. ¢A cudnto llegaba, a sesenta?

Matlab®

>> x=0:0.001:6; z=diff(-0.75*x.24+9*x.A3-27*x.72); plot(x,z)
??? Error using ==> plot

Vectors must be the same lengths.

[418] D. La tuya si. Bueno, éponemos ésta y ya estd?

[Escriben en sus hojas]

[419] D. Esto lo quitamos y ya estad.

[420] C. Yo voy a dejarlo ahi.

[421] D. Si, dejamos algo y ya estd. Entonces, yo la que he puesto es esta: cincuenta coseno...
[422] C. Cincuenta.

[423] D. Que sale esto [D. vuelve a representarlal, eso. Si se representa mds o menos,...
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Matlab®

>> x=0:0.001:6; y=50*cos(x)-50; plot(x,y)

[424] C. Espérate, lo que podriamos hacer, es aqui, intentar, coseno de landa menos cincuenta, de
manera que landa sea el tiempo que, el que quiere,

[425] D. El que quiere la,

[426] C. pero ponemos como recomendacion que, que debe mantenerse en cierto intervalo para evitar
que, que o caiga muy rdpido o que suba muy rdpido.

[427] D. Vale, entonces ponemos.... Si. Dibujamos con un modelo general esta funcion pero después...
menos cincuenta seno de x... a ver...

Matlab®

>> x=0:0.001:6; y=-50*sin(x); plot(x,y)

[D. (al menos) esta copiando la representacién grafica de la velocidad (cuando el desplazamiento es
50cos x - 50)]

[428] C. Y después ese landa ya lo definimos teniendo en cuenta cudl es el tiempo indicado.

[429] D. Es raro. Y ahora la aceleracion, hacemos la representacion o qué? Lo representamos a ver
como sale y ya estd. Esto seria menos cincuenta coseno de x.
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Matlab®

>> x=0:0.001:6; y=-50*cos(x); plot(x,y)
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[430] D. Uf, mola [rie].
[431] C. éQué es?

[432] D. La aceleracion. Ah, bueno la velocidad y la posicion son ¢ ?¢ ?. Ah claro es porque aqui la funcion
es decreciente y la aceleracion es negativa [seiala el tramo de aceleracidn creciente desde el punto de
abscisa t=0, hasta el punto de ordenada cero], aqui la velocidad empieza a crecer [marca en la grafica el
recorrido de y hasta los dos puntos de ordenada 0] [desde el Ultimo punto de ordenada cero:] y ahi que
es cuando ya estd llegando la velocidad decrece y por tanto la aceleracidn es negativa.

[Escriben]

[433] C. Ah por cierto y si lo vemos en funcidn de landa, siendo landa por ejemplo x medios,
[434] D. Claro, si.

[435] C. o x tercios. Eso también afecta a la velocidad y la aceleracion.

[436] D. Seria landa...

[...]

[437] C. Landa seria uno partido tres veces el tiempo de la iteracion.

[438] D. Claro.

[439] C. De otra manera, si landa es igual a,

[440] D. ¢éSi?

[441] C. Si es igual a un medio entonces tenemos seis minutos de iteracion. ¢ Te parece que estd bien?

[442] D. Y en la ultima, épor qué tu modelo satisface...ponemos .... En lo de por qué tu modelo satisface
las especificaciones del problema, no hemos puesto ninguna, ¢no?

[443] C. Hemos acertado en el c. [Rie]

[Escriben]

[444] C. Nuestro coseno era en landa, pi éno?, landa, pi, éverdad?
[445] D. Landa ...

[446] C. [vuelve a representar en Matlab® 50cos(x)-50] Esto es la posicion.
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[447]D. Eso es la.. la posicion.

[448] C. Luego si queremos que sea seis [sefiala la abscisa t=6 en la gréfical, landa tiene que ser igual a
un medio, éverdad? [sefiala la abscisa t=3][D. no contesta] Si entonces, éste es uno partido por la
iteracion, aproximadamente por el valor de pi.

Matlab®

>> x=0:0.001:6; y=50*cos(x)-50; plot(x,y)

[.]

[449] C. [representa ahora de nuevo -50sen(x)] esta es la grdfica de la velocidad, decreciente, sube |...]
éno tenia que tardar mds en alcanzar menos cincuenta en velocidad?

Matlab®

>> x=0:0.001:6; y=-50*sin(x); plot(x,y)

[450] D. No, por eso ahora tarda un poco menos en bajar, bueno tarda un poquito mds en bajar, tres
coma poco, que es 1, claro es .

[451] C. Bueno pero, al menos eso se alcanza en el punto intermedio, no sé, del trayecto, después se
frena... Si no me equivoco, la aceleracion es cincuenta coseno de x [la representa de nuevo:]
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Matlab®

>> x=0:0.001:6; y=-50*cos(x); plot(x,y)

[...][Escriben, piensan]
[452] C. Aqui, podriamos poner ¢ ?¢?

[453] D. Vale, eso, eso lo pondriamos incluir también aqui, ino?, en explica las modificaciones que se
podrian hacer, évale?

[454] C. Asi en funcion del tiempo que estén dispuestos a prepararlo pueden ser unas velocidades u
otras. De esta manera, si el tiempo es uno, tarda doscientos cincuenta kildmetros por hora, si el tiempo
es dos entonces ya rebajamos mds de cincuenta ...

[455] D. Entonces, y ahi pondriamos una constante arbitraria ino? o anotamos no sé, lo que variaria
seria el...

[456] C. No, nosotros decimos ...
[457] D. Vale.

[458] C. Consideramos que lo mejor es que t sea igual a dos, por lo tanto el trayecto, por lo tanto el
trayecto dura seis.

[459] D. Si, el trayecto en este caso duraria seis minutos, seis, veintiocho.
[460] C. Aqui recomendamos que el valor de t sea mayor que dos.

[461] D. Si claro, si no...

[462] C. Y el resto,

[463] D. Entonces...

[464] C. ponemos en la explicacion que necesitamos mds datos para resolver.
[465] D. Claro.

[Siguen a lo suyo]

[466] C. La aceleracion, no.

[467] D. Si es que la velocidad no sea muy, que eso no sea muy empinado [sefiala algo que C. tiene en sus
notas]

[468] C. Esto bdsicamente,

[469] D. Claro.
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[470] C. la velocidad. 3 Pi partido t cuadrado por cincuenta. Si queremos probar en ¢ ?¢? pues alcanzas
ciento cincuenta kildmetros por hora, unos ciento treinta siete kildmetros por hora lo cual empieza a ser
tolerable, si queremos probar en tres minutos ya son quince kilometros por hora, y eso, de velocidad
mdxima, no de media, cuando de media si que seria ¢no?

[471] D. ¢ De media?

[472] C. No, no seria. Hagamos unos cdlculos aqui. Eso es para x medios ¢no?
[473] D. Esto, esa, esa funcion es menos cincuenta coseno de x.

[474] C. Es decir si fuera hasta x tendria que ¢ ?¢?

[475] D. Si.

[476] C. En la formula que he dado, debe estar mal en algun lado, si le doy el valor pi dice que la
velocidad mdxima es quince pi.

[477] D. Si le das el valor pi, a ver la grdfica, si puede que...
[...][D. representa en Matlab®, miray cierra.]

Matlab®

>> x=0:0.001:6; y=50*cos(x/2)-50; plot(x,y)

b

Ao

_anb

Ee

ol

b

en

on b

-100

[478] C. Vale, silanda es igual a un doceavo, esto serd igual a uno, si landa es un doceavo, esto es igual a
uno, entonces landa es igual a un doceavo del tiempo de iteracion. Vale.

[D. representa:]
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Matlab®

>> x=0:0.001:6; y=50*cos(x/4)-50; plot(x,y)

[479] D. Yo es que no lo veo. Si quieres lo ponemos mds hacia el final y ya esta.
[480] C. Vale, nos olvidamos del landa,

[481] D. Dejémoslo puesto y ya estd.

[482] C. olvidamos el landa y decimos...

[483] D. Si pero que deberia de ser eso, eso estd claro y ya estd.

[484] C. para realizar ajustes hay que cambiar el landa.

[485] D. Ya estd, es que no tenemos tiempo.

[486] C. Yo también tengo que coger un autobdus.

[487] D. Yo como mucho diez minutos mds.

[488] C. Nos olvidamos de landa y entonces el valor de t y cuanto tiempo le metemos éseis?
[489] D. Si, ahi cubre dos pi.

[490] C. Un seis, un seis.

[491] D. Si, ya esta.

[492] C. Aqui va un medio.

[493] D. Vamos a ver lo ultimo y ya esta.

[494] C. S/

[495] D. Vale.

[496] Luis. Bueno, éestdis ya?

[497] C. ¢Qué?

[498] Luis. ¢Qué estdis ya o todavia seguis?

[499] D. Si no, ya esta.

[500] C. Casi, casi éa ver dice algo mds?

[501] D. No ya estd, eso sélo claro.

[502] D. Casi estd terminado. Estd terminado, por lo menos el segundo.

[503] C. Todavia no, pero vamos a descifrar como se hace. [escriben sus ultimas notas]
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4.1. Ventana de comandos. Pareja A./B.

>>symsy

>> f=2.5*y"3-15y"2
??? f=2.5*y"3-15y"2
Error: Unexpected MATLAB expression.
>> f=2.5%y"3-15*y"2
f=

(5*y"3)/2 - 15*yA2

>> ezplot(f)

>> ezplot(f,0,6)

>> diff(f)

ans =
(15*y~2)/2 - 30*y

>> f2=(15*y~A2)/2 - 30*y
f2 =

(15*y~2)/2 - 30*y

>> ezplot(f,0,6)

>> ezplot(f2,0,6)

>> diff(f2)

ans =

15*y - 30

Anexo 4.

185



>>f3=15*y - 30

f3=

15*y - 30

>> ezplot(f3,0,6)

>> help ezplot

EZPLOT Easy to use function plotter

EZPLOT(FUN) plots the function FUN(X) over the default domain -2*Pl < X < 2*PI.

EZPLOT(FUN2) plots the implicitly defined function FUN2(X,Y) = 0 over the default domain -2*Pl < X <
2*Pland -2*PI <Y < 2*PI.

EZPLOT(FUN,[A,B]) plots FUN(X) over A < X < B.
EZPLOT(FUN2,[A,B]) plots FUN2(X,Y) =0 over A<X<Band A<Y<B.

EZPLOT(FUN2,[XMIN,XMAX,YMIN,YMAX]) plots FUN2(X,Y) = 0 over XMIN < X < XMAX and YMIN <Y <
YMAX.

EZPLOT(FUNX,FUNY) plots the parametrically defined planar curve FUNX(T) and FUNY(T) over the
default domain 0 < T < 2*PI.

EZPLOT(FUNX,FUNY,[TMIN,TMAX]) plots FUNX(T) and FUNY(T) over TMIN < T < TMAX.
EZPLOT(FUN, [A,B],FIG), EZPLOT(FUN2,[XMIN,XMAX,YMIN,YMAX],FIG), or

EZPLOT(FUNX,FUNY,[TMIN,TMAX],FIG) plots the function over the specified domain in the figure

window FIG.

EZPLOT(AX,...) plots into AX instead of GCA or FIG.

H = EZPLOTY(...) returns handles to the plotted objects in H.

Examples:

The easiest way to express a function is via a string: ezplot('x"2 - 2*x + 1')

One programming technique is to vectorize the string expression using the array operators .* (TIMES), ./
(RDIVIDE), .\ (LDIVIDE), .» (POWER).

This makes the algorithm more efficient since it can perform multiple function evaluations at once.

ezplot('x.*y + x.A2 -y.A2-1")

You may also use a function handle to an existing function. Function handles are more powerful and

efficient than string expressions.
ezplot(@humps)

ezplot(@cos,@sin)
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EZPLOT plots the variables in string expressions alphabetically.
subplot(1,2,1), ezplot('1./z - log(z) + log(-1+z) +t - 1")

To avoid this ambiguity, specify the order with an anonymous function:
subplot(1,2,2), ezplot(@(z,t)1./z - log(z) + log(-1+z) + t - 1)

If your function has additional parameters, for example k in myfun:

% %
function z = myfun(x,y,k)

z=x"k-y.rk-1;

% %
then you may use an anonymous function to specify that parameter:

ezplot(@(x,y)myfun(x,y,2))

See also ezcontour, ezcontourf, ezmesh, ezmeshc, ezplot3, ezpolar,nezsurf, ezsurfc, plot, vectorize,

function_handle.

Overloaded methods:

sym/ezplot

Reference page in Help browser doc ezplot
>> ezplot(f1,f2,f3,0,6)

??? Undefined function or variable 'f1'.

>> ezplot(f,f2,f3,0,6)

??? Maximum recursion limit of 500 reached. Use set(0,'RecursionLimit’,N) to change the limit. Be
aware that exceeding your available stack space can crash MATLAB and/or your computer.

Error in ==> sym.ezplot
>> ezplot(f,0,6)

>> grid

>> ezplot(f2,0,6)

>> grid

>> ezplot(f3,0,6)

>> grid

>> ezplot(f3,0,6)
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>> grid

>> ezplot(f3,0,6)

>> grid

>> ezplot(f,0,10)

>> grid

>> fdex=sen(4*x)-40
??? Undefined function or variable 'x'.
>> syms X

>> fdex=sen(4*x)-40
??? Undefined function or method 'sen’ for input arguments of
type 'sym'.

>> fdex=sin(4*x)-40
fdex =

sin(4*x) - 40

>> ezplot(fdex,0,10)
>> fdex=sin(4*x)
fdex =

sin(4*x)

>> ezplot(fdex,0,10)
>> sin(x)

ans =

sin(x)

>> ezplot(ans)

>> sin(x-40)
ans =
sin(x - 40)

>> ezplot(ans)

>> ezplot(ain(x-40))
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??? Undefined function or method 'ain’ for input arguments of type 'sym'.
>> ezplot(sin(3pi/2)

??? ezplot(sin(3pi/2)

Error: Unexpected MATLAB expression.

>> pi

ans =

3.1416

>>3

ans =

>> pi*3/2

ans =

4.7124

>> sen(ans)

??? Undefined function or method 'sen’ for input arguments of
type 'double’.

>> sin(ans)

ans =

-1

>> ezplot(ans(x-40))

??? Error using ==> subsindex

Function 'subsindex' is not defined for values of class 'sym'.
>> ezplot(sin(x-40))

>> ezplot(sin(x-40))

>> ezplot(sin(x-40))

>> ezplot(sin(x)+40)

>> ezplot(sin(x)*40)

>> ezplot(sin(x)*40-40)
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>> ezplot(cos(x)*40-40)
>> ezplot(sin(x)*40-40)
>> ezplot(cos(x)*40-40)
>> ezplot(cos(3x/pi))

??? ezplot(cos(3x/pi))

Error: Unexpected MATLAB expression.

>> pi

ans =

3.1416

>> ezplot(cos(3x/ans))

??? ezplot(cos(3x/ans))

Error: Unexpected MATLAB expression.

>> ezplot(cos(3x/3.1416))

??? ezplot(cos(3x/3.1416))

Error: Unexpected MATLAB expression.

>> 2*pi

ans =

6.2832

>> /6

7?7 /6

Error: Unexpected MATLAB operator.
>> ans/6

ans =

1.0472

>> ezplot(cos(x))

>> ezplot(cos(x)-40)

>> ezplot(cos((pi/3)*x)*50-50)

>> grid
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4.2. Ventana de comandos. Pareja C./D.

syms t

y=2.5*%t-15%t
y=2.5*tA3-15%t"2;
ezplot(y,[0,7])

grid

diff(y);

ezplot(ans,[0,6])

grid

a=diff(diff(y))
ezplot(a,[0,6])

grid

v=diff(y);

ezplot(v,[0,6])

grid

ezplot(y,[0,6])
ezplot(v,[0,6])
ezplot(y,[0,6])

>> eql=A*t"3+B*t"2+C*t
??? Undefined function or variable 'A'".
>>syms ABCD

>> eql=A*t"3+B*t"2+C*t
eql =

A*tA3 + B*t"2 + C*t

>> eq2=int(eql,t)

eg2 =

(tA2*(3*A*tA2 + 4*B*t + 6*())/12

>> eq2=simple(eq2)
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eqg2 =

tA2*((A*t"2)/4 + (B*t)/3 + C/2)

>> 674

ans=

1296

>> ans/4

ans =

324

>> 673

ans =

216

>>ans/3

ans =

72

>>symsabc

>> solve('9*x+3*y+z', '324*x+72*y+18*2', '20.25*x+9*b+4.5%c=-100")
ans =

x: [1x1 sym]

y: [1x1 sym]

z: [1x1 sym]

>> X

??? Undefined function or variable 'x'.
>> [x, y, z]=solve('9*x+3*y+z', '324*x+72*y+18*Z', '20.25*x+9*b+4.5*c=-100")
X =

- 0.44444444444444444444444444444444%b - 0.22222222222222222222222222222222%C -
4.9382716049382716049382716049383

y:

4.0*%b + 2.0%c + 44.444444440444440444444444444444
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-8.0*b - 4.0*c - 88.8888888883888838888888888888889

>> [X, y, z]=solve('9*x+3*y+z', '324*x+72*y+18*Z', '20.25*x+9*b+4.5*c=-100', 216*x+36*y+6*Z')
??? Error using ==> solve at 209

4 variables does not match 3 outputs.

>> [X, V, z]=solve('9*x+3*y+z', '324*x+72*y+18*2', '216*x+36*y+6*2')

X =

0

>> x=0:0.001:6; y=30*cos(x); plot(x,y)

>> x=0:0.001:6; y=30*cos(x)-30; plot(x,y)

>> x=0:0.001:6; y=60*cos(x)-30; plot(x,y)

>> x=0:0.001:6; y=60*cos(x)-60; plot(x,y)

>> x=0:0.001:6; y=60*cos(x)-50; plot(x,y)

>> x=0:0.001:6; y=50*cos(x)-50; plot(x,y)

>> x=0:0.001:6; y=-50*sin(x); plot(x,y)

>> x=0:0.001:6; y=-0.75*x.24+9%x.A3-27*x.72; plot(x,y)
>> x=0:0.001:6; z=diff(-0.75*x.24+9*x.A3-27*x.72); plot(x,z)
??? Error using ==> plot

Vectors must be the same lengths.

>> x=0:0.001:6; y=50*cos(x)-50; plot(x,y)

>> x=0:0.001:6; y=-50*sin(x); plot(x,y)

>> x=0:0.001:6; y=-50*cos(x); plot(x,y)

>> x=0:0.001:6; y=50*cos(x)-50; plot(x,y)

>> x=0:0.001:6; y=-50*sin(x); plot(x,y)

>> x=0:0.001:6; y=-50*cos(x); plot(x,y)
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>> x=0:0.001:6; y=50*cos(x/2)-50; plot(x,y)
>> x=0:0.001:6; y=50*cos(x)-50; plot(x,y)
>> x=0:0.001:6; y=50*cos(x/4)-50; plot(x,y)
>> x=0:0.001:6; y=50*cos(x)-50; plot(x,y)
>> x=0:0.001:6; y=50*cos(x)-50; plot(x,y)

>> grid

194



Anexo 5.
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