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Prodlogo

T )L libro que el lector tiene entre manos es el resultado de una serie de anos de docencia

A _Jde los autores en las titulaciones de Ingenierfa Electrénica e Ingenieria Técnica de
Telecomunicaciones de la Universitat de Valencia en asignaturas del procesado digital de
senales, sistemas adaptativos y neuronales y prediccién de series temporales. Todos estos
anos de docencia nos han llevado a la conclusiéon que era necesario un libro de problemas
de este campo de trabajo debido a la ausencia de este tipo de textos. Hay que tener en
cuenta que nuestros estudiantes tienen que tener una formacién eminentemente practica y
eso se consigue resolviendo un gran nimero de cuestiones/problemas sobre una determinada
materia. Este objetivo, que todo docente en ingenieria tiene claro, ha llevado a los autores
a desarrollar una serie de problemas para sus alumnos que, recopilados, han conducido a
este texto.

La estructura en que se ha organizado el libro es la siguiente. En primer lugar revisamos
problemas relacionados con las senales y sistemas para asentar las bases tanto en relacién a
la nomenclatura como en cuanto a las herramientas basicas de trabajo. Debemos destacar
que aparece la Respuesta en Frecuencia y la Transformada Discreta de Fourier (DFT) antes
que la Transformada Z. Este enfoque, seguido por textos muy extendidos en la literatura,
creemos que es el adecuado ya que las funciones senoidales aparecen de forma natural
como funciones propias de los sistemas y, a partir de este punto, se define la respuesta en
frecuencia que conduce, de forma ldgica, a la DF'T. Posteriormente aparece la Transformada
Z como una generalizacién de la respuesta en frecuencia. El siguiente capitulo estd dedicado
a la implementacién de estructuras de sistemas y espacios de estados. De forma natural,
llegamos al tema de andlisis de los problemas de cuantificacién de los coeficientes de los
filtros. El texto continua con un tema dedicado al diseno de filtros digitales FIR e IIR.
Finalizamos el libro con un tema dedicado al filtrado adaptativo. Los sistemas adaptativos
no se han considerado en muchos textos de teoria, considerados como clasicos, dentro del
procesado digital de senales y su inclusiéon aqui se debe, principalmente, al gran nimero de
aplicaciones que tienen.

La estructura de cada capitulo es siempre la misma, al principio se da una pequena
introduccién tedrica que pretende ser una guia para la resolucién de problemas pero que,
en ningun caso, se plantea como un sustituto de los excelentes textos que se dan en la
bibliografia. Seguidamente, aparecen una serie de ejercicios resueltos donde los autores, a
modo de guia, les han otorgado una determinada dificultad y que se se indica al margen.
Esta dificultad, evidentemente, es relativa ya que el estudiante tendra menos dificultad en
aquellos conceptos que mejor haya entendido, de ahi que se tenga cierta subjetividad a
la hora de valorar los problemas. Seguidamente se proponen una serie de problemas para
que el estudiante intente determinar la solidez de lo aprendido. Por 1ltimo, al acabar cada
seccién, se dan una serie de ejemplos realizados usando el paquete informéatico MATLAB,
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que se ha convertido en un estandar para trabajar en procesado digital de senales. Algunos
de estos programas necesitan de ficheros que se proporcionan al lector en la pagina WEB del
libro http://www.prenhall.es/pds, que pretende ser un foro para intercambiar ideas sobre
el procesado digital de senales, su docencia, aplicaciones, etc.

Los autores quieren expresar, desde este mismo momento, su agradecimiento por todas
las posibles mejoras al libro que el lector nos puede hacer llegar a través de la pagina
WEB anteriormente comentada. Es nuestro dnimo seguir mejorando el presente texto en
siguientes ediciones de forma que se convierta en una herramienta 1til para todos aquellos
que imparten y estudian procesado digital de senales.

En Valencia, 7 Enero de 2003.



Capitulo 1

Senales y sistemas en tiempo
discreto

1.1. Introduccidén tedrica

1.1.1. Introduccién

Podemos definir el Procesado Digital de Senales (PDS) como el conjunto de técnicas y
herramientas para el tratamiento de seniales en el dominio discreto o digital. Hasta el avance
de los ordenadores digitales y el abaratamiento de costes de los circuitos integrados (CIs),
el procesado de senal era analdgico. Con el desarrollo de las tecnologias de alta escala de
integracién, se han conseguido CIs méas potentes, pequenos, rdpidos, baratos y efectivos.
Ademads, esto ha derivado en una enorme expansién del PDS en las més diversas dreas de
aplicacién, tanto cientificas como comerciales tales como el tratamiento de imégenes, voz,
senales médicas, telecomunicaciones, etc.

A pesar del avance que el PDS ha impulsado en las diversas dreas de aplicacién, no se trata
de una panacea ya que, en algunos momentos, interesard utilizar técnicas analégicas en lu-
gar de digitales. Asi, para anchos de banda elevados es recomendable el procesado analégico
(incluso, 6ptico). Cuando las tareas son muy complejas o el microprocesador estd disponible,
se emplea el procesado digital por sus caracteristicas de bajo precio, efectividad, reprogra-
macion sencilla rediseno rapido y flexibilidad. Ademas, existen otras ventajas adicionales
tales como el poseer una mayor precisién (los elementos no tienen tolerancias), el almace-
namiento de la informacién es cémodo ( “software”), sin pérdida/deterioro de fidelidad de
la senal e incremento sustancial de la complejidad del procesado (operaciones mateméticas

complejas, simulacién, implementacién), etc.

Senales, sistemas y procesado de senales

Existe una serie de definiciones en el campo del PDS que resulta conveniente revisar.
Asi, se puede definir senial como aquella cantidad fisica que varia con el tiempo, espacio o
cualquier otra variable o variables independientes. En la vida cotidiana nos encontramos
con muchas senales de ambito fisico como las senales electrocardiograficas (ECG), voz, elec-
troencefalogramas (EEG), imdgenes (senales bidimensionales), sismicas, bursétiles, radar,
satélite, etc.

Otro concepto importante en este contexto es el de sistema, definido como todo dispositivo
que transforma una senal en otra. Ejemplos claros de sistemas son las cuerdas vocales ya
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que modifican la senal de aire propulsado para generar senales de voz, el corazén produce
senales de cambio de presion sist6lica/diastélica, etc. El dispositivo puede ser fisico como
en los ejemplos anteriores o no, como un algoritmo implementado en software.

Estamos ahora en disposicién de definir qué es procesar un senal y dénde encontramos
la motivacién de este procesado. Podemos definir el procesado de senales como aquella
tarea que consiste en pasar una senal por un sistema. Asi, filtrar, interpolar, desplazar
en frecuencia, sintetizar, predecir, modelizar, son distintas formas de procesar la senal. En
nuestro caso, estamos interesados en procesar digitalmente la senal, es decir, en realizar
las operaciones de filtrado, correlacion, analisis espectral, de estabilidad, etc sobre senales
digitales.

Tipos de senales

Antes de aplicar cualquier técnica a un problema hay que conocer la procedencia y
caracter de las senales. Asi, podemos distinguir entre senales unidimensionales/multidimensionales,

tiempo continuo/discreto, amplitud continua/discreta y deterministas/aleatorias:

» Senal unidimensional: Aquella que depende de una tinica variable independiente como
por ejemplo X (t) = te** donde t es la variable temporal.

s Senal M-dimensional: Aquella que posee una dependencia con M dimensiones como,
por ejemplo, la iluminacién de una imagen de TV. Aqui se tiene una dependencia
temporal y espacialmente, I(x,y,t).

» Senal en tiempo continuo (analdgicas): Estan definidas para todos los valores de tiem-
po entre —oo y +oo. Ej: z(t) = A - t?, donde t € [0, 00).

» Senal en tiempo discreto (muestreadas): estan definidas slo para determinados ins-
tantes temporales. Aunque no resulta estrictamente necesario un muestreo unifor-
me (instantes equidistantes), la mayoria de los textos asumen este hecho ya que es
mas sencillo de tratar y formular. Ej: z(t,) = e~ donde n = 0,1,2, .... Notacién:
z(t,) = z(nT) = z(n) donde nT es la muestra n y T es el periodo de toma de
muestras.

» Senal determinista: Cualquier senal que puede ser definida de forma matemética ex-
plicita, en funcién de datos pasados.

» Senal aleatoria: Senales que no pueden expresarse mediante formulas explicitas con
cierto grado de precision. Ej: senales sismicas, ruido de electromigrama, ruido de red,
etc.

Sin embargo, podemos establecer que el valor de una senal en tiempo continuo o discreto
puede ser continuo o discreto. En ese sentido, podemos definir una senal discreta o digital
como aquella senal en tiempo y amplitud discretos y, en consecuencia, una senal continua
(analégica) para ser discreta (digital) ha de sufrir tres procesos: muestreo, cuantificacion y
codificacion.
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1.1.2. Muestreo de senales
Frecuencia continua y discreta

Podemos definir la frecuencia como una oscilaciéon armonica de particulas oscilando. Lle-
gado este punto, estamos interesados en conocer si la frecuencia de una senal se verd afec-
tada al muestrearla. Asi, para las senales sinusoidales en tiempo continuo, una oscilaciéon

arménica se define como:
zq(t) = Acos(2 +6), —oo <t < o0 (1.1)
que queda definida por las siguientes tres magnitudes:
= Amplitud: A
» Frecuencia angular: Q = 27 F [rad/s], F [Hz]
» Fase: 6 [rad]
y tres propiedades basicas:

» Periodicidad. Para todo valor de frecuencia F', la senal es periddica: z,(t+T) = z4(t),
donde T' = 1/F es el periodo fundamental de la sefial.

= Unicidad. Las senales en tiempo continuo con frecuencias diferentes son siempre di-
ferentes.

= Oscilacion. Un aumento de la frecuencia F' implica siempre un aumento de la tasa de
oscilacién de la senal ya que aumenta el niimero de periodos en una ventana temporal

dada.

Veamos qué ocurre ahora con senales sinusoidales en tiempo discreto. Una senal sinusoidal
en tiempo discreto se expresa como:

z(nT) = z(n) = Acos(wn + 0), —o00 < n < 00 (1.2)

donde n es un niimero entero (= nimero de muestra), A es la amplitud y w es la frecuencia
[rad/muestra]. Definimos w = 27 f donde la frecuencia f tiene unidades de ciclos/muestra.
Estas senales discretas tienen tres propiedades andlogas a las senales de tiempo continuo:

= Periodicidad. Una sinusoide discreta es periddica si su frecuencia f es un ndmero
racional: z(n+ N) = z(n), Yn <> f = k/N,k = 0,£1,£2, .... El periodo més pequeno
de N se conoce como periodo fundamental. Esto tiene una consecuencia importante
ya que una pequena variacion en frecuencia puede ocasionar una enorme variaciéon en
periodo.

= Unicidad. Las sinusoides en tiempo discreto cuyas frecuencias estin separadas por un
miltiplo entero de 27 son idénticas. En efecto,

cos|(wg + 2m)n + 6] = cos(won + 27n + ) = cos(won + 6) (1.3)

Por tanto, existen senales discretas iguales con frecuencias distintas. Esto se produce
para todas las senales xp(n) = Acos(wgn + 0) donde k = 0,1,2,... y wx = wo +
2knm y —w < wp < 7. Esto, por tanto, induce a tener senales que, en principio,
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son indistinguibles (idénticas). Luego, cualquier secuencia con frecuencias |w| > 7 o
lf| > % tiene una secuencia idéntica en —7 < w < 7 0 —% < f< % Recordemos
que el rango de unicidad en el campo continuo es —oco < 2 < 00 0 —o0 < F < o0.
Decimos que las sefiales fuera del rango |w| > 7 o |f| > & tienen un alias dentro del
rango |w| < 7 o |f| < 1. Este efecto se conoce como “aliasing”.

= Oscilacion mdzima. La mayor tasa de oscilacién en una sinusoide en tiempo discreto
se alcanza cuando w = 7 (0 w = —m) 6, equivalentemente f =% (o f = —3).

Muestreo de senales analégicas

De acuerdo con lo visto en la seccién anterior, para muestrear senales analdgicas se
deberan dar algunas condiciones para que no se produzcan pérdidas de informacién. En
el presente texto, como se ha mencionado anteriormente, sélo se considerard un muestreo
uniforme de la senal que es aquél en que la cadencia de toma de muestras es constante.
En este caso se puede definir z(n) = z,(nT), —o0 < n < oo, donde z(n) es la senal en
tiempo discreto obtenida tomando muestras de la senal analégica z,4(t) cada T' segundos.
Asi, periodo (o intervalo) de muestreo es el intervalo de tiempo T entre dos muestras y la
frecuencia (o velocidad) de muestreo es la inversa del periodo de muestreo: F,, = 1/T" [Hz].
La relacion de muestreo se puede definir como ¢t = nT = %

Veamos a continuacion la relacién entre las frecuencias analdgicas y digitales (F'y f) en

una senal sinusoidal. Para ello, muestreamos la senal:

2mnF

zo(nT) = x(n) = Acos(2nFnT + 0) = Acos( +0). (1.4)

m

Si ahora comparamos con
xz(n) = Acos(2mfn + 0) (1.5)

obtenemos: f = %, que se define como la frecuencia normalizada o relativa. Equivalente-
mente se puede expresar w = Q7.

En resumen, los rangos analégicos, son —oo < F' < 0o 6 —oo < ) < oo, mientras que los
rangos digitales —1/2 < f < 1/2 6 —m < w < m. De este modo, la diferencia fundamental
entre senales en tiempo continuo y discreto es el rango de valores de las correspondien-
tes frecuencias y los valores maximos de muestreo vienen dados por los limites superio-
res: Foor = FT’" = % Y Qmaz = mFy = 7. La conclusién fundamental es, por tanto, que
el muestreo uniforme puede introducir ambigiliedad en la senal digital obtenida e impone
una restriccion esencial: la maxima frecuencia analdgica que podemos recuperar tras un
muestreo de la senal a Fy, es Fiap = Fip /2.

Teorema de Muestreo

Hasta ahora hemos visto que para muestrear eficientemente una senal analégica, debe-
mos elegir la F),,. Para ello necesitamos tener informacién sobre el contenido frecuencial
de la senal a muestrear. Asi, si conocemos la Fj,q;, podemos escoger una Fj, adecuada de
tal manera que no exista “aliasing”, Fp, > 2 * Fp,4,. Una senal muestreada correctamente
(Fyy > 2% Fppqq) podréa ser recuperada sin pérdida de informacién mediante un interpolador
(conversor D/A). La férmula de interpolacién ideal o “apropiada” se especifica mediante el
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Teorema de muestreo de Nyquist:

Teorema de muestreo de Nyquist.
Si la frecuencia més alta contenida en una senal analégica z4(t) es Fyae = By
la senial se muestrea a una velocidad F,,, > 2 x F,,q, = 2B, entonces z,(t) se pue-
de recuperar totalmente a partir de sus muestras mediante la siguiente funcién de
interpolacién:

sen(2m Bt)

g(t) = 2 (1.6)

Asi, x4(t) se puede expresar como:

= 3 v () o (1= 2) (1.7

n=—0oo

donde z,(n/F,,) = z4(nT) = x(n) son las muestras de z,(t).

Cuando la senal se muestrea a la frecuencia (o tasa) minima F,,, = 2B, la férmula
de reconstruccion es:

i $a< n ) sen(2nB(t —n/2B))

Ta(t) = 2B)  2nB(t —n/2B)

(1.8)

n=—oo

En este ultimo caso hablamos de frecuencia de Nyquist y la expresamos como Fy =
2B = 2F),4,- La reconstruccion de z4(t) a partir de z(n) supone la suma ponderada de una
funcion de interpolacién g(t) que se desplaza en el tiempo, g(t — nT), con —co < n < 00 y
donde los coeficientes de ponderacién son las muestras de z(n).

Nyquist mostré que, para que podamos distinguir sin ambiguedad las componentes fre-
cuenciales de una senal, es necesario que muestreemos al menos al doble de la frecuencia
maéxima contenida en la misma, para evitar los efectos del “aliasing”. La maxima frecuencia
permitida en una senal para una frecuencia de muestreo dada se denomina frecuencia de
Nyquist. Realmente el Teorema de Nyquist no es tan riguroso, la frecuencia de Nyquist no
es necesario que sea el doble de la frecuencia maxima contenida en la senal, sino el doble
del ancho de banda de la senal de interés. Este hecho se conoce como Teorema de Nyquist
Pasabanda ya que no considera el caso en que las frecuencias se encuentren desplazadas en el
espectro una cierta cantidad. La versién del Teorema Generalizado de Nyquist no identifica
B = F,,., sino que B es, en realidad, el ancho de banda de la sefial. Asi, si tenemos que
Fy < F < Fy, entonces B = F, — FY.

Cuando estamos trabajando con senales reales, aunque tengamos un conocimiento a
priori de las frecuencias, lo mds usual es que tengamos ruido solapado con componentes
frecuenciales superiores a la de Nyquist, que nos producirian “aliasing”, por esta razén
previa a la conversién analdgico—digital es necesario filtrar pasa baja la senial de manera
que se eliminen las frecuencia por encima de la banda de interés.
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1.1.3. Cuantizacion

Hemos definido previamente que la conversién A/D estd formada por tres etapas; el
muestreo, la cuantificacién y la codificacién. Analicemos ahora la segunda tarea. Definimos
la cuantificaciéon como la conversién de una senial en tiempo discreto con valores continuos
en una senal en tiempo discreto con valores discretos (senal digital). El valor de cada
muestra se representa mediante un valor seleccionado de un conjunto finito de valores
(niveles de cuantificacion). La cuantificacién es un proceso irreversible, no invertible, ya
que siempre se produce una pérdida de informacion. Tedricamente esto se fundamenta en
que, al existir un ndmero limitado de niveles, a distintos valores continuos se les asigna un
mismo valor discreto por lo que no se pueden obtener los valores originales a partir de los
valores cuantificados.

En este proceso cada uno de los datos digitales se va a representar con un niimero de bits
finito, lo cual hard que la senal muestreada y la original difieran. Podemos definir varios
conceptos importantes:

= Error o ruido de cuantificacion o cuantizacion es el error cometido al representar la
senal de valor continuo por un conjunto finito de valores discretos.

» Operacion de cuantizacion: zq,(n)=Q[z(n)]
» Error de cuantizacion: eg(n) = z4(n) — z(n)
= Niveles de cuantizacion: Son los niveles o valores permitidos en la senal digital.

n Fscalon de cuantizacion o resolucion: Es la distancia A entre dos niveles de cuanti-
zacion. Si ZTyin Y Tmae son los valores maximo y minimo de x(n) y L es el nimero de

niveles de cuantizacién, entonces:

Tmaxr — Tmin
A= —"" 1.9
71 (1.9)

El cuantificador por redondeo asigna a cada muestra de z(n) el nivel de cuantizacién
méas cercano. Un cuantificador por truncamiento asigna el nivel inmediatamente por
debajo de la muestra.

= Rango dindmico: RD = Tyaz — Tmin

= Resolucion del cuantizador: Si un sistema tiene una longitud de palabra de B bits, se
pueden establecer L = 25 — 1 niveles

_ Pmaz — Tmin _ RD

A= (1.10)

= Cuantificador constante: Si el tamano del escalén es constante. En aplicaciones de
transmisién y almacenamiento de senales no se suele tomar constante sino variable.

= Error por redondeo: eg,eq(n) € [—A/2 < A/2].

» Error por truncamiento: eq 4y (n) € [—A,0].

= Ruido de sobrecarga: Cuando la entrada excede el rango dinamico del cuantificador
se recorta la senal. Este tipo de ruido puede producir graves distorsiones de la senal.
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» Calidad de la salida del conversor A/D: Se proporciona la Relacion Senal-Ruido de
Cuantificacion (“Signal-To-Quantization Noise Ratio”, SQNR), que define la relacién
entre la potencia de la senal y la de ruido:

P, 3 A* A2
SQNR = FZ = 522”, P, = - P, = 2—2{), (sinusoides) (1.11)

donde b es el niimero de bits de precisién del conversor y cubre el rango completo 2A
(el escalén de cuantificacién es A = 24/2%).

» Calidad (dB): SQNR(dB) = 10log10SQN R = 1,76 + 6,02b para senales sinusoidales.
= “Regla de los 6dB”: De la expresion anterior, se deduce que cada bit adicional del
conversor proporciona un aumento de la SQNR en unos 6dB.
1.1.4. Reconstruccion

Un convertidor discreto continuo (D/A) obtiene una senial continua z(¢) a partir de una
secuencia de datos z:(n). Por tanto, un convertidor ideal, pasaria la secuencia

xz(n) = Acos (27r§—mn + (]5) (1.12)
x(t) = Acos 2w Ft + ¢). (1.13)

Un convertidor D/A, mediante una funcién de interpolacién, determina el valor de la sefnal
entre las muestras discretas. La interpolacion se lleva a cabo mediante la expresiéon general

o0

w(t) = > z(n)p(t — nTy). (1.14)
n=—oo

Por tanto, un punto clave en la conversién es la eleccién de la funcién de interpolacion.
El teorema de muestreo especifica la funcién de interpolacién ideal (ecuacién (1.8)). En la
practica, sin embargo, la conversién D/A se realiza normalmente combinando un conversor
D/A con un circuito de muestreo y mantenimiento ( “sample-and-hold”, S/H) seguido de
un filtro pasa—baja (suavizador) ya que el reconstructor ideal es no causal y de duracién
infinita, por tanto, no utilizable en la practica. Existen tres tipos basicos de mantenedores:

s Mantenedor de Orden Cero:
() =xz(nT), nT <t<(n+1)T (1.15)

» Mantenedor de Orden Uno:

#(t) = a(n) + 20T Zelln = VT)

(t—nT), nT<t<(n+1)T (1.16)

= Interpolador lineal con retardo:

x(nT) —z((n—1)T)
T

Ent=nT,z(nT)=2((n—1)T) yent = (n+ 1T, 2((n + 1)T) = z(nT) por lo que

z(t) tiene un retardo inherente de 7" segundos al interpolar la senal verdadera z(t).

() =z((n —1)T) +

(t—nT), nT <t<(n+1)T (1.17)
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1.1.5. Senales discretas basicas

Una vez vistas las caracteristicas basicas de las senales, su muestreo y cuantificacion,
resulta interesante detenerse en la representaciéon matemdtica, propiedades y operaciones
relacionadas.

= Representacion de secuencias discretas:
1.  Representacion funcional:

1, paran=1,3.
z(n) =4 4, paran=4 (1.18)
0, en otro caso

2.  Representacion tabular:

n ..2-1012345678 ...
z(n) ...00014110000...

3. Representacion secuencial: Se indica con una flecha el origen de tiempos:

z(n) = {...,0,0,0, %,4,1,0,0,0,0,...} (1.19)

= Secuencia de duracion finita: Las podemos representar por:

:I?(’n) = {37_17?175767778} (120)

mientras que si z(n) = 0,Vn < 0, la secuencia se puede representar por:

x(n) = {0,1,4,1} (1.21)

= Senales elementales en tiempo discreto:
e Impulso unitario:

1, paran=20
d(n) = (1.22)
0, paran#0

o Impulso unitario desplazado:

1, paran=mng
d(n —mng) = (1.23)
0, paran # ng

e Fscalon unitario:

1, paran >0
u(n) = (1.24)
0, paran <0
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e Rampa unitaria:

n, paran >0
ur(n) = (1.25)
0, paran <0

e Exponencial: ue(n) = Aa™, Vn y a, A € C. En funcién del valor de a y A se
tratard de una exponencial creciente/decreciente compleja o real.

a=|ale’™, A=|Ale/? (1.26)
z(n) = |Alja|" " eI? = | Al|a|" el (Wonte) (1.27)
Si|la] =1 — z(n) = |Ale/o"+9) hablamos de una Secuencia Exponencial

Compleja que puede descomponerse en las correspondientes componentes sinu-
soidales:

z(n) = |A|[cos(won + ¢) + jsen(won + ¢)], (1.28)
donde wy es la frecuencia de la sinusoide.

= Operaciones con secuencias: Para poder realizar operaciones con secuencias estas
deben tener el mismo nimero de muestras. Esto se puede conseguir siempre mediante

la técnica de anadir ceros.

1. Producto o Modulacion: y(n) = w(n) - z(n). Una de las aplicaciones de esta
operacion consiste en obtener una secuencia de longitud finita a partir de una
secuencia de infinitos términos. La secuencia finita por la que se multiplica se
denomina ventana y al proceso enventanado.

2. Sumador: y(n) = w(n) + z(n).
Producto por un escalar (escalado): y(n) = Az(n).

4. Desplazamiento temporal: y(n) = z(n— N) donde si N > 0 tenemos la secuencia
de entrada z(n) retardada a la salida y si N < 0 tenemos un adelanto a la salida
del sistema.

5. Inversion temporal: y(n) = x(—n) con lo que se obtiene una secuencia reflejada

respecto de n = 0.

» Descomposicion: Toda secuencia se puede expresar como una combinacién de senales

impulsos retardados. Por ejemplo:
z(n) = {%,2,3,4, b= z(n)=06n)+25n—-1)+30(n—2)+... (1.29)
El escalén unitario se puede expresar asi:
u(n) = Y (k) (1.30)

y, de forma general, como:

z(n) = Y a(k)d(n—k) (1.31)
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= Clasificacion de senales en tiempo discreto:

e FEnergia y potencia:

o.¢]
Energia: E = Z |z(n)|? (1.32)

n=—0oo

Si E es finita se habla de z(n) como una senal de energia.

N

1

Potencia media : P = i 2 1.33

otencia media Mim T ZN|(II(’TL)| (1.33)
n=—

Muchas senales con energia infinita poseen potencia media finita. Esta cantidad
se puede expresar como:

P = lim
N—oo 2N +1

Ex (1.34)

donde Eyn es la energia de la senal en el intervalo —N < n < N. Si P es finita
se habla de z(n) como una senal de potencia.

e Simétricas y antisimétricas:

Simétrica (par) : z(—n) = z(n) (1.35)

Antisimétrica (impar) : z(—n) = —z(n) (1.36)

Cualquier senal se puede expresar como suma de dos componentes, una par y la
otra impar.

o Periddicas y aperiodicas:
Periédica : x(n+ N) =xz(n), Vny N > 0. (1.37)

El valor més pequeno de N es el periodo fundamental.

1.1.6. Sistemas en tiempo discreto. Sistemas LIT

Podemos definir un sistema en tiempo discreto como toda transformacién que realiza un
mapeado entre una secuencia de entrada {z(n)} en otra de salida {y(n)}: y(n)=T{z(n)}.
Los sistemas discretos se puede clasificar de la siguientes formas:

= Sistemmas estdticos y dindmicos. Un sistema es estdtico o sin memoria si su salida
en cualquier instante n depende a lo sumo de la muestra de entrada en ese mismo
instante pero no de muestras pasadas o futuras. En otro caso el sistema es dindmico.

Estético : y(n) = z(n) + nz(n) (1.38)
Dinéamico : y(n) = z(n) + 3z(n — 1) — y(n — 2) (1.39)

» Sistemas invariantes/variantes temporales. Un sistema es invariante temporal si sus
caracteristicas de entrada—salida no cambian con el tiempo:

Siy(n) =T[z(n)] = yn—k) = Tlz(n — k)] (1.40)

para toda senal de entrada z(n) y todo desplazamieno temporal k.
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= Sistemas lineales y no lineales. Un sistema es lineal si y soélo si:
Tla1z1(n) + agze(n)] = a1 T[z1(n)] + ao T [z2(n)] (1.41)

para cualquier par de secuencias arbitrarias de entrada x1(n) y z2(n), y cualesquiera
constantes arbitrarias a; y as.

» Sistemas causales y no causales. Un sistema es causal si Vng, el valor de y(ng) es
funcién dnicamente de valores de la secuencia de entrada y salida para n < ng. Un
sistema no causal depende también de las muestras futuras. Un sistema no causal no
es realizable fisicamente (en tiempo real) ya que no se dispone de las muestras futuras.

» Sistemas estables y no estables. Se define un sistema estable BIBO ( “Bounded Input
Bouded Output”) como aquél en el que cualquier entrada acotada z(n) produce una
salida acotada y(n). Es decir

|z(n)| < M, < oo |y(n)] < My < oo,Vn (1.42)

Si para alguna entrada acotada x(n) la salida no estd acotada (es infinita), el sistema
se clasifica como no estable (inestable).

Una forma de caracterizacion de los sistemas discretos es atendiendo a si cumplen las
propiedades de linealidad e invarianza temporal. En caso de cumplir estas caracteristicas
decimos que el sistema es lineal, invariante temporal, L.1.T:

y(n) =Tlz(m)] =T[ Y a(k)s(n—k)] = (1.43)
k=—00
Y wk)TB(n—k)]= > z(n)h(n—k) (1.44)
k=—00 k=—o00

donde se ha aplicado la propiedad de invarianza temporal:
h(n) = T[d(n)] <> h(n — k) = T[o(n — k)] (1.45)

La secuencia h(n) se denomina respuesta al impulso, respuesta impulsional o respuesta
impulsiva.

1.1.7. Convolucion

La respuesta impulsional (en el instante n = k) se define como y(n,k) = h(n,k) =
T[d(n — k)] donde n es el indice temporal y k la posicién del impulso. Para un sistema
L.I.T., en el que expresamos la entrada como una suma de impulsos retardados podemos
calcular su salida como:

y(n) = Tlem)] = 3 z(m)h(n— k) (1.46)

k=—o00

Esta expresion se denomina suma o funcion de convolucion de las secuencias z(n) y h(n)
y se representa de forma compacta como: y(n) = h(n) * z(n). Esta propiedad es muy
importante ya que permite calcular la salida de un sistema L.I.T. ante cualquier entrada
conociendo su respuesta impulsional. De este modo, un sistema L.I.T. en reposo queda
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completamente determinado (caracterizado) por la secuencia h(n), es decir, su respuesta al
impulso unitario 6(n). En cambio, la salida de un sistema L.I.T. queda caracterizado por
un conjunto de infinitas funciones de respuesta a los impulsos unitarios desplazados; una
por cada desplazamiento. Decimos que la entrada z(n) se convoluciona con la respuesta
impulsional h(n) para producir la salida y(n).

La convolucién tiene tres importantes propiedades:

» Conmutativa: h(n) * z(n) = z(n) x h(n)
» Distributiva: z(n) * [h1(n) + ha(n)] = z(n) * hi(n) + z(n) * ha(n)
= Asociativa: hy(n) * [y (n) % &(n)] = [ha(n) * hy (n)] % 2(n)
A partir de ellas, se pueden establecer dos propiedades esenciales de los sistemas L.I.T.:
» “Un sistema L.IT. es estable «— >~ ___ |h(k)| < 00”
» “Un sistema L.I.T. es causal si h(n) =0, Vn < 0.”
» “Un sistema L.I.T. causal con h(n) = 0, Vn > ng es siempre estable”.

Ademds, existen una intima relacién entre la convolucién y la interconexién de sistemas,
pues una conexién de dos sistemas en serie (cascada) conduce a un sistema equivalente cuya
respuesta impulsional es la convolucién de las respuestas impulsionales h(n) = hy(n)*ha(n);
mientras que el conexionado en paralelo de dos sistemas conduce a una respuesta impulsional
del sistema total h(n) = hy(n) + ho(n).

1.1.8. Correlacién

Con frecuencia en necesario cuantificar el grado de similitud entre varias senales o pro-
cesos. Este grado de dependencia, que vamos a denominar correlacién, se puede definir
matemdticamente, lo que nos dard una medida objetiva. Podemos encontrar aplicaciones
que emplean técnicas basadas en correlacién en campos como bioingenieria para la detec-
cién de senales inmensas en ruido, sistemas de radar y sonar para la localizacién de la
posicién y velocidad de objetos, en la deteccion de cddigos en comunicaciones etc. Ademads
los procesos de correlacion estdan muy ligados con los de convolucién, tan empleados en PDS
para obtener la respuesta de un determinado sistema, ya que una convolucién no es mas
que una correlacion invirtiendo el orden de una de las secuencias.

Counsideremos dos secuencias de datos, correspondientes a dos procesos que queremos
comparar. La correlacién existente entre ambas secuencias o correlacién cruzada ( “cross-

correlation”) la vamos a definir de acuerdo con la siguiente expresion:

o0

roy(k) = Y x(n)y(n—k) (1.47)

n=—oo

A priori puede parecer que una manera de estimar la similitud entre dos senales es
calcular directamente el promedio de la suma de los productos, es decir eliminar el indice k
del sumatorio anterior y que el resultado sea sélo un ntimero. De esta forma cuando las dos
secuencias sean parecidas la suma de los productos tendera a incrementar este valor. Valores
grandes y positivos indicaria que ambas senales son parecidas y crecen a la vez, y valores
negativos indican que el crecimiento de una variable esta asociado con el decrecimiento de la
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otra. Por otra parte valores proximos a cero indican que las senales no tienen parecido, como
ocurrira al correlacionar dos senales de ruido aleatorio ya que las contribuciones positivas
y negativas tenderdn a cancelarse.

Un problema que podemos tener con la definicién de correlacion que hemos dado es la
dependencia del valor obtenido con la energia de las senales, es decir, dadas dos senales
idénticas en forma pero de magnitudes diferentes vamos a tener distintos valores de la
correlacién. Una forma de resolver este problema es dividir el valor obtenido en la ecuacién
anterior por la energia de las senales utilizadas. Al hacer esto obtenemos la definicién del
coeficiente de correlacion:

SN w(n)y(n — k)
i k)=
prrl) = N ) SN

(1.48)

El coeficiente de correlacién toma valores en el intervalo [-1,1]. Un valor 1 indica méxima
correlacién y un valor -1 indica correlacién méxima pero con senales desfasadas.

Un caso particular de la correlacion cruzada es la autocorrelacion, cuando las secuencias
z(n) e y(n) coinciden. Particularizando la expresién de la correlacién cruzada tendremos:

N-1
oz (k) = Z z(n)z(n — k) (1.49)
n=0

En el caso particular que el desplazamiento entre secuencia sea 0; es decir, k = 0 la auto-

correlacién coincide con la energia de la senal.

ree(0) = Y 2*(n) (1.50)

Se puede demostrar que ry; () es sélo la version reflejada de 74, (1) donde la reflexién se hace
con respecto a [ = 0. Por tanto, la matriz de correlacién cruzada entre dos secuencias es
simétrica; nos da la misma informacién hacer la correlacién entre z(n) e y(n) que viceversa.

1.1.9. Sistemas L.I.T. y ecuaciones en diferencias de coeficientes cons-
tantes

Un caso particular de sistemas L.I.'T. muy importantes son aquellos en los que la entrada
y salida estan relacionadas mediante una ecuacion en diferencias de la forma

M N
Z bgxr(n — k) = Z ary(n — k), (1.51)
k=0 k=0

donde b y ap con constantes.

Al valor méximo entre N y M se le denomina orden del sisterna. Para calcular la salida
del sistema a partir de un instante n = ng es necesario conocer los valores en los instantes
y(no — 1),y(no — 2),y(no — N),... , estos valores son lo que se denominan condiciones
iniciales del sistema. Se dice que un sistema estd originalmente en reposo o relajado si las
condiciones iniciales son nulas (y(ng — 1),y(ng — 2),y(ng — N),... = 0).
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Resolucion de una ecuacion en diferencias con coeficientes constantes

Para calcular la salida de un sistema descrito por una ecuacién en diferencias con coefi-
cientes constantes, se emplea un procedimiento andlogo al utilizado para la resolucién de
ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes. En primer lugar se divide la solucién
en dos partes:

y(n) = yr(n) + yp(n), (1.52)

donde yi(n) es la solucion homogénea y y,(n) es la solucion particular. La solucién ho-
mogénea se obtiene considerando x(n) = 0 y es la solucién de

N
> apy(n —k) =0. (1.53)
k=0

La solucién particular es la solucién especifica para cada entrada (z(n) # 0), también se
llama solucion forzada, ya que la ha provocado la entrada. La suma de ambas soluciones es
la solucién total y(n).

Respuesta a entrada nula y respuesta en estado nulo

Una forma alternativa de calcular la solucién total de una ecuacién en diferencias es
determinando la respuesta ante una entrada nula y la respuesta en estado nulo que se
definen de la siguiente forma:

= Respuesta ante entrada nula o respuesta natural y.;: es la respuesta del sistema ante
una entrada nula, considerando unicamente las condiciones iniciales.

= Respuesta en estado nulo y,s: es la respuesta del sistema ante una entrada determinada
considerando condiciones iniciales nulas.

= La respuesta total del sistema se puede escribir como:
y(n) = yzz(n) + yzs(n) (1.54)

1.1.10. Clasificacién de los sistemas L.I.T. discretos

Existen otros criterios de clasificacion diferentes a los vistos anteriormente:

w Segin su respuesta impulsional:

e Un sistema cuya respuesta impulsional h(n) tiene un ndmero finito de términos
no nulos A(n) = 0 para n < Ny y n > Ny, N; < N, se denomina sistema de
respuesta impulsional finita (FIR). Su salida se puede calcular directamente de
la suma de convolucién como:

y(n) = > h(k)z(n — k). (1.55)

Si comparamos esta ecuacién con la expresion general de los sistemas L.I.T. de
coeficientes constantes observamos que h(k) = by.
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e Si la respuesta impulsional no es finita se dice que es un sistema de respuesta
impulsional infinita (ITR).

= Segin el procedimiento para calcular su salida:

e No recursivos. Son aquellos en los que la salida se puede calcular secuencialmente
conociendo Unicamente las entradas presentes y pasadas:

y(n) = F{z(n),z(n —1),...,z(n— N)}. (1.56)

e Recursivos. Son aquellos en los que la salida en un instante dado depende de
entradas presentes y pasadas asi como también de salidas pasadas:

y(n) = F{z(n),z(n —1),...,2(n—M),y(n—1),...,y(n—M)}.  (1.57)
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1.2. Problemas resueltos

1. |Dada la senal discreta mostrada en la Fig. 1.1, dibuje cada una de las siguientes

senales:

a) z(n—2)

b) z(n+1)

c) z(2n)

d) z(—n)

e) z(4—n)

f) =n?

g) z(n—1)d(n —2)

1 1

B g(n) + (-1 Lan)
Resolucién:

x(n)
o
o o =
T T
)
)

Figura 1.1: Secuencia original z(n).

La secuencia original se puede expresar como z(n) = {0, 1,0, %, 2,2,1,0}, donde se ha

indicado con una flecha la muestra correspondiente al indice n = 0, que representa el
origen de tiempos. La Tabla 1.1 muestra la resoluciéon de este ejemplo.

a) x(n—2)
La secuencia ha sido retardada dos muestras, lo que equivale a un desplazamiento
a la derecha de dos posiciones. Por tanto, z(n — 2) = {0, %,0,2,2,2, 1,0}. La
muestra que ocupaba la posicion n = 0 ahora ocupa la posicién n = 2, por esta
razén se dice que se ha producido un retardo. La senal se muestra en la Fig.
1.2(a).

b) z(n+1)
La Tabla 1.2 muestra la resolucién de este ejemplo.
La secuencia ha sido desplazada hacia la izquierda una posicién. Se ha produ-
cido un adelanto. La secuencia final es z(n + 1) = {0,1,0,2, %, 2,1,0}. La senal
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c)

Tabla 1.1: Resolucién del ejercicio 1(a).

z(-3—-2)=z(-5)=0
x(-2-2)=x2(—4)=0
z(-1-2)=2(-3)=0
z(0-2)=2(-2) =1
z(1-2)=2(-1)=0
z(2—-2)=2(0) =2
z(3-2)==x(1) =2
2(4—2) = 2(2) =2
z(5b—-2)=xz(3)=1
z(6—-2)=2(4)=0
z(7—2)=2(5)=0

Resolucién del ejercicio 1(b).

n=-4
n=-3
n=-—2
n=-1
n=20
n=1
n=2
n=23
n=4
n==>5
n==~06
n==17
Tabla 1.2:
n=-4
n=-3
n=-—2
n=-1
n=>0
n=1
n=2
n=3

H(—A+ 1) =a(-3) =

z(-3+1)=z(-2)=1
e(~2+1) =a(-1) =0
z(=1+1)=2(0) =2
z(0+1)=2(1) =2
z(1+1)=2(2) =2
z2+1)=23)=1
23+ 1) = 2(4) =0

resultante se muestra en la Fig. 1.2(b).

z(2n)

La Tabla 1.3 muestra la resolucién de este ejemplo.

Tabla 1.3: Resolucién del ejercicio 1(c).

IS 3 3 3 3 3
I

I
I
w

z(2-(=3))=xz(-6)=0

z(2-(-1)) ==z(-2) =
z(2-0)=x(0) =2
2(2-1) = 2(2) =2
z(2-2)=x(4)=0

Hemos tomado las muestras pares de la secuencia, descartando las impares. La

secuencia se ha comprimido: z(2n) = {0, 1, %, 2,0}. La senal resultante se muestra

en la Fig. 1.2(c).

z(=n)

La Tabla 1.4 muestra la resolucién de este ejemplo. La secuencia ha sido reflejada

respecto de la muestra n = 0. La sefial resultante se muestra en la Fig. 1.2(d).

z(4 —n)

Aunque podemos repetir el proceso anterior, se puede considerar que esta se-

cuencia estd formada por una reflexion respecto del origen y posteriormente un
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Figura 1.2: Secuencias resultantes

para los distintos apartados del ejercicio 1.
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Tabla 1.4: Resolucién del ejercicio 1(d).

n=—4|z(—(-4)=24)=0
n=-3|z(—(-3)=23)=1
n=-2|z(—(-2)=z(2) =2
n=-1]|z(-(-1)=z(1) =2
n=20 z(0) =2

n=1 z(1)=0

n=2 z(-2)=1

n=3 z(-3)=0

adelanto de cuatro muestras, tal que z(—n + 4). La secuencia reflejada la hemos
calculado en (d). Si la adelantamos cuatro muestras, desplazéndola a la izquierda
se obtiene z(—n+4) = {(T), 1,2,2,2,0,1,0}. La senal se muestra en la Fig. 1.2(e).

z(n?)

La Tabla 1.5 muestra la resolucion de este ejemplo mientras que la senal resul-
tante se muestra en la Fig. 1.2(f). La senal resultante ha sido comprimida como
se ha realizado en el apartado c), pero no uniformemente.

Tabla 1.5: Resolucién del ejercicio 1(e).

n=-3|z((-3)%) ==2(9) =0
n=-2|z((-2)?) =24) =0
n=-11]z((-1)?)=2(1)=2
n=20 z(0) =2

n=1 z(1?) = z(1) =2
n=2 |z(22)=2(4)=0

z(n —1)d(n —2)

El producto de dos secuencias es igual al producto muestra a muestra. Si las
secuencias no tienen el mismo ntimero de elementos, en primer lugar se iguala
su longitud completando con ceros. La primera secuencia se obtiene retardando

una muestra la original:

z(n —1) = {0, 1,(T),2,2,2, 1,0} (1.58)
La segunda es una secuencia impulso retardada dos muestras:
d(n —2) =40,0, (%,0, 1,0,0,0} (1.59)
Si alineamos ambas secuencias respecto de n = 0 y multiplicamos:
z(n —1)o(n — 2) = {0, 0,(%, 0,2,0,0,0} (1.60)

La resolucién de forma grafica se muestra en la Fig. 1.2(g). Al multiplicar una
secuencia por una senal impulso, el resultado es una secuencia que es cero en
todas las muestras excepto en la posicion del impulso, cuyo valor coincide con el
valor de la secuencia original para esta muestra.
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B a(n) + (-1 za(n)
—z(n —1)"=z(n
2 2
Calculemos cada término suma por separado:
1 1 1
— = -,0,1,1,1, = 1.61
Sa(n) = {0,5,0,1,1,1, 3,0} (1.61)
(—1)"2a(n) = {0, 2,0,1,-1,1,— =0} (1.62)
2 - 3 2’ 9 3 3 9 2 9 *
/I\
1 nl
En la Fig. 1.2(h) se muestra la secuencia resultante.
2. | Considere el conjunto de senales peridédicas armonicamente relacionadas, que pueden

expresarse comao:

i (n) = JF I

Determine cudl es el periodo fundamental Ny de esta senal.

Resolucion:

Al tratarse de una senal periddica se debe verificar que:

¢r(n) = ¢r(n + No), (1.64)

donde Nj es el periodo fundamental de la senal. Por tanto se debe cumplir:

eIk _ i3 k(n+No) _ i 5T kn i 5 kNo (1.65)
De la expresién anterior se puede concluir que:

2

FkNO =2mm, m € Z (1.66)
y por tanto:
Ny = —m. (1.67)

El periodo fundamental se obtiene para m = 1 y cuando N y k son primos. Si esto
no ocurre, deben tener divisores comunes. Por tanto, el periodo fundamental sera:

N

No = 31eD e Ny

(1.68)

siendo MCD(k, N) el Maximo Comun Divisor entre k y N.
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3. | Considere la senal analdgica siguiente:

a)
b)

donde t estd expresado en segundos (s.) Se pide:

z(t) = 3cos(1007t)

Dibujar la senal z(¢),0 <t < 30ms

La senal z(t) se muestrea con un periodo Ts = 1/300s., obtengase la frecuencia
de la senal discreta z(n) y compruebe si se trata de una secuencia periédica.

Obtenga las muestras de x(n) en un periodo y dibijela conjuntamente con z(t).

d) Determine un valor de la frecuencia de muestreo para que la senal muestreada
alcance un valor de pico de 3. ;Qué ocurriria si se tratase de la senal z(n) =
3sen(10007t)?

Resolucion:

a)

La senal z(t) = 3cos(1007t) = Acos(§2t + ¢) tiene la expresién de una sinusoide
analdgica. Por similitud, podemos identificar: A = 3, ¢ = 0, & = 1007. De este
ultimo valor podemos obtener la frecuencia de la senal 27 F = 1007, con lo que
F =50Hz. ya que el tiempo estd expresado en segundos.

Por tanto el periodo T' = 1/50 = 0'02s. que equivale a T' = 20m.s. Como hay que
dibujar la senal durante 30 ms., el nimero de periodos serd Nperiodos = t/T =
30/20 = 1’5 periodos (ver Fig. 1.3).

. i
0 T2 T 3T/2
Tiempo

Figura 1.3: Representacion de la sefal del ejercicio 3(a).

La expresion de la senal muestreada sera:

100
x(nTs) = 3cos(100mnTy) = 3cos( 30(;rn) = 3cos(gn) (1.69)

por lo que la frecuencia angular digital serd wy = /3 y f = w/2n = 1/6. De

este modo, la frecuencia digital verifica —— < f < = luego el muestreo se ha
realizado correctamente. Notese que F,, = 300Hz > 2F = 100H z.
Para que la senal discreta sea periddica se debe verificar que z(n) = z(n + N)

siendo NV su periodo. Por tanto, hay que demostrar que existe un N tal que

3cos(gn) = 3cos(g(n+N)). (1.70)
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)

Comparando ambas expresiones, obtenemos que gN debe ser multiplo de 27:

§N227rk,k: 1,2,3,... (1.71)

de donde se concluye que N = 6k para k = 1,2,3,... Para k = 1 se obtiene el
periodo fundamental; seis muestras.

Las muestras en un periodo seran:

z(n) = 3cos(%n),n =0,1,2,3,4,5 (1.72)
3 3 3 3
—{3,2, -2 3272 1.
o) = 3,5, 8,3, ) (1.73)

La senal discreta se representa en la Fig. 1.4.

= N
T T
I I

x(n)
o

-2t il

>

Figura 1.4: Muestras en un periodo para la sefial del ejercicio 3.

Para que la senal muestreada alcance un valor maximo de tres, al tratarse de

una senal coseno, hay que tener muestras en los multiplos de 27, luego:
2 F
F—n:27rk:>Fm:nF,n:1,2,3,...,k:1,2,3. (1.74)
m
Asi pues, la frecuencia de muestreo debe ser un miltiplo entero de la frecuencia
de la senal. Para que se verifique el Teorema de Muestreo, n > 2. Si se tratase
s

de una senal ‘seno’, los maximos se producirian en los multiplos de F:

2nF
=" F,=4Fn,n=1,23,... (1.75)
F, 2

En ambos casos hay que restringir el dngulo entre 0 y 2.

Si la senal tuviese una fase inicial ¢, la condicién para el coseno seria:

27 F F ¢
—_— = —n=1-—n=123,... 1.
an+¢ 7r:>an 501 , 2,3, (1.76)
(1.77)
y entonces:
F
F, = ) n, n>2 (1.78)
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Anilogamente para el seno se tiene

——n,n=12... (1.79)

4. | Una senal analdgica contiene frecuencias hasta 20kHz. Se pide:

a)

b)

c)

. Qué frecuencias de muestreo se puede emplear para que sea posible una re-
construccién de la senal a partir de sus muestras?

Si se considera que la frecuencia de muestreo es de 16kH z, jqué ocurriria con
una senal de 10kH z presente en la senal?

i Qué ocurriria con una senal de 18kH z?

Resolucion:

a)

Para que se verifique el Teorema de Muestreo, es necesario tener mas de dos
muestras por periodo. Esto se cumple si Fj,, > 2F,,q.. En cambio, esta condicién
no resulta estrictamente necesaria sino que es suficiente con que se verifique que
F,, > 2B, siendo B el ancho de banda de la senal.

Por tanto, Fjqr = 20kH z. Luego deberemos emplear F;, > 40k H z.
Cuando trabajamos con F,, = 16kHz. no se verificard el Teorema de Muestreo

y se producird solapamiento. Analicemos ahora qué pasard con la presencia de
una frecuencia de 10k H z. en la senal.

La frecuencia maxima posible con F),, = 16kHz. es de 8k H z., como consecuencia
la senal de F' = 10k H z. serd interpretada como su alias en el intervalo —F,, /2 <
F < F,,/2. Los alias se pueden obtener a partir de la expresién:

Fp,=xFy+kF,,,k=0,£1,£2 4£3,... (1.80)
siendo F}, los alias de F{y para la frecuencia de muestreo F},. Por ello:
10 =Fy+ k16 = Fy =10 —16 = —6kH 2. (1.81)

donde se ha considerado £ = 1. La frecuencia de 10 kHz. muestreada a 16 kHz.
se comporta como si se tratase de una senal de -6 kHz.

Si la senal es de 18 kHz., tendremos F;,, > 2 - 18 = 36kH z. con lo que sigue sin
cumplirse el Teorema de Muestreo y se producird solapamiento:

Fy = Fy + kF,,, 18 = Fy + k16 = Fy = 2kHz. (1.82)

La senal se interpretara como si su frecuencia fuese de 2 kHz. Téngase en cuenta
que para k tomaremos un valor entero apropiado para que Fj esté siempre en el
intervalo —F,,/2 < Fy < Fy, /2.

* *

* k
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5. |La senal analdgica z(t) = sen(4507t) 4+ 3sen(14507t) (¢ en s.) se muestrea con una

frecuencia de 500H z. Se pide:

Determinar cudl es la tasa (o frecuencia) de Nyquist para esta senal.

b) Calcule a qué frecuencias aparecen los ‘alias’ debido al muestreo inapropiado.
c¢) ;Cudles son las frecuencias digitales de la senial resultante del muestreo?
d) Silas muestras se pasan a través de un conversor D/A ideal, ;qué frecuencias
tendria la senal analégica reconstruida?
Resolucién:

a)

Las frecuencias presentes en la senal original son:
Ql = 4507 = 27TF1,QQ = 14507 = 27TF2 (183)
Fy =225Hz., F, = T25Hz. (1.84)

Con lo que la tasa de Nyquist es 2Fy,q; = 2 - 725 = 1450H 2. Como la tasa de
muestreo es de 500 Hz. y esta es menor que la Fiyyquist, se producira “aliasing”.

Utilizando la misma expresién que en el ejercicio 4 para determinar los alias:
Fy, = Fy + kF,, = 725 = Fy + 500k = Fy = 725 — 500 = 225Hz. (1.85)

La frecuencia F} si verifica el Teorema de Muestreo luego no sufre cambios.

La senal muestreada sera:

() = sin (2507 4 gy (14307
r\n = Sin —500n Stn 500 n

ey 7Y 4 gsin (1000 +450) ©

= St 500 n Sin 500 n (1 86)
i (8507 N g (450m '
= St 500 n Sin 500 n ™

; 4507 4 3si 4507 Lsi 97
=sin | ——n sin| ——n | =4sin | —n
500 500 10 )’
donde hemos tenido en cuenta que la senal seno es periédica de periodo 2x. Las

frecuencias digitales para ambas seniales son idénticas:

9

p—i —_ — ].-
fi=Ff2=5; (1.87)
Al reconstruir la senal sabemos que:
F,
= — 1.
f=5 (1.85)
siendo Fj la frecuencia analégica:
9
Fo, =F,, =fF, = 20 500 = 225H z. (1.89)

Luego la senal obtenida a la salida del conversor D/A sera:
y(t) = sen(2 - 2257t) + 3sen(2 - 2257t) = 4sen(4507t), (1.90)

como habiamos obtenido en el apartado (b).
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6. |La senal analdgica z(t) = 2sen(100xt) + 0'8sen(178xt) (¢ en s.) se muestrea con una

frecuencia tal que la componente de mayor frecuencia tiene 27 muestras por periodo.
Se pide:

a)
b)

Representa 54 puntos de la senal obtenida.

i, Cuantos periodos de la senal de menor frecuencia hay en la representacion
anterior?

Resolucion:

a)

b)

Las frecuencia analdgicas presentes en z(t) son:;

Q) = 100m = F, = 50H . (1.91)
Oy = 1787 — F5, = 89H 2. (1.92)

El ntimero de muestras en un periodo puede obtenerse a partir de la Fig. 1.5,

siendo Npe, = FTW

Figura 1.5: Determinacién del nimero de muestras en un periodo de la sefal.

Luego, Fy, = F1 - Nper = 89 - 27 = 2403Hz. La senal obtenida al muestrear sera:

2507 2897
=2 ! . 1.
z(n) sen< 5403 n) +08003< 5403 n) (1.93)

Podemos hacer la representacion con mas detalle con el siguiente cédigo de MA-
TLAB:

>> n =0:53;

>> Fs = 2403;

>> x = 2*sin(2*50*pi*n/Fs)+0.8*cos (2*89*pi*n/Fs) ;
>> stem(n,x)

cuyo resultado se muestra en la Fig. 1.6.
El niimero de puntos por periodo para F; seré:

F, 2403
Npuntos = ?T = —50 ~ 48 (1.94)
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0 10 20 30 40 50
Figura 1.6: Muestras de la secuencia discreta obtenida.

El niimero de periodos vendra dado por:

Nimero de muestras o4
Nperiodos = =—=1125 .odos (1.95
periodos = Nimero de muestras por periodo 48 periodos (1.95)

La sefial analégica @ (t) = 0/5e7(2000m) 4 3¢5(100007t+7/2) (4 en .) se muestrea con una

frecuencia Fy,, = 8kHz y la senal resultante es reconstruida con un conversor D/A

ideal utilizando la misma Fj,. Determine la senal z,(t) obtenida tras este proceso.

Resolucion:

La sefial z(t) = 0/5¢7(2000mt) 4 3¢5(100007t+7/2) (¢ ep s.) es una senal compleja formada

por dos exponenciales de frecuencias:

Q) = 2000 = F; = 1000H 2. (1.96)
Q, = 10000m => F, = 5000H 2. (1.97)

Si se muestrean con F,, = 8kHz., tenemos que Fyyquist = 4kHz., y por tanto la
segunda exponencial no cumple el Teorema de Muestreo, produciendo “aliasing”.

La senal muestreada serd, haciendo t = nT"

20007 - 100007
3000 n)

z(n) = 05el ") 4 3¢ (73000

— (/563 (5" 4 3ei(2n—3F)n (1.98)

= 0'5ed i) 4 3¢ 9

cuyas frecuencias digitales son f; = 1/8 y fo = —3/8. Si reconstruimos la senal, dado
que F; = Fp, - fi y F, = 8000H z., la senal analdgica resultante sera:

$r(n) _ Ol5€j20007rt 4 367‘]‘6000711 (199)

La senal de salida contiene dos exponenciales complejas al igual que la original pero
la segunda ha cambiado su frecuencia de 5000 Hz. a -3000 Hz. como consecuencia del
“aliasing”.
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8. | Un sistema L.I.T. definido por el diagrama de bloques de la Fig. 1.7 es excitado con
la senal x(n) = 27" (u(n) — u(n —4)) * §(n — 2). Se pide:

)
b)
)

Obtener la secuencia de muestras z(n) y representarla graficamente.
Calcular la respuesta impulsional del sistema.

Proponga un procedimiento para calcular la salida del sistema.

Resolucion:

)

x(n) y(n)
()

Figura 1.7: Diagrama de bloques del ejercicio 8.

En primer lugar veamos cudl es la senial de entrada. Se trata de la convolucién
de dos secuencias pero una de ellas es una senal impulso, por lo que inicamente
retardara a la otra secuencia.

Si denotamos:

z(n) = z1(n) * x2(n) (1.100)
z1(n) =2 "(u(n) — u(n — 4)) (1.101)
xa(n) = d(n — 2), (1.102)
podemos expresar:
z(n) = Y wi(k)za(n—k)= > 27F(u(k) — u(k —4))5(n — k — 2)(1.103)
k=—o00 k=—00

Sélo para n = k — 2, la secuencia d(n — k — 2) no es nula, y en consecuencia:
z(n) =2~ u(n — 2) — u(n — 6)] (1.104)
Por tanto, la secuencia obtenida es:

z(n) = {9’0’ 1,271,272,273 0,0,...} (1.105)

y su representacion grafica se muestra en la Fig. 1.8.

Si calculamos la ecuacién en diferencias del diagrama de bloques, definiendo una
variable intermedia w(n) tal como se muestra en la Fig.1.9 se obtiene facilmente
que:

w(n) = z(n) — %w(n -1) (1.106)
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Figura 1.8: Secuencia de entrada al diagrama de bloques de la Fig. 1.7.

) (n) (n)
x(n) w(n ~ y

Figura 1.9: Utilizacién de una variable intermedia.

y(n) =w(n) —wln —1) + w(n —2) (1.107)

Para calcular la salida de este sistema hemos de conocer la respuesta impulsional
del mismo ya que y(n) = h(n) * z(n)'. Podemos considerar que tenemos dos
sistemas en cascada de manera que la salida y(n) viene proporcionada por la
convolucién de ho(n) por w(n) que es la salida, a su vez, del sistema hq(n)
ante la entrada z(n), tal como se indica en la Fig.1.10. Por esto, la respuesta
impulsional total vendra dada por h(n) = hi(n) * ha(n).

x(n) w(n) y(n)

— s hi(n) ho(n) |——

\

Figura 1.10: Representacién en cascada del diagrama de bloques de la Fig. 1.9.
La ecuacion en diferencias del sistema es:
1
w(n) = z(n) — iw(n -1) (1.108)
Si z(n) = d(n), y consideramos condiciones iniciales nulas, obtenemos:

hi(n) = 8(n) — %hl(n ~1) (1.109)

!Nétese que como, hasta el momento, no se ha introducido la Transformada Z, este ejemplo se resolvera sin
q ) > > Jemp

hacer uso de ella. En el Capitulo 3 se introduce y se propone un gran numero de ejemplos de su uso en
situaciones similares a la planteada aqui.
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A continuacién, iterando:
n=0 h(0)=05(0)—3hi(-1)=1
n=1 hy(l)=4(1)—3h(0)=-1%
(1.110)
n=2 () =02~ h) = ()
Observamos que la expresién general es:
1
hi(n) = (—5)”u(n) (1.111)
En cuanto al segundo sistema, tiene por ecuaciones en diferencias:
y(n) =w(n) —w(n —1) + w(n — 2). (1.112)
Si hacemos w(n) = d(n),
ha(n) =d6(n) —d(n —1) +d(n —2) (1.113)
Al igual que en el caso anterior, dando valores a n, obtenemos:
n=0 hy(0)=1
n=1 hy(l)=-1
(1.114)

n=2 hy(2) =1

n>2 ho(n)=0
De este modo, la respuesta impulsional total sera:

1 1 1

h(n) = hi(n) * ha(n) = (=5)"u(n) = (=5)" tu(n — 1) + (=5)" u(n — 2),115)

2 2 2

donde hemos aplicado la propiedad distributiva de la convolucién respecto de la

suma y la convolucién con una secuencia impulso retardado.

¢) La salida se puede calcular como y(n) = h(n) *x z(n), donde podemos aplicar las

propiedades distributiva y de desplazamiento temporal al convolucionar con una

d(n), si expresamos la entrada como una suma de impulsos retardados

v(n) = 8(n—2)+ 30(n —~8) + 23(n —4) + 2(n —5)

(1.116)

9. | Un sistema digital tiene la estructura representada de la Fig. 1.11. Sabiendo que z(n)

Calcule la salida del sistema.

y h(n) vienen definidas por las representaciones en la Fig. 1.12 y hy(n) = {%, 1,1,1}.

Resolucion:

Este sistema lo podemos ver como la conexién de dos sistemas en cascada y uno de

ellos estd formado por dos en paralelo (ver Fig. 1.13). La respuesta impulsional para el
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x(n) hj(n) n h(n) y(n) N

1 ) ® © [0 3
2.5
0.8
2 © Q
__06 —
= £15
x 0.4 =
1
0.2
0.5
0¢ > o \
-1 0 1 2 3 4 -2 0 2
n n

Figura 1.12: Muestras de la entrada y respuesta impulsional.

x(n)

h/(l’l) >
+ hs(n) )
ha(n) ,

Figura 1.13: Esquema de conexién del sistema.

x)_[1 v

Figura 1.14: Relacién entrada salida para el segundo sistema.

segundo sistema en paralelo es sencilla de calcular ya que la relacién entre la entrada
y la salida es, simplemente, y(n) = —z(n — 1) (ver Fig. 1.14), luego ha(n) = {(T), —1}.

Las respuestas impulsionales hi(n) y h(n) las podemos poner como una suma de
impulsos.

La respuesta impulsional total sera:

h(n) = [hi1(n) + ha(n)] * hs(n)
=(0(n)+dn—-1)+06(n—2)+dn—3)—dn—1))x (1.117)
*(0(n+2)+20(n+1)+35(n) +20(n — 1)+ d(n —2))

y, por tanto, las secuencias a convolucionar son:

ha(n) = {%70’171} (1.118)
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hy(n) = {1,2,:;,,2, 1} (1.119)

h(n) = Y ha(k)hy(n— k) (1.120)

k=—00

Esta ultima expresién se puede resolver mediante el método tabular de cédlculo de
convoluciones. El caso general de la convolucién de una secuencia de entrada z(n)
con la respuesta impulsional de un sistema h(n), y(n) = h(n) x x(n) se puede realizar
siguiendo estos pasos:

a) Reflexion: Reflejar h(k) respecto de k = 0 para producir h(—k).

b) Desplazamiento: Desplazar h(—k) ng veces hacia la derecha (izquierda) si ng es
positivo (negativo), para obtener h(ng — k).

¢) Multiplicacion: Multiplicar z(k) por h(ng — k) para obtener la secuencia pro-
ducto z(k)h(ng — k).

d) Suma: Sumar todos los valores de la secuencia producto anterior obteniéndose
el valor de la salida en n = ngy y h(ng).

En la Tabla 1.6 se muestra el calculo de los distintos elementos de la respuesta im-
pulsional:

Tabla 1.6: Célculo de la respuesta impulsional del ejercicio 9 mediante el procedimiento de la tabulacién.

k 4 3 2 -1 01 2 3
ha(k) 1 0 1 1
hM—2-k 1 2 3 2 1

h(—1—k) 1 2 3 21

h(0 — k) 1 2 3 2 1
h(1—k) 1 2 3 2 1
h(2 — k) 1 2 3 2
h(3 — k) 1 2 3
h(4— k) 1 2
h(5 — k) 1

Multiplicando la primera fila por cada una de las siguientes y sumando los términos

tenemos:

y(=2) =1,

y(-1) =2,
y(0) =4,
y(1) =5, (1.121)
y(2) =6,
y(3) =5,
y(4) =3,
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h(n)*x(n)

y(n)=

Figura 1.15: Salida del sistema del ejercicio 9.

En la Fig. 1.15 se muestra el resultado.

10. |Determine la salida del sistema L.I.T. con respuesta impulsional h(n) ante la entrada

z(n)

w(n) = ()"

Resolucion: La secuencia de entrada es bilateral por lo que una forma alternativa

de representacién sera:
1 1
z(n) = (3)"u(n) + (5)"u(-n—1) (1.122)

La salida del sistema la obtenemos aplicando la convolucién y(n) = z(n) * h(n):

y(n) =2k ME)z(n — k)

= Yoo (3)Fulk) - (3)"Fu(n — k) + (3)*u(k) - (3)7 " Pu(=(n — k) - 11.123)

=30 (B ulk)u(n — k) + (5)*(3) "u(k)u(—n + k —1).

Calculemos los dos sumatorios por separado. Las senales escaléon determinardn los
limites de los sumatorios:

= Primer sumatorio: Calculamos por separado los términos para n > 0y n < 0.

Las condiciones n > 0, kK > 0, k < n nos proporcionan la siguiente expresion:

<l) Zu(k) = (%)”(n +1), paran >0 (1.124)

2
k=0
Los términos correspondientes a n < 0 se anula ya que las condiciones k£ > 0,
n < 0y n >k son incompatibles.

* Kk Kk



1.2 PROBLEMAS RESUELTOS 33

11.

= Segundo sumatorio:

Para el caso n > 0, tenemos que K >n+ 1y k >0, y por tanto:

1 1 1. ()2 +D) 1.1

(7" Y GF == =) (1.125)
2 k§+1 2 27 1-(3)? 32

Para el caso n < 0, tenemos que kK > n+ 1y k >0, y por tanto:

(3" :0%)2’“ _ (%)% - =y (1.126)
Luego la solucién seré:
y(n) = [(3)" 00+ 1)+ 5 () Tuln) + 5 (5) "= 1) (L12)
que equivale a:
y(n) = (3)"(n + Duln) + 5 (5) "u(—n 1) (1.128)

Podemos hacerlo también sin descomponer el valor absoluto:

= 1 1 1, 1
y(n) = 2(n) <hin) = 3 (5)Fulk) - ()" =35 (G (1129)
k=—o00 k=0
Ahora tenemos que distinguir los dos casos n — k > 0 y n — k < 0. Si hacemos
la distincién para n > 0 y n < 0, obtenemos las cuatro opciones analizadas
anteriormente.

Un sistema estable BIBO verifica que para cualquier entrada acotada produce una
salida acotada. Compruebe que para un sistema L.I.T. la estabilidad implica que

2 ke oo [P(K)| < oo

Resolucion:

Una entrada acotada verifica que |z(n)| < M, < oo, para —oo < n < oo. La salida de
un sistema L.I.T. puede ser calculada mediante la suma de convolucién:

y(n) = Y h(k)z(n— k). (1.130)
k=—o00
Si la salida estd acotada:
ly(m)l =1 Y h(k)z(n— k) (1.131)
k=—00
Aplicando la desigualdad triangular,
ly()l < Y hk)] - |z(n — k). (1.132)
k=—o00

Como z(n) estd acotada, |z(n — k)| < M, y en consecuencia:

ly(m)l < Y (k)] - M. (1.133)

k=—00

* Kk Kk
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Si la salida estd acotada, |y(n)| < My, esto se verifica siempre que:
(e.)
> |h(k)] < oo (1.134)
k=—00
como queriamos demostrar.
12. |Considere el sistema definido por la ecuacién en diferencias siguiente:

Se pide:
a)
b)
c)

y(n) = 2%(n) + 1. (1.135)

Calcular la respuesta impulsional.
Determinar » - |h(k)|.

i Contradice este resultado la condicién de estabilidad BIBO del ejercicio 117

Resolucion:

a)

Para calcular la respuesta impulsional tomamos z(n) = §(n):
h(n) =6%(n)+1, h(0) =1+1, h(1) =1, h(—1) =1 (1.136)
y por tanto:

h(n) = {1,...,%,1,1,...} (1.137)

La salida del sistema estd acotadal al igual que la entrada. Una cota es por
ejemplo ‘3.

Y re oo |R(E)| = 00 ya que tenemos infinitos términos de valor ‘1’.

Aplicando la definicién, cualquier entrada acotada |z(n)| < M, < oo, produce

una salida que siempre es menor que M2 + 1, luego también est4 acotada. Por
tanto, el sistema es estable BIBO.

A priori, se puede pensar que dado que la suma de la respuesta impulsional
no estad acotada, no se cumpliria la definicién y el sistema seria inestable. Sin
embargo, estamos dejando de lado una condicién esencial y es que el sistema debe
ser L.I.'T., es decir lineal e invariante temporal. Por tanto, deberemos comprobar
estas caracteristicas:

Para que un sistema sea lineal, los bloques de la Fig. 1.16 deben ser equivalentes.
Nuestra secuencia de salida es:

y(n) =a*(n) +1 = (az1(n) + Pr2(n))” +1

= 23 (n) + B2z3(n) + 2aBxi(n)ze(n) + 1. (1.138)
Como las salidas que originarian z1(n) y z2(n) serian respectivamente:
y1(n) = 23(n) + 1 ys(n) = 73(n) + 1, (1.139)

se puede observar que ay;(n) + Bya2(n) # y(n) por lo que el sistema no es lineal
y, en consecuencia tampoco L.I.T. Por tanto, no podemos aplicar la condicién
derivada en el egjercicio 11. Concluimos que el sistema es estable BIBO y no hay
ninguna contradiccién.

* k
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13.

14.

xi(n) yi(n)

—h(n) ——

() +Px:(n) i) oyi(n)+By:(n)

x:(n) ya(n)

———h(n) |

Figura 1.16: Verificacién de la linealidad de un sistema.

Se sabe que un sistema es causal si, para cualquier pareja de entradas z1(n), z2(n)
que son iguales para todo n < ng entonces las correspondientes salidas yi(n) e
y2(n) son iguales para n < mg. Verifique que para sistemas L.I.T., esta condicién es
equivalente a que h(n) = 0,Vn < 0.

Resolucién:
Para un sistema L.I.T., podemos calcular la salida como:

y(n) = > h(k)z(n— k). (1.140)

k=—o00

Calculamos las salidas para ambas entradas en particular para n = ng:

o0 o] -1
yi(no) = > hk)zi(no —k) =Y h(k)zi(ng —k)+ Y h(k)zi(ng — k)(1.141)
k=—00 k=0 k=—00
o0 o] -1
ya(no) = D h(k)za(no — k) =Y h(k)ma(ng — k) + Y h(k)za(ng — k)(1.142)
k=—00 k=0 k=—00

donde hemos dividido los sumatorios en dos términos de manera que en el primero
de ellos nos aparecen las muestras x1(n) y z2(n) que coinciden. Nétese que dado que
k > 0 en los sumatorios, zo(no—k), z1(no— k) serdn las muestras de ambas secuencias
que coinciden. Como yi(ng) = ya(no),

-1
> h(k)ai(ng—k) = > h(k)za(no — k) (1.143)

k=—00 k=—o00
y, por tanto,
—1
> (k) - [z1(ng — k) — za(ng — k)] = 0. (1.144)
k=—00

Como k toma valores negativos z1(ng — k) # z2(ng — k), en general, por lo que para
que se verifique la relacién es necesario que h(k) = 0, para k < 0, como se queria
probar.

Dado el sistema de respuesta impulsional h(n) = b"u(n), |b| < 1. Definimos la
constante de tiempo como el nimero de muestras necesarias para que la respuesta

1
impulsional tenga un valor h(n;) = —h(0), donde e es la base de los logaritmos
e

neperianos. Determine el valor de n, para valores de b préximos a la unidad.

*
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Resolucion:
El sistema h(n) = b"u(n) es una exponencial decreciente ya que |b| < 1. La condicién
1
para calcular n, es simplemente " = ~—b% con lo que b"" = —. Tomando logaritmos
e e
neperianos, conseguimos:
-1
nlnb=—-1=n, = —. (1.145)
nb
Si desarrollamos en serie de Taylor el 1n x en torno al punto x = 1, obtenemos:
(z—1)
lnlen(l)—i-(x—l)—T%—...:O—i—(w—l) (1.146)
Despreciando términos de orden superior, llegamos a:
L (1.147)
ny~ [—— .
T 1 _ b 7
donde [-] denota la parte entera del argumento.
15. |Determine la respuesta impulsional de los sistemas definidos por:

hi(n) = u(n) —u(n —4)

ha(n) = u(n + 4) — u(n)

cuando se combinan en paralelo y en cascada.

Resolucion:

La respuesta impulsional de los sistemas descritos se muestran en la Fig. 1.17.

1 Q@ QO 0 119 @0 @

0.8 0.8

~ 0.6 ~ 0.6
£ S
— N

< 04 < 04

0.2 0.2

0 09

-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
n n

Figura 1.17: Respuesta impulsional de los sistemas del ejercicio 15.

= La conexion en paralelo:
h(n) = hi(n) + ha(n) = u(n) —u(n —4) + u(n + 4) — u(n) (1.148)
h(n) = u(n +4) —u(n — 4) (1.149)
= La conexion en cascada equivale a la convolucién de ambas secuencias:
h(n) = hi(n) * he(n) (1.150)

Esto lo podemos resolver como en el ejercicio 9 dado que son secuencias discretas
finitas. En la Tabla 1.7 se muestra el cdlculo de los distintos elementos de la
respuesta impulsional:
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Tabla 1.7: Calculo de la respuesta impulsional del ejercicio 15 mediante el método grafico.

k 4 3 -2 -1 0 1 2 3
0 1 1

— e
— e e |
— e e e e
— = = e
— = =

Multiplicando la primera fila por cada una de las siguientes y sumando los términos
tenemos:

h(n) = {1,2,3,4,?%,2, 1} (1.151)
*

16. | Calcule la combinacion en cascada y paralelo de dos sistemas cuyas respuestas im-
pulsionales son hq(n) = (ja)"u(n) y ha(n) = (—ja)™u(n), siendo j = /—1.

Resolucion:

Para la combinacién en paralelo,
h(n) = (ja)"u(n) + (=je)"u(n) = j"a"u(n) + (=j)"a"u(n) = (j)"[" + (=1)"a"Ju(?)152)

De esta expresién observamos que los términos impares se anulan ya que el término

entre paréntesis es cero. Ademads, (j)* = 1, para k = 0,1,... y (§)**? = —1, para
k=0,1,..., por lo que obtenemos:
((2a", n=A4k.
0, n=4k+1
h(n) = (1.153)

—2a" n=4k+2

L O n=4k+3
La secuencia obtenida es real. Podriamos haber obtenido el mismo resultado expre-
sando j = e/Z con lo que h(n) = o[¢/Z + 772 = 20 cos(Gn)u(n).

Para la disposicién en cascada:

h(n) = hi(n)xha(n)= > hi(k)ha(n —k) =
k=—00
= Y (o) (i) Fulk)u(n — k) = (1.154)
k=—00
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La primera funcién escalén es nula para k < 0 y la segunda para k > n. Por tanto, el
sumatorio se convierte en:

n
1— (_1)n+1
. k .
hn) = (=je)" Y2 (~1)F = (—ja)y ———. (1.155)
k=0
Por tanto, para n impar tenemos que h(n) = 0 y para n par h(n) = (—ja)" vy,
en consecuencia, la secuencia es compleja. Dado que hi(n) y hao(n) son secuencias
causales, la secuencia resultante debe ser causal, como hemos obtenido.
17. | La respuesta escalén de un sistema la podemos expresar como:

y(n) = h(n) *x u(n). (1.156)

Se pide:
a) Expresar y(n) en términos de h(n) exclusivamente.
) Repita el apartado anterior considerando que el sistema es causal.
¢) Calcule y(n) cuando h(n) = u(n) —u(n —3) y h(n) = (—0'5)"u(n).
)

Determine la salida del sistema en régimen estacionario (cuando n — o), para
las salidas del apartado c).

Resolucion:

a) La respuesta del sistema es:

y(n) =z(n) xh(n) = > hk)u(n — k) (1.157)

k=—00

Los limites del sumatorio vienen especificados por u(n — k) ya que la funcién
escalon u(n — k) serd distinta de cero para n > k y, por tanto,

y(n) =xz(n)«h(n) = > h(k) (1.158)

k=—00

b) Si el sistema es causal, h(n) = 0 para n < 0 luego a partir de la expresién
anterior, se puede establecer:

y(n) = (Z h(k)) u(n) (1.159)
k=0

¢) Aprovechando el resultado del apartado anterior y la propiedad distributiva de
la convolucion, se puede escribir:

y(n) = wu(n)x* (u(n) —u(n —3)) =u(n) xu(n) —u(n) * u(n — 3)
= > ulk) =Y u(k—3) = (n+u(n) = > u(k—3) (1.160)
k=0 k=0 k=3
= (m+Duln)—(n—-3+Dun—3)=(n+1)u(n) — (n—2)u(n — 3).

Si no aplicamos la propiedad anterior como h(n) = u(n) — u(n — 3) = d(n) +
d(n—1)+d(n —2), y aprovechando el resultado de convolucionar con §(n —ng):

z(n) *o(n —ng) = x(n —no) (1.161)



1.2 PROBLEMAS RESUELTOS 39

d)

obtenemos:
ya2(n) = u(n) x [0(n) +0(n — 1) + d(n — 2)] = u(n) + u(n — 1) + u(n — 2)1.162)

Si calculamos las primeras muestras de ambas secuencias comprobamos que coin-
ciden dando como resultado:

y(n) = {%,2,3,3,3,...} (1.163)

1
Para h(n) = (—5)"u(n), que es una secuencia causal.

yn) =Y (-5 =—2 22 (1.164)

Donde hemos aplicado la expresion para el calculo de la suma de los n primeros

términos de una progresiéon geométrica de razén menor que la unidad.
2 1

[1— (==)""Hu(n). (1.165)

y(n) 3 5

Si consideramos valores grandes de n tenemos:

= Primer caso:
y(n) = (n+ Du(n) — (n —2)u(n — 3) (1.166)
Para valores elevados de n (n — o0) tendremos:

y(n) =[(n+1) — (n+2)]u(n) = 3u(n) (1.167)

n— 00

= Segundo caso:

lim y(n) = 2[1 — (—=)" u(n) = 2u(n) (1.168)

n—00 3

18. |La correlacion entre dos senales z(n) e y(n) viene dada por la expresion:

Try-

o0

royl) = 3 ak)y(k —1).

k=—o00

Determine qué relacién existe entre la convolucién de z(n) e y(n) y su correlacidn,

Resolucion:

Dadas dos secuencias x(n),y(n) se define su convolucién como:

o0

z(n)xy(n) = > z(k)y(n—k), (1.169)

k=—00

que podemos expresar como

o0

a(m) vy(n) = 3 a(k)y(—(k —n)). (L.170)

n=—oo
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Si reflejamos la secuencia y(n),

o0

z(n) xy(—n) = Y z(k)y(k —n)), (1.171)

obtenemos la expresién de la correlacién r,,(n) en el segundo término de la igualdad.
Por tanto, la relacién es

ray(n) = z(n) * y(—n). (1.172)

Es decir, podemos aplicar los mismos procedimientos que hemos visto para la convolu-

cion y si empleamos el cilculo tabular, no serd necesario reflejar la segunda secuencia.
19.

Determine si la correlacién de dos secuencias es conmutativa. ;Qué relacion existe
entre rzy(n) y ryz(n)?

Resolucion:

La solucién es inmediata a partir del ejercicio 18, ya que

ray(n) = z(n) * y(—n), (1.173)

(1.174)
Dado que la convolucién es conmutativa,

rys = z(—n) * y(n), (1.175)
si comparamos las ecuaciones (1.173) y (1.175), se observa que

ray(n) = rye(=n).

(1.176)
Luego no se cumple la propiedad conmutativa en la correlacién y las secuencias obte-

nidas son versiones reflejadas respecto del origen
20.

Determine la relacién entrada—salida de los diagramas de la Fig. 1.18.
Resolucién:

x(n)

x(n)

- = q(n)
y(n) b

) y(n)

(@)

(b)
Figura 1.18: Diagramas de bloques del ejercicio 20.
a)

Si utilizamos una variable auxiliar w(n) a la salida del bloque de retardo, pode-
mos plantear las ecuaciones:

w(n) =z(n—1) +bw(n — 1) (1.177)
y(n) = aw(n) + cw(n) = (a + c)w(n) (1.178)
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Para eliminar la variable intermedia w(n) consideramos la interconexién de los
sistemas en cascada con respuestas impulsionales hi(n) y ho(n). El primer siste-
ma tiene por entrada z(n) y por salida w(n), siendo esta ultima senal discreta
la entrada del segundo cuya salida es y(n) que es la salida final del sistema.

Si calculamos las respuestas impulsionales, considerando que el sistema, es causal
y las condiciones iniciales son nulas w(—1) = 0, obtenemos:

h1(0) =d0(n —1) + bhi(n — 1) =0, (1.179)
hi(l) =1+bh1(0) =1, (1.180)
h1(2) =0+ bhy(1) = b, (1.181)
hi(3) = bhy(2) = b°. (1.182)
Iterando se obtiene:
hi(n) = 0" tu(n —1). (1.183)

La secuencia ha(n) es inmediata de calcular:
ha(n) = (a + ¢)d(n) (1.184)

Luego h(n) = hi(n)*ha(n) = (a+c)b™ tu(n—1) es la respuesta impulsional total
del sistema. La relacién entrada—salida la expresamos mediante la convolucién
de secuencias:

y(n) = h(n) x z(n) (1.185)

Si llamamos p(n) a la salida del primer retardo, g(n) a la salida del segundo y
r(n) al nodo anterior al multiplicador por —1, podemos escribir:

p(n) = z(n—1) —r(n — 1) (1.186)
q(n) =p(n—1) (1.187)

r(n) = ap(n) + B(q(n) + z(n)) (1.188)
y(n) = q(n) + k(n) (1.189)

con lo que, sustituyendo 7(n) en p(n):

p(n) = 2(n — 1) — ap(n — 1) — fp(n — 2) — faln - 1) (1.190)
y(n) =p(n —1) + ap(n) + Bp(n — 1) + Bz(n) (1.191)

Si ahora agrupamos términos:
p(n) = (1= B)a(n — 1) — ap(n — 1) — fp(n —2) (1.192)
y(n) = pa(n) + ap(n) + (1 + B)p(n — 1) (1.193)

En este caso vamos a dejar estas expresiones sin eliminar la variable intermedia.
Miés adelante veremos cémo, empleando la Transformada Z podemos eliminar
dicha variable intermedia y obtener

y(n) = Bzx(n) +ax(n—1)+xz(n —2) —ay(n — 1) — fy(n — 2).  (1.194)
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21. |Indique cudles de las secuencias siguientes estan acotadas:
a) z(n)=Aad", 0, A€C, |af <1, —oo <n < oo.
b) z(n) = Aa"u(n), a,A€C, |a| <1, —o00o <n < oco.
c) z(n) =2sen(won) — Scos(win).
d) z(n) = tan(won).
e) xz(n)=Bpf"u(n), B,BeC, || >1, —oo <n < oo.
Resolucion:

a) Las secuencias a) y b) estdn acotadas ya que A es una constante y dado que
|a| < 1, el valor maximo se obtiene con n =0y es A.

b) La secuencia c) estd acotada ya que las funciones seno y coseno lo estdn, podemos
asegurar que la secuencia estd contenida en el intervalo [—7,7].

c) Esta secuencia no esta acotada ya que para valores wyn = (2k + 1)7/2, siendo k
un entero, la tangente diverge a +oo.

d) Esta secuencia, a diferencia de la a) y b) no estéd acotada ya que dado que |5| > 1,
B™ crece indefinidamente a medida que n aumenta.

22. | Una secuencia se dice que es par si se verifica que 2(n) = z(—n), mientras que si se

cumple que z(n) = —z(—n) se dice que la secuencia es impar. Comprobar que una

secuencia cualquiera puede ponerse como suma de una secuencia par y una impar.

Resolucion:

Consideremos la secuencia z(n), a partir de la ella construimos las secuencias:

2)(n) = %(w(n) + 2(=n)) (1.195)
1
wi(n) = 5 (2(n) —z(-n)) (1.196)

Comprobemos ahora que la suma de ambas es z(n), que z,(n) es par y que z;(n) es

impar:
zp(n) + zi(n) = %(w(n) +xz(—n)) + %(w(n) —z(—n)) = z(n) (1.197)
2y(=n) = %(x(—n) 4+ w(=(=n))) = z,(n) — PAR (1.198)
zi(—n) = %(x(—n) — a(=(=n))) = —z4(n) = IMPAR (1.199)

i m rmar que cualquier sen u Xpresar como sum m-
Asi, podemos afirma; e cualquier senial se puede expresar como suma de dos co
ponentes, una par y la otra impar.

23. | Una secuencia z(n) se dice que es absolutamente sumable si Y 72 |z(k)| < M, <
0o. Probar que si una secuencia es absolutamente sumable tiene energia finita pero

que lo contrario no es cierto.
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24.

Resolucion:

Si una secuencia es absolutamente sumable se cumple > 7 |z(k)] < M, < oo, se
tiene entonces que los términos de la secuencia verifican |z(n)| < N, Vn. La energia
de la senal viene dada por:

E= Y le®l=3 la®)-lek) < No S |a(k)| < NoM, < oo (1200)

k=—o00 k=—o00 k=—00

Podemos probarlo también sabiendo que por ser absolutamente sumable,

o
> Ja(n)] < M, < oo, (1.201)
luego
00 2
( > |z(k)|> <M?< o (1.202)
k=—o00
pero

- 2w
(Z |33(’f)|> > Y |z(h)P = E, (1.203)

k=—o00
luego E < M2 y la energia es finita.

Para probar que lo contrario no es cierto basta con poner un contra ejemplo. Con-

sideremos la serie armoénica z(n) = (%), n > 0. La energia de esta serie es > -, n%

que sabemos que se trata de una serie convergente?; luego tiene energfa finita. Sin
oo 1
embargo, no es absolutamente sumable ya que )}~ - no converge.

Probar que para una secuencia con energia finita, se verifica:

n=—oo n=—oo n=—oo

siendo z,(n) y z;(n) las partes par e impar de z(n), respectivamente.

Resolucion:

A partir del ejercicio 22, sabemos que cualquier secuencia se puede escribir como suma
de una secuencia par y otra impar. Luego:

o0 o0 o0

S oS = Y () + ) = Y wdn) +wFn) + 2ny(n)zi(n). (1.204)

n=-—00 n=-—00 n=-—00
1
El término 2z,(n)z;(n) = ﬁ(xz(n) — z?(—n)), y por tanto, el sumatorio se reduce a:

Yoo Pm)= > zm)+ > x?(n)—i—% < PEAOEEY $2(—n)>(1.205)

n=—oo n=—oo n=—oo n=—oo n=—oo

Pero la energia de una secuencia y de su reflejada es la misma por lo que el ultimo
término se anula quedando

Yo 2Pm)= > wn)+ Y zi(n) (1.206)
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25. | Determine la energia de la siguiente secuencia:
27kn
cos( ), 0<n<N-1
z(n) =
0, en otro caso.
Resolucion:
. « e s , . 00 ) N—=1 2 2kn
Aplicando la definicién de energia se tieneque £ = ) 2 z°(k) = Y, cos”(
Si aplicamos la férmula de Euler para expresar el coseno como suma de exponenciales
complejas (cosz = (e/* + e9%)/2), obtenemos:
N—1 ‘ ‘
E= (e + e~ 2% 4-2)/4) , w = 21k /N (1.207)
k=0
' ef20N _
Calculamos zfc\’:*ol(eﬂw)n = w1 Si sustituimos w = 27k/N y tenemos en
cuenta que /22" = 1, este sumatorio es nulo. Lo mismo ocurre con el término de la
exponencial negativa, luego:
N-1
1 N
E = —=— 1.208
k=0
26. | Determinar si las senales siguientes son de energia o de potencia y cudndo procede

calcularlas:

a) Senal de impulso unidad: z(n) = 6(n).

b) Senal de escalén unidad: z(n) = u(n).
¢) Senal rampa: z(n) = nu(n).
d) xz(n) = Acos(27kn).
e) z(n)= Aelvon
Resolucion:

a) Se trata, claramente, de una senal de energia ya que:
E= Y |6n) =1 (1.209)
n=-—o0
La potencia media es cero ya que:

N
. 1 2 1 -
= Jim o 2 0P = lim ore =0 (1.210)

n=—N

p

2

2
El valor al que converge es 7.
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E = i uz(n):ilzoo (1.211)
n=-—00 n=0

por lo que no es una senal de energia.
Si ahora calculamos la potencia media,
N N
1 N+1
P=1 2(n) = I = %1.212
N5oo2N + 1 ZN“ (n) = N—>002N+ Z T ND%2N £ 1 )

n=-—

observamos que si es una senal de potencia.
Vemos que no es una senal de energia ya que:
o o
E = Z nu(n) = an = oo0. (1.213)
n=-—00 n=0
Calculemos ahora la potencia media:

1

P =1 N 2 —
MmN 1 2= ()

(1.214)

. 1 N . N?’4+(N—-12+4...41+0
NN T Lm0 = Jim ( 21\; +1 '

En el numerador aparece una dependencia cuadratica con N mientras que el

denominador es lineal luego la potencia media tiende a infinito. No se trata de

una senal de potencia ni de energia.

Teniendo en cuenta el ejercicio 25:

N N o 2w 2jwn
+e +2
Ey = lim A> Y cos?(wn) = lim A? 3 ° - .
N N;néoA cos*(wn) ]\}grcl)oA 1 ,w =27k (N215)
n=—N n=—N

) 1

N , ~2jw(N+1) _ 2jwN sin[2w(N + =)]

Yo (e =© __—° = 2 (1.216)

Bt e~2jwn — 1 sen(w)

Para la otra exponencial aparece un término similar cambiando w por —w por
lo que la suma serd idéntica. De este modo, la suma total sera:

A2 | 2sin[2w(N + l)]

. 2
E = lim — 2N +1 1.21
N oo 4 sen(w) N+ (1.217)

El primer término estd acotado ya que |sen(2w(N +1))| < 1y el segundo diverge
luego la energia es infinita.

Para calcular la potencia media se tiene
) 1
AZ 25'm[2w(N + 5)] 9N +1

2
P=1im 2N — jim A + =...= ée1.218)
N—oo2N +1 N-oco 4 | (2N 4+ 1)sen(w) 2N +1 4

ya que el numerador del primer término entre corchetes esta acotado y el deno-
minador tiende a cero.
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e) x(n) = Aelvon
Esta secuencia ha aparecido en el apartado anterior:
N
E= lim Ey,En = 2 1.219
Jim By, By > 2’(n) (1.219)
n=—N
v nf2u(N + 3)
. eI20N 2w _ ,—j2wN sin[2w 2
Ey = A? el = A2 : =...=A? (1.220
N Z ef?w — 1 sen(w) )
n=—N
E = lim Ex < > (1.221)
N—o0
ya que el seno estd acotado. Al ser una senal de energia finita la potencia media
serd nula.
27. |Las secuencias siguientes representan un periodo fundamental de una secuencia si-

nusoidal del tipo z(n) = Acos(wn + ¢). Determine los valores de A, w, ¢ en cada
caso:

a) w(n)= {?, —v2,-2,-v2,0,v/2,2,/2}
b) :Jc(n):{—T3,3}

c) z(n)= {%),3/2,0,—3/2}

Resolucion:

a) xz(n)= {(%,—\/5,—2,—\/5, 0,v2,2,v/2}

A partir de z(n) = Acos(wn + ¢) y dando valores a n:
z(0) = Acos(¢p), z(1) = Acos(w + ¢), z(2) = Acos(2w + ¢), ... (1.222)
Consideramos el primer término (n = 0):
2(0) = Acos(¢) = 0 = Acos¢p => ¢ = cos(0) = /2,312 (1.223)
Consideremos ¢ = 7/2, para n = 4:

Acos(w-4+7/2) = 0= cos(dw +7/2) =0
dw+7/2 = 7/2,31/2,... (1.224)

La primera solucién implica que w = 0 con lo que la secuencia generada seria
constante que no coincide con z(n). Con la segunda solucién obtenemos w = 7 /4.

Ahora, para determinar A, podemos calcular z(n) para n =1,
—V2 = Acos(n/4-1+7/2) = A(-1/V2) = A =2 (1.225)

La secuencia es z(n) = 2cos(n/4 + 7/2) si tomamos ¢ = 37/2 en la ecuacién
(1.223), y sustituimos para n = 4 en (1.224), obtenemos 4w + 37/2 = 7 /2 con lo
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que w = —7r /4. Sustituyendo estos valores en la expresién general y considerando
n = 1, obtenemos A = 2 luego:

z(n) = 2cos(—mn/4 + 37/2) (1.226)
Si manipulamos esta expresion:
z(n) = 2cos(—mn/4 + 31/2) = 2cos(—mn/4 + 21 — w/2) = 2cos(mn/4 + 7[2)227)

donde hemos tenido en cuenta que la senal coseno es periédica con periodo 27 y
simétrica; es decir obtenemos la misma solucién: A = V2, w = 7/4,$ = 7/2.
z(n) ={-3,3}
/I\
Otra forma de hacerlo seria considerando que la senal es periédica con periodo
N =2 luego z(n) = z(n+ N). Si z(n) = Acos(wn + ¢), podemos desarrollar asi:
Acos(wn + ¢) = Acos(w(n + N) + ¢) = wN =21 = w =21 /N (1.228)

Como N = 2, tenemos que w = 7.

Para calcular ¢ y A sélo necesitamos conocer el valor de la secuencia en dos
puntos.

Para n = 0, tenemos:

—3 = Acos(¢) (1.229)

—3 = Acos(m + ¢) = A(cosmcosp — sinmsing) = —Acosp (1.230)

La solucion mas sencilla es considerar ¢ = 0, A = 3 pero existen infinitas solu-
ciones del tipo:

A= % w=m, ¢# 2k+1)7/2, k=0,%1,42 ... (1.231)

CcoS

Se propone repetir el apartado a) utilizando este procedimiento.
z(n) = {(T),?)/Z,O, —3/2}

La senal es periddica de periodo N = 4 luego wN = 27 por lo que w = 7/2.
Considerando z(0) y x(1), obtenemos:

n=0: 0=Acos(n/2-0+¢) = dp=7/263n/2 (1.232)
n=1: 3/2=Acos(n/2-14+7/2) = A= -3/2 (1.233)
con lo que:
3 s

Si elegimos ¢ = 37/2 obtenemos A = 3/2 pero si damos valores a n comprobamos
que la secuencia obtenida es {(T), —3/2,0,3/2}, que no es la correcta.
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28. |Determinar cudl es el periodo fundamental de la senal z(n) = Acos(wn) para los
siguientes valores de w:
wy = 075w, wo = 0'15m, w3 = 0'487, wy = V2, ws = 0239857, wg = 0'33
Resolucion:
Para que una sinusoide discreta sea periddica se debe cumplir que z(n) = z(n + N)
siendo N el periodo de la senal. Para una sinusoide discreta, su periodo debe ser un
ndmero racional.
27k 8 .
Ny =——=- = PERIODICA, N, =8, para k = 3. (1.235)
075w 3
2nk 40 £
Ny = UL N PERIODICA, Ny =40, para k = 3. (1.236)
0'15m 3
2rk 25 .
N3 = UL N PERIODICA, N3 =25, para k = 6. (1.237)
0487 6
2k 2 .
Ny=——=— = NO RACIONAL = NO PERIODICA. (1.238)
Ver o V2
21k 40000 .
N5 = = PERIODICA, N5 =4 k=4797.(1.2
5= 5230850 — 4797 = RIODICA, Ns 0000, para 797.(1.239)
2k 2 .
6= % = % — NO RACIONAL => NO PERIODICA. (1.240)
T
29. |Determinar si los siguientes sistemas verifican las propiedades de linealidad, causa-

lidad, estabilidad BIBO e invarianza temporal:
a) y(n)=2x(n—mng), ng > 0.

b)
65(n—5), 2(n) <6
y(n) =
Tz(n—75), z(n) >6
¢) y(n)=(n+3)z(n—3)
d) y(n) = 5nz?(n)
e) y(n)=3z(n+3)
) y(n) = z(n)sen(wn)
9) y(n)=az(—n) con a #0
h) y(n)=a+ i z(n—k)

Resolucion:
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a) y(n) =2x(n—no)

» Linealidad: Dadas las salidas para z1(n) y x2(n)
y1(n) = 2z1(n — no), y2(n) = 2z2(n — no) (1.241)

hay que demostrar que para x3 = az1(n) + bzry(n), siendo a y b constantes
arbitrarias:

ys3(n) = 2[az1(n — ng) + bra(n — ng)] (1.242)
Desarrollando la ultima ecuacién,
y3(n) = 2az1(n — ng) + 2bxza(n — ng) = ay1(n — ng) + by(n — ng),(1.243)

comprobamos que el sistema es lineal.

s Causalidad: Como ng > 0 la salida depende de entradas anteriores exclusi-
vamente luego es causal.

» Invarianza temporal: Si para x(n) tenemos la salida del sistema y(n) =
2z(n — ng). Si retardamos la secuencia de entrada k muestras, obtenemos
para la salida y,(n) = 2z(n — k — nyp).

Ahora, si retardamos la salida de la secuencia original, tenemos que y(n —
k) = 2z(n—no—k). Como y,(n) = y(n—k), el sistema es invariante temporal.

Al tratarse de un sistema L.LT., la estabilidad implica que Y po __ |h(k)] <
oo. Para este sistema, h(n) = 26(n — ng), luego Y o |h(k)] = 2 < co. En
consecuencia el sistema es L.I.T., causal y estable.

6x(n —5), z(n) <6.
y(n) =
7z(n —5), z(n)>6

= Linealidad. El sistema no es lineal. Consideremos las secuencias de entrada
z1(n) = 3u(n) y z2(n) = 5u(n) que proporcionan las salidas y;(n) = 6 -
3u(n—>5) e ya(n) = 6-5u(n—>). Una combinacién lineal de ambas secuencias
de forma que a = 8 = 1, esto es, z3(n) = az1(n)+Lr2(n) = x1(n)+z2(n) =
8u(n) proporcionaria una salida y3(n) = 7 - 8u(n — 5) que no coincide con
y1(n) + y2(n). De aqui que una senal lineal a tramos sea no lineal.

s Invarianza temporal. Sea,

z(n) = (1.244)
0, n<ng

Para n > ng, tendriamos y(n) = 7z(n — 5) ya que z(n) = 10 > 6. Si retar-
damos k& muestras la secuencia de entrada tal que n — k < ng, obtendremos
yr(n) = 6z(n — k —5) ya que z(n) = 0 < 6, y si retardamos la secuencia de
salida obtendremos y(n—k) = 7x(n—k—>5) # 6x(n—k—>5). En consecuencia
el sistema no es invariante temporal.

s Causalidad. El sistema es causal pues solo depende de entradas pasadas.
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= FEstabilidad. El sistema es estable BIBO ya que para cualquier entrada aco-
tada por un valor M, la salida esta acotada por 7TM,.

En consecuencia, el sistema es lineal, no invariante temporal, causal y estable.
¢) y(n)=(n+3)z(n-—23)

» Linealidad. Para demostrar la linealidad, dadas las salidas yi(n) e y2(n)
obtenidas para las entradas z1(n) y z2(n),

y1(n) = (n+ 3)z1(n —3), y2(n) = (n+ 3)z2(n — 3), (1.245)

hay que demostrar que para z3(n) = ax1(n)+bza(n), se cumple que y3(n) =
ay1(n) + bya(n) con a, b € C.

ys(n) = (n + 3)[az1(n) + bza(n)]. (1.246)
Desarrollando la tltima ecuacion,

y3(n) = (n+3)axi(n—3) + (n+ 3)bzy(n —3) =
(1.247)
=a(n+3)z1(n—3) + b(n+ 3)z2(n — 3) = ayi(n) + bya(n),

por lo que podemos afirmar que es lineal.

» Invarianza temporal. Para una entrada z(n) tenemos que y(n) = (n—3)z(n—
3). Si retardamos la entrada, la salida para z:(n—k) serd y,(n) = (n—3)x(n—
k — 3). Si ahora retardamos la salida original & muestras, tenemos:

yro(n) =y(n —k) =(n—k—3)z(n —k—3) (1.248)

Como y,(n) # yro(n), el sistema no es invariante temporal.

s Causalidad. El sistema es causal pues su salida solo depende de entradas
pasadas.

= FEstabilidad. El sistema no es estable ya que si, por ejemplo, consideramos
z(n) = u(n), que estd acotada, la salida y(n) = (n—3)u(n—3) es una rampa
que no esta acotada.

En consecuencia, el sistema es lineal, no invariante temporal, causal y no estable.
d) y(n) = 5nz?(n)
» Linealidad. El término 2%(n) hace que el sistema no sea lineal.
= [nvarianza temporal. El término n multiplicando hace que el sistema no sea
invariante temporal, como en el apartado c).
» FEstabilidad. Considerando la misma secuencia acotada que en ¢) vemos que
la salida no estd acotada, por lo que no es estable.
= Causalidad. El sistema es causal ya que las muestras de salida s6lo dependen
de muestras actuales de entrada.
En consecuencia, el sistema no es lineal, ni invariante temporal, ni estable pero
si causal.
e) y(n)=3z(n+3)
El sistema tiene las mismas propiedades que a) salvo la causalidad ya que la

salida depende de entradas futuras, por ejemplo para n = 0, y(n) = 3z(3). En
consecuencia, el sistema es lineal, invariante temporal, no causal y estable.
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f) y(n) = z(n)sen(wn)
Este sistema, denominado modulador, es facil de comprobar que es lineal y cau-
sal. Su estabilidad estd asegurada ya que si z(n) estd acotada, el producto lo
estard pues |sen(wn)| < 1 luego podemos afirmar que es estable.

Sin embargo es variante temporal ya que si 2(n) produce una salida
y(n) = z(n)sen(wn) (1.249)
entonces para z(n—k), tendriamos y, (n) = z(n—k)sen(wn). Si retardamos y(n)
k muestras, tenemos:
y(n — k) = xz(n — k)sen(w(n — k)) # yr(n) (1.250)
Luego no es invariante temporal. En resumen, el sistema es lineal, no es invariante
temporal, pero si es causal y estable.
g9) y(n) =azx(—n) con a#0
= Linealidad y estabilidad. Se puede demostrar de forma muy sencilla que el
sistema es lineal y estable, cuya tarea se deja al lector.
» Invarianza temporal. No es invariante temporal ya que si z(n) proporciona:
y(n) = az(—n), (1.251)
para x(n—k), tendremos y,(n) = ax(—n—k). La salida retardada y(n—k) =
az(—n + k) = yr(n). Esto lo podemos ver més claro con un ejemplo:
Sea z(n) = {%, 2,3} considerando a = 1, tendremos la salida y(n) = {3, 2, %}
Si retardamos dos muestras, tenemos x(n — 2) = {(T), 0,1,2,3}, yr(n) =
{3,2,1,0, (%} Si retardamos la salida original dos muestras también y(n —
2) = {?, 2,1}, las salidas no coinciden.
= Causalidad. El sistema no es causal, ya que por ejemplo, para n = —1,
y(—1) = az(1) depende de una entrada futura.

De esta forma, el sistema es lineal, no es invariante temporal ni causal pero si es

estable BIBO.

4
h) yn)=a+d,  ,x(n—k)
» Linealidad. Para dos secuencias de entrada z1(n) y z2(n) se tiene que el
sistema responde con las siguientes salidas:

4
yi(n) =a+ Y wi(n—k) (1.252)
k=—4
y
4
ya(n) = a+ Y za(n—k). (1.253)
k=—4

Si tenemos una combinacién lineal de dichas entradas z3(n) = Azi(n) +
Bzy(n), la salida correspondiente seréd:

ys(n) =a+ Ei:% Azi(n —k) + Bzo(n — k) =

(1.254)

=a+AY,_ ,zi(n—k)+BYh__,ma(n—k) # Ayi(n) + Bya(n),

luego el sistema no es lineal.
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» FEstabilidad. El sistema es estable ya que si z(n) estd acotada, la salida es
una suma finita de entradas, luego también estard acotada.

» Invarianza temporal. La salida ante una entrada retardada z(n —ng) es

4
yr(n) =+ Y wmi(n—k—mnp), (1.255)
k=—4

y si retardamos la entrada, se obtiene la siguiente salida

4
y(n —ng) =a+ Z z1(n—mng—k) (1.256)
k=—4
que coincide con y,(n).
= Causalidad. El sistema no es causal ya que, por ejemplo, para n = 0, la

salida y(n) depende de muestras futuras: z(4), z(2), z(1).

El sistema no es lineal, es invariante temporal, no causal y estable.

30. |Probar que si la entrada a un sistema L.I.T. es una senal peridédica la salida es
también periddica con el mismo periodo.

Resolucion:

Si z(n) es periddica, z(n) = z(n + N), N es el periodo. La salida del sistema L.I.T.
es:

y(n) = > hEzn—k) = Y WE)zn+N-k =yn+N)  (1.257)

k=—o00 k=—o00

que es la definicion de periodicidad para la salida.

31. |Probar que la secuencia

0, n < 0.
z(n) =
Yopequ(n—Fk), n>0

es una rampa unidad. Aplicando esto, calcule la respuesta a la rampa unidad del
sistema definido por el diagrama de bloques de la Fig. 1.19. Considere que las con-

diciones iniciales son nulas.

Resolucion:

) yin

7

o
D E—

Figura 1.19: Diagrama de bloques del ejercicio 31.

La secuencia rampa unidad estd definida como r(n) = nu(n). Para n < 0, tenemos
r(n) =xz(n) =0. Paran >0, z(n) =Y, _ju(n—k) = 3 p_; Duln—1) = nu(n—1)
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ya que tenemos la suma de n términos iguales a uno. Para el caso de n = 0 también
hay coincidencia, z(n) = nu(n).

La ecuacién en diferencias del sistema es y(n) = y(n — 1) - @ + z(n). Para calcular la
salida necesitamos h(n), considerando z(n) = §(n):

h(h) = 6(n) + h(n — 1a (1.258)

Iterando, se llega a h(n) = a™u(n), donde hemos considerado condiciones iniciales
nulas (h(—1) = 0). La salida del sistema sera:

y) = 3 hBat—k) = 3 a(B)h(n— )
k=—00 k=—o00
= i ku(k)a™ Fu(n — k) = o™ ikaik. (1.259)
k=—o00 k=0

Este sumatorio se puede expresar de forma compacta como sigue:
y(n) = o" [-(1/a)" M a(-n+ (n+ 1) /(-1 + a)* + a/(—=1 + a)*] u(n). (1.260)

Este desarrollo se puede realizar consultando un libro de tablas matemédticas estandar
o bien empleando las funciones de matematica simbdlica que tiene MATLAB de la
siguiente forma

>>syms k n alpha
>>symsum (k*alpha~(-k),1,n)
>> -(1/alpha) " (n+1)*alpha* (-n+(n+1)*alpha)/(-1+alpha) "2 + alpha/(-1+alpha) "2

donde se han definido, en primer lugar, las variables a emplear y, a continuacion, se
ha empleado el comando symsum, que devuelve en una cadena de texto el resultado
para el sumatorio introducido. *

32. |Si f(n) = x1(n) * xz2(n) y g(n) = z1(n — N1) *x zo(n — N3). Determinar la relacién
entre f(n)y g(n).

Resolucion:

Sabemos que z(n) * 6(n — k) = z(n — k) luego:
g(n) = [z1(n) * 6(n — Ny)] * [z2(n) * §(n — Na)]. (1.261)
Aplicando la propiedad conmutativa de la convolucién obtenemos

g(n) =z1(n) * z2(n) * §(n — N1) * 6(n — No) = f(n)*xd0(n — Ny — Ny) (1.262)

g(n) = f(n — (N1 + Na)). (1.263)

Es decir, si calculamos la convolucion de secuencias retardadas, la secuencia resultante
experimenta un retardo total igual a la suma de los retardos parciales.
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Podemos obtener este mismo resultado calculando directamente g(n):
oo
gn) = > z1(k—N)za(n—k— No) .
k=—00
o0
= Y zm(m)z(n—m— Ny — Ny) = (1.264)
n’:TL—Nl—Nz
m=—o00
o0
= Y zm(m)m(n' —m) = f(n') = f(n— N1 — Ny),
m=—o00
tal y como se pretendia demostrar.
33. |Sabemos que la convolucién es conmutativa pero, en general, no es asociativa. Ve-
rifiquelo utilizando las secuencias siguientes:
z1(n) = B, B constante Vn,
z2(n) = u(n),z3(n) = é(n) —é(n —1)
Resolucién:
Para ello deberemos probar la equivalencia entre z1(n) * (z2(n) * z3(n)) y (z1(n) *
x9(n)) * x3(n). Asi pues, calculamos cada parte por separado:
w (z2(n) * z3(n)) = u(n) * [6(n) —d(n — 1)] = u(n) *x 6(n) —u(n) * j(n — 1) =
u(n) —u(n — 1) = 6(n) Por tanto, x1(n) * (z2(n) * z3(n)) = d(n)B = B.
v (2(n)xz1(n)) => 40 _Buln—k)=BY__ 1=
No es necesario continuar ya que los resultados son distintos. Esta propiedad sélo se
verifica si las secuencias son unilaterales y absolutamente convergentes.
34. | El sistema definido por el diagrama de bloques de la Fig. 1.20 tiene un sistema H

que actia sobre una secuencia w(n) proporcionando la salida ¢ + d - w(n) siendo a,
b, ¢, y d son constantes. Determine si se trata de un L.I.T. ;Es causal? ;Es estable?

Resolucion:

Figura 1.20: Diagrama de bloques del ejercicio 34.

» La ecuacién en diferencias del sistema es:

w(n) = ax(n — 1) + bz(n) (1.265)
y(n) = H(w(n)) = c+d(azx(n — 1) 4+ bz(n)) (1.266)
y(n) = c+ adx(n — 1) + dbxz(n) (1.267)
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Estudiemos la linealidad. Aunque aparentemente parece lineal, veamoslo més en
detalle. Las senales de salida para x1(n) y xz2(n) son, respectivamente:

y1(n) = ¢+ adz(n — 1) + dbzy (n) (1.268)
y2(n) = ¢+ adza(n — 1) + dbza(n) (1.269)

y para azi(n) + Bza(n),

y(n) =c+ad(azi(n—1) + fza(n — 1)) + db(axy(n) + fza(n))
(1.270)
=c+ (adz1(n — 1) + dbz1(n))a + (adza(n — 1) 4+ dbxz2(n))S # ayi(n) + Bya(n)
Luego el sistema no es lineal.
= Kl sistema es causal ya que s6lo depende de entradas presentes y pasadas.

» La invarianza temporal es facil de verificar:

z(n) = y(n) = c+ adx(n — 1) + dbz(n) (1.271)

z(n —k) = yr(n) =c+adx(n —1—k)+ dbx(n —k) (1.272)

Si retardamos la salida y(n — k) = ¢+ adz(n — 1 — k) + dbz(n — k). Observamos
que y(n — k) = y,(n) por lo que el sistema es invariante temporal.

» Si la entrada estd acotada, la salida también lo estard. Si |z(n)| < My, la salida
estd acotada por |y(n)| < ¢+ (ad + db) M,

35. | Un sistema digital que se encuentra inicialmente en reposo se puede representar me-
diante el diagrama de bloques de la Fig. 1.21. Determine las siete primeras muestras
de la secuencia de salida del sistema para la entrada:

sen(mn/6), n > 0.

0, en otro caso

siendo r(n) una rampa unidad.

Resolucion:

Figura 1.21: Diagrama de bloques del ejercicio 35.

La ecuacion en diferencias del sistema es:

y(n)=z(n—-2)+ (z(n—1)-m-3-r(n—1)) (1.273)
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Las siete primeras muestras de z(n) son:

2
z(n) = {(T),sen%,seng,seng,seng,sen%,senw} (1.274)
1 V3 V31
= - —,1,—,-,0,... 1.2
x(n) {?727 9 77 9 72707 } ( 75)
r(n) ={0,1,2,3,4,5.6,...) (1.276)

y(0) =z(=2) + [z(—-1) - m-3-r(=1)] =0 (1.277)
y(1) = z(—1) +[z(0) -m-3-7(0)] =0 (1.278)

y(2) = 2(0) + [2(1) -m - 3-r(1)] = ;m (1.279)

y(3) = (1) + [2(2) - m - 3-7(2)] :%+3m\/§ (1.280)
y(4) =z(2) +[z(3) -m-3-r(3)] = ? +9m (1.281)
y(5) = (3) + [(4) -m-3-r(4)] =1+ 6mV3 (1.282)
y(6) = z(4) + [z(5) -m-3-r(b)] = ? + %m (1.283)

36. |Dadas las secuencias z(n) e y(n) definidas como:

1, 0<n<N-1

0, en otro caso

n, 0<n<N-—-1.

0, en otro caso

Determine, sin realizar la convolucién cudl serd el valor maximo de z(n) * y(n) y el
indice temporal de dicho méximo.

Resolucion:

De la definicién de ambas secuencias se sabe que son secuencias causales de N términos
cada una. La convolucion tendra 2N — 1 términos. Dado que los términos de ambas
secuencias son positivos, los términos z(k)y(n — k) de la convolucién contribuirdn
positivamente a la suma global, luego el maximo se producird cuando el nimero de
términos producto coincida con la longitud de las secuencias que se corresponde con
el indice V — 1. El valor seré:
N—

> w(k)y(N —1—k), (1.284)

—

o

es decir, multiplicamos una secuencia por la otra invertida. En nuestro caso tendremos:
N-1
l-(tk+N-1)=...=
k=0

(N -1)N

. (1.285)
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donde hemos aplicado la férmula para el cdlculo de la suma de N términos en una
progresion aritmética:

(a1 +an)N

Sp = SR (1.286)

siendo a el primer término y ay el ultimo término.

37. | Considere el sistema digital cuya relacion entre la entrada y la salida viene dada por
la ecuacion en diferencias siguiente:

y(n) = ay(n — 1) + bz(n).

Sabiendo que se trata de un sistema causal. Determine:

a) La salida del sistema general considerando que las condiciones iniciales son no
nulas, esto es, que se cumple que y(—1) # 0.

b) Determine si el sistema es L.I.T.

¢) Repita el proceso del apartado b) suponiendo que y(—1) = 0.

Resolucion:

a) Para calcular la salida del sistema procedemos de forma iterativa, haciendo:
y(n) = ay(n — 1) + bz(n) (1.287)

donde n > 0 pues el sistema es causal. Dando valores a n, tenemos:

y(0) = ay(—1) + bz(0) (1.288)
y(1) = ay(0) + bz(1) = ... = a’y(—1) + abx(0) + bz (1) (1.289)
y(2) = ay(1) + bz(2) = ... = ady(—1) + a®bz(0) + abz(1) + bx(2) (1.290)
(1.291)
Observamos que la expresién general que se puede inducir es:
n
y(n) = a"y(-1) + bz a*x(n—k),n >0 (1.292)
k=0
b) Para determinar la linealidad calculamos la salida con
z(n) = az1(n) + Bra(n), a, B constantes (1.293)

y(n) =a"ly(=1) + b a*low(n — k) + Bra(n — k)], n > (1.294)
k=0

n n
y(n) = a"y(—1) + a{bz aFzi(n —k)} + ﬂ{bz aFzo(n —k)},m > ({1.295)
El término a™*'y(—1) hace que el sistema no sea lineal. Aunque sabemos que el
sistema no es L.I.T., veamos si es invariante temporal. Para z(n — ng) tenemos:
n—ng
yr(n) = a™y(=1) +b Z aFx(n —ng — k) (1.296)
k=0
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Si calculamos
n—ng
y(n —ng) = a0 ly(—1) +b Z aFx(n —ng — k) (1.297)
k=0
El sistema no es invariante temporal debido al término que contiene la condicién
inicial.
¢) Si el sistema estd inicialmente en reposo (y(—1) = 0), se cancela este término en
las ecuaciones anteriores, y el sistema si es L.I.T.
En general, un sistema discreto causal definido por la ecuacion en diferencias:
M N
Z bgxr(n — k) = Z ary(n — k) (1.298)
k=0 k=0
serd un sistema L.I.T. sélo si las condiciones iniciales son nulas, es decir, se encuentra
inicialmente en reposo y(—1) =y(-2) =... =y(—N) =0.
38. |Una aplicacién de la descomposiciéon en cascada de sistemas es la determinacion

de sistemas inversos. Un sistema con respuesta impulsional ha(n) se dice que es el
inverso de otro con respuesta impulsional h;(n) si hy(n)*ha(n) = d(n). Esto se utiliza
para recuperar senales ruidosas recibidas a través de un canal de comunicaciones,
convolucionando la senal recibida con el sistema inverso de dicho canal.
Consideremos un canal de comunicaciones que tenga por respuesta impulsional
hi(n) = a™u(n). Se pide que:

a) Determine el sistema inverso de dicho canal.

b) Verifique que cualquier secuencia x(n), al pasar por el sistema de la Fig. 1.22,
es reconstruida a la salida perfectamente.

Resolucion:

Fl sistema inverso viene dado por la interconexion en cascada mostrada en la Fig.
1.22. Siendo hj(n) el sistema inverso. Se debe verificar h(n) * hy(n) = d(n) como
h(n) = a"u(n) sabemos que

x(n) y(n)

b)) > () ——

Figura 1.22: Definicién de sistema inverso.

> hi(k)a"Fu(n — k) = 6(n) (1.299)
k=—o00
zn: hr(k)a" % = §(n) (1.300)
k=—00

El sistema inverso debe ser causal ya que h(n) lo es luego sélo calculamos para n > 0.
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Iterando,

n=0: h(0)a’=06(0) =1=|hi(0) =1]
n=1: h(0)al +hi(1) =0=|hi(1) = —a]

1.301
n=2: hi(0)a®+hr(1)al + h(2) =0 =|h(2) = 0] -
n=3: hi(0)ad+ hr(1)a? + hi(2)al + h(3) =0 =>

Los términos a partir de n = 2 son todos nulos luego podemos escribir
hi(n) =d(n) —ad(n — 1) (1.302)

Hay que comprobar que h(n) * hy(n) = §(n):

a"u(n) * (6(n) —ad(n —1)) = a"u(n) * 6(n) —a"u(n) * d(n — 1)

=a"u(n) —a"u(n — 1) = a™(u(n) —u(n — 1)) = a™d(n)

donde hemos aplicado las propiedades distributiva de la convolucién y la de despla-
zamiento al convolucionar con una §(n). Dado que la convolucién de la respuesta del
canal y del sistema inverso es una secuencia d(n), la salida y(n) = z(n) * d(n) = z(n)
es una copia idéntica de la senal a la entrada.

39. |Dados los sistemas L.I.T. definidos por los diagramas de bloques de la Fig. 1.23,
se desea determinar la expresion general de la respuesta impulsional cuando son

conectados segun los diagramas de bloques de la Fig. 1.24.

Resolucion:

y(n

x(n)
Si

Figura 1.23: Diagramas de bloques de los sistemas del ejercicio 39.

En primer lugar determinaremos las respuestas impulsionales de cada sistema. Las

ecuaciones en diferencias son:

s1: y(n) =08y(n—1) + z(n) (1.304)

5ot y(n) = %y(n 14 %w(n) (1.305)

* *
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Si
x| y(n) Xt [ ]
S:
a) b)
x(n) S Y x(n) S Y
1 -1 -1
z z <
c) ¢

Figura 1.24: Diferentes conexiones para los sistemas S; y Ss.

Sabemos que al ser L.I.T. los sistemas deben estar originalmente en reposo. Hacien-
do z(n) = d(n), es sencillo determinar hj(n) y ho(n) como en ejercicios anteriores.
Obtenemos:

hi(n) = 0'8"u(n) (1.306)
ho(n) = (5)"+1u(n) (1.307)

Veamos cada una de las conexiones solicitadas:

a) Este diagrama de bloques se corresponde con una conexién paralelo luego:

A(n) = Pa(n) + ha(n) = 08u(n) + ()" u(n) (1.308)

b) En este caso tenemos una descomposicién en serie:

h(n) = hi(n)xha(n) = > hi(k)ha(n —k) =
k=—o00
= Z 0'8Fu(k) (=) *u(n — k) (1.309)

k=—00

Las condiciones para los limites de los sumatorios las proporcionan las u(n) y
por tanto: £k > 0y k < n, con lo que sin > 0:

- ae (078 -2)7FE — 1
ZO 8k k+1 .. = (2) +1W (1310)

Sin < 0, las tres condiciones no son compatibles. Ademds, como hi(n) y ha(n)
son causales, el sistema resultante también lo sera:

rQn+1 n+1
hin) = (0 st - (l/g,)(), >u(n) - %0'8”u(n) _ g(%)"u(n) (1.311)
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¢) En primer lugar determinamos la ecuacion en diferencias del sistema a partir del
esquema de la Fig. 1.25:

x(n) w(n) S, y(n) -

Figura 1.25: Célculo de la ecuacién en diferencias del ejercicio 39c¢).

w(n) =y(n—1)+ z(n) (1.312)
y(n) = 08y(n — 1) +w(n) (1.313)

y por tanto
y(n) = 08y(n—1) +y(n — 1) + z(n) = 1'8y(n — 1) + z(n) (1.314)
Por comparacion con la ecuacion en diferencias de s; obtenemos que
h(n) = (1'8)"u(n) (1.315)

d) Procediendo de forma andloga al anterior y definiendo las mismas variables in-
termedias, obtenemos las ecuaciones en diferencias siguientes:

y(n) = Salu(n)] (1.316)
w(n) =z(n) —y(n —1) (1.317)
luego
y(n) = 0'5[y(n — 1) + w(n)] (1.318)
w(n) =xz(n) —y(n —1) (1.319)
con lo que
y(n) = 0’5z (n) (1.320)

La respuesta impulsional serd por tanto:

h(n) = =d(n) (1.321)

40. |Aplicando las propiedades de la interconexién de sistemas determine la respuesta
impulsional del diagrama de bloques mostrado en la Fig. 1.26.

Resolucion:

Se veran en primer lugar qué salidas hay en cada nodo:

» Nodo 1: hy(n) * z(n)

= Nodo 2: hi(n) en cascada con ha(n), por lo que se tiene hi(n) x ha(n) * z(n).
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b hi(n)=38(n)

ha(n)=8(n)

hs(n)=u(n)
X(n) h1 h —'6 'h4 1 7 —8y(n)' h4(n)=2ﬂu(n)

hs(n)=0
L h5 —@7 hzs »

he(n)=38(n)
Figura 1.26: Diagrama de bloques del ejercicio 40.

» Nodo 3: hi(n) en cascada con hg(n), por lo que se tiene hi(n) x h3(n) * z(n).
» Nodo 4: Paralelo de los sistemas h; y hs, por lo que se tiene (hy(n)+hs(n))xz(n).

= Nodo 5: Nodo 4 en cascada con hg(n), por lo que se tiene (hy(n)+hs(n))«hg(n)*

= Nodo 6: Paralelo de las salidas de nodos 2 y 5, por lo que se tiene:

[h1(n) * ha(n) + (h1(n) + hs(n)) * he(n)] * z(n) (1.322)

» Nodo 7: Cascada de la salida del nodo 6 con hy(n), por lo que se tiene:

[hi(n) * ho(n) + (hi(n) + hs(n)) * he(n)] * ha(n) * x(n) (1.323)

= Nodo 8: Paralelo de las salidas de nodos 3 y 7, por lo que se tiene:

h(n) = hi(n) * hy(n) + [k1(n) x ha(n) + (h1(n) + hs(n)) * he(n)] * ha(nf1.324)

Sustituyendo valores obtenemos:

h(n) = 30(n) * u(n) + [36(n) * §(n) + (3d(n) + 0) * 6(n)] * 2"u(n) (1.325)
n)] * 2"u(n) = 3u(n) + 6 - 2"u(n) (1.326)
h(n) = 32" + 1)u(n) (1.327)

=
<
Il
w
£
<
+
oo
=
S
+
w
=

Dado que hs(n) = 0 podriamos haber eliminado esta rama en el diagrama original.
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41. |Determine cudles de los siguientes sistemas L.I.T. son de respuesta impulsional fi-
nita ( “Finite Impulse Response”, FIR) y cuéles de respuesta impulsional infinita
(“Infinite Impulse Response”, IIR). Indique también cudles son recursivos y cudles

a) y(n)=4d(n)—>55(n—3)

b) y(n) = 2 y(n —1) + z(n)

¢) y(n)= Zk 0 " a(n — k)
) y(n)

= :Jc(n) —xz(n—5)+y(n—1)

e) y(n)==z(n)~+2zx(n—1)+3z(n—2)+yn—3)
Discuta las siguientes cuestiones:

a) ;Un sistema recursivo es siempre IIR?

b) {Unsistema de tipo IIR puede implementarse mediante un diagrama de bloques

con un numero finito de retardos?

c) (Es cierto que un sistema IIR nunca podra realizarse fisicamente ya que sus

respuestas impulsionales tienen infinitos términos?

Resolucion:

Para determinar si un sistema es FIR o IIR deberemos calcular la respuesta im-
pulsional. Para determinar si el sistema es recursivo verificaremos si la ecuacién en
diferencias depende de entradas anteriores tinicamente (no recursiva) o si también

depende de salidas anteriores (recursiva).

a) La respuesta impulsional de este sistema es h(n) = {%,0, 0,—5}. El sistema es
FIR, no recursivo.

b) h(n) =2h(n—1)+d(n) considerando condiciones iniciales nulas, ya que es L.I.T.
obtenemos que h(n) = 2"u(n), como h(n) tiene infinitos términos no nulos, es
de tipo IIR. En la ecuacién en diferencias observamos que se trata de un sistema
recursivo.

1 _ .
¢) La respuesta impulsional es h(n) = N Zévzol d(n — k). Si damos valores a n, los

primeros N términos de la respuesta impulsional valen siempre 1/N:

1 1
ho0) = > 50— k) = (1.328)
1 1
(1.330)
1 = 1
AMN-1)=—S 6(N-1-k) =— (1.331)
N ;; N
1 N-1
h(N) = ¥ 2 5(N — k) = (1.332)



CAPITULO 1. SENALES Y SISTEMAS EN TIEMPO DISCRETO

A partir de n = N todos los término son nulos:

1 1 L.
h(n) = {y, cee N}’ N términos (1.333)

Se trata de un sistema FIR no recursivo.

d) La respuesta impulsional sera:

h(n) =d(n) —d(n —5) + h(n—1) (1.334)
h(0) =6(0) —6(0—5)+h(0—-1)=1 (1.335)
h(1) =6(1) =6(1 =5)+h(1—-1)=1 (1.336)
h(2) =6(2)—d6(2—-5)+h(2-1)=1 (1.337)
h(3) =d6(3) —6(3—5)+h(3—-1)=1 (1.338)
h(4)=46(4) —6(4—-5)+h(4—-1)=1 (1.339)
h(5) =d(5) —d6(5—=5)+h(b—1)=0 (1.340)
h(6) =d(6) — (6 —5)+h(6—1)=0 (1.341)
(1.342)
Por tanto la respuesta impulsional es
h(n) = {%, 1,1,1,1} (1.343)
Se trata de un sistema FIR implementado recursivamente.
e) La respuesta impulsional es
h(n) =6(n) +25(n — 1) +36(n — 2) + h(n — 3) (1.344)
dando valores a n obtenemos
h(n) = {%,2,3, 1,2,3,1,2,...} (1.345)

La respuesta impulsional es infinita luego el sistema es IIR. El sistema es recur-
sivo.

De los anteriores ejemplos podemos concluir que un sistema recursivo no necesaria-
mente es de tipo ITR. Sin embargo, un sistema IIR obligatoriamente debe implemen-
tarse de forma recursiva. Un sistema IIR puede realizarse mediante un diagrama de
bloques con un ndmero finito de retardos. Por ejemplo, el sistema b) puede imple-
mentarse como en la Fig. 1.27, donde se aprecia la realimentacién de la salida hacia
la entrada, tipica de sistemas recursivos.

El sistema definido en d) es FIR y lo podemos implementar como en el diagrama de
bloques de la Fig. 1.28, ya que a partir de su respuesta impulsional podemos expresar
su salida como

y(n)=xz(n)+z(n—1)+xz(n—2)+xz(n—3)+z(n—4) (1.346)

aunque también podemos emplear la estructura de la Fig. 1.29.
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42.

y(n)

x(n) >(+

AKN
—

Figura 1.27: Implementacién del sistema del ejercicio 41b)

x(n)

y(n)

Figura 1.28: Implementacién no recursiva del sistema del ejercicio 41d)

x(n) y(n)

Figura 1.29: Implementacidn recursiva del sistema del ejercicio 41d)

Un sistema sencillo utilizado para eliminar ruido aleatorio de una senal es el pro-
mediador (a veces conocido como suavizador) de ventana mévil de N muestras. Su
ecuacion en diferencias es la siguiente:
N-1
1
= — z(n
N
k=0
Exprese esta ecuacién en diferencias de manera que se pueda calcular de forma
recursiva.
Resolucion:

Vamos a calcular la relacién que existe entre dos muestras consecutivas de y(n):

1 N-1
=— Z z(n — (1.347)
1 N—-1 1 Nk:
y(n—1) = an— —1) (Zx ) (1.348)
k k=1
1 N
y(n) —y(n—1) = + [Zx(n—k) — x(n—k)] (1.349)
k=0 k=1

Del término entre corchetes quedard solo el factor con k = 0 del primer sumatorio y
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k = N del segundo, el resto se cancelan:

y(n) —y(n —1) = 1 (a(n) — x(n — N)). (1.350)

Se llega a la expresion recursiva del promediado mévil de N términos.

43. | La salida de un sistema digital causal viene dada, para las primeras muestras por:

n=0 y(0)==x(0)

n=1 y(l)zw(l)+@
n=2 y(2)=x(2)+$+@

Se pide:
a) Determinar la expresién general de y(n) y su respuesta impulsional.

b) Indicar si se trata de un sistema L.I.T.

Resolucion:

a) La relacién de recurrencia observando la serie es

y(n) = kz % (1.351)
=0

con lo que la respuesta impulsional serd

" S(n—k 1
h(n):kzo (k+1) =T (1.352)

Como el sistema es causal, se tendra:

h(n) = u(n). (1.353)

b) Comprobemos que el sistema es lineal.

Sea z(n) = azi(n) + fra(n) con «, B, z1(n) y z2(n) arbitrarias. Tendremos:

y(n)zzwl(n_ ,ij:fxzn_ Z +624€1354)
k=0 k=

Observamos que si es lineal ya que cada sumatorio coincide con la salida para
las entradas x1(n) y z2(n) respectivamente.

Para ver si es invariante temporal calculamos la salida para una entrada retar-

dada ng muestras:

yr(n) = x(n;—i;m) (1.355)
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44.

Si ahora retardamos la salida:

"= z(n—n z(n —ng — k)
—ng —
y(n —ng) = 1.356
o) ZO k41 (1.356)
Observamos que ambas ecuaciones no coinciden por lo que no es un sistema
L.I.LT.

Definimos el coeficiente de correlacién entre dos secuencias z(n) e y(n) como

puy(E) = Zr]:;_ol z(n)y(n — k) _ Tay() ‘
T S 2 0) S )] T \ra0)rgy (0)

Determinar pgy (1) entre las secuencias z(n) = (0'5)"u(n), y(n) = 3"u(—n —1). A
partir de esta expresién determinar el valor maximo de pgy ().

Resolucion:

Sabemos que 14y(1) = z(l) * y(=1) = Y o z(k)y(k — 1), luego el cdlculo de la
correlacion se reduce a una convolucién reflejando la segunda secuencia:

p(n) =y(—n) =3 "u(n —1). (1.357)
Por tanto:
ray(n) = Y (%)ku(k)?)_(n_k)u((” —k)—1) (1.358)
k=—00
ray(m) =37 Y (g)ku(k)u(n _k—1) (1.359)
k=—00

Las senales escalén determinan los indices del sumatorio ¥ > 0y £k < n — 1. Si
n < 0, no hay términos en el sumatorio ya que las secuencias que convolucionamos

son causales. Por tanto, nos centramos en n > 0:

3 G -1
ray(n) =37" Z(i)k = 3" = =227 =3 u(n) (1.360)
k=0 2

rea(l) = x(l) xa(=1) = D w(k)z(k —1), (1.361)
se deduce que
ree(0) = Y |z(k)? (1.362)

k=—00

que coincide con la energia de la senal z(n). Por tanto:

reel0) = 3 (5P"uln) = 3 (5)F =43 (1.363)

k=—00 k=0

*
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y
(o)
Tyy (0 Z 3 u( 1)3%u( =) 3k =1/8 (1.364)
k=—o00 k=1
Luego
41 1
VreeO)r(0) = /35 = \@ (1.365)
y, por tanto, la expresién obtenida sera:
Pay(n) = 2vV6[27" — 37u(n) (1.366)
El valor méximo se produce para n = 1, pzy(1) = 2v/6/6 = V6/3.
45. |Determine qué condicién se debe cumplir para que el sistema L.I.T. causal definido

por el diagrama de bloques de la Fig. 1.30 sea estable.

Resolucion:

x(n)

Figura 1.30: Diagrama de bloques del sistema del ejercicio 45.

Sabemos que la estabilidad de un sistema implica que, ante una entrada acotada, la
salida debe estar acotada también. Para sistemas L.I.T. esto se traduce en que se debe

verificar
Z |h(k)| < oo (1.367)
k=—00

Se deja como ejercicio al lector (ejercicio 3 propuesto) obtener la respuesta impulsional
de este sistema, que viene dada por:

h(n) = bo(—a1)"u(n) + by (—a1)™ tu(n — 1) (1.368)
En nuestro caso:
Z B(k) = > |bo(—ar)fu(k) + br(—ar)" tu(k — 1) (1.369)
k=—o00 k=—o00

donde aplicando la desigualdad triangular, y fijando el limite de los sumatorios:

Z \h(k |<b02|a1 | +bra” 1Z|a1|k (1.370)

k=—o00

En ambos casos tenemos la suma de infinitos términos de una progresién geométrica.
Para que se pueda calcular dicha suma es necesario que |a;| < 1. En este caso la
suma estd acotada Y po a1 < M < ooy Yoo |k(k)] < (bo + bra )M < oo. Si
la1| > 1, los sumatorios tienden a infinito y el sistema es inestable. Luego la condicién
de estabilidad es |a;| < 1.
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1.3.

Problemas propuestos

n

Calcule la salida de un sistema con respuesta impulsional h(n) = (0'5)"u(n) ante una
)

entrada z(n) = u(n) — u(n — 3). Repita el procedimiento para h(n) = (—0'5)"u(n).

Dadas las secuencias siguientes:
x(n) = {_37 _27 _17 ?7 27 47 6}
y(n) = {1’ 37 ET)’ _0,2}

w(n) = {-5,3,2, %},

calcule y represente las siguientes secuencias:

Calcule la autocorrelacién de la respuesta impulsional del sistema L.I.T. causal de-
finido por el diagrama de bloques de la Fig. 1.31. jPara qué desplazamiento (‘lag’)

serd mdaxima la autocorrelacion?

x(n)

Figura 1.31: Diagrama de bloques del sistema del ejercicio propuesto 3.

Determine para qué valores de 6, la sefial z(n) = /%" es periddica. ;Cudl es el
. /s
periodo para 0 = E?

Calcule la correlacién r,, de las secuencias x(n) = u(n) y y(n) = 2"u(—n).

* k
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10.

Un sistema de procesado digital tiene el diagrama de bloques mostrado en la Fig.
1.32. Suponiendo que los convertidores A/D y D/A son ideales y que la frecuencia
de muestreo es de 300 Hz., determine la salida y(t) si la entrada al sistema viene
dada por la siguiente expresién:

y(t) = 3cos(11007t) + 2sen(5007t) + sen(1507t).

Si como etapa previa al conversor A/D se hubiese colocado con un filtro “antialia-
sing” que eliminase todas las frecuencias por encima de 100 Hz. ; Qué senal se tendria
a la salida? ;y si el filtro “antialiasing” se colocase después del A/D? Justifique su
respuesta.

Xx(t
L A/D H(z)=1+z" D/A

»(®)

Figura 1.32: Diagrama de bloques propuesto.

Considere el esquema de la Fig. 1.33. Calcule la ecuaciéon en diferencias del sistema

y determine si el sistema es causal. ;Se trata de un sistema L.I.T.7

-1

x(n) y(n)

n

Figura 1.33: Esquema del sistema propuesto.

La senal analdgica x(t) se muestrea con un periodo de muestreo de 2 ms. Su salida
se hace pasar por un conversor D/A ideal. Determine la senal y(¢) obtenida.

z(t) = sen(10507t) + cos(50mt) + 2cos(9507t), t en segundos.

Evaluando directamente la suma de convolucién, determine la respuesta al escalén

n

de un sistema L.I.T. cuya respuesta al impulso es h(n) = a™"u(—n) con |a| < 1.

Determine cudl es la salida y(n) de un sistema L.I.T. ante una entrada del tipo
z(n) = Ae’"™ con —oo < n < co. Comente la importancia de este resultado.




1.3 PROBLEMAS PROPUESTOS 71

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Un sistema causal, con condiciones iniciales nulas viene definido por la siguiente
ecuacién en diferencias y(n) = ny(n — 1) + z(n).

a) Calcule la respuesta impulsional del sistema y proporcione una expresién gene-
ral para la misma.

b) (Es invariante temporal?

Un sistema modulador estd definido por la ecuacién en diferencias y(n) = m(n)z(n),
siendo m(n) la senal moduladora y z(n) la entrada. Determine si se trata de un
sistema L.I.T.

Un periodo de la senal analdgico z(t) = 2cos(527t) (¢ en segundos) se muestrea con
una frecuencia de 250 Hz. Se pide:

a) Determinar los valores de z(n) obtenidos si se emplea un conversor A /D bipolar
de 8 bits de cuantizacién por redondeo cuyo rango de entrada es el doble de la
amplitud pico a pico de z(t).

b) Cuadl es el rango de entrada minimo que debe tener el conversor para que no
se produzca ruido de sobrecarga con esta senal de entrada?

Comente cada uno de los siguientes parrafos indicando si son ciertos o falsos:

= “Una de las principales aplicaciones de los filtros digitales es su utilizacién en
las etapas de conversiéon A/D y D/A. Estos se utilizan para evitar que se pro-
duzca solapamiento frecuencial cuando no se verifica el Teorema de Muestreo,
y también para eliminar las imigenes del espectro en la conversiéon D/A como
consecuencia de no utilizar un reconstructor ideal”.

= “Para un sistema lineal invariante temporal causal, podemos calcular su salida
en régimen permanente ante una entrada tipo z(n) = Acos(wn)u(n), a partir
de su respuesta en frecuencia, y ésta coincidird con la salida del sistema sélo si
el sistema es estable”.

= “Para un sistema lineal invariante temporal, podemos calcular su salida en régi-
men permanente ante una entrada tipo z(n) = Acos(wn)u(n), a partir de su
respuesta en frecuencia, y ésta coincidird con la salida del sistema, indepen-
dientemente de que el sistema sea estable o no. La tnica condicién necesaria es
que el sistema sea L.I.T.”.

Una forma de determinar si un sistema es lineal es comprobando que no modifica
las frecuencias presentes en la senal de entrada. De acuerdo con esto, verifique si el
sistema causal definido por y(n) = z?(n) + 1 es lineal. Utilice la sefial de entrada
z(n) = cos(§n). {Seria lineal si el sistema estuviese definido por la ecuacién en
diferencias y(n) = z(n) + 17

Calcule la expresién general de la autocorrelacién de la senal z(n) = 27"u(n). A
partir de ella determine el valor de la energia de dicha senal.
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1.4. Practicas con MATLAB

Esta seccidon contiene varios ejemplos practicos sobre conceptos esenciales al tratar con
senales y sistemas discretos como son el muestreo, cuantificacion, las propiedade de estabi-
lidad, linealidad e invarianza temporal de los sistemas y la correlacién entre senales.

1.4.1. Muestreo

En esta practica se estudiaran las consecuencias del teorema de muestreo, haciendo espe-
cial hincapié en los efectos que se pueden producir si se muestrea una senal con la frecuencia

ncorrecta.

1. |Se desea generar 2 periodos de una sinusoide analégica de amplitud 1 y frecuencia
200 Hz, muestreada a 1 kHz.

Sabemos que una sinusoide continua de frecuencia F;, queda definida por la siguiente

expresion:
x(t) = Acos(2wFyt + 0), (1.371)

donde A y 0 son, respectivamente, la amplitud y fase del sistema. Si muestreamos a
una frecuencia Fj,, obtenemos:
F,
z(n) = z(nT) = Acos(2mrnT + 0) = Acos(ZﬂnF—a +0). (1.372)
m
Sustituyendo, en nuestro caso tendriamos:
(n) = cos(2mn—L) = cos(0/4mn) (1.373)
z(n) = cos(2mn——) = cos(0'4rn). .
1000
De forma inmediata se comprueba que el periodo de la senal discreta es de 5 muestras,
como nos piden dos periodos el niimero de muestras a generar es de 10.

Las instrucciones de MATLAB para generar y dibujar la senal son:

n=0:9;

Fm=1000;

Fa=200;

x=cos (2*pi*Fa*n/Fm) ;
stem(n,x)
xlabel(’n’)
ylabel(’x(n)’)

Con estas instrucciones se obtiene la Fig. 1.34:

2. | Realice la misma operaciéon pero ahora la sinusoide a muestrear es de 1’2 kHz.

Utilizando el mismo cdédigo que en el apartado anterior modificando el valor de la
frecuencia de muestreo obtenemos la Fig. 1.35.

n=0:9;

Fm=1000;

Fa=1200;

xx=cos (2*pi*Fa*n/Fm) ;
stem(n,x)

xlabel(’n’)
ylabel(’x(n)’)
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R T

-0.2f

x(n)

-0.4f

-0.6f

Figura 1.35: Diez primeras muestras de una sinusoide analégica de frecuencia 1200Hz muestreada a
1kHz.

3. | Superponga sobre la grafica obtenida en el punto anterior los puntos obtenidos en el
primer apartado. ;qué ocurre?, ;jqué consecuencias se pueden sacar de las graficas?

Con el siguiente cédigo podemos superponer ambas graficas, donde, en lugar de em-
plear la instrucciéon hold on hemos utilizado la opcién de plot para superponer multi-
ples gréficas (Fig. 1.36).

plot(n,x,’0’ ,n,xx,’+’)

legend (’Fa=200Hz’ , ’Fa=1200Hz’)
xlabel(’n’)

ylabel(’x(n)’)

Se observa que los puntos de las dos senales coinciden. La razdén es que la segunda senal
(la componente de 1’2 kHz) no cumple el teorema de muestreo. Mediante la relacién
siguiente podemos determinar la frecuencia aparente obtenida tras el muestreo

F, = Fy + kF,, (1.374)

Siendo Fj, una frecuencia en el intervalo [—F, /2, Fp, /2], y F, la frecuencia original. Si
consideramos nuestros valores (F,=200Hz y F,=1200Hz) con frecuencia de muestreo
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o Fa=200Hz
0.8r + Fa=1200Hz
0.61 B

0.4r b

0.21 b

-0.2f b
-0.4f b

-0.61 b

Figura 1.36: Superposicién de las muestras de las Figs. 1.34 y 1.35.

igual a 1 kHz, la primera sefial no produce solapamiento y la segunda se apreciara como
una frecuencia de 200Hz (considerando k = 1).

Podemos ver el efecto del solapamiento en el dominio temporal si superponemos las
dos senales continuas. La manera de simular estas senales es considerar un periodo
de muestreo “muy pequeiio”®. Es una aproximacién pero, a nivel gréfico, es bastante
ilustrativa.

El siguiente programa muestra este proceso

n=0:9;

t=0:0.01:9;

Fa1=200;

Fa2=1200;

Fs=1000;

xtl=cos(2*pi*Fal*t/Fs); ¥Seflal continua Fal=200Hz
xt2=cos(2*pi*Fa2*t/Fs); ¥Seflal continua Fa2=1200Hz
xl=cos(2*pi*Fal*n/Fs); JSeflal discreta Fal=200Hz
x2=cos(2*pi*Fa2*n/Fs); JSeflal discreta Fa2=1200Hz
plot(t,xtl,’k-’,t,xt2,’k:’,n,x1,’ko’ ,n,x2, k+’)
xlabel(’n’)

La grafica obtenida se muestra en la Fig. 1.37, en la que se aprecia claramente que para
la senial de 1200 Hz no llegamos a tener al menos dos puntos por periodo produciéndose
“aliasing”.

4. |En este apartado vamos a estudiar el efecto del muestreo sobre el espectro de la senal.
Genere la serie obtenida al muestrear una sinusoide de 100 Hz y amplitud unidad
con un periodo de muestreo de 1 ms durante un segundo. Represente el espectro de

la senal usando la instruccién abs (££t(y)). Comente el resultado.

Sabemos que una sefial continua periédica puede escribirse como una suma ponderada
de exponenciales complejas, esto es ficil de ver si consideramos senales sinusoidales,

3En la prictica esto significa utilizar una frecuencia de muestreo muy elevada, por lo que se verificara el
teorema de Muestreo y tendremos un gran numero de muestras por periodo por lo que al unir dichas
muestras, simulard una senal continua.
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0.81

0.6

0.4

0.21

-0.2f

-0.4f

-0.6f

Figura 1.37: Superposicion de las sefiales continuas de 200Hz y 1200Hz, y los 10 primeros valores
obtenidos cuando se muestrean a 1 kHz.

ya que la férmula de Euler (/% = cos(Qt) + jsen(Qt)) nos permite escribir seno y
coseno como suma de exponenciales complejas, cada una de ellas con una amplitud
mitad de la que tiene la senal original. La representacién de la contribucién de cada
sinusoide constituye el espectro de la senal. Se puede hacer un razonamiento similar
para senales discretas. Si bien, en temas posteriores se analizard con todo detalle el
espectro de una senal discreta y como calcularlo, vamos considerar que la instruccién
fft de MATLAB, me permite representar el espectro de una senal discreta.

La instruccién ££t es una de las més utilizadas al estudiar procesado digital de seniales
con MATLAB. Esta operacién descompone la senal como una serie ponderada de
exponenciales complejas. Esta ponderacién se realiza con una serie de constantes
complejas que, en definitiva, son las que aportan la informacién sobre la senal. Hay
que tener en cuenta que la salida de la instrucciéon £ft son muestras y cada uno de
ellas se corresponde con el arménico de frecuencia:

Fn
Fp ==k, k=0,1,....N (1.375)

donde N es el namero de muestras consideradas.

Tenemos que muestrear durante un segundo con un periodo de muestreo de 1 ms lo
que supone que tenemos que tomar 1000 muestras. El programa en MATLAB que
implementa lo que nos piden es:

N=1000;

n=0:N-1;

Fa=100;

Fm=1000;

x=cos (2*pi*Fa*n/Fm) ;
plot(-N/2:N/2-1,abs(fftshift (fft(x))));
xlabel (’Frecuencia (Hz)’)

Dado que el nimero de puntos de utilizado para la £ft es de 1000 y la frecuencia de
muestreo también es 1000, cada punto de la £ft obtenido se corresponderd con un
armoénico de 1 Hz.
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Sabemos que cuando muestreamos con una frecuencia de 1000 Hz, las frecuencias
analégicas que verifican el teorema de muestreo se encuentran en el intervalo [—Fy, /2, Fy, /2].
Para desplazar el resultado de la FFT, de manera que la frecuencia de continua se
encuentre en el centro hemos empleado la funcién fftshift. El resultado son dos
picos, a las frecuencias de -100 Hz y 4100 Hz, como corresponde a una sinusoide

de frecuencia 100 Hz (suma de 2 exponenciales complejas). La grifica obtenida se
muestra en la Fig. 1.38.

600

5001 b

4001 b

3001 b

2001 b

100r b

0
Frecuencia (Hz)
Figura 1.38: Espectro de la seiial obtenido al muestrear con una frecuencia de 1000 Hz.

Observamos que el espectro es simétrico*, por lo que sélo con la mitad es suficiente
para interpretar las componentes frecuenciales presentes en la senal original.

5. |Repita el apartado anterior pero ahora la senal a muestrear es la suma de cuatro
sinusoides de amplitud uno y frecuencias 100, 200 y 600 y 2100 Hz. Utilice senales

de tipo coseno. Comente los resultados.

Fl siguiente coédigo me permite calcular las secuencia y representar el espectro de la
suma. En lugar de utilizar un bucle para calcular cada una delas secuencias hemos
utilizado las propiedades de MATLAB para trabajar con matrices de datos y la funcién
sum que al ser aplicada sobre una matriz suma sus elementos por columnas.

N=1000;

n=0:N-1;

Fa=[100,200,600,2100]’; %Tenemos un vector de frecuencias
Fm=1000;

x=cos (2*pi*Fa*n/Fm); %Calculamos todas las sinusoides
x=sum(x) ; %Sumamos las sinusoides
plot(-N/2:N/2-1,abs(fftshift (fft(x))));

xlabel (’Frecuencia’)

La grafica obtenida se muestra en la Fig. 1.39. Interpretemos esta grafica. Las fre-
cuencia analogicas de 600 Hz y 2100 Hz no verifican el teorema de muestreo por lo que
aplicando la ecuacién (1.374) obtenemos que las frecuencia aparentes correspondientes

“El espectro de una secuencia es simétrico si la secuencia es real.
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son:

600H 2z — —400H z. (1.376)
2100Hz —» 100H 2. (1.377)

Independientemente de que se trate de frecuencias positivas o negativas, cada una de
estas senales esta representada en el espectro por dos picos. Por lo que observamos
picos en frecuencias 100, 200 y 400, sin embargo la amplitud para frecuencia 100
es el doble. Esto es debido a que para esta frecuencia contribuyen las frecuencias
analdgicas de 100 Hz y 2100 Hz, que por efecto del alising se corresponden con la

misma frecuencia aparente.

1200

10001

8001
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4001

2001

0
Frecuencia (Hz)

Figura 1.39: Espectro de la sefial suma de cuatro sinusoides.

6. | Repita el apartado anterior pero sustituyendo la frecuencia de 2100 Hz por una de
1900 Hz. ; Obtendriamos el mismo resultado si hubiésemos generado las senales con

funciones seno?

En este caso se sigue produciendo “aliasing”. Aplicando la misma expresion que en
apartado anterior obtenemos que la frecuencia aparente es:

1900Hz — —100H 7. (1.378)

Como las setiales han sido generadas con la funcién coseno, que es par, no habra nin-
guna diferencia en el resultado.

N=1000;

n=0:N-1;

Fa=[100,200,600,1900]; % Tenemos un vector de frecuencias
Fm=1000;

x=cos (2*pi*Fa*n/Fm) ; % Calculamos todas las sinusoides (coseno)
xx=sin(2*pi*Fa*n/Fm) ; % Calculamos todas las sinusoides(seno)
x=sum(x) ; % Sumamos las sinusoides

xx=sum(xx) ; % Sumamos las sinusoides

subplot (211)

plot(-N/2:N/2-1,abs(fftshift (fft(x))));
xlabel (’Frecuencia (Hz)’)
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title(’a’)
subplot (212)

plot(-N/2:N/2-1,abs(fftshift (fft(xx))));
xlabel (’Frecuencia (Hz)’)

title(’b?)
() (b)
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Figura 1.40: Espectro de la sefial del apartado 6. (a) Sefiales generadas con la funcién cos. (b) Sefiales
generadas con la funcién sin.

En las graficas de la Fig. 1.40 observamos que cuando las senales son generadas con
las funcion seno tenemos una frecuencia de 100Hz, que verifica el teorema de muestreo
y una senal de -100Hz, obtenida a partir de la de 1900Hz, que genera muestras de
signo contrario a la anterior, por lo que se anularan. Esta es la razén por la que
la frecuencia de 100Hz no aparece en el espectro (Fig. 1.40). Se deja como ejercicio
al lector, verificar que si la senial de 1900Hz, se sustituye por la de 2100Hz, aunque
se utilice la funcién seno los resultado no varian ya que la frecuencia aparente en
ambos casos es de 100Hz, produciendo un pico a esta frecuencia de amplitud doble,
exactamente igual a lo que ocurria al generarse con la funcién coseno.

7. | Genere una senal cuadrada de 1000 puntos con frecuencia de 150 Hz y muestreada

a 1000 Hz. Represente el espectro de la senal y explique el resultado.

Sabemos que una senal cuadrada analdgica esta formada por una suma infinita de
armoénicos impares de la frecuencia fundamental. La amplitud de dichos arménicos
decrece a medida que aumenta la frecuencia del mismo.

Nuestra senal contendra arménicos a las frecuencias: 150Hz, 450Hz, 750Hz, 1050Hz,
1350Hz, 1650Hz, 1950Hz, ---. Como la frecuencia de muestreo es de 1 kHz para que
no se produzca “aliasing”, las frecuencias analégicas deberan estar comprendidas en el
intervalo [-500H z, . .., 500H z]. En nuestra senal cuadrada esto no se verifica a partir
de la frecuencia de 750Hz. Veamos cuales serdn las frecuencias aparentes obtenidas por
cada uno de estos arménicos, para ello utilizamos la expresién (1.374). En la prictica,
podemos obtener las frecuencias aparentes sin mas que restar a la senal multiplos de
la frecuencia de muestreo hasta que nos encontremos en el intervalo de frecuencias
determinado por la frecuencia de muestreo (Tabla 1.8).

El siguiente cddigo nos permite ilustrar graficamente este resultado

N=1000;
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Tabla 1.8: Representacién de las frecuencias original y aparente.

Frecuencia original Frecuencia aparente

150Hz 150Hz. No produce “aliasing”.
450Hz 450Hz. No produce “aliasing”.
750Hz -250Hz
1050Hz 50Hz
1350Hz 350Hz
1650Hz -450Hz
1950Hz -50Hz
n=0:N-1;
F=150;
Fm=1000;
x=square (2*xpi*F*n/Fm) ;
subplot (211)
stem(n(1:50),x(1:50))
xlabel(’n’)

ylabel(’x(n)’)

title(’ (a)?’)

subplot (212)
plot(-N/2:N/2-1,abs(fftshift (fft(x))));
xlabel (’Frecuencia’)

title(’ (b))

En la Fig. 1.41 se aprecian componentes que, en principio, no deberian aparecer. Entre
ellas destacan, por su valor, las componentes de 50 y 250 Hz resultantes del “aliasing”
como hemos comentado anteriormente.

@) (b)
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0.6 R
0.4F 1 5001
0.2 1 400+
= 1
5% 0
—02- ] 3001
_04 N 1 200 |-
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Figura 1.41: (a) Primeras muestras de la sefial cuadrada. (b) Espectro de la sefial cuadrada de apartado
7.

1.4.2. Cuantizacion

En esta practica se estudiaran los efectos de la cuantizacion de las senales al realizar la
conversién analégico—digital.
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Escriba una funcion que acepte como parametros un vector de muestras, el niimero
de bits del cuantificador y el rango de entrada, y devuelva la senal cuantificada por

redondeo. Considérese que el intervalo de entrada es bipolar.

El cédigo de la funcidon solicitada se muestra a continuacién:

function y=cuanti(x,bits,m)

% x: seflal de entrada

% bits: nimero de bits del cuantificador

% m: rango de entrada del cuantificador [-m,m]
% La cuantificacién se realiza por redondeo.

Resol=2*m/ (2 bits-1); % Resolucién del cuantificador
nivel=x/Resol; % Determinamos el nimero de

% niveles del cuantificador

% correspondientes (no entero)
nivel=round(nivel); % Redondeamos al nivel mas préximo (entero)
y=nivelx*Resol; % Expresamos la sefial cuantizada en las

% unidades de la seflal original.

La siguiente ecuacion en diferencias recursiva permite calcular el valor de la raiz
cuadrada de A, tomando como condicién inicial z(—1) una aproximacién burda a
dicha rafz. Para valores de A > 1, z(—1) = 1 es una aproximacién adecuada.

A

1
5 m + w(n - 1) (1379)

z(n) =

Se desea

a) Escriba un programa que permita calcular el valor de la raiz cuadrada de 2.
Compruebe que a partir de un pequeno nimero de iteraciones el valor almace-
nado en z(n) coincide con v/2.

b) Repita el procedimiento anterior cuantificando el resultado de cada iteracién
antes de realimentar de nuevo al sistema. Muestre las graficas obtenidas para
un cuantificador de 4, 5, 6, 8 y 12 bits, si el intervalo de entrada al cuantificador
es de £5.

a) El siguiente programa muestra la implementacién recursiva de la ecuacién en
diferencias del sistema, mediante un bucle. El bucle finalizara cuando la diferencia
entre el valor calculado con esta expresién y el valor real sea menor que 1,/10000.

clear

A=2;

valor_exacto=sqrt(2);

n=1;

x(n)=1; %condicién inicial

error=1/10000;

while(abs(x(n)-valor_exacto)>=error)
n=n+1;
x(n)=0.5*x(A/x(n-1)+x(n-1));

end
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Si ejecutamos disp(x), MATLAB nos devuelve por pantalla

>> disp(x)
1.0000 1.5000 1.4167 1.4142

Observamos como en muy pocas iteraciones el resultado converge al valor de
Para otro valor de A, por ejemplo A = 356 obtenemos la secuencia:

1.0000 178.5000 90.2472 47.0960 27.3275 20.1773 18.9104

Observamos que la convergencia es rapida.

V2.

18.8680

b) Veamos como se modifican los resultados al cuantificar las operaciones tras cada

iteracién. En este caso vamos a fijar el nimero de iteraciones en 15, independiente

del ntimero de bits considerado, y mostraremos en una grafica los resultados. El

programa utilizado es el siguiente:

%Cuantizacién ii)
clear
A=2;
m=5;
valor_exacto=sqrt(4);
n=1;
N=10 %nimero de iteraciones
x(:,n)=[1,1,1,1,1]1’; %condicién inicial
j=1;
for(bits=[4,5,6,8,12])
for (n=2:N)
x(j,n)=cuanti(0.5%(A/x(j,n-1)+x(j,n-1)),bits,m);
end
J=j+1;
end
n=1:N;
plot(n,x(1,:),’k-?,n,x(2,:),’k:’,n,x(3,:),’k.~-’,n,x(4,:), k-’ ,n,x(5,

1), k=)

legend([’b=4 valor=’ num2str(x(1,N))],[’b=5 valor=’ num2str(x(2,N))], ...

[’b=6 valor=’ num2str(x(3,N))],[’b=8 valor=’ num2str(x(4,N))],...
[’b=12 valor=’ num2str(x(5,N))1)

xlabel(’Iteracién’)

ylabel (’Valor aproximado de la raiz’)

A medida que se incrementa el nimero de bits los resultados son méas préximos

al obtenido sin cuantificar como podemos apreciar en la Fig. 1.42.

1.4.3. Estabilidad, linealidad e invarianza temporal

En esta practica se estudiaran los conceptos de estabilidad y linealidad bésicos a
la hora de analizar sistemas discretos. Determine si los sistemas definidos por las
ecuaciones en diferencias siguientes verifican las propiedades de linealidad, invarianza
temporal y estabilidad

1. y(n) =2%(n) + 1.
2. y(n)= ”T_ly(n -1+ %w(n)

ay(n —1) + z(n), paraa =12y a = 0'8.
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Figura 1.42: Muestras de la raiz cuadrada de 2 cuando se cuantifica la salida de cada iteracién, para
diversos valores del nimero de bits..

Si bien las propiedades de linealidad y estabilidad de un sistema se deben verificar para
cualquier secuencia de entrada, para comprobarlo con MATLAB emplearemos secuencias
particulares. Algo similar ocurre con la estabilidad. Sabemos que un procedimiento para
determinar si un sistema es estable, si este es L.I.'T. es determinando si la respuesta impul-
sional tiene suma acotada, sin embargo para sistemas no L.I.T. debemos aplicar la defincién
general (cualquier entrada acotada produce una entrada acotada). En este sentido vamos a
utilizar como entrada acotada un impulso y observaremos si la salida estd acotada.

Los programas utilizados serdn los mismos para todos los sistemas, si bien cada sistema
tiene sus particularidades:

1. El sistema no es recursivo ni depende de entradas pasadas por lo que se puede imple-
mentar de forma vectorizada.

2. No se puede vectorizar. Lo implementaremos mediante un bucle for y sacaremos del
bucle aquellos valores de n que puedan dar problemas con los indice (MATLAB no
permite indices con valor 0 o negativos).

3. Andlogo al anterior.

Para verificar las propiedades de linealidad e invarianza temporal aplicaremos la definicién
y para comparar las secuencia obtenidas utilizaremos para una de ellas circulos y para la otra
cruces, de esta forma la igualdad entre secuencias se producira cuando cada circulo contenga
en su interior una cruz. Dentro del mismo bucle for calcularemos todas las secuencias
necesarias para verificar las propiedades. A continuacién mostraremos el programa utilizado
para estudiar el segundo sistema. Se deja como ejercicio al lector escribir los programas
correspondientes a los otro dos sistemas a partir del anterior, si bien mostraremos los
resultados obtenidos si utilizamos las mismas secuencias de entrada.

%Sistema 2

clear

close all

N=100;

x1=sin(2*pi*0.1*(0:N-1)); % Secuencia 1 para linealidad
x2=sin(2*pi*0.3*(0:N-1)); % Secuencia 2 para linealidad
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alfa=3;
beta=0.5;
x3=alfa*xlt+beta*x2;

x4=[1 zeros(1,N-1)]1;

ret=5;
xb=[zeros(1l,ret) x1(1:N-ret)];

y1(1)=x1(1);
y2(1)=x2(1);
y3(1)=x3(1);

y4(1)=x4(1);

v5(1)=x5(1) ;

for(n=2:N)
y1(n)=((n-1)/n)*y1(n-1)+x1(n) /n;
y2(n)=((n-1)/n)*y2(n-1)+x2(n) /n;
y3(n)=((n-1)/n)*y3(n-1)+x3(n) /n;
y4(n)=((n-1)/n)*y4(n-1)+x4(n) /n;
y5(n)=((n-1) /n)*y5(n-1)+x5(n) /n;
end

plot(y3,’ro’)

title(’Linealidad del sistema 2’)
hold on
plot(alfaxyl+betaxy2,’g*’);
xlabel(’n’)

disp(’Pulse una tecla’)

pause

clf

stem(y4,’r’)

title(’Estabilidad del sistema 2°)
xlabel(’n’)

disp(’Pulse una tecla’)

pause

clf
plot(y5,’ro?)

title(’Invarianza temporal sistema 2’)

xlabel(’n’)
hold on

plot([zeros(1l,ret) y1(1:N-ret)],’g*’);

Secuencia 3 combinacidén lineal
de las anteriores

Secuencia para estabilidad

Secuencia para invarianza temporal;
retardamos la secuencia 5 muestras,
la secuencia original es x1

Calculamos fuera del bucle los
indices problematicos y consideramos
condiciones iniciales nulas

Dibujamos la salida obtenida
al retardar la entrada

Retardamos la sefial de salida
obtenida a partir de la secuencia
original y la dibujamos
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xlabel(’n’)
disp(’Pulse una tecla’)
pause

Las gréaficas obtenidas son las mostradas en las Figs. 1.43, 1.44, 1.45 y 1.46 para los
sistemas 1, 2 y 3 (a = 1'2, a = 0'8), respectivamente. De las gréficas en la Fig. 1.43 se
deduce que el sistema es no lineal, lo cual era de esperar debido al término cuadritico,
estable y variante temporal. No es un sistema L.I.T. Por su parte, a partir de las graficas
en la Fig. 1.44 se deduce que el sistema es lineal, estable, ya que la salida esta acotada, y
variante temporal y, por tanto, no es un sistema L.I.T. De las graficas en la Fig. 1.45 se
deduce que el sistema es lineal, inestable, ya que la salida diverge, e invariante temporal.
Se trata de un sistema L.I.T. Sin realizar ningin tipo de operacion sabemos que se trata
de un sistema L.I.T. ya que se trata de un sistema definido por una ecuacién en diferencias
lineal con todos los coeficientes constantes. El pardmetro a tnicamente puede afectar a la
estabilidad. Para a = 1'2 el sistema es inestable (Fig. 1.45) mientras que para a = 0’8 el
sistema es estable (Fig. 1.46). Es sencillo determinar que la respuesta impulsional de este
sistema es:

h(n) = a"u(n). (1.380)

Al tratarse de un sistema L.I.T. podemos determinar la estabilidad calculando la suma de
dicha respuesta. Se trata de una serie geométrica, por lo tanto la condiciéon para que la
suma converja es que |a| < 1, como ocurre con ¢ = 0'8. Si @ = 1’2 la suma de la serie
diverge y el sistema es inestable.

Linealidad del sistema 1 Estabilidad del sistema 1 Invarianza temporal sistema 1

o o o o
-0.1 -0.1 ° @ ®

5

4

3 -0.3] -0.3
2

1 -0.5 -0.5
0

-0.6] -0.6

-1 ° o o 3 -07 -0.7

-3 -0.9 -0.9
. .

Figura 1.43: Estudio de las propiedades del sistema 1.

Linealidad del sistema 2 Estabilidad del sistema 2 Invarianza temporal sistema 2
T T T i T T T T 0.7 T T T

10

18 06

osp **
14

12
®

0.3 +2

0.8 0.2 o

06 e
® 01F o
0.4 .
.

0.2

60 80 100 60 80 100 o 20 40 60 80

Figura 1.44: Estudio de las propiedades del sistema 2.
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Figura 1.45: Estudio de las propiedades del sistema 3 con a = 1'2.
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Figura 1.46: Estudio de las propiedades del sistema 3 con a = 0'8.

1.4.4. Correlacién

En esta practica se estudiard el uso de la autocorrelacién y de la correlaciéon cruzada.

Estas operaciones se van a utilizar principalmente para el reconocimiento de determinados

patrones dentro de una senal, para la identificacién de pautas y para la determinacién de

la relacion existente entre sucesivas muestras.

1. |La primera aplicacién de la autocorrelaciéon de una senal es determinar las posibles

pueden sacar?

repeticiones de patrones en la senal. Para comprobar este punto se va a generar
una sinusoide de frecuencia igual a 100 Hz con amplitud uno y muestreada a 1 kHz
(consideremos una secuencia de 100 puntos). Determine la autocorrelacién de esta
senial normalizada a uno y represéntela junto a la secuencia, jqué conclusiones se

El programa en MATLAB que implementa lo que nos piden es:

% Generacién de la sefial

n=0:99;

x=cos (2*pi*n*0.1);

% Calculo de la autocorrelacién
y=xcorr(x,’coeff’);

% Representacién de las dos seflales
subplot (211) ,stem(x,’k’),title(’(a)’)
subplot (212) ,stem(y,’k’) ,title(’(b)’)
xlabel (’Muestras’)

La grafica obtenida al emplear este cddigo se muestra en la Fig. 1.47. Podemos apreciar

que la autocorrelacion tiene una longitud doble que la senal temporal. Este hecho se
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debe a que los desplazamientos, a la hora de calcular la autocorrelacién, pueden ser
positivos o negativos. El indice central se corresponde con un desplazamiento cero vy,
se corresponde, légicamente, con el valor maximo de dicha correlacién.

@
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Figura 1.47: (a) Secuencia senoidal y (b) su funcién de autocorrelacién.
2. | Una segunda aplicacién relacionada con la anterior es la determinacién del desfase

entre dos sefiales. Se pide generar dos sinusoides de frecuencia 50 Hz (F,,=1 kHz),
amplitud uno y desfasadas 90° y determinar la correlacién cruzada de ellas. ; Cémo se
podria determinar el desfase entre estas senales? Realice una grafica donde aparezcan
las matrices de autocorrelacién y correlaciéon cruzada. ;Qué conclusiones se pueden
sacar?

Para entender este apartado de forma sencilla consideremos las sinusoides dadas por
z(n) = cos(2rfn+61), y(n) = cos(2wfn + 62), (1.381)

donde se puede definir § = 6; — 03 como el desfase entre las dos senales. Se puede
calcular el desfase comprobando cudndo las dos senales vuelven a estar en fase. Para
n = 0 se tiene:

z(0) = cos(01), y(0) = cos(62). (1.382)

Si ahora se desplaza una de las senales, por ejemplo x(n), hasta que las dos estén en
fase de nuevo, se tiene que

III(N) = COS(Q’/TfN + 91) = y(O) = 003(02), (1383)
De la igualdad anterior se desprende que:

21 fN + 6; = 6y (1.384)

Luego el desfase vendra dado por:
=0y —6, =27fN, (1.385)

siendo f la frecuencia digital de la senal.
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3. Podemos emplear la correlacién cruzada para determinar cuando las senales estaran en
fase, que ocurrira en los maximos de dicha correlacién. Como en los calculos realizados
se ha considerado como punto inicial n = 0, se deben determinar los maximos a
partir del punto central de la correlacién cruzada que, recordemos, es el punto de la
correlacién correspondiente a un desplazamiento cero. El programa de MATLAB que

implementa ésto es el siguiente:

% Generacién de las sefiales

n=0:99;

x=cos (2*pi*n*(50/1000)) ;

y=cos (2*pi*n*(50/1000)+pi/2);

% Determinacién de la correlacidén cruzada
z=xcorr(x,’coeff’);
zz=xcorr(x,y,’coeff’);

% Representacidén de las seflales

subplot (211) ,stem(z,’k’) ,title(’(a)’)
subplot (212) ,stem(zz, ’k’) ,title(’ (b))

La grafica obtenida con este cédigo se representa en la Fig. 1.48. Hay que determinar
la posicién del primer maximo por lo que realizaremos un zoom sobre la grafica para
determinar de forma exacta dicho desfase. En este caso, N = 5 (100-95), por lo que,

sustituyendo en la expresién del desfase, obtenemos

50 s
2 5 1.
v 10005 5 (1.386)

0 50 100 150 200
Muestras

(b)

100 150 200
Muestras

Figura 1.48: (a) Funcién de autocorrelacion de la secuencia x(n) (no desplazada) y (b) Correlacién
cruzada de las secuencias z(n) e y(n).
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CAPITULO 1. SENALES Y SISTEMAS EN TIEMPO DISCRETO




Capitulo 2

Analisis frecuencial de senales y
sistemas

2.1. Introduccion tedrica

2.1.1. Analisis frecuencial de Fourier

El analisis de Fourier de sistemas continuos es una de las herramientas matematicas
méas usadas por los ingenieros que trabajan en sistemas continuos. Dicho andlisis tiene su
equivalente en el dominio digital a través de diferentes elementos que se verdn en este
capitulo.

Desde el punto de vista analégico, la senal bésica a la hora de trabajar con este tipo de
andlisis es la sinusoide descrita por z(t) = A-cos(wt+0). Esta senal se utiliza, normalmente,
usando la exponencial compleja z(t) = A - eIwt0 hor razones de simplicidad matematica.
En el caso digital se consideran las versiones discretas de dichas senales analdgicas. Asi, se
considera como punto de partida la sefial discreta z(n) = A - e/"*% con —oo < n < +o0.
Sea ahora un sistema L.I.T. cuya respuesta impulsional queda definida por h(n); la salida
de dicho sistema tomando como entrada la anterior senal compleja serd,

y(n) = a(n) «h(n) = hin) «z(n) = S50 h(k)z(n — k) = 52, h(k)Aev(—h)+0 o
2.1
_ Aejwn+0 ZIC;O:—OO h(k)e—jwk = Aejwn+0H(€jw)

La expresion H(e/?) = 2% _ h(k)e 7“F se conoce como respuesta en frecuencia del
sistema. En la expresién (2.1) se aprecia un hecho de importancia capital a la hora de ana-
lizar un sistema; las exponenciales complejas son funciones propias de los sistemas L.I.T.
siendo los valores propios asociados a dichas funciones el valor de la respuesta en frecuen-
cia. Segun esto, conociendo la respuesta en frecuencia de un sistema se puede determinar la
salida de éste ante cualquier combinacién de exponenciales complejas, debido a la propie-
dad de linealidad de los sistemas L.I.T. analizados. Extendiendo el razonamiento a senales
sinusoidales se llega a la misma conclusién ya que hay que recordar que este tipo de senales
se puede expresar como combinacién de exponenciales complejas. Asi pues, si una senal se
divide como suma de exponenciales complejas, o sinusoides, su salida se puede determinar
usando la respuesta en frecuencia. Dicha divisién se puede realizar usando una expresion
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andloga a la respuesta en frecuencia, que viene dada por:
o
X(e)y = 3" w(k)evF, (2.2)
k=—00

y que se conoce como la Transformada de Fourier (TF) de la secuencia z(n). La TF se
puede indicar por simplicidad de la forma X (w). Existe una transformacién inversa a la
anterior que traslada la informacién del dominio frecuencial al temporal y que viene dada
por la siguiente expresién:

2(n) = F- X ()} = — [ X(w)e™ duw (2.3)
27 27
La expresién (2.3) tiene un claro significado intuitivo ya que el término e/“"dw se puede
considerar como una componente infinitesimal de frecuencia w a la senial z(n) y, por tan-
to, la superposicién de cada una de estas componentes pesadas por los factores X (e/*) y
normalizado todo ello por el intervalo de integracién (27) define la senial temporal z(n). La
aplicacién de (2.3) tiene mucho uso en procesado digital de sefiales ya que permite determi-
nar la respuesta impulsional de un sistema con una determinada respuesta en frecuencia.
Existe un gran nimero de propiedades de la Transformada de Fourier de secuencias
discretas pero solo se comentaran aqui las de mayor uso en procesado digital de senales. Se
recomienda al lector que consulte los libros que se dan en la bibliografia.

1. Linealidad:
Si

F F
z1(n) +— X1(w) y x2(n) +— Xo(w)
entonces

z(n) = a1z1(n) + agxa(n) PN X(w) = a1 X1 (w) + aeXa(w)

2.  Desplazamiento temporal:

Si

z(n) +— X(w)
entonces
z(n — k) PN e Tk X (w)

donde a1, a2 € R.

3.  Inwversion temporal:
Si

z(n) +— X(w)
entonces

2(—n) 2 X (—w)
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4. Convolucion de dos secuencias:

Si

z1(n) <5 X1 (w) y 22(n) < Xo(w)

entonces

2(n) = z1(n) * 22(n) o X(2) = X1(w) - Xo(w)

5.  Desplazamiento en frecuencia:

Si

2(n) < X(w)

entonces

el 1 (n) PN X(w — wy)

6. Teorema de Parseval:

Si z1(n) y z2(n) son dos secuencias complejas, entonces:

o0

> e = o [ X)X (w)du
Si z1(n) = z2(n):
nio o)l = 5 [ ()P

1 T
By =rre(0) = 5- / S (w)duw

7.  Diferenciacion en el dominio de la frecuencia:
Si
F
z(n) +— X(w)
entonces

2.1.2. Transformada Discreta de Fourier

En el apartado anterior se ha comentado la aplicabilidad de la Transformada de Fourier
en el campo del procesado digital de senales. Existe, sin embargo, un problema a la hora de

trabajar con esta transformada ya que en la expresion (2.2) se observa un sumatorio con
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indices que tienden a infinito. El problema es evidente, si no se conoce a priori la senal de
interés, no se podra determinar la Transformada de Fourier y, por tanto, no se podra realizar
ningun andlisis en el dominio frecuencial. Para resolver este problema aparece la Transfor-
mada Discreta de Fourier ( “Discrete Fourier Transform”, DFT) que serd introducida en
esta seccién. Para entender dicha transformada discreta se comentaran en primer lugar las
secuencias discretas de periodo N y su desarrollo en serie.

Sea una senal discreta periédica z(n). Si el periodo fundamental lo denotamos por N,
podemos escribir z(n + kN) = z(n) para k = 0,1,... Como toda la informacién de la
sefial se encuentra en el intervalo n = 0,..., N — 1 (N términos) lo que se plantea es la
transformacion de este vector temporal en otro espacio o dominio frecuencial mediante la
expansion en series de Fourier, definido por la siguiente expresién de sintesis:

N-1
w(n) =) cpe®™N, (2.4)
k=0

donde {¢ } son los coeficientes de la amplitud y eI2mkn/N 1a5 fases correspondientes en el do-
minio de la frecuencia. Recordemos que los coeficientes de la TF representan la importancia,
relativa de cada armonico en la senal.

Al igual que ocurria en la TF también existe una transformaciéon que conduce del des-
arrollo en serie de Fourier al dominio temporal discreto, conocida como la Transformada
Inversa Discreta de Fourier ( “Inverse Discrete Fourier Transform”, IDFT), la cual queda
reflejada en la siguiente ecuacién de andlisis:

1 p —j2wkn/N
= 3 Z z(n)e (2.5)
n=0
Esta trasformacién inversa se puede determinar usando la ecuacién del desarrollo en serie
de Fourier y la propiedad de ortogonalidad de la funciones base, esto es, las exponenciales
complejas e’ “¥" usadas en dicho desarrollo. Destacar que los coeficientes del desarrollo
forman una secuencia discreta de periodo N.

Ya se tienen los elementos necesarios para introducir la DFT y, a partir de lo comen-
tado, determinar su significado. Si se muestrea la TF de la expresién (2.2) en frecuencias
equiespaciadas wy = % se obtiene una secuencia periddica con periodo N. Esta secuencia
obtenida se podria relacionar con los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier de una
secuencia discreta de periodo N. Si se sigue en esta direccién, y aplicando la transforma-
cién inversa del desarrollo en serie de Fourier peridédico, se llega a una relacién entre esta
ultima senal obtenida, que denotaremos por x(n), y la senal original x(n) que dio lugar a
la Transformada de Fourier que se muestred

o
x(n) = Z z(n —kN). (2.6)
k=—o00

Asi pues, la senal obtenida se obtiene sumando infinitas réplicas de la senal original
desplazadas cierto nimero de periodos de la senal. Si este desplazamiento no cumple deter-
minadas condiciones se producird un solape temporal de tal forma que, a partir de la senal
x(n) no serd posible determinar la senal 2:(n). Por tanto, estamos ante la version temporal
del teorema de Muestreo apareciendo la dualidad de los dominios temporal-frecuencial. La
Fig. 2.1 muestra una situacién donde no se produce solape temporal; la senal vale cero antes
del periodo fundamental N. En este ejemplo, hemos considerado una secuencia con N = 6.
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Sefial original

3 .
ol |
19 7
0 ° 5

0 1 2 3 4 5

Sefial reconstruida

3 . . ;
ol |
1 ]} T T |
0 o ° °

0 5 10 15 20 25

Muestras

Figura 2.1: Sefial original y reconstruida en que no se produce un solapamiento temporal.

Sin embargo, en la Fig. 2.2 se muestra el caso de una secuencia exponencial decreciente
del tipo au(n). Se comprueba que los valores de la senal reconstruida no son iguales a
los de la senal original como ocurria en el caso anterior. Para la Fig. 2.2 se ha considerado
a=095y N =3.

Sefial original
1 : : : :

0.8 1

0.6 J

0.2 J

0 2 4 6 8 10

Sefial reconstruida
0.2 ; . ! :

0.1r 1

0.05¢ 1

0 2 4 6 8 10
Muestras

Figura 2.2: Sefal original y reconstruida en que si se produce un solapamiento temporal.

Asi pues lo que se ha observado es que, las muestras de una Transformada de Fourier de
una secuencia discreta que, en principio, no tiene por qué ser periddica, se corresponden con
los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier de una senal periddica que es el resultado de
sumar infinitas versiones retardadas un nimero dado de periodos de la senal original z(n).
La situacién ideal seria aquella en la que no se produce el solape temporal anteriormente
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mencionado ya que, a partir de dichos coeficientes, se podria obtener la senal original al
quedarse con una sola de las infinitas réplicas, al igual que se hace cuando se aplica el
Teorema de muestreo y los conversores D/A.

Ya se estd en condiciones de definir la Transformada Discreta de Fourier y su correspon-
diente inversa como:

TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER (DFT):

X (k)e?? /N =0,1,...,N -1

Es importante remarcar que al utilizar la DFT se supone, de forma implicita, que la senal
temporal es periddica de periodo IV; esta periodicidad no se puede y no se debe ignorar ya
que muchos de los problemas de la DFT, por ejemplo el goteo o derrame espectral ( “spectral
leakage”, tienen su base en esta repeticion de la senal x(n).

A continuacién se enumeran las propiedades de la DFT mas empleadas. Para una revision
mas extensa se pueden consultar la bibliografia.

1. Periodicidad:

Si X (k) es la DFT de N muestras de una secuencia z(n), si
z(n+ N)=z(n),Vn
entonces

X(k+ N) = X (k),Vk

2.  Linealidad:

Si
z1(n) 255 X1 (k) y 22(n) 255 Xy (k)
entonces

z(n) = a1z1(n) + agwa(n) 255 X (k) = a1 X1 (k) + as X (k)

donde aq, as € R.

3. Simetria circular de una secuencia:
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La DFT de N puntos de una secuencia de duracion finita x(n) (L < N) es equiva-
lente a la DFT de N puntos de una secuencia periddica z,(n) de periodo N que se
obtiene expandiendo x(n) periddicamente:

o0

zp(n) = Z z(n —IN)

[=—00

El desplazamiento circular de la secuencia se expresa asi:
z'(n) = z(n — k,médulo N) = z((n — k))n

Decimos, por tanto, que:

= Una secuencia es circular par si es simétrica respecto al punto cero de la cir-
cunferencia: z(N —n) =z(n), 1 <n <N -1

= Una secuencia es circular impar si es antisimétrica respecto al punto cero de la
circunferencia: (N —n) = —z(n), 1 <n <N -1

4.  Conwvolucion circular:
Si

z1(n) 255 X1 (k) y 22(n) &5 Xy (k)

entonces
21(n)™za(n) 255 X1 (k) ® Xo(k)

donde z1(n)®z2(n) es la convolucién circular de las dos secuencias.

La DFT tiene un gran nimero de aplicaciones en el procesado digital de senales. Algu-
nas de ellas tienen su base en los algoritmos éptimos de cédlculo de dicha transformadas
conocidos como Transformadas Rapidas de Fourier ( “Faust Fourier Transform”, FFT). Los
autores consideran que existe un gran numero de referencias sobre estos algoritmos como
para incidir mas sobre ellos aqui. Los libros de Oppenheim y Proakis dados en la biblio-
grafia son una excelente fuente para este tema. Aqui se destacard una aplicacién tipica
como es la determinacién de la convolucién lineal entre dos secuencias usando la DFT. De
las propiedades de la DFT se aprecia que el producto de dos DFT de dos secuencias z(n)
e y(n) proporciona una secuencia cuya DFT inversa, IDFT, es el resultado de la convolu-
cion circular de esas dos secuencias. Si lo que se busca es la convolucion lineal entre esas
secuencias hay que modificar ligeramente este procedimiento. En primer lugar se determina
la longitud de la convolucién de las dos secuencias que serd igual a la suma de las longitudes
de las secuencias menos uno. Seguidamente se rellenan con ceros las secuencias hasta lle-
gar a dicha longitud. Se calculan sus DFT y se multiplican punto a punto determindndose
seguidamente su IDFT. El resultado obtenido es la convolucién de las dos secuencias.

El procedimiento comentado es usado habitualmente porque el coste computacional es
mucho menor que usar la definicién de la convolucién. De hecho, gran parte de las librerias
de procesado digital de senales en programas comerciales utilizan la DFT a la hora de filtrar
secuencias de larga duracion.
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2.2.

Problemas resueltos

1. |Dado un sistema L.I.T. de respuesta impulsional 4(n) determine la salida del sistema

cuando:

a)
b)

La entrada vale z(n) = Ae/™0" para —oo < n < oo.

La entrada vale z(n) = Ae/®0u(n).

. Qué conclusiones se pueden sacar de a) y b)?

Resolucion:

a)

La salida del sistema viene definida por

y(n) = i h(k)x(n — k) = i z(k)h(n — k), (2.7)
k=—00 k=—00
por lo que
y(n) = i h(k)Aelwo(n=k) — ggiwon i h(k)e~Iwok, (2.8)
k=—00 k=—o00
Llamando H(e/®0) = 2% _ h(k)e 7“0k se tiene que
y(n) = Ae?O"H (1) = z(n)H (e/™), (2.9)

donde H(e’™) es la respuesta en frecuencia del sistema para w = wy. Se com-
prueba que las entradas del tipo Ae’”°™ son autofunciones del sistema y su
autovalor asociado es la respuesta en frecuencia.

Ahora se tiene que

0 n <0
y(n) = (2.10)
Yore o h(k)z(n—k) en otro caso.
Resolviendo el caso de interés (n > 0) se tiene
y(n) =352 h(k)Ael " Pu(n — k)
(2.11)

= S0 h(k)Aeiwon=k) = feiwon S0 p(k)e~Iwok,

Queremos relacionar la salida de este apartado con la del a), por lo que, operando
llegamos a que

o o
y(n) = Aeom | 3" h(k)e ok — N h(k)emIvok] (2.12)
k=—00 k=n+1
y por tanto
y(n) = Ae?“om H(eI"") — Ae™o" " h(k)e™Ivok, (2.13)
k=n+1

Tenemos dos términos; el primero de ellos se corresponde con el obtenido en el
apartado a) de este problema y se conoce como término estacionario. El segundo
de ellos se conoce como respuesta transitoria. Este tlltimo término aparece debido
a la transicion abrupta que se produce en la entrada para n = 0.
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2. |Dada la respuesta en frecuencia de la secuencia real z(n) denotada por X (e/?), se

pide demostrar que:

a) Xgpar(e’?) es una funcién par de w.

b) Xraac(e?®) es una funcién impar de w.
¢) |X(e’)| es una funcién par de w.

d)  ¢x(ewy €s una funcién impar de w.

donde | X (e/*)| y ¢ X (esw) Tepresentan la magnitud y fase de la respuesta en frecuencia

del sistema X (e/*), respectivamente.

Resolucion:

a) Sabemos que la parte real de la TF de una secuencia se puede descomponer como

Xnpar = 3 [X(@¥) + X*() (2.14)
donde
X (V) = Z z(n)e v, (2.15)

Si se toman conjugados en esta ultima expresion, se llega a
X* () = Z z*(n)el". (2.16)
n=—00
Como z(n) es real, *(n) = z(n) y, por tanto,
1 . )
XRrEAL = = [Zzo:_oo z(n)e W £330 x(n)eﬂw”]

2
(2.17)

= ST aln) (e 4 ) = 3 r{n)eos(um).

Como la funcién cos es par, es decir cos(wn) = cos(—wn), se tiene que X prar(e’*)
es una funcién par.
b) Para comprobar que Xjprag(e’) es una funcién impar, se sigue un camino

andlogo. Ahora se tiene

Xisia = 5= [X(&") = X*(&") (2.18)
X (V) = Z z(n)e Ivn (2.19)
X*(e") = Z z*(n)elvn (2.20)

Como z(n) es real, x*(n) = z(n) y, por tanto,

Xisiao = 5= (S0 nlm)e ™" = S a(m)er™"]
. | - ) (2.21)
=—— z(n)(eV" —e 7)) = =3 x(n)sen(wn).

27 n=-—00
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¢) Como la funcién sen es impar, es decir sen(wn) = —sen(—wn), tenemos que
Ximag(e??) es una funcién impar.

Para comprobar que | X (e’")| es una funcién par, se aplica su definicién:

X(&)] = \/X2par (9) + Xy ag(e) (2:22)

X (e 9)] = \/Xpap(e77) + Xy ag(emiv). (2.23)

Por lo visto anteriormente,

Xrpar(€) = Xtpaple 7)) = Xppar(€”) = Xppap(e 7*) (2.24)

X[MAg(ejw) = X[MAG'(efjw) — XIZMAG(ejw) = X[MAg(efjw). (2.25)

Por tanto, tenemos que | X (e/*)| = | X (e~7")| y, en consecuencia, se trata de una

funcién par.

d) Analicemos ahora la fase de la respuesta en frecuencia ¢p:

X
@H:arctg< IMAG), (2.26)
REAL
de donde
; XIMAG(ejw)>
e = aretg | ————=~ 2.27
pu(e?) = arety (LA (2.27)
y
w XIMAG(G_jw)>
e ) =arctg | =22 2.28
pule ") = arety (S (2.28)

Aplicando lo obtenido en los apartados a) y b) se obtiene

i —XIMAG(ejw)>
Jwy __
Hle =arctg | ———————= ] . 2.29
emle) g < g Az () (2.29)
Como la funciéon arctg es una funcion impar, se llega a
(,OH(efjw) = —(,OH(ejw) (2.30)

y por tanto ¢ es una funcién impar.

3. | Determinar la respuesta en frecuencia de un sistema cuya respuesta impulsional

viene dada por h(n) = Aa"cos(won)u(n) con |a| < 1.

Resolucion:

Aplicando la definicion se tiene

H(") = Z h(n)e J¥n = Z Aa"cos(won)u(n)e I, (2.31)

n=—oo n=—~oo
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Descomponiendo el coseno como suma de exponenciales complejas se llega a

Jwon —jwon
%) o—jun

HE™) = ATz (T

AN

= [Zzozo(aej(wf)*w))" + Zzozo(aefj(wow))n] (2.32)

2
A 1 1

= — _ —+ - .
2 [1 — qel(wo—w) 1 aeﬂ(“’0+w)]

Se puede realizar la suma infinita pues || < 1 y por tanto, se puede desarrollar la
expresién anterior de la forma:

, A 9 _ J(wo—w) —Jj(wo+w)
H(e?) = 2 (el ™ + e ") (2.33)
2 |1+ a2e 2w — qef(wow) 4 g—ilwotw))
Sustituyendo e/(Wo=w) 4 g=i(Wotw) — g=jw[eiwo | ¢=iWo] = 2cos(wp)e™/Y podemos
obtener:
; A(1 — acos(wp)e )
H(") = . — 2.34
(e™) 1 4 a?e=21% — 2acos(wg)e~Iv (2:34)
4. |Determinar la transformada de Fourier de la siguiente senal discreta:
1 0<n<N-1
z(n) =
0 en otro caso.
Comentar las repercusiones de este resultado.
Resolucion:
Aplicando la definicién de la respuesta en frecuencia, se tiene
()= S un _ N g _ L e 2.35
n=-—00 n=0
Operando llegamos a
X(ejw) _ e*jilﬂN/2 ejw‘N/Z _ efg:wN/2 _ e—jw(N—l)/QM' (2.36)
e*j’w/Z ej’w/Z — e*j’w/Z sen(w/Z)

La representacién del médulo y la fase de la transformada de Fourier obtenida es la
mostrada en la Fig. 2.3.

La importancia de esta transformada se debe a que cualquier senal discreta finita se
puede construir a partir de su versién infinita y su producto por esta funcién; esto es

g(n) = y(n) - z(n), (2.37)
por lo que, pasando al dominio frecuencial, se tiene

Y (/) = Y (/) x X (e/V), (2.38)
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Figura 2.3: Médulo y la fase de la transformada de Fourier X (e/%).

donde * indica la operacién de la convolucién. Por consiguiente, se tiene un camino
alternativo para calcular la transformada de Fourier de la senal discreta finita usando
su version infinita.

Otro punto a tener en cuenta es que esta funcion aparecerd en todas aquellas senales
con un final “abrupto” por lo que su transformada de Fourier aparecerd indirectamente
a través de la convolucién en la transformada de Fourier de la senal que se quiere

determinar.

Demuestre que la senal discreta temporal cuya transformada de Fourier es

1

X(e") = (1= e Joym

para o] < 1 es

Resolucion:

Este problema se va a resolver aplicando el principio de induccién; principio fun-
damental en matematica discreta. Este principio dice lo siguiente; dada una cierta
propiedad, si se prueba para n = 0 o n = 1 (valor inicial de la propiedad) y, supo-

niéndola cierta para n se prueba para n + 1, entonces es cierto para todo n.

Asi pues, para m = 1, se puede demostrar sencillamente ya que

X (&) = ﬁ — z(n) = %a"u(n) = o"u(n). (2.39)

Ahora se supone cierto para m = k y se comprueba la validez para m =k + 1.

: 1 1 1 , .
Xe™) = (1 —ae7w)Fl ~ (1—aed9)k 1—qedv Hy () - Hy(e’™) (2.40)
con
: 1 : 1
Hi(@") = —— Hy(e/") = ——— (2.41)

(1 — qedw)k’ - aqeiw’
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De aqui podemos definir la secuencia de entrada como convolucion de las dos respues-
tas impulsionales correspondientes a las TF anteriores (ver Ejercicio 4):

z(n) = hi(n) * hy(n Zhln—Shz Zhl Yho(n—s).  (2.42)

Aplicando que la propiedad se cumple para m = k, se sustituye en la ecuacién anterior
dicha propiedad, llegando a:

2(n) = i (3 Zﬁ; 1>a5u(s) A" Suln — 5) = o no (3 Zﬁ; 1). (2.43)

S=—00

Si el resultado fuera el correcto se tendria que

= -1 1)—1
Z<s+k >:<n+(k+ ) >:<n+k>' (2.44)
g k—1 (k+1)—1 k

Esta dltima igualdad se demostrara aplicando de nuevo el principio de induccion.
Tomamos el caso de n = 0 se tiene

(0:ﬁ11>:<0:k><—>1:1 (2.45)

y, por tanto, se cumple para n = 0.

Se supone cierto para n y se comprueba si se cumple para n + 1:

;ﬁgcﬁs>=§§G;ﬁ}§+£g;2=0ﬁ»wﬁﬁ

— s:?),...n g s=n+1

_ (n+k)! (k+n)  (n+k)! 1 1

T k! (k—D!n+1)  (k—1)n! [E+n+1] (2.46)
(R n+E+1) (nt+E+1)!

B El(n +1)! T k(n+1)!

= ("),

con lo que queda demostrado.

Se tiene que se cumple la expresién del sumatorio y, por tanto, se demuestra la equi-
valencia siguiente para todo n:

X(e") = 1L __, (” = 1>anu(n). (2.47)

(1 — e Jw)m m—1

* k
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6. |Dado el sistema definido por la ecuacién en diferencias acopladas

w(n) = z(n) — 0'8lw(n — 2)
y(n) = w(n) + w(n —1)

Determinar:

a)
b)

La respuesta en frecuencia del sistema.
La salida en el estado estacionario cuando la entrada es
0 nimpar

z(n) =
1 n par.

Resolucion:

a)

Aplicando la propiedad de desplazamiento en el tiempo se tiene
W(el?) = X (e/V) — 0'81e 72 W (e/) (2.48)
Y (') = W(e?Y) + e YW (V). (2.49)

Despejando en la primera expresion se obtiene

X (elv)

Wy = 2.
W(e™) = T os1e 2 (2.50)
y agrupando términos en la ecuacién anterior se llega a
Y (/) = W(e?¥)[1 + e 7Y, (2.51)
A partir de aqui, obtenemos
jwy — Jjw
Y(e) = X(e )1 T 0'8le 720 (2.52)
y, por tanto,
. Y (edw 1 —Jjw
H(emy = X0 e (2.53)

X(e7w) 1+ 0/8le—72w"
La Fig. 2.4 muestra dicha respuesta en frecuencia.

La salida en estado estacionario se puede calcular usando la respuesta en fre-
cuencia. Hay que tener en cuenta que Y (e/*) = H (/") X (e/*). El siguiente paso
es poner la senal como combinacién de sinusoides que, en nuestro caso, seria

z(n) = =[1 + (—=1)"]u(n). (2.54)

Esta senal es la composicién de dos sinusoides con frecuencias w =0y w = ,
esto es

z(n) = %[cos(On) + cos(mn)]u(n). (2.55)
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Figura 2.4: Respuesta frecuencia en magnitud y fase del sistema H (e/v).

Para w = 0 se tendria

. , . 1 1+1
Y (el®) = H(/")X () = =(0'55. (2.56)
we0 weo 21+0781
Y (/) = H(") X (V) — (L) 1=t 0. (2.57)
o o 2) 1+ 081

La Fig. 2.5 muestra la salida obtenida usando la entrada anterior. Se aprecia la
respuesta transitoria del sistema hasta alcanzar el valor de 0°55.

Sefal de salida

0.8 1

0.6

0.4

0.2}

0 20 40 60 80
Muestras

Figura 2.5: Respuesta transitoria del sistema.

* k
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Un efecto de audio digital tipico es el eco. Este efecto seguiria la siguiente ecuacion

en diferencias
y(n) = z(n) +ay(n — D)

correspondiente al diagrama de bloques mostrado en la Fig. 2.6. Este diagrama
refleja, de forma intuitiva, el significado de un eco ya que la secuencia de salida
estard formada por una versiéon de la secuencia de entrada atenuada y retardada
varias muestras. Determine la respuesta en frecuencia de este sistema determinando

los méximos y los minimos de dicha respuesta dando un significado intuitivo de ellos.

Resolucion:

x(n) v (n)

)
") I

a
<

Figura 2.6: Diagrama de bloques correspondiente a la implementacién de un eco mediante una unidad
de retardo de orden D.

Aplicando la propiedad del retardo temporal a la ecuacién en diferencias se tiene la
siguiente igualdad:

Y (/") = X () 4 aY (e/¥)e VP, (2.58)
Despejando se obtiene
. X(ejw)
Jwy
Y () = [ yo—juD’ (2.59)
por lo que
H(") = _ (2.60)
1 —aeJwb’ :
Se tiene entonces que
H(e) = — (2.61)
|1 — ae—iwD|’

que serd minima cuando |1 —ae~7*?| sea méximo. Se tendrd entonces que localizar el
maximo de [(1—acos(wD))?+a?sin?(wD)]*/? = [14+a®—2acos(wD)]'/?. Esta cantidad

serd méaxima cuando cos(wD) = 1, esto es, cuando wD = +km con k = 1,3,5..., 0
lo que es lo mismo, wD = (2k + 1)7 con k = 0,1,2,.... Esto equivale, por tanto, a
2 f, D
mfel _ (2k + 1)m, (2.62)
m
de donde
_Jm
fo = 202K + 1). (2.63)

2D



2.2 PROBLEMAS RESUELTOS 105

Si se quiere el maximo de |H (e/")| y se sigue un razonamiento similar se llega a que
dicho maximo se produce para wD = 2kn, de donde f, = kf,,/D.

Los significados estan claros al nivel de senales, en el caso del minimo se produce una
suma de cosenos en contrafase y en el del maximo estan en fase. El resto de situaciones
son intermedias entre estas dos. La Fig. 2.7 muestra la respuesta en frecuencia del
sistema para el caso de D = 10y a = (0'8.

Magnitud (dB)

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fase (grados)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Frecuencia Angular Normalizada (r rads/muestra)

Figura 2.7: Respuesta frecuencial (magnitud y fase) del sistema disefiado.

8. | Se tiene un filtro digital ideal que presenta la siguiente respuesta en frecuencia

e 7D |w| < /2
H(ejw) =
0 otro caso.

Determine la respuesta impulsional del sistema que da lugar a dicha respuesta fre-
cuencial.

Resolucion:

Se tiene la siguiente igualdad:

1 [ o
h(n) = — H(e") e dw, (2.64)

T on _r

donde, sustituyendo la funcién H(e/?), se tiene:

1 .. o
h(n) = 2— 77/32 e JwD cjwn g,
s
= % L/T% eIw(n=D) qy;,
(2.65)
_ %ﬁ [eg(nfD) _ efag(nfm]
s n —

2sen(%(n — D)) _ sine(3(n-D))
2w(n — D) 2 7

* *
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sen(x)
x
infinita por lo que el sistema es ideal (no se puede implementar fisicamente). Lo que

con —oo < n < 00, siendo sinc(zr) = . Se tiene un sistema no causal de longitud
si se puede hacer es calcular una serie de términos de la expresién anterior y calcular
su respuesta frecuencial. Las graficas de la Fig. 2.8 muestra la respuesta en frecuencia
obtenida usando —15 < n <15y D = 5.

N
o o

Magnitud (dB)
N
o

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0
__-1000F
[%2]
(=}
8 —2000F
k=)
@ -3000f
©
w
-4000(
5000, 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Frecuencia Angular Normalizada (m rads/muestra)

Figura 2.8: Respuesta en frecuencia del sistema.

Se han calculado los términos y se han desplazado “temporalmente” para hacer el sis-
tema, causal. Este desplazamiento temporal se corresponde con un término frecuencial
de la forma e~7%®, Este hecho se deduce de la aplicacién de la propiedad del retardo
temporal expresada como sigue

Si

z(n) < X(w)

entonces

z(n —k) PN e Ik X (w)

Se tendrd pues un efecto sobre la fase pero no sobre la magnitud al realizar este

desplazamiento temporal. Este efecto sobre la fase aparece en el retardo de grupo o

envolvente, que se define como la derivada de la fase respecto a la frecuencia y viene

expresada asi

dip(w)
dw

Se puede ver el retardo de grupo como el retardo temporal que experimenta una serie

Tg = —

(2.66)

de componentes frecuenciales al pasar por un determinado sistema. Cuando la fase
sigue una dependencia lineal con la frecuencia, el retardo es constante.

La Fig. 2.9 muestra que existe un retardo de 20 muestras; 15 correspondiente al
desplazamiento para que el sistema sea causal y 5 debidos a la eleccion de D. Si se
hubiera tomado mas términos, la respuesta seria més cercana al caso ideal.
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Figura 2.9: Retardo de grupo del sistema.

9. | Se tiene un filtro cuya respuesta en frecuencia es

J —T<w<0
H(ejw):
-7 O<w<m.

Determine la respuesta impulsional de dicho sistema.

Resolucion:
Aplicando la definicion
1 ™

= H(e?Y)el" duw, (2.67)
2 J_,

h(n)

se tiene que

1 , o 1 {4 . 1° T
h(n) = Dy [fi)wjejw"dw - Js je]“’”dw] =5 [.Lejw”] - .Lejw”] ]
T ™Lm — (2.68)

Jn 0
- [1—em™ — (eJ™ —1)] = L[2 — 2cos(mn)].
2n 2n
Segun esto, se tendria
0 n par
h(n) = 5 (2.69)

— n impar.
™

Este filtro es ideal ya que —oo < n < oo, ademds de ser no causal. La actuaciéon de

este filtro serd la siguiente; sea una sefial z(n) = cos(wn) = [e/¥" +e~/*"]. La salida

del filtro para la primera componente seria

1 .
y1(n) = Ejejw" (2.70)
mientras que para la segunda seria
1 .
ya(n) = —=je 7*". (2.71)
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Aplicando la linealidad de los sistemas estudiados se tiene

y(n) = y1(n) +y2(n) = 2%[6””” — e 7" = sen(wn), (2.72)

la senal de salida tiene un desplazamiento de fase de /2.

10. |Se plantea un sistema digital, causal, cuya respuesta impulsional viene dada por la

siguiente serie:

h(n) = {?’0’0’ 1,1,1,0,0,0,1,1,1,...}.

Determine la respuesta en frecuencia de dicho sistema.

Resolucion:

Este sistema, al ser periédico con N = 6 cumplird la siguiente relacién h(n) = h(n—6)
excepto en n < b por lo que para los términos 0 < n < 5 se usaran deltas para
caracterizarlo. De esta forma se obtiene:

h(n)=0-0(n)+0-6(n—1)+0-d(n—2)+1-6(n—3)+1-6(n—4)+1-5(n—>5)+ h(n — 6)2.73)

Aplicando la propiedad del retardo temporal y la transformada de Fourier de una

delta
Si
§(n) < 1
entonces
5(n —ng) «— e Jwmo
se llega a
H(ejw) — o Jw3 + e—Jjwd + e—Jws + e Jwb _ 1776]'11;(6_]103 + AL 4 e—JW5)(2_74)
—e
Se puede aplicar
M M+1 _ L
P .15
s—1

a la suma de exponenciales complejas (s = e /%, L = 3, M = 5), obteniendo

H jwy e—jwﬁ _ 6—jw3 5 76
(6 ) - (1 _ efjw(;)(e,jw _ 1) . ( . )

Reagrupando términos para expresarlos en forma de senos y cosenos, se tiene que

e—9/2jw(€—jw3/2 _ 6jw3/2)

Jwy _
H(B ) o efjw?:(ejw?) _ efij)efij(efjw/Z _ 6jw/2) : (277)

De esta forma,

—2jsen(3w) B e I(wt3) 1

H(e'™) = ™" 2jsen(3w)(=2j)sen(3) 4 cos(3w)sen(3w)

(2.78)
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Figura 2.10: Respuesta en frecuencia (magnitud y fase) del sistema.

Tendremos que |H (e/*)| — oo paraw = 0y w = /3, estando acotada dicha respuesta
en frecuencia el resto de valores. La Fig. 2.10 muestra dicha respuesta en frecuencia.

11. |Dada la respuesta en frecuencia de un sistema H (/) se define el retardo de grupo
como

Ao (eiv)

Ty = —
I dw

donde @ (,jw) representa la fase del sistema H (e7). Determine dicho retardo en los
siguientes casos:

a) h(n) =301+ (=1)"][u(n) — u(n - 8)].
b) h(n) = a"u(n).

Resolucion:

a) La primera respuesta impulsional se puede escribir como

1, npary0<n<38
h(n) = (2.79)

—1, en otro caso

Se tendria entonces

3

H (™) Z h(k)e vk = Zh (2k)e™2Wh =y " e 2wk, (2.80)

k=—o00 k=0
Si se aplica la expresion de la suma de una serie geométrica finita se llega a

—2jw4 -85
H(ejw) _ l1—e J?” _ 1—e¢ J.w _ 673jw56n(4w)_ (2.81)

l—e 2w 1—e 2w sen(w)
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La fase de H (e/") ser4 igual a —3w (fase de la exponencial compleja) y entonces
se tiene que el retardo de grupo es

d j w
Tg = — (IDZ(BJ ) =3. (2'82)
w
b) En este caso tenemos
= 1
]w —jwn _ —jwn _ n —jwn _
n=—00 n=—00
De esta expresion podemos calcular la fase del sistema:
; asenw
Preiw) = P(1) —p(l —ae™) =0 — (1 — acosw + jasenw) = —arctg <1
y por tanto, derivando podemos calcular el retardo de grupo:
dog (eiv) 1 cosw(l — acosw) — (asenw)senw
Tg = — = ———Q
! dw 14 Fasenw (1 — acosw)?
(1—acosw)? (2.85)
_ ofcosw — acos*w — asen’w]  afcosw — 1)
(1 — acosw)? + a?sen?w 1+ a2 — 2acosw’
Si ahora tomamos o = 1/2,
S(cosw —1)  2(cosw — 1)
Tg =2 = 1 , (2.86)
7 — cosw 5 — 4cosw
que no es constante y si producird distorsién en fase.
12. |Sea z(n) una secuencia real de N puntos tal que cumple la siguiente relacién de

simetria #(n + &) = —z(n),n =0,1,..., 5 — 1 (IV par). Demuestre que su DFT de
orden N:
a) Tiene los arménicos pares igual a 0.

b) Los armdnicos impares se pueden calcular usando la DFT de orden N/2 de la
-27Tn
senial z(n) modulada por la exponencial e™/ "~ | esto es

zZ(n) = 2z(n)e IR n—O,l,...,E—l.

Resolucion:

Para demostrarlo se usa la definicién de la DFT:

N-1 o N/2—1 . Ne1 -
X(k) =Y wn)e? " = Y zn)e’m + > a(n)ed N (2.87)
n=0 n=0 n=N/2

Cambiando el indice al segundo sumatorio (s = n — N/2) se llega a

N/271 N/2 1
27kn

X(k)y= Y z(n)e v + (s + N/2)e I & TN/ (2.88)
n=0 s=0

— aCcosw
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Aplicando que z(s+N/2) = —z(s),Vs = 0,..., N/2—1 y desarrollando la exponencial
compleja, se llega a

N/2-1 N/2-1
- 2mkn 7rks
X(k)y= Y am)e = S a(s + Nj2)e I F eI, (2.89)
n=0 s=0
Agrupando los dos sumatorios se llega a
N/2-1 ‘
X(k)= > a(n)(l —eI™)e Iw" (2.90)
n=0

Si k es par se llega a X (k) = 0. En el caso de que k sea impar se llega a

N/2—1
X (k)= Z Zx(n)e_j#, k impar (2.91)
n=0

Si k es impar se debe cumplir ¥ =2u+ 1 con u =0,...,N/2 — 1. Esto se traduce en

N/2—1 Nj2—1 ,
-27Tn -27mn _qE£TN
X(k)= 3 20(n)e T CH) = N (20(n)e I F)e TN u=0,...,N/2 —(2.92)
n=0 n=0
con lo que queda demostrada la segunda proposicion. * %

13. |Dada una secuencia z(n) que es diferente de cero en el intervalo 0 < n < N —1
(N par) y nula fuera de él y tiene como DFT X(k), determine la relacién existente
entre dicha transformada y las DFT de orden N de las secuencias

a) y(n)=(=1)"z(n)
b) z(n)=x*(n), conjugado de z(n).

¢) Respuesta impulsional dada por

z(n), n par

h(n) =
0, otro caso
Resolucion:
a) Determinemos el valor de Y (k)
Y(R) =205 yn)e I = 0 (<)) e(n)e TN = S0 a(n)e TR e
(2.93)
= S0 w(n)e ™I Wl = SV a(n)ed F D) = X (k- )
Si k < N/2 en lugar de sustituir (—1)" por e/™ se sustituye por e /™, llegando
a:
Y(k) =05 yln)e W = S0 (1) e (n)e T
(2.94)

2mkn 2rn N N—1

- En 0 :L‘( Je TN eI = En:O x(n)eij%(k+%) = X(k+ g)
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Por tanto, se tiene

X(k+%), k<N/2
Y (k) = (2.95)

X(k-%), k>N/2

b) En este caso, se tiene

- 2wkn

— Z*(k) = 0 w(n)ed F

_ s2mkn

Z(k) = YN ot (n)e I

(2.96)
=SV L am)ed N e 1N = SN L a(n)e IV YR = X (n— k)

y, por tanto, volviendo a conjugar se llega a
Z(k)=X"(n—k). (2.97)
¢) La senal de la cual se nos pide calcular su DFT se puede escribir como
v(n) = z[1 + (—=1)"]z(n). (2.98)
Como la DFT es un operador lineal,
DFT{v(n)} = % (DFT{z(n)} + DFT{(~1)"z(n)}] (2.99)

que, a partir de los resultados del apartado a),

V(k) = % X (k) + X (s + g)_ k< % (2.100)
y
UCEE X (k) + X (k- %)_ k> g (2.101)
14. | Considere la secuencia temporal z(n) = (3)"u(n). Se pide
a) Determinar X (e/v).
b) Determinar la secuencia X (k) = X (e/?) , k=0,1,2,3.

__ 27k
W=7

¢) Suponiendo que la secuencia obtenida en b) fueran los coeficientes de una DFT,
determinar la secuencia temporal que se deriva de dicha secuencia.

d) Comparar la secuencia obtenida con z(n) y justificar el resultado.

Resolucion:
a)
X@) = 3 atme = 3 Cyrumeion = S (b 2.102)
n=—00 oo 2 o 2
por lo que
X (") = = 2 (2.103)

|- 2—e v
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b)

c)

X(k) = . 2.104
0= 3= 0| s (2.104)
4 2
de donde
X(0) =2 (2.105)
2
X(1)=—— 2.106
0= 57 (2,106
2 2
X(2) = === (2.107)
2—e 72 3
2 2
X(3) = = (2.108)
2—e T 2—7J
Se aplica la IDFT para obtener &(n):
N-1
. 1 _j2mkn
Z(n) = N X(k)e 7™~ (2.109)
k=0

2 2 2

— % [(X(0) — X(2)) + 4 (X(1) — X(3))] = % [(2 ~2) 4 - %)} ==
£(2) zﬁziZOX(k)em

:%[X(O)—X(l)JrX(Z) _X(3)] = % 242 - (2 +2)] :%
#(3) =1 Y0, X(k)eI

= % [X(0) —jX(1) — X(2) +jX(3)] = i -2+ -] = %

La secuencia obtenida ha sido

16 8 4 2
tm) =40 —. 2 2 2 2.111
&(n) {1T5’ 15" 15" 15} (2.111)

La secuencia z(n) para n = 0,1,2,3 es {1,(2)",(4)"1,(8)'}. Se comprueba
que la secuencia &(n) se genera de acuerdo a la expresion

z(n)

. 1
z(n) = T A% 5 (2.112)
En nuestro caso
. 1., 1 1,16
= (= =(=)"— 2.113
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La diferencia entre las dos series viene del factor ﬁ que es debido al solape
2
temporal ya que z(n) # 0 para n > N. De la teoria se tiene
B(n) =3 20x(n+IN) =322 x(n+14)
()2 (2.114)
=Y 2(3)" = (5 Xl = 1—2@ = (3)"(13)
2
con lo que queda demostrado el resultado obtenido.

15. |Sea z(n) una secuencia tal que z(n) =0, Vn < 0o n > N, siendo X (k) su DFT de

orden N. Se pide

a)

b)

c)

Demostrar la identidad de Parseval

N—-1 1 N-1
D lx(n)* = N D IX(R)P
n=0 k=0

Calcule la DFT de orden N con N > L de la senal

1, 0<n<L
z(n) =
0, otro caso

Utilice los resultados de b) y ¢) para determinar la suma

2
1 & <sen(%)>
— —— L
100 ==\ sen({gp)

B

(==}

a)

Resolucion:

Aplicando la definicién de la DFT se tiene

N-1 )
X(k) = a(n)e 7" (2.115)

n=0

Se se conjuga la anterior expresién, se tiene

N-1
Xt (k) =Y a*(s)ed T, (2.116)
s=0
con lo que
N—-1N-1 ok N-1 o
X (B =D an)z(s)ed ¥ O =" |u(n)Ped VT (2.117)
n=0 s=0 s=0

Las exponenciales complejas presentan la propiedad de ortogonalidad dada por:

N-1 0, s#mn
27k

ed o (s—n) — (2.118)
k=0 N, s=n
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16.

Se tiene entonces

N-1 N—1
(X (R)? =N fa(s)
k=0 s=0
con lo que
N-1 L Nl
2 _ 2
S ) = 5 31X ()]
s=0 k=0

y por tanto queda demostrado la Identidad de Parseval.

b) Aplicando la definicién de la DFT, se tiene

X®)y =St am)e 7w =k e

k sk k k
l—e N e IN N —e N
k
i L wk wk
_e Nk sen(F L) ik (L—1) sen ('
eIN  sen(ZE) sen(Zk

¢) Nos piden determinar el sumatorio

99 2
1 sen(")
100 P Sen(f—%)

N

(2.1

19)

(2.120)

(2.1

(2.1

21)

22)

Comparando el término general del sumatorio con el obtenido en el apartado b),

tenemos que N = 100 y L = N/4 = 25, por lo que

24 99 Ey O\ 2
1 sen(™F)
2 4
E z(n) = — g — (2.123)
n=0 10035 (sen(f%))
como z(n) =1, 0 < n < 24, ese sumatorio es igual a 24.
*
2k

Vk=0,...,N—1.

Determine la DFT de orden N de la secuencia /%™, n = 0,..., N —1 siendo w # N

Resolucion:
Aplicando la definicion se llega a

:2wkn

X(k) = 271_:[;01 :L-(n)eij — EN;(} ejwnefj 27;{;" _ EN:Ol ej(w,

n

1 — iw=3FEN 1 — giwN cJwN/2 e JwN/2 _ gjwN/2
1= edw=235) 1 _iw=3F) w5 w5 _ i(w-
wiN
L w(N—=1) k Sen| ——
_ (B0 oy (*37)

senl(w — ZE)3)

Destacar que si w = 252 o € Z, entonces X (k) =0, Vk #a y X(a) = N.

N

(2.124)
2
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17.

0.5r 1

o ) [
0 10 20 30 40 50
Muestras

Figura 2.11: Secuencia temporal.

Veamos que a toda senal periddica discreta cuya frecuencia sea multiplo de la fun-
damental, le corresponde una DFT cuyos coeficientes son todos diferentes de cero,
salvo el correspondiente a la frecuencia de la senal periddica. La explicacion temporal
queda reflejada en la Fig. 2.11.

Cuando se calcula una DFT se supone que la senal obtenida al aplicar la Transfor-
mada Inversa serd periddica. Esto es inmediato de comprobar de la siguiente forma.
Partiendo de la expresién que define z(n) en funcién de X (k), se tiene que

N—-1
1 - 2wkn
x(n) = + ZX(k)eﬂfzzé“ 0<n<N-1. (2.125)
k=0

Si sustiuimos n = ng + N, se llega a

1 ok
#(no + N) = 57 Xilg X(k)ed 5 o+

1 N—1 -2k
— - Nno —
=~ Yoo X(k)e? N0 = g(ng).
Se tiene entonces que la senal deberia repetirse cada N muestras, lo que ocurre con
las funciones cuya frecuencia se corresponde con miltiplos de la fundamental.

Esto no ocurre con la senal que se quiere descomponer y, a pesar de ser periddica,
al realizar la DFT aparece como no periédica; tenemos un “salto” entre el primer
periodo de z(n) y el siguiente. Ese “salto” entre periodos consecutivos provoca que
los coeficientes de la DFT sean diferentes de 0. A este fenémeno se le conoce como
“goteo o derrame espectral” ( “spectral leakage”). Este efecto se verd en mayor detalle
en el apartado de practicas con MATLAB de este mismo capitulo.

Sea x(n) una secuencia periddica de periodo N, se desea determinar la relacién entre

X(k)] y X(k)] siendo X(k)] la DFT de orden a de z(n).

N 2N «
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Resolucion:

Escribiendo la DFT de orden 2N de la secuencia z(n),

2N-1 _ N-1 _ 2N—1 ‘
X (k)] = ) a(n)e TN = N7 p(n)e 22N N g (n) eI 2K 127)
P\ — "o —
Si ahora se cambia el indice en el segundo sumatorio n = s + N, se tiene
N-1 4 N-1 4
X(k):| — Z x(n)e—]ZWkn/QN + Z :E(S + N)e_]ZWk(S+N)/2N. (2.128)
2N n=0 s=0

Aprovechando que z(t + N) = z(s), se puede escribir

N—-1 N—-1
X(k)] = Z z(n)e I2mkn/2N 4 Z z(s)e I2mks /2N g=imk (2.129)
2N n=0 s=0

Agrupando términos se llega a

N-1
X(k)] = wln)e 2N (14 oI X(k/z)] (14+e7™) . (2.130)
b — N
k impar k par
Por tanto se tiene que X(k)] =0y X(k)] = 2X(k/2)]
2N 2N N

Asi pues se aporta informacién adicional si usamos otro periodo para calcular la
DFT. Visto de otra forma, el aumentar las funciones base en nuestro espacio de la
DFT no resulta necesario ya que, en el espacio original de la DFT de orden N todas
las muestras temporales quedan claramente definidas. * %

18. |Se tiene una senal periédica z(n) de periodo N. Se genera una nueva senal

0 n impar
y(n) =

z(n/2) n par.

de tamano 2N. Se desea determinar la relacién entre Y(k)] y X (k)] .
2N N
Resolucion:
Aplicando la definicion de la DFT se tiene
2N -1 4 N-1 4 -1 4
Y(k):| _ Z y(n)e—]ZWkn/QN — Z y(23)€—]27rk(25)/2N + Z y(23 + 1)6—]27Tk‘(28+1)/?(1§’131)
2N =0 =0 L= .
n;ar n i;)zrpar

por lo que

-1

=Y z(s)eI2mhs/N = X(k)] . (2.132)

D) — N

Y(k)]

No se tiene informacién adicional por introducir ceros en la secuencia de ahi que no

se tengan cambios en la DFT. Ademds, destacar que como X (k)] tiene periodo
N
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N, Y(k) también tendrd periodo N. Es decir, anadiendo ceros entre muestras se

2N
obtiene una “repeticién” del espectro de la senal.

19. |Se tiene una DFT X (k) de N puntos correspondiente a la senal z(n). Determine las
secuencias temporales que dan lugar a las siguientes DF'T, también de orden N, con
N par, relaciondndolas con X (k).

a) Y(k)=(-1)FX(k).

b) Y(k) = %[X(k) + X(K)] = Real{X (k)}.
¢) Y(k)=X(k—-5)parak>N/2y X(k+ &) para k < N/2.

Resolucion:

a) Aplicando la definicién de la inversa de la DFT, se tiene

1 .
yn) = STV (e
. (2.133)
=+ Liso X(k)(=1)ke>mn/N,
Como (—1)% = &/™ se tiene que
1 ) .
W) = 5 T X(kyeimterzmin/y
— %22/;01 X(k)ejZWkN/QNejZWLk/N_ (2'134)
1 _ 2k N
=N o X (k) ™ ) = g(n 4+ ).
y, por tanto, se llega a
N
y(n) =z(n+ —=) (2.135)

2
si0<n<N/2.

En el caso de que n > N/2 se puede hacer el cambio (—1)* = e/™. En esta
situacién se llega a

—_

N— N— N
1 - 27 -2mn 1 ;21
y(n) = N kgo X(k)e_ﬂ;VN eI N = N kg X(k)e’ -3 = z(n — 502.136)

—_

si N/2<n < N.
b) Aplicando la propiedad de linealidad de la DFT a

Y (k) = %[X(k) + X (k)] (2.137)
se llegaria a

[z(n) + £(n)] (2.138)

* *
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donde #(n) es la DFT inversa de X*(k). A continuacién, se determinard dicho

valor:
B(n) == sz o X (k)ed N
) . (2.139)
— _ s2mkn
— |3 S x|
y como I = =1, Vk € Z, podemos escribir
(f;(n) = |:N Zg;ol X(k)eJ Zﬂ']\l;Ne ]27;\1;”:|
(2.140)
- [ SN X (el ")] = 2*(N —n),
por lo que
1
y(n) = ﬁ[x(n) + z*(N —n)]. (2.141)
En este caso se han “reflejado” los términos de la DFT.
Aplicando la definicién de la IDFT se tiene
kn
y(n) = ZN Y (k)
1 N/2-1 amkn
=[S Y e 4 SN, Y (e (2142)
1 N/2-1 j2mkn
= & [T X+ /2 o X (k= Nj2)ed
Tomando un cambio de indices como sigue:
k+N/2=u, k—N/2=w, (2.143)
se obtiene
1 _ N/2— 1 2mn (4 N
y(n) = % [ LN X(wel T8 4 SV X (o)l T D)
(2.144)
1 _ 2mnu ™ N/2—1 - 2mTnU iTn
= L[N Xl e im 1 Y x ()i 5]

Como los indices 4 y v son mudos y €™ = 77" se llega a la expresién

Z X (k)ed “F eI, (2.145)

En el caso de que n sea par se tiene

Z X (k)ed ¥ = z(n). (2.146)

mientras que si n es impar se llega a

]. 7\'TL
:_ﬁ 2 J 25 = —z(n). (2.147)

con lo que se puede escribir

y(n) = (=1)"z(n) (2.148)
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Los resultados obtenidos en este ejercicio son los duales de los conseguido en el ejercicio
13, demostrando la dualidad de los dominios temporal y frecuencial.
20.

Dada una secuencia discreta real z(n) con periodo N siendo X (k) su DFT de orden
N, compruebe las siguientes igualdades:

a) Real{X(k)} = Real{ X(N —k)}.
b) Imag{X(k)} = -Imag{X(N —k)}.

Resolucion:

De las dos igualdades propuestas se deberd cumplir que X (k) = X*(IN —k). Aplicando
la definicion de DFT se tendria:

N-1 . N-1 P N-1 .
X(N —k) = Z z(n)e ) T (N=k) = z(n)ed N eI = Z z(n)ed N (2.149)
k=0 k=0

k=0
Aplicando que x(n) es real, es decir se cumple z(n) = x*(n), se obtiene

N—-1 - *
X(N —k) = (Z x(n)e]N> = X*(k)

(2.150)
k=0

con lo que quedan demostradas las igualdades proporcionadas.
21.

Dadas las secuencias z(n) = {+1,—1} e y(n) = {—1, +1}, utilice la DFT para
) t

a)
b)

Resolucion:

)

Determinar la convolucion circular de las dos secuencias.

Determinar la convolucion lineal de las dos secuencias.

La convolucién circular de dos secuencias se puede determinar usando la DFT
de acuerdo al siguiente esquema:

Si
z(n) 25 X(k)‘N
o) 25 ()
entonces
Z(k) = X (k)Y (k) "25 2(n) = 2(n)®y(n)

(2.151)
n=0

(2.152)
n=0



2.2 PROBLEMAS RESUELTOS 121

con lo que
X(00)=z(1)+=z(2)=0, X(1) =2. (2.153)

Para la segunda secuencia tenemos

y(n): Y (k) =Y yln)e” PNt (2.154)

Y(k) =D a(n)e 72", (2.155)

n=0
con lo que
Y(0)=y(0)+y(1)=0, Y(I)=-1-1=-2. (2.156)
De este modo,
Z(k)=Y (k)X (k) (2.157)
y podemos obtener Z(0) = 0y Z(1) = —4. Planteando transformadas inversas
se tiene
1 i j2mkn 1
— 7" no imkn i
SN2 e =g ZZ I = L [2(0) + Z(1)™), (2155)

por lo que podemos calcular los valores de la secuencia resultante

2(0) = %[Z(O) +2(1)] = 2 (2.159)
2(1) = %[Z(O) + Z(1)ed™] = 2. (2.160)

Por consiguiente, la convolucién circular serd entonces z(n) = {-2,2,0,0,...}.
t

Para determinar la convolucién lineal hay que anadir a las secuencias ceros hasta
que tengan una longitud igual a la de la convolucién lineal de las dos secuencias.
En este caso, la longitud de la convolucion lineal es L = 2+ 2 — 1 = 3. Se tiene
entonces que

z(n) = {—i—Tl, —1,0}, g(n) = {—Tl, 1,0}, (2.161)

y hay que calcular entonces las DF'T de las dos secuencias, multiplicarlas, y por
ultimo determinar la IDFT de dicho producto.

Se tiene, en primer lugar,

2k Ak 27k

2

X(k) =3 dn)e i = [55(0) Fa()e 95 1 56(2)(3*9'*] - [1 — e % h162)
n=0

Para Y (k) se tendra:

2 2k sdmk 27k
(k) = 3 gm)e 78 = [5(0) + 9(1)e 7 +§2)e T | = |14 ¢ (163)
n=0
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k

. 2T

A partir de las dos ultimas expresiones se puede establecer
B) = —(1—e %52, (2.164)

Z(k) = X(K)Y (k) = (1 — 55" ) (=1 + e~

y se tiene entonces
Z(0)=0 (2.165)
Z() = —(1—e 52 = ... = —3¢i% (2.166)
202)=—(1—ed5 )2 =... =3¢ 5. (2.167)
Aplicando la transformada inversa se tiene
1 2 ok
&(n) = 5 > Z(k)e T (2.168)

Por tanto, podemos calcular su valor para n = 0, 1,2 como sigue. Para n =0,
1 s i
=[0 -3’3 —3e7 73] = —1. (2.169)

1. -
2(0) = 5[2(0) + 2(1) + 2(2)]
Para n =1,
~ 1 pTo 2w _iT pAm
Z(1) = g[—3€]36‘7 3+ (—3e3)el 3] =2. (2.170)
Para n = 2,
~ 1 jmo A T 87
2(2) = g[—?)ej?»e] 5 +(—3e73)el 3] =1 (2.171)
Si se aplica la expresion de la convolucién lineal de dos senales, se tiene
00 1
)= Y alk)yln—k) = 3 a(k)y(n — ), (2172
k=—o00 k=0
con lo que
z(0) = z(0)y(0) = —1 (2.173)
z(1) = z(0)y(1l) + z(1)y(0) = 2 (2.174)
z2(2) =z(1)y(1) = -1 (2.175)

que es lo obtenido usando la DFT.

Determine la senial temporal que da lugar a la siguiente DFT:

22.
X(k) = {17j7 _17 _.7}

(2.176)

—_

N—
- 2mkn

r(n) = < kz X(k)ed
=0

Resolucion:
Aplicando la expresion general de la IDFT a la expresion proporcionada,
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y sustituyendo valores (N = 4), se llega a

3
2(n) = iZX(k)ej o (2.177)

Los valores de la secuencia recuperada son

2(0) = i[X(O) +X(1)+X(2) + X3)] = %[1 +j—1—4]=0(2.178)

z(1) = i[X(O) +X(1)eI7 + X(2)e + X(3)e/ 7] = %[l —1+1-1]=0(2.179)
#(2) = 3IX(0) + X()&" + X(2)e¥™ + X(3)e7] = 1[1 —j — 1+ ] = 0 (2.180)

(X(0) + X(1)&/F + X (2)e¥™ + X(3)e/ 5] = %[1 F1414+1]=1(2.181)
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2.3. Problemas propuestos

1. |Determinar los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier del siguiente pulso
periddico:

z(n) =xz(n+ N)
donde

1, O<n<lL

w(n)|en un periodo —
-1, L<n<N-1

2. |Demostrar, con la ayuda de las secuencias h(n) y z(n) que se puede usar la con-
volucién circular (anadiendo ceros a las secuencias originales) para determinar la

convolucién lineal.

3. | Dadas las siguientes ecuaciones en diferencias determine la correspondiente respuesta
en frecuencia en magnitud de:

a) y(n)==z(n)—z(n—2)—08ly(n—2).
b) y(n)==x(n)—xz(n — N) con N par.

4. |Determine la salida, en estado estacionario, del sistema definido por h(n) cuando la
entrada es z(n):

oln) = 51+ (~1)"u(n)

h(n) = (%)ncos(won)u(n), wy = 7/2.

5. |Implemente un sistema que elimine la componente de 50 Hz, la frecuencia de mues-
treo del sistema es de 250 Hz, alterando lo menos posible el resto de componentes.
Seguidamente determine la salida en estado estacionario de dicho sistema cuanto la
entrada es:

r(n) = 51+ (1) u(n)
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10.

11.

12.

Determine la salida del sistema, en estado estacionario, definido por h(n) cuando la
entrada es z(n):

h(n) = 5(1+ (~1)"u(n)

z(n) = 2005(2%?”)11(77,) - sen(% + %)u(n)

Dada la secuencia z(n) definida como {%, 2,1,0,0,0,0} determinar:

a) La respuesta en frecuencia X (e/%).

b) Su Transformada Discreta de Fourier de orden N, ;jqué tienen en comun los
resultados a) y b)?

Calcular las DFT de N puntos (N par) de las siguientes sefiales:
a) x(n) =d(n)
b)

1, 0<n<i-1

z(n) =
—1, en otro caso

Aplicando las propiedades de la DFT exprese las DFT (orden N) de las siguientes
senales en funcién de la DFT de orden N de z(n), X (k):

a) y(n) = z(n)cos(*F*)

b) z(n) = z(n)sen(%)

Una senal de tiempo continuo z(t) cuya frecuencia méxima es de 4 kHz se muestrea
a 10 kHz. Seguidamente, con la senal muestreada se determina su DFT de 1000
puntos. jA qué frecuencias corresponden los términos 150 y 180 de esta DFT?

Dadas las senales:

T = {:B(Tl),w(Z), o z(N =1)},

Yy = {$(N¢_ 1),z(N —2),...,z(1)}

Determinar la relacién que existe entre sus DF'T de orden IV.

Determinar la DFT de las siguientes senales periddicas:

a) xz(n)= {%,0,71, 1,0,—1,1,0,—1,...} DFT de orden 3.

b) z(n) = {%,0,0,71, 1,0,0,—1,1,0,0,—1,...} DFT de orden 4.
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13. |Dada la secuencia z(n) diferente de 0 en el intervalo 0 < n < N — 1 cuya DFT de
orden N es X (k). A partir de dicha secuencia se obtiene y(n) de la siguiente forma

z(n) 0<n<N-1

y(n) =
0 N <n<2N —1.

Determine Y (k) relaciondndola con la obtenida usando z(n).
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2.4. Practicas con MATLAB

2.4.1. Respuesta en frecuencia

En esta practica se estudiara el concepto de respuesta en frecuencia de un sistema. Ve-
remos como podemos utilizar ésta para determinar la salida de un sistema dada una cierta
entrada. También estudiaremos la relacién entre los polos y ceros de la transformada Z y
la respuesta en frecuencia de un determinado sistema.

1. Un hecho que normalmente no se tiene muy en cuenta a la hora de trabajar con la
respuesta en frecuencia es la respuesta transitoria de un sistema. Cuando se analiza
la respuesta en frecuencia de un sistema se supone que las seniales tienen longitud in-
finita. En cambio, dado que se trabaja con senales causales (valen cero para tiempos
negativos), la hip6tesis de partida no es verdadera. Este hecho se traduce en la apari-
cion de una respuesta transitoria que desaparecera con el tiempo dejando la respuesta
estacionaria determinada por la respuesta en frecuencia. Esta respuesta transitoria es
propia de cada sistema y no depende de las entradas que se le aplican. A modo de
ejemplo se considera el sistema definido por la ecuacién en diferencias:

y(n) = z(n) + py(n —1), (2.182)

siendo p una constante. Para resaltar todavia mas la respuesta transitoria del sistema
se considera un valor cercano a 1, en nuestro caso consideramos 0°99. Se considera que
la sefial de entrada al sistema es z(n) = cos(270'1n). Para determinar la respuesta
en frecuencia a partir de la ecuacién en diferencias se aplica la propiedad del retardo
temporal a dicha ecuacién, obteniéndose

Y () = X (/) + pY (e?¥)e 7%, (2.183)
Agrupando términos se obtiene:

Y (/9) = X(e)

el e (2.184)

Si se determina la salida analiticamente, usando la respuesta en frecuencia se tendria:

. 1 . .
Y(e!¥) = T oo y(n) =Y (e?)|cos(2r0 1n + (Y (e/¥)) = 1'70co0s(0'2rn — 0'92).185)
— pe
El siguiente programa en MATLAB determina la salida del sistema usando la res-
puesta en frecuencia, de forma andloga a la comentada e implementando la ecuacién

en diferencia mediante un bucle for.

N=input (’Longitud de la secuencia a filtrar ’);
mu=input (’Parametro del sistema ’);
x=cos (2*pi*0.1*(0:N-1));

% Salida usando la respuesta en frecuencia
ycom=1/(1-mu*exp(-0.2%pi*j));
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y=abs (ycom) *cos (0.2xpi* (0:N-1)+angle(ycom)) ;

% Salida usando la ecuacién en diferencias
yy=zeros(1,N);
yy(1)=x(1);
for t=2:N,
yy (£)=x(t) +mu*yy (t-1);
end

% Representacidén de las secuencias
subplot (2,1,1), stem(y,’*-7)
title(’Secuencia usando la respuesta en frecuencia ’);

subplot (2,1,2), stem(yy,’*-7)
title(’Secuencia usando la ecuacién en diferencias ’);

La Fig. 2.12 muestra lo obtenido para los dos casos. Se aprecia que existe una discor-
dancia inicial entre los dos métodos debida a la respuesta transitoria del sistema.

10 20 30 40 50
Muestras

Figura 2.12: Secuencias obtenidas mediante (a) la respuesta en frecuencia y (b) la implementacién de la
ecuacion en diferencias.

2. Otro punto importante a tener en cuenta al estudiar la respuesta en frecuencia es el
hecho de considerar que un sistema modifica la amplitud y la fase. Por inercia se tiende
a estudiar solamente el médulo de la frecuencia que da informacién sobre el cambio de
la amplitud. Esta forma de proceder tiene una razén de “uso”. La mayoria de filtros
digitales se orientan a aplicaciones de audio donde la fase de la senal no tiene excesiva
importancia recayendo en la amplitud la caracterizacién de las senales. Sin embargo,
cuando la forma de la senal es importante, el considerar la fase es fundamental, como
por ejemplo en la transmisién de datos o en el procesado de senales biomédicas. A
modo de ejemplo se considera la siguiente entrada:

10

1 2
w(n) =5 + > cos (%(n - 129)k> n=1,...,256 (2.186)
k=1
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La representacién temporal y frecuencial de esta senal viene dada en la Fig. 2.13.

15 \
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Muestras
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Frecuencia Normalizada. Frec. Nyquist =1

Figura 2.13: Representacién (a) temporal y (b) frecuencial de la sefial.

De la expresién que define z(n) y de su caracterizacién frecuencial se deduce que esta
senal estd formada por la suma de un conjunto de sinusoides cuya frecuencia digital
oscila entre 0 (nivel de continua correspondiente al factor 1/2) y 10/256. Seguidamente
se filtra esta senial con el siguiente filtro:

y(n) = —ax(n) + z(n — 1) + ay(n — 1) (2.187)

En primer lugar se determina la respuesta en frecuencia del filtro que se obtiene usando
la instruccién freqz (num, den) donde num y den son, respectivamente, el numerador
y denominador de la respuesta en frecuencia del sistema. Aplicando la propiedad del
retardo a la ecuacion (2.187) se tiene

Y (e9) = —aX () + X (e/¥)e 7% 4 aY (e/¥)e I (2.188)
de donde, agrupando términos, se llega a la respuesta en frecuencia del sistema

; —a+e ¥
H(Y) = ———. 2.189
() = T (2159)
Segun ésto, la instrucciéon de MATLAB a utilizar seria freqz([-a 1],[1 -a]). Sise
utiliza @ = 0’9 se obtiene lo representado en la Fig. 2.14.

Se observa que la ganancia es de 0 dB para todas las frecuencias (observar la escala).
Sin embargo si que aparece un efecto sobre la fase; si se determina el retardo de
grupo de este sistema mediante la instrucciéon grpdelay, y con el mismo uso que la
instrucciéon freqz, se obtiene la Fig. 2.15. Se observa que el retardo no es igual en
todas las componentes y, por tanto, aparecera una distorsiéon en el pulso debido al
sistema.
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Figura 2.14: Respuesta en frecuencia (magnitud y fase) del sistema.
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Figura 2.15: Retardo de grupo en funcién de la frecuencia normalizada. Se aprecia un descenso aproxi-
madamente exponencial.

Esta distorsion se comprueba si la senal generada anteriormente se toma como entrada
al sistema. El siguiente programa en MATLAB implementa la ecuacién en diferencias
(2.187).

clc

clear
close all
a=0.9;

% Generacién del pulso
x=0.5%ones(1,256);
for t=1:10,

wk=2%pi*t/256;

x=x+cos (wk*((1:256)-129));
end
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% Determinacién de la salida
y=zeros(1,256);
y(1)=x(1);
for k=2:256,

y (k) =-a*x (k) +x(k-1)+a*xy (k-1);
end

subplot (2,1,1)
stem(-128:127,x)
title(’Sefial de entrada’)

subplot (2,1,2)
stem(-128:127,y)
title(’Sefial de salida’)

La Fig. 2.16 muestra las senales de entrada y salida del sistema. Se aprecia que,
aunque la magnitud de las componentes permanece inalterada (ganancia del sistema
igual a la unidad para todas las frecuencias), el desfase que se introduce a cada una
de las componentes distorsiona la senal.

15 ‘

5 L L
-150 -100 -50 0 50 100 150

15 \

Muestras

Figura 2.16: Sefiales de (a) entrada y (b) salida del sistema.

3. A continuacién se plantea el mismo ejercicio pero usando el siguiente sistema:

19

y(n) = % kz z(n —k). (2.190)
=0

Esta ecuacién se corresponde con un promediador mévil, “moving average”. Se de-
terminard en primer lugar la respuesta en frecuencia que, aplicando la propiedad del
retardo temporal, se puede escribir asi:

19

, 1 .
H(e¥) = — —jwk 2.191
(e) 20;06 (2.191)



132

CAPITULO 2. ANALISIS FRECUENCIAL DE SENALES Y SISTEMAS

Se podria aplicar la expresion de una suma geométrica pero no merece la pena ya que
se puede utilizar la instruccién ones, genera un vector/matriz de unos para determi-
nar la respuesta en frecuencia de este sistema de una forma relativamente sencilla.
Asi, la siguiente instruccién determina dicha respuesta en frecuencia para N = 20,
freqz(0.05*ones(1,20),1). El resultado obtenido se muestra en la Fig. 2.17.
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Figura 2.17: Respuesta en frecuencia (magnitud y fase) del sistema.

El sistema tiene una ganancia unidad para frecuencias bajas (las que tiene la entrada
considerada) y presenta una fase lineal que conduce a un retardo de grupo constante.
Hay que recordar que dicho retardo se determina a partir de la derivada de la fase de
la respuesta en frecuencia. El retardo constante que proporciona MATLAB mediante
la funcién grpdelay es 9’5. El siguiente programa en MATLAB filtra la senal usando
este promediador mévil.

clc

clear

close all

a=0.9

% Generacién del pulso
x=0.5%ones (1,256) ;

for t=1:10,

wk=2%pi*t/256;

x=x+cos (wk*x((1:256)-129));
end

% Determinacién de la salida
y=zeros(1,256);
yy=[zeros(1,19) x];

for k=2:256,
y(k)=0.05*sum(yy(k+19:-1:k));
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2.4.2.

end

subplot (121) ,stem(-128:127,x)
title(’Sefial de entrada’)

grid

hold on

subplot (122) ,stem(-128:127,y,’*-’)
grid

title(’Sefial de salida’)

Se aprecia que las dos senales son similares en su forma pero la ganancia es diferente
para las distintas componentes frecuenciales existiendo un evidente retardo de grupo
sobre toda la senal (Fig. 2.18).
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Figura 2.18: Sefiales de (a) entrada y (b) salida del sistema.

Transformada Discreta de Fourier

Antes de empezar con esta transformada hay que destacar unos problemas que apa-
recen debido a la precisién en las operaciones matematicas al trabajar con MAT-
LAB. Las instrucciones de MATLAB para determinar la DFT y su inversa son, res-
pectivamente, £ft y ifft. Como son operaciones inversas la actuacién de una de
ellas seguida por la otra deberia dejar inalterada la senal. Sin embargo, a pesar de
la alta precision de MATLAB en sus calculos aparecen una serie de errores en los
mismos. Para demostrar este hecho se generan 100 puntos de la senal definida por
z(n) = 0'5[u(n) + (=1)"u(n)] se calcula su DFT, seguidamente la inversa de esta
transformacién y se representa, finalmente, la diferencia entre la senal original y la
obtenida con la transformacién inversa (Fig. 2.19).

Se aprecia que esa diferencia es muy pequena y no afecta en la gran mayoria de
los casos que se utiliza dicha transformada. De hecho, podemos conocer la precision
relativa en coma flotante de MATLAB mediante las siguientes instrucciones

>> format long
>> eps
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Figura 2.19: Comprobacién de la resoluciéon de MATLAB en el célculo de la DFT y su inversa.

A continuacién se va a demostrar el efecto del “solape temporal” que tiene el muestreo
en frecuencia, dual al efecto del solape frecuencial al muestrear una senal temporal.
Para ello se utilizard la senial z(n) = a"u(n). En primer lugar se determina su transfor-
mada de Fourier, cdlculo ya realizado en el apartado de problemas. Esta transformada
viene definida por la siguiente expresion:

4 1
Wy __
X(eY) = 1 oo i= (2.192)
A continuacién se toman N componentes equidistantes de dicha respuesta en fre-
cuencia que vendran dadas por la relaciéon wy = % Este muestreo proporciona una
secuencia de valores complejos. Asimilando dicha serie a un desarrollo en serie de
Fourier, se determinara la respuesta temporal que da lugar a dicha secuencia de co-
eficientes usando el comando ifft de MATLAB. Finalmente se representard las dos

secuencias. El siguiente programa implementa lo comentado en este parrafo.

% Muestreo de la respuesta en frecuencia
a=input (’ Introduccién del factor a ’);
N=input (’ Introduccién del orden de la DFT ’);

% Vectores de frecuencias
w=2%pi* (0:N-1)/N;

% Muestreo de la respuesta en frecuencia
Xk=1./(1-axexp(-j*w));

% Determinacidén de la sefial temporal
xx=ifft (Xk);

% Para evitar los problemas de la precisién directamente
% se considera la parte real
xx=real (xx);

% Representacién de los resultados
subplot(2,1,1)
stem(a.” (0:N-1),7%=?)
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title(’Sefial original’)

subplot (2,1,2)

stem(xx,’*-");

title(’Sefial obtenida a partir del muestreo en frecuencia ’)
xlabel (’Muestras’)

La Fig. 2.20 muestra lo obtenido con este programa para a=0'97 y N=25. La expli-
cacién de la diferencia entre la senal original y lo obtenido se encuentra en el solape
temporal. Al muestrear la respuesta en frecuencia y calcular la IDFT de la serie
obtenida lo que se obtiene es la senal definida por

o0

x(n)= Y x(n—kN), (2.193)

k=—00

siendo N la longitud de la secuencia muestreada En el caso planteado

o o
x(n) = Z a" *Nun —kN) =a™y "V (2.194)
k=—o0 k=0

an

T 1_—aN

x(n) (2.195)
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Figura 2.20: Representacién de la sefial (a) original y (b) la obtenida a partir del muestreo en frecuencia.

3.

Otro punto importante a estudiar es la resolucién de una DFT. Hay que distinguir
aqui dos tipos de resolucién: la fisica y la “operacional”. Si se tiene una senal de
longitud L, la minima frecuencia que se podra discernir serd aquella cuyo periodo
sea, precisamente, el correspondiente al producto L - T donde T es el periodo de
muestreo. Desde un punto de vista intuitivo esta afirmacion estd clara; este periodo
es el maximo que se puede abarcar con las muestras consideradas y la frecuencia de
muestreo escogida. Una sinusoide con un periodo mayor no se considerara completa.
Sin embargo en una DFT la resolucién es igual a la frecuencia de muestreo dividida
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por el numero de puntos. Esto se deduce de las frecuencias muestreadas wy = %
27 fa

Asi la separacién entre dos frecuencias consecutivas es Aw = %ﬂ Y, COMo w = 5<%,

se tiene Aw = me donde F,, es la frecuencia de muestreo.

A continuacién se verd la diferencia entre ellas usando el siguiente programa de MAT-
LAB:

close all

clc

£1=90;

£2=100;

£3=240;

£4=360;

fm=input (’Frecuencia de muestreo (Hz) ’);
tt=input (’Duracién del muestreo en ms ’);
N=input (’Longitud de la DFT aumentada ’);

t=(fm*tt)*0.001;

x1=cos(2*pi* (£1/fm)*(0:t-1))+cos(2*pi* (£2/fm) *(0:t-1));
x2=x1+cos (2*pi* (£3/fm)*(0:t-1) ) +cos (2*pi* (£4/fm)*(0:t-1));
y=fft (x2);

t1=0: (fm/t) : fm- (fm/t) ;
plot(tl,abs(y),’*-r’);
yy=fft(x2,N);

hold on

£2=0: (fm/N) : fm- (fm/N) ;
plot (t2,abs(yy),’+-k’)
axis([0 fm/2 0 max([abs(y) abs(yy)1)1);

grid,zoom on

En este programa se considera en primer lugar 1kHz como frecuencia de muestreo con
un intervalo de muestreo de 25 ms. En primer lugar se toma el orden de la DFT igual
a la longitud de la senal. Se tendra entonces que la resolucién de la DFT vendra dada
por:

fm 1000
w N w o5 0H~

Segun este valor las componentes de 90 y 100 Hz no serian discernibles pues su se-
paracion frecuencial es de 10 Hz y la resolucién de la DFT es de 40 Hz. La Fig. 2.21
muestra los resultados obtenidos.

A continuacién se aumenta la longitud de la DFT anadiendo ceros la final de la se-
cuencia. Por ejemplo se considera una DFT de 100 puntos. Segtin esto, la resolucién
seria en este caso de 10 Hz y ya se podrian distinguir las componentes de 90 y 100
Hz. La Fig. 2.22 muestra lo obtenido en este caso. En la figura aparecen dos graficas
correspondientes a la DFT sin anadir ceros (simbolos +) y anadiendo ceros. Se mues-
tran las dos graficas para destacar el hecho que siguen sin ser discernibles; el anadir
ceros supone una interpolacién en el dominio frecuencial pero, evidentemente, no se
aporta mas informacion sobre la senal que se analiza con la DFT.
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Figura 2.21: Espectro obtenido mediante una F;,, = 1000H z y un intervalo de muestreo de 25ms.
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Figura 2.22: Espectros obtenidos con Aw = 40Hz (x) y Aw = 10Hz (+4). Se han unido con lineas las
muestras | X (k)| de cada uno de ellos para una mejor visualizacién.

Si ahora se aumenta el tiempo de muestreo a 100 ms y se considera una DFT igual
a la longitud de la secuencia obtenida, 100 muestras, se obtiene una resolucién ope-
racional de 10 Hz. Ejecutando el programa de MATLAB en este caso se obtiene lo
representado en la Fig. 2.23. En este caso, y dado que todas las componentes frecuen-
ciales son multiplos de la resolucién de la DFT, aparecen solamente los armoénicos
correspondientes a las componentes de la senal.

4. El ultimo caso estudiado no es el mas corriente ya que pueden ocurrir casos en los que
la resolucion fisica es suficiente pero la frecuencia de las componentes no es un multiplo
de la resolucién de la DFT. Como ejemplo se considera una sinusoide de frecuencia
10 Hz muestreada a 1000 Hz durante un periodo de 250 ms. Seguidamente se calcula
la DFT de esta senal (N es la longitud de la senal) obteniéndose lo representado en
la Fig. 2.24. En este caso la resolucién de la DFT es 1000/250=4 Hz. Este efecto se
conoce como “goteo o derrame espectral”, ( “spectral leakage”).
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Figura 2.23: Espectro obtenido con un tiempo de muestreo de 100ms y una longitud de la secuencia de
100 muestras. La resolucién operativa es de 10 Hz. y, por tanto, se pueden recuperar eficientemente las
componentes de 90 Hz. y 100 Hz. Se han unido con lineas las muestras | X (k)| de cada uno de ellos para
una mejor visualizacién.
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Figura 2.24: llustracion del goteo espectral al tomar una resolucién de 4Hz no mdltiplo de la frecuencia
de la senal analégica aunque con un nimero sificiente de muestras. Se han unido con lineas las muestras
| X (k)| de cada uno de ellos para una mejor visualizacién.

Otra forma de verlo es analizar el dominio temporal. La Fig. 2.25 muestra la repre-
sentaciéon temporal de la senal. La DFT es la representacién de la senal z(n) si se
repitiera de forma infinita: como hay una diferencia entre el punto inicial y final de
dicha senal se produce un “salto” en esa senal periédica que la DF'T intenta modelizar.

Para evitar este problema se plantea el uso de una ventana en forma de secuencia
discreta que multiplica a la secuencia cuya DFT se quiere determinar. Este producto
hace que el punto original y final de la secuencia resultado sean el mismo y, por lo
tanto, se evite el “salto” anteriormente comentado. Una multiplicacién en el dominio
temporal supone una convolucién en el dominio frecuencial por lo que las caracteristi-
cas frecuenciales de la senal quedan, légicamente, condicionadas por dicha ventana.
MATLAB tiene implementadas varias ventanas. Asi, las que estudiaremos seran la rec-
tangular (boxcar), triangular (triang), Hanning (hanning) y Hamming (hamming),
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Figura 2.25: Representacién temporal de la secuencia z(n).

etc. A continuacién se aplicard una ventana a la sinusoide comentada antes de de-
terminar su DFT. La Fig. 2.26(a) muestra la senal temporal obtenida al usar una
ventana de Hamming y la Fig. 2.26(b) muestra el espectro de esta senal. Si se com-
paran las Figs. 2.26(a) y 2.24 se aprecia que el “goteo espectral” se ha reducido en
gran manera. Comentar que lo que se gana al usar ventanas se pierde en resolucion;
estos métodos de enventanado se seguirdn estudiando en el tema de filtros por lo que
no se incidird més en ellas en este capitulo.
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Figura 2.26: (a) Secuencia temporal y (b) espectro obtenido mediante una ventana de Hamming. Se han
unido con lineas las muestras | X (k)| de cada uno de ellos para una mejor visualizacién.

5. A continuacién se plantea el uso de la DFT para determinar la convolucién lineal de
dos secuencias. El procedimiento a seguir es el comentado en la seccién de teoria de
este capitulo y que queda reflejado en los siguientes puntos:

a) Se determina la longitud que tendra la convolucién lineal de las dos sefiales (L).

b) Se determina la DFT de orden L de las dos senales anadiendo ceros a las secuen-
cias.
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¢) Se multiplican punto a punto las secuencias obtenidas aplicando la DFT.

d) Se calcula la IDFT de dicho producto.

Para comprobar lo comentado, se pide al lector que considere las siguientes senales:
X1=[1,2,3]; X2=[-1,1]; y que determine su convolucién. Realice los pasos (a)-(d)
anteriormente comentados para comprobar su resultado. ;Se obtiene lo mismo si se
rellenan las senales con 2 ceros?

Las secuencias anteriores son de corta duracién; si se tienen secuencias de larga du-
racién se aplica uno de los métodos de solapamiento y suma o su dual (solapamiento
y almacenamiento). Estos métodos aparecen explicados en los textos dados en la
bibliografia. El siguiente programa implementa este dltimo método. El lector pue-
de utilizarlo para comprobar su funcionamiento con una serie de secuencias y desde
aqui se le anima para que intente implementar el método de solapamiento y suma.

% Método de solapamiento y almacenamiento
clear

clc

aa=input (’Nimero de bloques ’);
M=input (’Longitud del filtro FIR ’);
N=input (’Longitud de las DFT ’);
long=N-M+1;

h=(0.8)."(0:M-1);

x=cos (0.2*pix*(0:aa*long-1));

hh=[h zeros(1,N-M)];

XX=zeros(N,aa) ;

% Creacién de los bloques

a=zeros(1,M-1);

for k=1:aa,
XX(1:M-1,k)=a’;
XX(M:N,k)=x((k-1)*long+1:k*long) ’;
a=x (k*long-M+2:k*long) ;

end

% Determinacién de las Transformadas de Fourier
XF=fft (XX);

HF=fft(hh’);

gg=HF*ones(1,aa);

resul=XF.x*gg;

% Determinacién de las transformadas inversas
yy=ifft(resul);

yy=real(yy);

[mm,nn]=size(yy);

yl=yy (M:mm, :) ;

[a,bl=size(y1);

ysalida=reshape(yl,1,a*b);

% Representacién de la diferencia entre conv y éste método
yout=conv (x,h) ;
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s=min([length(yout) length(ysalida)]);
plot(yout(1l:s)-ysalida(l:s));
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Capitulo 3

Transformada Z

3.1. Introduccion tedrica

La Transformada Z (TZ) tiene el mismo papel en el andlisis de sefiales y sistemas discretos
lineales invariantes temporales (L.I.T.) que la transformada de Laplace en el andlisis de
senales y sistemas continuos L.I.T. A modo de ejemplo, la convolucién de dos senales en
el dominio temporal tiene su equivalente con la operacién de multiplicar sus respectivas
transformadas en el dominio Z. Como se vera a lo largo de este capitulo, ésta propiedad
simplifica, enormemente, el andlisis de los sistemas discretos. Ademas, la transformada Z
proporciona una manera de caracterizar senales, sistemas L.I.'T. y sus respuestas a varias
senales usando para ello los polos y los ceros de la funcién de transferencia en el dominio
transformado, conocido como dominio o plano Z.

Destacar que, desde un punto de vista matemadtico, la transformada Z de una senal
discreta supone una representacién alternativa a la que, normalmente, se utiliza, esta es,
la representacién temporal. De hecho, el indice temporal desaparece en dicha transformada
7. Es una representacion alternativa pero se tiene la misma informacién que en el dominio

temporal.

3.1.1. Definicion

La Transformada Z de una senal discreta z:(n) se define como la serie de potencias:

X(z)= Y w(n)z" (3.1)

n=-—0oo

donde z es una variable compleja. También se denota como X (z) = Z{z(n)} y la relacién
entre 2(n) y X(z) se puede indicar con:

3.1.2. Region de convergencia

Dado que la transformada Z es una suma de una serie geométrica (suma de series de
potencias negativas de z), esta transformada sélo existe para aquellos valores del plano
complejo para los que dicha suma de serie de potencias converge. Asi pues, la regién de
convergencia ( “Region Of Convergence”, R.0.C.) de X (z) es el conjunto de todos los valores
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de z para los que X (z) es finita:

n=—oo

Aparte de lo que supone en si la R.O.C. de una transformada 7, se da el caso de que
dicha transformada no determina de forma tinica una senal en el dominio del tiempo. Esta
ambigiiedad solo se resuelve si, ademds de la transformada Z, se especifica la R.O.C.

A modo de ejemplo, se considera la transformada 7 de las siguientes senales discretas
z1(n) = a"u(n) y z2(n) = —a"u(—n — 1) . Si se determina la transformada Z de las dos
secuencias se tiene lo siguiente:

o0 o0 o0 o0
(

X1(z) = Z z1(n)z " = Z a"u(n)z " = Za”z*” = Z(azil)” =1 izz_l = i ”

n=-—00 n=-—00 n=0 n=0

siy solo si laz~t| < 1. Por tanto, la R.O.C. viene definida por la condicién |az ™| < 1 que
conduce a |z| > |a|. Esta es la ecuacion que define el exterior de un circulo de radio |al.
Se calcula ahora la segunda transformada Z

o o0 -1
Xo(z2) = Z xo(n)z™" = Z —a"u(—n—1)z"" = Z —a"z7". (3.3)
Si se hace un cambio de variable n = —k se llega a:
Xo(z) = — Zcsz]C =— (Z a FF— 1) =— (Z(alz)k - 1) == (3.4)
z—a
k=1 k=0 k=0

siy s6lo si |a !z| < 1. La R.O.C. viene definida por la condicién |a1z| < 1 que conduce a
|z| < |a|. Esta es la ecuacién que define el interior de un circulo de radio |a|.

De lo comentado anteriormente se pueden extraer una serie de importantes conclusiones:

= La transformada Z de una secuencia discreta, junto con su regiéon de convergencia,
define de forma univoca dicha secuencia; esto es, no se puede determinar la secuencia
discreta que da lugar a una transformada Z sin conocer la region de convergencia de
dicha tranformada.

= Todas las transformadas Z racionales se pueden descomponer en términos de la forma

4 (3.5)

1—az~
Aplicando la propiedad de linealidad de las Transformadas Z (punto siguiente de
este capitulo) y usando lo obtenido anteriormente, se llega a la conclusién de que

la R.O.C. de este tipo de transformadas serd una combinacién de las R.O.C. vistas
anteriormente. Seguin esto se pueden tener las siguientes situaciones:

e Seiial estrictamente no causal (vale 0 para tiempos positivos). En este
caso la regién de convergencia va a ser un circulo.

e Senal estrictamente causal: (vale 0 para tiempos negativos). En este caso
la regién de convergencia va a ser el exterior de una determinada circunferencia.

\9-



3.1 INTRODUCCION TEORICA 145

e Senal no causal (mezcla de las anteriores). En este caso se pueden dar dos

situaciones:

o La R.0.C. es un anillo. Para que se de esta situacién el mayor médulo de
los polos de la Transformada Z, correspondientes a la parte no causal, debe

ser mayor que los correspondientes causales.

o No existe la R.O.C. Estamos en el caso opuesto al anterior.

3.1.3. Propiedades de la Transformada Z

1. Linealidad:
Si

z

z1(n) <= X1(2) y z2(n) <= X2(2)
entonces
z(n) = a121(n) + agzo(n) <= X(2) = a1 X1(2) + asXa(2), (3.6)

donde la R.O.C. es la interseccion de R.O.Cy y R.O.Co, y a1,a2 € C.

2. Desplazamiento temporal:

Si

z

entonces
z(n—k) < 2 "X (2)

Se mantiene la R.O.C. aunque se le puede anadir/eliminar el 0 y el oo

3. Escalado en el dominio Z:

Si

z(n) <= X (2), R.O.C:11 < |z| <y
entonces

a"z(n) < X(a"'2), R.O.C :|a|r; < |2| < |a|re

4. Inversion temporal:

Si
z(n) 2 X (2), R.O.C.:r) < |z| <7y
entonces

z _ 1 1
z(—n) <= X(z71), RO.C.: — < |z| < —
1 T2
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5.  Diferenciacion en Z:
Si
entonces
5 dX(z)
nz(n) «<— —z .
(3.7)
Misma R.O.C. que en el caso del desplazamiento temporal.
6. Convolucion de dos secuencias:
Si
z1(n) <= X1(2) y z2(n) <= X2(2)
entonces
z(n) = z1(n) * £2(n) <+ X(2) = X1(2) - X2(2), R.0.C = R.O.C; NR.0.Cy
7. Correlacion de dos secuencias:
Si
z1(n) <= X1(2) y z2(n) <= X2(2)
entonces
o () = Y m1(n)wa(n —1) < Reygy(2) = X1(2) - Xao(2 )
8.  Multiplicacion de dos secuencias:

Si
z1(n) <= X1(2) y z2(n) <= X(2)
entonces

5(n) = 1 (n)zs(n) < X(2) = %j/ch(v)Xz(g)vldv

donde C' es un contorno cerrado que encierra al origen y se encuentra en la R.O.C.
comun a Xi(v) y Xo(1/v).

Relacion de Parseval:
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Si z1(n) y z2(n) son dos secuencias complejas, entonces:
oo

1 1
Z = 2—/ X (v) X5 (—*> v tdv
n=—00 ) Jeo v

siempre que ryry < 1 < r1yrey, donde ryy < |2| < Ty ¥y T < |2| < 72y son las
R.0.C. de Xi(z) y Xa(2).

10. Teorema del Valor Inicial:

Si z(n) es causal, es decir, z(n) = 0 para n < 0, entonces:

z2(0) = lim X (z)

Z—00

3.1.4. Transformada Z unilateral

Si la senal es causal (vale 0 para indices temporales negativos) se tiene:

X(z) = Zw(n)z_n (3.8)

En el caso mas general, cuando se tiene una transformada Z cuyos indices van de 0 a +00 se
habla de transformada Z unilateral X *(z). El limite inferior es la tinica diferencia, siempre
nulo, independiente de que la senal sea causal (z(n) = 0, para n < 0) o no. Con esta
transformada se tienen algunas propiedades importantes:

1. No contienen informacién sobre z(n) para n < 0.
2. Es 4nica sélo para senales causales.

3. La Transformada Z unilateral cumple Z*{z(n)} = Z{z(n)u(n)}, siendo u(n) la fun-
cién escalén.

4. Como z(n)u(n) es causal, la R.0.C. de Z{z(n)u(n)} y, por tanto, la R.O.C. de
Zt{z(n)} es siempre exterior a un circulo de radio r € R.

Tiene también otras peculiaridades, recogidas en las siguientes propiedades:

1. Retardo temporal:

Si
2(n) <5 X (2)
entonces
k
z(n—k) &= 27 F[XT(2) + Z z(—n)z"]
n=1

2. Adelanto temporal:
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Si
2(n) &5 X+ (2)
entonces
. k
z(n+ k) &= 2F[XT(2) - Z z(n)z "]
n=1

3. Teorema del Valor Final:

Si

2t

entonces

lim z(n) = lim(z — 1) X (2)

n—00 z—1

3.1.5. Causalidad y estabilidad

Recordemos que un sistema es estable cuando, ante entradas acotadas, se tienen salidas
acotadas. Hablamos entonces de un tipo de estabilidad BIBO ( “Bounded Input Bounded
Output”). Usando la Transformada Z, un sistema es estable BIBO cuando la Transformada
7 de su respuesta impulsional presenta todos los polos dentro de la circunferencia unidad.
Esta caracteristica hace que la Transformada Z sea una herramienta muy 1til en el andlisis
de sistemas discretos.

Para estudiar la causalidad de un sistema también se puede utilizar la transformada
7. Asi un sistema es causal si y solo si la R.O.C. de la transformada Z de su respuesta

impulsional, H(z), es el exterior de un circulo.

3.1.6. Calculo de la Transformada Z inversa

El fin de la Transformada Z en el procesado digital de la senal es el andlisis de sistemas
lineales en tiempo discreto de tipo L.T.I. La forma de proceder, en la gran mayoria de
los casos, es pasar del dominio temporal al transformado Z para realizar una determinada
operacion y, finalmente, volver otra vez al dominio temporal. Esta tltima operacion se rea-
liza determinando la transformada Z inversa (TZI). Existen métodos més o menos formales
para realizar esta operacion, la cudl, mateméaticamente, se puede definir como

1
=— [ X(2)z" 'd 3.9
o) = 5= [ X (3.9
donde C es cualquier contorno que encierre al origen y se encuentra en la R.O.C. de X(2)
en el plano Z. La integral se evaliia en una circunferencia en un sentido contrario al de las
agujas del reloj.

Existen tres formas bdsicas para el cdlculo de la Transformada 7 inversa:
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1. Cllculo Directo. Integracion del Contorno.

z(n) = %jch(z)znldz =

= D polos{z}enclresiduo de X(2)2" Venz=z]=

n—1

siempre que los polos {z;} sean simples. Si X (2)2" " no tiene polos dentro del contorno

C para uno o mas valores de n, entonces x(n) = 0 para esos valores. Estos métodos
se encuentran extensamente relatados, por ejemplo en (Riley, Hobson y Bence, 1998).

2. Ezpansion en serie de términos en z y 2z~ L.

La idea es expandir X (z) en una serie de potencias de la forma:
oo
X(z) = Z cnz "
n=-—00

que converge en la R.O.C. dada. Como la Transformada Z es unica, z(n) = ¢,, Vn.
Cuando X (z) es racional, la expansion se hace dividiendo numerador y denominador.

3. Expansion en fracciones simples.
La idea es expresar X (z) como una combinacién lineal:

X(z) =1 X1(2) + e Xo(2) + ... + ax Xk(2)

donde X1(z),...,Xk(z) son expresiones con Transformadas Z inversas de z1(n), ...,
zk (n) disponibles en compendios de tablas matemadticas estdndar (Beyer, 1984).

Si la descomposicién es posible, usando la propiedad de linealidad, se obtiene:

z(n) = aqz1(n) + aeza(n) + ... + agzk(n)

Este método es muy util si la funcién de transferencia es racional:

X(2) N(z) by+brz b +boz 2+, +byz™
yA = =
D(z) ap+aizt+az2+...+anz N

Dado que las secuencias con las que se suele trabajar son, casi siempre, las mismas, los
dos tultimos métodos son los preferidos por su sencillez. A continuacién se exponen méas
extensamente.

Método de inspeccion

El método de inspeccion consiste, simplemente, en reconocer, usando unas determinadas
tablas, ciertos pares de transformadas. En la Tabla 3.1 se presentan las transformadas mas
comunes que se pueden encontrar.
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Tabla 3.1: Sefiales caracteristicas y sus correspondientes R.O.C.

SENAL TEMPORAL | TRANSFORMADA Z | R.O.C.
o(n) 1 Todo el plano Z
1
u(n) 1 —1z—1 |z| > 1
a"u(n) ?12’_1( | 2| > |al
1—2""cos(w
1
cos(wn)u(n) T 2cos(w)r 1 + 72 |z| >
2z Lsen(w)
1
sen(wn)u(n) 1 —2cos(w)z~! + 272 12 >
1 —az"tcos(w)
a™cos(wn)u(n) 1~ Sacos(w)z 1 + a2z 2 2| > |al
=T
a"sen(wn)u(n) az”_sen(w) |z] > |al

1 — 2acos(w)z~—1 + a?z72

Descomposiciéon en fracciones simples

En muchas ocasiones la transformada Z inversa no se puede encontrar a través de una
tabla. No obstante, debido a las caracteristicas de linealidad de la transformada Z si que
es posible dividir la transformada Z original en una serie de transformadas Z mas simples
cada uno de las cuales aparece en dicha tabla. El método de descomposicién en fracciones
simples se basa, justamente, en aprovechar este hecho.

Se sabe que existe la siguiente relacién entre transformada Z, senales temporales y regio-

nes de convergencia:

R.O.C.: |2 > |

! }: i (3.10)

1—az!

TZI{

n

—a"u(—n —1), R.O.C.:|z| <|a|

Se observa que se tiene la misma transformada Z pero la R.O.C. es diferente segin el tipo
de senal considerada (causal o no causal). Asi pues, si se tiene una transformada de la forma

I+ arz  daz . Fayz ™

H -
(2) bg+biz7l 4+ bz 24+ ... +byz=N’

(3.11)

se puede descomponer en forma de fracciones simples de la siguiente forma:

As
H(z) = B — 3.12
& =2 = (3.12)
Cada uno de los términos de la descomposicién tienen TZI inmediatas como se ha vis-
to anteriormente. Lo que hay que tener en cuenta es la R.O.C. de H(z) para utilizar la
transformada inversa causal o no causal de cada uno de los términos de la descomposicion.

Divisién directa

Ese método estd directamente relacionado con el anterior ya que se aplica a funciones
racionales de z. Como su nombre indica consiste en realizar la divisién entre numerador
y denominador de tal forma que, como resultado de esa division, se tendrd una serie de
términos del tipo:
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2

= H .t teztcg ez Feaz i+ ez E (3.13)

La expresion que define la transformada Z es

H(z)= Y h(n)z™" (3.14)

n=—0oo

Si se compara este sumatorio con el resultado de la division se llega a

h(—m) = c_pm, ... h(=2) = c_o,h(—1) = c_1,h(0) = ¢o, h(1) = c1,...h(k) = cx. (3.15)

3.1.7. Analisis de sistemas L.I.T. usando la Transformada Z

La transformada Z es una herramienta importante en el andlisis y representacion de
sistemas L.L.T. discretos. Esto es debido, principalmente, a la propiedad de la convolucién;
por ella se establece que la convolucién en el dominio del tiempo es equivalente a una
multiplicacién en el dominio de la transformada Z. De esta forma, se obtiene una manera,
relativamente sencilla, de determinar la salida de un sistema sin necesidad de utilizar la
convolucién. Se hace uso de las transformadas Z de la entrada y la respuesta impulsional
del sistema para, en un ultimo paso, calcular la transformada inversa del resultado del
producto.

Sistemas L.I.T. caracterizados por ecuaciones en diferencias lineales con coefi-
cientes constantes

Para los sistemas caracterizados por ecuaciones en diferencias lineales con coeficientes
constantes, las propiedades de la transformada Z proporcionan un procedimiento muy con-
veniente para obtener la funcién de transferencia del sistema, la respuesta en frecuencia o
la respuesta en el dominio del tiempo.

Considérese un sistema, L.I.T. que viene definido por una determinada ecuacién en dife-
rencias lineal con coeficientes constantes, de la forma

N

M
y(n) == apy(n—k)+ Z bpx(n — k). (3.16)
k=1 k=0

Aplicando la propiedad de desplazamiento en el tiempo se tiene

N M
Y(2) ==Y aY(2)z "+ > hX(2)2 ", (3.17)
k=1 k=0

por lo que la funcién de transferencia serd

Y(z) _ SV b2k
X(2) 1+ 00 apz

H(z) = (3.18)
Sobre la R.O.C. que debe asociarse a H(z), la ecuacién en diferencias no proporciona
ninguna informacién. Sin embargo, restricciones como la causalidad o estabilidad definen
la R.O.C. de dicha transformada.

Segin lo obtenido, se puede establecer diferentes modelos:
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» Sistema FIR (“Moving Average”, MA): Si a = 0, para 1 < k < N, se obtiene que

e LS, vk
H(z) =) bz = Z—MZbkz . (3.19)
k=0 k=0

ZMflc

(1 El sistema tiene M ceros determinados por E/]cw:o bx. = 0 y un polo de orden

M en el origen (z = 0). Esto hace que este tipo de sistemas sean conocidos como
“sistemas todo ceros”.

O El sistema tiene una respuesta impulsional de duracién finita (FIR, “Finite Impulse
Response”). Esto significa que h(n) = 0 para n > M.

» Sistema IIR (“AutoRegressive”, AR): Si by, = 0, para 1 < k < M, se obtiene

bo boZN

IR T A TEL

H(z) (3.20)

O El sistema tiene N polos determinados por ch\;o apzVN"F =0y un cero de orden
N en el origen (z = 0). Decimos entonces que se tiene un “sistema todo polos”.

O El sistema tiene una respuesta impulsional de duracién infinita (IIR, “Infinite Im-

pulse Response”). Esto significa que h(n) # 0, Vn € N.

» Sistema ARMA. Cuando se tiene la expresion conjunta

Y(2) _ Salobkz*

H(Z) = X(Z) - 1+Z]1€V:1 akz—k

: (3.21)

se tiene un sistema ARMA (“AutoRegressive Moving Average”). Como se tienen ceros
y polos el sistema es de tipo IIR.

Respuesta en frecuencia usando la Transformada Z

La respuesta en frecuencia de un sistema H(e/*) se puede determinar usando la trans-
formada Z sustituyendo la variable compleja z por e/. Asi pues, dada una determinada
transformada Z definida como

Hs——l(z ZS)
H(z) = =4%———"-, 3.22
) 1521 (z — pr) (322

siendo zs los ceros y py los polos de la Transformada Z de la respuesta impulsional H(z),
la respuesta en frecuencia de este sistema vendria dada por:

H(jw) = Hivil(ejw — 2s) (3.23)

[Teoi(e7 —pr)

Si estamos interesados en el médulo de la frecuencia se tienen que tomar mddulos en la

ultima expresion, llegando a:

.
H ()| =

- : . 3.24
TT5y led® — pyl (324
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Los términos que aparecen en los diferentes productos son la distancia que hay entre
los ceros/polos y el niimero complejo e/ de médulo uno y fase w (puntos que definen la
circunferencia de radio unidad). E1 médulo de la respuesta en frecuencia es, en definitiva, la
relacién entre la distancia de los ceros/polos de la transformada Z y los puntos que pertene-
cen a la circunferencia de radio unidad. Esta igualdad permite determinar la respuesta en
frecuencia de un sistema de forma intuitiva a partir de sus polos/ceros. A modo de ejemplo,

si se quieren eliminar una serie de frecuencias fj, la Transformada Z de ese sistema ten-
27 fg
dré sus ceros en wy = e Fm , siendo Fj, la frecuencia de muestreo. Si se quiere determinar

la respuesta en fase entonces, tomando fases en la ecuacién (3.23), se llega a

P(H(E™) =D (el —2) = > (e —py). (3.25)
s=1 k=1

La fase de la respuesta en frecuencia es la resultante de las fases de los vectores que van de
los ceros/polos al nimero complejo e/,

Obtencion de sistemas discretos a partir de continuos

Existen numerosos métodos de diseno de sistemas continuos. Este conocimiento se puede
aprovechar desde el punto de vista digital ya que se puede pasar del dominio continuo al
digital mediante dos transformaciones. Estas transformaciones se conocen como bilineal e
impulso invariante. Como se utilizan mucho en el diseno de filtros, no se profundizard en
ellas ahora. Ademds sélo se comentard la transformacion impulso invariante por su valor
pedagogico. El esquema de obtencién de esta transformacién es el que refleja la Fig. 3.1.

Respuesta
Impulsional
Continua

Transformada s
de Laplace

Muestreo

Respuesta
Impulsional
Discreta

A

Transformada Z

Figura 3.1: Esquema de la Transformacién Impulso Invariante.

El esquema parte de la Transformada de Laplace de un determinado sistema continuo vy,
a partir de ella, determina la respuesta impulsional del sistema. La mayoria de los sistemas
continuos con los que se trabaja tienen funciones de transferencia en el dominio de Laplace
racionales. Todas estas funciones racionales se pueden descomponer en términos mas simples

de la siguiente forma:

_ N(s) A
H(s) = D) Ek: o (3.26)

Cada uno de estos términos tiene una Transformada de Laplace inversa igual a AjePk! por
lo que la respuesta impulsional del sistema continuo sera:

h(t) =) Agelt. (3.27)
k
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Si se muestrea esta senal continua (7" es el periodo de muestreo) se obtiene

h(nT) =" ApelsnT. (3.28)
k

Calculando la transformada Z de esta senial temporal discreta se obtiene (por simple ins-
peccién de las tablas y suponiendo la senial causal) la expresién

Ag
k

Se podria haber establecido un camino directo entre las tranformadas llegando a la si-
guiente relacién general:
A

Ay,
Hs) = o = H@) = g

(3.30)

Se tiene, pues, un procedimiento para disenar sistemas discretos a partir de sistemas con-
tinuos.

Obtencion de estructuras digitales

Tal y como se ha comentado en temas anteriores, los sistemas digitales se pueden combinar
de diferentes formas siendo las mas comunes las conexiones en paralelo y en serie. La
Transformada Z es la herramienta a utilizar cuando se quiere cambiar una estructura dada
y, lo que se busca es la implementacién del mismo sistema digital de una forma diferente.
Asi se sabe que la relacién que define la entrada, salida y respuesta impulsional de un
sistema en el dominio Z es la siguiente:

Y(2)=H(z)  X(2). (3.31)
La Transformada H(z) se puede factorizar de diferentes formas:

H(z) = Hi(2) + Ha(2) + - -- + Hyp(2) (3.32)
H(z) = G1(2) - G2(2) - -~ Gn(2). (3.33)

En el primer caso y, de acuerdo a la ecuacién (3.31), se tendria:
Y(z) = [Hi(2) + Hy(2) + - - - + H,(2)] X (2), (3.34)
que conduciria, aplicando Transformadas Z inversas a

y(n) = yr(n) (3.35)
k

donde yg(n) es la Transformada Z Inversa de Hy(z)X (z). La ecuacién (3.35) indica que la
salida del sistema es el resultado de sumar la salida de una serie de sistemas por lo que
se tiene una estructura en paralelo. En el segundo caso (ecuacién (3.33)) se tendria que el
sistema definido por H(z) es equivalente a la asociacién en serie de los diferentes Gy (z).
Las diferentes estructuras digitales se veran més adelante en detalle. Sin embargo aqui, por
su especial utilidad se verd una aplicaciéon de este tipo de descomposicién. El objetivo es
implementar un sistema con el menor niimero de retardos. La forma de proceder es siempre
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la misma; el sistema definido como H(z) = % se divide en dos subsistemas de acuerdo a

la siguiente relacién:

1
D(z)

H(z) = G1(z) - Ga(z) = G1(2) = N(2), Ga(z) = (3.36)

Tal como se han definido los sistemas, la salida del sistema G(z), que denominaremos w(n),
serd la entrada de G1(z). Se tendran entonces las siguientes igualdades:

) = W(z) _ 1
G (2) X() ~ D() (3.37)
Gr(2) = v’;((?) — N(2) (3.38)

Una vez que se tienen esas igualdades se puede pasar al dominio temporal, ecuaciones en
diferencias, aplicando la propiedad del retardo temporal de la Transformada Z. El dltimo
paso es combinar las dos ecuaciones en diferencias acopladas que se obtendran. Se puede
demostrar que este procedimiento conduce a la implementacién de un sistema digital con
el menor nimero de retardos.
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3.2. Problemas resueltos

1

1. |Determine la Transformada Z inversa de H(z) = =05 12 aplicando:
a) Diferenciacién en el dominio Z.

b) Desarrollo en serie de potencias.

c¢) Divisién directa.

Resolucion:

a) Se cumple la propiedad de diferenciacién expresada como

Si
entonces
dX(z)
nzr(n) «— —z 7
Si se considera
z
(2) = —55 (3.39)
1
y observando las tablas de Transformadas Z Inversas se llega a g(n) = (5)"u(n)
Se puede calcular ahora
dG(z) 0’5z 0’5271
—_ p—i p—i . -4
Tdr T (z-05)2  (1-05z 1) (3-40)
Si se aplica ahora la propiedad de la diferenciacién se llega a:
dG(z) 1 1
TZI 4§ — =n(=)" =n(=)" —1). A1
{52 —ngran) = n(prutn - (3.41)
Usando la expresién de H(z) y de la derivada de G(z) se llega a:
d
H(z) = 20—, 3¢y (3.42)

dz

Aplicando ahora la propiedad del adelanto temporal (hay un factor z multipli-
cando a la derivada de G(z)) y multiplicando por 2 se obtiene:

hin) = 2(n + 1)(%)n+1u(n) — (n+ 1)(%)"u(n) (3.43)

b) Desarrollo en serie de potencias. En este caso cabe considerar la expresion del
desarrollo de una serie del tipo

H(z) = (3.44)
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cuyo desarrollo es el siguiente

Ha =Y 2 Zgo)xn, (3.45)
n=0

siendo H™(0) la derivada n-ésima de la funcién H(z) evaluada en el origen. Por
tanto, se tiene que

H(0) =

H'(z) = (-2)(-1)(1 —2)~* = H'(0)
H"(z) = (=3)2)(-1)(1 — 2)™ = H"(0)

1
2
6

que, generalizando, se llega a la expresién general
H™(0) = (n+1)! (3.46)

Teniendo en cuenta que z = 0’5z ! se tiene entonces que, a partir de la (3.45),

H(Z) — Z()(%)nzn (n :L-!l)! _ Zo(n + 1)(%)nzfn (3.47)

Si se compara esta expresion con H(z) = 372 h(k)z ¥, se llega a la siguiente
igualdad

h(n) = (n + 1)(%)%(71) (3.48)

¢) Division directa. Si se divide numerador y denominador de

1

H(2) = = roma e

(3.49)

se obtiene el siguiente divisor 1 + 2z~ ! + 075272 + 05273 + . ..

Comparando lo obtenido con H(z) = > 70 h(k)z~*. Se tiene entonces que
h(0) =1,h(1) =1,h(2) =3/4,h(3) =4/8 =1/2 (3.50)

que se corresponde con la expresién general:

n+1
271,

h(n) = ("o u(n) (3.51)
Evidentemente, las soluciones coinciden sea cudl sea el método empleado. En funcién
de la dificultad de la funcién de transferencia del sistema, resultard conveniente escoger
un determinado método de resolucién.

2. |Determine, aplicando la propiedad de diferenciacién en el dominio Z, la Transfor-
-1

mada Inversa de G(z) = €*

Resolucion:

Esta transformada es tipicamente empleada cuando se explica el método del desarrollo
en serie a la hora de determinar Transformadas Z Inversas. Sin embargo aqui se
aplicara el método de diferenciacién en el dominio Z.
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Si se define X (z) = €* ', se tendria
dX -
3@ e 21y = () (3.52)
dz
Aplicando la propiedad del retardo temporal a esta ultima expresion y teniendo en
cuenta la propiedad de la diferenciacién en el dominio Z, se llega a
nz(n) = z(n —1). (3.53)
o equivalentemente
-1
2(n) = S (3.54)
n
Si se itera se obtiene
z(n —2)
-1)=——= 3.55
ol —1) = Z0= (3.55)
que, sustituyendo en la expresién original (Ec. (3.54)) conduce a
z(n —2)
=" = 3.56
r(n) = ZE— (3.56)
a partir de la cual se llega de forma general a
z(n) = ﬂf) (3.57)
n!
3. | Se tiene un sistema que, ante una entrada escalén unitario z(n) = u(n), la salida es

y(n) = a™u(n + 1). Determine:
a) La respuesta impulsional del sistema.

b) Las condiciones sobre a para que el sistema sea estable.

)
¢) Discuta la causalidad del sistema.

Resolucion:
a) Para determinar la respuesta impulsional del sistema se usardn Transformadas
Z aplicando que

Y (z)
X(z)’

H(z) = (3.58)
donde X (z) e Y(z) son las Transformadas Z de la entrada y salida respectiva-
mente y H(z) es la Transformada Z de la respuesta impulsional del sistema. Una
vez que se tenga dicha transformada se aplican TZI obteniéndose la respuesta
impulsional. Observando las tablas se tiene

X(z) = . (3.59)

Para el célculo de Y'(2) se aplicard que y(n) = Ld(n + 1) + a™u(n) por lo que

—
la Transformada Z de la salida serd la suma de las dos transformadas Z de las
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senales que forman y(n). Se tendrd entonces (usando tablas de transformadas y
la propiedad de desplazamiento temporal) que

Y(2) = éz + ﬁ (3.60)
la cual conduce a
Y(2) = i_ (3.61)
1—az"!
Se tiene pues que
Y 1 z 1

= == — . .62
X(2) al|l—az! 1-—az! (362)

Aplicando la propiedad del adelanto temporal a la expresién anterior se obtiene

hin) = é[a"Hu(n +1) — a™u(n)]. (3.63)

Esta senal temporal se puede reescribir de otra forma teniendo en cuenta que

1 1 1
h(—=1) ==, h(k) = =df(a—1)=d"(1—==), VE>0 (3.64)
a a a
Teniendo en cuenta lo anterior se tiene la expresién siguiente para la respuesta
impulsional:
1 n 1
h(n) = aé(n +1)—a (1 - E) u(n). (3.65)

Para que el sistema sea estable, los polos de H(z) deben estar en el interior de
la circunferencia de radio unidad. Este hecho conduce a la condicién |a| < 1 ya
que el polo se encuentra en z = a.

El sistema es no causal pues h(n) # 0 para un indice temporal negativo, en este
caso n = —1.

4. |Disefie un sistema digital causal que, ante la entrada z(n) = cos(%5*) + cos(“F"*) +

cos(mn), elimine las dos primeras componentes y la tercera la deje inalterada salvo

por un determinado desfase. A partir de dicho diseno, determine:

)
b)

3mn
4

La respuesta impulsional del sistema.

La salida del sistema cuando la entrada es z(n) = u(n).

Resolucion:

a)

Este sistema se puede disenar teniendo en cuenta la relacién existente entre los
polos y ceros de la Transformada Z y su respuesta en frecuencia. Asi, hay que
situar los ceros de la Transformada Z en las frecuencias que se quieren eliminar.
Se tendra entonces la siguiente expresion:

H(z) =Gz — e/3)(z — &l 1) (3.66)

* *
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siendo G un factor de ganancia. Como los coeficientes de H(z) tienen que ser
reales, deben aparecer los conjugados de los ceros, y se tiene entonces:

H(z):G(z—ej%)(z—ej%r)(z—eij%)(z—efj?%) (3.67)
que se puede simplificar como
H(z) = Gz + 1)(2* + V22 + 1) = G[* + V22° + 222 + V22 + 1].  (3.68)

Como queremos un sistema causal, se divide la funcién de transferencia H(z)
por z*, obteniendo ficilmente

H(z) =Gl +V2z ' +22 2 +V22 3+ 271 (3.69)

Notese que con esta divisién no se modifica el médulo de la respuesta en frecuen-
cia. Ahora, si se compara H(z) con su definicién

H(z) = i h(k)z"*, (3.70)

k=—o00

se obtiene la respuesta impulsional del sistema buscado:
h(0) = G, h(1) = V2G, h(2) = 2G, h(3) = V2G,h(4) =G (3.71)

con h(n) =0, Vn > 4.

Queda por determinar el factor de ganancia para lo cual se usard la condicién
sobre la tercera componente (ganancia en mddulo igual a uno). Sustituyendo
z =el", se llega a la siguiente respuesta en frecuencia

H(e™) = Gl1 + VEeT® 4+ 267200 4 390 e~ (3.79)

La senal de interés tiene una frecuencia digital de = por lo que, sustituyendo en
la respuesta en frecuencia se llega a

1
4-2V2

En la Fig. 3.2 se muestra la salida resultante de la convolucién de h(n) y z(n).

HE) =Gl -V2+2-V2+1]=1—=G = (3.73)

Para determinar la salida del sistema ante la entrada escalén unitario, z(n) =
u(n), se aplicard la propiedad del retardo temporal a la Transformada Z, obte-
niendo la siguiente ecuacion en diferencias

y(n) = Glz(n) + V2x(n — 1) + 2z(n — 2) + V2z(n — 3) + z(n — 4)].  (3.74)
Para n > 4 se particulariza a

4+2v2
422

Falta determinar la respuesta transitoria del sistema, que se puede obtener por

y(n) = G4 +2V2] = 3+ 2v2. (3.75)

sustitucion directa, de forma que

y(0) = G,y(1) = G(1 +V2),y(2) = GB +V?2),y(3) = G(3+2V2). (3.76)
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M

0 20 40 60 80 100
Muestras

Figura 3.2: Salida obtenida del sistema mediante la convolucién de h(n) y z(n) en el ejercicio 4.

5. | Determine la Transformada 7 inversa de H(z) = log(1 — az~!) mediante:

a)
b)

Series de potencias.

Diferenciacion en el dominio Z.

Resolucion:

a)

Si se considera x = az~!, hay que obtener el desarrollo de f(z) = log(1 — ).
Dicho desarrollo tendria la siguiente expresion (ver ejercicio 1 de este mismo
capitulo)

7) = Z‘; %('O)m” (3.77)

Se determinard la expresién general de f™(0):

f@) = (-1 - )2( 1)? = f"
f"(2) = (D (=2)(1 —2)7°(-1) = f"(0) = 2.

Se puede ver que f"(0) = —(n — 1)! con f(0) = 0. Sustituyendo y teniendo en

cuenta que z = az~ !, se llega a
2 —(n—1)! —a"
log(l—az 1) =) ———~ 2" 3.78
oalt —as) = 3 =0 (3.79)

Si se compara esta expresion con la que proporciona la Transformada Z,

> hn)z ", (3.79)

n=—oo
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se llega a
—a"
h(n) = u(n —1) (3.80)
n
b) Usando a continuacién la propiedad de diferenciacién se obtiene
a zZ—a
X(2) =1 (1--):1 : 3.81
() =tog (1= 2) =1og (2) (3.8
cuyo desarrollo es
dX(z) 41
— =— _ 3.82
e R (3:82)
Usando que la Transformada Z Inversa de 17(112_1 es a"u(n), y si se aplica ahora
la propiedad del retardo temporal, se obtiene:
dX
TZI {—z (2) } = —aa" tu(n —1) = —a"u(n — 1) (3.83)
z
Utilizando ahora la propiedad de la diferenciacion se llegaria a nz:(n) = —a™u(n—
1), por lo que
an
z(n) = ——u(n —1). (3.84)
n
6. | La serie o secuencia de Fibonacci se usa extensamente en economia y viene definida

de la siguiente forma: dados dos términos iniciales cualesquiera, el término n-ésimo
vendrd definido por la suma de los dos anteriores (n—1y n—2). Use la Transformada
Z para determinar la expresion general (sin recurrencias) de un término de esta serie
considerando los dos primeros términos iguales a la unidad.

Resolucion:

Segun la descripcion se tendrd la siguiente ecuacién en diferencias
h(n) = h(n —1) + h(n — 2). (3.85)

Esta ecuacién no se cumple para n = 0 y n = 1 si se impone que h(k) =0, VE < 0
(sistema causal). En estos casos, hay que utilizar deltas para completar la ecuacion.
Estos deltas definen los primeros términos de la respuesta impulsional:

h(n) =h(n—1)+ h(n—2) +d6(n) +d(n —1). (3.86)
Aplicando la propiedad del retardo temporal a esta ecuacion en diferencias se llega a
H(z)=2z""H(2) + 2 ?H(z) + 1 + 27" (3.87)

que, despejando H (z), se obtiene

zz—i—z

221

H(z)zz

(3.88)

H(z)

El siguiente paso es descomponer en fracciones simples la expresion —=, de la forma

H(z) z+1
s TG p) (3.89)
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1+V5
2

yp2 = 172—‘/5 Si ahora descomponemos esta expresion en fracciones simples se puede

donde p; y ps son los polos de la Transformada Z. Operando, se llega a p; =

establecer que

_ + (3.90)

donde se tiene

_3+Vh 36

A= ——— Ay = . 3.91
=L = (3.90)
De esta forma, se llega a la expresién siguiente:
H(Z) A1Z AZZ A1 A2
— + = + s 3.92
: T Gor) Gop) Gopr ) Topr ) 5:92)
de donde, aplicando Transformadas Z Inversas se obtiene
h(n) = [A1(p1)" + Az2(p2)"Ju(n), (3.93)
que, sustituyendo valores, conduce a
1 " - 1-v5\"
h(n) = s +v5 (3 V5 V5 u(n) (3.94)
2V/5 2 2V/5 2

7. | Determine la respuesta impulsional del sistema causal definido por

1
1= 0821 4+ (1522

H(z)

Resolucion:

Como H(z) es una funcién racional, el primer paso es descomponerla en fracciones
simples en forma de potencias de z~!'. Una posible forma de hacerlo es descomponer

@ en potencias de z:
22 H(z) z
H(z) = = = . 3.95
()= 7o 1015 Z 22— 08z+015 (3.95)
Los polos de A=) son p1 = 0’5, ps = 0'3. De esta forma, podemos escribir:

z

H(z) A B

2 _z—0'5+z—0'3'

(3.96)

Si se igualan las ecuaciones (3.95) y (3.96), es inmediato obtener A =5/2y B = —3/2.
Sustituyendo se llega a la forma sencilla de la funcién de transferencia siguiente:

5/2 3/2
H(z) = — . 3.97
C)= "5 i-03 (3.97)
La respuesta temporal de un sistema causal con una Transformada Z del tipo
1
H(z) = ——— (3.98)

1—az—
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es h(n) = a"u(n). Aplicando este hecho junto con que la Transformada Z es un
operador lineal, se llega a

hin) = [g <%>n _ ; <13—0>n] u(n). (3.99)

8. |Implemente, mediante el menor nimero de retardos, el sistema digital equivalente

al sistema continuo definido mediante la siguiente Transformada de Laplace

103

Gl = Z 105

con una frecuencia de muestreo Fj, = 10kH z.

Resolucion:

Para determinar el sistema digital equivalente utilizaremos la transformacién impulso-
invariante. En ella se hace la siguiente equivalencia entre los sistemas continuos y
discretos.

1 1

o) = 5e 7 60 = Tmam

siendo T;,, el periodo de muestreo.

El primer paso que hay que dar es descomponer G(s) en fracciones simples de la
forma;:
A

3
G(s) T A A=10 (3.100)

Los polos de G(s) son =v/Aj. Si se descompone G(s) en fracciones simples se llega a
o p

G(s) = + 3.101
Y, PR T (3.100)
Igualando las ecuaciones (3.100) y (3.101), se llega a
A
o= gj,,@ = —a. (3.102)
Se tiene pues la expresion
G(s) [ ! ! ] (3.103)
s) =« — . .
s+VAj  s—VAj
Se puede entonces aplicar la transformacién impulso—invariante, obteniendo
G(z) = ! ! (3.104)
v=a 1—e VAT, 1 | _ VAT, 1]" '

Empleando las ecuaciones de Euler, se puede simplificar esta expresion, llegando a

sen(VAT)z !

G(z) = , 3.105
(=) 1 —2cos(VAT)z 1 + 272 ( )
de donde, sustituyendo valores, se llega a
01271
G(2) ? (3.106)

T 12142

* k
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x(n) H(Z) y(n)

x(n) wn) y(n)

Hyz) Hyz)

Figura 3.3: Diagrama de bloques a implementar en la estructura Il. En el segundo caso se considera una
composicién en cascada de dos sistemas con un nodo intermedio. La salida del primer sistema w(n) es
la secuencia de entrada al segundo.

Para implementar una estructura con el menor nimero de retardos se utiliza la es-
tructura directa de tipo II. Counsiste en aplicar la descomposicién mostrada en la Fig.
3.3.

En este caso se definird

1

_ _ -1
De acuerdo a la Fig. 3.3 se tiene
W(z) 1
= 3.108
X(z) 1—2z714272 ( )
Y(Z) r1,—1
=01 1
W) 0'1z (3.109)
llegando a
W(z)(1 -2zt +27%) = X(2) (3.110)
Y(z) = 0'127'W(z) (3.111)

Si se calcula la Transformada Z Inversa de ambas ecuaciones (aplicando la propiedad
del retardo temporal de la Transformada Z), se llega a las ecuaciones en tiempo
discreto acopladas siguientes:

w(n) = z(n) + 2w(n — 1) — w(n — 2) (3.112)
y(n) = 01lw(n —1). (3.113)

Combinando las ecuaciones anteriores, se llega a la estructura mostrada en la Fig.
3.4.

9. | Determine la Transformada Z y la R.O.C. de la secuencia temporal z(n) = (0'25)/"!

con —oo < n < 00.

Resolucion:

Aplicando la definicién de la Transformada Z de una secuencia z(n) se tiene:

o'} -1

X(z) = i hn)z "= Y (025)"z7 = Y (0’25)‘"|z*"+§:(0’25)‘"|z(3?114)

n=-—00 n=-—0oo n=-—00 n=0

* *
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x(n) w(n)

0.1 y(n)

_|_
A

‘ -1

Figura 3.4: Esquema del sistema a implementar. La definicién del nodo intermedio w(n) resulta muy atil
a la hora de dibujar el esquema a partir de las ecuaciones en diferencias encadenadas.

Aplicando la definicién de médulo de un niimero se llega a

-1 o0
X(z)= Y (0'25)7"z7" 43 (0'25)"z" (3.115)
n=-—00 n=0
Haciendo un cambio de variable (n = —k) en el primer sumatorio, se obtiene
o0 o0 o0 o0
X(z) = (025)"2F + ) (0'25)"2 " = (Z(O'%z)k - 1) +) (02527 1)"(3.116)
k=1 n=0 k=0 n=0
y usando la expresién de la suma de una serie geométrica infinita:
- 1
»ork=—— |r| <1, (3.117)
1—r
k=0

se puede calcular

1 1
X(2) = (1 — 02z 1) T 02T (3.118)

si y sélo si se cumplen las siguientes condiciones (necesarias para que ambos sumato-

rios converjan):

» Primer sumatorio:

1
|Zz| <l=|72| <4 (3.119)
= Segundo sumatorio:
|1—1|<1:>||>1 (3.120)
-z zl > = .
4 4
con lo que se deberd cumplir que
1
1 <|z] <4 (3.121)

Esta zona del plano complejo (la Regién de Convergencia de la Transformada Z plan-
teada) se muestra en la Fig. 3.5.

Si realizamos la suma de X(z), se tiene:

0’25z L 1521
1 —0252  z2—025 —44 17271 — 4,72

X(2) (3.122)
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10.

Figura 3.5: Regién de Convergencia de la Transformada Z.

Dados los diagramas de bloques mostrados en la Fig. 3.6, con las secuencias

yi(n) = (%)"“[(—1) +3 - (=1)"u(n),

se pide determinar:

La sefial de entrada y respuesta impulsional de los sistemas Hq(z) y Hy(z).
La estructura con el menor niimero de retardos correspondiente a la asociacion
en paralelo de los sistemas H;(z) y Ha(z).

Realizar un pequeno script de MATLAB para determinar la salida del sistema
definido en b) cuando la entrada es un pulso de longitud 10 que empieza en
n =11.

Resolucion:

x (n) v (n) x (n) yon)
| HE H,6

Figura 3.6: Esquema del sistema que se persigue en el ejercicio 10.
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a)

Para determinar la entrada x(n) y las respuestas impulsionales de los sistemas
H\(z) y Ha(z) se tienen que usar Transformadas Z. En efecto, si se consideran
los diagramas de bloques que aparecen en el enunciado usando Transformada Z

se tiene:
Yi(z) = Hi(2) X (2) (3.123)
Yo(z) = Ho(2) X (2) (3.124)
Y3(z) = Hi(z)Ha(2) X (2) (3.125)

Si se consideran la primera y tercera ecuacion, se llega a

Y3(2)
H. = 12
y con la segunda y tercera se puede definir:
Y3 (Z)
H = . 12

A partir de aqui seria inmediato calcular X (z) a partir de las transformadas
Y1(z), Ya(z) e Y3(z). Hay que calcular entonces las Transformadas Z de las dife-
rentes salidas:

Yi(z) =2l soui(n)z™"

=Yoo (D) e+ 0 3(5) T (=) (3.128)

Lo 1
21— 05271 " 21405271

con lo que, operando, se tiene

1—z1

Ahora se calcula la Transformada Z de la secuencia y,(n):

V)= 3 ma(n)e =S (—1)nen = 1;7 (3.130)
n=-—00 n=0

La TZ de la secuencia y3(n) vendra dada por

o0

Ya(z) = Y ys(n)z™", (3.131)

n=-—oo

que, al ser causal, se puede escribir como
Yi(z) =3 ploys(n)z™"

=53 2 o(—1)" 2T+ 5 037" — 1 k0 (=327 (3.132)

1
(14 271)(1 —0'25272)
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De todas estas expresiones se pueden calcular las funciones de transferencia:

H(z) = 1128 T 1o 0'1251272 (3:133)
Hy(z) = 2’8 = 1_1{2 (3.134)
X(z) = ;11((?) =1z (3.135)

El dltimo paso es determinar la Transformada Z Inversa para Hy(z), Ha(z) y
X(z). La de X(z) es inmediata:

z(n) = {%,—1,0,0,0,...}. (3.136)

La de Hy(z) se puede resolver expandiendo la expresién en fracciones simples de
la siguiente forma:
Y3(2) 1 A B

- - 3.137
Yo(z)  1—025:2  14052-1 T 1—0551 (3-137)

Hl(Z) ==

de donde se puede calcular A = B = 1/2. Con estos valores, la respuesta impul-

sional es:
min) = ()" 1+ (1) u(n). (3.138)
Respecto a Hs(z), tendremos
Y3(2) 1 A B

= + (3.139)

[1+ (=1)"u(n). (3.140)

Se quiere poner en paralelo los sistemas representados por hi(n) y ha(n):

1 1
- Ho() =
o Pl =1 =

Hy(z) . (3.141)
Se puede pensar que, ya que se pide la estructura con el menor niimero de retar-
dos, hay que sumar H;(z) y Hs(z) para, posteriormente, plantear la estructura
canonica directa de tipo II. Sin embargo, por este camino se necesitarian cuatro
retardos (orden del denominador de Hy(z) més el de Ha(z)) que son los mismos
que si se implementa, directamente, la estructura en paralelo de estos dos siste-
mas. En cambio, si se plantean las ecuaciones en diferencias de cada bloque, se
tiene

~ Wi(2) 1

- (3.142)

BG) =3 =1

con lo que

w(n) = x(n) + win —2). (3.143)



170 CAPITULO 3. TRANSFORMADA 7Z
Ademais se tiene
V(z) 1
H = = , 3.144
1) = X0) = T=02 (3.144)
con lo que
v(n) = z(n) + 0'25v(n — 2). (3.145)
Como estan en paralelo, la secuencia de salida es la suma de la secuencia de
entrada y la del nodo intermedio, y(n) = w(n) + v(n), por lo que se llega a la
implementacion mostrada en la Fig. 3.7.
T w(n)
x(n) : y(n)
Figura 3.7: Implementacidn del sistema planteado.
¢) Se puede definir el pulso en MATLAB como sigue
% Definicién del pulso.
>>pulso = [zeros(1,10), ones(1,10), zeros(1,80)] % Long. total = 100 puntos
>>y=filter(B,A,pulso);
En el script anterior falta por determinar los parametros B y A correspondientes
al numerador y denominador de Hy(z)+ Hs(z) respectivamente. Realizando esta
suma:
1 1 2— 125272
H H = = 3.146
1) F o) = s T T2 T T vas 2 st O140)
con lo que se debe definir previamente
> A =110 -1.25 0 0.25];
>> B = [2 0 -1.25];
11. |Implemente un sistema digital, causal, usando el menor niimero de retardos cuya

respuesta impulsional sea la correspondiente al siguiente oscilador

h(n) = {%,2,3, 1,2,3,...}.

Resolucion:

Para determinar la ecuacién en diferencias de cualquier oscilador se plantea la perio-
dicidad general en la respuesta impulsional y luego se analizan los primeros valores
de dicha respuesta. En nuestro caso h(n) = h(n — 3) para valores iguales o superiores
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a n = 3 ya que se tiene un sistema causal (h(n) = 0,V¥n < 0). Los casos n = 0, 1 y 2
se implementardn mediante impulsos unitarios (funciones delta). En nuestro caso:

h(n) = h(n —3) +d(n) +26(n — 1) 4+ 36(n — 2) (3.147)
Tomando Transformadas Z se llega facilmente a

B 14227143272
- 1—z3 '

Como se pide implementar el sistema con el menor niimero de retardos, se considera

H(z) (3.148)

la estructura directa de tipo II. Consiste en dividir la funcién H(z) en dos partes:
H(z) = Hy(z) - H2(z), donde
1
1=

A nivel de diagramas de bloques, esto se puede representar como en la Fig. 3.3. Las

H(2) Ho(z) =142z +3272 (3.149)

ecuaciones en diferencias quedaran como:

1 W(z)

H = = 1
()= T = g (3.150)
de donde, aplicando la propiedad del retardo temporal, se llega a:
w(n) =z(n) +w(n —3) (3.151)
y
Hy) = 1+2: 4352 = 12) (3.152)
? W) '
Aplicando la misma propiedad que antes se llega a
y(n) =wn) + 2w(n — 1) + 3w(n — 2). (3.153)

La primera estructura queda representada en la Fig. 3.8(a) mientras que en 3.8(b) se
representa el sistema total.

12. |Dado el sistema de ecuaciones en diferencias acopladas
w(n) = 0'75w(n — 1) — 0'125w(n — 2) + z(n)
y(n) =w(n) —w(n —1)

Determinar
a) La relacién existente, en forma de ecuaciones en diferencias, entre z(n) e y(n).

b) La respuesta impulsional del sistema h(n) que define la relacion entre dichas

entradas.

Resolucion:

a) Para determinar la relacién directa entre z:(n) e y(n), el camino mas sencillo
es usar Transformadas Z. Asi, tomando dichas transformadas y aplicando la
propiedad del retardo temporal, se llega a

W(z) = 075271 W (2) — 0125272 W (2) + X (2) (3.154)
Y(2) =W(z) — 2 'W(2) = W(2)(1 — 2z 1), (3.155)

* *
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@ )
x(n) w(n) x(n)
@ @ - Ca

He
e

[}
+

\Z‘ 3
o

SN

Figura 3.8: (a) Estructura del primer subsistema. El nodo intermedio w(n) es en este caso la salida del
subsistema ante una secuencia de entrada z(n). (b) Estructura del sistema total. Una vez afiadido el
segundo sistema, la salida total y(n) toma muestras actuales y retardadas de la secuencia intermedia

w(n).

de donde
X(2)
= 1
W) 1—075z=1 4+ 0'1252—2 (3-156)
y, por tanto, sustituyendo en la segunda expresion obtenida
X(2)(1—2z71
Y(z) = 3.157
e P BN P (8.157)
de donde
1— —1
H(z) z (3.158)

T 10752 L 01252 2

Se puede obtener la ecuacién en diferencias entre y(n) y z(n) a partir de la

expresion anterior ya que H(z) = —}EE?)

Y(2)(1— 075271 +0'125272%) = X(2)(1 — 27 1), (3.159)

de donde, aplicando la propiedad del retardo temporal, se obtiene al ecuacién en
diferencias siguiente:

y(n) =z(n) —z(n—1) + 0'75y(n — 1) — 0'125y(n — 2) (3.160)

Respuesta impulsional h(n):

La respuesta impulsional se puede calcular usando H(z):

1— —1 1— -1
_ —Z = A (3.161)
1—0752=1 40125272 (1 —az=1)(1 —bz"1)

Igualando términos se llega a los valores de a = 0’5 y b = 0’25 por lo que se tiene
finalmente:
1—2z7t (z—1)z

HE) =G0 ha—ome ) ~ oo —0zm) o162
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De aqui, se puede expandir la expresion en fracciones simples, considerando:

H(z) (z—1)z A B
= = 1
z (z—=05)(z—025) z—-05 +z—0’25 (3.163)

Calculando A y B,

z—1
== =2 3.164
z— 025 ( )
z=0'5
z—1
= =3 3.165
z—0'5 ( )
2=0'25
Por tanto, se puede escribir
H(z) -2 3 -2 3

(3.166)

Y 205 202 1-05:1 1-025:1

Calculando Transformadas Z Inversas, se llega a

) = {2 + 3" futo (3.167)

13. | Un sistema muy empleado en el procesado de la senal es el conocido como prome-
diador mowil y viene definido por la siguiente ecuacién en diferencias:

y(n) = %[m(n) bt a(n— N+ 1)]

que realiza un promediado de los NV 1ltimos puntos de una secuencia. Se pide
a) Determinar un sistema recursivo equivalente a este promediador.

b) Comentar, en virtud de la posicién de los polos y ceros del sistema la respuesta
en frecuencia (magnitud) de dicho sistema

Resolucion:

a) Este apartado se puede hacer usando Transformadas Z. Si se aplica la propiedad
del retardo temporal en la ecuacién en diferencias se llega a

Y(z) = %[X(z) X7 4+ X (2) VD) (3.168)

con lo que, sacando el factor comin X (z) se obtiene la expresion general:

z —~ —z N
H(z) = Yiz) L = %ll_ﬁ (3.169)

Planteando la ecuacién en diferencias para el sistema obtenido se llega a
1
Y(2)(1-2z1) = V- 2 NX(2). (3.170)
Si se aplica la propiedad del retardo temporal su Transformada Z Inversa es:

y(n) = y(n — 1) + < (a(n) — a(n — N)). (3.171)
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b) Hay que determinar los polos y ceros de H(z), por lo que, multiplicando nume-
rador y denominador por 2z, se llega a
N -N N
2V (1l —=z 1 2zt -1
H(z) = ( T N) = — T (3.172)
(1 -2z N (z —1)2N-
que tiene los polos en z = 1 y z = 0 (orden N — 1), y los ceros en 2V = 1.
- 27k
Los ceros, por tanto se pueden expresar como z =¢’ v | k=0,1,...,N — 1. El
diagrama de polos y ceros se representa en la Fig. 3.9 para un valor N = 5.
1 o
0.8
0.61 o
y 0.4r
:é 0.2¢
g 0 2 ®
§ -0.2r
-0.4r
-0.61 e
-0.81
_l, ‘ o
-1 -0.5 0 0.5 1
Parte Real
Figura 3.9: Diagrama de polos y ceros de un promediador mévil para N = 5.
La respuesta en frecuencia (magnitud) serd la representada en la Fig. 3.10. Esta
respuesta se puede explicar de forma intuitiva ya que los ceros de la Transformada
7 hacen que la magnitud de la respuesta en tales posiciones se anule.
0
@
T -20r
=
-60
100
\3:; -1001
&
-200 i i i i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Frecuencia Angular Normalizada (pi rads/muestra)
Figura 3.10: Respuesta en frecuencia del promediador mévil para N = 5.
14. |Determine la correlaciéon cruzada de las senales z(n) = a™u(n) e y(n) = b"u(n)

usando la Transformada Z y sabiendo que se cumple la relacién |a| < ﬁ

Resolucion:
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15.

La correlacion cruzada entre dos senales se define como

rey(l) = > w(n)y(n —1). (3.173)

n=-—oo

A nivel de Transformada Z, esta operacién se puede expresar como
Ry = X(2)Y (27h). (3.174)

Las Transformadas Z y las respectivas Regiones de Convergencia, R.O.C, de las senales

son
1
=——— R.O.C.: 1
X (z) T R.O.C.:|z| > |a| (3.175)
1 1 1
Y()= ———=Y(")=——, ROC.: — 3.176
() = [ = Y =y ROC: < (3.176)
Ahora se puede definir
1 z
oy = = , 3.177
Ray (1—az"1)(1-b2) (2—a)(1—b2) ( )
con lo que
1 1
Hay =——————— ROC.:|a| < |z| < — (3.178)

z (z —a)(l —bz) ]

Mediante la expansion en fracciones simples de la expresién anterior, se puede escribir

Rey A B
= 3.179
z (z—a) Tz bz’ ( )

y calculando A, B, se llega a

1 b
A= B = 3.180
1—ab’ 1—ab ( )
por lo que:
1 1 1 1

= - R.O.C.: - 3.181
§Rfl?y 1—ab|1—qgz! 1_%2_1 ) |a|<|z|<|b| ( )

Haciendo la Transformada Z Inversa de esta expresién se llega a
() = 1 [a"u(n) — yu(—n— 1) (3.182)

ray(n) = 7 —la"u(n) — gul-n , )

donde se tiene que la secuencia de correlacién cruzada es no causal .

Dada la Transformada Z de la respuesta impulsional de un sistema, causal

1

H(z) = (1 — 05-1)2(1 + 1)

determine dicha respuesta impulsional.

Resolucion:

* k
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La funcion de transferencia H(z) se puede expresar como

= al H(z) _ 22
HE) = o+ — 2 G0t D) (3.183)

que, descomponiendo en fracciones simples, se puede expresar en funciéon de tres

constantes como sigue:

H(z) A B C

= . 3.184
z (z—0’5)2+z—0’5+z+1 ( )

Empleando el Teorema de los Residuos (Riley et al., 1998), se puede calcular de forma
sencilla las constantes A, B, C:

22
A= =1 )
pony /6 (3.185)
z=0'5
d 2°
=07 n 7)le=05 = 5/9 (3.186)
22
C=—= =4/9 3.187
(z —0'5)2 . / ( )
Se tiene entonces que
H(z) 1/6 5/9 4/9
= 1
z (2—0’5)2+z—0’5 z+17 (3-188)
por lo que se puede escribir:
H 1 -1 -1 4 -1
(2) _ /62 . 5/9z . /9% (3.189)

z (1—-052"1H2  1-05z"1 14271

A partir de la expresién anterior, se puede plantear Transformadas 7 Inversas de
forma directa para los dos ultimas fracciones y llegar a

ha(n) = 3(0'5)”u(n), ha(n) = g(—l)"u(n). (3.190)

Para el primer término se puede aplicar la propiedad de la derivada de la Transformada
7, con lo que si se toma,

1 Z

X = = 3.191
e e % (3.191)
se calcula la Transformada Z Inversa siguiente:
1
z(n) = (5)”u(n) (3.192)
Ahora se tiene que
dX 0'5 0’521
94X _ A i : (3.193)
dz (z—05)2 (1 —05z"1)2
cuya Transformada Z Inversa es
1 n
n(z)"u(n), (3.194)
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Z—l

(1 —052—1)2
que es equivalente a n(3)" u(n — 1). Por tanto, se tendrs finalmente la respuesta

por lo que se llega que la Transformada Z Inversa de es n(3)" lu(n)

impulsional siguiente:

)'u(n) + = (=1)"u(n) (3.195)

16. |Dado el sistema definido por H(z) que tiene como polos p; = 0'9j y pa = —0'97,
y como ceros el origen de coordenadas (doble), determine la salida del sistema, en
estado estacionario, cuando la entrada es

z(n) = 2003(%)11(71)

usando la Transformada Z y la respuesta en frecuencia del sistema.

Resolucion:

Dados los polos y ceros de H(z) esta funcién tendrd la siguiente forma:

H(z) G Z ! (3.196)
Z) = = = . .
(z—09)(z + 09)) 22+ 081 1+081z-2
La Transformada 7Z de la entrada sera:
X(z) =i ou(n)z™
IR L i
_yx (%) )
(3.197)
DI CEE R LD Dl R F &
1 1 2
= — —|— — = —
1—elayg1 1—eJ2z1 14272
siempre que |z| > 1. Se tiene entonces
Y(z) =H(2) X(2) = o L =
A I 7T P G
(3.198)
_ 2
T (14092 H(1—092 )1+ 5z )1 —jz 1)
Al descomponer Y (z) en fracciones simples, se obtiene
A B C D
Y (2) = (3.199)

090 1= 0920) U140  (1=jz1)
Cuando se plantean Transformadas Z Inversas, los dos primeros términos tenderdn a

cero conforme n — 0o ya que darén lugar a términos de la forma (0'9)".

El término estacionario saldrd de la combinacion de las dos ultimas Transformadas Z
Inversas. Asi pues hay que calcular C'y D:

1
— _ — =50/19 (3.200)
(14+0'81272)(1 —jz—1) i
- ! — 50/19 (3.201)
(1+081z2)(1+jz )| '
27 =—]
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con lo que, sacando el factor comun C' = D = 50/19, se puede escribir
50 1 1
Y(2) = — . 3.202
=% (0 =) (5:202)
Aplicando Transformadas Z Inversas se puede calcular y(n):
50 50 [ ;mn cnn 100
y(n) = M (=" + )" = m |:€JT + e_]T} = g 08 (71‘2_71) . (3.203)
Si se usa la respuesta en frecuencia, se tiene que hacer el cambio z = e/, obteniendo:
- 1
HE")= —————— 3.204
(") = T oste-z" (3.204)
con lo que, para w = /2, se obtiene
- 1 1 100
H(e") = — = = —. 3.205
() = T osiem72 ~ T—081 ~ 19 (3:205)
La salida serd, por tanto:
; ™
y(n) = |H(e!Y)|- 003(7 + dy). (3.206)
Como la fase de H(e’™) es cero para esa frecuencia se llega a
100 i)
= — — 2
y(n) = Tg-cos( ) (3:207)
17. |Determine la salida, usando Transformadas Z, del sistema definido por h(n) =

2"u(—n) cuando la entrada vale

Resolucion:

Se sabe que Y (z) = H(z)X(z), por lo que, si se determinan las transformadas H(z)
y X (z) se podra calcular Y (z) y, en consecuencia, la salida en forma de ecuaciones
en diferencias. De esta forma, en primer lugar tenemos que la transformada Z de la
respuesta impulsional vendrd dada por

00 00 0
H(z)= Y h(n)z"= > 2Mu(-n)z"= Y 2"27" (3.208)

n=—o0o n=-—0o n=-—0o
Si se hace un cambio de variable k = —n, se llega a
o0 oo 1
H(z)=> 27FF =) (27"2)F = 5 (3.209)
k=0 k=0 2

siy sélo si [5| < 1 con lo que la R.O.C. quedara definida por [z| < 2.

Calculamos ahora X (z):

X(z) = > amz= > (%)RU(n) = Z(%)"z*" = 1_01,5Z71 = ——3.210)
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cuya expresion serd, valida si y sélo si |0'527 1| < 1, con lo que la R.O.C. quedaré de-
finida por |z| > 1/2.

Como se tiene que Y (z) = H(z)X(z) se llega a:

2z

Y& = G=oe 05

(3.211)

que tendrd como R.O.C. la definida por 1/2 < |z| < 2. Esta transformada Z se puede
expandir en fracciones simples de la siguiente forma:
Y(2) 2 A B

= = 212
. 2-2)(-05 2-z1z-05 (3:212)

y la igualdad se cumple cuando A— B =0y 2B — % = 2, por lo que se debera cumplir
A=B= %. De este modo, se puede hacer

4 z z
Y(z):_[Z—z+z—0’5

3 ] , RO.C.: 12 < |z| < 2 (3.213)

La Transformada Z Inversa serd, considerando la R.O.C. que la caracteriza, la siguien-
te ecuacién en tiempo discreto:

y(n) = S[2"u(=n — 1) + (3)"u(n)] (3.214)

18. |Se tiene el sistema causal definido por las siguientes ecuaciones en diferencias

w(n) = z(n) +vV2w(n —1) —w(n —2)
y(n) = w(n) —wn —1)

Se pide:
a) Determinar la ecuacién en diferencias entre y(n) y z(n).

b) Discutir la estabilidad del sistema.

¢) Determinar la salida, en estado estacionario, cuando la entrada es

z(n)=[1+ 2003(%)]u(n).

Resolucion:

a) Para determinar la relacién entre xz(n) e y(n) se aplicard la propiedad del retardo
de las Transformadas Z en las ecuaciones en diferencias. Se llega entonces a:

W(z) = X(2) + V2 "W (z) — W(z)272, (3.215)
Y(2) = W(z) — 2 'W(z). (3.216)

Combinando las dos ecuaciones se obtiene
_ X(2)

1— 22714272
Y(z) =W(2)(1—2z1). (3.218)

W (2) (3.217)

* Kk Kk
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Despejando y agrupando términos se llega a

(-2 )X()
1 -2z 14272

La ecuacion en diferencias se obtiene de forma obvia multiplicando en cruz y

Y(2)

(3.219)

aplicando la propiedad del retardo temporal:
y(n) = z(n) —z(n — 1) + V2y(n — 1) —y(n — 2). (3.220)

Para determinar la estabilidad, se estudia la posicién de los polos de H(z):

Y (2) 1—21t 22— 2
H(z) = = = 3.221
) X(z) 1-V2z 1422 22-V22+1 (3.221)
donde los polos son
V2+V2—4 V2 ,
pl2=—"pb—— = (1 £j). (3.222)

2 2

Por tanto, se tiene que los polos estan en la circunferencia de radio unidad. Segin
esto, el sistema seria inestable ya que existe, al menos, una entrada acotada
para la que la salida no estd acotada. En este caso particular de polos en la
circunferencia de radio unidad esta entrada tendria como Transformada Z una
funcion cuyos polos estarian en el mismo lugar que los de H(z) de tal forma
que la salida Y (z) = H(z)X (z) presentard un polo doble y tendrd una respuesta
temporal que crecerd con n.

Para determinar la salida en el estado estacionario cuando la entrada es
z(n)=[1+ 2003(%)]11(71) (3.223)

si se usa la respuesta en frecuencia (se hace el cambio z = e/")

H{(e™) L (3.224)
€ = . . .
1 — V2e 0w 4 e—j2w

se tienen dos componentes frecuenciales w = 0, w = /2. Si evaluamos la res-
puesta en frecuencia para esas dos componentes, se llega a

H(0)=0 (3.225)
H(e7™/?) = % (3.226)
con lo que
(/%) =n /4 —n)2 = —n/4, |H(™?)| = 1. (3.227)
Se tiene entonces que la salida seria 2cos(%t — 7). Esta respuesta serfa correcta

si el sistema no tuviese polos en la circunferencia de radio unidad. En efecto, si
se usan Transformadas Z, se puede escribir

X(z)=TZ{un)}+TZ {2003(%)} = ;_1 +TZ {2003(%)} . (3.228)

1—2



3.2 PROBLEMAS RESUELTOS 181

Si ahora calculamos la segunda transformada X (z) = T'Z {2cos()}, se tiene
que:

X()= Y QCOS(%)u(n)ﬂ (3.229)

Esta transformada se ha calculado anteriormente y su expresién general se puede
consultar en la Tabla 3.1. Ahora se determinara de otra forma. El coseno vale 0
para indices impares, por lo que que se tiene entonces:

~ s 7r2k —9%k
X(2) = Z 2005(7)2 (3.230)
k=0

Sustituyendo el coseno por su valor segin k

X(z) =2 i(—l)’“z”k =2 i(—(z)”)’“, (3.231)

X(z) = — (3.232)

Por tanto,
1 2 1—21 22 — 223 + 3%
Y(z) = + . = {3.233
(2) <l—z—1 1+z_2> (1—\/§z—1+z—2> (22 4+ 1)(22 — V22 + 1) )

Y(z)

z

Si se expande en fracciones simples la expresion se llega a la siguiente forma:

Y 323 — 222 A B C D
(2) _ roartr 4 L Py + . (3.234)
z (2+1)(22=V22+1) 2z+j 2z—j z—-p1 z2—Dp2

Los términos con A y B se agrupan para dar lugar a la expresion ya obtenida con
la respuesta en frecuencia y que se corresponde con la componente estacionaria
de la entrada. Ahora falta anadir la respuesta propia del sistema correspondiente
a la agrupacién de términos C'y D. Por tanto,

C = 07929 + 0'20714, D = 07929 — 020715, D = C* (3.235)

de donde los polos son

P = g(l +3), p2 = g(l —J)- (3.236)

y, por consiguiente, se tiene que

A B C o
V()= 2y 22 4 22 L T (3.237)
z+j z—j z—p1 Z—pj

de donde se llega a

y(n) = [2008(%) + (CpT + C*(p1)")]u(n). (3.238)
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Se puede obtener una representacién mas compacta utilizando la representacién

moédulo-argumento para los ntimeros complejos:

p1 = Rel? = 1J7/4 pt = ¢7Im/4, (3.239)

Si se designan como R(C) y ¥(C) la parte real e imaginaria respectivamente del
nimero complejo C, y si se reagrupan términos, se llega a la expresion de la

secuencia discreta de salida
y(n) = 2003(%) + R(C) (™M 4 eI 4 GS(O) (P — e7I™I%) (3.240)
Sustituyendo valores se tiene finalmente

y(n) = 2603(%)11(71) + 1'58003(%)11(71) — 0’41428671(%)1&(71). (3.241)

19. |Se tienen dos sistemas Hi(z) y Ha(z) tal que, para toda secuencia de entra-

)

da z(n), se cumplen las relaciones representadas en la Fig. 3.11 donde y(n) =
{%, 2,1,0,1,2,1,0,...}. Determinar:

Las respuestas impulsionales hy(n) y ho(n).

b) La estabilidad de dichos sistemas.
Resolucién:
x(n) x(n)
— | Hf2) Hyz) |——
x(n)=u(n) y(m)={1,2,1,0,1,2,1,0,...}
—| H@ *

Figura 3.11: Sistema a desarrollar. (a) La primera relacién que deben cumplir Hy(2) y H2(z) es que
dispuestos los sistemas en cascada implementan una funcién pasa—todo y por tanto la secuencia de salida
final es la misma que la secuencia de entrada y(n) = z(n). En este caso, la funcién de transferencia
H(z) se puede ver como el sistema inverso de Hi(z). (b) El segundo esquema relaciona una entrada
escalén unitario con una salida periddica y(n).

a)

De la primera condicién se tiene que Y (z) = Hi(z)Ha(2)X(z) = X (z), por lo

que

(3.242)

De la segunda condicién se obtiene Y (z) = Hi(z)X(z). Al calcular la Transfor-
mada Z de y(n), de acuerdo con lo comentado en el problema 11, se obtiene

y(n) =yn—4)+0(n) +2i(n—1)+d(n —2). (3.243)
Tomando Transformadas Z se llega a

Y(z) =27 (2) +1+227 1 +272, (3.244)
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con lo que
1+2272 4272 (1+271)2 1+ 271
(2) 1—21 (1—22) 1422 (1-zYH({1+22) )
Considerando las expresiones anteriores y que X (z) = #, se obtiene
Y(z) 14271
H = = 3.246
1(2) X(z) 14272 ( )
y por tanto, a partir de la ecuacién (3.242),
1+ 272
H = —. .24
() = T (3.247)

Calculando las respuestas impulsionales hi(n) y ho(n), se pueden calcular sus
T7Z mediante la expansién en fracciones simples, tal y como sigue:

1+21 Hi(z) =z+1 A B
1(2) 14272 z 22 +1 z+j+z—j ( )
Igualando términos se obtiene
A=(1+j)/2, B=(1-j)/2. (3.249)
y, por tanto, Hi(z) se puede escribir como:
1475)/2 1—4)/2
zZ+) zZ—7
que, calculando la Transformada Z Inversa conduce a:
I+y7, . 1—73,.
hi(n) = (=) u(n) + =L () u(n). (3.251)
La ultima expresién se puede reescribir de la siguiente forma:
1 ! : ! : ] ! : / :
hi(n) = 5[60 BTN 4 =05y () 4- %[6_0 Smin _ 05Ny () (3.252)
Recordando las relaciones trigonométricas de Euler de las funciones seno y coseno
se llega a:
hi(n) = cos(%) + Sen(g—n)] u(n). (3.253)

Repitiendo los pasos para Ha(z), se obtiene

22 +1 Hy(z) 22 +1 A B C

H = = =+ — .254
2(2) ,22—{—22> z 22(z+1) z2+z+z+1 (3:254)
Calculando A, By C:
22 +1
= =1 2
211 (3:255)
po |4 [Z+] — 1 (3.256)
o ldz | z+1 70_ ’
22 +1
C="| 1:2 (3.257)

con lo que

ho(n) = —d0(n) +d(n — 1) + 2(—1)"u(n) (3.258)
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b) Para estudiar la estabilidad de los sistemas planteados se determinara la posicion
de los polos de las funciones de transferencia,
22+ 2
Hiy(z) = = 1 = polos = £j = Sistema Inestable (3.259)
z
22 +1
Hy(z) = — n = polos = 0, —1 = Sistema Inestable (3.260)
22+ z
Estos dos sistemas no cumplen el criterio BIBO para una determinada entrada.
Se analizard a modo de ejemplo el sistema Ha(z):
Hy(2) Z2+1 1+272  Y(z) (3.261)
A= = = .
2 22+z 14271 X(2)
de donde
y(n) =z(n) +z(n—2) —y(n—1). (3.262)
Si se toma como entrada z(n) = (—1)"u(n), se tiene que
y(0) =1,y(1) = =2,y(2) = 4,y(3) = —6,.. .. (3.263)
En definitiva, se tiene la expresién
y(n) = (—=1)"2nu(n) + §(n). (3.264)
Evidentemente, la salida no estd acotada y, por tanto, el sistema es inestable.
Si se ve desde el punto de vista de la Transformada Z, se tiene que en z = —1 se
tiene un polo doble para Y (z). En efecto
1+272 1 1+ 272
Y(2) = Ho(2)X (2) = = 3.265
(Z) 2(2) (Z) 1-{-271 l_i_z,l (1-{-271)2, ( )
con lo que la inestabilidad se muestra de igual forma.
20. |Implemente un sistema digital, usando el menor niimero de retardos tal que tenga

una ganancia maxima de 10 a una frecuencia f = 100H z y deje el resto de frecuencias
inalteradas (F,, = lkHz).

Resolucion:

Segun los requerimientos del sistema, la posicién de polos y ceros de la Transformada

7 de la respuesta impulsional del sistema serd la mostrada en la Fig. 3.12. La fase de

27100
1000 -

los polos/ceros complejos viene dada por 6 =

Falta por determinar la distancia al origen de dichos polos y ceros. Como el resto de
frecuencias permanecen inalteradas, la distancia entre ceros y polos hay que tomarla
muy pequetnia (d = 0'01). Se tiene entonces el diagrama de polos/ceros mostrado en
la Fig. 3.13.

La Transformada Z, de acuerdo con el diagrama de polos/ceros serd la siguiente:

H(z) = 22 — 2ricosd + r?

: 3.266
22 — 2rycos0 + 13 ( )
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Figura 3.12: Diagrama de polos y ceros del sistema a desarrollar en el ejercicio 20.

Figura 3.13: Diagrama de polos y ceros de la Transformada Z del problema 20.

donde se puede sustituir z = ¢’ o0’ para, seguidamente, utilizar el segundo dato del

problema; la ganancia es 10 para w = 217[)10%0 = wy. Existe un camino mas sencillo

que emplea la expresion de evaluacion del médulo de una respuesta en frecuencia en

funcién de la distancia de polos y ceros:

|1 dist(ceros,wa)

H(e" = : 3.267
H ()] 1, dist(polos, wa) ( )
wW=w A
Por tanto, utilizando el grafico de la Fig. 3.14 se puede obtener:
; d2d4 d2 d4 d4 r
HY) ) ="=— —~—=——=1 2
N =0 a = &~ d  roor " (3.268)
de donde se obtiene:
r=10r — 0’1 — r = 0'0111. (3.269)

De esta forma, podemos calcular las distancias al origen de los polos y ceros del

sistema:



186

CAPITULO 3. TRANSFORMADA 7

Figura 3.14: Representacién de las diferentes distancias polos/ceros.

» Distancia cero—origen =1 — r = (/9889

= Distancia polo—origen = 0’9989

Con esto se tiene:

2% — 2r1cos0 + ri

H(z) = , 0=m/5, 1 = 09889, ry = 0/9989. (3.270)

22 — 2rycosf + 13
Sustituyendo y tomando potencias negativas de z, se llega a

1—162"1+ 0977272

H(z) = .
() = T 1616, 7 1 0997852

(3.271)

Para implementar este sistema con el menor nimero de retardos, se divide H(z) segtin
H(z) = Hi(z)Hy(z). (3.272)

En definitiva, se quiere el esquema mostrado en la Fig. 3.6 con

X~ 1(2), W = Hs(2). (3.273)
Si se toma
B 1 _ W(z2)
M) = 5160 + 0997822 ~ X (z) (3:274)
X(2z) = W(z) — 1'6162 W (z) 4+ 0'9978W (2) (3.275)

Multiplicando en cruz y aplicando la propiedad del retardo temporal de la Transfor-
mada Z, se llega a

w(n) = z(n) + 1'616w(n — 1) — 0'9978w(n — 2). (3.276)
La implementacién de esta ecuacion en diferencias es la mostrada en la Fig. 3.15.

Si se considera Hs(z) se llega a la expresion

Y(2)

=116z + 0977272 2
W) 62 L +0'977z (3.277)
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Figura 3.15: Implementacién de la ecuacién en diferencias del nodo intermedio w(n) en funcién de sus

muestras retardadas y de la secuencia de entrada z(n).

con lo que

y(n) = w(n) — U"6w(n — 1) + 0'977w(n — 2).

Si se usa el anterior diagrama de bloques se llega al sistema completo mostrado en la

Fig. 3.16.

x(n)

y(n)

v

Figura 3.16: Implementacion del sistema deseado total. Ahora la salida y(n) final toma las muestras del

primer subsistema w(n) y sus muestras retardadas.

Utilizando MATLAB, se comprueba que la respuesta en frecuencia de H(z) es la que

se pide tal y como se muestra en la Fig. 3.17.

21. |Determine la senal discreta que da lugar a la siguiente Transformada Z

H(z) = sen(z 1)

Resolucion:

Si se toma f(x) = sen(z) y se desarrolla en serie de potencias:

f0)y=0

f'(z) = cos(z) — f'(0) = 1
f"(z) = —sen(z) — f"(0) =0
f"(@) = —cos(z) = f"(0) = —1
£"(@) = senx) = £(0) = 0

* k
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Figura 3.17: Respuesta en frecuencia del sistema planteado en el ejercicio 20 en magnitud y fase.

22.

con lo que se puede concluir que los términos pares son nulos y los impares dan +1 y
—1 alternativamente. Por tanto

"0 0 "
):; . ZO 2n+ g2t (3.279)

Tomando = 2!, se llega a

sen(z71) = ZO %2_(2’“’1). (3.280)

Igualando esta expresion a la Transformada Z de una secuencia h(n)

i h(n)z™", (3.281)

se llega a la conclusién:
[ h(2n) =0, vn
) =1 pan+1) = 0 5 (3.282)
(2n 4+ 1)!
0 otro caso.

Se tiene un sistema causal cuya Transformada Z de su respuesta impulsional presenta
los polos y ceros de la Fig. 3.18. Determine la respuesta impulsional de dicho sistema

asi como un esbozo de su respuesta en frecuencia.

Resolucion:

Del diagrama de polos y ceros se puede ver que se tienen como ceros z = 1, z =
—1 y como polos z = 0’9 y 2 = —0'9. Estos polos y ceros conducen a la siguiente

Transformada Z:
22 -1 _ 1— 22

H(z) = - .
(2) = 3 —gs1 = T o812

(3.283)
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A Im(z)

Figura 3.18: Diagrama de polos y ceros del sistema del ejercicio 22.

Si se descompone en fracciones simples, se tiene

H(z) 22 -1 A B C
= == . .284
z z(z2—-0181) =z +z—0’9+z+0’9 (3.284)

Si se determinan los coeficientes A, B, C

PPt B R RPTI (3.285)
T 22081 - '
z=0
_ ol — B =—0'117 (3.286)
~ z2(z40'9) B '
2=0'9
e — C = —0'117 (3.287)
~ 2(z—09) B '
z=—0"9
de donde
0117z 0’117z 0’117 0’117
H(z) =123 - =123 - - . 2
(2) =128 = =55 ~ 2509 3 1091 Txo9. 1 %
Aplicando que
A 2
H(z) = ——— < h(n) = Ad"u(n) (3.289)
1—az"!
se llega a
h(n) = 1'235(n) — 0'117(0'9)"[1 + (—1)"]u(n) (3.290)

En cuanto a su respuesta en frecuencia se tienen dos ceros en las frecuencias w = 0
y w = 7. Esto supone que dichas frecuencias se eliminarian. Ademads los polos y ceros
estdn muy préximos por lo que el valor de la respuesta en frecuencia serd muy cercana a
uno en el resto de frecuencias; al hacer el balance de distancias, los polos compensaran
la influencia de los ceros. La Fig. 3.19 representa la respuesta en frecuencia del sistema
y se adapta a lo comentado.
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Respuesta en frecuencia del sistema planteado
1.4 T T T T T

1.2

0 0.5 1 15 2 25 3 35
Frecuencia Angular Normalizada (pi rads/muestra)

Figura 3.19: Respuesta en frecuencia del sistema planteado en el ejercicio 22.

23. |Dado el sistema definido por
y(n) = z(n) —x(n — 1) + 0'81y(n — 2),

determine la respuesta impulsional de dicho sistema. jCual es la salida del sistema
si la entrada es z(n) = (—1)"u(n)?

Resolucion:

Se puede aplicar la propiedad del retardo a la ecuacién en diferencias llegando a
Y(2) = X(2) — 2z ' X(2) + 0’812 %Y (2) (3.291)

con lo que, aplicando la propiedad del retardo temporal se tiene,

Y (2) 1—2z1 22—z
H(z) = = = . .292
)= X " T-081.2 ~ Z—0s1 (3:292)
Si ahora se descompone
H(z) z—1 A B
_ - 3.293
z 22 — (/81 z+0’9+z—0’9 ( )
y se calcula A y B:
A =105, B=-005. (3.294)
Se puede escribir:
105 0’05
H(z) = _ 3.295
G = T 09T~ 1=00a (3.295)
y, aplicando que
H()—L@h()—A”() (3.296)
2)= 1 n) = Aa"u(n), .

se llega a

h(n) = (0'9)"[1'05(—1)" — 0'05]u(n). (3.297)
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Para la segunda parte se seguird un procedimiento andlogo; Y (z) = H(z) - X(z).
Aplicando la definicién de Transformada Z sobre x(n) se obtiene:

X(z2)= Y (D"u(n)z "= (-1)"z " = [ (3.298)
n=-—00 n=0
De acuerdo a Y (z) = H(z)X(z) se puede escribir
1— -1 3.2
Y(z) = z = A (3.299)

(1-081z"2)(1+21) (22-081)(2+1)
Si ahora se descompone

Y -2 A B C

y se calculan los coeficientes de la forma habitual;
A=-00263, B=-95, C=10526. (3.301)

podemos escribir, operando de la misma forma que en el primer caso,

0’0263 9’5 10'526
Y(2) =— — .302
)= TG0 1T 150921 T 1421 (3.302)
de donde se obtiene, mediante las tablas de TZI,
y(n) = [-0'0263(0'9)™ — 9'5(0'9)" (—=1)" + 10'52(—1)"Ju(n). (3.303)

Se puede comprobar la validez del resultado observando el término estacionario donde
la entrada es una sinusoide de frecuencia T,

z(n) = (=1)"u(n) = cos(mn)u(n), (3.304)

donde, usando la respuesta en frecuencia para determinar dicho término estacionario,
se obtiene

iw 6j2w _ 6jw ,

W=T
Como X (e/”) = 1 (fasor de la entrada), se puede escribir:

Y (/) = ST 2/0'19 = 10'52 (3.306)
T e st e '

Se tiene entonces que para n grandes (régimen estacionario), la salida del sistema es
y(n) = 10'52cos(mn) ~ 10'52(—1)". (3.307)

que es el mismo resultado obtenido anteriormente.
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24.

Dado el sistema definido por la funcién de transferencia
1—27P
H(z) = ——
(2) 1—azP
determine
a) Los polos y ceros del sistema.
b) Esboce la respuesta en frecuencia del sistema (magnitud).
¢) Dada la entrada definida por
1, n par
z(n) =
0, n impar
con n > 0, determine la salida en estado estacionario del sistema ante dicha
entrada.
d) Determine el valor minimo de D si se quiere usar este sistema para eliminar
la interferencia del ruido de red (50Hz.) en un problema de electrocardiografia
(Fy, = 250H 2).
Resolucién:

a) Polos y ceros del sistema. A partir de la definicién del sistema

Hiz) = 1220 (3.308)
)= —— .
1—az" D’
tenemos que los ceros del sistema son:
L= =1 = 5 = k=0,...,D—1 (3.309)
y los polos son
P =aed? =1 = 2, = (a)l/Dej%, k=0,...,D—1 (3.310)

b) Respuesta en frecuencia. Por simetria, y dado que

; d
H(")| = L d: 3.311
) = [ (3:311)
donde d, representa las distancias a los ceros y d, las distancias a los polos, se
tendra que el valor maximo se consigue para w = m/D:
1—eJwb 2

(6 ) 1 — ge—JjwD wer/D 14+a ( )

En la Fig. 3.20(a) se representa el diagrama de polos y ceros del sistema y en la
Fig. 3.20(b) su respuesta en frecuencia para a = 0’7 y D = 6.

¢) Salida en estado estacionario. A partir de la secuencia de entrada definida por

z(n) = z[1 + (—1)"]u(n) (3.313)
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Figura 3.20: (a) Diagrama de polos y ceros del sistema. (b) Respuesta en frecuencia (magnitud y fase)
del sistema paraa =0'Ty D = 6.

se puede definir su TZ sencillamente como sigue

1 1 1
X(z)== 3.314
(2) 2[1—2_1+1+z_1 ’ ( )

y, por tanto,
D—1
A By By

Y(2)=H(2)X(z) = 3.315
&)= HOXE) = Y (o + o+ e (G319)

siendo py, los polos de la funcién de transferencia H(z). En el caso de |pg| < 1, la
respuesta temporal de estos términos tenderd a cero conforme n tienda a infinito
(da lugar a senales de la forma (pg)™). Tendremos que calcular By y Bs de la
siguiente forma:

(1—2P)1 -z
(1—-2"H(1 —az"P)1+ 271

By = =0, (3.316)

z—1=1
por lo que elimina la componente de continua. En cuanto a Bs, tendremos

(1—2z"P)y1+271
1—z1)(1—-azP)(1+21)

TSI
e, ra G

By =

1
1+a

la podriamos haber deducido a partir de la posicién de polos y ceros del sistema.

que en el caso de D par valdra cero y para D impar valdra . Esta conclusién

Valor de D. Hay que hacer coincidir el segundo cero (k = 1) con la frecuencia
digital correspondiente a 50 Hz, por lo que

50 27
La forma més general seria
50 27k 1k
%0 D 5 D (3.319)

que para k = 1 se obtiene D = 5.
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25.

Se quiere disenar un sistema para electrocardiografia de forma que elimine la com-
ponente de continua y los 50 Hz, alterando lo menos posible el resto de componentes
frecuenciales del ECG. Implemente dicho sistema usando el menor niimero de retar-

dos.

Resolucion:

El sistema a disenar debe tener ceros para las frecuencias que se quieren eliminar,
donde los dngulos correspondientes a dichos ceros vienen definidos por

Ja
=2r— 3.320
¢1 ﬂ—Fma ( )
que se corresponden con
50 21
pr=0=2m1-0=0, ¢r=50 H-. Tor0 = E (3.321)

Como los ceros deben estar en la circunferencia de radio unidad, se tendrd que
H(2)(z — %) (z — &7%™/%) = (2 — 1)(z — &2%7/9). (3.322)

Como los coeficientes deben ser reales también debe aparecer el conjugado del cero
complejo y se tiene entonces que

H(z) = (z — 1)(z — %™®)(z — e 72™/%) = (2 = 1) (2% — QCOS(%W)Z +1). (3.323)

Se pretende que no se modifiquen el resto de componentes frecuenciales por lo que
habrd que colocar polos cercanos a los ceros encargados de eliminar las frecuencias
f =0y f=50Hz. Ahora la funcién de transferencia serd entonces:

(z —1)(2? — 2cos(2)z + 1)
(z —7r)(z — rei2n/5)(z — re=i2n/5)’

H(z) = (3.324)
siendo r un valor muy cercano a la unidad. Si se considera r = 0’95, la funcién de
transferencia queda, finalmente:

z3 — 261822 + 2/6182 — 1 1—2'618271 + 2618272 — 273

H(z) = = (3.32
() 23 — 2/4872% 4 2/363z — 0'857 1 — 24871 +2/3632z72 — 0’857z*3‘<3 325)

La Fig. 3.21 muestra el diagrama de polos y ceros de esta funcién de transferencia.

Para implementar esta estructura con el menor nimero de retardos dividimos H (z)
en dos funciones Hi(z) y Hy(z) de la forma H(z) = Hy(z)H2(z), con
1

Hi(2) = g 12136322 — /85723 (3.326)

Hy(z) =1 —2'61827" +2/618272 — 273, (3.327)
Planteando ecuaciones en diferencias se tiene para Hi:

w(n) = z(n) + 2'487w(n — 1) — 2'363w(n — 2) + 0'857w(n — 3) (3.328)
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Figura 3.21: Diagrama de polos y ceros de la funcién de transferencia H(z).
x(n) w(n) y(n)
»(+ | >®—>
2.487 -2.618
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0.857 -1
Figura 3.22: Implementacidn del sistema a partir de la ecuacién en diferencias.
y para Hs:
y(n) = w(n) —2'618w(n — 1) + 2'618w(n — 2) — w(n — 3). (3.329)

26.

Este sistema de ecuaciones en diferencias se puede implementar tal y como se recoge

en la Fig. 3.22.

de polos y ceros e indique de qué filtro se trata.

Un sistema L.I.T. causal tiene una salida y(n) = (1/3)"u(n) ante una entrada z(n) =
(1/2)"u(n) — (1/4)(1/2)" *u(n). Determine su funcién de transferencia, el diagrama

Resolucion:

Si calculamos la transformada Z en la salida y la entrada obtenemos

1
———_ ROC: || >
1—5271
1/2
= 2 Roc:p >
1—35271

N — W=

(3.330)

(3.331)
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por tanto, la funcion de transferencia del sistema es

Y(2) _21—%z
= 2=
X(z) 1— 32

-1 1

H(z) =
El sistema tiene un cero en z = 1/2 y un polo en z = 1/3. El diagrama de polos y
ceros se muestra en la Fig. 3.23(a).

(€Y (b)
‘ ‘ ‘ 2.4 ‘ ‘

0.81
0.61
0.4
0.2r

—0.2}

Parte Imaginaria
o
X
6]
[H()]

—0.4+
—0.6F
-0.8+

-1 -0.5 0 0.5 1 l'40 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Parte Real w/m

Figura 3.23: (a) Diagrama de polos y ceros del sistema del ejercicio 26. (b) Respuesta en frecuencia
(mddulo) del filtro.

Si tenemos en cuenta la interpretacién geométrica de la respuesta en frecuencia, a
partir del diagrama de polos y ceros

I |distancia a ceros|

| H (w)| (3.333)

-~ "l |distancia a polos|

Para w = 0, la distancia al cero es |1 — 1/2| y la distancia al polo es |1 — 1/3| luego

1-1/2
NIV

S A e e

3/2. (3.334)

Para w = 7/2, aplicando el Teorema de Pitdgoras, la distancia al cero y al polo es la
hipotenusa de un tridngulo rectangulo, por lo que:

1+ (1/2)2
|H (w) Lo VIH W o (3.335)
_ 1+ (1/3)?
w=m/2
Para w =,
111/2
Hw)| =2 Y2 g (3.336)
o 1+1/3

La respuesta en modulo se representa en la Fig. 3.23(b) donde se observa que el

sistema tiene un comportamiento pasa—alta.

27. | Un sistema de segundo orden estable tiene una respuesta impulsional dada por
h(n) = Aiptu(n) + Asphu(n). Sila entrada al sistema es una secuencia exponencial
compleja del tipo z(n) = Ae/?d", determine la funcién de transferencia del sistema
y la salida ante esta entrada y(n). Obtenga la salida en régimen estacionario para

el caso particular p; = %-1— @j, Py = % — @j, Ay =7, Ay =—j,wg=73.
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Resolucion:

La funcion de transferencia es sencillamente la Transformada Z de la respuesta im-

pulsional:
A 1 A L :
H(z) = Z{h(n)} = 17 . + 27 —pgz*“ROC 2 |z] > maz(|p1], |p2])3.337)
por lo que
A+ A, — (A A -1
H(z) = 1+ Az — ( 1]121+ 2Pa)i2 . (3.338)
1 —(p1+p2)z" +pipez
Al tratarse de un sistema L.I.T., H(z) puede expresarse, en general, como
M o,k
b
H(z) = — k=020 (3.339)

1+ SN agzk

Identificando términos, by = Ay + Ag, by = —(A1p2 + A9p1), ag = 1, a1 = —(p1 + p2)
y G2 = p1p2-

La salida en régimen estacionario ante una senal exponencial compleja serd una senal
de la misma frecuencia que habra modificado su amplitud y fase, siempre que el
sistema sea estable, esto es

y(n) = |H(W)|y—w, AeTan T ) lw=wg (3.340)

El sistema es estable ya que |p1] < 1y |p2|] < 1 y podemos calcular H(w) como
H(2)|,=¢jw. Sustituyendo para w = wy, se obtiene:

_ (A +Ay) — (Arpz + Aopr)e™I™
1 — (p1 4+ p2)e™7%e + (p1pa)e=2iwa’

wW=wgq

(3.341)

Sélo tenemos que calcular el médulo y fase de la expresién anterior. Si particularizamos

para Ay =17, Ay = —J, 1 :%—i_ §j7pl = % - %]a Wq :7T/2a tenemos

ox)
H(w) =1 i T = 0'3885 +j0'6312 (3.342)
w=m/2 6 27
Médulo : H(w) =0'7412 (3.343)
w=m/2
Fase: ®(w) =1'019 rad (3.344)
w=m/2

luego

y(n) = A-0'7412 - (37 H1019) (3.345)
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3.3. Problemas propuestos
1. |Dado un sistema discreto con la siguiente funcién de transferencia
H(z) = 22 — 09922 — 001
24— 08122

a) Determinar la ecuacién en diferencias que define el sistema.

b) Estudia su estabilidad.

¢) Obtén el médulo de la respuesta en frecuencia del sistema de forma aproximada.

2. |Implemente un sistema causal, utilizando el menor numero de retardos, cuya res-
puesta impulsional sea la funcién sen(won).

3. | Determine, usando la transformada Z, la convolucion de las siguientes secuencias:
a) h(n)= {—Tl,O, 1,2,0,0,0,0,0,...} con h(n) = {%, -2,1,0,0,0,...}

b) h(n) =b"u(n) con z(n) = u(n)

4. |Determine la transformada Z y la R.O.C. de las siguientes senales:

a) y(n) = (5)"sen(*5")u(n)
b) y(n) = (=1)"[u(n+3) —u(n - 3)]
¢) y(n)= (M, —0o<n < oo

5. |Se tiene un sistema L.I.T. causal que, cuando la entrada es el escalén unitario,
proporciona la siguiente salida y(n) = [1 — (—1)"](3)"u(n). Determine la respuesta
impulsional de dicho sistema. ;Qué entrada se debe tener para obtener a la salida
un escalén unitario?

6. |Se tiene un sistema cuya respuesta impulsional es h(n) = r"cos(won)u(n). Imple-
mentar dicho sistema con el menor nimero de retardos. ;Qué se puede comentar
sobre la estabilidad de dicho sistema y la posicién de los polos de su Transformada

ylap b
77

7. | Se tiene un sistema que, cuando la entrada es el escalén unitario se obtiene como
salida (0'9)"u(n). Determinar la respuesta impulsional del sistema aplicando trans-
formadas Z inversas.

8. | Determinar la secuencia temporal (causales en los dos primeros casos), que da lugar

a las siguientes transformadas Z:

1—z1

T 10321 + 00222

H(z)
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10.

11.

12.

Determinar la secuencia temporal que da lugar a la siguiente transformada 7

H(z) = 1027 R.O.C.:0'25 < |2| < 05
1= 075z 4 0112522

Dado el sistema L.I.T. definido por

2

HZ) = 1o

y sabiendo que la entrada a dicho sistema es el escaléon unitario, determinar la salida
y(n) aplicando:

a) Convolucién de z(n) y h(n).

)
b)

Transformadas Z inversas.

Dado el sistema continuo definido por su funcién de transferencia en el dominio de
Laplace como

1

e = Grazse

Se desea determinar la funcién de transferencia discreta correspondiente a dicho

sistema al aplicar la técnica de invarianza al impulso.

Dada la secuencia causal z(n) con transformada Z, X (z), determine la transformada

de las siguientes secuencias:

z(n), n par

0, n impar
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3.4. Practicas con MATLAB

En este apartado se resuelven varios ejemplos con MATLAB sobre la caracterizacién de
sistemas en el domimio Z. Veremos cémo la definicién de un sistema mediante la Transfor-
mada Z permite su andlisis de forma sencilla y eficiente, de forma que se puede investigar
su estabilidad, respuesta frecuencial, etc. Para ello se consideran distintos sistemas como el
filtro de media mdévil, un derivador y un oscilador. La ltima practica se centra en el disenio
de efectos de audio tales como el eco y la reverberacién.

3.4.1. Media moévil, derivador y oscilador

1. Mowing Average.

En este punto se implementard un sistema digital que realice un “moving-average”,
cuyo orden de promediado se pasa al programa. Se comprueba el funcionamiento del
sistema usando como entrada la suma de sinusoides de frecuencias 50, 100 y 125 Hz
(frecuencia de muestreo igual a 500 Hz), usando como ordenes del promediado 4,
10 y 20. Se explicara el resultado en funcion de la posicion de polos y ceros de la
transformada Z del sistema.

Un “moving average” de orden N tiene la siguiente ecuacion en diferencias:

y(n) = % s(n— k). (3.346)

h(n) = S > d(n—k) (3.347)
N

Sustituyendo queda h(n) = 1/N, (0 <n < N — 1). Dos formas de implementar este
sistema serian:

a) Convolucién. Utilizando la instrucciéon conv que implementa la convolucion entre
dos senales. La salida de un sistema viene determinada por la siguiente expresion
y(n) = h(n) * z(n). Es decir, la salida es la convolucién entre la entrada y la
respuesta impulsional del sistema.

b) Filtrado. Utilizando la instruccién filter. Para usar esta instruccion se necesita
calcular la transformada Z a partir de la ecuacién en diferencias del sistema:
Y(2) 11-—z7%

Y(2)=— X(2)z ¥ = H(z) = X0) = N1 T (3.348)
k=0

N

Para determinar los polos y ceros del sistema se multiplica y divide por z" la

expresion de H(z) obteniéndose,
Y(z) 1 2VN-1

H(z) = X6~ NG (3.349)

Los polos del sistema estan claros: z =1y z =0 (orden N —1). En cuanto a los

Ceros:

N =1= 2 =2k — ;= J2H/N, (3.350)
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De este modo, tenemos que los ceros se distribuyen de forma uniforme alrededor
de la circunferencia de radio unidad (el indice k varia de 0 a N — 1). El primer
cero, k = 0, se compensa con el polo z = 1.

El programa en MATLAB que implementa el “moving average”, usando la instruccion
filter seria:

function y=moving(x,N)
num=(1/N) *ones (1,N) ;
y=filter (num,1,x);

La senal a filtrar tiene tres componentes frecuenciales de 50, 100 y 125 Hz (frecuencia
de muestreo F,, = 500 Hz). Para el caso de N = 4 los resultados se muestran en la
Fig. 3.24 En este caso, los ceros estarian situados en la circunferencia de radio unidad
con las siguientes fases:

amk TR (3.351)

Estos ceros se corresponden con las siguientes frecuencias digitales:

27 fq k
_— —
F, 2

(3.352)

donde f, es la frecuencia analégica y F), es la frecuencia de muestreo. Sustituyendo
valores se llega a f, = 125k. Es decir, el sistema elimina las frecuencias multiplo de
125 Hz., por lo que desapareceran, en nuestro caso, la componente de 125 Hz.

Sefial Original
4 ;

T e o190 e 10T b
T

0 5 10 15 20 25
Senial Filtrada

1TTT? 7] |1 of ]
° sLLLLEe SLLLLe 3

Muestras

Figura 3.24: Resultados obtenidos con N = 4.

Si N = 10 se obtiene f, = 50k y, en consecuencia, el sistema elimina las frecuencias
50, 100, 150, 200 y 250 Hz. Los resultados obtenidos se muestran en la Fig. 3.25

Para N = 20 se eliminan las frecuencias f, = 25k. En este caso todas las componentes
son eliminadas, como se observa en la Fig. 3.26. El tramo original, hasta la muestra
20, se corresponde con el transitorio del sistema.
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Sefial Original
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Figura 3.25: Resultados obtenidos con N = 10.
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Figura 3.26: Resultados obtenidos con N = 20.
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2. Derivada sequnda.

Un sistema que determina la derivada segunda de una senal es el definido por la
siguiente ecuacion en diferencias:

y(n) =xz(n) —2x(n — 1) + z(n — 2). (3.353)

Se pide determinar la salida del sistema cuando la entrada es z(n) = cos(mn). Se
calculard dicha salida con diferentes métodos, pasando la senal por el sistema im-
plementado mediante ecuacién en diferencias, usando la respuesta en frecuencia del
sistema y, finalmente, usando la instruccion filter. El programa en MATLAB que
implementa el sistema en forma de ecuacion en diferencias es:

n=0:99;

x=cos (pi*n);
y=zeros(1,100);
y(1)=x(1);
y(2)=x(2)-2*x(1);

for s=3:100,
y(s)=x(s)-2*x(s-1)+x(s-2);
end

En este programa se consideran condiciones iniciales nulas y, por ello, se han iniciali-
zado los dos primeros valores de y(n) a y(1) = z(1) e y(2) = z(2) — 2z(1). En la Fig.
3.27 se muestra la senal original y la salida.

Sefial Original

T
UL

Muestras

Figura 3.27: Salida obtenida usando la ecuacién en diferencias de la ecuacién (3.353).

La senal se ha amplificado por cuatro y no existe desfase entre la entrada y la salida. Si
se quisiera utilizar la instruccién filter se necesita la transformada Z de la ecuacién
en diferencias por lo que, aplicando la propiedad del retardo temporal en la ecuacién
(3.353), se obtiene

Y(2)=[1 -2+ 24X(2) = H(z) =1-22"1 + 27?2 (3.354)
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El programa en MATLAB sera entonces,

n=0:99;
x=cos(pi*n);
y=filter([1 -2 11,1,x);

Para usar la respuesta en frecuencia del sistema se hace el cambio z=e’% en la Trans-
formada Z obtenida, de forma que obtenemos

H(z)=1-2z1 42 2= H(Y)=1—-2e 7" f ¢ 2V (3.355)
que para w =T
H(™) =1—2¢ 9"+ 92™" =4 (3.356)

El valor de la respuesta en frecuencia vale 4 (médulo 4 y fase cero al ser un nimero
real), por lo que la salida estd en fase con la entrada y presenta una amplitud cuatro
veces mayor que es el resultado obtenido.

Oscilador.

Se quiere implementar un oscilador muy sencillo cuya respuesta impulsional viene
dada por:

h(n) = {—T1,1,—1,1,—1,...} (3.357)

Se pide:

a) Ecuacién en diferencias del sistema. Comprobar su funcionamiento usando MAT-
LAB.

b) Respuesta en frecuencia del sistema mediante la posicién de polos y ceros de la
Transformada Z del sistema.

¢) Comprobar el punto b) mediante la instruccién freqz.

Cuando se tiene un sistema que presenta una respuesta impulsional periddica el pro-
cedimiento consiste en primero identificat la periodicidad y después completar con
impulsos unitarios las muestras iniciales. La senal es peridédica con periodo fundamen-
tal N = 2 luego se cumplird, para n > 2, h(n) = h(n — 2). Esta ley de recurrencia
no se puede aplicar para n igual a 0 y 1 (hay que recordar que es un sistema causal).
Estos casos quedan completados con impulsos unitarios de la siguiente forma:

h(n) = h(n —2) —d§(n) +d(n —1). (3.358)

En esta ecuacion se puede cambiar la respuesta impulsional por la salida y la funcion
delta por la entrada siempre que z(n) sea la entrada impulsional, obteniéndose la
ecuacién en diferencias del sistema:

y(n) =y(n—2) —z(n) + z(n—1) (3.359)

Para comprobar que este es el sistema buscado, se toma como entrada la funcién
impulso. El programa en MATLAB que realiza esta operacién es el siguiente:
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% Implementacién de un oscilador
x=[1 zeros(1,99)];
y(1)=-1;
y(2)=1;
for s=3:100,
y(s)=y(s-2);
end

Al ejecutar este programa y representar la respuesta impulsional se obtiene la Fig.
3.28. Observando el programa se puede comprobar que el funcionamiento de la ecua-
cién en diferencias es muy sencillo. Se obtiene el mismo resultado si se utiliza la
instruccién filter. Para ello hay que calcular la TZ de la ecuacién (3.359). Si se
aplica la propiedad del retardo temporal en dicha ecuacion, se obtiene

Y(2) —1+2z7"

Y(2) =Y (@) - X(2) +27X() = HE) = 05 = T3

(3.360)

La transformada Z puede simplificar la expresion del oscilador; en efecto la ecuacién
(3.360) se puede simplificar obteniéndose:

-1

HE) = =

(3.361)

Respuesta impulsional
1 4A_A_'_A_A_A_A_A_'_A_A_A_A_L

0.5t 1
0,
-0.5
-1lo—o6—o0 o o6 006 60600
0 5 10 15 20 25
Muestras

Figura 3.28: Respuesta impulsional i(n) del sistema planteado mostrada en la ecuacién (3.361). Esto se
puede realizar facilmente empleando el comando de MATLAB impz.

Segun esto, el programa que determina la respuesta impulsional buscada seria:

% Implementacién de un oscilador
x=[1 zeros(1,99)];
y=filter(-1,[1 1],x);

Otra opcidn consiste en usar la instruccién impz que también hace uso de la transfor-
mada Z; el siguiente programa usaria dicha instruccion:
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% Implementacién de un oscilador
y=impz(-1,[1 11);

Si se quieren usar los polos/ceros del sistema para esbozar la respuesta en frecuen-
cia el primer paso serd determinar dichos elementos. Multiplicando el numerador y
denominador de la ecuacion (3.361) por z, se obtiene:

—z
H(z) = . 3.362

(&) =13 (3.362)

El sistema presenta un polo en z = —1 y un cero en z = (. Segin esta disposicién

de polos y ceros, nuestro sistema debe presentar una ganancia infinita en la mitad
de la frecuencia de muestreo que se corresponde en el plano complejo con el valor -1
(distancia al polo igual a cero).

Se puede comprobar que se tiene esta respuesta en frecuencia mediante el comando
freqz. Esta instruccién se usa de la misma forma que la instruccién filter:

freqz(-1, [1 11)

Al ejecutar esta instruccion se obtiene la Fig. 3.29.

60

Magnitud (dB)
NA
2

o
T
I

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fase (grados)

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Frecuencia Angular Normalizada (m rads/muestra)

Figura 3.29: Respuesta en frecuencia del sistema planteado en la ecuacién (3.362).

3.4.2. Efectos de Audio

En este bloque se utilizard la Transformada Z para la implementacion de efectos tipicos

de audio. En principio se verd una imagen intuitiva de ellos para, posteriormente, imple-

mentarlos. Un sistema digital que implementa un eco tiene el diagrama de bloques de la
Fig. 3.30.
A partir del diagrama de bloques, la ecuacién en diferencias que define el sistema viene

determinada por la siguiente expresion:

y(n) = z(n) + ky(n — D). (3.363)

El eco representado de esta forma es un eco infinito. Si se aplica la propiedad del retardo

temporal de la transformada Z en la ecuacién (3.363) se llega a

Y(z) 1
X(z) 1—kz D"

Y(2) =X(2) + kY (2)z P = H(z) = (3.364)
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Figura 3.30: Esquema de la implementacién de un eco infinito por el cual la sefial de salida es una suma
retardada y pesada por una ganancia de las muestras de salida anteriores.

A la hora de implementar este eco en MATLAB hay que introducir tres parametros: la
senal a filtrar, el retardo D y el factor de ganancia k. El siguiente programa implementa
este tipo de eco:

% Implementacién de un eco infinito
x=input(’Sefial a filtrar ’);

k=input (’Factor de ganancia (entre 0 y 1) ’)
D=input (’Retardo del eco (positivo y entero) ’);
y=filter(1,[1 zeros(1,D-1) -k],x);

Otro tipo de eco es el finito, de una forma intuitiva, un eco es el resultado de sumar a
una determinada senal una versién retardada de si misma y atenuada es decir:

y(n) = z(n) + kz(n — D) + k*z(n — 2D) + ... (3.365)

Si se aplican transformadas Z a la ecuacién en diferencias (considerando sélo dos términos
en el eco) se llega a:

Y(z)

Y(2) =X(z) 1+ ke " +k%27°P) = H(2) = =1+kz P+ 522720 (3.366)

El programa de MATLAB que implementa este eco vendria definido por:

% Implementacién del eco finito

x=input (’Sefial a filtrar ’);

k=input (’Factor de ganancia (entre 0 y 1) ’)
D=input (’Retardo del eco (positivo y entero) ’);
y=filter([1 zeros(1,D-1) k zeros(1,D-1) k~2],1,x);

El segundo efecto a estudiar es la reverberacién. Este efecto aparece en los equipos de
sonido cuando se reproducen diferentes ambientes (estadio, iglesia, etc) y estd formado
por la combinacién de diferentes senales procedentes de diferentes ecos (los producidos al
rebotar la senal de sonido en las paredes del recinto). El diagrama de bloques de este efecto
de sonido se muestra en la Fig. 3.31.

Normalmente las cantidades especificadas son el tiempo del eco inicial ( “Interaural Time
Difference”, ITD) y el tiempo de reverberacion que es el tiempo en que un sonido reduce su
amplitud en una milésima parte. La eleccién de los retrasos y ganancias en el diagrama de
bloques anterior se hace segin las siguientes relaciones:

Dy = ITD, Dy =2xDy, D3 =50ms. Gy = Gs, G =10 3Ds/tr (3.367)



208 CAPITULO 3. TRANSFORMADA 7

SENAL DIRECTA
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Figura 3.31: Esquema de una reverberacion digital. En este caso la salida del sistema es una suma de la
sefial de entrada directa, de su retrasada ponderada muestra a muestra y de una rama de reverberacién
o eco infinito.

donde t, es el tiempo de reverberacién. Por ejemplo para el Symphony Hall (Boston), el
ITD es de 15 ms y el tiempo de reverberacién es de 1’8 segundos si estd ocupado por lo que
se obtiene:

Dy = 15ms, Gy = 0’855, Dy = 30ms, D3 = 50ms, G3 = 08913 (3.368)

En la Tabla 3.4.2 se muestran los valores de I'TD y tiempo de reverberacion necesarios para
la simulacion de otros ambientes.

Tabla 3.2: Valores de ITD y tiempo de reverberacién necesarios para la simulacién de distintos ambientes.

LUGAR ITD (ms) Tiempo de
reverberacidn (s)

Estudio 20 0'4

Auditorio 40 0'75

Sala de concierto 25 1’8

Iglesia 50 3'25

Para implementar el diagrama de bloques anterior (Fig. 3.31) en MATLAB se necesita
determinar la transformada Z correspondiente a dicho diagrama. De la figura se pueden
plantear dos ecuaciones en diferencias:

y(n) = z(n) + Grz(n — D1) + w(n) (3.369)
w(n) = z(n — Da) + Gaw(n — D3) (3.370)

Aplicando transformadas Z a la ecuacion (3.370) se llega a la siguiente igualdad:

X(z)z= P2

=7 371
W (z) 1 Gz D5 (3.371)

Si se aplican ahora transformadas Z a la ecuacion (3.369) se llega a:
Y(2) = X(2)(1 + G122 P) + W(z) (3.372)

y se sustituye la expresion en la Ec. (3.371) se obtiene
X (z)z~ P2

Y(2) = X(2)(1 + Gra=Pr) 4 )2 (3.373)

1— GgZ_D?"
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Por tanto, la funcién de transferencia del sistema queda como:

Y (2)
X(2)

—D> 1 —D1y(1 — —D3 —D2
= (4G Py = N T [ € E ) YO

H =
(Z) 1—G327D3 1_G3Z*D3

La implementacién de esta funcién de transferencia en MATLAB seria:

% Reverberacidn.

% Variables necesarias

itd=input (’Eco inicial (segundos) ’);

trev=imput (’Tiempo de reverberacién (segundos) ’);
fm=input (’Frecuencia de muestreo (en Hz) ’);

% Calculo de los retardos y las ganancias
Di=fix(itd*fm);

D2=2x%D1;

D3=£ix(0’05*fm) ;

G3=10"(-3*D3/trev) ;

G1=G3;

% Calculo de la funcién de transferencia
% Numerador
Y1=[1 zeros(1,D1-1) G1];

Y2=[1 zeros(1,D3-1) -G3];

% Convolucién
Y=conv(Y1,Y2);

% Afiadimos el término situado en z~(-D2)
Y(D2+1)=Y(D2+1)+1;

% Calculamos la salida
Salida=filter(Y,Y2,x);
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Capitulo 4

Realizacion de sistemas en tiempo
discreto

4.1. Introduccidén teorica

Una representacién estructural utilizando bloques es el primer paso en la realizacién
software o hardware de un sistema digital. La representacion de la estructura proporciona
relaciones entre algunas variables internas con la entrada y la salida que, a su vez, es la
clave de la implementacién.

Existe una gran diversidad de realizaciones. Estas pueden poseer diferente complejidad
computacional o requisitos de memoria. Sin embargo, una de las caracteristicas mas im-
portantes es la robustez frente a los efectos de la representacion de la informacién con una
longitud de palabra finita. Como veremos, son particularmente importantes las estructuras
en cascada, paralelo y celosia, por la robustez que muestran en las implementaciones con
palabras de longitud finita. Sin embargo, también se describirdn otros sistemas como el de
muestreo en frecuencia, formas directas, etc.

La segunda mitad de este capitulo realiza una descripciéon de espacios de estados de
sistemas causales lineales e invariantes temporales. La descripcion interna o de espacio de
estados del sistema implica, ademés de una relacién entre las senales de entrada y salida,
un conjunto adicional de variables denominadas variables de estado.

La siguiente introduccién presenta nociones béasicas a la vez que estructura los ejercicios
del capitulo. Aquellos ejercicios que necesitan de un mayor conocimiento teérico lo incor-
poraran, surgiendo éste como una necesidad dentro del contexto planteado por el ejercicio.

4.1.1. Estructuras directas, traspuestas y celosia

= Kl algoritmo de computacién de un sistema lineal e invariante temporal, LTI, puede
representarse mediante un diagrama de bloques usando los bloques basicos de cons-
truccion, que son: el retardo, el multiplicador, el sumador, y el nodo de bifurcacion,
como se muestra en la Fig. 4.1.

= Un sistema digital puede realizarse segiin diferentes estructuras, representadas por
diagramas de bloques diferentes. Esto implica formas diferentes de realizar el algorit-
mo. Es decir, la programacion de dos realizaciones diferentes del mismo sistema da
lugar a programas distintos. Ambas realizaciones proporcionarian los mismos resul-
tados si la longitud de palabra fuera infinita, pero por cuestiones de robustez frente
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a) b)
S '
c) d)

Figura 4.1: Componentes basicos de un diagrama de bloques. a) Nodo sumador, b) Retardo, c) Multi-
plicador y d) Bifurcacién.

a longitud de palabra finita, cantidad de memoria o complejidad computacional, se
selecciona finalmente una de ellas, ejercicios 1 y 2 de las practicas de MATLAB.

= Las estructuras cuyos coeficientes son los coeficientes de la funcién de transferencia,
son llamadas estructuras de forma directa, ejercicio 1. La Fig. 4.2 presenta la forma
directa I. Se describird, ejercicio 13, su equivalencia con la forma directa regular 11, y
la obtencién de la forma directa traspuesta II, ejercicio 14.

x(n) -a y(n)

[‘jéé

A T e PR

T éﬁ
Ted o—ad

Figura 4.2: Realizacién en forma directa |.

= Dos estructuras son equivalentes cuando, a pesar de poseer un diagrama de bloques
diferente, representan la misma funcién de transferencia. Una forma simple de generar
una estructura equivalente de una realizacion dada es obtener su traspuesta, ejercicios
14, 15 y 16, de la siguiente forma:
1. Inversién de todos los caminos,
2. Reemplazo de las bifurcaciones por sumadores y viceversa, y

3. Intercambio de entrada y salida.

= Una de las estructuras alternativas para filtros FIR son las realizaciones de muestreo
en frecuencia, ejercicios 2 y 3, ficiles de implementar a partir de los valores del mues-
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treo de la respuesta en frecuencia deseada, dado que éstos son los pardmetros que
caracterizan el sistema.

= Una de las estructuras mds utilizadas por sus ventajas en cuanto a la precisién, es
la realizacion del sistema como una cascada de secciones de primer y segundo orden,
ejercicios 17 y 18. Con este fin, la funciéon de transferencia se factoriza como

K
H(z) = [] Hel2), (4.1)
k=1

donde K es la parte entera de (N +1)/2 y Hy(z) tiene la forma general

. bro + bklzfl + bkngz

H
k(Z) 1+ aklz—l + ak;QZ_Z ’

(4.2)

donde cada una de las etapas puede realizarse de forma directa.

s Un funcién de transferencia puede ser realizada en forma paralela haciendo uso de
la expansion en fracciones simples de dicha funcién. Una expansién de la funcién de
transferencia, donde cada una de las subsecciones estd formada por sistemas de se-
gundo orden, evita operaciones con complejos, ejercicios 19 a 21. Asi, H(z) se expresa
en la forma

K _
H(z) =0+ Y ( ok + P12 > (4.3)
k=1

1+ quz_l + agkz_2
donde para una seccién de primer orden @ = aor = 0.

= La realizacion en celosia es ampliamente utilizada en procesado digital de la voz y
en la implementacién de filtrado adaptativo por sus caracteristicas de estabilidad. La
realizacién de sistemas FIR (todo-ceros) en celosia se hace a partir de la etapa bésica
representada en la Fig. 4.3.

fl‘l’l-l (n) fl‘l’l (n)
km >
k
a2 Y0 .
. + -
8 - ~ g, )

Figura 4.3: M-ésima etapa de la realizacién de un sistema FIR en celosia.

Para esta etapa tenemos que las salidas son,

fm(TL) = fmfl(n) + ngmfl(n - 1)7 (4.4)
gm(n) = Kmfm—l(n) + gm_l(n — 1).

Los ejercicios 4 y 5 ilustran la obtencién de los coeficientes de la celosia a partir de los
coeficientes de la forma directa de un filtro FIR. Los ejercicios 6 y 14, inversamente,
muestran la obtencion de los coeficientes de la forma directa a partir de los de celosia.
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Cualquier sistema todo-polos H(z) = 1/A(z) puede realizarse en celosia simplemente,
a partir de la realizacién en celosia del sistema FIR H'(z) = A(z), sin més que
intercambiar la entrada con la salida, ejercicio 8. Asi, el cdlculo de los coeficientes de
celosia, ejercicios 8 y 9, es similar al de los sistemas todo-ceros, pero utilizando una
etapa béasica como la de la Fig. 4.4.

£ NC,
(¥

v z\\

<
<

o S e

Figura 4.4: Etapa basica de la celosia para un sistema IIR todo-polos.

En general, un sistema IIR utilizard la misma etapa bésica que un sistema IIR todo-
polos, Fig. 4.4, pero en este caso la salida resulta de una combinacién lineal de las
secuencias g;(n), Vi € [0,N]. Los ejercicios 10 a 14 muestran la obtencién de los
coeficientes directos y de celosia para sistemas IIR.

4.1.2. Implementacion mediante espacio de estados

La descripcion de espacio de estados indica no sélo la relacién entre las senales de entrada
y salida de un sistema, también relaciona la salida con un conjunto adicional de variables
denominadas variables de estado. Las ecuaciones matematicas que describen el espacio de
estados se dividen en dos partes:

1. Un conjunto de ecuaciones matematicas que relacionan las variables de estado con la
senal de entrada.

2. Un segundo conjunto de ecuaciones matematicas que relacionan las variables de estado
y la entrada actual con la senal de salida.

La utilizacién de variables de estado proporciona informacién sobre todas las senales in-
ternas del sistema. Como resultado, esta caracterizacién proporciona una descripciéon mas
detallada de éste.

Aunque nuestro estudio se reduce a sistemas LTI, la utilizacién de técnicas de espacio
de estados proporciona un método potente y directo para tratar con sistemas de multiples
entradas y multiples salidas, sistemas no lineales e incluso variante temporales. Aunque no
hemos considerado tales sistemas en nuestro estudio, es en estos donde puede apreciarse la
verdadera potencia y belleza de la formulacién de espacio de estados.

Veamos algunos conceptos importantes:

= Se define el estado de un sistema en el instante ng como la cantidad de informacién
que se debe proporcionar en el instante ng, que junto con la senal de entrada z(n)
para n > ng, determinan univocamente la salida del sistema para todo n > ng.

Asi, el sistema se divide en dos partes, una que contiene memoria y otra que no. La
salida actual se convierte entonces en una funcién del valor actual de la entrada y del
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estado actual, ejercicio 22. De esta forma, para determinar la salida en un momento
dado sélo necesitamos el valor actual del estado y de la entrada. Como el valor actual
de la entrada estd disponible, sélo se necesita un mecanismo para actualizar el estado
del sistema recursivamente.

= Kl siguiente conjunto de ecuaciones proporciona la descripcion de espacio de estados
del sistema.

v(n+1) = Fv(n) + qz(n) (4.6)

y(n) = g™V (n) + de(n) (4.7)

donde los elementos F, q, g y d son constantes para cada sistema (no cambian como
una funcion con indice temporal) determinando un sistema L.I.T., ejercicios 22 a 25.
Por otra parte, v(n) es el vector de las variables de estado.

= Un sistema discreto, caracterizado por una funcion de transferencia, puede ser realiza-
do de diferentes formas, cada una de ellas con una descripcién de espacios de estados
diferente. Sin embargo, diagramas de bloques en apariencia diferentes no tienen por-
que corresponder siempre a descripciones de espacios de estados diferentes, sino que
pueden corresponder a una misma descripcion de espacio de estados, ejercicio 26.

= Para resolver las ecuaciones de espacio de estados, se plantea una solucion recursiva
que hace uso del hecho de que las ecuaciones de espacio de estados son un conjunto de
ecuaciones en diferencias de primer orden. En general, podemos determinar la salida
como

n—1
y(n) =g"F""v(no) + Y g"F""'Faa(k) +dz(n). (4.8)
k=ngo

De aqui podemos obtener dos casos especiales. Primero la respuesta del sistema cuan-
do la entrada es cero

y2i(n) = g"F" "v(no), (4.9)

por otro lado, la respuesta del sistema cuando el estado es cero

n—1
yes(n) = Y g' " Fqu(k) + da(n). (4.10)

k=ng
La salida genérica sera la suma de ambas
y(n) = yzi(n) + yazs(n). (4.11)

En particular, y,;(n) es un método excelente para el cdlculo analitico de la respuesta
impulsional del sistema, ejercicios 34, 35 y 38.

» Para cualesquiera dos descripciones de espacio de estados correspondientes al mismo
sistema discreto, existird una transformacion de las matrices

F=PFP ' qg=Pqg’ =g’P 1, (4.12)

donde P es la matriz de transformacién. Como el niimero de elecciones de P es infinito,
podemos decir que hay también un numero infinito de descripciones de espacio de
estados y, por tanto, de estructuras para realizar el mismo sistema, ejercicio 33.
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= Una realizacién de espacio de estados minima es la que posee como dimension del vec-
tor de estados v, o numero de variables de estado, la menor de todas las realizaciones
posibles.

» Existen descripciones de espacios de estados que se corresponden con las estructuras
mas comunes:

e Las realizaciones de espacios de estados de tipos I y II corresponden a las formas
directas 11, ejercicio 22, y la forma directa Il traspuesta, ejercicio 23, respectiva-
mente.

e Como se podrd observar, una de las descripciones de espacios de estados més
importantes es la forma normal, correspondiente a la realizaciéon en paralelo del
sistema, ejercicios 27 a 29.

La formulacién de variables de estado nos permite representar el sistema median-
te un conjunto (habitualmente acoplado) de ecuaciones en diferencias de primer
orden. El desacoplo de las ecuaciones se puede lograr mediante una transforma-
cion lineal que se obtiene por medio del calculo de los autovalores y autovectores
del sistema.

La importancia de esta realizacion es que corresponde a la descripcion de espacio
de estados que diagonaliza el sistema.

e Una forma adicional muy empleada es la realizacién de espacio de estados de
forma acoplada de un sistema de segundo orden. Esta estructura se usa como
bloque constructivo en la implementacion de realizaciones en forma de cascada
para sistemas IIR, ejercicios 30 a 32.

= La estructura traspuesta también puede obtenerse de forma sencilla mediante técnicas
de espacios de estados, ejercicios 36 a 37.

= Se estudiard el método de calculo de la funcion de transferencia a partir de la des-
cripcion de espacio de estados, ejercicios 39 y 41. Finalmente, los ejercicios 40 a 42
incluyen ejercicios completos de espacios de estados.
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4.2. Problemas resueltos
* %k

1. |Determine la realizacién en forma directa del filtro de fase lineal cuya respuesta
impulsional es

h(n) = {;I]:’ 2’ 47 3’ 47 2’ 1}

Resolucion:

En un sistema FIR, la respuesta impulsional define la ecuacién en diferencias dado que
la respuesta impulsional de un FIR es idéntica a los coeficientes {by} de la realizacién
en forma directa, por lo que

y(n) =xz(n) + 2x(n — 1) +4z(n — 2) + 3z(n — 3) + 4z(n — 4) + 2z(n — 5) + z(n — 6{4.13)

La respuesta del filtro FIR mediante una estructura directa es inmedianta y se repre-
senta en la Fig. 4.5.

x(n)

1 1 1

—>’ z ’ z ’ z ’ z! ’ z!

<

y h(0) h(l) h(2) h(3) h(4) h(s) h(6)

H—O—O—D—O—

Figura 4.5: Realizacién en forma directa del sistema FIR del ejercicio 1.

y(n)

Podemos observar que esta realizacién requiere M — 1 posisiciones de memoria para
almacenar las M entradas anteriores y tiene complejidad equivalente a M multiplica-
ciones y M — 1 sumas para calcular cada salida.

Sin embargo, dado que el caso que nos ocupa es un sistema FIR de fase lineal, es decir,
la respuesta impulsional satisface las condiciones de simetria o antisimetria, como se
verd en el Capitulo de Filtros Digitales,

h(n) = £h(M —1 —n) (4.14)

donde el orden del sistema que nos ocupa es M = 7.

Podemos observar que el sistema es simétrico en cuanto que

h(0) = h(6),
h(1) = h(5),
h(2) = h(4),
h(3) = h(3). (4.15)

Para estos sistemas, dado que tenemos coeficientes comunes, el nimero de multipli-
caciones se reduce de M a M /2 para M pary a (M + 1)/2 para M impar, por lo que
la estructura de la Fig. 4.6 seria la realizacién en forma directa que aprovecha esta

simetria de h(n). * k k
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x(n)
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h(0) {1‘1(1 ) h2) Y i(3)
y(n)
® ® @
Figura 4.6: Realizacién en forma directa del sistema FIR de fase lineal.
2. | Obtenga el diagrama de bloques para la realizacién de muestreo en frecuencia de

un filtro FIR de fase lineal (h(n) simétrico) con M = 32 y cuyas muestras de la

respuesta en frecuencia son

Resolucion:

Cuando los datos que caracterizan a un filtro FIR son valores de la respuesta en
frecuencia, en vez de los coeficientes respuesta impulsional, podemos derivar inmedia-
tamente a partir de estos la estructura de muestreo en frecuencia, mediante la cual
podemos realizar el sistema e incluso, en muchos casos, podemos mejorar sensible-

mente los requerimientos computacionales respecto a la forma directa.

Para ello se nos da un conjunto de muestras en frecuencia equiespaciadas. En general
estas vendran dadas por

2rk
wy = % (4.16)
donde kZO,l,...,% para M impar o kzO,l,...,%—l para M par.
Para obtener la respuesta en frecuencia tenemos
M—1 ‘
H(w) = > h(n)e 7", (4.17)
n=0

Sin embargo conocemos las muestras de la respuesta en frecuencia de nuestro sistema
M-1

H(k) =) h(n)e 7>mn/M, (4.18)
n=0

que se corresponde con la DFT de M puntos de {h(n)}. El cdlculo de h(n) es simple-
mente la IDFT de {H (k)}

M—-1 4
> H(k)el*kn/M (4.19)
k=0

1

h(n) = Y
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que puede usarse para sustituir h(n) en la Ec. (4.18), por lo que tenemos

M-1 M-1r M1 _
H(z)= Y h(n)z"=)_ [M H(k)eﬂ’rk”/M] 2" (4.20)
n=0 n=0 k=0
que intercambiando el orden de los sumandos en (4.20) y sumando sobre el indice n
queda
M~—1 | M-t
— i2nkn/M _—1
H(z) = kz_: H (k) [M 2‘6(6] n/M, )n] , (4.21)
con lo que
1— M H(k)
H(z) = m ZO R T (4.22)

Este filtro puede verse como una cascada de dos etapas, es decir, H(z) = H;(z)Ha(z).
La primera de ellas es un filtro peine con funcién de trasferencia

H(2) = %(1 _ M) (4.23)

cuyos ceros se localizan equiespaciados en la circunferencia de radio unidad
2 =M =01, M —1. (4.24)
Por otra parte, la segunda etapa posee la funcién de transferencia

M-1
H (k)
Hy(z) = Z 1 — ei2mkn/M 1 (4.25)
k=0

que consiste en un banco de filtros de polo tnico en paralelo, con polos en
pp =M =01, M—1. (4.26)

Noétese que las localizaciones de los polos son idénticas a las de los ceros y ambas
ocurren en wy = 2wk /M para k =0,1,...,M — 1, que son las frecuencias en las que
tenemos especificados las respuesta en frecuencia. Cabe remarcar que, en general, los
valores {H (k)} son valores complejos pues especifican los requerimientos de mddulo
y fase del sistema.

La realizacién de la cascada H(z) = Hi(z)H2(z) se representa en la Fig. 4.7. Nétese
que el banco de filtros Ho(z) no posee 32 etapas en paralelo sino solamente 5, aquellas
que se corresponden a H(0), H(1), H(2), H(30) y H(31), que son los tinicos valores
especificados que no son cero. Nétese que en la etapa correspondiente a H(0) = 1 el
filtro no requiere multiplicaciones. De la misma forma se obtiene H(1) = H(M —1) =
1.

Este tipo de realizacion serd tanto mdas aconsejable cuanto mayor sea la aproximacion
de la respuesta en frecuencia a un sistema de banda estrecha. En particular la Fig.
4.8 describe el mismo sistema realizado en forma directa considerando la simetria
de la respuesta impulsional. Analizando los requerimientos de ambas realizaciones,
llegamos a los resultados de la Tabla 4.1.
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Figura 4.7: Realizacién de muestreo en frecuencia.
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Figura 4.8: Realizacién en forma directa aprovechando la simetria de los coeficientes.

Sin embargo, a pesar de la simplificacion, algunos coeficientes de la realizacion de
muestreo en frecuencia son complejos y la complejidad de un producto complejo es
superior a la del producto real. No obstante, la estructura de muestreo en frecuencia
puede ser simplificada atin mas explotando la simetria de H (k), es decir

H(k) = H*(M — k). (4.27)

Como el filtro es simétrico, explotamos la simetria para transformar los productos en
reales. Para ello, combinamos pares de filtros con polos complejos conjugados para
formar filtros de dos polos con pardmetros reales. Asi, la funcién de transferencia
Hy(z) se reduce a

A(k) + B(k)z !
1 —2cos(2nk/M)z=1 4 2=2’

M impar (4.28)
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Tabla 4.1: Requerimientos

Forma Directa Forma Muestreo en frecuencia
Multiplicaciones 16 8
Sumas 31 10

y
(M/2)—1 1
~ H(0) | H(M/2) A(k) + B(k)=z
Hy(2) = —-1171 + 271 * ]; 1 —2cos(2nk/M)z—1 4+ z=2’ M par (4.29)
donde
A(k) = H(k) + H(M — k)
B(k) = H(k)e *™M 4 H(M — k)el*™/M. (4.30)

Por lo tanto, obtenemos finalmente la realizacion de muestreo en frecuencia de la Fig.
4.9

Y

-1
x(n) 1/32 2cos(n/16) z B(l) y(n)

®

A2
!

a 2cos(n/8) ! B(2) :l

-]

H

Figura 4.9: Realizacién de muestreo en frecuencia con coeficientes reales.

Como podemos ver, la complejidad computacional es similar a la realizacién anterior
con productos complejos, pero ahora todos los productos son reales. Cabe remarcar
que esta realizacién es computacionalmente mas eficientes que la realizacién en forma
directa. No obstante, esta realizacién sélo sera tolerable con gran precision aritmética,
ya que una precision deficiente puede sacar los polos fuera de la circunferencia de radio
unidad y desestabilizar el sistema.

* k
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Se pretende aplicar un filtrado y amplificacién con ganancia 2 entre 48 y 54 kHz. La
senal se muestrea a 186 kHz. Obtenga un conjunto de 31 muestras de la respuesta en
frecuencia buscada y dibuje el diagrama de bloques para la realizacién de muestreo

en frecuencia.

Resolucion:

En primer lugar hemos de buscar el conjunto de 31 muestras que especifiquen la
respuesta en frecuencia buscada. Para ello la Fig. 4.10 representa el intervalo de
frecuencias en el que se encuentra la banda pasante requerida. Como puede verse,
dado que se han de tomar 31 muestras del intervalo de 186 kHz., el intervalo [0, f,]
se divide en subintervalos de 6 kHz.
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Figura 4.10: Representaciéon del muestreo en frecuencia.

En nuestro caso, dado que se pretende un pasa-banda entre 48 y 54 kHz, tenemos
que

2
H (ﬁ> ={ 2, k=89 (4.31)

0, k=10,11,...,15

Como vemos, los valores del muestreo en frecuencia distintos de cero son las muestras
8 y 9 que corresponden a las frecuencias 48 kHz y 54 kHz, pero ademads, las muestras
23 y 24 dada la simetria

H(k) = H*(M — k), (4.32)

porque la respuesta en frecuencia debe ser una funcién real. Podemos observar que el
conjunto de muestras en frecuencia es el de un sistema de banda estrecha, lo cual im-
plica una realizacién eficiente computacionalmente segiin una estructura de muestreo
en frecuencia.

Para obtener la realizacién en cuestion, partimos de M par y aplicamos la Ec. (4.29)
cuya obtencién se describi6 en el ejercicio anterior. Sabemos que H(z) = H;(z)Ha(z).
Esta realizacion estd formada por una cascada de un filtro peine (todo-ceros) y una
realizacién en paralelo de filtros todo—polos donde

Hi(z) = %(1 e (4.33)
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o) Hp) MEAT
HZ(Z) = 1 _(Zzl IS-Z/_I) + Z

A(k) + B(k)z !
1 —2cos(2nk/M)z=1 4 2=2’

M par (4.34)

De esta forma, el diagrama de bloques de la realizacién de muestreo en frecuencia
queda como se representa en la Fig. 4.11, donde, como vemos, desaparecen los términos
que tengan coeficientes {H(k)} de ganancia nula. Los coeficientes {H (k)} distintos
de cero (para k=8, 9) y sus pares H(M — k) correspondientes se agrupan para formar
dos secciones de segundo orden con coeficientes reales. Los coeficientes A(8) y A(9)
se calculan mediante la ecuacion (4.30). Esta realizacién requiere un total de siete
multiplicaciones y ocho sumas.

Si estos valores se comparan frente a las 16 multiplicaciones y 31 sumas de la realiza-
cién directa, aprovechando la simetria del sistema, comprobamos la mayor eficiencia
computacional de la realizaciéon de muestreo en frecuencia.

—® "
e 2cos(1 67':/32) B(8) @7
y(n

x(n) 132 -] :
L, @ : A

é%

-/

H

“

Figura 4.11: Realizacién de muestreo en frecuencia del filtro propuesto.

* kX
4. |Obtener los coeficientes de la celosia correspondiente al filtro FIR con funcién de
transferencia
1
A(z) = 14 32 1y ng2 + Zz*i”
Resolucion:

La estructura en celosia se usa ampliamente en procesado digital de la voz y en la
realizacién de filtros adaptativos. Un sistema en celosia presenta una serie de etapas
en cascada como la representada en la Fig. 4.12(b), donde el filtro describe el conjunto
de ecuaciones siguiente

Fy(z) = Go(2) = X(2) (4.35)
F(2) = Fpy1(2) + Kz 'Gr1(2), m=1,2,...,M — 1 (4.36)
Gm(2) = KpFp 1(2) + 2 Gp1(2), m=1,2,...,M — 1 (4.37)

donde K,, es el pardmetro de celosia de la etapa m-ésima, también denominados
coeficientes de reflexién por ser idénticos a los coeficientes de reflexién introducidos
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en el test de estabilidad de Schiir—Cohn. Las ecuaciones (4.36) y (4.37) describen el
comportamiento de la etapa m-ésima, donde las entradas son Fy,—1(2) y Gm-1(2),
proporcionando las salidas F,,(z) y Gy, (2). En conjunto, las ecuaciones (4.35) a (4.37)
son un conjunto de ecuaciones recursivas que describen el filtro en celosia. Como
vemos, Fig. 4.12(a), en la primera etapa, la entrada z(n) estd conectada a fo(n) y
go(n), y la salida f(n) de la dltima etapa se considera la salida del filtro.

(a)
S () S () 1, VARG S W =y(n)
L‘:: Etapa 1 Etapa 2 ﬁizl]w
gm gm g,m g, g, M
(b)
Joa T

Figura 4.12: (a) Filtro en celosia de M — 1 etapas y (b) estructura de cada etapa.

Dado que el sistema tiene dos salidas, Fi;(z) y Ga(2), y una tnica entrada, X (z),
podemos diferenciar dos funciones de transferencia:

_ Fu(z) _ Fu(z)

— 4,
Ap (2) X0) Fo(2) (4.38)

= = 4.
PE=X0 = e (439

por lo que dividiendo las ecuaciones (4.35) a (4.37) por X(z), tenemos

Ag(z) = By(z) = 1 (4.40)
Ap(2) = Ap1(2) + Kz 'By1(2), m=1,2,...,M — 1 (4.41)
Bn(2) = KA 1(2) + 2 'By1(2), m=1,2,...,M — 1 (4.42)

Como partimos de los coeficientes del filtro FIR para la realizacion en forma directa,
tenemos el polinomio A(z) que es:
L 3

3 1
As(z) =1+ ZZ_I + ﬁz_Q + ZZ_ = a3(0) + a3(1)z7 + a3(2)272 + a3(3)273(4.43)

Ademds, sabemos que los coeficientes del filtro de salida B(z) son inversos a los de
A(z) por lo que

3
24 27 273 (4.44)

B3(z) = B3(0) + B3(1)z7 + B3(2)272 + 3(3)272 = 1 + -

4

DN | =



4.2 PROBLEMAS RESUELTOS 225

y por tanto

B3(0) = a3(3),
Bs(1) = a3(2),
B3(2) = asz(1),

B3(3) = a3(0). (4.45)

Deseamos determinar los correspondientes parametros del filtro de celosia { K;}. Para
ello sabemos que K; = «;(i). Dado que el grado del polinomio A(z) es tres, tendremos
una celosia de tres etapas, de la cual podremos obtener inmediantamente el pardmetro
K3 == a3(3) == 1/4

Para obtener el pardmetro Ko necesitaremos el polinomio As(z). La relacién recursiva
general se determina ficilmente a partir de las ecuaciones (4.41) y (4.42), donde

Apm(2) = Ay 1(2) + Kz By 1(2) = Ay 1(2) + Kn[Bi(2) — KAy 1(2)](4.46)

donde si conocemos K,,, By, y A(z) podemos resolver A,,_1(z):

Ap(2) — KB (2)

Am-1(2) = - K2

(4.47)

la cual es precisamente la recursiéon descendente usada en el Test de estabilidad de
Schiur-Cohn.

Mediante la recursion descendiente (4.47), con m = 3, se obtiene

Ag(z) - K3B3(Z) 2 -1 1 _9
=1+ = 4.48
e tge t37 (4.48)

AQ(Z) =

por lo que Ky = as(2) = 1/3 y Ba(z) = 1 + 2271 + 272 Al repetir la recursién
descendente, obtenemos

AQ(Z) - KZB2(Z) 1 1
=1+ 4.4
1 +520, (4.49)

Al(z) =

por lo que finalmente K; = «a1(1) = 1/2 con lo que los coeficientes de la estructura
celosia resultan

K, =1/2, Ky =1/3, K3 =1/4. (4.50)

La estructura en celosia del sistema FIR propuesto es la representada en la Fig. 4.13.

L0 AL AL AL
x(n) 1/2:><: 173 1/4
12 173 1/4
N g, g, g,

Figura 4.13: Realizacién en celosia del sistema FIR propuesto.

* Kk Kk
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5. | Obtenga los coeficientes de reflexién correspondientes al filtro FIR con funcién de
transferencia
7
H(z)=2— -zt —272
2
Resolucién:

Para aplicar la recursion descendente mediante la que se obtendran los coeficientes
en celosfa, también denominados coeficientes de reflexion, el coeficiente «;,(0) debe
definirse como 1 por conveniencia matematica, luego tomaremos

H(z) =2-H'(z) (4.51)
H'(z)=1- gz_l — %z_z. (4.52)

Asi, obtendremos los coeficientes en celosia de H'(z) y aplicaremos un factor de ga-
nancia 2 a la salida de la estructura resultante.

Otra peculiaridad que debe tenerse en cuenta es que caso de que as(0) hubiera sido 1,
nos hubiéramos encontrado con Ko = —1 = a(2). Ha de tenerse presente que siempre
que un pardmetro de celosia es |K,,| = 1 es una indicacién de que el polinomio
Ap—1(7) tiene una raiz en la circunferencia de radio unidad. Asi, siempre que se
obtiene un pardmetro de celosia |K,,| = 1 se rompe la ecuacién recursiva y no se
podra seguir la recursividad descedente. En estos caso, dicha raiz puede ser factorizada
y extraida de A,,_1(z), continuando el proceso iterativo para el sistema de orden
reducido.

Siguiendo con el caso que nos ocupa, dado H'(z) tenemos que los polinomios As(2) y
Bsy(z) se definen como

7 1
Ay(z) =H'(2)=1— sz1 — gz*2 (4.53)
17
By(z) = —2— —z7 '+ 272 4.54
2(2) 5~ 17 T7 (4.54)
Por tanto, Ko = a2(2) = —1/2. Siguiendo con la ecuacién recursiva descendente

tenemos que

Ag(z) — KaBo(z)  (1—=fz7'—4z272) 4 5 (-5 — 1271 +272) 7
Al(Z): 2( )1_K222 2( ) — 4 2 _2l 2 4 :1—521%155)
4

y por lo tanto K; = —7/2. La representacion final del diagrama de bloques de H(z)
segun una estructura de celosia se representa en la Fig. 4.14. Cabe remarcar en esta
realizacion el factor de ganancia dos de la salida del mismo.

6. | Considere el filtro FIR dado por los siguientes coeficientes en celosia:

2 1
K= Ky=—- K3=
1 3’ 2 4’ 3 3
a) Obtenga la estructura equivalente en forma directa.

b) Determine todos los filtros FIR especificados por los pardmetros anteriores.

Resolucion:
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1, ()

x(n)

g (m

Figura 4.14: Realizacidn en celosia resultante.

a) Los coeficientes del filtro FIR en forma directa {c,(k)} se pueden obtener a
partir de los coeficientes de la celosia { K;} usando las expresiones

Ap(2) = A1 (2) + Kz 'Bici(2), m=1,2,...,M — 1 (4.57)
Bn(2) =2 ™An(z"Y), m=1,2,...,M—1 (4.58)

Las Ecs. (4.56) y (4.57) son equivalentes a las Ecs. (4.40) y (4.41). La Ec. (4.58)
establece que el polinomio B(z) es el que posee idénticos coeficientes que A,,(z)

pero en orden inverso.

Dado que partimos de los coeficientes de celosia, la solucién se obtendra reali-
zando una recursion ascendente empezando para m = 1 hasta obtener As(z).
Asi, tenemos que

Al(z) = Ao(z) + Klz_lBo(z) =1+ ;Z_l. (459)

Como B(z) es el polinomio inverso de A,,(z), tenemos que

2
Bi(2) = 3+ Zz7 L (4.60)
A continuacién anadimos la segunda etapa a la celosia realizando una recursién
ascendente para m = 2. Esto produce
10

1
Ay(z) = A(2) + Koz 'Byi(2) = 1+ Ezfl + 1272. (4.61)

Por lo tanto Bs(z) serd el polinomio inverso de Ay(z):

1 10 _ _
By(2) = 7+ 157 T2 (4.62)
Finalmente, la adicién de la tercera etapa a la celosia resulta en una ultima
recursion para m = 3, con lo que
1 11 ., 19 ., 1 _4
H(z) = A3(z) = Aa(z) + K327 " By(z) =1+ ° + 36° + 37 (4.63)
La representacion equivalente a la forma directa, derivada de H(z), se indica en
la Fig. 4.15.
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x(n)

11/12 19/36 1/3

O——O—®

Figura 4.15: Realizacién en forma directa.

y(n)

b) Noétese que la celosia con pardmetros K, Ko, . .., K se corresponde con una clase

de p-filtros FIR en forma directa con funciones de transferencia A;(z), A2(z2), ..., Ay(2).

Cabe destacar que la caracterizacién de p filtros FIR en forma directa requiere
(p + 1)p/2 coeficientes del filtro. En contraste, la caracterizacién en forma de
celosia requiere sélo p coeficientes de reflexién {K;}.

La razoén por la que la celosia proporciona una representacion mas compacta para
esta clase de p filtros FIR, es que anadiendo una etapa p-ésima a una celosia de
p — 1 etapas se incrementa la longitud del filtro sin alterar los pardmetros de
las etapas previas El filtro A,(z) resultante poseerd coeficientes en forma directa
totalmente diferentes de los del filtro FIR de menor orden dado por A4, (z).
En nuestro caso, la clase de filtros que los parametros Ki, Ko, K3 producen son

Al(z) =1+ gz* (4.64)

10 1
As(z) =1+ Ezfl + Zz*2 (4.65)

11 19 1
As(z) =1+ ﬁzfl + %272 + gz*‘o’ (4.66)

sin mencionar sus polinomios inversos, dados por Bi(z), B3(z) y B3(z).

Determine la respuesta impulsional de un filtro FIR en celosia con pardmetros

2 1
K, = _7K2:§7K3:

1
3 6

Resolucion:

En un filtro FIR, los coeficientes en forma directa equivalen a la respuesta impulsional
finita del mismo. Por lo tanto, hemos de utilizar las recursiones ascendentes de la

expresion,
Ap(2) = Ap_1(2) + Kz 'Bp_1(2), m=1,2,...,M — 1 (4.67)

con Ag(z) = By(z) = 1, para obtener los coeficientes de la estructura en forma directa
y, por tanto, la respuesta impulsional pedida. Asi, tenemos que

2
Ai(2) = Ag(2) + K127 'By(2) = 1 + gz_l (4.68)
y como Bj(z) es el polinomio inverso de A;(z), queda
2
Bi(z) == +2z7% (4.69)

3
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A continuacion, anadiremos la segunda etapa a la celosia, realizando una recursion
ascendente para m = 2. Esto produce

8 1
Ay(z) = A1(2) + Koz 'Bi(2) =1+ §z*1 + ngz (4.70)
Por lo tanto Ba(z) serd el polinomio inverso de Az(z):
1 8
By(z) = 3 + §z_1 + 272, (4.71)

Finalmente, la adicion de la tercera etapa a la celosia resulta en una ultima recursion
para m = 3, con lo que

17 13 1
H(z) = As(2) = Aa(2) + K3z~ 'Ba(z) = 1 + Ez* + ﬁz*2 + Ez*‘”’, (4.72)
por lo que la respuesta impulsional es
17 13 1
h =<d1,— —= =%, 4.73
0 ={13555} (4.73)

Determine el procedimiento de obtencién de la estructura en celosia de los sistemas

IIR todo—polos a partir de las estructuras en celosia de sistemas FIR.

Resolucion:

Dada la estructura en celosia de un sistema FIR de orden N, Fig. 4.12, con fun-
cién de transferencia Ay (z), si intercambiamos los papeles de la entrada y la salida,
como ilustra la Fig. 4.16, el nuevo sistema describe un sistema IIR con funcién de
transferencia

H(z) = . (4.74)

f () S )

¥ e ¥
- ky - k, - k,y y(n)
G Bl b, Bl Bl

g,m

g.m

Figura 4.16: Estructura en celosia para un sistema IIR todo—polos.
La funcién de transferencia, pues, del sistema IIR todo—polos es

1“”:§2:$%:A$A (4.75)

Por otro lado, la salida gy(n) (Fig. 4.16) representa una combinacién lineal de las
salidas
Gm(2) _ Gm(2)

Hy(z) = Y () = Gol2) = B(z) = 2 ™A, (z7Y). (4.76)

Es decir, la funcion de transferencia B,,(z), tomando como entrada la salida Y (z), y
la salida G, (2), es un sistema FIR que se caracteriza por ser el polinomio inverso de
A (2), por lo que los coeficientes son idénticos a los de A,,(z) salvo que ocurren en

* k
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orden inverso. Esto supone una trayectoria todo—ceros que tiene comienzo en go(n) y
salida en gy (n). Se dice que By,(z) es la funcion de transferencia hacia atras porque
proporciona una trayectoria hacia atras en la estructura todo—polos.

De esto se desprende que las estructuras ITR en celosia estaran caracterizadas por los
mismos coeficientes de reflexiéon K, ..., Ky. Estas se diferencian de las FIR simple-
mente por la interconexion de sus diagramas de bloques. De aqui que para obtener los
pardmetros de celosia { K;} de un sistema todo—polos ﬁ(z) se obtengan los pardmetros
de celosia del sistema todo ceros Ay (z), que coincide con los del sistema todo—polos
ﬁ(z) aunque, como puede observarse en la Fig. 4.16, se presentan en orden inverso.

Cabe destacar que los pardmetros de celosia {K;} coinciden con los coeficientes de
reflexion del test de estabilidad de Schiir-Cohn que afirma que “el polinomio Ay (z)
tiene todas sus raices dentro de la circunferencia de radio unidad si y sélo si los
coeficientes de K, satisfacen la condicién |K,,| < 1, Vm = 1,...,N.” Asi, si todos
los pardmetros de celosia son menores que 1 en mdédulo, todos los polos de Ay (z)
se encuentran dentro de la circunferencia de radio unidad en el plano Z, siendo la
condicién necesaria y suficiente para que el sistema sea estable.

En aplicaciones practicas, la estructura todo—polos en celosia se usa para modelar el
tracto vocal humano y la estratificacién de la tierra. En esta ultima, los parametros
de celosia equivalen a los coeficientes de reflexiéon del medio fisico. Esto es por lo que
estos pardmetros también son denominados “coeficientes de reflexién”. Notese que los
coeficientes de reflexién en estas aplicaciones son menores que la unidad.

Obtener la estructura en celosia equivalente al sistema

1
1422 4224 L8

H(z)

Analice la estabilidad del sistema.

Resolucion:

Considerando la funcién de transferencia

1
H(z) = 4.77
©= 1 (477)
se obtendran los coeficientes de celosia del sistema FIR todo—ceros siguiente
2 1
As(z) =1+ %zil + gz*Z + 5,273. (4.78)

Los coeficientes obtenidos para A3(z) coinciden con los del sistema todo-polos H (z) =
ﬁ(z). La diferencia estriba en la interconexién del diagrama de bloques de la estruc-
tura.

En primer lugar, se calculan los coeficientes en celosia {K;} utilizando la recursién
descendente dada por la ecuacién

Ap(2) — Ky B (2)
1- K2

Am_1(z) = (4.79)

que es precisamente la recursién descendente usada en el Test de estabilidad de Schiir—
Cohn.
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10.

Para m = 3, sabemos que

1 2 5
By(z) =+ ozt 24273 4.80
3(2) 5 + 3 + i +z (4.80)
y conocemos el pardmetro de celosia K3, ya que
1
Para m = 2 tenemos
Ag(Z) — Kng(Z) 2 1 1 _9
A = =1+= - 4.82
2(2) e +3z +3z , (4.82)

por lo que Ky = a(2) =1/3 y Bo(2) =1/3+2/32 1 + 272,
Al repetir la recursion descendente, obtenemos

AQ(Z) - KQBZ(Z) 1 -1
= =14+ = 4.
- K2 + 5% (4.83)

Ai(2)

con lo que obtenemos el ultimo coeficientes de celosia

(1) = % _ K. (4.84)

El sistema todo—polos H(z) presentard coeficientes de celosia K = 1/2, Ky = 1/3,
K3 = 1/2. Se cumple que |K,,| <1 m = 1,2,3 y, en consecuencia, podemos afirmar
que el sistema es estable.

Determine el procedimiento de obtencion de la estructura en celosia para los sistemas

IIR genéricos.

Resolucion:

El procedimiento para encontrar los parametros en celosia del sistema IIR todo—polos
se describié en el ejercicio 8. La celosia todo polos es el bloque basico a partir del
cual construir estructuras de tipo celosia conteniendo polos y ceros. consideremos un
sistema TR cuya funcién de transferencia sea

_ Silem®)zE Cul2)
H{z) = 1+ 0 an(k)z=F ~ Apn(2)’

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que M < N. Para construir un sistema

(4.85)

ITR utilizamos el procedimiento descrito en el ejercicio 8. Asi, mediante el polinomio
An(z), se calculan los coeficientes de celosia, que coinciden con los del sistema todo—
polos ﬁ(z).

A continuacion, se toma la celosia todo—polos como el bloque bésico de construccion.
De la forma IIR directa II se puede observar que la salida del sistema todo—ceros es
una combinacién lineal de salidas retardadas del sistema todo—polos. En este sentido,
podemos observar que la funcién de transferencia By,(z)

Gm(2)

Hg(z) = V(o) = B (2) (4.86)

es una combinacién lineal de salidas presentes y pasadas, por lo que anadiremos una
parte “escalonada” a la celosia tomando como salida una combinacién lineal de By, (z).
Asi, la estructura en celosia escalonada queda como la representada en la Fig. 4.17.

* Kk Kk
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AW Lo, L0 /() @

g k g (m g,Mm

11.

Figura 4.17: Estructura en celosia escalonada.

La funcién de transferencia correspondiente a la Fig. 4.17 quedaria

CY(2) "R Bu(2) XM 0mBu(z)  Cu(2)
S (P DD v R v R v M

con Ny
Cr(2) =Y vmBm(2). (4.88)
m=0

Si bien mediante el polinomio del denominador Ay(z) se determinan los parame-
tros de la celosia, {K,,}, por medio de las relaciones recursivas descendentes, dichas
recursiones también obtienen, como resultados intermedios, los polinomios B,,(z) pa-
ram = 1,2,...,N. Estos serdn utilizados ahora para determinar los coeficientes de
ponderacién {v, }, es decir, los pardmetros de la escalera.

Los parametros de la escalera se pueden expresar como
M-1
Cm(2) = > 0kBi(2) + vmBm(2) = Cru1(2) + v B (2), (4.89)
k=0

por lo que, utilizando la ecuacién recursiva descendente en m (m = M, M —1,...,2),
obtendremos los coeficientes Cy,(m) = v, para m = 0,1,2,..., M, es decir, los
parametros de la escalera. Reescribiendo, la ecuacion recursiva queda finalmente como

Cim-1(2) = Cp(2) — vy B (2). (4.90)

Cabe destacar que el nimero de multiplicadores requerido por la estructura en ce-
losia escalonada no es el minimo aunque si la cantidad de memoria requerida para
implementar los retardos.

Las estructuras de celosia poseen un buen nimero de caracteristicas deseables co-
mo modularidad, estabilidad inherente a los coeficientes {K;} y robustez frente a los
efectos de palabra de longitud finita, que hacen estas estructuras atractivas en mul-
titud de aplicaciones practicas, entre las cuales destacan procesado de voz y filtrado
adaptativo.

Comnsidere un sistema IIR causal con funcién de transferencia

B 1+ %zfl + 2772
1+ 382148224 1,78

H(z)

a) Determine la estructura equivalente en celosia escalonada.

b) Compruebe si el sistema es estable.




4.2 PROBLEMAS RESUELTOS 233

Resolucion:

a) Denominemos Cy(z) y As(z) a los polinomios del numerador y denominador de
H(z)

_ G(2)

Az(z)’

Para obtener los parametros en celosia del sistema IIR, dividimos el problema

(4.91)

en obtener los coeficientes de celosia del sistema todo polos 1/A3(2z) que se to-
mard como bloque bésico de construccion, dado que el sistema todo—ceros es
una combinacion lineal de salidas retardadas del sistema todo—polos, las funcio-
nes By, (z).
En primer lugar, pues, debemos calcular los coeficientes de celosia de

1 1

H'(z) = = .
(=) Az(z) 1+ %z*l + %z*z + %z*g’

(4.92)

Sin embargo, estos coinciden con los del sistema todo-ceros As(z). Para la ob-
tencién de los coeficientes de celosia, se procede de la misma forma que en el
ejercicio 9, obteniendo los coeficientes de celosia

Ky =3/4, Ky =2/3, K3 =1/3, (4.93)

y la funciones intermedias B,,(z), que serian usadas para el clculo de los pardme-
tros escalera, v,,(z). Estas son

1 13 53
B _t 0 99 2 3 4.94
3(2) 3+12z +36Z + 277, (4.94)
2 5
By(z) ==+ 27t 4272 (4.95)
3 4
y
3. 1
Bi(z) = 1 +2z7 . (4.96)

Ahora podemos calcular los pardmetros de la escalera mediante la ecuacién re-
cursiva descendente

Cm-1(2) = Cn(2) — v B (2). (4.97)
sabiendo que Cy,(m) = vy,. De Cy(z) tenemos que

Con este pardmetro y las funciones Cs(z) y Bs2(z) podemos realizar una recursion

descendente

1 2 1
Ciz) = (1424222 4 2 4oy = _ Lot 499)
2 3 4 3
de donde se desprende que C;(1) = —2 = v;. Continuando la recursién descen-

dente una vez més, se obtiene
1 3 7
Co(z) = <—§ — 2,2_1) +2 (Z + z_1> =5 (4.100)

con lo que finalmente vy = ¢o(0) = £. La estructura en celosfa del sistema H (z)
viene representada en la Fig. 4.18.
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x(n) =, (1)

g,m

Figura 4.18: Realizacién en celosia escalonada.

b) Para estudiar la estabilidad del sistema H(z), sélo se utilizan los pardmetros de
celosia {Kp,}. Los pardmetros de celosia determinan los polos del sistema. Los
pardmetros de escalera, si bien se calculan para unos coeficientes { K, } dados,
sélo afectan a la posicién de los ceros. Por ello, el andlisis de la estabilidad del
sistema se basa unicamente en los pardmetros de celosia.

Dado que K; = 3/4, K9 = 2/3 y K3 = 1/3, se cumple el test de estabilidad
de Schiir—Cohn (|K,,| < 1, Ym=1, 2, 3) y podemos afirmar que el sistema es
estable.

Determine el diagrama de bloques de la estructura en celosia escalonada para el
sistema definido por

Resolucion:

Para empezar, denominaremos B3(z) y As(z) a los polinomios del numerador y de-
nominador de la funcién de transferencia

_ Bs3(2)
Asz(z)

H(z) : (4.101)
Para determinar la realizacion en celosia escalonada necesitaremos los parametros de
celosia {K,} y los pardmetros de escalera {vp,}. Los pardmetros de celosia son los
primeros en calcularse y para ello se utiliza la coincidencia de estos con los del sistema
todo—ceros As(z).

Por ello, comenzaremos calculando {K,,} mediante las ecuaciones recursivas descen-
dentes del tipo

Ap(2) — KB (2)

Am-1(z) = , am(m) = Ko, (4.102)
1- K2
En primer lugar tenemos
1
K3 =a3(3) = 2’ (4.103)
As(z)=1— 57 tg7 (4.104)
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y
L -3
Bs(z) = 3~ 3% +z (4.105)
con lo que
A3(Z) - Kng(Z) 2 1 1 _9
A 1—= - 4.106
2(2) - K2 37 T37 (4.106)
de donde resulta
1
Ky = ay(2) = 3 (4.107)
1 2
By(z) = 3~ ngl + 272, (4.108)
Iterando para m = 2, tenemos
AQ(Z) — KQBZ(Z) 1
Ai(2) 11— -z (4.109)
1- K2
con lo que resulta
1
K1 == 041(1) == —5 (4110)
y
1 -1
Bi(z) = —3 + 2z (4.111)

Ahora podemos calcular los pardmetros de escalera mediante la ecuacion recursiva
descendente

Cim—1(2) = Cn(2) — vmBm(2), vm = cm(m). (4.112)

Como vemos, hemos dejado para el final el cilculo de los parametros de escalera ya
que el célculo de estos se basa en las funciones de transferencia hacia atrds B, (z)
obtenidos durante el calculo de los parametros en celosia.

Inicialmente tenemos que
vy =c3(3) = L. (4.113)
Para el calculo de Cs(z), fijémonos en que Cs(z) = Bs(z), esto redunda en que
Cy(z) = C3(z) —1- B3(z) = C3(z) — B3(z2) =0 (4.114)
por lo cual
C2(2) =0=u, (4.115)
y cualquier otro parametro posterior de escalera serd cero:

61(1) :0:1)1, C()(O) :0:1)0. (4.116)
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El diagrama de bloques resultante para la estructura en celosia escalonada se repre-
senta en la Fig. 4.19. Nétese como la salida del sistema todo polos es la salida gs(n),
es decir, la salida de la funcién de transferencia hacia atras. Esto es 16gico porque, por
un lado, la variable fo(n) presenta una funcién de transferencia 1/A3(z) con respecto
a la entrada, mientras que la funcién de transferencia hacia atras estd relacionada con
As(z) segin

Bs(z) = 273 A3(271) (4.117)

o lo que es lo mismo, Bs(z) es el polinomio inverso de A3(z). Por otro lado, el sistema
todo—ceros es una combinacion lineal de las funciones By, (z). Nétese que Bs3(z) es
exactamente C3(z), por lo que no hace falta tomar combinacién lineal de los By, (z)
para formar C5(z) y, por ello, v3 = 1 y el resto es cero:

63(3) =1= 1)3,62(2) =0= 1)2,01(1) =0= 1)1,60(0) =0= Vo- (4.118)

x(n) =1, (n)

g,

y(n)

Figura 4.19: Realizacién en celosia escalonada del sistema propuesto.

Describa la obtencion de la realizacién de un sistema IR en forma directa II a partir
de la realizacion en forma directa 1.

Resolucion:

La expresién de la estructura de un sistema IIR en forma directa I (Fig. 4.20) es la
realizacion inmediata que intuitivamente se obtiene de la ecuacion en diferencias

M N
y(n) = Z brx(n — k) — Z ary(n — k). (4.119)
k=0 k=1

De hecho, la funcién de transferencia H(z) de un sistema IIR puede verse como dos
sistemas en cascada

M —k
_obrz
H(z) = E’“*JS d - = Hi(z) - Hy(2) (4.120)
L4+ > o akz™
donde
M
Hi(z) =) bpz " (4.121)
k=0
y
1

(4.122)
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x(n) y(n)

Figura 4.20: Realizacién en forma directa I.

Asi, en la Fig. 4.20, forma directa tipo I, puede identificarse una primera etapa todo—
ceros Hi(z) que precede al sistema todo—polos Hs(z) o segunda etapa. Esta es la
representaciéon usual de la realizacién en forma directa I, aunque también se puede
representar como en la Fig. 4.21, donde la primera etapa de la cascada es el sistema
todo polos Hy(z) seguida de Hi(z). En esta figura puede verse como la linea de
retardos de ambos bloques es redundante, de forma que si se utiliza s6lo una linea de
retardos para eliminar la redundancia, obtenemos la estructura de la Fig. 4.22, que
es la denominada realizacion en forma directa II.

x(n) -a, b y(n)

-a, b,
- >
= [
-3 by
t f
é AN by é
.
-ay by

Figura 4.21: Inversién de las etapas en cascada de la forma directa |. Aparecen bloques de retardo
redundantes.

La ventaja de la realizacién en forma directa II es que, si bien requiere el mismo
nimero de multiplicaciones y sumas que la forma directa I, posee un menor requeri-
miento de memoria, el maximo de {M, N} frente a M + N posiciones de memoria en
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b()

: @

x(n) Ej] y(n)
S v
Y
(=]

-t bz

é B bM-l
< »
< P
A 4

z 1
-an | by,
< >

Figura 4.22: Realizacién en forma directa Il para el caso N = M.

la forma directa I.

Obtener la estructura que resulta de la transposicién de la forma directa II.

Resolucion:

La técnica de transposicion establece que si invertimos las direcciones del flujo en
todas las ramas y cambiamos la entrada por la salida, la funcién de transferencia
permanece invariable.

Asi, aplicaremos la transposicién a la estructura en forma directa II, Fig. 4.22. Esto
consiste en

a)
b)

c)

Noétese que el hecho de que la transposiciéon haya cambiado la direccién de las trans-
mitancias de todas las ramas, o lo que es lo mismo, la direccién del flujo de todas las
ramas, conduce a que alli donde antes habia sumadores, Fig. 4.23(a), aparecen nodos
de distribucién, Fig. 4.23(b), y viceversa.

Invertir las direcciones del flujo de las ramas.
Intercambiar nodos por sumadores y viceversa.

Intercambiar entrada por salida.

a) b)
Figura 4.23: Nodos (a) sumador y de (b) distribucién.

Asi, la transposicion de la estructura en forma directa IT de la Fig. 4.22 se muestra
en la Fig. 4.24.

Considere el sistema mostrado en la Fig. 4.25. Determine su estructura traspuesta.
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y(n) x(n)

Figura 4.24: Forma traspuesta de la forma directa .

Resolucion:

Para aplicar la transposicion, los pasos son esencialmente:

a) Invertir las direcciones del flujo de las ramas.
b) Intercambiar nodos por sumadores y viceversa.

¢) Intercambiar la entrada por la salida.

x(n) y(n)

Figura 4.25: Diagrama de bloques del sistema propuesto.

Dentro de la simplicidad de cada uno de los pasos, vamos a examinar un poco mas
detenidamente el segundo de ellos. En la Fig. 4.25 tenemos cuatro nodos, dos de ellos
son nodos sumadores, sumando dos entradas para proporcionar una salida, y otros
dos son nodos de distribucién, aquellos que presentan bifurcacién de una entrada a
dos salidas. La transformacién pues de los cuatro nodos indicados en la Fig. 4.25 se
ilustra en las Figs. 4.26(a)-4.26(d).

Cabe destacar que al invertir las direcciones de flujo de las ramas, los multiplicadores
también se invierten senalando en la nueva direccién del flujo. Si a esto le anadimos los
cambios de la entrada por la salida y viceversa, obtenemos la estructura traspuesta
representada en la Fig. 4.27, que poseerd la misma funcién de transferencia que el
sistema original.

Determine la estructura traspuesta del sistema en paralelo representado en la Fig.
4.28.
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> <
> <

©
| |
— e
|
%

b)

> -

d)

Figura 4.26: Transformacién que se produce en cada uno de los cuatro nodos del diagrama de bloques
del sistema propuesto.

y(n) x(n)

Figura 4.27: Estructura traspuesta resultante.

Resolucion:

J y(n)

x(n)

Figura 4.28: Diagrama de bloques del sistema propuesto.
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Actuando de la misma forma que en el ejercicio anterior, para hallar la estructura
traspuesta tenemos que:

a) Invertir las direcciones del flujo de las ramas.

b) Intercambiar nodos por sumadores y viceversa.

¢) Intercambiar entrada por salida.

El resultado de la transposicién se muestra en la Fig. 4.29. Nétese que la traspuesta es
una imagen especular de la Fig. 4.28 excepto por el orden en que aparecen el bloque de
retardo y el multiplicador en ambas etapas. Sin embargo, la transmitancia de la rama
correspondiente es la misma, por lo que podemos decir que la estructura traspuesta

de la forma normal es ella misma. Esto puede generalizarse para cualquier niimero de
etapas siempre que todas ellas sean subsistemas ITR de primer orden.

+
y() J “ = x(n)
—® —1 2" —
| .

71—

Figura 4.29: Resultado de la transposicién.

Obtenga la realizacién en cascada del sistema

H(z)=1+V22 ' +322+2V22 3 42274

Resolucion:

Sea H(z) el sistema FIR propuesto. En general, la realizacién en cascada de un sistema
FIR se obtiene factorizando H(z) en sistemas de segundo orden, de tal forma que

K
H(z) = [[ He(2) (4.123)
k=1
con
Hi(2) = bro + bpiz ™ +boz™2, k=1,2,..., K (4.124)

Para formar cada Hj(z) hemos de agrupar los pares de ceros complejos conjugados
de H(z), para ello podemos acabar de factorizar H(z) como sigue

V2 V2 V2 V2

2 Ty

)+ (O~ e 1125)

H(z) = (1— V2211 +5v227 1) (1 + (
Es conveniente que las raices estén agrupadas segin pares complejas conjugadas para
que los coeficientes {by;} de Hy(z) sean reales. Sin embargo, las raices reales puede ser

agrupadas de forma arbitraria, o incluso formar etapas de primer orden en la cascada.

* k
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Como podemos ver en la Ec. (4.125), existen un par de raices complejas conjugadas
en z = @ +7 @, por lo que necesariamente habriamos de agrupar ambas para formar
una etapa de la cascada

2 V2, _ 2 V2, _ _ _
Hi(z) =(1+ (% +g§)z D+ (% —j%)z D =1+v2271 + 272 (4.126)
tenemos que
bio =1,b1; = V2,byp = 1. (4.127)
Por otra parte, dado que sélo restan dos raices complejas conjugadas por agrupar,
tomaremos ambas para obtener Hs(z). En este caso, el hecho de que las cuatro raices
sean complejas conjugadas ha impuesto el agrupamiento. En definitiva, Hy(z) es-
tard formado por la agrupacién de las raices en z = jv/2 y z = —jv/2, con lo que
Hy(z) = (1 —jvV2z H(1+jV22 ) =142z (4.128)
de lo cual se extrae que
bog = 1,b91 = 0,b99 = 2. (4.129)
La realizacién en cascada de H(z) queda representada en la Fig. 4.30.
x(n)
=]
V2o
H—0O
y(n
Figura 4.30: Realizacién en cascada.
18. | Determine una realizacién en cascada del sistema expresado por

1—z 142272 _92,3

Ty _ ., 1,.138,92_ 1,3, 5 __4
1—2 + 5% 3277 + 352

Resolucion:

La factorizacion de los polinomios de numerador y denominador queda de la siguiente

manera
1—2z (1= v2jz (1 + V252t
H(z) = —— 1,(1 = 0 {jzl)( +\¢Q'Zl) S (4130)
(1= +2)z A= (3 =27)z7 A =5z )1+ Fjz71)
A partir de aqui, hemos de expresar el sistema de la forma
K
H(z) =[] He(2) (4.131)
k=1
donde cada Hy(z) serd una etapa de la cascada y tiene la forma general
b br1z =t + bpaz?
Hy(z) = 012+ Opo2 (4.132)

1+agizt+ agrz 2
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x(n)

es decir, cada seccién o etapa se expresa como un sistema de segundo orden en el que
se deben agrupar un par de polos complejos conjugados y un par de ceros complejos
conjugados. Nétese, sin embargo, que el agrupamiento de los ceros con los polos puede
realizarse de forma arbitraria.

Comenzaremos agrupando los polos z, = % + i 7y los ceros z, = :l:@ j para formar
la etapa
(1—v2527H(1+ 25271 1+2271
Hi(2) = 0 T T oy (1 (T o Ty — 1= =i 5 52 (4.133)
(1=(z+70)2z"HA—=(3— 75z — 27+ 6%
por lo que
b10 == 1,b11 == 0,b12 == 2,(111 == —1,(112 == 5/16 (4134)

Tanto para el numerador como para el denominador, también pueden ser agrupa-
das pares de raices reales. En nuestro caso, sélo quedan un par de polos complejos
conjugados y un cero real que deberan ser agrupados para formar la siguiente etapa

(1—271h) 1—2z7t
Hy(z) = =" (4.135)
(1= g+ e LHae?
por lo cual
b20 == 1,b21 == —1,b22 == 0,a21 == 0,a22 == 1/2 (4136)

Obtenidos los coeficientes, al realizar la cascada cada una de las etapas de segundo
orden se suele realizar en forma directa, tanto en forma directa II como en la forma
traspuesta directa II. Basdndonos en la forma directa II podemos concluir con la
realizacién de H(z) representada en la Fig. 4.31.

y(n)

Figura 4.31: Realizacién de cascada del sistema del ejercicio 18.

En MATLAB puede obtenerse una realizacién en cascada mediante la orden:
>> [sos,Gl=tf2sos([1,-1,2,-2],[1,-1,13/16,-1/2,5/32]);

Finalmente, cabe destacar que existen otras maneras de emparejar los ceros y los
polos, por lo que es posible obtener una variedad de realizaciones en cascada. Todas
ellas serian equivalentes si se utilizara arimética de precisién infinita.

Obtenga la estructura en paralelo del siguiente sistema

1—171
_ 2
H(z) = 9,2

16

* k
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Resolucion:
Las formas en paralelo se pueden obtener realizando una expansién de H(z) en frac-
ciones simples. En general, asumiendo que el orden del denominador es mayor que el
del numerador, N > M, y que los polos son distintos obtenemos
Yoo
k
H(z)=C _— 4.137
(=03 ok (4137)
k=1
donde {py} son los polos y { Ak} los coeficientes de la expansion de H(z) en fracciones
simples.
En nuestro caso, tenemos
1— 171 1— 171
H(z) = 2 = 2 : (4.138)
1- 19—62'*2 (1—3z"1)(1+ 221
Después de algunas operaciones tenemos que
A B 5/6 1/6
con A=5/6y B=1/6. La realizacién en forma paralela se ilustra en la Fig. 4.32.
x(n) :' y(n)
Figura 4.32: Realizacién en forma paralela.
20. |Determine y dibuje la realizacién en paralelo para el siguiente sistema

1+ 19—6z_2

H(z) =
() l—gz—lﬁ-%z—Q

Resolucion:

La factorizacién de los polinomios del numerador y denominador queda

1+422 (-2 )1+ 35271 (4.140)

H(z) =
(2) 1-— gz_l + %z‘z (1-— %z_l)(l — %z—l)

Dado que M = N, puede realizarse la division previa a la expansién en fracciones
para obtener C' = by /an = bs/as = 3/2, por lo que tras unos cilculos la funcién de
transferencia queda

3 —% + %—5z_1 3 —% + 18—5z_1

(=) 2 1-32z1+4322 2 (1-3zY(1-1iz71) ( )
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Si realizamos una expansion en fracciones simples de la misma forma que en el pro-
blema anterior, queda

6 —13/2

H(z) ==+ . 4.142
(=) 2 1-32z1 1-Z271 ( )
La realizacién en forma paralela se ilustra en la Fig. 4.33.
" 32
x(n) : y(n)
Figura 4.33: Realizacién en forma paralela.
* X K
21. |Determine y dibuje la realizacion en paralelo para el sistema siguiente
1— L1 9,-2_63,-3_ 8l,-4
H(z) = 20° _—16%  50% 18 (4.143)
L—gzmh 5272 — g2 70

Resolucion:

Si factorizamos los polinomios del numerador y denominador para observar la natu-
raleza de sus raices, tenemos que

(4.144)

El denominador muestra un par de polos complejos conjugados y un polo simple, por
lo que se prevee una etapa de primer orden y otra de segundo orden. Ademds, en este
caso, el orden del numerador es mayor que el orden del denominador, por lo que la

expansién en fracciones quedara como
2
H(z) = G(2) + > Hy(2) (4.145)
k=1

donde Hi(z) y Hy(z) son los dos subsistemas y dado que M > N, G(z) es un polinomio

en z~! y no una tnica constante.

Dividiendo ambos polinomios se obtiene que

67 9 _47 4 351 -1 _ 579 ,-2 67 9
H S 20 30 160 207 1), (4.146
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A continuacién se realizan las operaciones que conducen a la expansién en fracciones

simples de H'(z), quedando
A A* B

H'(2) = + + (4.147)
. - —
1_(%‘{‘@])271 1—(%—@]),3*1 1—12

con A = % - %\/ij , B = —% por lo que la funcién de transferencia H(z) queda

finalmente como
67 9 T4 2271 44
H = 47,1 12 120 5 4148
(2) = 35 + g B e (4.148)

La realizacién del sistema en forma paralelo se representa en la Fig. 4.34.

,067/20

x(n) y(n)

-3/4

Figura 4.34: Realizacidn paralela obtenida.

Los residuos, polos y términos directos pueden obtenerse directamente en MATLAB

mediante la instruccién

>> [r,p,k]=residuez([1,-7/20,-9/16,-63/320,-81/128],[1,-7/4,3/2,-9/16]);

A partir del diagrama de bloques mostrado en la Fig. 4.35 de la realizacién en forma
directa II, obtener las ecuaciones de espacio de estados que describen el sistema.

Resolucion:

El estado de un sistema en el instante n = ng se define como “la cantidad de infor-
macion que se debe proporcionar en el instante ng, la cual, junto con la entrada z(n)
para n > ng, determina univocamente la salida del sistema para todo n > ngy”.

De esto se desprende que la salida del sistema puede ponerse en funcién de la entrada
actual y el estado actual (siendo esta la informacion almacenada en la componente
de memoria del sistema, es decir, en los bloques de retardo).

Ademsds, conociendo el estado en el instante ng y la entrada actual y futura, para
N > ng, se puede calcular la salida del sistema en cualquier momento posterior, sin
necesidad de conocer las entradas anteriores.
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x(n) b y(n)
>+ l ;0 :@ >
e v3(n)
-a1 A/bl
>
v
P v2(n)
) h v o -
z! vI(n)
4 [—%

Figura 4.35: Realizacién en forma directa Il

Llamaremos wariables de estado a los contenidos de los registros de los bloques de
retardo, las ecuaciones que describen la actualizaciéon de las variables de estado son
en nuestro caso

vi(n+1) =v2(n),

va(n + 1) = v3(n),
v3(n + 1) = —agvi(n) — agva(n) — a1vs(n) + z(n) (4.149)
Notese que, tal como se indica en la Fig. 4.36, el bloque de retardo estd formado por
un registro de memoria. La salida de dicho bloque es el valor actual almacenado en

el registro, v(n), y el valor siguiente que serd almacenado es el valor que tiene en la
entrada, denominado v(n + 1).

bloque

v(nt+l)
Entrada l /
del _—
-1

Z v(n)
Salida /
del l

bloque

Figura 4.36: Bloque de retardo.

Por otra parte, como se mencioné anteriormente, la salida es una combinacién lineal
de la entrada actual y el estado del sistema, por lo que

y(n) = bovs(n + 1) + byvz(n) + beva(n) + byvi(n) (4.150)
sustituyendo vz(n + 1) queda

y(n) = (—aszvi(n) — agva(n) — ar1vsz(n) + z(n))by + brvs(n) + bova(n) + bgvi(n)
(4.151)
= (bg - boag)’ul (n) + (b2 - boaz)’l)g(n) + (b1 - b0a1)03(n) + bo:l?(’n)
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Si ponemos las Ecs. (4.149) y (4.151) en forma matricial tenemos que

vi(n+1) 0 1 0 vi(n) 0
valn+1) | = 0 0 1 va(n) | + | 0 | z(n) (4.152)
v3(n + 1) —a3 —as —ai v3(n) 1
v1(n)
y(n) = | (bs —boas) (ba —boaz) (b1 —boar) | | va(n) | +box(n)  (4.153)
v3(n)

Las Ecs. (4.152) y (4.153) describen el espacio de estados del sistema. Estas describen
un sistema en forma directa II. A la descripcién del espacio de estados que realizan
estas ecuaciones se le conoce como realizacion de espacio de estados tipo I

Dado que, en general, las ecuaciones de entrada y salida son

v(n+1) = Fv(n) + qz(n) (4.154)

y(n) = gl'v(n) + dz(n) (4.155)

podemos describir la realizaciéon de espacio de estados mediante las matrices F, q, g
y d. Para nuestro sistema sera

0 1 0 0 b3 - boag
F= 0 0 1 ,q = 0 8 = bg—b0a2 ,d:bo. (4156)
—as3 —az —aq 1 b1 - bo(ll

En general, la realizacién de espacio de estados de tipo I para un sistema de orden N
vendra dada por

0 1 0 ... 0 0 0 [ (by — boan)
0 0 1 ... 0 0 0 (by_1 — boan_1)
F= : : : Lo : qa=1:|,8= :
0 0 0 ... 0 1 0 (by — boasy)
| —an —an-1 —an-2 ... —az —ai | | 1] i (by — bpay)
(4.157)

23. |Obtener las ecuaciones del espacio de estados que describen un sistema como el

mostrado en la Fig. 4.37, forma traspuesta directa II.

Resolucion:

Utilizamos como variables de entrada la salida de los bloques de retardo, es decir, la
informacién contenida en su registro de memoria (véase el Ejercicio 22), tal como se
ilustra en la Fig. 4.37. A partir de ésta podemos obtener la ecuacién de salida

y(n) = boz(n) + v3(n) (4.158)
y las ecuaciones de estado quedan

vi(n+1) = —agy(n) + bsxz(n) = —asvs(n) + (bs — asby)x(n) (4.159)
va(n+ 1) = —agy(n) + baz(n) + vi(n) = vi(n) — agvz(n) + (b2 — azbp)z(n) (4.160)

v3(n+1) = —a1y(n) + biz(n) + va(n) = va(n) — arvs(n) + (b1 — arby)z(n) (4.161)
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<y(n)

x(n)

Figura 4.37: Realizacion en forma traspuesta directa Il.

donde en todas ellas se ha sustituido la ecuacion de salida. La realizacién de espacio

de estado queda finalmente como

vl(n + 1) 0 —as
vp(n+1) | =11 —a2
’Ug(n + 1) 0 —a]

y(n):[O 0 1] va(n) | + boz(n).

U1 (n) b3 — boag
V9 (n) + b2 — b0a2 x(n) (4162)
U3 (n) b1 — bo(ll
v1(n)
(4.163)

v3(n)

Esta se conoce como realizacion de espacio de estados de tipo II. En general, las

matrices de realizacién de espacio de estados de tipo IT para un sistema de orden N

vendra dada por

0 by — boan
0 by-1—boan 1
c | ,q=| bv—2—boan—2 |, d=b.
0 :
| 1] (by — bpay)
(4.164)

0 0 O 0 —an
1 0 0 0 —an_1
010 0 —aN_2
F=1. . .
0 0 O 0 —ao
| 0 0 O 1 —a; |
24.
Fibonacci.

Determine las realizaciones de espacio de estados de tipo I y II para el sistema de

Resolucion:

Como sabemos, la secuencia de Fibonacci es {%, 1,2,3,5,8,15,...}, que puede gene-

rarse como respuesta impulsional del sistema que satisface la ecuacion en diferencias

siguiente

y(n) = z(n) +y(n —1) +y(n —2).

(4.165)
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Dado que se trata de un sistema de segundo orden, la realizacién de tipo I vendra dada

por
1 1

vi(n+1) _ 0 v1(n) N 0 2(n) (4.166)

va(n +1) —ay —ay va(n) 1
y(n) = | (b2~ boaa) (b1 — boan) | am) | ). (4.167)

v2(n)
Dado que bg =1, b1 =0, 00 =0, a;y = —1 y ag = —1, tenemos que la realizacién de
espacio de estados de tipo I es
1

v(n+1) = [ (1) : ] v(n) + (1) z(n) (4.168)
y(n) = [ 11 }v(n) + 2(n) (4.169)

Por otra parte, la realizacién de espacio de estados de tipo II viene dada por

Rl el v R o) EC I
y(n) = [ 0 1 } [ Z;EZ; + boz(n). (4.171)
por lo que para nuestro caso en concreto tenemos
v(n+1) = [(1) i]v(n)—{— i (n) (4.172)
y(n) = [ 0 1 ]v(n) +2(n). (4.173)

25. | A partir del diagrama de bloques de la Fig. 4.38, obtener la descripcién de espacio
de estados.

Resolucion:

Usando las variables de estado que se ilustran en la Fig. 4.38 obtenemos las siguientes
ecuaciones en diferencias para la descripcién del estado y la salida

vi(n+1) = 2(n) + %vl(n) (4.174)

va(n +1) = %m (n) + vs(n) (4.175)

v(n + 1) = vs(n) (4.176)

y(n) = 2(32(n) + v1(n + 1)) + 201 (n) + ~va(n) + v (n). (4.177)

4
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A\ AN
-—

y(n)

x(n) X @ : 2

Figura 4.38: Diagrama de bloques del sistema propuesto.

Despejando vy (n + 1) de la ecuacién anterior llegamos a la ecuacién de salida

26.

y(n) = 8z(n) + 3vi(n) + ivg(n) + v3(n). (4.178)

La descripcién del espacio de estados del sistema vendrd dado de forma matricial por

vi(n+1) 1/2 0 0 v1(n) 1
van+1) | =] 1/2 0 1| | wan) | +]0 |z(n) (4.179)
'Ug(n—i-l) 0 10 'Ug(’ﬂ) 0
v1(n)
ym) =3 1/4 1] | va(n) | +8a(n), (4.180)
v3(n)

Obtener la realizacién de espacio de estados cuyo diagrama de bloques se representa

en la Fig. 4.39.

Resolucion:

2
>

v y(n)

x(n) > () @( »(

& v2(n)

Figura 4.39: Diagrama de bloques del sistema propuesto.

* Kk Kk
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Tomando como variables de estado las salidas de los bloques de retardo, tal como
se ilustra en la Fig. 4.39, se obtienen las siguientes ecuaciones en diferencias para la
descripcién del estado y la salida

1

vi(n+1) =3z(n) — gvl(n) (4.181)
ve(n+1) = ivg(n) + z(n) (4.182)
y(n) = 2z(n) + vi(n) + va(n + 1) 4+ 4ve(n). (4.183)

Sustituyendo ve(n + 1) en la ecuacién de diferencias de la salida, ésta queda como

y(n) = 3z(n) + vi(n) + 14—71)2(71). (4.184)

En notacion matricial se obtiene que la realizacién de espacio de estados es

vi(fn+1) | | =1/3 0 v1(n) 3 »

[”2(n+1) N [ 0 1/4] [W(n) PR (4.185)
_ Ul(n) 2(n

y(n) = [1 17/4] [W(n) + 3z(n). (4.186)

Cabe notar que la matriz F es diagonal. Esto se debe a que, como se ve en el ejercicio
27, la realizacién de espacio de estados corresponde a una realizacién en paralelo (ver
Fig. 4.39).

Por otra parte, es interesante dibujar el diagrama de bloques que se infiere a partir
de la realizacién de espacio de estados. Este se representa en la Fig. 4.40. Como
vemos, se obtiene un diagrama de bloques ligeramente distinto, simplificado, donde
la rama superior posee un multiplicador x3 en lugar de x2 del diagrama de bloques
original. También pueden observarse otras simplificaciones. Sin embargo, debe notarse
que ambos diagramas de bloques corresponden a la misma realizacién de espacio de

estados.
=3
(\JZ(n)
x(n) 14 :‘ (n)
) 1(n) 1
vi(n
N eI

Figura 4.40: Diagrama de bloques que se infiere a partir de la descripcién de espacio de estados.
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27.

28.

Describa la forma en paralelo en el espacio de estados.

Resolucién:
La estructura en forma paralela de espacio de estados se obtiene a partir de la expan-

sién de la funcién de transferencia en fracciones simples. Asi, asumiendo que N > M,
tenemos que

N

H(z)=C+)

k=1

By,
Z—pr

(4.187)

Noétese que en esta expansién tenemos el numerador y denominador como polinomios
de z en lugar de z~'. La salida del sistema es

N
Y(z) = H(z)X(2) = CX(2) + Y _ BiYi(2) (4.188)
k=1
donde
Yi(z) = XG) p_19. N (4.189)
Z = Pk

Si pasamos Yj(z) al dominio temporal, tenemos que

Las ecuaciones de estado se pueden expresar como sigue

(pr 0 0 ... 0 0 L
0 p2 0 ... 0 0
0 0 ps 0 0
vin+1)=1| . . . vin)+ | | z(n) (4.191)
00 0 ...0 0
L0 0 o0 0 py | L.
y(n)=| Bi B ... BN]v(n)—i-C:I:(n). (4.192)

Esta es la denominada realizacién de espacio de estados en forma normal. En ella la
matriz F es diagonal y, por tanto, todas las variables de estado estdn desacopladas.

Determine la realizacion del espacio de estados en forma normal del sistema siguiente

9 -2
T 1_5,-14 3,2
1 iz -t gz

Resolucion:

Lo primero que hemos de hacer es poner H(z) en funcién de polinomios de z para
proceder a la expansién en fracciones simples:
1+ 2272 224+ 2% (z—34)(z + 17)

H(z) = = = . 4.193
(=) 1—2271+4+322 22-2z+41% (z—3)(z—1) ( )

* *
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Asi, expresamos H(z) como
B B
H(z) = C+ —5 = (4.194)
Tras algunos calculos, obtenemos que los coeficientes de la expansién son
C=1,B;=9/2,By =—-13/4 (4.195)
con lo que
9/2 —-13/4
H(z)=1+ / 7 T /1 . (4.196)
1 73
por lo que la realizacion de espacio de estados en forma normal queda como
I T e (4.197)
S0 1/2 1 '
y(n) = [ 9/2 —13/4 }v(n) + 2(n). (4.198)
De estas ecuaciones cabe destacar que F es una matriz diagonal, cuya diagonal
estd formada por los polos {py} de H(z), q estd formada por unos, d es C' y la
matriz g! son los coeficientes {By} de la expansién en fracciones simples.
Notese que los coeficientes de la expansion en fracciones simples tomando polinomios
en z~! hubiera sido diferente ya que
1+ 2272 3 6 —13/2
H(z) = 16 =-+ . 4.199
(2) 1—%z_1+%z_2 2 1—%2"1 1—%2"2 ( )
La Fig. 4.41 ilustra el diagrama de bloques de la realizacién en forma normal.
+ z! >
L= 9/2
x(n) _ A y(n)
34 O
13/4 I
+ z" >
12
Figura 4.41: Realizacién en forma normal.
29. | Determine y dibuje la realizacion del espacio de estados en forma normal del sistema

siguiente

1 2 —1
5 — 4%
I R A A
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Resolucion:

En primer lugar ponemos numerador y denominador como polinomios de z, en lugar

de z71.

1 -1 1.3 2

=— 2z =z° — 2z

H(z) = 2 = 2 . 4.200
() 1—3z 141233 3324 4,2 ( )

A continuacién ya podemos desarrollar H(z) en fracciones simples de la forma

(4.201)

En primer lugar, tenemos que C' = 1/2 por ser el cociente entre los dos coeficientes
de grado 3. Por otra parte, tras unos cédlculos, obtenemos que

1
Bi=—1+5i=4
11,
2= i=4%
9
By = 3. (4.202)

La realizacién de espacio de estados en forma normal queda como sigue

i/2 0 0
vin+1l)=| 0 —j/2 0 |v(n)+| 1|z (4.203)
0 0 3/4
yin)=| —++1j —1-1j —% ]v(n)—l—%x(n) (4.204)

Noétese que al realizar este sistema de forma normal, obtenemos elementos complejos
fruto de la existencia de polos complejos en el denominador. Dado que una realizacion
de este tipo es computacionalmente mas compleja, podemos agrupar las fracciones que
posean polos complejos conjugado para eliminar los coeficientes complejos. Asi,

(4.205)

donde, como vemos, hemos eliminado los coeficientes complejos. En este caso, la re-
presentacién de la realizacion del sistema seria la mostrada en la Fig. 4.42. El sistema
de segundo orden procedente de la agrupacion es realizado en forma directa II. La
realizacién de espacio de estados es

0 1 0
vin+1l)=| -1/4 0 0 |v(n)+ | 1 |=z(n) (4.206)
0 0 3/4 1
y(n) = [ -1 -1 2 v(n+ %x(n) (4.207)
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%)
x(n) : :‘ y(n)
A
® ¢
34 L
Figura 4.42: Realizacién en forma normal.
donde puede observarse que las variables de estado v1(n) y va(n) eran independientes
entre si en la forma normal y en esta ultima vuelven a acoplarse. Sin embargo, hemos
conseguido eliminar los coeficientes complejos.
30. |Describir y representar la realizacién de estados en forma acoplada para un sistema

de segundo orden.

Resolucion:

Dado un sistema de segundo orden, o en su caso, una seccién de segundo orden de un
sistema, es util emplear la denominada realizacion en forma acoplada cuando presente

un par de polos complejos conjugados.

Dada H(z), si presenta un par de polos complejos conjugados, podemos realizar una
expansién en fracciones simples como
bbbz boz? 4 bz + by A A*

= = =b
1+aiz7! +agz2 22+ a1z + as O+z—p+z—p*

H(z) (4.208)

De forma idéntica al desarrollo utilizado en la realizacién en forma normal, la salida
Y (z) podemos ponera como

AX(z) | A'X(2)

Y(z) = by X . 4.209
(2) =X () + S+ S22 (4.209)
Si ahora definimos
AX(z)
= 4.21

S(2) = S (4:210)

y pasamos ésta al dominio temporal, tenemos que
s(n+1) =ps(n) — Az(n). (4.211)

El problema es que las cantidades p, A y s(n) son complejas, por lo que, en lugar de
definir s(n) como variable de estado, podemos hacerlo como

s(n) = v1(n) + jva(n) (4.212)

* Kk Kk
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donde v1(n) y va(n) seran las variables de estado y
p=o1+joz, A=q+jg. (4.213)
Sustituyendo p y A en la Ec. (4.212), obtenemos las ecuaciones de estado siguientes

vi(n+1) = aqvi(n) — asva(n) + qrz(n) (4.214)

va(n + 1) = apvi(n) + a1va(n) + gz (n). (4.215)

Por otro lado, la ecuacién de salida se puede poner como

y(n) = box(n) + s(n) + s*(n) = boxz(n) + 2v1(n). (4.216)
Asi, la realizacion de espacio de estados en forma acoplada queda
v(n+1) = [ T ]v(n) +| @ ]w(n) (4.217)
Qz o q2
y(n) = [ 2 0 } v(n) + boz(n). (4.218)

y su representacién para una seccién de segundo orden se muestra en la Fig. 4.43.
Como vemos, los coeficientes utilizados en la realizacién son directamente by y A,
obtenidos de la expansién en fracciones simples, y los polos complejos conjugados.

»
|

by
x(n) 5 »()
([ -
q .
q %

Figura 4.43: Realizacién en forma acoplada de un sistema de segundo orden.

31. |Determine la realizacién de espacio de estados en forma acoplada para el sistema

2rsinfz 1

H(z) =
(2) 1 —2rcosfz=! + r2z=2

Resolucion:

Poniendo numerador y denominador como polinomios en z y realizando la descom-

posicién en fracciones simples se puede obtener

2rsinfz =1
1—2rcosfz1 +r22-2

2rsinbz A B

22 —2rcosfz + 12 z — (rcosf + jrsind) Tz (rcost — jrsind)

H(z) =
(4.219)
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Tenemos un par de polos complejos conjugados en p = rcosf + jrsind, por lo que
a; = rcosfd y as = rsinf. Realizando algunos calculos tenemos que A = B* =
rsinf — jrcosf con lo que g1 = rsinf y go = —rcosf. Las cantidades aq, as, ¢1 v ¢2
se asignan a partir de los polos y coeficientes complejos como se vid en el ejercicio
30. Asi, la realizacién de espacio de estados en forma acoplada viene dada por las
ecuaciones siguientes:

rcos —rsinf rsinf
vin+1) = , (n) + z(n) (4.220)
rsind  rcosf —rcosf
y(n) = [ 2 0 }v(n). (4.221)
y su representaciéon para una seccidon de segundo orden se muestra en la Fig. 4.44.
rcos(0)
rsen(0) J
—
x(n)
e
-rcos(0) W
rcos(0)
Figura 4.44: Realizacién en forma acoplada.
32. | Dado el sistema

() = 2(n = 1) - 33— 2) = 7u(n—2)

obtenga y dibuje la realizacién de espacio de estados en forma acoplada.

Resolucion:

Para proceder a la obtencién de la realizacién requerida, obtendremos la funcién de
transferencia H(z), que es

“1_1,-2 1
z 52 z— 3
(2) = o - (4.222)
1+ 3272 224
Realizando la expansién en fracciones simples, tenemos que
1 1,1, 1 _ 1,
zZ—3 5+ 3 5—3
H(z) = 5 =2 02750 (4.223)
2+ z2—3) z+3)

Noétese que tenemos polos y coeficientes complejos conjugados. Los polos {p,p*} son
p=aqa xja =0=x j%, por lo que a1 = 0y ag = % En cuanto a los coeficientes
{A,A*} son A=qi £ jgo =3+ %j,porloqueqy =1y q =1
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33.

1/2 0

y(n) = [ 2 0 }v(n)

x(n)

Asi, la realizacién de espacio de estados en forma acoplada queda expresada por

v(n—i—l):[ 0 _1/2]v(n)+ [ 1/2

s ] 2(n)

y su representacion para una seccidon de segundo orden se muestra en la Fig. 4.45.

Figura 4.45: Realizacién en forma acoplada obtenida.

Dada la siguiente realizacion de espacio de estados

v(n—l—l)z[l/3 0 ]v(n)—i—[l

0 —1/2

y(n) = [ 2 1/4 }v(n) + z(n)

se desea hallar una realizacién equivalente.

Resolucion:

x(n)

Como sabemos, un determinado sistema posee una gran variedad de posibilidades
en su realizacién. En concreto, la realizacién de espacio de estados propuesta puede
representarse mediante el diagrama de bloques de la Fig. 4.46.

Figura 4.46: Realizacion del sistema propuesto.

Si pasamos las ecuaciones en diferencias, de estado y de salida, al plano transformado

* Kk Kk
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7, obtenemos

Vil2)(e — 3) = X(2), (4.226)
Va(2)(z + %) ~ X(2), (4.927)
Y(2) = 2Vi(2) + ivz(z) 4 X(2). (4.228)

Sustituyendo las dos primeras en Y (z), obtenemos que

2, 29 3 58 —1 , 9 —2
H(z) = Y(z) I v O 1+ 532 "+ 15 (4.229)
X(2) 22+4%z—1 1+izl—322

de donde podemos utilizar los coeficientes {by } del numerador y {ax} del denominador
para obtener la realizacién equivalente de tipo I:

by = 1,by = 29/12,by = 3/4, a1 = 1/6,a5 = —1/6. (4.230)

Asi, la realizacion equivalente de tipo I vendra dada por

v(n+1) = [ 1?6 _11/6 ] v(n) + (1) (n) (4.231)
y(n) = [ 11/12 27/12 ]v(n) + z(n). (4.232)

Sin embargo, dado que la relacién entrada—salida no describe la realizacién del sis-
tema, podemos obtener infinidad de realizaciones equivalentes. En general, dada una
realizacién de un sistema de dimensién NV:

v(n+1) = Fv(n) + qz(n) (4.233)
y(n) = glv(n) + dz(n). (4.234)

Si tomamos cualquier matriz invertible P de dimension N x N, podemos definir un
nuevo vector de entrada

V(n) =Pv(n). (4.235)
Usando esta expresion, las ecuaciones de estado y salida se convierten en

Y(n+1) = (PFP)¥(n
y(n) —(gTP !

) + (Pq)z(n) (4.236)
)¥(n) + dz(n). (4.237)

Es decir, a partir de una transformacién P, se definen los nuevos pardmetros del
sistema

F=PFP ! q=Pqg" ' =¢g'P 1 d=d (4.238)
Y asi, las ecuaciones de estados y salida se pueden expresar como

V(n+1) = F¥(n) + z(n) (4.239)
y(n) = gTv(n) + dz(n). (4.240)
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34.

Notese que transformando las variables de estado hemos obtenido un nuevo conjunto
de ecuaciones de estado y de salida. Este nuevo conjunto de ecuaciones equivale a una
estructura diferente. En general, habra tantas como infinitas posibilidades de eleccién
de P.

Si, por ejemplo, transformamos la realizacién normal propuesta, a partir de una matriz
de transformacion Py,

0 1
Py = [ - ] (4.241)

tenemos la nueva realizacién

| -1/2 0 1
vin+1) = [ 5/6 1/3 ] v(n) + 5 z(n) (4.242)
y(n) = [ —7/4 2 }v(n) + (n). (4.243)

La representacién de esta realizacién se ilustra en la Fig. 4.47. Como podemos ver, el
diagrama de bloques de la realizacién es considerablemente diferente de la realizacién

inicial, aunque son equivalentes, pues se corresponden con el mismo sistema.

x(n)

-7/4

y(n)

Figura 4.47: Realizacién equivalente a la mostrada en la Fig. 4.46.

Determinar la respuesta impulsional que genera el sistema definido por
1
vin+1) = [? ) ]v(n)—i— [ ?]w(n)
y(n) = [ 11 }v(n) + z(n).
Resolucion:

A partir de la realizacion de espacio de estados podemos obtener la expresion analitica
de la respuesta impulsional, h(n), del sistema digital. Esta se obtiene de aplicar una
entrada impulso unitario z(n) = d(n) en la expresion (4.244), que permite determinar
la salida a partir de la entrada z(n), el estado inicial v(ng) y las matrices de la

* Kk Kk
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realizacién del espacio de estados

n—1
y(n) =g"F" "v(ng) + > g F* ' Fqu(k) + dx(n). (4.244)
k=0

Si particularizamos para x(n) = §(n) y suponemos estado inicial cero, la expresion de

J
la respuesta impulsional y(n) = h(n) queda
h(n) = gTanlqu(n —1) 4+ ddi(n). (4.245)

Noétese que conocemos todas las matrices y vectores g, F, q y d, pero el problema
es el exponente de la matriz F. Este cambia para cada n. Sin embargo, existe una
forma de resolver este problema, obtener la realizaciéon de espacio de estados en forma
normal, es decir, aquella cuya matriz F es diagonal. Asi, F" es la matriz diagonal
cuyos elementos se elevan a n.

Por ello, hemos de hallar primero la forma normal, por lo que primero calculamos el

polinomio caracteristico

- 1

det(F — AI) = det
ot ) e[1 1—

]:AZ—A—lzo (4.246)

por lo que los autovalores son

1++5 1-+5
pr— 7A2: .

A 4.247
=t . (4247
El autovector asociado a A; ha de cumplir
0 1
[ 11 ] u; = )\1111. (4.248)
Por tanto, i i
0
= 4.249
uy N (4.249)
es el autovector de )i, mientras que
o]
= 4.250
uz M (4.250)

es el de Ao.

Ahora formamos la matriz U cuyas columnas son los autovectores de F'

1 1
U= [ N ] . (4.251)

A partir de esta ya podemos obtener la matriz de transformacién de la realizacion
propuesta a la realizacién de forma normal:

_ 1 Ay —1
P=U1= i 4.252
)\2 - )\1 [ —>\1 1 ] ( )
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A continuacién podemos obtener todas las matrices ', q y & de la forma general

F=PFP !=U'FU= [ Av 0 ] , (4.253)
0 A
A _ 1/V5
67 —gTp1_ gTU = [ 345 345 ] ' (4.255)

El valor escalar d se mantiene entre transformaciones. La respuesta impulsional que
producen ambas realizaciones es idéntica, aplicando las matrices de la forma normal

tenemos que

AP0 1/V5
_1/\/5

= [ (5Bt - (3581551 wn — 1) + (n).

] u(n —1)+6d(n)  (4.256)

Esta es la expresion analitica de la respuesta impulsional, que serd la secuencia

h(n) = {%, 1,2,3,5,8,13,...}, (4.257)

es decir, la secuencia de Fibonacci. Notese como ha sido sencillo obtener esta dado
que para una matriz diagonal se debe cumplir

n
A0 AT 0

= . 4.258
[0 Az] [0 A%] e

35. | Determine la respuesta impulsional del sistema descrito por
5/6  4/3  4/3 1 0
F=|-1/3 -5/6 —-4/3 |,q=|1]|,g=|1/2 |,d=1
1/3 1/3  5/6 1 1/2

usando técnicas de espacio de estados.

Resolucion:

En primer lugar hemos de obtener la realizacién equivalente en forma normal, pa-
ra conseguir una matriz F diagonal. Para ello, primero calculamos el determinante

* Kk Kk

det(F — \I)
5/6 -\ 4/3 4/3
5, 1.5 1 1 5
det -1/3  —5/6 -\ —4/3 =X = = (A=) (M)A —2) = 0.
6 4 24 2 2 6
1/3 1/3  5/6— A\

(4.259)
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De aqui, los autovalores son
A1 =5/6, 2 =1/2, A3 =—1/2, (4.260)

y los autovectores asociados son, respectivamente,
u; = —1 ,Ug = —1 ,ug = —1 . (4261)
La matriz U cuyas columnas son los autovectores es

U=|-1 -1 -1 |. (4.262)
1 1 0

A partir de ésta obtenemos la matriz de transformacion de la realizacién propuesta a
la realizacion de espacio de estados en forma normal. Esta es

1 1 1
P=U1=|-1 -1 0o |, (4.263)
0 -1 -1

y las nuevas matrices y vectores son los siguientes

5/6 0 0
F=PFP!=U'FU=| 0 1/2 0 |, (4.264)
0 0 -1/2
3
q=Pq=U"'q=| -2 |, (4.265)
—2
67 —gTP 1= gTU= [ 00 -1 ] . (4.266)
junto con el valor escalar d que se mantiene entre transformaciones:
d=d=1. (4.267)
Finalmente, calculamos la respuesta impulsional
n—1
yzs(n) = Y gTF " Fqu(k) + dx(n) (4.268)
k=ng

donde, asumiendo una entrada impulsional z(n) = 6(n), se obtiene

yas(n) = hin) = g"F" 'qu(n — 1) + dé(n)

56 0 0 " 3
:[0 0 —%] 0 1/2 0 2 | u(n—1)+dn)
0 0 —1/2 9
3
=0 0 —3=br ]| =2 | +om)
9

(4.269)
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36. | Determine el sistema traspuesto de la realizacion

v(n+1) =Fv(n) + qz(n) (4.270)

y compruebe que ambos son equivalentes a partir de la respuesta impulsional.

Resolucion:

El hecho de aplicar la transposiciéon a una realizacién como la indicada implica una
transformacion de las ecuaciones de estado y de salida

v/(n+1) = FIv/(n) + gz(n) (4.271)
Y (n) = q'v'(n) + dz(n). (4.272)

Nétese que se han transformado las variables de estado y F' = FL ¢’ = g,y g’ =7,

es decir, los vectores q y g se intercambian, y F se traspone.

Sabemos que la respuesta impulsional viene dada por
B'(n) = qF (F)" gu(n — 1) + dé(n) (4.273)
aplicando que (FT)"~! = (F* )T queda
B'(n) = ql (F" Yl 'gu(n — 1) + dé(n). (4.274)
Dado que q” (F"~1)Tg es un escalar, sers igual a su traspuesta, por lo que
(@' (F")'g)" =g"F""'q (4.275)
lo cual implica que
B'(n) = (qf (F" YT 'g)u(n — 1) + dé(n) = g F"tqu(n — 1) + dd(n) = h(n)(4.276)

con lo que h'(n) = h(n). Asi, podemos afirmar que una realizacién y su traspuesta
son equivalentes pues poseen la misma respuesta impulsional.

Como ejemplo, podemos considerar las matrices F, q, g y d que se obtuvieron en el
ejercicio 22 para la forma directa II. Si comparamos estos con las matrices ¥/, ¢/, g’
y d’' obtenidas para la realizacién de la forma directa II traspuesta, inmediatamente
observamos lo anterior, es decir

F' =F", g =q, q =g, d =d (4.277)

siendo ambos equivalentes y, por tanto, su respuesta impulsional idéntica.

37. |Determinar las realizaciones de espacio de estados del sistema del ejercicio 17 y su

traspuesta.

Resolucion:

La Fig. 4.25 representa el sistema propuesto. Tomando v (n) como la salida del bloque
superior de retardo y ve(n) como la salida del restante, la realizacién de espacio de
estados de esta estructura es

v(n+1) = [ :; jg ] v(n) + [ L ] #(n) (4.278)
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y(n) = [ 10 } v(n) +0 - z(n) (4.279)
El diagrama de bloques transpuesto se representa en la Fig. 4.27 y su realizacién de
espacio de estados es
-2 -2 1

! 1) = ! 4.280
vi(n+1) [_1/2 _1/2]v(n)+ 0 z(n) ( )
y'(n) = [ 10 } v'(n) +0-z(n) (4.281)
De estas podemos ver que, efectivamente, ambas realizaciones se trasforman mediante
F'=F' g =qq=gd=d (4.282)

siendo ambos equivalentes y, por tanto, su respuesta impulsional idéntica.
38. | Dada la realizacién de espacio de estados del sistema descrito por las siguientes

matrices

F =

8 s8] (el s8],
5/8 1/8]’01_[ 1 ]’g_lzl’d_l

a) Hallar la salida de la respuesta impulsional para n = 57.

se pide:

b) Ante la entrada 0, asumiendo

v(0) = [ 1 ] (4.283)

como estado inicial del sistema, calcular la salida para el instante n = 12.

¢) Determine el estado inicial ante el cudl la respuesta es idéntica a la respuesta

impulsional con estado inicial nulo.

Resolucion:

A partir de una realizacion de espacio de estados, la expresién que proporciona la
salida del sistema ante una entrada z(n) y un estado inicial v(ng) es

n—1
y(n) =g F" "v(ng) + Y _ g F" " Fqu(k) + dz(n). (4.284)

k=ngo

Noétese que esta expresion es tan completa que tiene en cuenta incluso el estado
inicial del sistema y como éste, caso de no ser cero, interviene en las salidas futuras
del sistema.

A partir de esta expresién podemos determinar la salida para dos casos especiales. El
primero es la respuesta del sistema cuando la entrada es nula

y=i(n) = g"F""v(ng). (4.285)

Por otra parte, la respuesta cuando el estado es cero viene dada por

n—1
yzs(n) = > gTF" 1 Fqu(k) + dz(n). (4.286)

k=ngo
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En general, se cumple que

a)

y(n) = yzi(n) + yzs(n). (4.287)

Para poder calcular la respuesta impulsional, caso especial donde el estado inicial
es cero y la entrada z(n) = d(n), hallamos las matrices de la realizacién de
espacio de estados en forma normal. Para ello primero calculamos el siguiente
determinante

1/8—X 5/8 B 1. 3 3 1
det([ 5/8 1/8—)\]>_>‘2_Z>‘_g—(>‘_1)(>\+§)—0. (4.288)

Los autovalores que se extraen del polinomio caracteristico son
AL =3/4,00 = —1/2 (4.289)

cuyos autovectores correspondientes son

ulzlil,uzzl_lll. (4.290)

Ahora formamos la matriz U cuyas columnas son los autovectores de F':

1 1
U:[1 _1]. (4.291)

A partir de esta ya podemos obtener la matriz de transformacién desde la reali-
zacién propuesta a la realizacién de forma normal:

11 =1 =
P=U"'=— [ bl (4.292)

2 -1 1

A continuacién podemos obtener todas las matrices ]§‘, q y g de la forma normal

F=PFP !=U'FU= [ 340 ] , (4.293)
0 —1/2
G=Pq=U"1q= [ _31/;14 ] : (4.294)
g =g"Pl=g’U=|5 1] (4.295)
y
d=d=1. (4.296)

Cabe remarcar que los elementos de la diagonal de F son las raices del polinomio
caracteristico, que coinciden con los polos del sistema, por lo que podemos decir
que éste es estable.
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La expresion analitica de la respuesta impulsional viene dada por

3/4"L 0 3/4
=[5 1}[ . (_1/2)n1][_1/4]u(n—1)+5(n)
1
2

(4.297)
por lo que podemos calcular la salida para el instante n = 57 sin necesidad de
calculos intermedios iterativos

3 L Ly

h(57) = [5(1)574r (=5 ] =378.107" (4.298)

Calculemos la salida ante entrada cero y estado inicial

v(0) = [ ! ] , (4.299)

utilizaremos la expresién siguiente
y.i(n) = gl F"""0v(ng) (4.300)

para el cdlculo de la salida. Sin embargo, como sabemos, es mas sencillo en el
sistema transformado, por lo que lo primero es encontrar el estado inicial en el

1 1
D] e
por lo que

yzi(n) =g F" "v(ng) = [ o1 } [ (3/(;1)” (—1(;2)n ] [ : ] =
(4.302)

Para el instante n = 12 la salida en estas condiciones serfa y,;(12) = 0'1584.

sistema transformado

V(0) =Pv(0) =U "

También se puede encontrar una expresion de la respuesta impulsional de for-
ma, que esta pueda ser considerada como respuesta del sistema ante entrada
cero, obtenida como consecuencia de un estado inicial. Asi, tomando condiciones
iniciales

v1(0) = 1'5,v5(0) = 0'5 (4.303)

tenemos que

v(0) = [ i’g ] (4.304)

y el estado transformado es

v(0) =Pv(0) = U1 1/

3/2 ] = [ L ] (4.305)
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39.

Asi, la salida ante entrada cero es

0 (=1/2)" || 1/2

yai(n) = g7E" 09(0) = | 5 1}[(3/4)n / ” / ]:"':5@"%(—%)"

(4.306)
Notese que esta es una respuesta similar a la respuesta impulsional pero en lugar
de haber sido producida por una entrada impulso, lo es por un estado inicial
equivalente.
Asi, v(0) es el estado inicial buscado mientras que ¥(0) es dicho estado transfor-
mado a la realizacién de espacio de estados en forma normal.

Determine la funcién de transferencia cuya respuesta impulsional es la secuencia de
Fibonacci, mediante a) el empleo de la transformada Z y b) las técnicas de espacio
de estados. Este sistema se puede describir por la siguiente realizacion de espacio de

estados:
v(n+1) = [ ‘1) 1 ]v(n) + [ (1) ] (n) (4.307)
y(n) = [ 11 }v(n) + z(n)
Resolucion:

a) En primer lugar, podemos encontrar H(z) a partir de la transformada Z de las
ecuaciones de estado y de salida. Asi, tenemos que ésta es

Vi(z)z = Va(z2) (4.308)
Va(z)z = Vi(2) + Va(z) + X (2) (4.309)
Y(z) = Vi(z) + Va(z) + X (2) (4.310)

De las dos primeras ecuaciones (4.308) y (4.309), obtenemos

Z 1

Va(z) = X(2) Vi(z) = X(2) (4.311)

22—-1—27 22 —1—2

Si sustituimos estas ecuaciones en la transformada de la salida (Ec. (4.310)),

tenemos que

Y(2) = X(2) ( L = gzl Z) = X(2) (L(>4,312)

22—1—2 22—1—2 22—-1-—2 22—1—2

por lo que queda

_ 1
e e

H(z) (4.313)

b) Por otra parte, la funcién de transferencia también se puede obtener mediante
técnicas de espacio de estados. Considerando las ecuaciones de estado y salida

v(n+1) = Fv(n) + qz(n) (4.314)
y(n) = gl'v(n) + dz(n). (4.315)

* Kk Kk
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en el plano transformado, el estado es

Ve =1{ . |- (4.316)

Vi(2)
Las ecuaciones de estados se transforman como
2V (z) = FV(z) + qX(z), (4.317)
que equivale a
V(z) = (21 — F)"lqX(2). (4.318)
Finalmente la ecuacién de salida queda como
Y(z) =g'V(z) +dX(2) (4.319)

por lo que si sustituimos la Ec. (4.318) en (4.319), tendremos la salida en funcién
de la entrada

Y(z) = [gl (21 - F) 'q+ d] X (2) (4.320)
y
H(z) = f(i)) =gl (:I-F)~'q+d. (4.321)

Aplicando esta expresion para el sistema de Fibonacci, tenemos que

-1
N A _ 1 z—1 1
(21 - F) —[_1 z_1] _722—z—1[ L L (4.322)

por lo que

wo =11 ] |

Finalmente llegamos a la misma conclusién que en el apartado anterior utilizando

Z2
l=...=—" . (4.32
+ po— (4.323)

técnicas de espacios de estados:

1

H(z) = —

— (4.324)
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40.

Considere un sistema descrito por las siguientes ecuaciones de espacio de estados:

v(n+1) = [ _2/4 iﬁ]v(n)—i— [ 5{4 ] #(n) (4.325)

y(n) = [ 11 } v(n) + z(n)
Se pide:

a) Dibuje el diagrama de bloques correspondiente a dicha realizacién de espacio
de estados.

b) Determine la realizacién equivalente en forma normal.

¢) Determine la funcién de transferencia y la respuesta impulsional del sistema
mediante técnicas de espacio de estados.

d) Calcule la respuesta ante entrada cero si

v(0) = [ 0 1 ]T. (4.326)

Resolucion:

a) El diagrama de bloques se muestra en la Fig. 4.48.

v2(n)

-
x(n) ?
! o
R

5/4
‘ 1/4

5/4
3/2

A

Figura 4.48: Diagrama de bloques correspondiente a la descripcion de espacio de estados propuesta.

b) Para obtener la realizacién de espacio de estados en forma normal, el primer
paso es determinar la matriz de transformaciéon P de tal forma que F = PFP 1
sea diagonal. Para ello, calculamos el determinante

B —1/4—X 32 B 5
det(F—AI)_det<[ 0 5/4_)\]>_>\2—>\—E_0. (4.327)

Los autovalores de F son, por tanto, A, = 5/4 y Ay = —1/4. Sus autovectores
correspondientes vienen dados por
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ul:[i ,uzzl(l)]. (4.328)

La matriz U cuyas columnas son los autovectores es

(11
U= ) (4.329)
10
siendo la matriz de transformacién P,
1
P=U!= [(1) 1]. (4.330)

Asi | las nuevas matrices y vectores tienen la forma normal siguiente

fpoprp-t_vutpu= |/t (4.331)
0 —1/4
qg=Pq=U""! _| 1 (4.332)
4=Pq=U"a=}, , -
g =g'Pl=g"U= [ 2 1 } (4.333)

y el valor escalar d se mantiene entre transformaciones:
d=d=1. (4.334)
La realizacién de espacio de estados en forma normal es

5/4 0
0 —1/4

1

v(n—i—l):[ 1/4

] v(n) +

] z(n) (4.335)

y(n)::[ 2 1} v(n) + z(n) (4.336)

Como vemos, el hecho de que la matriz F sea diagonal implica que las variables
de estado estdn desacopladas.

La respuesta impulsional del sistema es igual si utilizamos las matrices del sis-
tema equivalente

h(n) =glF" 'qu(n —1) + di(n)

(5/4)n1 0 ” 1

1/4 ] u(n —1) 4+ d(n)

(4.337)
Como vemos, la ventaja de utilizar el sistema equivalente con F diagonal es que
el calculo de ™! es inmediato, siendo la matriz diagonal F cuyos elementos de
la diagonal estdn elevados a n — 1. De la observacién de F vemos que existen
polos en 5/4 y —1/4 por lo que el sistema en cuestién es inestable.
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Para determinar la funcién de transferencia primero calculamos (2I—F) . Puede
hacerse de la misma manera para cualquiera de las realizaciones.

I-F) itz | 2T 14 32 ]1:;[%5/4 3/2
22

0 z—5/4 —z— 0 z+1/4
(4.338)

por lo que

H(z) =gl'(zI-F)"'q+d

1 —5/4  3/2 5/4 245,14
2 5[11}['2 / / [/ +1 _Z2 = 5
2°—2z—1g 0 Z+ 1/4 1 z Z— g
(4.339)
Finalmente tenemos que
1+ 5,-1 __1_-2
H(z) = — 1% " 8% (4.340)

T 1 _,-1_5_-2°
1—2 167

d) Para calcular la respuesta ante una entrada cero, dado el estado para n = 0,
tenemos que

yai(n) = g"F"v(0) = §7F"9(0) (4.341)

Lo primero serd calcular el estado inicial transformado en la realizacién normal

(0) = Pv(0) = [ (1) _11 ] [ (1) ] _ [ _11 ] (4.342)

por lo que

vailn) = [ 2 1] [ (5/04)n (_10/4)n ] [ _11 ] . :2(2)"—(—2)” (4.343)

que serd la salida del sistema que evoluciona desde el estado dado, n = 0, en
ausencia de entrada.
* k *

41. | Counsidere el sistema siguiente

y(n) = a(n) + r(n — 1) = yln — 1) + Sy(n —2)

Se pide:

a) Determinar las realizaciones de espacio de estados de tipo I y II.

S

Obtener la realizacién de espacio de estados de forma normal.

o

Y

)
) Determinar la funcién de transferencia de, al menos, dos formas diferentes.
) Determinar la respuesta impulsional del sistema.

)

e) Analizar la estabilidad del sistema.

Resolucion:
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De la ecuacion en diferencias obtenemos los coeficientes
b() = 1,b1 = 3/2,b2 = 0,0,1 = l,ag = —3/4. (4.344)

por lo que podemos obtener directamente la realizacién de espacio de estados de
tipo I a partir de la forma general del ejercicio 22. Asi, dicha realizacién queda

0 1 0
vin+1) = [ 3/4 -1 ] v(n) + ) z(n) (4.345)
y(n) = [ 3/4 1/2 } v(n) + z(n). (4.346)

De la misma forma, la realizacién de espacios de tipo II sepuede obtener a partir
de los coeficientes {b;} y {ax}, tal como se vi6 en el ejercicio 23. Asi, la realizacién
de tipo II queda

v(n +1) = [ ‘1) ?’_/f ] v(n) + [ ‘;’721 ] (n) (4.347)

y(n) = [ 0 1 ]v(n) + z(n). (4.348)

Para obtener la realizacién de espacio de estados en forma normal nos basaremos
en la realizacién de tipo II. Inicialmente calculamos el polinomio caracteristico:

3

A 3/ ]:A2+>\——:0 (4.349)

1 —-1-=-A

det(F — A\I) = det [ 2

por lo que los autovalores de F son

(4.350)

El autovector asociado a Aj serd, por tanto,

u = [ _11/2 ] (4.351)

mientras que

1
up = [ /3 ] (4.352)

es el autovector de As.

Ahora formamos la matriz U cuyas columnas son los autovectores de F

] -12 1
U_[ X 2/3]. (4.353)

A partir de esta ya podemos obtener la matriz de transformacién a la realizacion

P=U!= [ —1/2 3/4 ] . (4.354)

de forma normal

3/4  3/8
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Ahora ya se pueden obtener todas las matrices ', q y & de la forma normal

foprpt_vu-tpu=| /% O (4.355)
0 1/2
4—Pq-ulq—| (4.356)
3/4 ‘
gl =gPl=gTU=|[1 2/3 } : (4.357)

El valor d se mantiene entre transformaciones. Asi pues, la realizacién de espacio
de estados en forma normal queda

v(n +1) _?(’)/2 1(/)2]v(n)+ 3(/)4]x(n) (4.358)
y(n) = [ 1 2/3 ]v(n) + 2(n) (4.359)

¢) Determinacién de la funcién de transferencia.

1) La forma més sencilla de obtener la funcién de transferencia es a partir de
la ecuacion en diferencias, realizando la transformada Z, por lo que

Y(2) = X(2) + ;X(z)z’l Y ()t ZY(z)ﬂ (4.360)

de donde

Y(z) 143zt
X(z) 1+42z1- 3,2

H(z) = (4.361)

2) Sin embargo, si partimos de una realizacién de espacio de estados, por ejem-
plo la de tipo I , tendremos que realizar la transformada Z de las ecuaciones

de estado
Vi(z)z = Va(z) (4.362)
Va(e)z = SVile) ~ Vale) + X(2) (4.363)
de las cuales se obtiene
Vi(z) = ﬁX(z),VZ(Z«) _ ﬁxu), (4.364)

que deben sustituirse en la ecuacién de salida transformada

2’2 §21
Y(z) = %Vl (2) + %VZ(Z) +X(2) = Zz:ﬁ){ (2) (4.365)
4

para obtener finalmente la funcién de transferencia requerida

Y(2) 22+ %z 1+ %zfl
H(z) = = = . 4.366
(2) X(z) 2242z-2 1+z1-3z72 ( )
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3) Otra forma de obtener H(z) es mediante técnicas de espacio de estados.
Dado que conocemos las matrices F, y & en forma normal, empezaremos

calculando
(21 -F)! (4.367)
por lo que
-1
(I-F)! = z+3/2 0 _ 1 z—1/2 0
0 z—1/2 2242z —3/4 0 z+3/2
(4.368)

mediante lo cual podemos abordar el cdlculo de H(z) como sigue

H(z) =gTGI-F)§q+d

1 z—1/2 0 0
=1 23 | 1
[ / z2+z—3/4[ 0 z+3/2 [3/4 *
_ _ 2%+ %z
T 2242 -3/47
(4.369)
Finalmente llegamos a
1+ 527"
H(z) 2% (4.370)

I
Como vemos, cualquiera de las tres aproximaciones ofrece la misma solucién. El
empleo de una u otra dependerd de la informacién de partida.

Ahora obtenemos la expresion analitica de la respuesta impulsional mediante
técnicas de espacio de estados

[ 2/3}[—3/2 0 ] [3(/)4]u(n_1)+5(n) (4.371)

—~

Du(n — 1) + 6(n).

Para analizar la estabilidad del sistema, hemos de centrar la atencién en los
autovalores de F, que coinciden con los polos del sistema. Estos son

AL =—3/2,A = 1/2. (4.372)

Dado que A\; = —3/2 sale del circulo de radio unidad, tenemos el argumento de
inestabilidad para el sistema. Sin embargo, ndtese que la respuesta impulsional

hin) = (%)"u(n _ 1) +6(n) (4.373)

converge. En contra de que esto pudiera parecer un conflicto, es correcto, dado
que si nos fijamos en el numerador de H(z), este indica un cero en —3/2, por lo
que el cero anula el polo con lo cual, al estar el polo Ay = 1/2 dentro del circulo
unidad podemos decir que el sistema es estable.
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42. |Dado el sistema descrito por las siguientes ecuaciones de espacio de estados:

“1/4 0 —3/4 1
vin+1)| 7/12 1/3 3/4 |v(n)+ | 0 | z(n) (4.374)
0 0 1/2 1

y(n) = [ 0 1 1 }v(n) + 2x(n)
Se desea:
a) Dibujar la estructura correspondiente de espacio de estados.
b) Determinar la realizacién de espacio de estados en forma normal.

¢) Determinar la funcién de transferencia H(z) mediante técnicas de espacio de
estados.

d) Determinar la realizacién de espacio de estados de tipo I y II.
e) Determinar la respuesta impulsional del sistema.

f) Analizar la estabilidad del sistema.

Resolucion:

a) El esquema se muestra en la Fig. 4.49.

x(n)

A 3/4

A\

Figura 4.49: Estructura correspondiente a la realizacién de espacio de estados propuesta.

b) Para obtener la realizacién de espacio de estados en forma normal, el primer
paso es determinar la matriz de transformaciéon P de tal forma que F = PFP 1
sea diagonal. Para ello, calculamos el determinante

—1/4=Xx 0 3/2
det(F—AI) = det 7/12 1/3-X  3/4 = (A=1/2)(A—=1/3)(A+1/4) = 0.
0 0 1/2-2A

(4.375)
Los autovalores de F son, por tanto, A\; = 1/2, o = 1/3 y A3 = —1/4. Sus
autovectores correspondientes vienen dados por
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1 0 1
u1 = -1 ,ug = 1 ,ug = -1 . (4.376)
-1 0 0

La matriz U cuyas columnas son los autovectores es

1 0 1
U=|-11 -1]. (4.377)
~10 0

La matriz U da lugar a la matriz de transformaciéon P

~1
0 (4.378)

0
P=U'=|1
1 1

S = O

mediante la cual obtenemos las matrices transformadas siguientes:

/2 0 0
F=PFP!=UFU=| 0 1/3 0 (4.379)
0 0 —1/4
~1
q=Pq=U'q=| 1 (4.380)
2
g =gPl=g’U=| 2 1 -1]| (4.381)

y el valor escalar d se mantiene entre transformaciones
d=d=2. (4.382)

Por tanto, la realizacién de espacio de estados en forma normal es

12 0 0 ~1

vin+1) = 0 1/3 0 vin)+ | 1 |=z(n) (4.383)
0 0 -1/4 2

y(n) = [ -2 1 =1 |v(n)+2z(n) (4.384)

¢) A continuacién calculamos la funcién de transferencia H(z) mediante técnicas
de espacio de estados. Para determinar la funcién de transferencia primero cal-
culamos (2I — F) L.

2
2z —1 0

(21 —F)~! = 0 - 0 (4.385)
0 0 4
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por lo que
2
0
2z —1 -1
H(z) =gT(:1-F)q+d=] -2 1 —1] 0 === 0 |
0 i 4 2
3. 1.2, 7 13 1,1, 7,-2_ 13,3 dz+1
T T B T, 1, 1T 1 _L—2+_ -3~ )
z 127 247 T 24 2% 247 24%
(4.386)

d) A partir de la funcién de transferencia, obtenemos los coeficientes
a) — —7/12,(12 == —1/24,(13 == 1/24, bo == 2,b1 == —1/6,b2 == 7/6,b3 == —13/(214387)

y con estos, a partir de las expresiones generales (ver ejercicio 22), la realizacién

de tipo I queda

0 1 0 0

vin+1) = 0 0 1 v(n)+ | 0 | z(n) (4.388)
~1/24 1/24 7/12 1

y(n) = [ —5/8 5/4 1 ] v(n) + 2z(n). (4.389)

De la misma forma, la realizacién de espacio de estados de tipo II se puede
obtener a partir de los coeficientes {bx} y {ax}, tal como se vié en el ejercicio

23. Asi, dicha realizacién de tipo II queda como

00 —1/24 —5/8
vin+1)=|[1 0 1/24 |[v(n)+ | 5/4 |[=z(n) (4.390)

01 7/12 1

y(n):[O 0 1]v(n)+2$(n). (4.391)

e) La respuesta impulsional del sistema es idéntica si utilizamos las matrices del

sistema equivalente

h(n) =glF" lqu(n —1) + dé(n)

1/2 0

=|-21 -1 0 1/3 0 1 u(n — 1) +25(n)
0 0 —1/4 2

=[2(3)" '+ ()" =2(=9)" uln —1) +26(n) =

(4.392)

f) Los elementos de la diagonal de F son las rajces del polinomio caracteristico y
coinciden con los polos del sistema. Los polos del sistema son

(4.393)

Como todos ellos estan dentro del circulo de radio unidad, el sistema es estable.

+2
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4.3. Problemas propuestos

1. |Determine los coeficientes a1, a2, by y b1 de manera que los dos sistemas de la Fig.

4.50 sean equivalentes.

x(n)

x(n) v

x(n) b v
+

Figura 4.50: Diferentes realizaciones del mismo sistema.

2. | Obtener la estructura en celosia equivalente al sistema siguiente

1

H(z) =
(2) 1+ 38214 B224 1278

Discutir la estabilidad del sistema.

3. | Considere el sistema de la Fig. 4.51.
a) Determine la estructura equivalente en celosia escalonada.

b) Analice la estabilidad del sistema.

x(n) y(n)

-4/15
— : }—l—>—>

Figura 4.51: Diagrama de bloques del sistema propuesto.

4. |Determine la realizacién en cascada del sistema

97
H(z)=1+ %z_Q + 274
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10.

11.

12.

13.

Obtener la realizacion en cascada del sistema

y(n) =z(n) —z(n —1) +0,9y(n — 1) — 0,8y(n — 2) 4+ 0,729y(n — 3)

Obtenga la realizacién en paralelo para el siguiente sistema

3,.,-1 34,2 18 ,—3
1—z 14327227734 1274

Un sistema discreto tiene el siguiente conjunto de ceros y polos: p; = 0,95¢7 15,
—j Iz j3z —j3z jz —jz V3 -1
p2 = 0,95e77715, p3 = 0,815, py = 08e™ 715, 21 = €l1, 29 = eV, 23 =35 + 35,
_ V3 _ ;1
="z 73
Dibuje una representacién del sistema como etapas de segundo orden en cascada y
en paralelo y determine la ganancia del sistema para una senal de continua.

Determine las realizaciones de espacio de estado tipo I y II del sistema descrito por

y(n) = Jy(n—1) ~ 3y(n —2) +o(n) — Sa(n —1)

Obtener la realizacion de espacio de estados traspuesta a la realizacion propuesta en
el ejercicio 35.

Repetir el ejercicio 40 para la siguiente realizacion de espacio de estados:
0 1
1) =
v(n+1) [_1/4 0]v(n)+

y(n) = [ 1/8 2 }v(n) + 22(n).

Analizar la estabilidad del sistema.

1

Repetir el ejercicio 40 para el sistema descrito por las ecuaciones de espacio de

e o 1/2
v(n—l—l)—[\/i/12 1/3]v(n)+[ 1 ]x(n)

y(n) = [ 11 }v(n) + z(n)

estado:

Determinar las matrices de la realizaciéon de espacio de estados de un sistema todo—
ceros en celosia.

Determinar las matrices de la realizacion de espacio de estados de un sistema todo—

polos en celosia.




282 CAPITULO 4. REALIZACION DE SISTEMAS EN TIEMPO DISCRETO
4.4. Practicas con MATLAB
1. |Programe la realizacién del sistema digital cuya ecuacién en diferencias es

y(n) = z(n) = V2zx(n —1) +z(n —2) +y(n — 1) — 1/4y(n — 2) — 1/4y(n — 3) + 1/8y(n — 4)
segun las estructuras directa Il y cascada. Observe y comente las diferencias.
Resolucién:
De la ecuaciéon en diferencias del sistema podemos obtener que la funcion de transfe-
rencia a realizar es
1— V227 272 1 1—V2z 4272
H(z) V2 42 = Vel a 394)

Tl A 1/Az 2 +1/Az 3 —1/82 % 1-1/4z2 1—z1+1/22°2

La estructura de la Fig. 4.52(a) es una implementacién en forma directa II y la

estructura Fig. 4.52(b) es una implementacién en cascada. De la expresién (4.394)

se desprende que los coeficientes son a1 = —1, ag = +1/4, a3 = +1/4, a4 = —1/8,
bo = 1, by = —/2, by = 1 para la estructura IIR directa Il y d; = —1, dy = +1/2,
eo =1, e = —V2, ea =1, ¢y = —1/4 para la estructura en cascada.
x(n) b y(n)
0
@ )
e

x(n)

H—

Figura 4.52: (a) Realizacién en forma directa y (b) realizacién en cascada.

Ambos diagramas de bloques consideran una realizacién o estructura para la reali-
zacién del sistema. Cada realizacion o estructura define un procedimiento computa-
cional o algoritmo para implementar el sistema. Si el sistema va a ser implementado
en software, la realizacién describe la conversién en un programa que funcione en un
ordenador. La realizacién en MATLAB de la forma directa de la Fig. 4.52(a) seria:

tmpl= -al*ul(n)-a2+u2(n)-a3*u3(n)-ad*ud(n);
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tmp2= bilxul(n)+b2*u2(n);
y(@)= ( tmpl+x(n) )*b0 + tmp2;

donde ul(n) a u4(n) describen las salidas de los bloques de retardo. Para mayor
claridad se han usado dos variables temporales, tmpl es el resultado de la suma de
los productos al*ul(n) a a4d*u4(n), mientras que tmp2 es el resultado de la suma de
los productos bl*ul(n) y b2*u2(n).

Por otro lado, la realizacién de la Fig. 4.52(b) seria:

yl(n)= -c2*xyl(n-2)+x(n);
tmpl= -dl*wl(n)-d2*w2(n);
tmp2= elx*wl(n)+e2*w2(n);
y@)= ( y1(n) + tmpl )* e0 + tmp2;

donde como podemos observar se ha calculado previamente y1(n), salida de la primera
etapa de la cascada, para ser tomada como entrada de la segunda etapa.

Ambas realizaciones o estructuras equivalen a la misma ecuacion en diferencias y, si
los célculos se realizaran con elementos aritméticos ideales, ambas estructuras darian
lugar al mismo resultado.

Dado que se estd realizando el mismo sistema de formas diferentes, surgen diferentes
preguntas como jPor qué se considera esta diferenciacién? jPorque no implementar de
forma directa?, o ;Cudles son los beneficios de poder utilizar diferentes realizaciones?
Algunos de los factores importantes que influyen es la complejidad computacional y
los requisitos de memoria. Como podemos observar, la forma en cascada necesita una
suma menos y un producto menos que la estructura directa Tipo II, y por lo tanto
su realizacion finalizard antes. Otras realizaciones presentan menores requisitos de

memoria, ya que cada retardo estd implementado por una posicién de memoria.

Uno de los factores mas importantes que influyen en la eleccién de una realizacion
especifica son los efectos en los calculos por la utilizacién de palabra de longitud finita,
como se verd en el Capitulo 5, ya que la realizacién de los cdlculos por procesadores
de punto fijo implica la aparicién de errores aritméticos que se acarrean a la salida,
siendo considerables cuando estos resultados se realimentan y pudiendo incluso llegar
a transformar un sistema estable en inestable.

Existen otras razones para seleccionar estructuras especificas, como la sensibilidad de
los coeficientes, obtener rapidamente una implementacién a partir de un determinado
conjunto inicial de datos, etc.

Si bien los segmentos de cédigo ofrecidos anteriormente sirven para calcular la salida a
partir de la entrada en el momento n (z(n)), los coeficientes y los valores retardados,
es necesario, tras el calculo de la salida, calcular el valor retardado que serd usado
para el cdlculo de la siguiente salida, es decir, las variables ui (n+1) en la Fig. 4.52(a)
y wi(n+1) en la Fig. 4.52(b). Para la implementacién en software de la realizacién de
la Fig. 4.52(a) seria

ul(n+1)=tmpl + x(n);
u2(n+1)=ul(n);
u3(n+1)=u2(n);
u4 (n+1)=u3(n);
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y para la implementacién en software de la realizacion la Fig. 4.52(b) seria

wil(n+1)= tmpl + yi(n);
w2 (n+1l)=wl(n);

Vamos a suponer que se pretende obtener la salida del sistema ante la entrada rampa
z(n) = {%,2,3,4,5,6,7,8}. El sistema se realizaria mediante un bucle. Para cada

iteracién del bucle se calcula la salida y los nuevos valores que contendran los bloques
de retardo en la siguiente iteracion, que es el estado del sistema, y serdn utilizados
para el cdlculo de la siguiente salida. Para un sistema L.I.T. causal se supone y(n) = 0
para n < 0, por lo que para el cilculo de y(0) todos los bloques de retardo poseen
valor a cero.

Antes de pasar al cédigo en MATLAB, cabe remarcar que existe una objecién en la
programacion de esto en MATLAB; este entorno no permite utilizar el indice 0 (al
contrario que ('), por lo que se asumird que y(n) = 0, z(n) = 0 para n < 0. Asi, la
realizacién de la forma directa II queda

x=[1234567 8];
ul(1)=0;
u2(1)=0;
u3(1)=0;
u4(1)=0;

for n=1:10
tmpl= -al*ul(n)-a2*u2(n)-a3*u3(n)-a4*u4(n);
tmp2= bl¥ul(n)+b2*u2(n);
y(n)= ( tmpl+x(n) )*b0 + tmp2;

ul(n+1)=tmpl + x(n);
u2(n+1)=ul(n);
u3(n+1)=u2(n);
u4(n+1)=u3(n);

end

plot(y)

Vemos que las partes en que podemos dividir la realizacién son:

a) Inicialmente se define la entrada, vector x como rampa en este caso.
b) Se inicializan las variables que representan los bloques de retardo de ul a u4.

¢) El bucle itera 10 veces, una para cada uno de los elementos de la entrada, cal-
culando la salida del sistema para cada iteracién.

d) Finalmente se realiza la visualizacién de los datos de salida.

El cédigo completo para la realizacion de Fig. 4.52(b) se obtiene mediante un proce-

dimiento andlogo.

Programar la realizacién del sistema que se muestra en la Fig. 4.53 a partir de su

ecuacion en diferencias.
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‘2
x(n) 3 ' y(n)
>(+ l > > @ >
z! ‘
< | >
12 4

Figura 4.53: Diagrama de bloques del sistema propuesto.

Resolucion:

Para obtener la ecuacién en diferencias del sistema, partimos del siguiente sistema de
ecuaciones en diferencias:

v(in+1) =xz(n) + %U(n) (4.395)
y(n) = 2(n) + 3(x(n) + %U(n)) + dv(n) (4.396)

pasando ambas al dominio Z, podemos obtener la funcién de transferencia

Y(z) 5+3z°!

H(z) = = 4.
() =% =12 i (4.397)
por lo que la ecuacién en diferencias del sistema es
1
y(n) =5z(n) +3z(n —1) + ﬁy(n —1). (4.398)

Esta se puede usar para realizar el sistema sin utilizar variables internas, inicamente
mediante entradas y salidas presentes y anteriores. En este caso, la programacién de
la realizacién es parecida a la del codigo del ejercicio 1. Consideraremos la entrada
xz(n) = 2 - n. Cabe recordar la limitacion de MATLAB de no poder utilizar indices
nulos en los vectores.

x=1[2468 10 12 14 16 18 20];

y(1) = 5*x(1);

for n=2:10
y(n)=5*x(n)-2*x(n-1)+0.5*y(n-1);

end

plot(y)

Como vemos, el codigo resulta sencillo. Sin embargo, existen sensibles diferencias con
respecto al ejercicio anterior ya que no se utilizan los valores de los bloques de retardo,
es decir, el estado del sistema. La estructura de la programacién es

a) Definicién del vector que contiene la entrada.

b) Inicializacién.

c¢) Iteracién para obtener salidas mediante un bucle.
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d) Visualizacién de la salida.
Comentaremos a continuacién ciertas peculiaridades de interés:

= En la inicializacion se define y (1)=5*x (1), es decir, la salida para n = 1. El bucle
se utiliza para calcular las salidas y(2) a y(10). Esto se hace asi para evitar erro-
res en MATLAB. Si eliminamos la linea de inicializacién y forzamos el cilculo de
y (1) en el bucle, en la primera iteracién tendriamos y (1)=5*x (1) -2*x(0)+0.5*y (0).
Nétese que la definicién de x(0) e y(0) no estd permitida en MATLAB (indice
nulo), por lo que se produciria un error. Por ello, como conocemos las condiciones
iniciales de entrada y salida, forzamos a x(0)=y(0)=0 y calculamos y(1) antes
del bucle como y(1)=5*x(1).

= Notese que la primera iteracién del bucle calcula y (2) mediante y(2)=5*x(2)-2*x(1)+0.5*y(1).
En general, para orden N, tendriamos que calcular inicialmente antes del bucle
las salidas desde y (1) hasta y(N) para evitar errores con los indices.

= Cabe destacar que realizar directamente el sistema a partir de la ecuacién en
diferencias equivale a una realizacién en forma directa. Este tipo de realizacion
es permisible en un entorno como MATLAB, con gran cantidad de memoria
disponible y aritmética de gran precisién. Sin embargo, debe evitarse, en general,
en realizaciones reales mediante procesadores con aritmética en punto fijo.

3. |Dado el sistema IIR representado por la funcién de transferencia

H(z) 2412271424272 4+ 34273 4+ 31274 + 14272 + 4276
yA =
16 + 20271 + 24272 + 24273 + 1424 + 5275 + 2767

(4.399)

obtener, mediante el entorno MATLAB:
a) Los coeficientes para la realizacién en cascada de H(z).
b) Los coeficientes de la realizacion paralela de H(z).

c) Los coeficientes de reflexién {K;} y de escalera {v;} de la realizacién en celosia
escalonada.

Resolucion:

La funcién de transferencia dada proporciona los coeficientes para la realizacién en
forma directa. Mediante MATLAB podemos obtener facilmente los coeficientes para
otras realizaciones.

a) Pararealizar el sistema en cascada se ha de representar la funcién de transferencia
H (z) factorizada, formada por lo general por etapas de segundo orden. Para ello
utilizamos el siguiente cédigo

num = [2 12 24 34 31 14 4] ;
den = [16 20 24 24 14 5 1] ;
[z,p,k]=tf2zp (num,den) ;
[sos,Gl=zp2sos(z,p,k);

La funcién zp2sos agrupa los polos y los ceros complejos conjugados para crear
las secciones de segundo orden. Cada fila de la matriz sos resultante representa
una etapa de la cascada. Por defecto, la funcion zp2sos ordena las secciones por
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orden ascendente de la distancia de los polos al cero. Es decir, la primera fila
corresponde a aquella etapa que contiene los polos més cercanos al origen. Asi,

0’13 4'87 420 1’00 039 020
sos = | 1'00 0’57 028 100 1'12 034 |, (4.400)
100 0’57 1’68 100 —0'26 0'92

donde los elementos se han redondeado a dos cifras decimales. Ademés, mediante
el uso del resto de pardmetros disponibles, zpsos permite ordenar las secciones
para minimizar la posibilidad de overflow en la realizacién, minimizar el ruido
de redondeo a la salida, etc.

Los coeficientes de la realizacion son los de la siguiente representacion factorizada
de H(z):

0134 4'87z 1 + 420272 1405721 +0'28272 1405721 + 1'68z7f401)
1+0'39271 +0/202=2 1+ 112271 +0/342=2 1 —0/262~! + (/9222

H(z) = 0125 -

b) Para obtener los coeficientes de la realizacién en paralelo, utilizamos la funcién
residuez, que proporciona los residuos, polos y términos directos de la expansién
en fracciones parciales. El cédigo a utilizar es sencillamente

[r,p,k]l=residuez(num,den) ;

Esta sentencia asigna al vector r los residuos, al vector p los polos y al k los
términos directos.

La funcién de transferencia H (z), desarrollada en fracciones parciales, queda

r(1) = —0,3712 + 0,1173;
r(2) = —0,9902 + 1,2059;
(

)
)
r(3) = —0,5761 + 0,1071;]
p(1) = 0,1321 + 0,95265
p(2) = —0,5623 + 0,1393;
p(3) = —0,1948 + 0,4043; (4.402)
r(1) r(1)”
H(z) = 4
() T )T T T p)
r(2) r(2)”
4.403
L G P T e (4.403)
r(3) r(3)”
* 1 —p(3)z—1 * 1 —p(3)*z—1

Podemos, por otro lado, utilizar la funcién residuez invesamente, [num,den]=residuez(r,p,k),
para convertir de nuevo la expansién en fracciones parciales a la forma num/den.
Para eliminar los coeficientes complejos agruparemos en etapas de segundo orden
las fracciones de polos complejos conjugados. Para realizar las sumas de dichas
fracciones, podemos hacerlo, como hemos descrito, mediante la funcion residuez
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[n1,d1]=residuez(r(1:2),p(1:2),0);
[n2,d2]=residuez(r(3:4),p(3:4),0);
[n3,d3]=residuez(r(5:6) ,p(5:6),0);

Asi, obtenemos finalmente los coeficientes de la realizacién en paralelo con

—0'74 — 0'13271 —1/98 — /4521 —1'15 —0'31z71

(4.404
1 —0262=1 4 (/9222 t1 + 1122~ 4 (/3422 t1 + 03921 + 0/202-2" )

H(z)=4+

donde los coeficientes han sido redondeados a dos cifras decimales.

Finalmente, los coeficientes para la realizacién en celosia escalonada se obtienen
directamente mediante la funcién tf2latc de la siguiente manera:

[k,v]=tf2latc(num,den);

Esta proporciona los coeficientes de reflexién:

K1=0,1901,
K2 = 10,5537,
K3 = 10,7591,
K4 =0,5226,
K5 = 10,2353,
K6 = 0,0625 (4.405)
y los coeficientes de escalera:
V0= —-0,4518,
V1= —4,60006,
V2 = —-4,1447,
V3 = -0,2503,
V4 =6,9412,
Vb =45,

V6 =2. (4.406)



Capitulo 5

Efectos de longitud de palabra
finita

5.1. Introduccion teorica

Hasta ahora hemos analizado sistemas que se modelan como lineales y, sin embargo, no
hemos tenido en cuenta que el efecto que supone la utilizacién de palabra de longitud finita
es la introduccién de no-linealidades. Asi, en este capitulo se consideran varias formas de
efectos de cuantificacién que aparecen en procesado digital de senal en las realizaciones de
aritmética de precision finita, incluyendo los efectos sobre las caracteristicas de la respuesta
en frecuencia resultantes de la cuantificacién de los coeficientes, y los efectos de ruido de
redondeo inherentes a la implementacién digital de sistemas en tiempo discreto.

En la introduccién se presentan nociones basicas, a complementar con textos de teoria,
que son utilizadas para estructurar los ejercicios del capitulo. Aquellos ejercicios que ne-
cesitan un mayor conocimiento tedrico lo incorporan, surgiendo éste como una necesidad

dentro del contexto planteado por el ejercicio.

5.1.1. Conceptos basicos

= La principal caracteristica de la aritmética digital es el limitado niimero de bits para
la representacién numérica. Esta limitacién conduce a precisién numérica finita en los
calculos, causando errores de redondeo y efectos no lineales en el funcionamiento de
los sistemas discretos.

= La representacion de nimeros en punto fijo es una generalizacion de la representacion
decimal de un nimero como una cadena de digitos con un punto decimal. En esta
notacién los digitos de la izquierda del punto decimal representan la parte entera del
nimero, y los digitos de la derecha representan la parte fraccional del nimero. Asi,
un numero real X, puede representarse como

B
X ={ba,...,bo1,bo,br,.. . bp, b= D> bir™, 0< b < (r—1) (5.1)
i=—A

donde b; representa el digito, r es la base, A es el nimero de digitos enteros, y B es el
nimero de digitos fraccionales. Asi, este formato puede variar desde el formato entero
(A=n—1, B=0), hasta el formato fraccional (A =0, B =n — 1), ejercicios 1 a 4.
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El formato para fracciones positivas es

B
X =0biby...bp =) 527", X >0 (5.2)

=1

Sin embargo, para fracciones negativas pueden usarse los siguientes formatos:

e Formato de signo y magnitud.

En este formato, el bit mas significativo, MSB, se pone a 1 para representar el
signo negativo y a 0 para representar el signo positivo.

XSM = 1.b1b2 s bB, para X S 0 (5.3)

e Formato de complemento a uno.

En este formato los nimeros negativos se representan, a partir del positivo, de
la siguiente forma,

Xc1 = 1.biby---bg, para X <0, (5.4)

donde b; = 1 — b; es el complemento a 1 de b;. Una definicién alternativa para
X1 se puede obtener mediante

X =2-2781X). (5.5)

e Formato de complemento a dos.

En este formato, el ntimero negativo se representa formando el complemento a
dos del nimero positivo correspondiente,

Xco = 1.biby---bg +0,0000...1, para X <0, (5.6)
Se puede ver que
Xeo =X +27 % =2-X]. (5.7)

» Usualmente se emplean dos tipos de cuantificacién para representar un nimero de
punto fijo en un registro de palabra finita; el truncamiento y el redondeo. El trunca-
miento consiste simplemente en la eliminacién de los bits menos significativos, de los
que se pretende prescindir. En el redondeo, el nimero es aproximado por el valor de
cuantificacién mas cercano.

» Dado que la caracteristica de transferencia de un conversor A/D no es lineal y la senal
analégica de entrada no es conocida a priori, en la mayoria de los casos practicos, se
asume que, para propositos de andlisis, el error de cuantificacion e(n) es una senal
aleatoria. La Fig. 5.1 muestra el modelo de la operacién del cuantificador.

= Al hacer cdlculos, como multiplicaciones, con aritmética de punto fijo o flotante, nor-
malmente nos enfrentamos al problema de recuantificar desde un nivel de precision a
otro dado. El efecto es introducir un error cuyo valor depende tanto del nimero de
bits del valor original como del niimero de bits después de la cuantificacion.



5.1 INTRODUCCION TEORICA 291

x(n) Qly(n)]

e(n)

Figura 5.1: Modelo estadistico del cuantificador A/D.

Para una representacién en complemento a dos, el error de truncamiento, E;, es
siempre negativo y cae en el rango

—27t 27 < E <. (5.8)
En cuanto al error de redondeo, E,, es simétrico respecto a cero y cae en el rango

1
—5(2—’1 — 27 < B, < (270 —27bw), (5.9)

DN | =

En el caso en que z sea una senal de amplitud continua b, = oco. Considérense los
ejercicios 3 y 5.

» La funcién de transferencia H'(z) de un sistema implementado tanto en software como
en “hardware”, con coeficientes cuantificados, es diferente de la funcién de transferen-
cia deseada, H(z). El efecto principal de la cuantificacién es el desplazamiento de los
polos y los ceros de la funcién de transferencia, desplazados a localizaciones diferentes
de las tedricas, ejercicio 6.

En general, podemos determinar el error de perturbacién como

N

N_
Ap; = — Z Bi

Iy
i1 L=t 026(pi — 1)

k

Aay, (5.10)

que nos proporciona una medida de la sensibilidad del polo frente a cambios en los
coeficientes {ay}. Una expresion andloga se puede obtener para la sensibilidad de los
ceros a errores en los pardametros {by }, ejercicio 7.

La sensibilidad frente a la cuantificacion de los coeficientes puede disminuirse utili-
zando realizaciones en cascada o en paralelo, ejercicios 10 y 11.

= En ocasiones, es conveniente aplicar un factor multiplicativo a los coeficientes, de
forma que estos ocupen el mayor rango posible antes de ser cuantificados. Esto se
hace para aumentar la precision del sistema. Este factor suele ser una potencia de dos
para que su aplicacién simplemente consista en la realizacion de un desplazamiento
l6gico, ejercicios 8 y 9.

= Para determinar el ruido que genera a la salida el ruido de cuantificacién del conversor
A /D, se utiliza el modelo estadistico que se indicé en la Fig. 5.1. Con este, asumimos
que el sistema lineal e invariante temporal H(z) estd implementado con precision
finita. Asi, la salida actual del sistema discreto viene dada por y(n) + v(n), donde
y(n) es la salida generada por la entrada no cuantificada z(n), y v(n) es la salida
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generada por la secuencia de error e(n). La componente del error de salida v(n) viene
dada por

v(n) = Z e(m)h(n —m) (5.11)

m=—0oo

donde h(n) es la respuesta impulsional del filtro digital. La siguiente expresién indica
la varianza del ruido a la salida del sistema cuando la varianza a la entrada es la
unidad:

o= > |h(n)]. (5.12)

Para el caso particular de un filtro FIR, el error que se produce en la respuesta en
frecuencia por la cuantificacién de sus coeficientes es

M-1 '
Ey =) en(n)e /" (5.13)

n=0

donde e (n) es la diferencia entre la respuesta impulsional del sistema cuantificado y
la del sistema ideal. Asumiendo que la secuencia de error de los coeficientes ej(n) es
incorrelada, para 0 < n < M — 1, la varianza del error Ey;(w) es

2—2(1)—1—2)

3 (5.14)

o} =

Noétese como la varianza del error se incrementa linealmente con M. Utilizando la
desviacion estdandar puede controlarse el error que se produce en la respuesta en

frecuencia, para que este quede acotado dentro de unos margenes tolerables, ejercicios
12 y 13.

La presencia de uno o varios cuantificadores en la realizaciéon de un sistema discreto
resulta en la introduccién de no-linealidades que lo transforman en otro con carac-
teristicas significativamente diferentes al sistema lineal ideal. Por ejemplo, un filtro
lineal recursivo puede exhibir oscilaciones indeseables a su salida, incluso en ausencia
de entrada o ante una entrada constante con valor distinto de cero. Semejantes osci-
laciones aparecen en los sistemas recursivos y se denominan ciclos limite. Los ciclos
limite pueden atribuirse directamente a los errores de redondeo en la multiplicacién
y a los errores de desbordamiento en la adicién, ejercicios 14 y 15.

El uso de la aritmética de saturacién soluciona los problemas de ciclos limite causados
por errores de desbordamiento en la adicién. Sin embargo, esto causa una distorsién
indeseable debido a la no-linealidad de dicha saturacién. Para limitar esta distorsién,
es importante escalar la sefial de entrada, y con ello la respuesta impulsional entre
la entrada y cualquier nodo sumador interno del sistema, de forma que el desborda-
miento se elimine o se convierta en un suceso extrano. Para ello se aplica un factor
de normalizacién a la senal de entrada, ejercicio 16.

Al cuantificar los productos de dos nimeros y utilizar aritmética de saturacién para
prevenir el desbordamiento en nodos intermedios, se complica el andlisis del error pro-
ducido por las cuantificaciones en sistemas complejos. Para obtener resultados mas
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generales sobre los efectos de cuantificacion en filtros digitales, el error de cuantifica-
cién en la multiplicacién se modela como una secuencia de ruido aditivo e(n), de la
misma forma que en la conversiéon A/D de una senal analégica.

En general, el andlisis del error de cuantificacion se puede aplicar directamente a
filtros de alto orden mediante una realizacién en paralelo. En este caso, cada seccion
del filtro, de primer o segundo orden, es independiente de todas las demas y, por tanto,
la potencia total del ruido de cuantificacién a la salida es simplemente la suma lineal
de las potencias de ruido de cuantificaciéon de cada una de las secciones individuales.

La realizacion en cascada es mas dificil de analizar. Para ésta interconexion, el ruido
que se genera en cualquier seccidn del filtro actia como entrada para la siguiente.
Como consecuencia, aparecen dos problemas, en primer lugar se plantea céomo em-
parejar los polos y los ceros para formar secciones de segundo orden, y, en segundo
lugar, cémo organizar las secciones resultantes para minimizar la potencia total de
ruido a la salida. Cabe remarcar que la ordenacién de las secciones de la cascada
influird en la potencia total de ruido a la salida. En general los polos cercanos a la
circunferencia unidad deberian estar emparejados con ceros cercanos para reducir la
ganancia de cada seccion de segundo orden. En cuanto a la ordenaciéon de las secciones
de segundo orden, una estrategia razonable es colocar las secciones de la cascada en
orden decreciente desde la maxima ganancia en frecuencia. Asi, la potencia de ruido
generada en secciones previas (de ganancias altas) no se realzard significativamente
en las secciones posteriores, ejercicios 17 y 18.
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5.2. Problemas resueltos

1. |Expresar 5/8, 9/16, —5/8 y —9/16 en formato de signo—magnitud, complemento a

uno y complemento a dos.

Resolucion:

La representaciéon numeérica en punto fijo es similar a la decimal. Los digitos a la parte
izquierda de la coma representan la parte entera del nimero y los de la derecha la
parte decimal.

De esta forma un ntmero X cualquiera se puede representar como

B
X ={b_a,...,bo1,b0,b1,. b e = > b, 0< b < (r— 1) (5.15)
i=—A

donde b; representa cada digito. Por ejemplo, si queremos representar en decimal el
numero 431’28, hacemos

(431'28)19 = 4-10° +3- 10 +1-10°+2-10 ' +8-10 2 (5.16)

Sin embargo, nuestra atencidn se centrard en representaciones binarias. Mas concre-
tamente nos centraremos en formato de fraccién binaria. Para un procesador de coma
fija supone una complejidad el operar con nimeros de diferente formato o, lo que es
lo mismo, de la misma longitud de bits en los que la cantidad de bits de parte frac-
cional son distintos. Nétese que el procesador habria de realizar desplazamientos, por
lo que en este caso seria mejor utilizar un procesador de coma flotante y un formato
numérico de coma flotante.

Cuando representamos enteros, utilizamos el formato (A = n — 1,B = 0). Para
representar fracciones tenemos (A = 0, B = n — 1) que tendria el punto binario entre

bo y b1, y permite nimeros, en el rango de los nimeros positivos, de 0 a 1 — 2~ (n—1),

La representacion en formato enteramente fraccional de los nimeros positivos pro-
puestos es:
a) 2=0-2041-27140-27241-2340-27* = 2 =0.1010

9

b) 15=0-2041-27140.-2240-2%+1-27* = { =0.1001

—

6

Sin embargo, las fracciones negativas tienen tres posibles representaciones:

a) Formato de signo y magnitud. Dado que para fracciones positivas, by siempre es
cero, en este formato se pone by a uno para indicar signo negativo, por lo que

tendriamos:
-5
SM
9~ 10 (5.18)
16 - '
SM
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b) Formato de complemento uno. En este formato los nimeros negativos se repre-
sentan complementando cada bit de la fraccion positiva:

Xcp = Lbiby...bg, X <0 (5.19)
Asi, tenemos
5
—| =1,0101, (5.20)
c1
6l = 1,0110 (5.21)
c1

c) Formato de complemento a dos. En este formato los nimeros negativos se repre-
sentan formando el complemento a dos, es decir, el niimero negativo se forma
sustrayendo ndo el nimero negativo de 2:

Xeo =2 —|X]. (5.22)

Aunque se puede ver de una forma mas simple como la suma de un bit menos
significativo al complemento a 1.

Xeo=Xc1+2 8 =101by...b5+0,00...1, X <0 (5.23)

por lo que

-5 -9
~ | =10101+0,0001 = 1,0110, —~| = 10110+0,001 = 10111 (5.24)
C?2 C?2

La mayoria de los procesadores digitales de senal de punto fijo usan aritmética de
complemento a dos, entre otras cosas porque si la suma de una serie de ndmeros
X1, Xo,... X estd dentro del rango numérico, serd calculada correctamente incluso
si las sumas parciales individuales provocan desbordamientos.

El rango del formato de complemento a dos de n+1 bit (A = 0, B = n) es [-1,1-275].
Cuando se conoce la longitud de bits de palabra, es usual la utilizacién del formato @
para describir el formato de representacién. En general, el valor ) indica el nimero
de bits que se desplaza la coma decimal. Asi, el valor representado se puede encontrar
a través de la expresién

Valor = Entero/2" e, (5.25)

Un valor () de z indica un entero con signo de complemento a dos cuya coma decimal
se desplaza z posiciones desde el bit menos significativo (LSB). De esta forma, la
representacién enteramente fraccional en complemento a dos de n + 1 bits serd un
formato @),. Por ejemplo, si la palabra es de 16 bits una representacion enteramente
fraccionaria seria Q15 (A = 0, B = 15), si fuera de 32 bits Q31 (A =0, B =31) y si
fuera de 8 bits Q7 (A =0, B=17).

* k
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2. | Expresar el nimero 105’676 en formato binario:

)
b)
)
)

La cuantificacién se debe realizar por truncamiento. Ademads debe hallarse en cada
caso el error de cuantificacion.

Con (A =4,B = 6).
Con (A=28,B =2).
Con (A=2,B=28).
Con (A=8,B =8).

Resolucion:

a)

En este caso, dado que A = 4, la parte entera el rango de representacién es desde
-16 a 16 — 275, EI niimero 105’676 no esta incluido en dicho rango, por lo que
no puede expresarse.

Con ocho bits para la parte entera y dos para la parte decimal tenemos
Q a=s,8=2(105'676) = 001101001,10 (5.26)

cuyo decimal equivalente es 105’50, por lo que el error obtenido de la cuantifica-

cién por truncamiento es
E; = 105’50 — 105’676 = —0'176. (5.27)

De la misma forma que en el apartado (a), el rango de representacién del binario
con (A =2, B = 8) no incluye al nimero dado.

Con (A = 8, B = 8) tenemos 8 bits para describir la parte entera y 8 bits para
la fraccionaria, por lo que

Qa—s B—s(105'676) = 001101001,10101101 (5.28)

cuyo decimal equivalente 105’6757, por lo que el error de cuantificacién es

E; =105'6757 — 105’676 = —3 - 10 *. (5.29)
3. | Represente 0’574 en formato enteramente fraccional para 4, 8 y 16 bits. Compruebe
que el error cometido cumple la condicién
—27"<E, <0
siendo
E; = Qi(z) — . (5.30)
Resolucion:

Dados b 4+ 1 bits de palabra, (), representa el formato enteramente fraccional. Se

hallaran representaciones de 0’574 en ()3, Q7 y Q15.

a)

Q[0'574]|g, = 0,100 cuyo decimal equivalente es 0’5, por lo que el error de cuan-
tificacion es By = 0'5 — 0'574 = —0'074 > —27° = —0'125
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b) Q[0'574]|g, = 0,1001001 cuyo decimal equivalente es 271 +2~1+2-7 = /5703125,
por lo que el error de cuantificacién es E; = 0'5703125 — 0’574 = —0'0036875 >
—270 ~ —(0'0078

c) Q[0'574]|g,; = 0,100100101111000 cuyo decimal equivalente es 0'5739746, por lo
que el error de cuantificacién es E; = 05739746 — 0’574 = —0'0000254 > —2—b ~
—0'00003

Cabe destacar que este ntimero, a pesar de que en representacién decimal posee ni-
camente tres digitos decimales, en representacion binaria no es suficiente con 15 bits

fraccionarios para realizar una representacién exacta.

Cuando se realiza un sistema digital en un procesador los coeficientes habrdn de
convertirse a un formato binario. Sin embargo, un reducido nimero de decimales en
la representacién decimal de esos coeficientes, de ninguna manera implica la conversién

sin error a un ndmero finito de bits en binario. *
4. |Expresar en @3, Q7 y Q15 el nimero @, para una longitud de palabra de 16 bits.
Resolucion:
El nimero @ es en decimal
2
g = 0'70710678118655.. .. (5.31)

De la misma forma que en el ejercicio 3:

a) Q[@HQ3 = 0000000000000,101 cuyo decimal equivalente es 271 4+ 273 = /625,
por lo que el error de cuantificacién es E; ~ —0'082.

b) Q[@HQ7 = 000000000,1011010 cuyo decimal equivalente es 271 + 273 4+ 274 +
276 ~ /703, por lo que el error de cuantificacién es E; ~ —0'004.

c) Q[@HQIS = 0,101101010000010 cuyo decimal equivalente es 271 4273 4274
276 4278 L 2714 ~ /707092, por lo que el error de cuantificacién es F; ~

1. -5
1'5-1077. * % *
5. | Supdngase que un procesador DSP de 16 bits de longitud de palabra realiza el

sistema digital cuya ecuacién en diferencias es

y(n) = z(n) +ay(n —1).

Asumiendo que no tenemos pérdidas de precisién en la representacién Q15 de z(n),

a, e y(n —1). jEl procesador puede entonces obtener y(n) sin pérdida de precisién?

Resolucion:

En general podemos decir que no, ya que la multiplicacién de dos ntmeros de b bits
de longitud resulta en un producto de 2b bits de longitud. En aritmética de punto
fijo, el producto debe redondearse de nuevo a b bits, con lo que tenemos un error de
cuantificaciéon al perder los b bits menos significativos.

En nuestro caso particular, el producto ay(n — 1) proporciona un resultado de 32 bits,
que ha de truncarse o redondearse a 16 bits. Esto implica una fuente de pérdida de
precision en el cédlculo. * %
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Determinar el efecto que la cuantificacion de los coeficientes de la funcion de trans-
ferencia

4
(140972=1)(1 +0'982=1)(1 + 0'992—1)

H(z) =

tiene sobre los polos del sistema. La representacién de los coeficientes debe realizarse

con una longitud de palabra de 8 bits.

Resolucion:

Hemos de destacar inicialmente que el efecto de la cuantificaciéon sobre los polos del
sistema es tanto mayor cuanto mayor sea el orden del denominador. Es decir, el efecto
de la cuantificaciéon aumenta con el nimero de polos, que en nuestro caso sélo es tres.

Asi, la realizacion en forma directa se obtendra a partir de los coeficientes del polino-
mio del denominador:

1
025 + 073521 + 0/7202752~2 + (/235273523

H(z) (5.32)

Nétese que asi expresada H(z), podemos ver que los coeficientes {a;} son entera-
mente fraccionales. Los coeficientes decimales equivalentes a la cuantificacién de los
coeficientes {ay} en Q7 por redondeo son {a} }

a) = 0'734375,a}, = 0'71875, al = 0'234375 (5.33)

donde se han conservado todos los decimales para poder calcular la variacion exacta de
los coeficientes. Los coeficientes decimales equivalentes a la cuantificacion en binario
se han calculado mediante

>> round(a*x2°7)/2°7.

Asi, la funcién de transferencia queda como

1
T 025 + 073437521 4 0/718752 2 + (/23437523

4
(1+09375z 1)(1+2 )2

H(z)
(5.34)

~

Como vemos, un polo se ha desplazado hacia —oo quedando en p = —0'9375 y los
otros también hacia —oo formando, aproximadamente, un polo doble en —1, por lo
que la cuantificacién de los coeficientes para posibilitar la realizacién del sistema lo
ha hecho inestable.

Este efecto del desplazamiento de los polos a causa de la cuantificaciéon de los co-
eficientes es mayor conforme aumenta el nimero de polos y conforme disminuye el
ntmero de bits de palabra.

Calcular analiticamente la perturbacién Ap; de los polos del sistema digital dado por
la funcién de transferencia propuesta en el egjercicio 6, siendo ()7 la representacion

de los coeficientes.

Resolucion:
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Para el cdlculo de la perturbacion Ap; utilizamos la siguiente expresién:

Api = — ZN: A (5.35)
" k=1 Hl]L,l;Ai(pi — 1) " '
A partir de la funcién de transferencia propuesta
H(z) = . . (5.36)

(1+0972=1)(1 4+ 0982=1)(1 + 0'992~1)
tenemos que la posicién ideal de los polos es
p1 = —0'97,ps = —0'98,p3 = —0'99. (5.37)

Ademas, del ejercicio 6 podemos calcular las variaciones en los coeficientes por la
cuantificacién, éstas son

Aay ~6'25-107%, Aag ~ 1525 - 1074, Aaq ~ 898 - 107%. (5.38)
Asi, tenemos que las perturbaciones de los polos son

Py Aay + pi 2 Aay + pP T3 Aay

Apy = — ~ —0/0366. 5.39
(p1 — p2)(p1 — p3) ( )
Apy — P2 Dartpy *Daztpy “Aas 000 (5.40)
(p2 — p1)(p2 — p3)
3—1 3—2 3—3
A A A
Apy = D3 B0 ¥Ps Bar¥ps 845 066, (5.41)

(p3 — p1)(p3 — p2)

En estas expresiones se ha hecho uso de que el orden es N = 3. El resultado Ap puede
ser, en general, complejo. Sin embargo obtenemos perturbaciones reales por ser reales
los tres polos.

A partir de las perturbaciones {Apy} podemos obtener la posicién de los polos {pg}
tras la cuantificacién de los coeficientes. Asi,

P =p1 + Apy = —0'97 — 00366 = —1'0066 (5.42)
Py = p2 + Apy = —0'98 + 00425 = —0'9375 (5.43)
Py = p3 + Apz = —0'99 — 0'0066 = —0'9965. (5.44)

Notese que los resultados son similares a los obtenidos en el ejercicio 6, aunque se
aportan mas cifras decimlaes. Este método proporciona, ademds, la informacién sobre
qué polo ha sido la “victima” de cada desplazamiento especifico.

En general, la Ec. (5.35) nos proporciona la medida de la sensibilidad del i-ésimo polo
frente a cambios en los coeficientes {ay}. Para la sensibilidad de los ceros frente a
errores en {b;} se puede obtener una relacién aniloga.

Los términos p; —p; en el denominador de esta expresién representan los vectores en el
plano Z que comienzan en p; y terminan en p;. Si, como ocurre en los filtros de banda
estrecha, tenemos muchos polos agrupados, las longitudes |p; — p;| son pequenas para
los polos vecinos. Estas pequenas longitudes contribuyen con grandes errores para
la perturbacién Ap;. Asi, para minimizar el error de perturbaciéon Ap;, se deben
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maximizar las distancias entre polos. Una forma de hacer esto es realizar el sistema
como cascada de etapas de segundo orden.

Analizar la realizaciéon del filtro FIR cuya funcién de transferencia es
H(z) = 000625 + 0'2427" + 024272 + 0'06252 3

y el efecto en la respuesta en frecuencia de la cuantificacién por truncamiento de los
coeficientes de dicho sistema. Para la realizacion se utiliza un procesador digital de
senal con una longitud de palabra de sélo cuatro bits.

Resolucion:

De un primer vistazo a los coeficientes del filtro vemos que son enteramente fracciona-
rios, por lo que podrian representarse en un formato binario como (J3. Sin embargo,
si cuantificamos los coeficientes decimales a (J3 por truncamiento, tenemos que

Q3]0'0625] = 0,000, (5.45)

que equivale a un valor decimal de cero y un error de cuantificacién por truncamiento

E; = Q[0'0625] — 00625 = —0'0625. Por otro lado, tenemos
Q3]0'24] = 0,001, (5.46)

que equivale a un valor decimal de 0'125 y un error de cuantificacién por truncamiento

B, = Q[0'125] — 0'24 = —0'115.

Asi, la funcién de transferencia que, bajo esta aproximacion, realizard el DSP es
H'(z) =0+012527" + 0125272 +0- 273, (5.47)

donde, como vemos, el efecto de la cuantificacién ha sido anular dos coeficientes,
reduciendo el orden del sistema. Ademads, los coeficientes restantes han sido bastante
modificados por la cuantificacién.

El efecto referente a la respuesta en frecuencia puede observarse en la Fig. 5.2, donde
comparando las respuestas en frecuencia correspondientes a H(z) y H'(z), podemos
observar una gran diferencia.

En este punto puede plantearse qué se puede hacer para disminuir el efecto de la
cuantificacién sin aumentar la longitud de palabra. Para responder a esta cuestion,
hemos de observar que los coeficientes de H(z) no ocupan el miximo rango posible
de la representaciéon Q3. Es decir, by = by = 0'24 es el mayor coeficiente en un sistema
de representacion que puede llegar a 1 — 273,

Una forma de realizar el filtrado es multiplicar todos los coeficientes por un factor
comun de forma que se acomoden méas ampliamente en el rango de representacion.
Para obtener el factor por el que multiplicar los coeficientes tomamos el valor maximo,
en moédulo, de los coeficientes {by}:

maz{by} =024, k=0,1,2,3 (5.48)

y el factor multiplicativo f serd

(I
maz{|by|} 024

f< = 4'167, (5.49)

* Kk Kk
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por lo que f debe ser menor que 4’167. En general, se toma el maximo valor f = 2™,
m € 7 que satisfaga f < 4’167 para asi poder realizar la multiplicacién y divisién por
dicho factor como desplazamiento de bits.

De esta forma, tomariamos f = 4, con lo que partimos de

H"(z) = =(f 00625+ f-024z"1 + f - 024272 + f - 0/0625273)

(5.50)

(025 +0'962 ' + 0962 % + 0252 %).
(%)

Noétese que, en definitiva, la funcién de transferencia es idéntica pero los coeficientes
de H;(z) son mayores, de forma que ahora

Q3[025] = 0,010 (5.51)

cuyo valor decimal es 0’25 y el error de cuatificacion por truncamiento es E; =
Q3[0'25] — 0’25 = 0. Por otro lado, tenemos

Q3[0'96] = 0,111 (5.52)

cuyo valor decimal es 0’875 y el error de cuatificacién por truncamiento es F; =
Q3[0'96] — 0'96 = —0'085.

Como podemos ver, los coeficientes son mayores, acomondandose mejor al rango de
representaciéon (03, y minimizando con mucho los errores de cuantificacién respecto a
la aproximacién anterior.

Asi, la nueva aproximacion sera realizar
Hi(z) =025 + 0875271 4+ 0875272 + 02523 (5.53)
mediante la ecuacién en diferencias
y1(n) = 0'25z(n) 4+ 0'875z(n — 1) + 0'875z(n — 2) + 0'25z(n — 3) (5.54)

Posteriormente, dado que

_ Hi(?)

HII
(:) = 2,

(5.55)
la salida y;(n) se debe dividir entre 4, divisién que el procesador realizard mediante
un desplazamiento l6gico hacia la derecha de dos bits.

Realizando el sistema mediante esta dltima aproximacién, tenemos en la Fig. 5.2 la
respuesta en frecuencia H” (w) asf obtenida, frente a la H (w) ideal. Podemos observar
que, de esta forma, se obtiene una mejor aproximacion a la respuesta en frecuencia
ideal sin aumentar la longitud de palabra.

Cabe destacar que el efecto se ha exagerado usando una longitud de palabra redu-
cida. Sin embargo, la utilizacién de un factor mejora, en general, la precision para
un mismo numero de bits. No obstante, el factor de escalado de los coeficientes tam-
bién vendra limitado por las caracteristicas de la senal de entrada, para que no haya
desbordamiento a la salida. * % Kk
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Figura 5.2: Comparacién de la respuesta en frecuencia ideal con la obtenida mediante las aproximaciones
realizadas.

9. | Analice la realizacién del filtro pasa—baja de Chebyshev con funcién de transferencia

H(2) 0'0458 + 0'07552 1 + 0'10242=2 + 0/07552 2 + 004582 %
Z _=
1 —1/52332—1 + 17253722 — 01460223 + (/074724

Dicho sistema de orden cuatro ha de realizarse en un procesador digital de seis bits

de longitud de palabra.

Resolucion:

Para cuantificar los coeficientes hemos de plantearnos qué formato de representacion

utilizaremos. Dado que méx{{|ag|},{|bk|}} = 1’52, podemos elegir un formato de
complemento a dos con (A = 1, B = 4). De esta forma el rango de representacion es
—2a2-2"1

Si cuantificamos por truncamiento los coeficientes {ay} y {bx} a sus equivalentes
decimales, tenemos la funcién de transferencia siguiente

H(z) = 0+ 0'06252~" + 0/06252=2 + 0'0625273 + 0 - 24
1 —1'56252"" + 1'25272 — 0/5z—3 + 0/06252—*

(5.56)

La realizacion de este sistema produce una respuesta en frecuencia H'(w) que puede
compararse en la Fig. 5.3 con la respuesta en frecuencia ideal, H(w). En este punto
cabe preguntarse cémo puede realizarse el sistema con la misma longitud de palabra,
alcanzado mayor precision.

Vamos, a continuacién, a abordar un segundo planteamiento que nos permitira obtener
mayor precision a costa de un pequeno aumento de la complejidad de la realizacion.
Si nos fijamos en el numerador de la funcién de transferencia, se tiene que el factor de
escalado aplicado al numerador podria ser menor que el que se aplique al denominador,
ya que

fn < ! = 97656 (5.57)

" max{|br|} ’ ’

Como sabemos, f, se toma potencia de dos para poder multiplicar o dividir mediante
desplazamiento de bits. Por ello tomamos f,, = 8.
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10.

Asi, tendriamos que la realizacion del numerador seria:

1
B(z) = §[9’3664 +0'604z " 4 0’81922 2 + 06042 + 036642 "] (5.58)
Bl (Z)

donde primero se realiza Bi(z) y el resultado se desplaza 3 bits a la derecha, equiva-
lente a dividir por 8.

De la observacién del denominador tenemos que el factor de normalizacién aplicado
al denominador seria
1

_0
fa < gy~ V56 (5.59)

De donde tomando f; = % = 27! el denominador queda

~/

A(z) =2[0'5 — 0'7617271 + 0'6268272 — 02301273 + 0'03742 4], (5.60)
Ar2)
donde, de nuevo se realiza primero A;(z) y después se multiplica el resultado por dos.

En conclusién, podriamos describir la realizacion del sistema mediante la siguiente
ecuacion en diferencias:

+
>>3

4
y"(n) = [Z b (k)z(n — k)
k=0

4
> a"(k)y(n — k)] (5.61)
<<1

k=1

donde V' (k) = Qs[b(k) - 8] y " (k) = Q5[@]. Como vemos, la realizacién planteada
consiste en el cdlculo de cada término entre corchetes, con coeficientes normalizados,
lo cual implica mayor precision. Tras el cdlculo de las operaciones de cada corchete
se desnormaliza el resultado desplazando 3 bits a la derecha el valor resultante del
primer sumatorio (dividir entre 8), y 1 bit a la izquierda el valor resultante del segundo
sumatorio (multiplicar por dos), sumando ambos finalmente, para dar lugar a y"(n).

Esta estrategia aprovecha que un procesador DSP puede realizar una suma de pro-
ductos y posterior desplazamiento légico sin perder precisiéon, dado que, en general,
posee bits de guarda, acumulador de 2 x n bits (siendo n la longitud de palabra de
datos) y la caracteristica orden MAC.

Como puede verse, esta forma de realizar el sistema proporciona mayor precision
con la misma longitud de palabra. Esto se puede observar en la Fig. 5.3, con H" (w)
aproximandose mejor a H (w) que la respuesta H'(w) obtenida con el primer plantea-
miento. Asi, el hecho de utilizar dos factores de normalizacién separados implica un
aumento de la precision.

Tanto este ejercicio como el anterior ilustran las ventajas de la normalizacién de los
coeficientes. Se ha utilizado la cuantificacién por truncamiento y un bajo ntimero de
bits para que aparezca maéas claramente el aumento de la precisién. Sin embargo, exis-
ten otras consideraciones secundarias que pueden limitar los factores de normalizacién
planteados y que no han sido considerados en este ejercicio.

Para disminuir los errores de perturbaciéon de polos y ceros ante una cuantificacion
de los coeficientes, se plantea la necesidad de realizar sistemas de alto orden me-
diante secciones de primer o segundo orden. Discutir las ventajas y desventajas de

la utilizacién de una configuracion en paralelo o en cascada.

* Kk Kk
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Figura 5.3: Comparacion de la respuesta en frecuencia ideal con la obtenida mediante las aproximaciones
realizadas.

Resolucion:

En definitiva se trata de elegir la configuraciéon mas robusta a la cuantificacién, entre
la realizacién en cascada

br, + bklzfl + bk2272

-

H, = 5.62
o(2) P 1L+ ag,z7t +ag,z72 (5.62)
y la realizacién en paralelo
K -1
Cko T Ck 2
H = E . 5.63
r(?) L+ ag,z7t +ap,z72 (5.63)

k=1

En el caso de la configuracion en cascada, los coeficientes {bx} y {ar} determinan
directamente la localizacién de los ceros y los polos, respectivamente. Por ello, es ficil
controlar la sensibilidad frente al error de cuantificacién tomando un nimero de bits
lo suficientemente grande para controlar la perturbacion. Asi, con el nimero de bits

puede controlarse la perturbacién que introducen las raices.

Sin embargo, en la configuracién paralela de H(z), sélo controlamos directamente la
perturbacién de los polos de la seccién, ya que los coeficientes cg, y cx, no especi-
fican directamente las posiciones de los ceros, sino indirectamente por medio de la
combinacién de todas las etapas de H(z). Esto redunda en una gran dificultad para
determinar la perturbacién que el efecto de la cuantificacién ejerce sobre los ceros.

En general, podemos decir que es mayor la probabilidad de que la cuantificaciéon de
los coeficientes {cj,} de la configuracién en paralelo produzca una mayor perturba-
cién sobre los ceros del sistema, que la cuantificacién de los coeficientes {b;} de la
configuracién en cascada. Por ello, y dado que en ambas configuraciones se permite
el control directo de los polos, podemos seleccionar la configuracién en cascada como
idonea para realizaciones en las que se emplea representacion en punto fijo y se desea
minimizar las perturbaciones en la posicién de ceros y polos, desde el punto de vista
de la robustez frente a la cuantificacion de los coeficientes.
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11. | Considérese un filtro eliptico pasa—alta de frecuencia normalizada de corte en 0’4,
orden 8, con 2 dB de rizado en banda pasante y 30 dB de atenuacién en la banda
eliminada. Determine el efecto de la cuantificacién de los coeficientes cuando se
realiza en forma directa y como cascada de secciones de segundo orden. Se asume
una longitud de palabra de 8 bits.

Resolucion:

Los coeficiente del filtro no se especificardn por la sencillez de su obtencién en el en-
torno MATLAB mediante la sentencia ellip y los pardmetros dados en el enunciado:

>> [B,A] = ellip(8,2,30,0.4,’high’);

Si cuantificamos por redondeo los coeficientes de la realizacion en forma directa, ob-
tenemos, como se ilustra en la Fig. 5.4, una respuesta en frecuencia sustancialmente
diferente de la respuesta en frecuencia ideal. Esta degradacion se obtiene de la pertur-
bacién de los ceros y polos del sistema debido a la cuantificacién de los coeficientes.

20

10 1

|
=
o

Respuesta en magnitud  |H(w)|

- - H(w) 4
— Hw)

|
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Frecuencia Normalizada (f)

Figura 5.4: Comparacion entre la respuesta en frecuencia ideal y la obtenida por cuantificacién de los
coeficientes de la realizacién en forma directa.

Por otro lado, cuantificando los coeficientes de la realizacién en cascada del filtro
en cuestion, es casi inapreciable la degradaciéon de la respuesta en frecuencia, Fig.
5.5. Como puede apreciarse, la realizacién en cascada es mas robusta frente a la
cuantificacién de los coeficientes. Los coeficientes de la realizaciéon en cascada se han
obtenido utilizando la orden tf2sos de MATLAB, realizando una ordenacién de las
etapas segun distancia de los polos al cero.

El procedimiento seguido para obtener las respuestas en frecuencia es similar al del
ejercicio 1 de la seccién de “Practicas con MATLAB” de este mismo capitulo.
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Figura 5.5: Comparacién entre la respuesta en frecuencia ideal y la obtenida por cuantificacién de los
coeficientes de la realizacién en cascada.

12.

a)

Un filtro de fase lineal de orden 32 se realiza de forma directa utilizando una longitud
de palabra de 10 bits (9 bits mis uno adicional para el signo). Con esta precisién
posee una determinada desviacién estandar, o3o, que determina el error que se pro-
duce en la respuesta en frecuencia cuantificada H,(w) respecto de la respuesta en
frecuencia ideal.

Si se pretende aumentar el orden de filtro para hacer m&s abruptas ciertas
transiciones, jcuantos bits se necesitan para mantener la misma varianza del
error con orden 128 y 2567

b) {Qué ocurre si el procesador digital usado no llega a obtener dicha longitud de
palabra?
Resolucién:

a)

La expresién de la varianza del error de la respuesta en frecuencia se obtiene a
partir de los valores cuantificados:

hq(n) = h(n) + ex(n), (5.64)

donde los valores cuantificados que forman la respuesta impulsional real se pue-
den expresar linealmente introduciendo una perturbacién dada por una secuencia
de error e, (n). La respuesta en frecuencia de dicha secuencia es
M-1
Ey = Z ep(n)e 7vm, (5.65)

n=0
que como ey (n) tiene media cero y asumiendo que es incorrelada, la varianza del
error es la suma de las varianzas de M términos,
, 272+
oy = TM . (5.66)

Asumiendo que 03, sea el valor de la varianza para M = 32, para M = 128
tendremos
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13.

A partir de la Ec. (5.66), para mantener la varianza de error se debe incrementar
un bit de precisién a medida que el orden se aumenta en un factor cuatro.

Asi, para M = 128 el incremento de M es por un factor 4, por lo que se necesita
una longitud de palabra de 11 bits para mantener constante la varianza del error.
Para M = 256, el incremento de M es por un factor 8, por lo que un aumento
de la longitud de palabra de 1 bit no seria suficiente. Se necesita un incremento
de dos bits de longitud de palabra, quedando finalmente la varianza del error
menor que la de la realizacion con M = 30 y 10 bits.

Si el procesador digital usado no llegara a obtener dicha longitud de palabra de
11 o 12 bits, para M = 128 y M = 256 respectivamente, deberia pensarse en
implementar el filtro como una cascada de secciones para reducir los requisitos
de la precisién y poder continuar con 10 bits de longitud de palabra.

Se pretende realizar de forma directa un filtro FIR de fase lineal con una varianza
del error de la respuesta en frecuencia de 0]25 <1079,

a) Si el orden del filtro FIR en cuestién es M = 32. ;Qué longitud de palabra
debemos requerir?

b) Hasta qué orden podremos extender la realizacién de forma directa de manera
que se cumpla la condicién respecto de la varianza del error? Supongamos
disponibilidad de un DSP de 16 bits de longitud de palabra.

¢) {Qué debemos plantear para la realizacién de filtros de mayor orden que el
determinado en el aparatado (b) en el mismo DSP y satisfaciendo la condicién
de la varianza del error?

Resolucion:

a)

Si el orden del filtro es M = 32, podemos calcular ficilmente el nimero de bits

a través de
9—2(b+2) 9—2(b+2)

02, <1070 = T M=—5—32 (5.68)

Mediante unos pocos calculos llegamos a que son necesarios

b > 14'6562. (5.69)

Como, obviamente, hemos de tomar b entero, tomaremos b = 15. Esto quiere
decir que se necesita un procesador digital de longitud de palabra b+ 1 = 16 bits
como minimo.

Si disponemos de un DSP de 16 bits de longitud de palabra, ;hasta qué orden
se cumple la condicicién para la varianza del error? Nétese que anteriormente
obtuvimos que, para M = 32 se necesitaba b > 14'6562. Podemos realizar ordenes
mayores hasta b =15 (b+ 1 = 16 bits de longitud de palabra). Si sustituimos la
condicién de la varianza y b = 15 con la expresién

9-2(b+2)
3

obtendriamos M = 51’53 de lo cual se desprende que con dicho DSP podriamos

0% = (5.70)

realizar en forma directa hasta M = 51.

* k
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c) Para 6rdenes M > 52, si queremos garantizar que se satisface la condicion de la
varianza del error, debemos estudiar la realizacién del filtro como una cascada
de secciones, si queremos seguir utilizando el mismo procesador.

Sea un sistema recursivo de primer orden, como el que se ilustra en la Fig. 5.6, que
se realiza mediante un procesador DSP de aritmética de punto fijo de cinco bits de
longitud de palabra.

Asumiendo cuantificacion por redondeo, obténgase la respuesta impulsional con co-
eficientes a = 3/4 y a = —3/4. Compérese con la respuesta impulsional ideal.

Resolucion:

x(n) y(n)

A

Figura 5.6: Diagrama de bloques del sistema propuesto.

Asumimos un formato de representacion (04. En este, la entrada impulsional no puede
representarse ya que no lo puede obtener el 1. Sin embargo, asumimos la cuantificacion

de esta a
4 15
z(n)=(1-2"%)d(n) = E&(n) (5.71)
que es la entrada impulsional con el valor del impulso cuantificado.

En la Fig. 5.7(a), vemos como la salida ideal para a = % es una exponencial decreciente

que converge a cero. No obstante, podemos observar también como la salida real
difiere, Fig. 5.7(b), alcanzando un valor estacionario diferente de cero. Este valor
depende del valor del polo y para a = % es de 0'125=1/8. Este es un ciclo limite
que ocurre como resultado de los efectos de cuantificacién en las multiplicaciones, que

puede describirse a través de la ecuacién en diferencias no lineal
v(n) = Qlav(n — 1)] + z(n). (5.72)

Asumimos aqui que la cuantificacién se realiza por redondeo. Esta es ficilmente ex-
presable en un entorno matemadtico como MATLAB. La cuantificacién por redondeo
de un valor av(n — 1) € [—1,1] se puede obtener
round(av(n — 1)2?)
Qlav(n —1)] = 5% (5.73)

donde b+ 1 es la longitud de palabra y siempre teniendo en cuenta que esta expresion

no modela los ciclos limite causados por desbordamiento en las sumas.

Volviendo al caso que nos ocupa, tenemos que la amplitud de la salida cuando ya se
ha entrado en un ciclo limite queda confinada dentro del rango de valores denominado
“banda muerta”. En general, la expresién que define la banda muerta para un filtro
IIR de primer orden es

(5.74)
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Salida ideal

ITTT?EJ”W’O
ITTTTLTTTT;TSTTTTJOTTTTJSTTTT;O

n

Figura 5.7: Respuesta impulsional del sistema ideal y cuantificado para a = 3/4.

con b+ 1 la longitud de palabra. Para el caso que nos ocupa, b = 4 y a = 0’75, se
obtiene que, efectivamente, la banda muerta es aquella para la cual

lu(n —1)| < 0125, (5.75)

que es el valor estacionario para el que se estabiliza la respuesta impulsional real,
tabulada en la Tabla 5.1.

Tabla 5.1: Efectos de la cuantificacién de la respuesta impulsional para distintos valores del pardmetro

a.

n | a=075 | a=-0'75

0 | 0.1111 (+0°9376) | 0.1111 (+0'9376)
1 | 0.1011 (+0’6875) | 1.0101 (-0’6875)
2 | 0.1000 (+0°5000) | 0.1000 (+0°5000)
3 | 0.0110 (+073750) | 1.1010 (-0’3750)
4 | 0.0101 (4+0°3125) | 0.0101 (+0°3125)
5 | 0.0100 (+0°2500) | 1.1100 (-0°2500)
6 | 0.0011 (+0°1875) | 0.0011 (+0°1875)
7 1 0.0010 (+0°1250) | 1.1110 (-0'1250)
8 | 0.0010 (+0°1250) | 0.0010 (+0°1250)
9 | 0.0010 (+071250) | 1.1110 (-0’1250)
10 | 0.0010 (+0°1250) | 0.0010 (+071250)

La Fig. 5.8(a), por otro lado, ilustra la salida ideal para a = —3/4. Como vemos, ésta

es alterna y converge a cero para n — oco. En la Fig. 5.8(b) observamos la salida real,
también tabulada en la Tabla 5.1. Como vemos, cuando entra en el ciclo limite oscila
dentro, y siempre confinado, de la banda muerta.
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En general, la salida presentard el ciclo limite hasta que se aplique otra entrada de
suficiente tamano que conduzca el sistema fuera del ciclo limite.

Salida ideal
1 T T T

(
o

B I lTlTL?69°0°o°ooooeoooeooooooo

0 5 10 15 20 25 30
n

Salida real
1 T T T

cHn TTT???????????
g lll“’“’**‘”**“’

(
o

0 5 10 15 20 25 30
n

Figura 5.8: Respuesta impulsional del sistema ideal y cuantificado para a = —3/4.

15. | Repetir el ejercicio 14 para un sistema recursivo de dos polos, como ilustra la Fig.
5.9, con coeficientes a; = —0,75 y ao = —0,25.

Resolucion:

x(n) y(n)

Figura 5.9: Sistema propuesto en el ejercicio 15.

Asumiendo un formato de representacién @4, aplicaremos la cuantificacién de la en-
1

trada impulso, que es z(n) = %5(71).

La Fig. 5.10(a) muestra la salida ideal del sistema frente al impulso dado. Como vemos,
para a; = —0'75 y ag = —0'25 tenemos una salida que converge a cero. Sin embargo,
el comportamiento de la salida real, Fig. 5.10(b), es distinto. Esta no converge, queda
oscilando eternamente, definiendo los limites de la banda muerta para este ciclo limite

a partir de n = 6.

Tenemos un ciclo limite alterno en la banda muerta de amplitud 0’0625. La salida
del sistema presentara el ciclo limite hasta que se aplique otra entrada de tamano
suficiente como para conducir el sistema fuera del ciclo limite.
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16.

Es inmediato deducir que en las realizaciones de un sistema en forma paralela, cada
seccion del primer o segundo orden exhibira su propio comportamiento de ciclo limite,
sin interaccién entre secciones, por lo que cuando todas ellas lo presenten, a la salida
existird un ciclo limite suma de los ciclos limite de las secciones.

En las realizaciones en cascada, los ciclos limite presentan un comportamiento mas
complejo, ya que el ciclo limite de una seccion se filtra en las secciones sucesivas. Si
se diera el caso, por ejemplo, de que la oscilacién del ciclo limite de una seccién cae
dentro de la frecuencia de resonancia de la seccién siguiente, se produciria un efecto
indeseado, ya que dicha amplitud se amplificaria por la resonancia.

Respuesta impulsional ideal
1 T T T T T

0.5 E
s 0 T,_',._.,G'ocaoeooooaooooc’)oooooooooe
>
-0.5 :
1 ; ; ; ; ;
0 5 10 15 20 25 30
n
Respuesta impulsional cuantificada
1 T T T T T
0.5 E
= Tooc:oc:ooooooog
;0 6 6 6 6 6 6 6 6 6 b 6 o6
-0.5 E
1 ; ; ; ; ;
0 5 10 15 20 25 30

Figura 5.10: Respuesta impulsional ideal y cuantificada.

En el sistema digital de la Fig. 5.11 se usa un conversor A /D excitado por un poten-
ciémetro que es usado para atenuar la senal de entrada analdgica x(t). ;Qué valor
de atenuacién debe ser aplicado en el potencidémetro para asegurar que no hay des-
bordamiento?

Resolucion:

x(1)

= w @ .

77L7 0.8 |

d
«

Figura 5.11: llustracién del esquema planteado en el ejercicio 16.

La aritmética de saturacién elimina los ciclos limite debidos al desbordamiento en

* Kk Kk
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17.

nodos suma. Sin embargo, su utilizacién produce distorsién no lineal ante desborda-
miento de cualquier nodo suma del sistema. Por ello, un planteamiento estricto es
no permitir el desbordamiento de ningin nodo intermedio. Para ello se realiza una
atenuacién de la senal de entrada a través de

1
2 m=—oo [(m)|"

Dado que la respuesta impulsional de nuestro sistema es positiva y monétona decre-

A <

(5.76)

ciente queda como

o0

Y hm) = ) h(m)=> (08)" = ﬁ =5, (5.77)

m=—o00 m=—00 m=0
por lo que para evitar desbordamiento alguno, debe ser aplicada una atenuacién:

1 1
Ay < == = =072 (5.78)
T e IMm)] 5

No obstante, esta atenuaciéon puede resultar excesivamente conservativa, perdiendo

bastante precisién para representar z(n). Esto es especialmente cierto para secuencias
de entrada de banda estrecha. Para estos casos, puede utilizarse otro factor de escalado

que proporciona generalmente un escalado menos severo. Este es

1

—_—,

A, < (5.79)

que en nuestro caso flwéiﬂ |H (w)| = 5, por lo que implica la misma atenuacién que en
la primera aproximacién. Sin embargo, este valor es, por lo general, igual o menor que
la primera aproximacién implicando, en general, menor atenuacién y asegurando que
ante entradas estacionarias no hay desbordamiento, aunque si probablemente durante
los transitorios.

Una tercera aproximacion menos conservativa todavia, consiste en escalar mediante

1 1
Ay < =—— =
VIR b LT

Claramente, la primera es la aproximacion méas pesimista, aunque mediante ésta no

0’6. (5.80)

existe posibilidad alguna de desbordamiento.

Determine la expresion para la varianza del ruido de redondeo a la salida del sistema
mostrado en la Fig. 5.12.

Resolucion:

El ruido de redondeo se modela como una secuencia de error, e(n), que anadida al
producto asimila la pérdida de precisién en éste como consecuencia de dicha entrada
error.

Asumimos que el error {e(n)} estd distribuido uniformemente con media cero y va-

rianza

o —p— (5.81)
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x(n) y(n)

@

A

O—

AS

©
AS

Figura 5.12: Sistema propuesto en el ejercicio 17. Modelado del error de redondeo en cada producto.

Asumiremos que e(n) y e(m) no se correlacionan para n # m y que e(n) no se
correlaciona con la secuencia de entrada {z(n)}. En la Fig. 5.12 se identifican dos
fuentes de error, una en cada producto. Asociados a cada uno de ellos tenemos las
secuencias de error e;(n) y ea(n).

Sea H(z) la funcién de transferencia del sistema con las fuentes de error anuladas.

Esto es,
H(z) = 2 ! (5.82)
z) = = .
X(z) 1—a1272—agz~*
y consideramos h(n) a su respuesta impulsional.
Si anulamos la entrada y una de las fuentes de error podemos encontrar
Y (2) 271
H = = 5.83
1) Ei(z) 1—a1272—agz~* (583)
Y —2
Ho) = 27 _ z (5.84)

- Fy(z) 1—aiz2? —agz*

que son las funciones de transferencia entre la salida y la secuencia de error de entrada
e1(n) y ea(n), respectivamente. Denominemos hy(n) y ho(n) las respuestas impulsio-
nales de Hy(z) y Hs(z), respectivamente. Asi, la varianza del ruido de redondeo a la
salida es

o o
o?=o? Z hi(n) + Z h3(n) (5.85)
n=0 n=0
y dado que hi(n) = h(n — 1) y ho(n) = h(n — 2), podemos escribir

D BAn) = hi(n) =Y hi(n). (5.86)
n=0 n=0 n=0

Finalmente, la expresion para la varianza del ruido de redondeo a la salida del sistema
es

o? =0?-2-> h*(n), (5.87)
n=0
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que dependera tanto de a; y as como del nimero de bits de la longitud de palabra
utilizada.

18. |Determine la varianza del ruido de redondeo en la salida de las dos realizaciones en
cascada H(z) = Hy(z) - Ho(z) y H(z) = Hs(z) - H1(z) que se indican en la Fig. 5.13

siendo
Hi(z) = I_OIW,HW) = ﬁlm_l
Resolucién:
() = D y(n)r
T @- Y
e]T(n) a) eZT(n)
X - D) Yo

A

O . 3/4‘ @ . 1/5<
! !

el(n) b) e2(n)
Figura 5.13: Posibles realizaciones en cascada.

Sean las respuestas impulsionales correspondientes a H(z), H1(z) y Ha(z) son respec-
tivamente

ha(n) = (g>nu(n) (5.88)
hy(n) = G)n u(n) (5.89)

o =[2 (2) 2 (2) o 550

donde h(n) se ha obtenido directamente de la expansién de H (z) en fracciones simples:

1 1'36 0'36
= - (5.91)

H(z) = .
() = T 005 T 1015, 2 ~ 1- 0751 1021

Comenzaremos con la realizacién de la Fig. 5.13(a). Como vemos, tenemos dos entra-
das de error, por lo que para calcular la varianza de salida necesitaremos la respuesta
impulsional entre cada entrada e,,(n) para m = 1,2 y la salida. Sin embargo, puede
verse facilmente que la funcién de transferencia, para este caso, entre e1(n) e y(n) es

H(z) = (5.92)
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y entre es(n) e y(n)

Y (2)

}{Z(Z) = IZQ(Z)

(5.93)

por lo que la varianza de ruido de redondeo en la salida de la primera realizacién es

o} =o? i h%(n) + i hi(n)| . (5.94)
n=0 n=0

En la segunda realizacién tenemos que

Y(2)
H(z) = 5.95
(2) Fr(2) (5.95)
y entre es(n) e y(n)
Y(2)
H = 5.96
() = g5 (5.96)
por lo que la varianza de ruido de redondeo en la salida de esta segunda realizacién
es
o o
02 =02 [Z h%(n) + Z h%(n)] . (5.97)
n=0 n=0
Asi, con

225 /9\" 16 [ 1\" 120/ 3\"
['e] 2 _ o0 -~ _ _ _ o I
2an=oh™ () = 2inzy [121 (16) T (25) 121 (20> ]

_225/121 | 16/121  120/121

= - = 3221
1-9/16  1—-1/25 1-3/20
(5.98)
1
> o h3 = ——— =2/285714
>on—o h3(n) 1-9/16
1
e ¢ 2 I — 1/ 41
> o hi(n) 1-1/25 04166
con lo cual
o? = 5506702, (5.99)
5 = 4'2626072
o5 = o;. (5.100)
Si calculamos el cociente entre ambos tenemos que
o2
— =1292. (5.101)
o
2

Por lo que la potencia de ruido en la primera realizacién es un 29’2 % mayor que
en la segunda. Obviamente, utilizaremos la segunda realizacién. Notese que si todas
las secciones fueran de primer orden con polos reales, las ordenariamos segin orden
decreciente.
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5.3. Problemas propuestos

1. |Sea el sistema
y(n) = 0,6z(n) — 0,48y(n — 1) + 0,1y(n — 2)
a) Cuantifique mediante truncamiento los coeficientes del sistema. Estos deben
representarse en formato Q3 con una longitud de palabra de cuatro bits.

b) Repita el apartado a) utilizando la cuantificacién por redondeo.

¢) Dibuje las respuestas en frecuencia obtenidas y compérelas con la respuesta en
recuencia i . . Qué ti uanti i6n es mejor
frecuencia ideal. ;Qué tipo de cuantificacién es mejor?

2. |La entrada al sistema dado por la ecuacién en diferencias
y(n) =ay(n —1) + z(n), (5.102)

se cuantifica con b bits de longitud de palabra.

a) Determine la potencia de ruido producida por el ruido de cuantificacién, a la
salida del sistema, si a = 0,9.

b) Repetir el apartado a) para a = 0,99 y a = 0,999.

¢) {Qué implica el hecho de existir una potencia de ruido considerable a la salida?

3. |El sistema de segundo orden dado por

1
140,521 —0,12522

H(z)

se ha de realizar en aritmética fraccional con formato Q4 y longitud de plabra de 5
bits. Considerando la recuantificacién de los productos a dicho formato, obtenga las
12 primeras muestras de la respuesta impulsional y determine si el sistema tiende a
un ciclo limite.

4. |Determine la varianza de ruido de redondeo a la salida de cada una de las dos
posibles realizaciones en cascada de H(z) = Hy(z)Hz(z) con

1 1

, Ho(z) = ———
—1 2() 1_1’_%'2_1

Hy(z) =1L,
1

(5.103)

Determinese la realizacién que minimiza la potencia de ruido a la salida.

5. |Dos sistemas de primer orden de funciones de trasferencia

2 Hy(z) = 2

H z :7, [ —
1(2) 1+ iz*l 1— %zfl

se colocan en cascada. Determine qué ordenacién es mas adecuada para disminuir

el ruido debido al redondeo de la operaciéon producto.
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6. |Determine la expresién del ruido a la salida debido a la cuantificaciéon de las ope-
raciones producto de un sistema genérico de un cero y un polo cuando se realizan
mediante la forma directa II traspuesta.

B bo + blz_l

HE) =TT

Considere la cuantificacién de cada operaciéon producto. Particularice para

2 — 5z 1

H(z) =1 0,521

7. |Determine la varianza de ruido de redondeo a la salida de la realizacién en paralelo

donde Hi(z) y H2(z) vienen dadas por las Ecs. (5.103)
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5.4. Practicas con MATLAB

En este apartado vamos a realizar cuatro practicas con MATLAB sobre distintas aplica-
ciones reales de diseno. La primera de ellas analiza cémo la sensibilidad frente a la cuantifi-
cacién de los coeficientes puede disminuirse utilizando realizaciones en cascada o en paralelo.
En general, la cuantificacién de los coeficientes resulta en que tanto los polos como los ceros
pasan a disponer de un numero discreto de posibles localizaciones en el plano Z, es decir, las
raices ya no podran situarse en cualquier punto del diagrama sino en un numero finito de
lugares puntuales. Es interesante destacar que, dependiendo de la realizacién del sistema,
la distribucion de dichos puntos varia, pudiendo seleccionar aquella realizacién que mas nos
interese. Esto se mostrara en las practicas 2 a 4.

La cuantificacion, desde el punto de vista de la respuesta en frecuencia, modifica los co-
eficientes de forma que la respuesta en frecuencia H'(w) serd diferente de la respuesta en
frecuencia deseada H (w). Mds atn, los polos podrian desplazarse fuera del circulo de radio
unidad, causando inestabilidad en el sistema implementado aunque la funcién de transfe-
rencia con coeficientes no cuantificados sea estable.

1. |Dado un filtro eliptico pasa—baja de frecuencia de corte normalizada 0’25 y orden 8,
2 dB de rizado en banda pasante y 30 dB de atenuacién de la banda eliminada:

a) Determinese el efecto sobre la respuesta en frecuencia de la cuantificacién de
los coeficientes de la realizacién en forma directa, con una longitud de palabra
de 15 bits.

b) Determinese el efecto sobre la respuesta en frecuencia de la cuantificacién de
los coeficientes de la realizacién en cascada con una longitud de palabra de 9
bits.

Resolucion:

Dados los pardmetros del filtro, es sencillo obtener los coeficientes en el entorno MAT-
LAB mediante la funcién e1lip, por lo cual estos no se trascriben aqui (ver programa).

a) Si cuantificamos por redondeo los coeficientes de la forma directa con una longi-
tud de palabra de 15 bits, tenemos la respuesta en frecuencia que observamos en
la Fig. 5.14. En esta podemos observar una buena coincidencia con la respuesta
en frecuencia ideal, con excepcion de un intervalo de frecuencias alrededor de la
frecuencia de corte. De hecho, ni la frecuencia de corte ni la caida del a transicién
coinciden con las de la realizacién ideal.

b) Por otro lado, la cuantificacién de los coeficientes de la realizacién en cascada

proporciona la respuesta en frecuencia H'(w) que se ilustra en la Fig. 5.15.
Como vemos, a pesar de que la longitud de palabra para la representacién de los
coeficientes de la realizacion en cascada es la mitad, podemos considerar que es
una buena aproximacion.
A partir de la comparacién de ambas realizaciones podemos concluir que la rea-
lizacién en cascada es muy robusta cuando empleamos representacién en punto
fijo, y por tanto existe cuantificacion de los coeficientes. De hecho, es mucho més
robusta que la realizacién en forma directa aun utilizando longitudes de palabra
mucho menores.
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Figura 5.14: Respuesta en frecuencia ideal y la obtenida por cuantificacién de los coeficientes de la
realizacion de la forma directa.
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Figura 5.15: Respuesta en frecuencia ideal y la obtenida por cuantificacion de los coeficientes de la
realizacién en cascada.

A continuaciéon mostramos el codigo en MATLAB para realizar esta préictica:

% Nimero de bits para la realizacién en forma directa.
b=14;

[B,Al=ellip(8,2,30,.25)

Bn=B/max(abs(B));
Bn=round (Bn.*2" (b)) /2" (b);
Bq=Bn. *max (abs(B)) ;

An=A/max (abs(A));
An=round (An.*2" (b)) /2" (b);
Ag=An.*max(abs(A));

[Hq,W]=freqz(Bq,Aq);
[H,W]l=freqz(B,A);
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plot (W/pi,20*1loglO(abs(Hq)),’r’);

hold on;

plot (W/pi,20*1logl0(abs(H)),’b?);

xlabel (’Frecuencia Normalizada ( f )?)
ylabel (’Respuesta en magnitud [HGw) | 2)
grid on

axis ([0 1 -80 201);

%Nimero de bits de la realizacién en cascada.
b=8;

[J1=zp2sos(roots(B) ,roots(A),B(1))

[m,n]=size(J);

for i=1:m
Jn=J(i,:)/max(abs(J(i,:)))
Jn=round (Jn.*2" (b)) /2" (b);
Jq(i,:)=Jn.*max(abs(J(i,:)));

end

figure(2);

plot (W/pi,20*1loglO(abs(H)),’b’);

hold on;

[Bsos,Asos]=sos2tf (Jq);
[Hsos,W]=freqz(Bsos,Asos);

plot (W/pi,20*1oglO(abs(Hsos)),’r’);

xlabel (’Frecuencia Normalizada ( f )?’)
ylabel(’Respuesta en magnitud [HGw) | )
grid on

axis([0 1 -80 20]);

Como vemos, se ha aplicado un factor de escalado de los coeficientes diferente para
numerador y denominador. Este se ha tomado como el maximo de los valores absolutos
de los coeficientes, a pesar de no ser potencia de dos.

Analizar las posibles situaciones de los polos de un sistema todo—polos definido por

1
S l4aiz 4 asz?

H(z)

considerando la cuantificacién de los coeficientes segiin una longitud de palabra de
5 bits y una realizacién en forma directa.

Resolucién:
El filtro todo—polos de segundo orden propuesto, asumiendo polos complejos conju-
gados en p = re®7? también puede expresarse como

1 1
14 aiz7l 4 agz=? 1 — (2rcosf)z=t +r2z=2

H(z) (5.104)

con a; = —2rcosh y as = r?. La realizacién en forma directa de éste responde al
digrama de bloques de la Fig. 5.16.

Si utilizamos precision infinita, podriamos emplazar los polos en cualquier posicion.
Sin embargo, con precision finita (cuantificando a1 y a9), las posibles posiciones de
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x(n) y(n)
‘G‘_) l:|:| .
2rcos(0) z
D
.;2 |

Figura 5.16: Estructura del sistema IIR todo—polos de segundo orden.

los polos también se cuantifican. De hecho, cuando se usan b+ 1 bits para representar
los coeficientes a; y as, existen como maximo (2° — 1)? posiciones posibles de polos
en cada cuadrante, excluyendo a; =0y as = 0.

Asi, para conocer las posibles posiciones de los polos en el primer cuadrante, damos
valores a aj y az. El siguiente cdédigo de MATLAB ilustra la forma de obtener los
polos del primer cuadrante:

i=1;

for a2=0:1/2"4:(2"4-1)/2"4
r=sqrt(a2);
for al = 0:2/274:2%(274-1)/2"4
theta = acos(al/(2x*r));
y(:,1i) = [r;thetal;
i=i+1;
end;

end;

Como vemos, al dar valores cuantificados a a1 y a2, obtenemos la posicién de los polos
mediante

r=\/az, (5.105)

0 = cos™! @Tl«) . (5.106)

Cabe notar varias cuestiones:

a) A partir de la expresién de r, se desprende que para que r € [0, 1], se necesita
ay € [0, 1], por lo que como b = 4, damos a ay 16 valores desde 0 a 1 (en realidad
hasta 1 —27%).

b) Mediante la expresion de 6 se obtiene que, para que 6 € [0, 5], se necesita a; €

[0,2], por lo que tomamos 16 valores de a; desde 0 hasta 2 (en realidad hasta
2 —273),

¢) Cabe remarcar que de las 256 iteraciones, algunas obtienen valores de a; que
hacen compleja a 6, en los casos en los que a; > 2r, o se obtiene § = NaN (Not
A Number), cuando a; # 0 y » = 0. Estos caso se deben descartar.

Asi, obtenemos 170 posibles posiciones de polos en el primer cuadrante (169 si exclui-
mos el caso a1 =0y as = 0), como se ilustra en la Fig. 5.17.
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Figura 5.17: Cuantificacién de las posiciones de los polos en la realizacién en forma directa.

De la Fig. 5.17 se desprende que las posiciones no son uniformes por el hecho de haber
cuantificado 2. Cabe destacar la gran dispersién de los puntos en la zona de 6 cercano
a Ccero.

Como ilustran los siguientes problemas, 3 y 4, las posiciones de los polos cambian
dependiendo de la realizacién del sistema. Asi, para un determinado tipo de filtro, al
realizarse con precisién finita podria elegirse una estructura que ofreciera un conjunto
mas denso de puntos en la regién donde yacen los polos del filtro para minimizar
las perturbaciones de estos. Por ejemplo, para realizar un filtro con polos agrupados
cerca de § = 0 y @ = 7, seria desastrosa una realizacién en forma directa ya que, como
vemos en la Fig. 5.17, la dispersiéon de puntos en esa zona es grande produciéndose
gran perturbacion en la posicién de los polos. Sin embargo, usando la realizacion en
forma acoplada del ejercicio 4 de esta seccién de préacticas, tendriamos una mejor
aproximacion. No obstante, esta estructura es mejor para aquellos filtros con polos
concentrados en 6 = 7, donde existe mayor densidad de puntos.

nb=4;
i=1;
for a2=0:1/(2"nb) : (2°nb-1)/(2"nb)
r=sqrt(a2);
for al1=0:2/(2"nb) : 2% (2 nb-1) /(2 °nb)
t=acos((al)/(2*r));
yCG,i)=[r;t];
i=i+1;
end
end

yr=[0;0];
3=2;
for i=1:i-1
if (isreal(y(:,1i)))
yr(:,j)=y(:,1);
3=3+1;
end
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end

plot(yr(1,:).*cos(yr(2,:)),yr(1,:) . .*sin(yr(2,:)),’*’)

3. |Repita el ejercicio 2 utilizando una estructura en celosia para el sistema IIR de

segundo orden.

Resolucion:

Partiendo de la funcién de transferencia

1 1
14 aiz7l 4 agz=? 1 — (2rcosf)z=t +r2z=2

H(z) (5.107)

hemos de conseguir establecer una relacién de r y 6, que determinan las posiciones de
los polos, con los parametros de celosia, que seran los que se cuantifican. Para ello,

obtenemos
Ao(z) =1 — (2rcosf)z 1 +r?z 2 (5.108)
de donde
K2 = 7‘2
By(z) = 272 — (2rcosf)z + r?
y
A2(Z) — k2B2(Z) ’)"2 —1 -1
Ai(z) = e =1+ (27"0030)1 — % (5.109)
de donde
K= (2 9)7"2 —1 (5.110)
= (2rcos . .
! 1—rt
La estructura en celosia se ilustra en la Fig. 5.18.
x(n n n
L o~ 1.
- k, - k, y(n)
k k
< /‘D‘ ’ z7l |- Q : 7 |-
g ()~ g g,
Figura 5.18: Estructura en celosia todo—polos de segundo orden propuesta, con Ky = r? y K; =
r?—1
(QTCOSG)U.

Para conocer las posibles posiciones de los polos en el primer cuadrante, damos valores
a K1y Ks. El siguiente cédigo ilustra la obtencién y representaciéon en MATLAB de
los polos del primer cuadrante del circulo de radio unidad, donde nb es el nimero de
bits considerado.
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nb=4;
i=1;
for k2=0:1/(27nb) : (2°nb-1)/(2"nb)
r=sqrt(k2);
for k1=0:1/(27nb): (2°nb-1)/(2"°nb)
t=acos(ki1x(1-r~4)/((r"2-1)*2*r)) ;

y(:,i)=[r;t];
i=i+l;
end
end
yr=[0;01;
j=2;

for i=1:i-1
if (isreal(y(:,1i)))
yr(:,j)=y(:,1);
j=j+1;
end
end

plot (-1*yr(1,:).*cos(yr(2,:)),yr(1,:) . .*xsin(yr(2,:)),’*’)

Como vemos, al dar valores cuantificados a K; y Ko, obtenemos, de la misma forma
que se planted en el problema 2 de esta seccién de practicas, la posicién de los polos
usando

T = \/KQ

1—rt
= -1 K -
0 = cos ( 1 2= 1)27")

Cabe notar que tanto para K; como para Ko se ha tomado 16 valores desde 0 a
1 — 274, Asumimos formato Q4. Por otra parte, de los 256 posibles polos, tal como
pasaba en el problema 2 de esta seccién de précticas, se obtienen algunos con valores
de 0 compleja o NaN. Estos casos se descartan.

Asi, tenemos 217 posibles posiciones de polos en el primer cuadrante (216 si excluimos
el caso de K; =0y Ky =0), como se ilustra en la Fig. 5.19.

Comparando la Fig. 5.19 procedente de la realizacién en celosia con la Fig. 5.17,
procedente de la realizacién en forma directa, podemos comprobar que la distribucién
de los puntos es diferente, aunque las posiciones son también no uniformes por el
hecho de haber cuantificado Ky = r2.

De la misma forma que ocurria en forma directa, seguimos teniendo una mayor dis-
persién de puntos en la zona de § = 0, en la cual se producirdn grandes perturbaciones
en filtros con polos en esta zona. No obstante, esta estructura es mejor para filtros
con polos concentrados en § = £7 y més o menos cercanos al circulo unidad, ya que
la densidad de puntos es mayor, implicando menor perturbacién en estos.

Cabe remarcar que ésta, o bien la forma directa, seria la estructura seleccionada
para realizar aquellos sistemas cuyos polos yacen en las zonas de mayor densidad de
puntos ya que, como veremos, la forma acoplada (practica 4) posee en estas zonas
una densidad menor.
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Figura 5.19: Cuantificacién de las posiciones de los polos en la realizacién en celosia.

4. | Analizar las posibles situaciones de los polos de un sistema de dos polos que cumpla,
las ecuaciones en diferencias acopladas siguientes

y1(n) = x(n) + rcosbyi(n — 1) — rsinby(n — 1)
y(n) = rsinfyi(n — 1) + rcosby(n — 1).

La realizacion se representa en la Fig. 5.20. Se considera una cuantificaciéon de los
coeficientes segtin una longitud de palabra de cinco bits.

Resolucion:
OO l
x(n) rcos(9) z"
- 0 . \ 4
rsen(0) i rsen(®) ! ()
@ ]
rcos(6) A P

Figura 5.20: Estructura en forma acoplada de un sistema |IR de dos polos.

Transformando al plano Z las ecuaciones en diferencias, llegamos rapidamente a que
la funcién de transferencia es

(rsinf)z—!
1 — (2rcosf)z=t +r2z=2

H(z) = (5.111)

con polinomio denominador similar al de los problemas 8 y 9.

Volviendo a la forma acoplada mostrada en la Fig. 5.20 podemos observar como todos
los coeficientes de la realizacién son bien m = rsinf o bien n = rcosf. Estos, pues, son
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los valores a cuantificar. El siguiente cédigo de MATLAB ilustra la forma de obtener
los polos del primer cuadrante

nb=4;
i=1;
for m=0:1/(2"nb) : (2°nb-1)/(2"nb)
for n=0:1/(2"nb) : (2"nb-1)/(2"°nb)
r=sqrt (m”~2+n"2);
t=asin(m/r);
y(:,i)=[r;t];
i=i+1;
end
end

Como vemos, m y n son los coeficientes a cuantificar, obteniendo de la misma forma
que se plantea en las practicas 2 y 3, la posicién de los polos usando

= T
0 = sin~! (%)

Cabe notar que tanto m como n toman 16 valores desde 0 hasta 1 —27*. Asumimos
formato (4. A diferencia de los problemas anteriores, los 256 puntos son validos.

Asi, obtenemos 256 posibles posiciones de polos en el primer cuadrante (255 si exclui-
mos m = 0 y n = 0), tal y como se ilustra en la Fig. 5.21. En ésta figura podemos
observar una rejilla rectangular de puntos, posibles posiciones de polos, dado que
los coeficientes m y n son proporcionales a r. Como existe una densidad uniforme
de puntos, esta realizacién es mas apropiada para un realizacién de filtros con polos
agrupados en la zona € = 0, como filtros pasa—baja.

OOk K K K K ok K K K K K K X K K
E I S N T T S N N S T
¥k ok ok kK ok ok ¥ ok x ok ok ok ok ¥ ¥
¥k ok Kk kK ok ok ¥ ok X ok ok Kk ok ¥ ¥
¥ ok ok Kk kK ok ok ¥ ok x ok ok Kk ok ¥/ ¥
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L T T T R I . I R S N

¥k ok Kk Kk ok ok ¥ ok ox ok ok Sk ok K ¥
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Dk * % % * *k ¥ x x x Kk k */% * x
'mse * ok ok ok ok ok ok ok %k ok Kk ok K ¥

o¥f k ok ok ok ok ok ok Kk ¥ Kk k *k k K

N
IS
o

Figura 5.21: Cuantificacién de las posiciones de los polos en la realizacién en forma acoplada del sistema
de la Fig. 5.20.

Esta distribucién uniforme de puntos, a diferencia de las distribuciones no uniformes
obtenidas en los ejercicios 2 y 3, proporciona mayor “tranquilidad” para la realizacion
de un sistema genérico porque se sabe la maxima perturbacién que puede ocurrir. Sin
embargo, esto sucede a costa de un aumento de las operaciones de la realizacion.
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nb=4;
i=1;
for m=0:1/(27nb) : (2°nb-1)/(2"nb)
for n=0:1/(2"nb) : (2"nb-1) /(2 °nb)
r=sqrt (m”"2+n"2);
t=asin(m/r);
y(:,i)=[r;t];
i=i+1;
end
end

yr=[0;0];
j=2
for i=1:i-1
if (isreal(y(:,1i)))
yr(:,j)=y(:,1);
j=j+1;
end
end
plot(yr(1,:).*cos(yr(2,:)),yr(1,:) .*sin(yr(2,:)),’*’)
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Capitulo 6

Diseno de filtros digitales

6.1. Introduccion teorica

En los capitulos anteriores hemos visto que cualquier sistema digital actiia sobre unas
senales de entrada proporcionando una salida que ha visto modificadas sus propiedades en
alguna medida, eliminando o amplificando componentes frecuenciales presentes en la senal
de entrada. Es decir el sistema digital actiia como un filtro. Hasta ahora hemos estudiado las
caracteristicas de un sistema conocida su funcién de transferencia. En este capitulo vamos
a considerar el problema inverso; es decir, hemos de determinar la funcién de transferencia
de un sistema digital que verifique unas especificaciones sobre su respuesta en frecuencia. Se
analizaran los filtros de respuesta impulsional finita (FIR) e infinita (ITR), sus caracteriticas
y los métodos de diseno mas habituales.

6.1.1. Introduccién
Especificaciones

En primer lugar veamos cudles son las especificaciones de disenio de un filtro (Fig. 6.1):
= Banda de paso: 0 < |w| < w,
» Banda atenuada: ws < |w| <7
» Banda de transicién: w, < |w| < wy
» Rizado en banda pasante: 1 — ) < |H(w)| <146
» Rizado en banda no pasante: |H (w)| < d2

Estos pardmetros pueden ser expresados en decibelios de acuerdo con
|H(w)|(dB) = 201og,, |H (w)], (6.1)

y, andlogamente, se pueden expresar los rizados también en dB

1
» Rizado en banda pasante en dB: r,(dB) = 201log,, %‘
— 01

» Rizado en banda atenuada en dB: r5(dB) = 20log; |02]-
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Figura 6.1: Esquema de especificaciones de disefio de un filtro digital.

Procedimiento de diseno de filtros digitales
En el disenio de un filtro digital se siguen los siguientes pasos:
= Determinar las especificaciones del filtro.
= Decidir qué tipo de filtro se ha de utilizar.
= Elegir el método de disenio y determinar los coeficientes del mismo.

= Proponer una estructura o realizacién para el filtro.

Analizar la estructura elegida, y los efectos debidos a la cuantizacién de los coeficientes
y las operaciones.

= Implementar el filtro resultante.

Los filtros ideales pueden tener cuatro tipos de respuesta; pasa-baja, pasa-alta, pasa-
banda y elimina-banda. Estos filtros se caracterizan por tener transiciones abruptas en la
respuesta en frecuencia que se traducen en respuestas impulsionales infinitas y no causales;
asi pues no pueden obtenerse en la practica. El objetivo serd disenar filtros que se aproximen
a esta respuesta ideal. En lugar de tener transiciones abruptas y bandas de transicién nulas
obtendremos respuestas en frecuencia como se muestran en la figura anterior.

Vamos a hacer un estudio paralelo para filtros FIR e IIR. Describiremos las propiedades
mds representativas de cada uno de ellos y los métodos de diseno:

6.1.2. Filtros FIR
Caracteristicas
Las caracteristicas principales de los filtros FIR son:
» Funcion de transferencia: H(z) = Z,]cv:_ol h(k)z*

» Fase lineal: Estos filtros se pueden disenar para que su respuesta en fase sea lineal
(®(w) = +wD), por tanto, su retardo de grupo es constante. Si H(w) = A(w)el®«):
D (w)

T(w) = e constante. (6.2)
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esto significa que, al hacer pasar una senal por un filtro FIR de estas caracteristicas,
el retardo es el mismo para todos los arménicos que componen la senal y ésta no se

distorsiona.

La linealidad de fase se obtiene si existe simetria en los coeficientes del filtro: h(n) =
+h(N — n). Dado que el ntimero de coeficientes del filtro puede ser par o impar, y
que los coeficientes pueden ser simétricos o antisimétricos se originan cuatro tipos de
filtro FIR de fase lineal.

w Ceros en filtros FIR de fase lineal: Si se consideramos ceros complejos conjugados
siempre aparecerdn grupos de ceros en

11
Zk;,Zk, 5, ? (63)

k

Tipos de filtros FIR de fase lineal

1. Tipo I: Nimero de coeficientes impar (N impar). Simetria par:

h(n)=h(N—-1-n), 0<n<N-1 (6.4)

H(w) = | > a(n)cos(wn) | e N=D/24(0) :h(¥) (6.5)
n=0

a(n)zzh(¥—n), 1 <n< N;?’ (6.6)

2. Tipo Il: Ntimero de coeficientes par (N par). Simetria par:

h(n)=h(N—-1-n), 0<n<N-1 (6.7)

H(w) = | bn)cos(w(n - %)) e=TWIN=1/2 by = 2h(% _n), 1<n< g (6.8)
n=1

|H(w)|w:7r =0 (6.9)

Este tipo de filtro no es adecuado para disenar filtros pasa alta ni elimina-banda

3. Tipo lll: Nimero de coeficientes impar (N impar). Simetria impar:

h(n) = —h(N —1—n), 0<n<N—1 (6.10)

H(w) = Z c(n)sen(wn) e'[§_¥w}, c(n) = 2h(¥ —n), 1<n< N42_é6-11)
n=1

|H(w)|w=r =0 (6.12)

|H (w)|w=0 =0, |H(w)|w=r =0 (6.13)

No es adecuado para el diseno de filtro filtros pasa-baja ni pasa-alta. Se utilizan para
disenar transformadores de Hilbert (es un tipo de filtro pasa todo que produce un
desfase de 7/2 a la senal de entrada) y diferenciadores.
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4. Tipo IV: Numero de coeficientes impar (N par). Simetria impar:

h(n)=—=h(N—-1-n), 0<n<N-1 (6.14)
H(w) = | d(n)sen(w(n — %)) 52wl d(n) = 2h(g —n), 1<n< %(6.15)

|H (w)]w=0 =0, (6.16)

como en el caso anterior se utiliza para disenar Tranformadores de Hilbert y diferen-
ciadores.

Diseno de filtros FIR de fase lineal

Existen tres grandes bloques de métodos de diseno de filtros FIR con fase lineal: método
de las ventanas, muestreo en frecuencia y rizado constante.

m METODO DE LAS VENTANAS
Se basan en truncar la respuesta impulsional infinita de un filtro ideal.
Procedimiento:

» Obtener la respuesta impulsional del filtro ideal que deseamos diseniar h(n) (pasa-baja,
pasa-alta, etc.)

» Enventanar (truncar) dicha respuesta impulsional: h(n) = h(n)w(n), donde w(n) es
la respuesta impulsional de la ventana.

= Desplazar la respuesta impulsional enventanada un ntmero adecuado de muestras
para hacerla causal.

El enventanado de la respuesta impulsional del filtro hace que en el filtro real disenado apa-
rezca rizado u oscilaciones en la respuesta en frecuencia y ademds se obtengan transiciones
menos abruptas. Aparte de la ventana rectangular existen otras que permiten mejorar las
prestaciones del filtro, ya que la ventana rectangular presenta una discontinuidad abrupta
que en el dominio frecuencial, da lugar a oscilaciones (Efecto Gibbs). Los parametros a tener
en cuenta son la atenuacién del primer 16bulo secundario y la anchura del 16bulo principal.
La tabla 6.1 muestra las principales caracteristicas de las ventanas més empleadas.
De especial interés resulta la ventana de Kaiser, que viene definida por

_ b(BYT D) o1
In(B) ’ .

siendo Iy la funcién de Bessel modificada de orden 0. Existen expresiones aproximadas que

w(n)

permiten seleccionar 5 (pardmetro relacionado con la atenuacién, A) y el orden del filtro
N. Son las siguientes:

0'1102(A — 8'7), A >50 dB
B={ 0'5842(A — 21)7% 1+ 0'07886(A — 21), 21 < A <50 (6.18)

0, A<21
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Tabla 6.1: Caracteristicas temporales y frecuenciales de las ventanas mas empleadas.

Ventana Secuencia temporal Anchura aproximada Pico
0<n<N-1 del 16bulo principal secundario (dB)
Rectangular 1 4w /N -13
2n 0<n< N-1
N-1 ==
Bartlett 8w /N -27
2n N -1
2————, —<n<N-1
N-1 2 ="=
1 2
Hanning 3 (1 — cos (N7r_n1>> 8w /N -32
2
Hamming 0'54 — 0'46cos ( N”"1> 87 /N 43
2 4
Blackman 0’54 — 0'5cos (%) + 0'08cos ( N”_”l) 127 /N 58
A—T95
DF — 0 A>21
Af = Fu—Fy =575 D= 14736 (6.19)
0'922, A<21

m METODO DEL MUESTREO EN FRECUENCIA
El procedimiento de diseno es el siguiente:

» Especificar la respuesta en frecuencia deseada del filtro en N puntos equiespaciados:
H (%ZE) = H(k).

» Calcular h(n) como la transformada discreta de Fourier inversa de las muestras ante-
riores.

=

h(n) = IDFT{H(k)} = % . H(k)ed 5" (6.20)
0

i

Como existen cuatro posibles respuestas en frecuencia para los filtros FIR de fase lineal
aparecen cuatro expresiones distintas para el cilculo de h(n). La siguiente tabla muestra las
expresiones obtenidas en cada caso. En todos ellos se han considerado muestras equiespa-
ciadas y la primera en w = 0. A(k) es el médulo de la respuesta en frecuencia en la muestra
k-ésima (Tabla 6.2).

Si calculamos la funcién de transferencia del sistema aplicando la transformada Z a la

expresion general de h(n) obtenemos:
_N N-1 H(k)

27k
N P 1—¢e/ N z—1

H(Z):l—z

(6.21)

m DISENO DE FILTROS POR APROXIMACION DE TCHEBYSHEV
Se plantea el diseno del filtro como un problema de aproximacion de Tchebyshev, para
ello se propone un criterio de diseno 6ptimo, en el sentido de que el error de aproximacion
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Tabla 6.2: Longitud, simetria y respuesta impulsiva de los cuatro tipos de filtros.

TIPO LONGITUD h(n)
SIMETRIA
. 1 N1 k N -1
i IMPAR (N impar) - [4(0) + ¥,2; 24(k)eos <2”N <n - T))J
PAR )
1 N1 k N -1
il PAR (N par) N _A(O) + > 2, 2A(k)cos <27TN <n - T))J
PAR
. i . 3 N1
111 IMPAR (N impar) N _Ek:o 2A(k)sin (27TN (n — T))J
IMPAR
1 ¥y . k N -1
v PAR (N par) N{ o 2A(k)sin QWN (n - T>)+

IMPAR +A<g)8i”<ﬂ<N; : w)ﬂ

entre la respuesta en frecuencia ideal y la real se reparten uniformemente en cada banda,
pasante y atenuada (de ahi el apelativo de equiripple), minimizando el error méximo en cada
una de ellas. El filtro resultante presenta, pues, rizado en ambas bandas. Para su diseno
consideramos cinco caracteristicas:

= N el orden del filtro

= w, limite superior de la banda pasante

= w, limite inferior de la banda atenuada

= §; maximo rizado de la banda pasante

= §o minima atenuacion de la banda atenuada.

Para su diseno se plantea una funcién de error, de manera que hay que encontrar los valores
del filtro que minimizan el error. Parks y McClellan resolvieron el problema en 1972 con
el Teorema de la Alternancia basindose en la teoria de aproximaciones de Tchebyshev y
empleando el algoritmo de intercambio de Remez. El resultado final es un procedimiento en
el cual se escogen cuatro de los parametros citados y el algoritmo optimiza el valor de los
coeficientes minimizando el valor del pardmetro restante. Dado que no es posible disenar
filtros de este tipo manualmente mostraremos su uso mediante una practica de MATLAB
al final de este capitulo.

Comparacién entre los distintos métodos de diseno FIR

= Método de las ventanas.

e Histdéricamente, fue el primero en aparecer, los otros dos se desarrollaron en la
década de los 70.

¢ No fija de manera adecuada las frecuencias criticas w, y ws ya que éstas dependen
del tipo de ventana y de la longitud seleccionada.
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= Muestreo en frecuencia.
e Existe un gran control de la anchura de la zona de transicién, ya que es igual a
2n/N.

e Hay procedimientos rapidos para el cdlculo de los coeficientes, bien basandose
en la FFT, bien con las ecuaciones propuestas anteriormente. Especialmente
interesante si la mayor parte de los puntos el médulo de la ganancia son cero o
uno.

e Como inconveniente, se tiene un pobre control de la respuesta fuera de esos
puntos y el procedimiento puede convertirse en un esquema de prueba y error.
= Aproximacion de Tchebyshev.

e Permite un control total de las caracteristicas del filtro en cuanto a frecuencias,
ganancias y longitud.

e No existe una forma ficil de optimizar el diseno respecto a la longitud del filtro,
aunque existen aproximaciones como la de Kaiser:

N . —20 loglo(\/ (51(52) —13
N 14'6A f

+1, (6.22)

con

Wy — Wy

Af= 2T

(6.23)

6.1.3. Filtros IIR
Caracteristicas

Son filtros que presentan ceros y polos por lo que pueden ser inestables, a diferencia de los
filtros FIR que siempre son estables. Su respuesta impulsional es infinita por lo que deben
implementarse de forma recursiva. La funcién de transferencia del fitlro en el dominio Z es:

M _
H(z) = b0 bn?

1+ E,]Cvzl apzk

Existen dos filosofias de diseno de filtros ITR:

(6.24)

= Indirecta. Se basa en disenar filtros analdgicos que verifiquen las especificaciones vy,
posteriormente, transformarlos al dominio digital preservando estas caracteristicas.

= Directa. Se propone el diseno de filtros digitales imponiendo una serie de condiciones a
la respuesta en frecuencia para determinar los coeficientes. Estos métodos se utilizan
cuando conocemos la respuesta impulsional de un sistema y queremos determinar
la funcién de transferencia que mejor se ajusta. Son procedimientos en los que se
minimiza algun criterio de error para determinar los coeficientes del filtro. Se puede
encontrar un estudio detallado en (Jackson, 1996).

Nos vamos a centrar en el diseno indirecto.
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Métodos de disenos de filtros IIR a partir de prototipos analégicos

Estos métodos parten de un prototipo analégico que cumple las especificaciones por lo

que en primer lugar veremos los filtros analégicos mas habituales, y sus caracteristicas.
1. Filtros de Butterworth.
La funcién de transferencia viene dada por
1
H(s)H(=s) = ——— (6.25)
L+ (52)
c
Se trata de filtros que sélo contienen polos, su respuesta en frecuencia es monétona
decreciente y es maximamente plana a frecuencia cero.
Ecuaciones de diseno: Estimacion del orden a partir de la atenuacion deseada y de las
frecuencias de corte (§2.) y la frecuencia limite de la banda de atenuacién (€25) que
especifican la bandas.
21og;((£25/2)
Polos en el semiplano izquierdo:
s .
sp = Qe 3PN | =0,1,...N—1 (6.27)
Filtro de Butterworth o=1 Filtro de Butterworth =1
0 T 1
-201 0.9r
\\
-40t O 0.8t
-60F N 0.7t
\\
& —8or R 0.6 B
= R 3
S-100r N Sosr 1
120 ES 0.4}
-140F, \\\ 0.31
— N=1 N — N=1
-160 N=2 : 0.2 N=2
— N=3 — N=3
-1801 - -- N=4 017 --- N=4 1
— N=5 — N=5
—-200 . 0 : -
107 10 10° 10" 10° 107 107 10° 10* 10°
Frecuencia(Hz) Frecuencia(Hz)
Figura 6.2: Respuesta en frecuencia del filtro de Butterworth para distintos 6rdenes.
2. Filtros de Tchebyshev. Los filtros de Tchebyshev consiguen una caida més abrupta a

frecuencias bajas en base a permitir un rizado constante de la respuesta en frecuencia
en alguna de las bandas, esto hace que, al igual que con filtros FIR de rizado constante,
se obtengan 6rdenes menores. Los hay de dos tipos:

= Tipo I: Son filtros solo polos, presentan rizado constante en la banda pasante y
una caida monoténica en la banda no pasante.

Su respuesta en frecuencia es de la forma:

1
T 1+ e2T2(Q/9)

H Q)P L0<e<t, (6.28)
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siendo Tx(z), el polinomio de Tchebyshev que se define como:

cos(N - cos™'z), lz| <1
Tn(z) = (6.29)
cosh(N - cosh™'z), |z| > 1

y que puede definirse de forma recursiva como Ty11(x) = 27n(z) — Tn—1(z) con
To(x) =1y Ti(x) = z. En estos filtros, la frecuencia de corte es )., no depende
de N y sélo corresponde con una caida de 3 dB si e =1,

1 1

[H( 2 14+e272(1)  1+¢€2

(6.30)

Filtro de Tchebyshev I. o =1

RN
abrwnN R

10 10" 10° 10 10
Frecuencia(Hz)

Figura 6.3: Respuesta en frecuencia de un filtro de Tchebyshev .

Las ecuaciones de diseno son las siguientes:

e Estimacion del orden a partir de la atenuacion deseada y el rizado en banda
no pasante (d2) asi como las frecuencias de corte de las bandas pasante €2,
y no pasante €2;:

V1 =024+ /1 —62(1 +¢2)
IOgIO 552
2

Q
log,, [Q—s + 1/ (Qs/Q2)? + 1]

N =

(6.31)

e Los polos de H(s)H(s!) son de la forma s = sinaysinhf + jcosaycoshf3,

donde
_ T M ez (6.32)
UTON TN ‘
1 [(1+VET1
f=+~n (%) (6.33)

Los polos de semiplano izquierdo formaran la funcién de transferencia.
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= Tipo II: Son filtros que presentan ceros y polos, un rizado constante en la banda
no pasante y una caida monotdnica en la banda pasante.
Su respuesta en frecuencia es de la forma:
1
|H(Q)|? = ,0<e<, (6.34)
L 2 TRO/2)
T (2:/9)
Los polos se disponen sobre una elipse como en el caso anterior y los ceros se
sitian sobre el eje imaginario del plano s. La estimacién del orden se realiza
mediante la misma expresién que para los de tipo L.
Filtro de Tchebyshev I (oc=l
0
-10
-20
-30
@ TAOF e e e e
Z
E -50
< 60
=70
— N=1
-80f  N=2 !
— N=3 |
-907 --- N=4 |
— N=5
-100 : ‘ ‘
10° 10" ° 10" 10°
Frecuencia(Hz)
Figura 6.4: Respuesta en frecuencia de un filtro de Tchebyshev II.
3. Filtros elipticos. Los filtros elipticos o de Cauer consiguen estrechar la zona de tran-

sicién permitiendo un rizado constante en ambas bandas. Su funcién de transferencia
es:

B 1

14+ e2U% (/)

H Q)P 0<e<l, (6.35)

donde Uy (z) es una funcién Jacobiana eliptica de orden N, habitualmente la de
primera clase definida como,
27
do
Un(z) = Kn(z / —_—
w(e) v () o V1-—u1z%sin?f

Los disenos mas eficientes son los que distribuyen el error de aproximacion sobre todo

(6.36)

el espectro, en realidad, uniformemente sobre cada una de las bandas, pasante y no
pasante, por igual. Por tanto, los filtros elipticos son los més eficientes en el sentido
de dar lugar al menor orden para una anchura de la banda de transicién determinada.

Para disenar filtros de Cauer con integrales elipticas de primera clase, se selecciona
el orden del filtro considerando los parametros ¢, d, (caida en la banda no pasante) y
las frecuencias de corte de las bandas pasante 2. y no pasante €:

n = K©c/Q)K(/1 — 63(1 + %)/ V1 - 3) (6.37)

K(eda/ /1= 3)K(V1 — (Q2/)?)
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Estos filtros son los que presentan fase menos lineal, especialmente en el extremo de
la banda pasante.

Filtro de Eliptico o=1

Detalle banda pasante

09F i’

— 10° 10" 10
%0_5 Frecuencia(Hz)
- Detalle banda atenuada
0.4
0.3
z
0.2 I
— N=1
N=2
0.1 — N=3
- - N=4
— N=5 ‘ \//
!
0 -2 0 2
10 10 10’

Frecuencia(Hz) Frecuencia(Hz)

Figura 6.5: Respuesta en frecuencia de un filtro eliptico de distintos érdenes. En el panel de la derecha
se muestran zonas ampliadas de la banda pasante y atenuada.

4. Filtros de Bessel. Los filtros de Bessel son filtros solo polos que no pretenden optimizar
la anchura de la zona de transicién sino asegurar fase lineal en toda la banda pasante,
ya que los filtros anteriores la degradaban progresivamente. Su funcién de transferencia
es de la forma:

N

= s) = apsF .

donde By (s) es un polinomio de Bessel cuyos coeficientes vienen dados por:

(2N —k)!
- 2N—KEN(N — k)Y

k=0,1,...,N (6.39)

ag

y que se puede definir de forma recursiva como
By(s) = (2N — 1)By(s) + s*By_2(s), (6.40)

siendo By(s) =1y Bi(s) =s+ 1.

Estos filtros presentan fase lineal en la banda pasante, es decir, no distorsionan la
senal a costa de aumentar la zona de transicién.

Transformaciones en frecuencia analégicas

Las ecuaciones de diseno anteriores eran todas para filtros pasa-baja. Si necesitamos
disenar otro tipo de filtros realizaremos una transformacién en frecuencia sobre el filtro
pasa-baja. La Tabla 6.3 muestra las ecuaciones de transformacién de frecuencias para filtros
analogicos.
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Filtro de Bessel o=1 Filtro de Bessel o=1
0 4
-20r N ] 3F i 1
\ i
—40 \\\ Al ‘ \\ |
-60 N 4 I\
\\ l i
& —80r b 8 i i
) . g
E—loof N 1 E 0 1
T .
120t . ®., !
N 1
-140¢ o ;
— N=1 5 -2 — N=1 i 1
-160f N=2 b N=2 \
— N=3 Y| N=3 3] il
-1807| - - - N=4 ] ---N=4 !
— N=5 — N=5
_200 I I I _4 I 1 L
107 10° 10° 10 10° 107 10" 10° 10" 10°
Frecuencia(Hz) Frecuencia(Hz)

Figura 6.6: Respuesta en frecuencia (magnitud y fase) de un filtro de Bessel para distintos érdenes.

Tabla 6.3: Transformaciones analdgicas para el disefio de filtros digitales.

Q
Pasa baja a Pasa baja s —» Q—fs 2 es la nueva frecuencia
$ de corte
. Q.0 ) .
Pasa baja a Pasa alta 5§ — —— 2. es la nueva frecuencia
5 de corte
2+ 0
Pasa baja a Pasa banda s — Q. il Ll Q) es la frecuencia inferior
S(Qu — Ql)
de la banda y , la supe-
rior

Q) es la frecuencia inferior
de la banda y , la supe-
rior

Pasa baja a Elimina banda s — ()

Hay que tener en cuenta que los filtros pasa-banda y elimina-banda, sobre todo los estre-
chos (resonadores o “notch”) suelen definirse con el factor de calidad que equivale a:

YR
Q= O —O (6.41)

Transformaciones del dominio analégico al digital

Una vez disenado el filtro analégico que verifica las especificaciones de diseno se plantea la
utilizacién de una transformacion entre el dominio analdgico y digital. Las transformacion
habitual es la transformacion bilineal, que asegura la estabilidad del filtro en el dominio
digital. Ademds existe la transformacién del impulso invariante comentada en el Capitulo
de la transformada Z.

= Impulso invariante. Asegura que el filtro analdgico y digital tendran la misma res-
puesta impulsional. Dado el filtro analdgico factorizado en fracciones simples como

N
H(s)=>" A (6.42)

b
S— S
k=1 k
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da lugar al filtro digital

1
H(z) =)  Avy——r— (6.43)
k=1

donde py son los polos y T es el periodo de muestreo.

El procedimiento es descomponer en fracciones simples el filtro analégico y trasformar
a digital cada una de las fracciones.

El problema es que se produce aliasing cuando existen polos a frecuencias altas lo que
hace que el método no resulte adecuado para disenar filtros pasa-alta o elimina—banda.

= Transformacion bilineal. Es el método mas comiin para convertir un filtro analégico en
digital. Asegura la estabilidad del filtro digital, y mantiene el orden. La transformacién
es:

Nl

22—-1 1+4+s
S = — > 2z =
Tz+1 1—s

(6.44)

Nl

Una particularidad de esta transformacién es el mapeado no lineal entre las frecuencias
analégicas y digitales. La relacion entre ambas es

2 w F

Luego si queremos disenar un filtro digital de frecuencia de corte w deberemos utilizar
un filtro analdgico cuya frecuencia de corte sea ) definida por la expresién anterior.
Esta operacion de ajuste de frecuencias se denomina “prewarping”.

Transformaciones en frecuencia en el dominio digital

Cuando deseamos disenar filtro digitales IIR pasa-alta, pasa-banda o elimina-banda,
a partir de filtros analégicos podemos realizar las transformaciones en frecuencia en el
filtro analégico antes de transformarlo a digital o bien, trasformar a digital el proto-
tipo analdgico pasa-baja y posteriormente transformar este filtro a digital mediante
las transformaciones de la Tabla 6.4. Estas se han obtenido a partir de las transfor-
maciones analdgicas aplicando la transformacion bilineal.

6.1.4. Discusion entre filtros FIR e IIR

Para concluir el capitulo presentaremos, a modo de resumen, una tabla comparativa entre

los filtros FIR e IIR (Tabla 6.5).

6.1.5. Modificacion de la frecuencia de muestreo

Existen muchos sistema de procesado digital es lo que es necesario modificar la frecuencia
de muestreo de una senal de una valor original F),, a un nuevo valor F] . Las tareas bisicas
son:

» Incrementar la frecuencia de muestreo por un factor entero L (Interpolacion).

» Decrementar la frecuencia de muestreo por un factor entero M (diezmado)

Si de desea modificar la frecuencia de muestreo por un factor no entero (racional) se
hard combinando etapas de interpolacién y diezmado.
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Tabla 6.4: Transformaciones analdgicas para el disefio de filtros digitales.

. . zZ - —a .
Pasa baja a Pasa baja 27— = w' es la nueva frecuencia de corte.
—az
sin[(w — w’)/Z]]
4= ———""-—=
sin[(w +w')/2
=
. z - —a .
Pasa baja a Pasa alta 27— 1 a1 w' es la nueva frecuencia de corte.
—az

_ cos[(w + w')/2)
cos[(w —w') /2]

—2 —T
- zZ T+ a1z +as
L —

- 5 T w; es la frecuencia inferior de la
az > +a1z71 +1

banda y w,, la superior

Wy — Wi w
K = cot (lT) tg (7)

Pasa baja a Pasa banda z

1 272 +a12_1 + as
—

— 3 I w; es la frecuencia inferior de la
asz?+a1z71+1

Pasa baja a Elimina banda =z
banda y w, la superior

K =tg (w";wl>t9(%)

=
|

20K
K+1

_ cos[(w + w") /2]
cos[(w —w') /2]

ay =

=
+

Relacién entrada—salida para un interpolador

= Dominio temporal:

z(n/L), n=0,xL,+2L,...
y(n) :{ 0( /L) (6.46)
, en otro caso
= Dominio frecuencial:
Y(2) = X(2F), V() = X (e/VF) (6.47)

El espectro de la senal interpolada es una versiéon comprimida de la senal original
por un factor L y repetida L veces en el intervalo [0,27]. A esta repeticiones se las
denomina imagenes.

Relacién entrada—salida para un diezmador
= Dominio temporal:
y(n) = z(nM) (6.48)

La salida se obtiene tomando una de cada M muestras y descartando las M — 1
intermedias.

= Dominio frecuencial: La transformada Z de la salida de un diezmador estd relacionada
con la entrada segun la expresién

M—-1

Y(z)= Y X (zl/MW]’f/[> (6.49)
M—k1:0
Y(e*) =Y X (e(jw—%’“)/M ) (6.50)

k=0
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Tabla 6.5: Caracteristicas de los filtros FIR e IIR.
FIR | IR

Son siempre estables Aun cuando los polos estén situados dentro
del circulo de radio unidad, pueden presentar
inestabilidades si se implementan en sistemas
con aritmética de coma fija.

Presentan mayor error de cuantizacion en fun-
cion del nimero de bits empleado para almace-
nar los coeficientes y las variables intermedias.

Pueden disenarse para que presenten fase li-
neal, no distorsionando las caracteristicas de
fase y el retardo de grupo

Son mas apropiados cuando se desea obtener
regiones de transicion estrechas.

Requieren un mayor orden para valores de la
atenuacién y zonas de transicion similares lo
que supone un mayor retardo en la obtencion
de la respuesta y mayor consumo de memoria.

Es decir, la salida es una suma de espectros de la senal original desplazados uniforme-
mente, “estirados” y escalados por un factor 1/M. Ya que los espectros son “estirados”
un factor M, la condicién para que no se produzca aliasing es que:

X&) >0 (6.51)

para |w| > /M.

Filtros en los procesos de diezmado e interpolacion:

El teorema de muestreo nos indica que la frecuencia de muestreo de una senal no puede
reducirse mas alld de la tasa de Nyquist (doble de la frecuencia méxima contenida en las
sefial), ya que se produciria “aliasing”, luego el ancho de banda de una senal debe limitarse
(lw| > w/M) como paso previo a la modificacién de la frecuencia de muestreo para que
este efecto no se produzca. Este filtro previo se denomina filtro diezmador, que tendrd las
siguientes caracteristicas:

L, |w| < ’wc/M

H(eM")| =
HEN= 0, w/ar < ] <

(6.52)
Por otra parte, el proceso de interpolacion produce repeticiones de espectro que deben ser
eliminadas mediante la utilizacién de un filtro posterior al proceso de interpolacién. Las
caracteristicas del filtro serdn:

L, |w| < ’wc/L

H(eM")| =
=10, w/L <fw] <

(6.53)

Modificacion de la frecuencia de muestreo por un factor racional

Si el cociente entre la frecuencia de muestreo deseada y la original no es un nimero
entero, el procedimiento también puede llevarse a cabo intercalando etapas de diezmado e
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interpolacién. Una vez expresado el cociente entre las frecuencias de muestreo como una
fraccion irreducible realizaremos primero la interpolacién +filtrado+ diezmado. De esta
forma se preserva el mayor ancho de banda y los filtros anti-imdgenes y “anti-aliasing” se
pueden fusionar en uno solo, que serd aquel con una frecuencia de corte mas baja.
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6.2. Problemas resueltos

1. | Determine qué orden debe tener un filtro de Butterworth para que la pendiente de

5
la zona de transicién entre la banda pasante y atenuada sea _ﬁ para Q/Q. =1,
Q.= 1.
Resolucion:

El filtro de Butterworth viene dado por la expresién

HQ)? = W — |H®)| = —— (é/QC)ZN. (6.54)

La pendiente viene dada por

d|H($2)| 1 Qon) 22N Ry
— == (14 (= :
m 70 5 +(Qc) Qc(ﬂc) (6.55)
Q=0 Q=0
Particularizando a € = )., se obtiene
1 _3 2N N
m=—14+0)"N) 2 )N 1l=  =——— 6.56
5 1+ 02) F 52 N (6:56)
N
Conloquesi Q. =1, m=———.
q C 2\/5
El orden del filtro serd vendrd dado por
N
m:——:—i:N: (6.57)

2. |Determine el orden de un filtro de Butterworth de manera que la atenuacién para

frecuencias normalizadas hasta 0’9 sea menor que 0’9.

Resolucion:
La expresion general de la respuesta de moédulo para este filtro es

1

|H(Q)]? = T QO (6.58)

con lo que, sustituyendo en la expresién anterior los datos proporcionados, tenemos

1
a2 __
092 = T (6.59)
donde €2 es la frecuencia de corte normalizada. Por tanto
N (6.60)
1+ 092V '

y en consecuencia, despejando N de la ecuacién anterior, llegamos a N = 6'8. Como
el orden ha de ser un nimero entero elegimos el entero mas préximo por exceso, con
lo que el orden escogido en el disenio es N = 7.
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3. | Dibujar aproximadamente la respuesta en frecuencia (médulo y fase) de un sistema
cuya funcién de transferencia es:

1+27°
H(Z) = 195 ,—5
1+09°2~
Resolucion:
Los ceros de la funcién de transferencia aparecen cuando z°> = —1, con lo que tendran
la expresion general siguiente
-2k
ze=¢"35 k=0,1,2,3,4. (6.61)
Por tanto, serdn los siguientes:
s -3 -5 ST -9
2g=€e%5,21=e5 ,z9=€'5 23 =¢e'5 24 =€’ (6.62)

Procediendo de forma andloga se obtiene la posicion de los polos del sistema:

T+2kw

pr=09¢"5 | k=0,1,2,3,4. (6.63)

Se encuentra en el mismo dngulo que los ceros pero a una distancia 0’9, tal y como
se aprecia en el diagrama de polos y ceros de la Fig. 6.7.

x

0.8F
0.61 e}
0.41
0.21

-0.2f

Parte Imaginaria
o
o
X

-0.4r

-0.81

0
Parte Real

Figura 6.7: Diagrama de polos y ceros del sistema del ejercicio 3.

Tenemos un filtro con ceros uniformemente distribuidos cuya respuesta en frecuencia
se muestra en la Fig. 6.8 (magnitud y fase). Este tipo de filtro, por la forma de su
respuesta se denomina filtro peine o “comb filter”.

La respuesta en fase es la siguiente:

Hlw) — w1 267502 cos (5w /2) (6.64)
C e+ 095 cosbw + 0'9° + jsin(5w/2) |

por lo que, obtenemos

) sin(5w/2)
O(w) = W~ arctg <0,95 n cos(5w/2)> (6.65)

cuya representacion grafica se muestra en la Fig. 6.8(b).
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[H(w)|

14

(@) (b)

O(m)(rad)
o

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
[0 (0%

Figura 6.8: “Comb filter” del ejercicio 3. (a) Magnitud y (b) Fase.

Compruebe que los filtros de Butterworth de orden impar pueden escribirse de la
forma factorizada siguiente:
1 1 .
H(s) = , k=2,4,6,...,N —1 (N impar)
T4s 00 g +2003(k_7r)3+ 1
2N
Resolucion:

Intuitivamente al tener un orden impar, habra (N —1)/2 pares de polos complejos y un
polo real. Los polos complejos se agrupan por parejas dando lugar a las expresiones de
segundo orden, y el polo real aparece como un factor adicional. La expresién general
de los polos de un filtro de Butterworth viene dada por

sp = dGHEN™ | =0,1,...,2N — 1 (6.66)

De estos polos, sélo aquellos situados en el semiplano izquierdo se emplearan para
formar H(s); es decir, aquellos que tengan una fase comprendida entre 7/2 < ¢ <
37/2. Por tanto tendremos dos condiciones:

2k +1
a) g—i- 2; T > g De donde 2k + 1 > 0 que equivale a k > —1/2. Como k debe
ser positivo, la condicién ultima es més restrictiva y por tanto k > 0

2k +1 3 1
g—i— 2]—; T < ; De donde k£ < N — 5 con k=0,..,(2N —1)/2. Como k
debe ser un nimero natural, £ =0,..., N — 1 (N impar).

b)

El polo que no tiene conjugado es el correspondiente al elemento central k = (N —1)/2:

(%'1‘ 2((N7‘1]\)]/2)+1 7T)

S(N-1)/2 = e’ 2 =...= ej” =-1 (667)

que da lugar al término

1
s+1°

El complejo conjugado del término sy, serd sy_1_x como se comprueba a continuacién

(6.68)

my 2(N=1=k)+1 (g 2k41
syo1p=€eGT Ty M = =Gt = g (6.69)
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Luego,
1 1 1 1
(s) 1+s kl_[o (s—sp)(s—sf) 1+ kl_[o s?2 — 2Re{sk}s + |sk|? (6.70)
Sustituyendo |sg| = 1,
Re{sk} = Re{e]ﬁ/2€](2k+l)ﬂ-/(2N)} =
(6.71)
= Re{jcos((2k + 1)7/(2N)) + j - jsen((2k + 1)w/(2N))} = —sen((2k + 1)7/(2N)).
Por tanto,
N-l g
H(s) = — H ! (6.72)
s) = . .
T+s s?2 +2sen((2k+ 1)7/(2N))s + 1
Si hacemos un cambio de indice &' = (N — 1)/2 — k, y posteriormente simplificamos
obtenemos:
N-1
Dy L (6.73)
s) = . .
1+s 52 52 + 2sen((N — 2k")w/(2N))s + 1
o (7r k'7r) (klﬂ')
m —_—— —_— o [
omo sen(g — — cos(—7);
N-1
H(s) = — H L (6.74)
s) = . .
1+s 5° s%2 + 2cos(k'm/N)s + 1
que coincide con la expresion propuesta.
5. | Determine los valores A y Qg para que el filtro pasa—baja H(s) se transforme en un

filtro pasa—banda H (p) haciendo corresponder €2, a 2, y —€2. a €, con la transfor-

macion indicada:

siendo ; y Q, las frecuencias inferior y superior de la banda, respectivamente.

S:p2+03

Resolucion:

Teniendo en cuenta s = 542,

()% + Q3

Q. = o — Q0,4 =02 + Q2 (6.75)
u
, 0)* +QF
—jQ. = %TO — QA= -0 + Q2 (6.76)
Q2 _ Q2
A=-u"%0 (6.77)

0.0,
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Sustituyendo las expresiones anteriores, llegamos a la expresion

Qo = VUL, (6.78)

02 -0, Q-

A= .0, Q.

(6.79)

6. | Disene un filtro FIR de fase lineal y minimo orden que tenga un cero en z; =

1
— + —j y ganancia a altas frecuencias igual a la unidad. Repita el procedimiento

474
V3.

considerando que el cero se encuentra en z; = 2 + - I

Resolucion:

Para que el filtro FIR tenga coeficientes reales debe haber un cero complejo conjugado
en z = z]. Para que se verifique la condicién de linealidad de fase deben haber dos ceros
adicionales correspondientes a los reciprocos de los anteriores, En total tendremos

1 V3 , 1 3

SRR DAY Sy 6.80
21 4'+] 4 y 21 4 J 4’ ( )

y los reciprocos 1/z1 y 1/,

1 , 1 .
— =1-jV3, = =1+35V3. (6.81)
Al 21
y
—1 % ,,—1 1 1
H(z) =Gz—z2")(z—2{z27")=(2——2")(z——=27") =
Z1 21
1 1
=G(1 —=2Re{z1}z ' +|z1|?2 2)(1 —2Re{ =}z 1 + | —|?27?) (6.82)
zZ1 Al
) 21 )
=G -2 e T 2 Y,
G( 5% T % 5% "t )

La ganancia para w = 7 (altas frecuencias) es 1. Cuando w — 7 es equivalente a
considerar z — —1:

H(z) =1, (6.83)
z=—1
con lo que

5 21 5 4
1=Gl—=-+——-—=-+1 = — .84
G( 2—1-4 2+):>G 19 (6.84)

i — 143 ; 1 _ V3,

Si el cero se encuentra en z; = 5 + %5°7, el conjugado es 2] = 5 j. Estos ceros se

encuentran sobre la circunferencia unidad por lo que sus conjugados seran

. 1
21
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Figura 6.9: Diagrama de polos y ceros del sistema del ejercicio 6a).
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Figura 6.10: Ejercicio 6a). Se tiene un cero en z = % + \/ng y la ganancia a altas frecuencias es igual a
la unidad. Representacién de (a) Magnitud y (b) fase.

Luego el filtro tiene tinicamente dos ceros:
H(z2) =G(z—mz Y(z—2iz7) =G —2Re{z1}z t + |z1]*2 %) =...=G(1 — 2! + 2 15.86)

Sustituyendo z = 1,

H(z) =1=G1—(-1)"'+(-1)?)=G(1+1+1)=3G = G =1/3(6.87)

z=—1

y, por tanto,

H(z) = é(1 — 2z 27, (6.88)

7. | Disene un filtro FIR pasa—baja de fase lineal con frecuencia de corte en banda pasante
de 1500 Hz. y anchura de banda de transicién 500 Hz. El rizado en la banda pasante
es 0p = 001 y en la banda atenuada d, = 0'1. La frecuencia de muestreo es de 8kHz.

Resolucion:



6.2 PROBLEMAS RESUELTOS 351

0.81
0.61
0.4r
0.2r

-0.2f

Parte Imaginaria
o
X

-0.4r
-0.6f

-0.81
o]

-1 -05 0 0.5 1
Parte Real

Figura 6.11: Diagrama de polos y ceros del sistema del Ejercicio 6b).
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Figura 6.12: Ejercicio 6b). Se tiene un cero en z = % + 733' y la ganancia a altas frecuencias es igual a
la unidad. (a) Magnitud y (b) Fase.

La tnica ventana que proporciona ecuaciones de diseno aproximadas es la de Kaiser,
por lo que serd ésta la utilizada. En primer lugar estimamos la atenuaciéon que hemos
de emplear en el diseno:

A= —-20log;, 0 (6.89)

con § = min(d1,d2) = 0’01, por lo que
A = —201log;,0'01 = 40dB. (6.90)
Hemos de tener en cuenta que no es la atenuacién en la banda atenuada la que hemos

de emplear como valor de A, sino la condicién restrictiva calculada con la expresion
anterior. Utilizando las expresiones aproximadas de la ventana de Kaiser, obtenemos

A—-T95 40—-1795

D= =
14/36 14/36

= 2232 (6.91)

ya que 21 < A < 40 dB.

El orden viene dado por

D
N> w% +1. (6.92)
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En nuestro caso tenemos
wy, = 278000rad/s, D = 2'232, B = 2r500rad/s (6.93)

con lo que N > 35'71. Si consideramos que el filtro diseiado es de Tipo I (simetria
par, nimero de muestras impar), tenemos N = 37.

Nos falta por determinar el valor de a. Para nuestra atenuacion, o = 0'1102(A — 8'7)
con lo que obtenemos o = 3/3959.

Con estos datos obtenemos los coeficientes de la ventana de Kaiser wi(N,a) =
wg(37,3'3959). Podemos utilizar la instruccién kaiser de MATLAB para realizar
esta tarea.

>> w = kaiser(N,alpha);

El siguiente paso es obtener los coeficientes de la respuesta impulsional del filtro
pasa—baja ideal. Tomemos como frecuencia de corte el promedio de los vértices de las
bandas, es decir 1500 Hz y 2000 Hz. Por tanto,

1 o F,
F, = 5(1500 + 2000) = 1750Hz = w, = ;:— = 1'3744rad (6.94)

m
Para el filtro pasa—baja ideal, tenemos

we sen(wen) 40
ey

T Wen

h(n) = (6.95)

We

Il
o

y n
s

Dando valores a n en el intervalo [—(N —1)/2, (N —1)/2], es decir con n € [—18,18] y
multiplicando estos coeficientes por los obtenidos para la ventana de Kaiser obtenemos
el filtro deseado.

En las Figs. 6.13 y 6.14 mostramos las muestras de la respuesta impulsional del filtro
ideal y la ventana asi como la respuesta en frecuencia en médulo. Hemos trazado lineas
horizontales que delimitan los rizados permitidos y lineas verticales que delimitan las
bandas pasante y atenuada o la banda de transicién. El filtro disenado estd dentro de
este “esqueleto”, luego se cumplen entonces las especificaciones de diseno.

Se debe disenar un filtro pasa—banda de fase lineal con las siguientes especificaciones:
» Atenuacién minima: 0 < F < 200 Hz de 45 dB.
= Rizado minimo de banda pasante: 250 < F' < 450 Hz de 0’5 dB.
= Atenuacién minima en 550 < F' < 1000 Hz de 60 dB.

= Frecuencia de muestreo: 2000 Hz.

Resolucion:

Emplearemos un filtro FIR de Tipo I. Para ello se hard uso de la ventana de Kaiser
ya que nos proporciona ecuaciones de diseno. Calculemos los rizados en cada banda:

L+o o 104¢/20 — 1
1— 0, b 1040720 1

A, = 20log — 00288 (6.96)
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Figura 6.13: Muestras de la ventana y del filtro ideal del ejercicio 7.
Especificaciones de disefio y respuesta del filtro obtenido Detalle de la banda pasante
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Figura 6.14: Ejercicio 7. (a) Especificaciones de disefio y respuesta del filtro obtenido. (b) Detalle de la
banda pasante.

donde hemos empleado A, = 0'5. Si hacemos lo mismo para da y 03:
8y = 104+/20 = 10745/20 = 0'0056, 5 = 10 /20 = 103 = 0001
Ahora bien, como
§ = min(d1,d2,63) = 0001

y, por tanto, la atenuacién del filtro serd A = —20logd = 60dB.

Sustituimos en las ecuaciones de diseno de Kaiser y calculamos
a=01102(A —8'7) = 0'1102(60 — 8'7) = 5’653

donde hemos aplicado la condicién de A > 50,

A-T9

D= = 3'624.
14'36 50
Con lo que el orden del filtro sera:
D 2m2 '624
Ny WDy 2mA000562 L) g

BT '~ 2m(250 — 200)

(6.97)

(6.98)

(6.99)

(6.100)

(6.101)
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donde para la BT = min(250 — 200, 550 — 450) = 50H z. ya que es la condicién més
restrictiva. Elegimos para IV el nimero impar mas préximo por exceso: N = 147.

Para obtener las frecuencias w.; y w.e para el filtro ideal, tomamos las frecuencias
centrales de cada banda. Como la frecuencia de muestreo es F,,, = 2000, tendremos:

F, = %(200 + 250) = 225 = w; = 97/40 (6.102)
Fo = %(450 + 550) = 500 = wee = /2 (6.103)
El filtro pasa—banda tiene por respuesta:
0, w<we
Hpp(w) =< 1, we <w < wep (6.104)
0, wep<w<w

Por tanto la respuesta impulsional serd (ver Capitulo 2):

17, . ‘ .
h(n) = Py [f_;f;l Hyp(w)e?™" dw + f;icf pb(w)ejw"dw} =
_ 1 —Wel _q We2 4 _ 1 We2 —q We2 g _
N % [f—wcz e’*"dw + fwcl ejwndw] - % [fwcl e/ dw + f’ll)cl ejwndw} (_6.105)
_ 1 [ ¢ (wn)dw — 2 sen(wn) e
= 5 e 2eos(wn)dw = o — —
Wel
de donde se puede calcular
1
h(n) = —[sen(wean) — sen(wein)], ¥n # 0 (6.106)
™
Para el caso en que n = 0 se llega
h(n) = 22— Wl (6.107)
s

En la Fig. 6.15 mostramos los resultados. Comprobamos que se cumplen las especifi-
caciones ya que en Fig. 6.15(a) hemos dibujado el “esqueleto” de las especificaciones.
Si la respuesta en frecuencia estd en su interior, las especificaciones se cumplen tal y

como observamos que ocurre.
Nota:

Cuando disenamos con un ventana de Kaiser si no se especifica nada, el rizado en
banda pasante es igual a la atenuacién. Por ejemplo, si la atenuacién en banda no
pasante es de 40 dB., tendremos d, = 0’01. Si no se especifica §; serfa también 0°01. Si
el rizado en banda pasante fuese menor, el filtro se habré diseniado con esta restriccion
con lo que la atenuacién seria mayor de 40 dB. Asi, al disefiar una ventana de Kaiser,
tendremos en cuenta:

d = min(d1,02), A =20logyd (6.108)
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Figura 6.15: Ejercicio 8. Especificaciones de disefio y respuesta del filtro obtenido en (a) escala lineal y
una (b) escala logaritmica.

y el rizado en banda pasante serd

1—”‘ . (6.109)

9. | Una aplicacién de electrocardiografia necesita un filtro que realice la derivada de la
senal de entrada para frecuencias comprendidas en el intervalo 0 a 25 Hz. Se desea
que la atenuacion para frecuencias por encima de 40 Hz. sea de 40 dB. Realice el

disefio para una frecuencia de muestreo Fy; = 250Hz y Fy» = 1000H z.

Resolucion:

Un diferenciador ideal tiene una respuesta en frecuencia dada por:

Jw, |w| < w,

H(w) =
0, |w|>w.
y que se representa en la Fig. 6.16.
0.8
g osr 1
B
\i 0.4 R
0.2+ R
) )
O c L L c
-1 -0.5 0 0.5 1
> u)(n
1t ]
g -0,
s ° o
& il c |
2 -05 0 05 1

Figura 6.16: Respuesta en frecuencia del diferenciador ideal del ejercicio 9.
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Vamos a utilizar el método de ventanas con ventana de Kaiser. El prototipo mas
adecuado para el filtro es el tipo III de acuerdo con la respuesta del diferenciador.
Podemos calcular:

A = —20logdy, by = 1074720 = 10740/20 = (/01. (6.110)
Como tnicamente especificamos la atenuacién en banda no pasante, ésta serd la em-
pleada para determinar el pardmetro [3:
B = 0'5842(40 — 21)0’4 +0'07886(40 — 21) = 3'3953 (6.111)
Calculamos D:
40 — 795
D= "—_—""=2'2318. 6.112
14’36 ( )
El orden del filtro depende de la frecuencia elegida:
wgD F,,2'2318 ,
N > l=———=F,-014 1 A1
_BT+ 10 — 25 m - 01487 + (6.113)
Por tanto, para F,, = 250Hz tendremos un N; = 38'19 y para F,, = 1000Hz se
obtiene Ny = 149’7. Como estos valores deben ser enteros impares, se eligen N; = 39
y No = 151.
La frecuencia de corte w, para el filtro ideal la elegiremos en la mitad de la banda
pasante:
1 1
We = §(w1 + wo) = 527r(25 + 40) = 65. (6.114)
La respuesta impulsional del diferenciador ideal sera:
1 We wn 1 We . om wc 1
h(n) = — H(w)e""dw = — jweldw = ... = —cos(wen) — — sen(w(6.115)
21 | _w, 21 ) _w, ™ ™
Sabemos que para n = 0, la muestra debe ser nula y, en consecuencia:
0, n = 0.
h(n) = ) (6.116)
We
%cos(wcn) - Wsen(wcn), n #0
En los graficos 6.17 y 6.18 mostramos los resultados. Comprobamos que se cumplen
las especificaciones.
10. | Se desea construir un diferenciador pasa—baja para amplificar los complejos QRS en

registros de electrocardiografia de superficie (ECG). Por requerimientos de memoria,
el nimero de coeficientes del filtro debe ser, como méaximo, 15. Las frecuencias que
experimenten mas amplificacion debe estar en torno a los 18Hz. Para frecuencias
por encima de los 25 Hz. la atenuacién serd la maxima posible. La frecuencia de

muestreo es de 250Hz. La ganancia para F' = 18H z. debe ser la unidad.

Resolucion:
Utilizando la aproximacién de la ventana de Kaiser, podemos calcular la banda de

transicién:

1
BT = 2m(25 — 18) = 14m, we = 52m(18 +25) = 337 rad/s (6.117)
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Figura 6.17: Ejercicio 9. Muestras de |a ventana de Kaiser (superior) y del filtro ideal (inferior).
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Figura 6.18: Ejercicio 9. (a) Respuesta del filtro obtenido para F,, = 250Hz. (b) Respuesta del filtro
obtenido para F,, = 1000H z.

La atenuacién y el pardmetro « a partir del orden del filtro vienen dadas por

wgD (N —1)BT ,
N > l—=D=——"=10392 6.118
> o+ ™ (6.118)
A partir de aqui podemos calcular el valor de A,
A=14'36-D + 795 = 13'57 (6.119)

Como A < 21 tomaremos @ = 0 en cuyo caso sabemos que la ventana de Kaiser se
transforma en la ventana rectangular.

Sustituyendo en la respuesta ideal del diferenciador obtenida en el ejercicio anterior,
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obtenenemos los valores:

6.120
6.121
6.122
6.123
6.124
6.125
6.126

(
(
(
(
(
(
(
(6.127

)
)
)
)
)
)
)
)

Para ajustar la ganancia, sabemos que los filtros FIR tipo III tienen una respuesta en
moédulo que viene dada por la expresién:

N1

k)sm< [N——kD Z2h sen(w(7 —k))  (6.128)

bl M
o
—

Interesa la ganancia para wy, = 2718/250, por lo que, sustituyendo en la expresién
anterior, obtenemos:

= 0'2927. (6.129)

Con lo que el factor de ganancia que multiplica a los coeficientes sera

1

= = 3'4164. 1
02927 3'416 (6.130)

Esta operacién, en MATLAB se resolveria asi:

>> w
>> G

2*pix18/250;
1./sum((2*h.*sin(w(7-(0:6))))’);

Vemos que el pico méximo se produce en torno a los 13’5 Hz (Fig. 6.19). Hemos de
tener en cuenta que al fijar N, D queda determinada pero a ser D < 0'9222 hemos
considerado para su valor minimo por lo que la anchura de banda del filtro deberia
ser:

wsD  2mw250 - 0’9222
N-1 15-1

BT =

- 16'46 rad/s (6.131)

1
por lo que we = 2734’46 rad/s y, por tanto, w, = 5(27r-34'46+27r-18) = 26237 rad/s.
Si determinamos los coeficientes h(n) y el nuevo factor de ganancia, obtenemos una

respuesta en frecuencia que se ajusta més a las especificaciones (Fig. 6.20).

En la Fig. 6.21 se muestra el resultado de aplicar este filtro sobre una senal de ECG
en la que se observa que la oscilacién de baja frecuencia es eliminada.
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Figura 6.19: Ejercicio 10. Se observa el maximo alrededor de 13'5 Hz.
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Figura 6.20: Ejercicio 10. Respuesta en frecuencia del filtro tras corregir la frecuencia de corte.

Sefial original Sefial original
4000 T T T T T T 4000 T T T T
30001 1 30001 b
2000 q 20001 b
1000 I I I I I I 1000 I I I I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 1000 1100 1200 1300 1400 1500
Seﬁalrf‘\hrada Sefial r;i\lrada
500 T T T T T T 500 T T T T T
0 0
-500 I I I I I I -500 I I I I I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 1100 1200 1300 1400 1500
n

Figura 6.21: Sefial original de ECG y filtrada. Las componentes de baja frecuencia (oscilacién de la linea

base) se eliminan eficientemente. Ejercicio 10.

11.

Utilizando una ventana de Blackman de orden 18 disefie un filtro cuya respuesta en

frecuencia venga dada por:

H(w)

0, |lw| < /2.

s
—cosw, o < lw| <7
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Resolucion:

Esta respuesta en frecuencia no se corresponde con ninguna de los cuatro prototipos
de filtros FIR. Veamos qué ocurre si intentamos realizar el disefio. Para aplicar el
método de ventanas hemos de hallar h(n) del filtro ideal y la ventana. Aplicando la
definicién de la Transformada de Fourier Inversa en tiempo discreto, tenemos:

1 [/[7 ;
h(n) = oy H(w)e]w”dw] =
1 [ —7/2
= 3 / H(w)e’" dw +/ H(w)e’"dw| =
1 . m .
= — / H(—w)e 7" dw + H(w)eyw"dw] (6.132)
2w 71—/2
1 2
= — cosw - cos(wn)dw = ... = cos(mn/2)
o /2 (1—-n?)7m

La funcién H(w) presenta simetria para w = 0 por lo que serd de tipo I o II, pero
ninguno de estos filtros vale 1 en w = 7 entonces no se puede disenar un filtro de fase
lineal con esa respuesta en frecuencia. Si utilizamos la h(n) calculada obtenemos la
respuesta en frecuencia y la respuesta impulsional mostrada en la Fig. 6.22 que no se
corresponde con las especificaciones.

Un filtro que si se corresponderia con modelos FIR de fase lineal seria el definido por:
jeosw, —nw<w< —7/2.
H(w) =< 0, —7m/2 <w< /2 (6.133)

—jeosw, T/2<w< T

Para aplicar el método de ventanas es necesario hallar h(n) del filtro ideal y la ventana

correspondiente:
1 77r/2 ] T _
h(n) = — jcoswejw”dw—/ jeoswe! " dw

2 w/2
1 , & .

= — jcoswe]“’”dw—/ jeoswe? ™ dw
2 w/2
1

= — coswsen(wn)dw (6.134)
v

7r/2
1 ncos(mn) + sen(5n)

s n2—1

En la Fig. 6.23 mostramos la respuesta en frecuencia y la impulsional para este filtro,
que se corresponde con las especificaciones de diseno.

El filtro se corresponde con la respuesta especificada, ya que no se tiene ninguna de
las cuatro posibles respuestas para un filtro FIR de fase lineal.
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Respuesta impulsional
T

0.251 b
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0.1r ]

0.051 b
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Figura 6.22: (a) Respuesta en frecuencia (mddulo) y (b) respuesta impulsional del filtro del ejercicio 11.

Respuesta impulsional
T

0.4

0.21 b

0.11 q

0.2 0 5 10 15 20

[0 n

Figura 6.23: (a) Respuesta en frecuencia (mddulo) y (b) respuesta impulsional del filtro del ejercicio 11
una vez aplicado el método de ventanas.

12.

Para la implementacién de un detector de complejos cardiacos en un ECG se va
a utilizar un filtro derivador pasa—baja sencillo construido mediante dos filtros en
cascada. El filtro pasa—baja es un “comb filter” definido como:

1—27N

Hul) = T+

y el derivador:
Hderiv(z) =1-zM

Se desea que el filtro resultante tenga un maximo de amplitud en torno a los 18 Hz.,
y un cero en torno a los 30 Hz.

Determine los valores de M y N para que se verifiquen las especificaciones en funcién
de la frecuencia de muestreo. Particularice para los casos Fj,1 = 250Hz. y F,0 =
1000H z. ;A qué frecuencia se produce realmente el maximo?

Resolucion:
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Obtengamos en primer lugar la respuesta en frecuencia de este filtro:
1 — e~ JwN efij/2 6ij/2 _ efij/Z
Hpp(w) = 1—edw e gw2 = gjw/2 _ g juw/2 (6.135)
) eJv — e=Iw
Aplicando la identidad de Euler sinw = —
J
_iwy_p Sen(wN/2)
Hyp(w) = e 9501 2727 6.136
() sen(w/2) ( )
La respuesta en moédulo tiene ceros en wN/2 = km, w = 2nk/N (Fig. 6.24(a)).
Para k = 0, hay una cancelacién de un cero y un polo que se observa claramente si
dibujamos el diagrama de polos y ceros del sistema (Fig. 6.24(b)). Por tanto el primer
cero de interés se encuentra en w, = 27/N. Esto se puede realizar de forma muy
sencilla en MATLAB asi:
>> N = 4;
>> Hpb_num = [1 zeros(1,N-1) -1]
>> Hpb_den = [1 -1];
>> zplane (Hpb_num,Hpb_den) ;
Filtro pasa—baja
j j Diagrama de polos y ceros N=5
4.5- .f T T R T
0.81
35 0.61 o
s 047
= g 02
%2.5 g . ; .
£-02
1.5+ & -0.4
_0.67 o]
0.5r -0.8
_17 i

-1 -0.5

0
Parte Real

0.5 1

Figura 6.24: (a) Respuesta en frecuencia correspondiente al filtro. (b) Diagrama de polos y ceros de un
filtro “comb” de orden cinco (N = 5) del ejercicio 12.

Para el segundo filtro obtenemos

_iM
Hderivador (w) =e 7V

M , x
. Sen(w7) -2j = eI T L i 2sen(w—).  (6.137)

A(w)

La respuesta en frecuencia de este filtro se muestra en la Fig. 6.25.
Los maximos se producen a frecuencias

dA(w)
dw

M M
:0:>cos(w7):0:>wT:g@k—i—l):me:

™

M

(2k + 1),k =0,1,2,(6.138)

La combinaciéon de ambos filtros da como resultado la respuesta mostrada en la Fig.

6.26, con Wyey = 7/M Y Weero = 2w/ N.
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Filtro derivador

1.8f

1.6

1.4¢

1.2p

[H(w)]
-

0.8

0.6

0.4r

0.2r

o/

Figura 6.25: Respuesta en frecuencia del filtro derivador del ejercicio 12 para M = 3.

Filtro derivador pasa baja
6 T T

|
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Frecuencia

Figura 6.26: Respuesta en frecuencia del filtro derivador pasa—baja del ejercicio 12.

Podemos despejar M y N conocidas las frecuencias de corte y la frecuencia de mues-

treo:
™ F1 Fm
- -9 M= 6.139
Wmaz = 3 p = 4T 2, (6.139)
27 F: F
Weero — N = ZWﬁ — M = FT: (6140)

donde F} es la frecuencia del primer maximo del derivador y F5 es la frecuencia del
primer cero del fitro pasa—baja.

Si particularizamos para Fy = 18Hz y Fy, = 30Hz, obtenemos M = 69444 y N =
83333 que aproximamos al entero m4s préximo como se muestra en la Tabla 6.6. Con
estos valores, las frecuencias reales obtenidas son F| = 17'86Hz, F) = 31'25Hz para
F,, =250Hz., F| = 1786Hz, I, = 33'30H z para F,, = 1000H z.

Realmente el méximo no se encuentra en 1786 sino en el mdximo de la respuesta en
modulo total:

sen(wM/2) - sen(wN/2)

sen(w/2)

Ay(w) = (6.141)
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Tabla 6.6: Valores de los érdenes M y N para distintas Fj,.
M=7 M=28
N=8 N =33
| Fin =250 | Fy,, =1000 |

Podemos calcular la posicién del méximo con MATLAB para M =7y N =8 de la
siguiente forma:

% Calculo del maximo real

Fm=250;

Fmax=250; M=7; N=8;

f = inline(’sen(x/2)/(sen(7*x/2)*sen(8*x/2))’);

% Invertimos la expresién ya que MATLAB tiene una
% funcién para calcular el minimo

max = fminbnd(f,0.00001,2*pi/8);

fmax=max*Fm/ (2*pi)

con fmax = 12'37Hz.

La respuesta en frecuencia de los filtros disenados se muestran en la Fig. 6.27. Las
condiciones impuestas (localizacién del méximo y posicién del primer cero) son inde-
pendientes y no pueden verificarse simultaneamente.

[H(w)]
[=2]

Filtro derivador pasa-baja. Fm=250 Filtro derivador pasa-baja. Fm=1000
T T T T T 45 T T T
— Filtro final — Filtro final
F. Pasa Baja 40t F. Pasa Baja |
- - - Derivador L - - - Derivador

30| 1
= 25 |
=20 1

15 1

10 J

- S\ 4 2 N >
’ W YN A £ 7 N

0 h J

20 40 60 80 100 120 140 0 100 200 300 400 500
Frecuencia(Hz) Frecuencia(Hz)

Figura 6.27: Respuesta en frecuencia (médulo) del filtro derivador pasa—baja de (a) F;,, = 250 Hz y (b)
F,,, = 1000 Hz del ejercicio 12.

13.

Un filtro de Butterworth de orden dos tiene por funcion de transferencia

1

H(s) = ————.
(5) 24+1v2s+1

Transforme este filtro en un filtro digital utilizando el método del impulso invarian-
te. Considere frecuencias de muestreo 2,1 = 8rad/s y Q2 = 16rad/s. Realice un
ajuste para que las ganancias de ambos filtros a frecuencias bajas coincidan. Repre-
sente graficamente la respuesta en frecuencia del filtro analdgico y los dos digitales

obtenidas.
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Resolucién:
Para aplicar la transformada del impulso invariante hemos de descomponer H(s) en
fracciones simples:

1 A A*

H(s) = = + .
(5) s24+y2s+1 s—p s—p*

(6.142)

—V24+2-4 _ /242
2 - 2

Como los polos se encuentran en p; 2 = , podemos obtener:

A=H(s)(s—p) :—?j,A*:—i-gj (6.143)

Como los polos son complejos conjugados, los residuos también lo seran.

Podemos calcular los residuos en los polos con la instruccién residuez de MATLAB
de la siguiente forma

[r,p,k] = residuez(1,[1 sqrt(2) 11);

Haciendo el cambio Ay /(s — p) por Ay /(1 —ePTz71),

_ﬁj ﬁj
_ 2 2
H(Z) - 1— epTZ_l 1— ep*TZ_l . (6144)
Si sustituimos valores con T} = 27/$,,1 = 27/8,

Hy(z) = 04279271 (6.145)

N T T 20975221 + 07329322 '
y con Ty = 27/16
0'2937z~1
Hy(2) (6.146)

T 1- 145702 + 0/57392—2

Hemos de hacer un ajuste de ganancia para que los filtros disenados coincidan con el
analégico a frecuencias bajas:

H(s) =1. (6.147)

De donde obtenemos:

1 —1'4570 + 0’5739
0'2937

109752 4+ 0'3293

— 0 —
G1 = 04279 = 0'8275 y G2 =

= 0/3980. (6.148)

Luego podemos escribir las Transformadas Z:

0354171
H = 6.149
&) = T oms21 + 0732932 (6.149)
y con Ty = 27 /16
0’1169z !
Hy(2) ? (6.150)

T 111457021 + 0/573922
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Detalle de la zona de la frecuencia de corte

T T T 0.75 T : T
—— Filtro Analdgico —— Filtro Analdgico
1 < : F. Dngm:S rad/s | 0.74F F. Dngm:S rad/s ||
\ __. F.DigQ =12 rad/s ' __. F.DigQ =12 radls
— F.DigQ =16 rad/s 0.73F : — F.DigQ =16rad/s
0.8f 1
0.72f
= = = 0.71r
h g
= L o7t
04 0.69F
0.681
0.2r
0.671
0 ; ; ; ; ; ; ; 0.66 ; ; ; ; ; ;
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 1 1.01 1.02 1.03 1.04 1.05 1.06 1.07
Q (rad/s) Q (rad/s)

Figura 6.28: (a) Respuesta en frecuencia (mddulo) del filtro analdgico y los correspondientes digitales
para distintas frecuencias de muestreo del ejercicio 13. En (b) se muestra una ampliacién de la zona de
la frecuencia de corte.

Los graficos obtenidos se muestran en la Fig. 6.28. Observamos cémo el filtro digital se
parece mas al analégico a medida que la frecuencia de muestreo se va incrementando.
El eje de abcisas de estas graficas se corresponde con frecuencias analdgicas. Para los
filtros digitales la escala es idéntica pero las unidades son radianes.

14. | Se desea disenar un filtro digital pasa—baja de Butterworth de orden dos con fre-
cuencia de corte 1 rad/s y frecuencia de muestreo 10 rad/s. Utilice la transformacién

bilineal.

Resolucion:

Las posiciones de los polos para un filtro de Butterworth de orden par vienen dadas
por:

. (2k+1)

sp=¢€"2 k=0,1,..,2N — 1; N par (6.151)

y, por tanto, en nuestro caso (N = 2):

i 2 2
;2w 2 2
PRRE < :_g +j§ (6.153)
n 2 2
g :_g—jg (6.154)
T 2 2
ooE o V2 V2 (6.155)
2 2
Asignando a H (s) los polos situados en el semiplano izquierdo obtenemos:
1 1 1
H(s) = = = (6.156)

(s —s1)(s —s2)  s2—2Re{s1}s+[s1]? s2++2s+1

Elfiltro tiene frecuencia normalizada €, = 1. Para que la frecuencia digital sea 1 rad/s,
deberemos realizar un “pre-warping”. Este nos permite corregir la no linealidad en

frecuencia introducida por la transformacién bilineal.

Qs 27

2
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De aqui obtenemos la frecuencia de corte que debe tener el filtro analdgico:

Q 27 Q T
O =54 = tg(—
- 9(293) 9(15

) (6.158)

La funcién de transferencia del filtro analégico con frecuencia de corte €2 se obten-
dré haciendo la tranformacién pasa—baja a pasa—baja mediante el cambio s = s/Q
sobre la ecuacién (6.156) llegando a:

QZ
H(s) = . 6.159
(#) s2 4+ /205 4+ 02 ( )
El filtro digital obtenido realizando la transformacion bilineal es:
QQ

H(z) = H(s) =T — I

& (22 2

s=%277 72 (G) + V2RI £ 0 (6.160)

_ (z + 2z + 1)tgz(%)
(1+tg(§5)V2 +tg?({5))22 + (2tg*({5) — 2)z + (1 — V2tg({f) + tg*(Ff))

Si tenemos en cuenta la expresion genérica en términos de 2z~

by + blz_l + b2Z_2
H = 6.161
(2) ag +arz7t +agz=?2’ ( )

y dividimos la expresion (6.160) por el coeficiente ag, se pueden identificar los siguien-
tes coeficientes:

tg* ({5

by = by = -0 (6.162)
a

by = 2bg (6.163)
ap =1 (6.164)

2tg2 (L) — 2
o = 29 (5) =2 (6.165)

(0]

1—V2tg( L) + tg* (&

o= (1+1tg(1; )\/_—i-tg (10) (6.167)
Haciendo calculos obtenemos:
0’0675 + 0'13492 1 + 0'06752 2

H(z) = i s z (6.168)

1—1'14302=1 + 0412822

Este resultado lo podemos obtener directamente con MATLAB haciendo:

>> N = 2 % orden del filtro
> w =1

>> ws=10

>> wn=ws/2

>> [B,A]l=butter(N,w/wn)

Otra posibilidad si queremos seguir paso a paso el procedimiento de diseno es la
siguiente:



368 CAPITULO 6. DISENO DE FILTROS DIGITALES

% Obtener el prototipo de Butterworth analdgico de orden 2 con frec. normalizada:
>> [z,p,k] = buttap(2)

% Determinar la frecuencia analégica que hemos de emplear
>> w0=1;

>> ws=10;

>> Fs=ws/(2*pi);

>> wa=2*Fs*tan(w0/(2*Fs));

% Obtenemos la funcidén de transferencia del filtro analdgico:
>> [N,D] = zp2tf(z,p,k);

% Cambiamos la frecuencia de corte del filtro analégico a wa:
>> [N,D] = 1p21p(N,D,wa);

% Realizamos la transformacién lineal:
>> [B,A] = bilinear(N,D,Fs);

1.4

0.81

[H(w)|

0.6

0.4r

0.2

/ c
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
w/n

Figura 6.29: Respuesta en frecuencia (médulo) del filtro pasa—baja disefiado en el ejercicio 14.

15. |Un sistema de dos ceros y tres polos tiene por respuesta impulsional h(n) =
et/ ("“)u(n). Determine la funcién de transferencia imponiendo que las respuestas

impulsionales coincidan en las primeras siete muestras.

Resolucion:
El sistema buscado es de la forma

. bo + blz_l + bgz_z
Cl4aptaz +asz2+azz3

H(z) (6.169)

con M =2y N =3.

Como se impone que ambos sistemas tengan la misma respuesta impulsional en las
L primeras muestras, hay pues un total de L = N + M — 1 variables a determinar.
Necesitaremos, por tanto, L muestras de la respuesta impulsional, en nuestro caso 6:

h(n) = {eTl,e%,e%,ei,e%,e%}- (6.170)
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La ecuacion en diferencias del sistema es:
h(n) = bpd(n) + b1d(n — 1) + bad(n — 2) 4+ bgd(n — 3) + bgd(n — 4) + bsd(n — 5) + bgd(n — -171)
Para n > 2,

h(n) = —a1h(n — 1) — agh(n — 2) — agh(n — 3). (6.172)

Sustituyendo para n = 3,4,5, y escribiendo en forma matricial tenemos el sistema

siguiente:
ol/4 el/3 ol/2 ol a1
| e5 | = | /4 /3 p1/2 as
o1/6 el/5 /4 o1/3 as

de donde obtenemos a; = —1'5562, as = 06024, a3 = —0'0387. Considerando n =
0,1,2 en la expresion general de h(n) podemos determinar los coeficientes by,:

by, = h(n) + a1h(n — 1) + agh(n — 2) + agh(n — 3),n =0, 1, 2, (6.173)
con
bo = h(0) = ¢! = 27182, by = h(1) + a1h(0) = —2'5815, by = h(2) + arh(1) + azh(0) = 0'4678.174)

Por tanto:

_ 2'7182 — 2'5815z 1 + 0'46732 2
1 —1/55622—1 + 07602422 — /038723~

H(z) (6.175)

En la Fig. 6.30 observamos las respuestas impulsionales del filtro ideal y del obtenido
por este método. El procedimiento asegura la coincidencia de ambas en las siete
primeras muestras pero no en el resto. Este procedimiento para calcular los coeficientes
del filtro se denomina Método de Padé.

2.8

o h(n) deseada
2.6F * hr(n) obtenida

2.4r

221

h(n)

1.8
1.6-
1.4¢ ®

1.2p @

0.8 - :
0 5 10 15

Figura 6.30: Respuesta impulsional del filtro ideal y del obtenido con el Método de Padé.
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16. | Utilizando un prototipo analégico de Butterworth de orden dos, determine la res-
puesta en frecuencia en médulo y la funcién de transferencia de los siguientes filtros
analogicos:

» Pasa—baja con frecuencia de corte 10 rad/s.

» Pasa-alta con frecuencia de corte 10 rad/s.

» Pasa-banda como Q; = 0'618rad/s y Q, = 1'618rad/s.

» Elimina-banda como €; = 0'618rad/s y , = 1'618rad/s.

Resolucion:
El prototipo analégico de partida es el mismo que el del ejercicio 14:

1

H(s)= —————.
(5) s24+v2s+1

(6.176)

El filtro anterior tiene una frecuencia de corte normalizada igual a la unidad. Para
obtener los filtros solicitados s6lo hemos de obtener las transformaciones en frecuencia
analégicas siguientes:

. !
a) Pasa-baja: s 2, Qic Por tanto,

1 100
H(s)= —+— = 6.177
5) s2+V2s +1 v=s/10 52 + 10v/2s + 100 (6.177)
b) Pasa—alta: s RN % Por tanto,
1 52
H(s)= —+— = 6.178
¥ SHV2s Lo 82410325 4100 (6-175)

¢) Pasa-banda: s % donde 0y = /0,0 = V1618 - 07618 ~ 1y Q,— ) =
1. Por tanto se obtiene:

1
$24+2s+1

_ 1 L (6:179)

H(s) = - ‘ —
o Cen (24T L1 s V288 4352+ Vs +

d) Elimina-banda: s bs, ﬁ%ﬂ Es decir, la transformacién inversa a la anterior.
0
Obtenemos:
1 (s +1)2
H(s) = ———F— = 6.180
(#) 2425+ 1| s+ /283 + 352 + V25 + 1 ( )

732+1

Estos resultados se pueden obtener ficilmente con MATLAB utilizando la funcién
buttap para disenar el filtro pasa—baja y las funciones 1p21p, 1lp2hp, lp2bpy 1p2bs
para realizar las transformaciones en frecuencia de pasa—baja a pasa—baja, a pasa—
alta, a pasa—banda y a elimina—banda, respectivamente. El cédigo correspondiente se
muestra a continuacion:
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% Programa para el disefio de filtros y transformaciones en frecuencia.

clear
close all

B=[0 0 1]

A=[1 sqrt(2) 1]

[Bpb, Apbl=1p21p(B,A,10)
[Bph, Aphl=1p2hp (B, A,10)
[Bbp,Abpl=1p2bp(B,A,1,1)
[Bbs,Abs]=1p2bs(B,A,1,1)

W=0:20/1000

:20;

[h,w]=freqs(Bpb,Apb,W);
[h2,w2]=freqs (Bph,Aph,W) ;
[h3,w3]=freqs (Bbp,Abp) ;
[h4,w4]=freqs (Bbs,Abs);

Los gréficos obtenidos con estas transformaciones se muestran en la Fig. 6.31.
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Figura 6.31: Respuesta en frecuencia (médulo) de los distintos filtros analdgicos disefiados en el problema

16.
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17. | Utilizando un prototipo analdgico de Butterworth de orden dos, determine la funcién
de transferencia y la respuesta en frecuencia en médulo (en dB.) de los siguientes

filtros digitales:

a) Pasa-baja con frecuencia de corte 10 rad/s.

b) Pasa-alta con frecuencia de corte 10 rad/s.

¢) Pasa—banda como Q; = 0'618rad/s y Q, = 1'618rad/s.
d) Elimina-banda como ; = 0'618rad/s y €, = 1'618rad/s.

utilizando la transformacién bilineal. Realice las transformaciones en frecuencia en

el dominio analégico. La frecuencia de muestreo es de 80 rad/s.

Resolucion:
El procedimiento es el mismo en todos los casos:

= Obtener las frecuencias analégicas adecuadas para el diseno del filtro utilizando

la expresién Q, = %tg(%) ( “pre-warping”).
Disenar el filtro analdgico con esa frecuencia.

= Aplicar la transformacion bilineal sobre el filtro analégico disenado.
1
(6.181)

H(s) = ———F—5—.
(s) s24+v2s+1
@/ _ n/4. Como Q,, = 27/T y

a) En este caso se obtiene w = % = Qﬂ-Qm/zﬂ- =
T = 27 /Qyy,, tenemos que
2 2
0= Zigluf2) = 23 1), (6.152)

T
Ahora disenamos el filtro analégico para la frecuencia de corte, haciendo una

transformacién pasa—baja a pasa—baja (1p2lp), esto es, s — s/Q:
QZ
c (6.183)

H(s) =
(#) s+ 02V2s 4+ Q2

Haciendo ahora la transformacion bilineal como en el ejercicio 14,
0’0976 + 0'1953z 1 + 009762
H(z)=H = 6.184
(2) = H(s) 1 — 0/94282~1 + 0333022 (6.184)

z—1

=

_2

sz z+
b) La frecuencia de corte €2, = 10rad/s. Ya sabemos que el filtro analégico debe te-
ner frecuencia (2, = Ztg(m/8). La transformacién pasa-baja a pasa-alta (1p2hp)

es s — 2¢/s, por lo que:
2
i (6.185)

H(s) =
(#) s+ 02v/2s 4+ Q2

Si hacemos la transformaciéon bilineal, obtenemos:
0’569 — 11381271 + 056922
- ¢+ 0009 (6.186)

T T 10942821 + (07333022

_2z—1
S=T 241

donde observamos que el factor 2/T de la Transformacién Bilineal se cancela
con el término presente en el “pre-warping” de las frecuencias. T inicamente se

emplea en el cilculo de w.
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¢) En el caso del pasa—banda tenemos que ; = 0’616 y Q, = 1'618. Hacemos el
“pre-warping” para ambas frecuencias:

Q270’616 Q, 271618
—ortt ahd =% = 6.187
wp = 2me g0 W= 0 (6.187)
Las frecuencias analégicas que emplearemos para el diseno seran:
2 2 270616 2
1= tg(wn/2) = Ztg(F=) = 00 (6.185)
2 2 271’616 2
La transformacién en frecuencia pasa—baja a pasa—banda es:
s? + Q2
6.190
B (6.190)
donde Q¢ = /Q,Q; y B =Q, — ;. Por tanto se obtiene:
1 s> B?
H, §) = —+—— =...= (6.191
handa() = BT e st +V2Bs? + s2(B? + 202) + V2B02s + Q3 )

sB
Sustituyendo los valores Qg = 20'0015 rad, B = 20'0394rad, y aplicando la

transformacion bilineal tenemos:

~0'0015 — 0'00292~2 + 0/0015z "
T 13877122 — 3667523 + 089492+

(6.192)

z—1
z+

_2
S=T

-

d) La diferencia con el caso anterior iinicamente radica en el tipo de transformacion
en frecuencia analégica. En este caso

sB

—_. 6.193
— s2 + Q2 ( )

Haciendo esta transformacién obtenemos la funcién de transferencia del filtro
analégico:
4 2.2 4
s* 4+ 2085 + Q)
H.limi s)=H(s = 0 0 (6-194
ctimina bonda(S) = H{(s) St V23 + 52(B2 + 202) + V2BOZs + O )

52+Qg

S—

Haciendo la Transformacion Bilineal y utilizando los mismos valores de B y g
que en el apartado (c), obtenemos:

H(2) 0'9460 — 3/77232~ 1 + 5652722 — 37723273 + 094602 *
Z =
1 — 387712~ + 5'64972—2 — 3/66752—3 + (/894924

Podemos obtener estos resultados utilizando la instruccién butter de MATLAB
teniendo en cuenta que las frecuencias de corte (o limite entre bandas) se debe
expresar en unidades normalizadas, con w = 1 para la frecuencia de Nyquist.
Las instrucciones seran:

(6.195)

>>N=2; % Orden del filtro.

>>[Bpb,Apb] = butter(N,10/40);

>>[Bpa,Apal = butter(N,10/40,’high’);

>>[Bpbanda,Apbanda] = butter(N,[0.618,1.618]/40, ’bandpass’);
>>[Beb,Aeb] = butter(N,[0.618,1.618]/40, stop’);
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Figura 6.32: Respuesta en frecuencia de los filtros implementados utilizando la transformacién bilineal

en el ejercicio 17.

En la Fig. 6.32 se muestran las respuestas en frecuencia (médulo) de los cuatro filtros.

18. | Disene un filtro digital pasa-banda a partir de un prototipo de Tchebyshev I que

verifique las siguientes especificaciones:
= Frecuencia inferior de la banda pasante 700 Hz.
= Frecuencia superior de la banda pasante 800 Hz.
= Rizado en la banda pasante de 1dB.
= Atenuaciéon mayor que 20 dB en la banda no pasante.
= Anchura de las bandas de transicion 200 Hz.

s Frecuencia de muestreo de 3 kHz.

Resolucion:

El filtro solicitado tiene el esqueleto de la Fig. 6.33.

11

0.9¢
0.8¢
0.7¢
3 06f
L o5t
0.4f
0.3F
0.2¢

0.1

500

700 800 1000
Frecuencia(Hz)

1500

Figura 6.33: Forma esquematica del filtro solicitado en el ejercicio 18.

En primer lugar obtenemos las frecuencias analdgicas aplicando “pre-warping” de la

*
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siguiente forma:

2 2 2nF
Sustituyendo valores para T' = 1/3000, F,,, = 3000 y las cuatro frecuencias analégicas,

obtenemos ; = 3464 rad/s, €; = 5402 rad/s €2, = 6664 rad/s, Qs = 10392 rad/s.

Para calcular el orden del filtro necesario para cumplir las especificaciones hemos de
determinar los pardmetros del filtro pasa—baja, por lo que haremos la transformacion
pasa—banda a pasa—baja:

s2+ O3
. 6.197
s — —% ( )
Determinamos los valores de Qg y B:

Qo = /. = V5402 - 6664 = 6000 rad/s. (6.198)

El ancho de banda es B = Q,, — ; = 1’262 rad/s, y en consecuencia

-2 + 02 02 — Q2

iQe=—2—0 Q=2 _—0=1 6.199
Pe= 0.8 T TQuB (6.199)

tal y como era de esperar para la frecuencia de corte del filtro pasa—baja.

Procediendo andlogamente para Q9, obtenemos Q, = 5'4931. Es decir, el filtro anal6gi-
co pasa-baja tiene las caracteristicas de la Fig. 6.34.

o/t

Figura 6.34: Caracteristica del filtro analdgico pasa—baja del ejercicio 18.

|~

Ahora podemos estimar el orden del filtro sustituyendo en la expresion
cosh™Y(
2

cosh” (5,¢)
cosh=1(

) 7

aunque para ello necesitamos conocer d2 y €. Sabemos que el rizado en banda pasante

=gl
™

N > (6.200)

2R

es 1, = 1dB, luego podemos calcular e:

) =rp —e=1107/10 -1 =0/5088.  (6.201)

1
201log;o(1) — 20 loglo(\/l_i_—52



376

CAPITULO 6. DISENO DE FILTROS DIGITALES

La atenuacién es ry = 20dB y por tanto:
logo(1) — 201log((d2) = 7y — 0y = 107"/20 = (/1 (6.202)
con lo que el orden del filtro serd

cosh™!( 0’1-0}5088 )

— 1’537, (6.203)
cosh™( 5'41931 )

de donde se obtiene, finalmente, N = 2.

Cabe recordar que las funciones exponenciales inversas se calculan de la siguiente
forma
T —T
ch(z) = % =B — ¥ —2Be" +1=0. (6.204)
Haciendo y = e? tenemos y? — 28y + 1 = 0 con lo que resolviendo esta ecuacién cua-
drética y deshaciendo el cambio, obtenemos z = In(8 + /3% — 1) siendo la solucién,

la proporcionada por la raiz positiva de la ecuacién de segundo grado.

La funcidon de transferencia del filtro serd

1

H(S)'H(—S):HTW

(6.205)

Sabemos que el polinomio de Tchebyshev de orden dos viene dado por Ta(z) = 22— 1,
luego 1+¢2(2s5—1)% = 0 nos proporciona los polos del sistema 2452 —4e2s+e2+1 = 0.

Hemos de incluir un factor de ganancia G? = 5%4 que distribuiremos entre H(s) y
H(—s), teniendo pues un factor neto de G = 1/2e. En general G = ﬁ siendo N
el orden del filtro. Esto nos asegura ganancia unidad a bajas frecuencias.

Los polos de este filtro estan definidos por

1 2 1 N

o = shH(1/e), fin = %W,n =0, 5 1 (6.206)
Sm = —sh(a)sen(fm) £ jch(a)cos(Bm). (6.207)

En nuestro caso tenemos
sp = —0'5489 + 0’89517, 57 = —0'5489 — 0'89513, (6.208)

con lo que
5= 09826

H(s) = 2e = (6.209)

(s —so)(s—s1) s2+10978 + 11025

Expresion que podriamos haber obtenido directamente de una tabla de filtros de
Tchebyshev.

. . . ., 2402
Una vez disefiado el filtro pasa-baja, aplicamos la transformacién s = 2 :B U para

transformarlo en un pasa banda, con los pardmetros calculados anteriormente 5 =
6000rad/s, B = 1262 rad/s.
I _ 0982652 B?
phande = (2 1 02)2 +1'0977(s2 + 02)sB + 110255282

(6.210)
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Ahora hacemos la transformacion bilineal y obtenemos la funcién de transferencia del
filtro buscado:

~0'0096 — 0'0193272 + 0/0096z~*

6.211
14 1'7521272 4+ (/795424 ( )

z—1

z+1

s=2
Este filtro puede disenarse con MATLAB con sé6lo dos lineas de c6digo:

[N,wn] = cheblord([700 800]/1500,[500 1000]/1500,1,20);
[Bm,Am] = cheb1(N,1,wn);

obtenemos el mismo resultado, tal y como se muestra en la Fig. 6.35, donde se observa
claramente que se cumplen las especificaciones del diseno.

[H()|(dB)

500 600 700 800 900 1000
Frecuencia(Hz)

Figura 6.35: Respuesta en frecuencia (mddulo) del filtro digital pasa—banda disefiado en el ejercicio 18.

19. | A partir de las transformaciones en frecuencia en el dominio analdgico, verifique las
expresiones de dichas transformaciones en el dominio digital utilizando la transfor-

macién bilineal.

Resolucion:

a) Transformacion pasa-baja a pasa—baja.
La transformacién analégica es §/Q; = s/, siendo €; la frecuencia de corte
del filtro pasa—baja original y €2 la de deseado. Si aplicamos la transformacion
bilineal Qy = Ztg(w1/2), Q2 = Ztg(ws/2). Por tanto

2 2
T z2+1 — T z+1 (6212)

que, simplificando e imponiendo a = %, se reduce a

z+ 1@
f= o lfa (6.213)
1+az +1
z—a sen((wa—w1)/2)
1 az’ sen((w2tw1)/2)

wi y we la frecuencia de corte del filtro original y la nueva frecuencia de corte

siendo

Luego la transformacion requerida es z —» donde a =

respectivamente.
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Transformacion pasa—baja o pasa—alta.

La transformacién analégica que tenemos que aplicar en este caso es §/; =
2y /s. Siaplicamos la transformacién bilineal con “pre-warping” Q0 = %tg(wl /2),
Qy = Ztg(w2/2), obtenemos

2 z2—1
751 #tg(wa/2)

Ftg(w/2)  Fig

(6.214)

Operando como en el ejercicio anterior y definiendo ahora a = tg(w /2)tg(w2/2),
llegamos a

L__r—a cos((wy + ws)/2)
T cos((wy —wy)/2) (6.215)

Transformacion pasa—baja a pasa—banda.

La transformacién analégica que tenemos que aplicar en este caso es §/Q. =
SZJBQ(Z’ con Qp =/ — Qy y B = Q,9;. Si aplicamos la transformacién bilineal
con “pre-warping”, obtenemos

~ 2 z—1\2 2
251 _ ¢ (rim) +9% (6.216)
~ — véc 2 2—1 ) .
Tz+1 F:B

donde Q. = Ztg(w./2), Qo = 2\/tg(w,/2)tg(w;/2), B = 2 (tg(w,/2)—tg(w;/2)).
Sustituyendo valores, se puede llegar a la expresion

i1 (Gan) g (wa/2)tg(wi/2)
= 19002 T, /2) — tg(un/2)]

(6.217)

Si ahora definimos las constantes
a =tg(wy/2), b=tg(w,/2)tg(w;/2), ¢ =tg(wy/2) —tg(w;/2), (6.218)
llegamos a la expresion final:

(2 =De+a(l +b)z2 +2a(—14b)z +a(l +b)
(22 =1c—a(l +b)22 —2a(—1+b)z — a(l +b)
a1 40b) +d2? + [2a(-14+b)]z +a(l +b) — ¢
~[~a(l+0b) + 2?2 — [2a(=1+b)]z — [a(l + b) + ]

(6.219)

Si dividimos ahora todos los coeficientes por el coeficiente de z? del numerador,

se obtiene
9 | 2a(—1+b) (14b)—
P +otmme? t atibite (6.220)
- 2a(—1+b) a(l+b)—c o )
1+ 205p5e? T amnre?
Si definimos
—2ka k—1 1-b a

_ _ 2% =%y 6.221
/Bl k+1762 k—{-l’a 1-{-()’ C(+)’ ( )

podemos calcular

C1ob 1 tg(wa/Dtglun/2)  cos((wa+w),?)
14+b  14tg(we/2)tg(w/2)  cos((wy —wy)/2)

«

(6.222)
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Desarrollando la expresion de k, se obtiene:
k = tg(we/2)cotg((w, — w;)/2). (6.223)
De este modo, podemos resumir las expresiones en:

Z2+,812+,82

- = 6.224
1 + Blz + ﬂzzz ( )

donde 51 = ﬁff‘ y o = Z—;i, a= % y k = tg(we/2)cotg((wy,—wy)/2).

d) Transformacién pasa—baja a elimina—banda.
Este apartado es muy similar al anterior por lo que se dejard como ejercicio
propuesto. La solucién final es la siguiente:
22 + Blz + ﬂz

2 — 6.225
1 + ,812 + ,82Z2 ( )

donde f = 32 y By = 154, o = Sttt ulB v | = tg(we/2)tg((wy — wi)/2).

Estas transformaciones nos permiten partir de un prototipo analégico pasa—baja,
obtener el filtro digital pasa—baja y, posteriormente, realizar la transformacién en el
dominio digital, o bien transformar un filtro digital arbitrario.

20. | Un sistema digital tiene los siguientes polos y ceros: p; = 0'8 +0'24, po = 0'8 — 0/27,

1 3 1 3
p3 = =+ gj, Pe=5— gj, ps = 0’7, p¢ = —0'7, con un tnico cero z; = —1 de
orden cinco. Se pide:

a) Dibuje el diagrama de polos y ceros y obtenga la funcién de transferencia
factorizando en etapas de segundo orden.

b) Obtenga una representacién en cascada del sistema que minimice el nimero de
retardos necesarios. jEs esta representacion unica?

¢) Ayuddndose del MATLAB, represente la respuesta en frecuencia del sistema.

d) Es estable?

Resolucion:

a) La funcién de transferencia resultante serd

1)5

o
- SN 2 - 5:226)
(1 =prz7H (L = poz 1) (1 = p3z= 1) (1 = paz=1)(1 = psz=1)(1 — pez

El grifico de polos y ceros se muestra en la Fig. 6.36. El sistema tiene polos sobre

H(z) =

la circunferencia unidad luego se trata de un oscilador.

b) Sustituyendo valores y agrupando los polos complejos conjugados se obtiene

H(z) = (L+z P (6.227)
(1—=162"14068272)(1 —27 14+ 272)(1 =07z~ (1 + 0'7z~1)
Una posible factorizacién seria
1 2 —1 —2 1 2 —1 —2 1 -1
H(z) S R 2 (6.228)

T1 1621+ 06822 1—2-1 422 1—049,-2
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0.8
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0.4r
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Figura 6.36: Diagrama de ceros y polos del sistema del ejercicio 20.

y(n)

Figura 6.37: Representacidn del sistema del ejercicio 20 en la forma directa Il.

Una representacion con el minimo nimero de retardos es la forma directa II,
mostrada en la Fig. 6.37.

La descomposicién no es tnica; otra posible seria, por ejemplo, considerar:
14227 457 1+2z70 1422714272
1162140682 21—zt +22 1—-04922

Para calcular la respuesta en frecuencia utilizamos el siguiente c6digo de MAT-
LAB:

H(z) (6.229)

% Respuesta en frecuencia: definimos los ceros (z) y los polos (p)

>z = [-1,-1,-1,-1,-1]";

>> p = [0.8+0.2xj, 0.8-0.2%j,0.5+sqrt(3)*j/2,0.5-sqrt(3)*j/2,0.7,-0.7];
>> k = 1;

>> [B,A] = zp2tf(z,p,k);

>> [h,w]=freqz(B,A);

>> plot(w/pi,abs(h));

con lo que se obtiene la respuesta en frecuencia (mddulo) de la Fig. 6.38(a). Se
observa claramente el efecto de tener polos sobre la circunferencia unidad sobre

la respuesta en frecuencia.

El sistema no es estable ya que los polos p3 = % + @j y pg = % — @j se

encuentran sobre la circunferencia unidad. La Fig. 6.38(b) representa ese cardcter
oscilatorio del sistema, donde hemos representado la respuesta impulsional del
mismo

La frecuencia de la oscilacion coincide con la fase del polo situado sobre |z| =1
en nuestro caso 7/3, que se corresponde con seis muestras por periodo. Esto se
aprecia claramente en la respuesta impulsional.
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Figura 6.38: (a) Respuesta en frecuencia (médulo) y (b) respuesta impulsional del sistema.

Es importante destacar que en este caso no se puede determinar la salida del
sistema ante una entrada de frecuencia conocida a partir de la respuesta en
frecuencia ya que el sistema no es estable.

21. |Disenie un filtro pasa-banda digital como una combinacién en cascada de un filtro
pasa—baja y un pasa—alta de Butterworth utilizando la transformacién bilineal (ver
Fig. 6.39) con Q; = 0'15Q,,, Qs = 0'35Q,,,. La ganancia debe ser aproximadamente
la unidad para €2,,,/4. Se pide:

a) Determinar la funcién de transferencia del filtro.

b) Calcule su magnitud y fase para w = 0, w = wy, w = Q,, /4, w = we y
w = Qy, /2.

c) Dibuje su respuesta en magnitud y fase en el intervalo 0 < w < Q,,/2.

Resolucion:

|

»
>

Q  Q,/4 Q Q./2

Figura 6.39: Diseno de un filtro pasa—banda como combinacién de un pasa—baja y un pasa—alta de
Butterworth. Ejercicio 21.

a) Como vamos a utilizar la transformacion bilineal, necesitamos conocer las fre-
cuencias analdgicas, que emplearemos para el diseno del filtro aplicando “pre-

* *
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warping”. De esta forma, se tiene

2 w
Q) = —=tg(—= 2
1= 9( 2) (6.230)
siendo las frecuencias digitales:
27
wy = QL = 270'15, wy = 270'35. (6.231)

Al aplicar “pre-warping”, se obtiene
!/ 2 ! ! 2 !/

La funcién de transferencia de un filtro pasa—baja de Butterworth de orden uno

es
1
H(s) =113 (6.233)
PB
y para el pasa—alta se tiene
S
H(s) =135 (6.234)
PA
Si desnormalizamos frecuencias, el filtro en cascada serd
Ql S
Hppanpa(s) = H(s) - H(s) = ra 530 (6.235)
PBAJA PALTA ! 2
que, aplicando la Transformacion bilineal, se tiene
tg(0'15 =)
H(z) = H(s) - WOm e (6.236)
82%511 m‘i‘tg(o 1571') m—i-tg(o 3571')
H(2) 0'5095(2% — 1) 0'1139(22% — gg 237)
z) = =...= .
z—14+ (24 1)0'5095)(z — 1 4+ 1'9626(z + 1 22 — 03249
( (z+1)

Para hacer el ajuste de ganancia imponemos que para Q = ,,/4 rad/s se tenga
una ganancia unidad. Esto significa que para w = 7/2 el mddulo sea 1. Por

tanto,
0'1139(52 — 1)
H =1 G—=—""r | =1= G =4'8534 6.238
(Z) ; ‘ j2 — 0’32492 ( )
z=e’ 2
Por tanto,
2
—1

H(z) = /55282 — V) (6.239)

22 — 0'1056
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b) Las frecuencias digitales a considerar son

w=0,w=015-2r,w =025-2m,w = 03527, w = . (6.240)

Como la respuesta en frecuencia la podemos obtener haciendo H(z) ,

z=elw
v — 1 (" — (e + 1)
H(w) = 05528 = 05— . . (6.241
(w) e2iv — 0’1056 (eJw —0'3949) (e?™ 4 0'3949) ( )
Sustituyendo en esta expresion las frecuencias anteriores se obtiene
w=0 H(0)=0,¢=m/2
w=030r H(w=030r)=08621- eJ0'5314
w=050r H(w=050r)=1-¢"° (6.242)
w= 0701 H(w=0707) = /8621 - ¢=70'5314
w=m Hw=mn)=0, ¢ =—7/2

La fase para w = 0 y w = 7 se puede obtener a partir de la interpretacion
geométrica de la respuesta en fase a partir del diagrama de polos y ceros. En
w ~ 0 tenemos ¢ = /2 y para w ~ 7, ¢ = —m/2.

¢) A partir de los valores anteriores podemos dibujar aproximadamente la respuesta
en frecuencia (Fig. 6.40)

@ (b)

[H()|
o
(%))
d(w)(rad)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
o/t w/m

Figura 6.40: Respuesta en frecuencia aproximada del sistema del ejercicio 21 en (a) magnitud y (b) fase.

*

22. |Determine la funcién de transferencia del diagrama de bloques de la Fig. 6.41 e

indique de qué tipo de filtro se trata.

Resolucion:

Este diagrama de bloques aprecié en el problema 20 del Capitulo 1. Tomando las
variables intermedias indicadas podemos plantear las siguientes ecuaciones

y(n) = q(n) +r(n)

q(n) =p(n—1)

p(n) =z(n—1) —r(n—1) (6.243)
r(n) = B(z(n) +g(n)) + ap(n)
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x(n) — o) A )
N

-]
r(n)

E
[

Figura 6.41: Diagrama de bloques del sistema del ejercicio 22.

Si tomamos Transformadas Z y aplicamos la propiedad del retardo temporal, se llega

Y(z) = Q(2) +1R(Z)
Q(z) = P(z)z~
P(z) = X(2)z ' —R(2)z ! (6.244)
R(z) = B(X(2) + Q(2)) + aP(2)
Agrupando términos obtenemos
H(z) = PHo 27 (6.245)

T ltar i+ Bz—2

Esta funcién de transferencia en la que el los coeficientes del numerador son los mismos
que en el denominador sin més que invertir el orden, se corresponde con un filtro pasa—

todo, independientemente de los valores de a 'y 3.

Podemos ver facilmente este hecho. Sea

a*+2z1 o (1+Lz7h

H(z) = = 6.246
(2) 1+az! 1+az! ( )
El cero estd en z = —1/a* y el polo en z = —a. La respuesta en frecuencia serd
a*(1+ %e‘jw)
Hz)= ——¢— -, 6.247
() = e (6.247)

Si calculamos el médulo

a\/(l — Leosw)? + Lsin?w
|H(w)| = ——— =...=1L (6.248)
V(1 — acosw)? + a?sin?w

El sistema de segundo orden

(a*+27 1 (b +27Y  a*b* +(a* +b )z + 272
H(z) = = ) 6.249
() (14+az71) (1+0bz71) 1+ (a+b) + abz~! ( )

Si a y b son reales entonces ¢* = a y b* = b. Si ¢ y b son complejos conjugados,
entonces b = a* con lo que a*b* = a*a = |a|?, a* +b* = a* +a,y a+b=a+a*. Luego
haciendo &« = a + b y 8 = ab, tenemos la expresion (6.245). Hemos expresado H (z)
como producto de dos filtros pasa—todo luego el filtro resultante también lo sera.
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Parte Imaginaria

23.

1.5

0.5f

—-1.5 1

Un sistema se dice de fase minima si el cambio neto de la fase en 7 y cero es nulo, es
decir, se debe cumplir que ®(7) — ®(0) = 0. Determine si es posible tener un filtro
FIR de fase lineal con fase minima.

Resolucién:

La linealidad de fase en un filtro FIR implica que haya simetria o antisimetria de los
coeficientes de la respuesta impulsional, h(k) = +h(M — k) siendo M el orden del
filtro. Este se traduce en la presencia de parejas de ceros y sus reciprocos conjugados
{2, %} y un polo doble en el origen (ver Fig. 6.42)

Ceros reales Ceros complejos
15l T T T T T o
1r
8 0.5f o
5]
c
5
2 o o £ 0 o
i}
a
Q -0.5- o
_l’
Il i Il Il Il Il L4 _1'57\ Il Il Il i Il ° Il Il Il
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 -2 -15 -1 -05 0 0.5 1 15 2
Parte Real Parte Real

Figura 6.42: Diagramas de polos y ceros para filtros FIR de fase lineal.

Si consideramos un sistema de este tipo y evaluamos la contribucién de la fase para
cada par de ceros, vemos que

w=0:®(0) =®0);/,, +20), —220)y, =7+0-2-0=7 (6.250)
w=m:P(r) =®(r),, + P(n),, —20(0)p, =7 +7—-2-1=0 (6.251)
Si tenemos un cero fuera de |z| = 1 el reciproco estard dentro de la circunferencia

de radio unidad y tendremos un cambio de fase neta de 7. Si los ceros se encuentran
sobre la circunferencia unidad tenemos dos posibilidades:

m Un cero real: z, =1 0 zp = —1, es decir w = 0 u w = 7. De esta manera:
w=0:20)=2(0),, +2(0),, =0-0=0 (6.252)
w=rm:P(n)=1—71=0 (6.253)

con lo que el cambio de fase neto es cero.

= Dos ceros complejos: Apareceran por parejas de complejos conjugados.

w=0:D(0) = B(0)., + B(0),; — 28(0), = —a+a —0 =0 (6.254)
w=m:®(r)=0(r),, + (7),; —22(0)p, = (2 — ) + B — 2w =0 (6.255)

Es decir, un filtro FIR de fase lineal tendra fase minima solamente si los ceros
de la funcién de transferencia estian sobre la circunferencia unidad.
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24.

Un filtro FIR tiene por funcién de transferencia H(z) = 1 — /22~ — 272, Dibuje el
diagrama de polos y ceros y determine si se verifica que los ceros aparecen en parejas
{zk, i*} Se pide:
o
= De acuerdo con el resultado anterior, ;se tiene un filtro de fase lineal?

= Obtenga la expresién de la respuesta en frecuencia, médulo y fase para este
filtro y determine el retardo de grupo. jTiene el filtro fase lineal?

» Este filtro cumple la condicién de antisimetria h(0) = —h(2). A la vista de los
resultados anteriores, jcree que hay alguna contradiccién?

Resolucion:

El filtro tiene los ceros en las siguientes posiciones:

2k (6.256)

CV2EV24+4 V22414
B 2 B 2

con lo que 1/2 = 1/1'9319 = 0’5176 y 1/2 = 1/(—0'5176) = —1’9319. Observamos
que no se cumple la relacién ya que se diferencian en el signo luego no es un filtro de
fase lineal.

Obtengamos la respuesta en frecuencia:

H(w) = H(z) =1-V2e 7" — e7HY = e7¥[2]5sen(w) — V2] (6.257)

2=elw

de aqui obtenemos el médulo y fase:

O(w) = —w — arctg(zij%w), |H(w)| = V2 + 4sin?w. (6.258)

d?}fyw) luego operando se obtiene

El retardo de grupo ry(w) = —

1

=14 —— . 2
re(w) + T 2sinw \/ﬁcosw (6.259)

Obtenemos que la fase no es lineal. El filtro cumple la condicién de antisimetria
h(0) = —h(2), sin embargo se trata de un filtro con un ndmero de términos impar.
Las condiciones de simetria que aseguran linealidad de fase imponen que los filtros
antisimétricos de orden impar deben tener la muestra central igual a 0 h(M/2) = 0.
Esta condicidn no se cumple, por esta razén no hay linealidad de fase. Si se considera
h(1) = 0 tenemos H(z) =1 — 2z ? y H(w) = e 7“2jsinw. Luego ®(w) = —w + %
(mds un posible factor 7 si sinw < 0) en cualquier caso la fase es lineal y el retardo
de grupo r4(w) =1 es constante.
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25.

Considere el filtro con coeficientes complejos de funcién de transferencia:
H(z) = (1—05527")(1 —25271)
Se pide:
a) Determine la funcién de transferencia analizando las condiciones de simetria.
i Piensa que se puede tratar de un filtro de fase lineal?
b) Dibuje el diagrama de polos y verifique si los ceros aparecen como pares recipro-
cos conjugados.
¢) Obtenga la respuesta en frecuencia en médulo y fase y calcule el retardo de
grupo.
d) Repita los puntos (b) y (c¢) considerando:
H(z) =1-2'5j2"" + 272
e) (Puede derivar alguna regla para saber si un filtro con nimero de términos
impar y coeficientes complejos va a tener fase lineal?
Resolucion:

a)

Realizando el producto de ceros obtenemos
H(z)=1-2'552"1 — 272 (6.260)

Se trata de un filtro antisimétrico con nimero de términos impar, como el térmi-
no central no es cero no debe tener fase lineal de acuerdo con lo comentado
anteriormente.

Los ceros son z; = 0’55, z9 = 2j. Se tiene un polo doble en el origen.
2o = (1/21)* = (1/0'5)* = 2j (6.261)

Si se cumple la condicién.

H(w) =1—2'55e77% — e72% = je™I¥[2sinw — 2'5] (6.262)
con lo que el médulo y la fase serdn
O(w) = —w+ g, |H(w)| = |2sinw — 25|. (6.263)
Si el filtro es
H(z)=1—2"5j2z"" + 272, (6.264)

los ceros son z; = 1’93197, zo = —0'51767 y el polo doble se encuentra en p; = 0.
Los ceros no cumplen la condicién de reciprocidad debido a un cambio de signo.

Si calculamos la respuesta en frecuencia

H(w) = e Y[ + ¢ ¥ — 2'5j] = e 7 [2cosw — 2'5j] (6.265)
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26.

con lo que

!/

2
d(w) = —w — arctg(—5), |H(w)| = V252 + 4cos?w. (6.266)

2cosw
La fase es no lineal aunque se cumple que es un filtro simétrico con un nimero
de términos impar (no hay restricciones sobre el término central).
e) Algunas conclusiones de este ejemplo serian:
= La linealidad de fase se verifica si existe reciprocidad entre los ceros, sean
los coeficientes reales o complejos.
= Si el nimero de términos de un filtro es impar, ademas de cumplirse las
condiciones de simetria h(k) = £h(M — k), el término central debe cumplir
que:
o Filtro simétrico: El término central debe ser real o nulo.
e Filtro antisimétrico: El término central debe ser imaginario puro o nulo.
Es decir, la condicién es h(n) = h*(M —n).
Este lo podemos ver ficilmente en las expresiones de H (w) si el filtro antisimétri-
co tendremos términos jsinw, si el término central es imaginario puro introdu-
cird una fase /2 si es antisimétrico tendremos términos coseno y el término
central debe ser real.

Considere un filtro FIR real con todos sus ceros sobre la circunferencia unidad.
Pruebe que este filtro se puede poner la forma

M3
H(z) = h(0)(1 + 2z HMi(1 — )M H(l — 20802t + 272)
k=1

donde M es el nimero de ceros en z = —1, M5 es el nimero de ceros en z =1y
M3 es el nimero de pares de ceros complejos conjugados.
Determine cudl es el orden de este filtro y justifique que si un filtro FIR tiene sus

ceros sobre la circunferencia unidad es de fase lineal.

Resolucion:

Si un filtro FIR tiene sus ceros sobre la circunferencia unidad, existen varias posibili-
dades para su ubicacién:

= Ceros reales: zp = +1, 2, = —1
» Ceros complejos: z, = el%, 2y = e~J%  apareceran como pares complejos conju-
gados ya que el filtro es real.

Sea

s Mi: el nimero de ceros z = —1.
s M5: el ndmero de ceros z = +1.

= Mj: el nimero de pares de ceros complejos.

Asi pues, el orden de este filtro es M = My + My + Mj3. La funcion de transferencia
serd el producto de todos los ceros multiplicados por el coeficiente h(0):
M3
H(z)=h(0)(1+2z" )M 1 —2 )™ [T +e %27 (1 + /%271 (6.267)
k=1
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Si agrupamos los ceros complejos obtenemos la expresion indicada:

M3
H(z) = h(0)(1+ 2z )M (1 -2 ) T - 2cos0,z " +272) (6.268)
k=1

Se observa que un filtro FIR con ceros sobre la circunferencia unidad se puede poner
como una interconexion en cascada de tres sistemas. Ya que la respuesta en fase total
serd la suma de cada una de ellas, nos basta verificar que cada etapa tiene fase lineal.

s (14 2z HM: cada término (1 4+ 271) es un filtro con nimero de términos par
simétrico (TTIPO II), por tanto es de fase lineal.

s (1 — 271)M2; e un filtro con nimero de términos par antisimétrico (TIPO IV),
por tanto es de fase lineal.

» (1—2c0s0rz 1 +22): es un filtro con ntimero de términos impar simétrico (TTPO
I), por tanto tiene fase lineal.

El analisis realizado es completamente general por lo que podemos concluir que, cual-
quier filtro FIR con ceros sobre la circunferencia unidad, es de fase lineal y ademas
por el resultado del problema 23 el filtro sera de fase minima.

27. |Los cuatro tipos de filtros FIR de fase lineal se diferencian en la presencia de ceros
en z = +£1.

a) Determinar una condicién que deben verificar los coeficientes de la respuesta
impulsional h(n) de un filtro para que el filtro tenga ceros en z =16 z = —1.

b) A partir de la regla obtenida en (a) determine si los cuatro tipos de filtros FIR
tendran ceros en estas posiciones.

¢) Las cuatro primeras muestras de un filtro FIR de fase lineal son h(0) = 2'1,
h(1) = 0'57, h(2) = —1, h(3) = v/2. Diseiie filtros FIR de fase lineal de minimo
orden cuyos primeras muestras sean las que se indican y dibuje su respuesta en
frecuencia empleando MATLAB.

Resolucion:

a) Dado que la funcién de transferencia de un filtro FIR es

M
H(z) =Y h(k)z" (6.269)
k=0

podemos considerar H(z) un polinomio de potencias de z~!, la presencia de ceros
en z = £1 deben anular dicho polinomio luego:

» Ceros en z = 1: Zﬁioh(k) =0

= Ceros en z = —1: Y0 (=1)*h(k) =0

La segunda ecuacién la podemos interpretar como la suma de términos pares
menos los impares.

b) Veamos qué ocurre con cada tipo.
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TIPO I: numero de términos impar simétrico.

M
> h(k) #0 (6.270)
k=0

Tenemos una suma de términos del mismo signo por lo que la suma no se
anula y no hay ceros en z = 1.

M
> (=1)Fh(k) £0 (6.271)

k=0

ya que el término central siempre permanece y, en general, no es constante.
Por ello no hay cero en z = —1.

TIPO II: nimero de términos par simétrico.

M
> h(k) #0 (6.272)
k=0
Suma de términos del mismo signo luego no se anula por lo que no hay ceros
en z = 1.
M
> (=1)*n(k) =0 (6.273)
k=0
cancelacion de términos por parejas. Por ello hay cero en z = —1.

TIPO III: nimero de términos impar antisimétrico.

M
> h(k)=0 (6.274)
k=0

ya que el término central es cero y el resto se anula por pares por lo que hay
ceros en z = 1.

M
> (=1)*h(k) =0 (6.275)

k=0

ya que el término central siempre es cero (término M/2), los términos im-
pares cambian signo como h(k) = —h(M — k) no tiene ninguna efecto y las
sumas se van anulando por pares de términos. Por ello hay ceros en z = —1.

TIPO IV: nimero de términos par antisimétrico.

> h(k) =0 (6.276)

> (=1)Fn(k) #0 (6.277)
k=0
el orden del polinomio es impar luego M es impar, es decir (—1)°h(0) = h(0)
y (—=D)Mp(M) = (=1)h(M) = —(—=h(0)) = h(0) luego la suma no se anula
y por tanto no hay cero en z = —1.
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28.

La posiciéon de los ceros en el origen determina qué tipo de filtros se pueden
disenar con cada uno de los cuatro prototipos.

¢) Sabemos que existen cuatro tipos de filtros FIR de fase lineal diferentes segin la
simetria y el niimero de términos. Asi pues, unos posibles filtros FIR serian:

s TIPO I: términos impar simétrico.

h(0) = 2'1, k(1) = 0'57,h(2) = —1,h(3) = V2, (6.278)

h(4) arbitraria, h(5) = V2,h(6) = —1,h(7) = 0'57,h(8) = 2'1. (6.279)

s TIPO II: términos par simétrico.
h(0) = 2'1,h(1) = 0'57,h(2) = —1,h(3) = V2, (6.280)
h(4) = V2, h(5) = —1,h(6) = 0'57,h(7) = 21 (6.281)

» TIPO III: términos impar antisimétrico.

h(0) = 2'1,h(1) = 0'57,h(2) = —1,h(3) = V2,  (6.282)
h(4) = 0,h(5) = —V2,h(6) = 1,h(7) = —0'57,h(8) = —2'1  (6.283)

» TIPO 1V: términos par antisimétrico.

h(0) = 2'1, (1) = 0’57, h(2) = —1,h(3) = V2, (6.284)
h(4) = —V/2,h(5) = 1,h(6) = —0'57, h(7) = —2'1 (6.285)

Es interesante observar los comportamientos en w = 0 y w = 7 para estos cuatro
filtros. En la Fig. 6.43 se muestran las respuestas en frecuencias (médulo) de cada

uno de los tipos de filtros analizados. Compéarese con el resultado del ejercicio
27b).

Considere un filtro con una respuesta en médulo como la mostrada en la Fig. 6.44.
Justifique que si se disena un filtro FIR de tipo I con estas caracteristicas, el nimero
de operaciones producto necesarias para su implementacion directa es % + 1, siendo
N el orden del filtro.

Resolucion:

Las frecuencias que definen la respuesta en frecuencia son

7T 3 1 7T
Wp = oy W =y We = E(wp +ws) = 3 (6.286)

Un filtro pasa—baja ideal tiene por respuesta impulsional:

sen(wcn)’ 40

h(n) = nn (6.287)
We n=>0
T Y

Pero si w, = §, se tiene

h(n) = (6.288)
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Figura 6.43: Respuestas en frecuencia (mddulo) del ejercicio 27¢ para los filtros de tipo (a) I, (b) Il, (c)

'y (d) IV.
% wp:1}4 wc=1}2 ©_3/4 1
w/m
Figura 6.44: Mddulo de la respuesta en frecuencia del filtro del ejercicio 28.
En el caso de que sen(nn/2) =0, para nn/2 = kn, con k = +1,£2, ... es decir para n

par, exceptuando en n = 0 cuyo valor es 1/2. Este filtro tiene N/2 coeficientes nulos.

Al tratarse de un filtro FIR de Tipo I, tendremos simetria de coeficientes, por lo que

en total el nimero de productos serd la mitad de los coeficientes no nulos (£ 3

2
un producto correspondiente al término central; es decir, Nproducto = % + 1.
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29. |Justifique que los diagramas de bloques mostrados en la Fig. 6.45 son equivalentes.

Resolucion:

(1) )

p X0 - - y(n) x(n) - -H(ZL) y(m
)

( )

Figura 6.45: Propiedades de la interconexién de intepoladores, diezmadores y filtros en cascada.

Para comprobar la equivalencia de los sistemas, verificaremos que las funciones de
transferencia coinciden. Sabemos que las relaciones entre la entrada y salida para un
diezmador y un interpolador vienen descritas por el esquema mostrado en la Fig. 6.46.

x(n)

Diezmador ———» l M

y(n)

x(n) Iz y(n)

Interpolador ——

Figura 6.46: Diagramas del bloques de un interpolador por un factor L y un diezmador por un factor M.

Si denotamos por w(n) la variable intermedia, tenemos:

= Bloque 1a.
M—-1
W)=Y X (zl/M W@) (6.289)
k=
M-1
Y(e) = HEW() = 2 3 X (VW) () (6.290)
k=0
= Bloque 2a.
W(z) = Hz")X(z) (6.291)
M-1 M1
Y(z) = - > x (zl/MW’“) _ L ;S (zM'l/MWk'M> X (zl/MW{@();.zgz)
M k=0 Y M k=0 "
como W,fM — e i = 1, tenemos
M-1
Y(2) = HEW() = 2 3 X (2 wh) 1) (6.293)
k=0

que coincide con la obtenida para el diagrama la.

Para probar la relacién b, procedemos andlogamente.
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30.

31.

= Bloque 1b.
W(z) = H(2)X(z) (6.294)
Y(z) = W(z") = HzM) X (21) (6.295)

= Bloque 2b.

W(z) = X(21) (6.296)
Y(z) = W(2)H(zL) = X (2 (6.297)

b~
~—
=
—
N
b~
o

donde se observa que las expresiones coinciden.

Estas propiedades se conocen en la literatura como “noble identities”.

Justifique que la conexién en cascada de dos filtros FIR de rizado constante en la
banda pasante d,1, dp2, y rizado en banda atenuada d1, ds tiene un rizado total
en banda pasante igual a la suma de los rizados y atenuacién, menor o igual al de

mayor atenuacion.

Resolucion:

La respuesta en frecuencia de dos filtros colocados en cascada es el producto de sus
respuestas individuales. Si consideramos la respuesta en mdédulo, al estar en cascada
tendremos el producto de las respuestas en frecuencia y para los rizados en banda
pasante tendremos:

(14 60p1)(L + dp2) = 14 (0p1 + 0p2) + Sp10p2, (6.298)

(1 — 5p1)(1 — (5p2) =1- (5p1 + (5p2) + 5p15p2. (6.299)
Si despreciamos los términos producto d,10p2, obtenemos que en la banda pasante el
rizado es la suma de los rizados de cada uno de los filtros.
En la banda atenuada, los rizados son dp1 y dp2, luego el rizado resultante es 6,3 =
dp10p2. Como dp1 < 1y dp2 < 2, se cumple que

0p3 < 0p1, 0p3 < Op2. (6.300)

Es decir, al menos vamos a tener la atenuaciéon del filtro que menos atenuacién pre-
sente.

Este resultado debe tenerse en cuenta cuando se disenan filtros en sistemas de pro-
cesado de tasa maultiple, cuando los procesos de diezmado e interpolacion se llevan a
cabo en varias fases, para asegurar que el filtro antialiasing o anti-imdgenes cumpla
las especificaciones. En los siguientes problemas veremos algunos ejemplos.

Una senal de audio de un disco DAT muestreado a 48kHz. desea convertirse en otra
muestreada a 6kHz. para ser enviada a través de una linea comunicaciones. Proponga

un sistema para su realizacién y estudie su carga computacional.

Resolucion:
El sistema solicitado de modificar la frecuencia de muestreo por un factor

F'\ 6kHz 1 L
m o =- = 6.301
Fn 48kHz 8 M (6.301)

Es decir, hemos de realizar una diezmado por un factor M = 8.
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= CASO I: DIEZMADO EN UNA ETAPA.
El sistema se muestra en la Fig. 6.47. H(z) es el filtro “antialiasing” que debe
eliminar las frecuencias por encima de los 3kHz. Al tratarse de sefiales de audio,
vamos a utilizar un filtro FIR de fase lineal con las siguientes especificaciones:
e Rizado en la banda pasante: §; = 0,002.
e Rizado en banda atenuada: §o = 0,001.
e Frecuencia de corte: F, = 2700H z.

e Frecuencia de atenuacion: F; = 3000H z.

Frecuencia de muestreo: f,, = 48kHz.

X(nf HE) I = {7{
48kHz 48kHz 6lcHz

Figura 6.47: Esquema del diezmado en una sola etapa (factor de diezmado M = 8).

Hemos fijado la frecuencia de corte a 0,9F,, permitiendo una banda de transi-
cién de 300H z. con estos pardmetros podemos estimar el orden del filtro con la
expresion de Kaiser:

—20l0g10V/0102 — 13

N =
14,6Af

+1 (6.302)

donde Af = FSF;mFC Sustituyendo, obtenemos N = 484.

El nimero de productos de esta realizacién es Gl +]\14)F mo— 485"§8000 = 2910000

productos/s. donde ya se ha tenido en cuenta que solo una de cada M muestras
es necesaria a la salia del filtro FIR, de ahi la reduccion en un factor M.

» CASO II: DIEZMADO EN DOS ETAPAS.

Consideremos ahora que, ya que M = 8, se puede factorizar. El sistema se
implementa en dos etapas; un diezmado por 4 y otro por 2. Consideremos

H(z) = G(zY)F(z), (6.303)

donde G(z*) se obtiene al interpolar un filtro de funcién de transferencia G(z)
por un factor 4 luego su respuesta en frecuencia serd la de G(z) comprimida por
este factor y repetida cada F, /4. Como G(z*) debe tener como especificaciones:

e Rizado en la banda pasante: ; = 0'001.

e Rizado en banda atenuada: d, = 0'001.

e Frecuencia de corte: F, = 2700H z.

e Frecuencia de atenuacién: Fy = 3000H z.

e Frecuencia de muestreo: F, = 12000H z.
donde hemos reducido el rizado en banda pasante a la mitad de acuerdo con los
resultados del ejercicio 30. Las especificaciones de G(z) deberan ser:

e Rizado en la banda pasante: §; = 0'001.

e Rizado en banda atenuada: d, = 0'001.
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e Frecuencia de corte: F, = 2700 -4H z.
e Frecuencia de atenuacion: Fy = 3000 - 4H z.
e Frecuencia de muestreo: Fj,, = 12000 - 4H z.

con lo que obtenemos Ng = 130.

El sistema G(z*) tendra un espectro repetido cada 48000/4 = 12000H z como se
muestra en la Fig. 6.48

— Espectro G(z%)
- - - Espectro F(z)

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000
Frecuencia(Hz)

Figura 6.48: Respuesta en frecuencia del filtro ‘“antialiasing” puesto como cascada de dos filtros
G(zY)F(z).

Disenaremos F'(z) para eliminar las imdgenes del espectro con las siguientes
especificaciones:

e Rizado en la banda pasante: §; = 0'001.

e Rizado en banda atenuada: d, = 0'001.

e Frecuencia de corte: F, = 2700H z.

e Frecuencia de atenuacion: Fs = 9000H z.

e Frecuencia de muestreo: F;,, = 48000H z.
con lo que Np = 26.

La estructura resultante se muestra en la Fig. 6.49(a) que aplicando las propie-
dades de la conexién en cascada se transforma en la mostrada en la Fig. 6.49(b).

b) X(’? F(z) l 4 I G(z) l 2 }I}(n)
48kHz 12kHz 6kHz

Figura 6.49: (a) Estructura del bloque de diezmado en dos etapas. (b) Sistema resultante tras la aplicacién
de las propiedades de la interconexion de filtros interpoladores y decimadores en cascada.

La carga computacional sera:

o F(z) =27%9% = 324000 productos/s.
e G(z) = 1311290 = 786000 productos/s.
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e Productos totales: 1110000 productos/s.

con lo que obtenemos una mejora respecto a la implementacion en una etapa de
un factor 2’62.

» CASO III: DIEZMADO EN TRES ETAPAS.

Podemos repetir el proceso sobre el filtro F'(z) y el diezmador. Este realizara el
diezmado en tres etapas. Sea F(z) = P(z)Q(z?). De este modo, las especifica-
ciones de Q(z?) son

e Rizado en la banda pasante: §; = 0'0005.

e Rizado en banda atenuada: d = 0'001.

e Frecuencia de corte: F, = 2700H z.

e Frecuencia de atenuacién: Fy = 9000H z.

e Frecuencia de muestreo: F;,, = 24000H z.
luego las de Q(z) serdn

e Rizado en la banda pasante: ; = 0'0005.

e Rizado en banda atenuada: d = 0'001.

e Frecuencia de corte: F, = 2700 - 2H z.

e Frecuencia de atenuacion: Fs = 9000 - 2H z.
e Frecuencia de muestreo: F,, = 2 - 24000H z.

con lo que obtenemos Ng = 15.
Disenamos P(z) para eliminar las imagenes del espectro repetidas cada 24k H z.
Las especificaciones seran

e Rizado en la banda pasante: §; = 0'0005.

e Rizado en banda atenuada d = 0'001.

e Frecuencia de corte: F, = 2700H z.

e Frecuencia de atenuacion: Fs = 15000H z.

e Frecuencia de muestreo: F;,, = 48000H z.

con lo que obtenemos Np = 15.

El sistema resultante se muestra en la Fig. 6.50. La carga computacional asociada
en este caso viene dada por

48000 24000 12000
16 5 + 16 5 + 131 5 = 1362000 productos/s. (6.304)

%Pw ] 2 }—NQ@}—M 2 ﬂa(z) —]2 }%.

48kHz 24kHz 12kHz 6kHz

Figura 6.50: Esquema de diezmado en tres etapas.

En este caso la descomposicién en tres etapas supone una mejora de un factor
2’14, es decir, no mejora respecto la descomposicion en dos etapas. Existen es-
tructuras de implementaciéon en las que se pueden obtener mejoras adicionales
en el numero de operaciones denominadas descomposiciones polifdsicas.
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32.

Se desea implementar un filtro digital que permite extraer las oscilaciones de la
linea base de un registro ECG muestreado a 1kHz. Estas oscilaciones son debidas
a la respiracién y tienen un ancho de banda que se extienden desde continua DC
hasta los 0’25 Hz. Considere que la senal de ECG 1til se extiene desde los 0’5 Hz.
hasta los 100 Hz. ;Qué procedimiento usarias para eliminar dichas oscilaciones de

la senal original al menos en un factor de 40 dB?

Resolucion:

Una posible estructura es la mostrada en el diagrama de bloques de la Fig. 6.51. El
bloque de retardo nos permitird que la resta de senales se realice en fase.

ecg(n oscilacion(n
fecg(r) F. Pasa-Baja w

-1
fecg sin oscilacion(n)

Retardo

Figura 6.51: Estructura del filtro para eliminar las oscilaciones de baja frecuencia en un electrocardiogra-

ma.

El principal problema es el diseno del filtro pasa—baja. Es importante que el filtro no
distorsione la fase de la senial por lo que utilizaremos un filtro FIR. Las especificaciones
de diseno seran:

8y = 0'01(40dB.), F. = 0'25Hz., F, = 0'50Hz., F,, = 1000H z. (6.305)

No se especifica el rizado en la banda pasante por lo que podemos tomar d; = 0'02.
Podemos estimar el orden del filtro con la expresién de Kaiser:

—20l0g10V/0102 — 13
N =
14,6Af

+1 (6.306)

donde Af = fSF—:nfC Sustituyendo, obtenemos N = 6574. La carga computacional de
este filtro es muy elevada!. Podemos utilizar las técnicas de diezmado e interpolacién
para reducir la carga computacional. Como la senal de interés esti en el intervalo
0 < F < (0'25Hz, podemos diezmar por un factor L = 200 con lo que la nueva

frecuencia serd Fj,o = % =0Hz.

El filtro antialiasing deberd eliminar frecuencias por encima de Fy = F,,/(2L) =
2'5H z. Por tanto:

F, =025, F, =2'5Hz., §; =0'02/2,5, = 0'01Hz2., F,, =1000Hz., (6.307)
con lo que obtenemos un orden N = 823. Por tanto, hemos reducido el rizado en la
banda pasante a la mitad ya que tenemos dos filtros en cascada.

El sistema se queda como en la Fig. 6.52. El segundo filtro es el que nos permitira ex-

traer las oscilaciones de la linea base. Las especificaciones seran:

F, =025, F, = 0'5Hz., §; = 0'02/2, y = 0'01Hz., F,, =5Hz.,  (6.308)

'El célculo serfa asf: 6575 - 1000 = 6575000 productos/s.

* Kk Kk
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con lo que obtenemos un orden N = 38. La carga computacional sera % +39-5 =
4315 productos/s.

Antialiasing Pasa-baja
x(n n
" H(z) 1200 » FPB ﬂ»

| |

Fm=1000Hz Fm=5Hz

Figura 6.52: Disefio del filtro pasa—baja aplicando un diezmado previo a la sefial.

La diferencia con el caso anterior es que la senal resultante es la muestreada a 5Hz.
luego no podemos restarla directamente de la original. Hemos de interpolar por el
mismo factor. Al colocar una nueva etapa de filtrado, el rizado total aumentard por
lo que deberfamos rediseniar los tres filtros con un rizado §; /3.

Si repetimos los cdlculos para los filtros anteriores con este rizado, obtenemos N; =
876 y Ny = 41. El filtro para eliminar imigenes tendra los siguientes pardmetros:

F, =025, F, = 45Hz., 6; = 0'02/3, 0y = 0'01Hz., F,, = 1000Hz., (6.309)

878-1000
200 +

42 -5 + 466 - 1000 = 470600 productos/s, lo cual supone una reduccién de la carga
computacional de un factor 6575000/470600 ~ 14.

con lo que obtenemos un orden N = 465. La carga computacional serd

Consideremos el mismo procedimiento pero realizando el diezmado e interpolacién en
dos etapas (200 = 20 - 10), tal y como se muestra en el diagrama de bloques de la
Fig. 6.53. Como tenemos cinco filtros, 6, = 0,02/5. En la Tabla 6.7 se muestran las
caracteristicas de cada uno de los bloques de este esquema, asi como los érdenes y
retardos introducidos por cada filtro.

1 2 3 4 5
(1 (0
Hf I T I TM)
Fm=1000Hz Fm=50Hz Fm=5Hz Fm=50Hz Fm=1000Hz

Figura 6.53: Diagrama completo para el disefio del filtro pasa—baja realizando los procesos de diezmado
e interpolacién en dos etapas.

La carga computacional del sistema global sera:

88 - 1000 n 90 - 50
20 10

Productos :

+45-5427-50 + 45 - 1000 = 51225 productos(6.310)

con lo que obtenemos una reduccion de la carga computacional en un factor aproxi-
mado de 6575000/51225 ~ 129. El retardo total introducido por los filtros es:

Retardo(sec.) : (88/2)/1000 + (49/2) /50 + 22/5 + (26/2) /50 + (45/2) /1000 = 5'216§6.311)

Este método de disefio de filtros FIR se conoce como filtros FIR interpolados. Aunque
el niamero de coeficientes neto del filtro es elevado, sélo un nimero reducido de ellos
es distinto de cero.
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Tabla 6.7: tabla del fd43

Bloque 1 Bloque 2 Bloque 3 Bloque 41 Bloque 5%
F,=0'25 F,=025 F,=0'25 F,=025 F,=025

F, = ;938 FS:% F, =05 F,=55-05 F,=50-0'5
4 =0'02/5 4 =0'02/5 0, =0'02/5 0, =0'02/5 4 =0'02/5
d2 = 001 d2 = 001 d2 = 001 02 = 001 d2 = 001

F,, = 1000 F,, =50 F,=5 F,, =50 F,, = 1000
N =87 N =149 N = (44/2)/5 N =26 N =45

Ret = (87/2)/1000s. Ret = (49/2)/50 s. Ret = (43/2)/50 s.

Ret = (26/2)/50 s.

Ret = (45/2)/1000 s.

t Los extendemos hasta las repeticiones del espectro siguiente en lugar de fijar la frecuencia de corte a

F,, /2L siendo el factor de interpolacién.

6.3. Problemas propuestos

1. | Determine si es posible tener un filtro pasa—todo de fase minima distinto del trivial

H(z) =1

2. | Probar que cualquier filtro IIR puede expresarse como producto de un filtro pasa-

todo por un filtro de fase minima.

3. | Repita el ejercicio 28 para un filtro con respuesta en frecuencia mostrada en la Fig.

6.54. Verifique que el nimero de productos es %N + 1.

0.81

0.6

[H(w)]

0.4r

0.2r

i i i
0 1/4 ® =1/2 o =3/4
P c
w/m

,
s

Figura 6.54: Respuesta en frecuencia (mddulo) del filtro del ejercicio 6.54.
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10.

11.

Se quiere disenar un filtro digital que presenta las siguientes caracteristicas:
= Frecuencia de muestreo del sistema es de 1 kHz.
= Presenta un cero y un polo.
= Elimina la componente de continua.
= Su ganancia para la frecuencia de 250 Hz es de 1°2.

Determina su ecuacién en diferencias.

Determinar, mediante la transformacién impulso invariante, el sistema digital equi-
valente a un filtro paso-bajo, de Butterworth de 2° orden cuya expresién viene
definida por:

1

H(p) = ES o E

siendo w, la frecuencia angular de corte del filtro. Se toma f.= 1kHz y se muestrea
a 10 kHz.

Demuestre que los filtros FIR cuya respuesta impulsional es simétrica o antisimétrica
presentan un retardo de grupo constante:

» h(n) = h(M — n) simétrico con h(n) = 0, para todon < 0 on > M.

s h(n) = —h(M — n) antisimétrico.

Una senal estd contaminada con una fuente de ruido que contiene una frecuencia
fundamental de 50 Hz y sus armodnicos. Sabiendo que la frecuencia de muestreo es de
1kHz, disefie un filtro digital que elimine dichas frecuencias distorsionando lo menos
posible el resto.

Repetir el ejercicio propuesto 7 eliminando ademas la componente de continua.

Justifique si es posible disenar un filtro FIR pasa—alta de fase lineal aplicando las
transformaciones en frecuencia digitales descritas en el ejercicio 19.

Disene un filtro pasa—alta ideal de orden 10 con ventana rectangular. A partir del
ejercicio anterior, disenie un segundo filtro cuya respuesta impulsional se obtenga
cambiando el signo de las muestras impares. Dibuje las respuestas en frecuencia de
ambos filtros y determine qué relacién existe entre ellos.

Disefie un filtro de fase lineal pasa—baja de Kaiser con las siguientes especificaciones:
a) Limite de la banda pasante: 4 kHz.

Anchura de la banda de transicién: 1 kHz.

Atenuaciéon: 80 dB.

Rizado en banda pasante: r, = 0'0058 dB.

Frecuencia de muestreo: 20 kHz.
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12. | Disene un filtro elimina banda por el método de las ventanas con las siguientes

especificaciones:

a) Banda de paso 1: [0, 1500] Hz.
Banda atenuada: [2000, 3000] Hz.
Banda de paso 2: [3300, 5000] Hz.

Atenuacién: 55 dB.

)
)
d) Frecuencia de muestreo: 10 kHz.
)
) Rizado en banda de paso: R, = 008 dB.

13. | Se desea disenar un filtro por el método del muestreo en frecuencia que tenga una

. : W . o
respuesta en frecuencia H(e/") = |sen(2—)| con un nimero de términos N = 21,
Wy

Wy, = 27 rad/s.
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6.4. Practicas con MATLAB

6.4.1. Estudio de las propiedades de los filtros FIR

1. |Dadas las siguientes ecuaciones en diferencias,

yi(n) =z(n)+2z(n—1)+z(n —2) +2z(n —3) + z(n — 4)
y2(n) = (n) — z(n —5)
yz(n) = z(n) + 6z(n — 1) + 11z(n — 2) + 6z(n — 4)
Comprobar
= Que se trata de filtros FIR.
» Analice la respuesta impulsional (impz).

» Estudie el retardo de grupo (grpdelay).

i Los filtros FIR son de fase lineal?

Para poder analizar los sistemas determinados por las ecuaciones en diferencias ante-
riores deberemos obtener su funcién de transferencia. Para ello tomamos transforma-
das Z en ambos lados de cada una de las igualdades y determinamos H (z).

Hi(z) =142z 42724273474 (6.312)
Hy(z)=1—27"° (6.313)
H3(z) =14+6z14+112 246271 (6.314)

Se puede obtener la respuesta impulsional de estos sistemas en MATLAB mediante
la instruccion impz, como sigue:

bi=[1 21 2 1];
b2=[1 00 0 0 -1];
b3=[1 6 11 6];
impz(b1,1);

grid

xlabel(’n’)
ylabel(’h_1(n)’)

disp(’Pulse una tecla para continuar...’) ;pause;
impz(b2,1);

grid

xlabel(’n’)

ylabel(’h_2(n)’)

disp(’Pulse una tecla para continuar...’) ;pause;
impz(b3,1);

grid

xlabel(’n’)

ylabel(°h_3(n)’)
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En la Fig. 6.55 mostramos las respuestas impulsionales.

Figura 6.55: Respuestas impulsionales de los tres sistemas.

Si representamos graficamente el retardo de grupo con la instruccién grpdelay, ob-
tenemos que el retardo es constante en los sistemas de las (6.312) y (6.312) ya que
en ellos se verifican las propiedades de simetria o antisimetria de los coeficientes sin
embargo el sistema de la ecuacion (6.312) presenta fase no lineal ya que esta propiedad
no se cumple. Esto se observa claramente en la Fig. 6.56.

R
1g,(n)
19,(n)

NN N N

Figura 6.56: Retardo de grupo. Los sistemas (6.312) y (6.312) presentan fase lineal pero no el tercero
(ecuacién (6.312)).

En las gréificas aparecen picos, que estdn relacionados con errores numéricos de MAT-
LAB que son de amplitud despreciable tal como se observa el eje Y de cada una
de ellas. Podemos comprobar también que en los sistemas de fase lineal el retardo
producido por el filtro es N/2 siendo N el orden del mismo.
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2. |Diseniar un filtro FIR por el método de ventanas (firl) con estas caracteristicas:
F,, =20kHz, f. =5kHz, N = 20.

a) Emplee la ventana rectangular (boxcar), y Hamming (hamming). En cada caso,
muestre el rizado en la banda pasante, la atenuaciéon de la banda eliminada y
la anchura de la banda de transicién. Observe el efecto Gibbs.

b) Disene ahora el filtro con los mismos pardmetros pero empleando la ventana de
Kaiser. Modifique el valor de la atenuacién de la banda no pasante a intervalos
de 20dB (Atenuacién maxima menor de 90 dB).

c) Repita el diseio del apartado anterior pero fijando la atenuacién a 60 dB.
Analiza cémo se modifica el orden del filtro en funcién de la anchura de la
banda de transicion. Utilice como valor maximo de la banda de transicién 2
kHz.

Los pardmetros que definen la ventana de Kaiser se pueden calcular aproximada-
mente con las siguientes expresiones. Utiliza la funcién kaiser (N,b) de MATLAB
para generar las muestras de dicha ventana

0'1102(A — 8'7), A >50 dB
B =1 0'5842(A —21)"* +0'07886(A — 21), 21 < A < 50
0, A<21

donde A es la atenuacion en dB. La relacion entre el orden del filtro (N) y la anchura
de la banda de transicién (Af) viene dada por

A—195
Z T A>21
DF 14'36
Af =F, —F,= ™ D=
vl 0922,  A<21

La respuesta impulsional de un filtro ideal es no causal e infinita y por tanto irrea-
lizable. En la préctica lo que se hace es desplazar, para que sea causal y recortar
el nimero de nuestras que se consideran de la respuesta impulsional. El producir un
truncamiento de la respuesta impulsional equivale a multiplicar la respuesta impulsio-
nal por una ventana rectangular. El hecho de truncar la respuesta impulsional produce
la aparicién de l6bulos laterales debidos al efecto Gibbs. Para que dicha transicién sea
menos abrupta se plantean diversos tipos de ventanas que lo que haran sera suavizar
dicha transicion. Tenemos ventanas de Hanning, Hamming, Blackmann Kaiser. La
atenuacion del l6bulo secundario respecto al principal, asi como el rizado en la banda
pasante depende del tipo de ventana elegido pero no del orden del filtro.

a) La funcién firl permite disenar filtros digitales por el método de las ventanas.
El siguiente codigo disena los filtros y representa la respuesta en frecuencia ob-
tenida con la ventana rectangular y la de Hamming. Se observa claramente la
disminucién en el rizado en banda pasante y la mayor atenuacién presentada por
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la ventana de Hamming. Como contrapartida se tiene una banda de transicion
mucho mas ancha y un lébulo principal méas estrecho.

fm=20000;

£c=5000;

N=20;

pto=1000;
br=firl1(N,2*fc/fm,boxcar(N+1));
bh=firl(N,2*fc/fm,hamming (N+1)) ;
[h,w]l=freqz(br,1,pto,fm);
[h2,w]=freqz(bh,1,pto,fm);
ideal=ones(size(1l:pto));
nfc=pto*2*fc/fm;

ideal (nfc:pto)=zeros(size(nfc:pto));
plot(w,ideal, ’k’)

hold on

plot (w,abs(h),’k--")
plot(w,abs(h2),’k:’)

legend(’F. Ideal’,’V. Rectangular’,’V
xlabel (’Frecuencia (Hz)’)
ylabel (° [H(\omega) | )

disp(’Pulse una tecla para continuar..
pause;

. Hanning’)

.7

axis (1000%[0

11

5.1152

0.0009

0.0011])

— F. Ideal
- - - V. Rectangular 7

V. Hanning
1.06 b

1.08f

/ \
1.04¢ / |

1.02r ' ! b

[H(w)]
-

0.98- / \ 1 ! ]
0.96 N / \ ' 1 ]
0.94+ AN 7 \ ’ \ 4

0.92f N i 4

0.9 y
0 1000

2000 3000 4000

Frecuencia (Hz)

5000

Figura 6.57: Respuesta en frecuencia del filtro disefiado con ventana rectangular y con ventana de
Hamming.

Para observar la atenuacién proporcionada por ambos filtro hacemos una re-
presentacién en dB como se muestra en la figura 6.59 en ella observamos el
incremento de la atenuacién proporcionada por la ventana de Hamming.

En las gréificas se observa claramente el Efecto Gibbs, més patente en la ventana
rectangular, ya que ésta presenta una transiciéon brusca mientras que en el resto
de ventanas la transicidon es mds suave.

La ventana de Kaiser tiene la ventaja de permitir un control en el rizado. Utilizan-
do el siguiente codigo de Matlab hemos representado la respuesta en frecuencia

para el filtro que venimos utilizando pero variando la atenuacion del mismo a
intervalos de 20 dB, comenzando en 10 dB.
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11

— F. Ideal

1.08+ - -- V. Rectangular H
V. Hanning
1.06f R g
! \
1.04f Y :
! \
1.02t Y 1
— 1
g - 4 2 1
T ’ \\ N 1
- N / \ 1 !
098 / \ I ! |
N / \ ! N
\ , N h |
0.961 \\ K \\ p ' |
\ L,/ \ ’ !
F ~ | 4
0.94 - | K !
\ !/ |
0.92f L ' 4
0.9 v ' . !
0 1000 2000 3000 4000 5000

Frecuencia (Hz)

Figura 6.58: Detalle de la banda pasante, en la que observamos la disminucién del rizado al emplear la

ventana de Hamming.

20

-201 "~

IH(@l(d8)
5

-601 y ] [
} I
|
|

-80} | il

- -- V. Rectangular
V. Hanning
_100 Il L L
0 2000 4000 6000 8000 10000

Frecuencia (Hz)

Figura 6.59: Atenuacién en escala logaritmica para ambas ventanas.

fm=20000;
£c=5000;
N=20;
pto=1000;
A=10:20:90; %Atenuacién en dB
for(i=1:length(A))
if (A(i)<=21)
beta=0;
elseif (A(i)>=50)
beta=0.1102%(A(i)-8.7);
else
beta=0.5842*(A(i)-21)"0.4+0.07886*(A(i)-21);
end
b=firl1(N,2*fc/fm,kaiser (N+1,beta));
[h(:,1),w]=freqz(b,1,pto,fm);
end
modulo=20*1logl0(abs(h));
plot (w,modulo(:,1),’k-’ ,w,modulo(:,2),’k:’,
w,modulo(:,3),’k.-’ ,w,modulo(:,4),’k—-" ,w,modulo(:,5),’k-")
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legend(’A=10’,’A=30",’N=50",’A=70",°A=90",3)
grid
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Figura 6.60: Control de la atenuacién mediante la ventana de Kaiser.

Aunque hemos empezado con una atenuaciéon de 10 dB, la atenuacién del filtro
es al menos 20dB, esto es debido a que para este valor obtenemos g = 0, con
lo que la ventana de Kaiser se transforma en la ventana rectangular, por lo que
obtenemos la atenuacion de una ventana rectangular. Al fijar el orden, se va
modificando la anchura de la banda de transicion.

¢) El programa utilizado en este caso es similar al anterior, pero el pardmetro
variable es la anchura de la banda de transicién

fm=20000;

£c=5000;

pto=1000;

A=60;

beta=0.1102*(A-8.7);

D=(A-7.95)/14.36;

BT=500:500:2000; Y%Anchura de la banda de transicién

N=1+D*fm./(BT); %Determinanos el orden para diversos valores de BR

N=ceil(N); %Redondeamos el orden por exceso

for(i=1:length(N))
b=fir1(N(i),2*fc/fm,kaiser(N(i)+1,beta));
[h(:,i),w]=freqz(b,1,pto,fm);

end

modulo=20%1og10(abs(h)) ;

plot (w,modulo(:,1),’k-’,w,modulo(:,2),’k:’,...
w,modulo(:,3),’k.-’ ,w,modulo(:,4),’k—-")

grid

En las gréificas 6.61 mostramos la respuesta en frecuencia de los filtros y cémo
una banda de transicién mas estrecha requiere un incremento del orden del filtro
para cumplir las especificaciones.
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Figura 6.61: (a) Modificacién del orden al variar la anchura de la banda de transicién. (b) Ampliacién
de la banda de transicién para la figura anterior.

3. | Utilizando la expresiéon obtenida para el diseno de filtros FIR de fase lineal de tipo
I (simétricos, nimero de términos impar, siendo M + 1 es el niimero de muestras de
la respuesta en frecuencia y considerando que la primera muestra estd en w = 0)

1

M
h(n) = Ay + Z 2Acos (

1 2w(n — M)k
~ by 7) (6.315)

N

con M = %, disenie un filtro con las especificaciones siguientes:
= Limite de banda de paso: F1=200 Hz,
= Frecuencia de muestreo: F,,=1000 Hz,

s Anchura de la Banda de Transicién: 50 Hz.

El programa debe permitir elegir el nimero de muestras en la banda de transicidn,
para ello considere que la transicién entre ambas bandas es lineal. Obtenga las
respuestas impulsionales y en frecuencia para 1, 2, y 5 muestras en la banda de
transicion.

Nota: Recuerde que siempre debe aproximar a un nimero impar de términos para

que la expresién anterior sea valida.

En el método del muestreo en frecuencia hay que tomar muestras en la respuesta en
frecuencia deseada del filtro (términos Ay de la expresién anterior) y posteriormente
calcular la Transformada Inversa de Fourier, para determinar los coeficientes h(n).
Debido a las propiedades de simetria, inicamente hemos de tomar la mitad de las
muestras en la respuesta en frecuencia del filtro y sustituir en la expresion de h(n)
esto nos permitird obtener la mitad de los coeficientes del filtro, el resto sabemos que
son idénticos.

Dado que el pardmetro elegido es el nimero de muestras en la banda de transicidn,
indirectamente estamos fijando la frecuencia de muestreo de la respuesta en frecuencia,
ya que la banda de transiciéon es de 50 Hz, asegurar un maximo de una muestra en
dicha banda implica muestrear, al menos, a 50 Hz. En general muestrearemos a una
frecuencia de BT'/n, siendo BT la anchura de la banda de transicién y n el nimero de



410

CAPITULO 6. DISENO DE FILTROS DIGITALES

muestras en la banda. Posteriormente sustituiremos en la expresién anterior de h(n),
que ha sido implementada usando la funciéon impul.

%Muestreo en frecuencia para filtros FIR de tipo I (orden impar simétricos)

clear

fm=1000;

£1=200;

£2=250;

bt=£f2-11;

pto=1000;

nb=input (’Numero de puntos en la banda de transicién 7’);

delta=bt/nb; 7% Ademas delta=pi/N --> obtenemos N

N=fm/delta;

if (rem(N,2)==0) JAseguramos que el nimero de términos es impar
N=N+1;

end
delta=fm/N;
M=(N-1)/2;

%Muestreamos la respuesta en frecuencia equiespaciadamente
mp=round (0:f1/delta); %Muestras en banda pasante

mt=round (f1/delta)+1:round(f2/delta); %Muestras en banda de transicién
ma=round (f2/delta)+1:M; %Muestras en banda no pasante
A=[ones(size(mp)) mt*delta*(-1/bt)+f2/bt zeros(size(ma))];
h=impul (A);

subplot (211)

stem(h) ;

grid

xlabel(’n’)

ylabel(’h(n)’)

subplot (212)

[h,w]l=freqz(h,1,pto,fm);

plot(w,abs(h));

hold on

stem((0:M)*delta,A,’r’)

xlabel(’Frecuencia (Hz)’)

ylabel(’ [H(\omega)|’)

La siguiente funcién permite calcular los valores de la respuesta impulsional a partir
de las muestras de la respuesta en frecuencia

function h=impul(A)

%A: muestras de la respuesta en frecuencia del filtro
%h: respuesta impulsional del filtro obtenido por muestreo en frecuencia

M=max (size(A))-1
N=2*M+1;
for i=0:M
aux=A(1);
for k=2:M+1;
aux=aux+2*A (k) *cos (2*pi*(k-1) *(i-M)/N) ;
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end
h(i+1)=aux/N;
end
h=[h h(M:-1:1)]; %Aplicamos simetria para calcular el resto de h(n)

Si ejecutamos el programa eligiendo para el nimero de muestras en la banda de
transicién (variable nb del programa) 1, 2 y 3 obtenemos los filtros cuyas graficas
mostramos a continuacién: Los filtros obtenidos se muestran en las Figs. 6.62-6.64.
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Figura 6.62: Respuesta impulsional y respuesta en mddulo para 1 muestra en la banda de transicion.

[H(w)|

0 100 200 300 400 500
Frecuencia (Hz)

-50

[H(w)](dB)

-100

100 200 300 400 500
Frecuencia (Hz)

Figura 6.63: Respuesta en mddulo en escala lineal y en dB para 2 muestras en la banda de transicién.

Para ver el efecto de colocar muestras en la banda de transicién hemos repetido
el ejercicio eliminando dicha banda. Es decir a partir de la frecuencia limite de la
banda pasante la magnitud serd cero. En la grafica siguiente mostramos el filtro
resultante. Comparandolo con la misma grafica con banda de transicién observamos
que la atenuaciéon es menor, si bien la banda de transicion es mas estrecha. Este método
asegura el comportamiento del filtro en las muestras en frecuencia consideradas, sin
embargo en el resto de frecuencias no se tiene control sobre el valor de la respuesta

en frecuencia.
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Figura 6.64: Respuesta en médulo en escala lineal y en dB para 5 muestras en la banda de transicién.
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Figura 6.65: Efecto de eliminar la banda de transicién en el muestreo en frecuencia.

4. | Analice como se modifica el orden de un filtro disenado con la funcién remez en
funcién de la anchura de la banda de transicion, rizado en la banda pasante y no
pasante. Para ello utilizaremos la funcién remezord. Las caracteristicas del filtro

son: F,,=1000Hz, F.=200Hz.
» Variacién de N con el ancho de banda de transicion: Fcy=210:10:300 Hz.
Rp=3dB, Rs=60dB.
= Variacién de N con la atenuacién de la banda pasante: BT'=20Hz Rs=60dB,
Rp=1:1:5 dB.
= Variacién de N con la atenuacién de la banda eliminada: BT=20Hz, Rp=3dB,
Rs=20:10:100 dB.

Mostrar en cada caso una grafica de IV en funcién del pardmetro variable.

El método mds habitual para disenar filtros FIR de minimo orden, que cumplan
unas determinadas especificaciones es el de la aproximacién de Tchebyshev. Este
procedimiento permite disminuir el orden del filtro distribuyendo el error tanto en la
banda pasante como en la atenuada. Este procedimiento es muy versatil y nos permite
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disenar filtros FIR con una respuesta en frecuencia casi arbitraria. MATLAB dispone
de la funcién remez que implementa este método de diseno. Para poder utilizar esta
funcién en primer lugar es necesario hacer una estimacién del orden del filtro. Para
ello se utiliza la funcién remezord.

En este apartado vamos a analizar la dependencia del orden del filtro con varios
pardmetros de que definen su comportamiento. Fijaremos tres de los cuatro parame-
tros y analizaremos cudl es la dependencia del orden del filtro con dicho pardametro.
Los parametros son la anchura de la banda de transicion, rizado en la banda pasante
y atenuacion del filtro.

Fl siguiente c6digo muestra la dependencia de cada una de estas variables

% Variacién del orden con la anchura de la banda de transicién

fm=1000; %Frecuencia de muestreo
RP=3; JYRizado en la banda pasante en DB
RS=60 %Rizado en la banda atenuada en DB sin signo
F1=200; %Inicio de la banda de transicién
W=[1 0]; %Valores ideales del filtro
aa=10" (RP/20) ;
ri=(aa-1)/(aa+1);
r2=10"(-RS/20); %Rizado en la banda atenuada en escala lineal
rizado=[r1 r2];
F2=210:10:300; %Fin de la banda de transiciémn
for i=1:length(F2)
[n(i),fo,mo,w] = remezord( [F1 F2(i)], W, rizado, fm );
end
plot(F2-F1,n, k%’ ,F2-F1,n,’k’)
grid
xlabel (’Anchura de la banda de transicién (Hz)’);
ylabel (’0Orden del filtro’);

disp(’Pulse una tecla para continuar ...’)
pause
clear n;

La Fig. 6.66 muestra la dependencia del orden del filtro con la anchura de la banda
de transicion

% Variacién del orden del filtro al variar el rizado en la banda pasante
RP=1:0.5:5; Rizado en la banda pasante en DB

RS=60 %Rizado en la banda atenuada en DB sin signo

F1=200; %Inicio de la banda de transicién

W=[1 0]; %Valores ideales del filtro

aa=10.7 (RP/20) ;

ri=(aa-1)./(aa+1);%Rizado en la banda pasante en escala lineal
r2=10"(-RS/20) ; %Rizado en la banda atenuada en escala lineal

F2=220 ; %Fin de la banda de transicién
for i=1:length(RP)
[n(i),fo,mo,w] = remezord( [F1 F2], W, [ri(i) r2], fm );
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Figura 6.66: Efecto de la anchura de la banda de transicién en el orden de un filtro FIR de rizado
constante.

end

plot(RP,n, ’k*’,RP,n,’k’)

grid

xlabel(’Rizado de la banda pasante (dB)’);
ylabel(’0Orden del filtro’);

disp(’Pulse una tecla para continuar ...’)
pause
clear n;

La Fig. 6.67 muestra la dependencia del orden del filtro con el rizado en la banda

pasante.
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Figura 6.67: Efecto del rizado en la banda pasante en el orden de un filtro FIR de rizado constante.

% Variacién del orden del filtro al variar el rizado en la banda pasante
RP=3; YRizado en la banda pasante en DB

RS=20:5:100 %Rizado en la banda atenuada en DB sin signo

F1=200; %Inicio de la banda de transicién

W=[1 0]; %Valores ideales del filtro

aa=10" (RP/20) ;
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ri=(aa-1)/(aa+1); %Rizado en la banda pasante en escala lineal
r2=10."(-RS/20); %Rizado en la banda atenuada en escala lineal

F2=220 ; %Fin de la banda de transicién

for i=1:length(RS)

[n(i),fo,mo,w] = remezord( [F1 F2], W, [r1 r2(i)], fm );
end

plot(RS,n, ’k*’,RS,n,’k’)

grid

xlabel(’Rizado de la banda atenuada (dB)’);
ylabel(’0rden del filtro’);

clear n;

La Fig. 6.68 muestra la dependencia del orden del filtro con el rizado en la banda
atenuada.

Orden del filtro al variar la atenuacion
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Figura 6.68: Efecto del rizado en la banda atenuada en el orden de un filtro FIR de rizado constante.

Una vez obtenido el orden disenar el filtro es simplemente llamar a la funcion remez
con los pardmetros devueltos por remezord. Asi, a modo de ejemplo, el ultimo filtro
del que hemos estimado el orden (F,=200Hz, Rizado en banda pasante Rp=3dB,
anchura de la banda de transiciéon BT=20 Hz y Atenuacién en banda no pasante
Rs=100dB) se disenaria como:

b = remez(n(i),fo,mo,w);

La respuesta en frecuencia del filtro disenado se muestra en la Fig. 6.69. En esta tltima
grafica se observa claramente que se cumplen las especificaciones y como aparece un
rizado en ambas bandas, tal como se especifica en el diseno. Destacar también que la
respuesta en fase es lineal, como deseamos.
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Figura 6.69: Respuesta en frecuencia en médulo y fase de un filtro FIR disefado por el método de la
aproximacién de Tchebyshev (Método de Parks Mclellan).

6.4.2. Estudio de las propiedades de los filtros IIR

Considérese la siguiente ecuacién en diferencias correspondiente a un filtro digital.

y(n) = y(n —1) + galn —4) + 7o(n)

Dibujar el diagrama de polos y ceros, y estudia su respuesta en frecuencia (médulo
y fase) asi como la respuesta impulsional. jSe trata de un filtro FIR o IIR?

Es este primer apartado vamos a poner de manifiesto que una ecuaciéon en diferen-
cias recursiva no necesariamente esta ligada con un sistema de respuesta impulsional

infinita.

Si tomamos transformadas Z en ambos miembros de la ecuacién obtenemos que la
funcién de transferencia del sistema es:

_ 1—214

H) =1

(6.316)

b=[1/4 0 0 0 -1/4];
a=[1 -1];

%Para dibujar el diagrama de polos y ceros hemos
% de introducir los coeficientes en potencias de Z

NUM=[1/4 0 0 O -1/4]

DEN=[1 -1 0 0 0];

zplane (NUM,DEN)

disp(’Pulse una tecla para continuar ...’)
xlabel (’Parte Real’)

ylabel (’Parte Imaginaria’)

pause

resfre_mo(b,a,’1’)

pause

resfre_fa(b,a)

disp(’Pulse una tecla para continuar ...’)
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pause

impz(b,a)

xlabel(’n’)

ylabel(’h(n)’)

disp(’Pulse una tecla para continuar ...’)

pause

disp(’Se trata de un filtro FIR implementado de forma recursiva’)

En la Fig. 6.70 mostramos el diagrama de polos y ceros, la respuesta en frecuencia
en médulo y fase y la respuesta impulsional del sistema considerado. Observamos
que existe una cancelacion polo—cero en z = 1, por lo que el sistema no tiene polos
distintos de los triviales (en el origen). Se tratard, por tanto, de un sistema FIR. En
la respuesta impulsional se pone de manifiesto claramente que es un sistema FIR ya
que ésta unicamente tiene cuatro términos.
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Figura 6.70: (a) Diagrama de polos y ceros del filtro. (b) Respuesta en frecuencia médulo y (c) fase del
filtro. (d) Respuesta impulsional del filtro.
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Disenie filtros digitales a partir de los prototipos analdgicos utilizando el método
del impulso invariante (impinvar). Las caracteristicas de los filtros serdn: F,;,=1000
Hz, F,=200Hz, Rp=2 dB (valor miximo), Rs=40 dB (valor minimo). Banda de
transicion=100 Hz.

Los prototipos analdgicos utilizados serdn butterworth (buttap), Tchebyshev tipo I
y II (cheblap, cheb2ap) y elipticos (ellipap). Para estimar el orden del filtro en
cada caso se emplearan las funciones buttord, cheblord, cheb2ord y ellipord.

= Obtener la respuesta en frecuencia y el diagrama de polos y ceros de estos filtros
y comparar los resultados con los que se obtienen directamente con las funcio-
nes butter, chebyl, cheby2 y ellip que disenan a partir de los prototipos
analdgicos pero empleando el método de la transformacion bilineal.

s Determinar la anchura de las bandas de transicion en cada uno de estos tltimos
filtros disenados con la transformacién bilineal.

= Ver como se modifica el orden del filtro al variar valores de Rp y Rs.

El procedimiento a seguir es el mismo independientemente del tipo de filtro que se
trate. Como vamos a utilizar la transformacion del impulso invariante no es necesario
hacer un “prewarping” de las frecuencias, y el filtro analdgico se disenara para la mis-
ma frecuencia de corte que el filtro digital. Para mostrar el procedimiento al completo,
vamos a disenar también los filtros digitales por medio de la transformacion bilineal,
de esta forma, posteriormente verificaremos que los resultado obtenidos coinciden con
los proporcionados directamente con las funciones butter, chebyl, cheby2, etc. que
realizan el disenio a partir de prototipos analégicos utilizando la transformacién bi-
lineal. Los pasos seguidos se indican detalladamente entre las lineas de cédigo del

siguiente programa:

%Vamos a realizar el estudio para un filtro de Butterworth, para el resto se
%procede de forma andloga

fm=1000; %Frecuencia de muestreo

fc1=200; %Frecuncia de corte 1

Rp=2; YRizado en la banda pasante en dB

Rs=40 %Rizado en la banda atenuada en dB
£c2=300 }%Fc+anchura de la banda de transiciém

En primer lugar estimamos el orden del filtro analdgico para que se cumplan las
especificaciones

Wp=2*pixfcl;
Ws=2*pixfc2;

Estas son las frecuencias analégicas que necesitamos si empleamos la transformacion
del impulso invariante. Si utilizamos transformacién bilineal hemos de aplicar “prewar-
ping”. Ahora estimamos el orden del filtro analdgico que verifica las especificaciones
de diseno

[n,Wn]=buttord(Wp,Ws,Rp,Rs,’s’)
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Conocido el orden del filtro analdgico lo disenamos con buttap. Este filtro tiene una
frecuencia de corte normalizada igual a 1. Esta funcién nos devuelve los ceros, polos
y la ganancia del filtro.

[Z,P,K] = buttap(n);

Podemos obtener la funcién de transferencia del filtro a partir de los polos y ceros
mediante la funcion zp2tf. El siguiente paso es transformar el filtro pasa baja con
frecuencia de corte normalizada a un filtro con la frecuencia de corte deseada. Para
ello utiizamos una de las funciones de transformacién en frecuencia analdgicas, en este
caso hacemos una transformacién pasa—baja pasa—baja con 1p21p.

[NUM,DEN]=zp2tf (Z,P,K) ;
[NUMT,DENT] = 1p21p(NUM,DEN,Wp);

%Ahora realizamos la transformacién a digital por el método del impulso invariante
[BZ,AZ] = impinvar (NUMT,DENT,fm);

Aunque el problema no lo solicita, veamos como se hubiese realizado este procedimien-
to con la transformacion bilineal. En primer lugar hubiésemos obtenido las frecuencia
analdgicas correspondientes, para disenar el filtro mediante “prewarping”. Posterior-
mente diseniamos el filtro de forma andloga a la anterior, realizamos la transformacién
en frecuencia pasa—baja pasa—baja, para que la frecuencia de corte sea la determina-
da por el “prewarping”, y finalmente hacemos la transformacién a digital mediante la
transformacién bilineal. Las siguientes lineas de cédigo realizan esta tarea

Wpa=tan (Wp/ (2*fm) ) *2*fm;

Wsa=tan(Ws/ (2*fm) ) *2*fm;

[n,Wn]=buttord(Wpa,Wsa,Rp,Rs,’s’) YLas frecuencia analégicas en rad/s
[Z,P,K] = buttap(n)

[NUM,DEN]=zp2t£ (Z,P,K) ;

[NUMT,DENT] = 1p21p(NUM,DEN,Wpa) ;

[NUMd,DENd] = bilinear (NUMT,DENT,fm) ;

La transformacién bilineal es el procedimiento habitual para el diseno de un filtro di-
gital ITIR a partir de prototipos analégicos, por esta razén Matlab dispone de funciones
que realizan esta tarea. Podriamos haber disenado este filtro directamente mediante
las instrucciones siguientes. En la primera se determina el orden del filtro digital y en
la segunda se realiza el disenio del filtro digital mediante la transformacién bilineal.
Es posible especificar filtros que no sean pasa-baja directamente, sin necesidad de
realizar ningin tipo de transformacién posterior.

Los resultados obtenidos para B y A coinciden con NUMd, DENd, que habiamos calculado
anteriormente realizando todo el proceso.

[n,Wn]=buttord (2*fcl/fm,2*fc2/fm,Rp,Rs)
[B,A] = butter(n,Wn);
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Figura 6.71: Filtro digital de Butterworth disefiado por el método del impulso invariante.
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Figura 6.72: Filtro digital de Butterworth disefiado por el método de la transformacién bilineal.

En las Figs. 6.71 y 6.72 mostramos la respuesta en frecuencia médulo y fase del filtro
disenado por el método del impulso invariante y mediante la transformacion bilineal.

El diagrama de polos y ceros se muestra en la Fig. 6.73. Aunque hemos hecho un ajuste
de la escala para ver la localizacion de los polos, los ceros se encuentran distribuidos de
forma muy diferente en la transformacion bilineal que utilizando el impulso invariante.
El agrupamiento de ceros es mayor con la transformacién bilineal. Con el impulso
invariante la dispersién es mucho mayor.

Podemos repetir el mismo procedimiento cambiando las funciones relacionadas con los
filtros de Butterworth con las correspondientes a los filtros de Tchebyshev y elipticos.
Se deja como ejercicio al lector realizar esta tarea.

Para poner de manifiesto la diferencia existente entre estos filtros vamos a mostrar
cémo se modifican los ordenes de los mismos cuando se disenan filtros digitales por el
método de la tranformacion bilineal modificando alguno de los parametros de diseno
como son el rizado en la banda pasante, y la atenuacién. El cédigo utilizado es el
siguiente:

Rs=40; %Fijamos la atenuacién a 40 dB
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Figura 6.73: Diagrama de polos y ceros del filtro de Butterworth disefiado mediante la transformacién
bilineal y el impulso invariante.

Rp=0.1:0.1:4; %Variamos el rizado en banda pasante

for(i=1:length(Rp))
[Nb(i),Wn]l=buttord(2xfcl/fm,2+fc2/fm,Rp(i),Rs);
[Nc1(i),Wn]l=cheblord(2*fcl/fm,2*fc2/fm,Rp(i),Rs);
[Nc2(i) ,Wn]=cheb2ord (2*fcl/fm,2*fc2/fm,Rp(i),Rs);
[Ne(i),Wnl=ellipord(2*fcl/fm,2*xfc2/fm,Rp(i),Rs);

end

plot(Rp,Nb,’k-’,Rp,Ncl, ’k:’,Rp,Nc2,’k.-’ ,Rp,Ne, k=)

legend (’Butterworth’, ’Chebyshev I’,’Chebyshev II’,’Eliptico’)

xlabel(’Rizado en la banda pasante (dB)’)

ylabel(’Orden del filtro’)

title(’Variacidén del orden del filtro al variar el rizado en la banda pasante Rs=407)

disp(’Pulse una tecla para continuar ...’)
pause

clf

clear Nb,Nc1,Nc2,Ne;

Rp=2;

Rs=10:1:100

for(i=1:length(Rs))
[Nb(i),Wn]l=buttord(2xfcl/fm,2+fc2/fm,Rp,Rs(i));
[Nc1(i),Wn]l=cheblord(2*fcl/fm,2*fc2/fm,Rp,Rs(i));
[Nc2(i) ,Wn]=cheb2ord (2*fcl/fm,2*fc2/fm,Rp,Rs(i));
[Ne(i),Wnl=ellipord(2*fcl/fm,2*xfc2/fm,Rp,Rs(i));

end

plot(Rs,Nb,’k-’,Rs,Ncl,’k:’,Rs,Nc2,’k.-? ,Rs,Ne, k=)

legend (’Butterworth’, ’Chebyshev I’,’Chebyshev II’,’Eliptico’)

xlabel(’Rizado en la banda atenuada (dB)’)

ylabel(’Orden del filtro’)

title(’Variacién del orden del filtro al variar la atenuacién Rp=2dB’)

Las graficas obtenidas se muestran en las Figs. 6.74 y 6.75. Observamos como a
partir de unas especificaciones dadas, son los filtros elipticos los que proporcionan un
orden menor, a costa de permitir rizados en ambas bandas. Los filtros de Butterworth
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proporcionan el mayor orden si bien la banda pasante es maximamente plana. También
podemos obtener un comportamiento plano en la banda pasante con los filtros de
Tchebyshev de tipo 11, si bien la caida en la banda no pasante no es monétona como
ocurre con los de Butterworth.

Variacion del orden del filtro al variar el rizado en la banda pasante Rs=40
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Rizado en la banda pasante (dB)

Figura 6.74: Modicacién del orden de varios filtros IR disefiados mediante la transformacién bilineal al
variar la atenuacion.

Variacion del orden del filtro al variar la atenuaciéon Rp=2dB
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Figura 6.75: Modicacién del orden de varios filtros IR disefiados mediante la transformacién bilineal al
variar el rizado en la banda pasante.

Compare los érdenes obtenidos para filtros FIR e IIR de las mismas caracteristicas
(frecuencia de corte, atenuacién, anchura de la banda de transicién, etc. Ej: Filtro
pasa Baja Fc¢=200Hz, BT=100Hz, Rp=1dB, Rs=60 dB Frecuencia de muestreo
1000Hz.)

El siguiente c6digo permite obtener disenar los diversos filtros:

%Comparacién de 6rdenes IIR y FIR

fm=1000; %Frecuencia de muestreo

Rp=1; %Rizado en la banda pasante en DB

Rs=60 %Rizado en la banda atenuada en DB sin signo
F1=200; %Inicio de la banda de transiciémn

W=[1 0]; %Valores ideales del filtro
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a=10" (Rp/20); %Rizado en la banda pasante en escala lineal
ri=(a-1)/(a+1);

r2=10"(-Rs/20); %Rizado en la banda atenuada en escala lineal
rizado=[r1/2 r2];

F2=300; %Fin de la banda de transicién

[n,fo,mo,w] = remezord( [F1 F2], W, rizado, fm )

b = remez(n,fo,mo,w);
[h,w]l=freqz(b,1);

[nb,w]=buttord (F1*2/fm,F2*2/fm,Rp,Rs) ;
[b1,al]l=butter(nb,w);
[hi,w]=freqz(bl,al);

[ncl,wl=cheblord (F1*2/fm,F2x2/fm,Rp,Rs);
[b2,a2]=chebyl(ncl,Rp,w);
[h2,w]=freqz(b2,a2);

[nc2,wl=cheb2ord (F1*2/fm,F2x2/fm,Rp,Rs) ;
[b3,a3]=cheby2(nc2,Rs,w) ;
[h3,w]=freqz(b3,a3);

[ne,w]=ellipord(F1*2/fm,F2%2/fm,Rp,Rs);
[b4,a4]=ellip(ne,Rp,Rs,w);
[h4,w]=freqz(b4,ad);

figure

plot (w/pi,abs(h),’k-’,w/pi,abs(hl), ’k:’,...
w/pi,abs(h2),’k.-’,w/pi,abs(h3),’k--’,w/pi,abs(h4),’k-")

legend (’Equiripple’, ’Butterworth’,’Chebyshev I’,’Chebyshev II’,’Eliptico’)
xlabel (’\omega/\pi’)

ylabel(’ [H(\omega) | ’)

figure

plot(w/pi,angle(h),’k-’,w/pi,angle(hl),...

’k:? ,w/pi,angle(h2),’k.-’ ,w/pi,angle(h3),’k--’,w/pi,angle(hd),’k-’)

legend (’Equiripple’,’Butterworth’,’Chebyshev I’,’Chebyshev II’,’Eliptico’)
xlabel (’\omega/\pi’)

ylabel (’\Phi(\omega) (rad)’)

Los érdenes obtenidos para los filtros han sido:

= FIR de rizado constante: 21
» Butterworth: 12

» Tchebyshev: 7

= Eliptico: 5

Las respuestas en frecuencia de estos filtros se muestra en las Figs. 6.76 y 6.77.

Para que las grificas sean comparables, hemos reducido a la mitad el rizado en la
banda de paso para el filtro de rizado constante, ya que el rizado en los filtros de
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Figura 6.76: Respuesta en frecuencia en médulo de los filtros disefiados.
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Figura 6.77: Respuesta en frecuencia en fase de los filtros disefiados.

Tchebyshev y eliptico oscila entre 1 y 1 — §; a diferencia de los anteriores en los que
la variacién es entre 1 4+ d; y 1 — d;. En la respuesta en fase se observa que, ademés
del filtro FIR cuya fase es lineal, es el filtro de Butterworth el que presenta mayor
linealidad en la banda pasante.

En cuanto a la respuesta en mddulo, son los filtros elipticos los que presentan una
transicién més abrupta y el filtro FIR el de transicion mas suave.



Capitulo 7

Sistemas Adaptativos

7.1. Introduccion tedrica

Los sistemas o filtros adaptativos son sistemas variante-temporales de forma que se adap-
tan a cambios en su entorno, optimizando su funcionamiento de acuerdo a una serie de algo-
ritmos conocidos como algoritmos adaptativos. La forma de determinar el comportamiento
optimo del filtro adaptativo es minimizando una funcién mondtona creciente de la senal o
secuencia de error. Esta secuencia se define como la diferencia entre una senal que se toma
como referencia, o senal deseada, y la salida del filtro adaptativo.

El esquema general de un sistema adaptativo seria el representado en la Fig. 7.1, donde
z(n) es la secuencia de entrada al sistema adaptativo e y(n) es la secuencia de salida que
sers comparada con la sefial deseada d(n) para producir una sefial de error e(n). Esta
se emplea para ajustar los coeficientes del sistema adaptativo mediante un determinado
algoritmo adaptativo. De este modo, la finalidad del algoritmo adaptativo es modificar los
parametros que definen el funcionamiento del sistema adaptativo de forma que la senal de
error sea minima.

d(n)
__xm || sistema y(n)
Adaptativo
Algoritmo e(n)
Adaptativo [*

Figura 7.1: Esquema de un sistema adaptativo.

Por lo comentado hasta ahora, los sistemas adaptativos serdn variante-temporales y, por
tanto, no se podran utilizar ninguna de las transformadas vistas en este libro. En ese sentido,
los métodos de andlisis discretos no sirven en estos sistemas salvo en casos muy puntuales.
A este inconveniente se une que las relaciones entrada-salida de este tipo de sistemas
pueden ser no lineales. Esto conlleva que los sistemas adaptativos necesitan procedimientos
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matematicos avanzados para su analisis.

7.1.1. Aplicaciones de los sistemas adaptativos

Los sistemas adaptativos se pueden utilizar en una serie de estructuras que se detallaran
a continuacién. En cada una de ellas se proporcionard una serie de aplicaciones de dicha
estructura. Es importante recalcar que, hasta el momento, no se ha comentado nada sobre
la estructura ni funcionamiento de estos sistemas. Asi pues todo lo que se va a comentar a
continuacién es general para todo tipo de sistema adaptativo (FIR, IIR, red neuronal, etc).

Estructura directa

El esquema de esta estructura es el que se detalla en la Fig. 7.2. A la hora de analizar
cualquier sistema adaptativo, el punto clave a tener en cuenta es que se intenta minimizar
el valor del error cuadratico medio o cualquier otra funcién mondtona creciente del error.
En este caso, éste objetivo se conseguird cuando la senal de salida del filtro adaptativo sea
igual a la senal de salida del sistema desconocido. Como los dos sistemas tienen la misma
entrada y presentan la mima salida tenemos identificado el sistema desconocido; la funcién
de transferencia del sistema desconocido es la del sistema adaptativo para dichas entradas.
Evidentemente la aplicacién més inmediata es su uso en la identificacién de sistemas. En la
seccion de problemas resueltos con MATLAB se vera como se puede utilizar esta estructura
para disenar cualquier respuesta en frecuencia.

Sistema d(m)
Desconocido
e(n)
x(n) /
, Sistema
Adaptativo y(n)

Figura 7.2: Estructura directa de un sistema adaptativo.

Estructura inversa

El esquema de esta estructura es el que se detalla en la Fig. 7.3. Al igual que ocurria en
el caso anterior hay que centrarse en lo que persigue el sistema adaptativo: la minimizacién
del error cometido por dicho sistema. Esto ocurrird cuando la senal de salida del filtro
adaptativo y(n) sea igual a la senal deseada que, en esta estructura, es igual a z(n). El
objetivo del sistema adaptativo es “deshacer” lo que hace el sistema desconocido. En teoria
de sistemas esta accién equivale a decir que el sistema adaptativo tiene como funcién de
transferencia la inversa del sistema desconocido. Una aplicacién tipica de esta estructura se
encuentra en la ecualizacidn de canales.

En cualquier comunicacién se tiene un emisor, canal, receptor y, por supuesto, un mensaje.
El mensaje se vera distorsionado por el canal de transmisién, y por tanto, el receptor
tendrd que eliminar la actuacion del canal sobre dicho mensaje para obtener el mensaje
original. Las fuentes de distorsién de un canal de comunicaciones son varias: distorsién
de la senal, introduccién de ruido, atenuacion, interferencia entre simbolos (Inter-Symbol
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Interference, 1SI), decaimiento, etc. Por tanto, en problemas de ecualizacién de canales
se trata de identificar la funcion de transferencia del canal y determinar un sistema cuya
funcién de transferencia sea la inversa de dicho canal. Por las caracteristicas de muchos
canales de transmisién esa funcién de transferencia cambia con el tiempo y, por tanto, se
necesita un sistema que se adapte a dichos cambios. Un sistema adaptativo es ideal en este
tipo de situaciones.

x(m) Sistema Sist: y(n) <&
Desconocido Adaptyﬂo

e(n)

Figura 7.3: Estructura inversa de un sistema adaptativo.

Predictor

Esta estructura se utiliza en modelos de prediccién y su esquema se presenta en la Fig.
7.4.

x(n) x(n-p) Sistem y(n) T
Retardo Adapta weo >

e(n)

Figura 7.4: Esquema de un sistema adaptativo usado como predictor.

La salida del filtro adaptativo utiliza las muestras anteriores de la senial z(n) para deter-
minar la salida y(n). Esto es,

y(n) = f(z(n—p),z(n—p—1),...). (7.1)
El objetivo del sistema adaptativo es hacer que y(n) = z(n) por lo que se tendria entonces:
z(n) = f(z(n—p),z(n—p—1),...). (7.2)

Si se piensa el significado de la dltima expresién queda claro el funcionamiento de este
sistema. Se trata de realizar una prediccién del valor futuro, ng, de la senal, z(ng), en
funcién de las muestras anteriores de dicha senal, z(n) con n < nyg.

Esta estructura tiene un uso directo en el diseno de sistemas de control ya que si somos
capaces de predecir la magnitud a controlar, podremos modificarla (controlarla) para que
muestre una serie de caracteristicas deseadas. Su utilizacién en el campo del control ha
sido tan amplia que se tiene una rama de esta drea del conocimiento conocida como control
adaptativo y neuronal.

Cancelador activo de ruido

Los pasos a seguir a la hora de filtrar una senal contaminada con ruido aditivo son
siempre los mismos. La senal que se tiene a nivel temporal, que es la suma de la senal que
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se quiere obtener y el ruido que la interfiere, se transforma de dominio. Se abandona el
terreno temporal y se traslada la informacion a otro dominio, por ejemplo el frecuencial.
En dicho dominio la senal y el ruido estan separados y se puede aplicar un filtro quedando
el ruido eliminado. Finalmente se vuelve al terreno temporal donde ahora sélo se tiene la
senal de interés. Todo este proceso queda reflejado en la Fig. 7.5. Este diagrama tiene un
problema facilmente reconocible: jqué ocurre si el contenido espectral del ruido y de la
senial que se quiere obtener estdn solapados? En este caso la aplicacién de filtros selectivos
en frecuencia para eliminar el ruido no son aplicables.

Transformacién

frecuencial

Sefial con ruido Espectro de la sefial con ruido

2 ] SENAL
600

i ]
500

RUIDO

o 1
100 )/J

] 10 20 30 a0 ) 70 80 0 100 o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

E)
Muestras Frecuencia digital normalizada. Frec. Nyquist =1

Transformacion

frecuencial <+«——
inversa

Filtrado

Sefial Filtrada Respuesta en frecuencia del filtro

Magnitud

o 10 20 30 0 60 70 80 %0 100 ] o1 o0z 09 1

E) 03 0. 7 o8
Muestras Frecuencia digital normalizada. Frec. Nyquist=1

Figura 7.5: Esquema de un filtrado selectivo en frecuencia.

Una de las alternativas para ser utilizadas en este caso es el cancelador activo de ruido
(ANC)! cuyo esquema se muestra en la Fig. 7.6. Aqui s(n) es la sefial que se quiere obtener
(deseada), ro es el ruido que afecta a dicha senal y 71 es un ruido correlacionado con el
anterior.

De esta forma, el error cuadratico en el instante n cometido por el sistema adaptativo
serd,

¢?(n) = (d(n) — y(n))* = (s(n) + ro(n) — f(r1(n)))?, (7.3)

donde f(ri(n)) es la salida del filtro adaptativo. Dada la nula correlacién entre s(n) y
r1(n), se puede decir que el sistema modela la senal de ruido r¢(n) una vez minimizado
este error cuadritico. En este caso, la senal de error es s(n) que es, justamente, la senal
que se quiere obtener. Resulta importante destacar que no se habla en ningtin momento de

IN. de AA. En funcién de campo de aplicacién de este tipo de estructuras, se denominan canceladores
activos de ruido o bien canceladores adaptativos de ruido. En el presente texto hemos preferido emplear la
primera forma.
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d(n)=s(n)+1,(n)

x(n)=r,(n) . :
| Sistem y(n) v
Adaptagivo

e(n)

Figura 7.6: Esquema bdsico de un cancelador activo de ruido.

transformaciones en frecuencia y que el punto clave es la correlacién entre fuentes de ruido
asi como la estimacién de que no existe relaciéon entre la senal de ruido y la senal que se
quiere obtener.

7.1.2. Algoritmos adaptativos. Algoritmo LMS

Entre los algoritmos adaptativos més extendidos se encuentra la familia de minimos cua-
drados, LMS ( “Least Mean Square”). Estos algoritmos se obtienen usando la regla delta
para la minimizacién iterativa de funciones. El funcionamiento de esta regla es muy intui-
tivo; se parte de unos valores de los pardmetros de la funcién (en principio aleatorios) y, a
partir de dichos valores, los parametros del sistema se acercan a los 6ptimos correspondien-
tes al minimo de la funcion. El problema consiste, logicamente, en determinar la direccién
de dicho minimo. Para ello se echa mano de calculo vectorial, donde la direcciéon del minimo
coincide con la opuesta del gradiente de la funcién. La razén estriba en que la direccion del
gradiente apunta al maximo de la funcién. Segin todo lo dicho, la regla delta para el ajuste
de los pardmetros del filtro a vendria dada por la expresion

(7.4)

donde J es la funcién que define el comportamiento del sistema adaptativo (normalmente
se considera el error cuadratico medio), p es un ntimero real positivo, conocido como cons-
tante de adaptacion, que controla el incremento de los pardmetros a, en cada iteracion del
ajuste n. Légicamente, si la constante p es alta, el incremento sera alto y la velocidad de
convergencia del sistema adaptativo hacia el sistema éptimo aumentara. El problema radica
en que un aumento en el valor de la constante de adaptacion puede conllevar que el sistema,
se vuelva inestable. Este descenso por gradiente queda reflejado de forma esquemaética en
la Fig. 7.7.

En el caso de la familia de algoritmos adaptativos LMS la funcién a minimizar es el error
instantaneo al cuadrado, es decir:

J =ée2(n), (7.5)

donde e(n) es el error cometido en el instante n y se define como la diferencia entre la sefial
deseada, d(n), y la salida del filtro adaptativo en el instante n, y(n), es decir:

J = (d(n) —y(n))*. (7.6)
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Funcién
de error
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Figura 7.7: Esquema del descenso por gradiente sobre la superficie de la funcién de error o coste en
funcién de los parametros.

A continuacién se obtendran las ecuaciones de actualizacién de un filtro adaptativo de
tipo FIR ( “Finite Impulse Response”). Las razones se deben a su sencillez y a que otros
tipos de filtro (IIR, Volterra, etc.) quedan fuera del planteamiento del presente texto. La
salida del filtro adaptativo se determina convolucionando la respuesta impulsional del filtro
adaptativo con la entrada:

L—-1
y(n) = wn(k)z(n — k) (7.7)
k=0

Siendo wy, (k) el coeficiente k de la respuesta impulsional en el instante n y z(n) la entrada
en dicho instante. Para mayor sencillez en las ecuaciones que se van a determinar se definen
los vectores de pesos y entradas de la siguiente forma:

Wy, = [wn(0),w, (1), ..., w, (L — 1)]", x, = [£(0), z(1),...,z(L —1)]". (7.8)

donde el superindice T" indica trasposicion. De esta forma, la salida del filtro queda definida
como

y(n) = w? - x,. (7.9)

La funcién de coste desarrollada seria
L—1
J=E{*n)}=E {(d(n) —wp %)} = B{(d(n) = ) wn(k)x(n — k))z} (7.10)
k=0

Para la actualizacién de los pardmetros hay que aplicar la regla delta definida en este caso
particular como

oJ

ow,,

Wptl =Wy — [ (7.11)
Tenemos que determinar en primer lugar el término de gradiente que aparece en la ultima
expresion

0
— 9e(m) 21 (7.12)

owy,

0J  0E{e*(n)}
ow,(k) — Owy,
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Teniendo en cuenta que

Oc(n) _ OB{d(n) =YZg wnls)sn =)} _
ow, Gwn (k)

(7.13)

se llega a

oJ  O0E{e*(n)} _
dwn - own(h) —2e(n)z(n — k). (7.14)

Sustituyendo ahora en la expresion que define la regla delta, se tiene la regla de actualizacién
de los coeficientes del filtro adaptativo regido por el LMS:

wp+1(k) = wp (k) + 2pe(n)z(n — k), 0< k< L—1. (7.15)
Utilizando notacién vectorial se llega a:
W1 = Wy + 2ue(n)x, (7.16)

Asi pues, un filtro adaptativo de tipo FIR basado en el LMS tendria la siguientes etapas en
su funcionamiento:

1. Inicializacién de los coeficientes del filtro adaptativo.

2. Determinacién de la salida del filtro:

4. Actualizacién de los coeficientes del filtro

Wpt1 = Wy + ae(n)x,

Donde se ha englobado el pardmetro 2u en el parametro «.. Destacar que el procedimiento
desarrollado, regla delta, es totalmente general de forma que se puede utilizar en cualquier
estructura donde se defina un indice de funcionamiento del sistema. De este modo, la
ecuacion de actualizacion de los pardmetros de dicha estructura se convierte en un ejercicio
de derivadas parciales.
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7.2. Problemas resueltos
1. |Demuestre, usando el desarrollo en serie de Taylor de e?(n+ 1) que el algorimo LMS

normalizado definido como

e(n)

Wyl = Wy, + oar—
1% ]

es el 6ptimo para minimizar la funcién de error J = e?(n).

Resolucion:

Se sabe que en el algoritmo LMS se tienen las siguientes ecuaciones

L—1
y(n) =Y wa(k)a(n — k) (7.17)
k

=0
e(n) = d(n) —y(n) (7.18)
W41 (k) = wp, (k) + ae(n)z(n — k) (7.19)

donde y(n) es la salida del filtro adaptativo, d(n) es la senal deseada, wy, (k) son los
coeficientes del filtro adaptativo en el instante n y z(n) es la senal de entrada al filtro.

Para mayor facilidad en la demostracién, se trabajard con vectores; asi se definen los
vectores de pesos y la entrada como, respectivamente

Wy, = [wn(0),w, (1), ..., w,(L—1)]" (7.20)
x, = [z(n),...,z(n — L+ 1)L (7.21)

donde el superindice T' indica trasposicion. De acuerdo con esto, se tendra:

y(n) = wy, - xp (7.22)
e(n) = d(n) —y(n) (7.23)
Wnt1 = Wy, + ae(n) - x, (7.24)

donde (-) indica el producto escalar entre vectores.

Desarrollando e(n + 1) en series de Taylor, llegamos a:

86_(n)Awn + 9¢*(n)

- o (Aw,,)? + ... (7.25)

e(n+1)~e(n)+

A partir de las ecuaciones (7.22) y (7.23) se puede inferir

Oe(n) _ _r. (7.26)

owy,

y a partir de la ecuacién (7.24) llegamos a
Aw,, = ae(n)xy,. (7.27)

Si « es muy pequeinia, se puede hacer la aproximacién de considerar sélo el término
de la primera derivada en el desarrollo en serie de Taylor, llegando entonces a

e(n+1) ~e(n) —xLe(n)ax, = e(n)(1 — a||x,||?). (7.28)
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Elevando al cuadrado para su inclusion en la formula de la regla delta, se obtiene
A(n+1) = e*(n)[1 — of|x,||*). (7.29)

Derivando parcialmente esta expresidn respecto de «, e igualando a 0, se llega al «

6ptimo (ag) que minimiza e?(n + 1):

9e2(n + 1)

. (7.30)

= —2¢°(n)[1 — allxall’] - [[xa]|* = 0 = a9 = 5
|1

Esta conclusién la podriamos haber derivado de la ecuacién (7.28) ya que e?(n+1) > 0

1
B

y vale cero cuando o =

2. | Una Funcién de Base Radial, Radial Basis Function (RBF), es una red neuronal que
tiene la estructura mostrada en la Fig. 7.8, donde cada una de las neuronas de la
capa oculta realiza la operacion

2
_xn—cgll
20

Yg = € k )

siendo x,, el vector de entrada en el instante n, ¢; el vector de centros y o,% la varianza
asignada a cada centro. La salida de la RBF se calcula como una combinacién lineal
de las salidas de la capa oculta, es decir

N
o(n) = 3" wa(kys.
k=1

siendo wy, (k) el peso k de la red en el instante n. Se pide determinar, usando la regla
delta, las expresiones de actualizacién de los pesos, centros y varianzas de esta red

neuronal.

Resolucion:
La regla delta tiene como misién la obtencién del minimo de una funcién aplicando
un procedimiento iterativo. La funcién a minimizar en nuestro caso sera

J = é*(n) = (d(n) — o(n))? (7.31)
donde e(n) es el error cometido por la red en el instante n. La regla delta plantea la

siguiente actualizacién de un pardmetro A:

0J
OAn

siendo a un coeficiente real conocido como constante de adaptacion. Esta regla se

(7.32)

>\n+1 = >\1’L —

usard para determinar la actualizaciéon de los pardmetros de la red, en este caso

pesos, centros y varianzas.

= Ajuste de los pesos w,. En la RBF se tienen las siguientes ecuaciones

lxn—es|l?

ys=e 293 (7.33)

N
o(n) = an(s)ys (7.34)
s=1

J =¢€(n) = (d(n) — o(n))? (7.35)
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Capa de Capa
entrada. x oculta: yy,

Figura 7.8: Esquema de una Funcién de Base Radial (RBF) compuesta por una capa de entrada que
recibe las sefiales que propaga a través de una capa oculta formada por un conjunto de nodos o neuronas
con funcidn de activacion Gaussiana y cuyo procesado propaga al nodo de salida.

Aplicando la regla delta para los pesos, se tendria:

Wn41(8) = wy(s) — aawanj(s) = —2e(n)ys (7.36)
con lo que
Wn+1(s) = wn(s) + 2ae(n)y; (7.37)

Esta ecuacion es equivalente al algoritmo LMS de actualizaciéon de pesos en un
filtro adaptativo.

= Ajuste de los centros c,. Si se plantea la actualizacién para los centros, se

tiene:
oJ
et =cp — . (7.38)
k Jcy,
. . . J
Si ahora se aplica la regla de la cadena para derivar e’
k
oJ oJ 0o 0
el oln) ﬂ, (7.39)
dc  Oo(n) Oy, Oc}
y definiendo
| — sl
Uy 552 , (7.40)

se tendria

yp = e k. (7.41)
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Ahora se puede volver a aplicar la regla de la cadena sobre la derivada parcial
siguiente:

Oyr, _ Oyp Ouy
Ik _ ZIR TRk 42
802 0 U acZ’ (7 )

donde a partir de las Ecs. (7.35), (7.34), (7.41) y (7.40) se obtiene, respectiva-

mente:
or _ —2e(n
Foi) 2e(n) (7.43)
do(n)
Sy~ k) (7.44)
Yk —e .1 = —y (7.45)

(9U,k

8uk X — Cg

— = - (~1 4
do, = oz (D (7.46)

Utilizando todas estas derivadas, se puede escribir:

X—C
R R = (7.47
k

donde se han englobado todos los factores constantes en el pardmetro .

» Actualizacién de las varianzas (0}),. Aplicando la regla delta de nuevo para
obtener la actualizacion de las varianzas se tiene:

(0D)ns1 = (D) — 8(‘3‘5)”. (7.48)

Para la obtencién de la derivada que aparece en la tltima ecuacion habria que
hacer las mismas derivadas que aparecen en las ecuaciones (7.39) y (7.42), cam-

biando la dltima por a(a;fz’“) . Se tendria entonces que
k n

oJ 0o(n) dyr Oug

2
n = ) 7.49
(o}) do(n) Oyr Ouy 8(0,%)n ( )
Calculando la tltima derivada a partir de (7.40), se tiene que
8uk ||Xn —Ck||2
= — . 7.50
I INTEANE (7:50)

Se llega entonces a la siguiente actualizacién de las varianzas de los centros:

(02)ns1 = (0D)n + Ae(n) - wa(k) - g - g (7.51)
(D))

donde en ¥4 se han englobado, de nuevo, todas las constantes.
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3. |Dado el sistema adaptativo de la Fig. 7.9, con un sélo peso y regido por el algoritmo
LMS, se pide:

)
b)
)

La funcién de transferencia H(z) = Y .. qué respuesta en frecuencia presenta?

Realizar lo mismo para H(z) = %.

Si d(n) es una constante de valor k, jqué estimacion hace el sistema adaptativo
de la senal deseada?

d) Sila constante de adaptacion varia en cada instante segin la siguiente expresién
a= n%rl, determine el significado del peso del sistema adaptativo.
Resolucién:

7 Sistema

Adaptativo

A

e(n)

Figura 7.9: Esquema del sistema planteado en el gjercicio 3. La sefial de error e(n) se emplea para ajustar
los pesos del sistema adaptativo.

a)

El sistema adaptativo planteado es uno de los pocos donde se pueden aplicar
Transformadas Z. Ademsds, la interpretacién del sistema adaptativo es sencilla
pudiendo intuir el comportamiento de dicho sistema. En efecto, del esquema
mostrado en la Fig. 7.9 se observa que la salida del sistema adaptativo, como
mucho, modelizard (o intentard modelizar) el valor medio de la senal deseada. Si
se piensa en términos de descomposicion de Fourier esta conclusion es inmediata.
Seguidamente se determinard la funcién de transferencia H(z) = % Se tienen
las siguientes ecuaciones para nuestro caso particular (un sélo peso y entrada

constante de valor 1):

y(n) = w(n) (7.52)
e(n) = d(n) — y(n) = d(n) — w(n) (7.53)

Si se aplica la ecuacién (7.53) sobre la actualizacién de los pesos,
w(n + 1) = w(n) + ae(n)z(n) (7.54)
se obtiene
w(n+1) = w(n) + a(d(n) —w(n)) = wn)(1 —a) +ad(n)  (7.55)

ya que z(n) = 1. La ecuacién de actualizacion de pesos es lineal e invariante
temporal, por lo que se pueden aplicar Transformadas Z, mas concretamente, la
propiedad del retardo temporal de éstas, llegando a

W(z)=1—-a)W(2)z ! +az1D(2), (7.56)
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que conduce a

W(z) D(z) (7.57)

T 1- (1—a)z"t

A partir de la ecuacién (7.52) se tiene que Y (z) = W(z), mientras que a partir de

la ecuacién (7.53) se puede obtener E(z) = D(z) — W (z). Por tanto H(z) = lE/gzg
se calculard como,
D(z) —W(z) _ D(2)
H(z) = = -1 7.58
Usando la ecuacién (7.57), se obtiene
D(z) 1—(1-a)z7! z—1
Hiz) = 1 1= 7.59
(2) W (z) az1 o (7.59)
La funcién de transferencia presenta un cero en z = 1 por lo que elimina la

componente de continua; es decir, la senal de error e(n) = d(n) — y(n) no tiene
componente de continua. Por tanto, concluimos que el sistema adaptativo estima
la componente de continua de d(n) de tal forma que la senal de error no tiene
dicha componente.

E
Para determinar la funcién de transferencia H(z) = DEZ; se utiliza,
z
D(z) —
e _PE-WE) W)
D(z) D(z)
(7.60)
_q az ! 1—zt oz—1

T 1-(1-a)z! :1—(1—04),2_1 Cz—-(1—-a)

Esta funcién de transferencia presenta un polo en 1 — « y un cero en z = 1. Si
a ~ 0, entonces se tiene la disposicién de polos/ceros que se muestra en la Fig.
7.10. La respuesta en frecuencia de este sistema se muestra en la Fig. 7.11. La
frecuencia de corte f. del filtro depende del valor de la constante «; cuanto mas

cercano a 1 esté su valor, menor serd f..

[
T

Parte Imaginaria
© o o o
o N b O @
X
©

A
©c o o o
©® o x N

|
=
T

-1 -0.5 0 0.5 1
Parte Real

Figura 7.10: Disposicién del polo/cero del sistema adaptativo del ejercicio 3.
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i i 1 1 1 1 | i 1
) 01 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1
angular pi

Figura 7.11: Respuesta en frecuencia del sistema adaptativo del ejercicio 3.

Este sistema elimina la componente de continua de la senal dejando el resto
de componentes (en magnitud) inalteradas. Una aplicacién tipica de este siste-
ma se presenta en la parte practica con MATLAB de este capitulo y se trata
de eliminar en un electrocardiograma las variaciones de la linea basal. Este ti-
po de interferencia es debida a la respiracion del paciente que modula la senal
electrocardiografica.

Considerando d(n) = k se puede escribir, a partir de la Ec. (7.53),
e(n+1)=dn+1)—yn+1)=dn+1) —w(n+1) (7.61)
Como d(n+1) = d(n) = k y a partir de las Ecs (7.53) y (7.55), se puede escribir:

e(n +1) = d(n) = [w(n) + a(d(n) —w(n))] = [d(n) —w(n)][1 - o] = e(n)[1 - 47.62)

y, por tanto,
A Y (7.63)

Iterando esta expresién se llega a e(k) = (1 — a)*e(0), que es una relacién inte-
resante pues proporciona informacion acerca de:
» FEstabilidad. El sistema serd estable si |1—a| < 1 por lo que se deberd cumplir
0<a<2.
= Velocidad de convergencia. Conforme a esté mas cerca a 1, mas rapidamente
tendera el error a 0.

Si se toma una dependencia temporal de la constante de adaptacién « de forma
que a(n) = 1/(n + 1), se tiene la siguiente ecuacién de actualizacién

1
n+1

w(n+1) = w(n) + - (d(n) —w(n)), (7.64)

por lo que

(n+ Dw(n+ 1) = nw(n) + d(n). (7.65)
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Si se aplica de forma iterativa esta expresién, se obtiene, inicializando el peso a
0,
(n+1w(n +1) = nw(n) +d(n)
nw(n) =(n—1wn —1)+dn—1)
(n—1Dw(n —1) = (n—2)w(n —2) +d(n —2) (7.66)

Sumando todas las expresiones anteriores,

1 n
(n+Dw(n +1) Zd ) = w(n+1) = n+1k-0d(k) (7.67)

El peso w(n + 1) es el valor medio de la senal d(n), por lo que de nuevo aparece
la estimacion de la componente de continua.

4. |Un algoritmo muy extendido es el conocido como leaky-LMS, donde el objetivo es

. ) A :
minimizar la funcién de coste J = e?(n) + §||wn| |2, siendo w, el vector de pesos en

el instante n. Determinar

a) La ecuacién de adaptaciéon de los pesos del filtro adaptativo. ;Qué papel juega
el pardmetro A7

b) Sise considera el mismo caso que en el problema anterior, esto es, un filtro con
un Unico peso y entrada constante de valor 1, se pide determinar la funcién de
transferencia G(z) = g%z%, donde E(z) es la TZ de la secuencia de error y D(z)
es la TZ de la secuencia deseada. ;Qué conclusiones se pueden sacar sobre su
comportamiento frecuencial?

Resolucién:
a) En un sistema adaptativo se tienen las siguientes ecuaciones
y(n) =wl - x, = Z wp(k) - x(n — k), (7.68)
con Wl = [wy(0),...,w,(L—1)] y xL = [z(n),...,z(n— L+ 1)] donde T indica

la operacién de trasposicién. Las secuencias de error y de actualizacién de los
pesos vienen regidas por:

e(n) = d(n) - y(n) (7.69)
Aw, = —aVy, J. (7.70)
Ademss, en el enunciado del problema se proporciona la expresién de la funcién
de coste:
A A&
= Jeal + SlIwall® = leal + 5 > (wn(k))*. (7.71)
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Aplicando la regla delta a una determinada componente del vector w,, se tiene,

W, S = _aaij = aez(n) i 0 L—1 w 2
Aunls) Jwn(s) [awn(s) + 3 G (S (wnlh) )] -
— a2 (1) 20 4 2 )

Aplicando ahora la ecuacién (7.68) para determinar la derivada parcial que apa-
rece en la dltima ecuacién se llega a

Awy(s) = 2ae(n)z(n — s) — Aawy(s), (7.73)
que, expresandola en forma vectorial tiene la forma
Aw,, = 2ae(n)x, — Aaw,,. (7.74)

El parametro A controla el “decaimiento” de los pesos ya que en la expresién
anterior tenemos una realimentacién negativa que conduce a los pesos a anu-
larse. Otra forma de verlo consiste en fijarse en la expresién de la funcién de
coste donde hay que minimizar la suma de e?(n) + 3 ||wy||?. Aqui el pardmetro A
determinard la relacién entre los dos términos de tal forma que, si A es pequeno,
se “intentard” minimizar mayoritariamente el error cuadratico y si es grande, se
“intentard” minimizar ||w,||?, haciendo tender los coeficientes del filtro adapta-
tivo a 0. Por tanto, este parametro establece un compromiso entre los errores

permitidos y el tamnao de los coeficientes.

En el problema anterior, se tenia el esquema de la Fig. 7.9. Ahora se pide deter-

minar la funcién de transferencia G(z) = Dgz% cuando se usa la funcién de coste

definida en este problema. Para ello se consideran las ecuaciones siguientes del
sistema adaptativo:

y(n) = w(n) * z(n) = w(n) (7.75)

donde hemos tenido en cuenta que se tiene un solo peso y la entrada es constante
tomando un valor de 1.

e(n) = d(n) —y(n) = d(n) —w(n) (7.76)
w(n + 1) = w(n) + ce(n)z(n) — Aaw(n) (7.77)
Reagrupando las expresiones anteriores se llega a
w(n+ 1) = w(n) + a(d(n) — w(n)) — Aaw(n), (7.78)
con lo que
w(n+1) = ad(n) + w(n)[l — a— Aal. (7.79)

Si ahora se toma 5 = o+ Aa = a(l + \), la ecuacién anterior se puede reescribir
€omo

w(n +1) = ad(n) + w(n)(1 — B). (7.80)
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La expresién de actualizacion de los pesos es muy parecida a la obtenida ante-
riormente ya que, tomando Transformadas Z, se obtiene

W(z) = aD(2)z"' + W (2)z7' (1 - B), (7.81)

de donde

_aD(z)z7t aD(z)z71
-1 =pB)zt 1—[l—al+ )]z (7.82)

Ahora estamos en disposicién de calcular G(z) de la siguiente forma:

by ZEE _DE-WE) | WE)
D(z) D(z) D(z) (7.83)
1 az™! 1+ (aX—1)z7t '

TI-I-al+ Nzl I—[l—ad+N !

Ahora los polos y ceros se sitian en

n Ceros: z=1— al

» Polos: z=1—a(l+A)=1-a\—a

tal como se muestra en la Fig. 7.12. La distancia relativa entre polo y cero no
cambia |2yl — Zeero| = cv. Sin embargo, aparecen cambios en el funcionamiento;
como el cero ya no estd en la circunferencia de radio unidad ya no se elimi-
na la componente de continua como en el caso anterior. En cambio, se siguen
atenuando las bajas frecuencias.

Parte Imaginaria
o
X
o

-1 -0.5 0 0.5 1
Parte Real

Figura 7.12: Diagrama de polos y ceros del ejercicio 4b).

* Kk Kk
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La regla de actualizacién de un filtro adaptativo usando la regla de Hebb (regla no
supervisada de aprendizaje) es

Aw,, = ax, - y(n),

siendo x,, y w, los vectores de entradas y pesos respectivamente, e y(n) la salida
del filtro. Demuestre que la regla de Oja, la cual viene dada por

Aw, = axy - y(n) — awy, - yz(n)’

se puede obtener a partir de la anterior si, después de la actualizacién, se divide por

la norma del vector.

Resolucion:

La regla de Hebb de actualizacién de los pesos queda como
Wptl = Wy, + - Xy, - y(n) (7.84)

Esta férmula de actualizacién de pesos hace tender los pesos a infinito ya que se
aprecia una realimentacion positiva para w, al aparecer de forma implicita w,, e
en el término y(n). Otra forma de ver esta inestabilidad es aplicando la regla delta.
La ecuacién (7.84) corresponde a la minimizacién de —1y?(n) aplicando dicha regla.
Evidentemente esta funcién no tiene minimo o, més bien, lo alcanza cuando w,, tiende
a infinito, de ahi esa inestabilidad.

La Regla de Oja se plante6 para resolver la inestabilidad de la regla de Hebb, de forma
que, si se divide cada vector por su norma, dicho vector tendra norma unidad y no
crecerd en cada iteracion. Esto se puede expresar de la forma:

Wy, + - Xy - y(n)
|Wn +a-xy, y(n)H

Wil =] = (Wa +a-xq - y(n)) - (|wa +a-xq - y(n)|*) " 47.85)

Hay que determinar cuinto vale el término (||w, + a - x, - y(n)|[?)"'/2. Para ello
calculamos primero:

1°

Wi +a-xp - y(n)|P = (W +a- % y(n)" - (Wn + - x,-y(n) =

(7.86)

= |lwall* + 20y(n)w;; - xp + a?y?(n)x} xn

El primer valor vale 1 (norma del vector anterior). Ademds, como la constante de
adaptacién tomard un valor pequeiio se puede despreciar el término «?. Se tiene
entonces

l[Wn + %, - y(n)|> ~ 1+ 2ay(n)(wlx,), (7.87)

donde el término entre paréntesis es la salida del sistema y(n), por lo que se llega
finalmente a

W a3 ()] 2 = 1+ 20y (n). (7.58)
Utilizando la aproximacién (1 + z)" ~ 1 4+ Nz con un valor de z muy pequeiio,

(14 200%(n)) "% ~ 1+ 2012 (n)(—1/2) = 1 — ag?(n). (7.89)
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Utilizando las ecuaciones (7.85) y (7.89) la actualizacién de pesos serd:
Wil = (W, + ax,y(n) (1 — ay?(n)) = w, + ax,y(n) — aw,y?(n) — a?x,y% (1{(¥.90)
actualizacién que, despreciando el término en o conduce a la regla de Oja:

Aw, = ax, - y(n) — aw, - y*(n). (7.91)
* Kk Kk

6. | La variante normalizada del LMS obtenida anteriormente se puede obtener de otra
forma. Dado un cierto valor de entrada x, = [z(n),...,z(n — L + 1)]*, donde el
superindice T' indica trasposicién, y una senial deseada d(n), hay que determinar el
vector de pesos w,, = [w,(0),...,w,(l — 1)}, tal que se minimiza ||w, 11 — wy||?

sujeto a las ligaduras x. - w11 = d(n). Demuestre que tal procedimiento es eficaz.

Resolucion:

Este es un problema de minimizacién de una funcién sujeta a una serie de ligadu-
ras o restricciones. Aparecen entonces los multiplicadores de Lagrange que tienen en
cuenta dichas ligaduras. La técnica de los multiplicadores de Lagrange se emplea para
encontrar puntos estacionarios de una funcién de varias variables sujeta a una o varias
restricciones. Su uso deriva del cilculo variacional y de la mecénica clasica. La funcion

a mimimizar serd entonces
J = |[Wnt1 — wal[> + A(d(n) — wa1Xn), (7.92)

donde A es un multiplicador de Lagrange. La ecuacién anterior se deriva parcialmente
con respecto a Wy y se iguala a 0:

0J

=0. 7.93
aVVn+1 ( )
De aqui se obtiene la condicién siguiente:
2(Wpt1 — Wy) — Axp, =0, (7.94)
con lo que
A
Wil = 5 Xn + wy, (7.95)
que equivale a
Wil = Wn = 5 Xn. (7.96)

Sustituyendo las ecuaciones (7.95) y (7.96) en la expresién de la funcién a minimizar

se obtiene
A2 A T
7= Il P2 ) = (5w ) x| (7.97)
de donde
A2 2 T A 2
T =2l al P 4+ A () = ()~ ] (7.98)

~"

e(n)
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con lo que agrupando términos se obtiene:
A2 9
J= _ZHXRH + Xe(n). (7.99)
Derivando parcialmente J con respecto a A e igualando a 0, se tiene
aJ A
o = gkl +em) =0, (7.100)
con lo que
2e(n)
A= . (7.101)
|In][?
Finalmente, sustituyendo esta expresion en la ecuacion (7.96), se llega a,
26( )Xn e(n)x,
Wpil =W =w (7.102)
" AT " lxal?
con lo que queda demostrado el procedimiento alternativo a la Regla de Oja propuesto.
7. | Determine el algoritmo LMS en el caso que los coeficientes del filtro adaptativo y las

senales de entrada sean nimeros complejos. En este caso, la salida del filtro queda
definida por la siguiente expresién y(n) = Zk o Wi (k)z(n — k), indicando wy, (k) el
conjugado de wy, (k).

Resolucion:

Ya que wy,(k) es un ntmero complejo se puede definir w,(k) = ax + jbg. Por lo
comentado anteriormente el error vendra dado por

-1
e(n) =d(n) —y(n) =d(n) — Z wy (k)x(n — k), (7.103)
k=0

con J = e(n)? = e(n)e*(n). Derivando parcialmente J con respecto a los coeficientes
del filtro se llega a:

0J _ de(n) ¢ (n) de*(n)

Owy, (k) Owp(k) Own, (k)

e(n). (7.104)

donde, para su resoluciéon hay que recordar que

0 0 .0

= — —. 7.105
dwn(k) _ 0ay | Ob (7.105)

Ademis, la ecuacién (7.103) conduce a
e*(n) = d*(n) —y*( Z wyx* (N — (7.106)

Sustituyendo los valores de wy = ay, + jby en las expresiones del error y su conjugado
se llega a

e(n) =d(n) — i (ar — jbk)x(n — k), (7.107)
k=0

L-1
e*(n) =d*(n) —y(n) =d(n) — » (ax + jbr)z*(n — k). (7.108)
k=0
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De las ecuaciones anteriores son inmediatas las siguientes derivadas

8;2:) = —a(n—k), (7.109)

8;2:) = jz(n— k), (7.110)

8(;(:) = —a*(n—k), (7.111)

8?;:) = —jz*(n—k) (7.112)

Por tanto, las derivadas parciales que aparecen en la ecuacién (7.104) serén igual a

[—2(n — k) + je(n — k)jle"(n) + [=2"(n — k) + j(=jz" (n — k))]e(n)

que, reagrupando términos, conduce a

oJ
Owy, (k)

= —2¢"(n)z(n — k).
Se tiene entonces que, aplicando la regla delta,

Wii1(k) = wn(k) — aVy, x)J-
Finalmente se llega entonces a

w1 (k) = wy (k) + 2a€e™(n)z(n — k).

(7.113)

(7.114)

(7.115)

(7.116)
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7.3. Problemas propuestos

1. |Determinar la expresion que rige la actualizacion de los coeficientes de un filtro
adaptativo cuando se usa la funcién de coste J = |e(n)|, siendo e(n) el error cometido
por el sistema adaptativo. Este algoritmo es conocido como la variante signo en el

error.

2. | Una de las variantes del LMS més extendidas es el conocido como momentum LMS
cuya ecuacion de actualizacion de los coeficientes viene dada por w,11 = Wy, +
ae(n)x, + p(wy, — wy_1). Usando el mismo esquema de la Fig. 7.9, determine:

Y(z)’

b) Realizar lo mismo para H(z) = ggz).

a) La funcién de transferencia H (z) = .. qué respuesta en frecuencia presenta?

~—|

3. | El algoritmo LMS se basa en la minimizacién de la funcién de coste J = e?(n).
Sin embargo, la Unica condicién para que una determinada funcién se pueda usar
como elemento de guia de un sistema adaptativo es que dicha funcién sea monétona
creciente con el error. De forma general se podria plantear la siguiente funcién de
coste J = |e(n)|", siendo 7 un nimero real positivo. Se pide determinar:

a) La funcién que define la actualizacién de los coeficientes del filtro adaptativo
si el factor r se considera constante durante la adaptacién.

b) Las ecuaciones de actualizacion de los coeficientes del filtro y del factor r si

dicho factor se adapta durante el funcionamiento del sistema adaptativo.

4. |Existe una variante del sistema planteado en la Fig. 7.9 que consiste en usar como
entrada la siguiente secuencia

1, n=kL
z(n) =
0, en otro caso

donde L es la longitud del filtro adaptativo y k = 0,1, 2,.... Determine la ecuacion
que rige el error del sistema en funcién de la senal deseada.

5. |Dada la funcién de coste definida por J = w? + w? + 2wy + 3wy se usa la regla
delta para minimizarla. Determine las condiciones que debe cumplir la constante de
adaptacion para que el sistema no diverga.
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6. | Una determinada senal z(n) definida como

#0, 0<n<N-1
z(n) =
0, en otro caso

se puede desarrollar en forma de exponenciales complejas de la siguiente forma

N-1

z(n) = Z ckefj%;\lfm,

k=0

donde los coeficientes ¢ son los términos de dicho desarrollo. Se puede definir una
funcién de coste como

N-1
T =2 (w(n) = #(n)?,
n=0
siendo Z(n):
N-1 .
zZ(n) = Z cpe IR
k=0

Usando el algoritmo LMS para el caso de pesos y entradas complejas determine
un procedimiento iterativo para determinar los coeficientes c¢;. Implemente dicho
procedimiento en MATLAB y compruebe los resultados obtenidos con los coeficientes
de la DFT.
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7.4. Practicas con MATLAB

7.4.1. Diseno de un sistema con una determinada respuesta en frecuencia

En este ejemplo se va a utilizar un sistema adaptativo para modelizar una determinada
respuesta en frecuencia. Para ello se utilizarad la estructura directa estudiada en la intro-
duccién tedrica de este capitulo. El primer paso es muestrear la respuesta en frecuencia
que se quiere tener, esto es, hay que seleccionar una serie de frecuencias, wy, y determinar
cual es la ganancia que se quiere obtener, gi, para dichas frecuencias. Una vez que se han
definido dichas ganancias, y recordando el significado que tiene la respuesta en frecuencia
de un sistema, ya se tienen las senales de entrada al filtro adaptativo y la senal deseada que
seran:

M-1
z(n) = Z cos(wgn) (7.117)
e
d(n) = Z grcos(wgn) (7.118)
k=0

(=)

El siguiente “script” en Matlab implementa esta aplicacion. Los parametros del pro-
grama son la constante de adaptacion, el niimero de iteraciones del algoritmo adaptativo,
la longitud del filtro adaptativo, las frecuencias a utilizar (deben estar entre 0 y 0’5 ya
que trabajamos con frecuencias digitales normalizadas) asi como las ganancias de dichas
frecuencias (las ganancias y frecuencias se introducen en forma de vector).

% Disefio de respuesta en frecuencia mediante filtrado adaptativo
close all

clear

clc

% Introduccién de las variables de interés
alpha=input (’Constante de adaptacién ’);
l=input (’Longitud del sistema adaptativo ’);
n=input (’Numero de iteraciones ’);

% Introduccién de las ganancias del filtro
w=input (’Vector de frecuencias normalizadas a 0.5 ’);
gan=input (’Vector de ganancias correspondientes a dichas frecuencias ’);

% Generacién de las seflales deseadas y entrada al filtro
wd=2%pi*w;

temp=(0:n-1)’;

mat=temp*wd;

% Sefial de entrada al filtro
ent=sum(cos(mat)’);

% Sefial deseada al filtro
% Matriz de ganancias

long=length(gan) ;
matgan=ones(n,1)*gan;
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sal=matgan.*cos (mat) ;
des=sum(sal’);

% Inicializacién de los coeficientes del filtro
fa=randn(1,1);

% Bucle que implementa el algoritmo LMS
ent=[zeros(1,1-1) ent];

for k=1:n,
% Determinacién de la salida del filtro
y(k)=fa*(ent (k+1-1:-1:k))’;

% Calculo del error del sistema
e(k)=des (k)-y(k);

% Adaptacién de los coeficientes del filtro
fa=fat+talpha*e (k) *ent (k+1-1:-1:k);
end

% Representacién de los resultados
subplot(3,1,1)
tl=linspace(0,0.5,fix(n/2));

especent=fft (ent);
plot(tl,abs(especent(1:fix(n/2))))
title(’Espectro de la sefial de entrada ’)

subplot(3,1,2)

especdes=fft(des);
plot(tl,abs(especdes(1:fix(n/2))))
title(’Espectro de la sefial deseada ’)

subplot(3,1,3)

y=abs (fft(y(n-999:n)));

t1=1linspace(0,0.5,500);

plot(t1,y(1:500))

title(’Espectro de la sefial de salida del filtro ’);

% Determinamos la respuesta en frecuencia del sistema adaptativo

figure
freqz(fa)

En la siguiente simulacién se han considerado los siguientes parametros:
= Constante de adaptacién: 0.001.
= Longitud del filtro adaptativo: 40.
» Ntumero de iteraciones 5000
» Frecuencias escogidas: [0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5].

» Ganancias: [001 10 0].
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Segun los pardametros escogidos tendriamos un sistema que actuaria como un filtro pasa—
banda ya que sélo las frecuencias normalizadas 0’2 y 0’3 tienen ganancias no nulas. Los
resultados obtenidos quedan representados por las figuras 7.13 y 7.14. En la primera de
ellas se muestran las componentes espectrales de la senal de entrada, senal deseada y senal
de salida del filtro adaptativo respectivamente. Sobre esta tltima representacién comentar
que se realiza la DF'T de las tltimas muestras de dicha salida para evitar la representacién
espectral de la salida cuando el sistema se estd adaptando que, evidentemente, serd diferente
a la senal deseada (0’5 se corresponde con la frecuencia de Nyquist en esta grifica).

Espectro de la sefial de entrada
3000 T T

20001 q

1000 q

0 D
0 0.1

0.2 0.3 0.4 0.5
Espectro de la sefial deseada

3000 T T T T

20001 q
1000 q
0 I I

0.1 0.2 0.3 0.4
Espectro de la salida del filtro adaptativo
600 T T T T

4001 4

2001 q

0 . .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Frecuencia Angular Normalizada a 0.5

Figura 7.13: Espectros de las diferentes sefiales del sistema adaptativo.

La Fig. 7.14 representa la respuesta en frecuencia del filtro; se puede comprobar que esta
respuesta no se acerca, ni mucho menos, a la que se supone ideal en un filtro pasa-banda.
Si se quiere una mejor respuesta, la tasa de muestreo en frecuencia debe ser mayor ya que
el filtro adaptativo se adapta a lo que se le pide en las frecuencias que se le indican pero,
en el resto de frecuencias, en principio, tiene cualquier ganancia.

Magnitud (dB)

-10001 b

Fase (grados)

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Frecuencia Angular Normalizada (m rads/sample)

-2000
0

Figura 7.14: Respuesta en frecuencia del sistema obtenido al final de las iteraciones.
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7.4.2. Modelizacién de sistemas

En este ejemplo se va a utilizar la estructura directa para comprobar la capacidad de
modelizaciéon de un sistema adaptativo. Hay que recordar que la estructura directa tiene
el diagrama de bloques mostrado en la Fig. 7.2. En el siguiente programa de MATLAB se
implementa dicha estructura anadiendo a la salida del sistema desconocido un cierto ruido
blanco. Los pardmetros a controlar en el programa son los siguientes:

» Longitud del sistema adaptativo.
» Funcién de transferencia del sistema desconocido (se supone un sistema de tipo FIR).
= Constante de adaptacién.
» Ntumero de iteraciones.
= Varianza del ruido que se le anade a la salida del sistema desconocido.
El programa es el siguiente:

% Programa que implementa la estructura directa usando el LMS
% como algoritmo de aprendizaje

clear

close all

clc

% Numero de iteraciones del algoritmo
n=input (’Numero de iteraciones ’);

% Sefial de entrada (ruido blanco)
x=randn(1,n);

% Introduccién del sistema desconocido

sd=input (’Sistema desconocido (entre corchetes) ’);
lsd=length(sd);

xsd=[zeros(1,1sd-1) x];

% Introduccién de la constante de adaptacién
alpha=input (’Constante de adaptacién ’);

% Introduccién del valor inicial del filtro adaptativo
lsa=input(’Longitud del sistema adaptativo ’);
sa=randn(1,lsa);

xsa=[zeros(1,1lsa-1) x];

% Posibilidad de introducir ruido
vr=input(’Varianza del ruido ’);

% Bucle que implementa el algoritmo LMS
for t=1:n,
% Salida del sistema desconocido
sa=xsa(t+lsa-1:-1:t)*sa’;

% Salida del sistema adaptativo
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ysd=(xsd(t+lsd-1:-1:t)*sd’)+vr*randn(1,1);

% Determinacién del error},
error (t)=ysd-ysa;

sa=sa+alphaxerror (t)*(xsa(t+lsa-1:-1:t));

end

plot(error.”2)
xlabel(’Nimero de iteraciones’)
ylabel (’Error cuadratico’)

% Al final se muestran los resultados
sa
sd

En la Fig. 7.15 se muestran los resultados obtenidos para la siguiente simulacién:
= Longitud del sistema adaptativo: 5
» Funcién de transferencia del sistema desconocido: [0.2 0.3 0.75 0.78 -0.95]
= Constante de adaptacion: 0’01
= Numero de iteraciones: 1000

= Varianza del ruido que se le anade a la salida del sistema desconocido: 0’1

=
[e2]
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0 200 400 600 800 1000
Numero de iteraciones

Figura 7.15: Representacion del error cometido por el sistema en funcién de las iteraciones.

Este programa permite comprobar el funcionamiento del algoritmo en multiples situacio-
nes:

1. jQué ocurre cuando el sistema adaptativo tiene menor o mayor longitud que el sistema
desconocido?

2. ;Qué desajuste final se obtiene entre el sistema adaptativo y el desconocido de acuerdo
a los valores de constante de adaptacién y nivel de ruido que se anade a la salida del
sistema desconocido?
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3. ;Como varia la convergencia de acuerdo a la constante de adaptacién?

Finalmente se anima al lector que intente sustituir el algoritmo LMS por algunas de las
variantes comentadas en la seccion de problemas.

7.4.3. Aplicaciones en el procesado digital de electrocardiogramas
Eliminacién del ruido de red de 50 Hz

Un electrocardiograma es un registro de la actividad eléctrica del corazén. Tras su ad-
quisicién, uno de los problemas que se tienen en su procesado es la eliminacién del ruido
de red (interferencia de 50 Hz). El problema radica en que la frecuencia de este ruido no
es fija sino que se produce una pequena variacién en dicha frecuencia con el tiempo. Esta
variacion hace que se necesite un filtro elimina—banda que tiene una cierta anchura. Para
esta eliminacién se planteé el esquema de la Fig. 7.16.

+
ruido de red

Ruido de F(1)
IJ\b//‘red }Z{
i Error
Retardo + =
F(2)

Figura 7.16: Esquema del sistema adaptativo empleado para cancelar la interferencia de la red eléctrica
(50 Hz).

El principio de funcionamiento de este esquema es relativamente sencillo; se intenta mo-
delizar el ruido de red para, una vez modelizado, restarselo al electrocardiograma de tal
forma que, al final, la senal de error debe ser el electrocardiograma limpio de ruido. Aqui los
pardmetros a adaptar son los coeficientes F'(1) y F(2). Se tienen dos coeficientes porque
existen dos pardmetros a modelizar, amplitud y fase del ruido de 50 Hz. El retardo que se
le introduce al ruido de red es para obtener dos senales no correlacionadas (un seno y un
coseno seria la situacion ideal).

Para simular el comportamiento del algoritmo LMS en este problema se plantea usar
una senal “sintética” para generar el ruido de red de los 50 Hz. De esta forma se puede
comprobar c¢émo el algoritmo se adapta a los cambios de amplitud y de fase del ruido de
50 Hz. A continuacién se da el cédigo en MATLAB que implementa dicha aplicacién:

% Programa que elimina los 50 Hz en un ECG
close all

clc

clear

% Carga del fichero de ECG contaminado con ruido de red
load ecgcur;

% Introduccién de la constante de adaptacién
alpha=input(’Constante de adaptacidén ’);

% Inicializacién de los pesos
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v=randn(1,2);

% Frecuencia de muestreo=1090
w=2*pix50/1090;

% Bucle para la eliminacién de ruido
for k=1:2500,
% Salida del filtro adaptativo
sal=v*[cos(wxk) sin(wxk)]’;

% Determinacién del error
error (k)=ecgred(k)-sal;

% Actualizacién de los coeficientes
v=v+alphax*error (k) *[cos (wxk) sin(wxk)];

end

% Visualizacién de los resultados
subplot(2,1,1)
plot(ecgred(1:2500))

title(’ECG con 50 Hz’)

subplot(2,1,2)

plot(error(1:2500))

title(’Salida del filtro adaptativo’)
axis([1 2500 -1 1])

Los resultados obtenidos usando 0’25 como constante de adaptacion son los mostrados en
la Fig. 7.17. Se aprecia como el algoritmo no tiene problemas para adaptarse a los cambios
en el ruido de 50 Hz (la amplitud es lo més evidente) que aparecen en la senal superior

eliminando completamente dicha interferencia.

ECG con 50 Hz

1
0.5F 1
0 .
_05 L L L 1
500 1000 1500 2000 2500
Salida del filtro adaptativo
1 T T
0.5 —
0 |
-0.5 —

500 1000 1500 2000 2500

Figura 7.17: Resultados obtenidos en la cancelacién de ruido de red.

Determinacién del electrocardiograma fetal

En este caso se trata de determinar el electrocardiograma fetal teniendo como principal
interferencia el electrocardiograma materno. El problema es que estas dos senales tienen
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un contenido espectral similar por lo que intentar un filtrado selectivo en frecuencia supone
distorsionar la senal de interés; en este caso el electrocardiograma fetal. Como solucion se
plantea un cancelador activo de ruido (ver Fig. 7.6) donde la sefial deseada es la senal que
se obtiene del abdomen de la madre (tiene componentes maternos y fetales) y la senal de
entrada al filtro adaptativo es la senal que se obtiene del sensor que se le coloca en el térax
a la madre. Este sensor tomaria, en principio, sélo componente materna y se considera
correlacionada con la componente materna y no correlacionada con la fetal de la senal
abdominal. El sistema adaptativo modelizaria la componente materna que se encuentra
en el sensor que se coloca en el abdomen de la madre de tal forma que la senal de error
resultante solo tendria componente fetal. El siguiente programa implementa en MATLAB
esta aplicacion:

% Programa para determinar el ECG fetal
clear

clc

close all

load fetcur

% Inicializacién del filtro adaptativo

n=input (’Nimero de iteraciones, mdximo 10000 ’)
long=input(’Longitud del filtro adaptativo ’);
fadap=randn(1,long);

ent=[zeros(1,long-1) torac];

% Constante de adaptacién
alpha=input(’Constante de adaptacidén ’);

% Bucle principal del algoritmo
for s=1:n,
sal=(ent (s+long-1:-1:s))*fadap’;
error (s)=abdom(s)-sal;
fadap=fadap+alpha*error(s)*(ent(s+long-1:-1:s));
end

% Visualizacién de resultados
subplot(3,1,1)
plot(torac(l:n));
title(’Sefial toracica’)
subplot(3,1,2)
plot(abdom(1l:n));
title(’Sefial abdominal’)
subplot(3,1,3)
plot(error(l:n));
title(’Sefial fetal obtenida con el filtro adaptativo’)
axis([1 n -1 1])

La simulaciéon mostrada en la Fig. 7.18 ilustra lo obtenido utilizando un filtro adaptativo
de 20 coeficientes y una constante de adaptacion de valor 0’05. Destacar que la senal fetal,
que apenas se aprecia en la senal abdominal (Fig. 7.18b) aparece claramente en la senal de
error atenudndose los latidos maternos (Fig. 7.18c).
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(a) Sefial toracica
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Figura 7.18: Electrocardiograma fetal obtenido usando el sistema adaptativo planteado. (a) Sefial toracica
recogida como referencia, (b) sefial abdominal donde se encuentran los ECG materno y fetal superpuestos
y (c) sefial fetal recuperada con el algoritmo adaptativo disefiado.

Eliminaciéon de las variaciones de la linea basal

En esta aplicacién se plantea eliminar las variaciones de la linea basal en un electrocar-
diograma. La linea basal se podria definir cono el nivel de referencia en dicho electrocardio-
grama. Esta senial biolégica queda modulada por la respiracién de tal forma que se obtiene
un electrocardiograma como el mostrado en la Fig. 7.19.

Electrocardiograma

0 1000 2000 3000 4000 5000
Muestras

Figura 7.19: Electrocardiograma con variaciones en su linea base. Se muestra la baja frecuencia de estas
oscilaciones al ser comparada con la seiial de ECG.

Se puede apreciar que la senal que modula al ECG es una senal de muy baja frecuencia
comparada con la senal de interés (ECG). Se puede entonces razonar que lo que se intenta
eliminar es el valor medio local. Desde este punto de vista se podria plantear el esquema
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de la Fig. 7.20 para eliminar dicha interferencia.

Electrocardiograma

x(n)=1 Filtro Error
—— | Adaptativo

Figura 7.20: Esquema del filtro adaptativo planteado para eliminar las variaciones de la linea basal.

El sistema adaptativo tiene un solo coeficiente y la entrada vale siempre 1. En estas
condiciones, como mucho, el sistema adaptativo serd capaz de modelizar el valor medio del
electrocardiograma. En términos de series de Fourier se comprueba que la salida del filtro, al
no tener dependencia con ninguna sinusoide, s6lo puede modelizar la componente continua
de dicho desarrollo. El siguiente programa en MATLAB implementa el sistema adaptativo
comentado:

% Filtro LMS utilizado para eliminar las variaciones de la linea basal
close all

clear

clc

% Introduccién de variables
alpha=input (’Constante de adaptacién ’);
n=input (’Numero de iteraciones ’);

% Inicializacién de los parametros
w=randn(1,1);

% Carga del fichero
load vlbcur;
e=zeros(1l,n);

% Bucle que implementa el LMS
for s=1:mn,
y=w*1l;
e(s)=des(s)-y;
w=w+alphax*e(s) *1;

end

% Representacién de las sefiales
subplot(2,1,1)

plot(des(1:n))

title(’Sefial Original ’);

subplot(2,1,2)

plot(e(1l:n))
title(’Sefial Filtrada ’);

Los parametros del programa son el nimero de iteraciones y el valor de la constante de
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adaptacion. En la Fig. 7.21 se muestra lo obtenido considerando un total de 5000 iteraciones
y un valor de constante de adaptacion de 0°07.

Sefial Original
1 T T T T

1000 2000 3000 4000 5000

Sefial Filtrada
0.5 T T T T

o

1000 2000 3000 4000 5000

Figura 7.21: Resultados obtenidos en el problema de las variaciones de la linea base. En la grafica superior
se representa un fragmento de la sefial original con unas variaciones basales evidentes y en la grafica
inferior cdmo el esquema adaptativo las ha eliminado.

7.4.4. Aplicaciones en comunicaciones. Ecualizacion de canales
En toda comunicacién se plantean cuatro elementos clave:
= Emisor.
= Canal.
= Mensaje.
= Receptor.

En un caso ideal el canal no deberia distorsionar el mensaje y su mision se deberia limitar
a la transmisién de dicho mensaje de un emisor a un receptor. Sin embargo, esto no ocurre
y el canal distorsiona dicho mensaje, llegando el mensaje original distorsionado al receptor.
El esquema comentado, al nivel de sistemas, seria el mostrado en la Fig. 7.22.

Canal

Emisor Mensaje Mensaje’

Receptor
[ Hz)

Figura 7.22: Esquema bdsico de un canal de transmisién.

El objetivo es determinar la inversa de la funcién de transferencia del canal H(z). El
problema que se plantea es que esta funcién de transferencia serd variante temporal; segin
el momento las condiciones del canal cambiaran y, por tanto, dicha funcién de transferencia.
Se plantea entonces un sistema adaptativo que “ecualice” o iguale el canal®. El esquema de
la Fig. 7.23 muestra el esquema que se desea implementar.

2N. de A.A. Aunque el término correcto en castellano es igualacidn, resulta comin encontrarse con el
anglicismo “ecualizacion”. En el presente texto emplearemos indistintamente los dos términos.
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Error

Canal Ruido

Emisor

Mensaje Mensaje’ Si Salida
1Istema | Qdvidd
Dj H(z) &+ 'Adaptativo ¥

Canal

Senal deseada

Retardo

Figura 7.23: Esquema bdsico de un canal de comunicaciones junto con el esquema de recepcién y
ecualizacién de la sefial mediante filtrado adaptativo.

El sistema adaptativo tiene como senal de entrada la senial que recibe el receptor donde,
ademads, se le anade un cierto ruido para que las condiciones sean mas parecidas a lo que
ocurre realmente en un canal de comunicaciones. Ademds la senial deseada es el mensaje
original retardado (tiempo de transmisién de dicho mensaje). En la simulacién se plantea
usar como canal el definido por la siguiente respuesta impulsional:

o) — % [1 + cos (%(n - 2))] , n=1,23 _

0, en otro caso

El factor W que aparece en la expresion de la respuesta impulsional del canal controla la
dispersion que existe entre los autovalores de la matriz de autocorrelacién y los de la matriz
de la senal de entrada. Dicha dispersion tiene una incidencia directa en las caracteristicas
de convergencia del algoritmo (velocidad y desajuste con el sistema 6ptimo). Este canal es
uno de los més usados para comprobar las caracteristicas de convergencia de los algoritmos
adaptativos. En cualquier caso, existe una serie de canales considerados estdndar para
comparar métodos de igualacién y que son mostrados en el Tabla 7.1. Se recomienda, en
cualquier caso, visitar la pagina web de la International Communication Union (ITU) en
http://www.itu.int/home/index.html si se desea mayor informacioén sobre los estandares
de telecomunicaciones.

Tabla 7.1: Canales de comunicaciones digitales considerados estdndar a la hora de comparar métodos y
técnicas de ecualizacién.

Caracteristicas Funcién de transferencia del canal

Canal de fase minima H(z)=1+07""1

Canal de fase no minima H(z) = 0'35+ 0’87271 +0'35272

Canal no lineal H(z) =0'35+0'87271 + 0'35272 + (0’35 + 0’87271 + 0'3522)2

El siguiente programa en MATLAB implementa este problema.

% Ecualizacién de canales
clear
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clc
close all

% Introduccién de variables

n=input (’Numero de iteraciones ’);

W=input (’Factor de distorsién ’);

long=input (’Longitud del sistema adaptativo ’);
v=input (’Varianza del ruido ’);

d=input (’Retardo de la sefial deseada ’);
alpha=input (’Constante de adaptacién ’)

% Generacién de los datos
x=sign(randn(1l,n));
des=[zeros(1,d-1) x];
canal=0.5*%(1+cos((2*xpi/W)*x(-1:1)));
y=filter(canal,l,x);
entrada=y+v*randn(1,length(y));

% Inicializacién de los pesos del filtro
w=randn(1,long) ;

% Bloque del algoritmo LMS
ent=[zeros(1l,long-1) entradal;

for k=1:n,
% Determinacién de la salida del filtro
o(k)=w*(ent (k+long-1:-1:k))’;

% Calculo del error del sistema
e(k)=des (k)-o(k);
% Adaptacién de los coeficientes del filtro
w=w+alphax*e (k) *ent (k+long-1:-1:k);
end

plot(e."2)

% Representacién de las respuestas impulsionales
figure

subplot(3,1,1)

stem(canal)

title(’Respuesta impulsional del canal ’)

subplot(3,1,2)
stem(w)
title(’Respuesta impulsional del sistema adaptativo ’)

subplot(3,1,3)
stem(conv(canal,w))
title(’Respuesta impulsional del canal+sistema adaptativo ’)

% Representacién de las respuestas frecuenciales
figure, freqz(canal)
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figure, freqz(w)
figure, freqz(conv(canal,w))

La Fig. 7.24 muestra los resultados obtenidos usando los siguientes parametros de simu-
lacion:

= Longitud del sistema adaptativo: 11

Factor de distorsion del canal: 3.
s Retardo de la senal deseada: 7.

= Varianza del ruido: 0’001.

En cuanto a los parametros de aprendizaje se han considerado 5000 iteraciones y una
constante de adaptacion de valor 0°05.

Respuesta impulsional del canal

1 T T
0.5- ]
0 - -
15 o2 . 25 3
Respuesta impulsional del sistema adaptativo
15 T T T T T
1 ]
0.5- 1
oF o ° @ J) ‘L ? ° o B
05 . . . . .
0 2 4 6 8 10, 12
Respuesta impulsional del canal+sistema adaptativo
1 T T T T T T
0.51 ]
or o] o o (o] o o o (o] (o] o o] o -
~05 . . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 14
Muestras

Figura 7.24: Resultados obtenidos en la ecualizacién de canales. En el panel superior se muestra la
respuesta impulsional del canal, en el intermedio se representa la respuesta impulsional del sistema
adaptativo y en el inferior la respuesta impulsional del canal y el sistema adaptativo conjuntamente.

Se comprueba que la respuesta impulsional resultante de la combinacién entre el canal y
el sistema adaptativo da lugar a una delta en n = 7 que se corresponde con el retardo de
la senal deseada.
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