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Introduccion

Motivacién

Segun la Real Academia Espanola predecir es el acto de declarar o indicar por adelantado,
anticiparse a los hechos, anunciar por revelacion, ciencia o conjetura algo que ha de
suceder.

La prediccion siempre ha jugado un papel relevante en el medio cientifico puesto que se
desea saber de modo preciso lo que ocurrird bajo determinadas condiciones, y un método
de prediccion tendria éxito en la medida que sean acertadas sus predicciones.

Predecir fue la forma inicial de la inferencia estadistica, cuyo objetivo original fue
inferir acerca de los posibles valores que no han sido observados en base a los valores que
ya han sido observados(Geisser, 1993).

Casi todas las areas cientificas ha abordado el problema de la prediccién y no ha sido
la excepcion la estadistica matematica y en particular la estadistica Bayesiana.

La estadistica Bayesiana debe su nombre al uso frecuente del teorema de Bayes, que
es un procedimiento que revisa y actualiza la probabilidad de un suceso a la luz de los
datos observados. Esta es la esencia de la inferencia Bayesiana.

Para hacer inferencia Bayesiana se necesita especificar una funciéon de verosimilitud
basada en los datos observados, suponer un modelo de probabilidad con parametros
desconocidos y una distribuciéon nicial o a priori que describa lo que se sabe de los
parametros desconocidos antes de que los datos hayan sido observados. El uso del teo-
rema de Bayes por tanto proporciona la distribucién final o posterior de los parametros
desconocidos, que nos explica lo que se conoce acerca de los pardametros [desconocidos] des-
pués de que los datos han sido observados. La distribucion final permite hacer resimenes
inferenciales tales como la estimacién puntual o la estimacién por intervalos.

La distribucién inicial representa el conocimiento previo (o falta de él) que tiene el
investigador antes de observar los datos. Pero, ;como especificar esta distribucién inicial?
Varias son las propuestas para elegir esta distribucion inicial no informativa u objetiva,
y variados son los soportes tedricos que sustentan cada uno de éstos métodos. Bayes
(1763) y Laplace (1814) propusieron basarse en la especificacién de una distribucién que

reflejara la completa ignorancia acerca de los pardmetros. Sus propuestas permanecieron



vigentes hasta la llegada de los trabajos de Jeffreys (1946, 1961) quién revolucioné esta
area dando luz a la estadistica Bayesiana moderna. A partir de ese momento, varios
trabajos més han surgido compartiendo el mismo objetivo aunque los enfoques filoséficos
han ido cambiando. Por ejemplo, se intenta que sean los datos los que hablen por si

mismos en el momento de elegir una distribucién inicial.

Actualmente, ésta area de la estadistica Bayesiana sigue siendo campo fértil para la

investigacion y se la conoce como anélisis Bayesiano objetivo.

Por otro lado, predecir segtin el andlisis Bayesiano objetivo también fue uno de los
temas que Jeffreys abordo; de hecho se cree que fue el primero en hacerlo. Su trabajo se
centrd en los modelos de localizacién y escala univariados continuos. Desde entonces la

prediccién Bayesiana objetiva ha sido abordada muy frecuentemente.

Los métodos Bayesianos objetivos necesitan iniciales que tinicamente dependan del
modelo supuesto y de la cantidad de interés. El andlisis de referencia (Bernardo 1979,
Berger y Bernardo 1992a, Bernardo 2005, Berger, Bernardo y Sun, 2009a) proporciona

una solucién general cuando la cantidad de interés es alguna funcién de los pardmetros.

Una posibilidad es, abordar el problema de predecir con el andlisis de referencia,
pero no esta claro como proceder cuando la cantidad de interés es alguna funcién de las
observaciones futuras. En este sentido, Berger y Bernardo (1992a) proponen el uso de
alguna funciéon del modelo como cantidad de interés. Es decir, elegir como cantidad de
interés una funcién ¢(6) = g[p.(:|0)] del vector de pardmetros que tnicamente depende
del modelo supuesto {p,(-|#),z € X,0 € O}, donde g puede ser cualquier estimador
de las observaciones futuras tales como la media E(z|@), la moda Mo(x|80) o la mediana
Me(z|0).

Esta propuesta puede ser util para predecir en la estadistica Bayesiana, pero surge
un nuevo interrogante, pues dentro de todas las posibles iniciales provenientes de dichas

cantidades de interés hay que averiguar cual es la que debe elegirse.

Por otro lado, una forma de discriminar entre las posibles iniciales alternativas es
usar las propiedades de cobertura de la densidad final resultante. En efecto, el uso de las
propiedades de cobertura de probabilidad para discriminar entre esas iniciales tiene una
historia larga (Welch y Peers 1963, Berger y Bernardo 1989, Datta y Sweeting, 2005).
En este trabajo, usaremos esta técnica para elegir entre las iniciales resultantes de las

distintas funciones g que pueden definir la cantidad de interés.

Nuestro objetivo es la eleccion de la inicial de referencia adecuada para predecir de

forma que la densidad predictiva resultante tenga buenas propiedades de cobertura.



Estructura

Varias son las propuestas para trabajar el problema de la prediccién dentro del anélisis
Bayesiano objetivo, algunas de las més recientes son las dadas por Kuboki (1998), que
sigue los mismos pasos de obtencién dados en Bernardo (1979); Eaton y Sudderth (1998),
intentando evitar la propiedad de inconsistencia fuerte; Komaki (1996) y Ghosh y Sweet-
ing (2000) quienes usan la validez frecuentista aproximada; Smith (1999) quien asegura
que la funcién de pérdida juega un papel importante, y Hartigan (1998) que propone la
distribucion inicial de méxima verosimilitud para el problema de prediccién. Ninguna de
estas propuestas proporciona soluciones generales con buenas propiedades de cobertura
frecuentista. Un objetivo adicional de este trabajo es el de proponer un procedimiento
general de obtencién de distribuciones iniciales objetivas para la prediccion, basadas en

las propiedades de cobertura de la densidad predictiva.

La estructura de este trabajo es como sigue: El primer capitulo proporciona un re-
sumen general de los métodos de construccion de iniciales objetivas con ejemplos y ex-
plicacién de sus posibles dificultades. El segundo capitulo se centra solo en el analisis de
referencia pues es el antecedente de nuestra propuesta de solucién para el problema de
prediccién. El tercer capitulo contiene un resumen de las propuestas actuales de iniciales
objetivas para la prediccién. El cuarto capitulo desarrolla el objetivo de este trabajo,
y es donde se estudia el problema de prediccién en modelos paramétricos univariados
continuos regulares y no regulares. Asimismo, es donde encontramos que si se define la
mediana como cantidad de interés la inicial de referencia produce una densidad predic-
tiva que posee adecuadas propiedades de cobertura. También encontramos que dentro
de las iniciales objetivas propuestas, las resultantes del andlisis de referencia en gene-
ral y sus respectivas densidades, poseen adecuadas propiedades de cobertura. El quinto
capitulo estudia el modelo Normal bivariado con vector de medias conocido y elementos
de la matriz de dispersién desconocidos, donde se trabaja con varios supuestos sobre sus
parametros. Cuando se trabaja con modelos multivariados no estd muy claro cual es el
valor de la mediana, debido a ello, hacemos uso de las propiedades de cobertura de proba-
bilidad de la predictiva para discriminar entre las posibles iniciales objetivas alternativas.
Nos encontramos entonces, que no hay una tnica cantidad de interés para el problema de
prediccién en este modelo, pues més de una de ellas proporciona una adecuada cobertura.
Finalizamos con un catalogo de iniciales para prediccién de los modelos estudiados, asi
como con una seccion de conclusiones y futuras lineas de investigacién. Las referencias

bibliograficas, tablas y apéndices completan esta Tesis.



Notacion

A lo largo de este trabajo se supone que las distribuciones de probabilidad son descritas
por sus respectivas funciones de densidad, en caso de ambigiiedad, se hace una distincion
entre las cantidades aleatorias de los valores que éstos pudieran tomar. Los vectores
aleatorios se representan en negritas, si éstos son observables se escribiran en el alfabeto
latino y cuando no son observables, en alfabeto griego. La densidad de probabilidad
condicional de los datos © € X dado @ se representa como p(x|@) o pgje, con p(x|@) > 0
y 5 p(x]0)dx = 1; la distribucién final o posterior de @ € © dado x se representara como
p(8]x) 0 peja, con p(8lz) >0y [op(0lx)dd = 1. En este trabajo, las funciones de den-
sidad de distribuciones especificas se denotan por su correspondiente nombre abreviado
y la Tabla 1 muestra las funciones de densidad usadas junto con su espacio paramétrico,
asi como el espacio muestral y algunas de sus caracteristicas, tales como la media y la

varianza.



Tabla 1: Distribuciones continuas univariadas.

Uniforme: Un(z|a,b)

b>a a<x<b

plx) = ¢ €=

Elz] = «? Var|x] = (bzgy
Gama: Ga(z|a, )

a>0,60>0 x>0

p(z) = cxote P c= Fﬁzz

Elz] = 3 Var[z] = &
Exponencial: Ex(z|0)

0>0 x>0

p(x) = ce % c=10

Elz] = 5 Var[z] = 5

Raiz cuadrada de la Gama inversa: Ga™'/*(z|a, )

a>0,6>0 x>0

p(x) = ca™ @0/ c= fw

B[] = Yot Var[z] = £+ — E[z]?
Gama inversa: [Ga(z|a, 3)

a>0,60>0 x>0

p(z) = ca—(et e 0/ c= Fﬁzz

Elz] = £ Varlz] = - 1)22(a_2)

Normal: N(z|u,0)

—00 < < oo,0 >0
p(a) = cexp {—5 (v — p)?}
Elz] = p

t de Student: St(z|u, o, )

—o0 < < oo,0>0,a>0

—(a+1)/2
pa) = (1+ (e —p?) "
Elz] = p

—00 < T < 00
D) 1 12

¢= F(%) (020471')

Var[z] = ac?(a — 2)7!

Gamma-Gamma: GaGa(z|a, 5,n)

a>0,>0n>0 x>0
an ! > I'(atn
Pr) = ey CRION
n+n(a—1
Ble] = ng’y Varle] = T e
Log-Normal: LN(z|u,0)
—00 < < 00,0 >0 x>0
p(z) = ctexp {55 (logz — p)?} C:\/ﬁ
E[z] = e#to°/? Var[z] = o2
Med[z] = e*, Mo[z] = e#°"
Log-Student: LSt(z|u, v, )
w1 >0,v>0,a>0 x>0
a+1
2\ "2
plo) = ek 1+ 7 (e 2)') o= Sesy

(Véase Good y Crook, 1987)

Cauchy: Ca(x|u,0) = St(z|u, 0,1)




Tabla 2: Distribuciones continuas univariadas (cont.).

Ji cuadrada: y?(z|v) = x?

v>0 x>0

p(z) = cav/?~le=o/? c= %
E(z)=v Var(z) = 2v

Ji cuadrada descentralizada: x*(z|v, \)

v>0,\A>0 x>0

p(x) = 3272 Po(i|A/2)x* (x|v + 2i)

E(z)=v+ A Var(z) = 2(v + 2))

Tabla 3: Distribuciones continuas multivariadas.
Normal multivariada: Ny (x|u,>)

w=(p1,...,p) € RF x=(x1,...,x1)

Y simétrica, positiva definida

pla) = coxp {~L(@—p)S @ —p)} o= (2m) S
E(x)=p Var(x) = X

El analisis de referencia siempre se define en términos de modelos paramé-tricos con

la siguiente forma general:
M= {p(z|lw),xz € X,w e Q}

con p(zlw) > 0y [, p(x|w)de = 1. A lo largo de este trabajo siempre se supone que
el modelo describe las condiciones bajo las cuales los datos fueron generados. Algunas
veces, pero no siempre, los datos consistiran en una muestra aleatoria @ = {x1, ..., x,} de
tamano fijo n proveniente de alguna distribucién de probabilidad. Si 8 = @(w) € Q es
el vector de interés, el modelo puede reparametrizarse, sin pérdida de generalidad, en la
forma M = {p(xz]|0, ),z € X,0 € ©, X € A} donde X es un vector de pardmetros de
ruido y 2 = © x A el espacio paramétrico. Ademads, m9(€, A) denota una distribucién
inicial objetiva conjunta para {6, A} cuando 8 es la cantidad de interés.

Los momentos y otras medidas de dispersion de las distribuciones de probabilidad se

describen con adecuados simbolos, por ejemplo,
E(xz]|0) = / xp(x|0)dx
x
Var(z|0) — / (z — B[z|6])%p(x|0)dz
x
son la esperanza o media, y la varianza de & bajo el modelo {py9,x € X,0 € ®}. De
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manera similar, Med[x|0] y Mo[x|0] denotan respectivamente la mediana y la moda. Los

estadisticos comunmente usados en modelos de una dimensién son la media y varianza

muestral, denotadas por

Asimismo, ;) denota el i—ésimo estadistico de orden, en particular z(1) (Zmin) ¥ T(n)

(Tmax) denotan el minimo y méximo de la muestra, respectivamente.






Capitulo 1

Métodos de obtencion de

distribuciones iniciales objetivas

Este capitulo contiene un breve resumen de algunos métodos de obtencion de distribu-
ciones iniciales objetivas. Presentamos una descripcion de cada método y una breve
discusion de la filosofia que lo sustenta; también incluimos algunos ejemplos. Asimismo,
mencionamos algunas de las interpretaciones de las distribuciones iniciales que se han
hecho a lo largo de los anos, desde los trabajos de Bayes, Laplace y Jeffreys hasta este
momento. Citaremos también algunas de las propiedades que esperamos cumpliran las

distribuciones iniciales objetivas.

1.1. Laplace y el principio de razon insuficiente

Los primeros intentos para definir una distribuciéon inicial no informativa con la que se
pueda representar la ignorancia se encuentran registradas en los trabajos de Bayes (1763)
y posteriormente en Laplace (1814).

El método de construccién de funciones iniciales no informativas que ellos proponen
es conocido como principio de razon insuficiente o también como el postulado de Bayes-
Laplace.

A continuacion haremos una breve descripcién de este principio e incluiremos algunas

de las criticas surgidas a lo largo de los anos respecto del mismo.

1.1.1. Principio de razén insuficiente

El principio de razon insuficiente especifica que las probabilidades de los eventos serdn
1quales st no existen razones para pensar que deberian ser diferentes.

Bayes (1763) fue el primero en utilizar este principio y lo ejemplificé con el pardmetro
f de la distribucion Binomial, al cual le asigné la funcion inicial uniforme argumentando

que tenemos un total desconocimiento de su valor.



Anos maés tarde, y de acuerdo al historiador Stigler (1986b), cuando Laplace establecid
su principto de probabilidad inversa no lo reconocié como un equivalente al teorema de
Bayes, pues asumié que todas las causas a priori son igualmente posibles o indiferente-
mente indistinguibles. A su principio también se le conoce como principio de indiferencia
de Laplace.

De manera implicita, Laplace aplicé su principio al muestreo binomial, asignandole en
sorprendentemente coincidencia la misma distribuciéon uniforme al parametro . También
lo aplico a tasas de decrecimiento expresando de manera elegante una curva de error
(Stigler, 1986a, p. 111).

Por otro lado, desde el punto de vista de la inferencia inductiva de Jeffreys, el principio
de Laplace corresponde a considerar todas las probabilidades igualmente posibles y asi
expresar de manera formal la ignorancia (Jeffreys, 1961, p. 33-34), o distribucion de la

1gnorancia,

“...to say that the probabilities are equal is a precise way of saying that we

have no ground for choosing between the alternatives.”

Posteriormente, Hartigan (1983, p. 2) sefiala que el principio de razén insuficiente
no puede ser aceptado debido a que demasiadas probabilidades son igualmente posibles
lo que daria como resultado algunas paradojas de particion. Entonces es inconsistente
asignar simultdaneamente esta regla a todas las vastedades y refinamientos del espacio
paramétrico (vedase los ilustrativos ejemplos discutidos en Shafer (1976, p. 23-24) y Kass
y Wasserman (1996, secc. 3.1)).

Debe notarse que Laplace supuso que el problema seria especificado de tal manera
que todos los resultados fueran igualmente probables, y en el caso de un resultado con
una alta probabilidad de ocurrencia, éste deberia subdividirse hasta lograr que todos los
sub-resultados fuesen igualmente probables. Lo que demuestra que Laplace era consciente
de que el supuesto “igualmente probables” solo tendria sentido en una parametrizacién

en particular.

1.1.2. El postulado de Bayes-Laplace

Aplicar el principio de razon insuficiente cuando se tiene un espacio paramétrico continuo,
significa usar una distribucién inicial plana, mas especificamente, usar una constante
positiva como distribucién inicial. Pero el uso de una inicial plana implica problemas de
invarianza, como por ejemplo, si § es uniforme, la funcién ¢ = e’ no lo es, e inversamente,
si ¢ es uniforme, 8 = log ¢ no lo serd. Por tanto, en el caso continuo y dependiendo de la
parametrizacion podria ser apropiado usar la distribucién uniforme como inicial.

Seguin Kass y Wasserman (1996), la primera (y méas famosa) aplicacion registrada de

la distribucién Uniforme como distribucién inicial es la hecha por Bayes (1763), pues la
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atribuye como inicial al parametro de una distribuciéon Binomial.

Segun Stigler (1982), el articulo inicial de Bayes ha sido malinterpretado, debido
principalmente a su dificil lectura y comprensién. E incluso, Stigler asegura que relevantes
personalidades como Fisher, Pearson y Jeffreys también cayeron en el error de no entender
la idea principal de Bayes.

De acuerdo a Stigler, la idea original de Bayes fue suponer una variable aleatoria
X proveniente de una distribucion binomial basada en n intentos con probabilidad de
éxito #. Entonces, antes de observar X nosotros no sabemos nada. Bayes definié esta
ignorancia como Pr(X = r) lo cual equivale a ser constante y esto requiere que 6 sea

uniforme. Especificamente,

Pr(X — 1) — /O Bi(z|0, r)r(0)d0

1
— T = 071,2...777/
n+1

con () = 1.

Asi tenemos el postulado de Bayes-Laplace, que es considerado como casi equivalente
al principio de razén insuficiente.

Sin embargo, Fisher (Stigler, 1982, Sec. 6) objeta que este argumento es restrictivo
pues esta basado en mecanismos fisicos. Ademads, la distribuciéon uniforme de X esta

sujeta a paradojas de refinamiento (Kass y Wasserman, 1996).

1.2. Invarianza: las reglas de Jeffreys.

Desde el inicio de la historia de las distribuciones iniciales objetivas, la propiedad de inva-
rianza ha sido una de las propiedades que se suele esperar que cumplan las distribuciones
iniciales. Como se ha mencionado anteriormente, era una practica comun utilizar la dis-
tribucion Uniforme para representar la ignorancia, pero esta primera practica Bayesiana
deriva en inconsistencias. Por ejemplo, si ¢ = sin~' /@ tiene una funcién inicial m(p) =1
entonces 6 tiene distribucién 7(6) oc 671/2(1 — 0)~'/2 y si ademéds uno no sabe nada del
valor de ¢, tampoco sabra nada acerca del valor de 6.

Jeffreys (1946) fue el primero en comprender completamente este hecho y dedicé todos
sus esfuerzos para conseguir “reglas” de obtencién de distribuciones iniciales objetivas,

las cuales deberian ser invariantes en el sentido explicado.

Las reglas de Jeffreys

La primera dificultad a la que Jeffreys se enfrenté fue la de encontrar la forma de decir
que la magnitud del problema es desconocida cuando no se exige especial atencion con

respecto a ningin valor en particular. El considerd varios escenarios para proponer sus
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reglas de acuerdo al posible rango de valores del parametro.

Si el rango del parametro es:

e finito o la recta real (—oo,0), entonces la distribucién inicial deberia ser la dis-

tribucion Uniforme; o

e si el rango son los reales positivos (0, 00), entonces la distribucién inicial del logar-

itmo del pardmetro deberia ser también la distribucién Uniforme.

Jeffreys aspiraba a encontrar una regla general de obtencién de iniciales que produjera
los mismos resultados, y propuso que la propiedad de invarianza fuese la que la que hiciera
de esa regla de aplicacién general. Ademads, la esencia de esas reglas fue la de expresar
en lenguaje formal la ignorancia acerca del valor del parametro en un rango de valores
permitido, es decir, las reglas formales deberian ser tan impersonales hasta donde fuese
posible.

La regla general de Jeffreys se encuentra postulada en Jeffreys (1946) donde menciona
que para poder definir la regla de obtencion es necesario hacer una distincion entre la
estimacion y los problemas de pruebas de hipétesis.

La regla de Jeffreys nos dice que la distribucién inicial sera la raiz cuadrada del

determinante de I(8), la matriz de informacién de Fisher,
m9(0) o det(1(0);;)"/?,

donde

o
1(6); =E (_ae-ae-)
iUV

con @ = (04, ...,0;) v [ es la log-verosimilitud de los datos.
Esta regla es aplicable si 1(0) es definida positiva y ademads es invariante ante posibles

parametrizaciones, i.€.,

ma(6) =, (2(6) et (57 )|

Es decir, la distribucién inicial resultante de la parametrizacién v = ~(6) es proba-
bilisticamente consistente con la que resulte de usar 6.

En este sentido su regla es general y Jeffreys la describié como “auto-consistente”. Sin
embargo, Jeffreys (1946) encontré ciertas limitaciones en su aplicacién, pues no siempre

es verdad que todos los parametros de un modelo de probabilidad son diferenciables. Por
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ejemplo, Jeffreys discutié el caso cuando los pardametros sélo toman valores discretos,
como sucede en el caso de la distribucién Rectangular.

Maés atin, sus dos reglas entran en conflicto entre ellas mismas lo cual puede verse muy
facilmente con el modelo normal: De acuerdo a la regla basada en el rango de valores del
pardmetro, la funcién inicial es m,,(u,0) < 2. Mientras que la regla general resulta en
Tuo(f,0) o o2, Es més, si la regla general se aplica a més pardmetros, deberd afladirse

un factor de correccién !

a cada uno de ellos, lo cual es inaceptable segin Jeffreys
(1961, p. 182); porque en el caso de varias medias {p;,7 = 1, ..., k} y desviacién estandar
unica o, los grados de libertad de una distribucién ¢ de Student dependeran del ntimero
de observaciones de la muestra para cualesquier k£ parametros que pudiese haber. Véase
Kass y Wasserman (1996, p. 1345) y Bernardo y Smith (1994, Ej. 5.25).

Para evitar el problema anterior, la sugerencia de Jeffreys fue la de suponer indepen-
dencia entre p y o y asi tratarlos separadamente. Entonces cuando o fuese desconocida
y p un valor fijo, la funcién inicial para o deberfa ser m,(c) < 0!, y cuando o fuese
conocida y p desconocida, la funcién inicial para i deberia ser la uniforme.

Jeffreys fue un poco mas lejos al proponer una generalizacién para el caso de varios
parametros. En particular, abordé los problemas que envolvian pardmetros de escala y
de localizacién sugiriendo separar los pardmetros en dos vectores, es decir, o = (p1, .., fix)
para todos los parametros de localizacién, y los restantes en el vector 8. Para el vector
p asigna la distribucién Uniforme y para € propone utilizar su regla general (Jeffreys,

1961, p. 182-183). En este caso la propuesta es,
(1, -, pux; 0) o (det(1(8))) 712

donde 1(0) se obtiene suponiendo que p es conocida. En caso de haber pardmetros de
escala, éstos deberan incluirse en el vector 6.

Jeffreys ademds considerd los siguientes casos: para el caso de tener un modelo de
probabilidad que envuelva parametros de localizacion, Jeffreys sugirié una version modifi-
cada de su regla general (ib., p. 186). Cuando hay pardmetros mezclados Jeffreys sugiere
trabajar éstos pardmetros de manera independiente (ib., p. 185).

Finalmente, han sido los capitulos 3 y 4 de Theory of Probability de Jeffreys los que
han dado luz a la teoria moderna Bayesiana. Se recomienda ver una discusién reciente

de su contenido en Robert, Chopin y Rousseau (2009).

Invarianza

Como se ha discutido anteriormente, una de las propiedades deseables que la distribu-
ciones iniciales deberian de cumplir es la propiedad de la invarianza, y en cierta manera

esto ha definido las distintas metodologias de obtenciéon de distribuciones iniciales. Recorde-
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mos brevemente: Si con algiin método se obtiene una inicial no-informativa p(¢) y con
la misma metodologia se obtiene p(§) como una distribucién inicial para £ = £(¢), que
es una transformacién uno-a-uno de ¢, debe verificarse que p(§)d§ = p(¢)de. De esta
manera, el procedimiento de obtencion sera invariante ante transformaciones uno-a-uno
del parametro.

En Dawid (1983) puede encontrarse un resumen de algunas de las propiedades que

tales metodologias deben tener y que mencionamos a continuacion:

(i) Invarianza frente a transformaciones del pardametro (PI).
Sea ¢ = ¢(f) una funcién invertible de § € ©. Si my(#) es una funcién inicial

objetiva para 6 y ms(¢) es una funcién inicial objetiva para ¢, entonces

() = ()T ()| lo=a(o)
donde |J(0)| = det (8‘(.@—(:)> es el determinante del Jacobiano de la transformacion.

(ii) Invarianza frente a transformaciones de los datos (DI)
Considérese el modelo {px(-|0),z € X,0 € 0} yseaY = y(X) una funcién invertible
de X. Entonces, las funciones iniciales de 6 inducidas por los modelos px(-|0) y

py (-]0) deberédn ser iguales.

De acuerdo a Dawid (1983) estos dos criterios de invarianza (PI y DI) no estan relaciona-
dos con la ignorancia o el no saber nada, puesto que también pueden ser usados para
distribuciones iniciales subjetivas. Sin embargo, la siguiente caracteristica es la clave de

la invarianza puesto que formaliza la ignorancia como la irrelevancia del contexto.

3. Invarianza del contexto (CI).
Para definir una distribucién inicial, el contexto del modelo no deberia de consi-
derarse. Expresado en términos formales, si M = (X, ©,P) es un modelo con espa-
cio muestral X', espacio paramétrico © y una familia de distribuciones parametrizadas
P y consideramos otro modelo M’ = (X', ©’,P) con la misma familia de distribu-

ciones paramétricas P, entonces

7(6) = m(6).

Si se aplican los criterios (PI), (DI) y (CI) simultaneamente se imponen importantes
restricciones a la obtencién de distribuciones iniciales.
Por otro lado, nétese que la regla de Jeffreys 7(6) o< |1()|*/2, cuando existe, satisface

todos estos criterios.
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En un sentido mas general sobre la propiedad de invarianza, el trabajo de Hartigan
(1964) considera las inversiones. Una inversién ¢ es una funcién que asigna una densidad
final g¢(f|x) a cada familia F de densidades de f(z|f), esto es,

gr(0lz) oc f(x]0)hz(6).

Si hz(0) es la densidad inicial de cada F, de acuerdo a Hartigan (1964) hx debe cumplir,
bajo la inversion, las siguientes propiedades: (i) invarianza frente a transformaciones
de los datos, (ii) invarianza frente a transformaciones de los pardmetros, (iii) invarianza
de restriccién del espacio paramétrico © (O-restriction invariance), (iv) suficiencia, (v)
producto directo y (vi) producto repetido.

Sea la familia de densidades F = {f(x]0),z € X',0 € O} y sea z una transformacién
uno-a-uno diferenciable sobre X y ©,donde 2z : X — X, z: ©; — 0,,0,,0, C O tal que

el () = sl

entonces las propiedades (i), (ii) y (iii) implican que para alguna constante ¢

hr(2(0)| (= (9))] = char(6).

Cualquier densidad que satisfaga esta relacién es una densidad inicial relativamente in-
variante. De hecho, la clase de densidades iniciales relativamente invariantes es mas
grande que la clase de densidades iniciales invariantes (Hartigan, 1964).

Noétese que las propiedades (i), (ii), (iii) son las mismas que Dawid (1983) pide para
las distribuciones iniciales invariantes.

Hartigan (1964) discute las densidades invariantes por la derecha y por la izquierda,
senalando que ambas densidades seran miembros diferentes de la familia de densidades
invariantes. Ademas, define las densidades iniciales localmente invariantes asintéticamente
(ALIL, asymptotically locally invariant) war;(6), en el caso de un solo pardmetro, que son
las que satisfacen

Eo(fif2)

= logmari(6) = m

donde f; = Zlog f(x]6) and fr = g—;log f(x]6). Nétese que 2 logw(#) depende de las
propiedades de f; y de f,. Hartigan discute una generalizacién para varios parametros
lo que implica la solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales, que no podria tener
solucién. En las familias exponenciales, Hartigan (1964) encuentra una forma simple

de la densidad inicial relativamente invariante. Adema&s, demuestra que la distribucion
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inicial de Jeffreys satisface todos los criterios antes mencionados al igual que la densidad
inicial ALI.

Resulta interesante la sugerencia que hace Hartigan (1964) para obtener distribuciones
iniciales, al combinar las densidades iniciales ALI y la de Jeffreys en la forma de 7(6)
79(0)75,,(0) con a + 3 = 1, donde 75(0) y 7%,,(0) son las iniciales de Jeffreys y ALI
respectivamente.

En un trabajo mds reciente, Hartigan (1998) propone obtener una distribucién ini-
cial (ALI) que maximice la distancia entre la densidad final y la inicial bajo la distancia
truncada de Kullback-Leibler, es decir, elegir una inicial ALI sera igual a encontrar una
estimacion maximo verosimil bajo el supuesto de pérdida truncada de Kullback-Leibler.
Hartigan (1998) también aborda el problema de prediccién y encuentra la densidad pre-
dictiva que es asintéticamente cercana, en términos de la distancia de Kullback-Leibler,
a la verdadera densidad. Esta propuesta serd estudiada ampliamente en el Capitulo 3 de

esta Tesis.

Dawid (1983) propone una regla para obtener una inicial invariante en familias expo-

nenciales regulares de la forma

f(@]f) = exp{a(z) +b(0) + ¢(0) ()}, 0€O

donde © = {f [ exp{a(z) + ¢(0)"t(x)}dx < oo}, ® = ¢(0) es un subconjunto convexo
en RF y ¢ es el pardmetro canénico. Dawid (1983) sugiere asignar una inicial adecuada
a ¢y entonces usar la propiedad de invarianza del pardametro (PI) para obtener la inicial
objetiva en cualquier parametrizacion de 6. Por ejemplo, la distribucién inicial sobre ® se
asigna dependiendo de su dominio d y no de otra caracteristica del modelo. Si o = RF ,
la inicial debera ser relativamente invariante bajo transformaciones que preservan &), y la
distribucién uniforme m(¢) o 1 tiene esta propiedad, la cual coincide con la inicial ALI

de Hartigan.

Por otro lado, un grupo de transformaciones que actia sobre el espacio muestral
puede actuar de manera diferente en el espacio paramétrico. Consecuentemente, deberan
considerarse dos grupos de transformaciones, uno que actie sobre el espacio muestral y
el otro sobre el espacio paramétrico. En muchos de los casos, es mejor suponer que es un

solo grupo el que actia de manera diferente sobre los espacios paramétrico y muestral.

Si un modelo es invariante bajo la accién de algin grupo G, la medida de Haar por la
izquierda y por la derecha sobre G proporcionan distribuciones iniciales sobre © (espacio
paramétrico), y son invariantes (o relativamente invariantes) sobre la accién del grupo
GG. En general, existen varias razones para elegir la medida de Haar por la derecha mas

que la medida de Haar por la izquierda. Un ejemplo es que la medida de Haar por
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la derecha arroja la mejor decisién invariante en problemas de decisién (Berger, 1985).
Pueden encontrarse algunas razones mas en Kass y Wasserman (1996).

Sin embargo, los requisitos de invarianza no son suficientes para garantizar un buen
comportamiento de las metodologias de obtencion de distribuciones iniciales objetivas.

Por esa razoén se agregan dos importantes requisitos que son:

e La no existencia de la inconsistencia fuerte
La distribucion final debera concentrarse alrededor del verdadero valor del parametro
conforme los datos se van acumulando. Si esto no ocurre se tiene una inconsistencia
(fuerte). En Stone (1976) pueden encontrarse dos ejemplos de inconsistencia fuerte
que son resultado de usar la inicial uniforme “no informativa”. Posteriormente, en

la Seccion 2.4 se discutird esta propiedad.

e La no existencia de paradojas de marginalizacion
Estas paradojas pueden aparecer cuando se utilizan iniciales impropias y el espacio
paramétrico es multidimensional. Brevemente, supéngase el modelo p(z|0,\) y la
distribucién inicial conjunta 7(6, A). También supéngase que la densidad final de 6
satisface w(0|x) = m(0|z(x)) para alguna funcién z(z) de los datos, y que la densidad
en el muestreo de z es tal que f(z|0,\) = f(z|f), por tanto depende unicamente
de 6. Deberia ser entonces posible obtener la densidad final 7(6|x) de f(z|0) y de
alguna inicial 7(f); esto siempre sucede si 7(6, ) es propia, pero no siempre es
asi cuando m(#, \) es impropia. Véase la subseccién 2.4.4 de esta Tesis donde se
ejemplifica lo anterior con el coeficiente de variacién del modelo Normal. Véase

también Dawid, Stone y Zidek (1973) y los ejemplos ahi mencionados.

Ademas de todas las referencias bibliograficas mencionadas, una discusion mas re-
ciente de las propiedades de invarianza de algunas distribuciones iniciales puede encon-
trarse en Datta y Ghosh (1996).

1.3. Verosimilitud de datos trasladados.

La funcién de verosimilitud es de datos trasladados en términos de ¢(6), que es una

transformacién uno-a-uno de 6, si se puede expresar como

1(0ly) = gle(0) — f(y)] (1.1)

donde ¢(+) es una funcién independiente de los datos y y f(y) es una funcién de y. Si esto
es posible, es decir, la verosimilitud puede escribirse en la forma (1.1), entonces puede

considerarse a la distribucién inicial uniforme sobre ¢(6) como no-informativa.
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La idea de las verosimilitudes de datos trasladados fue propuesta por Box y Tiao
(1973). Ellos supusieron que es posible expresar que sabemos muy poco acerca de 6 en
términos de ¢(0), por lo que la verosimilitud es determinada por su localizacion.

Dado que para muestras de tamano moderado no siempre existe una transformacion
exacta que exprese la verosimilitud en la forma (1.1), Box y Tiao (1973) proponen bus-
car una transformacién sobre # donde la verosimilitud sea aproximadamente de datos
trasladados, y por lo tanto la verosimilitud sera casi independiente de los datos excepto
por su localizacién.

Es interesante mencionar que este método proporciona otra justificaciéon para el uso
de la regla general de Jeffreys. En efecto, suponiendo una muestra de n observaciones

aleatorias, la aproximacion normal de la verosimilitud es
[(8ly) ~ N(6]6,5,7)

-~ . . ;e ~2 _ . .
donde 0 es el estimador méximo verosimil ,° = (nI(#))~' y I(f) es la matriz de infor-
macion de Fisher. Para estabilizar la varianza es necesario una reparametrizacion tal que

para alguna constante c¢ se tenga

(6ly) = N(9]6, -),

~

pero la varianza de ¢(0) es Var(0)[¢'(0)]> = I(0)'[¢'(0)]* y serd constante si sucede
#(0) = 1(6)">

Una distribucién inicial uniforme 7(¢) = 1 para ¢ implicard la inicial 7(0) = 7(¢)¢'(0) =
I(0)'/? para 6, que es la regla de Jeffreys.

Kass (1990) propone una modificacién, que usa una funcién h,(-) que depende de un
estadistico auxiliar (pivote), es decir, h,(-) dependera de los datos a través de a. Esta
extension de la definiciéon es conocida como grupo teorico y se cumple en modelos de
transformacion general. Kass (1990) analiza las propiedades de la verosimilitud de datos

trasladados, que son:

o Aproximacion local. Para muestras independientes e idénticamente distribuidas, las
funciones de verosimilitud de datos trasladados son localmente aproximadas hasta

un orden O(n™1).

e Densidades posteriores aprorimadas. Si se usa una distribucion inicial uniforme, la
densidad final puede considerarse como asintéticamente local de datos trasladados

hasta un orden O(n™').
e Aproximacion local multiparamétrica. Sise usan métricas de informacion geodésicas,
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la verosimilitud puede considerarse como de datos trasladados hasta un orden

O(n™1).

La extensién multiparamétrica de Kass (1990) es poco sélida (Kass y Wasserman,
1996) puesto que no es posible encontrar una verosimilitud de datos trasladados conjunta.

Finalmente, para més detalles sobre verosimilitud de datos trasladados véase Box y
Tiao (1973), Kass (1990) y el resumen de Kass y Wasserman (1996).

1.4. Maxima entropia

Si © = {6,...,0,} es finito y 7 es una medida de probabilidad sobre O, entonces la
entropia de mw, que puede considerarse como una medida de la incertidumbre sobre 6

implicada por 7, se define como

k
H(m) ==Y _m(6;)logm(6;).
i=1
La funcién inicial de mayor entropia es la menos informativa, y el método de maxima
entropia consiste en elegir la inicial que maximice la entropia. Cuando no se tienen
restricciones, la inicial que maximiza es la distribucién inicial uniforme. Pero cuando se
cuenta con informacién especificada por las esperanzas de un conjunto de funciones de
la variables aleatorias {E[fi],...,E[f.]} con r < k, entonces el método sugiere la inicial que
maximiza la entropia sujeta a las restricciones impuestas por estos momentos, lo que da

como resultado
W(@,) X exp {Z )\]f](ez)} .
j=1

Jaynes (1968) fue el mayor impulsor de los métodos de méxima entropia para la ob-
tencién de distribuciones iniciales objetivas. El asegura que el método de maxima entropia
es una herramienta formal que garantiza que no se han considerado supuestos erroneos,
que podrian permanecer ocultos, y que se consideran todas las posibilidades que la infor-
macion disponible aporta en ese momento. Demuestra que la unicidad de la expresion
—plog p es consecuencia de su correspondencia con las frecuencias, es decir, que la inicial
resultante de maximizar la entropia ha de concordar con la distribucién de frecuencias
proveniente de resultados experimentales realizados en un gran nimero de veces. Otras
funciones convexas pueden usarse para definir la incertidumbre, pero Jaynes asegura que
carecerian de una correspondencia frecuentista como la descrita anteriormente.

La version continua de la maxima entropia carece de la propiedad de invarianza y

Jaynes (1968) sugiere usar la forma invariante — [ p(6)log %d@ que requiere la especi-
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ficacién de una inicial “no informativa” m(6), de tal suerte que el argumento se vuelve
circular.
Finalmente, Seidenfeld (1987) ademéds de aportar un resumen sobre los métodos de

maxima entropia, describe dos de los problemas asociados a ellos:

e Conflictos con la actualizacion Bayesiana. Supongase que existe la inicial Py tal
que maximiza la entropia dada una restricciéon, y se dé la ocurrencia del suceso A.
Existen dos formas para incluir esta nueva informacién, (i) condicionando P, para
tener Py(:|A), o (ii) incluyendo el suceso como una restriccion, esto es, E[14] donde
14 es la funcién indicadora para el suceso A, pero la nueva probabilidad resultante

(@) que maximiza la entropia difiere de Py(-|A).

e Paradojas de particion. La méxima entropia puede incurrir en paradojas de par-
ticién al igual que el principio de razon insuficiente. Las inconsistencias aparecen
cuando el espacio paramétrico es subdividido en presencia y ausencia de restriccio-

nes empiricas sobre las cantidades de interés.

Para mas detalles sobre este método de obtencion de distribuciones iniciales objetivas
véase Seidenfeld (1987) y el resumen dado por Kass y Wasserman (1996) junto con las

referencias ahi citadas.

1.5. Geometria

Jeffreys (1961) introduce el cuadrado de las distancias como una aproximacion a las
distancias entre distribuciones. De hecho, encuentra que la divergencia de Kullback-
Leibler se comporta localmente como el cuadrado de la funcién distancia determinada

|'/2. Su idea se basé

por la métrica Riemanniana, que es la informacién de Fisher |1(0)
principalmente en la propiedad de invarianza dado que los volimenes provenientes de
métricas Riemannianas son invariantes ante reparametrizaciones.

En esta misma linea de investigacién, Kass (1989) proporciona una interpretacion
geométrica de una medida local de la distancia entre elementos de una familia de dis-
tribuciones, la cual es la divergencia Kullback-Leibler o equivalentemente, la informacion
de Fisher. Kass define la distancia de informacion como la distancia entre dos ele-
mentos de distribuciones. Demuestra también que esta distancia no depende de las
parametrizaciones y que existe una relacién entre esta distancia de informacion y la
divergencia Kullback-Leibler. Encuentra que la divergencia Kullback-Liebler tiene un
comportamiento local como el del cuadrado de la funcién distancia, coincidiendo con el
razonamiento inicial de Jeffreys.

Notese que la regla general de Jeffreys es generada por los elementos naturales del

volumen de la métrica de informacion, ademas es invariante e uniforme respecto de al-
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gunos espacios paramétricos, como la medida de Lebesgue, puesto que asigna igual masa
a regiones que tienen igual volumen. Esta propiedad la hace atractiva en el momento de

elegir una inicial objetiva.

1.6. Iniciales de cobertura consistente

Desde finales de los anos cincuenta, uno de los aspectos buscados de la obtencién de
distribuciones iniciales es que sus respectivas distribuciones posteriores concuerden con
los resultados frecuentistas. Expresado en términos formales, considérese un parametro
escalar 0 y las funciones cotas superior e inferior de los datos {(z) y u(x) que satisfacen
Prli(z) < 0 < u(z)] =1—a, asi que A, = (I(x),u(x)) es un conjunto creible (de probabi-
lidad) final 1 —a, con [, 7(f|x)dd = 1—a. Ahora bien, pueden entonces considerarse las
propiedades frecuentistas de A, bajo el muestreo repetido dado 6. En general, para algin
tipo de distribuciones iniciales, la proporcion de muestras que producirdn conjuntos A,
que contengan al verdadero valor de 6 (la cobertura frecuentista) no serd exactamente
1 — «a, pero puede encontrarse una aproximacion a la misma.

Mencionaremos a continuacién algunos de los principales puntos sobre esta linea de
investigacion:

Lindley (1958) encuentra un acuerdo exacto entre las distribuciones finales y los in-
tervalos de confianza provenientes de distribuciones fiduciales para un parametro escalar,
cuando el modelo de probabilidad pertenece a la familia de distribuciones de localizacién
o puede transformarse en un modelo de localizacién. Mas ain, si existe un estadistico su-
ficiente para el parametro y se preserva la forma de localizacion, también hay un acuerdo
exacto. Lindley (1958) incluye resultados sobre la familia exponencial, en particular
las distribuciones Normal y Gama, que son distribuciones pertenecientes a familias de
localizacion.

Welch y Peers (1963) proporcionan una generalizacién de este resultado para el caso
uniparamétrico, donde los intervalos Bayes asociados de un solo lado se aproximan
asintéticamente a intervalos de confianza, y encuentran que la aproximacién es mejor
cuando se usa la inicial de Jeffreys.

Finalmente, un método de obtencion de iniciales objetivas que proporcionen cierto
acuerdo con los resultados frecuentistas son las iniciales de cobertura consistente o match-
ing. Una inicial de cobertura consistente es aquella inicial bajo la cual las probabilidades
finales de ciertas regiones coinciden con sus coberturas de probabilidad, exacta o aproxi-
madamente.

Notese que una inicial de cobertura consistente no es necesariamente la mejor opcion,
como demuestran importantes ejemplos. Uno de ellos es el problema de Fieller-Creasy,

donde los intervalos de confianza frecuentista no funcionan y en donde una inicial objetiva
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Bayesiana no deberia reproducirlos.

Un resumen completo sobre estas iniciales objetivas puede verse en Datta y Sweeting
(2005).

Por otro parte, las propiedades frecuentistas pueden se usadas como reglas de se-
leccién. En esta linea Berger y Bernardo (1989) proponen el uso de las propiedades de
cobertura frecuentista de los intervalos creibles para discriminar entre posibles distribu-

ciones iniciales objetivas alternativas.

1.7. Método de Zellner

Zellner (1977) propone la inicial de mdzxima informacion de datos (Maximal Data In-
formation Prior) basada en medidas de informacién. Zellner elige la inicial usando una
funcién G como funcion criterio u objetivo para ser maximizada, sujeta no tinicamente a
la condicién [ m(0)df = 1 sino también a otras posibles condiciones relevantes.
Expresado en términos formales, considérese una observacién y proveniente de p(y|@),
con parametro escalar 0 tal que a < 6 < b, con a, b finitos. Zellner define la informacion
de los datos como Z = [ p(y|6)logp(0)dy y el valor promedio de la informacidn a priori

de los datos como

La inicial MDIP m(#) es la inicial que maximiza
G=1(0)— /W(@) log 7(0)d#,

cuya solucion es 7(6) o exp{Z(0)}. Esta serd la inicial que maximiza la entropia sujeta
a la restriccién de que la entropia en los datos debera ser constante.

Desafortunadamente, el método propuesto por Zellner no es invariante ante para-
metrizaciones y por lo tanto no puede proponerse como un procedimiento general de
obtenciéon de iniciales. Sin embargo puede forzarse y lograr una invarianza parcial en
cierta forma ad hoc. Zellner (1977) incluye un catalogo de iniciales MDIP para diferentes
modelos de probabilidad.

Ademas de la referencia aqui citada, puede encontrarse mas informacién sobre este

método en Kass y Wasserman (1996, Sec. 3.8) y en las referencias ahi mencionadas.

1.8. Modelos de teoria de la decision

Otra forma de obtencién de distribuciones iniciales no informativas consiste en usar teoria
de la decision. En esta seccion haremos una revision de tres de los principales precursores
de este método, Hartigan (1965), Good (1969) y Kashyap (1971), en ese orden.
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La propuesta de Hartigan se basa en un problema de decisiéon con los elementos: Una
funcién de densidad p(z|f) y una funcién de pérdida L(d,#) con d € D un espacio de
decisiones.

Para cada densidad inicial k() existe una decisién de Bayes d, dada la observacién z,

tal que minimiza la pérdida promedio L con respecto a la densidad final. Hartigan dice

que la decisién d(x) es insesgada para la funcién de pérdida L si
EIL(d(x),00)[6] > EL(d(x),6)[6] 0,0 € ©

La funcién de pérdida L(-) es interpretada como una medida de incompatibilidad
entre d y 6, cuando 6 es verdadera d es en promedio mas compatible con 6 que cualquier

otro valor del parametro.

Si 0 es unidimensional, la distribucién inicial h(-) es asintéticamente insesgada si

B[ (Zlogp(al0)* 0]
\ %L(d(x)ﬂ)‘d:e

En particular, para la funcién de pérdida L(d,6) = a(0)(d — 0)?, la inicial insesgada
es my(0) = % donde I es la informacion de Fisher. Si se usa la funcién de pérdida

logaritmica,

h(6)

L(d,0) = / log (Zg:g;)ﬂ:ﬂ@)dﬂv,

la inicial insesgada es m(0) = 1/1(0), que coincide con la inicial de Jeffreys. Hartigan
también proporciona una extensién a varios parametros; estudia el caso de la familia

exponencial multidimensional y el modelo de regresion.

El trabajo de Good (1969) difiere un poco del de Hartigan, pues Good propone utilizar
la funcién U(G|F') como “la utilidad de afirmar la distribucién G, cuando en realidad es
F”. Good demuestra que con respecto a un caso especial de funcion de utilidad U, la
distribucién inicial menos favorable, es proporcional a |I1(0)|'/?, donde I(6) es la matriz

de informacién de Fisher. Para mas detalles véase Good (1969).

Otro trabajo interesante es el hecho por Kashyap (1971), que encuentra una expresion
de una inicial objetiva al considerar un juego de suma-cero entre dos jugadores (“N”
la naturaleza versus “S” nosotros) donde nosotros elegimos la inicial que minimiza la
divergencia entre la densidad de los datos y la densidad predictiva. Kashyap demuestra
que la mejor estrategia del problema minimax es elegir la inicial 7(f) que minimice

E[log f#%?], donde el valor esperado es evaluado sobre la densidad conjunta de 6 y los
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datos y. Cuando el tamano de la muestra crece, la solucién minimax se aproxima a la

inicial de Jeffreys.

1.9. Método de Rissanen

Al igual que en el caso continuo, también se ha intentado definir una inicial objetiva
universal sobre parametros que solo toman valores enteros © = {1,2,...}, y que no dependan

del modelo asumido.

Jeffreys (1961, p. 238) sugiri6 la inicial Q(n) o< n='+O(n~?) cuando se desea estimar
un entero positivo, dicha inicial la deduce con el ejemplo de un viajero en la estacion de
trenes. Un hombre que viaja dentro de un pais extranjero tiene que cambiar de tren en
cierta estacion. El hombre desconoce el nimero total de vagones y lo tinico que logra
ver es el vagén numero 100. Con esta informacion jel hombre que puede inferir acerca
del total de vagones? Sélo se tiene el supuesto de que los vagones estan enumerados
consecutivamente a partir de 1. Aparentemente, la cantidad que se desea estimar (entero
positivo) no tiene un limite superior sobre los posibles valores que podria tener. Este
ejemplo usé Jeffreys para sugerir la funcién Q(n) para la estimacién de un entero positivo,

pero no proporciond ningin tipo de soporte tedrico.

Otro punto de vista completamente diferente es el dado por Rissanen (1983) basado
en la teoria de codigos. Explicaremos brevemente su propuesta: Supdngase que se ha
construido un cédigo que asigna una cadena binaria a cada entero. Cada codigo necesita
un unico prefijo que identificara el principio y final de dicho cédigo. El prefijo ayudara
al decodificador a identificar la proporcion de cédigo que corresponde a cada uno de los
c6digos (no existe el simbolo coma). Mientras tanto, alguien elige un entero M (cota su-
perior del entero) de una distribucién de probabilidad P, donde P refleja el conocimiento
previo (o casi ignorancia). La primera tarea es definir el conocimiento inicial, que sera
un conjunto de distribuciones 2 de P, donde M es el tinico parametro conocido, y en vez
de usar el cddigo se usaran las longitudes de cada cédigo L = (L(1), L(2),...), asi sélo
se tiene un cédigo para todo el conjunto de distribuciones. La segunda tarea es asignar
los cédigos de tal suerte que el cddigo con la informacion de las longitudes sea lo mas

pequeno posible, es decir, minimizar el inverso del cddigo eficiencia, el cual es

N . .
S P)L
minsup lim ZJ\}ZI (L)
Lop N=ee =30 P(i)log P(i)

con algunas condiciones de regularidad.

Rissanen (1983) demostré que existe un cédigo Lo(n) = log;(n)+log, ¢ donde logs(n) =
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log, n + log, log, n + ..., que satisface la condiciéon de minimizaciéon y sugiere usar

Q(n) o oLo(m),

1 1 1 1
x — X X oo X —————— X —, forn > 0;
n logy,n logyn...logon ¢

como inicial universal para todos los enteros. Esta inicial también puede extenderse a los
enteros negativos.

Sin embargo, la aplicaciéon de esta inicial general frecuentemente da como resultado
soluciones insatisfactorias a ciertos ejemplos y uno de ellos es el de datos binomiales

Bi(r|n,#) donde n es desconocido.
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Capitulo 2

Analisis de referencia

2.1. Introduccién

Desde los trabajos de Bayes (1763) y de Laplace (1814/1825) hasta nuestros dias, ha
adquirido gran relevancia el problema de encontrar un método de obtencion de iniciales
no informativas, tarea a la que le han dedicado gran parte de sus esfuerzos hombres y
mujeres de ciencia.

El trabajo de Jeffreys (1946) fue un parteaguas en este tema y es considerado como
el precursor de la estadistica Bayesiana moderna. El trabajo inicial cristalizé en el libro
pionero de Jeffreys (1961) a partir del cual han surgido continuas propuestas tales como
las de Zellner (1971a) y Box y Tiao (1973) por mencionar algunas. En el Capitulo 1 se
ha proporcionado un breve resumen de algunas de ellos.

Actualmente la investigacién en esta area frecuentemente se basa en el entorno del
andlisis de referencia donde una funcion inicial de referencia representa la completa ig-
norancia sobre una cantidad de interés bien especificada. La inicial de referencia produce
una distribucion final de referencia para dicha cantidad, que siempre sera dominada por
la informacion que proveen los datos.

Las funciones iniciales de referencia no representan las creencias personales del investi-
gador, por tanto pueden usarse como un estandar de comunicacién en el medio cientifico.
Su eleccion incorpora dos importantes desiderata: La funcion inicial no debe influir en
la informacion que proporcionan los datos, y su eleccion se hace de tal forma que las
creencias personales del investigador tampoco influyen en la informacién que los datos
proporcionan.

La densidad final de referencia se obtiene mediante el uso formal del teorema de
Bayes, y el papel de la funcién inicial de referencia es el de una simple herramienta de
obtencion pues generalmente es una distribucién impropia. Como consecuencia directa
de su modo de obtencién, la distribucién final de referencia es objetiva dado que se

basa unicamente en el modelo supuesto y los datos observados. Es una representacion
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matematica de la ignorancia acerca de la cantidad de interés relativa a la informacion

que podrian proporcionar los datos bajo un modelo dado.

En general, se espera que la iniciales objetivas cumplan las propiedades siguientes:

(1)

(i)

(iii)

(iv)

Generalidad.

El procedimiento de obtencién debe ser general, es decir, debe ser aplicable a
cualquier problema de inferencia y sus resultados deben ser apropiados. En parti-
cular, la densidad final 7(f|x) debe ser propia para cualquier conjunto de datos

xT.
Invarianza.

El método debera ser invariante bajo cualquier transformacion que no modifique el

problema. Vedse la seccion 1.2 donde se explica detalladamente esta propiedad.
Marginalizacion consistente.

Las densidades finales deben ser las mismas si se han obtenido del modelo completo o
de la distribucién marginal de un estadistico suficiente. Es particular, si la densidad
final 71 (0|x) se obtuvo del modelo completo p(x|f, A) y tiene la forma 7(0|x) =
m1(0|t) donde t = t(x) es algun estadistico de los datos; si t tiene distribucion en el
muestreo p(t|f) que depende tinicamente de 0 y la densidad final resultante de usar

p(t|0) es m2(0|t), entonces la densidad final 7o (+|t) deberd ser igual a m(-|x).
Propiedades del muestro consistente.

El muestreo repetido de la distribucién final debe ser consistente con el modelo,
es decir, la distribucién final deberd concentrarse alrededor del verdadero valor del
parametro cuando el tamano de la muestra se incrementa. Se dice que hay una

inconsistencia fuerte si la densidad final carece de esta propiedad.

La funciones iniciales de referencia (Bernardo 1979, Berger y Bernardo, 1989, 1992a,

1992b, 1992¢, Bernardo, 2005, Berger, Bernardo y Sun, 2009a) parecen ser las tinicas que

cumplen con todas estas propiedades.

La idea central de las funciones iniciales de referencia es la de maximizar la cantidad

de informacién que los datos proporcionan acerca de lo uno podria esperar sobre una

cantidad de interés. Las iniciales de referencia generalmente son impropias y por lo

tanto no pueden normalizarse en un funcién de densidad. Recuérdese que las iniciales de

referencia son una herramienta técnica de obtencién de finales de referencia a través del

uso formal del teorema de Bayes.
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La siguiente seccién se centrard en los conceptos de discrepancia intrinseca e infor-
macion esperada, centrales en la teoria de la informacién, y esenciales en el andlisis de

referencia.

2.2. Discrepancia intrinseca e informacion esperada

En teoria de la probabilidad, es frecuente el uso de medidas de divergencia entre las
distribuciones de probabilidad, basadas en teoria de la informaciéon. Cada una de éstas
medidas define un tipo de convergencia y se ha encontrado que describen mejor algunos de
los procesos limites existentes en la teoria de la probabilidad y en la inferencia estadistica.

Una de ellas es la discrepancia intrinseca (Bernardo y Rueda, 2002).

Definicién 1 (Discrepancia intrinseca). La discrepancia intrinseca 6{pi,p2} entre dos

densidades de probabilidad pi(x) y p2(x) para la cantidad aleatoria x € X es

3{pr(x), pa()} = min{/)ﬁ pi(x)log p;(w)dw,/xz pa(@) log pj(m)dw}-

pa() pi(x)

La discrepancia intrinseca entre dos familias de densidades de probabilidad

My = {pi(z]g), ¢ € @} vy My = {p2(x]t)), v € ¥}

para la cantidad aleatoria x € X, se define como

o{My, Mo} = min 6 {pi(®|¢), pa(x[¢))} .

PED HET
La discrepancia intrinseca es un ejemplo de funcién de pérdida intrinseca (Robert,
1996) y puede expresarse en términos de la divergencia de Kullback-Leibler como
0{p2,p1} = min {r{p1|p2}, ~{p2lp1}}

donde w{p;|p;} = [ v, Pi(z)log Z ]Eg dx, con X; C X;. Consecuentemente, la discrepancia

intrinseca hereda algunas de las propiedades de la divergencia de Kullback-Leibler. En
particular, es no negativa, estd bien definida, y es cero si y sélo si pi(x) = pa(x) casi
por todas partes. Ndétese que k(pi|p2) es el valor esperado del logaritmo de la densi-
dad (o probabilidad) de la razén de p; en contra de py;. De este modo, la discrepancia
intrinseca entre dos modelos, §{ M, M5} es la razdn de log-verosimilitudes minima espe-
rada en favor del modelo (verdadero) del que provienen los datos. Ademés, la discrepancia
intrinseca entre dos modelos no depende de la parametrizacion usada para describirlos.

Si p1 v po tienen dominios estrictamente anidados y alguna de las divergencias no es
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infinita, la discrepancia intrinseca sigue estando definida. En efecto, si X; C X, entonces
o{pi,p;}t = o{pj, pi}t = r{pslpi}-

La discrepancia intrinseca también tiene la propiedad de la aditividad de la infor-
macién, que es consecuencia de que la densidad conjunta de cantidades aleatorias inde-
pendientes es el producto de sus marginales.

Noétese que la discrepancia intrinseca es una medida de la “distancia” entre dos mode-
los diferentes para @ € X. Entonces 0{pi(x|¢), pa(x|t))} es una medida simétrica (en
unidades naturales de informacién) de lo diferentes que son las densidades de probabili-

dad pi(x|¢) vy p2(x|t)), como funcién de los pardmetros ¢ y 1, de forma que

0{p1(2]0), pa(¢)} = 0(¢, ).

La discrepancia intrinseca de un punto a un conjunto puede definirse como la distancia
de ese punto al elemento mas cercano del conjunto. Como cualquier funcién de pérdida
intrinseca es invariante bajo transformaciones uno-a-uno de los parametros usados para
describir los modelos de probabilidad.

Una ventaja de la discrepancia intrinseca es que puede usarse como una funcién general
de pérdida en estadistica, porque (5(0A, 0) mide la pérdida de usar el modelo estimado
p(w\é\) como si este fuese el modelo verdadero p(x|@). Esto puede usarse en un contexto
de pruebas de hipétesis como se propone en Bernardo (1999), Bernardo y Rueda (2002)
y Bernardo y Judrez (2003). Especificamente, sea el modelo p(x|68y) (modelo nulo); uno
podria preguntarse lo lejos que se encuentra del verdadero modelo p(x|@) en funcién
de 6, que es precisamente lo que mide §{6y,0}. El modelo nulo sera rechazado si el
estadistico intrinseco d(8g|x) = [, 6{0y,0}p(0]|x)dO es muy grande. De manera similar,
el estimador intrinseco 8* se define como el que minimiza d(0|x) entre todos los 6 € ©.
La funcién de pérdida esperada d(5|a:) también puede usarse para definir las regiones
intrinsecas p-creibles R, = {6 : d(8|z) < dy} donde dy es elegido tal que cumpla con
Jocr, P(O]x)d0 = p.

Asimismo, la discrepancia intrinseca define un nuevo tipo de convergencia para las
distribuciones de probabilidad, la convergencia intrinseca, que sera usada posteriormente

para definir las funciones iniciales de referencia.

Definicion 2 (Convergencia intrinseca). Una sucesion de distribuciones de probabili-
dad especificada por sus funciones de densidad {p;(x)}52, se dice que converge intrinsica-
mente a una distribucion de probabilidad con densidad p(x) siempre que la sucesion de

sus discrepancias intrinsecas {3(p;, p)}52, converja a cero.

Supéngase el modelo M = {p(x|0),x € X,0 € O} y una funcién inicial estrictamente
positiva 7(@). Si m(0) es impropia, es decir, [, p(x|0)r(8)d0 = oo, el teorema de Bayes no
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puede usarse formalmente para obtener la densidad final 7(6|x),

p(x[0)7(6)
f@ p(xz|0)w(6)d0’

w(0|x) =

a menos que suceda que [, p(z|0)7(6)d0 < oo, puesto que sélo entonces m(@|x) serd
propia. Para garantizar lo anterior, se debe encontrar un adecuado limite de subconjun-
tos del espacio paramétrico de tal forma las iniciales sean propias en ellos, y por tanto
induciran finales propias.

Considérese nuevamente el modelo y una funcién estrictamente positiva 7(0),0 € O,
tal que, para toda € X, [, p(x|0)7(0)d0 < oo. Una sucesion de compactos aproa-
imada del espacio paramétrico es una sucesion creciente de subconjuntos compactos de
O, {6}, que converge a O. Sea {m;(6)}:°, la sucesién de iniciales propias obtenidas
de renormalizar 7(0) a las ©;’s. La correspondiente sucesién de finales {m;(0|x)}$°,, con
m:(0)x) < p(x|0)m;(0), se le llama la sucesion de finales aprorimada a la final 7(0|x).

Puesto que las iniciales normalizadas 7;(@) son propias, puede esperarse que las finales
resultantes convergeran en el sentido de convergencia intrinseca a la final w(6|x). Esto

lo asegura el siguiente teorema:

Teorema 1 Considérese el modelo M = {p(x|@);x € X,0 € O} y una funcidn continua
estrictamente positiva m(0) tal que [y p(x|0)m(0)dO < oo, para toda x € X. Para
cualquier sucesion de compactos aproximada del espacio paramétrico, la correspondiente

sucesion de finales aproximada converge intrinsicamente a la final m(0|x) < p(x|0)w(0).

Demostracion. Véase la demostraciéon del Teorema 1 en Berger, Bernardo y Sun (2009a).

O

Sin embargo, para evitar patologias se necesita de una forma mas fuerte de conver-
gencia; la correspondiente sucesion de finales {m;(0|x)}2, se dice que es intrinsicamente

convergente en sentido fuerte a la final w(0|x) si

lim | 5{m(6]2), 7(6]z)}pi(x) = 0
71— 00
donde p;(z) = [, p(x|0)m;(0)d0.
Asi, una sucesion de distribuciones finales converge intrinsicamente en sentido fuerte
a algun limite, si la discrepancia intrinseca fuerte esperada de este limite se aproxima a
cero. Por lo tanto, una sucesion de finales convergentes intrinsecamente en sentido fuerte
se espera proporcione una buena aproximacion a la final limite para cualquier conjunto

de datos. Las iniciales objetivas deberian cumplir esta propiedad.
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Definicion 3 (Funcién inicial permisible). Una funcion continua estrictamente posi-

tiva m(0) es una funcion inicial permisible para el modelo
M = {p(x|0),z € X,0 € O}

s1
(i) para toda x € X, w(8|x) es propia, es decir, [, m(8]x)dO < oo;

(i1) para alguna sucesion de compactos aprozimada la correspondiente sucesion de fi-

nales es convergente intrinsicamente en sentido fuerte a

7(0|x) x p(x|0)m(0).

Por definiciéon, las funciones iniciales permisibles siempre producen finales propias.

2.3. Distribuciones de referencia

2.3.1. Modelos uniparamétricos

Un concepto importante en el anélisis de referencia es la informacion esperada de Shan-

non.

Definicién 4 (Informacién esperada).La informacion que se espera proporcione una

observacion del modelo M = {p(x|0),x € X,0 € O}, cuando la inicial para 0 es p(d) es

I{p(8)| M} ://Xxep(a:]G)p(H) log%dwdﬁ

donde p(0]z) = p(x|0)p(0)/p(x) y p(z) = [o p(z|0)p(0)do.

La cantidad de informacién esperada de I{p(#)|M} que proporciona una observacién
proveniente del modelo M depende de la inicial p(f). Si la inicial contiene una gran
cantidad de informacion acerca de 6 poca informacién proveeran los datos. Considérense
k observaciones independientes de M, para k grande {x1, ...,z }, I{p(0)|M*} propor-
cionard gran cantidad de la informacién faltante acerca del parametro de interés 6. Por
lo tanto, si k — oo, I{p(0)|M*} es la informacién faltante acerca de 6 con p(f). Intu-
itivamente, una funcién inicial de referencia 7(6| M, P) serd una funcion permisible que
maximiza la informacion faltante acerca de # entre la clase P de iniciales compatibles con
conocimiento previo de que se disponga sobre el valor de 6.

Existen dos importantes dificultades con la formulacién intuitiva de las funciones
iniciales de referencia que son: Si el espacio paramétrico es continuo o infinitamente

numerable I{p(0)|M*} diverge cuando k — oo, puesto que se necesita una cantidad
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infinita de informaciéon para saber todo acerca de . Por otra parte, la informacién
esperada esta siempre definida en un conjunto no acotado. Estas dificultades se resuelven
con la siguiente definiciéon (Bernardo, 1979, Berger y Bernardo, 1992a, Berger et al.
2009a).

Definicién 5 (Funcién inicial de referencia).

Sea el modelo M = {p(x|f),z € X,0 € © C R} con pardmetro escalar continuo y sea P
una clase de funciones iniciales para 6 para las cuales se cumple que [, p(|0)p(0)df < co.
La funcion (0) = w(0|M,P) es una inicial de referencia para el modelo M dado P, si

existe una funcion permisible tal que, para cualquier conjunto compacto Oy C O,
klim {I{mo| M*} — I{po|]M*}} >0, para toda p € P,

donde m(0) y po(0) son, respectivamente, las restricciones renormalizadas de w(0) y p(6)

en Oq

Las funciones iniciales de referencia tienen las siguientes propiedades:

e Independencia del tamano de muestra.
Si los datos {yi, ..., Y, } consisten en una muestra aleatoria de tamano n provenientes
del modelo M = {p(y|0),y € V,0 € O}, y con inicial de referencia 7 (6| M, P). En-
tonces (0| M"™, P) = m(0| M, P), para cualquier tamano de muestra fijo n (Berger
et al. 2009a, Teo. 4).

o Compatibilidad con estadisticos suficientes.
Considérese el modelo M = {p(x|0),z € X,0 € O} con estadistico suficiente
t=1t(x) € T,ysea My = {p(t|f),t € T,0 € O} el modelo correspondiente en
términos de ¢. Entonces 7(0| M, P) = w(0| My, P) (Berger et al. 2009a, Teo. 5).

e (onsistencia bajo parametrizacion.
Considérese el modelo M = {p(z|f),x € X,0 € O} y sea ¢ = g(f), donde g :
© — & es una transformacién invertible (a trozos) de . Entonces my(¢| My, P)
es la densidad inicial inducida por la transformacién de my(6| My, P) (Berger et al.

2009a, Teo. 6). Especificamente, para alguna ¢ > 0 y para toda ¢ € @,

(1) Ts(¢) = cmp(g (), si O es discreta; y

(ii) 7(0) = c o9~ (9))| sl si Jp = 252 existe.

Esta propiedad es conocida también como invarianza bajo transformaciones.
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Puede encontrarse una detallada explicacién de las propiedades antes citadas en las
Secciones 5.4 y 5.6 de Bernardo y Smith (1994).

Retomando la definicién de la inicial de referencia, ésta tiene sentido si [{my|MF*}
v {po|MF¥} son finitos, por tanto es necesario definir algunas condiciones que la inicial
debera cumplir: Si p € P,, donde Py es la clase de funciones continuas estrictamente

positivas en O, entonces
(i) VO € ©, p(d) > 0,

y
(ii) Ve € X, [ p(z|0)p(f)df < oco.

Las iniciales que cumplan con estas dos condiciones se llamaran funciones iniciales
estandar. También, serd necesario definir los modelos estindar, que béasicamente son
aquellos que dan lugar a una informacion esperada finita proveniente de cualquier muestra
finita.

Expresado en términos formales, el modelo M = {p(x|f);x € X,0 € ©} es un modelo

estdndar si para cualquier funcién inicial p(f) € P y cualquier conjunto compacto de Oy,
I{po|M*} < 0 (2.1)

donde pg es la inicial resultante de restringir p(6) a ©q. Es importante verificar las

condiciones bajo las que (2.1) se satisface.

e Cuando todas p(tx|0), 6 € O tienen el mismo dominio, la Ec. (2.1) se satisface si,

para cualquier 6,60 € O,

D(t4/6)
t.|0)log ———=dt;, < oo,
/T,f’( (0 tox Z TRty

Berger et al. (2009a, Lema 1).
e Cuando todas p(tx|€), 6 € Og tienen dominios diferentes, la Ec. (2.1) se satisface si

(i) H[p(tl0)] = —ka p(ti|0)log(p(tk|0))dts es acotada inferiormente para 6 €
607 y
(ii) ka po(tr) log(po(ts))dty > —oo, donde po(ty) es la verosimilitud marginal

proveniente de la inicial uniforme, es decir,

po(ty) = L(@)l/ p(te|0)do,

Ch)
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donde L(©g) es la medida de Lebesgue de Oy, véase Berger et al. (2009a,
Lema 2).

El siguiente teorema proporciona una expresion explicita de la funcion inicial de refe-

rencia.

Teorema 2 (Forma explicita de la funcidén inicial de referencia). Supdngase el mo-
delo estindar M = {p(z|f),x € X,0 € © C R}, la clase estindar Py de iniciales
candidatas, y sea ty, = ty(x1,...,x) € T} cualquier estadistico suficiente (que puede ser
la muestra completa). Sea 7 (0) una funcion continua estrictamente positiva tal que la

final (formal) correspondiente

o (o6
) = ) (6)0

es propia y asintoticamente consistente, y definase, para cualquier punto interior 6y € ©,
Ty

= lim 1(0)
1O = im0

. (2.3)

f2(60)
es monotdnica en k o es acotada superiormente por alguna funcion h(6) integrable so-

Si, (i) cada fi(0) es continua y, para cualquier 6 fija y k suficientemente grande, { HO) }

bre cualquier conjunto compacto; y (i1) f(0) es una funcion inicial permisible, entonces

(0| M, P,) = f(6) es una inicial de referencia para el modelo M y la clase de iniciales

Ps.
Demostracion. Véase la demostracion del Teorema 7 de Berger et al. 2009a. 0

Notese que 7y y 0y pueden ser elegidas arbitrariamente, ademés no se especificaron
conjuntos compactos, por tanto las iniciales de referencia funcionan, simultaneamente,
para todos los subconjuntos compactos de O.

Una funcién inicial permisible para cualquier modelo (estdndar) de localizacién
My ={fi(lx — p);x € X, u € R} es la inicial uniforme 7(px) oc 1. Similarmente, si es

permisible, la inicial de referencia para un modelo de escala
My ={o fo(z/o);x € X,0 € R}
es (o) x o~
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Un ejemplo mas sofisticado es el que provee el modelo general uniforme, que es dis-

cutido ampliamente en Berger et al. (2009a).

Considérese el modelo

1

M = {UH($‘QI(9)7 ax(0)); az(0) — a1 (6)

yar1(0) <z < @(9)} (2.4)

donde 6 > 60y y 0 < a1(8) < as(f), © = (0y, o). Definase

be = b(6) = % k=12

La inicial de referencia para el modelo (2.4) resulta ser

(0) = %exp {m 5 ! i () - bzw@l))}

donde t(z) es la funcién digama definida por ¥(z) = LlogI'(z) para z > 0, y las
derivadas a}(0) y a5 () satisfacen 0 < a}(0) < a5 (@).

Funciones iniciales de referencia numéricas

En algunos modelos complejos las funciones iniciales de referencia pueden ser de dificil ob-

tencién, pero puede aproximarse la Ec. (2.2) a través de evaluaciones numéricas mediante

el siguiente pseudo-codigo:

(i)

Valores iniciales:
elijase una valor moderado de k;
elfjase una funcién positiva arbitraria 7*(#), por ejemplo 7*(0) = 1;

elijase el nimero m de muestras a simular.

Para cualquier 6 dado, repitase, para j =1,...,m:
similese una muestra aleatoria {xi;, ..., x);} de tamano k proveniente de p(x|0);

calctilese (numérica o analiticamente) la integral

= [ T ntes o )

evaltese r;(0) = log (Hle TM)-

Calctilese 7(0) = exp{m~"'>_""  r;(0)} y almacénese el par (0, 7(0)).

Repitanse las rutinas (ii) y (iii) para todos los # valores para los cuales se requiera
el par (0, 7(0)).
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En caso de necesitar una aproximacién analitica a 7(6), esta puede obtenerse por
medio de alguna técnica de interpolacién.
Al final de esta subseccién reproducimos un ejemplo de Bernardo (2005a) donde se

implementa esta aproximacién numérica.

Funciones iniciales de referencia bajo condiciones de regularidad

Sea la muestra aleatoria @ = {1, ..., x;} proveniente del modelo uniparamétrico
M = {p(z]f);z € X,0 € © C R} y supéngase que existe un estimador suficiente
asintéticamente consistente @; de 0. La inicial de referencia de € puede obtenerse en-

tonces en términos de una aproximacion asintética w(0]0),, a la distribucién final de 6.

Especificamente,
7(0) < 7(0]6,) ‘é'nze'

Funciones iniciales de referencia bajo normalidad asintética

Supongase que la distribuciéon final de 6, la cantidad de interés, es asintoticamente nor-
mal. Especificamente, sea {yi,...,yx} una muestra aleatoria proveniente del modelo
M = {p(ylf);y € V,0 € ©} y supéngase que la densidad final de 6, 7(0|yi, ..., yx),
es asintoticamente normal con desviacién estandar 5(97{) /Vk, donde 05 es un estimador

consistente de 6. Entonces, la inicial de referencia tiene la forma
(0| M, Py) x s(0)".

Bajo condiciones de regularidad (Bernardo y Smith, 1994, p.314) la distribucién fi-
nal de referencia de 6 es asintéticamente normal con varianza i(QAk)*l /k donde Oy, es el
estimador méximo verosimil de 6 y

82
i0) = —/yp(y\G)@logp(yW)dy

1/2 &g una funcién inicial permisible,

1/2.

es la informacién de Fisher. Si este es el caso, y i(0)

la inicial de referencia coincide con la inicial de Jeffreys 7 (6) o i(0)

Las funciones iniciales de referencia y el principio de verosimilitud

Notese que las funciones iniciales de referencia dependen del modelo asumido. Por con-
siguiente, si el modelo cambia, cambiara la inicial de referencia. Esto genera una incom-
patibilidad con el principio de verosimilitud el cual dice que toda evidencia acerca de 6
proporcionada por los datos, se encuentra contenida en la funcién de verosimilitud.

Sin embargo, noétese que el principio de verosimilitud se aplica después de haber

observado los datos mientras que las iniciales de referencia se obtienen antes de que
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los datos se han observado (véase el Ej. 12, Bernardo, 2005a.)

Como se ha mencionado anteriormente, las iniciales de referencia son simples herra-
mientas de obtencion de distribuciones finales y no tienen una interpretacion proba-
bilistica. Las distribuciones finales de referencia resultantes resumen lo que se podria
decir acerca de la cantidad de interés si la informacién a priori fuese minima relativa a
la informacion que el muestreo repetido de los datos pudiera proveer, datos provenientes

de un modelo especifico M.

Funciones iniciales de referencia restringidas

En caso de que la inicial deba cumplir algunas restricciones serd necesario también res-
tringir la clase de iniciales de referencia propias Py, con dominio ©, a una clase méas
pequena P.

Considérese la clase restringida de iniciales continuas propias con dominio © definidas

por

P = {pg : /@p(@)d@ = 1,/@gi(9)p(9)d0 = Bii=1, m}

donde E(g;(0)) = 0;, i = 1,...,m son las restricciones impuestas. Si existe, la inicial

de referencia restringida se obtiene en términos de la inicial de referencia no restringida

(6| M, Py) como

(0| M, P) oc (6| M, Po) exp {Z )\igi<(9)}

donde \; (i = 1,...,m) son constantes determinadas por las condiciones que definen la

clase P.

Datos exponenciales

Se reproduce a continuacion el ejemplo del modelo Exponencial Ex(z|f) dado en Bernardo

(2005a) para ilustrar los diferentes procedimientos de obtencién de la inicial de referencia.

Ejemplo 1 (Datos exponenciales).  Sea z = {1, ...,x,} una muestra aleatoria prove-
niente del modelo M = {f(z|0);z > 0,0 > 0}, donde f(x|0) =0~ y t, = 31", z; es un
estadistico suficiente.

e La distribucién en el muestreo del estadistico suficiente t,, es una densidad Gama p(t,|0) =
Ga(tp|n, 0), puesto que Ex(y|f) = Ga(y|1,0) y
Sy = 1 yi ~ Ga(sy|na, ). Siguiendo el Teorema 2, con funcién h(f) constante, la Ec.

38



(2.2) ahora es

Ga(tp|n,0)h
a(ty|n,0)

fn(0) = exp{/ Ga(tp|n, @) log fo 299)) dtn}

= exp{~logTn+1) ~n+ (n+ 1o(n) ~ log#} = cny

(
h
= exp{/ Ga(tp|n, 0)log Ga(f|n + 1,t, }

donde 9 (z) es la funcién digama, 1(z) = d% logI'(z) para z > 0, y ¢, es una funcién que
no depende de #. Usando la Ec. (2.3)

o dn (9) _ b

asf, entonces 7(f) o< 71, la cual puede demostrarse que es una funcién inicial permisible.

Alternativamente, uno puede considerar 6, = 2, T = > | z;/n, que es el estimador

méximo verosimil de 6, que es consistente. La funcién de verosimilitud es 1(§) = §"e="0/0x
y dada una funcién inicial continua positiva h(f), la aproximacién asintética a la final

tiene la forma 7(0|x) O”efne/é"h(Q). Sih(0) = 1, m(0)z) x Ga(d|n+1,n/0,) x 7(0|6,),
bajo muestreo repetido el valor 6, se concentrara en el verdadero valor 6, por tanto

1

(0) o< w(010n) |5, _y = 5

Funcién inicial de referencia numérica.

Usando el algoritmo numérico de obtencion de iniciales de referencia descrita anterior-
mente, obtendremos una aproximacion a la inicial de referencia para este modelo. Con
m = 500 muestras de k = 100 observaciones aleatorias, para 10 valores de 6 uniforme-
mente log-espaciados en un rango de e=3 a e€?, y reescalados para que m(1) = 1. La
Figura 2.1 muestra la inicial de referencia exacta (linea continua) contra los diez valores
aproximados (puntos) de la inicial de referencia numérica.
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Funcion inicial de referencia numérica parg 4]
7(0)

20+
[ ]

15

5 10 15 20

Figura 2.1: Funcidén inicial de referencia numérica para el modelo Exponencial. La linea
continua corresponde a la inicial de referencia tedrica w(0) o< 871, los puntos corresponden a la
aproximacion numérica de la inicial de referencia.

2.3.2. Un parametro de ruido

Considérese ahora el modelo M = {p(z|f,\),z € X,0 € O,\ € A} donde 0 es el
parametro de interés y A\ un parametro de ruido. Es obvio que para la obtencion de la
final de referencia 7 (f|x), dados los datos © = {x1, ..., x,}, es necesario obtener la inicial

de referencia conjunta my(6, \), e integrar con respecto al pardmetro de ruido \, es decir

7(0|x) ://\Wg(@,)\]a:)d)\oc//\p(a:|9,)\)7rg(9,/\)d)\.

La obtencion de la inicial de referencia puede hacerse aplicando recursivamente el
algoritmo para un problema de dos parametros a dos problemas con un solo parametro

como se describe a continuacién:

1. Condicionando sobre 6, p(x|f, A) ahora sélo depende de A dado . Entonces uno

puede obtener w(\|#) con el algoritmo de iniciales de referencia para un parametro.
2. Dependiendo de la naturaleza de 7(A|f), existen dos formas para obtener 7(6):

e Sim(A|0) es propia de forma que [, m(A|f)d\ = 1, w(A|6) se usard para definir

el modelo integrado de un solo parametro

p(x|6) :/Ap(ac|9, M) (A]0)dA (2.5)
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al que el algoritmo puede aplicarse nuevamente para obtener m(f).

e Si 7(A|0) tiene una integral infinita sobre A, i.e., [, 7(A|#)d\ = oo, la inte-
gracién deberd hacerse en una sucesion creciente de subconjuntos {A;}°, de
A, de forma que la restriccién de 7(A|0) a A; m;(A|6) = % sea propia.

Por lo tanto, la Ec. (2.5) es ahora

pi(x|9):/ p(@|0, i (A0)dA

A

y da lugar a una sucesién de modelos integrados {p;(z|0)}52;, que es propor-

cional a una sucesién de funciones {m;(6)}2,.

3. Con w(\|f) y 7(0), la inicial conjunta es my(0, \) = w(A|0)m(0). El uso formal del

teorema de Bayes arroja la final requerida
7(0fe) x| plald. \mo(6. A = plalo)(0),
A

cuando mw(A|0) es propia, y una sucesién de f-finales de referencia {m;(0|x)}2,,
cuando m(\|f) es impropia en cuyo caso 7(f|x) se obtiene como el limite intrinseco

correspondiente
7(0)x) = lim m;(0|x).

Invarianza

Las funciones iniciales de referencia, en caso de tener un parametro de ruido, también
preservan la propiedad de invarianza.
Dado el parametro de interés 6 y un parametro de ruido A, uno esperaria que la

correspondiente inicial de referencia para 6 no dependa de como es elegido el parametro
de ruido A.

Teorema 3 (Invarianza con respecto a la eleccién del pardmetro de ruido). Supon-
gase los datos x que han sido obtenidos ya sea de

p(x|0,2),(0,\) € © X ACRXR, odep(x|d,d),(d,9) €O xPCRXR,

donde (0,\) — (0,¢) es una transformacion uno-a-uno, con ¢ = go(A\). Entonces, las

finales de referencia para 6 dada x son idénticas.

Demostracion. Véase la demostracién de la Proposicién 5.22 en Bernardo y Smith (1994).

0

Alternativamente, si necesitamos aplicar una transformacion al parametro de interés
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v = g(#), uno espera que la final del vector (#, A) debe ser consistente, con un apropiado

elemento Jacobiano, con la final de referencia del vector (v, A).

Teorema 4 (Invarianza bajo transformaciones uno-a-uno). Supongase que los datos
pueden proceder de p(x|0,\), (0,\) € O x A C R xR, o de p(x|y,¢),(7,A) € ' x A C
R X R donde v = g(6). Entonces, dados cualesquier datos x, las finales de referencia

para 0 y v estan relacionadas por:

(i) 7 (v|x) = mo(g~ (7)|x), si © es discreta; y

.. _ . -1 .
(ii) ™ (V|@) = (g (@) Ty ()], si Tya(y) = 252 eiste.

Demostracion. Véase la demostracién de la Proposicion 5.28 de Bernardo y Smith (1994).

O

Funciones iniciales de referencia bajo normalidad asintética

Bajo el supuesto de binormalidad asintética para la distribucién final 7(6, A|x), las ini-

ciales de referencia pueden obtenerse en términos de la matriz de informacién de Fisher:

Teorema 5 (Funciones iniciales de referencia bajo binormalidad asintética). Sea la
muestra aleatoria x = {y1,...,yn}, consistente de n observaciones independientes prove-
nientes del modelo M = {p(y|0,\),y € V,0 € ©,\ € A}

y sea Py la clase de todas las iniciales conjuntas con dominio © x A. Si la distribucion
final de {0, \} es asintéticamente binormal con matriz de dispersion V (0,, \,)/n, donde

{00, \a} son los estimadores consistentes de {0,\}, definase

1)99((9)\) 1)9)\<(9)\)

V(e’ )\> B < U,\g(e/\) U)\A(Q)\)

) , H9,)\) = V_l(Q,)\).
Entonces

7T(/\|9) X \/h)\)\(g,/\)7 AEA,
y, si m(A|@) es propia,
1
7(0) o exp /7‘(‘()\|9) log ———=d\;, 0€0O. (2.6)
A Ugg(@, )\)
Si (0, \)w(0) es una funcion inicial permisible, la 0-inicial de referencia es entonces

(0| M™, Py) o< w(A|0)m(0).
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Si m(A|€) no es propia, la integracion de la Ec. (2.6) se realiza sobre los elementos de
una sucesion creciente de subconjuntos {A;}5°, tal que fAi m(A|@)d\ < oo, para obtener
la sucesion {m;(A0)m;(0)}2,, donde m;(\|@) es la renormalizacion de w(A|0) a A;, y la
inicial de referencia mg(0, \) se define como su correspondiente limite intrinseco en sentido

fuerte.

Demostracion. Véase una justificacién heuristica en Bernardo (2005a, Teo. 11). 0

Bajo condiciones de regularidad (Bernardo y Smith, 1994, Sect. 5.3), si la distribucién
final conjunta es asintéticamente binormal con matriz de dispersién nl (én, 5\11), donde
I(0,\) es la matriz de informacién de Fisher, entonces V (6, \) = I71(0,\)/n en el Teo-

rema b.

Teorema 6 (Funciones iniciales de referencia bajo factorizacién). Con las mismas
condiciones del Teorema 5, (i) si 0 y \ son de variacion independiente, es decir, A no

depende de 0, y (ii) ambas hyx(0,\) y vee(0, \) factorizan, de forma que

(va0 (0, M) % o fo(0)go(N),  Vhar(0,A) o fr(0)ga(N),

entonces la funcion 0-inicial de referencia es simplemente

mo(0, A) = fo(0)ga(N),

incluso cuando la funcion inicial de referencia condicional w(A0) = 7(\) x ga(\) sea im-

propia.

Demostracion. Véase la demostracién del Teorema 12 de Bernardo (2005a). 0

En el caso de un modelo de localizacién y escala y bajos ciertas condiciones de regu-

laridad, existe una funcién inicial de referencia (Fernandez y Steel, 1999).

Teorema 7 (Modelos de localizacién y escala). Considere un modelo de localizacion

y escala
M={o" flo7(x—p))jz e X, peR, 0 >0}

reqular, de forma que la distribucion final conjunta de p y o es asintoticamente normal,
y sea Py la clase de todas las iniciales conjuntas continuas estrictamente positivas de

(u,0). Entonces la inicial de referencia ya sea para p o para o, es de la forma
7. (1, 0| M, Po) = 5 (11, 0| M, Po) = 0.
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Demostracion. Véase Fernandez and Steel (1999). m

2.3.3. Varios parametros

Ahora extendemos el concepto de funcién inicial de referencia para el caso de méas de dos
parametros.
Sea 8 = {6,....,0,}, @ € ©. Sucesivos condicionamientos dan como resultado la

inicial de referencia conjunta para @ de la forma siguiente
7'['(0) = W(em‘el, ceey Qm,l) X W(@m,l\el, ceey 9m72) X ... X 7T(92\91)7T(91).

Aplicando secuencialmente el algoritmo de obtencién de iniciales de referencia uno
puede obtener las condicionales (0,01, ...,0m_1), ..., m(02]01), 7(0;), en ese orden y asi
obtener la inicial de referencia que corresponde a la parametrizaciéon ordenada 6@ = {61, ..., 6,,, }.

Para describir este algoritmo es necesario especificar la siguiente notaciéon: Supéngase

el modelo p(x]0),0 € © con matriz de informacién de Fisher de rango completo

82
1(0) = —Egpd —1 0)}
0) =~ { - 0w (el0)
sea S(0) = I71(0) la matriz inversa de I(0) y definanse los subvectores del vector :
0Vl = (01,....0,), y 01 = (041, ..., bin); dendtese a S;(@) como la submatriz j x j superior
izquierda de S(@), y sea h;(6) el elemento inferior derecho de S 1(@). Considérese
O =0 X..x0,con b €6, ysea {0} una sucesién creciente de subconjuntos

compactos de ©;; y definase @fj] = @;H X ...x 6O

Teorema 8 (Funciones iniciales de referencia ordenadas bajo normalidad asintética).
Con la notacion mencionada anteriormente y bajo ciertas condiciones de reqularidad
(Proposicion 5.14, Bernardo y Smith, 1994) que aseguran normalidad asintética de la final
conjunta, la funcion inicial de referencia m(0) relativa a la ordenacion de los pardmetros
{6y, ...,0,,} estd dada por

para algin punto interior 0* € ©, y donde ©(0) estd definida por la siguiente recursion:

(i) Para j=m y0,, € O

hm (6)

Jor V/hm(0)dbr,

7t O] [0 = 7L (0,101, ., O 1) =

m
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(it) Para j=m—1,m—2,..,2 y 0, E@é

exp{E [log \/h
f% E![log \/h;(0 dej

W;(e[j—l}‘e[jil) g+1(0[J]| )

donde

1oz \/1(0) = [ oz /hy(0) 7. (61516703
[4]

(iii) Para j =1, O = 6, con 8 vacio, y

7(8) = 74 (00| 0"").

Demostracion. Véase la demostracion de la Proposicién 5.30 de Bernardo y Smith (1994).

OJ

Pueden encontrarse mas detalles sobre la iniciales de referencia para mas de dos
pardmetros en Berger and Bernardo (1992b, 1992¢, 1992a).

La inicial de referencia puede obtenerse facilmente si {h;(6)} depende tnicamente de
60U, e incluso se simplifica més si H (@) es diagonal por bloques, de forma que el j-ésimo
término puede factorizarse en un producto de una funcién de 6; y una funcién que no

depende de ¢;. El siguiente corolario formaliza esta idea.

Corolario 1 Si h;(0) depende tinicamente de ol j =1,...,m, entonces

-5 i, i

Si H(0) es diagonal por bloques, es decir, 61, ...,0,, son mutuamente ortogonales, con

l

h11(0) 0 . 0
H(O) 0 hoo(6) ... 0
0 0 oo hpm(0)

entonces h;(0) = h;;(0),j =1,...,m. Ademds, si, en el caso anterior

h;;(0) = f;(0,)9;(0),
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donde g;(0) no depende de 6;, y si las @é ’s no dependen de 0, entonces

©(0) o [] £:(6)).

j=1

Demostracion. Véase la demostracion del Corolario de la Proposicién 5.30 en Bernardo
y Smith (1994). H

En un problema especifico, es natural preguntarse cual es la mejor parametrizacion
ordenada. Lo recomendable es elegir la ordenacion de acuerdo al interés inferencial,
con los parametros en un ordenamiento decreciente de mayor a menor importancia. Es
recomendable no agrupar a menos que exista una razén especifica para hacerlo (Berger y
Bernardo, 1992b,1992a).

A lo largo de esta Tesis, algunas funciones iniciales se obtendran considerando dife-

rentes ordenaciones en los parametros.

2.3.4. Modelos no regulares con varios parametros

Esta subseccién se centra en los modelos no regulares y en el trabajo propuesto por Ghosal
(1997).

Ghosal (1997) propuso la obtencién de la funcién inicial de referencia para modelos
multiparamétricos y no regulares. Siguiendo una notacién similar a la dada por Ghosal,
considérese un modelo f(-|a, @) que es no regular porque el espacio muestral depende
de alguna funcién de uno de sus parametros del modelo, presentando discontinuidades
alrededor de un parametro escalar o, mientras que en los parametros restantes ¢ es un
modelo regular si se mantiene fijo a. Un ejemplo de estos modelos es el Exponencial con

dos parametros,
1 _r—a
Ex(-la,p) =—€e %, a>a>0,¢p>0.
2

Ghosal (1997) obtiene la funcién inicial de referencia a través de la expansién asintética
de la divergencia esperada de Kullback-Leibler entre la densidad final y la funcién inicial,
a la que Ghosal llamé como la medida de informacion de Lindley.

Ghosal trabaja bajo las condiciones de regularidad que brevemente mencionamos a

continuacion:

G.1 Uniformidad sobre subconjuntos compactos de A x ®.
G.2 La densidad f(-|a, ¢) tiene dominio en un intervalo S(«) := [a; (), az(a)].
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G.3 El dominio S(«) puede ser creciente o decreciente.

G.4 Para cada a € Ay ¢ € ®, los siguiente limites existen:

pla,p) = xlliﬁla)f(x\a,cp) (2.7)
q(oz,cp) = le}l?(la)f(ﬂaaso) (28)

G.5 Las funciones definidas por

J(a, ) = /(ga(xlaw))dm? j=1,...,d
Haw) = [ galslaelg,, (slo@)ds
Jjla, @) = /g%( |, @) gy, (x|, p)dx, . k=1,..,d (2.9)

son finitas y continuas en («, ¢), donde g, = g—g, 9o, = (%’j vy g =+F,
¢ = {p1, ..., pa}. La matriz ((Jy (a, ¢))) es positiva definida.

G.6 Las funciones a;(«), as(a), a}(«), ay(a) (donde “’” denota la derivada),
J(a, ), Ji(a, ), Ji(a, @), 4,k =1,...,d, tiene un magjorant que es el producto de

una funcién polinomial en |a] y una funcién exponencial en ||¢||.

G.7 Para cualesquiera («, ) fijos, max{%log f(zla, ) : j =1,...,d} permanece aco-
tado cuando = | a1(a) y T az(a).

G.8 Para alguna C,vy > 0,
[ £l @l ala+ g+ 0)de < Clul " exp(= o))

G.9 Para = € (a1(),az()), log f(x|a, ) es tres veces diferenciable (y continua) en
(e, ). Para cualquier (o, ¢), existe una vecindad N, , y una funcién P, ,-integrable
H, . Ademss, E, ,H, ,(X1) es continua en «, ¢. Iguale c(a, ¢) = Eq , (2 log f(z]a, ¢)),

es decir,
c(a, ) = dai(a)p(a, @) — ay(a)q(a, ) > 0. (2.10)
G.10 Para cualquier subconjunto compacto K C A x ®, se tiene que

sup sup E, ,0,(a) < 00,
(a.p)eK n>1
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donde o, () = n(W,, — ), W,, = minfa; (X)), a5 ' (X)) }-

Una vez que las condiciones (A.1)-(A.10) se han cumplido, la inicial de referencia 7*
(que es continua y definida en cualquier subconjunto compacto K) después de normal-

izacion, es la que maximiza la funcional

/KW(O"@ og (c(a,so)(iz’ll()a, @))1/2) dodp.

Se sigue que la inicial e referencia es de la forma

mavg) = ol g)(det Fla, )" (2.11)

con F(a,¢) = (4Jjr(a, 9))) (2.12)

que preserva la propiedad de invarianza, y donde F'(«, ) es una matriz definida positiva
(véase la condicién G.5).

En el caso de tener un parametro de interés a y los restantes parametros ¢ son de
ruido, Ghosal (1997) sugiere dos procedimientos: Procedimiento 1 que es basicamente una
adaptacion del método dado por Berger y Bernardo (1989) al fijar un pardmetro, digamos
a, encontrar la densidad condicional 7(p|a), seleccionar una sucesién de subconjuntos
compactos de @ y finalmente obtener la inicial de referencia 7(«), por lo tanto 7, (a, @)
7(pla)m(a). Cuando factorizan tanto (2.10) como la raiz cuadrada de (2.12), la inicial
de referencia puede obtenerse muy facilmente de manera similar al algoritmo de Berger
y Bernardo. El procedimiento 2 se basa en una maximizacién funcional, la cual resulta
en la eleccion de 7(a, ) = ¢, p).

Cuando el parametro de interés es ¢ y « es el parametro de ruido, los procedimientos
anteriores se modifican de forma obvia, es decir, intercambiando los roles de c(«, @) y
F(a, ).

Para més detalles véase Ghosal (1997).

2.3.5. Parametros discretos

En esta subseccién se describen las funciones iniciales de referencia para el caso de
parametros discretos.

Recordemos que el problema de definir una inicial objetiva cuando el espacio paramé-
trico es discreto ha sido estudiado por varios autores. Jeffreys (1961) propone el uso de
7(0) o< 67! cuando 6 € N'* y Rissanen (1983) propone una inicial propia para los enteros
positivos usando teoria de cédigos; ambas propuestas han sido mencionadas en la Seccion
1.9.
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Berger, Bernardo y Sun (2009b) sugieren procedimientos generales para encontrar
las funciones iniciales de referencia en espacios paramétricos discretos, presentan algunos
procedimientos que convierten un problema discreto en un problema continuo y asi usar la
teoria convencional de iniciales de referencia. A continuacion incluimos un breve resumen
de su trabajo.

Sea # un parametro discreto de interés y la variable aleatoria x,

A.1 Supongase que el pardmetro es continuo.
Si 0 fuese tratado como si fuese continuo seria necesario introducir un parametro de
normalizacion. Por otro lado, algunas veces los datos también puede considerarse
como continuos, lo cual haria necesario introducir un segundo parametro de nor-
malizacién. Consecuentemente, se corre el riesgo que el modelo continuo resultante

sea diferente del modelo discreto original.

A.2 Introduccion de un hiperpardametro jerdrquico continuo.
Anadir un nivel jerarquico con hiperparametro continuo y resolver el problema.

Aunque no es frecuente tener una tnica estructura jerarquica definida.

A.3 Aplicar la teoria de iniciales de referencia con un estimador consistente.
Encontrar un estimador consistente, posiblemente lineal, basado en las repeticiones
del modelo considerado y encontrar su distribucién asintética en el muestreo cuando
el tamano de la muestra crece. Pretenda que el parametro es continuo en esta nueva

distribucion y encontrar la correspondiente inicial de referencia.

Berger et al. (2009b) discuten cinco problemas discretos que son: El modelo de crec-
imiento poblacional, las distribuciones Hipergeométrica, Beta Binomial y Binomial, y

seleccién de modelos.

2.4. Algunas dificultades de usar iniciales objetivas

Finalizaremos este capitulo con un resumen de algunas de las dificultades encontradas al

usar iniciales objetivas.

2.4.1. Inconsistencia fuerte

La inconsistencia fuerte ya se ha mencionado previamente en la Seccién 1.2 pero ahora
discutiremos principalmente el trabajo de Stone (1976).

El trabajo de Stone (1976) proporciona interesantes ejemplos que muestran claramente
posibles inconsistencias de usar iniciales impropias. Stone ilustra la inconsistencia entre
las coberturas de probabilidad y las probabilidades finales resultantes de usar iniciales
uniformes en casos especificos. Por ejemplo, si uno considera una regién C', uno no

esperaria diferencias entre la probabilidad final p(C|x) y la cobertura de la probabilidad
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en el muestreo p(C|f) para todos los valores de 6. La clave estd en la eleccién de la
inicial y la distincion entre los parametros de interés de los de ruido. Lo cual remarca la
importancia que tiene definir claramente los parametros o la cantidad de interés, véase

Bernardo (1979) quien discute el primer ejemplo de Stone (1976).

2.4.2. El efecto dominante de la inicial

Algunas veces la inicial domina los datos, incluso cuando la densidad final es consistente.
La paradoja de Stein, descrita posteriormente, es un buen ejemplo de dominancia de la
inicial sobre los datos. También es ilustrativo el ejemplo dado en Kass and Wasserman
(1996, Seccion 4.2.2.)

2.4.3. Inadmisibilidad

Un problema latente con el uso de iniciales objetivas es que pueden producir estimadores
Bayes inadmisibles. Un estimador Bayes es inadmisible si existe otro estimador con menor
o igual riesgo para cada 6, pero existe al menos una 6 donde el riesgo es estrictamente
menor. Siguiendo a Stein (1956), considérese la estimacién de varias medias normales:

Sean x; ~ N(z;|0;,1) (i = 1,...,n) observaciones aleatorias independientes, y supéngase
que se requiere estimar el vector de medias @ = (6y,...,0,,). Si se supone 7w(0) x c,
una constante, la distribucién final es una normal multivariada N,,(8|x, I), donde x =
(x1,...,x,)" y matriz identidad I como matriz de covarianza. Stein (1956) demostrd que
bajo la funcién de pérdida cuadratica cuando n > 3, la media final de 6 es inadmisible.
Por otro lado, Bernardo y Rueda (2002) proponen como funcién de pérdida la discrepancia
intrinseca y usar la inicial de referencia del parametro de interés, bajo estos supuestos,

la media final tiene un riesgo apropiado.

2.4.4. Paradojas de marginalizacién

Esta dificultad se ha mencionado anteriormente en la Seccion 1.2. Aqui discutiremos
con detalle el conocido ejemplo de inferencias acerca del coeficiente variacién de una
variable aleatoria Normal (Bernardo y Smith, 1994, Ej.5.25 y Stone y Dawid, 1972, Ej.
2). Sea « = {1, ..., 7, } una muestra aleatoria de N(x|u,0?) y supéngase que se requiere
hacer inferencias acerca del coeficiente de variacién ¢ = £. Supéngase la inicial impropia

7(p,0) oc 071, por tanto la final conjunta para (i, o) es

m(p,ol2) o o exp { (2 4 (7 - w)D) }

con s> =n~! ZZ (z; — T)?. La final en la nueva parametrizacion (¢, ) es m(¢, o|x)
%exp {—% "%x = 2R—} donde R = /> x?. Integrando sobre o, la densidad
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marginal posterior final para ¢ es
Lo * oaa Ly
m(¢|x) o< exp —§n¢ w eXp{—ﬁw + réw }dw
0

con r = nZ/R. Nétese que m(¢|r,n) es una funcién de r. Por otro lado, la distribucién

de r dados i y o es

p(r|p, o) exp{—%ngbz}(l — 72 /n) =3/ /000 w1 exp{—%u)2 + réwdw,
la cual es una funcién sélo de ¢. Entonces, con p(r|u,o) y una distribucién inicial
apropiada para ¢ uno esperaria obtener la misma densidad final que al usar p(x|u, o). En
realidad no existe tal inicial satisfaciendo lo anterior. Es decir, usando la inicial conjunta
7(p,0) oc 071, las inferencias sobre el modelo completo son necesariamente diferentes de
aquellas obtenidas a través del modelo marginal, y por tanto se tiene una paradoja de

marginalizacion.

2.4.5. Densidades finales impropias

Algunas veces las iniciales impropias producen finales impropias.

Consideremos el ejemplo dado en Kass and Wasserman (1996) de un modelo jerdrquico

Yi ~ N(yilpis o)y py ~ N(pa|p, 7)

I se obtiene una

para i = 1,...,n, donde o es conocida. Si se elige la inicial 7(7) oc 7~
final impropia. Este ejemplo también se discute en el Teorema 2 de Berger (1985, Seccién
4.6.2, p. 183-187).

Cuando se utiliza una inicial impropia hay que garantizar que se obtiene una final
propia. A pesar de que el poder de computo facilita la verificacién numérica de que las
finales son propias, los modelos son cada vez m&as complejos y resulta una tarea muy
dificil demostrar analiticamente que la final sea propia. Aparentemente, una forma de
evitar finales impropias es usar iniciales propias difusas o vagas; pero en la practica ésto
no resuelve el problema, véase en Bernardo y Smith (1994, p. 365) un ejemplo del peligro

del uso ingenuo de las iniciales difusas.

Ejemplo 2 (Paradoja de Stein). Sea {x1,...,x,} una muestra aleatoria proveniente
de Ny (z;|p, I1,). Sea t = I, 7;> donde T; es la media de las n observaciones aleatorias de la
coordenada i. Puesto que p es un pardmetro de localizacién, la inicial objetiva para la medias
es m(p1, -, i) X 1, la cual puede aproximarse con la densidad inicial propia

k

W(Ml? B :U’k) & H N(//J1|Oa U)
i=1
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con desviacién estandar o pequena.

. . . . _ k 2 .

Supdngase que se requiere hacer inferencias acerca de ¢ = Y/ ; u7. Se verd que con la
inicial anterior, para k grande, ésta dominard a los datos. En efecto, la distribucién final de
n¢ es una distribucion no centralizada Ji cuadrada con k grados de libertad y pardmetro de
descentralizacion nt,

ne ~ xj(nt)

de forma que la media y varianza finales de ¢ son, respectivamente,

k 2 k
E(é|x1,...,xn) =t + m Var(¢p|zi, ..., xpn) = - (2t—i— > .

n

Por otro lado, la distribucién en el muestreo de ¢ es una Ji cuadrada con k grados de libertad
y parametro de centralizacion ne¢, asi que

nt ~ xi(nf) con E(t|k,ne) = ¢ + E
n

Entonces, si k = 100, n = 1 y t = 200, la media posterior E(t|x) ~ 300, Var(¢|z) ~ 322,
mientras que el estimador insesgado ¢ = E(¢|k, n¢) bajo su distribucién en el muestreo es

5 E:100
n

b=t-

que es completamente diferente a la media, y esta diferencia se incrementa conforme k — oc.
Entonces la inicial objetiva elegida domina a los datos.

Por otro lado, si se usa la inicial de referencia relativa a la ordenacién de los pardmetros
{¢,w1,...,wr — 1}, donde w; (i = 1,...,k — 1) son los pardmetros de ruido, con inicial marginal
dada por 7(¢) x ¢~1/2, la distribucién final es

m(lz) o< ¢~V 2\ G (nt|t, ng)

cuya moda es cercana a gg (véase Bernardo, 1979), y tiene regiones creibles con adecuadas
propiedades de cobertura.

De esta paradoja se pueden subrayar dos hechos relevantes: La inicial objetiva puede
dominar a los datos y el uso de iniciales difusas no evita las dificultades que podrian tener

las iniciales impropias.

2.4.6. Dependencia del espacio muestral

Algunas veces las iniciales objetivas dependen del espacio muestral; a estas iniciales se

les conoce como “dependientes del diseno” y pueden resultar en la violacion del principio

de verosimilitud, tal como se discutio en la Seccion 2.3.1. Veamos el siguiente ejemplo:
Supongase 7 es el numero de éxitos en n lanzamientos de una moneda con probabili-

dad de éxito p, asi &1 ~ Bi(x1|n, p) con correspondiente inicial de Jeffreys 7 e S—
p 1 (z1|n,p) p ys T1(p) Vo)
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Ahora considérese z el nimero de fracasos antes de obtener r éxitos, es decir la dis-
tribucién es la Binomial negativa z ~ NBi(z|r,p), con inicial de Jeffreys mo(p) o p\/%.
Entonces, dependiendo del espacio muestral han resultado dos iniciales diferentes, incluso
cuando la funcion de verosimilitud es proporcional.

Recuérdese, las iniciales de referencia tipicamente dependen del modelo supuesto, no

de la funcién de verosimilitud observada.
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Capitulo 3

Prediccion con distribuciones

iniciales objetivas.

En este capitulo presentamos una revisién de algunas investigaciones recientes sobre dis-
tribuciones predictivas usando distribuciones iniciales objetivas e incluimos interesantes

resultados frecuentistas.

Segun Robert et al. (2008), Jeffreys (1961, Sec. 3.8) fue el primero en usar la prediccién
Bayesiana en modelos de localizacion y escala. La idea que Jeffreys introduce es la
siguiente: En un modelo de localizacién y escala, se quiere saber la probabilidad de que
una tercera observacion, se encuentre contenida en el intervalo (1, xs) formado por dos
observaciones previas. Puede demostrarse que ésta probabilidad es % para todo valor
de x1 y w9 v Jeffreys demuestra que con la inicial objetiva que propone se obtiene una
distribucion predictiva compatible con este resultado. En este capitulo generalizamos a

mas de dos observaciones éste ultimo resultado.

Analizaremos ademas varias de las propuestas de obtencién de iniciales objetivas para
prediccién y que mencionamos brevemente a continuacién: Kuboki (1998) es un razona-
miento parecido al de Bernardo (1979) para problemas de inferencia paramétrica, Eaton
y Sudderth (1998) tratan de evitar la inconsistencia fuerte. La idea dada por Komaki
(1996) es la clave para el trabajo de Ghosh y Sweeting (2000) quienes usan aproximacion
de la validez frecuentista. Por otro lado, Smith (1999) propone el uso de la funcién de
pérdida, mientras que Hartigan (1998) propone las distribuciones basadas en las funciones

de méaxima verosimilitud para prediccion.
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3.1. Planteamiento del problema.

3.1.1. Probabilidad predictiva de que una nueva observacién se encuentre
contenida en el intervalo formado por dos observaciones previas.

Comenzaremos con una interesante propiedad frecuentista de los modelos univariados

continuos.

Teorema 9 Sean x1,x9 dos observaciones provenientes de una distribucion univariada
continua perteneciente a una familia reqular de distribuciones de la forma M = {f(z]0),6 € ©}.

La probabilidad de que una tercera observacion x se encuentra contenida en el intervalo

(x1,22) (1 < m3) formado por dos observaciones previas es %

Demostracion. Este resultado es un caso particular del Teorema 10. 0

Por otro lado, Jeffreys (1961, Sec. 3.8) considerd la probabilidad final predictiva de
que una nueva observacién x se encuentre contenida entre las dos observaciones x; y x5

dadas, suponiendo un modelo de localizacion y escala de la forma
M={ocfloHz—p),ze X, u€R,0>0}

donde u es el parametro de localizacion y o el parametro de escala, ambos desconocidos;

con la inicial 7(p,0) o< L y donde M cumple
e f() es una funcién continua, y
o F(z)= [~ f(t)dt con F(c0) =1.

A continuacion reproducimos la obtencion de Jeffreys: Para un modelo de localizacion
y escala Jeffreys propone usar la inicial conjunta 7(u, o) o< 0!, de forma que la corres-

pondiente densidad final conjunta es proporcional a

s olenz) o %f (xla—ﬂ) f (ng—ﬂ) .

La probabilidad de tener una nueva observacién = contenida en el intervalo (xy,x2) for-

mado por dos observaciones previas con r; < o €s

Pr(z; < o < @o|r1,22) = Jo S o f (55#) £ (55#) £ (23#) dedudo
1 S S oo [ R (B f () f (B52) dedpdo

I3

7
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Evaluemos por separado las integrales I3 y I;. Puede verse claramente que

v L () () (e
L) ()
() () e

Haciendo el siguiente cambio de variables,

donde 0o < 0 < ¢ < o0, (V(0, ) = w(u, o)), uno tiene que

¢<I1 - (L’Q) 0(1’2 - .Il) ) .

To — I —($2—l’1)

i (0) = (6—0)7 (

Por lo tanto

[ ixl /°° /0“ F(@) F(O)[F(¢) — F(0)]dpdo
e R
= oy ] FO O =

De manera analoga y usando el mismo cambio de variables dado en (3.1), la integral

14 queda como

b () (o) [ (5 e
A () () v
_ o= /Z/:Of dgbd@—mixl /Z(l—F(@))f(G)d@

2(!23'2 — 1‘1) '

Consecuentemente, la probabilidad requerida es
Pr(z; < x < xg|xy,20) = — = —.
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De este modo, para problemas de localizacion y escala, Jeffreys establecié una perfecta
correspondencia entre la cobertura observada y la probabilidad predictiva resultante de

usar la inicial que él recomendé para este caso.

Ahora procederemos a generalizar el Teorema 9 y el resultado de Jeffreys.

3.1.2. Probabilidad predictiva de que una nueva observacién z,;; pertenezca al
intervalo formado por las observaciones minima z(;) y maxima z(,) de una
muestra dada.

Teorema 10 Sea {xy,...,x,} una muestra aleatoria de tamano n proveniente de una
distribucion continua univariada que pertenece a la familia reqular M = {f(x|0),6 € ©}.

La probabilidad de que una nueva observacion x se encuentra contenido en el intervalo

n—1

(1), T(ny) formado por las observaciones minima y mdzima de la muestra, es —

Demostracion. Calctlese la probabilidad de tener una nueva observaciéon = contenida en
el intervalo (z(1),z(n)) dados los datos = {z1,...,2,}, donde x(1) = min{z,,...,z,} y

T(n) = max{xy,...,x,}. Esta probabilidad es
(n)
p(l‘(l) <r < .T(n)w) = / f(.il?l(g)d:l? = F({B(n)|9) — F(:L‘(l)|9), (3.2)
1)

que es una funciéon del minimo y maximo de x. Entonces necesitamos calcular el valor
esperado de (3.2), evaluando sobre la densidad conjunta del minimo y méaximo, puesto
que ahora ambas observaciones son estadisticos suficientes. La densidad conjunta del

minimo y maximo es

g(xayamld) = nln—1) (Fzmwld) — Flzwl)" " fzmwl) f(zw)0)

—00 < (1) < T(p) < O0.

donde f =+

Entonces el valor esperado requerido es

w’(m
Eugy oo [F (@ 16) — F(z)[0)] = nn — 1) / / Flawlf) — Fzml6))
(Pl 0) = Fla o)/ (a w6z
x(n) n—1
n—l x(n |‘9 ( (1)|9)) f(x(l)|9)f($(n)|8)d$(1)d$(n)

—00 —00
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que sera

nn=1) [ [ ) = a6 w6 el ds
o0 1 Ty,
= nln=1) [ (Fwl) ~ Flaw 0| s o)ds,

n

- -1 f " (e 0))" (200 0)d

B 1 1| n—1
= (=)= (Flwl))™|” =2,

Ahora generalizamos el resultado de Jeffreys para el caso de tener n > 2 observaciones.

La probabilidad requerida es

T(n)
Pr(zg < o < 2(n|2) = / p(a|z)de (3.3)

(1)
donde * = {z1,...,2,} es un conjunto de n observaciones idénticamente distribuidas
provenientes de un modelo de localizacion y escala,
Ty =min{zy, ..., 2.}, Tp) = max{wz,..., .},
con modelo de localizacién y escala M de la forma

M={ctfloc(z—p)),z€eX,necR, o >0}

donde f(:|u,0) es una funcién continua que cumple con las mismas propiedades men-
cionadas anteriormente. Sea y = {x(), ..., )} el vector de estadisticos de orden, nétese

que y es una estimador suficiente para el vector @ = {u, 0} cuya densidad conjunta es

i=1 i=1
Por tanto, la probabilidad (3.3) puede reescribirse como
Pr(zny <z <zplxr) = Pr(rq <z <zml|y)

= Pr(az(l) <z < x(n)|$(1),$(n))a
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nétese que depende tnicamente de (1) y 7(,), ahora ambos son estadisticos suficientes.

Por lo tanto, es necesario especificar la densidad conjunta de (z(1y, Z(n))

9(zay, 2w, o) = nn—1)[Flo (2w —pn) — Flo (zq) —w]"?

X3 £ i = (o (o) — ).

con f = %F.

Con la inicial 7(u,0) o< 07! la densidad final es proporcional a
(1 |1y, 2 my) < 9(x ), T 1, o) (11, 7).

Luego entonces la probabilidad requerida es

fo f f 29 T(1),x |,u, o)f ( )dxduda
Pr(m <£L'<l’n‘x 7$n) — :Elo g_
v e I o oo 29y w s o) f (55F) dedpdo
i
Is

Trabajando de manera separada las dos integrales, y usando el siguiente cambio de vari-

ables

donde co < 0 < ¢ < o0, (V(0,¢) = w(u, o)), uno tiene

T (W) = (p—0)" ( $e — o) e — ) )
T — T —(@m) = 2@)

Primero procederemos a trabajar con la parte mas interna de la integral I5, ex-

)dw—/ F(r)dr = F() — F(6)
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[
(1)




con T ="k 0= @ <T<¢p= @ Usando el cambio de variables dado en (3.4),

entonces se sigue que

o= 20 [ )@ - P dos

n—1 1
= — 7 1— F(0)"do =
x(n)_x(l) /OO PO = FO)h =T

y de manera similar,

/OOO /Z/ (@), 2m)) f <%) dzdpdo

—/ ;9 T(1y, T(n))dpdo
0 —00

_ ”—‘1 / / F(@) FO)F(9) — F(0)]"™ 2dod0

1
- " [ jen-rord=-———:
L(n) — (1) /—oo L(n) — (1)

Finalmente, tenemos

n—1 1

5 n+1l z,y—x n—1
Pl”(l‘(l) <rT < :E(n)|33) = I_G = (1) @ _ — T
T1—T(1)

Una comparaciéon con el Teorema 10 demuestra nuevamente que en modelos de lo-
l. ., . o . . . . 1 .
calizacion y escala, con la inicial objetiva convencional m(u, o) o =, existe una perfecta
concordancia entre la cobertura de observacion y la probabilidad predictiva objetiva.
Uno de los objetivos de esta Tesis es analizar si este tipo de resultados son gener-
alizables a modelos generales, o si s6lo resultan validos en modelos de localizacién y

escala.

3.2. Métodos de desicion de referencia para prediccion

En el trabajo Reference priors for prediction de Kuboki (1998) se encuentra una pro-
puesta de obtencién de iniciales objetivas para prediccion. El autor trata de extender
el argumento dado en Bernardo (1979) y Berger y Bernardo (1989, 1992a, 1992b) para
obtener iniciales objetivas que ayuden a hacer inferencias sobre los parametros. Kuboki
caracteriza una inicial no informativa para prediccion basada en la informacién predic-
tiva esperada que proveen las observaciones actuales. Kuboki pretende encontrar la inicial
que maximiza la informacién predictiva faltante, que es tipicamente infinita; y evita esta

dificultad siguiendo el procedimiento de Bernardo (1979). La inicial de Kuboki para
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prediccién satisface las propiedades de simetria e invarianza requeridas por Jeffreys.
Kuboki encuentra una expresion explicita para la inicial si el modelo es un caso regular,

es decir,

(i) el modelo f(z|f) es doblemente diferenciable y continuo en # para casi cualquier z,

y el valor esperado de log 8 es finito y continuo como funcién de 6;
(ii) la matriz de informacién de Fisher I(0) es definida positiva; y
(ili) una parametrizaciéon del modelo resulta en un modelo diferente.

Supoéngase la densidad conjunta h(z,y|@) de las observaciones actuales x y futuras y,
0 = {6,....,04},0 € R, con densidades marginales g(z|0) vy f(y|0). La inicial de Kuboki

€S

11;(0)[14,(0)]

N TR

donde Iy, I, y I, son, respectivamente, la matrices de informacién de Fisher para las
densidades f(:|-), g(+]-) and h(-,-|).

Entre los ejemplos que Kuboki estudia, encuentra que la inicial para prediccién en
el modelo de localizacién y escala es w(u, o) o< 0~2 cuya predictiva carece de adecuadas
propiedades de cobertura, mientras que la inicial predictiva 7(u,0) oc =1 si las cumple
como se demostrd anteriormente.

En general, la inicial propuesta por Kuboki se reduce a la inicial de la regla general
de Jeffreys, y como se demostrara posteriormente, las densidades predictivas resultantes

de esta inicial no cuentan con adecuadas propiedades de cobertura.

3.3. Inconsistencia fuerte

El trabajo de Eaton y Sudderth (1998, 1999) ilustra claramente que el uso no critico de
iniciales objetivas para prediccién podria producir respuestas inaceptables.

En Eaton and Sudderth (1998), los autores analizan las distribuciones predictivas
para la modelos Multinormales lineales, obtenidos de iniciales impropias relativamente
invariantes.

Sea Y : n xr una matriz de datos basada en los datos observados Y, queremos obtener
una distribucion predictiva para un nuevo conjunto de datos observables Z : m X r.
Sean X : n xpy W : n xp, ambas matrices de rango p conocido, # : p X r es una

matriz de pardmetros desconocidos, ¥ es la matriz de covarianzas. El par (X,Y) es

condicionalmente independiente y tiene distribucién conjunta Multinormal v ~
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X X
N (( - ) By Iin @ 09’) . Cada renglén de ( v > tiene matriz de covarianzas X = 66¢’,

donde # € G son matrices triangulares inferiores con elementos positivos G, Ity
denota la matriz identidad con rango m + n y ® denota el producto Kronecker. Con el
uso de iniciales impropias de la forma 7(3, ¥) o |X|* los autores encuentran la expresién

general de las distribuciones predictivas para el problema de prediccion MANOVA.

Eaton y Sudderth mencionan que muchas de las distribuciones predictivas recomen-
dadas en la literatura son fuertemente inconsistentes en el sentido de Stone (1976). En
particular, discuten los casos de las medidas invariantes por la derecha y por la izquierda,
donde la primera resulta en una distribucién predictiva consistente mientras que la se-
gunda, que es la inicial de Jeffreys para el modelo MANOVA, produce una distribucion
predictiva fuertemente inconsistente. También, introducen una nueva distribuciéon pre-
dictiva, que si es consistente (Eaton and Sudderth, 1998, Teo. 4.3) y que tiene la siguiente

forma

f(zly) = a(0)|A|7/2|S|7™/2|U (2) |~ mtn—p)/2
donde

A = L,+WX'X)"'W,
S = Y- X(X'X)" Xy,

U() = L+ () V() (1(5))!

fG¥ 6|~ P exp{—3tr(06')"'}dO

fG¥ 0|—"—P exp{—35tr(06')~1}d6 ’

V() = (- WBY (U + WE'X) W)z - W)
B o= (X'X) Xy

Esta distribucion predictiva es el resultado de usar la medida invariante por la derecha
sobre Gy. Para més detalles véase Eaton y Sudderth (1998).

En un trabajo posterior, Eaton and Sudderth (1999) demuestran que bajo ciertos
supuestos, el pivoteo Fisheriano y la medida de Haar por la derecha usada como ini-
cial, producen la misma distribucion predictiva invariante, que es consistente. Mas aun,

demuestran que cualquier otra distribucién predictiva invariante es inconsistente.
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3.4. Distribuciones iniciales con validez frecuentista aproximada

En esta secciéon presentamos un resumen de la obtencién de iniciales objetivas para
prediccién que cumplan con que la cobertura predictiva Bayesiana asegure una concor-
dancia frecuentista (match) aproximada o exacta.

Komaki (1996) investigé la asintoticidad de segundo orden de las distribuciones pre-
dictivas considerando modelos de familias exponenciales curvadas multidimensionales.

Es una préactica comun construir distribuciones predictivas sustituyendo (shifting) el
estimador asintoticamente eficiente en el modelo. Usando esta préactica, Komaki encuen-
tra que el valor medio de la divergencia de Kullback-Leibler entre la verdadera predictiva
y la predictiva sustituida es de orden o(n~!), donde n es el tamaio muestral. También
encuentra una expresion asintética para las distribuciones Bayesianas y discute la inicial
de Jeffreys cuya predictiva resultante tiene una coincidencia de orden o(n™!).

En esta misma linea de investigacién, Datta, Mukerjee, Ghosh and Sweeting (2000)
proponen obtener iniciales para prediccién usando como criterio de seleccién la cobertura
consistente asintotica y lo llaman el criterio de consistencia de probabilidad. Para poder
caracterizar la inicial para predicciéon usan dos formas comunes de cobertura consistente:

Cuantiles posteriores predictivos y regiones de maxima densidad predictiva.

Intervalos predictivos de un solo lado

Sea © = {x1,...x,}, n observaciones aleatorias de f(-|@) donde 6 pertenece a cualquier
dimensién finita. Sea 0 < o < 1 y una densidad inicial 7(6), y sea x una futura obser-
vacién aleatoria de f(-]@). Sea p,(z|x) la densidad posterior predictiva de x resultante
de usar 7(0).

Estamos interesados en la inicial 7 tal que
o

Pr [z > h(r,a)|x] = / pr(z]x)dr = a

h(T,c)

donde h(T,a) es el a—cuantil superior de la densidad predictiva p.(-|x) y se esperaria
que se cumpliera, exacta o aproximadamente, que
(o.9]

Pr glxz > h(7,a)|0] = / f(x]0)dx ~ a.

h(T,c)

Datta et al. (2000) encontraron la siguiente aproximacién

Pr glx > h(1,a)|0] = a — %@DS {5°(8)11(8,0)7(0)} + o(n™") (3.5)

donde 14(6, ) = [T, )a%jf(xW)dx, k() es el i, j-ésimo elemento de I(0)~!, 1(0) la

q(0,a

64



matriz de informacién de Fisher, y ¢(6, «) satisface

/qoo F(2|0)dz = a.

(6,a)
Ademis, el lado izquierdo de la Ec. (3.5) es igual a v + o(n™') si y sélo si

0
00,

{57(0)14(6, )7(0)} = 0. (3.6)

Entonces la inicial 7(-) que es solucién de (3.6) asegura una cobertura frecuentista
aproximada hasta un orden o(n~'). Esta inicial es invariante bajo transformaciones del
parametro, pero, y en general depende de a.

En el caso uniparamétrico, la inicial de Jeffreys, cuando existe, satisface (3.6) para
todos los valores de «, sucediendo lo mismo con los modelos de localizacién y escala. Los
autores anaden que la condicién (3.6) ayuda a la comparacién del comportamiento de las

coberturas de probabilidad de cualesquiera iniciales disponibles.

Regiones de maxima densidad predictiva

El caso multivariado, cuando " = {@1, ..., @, } son vectores aleatorios provenientes de la
densidad f(x|@). Datta et al. (2000) consideran la region de maxima densidad predictiva
para predecir una nueva observacion x, y deducen las condiciones bajo las cuales dicha
prediccién tiene una validez frecuentista adecuada.

Teniendo una region de densidad predictiva para una nueva observacién x, H (7, ", ),
con cobertura de probabilidad posterior predictiva «, para cada 8 y a € (0,1), existe un
tunico cuantil m(0, o) tal que Pr g(x € A(0,a)) = adonde A(0,a) = {x : f(x|0) > m(0,)}.

Demuestran que

Pr o(z € H(r,2",0)) = a — %DS [K(0)E(6,0)7(8)} + o(n™),

donde

&i(0, a) :/A(e )th(m|0)dm.

Puede notarse que Pr o(x € H(1,2",a)) = a + o(n™!) si y sélo si 7 satisface la

ecuacion diferencial parcial
D, {x™(0)&(0,)7(0) } = 0,
y las soluciones generales también dependen del nivel «.
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Datta et al. (2000) proporcionan interesantes ejemplos de los modelos Normal biva-
riado, multivariado de escala, multivariado de localizacion y el de localizacién y escala.

Una aplicacion a los modelos de regresion puede encontrarse en el trabajo de Datta y
Mukerjee (2003), donde discuten los problemas de caracterizar las iniciales de cobertura
consistente para prediccién de variables dependientes dada una variable independiente y
observaciones pasadas de ambas.

Severini, Mukerjee y Ghosh (2002) proporcionan una exploracién la propiedad de la
consistencia exacta de algunas de las regiones Bayesianas predictivas basada en iniciales
invariantes de Haar por la derecha. En particular, su investigaciéon da soporte a la re-
comendacién dada por Jeffreys de usar la inicial 7(u, ) oc 0~! en modelos de localizacién
y escala f(-|u, o), que es la inicial invariante de Haar por la derecha. Su resultado principal
estd basado en un articulo publicado por Hora y Buehler (1966) quienes también traba-
jaron con el problema de prediccién (Hora y Buehler, 1967), especificamente la prediccién
puntual. Hora y Buehler (1967) se centran en las funciones invariantes predictivas (fun-
ciones de las observaciones futuras con la propiedad de ser invariante) y aseguran que los
limites obtenidos de las respectivas distribuciones fiduciales son analogos a los limites de
confianza en el caso frecuentista.

Mayores detalles sobre prediccion y cobertura consistente puede encontrarse en Datta

y Mukerjee (2004, Sec. 6).

Iniciales de cobertura consistente para efectos aleatorios

Motivados por los efectos aleatorios de los modelos ANOVA, Chang, Kim y Mukerjee
(2003) caracterizan las iniciales de cobertura consistente para prediccién de los efectos
aleatorios no observados. Debe observarse que su propuesta de criterio de consistencia
para prediccion de los efectos aleatorios no observados arroja resultados que pudieran
diferir a los dados cuando se desea hacer estimacion sobre los parametros usando iniciales

de cobertura consistente.

Iniciales de cobertura consistente uniforme para prediccién

En un trabajo relativamente reciente, Sweeting (2007) caracteriza a las iniciales predic-
tivas de cobertura consistente uniformes (UPMP), que son las iniciales predictivas de
cobertura de probabilidad consistente para todos los valores de «.

Para cuantiles con cobertura consistente de una sola dimensién, la inicial de Jeffreys
es UPMP y es tnica; para mas de una dimension, si es que existe una inicial UPMP esta
sera tnica. En un modelo de localizacién y escala f(z|6) = % *(”35—291) la inicial UPMP
es (0) x é, que es la medida de Haar por la derecha y que a su vez Jeffreys recomendd
en estos modelos. Ademés, coincide con la obtenida por Kuboki (1998).

El caso multiparamétrico es mas complicado ya que la inicial debe ser la solucién de

66



un sistema de ecuaciones diferenciales, cuya solucién puede ser unica o una infinidad,
dependiendo de la estructura del problema.

Sweeting (2007) discute dos modelos multiparamétricos: El primer ejemplo es el mo-
delo Normal bivariado con vector de medias cero y elementos de la matriz de covarianza

01,09 y p. Trabaja con la parametrizacién ortogonal dada por

[ 60
62605 65

donde ¥ = T'T’. Bajo esta parametrizacién la solucién general es
7T(9> X 9;2h(95191, 93),

la cual, en términos de (oy, 09, p), (91 =0, = (}2(1 —p?) 2 05 = —pﬂ>, es

o1

o
7(01;0'27/)) (08 7TJ<0'17<727/)>h (0__27 V 1 - IO2)
1

donde 7, (01, 09, p) 577 es la inicial resultante de la regla general multiparamé-

trica de Jeffreys y h es una funcién positiva arbitraria. En particular, tomando h(x,y) = 2%y°,
todas las iniciales que cumplen con esta forma son UPMP. Si a = 1,b = 1/2 resulta en
la inicial conjunta 7(oy, o9p) o< o7 2(1 — p?)~1, la cual es la inicial de Haar por la derecha
proveniente del grupo de transformaciones 71X

El segundo ejemplo es el modelo de localizaciéon multiparamétrico en donde encuentra
que la inicial Haar por la derecha es una inicial exacta UPMP, dado que el modelo es
invariante a transformaciones de traslacién. En este caso, la inicial de Haar por la derecha
y la inicial de Jeffreys coinciden, y ademés es tnica.

Finalmente, Sweeting (2007) sugiere que en caso de tener varias iniciales predictivas de
cobertura consistente se debe seleccionar aquellas que son simultaneamente de cobertura

consistente predictiva y posterior.

3.5. Funciones de pérdida

Con el objetivo de encontrar una forma de obtencién de iniciales objetivas para prediccion
con adecuadas propiedades de cobertura frecuentista, Smith (1999) propone usar teoria
de la desicién y expansiones asintéticas, sugiriendo que la funcién de pérdida juega un
papel importante bajo este esquema.

Con la ayuda de varios ejemplos, Smith compara el comportamiento de la distribucion
predictiva Bayesiana wversus la distribucién plug in, o sustituida o shifting, que es la

distribucion resultante de sustituir el parametro maximo verosimil en ella y suponer que

67



esta es la distribucién predictiva. Evalua sus propiedades frecuentistas usando diferentes
funciones de pérdida y el error cuadratico medio de la probabilidad predictiva. Concluye
que los desempenos predictivos Bayesianos son mejores si se tiene un especial cuidado en
la eleccién de la funcién de pérdida.

En Smith (1999) pueden encontrarse ejemplos de la distribucién general de Pareto
(GPD), una estimacién de varias medias normales, el modelo Poisson-Gama, y una in-

teresante discusion de su trabajo.

3.6. La densidad predictiva maximo verosimil.

Hartigan (1998) propone usar la inicial de méxima verosimilitud para estimacién que
ya ha sido discutida en la Seccién 1.2. Pero, ademas senala que la densidad predictiva
correspondiente minimiza el valor esperado de la distancia truncada de Kullback-Leibler,

dados los datos, a la verdadera densidad. Para més detalles véase Hartigan (1998, Sec. 6).
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Capitulo 4
Funciones iniciales para prediccion.

En este capitulo se estudian problemas de prediccion con algunos modelos univariados

continuos con uno o con dos parametros.

Recordemos el problema de prediccion, en el que no es obvio como proceder desde el
punto de vista del andlisis de referencia puesto que la cantidad de interés es una funcion
t de las observaciones futuras y no una funcion de los parametros. Una primera solucion
podria ser utilizar la esperanza condicionada del modelo como cantidad de interés para
prediccién (Berger y Bernardo, 1992), o méas formalmente alguna funcién ¢(60) = g[p.(-|6)]
del modelo asumido, donde g puede ser algin estimador de la funcion a predecir tal como
la esperanza E(t|0), la mediana Med(¢|0) o la moda Mo(t|6).

Por otro lado, un método para poder discriminar entre funciones iniciales alternativas
es considerar la cobertura de probabilidad de su respectiva funcién final (Welch y Peers,
1963, Berger y Bernardo, 1989, Datta y Sweeting, 2005). Esta técnica se utiliza en el

marco de prediccion como se describe en el presente capitulo.

Para cada uno de los modelos estudiados en este capitulo, se analizan una o varias de
sus funciones iniciales de referencia y su respectiva densidad predictiva. De acuerdo al
comportamiento de la cobertura de probabilidad de la densidad predictiva se determina la

funcion inicial apropiada para prediccion entre las posibles funciones iniciales alternativas.

Los modelos estudiados incluyen modelos regulares y modelos no regulares. Los mode-
los regulares estudiados son los modelos Exponencial, Cauchy, Normal y Log-Normal. Los
modelos no regulares son aquellos cuyo espacio muestral depende de alguna funcién del
parametro del modelo. Entre estos modelos se estudian el modelo Uniforme y el Expo-

nencial trasladado o shifted Exponential.

En cada uno de estos modelos, se encontrara que la inicial correspondiente a la me-
diana del modelo como cantidad de interés, produce una densidad predictiva con propie-

dades de cobertura adecuadas.
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4.1. Prediccion con datos Exponenciales

Supéngase que se tienen n observaciones aleatorias independientes {zi,...,x,} prove-
nientes de una distribucién Exponencial Ex(:|¢) con pardmetro 6 y funcién de densidad

dada por

Ex(z|0) = 0™, 6 >0, z > 0.

Puesto que solo hay un parametro, la inicial de referencia es esencialmente tinica. En

particular, la inicial de referencia es
Ty = mo|Jy]

para cualquier transformacién uno-a-uno ¢() de 6. En términos de 6, la funcién inicial
de referencia es m(6) o< 0~1. Supéngase que se tiene una muestra x = {z, ..., z,} de n ob-
servaciones aleatorias provenientes de Ex(+|6), entonces la densidad final correspondiente

serd igual a
w(0|lx) ~ Ga(f|n,t)

donde Ga(zx|a, ) es una densidad de probabilidad Gama con pardametros a y 3 (véase

pag. 4), n es el tamano de muestray t = | ;.
La densidad predictiva puede obtenerse facilmente y es igual a

n

nt
plzlx) = Tt = GaGa(z|n,t,1) (4.1)

donde GaGa(z|a, 3, m) es la densidad Gama-Gamma con pardmetros («, 3, m) (véase
pég. 4).

Una vez obtenida la densidad predictiva, nuestro interés se centra en determinar la
probabilidad de que una nueva observaciéon x pertenezca al intervalo (1), #(2)) formado
por las observaciones minima y maxima de la muestra . En particular, dadas dos
observaciones xy y xo, con x1 < T, queremos saber si la cobertura de probabilidad de la
densidad predictiva en el intervalo (x,z3) se aproxima al valor tedrico de % dado en el

Teorema 9, esto es, queremos el valor medio en el muestreo de

Pr(z; < x < xo|z1,29) = / GaGa(z|n,t, 1)dx

1

- tﬂ((xlitw - mit)n)'
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donde n =2 y t = x1 + x9, que se reduce a

3(ZE2 — 5(71)(1‘1 + .172)3
(21’1 + .7}2)2(ZE1 + 2.T2)2 ’

Pr(z; < x < xa|w1,12) = (4.2)

En este caso la probabilidad buscada depende de las observaciones x; y x5, de forma
que debe calcularse su valor esperado sobre todos los valores posibles que una muestra
de tamafio dos pudiese tener, i.e., el valor esperado de (4.2) evaluado con la densidad
condicional conjunta de (z1,xs), p(z1, x2|0).

Recordemos como es la densidad conjunta de las observaciones maxima y minima
de una muestra aleatoria. Supdéngase que una muestra aleatoria {x1,...,x,} de tamano
n con funcién de densidad f y funcién de distribucién F', considere las observaciones
r@y = min{z, ..., .} y () = max{x,,...,x,}. La funcién de densidad conjunta de z(

Y Zn) €8

9z, 2m) = nn—D(F(xw) = Flym)" 2 fzw) f(@m),

—00 < x(1) < Tp) < 0.

Sila muestra es de tamaiio dos {x1, x5}, donde x(1) = min{z1, x2} y 2(2) = max{z, 2},

la funcién de densidad conjunta de (z(1), z(2)) es

g(ray,z@) = 2f(za)flrw), (4.3)

—00 <z < T(2) < 0.

La densidad conjunta bajo el supuesto z; < x5 es la misma que la densidad conjunta

de las observaciones minima y maxima de una muestra de tamano dos.
Sean (1) = min{z1, 22} = 1 ¥ 2(2) = max{x1, 22} = 2o, la densidad conjunta de z;

y x5 bajo la condicién x1 < x5 esta dada por
p(x1, 22|0) = 2Ex(21]0)Ex(22]0), 0< 21 <29 <00, 6> 0.

Por lo tanto, el valor esperado de (4.2) es

Sea—an)(@mitan)® | _ o (o0 (v Bas—w)(@rtes)® g2 —0(ata
By 10 <2x11m2)12(m1+2i2>2] =257 5" ey 07e T da day

1
3

Esto demuestra que el valor esperado de la cobertura definida por (4.2) no depende
de 6 y es consistente con el resultado del Teorema 9. Consecuentemente, la inicial de

referencia () o #~! produce una densidad predictiva con adecuadas propiedades de
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cobertura.

4.2. Prediccion con datos Cauchy

Un modelo interesante es el modelo Cauchy, que pertenece a la familia de modelos de
localizacién y escala, pero con la particularidad de que carece de media. Sin embargo, la

mediana y la moda estan bien definidas y son iguales al parametro de localizacién.

Supdngase que se tiene una muestra aleatoria @ = {xy, ..., ¥, } de tamano n proveniente
de una distribucién Cauchy con parametros de localizacién y escala u y o, respectiva-

mente.

La funcién de densidad esta dada por

1 (¢ —w)*\ "
Ca(z|lp,0) = — [ 14+ ——*— , TE€R,0>0,ueR.

Puesto que es un modelo regular de localizacién-escala, la inicial de referencia conjunta

cuando p o o es el pardmetro de interés es

m(p,0) oot

(Fernédndez y Steel, 1999).

Con esta inicial de referencia la densidad final es

7w, olz) o 0_1(7r0)_”ﬁ <1 + (‘” — ”)2> ) .

=1

Consecuentemente, la densidad predictiva de referencia es

plele) = 71 /OOO /Z % (1 + (”E - “)2> ) 7(u, oz)dudo.

En el caso particular de n = 2, @ = {x1, 25}, la densidad final y predictiva tienen

respectivamente las siguientes expresiones analiticas,

202|1y — x|
™ (21 = p)? + 0?)((x2 — p)* + 0°)((x — p)* + 07%))’

m(p, olry, T2) =
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p(x|z1, 20) =
(r1 — xo) log((z1 — x9)?) + (x — x1) log((z1 — 2)?) + (w9 — z) log((wy — z)?)
212(x1 — x)(x — x9)Sign(xy — o)

1 1 T — To 2 1 T — 2
= - log log
2nSign(zy — x2) | @1 — Ty — T Ty — T T4 — To

(x1 # T, x # 1,7 # Tg)

+

donde Sign[z| toma en los valores —1, 0 6 1, dependiendo de si x es negativo, cero o

positivo.

Finalmente, la probabilidad de que una nueva observacion x pertenezca al intervalo

formado por (1, x2), 1 < 9, €s

T2
Pr(z; < x < xo|w1,22) = / p(x|zy, x2)dx

931

2
210g[ L } log (xll_m) log(z — x2)
1

B 2m2Sign(zy — x9) ) Tlesle o) (log (3212—1;2)2 2l [I 2 }>

—2PolyLog (2 . ) + 2PolyLog ( LT )

T1—T2

-~

\

2 — — v
= ——— |PolyLog ( 2, T PolyLog | 2, i
272 Tl — Ty T -2 )|,

1
= ——; (PolyLog(2,0) — PolyLog(2, 1) — PolyLog(2, 1) + PolyLog(2,0)) ,
T

donde Sign(z; — x3) = —1 pues x; < x2 y PolyLog(n, z) = Li,(z) es la funcién poliloga-

ritmo, que es igual a

Li (Z) o (_1)n71 ! 10g"_2(t) log(l — Zt) &t
T (n=2)1 t 7
entonces
' og(1 oe(1 — 2t 2
Lin(0) = _/ Ogt( )i — 0 y  Liy(1) = _/ Mdt _ %,
0 0

2

de acuerdo a la Ec. (4.291.2) de Grandshteyn y Ryzhik (1994) la ecuacién Liy(1) = %-.

Sustituyendo, resulta

Pr(z; < x < xa|11,19) = ——(——) =
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Por tanto, la cobertura Pr(x; < x < z3]z1, 3) no depende de las observaciones (z1, x2)

y es igual a % Un resultado similar se obtiene en el caso xy > x».

A la luz de este ejemplo, uno esperaria que para cualquier modelo de localizacién (p)
y escala (o), la inicial de referencia dada por o~! produzca una densidad predictiva con

adecuadas propiedades de cobertura.

Notese ademas, que en el modelo Cauchy la mediana y la moda coinciden con el valor
del parametro de localizacién, surgiendo de manera natural la eleccion de la mediana o

la moda como cantidades de interés en el problema de prediccion.

El ejemplo siguiente ilustra la influencia de la distribucién inicial en las propiedades

de cobertura de la distribuciéon predictiva.

4.3. Prediccion con datos Normales

Considérese ahora una muestra aleatoria @ = {x1, ..., z,,} de tamafno n proveniente de un
distribuciéon Normal N(z|u, o). Sea la familia de funciones iniciales conjuntas de {u, o}

dadas por

[0}

m(p, o) xo™® a>0. (4.4)

La densidad final es proporcional a

o? n+a—1 ns?
) NN ‘_7_ X G —1/2 ‘—7_ )
7(p, o|x) (u T n) a o 5 5

donde Ga~'/2(-|y, 3) denota la raiz cuadrada de una densidad Gama inversa (squared-root
inverted-gamma) con pardmetros v y [ (véase pag.4), y donde s y T son los estimadores

maximo verosimiles de o y u, respectivamente.

La densidad predictiva es igual a

n+a—1
(x —7)%\ 2 _ n+1
p(x|x) < + x|T, s n+a_2,n—i—a ,

(n+1)s?

donde St(-|0, A\,v) denota una densidad ¢-Student con pardmetros de localizacién 6 y

escala A\, y con v grados de libertad.

Consecuentemente, dadas dos observaciones aleatorias x1 y xo, la probabilidad de que

una nueva observacién x se encuentre contenida en el intervalo (xy, z3), 71 < x2, es

_nta-—1

2 _ )2 2
Pr(z; < x < xo|z1,29) = c/ (1 + M) dx (4.5)

o s2(n+1)
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r(etg=t) !

P(PEE=2T(1/2) \/s2 (nt 1)
Puesto que n = 2, y haciendo el cambio de variable

con ¢ =

r—7 1
t= Codt = —,
V/3s V3s
el dominio se transforma en
To — X 1 To — T
0<t<—|2 llz—:tl ya que s:—|2 1

2

2\/53 \/3

Por tanto, la integral (4.5) se transforma en

r(es

Pr<1‘1 <lax < x2|$1 ,I'Q) = 2—;1) /\}5(1 +t2>_(a+1)/2dt
’ LSV Jo ’

que depende unicamente de a.
El comportamiento de Pr(z() < < z(,)|x) puede verse graficamente en la Figura

(4.1). Obsérvese que la probabilidad de = € (21, z2) tiende a uno conforme « crece.

1

Prixe(xy,x2)la]

NI
T
\
\

Ot I L L L L I . . . . 1 . . . . L L L L L L
0 5 10 15 20

a

Figura 4.1: Comportamiento de la cobertura de la densidad predictiva resul-
tante de la familia de distribuciones iniciales m(pu,0) o< =% (o > 0), en el modelo

N(|u,0).

Supéngase que la cantidad de interés es el vector @ = {u, o}; se sabe que la inicial de

referencia es entonces la funcién inicial multiparamétrica de Jeffreys m(u, o) o< 072, que
es también la medida de Haar por la izquierda. En este caso o = 2 dando como resultado
que la probabilidad requerida resulta Pr(z; < 23 < xo|a = 2) = %

Supdngase ahora que la cantidad de interés es el parametro de localizacion pu, que es
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simultaneamente la media, la moda y la mediana de z dados p y o, por tanto la inicial
de referencia correspondiente es 7(u, ) oc 071, que es la medida de Haar por la derecha.

Consecuentemente v = 1y la probabilidad requerida es exacta Pr(z1 < z < zg|la =1) = 1.

Debe observarse que dentro de la familia de iniciales relativamente invariantes
m(u,0) o o~% la tunica inicial que produce una densidad predictiva cuya cobertura
coincide con el resultado del Teorema 9 es la que corresponde al valor de @ = 1. Que a
su vez, es igual a la inicial de referencia cuando la cantidad de interés es el pardametro de

localizacién del modelo.

La expresion analitica de la densidad predictiva dadas dos observaciones x; # x5 esta

dada por

M)”

=11
p(x|z1, x2) (—l— 52

y s = W’ y por tanto para o = 1,

-1
1 /22— (v + 2
p(x|x1’$2) — <1+_< €T (-Tl 1’2)) ) )
3 To — X1

4.4. Prediccion con datos Log-Normales

con T = HFE2

Considérese ahora el modelo de localizacién y escala Log-Normal con funciéon de densidad

dada por

1

ToV 2T
r>0,peR,0>0,

LgN(z|p,0) =

1
exp {—@(bgaz - /~b)2}

de forma que y = log x tiene una densidad Normal N(y|u, o), y la matriz de informacién

de Fisher es
I(p,0) = < > : (4.6)

Como demuestran Fernandez y Steel (1999), si la cantidad de interés es p o es o, la inicial

o Y=
lew o

de referencia serd 7(u, ) oc 071, que es también con la inicial de Haar por la derecha .

La densidad final correspondiente es

21—n/25n—1nn/2 ns2 +n(f_u>2
= 7(TL+1) —_
I exp{ " }

2
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donde

8|
I
SRS

& 1
log2; =1 )T 2= (loga; —T)°
; og og(xy...zy) y s nZ(ogm T)

La densidad predictiva para una nueva observacién dados los datos x es

s"1T(n/2)
p(:v|:13) = L (@1 )2 n/2
m(n+ 1)2I'("5=) (52 + n—fl)
1
~ LSt(z|exp(T), s nt i 1)

donde LSt(z|u, v, @) denota la funcién de densidad Log-Student generalizada definida por

a+1
14

«a 1 T 2) 2
LSt = 241 2 (1log =
St(alu, v, @) ral/?Beta(1/2, a/2) {V T3 (og p) }

x>0,u>0,vr>0,a>0

con « grados de libertad (Good y Crook, 1987).

A continuacién calculemos la probabilidad del suceso B = {2 : ) <z < 2}

()
Pr(Blx) = / LSt(z|p, v, a)dx = By (2|1, v, ) = Fis(z)lp, v, @) (4.7)
(1)
donde Fis(-|u, v, @) es la funcién de distribucién acumulada de Log-Student anteriormente
descrita, = e*, v = s Z—ﬂ y a =n — 1 grados de libertad. Obsérvese que en general,

se trata de una funcion de las observaciones y no tnicamente del tamano muestral.

Cuando solo se tienen dos observaciones el resultado es exacto como se verd a conti-

nuaciéon. Dadas x; y x2 (71 < z3), la densidad predictiva es

V3|log &

T

72 (3(log® z + log® z1 4 log? 25) — (log z 2175)?)

plzlzy, z2) =

y la probabilidad predictiva de que una nueva observaciéon x pertenezca al intervalo
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(x1,22) es (omitiendo algunos célculos)

Z2
Priz) < < x9|wq, 29) = / p(z|xy, x0)dx

1

1 | z
_ ’ ngl/%‘ arctanh Ogl’l/xz 2

7/ —log? z1/x; \/—3log® x1 /x5 Ll

= 3arctanh < log z1/> ) = zarctanh (Slgn[log Xl/Xﬂ)
m V31| log a1 /25| ) V3

donde Sign[x] = 0, —1, 1 dependiendo de que z sea cero, negativo o positivo.

Puesto que xy < xo, si log i—; < 0 € R, se tiene que

2 1 2 1
Priz) < < xa|wy, 29) = Earctanh (—m) = E%T =3 (4.8)

para todos los posibles valores (z1,x2). El caso x; > x5 arroja el mismo resultado.

Con més de dos observaciones y de acuerdo al Teorema 10, cabria esperar que el valor
medio en el muestreo de la funcion (4.7) evaluado sobre todas las muestras de tamafno n

n—l para todos los valores de p y o, v la Tabla 4.1 confirma que

debiera ser cercano a
n+1

esto es asi.

E[Pr(z(1) <z < z(p)|)]
oc=1 o =2 Z—;
n | p Media DvSt Media DvSt
2 1 0 {0.3333 - 0.3333 - 1/3
1 10.3333 - 0.3333 -
3 | 0 |0.5002 | 0.0004 | 0.5003 | 0.0004 | 1/2
1 1 0.4950 | 0.0004 | 0.5004 | 0.0004
4 | 0 |0.5998 | 0.0008 | 0.6006 | 0.0008 | 0.6
1 10.6007 | 0.0008 | 0.6005 | 0.0009
7 | 0 ]0.7496 | 0.0014 | 0.7501 | 0.0014 | 0.75
1 10.7500 | 0.0015 | 0.7507 | 0.0014
9 | 0 |0.7997 | 0.0015 | 0.8003 | 0.0015 | 0.8
1 10.7994 | 0.0015 | 0.8004 | 0.0015
151 0 | 0.8748 | 0.0011 | 0.8748 | 0.0012 | 0.875
1 10.8751 | 0.0012 | 0.8751 | 0.0012

Tabla 4.1:  Valor medio y desviacion estdndar de las probabilidades Pr[z () <
T < T(py|T1,..., 0] correspondientes a m = 5000 muestras simuladas de tamano
n €{2,3,4,7,9,15} provenientes de LgN(z|u,0), p € {0,1}, o € {1,2} con inicial
dada por w(p, o) oc ot
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Los valores en la Tabla 4.1 fueron obtenidos de la siguiente manera:

e Genérese una muestra aleatoria {z1,...,z,} de tamano n proveniente de una

distribucién LgN(z|u, o).

e Obténgase la densidad final 7 (u, 0|z, ..., z,) v la correspondiente densidad pre-

dictiva p(z|zy, ..., Tp).

e Calcilese Prlz(y < = < z(m)|21,.0y 7] = f:f((;;) p(z|r1,...,7,) donde x(;) =

Min{z1, ..., Tn} ¥ T(ny = Max{z1, ..., Tn}.

e Repitanse los tres pasos anteriores m veces. Calcilese el valor promedio y la

desviacion estandar de las m coberturas de probabilidad.

Para m grande el valor medio de la cobertura de probabilidad de la densidad predictiva

se aproximara a su valor esperado. Se observa que éste se aproxima al valor tedrico

dado en el Teorema 10.

Ahora nos planteamos para que medida de tendencia central (media, moda o media-
na), definida como cantidad de interés, resultarfa en una densidad predictiva con propie-

dades de cobertura similares.

En la siguiente subseccion se desarrollard con detalle la obtencién de la inicial de
referencia cuando la media es la cantidad de interés. Los casos de la mediana y la moda

se omiten por ser similares.

4.4.1. La media E(z|u,0) como cantidad de interés

Se sabe que en el modelo Log normal la media es igual a E(z|u, o) = e/ t7°/2 Considérese

pues la funcion

¢1 = E(x|p, 0) = exp{p+ 0?/2}.

Astmase la parametrizacion ¢ = (¢1,0) = g(u, o), donde ahora ¢, es nuestro pardametro
de interés y o el pardmetro de ruido. El Jacobiano de la trasformacién inversa g~ (¢y, o)

€S

Usando el supuesto de normalidad asintética bajo transformaciones (Corolario 1 de la

Proposicién 5.17, Bernardo y Smith, 1994), se tiene que la matriz de informacién de
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Fisher en términos de (¢1,0) estd dada por

y la matriz de dispersién S(¢) = Hy(¢) ™! es

ﬂ@:1<ﬁﬁ@+¥)@&).

2 ¢1 03 02
Definase una sucesion creciente de intervalos cerrados de la forma
ANi={o:e"<o<e}, i=1,2, ..
independientes de ¢;.

De H, pueden obtenerse las iniciales de referencia al identificar productos de funciones
independiente de ¢; y o (Corolario de la Proposicién 5.29, Bernardo y Smith, 1994).

Especificamente,

w(olon) o Vim = (/14 25 = f(6) X 02(0)
\/h_¢ = \/hll — highay hoy

= =+ )R = A0 X o)

Entonces, la inicial de referencia para la parametrizacién ordenada (¢q,0) es

ﬂ%mﬂmﬁ@MMﬂ:¢#dr+%.

En términos de los parametros originales, la inicial de referencia es

o (1,) o 41+ 5.

que difiere de la inicial de referencia 7(u, o) oc 07! cuando pu es el pardmetro de interés.

Dadas dos observaciones x; y x», la densidad final sera proporcional a

1 i, 2 ((log zy — p)* + (log z2 — p1)*)
Ty (Hs 0|21, T2) o m 1+§exp{_ 202 5
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que es impropia (véase el Apéndice A), lo que implica que con esta distribucién inicial
no pueden hacerse inferencias con solo dos observaciones.
Considérese ahora una muestra aleatoria © = {x1, ..., z,,} de tamano n con n > 2; la

densidad final sera proporcional a

n

1 " 1 1 2
ralnol) (=) i e{oge Yo — 1+ 5

oV 2 =1 Vi i—1

y la densidad predictiva para una nueva observacion sera

polele) = [ [ INGln o) . ol@)dudo
0 —00

que no cuenta con una expresion analitica explicita.

Como se ha procedido anteriormente, deseamos saber la probabilidad de una nueva
observacién x se encuentra contenida en el intervalo (x(l), x(n)) formado por las observa-
ciones minima y maxima de la muestra . En particular, deseamos saber si la cobertura

de probabilidad la densidad predictiva pg, (z|) en (zq), Z@m)), i-e.,

T(n)
Pr(ag < o < 2(n|2) = / po, (2]a)dz, (4.9)

Z(1)

se aproxima al valor tedrico Z—I} del Teorema 10.

Dado que no se cuenta con una expresiéon analitica de la densidad predictiva py, (z|x),
el valor esperado de la integral (4.9) serda aproximado numéricamente y la Tabla 4.2
muestra el resultado de dichas aproximaciones (véanse las columnas correspondientes a

T, ), que ponen de manifiesto una cobertura inapropiada.

4.4.2. La moda Mo(z|u,0) como cantidad de interés

Considérese ahora la moda del modelo Mo(z |y, o) = exp{u — 0} y sea

¢ = Mo(x|p, o) = exp{p — 0%}

con la que se tiene la parametrizacién (¢2,0). Analogo a la obtencién de la inicial de

referencia 7y, , la inicial de referencia para el orden (¢o,0) es

Ty (P2, 0) X by /4 +2/0?

la cual expresada en los parametros originales es

Ty (14, 0) X \/4+2/02,
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que es diferente a la inicial de referencia cuando u es la cantidad de interés.

Dadas dos observaciones, la densidad final sera proporcional a

Tpa (/le leh 1’2) (8

EQXP {_((log 21 — )% + (log zg — u)z)}

2mo2x, T 202

que nuevamente es impropia (véase el Apéndice A).

Supdngase nuevamente que se tiene una muestra de observaciones aleatorias

x ={x,...,x,} con n > 2; la densidad final serd proporcional a

n

1 " 1 1 2
ralnole) (=) i e{oge Yogn — i1+ 5

oV 2w =1 V1 i—1

y la densidad predictiva es

pele) = [ [ INGln o) ol@)dudo
0 —00

para la que no se tiene una expresion analitica.

El objetivo es verificar las propiedades de cobertura de pg, (z|x) en el intervalo (z(1), Z(»)),

1.e.,

E(n)
Pr(agy <2 < ale) = [ pon(ale)da,

Z(1)

que se esperararia concuerden con el valor tedrico Z—Jr} dado en el Teorema 10. Como no
se cuenta con una expresion analitica de pg, (z|x), el valor esperado de la integral anterior
serd aproximado numéricamente donde las columnas 7y, de la Tabla 4.2 muestran estos

valores. Obsérvese, que como en el caso de la media, no se obtienen coberturas apropiadas.
4.4.3. La mediana Me[z|u, 0] como cantidad de interés
Finalmente, considérese ahora la mediana del modelo Me|z|u, o] = e y sea la transfor-
maciéon

¢3 = Melx|p, o] = et

Puesto que ¢3 es una transformacion uno-a-uno de u, la inicial de referencia cuando ¢3

es la cantidad de interés es igual a la inicial de referencia cuando el parametro de interés
—1
es U, 7T¢3(,u,0') xXo .

Lo anterior puede comprobarse facilmente al obtener directamente la inicial de refe-
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rencia en términos de la parametrizacion (¢s, o) resulta ser

1
7T¢3(¢37 U) X @

y en términos de los parametros originales (u, o) es

T (/L, U) xo!

! ya hemos establecido en

Cuando la funcion inicial de referencia es proporcional a o~
(4.8) que su respectiva densidad predictiva dadas dos observaciones z; y xs (z1 < x2),
tiene una cobertura exactamente igual a % coincidiendo con el valor tedrico del Teorema
9.

Se esperaria que para mas de dos observaciones aleatorias la cobertura de proba-
bilidad de la densidad predictiva en el intervalo (x(1),x(,)) fuese aproximado al valor
x—ji. La Tabla 4.2 (columnas m,,) muestra las aproximaciones al valor esperado de
Pr(zy) <z < x(,|x), que demuestran una concordancia con el Teorema 10.

Los valores en la Tabla 4.2 fueron calculados asf:
(i) Genérese una muestra aleatoria de tamano n, = {z1,...,x,} de LgN(-|u, o).

(ii) Obténgase m(u,ol|x) y p(z|x).

*(") p(z|x)dz donde

Z(1)
T(1y = min{x1, ..., Tn} ¥ T(p) = max{zy, ..., ¥, }. Guardar en memoria.

(iii) Calcilese Pr(z) <z < x(y|x) =

(iv) Repitanse los pasos (i) a (iii) m veces, promédiese y calcilese la desviacién

estandar de las coberturas.

Este procedimiento se aplica a cada inicial de referencia my,, 74, ¥ 74,.

83



9qUULDALIIASI.A
‘DumIpaws D] i DPOUL D] DIPIUL D] §I $IUIQUL P PDPIFUDI D] OPUDTI DALIPALL POPISUIP D] 9P 0IPIULOLE DANYLIQOI D] UDLSINUL P f
i 'u spuwnjod v o fi 1 ap sasoa saquatafip vind (0 H|x)NST ap saquUN0LL U OUDWIDY IP SDPDINUWAS SDAISINUL ))OCT = UL

D 29UIPUOdsaLL00 xp(x|T)d NW = [z|Wz > z > Dz]ag sopvpurqoqoid svj ap (4pupiss uewDIASIP) 0PI 40PN T'F e[qel,
(g-0T X 0) | (=0T % 0) | (¢—0T x0) | (40T x0) | (=0T % 0) | (¢—0T x0)
€066°0 66660 66660 L066°0 2€66°0 £€66°0 T
(-01%x0) | (¢—01x0) | (¢=01x0) | (¢=01%0) | (=0T % 0) | (¢—0T X 0)
6660 ~ fox €066°0 66660 66660 8066°0 £€66°0 £€66°0 0 | 002
(1000) | (=01 x0) | (¢—0T%x0) | (1000) (200°0) (100°0)
L¥L80 25660 16660 T6L8°0 a¥z6'0 29260 T
100°0 (g-01 % 0) | (¢—0Tx0) | (1000) (200°0) (100°0)
q80=1% 06.8°0 1666°0 16660 2680 1626°0 86260 0| &1
(100°0) ¢000°0 (100°0) (100°0) (€00°0) (£00°0)
7008°0 T6L6°0 €6L6°0 666L°0 86.8°0 Z188°0 I
(100°0) (100°0) (100°0) (100°0) (£00°0) (£00°0)
g0=¢% 866L°0 76L6°0 L6L60 666L°0 £6.8°0 2T88°0 0] 6
(100°0) 8T00°0 (200°0) (100°0) (500°0) (¥00°0)
z0SL0 6996°0 6£96°0 00S2°0 €L¥8°0 L1680 I
(100°0) 2000 (2200°0) (100°0) (500°0) (¥00°0)
qLo=+ 00SL°0 0%96°0 1796°0 £0GL°0 I8F8°0 60S8°0 0] 4
(.01 x0) | (620°0) (cz0'0) | (g—01x0) | (0100) (100)
z009°0 02870 L9870 1009°0 Y9770 €2G6L°0 I
(e—01x0) | (2200) (¢z00) | (g—01x0) | (010°0) (10°0)
90=+% 1009°0 122870 69.8°0 0009°0 657270 8TGL°0 0] ¥
(¢-01x0) | (g01°0) (zo10) | (4—01x0) | (910°0) (¢10°0)
000S°0 vL79°0 9099°0 100G°0 €699°0 ¥7L9°0 I
(¢—01x0) | (g0T°0) (c010) | (4—01x0) | (910°0) (¢10°0)
go=¢ 1005°0 zsv9°0 7£99°0 000<°0 6599°0 £6L9°0 0] ¢
(301 X 0) - - 0 - -
€eeeo - - €eeeo - - I
(5-01 X 0) - - (5-01 X 0) - -
cege0 =% £EEL°0 - - £LEe0 - - 0] ¢
W‘m €py epy Py Epy epy Py 7 u
N = 0 H = 0

84



Observaciones finales sobre el modelo Log-Normal

Jeffreys (1961, pp. 172) mencioné que en modelos de localizacién y escala (ambos

parametros desconocidos), y la funcién inicial objetiva dada por

m(pw,0) =01,

la densidad predictiva resultante cumple con la propiedad
Pr(z; <z < x|z, m9) = 1/3.

Los resultados en la Tabla 4.2 demuestran que se extiende a

n—1
n—+1

Prlzg) <o < am)) =

cuando se consideran muestras de tamano n.

En el caso del modelo Log-Normal, se ha visto que cuando la media o la moda son
la cantidad de interés, la densidad final correspondiente no existe si solo se tienen dos
observaciones aleatorias. Sin embargo, cuando la cantidad de interés es la mediana no
existe esta restriccion.

Por tanto, la mediana (pero no la media o la moda) puede considerarse como una

eleccion general apropiada de la cantidad de interés para problemas de prediccion.

4.5. Modelos continuos no regulares

Dentro de esta seccién se estudiardn los modelos no regulares de la forma M = {p(z|0) :
x € S(0),0 € © € R} donde S() es el espacio muestral que depende del pardmetro del
modelo.

Dentro del andlisis de referencia, los trabajos de Ghosal (1997) y Ghosal y Samanta
(1997) definen las condiciones de regularidad bajo las cuales la funcién inicial que maxi-
miza la informacién esperada del muestreo repetido de modelos de la forma M, y esa es
la funcion inicial de referencia.

Sin embargo, como se verda més adelante, el método propuesto por Ghosal (1997) no es
muy claro cuando se desea obtener la inicial de referencia de una determinada cantidad de
interés. En cambio, el método sugerido por Bernardo (1979), Berger y Bernardo (1992a),
Bernardo (2005a) y Berger et al. (2009a) es claro y arroja una inicial cuya densidad
predictiva cuenta con adecuadas propiedades de cobertura.

La presentacion de los modelos de esta seccién serd de acuerdo a su grado de com-
plejidad. Empezamos con dos modelos Uniformes y concluimos con dos casos del modelo

Exponencial trasladado o shifted Exponential.
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4.5.1. Modelo uniforme en (0, 0)

Considérese el Ejemplo 11 dado en Bernardo (2005a) correspondiente al modelo Un(0, ).

Sean dos observaciones aleatorias x1 y xs provenientes de la distribuciéon Un(0, ) con
6 > 0. Este modelo también cumple con la propiedad frecuentista de que dadas dos
observaciones con x; < xo, la probabilidad de que una nueva observaciéon pertenezca al

intervalo (z1,22) es un tercio, es decir, Pr(z; < z < 25]0) = 3.

Teorema 11 Sean dos observaciones aleatorias e independientes x1 y xo con densidad
Un(0,0) y 1 < x9, la probabilidad de que una tercera observacion x se encuentre con-

tenida en (r1,x2) es un tercio.

Demostracion. La probabilidad requerida es

To — 1

Pr(z; <z < x3|0) = / Un(0,0)dz = 7

1

que es una funcion que depende de las observaciones, entonces debemos encontrar el valor
esperado de ésta sobre todos los posibles valores que una muestra de tamano dos pudiera
tener. Bajo el supuesto de z; < x9, la funcién de densidad conjunta de (z1,z5) es

2

gz sl 0<m <z <wy <,

f(x1, 32]0) =

0 en otro caso.

Entonces el valor esperado seré

To — X1 2/0/1‘2
| D, = — xo — x1)dxidr
(552) - 3 [
9 [0 2

xr X2
= @\/0' (ZL‘l.ZUQ — ?1) 0 deQ

17, 1
= 5 ; CEQd.Z'Q:g.

g

El resultado del Teorema 11 anterior puede comprobarse numéricamente y la Tabla
4.3 muestra las frecuencias de = € (x; < x2) para diferentes valores de . Las frecuencias
se aproximan al valor tedrico de % como se esperaria.

Con la inicial de referencia m(6) o< 6~! (Bernardo, 2005a, Ejemplo 11), dadas dos

observaciones aleatorias {z1, 25}, la densidad final es igual a

(0], z2) = ¢ 0 > x9

_1_
63’
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Frecuencias
0 1 2 4 6 8 10
0.3344 0.3337 | 0.33223 | 0.3348 0.335 0.3333
(0.0035) | (0.0057) | (0.0055) | (0.0028) | (0.0051) | (0.0043)

Tabla 4.3:  Frecuencia con que una nueva observacién pertenece al intervalo
formado por dos observaciones dadas (x1,x2) (v1 < x2) provenientes de una dis-
tribucion Un(0,0). Valor promedio (desviacion estindar) comprendida de m = 10
frecuencias de n = 10000 muestras aleatorias de tamano dos.

con ¢ = (223)~!. La densidad predictiva resulta ser

— T < Iy
1 2 2
p(z|r,20) = c_l/ —df = =
max{z,x2} 0 3 x2
x—Q T > Iy

(e 9]

Puede entonces calcularse la probabilidad requerida,

x2
Pr(z; < x < xa|w1,29) = / p(z|xy, zo)dx

1

T2 .

35(72 3%2

que depende de las observaciones obtenidas. Se desea saber el valor esperado en el

muestreo de dicha funcién

0 vz 2(332 — I‘l) 1
E:E T 3 = 2 ———dxd
Laal0(9(21, 22)) /0 /0 32, grotidee
4 O

9 1
= — —dzry = =
32 ), 2 7 3

que es exacto e igual a %
La comprobacién numérica de lo anterior puede verse en la Tabla 4.4 que muestra
el valor promedio (desviacién estandar) de la cobertura de probabilidad de la densidad
predictiva correspondiente de n = 10000 muestras aleatorias de tamano dos y diferentes

valores de 0. Nétese que el valor medio se aproxima a % independientemente del valor de

6.

0] 1/2 1 2 4 6 8 10
0.3271 | 0.3203 | 0.3282 | 0.3408 | 0.3339 | 0.3340 | 0.3327
(0.0366) | (0.0379) | (0.0381) | (0.0370) | (0.0370) | (0.0371) | (0.0372)

Tabla 4.4: Valor medio y desviacidn estdndar de la cobertura de probabilidad de
la densidad predictiva de Un(0,0) con previa de referencia dada por m(6) oc 071, los
valores se aproziman 1/3.
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Los valores en la Tabla 4.4 se calcularon asi:
e Generar dos observaciones aleatorias (z1,x2) de Un(0, §).
e Obtener las densidades final 7(6|z1,x2) y predictiva p(z|zy, z2).
e Calcular Pr(z; < x < x2|x1,x2) y almacenarlo.

e Repetir todos los pasos anteriores n veces, promediar el resultado y calcular la

desviacién estandar.

La conclusién final de Un(0, 6) es que la inicial de referencia 7(6) o< 6~ produce una

densidad predictiva con adecuadas propiedades de cobertura.

4.5.2. Modelo uniforme en (6 — 1,0+ 1)

Continuando con los modelos no regulares, otro modelo interesante es el Uniforme sobre el
intervalo (60— %, Q—i-%), para el cual su inicial de referencia es uniforme en (xmax—%, xmin—i—%)
(Bernardo, 1979, Sec. 3.5), con Tyax ¥ Tmin las observaciones minima y méxima de la
muestra, respectivamente.

Este modelo, también cumple con la propiedad frecuentista de que dadas dos obser-
vaciones aleatorias x1 < s la probabilidad del evento 1 < < x5 es igual a un tercio,

es decir, Pr(z; <z < 25]) = 3.

Teorema 12 Sean x, y x5 dos observaciones aleatorias e independientes con densidad
Un(0 — %, 0+ %) con x1 < X3, la probabilidad de que una tercera observacion x pertenezca

a (x1,12) es un tercio.

Demostracion. La probabilidad requerida es

T2
Pr(x1<x<x2|9):/ dr = 19 — 11,

1

que es una funcién de los datos entonces debemos encontrar el valor esperado de ésta
sobre todos los posibles valores que pudieran tener (zp,x2). Puesto que x; < x9, la

funcién de densidad conjunta es

2 si9—%<x1<x<x2<¢9+%,
[y, 25|0) =

0 en otro caso.

88



Omitiendo por brevedad algunos resultados intermedios, el valor esperado resulta

9+1/2 T2
2/ / (IQ — xl)dl'ldl’g
0—1/2 0—1/2
Ty + 13— 0+ 62

9+1/2 1
2 [ (— "
0-1/2 \8 2
:(5)
6

Ez‘1x2|9 (1‘2 - xl)

— 1'29) d.CIZ'Q

L
5

La Tabla 4.5 muestra las frecuencias de este evento y puede verse que los resultados
son congruentes con el Teorema 12 (la obtencién de las frecuencias fueron similares a los
de la Tabla 4.3).

Frecuencias
0 1 2 4 6 8 10
0.3335 0.3335 0.3333 0.3330 0.3351 0.3338
(0.0049) | (0.0035) | (0.0041) | (0.0041) | (0.0032) | (0.0034)

Tabla 4.5: Frecuencia con que una tercera observacidn se encuentra contenida
en el intervalo formado por dos observaciones previas. Valor medio (desviacion
estandar) de m = 10 frecuencias con que ocurre el suceso en n = 10000 muestras
aleatorias de tamario dos de Un( — %,60 + ).

A continuacién obtengamos las densidades final y predictiva. Sean dos observaciones
aleatorias @1 y o (21 < x2) con distribucién Un(f—1,0+1). La correspondiente densidad

final de referencia esta dada por Un(xy — %, 1+ %) y la densidad de predictiva sera

plalzy, x2) = /@

s,¢ 4+ 1)(z2 — 5,21 + 3)}. Debe notarse que el intervalo

1

1+CL’1—I2

do

donde © = {0 : 0 € (z —

(z — 3,2+ 1) corresponde a la restriccién del modelo Un(f — 3,6 + 1) en términos de 6.

La interseccién de los intervalos se reduce al siguiente espacio paramétrico,

O = {9 NS (max{x,xg} - %,min{x,xl} + %) } :
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Por tanto, en la densidad predictiva deben considerarse todos los casos posibles,

min{z, 1} — max{x,xo} + 1

plafes, ) = —

( T—2o+1 size—1<zx<2,
r1—x+1 sizg<zr<zi+1,

1—|—l’1—l‘2 )
T — 2o+ 1 siz) < x < Zog,

0 en otro caso.

Finalmente, la probabilidad requerida es

2 €2
Pr(z; < & < xg|xy,29) = / p(z|xy, z2) = / dx = 19 — 11 = g(x1, 22)
1 1
que es una funcién de los datos. Por lo tanto, determinaremos el valor esperado de
g(x1, z2) evaluado sobre todos los posibles valores que una muestra de tamano dos pudiera

tener. Bajo el supuesto de xy < s, se tiene que

9+% T2 1
Erveplg(on2) =2 [ [ (0 =)oy = 5
T2 T2

el cual es exacto coincidiendo con el resultado del Teorema 9. El caso x; > x5 produce
el mismo resultado.

La Tabla 4.6 muestra la media muestral de la cobertura de probabilidad de la densidad
predictiva en el intervalo formado por dos observaciones dadas, proveniente de n muestras
simuladas de tamano dos. Noétese que los valores se aproximan al valor tedrico de % Los

valores de la Tabla 4.6 se calcularon de manera similar a los de la Tabla 4.4.

0] 1/2 1 2 4 6 8 10
0.3302 | 0.3201 | 0.3356 | 0.3340 | 0.3325 | 0.3338 | 0.3344
(0.0551) | (0.0551) | (0.0554) | (0.0545) | (0.0557) | (0.0563) | (0.0558)

Tabla 4.6:  Valor medio y desviacion estindar de la cobertura de probabilidad
de la densidad predictiva del modelo Un(0,0) vy la inicial de referencia m(6) o 6~1
provenientes de n = 10000 muestras aleatorias de tamano dos.

Por lo tanto, la distribucién uniforme como inicial de referencia para Un(f — %, 0+ %),

produce una densidad predictiva con adecuadas propiedades de cobertura.

90



4.5.3. Modelo Exponencial con dos parametros y parametro de escala conocido

Consideremos ahora el modelo no regular Exponencial trasladado Ex(-|e, ¢), también
conocido como Exponencial trasladado, shifted Exponential o Fxponencial con dos pard-

metros. La funcién de densidad estd dada por

1 T—a
Ex(zla,p) =—€e ¢, z>a, a€R, ¢>0.
¥

Obsérvese que es un modelo no regular pues su espacio muestral depende del parametro

En esta subsecciéon nos concentraremos en el supuesto de que ¢ es conocido e igual a
uno. Por tanto, el modelo se reduce a uno de un solo parametro con funcién de densidad

dada por
Ex(z|a) = e @™ z>a, aeR,
y funcién de distribucién acumulada dada por
F(z|la) =1—e @),

Noétese que sigue siendo un modelo no regular.

Las medidas de tendencia central son las siguientes: la media es el valor a + 1, la
mediana es igual a o + log2 y la moda es el valor méas pequeno de « en su rango de
valores. Hemos simplificado la notacién de Ex(-|a, ¢) por Ex(+|a) y sélo en este apartado
hemos abusado de la notacién de Ex(:|-) dada en la pag. 4.

El modelo Ex(-|a) cumple igualmente con la propiedad frecuentista de que una nueva

observacion se encuentre contenida en el intervalo formado por dos observaciones previas.

Teorema 13 Sean x1 y x5 dos observaciones aleatorias e independientes con funcion
de densidad Ex(-|a), con 1 < x9. La probabilidad de que una nueva observacion x se

encuentre en (xr1,T3) es un tercio.
Demostracion. La probabilidad requerida es
x2
Pr(xl <r< :E2|Oz) — / 6—(a:—a)dx — 6—(931—&) _ 6_($2—OZ)'
xr1

Puede verse que es una funcién que depende de las observaciones, entonces evaluaremos
ésta sobre todos los posibles valores que pudieran tener las observaciones (x1,xs). La

funcién de densidad conjunta de (xy,z2) con x; < x5 es
f(zy, xo]a) = 2e~(@ite2=20) 0 s g >
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Entonces, omitiendo por brevedad algunos calculos intermedios, se tiene que

E:leg 7(:1:1 o) (:vz a))

— / / —(z1—a) _ e*(ZQ*Q)) ef(zl+w272a)dm1dx2

= / _(3@ a) — 60)2dl‘2
1
3

g

También puede comprobarse en la Tabla 4.7 que las frecuencias provenientes de n =
10000 muestras simuladas de tamano dos de Ex(-|a) se aproximan al valor tedrico del

teorema anterior, independientemente del valor que o pudiera tener.

Frecuencias
« 0 2 4 6 8 10 16
0.3315 0.3323 0.3324 0.3325 0.3296 | 0.33322 | 0.3308
(0.0042) | (0.0061) | (0.0045) | (0.0034) | (0.0058) | (0.0041) | (0.0048)

Tabla 4.7:  Frecuencias del evento x € (x1,x2) correspondientes de n = 10000
muestras simuladas de tamano dos provenientes de Ex(-|a)). Media muestral y
desviacion estdndar de m = 10 frecuencias.

Funcion inicial de referencia

El modelo Ex(-|ar) es no regular y se esperaria poder aplicar el método de obtencién de
iniciales de referencia sugerido por Ghosal y Samanta (1997) para esta clase de modelos,
pero Ex(-|a) no cumple con las condiciones de regularidad citadas por los autores.

Sin embargo, aplicando el algoritmo explicito de obtencion de iniciales de referencia
dada por Bernardo (1979), Berger y Bernardo (1992a), Bernardo (2005a) y Berger et al.
(2009a) (Teorema 2 en esta Tesis) resulta en la funcién inicial uniforme como se detalla
a continuacion.

Sean n observaciones aleatorias * = {z1, ..., z, }, todas con funcién de distribucién de

probabilidad dada por F(z|«). La funcién de verosimilitud estard dada por

l(alx) = HEX(xi\a) =exp{—(t —na)}, z;<a,i=1,..n

=1
= exp{—(t — na)liace)} (@)
X enal{a<w(1)}(a)
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cont=>y " x;, xq =min{z,..,z,} y 1 es la funcién indicadora tal que

I osia<mq,
1 o< a -
fa<ea} (@) { 0 en otro caso.

Notese que x (1) es el estadistico suficiente y tiene funcién de densidad dada por
g(zm|a) = ne "EmTY o < (1) < 00.

Sea h(a) = 1, para la cual se cumple que

x(l) x(l)
[ swmnain = e [7 e a

—0o0 —00

= 1< 0.

g(zqyla)log g(za) |Oé)d$<1>}

/ ne #m=e) (logn — n(zaq) — a)) dx(l)}

{—n </ x(l)ne_"(xm_o‘)da:(l) — a)}

que no depende de «. Por lo tanto, la funcién inicial de referencia es

fnla) ne~!

;=1L

m(a) o nhl& Folon) e

Como verificacién adicional, hemos calculado la aproximacién numérica de m(«) que

puede verse en la Figura 4.2 y que es efectivamente aproximadamente constante.

La Figura 4.2 muestra la inicial de referencia numérica m(«) aproximada numéricamente

3 a €3 uniformemente espaciados y re-escalados

para veinte valores de « en un rango de —e
de tal forma que 7(1) = 1. Para la aproximacién fueron simuladas m = 10000 muestras

aleatorias de tamano k = 500 de Ex(-|a, 1).
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Figura 4.2: Funcién inicial de referencia numérica de w(«) para veinte valores
de a uniformemente espaciados en (—e3,e®) y re-escalados para que w(1) = 1.

Simulacion de m = 10000 muestras de tamano k = 500 provenientes de Ex(-|c).

Densidad predictiva y su cobertura de probabilidad .
Obtengamos ahora la“densidad final con 7(a) oc 1. Dadas dos observaciones x; y x5

(x1 < xq), se tiene que

m(a|ry, z) = ¢ tem@He2720 o6 <o <y,

donde la constante de marginalizacién es

Z()

1
= / exp{—(z1 + 23 — 200) } = 56“’“2.

— 00

La densidad predictiva puede obtenerse facilmente. Notese que para una nueva obser-
vaciéon x, el rango de valores de « estara acotado por el valor minimo entre las variables

Ty x, es decir a € (—oo, min{z, x1}),

1 min{z,z1} 1 min{z,z1}
p(x|ry, 20) = —/ e (mteata=3)gn — —e_(““ﬁw)/ e**da
C.J_o c —00
— lef(:r1+x2+z)63a min{z,z1}
3c -
e <
_ ie—(1'1+332+$)
3¢
e x>y
) e 2@1-1) 0oy
3

er—r T > T
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Puede comprobarse que p(x|z1, zs) integra a uno en todo su espacio muestral:

x 00 —2(xl—x
gt/kammw+/'5mm _2 (et
3\ o . s\ 2

La probabilidad requerida es
T2 2 T2 B
/ p(x|ry, 20)dr = ge‘”l/ e “dx

2
— — eix2)

oo

Pr(z; < x < x9|xq, x2)

2
2(1 —
5

e"(e ™ e"17) = h(xy, z2)

que es una funcién de las observaciones.

Como se ha procedido anteriormente, calculemos el valor esperado de h(xq,z3) sobre
todos los posibles valores que una muestra de tamano dos pudiera tener. Recordemos el

supuesto inicial z; < x9 para el cual se tiene que

Ey wola(h(21, 22)) 2/ / h(zy, x2)Ex(z1|a) Ex(zs]a)dzdxy

4 oo 9
§/ / (1 — e®1722)e(@1+22=20) g o,

4 2a o] T2
63 / e”/ e (1 — e dx dxy

e —(z2+a) —2z

= (e7\ 27 — (x9g — a+ 1)e ") dxy
462a —2« 3 —2« 1

T3 (6 T4 ) "3

que es exacto e igual a 1/3. Este resultado confirma la concordancia con el Teorema 13.

El caso x1 < x5 es similar y por tanto se omite.
La Tabla 4.8 muestra el valor promedio y desviacion estandar de la cobertura de pro-

babilidad de p(x|z1,x2) en el intervalo (x;, z3) correspondiente de n muestras aleatorias

de tamano dos. Las aproximaciones numéricas confirman el resultado teorico.

2 1/2 0 4 16
0.3358 | 0.3320 | 0.3343 | 0.3356 | 0.3351
(0.0372) | (0.03670) | (0.0374) | (0.0377) | (0.03750)

Tabla 4.8: Media muestral (desviacion estindar) de la cobertura de probabilidad
de la densidad predictiva resultante de la inicial de referencia w(«) < 1 y el modelo
no reqular Ex(z|a,1). Simulacion de n = 10000 muestras aleatorias de tamanos
dos con varios valores de a.
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Observaciones finales sobre el modelo no regular Ex(z|a)

Puesto que es un modelo no regular con un solo parametro, la funcién inicial de referencia
para « es esencialmente tnica. En particular la mediana y la media son dos transforma-
ciones uno-a-uno de «, por tanto sus funciones iniciales de referencia seran iguales a la

funcion inicial de referencia de a.

Dado que m(a) = 1 arroja una densidad predictiva con adecuadas propiedades de
cobertura entonces puede deducirse que 7(a) = 1 es la inicial adecuada para prediccién

en este modelo.

4.6. Modelo Exponencial con dos parametros

Estudiaremos a continuacién el modelo Exponencial con dos parametros Ex(z|a, ), am-

bos desconocidos. La funcion de densidad estd dada por
Ex(z]o, p) = o e ) g 0> 0.

y la funcién de distribuciéon acumulada es F(z|a, ¢) = 1 —e~@=%/¢ La media y varianza

son, respectivamente,

Me(zla,p) =a+¢ y Var(z|a, @) = >

La mediana es
Med(z|a, ¢) = o + @log 2

y la moda se encuentra en el valor a mas pequeno de su rango de variacion.

Como se ha procedido anteriormente, con el modelo Ex(-|a,¢) es facil determinar
la frecuencia con la que una nueva observacion pertenece al intervalo formado por dos
observaciones previas y la Tabla 4.9 muestra que dichas frecuencias se aproximan al valor
de % cuando se cuenta con dos observaciones, y en caso de tener una muestra aleatoria

{@1, ..., x5}, laprobabilidad de una nueva observacién se encuentre contenida en (1), Z())

n—1

S} ntl

donde z(1y = min{w1, ..., 2, } ¥ () = max{zi,...,x,}. Véase el siguiente teorema.

Teorema 14 Sea la muestra aleatoria {x1,...,x,} con densidad de probabilidad dada
por Ex(-la, @) y sean las observaciones minima y mdzima de la muestra x1y Yy T,
respectivamente. La probabilidad de que una nueva observacion x se encuentre contenida

en (x(1), ) es Z—jr}
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Demostracién. La probabilidad del suceso z() <z < x(,) es

Z(n)
Pr(za) <o < o@m)la, o) = / Ex(z|a, p)dx
Z()
_;c(l)fa _ac(n)fa

_= (& ¥ — e ¥

Como puede verse, es una funcién que depende de x(1) y z(,) y de los pardmetros, en-
tonces evaluemos el valor esperado de ésta sobre todos los posibles valores que (1), Z(n))

pudiesen tener. La funcién de densidad conjunta de (z(1), z¢,) es

—2

nn—1) ([ _*w=  _fom=e "7 _ratem e
—2 (& » — € ® (& ®

Y

a <z <Tm,a€R,po>0.

f('r(l)a CC(n)‘Oé, 30) =

El valor esperado sera igual a (se han omitido algunos calculos)

_1(1)704 _z(n>7o¢
Bz (6 vome ¥ )

-1
n(n—1) [ [ [ 2= e\ _ratee e
= —= e e —e e ® dxydr )
02
« (e}

_ 1 o0 n 71(n)—(n+1)o¢
_n / (6—06/<P _ e—xm)/s@) e v drw
¥ a
n—1

n—+1

4

Notese que al ser un modelo no regular, la inicial de referencia no puede obtenerse a
partir de la matriz de informacién de Fisher. Sin embargo, pertenece a los modelos no
regulares analizados por Ghosal (1997) quien obtuvo una funcién inicial de referencia en
este tipo de modelos.

Sigamos el método propuesto por Ghosal (1997) descrito en la Subseccién 2.3.4 de
esta Tesis. Puesto que obtener las iniciales de referencia cuando a o ¢ es la cantidad
de interés es relativamente facil se omite su desarrollo. Sin embargo, desarrollaremos la
obtencién de la inicial de la mediana cuando ésta es la cantidad de interés.

Entonces,

e Si a fuese la cantidad de interés y ¢ el parametro de ruido la inicial de referencia

es Taala, ) o< L.

e Inversamente, sila cantidad de interés fuese ¢, la inicial de referencia es mgy,(a, ¢) o< 2
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Frecuencia del evento x(1) <z < ()

n | a\p |1 1/2 1/5 n—1
1/2 10.3356 | 0.3339 | 0.3326
2 | 1 103334 |0.3344 | 0.3314 | 1/3 =0.3333
4 103320 |0.3337 | 0.3335
1/2 [ 0.5016 | 0.5005 | 0.5011
31 1 104992 |0.5001 | 0.4989 | 1/2 = 0.5
4 10.50136 | 0.4979 | 0.5013
1/2 | 0.6 0.5993 | 0.6048
41 1 [0.5998 | 0.6028 | 0.6024 | 3/5=0.6
4 10.6001 | 0.6029 | 0.5988
1/2 [ 0.7527 | 0.7503 | 0.7488
71 1 ]0.7508 |0.7507 | 0.7480 | 3/4 =0.75
4 10.7502 | 0.7487 | 0.7504
1/2 10.7999 | 0.7975 | 0.8022
9 | 1 [08011 |0.7998 | 0.8004 | 4/5 = 0.8
4 108007 | 0.8001 | 0.7992
1/2 [ 0.8756 | 0.8743 | 0.8743
15| 1 |0.8756 | 0.8745 | 0.8745 | 7/8 = 0.875
4 108758 | 0.8766 | 0.8757

Tabla 4.9:  Frecuencia de que una nueva observacion x con distribucidn
Ex(z|a, B) pertenece al intervalo (x(1), z(,)) formado por las observaciones mdxima
y minima de la muestra @ = {x1,...,x,}. Frecuencias correspondientes de m =
100000 muestras aleatorias de tamano n.

la cual coincide con g (a, ).

Puesto que estamos interesados en la mediana como cantidad de interés, defindmosla

CcOo1mo

¢

Pla, ) = a+tp

con t = log2. Puede verse que es una trasformacién lineal de v y de ¢, y sit = 1
estarfamos trabajando con la media como cantidad de interés.

El modelo expresado en términos de (o, ¢) es

t t

Ex(z]a, ¢) =

r>a, a>0,¢>a.

Con la notacién de Ghosal (1997) se tiene que:

S(a) = la(a), az(a)] = (a; 00),
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por lo tanto a;(o) = a y ag(a) = co. Los limites correspondientes a las ecuaciones (2.7)

y (2.8) seran

y la ecuacién (2.12) es

o0

Flo,¢) =4 / (g0l )2 = (o — 6) 2,

«

con gy(tlar, 9) = L=ttt oxp { -tz

De acuerdo con la Ec. (2.11), la funcién inicial de referencia para («, ¢), cuando el

pardmetro de interés es el par (a, ¢), 7a(a, @) es proporcional a

Ta(a, ¢) = mag(a, ¢) = Taal(a, @) = c(a, @)

1

F(a,¢) x T

Puede obtenerse facilmente la correspondiente inicial en términos de los parametros

originales, la cual es

7'('045(047 90)

con J

(o, pla, )| J| = *

2

)

10
1 ¢

) |

Por lo tanto, la inicial cuando el pardmetro de interés es el vector (a, ¢) en términos

de los pardmetros originales (a, @) es

Tao(, ) oc 2.

En los términos que hemos trabajado, nuestro interés deberia centrarse en obtener

la inicial de referencia cuando la mediana es la cantidad de interés maés.

El método

de Ghosal (1997) propone dos procedimientos en estos casos, de los cuales al aplicar el

primer procedimiento resulta en una funcién inicial 7p,oe1 (@, @) indeterminada. Mientras

que el segundo procedimiento arroja la funcién inicial Tpee(a, @) < (¢ — @)™t que en

los parametros originales corresponde a mpyoe2(, @) o~ !. Es evidente que no hay una

certeza en sobre cual procedimiento debe usarse.
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Apliquemos ahora el método de obtencién de iniciales de referencia propuesto por
Bernardo (1979, 2005a), Berger and Bernardo (1992a) y Berger et al. (2009a). Para esto,

el modelo se expresara en términos de la mediana ¢ y del parametro ¢,

donde t = log 2.
Puesto que ¢ es la cantidad de interés, se obtendra la inicial de referencia ms(¢, ¢)

aplicando recursivamente el algoritmo de obtencién de la siguiente manera:
(i) Fijando ¢, obtener 7(p|¢).

(ii) Obtener el modelo integrado p(z|¢) = [> oz o, Ex(x|0, )7 (0|¢)dep.

max{®7*,0}

(iii) Aplicar nuevamente el algoritmo de obtencién al modelo integrado de un solo

parametro p(z|¢) para obtener w(¢).

Finalmente, my(¢, ¢) o< w(p|@)m ().

L ajusta a las aproxima-

Para el paso (i) hemos encontrado que la funcién teérica ¢~
ciones numéricas de m(p|¢) para un valor fijo ¢ lo que puede verse en la Figura 4.3. Paso
(i1), suponiendo que 7(p|¢) o< ¢! y dado que es impropia se define una secuencia cre-
ciente de intervalos cerrados donde 7;(¢|¢) es propia. Y asi obtener el modelo integrado
de un solo pardmetro p;(x|¢) (véase el Apéndice B seccién B.1). Finalmente, aplicar nue-
vamente el algoritmo numérico de obtencién de iniciales al modelo p;(x|¢) para obtener
mi(¢). Puede verse en la Figura 4.4 que 7(¢) es constante para un valor i fijo.

De la aproximacion numérica, podemos concluir que la inicial de referencia cuando la
mediana es la cantidad de interés puede aproximarse por 1/¢p.

En la siguiente subseccion se estudiaran las propiedades de cobertura de las densidades
de probabilidad predictivas resultante de las funciones iniciales obtenidas en esta seccién.
q%éyvggtgﬁgié%s (ireli Eiiaul esngP 'g 'vgls‘eali)ggnviéias en la seccion anterior pertenecen a la

familia de funciones iniciales dadas por
Ta(a, ) x ™% a>0. (4.10)

Recuérdese que si a = 1 corresponde a la inicial 7,(¢, ¢) con la mediana como cantidad
de interés, obtenida de aplicar el método de Bernardo (1979, 2005a), Berger y Bernardo
(1989a), Berger et al. (2009a) y la de Ghosal (1997, Procedimiento 2). Mientras que si
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Figura 4.3:  Aprozimacion numérica de la inicial 7(p|p) con 20 valores de

@ en un rango de e=3 a e uniformemente log-espaciados re-escalados para que

©(1|¢) = 1. Con tres valores de ¢ y cada valor aprozimado corresponde de n = 500

muestras aleatorias de tamano k = 50. La linea continua es la inicial teérica ¢~ '.
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Figura 4.4: Aproximacion numérica de la inicial de referencia 7w(¢) del modelo
integrado p;(x|@). Aprozimacion numérica de w(p) proveniente de cuarenta valores
de ¢ en un rango de —10 a 10 espaciados uniformemente, cada valor fue estimado
con n = 1000 muestras aleatorias de tamano k = 50 y valor fijo i = 3. Los valores
se centran alrededor de uno.

a = 2 se tiene la inicial de referencia para (o, ¢) obtenida al aplicar el método de Ghosal

(1997) cuando « o ¢ o el par (a, ¢) son la cantidad de interés.

Sean dos observaciones aleatorias x; y x2 de Ex(z|a, ¢) con 7 < z5. Utilizando la

funcién inicial m,, la densidad final tendra la siguiente expresion:

T+ 9 — 2

}, a <z, >0,
2

71-(1(047 SO|‘T17 x2) - C;IQO_((H_Q) €xp {_

I'(a+1)

riE— La correspondiente densidad
2—11)

con constante de marginalizacion dada por ¢, =
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predictiva puede obtenerse muy facilmente y serd igual a

(21 + 29 — 22)(@+D) r < 1
2 a
p(x|x1,x2) = ga(@ - Il)

(g + 2 — 2x)"@H) 2> 2.

Ahora podemos calcular la probabilidad requerida Pr(z; < x < ma|z1,22) que serd

una funcién que depende de a

xo 2
Pr(z; <z < z3|xy,20) = / p(z|zy, x2)dr = 5(1 —27%).

z1
e Sia =1, que es la inicial de referencia m,(c, ¢) y la inicial 7p,ee2(av, ) entonces

1
Pr(z; < © < xs|wy, 20) = 3

e Sia =2, que corresponde a la inicial m¢(«, ¢) para la que se obtiene

1
Pr(z; < x < xs|wy, 29) = 3"

Claramente, la inicial m4(c, ) o é produce una densidad predictiva con adecuadas
propiedades de cobertura cuando se tienen dos observaciones.
La Figura 4.5 muestra el comportamiento de la probabilidad requerida Pr(z; < z < z2]a)

como funciéon de a. Obsérvese que conforme a crece el limite la probabilidad tiende al
valor de 2/3.

Wik
T

Figura 4.5:  Probabilidad de Pr(z1 < x < x3|a) donde la inicial es m(a, @) x
@~ % a>0, cona=1 se tiene mg(p, ) y con a =2 se tiene mg(c, p).

102



Ademas, la Tabla 4.10 muestra la cobertura de probabilidad de la densidad predictiva
para a = 1,2. Puesto que el valor es exacto, la desviacion estandar es insignificante por

lo que fue necesario solo simular m = 100 muestras aleatorias de tamano dos.

p=1|¢p=1/2|¢p=1/5
a| o | Media | Media Media
—2 1 0.3333 | 0.3333 0.3333
11]1/21]0.3333 | 0.3333 0.3333
4 10.3333 | 0.3333 0.3333

—2 | 05 0.5 0.5
21 1/2| 05 0.5 0.5
4] 05 0.5 0.5

Tabla 4.10: Media muestral de la cobertura de probabilidad Pr[z1 < x < 3|1, x9]
proveniente de m = 100 muestras simuladas de tamano dos de Ex(x|a,p), con
diferentes valores de o y .

Es natural preguntarse si con méas de dos variables aleatorias la densidad predictiva

1

resultante de la inicial m4(¢, @) o ¢~ cuenta con adecuadas propiedades de cobertura.

En particular, si se acerca al valor Z—ﬁ (Teorema 10).

Supéngase que se tiene una muestra aleatoria @ = {x1, ..., z,} con n > 2, la densidad

predictiva tiene la siguiente expresion

n(n+a—2)(t — nagq)) o2
n+1

(t — na)~(ta=1) T < 2y,

plzle) =

(t +x— (?”L + 1)1’(1))_(n+a_1) T > x(1)-

Por tanto, la probabilidad requerida Pr(z) < < z(»)|x) es la funcién de los datos

. ‘— nm(l) n+a—2
P <z <z = 1-
r(za) <7 < zmlT) nt1 ( (t+x(n) —(n+ 1)x(1>)

cuyo valor esperado en el muestreo sera aproximado numéricamente.

La Tabla 4.11 muestra el valor medio (desviacién estandar) de
Pr(z) < < o) |x) para més de dos observaciones y con diferentes valores de a y ¢.
n—1

Puede verse que el valor medio se acerca al valor tedrico 7= mostrando una concordancia

con el Teorema 10.

La obtencion detallada de las densidades final y predictiva para n > 2 puede encon-

trarse en el Apéndice B.2.
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p=1 0=1/2 ©=1/5

n| o Med DvSt Med DvSt Med DvSt
—2 1 0.4998 | 0.0018 | 0.4990 | 0.0018 | 0.4990 | 0.0019
3 [ 1/2| 0.4990 | 0.0017 | 0.4972 | 0.0018 | 0.4991 | 0.0017
4 0.5029 | 0.0017 | 0.4988 | 0.0017 | 0.5001 | 0.0017
—2 | 0.6006 | 0.0024 | 0.6019 | 0.0024 | 0.6005 | 0.0026
4 |1 1/21]0.60019 | 0.0024 | 0.5985 | 0.0026 | 0.6000 | 0.0026
4 0.6025 | 0.0025 | 0.5995 | 0.0026 | 0.5990 | 0.0026
—2 |1 0.7511 | 0.0027 | 0.7458 | 0.0026 | 0.7479 | 0.0026
7 | 1/2 | 0.7487 | 0.0026 | 0.7532 | 0.0025 | 0.7469 | 0.0025
4 0.7568 | 0.0023 | 0.7501 | 0.0025 | 0.7508 | 0.0026
—2 1 0.7998 | 0.0028 | 0.8036 | 0.0022 | 0.8009 | 0.0022
9 [ 1/2| 0.8009 | 0.0022 | 0.7983 | 0.0028 | 0.7975 | 0.0022
4 0.7998 | 0.0026 | 0.8000 | 0.0021 | 0.7997 | 0.0021
—2 | 0.8746 | 0.0012 | 0.8776 | 0.0011 | 0.8728 | 0.0014
15| 1/2 | 0.8751 | 0.0012 | 0.8753 | 0.0012 | 0.8755 | 0.0012
4 0.8744 | 0.0013 | 0.8775 | 0.0012 | 0.8764 | 0.0012

Tabla 4.11:  Valor medio de la cobertura de probabilidad Pr[zy < x < ()| ]

proveniente de m = 100 muestras aleatorias de tamano n de Ex(x|a,0), para dife-

rentes valores de o y o con funcidon inicial de referencia my(a, ) o< oL

Consideraciones finales sobre el modelo Ex(:|a, ¢).

Supongamos ahora que nuestro parametro de interés es ¢. En la Secciéon 4.5.3 hemos
obtenido la inicial 7(«) cuando se tiene el modelo Ex(+|a, 1), ndtese que la obtencién de

m(alp) es esencialmente la misma, por tanto 7(ap) o< 1.

Al ser una inicial impropia, debera definirse una sucesion creciente de intervalos donde
mi(a|p) sea propia. De esa manera, se podra obtener el modelo integrado de un solo

parametro p;(z|p) (véase el Apéndice B.3.2).

Aplicando nuevamente el algoritmo numérico de obtencién de iniciales al modelo inte-
grado p;(z]p) y asi obtener 7;(¢), resulta que la funcién ¢! se ajusta a las aproximaciones
de m;(¢). Véase el Apéndice B.3.3.

Por tanto, puede concluirse que la inicial de referencia cuando ¢ es el parametro de

interés es m,(a, p) o L.

Por otro lado, partamos de 7, (a, ¢) o< ¢!, si definimos la transformacién lineal de

¢ = a+ plog2 (mediana) y ¢, es muy facil verificar que

(9, 0) = Ty (6, 0), ) [T = 7"
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donde

da  Oda
a—i % 0 1

Es importante subrayar que para las iniciales de esta forma la densidad predictiva
resultante cuenta con adecuadas propiedades de cobertura. De lo que puede concluirse
que no hay una unica cantidad de interés para el problema de prediccion en el sentido de
que distintas cantidades de interés pueden producir la misma inicial de referencia. Sin
embargo, la eleccion de la mediana del modelo como cantidad de interés siempre produce
una inicial apropiada.

Una consideracion final: el método de obtencién de funciones iniciales propuesto por
Bernardo (1979, 2005a), Berger y Bernardo (1992a) y Berger et al. (2009a) no presenta
problemas pues s6lo es necesario definir una cantidad de interés y sobre ésta aplicar
el algoritmo de obtencién (Teorema 2 de esta Tesis). Esta situacién contrasta con la
metodologia de Ghosal (1997) con la que no es obvio como proceder cuando existen

parametros de ruido.
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Capitulo 5

Funciones iniciales para prediccion

en el modelo Normal bivariado.

Como extensién natural de haber estudiado modelos univariados en el capitulo anterior,
en este capitulo se pretende definir la inicial de referencia para prediccién en el modelo
Normal bivariante.

Como primer punto, comprobaremos numéricamente si se cumple en el modelo Normal
bivariado la proposicién del Teorema 9: Dados dos puntos @, y @5 provenientes de una
distribucién Ny (+|p, X), encontrar la probabilidad de que un tercer punto @ esté contenido
en el rectangulo formado por las dos observaciones previas. La probabilidad de que esto
ocurra se aproxima a 372 cuando las variables son independientes, y a h(p)3~2 cuando
existe dependencia.

Partiendo de este resultado frecuentista, nos centraremos en el caso particular biva-
riado No(]0, %) con vector de medias conocido e igual al vector de ceros y {01, 09, p}
los elementos de la matriz de dispersion ¥. De esta manera solo trabajaremos con un
modelo de tres parametros en sus distintos casos.

El objetivo de este capitulo se centrara en encontrar la funcién inicial cuya densi-
dad predictiva cuente con adecuadas propiedades de cobertura, es decir, que tenga una
concordancia con los resultados frecuentistas. Recordemos que esta ha sido la forma de
discriminacién entre las funciones iniciales alternativas y dado que en los modelos mul-
tivariados no esta inequivocamente definida la mediana del modelo, su aplicacién sera
esencial en la eleccion de la cantidad de interés que sugerird la funcién inicial adecuada
para prediccion.

Debido a la complejidad computacional de los calculos presentados en este capitulo, la
mayoria de las aproximaciones numéricas fueron hechas en Mathematica v.6.0 para Linux
x86 (64 bit), puesto que son aproximaciones que requieren gran cantidad de memoria vir-

tual y ser de larga duraciéon. Mientras que las mas simples fueron hechas en Mathematica
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v.7.0 en un ordenador portatil con procesador T"7500.

5.1. Densidad Normal bivariada: estudio frecuentista

A continuacién verificamos numéricamente si el modelo Normal bivariado cumple con la

propiedad frecuentista similar al caso univariado expuesto en el Teorema 9.

Frecuencia con que una nueva observacién se encuentra contenido en el rectangulo
formado por dos observaciones previas.

Considérese el vector aleatorio & = (z1,xs) proveniente del modelo Normal bivariado

No(-|e, X), cuya funcién de densidad es dada por

f(@lnS) = !

= X
2mo1094/ 1 — p?
1 T1 — [ 2 Ty — [ Ty — [ T — o 2
— ) e e
eXp{ 2(1 - p?) (( o1 ) p( o1 o» )7 ep!

con vector de medias g = (pu1, f12) y matriz de varianzas covarianzas

T ( O'% g102p >
= 5 .
0102p0 0y

Sean x; = (211,%12) ¥ ®2 = (91, x92) dos vectores aleatorios independientes con

funcién de densidad de probabilidad No(-|p, ), v se requiere saber la probabilidad de

que un nuevo punto x esté contenido en el rectangulo formado por x; y @5, es decir,

Pr(x € C|p,X) = / No(z|p, X)dx
c

donde C = {(I’l,fﬂg) : ($1,$2) c (.Tll,l'lg) X (mgl,mgg)}.

Noétese que existen 22 casos de estudio, todos ellos similares al siguiente caso
Ty <ZT21 Yy Ti2 < T2, (5.1)

dado lo anterior centraremos nuestro desarrollo en éste caso.

Definase el drea Cyp,q, = {(71,22) : 11 < 71 < To1 Y T12 < To < Too}. La probabilidad

es ahora

Pr(z € Coyelit 5) = / Ny (a|p, )da.

Cwle

Trabajemos con la funcién de densidad Ny(x|p, X) y el siguiente cambio de variables con
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su respectivo Jacobiano de la transformacion

0 0
w_$1—ﬁ61 2_552—,“2 J = ﬁ % . o 0
- ) o ) y o Oxo  Oxa _ '
01 02 w92 0 ()]

Entonces,

¢(w, z;p) = No(|p, B)[J| =

1 { w? — 2pwz + 22 }
2my\/1 — p? 2(1—p?)

donde ¢ es la Normal bivariada estandarizada y

P(w, 2;p) = /: /Oo ¢(t, s; p)dtds

Apliquemos estas transformaciones para obtener la probabilidad que nos interesa,

21 Hl Q622 H2

Pr(x € Cyp a1, X) / / o(w, z; p)dwdz
z11 P‘l z12 }"2
donde w y z se han definido anteriormente. Claramente,

P <I21 M1 T22— M2, ,0> d (0611—#1 T22—[2 . P)
Pr(a: c Owlacz“l'a 2) _ xm x0'2 IO’I ma2
_(I)<21 ,LL17 12 uz’p>_’_q)( 11 H1’ 12 #2’p>

o1 02 o1 02

= 9(9317332‘% E)~

Serd necesario calcular el valor esperado de g(@1, 2|, ) sobre todos los posibles valores

que pudiesen tener &, y @ bajo el supuesto (5.1).

By, (9(x1, T2|p, B) |11 < T91, 212 < @20) = (5.2)

/ g(x1, 2ol p, X)No (1|, X)No (2|, X)dx da,.

Puesto que existen 22 casos similares, el valor esperado total serd

Eg\a, (9(w17$2|ua 2)) =4E (9(331,582|IJJ? E)|x11 < X21,T12 < 5’522)~

No hemos logrado obtener una expresién analitica de la esperanza (5.2) pero hemos
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encontrado una aproximacién numérica de la esperanza total Eg, 2, (9(x1, 22|p, X))

% si p=0
Eﬂ?1=132 (g($1,$2|[1,, 2)) ~
hp) o
2 osi o p#0

. ., 1
donde h(p) puede ser aproximada por la funcién TS

030} Du .
E e :
025¢ @a -
L . | 1
0.20 -
0151 \.\l\“,_/l/l/
010} -
0.05F -
000F, . . . . o A R
-10 -05 0.0 0.5 1.0

Figura 5.1: Grdfica de las frecuencias con que una nueva observacion se sitia en

el rectangulo formado por dos observaciones provenientes de No(-|p,X) junto con

la funcion tedrica 9\/1172 (linea continua). Las frecuencias fueron generadas con
-p

pardmetros {p1, p2, 01,02} donde (1) corresponde a {0,0,1,1}, (2) a {-2,1,2, %}
y (3) a {-7,4,4,1}.

La Tabla 5.1 muestra las frecuencias con que ocurre el evento descrito anteriormente
para diferentes valores de {1, p2, 01,02} v p, v la Figura 5.1 muestra el comportamiento
de éstas con respecto a la funcion 971(1 — p?)~1/2. Los valores graficados corresponden
a los pardmetros {1, p2, 01,09}, por ejemplo, los puntos correspondientes a (1) fueron
generados de una Ny(-|p, ) con valores dados por {0,0,1,1} y p = 0,+£0.3, £0.6, £0.9.

Frecuencias

p
(p1,p2) | {o1,02} | —0.9 —0.6 -0.3 0 0.3 0.6 0.9

(0,0) {1,1} | 0.2155 | 0.1425 | 0.1180 | 0.1118 | 0.1155 | 0.1435 | 0.2165
) {2, %} 0.2171 | 0.1422 | 0.1180 | 0.1122 | 0.1188 | 0.1425 | 0.2167
(—7,4) {4, %} 0.2167 | 0.1444 | 0.1184 | 0.1113 | 0.1177 | 0.1446 | 0.2161
T
9

h(p) | 0.2549 | 0.1389 | 0.1165 | 0.1111 | 0.1165 [ 0.1389 | 0.2549

Tabla 5.1: Frecuencia con que una tercera observacion cae en el rectdngulo formado por dos obser-
vaciones dadas provenientes de Na(x|p,X). Frecuencias de m = 100000 muestras simuladas de tamario
dos con varios valores de p = (p1, p2), {01,002} y p.
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5.2. Densidad Normal bivariada: estudio Bayesiano

Esta seccién se centrard en el modelo normal bivariado No(2]0, ) con vector de medias
conocido e igual a 0 y matriz de dispersién ¥ con elementos o1, 02 y p. Dado que el
modelo se reduce a tres parametros, trabajaremos con algunos de los posibles casos, en

particular,
e Varianzas conocidas e iguales, pardmetro de correlacién desconocido.

e Varianzas desconocidas e iguales y pardmetro de correlacion desconocido.
Tambiés discutimos el caso general, cuando todos los parametros son desconocidos.

5.2.1. Caso p desconocido.

Analicemos las iniciales alternativas para el modelo

N, (a:’O, (; ’;)) (5.3)

donde p es desconocido y se asume que los parametros de escala son conocidos e iguales

o1 = 09 = 1. Entonces la funcién de densidad es

1 1 9 9
f(l’l,l’2|p) = 27T\/?pQGXP {_W(xl + Ty — 2,0131%‘2)} .

En este caso particular, aparentemente existen tinicamente dos iniciales no informa-

tivas sugeridas en la literatura como posibles candidatas:

e La inicial de referencia:

= Y2

WRp(p) X 1_p2 )

e y la inicial HPD matching sugerida por Datta y Mukerjee (2004) para este modelo:

(1—-p")?

7TDM(ﬂ) X 1+p2

Complementamos nuestro andlisis al considerar también la transformacion ¢ = arctanhp

(Jeffreys, 1961, Sec. 8.2) junto con el supuesto

mTo(p) ox 1

que expresada en términos de p es la inicial 7,(p) o 2
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Utilizaremos la siguiente expresién general de las iniciales anteriores
Tan(m) o (1= p2)°(1 + p2)". (5.4)

A continuacién detallamos el desarrollo de cada una de estas iniciales. Al final de esta

subseccion pueden encontrarse los resultados numéricos.

Inicial de referencia 7g,.

Bajo el supuesto de normalidad asintdtica de la densidad final de p, la inicial de referencia

puede obtenerse facilmente en modelos de un solo parametro. En este caso la funcion

inicial es
Tr,(p) < \/i(p)
donde
0= [ [ (pmroelstalo) seipiie = L
por lo que

/TP

ﬂ.Rp(p>O< 1_p2 ‘

Dadas dos observaciones &, y @», la densidad final es proporcional a

TR, (plT1,T2) o f(x1|p) f(22|p)7R(P)

con constante de marginalizacién ¢ = f_ll f(x1]p) f(x2]p)mr(p)dp.
Véase el Apéndice D donde se demuestra que la densidad final es propia para n > 2.

Para ver la cobertura de probabilidad de la densidad final sobre el valor de p, la Tabla
5.2 (primer renglén), muestra la frecuencia con que el verdadero valor de p se encuentra
contenido en el intervalo (—1,¢), con ¢ un cuantil de la densidad final con probabilidad

acumulada

Pr(p < qlzi, x2) = .

La densidad predictiva es expresada en términos de g, (p|xi,2) y de la funcién

de densidad de una nueva observacion puesto que no se tiene una expresion analitica
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explicita,

1

pr,(x|T1,T2) = /WR(P\wlvwz)f(w\P)d/)-

-1

Recuérdese que estamos interesados en la probabilidad del suceso {x € 1 x x2} para lo

que definimos la regién

Coprzy = {(21,22) 1 (x1,29) € (11, Tz12) X (X1, Ta2)}

entonces

Pr(x € 1 € Cgys,) = / Pr,(x|T1, T2)dX.
C

r1T2

Esta probabilidad serd aproximada numéricamente y en la Tabla 5.3 (primer renglén)
pueden verse el valor medio (y desviacién estdandar) de la cobertura de probabilidad

Pr(x € Cy,z,|T1,22). La obtencion de los resultados se discute posteriormente.

Funcién inicial HPD matching de Datta y Mukerjee (2004).

La funcién inicial HPD matching sugerida por Datta and Mukerjee (2004, p. 71) para el
modelo 5.3 es

(1—-p")*

Toum(p) o 1+ p?

Recordemos que las regiones con mayor densidad final o HPD (highest posterior den-

sity) son regiones de la forma
{6 :7(6|X) > K}

donde 0 puede ser un escalar o un vector, 7(@|x) es la densidad final resultante de la

inicial 7(-) y los datos X, K es un nivel dado de credibilidad sobre la densidad final.

Las regiones HPD contienen el minimo volumen de densidad posible dados los datos
X para un nivel de credibilidad de la densidad final. Las funciones iniciales que aseguren

una cobertura frecuentista de estas regiones son conocidas como HPD matching.

Datta y Mukerjee (2004) demuestran que la inicial de referencia w(p) x \/i(p) no es

1

HPD matching mientras que mpyr o i(p)~' si cumple con esta propiedad. Para maés

detalles, véase Datta y Sweeting (2005, Secc.5.6) y referencias ahi incluidas.

Retornando a nuestro objetivo, dadas dos observaciones {@;, x>} la densidad final es
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proporcional a

mom(plEr, ) o< f(x1]p) f(x2]p)TD0s ()

con constante de marginalizacién ¢ = fjl f(x1|p) f(x2]p)mpar(p)dp < oo, por ser mpuy
propia.

Véase el comportamiento de la convergencia de la densidad final mpy; que se muestra
en el segundo renglén de la Tabla 5.2. En dicha tabla se presenta la frecuencia con que la
densidad final contiene al verdadero valor p, es decir, dadas varias muestras aleatorias de
tamano n, contar el nimero de veces en que la densidad final de p incluye al verdadero

valor p, al final de dicha tabla se encuentra una discusién méas detallada de sus resultados.

La densidad predictiva tiene la siguiente expresion

pom(x|Ty, 2) = /WDM(p|w1,x2)f(a:|p)dp.

-1

Abordando el problema de nuestro estudio, calculemos la cobertura de probabilidad
de la densidad predictiva en el area del rectangulo formado por los puntos x; y xs, es

decir, la regién Cy, 5, definida anteriormente,

Pr(x € Cyp z,|®1, T2) = / PR, (x|T1, T2)d2X,

C(l:l:l:Q

que sera aproximada numéricamente.

La Tabla 5.3 (segundo renglén) muestra el valor medio (y desviacién estandar) de la
cobertura de probabilidad Pr(z € Cq,4,|®1, x2) para diferentes valores de p, al final de

la tabla se discuten los resultados.
Funcién inicial de ¢ = arctanhp con m,(p) o 1
Finalmente, usando la transformacién
¢ = arctanh(p)
de p (Jeffreys, 1961, Sec.8.2) y suponiendo que la densidad inicial es uniforme

W@(@) X 17

. s e e . 1 , .
que es equivalente a la funcién inicial 7, (p) 7,2 en términos de p.

La funcién de densidad para una observacién x y ¢ = arctanhp tendra la expresion
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siguiente:

1 1
f(xlp) = rsechy exp {—5 cosh? (22 + 22 — 2,25 tanh @)} :

Dadas dos observaciones x; = (211, 212) and @2 = (221, T22), la funcién de verosimili-

tud es proporcional a la densidad final ya que 7,(¢) es constante

1
4m2sech®o
To(plxr, ®a) o< L(plxr, T2)m,(0)

1
L(p|xy, xs) o exp{—§ cosh® p(s.1 + 5.9 — 251 tanh @) }

_ 2 2 _ 2 2 _
donde s.q = x{; + 51, 5.2 = Xy + T35, ¥ S12 = T11%12 + T21T22.
No hay una expresion analitica de la densidad final, pero puede demostrarse facilmente

que, en términos de p, la constante de marginalizacién es finita

1
e= [ wtplerzs)dp < o0
-1
cuyos detalles pueden verse en el Apéndice D.

Andlogo a las dos funciones iniciales antes estudiadas, presentamos en la Tabla 5.2
(tercer renglén) la convergencia de la cobertura de m,, la discusién de los resultados
pueden verse al pie de la tabla.

Obtengamos ahora la expresion de la densidad predictiva

[e.e]

polaleien) = [ mlelona) el

—00

de la que tampoco se cuenta con una expresion analitica explicita.

Puesto que nos interesa la probabilidad

Pr(xz € Cp o, |1, x2) = / po(x|X1, 22)d

lemQ

del que aproximaremos su valor esperado numéricamente. La Tabla 5.3 (tercer renglén)
muestra el valor medio (y la desviacién estandar) de la cobertura de Pr(x € Cq, s, |21, T2)

para diferentes valores de p.
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Inicial Forma (5.4) p
(a,b) 0 05 | 09

pr(p)ochi—*pﬁQ (—1,4) | 0.8888 | 0.8862 | 0.8955

’ 2
mou(p) o Y2 | (2,-1) | 0.9738 | 0.6398 | 0.0694
() o 1 0.8989 | 0.901 | 0.9990

Tabla 5.2:  Convergencia de las densidades finales wgr,, mpar y Tp. Fre-
cuencias con que el verdadero valor p pertenece al intervalo (—1,q) dado que
Pr(p < qlz1,x2) = a. Valores provenientes de m = 10000 muestras simuladas
de tamano n =5 con o = 0.9.

El contenido de la Tabla 5.2 fue calculado como se describe a continuacion:

(i) Fijese una probabilidad o y un valor p.

o : L op

(ii) Simtlese n vectores aleatorios de Na(x|0,X) con ¥ = L
p

(iii) Dada una inicial 7(p), obténgase la densidad final 7(p|x1, ..., x,) y el cuantil g

para el cual se tiene una probabilidad final acumulada igual a «, es decir,

q

Pr(p < qlz1,x2) = / w(Tlz, ..., zn)dT = a.
-1

(iv) Verifiquese si el verdadero valor de p esté incluido en el intervalo (—1,¢q) y

almacene el caso.

(v) Repitanse los pasos (ii)-(iv) m-veces.

Conclusiones de los resultados de la Tabla 5.2

La Tabla 5.2 muestra la convergencia de la densidad final de p para una funcion inicial
dada y los datos. Para estudiar la convergencia de dichas funciones finales, se pre-
sentan las frecuencias con que el valor p pertenece al intervalo (—1,¢q), con ¢ tal que
a=Pr(p<qlx)= fq (T|x)dr, para cada funcién inicial. Se espera que el 100% de las
veces, el valor verdadero de p esté contenido en el intervalo (—1, ¢) para un o dado. Las
frecuencias de la Tabla 5.2 fueron obtenidas con los valores a = 0.90, n = 5, m = 10000
y tres valores para p.

De la Tabla 5.2 puede concluirse que las densidades finales provenientes de usar 7g,
y T, tienen una mejor cobertura frecuentista que mpy;. Ademds para altas correlaciones,

la funcién inicial de referencia es claramente preferible.
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Pr(x € Cgyay|®1, x2) = melmz p(x|Ty, T5)de
Inicial | Forma p=0 p=0.5 p=0.9
(5.4) | Prom | DvSt | Prom | DvSt | Prom | DvSt
ﬂ'Rp(p) (—1,%) 0.1296 | 0.0146 | 0.1552 | 0.0159 | 0.2161 | 0.0237
mom(p) | (2,—1) | 0.1157 | 0.0144 | 0.1245 | 0.0162 | 0.1619 | 0.0210
o (p) 0.1317 | 0.0134 | 0.1481 | 0.0179 | 0.2152 | 0.0226

| Frecuencias | 01147 | 0.1296 |  0.2056

Tabla 5.3:  Valor medio y desviacion estdndar de la cobertura de probabilidad de la densidad

predictiva resultante de las iniciales wg,, Tpy Y TRp. Valores correspondientes de | = 50
frecuencias de m = 100 muestras de No(x|p, X). Frecuencias (en negro) de que un nuevo punto
aleatorio x esté contenido en el rectangulo formado por los puntos x1 X xo correspondientes de
m = 10000 muestras de No(x|0,X). Las coberturas de probabilidad deberian de aproximarse a
las frecuencias, es decir 1/3% ~ 0.1111 cuando p =0 y h(p)/9 cuando p # 0.

Descripcién del contenido de la Tabla 5.3:
(i) Dado un valor de p, genérese dos puntos aleatorios ®; y o de No(2]0,), ¥ =

(1)

(ii) Dada una funcién inicial 7(p), calctilese la densidad final w(p|x1,x2) y la co-

rrespondiente densidad predictiva p(x|x1, x2).
(iii) Calcilese [,  p(x|xi,xz)de y almacénese en memoria el resultado.
T1T
(iv) Repitanse los pasos (i)-(iii) m veces y promédiense las m probabilidades.

(v) Repitanse todos los pasos [-veces, promédiese y calctlese la desviacién estandar.

El objetivo de la Tabla 5.3 es contrastar el valor frecuentista y el valor medio de la
cobertura de probabilidad de la predictiva de las tres iniciales bajo estudio. Puede apre-
ciarse, a la luz de las aproximaciones numéricas, que la inicial de referencia 7z, y la inicial
7, producen densidades predictivas con mejores propiedades de cobertura. No sucediendo
lo mismo con la inicial HPD matching mpy sugerida por Datta y Mukerjee (2004) pues
puede verse que se tiene una pobre aproximacion de la cobertura de probabilidad para el
valor extremo de p = 0.9.

El comportamiento de la cobertura de la densidad predictiva resultante de usar mpy,
es consecuencia natural de la convergencia de su densidad final 7pys, pues como puede
verse en la Tabla 5.2 (segundo renglén) el nimero de veces en que el valor verdadero de
p es considerado por la densidad final para el valor p = 0.9 es cercano a cero.

Por otro lado, nétese que la cobertura de las predictivas provenientes de g, y de 7, se

mantienen similares en los tres diferentes los valores de p en el modelo 5.3. De este hecho,
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podemos sugerir estas dos funciones iniciales como adecuadas para prediccion dado que
producen densidades predictivas con buenas propiedades de cobertura frecuentista.

En la Tabla se utilizaron los valores m = 100 y [ = 50 para calcular el valor prome-
dio de la cobertura de probabilidad de la densidad predictiva. Los valores en negro
corresponden a la frecuencia con que una nueva observacion se encuentra contenida en
el rectangulo formado por dos observaciones previas. Las frecuencias corresponden a

m = 10000 muestras simuladas de Ny(x|0,X), con

1
5= P

p 1
para cada valor de p.

5.2.2. Caso p y o desconocidos.

En esta subseccion se estudia el caso cuando o1, 09 y p son desconocidos, pero las varianzas

son iguales 0 = 01 = 09, es decir,
L op
p 1

Para los supuestos anteriores, se proponen las siguientes funciones iniciales:
e Las funciones iniciales de referencia cuando o o p es el pardmetro de interés.
e La funcién inicial de Jeffreys sugerida de su regla general.

e Finalmente, se incluyen y discuten algunas transformaciones de los elementos de 3

para las cuales se obtienen sus funciones iniciales de referencia.

Recuérdese que se asume siempre que el vector de medias es conocido e igual a
n= (07 0),‘

Como primer paso, se especifica la notacion usada en esta subseccion:

La funcién de densidad de & = (x1,22) denotada por No(x|0,0%1;) tiene la forma
siguiente

1 1

_ 2 2
f(zlo, p) = 27m2—1_p2€><p {—m(% + a5 — 20$1$2)} -

Dadas dos observaciones &1 = (211, Z12) ¥ 2 = (X291, T22), la funcién de verosimilitud es

expresada en términos de sus elementos o en términos de sus sumas, como puede verse a
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continuacion

L(o, p)

1 ot + 2%y + 23 + 35 — 2p(T11 712 + Vo1 T00)
—————-€exXp{ —
Am204(1 — p?) 20%(1 — p?)
1 1 (51 + 5 )
— — €X — |\ S. S.o — S
Aot (1 — p?) P 202(1 —p2) 1T 7? P2

2 2 2 2
donde s.q = x7; + x5, S2 = T{y + 5, and S13 = T11212 + To1Tas.
Todas las funciones iniciales estudiadas pertenecen a la familia paramétrica:

(1+p%)°

O—a(l _ p2)b' (55)

71—aLbc(0'7 p) X

Funciones iniciales de referencia

Bajo el supuesto de normalidad asintética, es facil identificar la iniciales de referencia de

la matriz de informacion de Fisher,

ER V2
I(Ua P) = ( i 02p i‘-g-lpgp) ) ’ <5.6)

con matriz inversa dada por H = I~!(0, p)

a2(1+p?)  op(1—p?)
H= L 2 :
p(12 ) (1 _ pz)z

Se sigue de Berger y Bernardo (1992a) que las iniciales de referencia conjunta cuando

p o o es la cantidad de interés son, respectivamente,

1 V14 p?

71—/’(:07 J) (8 0,(1 . pg) y Wa(aa P) X 0_(1 . pg)'

Densidades final y predictiva de la inicial 7.

Considérese la inicial de referencia

donde p es la cantidad de interés.
Dadas dos observaciones ¢, y @, la densidad final es igual a
1 075(1 — p?)~2 1

P
7Tp(0', p|CL'17 mQ) = ;W exp {—m(&l + S99 — 2p812)}
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#@%gtl y 9 = g(®1,®2) = 23722, la cual estd definida cuando [g| > 1.
12

En el Apéndice C.1 se detalla la obtencion de las densidades posterior y predictiva, la

donde ¢, =
funcién g se detalla en el Apéndice C.3.
La densidad predictiva para una nueva observacién @ = (x, z3) es

I'(3) 1 | k|
24 Cp 3 (812 + .1'11[’2)3 2k(l€2 — 1)3/2 ’

Pp($|331,$2) =

2 2
donde k = k(x, z,, x2) = % siempre y cuando |k| > 1 (véase el Apéndice C.3).

La probabilidad requerida es
Pr(x € Cp a1, T2) = / po(x|T1, 22)d
C:tlmz

donde la regién de interés la definimos como

{ (x1,22) 1 min{xyy, x91} < 21 < max{wyy, 21}, }
lemg — .

N y min{le, LL’QQ} < Tg < max{xgl, SL’QQ}

El valor esperado la cobertura de probabilidad anterior se aproximara numéricamente.
La Tabla 5.4 (primer renglén) muestra la cobertura de probabilidad de p,(x|x1,x2)
cuando hay independencia entre variables. Adicionalmente, la Tabla 5.5 (primer renglén)
muestra la cobertura de probabilidad para diferentes valores de p.

Cada una de las tablas contiene una descripcion del calculo de las aproximaciones

presentadas junto con una conclusién de los resultados.

Densidades final y predictiva de la inicial 7.

Ahora considérese la inicial de referencia siguiente

VTP

T

donde o es la cantidad de interés.

Dadas dos observaciones &, y @, la densidad posterior resultante es

SRV RV LW O e
cs(2m)? 20%(1 = p?)

770(0-: p’mh xQ) -

donde la constante de marginalizacién es (véase el Apéndice C.2)

2T (2) 1 2y/1+ g2 (V2 + (¢° — 1) arcsinh(1))
(27 % 2512) (g2 = 1) /1 + g2 \ +9(9" — 1) log (gT o 2<Hg2)> |

Co =
1+g++/2(149¢2)
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con g = g(xy, Tz) = 2152 y |g| > 1.

2812
La densidad predictiva para una nueva observacién @ = (x, z3)" estd definida por

AD(3)  (5k5y/2m) !
Co (27)3 (2(s12 + x129))3

32T (3) I (1) Hypergeometric2F1
—5k*T (**) r ( ) HypergeometricPFQ ({

Po(x|Ty, T2) =

7
7

-~
»JMU‘
N~
—— %\@
[SIENG
BN
——
x~
»"_‘
~—

s.1+s.0+22 —FmQ
2(s12+x122)

tiene expansion en series de sumas

con k = k(x,x,xs) = y |k| > 1; la funcién Hypergeometric2F1(a, b, ¢, z)

o F1(a, b c; 2) Z k/(C)k zk/k;!,
k=0

y la funcién HypergeometricPFQ ({a1, ..., a5}, {b1, ..., b}, z) tiene la expansién en series

de sumas

F,(a;b; 2) i )i/ (01)), L 27 kL

k=0

La expresiéon usual de la probabilidad requerida

Pr(x € Cg z,|®1,22)) = / Po(x|x1, T2)dX.
Cayay
El valor esperado de esta probabilidad se aproximara numéricamente y puede verse en
la Tabla 5.4 (segundo renglén) el comportamiento de la cobertura de Pr(x € Cq, g, |21, T2)
cuando las variables son independientes. Para el caso de dependencia entre variables, la
Tabla 5.5 (segundo renglén) muestra el valor esperado de la cobertura para diferentes

valores de p.
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Inicial Forma(5.5) | Prom | DvSt
mo(p,0) o iy | (1,1,1/2) [ 0.1103 | 0.0117
To(0,p) oc Y5 | (1,1,0) | 0.1084 | 0.0114

Tabla 5.4:  Valor medio y desviacion estdndar de la cobertura de probabilidad
de la densidades predictivas resultantes de las iniciales w, y 7,. Los valores deben
aprozimarse a 372 pues se asume independencia de las variables.

Los resultados mostrados en la Tabla 5.4 fueron calculados como se describe a contin-

uacioén:
(i) Simiulense dos vectores aleatorios {x1,x2} de No(x|0,1).

(ii) Dada una funcién inicial (o, p), obténgase las densidades final (o, p|x1, 22) v

predictiva p(x|x1, x2) correspondientes.

(iii) Calcilese la probabilidad predictiva del drea Cg, 4,, es decir,

/ p(x|xy, x2)dx

y almacenarla en memoria.

(iv) Repitanse los pasos (i)-(iii) n-veces. Obténgase la media muestral y la desviacién

estandar de las n probabilidades predictivas calculadas.

Noétese que la cobertura de la densidad predictiva resultante de la inicial de referencia
T, tiene un mejor comportamiento comparado con la inicial de referencia w,, pero la
diferencia no es importante.

El tamanio de muestra usado en las Tabla 5.4 es n = 10°. Las integrales en el paso (iii)
fueron aproximadas mediante integraciéon Monte Carlo que es una opcion de la integracion

numérica que proporciona Mathematica y solo se muestran cuatro digitos de precision.

122



Funcién inicial de la regla general de Jeffreys

Siguiendo la regla general Jeffreys,

(o, p) o | det I, ,|'/?
donde I, , es la matriz de informacién de Fisher dada en ec. (5.6)

4 __ 20
o2 o(1—p2
I(0,p) = ( I ) 7

(1-p%)  (1-p?)*"

Entonces la inicial es

(0.0) oc

mir(0, p) X ————

JR\O, P 0_(1 _ ,02)

que coincide con la funcién inicial 7,(c, p) donde p es la cantidad de interés. Notese
que para esta funcién inicial su respectiva densidad predictiva cumple con tener buenas
propiedades de cobertura, véase nuevamente los resultados mostrados en las Tablas 5.4

y 5.5, primer renglon.

Otras parametrizaciones

Nuestro objetivo es saber cual es la funcién inicial cuya correspondiente densidad pre-
dictiva tiene adecuadas propiedades de cobertura. Trabajemos ahora con dos grupos de
parametrizaciones de los elementos de la matriz de dispersién 3. Los cuales se analizan
en grupos de dos, obteniendo de cada uno de ellos la funcién inicial de referencia y su

respectiva densidad predictiva.

(i) Los valores propios de .

2 2

o o?
Los valores propios de Y = ( P son
ocp o

M=c*(1—p) v d=0*(1+)p).
(ii) El conjunto de parametrizaciones {61, 65,05}, donde
0, =p, Oy=0(1—-p* v Os=|3=0c*(1-p?.

Nétese que las parametrizaciones (ii) son transformaciones de uso comun en la litera-
tura.
Trabajemos con detalle la inicial de referencia cuando los valores propios son las

cantidades de interés, omitiendo el desarrollo de las parametrizaciones restantes por ser
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similares.

Dada la matriz de informacion de Fisher I(o, p) en (5.6),

4 __ 2
o2 o(1—02
](O’,p):<_ 2p lJ(rlpzp)>’

(1=p?)  (1-p*)*"

y la transformacion ¥ = (A, \y) = ¢g(o, p) con Jacobiano de la transformacién inversa

dada por

Qo 9o 1 1
Jg*l(d’) = ( % % ) = 2\/2(>\1+>\2) 2\/2(>\1+)\2)

22 2A1
O I (A14+X2)?2 (M+XA2)?2

Bajo el supuesto de normalidad asintética bajo transformaciones (Corolario 1 de la Prop.
5.17, Bernardo y Smith, 1994, p. 295) se tiene que la matriz de informacién de Fisher de

la transformacion es

Ly(p) = Jga I (g™ () Jy-1 = ( o (1) > :

O m

Puesto que I, es una matriz diagonal, las iniciales de referencia para la ordenacion (A1, Az)

. 1 , . , ..
y (A2, A1) son iguales a T ¥V expresada en términos de los parametros originales es

403 1
X
ot(1=p?) ~ o(l=p?)

m(o,p) = mA(@*(1 = p,a®(1+p)|Jy| =

donde J,; es el Jacobiano de la transformacion,

SN’
L (w-n
g 0o O)a - 2 1 2 ’ | g| = %0
B0 Op o(l+p) o
Nétese que m(o, p) es igual a la inicial 7,(o, p), inicial de referencia cuando p es la
cantidad de interés, y para la cual su cobertura de probabilidad ha sido estimada (Tablas

54y 5.5).

Finalmente, discutamos las parametrizaciones restantes:

Parametrizaciones (ii) : Si se trabaja con los pares (61,62) y (01, 63). La inicial resul-
tante de cada par coincide con la inicial de referencia cuando p es el pardmetro
de interés en la inicial de referencia, es decir, m, o m (en términos de los
pardmetros originales).

En este caso se sabe que la correspondiente densidad predictiva cuenta con una
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buena cobertura de probabilidad como se muestra en las Tablas 5.4 y 5.5.

Adviértase que las iniciales resultantes de los casos (i) y (ii) confirman que no hay
una unica cantidad de interés cuya densidad predictiva tenga una buena cobertura fre-

cuentista.
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Cobertura de probabilidad de la densidad predictiva
Prom (Dv.St) Prom (Dv.St)
Forma oc=1 o=2

Inicial | (5.5) p=0 [ p=05]p=09] p=0 [ p=05]p=09
m, | (1,1,0) 0.1100 0.1248 | 0.1910 | 0.1100 0.1247 | 0.1913
(3 x 107%) | (0.0003) | (0.0003) | (0.0003) | (0.0002) | (0.0006)

o | (1,1, %) 0.1086 0.1232 0.1901 0.1084 | 0.1233 0.1900
(3 x 107%) | (0.0003) | (0.0004) | (0.0003) | (0.0002) | (0.0004)

Frecuencias 0.1147 0.1296 | 0.2056 | 0.1094 | 0.1404 | 0.2176
Tabla 5.5:  Valor medio (desviacion estindar) de la cobertura de probabilidad

de las densidades predictivas provenientes de las iniciales w, y m5. Aproximacio-
nes correspondientes de n = 10 walores de mq1 = 100000 muestras aleatorias de
No(x|0,X). Frecuencias (en negro) con que una nueva observacion se encuentra
contenida en el rectangulo formado por dos observaciones previas correspondientes
de my = 10000 muestras de No(x|0,X). La cobertura debe ser cercana a las fre-
cuencias.

(i)

(i)

(iii)

Los valores contenidos en la Tabla 5.5 fueron calculados como se describe a continuacién:

Genérese dos puntos aleatorios x;1, ;2 de N(z|0, X), donde

Y =02 1p.
p 1

Dada una inicial 7(o,p), obténgase la densidad final =(-,-|@;1,22) y predictiva
p(|zi, ©i2).

Calctlese
Tmax 1 Tmax 2
PI‘($ cx; X xig\mﬂ,mig) = / / p(m\ml,mg)dm
Tmin 1 Tmin 2
Tmax1 = max{xu,xlg},

Tmin2 = MIN{Zo1, To2} ¥ Tmax2 = max{za1, T2}

Guardar en memoria el resultado.

CON Tpin1 = Min{x11, 12},

Repitase los pasos (i)-(iii) n-veces y promedie la cobertura de probabilidad con tal de

obtener E; = L 3" Pr(x € Cuyyai|@in, Ti2).

Repitase el paso (iv) mi-veces y obtenga la lista {E1, ..., E,,, }. Calcilese nuevamente

la media y desviacién estandar de esta muestra.

El objetivo de la Tabla 5.5 es contrastar el valor medio de las coberturas de proba-

bilidad de las densidades predictivas y la frecuencia con que una nueva observacion se

encuentra contenida en el rectangulo formado por dos observaciones previas. De acuerdo

a las aproximaciones numéricas, puede verse que ambas iniciales 7, y 7, producen den-

sidades predictivas con cobertura frecuentista adecuada.
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Los valores utilizados para aproximar las coberturas de las densidades predictivas son

n = 10 valores de m; = 100000 muestras simuladas de Ny(x|0, X) con

¥ =2 1p‘
p 1

Las frecuencias (negro) corresponden a my = 10000 muestras simuladas de Ny (2|0, X),

con X definida anteriormente.

5.2.3. Caso todos los parametros desconocidos

Como consecuencia natural de los casos anteriores estudiados, consideremos ahora los

siguientes casos:

(i) {1, p2, 01,09, p} desconocidos. Puesto que la funcién inicial objetiva de los para-

metros de localizacién es constante, el problema se reduce a estudiar sélo {0y, 09, p}.
(ii) {01, 09, p} desconocidos.

Para ambos casos, puede utilizarse la familia de iniciales objetivas de la forma

1

X ——————.
e otos(1— )

Se sabe que en los modelos multivariados no es obvia la definicién de la mediana.
Pareceria natural definir la mediana del modelo como el vector de medianas, andlogo
al vector de medias. Debido a esta dificultad, optaremos por elegir la densidad inicial

objetiva en funcion de las propiedades de cobertura de la densidad predictiva que implica.

{01,092, p} desconocidos.

La eleccién de la funcién (o funciones) inicial objetiva es similar a la hecha en las dos
subsecciones anteriores:
Dados dos vectores aleatorios @1 y @y de Ny(x|u, YD), encontrar los valores a,b y ¢

tales que la cobertura de la densidad predictiva sea
1
Prabc(m € lemglmlaa‘a) ~ 57

donde Cg, 4, es el rectangulo cuyos vértices son los elementos de @1 y 5.

{1, p2,01,09, p} desconocidos

Cuando las varianzas son distintas, se requieren de al menos tres observaciones aleatorias
para que la densidad final sea propia. Por tanto, la eleccién de la funcién (o funciones)

inicial objetiva adecuada para prediccién se propone trabajar en la linea siguiente:
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(i) Resultado frecuentista. Dado que se requieren tres observaciones para asegurar
que la densidad final sea propia, debera calcularse la probabilidad de que una nueva
observacion se encuentre contenida en el menor rectangulo formado que contiene
a las tres observaciones obtenidas. Este resultado ayudara a discriminar entre las

posibles funciones iniciales la que es adecuada para prediccion.

(ii) Estudio Bayesiano. Utilizando la familia de funciones iniciales objetivas mgp.
Encontrar los valores de a, b y ¢ para los cuales la densidad inicial produce una den-
sidad predictiva con adecuadas propiedades de cobertura de probabilidad, es decir,
la cobertura de la probabilidad predictiva en el rectangulo formado que contiene a

las tres observaciones dadas deberd acercarse al valor frecuentista obtenido en (i).

Estas lineas de investigacion se encuentran abiertas y son discutidas ampliamente en

la Seccién de conclusiones y lineas futuras de investigacién (pag. 137).

5.3. Prediccion de una funcién de observaciones futuras

Vamos a estudiar la prediccion de una funcién univariada de dos observaciones binormales
suponiendo que todos los parametros de ¥ ({01, 09, p}) son desconocidos con o1 y g9 no

necesariamente iguales.
Empezaremos mencionando algunas propiedades del modelo normal bivariado:

Dados dos vectores aleatorios @1 y 2 de Na(x|p, X) con

O'2 g103p
p= (1, p2) y E=< ' :

2
g102p0 g5

El vector aleatorio @y — ®s = (717 — Ta1, T12 — Teo) tiene distribucién de probabilidad

N3(0,2Y). Supéngase que nos interesa predecir el valor del cociente

211 — T12

T12 — T22

Hinkley (1969) desarrollé la expresién de la funcién de densidad de esta nueva variable
aleatoria unidimensional cuando el vector de medias es p = (0,0). El problema también
lo abordan Pham-Gia, Turkkan y Marchand (2006) con los resultados que se resumen a

continuacion.
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A . Cociente de dos variables normales independientes.
Sean 1 ~ N(pg2,01) v 23 ~ N(us,09) dos variables aleatorias independientes cuyo

cociente y = x1 /x5 tiene funcién de densidad dado por

K
: 5 171(1;1/2;01(y)), —oo<y<oo

01,02) = 55—
[l pa, 01, 02) o2y + o

donde

1 0’2 + 0'22 o110 1 2 2
Ohly) =y I IO g, = ey (S+5) 0

22 2,2 | 2
20705 o3y + 07 2\o]f 03

Si py = pe = 0 la funcién de densidad se reduce a una densidad Cauchy

flyloy,00) = m —00 < Yy < 00, y 8l 07 = 09 corresponde a la densidad
Cauchy estandar f(y) = 1/7(y* + 1).

B . Cociente de dos variables normales dependientes.
Sea el vector aleatorio @ = (21, z3) ~ Na(u, X)), con

2
0102p0 05

dada por

O'% 01020 . . . .
Y= , v p# 0. El cociente y = 1 /x5 tiene funcién de densidad

2(1 — p*)oto; 5 1F1(151/2;65(y))

f(y‘,Ul,M%Ul,U%P) = y _ 2p0_10_2y I o

02u1y+p0102(,u2y+u1)—u20%)2
n = >
donde 92( ) 20202(1—p2)(02y2 —2po102y+02) = 0 y

2,1 2 2
_ 1 Oy —2p0102 41 21507
K2 = )

_— e —
2mo1024/ 1—p? p 2(1—p2)0'%02

y 1F; definida por 1 Fi(a,v;2) = > oo o1 (a k) 25,7 #0,—1,-2,... con los factoriales
ascendlentes (o, k), o Coeﬁ01entes de Pochhamer, deﬁnldos por (o, k) = ala +

D.(a+k—-1)=T(a+k)/I'(e) con (a,0) =1

Sipy = o =0y 01,02 7é 1, se reduce a la distribucién Cauchy Ca(y|¢,v), con
E=pZyv=24/1 ;ysi o =09 =1 (0 iguales) la densidad de probabilidad
\V1-p2

se reduce a f(y|p) = T(1—2py+92)
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Debido a que suponemos g = 0, la funcién de densidad de la variable aleatoria y es

1 AJ1—p?
T2 — 2yp\ + 42’
—o0o<y<oo, A>0,pe(—1,1)

fylA\p) =

(5.7)

donde A = ZL. La Ec.(5.7) es una densidad Cauchy, Ca(y|Ap, A\/1 — p?), perteneciente a

la familia de densidades de localizacion y escala.

A lo largo de esta subseccién estudiamos los siguientes casos para A = oy

(i) Caso A # 1 es desconocida y p conocido, el modelo se reduce a uno de un solo

parametro.

(ii)) Caso o1 # o9 y ademds desconocidos (A es desconocida), entonces el modelo

mantiene ambos pardmetros f(y|A, p).

Una vez definidos los posibles casos, se procede a obtener las respectivas iniciales de
referencias y sus densidades predictivas. Recuérdese que para el problema de prediccion,
elegiremos la funcién inicial cuya densidad predictiva cuente con adecuadas propiedades

de cobertura.

Primero comprobemos que el modelo cumple con la propiedad frecuentista de que
una nueva observacién pertenece al intervalo formado por dos observaciones previas. La
Tabla 5.6 muestra m = 10 frecuencias correspondientes de n = 100000 muestras aleatorias

de tamano dos de Ca(y|Ap, \\/1 — p?) para diferentes valores de A y p. Nétese que los

resultados concuerdan con el Teorema 9 pues se aproximan al valor tedrico de %

Alp=—09|p=—-05|p=—-01| p=011] p=051] p=0.9
0.5 0.3331 0.3332 0.3332 0.3331 0.3332 0.3332
(0.0013) | (0.0014) | (0.0013) | (0.0013) | (0.0020) | (0.0011)
1 0.3337 0.3331 0.3335 0.3340 0.3334 0.3330
(0.0008) | (0.0017) | (0.0009) | (0.0017) | (0.0013) | (0.0014)
5) 0.3337 0.3323 0.3338 0.3343 0.3327 0.3331
(0.0012) | (0.0012) | (0.0020) | (0.0010) | (0.0010) | (0.0013)
Tabla 5.6: Frecuencia con que una nueva observacién pertenece al intervalo

formado por dos observaciones previas. Valor medio (desviacion estindar) de
m = 10 frecuencias correspondientes de n = 100000 muestras de tamano dos de
Ca(-|A\p, A\\/1 — p?). Nétese que el valor promedio se aproxima al valor tedrico %
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Caso )\ desconocido y p conocido.

Este caso es un modelo de un solo pardmetro y suponiendo normalidad asintética de la

densidad final de A, la funcién inicial de referencia es

, 1 1
() Z(A):«/mocx.

donde i(X) = [ g—i log f(y|\)dy.

Sean dos observaciones ¥; v ys, la densidad final sera proporcional a

A
2(y + A2 = 21 0p) (Y3 + A2 — 22 0p)

77()‘|y1,92) X

y la constante de marginalizaciéon dada por

/oo A dX
C =
o Tyl A+ N2 = 2y10p)(y3 + A2 — 2y2)p)
2
(Y1 +y2)+/1 — p*log [z—é} —2(ya — y1)p(m + 2 arcsin p)
212y — o)1 — 02 (1 + 2)° — dyigpp®)

La densidad predictiva es entonces

p(ylyi, y2) = /OOO FyIN)m( Ay, yo)dN.

La probabilidad requerida, bajo el supuesto de y; < s, es

Y2
Pr(y: <y <welyi,y2) = / (YY1, y2)dy.

Y1

El valor esperado en el muestreo de esta probabilidad sera aproximado numéricamente
y se espera que se aproxime al valor tedrico de %, como se comprueba en la Tabla 5.7.
A la luz de los resultados numéricos puede concluirse que la funcién inicial A1 es la

adecuada para prediccion en este caso.
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Mo | 55 2 10

1/2 0.3331 0.3323 0.3336
(0.0017) | (0.0011) | (0.0013)
1 0.3340 0.3318 0.3335
(0.0016) | (0.0011) | (0.0015)
5 0.3322 0.3322 0.3322
(0.0010) | (0.0013) | (0.0012)

Tabla 5.7: Valor medio (desviacion estindar) de la cobertura de probabilidad de
la densidad predictiva resultante de la funcion inicial m(\) o< A™1. Aprozimaciones
correspondientes de n = 10000 muestras aleatorias de tamano dos para diferentes

valores de A y tres valores fijos de p. Notese que la media muestral se aproxima a
1

3-

Parametros de escala desconocidos y distintos (A desconocida)

Si ambos parametros de escala son iguales pero desconocidos entonces A = 1, este caso ha
sido estudiado en la subseccién anterior. Veamos entonces el caso cuando los pardmetros

de escala son distintos y por tanto A es desconocida.

El valor de la mediana en este modelo es Ap y puede comprobarse muy facilmente que

la probabilidad acumulada hasta este punto es un medio,

M1A1—p? 11 —A 1
/ — P dy = = + — arctan VAP |)‘p = -.
oo TAZ = 2yp + 42 2 7 M/1T—p2 )7 2

Puesto que nos interesa la mediana, usemos la siguiente parametrizacion

O=Np v v=XA/1-—p?

de esta manera se tiene una densidad de probabilidad Ca(-|f, ) (modelo de localizacién-

escala).

Se sabe que la funcién inicial de referencia en este tipo de modelos, cuando la escala
o la localizacién es la cantidad de interés, es v~1.

El modelo Cauchy ya ha sido estudiado en la Seccién 4.2 de esta Tesis y se ha de-
mostrado que la cobertura de probabilidad de la densidad predictiva resultante de la
inicial anterior es igual a un tercio. Dado que tenemos un caso similar, es de esperarse
que la densidad predictiva cuente con adecuadas propiedades de cobertura.

La inicial m(6,v) oc v~ expresada en los pardmetros originales es

mo(Xp) = (07 (A p), v (A )|




con
o o0 A
p A
J=( 9 9P>: y || = ——.
ov Ov _ 2 A
(m 7 L=» [ 1—p?

Dada my(c, p), la densidad final dadas dos observaciones tiene la siguiente forma

)\2
e (Y7 + 22— 2y10p) (42 + N2 — 2o \p)’

(04 P’yl y2) Y1 # Yo

con constante de marginalizacion igual a

e A (= 0+ 2
¢= / 272y — o) (re — 22) 8 <<y2 VeI A>2) “

con A # |y1|, [yel, v A% # y1y2 (p ya ha sido integrado).

Consecuentemente, la densidad predictiva es,

" / / N/ = P2 dpd)
P(Yly1, v2) L3 (Y2 A2 = 2yAp) (12 + A2 — 2u1Ap) (12 + A2 — 2p0Mp)

de la que no se tiene una expresién analitica explicita.

La probabilidad requerida, suponiendo y; < s, es

Y2
Pr(y: <y <welyi,y2) = / (Y1, y2)dy.

Y1

Como se ha procedido anteriormente, el valor esperado en el muestreo de esta cober-

tura serd aproximado numéricamente,

n

1
Eyraine (Pr(ys <y <welys, go)lyr, yo) = — > Pr(yii <y < yailyni, yai)-
=1

La Tabla 5.8 muestra las aproximaciones correspondientes de n = 100 muestras aleato-

rias de tamano dos para diferentes valores de A y p. Nétese que la desviacion estandar es

cercana a cero, lo que nos dice que el valor promedio debiera ser exacto a 1/3 pero no se

alcanza por los redondeos inherentes de la precisién numérica del ordenador.

Puede concluirse que una funcién inicial para prediccién en el modelo f(y|A, p) es

1
1 — p?

(A, p) ox
que es la correspondiente de usar a la mediana como cantidad de interés.
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A\p i 2 i
1/2 0.3330 0.3330 0.3328
(= 0) (=0) (3x107°)

1 0.3330 0.3328 0.3325
(= 0) (4 x107%) | (1 x1079)
5 0.3329 0.3329 0.3323
(1 x 1079) (= 0) (9 x 1079)

Tabla 5.8: Valor medio (desviacion estindar) de la cobertura de probabilidad de
la densidad predictiva p(-ly1,y2) correspondiente de n = 100 muestras aleatorias de
tamano dos. El valor medio se aproxima a un tercio.

La siguiente subseccién presenta el caso cuando A\ # 1 desconocida y p conocido.

Conclusién del modelo f(-|Ap, \\/1 — p2)

Se analiza el problema de encontrar una inicial de referencia para prediccién de una
funcion de dos observaciones binormales. La densidad de esta nueva funcién una densidad
Cauchy de la que se sabe que la inicial de referencia de la mediana (o la moda) produce

una densidad predictiva con cobertura frecuentista exacta (Seccién 4.2).
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Catalogo de iniciales para prediccion

Iniciales objetivas para prediccion bajo hipdtesis de cobertura
Modelo Pardmetro/cantidad de interés | Funcién inicial para prediccién
Ex(z]0) 7 m(0) o 3
Ca(z|u, o) u m(p,0) o< 5
Mediana y moda
N<:B|HJ> U) H W(M? U) X 5
Media, mediana y moda
LgN(z|p,0) g3 = e Tg (1, 0) OC
Mediana
Un(0,6) 0 m(0) o
Un(0— 1,0+ 1) 0 7(6) oc Un(Zunas — &, T + 3)
| Ex(za, ¢)
¢ conocido a () o< 1
a, i desconocidos ¢ =a+ plog?2 Ty, ) é

Tabla 5.9: Funciones iniciales de referencia para prediccion bajo hipdtesis de cobertura
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Conclusiones y lineas de

investigacion futuras

Conclusiones

1. Se ha visto que no existe una propuesta general de obtencién de iniciales objetivas
para prediccién. Nuestra propuesta es encontrar una inicial objetiva para predicciéon
mediante el andlisis de referencia, basada en alguna funcién de los datos como can-
tidad de interés. En particular, para los modelos continuos univariados sugerimos
elegir la mediana de los datos, cuando exista o una aproximacién analitica a ella,
como cantidad de interés, puesto que a la luz de los modelos estudiados, la densidad

predictiva correspondiente tiene propiedades de cobertura adecuadas.

2. Cuando se trabaja con modelos no regulares de la forma descrita en las Secciones
4.5 y 4.6, el método de obtencién de iniciales de referencia propuesto por Bernardo
(1979, 2005a), Berger y Bernardo (1992a) y Berger et al. (2009a) produce una
inicial de referencia cuya densidad predictiva cuenta con adecuadas propiedades de
cobertura. Recuérdese que en el modelo Exponencial con dos parametros, fue la
aproximacién numérica de la inicial de referencia de la mediana, como cantidad
de interés, la que produjo una densidad predictiva con cobertura de probabilidad

exacta.

3. Al inicio del Capitulo 1 se generaliza el resultado de Jeffreys para prediccién en el
modelo de localizacion y escala. Jeffreys propuso la inicial para prediccion en este
modelo y demostré que la probabilidad de tener una nueva observacién contenida
en el intervalo formado por dos observaciones previas es un tercio. Nosotros hemos
extendido este caso a mas de dos observaciones encontrando que la probabilidad de
que una nueva observacion se encuentra contenida en el intervalo formado por las

observaciones minima y maxima es (n — 1)/(n + 1) con n el tamano de muestra.

4. En casos multivariados, no esa claro como proceder, pues la mediana no esta
definida. En esta situacion la propuesta es usar las propiedades de cobertura de la

densidad predictiva para elegir entre las posibles iniciales alternativas.
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Lineas de investigacion futuras

1. Una linea de investigaciéon es la prediccion cuando se tiene un modelo de probabi-
lidad discreto. Se sabe que los teoremas de cubrimiento sélo se aplican a variables
continuas, y en el limite, deberia ser aproximadamente cierto con modelos discre-
tos para muestras grandes. Se propone estudiar desde esta perspectiva el modelo

binomial.

2. Dentro del capitulo 5 se trabaja con detalle el caso del modelo normal Bivariado
con vector de medias conocido y elementos de la matriz de dispersion desconocidos
pero varianzas iguales. Falta considerar los casos donde {01, 09, p} (01 # 02) son
desconocidos y el caso general donde todos los pardmetros {1, ps, 01,09, p} son
desconocidos. La propuesta de obtencién de la funcion inicial objetiva adecuada
para prediccion en el primer caso ya se ha discutido brevemente en la Secciéon 5.2.3,
por tanto, centraremos nuestra discusion en el segundo caso. Como es sabido, en los
modelos multidimensionales no es claro que valor pudiera tener la mediana; teniendo
un vector de medias pareceria natural definir un vector de medianas. Nuestra
propuesta es analizar una coleccion de funciones iniciales objetivas y discriminar
entre ellas de acuerdo a las propiedades de cobertura de sus respectivas densidades

predictivas. Sugerimos las siguientes funciones iniciales:

e Iniciales de referencia Notese que la matriz de informacion de Fisher no
depende de {1, 2} v el lugar que tomen en cualquier ordenacién no afecta la
funcién inicial resultante. Entonces, sélo se consideran las ordenaciones de los

tres parametros restantes, que son los siguientes casos:

— Orden {1, p2,01,09,p} v {01,009, p, 11, pi2}, la inicial es

1+ p?

TR, (M, pi2, 01,02, p) X roa(l—p?)

— Orden {p1, 2,01, p, 00} vy {01, p, 02, pi1, o}, la funcién inicial correspon-

diente es

1 2
o102(1 = p?) \ 2 = p?

TRy (:ulv H2,01,02, p) X

— Orden {p1, o, p, 01,02} vy {p, 01,09, pi1, o}, la funcién inicial correspon-

diente es

1

oA (5.8)

ﬂ-Rp(/“Ll? H2,01, 02, p) X
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Estas funciones iniciales son obtenidas siguiendo el algoritmo dado en Berger
y Bernardo (1992a) y estudiadas extensamente en Berger y Sun (2006, 2008).
La funcién inicial 7g, (5.8) fue propuesta por Lindley (1965) y es ampliamente
estudiada en Bayarri (1981).

e Funcién inicial de la regla general de Jeffreys.
La funcién inicial obtenida de aplicar la regla general de Jeffreys es

my(p1, p2, 01, 09,p) o< +/det Ig
1

X 57T 55-
oto3(1— p?)?

e Funcién inicial para prediccién propuesta por Geisser (1993).
Geisser (1993, cap. 9) propone una funcién inicial para prediccién en el modelo
Ny(x|p, X) que es mg(p, £71) oc [S]7@FD/2, En nuestro (d = 2) caso la funcién
inicial es
1
AT~ 7

ma(p1, po, 01,02, p) X |Z|*(d+1)/2 _

Las densidades finales basadas en las funciones iniciales anteriores son propias
cuando se tienen n > 3 observaciones. Por tanto encontrar un resultado similar
al del Teorema 10 junto con el resultado obtenido en la seccién 5.1 pero extenderlo
a tres observaciones. Es decir, dadas tres observaciones {x, x5, 3} provenientes

de Nao(x|p,X), y una nueva observacién & = {x, 22}, la probabilidad

1
Pr(x € @min X Tmax|lt, 2) = / » flx|p, X)de ~ ﬁh(p)
donde

Lmin X Lmax = {(x17x2) T Tminl < T1 < Lmax 1y Lmin 2 <2 < xmax2}7

CON Tpin = MIn{x11, o1, 31}, Tmax = Max{Ti2, o2, T32}. En otras palabras, la
probabilidad de que una nueva observacion « se encuentre contenido en el rectangulo
formado por las coordenadas minima y méxima de @1 = (211, Z12), T2 = (T21, T22),
T3 = (x31,%32), y esto deberia de ser cercano a %. Se espera que las coberturas de
las densidades resultantes de cada una de las iniciales alternativas debe aproximarse

al resultado frecuentista anterior.

3. Modelo del cociente de variables normales. Como ejemplo de predicciéon de
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una funcién de dos observaciones binormales se estudia el problema del cociente de
sus diferencias que se reduce a un problema de una sola variable cuya densidad es
Ca(y|Ap, A/ 1 — p?).

Bajo el supuesto de que se conoce el pardmetro A el modelo se reduce a uno de un
solo parametro, del cual es facil obtener su inicial de referencia. Para dos obser-
vaciones sus densidades final y predictiva estan bien definidas y se debe aproximar
el valor esperado de la cobertura Pr(y; < y < y2|y1,92) con y; < y2. Debido a su

1

lenta convergencia hacia el valor tedrico 5 es necesario mejorar el algoritmo para

encontrar resultados concluyentes.

. Regresion lineal simple. El modelo de regresion lineal simple donde y; ~
N(a + fBz,0) con mediana E(y|xr) = a + [z. Si definimos como cantidad de in-
terés a ¢ = a + Pz, debemos obtener su inicial correspondiente y dadas dos ob-
servaciones, comprobar si la cobertura de probabilidad de la densidad predictiva
resultante Pr(y; < y < y2|y1,2) se aproxima al valor tedrico L para y; < y» con

3
Y1, Y2 ~ N(O./ + 51’70').

. Right Haar. El trabajo de Severini, Mukerjee y Ghosh (2002) exploran la propie-
dad de cobertura consistente de regiones Bayesianas invariantes, es decir, regiones
Bayesianas resultantes de usar una inicial invariante. Trabajan con la inicial de
Haar por la derecha y estudian tres interesantes ejemplos, uno de ellos es el del
andlisis de varianza. Otra linea de investigacion que proponemos es probar las pro-
piedades de cobertura frecuentista de la densidad predictiva resultante de usar esta

inicial en el andlisis de varianza.
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Apéndice A
Modelo Log-Normal

La densidad final no es propia cuando la media (moda) es la cantidad de interés y
s6lo se tienen n = 2 observaciones.

A continuacién demostraremos que la densidad final de referencia cuando la media (o la
moda) es la cantidad de interés no es propia en el caso de tener solo dos observaciones.

Trabajaremos con detalle el caso de la media y se omitira el desarrollo de la moda

por ser similar. Para simplificar la exposicion se usara la notacién ¢ en lugar de ¢;.

Considérese dos observaciones aleatorias = y y con distribucién Log Normal LgN(+|u, o)

y sea la cantidad de interés ¢(u, o) = E(z|u,0) = exp(p + é) con inicial de referencia
dada por m4(p, 0) o< y/1+ 3

La densidad final es proporcional a

1 2 1 1 , )
To(p, ol y) o xy%\/lJr;;eXp{—rﬂ ((logz — p)? + (logy — 1) )},

y se desea verificar si es propia o no. Sea c la constante de marginalizacién

— / \/r / exp { — ((logz — 11)* + (logy — p)?) } dudo

nyW

que debe integrarse sobre los dominios de p y o.

Nétese que el término del exponente es de la forma A(x — «)? + B(z — 3)? al cual se

le puede aplicar la siguiente identidad

Alz =)+ Bla = B)* = (A+ B)(w - m)* + 75 (a = B,

aa+bp

donde m = D
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Entonces, la constante de marginalizacion se reduce a

0o o2
= / \/l—l——exp{—— <log ) }/ e*(”(;?) dpdo
xy2m —0

con m = log \/xy.

Observése que el integrando del extremo derecho corresponde al kernel de una densi-

dad normal para j, i.e., pt ~ N(p|m, o /v/2). Por lo que la constante se reduce a

c = 1 / l\/1+36_ﬁ(log§)2da
a:yQ\/_ 2

\/2+02

(lg2)’

ny\/_ / >

Notese nuevamente, que el integrando es el kernel de la raiz cuadrada de la densidad Gama
inversa (squared-root inverted-Gamma) para o, es decir, o ~ Ga~1/? ( |27 1 log® ( >)

Entonces, la constante es ahora

B 1
zy2|log 7|

E,[V2 + 0?],

donde E,[v2 + 02| es el valor esperado de la funcién v/2 + o2 con
~1/2 1 17.,2 (=
(e Ga / (0'|§, ZlOg (5))
Recordemos el siguiente hecho: una observacién aleatoria continua w tiene funcion de
densidad Ga="2(w|a, ) si v = = tiene una densidad Ga(vle, 3).

Entonces, el valor esperado requerido puede expresarse en términos de una nueva

1

variable v = = como se detalla a continuacion,

o 1
E,[V2+0?% = 02/ \/2+02026Xp{—ﬂ10g2£}d0
0 o Y

> 1 v
= c2/0 \/2+;Vexp{—zlog }| 3/2|d1/
cy [~ 1 /1 N
= = \[2+ =/ — ——log” —}d
2/0 +V\/:exp{ 1108 y} v

/ 1
= FE, 2+ —
v
— L —__1_ inalizacié — ogz/y]
con g = —, do = —5=7 y constante de marginalizacion ¢z = NG

Ahora se tiene que v ~ Ga(v 2, 1 Log? ) y el siguiente paso es verificar la existencia

de la esperanza E, (1/2 + 1/v).
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Considere una variable aleatoria z proveniente de una distribucién Gama, z ~ Ga(z|a, (3),

y las dos funciones siguientes

fR)=V2+1/2 y glz) =212

Puede verificarse facilmente que

z):%<\/2+§:f(z), Vz > 0.

Obtengamos el valor esperado de g(z), que es igual a

VAT (a — 1/2)
I'(a)

/804
I(a)

la cual estd definida si y sélo si o > %

E.[z7"?|a, 4]

/ 220 Vexp{—fz}dz =
0

Usemos ahora la prueba de comparacién de convergencia para integrales,

E.[f / F ﬁzczz>/ NG ole=Pzdy = B.[g(2)|a, B].

Noétese que si a« = 1/2, E,[g(2)|a, 8] diverge por tanto E,[f(2)|«, 5] también.

Recordemos que el valor esperado requerido es E,[/2 + %|%, ;11 log? 5] el cual no esta

definido dado que el valor de pardmetro o es 1/2.
Por tanto la constante ¢ de marginalizacién de la densidad final 7(u, a|z,y) diverge.

Hemos demostrado que la densidad final 7 (u, ajz,y) no existe cuando la media es la
cantidad de interés con solo dos observaciones. La demostracion es andloga para el caso

de la moda como cantidad de interés.

A continuaciéon obtengamos el valor de la constante de marginalizaciéon cuando se

tiene una muestra aleatoria ® = {1, ..., x,} con tamano de muestra n > 2,

(27r) Hxl// \/:exp{ zélogwi—f)?}duda

donde el elemento del exponente puede expresarse como
Z log(x; — 7)* = ns® + n(T — p)?
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Y iy (logz1 —7)*

= yT=n"1>" logz; Entonces,

con 2 =

w3

1 - > ne2 [ = _ )2
c= ( > Hxl—l / 0-_(71“!‘1)’/2 + 0‘26_ﬁ exp {_M} dudo—
- 0

o 202
i=1 o0

Notese que el integrando del extremo derecho corresponde al kernel de una densidad

Normal N(u|Z,0/+/n). Por tanto ¢ se reduce a la siguiente expresion,

n—1
1 2 1 o0 ns?
frd —_— 2 2671 - d .
‘ ( > Nl AR e

o

Nuevamente, véase que el integrando puede identificarse como el valor esperado de

V2 4+ 02 cuando o proviene de la raiz cuadrada de la distribuciéon Gama inversa (squared-

_ 2 .
”Tl, %) y recuérdese que para que esta es-

eranza esté definida es necesario que 2=1 > 1 je. n > 2.
2 27 )

Un resultado similar se obtiene cuando el pardmetro de interés es la moda
Mo(z|p, 0) = et

root inverted-Gamma), i.e., 0 ~ Ga~"?(c
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Apéndice B

Modelo Exponencial con dos

parametros.

En este apéndice se incluyen los siguientes desarrollos:

e Aproximaciéon numérica de la inicial de referencia (¢, ¢) cuando ¢ (mediana) es

la cantidad de interés.

— Aproximacién numérica de m(p|@).
— Modelo integrado con un solo pardmetro p(z|¢p).
— Aproximacién numérica de la inicial 7(¢).

e Funcién de densidad predictiva m,(a, ¢) v expresion de la probabilidad requerida

Pr(z) <z < om)|x), paran = 2 y n > 2 observaciones aleatorias.

e Obtencién de la inicial de referencia 7, (a, ¢) cuando ¢ (pardmetro de escala) es la

cantidad de interés.

— Obtencién de w(a|y).
— Modelo integrado con un solo pardmetro p;(z|p).

— Inicial de referencia 7(¢) del modelo integrado p;(-|¢).

Las aproximaciones numéricas de las funciones iniciales de referencia seguiran el

pseudo cédigo descrito en la subseccion 2.3.1.
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B.1. Aproximacién numérica de la funcién inicial de referencia 74(¢, ¢)
cuando ¢ (mediana) es la cantidad de interés.

El modelo Exponencial con dos pardmetros Ex(z|a, ¢) expresado en términos de la me-
diana ¢ = ¢(a, ) = a+te y @, con t =log(2) es
—t

Ex(zlg, ) = —e @9 450, ¢ —tp <z
v

Notese que el espacio paramétrico es definido por

¢o—x
t

© > max{ 0 y o—to<u.
Apliquemos nuevamente el algoritmo de obtencién de iniciales de manera recursiva:
para un valor fijo de ¢ obtener 7(y|¢), luego obtener el modelo integrado de un solo

pardametro p(z|¢p) y aplicar nuevamente el algoritmo para obtener m(¢).

B.1.1. Aproximacién numérica de la funcién inicial de referencia 7(p|¢)

Aplicando el pseudo cédigo de obtencion de iniciales dado en la subseccién 2.3.1 la Figura

4.3 (Cap. 4) muestra que las aproximaciones numéricas de 7(¢|¢) se ajustan a la funciéon
-1

0.

3 a e® uniformemente log-

La Figura 4.3 muestra 20 valores de ¢ en un rango de e~
espaciados y reescalados tal que 7(1]|¢) o< 1. Cada aproximacién fue calculada con n = 500

muestras aleatorias de tamano k& = 50.

B.1.2. Obtencién del modelo integrado con un solo parametro p(z|p)

Dado que la inicial 7(p|¢) o< ¢! es impropia, es necesario definir una secuencia creciente

de intervalos cerrados de la forma {¢ € [i7*,i]} con i > 0, de tal forma que

1

L c ._17..
2log(i)e peli™il

m(plg) =

Por tanto, el modelo integrado tendra la siguiente forma

et 1 =9
Pilrlo) = Sicgt) ssOQGXp{ ¥ }d(p

con S ={p:p€E (max{%,i_l},i]}. Nétese que ¢ estard acotada inferiormente por
max{‘b—;x,z'_l} al supuesto i~ > 0, y estard acotada superiormente por i. Entonces la

densidad p;(z|¢) constara de los siguientes dos casos:
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p—ti<xz<p—tfi

o Sii !l <ux <y,

€_t<€_(x_¢)/i — e_i(x_(b))
2log(i)(z —¢)

pi(z]9) =

p—t/i <x < o0.

Finalmente la densidad queda expresada como

. e~te—(@=9)/i _ 1 p—ti<x<p—tfi

P = oo a—0)

e~tHem @A/t — gmile=9)) O—t)i <z <oo.

Es facil ver que p;(x|¢) integra a uno en X;

o—t/i 0o
U= [ peloe= [ pteide [ plelgds
X; ¢—ti $—t/i
1 2log1
_ 2logie_t {Eilt/i*) - Eilt] + 2¢' log i + Eilf] - Eift/i")} = 3 1222
donde Ei[a] es la funcién integral exponencial Eila] = — [* %dt.

La funcién de distribucién acumulada esta dada por

4 et

2log()

(T[0, —t] — T'[0, 2] — e log %) |

)

p—ti<z<gp—1

Piw < X]) = .
e~ (Bi[ZZE2]Fifi($—)]
L+ 2log (1) ’

o—t/i <z <oo.

\

donde T'[a, b] es la funcién incompleta Gamma I'la,b] = [~ t* e~ 'dt.

El valor esperado y la varianza son, respectivamente,

Bzlo) = - (—12;&;(—@1 +t)

log(i)(2 + t(t — 2))(i* — 1) — (i2 — 1)%(t — 1)?
4i*(log(i))? '

Var(z]¢) =

Para ver el comportamiento del modelo p;(z|¢) se han simulado n = 5000 observa-

147



ciones aleatorias con ¢ = 2 y ¢ = 3 cuyo histograma puede verse en la Figura B.1 junto
con la funcién de densidad tedrica p;(-|¢) (linea continua). La esperanza y varianza son,
respectivamente, 2.37241 y 2.07452.

0.8+ i

0.6 -

7 Pi(XI¢) :
0.2 -

Y| |

0 5 10 15 20

Figura B.1: Histograma y funcion de densidad tedrica del modelo p;(x|d), co-
rrespondiente de n = 5000 muestras aleatorias con i =3 y ¢ = 2.

B.1.3. Aproximacién numérica de la funcién inicial 7(¢)

Una vez obtenido el modelo integrado con un solo pardmetro, la inicial de referencia m(¢)

serd aproximada con el pseudo cédigo de obtencién dado en la subseccién 2.3.1.

La Figura 4.4 (Cap. 4) muestra que la aproximacién numérica de m;(¢) es constante,

por tanto puede suponerse que ;(¢) o 1.

La Figura 4.4 muestra las aproximaciones de m(¢) de cuarenta valores de ¢ en un
rango de —10 a 10 uniformemente espaciados y re-escalados para que 7(1) = 1. Cada

valor corresponde de n = 1000 muestras aleatorias de tamano k£ = 50 con ¢ = 3.

B.2. Obtencion de la funcion de densidad predictiva resultante de la inicial
ma(a, ). Expresién de la probabilidad requerida Pr(z() <z < z(,|z),
para n > 2 observaciones aleatorias.

Para obtener las densidades final y predictiva, se utilizara la siguiente expresion general

de la funcién inicial 7(a, ¢) x @ =* con a > 0.
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B.2.1. Dos observaciones

Sean dos observaciones aleatorias z1 and x5 con funcién de densidad Ex(-|a;, ) y supéngase

que z1 < xo. La densidad final sera

1 { T, + 7o — 2«

(o, p|ry, T2) :cglﬁexp - }, a < xy,p >0

con constante de marginalizacion dada por
T1 oo ]_ _11+12—2(1
Ca = —e ¢ deda.
—Jo ¥

Calculemos el valor de ¢,. Nétese que ¢ tiene una densidad de probabilidad Gamma

inversa, es decir, p ~ Ga ' (:la + 1,21 + 25 — 20).

Entonces, la constante ¢, se reduce a

xr1 1
. = I 1 —9 a+1d -1 1 T
c (a+ )/OO (x1 + 29 — 200) « (a+ )(2a(x1+x2—2a)“) e
['(a+1)

2a(xy — x1)%

Para la obtencion de la densidad predictiva el rango de valores de v debe considerar el
valor de la nueva observacién, es decir, —oco < « < min{x,z;}. Entonces la densidad

predictiva es la siguiente

min{z,z1} poo 1 21 +zo+z—3a
x|y, x5) = 0;1/ / ef%dgpda.
0

3
oo ot

Notese que el integrando del extremo derecho corresponde al kernel de una densidad

Ga '(-|a + 2,21 + 25 + 2 — 3a) para ¢. Por tanto, la densidad predictiva se reduce a

min{z,z1}
p(zl|zy, z2) = cglf(a +2) / (1 + 20+ 1 — 3a)—(a+2)da
r 2
%@1 + 29 + 2 — 3min{z, z,})" @
T+ 19 — 22)" @) 4 < g
I'(a+2) (21 4, ) 1
3ca(a+1)

(g + 2 — 221)" @) 2> 2.
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Finalmente, sustituyendo el valor de c,, resulta

(21 + 29 —22)"@D) 2 <y
2 a
p(z|xy, ) = ga(xQ — 1)

(g + 2 — 22)" @D 2> 2.

B.2.2. Mas de dos observaciones

Sea {z1, ..., z,} una muestra aleatoria de Ex(-|a, ¢) y utilicemos la expresién general de

la previa dada por 7(«, ¢) ¢~ Entonces la densidad final es proporcional a

( ) 1 { t— ngo}
(o, plr) o< exp 4§ —
pnta ©

—oo < a<zy, ©>0,

cont=3 ", x;y xq =min{zy, .., z,}.

La constante de marginalizacion viene dada por

R Rl | t—ny
c= exp{— }dpda
/oo /0 e 2

puede notarse que ¢ ~ Ga™'(p|n +a — 1, — na). Por lo tanto c es

2 r —1 \
¢c = I'ln+a-1) / (t —na) e Yde = M(t — na)_("+a_2)| W
o n(n+a—2) —o0
r —1
— (TL +a ) (t _ nx(l))—(n+a—2)‘
n(n+a—2)

A continuacién obtengamos la densidad predictiva

1 min{ea} poo g t+z—(n+ 1)
1 - dipdar.
p(:v]w) c / /(; gpn—&-a—&—l exXp { © } paa

— 00

Nuevamente, nétese que el integrando del extremo derecho corresponde al kernel de
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una densidad Ga™'(¢|n + a,t +n — (n + 1)a) para ¢, por lo que se reduce a

T min{z,z1}
plaje) = Lota) / (t+ 2 — (n+ 1)a)-"dq
C —0o
F(TL + a) 1 _ _1) |min{z,z1}
= t _ 1 (n+a—1) 1
c (n+1)(n+a—1)< Tr—(n+la) —oo
~ T(n+a)(t+z—(n+1)min{z,z})"+eD
B c (n+1)(n+a—1)
I'(n+a) (t = )=t T < T

cn+1)(n+a—1)
(t+2x—(n+1)zn)) T > T

Finalmente, sustituyendo el valor de ¢, la densidad predictiva es igual a

n(n+a—2)(t — nxg)) "2
n+1

(t — ng)~ (o=l r < xa),

p(zle) =

(t +x— (n + 1)$(1))_(n+a_1) T > x(1)-

Nuestro interés se centra en a probabilidad Pr(zn) < x < z(m)|®) que es la siguiente

n(n+a—2)(t — nxg))" 02
n+1

Pr(iL‘(l) <r < x(n)]w) =

T(n)
X / (t+2x—(n+ 1)x(1))_(”+a_1)dx

2(1)
n(n+a—2)(t — nxgy)"to?
(n+1)(n+a-—2)
X ((t = )"0 — (t+ 2 — (n+ Dag) ")

B n . < t— 7’L£L’(1) >n+a—2
N n-+1 t+x(n)—(n+1)x(1)

como puede verse es una funcién que depende de los datos y de a.

B.3. Obtencién de la inicial de referencia 7,(«,¢) cuando ¢ (parametro de
escala) es la cantidad de interés.

Para obtener la inicial de referencia 7, (a, ¢), aplicaremos recursivamente el algoritmo de

obtencién de la siguiente manera:
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Fijar ¢ para obtener la previa condicional 7(«|p), luego obtener el modelo integrado

plelp) = / Ex(z|a, o)r(alp)da

y volver a aplicar el algoritmo para obtener ().

B.3.1. Obtencién de 7(a|p).

Desde que se fija ¢, este modelo se convierte en uno que depende solamente de a. La
obtencién de 7(ap) es esencialmente la misma a la dada en la subsubseccién 4.5.3 para

7(a) cuando ¢ = 1.

B.3.2. Modelo integrado con un solo parametro p;(x|y)

Desde que m(a|gp) o< 1 es impropia, sera necesario acotarla en una secuencia creciente de

intervalos del espacio paramétrico de v dado por
A ={a:a e (—ii),i #0}

tal que ;(«|p) serd propia. Entonces ;(a|p) queda expresada como

5  —i<a<i
1

mi(alf) =

0 en otro caso

De esta manera el modelo integrado con un solo pardmetro p;(-|¢) estard definido como

pi(elo) = / Ex(z]a, o) (al)do

con

S={a:ac(—ii) ﬂ(—oo,x)},

que sera el espacio paramétrico de a y para el que no solamente las condiciones de 7;(+)
deben de considerarse, si no también las condiciones del modelo sobre el pardametro, es

decir, —o0o < a < .

Asi, entonces S es la intersecciéon de ambos intervalos, y p;(+|¢) estd definida en los

siguiente casos:
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e Sii < x entonces —i < a < 1,

E i d = — —(lf—a)/cpd
| Bxtelaomalelda = 5 [ e eda
_ L (e Gty
21

e Sii>ux > —ientonces —i < a < ,

E i doo = — —(z—a)/¢ g
| Exlaomaloia = oo [ el
1 .
I

Notese que en el caso x < i, x se encuentra acotada inferiormente por —i, puesto

que es la cota inferior de la inicial m;(-|a) cuando « € (—1,1).

Finalmente, el modelo integrado se resume como:

1 ef(wfi)/w — 67(I+i)/<p Z S xr < o0

= (B.1)

Pz‘(f’c‘@)
1 — e (@ti)/e —i<x<i.

Puede demostrarse muy facilmente que p;(-|p) integra a uno en el espacio paramétrico
XZ‘Z

1 [ , , 1 [t A
/ pl(mhp)dl* = — (6_(3"_1)/90 _ 6_(1""'1)/%0) +1— _/ 6_($+1)/‘Pdl»
pe 2i J; 21 J_,;
4 —2i/ Y 2 _
= —(1-— ® 14+ = 1) =1.
(=) 1 2 (e )

La obtencién de la funcién de distribuciéon acumulada también dividirse en dos casos:
e Sii < x, entonces

i

1
Pr(z < X|y) :2—2/

—1

(1= e~/e)gs + Ql / C(em=ile _ =)o) gy
vJ;

= 1+ 2 1)+ L (1 e g omehife _ g2l
24 21
— 1+ 2 (e @Hi/e _ g=(@=i/e)
1

e Si —i < x < i, entonces

1 [ , 1 .
Pr(z < X|p) = Z/ (1 — e tH/e)gt = % (z+i+ e~ @tD/e _ 1)).

—1
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Por lo tanto,

1+ £ (em@rle — e~@/e) <y

7

Pr(z < X|p) =
L (z+itple @™ —1)) —i<z<i

La media y la varianza también pueden obtenerse. Algunos de los calculos se han omitido.

T ; ; Cx .
Exw(xhp) = / 2—2,(6_@_1)/90 _ e—(x-H)/Sﬁ)dx + / | 2_2(1 o 6—(x+z)/<p)dx

(i + p)
%

(1 —e 2%y ¢ 2% (G +@)e 2% +i — )
= o,

y el valor esperado de 22, que nos ayudard para calcular la varianza, es

2
= L+

—1

e’} xZ ) . @ x2 .
Eyp(?p) = / L (@ le _ o=@ /e) gy 4 / ~a- e~ /2) gy

evaluando cada una de las integrales I; e I se tiene que

L= 2(1—e9)( +2ip +2¢7),
_ i_f —2/o( 2 o o 2 2 o 2
I, = % 22,(6 (=1 — 2pi — 2¢%) +4° — 2ip + 2¢%) .

Entonces Ey,(2?|¢) = % + 2%, v la varianza es

:2
2

1
Var(z|p) = Eup(2?]p) — ¢ = 3¢

Finalmente, simularemos observaciones aleatorias del modelo integrado con un solo
parametro y asi para poder ver su comportamiento.
La Figura B.2 muestra el histograma correspondiente de n = 10000 observaciones, con
i =2y @ =1/5, lalinea continua corresponde a la densidad tedérica. Adicionalmente, el
103

valor esperado es % y la varianza es =2.

B.3.3. Obtencién de la funcién inicial de referencia 7(¢) del modelo integrado
pil-le)

Habiendo obtenido el modelo integrado con un pardmetro p;(-|¢) en la seccién B.3.2 en

este Apéndice, obtengamos la inicial de referencia para .
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020 " pi(xlp) ]
, / \ 1
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X

Figura B.2: Histograma correspondiente de n = 10000 observaciones simuladas
del modelo integrado con un pardmetro p;(z|p), con i = 2, ¢ = 1/5. La linea
continua corresponde a la funcion de densidad tedrica.

La inicial 7(¢) sera aproximada usando el método numérico de obtencién de previas
dado en la subseccién 2.3.1. y puede verse en la Figura B.3 las aproximaciones de ()
para veinte valores de ¢ en un rango de e=? a €3, uniformemente log-espaciados y re-
escalados para que m(1) = 1. Por cada valor de ¢ se simularon n = 5000 de muestras de
tamano k = 300 con 7 = 2. La linea continua corresponde a ¢!, de esta forma podemos

deducir que la inicial buscada es proporcional a 1.

0 5 10 15 20

X

Figura B.3: Aproximacion numérica de la funcidn inicial de referencia 7(yp),
proveniente de 20 valores de ¢ en (e73,e3) uniformemente log-espaciodos vy re-
escalados para que w(1) = 1. Cada punto fue calculado con n = 5000 muestras

aleatorias de tamano k = 300 y valor i = 2. La linea continua corresponde a

m(p) o ot
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Apéndice C
Modelo normal Bivariado.

Dentro de este apéndice, se desarrollan la obtenciones de las densidades final y predictiva
de cada una de las iniciales sugeridas en la subsecciéon 5.2.2, también se analizan las
funciones g y k.
1
Supéngase el modelo normal bivariado Ny(x|0,%), con ¥ = o2 ( P ), oy p

p 1
desconocidos, vector de medias g = 0 conocido.

C.1. Densidades final y predictiva de la inicial de referencia 7.
Suponga la inicial

1

Tp(p,0) 0= )

Dadas dos observaciones ; y @, la densidad final es proporcional a

01— ) !
et e )

donde s.; = x11 + 221, S2 = T12 + Toz Y Si12 = T11T12 + T21T22.

T(P(p7 O-‘wla w2) X

El valor de la constante marginalizacién es

o1 p?) 2 1
- 22 o2 _ o\ 9 —2 dod

donde puede identificarse en la funcién exponencial el kernel de la raiz cuadrada de la
densidad Gamma inversa Ga™'/? para o, i.e., 0 ~ Ga™'/? <a|2, %). Por lo que
c, ahora es

1F(2)1/1 L 11 1

C g _— p:__—
P 4wt 2 sh, ) (g-p)? T Amlsi gt -1
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donde

S.1+ S.2
2812

g= 9(3.1,8.27512) =

es una funcion de @ y a,.
La constante ¢, estd definida si |g| > 1, véase la Seccién C.3 de este apéndice.

La densidad predictiva puede obtenerse facilmente,

_ sats.otai4ad—2p(siptereg)

1 Lo 1
pp(zc\ml,s@) = W/_l/ov We 202(1-p2) dO'dp,

donde puede identificarse nuevamente el kernel de la raiz cuadrada de la densidad Gamma

inversa para el parametro o, i.e.,

o G2 (0|3 $1+ So+ a7+ x5 —2p(s12 + :L'la;g))

2(1 = p?)

Entonces la densidad predictiva adquiere la siguiente expresién,

(3 1 L /1= p?
po(alen, @) = —O) / VIZr,,
00871'3 2(812 + $1ZE2)3 1 (/{ — p)3
I'(3) 1 |kl

24 ¢, m3 (812 + T122)3 2k (K2 — 1)3/2

donde k = k(xy, o) = %, y es vélido para |k| > 1 (véase la Secc. C.3 de este

apéndice).

C.2. Densidad final de la inicial de referencia 7.

Dada la inicial de referencia

ViEYs

m,(p,0) o m,

y dos observaciones ¢, y @», la densidad final es proporcional a

(1—p") 21+ p? 1
47‘(‘20‘5 exp —m(s.l + S.9 — 2,0812) .

La constante de marginalizacion es

B Lo /1= p2 5.1+ S — 2psio
Co = = exp s — dodp
1 Jo 0%(1 = p?)an?

207(1— ?)

T (0, ply, 22) X
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como se ha hecho anteriormente, puede identificarse el kernel de la raiz cuadrada de la

densidad Gamma inversa para o i.e.,

o~ Ga~1/? (0\2 S1t 82— 2p512)

2(1—p?)

Entonces ¢, es igual a

V1
e = (2m)7 (2 2812 / +p > dp
—1 -
1 2v14+ ¢ (V2+ (¢ - 1) arcsmh(l))
= * 1-g+1/2(1+¢?)
85y (9% — 1) 1+¢? (QT Lraty/2(14%) ))

con g = g(xy, x2) = 22122 v |g| > 1 (Secc. C.3).

2512

La densidad predictiva se puede obtener facilmente,

Po(T|T1, X2) = 5¢€

71+ P S-1+S<2+w%+w%720(512“61%2)
21,2
/ / o’(1 5/ e dodp.

Co &3

Anélogamente puede identificarse el kernel de la raiz cuadrada de la densidad Gamma

inversa para el parametro o, i.e.,

b o Ga-1/? (a|3 S1+ 89+ 22+ 22 — 2p(s12 + 513'1113'2))

21— %)

lo cual reduce a p, en la siguiente expresion

Po(x|T1, T2) =

T(3) 4 V( 1+p — )
Co (27‘(‘) (2(812+$1$2 / :0) o

r'(3) 4 /\/1— ”

¢o (2m)3 (2(s12 + x129))

s.1+s.otwital
2(s12+z122)

con k = k(x,xy,xs) = y la integral converge si |k| > 1 (Secc. C.3).

Finalmente, la densidad predictiva es

Polal )= ra) 4 1 1
FEETIC, @n) (s + w1)) 5KV
32F( )I’(E) ypergeometrchFl( 2,9 %)
(e
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donde Hypergeometric2F1(a, b, ¢, z) tiene la siguiente expansion en series de
o Fi(a,b;c;2) = Z c)kzk/k!
k=0

y HypergeometricPFQ ({a1, ..., ap}, {b1, ..., by}, 2) con la siguiente expansién en series

Fyla;biz) =) (a ap), ) (1) (by), 2/ k!

k=0

C.3. Demostracién de |g| > 1y |k| > 1.
Los puntos @1 = (z11,Z12) ¥ €2 = (21, T22) cumplen la propiedad de

(x11 —212)* = (12 —211)> >0 vy (711 +212)> >0,

entonces

xll + x12 + 3721 + x22 > 1.
2(x11712 + T21T22)

(x11 — $12)2 + (xo1 — 3322)2 >0,
Si se tiene el caso de

(x11 + !1312)2 + (291 + !1022)2 >0,

entonces

9511 + 23, + 23, + 73, > 1.
2(z11712 + T21T22)

af oty +ad, +a3,
2(z11®12+221222) )
La condicién |k| > 1, tiene un comportamiento similar desde que

Si definimos a g = g(x1, 2) = luego g deber ser |g| > 1.

S1+ s+ a1+ 13
2(812 + 51711’2)

k= k(x, 22, x) =
con
2 2 2 2 _
8.1 = T1] T T3y, S2 =Ty T T Y Si2 = T11Ti2 + T21T22.

Demostremos ahora la condicion |g| > 1 para que la densidad final converja, para eso

trabajaremos con la expresion general de la inicial dada por

(0, p) oo (1= p?) (1 + p?)",
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entonces, dadas dos observaciones x; y xs la constante de marginalizacion es

1 + p — st (s.1+5.2—2ps12)
‘ _/ / o'a+4 )b+1e S dodp.

Comencemos con los valores de a,b # 0,c¢ = 0 (la inicial 7, pertenece a este caso). El

valor del constante de la densidad final tiene la siguiente forma

1 poo _ 2 —(b+1)
/ / %e‘w“l“ﬂ’””)dadn (1)
—-1J0

Puede identificarse el kernel de la raiz cuadrada de la densidad Gama inversa para el

parametro o, i.e.,

o ~ Ga_1/2 a+3 $.1+ S — 2p812
2 7 2(1—=p?) '

Entonces la constante c es

a3\, 1 [t (1= )tz
c = (2m) F( 9 )2 (a+3)/2/ _p)(a+3)/2 dp.

S99 1 (g
-~
I
con g = % Trabajemos tnicamente la integral I; a la cual le aplicamos la siguiente

transformacién de p:

1
T:10g1+p, 00 < T <00, dr=(1l+coshr)™

Entonces,

1 [e.e]
o= 5 [ (e D)0 g - tanh 7y G0 4 coshir) dr
1 1

2 /—oo (cosh Z)B+a=20)(g — tanh Z)(+a)/2

dr. (C.2)

Utilicemos las siguientes definiciones de las funciones hiperbdlicas

e? 4+ e ? e — e’ sinh z

hz=——— inhz=———, tanhz= C.3
cosh z 5> sinhz 5 tamhz=——— (C.3)
Entonces C.2 es igual a
1 00 67./2 + 677./2 —(3+a—2b) 67./2 o 677/2 —(3+a)/2 d C 4
5/_00 2 U eT/2 +6_T/2 T ( ’ )
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Sia=0b=1yc=0 (inicial 7,), la integral (C.4) se reduce a

/°° %e” ; 2
7' pr—
o I+ g+e(g—1))2 -1

claramente puede verse que |g| > 1.
Por otro lado, suponga el caso de g = 1 entonces demostremos que la integral (C.4)

con los valores a = b =1, ¢ = 0 diverge,

00 T/2 —7/2 =2 T/2 _ —T/2 -2 00
e’ +e e e e
/—oo(—2 ) (1_—67/2+€—T/2> dT—/_Ooe dr = oo.

El caso g = —1 arroja un resultado es similar.
Ahora demostremos que para los valores a,b,c # 0 (la inicial 7, corresponde a este

caso) y g = 1, la integral C.1 no converge. Sea la nueva constante,

(a+4

Notese que o tiene una densidad raiz cuadrada de la Gama inversa, i.e.,

o~ Ga-1/2 |a+3 5.1+ 5.9 — 2pS1o
2 7 2(1 — p?) '

Después de algunas manipulaciones algebraicas la integral C.5 es

L) [ 2\c 2 (a+3)/2— (b+1) (a+3)/2
= S (L4+p)(1=p) (9—p) dodp.
73519 -1

con g determinada previamente.

1+p

Aplicando nuevamente la transformacion 7 = log 1= oy usando las igualdades C.3, la

integral tiene la siguiente forma

/ (sechg)c(coshTsinhQg)(““_%)/?(g tanh — ) (@+3)/2g ),

o0

Si sustituimos los valores especificos a = b = 1, ¢ = 1/2 (inicial 7,) con g = 1, se

tiene que diverge

<1
/ 3¢ sech dr = 2(e™/? — arctanh e™/?)|*_ = oo.

[e.9]

Si g = —1 arroja un resultado similar. Por lo tanto se requiere que |g| > 1.

La funcién k, también debe cumplir con la condicién |k| > 1 cuya demostracién es
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similar a la de la funcién g y por tanto se omite.

163



164



Apéndice D

Coeficiente de correlacion

desconocido

Demostracion de la convergencia de la distribuciones finales

En este apéndice se desarrolla la demostracion de la convergencia de las funciones finales
dadas en la seccion 5.2.1.

Sea el modelo Normal bivariado No(|0, ) donde

con p desconocido.

Se desarrolla la demostracion utilizando la expresion general de las funciones iniciales
dada por (5.4),

map(m) o< (1= p?)*(1 + p*)".

Recuérdese que

e Sia=—1yb=1/2, tendremos la funcién inicial de referencia
: V14 p?
WRP(P) o< \i(p) = 1——p2;
e Sia= —1yb=0 se tiene la funcién inicial m,(p) # correspondiente de la

transformacion ¢ = arctanhp.

Dadas dos observaciones aleatorias @1 = {11, 12} v 2 = {xa21, x22}, la funcién final
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es proporcional a

m(plzr, ®s) o (1—pH)* (14 p?)
x3) + xfy + a3, + 13y — 2p(T11212 + T21722)
e 2(1—p?)

donde la constante de marginalizacion es

_ /1 (1 + p2)b ox l‘%l + l’%Q + 1’%1 + $§2 — 2p<£L‘11£L‘12 + l’zll'gg) dp

Nétese que el elemento de la integral anterior (1 + p?)® es una funcién continua en el
intervalo (—1, 1), cuyo valor siempre esté definido, por tanto podemos omitirlo y definir

la siguiente funcién

F(o) = (1 — )" exp {

xl + xiy 4+ 13 + 23, — 2p(T11212 + X1 T02)
31— ) '

entonces nos concentraremos en demostrar que fjl f(p)dp < oo. Obsérvese que ambas
funciones iniciales coinciden con el valor a = —1, por tanto desarrollamos este caso
solamente.

Comenzaremos con el elemento del exponente, al cual le sumamos y restamos la
cantidad p?(z%, + r3,) para completar los términos cuadraticos,

23y + 3y + a3y + 25y — 2p(w11212 + T21T0) (o - pr12)? + (221 — pron)?
1—p? - 1— p2
+H(aly + 73,),

entonces

B 1 (211 = pr12)® + (221 — p29)® | 23y + 25y
flp) = 1= exp{ 20— p2) + 5 } . (D.1)

Trabajemos ahora el término (z1; — pr12)? + (21 — pag)?

($11 — ,0$12)2 + (w91 — P$22)2 =

2 2
i +x5, -9 T11T12+T21T22 + 2
2 +x2 p x +rz p
127222 127722

= (a, +3,) ¥
_(96115012+2?21122)2 + <I11I12+3€21I22)2

$%2+5’5§2 x%2+m§2
2 2
T11T12 + T X T11L12 + L1 X
9 9 11712 2122 9 9 11712 21T22
= (27y + 73) (P - B D) ) + (z7; +25,) — < D) B )
Ty + Ty Tl T+ Ty

Vv

0.
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Notese que se cumple la siguiente desigualdad

Il
=9

2
T11T12 + 9321$22>

(z11 — p12)? + (T21 — pT20)* > (23, + 73,) — <
H 2 Ty + T3

Suponiendo que d > 0, y puesto que el segundo término del exponente en (D.1) es

z? +:L"2
=2 > 0, entonces

(w1 = pr1g)® 4 (w1 — prag)® @y +ady < d

2(1-p?) 2 7 21-p7)

Definase la funcién h(p) como

claramente puede verse que f(p) < h(p).

Demostremos ahora que [ = f_ll h(p)dp < oo usando el hecho de que h(p) es simétrica

n (—1,1),

1
122/ h(p)dp < cc.
0

Hégase el siguiente cambio de variable

d 1
uzl—pQ’ p=1+1-—d/u, dp:2u2—

1—d/u

con el dominio de integracion d < p = u. Por lo que

Por otro lado, sabemos que u > d > 0,

e Siu > 1 entonces u > /u, y se cumple la desigualdad

entonces
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e Sid<wu<1,entonces 1 > /u,y

o 1
I < / — e ?du = V2re ¥? < 0
FRERY d

u —

Puesto que I, < 0o, entonces I < oo y por tanto f_ll f(p)dp < oo, las funciones finales

son propias.

168



Referencias

Abramowitz, M.y Stegun, I. A. (1972). Handbook of mathematical functions. New York:

Dover Publications, Inc.

Aitchison, J. (1964). Two papers on the comparison of Bayesian and frequentist ap-
proaches to statistical problems for prediction: Bayesian tolerance regions. Journal of
the Royal statistical society B, Vol. 26, No. 2, p. 161-175.

Aitchison, J.y Dunsmore, I. R. (1975). Statistical prediction analysis. Cambridge: Uni-
versity Press.

Anderson, T. W. (1958) An introduction to multivariate statistical analysis. New York:
Wiley.

Ash, R.B. (1972) Real analysis and probability. New York: Academic press.

Balakrishnan, N. y Cohen, A. C. (1991). Order statistics and inference: estimations meth-

ods. Academic Press: London.

Bayarri, M. J. (1981). Inferencia Bayesiana sobre el coeficiente de correlacién de una
poblacién bivariante. Trabajos de estadistica, 32, p. 18-31.

Bayes, T. R. (1763),“An essay towards solving a problem in the doctrine of chances”,
Philosophical Transactions of the Royal Society, 53, 370-418. Reprinted in Biometrika.
45, 243-315, 1958.

Berger, J. O. (1985). Statistical decision theory and Bayesian analysis, New York: Springer-
Verlag. 2nd edition.

Berger, J. O. (2006). The case for objective Bayesian analysis. (with discussion) Bayesian
analysis, 1, No.3, p. 385-402 y 457-464.

Berger J. O. y Bernardo, J. M.(1989). Estimating a product of means: Bayesian analysis
with reference priors. Journal of American Statistical Association, Vol. 84, No. 405,
200-207.

Berger, J. O. y Bernardo, J. M. (1992a). On the development of the Reference Prior
Method. Bayesian Statistics 4: Proceedings of the Fourth Valencia International Meet-
ing. ( J.M. Bernardo, J.O. Berger, A.P. Dawid and A.F.M. Smith, eds.) Oxford, U.K.:
Clarendon Press, p. 35-60.

Berger, J. O. y Bernardo, J. M. (1992b). Ordered group reference priors with application
to the multinomial model. Biometrika 79, p. 25-37.

Berger, J. O. y Bernardo, J. M. (1992c). Reference priors in a variance components prob-
lem. Bayesian Analysis in Statistics and Econometrics, (P.K. Goel and N.S. Iyengar,
eds.). Berlin: Springer, p. 323-340.

Berger, J. O. y Sun, D. (1998). Reference priors with partial information. Biometrika,
85, p. 55-71.

169



Berger, J. O. y Sun, D. (2006). Objective priors for a bivariate normal model with mul-
tivariate generalizations. Technical Report 07-06, ISDS, Duke Univ.

Berger, J. O. y Sun, D. (2008). Objective priors for the bivariate normal model. The
Annals of Statistics 36, p. 963-982.

Berger, J. O., Bernardo, J. M. y Sun, D. (2009a). The formal definition of reference priors.
The Annals of Statistics 37.

Berger, J. O., Bernardo, J. M. y Sun, D. (2009b). Reference priors for discrete parameter
spaces. Technical report. University of Valencia.

Berger, J. O., Bernardo, J. M. y Sun, D. (2009¢). Natural induction: An objective Bayesian
approach. Rev. Acad. Sci. Madrid, A 103, p. 125-159 (invited paper with discussion).

Bernardo, J. M. (1978). Unacceptable implications of the left Haar measure in a standard
normal theory inference problem. Trabajos de Estadistica y de Investigacion Operativa,
Vol. 29.

Bernardo, J. M. (1979). Reference posterior distributions for Bayesian inference (with
discussion). Journal of the Royal Statisical Society, Ser. B, 41, p. 113-147.

Bernardo, J. M. (1999). Nested hypothesis testing: the Bayesian reference criterion.
Bayesian Statistics 6: Proceedings of the Fourth Valencia International Meeting. (
J.M. Bernardo, J.O. Berger, A.P. Dawid and A.F.M. Smith, Eds.) Oxford, U.K.:
Clarendon Press, p. 101-130.

Bernardo, J. M. (2003). Bayesian statistics. Encyclopaedia of life support systems. Prob-
ability and statistics. (R. Viertl, ed.), Oxford, UK: UNESCO.

Bernardo, J. M. (2005a). Reference Analysis. Handbook of Statistics, Vol. 25. Amsterdam:
Elsevier, p. 17-90.

Bernardo, J. M. (2005b). Intrinsic credible regions: an objective Bayesian approach to
interval estimation. Sociedad de estadistica e investigacion operativa, TEST, Vol. 14,
No. 2, p. 317-384.

Bernardo, J. M. (2005¢). Intrinsic point estimation of the Normal variance. Bayesian
statistics and its applications (S.K. Upadhyay, U. Singh and D.K., Dey, eds.) New
Delhi: Anamaya Pub. 2005, p. 110-121.

Bernardo, J. M. y Judrez, M. (2003). Intrinsic estimation, Bayesian Statistics 7 (J. M.
Bernardo, M. J. Bayarri, J. O. Berger, A. P. Dawid, D. Heckerman, A. F. M. Smith
and M. West, eds). Oxford: University press, p. 465-476.

Bernardo, J. M. y Ramén, J. M. (1998). An introduction to Bayesian referece analysis:
inference on the ratio of multinormal parameters. J. Royal Statistical Society D 47,
p. 101-135.

Bernardo, J. M. y Rueda, R. (2002). Bayesian hypotesis testing: A reference approach.
Internat. Statist. Rev., 70, 351-372.

Bernardo, J. M. y Smith, A.F.M. (1994). Bayesian Theory. Chichester: Wiley

170



Box, G.E. P., y Tiao, G. C. (1973). Bayesian inference in statistical analysis. Reading,
MA: Addison-Wesley.

Chang, I. H., Kim B. H. y Mukerjee, R. (2003) Probability matching priors for predict-
ing unobservable random effects with application to ANOVA models. Statistics and
Probability Letters, 62, p. 223-228

Chernoff, H. (1954) Rational selection of decision functions. Econometrika, 22, p. 422-443

Clarke, B. y Barron, A. (1994) Jeffreys prior is asymptotically least favorable under
entropy risk. Journal of Statistical Planning and Inference, 41, p. 36-60.

Datta, G. S. y Ghosh, M. (1995a) On priors providing frequentist validity for Bayesian
inference. Biometrika 82, 1, p. 37-45.

Datta, G. S. y Ghosh, M. (1995b). Some remarks on noninformative priors. J. Amer.
Statist. Assoc. 90, p. 1357-1363.

Datta, G. S. y Ghosh, M. (1996). On the invariance of noninformative priors. Ann.
Statist. 24, p. 141-159.

Datta, G. S., Mukerjee, R., Ghosh, M.y Sweeting, T. J. (2000) Bayesian prediction with
approximate frequentist validity. The Annals of Statistics, Vol. 28, No. 5, 1414-1426

Datta, G. S., Mukerjee, R. (2003) Probability matching priors for predicting a dependent
variable with application to regression models. Annals of the Institute of Statistical
Mathematics, 55, 1, p. 1-6.

Datta, G. S., Mukerjee, R. (2004). Probability matching priors: higher order asymptotics.
Lecture notes in Statistics. New York: Springer.

Datta, G. S. y Sweeting, T. J. (2005). Probability Matching Priors. Handbook of Statistics,
Vol. 25 Elsevier, p. 91-114

Dawid, A.P. (1983). “Invariant prior distributions”, Encyclopedia of Statistical Sciences,
eds. S. Kotz and N.L. Jonhson. New York: John Wiley, p. 228-236.

Dawid, A.P., Stone, M. y Zidek, J.V. (1973). Marginalization paradoxes in Bayesian and
structural inference. J. Roy. Statist. Soc. B, 35, p. 189-233 (with discussion).

DeGroot, M. H. (1973) Doing what comes naturally: Interpreting a tail area as a posterior
probability or as a likelihood ratio. Journal of the American Statistical Association,
68, Numebr 44, p. 966-969.

DeGroot, M. H. (1975) Probability and Statistics. California: Addison-Wesley.

Eaton, M. L. y Sudderth, W. D. (1998) A new predictive distribution for normal multivari-
ate linear models. Sankhya A : The Indian Journal of Statistics, Vol. 60, p. 363-382.

Eaton, M. E. y Sudderth, W. D. (1999) Consistency and strong inconsistency of group-

invariant predictive inferences. Bernoulli, 5, p. 833-854.

Efron, B. (1970) Comments on Blyth’s paper. Annals of Mathematical Statistics, 41,
p- 1049-1054.

171



Efron, B. (1973) Discussion of “Marginalization paradoxes in Bayesian and structural
inference” by A. P. Dawid, M. Stone, and J. V. Zidek (1973). Journal of the Royal
Statistical Society, Ser. B, 35, 219.

Everitt, B.S. (2002). The Cambridge dictionary of statistics, 2nd. Ed. Cambridge: Uni-

versity Press.

Ferndndez, C. y Steel, F.J. M (1999). Reference priors for the general location-scale
model. Statistical and Probability Letters 43. Elsevier, p. 377-384.

Fisher, R. A. (1915). Frequency distribution of the values of the correlation coefficient in
samples from an indefinitely large population. Biometrika, Vol. 10, p. 507-521.

Fogiel, M. (2002). The advanced calculus problem solver. New Jersey: Research and edu-

cation association.
Geisser, S. (1993). Predictive inference: an introduction. London: Chapman and Hall.

Ghosal, S. (1997). Reference priors in multiparameter nonregular cases. Test, Vol. 6, No.
1, p. 159-186.
Ghosal, S. y Samanta, T. (1997). Expansion of Bayes factor risk for entropy loss and

reference prior in nonregular cases, Statistics and Decisions, No. 15, p. 129-140.

Ghosh, J.K. y Mukerjee, R. (1992a). Non-informative priors (with discussion). In Bernardo,
J.M., Berger, J.O., Dawid, A.P., Smith, A.F.M. (Eds.). Bayesian Statistics, vol 4.. Ox-
ford: University Press, p. 195-210.

Good, I. J. (1969) What is the use of a distribution? Multivariate Analysis (Krishnaiah,
ed.) New York: Academic Press, p. 183-203.

Good, I. J. (1969) A subjective evaluation of Bode’s law and an “Objective” test for
approximate numerical racionality. Journal of the American Statistical Association,
64, Num. 325, p. 23-49

Good, 1. J. y Crook, J. F. (1987) The robustness and sensitivity of the Mixed-Dirichlet
Bayesian test for ““independence” in contingency tables. The Annals of Statistics 15,
Num. 2, p. 670-693

Gradshteyn, [.S. y Ryzhik, .M (1994) Table of integrals, series and products, Fifth edition
(Alan Jeffrey, ed.) San Diego CA: Academic Press.

Hartigan, J. A. (1964). Invariant prior distributions. Annals of Mathematical Statistics,
35, p. 836-845.

Hartigan, J. A. (1965). The asymptotically unbiased prior distributions. Annals of Math-
ematical Statistics, 36, p. 1137-1152.

Hartigan, J. A. (1966). Note on the confidence-prior of Welch and Peers. Journal of the
Royal Statistical Society, B, 28, 55-56.

Hartigan, J. A. (1983). Bayes theory. New York: Springer-Verlag.

172



Hartigan, J. A. (1998). The maximum likelihood prior. The annals of statistics, 26,
p. 2083-2103.

Hinkley, D.V. (1969). On the ratio of two correlated normal random variables. Biometrika,
56, 3, p. 635-639.

Hora, R.B. y Buehler, R.J. (1966). Fiducial theory and invariant estimation. Ann. Math.
Statist. 37, p. 643-656.

Hora, R.B. y Buehler, R.J. (1967). Fiducial theory and invariant prediction Ann. Math.
Statist. 38, p. 795-801.

llin, V. y Pozniak, E. (1980). Fundamentos del andlisis matemdatico. Tomo II1. Moscu:
Mir.

Jaynes E.T. (1968), Prior Probabilities. IEEE Transactions on Systems Science and Cy-
bernetics, vol. sec-4, no. 3, pp.227-241

Jeffreys, H. (1946) An invariant form for the prior probability in estimation problems,
Proceedings of the Royal Society of London, Ser. A, Vol. 186, p. 453-561.

Jeffreys, H. (1961) Theory of Probability (Third Edition). Oxford: Clarendon Press.

Jeffreys, H. (1963) Review of The foundations of statistical inference by L.J. Savage, M.S.
Bartlett, G.A. Barnard, D.R. Cox, E.S. Pearson and C.A.B. Smith, Technometrics,
5, p. 407-410.

Jonhson, J. L. y Kotz, S. (1969) Distributions in statistics: discrete distributions. USA:
Wiley

Jonhson, J. L. y Kotz, S. (1970) Continuous univariate distributions. USA: Wiley

Jonhson, J. L. y Kotz, S. (1972) Distributions in statistics: continuous multivariate dis-
tributions. New York: Wiley

Jonhson, J. L., Kotz, S. y Balakrishnan, N. (1994) Continuous univariate distributions.
Vol. 1, 2nd Edition. New York: Wiley.

Jonhson, J. L., Kotz, S. y Balakrishnan, N. (1994) Continuous univariate distributions.
Vol. 2, 2nd Edition. New York: Wiley.

Kashyap, R. L. (1971). Prior probability and uncertainty. IEEE Transactions on infor-
mation theory, IT-14, p. 641-650.

Kass, R. E. (1982). A comment on “Is Jeffreys a ‘Necessarist’?”, The American Statisti-
cian, 36, No. 4, p. 390-391.

Kass, R. E. (1989). The geometry of asymptotic inference. Statistical science, 4, p. 188-
234.

Kass, R. E.(1990). Data-translated likelihood and Jeffreys’s rules, Biometrika, 77, 1,
p. 107-114.

Kass, R. E. y Wasserman L. (1996). The Selection of prior distributions by formal rules.
Journal of the American Statistical Association, Vol. 91, No. 435, p. 1343-1370.

173



Komaki, F. (1996). On the asymptotic properties of predictive distributions, Biometrika,
83, p. 299-313.

Kuboki, H. (1998) Reference priors for prediction. Journal of Statistical Planning and
inference, 69, pp. 295-317.

Laplace, P. S. (1814/1825). Essai philosophique sur les probabilités. Paris: Courcier (5th
ed.). English translation in 1952 as Philosophical essay on probabilities. New York:

Dover.

Levine, R.A. y Casella, G. (2003). Implementing matching priors for frequentist inference.
Biometrika 30, pp. 127-137.

Lindley, D. V. (1958). Fiducial distributions and Bayes’s theorem. Journal of the Royal
Statistical Society, Ser. B, 20, p. 102-107.

Lindley, D. V. (1965). Introduction to probability and Statistics from a Bayesian viewpoint,

part 2, Inference. London: Cambridge University Press.

Mardia, K. V., Kent J. T. y Bibby, J. M. (1979) Multivariate analysis London: Academic

Press.

Pérez-Elizalde, S. (2005), Métodos Bayesianos objetivos de comparacion de medias, PhD.

Thesis, Universitat de Valencia, Valencia, Spain.

Pham-Gia, T., Turkkan, N. y Marchand, E. (2006) Density of the ratio of normal variables

and applications. Communications in statistics: theory and methods., 35, p. 1569-1591.

Rissanen, J. (1983). A universal prior for integers and estimation by minimum description
length. The annals of Statistics, Vol. 11, No. 11, p. 416-431.

Robert, C.P. (1996). Intrinsic losses. Theory and decision, 40, p. 191-214.
Robert, C.P., Chopin, N. y Rousseau, J. (2008). Harold Jeffreys’ Theory of probability

revisited, Statistical Science (to appear, with discussion).

Savage, L. J. (1962) “Bayesian Statistics”, in Recent developments in information and
decision theory, eds. R.F. Machol and P. Gray, New York: Macmillan, reprinted in the
The writings of Leonard Jimmie Savage - A memorial selection (1981), Washington

DC: American Statistical Association and Institute of Mathematical Statistics.

Seidenfeld, T. (1987). Entropy and uncertainty. Foundations of statistical inference, eds.
[.B. MacNeill and G.J. Umphrey, Boston: D. Reidel Publishing company. p. 259-287

Selby, S. M. (1972) Standard Mathematical Tables (twentieth edition). Ohio: The Chem-
ical Rubber.

Severini, T. A., Mukerjee, R. y Ghosh, M. (2002). On an exact probability matching
property of right-invariant priors. Biometrika 89, p. 952-957.

Shafer, G. (1976). A mathematical theory of evidence, Princeton, NJ: Princeton University

Press.

174



Smith, R. L. (1999). Bayesian and frequentist approaches to parametric predictive infer-
ence. Bayesian Statistics 6 (J. M. Bernardo, J. O. Berger, A. P. Dawid and A. F. M.
Smith, eds.) Oxford: University Press, pp.589-612, (with discussion).

Stigler, S. M. (1982), Thomas Bayes’s Bayesian Inference, J.R.Statist. A, 145, p. 250-258.

Stigler, S. M. (1986a), The history of Statistics: the measurement of uncertainty before
1900. Cambridge MA: The Belknap Press of Harvard University.

Stigler S. M. (1986b), Laplace’s 1774 memoir on inverse probability, Statistical Science,
Vol. 1, 3, pp. 359-378.

Stone, M. (1976) Strong inconsistency from uniform priors. Journal of the American
Statistical Association, Vol. 71, N. 353, p. 114-116.

Stone, M. y Dawid, A.P. (1972). Un-Bayesian implications of improper Bayes inference
in routine statistical problems, Biometrika, 59, No. 2, pp.369-375.

Sweeting, T.J. (2007). On predictive probability matching priors. Technical report No.
278, University College London.

Thatcher, A.R. (1964). Relationships between Bayesian and confidence limits for predic-
tions. J. Roy. Statist. Soc., Ser. B 26, p. 176-210.

Tibshirani, R.J. (1989). Noninformative priors for one parameter or many. Biometrika
76, p. 604-608.

Villegas, C. (1971). On Haar priors. Foundation of statistical inference (V.P. Godambe
and D.A. Sprott, eds.). Toronto: Holt, Rinehart and Wiston, p. 409-414 (with discus-
sion).

Villegas, C. (1981). Inner statistical inference II. Ann. Statist., 9, p. 768-776.

Welch, B. L. (1939). On the distribution of maximum likelihood estimates. Biometrika,
31, p. 187-190.

Welch, B.L. y Peers, H.W. (1963). On formulae for confidence points based on integrals
of weighted likelihoods. J. Roy. Statist. Soc., Ser. B 35, p. 318-329.

Yang, R. y Berger, J.O. (1994). Estimation of a covariance matrix using the reference
prior. The Annals of Atatistics, Vol. 22, No. 3, p. 1195-1211.

Zellner, A. (1971a) Bayesian and non-bayesian analysis of the Log-Normal distribution
and Log-Normal regression. Journal of the American Statistical Association, 66, Num.
334, pp. 327-330

Zellner, A. (1971b). An introduction to Bayesian inference in econometrics. New York:

John Wiley.

Zellner, A. (1977). Maximal data information prior distributions. New Developments in
the Applications of Bayesian Methods (A. Aykac and C. Brumat, eds.). Amsterdam:
North-Holland, p. 201-215.

175



Zellner, A. (1982a) Is Jeffreys a “Necessarist”? The American Statistician, 86, No.1,
p- 28-30.

Zellner, A. (1982b), Reply to A comment on “Is Jeffreys a ‘Necessarist’?”, The American
Statistician, 36, No. 4, p. 392-393.

176



