TESIS DOCTORAL

Compresion y restauracion de
imagenes por técnicas no
lineales

Vicente Renau Torres

Direccion: Pep Mulet Mestre y Francesc Arandiga
Llaudes

Universitat de Valéncia
Valéncia, 2011.






COMPRESION Y RESTAURACION
DE IMAGENES POR TECNICAS NO
LINEALES

Memoria presentada por Vicente Renau Torres, Licenciado en
Matematicas; realizada en el departamento de Matematica
Aplicada de la Universidad de Valencia bajo la direccion de Pep
Mulet Mestre, Profesor Titular de este departamento, y Francesc
Arandiga Llaudes, catedratico de este departamento, con el
objetivo de aspirar al Grado de Doctor en Matematicas.

Valencia, 24  de junio de 2011
Francesc Arandiga Pep Mulet Vicente Renau
Director Director Aspirante al Grado
de Doctor

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA
FACULTAD DE MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE VALENCIA






Agradecimientos

Quiero expresar mi mas sincero agradecimiento a mis direc-
tores de tesis, Pep Mulet y Paco Arandiga, por sus animos cons-
tantes, su confianza y su comprension a lo largo de estos afios.
Igualmente les agradezco sus recomendaciones, sus consejos y su
ayuda decidida siempre que la he necesitado.

Ellos han guiado esta investigacion atendiendo todas mis dudas
con infinita paciencia y han hecho posible la realizacion de este
proyecto.

Quiero dar las gracias también a mi familia por su apoyo in-
condicional. A ellos dedico este trabajo.

Valencia, 2011 Vicente



VI




Indice general

Introduccion

I Compresion de imagenes

1. Fundamentos de la compresion de imagenes
1.1. Teoria de la informacion . . . . .. ... .. .. ....
1.2. Teoria de la codificacion . . . . . . . ... ... .. ...
1.3. Compresion . . . . . . . . ..o
1.4. Estandares de compresion de imagenes . . . . . . ..

2. Transformaciones multiescala con Error Control
2.1. Introduccion . . . .. ... ...
2.2. Transformaciones multiescala . . . . . ... ... ...
2.3. Obtencion de los datos discretos. . . . . . .. ... ..
2.4. Multirresolucion basada en valores puntuales. . . . .
2.5. Multirresolucion basada en medias encelda . . . . . .
2.6. Comparacion de métodos de compresion . . . . . . . .
2.7. Regiones de interés . . . . . .. ... ... .. ... ..

3. Interpolacion WENO 2D para valores puntuales
3.1. Introduccion . . . . . ... Lo oo
3.2. Interpolacion bidimensional . . . .. ... .. ... ..
3.3. Interpolacion WENO bidimensional . . . . . . . .. ..
3.4. Experimentos numeéricos . . . . .. ... ... ... ..

IX

11
21

35
35
36
41
42
65
82
91



VIII INDICE GENERAL

II Restauracion de imagenes 119
4. Eliminacion de ruido en imagenes 121
4.1. Introduccion . . . ... ... Lo oL 121
4.2. Descripcion del problema . . . . . .. ... .. ... .. 126
4.3. Funcionales cuadraticos . ... ... ... ... .... 128
4.4. El funcional Variacion Total . . . .. ... .. ... .. 130
4.5. Efecto escalera. Generalizacion de R(u) . . . . . . . . . 133
5. Discretizacion y solucion del problema 137
5.1. Existenciay unicidad . . . . ... ... ... ... ... 138
5.2. Estabilidad . . .. ... ... ... ... 0000 141
5.3. Solucion del problema discreto . . . .. ... ... .. 142
5.4. Algoritmos basicos . . . . . . ... ..o 145
6. Método de Newton primal-dual 149
6.1. Derivacion del método . . . . . . ... . ... ... ... 149
6.2. Experimentos numeéricos . . . . . ... ... ... ... 151
7. Conclusiones y perspectivas 173
A. Descripcion de los algoritmos EZW y SPIHT 177
A.1. Algoritmo EZW . . . . . . ... Lo oo 177
A.2. Algoritmo SPIHT . . . . . .. ... ... .. .. ..... 192

Bibliografia 213



Introduccion

Esta memoria consta de dos partes: compresion de imagenes y
restauracion de imagenes.

Empezamos la parte dedicada a la compresion de imagenes ha-
ciendo un repaso sobre fundamentos de compresion de imagenes
y explicando algunos estandares. Describimos los algoritmos EZW
y SPIHT con detalle en el apéndice A.

Hay aplicaciones de compresion de datos, donde el control de
calidad es de suma importancia. Ciertas caracteristicas de la se-
nal decodificada deben ser recuperadas de forma exacta, o con
mucha precision, aunque se prefiriera la eficiencia con respecto a
almacenamiento y velocidad de calculo. En esta tesis presentamos
algoritmos multiescala de compresion de datos en el marco de la
multiresolucion de Harten que dan una determinada estimacion
del error entre la imagen original y la decodificada, medida en las
normas discretas L., y Lo.

El algoritmo bidimensional propuesto, que no se basa en una
estrategia de producto tensorial, proporciona cotas a priori del
error maximo (PAE), del Error Cuadratico Medio (ECM) y del Root
Mean Square Error (RMSE) de la imagen decodificada que depen-
den de los parametros de cuantificacion. Ademas, después de la
compresion de la imagen mediante la aplicacion de esta transfor-
macion multiescala no separable, el usuario tiene el valor exacto
de la PAE y del RMSE antes de que el proceso de decodificacion se
lleva a cabo. Mostramos como esta técnica se puede utilizar para
obtener algoritmos de compresion sin pérdida y casi-sin pérdida.

También presentamos algoritmos de multiresolucion bidimen-
sionales no separables en el contexto de medias en celda que nos



permiten obtener algoritmos que garantizan a priori una cierta ca-
lidad en la imagen descomprimida. Por otra parte, después de apli-
car el algoritmo conocemos el error exacto entre la imagen original
y la imagen descomprimida, medido en la norma discreta L., sin
que sea necesario descomprimir la imagen.

En [6] se propone la extension tensorial 2D de interpoladores
ponderados ENO (WENO) unidimensionales basados en valores
puntuales. Esta interpolacion puede genéricamente lograr un or-
den de precision de 2r, al utilizar conjuntos de 2r puntos, en regio-
nes en las que la funcion que se interpola es suave.

En esta tesis se propone un algoritmo de interpolacion 2D no
separable basado en interpolacion 2D ENO ponderada donde los
pesos son calculados de manera similar a como se propone en [36].
Ademas, en esta tesis obtenemos los siguientes resultados para
cualquier r, utilizando conjuntos de puntos de 2r x 2r puntos: (1)
el orden de interpolacion es de 27 en regiones suaves; (2) el orden la
interpolacion es de r+1, como en los interpolantes ENO, cuando la
funcion tiene una discontinuidad en el conjunto de 2r x 2r puntos,
pero es suave en al menos uno de los subconjuntos de (r+1)x (r+1)
puntos; (3) los pesos 6ptimos se obtienen en forma cerrada.

Los resultados aqui obtenidos han sido sometidos a publicacion
en los trabajos siguientes:

» Francesc Arandiga, Pep Mulet y Vicente Renau, Lossless And
Near-lossless Image Compression Based On Multiresolution Analy-
Sis.

» Francesc Arandiga, Pep Mulet y Vicente Renau, Cell average
data compression algorithms with exact error control.

» Francesc Arandiga, Pep Mulet y Vicente Renau, Non-sepa-
rable two-dimensional weighted ENO interpolation.

En la parte que versa sobre la restauracion de imagenes es-
tudiamos problemas variacionales que son generalizaciones de la
supresion de ruido en imagenes mediante minimizacion de la va-
riacion total [46]. Con estas generalizaciones se pretende suavizar
el efecto escalera que produce la restauracion por variacion total
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en transiciones suaves. Especificamente, proponemos un méto-
do rapido y robusto para la solucion de las ecuaciones de Euler-
Lagrange de los problemas generalizados. Este método generaliza
el método propuesto en [15].

Los resultados aqui obtenidos han sido sometidos a publicacion
en el siguiente trabajo:

= Francesc Arandiga, Pep Mulet y Vicente Renau, A fast primal-
dual method for generalized Total Variation denoising

Esquema de la Tesis

Esta tesis esta organizada de la siguiente forma:

Capitulo 1: introducimos los hechos y conceptos basicos de
la compresion de imagenes.

Capitulo 2: proponemos transformaciones multiescala no se-
parables con un mecanismo de control del error que resulta
util en muchas aplicaciones y totalmente necesario en algu-
nas.

Capitulo 3: proponemos un mecanismo de interpolacion Wei-
ighted Essentially Non-Oscillatory (WENO) bidimensional y
no separable y presentamos diversas comprobaciones de sus
prestaciones en esquemas de subdivision (zoom).

Capitulo 4: exponemos el problema de la eliminacion del rui-
do en imagenes mediante técnicas variacionales, mencionan-
do la restauracion por variacion total y problemas relaciona-
dos, asi como la necesidad de modificar el funcional regulari-
zador para disminuir el efecto escalera.

Capitulo 5: planteamos las ecuaciones para resolver discreti-
zaciones de generalizaciones del problema de la minimizacion
de la variacion total para la eliminacion de ruido en imagenes,
asi como métodos basicos para su solucion.



XII

Capitulo 6: proponemos un método de Newton primal-dual
para la solucion rapida y robusta de las ecuaciones obtenidas
en el capitulo anterior.

Capitulo 7: exponemos las conclusiones obtenidas a lo largo
de la memoria y proponemos lineas de investigacion futuras.



Parte 1

Compresion de
imagenes







Fundamentos de la
compresion de imagenes

Comprimir es el proceso mediante el cual se consigue represen-
tar cierto volumen de informacion usando menor cantidad de da-
tos. Este tipo de representaciones son utiles porque permiten aho-
rrar recursos de almacenamiento y de transmision. Los compreso-
res de datos son codificadores universales, capaces de comprimir
cualquier secuencia de datos si en ella se detecta redundancia
estadistica. La compresion de imagenes es un proceso semejan-
te, pero los datos comprimidos siempre son representaciones di-
gitales de senales bidimensionales. Los compresores de imagenes
explotan, ademas de la redundancia estadistica, la redundancia
espacial. De esta forma, los niveles de compresion que se pueden
conseguir aumentan sensiblemente.

Las aplicaciones graficas informaticas, en especial las que ge-
neran fotografias digitales pueden generar archivos muy grandes.
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Debido a cuestiones de almacenamiento, y a la necesidad de trans-
mitir rapidamente datos de imagenes a través de redes y por In-
ternet, se han desarrollado una serie de técnicas de compresion
de imagenes cuyo proposito es reducir el tamano fisico de los ar-
chivos.

La mayoria de las técnicas de compresion son independientes
de formatos de archivos especificos; de hecho, muchos formatos
soportan varios tipos diferentes de compresion. Forman una parte
esencial de la creacion, el uso y el almacenamiento de imagenes
digitales. La mayoria de los algoritmos estan especialmente adap-
tados a circunstancias especificas, que deben ser comprendidas
para su uso efectivo. Por ejemplo, unos son mas eficaces compri-
miendo imagenes en monocromo (en blanco y negro), mientras que
otros dan mejores resultados con imagenes complejas en color. Al-
gunos algoritmos de compresion estan patentados y solo pueden
utilizarse con licencia, otros han sido desarrollados como estan-
dares abiertos. Esto puede ser importante en términos tanto de
costes de creacion como de sostenibilidad a largo plazo.

Las teorias de la informacion y de la codificacion tienen dos
objetivos principales: La transmision de la maxima cantidad de
informacion posible a través de un canal y la deteccion y correc-
cion de errores de transmision debido a ruidos en dicho canal.
Claramente ambos objetivos persiguen a su vez el abaratamiento
de los costes y la seguridad en la transmision de la informacion.

El interés por la teoria de la informacion, desde el punto de
vista de la compresion de datos, se centra principalmente en la
codificacion eficiente de la informacion en ausencia de ruido. Asi,
la meta es representar la informacion de la forma mas compacta
posible.

Shannon definié en [49] numerosos conceptos y medidas que
se utilizan en todos los compresores de datos actuales, y de los
que vamos a comentar en este capitulo.
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1.1
Teoria de la informacion

La teoria de la informacion es una de las teorias mas complejas
de definir y delimitar, debido a que es muy complicado definir qué
es la informacion, como se explica en [25]. Nosotros vamos a se-
parar la informacion de la transmision, con la idea de estructurar
mejor este documento.

La informacion puede decirse que es todo aquello que tiene aso-
ciado algun significado. A parte de esta definicion podemos anadir
que es necesario representar la informacion de alguna forma para
poder almacenarla o transmitirla. Decimos entonces que la infor-
macion se almacena o transmite mediante mensajes.

En un proceso de transmision de informacion existen tres ele-
mentos basicos:

s Emisor de informacién
s Canal de comunicacion

= Receptor de informacion

1.1.1
Informacion

La informacion que fluye desde el emisor hasta el receptor, pa-
sando por el canal, puede verse alterada en el caso de que el canal
de comunicacion no esté exento de ruido. En el contexto de la
compresion de datos, como ya hemos indicado, el canal se supone
sin ruido y por tanto, definiremos la informacion /(a) asociada al
suceso a como el logaritmo del inverso de la probabilidad de que el
suceso a ocurra. Por tanto,

](a):logﬁz—logp(a). (1.1)

La definicion de informacion dada es coherente si tenemos en
cuenta que:
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= Si p(a) = 1 (el suceso a siempre ocurre), entonces [(a) = 0
(la ocurrencia del suceso no proporciona al sujeto ninguna
informacion).

= Si p(a) — 0 (el suceso a casi nunca ocurre), entonces /(a) —
+o00 (la ocurrencia del suceso proporciona mucha informa-
cion).

Cuando la base del logaritmo es 2 en la expresion (1.1), la in-
formacion se mide en “bits de informacion”. Por ejemplo, si ha
ocurrido un suceso a cuya probabilidad de ocurrir era 0,5, esto
nos dara /(a) = —log,(0,5) = 1 bit de informacion.

1.1.2
Fuentes de informacion

Llamamos fuente de informacion discreta a aquella que pro-
duce mensajes como sucesiones de simbolos-fuente extraidos de
entre una coleccion finita de simbolos-fuente que conforman un
alfabeto-fuente. La notacion

A=A{ay,...,a.}

indica un alfabeto-fuente A compuesto de r simbolos-fuente a;. A
r se le llama base de la fuente de informacion discreta. Notese que
hablar de bits de informacion no significa tomar r = 2. la fuente
de informacion produce los simbolos-fuente de acuerdo con unas
ciertas probabilidades

P = {p(a1)7 te 7p(a7")}'

La probabilidad asociada a un simbolo-fuente debe ser mayor que
cero, para que el simbolo-fuente tenga razon de existir como tal en
el alfabeto-fuente (o de lo contrario nunca formaria parte de nin-
guna secuencia-fuente) e inferior a uno, para que existan al me-
nos dos simbolos-fuente diferentes en el alfabeto-fuente. Cuando,
la probabilidad de un simbolo-fuente no depende del previamen-
te emitido, hablamos de fuentes sin memoria, Cuando ocurre lo
contrario, hablamos de fuentes con memoria.
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1.1.3
Redundancia de informacion

La entropia H(A) de una fuente de informacion discreta sin
memoria A es la cantidad de informacion producida por la fuente
en promedio. Puede calcularse a partir de las probabilidades de
los simbolos-fuente mediante la expresion

H(A) = ZP(%’) x I(a;) = — ZP(%’) x log, p(a;).

i=1

Debido a la base tomada en el logaritmo (dos), la entropia se cal-
cula en bits de informacion/simbolos-fuente. La entropia H(A) de
una fuente A con r simbolos-fuente se maximiza cuando

1
pla;) = . Va; € A

En este caso
H(A) =log,r.

Se define la entropia relativa o eficiencia de la fuente como la razén
entre la entropia real y la maxima entropia de la fuente

- 1)

Notese que 0 < E(A) < 1.
Se define ademas la redundancia de una fuente de informacion
como

R(A) = 1— B(A).

El concepto de redundancia de la fuente esta ligado al exceso de
terminologia por parte de una fuente para producir mensajes que
contienen una cierta cantidad de informacion. Una fuente mas re-
dundante que otra necesitaria producir mensajes mas largos para
transmitir la misma cantidad de informacion.
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1.2
Teoria de la codificacion

Ya comentamos que la informacion es imposible de manipular
en la practica si no esta representada de alguna forma y en este
punto es donde entra en juego el proceso de la codificacion. El
problema de la compresion de datos puede ser separado en dos
fases fundamentales:

» La descomposicion de un conjunto de datos (por ejemplo, un
fichero de texto o una imagen) en una secuencia de eventos
(porciones de informacion) cuya representacion actual no es
suficientemente compacta

= La codificacion de estos eventos usando tan pocos elementos
de representacion como sea posible.

Un alfabeto-codigo es un conjunto B de elementos de repre-
sentacion utilizados en un proceso de codificacion de la informa-
cion. Los elementos de B denotados por b; (a los que llamaremos
simbolos-codigo) se usan para representar simbolos-fuente a;. Al
numero s de simbolos-codigo distintos en B se llama base del co-
digo. Por tanto, un alfabeto-codigo se define como

B=1{b...,b)}.

Cuando s = 2, los elementos del alfabeto-codigo se llaman bits de
codigo. Es importante diferenciar entre un bit de codigo y un bit de
informacion. Debe tenerse en cuenta que un bit de codigo puede
representar o no un bit de informacion. Esto en realidad depen-
de del nivel de compresion conseguido. El nivel de representacion
mas compacto es aquel en el que un bit de informacion esta repre-
sentado por un bit de codigo.

1.2.1
Codificacion

La funcion codificacion o codigo es una funcion que asigna a
cada simbolo-fuente a; un conjunto de uno o mas simbolos-c6digo
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b;, generando una cadena o bloque ¢;. Sea C el conjunto de todos
los ¢;. Cuando r (la base del alfabeto-fuente) es igual a s (la base
del alfabeto-codigo), cada simbolo-fuente se representa mediante
un simbolo-codigo. Sin embargo, como suele ser habitual debido
a requerimientos tecnologicos, r > s y por tanto es necesario usar
bloques de simbolos-codigo para designar a cada simbolo-fuente.
A un bloque ¢; de simbolos-cédigo que realiza tal funcion lo llama-
remos palabra-codigo. El numero de simbolos-cédigo que forman
una palabra-codigo ¢; es su longitud y la denotaremos por [s(c;),
donde s es la base del codigo. La secuencia de palabras-codigo que
codifican una secuencia-fuente se llama secuencia-codigo (code-
stream).

Veamos ahora una serie de definiciones que se utilizaran mas
adelante:

Codigo descodificable es aquel cuyos simbolos-fuente pueden ser
descodificados. No dan pie a confusion.

Codigo instantaneamente descodificable Es aquel cuyos simbolos-
fuente pueden ser descodificados sin necesidad de conocer la
siguiente palabra-codigo de la secuencia-codigo. También se
llaman cdédigos prefijo porque ninguna palabra-codigo es pre-
fijo de cualquier otra.

Codigo de longitud fija es el que utiliza palabras-codigo de la mis
ma longitud.

Codigo de longitud variable es aquel cuyas palabras-codigo uti-
lizadas en una codificacion tienen distinta longitud.

Debido a que la longitud de una palabra-codigo puede no ser
fija, se define la longitud media de un c6digo como

Ly(C) = le(ci) x plai),

donde s es la base del alfabeto-codigo utilizado y r la base del
alfabeto-fuente. La longitud media de un codigo se expresa en
simbolos-codigo/simbolos-fuente o simbolos-codigo / palabra-codigo.



10 1.2. Teoria de la codificacion

Como es logico cuando s = 2 (lo minimo posible) estamos utilizan-
do un alfabeto-coédigo binario y entonces

Ly(C) = L(C) = Z l(c;) % p(ay),

donde hablaremos forzosamente de bits de codigo. Notese que por
definicion de codificacion se cumple que p(a;) = p(¢;)-

Tipicamente, en un proceso de compresion de datos, una secuencia-
fuente esta inicialmente codificada mediante una secuencia de
palabras-codigo de longitud fija y se trata de encontrar una co-
dificacion de longitud variable que asigne a los simbolos-fuente
mas frecuentes nuevas palabras-codigo mas cortas (y viceversa).
Por tanto, la longitud media de un codigo de longitud fija coinci-
de con la longitud de una palabra-codigo y es log,r donde s es el
numero de simbolos-cédigo y r es el numero de simbolos-fuente a
codificar.

1.2.2
Redundancia de un cédigo

Utilizando la desigualdad de Kraft [35] es posible conocer como
de bueno puede llegar a ser un codigo para la compresion de datos.
Por tanto, podemos definir la eficiencia de un cédigo como la razén
existente entre la longitud optima (determinada por la entropia) y
la longitud actual conseguida por el codigo

H,(A)
Ly(C)

E(C) =

La eficiencia de un co6digo se expresa en bits de informacion/bits
de codigo. Notese que la eficiencia es un valor real comprendido
entre cero y uno, y cuanto mayor sea, mas eficiente seria el codigo.
Asi, podemos definir la redundancia de un cédigo calculada como

RS(C) =1- ES(C)

La redundancia de un codigo se expresa en las mismas unidades
que la eficiencia.
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1.3
Compresion

Un sistema de compresion consiste en dos bloques estructura-
les distintos: un codificador y un decodificador. La imagen original
entra en el codificador, el cual crea una serie de simbolos a partir
de los datos de entrada. Después de la transmision a través del ca-
nal, la representacion codificada entra en el decodificador, donde
se genera una reconstruccion de la imagen codificada. Si el siste-
ma no esta libre de error, se tendra un cierto nivel de distorsion
en la imagen decodificada. Tanto el codificador y el decodificador
estan formados por bloques independientes.

La compresion de datos se define como el proceso de reducir
la cantidad de datos necesarios para representar eficazmente una
informacion, es decir, la eliminacion de datos redundantes.

1.3.1
Tipos de redundancia

En el caso de la compresion de imagenes, aparecen descritos
en la bibliografia (por ejemplo [19], [25], [12]) tres tipos diferentes
de redundancia, que pueden ser abordados de diferentes formas:

» Redundancia de cédigo. Nos vamos a referir a una imagen
como una funcién real f, definida en el conjunto Q = (0,1)?,
con f(z,y) la intensidad (o nivel de gris) en el pixel (z,y).
f:Q — R. Una imagen en color seria una funcion vectorial
f : 1 — R? pues suponemos que tiene tres componentes de
color (RGB, R = rojo, G = verde, B = azul).

Normalmente, en una imagen suele haber un conjunto de
niveles de gris que aparezcan mas que el resto. La determi-
nacion de estos niveles de gris viene dada por el histograma
de la imagen. Si el histograma de una imagen no es plano, la
imagen presenta redundancia de codigo que puede expresar-
se utilizando la entropia. Una forma de eliminar la redundan-
cia de codificacién es asignar menos bits de codigo a niveles
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de gris mas frecuentes y mas bits de codigo a los niveles de
gris menos frecuentes. A esto se le llama codigo de longitud
variable.

= Redundancia entre pixeles. La mayoria de las imagenes pre-
sentan semejanzas o correlaciones entre sus pixeles. Estas
correlaciones se deben a la existencia de estructuras simila-
res en las imagenes, puesto que no son completamente alea-
torias. De esta manera, el valor de un pixel puede emplearse
para predecir el de sus vecinos. Por ejemplo, una imagen con
un nivel de gris constante es totalmente predecible una vez
que se conozca el valor del primer pixel. Por el contrario, una
imagen compuesta por un ruido blanco gaussiano, es total-
mente impredecible.

= Redundancia psico-visual. El ojo humano responde con di-
ferente sensibilidad a la informacion visual que recibe. La in-
formacion a la que es menos sensible se puede descartar sin
afectar la percepcion de la imagen, asi lo que se esta elimi-
nando es la redundancia visual.

Dado que la eliminacion de la redundancia psico-visual lle-
va una pérdida de informacion cuantitativa irreversible, se le
suele denominar cuantificacion. Técnicas de compresion co-
mo JPEG hacen uso de variaciones en la cuantizacion.

1.3.2
Medidas de compresion

Existe un gran numero de métricas usadas en la medicion de
la eficiencia de un sistema de compresion. Esta medicion siempre
es relativa a los datos que estan siendo comprimidos. Las medidas
relativas siempre se calculan expresando una relacion entre las
longitudes de las secuencias-codigo antes y después del proceso
de compresion (A y B respectivamente).

Citamos a continuacion, algunas de las medidas mas utilizadas
descritas en [25]:
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Bits por simbolo Una métrica bastante intuitiva es el niumero de
bits de codigo/simbolo-fuente (BPS = Bits Por Simbolo) obte-
nidos tras comprimir. Este valor se calcula como

B

BPS =1 x —

X T

donde [/ es el tamano en bits (de codigo) de la representacion
no comprimida de los simbolos fuente.

Factor de compresion El factor de compresion es otra medida
acerca del nivel de compresion conseguido que utilizaremos.
Indica la proporcion existente entre el tamano del fichero sin
comprimir A y el tamano del fichero comprimido B y se ex-
presa tipicamente de la forma (X:1) donde

A

X=—.

B
Tasa de compresion Para calcular el nivel de compresion utiliza-
remos una medida llamada tasa de compresion (TC) definida

por

B
TC=1-—.
A

1.3.3
Técnicas de compresion de imagenes

Las técnicas de compresion de imagenes se basan en algoritmos
que pueden desarrollarse tanto en hardware como en software. El
rendimiento de un algoritmo de compresion de imagenes se mi-
de en funcién de sus caracteristicas de compresion de datos, por
la distorsion inducida en las imagenes y por la complejidad de la
implantacion de este algoritmo. Como se indica en [12]. Un siste-
ma de compresion puede modelarse como una secuencia de tres
operaciones:

» Transformacion (mapeo): Efecttia una translacion del conjun-
to de pixeles hacia otro dominio, donde el cuantificador y el
codificador pueden utilizarse eficazmente. Es una operacion
reversible.
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» Cuantificacion: Efectua la operacion de clasificar los datos
transformados en clases, para obtener un numero mas pe-
queno de valores. Es una operacion irreversible.

» Codificacion: La informaciéon ya comprimida se agrega a un
tren binario que contiene ya sea la informacion que se debe
transmitir o los codigos de proteccion y de identificacion de
las imagenes. Es una operacion reversible.

Una manera eficiente de lograr una compresion de imagen con-
siste en la codificacion de una transformada de la misma, en lugar
de la propia imagen. El objetivo de la transformacion es obtener
un conjunto de coeficientes en el plano transformado que posean
una correlacion menor que la existente en el plano de la imagen
(redundancia entre pixeles).

Clasificacion de los métodos de compresion

Los algoritmos de compresion de graficos se dividen en dos ca-
tegorias:

» La compresion con pérdidas (técnicas “lossy”) consigue su
proposito eliminando alguna informacién de la imagen, pro-
duciendo por tanto una pérdida de calidad en la misma.

» Las técnicas de compresion sin pérdida (técnicas “lossless”)
reducen el tamano conservando toda la informacioén original
de la imagen, y por tanto no hay reduccion de calidad de la
imagen.

Aunque las técnicas con pérdidas pueden ser muy utiles para
crear versiones de imagenes para el uso cotidiano o en Internet,
deben evitarse para el archivo de versiones maestras de imagenes.

1.3.4
Compresion sin pérdida

En diversas aplicaciones, como el almacenamiento de imagenes
meédicas o de documentos de negocios, las compresiones libres de
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error son las unicas legalmente aceptadas. En el procesamiento
de imagenes de satélite, el alto coste de la adquisicion de datos
hace que no sea deseable cualquier error o pérdida en la trans-
mision. En radiografia digital, una pérdida de informacion puede
hacer que el diagnostico no sea valido. Por tanto, la necesidad de
compresion de imagen sin pérdida de informacion es deseable en
funcion de la aplicacion de la imagen procesada.

Hay una limitacion intrinseca en cuanto se puede comprimir la
imagen, si se sobrepasa ese limite se elimina informacion necesa-
ria para recuperar la imagen original. La entropia es una medida
de ese limite, si es elevada significa que hay mucha informacion
aleatoria y por lo tanto los ratios de compresion sin pérdida son
muy bajos, pero en la vida real las imagenes no son totalmente
aleatorias entonces la entropia es baja.

Las técnicas de compresion sin error estan compuestas, gene-
ralmente, de dos operaciones independientes: diseno de una re-
presentacion alternativa de la imagen en la cual se disminuya la
redundancia entre pixeles, y codificacion de la representacion para
evitar redundancias de codificacion. Estos pasos se corresponden
con las operaciones de mapeado y codificacion de simbolos lleva-
das a cabo en el bloque codificador del modelo de compresion de
imagenes descrito en el apartado 1.3.3. Las técnicas de compre-
sion sin pérdidas, como se explica en [19] se clasifican en:

» Técnicas de codificacion de longitud variable
» Técnicas de codificacion de plano de bit
= Técnicas de codificacion con prediccion sin pérdida
La combinacion de estos grupos de técnicas da lugar a un conjun-

to de métodos eficientes de compresion de imagen sin pérdida de
informacion, utilizados en diversos estandares internacionales.

Técnicas de codificacion de longitud variable

Veamos las técnicas mas importantes utilizadas para reducir la
redundancia de codificacion:
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Codificacion Huffman. La técnica mas popular para eliminar la
redundancia de codificacién es la de Huffman. Desarrollada
por David Huffman en 1952 [32], es uno de los algoritmos de
compresion mas antiguos y mejor establecidos. Es un algorit-
mo sin pérdidas y se utiliza para proporcionar una etapa final
de compresion en varios sistemas de compresion muy utili-
zados, tales como JPEG y Deflate. Para una imagen concreta,
esta codificacion proporciona el menor nimero de simbolos
de codigo por simbolo de fuente. La principal desventaja es
que los simbolos de fuente han de ser codificados una vez
para cada imagen. Este método trabaja asignando los codi-
gos de longitud mas corta a los simbolos fuente con mayor
probabilidad de aparicion en la imagen. Después de que el
codigo ha sido creado, la codificacion y la decodificacion se
realizan por el método simple de consulta de tabla.

La tasa de compresion del método Huffman varia con el tipo
de imagen, pero pocas veces supera niveles de compresion
de 8:1. Este método tiende a comportarse peor con ficheros
que contienen cadenas largas de pixeles idénticos, que suelen
comprimirse mejor con otros métodos. Huffman es un proce-
so lento y con mucha sensibilidad a la pérdida o adicion de
bits.

Codificacion aritmética. El método de codificacion aritmética no
genera bloques de codigo, es decir, no existe una correspon-
dencia biunivoca entre simbolos fuente y simbolos de codigo,
como es el caso de la codificacion Huffman y sus versiones
modificadas. En lugar de ello, se asigna una sola palabra de
codigo aritmético a una cadena completa de simbolos fuente
(o mensaje). La propia palabra de cédigo define un intervalo
de numeros reales entre O y 1. A medida que crece el niumero
de simbolos del mensaje, el intervalo utilizado para represen-
tarlo se hace menor y el numero de unidades de informacion
(bits) necesarios para representar el intervalo se hace mayor
como se explica en [19]. Cada simbolo del mensaje reduce el
tamano del intervalo de acuerdo con su probabilidad de ocu-
rrencia.

Los métodos mas importantes dentro de la codificacion arit-
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mética son los algoritmos de diccionario entre los que se pue-
de destacar los algoritmos:

» LZ77 (Lempel y Ziv, 1977). El algoritmo LZ77 posee una
tasa de compresion muy buena para muchos tipos de
datos, pero la velocidad de codificacion es lenta. Sin em-
bargo, la decodificacion es muy rapida.

» LZSS (Storer y Szymanski, 1982) es una mejora del al-
goritmo LZ77 que proporciona generalmente una tasa de
compresion mayor que éste. Algunas de las implementa-
ciones software mas importantes en las que se incluye el
algoritmo LZSS son los compresores de archivos clasicos
PKZIP, ARJ, LHARC , ZOO o RAR.

» LZ78 (Lempel y Ziv, 1978). Es mas rapido que LZ77 pero
con una tasa de compresion similar.

s LZW (Welch, 1984). Es una mejora del algoritmo LZW.
La compresion LZW se encuentra en una serie de forma-
tos de archivos graficos comunes, incluyendo TIFF, GIF
y compress de Unix.

Técnicas de codificacion de plano de bit

Los métodos anteriores reducen la redundancia de codificacion.
Las técnicas de codificacion de plano de bit afrontan ademas las
redundancias entre pixeles de una imagen. Se basan en descom-
poner una imagen multinivel en una serie de imagenes binarias y
comprimir cada una de ellas mediante alguno de los métodos de
compresion binarios existentes.

Los niveles de gris de una imagen en escala de grises de m bits
pueden representarse en la forma del polinomio de base 2

am_12m_1 + am_22m_2 —I— e + a121 + CL020.

Una de las técnicas mas utilizadas y quiza la técnica de com-
presion mas sencilla que se utiliza comunmente es la RLE (Run
Length Encoding). Los algoritmos RLE funcionan buscando se-
cuencias de bits, bytes o pixeles del mismo valor, y codificando la
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longitud y el valor de la secuencia. Como tal, RLE logra sus mejo-
res resultados con imagenes que contienen grandes zonas de color
contiguo, y especialmente imagenes en monocromo. Las imagenes
complejas en color, tales como fotografias, no se comprimen bien
pues en algunos casos, RLE puede incluso aumentar el tamano
del archivo.

Hay cierto numero de variantes de RLE de uso comun, que se
encuentran en los formatos graficos TIFF, PCX y BMP.

1.3.5
Compresion con pérdida

La codificacion con pérdidas se basa en el compromiso exis-
tente entre la exactitud de la imagen reconstruida y la tasa de
compresion. Si, en funcion de la aplicacion, se puede tolerar la
distorsion resultante (sea esta visible o no), puede lograrse un au-
mento significativo de la compresion. De hecho, algunas técnicas
de compresion de imagenes monocromas con pérdidas logran re-
producir versiones aceptables mediante una compresion de 30:1.
Por su parte, las técnicas de compresion sin pérdidas rara vez lo-
gran una tasa de compresion mayor que 3:1. Como se comento,
la principal diferencia entre ambas aproximaciones consiste en la
existencia o ausencia del bloque de cuantificacion en el modelo del
sistema de compresion.

Las técnicas de codificacion de imagenes digitales con pérdi-
da de informacion se clasifican en funcion de la aproximacion
que realizan al problema de la reduccion de la redundancia psico-
visual, en tres grupos:

» Técnicas de codificacion con prediccion
» Técnicas de codificacion de transformada

s Técnicas de codificacion fractal

Técnicas de codificacion con prediccion

Las técnicas de codificacion con prediccion operan directamen-
te sobre los pixeles de una imagen y se llaman, por tanto, métodos
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del dominio espacial. Entre las técnicas de codificacion con pre-
diccion destacan la Modulacion delta, los predictores optimos y la
cuantificacion de Lloyd-Max [38]. Podemos encontrar mas infor-
macion de cada uno de las técnicas de codificacion en [19].

Técnicas de codificacion de transformada

En este apartado se consideran las técnicas de compresion ba-
sadas en la modificacion de la transformada de una imagen. En las
técnicas de codificacion de transformadas, se usa una transforma-
cion reversible (Wavelets o Fourier, por ejemplo), para mapear la
imagen en un conjunto de coeficientes transformados, los cuales
son cuantificados y codificados. Para la mayoria de las imagenes
reales, la mayor parte de los coeficientes obtenidos poseen mag-
nitudes muy pequenas, que pueden ser cuantificadas de manera
gruesa o descartados directamente con una pequena distorsion fi-
nal de la imagen. El decodificador de un sistema de codificacion de
transformada realiza la secuencia de pasos inversa a la realizada
por el codificador, a excepcion de la funcion de cuantificacion.

La eleccion de una transformada particular depende de la can-
tidad de error de reconstruccion permisible para una aplicacion
concreta y de los recursos computacionales disponibles. La com-
presion se realiza durante el paso de cuantificacion, no durante
la transformacion. Las transformaciones mas comunmente utili-
zadas para la compresion de imagenes digitales son las de Fou-
rier (DFT), Hartley (DHT), Karhunen-Loéve (KLT), coseno discre-
to (DCT), Walsh-Hadamard (WHT), Haar, Gabor (DGT) y Wavelet
(DWT), entre otras.

Técnicas de codificacion fractal

La compresion fractal utiliza los principios matematicos de la
geometria fractal para identificar patrones redundantes y repeti-
dos dentro de las imagenes. Estos patrones pueden ser identifica-
dos mediante el uso de transformaciones geométricas, tales como
escalado y rotacion, sobre elementos de la imagen. Una vez iden-
tificado, un patron repetido so6lo necesita almacenarse una vez,
junto con la informacién sobre su ubicacion en la imagen y las
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transformaciones necesarias en cada caso. La compresion fractal
hace un uso extremadamente intensivo del ordenador, aunque la
descompresion es mucho mas rapida. Es una técnica con pérdi-
das que puede lograr grandes tasas de compresion. A diferencia de
otros métodos con pérdidas, una compresion mas alta no produce
la pixelacion de la imagen, y aunque todavia se pierde informacion,
esto tiende a ser menos evidente. La compresion fractal funciona
mejor con imagenes complejas y altas profundidades de color.

Medidas de calidad

Las medidas senal-a-ruido (SNR, Signal to Noise Ratio) son es-
timaciones de la calidad de una imagen reconstruida comparada
con una imagen original. La idea basica es reflejar en un numero
la calidad de la imagen reconstruida. Las imagenes reconstruidas
con valores mas altos se juzgan como mejores. Estas medidas son
faciles de computar y no se comparan con la opinion subjetiva
humana.

Dada una imagen fuente f(i,j) que contenga N x M pixeles y
una imagen reconstruida f(i, j) donde f es la imagen reconstruida
decodificando la version codificada del f suponiendo que los va-
lores de los pixeles f(i,j) tienen un rango entre el negro (0) y el
blanco (255). Calculamos SNR como:

éi(f(%]) f) ’ B ] NN
SNR= | L= , fz—MZZf(w)

Una medicion real que computaremos es el valor relacion senal
a ruido pico de la imagen reconstruida que se llama PSNR (del in-
glés Peak Signal to Noise Ratio). Primero obtenemos el valor Error
Cuadratico Medio (en inglés mean squared error, MSE) de la ima-
gen reconstruida como sigue:

MSEzﬁii( — f(i j))Q.

=1 j=1
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El sumatorio se realiza sobre todos los pixeles. Llamamos RMSE a
la raiz cuadrada del MSE.

N

RMSE = | 2 33" (#6.0)— 70.9))

i=1 j=1

LA PSNR en decibelios (dB) se obtiene usando:

ober _ 1

El rango de los valores PSNR tipicos son entre 20 y 40. Se utilizan
generalmente dos decimales (por ejemplo 23, 58). El valor real no es
significativo, pero la comparacion entre dos valores para diversas
imagenes reconstruidas da una medida de calidad.

1.4

Estandares de compresion de
imagenes

Existe una gran variedad de sistemas de compresion de ima-
gen. El uso de uno u otro dependera de la naturaleza de la imagen
(imagenes monocromaticas, de escala de grises, imagenes en co-
lor, imagenes médicas, etc.) asi como de la aplicacion particular
(edicion, representacion, almacenamiento, distribucion, etc).

Los estandares de compresion aplican diferentes técnicas de
manera conjunta para reducir los tres tipos de redundancia defi-
nidos en la seccion 1.3.1. Esta seccion describe los algoritmos de
compresion de datos de imagenes mas comunmente utilizados.

1.4.1
JPEG

El algoritmo de compresion JPEG tiene sus origenes en intentos
de desarrollar técnicas de compresion para la transmision de ima-
genes en color y en escala de grises. Fue desarrollado en 1990 por
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el Joint Photographic Experts Group de la International Standards
Organization (ISO) y CCITT. JPEG es una técnica con pérdidas
que proporciona muy buenas tasas de compresion con imagenes
complejas de 24 bits (color verdadero). Logra su efecto eliminan-
do datos de imagen imperceptibles al ojo humano, utilizando la
transformada discreta del coseno (DCT), seguida de la codificacion
Huffman para lograr una compresion ain mayor.

(b)

(d)

Figura 1.1: Resultados de la compresion de la imagen Lena con el algorit-
mo JPEG. (a) Imagen original 512 x 512 con 8 bpp (b) factor de compresion
aproximado 16:1 (c) factor de compresion aproximado 32:1 (d) factor de
compresion aproximado 64:1.
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La especificacion JPEG permite a los usuarios establecer el ni-
vel de compresion, usando un Ajuste de calidad abstracto. Esto
proporciona una compensacion entre tasa de compresion y cali-
dad de la imagen: cuanto mayor es el ajuste, mejor sera la calidad
de la imagen, pero a costa de un mayor tamano de archivo.

La compresion se realiza en tres pasos secuenciales: calculo de
la DCT, cuantificacion, y asignacion de codigo de longitud variable
de Huffman. La imagen se subdivide primero en bloques de 8 x
8 pixeles (n,m = 8 en las férmulas), que se procesan de izquier-
da a derecha, y de arriba abajo. El proceso de transformacion y
normalizacion produce una gran cantidad de coeficientes nulos.
Estos coeficientes se ordenan en forma de zigzag, para dar una
secuencia 1D de coeficientes no nulos.

El estandar JPEG esta disenado para la compresion de image-
nes digitales en color o escala de grises de imagenes reales, donde
puede lograr tasas de compresion superiores a 25:1. No trabaja
tan bien sobre imagenes sintéticas, como dibujos o texto.

En la figura 1.1 podemos observar las imagenes obtenidas al
utilizar el algoritmo JPEG con la imagen “Lena” (512 x 512 en es-
cala de grises) con diferentes ajustes de calidad. En el cuadro 1.1
podemos encontrar mas resultados de la compresion de Lena con
JPEG.

bpp | factor | MSE | PSNR | |error||, | |lerror|, | |lerror]|_
4 2:1 0,62 | 50,21 | 0,5288 | 0,7869 3
2 4:1 4,65 |41,45| 1,6432 | 2,1570 13
1 8:1 10,96 | 37,73 | 2,4415 | 3,3109 33
0,5 16:1 | 22,62 | 34,59 | 3,4021 | 4,7555 58
0,25 | 32:1 | 59,46 | 30,39 | 5,5020 | 7,7110 90
0,125 | 64:1 | 246,79 | 24,21 | 11,8970 | 15,6937 140

Tabla 1.1: Resultados de la compresion de la imagen Lena con el algoritmo
JPEG utilizando diferentes ajustes de calidad. El factor de compresion es
aproximado porque se utiliza un ajuste de calidad abstracto.
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1.4.2
JPEG 2000

JPEG 2000 sustituye al algoritmo JPEG, desarrollado por el
grupo ISO JPEG en 2000. Permite la compresion con y sin pérdi-
das, y utiliza la transformada wavelet discreta (DWT) para conse-
guir tasas de compresion mas altas con una reduccion menor de
la calidad de la imagen. El estandar JPEG 2000 define un formato
de archivo (JP2).

JPEG 2000 puede trabajar con niveles de compresion mayo-
res que JPEG sin recurrir a los principales defectos del formato
anterior con altas tasas de compresion: Generacion de bloques
uniformes y aspecto borroso. También se adapta mejor a la car-
ga progresiva de las imagenes. Su principales desventajas son que
tiende a emborronar mas la imagen que JPEG incluso para un
mismo tamano de archivo, y que elimina algunos detalles peque-
nos y texturas que el formato JPEG normal si llega a representar.

Una ventaja de JPEG2000 es la posibilidad de poder seleccionar
un "area de interés". Esto quiere decir que el usuario encuadra
la zona que desea visualizar con mas detalle, con el consecuente
ahorro en el ancho de banda de transmision, dejando con menos
detalles la zona que no interesa.

Otra de las ventajas del estandar JPEG2000 es que posee una
modalidad de resolucion progresiva. En dicha modalidad se au-
menta la resolucion o tamano de la imagen a medida que se va de-
codificando la informacion. Existe también otro modo denominado
“SNR progresivo” en donde lo que va aumentando es la calidad de
la imagen a medida que va decodificando mas informacién, como
se explica en [21].

Inicialmente, las imagenes tienen que ser transformadas a par-
tir del espacio de color RGB a otro espacio de color, dando lugar a
tres componentes que se manejan por separado. Hay dos opciones
posibles:

» Transformacion reversible del espacio de color (RCT). Utiliza
una version modificada del espacio de color YUV que no in-
troduce errores de cuantificacion, por lo que es totalmente
reversible.
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» Transformacion irreversible del espacio de color (ICT). Se lla-
ma “irreversible” porque tiene que ser aplicado sobre valores
en coma flotante y provoca errores de redondeo.

Después de la transformacion del color, la imagen se divide en
las llamadas baldosas, regiones rectangulares de la imagen que
se transforman y se codifican por separado. También es posible
considerar la imagen completa como una sola baldosa. Una vez
que se elige un tamano, todos las baldosas en que se divide la
imagen deben tener el mismo tamano (salvo, opcionalmente, los
de las fronteras derecha e inferior). Dividir la imagen en bloques
tiene la ventaja de que el decodificador necesitara menos memoria
para decodificar la imagen. La desventaja de este baldoseo es que
la calidad de la imagen disminuye [51].

Luego se utiliza la transformada wavelet para descomponer ca-
da baldosa en diferentes niveles. Pero son dos transformadas wa-
velet las que se pueden emplear:

» La transformada wavelet Cohen-Daubechies-Feauveau
(CDF) 9/7 con la que se consigue una compresion con pérdi-
das.

» La transformada wavelet LeGall 5/3 que utiliza solamente
coeficientes enteros con lo que se consigue una compresion
sin pérdidas.

Después de la transformada wavelet, los coeficientes son esca-
lares cuantificados para reducir la cantidad de bits para que los
represente, a expensas de una pérdida de calidad. El resultado es
un conjunto de numeros enteros que tienen que ser codificados
bit a bit. El parametro que se puede cambiar para establecer la
calidad final es el paso de cuantificacion: cuanto mayor es el paso,
mayor es la compresion y la pérdida de calidad.

Para codificar los bits de todos los coeficientes cuantizados se
utiliza el algoritmo EBCOT (Embedded Block Coding with Optimal
Truncation) que fue introducido en 1998 por David Taubman en
[53]. Se basa en dividir la imagen wavelet en bloques cuadrados
(tipicamente de 32 x 32 o 64 x 64 coeficientes) llamados bloques de
codigo y comprimir progresivamente (embedded) cada uno de for-
ma independiente. Una vez que los bloques de codigo se han com-
primido, se seccionan y se reordenan los bit-streams (en capas)
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para que se minimice la distorsion en el receptor. Asi, el bit-stream
se convierte en un pack-stream donde cada paquete contiene una
cabecera que indica la contribucion de ese bloque de codigo a esa
capa de calidad seguido de los datos del correspondiente bloque
de codigo truncados en un punto 6ptimo.

Usando EBCOT no se explota la redundancia que existe entre
los distintos bloques de codigo. Ademas, cada bit-stream no es
totalmente progresivo, aunque posee una gran cantidad de puntos
de truncado 6ptimos, donde este efecto no se nota.

En la figura 1.2 podemos observar las imagenes obtenidas al
utilizar el algoritmo JPEG2000 con la imagen “Lena” (512 x 512 en
escala de grises) con diferentes ajustes de calidad. En el cuadro
1.2 podemos encontrar mas resultados de la compresion de Lena
con JPEG2000.

bpp |factor| MSE | PSNR | |lerror|, | |lerror||, | |lerror|
4 2:1 0,45 |51,58 | 0,4026 | 0,6721 3
2 4:1 3,21 |43,07 | 1,3922 | 1,7908 8
1 8:1 8,01 |39,06|2,2101 | 2,8428 19
0,5 16:1 | 16,70 | 35,90 | 3,0796 | 4,0872 35
0,25 | 32:1 | 36,07 | 32,56 | 4,2970 | 6,0060 50
0,125 | 64:1 | 81,38 | 29,03 | 6,1648 | 9,0212 87
0,0625 | 128:1 | 198,55 | 25,15 | 9,5379 | 14,0909 119

Tabla 1.2: Resultados de la compresion de la imagen Lena con el algoritmo
JPEG2000 utilizando diferentes ajustes de calidad.

1.4.3
JPEG-LS

JPEG-LS (JPEG LosslesS) [58] es un estandar de compresion
de imagenes disefiado para conseguir una compresion efectiva de
imagenes sin pérdidas o casi sin pérdidas.

El algoritmo utilizado en el estandar JPEG-LS es LOCO-I (LOw
COmplexity, context-based, lossless image compression algorithm)
propuesto por Hewlett-Packard en [57]. LOCO-I se construye sobre
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Figura 1.2: Resultados de la compresion de la imagen Lena con el algorit-
mo JPEG2000. (a) factor de compresion 16:1 (b) factor de compresién 32:1
(c) factor de compresion 64:1 (d) factor de compresion 128:1.
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un concepto conocido como modelado de contexto. La idea en la
que se basa es utilizar la estructura de la imagen, modelada en
términos de probabilidades condicionales de cual es el valor del
pixel que sigue a cualquier otro pixel de la imagen.

Los autores del algoritmo LOCO-I se percataron de que habia
mucha redundancia que podia ser explotada teniendo en cuenta
el contexto espacial, a un coste muy bajo en comparacion con el
uso de codificadores mas complejos como es la codificacion arit-
mética. Por este motivo, decidieron usar la codificacion de Rice y
disenar asi un compresor y descompresor muy rapidos. Todo esto
ha provocado que LOCO-I haya sido adoptado casi sin modifica-
cion alguna para el estandar JPEG-LS.

1.4.4
PNG

El formato PNG (Portable Network Graphics). Soporta imagenes
de color indexado, en escala de grises y de color de alta calidad
(16 bits por pixel), ademas de un canal opcional alfa (correccion
de color). Este formato se ha disenado para aplicaciones como In-
ternet, de manera que la tasa de compresion utilizada es bastante
alta (superior a GIF). Ademas, proporciona (como GIF y JPEG) una
visualizacion progresiva. La caracteristica mas destacable de este
formato es su robustez ante errores de transmision. El algoritmo
de compresion sin pérdidas es el algoritmo de codificacion aritmé-
tica LZ77. Aunque el GIF soporta animacion, el PNG se desarrollo
como un formato de imagen estatico y se creé el formato MNG
como su variante animada.

1.4.5
BZIP2

Bzip2 es un algoritmo de compresion de datos sin pérdida desa-
rrollado por Julian Seward en 1996. Comprime mas que los tradi-
cionales compresores gzip o ZIP aunque es mas lento. En la mayo-
ria de casos, bzip es superado por los algoritmos PPM en términos
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de compresion pero es el doble de rapido al comprimir y seis ve-
ces mas rapido al descomprimir. Bzip2 utiliza la transformada de
Burrows-Wheeler y la codificacion Huffman. El antecesor de bzip2
(bzip) utilizaba codificacion aritmeética.

1.4.6
RAR

RAR es un formato de archivo, con un algoritmo de compre-
sion sin pérdida utilizado para la compresion de datos y archiva-
do, desarrollado por el ingeniero de software ruso, Eugene Roshal.
RAR utiliza un algoritmo de compresion basado en el LZSS que, a
su vez, se basaba en el LZ77. Este formato utiliza lo que se cono-
ce como compresion solida que permite comprimir varios ficheros
juntos, de forma que una misma ventana de busqueda se aplica a
todo el conjunto de archivos, con lo que el nivel de compresion es
mayor.

1.4.7
PPMZ

PPMZ es un algoritmo de codificacion de datos sin pérdida desa-
rrollado por Charles Bloom en 1997 [11] basado en PPM (Prediction
by Partial Matching). Los modelos PPM usan un conjunto de sim-
bolos previos en el flujo de simbolos no comprimidos para predecir
el siguiente simbolo en dicho flujo.

El algoritmo PPMZ es muy eficiente para comprimir imagenes
del tipo mapa de bits pero no es el mejor para codificar imagenes
transformadas pues no tiene en cuenta la estructura de arbol que
si que se aprovecha con los algoritmos EZW o EBCOT, por ejemplo.
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1.4.8
EZW

El método de compresion EZW (Embedded Zerotree Wavelet) fue
propuesto por Shapiro en 1993 en [50]. Este método explota las
propiedades aportadas por la DWT para obtener resultados satis-
factorios en la compresion: un gran porcentaje de coeficientes wa-
velets proximos a cero y la agrupacion de la energia de la imagen.
El1 EZW es sensible al grupo de bits transmitidos por orden de sig-
nificancia, lo que le permite una compresion progresiva (embedded
coding) de la imagen. Cuantos mas bits se anadan al resultado de
la compresion, mas detalles se estaran transmitiendo.

EZW usa un codigo aritmético binario y un alfabeto de 4 simbo-
los para indicar de la forma mas compacta posible al descodifica-
dor la situacion de los zerotrees. EZW es considerado un punto de
inflexion en la curva creciente que relaciona la tasa de compresion
con el coste computacional de los algoritmos. Desde entonces se
ha producido un gran esfuerzo por disenar algoritmos mas efica-
ces y estandarizaciones como la de JPEG 2000 o CREW (Compres-
sion with Reversible Embedded Wavelets) de la compania RICOH.
Todos ellos poseen el denominador comun de usar un codigo de
longitud variable (casi siempre codificacion aritmética) para com-
primir entropicamente aprovechando la redundancia remanente
en la DWT-2D.

1.4.9
SPIHT

El algoritmo SPIHT (Set Partitioning in Hierarchical Trees) fue
ideado por Said y Pearlman en 1996 [48] y tiene sus raices en el
algoritmo EZW. Sin embargo SPIHT es conceptualmente diferente
porque usa un codigo de longitud fija. La longitud de cada pala-
bra de codigo es de un bit y esta codificacion es eficiente porque
la probabilidad de cada simbolo (que coincide con la de cada bit
o palabra de codigo) es 0.5. Su existencia demuestra que es posi-
ble diseniar codecs eficientes sin la necesidad de diferenciar entre



1. Fundamentos de la compresion de imagenes 31

un modelo probabilistico y un codificador de longitud variable (Al
igual que ocurre con la familia de compresores LZ).

SPIHT se basa en la clasificacion de arboles jerarquicos de coe-
ficientes de la transformada wavelet. Al igual que el EZW permite
la transmision progresiva de la informacion por orden de bits mas
significativos y también logra imagenes con una gran calidad y
altas tasas de compresion.

En el apéndice A se analizaran con mas profundidad los algo-
ritmos EZW y SPIHT.

1.4.10
Otros

JBIG. El algoritmo JBIG (Joint Bi-level Image Experts Group) trata
de mejorar las deficiencias del estandar JPEG en el manejo
de imagenes binarias. La aportacion mas importante de este
estandar sobre el JPEG es la definicion de un algoritmo para
la compresion sin pérdidas de imagenes binarias.

Deflate. Deflate es un algoritmo sin pérdidas basado en la com-
presion LZ77 y la codificacion Huffman. Fue desarrollado por
Phil Katz en 1996 para su uso en el formato de archivo com-
primido PKZIP, y forma la base de la compresion PNG [13].

GIF. El formato GIF (Graphic Interchange Format) es un forma-
to de archivos de graficos de mapa de bits desarrollado por
Compuserve. Existen dos versiones de este formato de archi-
vos desarrolladas en 1987 y 1989 respectivamente:

= El GIF87a, que es compatible con la compresion LZW,
puede entrelazar, (permitir la visualizacion progresiva)
una paleta de 256 colores y tiene la posibilidad de crear
imagenes animadas (llamadas GIF animados) almacenan-
do varias imagenes en el mismo archivo.

» El GIF89a, que tiene como agregado la posibilidad de de-
signar un color transparente para la paleta y especificar
el tiempo de las animaciones.
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GIF es un formato sin pérdida de calidad para imagenes que
consigue tasas de compresion de aproximadamente 2:1 y es
ampliamente utilizado en Internet.

PGM. El formato PNM incluye los formatos de imagen PPM, PGM y
PBM que se utilizan para almacenar imagenes de color RGB,
imagenes en escala de gris e imagenes en blanco y negro res-
pectivamente. Para cada uno de los tres formatos hay una
version binaria y otra ASCII. En el primer caso la imagen se
codifica como una secuencia de bits y en el segundo se co-
difica en un archivo de texto donde se listan los valores nu-
meéricos de cada pixel. Las imagenes representadas mediante
este tipo de formatos tienen la ventaja de que son muy senci-
llas de manejar y manipular, pero también tienen el inconve-
niente de que ocupan mucho espacio de memoria. El formato
PGM (Portable GrayMap), que soporta imagenes en escala de
grises, cada pixel se representa con un byte o con su valor
en ASCIIL. Es un formato ampliamente utilizado por investi-
gadores en el tema del procesamiento de imagenes, por su
simplicidad y eficiencia.

TIFF. TIFF (Tagged Image File Format, formato de archivo de ima-
genes con etiquetas) debe su nombre a que contiene, ademas
de los datos de la imagen propiamente dicha, “etiquetas” en
las que se guarda informacion sobre las caracteristicas de
la imagen, que sirve para su tratamiento posterior. Como se
explica en [19], estas etiquetas describen el formato de las
imagenes almacenadas o el tipo de compresion aplicado a ca-
da imagen. A pesar de incluir una técnica de recuperacion
perfecta, la tasa de compresion alcanzada con esta técnica es
mucho menor que los estandares PNG o JPEG.

CALIC. CALIC (Context-Based, Adaptive, Lossless Image Coding)
[59] es muy similar a LOCO-I en todos los aspectos excepto
en que la complejidad del codec entropico utilizado es supe-
rior. Se trata de otro compresor de imagenes secuencial que
realiza una prediccion espacial basada en el contexto. Explo-
ta tanto la redundancia local como la global. El predictor es
adaptativo pues aprende de los errores cometidos en predic-
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ciones anteriores. Ademas, CALIC igual que FELICS y LOCO-
I, esta también preparado para codificar imagenes de hasta
16 bpp. CALIC alcanza muy buenas tasas de compresion.

FELICS. El compresor de imagenes FELICS [30] es uno de los

FIF.

compresores de imagenes sin pérdida de informacion mas
sencillos, rapidos y ciertamente eficientes que se han dise-
nado (de hecho, su nombre es el acronimo de Fast, Efficient,
Lossless Image Compression System). La imagen se compri-
me por filas y, conceptualmente, FELICS es idéntico a JPEG
en el sentido de que existe un predictor muy simple y un co-
dificador entropico muy rapido. El uso de un cédigo de Rice o
de un codigo binario ajustado hace posible que FELICS pue-
da codificar imagenes de cualquier profundidad de color sin
que los algoritmos de codificacion y descodificacion sean mo-
dificados. En el caso de usar la codificacion de Huffman o
incluso la aritmeética, esto hubiera sido mucho mas complejo.

El formato FIF (Fractal Image Format) lleva a cabo una co-
dificacion que realiza una aproximacion a cada imagen par-
ticular mediante la busqueda de coeficientes que permitan
la definicion de un sistema fractal. La ventaja principal de
este tipo de formato, ademas de su compresion (150:1), que
es bastante mayor que la obtenida por GIF o JPEG, es que
permite una visualizacion a varias escalas, aprovechando la
naturaleza fractal de la transformacion, sin una pérdida apa-
rente de la calidad incluso a escalas muy altas de ampliacion.

Este nuevo método de compresion de imagenes fue propuesto
por Michael Barnsley utilizando el Sistema de Funciones Ite-
radas (Iterated Functions System, IFS) propuestos por John
Hutchinson en 1980. Arnaud Jacquin en 1989, desarrollo la
codificacion fractal de imagenes para imagenes en escala de
grises, empleando el método IFS pero particionando la ima-
gen (Partitioned IFS, PIFS)[44]. Esta forma de comprension es
un método de codificacion con pérdidas y su principal des-
ventaja es el tiempo de ejecucion para hallar el PIFS adecua-
do.

La compresion fractal es una técnica en desarrollo. Los nue-
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vos avances se centran en las diferentes formas de implemen-
tar un algoritmo de compresion, que permita obtener altas
tasas de compresion con una calidad de imagen determinada
y un tiempo de procesado aceptable.

Esta técnica de compresion no es muy apropiada para apli-
carla sobre imagenes médicas. Se logran altas tasas de com-
presion pero la calidad de las imagenes no logra alcanzar los
niveles aceptables de fiabilidad. Un problema tipico que pre-
sentan estas imagenes es el de blocking. Se pueden encontrar
mas detalles en [20], [52].

Nombre de COmpresores formatos de imagen

la imagen | BZIP2 | PPMZ | RAR | PNG | JP2 JLS
Lena 4,828 | 4,864 | 4,685 | 4,649 | 4,401 | 4,274
peppers 4,740 | 4,688 | 4,545 | 4,035 | 3,641 | 3,483
barbara 6,171 | 6,411 | 6,346 | 5,667 | 4,836 | 4,862
cameraman | 5,581 | 5,573 | 5,849 | 5,261 | 5,133 | 4,740
fingerprint | 5,122 | 5,316 | 5,794 | 5,632 | 5,429 | 5,389
sintética | 0,079 | 0,099 | 0,082 | 0,145 | 0,679 | 0,125

Tabla 1.3: Resultados, dados en bits por pixel (bpp), obtenidos al com-
primir las diferentes imdgenes test con algunos de los métodos explica-
dos anteriormente. Los formatos de imagen utilizados son del tipo lossless
(JP2=JPEG-2000, JLS=JPEG-LS).



Transformaciones
multiescala con Error
Control

2.1
Introduccion

Controlar la calidad de una imagen codificada en lugar de la ta-
sa de compresion es conveniente para las aplicaciones en las que
el control de la calidad es de la mayor importancia, sin embargo
nos gustaria ser lo mas economicos posible respecto al almacena-
miento y a la velocidad de computacion. Veremos un algoritmo de
compresion basado en el marco interpolatorio de Harten para la
multirresolucion que garantiza una estimacion especifica del error
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entre la imagen original y la descodificada medido en las normas
maximo y L.

Tradicionalmente las técnicas de compresion de imagenes se
han clasificado en dos categorias: “lossless schemes” (métodos sin
pérdida) y “lossy schemes” (métodos con pérdida). Los métodos
sin pérdida se utilizan en aplicaciones donde los pequenos deta-
lles de una imagen pueden ser muy importantes (imagenes mé-
dicas, espaciales, etc.). Los métodos con pérdida son necesarios
en situaciones donde se necesita una buena tasa de compresion
(por ejemplo en fotografia digital, en la que generalmente, perder
algunos detalles de la imagen no es problematico). Recientemen-
te se esta estudiando una tercera clase de técnica: “near-lossless
image coding” (métodos casi sin pérdida): producen buenas tasas
de compresion y garantizan al mismo tiempo el tipo y la cantidad
de distorsion producida. Vamos a centrarnos en el estudio de las
técnicas lossless y near-lossless basadas en unas ciertas transfor-
maciones de multirresolucion.

2.2
Transformaciones multiescala

Las transformaciones multiescala se usan actualmente como
primer paso de los algoritmos para la compresion de imagenes.
Un esquema de compresion basado en la multirresolucion puede
ser descrito esquematicamente de la forma siguiente: Sea f* una
secuencia de datos (que representan una imagen) en una determi-
nada resolucion L, de ella obtenemos su representacion en forma
de multirresolucion M fL = (f°,d*, ..., d*) que esta compuesta por:

» /0 es un “sampleado” de los datos con una resoluciéon mucho
mas grosera.

» d* es la secuencia de detalles. Representa la informacion in-
termedia necesaria para reconstruir f* a partir de f*~!. Sien-
do k el nivel de resolucion de la imagen.

Se supone que M f es una representacion de la imagen mucho
mas “eficiente”.
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Pero ¢scomo se realiza una transformacion multiescala?. Parti-
mos de una imagen f que consideramos como una funcién que
pertenece a un cierto espacio de funciones F:

F:00,1]x[0,1 — R

. . oz N, .
de la que tenemos cierta informacion f* = { ikj}i;—o en el espacio

Vk, que representa, de alguna manera, los diferentes niveles de
resolucion (a mayor k£ mayor resolucion).
Definimos el operador decimacion

D,]j_l S VA e

que es un operador lineal y sobreyectivo y nos da informacion dis-
creta de la senal con resolucion k — 1 a partir de la de nivel &
(Dy~! f* = f*=1) . Definimos también el operador prediccion

Pfy VRl — VP

que nos da una aproximacion a la informacion discreta en el nivel

k a partir de la del nivel £ — 1 (PF ,f*! =~ f*). La propiedad basi-

ca de consistencia que estos dos operadores deben satisfacer es

DF'pF | = I+ donde Iyx1 es el operador identidad de V1.
Definimos el error de prediccion e*

e =P = =P DT Y = (I — PE DY) e VR

Obviamente los vectores {f*} y {f*~! ¢*} tienen la misma informa-
cion aunque el namero de elementos de {f*} no es igual al niumero
de elementos de {f*~! ¢¥}. Pero esto podemos solucionarlo puesto
que ¢* contiene informacion redundante pues observamos que

Dtk = DE (75— P, P = DL — DR =
— Rl P = Rl el

por tanto ef € N(Dy™) = {f* € V¥ DF'f* =0} y como D' : VF —
Vk=1 entonces

dimN(D;™!) = dimV* — dimV* ! = m
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por lo que podemos considerar que N (D; ') esta generado por la
base { ,uf L,. Asl, el error de la prediccion que se describe en térmi-
nos de dimV* componentes puede representarse por sus m coor-
denadas d*

m

ek = de,uf

j=1
Desde un punto de vista algebraico, necesitamos un operador

que descarte la informacién redundante de e* asignandole sus
coordenadas d* en la base {;}}. Vamos a llamar G/ a este operador

Gy N(DEY) = G

e o= dP

Necesitamos también otro operador que reconstruya la informa-
cion redundante original de ¢* a partir de d*. Nos referiremos a €l
como FE,

Ey:G" — N(DF
d¥ — eF,
Como " = E,d* y d* = G.e* tenemos que
EyGrer, = Ly pr-nexVe' € N(D{T) = EyGy = Ly 1.

En este punto podemos mostrar que hay una correspondencia
biunivoca entre {f*} y {f*~! d*}: dada f* evaluamos

Fil = ph-iph
d* = Gy (Iyr — P D}7Y) f*
y dados f*~! y d* reconstruimos f* con
P+ Bydt = P DT+ By G (e — B DY) fR =
= PE D P+ (L — PE DY) R =
s

La descomposicion multiescala se realiza repitiendo los dos proce-
sos en cada nivel de resolucion y asi conseguimos

(P} &5 MfE= {0, d, ..., d"}
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Frl— | | || o
Nz - e\

Figura 2.1: Transformada 2D directa.

donde la transformada de multirresolucion directa viene dada por

el algoritmo
DO k=1,...,L

.]kal — D]]:jtflv]?k (2.1)
d" = Gy (Iyx — PE D) f*
y la transformada de multirresolucion inversa viene dada por el

algoritmo

DOk=L,...,1 2.2)
fE=Pe L+ By, '

Podemos remarcar que en el ambito del procesamiento de se-

nales D; ' jugaria el papel de “filtro de paso bajo” mientras que G}

seria el “filtro de paso alto” como se explica en [28].

FLle— | P e| ]| fO
N[z \[7]\[z

Figura 2.2: Transformada 2D inversa.

Por supuesto, el proposito de una descomposicion multiescala
no es solo descomponer y reconstruir sino realizar algan proceso
por el medio. M f* es luego procesada usando un cuantizador (no
reversible) Q.M fX = (f°,d, ... d") y luego pasada al “encoder”.

— J‘/[ — Q, —
fr M fF : Q=M f' —— 11101000 - -
multirresolucion \cuantizacic‘)n encoder

COMPRESION
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Normalmente se disena el cuantizador para que M f*y Q.M f*
sean “parecidas” en el sentido que para alguna norma discreta se
tenga

|7 -7 <o v @ - <an 1<h<L, E={e0, e

Descodificar la informaciéon comprimida requiere aplicar transfor-
macion de multirresolucion inversa M~! a la informaciéon modi-
ficada M fL. Este paso produce f- = M~'Q-Mf- un conjunto de
datos que se esperan “parecidos” al conjunto original f*. Para que
€so sea cierto, se requiere que exista un C > 0 tal que

| 72— 74| < c= 2.3)

en una norma apropiada. Es decir, es importante controlar el error
obtenido. Hay algunos algoritmos lossy que controlan la norma L,
del error pero en general no es facil encontrar algoritmos que per-
mitan controlar la norma L.,. Mas adelante veremos una transfor-
macion multiescala que permite una evaluacion exacta del error
de compresion.

Seria obvio decir que un marco general como (2.1) y (2.2) tiene
muchas ventajas, probablemente la mayor de ellas es la libertad
que le da al usuario para ajustar el esquema de multirresolucion a
sus necesidades. Se requiere que el operador decimacion sea siem-
pre lineal, no asi el operador prediccion. Un operador prediccion
lineal produce transformaciones lineales mientras que una pre-
diccion no lineal produce transformaciones de multirresolucion no
lineales.

El analisis de estabilidad para procesos de prediccion lineales
se pueden llevar a cabo usando herramientas provenientes de la
teoria de wavelets, esquemas de subdivision y analisis funcional
(ver [27], [9]). Con estas técnicas se prueba la existencia de C' que
satisface (2.3) pero en la mayoria de los casos no es facil encontrar
esa C.

En el caso no lineal la estabilidad se asegura modificando el
algoritmo de transformacion directa. La idea del algoritmo mo-
dificado se debe a Ami Harten (ver [26],[8]). El propdsito de este
algoritmo (al que llamaremos errorcontrol) es seguir el paso de la
acumulacion del error al procesar los valores de la representacion
multiescala.
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2.3
Obtencion de los datos discretos

Los procesos de discretizacion son herramientas para ir de una
funcion en algun espacio de funciones a un conjunto de datos dis-
cretos los cuales contienen informacion sobre la funcion original.

En Analisis numeérico, la generacion de datos discretos se hace
usualmente a partir de la aplicacion de un procedimiento de dis-
cretizacion particular. Vamos a ver como a partir de operadores
discretizacion podemos definir un conjunto multirresolutivo que
sera el mas apropiado para un conjunto de datos generados por
ese proceso de discretizacion.

Definimos el operador discretizacion

Dy : F — VF = Dy(F)

que es lineal y sobreyectivo. Si tenemos un conjunto de operadores
discretizacion {D;} diremos que este conjunto es anidado si

Dif=0=D,_1f =0.

A partir de una sucesion de discretizaciones anidadas podemos
definir un operador decimacién D} de la siguiente manera: Sea
ffeVFysea f e F:;D.f = fF (que existe porque D, es sobreyecti-
vo). Entonces definimos

DZ’lf’“ =Dy f

y como {D;} es anidadas, D; ' esta bien definida, es decir, su de-
finicion es independiente de f. Para verlo tomemos fy, f; € F tales
que Dy f; = f* = D, f,, entonces por

0="Drfi — Drfo=Di(fi — f2) = 0 =Dp1(fi — f2) = Dr-1f1 = Di-1fo

se prueba que D; ' esta bien definida. Y como D} 'D, = D;_, te-
nemos que D; ! es una aplicacion lineal y sobreyectiva. Habria
que recalcar también que la decimacion se ha construido sin el
conocimiento explicito de f.
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Como V* = D, (F), se sigue que D,, tiene un operador inverso (al
menos uno) al que denotamos por R; y lo llamaremos reconstruc-
cion de D,

Ry : VP — F.

Sea {D,} anidada y {R;} tal que DRy = I+, podemos definir el
operador prediccion
PF | = DyRy_1.

Se puede ver claramente que P} | es el operador inverso de la pre-
diccion Dyt

DE'PF | = (DF'Dy) R = Dy aRi1 = Tyns

(w7l
AT

k
Pkfl

2.4

Multirresolucion basada en valores
puntuales

Los algoritmos multiescala de Ami Harten han sido ampliamen-
te analizados en numerosos articulos y estan basados en dos ope-
radores (decimacion y prediccion) que conectan dos niveles de reso-
lucion adyacentes. Aqui nos interesa el marco interpolatorio, que
se puede describir de la siguiente manera: Consideramos los pixe-

les de una imagen dada f* = { ;L]}ZL:O como los valores puntuales
de una funcién f en los puntos de la malla X" = {(z},y/)} 2f =

i i
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Z'hL,yJL = jhr, 1,5 = 0,...,Np, Nph, = 1 con N, = 2LN0 y Ny € N.
Se definen las correspondientes particiones para los niveles de re-
solucion mas bajos como: X* = { (¥, y¥)} af = i, yf = jhy, i,j =
0,..., Nk, Nphy =1con N, = 2Ny y Ny € N. Notar que (z}~",y7!) =
(x’gi,ylgj). Es decir, utilizamos un conjunto anidado de mallas en

el intervalo [0,1] x [0,1] . Si consideramos que f* = {_i]fj}f;\glo re-
presenta los valores puntuales de la misma funciéon en los puntos
Xk = {(«F,y}) }, podemos reducir la resolucion de la informacion

COI1l:

=

Iz -

Figura 2.3: Ejemplo de la reduccion de la resolucion de una imagen (Lena
con Ni = 128) a partir de un cierto nivel de resolucion p.

A partir de la resolucion al nivel k—1, ff~! = { fv]’“ ~»» podemos

obtener la resolucion al nivel £ usando técnicas 1nterpolatorias 2D
estandares:

(Pt ) 21 1,2 Zﬁl e T k—_lly> (2.4)
(PEA T 00, I—Zﬁz T+ T (2.5)
(Plfflfk 1 2i-1,2j—1 Zﬂl;ﬁm "H Litm=1 (2.6)

rk— k—1
f l]+m 1+ z—l—l 1,5— m+ i—l,j—m)
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donde los coeficientes (3 son:

S:1:>51:%
322?5121%7522—1—16 (2.7)
523:51:%752:_%753:ﬁ

- : oidn ok — TR ko ph—1
Si definimos los errores de prediccion ¢f; = fF; — (P /"), ..
considerando solo

d?,j(l) = 65171,23'717 df,j(Q) = 621 1,25 dk (3) = 6122’,2]‘71'

k _ rk k rk— _ rk—1 rk—1
(NOtaI' que eQi,Zj - fQi,Zj - (Pk;—lf 1)2i,2j - fz,j - 7]

inmediatamente una correspondencia entre:

= (), se obtiene

{Fis} = {75 dis (1), diy(2),d35(3) )

En la figura 2.4 se puede ver un ejemplo de como quedaria una
imagen después de aplicarle este esquema de multirresolucion y
como quedan colocadas las diferencias.

d4(2) (1)

imagen original multirresolucion esquema

Figura 2.4: Izquierda: imagen original ‘cameraman’ (257x257), centro:
resultado de realizar una transformacion multiescala basada en valores
puntuales, derecha: esquema que muestra la colocacion de las distintas
diferencias.

Podemos reconstruir { } a partir de la parte derecha de la
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expresion anterior con

f2z 2 — ikj_l
f27, 1,2j-1 = (1) (Pk]:C 1fk71)2i—1,2j71
f2i71,2] = dk + (Pk lfk 1)21'71,23'

L ffmj 1= dk (3) + (Pk lfk 1)21',2]‘—1

Repitiendo el proceso para k = L,..., 1 obtenemos la transformada
2D directa. Y si reconstruimos para k = 1,..., L tenemos la trans-
formada 2D inversa. En la figura 2.5 podemos ver un ejemplo de
una descomposicion multiescala de la imagen cameraman con tres
niveles de transformacion.

imagen original multirresolucion con L = 3

Figura 2.5: La imagen de la derecha muestra la transformada 2D directa
de ‘cameraman’ con L = 3.

La transformacion multiescala 2D y su inversa pueden ser es-
critas de las siguiente manera:

ALGORITMO 2.1.

Transformacién directa 2D - — M fL = (f°,d',... d")
fork=1L1,..1
fori,j =0,..., Ny
fzkj_l - f2ki72j

end
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fori,j=1,..,Ny_4
di;(2) = fiva = (PEA )00y
di;(3) = finj = (Pia ™) g0
di (1) = f3i10j1 = (PEaf" )y 1050
end
fori=1,..,Ny_1
dio@) = kaszo - (Plfflfkil)m—l,o
dlg,l(?’) = f&zlq - (Plfflfkil)o,m—l
end

end

ALGORITMO 2.2.

Transformacién inversa 2D M fX = (f°,d',... d*) — MM ft
fork=1,....L
fori,j=0,..., Ny
szi,Qj = _ij_l
end

fori,j=1,..., Ny
fégi—l,Zj = df,j@) + (Plf—lfk_l)ziqgj
fgﬂi,Zj—l = df,j(3> + (Plf—lfk_l)zmj—l
f_éﬁiflﬁjfl = dﬁj(1> - (Plf—lfk_l)ziqgj—l

end

fori=1,..,Ny_1
ffl—m = dﬁo@) + (Plf—lfk_l)m—l,o
f(ﬁQl—l = dlg,l(3> + (Pg—lfk_l)o,zz_1

end

end
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2.4.1

Algoritmo error control para valores

puntuales

Dada una sucesion discreta f* y un vector de tolerancias & =

{€0,...,€1}, nos gustaria conseguir una representacion comprimi-

da { fo.dt, ... ,cZL} que esté cerca de la original, en el sentido que
para alguna norma discreta || - ||, tengamos H fo— fOH <&y

Hci(l)k —cZ(l)’“H <ew, 1<k <L, I =1,23. Al mismo tiempo espe-
ramos que la representacion sea mucho mas eficiente, es decir,
mucho mas barata de codificar y/o almacenar. Esperamos que el

contenido de la informacion de f- = M~! { fod ... ,OZL} esté razo-
nablemente cerca de la senal original , y para que esto sea cierto,

la estabilidad del esquema de multirresolucion con respecto a las
perturbaciones es esencial, i.e., se pide que

30 >0: HfL—fLH < Ce.

Motivado por el estudio de la estabilidad de las transformacio-
nes de multirresolucion no lineales, Ami Harten propone una via
sistematica que asegura una condicion como esta ultima. Su apro-
ximacion implica una modificacion de la transformacion directa
que incorpora el cuantizador no reversible M. Esta transforma-
cion modificada se disena de tal modo que, si ¢ = {0,...,0} en-
tonces M} = QM = M y que la modificacién nos permita seguir
la pista del error acumulado. La ventaja adicional de esta modi-
ficacion es que permite un seguimiento detallado de los errores
acumulados locales y, por tanto, produce cotas de error a priori y
a posteriori especificas (y computables). Probaremos que este al-
goritmo asegura evaluaciones “exactas” de error en las normas L,
Loy, L.

ALGORITMO 2.3. fL — MMfL = (0 d' ... d~)
Transformacion directa 2D modificada

fork=1,..1
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|
fL -~ -~ f'2 -~ 1 <;~\— fO

>
2
%> - |-,
A
S
=t

Figura 2.6: Transformacion directa 2D modificada.

fori,j =0,..., Ny

rk—1 £k
fi, i f2i,2j

end
end
f = proc(f°, )
fork=1,...,L

fori=1,..Ny_1,7=0,..., Ny_1
Jf]@) = f2ki—1,2j - <P£71f71>

end

for i = 07 s Nk—bj = 17 "'7Nk—1
d~i€](3) = kai,Qj—l - (Pxf_1fk_1>

end

for i = 1, ey Nk*hj = 1, "'7Nk71
sz](l) = f_2kifl,2j71 - (P/quk_l)

end

2i—1,25
2i,2j—1

2i—1,2j—1

(2)
d*(3) = proc(d*(3), ;)
d*(1) = proc(d*(1), ;)
fori=1,...,Ny_1,j=0,..., N4
Fhio1gy = di;(2) + (P f ) g
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end

for 1= 0, ceey Nk—l,j = 1, ceny Nk—l
o1 = di;(3) + (PR ") iy

end

for i = 1,..., Nk—l,j =1,.., A
Fricigjor = dij(0) + (PEA ")y 1054

end

fori,j =0,..., Ny
f2ki,2j = ;kfl

end

end

donde proc representa cualquier estrategia de procesamiento.
Por ejemplo, podemos truncar o cuantizar los detalles. Esto es:

1]7

proc_tr(df ;¢;) = {0 i, < (2.8)

k
o proc_qu(d’ i ER) = 2¢ - [%] (2.9)

€
Veremos a continuacion una evaluacion del error a posteriori
que nos permite calcular el error de compresion exacto medido
en las normas discretas L,, L,, L... La definicion de estas normas
tiene en cuenta la dimensionalidad de las sucesiones finitas para
las que se aplican. Asi, dada una sucesion de dimension finita s =
(sx)rer » donde A es un conjunto (finito) de indices, consideramos

las siguientes definiciones:

2
Islloe = méx|s,] ||8||1— ZISAI Islly = ZISAI

AeA AeA

Ahora, veamos unas proposiciones:

Proposicién 2.1. Dada una sucesion discreta f*, sea f* = M~ MM f-
con MM dada por el algoritmo 2.3 y M~ dada por el algoritmo 2.2
(y siendo p = 1 o 2). Entonces:
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A

Lo gLl 4 70 _ 70 . . ke _ Gk
7= 7o) = {2 = 2 s { s {0 - 0]} )
(2.10)
e sl CORCAU |
L _ /L WoT )" |70 _ 4o Tk k
d™(1) —d"(1)|| +
|7 =7 = e 7 - o),
L
NZ 4 Niot || 5, %o ||P Nk—l—i_Nk*l Sk 5k o ||F
———— ||d"(2) = d"(2)|| + ———||d"(3) — d"(3
2 (N +1)2 @ <>p ; (Np +1)2 ) <)p
(2.11)
Demostracion. Del algoritmo 2.3 deducimos:
f2ki—1,2j - fé;‘—l,?j = ij(Q) - Czﬁj(2)v
7k ik Tk 7k
f2i,2j—1 - f2i,2j—1 = di,j<3) - di,j(3)7 2.12)

kaz'—LQj—l - fgi—l,zj—l = df,j(l) - dﬁj(l)v

7 _fk k=1 k-1
24,25 2i,2j 7 iy 2/

Entonces:

7L 7L | 7L AL
= |-
:méx{
[

wio {757~ 7157 | - d o)} =
=i {7 s {0 o] 3
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y obtenemos (2.10). Ahora para p =1 (0 2),

1 r
i AL L _ rL
- = e 3 -
1 Np_1 »
FL—1 L1
- (V. + 1)2 Z fig = hiy |+
i=0,j=0
1 Np_1 »
L1 L—1
+(NL+1)2 Z dzg (1)_dz] (1) +
i=1,j=1
1 Np_1 »
L1 5L—1
m Z di; (2) —di; ()] +
i=1,j=0
1 Np_1 »
L1 SL—1 _
+(NL+]-)2 Z di,j (3) _di,j (3) -
i=0,j=1
Ny +1)?
_ <(§L1+1 HfL 1 "y
(NL—l) 5L
—_ 1) —d™(1
N? 4+ N A P
—(LN1L+1L 1HdL —d')| +
N7_ 1+NL 1 H 7 Lo I[P
————|d”(3) — d*(3)]| ,
lo que prueba (2.11). O

Esta proposicion da la diferencia exacta entre f* y fE medi-
da en las normas L, Ly, L. Este valor puede ser incorporado
a la representacion comprimida de los datos, para que después
de aplicar MY, uno sepa exactamente cuanta informacion se ha
perdido respecto a estas normas. En particular, como el PSNR se

define utilizando el error cuadratico medio que es H L fL

es necesario aplicar la transformada inversa (algoritmo 2.2) para
conocer el PSNR. Lo mismo pasa con el PAE que se mide con la
norma infinito.
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Estos resultados se pueden utilizar para dar cotas a priori, i.e.
pueden ayudar a ajustar el vector de parametros ¢ = {c,...,c.}
para poder garantizar una precision deseada al descomprimir.

Corolario 2.2. Considerar el esquema de multirresolucion con error
control descrito en la proposicion 2.1, y cualquier estrategia de pro-
cesamiento para reducir los coeficientes tal que

<ep VI=1,23 Vk=1,...L

p

Hfo_fo )

<cy HJ'f(z) —d* )

donde p = 1 o 2. Entonces, tenemos:

HfL fLH <e=max{e}.
Mas atn, PSNR > 20log,,(255/¢).
Demostracion. Como N, = 2N, tenemos

(% i ?) + (N;i 1)2 Zl (3(Nj—1)* 4+ 2Np—1) =

HfL fL

L L
- 3t S
=1

(NL+1) NL+1 NL+1
517

O

Corolario 2.3. (estrategia casi sin pérdida) Considerar el esquema
de multirresolucion con error control descrito en la proposicion 1 y la
cuantizacion proc_qu como estrategia de procesamiento del algorit-
mo 2.3. Entonces, tenemos:
} < k-
p

PAE = HfL fLH <e=méx{e}.

|77 eoymax{Hciww—ci’%z)

=1,2,3

Por tanto:



2. Transformaciones multiescala con Error Control 53

Para obtener una transformacion sin pérdidas necesitamos in-
troducir dos variantes del procedimiento de cuantizacion
proc_qu:

k k
k : dij di;
di,j + 5k S1 ‘ |: :| -

QEk 25k

proc_up(d;;;c;) =

db .
2y - [ﬁ] en otro caso

( k k
ko S
i di;—er si ‘ |:25k:| %en,

proc_do(d; ;;¢;) = }

dk .

. ,J
2€k |:2€k
Corolario 2.4. (Transformacion sin pérdida) Consideramos el es-

quema de multirresolucion con error control descrito en la proposi-
cion 1 y la cuantizacion proc_up con ¢, = 0,5. Entonces:

en otro caso
\

fv = proc_do(f*;0,5).

Demostracion. Si aplicamos la estrategia proc_up en el algoritmo
2.3 obtenemos:

FO £0 70 70

1,J
y, de (2.12): A B
05 < fl—fh <05

Ahora, si definimos f := proc_do(f%:0,5), tenemos

—05<fh—fh<0s y —i1<fh-fh<L

Como f};, f; € N. Tenemos f* = f = proc_do((/*;0,5)). O
2.4.2

Experimentos numéricos con valores
puntuales

En primer lugar compararemos los errores de compresion que
se producen al descomponer y reconstruir la imagen Lena con di-
ferentes tolerancias ¢ y con dos estrategias diferentes:
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1. Aplicamos la estrategia estandar, a la que llamamos ST, que
consiste simplemente en computar f- = M~'Q.M f* donde M
y M~ representan los algoritmos 2.1 y 2.2, respectivamente,
y Q. es el operador cuantizacion.

2. Aplicamos la transformada discreta modificada 2D (algoritmo
2.3) y la transformada inversa 2D (algoritmo 2.2). Denotamos
esta estrategia como EC (error control).

Usamos las mismas técnicas interpolatorias polinomiales a tro-
zos descritas en (2.4), (2.5) y (2.6). Comparamos el rendimiento de
compresion de cada estrategia en términos de la entropia.

En la tabla 2.1 y en la figura 2.7 podemos observar los efectos
de las diferentes estrategias con varias tolerancias utilizando s = 1
(2.7). En la tabla 2.2 se muestran los resultados para s = 2. En
ambos casos se ha empleado L = 4.

Aunque si controlamos el error no podemos controlar la com-
presion, podemos observar que dado un ¢, la entropia, y por tanto
la compresion, obtenida por EC es comparable a la entropia obte-
nida con la estrategia ST.

Con el algoritmo EC siempre obtenemos exactamente la cota
tedrica, ¢, para la norma maximo. En cambio, la estrategia ST
siempre nos da errores con la norma maximo mucho mayores que
el parametro de tolerancia.

En la tabla 2.3 mostramos la tasa de compresion en bits por
pixel y el PSNR de la imagen Lena al comprimirla utilizando error
control (EC) (y el algoritmo de compresion SPIHT) con varios valo-
res de €. También se muestran los valores obtenidos con JPEG-LS
que tiene un modo casi sin pérdida donde se puede determinar
el error maximo permitido antes de que se realice la compresion,
como con el algoritmo que proponemos.

Se puede observar que los valores del PSNR son mayores con
el algoritmo EC y que cuando aumenta la tolerancia, las tasas
de compresion del método EC son mejores. En la figura 2.8 se
muestra un detalle de la reconstruccion de Lena y se observa en
la que corresponde al método JPEG-LS unas lineas horizontales
poco naturales.

Ahora procesamos la imagen de la mamografia (Figura 2.10
arriba, izda.) usando la transformacion M2 descrita en el Algo-
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e |algoritmo | |||, | II‘lly | |Ill, | entropia | PSNR
4 ST 11,94 | 2,46 | 3,04 1,79 38,46
EC 4 1,93 | 2,25 1,83 41,07
8 ST 23,64 | 4,02 | 5,13 0,95 33,93
EC 8 3,39 | 4,06 1,07 35,95
12 ST 35,78 | 5,07 | 6,68 0,63 31,64
EC 12 | 4,76 | 5,75 0,73 32,94
16 ST 42,13 | 6,09 | 8,22 0,46 29,84
EC 16 6,02 | 7,32 0,55 30,84
20 ST 54,38 | 7,06 | 9,65 0,36 28,44
EC 20 7,60 | 9,14 0,43 28,91

Tabla 2.1: Errores de compresion de la imagen Lena utilizando los algo-
ritmos ST y EC con valores puntuales (s = 1) y con diferentes valores del
parametro ¢.

e | algoritmo | ||| | Il |-|l, | entropia | PSNR
4 ST 13,18 | 2,67 | 3,32 1,71 37,70
EC 4 1,95 | 2,27 1,81 41,02
8 ST 26,02 | 4,43 | 5,66 0,90 33,07
EC 8 3,53 | 4,19 1,08 35,68
12 ST 39,52 | 5,65 | 7,43 0,59 30,71
EC 12 5,03 | 6,01 0,75 32,56
16 ST 49,35 6,84 | 9,17 0,43 28,89
EC 16 6,42 | 7,73 0,58 30,36
20 ST 67,33 | 7,79 | 10,60 0,33 27,62
EC 20 |8,06 | 9,64 0,47 28,45

Tabla 2.2: Errores de compresion de la imagen Lena utilizando los algo-
ritmos ST y EC con valores puntuales (s = 2) y con diferentes valores del
parametro ¢.
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Figura 2.7: Imdgenes reconstruidas (a) ST con ¢ = 12, entropia 0,6286 (b)
EC con ¢ = 12, entropia 0,7284 (c) ST con ¢ = 16, entropia 0,4626 (d) EC
con ¢ = 16, entropia 0,5498.



2. Transformaciones multiescala con Error Control 57

EC JPEG-LS

tol | bpp | psnr | bpp | psnr
3,12 | 52,90 | 2,75 | 49,89
2,60 | 46,90 | 2,12 | 45,14
2,12 | 43,43 | 1,78 | 42,20
1,77 | 41,08 | 1,55 | 40,10
1,49 | 39,39 | 1,38 | 38,49
1,29 | 38,10 | 1,25 | 37,14
1,12 | 37,02 | 1,15 | 36,00
0,95 | 36,30 | 1,07 | 35,03
0,87 | 35,77 | 1,00 | 34,13
0,75 | 35,30 | 0,94 | 33,31

o] ©| 0| N| O G| | Lo| N =

Tabla 2.3: Tasa de compresion (bpp) y PSNR obtenido después de apli-
car EC con valores puntuales y s = 1 y JPEG-LS a la imagen Lena con
diferentes valores del parametro ¢.

(b)

Figura 2.8: Detalle de la reconstruccion de la imagen Lena utilizando (a)
Error control (b) JPEG-LS.



58 2.4. Multirresolucion basada en valores puntuales

ritmo 2.3 con s = 1 en (2.7). Notar que, segun el corolario 2.3,
el parametro de cuantizacion ¢ especifica la maxima desviacion
permitida entre los valores de los pixeles. Aplicamos a M fL un
codigo entropico lossless similar al usado en el algoritmo SPIHT
[48] que también explota la estructura de multirresolucion. En la
Tabla 2.4, mostramos el ratio bit-per-pixel (bpp) y el PSNR de la
imagen reconstruida para varios valores de &, junto con los valo-
res obtenidos después de utilizar el compresor estandar lossless
JPEG-LS (ver [57, 58]).

También hemos comprimido la imagen con el estandar JPEG-
2000 [54] utilizando el software Jasper [2] con el mismo ratio de
compresion que el obtenido con el EC (columna 7 de la Tabla 2.4).
Observar que con el JPEG-2000 no podemos controlar automa-
ticamente el Peak Absolute Error (PAE) (columna 9 de la Tabla
2.4). Resolvemos este problema evaluando los pixeles que tienen
el error mas grande que la tolerancia ¢ y los codificamos con un
codigo aritmético [39, 40]. Obviamente en este caso tenemos mas
bytes que almacenar (columna 10 de la tabla) y de aqui, el bpp es
mayor (columna 11).

EC JPEG-LS JPEG-2000

extra

LPB

™

bpp | PSNR

bpp

PSNR

bpp

PSNR

PAH

bytes

bpp

PSNR

42.11

1.03]49.23

0.94

45.78

1.03

47.39

7

12951

1.41

50.31

36.09

0.67|43.44

0.67

39.21

0.67

44.28

10

7013

0.88

45.73

32.57

0.44|40.06

0.42

36.57

0.44

42.45

16

4017

0.56

43.30

30.07

0.30(38.88

0.34

35.25

0.30

41.57

19

1742

0.35

41.94

28.13

0.17(38.10

0.26

32.67

0.17

40.69

24

658

0.19

40.81

|
[\DOOOQ’PN

26.55

0.09(37.82

0.22

31.70

0.09

39.99

27

272

0.10

40.03

Tabla 2.4: Ratios de compresion (bbp) y PSNR obtenido después de aplicar
los algoritmos de compresion EC, JPEG-LS y JPEG-2000, con diferentes
parametros de truncamiento ¢, a la imagen medica (Figura 2.10, Arriba
Izda.). LPB es la Cota Inferior de PSNR (Lower PSNR Bound) para el algo-
ritmo EC para cada ¢ (Corolario 2.2).

En la Figura 2.9 mostramos una comparacion de los resul-
tados obtenidos para comprimir casi-lossless con las estrategias
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EC, JPEG-LS y JPEG-2000. A pesar de que nuestra técnica no

Medical image Medical image
1.5 T T

501 ~ SPL

= -+ JPEG-LS
+--+ JPEG-2000

[
VAR

Bit Rate (bpp)

350 *

+—+ JPEG-LS
+--+ JPEG-2000

30 H ; 0 H
0 0.5 1 1.5 2 4 6 8
Bit Rate (bpp) Peak Absolute Error

I
10 12

Figura 2.9: Comparacion de los resultados obtenidos con el casi-lossless
en la imagen test medica. Izda., PSNR versus bit rate; dcha, bit rate versus
Pealk Absolute Error.

es muy sofisticada, los ratios de compresion que obtenemos con
los algoritmos EC y JPEG-LS son muy similares. Podemos ver
también que para un ¢ grande nuestro algoritmo mejora al casi-
lossless JPEG-LS. Hay, sin embargo, una diferencia significativa
en el PSNR, y también en la calidad de la imagen reconstruida (ver
la Figura 2.10).

En la imagen original un pequeno punto blanco puede ser cla-
ramente observado. Si esto indica un tumor o una anomalia, de-
beria de ser claramente observado después de que la imagen es
reconstruida, como ocurre en todos los casos. La maxima diferen-
cia se ve en la textura de la mama, la cual se ve mejor cuando se
utiliza el algoritmo EC.

Si comparamos nuestro algoritmo con los resultados obtenidos
con el JPEG-2000 observamos que con nuestros algoritmos, dado
un PAE, comprimen mas (el bpp es menor).

También aplicamos los tres algoritmos al conjunto de 12 image-
nes DEM de 1200x 1200 pixeles con 8 bits por pixel con un error
maximo de ¢ = 5 (Tabla 2.5). Puede ser observado que el PSNR
obtenido con los algoritmos EC y JPEG-2000 son siempre mayo-
res que el que obtenemos con el JPEG-LS. La calidad global de la
imagen reconstruida siempre es mejor.
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Figura 2.10: Arriba Izda.: Imagen original médica (512x 512 pixeles). Arri-
ba derecha la misma después de comprimir con EC y ¢ = 10 (bpp=.17 y

PSNR=38.10). Bajo izda.: con JPEG-LS y ¢ = 8 (bpp=.34 y PSNR=35.25).
Bajo dcha: con JPEG-2000 y ¢ = 10 (bpp=.19 y PSNR=40.81).
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EC JPEG-LS JPEG-2000

Imagenes bpp| PSNR |bpp|PSNR [bpp| PSNR |PAE E;E:; bpp |PSNR
binghamton-e |[.15/42.73|.63|38.77|.15|44.90|17| 5284 |.17 |45.13
binghamton-w {.30(41.89|.81|38.81|.30(44.44|16| 7814 |.35|44.74
delta-e .11(42.12|.37|39.16(.11|46.35/16| 4109 |.13|46.59
delta-w .09/43.01|.37|38.88(.09|46.57|15| 3646 |.11 |46.81
lake_champlain-¢.06/43.41|.34|38.91|.06/47.08|13| 2012 |.07 |47.21
ogden-e .10/43.10(.37|38.89(.10|46.54(13| 5597 |.13|46.90
ogden-w .14142.85|.61|38.79|.14|45.05/13| 4787 |.17 |45.26
shiprock-w |.13|42.45|.38|38.99|.13|46.58|15| 5925 |.17 |46.96
toole-e .10|43.77(.40(39.12|.10|46.52|11| 3806 |.12|46.76
utica-e .14142.76|.55|/38.90|.14|44.70|15| 6984 |.17 |44.96
utica-w .10/43.50(.37|38.60|.10/46.56(23| 5284 |.13|46.91
wells-e .09(43.38/.42|38.81|.09|45.94/13| 3907 |.11 |46.16

Tabla 2.5: Ratios de compresion (bbp) y PSNR obtenido después de aplicar
los algoritmos de compresion EC, JPEG-LS y JPEG-2000, conc =5, a los
datos. La cota inferior del PSNR (LPB) para el EC es 20 log1(255/¢) = 34,15

(Corolario 2.2).
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Figura 2.11: De arriba a abagjo (izda.): Region seleccionada de 600x 600
pixeles de la imagen original wells-e2 (1200x 1200 pixeles), la misma
region después de ser comprimida con un error mdaximo de 5, con EC
(bpp=.09 y PSNR=43.38), con JPEG-LS (bpp=.42 y PSNR=38.81) y con
JPEG-2000 (bpp=.11 y PSNR=46.16). Derecha: las lineas de nivel para
cada imagen.
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Mostramos en la figura 2.11 la imagen original y la reconstrui-
da después de ser comprimida con las estrategias EC, JPEG-LS
y JPEG-2000. La figura muestra la imagen en escala de grises y
sus curvas de nivel. Notar que la estructura topografica esta me-
jor preservada en el caso de la compresion con EC y JPEG-2000
mientras que es distorsionada en el caso de la compresion JPEG-
LS.

También hemos comparado la estrategia lossless EC del corola-
rio 2.4 con el JPEG-LS. En la Tabla 2.6 podemos ver que con nues-
tra técnica obtenemos unos ratios de compresion un poco peores
que con el JPEG-LS.

EC | JPEG-LS EC | JPEG-LS
binghamton-e | 1.76 1.55 ogden-w | 1.71 1.52
binghamton-w | 2.30 1.98 ogden-e | 1.35 1.16

delta-e 1.59 1.33 toole-e | 1.50 1.29
delta-w 1.52 1.30 utica-e | 1.73 1.50
lake_champlain-e| 1.06 0.99 utica-w | 1.38 1.20
shiprock-w 1.47 1.26 wells-e | 1.44 1.27

Tabla 2.6: Compresion para las estrategias lossless EC y JPEG-LS.

Observamos que con el algoritmo EC siempre obtenemos la cota
teorica a priori, ¢, para la L,-norma. Esto es debido a el hecho
de que si en un caso tenemos \Jﬁj(l) - cifj(l)] = ¢ entonces, por
(2.10), || f* — f* ||= e. El PSNR continua, en todos los casos,
significativamente mayor que las cotas teoricas de error. Esto es
esperable, ya que las cotas de error son calculadas en el Corolario
2.2 bajo el peor escenario. En una figura real, muchos errores de
interpolacion (y por tanto muchos detalles) son menores que la
tolerancia, y su contribucion al total del error L, (o L;) es mucho
menor de lo que seria en el peor escenario asumido en las pruebas.

El hecho de que las normas del error L, y L; (mas apropiadas
para la visualizacion de la imagen que la L.) son siempre mu-
cho menores que sus cotas de error teoricas, sugiere que otras
estrategias de procesamiento de los detalles pueden ser utilizadas
dentro del contexto de error-control que aseguren que las normas
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del error L, o L; estén por debajo de la tolerancia prescrita pero no
demasiado lejana a ella.

En términos generales, necesitamos calcular los coeficientes de
escala d*, utilizando algin procesamiento de d* de forma que

[ — d¥|l, < en

parap=2o0p=1.
Substituimos el calculo de d ;(1), 1 =1,2,3 obtenido por cuanti-
zacion por la estrategia de procesamiento (2.13):

Corolario 2.5. Consideramos el esquema de multirresolucion de
error control descrito en la Proposicion 2.1 con la estrategia de pro-
cesamiento:

(n=0; p=0

while (p <&, and 2"¢5 < £)
d*(l) = proc_qu(d*(l), 2"=),
p=ld*(1) = d* ()]l
n=n++1

[ end

Cik(2> = prOC_quzA(Cik(2)7 €2, 500) =

(2.13)
Entonces, tenemos ||fL' — fL||o < e Yy |IfF — fFlo < 2765 < e

Otra posible estrategia es la siguiente:

Corolario 2.6. Consideremos el esquema de multirresolucion de
error control descrita en la Proposicion: 2.1 y la estrategia de pro-
cesamiento:

( d*(1) = proc_qu(d" (1), =)
n=0; p=0

while (p < &, and (g5 + 2ney) < &)
d* (1) = proc_qu2B(d"(1),es,25,) = n=n+1

d¥(1) = proc_tr(d* (1), 2ne,),
p=|ld*(1) = d*(D)]]:

. end

(2.14)
Entonces, tenemos ||fX — fLla < e Y ||fF — fLloo < (2 + 2n3) < £



2. Transformaciones multiescala con Error Control 65

Notar que estas estrategias, a les que llamaremos EC2A y EC2B,
aumentan el parametro utilizado para cuantizar o truncar en ca-
da nivel de resolucién hasta que ||d*(I) — d*(I)||c < €o0. PEro que
aseguran ||d*(1) — d*(1)||; < eo.

En la Tabla 2.7 observamos los efectos de los diferentes estra-
tegias de procesamiento (dentro del algoritmo EC) para diferentes
parametros de tolerancia. En ambos casos vemos los errores ac-
tuales estan mas cercanos a las cotas teoricas de error que con
la cuantizacion estandar proc_qu y, al mismo tiempo, obtenemos
mejores ratios de compresion.

£co | €2 | strategy LPB |PAE| PSNR | bpp

16 | 16 EC 24.09 | 16 | 36.95 | 0.035
16 | 16 | JPEG-LS 16 | 29.24 | 0.161
16 | 4 EC2A | 36.09 | 16 | 36.89 | 0.032
12 | 12 EC 26.55 | 12 | 37.82 | 0.09
12 | 12 | JPEG-LS 12 | 31.70 | 0.22
12 | 4 EC2B |36.09 | 12 | 37.71 | 0.074

Tabla 2.7: Ratios de compresion (bbp), PSNR y PAE obtenidos después de
aplicar el JPEG-LS y el EC, con las estrategias EC2A y EC2B, y diferentes
pardametros de truncamiento ¢ a la imagen médica. LPB es la cota inferior
de PSNR para el algoritmo EC para cada ¢ (Corolario 2.2).

2.5

Multirresolucion basada en medias
en celda

En el marco de las medias en celda, los datos discretos son
interpretados como la media de una funcion en unas celdas de una
malla, la cual determina el nivel de resolucion de la informacion
dada (ver [8]). Supongamos que disponemos de una sucesion de

mallas {X’“}ézo . donde X* = {(2F,¢%)} aF = ihy, yf = jhu, 1,) =
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L,..., Ng, Nphy = 1. Con hy, = 27%h,, la sucesion de datos discretos
J*={fF;} en el k-ésimo nivel de resolucion se obtienen a partir de

k 1 yé-“ a:’;
fi,j = h_z/ / [z, y)dzdy.
k k k
Yj—1 YT

Podemos reducir la resolucion de la informacion con:
_ 1 . - _ _ _
k=1 _ k k k k .
fi,j 1 (f2i,2j + f2i—1,2j + f2i,2j—1 + f2i—1,2j—1) » 1<4,7 < Nyg—ae

La consistencia para el operador prediccion, Df'PF | = I, se
formula como:

1 _ _
n ((Plf—lfk_l)m,zj T (Plf—lfk_l)zi—mj -

4
+ (Plf—lfk_l)zmjfl + (Plig—lfk_l)mq,zjq) - ;kj_l

, : ko Fk ko k-1
Entonces, si definimos ef; = ff; — (P /"), .

1
k k k k _
1 ( 22§ T €2i—1,2j T €2505—1 T @2i—1,2j—1> =0

y reducimos la informacion redundante definiendo

1
k _ k k k k
di,j(2) 1 (€2i,2j — €9i9j_1 T €319 — 621‘—1,2]’—1)
dk (1) _ 1 ( k Lk Lk + k )
i, 1 €9i,25 7 €242j—1 — €2i—12j T €2i—12j-1
dk (3) _ 1 ( k + k _k _k )
i, ~ 1 €9i,2§ T €2i2j—1 — €2i—125 — €2i—12j-1) s

se puede observar que existe una correspondencia biunivoca entre
los conjuntos

{F55) = U dE (1), dE5(2), dE5(3)

con fF=t = Dt fk,
La transformacion multiescala en dos dimensiones y su inversa
puede escribirse de la manera siguiente:
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ALGORITMO 2 .4. B B B
Transformacién directa 2D f- — M fL = (f°,d', ..., db)

fork=1L1,....1
fori,j=1,..., Ny
]?zkfl =3 (P2 + foimigy + Foiojo1 + Foici25-1)
6151’,23‘ = f2ki,2j - (P/f—lfk_l>2i,2j
egi—l,zj = JFka‘—l,2j - (Plfflfk_l)%—mj
€]2€i,2j—1 = f2kz‘,2j—1 - (Plfflfkil)%,zj—l
61%-1,2;‘-1 = f2ki—1,2j—1 - (Plfflf_kil)%—l,%—l

dﬁj(Q) =1 (egi,2j - 6122‘,2;‘—1 + 615i—1,2j - 615i—1,2j—1)

1
k 1k k k k
di,j(l) =12 (€2i,2j — €9i0j-1 — €312 T 62i—1,2j—1)
k 1k k k k
di,j(g) =1 (€2i,2j t €051~ €2i-125 — 621'71,23‘71)
end
end

ALGORITMO 2.5. B )
Transformacién inversa 2D (M fX — MM f*)

fork=1,....L
fori,j=1,..., Ny
f§—1,2j—1 - (Plf—lfk_l)mq,zjfl + di’ij(l) o dﬁj(2) B dﬁj (3)
Faimrs = (PEAT 1) gy gy — dig (1) + d35(2) = d35(3)
Friggr = (Piaf™ ™) gy — iy (1) = di5(2) + di5(3)
Faizg = (PEA T 1) gy + iy (1) + d5(2) + d75(3)
end
end

Ahora vamos a describir un tipo particular de operadores pre-
diccion lineales que se construyen usando polinomios interpola-
dores 2D estandares. Consideremos los polinomios 2D

pf,j(x7 y) = Z Cl,mxlym'

0<I,m<2s
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Determinamos sus (2s + 1)? coeficientes imponiendo

y]+m
/kl / pz]‘%ydydx Z+lj+m7 l,m:—S,...,S.

H»l 1 J+m 1

Entonces definimos

y2] 1
(Pk 1fk ! 2@2] 1 / / p’L_j r y)dydl’

x2z y2]

b 1 xélf y2j—1 s
(Pk—lf )21'_172]'_1 = /xk /k pz,j($7y)dydx

2i—2 Y252

mQ’L y2]
(Pk 1fk ! 21 1,25 / / plj z y>dydx

y2] 1

(Pk 1fk ! 212] / / pii(r,y)dydz.
"521 y

A partir de los resultados de interpolacion 2D (ver[10]) obtenemos:
(Paf ) gy = [ Q0 (65 1) + Q) (55 F571) + @3y (4,55 F77Y)
(PR )iy = P Q3 (0 157 = @5 (6 1571) = @3y (65 157)
(PR )y = P =@ (05 1)+ @ (6 171) = @3y (655 757)
(PR f ) gy = P = Q5 (65 1) = @ (653 F771) + Q3 (6,55 F771)
donde

Q Z ] fk ! Zﬂl z]iHl] )
Q, (i,5: f*) = Zﬁm frd = L)

rk— rk— rhk—
Qxy Z] f 1 ZﬁlZﬁm z+l]+m+f lj+m Z-‘,—lj m+f lj m)

y los coeficientes J son

521:>ﬁ1:—§
522:>ﬂ1 128’62
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2.5.1

Algoritmo error control con medias en
celda

Al igual que en el marco de los valores puntuales se propo-
ne también ahora una modificacion de la transformacion directa
que incorpora el cuantizador no reversible M y que nos permite
seguir la pista del error acumulado. Las transformaciones multi-
escala 2D modificadas y sus inversas pueden ser escritas de las
siguiente manera:

ALGORITMO 2.6.
Transformacion directa 2D modificada (version 1)

fork=1,..,1
fori,j=1,..., Ny
-fzkj_l - %L (]?121 + kai—l,Qj + ffi,2j—1 + f2ki—1,2j—1)
end
end
J° = proc(f°, )
fork=1L1,.. 1
fori,j=1,..,Np_4

k _ Tk E o fk—1
€925 — f2i,2j - (quf > o
21,27
k _ Tk E o fk—1
€9i-1,25 — f2i—1,2j - <Pk71f )
k _ Tk ko fk—1
€9i,2j—1 — f2i,2j—1 - <Pk71f ) o
21,25—1
k _ Tk ko fk—1
€2i-1,2j-1 = f2i—1,2j—1 - (quf )

k k k k
(621,23‘ — €051 T €195 — 621'71,23'71)

2i—1,2j

2i—1,25—1

S

BN

—~

[\]

~—
Il

k k k k
(621,23‘ — €3i9j—1 — €9i_192; T 621'71,23‘71)

IS8
E
—~
—_
SN~—
I
N N [ N

dF (3) =

k k k k
(ezi,Qj T €051~ €215 — 621‘—1,2]'—1)
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’“( ) = proc(d*(3), )
fori,j=1,..., Ny

Fragn = (P ) by (1) = dby(2) - d(3)

2i—1,2j—1

f§—1,2j = <Plff1fk71> - dfj(l) + sz](Q) o de(B)

2i—1,25

féi-,gj_l = <Plff1fk71> o dfy(l) o sz](2) + de(g)

21,25—1
Py = (PEAF ), (1) + 5 (2) +d5y (3)
end
end

La transformacion inversa de este algoritmo seria el Algoritmo

2.5
Otra posibilidad de modificar el algoritmos seria la siguiente:

ALGORITMO 2.7.
Transformacion directa 2D modificada (version 2)

fork=1L,..1
fori,7=1,...,Ny_1

-}?’L'kj_ _i(f212]+f21 12j+f212] L+ fE 1,2j— 1)
end
end

f* = proc(f°, )
fork=1L1,..,1
fori,j=1,...,Nu_4

E o fk—1
621 27 f?z 27 <Pk71f >2i 9
k _ fk E o fk—1
€2i-1,2j = f2i—1,2j - <Pk71f >
k _ Fk ko fk—1
€9i,2j—1 — fzi,2j—1 - <Pk71f >2i 2yt

k _ Fk ko fk—1
€2i-1,2j-1 = f2i—1,2j—1 - (Pkﬂf )

2i—1,2§

2i—1,2j—1
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dﬁj(2) = 411 (egi—1,2j—1 + egi—l,Qj - egz‘,Qj—l - 6’5i,2j)
df,j(l) = % (61261'71,23‘71 - 6’2%’71,2]‘)
dﬁj(B) = % (egi,2j—1 - 6151’,2]’)

fori,j=1,..., Ny
Fhrgg = (P +db,(1) + db(2)

2i—1,2j—1

f§—1,2j = <P,f_1fk_1> o dfj(l) + de(Q)

2i—1,25

féci,Qj—l = <P,f_1fk*1> o de(Q) + CZ?J(B)

2i,25—1
rk k fk— 7k 7k
f2i,2j - <Pk71f 1>2i,2j - di,j(Q) B dm(g)
end
end

ALGORITMO 2.8.
Transformacion inversa 2D (version 2)

fork=1,....L
fori,j=1,..., Ny
Fhrggon = (B ) (1) + dy(2)
21—1,25—1
fégi—l,Zj = <P,f_1f’“_1>2' Lo jf](l) + Jf](Z)
1—1,27
& 2j-1 = <P,f_1fk—1> - jf]@) + df;@)
’ 24,25—1 ’ ’
f§i72j - <P’f‘1fk_1>2i 2% sz’j@) a dﬁj(g)
end
end

Para tales algoritmos se pueden probar los siguientes resulta-
dos:
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Proposicién 2.7. Dada una sucesién discreta fL , sea fL = M=t MM f-

con MM dada por el algoritmo 2.6 y M~ dada por el algoritmo 2.5.
Entonces:

|7 =7 <] - oﬁii o -dw| @1
=1 k=1

|7 =7, < )fo‘fo\ﬁii\d’“(w—d‘“(l)\l 2.16)
=1 k=1

_L—ALQZ _0—A02 oby 7k gk ? 2.17

|7 =L ==l s oo -daf, e
=1 k=1

Demostracion. Como consecuencia de la relacion de consistencia

. 1 . .
k—1 E o pk—1 ko k-1
f“ 4 (( b1/ 2i—1,2j—1 + (B f 2i—1,2] *

pk Akq) <Pk Ak71>
+ ( kilf 2i,2j—1 * kilf 24,25

y de la definicion de los coeficientes de detalle d¥;(1), d¥;(2) y d¥;(3)
tenemos:

]?2]3—1,2]‘ - fgi—lﬂj = 751 - Az!ffle

() = d5 ) + () - di,2)) = (d5,03) - dFy(9))
ﬁ%,zjq - f;i,Qj—l - ;kg_l - Azkj_l_

= (@) =iy (1) = (20— @) + (,3) - d,(3))
Fhiigjor = foimaggor = fiy ' = 7'+

(1) = dy () = (d,(2) — diy(2)) = (d503) - dy(3))
Trin; = friog = Ji7 = Fi+

(1) = d5 () + (,2) - di,(2)) + (d5,3) - dEy(3))

Como méx(|al, [b]) = 3(|a + b| + |a — b|) tenemos

max(|al, ||, ||, |d]) < = (|a+b+c+d|+|a+b—c—d|+|a—b+c—d|+|a—b—c+d]).

N
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Entonces

Y

. 7k Pk
max (‘f?i—l,?j - f2i—1,2j

7k Pk
f2i,2j—1 - f2i,2j—1) )

rk rk
| ey = B

>:

7]{,’ /\k
f2i—1,2j—l - f2i—1,2j—1

df;(1) = di;(1)

Y

th—1 _ pk—1
2% 12

+ +

+ dr;(3) — df ;(3)

dt,(2) - dt,(2)] +

)

de este modo

| =7 <=l 3 o -dol
1=1,2,3

y deducimos (2.15).
Ademas de (2.18), deducimos

7k Pk
‘fQi—l,Qj - f2i—1,2j

Tk ik
+ ‘f2i,2j—1 - f2i,2j—1‘ +

_|_

+ <

7k Pk Tk Pk
f2i71,2j71 - f2i71,2j71 f2i,2j - f2i,2j

S|t = |+ o - o) +
| (2) - dby(2)] + 4] d 3) - dEy3)|
y también
T I P i R Ol A ORA0]
J7=7, 2 [P0 -do),

asi hemos probado (2.16).
Para probar (2.17), obtenemos de (2.18)

R 2 B . 2 _ A
7k k k k k k
(f2ze1,2j - f2i71,2j> + (fzi,zjq - f2i,2j71) + <f2i71,2j71 - f2i71,2j71>

_ ~ 2 _ ~ 2 ~ ~ 2
(B = The) =4 (T = 75") +a (@0 - dsm) +

#4(0) - dy )"+ 4 (26) - &)

+
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asl , , ,
- o -+
-zl ool
y la proposicion queda probada. O

Proposicién 2.8. Dada una sucesion discreta f* , sea fX = M~ MM fL
con MM dada por el algoritmo 2.7 y M~! dada por el algoritmo 2.8.
Entonces:

7 )< - o+ 3 e - e+
k=1

L = (2.19)
F S max | - )¢ - o))
k=1
7= 74, < - £, 32 o - v+
) k=1 . (2.20)
N CORERO e S FORVAC
1 k=1
L
p-rlielr-rleplre-els

2

2

L L
1 - . 2 1 - .
2 || - dm |+ 5 S0 ||Ee) - de)
w52 [ =dm| + 5D || - de)
k=1 k=1
Demostracion. Como consecuencia de la relacion de consistencia

. 1 . .
k—1 ko pk—1 ko fk—1
o~ \(\F > (P )
fw 4 (( b1/ 2i-1,2j—1 + (DS 2i—1,2j *

pk Ak—l) <Pk Ak—l)
+( kilf 2i,2j—1+ kilf 24,25

y de la definicion de los coeficientes de detalle d¥;(1), d¥;(2) y d¥;(3)
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tenemos:

Fhras = Py = F57 - H~Qﬁm—%m0+@m>—%@0

Fhomr = fhgma = B = i @M) dt,(2)) + (d5(3) - dby(3))

Fhsggn = Py = Fi7 = P74 (1) — i, (1) + (5,2) - d5,2)
(

Thoy = fhoy = T = T = (@2 = d8,2)) = (d53) = dby(3))

Como méx(|al, [b]) = 3(|a + b| + |a — b|) tenemos
méx(lal, b1 el |d]) < § (jtbetd|+Hatb—c—dl-+Ha—be—d] Ha—b—ctd]).
Entonces

méx( fécifl,Qj - f2kifl,2j ) J?gi,zjq - JEQki,zjq ) f2kifl,2jfl — faic12j-1]>

) —df(2)] +
I,(3) - dt,3)|}

Fhoy = Fhs|) < |75 = 257 + |2
7 7k
L) = db ).
de este modo
ka B J?kH < H']Ekfl _ e
+maX{HJk(1)—dk(1)H ,Hd”f(z),)—d’f(s)H }

+méx{

+ H(i’“(z) —d’“(z)Her

y deducimos (2.19).
Ademas de (2.22), deducimos

+

7k k
f2i71,2j71 - f2i71,2j71

£,(1) - dis ()] +

7k rk
fai 2j—1 fai 2j—1

rk rk
f2i71,2j - f2z’71,2j

7k ok
+ ‘fZi,Qj — Jaio;| S 4

k:l_kl
4,J

,(2) - diy(2)| + 2|

+2

~X

@—%@L

+4

%Hd’“(l) b

+
1

ka_fk lngkfl_J?kfl 1+

+ % Hci’“(:s) —d3)

1

+ Hdk(z) —d*2)
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asi hemos probado (2.20).
Para probar (2.21), obtenemos de (2.22)

~ . 2 _ . 2 ~ . 2

(f§i—1,2j - kai—l,Qj) + (ffi,2j—1 - f2ki,2j—1) + (fzki—mj—l - f§i—1,2j—1) +
_ . 2 ~ N2 N . 2

(P = fha) <A (=05 +2 (@00 - di ) +

#4 () - dy) "+ 2 (26) - &,0)

por tanto
A _ 112 ~ _ 2 11~ ~ 2
ko Fk||” _ || fE-1 _ Fk—1 “ k1) = d*(1
|7e= 7| = |7t = |+ 5 e - dro) +
- R 2 1~ . 2
| #@-do)| + 5 ||l¢e -do),
y la proposicion queda demostrada. [

Corolario 2.9. Considerar el esquema de multirresolucion con error
control descrito en la Proposicion 2.7, y cualquier estrategia de pro-
cesamiento para reducir los coeficientes tal que

| =7l <cou |dm—dw

<ep VI=1,2,3, Vk=1,....L
p

(2.23)
donde p = 1 o 2. Entonces, tenemos:
) L
fr=rr <€o+325k
> k=1
L
fr=rr <50+325k
! k=1
_ 2 L
Fr=TH <e5+3> e
2 k=1
En particular, si consideramos
€ €
80:2—L, €k:m, k?zl,,L (224)
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obtenemos
HfL —f* Lo < (3 - 2L1_1> e (2.25)
|7 -7 < 5+ (3— 2L1_1> e (2.26)
HfL—fL E < & (2.27)

Corolario 2.10. Considerar el esquema de multirresolucion con error
control descrito en la Proposicion 2.8, y cualquier estrategia de pro-

cesamiento para reducir los coeficientes tal que

=

<ay |Fo-do

p

donde p = 1 o 2. Entonces, tenemos:

Fr=FH <eo+2) e
> k=1
L
L 7L
— <
o =7 1\50+225k
k=1
9 L
FL_ fL||” o 2 2
fr=T1r| < +2) e
k=1
En particular, si consideramos
€ €
€0 2—L,5k:2L_k+1 k=1,...,L
obtenemos
- A 1
Ll < l2—=)¢
’f Hl. s 2L
7 < (251 )e
1 2L
_ A |12 1Y €2
L rL < 2 i B
‘f / 2 (+4L 3

<ep VI=1,2,3, Vk=1,...L
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2.5.2

Experimentos numéricos con medias en
celda

En los experimentos numeéricos aplicamos a la imagen de Lena
512 x 512 las siguientes estrategias de compresion:

1. La transformada M2 fL del Algoritmo 2.6 a la que llamaremos
EC1 (Error Control Version 1). Usamos cuantizacion (2.9) co-
mo estrategia de procesamiento. Observamos, que

. . d¥ (1) . -
dﬁj(z) — proc_qu(dgﬁj(Z);gk) = 2 2]Tk] = ydﬁj(Z)—dﬁj(Z)\ < gy

Entonces (2.23) es cierto y podemos aplicar la Proposicion 2.7
y el Corolario 2.9.

2. La transformada MM f* del Algoritmo 2.7, con 0 = {0,...,0}.
Entonces, cuantizamos MM ' = (f°,d",d?,...,d"), esto es,
Q=MMfE = (f°,d',d?...,d"), donde d*(I) = proc_qu(d*(l);e;) y
/% = proc_qu(f°; ;). Lo llamaremos ST1 (Standard Threshol-
ding Version 1)

En todos los casos aplicamos los algoritmos con L = 4 y utiliza-
mos el operador prediccion descrito en la Seccion 2.5 con s = 2.

Aplicamos a MY f y a Q-M} f* el algoritmo PPMZ (lossless)
[11], el cual esta basado en la prediccion por el partial matching
PPM.

En la Tabla 2.8, mostramos el ratio de compresion bit-per-pixel
(bpp) para varios valores de ¢, donde ¢ = {g,...,¢.} esta defini-
do como (2.24) junto con los errores || - ||« ¥ || - || de la imagen
reconstruida. En la tabla podemos ver:

= El error real (REAL), esto es la evaluacion exacta de || f* — f*||,

= La cota de error a posteriori (POST), esto es la evaluacion de
la parte derecha de (2.15), (2.16) y (2.17) (Proposicion 2.7).
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e || estra- || - || €rTOT | - ||z error bpp
tegia | PRIO | POST | REAL | PRIO | POST | REAL

8 || EC1 | 24 23 |16.39| 8 | 3.38 | 3.38 || 0.828
ST1 15.78 3.40 | 0.822
ECAl 9.34 | 56.85 8 5.63 | 5.63 | 0.357
ECB1 118 |55.39 8 5.97 | 5.97 | 0.294

16 | EC1 48 45992967 | 16 | 4.93 | 4.93 | 0.430
ST1 31.62 4.96 || 0.427
ECAl 192.1 18298 || 16 | 8.06 | 8.06 | 0.167
ECB1 212.987.24| 16 | 8.45 | 8.45 || 0.147

32 || EC1 96 |91.85|57.76 | 32 | 7.09 | 7.09 || 0.217
ST1 56.50 7.14 | 0.216
ECAl 296 |115.7|| 32 |11.49|11.49|0.078
ECB1 333 | 117.9| 32 |12.19|12.19| 0.064

Tabla 2.8: Ratios de compresion (bpp) y errores después de aplicar los
Algoritmos 2.6 y 2.5 a la imagen Lena con diferentes estrategias de proce-
samiento (EC1, ST1, ECA1 y ECB1) y diferentes valores ¢

= La cota a priori (PRIO), esto es la cota obtenida en el corolario
2.9 (2.25), (2.26) y (2.27).

Notemos que cuando utilizamos las transformaciones modifi-
cadas tenemos control completo del error de compresion pero, al
mismo tiempo, hemos perdido el ratio de compresion. Sin embar-
go, observamos en los experimentos numeéricos que para el mismo
e, €l ratio de compresion de la representacion comprimida obte-
nida haciendo Q:M f* esta muy cerca de la obtenida aplicando
MMfL,

En el caso de la estrategia ST1 no tenemos la cota a prioriy la
a posteriori.

Observemos que las cotas a prioriy a posteriori estan muy cerca
en la norma || - ||». Esto es debido a que si en algan caso |d (1) —
d ()] = e, entonces || d*(1) — d*(1) ||~ &5

Gracias a la igualdad (2.17) tenemos que, en la norma || - |
cota a posteriori es exactamente el error real.

2, la
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Como era esperable, el error en la norma || - ||, esta lejos de de
las cotas a priori (¢ para el EC1 (Corolario 2.9)).

Proponemos dos nuevas estrategias de procesamiento que nos
permiten obtener mejores ratios de compresion y que a la vez la
norma || - ||, esta todavia bajo la cota a priori.

Una posible estrategia de procesamiento es substituir el calculo
de cﬂfj(l), [ =1,2,3 utilizando (2.9) por:

d¥(1)=proc_ECA(d"(1), )

d=¢
Do
for i,j=1,....N,
dy ;(1) = proc_qu(d;;(1),9),
end
PP = ey iy ldi (1) = di (1)) = [|d*(1) — a*(1)]13
O0=2%0
while p < ¢
end

El mismo procedimiento se repetiria para calcular d*(1) y d*(3).

La estrategia anterior incrementa el parametro utilizado para
cuantizar en cada nivel pero asegura, al mismo tiempo, ||d*(I) —
d*(1)||; < e, y es adecuado cuando queremos controlar la norma p
como

1 . .
P = N2 D ldf; ) = i) (2.28)
1,J

tenemos un control directo en la norma L.
Otra posible estrategia es:

d*(1)=proc_ECB(d*(1), ¢)
)=c¢
for i,j=1,..., Ny,
di;(1) = proc_qu(d;(1),¢),
end
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end

Do

for i,j=1,...,N._;

df;(1) = proc_tr(d};(1),9),

end

P? = g iy 1dE5 (1) — dE (D) = []d*(1) — d*(1)]3

=0+e¢
while p < ¢,

Notar que estas estrategias, a las que llamaremos ECA y ECB, no
tienen sentido cuando consideramos el algoritmo de la transfor-
mada directa, ya que no hay cotas a posteriori como las obtenidas
en la Proposicion 2.7.

e || estra- || - ||o €rror [| - ||]2 error bpp
tegia | PRIO | POST | REAL | PRIO | POST | REAL

8 | EC2 16 | 15.50|12.61| 6.56 | 3.02 | 3.02 | 1.055
ST2 14.32 3.04 | 1.046
ECA2 75.39 |54.65 || 6.56 | 5.35 | 5.35 || 0.438
ECB2 90.5 | 57.3 | 6.56 | 5.68 | 5.68 | 0.346

16 | EC2 | 32 |30.99|25.65| 13.12| 4.53 | 4.53 | 0.538
ST2 28.14 4.57 | 0.532
ECA2 127.8|71.57 [ 13.12| 7.91 | 7.91 | 0.201
ECB2 135 |75.23|13.12| 7.73 | 7.73 | 0.182

32| EC2 | 64 |61.98|48.93|26.24| 6.62 | 6.62 | 0.265
ST2 53.66 6.67 | 0.264
ECA2 231 | 97.8 | 26.24 | 10.38 | 10.38 | 0.099
ECB2 253 | 105 | 26.24|10.99|10.99 | 0.084

Tabla 2.9: Ratios de compresion (bpp) y errores obtenidos despues de apli-
car los Algoritmos 2.7 y 2.8 a la imagen de Lena con diferentes estrategias
de procesamiento (EC2, ST2, ECA2 y ECB2) y diferentes valores ¢

En la Tabla 2.9 presentamos los resultados que obtenemos
cuando repetimos todos los experimentos con la Version 2 de el
Error Control. Esto es, Algoritmos 2.7 y 2.8, Proposicion 2.8 y Co-
rolario 2.10.
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Como conclusion podemos decir que hemos presentado dos al-
goritmos no separables 2D de error control, los cuales nos per-
miten tener un control del error total. Aunque la idea original de
Harten era usarlos cuando se toman operadores de prediccion no
lineales, ver [5, 7], es importante notar también que puede utili-
zarse con operadores de prediccion lineales.

Con estos algoritmos podemos garantizar a priori una cierta ca-
lidad de la imagen reconstruida. Ademas, después de aplicar los
algoritmos conocemos de forma exacta el error L, entre las image-
nes originales y las reconstruidas sin ser necesario decodificar la
imagen.

2.6

Comparacion de métodos de
compresion

Cuando se evaluan varios algoritmos de codificacion de image-
nes, hay diversos factores que determinan la eleccion de un deter-
minado algoritmo para alguna aplicacion. Uno de los factores mas
importantes en la mayoria de los casos es la eficiencia en la com-
presion, la cual evaluaremos en esta seccion. Sin embargo, hay
otros factores, como la complejidad, que pueden ser tan determi-
nantes como la eficiencia de compresion.

Nuestro objetivo es estudiar cual es el algoritmo que consigue
comprimir mas la transformada que hemos obtenido utilizando los
algoritmos de error control. Haremos experimentos para la com-
presion con y sin pérdida. Para ésta, se mide la tasa de compre-
sion lograda por el algoritmo. Para la compresion con pérdida se
medira la compresion conseguida de una transformada con error
control con valores puntuales para diferentes tolerancias.

La evaluacion se ha realizado con seis imagenes de tamano 512
x 512 pixeles con una profundidad de 8 bits por pixel: “lena”, “bar-
bara”, “peppers”, “fingerprint”, “goldhill” y “sintética”, mostradas
en la figura 2.12. Los algoritmos o formatos de imagen que se han
comparado son:
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-

S
AR

RN

i

goldhill sintética

Figura 2.12: Imdagenes utilizadas para el estudio de la compresion.
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RAR es un algoritmo de compresion de datos sin pérdida desarro-
llado en 1993 por Eugene Roshal.

BZIP2 es un algoritmo de compresion sin pérdida, de codigo abier-
to, desarrollado en 1996 por Julian Seward.

PPMZ es un algoritmo de codificacion de imagenes sin pérdida
desarrollado en 1996 por Charles Bloom.

PNG es un formato de imagenes desarrollado en 1996, basado en
un algoritmo de compresion sin pérdida.

JPEG-2000 es un formato de imagen basado en wavelets desarro-
llado en el ano 2000. Incluye un modo lossless basado en el
filtro wavelet 3/5.

JPEG-LS es un formato de imagen sin pérdida de informacion,
creado en 1999. Incluye un modo near-lossless.

SPIHT es un algoritmo ideado por Amir Said y William A. Pearl-
man en 1996 basado en la codificacion de arboles jerarquicos
de la transformada wavelet.

Para el algoritmo SPIHT no se ha utilizado ningun tipo de codifica-
cion aritmeética.
Estos algoritmos que se comparan son explicados con mas de-

talle en la seccion 1.4. Ademas los algoritmos EZW y SPIHT se
describen mas detalladamente en el anexo A.

2.6.1
Compresion sin pérdida

Vamos a comparar las tasas de compresion obtenidas por ca-
da uno de los algoritmos (RAR, BZIP2, PPMZ, PNG, JPEG-2000,
JPEG-LS, SPIHT).

En primer lugar, realizamos la descomposicion multiescala de
cada una de las imagenes de la figura 2.12 segun el algoritmo 2.3
de multirresolucion directa con control del error visto en la seccion
2.4.1, utilizando 6 niveles de descomposicion wavelet, s = 1 y la
compresion sin pérdida conseguida utilizando el corolario 2.4.
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T

I RAR

EBZIP2
6k n EmrrPVZ | |
N I PNG
op2
[T Cas
5r [ ISPIHT | ]

Tasa de compresioén (bpp)

lena barbara peppers fingerprint goldhill sintética

Figura 2.13: Tasas de compresion sin pérdida obtenidas para cada una
de las imagenes.

En segundo lugar, guardamos con un formato de imagen (RAW)
cada una de las matrices transformadas mediante el algoritmo 2.3
reescalando sus valores para que estén en el intervalo [0, 255].

Por ultimo, comprimimos cada una de las imagenes obtenidas
con cada uno de los algoritmos de compresion y calculamos las
tasas de compresion.

En la figura 2.13 se muestra la eficiencia de compresion de
los diferentes métodos estudiados. Se puede observar que en la
mayoria de los casos, los mejores resultados se obtienen con el
algoritmo SPIHT. Con JPEG-LS (JLS) también se obtienen muy
buenas tasas de compresion asi como con el compresor PPMZ.
Los resultados obtenidos con JPEG-2000 (JP2) son comparables
a los del compresor PPMZ excepto con la imagen sintética donde
JPEG-2000 consigue peores tasas de compresion con diferencia
que el resto de métodos.
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2.6.2
Compresion con error control

Vamos a comparar ahora las tasas de compresion obtenidas
por los algoritmos RAR, BZIP2, PPMZ, PNG, JPEG-2000, JPEG-LS
y SPIHT.

Primero, realizamos la descomposicion multiescala de cada una
de las imagenes de la figura 2.12 segun el algoritmo 2.3 de multi-
rresolucion directa con control del error visto en la seccion 2.4.1,
utilizando 6 niveles de descomposicion wavelet y s = 1. Aplicamos
para ello, diferentes tolerancias.

A continuacién, guardamos en formato RAW (como una imagen)
cada una de las matrices transformadas mediante el algoritmo 2.3
reescalando sus valores para que estén en el intervalo [0, 255].

Para finalizar, comprimimos cada una de las imagenes obteni-
das con cada uno de los algoritmos de compresion y calculamos
las tasas de compresion.

Las figuras 2.14, 2.15, 2.16 y 2.17 muestran las tasas de com-
presion conseguidas con los diferentes algoritmos utilizando las
distintas tolerancias. Las figuras se separan en dos grupos: para
las primeras utilizamos tolerancias que van de 1 a 10 y para las
siguientes utilizamos tolerancias mayores (12, 16, 20, 24, 28, 32).

A la vista de las figuras se observa que SPIHT es el algoritmo
que mejores tasas de compresion consigue, seguido de JPEG-LS
y el compresor PPMZ. El formato de imagen JPEG-2000 consigue
tasas similares a los compresores RAR y BZIP2 (siendo este ultimo
el mejor de los dos) y el formato de imagen PNG es el que peores
resultados obtiene.



2. Transformaciones multiescala con Error Control

87

45 "
I RAR
Il BzIP2
4r EmrPvZ |
IPNG
35 [Tl P2
[CJus
=z C_ISPIHT
& 3 1
S
$ 25 B
s
£
8 2 |
()
kel
15 |
©
<
1
0.5

5 6
Tolerancia

10

Tasa de compresion (bpp)
P Ind w
= o N o w o

o
2

o

5 6
Tolerancia

T
I RAR
ElBzP2 |
I PPMZ
I PNG
P2
[CJus
[_ISPIHT |4

10

w

N
53

Tasa de compresion (bpp)
; N

[

o
3

6
cia

5
Toleran

T
Il RAR
Il BzIP2
I PPMZ |
[ PNG
ar2
[Jus
[ IsPIHT

10

Figura 2.14: De arriba a abgjo: tasas de compresion de las imdagenes
lena, barbara y peppers transformadas con error control con diferentes
valores de tolerancias (de 1 a 10).
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Figura 2.15: De arriba a abajo: tasas de compresion de las imdgenes fin-
gerprint, goldhill y sintética transformadas con error control con diferentes
valores de tolerancias (de 1 a 10).
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Figura 2.16: De arriba a abgjo: tasas de compresion de las imdagenes
lena, barbara y peppers transformadas con error control con diferentes
valores de tolerancias (12, 16, 20, 24, 28, 32).
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Figura 2.17: De arriba a abajo: tasas de compresion de las imdgenes fin-
gerprint, goldhill y sintética transformadas con error control con diferentes
valores de tolerancias (12, 16, 20, 24, 28, 32).
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2.7
Regiones de interés

En la compresion de imagenes muchas veces surge la necesi-
dad de priorizar una zona de interés sobre el resto de la imagen. Al-
gunos compresores como JPEG2000, EZW o SPIHT permiten darle
un tratamiento diferencial a algunas zonas llamadas regiones de
interés (en inglés, ROI, Region of Interest). Este tratamiento pre-
ferencial consiste en poder obtener mas calidad o resolucion de
esa region en la imagen reconstruida, o en darle prioridad en la
transmision progresiva.

2.7.1
Método de escalado

Para codificar una ROI se utiliza el método de escalado que con-
siste en el desplazamiento de los coeficientes de tal manera que los
bits asociados a la ROI sean colocados en planos de bits mas al-
tos que los bits asociados al fondo de la imagen como muestra la
figura 2.18 (ver [2, 51]) . Entonces, durante el proceso de incrus-
tacion, los planos de bits mas significativos de la ROI se situan en
la secuencia de codigo antes que cualquier plano de bit del fondo
de la imagen.

Dependiendo del valor de desplazamiento, algunos bits de los
coeficientes de la ROI se pueden codificar junto con los coeficien-
tes del fondo. Asi, si la secuencia de codigo se trunca o el proceso
de codificacion termina antes de que la imagen sea completamente
codificada, la ROI tendra mas calidad que el resto de la imagen.
En [43] se incorpora una codificacion de ROI en el SPIHT sin com-
prometer otras caracteristicas deseables como el rendimiento en
cuanto a tasa de compresion o el tiempo de computacion.

Cuando el valor de desplazamiento es tal que los planos de bits
codificados en primer lugar s6lo contienen informacion de la ROI
mientras que los siguientes s6lo contienen la informacioén del fon-
do de la imagen, el método de escalado recibe el nombre de método
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Frrna
—C T
[ |

BVIY BMS BMS

—~C ™

R
— BG ZEO X BG 1 — 1o BG ] — BG ] [ BG ]

bms bins

Sin ROI Método de escalado desé\iiaébz}gfrllli%nto

bms

Figura 2.18: Escalado de los coeficientes ROI. BG (background) es el fon-
do de la imagen, BMS son los bits mds significativos y bms son los bits
menos significativos

de maximo desplazamiento (Maxshift). B
El procedimiento que seguimos para comprimir una imagen f
con una region de interés, ROI C f, es el siguiente:

1. Hallamos la transformada de multirresolucion de f ala que
llamamos f utilizando para ello el algoritmo 2.3 con s = 1y
seis niveles de descomposicion wavelet.

2. Calculamos la transformada R de la imagen R = A - 1gor (ha-
cemos cero todos los pixeles de f que no pertenezcan a la
ROI).

3. Convertimos los elementos distintos de cero de R en unos.

4. Codificamos con el algoritmo SPIHT, la matriz:
[ (factor -1, +1, p).

5. Decodificamos y reconstruimos con el algoritmo 2.2.

En las figuras 2.21 se puede apreciar el efecto visual producido
al comprimir la imagen Lena 512 x 512 con una ROI centrada en
el rostro, utilizando el método de escalado con distintos valores y
con diferentes tasas de compresion. A la vista de las imagenes se
puede apreciar que, en la mayoria de los casos, cuando se utiliza
la ROI se obtienen visualmente mejores resultados sin sacrificar el
PSNR.
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2.7.2
Método de las tolerancias

Asimismo proponemos la utilizacion de las regiones de interés
para comprimir una imagen con zonas con distinta calidad. Por
ejemplo, podemos guardar la ROI sin pérdida y el fondo de la ima-
gen (BG) almacenarlo con pérdida.

Primero calculamos la transformada de R con el algoritmo 2.3

y por tanto tenemos (R°,d, ..., d%). Luego calculamos
o _ 1 si RY; #0
y

vl 0 si dj;=0
conk=0,.,Lyij=0,..,N que utilizaremos en el siguiente al-
goritmo para codificar la imagen f con unas tolerancias (%°7) para
la ROI y otras tolerancias (¢7¢) para el resto de la imagen.

A~

ALGORITMO 2.9. /' — ML, ,of" = (f°,d', ... d")
fork=1L1,.. 1
fori,j =0,...,N;

rk—1 £k
fi,j - f2z’,2j

end
end
fo = proe(f°,=f°") - 1o + proe(f°,e§%) - 1;_po
fork=1,....L

fori=1,...,Ny_ 1,7 =0,..., Np_1
Jf]@) = J?2kzel,2j - (Plf—lf_l)

end

fori=0,...,Ny_1,j=1,..., Np_1
df](:%) = f2kz’,2j—1 - (Plfflfk71>

2i—1,2j

2i,2j—1
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end
for i = 1, ...,Nk_l,j =1, ...,Nk_l

Jf](l) = .]F2kifl,2j71 - (sz_1fk_1>

end

2i—1,2j—1

d*(2) = proe(d*(2), ef°7) - i o)+ proc(d*(2),e/9) - 1 i
d*(3) = proe(d*(3),ef%") - Lin ) +Proe(d*(3),ef%) - 1, .
d¥(1) = proc(d*(1),ef0T) . Lin )+ proc(d(1),eP%) - 1, ik ()

for 1= 1, ceey Nk—l;j = O, ceny Nk—l
Fic1gy = di;(2) + (PR ") i1

end

fOI' 1= 0, ey Nk—l,j = 1, ceey Nk—l
friaj1 = di;(3) + (P/f—1f'“_1)zi,zj4

end

for i = 1,..., Nk:—l;j =1,.., Nie_1
Friciga = di (D) + (B )y 0

end

fori,j =0,..., Ny
f§¢,2j = _ij_l

end

end

La tabla 2.10 muestra los resultados obtenidos al utilizar el
algoritmo 2.9 con la imagen Lena de tamano 512 x 512 y 6 niveles
de multirresolucion. También se han utilizado diferentes valores
de tolerancia para la zona ROI y para el resto de la imagen, BG.
La region de interés utilizada se puede observar en la figura 2.7.2
y representa soélo el 2,13 % de los pixeles de la imagen completa.

En la figura 2.22 se puede apreciar el efecto visual producido al
comprimir la imagen Lena 512 x 512 con la region de interés centra-
da en el rostro, utilizando un valor de tolerancia para la ROI y otro
para el resto de la imagen. La columna de la izquierda muestra
tres imagenes a las que se les ha aplicado una tolerancia menor
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en la region de interés que en el fondo de la imagen mientras que
la columna de la derecha muestra el resultado de codificar la ima-
gen con la misma tolerancia para la ROI y el BG. A la vista de las
imagenes y de los datos numéricos podemos decir que, cuando se
utiliza una tolerancia menor para la ROI, obviamente la calidad
global de la imagen aumenta un poco (dependiendo del tamano
de la ROI. En el ejemplo, el PSNR sube alrededor de 0,15 dB) por
lo que la tasa de compresion disminuye a su vez, también en po-
ca cantidad. Pero, por otro lado, el efecto visual producido que se
obtiene es muy positivo pues se mantiene con mayor calidad las
zonas mas importantes de la imagen.

g0l | B¢ | PSNR | MSE | |||, bpp
0,5[58,92] 0,08 | 0,5 | 0,5 |4,62
4 141,19] 494 | 4 0,5 | 1,99
05| 8 |36,06|16,13| 8 0,5 |1,19
16 [ 30,93 [ 52,52 | 16 | 0,5 |0,87
32 12536 189 | 32 | 0,5 [0,37

ROT
[R[p

4 |41,08| 5,07 4 4 1,77
4 8 136,02 16,26 | 8 4 1,05
16 | 30,92 | 52,64 | 16 4 0,56
32 | 25,36 | 189 32 4 0,29
8 |3596|16,62 | 8 8 0,99
8 16 | 30,88 | 53,03 | 16 8 0,52
32 | 25,36 | 189 32 8 0,25
16 | 16 | 30,77 | 54,51 | 16 16 | 0,48
32 | 25,31 | 192 32 16 | 0,23

32 | 32 | 25,19 | 196 32 32 |0,22

Tabla 2.10: Resultados obtenidos al comprimir la imagen 512 x 512 Lena
con una region de interés, utilizando Error control con 6 niveles de trans-
Jormacioén y diferentes valores de tolerancia, uno para la ROI y otro para
el resto de la imagen, BG.
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mascara ROI en una

| |pe S
P reler

Figura 2.19: Generacion de una mascara ROI a partir de una ROL

}

k)

k) k3

(b)

Figura 2.20: (a) Silueta de la region de interés utilizada en las figuras
2.21 y 2.22 (b) mascara ROI producida.
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(8) PSNR = 19,84 dB

(j) PSNR = 16,51 dB (k) PSNR = 21,16 dB (1) PSNR = 24,01 dB

Figura 2.21: Efecto visual producido al comprimir la imagen Lena con
una region de interés centrada en el rostro. En la 1¢ fila no se ha utilizado
ninguna ROI, en la 2%, 3% y 4% fila se han desplazado los coeficientes
de la ROI uno, dos y tres planos de bits respectivamente. Las tasas de
compresion son: 14 columna 0,05 bpp, 2% columna 0,1 bpp y 3% columna
0,2 bpp.
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(e) eROT =8, ¢BG = 32 () eBOT = 32, ¢BG = 32

Figura 2.22: Resultados de la codificacion de la imagen Lena con una
region de interés utilizando una tolerancia para la ROI y otra para el resto
de la imagen, BG: (a) PSNR = 36,05 dB, 1,19 bpp, (b) PSNR = 35,92 dB,
0,99 bpp, (c) PSNR = 30,92 dB, 0,56 bpp, (d) PSNR = 30,77 dB, 0,48 bpp,
(e) PSNR = 25,36 dB, 0,25 bpp, (f) PSNR = 25,19 dB, 0,22 bpp



Interpolacion WENO 2D
para valores puntuales

3.1
Introduccion

La informacion discreta para reconstruir una funcion normal-
mente viene como valores puntuales o medias en celda de la fun-
cion en un conjunto finito de puntos o celdas, respectivamente.
Un interpolador, esto es, una funcién simple cuyos valores o me-
dias en celda en el conjunto de puntos o, respectivamente, celdas,
coincide con los de la original, puede ser construido en cada punto
una vez que se ha elegido un stencil a su alrededor. Si el stencil
es constante, entonces la interpolacion es un procedimiento lineal
con respecto a los valores en el conjunto dado de puntos. En este
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caso, el orden de la singularidad limita el orden de precision de la
aproximacion, de manera que cualquier stencil que cruce la sin-
gularidad dara aproximaciones poco satisfactorias. Esto significa
que habra regiones mayores con poca precision en la aproxima-
cion cerca de las singularidades cuando se incremente el grado
del polinomio interpolador. La idea fundamental de la técnica ENO
( Essentially Non-Oscillatory), introducida por Harten et al. [29] en
el contexto de esquemas de captura de ondas de choque de alta
resolucion para leyes de conservacion, es la eleccion de stencils
que evitan cruzar singularidades, siempre que sea posible. Con el
interpolador ENO la region afectada por cada singularidad se re-
duce al intervalo que la contiene, siempre que las singularidades
estén suficientemente bien separadas.

En [36] Liu et al. introdujeron las reconstrucciones weighted
ENO (WENO) como mejora de la técnica ENO. La idea consiste en
asignar a cada subintervalo todos los stencils de una determinada
longitud que lo contengan y construir el polinomio interpolador co-
mo una combinacion convexa de los polinomios correspondientes.
De esta manera usamos toda la informacion aportada por los no-
dos contenidos entre los stencils candidatos en el proceso de selec-
cion ENO, con la esperanza de conseguir mayor orden de precision
en puntos especificados en regiones donde la funcion es suave. La
clave esta en una asignacion inteligente de los pesos de la combi-
nacion convexa. Dado que los pesos varian segun la suavidad de
la funcién en los stencils, la medida de la suavidad sera crucial
para la definicion de los pesos. Jiang y Shu presentaron en [33]
una medida de suavidad de la funcion interpolada mas eficiente
que la propuesta por Liu et al. en [36].

En [6] se propuso un interpolador WENO unidimensional y se
aplico de manera tensorial a multirresolucion para aplicaciones de
compresion de imagenes. En este capitulo adaptamos las técnicas
de [36, 33, 6] para obtener una interpolacion WENO totalmente bi-
dimensional, la cual se aplicara en un contexto de interpolacion de
valores puntuales para su uso en representaciones de datos con
multirresolucion, con el objetivo de reducir el efecto escalera que
se produce al interpolar tensorialmente cerca de perfiles oblicuos.
En la seccion 3.2 mencionamos los resultados basicos sobre inter-
polacion tensorial lineal. En la seccion 3.3 revisamos brevemente
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las ideas basicas de la técnica WENO y proponemos interpolado-
res WENO totalmente bidimensionales, basados en indicadores de
suavidad que son extension de los introducidos en [6], los cua-
les, a su vez, estan inspirados por los indicadores de suavidad de
Jiang y Shu, pero a través de los correspondientes interpoladores
de Lagrange, en vez de los interpoladores en el sentido de medias
en celda. Especificamente, conseguimos los siguientes resultados
para cualquier r, cuando usamos stencils de 2r x 2r puntos, uni-
camente mediante el uso de propiedades de la interpolacion de
Lagrange: (1) el orden de la interpolacion es 2r en regiones donde
la funcién es suave, incluso cerca de extremos; (2) el orden de la
interpolacion es r + 1, como el de los interpoladores ENO, cuando
la funcion tiene una discontinuidad en el stencil de 2r x 2r puntos,
pero es suave en al menos uno de los sub-stencils de (r+1) x (r+1)
puntos; (3) los pesos 6ptimos se obtienen en forma explicita.

3.2
Interpolacion bidimensional

En esta seccion mencionamos los resultados basicos sobre in-
terpolacion tensorial que seran necesarios como base de la inter-
polacion WENO bidimensional que propondremos.

El problema de la interpolacion en el conjunto {x,...,z,} X
{vo, - -.,y,} consiste en encontrar un polinomio

p(xv y) - Z ai,jxiyj7

1,7=0

tal que P(%ay]) = f(xlu y]) Z7j = 07 s T
Usamos la notacion para los interpoladores unidimensionales:

P[ZL’o,...,xr;fo)

y para los interpoladores bidimensionales:

P[{x()» ce ,ZL’T} X {y[), ce 7yr};f](x7y)'



102 3.2. Interpolacion bidimensional

Las diferencias divididas bidimensionales

f[x[)? e ,.Z’Z'][yo, Ce ,y]]

se definen recursivamente, dimension por dimension, de la mane-
ra habitual. Se puede probar que, si f es suficientemente diferen-
ciable, entonces:

f[$077$z][y077y]] f(Z] (‘fi‘ ?)) (301)

ilj!
donde a partir de ahora usaremos la notacion:

8m+nf
Oxmoyn’

Flmmn) .

Se puede deducir que:

P[{$07-"7xr} X {yOw-'ayr};f](m*?y*) =
P[ym--'ayr§P[$0>---,xﬂf('»y)](x*)

foo,..., Yo, - -, yj] —le

4,7=0 =0 =0

| IS
—
<
*
~—
I

(es interpolador simplemente a partir de la definicion, tiene la ex-
presion polinémica correcta y es unico porque sus coeficientes son
la solucion de un sistema lineal cuya matriz es un producto de
Kronecker de matrices de Vandermonde no singulares) y que el
error de interpolacion:

E({L‘*,y*) = f(l'*,y*) - P[{ZL‘O, B 71"7‘} X {y0> o 7yr};f](x*7y*)
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viene dado por:

B, y) = f(@e,94) = Plyo, - yks Plwo, -z £ 9)] ()] (vs) =
F(@a,y) = Plyo, -5 yrs @, 9)](ya)+
Plyo, .. uis f (@, )W) = Plyo, -, yis Plao, -z f )] ()] () =
Fledyos - - U el (e — Y0) -+ (Y — y)+
Plyos - ywi f(@a,y) — Ploo, .o s f9)] (@) () =
Fled[yos - - s Yr yl (4 — ) Ay —yr)F
P[y(); e Yks f[an sy Ty x*][y]( To) - (@4 — xr)](y*) =
Flzdo, - -y vl (us —yo)--'(y* =)+ (20— 20) . (0 — 2,)(
flxo, -z, xvo] + flzo, - e, ] [Yo, va) (Y — o) + -+ +
flzo, - xe, dlyo. yr,- yl (W — o) - - - (e — Y1)

0, simplemente suprimiendo x:

aly) =y —yo)---(y — yr)
(x —x)...(x —x,)

Para la definicion de los indicadores de suavidad necesitamos es-
timar £(™"), para lo cual tenemos en cuenta que

n+1
flzo,s - - xm, )™ = nlflzo, . . . 20, T, . L 2
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para calcular:

[ay

- I+1 iz
c(l70)(33,y) = Zl!f[xo, e X T D Yo, Y H Y= i)
= =0
1+1
A0 (2, y) = Uf1T 2oy - Y Y]
., I+1

— 0* :
(lS)(x y) Zl'f[xm,l’r,w,,x][yo,,y]] Hlaoy(y y>
7=0

I+1 s+1
d" Nz, y) = UsU T 2o, U T -0 D)

Entonces, por la formula de Leibniz para la derivadas de cualquier
orden de un producto, tenemos:

B bt + 55 (7)o e

- n — m m—q,n
B (ry) =3 (q) 4= ()0 () + Z (q ) b () =) (3 )
q=0

q=0

Para (z;,y;) = (z,y) + O(h), a(Q)(y) = O(hrt179), b(’”(x) = O(h19),
entonces, si f es suficientemente derivable:

E(m,n) (I, y) _ O<hr+17méx(m,n) ) )

3.3
Interpolacion WENO bidimensional

El objetivo de esta seccion es definir un interpolador WENO bi-
dimensional para su uso en un contexto de multirresolucion para
calcular

(it f17h), Z(ah s f7Y, ZlaZh o f7.
=5 1=55] 1973
Podemos suponer un nivel de resolucion fijo y un desplazamiento
de los datos, de manera que podemos suprimir el superindice [—1y
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suponer ¢ = j = 0, de manera que solo necesitamos dar los valores
del interpolador en

h h h h
(‘Tay) S {( 570)’ (07 5)7< 57 5)}

La técnica interpolatoria WENO aparecio como una mejora de
las reconstrucciones ENO para obtener valores puntuales a par-
tir de medias en celda y fue propuesta inicialmente para obtener
esquemas de captura de ondas de choque de alta resolucion para
leyes de conservacion. Cuando se usan stencils de r + 1 nodos, las
reconstrucciones ENO proporcionan un orden de precision de r+1,
excepto en aquellos subintervalos que contienen singularidades.
Esto se consigue siguiendo un proceso de seleccion del stencil, en
el que se elige aquel stencil en el que la funciéon interpolada es
mas suave en algun sentido. Este proceso de seleccion es sensible
a errores de redondeo, lo cual puede implicar que el stencil elegido
no sea el mas conveniente.

Por otra parte, en vez de considerar s6lo un stencil que contie-
ne r + 1 nodos, podriamos tomar la informacion proporcionada por
los 2r nodos del stencil que toma parte en el proceso de seleccion
e intentar conseguir un orden de precision 2r en las regiones don-
de la funcion sea suave. A continuacion describimos la extension
bidimensional de esta idea.

Dado p, 0 < p < r, denotamos la base de Lagrange unidimensio-
nal para la interpolacion en el stencil {p —r,...,p} como L,

L;,m(xl) = 6i,m7p - S ?:7 m S b, [3'2)

entonces el interpolador bidimensional en el stencil S,, = {p —
r,...,p} X {q—r,...,q} se denota por P, 'y viene dado por:

p q
Prry)= Y Y fonlpa (@)L, (y). (3.3)

m=p—r n=q—r

Siguiendo las ideas de [36, 33], nuestro objetivo es encontrar
pesos optimos bidimensionales C7 , tal que

r—1
r roo_ 2r—1
Z Op,qp}mq - p?"—ln“—l’

p,q=0
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y a continuacion definir pesos no lineales w] ,, que verifican

p:q’
w,=Cr + O, (3.4)

de manera que se puede definir el interpolador WENO:

Z wpq pq

P,q=0
que satisface f(z,y) — Q(z,y) = O(h*).
Proposicion 3.1. Los pesos o’ptimos bidimensionales vienen dados

por Cr = CrCr, donde C = = ( > ). y verifican:

pTq’ 2p+1

Z C';quq P2T171ﬂ 1 (z,9),
p,q=0
para (z,y) € {(—=%,0),(0,—2), (=%, -2)}.

Demostracion. En el contexto de la interpolacion WENO unidimen-
sional [6] se prueba que los pesos optimos vienen dados por:

1 2r
O = ——— =0,...,7r— 1.
P 227”71 <2p+1)7 p Y ’r

y son aquellos que verifican:

min(m+r,r—1)

TrT h T
Z Cprm( 2) L72" 11m<_§)7 m=—r,...,r—1

p=méx(m,0)

Teniendo en cuenta que

Pryy)= > Y funl(2)L ()

m=p—r n=q—r

r—1 r—1
Pzrl%« 1 (z,9) Z Z fanQT 1 L2T 1(y)

m=—rn=-—r
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entonces

h r—1 h
Z pabial ’_5) - Z eesn Z Z JmnLy, ) Ly (= 2)
p,q=0 p,q=0 m=p—r n=q—r

min(m+r,r—1) min(n+r,r—1)

r—1 . h S h
- Z fm,n Z Cprm( 2) Z CQL(]”( 2)

n,m=-—r p=max(m,0) q=méx(n,0)
r—1
h h h h
_ 2r—1 2r—1 _ 2r—1
= Z fanr lm( 2>Lr 1n<_§) _Pr—l,'r—l(_§’_§)

nm=—r

ZC;ngq Z 0) = Z_:C;CT Z Z Fonn Ll ) L .(0)

p,q=0 p,q=0 m=p—r n=q—r

r—1
= Z C;CT Z Z fmn ) n,0

p,q=0 m=p—r n=q—r

r—1 p h
=3 GO Y Fmolpnl(=3)
p,q=0 m=p—r

min(m+r,r—1)

_ZCTmeo S an.(- Z)

m=—r p=méx(m,0)

Z me zrllm _ﬁ)

m=-—r

r h r r— h
S SILETL(0) = PXTL(=5.0)

mn=—r
De la misma forma:

T T h r— h/
Z Cqupq 0 _5) = P71271,L1(07 —5)
p,q=0
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3.3.1
Indicadores de suavidad

Podemos definir indicadores de suavidad similares a los de [6]
e inspirados en los que se introdujeron en [33] basados en el fun-

cional 0 0
= > pminey / / FU (, y)?dady, (3.5)
—hJ—h

(m,n)eT
donde Z = {0,...,7}*\ {(0,0)}. Si f es suave en [—h,(]?, entonces
Jnge I =00 y

Li(f) = O(h?). (3.6)

Si p es un interpolador como en la seccion 3.2 entonces

L(f) = In(p) =) _ 2= / / — pmm(z, y)2>dwdy =
(m n)ezl
5w [ o )0, p) — B )y =
(m,n)eT
Z h2 m+n—1) hQO(hr—‘rl max(m,n)) _ Z O(hr+1+m+n) _ O(h”z).

(m,n)eT (m,n)eT

Por tanto

Li(By,) = In(PL;) = In(Py o) — In(f) + In(f) — In(P];) = O(K"™?). (3.7)

Por otra parte, si el stencil §,, contiene una discontinuidad, en-

tonces
Ih(P;q) # 0. (3.8)

Teorema 3.2. El interpolador WENO bidimensional

- S

p,q=0
con
o Oé;#l
Wpg = r—1  ,
Zi,j:O &
al = C{’j d > r+l
W (Kh? 4+ Ih(Pifj))d’ - 27
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para K > 0 fijo, satisface:

f(z,y) — Q(z,y) = O(h™") en regiones suaves

fz,y) — Qz,y)

para (x,y) € {(—%»0)7 (07 _%)7 (_%> _%)}

Demostracion. Suponemos primero que todos los stencils involu-
crados en el calculo estan en una region donde f es suave. Dado
que, por la Proposicion 3.1,

O(h™1) si 3 stencil en regién suave.

Z Coalpale:

p,q=0
verifica

h h., h h
—=.0

92’ )v (O’ __)7 (__7 __)}v

Q(xvy) - Pfﬁi},_l(l‘,y), (x,y) S {( 92 2 2

a partir del argumento usual del analisis del WENO, es suficien-
te demostrar que w,, — C} = O(h™!) para conseguir la primera
estimacion del error de interpolacion.

Denotemos ¢, = Kh? I;; = I,(P};) y estimemos la expresién
siguiente, usando (3.6), (3.7):

1 B 1 d
Gt~ Gntlpa)? _ (€h + Ip,q> .

(5h+}p,q)d et Iij
_ (Eh + I g (éTh +1 )l
Eh +[z] o Ehn —|—[Z]
Lo—1L; <~ [K+0(h?)/h*\'
= Khe 1 O K+ o)1
O<hr+2) —1

Kh2+(9(h2) (1) = o)

=0

Por tanto:

i 1O, ) )
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Entonces para p, ¢ fijos y cualquier 0 <i,j < r,

C”" (1 + O(h"))
7% )
N (Eh + [p,q)

por lo que,
r—1
1+ O(h")
Oéz',‘: l—i-OhT =T
z;) T (ent z;) ) (en + Ipg)?
Ccr Jlen+1 :
W — p,q/( h p,q) _ 0;7(](1 + O(hr)) (3.9)

Pe T (L4 O(W)/(en + L)’

Ahora, si f tiene una singularidad en algun substencil, pero no
en todos los S,,, p,¢ = 0,...,r — 1, entonces I,,/h* 4 0, mientras
que I,, = O(h?) en caso contrario, entonces

)

o) f no es suave en 5,
P41 O(h %) f es suave en S,

por lo que Y"1 oy, = O(h™) y wi = O(h*) si f no es suave en
Sp.q- Si denotamos K = {(p,¢)/f no es suave en S, ,}, entonces

r—1

f(x7y) - Q('Tay> = Z w;’q(f(a:,y) - P;,q(QJ?y))

p,q=0
_ Z h2d + Z O _ O(hmfn(’r,Qd)).
kek gk

O

La interpolacion bidimensional propuesta en el resultado previo
generaliza la introducida en [6], en el sentido que si los datos f,,,
verifican f,,,, = f, Vn, entonces Q(—h/2, —h/2) = Q(—h/2), donde Q
es el interpolador unidimensional propuesto en [6].

Proposicion 3.3. El indicador de suavidad definido en (3.5) puede
ser calculado como:

T r
T _ r
Ih(vaq) - z : 2 : fp—r+m1,q—r+n1fp—r—i—mz,q—r—i—ng/lp,%ml7m27n17n2

m1,m2=0mn1,n2=0
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siendo

A7 (3.10)

r
'up,q,mhm%m,m Z(z j)ET /\p mi,m2,17'q,n1,n2,j

r 2 - jl j2 r r (_1)j1+j2
Apml mo,l T (l‘) Z (l) (l )ap7m17jlap,m2,j2j1 +j2 — 2+ 1’ (3'1 1)

cona,,, ;. = (B’”)m] y
(B))ji=@—r+i),i,j=0,...r

Demostracion. Si denotamos por Py [f,h] el interpolador de f en el
stencil bidimensional S, ,, entonces tenemos:

P[f,q[f? h] (‘Tha yh) = Ppr,q[Shfa ].](I, y)7
con S, f(x,y) = f(hx, hy), por lo que
WPy [ 0O (wh,yh) = Py [Sf, 1) (x, ).

Con el cambio de variables zh = z, yh = y:

/ / ¢ [S0f115 (a,y)) *dady

- / / JSuf )09 (2 /h, g/h)) dzdy
- / / (9 Py L W) (@, 9)) dady
h2(z+g 1) / / f h (4,9) (.ZU y))Qd.fdg

Por tanto el indicador de suavidad, I,(F; ), se puede escribir como:

Z /_1/_1 alSuf 1) (@ ,y))zd:vdy

(4,J)EZT

A partir de (3.3)

( [Shf 1 Zz.fp r+m,q— 7"+TL pp7T+m) ( )(qu r+n>(j)(y)

m=0 n=0
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deducimos

L(Pr) = > / / r LSt 1)) (2, y) dady (3.12)

z]EI

- Z Z fp—r+m1 ,g—r+n1 fp—r-l—mg,q—r—i-nz :u;),q,ml ,mg,n(,&z‘gl 3)

m1,m2=0n1,n2=0

donde,

/”qumlmzﬂlfmz Z / / w;m1m2l qn1n23( )d.ﬁEdy (314)

(4,J)eT
:upqm1m2n1n2: Z / ¢;m1mgz dZL'/ ¢qn1n23 ’y (315)
(i,J)€T
’upqmlmznlnzz Z Apm1m21A2n1n2]7 (316)
(i.5)eT
con
(o4 (x) = )9 (2)(L )(x)
p,m1,ma,t p r+mi p,p—r+mso )
pmlmgz / w;rmmzz
Ahora, si
L;p T+m(x) = Za;,mjxj

entonces (3.2) da

T

r N )
Zap’maj<p_r+z)j:6i,m7 m,ZZO,...,T.
Jj=0

Esto es, si definimos (B));; = (p —r +1)’,i,j = 0,...,r, entonces
Tpmj = (BITP);”:J

p,m,Jg
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Teniendo esto en cuenta y también (3.14):

r l - j r j—1
(vap—”rm)() =1 Z (l>ap’m’jxj
j=l
, r jl j2 ; ., L in—21
<l') Z ( l ) ( l )ap,m17j1&p7m27j2x]1 2
j17j2:l

r . . 0

r _ 2 J1 J2\ - r Jj1+je—21

pym1,ma,l T (l!) Z (l) (l)ap,mhjlap,mz,jg/ g d
) -1

r jl j2 r r (—1)j1+j2
pmi,ma,l (“)2 Z Apmy iy pma,jo .
— l [ N+ —20+1

—~
h
T3
b
<
+
3
=
~—
—~
~
=3
3
<
+
3
¥
~—
I

]

3.4
Experimentos numéricos

El codigo para la interpolacion WENO bidimensional para r =
2,...,5 se puede generar a través de la pagina web
http://gata.uv.es/weno2d . Se trata de una implementacion en
aritmética de multiple precision (usando la libreria GMP [23]) de
las formulas expuestas en este capitulo.

En el primer experimento comprobamos numeéricamente que el
orden del error de la interpolacion propuesta en este capitulo es
2r, cuando se usan stencils 2r x 2r en zonas donde la funcion es
suave. Concretamente, consideramos la funcion

1

f(fay)zm,

y calculamos los errores e, o, €y 1, €11 de la interpolacion WENO bidi-
mensional con r = 2,3 en (—%,0), (0, —2), (-2, —%), respectivamente,
para h = 27", ¢+ = 1,...,10. En la tabla 3.1 exponemos los errores
obtenidos con r = 2. Observamos la convergencia de los ordenes
deducidos de los errores hacia 4, lo cual confirma numéricamente

el Teorema 3.2. En la tabla 3.2 exponemos los errores obtenidos
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h 6170(]1) 01’0<h) 60’1(]71) OO,l(h) 61’1(]1) 0171(}1)
5,00e — 01 | 1,66e — 02 | 3,27 | 1,66e — 02| 3,27 |2,86e— 02| 3,13
2.50e — 01 | 1,7le — 03| 3,76 | 1,7le — 03| 3,76 |3,.28¢—03| 3,71
1,25¢ — 01 | 1,26e — 04| 3,91 |1,26e — 04| 3,91 |2,50e — 04| 3,90
6,25e — 02 | 8,39¢e — 06 | 3,98 |8,39¢e—06| 3,98 |1,67e—05| 3,97
3,12¢ — 02| 5,33e — 07| 3,99 |533e—07| 3,99 |1,07e—06| 3,99
1,56e — 02 | 3,35e — 08 | 4,00 |3,35e —08| 4,00 |6,69e — 08| 4,00
7,81e — 03 |2,09e — 09| 4,00 |2,09e —09| 4,00 |4,19e—09 | 4,00
39le — 03] 1,3le — 10| 4,00 |1,3le—10| 4,00 |2,62e —10]| 4,00
1,95 — 03 [ 8,19¢ — 12| 4,00 |8,19¢e—12| 4,00 |1,6de— 11| 4,00
1,95¢ — 03 | 8,19¢ — 12 8,19¢ — 12 1,64e — 11

Tabla 3.1: Tabla correspondiente al primer experimento con r = 2. Se ha
usado la notacién o.(h) = log, L}};) para los ordenes deducidos de los

ex(h
errores.

con r = 3. Observamos la convergencia de los ordenes deducidos
de los errores hacia 6, excepto en aquellos casos en los que el
error esta cercano a la unidad de redondeo de la doble precision
usada para estos calculos. Esto también confirma numéricamente
el Teorema 3.2 en este caso.

En el segundo experimento comprobamos numéricamente que
el orden del error de la interpolacion propuesta en este capitulo es
r+1, cuando hay algun substencil (r+1)x (r+1) donde la funcion es
suave, pero no todos los substencils verifican esto. Concretamente,
consideramos la funcion

r+y<0

Fany) = {exp(m—l—y)cos(x—y) e

1+ exp(z + y) cos(x — y)

la cual presenta una discontinuidad a lo largo de la linea = +y = 0,
con lo cual los stencils {p—7,...,p} x{qg—71,...,q}, p,q=0,...,r—1,
cruzan la discontinuidad, excepto cuando p = ¢ = 0. En este caso
calculamos los errores e o, €1, €11 de la interpolacion WENO bidi-
mensional con r = 2,3 en (—%,0),(0,—%), (-2, —2), respectivamente,
para h = 27', ¢ = 1,...,10. En la tabla 3.3 exponemos los errores
obtenidos con r = 2. Observamos la convergencia de los ordenes
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h 6170(]1) 01’0<h) 60’1(]71) OO,l(h) 61’1(]1) 0171(}1)
5,00e — 01 | 8,70e — 03 | 4,14 |8,70e —03 | 4,14 |1,49¢e—-02| 3,99
2.50e — 01 | 4,94 — 04| 5,36 | 4,94 — 04| 5,36 |9,40e — 04| 5,31
1,25¢ — 01| 1,20e — 05| 5,88 | 1,20e —05| 5,88 |2,37¢e —05]| 5,36
6,25e — 02 | 2,05e — 07 | 5,98 |2,05e—07| 598 |4,08¢ —07| 597
3,12e — 02 | 3,26e — 09 | 5,99 |3,26e —09| 5,99 |6,5le—09| 5,99
1,56e — 02 | 5,11e — 11| 6,00 |5,1le—11] 6,00 | 1,02¢ — 10| 6,00
7,8le —03|7,99 — 13| 599 |799% —13| 6,01 |1,60e—12| 6,00
30le — 03 | 1.25c — 14| 5,82 | 1,2d4e — 14| 522 |2,50e — 14| 5,49
1,95e — 03 | 2,22¢ — 16 | 0,00 |3,33e —16| 0,08 |5,55e — 16| 2,32
1,95e — 03 | 2,22e — 16 3,33e — 16 5,55e — 16

Tabla 3.2: Tabla correspondiente al primer experimento con r = 3. Se ha
usado la notacion o.(h) = log, % para los ordenes deducidos de los
errores.

deducidos de los errores hacia 3, lo cual confirma numéricamente
en este caso el Teorema 3.2. En la tabla 3.4 exponemos los errores
obtenidos con r = 3. Observamos la convergencia de los ordenes
deducidos de los errores hacia 4. Esto también confirma numéri-
camente en este caso el Teorema 3.2.

En el ultimo experimento comparamos diversos métodos de in-
terpolacion para obtener esquemas de subdivision (zoom) segun el
Algoritmo 3.1: interpolacion lineal de cuarto orden, interpolacion
WENO 2D, interpolacion WENO tensorial e interpolacion WENO
hibrida, para la cual la interpolacion en (2i — 1,2j5) y (2i,2j — 1)
se realiza por interpolacion WENO tensorial y en (2i — 1,25 — 1)
por interpolacion WENO 2D. Los resultados expuestos en la figura
3.1 revelan que el método lineal, tal como cabia esperar, presenta
oscilaciones en los bordes de la imagen (en color blanco). EI re-
sultado obtenido con la interpolacion WENO2D mejora el anterior
en cuanto a disminucion de oscilaciones y efecto escalera. El re-
sultado correspondiente a la interpolacion WENO tensorial reduce
las oscilaciones pero muestra un efecto escalera mas acusado. En
cambio, el resultado obtenido con el método hibrido muestra un
efecto escalera muy reducido sin oscilaciones aparentes.
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h 6170(h) 0170(h) 6071(h) 0071(h) 6171(h) 0171(h)
5,00e — 01 | 8,18¢ — 03 | 2,37 |[8,18¢ —03 | 2,37 | 1,45e—02| 2,37
2,50e — 01 | 1,59¢ — 03 | 2,81 |1,59¢ —03| 2,81 |2,80e —03]| 2,75
1,25e — 01 | 2,26e — 04 | 2,93 | 2,26e — 04 | 2,93 |4,17e —04 | 2,88
6,25e — 02 | 2,96e — 05 | 2,98 |2,96e —05| 2,98 |5,65e—05| 2,94
3,12¢ — 02 | 3,77e — 06 | 2,99 |3,77e —06| 2,99 |7,34e —06| 2,97
1,56e — 02 | 4,74e — 07 | 3,00 |4,74e — 07| 3,00 |9,36e —07 | 2,99
7,81e — 03 | 5,94e — 08 | 3,00 |5,94e —08| 3,00 |1,18¢ —07| 2,99
3,91e — 03 | 744e — 09 | 3,00 |7,44e—09| 3,00 |1,48¢— 08| 3,00
1,95¢ — 03 [ 9,3le — 10| 3,00 |9,3le—10| 3,00 |1,86e—09 | 3,00
1,95¢ — 03 | 9,31e — 10 9,31e — 10 1,86e — 09

Tabla 3.3: Tabla correspondiente al segundo experimento con r = 2. Se

ha usado la notacion o.(h) = log, ee(,(l%) para los ordenes deducidos de los
errores.
h 6170(h) 0170(h) 6071(h) 0071(h> 61’1(}1) 0171(h)

5,00e — 01 | 5,57e =03 | 3,37 |5,57e—03| 3,37 |8,15e —03 | 3,27
2,50e —01|5,38¢e =04 | 3,71 |538e—04| 3,71 |8,4le—04| 3,66
1,25e — 01 | 4,11e — 05| 3,86 |4,1le—05| 3,86 |6,67e —05| 3,83
6,25 — 02 | 2,84e — 06 | 3,93 |2,84e—06| 3,93 |4,69¢—06| 3,92
3,12¢ — 02 | 1,87e = 07| 3,96 |1,87e—07| 3,96 |3,11le—07| 3,96
1,56e — 02 | 1,20e — 08 | 3,98 |1,20e — 08| 3,98 |2,00e —08]| 3,98
781le =03 | 7,57e =10 | 3,99 |7,57e—10| 3,99 |1,27e—09| 3,99
3,91e — 03 | 4,76e — 11 | 4,00 |4,76e—11| 4,00 | 7,98 —11| 3,99
1,95¢ — 03 | 2,99¢ — 12| 4,00 |2,99¢ —12| 4,00 |5,0le—12| 4,00
1,95e — 03 | 2,99¢ — 12 2,99e — 12 5,0le — 12

Tabla 3.4: Tabla correspondiente al segundo experimento con r = 3. Se

ha usado la notacién o.(h) = log,

errores.

e (h/2)

ex(h)

para los ordenes deducidos de los
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ALGORITMO 3.1. Algoritmo de subdivision asociado a operadores
de interpolacion P} .

fork=1,....L
fori,j=1,...,Ny_4

f§—1,2j—1 = (Plfflfk_1>
fécifl,Qj = <P,f_1f’f—1>
f;i,?jfl = (Plf—1fk_1>
Jgfmj = <Pl§—1fk_1)

end

2i—1,25—1

2i—1,2j

2i,2j—1

2i,2]

end



118 3.4. Experimentos numéricos

Figura 3.1: De arriba a abajo y de izquierda a derecha: imagen original,
imagen decimada a 3 niveles de resolucion, zoom por interpolacion lineal
de cuarto orden, zoom por interpolacion WENO 2D, zoom por interpolacion
WENO tensorial y zoom por interpolacion WENO hibrida.



Parte 11

Restauracion de
imagenes







Eliminacion de ruido en
imagenes

4.1
Introduccion

El procesamiento de imagenes abarca una serie de tareas cuyo
objetivo final es la extraccion de la informacion contenida en ellas.
Algunas de estas tareas son la restauracion, la segmentacion o
la compresion. En esta parte de la memoria nos dedicamos a la
restauracion de imadgenes, es decir, el proceso de suprimir en la
medida de lo posible aquellas distorsiones que se hayan podido
producir en el proceso de captacion de la imagen. Esta tarea se
puede considerar una tarea de bajo nivel dentro del proceso de
imagenes y es conveniente, si no necesaria, para las tareas de nivel
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mas alto, como puede ser el reconocimiento de formas, necesario
en muchas areas, como, por ejemplo, control de calidad o robética.

Figura 4.1: eliminacién del ruido de una imagen utilizando Variacion To-
tal.

La restauracion de imagenes implica muchas tareas compu-
tacionalmente intensivas, puesto que el numero de pixeles, incluso
para una imagen de dos dimensiones con una resolucion modesta,
a menudo sobrepasa los varios cientos de miles (por no hablar de
las figuras en 3D o las animaciones).

Los métodos estandar implican la computacion en el campo de
las frecuencias, facilitada por la transformada de Fourier (algorit-
mos FFT) y mas recientemente por los wavelets. En los ultimos
anos los pasos se han encaminado hacia las EDP, lo que nos lle-
va a usar técnicas algebraicas, es decir, manipulacion de grandes
sistemas de ecuaciones. Los nuevos modelos estan motivados por
una aproximacion mas sistematica para restaurar imagenes con
grandes perfiles. Los métodos basados en la Variacion Total perte-
necen a esta nueva clase de modelos.

Desde el punto de vista computacional, la formulacion basada
en EDPs nos conduce a problemas que requieren unas técnicas
que puedan explotar mejor la naturaleza fundamental de las EDPs
no lineales. Hasta ahora, los modelos de eliminacion de ruido no
lineales eran considerados algo “caros” comparados con los méto-
dos tradicionales y naturalmente una parte de las investigaciones
en este area van dirigidas a hacerlos mas eficientes al tiempo que
conserven los rasgos principales de la imagen.

El registro de una imagen supone normalmente un proceso de
degradacion: un emborronamiento, debido a turbulencias atmos-
féricas, desenfoque de la camara o movimiento relativo, seguido
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por un ruido aleatorio debido a errores de los sensores fisicos. El
modelo actual de degradacion depende de muchos factores, pero
se usa comunmente un modelo con un operador de difusion lineal
y un ruido gaussiano blanco aditivo. Otros modelos utilizan ope-
radores de difusion no lineales, ruido multiplicativo o ruido con
distribuciones mas complicadas y con posible correlacion con la
imagen.

El objetivo de la restauracion de imagenes es la estimacion de
la imagen real ideal partiendo de la imagen registrada. Vamos a
intentar resolverlo matematicamente con una formulacion varia-
cional, esto significa que adoptamos el punto de vista continuo en
escala de grises y por tanto nos vamos a referir a una imagen como
una funcion real f, definida en Q2 = (0,1)?, con f(z,y) la intensidad
(o nivel de gris) en el pixel (z,y):

f:Q—R

Una imagen en color seria una funcion vectorial f:Q — R3 En
este trabajo nos restringiremos al caso de las imagenes en escala
de grises.

Llamaremos v a la imagen real que queremos estimar y z a la
imagen observada. Modelamos el sistema de captura de imagenes
como:

z=Ku+ N,

donde K es un operador lineal (el operador de difusion) y N es
el ruido, del cual podemos conocer, a lo sumo, algunos de sus
parametros estadisticos.

Normalmente K es una convolucion por una PSF (funcion de
extension de punto) g conocida, que se obtiene de una distorsion
de una imagen puntual

Ku(z,y) = / gz — €,y —n)u(€, n) dédn

que corresponde a un proceso de emborronamiento invariante por
translacion. Esto supone una buena situacion computacional, ya
que se puede aplicar FFT para calcular K.

Numerosas degradaciones o emborronamientos habituales han
sido modelados ya, y podemos usar esa g para restaurar la imagen.
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Figura 4.2: a) imagen real, b) imagen con ruido y difusion, c¢) imagen res-
taurada.

Algunas degradaciones sencillas vienen dadas por las transforma-
das de Fourier siguientes:

= Movimiento relativo de camara y objeto

glen) = 7).

m Turbulencia atmosférica
§(Em) = &8

Como ilustracion de las dificultades que se pueden encontrar
al aplicar técnicas de restauracion lineales, consideramos la res-
tauracion por deconvolucion. Como nuestro objetivo es obtener «
de z = Ku+ N y sabemos que Ku = g xu entonces z = g u+ N. Si
usamos transformadas de Fourier tenemos:

y asl, si

entonces la solucion sera
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Pero el problema es que la suposicion que hemos hecho no es
valida pues g es pequeno para altas frecuencias i.e. (k) ~ 0 para
k> 0y ademas N (k) es una variable aleatoria, por tanto

N(k)
9(k)

>0 para k£>0.

Esta solucion, que consiste en multiplicar @ por h := %, “excita”
las altas frecuencias y los resultados no son demasiado buenos.
Otra posibilidad es una & de la forma:

_ [ ek k pequena,
hik) = { “pequeno” k grande. 4.1)

Sélo nos queda definir v = (2h)" y esperar que hN sea pequeno.

Este pequeno analisis ilustra que K es usualmente compactoy,
en este caso, el problema Ku = z esta mal puesto (no existe K~! o
K~! es discontinua), por tanto no existe solucion o ésta no depende
de z de manera continua. En consecuencia, hay que reformular la
restauracion de imagenes como un problema bien puesto, es decir,
regularizar el problema.

El caso que se trata en los capitulos siguientes es cuando K es
la identidad, es decir, trataremos el problema de la supresion de
ruido.

Figura 4.3: (bacterias) a) imagen real, b) imagen con ruido, c¢) imagen res-
taurada.
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4.2
Descripcion del problema

Vamos a considerar una imagen en escala de grises v : ) — R,
definida en el cuadrado Q = (0, 1)?. Denotaremos por  a la imagen
real que queremos observar y z : {2 — R a la imagen observada.
Modelamos el sistema de adquisicion de imagenes como:

z=u+ N

donde N : 2 — R representa un ruido aditivo. Suponemos que
N es un ruido gaussiano blanco, lo que significa para cada pixel
(z,y), N(z,y) es una variable aleatoria con distribucién gaussiana
de media cero y varianza o? y que la correlacion de estas variable
en distintos pixeles es nula. Debido a esto, se verifican las dos
propiedades siguientes:

1. La media de la funcion ruido es cero en €:
N = |Q|1/Ndxdy = / N dx = 0.
Q Q

Esto implica que los niveles de gris medios Z y u de z y de u
son iguales en ):

z=u+N — z—-u=N

/(z—u)dX:/Ndx:O
Q Q
/zdx:/udx —  Z=u
Q Q

2. Suponiendo conocida la varianza o* de N, tenemos:

2
azz/Nde— (/Ndx) :/N2dX:/(z—u)2dx. (4.2)
Q 0 Q 0

Esta claro que la aleatoriedad del ruido no nos permitira obte-
ner exactamente la imagen real v a partir de la imagen observada
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Figura 4.4: a) imagen con ruido del 30 % en su parte derecha, b) la misma
imagen pero vista en 3D, c) corte horizontal por la mitad de la imagen.

z. Sin embargo, debemos intentar encontrar una solucion con me-
nos ruido que la imagen observada y que conserve los contornos
mas importantes de u.

Una imagen con ruido es una imagen muy irregular desde el
punto de vista funcional, tiene por tanto, mucha variaciéon. Sea
R : X — R un funcional que mide la irregularidad de la funcion
u € X C L?, al que vamos a exigir que R(u) esté en funcion de |Vu
R(u) = R(|Vu|), donde R es una funcion positiva.

Si buscamos una imagen u con menos ruido que z, debemos
encontrar una funciéon u que sea mas suave que z, o lo que es lo
mismo, que sea menos irregular, es decir:

’

R(u) < R(2).

Si suponemos conocida la varianza del ruido, la expresion (4.2)
nos permite formular el problema de la supresion del ruido como:

min  R(u)

ueX

) (4.3)
sujeto a / (u — 2)* dx = o*
0

Para resolverlo, podemos usar la técnica de los multiplicadores de
Lagrange:
= Creamos el lagrangiano:

L(u,\) = R(u) + A (JJu — 2|3, — o?).



128 4.3. Funcionales cuadraticos

» Jgualamos a cero sus derivadas parciales:

oL

—(u,\) =0

()

oL

O\
Nuestro problema se reduce a encontrar puntos criticos de L(u, \),
pero antes vamos a hacer un pequeno cambio:

1 1 ,
ﬁR(u) + 3 |lu — z||L2) — \o?.

(u,A) = [[u— 2|72 — o* = 0.

L(u, ) = 2X (

Definimos: .
o

y como A\o? es constante y 2\ es positivo, calcular el minimo de
L(u, \) es equivalente a calcular

; 1 2
min R (u) + 5 [ 2|}

que es la regularizacion que propuso Tikhonov en [55], donde «
nos sirve como control del equilibrio entre la irregularidad de la
solucion y el ajuste de los datos. Si aumenta «, R debera dismi-
nuir, con lo que la imagen sera mas suave; por el contrario, si «
disminuye, R aumentara y entonces la solucion sera mas irregu-
lar.

Consideramos, por tanto, el siguiente funcional

T(w) = Tulw) = oR(w)+3 - I3

y el problema de encontrar una v* € X tal que

T(u*) = min T(u).

4.3
Funcionales cuadraticos

La eleccion usual del funcional R que nos mide la irregularidad
de la imagen v es un funcional cuadratico de la forma R(u) =
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|Qul|3,, siendo @ un funcional lineal. Entonces podemos escribir:

2
= [|Au — ||

L2

T(u) = al|Qulj> + llu— z[l7, = H { \/éQ ] ‘o { S ]

como se expone en [16]. Tenemos pues, un problema comun de
minimos cuadrados, con el inconveniente, como veremos mas ade-
lante, de que suaviza demasiado los grandes perfiles. Vamos a ele-
gir Qu = Vu y veremos con algunos ejemplos, a qué soluciones
podemos llegar resolviendo el problema (4.3). (Para resolver el pro-
blema hemos utilizado métodos numéricos que seran explicados
en la seccion 5.4.

Figura 4.5: De izquierda a derecha y de arriba a abajo: imagen original,
imagen con un ruido del 30 %, imagen restaurada, contorno de la imagen
original, contorno de la imagen con ruido y contorno de la restaurada.

Con estos ejemplos se ve claramente que el funcional cuadrati-
co R(u) = HVuHQLQ(Q) suaviza demasiado las imagenes y no conser-
va los perfiles mas grandes de las mismas. Por tanto, no es una
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Figura 4.6: imagen original, imagen con un ruido del 20 %, imagen res-
taurada, contorno de la imagen original, contorno de la imagen con ruido
y contorno de la restaurada.

buena eleccion si estamos interesados en restaurar imagenes con
grandes perfiles.

4.4
El funcional Variacion Total

El inconveniente principal de usar funcionales de regulariza-
cién cuadraticos como la seminorma H' de u, ||[Vul|2, (o ©s la inca-
pacidad de recuperar grandes discontinuidades. Matematicamen-
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te esta claro, porque las funciones discontinuas no tienen semi-
normas de H' acotadas. Por ejemplo:

t 1 0z<0
si uy(z) = arctan(az) , 1 = lim u,(z) = , a>0.
T 2 a—oco 1 2>0
Entonces .
! 2 o
alHY = dr = a0
ol = [ ()P = 5
lo que da:

.«
lim — = oo.
a—o00 27

Para evitar esto, Rudin, Osher y Fatemi propusieron en [46] la
utilizacion de la Variacion Total

TV(u):/Q|Vu|dx:/ﬂw/u§+u§dxdy

como funcional de regularizacion. La razon para usar este funcio-
nal, es que mide los saltos de u, incluso si es discontinua. Veamos
cual es la variacion total de la funcion del ejemplo anterior:

a Feo
ua(x)‘ - w(a2a? + 1) /_OO

Hay una definicion alternativa del funcional variacion total para
cuando u no es diferenciable (ver [22]):

arctan(ax)|™ .

— 00

™

TV (u) :=sup {/ udivvdx; v e O (4 R?) : [v(x)| < 1Vx € Q}
Q

El siguiente resultado visto en [16] muestra, para un problema de
1D simple, la ventaja de usar Variacion Total en vez del funcional
cuadratico dado por la seminorma de H!

Lema 4.1. Sea S ={ f| f(0) = a, f(1) = b}. Entonces:

1. Para la norma de variacion total, se cumple que 1}11}91 TV (u) =
S

b — a se consigue con cualquier f € S monodtona, no necesaria-
mente continua.
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2. Para la seminorma H', se cumple que r}ngl Jo ( f'(x))*dx tiene
S

una tnica solucion f(r) = a(l — x) + bx.

Asi, la norma variacion total admite mas funciones como solu-
cion, incluyendo las discontinuas, para restaurar la funciéon con
ruido, mientras que la seminorma H' “prefiere” las funciones li-
neales. Por tanto 7'V (u) permite recubrir los perfiles mayores de la
imagen.

El funcional que hay que minimizar ahora es

T(u) = / a|Vu| + %(u — 2)2dxdy.
0

Veamos también, con algunos ejemplos, que resultados se ob-
tienen minimizando el funcional anterior, con los métodos numeé-
ricos del capitulo 5. Compararemos ademas, estos resultados con
los obtenidos con el funcional cuadratico.

Figura 4.7: Funcion original, con un ruido del 30 % y funcion restaurada
con variacion total.

Figura 4.8: Funcion original, con un ruido del 20 %, funcién restaurada
con _funcional cuadrdtico y funcién restaurada con variacion total.
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i ’

] ’ * y
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Figura 4.9: Imagen de Lena (128x 128), imagen con un ruido del 30 %,
imagen restaurada con funcional cuadrdtico e imagen restaurada con va-
riacioén total.
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Figura 4.10: Imagen original (100x 100), con un ruido del 30 %, imagen
restaurada con funcional cuadrdtico e imagen restaurada con variacion
total.

Se ve claramente en las figuras 4.7, 4.8, 4.9 y 4.10 que el fun-
cional 7'V conserva mejor los grandes perfiles que el funcional cua-
dratico.

Con estas imagenes se puede observar que la variacion total
funciona mejor que el funcional cuadratico aunque para imagenes
reales como la de Lena, que tienen muchos perfiles, el resultado
es mejorable.

4.5

Efecto escalera.
Generalizacion de R(u)

Como se ve en la figura 4.8, en una dimension, el funcional
Variacion Total aplicado a una funcion afin degradada con ruido,
produce una solucion monotona constante a trozos. Esto es debido
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en parte al hecho que la norma 7'V no tiene preferencias entre
funciones continuas y discontinuas, como se explica en el lema
4.1. En cambio el funcional

Hl(u):/\Vu\zdx
Q

“prefiere” las funciones continuas frente a las que no lo son.

\

Figura 4.11: Esta figura muestra los resultados que produce la norma
H' y la norma TV en las partes lineales y en los saltos mas grandes, al
restaurar una_funcion con un ruido del 30% de la senal.

Para resolver este problema, la propuesta de Blomgren, Chan,
Mulet y Wong en [41] es interpolar entre el espacio de funciones
de TV, W(Q), y el espacio de la seminorma H', W} (), para coger
lo mejor de cada espacio, en relacion a mantener grandes perfiles
y suavizar las regiones de transicion sin saltos, considerando

R(u) = / o(|Vu]) dx (4.5)

para funciones reales ¢ adecuadas. Por ejemplo, la norma 7V se
obtiene con ¢(s) = sy el funcional H' se obtiene con ¢(s) = s*. Para
interpolar entre las dos, se puede considerar ¢(s) = s con p € [1,2]

R(u):/|Vu]de. (4.6)
0

Pero el unico caso en que se admiten soluciones discontinuas es
cuando p = 1, que es precisamente la norma 7'V. Otro hecho im-
portante es que la penalizacion de gradientes grandes aumenta
con p. Esto trataremos de mejorarlo en el capitulo 6, buscando un
exponente p cercano a 1 cuando estemos cerca de un gran salto
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de la funciéon y un exponente p cercano a 2 en las regiones mas
suaves.

Para ilustrar estos hechos, mostramos en la figura 4.12 algu-
nos resultados para comprobar qué soluciones se obtiene con el
funcional (4.6) para algunos valores del exponente p.

original con ruido
/\\/1
: ‘ ‘ F;:l (TV) ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘p=1.1‘
: ‘ ‘ ‘p=1.2‘ — ‘ ‘ ‘ ‘ ‘p:1.4‘
' ‘ ‘ ‘p:1.5‘ — ‘ ‘ ‘ ‘ ‘p:1.7‘

=18 T 2 Y

Figura 4.12: funcién de 512 puntos. Soluciones para p=1, 1.1, 1.2, 1.4,
1.5, 1.7,1.8, 2, del problema con el funcional (4.6).
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Discretizacion
solucion del problema

Consideraremos en adelante la resolucion de problemas

T(u) zl/Q(u—z)de%—a/ng(]VuDdx (5.1)

2

con ¢ no negativa, no decreciente y convexa, u perteneciente a al-
gun espacio funcional adecuado y con el abuso de notacion |Vu| =
VIVu|? + 3, con 8 > 0. El analisis tedrico de la solucién de este pro-
blema requiere conceptos de analisis funcional no contemplados
en esta memoria. Por este motivo, nos planteamos discretizar el
funcional 7" para analizar la existencia y unicidad de la solucion,
asi como su estabilidad frente a cambios de (.

Para discretizar el funcional 7" usamos la regla del rectangulo
para la aproximacion de las integrales y diferencias hacia delante
para las derivadas: tomamos u € R™*" y, obviando un factor h?,



138 5.1. Existencia y unicidad

h = % que no necesitamos para calcular el minimo, obtenemos:

n

To(w) =Y o (Vaigul) + 5 D (g — 72’

i,j=1 i,j=1
con u;; ~ u(th, jh), i,j=0,...,ny
Uig1,j—Uij
Ry p— h
Vh,mu - ( Ui j 41—, ) .
h

Debido a que no habra posibilidad de confusion en el resto de la
memoria, suprimiremos en adelante el subindice h.

5.1
Existencia y unicidad

Una vez discretizado, la existencia de minimos del problema
(5.1) es consecuencia de resultados usuales de analisis convexo
(ver [18, 45]). Por completitud esbozamos aqui su demostracion.

Dado que el funcional 7' es no negativo, podemos tomar una
sucesion minimizadora del problema, que es una sucesion en R™*"
(ur)ken tal que

Iim T (ug) = inf T(u)>0.
k ueRnxn
Dado que T'(u) > ||lu — z||3 (es coercivo), tenemos que la sucesion
(ux—z) es acotaday, por tanto, (u;) también lo es. Si tomamos (uy;, ),
una subsucesion convergente a u,, la continuidad de ¢ implica la
de T, por lo que tenemos
T(u,) =lmT(uy,) = inf T(u).
J ueRan

La convexidad es un ingrediente esencial para probar la unici-

dad de las soluciones. Veamos en qué consiste.

Definicion 5.1. Un funcional F' : X — R, donde X es un espacio
lineal, se dice que es convexo si para xz,y € X y para cualquier
Ae(0,1)

FAzx+(1=Ny) < AF(z)+ (1 =N F(y).
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F se dice estrictamente convexo si la desigualdad anterior es estric-
ta siempre que x # y. Notar que la convexidad (estricta) se preserva
por sumas y productos por escalares positivos.
Un conjunto M C X se dice convexo siVx,y € M y para cualquier
Ae(0,1)
Az + (1 — Ny € M.

Teorema 5.2. Sea M C X un conjunto convexo de un espacio lineal
X y sea F': M — R un funcional convexo. Entonces, cualquier mini-
mizador local ©x € M es también un minimizador global (en M). Si F
es estrictamente convexo entonces existe como mucho un minimiza-
dor global.

Demostracion. Supongamos que en z € X hay un minimo local.
Sea U C M un entorno de 7 tal que F(z) < F(y)Vy € U. Entonces
par un x € M arbitrario, existe un nuamero real A € (0, 1), tal que
Ax + (1 —)\)z € Uy, por tanto,

F(z) < FOa + (1 — N&) < AF(z) + (1 — N F(2),

lo que implica inmediatamente que F(z) < F(z). Asi que & es un
minimizador global. Para la segunda parte supongamos que hay
dos minimizadores globales diferentes z, © € M. Tenemos obvia-
mente que F(x) = F(z) y por la convexidad estricta podemos con-
cluir

FOx + (1= MNF) < AF(z) + (1 — \)F (@) = F(z),YA € (0,1)

lo cual esta en contradiccion con el hecho de que x es un minimi-
zador global de F'. ]

Volviendo al problema de eliminacion de ruido con el funcional
objetivo

1 n
T(u) = 5 llu—zl3+a 3 6 (Viu) 5.2)

i,j=1

=R(u)

la cuestion es conocer bajo qué condiciones de ¢, el funcional 7" es
convexo o estrictamente convexo. Notar que el término distancia
|u — z||; es estrictamente convexo. Si ademas el término de suavi-
dad R es convexo, entonces todo el funcional 7' es estrictamente
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convexo. Por tanto, nos queda la cuestion de saber si para una
cierta funcion ¢, el término de suavidad es convexo o no.

Teorema 5.3. Sea ¢ : R™ — R* una _funcién continua y no decre-
ciente. Entonces el _funcional

= ¢(Vijul)

ij=1
es convexo si y solo si ¢ es convexa en R.

Demostracion. Sea ¢ : R — R* convexa, como V,;(-) es lineal y
| - | es convexa, la suma de convexas es convexas y la composicion
de funciones convexas es otra funcién convexa, entonces R(u),u €
R™" es un funcional convexo.

Supongamos ahora que R es un funcional convexo. Sea e la
matriz dada por e, ; = ih, que verifica |V, e =1,sii<noj<n, o
|V, je| = 0 en caso contrario. Entonces se cumple:

Z¢ Vigel) = (n = 1)%(s) + (2n + 1)¢(0)

i,7=1

y despejando
0(5) = o5z (Rise) = (20 1)0(0)).
Deducimos de esta expresion y de la convexidad de R:
2ole) + (1= N)ol) = - ! 5z (VR(se) + (1 = \)R(te) = (2n.+ )o(0))
> e (R(As + (1= A))e) = (204 1)6(0)
= o(As+ (1= N)t),
lo que prueba la convexidad de ¢. [

A partir de los resultados anteriores la existencia y unicidad
de la solucion de nuestro problema para ¢(z) = 27, p > 1 queda
establecida

Nota 5.4. Si p > 2 el problema esta bien puesto pero los resulta-
dos no son buenos porque produce soluciones demasiado suaves,
como muestran los siguientes resultados:
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imagen original imagen con ruido

Figura 5.1: Restauracion de una imagen (100 x 100) con ruido aumen-
tando p para la funcién ¢(s) = sP.

5.2
Estabilidad

En este apartado veremos que las soluciones de los problemas
modificados con /|Vu|? 4+  convergen, cuando  — 0, a la soluciéon
del problema con 3 = 0. Este resultado generaliza el obtenido en
[1] para la variacion total.

Proposicion 5.5. Sean us y uy los minimizadores de Ts(u) y To(u) =
T'(u) respectivamente, con 3 > 0. Entonces

lim ug = u,.
g0 P

Demostracion. Como T es un funcional continuo por ser composi-
cion de funciones continuas, y las funciones ¢ y /= son monétonas
crecientes, es obvio que

si 51 < ﬁg = Tgl (U) < TQQ (U) (53)
Pero ademas,

si 51 < 62 = Tﬁ1 (uﬂ1) < T51 (uﬂz) < Tﬁz (uﬁz)'
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La primera desigualdad es cierta porque ug = argminTp, y la se-
gunda por la desigualdad (5.3). Por tanto

si 1 < 02 = Tﬁl (uﬁ1) < Tﬁz (uﬁz)' (5.4)

Por otra parte, dado que Ty(u) > ||u — 2|3, entonces

(ug) — 00 (B — 0) = Ty(ug) — 0o (8 — 0)

y, en consecuencia, Ts(ug) — oo (f — 0) por (5.3). Lo cual esta en
contradiccion con el hecho de que Tj(ug) < 71(u1),V8 < 1. Enton-
ces {ug/f € [0,1]} esta acotada. Sea (f5;) una sucesion decreciente
((8;) — 0) tal que ug, — v. Por tanto,

TO(”) = lim To(uﬁi) < Zlir& Tﬁi(”ﬁi) < zlir?o Tﬁi (UO) - To(uo)v

i—00
pero como
up = arg min(7p)

y el minimizador es unico, entonces:

lim ug = wu,
B0 B 05

puesto que {ug/[ € [0,1]} es acotado y cualquier subsucesién con-
vergente tiene el mismo limite. O

5.3
Solucion del problema discreto

Hemos visto que el problema de minimizar (5.1) esta bien pues-
to. Vamos pues, a intentar encontrar su solucion.

La primera variacion del funcional 7" de (5.2) es [T"(u)](v) = F'(0),
donde F'(¢) := T'(u + ev):

n 1 n
Fle)=a ) ¢(IVijlu+ev))+ 5 > (i +evig — 2iy)°
ij=1 tj=1
n 1 n
F(&) =« Z qb (|V¢7ju + 5V¢7j1}|) + 5 Z (U@j — Zij + 51)2‘7]')2

i,j=1 6j=1
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Teniendo en cuenta que

Viju-V;jv+eV;v-V,; v
|Vij(u+ev)|

d
d—g\/(Vmu—l—svmv) . (VZJU—FEVHU) ﬁ
obtenemos:

Vm-u : va + evw«v . VLJ"U
Vij(u+ ev)|

‘() =a ) _ ¢ (|Vij(utev)|)

i,j=1
+ ) (i — zij)vig + v}
ij=1

n

- Vv
=a Z ¢' (IVijul) rv” | b Y (i — zi5)viy

2,7=1 7,7=1

Nos queda:
¢ (|Viyul) Vigu
E - Vigv+ (uig — 2i)vi
Fyt |V1]U‘ J J J J
/
T ! ¢ |v’lju|
T ( E |v1]u| Vm-)u+u—z)

i,j=1

@' ( ’ku|
1,7 [ ]
( Z |V”u| V j T+ u—z

2,j=1
donde hemos usado
T T~T
Vmu . VZ'J‘U = (Vi,jv) Viyju =0 Vl-’jvm-u.

Dado que V/; es una discretizacién del operador —div evaluado
en (ih,jh), la primera variacion de 7' es una discretizacion de la
primera variacion del funcional continuo, por lo que obtenemos las
ecuaciones de Euler-Lagrange, tanto del problema discreto como
del problema continuo:

0 = —adiv (qb’(] |)Vu> +u—z. (5.5)
[Vul
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Para obtener la segunda variacion de 7' planteamos 7" (u)(v,v) =
oI T (u)v = F”(0):

Vi,ju : Vm-v + 8vi,j1} . Vz-,jv 2
|Vz~,j(u + €U)|

F'(e) = {Zw Vi (u+2v)))

i,7=1
2
(VMu'Vi,]-v-&-sV,-’iji,]-v)

|V1"]’(u+61])| }+

n
2
v

i,7=1

Vi,j’U . Vi,iji,j(u + €’U)| —
|Vi,j(u + €U)|2

+ ¢ (IVij(u+ev)l)

AV
F// _a { " |vz | |: Z]u 2,7 :| +
Z " Vijul

i,j=1

, Vl-'v-V,-wVi-u?— VZ’LLV1U2 "
(Va2 VetV (Vi V) y 5 e

VVmUF’ i,j=1
% (b” ’VUU’) ¢/(!V”u\) )
F N . . P
az;{ ( ’vl]u|2 ’vl7]u|3 (V%]u V'LJ/U) +
V.:.v-V,;.v n
+¢/ vl | vJ ] 'UZZ
(Vs B+ 30,

Usamos que (Vm-u . Vm-v)z = /UT(VZZ:j(VLJ‘U(VZ'JU)T)VZ'JU Yy que viJ‘/U .
Vv =0v"V],;V; ;v para obtener:

! g ¢" (Vi ul) ¢/(|Vz~ju|) .,
F . e ..
|: i,j= 1V {( ’Vz]uP ’vi,ju|3 V%]U(Vl,]u) +
¢'(|Vigul)
TV 2} gt
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Dado que F”(0) = v"T"(u)v, deducimos:

" ¢"(|Vijul)  ¢'(|Vizul) T
00 =0 S (gt - o) T E
ij—1 i i
¢I(|vi,ju|) lel |ku|) T
+Eg LIV +1=a Zv A Sl v, Vi Vi) +
¢'(|Vm‘u|) Vi ju(Viju)”
e (I e )}va.

Como cabia esperar de la convexidad estricta de 7', deducimos
que 7"(u) es una matriz definida positiva, ya que I lo es, o > 0,

¢',¢" > 0y las matrices V, ;ju(V; ju)’ y I — YoyulVegu)?

Tz son semidefi-
¥
nidas positivas.

5.4

Algoritmos basicos para la
supresion de ruido por variacion
total generalizada

En esta seccion repasamos brevemente algunos algoritmos pa-
ra la solucion de (5.5). Son generalizaciones directas de los algo-
ritmos correspondientes para la restauracion por variacion total.

5.4.1
Time Marching

Dado que (5.5) es una ecuacion en derivadas parciales de tipo
eliptico, su solucion se puede obtener mediante la resolucion del
estado estacionario de la ecuacion parabdlica asociada:

sl

up = adiv (%VU) — (u—z), a@u =0,u(z,0) = z(x) (5.6)
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para la funcién incégnita v = u(z,t). En principio, se puede aplicar
un esquema de Euler explicito que nos da la iteracion de tipo time
marching:

u"th ="+ At (adiv <MVU"> — (u™ — z)) : (5.7)
[Vur|g

Este esquema simple, propuesto y usado en el trabajo original so-
bre la restauracion de imagenes por minimizacion de la variacion
total [46], tiene la desventaja de tener severas restricciones de tipo
CFL a la estabilidad, debido no s6lo a su naturaleza parabdlica,
sin6 también al hecho de que los coeficientes de difusion d)ll(‘vvu—fll‘a)
pueden ser enormes para pequenos valores del parametro . Se
podria utilizar esquemas implicitos, pero su dificultad seria com-
parable a la de las alternativas que citamos a continuacion y no

estaria claro que fueran eficientes en la comparacion.

5.4.2
Método de punto fijo

Una linealizacion natural de (5.5) consiste en la siguiente itera-
cion de punto fijo:

— adiv (MVU”H) + Wt —2)=0n=0,..., u’ =2z (5.8)
[Vur|g

donde a cada paso se resuelve una ecuacion lineal de reaccion-
difusion, con el coeficiente de difusion calculado en el paso previo.
Este esquema generaliza el esquema de punto fijo con difusion re-
trasada presentado por Vogel y Oman en [56] para la restauracion
por variacion total.

La discretizacion natural de este esquema converge a la solu-

cion de (5.5) con velocidad lineal que se deteriora hacia 1 cuando
f — 0 (ver [17] para la demostracion).
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5.4.3
Método de Newton primal

En principio, una mayor velocidad de convergencia se puede
obtener con el método de Newton. Este método consiste en la ite-
racion:

T (u™)(6u™) = =T'(u™), u"t =" + du".

Es un algoritmo con convergencia cuadratica (dado que podemos
asegurar que 7" (u) es siempre invertible), pero su convergencia no
esta asegurada, a menos que se usen costosos procedimientos de
line search ([34]). Pero, tipicamente, estos procedimientos restrin-
gen el paso del método de forma drastica cuando ( es pequeno.
Se pueden utilizar estrategias de continuaciéon sobre el parametro
[ para tratar esta dificultad (ver [14, 15]).
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Método de Newton
primal-dual

6.1

Derivacion del método

La dificultad de controlar la convergencia del método de New-
ton primal para el problema de la restauracion de imagenes por
variacion total llevo a los autores de [15] a plantear un método de
Newton primal-dual que resulto ser extremadamente robusto y ra-
pido en la solucion del problema. A partir de las ideas de [15], las
ecuaciones de Euler-Lagrange de (5.5) se pueden reescribir con la

introduccion de \g_Z\ como nueva variable w, de manera que nos
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planteamos el sistema de ecuaciones con las incognitas u, w:

—div (¢'(|Vu|)w) + AM(u — z) =0, (6.1)
|Vulw — Vu =0, (6.2)

al cual se le aplica el método de Newton:

— div (¢'(|Vu|)(5w + ¢"(]Vu])(|§—zl : V(Su)w) + AMu—2) =

= —(=div (¢(|Vulw)) + A(u = 2)),
Vu - Vou
[Vl
De esta ultima ecuacion jw se puede expresar en términos de du:

Vu-Vou Vu Vou

w — Véu+ |Vuldw = —(|Vu|w — Vu).

ow=—(1 —+ = 6.3
S T IRk ¢
el cual, cuando se sustituye en la ecuacion anterior, da:
/
—div (K (u, w)Vou) + Aou = div <¢ |(|VVT|)VU) — Mu — 2),
u
¢'(IVuisl)
K i = —=—1
(u’ w) »J |vui,j| 2t
¢'(IVui l) Vigu \'
(0 1Tusgl) = Fo Y (o)
( ’ Vi 4 "\ IVijuls
T
Debido a la presencia del término w; ; (%) , las matrices 2 x 2
K(u,w); ; son simétricas s6lo cuando w;; = \g?jzl' Desde luego, el

método de Newton primal se recupera con esta eleccion. El punto
clave consiste en sustituir K (u,w) por su simetrizacion (omitimos
los indices 1, j):

S(Vul), 1, ¢ (|Vul) Vul' | Vu
a2+ g (#1070 - )(w (Rur) + )
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El método de Newton inexacto resultante puede usar métodos nu-
meéricos para la solucion de los sistemas lineales que aparecen en
cada iteracion, sin sacrificar la convergencia cuadratica del méto-
do de Newton original (ver [34, chap. 5 and 6]), ya que la matriz

— div (f((u*, w*)V> Y, 6.4)
coincide con F”(u*) en la soluciéon (u*, w*), parala cual w* = |§—ZI‘. La
ventaja de esta transformacion es que se pueden utilizar métodos
iterativos muy eficientes (gradiente conjugado o symmlq [42]) para
las matrices dispersas y simétricas que aparecen a lo largo de la
iteracion.

El método de Newton primal-dual que proponemos como exten-
sion del propuesto en [15] queda:

—div (K(u ,w")Vou > + Adu" = div ( Vo] Vu™ ) — Au" — 2)
(6.5)
Vu' - Vou" Vu Voum
" = —(1+ — " 6.6
et e M e ey @9
=y 4 oum, W = W + sow”, (6.7)

donde v’ = z, w® = 0 y s se calcula para asegurar |w""|, < 1 de
manera eficiente, calculando:

s = min(0,95 min{s;, dw; # 0}, 1),
(5wi . (5wl + 1016 ’

S; —

6.2
Experimentos numéricos

En esta seccion comparamos la velocidad de convergencia del
método de punto fijo y el método de Newton primal-dual para al-
gunas funciones ¢(x).

Dado que estamos comprobando la convergencia total, es de-
cir, que el llamado residual no lineal (el término de la derecha de
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(5.5) o (6.5)) esté cercano a anularse, el criterio de parada para
la iteracion (exterior) de Newton es que se produzca un decreci-
miento relativo de este residual no lineal por un factor de 1078.
Usamos un método de Newton truncado, basado en el método del
gradiente conjugado con factorizacion de Cholesky incompleta con
un nivel de llenado 5 ([24]). El criterio de parada para la n-ésima
solucion iterativa es que se produzca una disminucion relativa del
residual lineal por un factor de 7,, donde, siguiendo la sugerencia
de [34, Eq. 6.18] para conseguir convergencia cuadratica de forma
eficiente, asignamos:

0,01ifn=0
=194 ’ (6.8)
min{uU,uL, U,0(|gy gn—1
(0,01, 0,6(|gn|[*/||gn—1]I?)

donde g, denota el residual no lineal. Mencionamos aqui que, aun-
que solo podemos asegurar la definicion positiva de la matriz de
(6.5) para n = 0 (para el cual w = 0 y la matriz es ciertamente
definida positiva) o cerca del minimo «* (en el cual coincide con
F"(u*), la cual es definida positiva ), la convergencia del método
del gradiente conjugado ha sido muy satisfactoria en todos los ca-
sos, requiriendo muy pocas iteraciones al principio de la iteracion
exterior y algunos mas cuando el parametro 7, decrece cuando la
convergencia total esta a punto de obtenerse.

Para la iteracion de punto fijo, usamos el mismo resolvedor li-
neal con una tolerancia relativa sobre el residual fijada a 0,01, ya
que una tolerancia mayor no variaria el resultado, pero si incre-
mentaria el coste computacional.

Para la comparacion de ambos métodos usamos las imagenes
Lena, Peppers y Barbara de la figura 2.12, a las que se les ha
anadido ruido blanco gaussiano, resultando en SNR respectivas de
2, 2 y 5. Realizamos los experimentos con la funcion ¢ de Huber,
que se usa en estimacion robusta ([31]):

s x <&
¢@}—{%x_8 > ¢ (6.9)

Esta funcion es convexa y continuamente diferenciable, pero la se-
gunda derivada es discontinua en ¢. En este punto especificamos



6. Método de Newton primal-dual 153

¢"(&) = ¢"(¢1) = 0. Esta funcion esta disefiada para penalizar pe-
quenos saltos mas que el funcional de la variacion total, como se
prescribe en [41] para tratar el efecto escalera.

Figura 6.1: Ampliaciones de parte de la imagen original (izquierda) y de
la imagen restaurada (derecha) con la funcion ¢(z) = x (restauracion por
variacién total) con 3 =1

La imagen de la izquierda de las figuras 6.1 (Lena), 6.5 (Pep-
pers), 6.9 (Barbara) muestra una zona de la imagen original. Esta
zona contiene partes suaves (aunque en la imagen original ya con-
tienen algo de ruido) y perfiles. Nos proponemos ejecutar el método
que proponemos y el método del punto fijo para la funcion de Hu-
ber ¢ con varios parametros umbral ¢ y comparar su resultado
(comun) con el de la supresion de ruido por minimizacion de la va-
riacion total, el cual se muestra a la derecha en las figuras 6.1 (Le-
na), 6.5 (Peppers), 6.9 (Barbara). También comparamos la historia
de la convergencia de ambos métodos en términos del residual no
lineal con respecto a iteraciones y tiempo de CPU. El parametro A
se ha calculado para asegurar, en cada caso, la restriccion:

/Q (u(z) — 2(2)) do = o2,

Los parametros umbral que hemos elegido son ¢ = 1000 (resul-
tados en las Figuras 6.2 para el test Lena, 6.6 para el test Peppers,
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Figura 6.2: Imagen restaurada con la funcion de Huber ¢ con £ = 1000 y
ampliacion de parte de la imagen restaurada.

6.10 para el test Barbara ), £ = 500 (resultados en las Figuras 6.3
para el test Lena, 6.7 para el test Peppers, 6.11 para el test Bar-
bara) y ¢ = 100 (resultados en las Figuras 6.4 para el test Lena,
6.8 para el test Peppers, 6.12 para el test Barbara). Estos resulta-
dos muestran perfiles tan bien definidos como los obtenidos con
el funcional variacion total. Como era de esperar, a mayor umbral
¢, menor efecto escalera en las imagenes restauradas.

En los experimentos analizamos la influencia del parametro
en la velocidad de convergencia del algoritmo. Ejecutamos ambos
algoritmos para las funciones ¢(z) mencionadas anteriormente y
B =1,107°,10"1° y mostramos en Fig. 6.13-6.21 (Lena), Fig. 6.22-
6.30 (Peppers), Fig. 6.31-6.39 (Barbara), la historia de la conver-
gencia en términos del residual no lineal con respecto a iteracio-
nes (externas) y tiempo de CPU, con escala vertical logaritmica. En
estas graficas los resultados para el método primal-dual se repre-
sentan con o y los del método de punto fijo con +.

De estas graficas deducimos la convergencia cuadratica del mé-
todo de Newton primal-dual (la grafica del logaritmo del residual
no lineal con respecto a iteraciones adquiere forma de exponencial
invertida a partir de una cierta iteracion) y la convergencia lineal
del método del punto fijo (la grafica del logaritmo del residual no li-
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Figura 6.3: Imagen restaurada con la funcién de Huber ¢ con £ = 500 y
ampliacion de parte de la imagen restaurada.

Figura 6.4: Imagen restaurada con la funcién de Huber ¢ con £ = 100 y
ampliacion de parte de la imagen restaurada.

neal con respecto a iteraciones adquiere forma de recta a partir de
una cierta iteracion) y que los gradientes de la funcion objetivo en
cada iteracion del método primal-dual son inferiores (mejor resul-
tado) a los del método de punto fijo, es decir, que a cada iteracion
el método de Newton primal-dual obtiene mejor aproximacion a la
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Figura 6.5: Ampliaciones de parte de la imagen original (izquierda) y de
la imagen restaurada (derecha) con la funcion ¢(x) = x (restauracion por
variacion total) con 3 =1

Figura 6.6: Imagen restaurada con la funcion de Huber ¢ con £ = 1000 y
ampliacion de parte de la imagen restaurada.

solucion (el residual no lineal es menor) que el método de punto
fijo. Con respecto a la eficiencia, las figuras que muestran el re-
sidual no lineal con respecto al tiempo de CPU muestran que el
método del punto fijo es ligeramente mas eficiente que el método
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Figura 6.7: Imagen restaurada con la funcién de Huber ¢ con £ = 500 y
ampliacion de parte de la imagen restaurada.

Figura 6.8: Imagen restaurada con la funcién de Huber ¢ con £ = 100 y
ampliacion de parte de la imagen restaurada.

primal-dual en las primeros iteraciones, debido al hecho de que el
coste por iteracion del resolvedor lineal es aproximadamente 30 %
mayor para éste ultimo.

Finalmente, en las tablas 6.1-6.9, en las que se muestra el nu-
mero final de iteraciones y el tiempo de CPU en cada caso, la dife-
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Figura 6.9: Ampliaciones de parte de la imagen original (izquierda) y de
la imagen restaurada (derecha) con la funcion ¢(x) = x (restauracion por
variacion total) con 5 =1

Figura 6.10: Imagen restaurada con la funcién de Huber ¢ con £ = 1000 y
ampliacion de parte de la imagen restaurada.

rencia entre el coste computacional del método de punto fijo con
respecto al primal dual crece cuando se reduce j.
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Figura 6.11: Imagen restaurada con la funcion de Huber ¢ con ¢ = 500 y
ampliacion de parte de la imagen restaurada.

Figura 6.12: Imagen restaurada con la funcion de Huber ¢ con { = 100 y
ampliacion de parte de la imagen restaurada.
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primal-dual punto fijo
# | iteraciones | tiempo de CPU | iteraciones | tiempo de CPU
1 28 63,2 1000 1149,7
107° 33 72,4 1000 1153,3
10719 33 71,9 1000 1151,3

Tabla 6.1: Numero de iteraciones y tiempo de CPU para el test con la
imagen Lena y la funcién de Huber para ¢ = 100 y 3 = 1,107°,10719, El

método de punto fijo no ha convergido en 1000 iteraciones.

primal-dual punto fijo
| iteraciones | tiempo de CPU | iteraciones | tiempo de CPU
1 24 51,2 572 655,7
107° 26 55,9 572 656,5
10710 26 55,5 572 656,8

Tabla 6.2: Numero de iteraciones y tiempo de CPU para el test con la

imagen Lena y la_funcion de Huber para ¢ =500 y 3 = 1,107°,10710,

primal-dual punto fijo
§ | iteraciones | tiempo de CPU | iteraciones | tiempo de CPU
1 22 47,3 372 4242
107° 23 49,1 373 427,8
10710 23 49,0 373 432,5

Tabla 6.3: Numero de iteraciones y tiempo de CPU para el test con la

imagen Lena y la_funcion de Huber para ¢ = 1000 y 3 = 1,107°,10719,
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primal-dual punto fijo
£ | iteraciones | tiempo de CPU | iteraciones | tiempo de CPU
1 30 72,4 1000 1306,3
107° 33 80,8 1000 13158
10710 33 80,5 1000 1206,8

Tabla 6.4: Numero de iteraciones y tiempo de CPU para el test con la
imagen Peppers y la_funcién de Huber para ¢ = 100 y 8 = 1,107°,10710, El

método de punto fijo no ha convergido en 1000 iteraciones.

primal-dual punto fijo
# | iteraciones | tiempo de CPU | iteraciones | tiempo de CPU
1 23 54,0 683 781,7
107° 26 60,3 683 781,6
10710 26 56,5 683 775,2

Tabla 6.5: Numero de iteraciones y tiempo de CPU para el test con la

imagen Peppers y la funcién de Huber para ¢ =500 y = 1,102,100,

primal-dual punto fijo
§ | iteraciones | tiempo de CPU | iteraciones | tiempo de CPU
1 21 45,6 435 491,1
107° 22 46,8 435 492,3
10719 22 47,5 435 492.7

Tabla 6.6: Numero de iteraciones y tiempo de CPU para el test con la

imagen Peppers y la_funcién de Huber para ¢ = 1000 y 3 = 1,107°,10710,
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primal-dual punto fijo
# | iteraciones | tiempo de CPU | iteraciones | tiempo de CPU
1 25 37,5 864 729,7
107° 28 43,9 813 695,6
10719 29 43,3 813 694,7

Tabla 6.7: Numero de iteraciones y tiempo de CPU para el test con la

imagen Barbara y la funcién de Huber para ¢ =100 y 8 =1,107%,10719,

primal-dual punto fijo
# | iteraciones | tiempo de CPU | iteraciones | tiempo de CPU
1 20 29,8 233 200,7
107° 23 34,3 233 198,2
10710 23 34,1 233 195,2

Tabla 6.8: Numero de iteraciones y tiempo de CPU para el test con la

imagen Barbara y la funcién de Huber para ¢ = 500 y 8 =1,107%,10719.

primal-dual punto fijo
# | iteraciones | tiempo de CPU | iteraciones | tiempo de CPU
1 19 27,9 146 121,2
107° 20 29,6 146 118,7
10710 20 29,8 146 118,2

Tabla 6.9: Numero de iteraciones y tiempo de CPU para el test con la

imagen Barbara y la funcién de Huber para ¢ = 1000 y 3 = 1,107°,101°,
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Figura 6.13: Historia de la convergencia para la imagen Lena funcién de
Huber ¢ con £ = 100 y # = 1,000000e + 00 y A = 3,286280¢ + 03: izquierda,
residual no lineal con respecto a iteraciones; derecha, residual no lineal
con respecto a tiempo de CPU. Los resultados para el método primal-dual
se representan con o y los del método de punto fijo con +.
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Figura 6.14: Historia de la convergencia para la imagen Lena funcion de
Huber ¢ con £ = 100 y # = 1,000000e — 05 y A = 3,286280¢ + 03: izquierda,
residual no lineal con respecto a iteraciones; derecha, residual no lineal
con respecto a tiempo de CPU.
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Figura 6.15: Historia de la convergencia para la imagen Lena funcion de
Huber ¢ con £ = 100 y # = 1,000000e — 10 y A = 3,286280¢ + 03: izquierda,
residual no lineal con respecto a iteraciones; derecha, residual no lineal
con respecto a tiempo de CPU.
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Figura 6.16: Historia de la convergencia para la imagen Lena funcion de
Huber ¢ con £ = 500 y # = 1,000000e + 00 y A = 1,590630¢e + 04: izquierda,
residual no lineal con respecto a iteraciones; derecha, residual no lineal
con respecto a tiempo de CPU.
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Figura 6.17: Historia de la convergencia para la imagen Lena funcion de
Huber ¢ con £ = 500 y # = 1,000000e — 05 y A = 1,590630e + 04: izquierda,
residual no lineal con respecto a iteraciones; derecha, residual no lineal
con respecto a tiempo de CPU.

lradiente]

300 200
Tiempo de CPU

Figura 6.18: Historia de la convergencia para la imagen Lena funcién de
Huber ¢ con £ = 500 y # = 1,000000e — 10 y A = 1,590630e + 04: izquierda,
residual no lineal con respecto a iteraciones; derecha, residual no lineal
con respecto a tiempo de CPU.
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Figura 6.19: Historia de la convergencia para la imagen Lena funcion de
Huber ¢ con £ = 1000 y 8 = 1,000000e + 00 y A = 3,004967¢ + 04: izquierda,
residual no lineal con respecto a iteraciones; derecha, residual no lineal
con respecto a tiempo de CPU.
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Figura 6.20: Historia de la convergencia para la imagen Lena funcion de
Huber ¢ con £ = 1000 y 4 = 1,000000e — 05 y A = 3,004967¢ + 04: izquierda,
residual no lineal con respecto a iteraciones; derecha, residual no lineal
con respecto a tiempo de CPU.
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Figura 6.21: Historia de la convergencia para la imagen Lena funcién de
Huber ¢ con £ = 1000 y 8 = 1,000000e — 10 y A = 3,004967¢ + 04: izquierda,
residual no lineal con respecto a iteraciones; derecha, residual no lineal
con respecto a tiempo de CPU.
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Figura 6.22: Historia de la convergencia para la imagen Peppers funcién
de Huber ¢ con { =100 y 8 = 1,000000e + 00 y A = 2,349032¢ + 03: izquierda,

residual no lineal con respecto a iteraciones; derecha, residual no lineal
con respecto a tiempo de CPU.
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Figura 6.23: Historia de la convergencia para la imagen Peppers funcion
de Huber ¢ con £ = 100 y # = 1,000000e — 05 y A = 2,349032¢ + 03: izquierda,

residual no lineal con respecto a iteraciones; derecha, residual no lineal
con respecto a tiempo de CPU.
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Figura 6.24: Historia de la convergencia para la imagen Peppers funcion
de Huber ¢ con £ = 100 y # = 1,000000e — 10 y A = 2,349032¢ + 03: izquierda,
residual no lineal con respecto a iteraciones; derecha, residual no lineal
con respecto a tiempo de CPU.
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Figura 6.25: Historia de la convergencia para la imagen Peppers funcién
de Huber ¢ con ¢ = 500 y 4 = 1,000000e + 00 y A = 1,152935¢ 4 04: izquierda,
residual no lineal con respecto a iteraciones; derecha, residual no lineal
con respecto a tiempo de CPU.
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Figura 6.26: Historia de la convergencia para la imagen Peppers funcion
de Huber ¢ con £ = 500 y # = 1,000000e — 05 y A = 1,152935¢ + 04: izquierda,
residual no lineal con respecto a iteraciones; derecha, residual no lineal
con respecto a tiempo de CPU.
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Figura 6.27: Historia de la convergencia para la imagen Peppers funcién
de Huber ¢ con £ = 500 y # = 1,000000e — 10 y A = 1,152935¢ + 04: izquierda,
residual no lineal con respecto a iteraciones; derecha, residual no lineal
con respecto a tiempo de CPU.
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Figura 6.28: Historia de la convergencia para la imagen Peppers funcién
de Huber ¢ con & = 1000 y 8 = 1,000000e + 00 y A = 2,210107¢ + 04: izquierda,
residual no lineal con respecto a iteraciones; derecha, residual no lineal
con respecto a tiempo de CPU.



6. Método de Newton primal-dual 169

|radient]
adint]

eeeeeeeeeee

Figura 6.29: Historia de la convergencia para la imagen Peppers funcion
de Huber ¢ con ¢ = 1000 y 4 = 1,000000e —05 y A = 2,210107e 4 04: izquierda,
residual no lineal con respecto a iteraciones; derecha, residual no lineal
con respecto a tiempo de CPU.
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Figura 6.30: Historia de la convergencia para la imagen Peppers funcién
de Huber ¢ con ¢ = 1000 y # = 1,000000e — 10 y A = 2,210107e 4 04: izquierda,
residual no lineal con respecto a iteraciones; derecha, residual no lineal
con respecto a tiempo de CPU.
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Figura 6.31: Historia de la convergencia para la imagen Barbara funcién
de Huber ¢ con & = 100 y § = 1,000000e + 00 y A = 1,180436¢ + 04: izquierda,
residual no lineal con respecto a iteraciones; derecha, residual no lineal
con respecto a tiempo de CPU.
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Figura 6.32: Historia de la convergencia para la imagen Barbara funcion
de Huber ¢ con £ = 100 y # = 1,000000e — 05 y A = 1,180436¢ + 04: izquierda,
residual no lineal con respecto a iteraciones; derecha, residual no lineal
con respecto a tiempo de CPU.
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Figura 6.33: Historia de la convergencia para la imagen Barbara funcién
de Huber ¢ con ¢ = 100 y # = 1,000000e — 10 y A = 1,180436¢ + 04: izquierda,
residual no lineal con respecto a iteraciones; derecha, residual no lineal
con respecto a tiempo de CPU.
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Figura 6.34: Historia de la convergencia para la imagen Barbara funcién
de Huber ¢ con & = 500 y § = 1,000000e + 00 y A = 5,849835¢ + 04: izquierda,
residual no lineal con respecto a iteraciones; derecha, residual no lineal
con respecto a tiempo de CPU.
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Figura 6.35: Historia de la convergencia para la imagen Barbara funcion
de Huber ¢ con £ = 500 y # = 1,000000e — 05 y A = 5,849835¢ + 04: izquierda,

residual no lineal con respecto a iteraciones; derecha, residual no lineal
con respecto a tiempo de CPU.
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Figura 6.36: Historia de la convergencia para la imagen Barbara funcién
de Huber ¢ con £ = 500 y # = 1,000000e — 10 y A = 5,849835¢ + 04: izquierda,

residual no lineal con respecto a iteraciones; derecha, residual no lineal
con respecto a tiempo de CPU.
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Figura 6.37: Historia de la convergencia para la imagen Barbara funcién
de Huber ¢ con & = 1000 y 8 = 1,000000e + 00 y A = 1,153023¢ + 05: izquierda,

residual no lineal con respecto a iteraciones; derecha, residual no lineal
con respecto a tiempo de CPU.
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Figura 6.38: Historia de la convergencia para la imagen Barbara funcién
de Huber ¢ con ¢ = 1000 y # = 1,000000e — 05 y A = 1,153023¢ 4 05: izquierda,

residual no lineal con respecto a iteraciones; derecha, residual no lineal
con respecto a tiempo de CPU.
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Figura 6.39: Historia de la convergencia para la imagen Barbara funcion
de Huber ¢ con ¢ = 1000 y 4 = 1,000000e — 10 y A = 1,153023e 4 05: izquierda,

residual no lineal con respecto a iteraciones; derecha, residual no lineal
con respecto a tiempo de CPU.



Conclusiones y
perspectivas

En esta tesis se han presentado unos algoritmos 2D no sepa-
rables en el marco de la multirresolucion de Harten que nos dan
una determinada estimacion del error entre la imagen original y la
imagen decodificada medido en las normas discretas L., y L,. Con
esto, una vez que el parametro de cuantizacion se fija, tenemos
cotas a priori del error. Por otra parte, no es necesario aplicar la
transformada inversa para conocer el error exacto.

Hemos demostrado que este algoritmo puede ser usado para
obtener codificadores de imagenes sin pérdidas y casi sin pérdida.

En los experimentos numéricos hemos demostrado que fijando
el parametro ¢ tenemos una cota a priori del PSNR y que conoce-
mos con exactitud el PAE. Hemos visto que el PSNR real es mayor
que esta cota inferior PSNR. Se demuestra que, con diferentes es-
trategias de cuantificacion la PSNR obtenida esta mas cerca de la
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cota inferior del PSNR. Por otra parte, en todos los casos, el PSNR
puede ser evaluado con el codificador.

En los experimentos numéricos hemos demostrado que, a pe-
sar de que nuestra técnica de compresion es poco sofisticada, las
tasas de compresion obtenida con los algoritmos del EC y el JPEG-
LS estan muy cerca. También podemos ver que para grandes ¢
nuestra algoritmo supera al algoritmo casi sin pérdidas JPEG-LS.

Si comparamos nuestro algoritmo con los resultados obtenidos
con el JPEG-2000 observamos que con nuestro algoritmo, para
un determinado PAE, tenemos mas compresion.

Dos formas de mejorar las tasas de compresion obtenidas con
nuestro codificador serian las siguientes: en primer lugar, el uso
de técnicas de interpolacion no lineales con el fin de reducir la
entropia de la transformada y por tanto, obtener mejores tasas de
compresion; en segundo lugar, esperamos que, con un codificador
entropico adaptado a los datos que tenemos los resultados seran
mejores.

Una ventaja de nuestro método es que su sencillez nos da la
posibilidad de utilizar diferentes estrategias (sin pérdida, casi sin
pérdida) en diferentes regiones obteniendo los algoritmos de com-
presion con Regiones de Interés (ROI).

Hemos desarrollado un algoritmo similar en el contexto de me-
dias en celda que es mas adecuado para trabajar con imagenes.
En este caso también obtenemos unos resultados gracias a los
cuales podemos conocer el error exacto entre la imagen original y
la imagen reconstruida sin tener que calcular ésta (sin decodificar
la imagen).

También hemos presentado un algoritmo de interpolacion 2D
basado en técnicas no lineales WENO. Presentamos unos resulta-
dos teoricos que luego se comprueban en los experimentos numé-
ricos.

La restauracion de imagenes por minimizacion de la variacion
total es una técnica fiable para recuperar perfiles acusados, pero
tiende tipicamente a agudizar excesivamente transiciones suaves
entre niveles de gris, convirtiéndolas en funciones constantes a
trozos (efecto escalera) En la segunda parte de esta memoria he-
mos propuesto un método para resolver problemas que generali-
zan la minimizacion de la variacion total, propuestos para aliviar
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este efecto escalera, de una forma rapida y robusta. Hemos mos-
trado que este método es altamente competitivo con respecto al
meétodo del punto fijo con difusion retrasada, como demuestran
los experimentos incluidos. En esta linea se podria plantear la in-
vestigacion futura para funciones ¢ que no sean convexas, lo cual
requerira replantear los métodos numeéricos para la solucion de
los sistemas lineales.
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Descripcion de los
algoritmos EZW y SPIHT

A.l1
Algoritmo EZW

En esta seccion explicaremos la implementacion del codificador
EZW (Embedded Zerotree Wavelet) presentado por J.Shapiro en su
trabajo [50] de 1993. EZW es un codificador especialmente creado
para ser utilizado con la transformada wavelet y que, aunque fue
en su origen disenado para imagenes (senales 2D), también puede
ser utilizado con senales de otras dimensiones.

EZW esta basado en la codificacion progresiva para comprimir
una imagen en una secuencia de bits con precision creciente. Esto
significa que cuantos mas bits son anadidos a la cadena, la imagen
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descodificada tendra mas detalles. La codificacion progresiva es
también conocida por codificacion incrustada (embedded coding) y
genera los bits en la secuencia-codigo en orden de importancia.

Al codificar una imagen usando el esquema del EZW se con-
sigue una muy buena compresion de imagenes con la propiedad
que la secuencia de datos comprimidos puede tener cualquier tasa
de compresion deseada. Esto solo es posible si hay alguna pérdida
de informaciéon por lo que el compresor sera lossy. Sin embar-
go, la compresion sin pérdida (lossless) es posible también con el
codificador EZW pero, por supuesto, con resultados menos espec-
taculares.

A.l.1
Zerotrees

El codificador EZW se basa en dos observaciones importantes:
La primera es que cuando a una imagen se le aplica una trans-
formacion wavelet, la energia de las subbandas disminuye cuando
decrece la escala (escalas bajas significan alta resolucion), por lo
que los coeficientes wavelet seran, en media, mas pequenos en
las subbandas con frecuencias mas altas que en las subbandas
con frecuencias mas bajas. Esto muestra que la codificacién pro-
gresiva es una eleccion muy adecuada para comprimir imagenes
transformadas con wavelets, pues las escalas bajas s6lo anaden
detalles. La segunda es que los coeficientes wavelet grandes son
mas importantes que los coeficientes wavelet pequenos.

LLsy HLy
LIy HL: HIx

LHy HH,

LH HH: LH HH:

Figura A.1: Los dos primeros pasos de una transformada wavelet.
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Estas dos caracteristicas son explotadas al codificar los coe-
ficientes wavelet en orden decreciente, en varios pasos. En cada
paso se elige una tolerancia con la que se comparan todos los
coeficientes wavelet. Si un coeficiente wavelet es mayor que la to-
lerancia se codifica y se elimina de la imagen. Si es menor, se deja
para el siguientes paso. Cuando todos los coeficientes wavelet han
sido revisados se disminuye la tolerancia y la imagen se vuelve a
examinar para anadir mas detalles a la ya codificada imagen. Este
proceso se repite hasta que todos los coeficientes han sido comple-
tamente codificados o se satisface cualquier otro criterio de parada
(por ejemplo, numero maximo de bits).

La clave ahora es utilizar la dependencia entre los coeficientes
wavelet a través de las diferentes escalas para codificar de forma
eficiente grandes zonas de la imagen que estan por debajo de la
actual tolerancia. Aqui es donde entran los zerotrees.

Después de la transformacion wavelet de una imagen podemos
representarla usando arboles gracias al submuestreo que se lleva
a cabo al transformar. Podemos decir que un coeficiente en una
subbanda de frecuencia baja tiene cuatro descendientes en la si-
guiente subbanda de frecuencia mas alta (ver figura A.2). Cada
uno de los coeficientes tienen a su vez cuatro descendientes en la
siguiente subbanda mas baja de ahi que tengamos un cuatro-arbol
(cada raiz tiene cuatro hojas).

Sa Rame M I

2E
|

+

Figura A.2: La relacion entre los coeficientes wavelet en diferentes sub-
bandas de un cuatro-arbol.

Un zerotree, por tanto, es un cuatro-arbol en el que todos los
nodos son iguales o menores que la raiz. El arbol se codifica con
un s6lo simbolo y se reconstruye con el decodificador como un
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cuatro-arbol lleno de ceros. Solo faltaria anadir que la raiz debe
ser menor que la tolerancia con la que se estan comparando los
coeficientes wavelet.

El codificador EZW aprovecha los zerotrees basandose en la ob-
servacion que los coeficientes wavelet decrecen con la escala. Se
asume que habra una alta probabilidad de que todos los coeficien-
tes en un cuatro-arbol seran menores que una cierta tolerancia
si la raiz es menor que esa tolerancia. Si éste es el caso enton-
ces el arbol entero puede ser codificado con un simple simbolo de
zerotree. Si la imagen se escanea en un orden predefinido, yen-
do desde las altas escalas a las bajas, implicitamente se codifican
muchas posiciones con el uso de los simbolos de zerotrees. Por su-
puesto, la regla del zerotree sera violada a menudo (es decir, habra
coeficientes insignificantes que tendran algun descendiente signi-
ficante), pero como demuestra la practica, la probabilidad de que
esto ocurra es muy baja en general. El precio que hay que pagar
es la inclusion del simbolo zerotree en nuestro alfabeto-codigo.

A.1.2
Codificacion

Ahora que tenemos todos los términos definidos podemos em-
pezar a comprimir. Empezaremos con la codificacion de los coefi-
cientes de mayor a menor magnitud. Una aproximacion muy di-
recta es simplemente transmitir los valores de los coeficientes en
orden decreciente, pero esto no es muy eficiente. De esta manera
se utilizan muchos bits y no utilizamos el hecho de que sabemos
que los coeficientes estan practicamente ya ordenados de forma
decreciente. Una mejor aproximacion es usar una tolerancia y una
unica senal para decodificar si los valores son mayores o menores
que una tolerancia. Para llegar a la reconstruccion perfecta re-
petimos el proceso después de disminuir la tolerancia hasta que
ésta llegue a ser menor que el coeficiente mas pequeno que quere-
mos transmitir. Podemos hacer que este proceso sea mucho mas
eficiente para el decodificador si utilizamos una sucesion de to-
lerancias predeterminada pues no tenemos que transmitirlas al
decodificador y asi salvar algo de ancho de banda. Si la sucesion
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predeterminada es una secuencia de potencias de dos esto se con-
vertira en codificacion por planos de bits ya que las tolerancias en
este caso corresponden a los bits en la representacion binaria de
los coeficientes. El codificador EZW utiliza este tipo de codifica-
cion.

LLiHLs
o HL
1 H 2

LH}

LHE/ HH,

LV HH,

Figura A.3: Las subbandas con frecuencias altas deben ser escaneadas
siempre antes que las subbandas de frecuencias bajas.

Como se ha comentado, EZW utiliza un orden de escaneo pre-
definido para codificar la transmision de los coeficientes wavelet
pero el uso de los zerotrees codifica implicitamente muchas po-
siciones. Varios 6rdenes de escaneo son posibles (ver figura A.4),
mientras las escalas altas sean completamente escaneadas antes
de pasar a las escalas mas bajas (ver figura A.3). En [50] se utiliza
un escaneo del tipo raster. El orden de escaneo tiene influencia en
la compresion final. Como se estudia en [3].

ZZ % 27 2 d L LE

%= ZZZZ

L7227 i iii
= L7 ZZ

Figura A.4: Tres ejemplos de escaneo de una imagen con dos niveles
de descomposicion wavelet (izquierda: Raster, centro: Morton, derecha:
Peano). En el ejemplo del apartado A.1.4 se utiliza el orden Morton.
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A.1.3
El algoritmo

Ahora que sabemos como codifica el esquema EZW los valores
y las posiciones de los coeficientes podemos continuar con el algo-
ritmo. La secuencia de salida del EZW debera empezar con alguna
informacion que se le pasara al decodificador. La informacion re-
querida por el decodificador es el numero de escalas utilizadas en
la transformacion wavelet y la tolerancia inicial, suponiendo que
se utiliza siempre la misma transformada wavelet. Ademas pode-
mos enviar las dimensiones y la media de la imagen. Enviar la
media de la imagen es util pues después de una reconstruccion
imperfecta, el decodificador puede substituir la media imperfecta
por la media original, lo que aumenta significativamente la PSNR.

El primer paso del algoritmo EZW es determinar la tolerancia
inicial. Si utilizamos una codificaciéon por planos de bit nuestra
tolerancia inicial 7; sera:

T,y = 2llosa(max{fw(y)})]
donde w(z,y) denota los coeficientes de la transformada wavelet.
Con esta tolerancia introducimos el bucle principal (utilizando len-
guaje Matlab):

tolerancia = 2”\(floor(log2(max(max(abs(imagen))))));

while tolerancia ~= 0.5
paso_dominante(imagen, tolerancia);
paso_subordinado(imagen, tolerancia);
tolerancia = tolerancia/z;

end

Vemos que se utilizan dos pasos para codificar la imagen. En el
primer paso, el paso dominante, se escanea la imagen y se saca un
simbolo por cada coeficiente. Si el valor absoluto del coeficiente es
mayor que la tolerancia y el coeficiente es positivo se codifica una
“P”, si el valor absoluto del coeficiente es menor que la tolerancia
y el coeficiente es negativo se codifica una “N”. Si el coeficiente es
la raiz de un zerotree entonces se codifica una “T” y finalmente, si
el coeficiente es menor que la tolerancia pero no es un zerotree,
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entonces se codifica una “Z” (cero aislado). Esto ocurre cuando
en el subarbol hay un coeficiente mayor que la tolerancia. Notese
que para determinar si un coeficiente es la raiz de un zerotree o
un cero aislado, tendremos que examinar el cuatro-arbol entero y
obviamente esto lleva tiempo.

Finalmente, todos los coeficientes que en valor absoluto son
mayores que la actual tolerancia se extraen y se colocan sin su
signo en la lista subordinada y sus posiciones en la imagen se
llenan con ceros. Esto impedira que sean codificados otra vez.

El segundo paso, el paso subordinado, es el paso de refinamien-
to. Este paso se reduce a sacar el siguiente bit mas significativo de
todos los coeficientes de la lista subordinada. Con otras palabras,
durante el paso subordinado, la longitud del cuantizador efectivo,
que define un intervalo de incertidumbre para la magnitud real
del coeficiente se divide por la mitad. Para cada valor de la lista
subordinada, este refinamiento se puede codificar usando un al-
fabeto binario: El simbolo “1” indicaria que el valor verdadero esta
en la mitad superior del antiguo intervalo de incertidumbre y el
simbolo “0” indicaria la mitad inferior. Notese que antes de este
refinamiento, la anchura de la region de incertidumbre es exacta-
mente igual a la actual tolerancia. Después de completar el paso
subordinado los valores de la lista subordinada se ordenan de ma-
yor a menor. El proceso continua alternando pasos dominantes y
subordinados donde la tolerancia se divide por la mitad antes de
cada paso dominante.

El bucle principal termina cuando la tolerancia alcanza un va-
lor minimo. Para coeficientes enteros, este valor minimo es 0,5.
Podemos anadir otra condicion de parada por el numero de bits
sacados por el codificador aritmético, en ese caso podemos conse-
guir exactamente cualquier tasa de compresion sin realizar mucho
esfuerzo.

s Inicializacion
T, = liogs(méx (i)l | | —

Lista dominante « todos los coeficientes
Lista subordinada «+ &

= Paso dominante (paso de significancia)
Para cada entrada w de la lista dominante
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Si |w| > T} (i.e. w es significante)

Si w es positivo — transmitir P

Si no (si es negativo) — transmitir N
End

Mover w a la lista subordinada

Si no (w insignificante)
caso 1: w es parte de un zerotree — no codificar

caso 2: w es un zerotree — transmitir T
caso 3: w es un cero aislado — transmitir Z

End
End

= Paso subordinado (paso de refinamiento)
Para cada w de la lista subordinada

Si w € mitad inferior de [}, 27}] — transmitir un O
Si w € mitad superior de [T}, 27;] — transmitir un 1
End

End

= Cuantizacion
T = Ti/2
E=k+1
Ir al paso dominante

A.1.4
Ejemplo

Vamos a ver un ejemplo que se cita en [50] para ilustrar el orden
de las operaciones realizadas por el algoritmo EZW. Veremos la
secuencia de codigo completa pues el texto original solo presenta
el primer paso dominante. La matriz del ejemplo se muestra en la
figura A.5 y se considera la transformada wavelet con 3 escalas
de una imagen de 8 x 8 pixeles. Como el coeficiente mayor es 63,
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elegimos la tolerancia inicial 7, = 32. Teniendo en cuenta que se
ha utilizado el orden de escaneo Morton, la secuencia de codigo,
separada en pasos dominantes y pasos subordinados por niveles,
es:

6434|149 10| 7 13 -12 7
-31123|14 -13] 3 4 6 -1
15 14| 3 12|15 -7 3 9
-9 T4 84 -2 3 2
509 -1 4714 6 -2 2
30 -32]13 20 4
2 -3 6-4]3 6 3 6
5115 6]0 3 44

Figura A.5: Matriz utilizada como ejemplo en el articulo de Shapiro

D1: pnztpttttztttttttptt

S1: 1010

D2: ztnptttttttt

S2: 100110

D3: zzzzzppnppnttnnptpttnttttttttptttptttttttttptttt tetttttt

S3: 10011101111011011000

D4: zzzzzzztztznzzzzpttptpptpnptntttttptpnpppptttttp tptttpnp

S4: 11011111011001000001110110100010010101100

D5: zzzzztzzzzztpzzzttpttttnptppttptttnppnttttpnnptt pttppttt

S5: 101111001101000101111101011011001000000001101101 10011000111

D6: zzzttztttztttttnnttt

Veamos como se obtienen algunos de los primeros simbolos en
el primer paso dominante:

» El primer coeficiente tiene magnitud 63 que es mayor que la
tolerancia 32, ademas es positivo por lo que se genera el sim-
bolo p. Después de decodificar este simbolo, el decodificador
sabe que el coeficiente esta en el intervalo [32,64) cuyo centro

es 48.

» El segundo coeficiente que se examina es el que tiene magni-
tud —34 que al ser mayor que 32 (en valor absoluto) y ademas
negativo, se genera el simbolo n. El decodificador entendera
que que el coeficiente se encuentra en (—64, 32| cuyo centro es

—48.
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coeficiente | base 2 | simbolo | reconstruccion
63 111111 1 56
34 100010 0 40
49 110001 1 56
47 101111 0 40

Figura A.6: Resultado del primer paso subordinado.

= Aunque el coeficiente —31 es insignificante respecto a la tole-
rancia 32, tiene un descendiente significante dos generacio-
nes mas abajo con magnitud 47, por lo que se ha generado el
simbolo z para un cero aislado.

= El coeficiente 23 es menor que 32 y todos sus descendien-
tes también son insignificantes. Se genera el simbolo de un
zerotree (z) y no se generara ningun simbolo para los descen-
dientes durante el actual paso dominante.

Durante el primer paso dominante, donde se ha usado la to-
lerancia 32, se han encontrado cuatro coeficientes significantes.
Estos coeficientes seran refinados durante el primer paso subor-
dinado. Antes del primer paso subordinado, el intervalo de incerti-
dumbre para las magnitudes de todos los coeficientes significantes
es [32,64). El primer paso subordinado refinara estas magnitudes
y las identificara como pertenecientes al intervalo [32,48), que sera
codificado con el simbolo ‘0’, o al intervalo [48,64), que sera codifi-
cado con el simbolo ‘1’. No es casualidad que estos simbolos sean
exactamente el primer bit a la derecha del bit mas significativo de
la representacion binaria de las magnitudes. El orden de las ope-
raciones del primer paso subordinado se ilustra en la figura A.6.
La primera entrada tiene magnitud 63 y se sitiia en el intervalo
superior cuyo centro es 56. La siguiente entrada tiene magnitud
34, que se situa en el intervalo inferior cuyo centro es 40.

El proceso continua con el segundo paso dominante. La nueva
tolerancia es 16. Durante este paso, solo se escanean aquellos
coeficientes que no han sido encontrados significantes. Ademas,
los coeficientes significantes en el paso anterior son tratados como
Ceros.
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A.1.5
Resultados numeéricos

Todos los experimentos se realizan codificando y decodificando
una cadena de bits para verificar el correcto funcionamiento del
algoritmo. Después de una cabecera de 12 bytes, la cadena de bits
entera se codifica aritméticamente usando un unico codificador
con un modelo adaptativo. El modelo se inicializa con una nue-
va tolerancia cada nuevo paso dominante y subordinado, por eso
el codificador es totalmente adaptativo. Notese que no se utilizan
estadisticas de la imagen.

Después de la cabecera no hay ningun simbolo extra excepto
el que senala el fin de la cadena de bits, que siempre se mantiene
con probabilidad minima. Este simbolo extra no es necesario al-
macenarlo en el ordenador si el fin del archivo se puede detectar.

El codificador EZW se ha aplicado a las imagenes test en esca-
la de grises (8 bpp) y 512 x 512 “Lena” y “Barbara” mostradas en
las figuras A.7 (a) y A.9 (a). Los resultados de la codificacion de
Lena se resumen en la tabla A.2 y la figura A.7. Para todos los
resultados presentados usamos una descomposicion wavelet con
6 niveles basada en los wavelets biortogonales 9/7 de [4]. Resul-
tados similares se muestran para Barbara en la tabla A.3 y en la
figura A.8.

El rendimiento del codificador EZW se compara ademas con
JPEG y JPEG2000. El algoritmo JPEG no permite al usuario se-
leccionar el tamano final del archivo pero, en vez de eso, permite
elegir un factor de calidad. En los experimentos mostrados en al
figura A.9 Barbara se codifica primero usando un una tasa de bits
aproximada de 0,25 bpp. El PSNR en este caso es de 23,1107. El
codificador EZW se aplica entonces a Barbara con la misma tasa
de compresion 0,25 bpp. El resultado de PSNR es 26,7029. Con
JPEG2000 se alcanza un PSNR = 26,56 dB. Para conseguir el mis-
mo nivel de calidad con EZW, la tasa de compresion obtenida es de
0,23 bpp. Los valores obtenidos de los errores se pueden observar
en la tabla A.1.

Como conclusion podriamos decir que el algoritmo EZW, que
acabamos de comentar, es una técnica de codificacion numérica
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algor. | bpp MSE | PSNR | |lerror||, | |[error]|, | |lerror]
EZW | 0,25 | 138,93 | 26,70 | 7,92 11,79 74,68
JPEG | 0,25 | 317,69 | 23,11 | 12,32 17,82 | 165,00
EZW | 0,067 | 333,98 | 23,11 | 12,79 18,28 | 118,73
Jp2 | 0,25 | 143,43 | 26,56 | 8,39 11,98 83,00
EZW | 0,23 | 135,11 | 26,56 | 7,52 11,62 71,72

Tabla A.1: Resultados de la compresion de la imagen Barbara para com-
parar los algoritmos EZW, JPEG y JPEG2000.

bpp | factor | MSE | PSNR | ||error||, | |lerror], | ||error||
1 8:1 7,36 | 39,46 | 2,12 2,71 14,45
0,5 16:1 16,00 | 36,09 | 2,99 4,00 26,43
0,25 32:1 33,76 | 32,85 | 4,12 5,81 42,69
0,125 | 64:1 66,21 | 29,92 | 5,46 8,14 69,64
1/16 | 128:1 | 112,561 | 27,62 | 6,97 10,61 | 89,76
1/32 | 256:1 | 174,78 | 25,40 | 8,86 13,22 | 131,88
1/64 | 512:1 | 294,65 | 23,44 | 12,02 17,17 | 121,47
1/128 | 1024:1 | 475,85 | 21,36 | 15,44 | 21,81 | 145,29

Tabla A.2: Resultados de la compresion de la imagen Lena 512 x 512 con

el algoritmo EZW utilizando diferentes tasas de compresion.

bpp | factor | MSE | PSNR | |lerror||, | |lerror], | ||error||
1 8:1 19,59 | 35,21 | 3,31 4,43 28,56
0,5 16:1 58,97 | 30,42 | 5,45 7,68 55,00
0,25 32:1 | 138,93 26,70 | 7,92 11,79 | 74,68
0,125 | 64:1 |244,33|24,25| 10,27 | 15,63 | 108,10
1/16 | 128:1 | 333,88 (22,89 | 12,77 | 18,27 | 116,45
1/32 | 256:1 | 415,60 | 21,94 | 14,37 | 20,38 | 140,94
1/64 | 512:1 | 531,41 | 20,88 | 16,99 | 23,05 | 140,69
1/128 | 1024:1 | 763,36 | 19,30 | 21,17 | 27,63 | 149,00

Tabla A.3: Resultados de la compresion de la imagen 512 x 512 Barbara

con el algoritmo EZW utilizando diferentes tasas de compresion.




A. Descripcion de los algoritmos EZW y SPIHT 189

() | (b)

(c) (d)

Figura A.7: Resultados de la compresién de la imagen Lena con el algorit-
mo EZW. (a) Imagen original con 8 bpp (b) 1 bpp, factor de compresion 8:1,
PSNR = 39,46 dB (c) 0,5 bpp, factor de compresién 16:1, PSNR = 36,09 dB
(d) 0,25 bpp, factor de compresién 32:1, PSNR = 32,85 dB (e) 0,0625 bpp,
Jactor de compresion 128:1, PSNR = 27,62 dB (f) 0,015625 bpp, factor de
compresion 512:1, PSNR = 23,44 dB.



190 A.1. Algoritmo EZW

Figura A.8: Resultados de la compresion de la imagen Barbara con el
algoritmo EZW. (a) 1 bpp, factor de compresion 8:1, PSNR = 35,21 dB (b)
0,5 bpp, factor de compresion 16:1, PSNR = 30,42 dB (c) 0,125 bpp, factor

de compresion 64:1, PSNR = 24,25 dB (d) 0,0625 bpp, factor de compresion
128:1, PSNR = 22,89 dB.
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Figura A.9: Comparacion de EZW con JPEG y JPEG2000 con la imagen
Barbara (a) Original (b) EZW con 0,25 bpp / PSNR = 26,70 dB (c) EZW con
0,067 bpp / PSNR = 23,11 dB (d) JPEG con 0,25 bpp / PSNR = 23,11 dB
(e) EZW con 0,23 bpp / PSNR = 26,56 dB (f) EZW con 0,25 bpp / PSNR =
26,56 dB.
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que produce una cadena de bits completamente progresiva. Ade-
mas, la compresion producida por este algoritmo es competitiva
con la mayoria de las técnicas. Estos notables resultados se pue-
den atribuir a la utilizacion de las siguientes cuatro caracteristi-
cas:

» Una transformada wavelet discreta, que permite codificar de
forma eficiente los bits mas significativos de la mayoria de
coeficientes, como parte de unos zerotrees que crecen de for-
ma exponencial.

» La codificacion con zerotrees, que proporciona ganancias subs-
tanciales en los mapas de significancias.

» La aproximacion sucesiva, que permite la codificacion de mul-
tiples mapas de significancia usando zerotrees, y permite co-
dificar y decodificar parando en cualquier punto.

= Codificacion aritmética adaptativa, que permite al codificador
incorporar conocimientos en la misma cadena de bits.

El control de la tasa de compresion exacta, que puede se elegida
por el usuario, es otra de las ventajas de este algoritmo. Ademas,
como no se necesita ningan entrenamiento o conocimiento de la
imagen, el algoritmo funciona extraordinariamente bien con la ma-
yoria de los tipos de imagenes.

A.2
Algoritmo SPIHT

Veremos ahora la implementacion del algoritmo SPIHT (Set Par-
titioning in Hieriarchical Trees) que fue ideado por Amir Said y Wi-
lliam A. Pearlman en 1996 [48] y tiene sus raices en el algoritmo
EZW, descrito en la seccion anterior. SPIHT utiliza técnicas de co-
dificacion de planos de bit y es uno de los compresores progresivos
mas eficientes que se conocen.

La clave para determinar un método efectivo de codificacion de
los planos de bits esta en darse cuenta de que existe una cierta
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dependencia entre los coeficientes dentro del espacio wavelet pues
hay bastante parecido entre dos bandas de niveles (de frecuencia)
consecutivos y entre las tres bandas de un mismo nivel (misma
frecuencia). Esta correlacion entre coeficientes puede expresarse
diciendo que si un coeficiente es significativo en un nivel superior
de frecuencia, entonces los 4 coeficientes que ocupan la misma po-
sicion relativa dentro del nivel inferior tienden a ser significativos,
y viceversa. Decimos por tanto que la DWT-2D posee autosimila-
ridad entre bandas de una misma frecuencia y entre bandas de
frecuencia diferentes. La relacion espacial exacta entre un coefi-
ciente de coordenadas (i,j) y sus cuatro hijos (si es que existen),
es que estos se encuentran en las coordenadas absolutas

O(i,j) =1(2¢,29), (20,25 + 1), (20 + 1,25), (20 + 1,25 + 1)} (A.1)

y esta relacion se propaga de forma recursiva entre todos los coe-
ficientes wavelet. Por lo tanto, un nodo (i,7) del arbol tiene 4 hi-
jos o no tiene ninguno, lo que ocurre en el nivel mas bajo de la
descomposicion. Para aclarar este concepto de dependencia espa-
cial entre coeficientes, la figura A.10 muestra algunos ejemplos
de arboles cuaternarios. A cada arbol disenado usando la expre-
sion (A.1) se le llama “arbol de orientacion espacial” (AOE). A todos
los descendientes de (i,7) (hijos, nietos, etc.) los denotaremos por
D(i, 7). Notese que D(i, j) + (i, j) forman un AOE completo. La rela-
cion estadistica entre un elemento (i, 7) y sus descendientes D(i, j)
es que si (7,j) es 1 entonces al menos uno de sus descendientes es
probablemente 1. Por el contrario, si (i,7) es O, lo mas probable es
que todos sus descendientes sean 0. Esta es la principal razéon por
la que podemos disenar compresores a partir del espacio wavelet.

A.2.1
Codificacion

SPIHT codifica eficientemente los mapas de significancia, apro-
vechando la similaridad o semejanza que existe entre las diferentes
escalas, aunque no explota la redundancia que pueda existir entre
las tres bandas de una misma escala.
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Figura A.10: Algunos ejemplos de arboles creados con la DWT-2D.

Lo primero que hace es transmitir el plano de bits mas signi-
ficativo (los coeficientes se tratan en forma signo-magnitud). Des-
pués entra en un bucle que itera tantas veces como planos de bits
tienen que transmitirse. En la emision de cada plano de bits dife-
rencia entre los bits de significancia y los bits de refinamiento.

SPIHT trabaja particionando los AOEs de forma que tiende a
mantener coeficientes no significativos en grandes conjuntos y co-
munica con un unico bit si alguno de los elementos de un conjunto
es significativo o no. Las decisiones de particionamiento son deci-
siones binarias que son transmitidas al descodificador e indican
los planos de significancia. El particionamiento es tan eficiente
que la codificacion aritmética binaria de las decisiones soélo pro-
voca una pequena ganancia. Esto es consecuencia directa de que
SPIHT efectia un numero de particionamientos minimo de forma
que la probabilidad de encontrar un coeficiente significativo en ca-
da conjunto es aproximadamente igual a la probabilidad de no
encontrarlo.

Por lo tanto, SPIHT en lugar de transmitir las coordenadas de
los coeficientes significativos en el plano actual, transmite los re-
sultados de las comparaciones que han provocado la determina-
cion (por parte del codificador) de todos los zerotrees que forman
dicho plano. El descodificador no necesita mas informacion pa-
ra saber que el resto de coeficientes que no pertenecen a ningun
zerotree son iguales a 1. De hecho, el descodificador ejecuta exac-
tamente el mismo algoritmo que el codificador y como no dispone
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de los coeficientes wavelet para saber si son significativos o no, usa
los resultados de las comparaciones que le llegan en la secuencia-
codigo. De esta forma la traza de instrucciones es idéntica.

SPIHT transmite los bits de significancia y de refinamiento en
dos fases independientes llamadas de ordenacion y de refinamien-
to, respectivamente. El nombre de la fase de refinamiento es obvio.
Sin embargo la fase de ordenacion se llama asi porque lo que el
codificador hace es ordenar los coeficientes atendiendo a su valor
absoluto y luego enviarlos segun ha resultado dicho orden. Pero
notese que la ordenacion que se produce es muy suave ya que no
es necesario ordenar todos los coeficientes que son significativos
en el plano que se transmite, solo debemos encontrar que coefi-
cientes van antes que otros porque son significativos en un plano
superior.

La fase de ordenacion

Como ya hemos indicado, SPIHT es eficiente porque realiza un
numero minimo de comparaciones equiprobables. La clave esta
en saber como formular dichas comparaciones, que se construyen
usando un algoritmo de particionamiento de los AOEs.

El codificador y el decodificador manejan conceptualmente dos
listas de coeficientes representados por sus coordenadas espacia-
les. En una se almacenan todos los coeficientes que son significa-
tivos en el plano actual de transmision p. Todos estos coeficientes
c verifican que

le| > 2P.

La otra lista almacena el resto de coeficientes que no son significa-
tivos. Inicialmente esta lista contiene todos los coeficientes (tantos
como pixeles existen en la imagen) y la lista de coeficientes signifi-
cativos esta vacia. Denotaremos por LIP (List of Insignificant Pixels)
a la lista de coeficientes no significativos y por LSP (List of Signifi-
cant Pixels) a la de coeficientes significativos.

SPIHT realiza una particion inicial

{(0,0),(0,1),(1,0),(1,1),D(0,1),D(1,0),D(1,1)}

donde como ya sabemos, D(i, j) representa a todos los coeficientes
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descendientes de (i,j) que se determinan aplicando la Ecuacion
(A.2) recursivamente.

SPIHT averigua que elementos de esta particion son significati-
vos. Mas formalmente, evalua la funcion

1 sialgun coeficientec € 7 tal que|c| > 2P (A.2)
0 en caso contrario ’

SP(T> = {
donde 7 puede ser un unico coeficiente o un conjunto de coefi-
cientes.

En la codificacion del primer plano de bits, las 4 raices (0,0),
(0,1),(1,0),(1,1)} tienen un 50 % de posibilidades de ser significa-
tivas y a sus descendientes {D(0,1),D(1,0),D(1,1)} ((0,0) no tiene
descendientes) les ocurre lo mismo, tienen probabilidad igual a
50% (aproximadamente) de ser un zerotree. SPIHT realiza todas
estas comparaciones y emite los bits de codigo correspondientes.

Para gestionar las particiones, SPIHT usa realmente 3 listas:
LIP, LSP y LIS (List of Insignificant Sets) o lista de conjuntos no
significativos, porque es una forma sencilla de distinguir entre
coeficientes y conjuntos de coeficientes. Por lo tanto, el conteni-
do inicial de dichas listas es:

LSP — @
LIP «— {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}
LIS «— {(0,1),(1,0),(1,1)}

Cuando un coeficiente de LIP no es significativo, no ocurre na-
da en las listas, pero si lo es, se mueve desde LIP a LSP, para
posteriormente ser refinado. De forma similar, si un coeficiente de
LIS no es significativo (es un zerotree) no ocurre nada en las listas,
pero si es significativo, debe ser particionado en subconjuntos que

tengan tantas posibilidades de ser zerotrees como de no serlo.
SPIHT particiona un D(i,j) en

{0, ), £(i,7)}
donde
L(i,j) = D(i,j) = O, j).
Cada D(i,j) se descompone en 5 partes: los 4 nodos hijo de (i,j) y
el resto de descendientes.
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Los (k,l) € O(i,j) se insertan en LIP o en LSP dependiendo de
si son significativos o no. En el caso de viajar a LIP la insercion
debe realizarse al final de la lista para que los coeficientes sean
evaluados en la pasada actual. Los L(i,j) se insertan en LIS para
ser mas tarde evaluados.

En LIS podemos encontrar, por tanto, 2 tipos de conjuntos:
D(i,j7)y L(i,7), que tienen un numero diferente de elementos. SPIHT
los diferencia diciendo que los D(i,j) son de tipo A mientras que
los L(i,j) son de tipo B. El particionado de un L(i,j) es distinto,
por tanto, al de un D(i,j). Si un L(i, j) es significativo entonces se
particiona en 4 conjuntos

D(k,l), con (k,1) € O(i,7)

es decir, en los 4 arboles hijos de (7, j) que se vuelven a insertar al
final de LIS. Finalmente L(i, j) desaparece de LIS porque este AOE
ha sido particionado en sus 4 subarboles.

La fase de refinamiento

Entre cada fase de ordenacion se realiza otra de refinamiento.
Si p es el plano de bits a transmitir, en esta fase se emite el p-
ésimo bit mas significativo de cada coeficiente almacenado en LSP.
Cuando un coeficiente ha sido totalmente enviado se elimina de
LSP. En este punto existen dos alternativas de implementacion.
Si O, representa los bits emitidos durante la fase de ordenacion
de la capa p y R, a los bits de refinamiento, una posibilidad de
construccion del secuencia-codigo es

OpRyOp 1Ry 10, 5. ..

Sin embargo, los autores del algoritmo recomiendan que los bits
de ordenacion del plano p — 1 antecedan a los bits de refinamiento
del plano p, es decir

0,0, 1R,0p sR,y 1 ...

Este procedimiento tiene sentido porque de esta forma primero se
envian los bits que definen nuevos coeficientes distintos de O y a
continuacion se refinan los coeficientes que ya eran significativos.
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Las dos alternativas han sido evaluadas y sus rendimientos son
muy similares. En la exposicion del pseudo-codigo que expone el
codec, por sencillez, se usara la primera opcion.

La fase de cuantificacion

La fase de cuantificacion se usa para decrementar el umbral de
significancia que en SPIHT son siempre potencias de dos. De esta
forma se seleccionan los planos de bits de los coeficientes wavelet
en el orden correcto.

A.2.2
El algoritmo

Se presenta solo el algoritmo de compresion ya que el descom-
presor es practicamente idéntico.

1. Fase de inicializacion
» Emitir p = [log,(méx(; ;{|w(i,7)|})] (indice del plano mas
significativo).
n LSP «— o
= LIP «— {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}
= LIS — {(0,1),(1,0),(1,1)}

2. Mientras p > 0:

Fase de ordenacion

e Para cada (i,j) € LIP:
Emitir S,(1, j).
Si S,(i, j)=1 entonces:
Mover (i,j) desde LIP a LSP
Emitir el signo de (i, 7).
e Para cada (i,j) € LIS:
o Si (i,7) es del tipo A entonces:
Emitir S,(D(i, j)).
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Si S,(D(i,7)) = 1 entonces:
Para cada (k,l) € O(i,j) :
Emitir S,(k,!)
Si S,(k,l) =1 entonces
Anadir (k,l) a LSP
Emitir el signo de (k,1)
Si no:
Anadir (k,[) a LIP
Si L(i,j) # @ (tiene al menos nietos) enton-
ces:

Mover (i, j) al final de LIS como del tipo
B

Si no:
Borrar (7, j) de LIS
o Sino (es del tipo B):
Emitir S,(L(7, 7)) (si alguno de los nietos de (i, j)
es significativo)
Si S,(L(7,j)) = 1 entonces:
Anadir cada hijo (k,l) € O(i,j) al final de
LIS como de tipo A
Borrar (i,7) de LIS
Fase de refinamiento
e Para cada (i,j) € LSP (excepto aquellos incluidos en
la ultima fase de ordenacion):
Emitir el p-ésimo bit del coeficiente (i, j).
Fase de cuantificacion

p—p—1

A.2.3
Decodificacion

Para encontrar el algoritmo de descodificacion debe tenerse pre-
sente que todas las instrucciones de salto condicional estan con-
troladas por el valor devuelto por S,(-) (ver ecuacion A.2), los cuales



200 A.2. Algoritmo SPIHT

forman la secuencia-codigo generada durante la fase de ordena-
cion y que por lo tanto son conocidos por el descodificador. Este
puede realizar exactamente la misma traza de instrucciones pues
el algoritmo que ejecuta es idéntico al del codificador excepto por-
que donde aparece “emitir’ ahora debe poner “recibir”. Ya que se
trata del mismo algoritmo, las tres listas LSP, LIP y LIS van a ge-
nerarse exactamente de la misma forma a como se generaron en el
codificador, gracias a lo cual, la reconstruccion del plano es trivial
y ademas, las complejidades del codificador y del decodificador son
idénticas.

Sin embargo, si SPIHT va a ser usado como transmisor progre-
sivo, el decodificador debe realizar una tarea extra para ajustar los
coeficientes reconstruidos a partir del intervalo de incertidumbre
durante la fase de ordenacion. Cuando una coordenada se mueve
a LSP, se sabe que el valor del coeficiente ¢ cumple que

2P < e < 2°P*!

donde p es el plano de bit transmitido. El decodificador utiliza esta
informacion (mas el bit de signo que llega a continuacion), para
ajustar el valor reconstruido a la mitad del intervalo [27, 2P*! —1] ya
que de esta forma el error con respecto al valor real del coeficiente
sera la mitad en promedio.

De forma similar, durante la fase de refinamiento, cuando el
descodificador conoce el valor real del bit (p — 1)-ésimo, resulta otro
intervalo de incertidumbre. Si el bit recibido es un 1, entonces el
bit (p — 1)-ésimo ya es correcto, pero debemos hacer el bit (p — 2)-
ésimo igual a 1 para ajustar a la mitad del nuevo intervalo de
incertidumbre. Si el bit recibido es un 0O, entonces el bit (p — 1)-
ésimo esta equivocado y debe ser puesto a 0. El bit (p — 2)-ésimo
debe hacerse 1 para ajustar el valor reconstruido a la mitad del
intervalo de incertidumbre. Por lo tanto, en cualquier caso, cuando
estamos refinando, colocamos el bit recibido a su valor adecuado
y el siguiente bit menos significativo se hace 1.
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A.2.4
Ejemplo

Vamos a utilizar el mismo ejemplo que se utiliza en la seccion
A.1.4 para ilustrar el orden de las operaciones realizadas por el
algoritmo SPIHT. La matriz utilizada para el ejemplo se muestra en
la figura A.5 y se considera la transformada wavelet con 3 escalas
de una imagen de 8 x 8 pixeles. La secuencia de codigo, separada
en pasos de ordenacion y de refinamiento, es:

p=5 FASE DE ORDENACION
paso LIP 111000
paso LIS 11100010000001010110000
FASE DE REFINAMIENTO
nada

p=4 FASE DE ORDENACION
paso LIP 10110000000000
paso LIS 00000
FASE DE REFINAMIENTO
1010

p=3 FASE DE ORDENACION
paso LIP 1111101111100000
paso LIS 101010111101100100011001011001100000101100
FASE DE REFINAMIENTO
100110

p=2 FASE DE ORDENACION
paso LIP 100000100000111101111110000
paso LIS 11110111111111011011111001000111011001011101 1
FASE DE REFINAMIENTO
10011101111011000110

p=1 FASE DE ORDENACION
paso LIP 01011111101110110111111101110101101101111
paso LIS nada
FASE DE REFINAMIENTO
110111110110010010001001011

p=0 FASE DE ORDENACION
paso LIP 1001000
paso LIS nada
FASE DE REFINAMIENTO
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101111001101000111011111010001011000000001011011110 01000111

Veamos como se obtienen algunos de los primeros simbolos ob-
servando como van cambiando las diferentes listas:

= INICIALIZACION

LIP LSP LIS
(1,1) 63 vacia (1,2)A -34
(1,2) -34 (2,1)A -31
(2,1) -31 (22)A 23
(2,2) 23

= p = |log,(63)] =5, tolerancia = 32
o Fase de ordenacion

paso LIP

(1,1) 63 -> 1, signo -> 1
(1,2)-34 -> 1, signo -> 0
(2,1)-31 >0
(22) 23 >0

Asi es como quedan las listas:

LIP LSP LIS

(2,1) -31 (1,1) 63 (1,2)A -34

(2,2) 23 (1,2) -34 (2,1)A -31
(2,2 A 23

paso LIS

max(D(1,2)A)=49 -> 1
(1,3) 49 -> 1, signo > 1
(1,4 10 > 0

23) 14 >0

(2,4)-13 > 0

LIP LSP LIS
2,1) -31 (1,1) 63 2,1)A -31
(2,2) 23 (1,2) -34 (2,2)A 23
(1,4) 10 (1,3) 49 (1,2)B -34
(2,3) 14
(2,4) -13

max(D(2,1)A)=47 -> 1
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(3,1)15 > 0
(3,2)14 > 0
(4,1)-9 -> 0
(4,27 > 0

LIP LSP LIS
(2,1)-31 (1,1) 63 (22)A 23
(2,2) 23 (1,2)-34 (1,2)B -34
(1,4) 10 (1,3) 49 (2,1)B -31
(2,3) 14
(2,4)-13
(3.1) 15
(3.2) 14
4,1) -9
4,2) -7

max(D(2,2)A)=14 -> 0
max(D(1,2)B)=13 -> 0
max(D(2,1)B)=47 -> 1

LIP LSP LIS
(2,1)-31 (1,1) 63 (2,2)A 23
(2,2) 23 (1,2)-34 (1,2)B -34
(1,4) 10 (1,3) 49 (3,1)A 15
(2,3) 14 (3,2A 14
(2,4)-13 (41A -9
(3,1) 15 (42)A -7
(3.2) 14

(4,1) -9

(4,2) -7

max(D(3,1)A)= 9 -> 0
max(D(3,2)A)=47 -> 1

(5,3-1 >0

(5,447 -> 1, signo -> 1

(6,3-3 > 0

6,4 2 >0

LIP LSP LIS
(2,1)-31 (1,1) 63 (2,2A 23
(2,2) 23 (1,2)-34 (1,2)B -34
(1,4) 10 (1,3) 49 (3,1)A 15
(2,3) 14 (5,4) 47 4,DA -9
(2,4)-13 42)A -7
(3,1) 15

(3,2) 14
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(4.1)
(4.2)
(5.3)
(6,3)
(6,4)

LI N R |
oWk N o

max(D(4,1)A)=11 -> 0
max(D(4,2)A)= 6 -> 0

Después de estos dos ultimos ceros, las listas se quedan igual.

o Fase de refinamiento
Nada

= p =4, tolerancia= 16

o Fase de ordenacion

paso LIP

(2,1)-31 -> 1, signo -=> 0
(2,2) 23 -> 1, signo > 1

(1,4) 10 -> 0

(2,3) 14 > 0

(2,4)-13 > 0

(31) 15 > 0

(32) 14 > 0

(4,1) -9 -> 0

(4,2) -7 > 0

(53) -1 > 0

6,3) -3 -> 0

6,4) 2 ->0

LIP LSP LIS
(1,4) 10 (1,1) 63 (2,2)A 23
(2,3) 14 (1,2)-34 (1,2)B -34
(2,4)-13 (1,3) 49 (B, 1A 15
(3.1) 15 (5.4) 47 @A -9
(3,2) 14 (2,1)-31 @42)A -7
4,1) -9 (2,2) 23

4,2) -7

(5,3) -1

(6,3) -3

(64) 2

paso LIS
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max(D(2,2)A)=14 -
max(D(1,2)B)=13 -
max(D(3,1)A)= 9 -
max(D(4,1)A)=11 -
max(D(4,2)A)= 6 -

vV V.V VYV
cNeoNoNelNo)

Las listas no cambian

o Fase de refinamiento

(1,1 63 = 111111(base 2) -> 1 (5 ° bit por la dcha.)
(1,2)-34 = 100010 -> O
(1,3) 49 = 110001 -> 1
(5,4) 47 = 101111 > O

A.2.5
Resultados numeéricos

Los siguientes resultados se obtuvieron con imagenes en escala
de grises (8 bpp) de tamano 512 x 512 pixeles. Se han utilizado wa-
velets biortogonales 9.7 que son con los que se consiguen mejores
resultados como se prueba en [37] y con 6 escalas pues, segun se
indica en [37], SPIHT es mas eficiente cuando se usan 5 niveles o
mas de descomposicion wavelet. Es importante observar que las
tasas de bits no son estimaciones sino que se calcularon a partir
del tamano de los archivos comprimidos.

Los resultados de la codificacion de las imagenes Lena, Barbara
y Goldhill se muestran en las tablas A.4, A.5 y A.6 y en las figu-
ras A.13, A.14 y A.15 respectivamente. Ademas el rendimiento del
algoritmo SPIHT se compara con los algoritmos EZW y JPEG2000
en las figuras A.11 y A.12 donde se muestra la eficiencia del nuevo
meétodo.

Podemos decir que SPIHT es un método de codificacion comple-
tamente progresiva que utiliza:

» Los principios del ordenamiento parcial por magnitud

= La particion de conjuntos por significancia de magnitudes
con respecto a las tolerancias decrecientes

» transmision por planos de bits
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bpp factor | MSE | PSNR | |lerror||, | |lerror|, | ||error||

1 8:1 6,71 | 39,86 | 2,04 2,59 14,85

0,5 16:1 13,67 | 36,77 | 2,80 3,70 26,12
0,25 32:1 28,06 | 33,65 | 3,81 5,30 45,13
0,125 | 64:1 56,22 | 30,63 | 5,19 7,50 62,38
1/16 | 128:1 | 106,40 | 27,86 | 6,98 10,32 | 81,31
1/32 | 256:1 | 183,43 | 25,50 | 9,27 13,54 | 127,06
1/64 | 512:1 | 276,89 | 23,71 | 11,42 16,64 | 119,78
1/128 | 1024:1 | 421,61 | 21,88 | 14,38 | 20,53 | 135,28

Tabla A.4: Resultados de la compresion de la imagen Lena 512 x 512 con

el algoritmo SPIHT utilizando diferentes tasas de compresion y sin codifi-
cacion aritmeética.

bpp | factor | MSE | PSNR | |lerror||, | ||error|, | |[error|
1 8:1 16,77 | 35,89 | 3,12 4,10 29,27
0,5 16:1 52,02 | 30,97 | 5,19 7,21 50,71
0,25 32:1 126,00 | 27,13 | 7,78 11,23 71,72
0,125 64:1 | 233,95 | 24,44 | 10,45 15,29 | 100,44
1/16 128:1 | 318,54 | 23,10 | 12,34 17,85 | 118,86
1/32 | 256:1 | 404,49 | 22,06 | 14,27 | 20,11 | 140,61
1/64 | 512:1 | 538,76 | 20,82 | 17,21 | 23,21 | 145,32
1/128 | 1024:1 | 702,99 | 19,66 | 20,06 | 26,51 | 146,40

Tabla A.5: Resultados de la compresion de la imagen Barbara 512 x 512
con el algoritmo SPIHT utilizando diferentes tasas de compresion y sin

codificacion aritmética.
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bpp factor | MSE | PSNR | |lerror||, | |lerror], | ||error||
1 8:1 12,01 | 37,34 | 2,67 3,47 20,63
0,5 16:1 30,69 | 33,26 | 4,21 5,54 40,30
0,25 32:1 58,22 | 30,48 | 5,71 7,63 49,79
0,125 | 64:1 94,35 | 28,38 | 7,11 9,71 77,56
1/16 | 128:1 | 143,99 | 26,55 | 8,69 12,00 | 110,73
1/32 | 256:1 | 198,66 | 25,15 | 10,30 | 14,09 | 128,35
1/64 | 512:1 |267,89|23,85| 12,05 | 16,37 | 155,12
1/128 | 1024:1 | 366,99 | 22,48 | 14,20 19,16 | 146,44

Tabla A.6: Resultados de la compresion de la imagen Goldhill 512 x 512
con el algoritmo SPIHT utilizando diferentes tasas de compresion y sin
codificacion aritmética.

38
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Figura A.11: Comparacion de las tasas de compresion de los algoritmos
Jjpeg-2000, EZW y SPIHT con la imagen Lena
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Figura A.12: Comparacion de las tasas de compresion de los algoritmos
Jjpeg-2000, EZW y SPIHT con la imagen Barbara

» autosimilaridad de las escalas de una imagen transformada
con wavelets

La realizacion de estos principios con los algoritmos de codifica-
cion y decodificacion se muestra mas efectiva que las implemen-
taciones del codigo EZW. Los resultados del algoritmo SPIHT su-
peran en la mayoria de casos los conseguidos con los algoritmos
creados anteriormente con las mismas imagenes, los cuales utili-
zan algoritmos mucho mas complejos y no poseen la propiedad de
la codificacion progresiva y el control preciso de la tasa de com-
presion. Podemos decir que tanto la velocidad del algoritmo SPIHT
como sus resultados son excelentes. Ademas, como se muestra en
[48], se pueden mejorar las tasas de compresion utilizando codifi-
cacion aritmeética.

SPIHT codifica los bits de la imagen transformada con wavelets
siguiendo una secuencia de planos de bits. Por tanto, es capaz de
reconstruir la imagen perfectamente codificando todos los bits de
la transformada. Sin embargo, la transformada wavelet consigue
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una reconstruccion perfecta sélo si los niumeros se almacenan con
precision infinita. En la practica es muy comun usar redondeo
después de la transformada inversa para conseguir una recons-
truccion perfecta, pero no es la manera mas eficiente de hacerlo.

Para una compresion sin pérdida, los creadores del algoritmo
SPIHT proponen una transformacion de multirresolucion con en-
teros en [47], [48], que ellos llaman transformada S+P (Sequential
+ Prediction Transform). Esta transformada soluciona el problema
truncando los coeficientes de la transformada durante la transfor-
macion (en lugar de hacerlo después). Un resultado sorprendente
obtenido con este codec es que para compresion sin pérdida es tan
efectivo como los mejores codificadores sin pérdida (exceptuando
JPEG-LS).
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(b)

(c) (d)

Figura A.13: Resultados de la compresion de la imagen Lena con el algo-
ritmo SPIHT. (a) Imagen original con 8 bpp (b) 1 bpp, factor de compresion
8:1, PSNR = 39,86 dB (c) 0,5 bpp, factor de compresion 16:1, PSNR = 36,77
dB (d) 0,25 bpp, factor de compresién 32:1, PSNR = 33,65 dB (e) 0,0625
bpp, factor de compresion 128:1, PSNR = 27,86 dB (f) 0,015625 bpp, factor
de compresion 512:1, PSNR = 23,70 dB.
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)

Figura A.14: Resultados de la compresién de la imagen Barbara con el
algoritmo SPIHT. (a) Imagen original con 8 bpp (b) 1 bpp, factor de compre-
sién 8:1, PSNR = 35,89 dB (c) 0,5 bpp, factor de compresion 16:1, PSNR
= 30,97 dB (d) 0,25 bpp, factor de compresion 32:1, PSNR = 27,13 dB (e)
0,125 bpp, factor de compresion 128:1, PSNR = 24,44 dB (f) 0,0625 bpp,
factor de compresion 512:1, PSNR = 23,10 dB.
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Figura A.15: Resultados de la compresion de la imagen Goldhill con el
algoritmo SPIHT. (a) Imagen original con 8 bpp (b) 1 bpp, factor de compre-
sién 8:1, PSNR = 37,34 dB (c) 0,5 bpp, factor de compresion 16:1, PSNR
= 33,26 dB (d) 0,25 bpp, factor de compresion 32:1, PSNR = 30,48 dB (e)
0,125 bpp, factor de compresion 128:1, PSNR = 28,38 dB (f) 0,0625 bpp,
factor de compresion 512:1, PSNR = 26,55 dB.
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