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Introducción
1

En e s ta  m em oria  se p resen tan  varios resu ltados den tro  del con tex to  

de la H o lo m o rfíaen  d im ensión infin ita . Estos resu ltados se han  dividido 

en c u a tro  cap ítu los si bien ex iste  un a  fuerte  in teracción  en tre  ellos.

El o b je tiv o  del p rim er cap ítu lo  es t r a ta r  de e labo rar teorem as de 

tip o  B anach-D ieudonné  p a ra  espacios de aplicaciones holom orfas; es 

decir, e s tu d ia r  cuál es la topo log ía  m ás fina, o la localm ente  convexa 

m ás fina, en el espacio  de funciones holom orfas de tipo  aco tado  'Hb(E),  

donde  E  se rá  b ien un espacio de B anach , bien un espacio de F réchet, 

que co incide con la topología  co m p ac to -ab ie rta  r 0 sobre los conjuntos 

aco tados del espacio  EtbiE).

A ntes de nada , y p a ra  ce n tra r  el tem a , recordem os el teo rem a  de 

B anach-D ieudonné  (ver [45]): Sea E  un espacio de Banach, la topología 

de la convergencia un iform e sobre los conjuntos compactos de E  es la 

topología m ás fina  en el dual topológico E '  de E  que coincide con la 

topología débil estrella a ( E ' , E ) en los subconjuntos equicontinuos de 

E '.

E ste  teo rem a  clásico de B anach-D ieudonné fue ex tend ido  por M u- 

jic a  (T eorem a 2.1 de [33]) a  espacios de polinom ios hom ogéneos y con

tinuos definidos en  un espacio de B anach  de la  siguiente form a: Sea X  

un espacio de Banach y n  E IN. Si V ( nX )  denota el espacio de todos 

los polinom ios n-homogéneos y continuos sobre X , entonces la topología 

compacto-abierta, rQ, es la topología más fina  en V ( nX )  que coincide 

con t 0 sobre cada subconjunto acotado en norm a de V ( nX ) .

Por o tra  p a rte , si U  es un subcon jun to  ab ie rto  de un espacio de
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B anach  .V, M ujica (T eorem a 2 . 1  de [36]) tam b ién  estud ió  la topología 

(loca lm en te  convexa) m ás fina que coincide con r 0 sobre cada  subcon

ju n to  aco tado  del espacio de funciones holom orfas y aco tadas sobre U.

Se sigue de su estud io  (m ira r la N o ta  1.2.2 de la  p resente 

m em oria) que e s ta  topología es e s tr ic ta m e n te  m ás fina que r 0 al m enos 

cuando  U  es la bola un idad  a b ie r ta  de X .  Por tan to , en general no se 

verifica un  teo rem a  de tipo  B anach-D ieudonné p a ra  el espacio  7í°°(U).

M otivado por estos resu ltados, el p rob lem a que se p lan te a  es si se 

verifica este  tipo  de teo rem a  p a ra  el espacio de funciones holom orfas de 

tip o  aco tado  'Hb(E).  N uestro  p rincipal resu ltado  estab lece  que, en el 

caso de ser E  un espacio de B anach , sólo es c ie rto  si el espacio  E  es de 

d im ensión  fin ita . T am bién  hacem os un es tud io  en el caso de ser E  un 

espacio  de F réchet.

El segundo cap ítu lo  e s tá  dedicado  al es tud io  de espacios p o n d era 

dos de funciones holom orfas ' H V ( X )  en un espacio de B anach  X  de 

d im ensión  in fin ita  y p a ra  u n a  fam ilia  de pesos V.

Los espacios ponderados de aplicaciones con tinuas, y en p a rticu la r  

de aplicaciones holom orfas, aparecen  de fo rm a n a tu ra l en num erosos e 

im p o rta n te s  cam pos del análisis funcional com o por ejem plo  en T eoría 

de D istribuciones, en análisis de Fourier o en ecuaciones en derivadas 

parc iales en tre  o tros. D ebido a ello, son num erosos los au to res que 

h an  e s tu d iad o  dichos espacios cen trándose , en el caso de espacios pon

derados de funciones holom orfas, en espacios de B anach  de d im ensión  

fin ita .

P a r te  del in terés de los espacios ponderados tam b ién  reside en que 

p a ra  un  peso adecuado  v  el espacio 'Hv(U) ,  donde U  es un su b con jun to  

ab ie rto  de un espacio  de B anach  X , se puede considerar u n a  genera

lización del espacio  'H°°(C/) de funciones holom orfas y aco tadas sobre U.  

E n  este  sen tido , dem ostrarem os generalizaciones de algunos teo rem as
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probados por M ujica en [36] (ver la sección 2 . 1 ).

T am bién  dam os una  represen tación  del espacio l~Lb{X) com o espa

cio ponderado  p a ra  una  fam ilia  de pesos adecuada (E jem plo  2.2.21 A). 

Ello nos m otiva  a c a rac te riza r cuándo el espacio l - t V ( X )  es reflexivo. 

R ubel y Shields [42] p robaron  que 'Hv(G)  es isom étricam en te  isom orfo 

al b id u a l Tivo(G )*x de 'Hv0(G)  cuando G  es el disco un idad  ab ie rto  de 

C y v  es un peso rad ia l sobre G  que se anu la  en la fron te ra  de G.  E ste  

resu ltad o  genera lizaba  el p robado  por W illiam s [49] p a ra  G  =  C y v  un 

peso rad ia l ráp id a m e n te  decrecien te  en el infinito. B iersted t y Sum m ers 

[9] o b tu v ie ro n , p a ra  un ab ie rto  G  en C iV y un peso continuo y positivo  

v en G 1 que los espacios 'Hv(G)  y 'Hn0 (G )5!C* son isom étricam en te  iso- 

m orfos si y sólo si la bo la  u n idad  cerrada  de 'Hv0(G)  es densa  en la bo la  

u n id ad  c e rrad a  de 'Hv(G)  con respecto  a la topología com pacto -ab ie rta . 

E s ta  condición se verifica en p a rticu la r  en el con tex to  dado por R ubel 

y Shields. A su vez, B ie rs ted t y B onet [6 ] m ejoraron  e s ta  ca rac te ri

zación p a ra  el espacio 7 í W ( G )  donde W  es un a  sucesión crecien te de 

funciones con tinuas y e s tr ic tam e n te  positivas. En este  con tex to  pro

baron  que el b idual del espacio ,H W q{G) es isom orfo a  H W ( G )  si y 

sólo si p a ra  cada  su b con jun to  aco tado  B  de ' HW( G )  ex iste  un  subcon

ju n to  G  aco tado  y ab so lu tam en te  convexo en 'HW o(G) ta l que B  e s tá  

con ten ido  en la  c lau su ra  de C  en 'HWo(G)  con respecto  a la  topología  

co m p a c to -a b ie rta  (ver P roposición  10 de [6 ]). E ste  resu ltado  les per

m ite  conclu ir que p a ra  u n a  sucesión de pesos rad iales W  sobre C la 

igualdad  'HWoifc)  =  /H W { (D) im plica que ' H W {€ )  es reflexivo.

Sin em bargo , las técn icas u tilizadas ta n to  por B ie rs ted t-B one t com o 

por B ie rs ted t-S um m ers  no son d irec tam en te  aplicables en d im ensión  

in fin ita . D ebido a ello adop tam os una  nueva técn ica  basada  en un 

teo rem a  clásico de K alton  (T eorem a 3.2 de [30]) el cual afirm a que 

un  espacio  de F réchet E  con u n a  descom posición de Schauder ( E n ) 7 -
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com ple ta  v con trac tiva  es reflexivo si y sólo si cada  espacio  de F réche t 

E n es reflexivo. P rie to  [40] usa este  resu ltado  p a ra  ca ra c te r iz a r  la refle- 

x iv idad  del espacio de funciones holom orfas de tip o  aco tado  definidas; en 

un espacio de B anach , así com o del espacio de funciones holom orfas de 

tipo  aco tado  que son un ifo rm em ente  déb il-con tinuas sobre los c o n ju n to s  

acotados. Estos resu ltados p e rm iten  p lan tear la s igu ien te  p re g u n ta : 

¿Es posible ca rac te riza r la reflexividad de algún espacio p o n d erad o  de 

funciones holom orfas? Más co n cre tam en te , ¿es posible e n c o n tra r  u n a  

fam ilia  de pesos V  adecuada, defin ida en un espacio de B anach  .V de 

m odo que el espacio ponderado  de funciones holom orfas ' H V ( X )  a d m ita  

una  descom posición de Schauder? En este  cap ítu lo  se da  re sp u e s ta  

a firm ativa  a am bas p reguntas.

En conexión a estos p roblem as e s tá  tam b ién  el del e s tu d io  del p re- 

dual de espacios de funciones holom orfas. Así por e jem p lo  B ie rs te d t 

y B onet [6 ] u tilizan  la ex istencia  de p redua l F  de un  espacio  lo ca l

m en te  convexo bornológico E  con la  p rop iedad  ( B B C )  p a ra  c a ra c te r i

zar cuándo  la aplicación restricción  R  : F  — ► H 'b, do n d e  H  es un 

subespacio  topológico de E , es un isom orfism o topo lóg ico  en  la im a 

gen, esto  es, E  es canón icam en te  el b idual de H.  P o r o t r a  p a r te  en 

[2 2 ] se p ru eb a  que el p redua l de %*>(£/), donde U  es u n  a b ie r to  eq u ili

b rado  de un  espacio de B anach  X , tiene  e s tru c tu ra  de (L £?)-espacio . 

M ujica  en [37] probó que d icha  e s tru c tu ra  venía  d e te rm in a d a  p o r los 

p reduales G°°(Un) de cada  espacio de B anach  7{°°(f/n ), d o n d e  (Un)  es 

u n a  sucesión adecuada  de ab iertos de U.  En el ú ltim o  a p a r ta d o  del 

segundo cap ítu lo  dam os condiciones de tip o  general so b re  la fam ilia  de 

pesos p a ra  que el espacio ponderado  de funciones h o lo m o rfas  ' H V ( X )  

ten g a  un p redua l con u n a  e s tru c tu ra  de este  tipo .

En el te rcer cap ítu lo  p resen tam os carac te rizaciones d e  t ip o  genera l 

sobre el b idual de ciertos subespacios cerrados del e sp ac io  Hb( U)  de



funciones holom orfas de tip o  aco tado  definidas sobre un ab ierto  U de 

un espacio de B anach X ,  donde U será bien un ab ie rto  ab so lu tam en te  

convexo y aco tado  de X , b ien el propio espacio X .

Un p rob lem a clásico de la  H olom orfía en dim ensión infin ita  es el 

estud io  del b idual ta n to  del espacio de polinom ios hom ogéneos definidos 

en un espacios de B anach  X  com o el del b idual del propio espacio de 

funciones holom orfas defin idas en un ab ie rto  de X .

En [40] aparece u n a  carac terización  de cuándo el espacio 7íb(X)  

de funciones en te ras  de tip o  aco tado  definidas en un espacio de Ba

nach X , es el b idual del espacio  'HWU( X )  de funciones en teras que son 

débil un ifo rm em ente  con tinuas sobre los acotados de X .  A este respecto  

P rie to  (T eo rem a 12 de [40]) estab lece que ' Hb(X)  es isom orfo al bi

dual del espacio  'HWU{ X )  si y sólo si el espacio V ( mX )  de polinom ios 

m -hom ogéneos y continuos sobre X  es isom orfo al b idual del espacio 

'Pwu{mX )  =  V ( mX )  f! H WU( X ) .  En la  p rueba  se tiene  la siguiente 

situación: V ( mX )  =  V wu(m X ) mw p a ra  todo  m  >  0 y al ser dichas fam i

lias descom posiciones de Schauder respectivas de los espacios 'Hb(X) y 

W-vm(X)mm, a p a re n te m e n te  am bos espacios coinciden algebraica  y, por 

tan to , to p o lóg icam en te . Sin em bargo, ta n to  el espacio *H(C) com o 

H ( D ) ,  donde  D  es el disco u n idad  ab ie rto  de (D, tienen  por descom 

posición de S chauder a  ( 'P (mC ))7n y sin em bargo  dichos espacios no son 

isom orfos (ver N o ta  3.9). E ste  ejem plo m u estra  que si querem os tener 

un isom orfism o topológico en tre  dos espacios de Fréchet con descom 

posiciones de S chauder, tenem os que suponer una  condición m ás fuerte  

que  un sim p le  isom orfism o en tre  los espacios que form an las descom 

posiciones. E s te  p rob lem a tam b ién  aparece en la  Proposición 16 de [5]. 

P a ra  a c la ra r  e s ta  s ituac ión  in troducim os u n a  nueva clase de descom 

posiciones de S chauder: las descom posiciones /^-Schauder. De acuerdo  

con esto , el re su lta d o  p rinc ipal es el T eorem a 3.12.
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V aldivia p rueba  en [47] que el b idual de V w»(mX ' )  es iso m étricam en 

te  isom orfo a su r0-c lausu ra  en V ( mX m) ba jo  la h ipótesis de que el 

espacio  V w*(mX* )  no contiene n inguna  copia de Z1, m ien tras  que en 

[48] p ru eb a  el resu ltado  análogo p a ra  H w* ( X m). En p a rticu la r  ob tiene  

que si X  es un espacio de B anach ta l que X * posee la p rop iedad  de 

aprox im ación  y /H xu*(X~)  no contiene n inguna  copia de / l , en tonces el 

b idual de '/ /U,*(X*) se identifica canón icam en te  con ^ ( X * ) .  M ed ian te  

el uso de las descom posiciones /¿-Schauder, el C orolario  3.19 m ejo ra  es te  

resu ltad o  y lo ex tiende  p a ra  funciones holom orfas en la bo la  un idad .

Con relación al cu a rto  cap ítu lo  destacam os com o resu ltad o  p rin c i

pal que todo  polinom io m -hom ogéneo continuo  de tip o  finito P  definido 

en el dual X* de un espacio de B anach X  y que es d éb il-es tre lla  

con tinuo  sobre los conjuntos acotados, puede ser escrito  de la fo rm a 

P  =  x \ j . . . x mj  donde x tJ £  X , p a ra  todo  i , j .  C om o consecuen

c ia  in m e d ia ta  se cum ple que todo  polinom io en las condiciones a n te 

riores es déb il-estre lla  continuo. El resto  del cap ítu lo  e s tá  ded icado , 

com o aplicación, al estud io  de la sup rayec tiv idad  de los operadores 

de convolución sobre los espacios 'HWU{ X )  y En genera l, la

su p ray ec tiv id ad  de operadores de convolución ha  sido e s tu d ia d a  en p ro

fu n d id ad  por varios au to res en análisis funcional. Por e jem plo , G u p ta  

[26] ob tuvo  que todo  operador de convolución sobre el espacio  de fun

ciones n uc learm en te  en te ras  de tip o  aco tado  es suprayectivo . N osotros 

hem os o b ten ido  que si X  tiene  la p rop iedad  de aprox im ación , en tonces 

todo  o p erad o r de convolución 0 /  0 sobre /Hw* ( X m) es sup rayectivo , 

es decir, verifica 9 { HW»(X *)) =  H W*(X*) .  T am bién  p robam os el resu l

tad o  análogo p a ra  operadores de convolución sobre el espacio  'HWU{ X )  

supon iendo  que X* tiene  la  p rop iedad  de aproxim ación .



A ntes de da r paso a los cap ítu los recordem os brevem ente  la defini

ción de función holom orfa de tipo  aco tado  que ta n to  peso tiene  a lo 

largo de la m em oria.

Si E  y F  son dos espacio de Fréchet, ELb{E\ F)  d en o ta  el espacio 

de to d as  las aplicaciones holom orfas sobre E  y con valores en F  que 

están  aco tadas  sobre los acotados de E .  Si F  =  C escribirem os sim ple

m en te  l-Lb{E). A los elem entos de ELbiE; F )  se les llam a aplicaciones 

holom orfas de tip o  acotado.

C onsideram os la sigu ien te fam ilia  de sem inorm as:

|| /  \\a ' =  s u p ¡3( f (x) )
x £ A

al variar A  en los acotados de E  y ¡3 en las sem inorm as continuas de 

F.  E s ta  fam ilia  de sem inorm as define en Eib(E ; F )  la topología de la 

convergencia uniform e sobre los aco tados de E,  que deno tam os r¿.

Si E  es un  espacio de F réchet, en tonces (Eíb{E),  t ¡,) es un espacio de 

F réchet.

R ecordem os que la serie de Taylor c e n trad a  en el origen 2Im=o Pm de 

/  G Ei b ( E \ F)  converge ab so lu ta  y un ifo rm em ente  sobre los conjuntos 

aco tados de E.

Supongam os ah o ra  que ( E , d )  es un  espacio de Fréchet y U  es un 

ab ie rto  no vacío de E.  Si U ^  E  y x  G U, entonces du( x )  d en o ta  la 

d is ta n c ia  de x  a  E  \  U , i.e.

d u ( x )  =  í n f { d ( x , y )  : y  G E  \  U}

A dem ás,

| d u ( x )  -  d u ( y ) |<  d ( x , y )  V x , y e U

Si U =  E.  definim os d u ( x )  =  oo p a ra  todo  x  G U.

Un con jun to  A  C U  se dice que es U-  aco tado  si A  es aco tado  y 

ín fxG,4 du ( x )  > 0 .
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Si F  es un espacio de Fréchet decim os que una  ap licación  holom orfa 

/  defin ida en‘ U y con valores en F  es de tipo  aco tado  si e s tá  aco tad a  en 

cada  subcon jun to  [/-aco tado  de E.  FLb{U; F )  d en o ta  el espacio de las 

aplicaciones holom orfas de tip o  aco tado  definidas sobre U y con valores 

en F , do tado  de la topología de la convergencia un ifo rm e sobre todos 

los con jun tos [/-aco tados, que deno tarem os igualm en te  r¿,. Si F  =  € .  

escrib im os l-Lb(U) en lugar de % * ([ /;€ ) .



Capítulo 1 

Sobre el teorem a de 
Banach-D  ieudonné.

En este  cap ítu lo  se e s tu d ia  ba jo  qué condiciones se da  un teo rem a  de 

tipo  B anach-D ieudonné p a ra  el espacio de funciones holom orfas de tipo  

aco tado  7íb(U ), donde U  es un  ab ie rto  equ ilib rado  bien un espacio de 

B anach , bien un espacio de F réchet.

M ujica fue p ionero  en el estud io  de este  tip o  de teo rem a  p a ra  es

pacios de funciones holom orfas. Así, por ejem plo, probó en [33] que 

en el espacio  de polinom ios n-hom ogéneos y continuos V ( nX )  sobre un 

espacio de B anach  X , la topología co m p ac to -ab ie rta  r 0 es la m ás fina 

que coincide con ro sobre cada  con jun to  aco tado  en n o rm a  de V ( nX ) .

Por o tro  lado , si U  es un subcon jun to  ab ie rto  de un espacio de 

B anach  y deno tam os por (7-¿°°(E/), | | . | | o o )  el espacio de las funciones 

holom orfas y aco tad as  en U  d o tado  con la n o rm a  suprem o, la topología 

localm en te  convexa m ás fina que coincide con r 0 sobre los subcon jun tos 

H-Hoo-acotados de 'Hco(U ), es la  m ás fina que verifica e s ta  condición (ver 

T eorem a 4.4 de [36] o C orolario  1.4.2 de [12]). M ás aún , M ujica en [36] 

ob tiene  u n a  descripción  de las sem inorm as que generan  e s ta  topología.

M otivados por estos resu ltados, consideram os en y,b{U) la topología

9
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localm ente  convexa m ás fina que coincide con r 0 sobre los con jun tos tt,- 

aco tados. D enotam os d icha  topología por r^i.  En este con tex to  es 

n a tu ra l definir a su vez la topología t¿,c com o la m ás fina en 'Hb{U) 

que verifica la condición an te rio r. r¿,c viene d e te rm in a d a  por la fam ilia  

de subcon jun tos A  de TibiU)  cuya in tersección  con cada su b co n ju n to  

Tfc-acotado B  de 'Hb(U) es un ab ie rto  de B  p a ra  r0.

Con respecto  a r¿c/ nos p lan team os las siguientes dos preguntas:

1 . D escrib ir la topología  t&c/.

2. ¿E n qué casos coinciden r 0 y r¿c/?

N uestro  o b je tivo  p rincipal es da r resp u es ta  a la  segunda p regun ta , 

que no es m ás que u n a  reform ulación del p rob lem a de si se puede 

es tab lece r o no un teo rem a  de tip o  B anach-D ieudonné en el espacio 

l-íb{U). En los dos prim eros ap artad o s de este  cap ítu lo  se dan  respues

tas  a  es te  p roblem a; en el p rim ero  se p ru eb a  que, en el caso de ser U un 

su b co n ju n to  ab ie rto  y equ ilib rado  de un espacio  de B anach X  sólo se da  

un teo rem a  de este  tipo  si la  dim ensión de X  es fin ita , m ien tras que en 

el segundo, el p rob lem a es estud iado  p a ra  un a b ie rto  equ ilib rado  de un 

espacio  de F réchet E.  C o n cre tam en te  verem os que la resp u esta  es ne

g a tiv a  si E  es un espacio de Fréchet no M ontel, m ien tra s  que en el m arco 

de espacios de Fréchet M ontel los resu ltados son m ás heterogéneos. En 

el te rcer a p a rtad o  se e s tu d ia  de fo rm a in trín seca  la topología r¿c/ y 

se o b tien e  u n a  descripción  de un  s is tem a  fu n d am en ta l de sem inorm as. 

A dem ás se p ru eb a  que si E  es un espacio de F réchet y U un  ab ie rto  

equ ilib rado  de E  en tonces ( ( V ( mE) ,  r¿c/))m es una  descom posición S -  

Schauder de ( )  siendo ab so lu ta  si U = E  o bien si E  es un 

espacio  de B anach.



1.1. Funciones holomorfas de tipo acotado en un espacio de B a n a c h l l

1.1 Funciones holomorfas de tipo acota
do en un espacio de Banach

Sea X  un espacio  de B anach y U un ab ie rto  equ ilib rado  de X .  C om en

zam os e s ta  sección con un sencillo lem a que relaciona las nuevas topolo

gías con las m ás usuales de H b( U ) : p a ra  dar paso a nuestro  teo rem a  

p rincipal.

L em a 1.1.1 r 0 <  rbd < rbc < rb.

D em ostración : Las dos p rim eras desigualdades son consecuencia 

d ire c ta  de las definiciones de cada topología. P a ra  p robar la te rce ra

tom am os en el espacio m etrizab le  Ftb(U)  u n a  sucesión { f n )n conver

gen te  a  f e  H b(U).  E ntonces ( /„ )„  r0-converge a /  y el con jun to  { f n : 

n  €  IN} U { /}  es 7v a c o ta d o . C onsecuen tem ente , ( f n )n rbc-converge a 

/ ,  lo que p ru e b a  que rbc <  rb. ■

T eorem a 1.1.2 Sea X  un espacio de B anach  y U un  ab ie rto  equili

b rado  de X .  E ntonces

( n b( U ) , r 0) = ( H b( u ) , r bcl)

si y sólo si la  d im ensión  de X  es fin ita.

D em ostración : P rim ero  probam os la suficiencia. Com o la d im ensión  

de X  es f in ita , r0 = rb y  la conclusión se sigue del Lem a anterio r.

Supongam os ah o ra  que la d im ensión  de X  es infin ita . Por el Teo

rem a  de Josefson-N issenzw eig (ver C ap. 12 de [14]), ex iste  una  sucesión 

de funcionales con tinuas (</>„)„ en el dua l X *  de X  ta l que

\\4>n \\ =  1 y l ím 4>n{x) — 0 Vx €  X .

E ntonces podem os en co n tra r una  sucesión (x n)n de elem entos de X  ta l 

que

|| || = 1 y | 0 n ( Z n ) |  >  1 -  1 / n
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para  todo  n £  IN. Vamos a constru ir un ejem plo de una  form a lineal

T  sobre Hb{U)  que no es r 0-con tinua  y sí es r¿c-con tinua , es decir, es

T0-co n tin u a  en los r¡,-acotados, lo que p ro b ará  que Tbc es e s tr ic ta m e n te  

m ás fina que r0.

Llam em os B  a  la bo la  un idad  ce rrad a  de X  y sea í >  1 ta l que j B  

es {/-acotado. P a ra  cada  /  £  'HbiU) deno tam os por J2m=o P m f  la serie 

de Taylor de /  en el origen. Al ser U  equ ilib rado  d icha  serie converge 

en los pun tos de U . Definim os la función T  com o sigue:

T  : H b{U) — > C
/  -  r ( / )  =  E E = o P m /( * r )

C om o

| P m / ( ^ ) |  = l / i m|Pm/ ( ^ ) |  < l / r | | / | | l g

la  función T  e s tá  b ien defin ida y

|T ( / ) |  <  ^ y l l / l l i e

C la ram en te  T  es lineal y, com o consecuencia de la desigualdad  an te rio r, 

T  es r¿,-continua.

Sin em bargo , T  no es r 0-con tinua. En efecto, com o (<f>n}n ^ ( X " ,  X ) -  

converge a cero, por el T eorem a clásico de B anach-D ieudonné, la suce

sión {t2(¡>n)n converge a cero un ifo rm em ente  sobre los subcon jun tos com 

pactos de X .  Así pues, ( ( ¿ 2 <£n ) n ) n  es u n a  sucesión en 'Hb(U)  que r0- 

converge a  cero. Sin em bargo , la desigualdad

| T ( ( í V n ) " ) |  =  K ( * n ) l  >  ( 1  -  1 / n ) "

nos asegura  que la sucesión (T (^ ” ))n no converge a cero.

P or o tra  p a rte , T  sí es r 0-con tinua  en los r¿,-acotados de 7//,(£/). 

Sea A  un subcon jun to  r¿-acotado de T~Lb{U)  y sea (/¿)¿ un a  red  en A  

r 0-convergente  a  un  elem ento  /  £  A.  Vam os a p ro b ar que (T ( f t))i
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converge a T ( f ) .  Por las desigualdades de Cauchv. (Pmfi)i  T0-converge 

a  Pmf  p a ra  cada  m  £  IN.De donde (P m/ t( ^ f ) ) ¡  converge a Pmf ( ^f-) 

p a ra  cad a  m  €  IN U {0}.

A dem ás,

\Pmg(^-)\ < 1/HMIfl/. < l / í msup{||/*||s/( : h 6 -4} 

p a ra  todo  g 6  A,  por lo que la serie

°° 'V
£  a . s ( - £ )

771= 0  1

converge un ifo rm em ente  en A. Por tan to , dado t  >  0 ex iste  m o € IN 

ta l que

I £  p m 9(-¡r ) \  < e/3  V ^ . 4
771 =  7710 +  1

y p a ra  cada  m  <  m 0 ex iste  im ta l que si i > im entonces 

IPmf>{X- £ )  -  Pmf {X- £ ) I  <  e/(3(TTio +  1 )).

Si tom am os i >  entonces

7 - 777.7 1t 2 j

77l0

7» t *

i n / i )  -  r ( / ) |  <  | £  Pm/ , ( - 7 )  -  JPm/ ( - r f - ) l +
7 71= 0

1 “ Pm/(?'))l - (m° + 1} 3(¿+í) + 5 + i = £'
Lo que p ru eb a  que T  es r0-con tinua  en r¿-acotados y por ta n to  r¿c es 

e s tr ic ta m e n te  m ás fina que r0.

C onsiderem os ah o ra  la topología m enos fina p a ra  la que T  es con

tin u a  y deno tém osla  por t j . C la ram en te  la  topología  rj  es localm ente  

convexa. La topología  m á x ( r j ,  r0) es localm ente  convexa y com o coin

cide con r 0 sobre los conjuntos iv a c o ta d o s , entonces m á x (r7’, r 0) <  r¿c/. 

Por lo que r 0 es e s tr ic tam e n te  m enos fina que Tf,c¡. ■
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X o tem o sq u e  en el curso de la p rueba  hemos p robado  que rbc co incide 

con T0 si y  sólo si la d im ensión de X  es finita.

N o t a  1 .1 .3  1) Sea U un ab ie rto  ab so lu tam en te  convexo y aco tado . 

E n tonces Tbc es e s tr ic tam e n te  m ás fina que r 0 sobre /H X (U).  De o tro  

m odo, com o ('Hcc(U),Tbc) y (H °°(C ), ||. ||oo) tienen  los m ism os aco tados 

(P roposición  4.7. de [36]), r0) y ||.||oc) deberían  ten e r

tam b ién  los m ism os conjuntos acotados. Com o U es convexo, si a es un 

p u n to  de la fro n te ra  de U,  por el Teorem a de H ahn-B anach  ex iste  un 

funcional con tinuo  (j) €  X * ta l que Re(f>[x) <  R e ó (a )  p a ra  to d o  x  (E i >, 

donde Recf)(z) d en o ta  la  p a rte  real de ó(z) .  E ntonces la función f ( x )  =  

1 /4>(x — a) es holom orfa en U  y no e s tá  aco tada . C onsecuen tem en te , la  

fam ilia

{ £  Pmf :  <V =  0 , 1, 2 . . . }
m= 0

no es un  con jun to  ll-lloo -aco tado , y com o la serie de Taylor de /  r0- 

converge a / ,  la  fam ilia  an te rio r es r 0~acotada. Por tan to , r 0 <  rbc.

2) C onsiderem os en H b ( U ) la  topología  in d u c id a  por r¿, que seguire

m os d en o tan d o  r$. R ecordem os que u n a  sem ino rm a p en el espacio  

1-1(11) de funciones holom orfas en U  es r^-con tinua  si p a ra  cad a  cu b rim 

ien to  ab ie rto  num erab le  y crec ien te  de 17, (Vn )n, ex iste  n 0 €  IN y c > 0 

ta les  que p ( f )  < c s u p xgVno \ f ( x ) \  p a ra  todo  /  6  H( U) .  La topo log ía  

r$ es la  topo log ía  localm ente  convexa g en erad a  por las sem inorm as r¿- 

con tinuas. Al ser é s ta  u n a  de las topologías m ás im p o rta n tes  en Holo- 

m orfía  en d im ensión  in fin ita , es n a tu ra l e s tu d ia r  su relación con Tbci- 

P a ra  espacios de B anach  de d im ensión  f in ita  am bas topologías, Ud  y 

t í ,  coinciden (ver T eorem a 1.2.2. poste rio r). P a ra  un espacio de B a

nach  de d im ensión  in fin ita  X  la s itu ac ió n  es co m p le tam en te  d iferen te . 

C om o ts coincide con la topología de la  n o rm a  sobre V ( nX )  y Tbci co

incide con To por la  ex tensión  del T eo rem a de B anach-D ieudonné d ad a
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por M ujica. se sigue que >  r¿c/ sobre V ( nX ) .  Com o consecuencia r¿- 

tam b ién  es d iferen te  de r¿,c/ en UbiU)-

Sea G°°(U)  el p redua l de 'H°°(6 r) constru ido  por D ixm ier-N g (Teo

rem a 19 of [19]. P a ra  u n a  p rueba m ás co rta  ver el T eorem a 1 de [38]. 

Ver tam b ié n  el T eorem a 2.1. de [36]). Sus elem entos son todos los fun

cionales u  G H ° ° ( U y  cuya restricción a la bo la  un idad  es r 0-continua. 

E ste  espacio  es un espacio de B anach  con la  no rm a in ducida  por la 

n o rm a  de W ° ( U ) ' . El espacio 'H°°(U)  puede ser do tado  con la topología 

t c de la convergencia uniform e sobre los subcon jun tos com pactos de 

G°°{U),  y M ujica  probó que los espacios { 'H°°(U),rbc) y (G °°(6 r)/, r c) 

son isom orfos (T eorem a 4.7 de [36]).Si consideram os l-ib{U) es cono

cido (T eorem a 7.3. de [37], ver tam b ién  el T eorem a 1 ju n to  con la 

P roposic ión  2 de [2 2 ]) que ex iste  un espacio  (LB) fuertem en te  aco tad a 

m en te  re tra c tiv o  Gb(U),  dado por

G b(U) =  in d nG°°(Un)

ta l  que Hb{U)  =  G¿(£/)Jj, donde (Un)n es u n a  sucesión fundam en ta l 

de { /-acotados equ ilib rados. P or tan to , y de fo rm a n a tu ra l, podem os 

considerar sobre 7 íb{U-) la  topo log ía  de la  convergencia uniform e sobre 

los su b con jun to s  com pactos de G b{U ), que tam b ién  deno tarem os por 

tc . A con tinuación  estud iam os la  relación en tre  r c y r¿c/.

Proposic ión  1.1.4  La topología t c es m ás fina  que r0.

D em ostración : Es consecuencia  d ire c ta  del hecho de que la ap li

cación evaluación

6 :  U  — > G b{U)
x  '■'-* 5X : % { & )  — ^ ®

/  ^  ¿r ( / )  =  / ( z )

es holom orfa  (P roposic ión  7.2 de  [37]). ■
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Teorem a 1.1.5. Sea X  un espacio de Banach de dim ensión  infinita y 

i '  un abierto equilibrado de X . Entonces

i) Tbci es estr ictam ente  m enos fina  que r b en 'Hb(U).

ii) rc coincide con Tq sobre cada subconjunto rb-acotado de 'Hb{U).

m )  ( n b( u ) , r bd) = ( Gb( u y , r c).

iv) ( H b( U ) , r bcly  = G b(U).

v) ('Hb( U ) Jrb) y {'Hb(U) , Tbci) tienen los m ism os conjuntos acotados.

vi) (H b(U ),T bclyb = G b(U ).

D em ostración: i) Por el Lem a 1 . 1 .1  rbci <  r¿. A hora b ien , por el 

T eorem a de B anach-D ieudonné p a ra  polinom ios (T eorem a 2.1 de [33]) 

Tbci coincide con r 0 en V ( nX )  y, por o tra  p a rte , rb coincide con la 

topo log ía  de la  norm a. Luego las topologías rbci y  rb difieren. Por 

ta n to , Tbc¡ ^  7*6*

ii) Sea A  un  subcon jun to  ^ -a c o ta d o  de Sea (/¿)¿e/ C A  una

red  To-convergente a f  £  A .  Vamos a p robar que ( / t )¿e/ r c-converge 

a / .  Sea K  un  subcon jun to  com pacto  de G b(U).  Com o G b((J) es 

fu ertem en te  aco tad am en te  re trac tiv o , K  es un subcon jun to  com pacto  

de G°°(Un) p a ra  algún n  E IN. Com o A  es r^-acotado, ex iste  una  

c o n stan te  M  > 0 ta l  que

\ f ( x ) \ < M  V / € A .

Luego el con jun to

A n :=  { f \ u n : /  €  A }

es un su b co n ju n to  aco tado  de 'H00 ( t /n ). D ividiendo por T í, podem os 

suponer que A n e s tá  conten ido  en la  bo la  un idad  ce rrad a  B n de 'H °°(Un)■ 

Si u G G °°(í/n), por definición, u \ s n es r 0-con tinua. Com o {f i \un)iei  

r 0-converge a f \ u n entonces {u{f i \un))i£i  tien d e  a u ( f \ u n)- En o tras 

p a lab ras , (f i \un)íei  tiende  a f \ u n p a ra  la topología G'oc( 6 ín )).
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El T eorem a de B anach-D ieudonné clásico ap licado  al espacio de B anach 

G-'°°(6ra) asegura  que la topología de la convergencia uniform e sobre 

su bcon jun to s  com pactos de G°°(Un ) coincide con a( 'H00(Un) . G^°{Fn )) 

en A n . Luego, ( f i \un)íei  tiende  a f \ u n sobre K .  Concluim os que ( / ¡ h e /  

tien d e  a /  p a ra  la topología r c.

A hora  la Proposición  1.1.4 nos da  el resu ltado .

iii) C om o Gb(U)  es un espacio localm ente  convexo com pleto , la con

clusión se sigue de ii) y del T eorem a (7) p.271 de [31].

iv) Por ser Gb{U)  un espacio com pleto , la  en v o ltu ra  ab so lu tam en te  

convexa y c e rrad a  de todo  subcon jun to  com pacto  es com pacta , luego r c 

es m enos fina que la topología de Mackey. Por tan to , por el T eorem a de 

M ackey-A rens (Gb{U) \  rc)'  =  Gb(U)  y por iii) ob tenem os el resu ltado .

v) De iv) se sigue que t&c/ es m ás fina que a( 'Hb(U),Gb{U)) .  Luego, 

todo  A  C y-íb(G) que sea t¿,c/-aco tado  es cr(/H¿(í7), G& (£/))-acotado. Pero 

com o TíhiU)  es isom orfo a Gb(U)'b, el con jun to  A  es <r(Gb(U)\ Gb(U))-  

aco tado  y, al ser Gb{U)  tonelado , A  es fu ertem en te  acotado . Conse

cu en tem en te , A  es Tb-acotado . Así queda  p robado  que todo  r¿c/-acotado  

es T¿,-acotado.

P or o tra  p a rte , de i) se sigue que todo  Tvacotado  es r¿,c/-acotado .

vi) Es consecuencia de v). ■

1.2 Funciones holomorfas de tipo acota
do en espacios de Fréchet

En la sección an te rio r, ha  quedado  com p le tam en te  resuelto  el p rob lem a 

de in te n ta r  estab lecer teo rem as de tip o  B anach-D ieudonné p a ra  espa

cios de funciones holom orfas de tip o  aco tado  definidas en un ab ie rto  

eq u ilib rado  de un espacio de B anach. E n  e s ta  sección, nuestro  es

tu d io  se c e n tra  en espacios de funciones holom orfas de tipo  aco tado
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definidas en un ab ie rto  equ ilib rado  de un espacio de Fréchet E  no Ba

nach. P robárem os que p a ra  espacios de F réchet-M ontel con rü =  tv se 

cum ple . Por tan to , ba jo  e s ta  condición, el teo rem a  de B anach-

D ieudonné se verifica p a ra  l ib{U )  si y sólo si r¿ =  r0. Sin em bargo  para  

espacios de Fréchet no M ontel p robarem os que r¿,c/ es e s tr ic ta m e n te  m ás 

fina que r 0.

Teorem a 1.2.1 Si U es un abierto equilibrado de un espacio de Fréchet  

no M onte l E , entonces Tbd es estr ictamente  más fina  que r 0 en Eib{E).

D em ostración: Si E  es un espacio de Fréchet no M ontel ex iste  una  

sucesión (<fn )n de funcionales continuos en el dual E '  de E  ta l que 

(4>n )n tien d e  a cero p a ra  la  topología déb il-estre lla  a ( E f, E ), pero  que 

no tien d e  a cero p a ra  la  topología  fu erte  E)  (T eorem a 2  de [10]). 

D ebido a  e s ta  ú ltim a  condición, podem os en co n tra r ó >  0 y un sub

con jun to  aco tado  A  de E  ta l que p a ra  cada  p  €  IN ex iste  n p €  EN y un 

elem en to  x p 6  A  ta l que

l< M * P)l —

Podem os suponer que la sucesión (n p) es e s tr ic tam e n te  creciente. Al 

igual que en el T eorem a 1.1.2 definim os la  función

OO 1

f e n t ( E)
p= 1

donde t > 1 viene dado  porque y A es U- aco tado  y, m ed ian te  a rg u m en 

tos sim ilares (usando  (t 2(f>np/ 5 )), ob tenem os que T  no es r0-co n tin u a  

pero  sí T{,c-con tinua. M ás aún, ob tenem os fina lm ente  que r¿,c/ es e s tr ic 

ta m e n te  m ás fina que r0. ■

El teo rem a  siguien te  nos fue sugerido por el P rofesor D ineen a  quien 

querem os exp resar nuestro  agradecim iento .
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T e o r e m a  1 .2 . 2  Si E  es un espacio de Fréchet-Montel y U es un abierto 

equilibrado de E , entonces

i) Tbd < ts en 7 i b(U).

ii) S i t0 = ru entonces  r¿c¿ =  r¿ en 7tb(U).

D em ostración: i) Sea p  una  sem inorm a r^ -c o n tin u a , y sea C  un 

subcon jun to  r^-acotado  de 7ib(U).  Com o r¡ es la topología bornológica 

asociada a  r0. C  es r0-aco tado  y, consecuentem ente , C  es re la tivam en te  

r0-com pacto . Por o tra  pa rte , al ser E  es un espacio de M ontel se verifica 

('Hb{U) ,Tb) = (7í ( U ) , t0) y, por tan to , C  es r&-acotado. Así pues, por 

definición, Tbd coincide con r 0 sobre C.  Por tan to , p ( C)  es aco tado . Lo 

que p ru eb a  que p es T¿-continua.

ii) Por el C orolario  2.44 y el E jem plo 2.46 de [15] y tienen  los 

m ism os con jun tos acotados. De aqu í que, por la Proposición  3.30 de 

[15], y rs inducen  la m ism a topología sobre los conjuntos acotados 

de 7i (U) .  C onsecuen tem en te , si r 0 coincide con entonces r0 =  Tbd =

T,̂  =  ts sobre los subcon jun tos acotados de 71(11). Por tan to , r 0 y t$

coinciden sobre los conjuntos acotados, de donde t$ <  Tbd- E sto  im plica 

que Tbd ~  Ts. ■

C om o por definición r0 <  r¿c/, el teo rem a an te rio r tam b ién  nos per

m ite  u tiliza r los resu ltados conocidos de r 0 =  p a ra  o b ten e r condi

ciones ba jo  las que se verifique la  igualdad  r 0 =  Tbd-

Corolario 1.2.3 i) S i  U es un abierto equilibrado de un espacio de 

Fréchet-M ontel E  que no admite una norm a continua y tal que r0 =  rw, 

entonces  r 0 <  Tbd en 7ib(U).

ii) Si E  es un espacio de Fréchet nuclear entonces Tq =  U d ( =  t$) en 

7ib(E) si y sólo si E  es un espacio D N .

iii) S i E  es un espacio de Fréchet nuclear con base y U es un polidisco 

abierto de E ,  entonces  r 0 =  t¿,c/(=  t¿) en 7íb(U) si y sólo si E  es un
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espacio D X .

D em ostración: i) Com o E  no ad m ite  una  no rm a continua, r¿ es 

e s tr ic ta m e n te  m ás fina que (E jem plo  2.52 de [15]). Por tan to , como 

consecuencia del T eorem a 1.2.2.ii), ob tenem os que r0 =  rM <  r$ = t^ .

ii) Se sigue d irec tam en te  del T eorem a 1.2.2.i) y del hecho de que si E  

es un espacio de Fréchet nuclear en tonces r 0 =  t¡ si y sólo si E  es un 

espacio  D X  (ver T eorem a 5.42 y T eorem a 6.36 de [15]).

iii) Se p ru eb a  de igual fo rm a que ii) dado  que el T eorem a 5.42 de [15] 

e s tá  enunciado  p a ra  polidiscos y si b ien no es así p a ra  el T eorem a 6.36 

de [15], u n a  p ru eb a  to ta lm e n te  para le la  a  la de éste  pe rm ite  o b ten er el 

resu ltado  p a ra  polidiscos. ■

N o t a  1 .2 .4  Son m uchos los au to res que han  ob ten ido  condiciones 

y ejem plos p a ra  la igualdad  r 0 =  t u . A s í ,  M ujica [34] probó que 

T0 =  r w p a ra  todo  espacio de F réchet-Schw artz. A nsem il y P on te  [1] 

han  probado  e s ta  igualdad  p a ra  espacios de F réchet-M ontel con base 

abso lu ta . D ineen [16] la probó p a ra  espacios de F réchet-M ontel con 

u n a  base incondicional de tip o  (T ). G alindo , G arc ía  y M aestre  [21] 

m ejo raron  este  resu ltado  p a ra  espacios de F réchet-M ontel de tipo  T  y 

D efant y M aestre  [13] la p robaron  p a ra  espacios de F réchet-M ontel con 

la  p rop iedad  ( B B )  n veces p a ra  todo  n  €  IN. Un resu ltado  general que 

incluye los casos an terio res puede encon trarse  en [11].

U n ejem plo  clásico de un  espacio de F réchet nuclear es el espacio C 11̂ 

de todas  las sucesiones de núm eros com plejos do tado  con la topología 

p roducto . Por tan to , por el T eorem a 1.2.2, r^i  =  rg en /H (C 1N). Pero, 

por el C orolario  1.2.3 i), r0 <  r¿.

A lo largo de nuestro  estud io  sobre la coincidencia o no de las 

topologías tq y Tf,ci hem os ob ten ido , en el con tex to  de espacios de 

F réchet, el sigu ien te  resu ltado : Si  E  es un espacio de Fréchet-Schwartz:
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que no admite  norma continua entonces Tq < r^ci en 'Hb(E)  (ver Coro

lario 1.2.3 i)). Si adem ás nos situam os en el m arco  de los espacios nucle

ares. tq = t^ i si y so lam ente  si E  tiene la p rop iedad  D N .  E sto  nos lleva 

a p regun tarnos si sólo vamos a o b tener la  igualdad de las topologías 

pa ra  espacios nucleares. N uestro  ob jetivo  va a ser d a r un e jem plo  de 

un espacio de Fréchet-S chw artz  no nuclear p a ra  el que r 0 =  r¿,c/. Di- 

neen da, sin p rueba , un ejem plo de un espacio de Fréchet-S chw artz  no 

nuclear (ver E jem plo  3 de [18]); dicho espacio será el que requiram os 

para  nuestro  ob je tivo , por ello nos parece de in terés p roporc ionar una  

p rueba del m ism o. E m pezarem os por p robar un lem a técnico.

Lema 1.2.5 Dada una matr iz  (an¿ ) n,k de números positivos existe una  

sucesión (bn)n C IN de f o rm a  que — oo para todo k  £  IN.

D em ostración : Tom am os h\ ta l  que >  1- Tom am os b2 ta l que 

b2 > 1» p a ra  i =  1,2. En general tom am os 6„ ta l que bn >  1, 

p a ra  i =  1 ,2 , ...n . Así constru ida , la sucesión (bn)n verifica que dado 

k  £  IN y N  > k,
N

E l  CLn,kbn - —  =
n = l  a n , k + l

L a l . k  L a 2,k , , L a k,k , L a k + l , k , u a N , k
b 1 ----------b b2---------- 1- . • ■ +  bk b Ojk+i------------ b • .. +  ojv  >

¿*1^+1 ^2,6+1 a k , k + 1 Ofc+l.it+l ^ N , k + l

N - k  +  1

y, por lo ta n to , =  0 0 , ta l y com o queríam os p robar. ■

E je m p lo  1 .2 .6  (ver E jem plo  3. de [18]) Sea A(A) un espacio de suce

siones F réchet nuclear con m atriz  A  =  (anik)n,k (0 <  a n,it <  an,k+1 , 

V n , k ) .  Sea (6n)„ C IN ta l que bn =  0 0  Pa ra  to<^° ^  £ TN 

d a d a  por el Lem a 1.2.5. Definim os la m a triz  C  :=  (cnijt)n,fc com o sigue.
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P ara  cada  k £  IN

t - í , k  ^ 1  ,k  C6i+1,A: Ü 2 ,k  +. . .+¿>n — i +  L, A: —  t i n . k

t-2 ,k  —  ^ l , f c  ^-6i+2, /c —  ^ 2 , k  £¿>i+ . . . + 6 n _ ; + 2 , ¿  —  t i n , k

C b \ ,k  —  fli.jfc —  ^2, /c Cb\ + .. .+ b n .k  —  t i n , k •

Se t r a ta  de una  m atriz  de K ó the  pues O <  cn¡k <  cn¿+i,  siendo el 

espacio  de sucesiones asociado

OO

A(C) =  { ( x n ) n e  C N : Pk{{xn)n) •= ^ 2  \Xn\Cn,k <  OO VA? 6 IN}
71=1

T eniendo en cu e n ta  que un espacio  de sucesiones A(D)  es de Schvvartz 

si y sólo si su m atriz  D  =  (dn¡k)n,k verifica la  p rop iedad

("7 “ “ )n  ̂ °> V fc e iN
t*n,k+1

(T eorem a 4.9 de [8]) se tiene  en p a rticu la r  que ( aanfc*t ) n  — > 0 V/r E IN. 

Por tan to ,

=  ( - ^ - ) „  — >■ 0, VA 6  IN,
Cn,k+1 ^pn,A:+l

es decir, A(C) es de Schw artz.

Sin em bargo  no es nuclear. R ecordem os que, en genera l, (T eorem a 

de [29]) A(D)  es nuclear si y sólo si

n = l  d n,k+ 1
"•* <  oo VA e  IN.

Al ser la  sucesión (]Cn=i 6wa nfc'+t )n  u n a  subsucesión de las sum as p a r

ciales de , Cn,k , se verifica que^ n- 1 C „,fc+ 1 ’ ^

oo - oo
E On.k v™' » u,n,k -------- =  2 ^ 6 , -  =  oo
n = l  Cn,k+l n= \ a 7i,A:+l

por lo que A(C) no es nuclear.
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Considerem os los espacios de Banach

l \n :=  { ( x m)m £ l\ : x m =  0 Vm >  ón } =  C 6n x {0} 

con la  n o rm a  de 11 , es decir,

6 „

|| [%Tn)m ||/Jn — ^  " l -̂ml*
771=1

D efinim os el espacio

£  :=  X ( A ) ( l bln) :=  {(;rn)n : x n £  l \n y ( | | x „ | | j j n ) „  £  A(A)} =

OO

{ (^ 77)71 : x n £ <í- y E  Iknll/fnfln.fc <  0 0  VA: £  IN}
n = l

que con la  topo log ía  gen erad a  por las sem inorm as

OO

P / c ( ( ^ 7a ) n )  •— } ] | | | | ¡ b n  Q>n,k 
71=1

es u n  espacio  de Fréchet.

P r o p o s ic ió n  1 .2 .7  £  es topológicamente isomorfo a A(C) .  

D em ostración . Definim os la  aplicación T  d ad a  por 

T  : £  — ► A(C)
(Zn)n (yTn)m ’.=  (&}, •••, x \ l , z j ,  ..., 2 # , ..., X*, ..., ...)

donde ;rn =  (z* , ...,z * n) C C 6n. La aplicación T  e s tá  b ien  defin ida pues 

si m  — bi + . . .  +  bn +  j  con 0 <  j  < bn+i ,

6 1 + . .  . + 6 n + i  £>n + i

}  ]  lUm 1̂771,/: — }  ^ \%7 1 -f. l  | ® 7 i + l , k —  H ^ T i + l  | |  l ® n + l , f c

77 l= 6 i  + . . .  +  6 n  +  l  J  =  1

por lo que (ym)m £  A(C).
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Veam os que T  es sobre. Si (ym)m £  A(C) ag rupam os sus coorde

nadas de m odo que

x i  :=  (y i, •••,£/&!,0,...) G /{l ,

*^2 • ( í /6 l  +  l  ? • ” 7 í/61+62 5 C  ^1 7

• (y&i4----+&n-i +15 • • •? ybi+...+bn-i+bn 5 0 ? • ••) £  5

E ntonces,

OO OO bn
a n,A:||^n||^n =  fln.A: l2/&l+&2+---&n-i +j I =

n = l  n = l  j  =  l

00 bn
J 2 ' H Cbl+b2+-+bn-i+j,k\ybl+b2+...bn. l+j\ <  OO ( / )
7 1 = 1  j = l

luego (x n )n G

C la ram en te  T  es inyectiva  y lineal.

De (I) se sigue la  co n tinu idad  de T  y po r el T eorem a de la  ap licación  

a b ie r ta , T  es un isom orfism o topológico. ■

C om o consecuencia  de e s te  isom orfism o el espacio  S  es de Schw artz 

no nuclear. Se puede p ro b ar que S  es de Schw artz a  p a r t ir  del hecho de 

que cad a  l \n es de d im ensión  fin ita . C o n cre tam en te , D ineen estab lece , 

sin p ru eb a  en [18] (E jem plo  4), el sigu ien te  resu ltad o  del que ap o rtam o s 

u n a  p rueba .

P r o p o s ic ió n  1 .2 .8  Sea A(A) un espacio de sucesiones de Schwar tz , y 

sea E n un espacio de Banach para cada n  G IN. El espacio

E  :=  A( A ) ( { E n} n ) =  { (x n)n : x n G E n y  (||a:„ ||)„  €  A(A)}

dotado con la topología generada por las sem inorm as
OO

p ((^n)n ) •— ^  y ^ntp|]^n||
7 1 = 1
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es un espacio de Schwar tz  si y solamente si cada E n es de dimensión  

f ini ta.

D em ostrac ión . La condición c la ram en te  es necesaria  pues cada  E n 

se pu ed e  iden tificar con un subespacio  de E  m ed ian te  las inclusiones

E n — > E
x n (0 ,.. . ,  0, x n, 0 ,.. .) ,

donde x n e s tá  s itu ad o  en la posición n -ésim a. D icha inclusión es con

tin u a  d ad o  que

P ((0 5 0, X n , 0, ...)) — ||3?n||^n,p

y todo  espacio  de B anach  que sea de Schw artz es de d im ensión  fin ita.

Si suponem os ah o ra  que cad a  E n es de d im ensión  fin ita  hem os de 

p ro b ar que  d a d a  u n a  sem inorm a con tinua  p  ex iste  o tra  q > p  ta l  que 

la  ap licac ión
E  y E

K e r  q K e r p
x  +  K e r  q ^  x  +  K e r  p

es p reco m p ac ta . E sto  es equ ivalen te  a  p ro b ar que d ad a  u n a  sem ino rm a 

co n tin u a  p  ex iste  o tra  q > p  ta l  que la  id en tid ad  { E ,q )  — > ( E , p )  es 

p reco m p ac ta . Sea p  u n a  sem inorm a co n tin u a  de E.  C om o A(A) es 

S chw artz  ex is te  u n a  sem inorm a co n tin u a  q > p  ta l que la  id en tid ad  

(A (A ),g ) — > (A(y4),p) es p recom pacta . V eam os que esto  im p lica  que 

( E , q )  — y ( E , p )  es p recom pacta .

Sea (x l)¡ u n a  sucesión en E  con x l =  ( z j jn  y ta l  que

OO

=  X )  \\X n \ \ a n,q <  1 Vn €  IN. 
n = l

T enem os que p ro b ar que ex iste  u n a  subsucesión de (x l)i que sea p- 

Cauchy. P o r ser la  id en tid ad  (A( A ) , q )  — > (A (A ),p) p reco m p ac ta , la  

sucesión ( ( ||^ n ||)n )/ es p -p recom pacta . P or ta n to  posee u n a  subsucesión
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que seguirem os d eno tando  (( ||£ ¡J |)n )/, de m odo que dado  e > 0 ex iste  

lo G IN ta l  que s, t  >  /0 im plica

00 e
p ((IK ID »  -  (ll* ill)» ) =  E I K l l  -  IK II K p  <  7-n=l D

P ero  com o x l° G E  se tiene  que la  sum a  I t ó  llan,P es fin ita , por lo 

que ex iste  un n 0 G IN ta l que £ n>no | |x ¿ | |a n>p <

A sí si / >  lo

E  \\x n \ \ a n.p >  E  l i l i l í  “  llx n IIK.p +  E  llx » IK.P <  \  \
^  0 0 0n<n o n>no n>n<)

C om o por h ipó tesis cad a  espacio E n tien e  d im ensión  fin ita  y K l l  <  

-̂1—, podem os e x tra e r  p a ra  cada  n  G IN un a  subsucesión de (x ln)¡e j  

que  sea de Cauchy. A plicando el m étodo  diagonal de C an to r podem os 

a su m ir adem ás que el con jun to  de superínd ices J  C IN es el m ism o p a ra  

to d o  n  G IN. P or lo que ex iste  / i  G IN (podem os elegir l \  >  lo)  ta l  que 

1,1' >  h-, 1,1' £  J j im plique

de donde

Lo que p ru eb a  que (x l)¡e j  es p-Cauchy. ■

Si p a rtim o s  ah o ra  de un espacio de sucesiones A(A) F réchet nu 

clear que ten g a  adem ás la  p rop iedad  D N ,  y constru im os el espacio  de 

F réchet-S chw artz  no nuclear £ , com o cada  E n — l\n es de d im ensión  

fin ita , por el T eorem a 4 de [18], las topologías r w y coinciden en  el
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espac io  % (£ ). P a ra  dicho espacio, por ser Schw artz, se verifica r 0 =  ru 

y com o consecuencia  del T eorem a 1.2.2 ii) se verifica fina lm en te  que

? 0  T~u> — 7"<S — T¿c/ .

1.3 La topología t&c/

E n  las secciones an terio res hem os in troduc ido  u n a  nueva topología  en 

el espacio  EíbiLf) de aplicaciones holom orfas de tip o  aco tado  definidas 

en  u n  ab ie r to  equ ilib rado  U de un  espacio de Fréchet E , d en o tad a  

Tf)Ci , que su rg ía  de fo rm a n a tu ra l  al in te n ta r  e lab o rar teo rem as de tip o  

B anach -D ieudonné  p a ra  dicho espacio. Con este  propósito , definíam os 

la  topo log ía  Tbd com o la  topo log ía  loca lm en te  convexa m ás fina en 

Wb(U)  que coincide con la  topo log ía  co m p ac to -ab ie rta  r0 sobre los con

ju n to s  r^-acotados de % ,(£ /). Sin em bargo , en el con tex to  de espacios 

lo ca lm en te  convexos, siem pre se persigue u n a  descripción  de un sis tem a 

fu n d am e n ta l de sem inorm as que genera  la  topología  del espacio. E s ta  

sección e s tá  d ed icada  a  la  descripción  de la  topología  r¿c/. E n  la  p rim era  

p roposic ión  se d e ta lla  la  topología  Tbd siguiendo el m ism o tip o  de ideas 

que  ap arecen  en  [12] p a ra  las topologías m ix tas . D espués se p ru eb a  que 

la  fam ilia  de espacios de polinom ios m - hom ogéneos To))m es

u n a  descom posición ¿>-Schauder de ('Hb(£7), t&c/), siendo d icha  descom 

posición a b so lu ta  si el espacio  E  es un espacio de B anach  o bien si 

U =  E.  E sto  nos p e rm itirá  d a r u n a  descripción  de un  s is tem a  funda

m en ta l de sem inorm as p a ra  Ud-

Sea B  un  s is tem a  fu n d am en ta l de con jun tos r¿-acotados en %b{U).  

P a ra  cad a  fam ilia  V :=  (V h )se s  de r 0-en to rnos de 0 consideram os el 

con jun to

(3[V) =  co(Ub £b {Vb  H B )) 

donde co(F)  d en o ta  la  en v o ltu ra  convexa de F.  E n tonces, com o pode
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m os suponer que B es tá  fo rm ado  por con jun tos convexos de m odo que 

olB  E B p a ra  todo  B  E B  y todo  a  E (D \  {0}, es fácil (aunque  largo) 

com probar que la  fam ilia  ( 0 { V ) ) v  fo rm a un a  base de en to rnos de 0 para  

u n a  topo log ía  localm en te  convexa, digam os r ,  en %{,(£/).

Si consideram os B t  la  fam ilia  de todos los subcon jun to s r¿-acotados 

de 'Hb(U), y p a ra  cad a  fam ilia  V :=  ( VB)BeBr  de ^o-entornos de 0 

consideram os el con jun to

Pt {V) =  co(Ub60t (Vb fl B))

se tien e  que dicho con jun to  es un r-e n to rn o  de cero ya que dado un 

s is tem a  fu n d am e n ta l de aco tados B , to m an d o  W q  :=  V b  si B  E B  

y W  :=  ( W b ) b e b  en tonces /?(W ) C 0 t ( V ) .  Pero  adem ás, la fam ilia  

( P t { V ) ) v  es un  s is tem a  fu n d am en ta l de r-e n to rn o s  de cero ya que si 

/?(V), donde V =  {Vb)bclB^ es un r -e n to rn o  de cero, por ser B  s is tem a 

fu n d am e n ta l de T&-acotados p a ra  cada  C  E B t  \  B  ex iste  B e  E B  de 

m odo que C  C  B e -  D efinim os W c  •= V sc Sl C  E B t  \  B  y W c  •= Ve 

si C  E B.  E n tonces, si llam am os W  :=  (W c ) c e s T» se tien e  fiue

I3t ( W ) =  co(U c€St (C  fl W c ) )  =  co(U c6fí(C  fl W c )  U Uc $b { C  D W c )) C

c o ( U c gb ( C  fl Ve)  U Uc $b { B c n  Vb c )) =  c° { ^ c e B ( C  fl Ve))  =  P{V) .

E n la  p ró x im a  proposición  tra b a ja rem o s  con el s is tem a  fu n d am en ta l de 

en to rnos de cero generado  po r la  fam ilia  B t •

Proposic ión  1.3.1 r =  Tbc¡.

D em ostración : P robem os en p rim er lugar que r  coincide con r 0 

sobre los subconj un tos r¿,-acotados de /Hb(U).  Sea V  un  r 0-en to rno  de 0 

en l-ib{U). T om em os V :=  (Vs )BeBT donde V b  — V  V B  E B t . E n tonces

Pt (V)  =  co ( U b gs t (Vb fl B )) C V
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y por ta n to  V  es un  r-e n to rn o  de 0. Así pues, r 0 <  r .

C onsiderem os ah o ra  un subcon jun to  r&-acotado B  de 'Hb(U), y sea 

Cb  := B  — B  E B t -  Un r-e n to rn o  en B  de un  elem ento  x 0 E B  tiene  

la  fo rm a (x0 +  A r(V )) H B , donde V =  (V c )c z b t - 

T enem os que

( x o  +  VcB) H  B  C  ( x o  +  P t ( V ) )  f l  B .

y consecuen tem en te , r | s  <  r 0|s .  Por lo que ob tenem os la  igualdad  

t \b  = ro| B -

Sea Ti u n a  topo log ía  loca lm en te  convexa ta l  que p a ra  cad a  con jun to  

W  r i-a b ie r to  y convexo y cada  con jun to  A  r¿-aco tado , la in tersección  

A  fl W  es un  su b co n ju n to  ab ie rto  de (A , toIa).

P o r definición de r l7 p a ra  cada  B  E B t ,  B  C\ W  es ab ie rto  en 

( B , r 0|s ) .  Así, si x  E B  fl W  ex iste  un  r0-en to rno  de 0 Vb ta l  que

(VB +  x ) n B  C  B D W .

D e este  m odo  ob tenem os

(Vb f l  ( B  — x))  +  x  =  (Vb +  x)  f l  B  C  B  Í ) W  C  W,

luego Vb fl ( B  — x)  C  W  — x  lo que p ru eb a  que UB£Bt (Vb  D ( B  — x )) C  

W  — x.  Si llam am os Cb := B  — x  entonces { C b  • B  E B t }  =  B t -  

L lam am os W c B :=  Vg y W  =  ( W c ) c z b t - E ntonces,

#r(V V ) =  co(l)Bet3T( W c B fl C b ) )  = co(UBeBT(VB H ( B  — x )))  C  W  — x.  

E s to  p ru e b a  que r  es m ás fina que T\ y, de acuerdo  con la  definición de

T~bcl, T — Tbd • "

C onsiderem os V ( m E )  do tado  con la  topología  in d u c id a  p o r Ud-  En 

p rin c ip io  é s ta  es m ás fina que la  topología  localm ente  convexa m ás fina
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que coincide con r 0 sobre los aco tados de V ( mE ), es decir, la  topo log ía  

Tbd p rop ia  de los polinom ios hom ogéneos. A hora  bien , com o la in d u c id a  

es m ás fina que r 0 y por el teo rem a  de B anach-D ieudonné p a ra  po li

nom ios r0 coincide con r¿,c/ en los polinom ios hom ogéneos, tenem os que 

la  topo log ía  in ducida  por Ud  en  V ( mE )  es la  p rop ia  Tbd de V ( m E )  y  

por ta n to  r 0. Vam os a p robar que la  fam ilia  ( V ^ E ) ,  Pm ) donde P m es 

la  proyección d ad a  por

Pm- n b{u) — ► v { m E ) ,  

f  P m U )

es u n a  descom posición «S-Schauder del espacio ( 'Hb{U),Tbd) p a ra  cua l

qu ier ab ie rto  equ ilib rado  U de un espacio de F réchet E.  M ás aún , si 

U = E  o b ien  E  es un  espacio  de B anach  d icha  descom posición es 

ab so lu ta . P a ra  ello apo rtam os u n a  p ru eb a  a m odo de lem a del hecho 

b ien  conocido de que ( ( V ( mE ) ,  r¿,))m es una  descom posición <S-absoluta 

de (7íb(U),  r¿,), cuando  U  es un  ab ie rto  equ ilib rado  de un espacio  de 

F réchet E  (ver por ejem plo [40]). T am bién  puede  ser deducido  de la 

P roposición  3.2 de la  p resen te  m em oria  p a ra  espacios de B anach .

L e m a  1 .3 .2  Sea E  un espacio de Fréchet y U un abierto equilibrado de 

E  E) ,Tb) )m es una descomposición S-absolu ta  de (%&({/), r¿).

D em ostración : R ecordem os que

S  :=  { ( a n)n C  €  : lím su p  |a n |1/n <  1}.
n —* oo

H em os de p ro b ar que p a ra  cualqu ier a =  (an)n G S  y  cualqu ier con jun to  

B  U-aco tado , la  sem inorm a q ( f )  =  ¿ l ^ =0 |a m |||^ m /||B , /  £  B-b(U) es 

co n tin u a  en ('Hb(U)^Tb).

Sea t > 1 ta l  que t 2B  sigue siendo CZ-acotado.

C om o l ím su p m_>.00 \am \l l m <  1 ex iste  m 0 G IN ta l que si m  >  m 0 

en tonces \am \l l m <  t. Luego, usando  las desigualdades de C auchy en el
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ú ltim o  paso,

OO OO

771 =  0

lo que p ru eb a  el lem a. ■

P r o p o s ic ió n  1 .3 .3  Sea E  un espacio de Fréchet y U un abierto equi

librado de E .  ( ( V ( m E ) ,  Tbd))m una descomposición S -S ch a u d e r  de

D em ostración : H em os de p robar que dado a =  (an)n G <S, si /  G 

HbiU) ,  en tonces Y,m=oa™Pmf  converge en ('Hb{U),Tbci). Por el Lem a 

1.3.2 g  =  Y2m=0 a mPm f  €  0Hb(U ). Luego la  sucesión de sum as parciales 

m=0 amPm f ) n  converge a g  p a ra  r¿, y p o r ta n to  p a ra  r 0. Com o adem ás 

{Z!m=o am P m f  ' ti G IN} U {<7} es 7v a c o ta d o  la  convergencia se d a  p a ra

T 'bc l• B

P r o p o s ic ió n  1 .3 .4  Sea E  un espacio de Fréchet.  ( ( P ( mE ), r tc/) )m es 

una descomposición de Schauder absoluta de (/Hb(E),Tbd)-

D em ostración : H em os de p ro b ar que d ad a  u n a  sem inorm a con tinua  

p  en ('H b{E) ,T bd ) la  serie q ( f )  =  £m =o p { P m f)  converge p a ra  cualqu ier 

/  G FíbiE)  y  define u n a  sem ino rm a T&c/-continua. P a ra  ello tom em os 

C  C  Fib{E)  T¿-acotado. D efinim os el con jun to  D  dado  po r

( H b ( U ) , Tbd) .

D  :=  r ( C  U { P mf  : f e C ,  m  =  0 ,1 ,2 , . . .} )

donde L ( H )  d e n o ta  la  en v o ltu ra  ab so lu tam en te  convexa de un con jun to  

H .  C om o por las desigualdades de C auchy

2m Pm f h  = \\Pmf\\2A < \\fWlA
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p a ra  todo  A  C E  aco tado  y equ ilib rado , D  es r¿,-acotado por lo que Tbd 

coincide con tq en D. Luego la res tricc ió n  de p  a  D es r 0 y por ta n to  

T{, con tinua . De aqu í que ex is tan  B  C  E  a c o ta d o  y I \  > 0 tales que si 

Wq Wb  <  K  en tonces p(g)  <  1 \/g £  D.  Sea M  :=  m á x { I \ , s u p geD | |^ ||b } . 

Si /  G C , com o <  1 y D  es e q u ilib ra d o  en tonces  ~ 2 m Pmf  G 

D  y com o \ \ ^ 2 m Pmf \ \ B < <  K  en to n ces  p ( ^ 2 mPmf )  <  1.

De donde p (P mf )  <  rn =  0 ,1 ,2 , . . . ,  p a ra  to d o  f  e  C.  E s ta

desigualdad  m u e s tra  que la  serie J2m=o P ( P m f )  converge un ifó rm en te  

en C.  P or el teo rem a  de B anach -D ieudonné  p a ra  polinom ios la  res

tricción  de p  a  cada  V ( m E)  es r 0-co n tin u a , y com o el lím ite  un iform e 

de funciones con tinuas es continuo  conclu im os q u e  la  sem in o rm a  q ( f ) =  

e s  T o - c o n t i n u a  en (7, siendo C  u n  subco n ju n to  aco tado  

a rb itra rio  de 'Hb{E). E sto  p ru eb a  que q es r¿,c/-con tinua . ■

Si repasam os ráp id a m e n te  las p ru eb as  de los tre s  ú ltim os re su lta 

dos nos dam os cu e n ta  de que éstos son válidos p a ra  cualqu ier espacio  

loca lm en te  convexo E.

P roposic ión  1.3.5 Sea E  un espacio de Fréchet  y U un abierto equili

brado de E .  Sea p una s e m inorm a  r^-cont inua en Ptb{U)} entonces p es 

Tbd-continua en Etb(U) si y solamente si  su restricción a cada V i ^ E )  

es TQ-continua.

D em ostración : La condición es c la ram e n te  necesaria  com o conse

cuencia  del T eo rem a de B anach-D ieudonné p a ra  polinom ios.

Supongam os ah o ra  que p  es u n a  sem in o rm a  r¿,-continua cuya res

tricción  a cad a  V { m E ) es r 0-con tinua. P ro b em o s que la sem inorm a

OO

?(/) = E ÁP~r¡
m— 0

es 7&c/-con tinua.
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T enem os que p ro b ar que q e s tá  bien defin ida y es r 0-con tinua  sobre 

los r¿-aco tados. Tom em os p a ra  ello un ry-aco tado  C  y sea {/»}*£/ una  

red  en C  r 0-convergen te  a  un  elem ento  f  €  C.  H em os de p robar que 

q(fi )  converge a  q( f ) .  C om o p  es r¿-con tinua ex iste  un  subcon jun to  

[ /-aco tad o  B  de [ / ,  que podem os suponer sin p é rd id a  de genera lidad  

equ ilib rado , y u n  k > 0 tales que

p( f )  <  k\ \f \ \B V f e H b(U).

Sea t > 1 ta l  que  t B  es [/-aco tado . Al ser C  r^-acotado, ex iste  M  > 0 

ta l que \\g\\tB < M  p a ra  todo  g  £  C.  Así pues,

t mp(P mg) <  k t m\\Pmg\\B =  k\\Pmg\\tB <  k\\g\\tB <  k M

es decir

p(Pmg) <  l ^ k M  Vg €  C

de donde la  serie  Ylm=oP(Pm9)  converge un ifo rm em en te  en C.  Com o 

C  es a rb itra r io  es to  p ru eb a  por un lado que q e s tá  b ien  defin ida, pero  

adem ás al ser la  res tricc ión  de p  a  cada  V ( m E )  ro -con tinua  y com o el 

lím ite  u n ifo rm e de funciones continuas es con tinuo , concluim os que q 

es To-continuo en  C.  P or ta n to  q es 77,c/-con tinua. P o r ú ltim o , como

oo

p ( f )  <  E Á P m f )  =  <?(/) V / e M U )
m=0

la sem in o rm a  p  es Tbd-continua. ■

N o tar que la  condición suficiente es v á lid a  en general p a ra  espa

cios lo ca lm en te  convexos m ien tras que la  condición necesaria  es vá lida  

p a ra  espacios lo ca lm en te  convexos m etrizab les ya  que hacem os uso del 

teo rem a  de B anach-D ieudonné  p a ra  polinom ios válido  en este  con tex to  

(T eorem a 2.1 de [33]).



34 Cap. 1. Sobre el teorem a de B anach-D ieudonné.

N o t a  1 .3 .6  E sta  proposición  nos p e rm ite  sim plificar considerab lem en te  

las p ru eb as  de los Teorem as 1.1.2 y 1.2.1 dado  que la sem inorm a T  que  

se define por

OO

TU)  =  E \ P m f U m / t ) \  V /  €  n b(U)
77 1 = 0

donde la  sucesión ( x m/ t )  es la  d ad a  según cada  u n a  de las p ruebas , es 

r^-con tinua  y adem ás

T ( P )  = \ P ( x m/ t ) \  V P  G V ( m E )

por lo que Xjp(m£) es T0-co n tin u a  p a ra  cada m  G IN. Así pues, o b te 

nem os d ire c tam en te  que T  es Tbd~con tinua .

P a ra  o b ten e r resu ltados p len am en te  satisfacto rios necesitam os t r a 

b a ja r  con espacios de B anach .

P r o p o s ic ió n  1 .3 .7  Sea X  un espacio de Banach  y U un abierto equili

brado de X . Una sem in o rm a  p  en 'Hb(U) es Tbd-continua si y  solamente  

si p  es Tf,-continua y su restricción a cada V ( mX )  es To-continua.

D em ostración : Al ser X  un  espacio  de B anach , por el L em a 1.1.1 

Tbci <  Tb en 7íb(U).  Luego to d a  sem in o rm a  r¿,c/-con tinua  es r¿,-continua 

y b a s ta  ap licar ah o ra  la  proposición  an te rio r. ■

Las ideas que aparecen  en  la  p ru eb a  de la P roposición  1.3.5 ju n to  con 

un  a rg u m en to  de tonelación  nos llevan a o b ten er la  sigu ien te  descripción  

de las sem inorm as 7&c/-continuas.

P r o p o s ic ió n  1 .3 .8  Sea X  un espacio de Banach y U un abierto equi

librado de X .  La topología Tbd en l-Lb{U) está generada por  todas las 

se m in o rm a s  p que verifican:

i) V i í )  =  E m = o P (^ m /)  para todo f  G U b{U), y

ii) la restricción de p  a cada V ( mX )  es r0-cont inua.
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D em ostración : Sea p u n a  sem inorm a que verifica i) y ii). P a ra  ver 

que p  es T{,c/-con tinua  b a s ta  p ro b ar por la  P roposición  1.3.7 que p  es 

T¿,-continua, o lo que es lo m ism o, que el con jun to  V  dado por

V : =  { f  €  M U )  : p ( f )  <  1}

es un 7t,-entorno de cero. B a s ta rá  p robar que V  es un  tonel puesto  que 

por ser X  un  espacio  de B anach  {%b{U)1Tb) es de F réchet y por ta n to  

tonelado .

P or ser p  sem in o rm a  el con jun to  V  es ab so lu tam en te  convexo y 

abso rben te . A dem ás p o r la  condición i) se tiene  que

oo n

V  =  f l  { /  €  M U ) : £  p { P m f )  <  1}
71 =  0  771= 0

que ju n to  con ii) p ru e b a  que V  es r0-cerrado  y por ta n to  r¿-cerrado. 

Así pues V  es un  tonel en  el espacio de F réchet ('H b { U ) , u ) y conse

cu en tem en te  un  Tfc-entorno de cero.

H asta  aq u í hem os p ro b ad o  que to d a  sem ino rm a que verifique i) y 

ii) es r¿c;-con tinua .

Por el L em a 1.1.1 cad a  sem in o rm a  q Tf,c/-con tinua  es r¿,-continua. De 

aquí que po r la P roposic ión  1.3.2 la  sem ino rm a pq d ad a  por

oo

PÁf )  =  S
77 1 = 0

es tá  b ien defin ida  y es r¿,-continua. Com o pq coincide con q sobre V ( mX )  

p a ra  to d o  m  6  IN, tenem os p o r u n a  p a rte  po r el T eorem a de B anach- 

D ieudonné p a ra  po linom ios que p q es r 0-co n tin u a  sobre cada  V ( mX )  y 

por o tra  p a r te  que

oo oo

PÁf )  =  £  q(Pmf)  =  £  P Á P M )
7 7 1 = 0  7 7 1 = 0
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p a ra  cad a  /  £  'Hb(U). Por la P roposición 1.3.7 pq es r ^ - c o n t in u a .  

F in a lm en te , com o q < Pqi se sigue que la fam ilia  (p q) es uní s is tem a  

fu n d am en ta l de sem inorm as con tinuas p a ra  Tbd- ■

P r o p o s ic ió n  1 .3 .9  Sea X  un espacio de Banach y U un abierúo equili

brado de X . Entonces  ( V ( mX ) ,  Pm) es una descomposición de Schauder '  

absoluta de { 'Hb(U),nd)-

D em ostración: Es consecuencia d irec ta  del a p a r ta d o  i) de lia p ropo

sición an te rio r. ■



Capítulo 2 

Espacios ponderados de 
funciones holomorfas

D ado el in te rés de los espacios ponderados en varios cam pos del análisis 

funcional, son m uchos los au to res que h an  e s tu d iad o  dichos espacios 

(en tre  estos au to res cabe  destacar R ubel y Shields [42], W illiam s [49], 

B ie rs ted t y Sum m ers [9] y B ie rs ted t y B onet [6]). Sin em bargo , to 

dos estos tra b a jo s  se lim itan  a espacios ponderados de funciones holo

m orfas definidas en  (ab ie rto s  de) espacios de d im ensión  fin ita . En este  

cap ítu lo  definim os espacios ponderados de funciones holom orfas cuando 

éstas e s tá n  defin idas en  (ab iertos de) espacios de B anach  de d im ensión  

in fin ita .

E n  el p rim er a p a rta d o  nos lim itam os al estud io  de dichos espacios 

p a ra  un  solo peso. A sí deno tarem os por 'Hv(U)  el espacio ponderado , 

p a ra  un  único  peso u, de funciones holom orfas de tip o  aco tado  definidas 

en un  a b ie rto  U de u n  espacio de B anach  X .  G racias al peso v definim os 

u n a  n o rm a  en  'Hv(U)  que le confiere e s tru c tu ra  de espacio  de B anach. 

En conexión con el cap ítu lo  1 de e s ta  m em oria , estud iam os la  topología  

lo ca lm en te  convexa m ás fina en 'Hv(U)  que coincide con r0 sobre los 

con jun tos aco tados de 'Hv(U),  y carac te rizam os un  s is tem a  de sem i-

37
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norm as que generan  d icha topología. T am bién  ob tenem os que el dual 

fuerte  de 'Hv(U)  con e s ta  topología  es topo lóg icam ente  isom orfo al pre- 

dua l de 'Hv(U)  con la n o rm a  asociada al peso v. Un in terés añad ido  

de estos espacios es que se pueden  considerar u n a  generalización  del 

espacio  %00(U)  de funciones holom orfas y aco tadas sobre U  sin  m ás 

que considerar com o peso la  función co nstan te  1. G racias a  ello, estos 

resu ltados generalizan  a su vez los obten idos po r M ujica  p a ra  'Hco(U)  

(T eorem as 4.4 y 4.5 de [36]).

2.1 El espacio 7-¿u(í7)

Sea X  un  espacio de B anach  y U  C  X  un  subcon jun to  ab ie rto . L la

m am os peso a to d a  función v  defin ida en U  y con valores reales. En 

es te  a p a rta d o  tra b a ja rem o s  con pesos que supondrem os s iem pre  po

sitivos (esto  es v ( x )  >  0 Vz G U)  y y que alcancen  el ínfim o sobre 

cua lqu ier con jun to  com pacto , esto  es, si K  es un  con jun to  co m p ac to , 

ex is te  xq G K  ta l que u (z 0) =  m ín^A ' v{x )  >  0. E s ta  condición  se 

verifica, por ejem plo, si v  es sem icon tinua  inferiorm ente.

Definim os el espacio

H v ( U )  :=  { /  €  H ( U )  : \ \f\\v :=  s u p v ( x ) \ f ( x ) \  <  0 0 }
xeu

y lo do tam os con la  topología  d ad a  por la  n o rm a  ||. | |v, que llam arem os 

rv .

R ecordem os que u n a  función g  : U — ► C se anu la  en la f ro n te ra  de 

U  si p a ra  todo  e >  0 ex iste  A  C U U-aco tado  ta l que

|<7(x)| <  e Vz €  U \  A.

D efinim os tam b ién  el subespacio  'Hvo(U) de 'Hv(U)  m ed ian te

'Hvq(U)  :=  { /  G 'Hv(U)  : v f  se anu la  en la  fro n te ra  de U }
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P rop osic ión  2.1.1 Si  U es un abierto acotado se cumple:

i) H v ( U )  contiene a los pol inomios cont inuos si, y sólo si, v está 

acotado.

ii) 'Hvq(U)  contiene a los pol inomios continuos si, y sólo si, v se 

anula en la frontera  de U .

D em ostrac ión . Si PLvfó)  (Pívq( U )) contiene a los polinom ios con

tinuos, en p a rtic u la r  contiene a las constan tes, por lo que el peso e s tá  

aco tad o  (se a n u la  en la  fro n te ra  de U , respectivam en te).

Supongam os que v  e s tá  acotado . P or ser U  aco tado , todo  polinom io 

con tinuo  P  e s tá  aco tado  en U. Así pues,

sup  u ( x ) |P ( x ) | <  sup v (x )  sup |P (a ;) | <  oo,
x&U x£U x&U

y, po r ta n to , 'Hv{U)  contiene a los polinom ios continuos.

S upongam os fina lm en te  que v se anu la  en la  fro n te ra  de U. Sea P  

un  po linom io  con tinuo  y e > 0. Por ser U  aco tado , P  e s tá  aco tado  en 

U , d igam os p o r M .  C om o v se an u la  en la  fro n te ra  de U  ex iste  A  C U  

U-aco tad o  ta l  que v ( x )  < t / M  p a ra  todo  x  6  U \  A.  Luego

u (x ) |P (a :) | <  v ( x ) M  < c V x  €  U \  A ,  

lo que p ru e b a  que v \P \  se anu la  en la  fro n te ra  de U. ■

V eam os algunas p rop iedades de rv .

P roposic ión  2.1.2 E n  P i v ^ ) ,  la topología rv es más  f ina que r 0.

D em ostración : Sea K  C  U  com pacto  y sea m  :=  m ín r^ A '^ í^ ) >  0. 

E n tonces,

l / ( * ) l  =  4 % ( * ) l  <  - 1 1 / 1 1 ,  V z  e  K  V /  6  U V(U),vyx)  m

de donde

sup | / (* ) |  <  — || / | |w v / e M . ( £ 0 ,
xeK rn
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lo que prueba q u e  t 0 <  rv . ■

D enotem os p o r  B v :=  { /  £ 'Hv(U)  : | | / | | v <  1}.

Proposición 2.1*3 El conjunto B v es r0-compacto.

D em ostración: C om o r 0 <  r v, B v es r 0-aco tado . F a lta  p ro b ar que 

B v es cerrado e n  el espacio de M ontel ( % ( [ / ) ,  t 0 ) .  Sea ( f d ) d e D  u n a  red 

en  B v T0-coiivergente a  /  £ H ( U ), hem os de p ro b ar que | | / | | v <  1. 

C om o la r0-convergencia  im p lica  la  convergencia p u n tu a l, p a ra  cada  

x £ U,  la red (v(x) \ fd{x) \ )d€D converge a v( x) \ f ( x) \ ,  y com o p a ra  cada  

d e  D

su p  v (x ) \ f¿ (x ) \  = \\fd\\y < 1 
XEU

concluim os que

sup v ( x ) \ f ( x ) \  =  11/11,, <  1 
x e u

u

Proposición  2.1*4 ('Hu(C/), | | . | |v) es un espacio de Banach.

D em ostración: De la  proposición an te rio r se sigue que, en p a rtic u la r , 

la  topología  tv posee un  sis tem a  fu n d am en ta l de en to rnos de cero que 

son r 0-cerrados en /H{U).  A dem ás, (7í ( U ) , t0) es com pleto  y com o r 0 <  

tv , el resu ltad o  18.4(4) de [31] nos p e rm ite  concluir que (H v ( U ), | | . | |v) 

es com pleto . ■

Así pues, {jHv{U), ||*||v) es un espacio de B anach  cuya b o la  u n id ad  

c e rrad a  es r 0-com pacta . De aqu í que, por el T eorem a de Ng [38], el 

espacio

Gv(U)  :=  {4> £  H v ( U Y  • 4>\b v es r 0 — con tinua}

con la  topología inducida po r la  no rm a de 'Hv(U) '  es un  espacio  de 

B anach  que  verifica

G v(U ) '  =  H v ( U )
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m ed ian te  un  isom orfism o isom étrico .

C onsiderem os en 'Hv(U)  la  topología  (loca lm en te  convexa) m ás fina 

que co incide con r 0 sobre los conjuntos de 7-£u(£/) ||.'^ -aco tados. De 

acuerdo  con n u e s tra  no tac ión , deno tarem os a e s ta  topología 7 ¿,c (r¿c/ 

re sp e c tiv a m e n te ) .

R ecordem os que un espacio de Saks es un a  te rn a  [E, | | . | | , T) donde 

E  es u n  espacio  vecto ria l, r  es u n a  topo log ía  localm ente convexa en E  y 

| | . || es u n a  n o rm a  en E  de m odo que la  bo la  un idad  cerrada B  de ( E ,  | | . | |) 

es r -a c o ta d a  y T -cerrada. A dem ás, en el espacio de Siks ( £ ,  | | - | | , t )  se 

puede  defin ir la  topología m ix ta  7 [ | | . | | , t ]  del siguiente m odo: si U  : =  ■ 

(Un)n es u n a  sucesión de r-e n to rn o s  de cero abso lu tam ente  convexos, 

la  fam ilia  fo rm ad a  po r los conjuntos

7 (¿ 0  :=  u Z i ( U i  n  B  +  . . .  +  Un n  n B )

al v a ria r U , fo rm a u n a  base de en to rnos de cero p a n  u n a  topo log ía  

lo ca lm en te  convexa en E  que deno tam os 7 [ | | . | | , t ] .  D idia to po log ía  es 

la  to po log ía  localm en te  convexa m ás fina en E  que coim ide con  r  sobre 

los aco tados de (E , ||. ||)  (P roposición  1.1.5 de [12]), y si 3  es r -c o m p a c to  

en tonces 7 [ | | . | | , t ]  es la  topo log ía  m ás fina verificando d icha  condición  

(C oro lario  1.4.2 de [1 2 ]).

C om o la b o la  u n id ad  ce rrad a  B v de ('HV(U),  ||.||„ ) es ro -co m p ac ta  

(P roposic ión  2.1.3), el espacio ('HV( U ) 11|. ||v, 7o) es de Scks y las topo lo

gías 7  :=  7 [||.||t/> t0], rhd y rhc coinciden.

A gradezco  a  K .D . B ie rs ted t el h ab erm e  hecho notcr las sigu ien tes 

consideraciones:

C onsiderem os el espacio C(U)  de las funciones contiiuas de U  en  C. 

E l espacio  p onderado  de funciones con tinuas en  U viem d a d o  por
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y se le d o ta  de la n o rm a  | |. | |v. En C v {U ) consideram os la  topología m ix ta  

7 c  esto  es, la  topología  (localm ente  convexa) m ás fina que coincide con 

T0 sobre los H .^ -aco tados de Cv(U).  Com o todo  ||.||„ -aco tado  de 'Hv{U)  

es un ||.||,,-aco tado  en Cv(U),  la topología in d u c id a  por 7 c en 7 iv (U )  es 

m enos fina (no e s tr ic tam en te ) que 7 . K .D . B ie rs ted t probó la ig ualdad  

de am bas topologías del sigu ien te m odo:

P r o p o s ic ió n  2 .1 .5  (Cv(U),  7 C) induce en 7 ív (U)  la topología 7 .

D em ostración . C om o (Cv(U),  7 C) induce u n a  topología  m enos fina 

que 7  en l~iv{U), la inclusión canónica

( H v( U) , 7 ) — >(Cv ( U) , 7 c)

es con tinua . A hora b ien , por [44] (Cv(U),  j c) es un  espacio g D F  (R ecor

dem os que un  espacio localm ente  convexo ( E , t ) es un  espacio g D F  

si posee un s is tem a  fu n d am en ta l num erab le  de acotados A  y  r  es la 

topo log ía  loca lm en te  convexa m ás fina que coincide con r  sobre  los 

e lem entos de A )  y com o ( 'Hv(U),  7 ) es sem i-M ontel, se sigue po r el 

L em a de B aern ste in  (ver, por ejem plo, T eorem a 8.3.55 de [39]) que  7 C 

induce 7  sobre FLv(U). ■

E n el sigu ien te  teo rem a  dam os ex p líc itam en te  un  sis tem a  fu n d a 

m en ta l de sem inorm as p a ra  la  topología  r\¡c[. E n  [43] p robábam os este  

teo re m a  p a ra  un peso continuo , positivo  y ta l que

0  <  ín f v (x )  <  su p u (x )  <  0 0  
x£a

p a ra  todo  con jun to  A  í/-aco tad o . R ecordem os que en e s ta  ocasión 

n u estro  peso v  es u n a  función positiva  y que a lcanza  el ínfim o en  los 

con jun tos com pactos. El T eorem a 2.1.6 es u n a  generalización  de los 

T eorem as 4.4 y 4.5 de [36] y, si b ien  en [43] u tilizábam os u n a  p ru eb a  

p a ra le la  a  la  de éstos, y que sigue siendo v á lida  en este  caso, a h o ra
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ofrecem os o tra  m ás co rta  basad a  en ciertos resu ltados de [1 2 ] y hacia  

la que m e o rien tó  K .D . B ie rs ted t.

T e o r e m a  2 . 1 . 6  Las topologías r¿c/ y Tbc coinciden.

Además ,  esta topología está generada por las sem inorm as  de la 

f o r m a

P ( f ) =  s u p a j v i y ^ l f i x ^ l  f  e  H v ( U ) ,
j

donde  (x f ) j  e (yj ) j  varían sobre todas las sucesiones de U y {c¿j)j varía 

en las sucesiones de números  positivos que t ienden a cero.

E n la  p ru eb a  del T eorem a 2.1.6 harem os uso del sigu ien te  lem a.

L e m a  2 .1 .7  Para cada I\ C U compacto y f  E L í v ^ )  se verifica

m ín v (x )  sup \ f ( x ) \  <  sup v ( x ) \ f ( x ) \ .
X^ K  x E K  x E K

D em ostrac ión  del L em a 2.1.7: Sea m  :=  mín^gA' v{x )  > 0. E ntonces

\ f i x )\ =  < ~ s u p u ( x ) | / ( 2;)| \ /x  6  K ,
vyx j  m  xga

de donde,

m ín v (x )  sup \ f { x ) \  <  sup v ( x ) \ f ( x ) \ .
X^ K  x E K  x £ K

D em ostración  del T eorem a 2.1.6: Sólo fa lta  p ro b ar que las sem inor

m as dadas en  el enunciado  del teo rem a  generan  la  topología. 

C onsiderem os las sem inorm as

pA ( f )  =  m ín v (x )  m áx \ f ( x ) \
xEA xEA

donde A  varía  en los subcon jun tos finitos de U . C om o todo  con jun to  

fin ito  es com pacto , cada  pA es r 0-continua.
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Veam os en p rim er lugar que p a ra  cada  fam ilia  fin ita  {.,4¿}t-e¿r de 

subcon jun tos finitos de U  ex iste  u n a  co n stan te  c >  0  ta l que

sup pAi < c PuteFAt - 
i eF

C om o

ínf v (x )  sup | / ( x ) |  <  ín f v (x )  sup | / ( x ) |
xeAi xeu,£Fa, in lxEU¡eFAt v (x )

, InfXPA v(x)
c — maxipp  ->------ -------- — sirve.

«(*)

Por o tra  p a rte  ||.||„  =  s u p ^ p ^ . E n  efecto, por el Lem a 2.1.7 

ín f  v (x )  sup \ f { x ) \  <  sup v ( x ) \ f ( x ) \
xCA xEA xEA

de donde s u p ^ p ^  <  | |. | |v. Supongam os que ex iste  /  £ 'Hv(U)  ta l  que 

s npA pA( f )  < \\f\\v . Sea c >  0 ta l  que su p A p A{ f )  < c < \\f \\v . En 

p a rtic u la r  p a ra  A  =  {a:}, x  £ U , tenem os que v ( x ) \ f ( x ) \  < c < 

\\f\\v p a ra  todo  x  £  U. De aqu í llegam os a la  con trad icc ión  | | / | | v =  

snPx£U v (x ) \ f ( x )\ <  c <  \\í\\v, por lo que se tiene  que || . | |v =  s\ipA p A.

T eniendo en cu en ta  estas  dos p rop iedades de la fam ilia  de sem ino r

m as A  := {pA : A  C U  fin ito} y dado  que B v es r 0-com pacto , p o r la  

P roposic ión  1.4.5 de [12] se sigue que la  fam ilia  de sem inorm as dadas  

por

p  : sup K lPn{f)
n

donde (pn )n es u n a  sucesión de sem inorm as de A  y  (An)n es u n a  sucesión 

de núm eros positivos que crece a infin ito , genera  la  topo log ía  7  = rbc =  

rbc¡. Lo que p ru eb a  el teo rem a. ■

P r o p o s ic ió n  2 . 1 . 8  Se verifica:

i) (7 iv (U) ,  ||.||u) y  ('H v ( U ) \T bc) t ienen los m ism o s  acotados.

ii) G v ( U )  =  ( H v ( U ) , T bc)'b.



2.1. El espacio 'H v(U ) 45

iii) {'Hv(U),Tbc) = ( G v ( U y , T c), donde  r c es la topología de la conver

gencia un i forme sobre los subconjuntos  compactos  de Gv{U ).

D em ostración : i) Es consecuencia de la  teo ría  de espacios de Saks 

(P roposic ión  1 .1 1  de [1 2 ]).

ii) Se sigue de la  definición de t&c y G v ( U ) que Gv{U)  =  {'Hv{U),T\¡cy  

a lg eb ra icam en te , y por i) la  igualdad  es topológica.

iii) Sea r  > 0 y sea (fd)d un a  red  en r B v que r 0-converge a u n a  función 

/  £  r B v . De la  p rop ia  definición de G v(U ) ,  la  red  (fd)d converge a /  

en ( r B v , c r ( G v ( U y ,G v ( U ) ) ) ,  po r lo que r 0 es m ás fina que la topología  

(t ( G v ( U ) ' , G v (U )) .  Pero  al ser r B v To-compacto, am bas topologías, r 0 

y c r {G v {U y ,G v ( U ) ) ,  coinciden sobre r B v p a ra  cualqu ier r > 0 . F i

n a lm e n te , el dual del espacio de B anach  G v(U )  es isom étricam en te  

isom orfo a {fHv(U),  | | . | |v), por lo que el teo rem a  clásico de B anach- 

D ieudonné nos asegura  que r c es la topología m ás fina sobre 'Hv(U ) 

que co incide con Jo sobre los subcon jun tos acotados de 7 ív(U) .  m

N o t a  2 .1 .9  D enotem os po r U x  la  bo la  un id ad  a b ie r ta  de X .  Si 'H y ( U x )  

con tiene  a los polinom ios (equ ivalen tem ente , si el peso v es aco tado) 

en tonces r¿,c es e s tr ic ta m e n te  m ás fina que r0. De hecho, si r 0 =  r&c, 

en tonces la  P roposición  2.1.8 i) im p licaría  que r 0 y | |. | |v ten d rían  los 

m ism os con jun tos aco tados, pero  ta l y com o vam os a ver, esto  es falso.

D ad a  u n a  sucesión (x n)n en Ux  convergente en n o rm a  a 1 , ex iste  

u n a  función  holom orfa  /  £  'Hb(Ux)  ta l que f ( x n ) = n =  1 , 2 , . . .

(T eo rem a 3 de [46]). C om o v ( x n) f ( x n) =  n  p a ra  todo  n  £  IN, /  no 

p e rten ece  a 'Hy(Ux)-  E sto  im plica  que la  fam ilia  [ E ¡ ¡ =o ^ m /  • X  = 

0 , 1 , 2 ...} no es ||. |^ -a c o ta d a . Pero  la  serie de Taylor de /  r 0-converge 

a /?  Y Por ta n to  la  fam ilia  {]Cm=o P m f  : =  0 ,1 ,2 ...}  es r 0-aco tada .

Así pues Tbc es s tr ic ta m e n te  m ás fina que tq.

De hecho, m ed ian te  a rgum en tos análogos se ob tiene  que p a ra  todo
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su b con jun to  no vacío, ab ie rto  y ab so lu tam en te  convexo de X  y todo  

peso v ta l que 'HV{JJ) con tiene a los polinom ios, la topo log ía  r&c es 

e s tr ic ta m e n te  m ás fina que r 0. U n ejem plo de e s ta  situac ión  aparece  

cuando  U  =  X  y v (x )  =  e - HxH, i G l .

N o ta r que 1.1.3 1) puede considerarse  un  caso p a rtic u la r  de este  

resu ltado .

A p a r t ir  de aho ra  supondrem os que U  C X  es un ab ie r to  equ ili

brado . C ada  /  6  7~L(U) posee un  desarro llo  en serie de T aylor en el 

origen
OO

f ( x ) =  x  e  U
3=0

que converge un ifo rm em ente  a  /  sobre los com pactos de U.

Definim os las m edias de C esáro  de /  com o

71 ~T~ L 1=0 k= 0

n  +  1 A:=0 /=* k=0 71 +

p a ra  a: €  C/, n  =  0 , 1 , 2 , . . .

C ad a  C nf  es un  polinom io  de g rado  <  n .

L e m a  2 . 1 . 1 0  Para  cada f  G 7 í ( U ), la sucesión  (Cnf ) n To-converge a 

/ •

D em ostración: Sea K  u n  su b co n ju n to  com pacto  de U,  y sea e >  0. 

L lam em os

S n ■■= E  f t / .
k=0

C om o ( S n)n To-converge a / ,  la  sucesión (\\Sn — /||A ')m  donde

IISn ~  I \ \ k  :=  sup  |S n (x)  -  f { x ) |,
x £ K
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t ie n d e  a cero. P o r ta n to , la  sucesión de las m edias a ritm é ticas

( — ¡-j- ¿  II5 * “  / I I a') "
n +  1 fc=o

ta m b ié n  tien d e  a cero, esto  es 3 n 0 ta l que si n > n 0 entonces

n +  l k í o

de donde

ii cnf  -  f\\K = H-i- ¿(5* -  /)iu- < - ^ ¿  II* - /lu- < e,
71 ~T~ 1 k= 0  U L k= 0

lo que p ru eb a  el lem a. ■

L e m a  2 . 1 . 1 1  Para f  £  7~L(U) y x  £  U , se verifica:

\Cnf ( x ) \  < m á x \ f ( t x ) \  n  =  0 , 1 , 2 , . . .
|í|—i

D em ostración : F ijem os /  y x.  Com o U  es equ ilib rado , { t x  : t £ 

A } C U,  donde A  :=  { z  £  C : \z\ <  1}.

D efinim os g(t)  :=  f ( t x ) ,  t £  A . Así defin ida,

g £  ^4(A) :=  {h  : A  — > C co n tin u a  : h |a  es holom orfa}

y adem ás

oo oo

g(t)  = f ( t x ) =  ¿  Pkf ( t x )  =  Pkf ( x ) t k ( 1 )
k= 0  k= 0

por lo que la serie de la  derecha  de (1) es la  serie de Taylor de g  en 

cero.

La desigualdad  de Féjer

m á x \Cnh(t) \  <  m áx  \h(t)\ h £  -4 (A ), n  £  1N
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im p lica

\ Cn f ( x ) \  =  | - 5 - r ¿ ( £ f l / ( * ) ) |  =  \ C M  <
n  A:=0 1=0

m áx \ q(t)\ = m áx I f ( t x ) I.|i|=i '^Wl |¿|=i '
■

D e f in ic ió n  2 .1 .1 2  Sea X  un espacio de Banach  y U un subconjunto  

abierto equilibrado de X . Un peso v se dice que es radial si v ( t x ) =  v ( x )

£  (C : |¿| =  l ,  Vz e  U.

P r o p o s ic ió n  2 .1 .1 3  Sea X  un espacio de Banach,  U un subconjunto  

abierto equilibrado de X  y v un peso positivo, que alcance el ínfimo en 

los compactos  de U y radial, definido en U . La sucesión (Cn )n donde

C n : f €  U v ( U )  C nf ,  n e I N ,

t iene las siguientes  propiedades:

a) Cada C n es un operador lineal y continuo de 7 ív (U )  en l-iv[U). De  

hecho, para cada n  £  IN y cada f  £  'H.v(U) se cumple:

su p i> (z )|C n/ ( z ) |  <  s u p u ( x ) |/ ( x ) |
x £ U  x£.U

de donde  (C n )n es equicontinuo en el espacio C{fHv(U) , 'Hv(U))  de las 

aplicaciones lineales y cont inuas de T-iv^U) en 'Hv(U).

b) La sucesión  (C nf ) n Tbc-converge a f ,  V /  £  'Hv(U).

c) La sucesión  (Cn )n es equicontinuo en C({'Hv{U),Tbc) , ( 'Hv(U),Tbcc)')-

d) La sucesión (Cn)n es equicontinuo en C(('Hv ( U ) , t0), ('Hv ( U ) 1t0))).

D em ostración : a) Es claro  que cada  Cn es lineal, adem ás si j f  £ 

Uvi fU ), al ser v  rad ia l,

\\Pmf\\v =  SU.pv(x)\Pmf(x) \  <  S U p u ( z )  SUp \Pmf( tx) \  <  
x e u  x e u  |t|<i
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ísup u (z ) sup \ f ( t x) \  =  sup sup v ( t x ) \ f ( t x ) \  <  | | / | | v Vm £  IN,
„x£U |t| = l x £ U  |í| = l

es to  e:s, Pmf  £ /Hv{ U)  Vm , por lo que C nf  £ 'Hv{U).

A d e m á s  por el Lem a 2 . 1 .1 1  y  po r ser U equ ilib rado ,

\\Cnf \ \ v =  s u p u (x ) |C n/ ( x ) |  <  s u p u ( x ) m á x |/ ( íx ) |  =  
x e u  x g u  I4=i

sup m áx v ( t x ) \ f ( t x ) \  =  sup v( x) \ f ( x ) \  =  H/Hv, Vn £  IN. 
x e u  I4=i x e u

b) S<eai f  £  'Hv(U).  P or el L em a 2.1.10 la sucesión (Cnf ) n r 0-converge a 

/  y r o m o  | | C n / | | w  <  ||/||v»  el con jun to  { C nf  : n £  IN} es | |. | |v-acotado . 

Luego) po r la  definición de r¿c, (C nf ) n r^-converge a / .

c) Pión el T eorem a 2.1.6 sabem os que la topología  r¿,c e s tá  generada  por 

las sierm inorm as de la fo rm a

P( f )  =  su p o ^ Z j)!  } { y j ) \
3

d onde) (xj ) j  e (yj ) j  varían  sobre to d as  las sucesiones de U  y ( var í a

en  Izas; sucesiones de núm eros positivos que tienden  a cero. E ntonces,

p o r (el L em a 2.1.11, se cum ple

sup* ou jv{xj ) \Cnf ( y j ) \  < s u p a j v ( x j ) m á x \ f ( t y j )\ =  sup a X z j ) l / ( ¿ j ) l ,  
j 3 14-1 j

parai, Lodo n £  IN, y donde Zj £  U  : \ f ( z j ) \  =  m á x |¿|=1 \ f { t yj ) \ ,  lo que 

pruelbza c).

d) Seeai K  un  subcon jun to  com pacto  de U.  P or el Lem a 2.1.11

sup \Cnf { x) \  <  s u p m á x |/ ( L r ) | <  sup | / ( x ) | ,  
x £ K  x £ K  14—1 x Ee ( K)

p a ra , tcodo n £  IN, y donde e(Á ') :=  es com pacto , lo que p ru eb a

d). .

AUggunos de los resu ltados de la  proposición an te rio r fueron obten idos 

p o r IB iiersted t, B onet y G alb is en [7] p a ra  ' HV(G)  donde G  es un ab ie rto
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equ ilib rado  de y V  es un s is tem a  de pesos no negativos, rad ia les 

y continuos definidos en G  y suponiendo  que 'HVo(G) con tiene  a los 

polinom ios.

2.2 El espacio 'HV(X)

Sea X  un  espacio de B anach  y U  un  ab ie rto  de X .  Salvo que se ind ique  

o tra  cosa, a  lo largo de todo  este  a p a rtad o  V  d en o ta  u n a  fam ilia  de 

pesos no negativos definidos en U  que verifican la  condición siguiente: 

(P ) p a ra  cada  A  C U U-aco tado , ex iste  v  E V  ta l  que ín fr e ¿ v ( x )  >  0. 

Definim os los espacios ponderados de funciones holom orfas com o

ELVÍU) := { /  E 1-L(U) : p a ra c a d a u  E V  , s u p i; (x ) |/ (a ; ) | <  oo}
x £ U

'HVq(U)  :=  { /  E 'H V(U )  : p a ra  cad a  v  E V  y p a ra  cada  t  >  0 ex iste  un  

U —acotado  A  ta l que v ( x ) \ f ( x ) \  < e Vx E U \  A }

La topo log ía  p o n d erad a  sobre W V f ó )  (y 7í Vq(U)) ,  d e n o ta d a  7y ,  

v iene d e te rm in a d a  por el s is tem a  de sem inorm as {pv)v^ v  donde

pv ( f )  :=  s u p v ( x ) \ f ( x ) \ .  
xeu

Llam am os V V { mX )  :=  V { mX )  fl H V ( X )  y V V 0{mX )  := V { mX )  n  

n V o ( X ) .

Proposic ión  2.2.1 El espacio 7 í V ( U )  es subespacio de 'Hb(U) y en 

7 ) la topología u  es menos  f ina que T y .

D em ostración: Sea /  E /H V { U )  y sea A  un  con jun to  [/-aco tado . 

P o r la  condición im p u e s ta  a  los pesos, ex iste  v  E V  de m odo que 

c :=  \n íX£A v {x )  > 0. E ntonces

l/(*)l =  - t V ’MI/O'OI <  - P o ( f )  v *  e  a ,v{x )  c
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esto es, /  está  aco tada en A  y adem ás se tiene que

s u p |/(x ) | <  - Pv( f ) ,
x £ A  C

p a ra  cu a lq u ier /  £  1~LV(U), lo que p ru eb a  la  segunda afirm ación. ■

N o tem o s que  com o consecuencia  in m e d ia ta  de la  Proposición  2.2.1 

la  to p o lo g ía  co m p ac to -ab ie rto  r 0 es m enos fina que tv  sobre H V ( U ) .

N o t a  2 .2 .2  i) Si p a rtim o s  de un a  fam ilia  V  de pesos positivos de m odo 

que c a d a  v £  V  verifique que 0 <  ín fxGi4 u (x ) <  sup a7Gv4 v (x )  <  oo p a ra  

todo  c o n ju n to  A  U-aco tado , la  condición de que 'HVq(U) esté  con ten ida  

en 'H V { U )  es innecesaria . E n  efecto, p a ra  e =  1 tom am os un  con jun to  A  

[ /-a c o ta d o  de m odo  que p a ra  todo  x  £  U \  A  se verifica v ( x ) \ f ( x ) \  <  1 . 

D ad o  que  la  fam ilia  (W n)n donde, si d(x,  X  \  U)  d en o ta  la  d istan c ia  de 

x  a  X  \  U ,

W n : = { x e U : \ \ x \ \ < n  d ( x , X \ U ) >  2~n }

es u n  s is te m a  fu n d am e n ta l de [/-aco tados (P roposición  7.1 de [37]), 

po d em o s suponer sin p é rd id a  de genera lidad  que A  es ab ierto .

P o r  el P rin c ip io  del m ódulo  m áxim o

s u p | / ( x ) |<  sup | / ( x ) |
x e A  x e F r { A )

d o n d e  F r ( A )  d e n o ta  la  fro n te ra  de A.  Así,

l / W I  =  <  . f  1 ,  . V* €  Fr(A) .v ( x )  m í y£Av ( y )

Lueg;o

s u p  | / ( ^ ) |  <  T
x£A ínf ye A v ( y ) ’

P or ta n to ,

su p u (íc ) | / (a : ) |  =  m áx (su p u (a ;) | / (a ; ) | ,  sup v ( x ) \ f ( x ) \ )  <  
xeu xeA xeu\A
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m áx(sup  u (x ) sup | / ( x ) | ,  1 ) <  m á x ( S-̂ xeA , 1 ). 
x£A X6 A ínt y£AV\y)

ii) La fam ilia

V ' : = { m í x v : , F e P ; ( V ) } ,t>6 F
donde P / ( V )  d en o ta  el con jun to  de p a rtes  fin itas de V , verifica la 

condición P ) . A dem ás, com o V  C  V '  se tiene  que ,H V '{U )  C  'H V(U )  y  

HV¿(U )  C  HVo(U) . R ecíp rocam en te , si /  G 'H V(U )  y  F  G P / { V ),

m áx sup v ( x ) \ f ( x ) \  =  sup m áx v ( x ) \ f ( x ) \  <  oo 
v^F xeu xeu v^ F

por lo que /  G 'H V ,{U ) i esto  es 'HV '(U)  = 'H V(U) .  P or o tra  p a rte , 

al ser la  un ión  fin ita  de ¿/-acotados un con jun to  U-aco tado , ob tenem os 

ig u alm en te  que /HV¿(U)  =  'HVo(U). G racias a  esto , podem os consi

d e ra r, sin p é rd id a  de genera lidad , que la fam ilia  V  e s tá  d irig ida  por la  

relación v  <  w  si y sólo si v ( x )  <  iu(x), Vx G U. De este  m odo la  

fam ilia  de sem inorm as { p v } v^v  es s is tem a  fu n d am en ta l de sem inorm as 

con tinuas.

P roposic ión  2.2.3 { % V (U ) ,  tv) es un espacio completo.

D em ostración : Sea (fd)deD es u n a  red de C auchy en (1-LV{U)^ Ty).  

P or ser <  r y ,  (fd)deD es de C auchy en el espacio com pleto  (Tíb(¿7), n )  

por lo que ex iste  /  G 'HbiU) r^-lím ite de (fd)deD■

V eam os que /  G H V ( l J )  y que (fd)deD Fv ~converge a f .  Sea t  >  0. 

Si v  G V i  al ser u n a  red  de Cauchy, ex iste  d0 G D  ta l que d, d' > d0 

im p lica  p v { fd ~  fd>) <  F ijando  d >  do y to m an d o  lím ite  en la subred  

( fd1 )d/><¿o i tenem os

v ( x ) \ f d { x )  -  f ( x ) \  < e Vx G U. (1)

Así,

s u p u ( x ) |/ ( x ) |  <  s u p u ( x ) |/ ( x )  -  /d 0 (x )| +  s u p u (x ) |/d 0 (x )| <  oo
x£ U xC.U x£U
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luego /  G U V { U )  y de (1) (f d)dzD r v -converge a / .  ■

Corolario 2.2 .4 ( 'HVo(U) ,Ty ) es un espacio completo.

D em ostración : B a s ta  d em o stra r que 'HVo(ÍZ) es un  subespacio  cerra 

do de 'H V(U ) .  P a ra  ello tom am os u n a  red (fd)deD C 'HVq(U)  r y -  

convergen te  a  /  G 'H V(U) .  P a ra  e >  0 y v G V" ex iste  ¿ 0 G D  ta l que 

si d > d0 en tonces pv( f d — f )  <  e /2 . Com o f do G HVo(U)  ex iste  A 

ÍZ-acotado ta l que u (a :) |/¿ 0 (a:)| <  e /2  p a ra  todo  x  £ U \  A.  De donde

u ( z ) |/ ( a : ) | <  u ( x ) |/ ( x )  -  f do(x)\  +  u (x ) |/¿ 0 (x ) | <  e/2 + e /2  = e

p a ra  to d o  x  G U \  A ,  lo que p ru eb a  que /  G 7íVo(U).  ■

Corolario 2.2.5 Para cada m  G IN (7?V/ (mAr), ry) es un espacio com

pleto.

D em ostración : Es consecuencia de la Proposición  2.2.3 y de ser el 

espacio  V a{mX )  de polinom ios m -hom ogéneos no necesariam en te  con

tinuos, ce rrado  p a ra  la  convergencia p u n tu a l. ■

N o t a  2 .2 .6  i) Si V  =  {u} la  condición P ) se reduce a  que ínfxeA u (x ) >  

0 p a ra  to d o  con jun to  { /-acotado  A.  E n  este  caso escrib irem os Pív^U)  y 

'Hvq(U)  en lugar de W / f ó )  y 1~LVq{U ) respec tivam en te . A dem ás, por 

ser v  u n a  función positiva , pv es un a  no rm a, tam b ién  d en o tad a  ||. | |v, 

y los espacios ( 'H v ( U ) ,p v) y ('H v 0( U ) ,p v) son espacios de B anach  (ver 

A p a rta d o  2.1).

ii) Si V  =  (v n)n es u n a  fam ilia  num erab le  de pesos, ten iendo  en 

cu en ta  la  n o ta  2.2.2 ii), el espacio ( 7 í V ( U ) ,T y )  es m etrizab le  y por la  

P roposic ión  2.2.3 se t r a ta  de un  espacio de F réchet.

2.2.1 Reflexividad en 'HV(X)

En es te  a p a rta d o  vam os a d a r prop iedades a la  fam ilia  V  p a ra  la  que 

el espacio  ' H V ( X )  posea com o descom posición de Schauder a  la  fam ilia
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{ V ( mX ) ; m  E IN U {0}} y, gracias a esto , p robam os que el espacio 

' H V ( X )  es (sem i) reflexivo si y sólo si cada  espacio V ( mX )  lo es.

E n  general, no es cierto  que la fam ilia  (V ( mX ), Pm ) donde

Pm : H v ( X )  — ► V ( mX )
f  PmU)

siendo Pm ( f )  el polinom io de Taylor de /  en el origen, sea u n a  descom 

posición de Schauder de ' H v (X ) .  De hecho, la  serie de T aylor J2m=o P m f  

de /  en el origen no tiene  por qué ser pv-sum able . En efecto, si tom am os 

en <C un  peso de tip o  de decrecim iento  exponencial v ( z ) =  e~\z\  z  E C. 

y la  función

/ ( * ) : =  e* = Y , —v_n mim—u

al ser

eld eSz\

la  función ez E 'Hv(C).  Pero  com o

z pRe(z)
< 1  V z 6 (C,

x _
¿—>m= 0  m\

m= 0

tien d e  a  1 cuando  x  tiende  a oo p a ra  todo  n  E IN, la  serie 5Zm=o S  no 

converge a ez en la  topología de la n o rm a  pv .

En general, p a ra  que ( V ( mX ) ,  Pm ) fuera  u n a  descom posición  de 

S chauder, la  serie de Taylor de to d a  función /  E ' H V ( X )  d e b e ría  con

verger a  /  en la  topología generada  por la  n o rm a  pv . Sin em bargo , a u n  

considerando  pesos rad iales, si in ten tam o s p ro b ar d icha  convergencia  

nos encon tram os con el sigu ien te p roblem a.

D ado R  >  1,

R mv ( z ) \ P m(z)\ = v ( z ) \P m(Rz ) \  <  v ( z )  sup \Pm ( s R z ) \  <
\ s \<l
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v ( z )  sup \ f ( s R z ) \  = v ( z )  sup \ f ( s R z ) \  =  sup v ( z s ) \ f ( s R z ) \  =
M < 1  |s| =  l  |a| =  l

sup v ( s ^ u ) \ f { s u ) \
| s |= i  t i

sim em bargo  v ( r x ) \ f ( x ) \  no tiene  por qué e s ta r  aco tado  p a ra  n ingún 

r C  1 , ta l y com o vam os a p robar.

T om em os en €  un peso de tip o  de decrecim iento  exponencial v ( z )  = 

e ~ ^ ,  z  G (D, y la  función

OO
/ ( * )  =  —¡TI— T o T ’ z  e  ®-

¿ í o  m! 1g (m  +  2)

P a ira  k  G IN ex iste  m* G IN ta l que m  > rrik im plica  [ĝ +-2-y <  

E m tonces si x  >  0

rp 77Z 1 rp 771

h{x)  :=  T  m !lg (m  +  2) *  -k  E

Si L lam am os <7(2 ) :=  tenem os ¿ p a ra  x  >  0. Así si

x  >> 0

/ x.f / M 1 ^  a(g) +  Mg)
ex “ 0 m! lg(m  +  2 ) b(x)  +  # (z )

q(x) | /i(x) q(x) . 1
g(g) g(s) <  g(j) ^

Mil J_ 1 _  LM _J_ 1
SÍ*) s(*)

dom.de a (* )  :=  E S S 1 S ü f e )  y b(*)  :=  ^
L a  expresión  de la  derecha  tiende  a £ cuando x  tien d e  a oo dado

quie / s y->mfc-1 xm xmm! lg(m+2)   ¿-<m=0 m!lg(m+2)
77TT — v  iE  — r ¡g xm

¿L^m>mk m\ c  Z^m= 0  m\

tiem d e  a cero cuando  x tiende  a oo y de fo rm a análoga tam b ién , lo 

qu<e p ru e b a  que  /  G
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V eam os que v ( r x ) \ f ( x ) \  no e s tá  aco tado  p a ra  n ingún r < 1 . Com o 

r m lg (m  +  2) converge a cero cuando m  tiende  a infin ito , fijado k £  IN 

ex iste  m k  £  IN ta l que m  >  im plica  r m <  fc|g^ +2) • P a ra  rc >  0 

consideram os igual que an tes

• X ^ m = 0  ría! l g ( m + 2 )  ’ / ¿ ( r c )  . m ! l g ( m + 2 )

*(*) :=  E m S 1 S  ; <?(*) :=  Em>m* £

Así

m ien tra s  que

h ( r ~ \  ^ ™ k - l  r Tnx Tn s p m k - l  r m x m
o y r x )  2-sm =O m \ ¿ ^ m = 0 m \
U(T\ V  r mfc V°°__ _______ E-_______

V /  j m > m k  m ! l g ( m + 2 )  Z - j t t l —0 ( m + m ^ ) !  l g (m + m fc  + 2 )

converge a cero cuando  rc tien d e  a oo, luego

/ W U  / ( x ) a (x )  +  h ( x )v ( r x ) f ( X )  =  ------- =  —----------- ------  >
erx h(rx)  +  p ( r  rc)

/i(rc) 1 1

b(rx )  +  q(rx )  Hr£). 4 . £Íl£l fc(rx) _l IV / fc(x) T  /i(x) /i(x) t - *

y la  expresión  de la  derecha converge a k  cuando  rc tien d e  a 0 0 .

P a ra  e v ita r  es te  p rob lem a supondrem os que V  verifica adem ás, 

cuando  se especifique, las siguientes propiedades:

A l)  Para cada v £  V  existen r > 1 y w  £  V  tales que

u(rc) <  w ( r x ) Vrc £  X .

A2) C ada v  6  V  es radial.

P r o p o s ic ió n  2 .2 .7  5¿ V verifica A2,  para cada v  £  V  se cumple



2.2. E l  espacio W { X ) 57

D e m o s tra c ió n : Sea v G V.  U sando consecu tivam en te  las desigual

d a d e s  de  C auchy, el P rinc ip io  del m ódulo  m áxim o y el hecho de que v 

es um peso rad ia l ob tenem os la  sigu ien te  cadena:

Pvj{Pm{f))  =  sup  v ( x ) \ P m( f ) ( x ) \  <  s u p u (z ) s u p  \Pm( f ) ( t x ) \  < 
x e x  x e x  |t|<i

s u p  ?t;(x) sup \ f ( t x )  \ =  sup v ( x )  sup \ f ( t x ) \  =  sup sup v ( t x ) \ f ( t x ) \  =  
xeJ( |<|<i x e x  |í|=i x e x  |t|=i

s u p v { x ) \ f ( x ) \  =  pv( f )  
xex

parar to d o  /  G ' H V ( X ) .  ■

P r o p o s i c i ó n  2 .2 . 8  Si  V  verifica las condiciones A l  y A 2  anteriores,  

entomces para cada v G V  existen r > 1 y w  G V  tales que

p A P m ( f ) )  <  ¿ p 4 / )  V /  e  U V { X ) .

D em o stra c ió n : De la  p rop iedad  A l , dado  v  G V  ex isten  r  >  1 y 

w  G V  ta les  que

v (x )  <  w ( r x )  Vx G X .

H aciiendo uso consecu tivo  de e s ta  desigualdad  y de la  proposición an 

te r io r  ob tenem os la  sigu ien te  cadena:

rrmpv{Pm { f ) )  =  r m sup v ( x ) \P m{ f ) ( x ) \  =  sup v ( x ) \P m( f ) ( r x ) \  <
xEX xEX

s u ip w ( r x ) \ P m ( f ) ( r x ) \  =  s u p w ( x ) \ P m( f ) ( x ) \  = pw(Pm{ f ) )  < p w( f )
xe . X XEX

parar to d o  /  G ' H V ( X ) .  ■

P r o p o s i c i ó n  2 .2 .9  Si  V  verifica A2,  entonces para cada f  G 'HVq( X ) ,  

P m f  € 'HVo(X) para todo m  G IN.

D em o strac ió n : Sea e >  0. P or ser /  G 'HVq( X ) ,  ex iste  r 0 >  0 ta l 

que isi || x  | |>  r 0 en tonces v ( x ) \ f ( x ) \  < e / 2 .
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Si x  £  X  con || x  | |>  r 0, usando consecu tivam en te  las desigua ldades 

de Cauchy, el P rincip io  del m ódulo  m áxim o y el hecho de que v es un 

peso rad ia l ob tenem os la sigu ien te  cadena:

v ( x ) \ P m( f ) ( x ) \  < v ( x ) s u p  \Pm( f ) ( t x ) \  <  u (x )s u p  \ f { t x ) \  =
|í | < i |<|<i

v(x}  sup \ f ( t x ) \  =  sup v ( t x ) \ f ( t x ) \  <  e/ 2  <  e 
l*l=i 1*1=1

lo que p ru eb a  que Pmf  €  'HVo(X).  ■

L e m a  2 . 2 . 1 0  i) Si  V  verifica las condiciones A l  y A2,  entonces la 

topología ry  está generada por la fami l ia  de s e m inorm as  cont inuas con 

la siguiente propiedad:

oo

p(f)  = E p (a .( /) )  v /  g UV(X) .
771=0

ii) Si  V  =  (v n)n es numerable y verifica las condiciones A l  y A2 ,  

entonces la topología r y  está generada por la fami l ia  de se m in o rm a s  

con las s iguientes  propiedades:

a j p ( / )  =  E “ =o P ( í ’m (/) )  v / e w m  

b) p\v(mx)  es cont inua para Ty en V ( mX ) .

D em ostración: i) P a ra  cad a  sem inorm a co n tin u a  p  :=  pv, con v  €  V ,  

definim os qp dado  por

OO

%.(/) =  E p(P’nU)) vfenv(X) .
771=0

P or la  P roposición  2.2.8 ex iste  r > 1 y ex iste  w  E V  ta les que

p(a»(/) )  < ¿ M / )  v /  e  nv(x)  (2)

por lo que qp( f )  < oo p a ra  to d o  /  €  ' H V ( X ) .  A dem ás la  sem ino rm a qp 

es T y-continua pues si ( /¿ )  es u n a  red  en ' H V ( X )  ry -convergen te  a  /  £
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' H V ( X ) ,  d ado  t  > 0 ex is te  d0 ta l  que si d > d0 en tonces pw(fd  — / )  <  e. 

De e s ta  d esig u a ld ad  y de (2), si d > d0 se tiene  que

p(Pm (fd)  ~  P m ( f ) )  <  Vm G IN, 

de donde, si d  >  d0

OO 1

<bU* - / ) =  E  P(Pm(f i )  -  P m U) )  <
171 =  0  1  r

lo que p ru e b a  que  qp es ry -co n tin u a .

P o r o tra  p a rte ,

OO OO

p(f)  =  p (  E  Pm( f ) )  <  E  p(pm(f)) =  Qp(f)
771=0 771=0

por lo que  fo rm an  un  s is tem a  fu n d am en ta l de sem inorm as y com o p  y 

qp co inciden  sobre  V ( mX ) ,  se sigue que

OO

<&>(/) =  E  <¡v{p m U ) )  v /  e  n v ( x ) ,
771=0

lo que concluye la  p ru eb a  de i).

ii) T en iendo  en c u e n ta  i), b a s ta  p ro b ar que to d a  sem inorm a verifi

cando a) y b) es T y-cóntinua, y esto  es consecuencia de ser el con jun to

oo k
{ /  6 HV( X)  : p(f) < 1} =  f l  { /  € HV(X)  : E  PÍpmf)  < U

k=0  771=0

u n  tonel en  el espacio  de F réchet ( 'H V ( X ) ,  r y ) .  ■

P r o p o s ic ió n  2 . 2 . 1 1  S i  V  verifica las condiciones A l  y A2,  entonces  

la fami l ia  ( V V ( mX ) , T v ) m (('PVo(mX ) , T v ) m) es una descomposición  

de Schauder  S -absolu ta  y 'y-completa de ' H V ( X )  ( 'HVo(X),  respectiva

mente ) .

D em ostración : C om o consecuencia de la  P roposición  2.2.8 el desa

rrollo  de Taylor de cada  /  G 7 í V ( X )  Ty-converge a / .
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A dem ás, com o consecuencia de la P roposición  2.2.7, c a d a  proyección

pm : n v { X )  —■> v { mx )  n n v { X )  
f  -  P M )

e s tá  b ien  defin ida y es con tinua , por lo que ( V V ^ X ) ,  ry )  es u n a  des

com posición de Schauder de ' H V ( X ) .

G racias a  la Proposición  2.2.9 tenem os ah o ra  que { W o ( ( m X ), tv )  es 

u n a  descom posición de Schauder de 'HVq( X ) .  

decir S chauder de sabido en localm en te  E ,

P robem os a con tinuación  que la descom posición es <5-albsoluta. 

R ecordem os que S  :=  { (an)n £  ^  : lím s u Pn-»oo k n l 1^11 1}- H em os

de p ro b ar que dado  a =  (an)n G <S, si /  G ' H V ( X ) ,  entoncees

OO

<? =  £  am Pmf  e  n v ( X )
771 =  0

y adem ás que q ( f )  =  Xüm=o \a m \ P v { P m f ) <  oo p a ra  t o d o  v  G V  y la  

sem ino rm a q es con tinua.

Sea v G V, por la  P roposición  2.2.8 ex iste  r > 1 y exxiste w  G V  

ta les que p v(Pm (h)) < p¿pw(h)  V/i G ' H V ( X ) .  Com o >  1 >

l ím s ,upTl_>0 0 |a n |1//n ex iste  m 0 G IN ta l que si m  >  m 0 entoncees lamí1/ 771 <  

Sea Ci > 0 ta l que |a,-| <  c ; ( - y 1)1, ¿ =  0, l , . . . , m (i0 — 1, y sea

c =  m á x ( c o , c mo_ i, 1). D icho núm ero  rea l c tien e  la  ppropiedad  de 

que \am \ <  c ( ^ J1)m Vm G IN. Tenem os

s u p v ( x ) \ a mPmf ( x ) \  <  pw( f ) < c ( ^ ^ - ) mpwi ( f )
x e x  r m ¿r

lo que p ru e b a  que g  G ' H V ( X ) ,  que \^m\Pv{Pmf)  <  coo p a ra  todo

v £  V  y  que q es con tinua , esto  es, ( V V ( mX ) ) m es u n a  d e sc o m p o s ic ió n  

«S-absoluta de 'H V ( X ) .

P o r ú ltim o  veam os que la  descom posición es 7 -com plet«ta. Sea Q m  G 

V ( mX )  de m odo que (Z!m=o Q m ) n  es u n a  sucesión ry -a c o ta a d a . Tenem os



2.2. E l espm cio T í V ( X ) 61

q u e  p ro b ar qpie d icha  sucesión r^-converge  a u n a  función /  £  ' H V ( X ) .  

T om em os paara ello una  sem ino rm a con tinua  p  en ' H V ( X )  que veri

fique p ( f )  =  Y2m=oP(P™(f))-  Sabem os por el Lem a 2.2.9 que la  fa

m ilia  de sem iinorm as con tinuas que verifican d icha  p rop iedad  generan  

la  to p o lo g ía  ry .  B ajo  estas  condiciones, la sucesión (p(2Im=o Qm))n — 

{Yff¡n=oP{Qm'))n e s tá  a co tad a  y, por tan to , converge p a ra  to d a  sem i

n o rm a  co n tiin u a  p  en ' H V ( X )  que verifique p ( f )  — p (P m (/))-

C om o dichas; sem inorm as generan  tv  concluim os que J2m=o QiQm)  <  oo 

p a ra  to d a  serm inorm a rv -c o n tin u a  q. P or ta n to  la  sucesión (]Cm=o Qm)n  

es de  Cauclryy y com o 7 í V ( X )  es com pleto  d icha  sucesión ry -converge 

a u n a  funcióm  /  G ' H V ( X ) .  ■

Corolario 2L2.12 Si  V  verifica A l  y A 2, entonces el espacio ' H V ( X )  

(7 íV q ( X ) )  ess semirref lexivo si  y sólo si  cada ( V V ( mX ) ,  r y )  (respecti

vamen te  ( W / o ( mX ) ,  r y ) )  es semirref lexivo.

D e m o s tra c ió n : Por la P roposición  2.2.11, la fam ilia  (V V ( m X ) ) m  es 

u n a  descom poosición <S-absoluta, y por ta n to  co n trac tiv a  (ver C orolario  

3.14 de [15])) de ' H V ( X ) .  C om o adem ás es 7 -c o m p le ta , el T eorem a 

3.2 de [30] noos d a  la  conclusión. U n razonam ien to  análogo sirve p a ra  

H V o ( X ) .  . .

Corolario 22.2.13 Si  V  =  (vn)n es numerable y verifica A l  y A 2 , 

entonces el eespacio ' H V ( X )  ( 'HVo(X))  es reflexivo si  y sólo si cada 

( V V i f ^ X ) ,  Ty}) (respectivamente W o ( mX ) )  es reflexivo.

D em ostracción : Es consecuencia del C orolario  2.2.12 y del hecho de 

que en e s te  caaso el espacio ' H V ( X )  (y po r ta n to  'HVo(X))  es un  espacio 

de F réchet. ■

En 2.2.23 (d am o s un  e jem plo  (ejem plo  A) de u n a  fam ilia  de pesos V  

cum pliendo  1 )) y 2 ) p a ra  la  que se verifica ' H V ( X )  =  ' H b { X ) .  G racias a 

es te  e jem plo , (e l C orolario  2.2.13 genera liza  el C orolario  2 de [40], en el
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que P rie to  ob tiene  que ( ' H b ( X ) ,  r&) es reflexivo si y sólo si cada  V ( m X )  

es reflexivo.

El sigu ien te  resu ltad o  es de c a rác te r general dado  que en  él se dan  

condiciones p a ra  que dos espacios de Fréchet genéricos sean  isom orfos. 

C om o aplicación a los espacios ponderados que nos ocupan  o b ten d rem o s 

que si W o ^ X ) "  y V V ( m X )  son isom orfos ba jo  c iertas  condiciones, 

en tonces ' H V q ( X ) "  es isom orfo a ' H V ( X ) .

Proposic ión  2 .2.14 Sean E  y F  espacios de Fréchet  y sean  ( E n)n 

y  (Fn)n descomposiciones de Schauder  absolutas de E  y F  respectiva

mente .  Supongamos  que existen isomorf ismos algebraicos T m : E m — > 

Fm , m  €  IN, que verifiquen:

Condición i). Para cada s e m inorm a  continua p en F  existe a > 0 y 

existe una s e m inorm a  continua q en E  tales que p ( T m ( x m)) <  a q ( x m) 

V x m £  E m) V m  £  IN,

Condición ii). Para cada s e m inorm a  cont inua q en E  existe b > 0 y 

existe una sem in o rm a  continua p en F  tales que q ( x m) <  b p ( T m( x m)) 

V x m £  E m, V m  £  IN.

Entonces la aplicación

T  : E  — > F
X =  £m = 0  Xm T(x) = ¿2m=0Tm{Xm)

es un isomorf ismo topológico.

N o ta r que las condiciones i) y ii) v ienen  a  decir que la  fam ilia  de 

aplicaciones (Tm)m es, en c ierto  sen tido , equiisom orfa. E n  conexión con 

el cap ítu lo  3, es in te resan te  hacer n o ta r  que pese a que los espacios % (€ )  

y 'H(A ), donde A  es el dico un id ad  ab ie rto  de (D, ten g an  com o m ism a 

descom posición de Schauder a  los polinom ios com plejos 77i-hom ogéneos 

no se verifican dichas condiciones.
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D em ostración . V eam os en p rim er lugar que T  e s tá  bien definida, 

esto  es, que la  serie Y)m=QrFm {xm)  converge. Sea p  un a  sem inorm a 

co n tin u a  en F  y sean  a y a  dados por i). Com o la descom posición es 

ab so lu ta  podem os suponer que q(Ylm=o x m) =  E m = o 9 (x m)- E ntonces

oo oo oo
£  p ( T n ( x m )) q{xm ) = aq(  £  x m) <  oo

771 = 0 771 =0 771 = 0

lo que p ru eb a  la  convergencia.

T  es c la ram en te  lineal, y es con tinua  pues haciendo uso de la de

s igua ldad  a n te rio r se tien e  que

OO OO

p { T ( x ) )  =  p ( ^ 2  T m( x m )) <  ^ 2  p (Tm( x m )) < a q(x) .
7 7 1 = 0  77 1 = 0

P or o tra  p a rte  si T ( x )  =  0, de la  un icidad  de la  expresión  de T ( x )  se 

te n d r ía  que Tm(:rm) =  0 p a ra  to d o  n a tu ra l m . Al ser cada  T m inyectiva 

x m =  0 y por ta n to  x  =  0. E s to  p ru eb a  la inyectiv idad  de T.

P a ra  p ro b ar la  sob reyec tiv idad  tom em os y  =  £m =o ym €  F.  De 

fo rm a análoga  a  la  an te rio r pero  usando  aho ra  la  condición ii) se p ru eb a  

que la  serie x  E m=o T m lym converge en E ,  y  la  con tinu idad  y linea- 

lidad  de T  nos p ru eb a n  que T ( x )  = y.

F in a lm en te  el teo rem a  de la  aplicación a b ie r ta  nos asegura  que T  

es un  isom orfism o topológico. ■

Corolario 2.2.15 Si  V  es numerable y verifica las condiciones A l  y 

A2 y, si  para todo m  €  IN, los espacios W o { mX ) "  y V V ( mX )  son  

isomorfos  mediante  i somorf ismos que verifican las condiciones i) y ii) 

de la proposición anterior,  entonces 'HVo(X)"  es isomorfo a ' H V ( X ) .

D em ostración . P o r la  P roposición  2.2.11, las fam ilias ( V V q(mX ) ) m 

y { F V { mX ) ) m son descom posiciones «S-absolutas de 'HVo(X)  y 7 í V ( X )  

respec tivam en te . P o r la  P roposic ión  3.11 de [15], ( V V q(mX ) " ) m es
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u n a  descom posición <S-absoluta de 'HVo(X)".  B as ta  ap licar a h o ra  la 

P roposic ión  an te rio r. ■

H a s ta  ah o ra  hem os tra b a ja d o  con los cortes V ( mX )  D ' H V ( X ) .  Sin 

em bargo  es in te resan te  p lan tearse  cuándo  ( V ( mX ) ,  || . ||) es un sub- 

espacio  de ' H V ( X )  p a ra  todo  m  E IN. E n  la  P roposición  2.2.16 dam os 

u n a  carac te rización  de los pesos p a ra  los que se verifica d icha  condición.

R ecordem os que se dice que un peso v es ráp id am en te  d ecrec ien te  a 

cero si p a ra  cad a  m  E IN se tiene  que u (x ) || x  ||m tiende  a cero cuando  

|| x  || tiende  a infinito .

P r o p o s ic ió n  2 .2 .1 6  V  es una fami l ia  de pesos rápidamente decreciente 

a cero si y sólo si  V ( mX )  C  ' H V ( X ) ,  Vm E IN, y la topología ry\v{™x)  

es la topología de la norma  || . ||m en V ( mX ) .

D em ostración : Si V  es u n a  fam ilia  de pesos ráp id am en te  decrecien te  

a  cero, el espacio  /HVq( X )  contiene a V ( mX )  p a ra  cada  m  E IN. En 

efecto , sea P  E V ( mX ) .  P or ser P  continuo , P  e s tá  aco tado , digam os 

po r M , en la  bo la  un idad  ce rrad a  de X ,  luego

u (2;) |P (:c ) | =  u ( : r ) |P ( - ---- - ) |  || x  ||m<  M v ( x )  || x  ||m
II x  II

lo que p ru eb a , al ser v  ráp id am en te  decrecien te  a  cero, que P  E 'HVo(X).

P o r la  P roposic ión  2.2.1, la  topología  g enerada  por la  n o rm a  en 

V ( mX )  es m enos fina que la  topología Ty\-ppnX )- 

P o r o tra  p a rte , si P  E V ( mX )  y  x  E X ,  x  ^  0,

v ( x ) P { x )  =  u ( l ) P ( |j - |- jy )  II X ||m • (1)

P or ser v  rá p id a m e n te  decrecien te  a  cero s := su p lGA- v (x )  || x  ||m<  oo 

y  de (1)

sup v ( x ) \ P ( x ) \  <  s II P  ||m, 
xex
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lo q u e  p ru eb a  la  igualdad  de las topologías.

Po>r ú ltim o  probem os que si V ( mX )  C ' H V ( X ), Vm G IN, y la 

to p o lo g ía  Ty\-ppnX ) es la topo log ía  de la n o rm a  || . ||m en V ( mX )  en

to n ce s  cada  peso v  G V  es ráp id am en te  decrecien te  a cero.

P a r a  cada  i  G I ,  i  /  0, ex tendem os m ed ian te  el teo rem a  de H ahn- 

B a n a c h  la  función

{ t x ,  t  G € }  — > (D
t x  t || x  ||

a  u n a  función lineal y co n tin u a  lia; : X  — > C ta l que IIX( t x)  = t || x  ||,. 

Vi G C , y que verifica |IIr (y)| < || y  ||, \ /y  G X .  Así pues, II™ es 

un p o linom io  m -hom ogéneo y continuo  que verifica || II™ ||=  1 . De 

aq u í q u e  el co n jun to  {II™ :|| x  | |<  1} es no rm a-aco tado  en V ( m X )  y, 

por h ipó tesis , r y - aco tado . E sto  es, s u p ^ n ^  supyeA- u (y ) |I Ix(7/)|™ <  oo 

p a ra  c a d a  v G V ,  de donde su p xGA-su p y€A- u ( y ) | I I ^ ( 7/)|™ <  oo. En 

p a r t ic u la r

M m := s u p v ( x )  || x  ||™= sup u (ar) |II^ (a :) |™  <  oo,
x€X  x£X  111,1

por lo que v ( x )  || x  ||™< y consecuen tem ente  v  es de decre

c im ien to  ráp ido  p a ra  cada  u G V .  ■

C o r o la r io  2 .2 .1 7  Sea V  una fami l ia  numerable de pesos. Los pesos de 

V  son rápidamente  decrecientes a cero si y sólo si V ( mX )  C ' H V ( X ) ,  

para todo m  G IN. E n  este caso la topología Tyl'ppnx) es la topología de 

la n o r m a  || . ||m en V ( mX ) .

D em ostración : Es suficiente p robar que si V ( mX )  C  ' H V ( X )  en

tonces ( V ( mX ) , T y )  = ( V ( mX ) ,  | | . | |m). Com o ||. | |m =  Th\v { m X ) < rv  y 

com o (V ( mX ), | | . | |m) y ( V ( mX ) ,  r y )  son espacios de Fréchet se sigue la 

ig ualdad  ( V ( mX ) , T v )  = ( V ( mX ) ,  | | . | |m). .
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C o r o la r io  3 .2 .1 8  Si  V  es una familia de pesos ráp idamente decre

cientes  a cero que verifican A l  y  A2, entonces 'UVq( X )  =  'H V (X ).

D em ostración : Sea /  E ' H V ( X ) .  Por la P roposición  2 .2 .1 1 , el de

sarro llo  de T aylor de /  7y-converge a / .  A hora b ien , po r ser los pe

sos de decrecim ien to  ráp ido , 'HV0( X )  contiene a los polinom ios (ver 

la  d em o strac ió n  de la  P roposición  2.2.16) y com o adem ás es cerrado  

concluim os que f  E 'HVq( X ) .  »

En lo que queda  de sección vam os a tra b a ja r  con el espacio  'HWU( X ) .  

Si V es u n a  fam ilia  de pesos definidos sobre X , d eno tarem os

n v wu(X) = HV{X)  n  n wu{X)  y v v wu(mx )  =  n v { X )  n v wu(mx ) .

L e m a  2 .2 .1 9  T-LV-uju^X) es un &ubespacio cerrado de ' H V ( X ) .

D em ostración : Sea (fd)deD urna red  en /HVWU( X )  que ry -converge  a 

/  E ' H V ( X ) .  C om o <  ry  1& red (fd)deD converge un ifo rm em en te  

a  /  en  los aco tados de X .  C om o el lím ite  un ifo rm e de funciones 

u n ifo rm em en te  con tinuas es u n ifo rm em en te  co n tin u a  concluim os que 

/  €  U V wu{ X ) .  .

P r o p o s ic i ó n  2 . 2 . 2 0  Si  V  verifica las condiciones A l  y A2 ,  entonces la 

fami l ia  ( ’P K (;U(mX ), ry )  es una (descomposición de Schauder S-absoluta  

y  7 -completa de /HVWU( X ) .

D em ostración : Veam os, en jprim er lugar, que se t r a ta  de u n a  des

com posición  de S chauder. Si /  £  U V wu( X )  tenem os por un  lado que, 

po r ser ( V V { mX ) ,  r y ) m un a  de;scom posición de S chauder de ' H V ( X ) ,  

el desarro llo  de Taylor de /  en el origen  ry-converge a  /  y com o /  E 

'HWU( X )  c ad a  Pm{ f ) £  'Pwu(fnX )  (ver 1 .5 b de [2 ]).

E  es

P ro b em o s que la desco m p o sic ió n  es «S-absoluta. H em os de p ro b ar 

que dado  a =  (a n)n E <5, si /  E 7HVWU( X ) ,  en tonces g =  E ” =o a mPm/  E
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n V wu(X)  y que q ( f )  =  E “ = 0  \am \pv( P m f )  <  oo y es u n a  sem inorm a 

co n tin u a  p a ra  to d o  v £  V .  P o r la P roposic ión  2.2.11, sólo fa lta  p robar 

que g  6  'HWU{ X ) \  pero  esto  es consecuencia  de que {Vwu(mX ) ) m es una  

descom posición  «S-Schauder de 7íwu{ X )  (ver Proposición  1 1  de [40)).

P o r ú ltim o , la  descom posición es 7 -co m p le ta  com o consecuencia de 

la  P roposición  2.2.11 y del Lem a 2.2.19- ■

C o r o la r io  2 . 2 . 2 1  Si  V  verifica A l  y A 2 , entonces 7íVwu( X )  es semir-  

reflexivo si y sólo si  { W wu(mX ) ,  rv ) es semirreflexivo para todo m  e  IN.

D em ostración : P o r la  P roposic ión  2.2.20 ('PVwu( mX ) ,  Ty)m es una  

descom posición  «5-absoluta, y por ta n to  co n trac tiv a  (ver C orolario  3.14 

de [15]) de U V wu{ X ) .  Com o adem ás es 7 -co m p le ta , el T eorem a 3.2 de 

[30] nos d a  la  conclusión. ■

C o r o la r io  2 . 2 . 2 2  Si  V  =  (un)n es numerable  y verifica A l  y A2,  

entonces TiVuiu^X) es reflexivo si  y  salo si  ('PVLu(mAr), Ty) es reflexivo 

para todo m  £  IN.

D em ostración : Es consecuencia  d e l (Corolario 2 .2 . 2 1  y  del hecho de 

que, en este  caso, el espacio  'HVWU{X'} e:s un  espacio de F réchet. ■

El e jem plo  2.2.23 A) po ste rio r perim iite rep resen ta r H b( X )  com o un 

espacio  p onderado  ' H V ( X )  p a ra  u n a  fa m ilia  de pesos adecuada . En 

este  caso H V WU( X )  = U wu{ X )  p o r lo  (que el C orolario  2 .2 . 2 2  es una  

generalización  del C orolario  8  de [40].

E je m p lo s  2 .2 .2 3  Vam os a c o n s tru ir  (ejemplos de fam ilias de pesos 

que verifican las p rop iedades Al  y A2  jy a cuyos espacios ponderados 

asociados, consecuen tem en te , se les pm ede  ap licar los resu ltados p roba

dos en este  a p a rtad o . A dem ás en todcos los ejem plos, los pesos son 

ráp id a m e n te  decrecien tes a  cero. E l pirim ero de ellos, y m ás im p o r

ta n te , p e rm ite  recu p e ra r el espacio  d e  funciones holom orfas de tipo
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aco tado  'Hb(X).  P o r este m otivo, los resu ltados dados en e s te  apartado 

genera lizan  los dados por P rie to  [40] p a ra  7íb(X) .

A . Sea (A , || . ||) un espacio de B anach. P a ra  cada  n E IN definimos 

v n( x ) =  1 si || x  | |<  n  y vn(x)  =  0 si || x  ||>  n. La fam ilia  V  :=  (vn)n 

verifica la  condición P) y com o p a ra  to d a  función /  E l~ib(X)

sup vn( x ) \ f ( x ) \  =  sup \ f ( x ) \  <  oo Vn E IN 
x£X IMI^71

se cum ple  que ( T í V (A ), r y ) =  ( 'H i(X ), n ) .  A dem ás, com o la fam ilia  V  

tam b ié n  verifica las condiciones Al  y A 2 , el C orolario  2 .2 . 1 2  (C orolario 

2.2.22) estab lece  que ^ ( X )  ('Hum(X ), respec tivam en te) es reflexivo si 

y sólo si cad a  V ( mX )  (V wu{mX ), respectivam en te) es reflexivo.

B . D ado un  espacio de B anach  X , vam os a co n stru ir  u n a  fam ilia 

n u m erab le  de pesos definidos en X  ráp id am en te  decrecien tes a cero, 

p a ra  la  que se verifican las condiciones Al  y A2, de donde, por una 

p a rte , o b tend rem os com o consecuencia que la  fam ilia  ( V ( mX ) ,  Pm ) es 

u n a  descom posición 5 -a b so lu ta  y 7 -com pleta  de ' H V ( X )  y, por o tra , 

que /H V { X )  es reflexivo si y sólo si cada  V ( mX )  es reflexivo.

P a ra  cad a  n  E IN definim os la  función

t)„(x) =  e - “  Vx €  X .

D ichas funciones son positivas y verifican

0  <  ínf vn(x)  <  sup vn(x)  < 0 0  >  0 .
IMI<* ||x||<t

A sí pues (un)n es u n a  sucesión de pesos definidos sobre el espacio  de 

B anach  X  y que adem ás verifican:

1) D ado n  E IN e- ^  =  esto  es, dado  n  E IN ex iste  m  =  2n  E IN

ta l que vn(x)  <  um(2 x ),
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2) P^ara cad a  n  £  IN, dado  x £  X  y t £  C ta l que |¿| =  1 se tiene  que
-JlíHiL _Ü£Ji 4 . J J- 1e m =  e n ? esto  es, cada  peso es rad ia l,

3) P ia ra  cad a  n  £  IN, e - ^  es ráp id am en te  decrecien te  a  cero.

E n  genera l s iem pre  que tengam os un  peso v  rad ia l y ráp id am en te  

d ec re c ie n te  a  cero podem os definir po r inducción la fam ilia  num erab le  

de p eso s  (u „)n d a d a  po r vn(x)  =  u ( J )  p a ra  cada n  £  IN, que son 

de d lecrecim iento  ráp ido  y que verifican las condiciones A l  y A2.  De 

la d efin ic ión  se o b tien e  d irec tam en te  la  condición A l ,  pues vn(x)  =

HJsando este  m éto d o  podem os estab lecer la  sigu ien te  fam ilia  de pesos

V  ciuyo in te rés  reside en que el espacio HVr(X ) incluye las funciones 

holoim orfas de crec im ien to  exponencial (recordem os que u n a  función 

holoim orfa /  es de crec im ien to  exponencial si ex iste  K  >  0  de m odo 

que | / ( x ) |  <  K e ^  Vx £  X ) .

C .  Sea X  un  espacio  de B anach . D efinim os v (x )  =  e - ^ 2, Vx £  X .  

Cornio v es rad ia l y ráp id a m e n te  decrecien te  a  cero, la  fam ilia  de pesos

V  =  (v n )n , donde cad a  v n(x)  — e- 4*- , verifica las condiciones A l  y 

A 2. A dem ás, si /  £  'Hb(X)  es u n a  función de crec im ien to  exponencial 

existte K  >  0 de m odo  que \ f ( x ) \  <  K e ^  Vx £  X .  D ado n  £  IN las 

siguiientes desigualdades se verifican p a ra  || x ||>  n

v n ( x ) \ f ( x ) \  = e ~ ^ ~ \ f ( x ) \  <  e_l|x||| / ( x ) |  <  K.

Si || x | |<  72, ex is te  K '  >  0  de m odo que sup ||x||<n \ f ( x ) \  < K '  po r ser 

/  d e  tipo  aco tad o , m ien tra s  que po r con tinu idad  sup ||x||<n <  oo.

Así pues  su p r€X u ( x ) | / ( x ) |  <  oo lo que p ru eb a  que /  £  ' H V ( X ) .
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2.2.2 E l  espacio ' HV(X)  y su predual com o L B

E n este  a p a rtad o  tra b a ja rem o s  con una  sucesión c rec ien te  de pesos 

y  ■— (^n)n definidos en un ab ie rto  equilibrado U de un  espacio  de 

B anach  X  y que, ta l y com o ind icábam os al princip io  de la  sección 2 .2 , 

son no negativos y verifican la condición (P ). En este  caso la  condición 

(P ) se puede reescrib ir de la sigu ien te  form a:

P ) P a ra  cada  con jun to  ¿ /-aco tado  A  existe  n  E IN ta l que ín fxEa vn (x)  > 

0 .

C onsideram os el espacio ponderado

H V ( U )  :=  { /  E % (£/) : pn ( f )  :=  s u p v n( x ) \ f ( x ) \  <  oo Vn E IN}
x £ X

que con la  topología Ty generada  po r la fam ilia de sem inorm as (p n)n es 

un  espacio  loca lm en te  convexo m etrizab le  y com pleto , es decir, se t r a ta  

de un espacio  de Fréchet (ver P roposición 2.2.3).

P r o p o s ic ió n  2 .2 .2 4  La fami l ia  fo rm ada  por los conjuntos  

V„,c :=  { /  €  -HV(U)  : Pn( f)  < e},

para n G l N i / e > 0 e s w n  sis tema fundamen ta l  de entornos de cero 

absolutamente convexos y r0-cerrados.

D em ostración: Por ser (vn)n creciente, la  fam ilia  ( V n ,e)n,e  es un sis

te m a  fu n d am en ta l de en to rnos de cero p a ra  r y .  D em ostrem os que 

cada  Vnit es r 0-cerrado . Sea (fd)d u n a  red en V n ,t  que r 0-converge a 

/  G l - í (X ) .  P robem os que /  6  Vn¿. Com o cad a  /¿  E Vn,e se tiene  

que supxeC/ vn( x ) \ f ( x ) \  <  e. Com o la  convergencia p a ra  r 0 im plica  la 

convergencia p u n tu a l, la  red  (vn(x) \ fd{x)\ )d  tiende  a  v n( x ) \ f ( x ) \ ,  por lo 

que un( :r ) |/ ( :r ) | <  e, Vx G t / ,  lo que p rueba  que /  G Vn,t- ■

N o t a  2 .2 .2 5  N o tar que en rea lidad  se ha  p robado  que cad a  Vn ¿  es 

tq -cerrado  en 'H(U). P or poseer L i V i U )  un  s is tem a  fu n d am en ta l de
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en to rnos de cero que son r 0-cerrados en 'H(U)  y por ser (7 i(U),  r0) un 

espacio  com ple to  y r 0 <  ry, se tien e  que ( 'HV(U)^Ty)  es com pleto  

(18.4(4) de [31]).

E n  [6 ] se define la  condición ( C N C )  en un  espacio E  =  ( £ ,  r )  local

m en te  convexo bornológico sobre el que  ex iste  u n a  topología loca lm en te  

convexa de H ausdorff t  m enos fina que r ,  com o sigue:

(C N C )  r  t iene una base de entornos de cero fo rm ada  por conjuntos  

absolutamente convexos y t -cerrados.

La P roposic ión  2.2.24 afirm a que el espacio 'HV(U)  verifica la p ro 

p ied ad  ( C N C ) .

C onsiderem os p a ra  cada  a  =  ( a n )n , a n >  0, el sigu ien te  conjunto :

D a := { }  G U V ( U )  : Pn( f )  < a n Vn G IN}

C la ram en te , la  fam ilia  {LL* } a = (a n )n ) a n > 0  es un  sis tem a  fu n d am en ta l de 

ry -a c o ta d o s  a b so lu ta m e n te  convexos. Veam os a con tinuación  que d i

chos con jun tos son r 0-com pactos.

P r o p o s ic ió n  2 .2 .2 6  Para cada a  =  ( a n)n, a n > 0, el conjunto D a es 

TQ-compacto.

D em ostración : C om o r 0 <  ry  y D a es ry -aco tad o , D a es r 0-aco tado . 

F a lta  com probar que es r 0-cerrado . Sea (fd)d un a  red  en D a que r 0- 

converge a  /  G ' H ( X ) .  Veam os que /  G  D a . Com o cada  /¿  G D a se 

tien e  que pn ( f ) =  su p x e í 7 v n(x ) \ fd (x ) \  < a n ^ n  G IN. Com o la  conver

gencia  p a ra  to im p lica  la  convergencia p u n tu a l, la  red  (vn (x) \ fd (x) \ )d  

tien d e  a vn( x ) \ f ( x ) \ ,  po r lo que vn( x ) \ f ( x ) \  <  a n, Vz G U Vn G IN, lo 

que p ru eb a  que /  G  D a . ■

Así pues, el espacio  ( 'HV(U)^Ty)  posee un sis tem a  fu n d am en ta l 

de  acotados a b so lu ta m e n te  convexos y r 0-com pactos (es ta  p rop iedad  

rec ibe, a su vez, el nom bre  ( B B C )  en [6 ]). M ujica  (ver p.417 de [15] o
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T eorem a 1 y C orolario  2  de [6 ]) probó que el espacio G V ( U )  definido 

com o

{(j) G nv(uy : 4>\a es r 0 — con tinua  VA C 7I V ( U )  r y  — aco tado  } =

{</> G H V (X )* : 4>\Da es r 0 — con tinua  V a =  ( a n ), a n >  0}

do tad o  de la topología  de la convergencia uniform e sobre los con jun tos 

Ty-acotados es un  espacio com pleto  ( D F ) que verifica

G V ( U ) \  :=  i n d u G V { U y w . =  U V ( U )

(donde W  varía  en el s is tem a  VV de todos los en to rnos de cero abso

lu ta m e n te  convexos de G V ( U ) )  m ed ian te  un  isom orfism o topológico. 

A dem ás, com o (' H V ( U ) , T y ) tam b ién  verifica ( C N C )  el espacio G V ( U )  

es tonelado , con lo cual G V ( U ) \  coincide con el dual fu erte  G V ( U ) b y 

re su lta  que 'H V(U )  es topo lóg icam ente  isom orfo a G V (U ) 'b.

Sea Tbc la topología más fina sobre 'H V(U )  que coincide con r0 sobre 

los Ty-acotados de 'HV(U) .  Claramente, un subconjunto W  de 'HV(U)  

es r¿,c-abierto si y sólo si W C\C  es To-abierto en C  para todo subconjunto 

ry-acotado C  de 'HV(U).

P r o p o s ic ió n  2 .2 .2 7  La topología rbc es invariante  por traslaciones, 

esto es, si W  es Tbc-abierto entonces W  +  g es Tbc-abierto para todo

g G nV(U) .

D em ostración: Sea W  un  con jun to  r&c-ab ierto , g  G 'H V(U )  y C  un 

con jun to  ry -aco tad o . Hem os de p robar que ( W  +  g) fl C  es r 0-ab ie rto  

en C . C om o W  es T6c-ab ie rto , el con jun to  W  fl (C  — g) es r 0-ab ie rto  en 

C  — <7, por lo que ex iste  G  r 0-ab ie rto  ta l  que W  O (C  — g) = G f )  (C  — g). 

E ntonces

( W +  g ) n c  =  ( W Í) (C -  g)) +  g =  ( G D ( C  -  g)) +  g =  (G +  g ) n c
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y al ser G  +  g  r 0-ab ie rto  concluim os la p rueba. ■

P r o p o s ic ió n  2 .2 .2 8  i) r 0 <  r¿c <  ry .

ii) ( ' H V ( U ) , t v ) y ('H.V(U), Tbc) t ienen los m ismos  acotados.  

m )  g v {u ) =  (u v ( y ) , T hcyb.

D em ostración : i) La p rim era  desigualdad  es consecuencia d ire c ta  de 

la definición. P or o tra  p a rte , si la  sucesión (f n )n t v -converge a /  en 

'H V(U ) ,  el con jun to  { f n : n € IN } U { /}  es ry -aco tad o , y com o r 0 <  tv ,  

concluim os que ( f n)n r¿,c-converge a  / .  De aqu í que r¿c <  ry .

ii) P o r la  definición de r¿c, u n a  fo rm a lineal u  sobre /H V ( U )  es r¿c- 

co n tin u a  si y sólo si la restricción  de tí a  cada  aco tado  de 7 í V ( U )  es 

r 0-co n tin u a , esto  es, si y sólo si u £  G V ( U ) .  Así pues, ('H V ( U ) , n c)' =  

G V ( U )  a lgeb ra icam en te . E sto , ju n to  con la  P roposición  2.2.25, asegura 

que la  topo log ía  Tí,c es m ás fina que la topología a ( 'H V ( U ) ^ G V ( U ) ) ,  

luego to d o  A  C  'H V(U )  r tc-aco tado  es a ( 'H V ( U ) 1GV(U )) -aco tado .  

Pero  com o 'H V(U )  es isom orfo topo lóg icam en te  a  GV(U ) 'b, el con

ju n to  A  es c r (G V (U ) ' ,G V (U )) -a co ta d o  y, al ser G V ( U )  tonelado , A  

es equ icon tinuo . P or tan to , A  es fu ertem en te  aco tado  y, consecuente

m en te , A  es ry -aco tad o .A sí queda  p robado  que todo  t ¿,c- aco tado  es 

ry -a c o ta d o .

P o r o tra  p a rte , de i) se sigue que todo  ry -a c o ta d o  es T6c-acotado .

iii) Es consecuencia  de ii). ■

E n lo que sigue supondrem os adem ás que cada  peso vn es sem icon- 

tin u o  in ferio rm en te  (s.c.i).

Sea

Un := U \  « " ‘ ({O}) = { x € U :  v„(x)  > 0 }  (n  €  IN).

E l con jun to  £/„ es ab ie rto  por ser v n s.c.i.
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C on estas condiciones, por el a p a rta d o  2 . 1  an terio r, sabem os que 

cad a  espacio  ('Hvn(Un),\\.\\Vrl) es un espacio  de B anach y, adem ás, el 

espacio

G v n(Un) :=  {<f) G 'Hv^U n)*  : <¡>\Bn es r 0 -  con tinua  }

(donde B n :=  { /  G U v n(Un) : \\f\\Vn <  1 }), do tado  con la  topo log ía  

fu erte  es un  espacio de B anach  que verifica

La ap licación  r n m̂ e s tá  b ien  defin ida pues si /  G 'Hvm(Um) y x  £  Un ,

G v n (Uny  =  H v n(Un )

topo lóg icam en te .

V eam os a con tinuación  que 'HVr(í7) =  p ro jn/Hun(Lrn ). 

P a ra  m  > n  definim os

v n( x ) \ f { x ) \  < vm( x ) \ f ( x ) \  < sup v m( y ) \ f ( y ) \  < oo
y€.Um

y de aqu í

por lo que, adem ás de lineal, r n)m es continua. 

Sea ah o ra  la  ap licación  lineal

C om o

\\r nf \ \ vn =  sup vn( x ) \ f ( x ) \  =  s u p vn( x ) \ f ( x ) \  = pn ( f ), V /  G ' H V ( U ),
X&Un xEU
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se tiene  que  r n es con tinua , por lo que la aplicación

r :  U V { U )  — y p ro jn7 ívn(Un ) 
f  ^  r ( f )  :=  ( r n/ ) n

es lineal y con tinua. A dem ás es inyectiva pues si r nf  =  0 p a ra  todo  

n  G IN y x  G U,  ex iste  m  G IN ta l que vm(x)  >  0. Así pues x  G £/m y 

/(x) = 0.
V eam os a con tinuación  que r  es suprayectiva.

Sea ( fn )n  €  p r o jn 'Hvn (Un). D efinim os f ( x )  : =  f n(x)  si x £  Un. La 

función  /  e s tá  b ien defin ida pues U =  U^=iU n y si x 6  Un fl Um con 

n  < m ,  p o r definición de lím ite  proyectivo, r n)Tn( / m) =  / n , de donde 

/m (^ )  =  fn(x).  P o r o tra  p a rte , al ser / \Un = f n y U =  Û °= 1 f/n , /  es 

u n a  función  holom orfa en U y  com o

s u p u n(a :) |/ ( x ) | =  sup un (x ) |/ (a : ) | =  sup un( x ) | / n(x )| <  oo Vn G IN,
x£.U x £ U n x £ U n

se tien e  que  /  G 'HV(U) .

Al e s ta r  r  defin ida e n tre  espacios de F réchet, se t r a ta  de un iso- 

m orfism o topológico com o consecuencia del teo rem a de la  ap licación  

ab ie rta .

E ste  lím ite  p royectivo  no es reducido  en general. P or 2.2.23 A) 

'Hb(A’) es un  ejem plo de espacio ponderado  y en este  caso ' H b ( X )  = 

p r o j r>0n ° ° { r B ) ,  donde B  es la bo la  un id ad  a b ie r ta  de X , no es re 

ducido.

N u estro  sigu ien te  o b je tiv o  es p robar que, en el caso U = X  y 

b a jo  c ie rta s  h ipótesis sobre los pesos, G V ( X )  = i n d nG v n(Un).Fara  ello 

tom em os la  tra sp u e s ta

r ’n : H v n(Uny  — y H V ( X ) \

P r o p o s ic ió n  2 .2 .2 9  r ‘n ( G v n(Un)) C G V ( X ) .
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D em ostración: Sea (¡> E G v n(Un ) y C  C ' H V ( X )  ry -a c o ta d o . C om o

rn W \ c  =  <¿>°rn |c  =  0 | r n(C)

es r0-co n tin u a  al ser r n(C ) aco tado , concluim os que r£(<£) E GV’(A ’). 

■

U na consecuencia in m e d ia ta  de e s ta  proposición  es que la  ap li

cación r n defin ida del espacio ( 'H V ( X ) ,  a ( 'H V ( X ) ^  G V ( X ) ) )  en el es

pacio  ('Hvn (Un),o-('Hvn( U n ) ,G v n(Un))) es con tinua.

A dem ás, la  aplicación (r£|Gv„ (£/„))* ’ E LV (X )  — y 'Hvn (Un ) verifica 

que (r^GvniU^Y =  rn, pues p a ra  /  E U V { X )  y <j>n E G v n (Un) se tien e  

que

( r ñ l G » „ ( [ / „ ) ) ' ( / ) ( 0 r . )  =  /  °  r ‘n \cvn(U„)(<l>n) =  f{<!>n O r n ) =

<t>n °  r n ( f )  =  <f>n(rn( f ) )  =  r n( f  )(</>„).

P r o p o s ic ió n  2 .2 .3 0  Supongamos  que para todo n  E IN, v n es radial y  

si vn ( x ) >  0  entonces vn( tx )  >  0 para todo t : |/ | <  1 . Si  el espacio 

' H V ( X )  contiene a los pol inomios entonces r ln \Gvn(un) es inyectiva.

D em ostración : La proposición q u ed ará  p ro b ad a  si vem os que la 

ap licación  r n tiene  rango a ( 7 í v n(Un), C un ( í/n))-denso. La h ipó tesis de 

que v n( tx )  >  0  p a ra  todo  t : \t\ <  1 , s iem pre que vn(x)  >  0  a segura  que 

el ab ie rto  Un sea equ ilib rado . Sea /  E 'Hvn (Un) y sean Cmf  las m edias 

de C esáro  de / .  Com o cada  Cmf  es un  polinom io , Cm(f )  E ' H V ( X )  

p a ra  todo  m  E IN .Por la  Proposición  2.1.13 b) la  sucesión (Cmf ) m Uc- 

converge a /  y com o, por la  P roposición  2.1.8 ii), ('Hvn (Un) , p,c)' =  

G v n (Un), se sigue que la  sucesión (rn(Cmf ) ) m v( 'H vn(Un ) , G v n(Un ))- 

converge a / .  ■
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G racias a  e s ta  proposición, y ba jo  sus h ipótesis, cada  G v n (Un) se 

piuede considerar subespacio  de G V { X ) ,  si b ien ev ita rem os las identifi

caciones en  p ro  de la  c laridad .

De fo rm a  análoga  a lo p robado  h a s ta  ahora , si tom am os las tra sp u es

ta s

r n,m : 'Uvn (UnY  ----> H v m(Um Y  (TI < m )

se verifica:

i) r ‘n¡m( G v n (Un)) C G v m (Um ),

Ü )  ( r n,Tn\Gvn{Un)) =  r n,mi

^ 0 ’ r n m\Gvn{un) es inyectiva, de donde G v n(Un) se p o d ría  considerar 

subesp ac io  de Gh;m(£/m), p a ra  n < m , si b ien no harem os ta l  identifi

cación .

Así, al to m a r  tra sp u e s ta s  pasam os del d iag ram a  con m u ta tiv o  

T'm
'HVmiUm)

a

r*m
G v m {Um)

R eagrupem os en el sigu ien te  lem a todas  las condiciones sobre los 

pesos que necesitam os p a ra  o b ten e r un a  e s tru c tu ra  de L B  en el espacio 

G V ( X ) .  Si b ien  puede parecer que se t r a ta  de un gran  núm ero , todas 

ellas son m uy n a tu ra le s  y son verificadas en los casos m ás usuales (ver 

E jem plos 2.2.23).

L e m a  2 .2 .3 1  Sea X  un espacio de Banach , V  =  (vn)n una sucesión  

creciente de pesos que verifique:

H V { X )
\ í r n

— > H v n(Un)
n,m

G V { X )/* \  r ‘n

<—  G v n(Un)
r ¿71,771
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P l )  Cada v n : X  — ► IR+ U {0} es s.c.i.  y radial, para todo n G IN.

P2) Para cada n  G IN, si vn(x)  ^  0 entonces vn [ tx )  ^  0 : |¿| <  1.

P3) Para cada A  C  X  acotado existe n  G IN tal que ín fxGj4 vn(x)  >  0 . 

P4) Dado n  G IN, existe m  > n y existe t >  1 tal que vn(x)  <  v m ( tx )  

V x e X .

P5) P í V ( X )  contiene a los pol inomios (equivalentemente,  cada v n es 

de decrecimiento rápido).

Entonces,  dado n  G IN existe m  > n  y existe a  =  (otj) j , otj >  0 tal  

que si  f  G B m, f  admite  la s iguiente descomposición:

N —1 oo

/  =  r m £  P j f  +  £  Pj f ,
3 = 0  j = N

donde N  viene dado por las condiciones  r n,mGj!Lw P j f )  €  § B n y

Ef=ó‘ P¡f e \B a.

D em ostración : N otem os en p rim er lugar que p a ra  cada  p G IN, por 

P 2 ), el ab ie rto  Up es equ ilib rado , p o r lo que la  serie  de Taylor de cada  

/  G 'Hvp(Up) converge p u n tu a lm e n te  a  / ,  esto  es

oo

/ ( * )  =  £  f ’i/O *) V z G t / p
3 = 0

y p o r P 5), 0 Pj f )  G 77up( t/p), luego

oo W

E  p j f  = f  -  » > ( £  P j f )  €  T M i g ,  ViV €  IN.
j = N  j - 0

P or o tra  p a rte , m odificando ligeram en te  las p ru eb as  de las P roposi

ciones 2.2.7 y 2.2.8 se ob tiene  que

V )  l l r í ( í j / ) l l » ,  =  s u P x € t/p  vp(x )\rp(Pj f ) ( x )\ ^

sup Vp(x) sup \P j f ( t x ) \  <  sup Vp(x) sup  \ f ( t x ) \  =  
x&jp |í|<i xeup |í|<i
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sup  vp(x)  sup  \ f ( t x ) \  =  sup sup vp( t x ) \ f ( t x ) \  =  
x e u p |¿|=i z£Up |t|=i

sup  vp( x ) \ f ( x ) \  = \\f\\Vp V f e H v p(Up), V p G l N .
xC.Up

( I I )  D ado n G IN 3 m  > n  3t  > 1 (dados por P4):

t J \\r n (P j f ) \ \ v n =  t 3 sup  un(a;) |rn (P j/) (a ;) | =  sup vn( x ) \ P j f ( t x ) \  <
x£Un x£X

s u p  Vm ( t x ) \ P j f ( t x ) \  =  SUpVm ( x ) \ P j f ( x ) \  =  sup Vm( x ) \ P j f ( x ) \  =
x £ X  xEX x£Um

IM^/)lk < ||/||„m VfeHvm(um).
Sea /  €  B m . D e ( I I ) ,  la  serie Y L J L o r n ( P j f )  converge a  r n m/  en 

( H v n (Un), ||.||v„) y

OO OO OO 1 OO 1

II E rniññl. < E IM̂ /)IL < E Tjll/lk < E jj
j = N  j = N  j = N  1 j = N  1

que es m enor que e /2  p a ra  N  su fic ien tem ente  grande.

P o r P 3), sea  p  G IN ta l que ín fX£BVp(x)  > 0, donde B  es la  bo la  

u n id ad  c e rrad a  de X .  Podem os to m a r v[ :=  vp y  vk :=  vp+k-i-  Así 

elegida, la  fam ilia  de pesos V ' : =  ( v'k ) k es crecien te  y  verifica P l ) , . . . ,  P5) 

y  adem ás ( B V ' ( X ) , t v >) =  ( B V ( X ) , t v ) ,  por lo que podem os suponer 

que ín fxGB ui(a:) >  0 .

P o r ser cad a  vp de decrecim iento  ráp ido , p a ra  cad a  j ,  V ( * X )  C 

B V (X ) y r y  coincide con la  topología  de la  n o rm a  en V ( * X )  (C orolario  

2.2.17). Luego, p a ra  cada  k  G IN, pk \vpx )  es u n a  sem inorm a con tinua  

de V ( * X ) ,  por lo que ex iste  a ¡ >  0 ta l  que Pk( P)  <  ^k , j | |P || p a ra  todo

p  e V(jx ) .
A dem ás, com o | |P j / | |  <  c p \ ( P j f ), donde c :=  ín flG£  iq (:r), se sigue

que

E pt(Pjf) < E “*¿11̂/11  ̂E ak,,cpi(p,f) < E ak,jcpv„(Pjf) =
j = 0  j = 0  j = 0  j —o
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y v - i  N - 1 ¿V-L

H  ^ J Cllrm(^7)lkrn <  H  a*,jc||/||Vm <  XI a^ 'c-
j =O ;=0 j=0

Si llam am os a k :=  “ cEyLo1 a k,j >  0 se tiene  que

P fc (H  P j7 )  <
j= 0

es decir, E jL o1 P j f  €  ¿ B a , o¿ := ( a k)k . ■

P r o p o s ic ió n  2 .2 .3 2  Bajo las condiciones del Lema  2.2.29 se verifica:

K  n r ‘n {A n) C 

donde A k es la bola unidad cerrada de G v k{Uk).

D em ostración : R ecordem os los siguientes d iag ram as conm uta tivos:

n v { x )
Tjn f'n

'Hvm (Urn) -----> B v n(Un)
^n,m

y
G V { X )

r m \  r n
C um(Cm) <—  C un( t/n )

r ln,m

Sea <j) G B °  fl r^ (A n) y sea <fn G An ta l que <j> =  (<£„). Sea (f)m : =

^  G v m(Um).

E ntonces,

=  r ñ(</>n) =  r ín(r n ,m (^ 0 ) =

luego b a s ta  ver que (f)m G ev4m. Sea /  G 'Hnm([/m) con | | / | | Vm <  1, esto  

es, /  G B m . P or el lem a an te rio r,

N —1 oo
/  =  r m( E ^ / ) + £ Pi /

j= 0  j=JV
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con E f= o ‘ ñ f  e f f l a  y c„,m(E ~ A r P j / )  €  
E n tonces,

oo
I M / ) I  = k U W n ) ( / ) l  = \4>n o rBim(r„( £  ñf) + E ^ / ) l  =

j= 0  J=AT

T V -1  oo TV—1

I&.M E /̂)) + ¿*Km( E /̂))l < K(«( E 7̂)1 + ó =

lo que p ru e b a  que (¡>m G t A m. ■

T e o r e m a  2 .2 .3 3  Bajo  las condiciones del Lema  2.2.31 se verifica que 

para cada n  G IN existe m  > n tal que G V { X )  y r ^ G v ^ U m )  inducen  

la m i s m a  topología sobre r^ (A n).

D em ostración : H em os de p ro b ar que p a ra  cada  e > 0 ex iste  un 

e n to rn o  de cero V  en  G V { X )  ta l  que

B a =  { /  €  /H V { X )  : pn { f )  < o t n Vn G IN}, a  =  (q „ )„ , a n > 0.

E s te  es un  con ju n to  r^ -a c o ta d o  y, po r tan to , es Tf,c-aco tado . Com o 

('H V ( X ) , T b cy  =  G V ( X ) ,  en tonces B°  (donde el po lar se ha  tom ado  en 

G V { X ) )  es un  en to rn o  de cero en G V ( X ), por lo que b a s ta rá  p robar 

que dado e >  0 ex iste  a  =  ( a n)n , a n > 0 ta l  que

j= N j =0

V  D r* (A „) C r^ (e A m) fl r Í ( A n).

Sea

B a ^  r n(An)  C erm( A m);

resu ltad o  que se h a  p robado  en la proposición an terio r.
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T eorem a 2.2.34 Bajo las condiciones del Lem a  2.2.31,

G V ( X )  = i n d nG v n (Un)

algebraica y topológicamente. Además ,  dicho l ímite  induct ivo es regu

lar.

D em ostración: Sea A  C  G V ( X )  un  con jun to  aco tado . E n tonces A°  

(po la r tom ado  en H V (X ))  es un  en to rno  de cero de G V ( X ) ' b = L i V (X ). 

C om o ' H V ( X )  = p r o jn'Hvn (Un), ex iste  F  C IN fin ito  ta l  que

f l  { /  6  U V { X )  : p , ( f )  < e} C 4»
j € F

p a ra  un e >  0. Sea n := m á x j ^ p j ,  en tonces

f l  { /  6 U V ( X )  : p¡(f) < £ }  = { / €  - H V ( X )  : p „ ( / )  < e} = r ; ‘(eSn),
j'eF

y, ten iendo  en cu e n ta  las p rop iedades de las ap licaciones tra sp u e sta s , 

< r ‘n \a M u„)(A„))°  =  ( ( r i l o , * , , / . ) ) ' ) - 1^ )  =  r ? ( c B n) C A ° ,

donde el p rim er po lar se h a  tom ado  en ' H V ( X )  y el segundo en 'Hvn(Un).  

Al to m a r polares en G V ( X )  ob tenem os, haciendo  uso del teo rem a  del 

b ipo lar, que

A  C  A°°  C i ( r ‘ HX)-

P or el T eorem a an te rio r, ex iste  m  > n  ta l  que G V ( X )  y r ^ G v ^ U m )  in

ducen  la  m ism a topo log ía  sobre r^ (A n). De aqu í que , al ser r ^ G v ^ U m )  

com pleto  con la  topo log ía  final por r ^ ,

y p o r tan to ,

A  C  j ¿ [ ( A j r U a ''miUm)) C  r ‘m( G v m (Um)).



2.2. El espacio  ' H V ( X ) 83

E sto  es, cad a  aco tad o  de G V ( X )  e s tá  con ten ido  en algún rm (G v m (Um)) 

y es aco tad o  ah í. P o r lo tan to ,

G V ( X )  =  U“  , r ‘ G v n{Un )

y los espacios G V ( X )  y i n d n r ^ G v ^ U n )  inducen  la m ism a topo log ía  

sobre  c a d a  su b co n ju n to  aco tado  de G V ( X ) ,  dado  que si A  C G V ( X ) es 

aco tad o  e x is te  n  E IN ta l que A  C  (£/„)) y es aco tado  ahí, y ex iste

m  > n  ta l  que  G V ( X )  y r ^ G v ^ U m ) )  inducen  la  m ism a topología  en 

A.  P o r o tra  p a rte , i n d j r ^ G v j i l J )))  y r ^ G v ^ U m ) )  inducen  la  m ism a 

to p o lo g ía  en A  pues, si llam am os a la topo log ía  lím ite  inductivo , 

T i n d U  < Tr\n (G vm ( u m )) \A  por definición de r ind y com o

Tr^GvmíUmVU  =  TV \a <  T in d U  <  U ,

se o b tien e  la  igualdad .

P o r ú ltim o , com o G V ( X )  es un  (jD F)-espacio , por el teo rem a  de 

G ró th en d ieck  (T eo rem a 3 de [25]), la  ap licación  id en tid ad

G V ( X )  — > ¿nán^(Gv„((/n))

es con tin u a , lo que p ru e b a  que G V ( X )  =  i n d n r ^ U n )  topo lóg icam ente . 

■

N o ta  2.2 .35 E n  este  a p a rta d o  hem os tra b a ja d o  con fam ilias de pesos 

num erab les. Si consideram os u n a  fam ilia  d irig ida  V ,  no necesariam en te  

num erab le , de pesos no negativos s.c.i. y  que verifiquen la condición 

(P ), podem os p ro b ar que ' H V ( X )  =  p r o jV£v 'Hv(Uv) m ed ian te  un  a rgu 

m en to  análogo al usado  en el caso num erab le . M ás aún , siguiendo con 

la  m ism a no tac ión , G V ( X ) '  =  H V ( X )  cuando  G V ( X ) '  e s tá  do tad o  

con la  topo log ía  de la  convergencia uniform e sobre las uniones fin itas 

de las bolas u n id ad  de Gv{Uv). Se puede p ro b ar, aunque no incluim os
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la  dem ostrac ión  po r no a la rg ar en exceso e s ta  n o ta , que ' H V ( X )  es el 

dual fu erte  de G V ( X ) si y sólo si G V ( X )  = i n d vG v (U v) es regu lar. Por 

ú ltim o  hacem os n o ta r  que si ' H V ( X )  fuera  bornológico, com o verifica 

las condiciones ( C N C )  y ( B B C ) ,  en tonces posee un  p red u a l que es 

(L B )-espacio .



C apítulo 3 

B idualidad en espacios de 
funciones holom orfas

E ste  ca p ítu lo  e s tá  ded icado  al e s tu d io  del b idual de espacios de fun

ciones holom orfas. E l p ro b lem a  orig inal surgió en espacios de poli

nom ios [5] al in te n ta r  resolver el p ro b lem a  de cuándo el b idual V ( X ) * *  

del espacio  de polinom ios continuos sobre un espacio de B anach  X  e ra  

isom orfo  al espacio  de polinom ios continuos V (X * * )  definidos sobre el 

b id u a l de X .  Y  en genera l, la  descripción  que se p re ten d e  o b ten er es 

cu ándo  el b id u a l de u n a  clase de funciones holom orfas sobre un espa

cio de B anach  X  es topo lóg icam en te  isom orfo a o tra  clase de funciones 

holom orfas sobre  X**.  E n  los ú ltim os años son m uchos los au to res que 

se h an  p reo cu p ad o  de describ ir el b idual de algunos espacios de poli

nom ios o de funciones holom orfas (por ejem plo  [5], [23], [28], [40], [47] 

and  [48]).

La téc n ica  que vam os a  desarro llar p a ra  la  ob tención  de isom orfis- 

m os e n tre  espacios de funciones holom orfas consiste en o b tener p a ra  

cada  uno  de los espacios descom posiciones de Schauder adecuadas, que 

llam arem os /¿-Schauder, de m odo que si dos espacios con un m ism o 

tip o  de descom posición /¿-Schauder cum plen  que los espacios que las

85
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com ponen  son en cierto  sen tido  “equ i” isom orfos, en tonces los espa

cios orig inales son isom orfos. E ste  hecho es falso en general p a ra  des

com posiciones de Schauder a rb itra ria s . Así por e jem plo , ta n to  el espa

cio C) com o 'H (D ), donde D  es el disco u n id ad  a b ie rto  de (D, tien en  

por descom posición de Schauder a  ( V ( mC ))m y sin em bargo  dichos es

pacios no son isom orfos (ver la  n o ta  al C orolario  10.6.12 de [29] o la 

N o ta  3.9). O tro  ejem plo  sencillo nos lo ofrece los espacios

co =  { (a n)n : 3 l ím an =  0}
N n

y oo
h  =  { K ) n  : ^ 2  M  < ° °}

n = l

que tien en  u n a  m ism a  descom posición de Schauder ( H n ) donde cad a  H n 

es el subespacio  generado  po r los vectores básicos en := (0 ,. . . ,  0 ,1 ,0 , . . . ) ,  

e s tan d o  el 1 s itu ad o  en el lugar n-ésim o.

A sí pues, ex is ten  espacios de F réchet que no son topo lóg icam en te  

isom orfos y que tien en  la  m ism a descom posición de S chauder. De aqu í 

que nos p regun tem os qué condiciones h an  de verificar los espacios E  y  

F  p a ra  asegurar que las igualdades en tre  los escalones que fo rm an  las 

descom posiciones respectivas lleven a  un  isom orfism o topológico en tre  

E  y  F.  M ás aún , ba jo  unas condiciones así, qué tip o  de isom orfism os 

e n tre  los escalones ca rac te rizan  el isom orfism o e n tre  E  y F .  E stas 

p reg u n tas  q u edan  con testadas  gracias al concep to  de descom posición 

jR-Schauder.

Si E  es un  espacio  localm en te  convexo de H ausdorff, d eno tarem os 

con E* su dual algebraico  y con E '  su d ua l topológico, es decir, el 

espacio  de las form as lineales y con tinuas en E.  Sin em bargo , y dado 

que po r el con tex to  no su p o n d rá  am bigüedad , seguirem os la  no tación  

trad ic io n a l p a ra  espacios de B anach  según la  cual el d ua l topológico de 

un  espacio  de B anach  X  se d en o ta  X *.
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A lo largo  del cap ítu lo  (X , || . ||) d en o ta  un  espacio de B anach  

com plejo , B  la  bo la  u n id ad  a b ie r ta  de X ,  U  un  ab ie rto  ab so lu tam en te  

convexo de X , B*  la  bo la  un id ad  a b ie r ta  del dua l X *  de X  y G  un 

a b ie r to  a b so lu ta m e n te  convexo de X * .

D efin ición  3.1 Sea ( E , r )  un espacio de Fréchet y ( E n , || . ||n )n una 

sucesión de espacios de Banach que f o r m a n  una descomposición de 

Schauder  de E .  Diremos  que (E n) es una descomposición R-Schauder  

de E ,  0 <  R  <  oo, si para toda sucesión  (x n)n , x n E E n , la serie 

'fZ'¡f=ox n converge en E  si y sólo si l ím su p n || x n ||J /n<

R ecordem os que u n a  serie de po tencias a nZn converge d en tro

de su disco de convergencia y diverge fuera  de él. A dem ás, el rad io  de 

d icho  disco v iene dado  po r la  fó rm ula  de C auchy-H adam ard :

rr • 
an\n

C la ra m en te  el concep to  de R -S chauder descom posición e s tá  insp irado  

en  d icha  fó rm u la  y es in m ed ia to  que si tom am os E  =  'H.(RD),  donde D  

es el disco u n id ad  ab ie rto  d e C y O < R < o o  con el convenio ooD  =  (D, 

y to m am o s E n = V ( n € )  en tonces ( V ( n€ ) ) n es u n a  descom posición R-  

S chauder de 'H (RD) .

P roposic ión  3.2 Si  (E n )n es una descomposición R-Schauder  de E ,  

0 <  R  <  oo, entonces  (E n)n es una descomposición S-absoluta de E .

D em ostración . C om o E  es un  espacio de F réchet b a s ta  p robar que 

( E n )n es u n a  descom posición «S-Schauder de E  (P roposición  3.10 de 

[15]).

Sea (an)n 6  5 : =  { (an)n C C : l ím su p n |a n |1/n <  1} y sea x  =  

£m =o x m €  E.  T enem os que p robar que Em=o amx m C E.

Com o

lím sup(|<zn | II x n | | n ) 1 / n  <  lím su p  |a n |1/n lím su p  || x n ||^/7l<
n n n i t

Rr =
1

lím  sup
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se sigue de la  definición de descom posición /¿-Schauder que

OO
^  C B.

m=0

N o ta  3.3 i) De e s ta  proposición se sigue que no to d a  descom posición  

de S chauder es R - Schauder p a ra  algún  0 <  R  <  oo. De hecho, u n a  

descom posición de Schauder que no sea 5 -ab so lu ta  no puede  ser R-  

Schauder p a ra  n ingún R.  P or e jem plo , siguiendo la  no tac ió n  in ic ia l, 

( H n )n no es u n a  descom posición /^-Schauder de /i p a ra  n ingún  R.

ii) T am bién  ex isten  descom posiciones 5 -ab so lu ta s  que no son R-  

Schauder p a ra  n ingún  R.  P o r e jem plo  si consideram os la  sucesión de 

pesos V  :=  (un)n donde vn(z)  := e ~ ^ , z  £  C , el espacio  p o n d erad o  

'HV(<Ü) tiene  p o r descom posición 5 -a b so lu ta  a ( 'P (mC ))m (P roposic ión  

2.2.11). Pero  com o la  función

oo _ 2 m

f ( z )  :=  e*’ =  £  — j-, z €  C
m = 0

no p erten ece  a T i V ^ )  la  serie no converge p a ra  r y  y sin

em bargo  l ím s u p m( ^ 7) 2̂ r =  0. C onsecuen tem en te  no se verifica la 

definición de fí-S chauder p a ra  n ingún  R.

iii) E n  genera l p a ra  un  espacio  de B anach  X  si V  es u n a  fam ilia  

n u m erab le  de pesos de decrecim ien to  ráp ido  la s ituac ión  es la  sigu ien te:

a) Si ' H V ( X )  =  'Hb(X)  en tonces { V ( mX ) ) m es u n a  descom posición  oo- 

S chauder de ' H V ( X )  (ver E jem plo  3.5 a) posterio r).

b) Si ' H V ( X )  es un  subespacio  prop io  de 'Hb(X)  en tonces (V ( mX ) ) m 

es u n a  descom posición 5 -a b so lu ta  de ' H V ( X )  que no es Z?-Schauder 

p a ra  n ingún  0 <  R  <  oo. E n  efecto, de fo rm a análoga  a  ii) si /  =  

£m =o P m f  €  Bib{X) \ W / { X ) ,  en tonces l ím s u p m ||P m|| -  =  0. P ero
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XT,m=o P-mf no converge p a ra  Ty pues de hacerlo , com o n  < Ty, f  sería

su  su m a , lo que con trad ice  que /  no p ertenece  a 7 í V ( X ) .

L a topo log ía  de E  y la  n o rm a  de cada  E n aparecen  fu ertem en te  

re lac ionados en la  definición de descom posición iü-Schauder. De hecho, 

la  p ró x im a  proposición  m u es tra  que la  topología de E  puede ser d escrita  

en  té rm in o s  de R  y de la  n o rm a  de cada  E n .

P r o p o s i c i ó n  3 .4  Si  E n es una descomposición R-Schauder  de E ,  0 <  

R  <  oo, la fami l ia  de s e m inorm as  {pr : 0 < r < R }  dadas por

OO OO

P r ( X ) =  r ™ H X m  I I ™’ X ~  X m  ^  E
771=0 771=0

de te rm ina  un s is t ema fu n d am e n ta l  de seminorm as  cont inuas para E .  

D em ostración . Sea 0 <  r < s < R ,  com o

lím su p  || x n ||*/n <
n rí s

e x is te  no €  IN de m odo que si n > u q  entonces || x n ||n<  de donde 

r 71 || x n ||n <  pr y por ta n to  la  serie 5Zm=o rTn II x m ||m os convergente 

p a ra  cada  0 <  r  <  R  y cad a  pr es u n a  sem inorm a. D icha fam ilia  

de  sem inorm as d e te rm in a  u n a  topo log ía  localm ente  convexa sobre E  

m e tr iz a b le  (pues b a s ta  considerar la  fam ilia  {prn : rn (E]0, i?[flQ }) que 

d en o tam o s t r . C om o p a ra  cada  0 <  r  <  R  el con jun to

B r :=  { x  e  E  : pr {x)  <  1} =

oo l

n £ 0{x = x m £ E  : ^ 2  r m \\ x m ||m<  1}
771=0 771=0

es un  tonel en el espacio de F réchet ( E , r )  se tiene  que tr  <  r .  De 

aqu í que la id en tid ad  (F?, r )  — > (E , t r ) sea con tinua. Si probam os que 

( E , t r ) es com pleto , por el T eorem a de la  aplicación a b ie rta , am bas 

topologías co incid irán .
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C om o r m ||:rm ||m <  J 2 n = 0  r7l|k n ||n  =  P r ( x ) ,  Vx =  E ÍL o  x n €  E , la  

proyección

( E , tr ) — y (£m, | | . | | m) (1)
X  —  £ m = 0  X m  X m

es co n tin u a  p a ra  cada  m  G IN.

Sea ah o ra  (x s)s u n a  sucesión TR-Cauchy en E.  P a ra  c ad a  m  G IN 

la  sucesión ( ¡ r jja  es de C auchy en el espacio  de B anach  E m po r lo 

que ex is te  x m G E m || . ||m-lím ite  de P a ra  te rm in a r  la  p ru eb a

debem os d e m o stra r que x  £ m = 0  X m  es convergente  y que  (:rs)s t r -  

converge a x.  P or ser (x s)s u n a  sucesión r^ -C auchy , dado  e >  0 ex iste  

s 0 G IN ta l que s ,5 7 >  s 0 im p lica  que £m =o r m || x sm -  x\„ ||m<  c. P or 

ta n to  ^

¿  II x ‘m -  x i  ||m<  £ V /€ I N  VS)S' > So.
m=0

Si fijam os s  y hacem os ten d e r s'  a  oo en tonces

¿  r™ || x ’m -  x m ||m<  e Vi e  IN Vs >  s 0 (2).
m = 0

Así pues,

oo oo oo
Y  r™ II X ™ ||m < Y  rTn II x$m  ~  X m  ||m +  Y  T ™ II X&m  ||m < OO. 
m=0 m=0 m=0

Luego lím  su p m || x m \\]lm<  y por ta n to  x  =  £m =o x m €  E.

A dem ás, de (2) se tiene  que

pr (x  — x s) < t  V5  >  5o,

lo que p ru e b a  que ( z s)s t r - converge a x.  ■

La sucesión (V ( mX ) ) m ({Vwu(mX ) ) m) es u n a  descom posición de 

Schauder de Hb{U)  [40] [ H WU{U)  [2] y [40] resp ec tiv am en te). Si x  G
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'HWU{ X )  A ron p robó en la  P roposición  1.5b de [2] que P m f  £ V wu(mX )  

u sando  la  fó rm u la  in teg ra l de Cauchy. Es conocido que este  m ism o 

a rg u m e n to  sirve p a ra  el caso de funciones no en te ras y puede ser usa

do ta m b ié n  p a ra  p ro b ar que (V w*(mX * ) ) m es u n a  descom posición de 

S chauder de 7íw*(G).  E stos hechos nos p e rm ite n  o b ten e r los ejem plos 

3.5 y 3.7 posterio res.

E je m p lo s  3 .5  a) La fam ilia  ( V ( mX ) ,  || . ||f í)m es u n a  descom posición

oo-Schauder de 'Hb(X).  P a ra  p robarlo  tenem os que ver que d ad a  una

sucesión (P m)m, Pm £  V ( mX ) ,  la  serie £m =o Pm converge en 'Hb(X)  si
x

y so lam en te  si l ím su p m ||-Pm ||ij — 0-

Supongam os en p rim er lugar que /  :=  Ylm=o p m C B b { X )  y sea 

r  >  0. P o r las desigualdades de C auchy

WP m\\B =  — \\Pm\\rB <  “ | | / l | r f l

de donde

i ift.nl < h f ú -r
x

Al to m a r lím ites p a ra  m  ob tenem os que lím su p m ||P m ||ij <  p a ra
x

cua lqu ier r  >  0 y de aqu í que l ím su p m ||P m||ij =  0.
x

R ecíp rocam en te , sea r  > 0. Com o lím  supm ||P m||^  =  0 la  serie 

£ m = o rm ||^ >m ||b  converge. Pero  e s ta  serie coincide con Em=o ||^m||rJ9- 

P or ta n to , com o

II Prn\\rB <  XZ H^mlIrB <  C 
m —p m —p

p a ra  q > p  su fic ien tem en te  grandes, la  serie Ylm=o p m converge en el 

espacio de  F réchet 7íb(X) .

De fo rm a análoga  se p ru eb an  los ejem plos siguientes.

b) Sea R  > 0. La fam ilia  (V ( mX ), || . | |# ) n es un a  descom posición 

P -S ch au d er de 'Hb(RB).
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c) Sea U un  ab ie rto  equ ilib rado  y aco tado  de X .  La fam ilia  (V ( mX ), 

|| . ||[/) es u n a  descom posición 1-Schauder de 'Hb(C).

N o t a  3 .6  De la  p rop ia  definición se ob tiene  de fo rm a in m e d ia ta  que 

si ( E n , || • | | n ) n  es u n a  descom posición /¿-Schauder (0 <  R  <  oo) del 

espacio  de F réchet E  y F  es un  subespacio  cerrado  de E  de m odo que 

( F  fl E n , || . ||n ) n  es u n a  descom posición de Schauder de F,  en tonces 

( F  fl E n, || . ||n )n es u n a  descom posición /¿-Schauder de F.

C om o consecuencia de la  N o ta  3.6 y los ejem plos 3.5 obtenem os:

E je m p lo s  3 .7  a ’) La fam ilia  ( V wu(mX ) ,  || . ||f l)m es u n a  descom posición 

oo-Schauder del espacio /H WU( X ) .

b ’) Sea R  > 0. La fam ilia  ( V Wu(mX ) ,  || . ||f l)n es u n a  descom posición 

R - Schauder de 7iwu( R B ) .

c ’) Sea U  C X  un  ab ie rto  ab so lu tam en te  convexo y aco tado  de 

X .  La fam ilia  ( V wu(mX ) ,  || . ||[/) es u n a  descom posición 1-Schauder de

n Wu ( u ) .

a ” ) La fam ilia  (Vw*(mX * ) ,  || . ||b*)™ es u n a  descom posición oo- 

Schauder del espacio l~iw*(X*).

b ” ) Sea R  > 0. La fam ilia  ( V w*(mX * ) ,  || . ||fl*)n es u n a  descom 

posición /2-Schauder de /H W*(RB*) .

c” ) Sea G  C X *  u n  subcon jun to  a b so lu tam en te  convexo y aco tado  

d e X * . La fam ilia  ( V w»(mX * ) ,  || . ||g )  es u n a  descom posición 1-Schauder 

de 'híw* (G ).

P r o p o s ic ió n  3 .8  Si  ( E n , || • | | n ) n  es una descomposición R-Schauder  

de E ,  0 <  R  < oo; entonces la fami l ia  ( E n , ( R / R ' ) n || '. | | n ) n  es una  

descomposición R '-Schauder  de E  para todo 0 <  R'  < oo.
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D em o strac ió n . D ado x m £  E m, m  £ IN, por h ipótesis la serie 

E “ =0 x m converge en E  si y sólo si r m || x m ||m converge p a ra

to d o  0 <  r < R.  Pero  com o
OO OO D /  D

E r- ii iu= e  n iu
7 7 1 = 0  771 =  0  “  “

la  serie  Em =o x m converge en E  si y sólo si £m =o ■sm( ^ ) m || x m ||m 

converge p a ra  todo  0 <  s < f í ! . ■

N o t a  3 .9  La P roposic ión  3.8 nos dice que ex isten  esencialm ente  dos 

tip o s  de descom posiciones /¿-Schauder: las de tip o  infin ito  (descom 

posiciones oo-Schauder) y las de tip o  fin ito  (que son reducib les a  des

com posiciones 1-Schauder del m odo siguiente: si ( £ n , || . ||n )n es un a  

descom posición  /¿-Schauder de E ,  0 <  R  <  oo, en tonces la  fam ilia  

(/?„, R n || . ||n)n es u n a  descom posición 1-Schauder de E) .  De acuerdo 

con la  P roposic ión  3.8, los E jem plos b ,b ’,b” ) son casos pa rticu la res  

de c ,c ’,c” ) resp ec tiv am en te . Llegados a este  pun to , la  sigu ien te  pre

g u n ta  su rge  de fo rm a  n a tu ra l: ¿Es posible estab lecer un  isom orfism o 

topológico e n tre  dos espacios de F réchet ten iendo  uno de ellos u n a  des

com posición  /¿-Schauder con 0 <  R  <  oo, y el o tro  u n a  descom posición 

oo-Schauder?  C om o hem os definido las descom posiciones /¿-Schauder 

ten ien d o  en  m en te  los espacios de funciones holom orfas de tip o  acotado  

defin idas en  u n  co n jun to  ab ie rto  de un  espacio de B anach , la  p reg u n ta  

puede  refo rm u larse  del sigu ien te  m odo: ¿Es posible en co n tra r un  espa

cio de B anach  X  ta l  que 'Hk{X)  sea topo lóg icam ente  isom orfo a  ?/fc(5)? 

R ecordem os que ya  hem os ind icado  an te rio rm en te  que esto  no es cierto  

p a ra  X  =  (D.

La re sp u e s ta  a  am bas p regun tas es negativa  y m e la proporcionó 

José B onet en u n a  com unicación  personal que le agradezco p ro funda

m en te  y en  la  que m e m ostró  el sigu ien te  p u n to  de v is ta  de las descom 

posiciones /¿-Schauder com o espacios de series de po tencias.
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D ada u n a  sucesión de espacios de B anach  ( E n )n y 0 <  R  < oo el es

pacio  de series de po tencias AR.((En)n) es un  espacio de F réchet definido 

po r A/? ((£ „ )„ ) :=  { x  =  ( x n ) £  Un E n : pr (x)  :=  En=o \\x n\\nrn < 

oo Vr : 0 <  r  <  /?}, do tado  con la  topología  loca lm en te  convexa d ad a  

p o r la  fam ilia  de sem inorm as {pr : 0 = <  r < R } .  C uando  E n =  C p a ra  

to d o  n  G IN el espacio de series de po tencias lo deno tarem os A r .

C om o p a ra  cualqu ier sucesión de núm eros reales no negativos ( a n )n 

y cua lqu ier 0 <  R  <  oo la  condición lím  su p n a lJ n <  1 / R  es equ iva len te  

a  rTlan <  oo Vr : 0 <  r  <  si E  es un  espacio de F réchet con u n a  

descom posición  /¿-Schauder ( E n)n , en tonces E  es topo ló g icam en te  iso- 

m orfo  al espacio  de series de po tencias A /?((£n )n), donde el isom orfism o 

4> : AR((E n )n) — > E  e s tá  definido por 0 ( (x n)n) :=  J2™=ox n V (xn)n €  

A R { ( E n)n ).

Se dice que un espacio de F réchet E  sa tisface la  p ro p ied ad  D N  

si dado  u n  s is tem a  fu n d am en ta l de sem inorm as (||.||n)neiN ex is te  u n a  

n o rm a  con tinua  ||.|| en E  ta l  que p a ra  todo  n a tu ra l k  ex iste  p  £  IN y 

ex is te  c > 0 ta les que

INI* <  r IUI +  - \ V \ W p Vr >  0.r
La definición es in depend ien te  del s is tem a  de sem inorm as to m ad o  y 

p o r ta n to  la p rop iedad  D N  es un  invarian te  topológico. T am bién  es 

in m ed ia to  de la  definición que si E  cum ple  la  p rop ied ad  D N  y  F  es un  

subespacio  de entonces F  cum ple  la  p rop iedad  D N .  U na  c a rac te 

rización  ú til de  la  p rop iedad  D N  es que ex is ta  u n a  n o rm a  c o n tin u a  |¡.|| 

en  E  ta l que p a ra  todo  n a tu ra l k  ex iste  p  €  IN y ex iste  c > 0 ta le s  que

Los espacios Ar  no tienen  la  p rop iedad  D N  cuando  0 <  R  < oo m ien 

tra s  que Aqo sí la  tiene  (T eorem a 21.7.5 de [29]). José B onet genera liza  

e s te  resu ltad o  p a ra  los espacios AR ( ( E n )n). C o n c re tam en te  se tiene:
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P r o p o s i c i ó n  3 .1 0  Para toda sucesión de espacios de Banach  (E n)n y 

todo  0 <  R  <  oo el espacio AR.((En)n) t iene la propiedad D N  si y sólo 

s i  A r  la tiene.

D em ostrac ión . E n  la p ru eb a  p r d e n o ta rá  ta n to  a la  sem ino rm a de 

A i ? ( ( £ n ) n )  d a d a  por p r ((^n)n) =  Iknlln^71 com o a la  sem ino rm a

de A r  d a d a  po r p r ((z„ )n) =  £S=o \zn\nr n -

Si A fl((i£n )n) cum ple  la  p rop iedad  D N  posee u n a  n o rm a  con tinua  

||.|| cum p liendo  que p a ra  todo  r: 0 <  r  <  R  ex iste  r'  >  r  ( r ' <  R)  y  

ex is te  c > 0 ta les  que

P r ( ( ^ n ) n )  ^  C 11(*̂ •77.)n11 P r1 ((*£71) 7 1)

p a ra  todo  (x n)n 6  A r t^ -E n ^ -C o m o  ||.|| es con tinua  sean 0 <  r" < R  y 

d  >  0 ta les que ||.|| <  d p r». E ntonces

P r ( ( ^ n ) n )  ^  C P r / / ( ( - £ n ) n ) P r , ( ( 3 ? n ) n )

donde c" =  c d . E s ta  desigualdad  es equ ivalen te  a

P r ( ( l l*^n lln ) n )  — ^  P r / / ( ( | | * ^ n | | n ) n ) P r / ( ( | | ^ ' n | | n ) n )

donde ah o ra  las sem inorm as son las co rrespondien tes al espacio A r .  

V eam os que e s ta  ú ltim a  desigualdad  im plica  que A r  tiene  la  p rop iedad  

D N .  Sea (z n )n 6 A r  y  sea x n €  E n con ||x n ||n =  1. E n tonces z nx n €  E n 

y ||^n^n||n =  \z n\ -  Luego, de la desigualdad  an te rio r,

P r ( ( - ^ n ) n )  =  Pr  ( ( \z n | ) n )  =  P r ( ( | | ^ n ^ ' n | | n ) n )  ^

C Pr"((||'^n '^n||n)n)Pr/((||^'n^'n||n)n) —

C Pr//(('2’n)n)Pr,((̂n)n)
p a ra  to d o  (z„)„  €  A r .
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R ecíp rocam en te , si A r  tiene  la  p rop iedad  D N  ex iste  u n a  n o rm a  

co n tin u a  ||.|| en A r  cum pliendo que p a ra  todo  r: 0 <  r  <  R  ex iste  

r' > r  ( r ' <  R)  y ex iste  c >  0 tales que

Pr((̂ n)n) 5Í  ̂ ¡ | ( ) n 11 Pr,((̂ n)n)

p a ra  todo  (z n)n E A r . C om o ||.|| es con tinua  sean 0 <  r "  <  R  y c' >  0 

ta les  que ||.|| <  c 'pr». E ntonces

/ V  ( ( ̂  n ) ra ) C Pr"  ( ( ^ n ) n )

donde c" =  cc'.

Si (x n)n e  A R{(En )n) se tiene  que ( ||x n ||„)„ €  A r .  Luego, de la  

ú ltim a  desigualdad  se sigue que

P r ( ( * ^ n ) n )  =  P r ( ( | | * E n | | n ) n )  ^  C p r» ( ( | | x n H r O n ) ^ '  ( ( | | ^ n  | | n ) n )  =

C Pr//((̂n)n)Pr,((*̂n)n)
Lo que p ru eb a  que AR ( ( E n)n ) tiene  la  p rop iedad  D N .  ■

De aqu í J . B onet concluye el teo rem a  siguiente.

T e o r e m a  3 .1 1  Si  E  y  F  son espacios de Fréchet con descomposiciones  

R-Schauder,  0 < R  < oo, e oo-Schauder respect ivamente,  entonces no 

existe ningún isomorf ismo topológico entre E  and F .

P o r ta n to , el espacio 7í b ( X )  ('HWU( X ) , ' H W*(X*))  no  es topológica- 

m en te  isom orfo a  R b i B )  ('Hum{ B ) , /Hw*(B*)  resp ec tiv am en te).

La P roposic ión  3.8 y el T eorem a 3.13 poste rio r p ueden  ob tenerse  a 

p a r t ir  de la  teo ría  de espacios de series de po tenc ias, sin  em bargo  nos 

m an tenem os en el con tex to  de las descom posiciones R -S chauder dado 

que es co m p le tam en te  n a tu ra l a  la  ho lom orfía  y p e rm ite  que el cap ítu lo  

sea a u to co n ten id o  sin alargarlo  en exceso.
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A p a r t i r  de a h o ra  nuestro  o b je tivo  es e s tu d ia r cuándo se puede dar 

un isom orfism o topológico e n tre  dos espacios de F réchet que tengan  

descom posiciones /^-Schauder del m ism o tipo .

P a ra  cad a  0 < r < R  definim os

B r :=  { x  £  E  : pr {x)  <  1}.

P or la  P roposic ión  3.4 la  fam ilia  # r } s >o,o<r<.R es un  sis tem a  funda

m en ta l de en to rnos de cero p a ra  ( E , t ) .

D eno tam os B°  al po lar de B r en E esto  es

B°r =  {<f> e  E ' : \<¡>(x)\ < l V x e B r }

y B°°  al p o lar de B°  en E ”, esto  es

B°r° =  { F e  E ” : \F(cj>)\ < 1 V<¿> £  B °r }.

C om o E " [ 0 ( E ' \  E ' ) \  es un espacio  de F réchet, la fam ilia

es un  s is tem a  fu n d am e n ta l de en to rnos de cero.

L e m a  3 .1 2  i) Dado (f)m £  E ^  se cumple que (j)m £  B° si y sólo si  

II 4>m ||™< r m , donde  ||.|| *m es la norma  dual de E

iij S i  <t> =  £ ~ 0 <j>n c  B°  entonces  || 4>m | |^ <  r m , Vm £ IN.

D em ostración , i) Supongam os que (f)m £  B°,  entonces

|| (t>m ||^= SUp \<t>m(xm)\ = SUp \<f>m{xm)\ =
Z m £ E m  , 11£ m  11m ^  1

r m sup \(j>m{Xm)\ <  r m 
^ m C ^ r O j E / m

p a ra  todo  m  £  IN.
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R ecíp rocam en te , si <f)m £  E ^  es ta l  que || 0 m | |^ <  r m, en toneess 

dado  x  £  B r , x  = Y%Lo x n,

l ^ m  ( ' ^ ' )  I =  1 0 7 7 1 ( ^ 7 7 1 ) 1  ^  ~ m  II (̂>m 11771 —

i i )  II 0771 | | m =  S U P x m G^ m, | | x m ||m < l  | 0 7 n ( ^ 77i ) |  =  S U P x m Grm 0 r n E 7n I 0 m ( ^ 7 n ) |  = r  

r m sup 10771 (>£771) | =  r m sup |0 (zm )| <  sup |0 (x )| <  r m .
^mG^rnErn x£6r

T e o r e m a  3 .1 3  Si  ( E n , |¡ . ||n)n es una  descomposición R -S c h a u d er  dle 

E,  0 <  R  <  oo ; entonces (E**,\\ . ||**)n es una descomposición Rl-  

Schauder  de ( £ " , / ? ( £ " ,  E ') ) .

D em ostración . Por la  P roposición  3.2, ( E n , || . ||n)n es u n a  descorm - 

posición 5 -a b so lu ta  de ( £ , t ) ,  por lo que (E**, || . ||**)n es u n a  descorm - 

posición 5 -a b so lu ta  de [E", ¡3(E",  E ' ) )  (ver P roposición  3.11 de [15]'). 

D ados 0 < r < R ,  r < s < R y G  = Ym=o Gm G E ' \  con G m €  E ™ ,  

ex is te  M  > 0  ta l  que G  £  M B °° .  P o r el Lem a 3.12 i) 0 m £  E ^  v e rif ic a  

|| 0 t7i | |^ <  1 si y sólo si s m0 m £  B°s fl E ^ -  Luego

r m || ||” =  r m sup 1̂ ( 0777)1 =
‘Arn € , 11 <f>m | | ̂  <  1

M ( - r ' il¡G(smK )\ < M ( - r  su? ¡E g w  <
s  s m 4>rn C.B°an E ^ n M  s  <j>eB° M  S

P o r ta n to  la  serie Y m = o 7*™ II G m II™ converge p a ra  to d o  0 <  r < R ,  y 

p o r la  F ó rm u la  de C auchy -H adam ard  lím su p m(|| G m ||™)1/,Tn <  jp  

Supongam os ah o ra  que lím su p m(|| G m ||™)1//m <  jp  Tenem os q u e  

p ro b a r  que la  serie Y m = o G m P { E " , £ ')-converge . C om o la  fa m ilia  

{ s # ° } s>o,o<r<.R fo rm a un  sis tem a  fu n d am en ta l de Í3 (E ' ,E)~acotadois, 

b a s ta rá  p ro b ar que Y m = o ^ m  converge un ifo rm em en te  en sB° ,  p a r a



9 9

to íd o  5 >  0  y 0  <  r  <  i?. P or el Lem a 3.12 ii), si <¡> = Y)m=o 4>m G sB°  

em to n ces  || 4>m | |^ <  s r m, Vm £ IN, de donde

\Gm m  = \Gm {4>m)\ <11 G m II” II <j>m | | ; <  ar™ II G m II" ,

p ia ra  todo  m  £  IN. P or ta n to , o Gm es un ifo rm em ente  de C auchy 

em  s B ° , p a ra  0 < r < ñ y s > 0 , y com o E " es un  espacio de F réchet, 

ex riste  G  :=  Em=o G m £  E " .  ■

T e e o re m a  3 .1 4  Sean ( E n ,\\ • ||n)n V {En, || • ||n)n descomposiciones  

R - S c h a u d e r  de los espacios de Fréchet  { E , r )  y  ( F,r ¡) respect ivamente  

(0) < R  < o o ) .

Supongam os  que para cada m  £  IN existe un isomorf ismo algebraico 

Trm : E m — y Fm tal que la sucesión ( T m ) m e i n verifica:

i) S i  0 <  R  <  oo, para cada t > 1 existen a t ,b t >  0 tales que || 

Erm  (3- m) ||m!^ || X m  ||m V || X m  ||m ^ b^t || T m ( x m) ||m £  E m )

Vrm £  IN (Condición I).

ii)) S i  R  =  oo, existen t , t '  > 0 y a t ,bti > 0 tales que || T m( x m ) ||m<  

atttm II Xm ||m y II x m ||m <  II T m (x m) ||m Vxm £  E m, Vm £  IN 

((Condición II) .

Entonces  la aplicación

T  : E  — y F
X =  £m =0 X m T ( x )  :=  £ ^ =0 Tm(Xm)

es un isomorf ismo topológico.

Recíprocamente, si existe un isomorf ismo topológico T  : E  — y F  

tall que T ( E m ) C Fm , Vm £  IN, entonces T ( E m ) =  Em y { T m  :=  T \ Ern) m  

es una sucesión de isomorf ismos  topológicos que verifica la Condición  

I  s i  0 <  R  < oo y I I  si R  =  oo.

D em ostración . D efinim os

T  : E  — y F
X = T,m=0 Xm T ( x )  1=  E “ = 0 T m{x m)
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P a ra  com probar que T  e s tá  bien defin ida hem os de p ro b ar que la  serie  

E “ = 0  rTn II Tm(xm)  ||m converge p a ra  0  <  r < R.

Supongam os que 0 <  R  <  oo. Sean r < s < R.  P or la  C ondic ión  I 

ex iste  a > 0  ta l  que

|| -Cn( X f f i ) | |m ^  ’) II ^ tti ||m5 7̂7. C IN*
r

P or lo que

r m || Tm ( x m) ||m<  a s m || x m ||m, m  e  IN (3)

Supongam os ah o ra  que R  =  oo. P o r la  C ondición  II ex is ten  5, a >  0 

ta les  que

|| Tm ( x m) ||m<  a s m || x m ||m, m e  IN.

P or lo que

r m || T m( x m) ||m<  a ( s r ) m || x m ||m, m e  IN. (4)

De donde ob tenem os en am bos casos la  convergencia  de la  serie.

La ap licación  T  c la ram en te  es lineal. P o r la  P roposic ión  3.4 sab e

m os que la  fam ilia  {9 r}o<r<i? donde qr(y)  :=  E m = o rTn II Vm ||m, y  =  

Z)m=o Vm C F ,  es un  sis tem a  fu n d am en ta l de sem inorm as 77-con tinuas 

en  F.

Si 0  <  R  < 0 0  de (3) ob tenem os que

T ( { x  e  E  : p s(x)  < - } )  C { y  e  F  : qr (y) < 1}. 
a

M ien tras que si R  =  0 0  de (4) ob tenem os que

T ( { x  e  E  : PrS(x)  < - } )  C {y  G F  : qr(y)  < 1}; 
a

inclusiones que p ru eb an  en am bos casos la  co n tin u id ad  de T .
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P a ra  p ro b a r  que T  es inyectiva tom em os x  =  ]Cm=o x m £  E  ta l que 

T ( x )  =  0, e s to  es X ^ =0 Tm( x m) =  0. Por la  un icidad  de la expresión se 

sigue que T m( x m) =  0 Vm £ IN, y por ser cada  T m inyectiva concluim os 

que Xm =  0, Vm £  IN. Por lo que x  =  0.

Sea V  la  ap licac ión  defin ida de F  en  E  por

oo oo

^ ( 2  s/m) =  2  T mVrn
m = 0  m = 0

p a ra  to d o  y =  5Dm=o y m £  F .  De fo rm a análoga a la  aplicación T  

se p ru e b a  que V  e s tá  b ien defin ida y es con tinua . A dem ás V  es la 

ap licac ión  inversa  de T  pues

oo oo oo

T ( v ( y ) )  =  r q c  r-Uy™)) =  E  TmT - \ ym) = ' £ y ™  =  y
m—0 771 =  0 771 =  0

y de igual fo rm a  V ( T ( x ) )  = x.

P ro b em o s a h o ra  el resu ltad o  recíproco. P a ra  cada  m  £  IN definim os 

Tm :=  T \ E m : E m — > Fm.

C ad a  T m es lineal e inyectiva por ser la  restricción  de u n a  aplicación 

lineal e inyectiva.

A dem ás cad a  Tm es sobreyectiva pues si ym £  Fm C F ,  al ser T  

sobreyectiva, ex iste  x  =  x n €  E  de m odo que T ( x )  =  y m. Pero

por ser T  lineal y co n tin u a

oo oo

ym =  T ( x )  = T { Xn) =  ^ 2  TÁ x n).
71= 0  71= 0

Y por la  un ic id ad  de la  su m a  ob tenem os que Tn( x n) =  0 p a ra  todo  

n  m  e y m =  Tm ( x m) con x m £  E m . Luego Tm( E m ) = Fm.

C om probem os po r ú ltim o  que se verifican las Condiciones I y II. 

Sea 0 < r < R.  P o r ser T  con tinua  ex iste  0 <  s < R  (podem os suponer
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sin p é rd id a  de genera lidad  s >  r )  y ex iste  a > 0  de m odo que

T ( { x  G E  : ps(:r) < a})  C {y  €  E  : qr (y)  <  1 }.

P or ta n to  qr( T ( x )) <  \ p s{x)  Va: G E.  E n  p a rticu la r, si x m G E m

qr( T ( x m)) <  \ p a( x m) o equ iva len tem en te  r m || T m( x m) ||m<  \ s m || 

Xm ||m- Asi pues, || Tm( x m) ||m ^  a ( r ) || Xm ||m .

i) Si 0 <  R  <  oo, al hacer ten d e r r  a  R ~ , s tien d e  a R~  por lo que f

tien d e  a  1+ . Así, dado t >  1 ex iste  at > 0 ta l  que

|| ||m ^  Qtt || Xm ||m Vxm G E m.

ii) Si R  =  oo ex iste  t > 0  y ex iste  at > 0  ta les que

|| rf'm{^Xm) ||m ^  O'd || Xm ||m VXm G E m

p a ra  todo  m  G IN.

Por ú ltim o , po r ser T  a b ie r ta , ex isten  6 > 0 y 0 < s < i ?  (podem os 

suponer sin p é rd id a  de genera lidad  s > r) ta les que

{y  G F  : qs{y) <  6 } C T ( { x  G E  : p r(x)  <  1})

o equ iva len tem en te  pr {x)  <  Va: G E.  E n  p a rticu la r, si x m G

E m en tonces p r (a:m) <  ^ s(T(a:m)). E sto  es, r m || x m ||m<  ¿¡sm || 

T m (x m) ||m, de donde || x m ||m<  ¡ ( * ) m || Tm(xm) ||m .

i) Si 0 <  R  <  oo , al hacer ten d e r r  a  R ~ , s t ien d e  a R~  por lo que -  

tien d e  a 1+ . Así, dado  t > 1 ex iste  bt > 0 ta l  que

|| Xm ||m < btt m || Tm{Xm) ||m ^ X m G E m

p a ra  to d o  m  G IN.

ii) Si R  =  oo en tonces ex iste  t > 0 y ex iste  bt > 0 ta le s  que

|| Xm ||m<  btt m || T m(Xm) ||m ^ X m G E m



103

p a ra  to d o  m  G IN, lo que c o m p le ta  la  p rueba. ■

N otem os que este teo re m a  afina al m áxim o la  P roposición  2.2.14 ya 

que las condiciones I y II im p u esta s  a  los isom orfism os Tm c a rac te rizan  

la  ex is ten c ia  de un  isom orfism o topológico en tre  E  y F .

C o r o l a r io  3 .1 5  Sean  ( E n , || . ||n )n y (F n , || . ||n)n descomposiciones  

R - Sc hauder  y R ' -Schauder  respectivas de los espacios de Fréchet  ( F , r )  

y (F , 77) (0 < R  <  0 0  y 0 <  R'  < 00).

S i  para todo m  G IN existe un isomorf ismo algebraico Tm : F m — > 

F m tal que para cada t > 1 existen a t ,b t > 0  tales que

||Tm(x m) ||m <  a ttm \\xm||m y ||x m||m <  btt m ( ^ - ) mIITm ( x m ) IIm

Vxm G F m, Vm G IN (Condición I ’),  entonces la aplicación

T :  E  — > F
X =  E m = 0  Xm T ( x )  1=  E “ = 0  Tm( x m)

es un isomorf ismo topológico.

Recíprocamente, si existe un isomorf ismo topológico T  : E  — > F  

tal que T m( E m) C  Fm , Vm G IN, entonces T m( E m) = Fm y T m :=  T \ Em 

son i somorf i smos topológicos que satisfacen la condición I \

D em ostración . Es consecuencia  d ire c ta  de la  P roposición  3.8 y del 

T eorem a 3.14. ■

C o r o la r io  3 .1 6  Sean  ( F n , | | . | | n)n y (F n , | | . | |n)n descomposiciones R -  

Schauder  de los espacios de Fréchet  ( F ,  r )  y  (F , r¡) respect ivamente (0 < 

R  < oo).  Si  cada E n es i sométr icamente isomorfo a Fn , n  G IN, 

entonces los espacios E  y  F  son  topológicamente isomorfos .

D em ostración . B a s ta  in d ica r que los isom orfism os isom étricos veri

fican tr iv ia lm en te  las C ondiciones I y II.
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En lo que sigue vam os a ap licar los resu ltados an terio res a  espacios 

de funciones holom orfas.

Sea T  un  subespacio  cerrado  de %&({/). C onsiderem os la  ap li

cación 8 d a d a  por

5 : U — > ? '
x 8X : T  — > C

/  ^  &x{f)  =  f ( x ) .

Com o p a ra  cad a  /  G T  se tiene  que 6x( f )  = f ( x )  p a ra  todo  x  G U, la  

ap licación  8 es ho lom orfa (E jercicio  8.D de [32]). A dem ás 8 es de tip o  

aco tado  dado  que la  im agen de un  con jun to  (/-aco tad o  A  e s tá  co n ten id a  

en el po lar en T ’ del en to rno  de cero en T  { /  G fF : supxG¿ l / M I  <  !}• 

De aqu í que la  tra sp u e s ta  de 8 sea la  ap licación

Sm: T"  — ► n b{U)
F  ^  8*(F) = F o 8.

D e f in ic ió n  3 .1 7  Diremos que el espacio T "  es canónicamente isomorfo  

al subespacio T^-cerrado Q de FLbiU) si S* : T ” — > Q es un isomorf ismo  

topológico.

Si tom am os T  =  %&((/), la  aplicación S* e s tá  definida e n tre  los 

espacios 7íb(U)" y TihiU).  Si consideram os ,Hb(U)  subespacio  de su 

b idual m ed ian te  la  inyección n a tu ra l, 8* es u n a  proyección. P or este  

m otivo , si adem ás 5* es inyectiva, el espacio ?/&((/) es reflexivo, siendo 

5* la  id en tid ad . En general, si T  es un  subespacio  cerrado  de ldb{U)  

y  la  ap licación  8* verifica que 8*(Jr”) =  T  y es inyectiva en tonces el 

espacio  T  es reflexivo.

D eno tam os po r 8*m a la  aplicación 8*\?** : T™  — > V ( mX ) ,  donde 

Tm  : = T C V ( mX ) .
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E n rea lidad  6̂  es la  tra sp u e s ta  del polinom io m -hom ogéneo

Sm : X  — > T ^
X  ̂ &m,x • T r n   ̂ C

Pm Pm ( £ )

y ll^mll <  1 Vm €  IN. N o tar que tam b ién  en este  caso, si T m — V ( mX ) ,  

la  ap licac ión  5 ^  : V ( mX)**  — > V ( mX )  es una  proyección, por lo que 

si es inyectiva el espacio V ( mX )  es reflexivo siendo 5^  la  iden tidad .

T e o r e m a  3 .1 8  Sea X  un espacio de Banach y sea U bien un abierto 

absolutamente convexo y acotado de X  o bien U = X .  Sean £  y T  

subespacios cerrados de (%&(£/), r¿,). Escribimos T m •=  T  fl V ( mX )  y 

Sm := £  fl V ( mX )  dotados con ||.||[/ si U es un subconjunto absolu

tam en te  convexo y acotado de X  y | | . | |s  si U  =  X .  Supongamos que 

{ £m )m  y  ( ^ m ) m  son descomposiciones de Schauder de £  y T  respecti

vamente.  S i  £m y T m  son (canónicamente)  isométricamente isomorfos  

para t o d o m  E IN; entonces £  y T  son (canónicamente)  topológicamente  

isomorfos .

D em ostración . Es consecuencia de los E jem plos 3.5, de la  N o ta  3.6 

y del C orolario  3.16. ■

T e o r e m a  3 .1 9  Sea X  un espacio de Banach , sea B  la bola unidad  

abierta de X  y sea U. bien un abierto absolutamente convexo y acotado 

de X  o bien U =  X .  Sea T  un subespacio Tb-cerrado de 'HbiU). Sea 

r  una topología localmente convexa en 'Hb(U) menos  f ina que Tb. Sea 

T m  :=  ( T  n  V ( mX ) ,  | | . | |5 ) s i U  = X  y T m :=  ( T  fl H-Hc/) si U

es un abierto absolutamente convexo y acotado. Supongamos  que

1) {Tm)m£iN es una descomposición de Schauder de T .

2) Si  f  E 7 *  entonces Pmf  E T mT, para todo m  E IN (equivalente

mente,  (T mT)m es una descomposición de Schauder de lF *).
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Si  para cada m  E IN existe un isomorf ismo (canónico)  topológico 

T m : T f f  — y T m satisfaciendo bien la Condición I  si U es un subcon-  

j u n to  abierto absolutamente convexo y acotado de X , o la Condición I I  

si U — X ,  entonces T "  es isomorfo (canónicamente)  topológicamente  

a IT*.

Recíprocamente,  si existe un isomorf ismo topológico

T  : T "  — y 7

tal que T { T “ ) C T mT, Vm E IN, entonces T ( T ” ) =  T mT y T m := 

T\jr** son isomorf ismos  topológicos que satisfacen la Condic ión I  si  U  

es un subconjunto abierto absolutamente convexo y acotado de X , o la 

Condición I I  si  U = X .

D em ostración . Supongam os que U  =  X .  Por el e jem plo  3.5 a) y 

la  N o ta  3.6 las fam ilias ( T m , IM|s)m y {Tm , ||-||fl)m son descom posi

ciones oo-Schauder de T  y y  respec tivam en te . P o r el T eorem a 3.13, 

(■^r-ii-ii es u n a  descom posición oo-Schauder de T " . A hora  b a s ta  

ap licar el T eorem a 3.14 p a ra  o b ten e r el resu ltado  en e s te  caso.

Supongam os aho ra  que U  es un ab ie rto  ab so lu tam en te  convexo y 

aco tado  de X . C om o consecuencia del E jem plo  3.5 c) y la  N o ta  3.6 las 

fam ilias { T m , ||-||fy)m y ( T m T, ||-||t/)m  son descom posiciones 1-Schauder 

de T  y  y  respec tivam en te . P or el T eorem a 3.13 la  fam ilia  ( T “ , IUI¡/)m 

es u n a  descom posición 1-Schauder de T " . A hora b a s ta  ap licar el Teo

rem a  3.14 p a ra  o b ten e r el resu ltado . ■

C o r o la r io  3 .2 0  Bajo las m ism as  hipótesis que el Teorema 3.19, si  cada 

T ( £  es (canónicamente)  isométricamente isomorfo a T m  entonces T "  

es (canónicamente)  topológicamente isomorfo a T  .

A ntes de ver las aplicaciones de estos resu ltados al estud io  de los 

b iduales de espacios de funciones holom orfas, incluim os una  p ru eb a  del
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s ig u ien te  T eorem a debido  a  V aldivia (T eorem a 2 de [47]) y del que ha re 

m os uso p o ste rio rm en te . P a ra  este  fin fijem os la  no tac ión  y recordem os 

a lgunos hechos sobre V ( mX*) .

Si X  es un espacio  de B anach  y X *  es su dual topológico, den o ta re 

m os p o r D  (D *, D**) la  bo la  un idad  ce rrad a  de V w*(mX * )  {Vw*(mX *)*, 

V U)*(rnX * Y *  resp ec tiv am en te).

C onsiderem os el p ro d u c to  tenso ria l <8>mX *  de X * m -veces. La sim e- 

trizac ió n  de un  e lem en to  X\ 0  ... 0  x m 6  0 mX* se define m ed ian te  el 

o p e rad o r s dado  por:

s ( x i 0  ... (g) x m) =  M i)  ® ••• ®

donde S m es el g rupo  de perm u tac iones  de m  e lem entos.

El subespacio  de 0 mX* generado  por s (x i  0 ... 0  x m), x 1?..., x m £  

X *, se llam a  el p ro d u c to  tenso ria l sim étrico  de X *  m  veces y se d en o ta  

®m,sX *. Los e lem entos de <8¡m,sX*  se llam an  tensores sim étricos. C ada  

e lem en to  x  6  (8 >mtSX* puede rep resen ta rse  com o u n a  su m a fin ita  (no 

n ecesariam en te  única) de la  fo rm a x t- 0 ... 0 £¿. Se tiene  entonces que 

(®m,s-V*)* es isom orfo a lgeb ra icam en te  al espacio C as(mX * )  de ap lica

ciones m -lineales y s im étricas de X *  x ... x  X *  en C. La topología  

p royectiva  en 0 m)SX* viene d ad a  por la  n o rm a

ii^ii*. =  í n f { ^  ii^tiir? 2 =  x ' ® ••• ® x »}
i i

donde ||.||* es la  n o rm a  de X *. ®m,s,irX* d en o ta  el espacio  <S>m,sX *

do tado  con la topo log ía  p royectiva y 0 m,S)nX *  d en o ta  su com pleción.

Es sabido [17] que el espacio  (0 m,s,7r-V*)* es iso m é ric a m e n te  iso

m orfo a V ( mX * )  m ed ian te  la  aplicación

(®m,s,«x*y  —+ v ( mx*)
u ^  P{x*)  :=  u(x*  0  . . .  0  x*)
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A dem ás la  bo la  un id ad  ce rra d a  de (8 miSinX *  es el co n ju n to

B ® :=  T{x*  8  . . .  8  x* : x* E B *)}1'-̂ .

C onsiderando  (8)m,s,nX* com o un  p red u a l de V ( mX * ) ,  podem os d o ta r  a 

V ( mX * )  de la  topo log ía  r  de la  convergencia u n ifo rm e sobre  los co m 

pactos de <8 m,s,7rX * .  E n  general, p a ra  un  espacio  y su p red u a l e s ta  

topo log ía  no tien e  un a  in te rp re ta c ió n  c la ra , pero  en e s te  caso g rac ias a 

que el p red u a l es un  p ro d u c to  tenso ria l y que por ta n to  sus com pac to s  

se pueden  localizar con com pactos del espacio  base, e s ta  to p o lo g ía  es 

e x a c ta m e n te  r 0.

C onsiderem os las aplicaciones canónicas sigu ien tes:

6 : X *  — > 7V(mX*)* 
x* 5X. ( P )  :=  P ( x m)

y
- + v w.{mx my

d ad a  por tj;(x* (8  . . .  <8 x*) :=  8X. y ex te n d id a  por linea lidad .

T e o r e m a  3 .2 1  (M .V ald iv ia): Sea X  un espacio de Banach  y sea m  E 

IN. S i  V w*(mX * )  no cont iene ninguna copia de l\ entonces V w*(mX*)** 

es i sométr icamente isomorfo a V w*(mX * )  °.

D em ostración . P robem os en p rim er lugar que

ip ( int(B®))  =  i n t (D *) ,

donde i nt (B®)  (i n t ( D *)) d en o ta  el in te rio r de B® ( D * respec tivam en te). 

C om o 6 es u A c o n tin u a , el con jun to  {Sx• : x* E B *}  es w *-com pacto.

C om o V w*(mX * )  no con tiene  copias de 11 , por el T eorem a de H aydon
------------------------- II.IP

[27], A  :=  r { á x. : x * E £ * }  m es un con jun to  iu*-com pacto. Veam os

que A  = D * . Si suponem os que ex iste  un  u E D * \ A , po r H ahn-B anach
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ex is te  un  funcional (j> lineal y u;*-continuo ta l que |<£(ií)¡)| >  1 y |</>(u)| <  1 

Vu G A.  C om o 0  es u A c o n tin u o  se tiene  que <j) G A hora

bien , po r ser el con jun to  {áx* : x* G B*}  no rm an te?  en V w*(mX * )  se 

tien e  que ||< |̂| <  1 lo que con trad ice  que \<t>(u)\ >  1. U Jsando este  hecho 

ob tenem os la  cadena

0(£?®) =  ?/>(r{:r* (8). . .  ® x* : x* G 5 * } ^ * )  q

: x* 6  B *})11" "  = A  = D ' C

De aqu í que, al ap licar el Lem a III .2.1 de [45] al Téeorem a del hom o- 

m orfism o de B anach , ob tenem os que 0(¿n¿(i3® )) =  i m t ( D * ) .  G racias a 

e s ta  igu a ld ad , la  ap licación

i ’ - — *• ' p - ' p x ' r
z  +  ip ( {0}) ^

es u n  isom orfism o isom étrico  y por ta n to  su tra sp u e ss ta , que podem os

id en tifica r con la  tra sp u e s ta  de ?/>* : V w*(mX*)*m ----- > {®m,s,irX*)* =

V ( mX * ) ,  tam b ié n  es un  isom orfism o isom étrico  en la  i im agen.

Sólo nos q u ed a  po r p ro b ar que

r i ' P u . - C X ’ Y l  =

C om o 0 * ( V w*(mX*)**)  coincide con el o rtogonal del eespacio 0 - 1 ({O}) 

en tonces ip*(Vw*(mX *)**) es u A c e rra d o  respecto  al paar dual ( V ( mX * ) ,  

®m,s,-kX * )  y, por tan to , ten iendo  en cu en ta  la  o b se rv a c ió n  an te rio r, tq- 

cerrado . C om o adem ás es Ia  id en tid ad  en P u/*(mAr*) se

sigue que

= *̂(vw.{™x*))T0 c ii>*(vw.(n!xym).
P or o tro  lado, com o D  es u A d en so  en D** y ip* ess u A c o n tin u a , se 

tie n e  que ip*(D) es uT-denso en que es aco ttad o  en V ( mX * )
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por ser la  bo la  un id ad  ce rrad a  de P o r el

T eorem a de B anach-D ieudonné y ten iendo  en cu e n ta  que la topo log ía  

de la  convergencia un ifo rm e sobre los com pactos de (8)m,s,irX* es r0, el 

con jun to  ip*(D) es r 0-denso en De aqu í que

W P „ - ( mX ' ) " )  = Í > ' { L in { D " ) )  =  Lin(r f>\D" ) )  =  L i n i ^ í D p )  =

L i n ( D r°) C V w. ( ™ X ' ) r\

donde, p a ra  un con jun to  C , L i n ( C )  d en o ta  la en v o ltu ra  lineal de C.  Y 

de am bas inclusiones se sigue la  igualdad  buscada. ■

R ecordem os que un  espacio de B anach  X  es de A sp lund  si el dua l 

de cua lqu ier subespacio  separab le  es separab le .

T e o r e m a  3 .2 2  Sea X  un espacio de Banach.  Sea G  C X *  bien la bola 

unidad abierta de X *  o bien G  =  X * . Si  para todo m  G IN V w*(mX * )  

no contiene ninguna copia de 11, entonces 'HVJ»(G)" es canónicamente  

isomorfo a 7íw*(G) °, la clausura de 7~tw*(G) en ('Hb(G), r0).

E n  particular  se da el isomorf ismo cuando X  es un espacio de As- 

plund.

D em ostración . P robem os que las condiciones del C orolario  3.20 se 

verifican p a ra  T  — /H W*(G)  y r  =  r 0.

1) Sabem os que (V w*(mX * ) ) m es u n a  descom posición de Schauder de

H W-(G).

2) Si /  G 7 íw*(G)T° ex iste  u n a  red  (/¿)íg / en /H U,*(C) que es ro-conver- 

g en te  a  / .  A ho ra  b ien , por las desigualdades de Cauchy, p a ra  cada  

m  G IN la  red (Pmf i) i£ i  C V w*(mX * )  r 0-converge a P m/ ,  por lo que 

P m f  e v w. ( ™ x * ) T0.

C om o V w*(rnX *) no contiene n in g u n a  copia  de / 1 , po r el T eorem a 

de V ald iv ia  an te rio r V w>(mX*)** es canón icam en te  isom étricam en te  iso-
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m orfo  a  V w*{mX * )  ° p a ra  todo  m  G IN. Si aplicam os aho ra  el C orolario  

3.20 o b ten em o s que 7 íw*(G)"  es canón icam en te  isom orfo a l í w*(G)  °.

Si X  es A sp lund , V w*(mX * )  tam b ién  es A sp lund  (C orolario  1,1 de 

[47]) p a ra  to d o  nn G IN. Por ta n to  V w*(mX * )  no contiene copias de / 1} 

p a ra  to d o  m  G IN. La p rim e ra  p a rte  del T eorem a co m ple ta  la  p rueba. 

■

T e o r e m a  3 .2 3  Sea X  un espacio de Banach tal que X *  verifica la 

propiedad de aproximación.  Sea G  C X* bien la bola unidad abierta de 

X *  o bien G  =  X * . Si  V w*(mX *) no contiene ninguna copia de l\ para 

todo m  G IN, entonces 'Hw*(G)>f es canónicamente isomorfo a 7ib(G).

E n  part icular  el isomorf ismo se da cuando X  es un espacio de A s 

plund  tal que X *  verifica la propiedad de aproximación.

D em ostración . Com o X *  tien e  la  p rop iedad  de aprox im ación , los 

espacios V w<(mX*)** y V l f i 'X*)  son canón icam en te  isom étricam en te  

isom orfos (T eo rem a 3 de [47]). T eniendo en cu en ta  los ejem plos 3.5 c), 

3.7 c” ) y el T eorem a 3.13, u n a  aplicación del C orolario  3.16 nos da  el 

resu ltado .

Si X  es A sp lund , V w*(mX * )  tam b ién  es A sp lund  (C orolario  1.1 de 

[47]) p a ra  todo  m  G IN. P or ta n to  V w*(mX * )  no contiene copias de A, 

p a ra  to d o  m  G IN. La p rim e ra  p a rte  del T eorem a co m ple ta  la  p rueba . 

■

Los T eorem as 3.22 y 3.23 han  sido obten idos por V aldivia en [48] 

pa ra  funciones en te ras  b a jo  la  condición de que l\ no e s tá  conten ido  en 

el espacio de funciones en te ras .

N o ta  3 .2 4  El T eorem a 3.23 a d m ite  u n a  p ru eb a  a lte rn a tiv a . De acuer

do con la  p ru eb a  del T eorem a 3 de [47], si X *  tiene  la  p rop iedad  de 

aproxim ación  en tonces V w*(mX * )  ° y V ( mX * )  coinciden. P or tan to ,
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'Hw*{G) ° coincide con l-Lb{G). U na aplicación del T eorem a 3.22 nos d a  

el resu ltado .

N o ta  3.25 Los teo rem as 3.22 y 3.23 son ciertos p a ra  cu a lq u ier con jun to  

ab ie rto  G  en X *  ta l que ex iste  un subcon jun to  ab ie rto  a b so lu ta m e n te  

convexo y aco tado  V  de X  sa tisfaciendo que G  coincide con el in te rio r 

de V o p a ra  la  topo log ía  de la n o rm a en X*.  De hecho, si ||. | |y  es el fun

cional de M inkow ski de V  en X , el espacio de B anach  Y  :=  ( X ,  | |. | |y )  es 

topo lóg icam en te  isom orfo a  (X , ||. ||)  y G  es a h o ra  la  bo la  u n id ad  a b ie r ta  

de Y*.  M ás aún , V ( mY*)  es isom étricam en te  igual a  (V w*(mX *), ||. | |g )  

que c la ram en te  no con tiene n in g u n a  copia de l\. La conclusión se ob

tien e  del C orolario  3.22 (respectivam en te  C orolario  3.23).

T eorem a 3.26 Sea X  un espacio de Banach y sea U C X  bien un 

subconjunto abierto absolutamente convexo y  acotado de X  o bien U =  

X .  Supongamos  que para todo m  €  IN V^ntf f^X)  tio contiene una copia 

de 11 (por ejemplo cuando X * es un espacio de Asp lund) .  Entonces

a.) 'HVJU{U)" es isomorfo topológicamente a 'HW»(U**) ° , donde U** 

es el interior  en X** para la topología de la no r m a  de la clausura débil- 

estrella de U en X * * .

E n  particular, el espacio 'Hwu( B y '  es isomorfo topológicamente a 

B **) °, donde B  y B ** son las bolas unidades abiertas de X  y X ** 

respect ivamente,  y el espacio 'HWU( X ) ” es isomorfo topológicamente a

nw.{x**)T0.
b) Si  suponemos  además que X** tiene la propiedad de aproxi

mación,  entonces /H wu(U )n es topológicamente isomorfo a 7íb(U**).

D em ostración , a) Com o los espacios V Wu{mX )  y V w*(mX**)  son 

iso m étricam en te  isom orfos, V w*(mX**)  no con tiene n inguna  copia  de 

¿i, Vm €  IN. C om o la  c lau su ra  p a ra  la  n o rm a  U** de U** coincide 

con la  déb il-estre lla  c lau su ra  de U , po r el T eorem a del b ipo la r U** es
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el b ipo la r de U en X * * . E nttonces, por el T eorem a 3.22, y

'H W*(U**) ° son topológicam eente isom orfos. A hora  bien, com o 'HWU{U) 

y son topo lóg icam ien te  isom orfos, ob tenem os fina lm ente  que

n  wu(U ) n y ° son issomorfos topo lóg icam ente .

b) U n a rg u m en to  análogo) al usado en la p ru eb a  de la  N o ta  3.24 nos 

d a  el resu ltad o . ■

T eorem a 3.27 Sea X  un eespacio de Banach y sea U  C X  bien la 

bola unidad abierta de X  oo bien U = X .  S i  para todo m  (E IN, 

V wu(mX)** es i som étr icam emte  (canónicamente)  isomorfo a V ( mX ) ,  

entonces 'Hwu{ U y > es (canóni icamente)  isomorfo  a 'H ¿ (f /) .

D em ostración . Sea R  b iten  oo if U = X  o 1 en o tro  caso. Por 

los E jem plos 3.5 a) y c) X ) ) m es u n a  descom posición R -Schauder 

de l-ib{U). P o r o tra  p a rte , peor los E jem plos 3.7 a) y c) y el T eorem a 

3.13, {Vwu{mX )**)m es u n a  ddescom posición 72-Schauder de /H WU{U )" . 

El C orolario  3.16 nos d a  el ressultado. ■

El T eorem a 3.27 y el T eorrem a 3.28 p o ste rio r clarifican el T eorem a 

12 de [40].

C onsiderem os la  ap licacióm

Sm : X** — > 7P{mx y
Z S m ,,:  V ( mX )  — > <D

P  P {z )

donde P  d e n o ta  la  ex tensión  dde A ron-B erner [3] de P  a  X**.  G onzález 

en [23] define, ex ten d ien d o  u rna  definición an te rio r de A ron y D ineen

[5], el concep to  de espacio  Q—reflexivo com o aquel espacio de B anach  

X  p a ra  el que la ap licación  t tra sp u e s ta  : V ( mX y *  — ► V ( mX**)  

de óm es b iyectiva  y por ta n tto  un  isom orfism o topológico p a ra  todo  

m  €  IN. Com o ||á*|| <  1, pDara que se verifiquen las desigualdades 

inversas en las h ipó tesis del 'T e o rem a  3.14 debem os suponer que 8*
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tien e  p rop iedades adicionales, por e jem plo  que sea isom etría  (en este  

caso d irem os que X  es iso m étricam en te  Q -reflexivo) p a ra  todo  m  £  IN. 

E n tonces com o consecuencia  de los T eorem as 3.13 y 3.14 ob tenem os el 

sigu ien te  corolario .

C o r o la r io  3 .2 8  Sea X  un espacio de Banach isométricamente Q- 

reflexivo y sea U  C X  bien la bola unidad  abierta de X  o bien U — X .  

Entonces  el espacio ELb^U)" es canónicamente topológicamente isomorfo  

a H b(U**).

C o m p ara r con la  P roposición  16 de [5].

De hecho podem os enunciar el s igu ien te  teorem a:

T e o r e m a  3 .2 9  Sea X  un espacio de Banach  y sea U C X  bien la bola 

unidad  abierta de X  o bien U — X .  Entonces el espacio Eíb(U)" es 

canónicamente topológicamente isomorfo a 'Hb{U**) si y sólo si X  es 

Q-reflexivo y la sucesión  (<£m)m satisface la condición I  si U ^  X  o la 

condición I I  si  U  =  X .



C apítulo 4

4. Sobre los polinom ios de 
tip o  finito débil-estrella  
continuos y aplicaciones a la 
suprayectividad de ciertos 
operadores de convolución

Sea X  un  espacio de B anach . R ecordem os que u n a  fo rm a m -lineal A  

de X *  x . . .  x X *  se llam a  de tip o  fin ito  si tiene  la  fo rm a

M x u  • • • » x m )  =  ¿  M x \ )  A n j f a m )
j= i

donde cad a  c¡)jk es u n  e lem ento  de X **. Los polinom ios m -hom ogéneos 

de tip o  fin ito  son la  restricc ión  a la  d iagonal de u n a  fo rm a m -lineal 

s im é trica  de tip o  finito . U n po linom io  de tip o  fin ito  es u n a  su m a fin ita  

de polinom ios hom ogéneos de tip o  finito . D enotam os por V j w*{X*)  

el espacio de polinom ios continuos de tip o  fin ito  que son débil e s tre lla  

continuos en  los con jun tos aco tados de X *.

Si E  y F  son espacios de B anach  duales, deno tam os por 'HW* ( E ; F )  

el subespacio  de de las funciones holom orfas de E  en F  que

1 1 5
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son aco tadas en los con jun tos aco tados y d éb il-es tre lla  d éb il-es tre lla  

con tinuas sobre los con jun tos aco tados. Si F  =  C escrib im os l-iw*{E)  

en lugar de 'HU,* ( F ;F ) .  En este  caso 1~LW*{E)  es un á lgeb ra  con la  

m ultip licac ión  p u n tu a l. P a ra  / i , . . . , / n en 7iw*(E) A l g ( f i , ..., f n) de

n o ta  la  subá lgeb ra  g enerada  po r es decir, el con jun to  de to 

das las com binaciones lineales de p ro d u cto s  finitos de / i , . . . , / n- P o r 

A laog lu-B ourbak i la  bo la  un idad  c e rrad a  de E  es d éb il-es tre lla  com 

p a c ta , en tonces /H W*{E\ F )  es un subespacio  cerrado  del espacio  de 

F réchet 'H\}{ E \ F ) con la  topología  de la  convergencia un ifo rm e sobre 

los con jun tos acotados.

Si consideram os X  com o subespacio  de X**  m ed ian te  la inclusión  

canón ica  x(x*)  =  x *{x ) for x  £  X  and  x * 6  X *, en tonces todo  x  £  X  

es u n a  función lineal y co n tin u a  en  X *  que es déb il-estre lla  con tinua . 

P o r tan to , X  es un  subespacio  de (A’*).

D enotam os por 7~LWU( X )  el espacio  de las funciones en te ras  que 

son débil un ifo rm em ente  con tinuas sobre los con jun tos acotados en X .  

' HWU( X )  es tam b ién  un subespacio  cerrado  de ' H b ( X ) .  R ecordem os que 

to d a  función e n te ra  que es débil un ifo rm em en te  con tinua  sobre los con

ju n to s  aco tados tien e  u n a  ex tensión  a  X ** que es débil e s tre lla  con tinua  

sobre  los con jun tos aco tados y e s ta  ex tensión  d e te rm in a  un isom orfism o 

topológico e n tre  7 íwu{ X )  y T iw ^ X **)  (T heorem  7.1 de [4]).

Los dos p rim eros resu ltados del te m a  son el eje p rinc ipal del m ism o. 

E n  el p rim ero  de ellos se p ru eb a  que si X  es un  espacio de B anach , 

to d a  fo rm a m -lineal s im é trica  de tip o  fin ito  defin ida en X *  x  ... x X * 

y que es déb il-estre lla  con tinua  en  con jun tos acotados es débil e s tre lla  

con tinua . E n  el segundo teo rem a  se p ru eb a  el resu ltado  análogo p a ra  

polinom ios. A p a r t ir  de aqu í y com o aplicación  a dichos teo rem as, ded i

carem os el res to  del cap ítu lo  a e s tu d ia r  los hom om orfism os continuous 

de 7 íw*(X*)  y  a  p ro b ar que si X  verifica la  p rop iedad  de aprox im ación ,
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to d o  operad o r de convolución en TLW»(X*)  es sobre. T am bién  o b ten 

d rem os es te  resu ltad o  p a ra  los operadores de convolución de TLWU( X )  

b a jo  la  h ipó tesis de que X *  posee la  p rop iedad  de aprox im ación .

Q u iero  ag radecer a  R . A ron  el h ab e rm e  in troducido  en el estud io  

de los hom om orfism os con tinuos de d u ran te  m i e s tan c ia  en la

U niversidad  de K ent.

A lo largo  del cap ítu lo  X  d e n o ta rá  un espacio de B anach .

T e o r e m a  4 .1  Toda f o r m a  m- l ineal  A  definida en X * x . . .  x X *  s im é tr i 

ca y de tipo f ini to que es débil-estrella cont inua en los conjuntos  acota

dos puede escribirse de la f o r m a  A  =  X^j=i x ij • • • x mj, donde X{j £  X , 

i =  1 j  =  1 E n  particular , A  es débil-estrella continua.

D em ostración . Lo dem o stra rem o s po r inducción  sobre m .

P a ra  m  =  1, las funcionales lineales en X *  que son déb il-estre lla  

con tinuas sobre los con jun tos aco tados son todas  déb il-estre lla  conti

nuas (T eorem a V .5.6 de [20]). Com o X  es el dual de X *  cuando  éste  

e s tá  do tado  de la  topo log ía  déb il-estre lla , tenem os que A  6  X .

’ Supongam os que el teo re m a  es c ierto  p a ra  m  — 1 y sea

n

A  — ^  . .  • <f>mj 5 4*ij £  X  , i — 1 , . . . ,  m , j  — 1 , . . . ,  n
j =i

u n a  fo rm a m -lineal s im é trica  c o n tin u a  de tip o  fin ito  que es déb il-estre lla  

con tinua  sobre los acotados.

P a ra  x* €  X *  consideram os la  fo rm a (m  — l)-lin ea l s im é trica  B(x*)  

d a d a  por

n

^ 3  l) • ' ' $m — l j { x  m - l  )4>mj{x  )•
J = 1
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R eordenando  la  fam ilia  si fuera necesario , ex iste  un t < n  tal

que {(j>mjYj=i es el m áxim o núm ero  de vectores linealm en te  indepen 

d ien tes de d icha  fam ilia. De donde ob tend ríam os una  expresión  para  

B ( x ' ) :

t  h

B{x*)  = jk, Vj, k,  l.
j = 1 k=1

Sea z* G X *, l =  l , . . . , n ,  ta l  que ) =  Sjh E n tonces la  form a

(m  — l)-lin ea l

U
B(z¡  ) — ^   ̂ 'iftljk • • • 1 jk —• A-ml

k=l

es s im étrica  y déb il-estre lla  con tinua  sobre los con jun tos acotados. Poi 

la  h ipó tesis de inducción  ob tenem os que A mi puede ser e sc rita  en la 

fo rm a
si

A - r n l  —  ^  1 X \ [ k  .  .  .  X m —  i  [ k  

k=l

donde x n k G X  p a ra  todo  Tenem os en tonces que

/=1
t  s¡

5 3  5 ^  Xllk(Xi)  . . . Xm- i  lk{xm_ i ) =
/=1 k=l

t si

EE
1=1 k= 1

P a ra  sim plificar la  no tac ión  escrib irem os la  ú ltim a  su m a de la  form a:

s

I l i ( x t )  • • • *m -l j ( l ™ - l ) l m j ( 4 )
1 = 1
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donde  x Í3 £  X , V¿, j ,  y r]mj £  X**, Vj.

P a ra  x* £  X* sea C(:c*) la  form a (m  — l)-lin ea l s im é trica  d a d a  por

C ( x ' ) ( x m2,...,x'm) =  A (x ’ ,x \ , . . . ,x 'm) =

s

^ 2  Xl j{x )x2 j{x*2) • • • x m - 1
j  =  l

A sí defin ida C(:r*) es déb il-estre lla  con tinua  sobre los acotados. U sando 

el m ism o razo n am ien to  que an tes podem os suponer que { ^ i j} j= i ( r  <  

s) son el m áx im o  núm ero  de vectores linealm en te  independ ien tes  de 

{ x i j } sJ=í y que

r

C ( x  ) — ^  ^ X \ l ( x  ) y  ] H2lk • • ■ V m —l I k ^ m l k  
1=1 k=1

donde y ijk £  X , V/, A;, y v?™,/,* £  X**, VZ,fc.

Si elegim os u* £  X *, / =  l , . . . , r ,  de m odo que =  Sj¡ o b te 

nem os:
r¡

C(u,  ) — y  ] y2lk • • • Vm — l Ik^pmlk —• Ai/.
/c=l

E ntonces A u  es s im é tr ic a  y déb il-estre lla  con tinua  sobre los con jun tos 

aco tados. P o r ta n to , p o r la  h ipótesis de inducción, ob tenem os final

m en te  que A u  puede escrib irse  de la  fo rm a

Ql
M i  — y   ̂%2kl ’ • ' Zmkl

k=l

donde Zjk\ £  X , V7, k , L Así pues,

A (z ; , . . . , : 0  =  C ( x *i)(x 2 , - ; x m) =  Y , x u{x i)Au{x2 , . . . , x*m) =
1=1

r qi

] £  I l l K )  £  z 2 H ( x ; ) . . . Zm t í « )
/=1 k=1
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lo que concluye la  p rueba. ■

C om o u n a  consecuencia in m e d ia ta  ob tenem os el re su ltad o  análogo 

p a ra  polinom ios.

T eorem a 4.2 Todo pol inomio m-homogéneo de tipo f ini to  P  en X *  

que es débil-estrella cont inuo sobre los acotados puede escribirse de la 

f o r m a  P  =  YL)=\x ij • • • x mj donde Xij £  X ,  V i , j .  E n  part icular , P  es 

débil-estrella continuo.

D enotem os po r M . W*(X*)  el con jun to  de todos los hom om orfism os 

continuos no nulos cp : 'HW*(X*)  — > (D.

T eorem a 4.3 Si  X  tiene la propiedad de aproximación entonces

M w.{ X * )  =  {8x. : x * e X m]

donde Sx* es la aplicación evaluación dada por 8x*( f )  =  f ( x ~ ) ,  f  £  

H v W ) .

D em ostración . Sea <p £  M . W*(X*).  C om o la  res tricc ión  de <p a X  es 

un e lem en to  de X * ex iste  x* £  X *  ta l que ip(x) = 8x*(x) ,  Vz £ X .  P or 

el T eorem a 4.2 un polinom io  P  m -hom ogéneo con tinuo  de tip o  fin ito  

definido en X *  que es déb il-estre lla  con tinuo  en  los aco tados tiene  la  

fo rm a  P =  £ j = i  x i j  • • - x m j  donde Xi j  £  X , V i , j .  E n tonces,

9 9
• T ( P )  =  X 1 j  • • • X m j )  =  V ^ l j )  ■ ■ • <P(x m j )  =

j = 1 j = 19̂
 1 — 6X.(P).

3 = 1

De donde, po r linealidad , <p(P) = 8X*(P)  p a ra  to d o  P  £  V j w»(X*).  

C om o X  tien e  la  p rop iedad  de aprox im ación , p o r el T eorem a 5.2 de

[4], V j w*(X*)  es denso en Por co n tin u id ad  se ob tiene  que

<p  —  S x * .  •
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Sea M ( ' H W*(X*); 'HW*(X*))  el con jun to  de todos los hom om orfis- 

m os con tinuos no nulos 9 : 'Hw* ( X *) — ► 1-LW*(X*).

Si 9 £  M.( 'HW*(X*)-, 'HW*(X*))  y x* £  X *  se tiene  que 5X* o 9 £  

AAW*(X*).  E n tonces, si X  tien e  la  p rop iedad  de aproxim ación , por 

el teo re m a  a n te rio r ex iste  g(x*)  £  X *  ta l  que Sx. 0 0  = Sg{x. y  Tenem os 

así defin ida la  ap licac ión  g : X *  — > X * in ducida  por 0. C uando  sea 

conven ien te  escrib irem os ge en lugar de g.

L em a 4.4 Supongamos  que X  tiene la propiedad de aproximación.  

Para todo x  £  X  y x* £  X *

g(x*) (x )  = 0(x)(x*) .

En  general, 9 ( f )  =  f  o g para todo f  £  'HW*(X*).

D em ostración .

6 { x ) ( x *) =  Sx. o 0(x)  =  í 5(r .)(x ) =  x(g(x*))  = g(x*) (x ) ,

p a ra  to d o  x  £  X  y  x* £  X * .  Si /  6  'HW* { X *)

0 ° ( f )  = 5g(x*){f) = f { 9 Í x *)) = f  0 9 Í x *)i

p a ra  todo  x* £  X * . ■

P roposición  4.5 Supongamos  que X  tiene la propiedad de aproxi

mación.  La aplicación g pertenece a 7íw*(X*; X * ) .

D em ostración . P robem os en p rim er lugar que g  es holom orfa. B as ta  

probar que p a ra  to d o  x  £  X  Sx o g es u n a  función e n te ra  (E jercicio  8.E  

p.68 de [32]). Pero  esto  es claro ya  que

o g{x*) = g(x*){x) =  0(z)(z*);

esto es, 5X o g  =  9{x).
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P robem os ah o ra  que g  es déb il-estre lla  déb il-es tre lla  c o n tin u a  en 

los aco tados de X * . Sea A  C X *  aco tado  y sea (x*)t- u n a  red  en  A  

d éb il-es tre lla  convergente a  un e lem ento  x* E A.  Tenem os que p ro b a r  

que (g(x*))i  déb il-estre lla  converge a g(x*).  Sea x  E X .  C om o 9{x)  es 

d éb il-es tre lla  co n tin u a  en A, (0(:c)(:e*))¿ converge a 9(x) (x*) ,  e s to  es, 

(g(x*) (x )) i  converge a g(x*){x)  lo que concluye la  p ru eb a . ■

Supongam os ah o ra  que g E l-Lw* { X m\ X* ) .  Podem os definir u n  ho- 

m o m o rfism o c o n tin u o 9 : 1~ÍW*(X*)  — y 'Hw* ( X *) m e d ia n te 9 ( f )  := f o g .  

C uando  sea conveniente  escrib irem os 9g en lugar de 9. Si X  tie n e  la 

p rop iedad  de aprox im ación , com o

OgAf)  =  f  °9e =  0( / ) ,

esto  es, 9ge =  9, y

9eg{ x ) { x )  = 9g{x)(x*)  =  x(g (x*))  = g ( x * ) ( x ),

esto  es, geg =  p, ex iste  u n a  biyección T  en tre  A4( 'HW*(X*)] 'HW*(X*))  y 

/H W* { X *; X * )  d a d a  po r T (9 )  = ge.

Sea B la  fam ilia  de subcon jun tos de X  aco tados en no rm a. Si con

sideram os X  com o subespacio  de /H W* ( X *), la  topo log ía  de la  conver

gencia  un ifo rm e sobre los con jun tos aco tados induce  en X  la  topología 

de la  n o rm a  y X  es un  subespacio  cerrado  de /H W*(X*).  P or tan to , 

todo  M  E B  es un  subcon jun to  r^-acotado de 'HW*(X*).  Com o B  es 

sa tu rad o , B define u n a  topología  tq  lo ca lm en te  convexa en el espacio 

£ ( 'H W*(X*); 'HW*(X*))  de aplicaciones lineales y con tinuas de 7íw* ( X *) 

en 'HW*(X*),  p a ra  la  que un  s is tem a  fu n d am e n ta l de en to rnos de cero 

e s tá  fo rm ado  por los con jun tos U ( M , V )  :=  {9  : 9 ( M )  C V }, donde 

M  E B y V  es un  r¿-en torno  de cero en  'HW*(X*).  De hecho, la 

topo log ía  tq  es de H ausdorff ya  que si 9 E C \ m ,v U ( M ,V )  entonces
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0 ( M )  C  V, VAÍ, V\ E n tonces 0 (X ) C fV  ^  — 0- De donde, por el 

T e o re m a  4.2, 9 { V j w*(X*))  =  0. Com o estam os suponiendo que X  tiene  

la  p ro p ie d a d  de ap rox im ación , por el T eorem a 5.2 de [4], V j w*(X*)  es 

denso» e n  'HW*(X*).  De aqu í que, po r con tinu idad , 0 =  0. C onsiderem os 

X Í ( ' H W* (X *); 1-LW*(X*))  d o tad o  con la  topología  in d u c id a  por tq.

T e o r e m a  4 .6  Supongamos  que X  verifica la propiedad de aproxima

ción. L a  aplicación T  : A4( 'HW*(X*)] 'HW»(X*))  — ► /H W*(X*; X * )  es 

un h o m e o m o r f i s m o .

D e m o strac ió n . P robem os p rim ero  que T  es con tinua . Sea (0x-)i u n a  

red  T /j-convergente a  6. Es decir, dado  U ( M , V)  ex iste  ¿o ta l que si i > Íq 

e n to n c e s  0¿(M ) — 0 ( M )  C V, esto  es, (0,),- converge un ifo rm em ente  a 

0 en M ,  p a ra  to d o  M  £  B.  Si deno tam os gi :=  T (0 X) tenem os que 

p ro b a r  q u e  (<7;) t r^-converge a  g  :=  T (0 ). Sea A  C X * aco tado  y sea 

t  >  0. C om o (0,)¿ converge un ifo rm em ente  en la  bo la  u n idad  B  de X , si 

conside ram os el r¿-en torno  de cero { /  £  'Hw* ( X *) : supx. e>1 \ f (x*) \  <  e} 

ex iste  Íq ta l  que si i >  Íq en tonces

sup |0¿(x)(x*) — 0(x )(x* )| <  e, Vx £  B .
x*eA

Luego si i >  ¿o se cum ple que

|# (x * )(x )  -  $r(x*)(x)| <  e, Vx £  B ,  x* £  A.

Lo que p ru e b a  que (<7, ) x- r¿,-converge a g y  T  es con tinua.

P ro b em o s a h o ra  que T ~ 1 es con tinua . Sea u n a  red  en el espacio 

7 íw* ( X * \ X * )  Tí,-convergente a  g £  'HW* ( X * \X * ) .  Tenem os que p robar 

que (0¿ : =  T -1 (^x))j converge un ifo rm em ente  en cada  con jun to  de B  a 

0 :=  T ~ 1(g).  B a s ta  p ro b ar la  convergencia uniform e en la  bo la  un idad  

B  áe X .  U n r¿,-entorno de cero en 'HW*(X*)  es de la  fo rm a { /  £  

LLuĵ X * )  : supx, G¿ |/ (x * ) | <  e} donde A  C X *  es aco tado . Com o (gi)i
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converge a g  un ifo rm em ente  en A,  ex iste  ¿o ta l que si i > i0 en tonces 

sup |g ,(x*)(x) — g(x*)(x) \  <  e Vx* E A.
x£B

E quiva len tem en te ,

|0t-(x)(x*) — 0(x)(x*)| <  e Vx E B , x *  E A.

Luego (6í )í converge a 9 un ifo rm em ente  en B  y T ~ l es con tinua . ■

E n la  p ru eb a  se h a  dem ostrado  que T  es un hom eom orfism o un i

form e con la un ifo rm idad  n a tu ra l en A4( 'HW*(X*); 'HVJ*(X*))  in d u c id a  

po r la de de donde se ob tiene  el sigu ien te  coro

lario:

C o r o la r io  4 .7  Si  X  verifica la propiedad de aproximación el espacio 

( M ( ' H w* ( X * ) ’, 'Hw* ( X * ) ) , tb ) es completo.

T e o r e m a  4 .8  Supongamos que X  verifica la propiedad de aprox ima

ción. Sea g = T{9) .

a) g  es constante si y sólo si 9 envía cada f  a una aplicación cons

tante 0 ( f )  = c ( f ) .

b) S i  9 t iene rango finito, entonces g tiene rango f inito.

c) S i  g t iene rango f inito,  entonces existen £  7i w*(X*)

tales que 8 ( f )  pertenece a la clausura de A l g { f \ , . . . , f n) para todo f  E 

H W- ( X * ) .

D em ostración , a) Supongam os que g  =  a* E X *, esto  es, g(x*)  =  a* 

Vx* E X *. Com o

0 ( f ) ( x *) = f  0 d ( x *) =  / ( a * ) ,

6 env ía  a  /  a  la  ap licación  co n stan te  0 ( /) (x * )  =  Así pues, en

rea lid ad  9('HW*(X*))  C C y 9 =  5a*.
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R ecíp rocam en te , si 9 Qnvía cad a  /  a u n a  aplicación co n stan te  9 ( f )  = 

c ( / ) ,  en p a rtic u la r  6(x)  =  c(x) Vx £ X . Com o 6 es lineal y con tinua , 

tam b ié n  lo es c, es decir, c £ X *  y

g (x* )(x ) = 6(x) (x* )  =  c(x) Vx* £ X *, x  E  X .

Luego <7(2 *) =  c, Vx* £  X *.

b) Supongam os que 6 tien e  rango finito. E ntonces ex isten  / i ,  . . . , / n 

£  7íw<(X*)  y c i , . . . , c n en  el dual de 'HW*(X*)  ta les que

K f )  =  Cl ( / ) / l  +  • • • +  Cn ( / ) /n ,  V /  £  ? M X * ) .

En p a rticu la r,

9(x)  = c i ( x ) f i  +  . .  • +  cn ( x ) / n , Vx £  X  

y  la res tricc ión  c,|x de c, a  X  p erten ece  a X *, ¿ =  1, . . . ,n .  Luego, 

5r(x*)(x) =  0 (x )(x* ) =  c i(x ) /i (x * )  +  . . .  +  cn ( x ) / n(x*) =  

( / l ( 0 Cl +  • • • +  /n (x * )cn)(x ) , Vx £  X .

Por tan to ,

0 ( 0  =  / i ( x * )c i |x +  . . . +  fn{x*)cn\x

lo que p ru eb a  que g  t ie n e  rango finito.

c) P o r h ipó tesis ex is te n  x j , ..., x* £  X* ta les que p a ra  cad a  x* £  X* 

ex isten  co n stan tes  / i ( x * ) , . . . , / n(x*) en C verificando

9 ÍX*) =  +  . . .  +  /n (x * )x ;.

Sea
Pi : !?(**) — ► C
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la proyección. E ntonces /¿ : X *  — C satisface la relación  /¿ =  p¡ o g 

por lo que /,• es u n a  función en te ra . C om o pi e s tá  defin ida en un  espacio 

de d im ensión  fin ita  generado  por x j , ..., x*, p{ es d éb il-es tre lla  con tinua . 

Luego f i  £  /H W*{X*), i =  1, ...n .

M ás aún , p a ra  todo  x £ X  y x* £  X *

9{x)(x*)  = g{x*)(x )  =  / ^ x ^ x ^ x )  +  . . .  +  f n (x*)x*n(x)  =

( x \ ( x ) f x + . . .  + x*n ( x ) f n )(x*),

luego

0(x) =  x j ( x ) / i  +  . . .  +  x * (x ) /n , Vx £  X .

Por el T eo rem a 4.2 to d o  polinom io P  en X *  m -hom ogéneo, con tinuo , 

de tip o  fin ito  y que  es déb il-estre lla  con tinuo  en los aco tados puede 

escrib irse  de la fo rm a  P  = Ylqj=i x ij • • • x mj donde X{j € X , V z ,j. 

Luego 0 ( P )  = Y lqj=i @{x i]) ■ ■ • @(x mj) €  A l g ( f i , ..., f n). C om o estam os 

supon iendo  que X  tien e  la p rop iedad  de ap rox im ación , V ¡ W*(X*)  es 

denso en  'Hw* { X *) (T eorem a 5.2 de [4]). De aqu í que, fina lm en te , 9 ( f )  

p e rte n ez c a  a la  c lau su ra  de A l g ( f i , . . . ,  /„ )  p a ra  todo  /  £  'HW* ( X ,I‘). ■

N o t a  4 .9  E n  el caso real, G onzález y G u tiérrez  [24] h an  p ro b ad o  que 

todo  hom om orfism o continuo  6 : Ck( E ) — > Ck( F ), donde E  y  F  son 

espacios de B anach  reales (ver [24] p a ra  las definiciones), es com pacto  

(es decir, 9 env ía  subcon jun tos acotados de Ck( E )  en subcon jun to s  

re la tiv a m e n te  com pactos de Ck( F ) )  si y sólo si su función  asociada  

g  : F  — > E  d a d a  po r 8g(x) =  Sx o 9 es co n stan te . E n  n u es tro  con

tex to  hem os p robado  que si la  función asociada  g es c o n stan te , 9 env ía  

cad a  /  a  u n a  función  co n stan te  9 ( f ) .  Luego 9 es co m p ac ta . De hecho, 

6 = 5a. p a ra  algún  a* £  X *, y si A  C 'HW*(X*)  es r¿-aco tado , en tonces 

{ 9 ( f )  : f  £  A }  =  { /(a * )  : /  £  A }  es un con jun to  aco tado  en (D. Así 

pues, es re la tiv a m e n te  com pacto  en C y por ta n to  en 1-LW*(X*).
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S in  em bargo  el recíp roco  no es c ie rto  en general. P o r e jem plo  com o 

el e sp ac io  77((D) de funciones en te ras  en C es un  espacio de M ontel, 

todo) hom om orfism o con tinuo  9 : 'H (C) — > %(([!) es com pacto .

E n  el T eorem a sigu ien te  probam os que los únicos hom om orfism os 

co n tin u o s de convolución 9 : 7íw*(X*)  — > 1-LW*(X*),  9 ^  0, son las 

tra s lac io n es . D enotem os por

Va*: f e  U W.{ X * )  r ¡ a * ( f )  e  n w.(X')

la tra s la c ió n  d a d a  po r V a * { f ) ( x * )  =  f { x *  +  a * ) .  R ecordam os que 9 es 

un o>perador de convolución si

%«•(/)) = (*(/)), v / 6 « » . ( r ) .
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T e o r e m a  4 .1 0  Supongamos  que X  verifica la propiedad de aproxi

mación.  Sea 6 £  y sea g  £  ?íw*(X*; X * )  su

aplicación asociada. Entonces las siguientes af irmaciones son equi

valentes:

i) O es un operador de convolución.

ii) g(x*)  =  x* 4- c* para algún c* £  X * .

iii) O =  77c*.

D em ostración , i) —> ii). Sea x  £  X  y x * , y* £  X *, en tonces 

r¡y. (6(x ) ){x*)  =  0(x){x*  +  y*) =  g(x*  +  y*){x).

P o r o tra  p a rte ,

6(riy.(x)){x*) = (rjy*(x) o g)(x*)  = gy* [x )(g{x*))  =

x(g (x*)  +  y *) =  (g{x*)  +  y*){x) .

Luego g (x*+ y *)  = y*+g{x*)  p a ra  todo  x *, y* £  X * . A sí g(x* )+y*  =  

g(y*)-\-x*,  y en tonces g(x*)  — x* = g(y*) — y*. P o r ta n to  g(x*) — x* = c* 

p a ra  algún c* £  X *  y ii) q ueda  p robado.

ii) -»  iii). 6 ( f ) ( x * )  = f  o g(x*)  =  f ( x *  +  c*). Luego 6 =  gc*.

iii) —> i) es obvio.

■

C om o consecuencia in m e d ia ta  ob tenem os el re su lta d o  p rincipal.
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T e o r e m a  4.11 Si  X  verifica la propiedad de aproximación entonces  

todo operador de convolución

e g

verifica

e(nw.{x*)) = nw.(x*).

E n lo que  sigue se rá  conven ien te  d iferenciar las traslaciones del es

pacio  H WU( X )  de las de 'HW* ( X **). P a ra  ello, si a G X ,

V a ’ f  €  'Hwu(X) ^  Va( / )  €  H WU( X )

d e n o ta rá  la  tra s lac ió n  d a d a  po r r¡a( f ) ( x )  = f ( x  +  a ) , x  G X .  Será ú til 

u sar la  n o tac ió n  sigu ien te

Va{f) = [x e  X  ^  f ( x  +  a)].

S im ila rm en te , p a ra  a ** G X**,  : 'HW*(X**)  — y /H W*(X**) es la

tras lac ión  r¡¿77(f) =  [x** G X ** ^  f (x**  +  a**)].

L e m a  4.12 Para g G 'Hw* { X ’lf*) la aplicación

Tg : X ”  — >
a "  -  Tg{a*•) :=  r ¡ ^ ( g )

es débil-estrella rb cont inua en los subconjuntos  acotados de X * * .

D em ostración . Sea A  un  subco n ju n to  aco tado  de X**  y sea 

u n a  red  en A  d éb il-es tre lla  convergente  a  a** G A.  Tenem os que p ro b ar 

que la  red  ( r f ^ ( g )  = Tg(a**))i rb-converge a Tg(a) =  f f ^ ( g ) .

U n Tfc-entorno de cero tiene  la  fo rm a

U : = { f  e U w. ( X * * ) :  sup |/(x**)l <  e}
x**ec
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donde C  C X** es aco tado  y e >  0. Sea A >  0 taa l que A  U C  C AB**, 

donde B** d en o ta  la  bo la  un idad  ce rrad a  de XX**. C om o 2AB** es 

déb il-estre lla  com pacto , la aplicación g es d éb il-ess tre lla  un ifo rm em en te  

co n tin u a  en 2AB**. E n tonces, ex iste  un déb il-estree lla  en to rn o  de cero V  

a b so lu tam en te  convexo ta l que si y**, z** G 2XB** \ verifican y** — z** G V  

en tonces

^  £- t 1))

C om o (a**)* déb il-estre lla  converge a a**, ex iste  H q ta l  que p a ra  i > i0 

a** — a** G V.  Sea i >  ¿o- Si x** G AB**, en toncees a** +  x**,a** +  x “* 

e s tá n  en 2AB** y (a** +  x**) -  (a** +  x**) = a** —  a** G V.  Luego, po r

(1), |g(a** +  x**) — g(a** +  £**)| <  c. E n tonces,

sup  \Tg( a " ) ( x ” ) -  r s (a" )(x" *)| =  
x**ec

sup |g(a** +  x**) -  g(a** +  x***)\ <
x**ec

sup |g(a** +  x**) — g(a** +  a;***)! <  t. 
x**eA B**

H em os p robado  que si i > Íq entonces Tg(a**) — Tgg(a**) G U . Por ta n to , 

la red  (Tg(a**))i es r¿-convergente a  Tg(a**). m

Tal y com o ind icábam os al p rinc ip io  de la  seccción, to d a  función de 

'Hwu(X)  tiene  u n a  ex tensión  a X** que es déb ilil-estre lla  con tinua  so

bre  los con jun tos acotados, y e s ta  ex tensión  de teE rm ina  un  isom orfism o 

topológico de álgebras en tre  'HWU{ X )  y /H W*(X**))  (T eorem a 7.1 de [4]). 

Sea E  : 'HWU( X )  — > 7 íw*(X**)  dicho operado r dde ex tensión . Por sim 

p lic idad , /  d e n o ta rá  la  ex tensión  de /  a  X**  v iaa  E.  La aplicación E  

genera  u n a  biyección en tre  el con jun to  A i ( 'Hwuiu( X ) ] ' H wu( X ) )  de ho- 

m om orfism os continuos no nulos definidos de 'H íwu( X )  en 'HWU( X ) ,  y 

M ( H W. ( X * * ) ; H W>(X**)) d ad a  por

M { n wu( x y , n wu( x ) )  — ► M { n w^ x * * * ) ; n w*(x**))
0 ^  0^ ;=  E  o 9 l o E ~ l
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Es m ás, d icha  ap licacidón  b iy ec ta  los operadores de convolución de a m 

bos espacios.

T e o r e m a  4 .1 3  9 es uun operador de convolución si  y sólo si 9* es un  

operador de convoluciáón.

D em o strac ió n . Suppongam os en p rim er lugar que 

es un  o p e ra d o r de convvolución. Tenem os que p robar que

n*W)) =  0 M / ) )

p a ra  to d o  a E A  y /  GE 'Hwu(X),  donde 9 = E ~ l o 9+ o E.

V a W ) )  = T]¿la{E~l O 9m o £ ( / ) )  =  r}a( E ~ 1(9m( f ) ) )  =

[x -  0 . ( f ) ( x  +  «)]]  =  E - l (TTa( 9 . ( f ) ) )  = E - \ 9 . ( r r « { J ) ) )  (2).

P o r o tra  p a rte ,

9(r]a( f ) )  =  E ~ l c o 0* o E(r¡a( f ) )  =  (3).

C om o rfe(f)  e  y

*fe(/)|x  =  [x e  X  — > f ( x  +  a)] =  [x e  X  ^  f { x  +  a)] =  rja( f ) ,

por un icidad  de la  ex téen sió n  se tiene  que = r]a( f ) .  Luego de (2)

y de (3) concluim os quue r}a( 9 ( f ) )  = 9(r)a( f ) ) .

Supongam os aho ra  a que 9 : /H WU( X )  — > 'HWU( X ) ,  9 ^  0, es un  

operado r de convolucióón. Tenem os que p robar que

7 =  ^ ( ^ ( / ) )  (4)
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p a ra  todo  f  £  P a ra  g £  sea Tg la ap licación  d a d a

en el Lem a 4.12. E ntonces (4) es equ ivalen te  a

3 i . ( / ) ( a ” ) =  0 . o 7 > ( a ~ ) .

Sean B  y B** las bolas un idad  cerradas de X  y X ** respec tivam en te . 

C om o AB  es déb il-estre lla  denso en AB**, VA >  0, por el L em a 4.12 

b a s ta  p ro b ar que 0* o T/ (a )  =  Tet [f){a) p a ra  to d o  a £ X  y f  £  

1~LW*(X**),  e sto  es, piT(0*(/)) =  0*(fyT(/))- Si f \ x  d e n o ta  la  restricc ión  

de /  a  X  se cum ple

e . ( r ü U ) )  = E o 8 o E - ' ( U f ) )  =

E  O 0 o  E - ' { x "  e  X *• f ( x "  +  a)] =  

E  o 6[x e  X  ^  f ( x  +  a)] =  E  o 9(r¡a(f \x )) =

E ( v « W \ x ))) =  ifcWix)) (5)-
P o r o tra  p a rte ,

T a {e .U ) )  =  U E o 9 o £ - • ( / ) )  =  WÁE( 6( hx )))  =  C W 7 ¡J )  (6).

R azonando  igual que an tes rü{0{f\x )) =  rla(Q(f\x ))- Luego, de (5) y (6) 

concluim os que 0* es un  operado r de convolución. ■

T e o r e m a  4 .1 4  Sea X  un espacio de Banach tal que X *  tiene la propie

dad de aproximación.  Entonces,  todo operador de convolución 0 £  

M ( ' H WU{ X ) ; ' H WU( X ) )  verifica

0 {H wu{ X ) )  = H WU( X) .

D em ostración . P or el T eorem a 4.13
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es un o p erad o r de convolución. Com o X *  tiene  la  p rop iedad  de ap ro 

x im ación , por el T eorem a 4.10, = 'Hw»(X*m). Luego,

0 (tt« m (X )) =  E ~ l o E  o 0 o E ~ l o E { H WU{ X) )  =

E ~ l o 0,  o E ( U wu{ X ) )  = E - \ 0 , ( H m. { X " ) ) )  =  

E ~ l ( H w. ( X " ) )  =  n wu( X ) ,

Lo que concluye la  p rueba . ■

C om o consecuencia del T eorem a 4.11 tam b ién  ob tenem os el teo rem a  

siguien te .

T e o r e m a  4 .1 5  Sea X  un espacio de Banach tal que X *  tiene la propie

dad de aproximación. El  operador 6 £  M.( 'HWU( X ) ; ' H WU( X ) )  es de 

convolución si y so lamente si  existe a ** £  X** tal que

0 ( / )  = [x E X  ^  f ( x  +  a**)]

donde f  £  1-LW*(X**) es la extensión de f  a X **.

D em ostración . La condición suficiente es inm ed ia ta . P robem os la 

condición necesaria . P o r el T eorem a 4.13

$m =  T  o 0 o T ’ 1 £  U W.{X**))

es un operado r de convolución. E n tonces, por el T eorem a 4.10, 0* =  rĵ 77 

p a ra  algún a** £  X **. P o r tan to , p a ra  /  £  'HWU[ X ),

0 ( f )  =  E ~ l o r ^ 7  o E ( f )  =  E ~ l ( r f ^ ( f ) )  =  [x f ( x  +  a**)].
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