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Introduccién

En esta memoria se presentan varios resultados dentro del contexto
de la Holomorfia en dimensién infinita. Estos resultados se han dividido

en cuatro capitulos si bien existe una fuerte interaccion entre ellos.

El objetivo del primer capitulo es tratar de elaborar teoremas de
tipo Banach-Dieudonné para espacios de aplicaciones holomorfas; es
decir, estudiar cual es la topologia mas fina, o la localmente convexa
mas fina, en el espacio de funciones holomorfas de tipo acotado H;(E),
donde F sera bien un espacio de Banach, bien un espacio de Fréchet,
que coincide con la topologia compacto-abierta 7 sobre los conjuntos
acotados del espacio Hy(E).

Antes de nada, y para centrar el tema, recordemos el teorema de
Banach-Dieudonné (ver [45]): Sea E un espacio de Banach, la topologia
de la convergencia uniforme sobre los conjuntos compactos de E es la
topologia mds fina en el dual topoldgico E' de E que coincide con la
topologia débil estrella o(E', E) en los subconjuntos equicontinuos de
E'.

Este teorema cldsico de Banach-Dieudonné fue extendido por Mu-
jica (Teorema 2.1 de [33]) a espacios de polinomios homogéneos y con-
tinuos definidos en un espacio de Banach de la siguiente forma: Sea X
un espacio de Banach y n € IN. Si P("X) denota el espacio de todos
los polinomios n-homogéneos y continuos sobre X, entonces la topologia
compacto-abierta, 1, es la topologia mds fina en P("X) que coincide
con 19 sobre cada subconjunto acotado en norma de P("X).

Por otra parte, si U es un subconjunto abierto de un espacio de
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Banach X, Mujica (Teorema 2.1 de [36]) también estudid la topologia
(localmente convexa) mas fina que coincide con 7 sobre cada subcon-
junto acotado del espacio de funciones holomorfas y acotadas sobre U,
H>®(U). Se sigue de su estudio (mirar la Nota 1.2.2 de la presente
memoria) que esta topologia es estrictamente mas fina que 75 al menos
cuando U es la bola unidad abierta de X. Por tanto, en general no se
verifica un teorema de tipo Banach-Dieudonné para el espacio H>(L").

Motivado por estos resultados, el problema que se plantea es si se
verifica este tipo de teorema para el espacio de funciones holomorfas de
tipo acotado H,(E). Nuestro principal resultado establece que, en el
caso de ser E' un espacio de Banach, solo es cierto si el espacio E es de
dimensidn finita. También hacemos un estudio en el caso de ser £ un

espacio de Fréchet.

El segundo capitulo estd dedicado al estudio de espacios pondera-
dos de funciones holomorfas HV(X) en un espacio de Banach X de
dimensién infinita y para una familia de pesos V.

Los espacios ponderados de aplicaciones continuas, y en particular
de aplicaciones holomorfas, aparecen de forma natural en numerosos e
importantes campos del andlisis funcional como por ejemplo en Teoria
de Distribuciones, en analisis de Fourier o en ecuaciones en derivadas
parciales entre otros. Debido a ello, son numerosos los autores que
han estudiado dichos espacios centrandose, en el caso de espacios pon-
derados de funciones holomorfas, en espacios de Banach de dimension
finita.

Parte del interés de los espacios ponderados también reside en que
para un peso adecuado v el espacio Hv(U), donde U es un subconjunto
abierto de un espacio de Banach X, se puede considerar una genera-
lizacién del espacio H®(U) de funciones holomorfas y acotadas sobre U.

En este sentido, demostraremos generalizaciones de algunos teoremas



probados por Mujica en [36] (ver la seccidn 2.1).

También damos una representacion del espacio ‘Hy(X) como espa-
cio ponderado para una familia de pesos adecuada (Ejemplo 2.2.21 A).
Ello nos motiva a caracterizar cuando el espacio HV (X) es reflexivo.
Rubel y Shields [42] probaron que Hv(G) es isométricamente isomorfo
al bidual Huvo(G)** de Hvo(G) cuando G es el disco unidad abierto de
C y v es un peso radial sobre G que se anula en la frontera de G. Este
resultado generalizaba el probado por Williams [49] para G = C y v un
peso radial rdpidamente decreciente en el infinito. Bierstedt y Summers
[9] obtuvieron, para un abierto G en €V y un peso continuo y positivo:

* son isométricamente iso-

v en G, que los espacios Hv(G) y Hvo(G)™
morfos si y sélo si la bola unidad cerrada de Huvg(() es densa en la bola
unidad cerrada de Hv(G) con respecto a la topologia compacto-abierta.
Esta condicidn se verifica en particular en el contexto dado por Rubel
y Shields. A su vez, Bierstedt y Bonet [6] mejoraron esta caracteri-
zacion para el espacio HW(G) donde W es una sucesion creciente de
funciones continuas y estrictamente positivas. En este contexto pro-
baron que el bidual del espacio HWy(G) es isomorfo a HW(G) si y
sblo si para cada subconjunto acotado B de HW(G) existe un subcon-
junto C acotado y absolutamente convexo en HWy(G) tal que B estd
contenido en la clausura de C en HWy(G) con respecto a la topologia
compacto-abierta (ver Proposicién 10 de [6]). Este resultado les per-
mite concluir que para una sucesion de pesos radiales W sobre C la
igualdad HWy(C) = HW(C) implica que HW(C) es reflexivo.

Sin embargo, las técnicas utilizadas tanto por Bierstedt-Bonet como
por Bierstedt-Summers no son directamente aplicables en dimension
infinita. Debido a ello adoptamos una nueva técnica basada en un
teorema clasico de Kalton (Teorema 3.2 de [30]) el cual afirma que

un espacio de Fréchet £ con una descomposicién de Schauder (E,) v-



completa v contractiva es reflexivo si v sélo si cada espacio de Fréchet
E, es reflexivo. Prieto [40] usa este resultado para caracterizar la refle-
xividad del espacio de funciones holomorfas de tipo acotado definidas en
un espacio de Banach, asi como del espacio de funciones holomorfas de
tipo acotado que son uniformemente débil-continuas sobre los conjuntos
acotados. Estos resultados permiten plantear la siguiente pregunta:
.Es posible caracterizar la reflexividad de algun espacio ponderado de
funciones holomorfas? Mas concretamente, ;es posible encontrar una
familia de pesos V adecuada, definida en un espacio de Banach X de
modo que el espacio ponderado de funciones holomorfas HV' (') admita
una descomposicion de Schauder? En este capitulo se da respuesta
afirmativa a ambas preguntas.

En conexidn a estos problemas estd también el del estudio del pre-
dual de espacios de funciones holomorfas. Asi por ejemplo Bierstedt
y Bonet [6] utilizan la existencia de predual F' de un espacio local-
mente convexo bornolégico E con la propiedad (BBC') para caracteri-
zar cuando la aplicacion restriccion R : FF — H;, donde H es un
subespacio topolégico de E, es un isomorfismo topoldgico en la ima-
gen, esto-es, E es candnicamente el bidual de H. Por otra parte en
[22] se prueba que el predual de Hy(U), donde U es un abierto equili-
brado de un espacio de Banach X, tiene estructura de (LB)-espacio.
Mujica en [37] prob6 que dicha estructura venia determinada por los
preduales G®(U,) de cada espacio de Banach H*(U,), donde (U,) es
una sucesién adecuada de abiertos de U. En el dltimo apartado del
segundo capitulo damos condiciones de tipo general sobre la familia de
pesos para que el espacio ponderado de funciones holomorfas HV (X)

tenga un predual con una estructura de este tipo.

En el tercer capitulo presentamos caracterizaciones de tipo general

sobre el bidual de ciertos subespacios cerrados del espacio H,(U) de



funciones holomorfas de tipo acotado definidas sobre un abierto (" de
un espacio de Banach X, donde U serd bien un abierto absolutamente
convexo y acotado de X, bien el propio espacio X.

Un problema cldsico de la Holomorfia en dimensién infinita es el
estudio del bidual tanto del espacio de polinomios homogéneos definidos
en un espacios de Banach X como el del bidual del propio espacio de
funciones holomorfas definidas en un abierto de X.

En [40] aparece una caracterizacion de cudndo el espacio Hs(X)
de funciones enteras de tipo acotado definidas en un espacio de Ba-
nach X, es el bidual del espacio H,.(X) de funciones enteras que son
débil uniformemente continuas sobre los acotados de X. A este respecto
Prieto (Teorema 12 de [40]) establece que Hy(X) es isomorfo al bi-
dual del espacio Hyu(X) si y solo si el espacio P(™X) de polinomios
m-homogéneos y continuos sobre X es isomorfo al bidual del espacio
Puu(™X) = P(™X) N Hyu(X). En la prueba se tiene la siguiente
situacién: P(™X) = Pyuu(™X)™" para todo m > 0 y al ser dichas fami-
lias descomposiciones de Schauder respectivas de los espacios H;(X) y
Huwu(X)™™, aparentemente ambos espacios coinciden algebraica y, por
tanto, topoldgicamente. Sin embargo, tanto el espacio H(C) como
H(D), donde D es el disco unidad abierto de C, tienen por descom-
posicién de Schauder a (P(™C)),, y sin embargo dichos espacios no son
isomorfos (ver Nota 3.9). Este ejemplo muestra que si queremos tener
un isomorfismo topo[égico entre dos espacios de Fréchet con descom-
posiciones de Schauder, tenemos que suponer una condicién més fuerte
que un simple isomorfismo entre los espacios que forman las descom-
posiciones. Este problema también aparece en la Proposicién 16 de [5].
Para aclarar esta situacion introducimos una nueva clase de descom-
posiciones de Schauder: las descomposiciones R-Schauder. De acuerdo

con esto, el resultado principal es el Teorema 3.12.



Valdivia prueba en [47] que el bidual de P,-(™ X ") es isométricamen-
te isomorfo a su Tp-clausura en P(™X") bajo la hipdtesis de que el
espacio P,«(™X*) no contiene ninguna copia de !, mientras que en
[48] prueba el resultado analogo para H,.(X~). En particular obtiene
que si X es un espacio de Banach tal que X~ posee la propiedad de
aproximacién y H,«(X") no contiene ninguna copia de !, entonces el
bidual de H,«(X*) se identifica canénicamente con H,;(X*). Mediante
el uso de las descomposiciones R-Schauder, el Corolario 3.19 mejora este

resultado y lo extiende para funciones holomorfas en la bola unidad.

Con relacién al cuarto capitulo destacamos como resultado princi-
pal que todo polinomio m-homogéneo continuo de tipo finito P definido
en el dual X* de un espacio de Banach X y que es débil-estrella
continuo sobre los conjuntos acotados, puede ser escrito de la forma
P =Y. z1j...m; donde z;; € X, para todo i,j. Como consecuen-
cia inmediata se cumple que todo polinomio en las condiciones ante-
riores es débil-estrella continuo. El resto del capitulo esta dedicado,
como aplicacidn, al estudio de la suprayectividad de los operadores
de convolucidén sobre los espacios Hyu(X) y Hu+(X™). En general, la
suprayectividad de operadores de convolucién ha sido estudiada en pro-
fundidad por varios autores en andlisis funcional. Por ejemplo, Gupta
[26] obtuvo que todo operador de convolucién sobre el espacio de fun-
ciones nuclearmente enteras de tipo acotado es suprayectivo. Nosotros
hemos obtenido que si X tiene la propiedad de aproximacidn, entonces
todo operador de convolucién 8 # 0 sobre H,-(X~) es suprayectivo,
es decir, verifica 0(Hy+(X")) = Hy+(X*). También probamos el resul-
tado analogo para operadores de convolucién sobre el espacio Hyu(X)

suponiendo que X~ tiene la propiedad de aproximacion.



Antes de dar paso a los capitulos recordemos brevemente la defini-
cion de funciéon holomorfa de tipo acotado que tanto peso tiene a lo
largo de la memoria.

Si £ y F son dos espacio de Fréchet, H,(E; F') denota el espacio
de todas las aplicaciones holomorfas sobre E y con valores en F que
estan acotadas sobre los acotados de E. Si F' = C escribiremos simple-
mente Hy(E). A los elementos de H;(E; F') se les llama aplicaciones
holomorfas de tipo acotado.

Consideramos la siguiente familia de seminormas:

| £ lla:= sup B(f(z))
€A

al variar A en los acotados de F' y [ en las seminormas continuas de
F. Esta familia de seminormas define en Hy(E; F') la topologia de la
convergencia uniforme sobre los acotados de E, que denotamos 7.

Si E es un espacio de Fréchet, entonces (Hy(E), 7,) es un espacio de
Fréchet.

Recordemos que la serie de Taylor centrada en el origen Y ov_, P de
f € Hy(E; F) converge absoluta y uniformemente sobre los conjuntos
acotados de FE.

Supongamos ahora que (F,d) es un espacio de Fréchet y U es un
abierto no vacio de E. SiU # E y z € U, entonces dy(z) denota la
distancia de z a E\ U, i.e.

dy(z) = inf{d(z,y):y € E\ U}
Ademas,
| du(z) — du(y) |< d(z,y) YVz,ye U
Si U = E, definimos dy(z) = oo para todo z € U.

Un conjunto A C U se dice que es U- acotado si A es acotado y

infzea dy(z) > 0.



Si F es un espacio de Fréchet decimos que una aplicacién holomorfa
f definida en U y con valores en £ es de tipo acotado si esta acotada en
cada subconjunto U-acotado de E. H,(U; F) denota el espacio de las
aplicaciones holomorfas de tipo acotado definidas sobre U y con valores
en F, dotado de la topologia de la convergencia uniforme sobre todos
los conjuntos U-acotados, que denotaremos igualmente 7,. Si F = (.
escribimos H,(U) en lugar de H,(U; C).



Capitulo 1

Sobre el teorema de
Banach-Dieudonné.

En este capitulo se estudia bajo qué condiciones se da un teorema de
tipo Banach-Dieudonné para el espacio de funciones holomorfas de tipo
acotado H,(U), donde U es un abierto equilibrado bien un espacio de
Banach, bien un espacio de Fréchet.

Mujica fue pionero en el estudio de este tipo de teorema para es-
pacios de funciones holomorfas. Asi, por ejemplo, probé en [33] que
en el espacio de polinomios n-homogéneos y continuos P("X) sobre un
espacio de Banach X, la topologia compacto-abierta 7y es la mas fina
que coincide con 7o sobre cada conjunto acotado en norma de P("X).

Por otro lado, si .U es un subconjunto abierto de un espacio de
Banach y denotamos por (H*(U),||.||) €l espacio de las funciones
holomorfas y acotadas en U dotado con la norma supremo, la topologia
localmente convexa mas fina que coincide con Ty sobre los subconjuntos
II.||o-acotados de H*(U), es la mas fina que verifica esta condicidn (ver
Teorema 4.4 de [36] o Corolario 1.4.2 de [12]). Mds ain, Mujica en [36]
obtiene una descripcion de las seminormas que generan esta topologia.

Motivados por estos resultados, consideramos en H,(U) la topologia

9



10 Cap. 1. Sobre el teorema de Banach-Dieudonné.

localmente convexa mas fina que coincide con 7 sobre los conjuntos 7-
acotados. Denotamos dicha topologia por 7,,. En este contexto es
natural definir a su vez la topologia 7. como la mads fina en H,(L)
que verifica la condicion anterior. 7. viene determinada por la familia
de subconjuntos A de H,(U) cuya interseccién con cada subconjunto

my-acotado B de H,(U) es un abierto de B para 7.
Con respecto a Ty nos planteamos las siguientes dos preguntas:
1. Describir la topologia Ty.
2. ;En qué casos coinciden 15 y Tpy?

Nuestro objetivo principal es dar respuesta a la segunda pregunta,
que no es mas que una reformulaciéon del problema de si se puede
establecer o no un teorema de tipo Banach-Dieudonné en el espacio
‘Hs(U). En los dos primeros apartados de este capitulo se dan respues-
tas a este problema; en el primero se prueba que, en el caso de ser [’ un
subconjunto abierto y equilibrado de un espacio de Banach X sélo se da
un teorema de este tipo si la dimensién de X es finita, mientras que en
el segundo, el problema es estudiado para un abierto equilibrado de un
espacio de Fréchet E. Concretamente veremos que la respuesta es ne-
gativa si £ es un espacio de Fréchet no Montel, mientras que en el marco
de espacios de Fréchet Montel los resultados son mas heterogéneos. En
el tercer apartado se estudia de forma intrinseca la topologia T v
se obtiene una descripcion de un sistema fundamental de seminormas.
Ademas se prueba que si £ es un espacio de Fréchet y U un abierto
equilibrado de E entonces ((P(™E), Toe1))m €s una descomposicion S-
Schauder de (H;(U), 7o) siendo absoluta si U = E o bien si £ es un

espacio de Banach.



1.1. Funciones holomorfas de tipo acotado en un espacio de Banachll

1.1 Funciones holomorfas de tipo acota-
do en un espacio de Banach

Sea X un espacio de Banach y U un abierto equilibrado de X. Comen-
zamos esta seccién con un sencillo lema que relaciona las nuevas topolo-
gias con las mas usuales de ‘H,(U), para dar paso a nuestro teorema

principal.
Lema 1.1.1 o0 < Thel < The S T

Demostracion: Las dos primeras desigualdades son consecuencia
directa de las definiciones de cada topologia. Para probar la tercera
tomamos en el espacio metrizable H,({') una sucesion ( f,). T-conver-
gente a f € Hy(U). Entonces (f,)n To-converge a f y el conjunto {f, :
n € IN} U {f} es m-acotado. Consecuentemente, (f,). Toc-converge a

f, lo que prueba que 7, < 7. ®

Teorema 1.1.2 Sea X un espacio de Banach y U un abierto equili-
brado de X. Entonces

(Hs(U), 70) = (Hs(U), Toct)
si y sélo si la dimension de X es finita.

Demostracién: Primero probamos la suficiencia. Como la dimensién
de X es finita, 7o = 7, y la conclusidn se sigue del Lema anterior.

Supongamos ahora que la dimensién de X es infinita. Por el Teo-
rema de Josefson-Nissenzweig (ver Cap.12 de [14]), existe una sucesién

de funcionales continuas (¢,), en el dual X~ de X tal que
all =1 y limgn(z) =0 VzeX.

Entonces podemos encontrar una sucesion (z,), de elementos de X tal
que
Nzall =1 y |@n(zn)] >1=1/n



12 Cap. 1. Sobre el teorema de Banach-Dieudonné.

para todo n € IN. Vamos a construir un ejemplo de una forma lineal
T sobre Hy(L') que no es mp-continua y si es T,.-continua, es decir, es
To-continua en los T,-acotados, lo que probard que 7, es estrictamente
mas fina que 7.

Llamemos B a la bola unidad cerrada de X y sea t > 1 tal que ;B
es U-acotado. Para cada f € H;(U) denotamos por %°_, P, f la serie
de Taylor de f en el origen. Al ser U equilibrado dicha serie converge
en los puntos de U. Definimos la funcién T como sigue:

T: Hy(U) — C
[~ T(f) =00 Pnf(%38)

Como
PSS = 1™ P () < U™ 1116

la funcién T esta bien definida y

TN < = Ifl:a

Claramente T es lineal y, como consecuencia de la desigualdad anterior,
T es T,-continua.

Sin embargo, T no es m-continua. En efecto, como (¢,), o(X~, X)-
converge a cero, por el Teorema clasico de Banach-Dieudonné, la suce-
sién (t2¢,)n converge a cero uniformemente sobre los subconjuntos com-
pactos de X. Asi pues, ((t2¢,)"). es una sucesion en H;(U) que 7o-

converge a cero. Sin embargo, la desigualdad
IT((t¢a)")| = |65(za)| > (1 = 1/n)"

nos asegura que la sucesién (T'(¢2)), no converge a cero.
Por otra parte, T si es T-continua en los 7,-acotados de Hy(U).
Sea A un subconjunto m-acotado de H,(U) y sea (f;); una red en A

To-convergente a un elemento f € A. Vamos a probar que (T(f:))



1.1. Funciones holomorfas de tipo acotado en un espacio de Banachl3

converge a T (f). Por las desigualdades de Cauchy. (P, f;); To-converge
a P, f para cada m € IN.De donde (P fi(%3)): converge a P, f(Zz)
para cada m € INU {0}.

Ademas,
-rm m m
|Prg(—) < 1/t llglls/e < 1/t sup{||hllp/: : h € A}

para todo g € A, por lo que la serie
o0
Im
m=0

converge uniformemente en A. Por tanto, dado € > 0 existe mg € IN

tal que
o Tm
| X Png(5)l<€/3 Vge A

m=mg+1

y para cada m < mg existe ¢,, tal que si 1 > i,, entonces
Tm T
P fi(53) = Paf(CF)] < ¢/ (3(mo + 1))

Si tomamos ¢ > 1y, ..., im, €ntonces

T() =TI X PofiC) = Paf R+

oc Tm Im € € €
X B = B (G S o+ Dy 4 g = e

Lo que prueba que T es 7p-continua en 7,-acotados y por tanto 7. es
estrictamente mas fina que 7.

Consideremos ahora la topologia menos fina para la que T es con-
tinua y denotémosla por 77. Claramente la topologia 77 es localmente
convexa. La topologia max(7r, 7o) es localmente convexa y como coin-
cide con 7 sobre los conjuntos 7;-acotados, entonces max(7r, 7o) < The-

Por lo que 7 es estrictamente menos fina que Ty, =
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Notemos que en el curso de la prueba hemos probado que 7, coincide

con Ty si y solo si la dimensién de X es finita.

Nota 1.1.3 1) Sea U un abierto absolutamente convexo v acotado.
Entonces 7. es estrictamente mas fina que 7o sobre H>(L7). De otro
modo, como (H®(U), Tee) ¥ (H®(U),|-||) tienen los mismos acotados
(Proposicién 4.7. de [36]), (H®(U),m0) y (H*(U).]|-|l) deberian tener
también los mismos conjuntos acotados. Como U es convexo. si a es un
punto de la frontera de U, por el Teorema de Hahn-Banach existe un
funcional continuo ¢ € X~ tal que Reg(z) < Re¢(a) para todo z € U,
donde Re¢(z) denota la parte real de ¢(z). Entonces la funcién f(z) =
1/é(z — a) es holomorfa en U y no estd acotada. Consecuentemente. la
familia
N
{3 Paf: N=0,1,2..}
m=0

no es un conjunto |.||w-acotado, y como la serie de Taylor de f 7o-
converge a f, la familia anterior es To~acotada. Por tanto, 7o < 7.

2) Consideremos en H;(U) la topologia inducida por 75, que seguire-
mos denotando 75. Recordemos que una seminorma p en el espacio
H(U) de funciones holomorfas en U es 75-continua si para cada cubrim-
iento abierto numerable y creciente de U, (V,),, existeng € Ny ¢ > 0
tales que p(f) < csup,ev,, |f(z)| para todo f € H(U). La topologia
75 es la topologia localmente convexa generada por las seminormas 7s-
continuas. Al ser ésta una de las topologias mas importantes en Holo-
morfia en dimensién infinita, es natural estudiar su relacién con 7y.
Para espacios de Banach de dimensidn finita ambas topologias, T y
75, coinciden (ver Teorema 1.2.2. posterior). Para un espacio de Ba-
nach de dimensién infinita X la situacién es completamente diferente.
Como 75 coincide con la topologia de la norma sobre P("X) y Ty co-

incide con 7o por la extension del Teorema de Banach-Dieudonné dada
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por Mujica. se sigue que 75 > Ty sobre P(*X). Como consecuencia s

también es diferente de 7, en Hy(U).

Sea G*°(U') el predual de H*(U) construido por Dixmier-Ng (Teo-
rema 19 of [19]. Para una prueba mds corta ver el Teorema 1 de [38].
Ver también el Teorema 2.1. de [36]). Sus elementos son todos los fun-
cionales u € H®(U)' cuya restriccién a la bola unidad es m-continua.
Este espacio es un espacio de Banach con la norma inducida por la
norma de H>*(U)'. El espacio H*(U) puede ser dotado con la topologia
7. de la convergencia uniforme sobre los subconjuntos compactos de
G>=(U), y Mujica probé que los espacios (H*(U), ) y (G=(U)', )
son isomorfos (Teorema 4.7 de [36]).Si consideramos H;(U) es cono-
cido (Teorema 7.3. de [37], ver también el Teorema I junto con la
Proposicion 2 de [22]) que existe un espacio (LB) fuertemente acotada-

mente retractivo G,(U), dado por
Gy(U) = ind, G*(Un)

tal que Hy(U) = G,(U)jp, donde (U,). es una sucesién fundamental
de U-acotados equilibrados. Por tanto, y de forma natural, podemos
considerar sobre H,(U) la topologia de la convergencia uniforme sobre
los subconjuntos compactos' de Gy(U), que también denotaremos por

T.. A continuacién estudiamos la relacion entre 7. y Tp..
Proposicién 1.1.4 La topologia 7. es mds fina que .

Demostracién: Es consecuencia directa del hecho de que la apli-

cacién evaluacion

6: U — Gb((/)
r ~ 6: H(U) — C
[~ &)= f(z)

es holomorfa (Proposicién 7.2 de [37]). =
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Teorema 1.1.5. Sea X un espacio de Banach de dimension infinita y
{" un abierto equilibrado de X. Entonces

i) Thet €s estrictamente menos fina que T, en Hy(U).

i) 7. coincide con Ty sobre cada subconjunto T,-acotado de Hy(U').

i) (Ho(U), mat) = (Go(U)', 7).

w) (Ho(U), 1oct)' = Go(U).

v) (Hs(U), ) y (Hs(U), Toct) tienen los mismos conjuntos acotados.
vi) (Ho(U), et )y = Go(U).

Demostracién: i) Por el Lema 1.1.1 7,y < 7. Ahora bien, por el
Teorema de Banach-Dieudonné para polinomios (Teorema 2.1 de [33])
T coincide con 7o en P("X) y, por otra parte, 7, coincide con la
topologia de la norma. Luego las topologias 7, y 7, difieren. Por
tanto, Ty < Th.

ii) Sea A un subconjunto 7-acotado de Hy(U). Sea (fi)iesr C A una
red To-convergente a f € A. Vamos a probar que (fi)ie; Te.-converge
a f. Sea K un subconjunto compacto de Gy(U). Como G,(U) es
fuertemente acotadamente retractivo, K es un subconjunto compacto
de G*(U,) para algin n € IN. Como A es 7,-acotado, existe una

constante M > 0 tal que
If(z)| < M VzeU, YfeA.

Luego el conjunto

An = {flv. : f € A}

es un subconjunto acotado de H*(U,). Dividiendo por M, podemos
suponer que A, estd contenido en la bola unidad cerrada B, de H*(U,).
Si u € G*(U,), por definicién, u|p, es m-continua. Como (filv, )ier
to-converge a f|y, entonces (u(filv,))ier tiende a u(flv,). En otras
palabras, (f;|u, )ier tiende a f|u, para la topologia o(H™(Uy,), G*(Us,)).
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El Teorema de Banach-Dieudonné clasico aplicado al espacio de Banach
G>(U,) asegura que la topologia de la convergencia uniforme sobre
subconjuntos compactos de G®(U,) coincide con o(H>*(U,), G™*({",))
en A,. Luego, (fi|v,):ier tiende a f|y, sobre K. Concluimos que (f.).e/
tiende a f para la topologia 7.

Ahora la Proposicion 1.1.4 nos da el resultado.

iii) Como G,(U) es un espacio localmente convexo completo, la con-
clusién se sigue de ii) y del Teorema (7) p.271 de [31].

iv) Por ser G,(U) un espacio completo, la envoltura absolutamente
convexa y cerrada de todo subconjunto compacto es compacta, luego 7.
es menos fina que la topologia de Mackey. Por tanto, por el Teorema de
Mackey-Arens (Gy(U)', 7.)' = Go(U) y por iii) obtenemos el resultado.

v) De iv) se sigue que T,y es mas fina que o(H;(U), Go(U)). Luego.
todo A C Hy(U) que sea 7ye-acotado es o(Hy(U), Go(U))-acotado. Pero
como H,;(U) es isomorfo a Gy(U);, el conjunto A es o(Gy(U)', G5(U))-
acotado y, al ser Gy(U) tonelado, A es fuertemente acotado. Conse-
cuentemente, A es 7,-acotado. Asi queda probado que todo 7,y-acotado
es T,-acotado.

Por otra parte, de i) se sigue que todo m,-acotado es Ty -acotado.

vi) Es consecuencia de v). =

1.2 Funciones holomorfas de tipo acota-
do en espacios de Fréchet

En la seccién anterior, ha quedado completamente resuelto el problema
de intentar establecer teoremas de tipo Banach-Dieudonné para espa-
cios de funciones holomorfas de tipo acotado definidas en un abierto
equilibré,do de un espacio de Banach. En esta seccidn, nuestro es-

tudio se centra en espacios de funciones holomorfas de tipo acotado
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definidas en un abierto equilibrado de un espacio de Fréchet E no Ba-
nach. Probaremos que para espacios de Fréchet-Montel con 7y = 7, se
cumple 75 = 7. Por tanto, bajo esta condicidn, el teorema de Banach-
Dieudonné se verifica para H(U) st y solo si 75 = 7. Sin embargo para
espacios de Fréchet no Montel probaremos que 7y es estrictamente mas

fina que Tp.

Teorema 1.2.1 Si U es un abierto equilibrado de un espacio de Fréchet

no Montel E, entonces Ty €s estrictamente mds fina que 7o en Hy(L").

Demostracién: Si F es un espacio de Fréchet no Montel existe una
sucesion (¢n)n de funcionales continuos en el dual £’ de £ tal que
(¢n)n tiende a cero para la topologia débil-estrella o(E’, E'), pero que
no tiende a cero para la topologia fuerte (£, E) (Teorema 2 de [10]).
Debido a esta ultima condicidn, podemos encontrar 4 > 0 y un sub-
conjunto acotado A de E tal que para cada p € IN existe n, € IN v un

elemento z, € A tal que

|¢np($p)| > 4.

Podemos suponer que la sucesion (n,) es estrictamente creciente. Al

igual que'en el Teorema 1.1.2 definimos la funcién

o0
1
T() = 3 P f(go), S € HalB)
p:
donde t > 1 viene dado porque %A es U-acotado y, mediante argumen-
tos similares (usando (t2¢,,/d)), obtenemos que T no es m-continua
pero si Tp.-continua. Mds ain, obtenemos finalmente que 7 es estric-

tamente mas fina que 75. =

El teorema siguiente nos fue sugerido por el Profesor Dineen a quien

queremos expresar nuestro agradecimiento.
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Teorema 1.2.2 Si E es un espacio de Fréchet-Montel y U es un abierto
equilibrado de E, entonces
i) T < 15 en Hy(U).

i) Si 7o = 7, entonces oy = 75 en Hy(U).

Demostracion: 1) Sea p una seminorma Tsy-continua, y sea C' un
subconjunto Ts-acotado de H,(U). Como 75 es la topologia bornoldgica
asociada a 9, C es 1p-acotado y, consecuentemente, C es relativamente
To-compacto. Por otra parte, al ser E es un espacio de Montel se verifica
(Ho(U),7) = (H(U), m0) v, por tanto, C es 7,-acotado. Asi pues, por
definicidn, 7 coincide con 1 sobre C'. Por tanto, p(C) es acotado. Lo

que prueba que p es T5-continua.

i1) Por el Corolario 2.44 y el Ejemplo 2.46 de [15] 75 y 7. tienen los
mismos conjuntos acotados. De aqui que, por la Proposicién 3.30 de
[15], 7, y 75 inducen la misma topologia sobre los conjuntos acotados
de H(U). Consecuentemente, si T coincide con 7, entonces 75 = Tp =
1, = 75 sobre los subconjuntos acotados de ‘H(U). Por tanto, 7o y 75
coinciden sobre los conjuntos acotados, de donde 15 < 7. Esto implica

qQUE Tpey = Ts. s

Como por definicion 79 < 7y, €l teorema anterior también nos per-
mite utilizar los resultados conocidos de 7o = 75 para obtener condi-

ciones bajo las que se verifique la igualdad 79 = 7.

Corolario 1.2.3 i) St U es un abierto equilibrado de un espacio de
Fréchet-Montel E que no admite una norma continua y tai que Top = T,
entonces 1o < Toet en Hp(U).

i1) Si E es un espacio de Fréchet nuclear entonces 7o = Tyei(= 75) en
Hy(E) si y solo st E es un espacio DN.

it1) Si E es un espacio de Fréchet nuclear con base y U es un polidisco

abierto de E, entonces 7o = Tp(= 75) en Hy(U) si y sdlo si E es un
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espacio DN

Demostracion: 1) Como E no admite una norma continua. 75 es
estrictamente mas fina que 7, (Ejemplo 2.52 de [15]). Por tanto, como
consecuencia del Teorema 1.2.2.11), obtenemos que 75 = 7, < 75 = T3.
ii) Se sigue directamente del Teorema 1.2.2.1) y del hecho de que si £
es un espacio de Fréchet nuclear entonces 7o = 75 si y sélo si E es un
espacio DN (ver Teorema 5.42 y Teorema 6.36 de [15]).

iii) Se prueba de igual forma que ii) dado que el Teorema 5.42 de [15]
esta enunciado para polidiscos y si bien no es asi para el Teorema 6.36
de [15], una prueba totalmente paralela a la de éste permite obtener el

resultado para polidiscos. =

Nota 1.2.4 Son muchos los autores que han obtenido condiciones
y ejemplos para la igualdad 70 = 7,. Asi, Mujica [34] probd que
To = T. para todo espacio de Fréchet-Schwartz. Ansemil y Ponte (1]
han probado esta igualdad para espacios de Fréchet-Montel con base
absoluta. Dineen [16] la probd para espacios de Fréchet-Montel con
una base incondicional de tipo (T'). Galindo, Garcia y Maestre [21]
mejoraron este resultado para espacios de Fréchet-Montel de tipo T y
Defant y Maestre [13] la probaron para espacios de Fréchet-Montel con
la propiedad (B B) n veces para todo n € IN. Un resultado general que

incluye los casos anteriores puede encontrarse en [11].

Un ejemplo clésico de un espacio de Fréchet nuclear es el espacio C™
de todas las sucesiones de nimeros complejos dotado con la topologia
producto. Por tanto, por el Teorema 1.2.2, 7,y = 75 en ’H((E]N). Pero,

por el Corolario 1.2.3 1), 15 < 75.

A lo largo de nuestro estudio sobre la coincidencia o no de las
topologias 7o y Ty hemos obtenido, en el contexto de espacios de:

Fréchet, el siguiente resultado: Si E es un espacio de Fréchet-Schwartz:
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que no admite norma continua entonces 7o < Toe en Hy(E) (ver Coro-
lario 1.2.31)). Si ademas nos situamos en el marco de los espacios nucle-
ares. 7o = Tpe S1 y solamente st F tiene la propiedad DN. Esto nos lleva
a preguntarnos si s6lo vamos a obtener la igualdad de las topologias
para espacios nucleares. Nuestro objetivo va a ser dar un ejemplo de
un espacio de Fréchet-Schwartz no nuclear para el que 70 = 7. Di-
neen da, sin prueba, un ejemplo de un espacio de Fréchet-Schwartz no
nuclear (ver Ejemplo 3 de [18]); dicho espacio serd el que requiramos
para nuestro objetivo, por ello nos parece de interés proporcionar una

prueba del mismo. Empezaremos por probar un lema técnico.

Lema 1.2.5 Dada una matriz (an x)nx de nimeros positivos eziste una

sucesion (b,), C IN de forma que ¥, b,—=% = 0o para todo k € IN.

An k41

Demostracién: Tomamos b, tal que bl‘“ =LL > 1. Tomamos b, tal que

by az”;l > 1, para : = 1,2. En general tomamos bn tal que b, =2 > 1,

para i = 1,2,...n. Asi construida, la sucesién (b,), verlﬁca que dado
keINy N>k,

Ak k Qk41,k anN k&
+ by —————

ai.k ,

b, + b, + ...+ b + +...+bn >
ay k41 az.k+1 Qk,k+1 Ak+41,k+1 AN k+1
N-k+1
vy, por lo tanto, Y ov; naa'l: = 00, tal y como queriamos probar. =

Ejemplo 1.2.6 (ver Ejemplo 3. de [18]) Sea A(A) un espacio de suce-

siones Fréchet nuclear con matriz A = (@nk)nk (0 < Gnk < Gnkt1s

Vn, k). Sea (by)n C IN tal que 522, by =22~ = oo para todo k € IN

Qn k41
dada por el Lema 1.2.5. Definimos la matriz C := (¢s k)n s como sigue.
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Para cada k € IN

Cik = A1k Ch+1,k = A2k Cor4..4bp1+1.k = Qn
Cok = A1k Chy42,k = A2k Chi+...4bn—1+2.k = Qnk
Chyk = A1k Chy4byk = A2,k Coby+..4bn .k = Qn k-

Se trata de una matriz de Kothe pues 0 < chx < caky1, siendo el
espacio de sucesiones asociado

o0

MC) = {(zn)n € CV : pi((zn)n) := Y |Znlcnk < 00 Vk € N}

n=1

Teniendo en cuenta que un espacio de sucesiones A(D) es de Schwartz

si y sélo si su matriz D = (dnx)nk Vverifica la propiedad

dn,k

dn,k+l

( )n—>0, VkGIN

(Teorema 4.9 de [8]) se tiene en particular que (—=£-), — 0 Vk € IN.

nk+1
Por tanto,

Cn,k Ap, k
__"_.__n_._P_)n__)()’ Vk e IN,
Cnk+1 Ap, k+1
es decir, A(C) es de Schwartz.
Sin embargo no es nuclear. Recordemos que, en general, (Teorema

de [29]) A(D) es nuclear si y sélo si

Al ser la sucesién (Y1, bnai"k':—l)N una subsucesién de las sumas par-
n,

. c .
ciales de 22, Zn_':f?’ se verifica que

=0

oo
Cn,k Qn.k
— bn

n=1 Cn.k+1 n=1 G&nk+l

por lo que A(C) no es nuclear.
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Consideremos los espacios de Banach
= {(Zm)m €l1: Tm =0VYm >b,} =C" x {0}

con la norma de [, es decir,

[(@m)mllpn = Z |Zm.
Definimos el espacio

£ 1= MA)(L") = {(a)n : 20 € L7 y ([[2allpn)n € MA)} =

{(zn)n: zo € [‘1’" y Z ||1'n”1';nan.k < oo Vke N}
n=1

que con la topologia generada por las seminormas

(SC,,) E “z'n”("nank

es un espacio de Fréchet.
Proposicién 1.2.7 £ es topoldgicamente isomorfo a A(C).
Demostracion. Definimos la aplicacién T dada por

T: & — XMO) . , 1 ,
1 1 2 n )

(e~ Wl 1= (h o8, Ty s 2 sy 2

donde z, = (zl,...,zt") € C**. La aplicacién T est4 bien definida pues

n?

sim=b+...+b,+7con0<j<byy,

61+...+bn+1 bn+l .
Z |Ym|Cm e = E Ixi+1|an+1,k = [[znt1ll1@n41,k
m=by +...4bn+1 j=1

por lo que (Ym)m € A(C).
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Veamos que T es sobre. Si (ym)m € A(C) agrupamos sus coorde-
nadas de modo que

I = (yla"'aybnO’"') € lll)l’
I = (yb1+1a "'7ybl+b2’0’ ) € [[1,27

— b
Ln = (yb1+---+bn—l+1’ teey ybl+~--+bn—1+bn’07 ) € llna

Entonces,

) ) bn
> ankllzallon = 3 ank D [Ybrsbrt.bumitil =
n=1 n=1 1=1

oo bn

Z Z Coy by etbnr i k| Yortbo b obamr ki < 00 (1)
n=1 j=1

luego (zn)n € €.
Claramente T es inyectiva y lineal.
De (I) se sigue la continuidad de T' y por el Teorema de la aplicacién

abierta, T es un isomorfismo topoldgico. =

Como consecuencia de este isomorfismo el espacio £ es de Schwartz
no nuclear. Se puede probar que £ es de Schwartz a partir del hecho de
que cada I2* es de dimensién finita. Concretamente, Dineen establece,
sin prueba en [18] (Ejemplo 4), el siguiente resultado del que aportamos

una prueba.

Proposicién 1.2.8 Sea A(A) un espacio de sucesiones de Schwartz, y

sea E, un espacio de Banach para cada n € IN. El espacio
E = MA){En}n) ={(zn)n : Tn € En y (lzal])n € A(A)}

dotado con la topologia generada por las seminormas

p((2n)a) 1= ilan'pnxnn
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es un espacio de Schwartz si y solamente si cada E, es de dimension

finita.

Demostracion. La condicion claramente es necesaria pues cada FE,
se puede identificar con un subespacio de E mediante las inclusiones
E, — FE
z, -~ (0,...,0,2,,0,..),
donde z, estd situado en la posicion n-ésima. Dicha inclusidn es con-

tinua dado que
p((0,...,0,2,,0,...)) = ||zs]|@n,p

y todo espacio de Banach que sea de Schwartz es de dimensidn finita.
Si suponemos ahora que cada E, es de dimension finita hemos de
probar que dada una seminorma continua p existe otra ¢ > p tal que
la aplicacién
KeErq — Kfrp
z+ Kerq ~ z+ Kerp

es precompacta. Esto es equivalente a probar que dada una seminorma
continua p existe otra q > p tal que la identidad (E,q) — (E,p) es
precompacta. Sea p una seminorma continua de E. Como A(A) es
Schwartz existe una seminorma continua q¢ > p tal que la identidad
(MA),q) — (A(A),p) es precompacta. Veamos que esto implica que
(E,q) — (E,p) es precompacta.

l

Sea (z'); una sucesién en E con z! = (z!), y tal que

g(z) = Y llznllang <1 VneNN.
n=1
Tenemos que probar que existe una subsucesién de (z'); que sea p-
Cauchy. Por ser la identidad (A(A),q) — (A(A);p) precompacta, la

sucesién ((||z%]|)x): es p-precompacta. Por tanto posee una subsucesion
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que seguiremos denotando ((||z.||)~):, de modo que dado € > 0 existe

lo € IN tal que s,t > [y implica
p((llz2 D= = (lz7l)n Z Hizall = llznll an,s < =

Pero como z* € E se tiene que la suma 2, ||z%||a,, es finita, por lo

€

que existe un np € IN tal que Y, 5n, [|22]lan, < £.

Asisil> 1o

€
> Nzallans 2 32 Menll = lzwlllans + 3- llellany < = tg=

n<ng n>ng n>ng

[FCN e

Como por hipédtesis cada espacio E, tiene dimensién finita y ||z} || <

1 ., |
P podemos extraer para cada n € IN una subsucesién de (z},)ies

que sea de Cauchy. Aplicando el método diagonal de Cantor podemos
asumir ademas que el conjunto de superindices J C IN es el mismo para
todo n € IN. Por lo que existe I; € IN (podemos elegir {; > ly) tal que
LU >0, € J, implique

1 € .
”:L'il—:r,ln” < S—Z:HOT Yn=12,..,n0—1,
n=1 Onp
de donde
(2 — 2" Z ), — zhllan, <
no-1 € € €
Sl = afllany + T (bl + leklan, < S+ 54 5 =c

n>ng

Lo que prueba que (z')cs es p-Cauchy. =

Si partimos ahora de un espacio de sucesiones A(A) Fréchet nu-
clear que tenga ademads la propiedad DN, y construimos el espacio de
Fréchet-Schwartz no nuclear £, como cada FE, = lgn es de dimensiéon

finita, por el Teorema 4 de [18], las topologias 7, y 75 coinciden en el
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espacio H(E). Para dicho espacio, por ser Schwartz, se verifica 7o = 7,
y como consecuencia del Teorema 1.2.2 ii) se verifica finalmente que

TO =Tw = T§ = Thel-

1.3 La topologia 7

En las secciones anteriores hemos introducido una nueva topologia en
el espacio H,(U) de aplicaciones holomorfas de tipo acotado definidas
en un abierto equilibrado U de un espacio de Fréchet E, denotada
Thel, que surgia de forma natural al intentar elaborar teoremas de tipo
Banach-Dieudonné para dicho espacio. Con este propdsito, definiamos
la topologia 7, como la topologia localmente convexa mas fina en
‘Hy(U) que coincide con la topologia compacto-abierta o sobre los con-
juntos 7,-acotados de H;(U). Sin embargo, en el contexto de espacios
localmente convexos, siempre se persigue una descripcién de un sistema
fundamental de seminormas que genera la topologia del espacio. Esta
seccidén estd dedicada a la descripcién de la topologia 7. En la primera
proposicion se detalla la topologia 7y siguiendo el mismo tipo de ideas
que aparecen en [12] para las topologias mixtas. Después se prueba que
la familia de espacios de polinomios m-homogéneos ((P(™E), 70))m €s
una descomposicién S-Schauder de (Hy(U), Tpe), siendo dicha descom-
posicién absoluta si el espacio E es un espacio de Banach o bien si
U = E. Esto nos perfnitiré dar una descripcion de un sistema funda-
mental de seminormas para Tpy.

Sea B un sistema fundamental de conjuntos m-acotados en Hy(U).
Para cada familia V := (Vg)gep de 7o-entornos de 0 consideramos el

conjunto

B(V) = co(Upes(Ve N B))

donde co( F') denota la envoltura convexa de F'. Entonces, como pode-
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mos suponer que B esta formado por conjuntos convexos de modo que
aB € B para todo B € B y todo a € C\ {0}, es ficil (aunque largo)
comprobar que la familia (3(V))y forma una base de entornos de 0 para
una topologia localmente convexa, digamos 7, en H,(U).

Si consideramos Bt la familia de todos los subconjuntos 7,-acotados
de Hy(U), y para cada familia V := (VB)pes, de To-entornos de 0

consideramos el conjunto

Br(V) = co(Upes, (Ve N B))

se tiene que dicho conjunto es un 7-entorno de cero ya que dado un
sistema fundamental de acotados B, tomando Wy := Vg si B € B
y W := (Wg)Bes entonces (W) C fr(V). Pero ademas, la familia
(Br(V))v es un sistema fundamental de T-entornos de cero ya que si
B(V), donde V = (Vg)ges, es un T-entorno de cero, por ser B sistema
fundamental de 7,-acotados para cada C € BT \ B existe B¢ € B de
modo que C' C Bc¢. Definimos Wg := Vg, si C € Bp \ By We := V¢

si C € B. Entonces, si llamamos W := (W¢)ces;, se tiene que
,BT(W) = CO(UCegT(C N Wc)) = CO(UCEB(C N Wc) U chs(c n Wc)) -

CO(UCGB(C N Vc) U Ucﬂ;(Bc N VBC)) = CO(UCEB(C N Vc)) = ,B(V)

En la préxima proposicién trabajaremos con el sistema fundamental de

entornos de cero generado por la familia Br.
Proposicién 1.3.1 7 = 7.

Demostracién: Probemos en primer lugar que 7 coincide con 7
sobre los subconjuntos 7;-acotados de Hy(U). Sea V un 7p-entorno de 0
en Hy(U). Tomemos V := (Vg)pes, donde Vg =V VB € Br. Entonces

BT(V) = CO(UBegT(VB N B)) cV
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y por tanto V es un 7-entorno de 0. Asi pues, 7o < 7.
Consideremos ahora un subconjunto 7-acotado B de H,;(U), y sea

Cg := B— B € Br. Un T-entorno en B de un elemento zo € B tiene
la forma (zo + Br(V)) N B, donde V = (Ve)ces,-

Tenemos que
(1‘0 + VCB) NnB C (1‘0 + ,BT(V)) N B.

y consecuentemente, 7|g < To|g. Por lo que obtenemos la igualdad

Tl = 10|B.

Sea 7 una topologia localmente convexa tal que para cada conjunto
W 1i-abierto y convexo y cada conjunto A 7,-acotado, la interseccion
ANW es un subconjunto abierto de (A, 7o|4).

Por definicién de 7, para cada B € Br, BN W es abierto en
(B, 70|B)- Asi, si z € BN W existe un 7o-entorno de 0 Vp tal que

(Ve+z)NBC BNnW.
De este modo obtenemos
(VeNn(B—z))+z=(Vg+z)NBC BNW CW,

luego Vg N (B —z) C W -z lo que prueba que Uges, (Ve N (B —z)) C
W — z. Si llamamos Cg := B — z entonces {Cg : B € Br} = Br.
Llamamos W¢, := Vg y W = (W¢)ces,. Entonces,

Br(W) = CO(UBGBT(WC‘B N CB)) = CO(UBEET(VB N(B-z)))CW -z

Esto prueba que 7 es mds fina que 7, y, de acuerdo con la definicién de

Tocly T = Thel- n

Consideremos P(™E) dotado con la topologia inducida por 7. En

principio ésta es mas fina que la topologia localmente convexa mas fina
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que coincide con 7 sobre los acotados de P(™E), es decir, la topologia
et propia de los polinomios homogéneos. Ahora bien, como la inducida
es mas fina que 79 y por el teorema de Banach-Dieudonné para poli-
nomios 7o coincide con Ty en los polinomios homogéneos, tenemos que
la topologia inducida por 7,y en P(™E) es la propia 7oy de P(™E) y
por tanto 79. Vamos a probar que la familia (P(™E), P,,) donde P, es
la proyeccion dada por
Pn: Hy(U) — P(™E),
f ~  Pn(f)
es una descomposicién S-Schauder del espacio (Hy(U), 7se1) para cual-
quier abierto equilibrado U de un espacio de Fréchet E. Mds ain, si
U = FE o bien E es un espacio de Banach dicha descomposicion es
absoluta. Para ello aportamos una prueba a modo de lema del hecho
bien conocido de que ((P(™E), 75))m €s una descomposicién S-absoluta
de (Hy(U), ™), cuando U es un abierto equilibrado de un espacio de
Fréchet E (ver por ejemplo [40]). También puede ser deducido de la

Proposicién 3.2 de la presente memoria para espacios de Banach.

Lema 1.3.2 Sea E un espacio de Fréchet y U un abierto equilibrado de
E. ((P(™E),Ts))m es una descomposicion S-absoluta de (Hy(U), 7).

Demostracion: Recordemos que
S:={(an)n CC: h'msuplan|l/" <1}
n—o0 .

Hemos de probar que para cualquier a = (a,)n, € Sy cualquier conjunto
B U-acotado, la seminorma q(f) = S2_ |am|||PmfllB, f € Hs(U) es
continua en (Hy(U), 7).

Sea t > 1 tal que 2B sigue siendo U-acotado.

Como limsup,,_,, |am|"/™ < 1 existe mo € IN tal que si m > my

entonces |an|!/™ < t. Luego, usando las desigualdades de Cauchy en el
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ultimo paso,

> lanmlllPaflls < 32 t71Paflls <

m=my m=mg
> sl P fllp < > il flles < oo,
m=0 m=0

lo que prueba el lema. =

Proposicién 1.3.3 Sea E un espacio de Fréchet y U un abierto equi-
librado de E. ((P(™E),Tbct))m €s una descomposicion S-Schauder de

(Hb(U)a Tbcl) .

Demostracion: Hemos de probar que dado a = (a,), € S, si f €
4'Hb(U), entonces Y°_, an P f converge en (Hy(U), 75e). Por el Lema
1.329=52_oamPnf € (Hs(U). Luego la sucesién de sumas parciales
(XF —0 @m P f)n converge a g para 7, y por tanto para 7. Como ademads
{EF oamPnf: n € IN}U{g} es m-acotado la convergencia se da para

Tbel - n

Proposicién 1.3.4 Sea E un espacio de Fréchet. ((P(™E), Toet))m €5

una descomposicion de Schauder absoluta de (Hy(E), Toet).

Demostracion: Hemos de probar que dada una seminorma continua
pen (Hy(E), Tha) la serie q(f) = Yoo_, p(Pn f) converge para cualquier
f € Hy(E) y define una seminorma 7 -continua. Para ello tomemos

C C Hy(E) mp-acotado. Definimos el conjunto D dado por
D:=T(CU{P.f: feC, m=0,1,2,...})

donde ['(H) denota la envoltura absolutamente convexa de un conjunto

H. Como por las desigualdades de Cauchy

127 P fll 4 = | P fll2a <[] fll24
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para todo A C E acotado y equilibrado, D es 1y-acotado por lo que 7y
coincide con 19 en D. Luego la restriccion de p a D es 75 y por tanto
7, continua. De aqui que existan B C E acotado y K > 0 tales que si
lglls < K entonces p(g) < 1Vg € D. Sea M := max{K,sup,.p|lgl5}.
Si f € C, como 2—1‘]\7 < 1 y D es equilibrado entonces %2’"me €
D y como ||§%2umf||B < ;&M < K entonces p(i%Q"‘me) < L
De donde p(P.f) < %, m = 0,1,2,..., para todo f € C. Esta
desigualdad muestra que la serie $o0_o p(Pm f) converge uniformente
en C. Por el teorema de Banach-Dieudonné para polinomios la res-
triccién de p a cada P(™FE) es 1o-continua, y como el limite uniforme
de funciones continuas es continuo concluimos que la seminorma ¢( f) =

* _oP(Pnf) es To-continua en C, siendo C un subconjunto acotado

arbitrario de Hy(E). Esto prueba que ¢ es 7py-continua. =

Si repasamos rapidamente las pruebas de los tres tultimos resulta-
dos nos damos cuenta de que éstos son validos para cualquier espacio

localmente convexo FE.

Proposicién 1.3.5 Sea E un espacio de Fréchet y U un abierto equili-
brado de E. Sea p una seminorma 1,-continua en Hy(U), entonces p es
Tyer-continua en Hy(U) si y solamente si su restriccion a cada P(™E)

es Tg-continua.

Demostracion: La condicién es claramente necesaria como conse-
cuencia del Teorema de Banach-Dieudonné para polinomios.
Supongamos ahora que p es una seminorma T,-continua cuya res-

triccién a cada P(™E) es Tg-continua.‘Probemos que la seminorma
q(f) = D p(Pnf)

m=0

es Tyy-continua.
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Tenemos que probar que q esta bien definida y es 7p-continua sobre
los 7,-acotados. Tomemos para ello un 7,-acotado C' y sea {f;}ic; una
red en C Tp-convergente a un elemento f € C. Hemos de probar que
q(f;) converge a q(f). Como p es 7-continua existe un subconjunto
U-acotado B de U, que podemos suponer sin pérdida de generalidad

equilibrado, y un k£ > 0 tales que

p(f) <kllflls VfeH,(V).

Sea t > 1 tal que tB es U-acotado. Al ser C my-acotado, existe M > 0
tal que ||g|l:s < M para todo g € C. Asi pues,

t"p(Prng) < kt™ || Pnglls = k|| Pngllis < kllgllis < kM

es decir

1
P(ng) S —T;kM Vg € C

de donde la serie Y > , p(Pmg) converge uniformemente en C. Como
C es arbitrario esto prueba por un lado que q estd bien definida, pero
ademas al ser la restriccién de p a cada P(™E) 7o-continua y como el
limite uniforme de funciones continuas es continuo, concluimos que ¢

es To-continuo en C. Por tanto ¢ es 1,-continua. Por iltimo, como

NS X oPaf) = alf) Vf € (V)

la seminorma p es Tyy-continua. "

Notar que la condicién suficiente es valida en general para espa-
cios localmente convexos mientras que la condicién necesaria es valida
para espacios localmente convexos metrizables ya que hacemos uso del
teorema de Banach-Dieudonné para polinomios valido en este contexto
(Teorema 2.1 de [33)]).
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Nota 1.3.6 Esta proposicion nos permite simplificar considerablemente
las pruebas de los Teoremas 1.1.2 y 1.2.1 dado que la seminorma T que

se define por
T(f) = 3 |Paf(@nft)] Vf € Ho(U)

donde la sucesién (z.,/t) es la dada segin cada una de las pruebas, es

Ty-continua y ademas
T(P) = |P(zn/t)] VP € P(™E)

por lo que T'|p(mg) es To-continua para cada m € IN. Asi pues, obte-

nemos directamente que T es Ty-continua.

Para obtener resultados plenamente satisfactorios necesitamos tra-

bajar con espacios de Banach.

Proposicion 1.3.7 Sea X un espacio de Banach y U un abierto equili-
brado de X. Una seminorma p en Hy(U) es Ty-continua si y solamente

si p es Tp-continua y su restriccion a cada P(™X) es To-continua.

Demostraciéon: Al ser X un espacio de Banach, por el Lema 1.1.1
Toet < T €n Hy(U). Luego toda seminorma 7y -continua es 7,-continua

y basta aplicar ahora la proposicién anterior. =

Las ideas que aparecen en la prueba de la Proposicién 1.3.5 junto con
un argumento de tonelacién nos llevan a obtener la siguiente descripcion

de las seminormas 7,,-continuas.

Proposiciéon 1.3.8 Sea X un espacio de Banach y U un abierto equi-
librado de X. La topologia Ty en Hy(U) estd generada por todas las
seminormas p que verifican:

1) p(f) = ER=oP(Pr f) para todo f € Hy(U), y

ii) la restriccion de p a cada P(™X) es To-continua.
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Demostracién: Sea p una seminorma que verifica i) y ii). Para ver
que p es Tyy-continua basta probar por la Proposiciéon 1.3.7 que p es

Ty-continua, o lo que es lo mismo, que el conjunto V dado por

Vi={f e Hy(U) : p(f) <1}

es un Ty-entorno de cero. Bastara probar que V' es un tonel puesto que
por ser X un espacio de Banach (H,(U), ) es de Fréchet y por tanto
tonelado.

Por ser p seminorma el conjunto V es absolutamente convexo y

absorbente. Ademds por la condicién 1) se tiene que

n

V= eHU): 3 p(Puf) < 1)

n=0 m=0

que junto con ii) prueba que V es 7o-cerrado y por tanto m,-cerrado.
Asi pues V es un tonel en el espacio de Fréchet (Hy(U), ) y conse-
cuentemente un 7,-entorno de cero.

Hasta aqui hemos probado que toda seminorma que verifique i) y
ii) es Tpq-continua.

Por el Lema 1.1.1 cada seminorma q 7p-continua es 7,-continua. De

aqui que por la Proposicién 1.3.2 la seminorma p, dada por

[o,o}

Pq(f) = Z ‘I(me)

m=0

estd bien definida y es 7,-continua. Como p, coincide con g sobre P(™X)
para todo m € IN, tenemos por una parte por el Teorema de Banach-
Dieudonné para polinomios que p, es Tp-continua sobre cada P(™X) y

por otra parte que

pe(f) = ZQ(me)z ipq(me)

m=0 m=0
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para cada f € Hy(U). Por la Proposicién 1.3.7 p, es mpy-continua.
Finalmente, como q < p,, se sigue que la familia (p,) es um sistema.

fundamental de seminormas continuas para 7. .

Proposicién 1.3.9 Sea X un espacio de Banach y U un abiertto equili-
brado de X. Entonces (P(™X), Pn) es una descomposicion de Schauder
absoluta de (Hy(U), Toet)-

Demostracién: Es consecuencia directa del apartado i) de lla propo-

sicién anterior. =



Capitulo 2

Espacios ponderados de
funciones holomorfas

Dado el interés de los espacios ponderados en varios campos del andlisis
funcional, son muchos los autores que han estudiado dichos espacios
(entre estos autores cabe destacar Rubel y Shields [42], Williams (49],
Bierstedt y Summers [9] y Bierstedt y Bonet [6]). Sin embargo, to-
dos estos trabajos se limitan a espacios ponderados de funciones holo-
morfas definidas en (abiertos de) espacios de dimensién finita. En este
capitulo definimos espacios ponderados de funciones holomorfas cuando
éstas estan definidas en (abiertos de) espacios de Banach de dimensién
infinita.

En el primer apartado nos limitamos al estudio de dichos espacios
para un solo peso. Asi denotaremos por Hv(U) el espacio ponderado,
para un unico peso v, de funciones holomorfas de tipo acotado definidas
en un abierto U de un espacio de Banach X. Gracias al peso v definimos
una norma en Hv(U) que le confiere estructura de espacio de Banach.
En conexién con el capitulo 1 de esta memoria, estudiamos la topologia
localmente convexa mas fina en Hv(U) que coincide con 7y sobre los

conjuntos acotados de Hv(U), y caracterizamos un sistema de semi-

37
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normas que generan dicha topologia. También obtenemos que el dual
fuerte de Hv(U) con esta topologia es topolégicamente isomorfo al pre-
dual de Hv(U) con la norma asociada al peso v. Un interés anadido
de estos espacios es que se pueden considerar una generalizacion del
espacio H*®(U) de funciones holomorfas y acotadas sobre U sin mas
que considerar como peso la funcién constante 1. Gracias a ello, estos
resultados generalizan a su vez los obtenidos por Mujica para H*®(U)
(Teoremas 4.4 y 4.5 de [36]).

2.1 El espacio Hv(U)

Sea X un espacio de Banach y U C X un subconjunto abierto. Lla-
mamos peso a toda funcion v definida en U y con valores reales. En
este apartado trabajaremos con pesos que supondremos siempre po-
sitivos (esto es v(z) > 0 Yz € U) y y que alcancen el infimo sobre
cualquier conjunto compacto, esto es, si K es un conjunto compacto,
existe o € K tal que v(zo) = mingex v(z) > 0. Esta condicién se
verifica, por ejemplo, si v es semicontinua inferiormente.

Definimos el espacio
Ho(U) = {f € H(U) : [Iflls := supv(@)If(2)] < oo}

y lo dotamos con la topologia dada por la norma ||.||,, que llamaremos
Ty
Recordemos que una funcién g : U — C se anula en la frontera de

U si para todo € > 0 existe A C U U-acotado tal que
lg(z)| < e VzeU\A.
Definimos también el subespacio Hug(U) de Hv(U) mediante

Hvo(U) := {f € Hv(U) : vf se anula en la frontera de U}
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Proposicion 2.1.1 Si U es un abierto acotado se cumple:

i) Hu(U) contiene a los polinomios continuos si, y solo si, v estd
acotado.

it) Huo(U) contiene a los polinomios continuos si, y sdlo si, v se

anula en la frontera de U.

Demostracién. Si Hv(U) (Huvo(U)) contiene a los polinomios con-
tinuos, en particular contiene a las constantes, por lo que el peso esta
acotado (se anula en la frontera de U, respectivamente).

Supongamos que v esta acotado. Por ser U acotado, todo polinomio
continuo P esta acotado en U. Asi pues,

sup v(z)|P(z)| < supv(z)sup |P(z)| < oo,
zeU zel zel
y, por tanto, Hv(U) contiene a los polinomios continuos.

Supongamos finalmente que v se anula en la frontera de U. Sea P
un polinomio continuo y € > 0. Por ser U acotado, P esta acotado en
U, digamos por M. Como v se anula en la frontera de U existe A C U

U-acotado tal que v(z) < ¢/M para todo z € U \ A. Luego
| v(z)|P(z)| <v(z)M <e VreU)\A,
lo que prueba que v|P| se anula en la frontera de U. =
Veamos algunas propiedades de 7,.
Proposicién 2.1.2 En Hv(U), la topologia 7, es mds fina que 7o.

Demostracién: Sea K C U compacto y sea m := mingex v(z) > 0.

Entonces,

@) = Z@I< 2l Yo € K ¥ € 1)

de donde ]
sup |f(z)| < =|Ifll. Vf € H,(U),
€K m
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lo que prueba que 7o < 7. =

Denotemos por B, := {f € Hv(U) : || fll, < 1}.
Proposicién 2.1.3 El conjunto B, es mo-compacto.

Demostracién: Como 7 < 7,, B, es mp-acotado. Falta probar que
B, es cerrado en el espacio de Montel (H(U), 79). Sea (f4)dep una red
en B, mo-convergente a f € H(U), hemos de probar que ||f|l, < 1.
Como la ry-convergencia implica la convergencia puntual, para cada
z € U, lared (v(z)|fa()])aep converge a v(z)|f(z)|, y como para cada
deD .
supv(z)|fa(z)| = [|fall <1
zelU
concluimos que
sup v(z)|f(z)| = Ifll, <1
zelU
| ]

Proposicién 2.1.4 (Hv(U), ||.||.) es un espacio de Banach.

Demostracién: De la proposicién anterior se sigue que, en particular,
la topologfa 7, posee un sistema fundamental de entornos de cero que
son To-cerrados en H(U). Ademads, (H(U), ) es completo y como 7o <
Ty, €l resultado 18.4(4) de [31] nos permite concluir que (Hv(U),|.|l+)

es completo, =

Asi pues, (Hv(U), ||.||) es un espacio de Banach cuya bola unidad
cerrada es mo-compacta. De aqui que, por el Teorema de Ng [38], el

espacio
Gu(U) :={¢ € Hu(U)" : 4|, es 7o — continua}

con la topologia inducida por la norma de Hv(U)" es un espacio de

Banach que verifica

Gu(U)" = Hv(U)



2.1. El espacio Hv(U) 41

mediante un isomorfismo isométrico.

Consideremos en Hv(U) la topologia (localmente convexa) mas fina
que coincide con Ty sobre los conjuntos de Hv(U) ||.|,~acotados. De
acuerdo con nuestra notacién, denotaremos a esta topologia Tse (7o
respectivamente).

Recordemos que un espacio de Saks es una terna (E, ||.||,7) donde
E es un espacio vectorial, T es una topologia localmente convexaen E y
||l.]] es una norma en E de modo que la bola unidad cerreda B de (E, ||.||)
es T-acotada y T-cerrada. Ademds, en el espacio de Siks (E, ||.||,7) se
puede definir la topologia mixta «[|.||,7] del siguiente modo: si U :=
(Un)n es una sucesioén de T-entornos de cero absolutamente convexos,

la familia formada por los conjuntos
yU) =U , (LhmB+...+U,NnB)

al variar U, forma una base de entornos de cero pari una topologia
localmente convexa en E que denotamos ¥[||.||,7]. Ditha topologia es
la topologia localmente convexa mas fina en E que coirxide con 7 sobre
los acotados de (E, ||.||) (Proposicién 1.1.5 de [12]), y si 8 es 7-compacto
entonces 7¥[||.||, 7] es la topologia mads fina verificando dicha condicién
(Corolario 1.4.2 de [12]).

Como la bola unidad cerrada B, de (H,(U),||-|l.) es ro-compacta
(Proposicién 2.1.3), el espacio (Ho(U), |||+, 70) es de Stks y las topolo-
gias v := ¥[||.ll+, 7o}, Toet ¥ Toc coinciden. :

Agradezco a K.D. Bierstedt el haberme hecho notir las siguientes
consideraciones:

Consideremos el espacio C(U) de las funciones contiuas de U en C.

El espacio ponderado de funciones continuas en U viere dado por

Co(U):={fecU): |fll.:= ilelgv(x)lf(w)k oo}
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y se le dota de la norma ||.||,. En Cv(U) consideramos la topologia mixta
7., esto es, la topologia (localmente convexa) mas fina que coincide con
70 sobre los ||.||,-acotados de Cv(U). Como todo ||.||,~acotado de Huv(U)
es un ||.||,-acotado en Cv(U), la topologia inducida por v, en Huv(U) es
menos fina (no estrictamente) que y. K.D. Bierstedt probé la igualdad

de ambas topologias del siguiente modo:
Proposicién 2.1.5 (Cv(U),~.) induce en Hv(U) la topologia .

Demostracién. Como (Cv(U),7.) induce una topologia menos fina

que v en Hv(U), la inclusién candnica
(HU(U)') 7) — (CU(U)a 'Yc)

es continua. Ahora bien, por [44] (Cv(U),~.) es un espacio gD F' (Recor-
demos que un espacio localmente convexo (F,T) es un espacio gDF
si posee un sistema fundamental numerable de acotados 4 y 7 es la
topologia localmente convexa mas fina que coincide con 7 sobre los
elementos de A) y como (Hv(U),7) es semi-Montel, se sigue por el
Lema de Baernstein (ver, por ejemplo, Teorema 8.3.55 de [39]) que 4.
induce v sobre Hv(U). =

En el siguiente teorema damos explicitamente un sistema funda-
mental de seminormas para la topologia 7. En [43] probabamos este
teorema para un peso continuo, positivo y tal que

0 < inf v(z) < supv(z) < oo
T€EA €A

para todo conjunto A U-acotado. Recordemos que en esta ocasién
nuestro peso v es una funcién positiva y que alcanza el infimo en los
conjuntos compactos. El Teorema 2.1.6 es una generalizacion de los
Teoremas 4.4 y 4.5 de [36] y, si bien en [43] utilizdbamos una prueba

paralela a la de éstos, y que sigue siendo valida en este caso, ahora
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ofrecemos otra mas corta basada en ciertos resultados de [12] y hacia

la que me orienté K.D. Bierstedt.

Teorema 2.1.6 Las topologias Ty y Ty coinciden.
Ademads, esta topologia estd generada por las seminormas de la

forma

p(f) = sup a;v(y;)If(z;)l, f € Ho(U),

J
donde (z;); e (y;); varian sobre todas las sucesiones de U y (a;); varia

en las sucesiones de numeros positivos que tienden a cero.
En la prueba del Teorema 2.1.6 haremos uso del siguiente lema.

Lema 2.1.7 Para cada K C U compacto y f € Hv(U) se verifica

minv(z) sup |f(2)] < sup v(z)|f(z)].

Demostracion del Lema 2.1.7: Sea m := mingex v(z) > 0. Entonces

F@) = S @)] < - supe(@)(@)] V€ K,

minv(z) sup |f(z)| < sup v(z)|f ()]
zeh €K z€K

Demostracion del Teorema 2.1.6: Solo falta probar que las seminor-
mas dadas en el enunciado del teorema generan la topologia.
Consideremos las seminormas

pa(f) = minv(z) méx |f(z)|

donde A varia en los subconjuntos finitos de U. Como todo conjunto

finito es compacto, cada p4 es To-continua.
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Veamos en primer lugar que para cada familia finita {A;},cr de

subconjuntos finitos de U existe una constante ¢ > 0 tal que

SUp pa; < € PUiepAi-
1€F

Como

. . infreu,epa, v(7)
inf v(z) su z)| < inf v(z) su z)| - S
f o(x) p f(2) < of ofe) _sup 1f(e)] Frrert i

’ fnf vz .
€ = maX;eF nfren (@) e,

lnfzeu,’epA.' v(z
Por otra parte ||.||, = sup4 pa. En efecto, por el Lema 2.1.7

;’gﬁv(w)igg |f(z)] < sup v(z)|f(z)]

de donde sup, pa < ||.||lv- Supongamos que existe f € Hv(U) tal que
supspa(f) < Iflls- Sea ¢ > 0 tal que supspa(f) < ¢ < [flls. En
particular para A = {z}, ¢ € U, tenemos que v(z)|f(z)| < ¢ <
|l fll» para todo z € U. De aqui llegamos a la contradiccién || f]l, =
suppey (&) ()] < ¢ < [[fl» por o que se tiene que [L[l, = sup, pa.

Teniendo en cuenta estas dos propiedades de la familia de seminor-
mas A := {pa : A C U finito} y dado que B, es 7o-compacto, por la
Proposicién 1.4.5 de [12] se sigue que la familia de seminormas dadas
por

p: f~sup Alipa(f)

donde (pn)n es una sucesién de seminormas de A y (A,), es una sucesién
de numeros positivos que crece a infinito, genera la topologia v = 7. =

Thet- LO que prueba el teorema. "

Proposicion 2.1.8 Se verifica:
i) (Hv(U),||-ll+) ¥y (Hv(U); 1) tienen los mismos acotados.
i) Gu(U) = (Hv(U), Toe)p-
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i) (Ho(U), ) = (Gv(U)', 1), donde 7. es la topologia de la conver-

gencia uniforme sobre los subconjuntos compactos de Gv(U).

Demostracion: i) Es consecuencia de la teoria de espacios de Saks
(Proposicién 1.11 de [12]). -
ii) Se sigue de la definicién de 7. y Gv(U) que Gv(U) = (Hv(U), 1)’
algebraicamente, y por i) la igualdad es topoldgica.
iii) Sea r > 0 y sea (fq)q una red en rB, que To-converge a una funcién
f € rB,. De la propia definicién de Gv(U), la red (fz)q converge a f
en (rB,,o(Guv(U),Gv(U))), por lo que 7 es mas fina que la topologia
a(Gv(U)',Gv(U)). Pero al ser rB, To-compacto, ambas topologias, o
y a(Gv(U),Gv(U)), coinciden sobre rB, para cualquier » > 0. Fi-
nalmente, el dual del espacio de Banach Guv(U) es isométricamente
isomorfo a (Hv(U),||-|l+), por lo que el teorema clasico de Banach-
Dieudonné nos asegura que 7. es la topologia mas fina sobre Huv(U)

que coincide con 7y sobre los subconjuntos acotados de Hv(U). =

Nota 2.1.9 Denotemos por Uy la bola unidad abierta de X. Si ‘H,(Ux)
contiene a los polinomios (equivalentemente, si el peso v es acotado)
entonces Ty, es estrictamente mas fina que 75. De hecho, si 79 = T,
entonces la Proposicién 2.1.8 i) implicaria que 7o y ||.||, tendrian los
mismos conjuntos acotados, pero tal y como vamos a ver, esto es falso.

Dada una sucesién (z,), en Ux convergente en norma a 1, existe
una funcién holomorfa f € H,(Ux) tal que f(z,) = ;(;‘—n), n=12..
(Teorema 3 de [46]). Como v(z,)f(z.) = n para todo n € IN, f no
pertenece a H,(Ux). Esto implica que la familia {YN_o Pnf : N =
0,1,2...} no es ||.||,-acotada. Pero la serie de Taylor de f 7o-converge
a f, y por tanto la familia {YN_, P.f : N = 0,1,2...} es 7o-acotada.
Asi pues T es strictamente mas fina que 7p.

De hecho, mediante argumentos analogos se obtiene que para todo
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subconjunto no vacio, abierto y absolutamente convexo de X y todo
peso v tal que H,(U) contiene a los polinomios, la topologia 7. es
estrictamente mas fina que 7. Un ejemplo de esta situacion aparece
cuando U = X yv(z) = e~ lFll] z € X.

Notar que 1.1.3 1) puede considerarse un caso particular de este

resultado.

A partir de ahora supondremos que U C X es un abierto equili-
brado. Cada f € H(U) posee un desarrollo en serie de Taylor en el

origen

x):inf(x), el

que converge uniformemente a f sobre los compactos de U.

Definimos las medias de Cesaro de f como

Crnf( Z(Z P f(z

=0 k=0

1 n
1l X:Pkf(m =Z

k=0 I= k=0

Pkf(x)
paraz € U,n=0,1,2,...
Cada C,f es un polinomio de grado < n.
Lema 2.1.10 Para cada f € H(U), la sucesion (C,f)n To-converge a
f.
Demostraciéon: Sea K un subconjunto cofnpacto de U, y sea € > 0.

Llamemos .
Sp = z P.f.
k=0

Como (S,), To-converge a f, la sucesion (||Sn — f||x)n, donde

152 = fll& := sup |Sx(z) — f(=)I,
€K
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tiende a cero. Por tanto, la sucesion de las medias aritméticas
1 n
—7 2 1k = fllx)n
k=0
también tiende a cero, esto es dng tal que si n > ng entonces
1 n
— YISk = fllx <
k=0

* de donde

n

Y (Se— Nk < }: 1Sk — fllx < €,

C. =
ICf = i =l

lo que prueba el lema. =

Lema 2.1.11 Para f € H(U) y z € U, se verifica:

Caf (@) < mix|f(t2)] n=0,1,2,...

Demostracién: Fijemos f y z. Como U es equilibrado, {tz : t €
A} CcU,donde A:={z€C:|z| < 1}.
Definimos g(t) := f(tz), t € A. Asi definida,

g € A(Q) :={h: A — C continua : h|a es holomorfa}

y ademas
g(t) = f(ta) = zpkf o) = 3 BS@E (1)
k=0

por lo que la serie de la derecha de (1) es la serie de Taylor de g en
cero.

La desigualdad de Féjer

mix |Cah(t)] < méx |A(H)] b€ AR), ne N
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implica

n k
Ca (@)l = 1= S AS(@)] = [Cag(1)] <

k=0 =0

] = ma tz)|.
max |g(t)| = max|f(tz)]

Definicién 2.1.12 Sea X un espacio de Banach y U un subconjunto

abierto equilibrado de X. Un peso v se dice que es radial si v(tz) = v(x)
VieC:|t|=1,Vz eU.

Proposicidon 2.1.13 Sea X un espacio de Banach, U un éubconjumto
abierto equilibrado de X y v un peso positivo, que alcance el infimo en

los compactos de U y radial, definido en U. La sucesion (C,), donde
Cn:f€Hv(U)~ Cpf, nelN,

tiene las siguientes propiedades:
a) Cada C, es un operador lineal y continuo de Hu(U) en Hv(U). De
hecho, para cada n € IN y cada f € Hv(U) se cumple:

sup v(2)|Caf(2)] < sup v(z)|f(2)]
de donde (C,)n es equicontinuo en el espacio L(Hv(U), Hv(U)) de las
aplicaciones lineales y continuas de Hv(U) en Hv(U).

b) La sucesion (Cy f)n Toc-converge a f, Vf € Hv(U).

¢) La sucesion (Cy), es equicontinuo en L((Hv(U), 1oc), (Hv(U), Toee))-
d) La sucesion (Cn)n es equicontinuo en L((Hv(U), 1), (Hv(U),7)))-

Demostracién: a) Es claro que cada C, es lineal, ademas si jf €

Hv(U), al ser v radial,

| P fllo = sup v(z)| P f(2)] < sup v(z) sup | Pn f(tz)] <
zeU zeU [t]<1
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sup v(z) sup | f(tz)| = sup sup v(tz)|f(tz)| < || f]l, Ym € N,
el Jt|=1 zel |t|=1
esto eis, P, f € Hv(U) Ym, por lo que C,, f € Hv(U).
Ademas por el Lema 2.1.11 y por ser U equilibrado,

[Cufllv = supv(z)|Crf(z)| < sup v(z) max|f(tz)| =
zelU zeU ft|=1

sup max v(tz)|f(tz)| = supv(z)|f(z)| = [|fll, Vn €.
zel [t=1 zeU

b) Sea f € Hu(U). Por el Lema 2.1.10 la sucesién (C, f), To-converge a
fy como ||Crflls < ||fllv, €l conjunto {C,f : n € IN} es ||.||,~acotado.
Luego por la definicién de 7y, (Crnf)n The-converge a f.

c) Por el Teorema 2.1.6 sabemos que la topologia 7. esta generada por

las sserminormas de la forma
p(f) = sup a;v(z;)| f(y;)l
J

donde: (z;); e (y;); varian sobre todas las sucesiones de U y (a;); varia
en las: sucesiones de nimeros positivos que tienden a cero. Entonces,
por el Lema 2.1.11, se cumple

sup» at;v(2;)|Cn f(y;)] < sup ajv(z;) Ilﬁg)f | f(ty;)| = sup a;v(z;) 1 f(25)],

J
para. tiodo n € IN, y donde 2; € U : |f(2;)] = méaxy=1|f(ty;)|, lo que
prueiba c).
d) Sea K un subconjunto compacto de U. Por el Lema 2.1.11

sup |Cy f(z)| < sup mdx|f(tz)| < sup |f(z)],
zeK zeK [tI=1 z€e(K)

para, todo n € IN, y donde e(K') := Ujy=tK es compacto, lo que prueba
d). .
A\lgunos de los resultados de la proposicién anterior fueron obtenidos

por Biierstedt, Bonet y Galbis en [7] para HV (G) donde G es un abierto
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equilibrado de €V y V es un sistema de pesos no negativos, radiales
y continuos definidos en G y suponiendo que HV,(G) contiene a los

polinomios.

2.2 El espacio HV(X)

Sea X un espacio de Banach y U un abierto de X. Salvo que se indique
otra cosa, a lo largo de todo este apartado V' denota una familia de
pesos no negativos definidos en U que verifican la condicién siguiente:
(P) para cada A C U U-acotado, existe v € V' tal que infzeq v(z) > 0.
Definimos los espacios ponderados de funciones holomorfas como
HV(U) :={f € H(U) : paracadav eV, smégv(a:)|f(x)| < oo}

'HVO(U) :={f € HV(U) : paracadav € Vyparacadae > 0 existeun
U—acotado A talque v(z)|f(z)| < eVz e U\ A}

La topologia ponderada sobre HV (U) (y HW(U)), denotada ry,

viene determinada por el sistema de seminormas (p,),ev donde
po(f) := sup v(z)| f(z)].
zeU

Llamamos PV (™X) := P(™X) N HV(X) y PW(™X) :=P("X)N
HW(X).
Proposicién 2.2.1 El espacio HV(U) es subespacio de Hy(U) y en
HV(U) la topologia T, es menos fina que Ty.

Demostracién: Sea f € HV(U) y sea A un conjunto U-acotado.
Por la condicién impuesta a los pesos, existe v € V de modo que
¢ := infzeav(z) > 0. Entonces
1

16)] = @I @I < gplh) Yre 4,
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esto es, f estda acotada en A y ademas se tiene que
1
sup [ f(z)] < =pu(f),
T€EA c

para cualquier f € HV(U), lo que prueba la segunda afirmacién. =

Notemos que como consecuencia inmediata de la Proposiciéon 2.2.1

la topologia compacto-abierto 7y es menos fina que v sobre HV(U).

Nota 2.2.2 i) Si partimos de una familia V' de pesos positivos de modo
que cada v € V verifique que 0 < Infzeq v(z) < sup,¢4 v(z) < oo para
todo conjunto A U-acotado, la condicién de que HV,(U) esté contenida
en HV (U) es innecesaria. En efecto, para € = 1 tomamos un conjunto A
U-acotado de modo que para todo z € U \ A se verifica v(z)|f(z)| < 1.
Dado que la familia (W,,), donde, si d(z, X \ U) denota la distancia de
raX\U,

Wo={z€eU:|z||<n dlz,X\U)>2T"}

es un sistema fundamental de U-acotados (Proposicién 7.1 de [37]),
podemos suponer sin pérdida de generalidad que A es abierto.

Por el Principio del médulo maximo

sup |f(z)] < sup |f(z)|
z€A z€Fr(A)

donde Fr(A) denota la frontera de A. Asi,

@) = "D @) < L vae Fr(a).

v(z) infyea v(y)
Luego .
su )| < —/m8m8 .
zeg (@)l < infyea v(y)
Por tanto,

sup v(z)| f(z)| = max(sup v(z)|f(z)[, sup w(z)|f(z)]) <
zel T€A zeU\A
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méx(supv(z) sup |f(z)], 1) < max(SPzea®(®) )
€A z€A infyea v(y)

ii) La familia
V= {r&é}w L F e Py(V)},
donde P;(V) denota el conjunto de partes finitas de V, verifica la
condicién P). Ademds, como V C V' se tiene que HV'(U) C HV(U) y
HVJ(U) € HWo(U) . Reciprocamente, si f € HV(U) y F € P;(V),
max iggv(x)lf(x)l = sup méxv(z)| f(z)] < oo

por lo que f € HV'(U), esto es HV'(U) = HV(U). Por otra parte,
al ser la union finita de U-acotados un conjunto U-acotado, obtenemos
igualmente que HV(U) = HW(U). Gracias a esto, podemos consi-
derar, sin pérdida de generalidad, que la familia V' estd dirigida por la
relacién v < w si y sélo si v(z) < w(z), Vz € U. De este modo la
familia de seminormas {p, }.,ev es sistema fundamental de seminormas
continuas.
Proposicién 2.2.3 (HV(U),7v) es un espacio completo.

Demostracion: Sea (fq)sep es una red de Cauchy en (HV(U), 7v).
Por ser 7, < 7v, (f4)aep es de Cauchy en el espacio completo (H,(U), 1)
por lo que existe f € Hy(U) mp-limite de (f4)den-

Veamos que f € HV(U) y que (fq4)dep Tv-converge a f. Sea € > 0.
Si v € V, al ser una red de Cauchy, existe dg € D tal que d,d’" > dj
fmplica py(fa— fo) < €. Fijandod > dp y tomando limite en la subred

(fd')dfzdo, tenemos
o(@)|fa(z) - flz)l <e  VzeU. (1)
Asli,

supv(z)|f(z)| < supv(z)|f(2) — fa(2)| + sup v(z)]| fa(z)] < 00
zelU zelU zeU
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luego f € HV(U) y de (1) (f4)dep Tv-converge a f. =
Corolario 2.2.4 (HV,s(U),7v) es un espacio completo.

Demostracién: Basta demostrar que HV5(U) es un subespacio cerra-
do de HV(U). Para ello tomamos una red (fz)sep C HW(U) Tv-
convergente a f € HV(U). Para e > 0y v € V existe dy € D tal que
si d > dy entonces p,(fs — f) < €/2. Como fz, € HVo(U) existe A
U-acotado tal que v(z)|f4,(z)| < €/2 para todo z € U \ A. De donde

v(@)|f(z)] S v(@)|f(z) = fao(z)| + v(2)|far(z)] < €/2+€/2=¢
para todo z € U \ A, lo que prueba que f € HW(U). =

Corolario 2.2.5 Para cada m € IN (PV(™X),1v) es un espacio com-
pleto.

Demostracion: Es consecuencia de la Proposicion 2.2.3 y de ser el
espacio P,(™X) de polinomios m-homogéneos no necesariamente con-

tinuos, cerrado para la convergencia puntual. =

Nota 2.2.61) Si V = {v} la condicién P) se reduce a que inf 4 v(z) >
0 para todo conjunto U-acotado A. En este caso escribiremos Hv(U) y
Hvo(U) en lugar de HV(U) y HW(U) respectivamente. Ademds, por
ser v una funcién positiva, p, es una norma, también denotada ||.||,,
y los espacios (Hv(U),p,) y (Hvo(U), p,) son espacios de Banach (ver
Apartado 2.1).

ii) S1 V = (vn)n es una familia numerable de pesos, teniendo en
cuenta la nota 2.2.2 ii), el espacio (HV(U), Tv) es metrizable y por la

Proposicion 2.2.3 se trata de un espacio de Fréchet.

2.2.1 Reflexividad en HV(X)

En este apartado vamos a dar propiedades a la familia V' para la que

el espacio HV (X)) posea como descomposicion de Schauder a la familia
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{P(™X);m € INU {0}} y, gracias a esto, probamos que el espacio
HV(X) es (semi) reflexivo si y sélo si cada espacio P(™X) lo es.

En general, no es cierto que la familia (P(™X), P,,) donde

Pn: Hu(X) — P("X)
f o~ Pa(f)

siendo Pn(f) el polinomio de Taylor de f en el origen, sea una descom-
posicién de Schauder de Hv(X). De hecho, la serie de Taylor -2°_, P, f
de f en el origen no tiene por qué ser p,-sumable. En efecto, si tomamos
en € un peso de tipo de decrecimiento exponencial v(z) = e~*l, z € C,

y la funcion

oo
= Z Z_ S C,
= m!
al ser Re(z)
Z elz
= <1 vzed,
elzi e|2|
la funcién e* € Hv(C). Pero como
n et — Z'n_ ::‘n""
v(@)|(f(z) = 3 Pnf(2))] = |—=7=24]
m=0
tiende a 1 cuando z tiende a 0o para todo n € IN, la serie 3-%_, £+ no

converge a €e” en la topologia de la norma p,.

En general, para que (P(™X), P,) fuera una descomposicién de
Schauder, la serie de Taylor de toda funcién f € HV(X) deberia con-
verger a f en la topologia generada por la norma p,. Sin embargo, aun
considerando pesos radiales, si intentamos probar dicha convergencia
nos encontramos con el siguiente problema.

Dado R > 1,

E™v(2)|Pn(2)] = v(2)| Pn(R2)| < v(2) sup |Pn(sRz)| <

Is|<1
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v(z) sup |f(sRz)| = v(z) sup | f(sRz)| = sup v(zs)|f(sRz)| =

lsl<1 Is|=1
i?gt%s—- u)|f(su)l
sim embargo v(rz)|f(z)| no tiene por qué estar acotado para ningin
r < 1, tal y como vamos a probar.
Tomemos en € un perso de tipo de decrecimiento exponencial v(z) =
e~ 2l z € C, y la funcién
%0 m

fO=2 migmey “€C

-

Para k € IN existe my € IN tal que m > my implica m <

Emtioncessiz > 0

Si llamamos g(z) := Fn>m, fn—": tenemos M(% < 1 para z > 0. Asisi
z >0

1 {Z-: z™ a(z) + h(z)

mllg(m +2)  b(z) + 9(2)

V@)@l = 2

a@) | Mz oal) o 1
m+m<uﬁk

My T Mg

domde a(z) := Yt} m y b(z) = Tmegt £
[La expresion de la derecha tiende a ; cuando z tiende a co dado
que
a(z)  Tmt' W’;H, )
9z) " Tmm Ly e-Tnk oy

tieende a cero cuando z tiende a co y de forma analoga g% también, lo

que prueba que f € Hug(C).



56 Cap. 2. FEspacios ponderados de funciones holomorfas

Veamos que v(rz)|f(z)| no estd acotado para ningin r < 1. Como
r™ lg(m + 2) converge a cero cuando m tiende a infinito, fijado k € IN
existe my € IN tal que m > my implica r™ < m. Para z > 0
consideramos igual que antes

my—1 z™ z”
a(z) = Ehnto miigmry 5 ME) = e wiigimr)
be) i= Tk’ 5 5 9(z) = Tz T
ASI’ 1 1
_ ™ z™
rz) = —r < T i lamso — &
A D R D D P CES A
mientras que
b(rz) mo T nto Tor
h(z) Em?_mk _—m!l!:(m+2) ™k 30 0 (m+mk)'lxg(m+mk+2)

converge a cero cuando z tiende a oo, luego

v(rz)f(z) = fe(,i) _ o)+ hiz)

"~ b(rz) + g(rz) T
h(z) _ 1 S 1
bre) + o(ra) el 4 ol 2 W T

y la expresion de la derecha converge a k cuando z tiende a oo.
Para evitar este problema supondremos que V' verifica ademas,
cuando se especifique, las siguientes propiedades:

Al) Para cada v € V existenr > 1 y w € V tales que
v(z) < w(rz) Vze X.

A2) Cada v € V es radial.
Proposicién 2.2.7 Si V verifica A2, para cada v € V se cumple

Po(Pn(f)) < pu(f), VfeHV(X)
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Demostracion: Sea v € V. Usando consecutivamente las desigual-
dades de Cauchy, el Principio del médulo méximo y el hecho de que v
es um peso radial obtenemos la siguiente cadena:

Pu(Pm(f)) = sup v(2)| Pn(f)(2)| < sup v(z) sup | Pr(f)(t2)] <

z€X ceX lt|<1

sup v(z) sup |f(tz)| = sup v(z) sup |f(tz)| = sup sup v(tz)|f(tz)| =
zeX [t1<1 X t|=1

sup U($)|f($)| = pu(f)
T€X
para todo f € HV(X). =

Proposicién 2.2.8 Si V wverifica las condiciones Al y A2 anteriores,

entonces para cada v € V existenr > 1 yw € V tales que
1
Po(Pu(f)) < —pu(f) VF € HV(X).

Demostracién: De la propiedad Al, dado v € V existenr > 1y
w € V tales que
v(z) <w(rz) VrelX.

Haciiendo uso consecutivo de esta desigualdad y de la proposicién an-
terior obtenemos la siguiente cadena:

T B(Pn(f) = 17 5p 0(2) [P()(@)] = supv(z) Pa(f)(re)] <

z€X

sup w(re)| P (f)(r2)] = sup w(z)| P (f)(2)] = pu(Pn(f)) < Pu(/)

ze:X
para todo f € HV(X). =

Projposicién 2.2.9 Si V verifica A2, entonces para cada f € HVp(X),
Prnf € HVo(X) para todo m € IN.

Demostracién: Sea € > 0. Por ser f € HV(X), existe ro > 0 tal
que i || z ||> ro entonces v(z)|f(z)] < €/2.
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Siz € X con || z ||> 7o, usando consecutivamente las desigualdades
de Cauchy, el Principio del médulo maximo y el hecho de que v es un
peso radial obtenemos la siguiente cadena:

V()| Pn(f)(z)] < v(z)sup |Pr(f)(t2)| < v(z)sup | f(tz)] =

le|<1 [ti<1

o(z) sup |f(te)] = sup v(t)|f(ta)] < €/2 < ¢

|t|=1 |t|=l

lo que prueba que P, f € HWL(X). =
Lema 2.2.10 i) §i V wverifica las condiciones Al y A2, entonces la

topologia Ty estd generada por la familia de seminormas continuas con
la siguiente propiedad:

(o]

p(f) = 22 p(Pu(f)) Vf€HV(X).

m=0

i1) Si V = (vn)n es numerable y verifica las condiciones Al y A2,
entonces la topologia Ty estd generada por la familia de seminormas
con las siguientes propiedades:
a) p(f) = Zn=o P(Pm(f)) V€ HV(X),
b) plp(mx) es continua para v en P(™X).

Demostracién: i) Para cada seminorma continua p := p,, conv € V,
definimos ¢, dado por

oo

w(f) = 2 p(Pu(f)) Vfe€HV(X).

m=0

Por la Proposicion 2.2.8 existe 7 > 1 y existe w € V tales que

P(Pa()) < opulf) VFEHV(X) (2)

por lo que ¢,(f) < oo para todo f € HV(X). Ademas la seminorma g,

es Ty-continua pues si (f) es una red en HV(X) 7y-convergente a f €
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HV(X), dado € > 0 existe dy tal que si d > dy entonces p,(fs— f) < €.
De esta desigualdad y de (2), si d > dp se tiene que

pPa(f2) = Palf)) < e ¥m e,

de donde, si d > dy

o(fa— ) = 3 p(Plf2) = Palf)) < 726
lo que prueba que g, es Ty-continua.
Por otra parte,
P =P PulF) < 3 plBalf) = ()

por lo que forman un sistema fundamental de seminormas y como p y

gp coinciden sobre P(™X), se sigue que

W) = 3 a(Palf) VS € HV(X),

lo que concluye la prueba de i).
i1) Teniendo en cuenta i), basta probar que toda seminorma verifi-
cando a) y b) es Ty-continua, y esto es consecuencia de ser el conjunto

k

{FeHV(X) s p() < 1} = (T €HV(X): 3 plPuf) <1}

m=0
un tonel en el espacio de Fréchet (HV(X),7v). =

Proposiciéon 2.2.11 Si V verifica las condiciones Al y A2, entonces
la familia (PV(™X),7v)m (PVo(™X),7v)m) es una descomposicion
de Schauder S-absoluta y y-completa de HV(X) (HVo(X), respectiva-

mente).

Demostraciéon: Como consecuencia de la Proposicion 2.2.8 el desa-
rrollo de Taylor de cada f € HV(X) Tv-converge a f.
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Ademas, como consecuencia de la Proposicién 2.2.7, cada proyeccién

Pn: HV(X) — P("X)NHV(X)
f ~  Pu(f)

estd bien definida y es continua, por lo que (PV(™X),7y) es una des-
composicién de Schauder de HV (X).

Gracias a la Proposicién 2.2.9 tenemos ahora que (PVo((™ X), 7v) es
una descomposicién de Schauder de HV,(X).

decir Schauder de sabido en localmente E,

Probemos a continuacién que la descomposicion es S-albsoluta.
Recordemos que S := {(an), € CV : limsup,_,, |a,|'/" <. 1}. Hemos
de probar que dado a = (a,), € S, si f € HV(X), entoncees

g= i am Prf € HV(X)

m=0
y ademds que ¢(f) = L% ¢ lam|py(Pnf) < oo para todo) v € V y la
seminorma ¢ es continua.

Sea v € V, por la Proposicion 2.2.8 existe r > 1 y exxiste w € V
tales que py(Pn(h)) < pu(h) VR € HV(X). Como 4= > 1 >

2
1im $UPp_so0|an|'/™ existe mo € IN tal que si m > mg entoncees |an,|'/™ <

l;'—’. Sea ¢; > 0 tal que |a;| < ci(lgr)", 1 =0,1,...,me0 — 1, y sea

¢ = max(co, ..., Cmg—1,1). Dicho nimero real c¢ tiene la ppropiedad de
que |an| < ¢(HE)™  Vm € IN. Tenemos
|am] L+r

sup v(2)|an P f(2)] < —pulf) < e(——)"Pul(f)
zeX r r

lo que prueba que g € HV(X), que Sov_g |am|py (P f) < coo para todo
v € V y que g es continua, esto es, (PV(™ X)), es una desscomposicion
S-absoluta de HV (X).

Por dltimo veamos que la descomposicion es y-completta. Sea Q. €

P(™X) de modo que (3_1,—o @m)n €s una sucesién ry-acotaada. Tenemos
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que probar que dicha sucesién 7y-converge a una funcién f € HV(X).
Tomemos para ello una seminorma continua p en HV(X) que veri-
fique p(f) = X% _,p(Pn(f)). Sabemos por el Lema 2.2.9 que la fa-
milia de serminormas continuas que verifican dicha propiedad generan
la topologia ‘7v. Bajo estas condiciones, la sucesion (p(Xr_o @m))n =
(o —oP(@m)))n esta acotada y, por tanto, converge para toda semi-
norma contimua p en HV(X) que verifique p(f) = o, p(Pr(f))-
Como dichas; seminormas generan 7y concluimos que }-°0_, g(@m) < oo
para toda serminorma Ty-continua ¢. Por tanto la sucesién (37 _o Qm)n
es de Cauchyy y como HV(X) es completo dicha sucesién ry-converge
a una funciém f € HV(X). =

Corolario 2:.2.12 Si V verifica Al y A2, entonces el espacio HV (X)
(HVo(X)) ess semirreflezivo si y sélo si cada (PV(™X),7v) (respecti-

vamente (PVo(™X), Tv)) es semirreflerivo.

Demostrasciéon: Por la Proposicién 2.2.11, la familia (PV(™ X)), es
una descompeosicién S-absoluta, y por tanto contractiva (ver Corolario
3.14 de [15])) de HV(X). Como ademds es y-completa, el Teorema
3.2 de [30] noos da la conclusién. Un razonamiento andalogo sirve para

HVp(X). ws

Corolario 22.2.13 Si V = (v.). es numerable y verifica Al y A2,
entonces el eespacio HV (X) (HVo(X)) es reflezivo si y solo si cada
(PV(™X),1v?) (respectivamente PVo(™X)) es reflezivo.

Demostraccion: Es consecuencia del Corolario 2.2.12 y del hecho de
que en este caaso el espacio HV(X) (y por tanto HV,(X)) es un espacio
de Fréchet. n

En 2.2.23 (damos un ejemplo (ejemplo A) de una familia de pesos V
cumpliendo 1)) y 2) para la que se verifica HV(X) = H;(X). Gracias a

este ejemplo, ¢ el Corolario 2.2.13 generaliza el Corolario 2 de [40], en el



62 Cap. 2. Espacios ponderados de funciones holomorfas

que Prieto obtiene que (H;(X), ) es reflexivo si y sélo si cada P(™X)

es reflexivo.

El siguiente resultado es de caracter general dado que en él se dan
condiciones para que dos espacios de Fréchet genéricos sean isomorfos.
Como aplicacion a los espacios ponderados que nos ocupan obtendremos

que si PVp(™X)" y PV(™X) son isomorfos bajo ciertas condiciones,

entonces HVp(X)" es isomorfo a HV(X).

Proposicién 2.2.14 Sean E y F espacios de Fréchet y sean (E,),
y (F,.)n. descomposiciones de Schauder absolutas de E y F respectiva-
mente. Supongamos que ezisten isomorfismos algebraicos T, : E,, —>
F,., m € IN, que verifiquen:
Condicion i). Para cada seminorma continua p en F existe a > 0 y
eziste una seminorma continua q en E tales que p(Tr(zn)) < a q(zm)
V2., € E,, Ym € IN,
Condicion it). Para cada seminorma continua q en E existe b > 0 y
eziste una seminorma continua p en F tales que q(zm) < b p(Trm(zm))
Vz,, € En, Ym € IN.
Entonces la aplicacion
T: E — F
~ T

—_— oo
T = m=0 Tm

(.'E) = Z$=o Tm(l'm)
es un isomorfismo topoldgico.

Notar que las condiciones 1) y ii) vienen a decir que la familia de
aplicaciones (T, )m es, en cierto sentido, equitsomorfa. En conexién con
el capitulo 3, es interesante hacer notar que pese a que los espacios H(C)
y H(A), donde A es el dico unidad abierto de C, tengan como misma
descomposicién de Schauder a los polinomios complejos m-homogéneos

no se verifican dichas condiciones.
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Demostracion. Veamos en primer lugar que T esta bien definida,
esto es, que la serie Y oo_, T\n(z,) converge. Sea p una seminorma
continua en F' y sean a y q dados por i). Como la descomposicion es

absoluta podemos suponer que ¢(YX%_q Zm) = Y ooeo 9(Tm). Entonces

> plTn(zn)) €0 3 alon) = aa( 2 o) <

lo que prueba la convergencia.
T es claramente lineal, y es continua pues haciendo uso de la de-

sigualdad anterior se tiene que

HT(E) = B3 Tnlen)) < 3 ATn(en) < 0 ().

Por otra parte si T'(z) = 0, de la unicidad de la expresion de T'(z) se
tendria que T (zm) = 0 para todo natural m. Al ser cada T}, inyectiva
T, = 0y por tanto z = 0. Esto prueba la inyectividad de T'.

Para probar la sobreyectividad tomemos y = Yoo _jym € F. De
forma andloga a la anterior pero usando ahora la condicién ii) se prueba
que la serie z := ¥%°_, T'-'y,, converge en E, y la continuidad y linea-
lidad de T nos prueban que T'(z) = y.

Finalmente el teorema de la aplicacién abierta nos asegura que T

es un isomorfismo topolégico. =

Corolario 2.2.15 St V es numerable y vertfica las condiciones Al y
A2 y, si para todo m € IN, los espacios PVo(™X)" y PV(™X) son
isomorfos mediante isomorfismos que verifican las condiciones 1) y 1)

de la proposicidn anterior, entonces HVo(X)" es isomorfo a HV (X).

Demostracion. Por la Proposicion 2.2.11, las familias (PVo("X))m
y (PV(™X))m son descomposiciones S-absolutas de HVp(X) y HV (X)
respectivamente. Por la Proposicién 3.11 de [15], (PWo(™X)")m es
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una descomposicién S-absoluta de HV5(X)”. Basta aplicar ahora la

Proposicion anterior. =

Hasta ahora hemos trabajado con los cortes P(™X) N HV(X). Sin
embargo es interesante plantearse cuando (P(™X),|| . ||) es un sub-
espacio de HV (X)) para todo m € IN. En la Proposicién 2.2.16 damos
una caracterizacion de los pesos para los que se verifica dicha condicion.

Recordemos que se dice que un peso v es rapidamente decreciente a
cero si para cada m € IN se tiene que v(z) || z ||™ tiende a cero cuando

|| z || tiende a infinito.

Proposicién 2.2.16 V es una familia de pesos rdpidamente decreciente
a cero st y solo st P(™X) C HV(X), YVm € IN, y la topologia Tv|p(mx)
es la topologia de la norma || . ||m en P(™X).

Demostracién: SiV es una familia de pesos rapidamente decreciente
a cero, el espacio HVy(X) contiene a P(™X) para cada m € IN. En

efecto, sea P € P(™X). Por ser P continuo, P esta acotado, digamos

por M, en la bola unidad cerrada de X, luego
z

el

lo que prueba, al ser v rapidamente decreciente a cero, que P € HVp(X).

v(e)|P(e)l = v(@)|P(—)l | = "< Mu(z) || = [

Por la Proposicién 2.2.1, la topologia generada por la norma en
P(™X) es menos fina que la topologia v |pmx).
Por otra parte,si P € P("X)yz € X, z # 0,
T
||

Por ser v rapidamente decreciente a cero s := sup,cx v(z) || z ||"< oo

y de (1)

v(z)P(z) = v(z)P(t—==) | = ™ - (1)

supv(z)|P(z)| < s || P llm,
z€X
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lo que: prueba la igualdad de las topologias.

Por ultimo probemos que si P(™X) C HV(X), Vm € N, y la
topologia Tv|pmx) es la topologia de la norma || . ||m en P(™X) en-
tonces cada peso v € V es rapidamente decreciente a cero.

Para cada z € X, z # 0, extendemos mediante el teorema de Hahn-
Banach la funcién

{tz,te C} — C
tz ~ bz

a una funcion lineal y continua I, : X — C tal que [I,(tz) =t | z ||,
Vt € €, y que verifica |II.(y)| <|| vy ||, Yy € X. Asi pues, [I" es
un polinomio m-homogéneo y continuo que verifica || II7* ||= 1. De
aqui que el conjunto {II7* :|| z ||< 1} es norma-acotado en P(™X) y,
por hipétesis, Ty-acotado. Esto es, supj;<; supyex v(y)|(y)|™ < oo
para cada v € V, de donde sup,cx sup,ex v(y)[HﬁH(y)lm < oco. En
particular

m

M., :=supv(z) || z ||"= sup v(z)[Hﬁ(m) < 00,
zeX zeX *

por lo que v(z) || z [|™< —MW';_IJTL y consecuentemente v es de decre-

cimiento rapido paracadav € V. =
Corolario 2.2.17 Sea V' una familia numerable de pesos. Los pesos de
V son rdpidamente decrecientes a cero si y sdlo si P(™X) C HV(X),

para todo m € IN. En este caso la topologia Tv|p(mx) es la topologia de
la norma || . ||m en P(™X).

Demostracién: Es suficiente probar que si P(™X) C HV(X) en-
tonces (P("X),rv) = (P("X),||.|lm). Como ||.||m = T|lpmx) < v ¥
como (P(™X), ||.llm) ¥y (P(™X), Tv) son espacios de Fréchet se sigue la
igualdad (P(™X),7v) = (P("X),||.llm). =
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Corolario 2.2.18 Si V' es una familia de pesos rdpidamente decre-

cientes a cero que verifican Al y A2, entonces HVo(X) = HV (X).
Demostracion: Sea f € HV(X). Por la Proposicién 2.2.11, el de-

sarrollo de Taylor de f Tv-converge a f. Ahora bien, por ser los pe-
sos de decrecimiento rapido, HV,(X) contiene a los polinomios (ver
la demostracién de la Proposicién 2.2.16) y como ademés es cerrado
concluimos que f € HW5(X).

En lo que queda de seccién vamos a trabajar con el espacio Hou(X).

Si V es una familia de pesos definidos sobre X, denotaremos

HVuu(X) = HV(X) N Huu(X) y PV (" X) = HV(X) N Puu(™X).

Lema 2.2.19 HV,,,(X) es un subespacio cerrado de HV (X).

Demostracion: Sea (f4)dep una red en HV,,,(X) que Ty-converge a
f € HV(X). Como 7, < 7v la red (fs)4ep converge uniformemente
a f en los acotados de X. Como el limite uniforme de funciones

uniformemente continuas es uniformemente continua concluimos que

fEHVW(X). =

Proposicién 2.2.20 Si V verifica las condiciones Al y A2, entonces la

familia (PVau("™X), ) e5 una descomposicion de Schauder S-absoluta
y v-completa de HV,,,(X).

Demostracién: Veamos, en jprimer lugar, que se trata de una des-
composicion de Schauder. Si f € HV,,(X) tenemos por un lado que,
por ser (PV(™X),7v)m una descomposicién de Schauder de HV (X),
el desarrollo de Taylor de f en el origen 7y-converge a f y como f €
Huu(X) cada Prn(f) € Puu(™X') (ver 1.5b de [2]).

E es

Probemos que la descomposicién es S-absoluta. Hemos de probar
que dado a = (an). € S,si f € TV, (X), entonces g = Y oo_gam P f €
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HVi (X) y que ¢(f) = T2, |am|pu(Pmf) < 00 y es una seminorma
continua para todo v € V. Por la Proposicién 2.2.11, sdlo falta probar
que g € Hyu(X); pero esto es consecuencia de que (Pyy(™X))m es una
descomposicién S-Schauder de H,.(X) (ver Proposicién 11 de [40]).
Por tltimo, la descomposicién es y-completa como consecuencia de

la Proposicién 2.2.11 y del Lema 2.2.19. =

Corolario 2.2.21 Si V verifica Al y A2, entonces HV,.(X) es semir-

reflezivo siy solo si (PV,(™X), Tv) es semirreflezivo para todom € IN.

Demostracién: Por la Proposicién 2.2.20 (PViu(™X),7v)m €s una
descomnposicién S-absoluta, y por tanto contractiva (ver Corolario 3.14
de [15]) de HV,u(X). Como ademds es y-completa, el Teorema 3.2 de

[30] nos da la conclusién. =

Corolario 2.2.22 Si V = (v,). es numerable y verifica Al y A2,
entonces MV, (X) es reflexivo si y sélo si (PVuu(™X), 7v) es reflezivo
para todo m € IN.

Demostracién: Es consecuencia del Corolario 2.2.21 y del hecho de

que, en este caso, el espacio HV,,,(X) es un espacio de Fréchet. =

El ejemplo 2.2.23 A) posterior permiite representar Hy(X) como un
espacio ponderado HV(X) para una familia de pesos adecuada. En
este caso HVyy(X) = Hyu(X) por lo que el Corolario 2.2.22 es una

generalizacién del Corolario 8 de [40].

Ejemplos 2.2.23 Vamos a construir «jemplos de familias de pesos
que verifican las propiedades Al y A2 y a cuyos espacios ponderados
asociados, consecuentemente, se les puecle aplicar los resultados proba-
dos en este apartado. Ademds en todos los ejemplos, los pesos son
répidamente decrecientes a cero. El primero de ellos, y mds impor-

tante, permite recuperar el espacio de funciones holomorfas de tipo
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acotado Hy(X). Por este motivo, los resultados dados en este apartado

generalizan los dados por Prieto [40] para H,(X).

A. Sea (X, | .||) un espacio de Banach. Para cada n € IN definimos
vp(z) =1si||z||[<nyv,(z)=0si| z|>n. Lafamilia V := (v,),

verifica la condicién P) y como para toda funcién f € H,(X)

sup va(z)|f(z)| = sup |f(z)] <oo VneNN
zeX llli<n

se cumple que (HV(X),7v) = (Hs(X), 7). Ademads, como la familia V
también verifica las condiciones Al y A2, el Corolario 2.2.12 (Corolario
2.2.22) establece que Hy(X) (Huwu(X), respectivamente) es reflexivo si

y solo si cada P(™X) (Pyu(™X), respectivamente) es reflexivo.

B. Dado un espacio de Banach X, vamos a construir una familia
numerable de pesos definidos en X rdpidamente decrecientes a cero.
para la que se verifican las condiciones Al y A2, de donde, por una
parte, obtendremos como consecuencia que la familia (P(™X), P,) es
una descomposicién S-absoluta y v-completa de HV(X) y, por otra,
que HV (X)) es reflexivo si y sélo si cada P(™X) es reflexivo.

Para cada n € IN definimos la funcién

vp(z) = e veex

Dichas funciones son positivas y verifican

0 < inf v,(z) < sup va(z) < o0 VE>0.
ll=l|<t llz||<t
Asi pues (vn)n es una sucesién de pesos definidos sobre el espacio de
Banach X y que ademds verifican:
1) Dadon € IN el = e_ug_zll, esto es, dado n € IN existe m = 2n € IN
tal que v,(z) < vm(22),
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_ =1 .
= e~ =, esto es, cada peso es radial,

2) Plara cada n € IN, dado z € X y t € C tal que |t| = 1 se tiene que

€

=1 .- .
3) Plara cada n € IN, e~ = es rapidamente decreciente a cero.

En general siempre que tengamos un peso v radial y rdpidamente
decrreciente a cero podemos definir por induccién la familia numerable
de pesos (vp), dada por wn(z) = v(Z) para cada n € IN, que son
de dlecrecimiento rapido y que verifican las condiciones Al y A2. De
la definicién se obtiene directamente la condicién Al, pues v,(z) =
Von(21).

WUsando este método podemos establecer la siguiente familia de pesos
V' cuyo interés reside en que el espacio HV(X) incluye las funciones
holoimorfas de crecimiento exponencial (recordemos que una funcién

holoimorfa f es de crecimiento exponencial si existe A > 0 de modo
que |f(z)] < KellFl vz e X).

C. Sea X un espacio de Banach. Definimos v(z) = e”lI#I, vz € X.
Como v es radial y rdpidamente decreciente a cero, la familia de pesos
V = (vn)n, donde cada v,(z) = e‘ﬂirltﬁ, verifica las condiciones Al y
A2. Ademas, si f € H(X) es una funcidn de crecimiento exponencial
existte K > 0 de modo que |f(z)| < Kel*ll Vz € X. Dado n € IN las

siguiientes desigualdades se verifican para || z ||> n

0a(@)f(2)] = e[ f(2)] < Mo f(2)] < K.

Si || z < n, existe K’ > 0 de modo que supy;<, |f(z)| < K’ por ser

22

f de tipo acotado, mientras que por continuidad supj<,€” » < oo.

Asi ppues sup,cx v(z)|f(z)| < oo lo que prueba que f € HV(X).
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2.2.2 El espacio HV(X) y su predual como LB

En este apartado trabajaremos con una sucesion creciente de pesos
V := (v,)n definidos en un abierto equilibrado U de un espacio de
Banach X y que, tal y como indicdbamos al principio de la seccién 2.2,
son no negativos y verifican la condicién (P). En este caso la condicién
(P) se puede reescribir de la siguiente forma:
P) Para cada conjunto U-acotado A existe n € IN tal que inf e 4 vn(z) >
0.

Consideramos el espacio ponderado

HV(U) :={f € H(U) : pu(f) := sup vn(z)|f(z)] < 0o ¥n € N}
que con la topologia Ty generada por la familia de seminormas (p, ). es
un espacio localmente convexo metrizable y completo, es decir, se trata

de un espacio de Fréchet (ver Proposicién 2.2.3).

Proposicién 2.2.24 La familia formada por los conjuntos

Voo = {f € HV(U) : palf) < €},

paran € IN y € > 0 es un sistema fundamental de entornos de cero

absolutamente converos y 1o-cerrados.

Demostracién: Por ser (v,), creciente, la familia (V;,¢)n,e €s un sis-
tema fundamental de entornos de cero para 7y. Demostremos que
cada V, . es 7o-cerrado. Sea (fz)s una red en V, . que mo-converge a
f € H(X). Probemos que f € V,.. Como cada fy; € V. se tiene
que sup,cy Un(z)]f(z)| £ €. Como la convergencia para 7y implica la
convergencia puntual, la red (v,(z)|fs(z)|)q tiende a v, (z)|f(z)], por lo

que v,(z)|f(z)| <€ Vz € U, lo que prueba que f € V.. =

Nota 2.2.25 Notar que en realidad se ha probado que cada V, es

to-cerrado en H(U). Por poseer HV(U) un sistema fundamental de
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entornos de cero que son To-cerrados en H(U) y por ser (H(U),7) un
espacio completo y 79 < Ty, se tiene que (HV(U),7v) es completo
(18.4(4) de [31]).

En [6] se define la condicién (CNC) en un espacio E = (E, 7) local-
mente convexo bornoldgico sobre el que existe una topologia localmente
convexa de Hausdorff 7 menos fina que 7, como sigue:

(CNC) T tiene una base de entornos de cero formada por conjuntos
absolutamente convezos y T-cerrados.

La Proposicién 2.2.24 afirma que el espacio HV(U) verifica la pro-
piedad (CNC).

Consideremos para cada o = (ay)a, an > 0, el siguiente conjunto:
Dy :={f e HV({U) : po(f) < an Yn e N}

Claramente, la familia {Da }a=(an)n,an>0 €5 un sistema fundamental de
Tv-acotados absolutamente convexos. Veamos a continuacién que di-

chos conjuntos son Tp-compactos.

Proposicion 2.2.26 Para cada o = (an)n, an > 0, el conjunto D, es

To-compacto.

Demostracién: Como 19 < 7y y D, es Ty-acotado, D, es Tp-acotado.
Falta comprobar que es Tp-cerrado. Sea (fy)qs una red en D, que 7o-
converge a f € H(X ) Veamos que f € D,. Como cada f; € D, se
tiene que p,(f) = sup ey vn(z)|fi(z)] < an, Vn € IN. Como la conver-
gencia para 7o implica la convergencia puntual, la red (v.(z)|fa(z)])4
tiende a v,(z)|f(z)|, por lo que v,(z)|f(z)] < an, V2 € U Vn € IN, lo
que prueba que f € D,. =

Asi pues, el espacio (HV(U),7v) posee un sistema fundamental
de acotados absolutamente convexos y To-compactos (esta propiedad
recibe, a su vez, el nombre (BBC) en [6]). Mujica (ver p.417 de [15] o
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Teorema 1 y Corolario 2 de [6]) probé que el espacio GV(U) definido

como
{¢p € HV(U)" : ¢|a es 7o — continua YA C HV(U) 7v — acotado } =

{¢p € HV(X)" : ¢|p, es To — continua Ya = (a,),a, > 0}

dotado de la topologia de la convergencia uniforme sobre los conjuntos

ry-acotados es un espacio completo (DF') que verifica
GV (U); :=indyGV (U)w. = HV(U)

(donde W varia en el sistema W de todos los entornos de cero abso-
lutamente convexos de GV(U)) mediante un isomorfismo topolégico.
Ademas, como (HV(U), 7v) también verifica (CNC') el espacio GV (U)
es tonelado, con lo cual GV(U): coincide con el dual fuerte GV (U); vy
resulta que HV(U) es topoldgicamente isomorfo a GV (U);.

Sea 7. la topologia mas fina sobre HV (U) que coincide con 7 sobre
los Tv-acotados de HV (U). Claramente, un subconjunto W de HV/ (U)
es Tpe-abierto si y sélo si WNC es 1g-abierto en C para todo subconjunto

ry-acotado C' de HV(U).

Proposicion 2.2.27 La topologia T, es invariante por traslaciones,
esto es, si W es my.-abierto entonces W + g es Ty.-abierto para todo
g € HV(U).

Demostracién: Sea W un conjunto Tbc-ab'ierto, g€ HV(U)y C un
conjunto Ty-acotado. Hemos de probar que (W + g) N C es 7g-abierto
en C. Como W es my.-abierto, el conjunto W N (C — g) es 7g-abierto en

C — g, por lo que existe G 1p-abierto tal que WN(C —g) = GN(C —g).

Entonces

(W+g)nC=(Wn({C-g)+g=(GN(C-g)+g=(G+g)NC
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y al ser G + g To-abierto concluimos la prueba. =

Proposicion 2.2.28 i) 7o < 7, < 7.
i) (HV(U),7v) y (HV(U), 7s) tienen los mismos acotados.
) GV(U) = (HV(U), )}

Demostracién: i) La primera desigualdad es consecuencia directa de
la definicién. Por otra parte, si la sucesién (f,). Tv-converge a f en
HV(U), el conjunto {f, : n € N}U{f} es rv-acotado, y como 79 < 7v,
concluimos que (f,)n Toc-converge a f. De aqui que 1, < 7.

ii) Por la definicién de 7., una forma lineal u sobre HV(U) es Tp.-
continua si y sélo si la restriccién de u a cada acotado de HV (U) es
To-continua, esto es, si y sblo si u € GV(U). Asi pues, (HV(U), ) =
GV (U) algebréicamente. Esto, junto con la Proposicién 2.2.25, asegura
que la topologia 7, es mas fina que la topologia o(HV(U),GV(U)),
luego todo A C HV(U) my-acotado es o(HV(U), GV (U))-acotado.
Pero como HV(U) es isomorfo topoldgicamente a GV (U),, el con-
junto A es o(GV(U)',GV(U))-acotado y, al ser GV(U) tonelado, A
es equicontinuo. Por tanto, A es fuertemente acotado y, consecuente-
mente, A es Ty-acotado.Asi queda probado que todo T.-acotado es
Ty-acotado.

Por otra parte, de i) se sigue que todo 7v-acotado es 7.-acotado.

iii) Es consecuencia de ii). =

En lo que sigue supondremos ademas que cada peso v, es semicon-
tinuo inferiormente (s.c.i).

Sea
U :=U\ v ({0}) = {z € U:vy(z) >0} (neN).

El conjunto U, es abierto por ser v, s.c.i.
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Con estas condiciones, por el apartado 2.1 anterior, sabemos que
cada espacio (Hv,(Uy), ||-|lv.) €s un espacio de Banach y, ademads, el

espacio
Gu,(Uy) := {¢ € Hv.(U,)" : ¢|B, es 7o — continua }

(donde B, := {f € Hv,(Uxn) : ||fllvn < 1}), dotado con la topologia

fuerte es un espacio de Banach que verifica
G'Un(Un), e an(Un)

topoldgicamente.
Veamos a continuacién que HV (U) = projaHua(Us,).

Para m > n definimos

Tam: Hom(Um) — Hua(Un)
f ~  flu.

La aplicacidn r, ,, esta bien definida pues si f € Hvn(Un) y = € Us,
Ua ()| f(2)| < v ()| f(2)] £ sup vm (Y)|f(y)| < o0
Y m

y de aqui
rnm (Al < S llom

por lo que, ademas de lineal, r, ,, es continua.

Sea ahora la aplicacion lineal

rn: HV(U) — Hon(Un).
fo~ Sl

Como

75 fllvn = sup va(z)|f(z)| = sup va(z)|f(z) = Pu(f), VS € HV(V),

z€Un zelU
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se tiene que 1, es continua, por lo que la aplicacién

r: HV(U) — projaHv.(U,)
o~ r(f) = (raf)n
es lineal y continua. Ademas es inyectiva pues si r,f = 0 para todo
n € NyzeU,existe m € IN tal que v,(z) > 0. Asi puesz € Uy, y
f(z) =0.

Veamos a continuacién que r es suprayectiva.

Sea (fn)n € projnHva(Uy,). Definimos f(z) := fa(z) si z € U,. La
funcién f estd bien definida pues U = U2 U, y si z € U, N U,, con
n < m, por definicién de limite proyectivo, rpm(fm) = fn, de donde
fm(z) = fu(z). Por otra parte, al ser fly, = fa y U = U2, U, f es
una funcién holomorfa en U y como

sup vn(2)| f(2)| = sup va(2)|f ()] = sup va(2)lfn(z)] <00 Vn €N,

z€Un z€Un,
se tiene que f € HV(U).

Al estar r definida entre espacios de Fréchet, se trata de un iso-
morfismo topoldgico como consecuencia del teorema de la aplicacién
abierta.

Este limite proyectivo no es reducido en general. Por 2.2.23 A)
Hy(X) es un ejemplo de espacio ponderado y en este caso Hy(X) =
projr>oH>®(rB), donde B es la bola unidad abierta de X, no es re-
ducido.

Nuestro siguiente objetivo es probar que, en el caso U = X y
bajo ciertas hipdtesis sobre los pesos, GV (X) = ind,Gv,(U,).Para ello

tomemos la traspuesta

rt  Hoa(Up) — HV(X)"

Proposicién 2.2.29 i (Gv,(U,)) C GV (X).
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Demostracién: Sea ¢ € Gv,(U,) y C C HV(X) 7v-acotado. Como

r(®)lc = dorile = dlr.(c)

es To-continua al ser r,(C) acotado, concluimos que 7},(¢) € GV (X).

Una consecuencia inmediata de esta proposiciéon es que la apli-
cacién r, definida del espacio (HV(X),o(HV(X),GV(X))) en el es-
pacio (Hv,(U,), o(Hva(Uyn), Gua(Uy,))) es continua.

Ademas, la aplicacion (r}|gu,(u,))! + HV(X) — Hv,(Un) verifica
que (7% |Gun(Ua))! = Tn, pues para f € HV(X) y én € Gua(U,) se tiene

que

(rélGum @) () (@n) = f o ThlGunua)(@n) = f(dnoTs) =
$n 0 Ta(f) = du(rn(f)) = ra(f)(n).

Proposicion 2.2.30 Supongamos que para todo n € IN, v, es radial y
st va(z) > 0 entonces v,(tz) > 0 para todo t : |t| < 1. Si el espacio

HV(X) contiene a los polinomios entonces r}|.,(u,) €s inyectiva.

Demostraciéon: La proposicion quedara probada si vemos que la
aplicacién r, tiene rango o(Hv,(U,), Gv,(U,))-denso. La hipétesis de
que v,(tz) > 0 para todo ¢ : |t| < 1, siempre que v,(z) > 0 asegura que
el abierto U, sea equilibrado. Sea f € Hv,(U,) y sean C., f las medias
de Cesaro de f. Como cada C,,f es un polinomio, Cp,(f) € HV(X)
para todo m € IN.Por la Proposicién 2.1.13 b) la sucesién (Cr f)m Toe-
converge a f y como, por la Proposicién 2.1.8 ii), (Hvn(Uy,), T.)' =
Gv,(Uy), se sigue que la sucesion (r,(Cmf))m o(Hoa(Un), Gua(Un))-

convergea f. =
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Gracias a esta proposicion, y bajo sus hipdtesis, cada Gv,(U,) se
puede considerar subespacio de GV (X), si bien evitaremos las identifi-
caciones en pro de la claridad.

De forma analoga a lo probado hasta ahora, si tomamos las traspues-

tas

Trm  Hon(Un)® — Hom(Un)® (n < m)

se verifica:

i) 7 m(Gva(Un)) C Gom(Un),

ii) (T;,mlcun(u,.))t = Tn,m,

i1} 7 . |Gun(Ua) €s inyectiva, de donde Gv,(U,) se podria considerar
subespacio de Gun,(Uy,), para n < m, si bien no haremos tal identifi-
cacion.

Asi, al tomar traspuestas pasamos del diagrama conmutativo

HV(X)
Tm N Tn
Hom (Un) — Hv,(Un)
Tn,m
a
GV (X)
Tm /" N7
GVm(Un) — Gun(Un)
Tm

Reagrupemos en el siguiente lema todas las condiciones sobre los
pesos que necesitamos para obtener una estructura de LB en el espacio
GV(X). Si bien puede parecer que se trata de un gran numero, todas

ellas son muy naturales y son verificadas en los casos mas usuales (ver
Ejemplos 2.2.23).

Lema 2.2.31 Sea X un espacio de Banach, V = (v,). una sucesion

creciente de pesos que verifique:
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P1) Cada v, : X — R*Y U {0} es s.c.i. y radial, para todo n € IN.
P2) Para cadan € IN, s1 v,(z) # 0 entonces v,(tz) #0 Vt: |t| < 1.
P3) Para cada A C X acotado existe n € IN tal que inf,c4 v,(z) > 0.
P/) Dado n € N, existe m > n y existe t > | tal que v,(z) < v, (t2)
Vz € X.
P5) HV(X) contiene a los polinomios (equivalentemente, cada v, es
de decrecimiento rdpido).

Entonces, dado n € IN eriste m > n y eriste o = («;);, o; > 0 tal

que si f € B,,, f admite la siguiente descomposicion:
N-1 oo
f=ra Y Pif+Y Pif,
J=0 =N

donde N viene dado por las condiciones T‘n,m(E;’;N Pif) € sBn y
Y No' Pif € £Ba.

Demostracion: Notemos en primer lugar que para cada p € IN, por
P2), el abierto U, es equilibrado, por lo que la serie de Taylor de cada
f € Hv,(U,) converge puntualmente a f, esto es

o0}

fz) =3 Pif(z) VzeU,

=0

y por P5), rp(L70 Pif) € Hup(Up), luego

o) N
Y Pif =f—r(3_ Pif) € Hop(Up), VN € IN.
ot L

Por otra parte, modificando ligeramente las pruebas de las Proposi-

ciones 2.2.7 y 2.2.8 se obtiene que
(1) lrp(Pif)llvp = supeu, vo(e)|rp(Pif)(2)] <

sup vy(2) sup | Py f(t2)| < sup v,(a) sup |f(ta)] =
z€Up Jt1<1 zel, lt]<1
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sup vy(z) sup | f(tz)] = sup sup v,(tz)|f(tz)| =

z€Up |t|=1 zelp |t|=1
sup vp()lf(2)] = | flls,  ¥f € Hop(Up), VpENN.
zelp

(II) Dadon € N 3Im >n 3t > 1 (dados por P4):

tra(Pif)llun =¥ sup vn(z)|rn(P; f)(2)] = sup va ()| P; f(tz)| <

zeX

sup v (t2)| P f(tz)] = sup vm(2)|Fi f(2)] = sup vn(z)|P;f(2)] =

z€Um

Irm (B fMlom < N fllom  Vf € Hom(Un).
Sea f € Bn. De (II), la serie 352, 7(P;f) converge a rnmf en
(Hon(Un a”-”vn) Yy

oo as > 1
I (P f) unSEII'PnPf IUn_E Il f1lon Z;‘
=N =N i j=N

que es menor que €/2 para N suficientemente grande.

Por P3), sea p € IN tal que inf,epv,(z) > 0, donde B es la bola
unidad cerrada de X. Podemos tomar v| := v, y v} := Upyk_1. Asi
elegida, la familia de pesos V' := (v} )k es creciente y verifica P1),..., P5)
y ademas (HV'(X),rv/) = (HV(X),7v), por lo que podemos suponer
que infepg vi(z) > 0.

Por ser cada v, de decrecimiento rapido, para cada j, P(*X) C
HV(X) y v coincide con la topologfa de la norma en P(? X) (Corolario
2.2.17). Luego, para cada k € IN, px|p(;x) es una seminorma continua
de P(?X), por lo que existe ax,; > 0 tal que px(P) < a ;|| P|| para todo
P e P(X).

Ademas, como ||P; f|| < ¢p1(P; f), donde ¢ := inf,ep vi(z), se sigue
que :

N-1 N-

> Px Pf<zak:||Pf”<zak,JCP1Pf SZ iPum (P f) =

vl bbb e b ¢
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N-1 N-1 N-1
Z ak ;| Tm (B f)||lum < Z ak ;|| fllom < Z Q,;C.
7j=0 7=0 j=0

Si llamamos oy := 2¢ ?;31 ak,; > 0 se tiene que

N-1 €
p(D Pif) < 50tk
i=0

es decir, ij:'f,l Pif € §Ba, a:=(c)r. m

Proposicién 2.2.32 Bajo las condiciones del Lema 2.2.29 se verifica:
B; Nry(An) C erp,(Am),

donde A es la bola unidad cerrada de Gui(Uy).

Demostracion: Recordemos los siguientes diagramas conmutativos:

HV(X)
Tm N Th
Hm(Un) — Hvn(Uyn)
Tnm
y
GV(X)
T N Th
GV (Un) — Gu,(Uy,)

Sea ¢ € BSNrL(A,) y sea ¢, € A, tal que ¢ = rf(d,). Sea ¢ =
Tm(Bn) € Gom(Un).
Entonces,

¢ =1n(¢n) = 1o (8n)) = 170 (6m),

luego basta ver que ¢, € €An,. Sea f € Hvpm(Un) con || f|lv. < 1, esto

es, f € B,,. Por el lema anterior,

N-1 0o
f=ra(d Pif)+ > Bif
7=0 N

j=
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con NG Pif € £Ba ¥ tam(E2n Pif) € §Ba.

Entonces,

N-1 00

|6m ()] = 17 m(6a) ()] = |¢n 0 rn,m(rm(;; Pif)+ > Fif)l=

=N
N-1 oo N-1

160 (ra( 32 Bif)) + bn(ram( D BN S Iri(8a)( Y Pif)| + ; -

j=0 j=N j=0

N-1

(3 PiOl+5 <5+
J=0

lo que prueba que ¢, € €A,.  m

Teorema 2.2.33 Bajo las condiciones del Lema 2.2.31 se verifica que
para cada n € IN existe m > n tal que GV (X) y rt,Gvy,(Un) inducen

la misma topologia sobre T (A,).

Demostracion: Hemos de probar que para cada € > 0 existe un
entorno de cero V en GV(X) tal que

VNri(A,) Crl(eAn) Nri(AL).
Sea
By ={f € HV(X) : pu(f) < an Vn e N}, a = (ap)n, a, > 0.

Este es un conjunto 7y-acotado y, por tanto, es 7,.-acotado. Como
(HV(X),m) = GV(X), entonces B2 (donde el polar se ha tomado en
GV (X)) es un entorno de cero en GV(X), por lo que bastard probar

que dado € > 0 existe @ = (an)n, @, > 0 tal que
B Nri(A,) Cerl (An);

resultado que se ha probado en la proposicion anterior. =

#
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Teorema 2.2.34 Bajo las condiciones del Lema 2.2.31,
GV(X) = ind,Gv,(U,)

algebraica y topoldgicamente. Ademds, dicho limite inductivo es requ-

lar.

Demostracién: Sea A C GV(X) un conjunto acotado. Entonces A°
(polar tomado en HV (X)) es un entorno de cero de GV (X)), = HV(X).
Como HV(X) = proj, Hvn(Uy), existe FF C IN finito tal que

NA{f € HV(X) :pi(f) S e} C A°

JEF
para un € > 0. Sea n := maxjeF J, entonces
NA{f e HV(X) : p;(f) < e} = {f € HV(X) : pa(f) < €} = 7' (€Bn),
JEF

y, teniendo en cuenta las propiedades de las aplicaciones traspuestas,

€(ri|Guma)(An))° = ((rhlguaa))’) " (€A2) = r7 ' (€Bn) C A°,

donde el primer polar se ha tomado en HV(X) y el segundo en Hv,, (U,).
Al tomar polares en GV (X) obtenemos, haciendo uso del teorema del
bipolar, que
oo 1 0o l——+=GV(X)
A C A C Z(T:I|G'Un(Un)(An)) = E‘T;(An) ‘
Por el Teorema anterior, existe m > n tal que GV(X) y 7}, Gvn (Un) in-
ducen la misma topologia sobre rf (A,). De aqui que, al ser r}, Guy, (Un)

completo con la topologia final por rf_,

Ay

y por tanto,

12 (Gum(Um)) t

AcC %r;(An) C 1t (Gum(Un)):
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Esto es, cada acotado de GV (X)) esta contenido en algin 7}, (Gv, (Un))
y es acotado ahi. Por lo tanto,

GV(X) = U, 7 Gu,(Un)

n=1"n

y los espacios GV (X) y ind,r.,Gv,(U,) inducen la misma topologia
sobre cada subconjunto acotado de GV(X), dado quesi A C GV(X) es
acotado existen € IN tal que A C ri(Guv,(Uy,)) y es acotado ahi, y existe
m > n tal que GV (X) y rt,(Gvm(U,)) inducen la misma topologia en
A. Por otra parte, ind;ri(Gv;(U;)) y rf,(Gvm(Un)) inducen la misma
topologia en A pues, si llamamos 7;,4 a la topologia limite inductivo,

Tind|A < Trt (Gum(Um))|4 Por definicién de 7,4 y como

Trt (Gum(Um))|4 = V|4 < Tindla < Tt (Gum(Unm))| 45

se obtiene la igualdad.

Por dltimo, como GV(X) es un (DF)-espacio, por el teorema de
Gréthendieck (Teorema 3 de [25]), la aplicacién identidad

GV (X) — ind,rt(Gua(Uy))

es continua, lo que prueba que GV(X) = ind,r.,(U,) topoldgicamente.

Nota 2.2.35 En este apartado hemos trabajado con familias de pesos
numerables. Si consideramos una familia dirigida V', no necesariamente
numerable, de pesos no negativos s.c.i. y que verifiquen la condicién
(P), podemos probar que HV (X) = proj,ev Hv(U,) mediante un argu-
mento andlogo al usado en el caso numerable. Mas aun, siguiendo con
la misma notacién, GV (X) = HV(X) cuando GV (X)' esta dotado
con la topologia de la convergencia uniforme sobre las uniones finitas

de las bolas unidad de Gv(U,). Se puede probar, aunque no incluimos
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la demostracion por no alargar en exceso esta nota, que HV(X) es el
dual fuerte de GV (X) si y sélo si GV(X) = ind,Gv(U,) es regular. Por
ultimo hacemos notar que si HV(X) fuera bornoldgico, como verifica
las condiciones (CNC) y (BBC), entonces posee un predual que es
(L B)-espacio.



Capitulo 3

Bidualidad en espacios de
funciones holomorfas

Este capitulo estd dedicado al estudio del bidual de espacios de fun-
ciones holomorfas. El problema original surgié en espacios de poli-
nomios [5] al intentar resolver el problema de cudndo el bidual P(X)**
del espacio de polinomios continuos sobre un espacio de Banach X era
isomorfo al espacio de polinomios continuos P(X**) definidos sobre el
bidual de X. Y en general, la descripcién que se pretende obtener es
cuando el bidual de una clase de funciones holomorfas sobre un espa-
cio de Banach X es topoldgicamente isomorfo a otra clase de funciones
holomorfas sobre X**. En los ultimos afios son muchos los autores que
se han preocupado de describir el bidual de algunos espacios de poli-
nomios o de funciones holomorfas (por ejemplo (5], [23], [28], [40], [47]
and [48]).

La técnica que vamos a desarrollar para la obtencién de isomorfis-
mos entre espacios de funciones holomorfas consiste en obtener para
cada uno de los espacios descomposiciones de Schauder adecuadas, que
llamaremos R-Schauder, de modo que si dos espacios con un mismo

tipo de descomposicién R-Schauder cumplen que los espacios que las

85



86 Cap. 3. Bidualidad en espacios de funciones holomorfas

componen son en cierto sentido “equi” isomorfos, entonces los espa-
cios originales son isomorfos. Este hecho es falso en general para des-
composiciones de Schauder arbitrarias. Asi por ejemplo, tanto el espa-
cio H(C) como H(D), donde D es el disco unidad abierto de C, tienen
por descomposicién de Schauder a (P(™C))., y sin embargo dichos es-
pacios no son isomorfos (ver la nota al Corolario 10.6.12 de [29] o la

Nota 3.9). Otro ejemplo sencillo nos lo ofrece los espacios

co = {(@n)n : Jlima, = 0}

I ={(an)n: i_o:llanl < oo}

que tienen una misma descomposicién de Schauder ( H,,) donde cada H,
es el subespacio generado por los vectores bdsicos e, := (0, ...,0,1,0,...),
estando el 1 situado en el lugar n-ésimo.

Asi pues, existen espacios de Fréchet que no son topolégicamente
isomorfos y que tienen la misma descomposicion de Schauder. De aqui
que nos preguntemos qué condiciones han de verificar los espacios E y
F' para asegurar que las igualdades entre los escalones que forman las
descomposiciones respectivas lleven a un isomorfismo topoldgico entre
E y F. Mas ain, bajo unas condiciones asi, qué tipo de isomorfismos
entre los escalones caracterizan el isomorfismo entre E y F. Estas
preguntas quedan contestadas gracias al concepto de descomposicion
R-Schauder.

Si E es un espacio localmente convexo de Hausdorff, denotaremos
con E* su dual algebraico y con E’ su dual topoldgico, es decir, el
espacio de las formas lineales y continuas en E. Sin embargo, y dado
que por el contexto no supondra ambigiiedad, seguiremos la notacién
tradicional para espacios de Banach segiin la cual el dual topolégico de

un espacio de Banach X se denota X™.
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A lo largo del capitulo (X,|| . ||) denota un espacio de Banach
complejo, B la bola unidad abierta de X, U un abierto absolutamente
convexo de X, B* la bola unidad abierta del dual X* de X y G un

abierto absolutamente convexo de X*.

Definicién 3.1 Sea (E,T) un espacio de Fréchet y (E,,|| . ||n)n una
sucesion de espacios de Banach que forman una descomposicion de
Schauder de E. Diremos que (E,) es una descomposicion R-Schauder
de E, 0 < R < oo, si para toda sucesion (T,)n, Tn € En, la serie

Y2, T, converge en E si y solo si limsup, || z, ||}/"< 5.

Recordemos que una serie de potencias Y .2, a,2" converge dentro
de su disco de convergencia y diverge fuera de él. Ademas, el radio de

dicho disco viene dado por la formula de Cauchy-Hadamard:
1

° T limsup,, |a,|%
Claramente el concepto de R-Schauder descomposicion estd inspirado
en dicha férmula y es inmediato que si tomamos £ = H(RD), donde D
es el disco unidad abierto de C y 0 < R < oo con el convenio coD = C,

y tomamos E, = P("C) entonces (P("C)), es una descomposicién R-
Schauder de H(RD).

Proposicién 3.2 Si (E,), es una descomposicion R-Schauder de E,

0 < R < oo, entonces (E,), es una descomposicion S-absoluta de E.

Demostracién. Como E es un espacio de Fréchet basta probar que
(E»)n es una descomposiciéon S-Schauder de E (Proposiéién 3.10 de
[15]).

Sea (an)n € S := {(an)n C C : limsup, |a,|'/" < 1} ysea z =
Yo 0Zm € E. Tenemos que probar que Y °_; amTm € E.

Como

1
m<

| =

lim sup(|an] || Z» ||2)"™ < limsup |a,|*/" lim sup || z., ||
n n n
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se sigue de la definicion de descomposicion R-Schauder que

[o ]
Z amZm € E.

m=0

Nota 3.3 i) De esta proposicion se sigue que no toda descomposicién
de Schauder es R-Schauder para algin 0 < R < oo. De hecho, una
descomposiciéon de Schauder que no sea S-absoluta no puede ser R-
Schauder para ningin R. Por ejemplo, siguiendo la notacion inicial,
(H,)n no es una descomposicién R-Schauder de /; para ninguin R.

ii) También existen descomposiciones S-absolutas que no son R-
Schauder para ningin R. Por ejemplo si consideramos la sucesion de

|z .
—‘ni, z € C, el espacio ponderado

pesos V := (v,), donde v,(2) := e
HV(C) tiene por descomposicién S-absoluta a (P(™C))m (Proposicién

2.2.11). Pero como la funcién

0 2m

2 z
fe) =t = sec
m!
m=0

. . 2m .
no pertenéce a HV(C) la serie y7°_; 2= no converge para 7y y sin

, L .
embargo limsup, (3;)7" = 0. Consecuentemente no se verifica la

definicién de R-Schauder para ningin R.

iii) En general para un espacio de Banach X si V es una familia
numerable de pesos de decrecimiento rapido la situacion es la siguiente:
a) Si HV(X) = Hs(X) entonces (P(™ X)) es una descomposicién co-
Schauder de HV (X) (ver Ejemplo 3.5 a) posterior).

b) Si HV(X) es un subespacio propio de Hy(X) entonces (P(™X))m
es una descomposicién S-absoluta de HV(X) que no es R-Schauder
para ningin 0 < R < co. En efecto, de forma andloga a ii) si f =

®_ Puf € Hy(X) \ HV(X), entonces limsup,, ||Pnl|™ = 0. Pero

m=0
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Yo _o Pmf no converge para 7v pues de hacerlo, como 7, < 7y, f seria

su suma, lo que contradice que f no pertenece a HV(X).

La topologia de E y la norma de cada E, aparecen fuertemente
relacionados en la definicién de descomposicion R-Schauder. De hecho,
la préxima proposicion muestra que la topologia de E puede ser descrita

en términos de R y de la norma de cada E,.

Proposicién 3.4 Si E,, es una descomposicion R-Schauder de E, 0 <

R < o0, la familia de seminormas {p, : 0 < r < R} dadas por

pr(z)=> " | 2m|lm, =) zm€E

m=0 m=0

determina un sistema fundamental de seminormas continuas para E.

Demostracion. Sea 0 < r < s < R, como

. 1 1

hrnnsup | 2. |1/< E<3

existe no € IN de modo que si n > no entonces || z, [|»< &; de donde
" || 2, |[.< I y por tanto la serie Y% 7™ || Zm ||m €s convergente
para cada 0 < r < Ry cada pr es una seminorma. Dicha familia
de seminormas determina una topologia localmente convexa sobre £
metrizable (pues basta considerar la familia {p,, : r, €]0, R[NQ}) que

denotamos 7r. Como para cada 0 < r < R el conjunto

B, :={z € E:p(z) <1} =

o) !
2ol = meEE: Zrm | zm |m< 1}
m=0 m=0 R

es un tonel en el espacio de Fréchet (E,7) se tiene que 7p < 7. De
aqui que la identidad (E,7) — (E, 7r) sea continua. Si probamos que
(E,Tr) es completo, por el Teorema de la aplicacién abierta, ambas

topologias coincidiran.
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Como r™||zm||m < T2 ||Znlln = pr(z), Vo = T2z, € E, la

proyeccion

(B;tr) — (Emsll - llm) 1)

i o0
r= Em_—.o xm ~> 'r'm

es continua para cada m € IN.

Sea ahora (z°®), una sucesién 7p-Cauchy en E. Para cada m € IN
la sucesion (z2,), es de Cauchy en el espacio de Banach E,, por lo
que existe £, € En || . ||m-limite de (z3,)s. Para terminar la prueba
debemos demostrar que z := Y oo_, Tm €s convergente y que (z°)s Tgr-
converge a z. Por ser (z°), una sucesién 7p-Cauchy, dado ¢ > 0 existe
so € IN tal que s,s' > so implica que ¥%°_o r™ || 25, — 22, ||m< €. Por

tanto .

Sorml2s el ln<e VIEN Vs,s' > s

m=0

Si fijamos s y hacemos tender s’ a oo entonces

!
St —zm [m<e VIEN Vs>so (2).

m=0
Asl pues,
o0 o0 o]
S e lm< 30 ™ 2 = @ e + 22 7™ | 2 [l < 0.
m=0 m=0 m=0
Luego limsup,, || zm [|™< %, y por tanto z = Y2%_,zm € E.

Ademads, de (2) se tiene que
pr(z—2°) <e Vs 2> s,

lo que prueba que (z°), Tp-convergea z. =

La sucesién (P("X))m ((Puwu(™X))m) es una descomposicién de

Schauder de H;(U) [40] (Hwu(U) [2] y [40] respectivamente). Si z €
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H.u(X) Aron probé en la Proposicién 1.5b de [2] que P, f € Py (™ X)
usando la férmula integral de Cauchy. Es conocido que este mismo
argumento sirve para el caso de funciones no enteras y puede ser usa-
do también para probar que (Py+(™X*)), es una descomposicién de
Schauder de H,+(G). Estos hechos nos permiten obtener los ejemplos

3.5 y 3.7 posteriores.

Ejemplos 3.5 a) La familia (P(™X),|| . ||g)m es una descomposicién
oo-Schauder de H;(X). Para probarlo tenemos que ver que dada una
sucesién (Ppn)m, Pm € P(™X), la serie Y oe_q Pm converge en H;(X) si
y solamente si lim sup,, ||Pm||§'- =0.

Supongamos en primer lugar que f := Y}00_( P € Hp(X) y sea

r > 0. Por las desigualdades de Cauchy

1 1
Pm :_Pmr < — r
1Pmlls = ol Pmll-s < I fll-5

de donde |

1 L
12lE < 171

Al tomar limites para m obtenemos que limsup,, ||Pm||§‘— < i, para
cualquier r > 0 y de aqui que limsup,, ||Pml|§ = 0.

Reciprocamente, sea r > 0. Como limsup,, ||Pn||f = 0 la serie

o oT"||Pn|lB converge. Pero esta serie coincide con Y oo_q || Pml| B

Por tanto, como

q q
IS Palles < 3 |1Pnll- < €
m=p

m=p
para q > p suficientemente grandes, la serie Y o_, P, converge en el
espacio de Fréchet H,;(X).

De forma analoga se prueban los ejemplos siguientes.

b) Sea R > 0. La familia (P(™X),|| . ||B) es una descomposicion
R-Schauder de Hy(RB).
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c) Sea U un abierto equilibrado y acotado de X. La familia (P(™X),

| . |lv) es una descomposicién 1-Schauder de Hy(U).

Nota 3.6 De la propia definicién se obtiene de forma inmediata que
si (En,|| - [ln)n es una descomposicién R-Schauder (0 < R < o0o) del
espacio de Fréchet F' y F' es un subespacio cerrado de F de modo que
(FNE,| - |lz)a es una descomposicién de Schauder de F, entonces

(F N Eq, || . ||n)n es una descomposicion R-Schauder de F'.
Como consecuencia de la Nota 3.6 y los ejemplos 3.5 obtenemos:

Ejemplos 3.7 a’) La familia (Puw(™X), | . ||8)m es una descomposicién

oo-Schauder del espacio Hyy(X).

b’) Sea R > 0. La familia (Pyu(™X), || . |[8)n €s una descomposicion
R-Schauder de H.(RB).

c’) Sea U C X un abierto absolutamente convexo y acotado de

X. La familia (Py.(™X),|| - |[u) es una descomposicién 1-Schauder de
Huu(U).
a”) La familia (Py«(™X*),|| . ||B*)m €s una descomposicién oo-

Schauder del espacio H,«(X*).

b”) Sea R > 0. La familia (Py-("X>),|| . |
posicién R-Schauder de H,.(RB*).

B*)n €s una descom-

c”) Sea G C X* un subconjunto absolutamente convexo y acotado

de X*. La familia (Py+(™X*),|| - ||c) es una descomposicién 1-Schauder
de Hw' (G)
Proposicién 3.8 Si (E,,|| . ||n)» es una descomposicion R-Schauder

de E, 0 < R < oo, entonces la familia (En,(R/R)" || - ||n)n €s una
descomposicion R'-Schauder de E para todo 0 < R’ < oo.
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Demostracién. Dado z,, € E,, m € IN, por hipotesis la serie

® _,Tm converge en E siy sélo si Y00 o™ || z;m ||m converge para

m=0
todo 0 < r < R. Pero como
o0 o0 R’ R
™ Zm lm= ) ™ (F)" ()" | Zm [|m
Z PRV AV

la serie Y23z converge en E si y sélo si Y2 0 s™(£)™ || zm |Im

converge para todo 0 < s < R'. m

Nota 3.9 La Proposicion 3.8 nos dice que existen esencialmente dos
tipos de descomposiciones R-Schauder: las de tipo infinito (descom-
posiciones oo-Schauder) y las de tipo finito (que son reducibles a des-
composiciones 1-Schauder del modo siguiente: si (E,,|| . ||»)» €s una
descomposicién R-Schauder de £, 0 < R < oo, entonces la familia
(En, R™ || . ||n)n es una descomposicién 1-Schauder de E). De acuerdo
con la Proposicién 3.8, los Ejemplos b,b’,b”) son casos particulares
de c,c’,c”) respectivamente. Llegados a este punto, la siguiente pre-
gunta surge de forma natural: jEs posible establecer un isomorfismo
topoldgico entre dos espacios de Fréchet teniendo uno de ellos una des-
composicién R-Schauder con 0 < R < oo, y el otro una descomposicion
oo-Schauder? Como hiemos definido las descomposiciones R-Schauder
teniendo en mente los espacios de funciones holomorfas de tipo acotado
definidas en un conjunto abierto de un espacio de Banach, la pregunta
puede reformularse del siguiente modo: ;Es posible encontrar un espa-
cio de Banach X tal que H;(X) sea topoldgicamente isomorfo a Hy(B)?
Recordemos que ya hemos indicado anteriormente que esto no es cierto
para X = C.

La respuesta a ambas preguntas es negativa y me la proporcioné
José Bonet en una comunicacion personal que le agradezco profunda-
mente y en la que me mostro el siguienté punto de vista de las descom-

posiciones R-Schauder como espacios de series de potencias.
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Dada una sucesién de espacios de Banach (F,), y 0 < R < oo el es-
pacio de series de potencias Ag((FE,),) es un espacio de Fréchet definido
por Ar((Ea)a) i= {z = (32) € T Bn ¢ pel(2) i= 552 2aflur” <
oo Vr:0<r < R}, dotado con la topologia localmente convexa dada
por la familia de seminormas {p, : 0 =< r < R}. Cuando E, = C para
todo n € IN el espacio de series de potencias lo denotaremos Apg.

Como para cualquier sucesion de numeros reales no negativos (ay)x
y cualquier 0 < R < oo la condicién lim sup, al/™ < 1/R es equivalente
aY peoa, < oo Vr:0 < r < R,siE esunespacio de Fréchet con una
descomposicién R-Schauder (E,),, entonces E es topolégicamente iso-
morfo al espacio de series de potencias Ar((E,).), donde el isomorfismo
¢ : Ar((En)n) — E estd definido por ¢((zn)n) := 125 2n V(zn)n €
Ar((En)n)-

Se dice que un espacio de Fréchet E satisface la propiedad DN
si dado un sistema fundamental de seminormas (||.||n)neN existe una
norma continua ||.|| en E tal que para todo natural k existe p € IN y

existe ¢ > 0 tales que
c
e < 7l + Sl > 0.

La definicién es independiente del sistema de seminormas tomado y
por tanto la propiedad DN es un invariante topolégico. También es
inmediato de la definicién que si E cumple la propiedad DN y F es un
subespacio de E, entonces F' cumple la propiedad DN. Una caracte-
rizacion util de la propiedad DN es que exista una norma continua II-1]

en F tal que para todo natural k existe p € IN y existe ¢ > 0 tales que

111 < ell-MH-lese.

Los espacios Ag no tienen la propiedad DN cuando 0 < R < oo mien-
tras que A si la tiene (Teorema 21.7.5 de [29]). José Bonet generaliza

este resultado para los espacios Ag((E,).). Concretamente se tiene:
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Proposicion 3.10 Para toda sucesion de espacios de Banach (E,), y
todo 0 < R < oo el espacio Ar((Ewn)n) tiene la propiedad DN si y sdlo

st AR la tiene.

Demostracion. En la prueba p, denotara tanto a la seminorma de
Ar((En)s) dada por pr((zn)n) = 2% ||2n|[nm™ como a la seminorma
de Agr dada por p,((zn)n) = S o2g |2n|ar™.

Si Ar((Er)n) cumple la propiedad DN posee una norma continua
||I.|| cumpliendo que para todo 71 0 < r < Rexister' >r (r' < R) y

existe ¢ > 0 tales que

- prl((@a)n)* S ll(@a)nll pro((zn)n)

para todo (z,)n € AR((En)n).Como ||.|| es continua sean 0 < 7" < Ry
¢ > 0 tales que ||.|| £ ¢'p.~. Entonces

Pr((zn)n)® < "Pro((Z)n)Pr ((Tn)n)

donde ¢” = ¢c’. Esta desigualdad es equivalente a

Pr((lznlln)a)* < €"Pro((l|zalln))pr ([ Znlln)n)

donde ahora las seminormas son las correspondientes al espacio Ag.
Veamos que esta ultima desigualdad implica que Ag tiene la propiedad
DN. Sea(zn)n € ARyseaz, € E, con'||z,|l» = 1. Entonces z,z, € E,

Y ||znZnl|n = |2|. Luego, de la desigualdad anterior,
Pr((za)n)? = pr((12a])n)* = Pr((l2a2nlln)a)® <

¢"pro((l|za2nlln)n)Pr (202 lln)n) =

C”Pr” ((zn)n)pr’((zn)")

para todo (zn)n € AR.
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Reciprocamente, si Ar tiene la propiedad DN existe una norma
continua ||.|| en Agr cumpliendo que para todo r: 0 < r < R existe

r' > r (r' < R) y existe ¢ > 0 tales que

Pr((2a)n)* < € l(zn)nll Prr((2n)n)

para todo (z»)n, € Ag. Como ||.|| es continua sean 0 <" < Ry ¢’ > 0

tales que ||.|| < ¢'p.». Entonces

Pr((20)a)" < €"prn((20)n)Pr((2)n)

donde ¢" = cc'.
Si (zn)n € AR((En)n) se tiene que (||zal|ln)n € Ar. Luego, de la

ultima desigualdad se sigue que
Pr((za)n)* = pr((Zalla)n)* < "Prn((l|zalla)n)pre((|2nlln)n) =

¢"prr((Tn)n)Pr((2n)n)
Lo que prueba que Agr((Ey),) tiene la propiedad DN. =
De aqui J. Bonet concluye el teorema siguiente.

Teorema 3.11 Si E y F son espacios de Fréchet con descomposiciones
R-Schauder, 0 < R < oo, e co-Schauder respectivamente, entonces no

existe ningun isomorfismo topologico entre E and F'.

Por tanto, el espacio Hy(X) (Huwu(X), Hu+ (X)) no es topolégica-
mente isomorfo a Hy(B) (Hyu(B), Hw+(B*) respectivamente).

La Proposicion 3.8 y el Teorema 3.13 posterior pueden obtenerse a
partir de la teoria de espacios de series de potencias, sin embargo nos
mantenemos en el contexto de las descomposiciones R-Schauder dado
que es completamente natural a la holomorfia y permite que el capitulo

sea autocontenido sin alargarlo en exceso.
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A partir de ahora nuestro objetivo es estudiar cuando se puede dar
un isomorfismo topolégico entre dos espacios de Fréchet que tengan

descomposiciones R-Schauder del mismo tipo.

Para cada 0 < r < R definimos
B,:={z € E:p(z)<1}.

Por la Proposicién 3.4 la familia {1B,}.50,0<r<r €s un sistema funda-
mental de entornos de cero para (E, 7).

Denotamos B; al polar de B, en £, esto es
B ={¢€cE:|¢(z)| <1 VzeB}
y B?° al polar de B? en E”, esto es
B ={FeE": |F(§)| <1 VéeB).

Como E"[B(E", E")] es un espacio de Fréchet, la familia
1

{;BSO}S>O,O<T<R

es un sistema fundamental de entornos de cero.

Lema 3.12 i) Dado ¢, € E} se cumple que ¢, € B si y sdlo si

| ém ||, < ™, donde ||.||%, es la norma dual de E,.
W) St ¢ =32, én € BY entonces || ¢m || < ™, Vm € IN.

Demostracién. i) Supongamos que ¢,, € B?, entonces

| ¢m 7= sup [¢m(zm)| = sup  |pm(zm)| =
TmE€Em ||zm||lm<1 ImE€r™B,NEm,
r sup |¢m($m)| <rm
-TmegrnEm

para todo m € IN.
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Reciprocamente, si ¢, € E;, es tal que || én |[;,< 7™, entoncess

dado z € B,, z = Y ;2( Tn,
1 *
6(2)] = [8m(@a)] < = | b IS 1
i) || ém |I5= SUP;z, €Emlzm||lm<1 |m(zm)| = SUPy, .ermB,NEm |pm(zm)| =

r™ sup |@m(zm)| =" sup [d(zm)| <™ sup [(z)] < 77

zm€B-NEm Tm€BrNEm z€B,
a
Teorema 3.13 Si (E,, || . ||n)~ es una descomposicion R-Schauder dle
E, 0 < R < oo, entonces (E:*/|| . ||:*)n es una descomposicion RR-

Schauder de (E",B(E", E")).

Demostracién. Por la Proposicién 3.2, (Ey,, || . ||»)~ s una descom-
posicién S-absoluta de (E, ), por lo que (EX*, || . ||7*)~ es una descom-
posicién S-absoluta de (E",B(E", E’)) (ver Proposicién 3.11 de [15]).
Dados 0 < r < R,r<s<RyG=3%7»_,Gn € £, con G, € E}7,
existe M > 0 tal que G € MB?°. Por el Lema 3.12 i) ¢, € E}, verifica
| ém 5 < 1siy sélo si s™¢n € By N Ey,. Luego

r™ || Gm lm=7"  sup  |Gn(dn)| =

¢mEEL||¢mll; <1

ME™ | sup |50 )| < ME)™ sup 576(6) < MC)™

- Por tanto la serie Y go_o ™ || G ||} converge para todo 0 < r < R, y

por la Férmula de Cauchy-Hadamard limsup,, (|| Gm |I57)*/™ < %
Supongamos ahora que limsup,, (|| Gm [|5)"/™ < %. Tenemos que

probar que la serie Y%°_, G, B(E", E')-converge. Como la familia

{sB?}s>00<r<r forma un sistema fundamental de B(E’, E)-acotados,

bastara probar que Y ov_,G,, converge uniformemente en sB;, para
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toodo s >0y 0 <r < R. Porel Lema 3.12 ii), si ¢ = 2°_, dm € sB?
emtonces || ¢, |5, < s7™, Vm € IN, de donde

G (B)] = |Gm(m)| S|l G [l S |7 < 57™

| G |l

para todo m € IN. Por tanto, }_oo_, G, es uniformemente de Cauchy

em sB?, para 0 <r < Ry s >0,y como E” es un espacio de Fréchet,
exciste G : =y %_oGn EE". =

Téecorema 3.14 Sean (E.,|| . ||n)n ¥ (Fu,|| - |ln)n descomposiciones
R--Schauder de los espacios de Fréchet (E,T) y (F,n) respectivamente
0 < R< o0).
Supongamos que para cada m € IN eziste un isomorfismo algebraico
Tom : E,, — F,, tal que lq sucesion (T, )menN verifica:
i) Si0 < R < oo, para cada t > 1 existen a;,b; > 0 tales que ||
Ton(@n) < 0™ [ 2 b 3 1| m IS 8™ | T(@m) I Y2 € Em,
Vrm € IN (Condicidn I).
1)) Si R = oo, existen t,t' > 0 y a;, by > 0 tales que || Tr(zm) [|n<
at™ | 2 llm Y Il 2 I B0(E)™ || To(m) llm Vo € B, ¥im € N
(Condicion II).
Entonces la aplicacion
T: E — F
T=Ymm0tm ~ T

es un isomorfismo topoldgico.

(2) :== Lo Trm(zm)

Reciprocamente, si existe un isomorfismo topologico T : E — F
tall que T(E,,) C Fr, Ym € IN, entonces T(Ep) = Fn Yy (T :=T|Em)m
es una sucesion de isomorfismos topoldgicos que verifica la Condicion

I[si0< R<ooyllsit R=oo.

Demostracion. Definimos

T : E — F
~ T
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Para comprobar que T' esta bien definida hemos de probar que la serie
© o™ || Tm(zm) ||m converge para 0 < r < R.
Supongamos que 0 < R < 0o. Sean r < s < R. Por la Condicién I

existe a > 0 tal que
| Ta(@n) IS ()™ | 2 [lny m € IN.
Por lo que
r || Tn(2m) < as™ || Zm |lmy m € IN (3)

Supongamos ahora que R = oco. Por la Condicién II existen s,a > 0

tales que
| Tm(zm) |m< as™ || Zm [|m, m €N

Por lo que
™ | Tn(zm) [m< a(sm)™ | Zm |lm, m € IN. (4)

De donde obtenemos en ambos casos la convergencia de la serie.
La aplicacién T claramente es lineal. Por la Proposicién 3.4 sabe-
mos que la familia {g- }o<r<r donde ¢-(¥) := T o™ || Ym |lm, ¥ =
® _oYm € F, es un sistema fundamental de seminormas n-continuas
en F.
Si 0 < R < oo de (3) obtenemos que

T({z € E:p(e) < -} C{y € Figr(y) < 1},

Mientras que si R = oo de (4) obtenemos que

1

T({z € E: prs(z) < ;}) ClyeF:q(y) <1}

inclusiones que prueban en ambos casos la continuidad de T'.
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Para probar que T es inyectiva tomemos ¢ = Y -_, z» € E tal que
T(z) =0, estoes 3X_y Trn(zm) = 0. Por la unicidad de la expresion se
sigue que T, (z,) = 0 Vm € IN, y por ser cada T, inyectiva concluimos
que z,, =0, Ym € IN. Por lo que z = 0.

Sea V la aplicacién definida de F' en E por

V(Z Ym) = Z T,Zlym
m=0 m=0

para todo y = Y% jym € F. De forma analoga a la aplicaciéon T
se prueba que V estd bien definida y es continua. Ademas V es la

aplicacion inversa de T pues

T(V() = (3 T3 ) = 3 TuTi o) = 3 v =

y de igual forma V(T'(z)) = .

Probemos ahora el resultado reciproco. Para cada m € IN definimos
Twm:=T|g, : Em — Fn.

Cada T, es lineal e inyectiva por ser la restricciéon de una aplicacién
lineal e inyectiva.

Ademas cada T, es sobreyectiva pues si ¥y, € F,, C F, al ser T
sobreyectiva, existe z = Y22z, € E de modo que T(z) = ym. Pero

por ser T lineal y continua

g = T(&) = 3 T(zn) = 3 Tu(n).

n=0 n=0

Y por la unicidad de la suma obtenemos que T,(z,) = 0 para todo
n#meym = Tn(zn) con z, € E,. Luego Tru(Ep) = Fip.
Comprobemos por iltimo que se verifican las Condiciones I y II.

Sea 0 < r < R. Por ser T continua existe 0 < s < R (podemos suponer
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sin pérdida de generalidad s > r) y existe a > 0 de modo que
T({ze E:pi(z)<a}) C{y € F:q(y) <1}

Por tanto ¢.(T(z)) < ip,(z) Vz € E. En particular, si z,, € En,

7(T(zm)) < ipi(zm) o equivalentemente r™ || Ton(zm) ||m< =™ |

$

Zm [lm- Asi pues, || Tn(zm) m< 5(5)™ | 2m llm -

S

i) Si 0 < R < oo, al hacer tender r a R, s tiende a R~ por lo que 2
tiende a 1. Asi, dado t > 1 existe a; > 0 tal que

| To(zm) In< aet™ || @m lm VZm € Enn.
i1) Si R = oo existe t > 0 y existe a; > 0 tales que
| Ta(zm) Im< @et™ || 2m lm VZm € En

para todo m € IN.
Por dltimo, por ser T abierta, existen b> 0y 0 < s < R (podemos

suponer sin pérdida de generalidad s > r) tales que
{yeF:q(y) b} CT({z € E:p(z) <1})

o equivalentemente p,(z) < }¢,(T(z)) Vz € E. En particular, si z,, €
E. entonces p;(zm) < 3¢:s(T(zm)). Esto es, r™ || z; [|m< 3™ |
To(m) lmy de donde || 2 nS ()™ | Ton(@m) I -

1) Si0 < R < oo, al hacer tender r a R~, s tiende a R~ por lo que £

tiende a 1*. Asi, dado ¢t > 1 existe b; > 0 tal que
| Zm I < 6™ || Ton(2Zm) lm  VZm € Em

para todo m € IN.
ii) Si R = oo entonces existe t > 0 y existe b; > 0 tales que

| Zm Im< 0™ || Tm(2m) [l YZm € Enm
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para todo m € IN, lo que completa la prueba. =

Notemos que este teorema afina al maximo la Proposicién 2.2.14 ya,
que las condiciones I y II impuestas a los isomorfismos 7, caracterizan

la existencia de un isomorfismo topoldgico entre E y F.

Corolario 3.15 Sean (En,|| - |[n)n ¥ (Fn,]| - ||n)n descomposiciones
R-Schauder y R'-Schauder respectivas de los espacios de Fréchet (E, 1)
y(F,m) 0<R<ooyl< R <)

S1 para todo m € IN eziste un isomorfismo algebraico T, : E,, —
F,. tal que para cada t > 1 existen a4, by > 0 tales que
R

m R m m
“Tm(xm)”m < a:it™( %) |Zmllm ¥ [[Zmllm < bt (E)

< ad™(2 ™| Tm @)

V2 € B, Ym € IN (Condicion I’), entonces la aplicacion

T : E — F

z= 0 0tm ~ T(z):=L7 o Tn(zm)

es un isomorfismo topoldgico.
Reciprocamente, si eziste un tsomorfismo topologico T : E — F
tal que Tro(En) C Fn, Ym € IN, entonces Ton(Em) = Fn y T :=T|E,,

son isomorfismos topoldgicos que satisfacen la condicion I’.

Demostracion. Es consecuencia directa de la Proposicion 3.8 y del

Teorema 3.14. n

Corolario 3.16 Sean (E.,||.|[n)n ¥ (Fu,||-|ln)n descomposiciones R-
Schauder de los espacios de Fréchet (E,T) y (F,n) respectivamente (0 <
R < o0). Si cada E, es isométricamente isomorfo a F,, n € IN,

entonces los espacios E y F' son topoldgicamente isomorfos.

Demostraciéon. Basta indicar que los isomorfismos isométricos veri-

fican trivialmente las Condiciones I y II.
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En lo que sigue vamos a aplicar los resultados anteriores a espacios
de funciones holomorfas.
Sea F un subespacio m,-cerrado de H;(U). Consideremos la apli-

cacién § dada por

6: U — F
z ~ 6,: F — C
[~ &(f) = flz)

Como para cada f € F se tiene que 8,(f) = f(z) para todo z € U, la
aplicacién ¢ es holomorfa (Ejercicio 8.D de [32]). Ademds ¢ es de tipo
acotado dado que la imagen de un conjunto U-acotado A esta contenida
en el polar en F’ del entorno de ceroen F {f € F : sup_¢4|f(z)] < 1}.

De aqui que la traspuesta de ¢ sea la aplicacién

5 F' — H(U)
F ~ §(F)=Fod.

Definicién 3.17 Diremos que el espacio F" es candonicamente isomorfo
al subespacio my-cerrado G de Hy(U) si8* : F”' —> G es un isomorfismo

topolagico.

Si tomamos F = H,(U), la aplicacion 8* esta definida entre los
espacios Hy(U)" y Hs(U). Si consideramos H,(U) subespacio de su
bidual mediante la inyeccién natural, é* es una proyeccién. Por este
motivo, si ademas §* es inyectiva, el espacio H;(U) es reflexivo, siendo
0* la identidad. En general, si F es un subespacio cerrado de H;(U)
y la aplicacién 6* verifica que 6*(F"”) = F y es inyectiva entonces el
espacio F es reflexivo. »

Denotamos por J;, a la aplicacién §*|z.» : Fr¥ — P(™X), donde
Fm = FNP(MX).
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En realidad 4}, es la traspuesta del polinomio m-homogéneo

Sm: X — Fr
z ~ dpri Fm —
~>

C
P, P (z)

y ||6%]] £1Vm € IN. Notar que también en este caso, si F, = P(™X),
la aplicacién &% : P(™X)*™ — P(™X) es una proyeccién, por lo que

si 87, es inyectiva el espacio P(™X) es reflexivo siendo ¢7, la identidad.

Teorema 3.18 Sea X un espacio de Banach y sea U bien un abierto
absolutamente convezo y acotado de X o bien U = X. Sean &€ y F
subespacios cerrados de (Hy(U), 7). Escribimos F, := FNP("X) y
Em = ENP(™X) dotados con ||.|v si U es un subconjunto absolu-
tamente convezo y acotado de X y ||.||g si U = X. Supongamos que
(En)m Y (Fm)m son descomposiciones de Schauder de € y F respecti-
vamente. Si €, y Fn son (candnicamente) isométricamente isomorfos
para todom € IN, entonces £ y F son (candnicamente) topoldgicamente

isomorfos.

Demostracién. Es consecuencia de los Ejemplos 3.5, de la Nota 3.6
y del Corolario 3.16. =

Teorema 3.19 Sea X un espacio de Banach, sea B la bola unidad
abierta de X y sea U. bien un abierto absolutamente convero y acotado
de X o bien U = X. Sea F un subespacio 7,-cerrado de Hy(U). Sea
T una topologia localmente conveza en Hy(U) menos fina que 7. Sea
Fm = (FOP™X),|lB) siU =X yFn:=(FNP™X),|.|lv) siU
es un abierto absolutamente convezro y acotado. Supongamos que

1) (Fn)men €s una descomposicion de Schauder de F.

2) Si f € F entonces Pnf € F,', para todo m € IN (equivalente-

mente, (Fr )m €s una descomposicion de Schauder de F ).
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St para cada m € IN existe un isomorfismo (candnico) topolégico
T : Fr¥ —> Fm| satisfaciendo bien la Condicién I si U es un subcon-
junto abierto absolutamente convezo y acotado de X, o la Condicion I1
st U = X, entonces F" es isomorfo (candnicamente) topoldgicamente
aF .

Reciprocamente, si existe un isomorfismo topoldgico
)
—a
T:F'— F

tal que T(F:*) C Fm , Vm € IN, entonces T(F2*) = Frn y Trm =
T
es un subconjunto abierto absolutamente convezo y acotado de X, o la

Condicion I si U = X.

Fss s0n isomorfismos topoldgicos que satisfacen la Condicion [ si U

Demostracién. Supongamos que U = X. Por el ejemplo 3.5 a) y
la Nota 3.6 las familias (Fom,||-ll8)m ¥ (Fm s ||-|l8)m son descomposi-
ciones co-Schauder de F y F ' respectivamente. Por el Teorema 3.13,
(F2*, Ill5)m es una descomposicién oo-Schauder de F”. Ahora basta
aplicar el Teorema 3.14 para obtener el resultado en este caso.

Supongamos ahora que U es un abierto absolutamente convexo y
acotado de X. Como consecuencia del Ejemplo 3.5 c¢) y la Nota 3.6 las
familias (Fom, ||-|t)m ¥ (Fm , ||-lv)m son descomposiciones 1-Schauder
de Fy F respectivamente. Por el Teorema 3.13 la familia (F=*, ||| )m

es una descomposicion 1-Schauder de F”. Ahora basta aplicar el Teo-

rema 3.14 para obtener el resultado. =

Corolario 3.20 Bajo las mismas hipdtesis que el Teorema 3.19, si cada
e . 3 . . s
Fr* es (candnicamente) isométricamente isomorfo ¢ F,, entonces F"

s . s, . . =T
es (candnicamente) topoldgicamente isomorfo a F .

Antes de ver las aplicaciones de estos resultados al estudio de los

biduales de espacios de funciones holomorfas, incluimos una prueba del
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siguiente Teorema debido a Valdivia (Teorema 2 de [47]) y del que hare-
mos uso posteriormente. Para este fin fijemos la notacién y recordemos
algunos hechos sobre P(™X™*).

Si X es un espacio de Banach y X™* es su dual topoldgico, denotare-
mos por D (D*, D**) la bola unidad cerrada de Py« (™X*) (P (™ X*)",
Pue(™X*)* respectivamente).

Consideremos €l producto tensorial ®,,X* de X* m-veces. La sime-
trizacion de un elemento z; ® ... ® ., € @, X* se define mediante el

operador s dado por:

1
(21 Q... @ zm) = — Z To1) ® .. ® ZTo(m)

' 0ESm

donde S,, es el grupo de permutaciones de m elementos.

El subespacio de ®,,X* generado por (21 ® ... ® Tm), Ti,--y Tm €
X", se llama el producto tensorial simétrico de X* m veces y se denota
®m,s X ™. Los elementos de ®,, s X* se llaman tensores simétricos. Cada
elemento z € @, X* puede representarse como una suma finita (no
necesariamente tnica) de la forma }°; z; ® ... ® z;. Se tiene entonces que
(®m,sX*)" es isomorfo algebraicamente al espacio L,5(™X*) de aplica-
ciones m-lineales y simétricas de X* x ... x X* en C. La topologia

proyectiva en ®, ;X* viene dada por la norma
lzllr = f D |zl7, 2= z:®...@z:}

donde ||.]|. es la norma de X*. ®ums.X* denota el espacio @, sX*
dotado con la topologia proyectiva y ©, s~X* denota su complecién.

Es sabido [17] que el espacio (®m,s-X*)* es isométricamente iso-
morfo a P(™X*) mediante la aplicacién

(BmsnX™)” — P("X")

u ~ Pz*)=u(z*®...Qz%)
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Ademés la bola unidad cerrada de ®m,s,1rX* es el conjunto

By :=T{z*®...Qz":z* € B*)}“'“".
Considerando @, s »X* como un predual de P(™X*), podemos dotar a
P(™X*) de la topologia 7 de la convergencia uniforme sobre los com-
pactos de ®n, ,~X*. En general, para un espacio y su predual esta
topologia no tiene una interpretacién clara, pero en este caso gracias a
que el predual es un producto tensorial y que por tanto sus compactos
se pueden localizar con compactos del espacio base, esta topologia es
exactamente 7.

Consideremos las aplicaciones candnicas siguientes:

§: X* — Pu("X*)
¥~ 6pe(P):= P(z%)

Y Omsa X — Pus("X)
dada por ¥ (z* ® ... ® z*) := ;- y extendida por linealidad.

Teorema 3.21 (M.Valdivia): Sea X un espacio de Banach y sea m €

ke

IN. Si P,+«(™X*) no contiene ninguna copia de l; entonces Py+(™X"*)
es isométricamente isomorfo a Py (mX*) .

Demostraciéon. Probemos en primer lugar que

p(int(Bg)) = int(D"),

donde int(Bg) (int(D*)) denota el interior de Bg (D* respectivamente).
Como & es w*-continua, el conjunto {d,+ : z* € B*} es w*-compacto.

Como P,+(™X*) no contiene copias de [;, por el Teorema de Haydon

[27], A := T{; : z* € B*}“'“’." es un conjunto w*-compacto. Veamos

que A = D*. Si suponemos que existe un u € D*\ A, por Hahn-Banach
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existe un funcional ¢ lineal y w*-continuo tal que [¢(u))| > 1y |¢p(v)| < 1
Vv € A. Como ¢ es w*-continuo se tiene que ¢ € P2,.(™X*). Ahora
bien, por ser el conjunto {é;+ : z* € B*} normante: en Py-("X*) se
tiene que ||@|| < 1 lo que contradice que |¢(u)| > 1. UJsando este hecho

obtenemos la cadena

{l-l17

W{z®.. 0z = € B} "™ = A= D" C$(Bg)

De aqui que, al aplicar el Lema I11.2.1 de [45] al Teecorema del homo-
morfismo de Banach, obtenemos que 9 (int(Bg)) = imt(D*). Gracias a

esta igualdad, la aplicacion

b Sy PeX
2497 ({0}) ~ W(2).

es un isomorfismo isométrico y por tanto su traspuessta, que podemos
identificar con la traspuesta de 1, ¥* : Py (" X*)™ — (Qmsn X*)* =
P(™X*), también es un isomorfismo isométrico en la jimagen.

Sélo nos queda por probar que

Y (Pus (X)) = Pur (" X)".

Como %*(Py+(™X*)**) coincide con el ortogonal del eespacio 3~*({0})
entonces Y*(Py+ (™ X*)**) es w*-cerrado respecto al paar dual (P("X™),
®m,s,,rX*) y, por tanto, teniendo en cuenta la observaecion anterior, 7o-
cerrado. Como ademads ¥*|p ,(mx+) es la identidad en P,-(™X") se

sigue que

Pur(mX*)" = §*(Pur (" X*)) " C " (Pue (M1 X7)™).

Por otro lado, como D es w*-denso en D** y 3™ ess w*-continua, se
tiene que ¥*(D) es w*-denso en ¥*(D**) que es acottado en P(™X™)
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por ser ¥*(D**) la bola unidad cerrada de ¥*(P,:(™X*)**). Por el
Teorema de Banach-Dieudonné y teniendo en cuenta que la topologia
de la convergencia uniforme sobre los compactos de &, ;- X* es 7o, el

conjunto ¥*(D) es Tp-denso en ¢*(D**). De aqui que
Y (Pur (" X)) = %7 (Lin(D™)) = Lin(4*(D™)) = Lin(y*(D)") =
Lin(D™) C Py ("X*)",

donde, para un conjunto C, Lin(C) denota la envoltura lineal de C. Y

de ambas inclusiones se sigue la igualdad buscada. =

Recordemos que un espacio de Banach X es de Asplund si el dual

de cualquier subespacio separable es separable.

Teorema 3.22 Sea X un espacio de Banach. Sea G C X* bien la bola
unidad abierta de X* o bien G = X*. Si para todo m € IN P,.(™X™)

" es candnicamente

no contiene ninguna copia de [;, entonces Hyo(G)
isomorfo a Hye(G) , la clausura de Hy(G) en (Ho(G),T0).

En particular se da el isomorfismo cuando X es un espacio de As-

plund.

Demostraciéon. Probemos que las condiciones del Corolario 3.20 se
verifican para F = Ho+(G) y T = 70.
1) Sabemos que (Py+("X*))m es una descomposicién de Schauder de
Hou (G).
2) Si f € Hur(G)"
gente a f. Ahora bien, por las desigualdades de Cauchy, para cada
m € IN la red (Pnfi)ier C Pu(™X*) To-converge a P, f, por lo que
Pnf € P (mX7)".

Como P,+(™X*) no contiene ninguna copia de [, por el Teorema

existe una red (f;)ier en Hy+(G) que es Tp-conver-

de Valdivia anterior Py (™ X™)** es canénicamente isométricamente iso-
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morfo a WO para todo m € IN. Si aplicamos ahora el Corolario
3.20 obtenemos que H,+(G)” es canénicamente isomorfo a Hy«(G)
Si X es Asplund, P,+(™X*) también es Asplund (Corolario 1.1 de
[47]) para todo m € IN. Por tanto P,+(™X*) no contiene copias de /,
para todo m € IN. La primera parte del Teorema completa la prueba.

Teorema 3.23 Sea X un espacio de Banach tal que X* verifica la
propiedad de aprozimacion. Sea G C X* bien la bola unidad abierta de
X* 0 bien G = X*. Si Py+(™X*) no contiene ninguna copia de l; para
todo m € IN, entonces H,+(G)" es candnicamente isomorfo a Hy(G).
En particular el isomorfismo se da cuando X es un espacio de As-

plund tal que X* verifica la propiedad de aprozimacion.

Demostracion. Como X™ tiene la propiedad de aproximacion, los
espacios Py«("X*)*™ y P(™X*) son canénicamente isométricamente
isomorfos (Teorema 3 de {47]). Teniendo en cuenta los ejemplos 3.5 c),
3.7 ¢”) y el Teorema 3.13, una aplicacién del Corolario 3.16 nos da el
resultado.

Si X es Asplund, P,+(™X*) también es Asplund (Corolario 1.1 de
[47]) para todo m € IN. Por tanto P,-(™X*) no contiene copias de [,
para todo m € IN. La primera parte del Teorema completa la prueba.

Los Teoremas 3.22 y 3.23 han sido obtenidos por Valdivia en (48]
para funciones enteras bajo la condicién de que /; no esta contenido en

el espacio de funciones enteras.

Nota 3.24 E] Teorema 3.23 admite una prueba alternativa. De acuer-
do con la prueba del Teorema 3 de [47], si X* tiene la propiedad de

aproximacién entonces P,«(™X*)" y P(™X*) coinciden. Por tanto,
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Ho+(G) " coincide con H;(G). Una aplicacién del Teorema 3.22 nos da

el resultado.

Nota 3.25 Los teoremas 3.22 y 3.23 son ciertos para cualquier conjunto
abierto G en X* tal que existe un subconjunto abierto absolutamente
convexo y acotado V de X satisfaciendo que G coincide con el interior
de V° para la topologia de la norma en X*. De hecho, si ||.||v es el fun-
cional de Minkowski de V en X, el espacio de Banach Y := (X, ||.||v) es
topolégicamente isomorfo a (X, ||.|[) y G es ahora la bola unidad abierta
de Y*. Mds atn, P(™Y™*) es isométricamente igual a (Py-("X*), ||-llc)
que claramente no contiene ninguna copia de [;. La conclusion se ob-

tiene del Corolario 3.22 (respectivamente Corolario 3.23).

Teorema 3.26 Sea X un espacio de Banach y sea U C X bien un
subconjunto abierto absolutamente convezo y acotado de X o bien U =
X. Supongamos que para todo m € IN P,,(™X) no contiene una copia
de ly (por ejemplo cuando X* es un espacio de Asplund). Entonces

a) Huwu(U)" es isomorfo topolégicamente a Wo, donde U**
es el interior en X™* para la topologia de la norma de la clausura débil-
estrella de U en X**.

En particular, el espacio Hn(B)" es isomorfo topoldgicamente a
Ho,-(B=)", donde B y B™ son las bolas unidades abiertas de X y X**
respectivamente, y el espacio Hyu(X)" es isomorfo topoldgicamente a
Hoe (X"

b) Si suponemos ademds que X** tiene la propiedad de aprori-

"

macidn, entonces Hy(U)" es topoldgicamente isomorfo a Hy(U**).

Demostracién. a) Como los espacios Puy(™X) y Pu+("X**) son
isométricamente isomorfos, P,+(™X**) no contiene ninguna copia de
[, Ym € IN. Como la clausura para la norma U=* de U** coincide

con la débil-estrella clausura de U, por el Teorema del bipolar U=~ es
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el bipolar de U en X™*. Enttonces, por el Teorema 3.22, H,.(U**)" y
Ho,-(U=)" son topoldgicameente isomorfos. Ahora bien, como Hun(U)
y Hue (U*) son topoldgicamiente isomorfos, obtenemos finalmente que
Huu(U)" y Hor (U=)" son issomorfos topoldgicamente.

b) Un argumento andlogo> al usado en la prueba de la Nota 3.24 nos

da el resultado. =

Teorema 3.27 Sea X un eespacio de Banach y sea U C X bien la
bola unidad abierta de X o bien U = X. Si para todo m € NN,
Puu(™X)™ es isométricamernte (candnicamente) isomorfo a P(™X),

entonces H,,(U)" es (candniicamente) isomorfo a Hy(U).

Demostracion. Sea R biten oo if U = X o 1 en otro caso. Por
los Ejemplos 3.5 a) y ¢) (P(™ X)) es una descomposicién R-Schauder
de Hy(U). Por otra parte, peor los Ejemplos 3.7 a) y c) y el Teorema
3.13, (Pwu(™X)*)m es una alescomposicién R-Schauder de H,.(U)".

'El Corolario 3.16 nos da el ressultado. =

El Teorema 3.27 y el Teorrema 3.28 posterior clarifican el Teorema
12 de [40].

Consideremos la aplicaciém

-~

S X* — TP("X)"

z o~ omz: P(MX) — C
P ~  P(z2)
donde P denota la extensién dle Aron-Berner [3] de P a X**. Gonzélez
en (23] define, extendiendo uma definicién anterior de Aron y Dineen
(5], el concepto de espacio Q--reflexivo como aquel espacio de Banach
X para el que la aplicacién ttraspuesta 8% : P(™X)™ — P(™X*")
de &, es biyectiva y por tantto un isomorfismo topoldgico para todo
m € IN. Como ||8%]| < 1, poara que se verifiquen las desigualdades

~

inversas en las hipétesis del "Teorema 3.14 debemos suponer que &*
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tiene propiedades adicionales, por ejemplo que sea isometria (en este
caso diremos que X es isométricamente QQ-reflexivo) para todo m € IN.
Entonces como consecuencia de los Teoremas 3.13 y 3.14 obtenemos el

siguiente corolario.

Corolario 3.28 Sea X un espacio de Banach isométricamente Q-
reflezivo y sea U C X bien la bola unidad abierta de X o bien U = X.
Entonces el espacio Hy(U)" es candnicamente topoldgicamente isomorfo

a Hy(U™).

Comparar con la Proposicién 16 de [5].

De hecho podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema 3.29 Sea X un espacio de Banach y sea U C X bien la bola
unidad abierta de X o bien U = X. Entonces el espacio Hy(U)" es
candnicamente topoldgicamente isomorfo a Hy(U**) si y solo si X es
Q-reflezivo y la sucesion (gm)m satisface la condicion [ si U # X o la
condicion Il si U = X.



Capitulo 4

4. Sobre los polinomios de
tipo finito débil-estrella
continuos y aplicaciones a la
suprayectividad de ciertos
operadores de convolucion

Sea X un espacio de Banach. Recordemos que una forma m-lineal A

de X* x ... x X* se llama de tipo finito si tiene la forma

donde cada ¢;i es un elemento de X**. Los polinomios m-homogéneos
de tipo finito son la restriccion a la diagonal de una forma m-lineal
simétrica de tipo finito. Un polinomio de tipo finito es una suma finita
de polinomios homogéneos de tipo finito. Denotamos por Pgy«(X*)
el espacio de polinomios continuos de tipo finito que son débil estrella
continuos en los conjuntos acotados de X™.

Si E y F son espacios de Banach duales, denotamos por H,«(E; F)
el subespacio de H;(E; F') de las funciones holomorfas de E en F' que

115
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son acotadas en los conjuntos acotados y débil-estrella débil-estrella
continuas sobre los conjuntos acotados. Si F' = C escribimos H,«(E)
en lugar de H,+(E;F). En este caso H,+(E) es un algebra con la
multiplicacién puntual. Para fi,..., fn en Hys(E) Alg(fi,..., fn) de-
nota la subdlgebra generada por fi,..., fn, es decir, el conjunto de to-
das las combinaciones lineales de productos finitos de fi,..., f,. Por
Alaoglu-Bourbaki la bola unidad cerrada de E es débil-estrella com-
pacta, entonces H,«(E; F) es un subespacio cerrado del espacio de
Fréchet Hy(E; F') con la topologia 7, de la convergencia uniforme sobre
los conjuntos acotados.

Si consideramos X como subespacio de X** mediante la inclusion
candnica z(z*) = z*(z) for z € X and z* € X*, entonces todo z € X
es una funcién lineal y continua en X* que es débil-estrella continua.
Por tanto, X es un subespacio de H,(X™).

Denotamos por Hy.(X) el espacio de las funciones enteras que
son débil uniformemente continuas sobre los conjuntos acotados en X.
Houu(X) es también un subespacio cerrado de Hy(X). Recordemos que
toda funcion entera que es débil uniformemente continua sobre los con-
juntos acotados tiene una extension a X** que es débil estrella continua
sobre los conjuntos acotados y esta extension determina un isomorfismo
topolégico entre Hoyu(X) y Hys(X**) (Theorem 7.1 de [4]).

Los dos primeros resultados del tema son el eje principal del mismo.
En el primero de ellos se prueba que si X es un espacio de Banach,
toda forma m-lineal simétrica de tipo finito definida en X* x ... x X~
y que es débil-estrella continua en conjuntos acotados es débil estrella
continua. En el segundo teorema se prueba el resultado andlogo para
polinomios. A partir de aqui y como aplicacion a dichos teoremas, dedi-
caremos el resto del capitulo a estudiar los homomorfismos continuous

de H,+(X*) y a probar que si X verifica la propiedad de aproximacion,
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todo operador de convolucién en H,-(X*) es sobre. También obten-
dremos este resultado para los operadores de convolucién de H.(X)
bajo la hipdtesis de que X™ posee la propiedad de aproximacion.
Quiero agradecer a R. Aron el haberme introducido en el estudio
de los homomorfismos continuos de H,+(X*) durante mi estancia en la

Universidad de Kent.

A lo largo del capitulo X denotard un espacio de Banach.

Teorema 4.1 Toda forma m-lineal A definida en X* x...x X* simétri-
ca y de tipo finito que es débil-estrella continua en los conjuntos acota-
dos puede escribirse de la forma A = Z'}:l Tyj...Tmj, donde z;; € X,

1=1,....,m,j=1,...,q. En particular, A es débil-estrella continua.

Demostraciéon. Lo demostraremos por induccién sobre m.

Para m = 1, las funcionales lineales en X* que son débil-estrella
continuas sobre los conjuntos acotados son todas débil-estrella conti-
nuas (Teorema V.5.6 de [20]). Como X es el dual de X* cuando éste
estd dotado de la topologia débil-estrella, tenemos que A € X.

*Supongamos que el teorema es cierto para m — 1 y sea
n
A= Eqslj...qu]‘, (f)ij exX™ i=1,...m,757=1,...,n
i=1

una forma m-lineal simétrica continua de tipo finito que es débil-estrella

continua sobre los acotados.

Para z* € X* consideramos la forma (m — 1)-lineal simétrica B(z*)

dada por

B(z")(z1s -+ s 2mo1) = A(2], -5 Ty 27) =

3 61i(21) - St 5(Fnt) i (7):
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Reordenando la familia {¢, }7-, si fuera necesario, existe un t < n tal
que {¢n;}i-, es el miximo nimero de vectores linealmente indepen-
dientes de dicha familia. De donde obtendriamos una expresién para

B(z*):
t t,
= Zﬁbmj(z') Y ik mot by Vi € X7 V5K, L
j=l k=1

Sea z; € X*, [ =1,...,n, tal que ¢n,;(2;) = ;1. Entonces la forma
(m — 1)-lineal

t; :
B(z[) = > Yk ¥me1 jk =t Ami
k=1

es simétrica y débil-estrella continua sobre los conjuntos acotados. Por
la hipdtesis de induccion obtenemos que A,,; puede ser escrita en la

forma

st
ml = lelk'--xm—l lk
k=1

donde z;x € X para todo 7,[, k. Tenemos entonces que

Azl T) = B(zn) (2], Tmoy) =
Z¢ml Ami xla x:n—l) =
t S1
D bmi(zh) D zuk(z]) o Tt (7o) =
=1 k=1

t
> Z¢mz )Zuk(z}) - Tmet k(Thy)-
k=1

I=1
Para simplificar la notacion escribiremos la ultima suma de la forma:

s

EIIJ 1) - Tm— 1]( Tm— 1)77mj(33:n)
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donde z;; € X, Vi,7,y nm; € X**, VJ.

Para z* € X* sea C(z*) la forma (m — 1)-lineal simétrica dada por

m

C(z") (23 - Tm) = A(z", 23, ..y 27,) =

Zmu ") 22i(23) o T (Tre1)mj (1)

Asi definida C(z*) es débil-estrella continua sobre los acotados. Usando
el mismo razonamiento que antes podemos suponer que {z1;}_, (r <

s) son el maximo numero de vectores linealmente independientes de

{z1;}52; vy que

r r1
=Y zu(z") Y Yotk Ym—1 kPl
=1 k=1

donde yix € X, VI, 7,k, y omix € X**, VI, k.
Si elegimos u; € X*, I = 1,...,r, de modo que z;;(u;) = J;; obte-
nemos:

T
(u;') = Z Yok - - - Ym—1 kPmik =2 Al
k=1

Entonces Aj; es simétrica y débil-estrella continua sobre los conjuntos
~ acotados. Por tanto, por la hipétesis de induccién, obtenemos final-

mente que Aj; puede escribirse de la forma

@
Au=)_ 2okl Zmkl
donde z;u € X, V7,k,l. Asi pues,

A(zl,...,z;) = C(z))(z3,...nzh,) = Zzu(m’{)Au(x;, ey T) =
=1

r
qu Zzzkl 2) Zmri(2y,)
=1

e

N ERYOR T NS I
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lo que concluye la prueba. =

Como una consecuencia inmediata obtenemos el resultado anilogo

para polinomios.

Teorema 4.2 Todo polinomio m-homogeéneo de tipo finito P en X*
que es débil-estrella continuo sobre los acotados puede escribirse de la
forma P =Y z1;...2m; donde zi; € X, Vi,j. En particular, P es

débil-estrella continuo.

Denotemos por M,,«(X*) el conjunto de todos los homomorfismos

continuos no nulos ¢ : Hye(X*) — C.

Teorema 4.3 Si X tiene la propiedad de aprozimacion entonces

Mor(X*) = {60 : 2° € X*)

donde é,+ es la aplicacion evaluacion dada por §.-(f) = f(z7), f €
Hoe (X).

Demostracién. Sea ¢ € M,«(X*). Como la restriccién de ¢ a X es
un elemento de X* existe z* € X* tal que p(z) = §,+(z), Vz € X. Por
el Teorema 4.2 un polinomio P m-homogéneo continuo de tipo finito
definido en X* que es débil-estrella continuo en los acotados tiene la
forma P = Y}_| 21;...2Zm; donde z;; € X, Vi,j. Entonces,

q

- p(P) = @(i Tyj. o Tmj) = O p(T15) . P(Tmj) =

i=1

éér(.’ru‘) o bge(Tmj) = 02+ (P).

De donde, por linealidad, ¢(P) = d,+(P) para todo P € Pyye(X*).
Como X tiene la propiedad de aproximacién, por el Teorema 5.2 de
[4], Prue(X*) es denso en Hy+(X*). Por continuidad se obtiene que

@ = Ogs. [ ]
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Sea M(Hy(X*); Huw(X™)) el conjunto de todos los homomorfis-
mos continuos no nulos § : Hy«(X*) — Hye (X*).
St 0 € M(Hy(X*);Hu(X*)) y ¢ € X* se tiene que 6, 0 0 €
M,«(X*). Entonces, si X tiene la propiedad de aproximacién, por
el teorema anterior existe g(z*) € X* tal que 0+ 0 6 = §,(;+). Tenemos
asi definida la aplicacién ¢ : X* — X* inducida por §. Cuando sea

conveniente escribiremos g en lugar de g.

Lema 4.4 Supongamos que X tiene la propiedad de aprozimacion.
Para todoz € X yz* € X~

En general, 0(f) = f o g para todo f € Hys(X™).
Demostracion.
0(z)(z) = b5+ 0 0(x) = dy(zr)(z) = 2(9(z7)) = 9(z")(),

para todo z € X y z* € X*. Si f € Hye(X*)

6(f)(a") = 85+ 0 0(f) = 8,0 (f) = flg(z")) = f 0 g(z"),
para todo z* € X*. =

Proposicién 4.5 Supongamos que X tiene la propiedad de aprozi-

macion. La aplicacion g pertenece a Hoo(X*; X*).

Demostracién. Probemos en primer lugar que g es holomorfa. Basta
probar que para todo z € X ¢, o g es una funcién entera (Ejercicio 8.E

p.68 de [32]). Pero esto es claro ya que

8z 0 g(z") = g(z")(x) = 8(z)(z");

esto es, 6, 0 g = §(z).

s
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Probemos ahora que g es débil-estrella débil-estrella continua en
los acotados de X*. Sea A C X* acotado y sea (z}); una red en A
débil-estrella convergente a un elemento z* € A. Tenemos que probar
que (g(z7)); débil-estrella converge a g(z*). Sea z € X. Como 6(z) es

débil-estrella continua en A, (8(z)(z})): converge a 6(z)(z*), esto es,

(9(z?)(z))i converge a g(z*)(z) lo que concluye la prueba. =

Supongamos ahora que g € Hy+(X*; X*). Podemos definir un ho-
momorfismo continuo 8 : Hy«(X*) — Hy+(X™) mediante () := fog.
Cuando sea conveniente escribiremos 8, en lugar de §. Si X tiene la

propiedad de aproximacion, como
O0e(f) = f 0 g0 = 6(f),
estoes, b, =0,y
96, (27)(2) = 0, (2)(z7) = z(g(2")) = g(z")(2),

esto es, gg, = g, existe una biyeccién T entre M(Hy+(X*); Hus (X)) y
Ho(X*; X*) dada por T(6) = gs.

Sea B la familia de subconjuntos de X acotados en norma. Si con-
sideramos X como subespacio de H,+(X*), la topologia de la conver-
gencia uniforme sobre los conjuntos acotados induce en X la topologia
de la norma y X es un subespacio cerrado de H,+(X*). Por tanto,
todo M € B es un subconjunto 7;-acotado de H,+(X*). Como B es
saturado, B define una topologia 73 localmente convexa en el espacio
L(Huw(X*); Hwe(X™*)) de aplicaciones lineales y continuas de H«(X*)
en H,+(X*), para la que un sistema fundamental de entornos de cero
esta formado por los conjuntos U(M,V) := {6 : (M) C V}, donde
M € By V es un 7-entorno de cero en H,+(X*). De hecho, la
topologia 75 es de Hausdorff ya que si 8 € Ny vU(M,V) entonces
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g(M) c V,VM,V. Entonces §(X) C Ny V = 0. De donde, por el
Teorema 4.2, 8(Py,+(X*)) = 0. Como estamos suponiendo que X tiene
la propiedad de aproximacién, por el Teorema 5.2 de [4], Py (X*) es
denso en H,+(X*). De aqui que, por continuidad, § = 0. Consideremos
M(H e (X*); Hy (X)) dotado con la topologia inducida por 75.

Teorema 4.6 Supongamos que X verifica la propiedad de aprozima-
cion. La aplicacion T : M(Hys(X*); Hue (X)) — Hye(X*X*) es

un homeomorfismo.

Demostraciéon. Probemos primero que T es continua. Sea (6;); una
red Tg-convergente a 8. Es decir, dado U(M, V) existe 1o tal quesiz > 75
entonces 0;(M) — (M) C V, esto es, (6;); converge uniformemente a
f en M, para todo M € B. Si denotamos g; := T(6;) tenemos que
probar que (g;); T,-converge a g := T(0). Sea A C X* acotado y sea
¢ > 0. Como (0;); converge uniformemente en la bola unidad B de X si
consideramos el 7p-entorno de cero {f € Hys (X™) : sup,eey | f(z7)] < €}
existe 19 tal que si 1 > 1 entonces

s‘uealoi(x)(x*) —08(z)(z")| <€ VzeB.

Luego si 7 > 7p se cumple que
|g:(z")(z) — g(z")(z)| < ¢, Vz € B, 2" € A.

Lo que prueba que (g;); T-converge a g y T es continua.

Probemos ahora que T~ es continua. Sea (g;); una red en el espacio
Hue(X*; X*) Tp-convergente a g € Hy+(X*; X*). Tenemos que probar
que (0; := T~!(g:)); converge uniformemente en cada conjunto de B a
6 := T~!(g). Basta probar la convergencia uniforme en la bola unidad
B de X. Un 7-entorno de cero en H,+(X*) es de la forma {f €
Huw+(X*) : supgecy |f(z*)| < €} donde A C X* es acotado. Como (g;);
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converge a g uniformemente en A, existe 1o tal que si ¢ > 15 entonces

sup lgi(z")(z) — g(z*)(z)| < e Vz" € A

Equivalentemente,
|6:(z)(z*) — 0(z)(z")| < e Vz€ B,z" € A.

Luego (6;); converge a 8 uniformemente en B y T~ ! es continua. =

En la prueba se ha demostrado que T es un homeomorfismo uni-
forme con la uniformidad natural en M(H,+(X*); Hy+(X™)) inducida
por la de £L(Hqy+(X*); Hu+(X*)), de donde se obtiene el siguiente coro-

lario:

Corolario 4.7 Si X verifica la propiedad de aprozimacion el espacio
(M(Heope (X*); Hur (X)), 78) es completo.
Teorema 4.8 Supongamos que X verifica la propiedad de aprozima-
cion. Sea g = T(6).

a) g es constante si y sdlo si 0 envia cada f a una aplicacion cons-
tante 0(f) = c(f).

b) Si 6 tiene rango finito, entonces g tiene rango finito.

c) Si g tiene rango finito, entonces ezxisten fi,..., fn € Hyo(X™)
tales que O(f) pertenece a la clausura de Alg(fi, ..., fr) para todo f €
Ho (X).

*

Demostracién. a) Supongamos que g = a* € X*, esto es, g(z*) = a
Vz* € X*. Como

0(f)(z") = fog(z”) = f(a”),

6 envia a f a la aplicacién constante 8(f)(z*) = f(a*). Asi pues, en

realidad O(H,+(X*)) C Cy 0 = d,-.
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Reciprocamente, si @ envia cada f a una aplicacién constante §(f) =
¢(f), en particular 6(z) = ¢(z) Yz € X. Como 0 es lineal y continua,

también lo es c, es decir, c € X* y
g(z")(z) = 0(z)(z") = c(z) Vz'€ X7, z€X.

Luego g(z*) = ¢, Vz* € X~
b) Supongamos que § tiene rango finito. Entonces existen fi, ..., fu
€ Hy(X*) y c1,..-,¢n en el dual de H,,«(X™) tales que

0f) =alf)fit...tealf)fa, Vf€EHue(X7)

En particular,
0z)=ca(z)fi+...+ca(z)fr, VZEX

y la restriccién c;|, de ¢; a X pertenece a X*, ¢ =1,...,n. Luego,
g9(z")(z) = 8(z)(z") = c1i(2) fr(2™) + ... + ea(2) fu(27) =

(fi(z)er + ...+ fa(z")en)(z), VzeX.
Por tanto,
g(z*) = fi(z®)ey, + -+ falz")enx

lo que prueba que g tiene rango finito.
c) Por hipétesis existen z},...,z% € X* tales que para cada z* € X*

existen constantes fi(z*),..., fu(z*) en C verificando

9(z") = filg")zi + ... + fa(@7)z

Sea
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la proyeccién. Entonces f; : X* — C satisface la relacién f; = p; 0o g
por lo que f; es una funcién entera. Como p; estd definida en un espacio
de dimension finita generado por z7, ..., 2, p; es débil-estrella continua.
Luego f; € Hu+(X*),1=1,...0.

Mads aun, para todo z € X y z* € X~

0(z)(z") = g(z")(z) = filz")zi(z) + ... + fu(z")zn(2) =
(zi(@)fi+ .. + 2o (2) fa)(27),

luego
0(z) =zi(z)fi+...+z(z)fn, VzeX

Por el Teorema 4.2 todo polinomio P en X* m-homogéneo, continuo,
de tipo finito y que es débil-estrella continuo en los acotados puede
escribirse de la forma P = Tl_  z1;...2m; donde z;; € X, Vi,j.
Luego 8(P) = Y., 0(z1j)...0(zm;) € Alg(f1,..., fn). Como estamos
suponiendo que X tiene la propiedad de aproximacion, Py,«(X*) es
denso en H,,+(X*) (Teorema 5.2 de [4]). De aqui que, finalmente, 6( f)
pertenezca a la clausura de Alg(fi,..., fa) para todo f € H,+(X*). =

Nota 4.9 En el caso real, Gonzédlez y Gutiérrez [24] han probado que
todo homomorfismo continuo 6 : C*(E) — C¥(F'), donde E y F son
espacios de Banach reales (ver [24] para las definiciones), es compacto
(es decir, § envia subconjuntos acotados de C¥(E) en subconjuntos
relativamente compactos de C*¥(F')) si y sélo si su funcién asociada
g : F — E dada por é,;) = d; 0 0 es constante. En nuestro con-
texto hemos probado que si la funcién asociada g es constante, 6 envia
cada f a una funcién constante 0(f). Luego 8 es compacta. De hecho,
6 = 4§, para alglin a* € X*, y si A C H,+(X*) es 7,-acotado, entonces
{6(f): f e A} ={f(a*) : f € A} es un conjunto acotado en C. Asi

pues, es relativamente compacto en € y por tanto en H,.(X™).
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Sin embargo el reciproco no es cierto en general. Por ejemplo como
el espacio H(C) de funciones enteras en C es un espacio de Montel,

todo homomorfismo continuo 8 : H(C) — H(C) es compacto.

En el Teorema siguiente probamos que los inicos homomorfismos
continuos de convolucién 6 : Hy=(X*) — H,(X*), 8 # 0, son las

traslaciones. Denotemos por
Nar o f € Hue(X™) ~ 0as (f) € Hope (X*)

la traslacion dada por n.:(f)(z*) = f(z* + a*). Recordamos que 6 es

un operador de convolucion si

0(na+(f)) = 1a+(8(f)), VS € Hur(X7).
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Teorema 4.10 Supongamos que X wverifica la propiedad de aprozi-
macion. Sea 0 € M(Hy(X*); Hu (X)) y sea g € Hoye(X*; X™) su
aplicacion asociada. FEntonces las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

i) 0 es un operador de convolucion.

i) g(z*) = z* + ¢* para algin ¢* € X*.

1i1) 0 = 1.

Demostracién. i) — ii). Sea z € X y z*,y* € X*, entonces

ny(0(z))(2") = 0(z)(z" + y") = g(z” + y") ().

Por otra parte,
0(ny (2))(z") = (ny+(2) 0 g)(27) = nye(z)(9(27)) =

z(g(z”) +y7) = (9(z") + y") (=)

Luego g(z*+y*) = y*+g(z*) para todo z*,y* € X*. Asi g(z*)+y* =
g(y*)+z*,y entonces g(z*) —z* = g(y*) —y*. Por tanto g(z*)—z* = ¢*
para algin ¢* € X* y ii) queda probado.

1) = iil). 8(f)(z*) = fog(z*) = f(z* + ¢*). Luego 0 = n.».

iii) — 1) es obvio.

Como consecuencia inmediata obtenemos el resultado principal.
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Teorema 4.11 St X verifica la propiedad de aprozimacion entonces

todo operador de convolucion
0 € M(Hur(X7); Hur (X7))

verifica

B(Hue (X)) = Hor (X7).

En lo que sigue serd conveniente diferenciar las traslaciones del es-

pacio H,,(X) de las de H,+(X**). Para ello, si a € X,
et f € Huu(X) ~ na(f) € Huu(X)

denotard la traslacién dada por 7,(f)(z) = f(z + a), ¢ € X. Serd dtil

usar la notacidn siguiente

na(f) =z € X ~ f(z +a)].

Similarmente, para a** € X**, Tgov @ Hyo (X**) —> Hye (X**) es la
traslacion 7ge=(f) = [z** € X** ~ f(z*™ + a™)].

Lema 4.12 Para g € H,+(X**) la aplicacion

T,: X* — Hue(X™)
a”  ~ Ty(a™) = mm(g)

es debil-estrella T, continua en los subconjuntos acotados de X**.

Demostracién. Sea A un subconjunto acotado de X** y sea (ar*);
una red en A débil-estrella convergente a a** € A. Tenemos que probar
que la red (7ar(g) = Ty(a;*)): m-converge a Ty(a) = Tar=(g)-

Un m,-entorno de cero tiene la forma

U= {f € Hur(X™): sup |f(a™)] < €}
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donde C C X** es acotado y € > 0. Sea A > 0 taal que AUC C AB*",
donde B** denota la bola unidad cerrada de XX**. Como 2AB™* es
débil-estrella compacto, la aplicacion g es débil-esstrella uniformemente
continua en 2AB**. Entonces, existe un débil-estreella entorno de cero V
absolutamente convexo tal que si y**, z** € 2AB** \verifican y**—2** € V
entonces
lg(y™) —9(z")| <e. (1))

Como (a*); débil-estrella converge a a**, existe 119 tal que para i > i
a*—a* €V. Seat > 1. Siz*™ € AB™, entoncees a™* + z**,a;" + 2™~
estan en 2AB*™ y (a}* + z™*) — (a™ + ™) = a]* — a™™ € V. Luego, por
(1), |g(ar* + z**) — g(a** + z**)| < €. Entonces,

sup |T(a;™)(z™) — Ty(a™)(z™7)|

z“EC
sup |g(ai” +2™) — g(a™ +z77)| <
.‘B”EC
Sup Ig(a:* + z#*) _ g(a¥* + x** *)| S C_
I‘”EAB“

Hemos probado que si 7 > i entonces T,(a;*) — T,,(a**) € U. Por tanto,
la red (T,y(a}*)): es y-convergente a Ty(a™). =

Tal y como indicabamos al principio de la secccidn, toda funcién de
Huu(X) tiene una extensién a X** que es débilil-estrella continua so-
bre los conjuntos acotados, y esta extension deteermina un isomorfismo
topolégico de dlgebras entre Hyy (X) y Hupr (X**)) (Teorema 7.1 de [4]).
Sea E : Hyu(X) — Huys(X**) dicho operador dde extensién. Por sim-
plicidad, f denotara la extension de f a X** viaa E. La aplicaciéon E
genera una biyeccién entre el conjunto M(Hy.u((X); Huwu(X)) de ho-
momorfismos continuos no nulos definidos de Hiwu(X) en Huu(X), y
M(Hop (X**); Hopr (X**)) dada por

M(Huu(X); Huu( X)) — M(Hue(X*); Hur (X))
§ ~ 0,:=FEocfhloE!
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Es mas, dicha aplicaciddn biyecta los operadores de convoluciéon de am-

bos espacios.

Teorema 4.13 6 es uun operader de convolucion si y sdlo si 0. es un

operador de convolucidon.

Demostracién. Suppongamos en primer lugar que
O € M(Hue (X77); Hur (X))
es un operador de conuvolucién. Tenemos que probar que

n2(0(f)) = 0(na(£))

para todoa € Ay f €= Hyu(X), donde § = E~1 06,0 E.

\_/l

1a(8(f)) = naa(E~" 0 0. 0 E(f)) = na(E7'(0.(f))) =

~ ~ ~

[z~ 0.(f)(z + o)l | = ET'(m(6.(£))) = ET(6.(m(£)))  (2).
Por otra parte,

—

0(1a(f)) = E™" <o 6. 0 E(na(f)) = E7'(0u(na(£)))  (3).

Como 75(f) € Hy=(X***) y

~ ~

Ta(f)ix =2 € X~~~ f(z+a)]l = [z € X~ f(z+a)] =na(f),

~ —

por unicidad de la exteensién se tiene que 7, (f) = n.(f). Luego de (2)
y de (3) concluimos quue 1,(8(f)) = 0(n.(f))-
Supongamos ahorai que 6 : Hyu(X) — Huu(X), 8 # 0, es un

operador de convoluciéén. Tenemos que probar que

Maw((0(f)) = 0.(ma=(f)) (4)
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para todo f € H,+(X**). Para g € H,+(X**) sea T, la aplicacién dada

en el Lema 4.12. Entonces (4) es equivalente a
Ty, (5(a™) = 0. 0 Ty(a™).

Sean B y B™ las bolas unidad cerradas de X y X™** respectivamente.
Como AB es débil-estrella denso en AB**, YA > 0, por el Lema 4.12
basta probar que 0. o Tf(a) = Tj,(s)(a) para todo a € X y f €
Hoye (X™*), esto es, T2(0.(f)) = 0.(Ta(f)). Si f, denota la restriccién
de f a X se cumple

0.(Ma(f)) = Eo 8o E7 (m(f)) =
EofoE™'[z™ € X™ ~ f(z™ +a)] =
Eoflz € X ~ f(z +a)] = EO@(TIa(flx)) =

—

E(a(6(fx))) = na(8(f1x))  (5).

Por otra parte,

——

Ta(0:(f)) = M(E 000 E7(f)) = m(E(0(fx))) = Ta(6(fix))  (6).

— ——

Razonando igual que antes 77(0( f|)) = 7.(0(fix))- Luego, de (5) y (6)

concluimos que 6§, es un operador de convolucién. =

Teorema 4.14 Sea X un espacio de Banach tal que X* tiene la propie-

dad de aprozimacion. Entonces, todo operador de convolucion 0 €

M(Hopu(X); Huwu (X)) verifica
O(Huwu(X)) = Huu(X).

Demostracion. Por el Teorema 4.13

0. = Eo0f0oE™" € M(Hu (X*); Hur (X™))
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es un operador de convolucién. Como X* tiene la propiedad de apro-

ximacién, por el Teorema 4.10, .(Hy+ (X)) = Hy-(X™*). Luego,
O(Huwu(X) = E 0 Eo0foE™ o E(Huu(X)) =

E7 00,0 E(Huu(X)) = E7'(0.(Hus (X™))) =
E7H(Hu (X)) = Huu(X),
Lo que concluye la prueba. =

Como consecuencia del Teorema 4.11 también obtenemos el teorema,

siguiente.

Teorema 4.15 Sea X un espacio de Banach tal que X™ tiene la propie-
dad de aprozimacion. El operador § € M(Hyu(X); Huwu(X)) es de

convolucion si y sélamente si ezxiste a** € X** tal que

~

0(f)=[z € X~ f(z+a™)]

donde f € Ho+(X"") es la extension de f a X**.

Demostraciéon. La condicidn suficiente es inmediata. Probemos la

condicion necesaria. Por el Teorema 4.13
0. = T0 00T € M(Hyr(X™); Hur (X))

es un operador de convolucién. Entonces, por el Teorema 4.10, 6, = 7z++
para algin a** € X**. Por tanto, para f € H.(X), '

0(f) = E™ omaw 0 E(f) = E7 (T (f)) = [z ~ f(z +a™)].
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