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RESUMEN

La Inferencia Estadfstica sobre el valor de cierto pardmetro 9
dasconocido es considerada aquf como un problema de decisidn particular
en el que sl espacio ds dacisiones es la clase de distribuclones posterio-
res de probabilidad..De hecho, en este trabajo se considera que la reali-
zacidn de un experimento = consistente fundamentalmente en la obtencién
ds una musstra de unidades relacionadas, ds alguna manera especificada,
con la cantidad de interds desconocida - tiens como objetivo adquirir
conocimiento sobre 9 s viniendo expresada la utilidad asociada a su rea—
lizacidn en funcién de la informacién que proporciona. En definitiva, es-
te planteamiento implica considerar a la informacidn esperada como una
adecuada medida de la utilidad que debe definirse en todo problema de ds=
cisién,

Definidas unas funcliones adecuadas para expresar la utilidad
asocliada a un experimento, se aplican a resolver el problema de diserio
experimental consistente en la dsterminacidn del tamafio muestral. En es—
ta sentido, la maximizacidn de estas funciones - que son funcionss, a su
vez, de la informacién espereda = como un procedimiento de disefio de ex—
perimentos no es sino una aplicacidn particular del principio Bayesiano
general de maximizacidn de la utilidad esperadas

M4s adelante, la sifuaciﬁn anterior se generaliza a procedi-
mientos mas complejos, considesrando experimentos que llevan asociados
procesos de muestreo estratificados, El concepto de informaclidn esperada
debe generalizarse a la nusva situacidén impussta por la existencia de una
muestra estratificada que, a su vez, incide directamente sobre la estruc=
tura de la cantidad ds interés, Con esta gereralizacién se abren nuevas
posibilidades en el tratamlento de otros muchos problemas sugeridos por
las distintas medidas de informacidn,

Interesantes subproductos de la investigacidn anterior consis-
ten, por una parte, en el modelo resuelto para una poblacidén uniforme y
densidad inicial de Pareto, que ofrecs una alternativa al ya tan estudia-
to modelo normal, Dicho ejemplo acompafa los resultados tedricos de la



tesis, ilustrando su caracterizacidn préctica. Por otra, se resuslve el com
portamiento asintdético de la informacidn esperada proporcionada por una
muestra estratificada ante transformaciones aproximadamente normales de la
cantidad de interés. Esta aplicacidn pone de manifiesto pare la situacidén
generalizada de la informacién esperada unos resultados en 1lfnea con los
obtenidos para procesos no estratificados, Todas estas cuestiones son expreg
sadas en términos conducentes a resolver sl prublema planteado por la deter

minacidn de tamafios muestrales dptimos.

Palabras clave: Comportamiento asintdtico; Disefio de Experimentos; Estadig
tica Bayesiana; Inferenclia Estadfstica; Medidas de Informacidn; Muestreo

Estratificado; Tamafio muestral dptimo; Utilidad esperada.

Clasificacidn AMS (1980):
Primaria: 62A15, 62B10, 62F15
Secundaria: 62815, 62C10, 62005, 62K0S
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PREFACIO

La presente tesis tuvo su motivacidn inicial en la bidsqueda
de aplicaciones concretas qus demastraran que las medidas de informacién
representan un lenguaje lo suficientemsnte fértil y amplio como para des
cribir con ellas variadas situaciones planteadas por la Estadistica Cl&
sica. La determinacién del tamaﬁq muastral podfa ser una de estas situa
clones y en su estudio estén orientados los primeros cuatro capitulos
del trabajo que ahora presentamos., La segunda de las situaciones de di-
sefio muestral tratada en los Gltimos dos capitulos responde a una estruc
tura da mayor sofistificacién: extender el concepto, ya clésico, ds in=-
formacidn esperada a experimentos asociados con procesos de muestreo es
tratificados.

La tesis estd dividida en seis capfitulos y cada uno de éstos
en varias secciones. A veces, se distinguen también en las secciones dis
tintos apartados que agrupan conceptos, técnicas de trabajo o eplicacio
nes diferenciadas. La numeracién empleada para denotar los Teoremas, Le
mas, Ecuaciones y Ejemplos es la decimal y siempre referida, en sus dos
‘primeros digitos, a la seccién a la que el correspondientes concepto per
tenezca, Asi, por ejemplo, con Teorema 4.1.2 indicaremos el Teorema 2
de la Seccidén 1 del cuartoc capftulo. Por otra parte, cada uno de éstos
comienza con un breve resumen y comentario sobre su contenido,

Algunas de las ideas abarcadas en la tesis han sido presen-
tadas en articulos del autor publicados en los ndmeros 80-81 y 82-83 de
la revista Estadfstica Espafiola, editada por el Instituto Nacional de
Estadistica.

ta presente investigacién ha sido realizada bajo la direccidn
del Profesor Dre D. José-Miguel Bernmardo Herranz, al que agradezco viva
mente el interés prestado a este trabajo asf como a la ayuda que, en to
do momento, he encontrado en sus continuas explicaciones. También quisiera
dejar constancia de mi agradecimiento a los miembros del Departamento de
Estadfstica Matemdtica de la Facultad de Ciencias de la Universidad de
Valencia, al frente de los cuales estd mi primer educador en la Ciencia



VII

Estadistica, el Profesor Dr., De Segundo Gutiérrez Cabria.
Finalmente, quisiera dedicar este trabajo a mi padre por la
gran ilusidn que puso en esta tesis, a pesar de representar una investi-

gacidn tan alejada a las disciplinas de su carrera docents.

E.V.F.
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CAPITULOD 1

INTRODUCCION

En ests primer capitulo presentaremos las definicionss asi como la
notacidn b&sica empleadas. Asf mismo, centraremos el primero de los dos objeti-
vos fundamentales que se pretendsn en la presents tesis: desarrollar una teoria
normativa de fécil comprensidn para la determinacién del tamafio muestral dptimo
a partir de la instrumentacidn proporcionada por la Teorfa ds la Informacidn y

bajo una vision eminantements Bayesiana.

1.1 LA DETERMINACION DEL TAMANO MUESTRAL COMD UN PROBLEMA DE DECISION

Tanto desde un punto de vista tedrico como en el disefio prdctico de
una encuessta por muestreo probabilfstico nos encantramos, tards o temprano, con’
el problema pressentado por la determinacicn del tamafio muestral. Fundamentalmen
te, se trata de un problema de conflicto de intereses y de asignacién Sptima ds
recursos, En sfecto, el hablar ds tamafio muestral presupone considerar la exis-
tencia ds un costo asociado a la obtencién de dicha muestra. Es evidente que un
tamario muestral excesivaments pequefio puede dar lugar a inferencias no represen
tativas de la realidad, mientras que un tamafio excesivamente grands pueds resul
tar prohibitivo a nuestro presupuesto, al tiempo que pusde implicar una dilapi-
dacién de recursos comparativamente a la precisidn exigida a nuestros prpésitos,
~ E1 tamafio muestral 6ptimo serd, puss, la solucidn de compromiso entre la maximi
zacidn de la precisidn y la minimizacién del costo.

El investigador que debe realizar cierta inferencia sobra el valor
de clerta magnitud desconocida pueds apoyarse en la informacidén y conocimien—

Sovi o
das de densidades de probabilidad, Al mismo tiempo deberd decidir so re el ta7gu

Ly
w
i



mafio de dicha musstra. Presentado asi sl problema no se trata sino de un espe-
cial problema de decisién en el que el espacic de posibles decisiones queda re—
ducido al conjunto de los nimeros naturales, D = N (8 bien, en un sentido amplic,
puede suponerse qus D = Z , da forma que la decisién asociada al subconjunto
Z serfa, evidentemente, la de no obtener muestra alguna)s En lo que sigue,
sin embargo, supondremos siempre que se realiza una experimentacidén consisten-
te en la extraccién de una muestra de, al menos, una unidad muestral a fin ds
recabar informacicn sobre cierta magnitud desconocida. Por tanto, el investiga=.
dor dsberd ser capaz ds determinar hasta qué punto debe llevar sl muestreo para
que @ste le resulte rentable, essto es, deberd dsterminér el tamafic muestrel,.

Precisaments, la Teoria de la Informacién, a través del concepto
de informacién esperada proporcionada por un experimento, nos proporciona a su
vaez sl instrumento adecuado para resolver el problema, Concretaments, el inves-
tigador confrontard la utilidad que espera recabar con la obtencidn de una mues
tra de tamafio n con su costo esperado, Mientras que aquélla, la utilidad del
experimento, serd una funcidn de la informacidn esperada como tendremos oceasidn
de justificar, es evidents qus 8l costo tendra una expresién més sencilla y con
creta como funcién del tamafio muestral y que, en situaciones précticas, suele
llevarmos a expresiones muy manejables dsl mismo. Asf pues, el investigador
dispondrd de una funcidn dependiente, en Gltimo término, del tamafio muestral
qgue debidamente optimizada nos proporcionard el valor idéneo para n

Los dem&s elementos que intervisnen en todo problema ds decisién
con experimentacidn - aparte del espacio de decisiones que, como hemos dicho,
se trata en este caso de un espacio numereble = son: sl espacio paramétrico o
espacio de estados de la naturaleza, esto es, un conjunto en el qus toma valo-
res un pardmetro desconocido cuyo valor concreto pretendemos inferir con la rea
lizacidn de cierto experimento; una funcién de péSrdida o de ganancia que llama-
remos m&s adelants el valor esperado del experimento (definido como diferencia
entre su utilidad y costo esperados, expresados ambos en las mismas unidades),
y que seréd funcidn del tamafio muestral; una familia ds distribuciones de proba-
bilidad, cada una de ellas identificadas por los valores del parametro, de una
cierta cantidad aleatoria que toma valofes en un cierto espacio muestral y sobre
el qus realizamos el experimento; y, finalments, situé&ndonos dentro des una vi-
sidn Bayesiana, supondremos que, a priori, el investigador es capaz de asignar

una distribucicon de probabilidad para describir sus opiniones iniciales sobre



el valor del pardmetro,.

Con todos los elementos anteriores vamos a desarrollar una sencilla
normativa que permitird obtsner el tamafio muestral dptimo por maximizacién del
valor esperado de un experimento, Este es, pues, el objetivo fundamental de es-

ta primera parte de la tesis que vamos a desarrollar,

1.2 NOTACION Y DEFINICIONES

A lo largo de todo este trabajo supondremos que el objetivo preten—
dido por el investigador al recabar informacién procedente de una muestra es el
de mejorar su conocimiento sobre el valor de una cierta cantidad aleatoria ©
gue toma valores en un determinado conjunto ® « La incdgnita © recibe los
nombres de cantidad de interés y/é parémetro. Bé&sicaments, el investigador pro-
yectard un experimento de forma que la distribucidn de sus resultados dependa
de © de alguna manera especificada, proporcionando esi una cierta cantidad de
informacién sobre su valor, Tal com demuestra Bemmardo (1975) el concepto de
informacidn esperada proporciona un poderoso inétrumento para analizar el con--
tenido de la informacién que se obtiene a partir de una muestra.

El modelo matemético b&sico que vamos a considerar para el ulterior
desarrollo consistird de un espacio muestral X , de elementos x indistinta—
mente llamados muestra, dato y/6 resultado expér‘imental, provisto de una adecua
da G-élgebm de conjuntos sobre los que existe una familia dada de medidas de
probebilidad, Estas medidas estén identificadas por el pardmetro 9 con valores
en el espacio paramétrico @ « Esta es, pues, la relacidn existents entre la
cantidad de interds desconocida con la muestra, y ds cuya investigacién se pre-
tende obtener por inferencia nuestros resultados,

Por regla genersl, y con objeto de simplificar la notacidn, no in-
tentaremos especificar la descripcidn de las funciones de densidad. Asf, .px(.)
denotard la funcidn ds densidad de la cantidad aleatoria x en un punto gené—
rico perteneciente a X , mientras que px(xo) no serd sino su valor en la ab—
cisa particular x = X e AnAlogamente, con pe( «) denotaremos la funcién de
densidad de la cantidad aleatoria © , sin qus ello nos permita asegurer que
las cantidades aleatorias x vy ) tengan la misma distribucién. Sin embargo,



las densidades especiales utilizadas en sjemplos concretos se denotardn por sim
bolos propios, Concretamente, dos serén los ejemplos b&sicos que serviran para
el desarrollc posterior de la tesls y sobre los que aplicaremos los resultados
encontrados, Y asf, siendo x una variable aleatoria descrita por una densidad
normal de media Py varianza ¢ sy ¥y 81 9 se distribuye segun una densidad
de Pareto con pardmetros 9‘, y k , las respectivas funciones de densidad ven-

LA
drén expresadas con la notaciédn Nx(./r, 'S ) y Pe(./ 8, sk) 4 conde

2
N (/e %) = e o=y o)) ceh
x 1 G y2n ¢ '
9 ____k-B,k 9> 9
PS( [ 9, 4k) = 9k+1 o

Denotaremos por E = {X, @,px(./ 9 )} el experimento gue consiste
en obtasner una observacidn ds la cantidad aleatoria x&X , la cual se distribu
ye, para un cierto 9€ @ dado, de acuerdo con la densidad de probabilidad
px(./S) y con respecto a alguna medida dominante 6 =finita definida sobre X .
Por otra parte, supondremos que si 9‘: y SJ' son valt;res diferentes de 9 , las
distribuciones correspondientes para X expresadas a travds de las densidades
px(./ S:) vy px(./ 9& ) difieren salvo un conjunto de medida dominantes nulas ‘
Es evidente que muchas situaciones experimentales pueden describirse con estos
elementos, El experimento consistente en n repeticiones del anterior lo desno-
taremos por E(n) « Este experimento = donde las repsticiones se suponen inde-
pendientes = resulta, por tanto, funcién del tamafio muestral n a través de
la correspondients densidad px(n)(./S') y siendo x(n) = (x1,x2,...,xn) el da=
to obtenido.

Anteriorments ss indicé que 8l problema ds determinacidn del tamafio
muestral iba a ser situado bajo una visién Bayssiana. A tal fin, dicho argumen=
to extiende el modelo b&sico anterior al suponer que @9 es soporte de alguna
G -dlgebra, existiendo una medida de probabilidad sobre ella que desnotaremos
por pe(.) . Esta medida de probsbilided puede interpretarse (deFinetti, 1937;
Villegas, 1967?) como descripcién de las opiniones iniciales y personales del
cientifico sobre el valor del pardmetro 9 antes de que se realice el experimen
to que proporciona la muestras Se trata, por tanto, de una densidad "inicial”,



en contraposicién con las densidades finales que describen las opinliones que el
investigador tiens sobre 9 una vez qus conoce y ha estudiado la informacidn
proporcionada por el resultado experimental y dispone, por ello, de mis elemen-
tos de julcio para afinar su descripcién sobre 9 .

Por simplicidad en la notacidn, la integracién respecto la medida
dominante G =finita definida sobrs el conjunto.!l de posibles valores de una

cantidad aleatoria w , se denotari simplemente por

_/ dwr )

puesto que siempre supondremos, salvo indicacién expresa al contrario, que el
rango ds integracion en las férmulas usadas en la presente tesis est8 siempre
extendido a todo sl espacio, por 1o que lo omitiremos, En caso contrario, y en
e jemplos concretos, haremos mencidn expresa de los limites de integracién.

Si la densidad inicial para & es pe(.) y definiremos como densi-
dad "predictiva" de los resultados expsrimentales proporcionados por el expe=-

rimento E = {X, @,px(./e )} a la integral
5 (x) = [ 5 (x/0)ep (9)ua8 :

Adamis, una vez realizado el experimento E y cbtenido el resultado x , las
opiniones del investigador sobre © vendrén expresadas por la densidad "pos—

terior" de Bayss, definida por el cociente entre densidades de probabilidad

p3(9/><) - px(X/a)-pe(a) / px(X) .

Con todos los elementos anteriores estamos ya en condiciones de de—
finir el concepto de informacion esperada proporcionada por un experimento, con
cepto fundamental que, a su vez, psrmitird llegar al del valor esperado de un
kaerimento como expresién que engloba su utilidad y costo esperados y que nos
permitird resolver el problema plantsado por la dsterminacién del tamafio mues—

tral 6ptimo,

1.3 MEDIDA DE INFORMACION

En muchos sectores de la experimentacidn clentffica las personas



encargadas de realizarla parecen no considerar una accién especffica, moviéndo-
se de una manera m&s o menos intuitiva por lo que consideran su utilidad, As{
pues, ésta parece describirse aproximadamente por la informacidn qus sobre la
cantidad de interds © en estudio obtienen a través del resultado experimental
X o Precisamente por ello y a fin de introducir el concepto de informacidn es-
perada, convendrd definir previamente a la entropia, como componente que inter-
viene en la definicidn de dicha informacién espereda.

Con la notacldn expresada en la seccidn anterior y para una funcién

de densidad pe(.) , definimos:

DEFINICION, Dada la densidad de probabilidad pe( o) , llamamos operador
entropfa y lo denotamos por H(pe(.)) s @ la integral

Moy () = - fo (®)ul0gn (9).de .

Esta expresidn, que puede encontrarse en Lindley (1958) 4 no es ne-
cesarlamente finita y, por tanto, no tiene asegurada su existencia, Sin embargo,
en todo lo que sigue, supondremos que la integral anterior es convergente, dejan
do a un lado el problema abierto de encontrar las condiciones necesarias y su—-
ficientes para la existencia de la entropfa. Precisamente el nombre de entro-
pfa procede de su utilizacién en estadistica fisica, Consideraremos, ademas,
que para un cierto © tal qus pv(e) = 0 , entonces po(Q).log pe[B) =0,
para asi completar la definicidn.

Realizado un experimento E = {X, o ,px(./G )} y obtenido el resul
tado muestral x las opiniones sobre el pardmetru © se modificarén por la in-
formacién que, sobre 1, estd contenida en x « Asf, las opiniones sobre © ven
drén a describirse por la densidad posterior pa(./x) , resultando entonces la

exprasién
- jpe( @ /x)elog pa( B8/x).d®

una funcién de x « Su valor esperado (suponiendo su existencia) respecto a x

proporciona la siguiente dafinicidng

DEFINICION, Dada una densidad inicial pg(.) s Y realizado el experimento
E= {X,@,px(./e )} y obtenido el resultado experimental x , definimos

como entropfa espsrada de la densidad posterior ps(./x) a la esperanza

e o (o/x)) = = [o,00{ [o,(8/x1u105 5 (0 1008 frax




Nuevamente, en lo que sigue supondremos que la doble integral ante-

rior es convergente, Por otra parts, teniendo en cuenta la igualdad

p8(9/x)-px(><) = pex(g yx)

la entropfa esperada admite como nueva expresién

EXH(p?(./x)) a - JS pgx(e,x).log pg(a/x).dQ.dx .

Ya se ha indicado quse el objetivo declarado que motiva la realiza-
cion de un experimento es el de proporcionar conocimiento sobre la cantidad de
interés, En efecto; cualquier expsrimento E proporciona informacién sobre 9 ,
de forma que para disefar adecuadamente dicho experimento es importante consi-
"derar el acopio de informacidn que se espera proporcione,. Pues bien, Shannon
€1948) propone una adecuada medida ds la informacidn.que se espera proporcio-
" ne el resultado muestral x , y Lindley (1956) traslada esto al lenguaje es-
tadfstico considerando la informacidn esperada proporcionada por un experimen—
to como diferencia entre la entropia de la densidad a priori (que es la que
describe las opiniones iniciales del investigador) y la entropfa esperada so-
bre la densidad posterior una vez rsalizado el experimento (esto es, cuando
las antiguas opiniones se modifican por la informacién contenida en el resulta-

do muestral). Resulta, pues, la siguiente

DEFINICION, Dada una densidad inicial pe(.) s la informacidn total espe-
rada proporcionada por el experimento E = {X, @,px(./e )_} cuando el

resultado muestral obtenido es x , viene dada por

I{Emy ()} = Hp () = EHlpy(/x))

esarrollems la difersncia snterior, Resulta:
{ Epy()} = H(p, () - Ml (+/x)) = = [ b ()10 p,(8).a0 +

+ Jo,b3 [, (8 /x).10m 5, (9 fx)uao fax = = [20 5, (8)] [5, (0 )} a0
+ j{jpex(e,x).log o (®/x)ud fex = ‘J{J%x“ )alog B (9 )ucx | 49 +
+{ J Py (& 1%):10g B (&/x)ecx } do

de donde, al ser



B, (@ %) = px(X)-pa(Wx)

resulta finalments

9 Py (8 /x)
I'{Ep,(.)] = prw(e »x)+10g "TT d 9 Ldx

como expresién m&s operativa para la informacidn esperada proporcionada por un
experimento y en la que se aprecia claramente su interpretécidn como compara-
cién entre las opiniones iniclales y finales del investigador, comparacién ex—

presada a través del cociente
(/%) [ p (®) = p (x/8)/p (x) .

La bass de la funcidn logaritmo utlilizada en la definicidn es irre-
levante. A menudo susle elegirss la base 2 en cuanto que se desduce de forma na=
tural de una interpretacién fisica dei[’iE,ps(.)} : como sl némero esperado de
preguntas binarias sobre © que razonablements debe esperarse realizar para ob-
tener igual informacion sobre © que la proporcionada por el experimento E
(Renyi, 1970, PeS564)s Sin embargo, y por conveniencia matematica en los desa—
rrollos de los teoremas posteriores, utilizaremos siempre la base e de los
logaritmos neperianos. _

Queda como problema ebierto la determinacién de las condiclones ne-
cesarias y suficientes bajo las cuales I3{.E,p9(.l} es finita y, por tanto,
existe, en intima relacién con el problema anilogo mencionado para la entropfa.
Una condicidn necesaria (Osteyee & Good, 1974, p. 32) es que la medida conjun—
 tade x y 9 sea absolutamente continua con respecto a la medida producto.
Generalmente, con densidades iniciales suavemente positivas suelen encontrar-
se siempre informaciones finitas, También, y en lo que sigue, supondremos siem
pre la existencia de la informacién esperada.

Realizado el experimento E(n) (consistents, segin ya definimos,
en n repeticionss independientes del experimento simple E ) y obtenido el
resultado x(n) , es inmediata la siguients extensién del concepto de infor-

macién esperada proporcionada por el experimento E(n) , como

1 {E(n)ipy()} = Hlp () = £, lm, (o/x(n)) =

ol 8/x(n))
-jJ p (n), B(x(n) 2). log-——r—;—- d8, dx(n)



(n)

donde el espacio muestral resulta ser XxXXeeseseeaxX = X{n) y la integral co-
rrespondiente estéd extendida a dicho espacio, Para simplificar el desarrollo pos
terior no haremos distincicn, de momento, entre los resultados muestrales x(n)
y X , esto es, supondremos que sxtraemos una muestra genérica sin especificar
su tamarfio, No obstants, s svidente qus la anterior expresién para la informa—
cién esperada sobre 9 proporcionada por E(n) es funcién del tamafio muestral
n , circustancia ésta fundamental ya que permitiré optimizarla como funcidn del
tamafio muestral.

Admitiendo su existencla, la informacién espsrada cumple una serie
de importantes propiedades que, demostradas por Lindley(1956) y Stone (1958) ,
le confieren precisamente su gran cardcter operativo y su Jjustificacién empiri-
cae Dichas propiedades responden al estudio de la informacidn esperada como fun
cién del tamafio muestral, por una parte, y, por otra, como funcional del expe~-
rimento E y de la denslidad inicial qp(.) « Es conveniente mencionarlas dado
que mds adelante comprobaremos culles de sllas se mantienen en las expresiones
de la utilidad del experimento que, como funciones de la informacién espereda,
se desarrollaran en el capitulo tercero., También y dentro de esta linsa, se es—
tudiardn dichas propiedadas-al extender el concepto ds informacién esperada a
un proceso de muastreo estratificados

18 PROPIEDAD, Lindley (1956) demuestra qus la informacién espere—
da IS{E,pe(.)_} es no negativa y que solamente se anula si y sflo si no exis-
te variacidn en las opiniones del investigador por el hecho de realizar la ex=—
perimentacién, esto es, si pg(./x) = pe(.) « Es evidente que la informacién
esperada proporclonada por un experimento puede ser, en un momento dado, nega-
tiva, sobre todo cuando se obtengan resultados muestrales inesperados que no
estan previstos en las opiniones iniciales. Sin embargo la anterior propiedad
asegura que la informacién gsperada es no negativa., Esto permite afirmar qus
un experimento resulta, por término medio, dtilmente informativo, a no ser que
no se modifiquen las opiniones iniciales en cuyo caso, svidentemente, es irre-
levante efectuar o no el expsrimento,

22 PROPIEDAD, Considsrada como funcional del experimento, la in=-
formacidn esperada verifica cierta aditividad., Asf, suponiendo que el dato x
del experimento E = {X P, (o/2 )_} consta de un par de observacionss x16 X
y x,6X, el par E LX,@,p (o/ 0 )} (1=1,2) son dos experimentos y E
se llama suma de E, y E, . También definimos el experimento E ,(x,) ={_x,
p (/9 ,x )_} Si consideramos I {E /E1,pa(.]} como la inf‘omacidn esperada

proporcionada por E_ despugs de que E_ sa8 ha realizado y obtenido el dato



X _ 9 su valor esperado sobre X, 9 19{ 52/E1,p9(.]} se define como la infore
macién esperada proporcionada por E2 después de que se haya realizado E 7°

Bajo estas hipStesis Lindley (1956) demuestra la siguiente propiedad aditiva
de la informacién esperada: "La informacién esperada saobre 9 proporcionada por

el experimento suma E = (E ) pueds escribirse de la forma I’{E1,p8(.)} +

+ I {EZ/E1’DQ('U ’ donde1elzsegundo término ss la informacion esperada sobre
© proporcionada por E2 una vez qus E‘| ha sido realizado".

La importancia de esta segunda propiedad es evidsnte al asegurar que
la informacidn esperada pueds calcularse en stgpas = al extraer muestras ds ta -
mafio superior a uno - sin m4s que ir sumando las informaciones residuales que,
en cada momento, se obtiensn suponiendo conocidos el proceso y resultados ante-
riores, Tal como demusstra Lee (1964) s Si esta segunda propiedad se exige en
una formulacién axiomdtica de medidas de informacidn solamente son necesarias
débiles condiciones de regularidad para probar la unicidad de la expresidn lo=-
garitmica.

Cuando al pasar de una de estas etapas a la siguiente no exista va-
riacién en nuestras opiniones, esto es, si al pasar del experimento E1 al
EZ/E'I resulta ser que pa(./x1,x2) - pe(./x1) independientements del valor
de x2 y s evidente que, por la primera propiedad, la informacidn esperada

9{ E2/E TR (o )_} es caro, De esta forma no existe ganancia de informacién al
realizar esa segunda etapa, coincidiendo las informaciones I {E ,pa( )j y
9{ E,P ( )} con E = (E 'E, ) « La formulacién de este hecho constituye un
corolario de la segunda pmpiedad, demostrado taxrbién por Lindley (1956) .
Resulta evidente qus ambos resultados, propiedad y corolario, pueden generea—
lizarse de forma inmediata a un ndmero finito de etepas. Por otra parte, el
corolario establece que no existe pérdida de informacidn sl ésta se cife a la
observacidn de un estad{stico suficiente con respecto a la cantidad de interés.

3% PROPIEDAD, Para un experimento E(n) y una densidad inicial
pg(.) s la informacidn esperada considerada como funcién del tamafio muestral
es céncava y creciente, Esta propiedad (Lindley, 1956) no es sino una confirma-
cién del hecho empirico de que la informacidén marglnal de sucesivas observacio-
nes independientes y equidistribuidas es decraciénte.

48 PROPIEDAD, Por Giltimo, Lindley (1956) demusstra que la infor-
macién esperada Is{ E,ps(.)} s considerada como funcional de la densidad ini-

cial ps(.) » s ofncava. Esta propiedad, de diffcil interpretacién préctica,



se utiliza, en cambio, en clertas demostraciones para desarrollar disefios Spti-
mos por maxizacidn de una funcidn ds informaciéne

Estas cuatro propiedadss que aseguran una formulacidn coherente pa=—
ra cualquier medida de informacién se comprobarén posteriormente para determina
das expresiones definidas en funcién ds la informacién espereda. Y asi, en el
capftulo tercero al definir ciertas funciones concretas de utilidad para poder
determinar el valor de un experimento aparecsrén expresiones que, como funcio-
nes de ID{E'pe(.)} , verificarédn total o parcialments dichas propiedades,

En el siguiente capitulo encontraremos y desarrollaremos dos ejem=
plos concretos para asf trabajar con expresiones conocidas de IS{E,pa(.)_} y
que, elegidos por su contenido ilustrativo, nos acompafiardan a lo largo de esta

tesise

1.4 TRANSFORMACIONES DE LA CANTIDAD DE INTERES

Un interesante problema, que permitird posteriormente hablar de apro
ximaciones para informaciones esperadas desconocidas, consiste en conocer lo que
ocurre al considerar como cantidad de interés una nueva cantidad aleatoria V)
relacionada con 9 a través de una funcién conocidas Comentemos, pues, breve-
mente algunos resultados obtenidos por Bemardo (1975) &l extendsr el concep-
to de informacidn esperada ante transformaciones ds la cantidad de interés,

Efectivamenta, si 8l investigador est4 mds interesado en conocer
el valor de ¢ = ?(9) m&s bien que el ds 9 , entonces resultard de mayor
interés conocer la distribucidn posterior de \( que la de © . Dado que \f de=
be ser una funcidn conocida de © s pueds definirse una transformacién T\f de
forma que

R+ = Ty(zy(+))

serd la densidad de probabilidad de vf respectoc la medida definida en Y a lf(@)
e implicada por pg(.) o La interpretacién para p (.) es, para la nueva can=
tidad de interés o o idéntica a la ya conocida para © 3 p‘e(.) describe las
opiniones iniciales del investigador sobre \f « Andlogamente, una vez que el
resultado experimental x es conocido, puesde deducirse la densidad posterior
pq(./x) a travéds, nusvaments, de la transformacién T? ’

p({(./x) = T‘f(po(-/x})

Notemos que la densidad final p\P( o/x) depende obviaments del experimento E




" a través de su resultado X y de la distribuciédn inicial pD(') .

Asi pues y con los elementos anteriores, Bernardo (1978) define el
concepto de informacidn esperada Gtil, como extensién a la informacién espera-
da total definida en la seccidn anterior; y cuando la cantidad de interés es ¥
y no 9O y @ través de la andloga doble integral siguients:

DEFINICION, La informacidn espereda Gtil sobre ¢ = Y(e ) proporcionada
por E = {X,@ ,px(./a )} y cuando la densidad inicial es pe(.) , 85

'% .

P ('{/X)
IY{E.DS(.)} = _U p_(x)ep (f’/x) log ——T—-)- dy

Evidentemente que ambas informaciones esperadas, la util y la to=
tal, coinciden cuando la transformacidn considerada es la trivial ¥ (¢)=9 .
Una forma alternativa de expresar la definicién anterior y que pone claramen—
te de manifiesto que I\f{ E,pa(.) } es invariante bajo transformaciones biyec—
tivas tanto del espacio muestral X como del espacio paramétrico @ y €S la
expresada por la doble inﬁegral (Bernardo, 1978) :

. p?(tf(9)/x)
.JJ pex( 1x)e1og p?f\f(&ﬂ d& oo *

Asi pues, si la transformacin ¢ =y (9 ) es biyectiva la informacién esperada
Util sobre l.‘? proporcionada por E = {X, @ ,px(./S )} es igual a la informaciédn

gsperada total sobre @ proporcionada por sl mismo experimento, esto es,

Iv{ E,ps(.).}' = I\'{_E,pe(.)} con ¢ = T(S) biyeccidn .

También la informacidén esperada Gtil verifica las tres primeras de
las propiedadas mencionadas para la informacién esperada total y cuyas demostra
ciones pueden encontrarse en Bernardo (1978). Sin embargo, I\P{ E,p (.)_} no
es una funcional céncava das la densidad inicial p ( ) « No obstante, si es
cierto que manteniendo fijo »p (9/\?) y entonces I {E,p (o )} sf es una fun-

cional céncava de pg( ) .
La diferencia entre las informaciones esperadas Gtil y total, esto

es, la diferencia

/¢ 9 Y
1 e () = T{Ep ()} - T{Ep ()}
recibe el nombre de informacidn esperada residual respecto 9 s Proporcionada

por el experimento E y cuando la cantidad de interés es = \()(9) y la

densidad inicial es pe(.) Se demuestra que I ? es no negativa, con lo que



queda puesto de manifiesto el cardctsr comparativo entre las dos informaclones
esperadas definidas: la informacidn espereda Gtil no pueds exceder a la informa
cién esperada total,

Por dltimoy aclaremos que siempre que hablemos de informacién espe-—
rada nos referiremos, salvo especificacién en contra, a la informacidén esperada

total,.

1.5 UTILIDAD Y VALOR DE UN EXPERIMENTO

Recordemos nusvamente que sl objetivo propuesto es el de resolver
el problema de disefio consistente en determinar un tamafio muestral Sptimo a fin
de que la informacidn contenida en la muestra de dicho tamafio sea, a su vez, la
Sptima para realizar inferencia sobre la cantidad de interés © . Necesitaremos,
pues, una funcién de utilidad para completar la descripcién de este problema de
decisién,

De acuerdo con los argumentos de coherencia para una aproximacidn
Bayesiana cuando se toma una decisién bajo incertidumbre (DeFinetti, 1937;
Ramsey, 1926; Savage, 1954; Pratt et al., 1964; Lindley, 1971) y admitiendo
que las consecuencias de tomar una eleccidn particular dependen solamente de la
eleccién y del valor verdadero (pero desconocido) de la cantidad de interss,
existen unos pocos principios basicos para asegurar que el procedimiento de e-
leccidn es razonable, De esta forma, un procedimiento coherente es sl que no
viola estos principlos, Se ha dgmostredo que pare asegurar esta coherencia ss
necesario estimar una distribucicn de probabilidad qa(.) que describa las
opiniones iniciales sobre P , construir una funcidn que represente la utili-
dad ds todas las consecuencias posibles y seleccionar la decisién procurando
la mayor utilidad esperada.

Por otra parte, dado el especial problema en sl que nos hemos si-
tuado y en el que suponemos que el msnos extraemos una muestra de tamafio uni-
tario, resulta evidente que debido a la informacién contenida en dicha mues=
tra las primitivas opinionss descritas por una densidad inicial pasan a des=
cribirse por una densidad posterior. De esta forma se aumenta la cantidad ds
informacién sobre 9 y disminuyendo asf el riesgo de tomar una decisién no
acorde con el nivel de informacifn exigido pare realizar una buena inferencia

sobre la cantidad de interés, ’.,,:"B"WTECA
g VITFWTICAS




Algunos autores (Cox, 1958; Fisher, 1959; Robinson, 1975) argu—
mentan que una estructura tedrica de decisidén puede resultar inapropiada pare
problemas de inferencia cientffica en los que, aparentemente, no exists una de-
cision a tomar, En contra de esta opinidn, el punto de vista de Bernardo (1979)
considera que dichos argumentos suponen una pérdida efectiva en la definicidn
de un problema de inferencia, toda vez que la inferencia estadfstica puede con-
siderarse como un caso particular o un problema de decisidn particular en el
que se aplica con estricta exactitud el argumento Bayesianoe. El cientifico que
obtiene una muestre de tamafio n para realizar inferencia sobre 9 deberd des
cribir sus opiniones finales a través de una densidad posterior. Ademés, la u-
tilidad de estas conclusiones finales deberd, por tanto, medirse por la informa
cién que el proceso de muestreo proporciona, Expresado nuestro problema de esta
forma, no se trata sino de realizar una experimentacién cientffica consistente
en un proceso de muestreo y del que la determinacién del tamarfio muestral no es
sino una Gltima consecuencia obtenida al maximizar la utilidad de todo el pro-
ceso. Podemos, pues, afirmar con Bernardo (19'79) que Bl pmbiéma de determi-—
nacion de un tamafio muestral no es sino una consecuencia del mis general con-
sistente en realizar inferencia astadistica y donde ya se presupons--la reali-
zacién del experimento que consiste en la extraccidn de una muestra. Y como
tal problema de inferencia sstadistica pusde considerarse como un problema de
decisidn, en presencia de incertidumbre sobre 9 » en el cual el espacio de
decisiones es la clase de distribuciones finales de © y la funcién de utili=
dad es una adecuada medida de informacién, |

Denotemos, puss, por D al conjunto de todas las densidades de
probabilidad que describen a la cantidad de interdés © , esto es, definidas
sobre el conjunto @ y tomando valores sobre la recta real positiva, verifi=

cando que

jpa(S).de = 1 .

El investigador, inicialmente,‘ describira sus opiniones sobre O a partir de

una de estas densidades. Sea, también, una funcién de utilidad

u: Dx@ > R

que exprese la utilidad de describir a la cantidad ds interés por la densidad
de probabilidad pe(.) cuando el valor verdadero y desconocido de dicha canti-
dad sea © . Evidentemente, siendo ps(.) la densidad iniciael, el investigador



1J

deberd buscar una densidad de probabilidad que maximice su utilidad esperada,

gsto es, que verifique

+sup j u(p:(.),ﬁ).pa(9).d3 .
pa(-) éeD

Evidentemente, y a fin de ser coherente y honesto, sus opiniones deberén maxi-
mizar a la integral anterior cuando coincidan con las expresadas en un princle
pio. En definitiva, si el investigador es coherente, la integral anterior debe
maximizarse precisamente con la funcién de densidad inicial pg(.) . Este es el
sentido de la definicion da una utilidad exacta. Supongamos, pues, que trebaja—
mos con utilidades exactase El1 investigador puede desear recabar mayor informa
cién sobre © . Para ello realizard el experimento E =<{X, &) .px(./ S )} de
forma que sus opiniones iniciales expresadas por pe(.) pasarédn a describirse
a través de la densidad posterior pe( o/x) 5 de forma que la utilidad (insis-
timos en que la suponemos exacta) que se esperard de la eleccidn coherente

vendrd dada por

Jutofo g o

Esta integral es funcidn del resultado muestral x « Su valor esperado respecto
a la densidad predictiva px(.) proporciona, a su vez, la utilidad esperada
conocida antes de que el valor concreto del resultado muestrel se obtengae Re—

sultarfa:

jpx(x) {J u(p8(9/x), 3).p3(3/x).d 9_} dx .

Asi pues, y por el hecho de realizar el experimento E, se obtendrfa una ganan
cia en la utilidad dada por la diferencia

'J px(x)J u(ps( /%), 9).p9(9 /x)edd odx = Ju(pe(B ), ® ).pa( 9).dS .
Dicha diferencia recibe el nombre de utilidad esperada del experimento
e ={x®,p /o)), |

Por otra parte, y con objeto de decldir sobre el valor o mérito de

un experimento, es imprescindible oponer su utilidad a su costo. Supondremos en
todo lo qus sigue que tanto la utilidad como el costo esperados de un experimen
to vienen expresados en idénticas unidades para asf garantiiar su comparabili=
dad. Si expresamos por c(E,x,© ) el costo de realizar el experimento E y
obtener el resultado x cuando el valor verdadero del parémetro es 9 y EN=

tonces antes de su realizacidn esperaremos un costo para E expresado a través



de la doble integral
ch(E,x, 8').px(x/9 ).pa( F)ed P odx = Jg c(Eyx,y O )'pax( 9 ,x)edDetx o

Conocidos la utilidad y costo esperados del experimento E , y denotados por
U(E) y C(E) respectivaments, puede ya definirse el valor o mérito esperado

del experimento E = {X, ) ,px(./ & )} comos

DEFINICION, El valor o mérito esperado del experimento E =<X,@ ,px(./s )}
viene dado por la diferencia entre su utilidad y costo esperados, esto es,
w(e) = u(e) - c(e) .

Es claro que la coherencia del investigador exige que un experimento deberd rea
lizarse siempre y cuando su valor esperado W(E) sea positivo,

Notemos que la expresién de W(E) es funcidn del tamafio musstral n .
En efecto, al realizar el experimento E(n) {X(n) @,p «(n )( Je )) y obtener
el resultado x(n) s éste influird sobre la expresién de la densidad posterior,
apareciendo como incdgnita en las dobles integrales que definen a U(E) y a
C(E) « Esta circustancia es la que permitird posteriormente detrminar el tama—
fio muestral Sptimo.

Por (Gltimo, hemos caracterizado nuestro especial problema como uno
de decisién en el qus la funcidn de utilidad debe ser una adscuada medida ds la
informacién. En ests sentido es interesante destacar los resultados encontrados
por Bernardo (1979) en los que pone en relacién ambos conceptos, utilidad e in
formacidén. Efectivamente, cuando las preferencias del investigador vienen des-
critas a travds de la funcidén de utilidad u(pa(.), 8) local,: exacta y regu-
lar se demuestra que dicha funcidn es la logaritmica para, postsriormente, de—
mostrar que exigiendo su lnvarianza, la utilidad del experimento E ={X, (A ’
px(-/ & )j propuesto para realizar inferencia sobre & es proporcional a la in
formacion esperada tal compb la hemos definido con anterioridad. Este resultado
es fundamental y pone claramente de manifiesto cdmo en los problemas de infg-
rencia sobre el valor de una determinada cantidad aleataria © desconocida,
la utilidad del experimento consistente en obtener una muestra para investi-
gar su informacién es, precisamente, proporcional a ésta. La exigencia de ques
las preferencias del investigador vengan descritas por utilidades locales, re—
gulares, exactas e invariantes es bastante suave., En efecto, ya se ha indicado
que el que la utilidad sea exacta yesponds a la necesidad de coherencia y hon=

radez por parte del investigador, a fin de que sus opiniones finales vengan
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descritas por aquella densidad que maximiza su utilidad esperada. La exigencla
de que la utilidad sea, a su vez, invariants no es sino confirmacién de que an
te transformaciones biyectivas de la cantidad de intsrés - y que, por tanto,
ni enriquecen ni empobrecen para nada las hipdtesis de cada problema concreto =
su utilidad permanece constante. La localidad supone que la utllidad de tomar
una descripcion final depende Unicamente de la densidad de probabilidad relae-
cionada con el valor verdadero de © . Y, por Gltimo, la condicién de regulari
dad no es sino una exigencia operativa: la de existencia de segundas derivadas
parciales,. |

En el capftulo tercero desarrollaremos tres tipos de funciones de
ﬁtilidad qus lo son, a su vez, de la informacién esperada y comprobaremos sus
propiedades a fin de determinar qué propiedades de las satisfechas por la in-
formacidn esperada siguen siendo verificadas por ellas. Estas funciones de
utilidad permitirédn, aplicéndolas a los dos ejemplos concratos desarrollados
en el proximo capftulo, obtener tamafios muestrales Sptimos al maximizar las

correspondientes expresiones del valor del experimento E(n) .



CAPITULO -2

DOS MODELOS CONCRETOS., SUS DIFERENCIAS

En este capitulo vamos a presentar dos ejemplos elegidos por su
caracter ilustrativo. El primero de ellos, estudiado ya por Lindley (1956) ’
serd mencionado s6lo en sus resultados; el segundo, en cambio, se desarrolla-
ré con exhaustividad. Ambos permitirdn poner de manifiesto el carédcter préicti-
co de la informacién esperada en esos dos casos concretos., Nos acompafiardn a
lo largo de la tesis y servirén de comprobacién préctica a cuantas afirmacio-
nes realicemos con posterioridad. En el capftulo cuarto calcularemos para
ellos las expresiones particulares satisfechas por el tamafio muestral dptimo
y de las que podrai calcularse dicho tamafio. Por otra parte, al comparar am=—
bas informaciones esperadas daduciremos de forma préctica la no aproximiti-
vidad que, respecto al modelo normal, tiene el ejemplo desarrollado en la

seccidn segunda.

2.1 EL MODELO NORMAL

El modelo normal - desarrollado ya por Lindley (1956) , por lo
que omitiremos cualquier célculo, limitdndonos a dar simplemente el resulta-
do - es de gran importancia en cualquier desarrollo prdctico en el que in-
tervenga el valor esperado de un experimento como funcidén de la informacidn
que proporciona. Ello es debido a que en muchas ocasiones sus resultados pue=—
den extenderse a otros sistemas en los que las densidades ds probabilidad son
distintas, bastando aproximar la densidad inicial que describe las opiniones
inicialss del investigador sobre el pardmetro por una densidad aproximadamen-—
te normal, siempre que esto sea factible.

Supongamos, pues, una poblacién normal N(9,€) de media 9 y
desviacidn tfpica ¢ conocida. La media © actfia como cantidad de interés y

a fin de aumentar la informacién que a priori se dispone de ella, se obtiene
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una muestra de la poblacién anterior de tamafio n , esto es, x(n) . Supongamos,
a su vez, que las opiniones iniciales que el investigador tiene sobre 9 vienen
descritas por otra normal N(9° ’ G;) » Bajo estas hipStesis la distribucidn pos

terior de @ es N(9 ,6'“) , donds
n

~m

= Z Xy / n y esto es, la media muestral ,

x|

isd
2

)

m

- 2 2
) =(nx€52 + 6'30)/(116'0 + G

6_2
n

2 2 2 2
b GO G / ( nGo + 6. ) ]
Teniendo en cuenta las definiciones dadas para la entropla y la informacidn es

perada, puede encontrarse en Lindley (1956) las siguientes igualdades:
' 2
HIN(3,,G)) = 3log(2me 6, )

€ () N(,1G)) = H0g(2we 67)

2
Is{ E(n),N(8, ,6;)_} = $log(1 + n -6:‘-’5)

G
Notemos que, efectivamente, la informacién esperada proporcionada por el expe-
rimento E(n) verifica, en el modeslo normal, las propiedades mencionadas para
la informacién esperada en general. Y asi, es estrictamente positiva, verifica
la misma aditividad para el experimsnto suma que la indicada para la informa=—
cion esperada, y, considerada como funciSn del tamafio muestral es crecients,
al serlo la funcidn logarftmica, y céncava, por idéntica razén.

Acabamos de afirmar, para Jjustificar 1e§ importancia del modelo nor
mal, que muchas situaciones pueden reducirse a la especificada por dicho modeé
lo aproximando la densidad inicial por otra aproximadamente normal. En eFecto;
mencionemos el resultado encontrado por Bernardo (19’79)“ y que posteriormen—
te aplicaremos para comparar los dos modelos citados en el presente capitulo,
Es conocido qus si \f = ?(9) es una.transformacidn biyectiva de la cantidad
de interés se verifica .

elin ()] = T{EMLe (I}
Pues bien, si la transformacién \P - ‘f (9) es ademds tal que la densidad de
probabilidad a la que da lédgar es aproximadamente normal de precisidén hD
(definiendo como precisién la inversa de la varianza) y bajo ciertas hipdte-

sis adicionales sobre las densidades px(./G) y pa(.) y expresionss rela-



cionadas con ellas, entonces

) nh
I {_E(n),p [.)} = 3log(1+ =) + £ (1)
) b,
donde -
1lim € =0
n —p %

s n[y’pr(sf).i('f).d'f Y- ¢ (D)

<
i(g) = - jx(n) o(x(n)/¢ ).

2

log p(x(n)/y e ex(n)
9y
Es evidents la impertancia de este resultado. Cuando resulta diff-
cil el célculo de la informacidn espesrada para una cierta densidad a priori
pg(.) y podemos conocer su comportamiento en muestras grandes, en definitiva,
su comportamiento asintdtico, a través de la expresién (1) y a partir de una
transformacién biyectiva ¢ = ¥ (9) , con densidad p‘?(.) = T\f(pg(.)) apro=-
ximadamente normal. De esta forma, en aquellos casos en los que sea imposible
conocer la informacién esperada exacta, siempre se podra disponer de una idea
aproximativa a través de la informacidn aproximada (1) ¢ Siempre y cuando pue-
da presuponsrse que la densidad qg(.) pueda aproximarse, con cierto grado de

bondad, por una densidad de probabilidad normal,

2.2 INFORMACION ESPERADA PARA UNA POBLACION UNIFORME Y OPINIONES INICIALES
DESCRITAS POR LA DISTRIBUCION DE PARETO

La distribucidén de Pareto ha sido estudiada con exhaustividad

(Alcaide, 1966) en Econometrfa, como medida de la distribucién de la renta
en)una poblacidn de renta minima EL o Este 1Imite minimo puede fijarse, por
ejemplo, por disposiciones sobre impuestos (Hagstroem, 1925 y 19'44) , Por
otra parte, la distribucién uniforme es representativa de todos aquellos casos
en los que no existen puntos mds o menos probables qus los otros en un inter-
valo real dado. La utilizacién_combinada de las dos distribuciones anteriores
conduce a considerar el siguiente e interesante modelo: una poblacidn unifor—
me en el intervalo (0,9 ) , donde (como puede apreciarse) su limite superior
es variable y constituye el pardmetro sobre cuyo valor el investigador desea

realizar inferencia. Precisamente sus opiniones iniciales vienen expresadas

a travds de la densidad de Pareto, con pardmetros 9°>0 'y k20 4 A fin de
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disponer de mayor informacidn, el investigador realiza el experimento E(r) =

a {X(n),]go,-;- 00[,1/9} consistente en obtener una musstra de tamafio gendrico

n de la poblacién uniforme. Es conocido (DeGroot, 1970) que bajo las hip&tesis
anteriores la distribucién a posteriori de la inicial de Pareto es siempre otra
distribucién de Pareto (se trata, por tanto, de la familia conjugada de distri-
buciones de probabilidad para este modelo y en el sentido de Raiffa & Schlaifer,
1961), lo que hace que este sistema tenga una acusada operatividad.

Con las hipdtesis anteriores demostremos el siguiente

TEOREMA 2.,2.1

Siendo x(n) = (x1,x2,...,xn)6x(n) una muestra aleatoria de una pobla-
cién uniforme en (0,8 ) ; si ® se distribuye inicialments segin una
Pareto, P (./80 k)  entoncss

T{ ()2 (/g k)} = log(1 + )

y donde E(n) =< X(n),]9,+e0] ,1/8{ es el experimento repeticién n
o

veces del consistente en obtsner un dato de la poblacién uniforme U(O, 9 )

Demostracidn.= Es conocido (DsGroot, 1970) que si obtenemos una
muestra de tamafio n de la poblacién anterior, la distribucidn posterior de
*] y una vez obtenida dicha muestra, es una distribucidén de Pareto con paré-

metros 9‘ y k+n , donde

34 = méx(9, , x1,x2,...,xn) >0 .
Con la notacién anterior resultard, pues,
1. pe(e)uksk Thi 8 > 9,
2. p(xle)-1/9 : 0<x< ©
3, (x(n)/®) = 1/ 0" x(n) € (0,9)"
( ) k+n+1 n
a, ()e(x(n) ,8) =k8X/9 9>9%, x(n) e (0,9)

5. n(0/x(n) = ()™ / "™ gs9,

De ahf-se tisne que

Py (8 /x(n))
0(n), 60> snog——(—)— (ko /0" "™"), 109 k";,’: +
+ (k(k+n)8‘:< /9k+n+1).10g 34 - (nk9°k /9k+n+1).10g9

De donde



—c

0

1°{ £(n),P, (o/8, )} =/ (kaf/9k+”+1).1og((k+n)/ka,k).dx(n).ds +

% “to9)"

// (k 8, (k n)/ 9 etk 1).log9£ odx(n)ed® -

(0,0)™

// (nk 9, /9k+n+1) log & .dx(n).d®

(00)*

siendo

/ (k8,76 ™). 1og((kn)/k 85).dx(n)ed® = 1log(1 + ) - kulog 8,

8, 0,0)"

/_/ (k878 ™) 1099 Lax(n).d® =
(0,9)™

Calculemos ahora

/e)nlog .dX(n) /-0000/109 méx( 1'x2.o.-,xn)ndx1odx200ndxn +

{o,

+ n.log &o °

A13

(n-p) ( )
5 ( ) -..?./ ..E’.. lo méx(9 ,x1,x2,...,x ). dx1 dxz...dx =

[ AN NN ) 9 L] LA N |
/ log t:!x,| dx2 dx +

cZ 0 i) / /.932. Lo e, oyt -

©

'z
= 9 .10g3 + Z ( ) n—p j/ QS?::‘? log x1.dx1¢dx --udX =

0

=8.log9 + Z ()en—p/ (x-3) .logx.dx =

p=1
n 9 8 n (n) n=p )p—1
= § +log8, + Z o 8, p(x -8 log Xedx
g, P

Calculemos el sumatorioc que aparece en la Ultima integral:
n

n n=p p=-1 i nepti ,p-1 p=1=i
7 () 8, Panlx - 0,)7 5 e (1) £ 0t TPy e

p=1 p=1 i=0

Desarrollando sl doble sumatorio resultarfa:

‘ n, 0 n—1
p=1, 10 WIGEN

(2)
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D=2’ i=0,1 2(;) {(;) 90"“'2x - (:) 80n_1j

2 =3 2 2 n=2 2 N=1
p=3, 1=0,1,2 3(2){(0)90 x "(:.)99 x+(2)3o }

y asi sucesivamente hasta

n=2 n-2y 2 n=3
"'( )BX + o0 +

p=n=1, 1=20,1,2500¢,n=2 (n_ﬂ(r:"){(na?)ex 1 °

+ (-1)n—2(::§) 9:-1}

n(n) {(n—1)xn-1 - (n-‘l-1)9°xn—2 b e 4

P=Ny i=0.1,2,.oo'n"'1
=1.n=1y _ n=1
+ (=17 ()%

Sumando diagonalmente, puede sacarse factor comin a los términos de la forma
xm--'l8 n-m

° , resultando:

““1{(1)( ) = 2(0)(0) + 3(E) + weu + 0™ RN

. {z( () = 3QCY + Q) + wue + (IR + e+
+ 9" {( G 0 (G St b IO I

Salvo para el Gltimo t8rmino, la representacidn gendrica de la suma de los
ndmeros combinatorios entre corchastes admite como expresidén la:

n(M) ("5 = () P+ (m2)( N+ ee + (<) (Y

e 11}

donde m 1la suponenmos constante en la anterior expresién, La anterior suma

admite la siguiente representacidn abreviada:
n=m .
i, .y, n m+i-1 m+i-1
S (=1) (m) (g, ) iim o "M -
i=0

o h Z: (_1)1 (1)1 (m+i=1)? . (n=1)1 s~ (_1)1_ 1 -

i=0 (m#i=1)1(n=m=i) 141 (m=1)! (m=1)1 1i=0 i1 (n-m~i)!

i LIS~ ) S ) LY B ) L G IR T
i=0 '

(m=1)1(n-m)! i=0 (n=m=i)1it

Asf pues, el doble sumatorio (2) se reduce al termino correspondiente a p=n ,

i=0 , esto es, al término
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/*n-vz-n-1v n-1 n-1
n(nK Q Jx = nx

De ahi que
JI' - n [/ n— n 1, n n.
log &.dx(n) = 90.l0g®0 + / nx Jdog x.dx = 9 .log® - -(.9 - 00J
Co0,0)
Finalmente,
k(k+n) 9*
£J log ©£.dx(n)J d9
\ 0 k+Rf1 m'cow*
k(k+n) &0 n 1 n n 1
~ logd - “ 9o B nflog @ + -) + k.log 9C
'«o 9

Uniendo ya todos los resultados parciales obtenidos, resulta en ultimo término:

19{ E(n),P*(/d KN =1og(l +£) - kilog 9, - £- nlog9o +
+n(log 0V + “) + k.log 90 = log(l +
(c.q.d.)

Puede representarse graficamente a 1E (n) ,PM(</8" k)u en fun-
cion de k y de n , y para distintos valores de n y &k , respectivamente.
Es evidente que la informaciéon esperada proporcionada por E(n) debe ser ma

yor, para cada k , que la dada por E(n-lI) , como queda recogido en la figura

n=3 n="4

1/ (b-1) 2 /(e—1) 3/(e—1) 4 /e -) k

Figura 1.— Representacion de IE(n),Pe(I?IQO,k)J para distintos valores de
como funcién del parametro k de la distribucion a priori.

n

1



El caracter creciente y coéncavo de la informaciéon esperada como fun

cion del tamafio muestral (supuestamente continuo) queda recogido en la figura 2.

k=1
k=2
k=4
k=>5
e—1 202 33 4e4d s5es n
Figura 2 ,- Representacion de |* E(n)9 C/®& P*a distintos valores de

k , como funcién del tamafno muestral n -

La figura 3, que no es sino la superposicion, en tres dimensiones,
de las dos primeras figuras, es la representacion grafica de la superficie in-
formacién esperada en funcion de las dos variables n y Kk que intervienen
en su definicion.

Un hecho interesante a destacar, deducido del anterior teorema,
consiste en que la informacion esperada total obtenida tras realizar el expe-
rimento E(n) sobre la poblacién U(iU,9) vy cuando 9 se distribuye inicial-
mente segun una densidad de Pareto con parametros 8 y k , no depende del pa-
rametro o limite inferior de los valores de 9 . Este hecho, analogo al o—
currido en el modelo normal respecto la media de la distribucién inicial, su-
pone que dicho parametro es irrelevante a la hora del posible disefio de un ex-
perimento que venga expresado en términos de dependencia Unica de la informa-
cion esperada. Precisamente, en estudios sobre la distribucion de la renta y
cuando ésta viene representada a partir de la distribucién de Pareto, existe
cierta dificultad en determinar esta cota inferior. Por ello, el que dicha
cota sea irrelevante en el calculo de la informacién esperada proporcionada %
por la muestra uniforme es interesante, toda vez que uUnicamente hay

mar el valor del parametro k ,



Representacion de la superficie

en funcion
de las variables n , tamafio mués
tral, y k f parametro de la dis-
tribucién inicial.
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Resulta evidente, pues, el siguiente

COROLARIO 2.2.1

Si x(n) = (x.,&z,...,xu) es una muestra aleatoria de una poblacidn unis .
forme en (0,9 ) , con © desconocido; si las opiniones iniciales sobre

9 se describen por una distribucién perteneciente a la familia de dis=
tribuciones de Pareto, con pardmetro fijo k>0 , y siendo 90 cualesquie-
ra, entonces la informacidn esperada proporcionada por el experimento

E(n) ={X(n) ,]8..0[,1/8_} , Viene dada por

1°{ E(n)y, (ofask)} = Log(1 + )

Teniendo en cuenta que la entropfa para una distribucicdn de Pareto

viene dada por
0

k8X ke -
H(PB('/ao’k)) = F{logek""l od® = ng(ao/k) + ~

(-]

obtenemos por diferencia entre la informacidn esperada y la entropia que la
entropfa esperada para una densidad de Pareto, con parémetros 30 y k , admi-

te como formulacidén la siguiente:

T4k

Ex(n)H(Pe(u/% k) = log(ao/(k+n)) + -

y donde la muestra x(n) es extraida de una poblacién uniforme en (0,9). No
temos que, efectivamente, la informacién esperada proporcionada por E(n) wveri
fica en ests modelo de poblacidén uniforme y densidad inicial de Pareto, las
propiedades citadas para una informacidn esperada en general, Y asi, la infor-
macidén Ie{ E(”)'Ps(’/so'k).} " es estrictaments positiva, verifica identica e-
ditividad para el expsrimento suma que la indicada para la informacidn espera=—
da y, considerada como funcién del tamafio muestral n , es creciente y céncava
al serlo la funcidn logaritmo.

Finalmente, la tabla de la siguients p&gina contiene una serie de
valores de Is{_E(n),Pa(./Bo ,k)_} para valores concretos de n y k .
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10

20
30
40
50
60
70
80
90
100

200
300
400
500
600
700
800
900
1000

0*1

2'3979
3*0445
3*4340
3*7136
3*9318
4*1109
4*2627
4*3944
4*5109
4*6151

5*3033
5*7071

5%9940
62166
6*3986
6'5525
66859
6'8035
6'9088

7'6014
8*0067
8%2943
8'6174
8*6997
8'8538
8'9873
9'1051

9'2104

0*2

1*7918
2*3979
2'7726
3*0445
3*2581

3*4340
3*5835
3'7136
3*8286
3'9318

4*6151

5'0173
5*3033
5*5255
5*7071

5*8608
5*9940
61115
6*2166

6'9088
7'3139
7 6014
7'8224
8 *0067
8*1608
8'2943
8'4121
8*56174

VALORES DE

0*3

1*4663
2*0369
2*3979
2¥6626
2*8717
3*0445
3*1918
3'3202
3*4340
3'56361

4*2146
4*6151
4*9003
5*1220
5*3033
5'4567
5*5897
5*7071
5*8121

6*5038
69088
7*1962
7*4192
7'6014
7*7555
7'8890
8'0067
81120

oo ag o> bhow W W WNDNDNDNDNDaO o
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0*4

2528
7918
1401

3979
6027
7726
9178
0445
1570
2581

9318
3307
6151

8363
0173
1704
3033
4205
5255

2166
6214
9088
1317
3139
4679
6014
7191
8224

| 8{ E(n)fP"

0*5 C*75

1'0986 0 8473
1*6094 1 2993
1'9459 1 6094
2*1972 1 8458
2'3979 2 0369
2*5649 2 1972
2'7081 2 3354
2'8332 2 4567
2'9444 2 5649
3*0445 2 6626
3*7136 3 3202
4'1109 3 7136
4'3944 3 9951
4*6151 4 2146
4*7958 4 3944
4'9488 4 5468
50814 4 6790
5'1985 4 7958
5'3033 4 9003
5'9940 5 5897
6'3986 5 9940
6*6850 6 2810
69088 6 5038
7'0909 6 6859
7*2449 6 8398
7*3784 6 9732
7'4961 7 0909
7'6014 7 1962

1

0*6931
1'0986'
1*3863
1'6094
1*7918
1'9459

2'0794
2'1972

2*3026

2*3979

3'0445
3*4340
3*7136
3'9318
4'1109
4*2627
4'3944
4*5109
4*6151

5*3033
5*7071

5'9940
6*2166
6'3986
675525
6'6850
6*8035
6'9088

2*5

0*3364
0*5878
0*7865
0*9555
1'0986
1*2238
1'3350
1'4351

1*5261

176094

2'1972
2*5649
2*8332
3'0445
3'2189
3'3673
3*4965
3*6109
3*7136

4'3944
4'7958
5'0814
5*3033
5*4848
5'6384
57714
5'8889
5'9940

CIERTOS VALORES
5 55
0*1823 0 1252 0
0'3364 0 2364 0
0*4700 0 3365 0
0 *5878 0 4274 0
0'6931 0 5108 0
0*7885 0 5878 0
0*8755 0 6592 0
0'9555 0 7259 0
1'0296 0 7885 0
1'0986 0 8473 0
1*6094 1 2993 1
1*9459 1 6094 1
2'1972 1 8458 1
2*3979 2 0369 1
2'5649 2 1972 1
2'7081 2 3354 2
2'8322 2 4567 2
2'9444 2 5649 2
370445 2 6626 2
3*7136 3 3202 3
4*1109 3 7136 3
4*3944 3 9951 3
4*6151 4 2146 3
4*7958 4 3944 4
4'9488 4 5468 4
5'0814 4 6790 4
5*1985 4 7958 4
5'3033 4 9003 4

DE
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0953
1823
2624
3365
4055
4700
5306
5878
6419
6931

0986
3863
6094
7918
9459
0794
1972
3026
3979

0445
4340
7136
9318
1109
2627
3944
5109
6151

O O OO0 OO oo o o

A4 a2 a2 A aAa o O O O

W W W wwwdhdDNdDN

25

0392
0770
1133
1484
1823
2151

2469
2776
3075
3364

5878
7885
9555
0986
2238
3350
4351

5261

6094

1972
5649
8332
0445
2189
3673
4965
6109
7136

A A OO0 OO0 o o o O OO OO OO o o ¢

W NDNDNDNDNDNAO

50

0198
0392
0583
0770
0953
1133
1310
1484
1655
1823

3364
4700
5878
6931

7885
8755
9555
0296
0986

6094
9459
1972
3979
5649
7081

8332
9444
0445

75

0'0132
00263
0*0392
0*0520
0'0645
0*0770
0'0892
0*1014
0*1133
0*1252

0 *2364
0*3365
0'4274
0*5108
0'5878
0*6592
0'7259
0*7885
0'8473

1*2993
1*6094
1'8458
2*0369
2*1972
2'3354
2'4567
2'5649
2*6626
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100

0100
0198
0296
0392
0488
0583
0677
0770
0862
0953

1823
2624
3365
4055
4700
5306
5878
6419
6931

0986
3863
6094
7918
9459
0794
1972
3026
3979
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2,3 APROXIMACION A AMBOS MODELOS. SUS DIFERENCIAS

Desarrollado el modelo anterior, al compararlo con el modelo normal
destaca claramente el que las expresiones obtenidas para las informaciones es—
peradas son de gran sencillez en ambos, reduciéndose a simples funciones loga-
ritmicas. Esta circustancia es tanto mds patente cuando comparamos estos resul
tados con los de otros ejemplos, como puede ser el modelo binomial desarrolla=
do por Lindleyr(1955) y Bernardo (1975) y Basulto & Bermardo (1978) + En los
trabajos de los autores citados pueden encontrarse expresiones mucho m&s com= '
plejas = y, por ello, menos operativas ~ para la informacién esperada.

El problema queda patentizado con gran énfasis cuando nos encontra
mos poblaciones y densidades iniclales para las que el célculo de la informa-
cién esperada se hace extraordinariaments diffeil, Para resolver esta circus—
tancia hay que buscar procedimientos indirectos, como pueden ser, por ejemplo,
el estudio de una informacidn esperada ante una transformacidn biyectiva de la
cantidad de interés o aproximar la informacién esperada por la obtenida median
te transformaciones biyectivas de la cantidad de interés que sean aproximada-
mente normales.

El primero de estos caminos permite la obtencidén exacta y no epro-
ximada de la informacién esperada. Supongamos, por tanto, que dada la poblacién
que sa distribuye con densidad px(./e ) , el célculo ds la informacidn espe-
rada para una densidad inicial po(.) resulta extreordinariamente complejo.
Sin embargo, si se logra encontrar una transformacidn biyectiva de la cantidad
de interés, la ¢ = q>(9') y tal que la correspondiente densidad inicial trans
formada

py() = Ty (py(+)
haga ques el célculo de f’{_E(n),qa(.)} sea conocido, el problema estaria re-
suelto al verificarse, en este caso de transformacidn biyectiva, que las infor
maciones esperadas Gtil y total son lguales, De esta forma podria conocerse
con total exactitud la informacidn.esperada que, calculada directamente, era
de problemAtica obtsncidn,

Por ejemplo, supongamos una poblacidn que se distribuye uniforme-
mente en el intervalo (0,1339 ), siendo 9 1la cantidad de interds. Si © se
distribuye exponencialmente con pardmetro k , esto es, si



'pa(e) = keexp(—k ©) 9>0

anulandose la densidad para valorss negativos del paréametro, es conocido '(De
9
Groot, 1970) que la transformacién biyectiva ?7 = qge proporciona una den

sidad inicial para !f dada por
k+1

k
P?(‘P)”k‘fo /\0 ’ ?"Po
esto es, una densidad de Pareto con pardmetros ¢, y k . Denotando por E(k)

a la distribucion exponencial de parémetro k , siendo D (o/® ) una densi-
dad de probabilldad uniforme en (O,(fe ) , realizado el experimenro E(n)*

e(n) = {0y’ )y A, €G],
puede afirmarse qus
Is{E(n)',E(k)} = log(1 + E)

que no es sino la informacidn esperada deducida en la seccién enterior,
Este procedimiento de obtencién exacta de informaciones esperadas
a partir de otras conocidas es de una gran elegancia, aunque a veces resulta de
dificil aplicacién dado que debe conjugarse el comportamiento tanto de la densi
dad inicial como el de la poblacidn sobrs la qus se extras la muestra, De ahi
gue haya que buscar procedimientos alternativos que, si bien no proparcionan
una informacidén esperada exacta, si pusden admitirse como aproximaciones asin-
téticas en muestras grandes, Efectivamentes, cuando resulta dificil, sino impo=
sible, 8l célculo de la informacidn esperada para una cierta densidad e priori
qg(.) s Serd interesants conocer, al menos, su comportamiento eproximado en
muestras grandes. En definitiva, su comportamiento asintético. Por ejemplo, es
ta es la idea expresada en las relaciones (1) , donds puede apreciarse la si-
militud de dicho resultado
Alog(1 + n -:—-)
0

con la informacién espesrada proporcionada por el modslo normal
62
21og(1 + n ~:§)

)

- 2
toda vez que h_ no es sino la precision (ho = 1/6} ) de la densidad aproxi

madamente normal,
Ibragimov & Has'Minsky (1973) obtienen un importante resultado a

fin de eproximar una informacion esperada mediante expresiones asintdticas cuan



do el tamafic muestral es grands, exigiendo solamente ciertas condiciones des re
gularidad a ciertas expresiones relacionadas con las densidades pe(.) y
px(./ © ) « Suponiendo adem&s trensformaciones biyectivas aﬁmximadan!eﬁte noTr-
males de la cantidad de interds, Bernardo (1979')“0btiene la aproximacidn asin-
tdtica expresada por el conjunto de férmulas (‘I) g mencionadas ya al hablar de
la importancia del modelo normal en la primerae seccidén de sste capftulo.

De la comparacion de los dos modelos desarrollados observamos la
existencia de una diferencia fundamental entre ellos qus, ademés, wulnera las
condiciones necssarias exigidas por Ibraegimov & Has'Minsky (1973) para po-
der aproximar en musstras grandes la informacién esperada Ist(n),PD(./g ,k)_}
mediante alguna de las fdrmulas deduclidas por dichos autores. En efectoy a
diferencia de, por ejemplo, el modelo normal, en el segundo de los ejemplos el
recinto sn el que toma valores el dato x depende del parémetro ® , estando,
por ello, extendidas las integrales correspondientes a 1fmites de integracién
que son funciones ds © , tal como pueds apreciarse ds la seccién anterior, La
especial definicion del modelo uniforme con densidad inicial de Pareto no ve-
rifica, por ejemplo, las condiciones necesarias de continuidad uniforme exigi-
das para la aproximitividad de las expresiones encontradas por Ibragimov &
Has*Minsky ( 1973) + Este resultado queda comprobado de forma efectiva median—
te la demostracién de los teoremas sigulentes, donde se intenta aplicar las
férmulas (1) al modelo ds la seccién segunda. De esta forma quedard compro-
bado que aproximando la informacién IO{E'(n),Pe(./So ,k)} mediante (1) se
obtiene, en el 1fmite (esto es, con musstras extraordinariamente grandes) una

informacidn esperada eproximada que es mitad de la obtsnida directaments.

TEOREMA  2,3.1

En una poblacién uniforms en (0,9 ) se describen las opiniones inicie-
les sobre el pardmetro € a través de una distribucién de Pareto, de pa-
rémetros 9, y k o Para cuelquier transformacién biyectiva ¢ = Y (e)
ds la cantidad de intsrés, la constante h que aparece en la expresidn

de la aproximacidn (1) es:

' 3
K " f K Y > Y
] ;‘T(t)dt ( J p?(t)dt)

-
donde: p ‘f(.) es la coorsspondiente densidad iniclal de la nueva cantie
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dad de interés ¢ , deducida de la transformacidn ¢ = ¢ (9 ) aplicada
sobre pe( .) ; las integrales anteriores est&n extendidas a ¥ = e (&),

Y

p(*f)=-—-(p(?)) .

Demostracifne— Denotemos por 9= f( \f') a la inversa de la transfor
macidén biyectiva q= \f(Q) ¢ Supongamos que la densidad inicial para la nueva

cantidad de interés ¥ es p («), donde

k
ke,
(1) = 5 (¢ ). ["f(‘” - (f(‘r”k”.dz(‘;’”
de dondse
Y

"8';/1°(~;>)k = fp?(t).dt

de forma que la transformacidn biyectiva © = f(‘r) debe verificar que

) g
) = =%/ ([ pyledeee ko
Dado que =
2
i(y) = -Jp(X/if )-:?2 log p(x/p Jedx 4y
px(x/&) = 1/0 en OZx.z o

se deduce que

plx/p) = - ( j p?(t).dt )Uk / 8

y que, por tanto, p(x/tf) no depends de x . Por ello,

| 2 (/p(t) at )V
i(\f’)=-Jp(/t{7)- 5 log( - Jodx =
cih Y%
2 X (Ap?(t).dt )V P 1 p?(tp)
= 209(" 9 )"‘6"‘(;-7——-——"—)"
“t ¢ t / SO
. ° (\g)lop?(t) dt = (p,(¢))
- : -
( (t)edt )
/.J’*

de donde




(S 1%}

o (4)e3(¢) pe( )’

j?p?(t). dt

-0

h::fp?(‘f)-i(up)-d'f = -%J ,+% dyp

¢ )
( J;op"(t)-dt)

(C.q-do)

Suponiendo v&lida la asproximitividad expresada por (1) , siempre
. 9
que h fuese finito la informacién esperada I {E(n),Ps(./so ,k)j podria

aproximarse por la expresidn

21og(1 + n F]_l:)
)

en la que ho y que es la precisidn de la densidad (s) aproximadamente nor

p
b
mal, es también una cantidad finita. Sin embargo, la bondad de esta aproxima=—
cién = como era de esperar al no verificarse todas las condiciones necesarias
exigidas - es realmente burda, como queda puesto de manifiesto al compararla

con la informacidn esperada exacta en el limite

n
log(1 + E)
1lim, =2
h
n —%eo 2log(1 + n —}

h
o

independientemente ds cualquier conjunto de valores finitos para k 4 h y

h (como comprobaremos ahora mismo, la finitud de h quedard garantizada
por el teorema 2.3.2 )s Por otra parte, el limite anterior indica que la in-
formacidn exacta en el modelo de poblacién uniforme y densidad inicial de Pa=-
reto es, con la exactitud que se desee sin mas que considerar tamarfios muestra-—
les suficientemente grendes, doble que la informacidn pr'opomionada por la
aproximacion (1) . Este resultado confirma la imposibilidad de aproximar la
informacién esperada del modelo de la seccidn segunda mediante las férmulas

de aproximacidn (1) .

TEOREMA 2,342

Bajo las hipdtesis del Teorema 2.3.1 , Y Siendo p?(.) una densidad
aproximadamente normal, ss deduce que la constante h de la exprsesidn

(3) es finita.

Demostracién.- Dado que pY(.] es aproximadaments normal, puede

suponerse que lo es segln una N(0,1 ) , bastando para ello normalizar la



nueva cantidad de inter€s, ¥ o Por tanto, puede escribirse:
2 ¢ ¥ 2
1 3¢ [y
o) Y == (4) = ooz == f o
A ! J2n f / oo yon f

Son evidentes las igualdades:

Ft(‘{;)=%F(\fJ)-DY(Y) y p‘;(t{)=—-p(*f‘)= "'fp(‘f)

Asf pues, la expresidén (3) admite la siguients formulacién:

MACIEACD ® o)
G ey - | )
o Fly) 2w F(¢)
% po(¥)
1J Py
= em e p( ) ( )-d .
. -0 lf(f Y F(\f) f
Calculemos por partes la integral anteriors:
o0 a
Py ) p,(¢)
().”(‘r )e d -limJ() (21— )dy =
[:‘{Y d? F(Y) ? a ~——p 0 _&p ¥ ‘f F(\o) Y
p.( )2 +a’ * P (?)
= 1lim (q\’ ) -  1lim JpW) dy
a—p0 F(y) -a a—r>2 ) Fly)
Estudiemos el limite de la expresidn entres corchetss:
1n  (p (a)° / F(a)) = 0
a —3'
p(a)Z 1 1.2
lim = 1im (=2aep (a)) = 1im (- 2a.8 20 ) =0
a —y-0 F(a) a =%~ 00 a8 —p-0 2M
De ahf que
o, )eprly) py(¢)°
] AL J ol A
o '%f) Lo FY)
Jp(\f)p(q)
= - de '
k_ Fy)

esto es,



p (¢ )en'(¥)
T e XD,
00 'F(\f)z - F(?)

ao pq(? )°

Demostrando que una cualquiera de las integrales anteriores es finita (por ejem

plo, la primera), quedari demostrada la tesis del teorema.

ol #1° ¢ oy 9)’
lim - lim  —

g —ro (V¢ 9 —o F(p)

2¢p,(¢)° = 39 () ol p)(2¢ - 3¢°)

= lim = 1lim =
¢ —reo 29?(?)F(~f) p —> 2F(yp )
3 2 2
o 24 (o, ())(2% - 3¢°) + (2 - 9¢°)(r,(¥)) )
p —> 0 ZD?(Y)

= lim p?(\f)-d(?) =0

\Y —y o0
dado que Q(Y) es un polinomio real de cuarto grado., Entonces, dado un cier-

to € = 1, puede afirmarse que exists un M>0 tal que:

p,(¢)°
({22-‘1——-I<1 sl lpl»m
F(«f)z

y puesto que tanto p‘f( ‘f) como F(Y) son positivos en toda la recta real,

se deduce que

(9)°
p? ¥ 1
2
Como a su vez la integral
o0
J o
2
¢

es convergente, al ser
o

1
1im J-d—'f- = 1im (ﬁ-g)-"

a ——>»se M‘fz a —>+e00 ¥

3 2
deducimos que p‘f( tf) / F( uf) es integrable en [M, + 0 [.
An&logamente se demuestra que el anterior cociente es integrable

en ]-00 ,-M] » E1 teorema queda, pues, demostrada sin més que considerar que



3
la expresidn p?(‘f) / F(t()z es continua en (-M,+MJ , tomando en dicho
intervalo valores distintos de cero y positivos, por lo que es integrable en l

él. Por tanto, existen las integrales
co

Pel ¢) p{ ¢)ers( ¢)
A h{ ¥
d? y F(?) d

4Py F(«f)2 -0

Y

y, por ello, la constante h que aparece en la aproximacidén (1) es finita,

(é.q.d.)

Anflogaments al resultado encontrado por Bernardo (1979)‘: y ante la
sencillez de la expresién de IB{_E(n),Po(./Bo ,k)_} s gueda como posible proble
ma abierto la consideracién del segundo modelo de este capftulo en un papel se
me jante al representado por el modelo normal para todos aquellos casos qua, cum
pliendo las hipdtesis de regularidad exigidas por Ibragimov & Has'Minsky (1973),
tienen definidos un valor muestral x cuyo recinto de variacidn es independien
te desl valor paramétrico © . En ests sentido, el modelo de poblacidn uniforms
y densidad inicial ds Parsto podrfa ser representativo de todos agquellos mode—
los cuya constante CD -~ de la aproximacidn contenida en el artfculo de Ibra
gimov & Has'Minsky tantas veces ya citado - toma el vaelor 1 , y cuyos recin
tos de definicion para los valores musstrales dependesn, precisamente, del pari
metro ¢ ., La idea serfa, por tanto, aproximar en muestras grandes las informa
ciones esperadas de estos modelos mediante expresiones tan sencillas como la

log(1 + ten)
siendo t una constante a determinar, Queda, pues; abierto el problema de en=
contrar las condiciones necesarias y las expresiones de aproximacidn para este
tipo de modelos y cuya forma representativa puede ser la del modelo resuelto

en esta capitulo.



CAPITULO 3

FUNCIONES PARA LA UTILIDAD DEL EXPERIMENTO., SUS PROPIEDADES

Todo problema de decisién lleva consigo la consideracién de una
cierta funcidn ds utilidad. Desds el punto de vista préctico las dificultadass
nacen al determinar una funcidén de utilidad especffica en cada caso concreto.
En este capitulo van a desarrollarse tres tipos fundamentales de funciones de
la informacion esperada y que pusden ser consideradas como las funciones de
utilidad del experimento E(n) « Una vez definidas estudiaremos qué propie—

dades de las enumeradas para la informacién esperada satisfacen.

3.1 DISTINTAS EXPRESIONES PARA LA UTILIDAD DE UN EXPERIMENTO

Ya se ha indicado en el primer cepftulo que la inferencia esta-
dfstica realizada sobre un pardmetro desconocido 9 puede considerarss como
un caso particular o un problema de decisién particular en el que el argumen=
to Bayes se aplica con exactitud, Dado que sl objétivo declarado de la expe=—
rimentacién cientifica es el de obtener informacién con objeto de adquirir
conocimiento sobre 9 s el clentifico, una vez ha realizado su investigacién,
deberd describir sus conclusiones finales sobre el valor de la cantidad inves-
tigada, juntamente con los argumentos que le han permitido obtener esas con—
clusiones. Por otra parte, la utilidad de su descripcién viens dada por la
nueva informacién que proporciona. Asf puss, tal como indica Bernardo (1959),
la inferencia estadistica sobre el valor de una cantidad o parédmetro de inte-
rés puede enfocarse como en problema de deciéidn, en presencia de incertidum—
bre, en el que el espacio de decisiones es la clase de distribuclones finales
sobre sl parémetro y la_funcidn de utilidad una_medida apropiada de_la infor-
magign,

También en el primer capftulo se ha definido como valor de un ex-
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perimento E(n) a expresionss que engloban a su utilidad y costo esperados,

Asi pues, deberdn considerarse expresiones de la forma
u(E(n)yx(n)s ®) = u (x(n),®) - c_(x(n)) ,

es decir, una utilidad aditiva compuesta de una utilidad final u, y un costo

t
muestral cs y ambos expresados en idénticas unidades. En este capftulo deJarg
mos a un lado la consideracién del costo muestral. Por tanto, nos centraremos
en encontrar una expresién adecuada para el valor esperado de la utilidad del
experimento E(n) ={X(n),@,px(n)(./8 )_} s la U(E(n)) , con objeto de po-
der resolver asf cualquier problema de disefio experimental que vénga expresa-
do en t&rminos informacionales.

La primera de las expresiones para la utllidad de un experimento
es la de aparicidn mis natural e intuitiva. Efectivamente, una utilidad direc-
taments proporcional a la informacién esperada indica claramente que la utili-
dad crece con la informacidn, Es evidente que conforme crezca la informacidn
esperada proporcionada por el experimento E(n) debe también crecer su utili-
dad, y si cuando tanto crezca aquélla crece ésta con un factor de proporciona-

lidad, es claro que la expresidn qus se ajusta a estas circustancias viene da—

da por
u,(Em) < T Lel)py (O]

Por otra parte, la introduccidn de esta primera funcién de la utilidad espera=—
da puede establecerse en términos completamente tedricos, Tal como se indicaba
en la Gltima seccién del capitulo primero, cuando las preferencias del inves—
tigador vengan descritas a través de una funcidén de utilidad local, regular,
exacta e invariante, la utilidad del experimento E(n) ={X(n), @,px(n)(-/a )j
realizado para efsctuar inferencia sobre el pardmetro 9 y viene dada por la

expresién (Bernardo, 1979) :

U, (E()) = g1 { E(n)py(4)}

donde Ia{;E(n),pa(.)} es, evidentsmente, la informacidn esperada proporciona
da por el experimento E(n) , cuando las opiniones iniciales sobre ® se des~

criben a través de la densidad inicial po(.) « Esta introduccién tedrica enla
za de forma clara con la intuitiva expresada con anterioridad y, en Gltimo €&r
mino, pone de manifiesto la relacidn utilidad-informacidn que antes apuntéba—

moSs.

Evidentemente, la constante g1 en la ecuacidn anterior es posi-



tiva. Su interpretacién queda precisada al considerar la estructura ds la rela
cién entre U(E(n)) e IQ{E(n),p&(.)s « En efecto, g, o es sino la utilidad
esperada de una unidad informante sobre el valor del parémetro ©® ., Ello se de
duce al despejar g1 y quedar como cociente entre la utilidad proporcionada
por el experimento E(n) consistente en obtener una muestra de tamafio n y
la informacién esperada contenida en dicho experimento, La base 2 empleada
para los logaritmos de la definicidn de la informacion esperada proporciona
una idea intuitiva para el significado de la constante ds proporcionalidad g‘l
y que permite volver a formular como sigue la afirmacién precedente: la cons-
tante g 1 es la utilidad esperéda proporcionada a priori por el respondiente
a la pregunta binaria sobre la cantidad de interés (Renyi, 1970, p. 564) .

Una segunda funcidn para la utilidad del experimento E(n) pue—
de introducirse al considarar que la probabilidad p de un determinado suce=—
s0 puede ser una medida de nuestra capacidad de prediccién. Por ello, -lngzp
es una medida cuantitativa de la incertidumbre asociada a su ocurrencia., In-
versamente, si I(® ) denota a una medida de la incertidumbre a priori sobre
el parémetro 9 , a cada incertidumbre I(®) pusde asociérsele un numero
P(B) = 2-1(8), para interpretarse como una medida en [0,1] de nuestra ca-
pacidad des prediccidn sobre @ ¢ Por unicidad con la notacién utilizada en
el resto de la tesis trabajaremos con logaritmos neperianos. De ahi que pue=
da decirse que cada entropia puede asociarse, en caso finito, a un ndmero
P(H(pef.))) = exp(—H(pe(.))) pare interpretarse nuevaments como ena medida
en [ 0,1_] de nuestra capacidad de prediccion sobre @ , En particular, la
capacidad de prediccién es cero para una incertidumbre infinita y 1 cuando
la incertidumbre sea cero.

Teniendo en cuenta las ideas anteriores es 18gico suponer que,
realizado el experimento E(n) = {_X(n), (&) 'px(n)('/9 )} a fin de recabar in-
formacién sobre la cantidad de interss & s la utilidad de dicho experimento
venga expresada en termlnos de su pmporcionalidad al crecimiento relativo

producido en la capacidad de prediccién sobre © . Esto es, siendo
A = o€, Hpy(+/x(1))]) = exp(=+(p,(s)))

el crecimiento absoluto producido en la capacidad de prediccidn sobre 9 por
el hecho de realizar el experimenta E(n) s entonces la utilidad esperada de

dicho experimento pueds venir expresada por
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L (E() € A / expl€ o (o/x(n)))) »  esto s,
U (E(M) = 5,0(14 = exol=H(g, (:)) + £, #Hlpgle/x(n)))))

utilidad esperada que, expresada en funcidén de la informacién esperada, admite

como formulacidn més operativa la siguiente:

®
U,(E(n)) = g,.(1 - - {E(”)"’e(')})
Una vez mds la ecuacidn anterior pone de manifiesto la relacidn entre la infor
macidén y la utilidad esperadas del experimento E(n) .

Hay que destacar que cuando la informacién esperada sea arbitraria
mente grands, esto es, en el caso de informacidn totallinfinita, U2(E(n)) to
ma el valor de la constante g2 ¢ Asf puss, la interpretacidn préactica para es
ta constante es, en tales circustancias, la de la utilidad proporcionada por
la informacién total y, por ello, se trata de una magnitud estrictamente posi-
tiva. En general, puedes considerarse qus g2 representa la utilidad final ds
investigar con informacidn completa 6, abreviadaments, la ganancia final posi-
ble. Por su misma intsrpretacidn, 9, admite una estimacién fécil en casos
pricticos.

La utilidad UZ(E(n)) se ha introducido al considerar el creci-
miento relativo en la capacidad de prediccidn del investigador sobre © . Si
ahora se considera el crecimiento absoluto en la capacidad de prediccidn so-
bre la cantidad de interés 9‘, resulta una tercera funcldn de utilidad para
el experimento E(n) = {X(n),@ 'px(n)('/& )} definida como aquella que es
proporcional a dicho incremento absoluto. Se tendrd, pues, que:

(n)H(pa(’/x(")]) - B'H(Pe(c)) ,

Ua(E(n)),oC e-Ex esto es,

U3/E(n)) = ga.(e'Ex(n)H(pe(./x(n))) - e-H(pe(’)))

Sacando factor comin a exp(-H(ps(.))) la definicién anterior resulta:

Hlrg ()1 T { El)upg ()} _ )

US(E(n)) = g e

como tercera expresidn de la utilidad esperada del experimento E(n) s ¥ €N

donds nuevamente se aprecia la relacidn entre la informacidn y la utilidad

esperadas,



La interpretacion da la constante 9, es mids forzada que en casos
anteriores y, por ello, de estimacién m&s diffcil, En efecto, expresada la utl
_lidad esperada a través de US(E(n)) y dicha utilidad y la constante g, Oue-
dan igualadas para una informacién iguel al valor log(1 + exp(H(qe(.)))) .
Asi pues, ga no es $8ino la utilidad esperada proporcionada por por una in-—

H(DQ(O))) ,

formacidn igual al 109(1 + e siendo, por tanto, positiva. Es de
resaltar que el valor de la constante g3 dependerd de cada modelo concreto
puesto que sstf definida en funcidn de la entropfa de la densidad inicial,
aungue también es cierto por su misma definicién que no depends del parti-
cular resultado muestral obtenido tras la realizaclén del experimento. Este
Gltimo hecho asegura la coherencia al utilizer la funcién UB(E(n)) en la
prictica.al ser su estimacidn independiente dsl resultado muestral particular .
obtenido, Cuando la entropfa de la densidad inicial sea muy pequefia, la cons=—
tants ga puede tomar valores muy cercanos al cero, cosa que no ocurre para
valores ds H(ps(.)) altamente positivos, Por otra parte, cuando dicha entro=-
pia es cero, g3 no es sino la utilidad esperaeda de la informacidn igual al
log:2 , De ahf que si se utilizan logaritmos de base 2 , g, resultarfa ser
la utilidad unitaria siempre qus la sntropfa de la densidad iniclal fuese ce=
To.

Una de las propiedadss satisfechas por la informacién esperada y
en la que se basa gran parts de su operatividad es la invarianza respecto a
trénsfornaciones biyectivas de la cantidad de interés, problema estudiado
por Bernardo (1975) . Evidentements, esta propiedad no se ve alterada por
la presencia del factor de proporcionalidad g1 s tde forma que también la
funcidn de la informacién esperada U1(E(n)) es invariants ante tales
transformaciones, Idéntico comportamiento sigue la segunda de las funciones
de utilidad, UZ(E(n)) , toda vez que su definicidn depende exclusivaments
de la invariante informacion esperada, Sin embargo, este no es el comporta-
miento seguido por la tercera ds las funciones, US(E(n)) s En efecta, di=
cha funcidén no solaments lo es de la informacidn esperada IO{EIn),pB(.l} ’
sino que también esté definida dependiendo de la entropia de la densidad i-
nicial a través del factor exp(-H(pe(.))) « La entropia no es invariants
ante transformaciones biyectivas de la cantidad de interés, como puede apre-
ciarse comparando las correspondientes entropfas de la densidad de Pareto

con la de la densidad exponencial en el ejemplo propuesto en la seccién 2.3 ’
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al verificarse que
-+« -« 9
-J.ka log ke ed® =2 1=1logk .

Este resultado disminuye, evidentements.y de forma considereble, la operativi-
dad de la tercera des las funciones de utilidad consideradas. Sin embargo, y a

pesar de esta situacidn adversa, segulremos idéntico tratamiento con las tres,
a fin de comprobar qué propiedadss de las satisfechas por la informacidn espe-
rada siguen verificdndose por dichas funclones des la utilidad esperada propor-
cionada por el experimento E(n) .

Anteriorments, haciendo referencia al capitulo primero, mencionéba
mos que bajo ciertas condiciones generales de regularidad se demuestra la uni
cidad de la funcién U1(E(n)) como aquella que cumple una serie de aconseje-
bles condicionss (Bernardo, 1979) . No obstante, la utilizacién de las funcip
nes U2(E(n)) y Ua(E(n)) pueds justificarse, en ejemplos précticos, por su
mismo nacimiento empirico como funciones directamente proporcionales a los crg
cimientos relativo y absoluto, respectivaments, de la capacidad de prediccidn
del investigador por el hecho de realizar una experimentacién, Recordemos, sin
embargo, que si bien la anterior afirmacién es vdlida en toda su amplitud para
U2(E(n)) , la tercera de las funciones, la UB(E(n)) y esté sujeta por la limi
tacidn de su no invarianza ante transformaciones biyectivas de la cantidad de
interés, circunstancia ésta qus, segun acabamos de comentar, frena su opsrati-
vidad en la préctica.

Veamos quéd expresiones toman las distintas funciones de la utilidad
esperada en los dos ejemplos contenidos en el capftulo segundo, Bajo las hipd-
tesis del modelo normal resultarfas

¢2
u,‘(E(n)) = 2g,.10d(1 + n -6-_-‘32:) ’
1
U,(E(n)) = g . (1 - )y oy
2
Go
1+n -6-:—2-
\f n(ﬂ? + (?2 - G
u.(E(n)) = g_.
3 3 Gﬂ; 2Ne

Para el caso de una poblaclidn uniforme y opiniones iniciales descri
tas por una distribucién de Pareto, resultaria:
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U (E(n)) = g elog(1+ )
U,(E(n)) = g,en/(k + n) vy

U (Em) = gon /B et 4 f) o

Notemos que la Gltima de las funciones ds la utilidad esperada anteriores si dg
pends del pardmetro 9, de la distribucién inicial de Pareto, introducido por
la presencia de la entropfa de‘la densidad inicial en el factor eq-{(PO('/eb'k))
de la definicidn general de US(E(n)) o Nusvamente, esta circunstancia no es si
no confirmacién para este modslo concreto de la menor aplicabilidad préctica
de la tercera:de las funciones ds Ia'utilidad‘espéradhconsideradas.

Por Gltimo, estudismos las relaciones que ligan a las constantes

g, (i=1,2,3) entre si,

TEOREMA 34141

La relacidn entre las distintas constantes gi (181,2,3) viene expresada

a partir de las siguientes igualdades:

u,(£()) 5, :
= log = log
9 g, = UZ(E(n)) 1 - (UZ(E(n)) / 8,)

U, () U, (E(n))os"(Pols))
1 = 1og(1 + )
91 93

H(pg(s))
9, » +U3(E(n)).e Po
g, = UZ(E(n)) g,

Demostracidne= Tomando las definiciones de las distintas Ui(E(n))
(1=1,2,3) expresadas com funciones de la informacién esperada, despsjando
dicha informacidén e igualando, resulta:
u, (E(n))

1 {E(nup, ()} = ==

1

% ' eIa{ E(n),ab(.)} - %
= U (E(n)) g, = UZ(E(n))

°{ €(n)sp, ()} = 209
%
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° US(E(n)).eH(Pe(.))
I (_E(n),ps(.)_} = log(1 + .-
g
3
H(p,(s))
eIQ{ E(n)!pa(a)} - (1 . Us(E(n)),e e )
gS

deducidndose finalments el .r'asultado al igualar las correspondisntes expresiones.
(C-q.do)

Denotando por ri - Ui[E(n)) / 9 (1=1,2,3) , las relaciones an-

teriores podrian reescribirse como sigus:

1
r«1 = log - r—z = =log(1 - r-z) 0f ‘uzé 1, r1>, 0
r" = log(1 + tA-S.eH(pS('))) r_3>, o, r"?’ 0
LB ra.eH(psf')) 0 o€ 10 %0

1-rv2

y en las que puede apreclarse con claridad que el crecimiento ds una r’i en
particular implica el crecimiento de las demds, Por otra parte, resulta eviden
te que mientras que }A- 1 y ,ha pueden tomar cualquier valor real positivo,

)4. 5 por su misma definicidn toma valores en el intervalo (0,1] « Ademés, si
una determinada funcién Ui(E(n)) se anula para sl experimento E(n) = {X(n),
& ,px(n)(./e ]} s las otras dos tembién toman el valor 0 . Andlogaments,
una T‘Li infinita implica (si 1=1,3) qus r.a é r.‘l también lo sea,
mientras que }&2 tome el mé&ximo valor de 1 ., Todas estas afirmaciones pue=
den deducirse féacilmente observando las sencillas representaciones ds las ex=
prasiones que ligan a las constantes gi entre si, al tiempo que aseguran la
coherencia en el empleo de cualquiera de las tres funclones de utilidad,

En lo que resta, vamos a centrar la discusidn en el estudio da.
cudles propiedades de las satisfechas por Is{ E(n),pa(,)} lo son, & su vez,
por las distintas Ui(E(n)) y 1=1,2,3 , Y asf, podré comprobarse que U1(E(n)) ‘
las satisface todas; UZ(E(n)) no satisface la aditividad como funcional del |
experimento E(n) en idénticos t&mminos que la informacién esperada; y, Ua(E(n)),
finalmente, incumple tanto la aditividad como la concavidad, ya respecto el

tamario muestml, como funcional de la densidad inicial pa(.) » Respe

B I‘ BLIOTEC A
FASULTAD ¢, MAtERATIDAS

Al E"Rlsrep o
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pleo ds una u otra de las funclones de la utilidad esperada, -y como se comenta
r4 con posterioridad, dependeré de las condiciones particulares de cada proble

ma concreto,

3,2 PROPIEDADES SATISFECHAS POR LAS ANTERIORES FUNCIONES DE UTILIDAD

~ La informacidn esperada proporcionada por el experimento E(n) =
{X(n),@; ,px(n)(./e )} verifica una serle ds propiedades, enunciadas ya en el
capitulo primero. Dichas propledades se refieren tanto a su comportamiento co-
mo funcién del tamafio muestral n , como a su cardcter como polinomial ds la
densidad inicial pg( ) » ya respecto al experimento E(n) , asf como a los va
lores que I {E(n),pa( )_} toma para densidades y tamafios concretos. Las tres
funciones de utilidad definidas en la seccifn 3.1 como funciones del experi-—
mento E(n) lo son, a sd vez, de la informacion esperada. Es interesants, pues,
comprobar qusé propiedades de ésta se "trasladan" a aquéllas, dado que precisa=—
mente son estas propiedades las que les confieren un acusado carécter operati-
vo y refuerzan sl concepto de utilidad gplicado a las tres funciones anterio-
res.

Pare la primera de las funciones, la U (e(n)) , las distintas
propiedades de I {_E(n),pe( )} se cumplen ds Forma evidents por su misma de=
‘finicidn como directamente proporcional a dicha informacion esperada y sin mis
que sacar factor comln en todas las demostreciones a la constante de proporcio
nalidad positiva 51 « Por ello, solamenta las mencionaremos remitiendo sus de
mostraciones al articulo de Lindley (1956) citadoe en la bibliograffas

I. UTILIDADES POSITIVAS

En Lindley (1956) pusde encontrarse la demostracién de que la in-
formacidn esperada IS{E(n),pa(.)} sobre O proporcionada por el experimento
E(n) y cuando las opiniones iniciales se describen a partir de una densidad
pe(.) toma valores positivos y se anula si y sflo si no existe modificacidn en
las opiniones iniciales al estudiar la informacidén contenlda en la muestra
x(n) , esto es, cuando pD(./x(n)) = pe(.)~. Las dos densidades, inicial y pos
terior, coinciden.

Considerando, pues, la primera propiedad de la informacidén espera-

da tenemos el siguiente conjunto de resultados:
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TEOREMA 3424161

U,l(E(n))’/U y u1(E(n))=0 sii p%(-/X(n))=ps,(-)

TEOREMA  3.2.1,2

BEE)7O v UEm) =0 st (/x(n)) =5y (4) |

Demostracién.— La constants g2 es positiva y la informacidn espe

rada no negativa. Asi pues;
0 < exp(~I°{ E(n) sy ()} ) £ 1
esto es, .
0 g1t LEMR, (D} o,
de donde se deduce la primera parte del teorema.
Para la doble implicacion hay que tener en cuenta gquse

9
W(E(n)) =0 sit 1= oIt E(n)’pa(')} sii IB{E(n).pa(-)j= 0
sii  py(«/x(n)) = py(.) |
(c.q.d.)

TEOREMA  3.2.1.3

Uy(E(n))z0 y U (E(n)) =0 si1 g (o/x(n)) = py(s)

Demostracidne= Como la informacidén esperada es no negativa se dedu
ce que ‘
H 2 E H o/ x(n
(p, () E,yHRe+/x(n)))
desigualdad qus implica la primera parte del teorema sin mas que considerar que

la constants ga es positiva,

La segunda parts es inmediata al conslderar que
U(E() =0 st e () = £ Hlag/x(n))) st T {E(n)my ()} = 0

sii  py(e/x(n)) = p&(-)
(C.q-do)
Las distintas funciones ds utilidad calculadas para los dos ejemplos

desarrollados anteriormente sirven para ilustrar su no negatividad de forma préc

tica. En efecto, en el modelo normal resultan las desigualdades estrictas:
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G G,
1+n-:2-71 s esto es, log(‘l+n—:2-)70
G o

*___-‘
¢? 1
1+n—%71 s 8sto es, 1-—,—_—____—%>D
G Go
1+n-—-é-
(<}

2 2 2 2
,fg‘ +nGy %» &, estoes, (\/n€°+6' -C)/G‘G; 2Re > O

Y para una poblacién uniforme con densidad inicial de Pareto resulta:

1+-E>1 , esto es, log(1+E)>0

n/ (k-i-nz) >0

n /9.atlHK)
o

Asf pues, puede apreciarse como era de esperar que para ambos modelos las tres
funciones de utilidad consideradas son no negativas, pues basta multiplicar las
expresiones anteriores por las corrsspondientes constantes positivas gi .

Esta primera propiedad demostrada para las funciones de utilidad
Ui(E(n)) (1=1,2,3) pone de manifiesto que las utilidades asf definidas son
positivas y que, si no hay variacién en las opiniones que el investigador po-
ses sobre la cantidad de interds © (expr‘esada esta circunstancia con la iguael
dad entre las densidades inicial y posterior) al observar el resultado mues-
tral, no se incrementa la utilidad al realizar la experimentacidn,. Todo ello
expresado, evidentements, en t8rminocs esperados. Asf pues, en este Ultimo caso,
toda la utilidad es la qus ya se diponfa a priori, no auméntando por la obser—
vacidn del resultado muestral, Esta circunstancia asegura la coherencia en el
empleo de cualquiera de las tres funclones de utilidad, Inversamente, cuando
la densidad posterior de © varfa con x(n) , el grupo de teoremas anterior in
dica que, por término medio, un experimento resulta Gtilmente informativo,

II. ADITIVIDAD DE LAS FUNCIONES DE UTILIDAD |

La segunda des las propiedades satisfechas por la informacidn espe-
rada tiene un marcado caracter aditivo que psrmite, en situaciones précticas,
descomponer el proceso de muestreo en una serie de etapas, cada una con la co=-
rrespondiente informacidn adicional, y cuya suma total es la informacién de to
do el proceso. Para desarrollar esta segunda propiedad para las funclones de u

tilidad esperada es conveniente, previamente, introducir la siguiente notacién.
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. Supongamos, puss, qus el resultado X de un experimento E con=-

siste en dos observaciones x1e><‘| y xzex « Entonces, {Xi,
p ( /9 )} (i=1,2) son dos experimentos con espacio paramétrico Q£D comin,

TEa-(E ,E2) se llama experimento "suma" de E1 y E, « Se define el ex-
perimento Ez(x1) = {X2,®,px (./9,x1)j’ como aquel que consiste en obtener
la segunda observacidn x2 cuando ya ss ha obtenido y egtudiado conveniente-
mente la primera observacidn ><1 .(y, por tanto, las opiniones iniciales se ven
modificadas oportunamente). Notemos que, para el experimento E (x ) , la den~
sidad de probabilidad pe( /x ) acta como una auténtica densidad inicial. So
bre este experimento puede definirse la correspondients I {IE (x Py (ofx )}
como la informacisn esperada proporcionada por el experimento consistenta en
obtener una segunda observacidn despues de que se ha realizado E1 y obteni-
do e investigado el dato x1 « La informacién esperada asi definida es funcidn,
evidentemente, del resultado muestral x1 debido a la modificacién que intro-
duce su estudio sobre la densidad inicial pg(.) y que pasa a convertirse en
la pe( /x ) « E1 valor esperado respecto a x1 de la informacidén anterior,
gue lo denotaremos por I {_E /E ,ps( )} s se define como la informaclén espe-
rada scbre 9 peoporcionada por E2 después de que se haya realizado E1 .

Con esta notacidn, Lindley (1956) demuestra para la informacidn esperada la
igualdad: )
IS{E,pa(.)_} = 13{51,%(,)} + IQ{EZ/E,I,DS(.)} .

Resulta evidents que todo el proceso anterior es iterativo y pue-—
de generalizarse a un nlimero finito de stapas (Lindley, 1956) . En cada una
de ellas se considera la informacién adicional producida al realizar una ob-—
servacién, suponiendo conocida la anterior., De esta forma siempre podrd des-
componerse la informacidn esperada proporcionada por el experimento E(n) en
una suma de las informaciones esperadas obtenidas en cada observacién, supues—
tamente conocida e investigada la informacidn contenida en la antsrior observa
cidn.

Reflejo de esta segunda propledad de la informacién esperada se

tienen las siguientes versionss para la aditividad de la utilidad esperada
del experimento E(n)

TEOREMA  3,2.11.1

Bajo las condiciones anteriores, esto es, para un par de experimentos



E, = {Xi, @,px (o/ 0 )} (1=1,2) con espacio paramétrico & comin, y
i
una densidad inicial po(.) » entonces

u1(s) = U1(E1) + u1(z-:2/E1)

donde E = (E1,E2) es el experimento suma de los Ei (i=1,2) &

La gensralizacién a un ndmero finito de expsrimentos con espacio
paramétrico ED comin admite la siguients formulacién:

n

u,(E(n)) = u (€] + :Ezé u, (€, /€, _,) .

Las correspondientes expresiones que toma el teorema en los dos e-=
Jjemplos propuestos muestran el mecanismo concreto de su aplicacidn prictica.

Es conocido (Lindley, 1956) que bajo las hipétesis del modelo normal:

x6'2'!-36'2 62692

1
pe(ﬂ/x1) = N( > ’ "“2——_2‘ ) °
¢ + G G *+ G

De ahi que
2

u,(E) = g1-Is{E,N(%.6‘o)} = 2g,elog(1 + 2 -E-‘é- )
2

9 Gyo
= .I N G . ——
() = s TLE N, Q) = dmpetenlt + =3 )
2 2 2 2
/ Ia x16'° + 9@ G G,
u,(E,/E,) = g, {52/51,N( 5 =— —— ) -
¢ +6, ¢ *6,

2
°

= 3, -1og(4 + 5 )

¢ *+G

cumpliéndase que
6'2 C'_2 (?2
°
10 W1 222 21q. -2 .1 ——
2g,e109(1 + 2 =5 ) 29,0209(1 + — ) + dg,elog(l + s )

9
9 ¢ +G, |
tal como indica el teorema 3.2.11.1 &
En el caso des una poblacidn uniforme con opiniones iniciales des-

critas por una densidad de Pareto, es conocido (DeGroot, 1970) que
pa(./x1) L Pa(|/94'1+k) con 91 = mix (9°,x1) °

Denotando por 9&= méx (So,x,l ,xz) (aunque resulte irrelevante el valor de 92,



en el cdlculo de la informacién esperada, en virtud del Corolario 2,2.1 )
resultard: '

® 2
U, (E) = g, {er (/3 )} = g,-log(1 + =) .
ul(e)=g 'I’{E WP (o/9 lk)} = g, elog(1 + 1)
1" 1 1 17 9 ° 1 k
- 1
= .I E P ® ‘H( } = .1 1 d e
u1(E2/E1) g, {52/ (7% (278 4 14) g,109(1 + =)
verificédndose efectivamente que

2 1 1
. -] = .1 - .1 e— °
91 109(1.+ k) 91 og(1 + k) + 91 09(1 + 1 ')

La interpretacién del teorema 3,2.1I.1 es la dual de la menciona °
da para la informacién esperada. Y asi, la utilidad proporcionada por el expe
rimento consistente en la obtencidn de dos unidades muestrales, cuando esta
utilidad viene expresada a partirlde la funcion U1(E) s €3 suma de la utili-
dad esperada proporcionada por el experimento consistente en la obtencidén de
la primera unidad muestral y de una utllidad esperada residual que corresponds
a la del experimento consistente en obtsner la segunda observacién conocido
ya el resultado de la primera, Esta aditividad es fundamental y, junto a la
no negatividad, constituye una pieza bdsica para cualquier desarrollo axiomé-
tico de la utilidad esperada. Por otra parte, la no negatividad de la utili-=
dad esperada implica que, realizado un determinado experimento E(n) y 88 de—
cir, llegado el momento de la extraccién de la unidad muestral n-ésima, la ex
traccién de la (n+1)-8sima observacién es, por término medio, Gtilmente in-
formativa. La inmedita pregunta a la afirmacidn anterior consistird en saber
si, en ausencia de un costo asociado al experimento, existe un momento en el
gue no valga la pena seguir obteniendo nuevas observaciones muestrales puesto
gue desaparezca la utilidad esperada marginal. Ests es el sentido del corola=—

rio siguiente:

COROLARIO 3.,2.1I.1

Si x1 es suficients para x = (x1,x2) con respecto a €, en el sen-
tido de que pg(e/x) = ﬁa(./x1) , entonces
U (E) = U(E .
J(E) = u ()

La demostrecidn es evidente sin mds que considerar que ya Lind-
ley (1956) demuestra que s1 x es suficiente segln el sentido expresado en
& 4
el corolario, entonces 1 -{E,po(.)} = I -{E1,ps(.)} .



Este corolario establece qus no hay pérdida de utilidad esperada
cuando la informacidn se cifie a la observacién ds un estadfstico suficiente
respecto al pardmetro objeto ds estudio, Inversamente, si un estadfstico es in
suficiente en el sentido descrito, entonces exists una pérdida de utilidad
puesto que en tal caso la informacién esperada (y por ello, la utilidad co-
rrespondients) 312{52/51,Ry(.l} es estrictamente positiva (Bermardo, 1978).
Por otra parts, llegada a una etapa en la que se produce la igualdad entre
las densidades expresadas en el corolario, si no se tiene en cuenta el costo
asociado al experimento, deberd pérarsa la realizacidn del muestreo toda vez
gue no es de esperar ganar utilidad con la obtencién de una nueva observacidn,
Evidentemente, en tales circunstancias y con el costo tenido en cuenta, pue-
de que el proceso quedara interrumpido con anterioridad.

El comportamiento seguldo en situaciones como la descrita en el
teorema 3.24II.1 por la segunda de las funciones de la utilidad esperada de
un experimento, la U2(E) s €S ligeramente distinto debido a la presencia de
un nuevo factor, No obstantes, dicho comportamiento estéd en el contexto de in

terpretacién realizado pare U1(E) . Demostremos el siguiente

TEOREMA  3.,2.1I.2

Para un par de expsrimentos Ei ={Xi,@ P, (o/0 )j (1=1,2) con es—
pacio paramétrico ) comin, se verifica Ai

9
UZ(E) = U2(E1) + U2(52/E1).B“I {_E1.p8(.)}

(i=1:2) .

siendo E = (E1,E2) el experimento suma de los Ei

Demostracidn.= Dado qus

U2(E) =g.e(1=- e-Io{ E,pa(.)} ) =g.(1- 8_19{ E1'p3(')}.e—I9< E2/E1,p9(.)} -
2 2
el ey TR
°} b4
+g {em, () (1= o F LES/Emg D)y U, (E1).+ U (E /€, )

e ()
(c.q.d.)

Del resultado anterior puede apreciarse que no se verifica la e-

ditividad en el sentido descrito para la segunda propiedad de la informacién



esperada, debido a la presencia del factor exp(-Is{'E1.ps[.)} ) que multi-
plica a la utilidad residual UZ(EZ/E1) e Este resultado era previsible ya
que Bernardo (1975) demuestre que, bajo condiciones muy genersles de regu—
laridad, la utilidad esperada U1(E) es la unica que verifica la mencionada
aditividads Sin embargo, la interpretacidn del resultado es idéntica a la rea
lizada para la primera de las funciones de la utilldad espereda. En efecto,
basta considerar como utilidad residual obtenida tres la investigacién des la
segunda ohservacidn una vez que la primera ya ha sido estudiada al producto
9
U, (E/E )ee I {-E'l'pa('JS .

Una formulacién distinta para el anterior teorema viene expresada

de la forma siguiente:

TEOREMA  3,2,II.3

Bajo las hipdtesis del teorema 3.2,II.2 ,

1°{ £ /e, 1my (-1}

uz(e) = “2(51)'9 + u2(52/51)

Demostracién.= Se verifica la siguients cadena de igualdades:
e = g1 T LBy Lo - T E im0}~ e fe (]
_ 6-19{52/51,p9(-)} . 9_19{ 52/51.;:9(.)}) - oq01- B_I°(_ 52/51'%(_)} .
+ 92.8-13{52/51.%(.)}(1 - 8-19{51,;33(,)}) = UZ(E1).e~IB{ 52/51,;33(.)) +
+ U(E/E) -

(Cegeds)

De los dos (ltimos teoremas se deduce el evidents corolario:

COROLARIO 3.2,1I,.2

Bajo las hipdtesis del teorema 3.2.II1,2 ,

® ®
uy(E,) + Uz(Ez/E1)'B-I {-E1'p&(')} - U (E /e ) + UZ(E1).B-I {‘EZ/E1'D.9(')-}

Apliquemos estos resultados a los modelos del capitulo segunda,

Y asf, en el modeloc normal, teniendo en cuenta las igualdadess:
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U2(E) = g2-(1 -

U2(E1) = 92-(1 -

1
Uz(Ez/E'l) = 92-(1 - —————=)
Go
6'2 + Gi?

exp(~I E},D (o) )= !

1+

se verifica la igualdad descrita en el teorema 3.2.II1.2 , esto es,

1 1
6,(1 - > %)=g2.c1- e )+
(1+2&—§) (1+-6':2'
2
NG ! )(1+-%) 2
92- d > |1+}'—2' .
(1 + 2
¢ + G

En el caso de una poblacién uniforme y unas opiniones iniciales
descritas por una densidad de probabilidad de Pareto la comprobacién de los

teoremas anteriores se realiza tenlendo en cuenta las expresiones siguientes:

U(E) = g ez
2 2°ke2

1

u,( 1) 9 i1

1
u2(52/51) 3 em—

2 k+2
exp(~Is{E17P9(~/9°!k)_}) = ‘I:-':—‘I

Andlogamente a lo ocurrido con U1(E) , cuando se trabaje con un

estadfstico suficiente ya en la primera observacidn resulta irrelevante obte



ner un segundo elemento del espacio musstral. Ello es debido a que la utili-
dad marginal de esa segﬁnda etapa de muestreo es nula, de forma que ests re=
sultado si estd en la lfnea del dual para U1(E) y para la informacidn espe
rada ISLE,pe(.)} « Su interpretacio'n es, pues, completaments anfdloga a la

mencionada para el caso anterior, Este rssultado estd contenido en el siguien

te

COROLARIO  3,2,1I.3

si X, es suficiente para x = (x1,x2) con respecto a ¥ , en el sen—

tido de que pg(e/x) = p,(«/x ) » entonces
9 & 1

U2(E) = U2(E1) .

Demostracibne=—
9 9
U2(E) = gz.(1 — et {E’ps(')-} ) =gy (1 - ot {51”3.9(')}) = u2(51)
(c.q.d.)

Para la tercera des las funclones de la utilidad esperada, US(E) ’
se obtienen resultados en la 1lfnea de los demostrados para UZ(E) y pare-
ciendo una aditividad entre la utlilidad proporcionada por la primera etapa
y una utilidad residual, definida considerando la densidad pe(./x1) como
densidad inicial. Una vez mis, si bien US(E) no verifica la aditividad
satisfecha por U1(E) s SI cumple cierta aditividad en la lfnea de la de-

mostrada para U2(E) « Sea, pues, el sigulente

TEOREMA  3.2,1I.4

Para un par de experimentos Ei = {Xi.@,px (/0 )J (i=1,2) con el
mismo espacio paramétrico oA g Y UNa densid:e]id inicial pe(.) , S ve=
rifica que

US(E) = u3(e1) + Ué(Ez/E1)
Donde E = (E1,E2) es el experimento suma de los Ei (1=1,2) y el
término Ué(Ez/E1) considera en su definicién como densidad inicial

la pe(./x1) .

Demostracidn.- La tesis del teorema se deducs de la sigulente ca

" dena de igualdadss:
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' ®
US(E) = ga-exp(—H(pe(.))).(eI <'E'pa(')j - 1) B’H(Pa(-)).(

GlEpn (O Te /e ()] | T E R ()f, TR E e, ()]

H(p,(+)), I4E, 4p (o)} .44(,3&(,)).81"{51,;:8(.)} o

= gsoe ¢ (8 179 -~ 1) + gaae

o ‘
(BI {EZ/E1,D3(.)} 1) - U (E ) + ga B X H(pe( /X )) ( I {E /E lp ( )_;

= ua(E1) + “5(52/51)

al actuar pe(./x1) como densidad inicial en la obtencidn de la segunda ob-

servacidne.

(ceged.)

Aclarando la notacion introducida en el anterior teorema hay que
resaltar que, dado que en la definicidn de US(E) aparece el factor exponen
cial de la entropia de la densidad inicial, en una segunda etaepa, cuando las
opiniones pasan a describirse por la densidad posterior pa( /x ) g dicho
factor debe considerarse definido sobre la entropfa esperada E H(DG( /x )) ’
toda vez que la densldad anterior depende evidentemente del partlcular valor
obtenido al realizar la extraccion de una unidad muestral. Por ello, al es-

cribir Ué(Ez/E1) debe entenderse que se trata de la expresidn
9
H I .
S Hleglelx)) Le/emel0)_

que aparece en el transcurso de la demostracidén,

Una demostracién ligeramente distinta da lugar a una nueva exprg

sion para US(E) « En efecto:

TEOREMA  3.2.1II,5

Bajo las condiciones del teorema 3,2.11.4 ,

o
US(E) = UB(E1).BI ¢ E2/51"39(')} U'(E /E )es -1 {E 198( )}

Demostracidne.=

+ep(-))( T LERLI} _ s . RGO

E = [
U3( ) g 8

WItepn () 1Tle e e, (0} | e e () TXE /e (0]



9 )
93.6-44(,30(.)).81 {Ez/E1’°&(')} o' {51”’9(')} - 1)+

3-e'H(Ra(')).(eIa<'Ez/E1’99('1} -1) = U3(E1).ala{-E2/E1'39('1} +

+g

s e B0 + TR E R e e (O (TR () )

9
I {52/E1,p9(.)} . ga.e-Ex1H(Pa(-/x1)).(

= ua(E1).e
5, _ . 0
(o L ErRp(IE gy T JONO) UylE e’ e el
9
+ Ué(EZ/E1).é-I {'E1’pe(')} .
(CcQodo)

Y

De los dos teoremas inmediatos anteriores se deduce inmediatamen

te la siguiente igualdad:

COROLARIO 3,2.1I.4

Bajo las hip8tesis del teorema 3.2.11.4 ,

&
ue) + ugle Je ) = u e dee” CE/ER L

4
+ U:;(EZ/E1).9-I {E1 ’pa(' ).}

Nusvaments puede apreclarse en todos estos resultados que bajo
US(E) la utilidad obtenida en un proceso de muestreo bietédpico es la pro-
porcionada por la primera observacién mis una utilidad esperada remanente
proporcionada por el expsrimsnto Ez/ E1 y esto es, proporcionada por la ob=—
tencidn ds una segunda observacién suponiendo conocido el resultado de la pri
mera, Sin embargo, también como en casos anteriores, con estadfsticos sufi-
cientes ya en la primera etapa no se incrementa la utilidad esperada al obte
ner una segunda observacién. Este es, pues, el sentido del corvlario siguien

te:

COROLARID  3.2,IL.5

Si X, es suficiente para x = (x1,x2) con respecto a & , en el sen—

tido de que ps(./x1) = pe(./x) , entonces

UB(E) = Ua(E1)

Demostracifne.—~ En efecto,




®
US(E) = ga-exp(-H(pe(.))).(eI {E'pa(')}
a N
L CIOINE Leme( 0} _ oy e,
(Ceqed.)

El anterior corolario también podrfa haberse demostrado sin mas
gue considerar que cuando las densidades inicial y final coinciden el no ha=
ber variacién en las opiniones del investigador ante la informacién propor-
cionada por la muestra, la entropla esperada para el experimento E coincide
con la obtenida para el experimanto E1 y esto es,

H Lo/ X = E H o/ X
E Hlpgle/x)) x, (pa( /%))
con DB(-/X) = Da(-/x1) « En efecto, empleando la notacién X = X1xX2 y re—

sulta:

pg( 9 /x)
E H(pg(s/x)) = 4499 (8 4x).10g _T—)— edx,d® =

D(S/X) 9(3/><)
p (B,X) log -—T—T oxed® = pex(g,x )elog ——r-T dx .d9 =
9 X

=€ H(p(s/x,])) »
X, e 1

De ahf que definida US(E) a partir del incrmento aebsoluto en la capacidad

de prediccidn:

U (€) - 9,0 (e_E (P (. /X)) 'H(Da(-))) -

(B'EX1H(D9(-/X1)) _ e-H(pa(-)))

-g. - U (E
9, Ua( 1)

que no es sino la confirmacién del resultado del corolario 3,2.II1.5 .

Apliquemos nuevamente todos estos resultados al modelo normal. Se

tendrfa:
,/ 2(2? + 6‘2 -G
u (E) = O e
3 3 GG,y 2ne
2
,/6°2+ ¢C -G
US(E)=93-

CG; 2Ns



‘/G' +ZG ‘G +G
CG \/

verificlndose 1la igualdad expresada en el Teorema 3.2,11.4 :

2 2 2 2 2 2 2
J2&+6‘-G JG&+¢ -G ,“-+2Q-/C + G,
93. g3. + g3.
CG'O\)ZKe CG V2Re CG y2ne

En el caso de una poblacién uniforme y densidades iniciales descritas por la

U'(E/E)-g-

densidad de Pareto la aplicacidn del correspondiente comportamiento de la ter
cera de las ﬁunciones de la utilidad esperada ante el experimento suma se re

alizarfa de acuerdo con las expresiones:

u,(E) = 2g, /8, exp((1+)/k)
U(E,) = gy /3, exp((14)/k)

]
£ Mo/ (T Cefe () )

4 E = .
US(EZ/ 1) 93¢

m oy = e (g ) = gy /9 el (1k)/k)
o, .8 k

(]

cumpliéndose la evidents igualdad:
2g, /9, exp((14k)/K) = ga/3oexp((1+k)/k) + 93/3,exp((1+k)/k) ]

III. LA UTILIDAD ESPERADA COMO FUNCION DEL TAMAND MUESTRAL

La informacién esperada sobrs © proporcionada por un experimen—
to E(n) y considerada como funcién del tamafio muestral, €s céncava y cre-
ciente (Lindley, 1956) . Verifica, por tanto, para cualquier valor de n%2 ,

las siguientes desigualdades:
{eln)iny ()} = T {Elm1)ipy()} 20
2.1 Eln)iny ()} = T {E(m)ip ()] = T {E(m1)p ()] 20

Este comportamiento de la informacidn esperada no es sinoc confirmacidn de

la creencia comin de que debe ganarse informacién cuando se realizan experi-
mentos de mayor tamafio muestral, al tiempo que la ganancia en la informacién
marginal disminuye ants observaciones independientes y equidistribuidas. Vea

mos ahora qué funciones de la utilidad esperada U (E(n)) (i=1,2,3) siguen



teniendo este carécter creciente y céncavo como funciones del tamafio mues—

tral,

Dado que, por definicidn, la constante g1 es positiva, las pro
piedades de la informacién esperada se verifican trivialmente para U1(E(n)) .

De ahi que (Lindley, 1956) se siga de forma inmediata el siguiente resulta

do:

TEOREMA  3.2.III.1

U1(E(n)) es una funcién creciente y concava de n .

La interpretacién de este resultado es idéntica a la establecida
para la informacién esperada. Supone una doble confirmacién para U1(E(n)) :
por una parte, confirma su empleo como funcién de la utilidad esperada; por
otra, confirma el hecho empirico, de aceptacién comin, de la disminucidén
marginal en las utilidades esperadas conforme aumenta el tamafio muestral, y
para observaciones independientes y equidistribuldas. Puede, por ello, afir
marse que, expresada la utilidad esperada a través de U1(E(n)) y 81 incre-
mento de utilidad al pasar de la muestra x(n) a la x(n+1) es menor, pe-
ro nunca negativo, que el experimentado al pasar del resultado x(n—1) al

x(n) .

La aplicacidn ds ests resultado al modelo normal conduce a las

desigualdades:
() = U, (E(m1)) (=%
u.(E - U (E(n=1)) = 3g. .10 - )} > 0
gt 1 1" JE (1) G2
¢ + nG,
ou (E(n)) = U (E(n+1)) = U (E(n=1)) = g_«1og >0
1 1 1 5 > 3

Para una poblacidn uniforme y una densidad inicial de Pareto, serfa:

U1(E(n)) - U1(E(n—1)) = g1.log — >0
U ((n)) = u_(E(m+1)) = U (E(n~1)) = g el0 (i) 0
2u,(E(n)) - U, J\ELm= g, gm > .

El comportamiento seguido por U2(E(n)) como funcidn de n es
idéntico al sefalado para U1(E(n)) . Efectivamente:



TEOREMA  3.2.II1.2

U2(E(n)) es una funcidn creclente y céncava de n .

Demostracidne.~ Si es creciente, pues
° ® |
U,(E(M) = U (E(n=1)) = g,.(s Lelrmndipy (D} _ o~ {E()e ()},

dado que la informacidn esperada es creclente y la constante 92 es posi-
tiva.

Para demostrar la concavidad basta comprobar que
A = (u,(E(n)) - u(E(r-1))) - (U (1)) - u,(e(n)))
es positivo. Y, segidn acaba de verse,

1L Elrm1)ip, ()} _ -1 {Eln)in, ()]

U,(E(n) = U (E(m1)) = g,.(e

-1 {elndip, ()} _ T (Elow1)y5, (0]

- E = [
UZ(E(nH)) U(E(n)) = g,+(e
con lo que su diferencia resulta:

A = g .(B"IB{E(FH-’]),DS(.)‘} + B-IB{E(”-‘I)!DQ(')} ‘ZB—IS{E(n),pa(.)} ) =
2
} gz.e-Ia{E(n):Pa(-)J (Bla{E(n),p’(.)} - IB{E(n-I-‘l),ps(.)} .

819{_ E(n),pa(.)} - IS{E(n-’I).pa(-)}

+ -2) .

X
Dado que e 2 1 + x , se deducs que

9
g .o { E(m)up, (2} (Is{s(n),pa(-)} - IS{E(”“")'%(‘)} e

2

9
P e ()} = L, (O] #1-2) =gt LD L ¢

(21°{E(n)in ()} = T {E(ne1)sn ()} = T {E(m=1)spy(.)} ) >0

puesto que la informacién esperada es, como ya se ha indicado, céncava res—

pecto n .
(ceqeds)

Nusvamente el teorema anterior pone de manifiesto la doble con=

firmacién a la que aludiamos para U1(E(n)) y que corroboran el uso de
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U2(E(n)) como una efectiva funcidn de la utilidad esperada. Este comporta—
miento en el modelo normal queda patentizado con las siguientes desigualda—

des:

U (E(n)) = U_(E(m=1)) = g.a ¢ ‘>

2 n - 5 N~ = g2. - 0
\/6‘2+ (n—‘l)G‘[,2 \}cz-rnc,z

2u,(E(n)) = U, (E(m1)) = U (E(n=1)) = G ‘ +

V[;:z + (n—1)6i?

1 2
- ) >0

+
2 f 2
‘JCZ'F(I'H"I)GQ 6‘2+n6.0

Y en el caso de una poblacidn uniforme con densidad inicial de Pareto, resul

tarfan las siguientes desigualdades:

u (E(n)) - U (E(n—1)) = g, (Iobn)(k-m-ﬂ

2k
(k+n) (k+1) (kbn=1) >0

2u, (e(n)) - u (E(n+1)) - U (E(n—ﬂ) = g,

La dltima de las funciones ds la utilidad esperada consideredas
no verifica en toda su extensién la tercera de las propiedades ds la informa
cidn esperada, Ello es debido a la especial definicidn de US(E(n)) en fun—
cibndes I {E(n],p( )j como$

H(ry(:)) T {E(n).p (I}

U,(E(n)) = g .e

+(py(-))

expresion en la que e no depende de n y, por tanto, no influye

en el comportamiento de Ua(E(n)) como funcién del tamafic muestral. Si bien
la informacidén esperada es cdncava, la funcién exponenclal es convexa. De es
ta forma la posible concavidad dg U (E(n)) dependerd, en cada caso concre—
to, de la dominancia existente entre la concavidad de la informacién espera-
da y la convexidad de la funcidn exponencials Por consiguiente, UB(E(n)]

no respeta, en general, el decrecimiento de la utilidad marginal conforme au
menta el tamano muestral. No obstante, la inversa tampoco es cierta como sa
pondrd de manifiesto para el modslo normal., En definitiva, el comportamisnto
céncavo o convexo de US(E(n)) com funcién de n dependerd de las especia

les hipStesis de partida sobre las densidades de probabilidad de la pobla=



ciédn y de la cantidad aleatoria ® de cada problema particular,

Precisamente el modelo propussto en la Seccifn 2.2 pone de mani
fiesto el caracter no estrictamente céncavo de U (E(n)) s puesto que bajo
las hip8tesis de dicho modslo la tsrcera ds las Funclones propuestas para rg
presentar la utilidad esperada es una funcién lineal del tamafio muestral., En

efacto, .
Uy(E(n)) = g en / 8, exp((k+1)/k])

de forma que la desigualdad empleada en esta seccién
2u,(E(n)) = U,(E(n+1)) = U_(E(n-1))

toma siempre el valor cero.

S8in embargo, US(E(n]) si respeta el hecho empirico de la ganan
cia de utilidad conforme aumenta el tamafio del experimento. E1 siguiente te-

orema demugstra que Us(E(n)) sigue siendo una funclén creciente del tamafio

muestral:

TEOREMA  3,2.I1II,.3

UB(E(n)) es una funcién crecients de n .

Demostracidn.~ Es inmediata, pues

U (E()) = U (Ere1)) = ga_;a(pb(.))(ex"{ Eln)ipy ()} _ T LE(1)un, (D},

dado qus la informacién esperada es creciente y tanto la constante 93 como

la funcion exponencial son positivas,

(Cchdc)

La aplicacidn de la desigualdad anterior al modelo normal toma=

,/o' +n6‘° \/6’ +(n—1)6‘

u (E(n)) - U (E(n—1)) = g, 0
2Ne

rfa la forma:

Y para el segundo modelo de los considerados:
14k

U (E(n)) = u_(E(n=1)) = g, /T,e K >0 .

Nuevamente la tercera ds las funciones de la utilidad esperada
falla en una importante propiedad que respeta la comin creencia de la dis~

minucidn en la utilidad marginal conforme va creciendo el tamario muestral.



Esta circunstancia implica,levidentemsnte, una nueva disminucién en la apli-
cabilidad de US(E(n)) + No obstante, y por dos motivos fundamentales que va
mos a indicar, la funcién ds utilidad US(E(n)) puede admitirse como correc
ta para describir clertas situaclones concretas. En primer lugar, aguellas a
plicaciones précticas en las que se dispongan ds datos acerca del incremento
absoluto producido en la capacidad de prediccién por el hecho de realizar el
experimento E[n) pueden necesitar describirse por utilidades donde existan
marcados crecimdentos marginales en todo el proceso o en parte de él. Por e-
Jemplo, esto es posible en circunstancias en las que, a priori, el desconoci
miento sobre la cantidad de interés sea total, necesiténdose llegar a un de—
terminado tamafio muestral n0 a partir del cual las sucesivas informaciones
disminuyan en importancia. En segundo lugar, tal como queda recogido en sl
teorema siguiente, en el modelo normal sf existe un comportamiento en la 1f-
nea demostrada para las otras dos funciones de la utilidad esperada, y essto
a pesar de que la concavidad respecto n no sea una propiedad general para
U3(E(n)) « Este hecho es interesants en cuanto que, con frecuencia, se utili
zan en la préctica aproximaciones al modelo normal, Por tanto, con tamafios
muestrales no excesivamente grandes y para clertas aplicaciones, podrd acep-—
tarse con gran credibllidad que también la utilidad esperada US(E(n)] Si=
gue un comportamiento céncavo como funcidn de n , respeténdose de esta for-
ma la creencia = no exclusiva para todas las aplicaciones = de la disminu—
cién ds las utilidades marginales conforme crezca el tamafio muestraels. El tso

rema al que se ha aludido es el siguiente:

TEOREMA  3.2,11I.4

En el modelo normal, Ua(E(n)) es una funcién clncava de n .

Demostraciéne.=~ Bajo las hipdtesis del modelo normal
2

Go
US(E(n)) = ga.( 1+ n -g_-é- T=1) /6‘0\’2"3

Considerando la funciédn de variable real que admlte la misma expresién que

US(E(n)), esto es,

y(x) = 93-(

tiene como segunda darivada



' 2
Ge > | -
y"(x) = - 93-( '&.— )3 o (1+ x 612- ) 32 / 4‘/21'[9

expresion que es menor que cero para cualquier x positivo, Y dado que n
es combinacion lineal de n1 y ™1,

‘n = 3(n=1) + 2(n+1)

y que y(x) es céncava en las abcisas positivas, resultard

y(n) 2 3y(n=1) + 2y(n+1)

esto es,
2u,(E(n)) 2 U (E(n+1)) + U (E(r-1))
(c.q.d.)

Iv, COMPORTAMIENTO DE LAS FUNCIONES DE UTILIDAD COMD FUNCIONALES
DE LA DENSIDAD INICIAL

La concavidad como funcional de la densidad inicial es la ultima
de las propiedades caracteristicas de la informacidn esperada. Se trata de u
na propiedad ds diffcil j.ntarpr‘etacién practica, admitiendo representacidn
gréfica solamente en el caso de que sl espacio paramétrico se reduzca a dos
valores, circunstancia en la que cualquler densidad inicial queda expresada
por un valor r‘éal en el intsrvalo [0,1] e Sin embargo se trata de un instru
mento para desarrollar la teoria del disefio de experimentos éptimos por maxi
mizacién de una funcidn de informacién. Veamos, pues, qué expresiones Intima
mente relacionadas con la informacién ssperada verifican esta propledad y,
en particular, qué funciones Ui(E) (1=1,2,3) son céncavas como funcionales
de la densidad inicial pe(.) .

’ Consideremos el siguients experimento: con probabilidad > (para

todos los valores de 9 ) realizamos el experimento E1 B{X“, @4,0)( (./8“ )},
con probabilidad 1-X (para todos los valores de ® ) se realiza T a1

2
espacio pamnét%ico es idéntico, @, = (‘:9 = L‘Q « La observacién consistiréd

52 = {xz'@-t'px (./9&)} s Suponiendo que tanto pare E1 como para E_ el
en la extraccidn de una unidad muestral de acusrdo con alguno de los dos ex—
perimentos que, a su vez, son elegidos de acuerdo con las probabilidades asig
nadas de L 6§ 1- ) , respectivamentse. Asi{ pues, obtenido un determinado da
to existe una doble incertidumbre: la implicada por el pardmetro desconocido

9 y la derivada por el desconocimiento de qué experimento E, (i=1,2) es

i
el realizado para obtener la observaciédn. Este experimento compuesto se deno

tar& por la expresidn ()E + {1~A)E ) . En términos matematicos serfa
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(X E1 + (1—})52) = {x = X1UX2,@,P) donde P es el conjunto de funcio-
nes de densidad P, (x/9) definidas com sigus: si x€X1 s entonces

P (x/9) = ).p (x /9) can  x=x i si xéX2 y entonces P, (x/©) = (1=X).
P, (x /9) conl x=x,, o Asf pues, P, (x/ @) se trata de una combinacién 1i
nea? convexa de las densidades p_ (x /9) vy P (x5/ @) « Lindley (1956)

demuestra los resultados siguiente; 2

Ie{le1+(1—,)-)E2,pe(.)} =)I {E1’pa(')} + (1—)—)19{52.98(-)}

o
y, manteniendo un expsrimento fijo E , I {E,pa(.)} es una funcional cén—
cava de la densidad inicial pe(.) , esto es, siendo pa(.) ’ p1a(.) y
pée(.) densidades de probabilidad tales que

p () = Xpgle) + (1=Npyels)

con 0€X & 1, resulta ser

1 {Epg( )} 7 AT {ER, (D) + (= AT {Epyl)}
Notemos que siendo p19(.) y ng(.) funclones de densidad, cualquier com~
binacidn lineal convexa de ellas sigue siendo funcidn de densidad, lo que im
plica que la densidad anterior esté bien definida. La desigualdad en sentido
inverso define a una funcional convexa.

A fin de comprobar los resultados posteriores es conveniente de-
sarrollar previamente un sencillo modelo en el que el espacio paramétrico es
bipuntual y que serviri para proporcionar una representacién grdfica del ca—
rdcter cdncavo de la informacién esperada y de otras expresiones relaciona=—
das con ella consideradas como funcionales ds la densidad iniclal.

Consider‘ems, pues, un espacio muestfal X en el que toma valo=
res cilerta cantidad aleatoria x qus se distribuye uniformemente eh (0,9).
La cantidad de interés dssconocida admlte dos posibles valores, el 1 y el
2 , siendo por tanto el espacio paremétrico el @ = {9‘ = 1, 8& -=2} o La den
sidad inicial vendré dada, pues, por el par (p,1=p) que describe las opi-;
niones iniciales que el investigador posee sobre la ocurrencia de los dos po
sibles estados da la naturaleza 9' y 9,, y respectivamente. Bajo estas hipd-

tesis se demuestra el siguients

TEOREMA  3.241IVe1

Si x es una cantidad aleatoria uniforme en (0,8) y ¥ © toma los
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valores 1 y 2 con probabilidades p y 1-p , respectivamente
( pe(0,y1) ), resulta ser

Is{ Esp } = pelog 2 - #(14p).log(14+p) = %(1=p)elog(1-p)

. Demostracidn.= Ss tienen las siguientes densidades de probabili-

dad:

1 x€(0,1) y ©§=1
px(./B) =1/ e (0, ), esto es, px(-/S) ={

p si &=1
p(s) =
o 1=p si §=2

p en (0,1)x1

3 xe6(0,2) y9=2

Fb (-o-) =
8 3(1-p) en (0,2)x

3(14p)  en (0,1)

p («) =
8 3(1-p) en (1,2)
1—3:— en 921 y E en 9 =2 cuando x (0,1)
P (O/X) = .
9 0 en D =1 y 1 en 9 a2 cuando x (1,2)

La entropla y la entropfa esperada admiten las sigulentes expresiones:

H(p) = = 2 b (8,)4108 p,(8) = = pulog p ~ (1-p).log(1-p)
9, e &

EXH(D) = - J{_ 2_ P (x/8;)epy(8,)e10g pa(9,-_/><)}dx =
Q;CQQ

i

2 1
= -J { pelog '1'+§ + é('l-p).log 71-?;;} dx = e=p,Jog2 =~ pelogp -

- 3(1-p)elog(1-p) + 2(14p)elog(1+p)

Como ya qued$ indicado en su momento, en los célculos anteriores se ha supues
to que la expresidn 0O.log 0 toma el valor cero, Finalments, restando los
dos resultados antsriores

1°{€p} = H(p) - EH(P) = pilog 2 - H(tp).log(#4p) = $(1-p).1og( 1)

(C-q.d.)



Este resultado permite comprobar practicamente la concavidad de
la informacion esperada como funcional de la densidad inicial. En efecto, con

una variable real la desigualdad

19 {E,P8(.)j>*I®{E,pi6(.)} + (1-» .18{E,P29(.)}

que define la concavidad de la informacién esperada como funcional de P2AC»]
es equivalente a que la segunda derivada de |I(E,p), cuando exista, con res-

pecto a p sea no positiva (Fleming, 1969] ¢« En el sencillo modelo anterior

2 6r i
d I {E.,pj
dp 1p
expresion que es menor que cero para cualquier p€jiu,l£ , confirmando asi

el resultado encontrado por Lindley (1956) sobre la concavidad de la infor
macién esperada. El mismo ejemplo proporciona, ademas, una representacion
grafica de la informacion esperada en funcién de p . Dicha grafica seria la

siguiente:

0*2231435

0 P 076 P, 1 P

Representaciéon grafica de | { E,pJ como funcién de p .

Del examen de la anterior figura puede asegurarse que cuando se
admita a priori que la probabilidad de ocurrencia para el valor » del para-
metro & esta comprendido entre los valores p* y p* , al obtener el dato
muestral x a fin de adquirir informacion sobre el verdadero valor de d se
obtiene wuna informacién esperada de, al menos, la de la recta que pasa por

los puntos (p”,I*"{ E,p”*}) y (p*,I*{ E,p?j) , esto es, la recta de ecuacidn

. 9, 9 ,
{ E,p) Q' {Ee,P2] - I8{EP]]) + 19{E,Pi]

De esta forma pJde quedar establecida una cota inferior para la

informacion esperada de este caso concreto de espacio paramétrico bipuntual,



permd tiendo adquirir una cierta idea ds dicha informacién cuando, ante la im
posibilidad de precisar una probabilidad inicial, el investigador si es ca-
paz de incluirla dentro de un intervalo de posibilidades, Generalizando este
comentario puede afirmarse que, para aquellas situaciones en las que el cél-
culo de la informacidn esperada es de dificultosa obtencién, su concavidad
como funcional de la densidad inicial puede proporcionar una adecuada cota in
ferior. En efecto, si para una cierta densidad inicial Po («) 1la obtencidn
de I {E,ps( )} resulta complicada, conocida dicha informacién para otraes
dos densidades iniciales p ( ) y p2 ( ) relacionadas con la primera a
través de la combinacién llneal convexa pa( o) = ).p18( o) + (1= l)pzs( .)
podré asegurarse qua, al menos, la informacidn esperada proporcionada por el

experimento E = {X, @ ,px(./ 8 )_} cuando las opiniones iniciales vienen des

critas por pe(.) s Seré
2 1%{Ep (0] + (=3)T{ e, ()}

Estudiemos ahora el comportamiento seguido al respecto por la

entropia y la entropia esperada.

TEOREMA  3.2.1IV.2

H(pe(.)) es una funclonal céncava de pe(.) .

Demostracidn.~ Denotando por
AHR, () = Hlay () = 2, o(«]) = (1= X)H(p,4(+))
y siendo pe(.] = }.p1e(.) + (1-)).p28(.) » bastard demostrar que ZXH(QB(.))

es no negativo. Y asf:

A Hlpg(e)) = = J De(ﬁ).log R (9)edd + lj Pl 2 )elog P 1ol 8000 +

(})J (9)»1 (8).ad ).J 5(8)e1 101°) 5
+ 1- P e1l0g P [ = P og d +
29 28 (9)
p_(9)
+ (1=)) pze(!?).log 28 .dd >0
99(9)

pues las integrales anteriores son positivas, sin mids que considerar la desi
gualdad de Hardy, Littelewood & PSlya (1952) , con pie(B) / p9(9) como
funcién u(®) .

(ceqed.)
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En el ejemplo desarrollado resultaria:
d2H(p) * "
dp p(l-p)

cociente negativo para cualquier pél}of1” (en los extremos la segunda deri
vada anterior tiende a - oo ) , verificandose, pues, el teorema 3.2.1V.2

La representacion grafica de H(p) pone de manifiesto su caracter concavo
en el modelo que sirve de exposicion practica en el estudio de la concavidad

como funcional de la densidad inicial*

G»6931472

0 0*5 1 P

Representacion de H(p) como funcién de p -

TEOREMA 3.2.1V.3

EXH(p Bf./x)) es una funcional coéncava de pg(-)

Demostracién.- Denotando por

A E . = EH / - "NE H f./ - 1-*)*E H f.l
PPy () . (pB(‘ X)) « (910 X)) ( ) « (929 X))

y siendo pP&(«) =N P1& A + ArACO,0 habra que demostrar

Pue A E H(p (,/X)) es no negativo. En efecto,
X o}

A LENC %J*/x)) > - JfJi pX(x/8 Mg OJ Ay (- 20-P29 S )).iog



p (X/S).pa(s)
.log - dfedx + )jj p (x/® ).p13(9 Jelog
px(X) X
p (x/® )-p,'a(S)
dlog = od Jdx + (1-;)” px(x/B).pzs(S).log
p1XCX) -
(X/% )o (9)
.log px "26 «dD sdx
DZX(X)
donda

(+) = Xp,p(4) + (1= Kupyye)
ORN FYCLIRINCIRLI R

p () = Xp, () + (1=A)ep, (o)

El teorema guedard demostrado comprobando que cada una des las dos integrales

siguientes

Ppl 2)ep, (x)
A E H(p (o/x)) = AJJ p (x/& )-019(9').109
" g opX)ep (2)

edBedx +

923(9 )-px(X)
+ (1=2) J‘J px(x/a )-923(9).109 «d ® edx
pzx(X)-pe(e )

es no negativa, En efecto,

P (x)'pia( e)

jj px(X/&)-pia(S)-log =
pix(X).pe(a )

d@edx =

p (x)-pa( &)

= - jJ p (x/9 )ep, (9 )elog ix .
% 13 px(X)-pw( 9)

dd .dx

y pussto gue para cualquier funcién positiva resulta ser =log f(x) 3 1-f(x) ,
desarrollando la @ltima integral y enlazando con el célculo del incremento

A EXH(pa(-/X)) ’
Aeplo ) % = [ [ (6 (8 0 (01up, 00/ ())uemane +

+ Jj px(x/& )-Dia(Q ).ds.dx = jpix(x).dx -Jpx(x).(pix(x)/px(x)).dx = 0

- (c.qa.d.)
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En el ejemplo propuesto se verifica que

d EAHfpAf.ix))

dp p(l-p2)

expresion que es menor que cero para p€rOfl£ . La representacion grafica

de E H(p) muestra su caracter céncavo:
X

E H(p) t

Representacion grafica de E H(p) en funcion de p
X

Siendo pg(-) 3 rp 10(-) + (I~)U«P2.8(-) 0f * 1, considere

mos las expresiones siguientes:
H(pe.» - AH(pld(.)) " il-».H(p2a(.)) - Ah(P(.)) =»

PoJ& *

P,J &)
<d& 3y i

r
= | Pigd &) 109 — + (1-J0 ‘pZa(9 ).log
P8 (9) pe (&)

EHp (,/x)) - EH(p i./Ix)) - ~E H(p f.Ix)) - (1->).E Hfp f.Ix))
X o X 17 X 10 X

ia (/™)
= P (x/9- ).p..(&)*i°g e «d&.dx +
1» P,(9
&/*)
+ d-JO P (x/d ).p_cC&).iog +d8 .dx X. O
X 28 R&($/x)
A i8{e.p (.i) - i8e.~"C.i} -* i8e,p_ (.)] - Ci-A).i&{e,p28(.)J

18



(9)ep, (®/x)
p1° pa odQ odx +

- ;jj (x/8 )ep, (¥ )elog
A TYS I

P (8 /x)ep_(B)
+ (1=2). JJ p (/9 ).pze(o).log i 2 d9.dx % O
% pzﬁ(slx).pa(e )

verificdndose trivialmente que
9
. = H . - E H .
AT {E"’a( )} A (pa( )) A | (pe( /x))
Con la notacién anterior se daducen los dos corolarios siguisntes:

COROLARIO 3.241IVe1

Atipy () > AE Hp, (+/x))

Demostracidn.—
Ants () = A EHR () = AT{ER ()} > 0
(ceqeds)
COROLARIO  3.2.1IV.2
Ane, () % A T'{En (1)}
Demostracidn.-
Aule () = At{En () = DgHe (/) % 0
(OoQodo)

Pasemos ahora a estudiar el cardcter qus, como funcionales de la
densidad inicial pe(.) , tienen las funciones ds la utilidad espereda Ui(E)
definidas con anterioridade Concretamente, por su misma definicidén, Uq(E)

es también con evidencia céncava como funcional ds QB(.) .

TEOREMA  3,2,1V.4

U1(E) es una funcilonal cdncava de la densidad iniciél pe(.)

El comportamiento seguido por las otras dos funciones difiere en
tre sf., Mientras qus para la segunda de dichas funciones se respeta la misma

propiedad que para la informacidn esperada, nuevamente U{E) tiens un com-



73

discordante con las otras dos utilidades esperadas, En el modelo que estamos
aplicando, de espacio paremétrico bipuntual, las distintas funciones U,(E)
i

toman las siguientes expresiones concretas:

U1(E) = 91-(p-log 2 = 2(1+p)e1log(14p) = £(1-p).10g(1-p))

\/(1+b)1+p.(1—p)1_p )

U2(E) = g2.(1 -

2p

p

U (€) = g, 2?0, - p(1-p))

El prdximo resultado, demostrado para funcionales, se corresponds

con el resultado analogo para funclones de variable real (Fleming, 1969) H

TEOREMA  3,2.1IVe5

Si F(pg(s)) es una funcional concava de pe(.) , entonces

exp(-F(qa(.)) es una funcional convexa .

Demostraciéne.~ Siendo pe(.) = lpw(.) + (1-ﬁ).p28(.) con

0< X <£1, demostrar quse

0D o () L sy Fagl))

es equivalents a ver gque

1€ o Pele)) =Flogle)) ) gy Flrg(e)) = Flaygle))

Dado que F(gg(.)) es cdncava,

Flog(:)) % X Flo, (1)) + (1=3)eF(p,(+)

de donde

3 Rl = oy () (1) Flop(e)) = Flmy ()

‘4

(1= 20 (Fp () = Flp, ,(+)))

+ (1_}.)8)‘(":(91&(')) - F(ngﬁ))) >

> Xs
> X (1+ (1-;).(F(p29(-)) - F(pw(-)))) + (1=)X)e(1+ 2 (

(Flo,g(+)) = Floyg(e)))) = 2+ (1-2) =1

(ceqged.)
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El resultado antsrior permite demostrar para la utilidad espsra-—

da U2(E) su concavidad como funcional de la densidad inicial pe(.) .

TEOREMA  3,2.1IV.6

UZ(E) es una funcional céncava de la densidad inicial QO(-)

Demostracién.=~ Dado que IO{EQDG(.)j = H(pe(.)) -
- EXH(pe(./x)) es céncava respecto po(.) , resultard ser, con 0 X < 1

y pe(.) = )-p,'a(-) + (1-})-929(-) y que

Hlpg(+)) + € Hlpy(a/x))

es una funcional convexa de pa(.) s ©n virtud del teorema 3.,2,IV.5 . Ds

donde
(g (+)) < Ii CINEY) . (o) oH(pp(e))
e R (/X)) € Hlp a(e/x)) € P, (+/))
Asi puss, con 9,7 0,
~H(pg(+)) -H(p, (+))
gz-( = 2 -1)5)-92-( e 19 - 1) +
o€ H(p,(/x)) e-ExH(p‘la(./x))
~H(p_,(s))
b (1=x)eg, ( ——2— - 1)
B-EXH(DZS(./X))
esto es,

] 4
gz.(’l - e-I {E,pa(.)}») > 92.(1 —e_I {Esp,‘a(-)}) +

]
—I E [}
b (=201 = a7 LEpled)
(c.qed.)
Nuevamente el ejemplo propuesto sirve de comprobacicdn al resulta

do obtenido. En efecto, al ser

: 9

-1 { E,D } )

UZ(E) = gz.('l -8

una funcidn de la variable real p , resulta:
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2 2 _9 )

d” U (€) e} 4T {&,yp} (d T{Em} ,

—_—.2—— = QZ.B b - ) )
dp dp dp

expresidn no negativa para valores de p en el intervalo )£3,1[ al ser

o e} . _ 1 .
dp2 1-p2

| La interpretacidn de esta propiedad de concavidad para las fun-
ciones U1(E) y UZ(E) es idéntica, en términos de la utilidad esperada,
que la efectuada para la informacidn esperada: si la obtencién de la utili-
dad proporcionada por un experimento E =«{X,(£D,px(./9 )} es dificil para
una cierta densidad a priori pero, en cambio, es conocida la utilidad espera
da proporcionada por otras dos densidades p1a(.) y p2&(') relacionadas
con la primera a través de una combinacién lineal convexa, la utilidad espe-
rada en el primer caso serd, al menos, igual a la idéntica combinacién lineal
convexa de las utilidades esperadas obtenidas cuando p1e(-) y DZG(') son
las densidades iniciales.,

La tercera funcidn UB(E) no es necesariamsnte céncava como po-
linomial ds qe(.) « Efectivamente, dado que la funcidn exponencial es conve
xa, la posible concavidad o convexidad de US(E) dependerd, en cada caso
concreto, de la "dominancia" que exista entre las dos exponenciales que de-
finen a UB(E) s adn teniendo en cuenta que, por el corolario 3.2,IV.1 ,
H(qa(.)) es més_céncava que EXH(pB(.)) « Existen, no obstante, cotas infe-
rior y superior para las exponenciales exp(-H(pe(.))) y exp(-ExH(pe(./x)))
que intervienen en la definlcidén de UB(E) .

TEOREMA  3.2.1IV.7

Siendo pe(.) = )-p1e(.) + (1- ).).pza(.) ycon 0¢Xg1, se verifica
AR e (), | AHegla)),
y donde

At (D) | (D) |y 0, 00) (g Ho,ee))

1]

Demostracién.~ Al ser H(qb(.)) céncava, por el Teorema 3.2.IV.5 ,

J(1=2)(H(p, o(+) = H(p o(+))) =2 (Hlpyp()) = Hlp, ( (2))) oo ey,

P + (1=-)).e
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Dado que

(1)) @ MHPpl)) + (1-2):H(p, (- ))

A B-H(pe(-)) - A
E,;“H(pw(-)) + (1—})-H(p20(-))

é—AH(pe(.)) _}eh—})(H(pz&(-))-H(pw(.))) _ [1_})B—A(H(p29(-))-H(pw(.)))
e;xH(pw(.)) + (1-}).H(p28(.)]

=

Y aplicando el resultado del teorema 3,2.IV.5 ¢

PN CA O B sl LS T CX ) P CH )}
Hlpy(2)) = A h(p (L))

(C:q.d-)

Siguisndo idéntica tecnica de demostracion se obtiene la siguien

te cota superior para el incremento de la exponencial BXp(-ExH(pe(-))) :

TEOREMA  3.2.1V.8

Siendo pe(.) = }pw(.) + (1-}).p29(.) pcon 0€£2< 1, se verifica

A eS| (/) BEHR/D),

~

donde

A cEHR/X)) - € Hg (/X))

- }auExH(p‘lO('/x)) - (1-}).8-EXH(928('/X))

Las correspondientes cotas inferiores vienen dadas por los préxi

mos dos resultados:

TEOREMA  3.2.IV.9

L

Con la notacidn del teorema 3.2.IV.7 , y siendo

AH(pe(-))-e_H(pf?(')) = H(pa(-))-e-ﬁ(%(')) - }.H(pw(-))-e'ﬁ(p'l&(')) -

- (- })-H(DZQ(-)).G-H(pza(‘))

y Se verifica que

AB"H(F’O(-))>/ H(pb(.)).e-H(pe(.)) _AH(pe(.)).e“H(pe(')) +




+ Hpy(«))e( A Hp (+)) = (g, (.)))

Demostracidn.=-

A GOl g (Hool)) o (o)) () (HR(e)) _ Ao,y (aD))
)*B_H(D‘IQ(.))(B-H(F,G(.)) + H(p'l&(.)J - 1) + (1—?.).B~H(p29(.)).(

(e¥(Poled) + Moy (D) gy o e Prel o (00) = 2 & Prel e (00) 4

v (e pdee 2l N o () = (12208 Pl ) g (1))

expresidén de la que se deduce lnmediatamente la tesis del teorema.

(qu- do)

Y siguiendb idéntica técnica de demostracifn se tiens el corries

pondients resultado:

TEOREMA  3.2.1IV.10

Con la notacién del teorema 3.2.IV.8 , y siendo

AEXH(DQ(-))-B-EXH(%('/X)) = EXH(pg(-/x)).s-ExH(pe('/x)) -

")‘ExH(pm('/"))'B—EXH(p'le('/x)) - (1-AJEXH(PQ&(-/XJ)e-ExH(pze(‘/x)).

se verifica que

Ae-ExH(pa('/x)) > E H(p (./x)).e-ExH(pB('/x)) -
- Ay (i) S e e (a0 A E Hay (1))

- EXH(DB( -/X) ))

3.3. LA UTILIDAD ESPERADA ANTE TRANSFORMACIONES DE LA CANTIDAD
DE INTERES

Cuando el investigador esti m&s interesado en conocer la cantidad

aleatoria v.F més bien que el pardmetro 9 , relacionados ambos por la trans—
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formacifn ¢ = ¢ (® ) , se define la correspondiente informacién Gtil espera
da (Bernardo, 1978) como ya se indicé en la seccién 1.4 . De ahf que las
utilidades esperadas admitan idénticas expresiones formales que las usadas
en la seccion 3.1 pero definidas en funcifin de la informacién esperada Gtil
y no en funcidn de la informacidn esperada total, resultando, por tanto, las

expresiones siguientes:

INCEEREL LEAO)

¥
U2?(E) - 921{:'(1 - e"‘I {Eups(-)})

|
Ua (E) - gs?-e-H(p‘?(.)).(BI {Evps(-)} - 'l)

y en dondse p‘f(.) = T?(pa(.)) s siendo T‘P la correspondiente transforma=—
cién que liga a las cantidades desconocidas 9 y \e « La interpretacién de
las nugvas constantes gi es idéntica a la realizada para las gi defi-
nidas en las primitivas funciones Ui(E) (1=1,2,3) , pero referidas eviden-
temente a la nueva situacidn introducida por la consideracidén del nuevo pa-

réametro P oY asi, representa la utilidad esperada de la informacidn

Q,“e

proporcionada por una unidad informante sobre el valor de Y repre-

g
senta la utilidad esperada final de invaestigar con informacién coig’leta S0~
bre el valor de Y ; y g3 sera la utilidad esperada de aquella informacidn
esperada sobre Y que toma el valor log(1 + exp(H(p\P(.)))) « Estas nuevas
constantes no tienen por qué coincidir con las primitivas gi y toda vez
que, por ejemplo, la transformecién ¢ =y (®) puede haber restringido el
campo da variabilidad del nuevo pardmetro Y aun cierto subconjunto del es-
pacio paramétrico primitivo @, de forma que una unidad de informacién pue-
de proporcionar mas cantidad de slla scbre ¥ que sobre & . Lo cierto, evi-
dentemente, es que ante transformaciocnes biyecvtivas de la cantidad de inte-
rés, las constantes gi y gi coinciden (i=1,2) , pues la informacién
esperada gs invariante ante tales transformaciones. No es el caso, como era
de esperar, de gS‘f puesto que estd definida en funcién de la entropia y
ésta no es invariante ante las transformacionaes biyectivas dz la cantidad de
interds, Queda como pmblemq abierto la comparacién entre las utilidades es—

peradas definidas bien como funciones de la informacidn esperada total, bien

como funciones de la informacién esperada Gtil, y dentro del contexto del rg



sultado encontrado por Bernardo (1978) para ambas informaciones esperadas.
Sin embargo, si puede afirmarse que, teniendo en cuenta el resultado aludido
que indica que la informacidn esperada Gtil no es mayor que la informacidén

esperada total, se verifican las desigualdades:

um(E) ) ”1(5)

N
gi g,

? 1
H(py(s)) H(p, (s))
uaY(E).e Pp . u,(E)ee Po

N
93¢ 9,

(i=1,2)

Dado que la informacidn esperada Gtil sigue idéntico comportamien
to que la informacidn esperada total como funcidn del tamafio muestral y como
funcional del experimento E = (E1,E2) y Seguirdn verificdndose para las uti
lidades esperadas Ui (E) (i=1,2,3) andlogos resultados que los expresados
en los grupos de teoremas 3e¢I , 3,II y 3.III , En cambio, consideradas
las Ui (E) como funcionales de la densidad inicial Qg(.) y NO pucde ase—
gurarse su concavidad puesto que tampoco la informacidn esperada Util la ve-
rifica. Para ésta, Bernardo (1978) demuestra que fijo pa(B/\P) , la in=-
formacidn I?{Egpb(.)} es una funcional cdncava de p?(.) « Baséndonos en
este reéultado y siguiendo la misma técnica de demostracién que la utilizada
para demostrar los teoremas 3,2.IVe4 y 3.2.1V.6 , pueden demostrarse los

siguientes dos resultadqs correspondientes:

TEOREMA  3.341

Para un experimento E ={ X, & ,p (./8)} , funcién =9 (8) vy fijo
x =

ps(./? ) U1q£E) es una funcional céncava de p?(.) .

TEOREMA  3.3.2

Paré un experimento E = {x,éD .Dx(-/s )} y funcidn Y= (8) yfi

Jo pg(./f ) UE*(E) es una funcional céncava de R?(') .
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CAPITULO 4

DETERMINACION DEL TAMANO MUESTRAL OPTIMO

Este capftulo es consecusncia de todo el desarrollo anterior. En
efecto, en 81 presentaremos una normativa sencilla y general para determinar
un tamafio muggtral por maximizacidén de la expresidn del valor esperado de un
experimento para, posteriormente, aplicarla a los dos modelos concretos qus

nos acompafian a lo largo de toda la tesis.

4.1 TAMANO MUESTRAL OPTIMO

La determinacidén de un tamafio muestral es uno de los problemas de
disefio m&s sencillo y de aplicacién mds frecuente, En todos estos problemas,
y con gran generalidad, el objetivo Gltimo que se persigue al realizar un ex
perimento muestral cbnsiste en obtensr informacifn a través de la muestra so
bre una cierta cantidad de interds © , de forma que esta informacién adicio
nal al conocimiento que sobre 9 dispone a priori el investigador es repre—
sentativa de la utilidad que el proceso de muestreo reporta. Esta dualidad
informacidn=utilidad ya ha sido convenientemente expresada en los capftulos
anteriores por lo que para acabar de especificar el problema debemos contres
tar dicha utilidad con el costo que l8gicamente lleva aparejado el proceso
de muestreo, Resulta evidente que, enfrentados de esta forma utilidad y cos—
to, el tamafio muestral Sptimo deberd representar una solucién de compromiso
entre la maximizacién de la utilidad y la minimizacién del costo. Precisaﬁeg
te, la diferencia entre la utilidad y el costo esperados recibe el nombre de
valor esperado del experimento, de forma que el tamario muestral 6ptimo dsbe
encontrarse por maximizacidn de dicho valor. Se establece como hipStesis fun
damental la de la aditividad de la utilidad y el costo esperados. Ambos ven—

drin expresados, pues, en idénticas unidades.



Dado que desde el comienzo el problema queda enfocado desde el
prisma Bayesiano debe suponerse que sl investigador que debe decidir sobre
el tamafio muestral a considerar es, a su vez, capaz de describir sus opinig
nes iniciales sobre ® a través de la densidad inicial gg(.) o Ademés, tam
bién deberé ser capaz de expresar mediante una funcidn conocida la utilidad
que le reporta realizar la experimentacién y obtener una muestra determina—
da.

Denotando por
u(E(n)yx(n)y®) = u (x(n),®) - GS(E(n))

a una utilidad aditiva compuesta por una utilidad terminal (ut) y un costo
muestral (cs) =~ y que seglin se acaba de indicar vienen expresados en idén—
ticas unidades - es conocido (Raiffa & Schlaeifer, 1961) que la mejor ac—

cién  (esto es, el mejor tamafio muestral en nuestro caso) debe obtenerse de

la expresidn

m&x JJ u(E(n)yx(n)y 9 Jap (O /x(n))ed8 «dx(n)
n 2]
donde aa(./x(n)) es la correspondiente densidad posterior Bayes.

En el capftulo tercero se han definido tres funciones para reprs
sentar la utilidad esperada y que pueden emplearse segin las caracteristicas
de cada problema concreto, al tiempo que se justificS oportunamente su depen
dencia como funciores de la informacidn esperada. Los datos de los que se
diSpohga a priori o la facilidad de acceder a los mismos serén los determi-
nantes para la posible eleccidn de una u otra funcién de la utilidad espera-
da, Concretamente, la facilidad en la estimacién de las constantes gi y la
disponibilidad de actuacién bien respecto a informaciones globales, bien en
crecimientos de &sta en términos absolutos o relativos, conducird a conside—
rar las funciones U1(E(n)) ’ Ua(E(n)) é U2(E(n)) , respectivamente. Otro
de los factores a tener en cuenta para la sleccién de una u otra de las fun—
clones de la utilidad esperada consiste sn considerar las exigencias sobre
dichas utilidades. Y asi, y segdn se demostrd en el capftulo anterior, las
distintas funciones Ui(E(n)) verifican una serie ds propiedades intimamen—
te relacionadas con las satisfechas por la informacidén esperada, Por ejemplo,

la exigencia, en casos extremos, de utilidades no decrecientes marginalmente
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conforme aumenta el tamafio muestral, ya hasta alcanzar un tamafioc determinado,
ya durante todo el proceso, conduciria a considerar como m4s idénea a la fun
cién U3(E(n)) dado qus, para ella, no se respeta el decrecimiento de las
utilidades marginales conforme aumenta el tamefio muestral. Asi pues, en defi
nitiva la eleccidn entre las distintas funciones de la utilidad esperada prg
porcionada por el experimento E ='{X,@£>,px[./e )} dependerd del particu—
lar problema que se pretenda resolver y de la facilidad de estimacién de las
constantes gi y asf como de la estructura inicial de los datos del problema,
Conjugando todas estas exigencias es como puede decidirse sobre la convenien
cia en la utilizacién de una funcidn Ui(E[n)) determinada. La comparacidn
entre las condiciones del problema con las propiedades, carécter y definicig
nes concretas de cada una de las funciones de la utilidad esperada proporcig
nard la solucidn para su eleccién.

Una vez decididas por parte del investigador qué densidad inicial
y qué funcidn de utilidad son las que representan convenientements el proble
ma deberd terminar considerando el costo espsrado asociado con la realizacidn
del experimento. Ya se ha indicado gque en el caso de que exista una funcién
c(E(n),x(n)y ©) que mida el costo de realizar el experimento E(n) cuando
el resultado musstral obtenido haya sido el x{n) , siendo 9 el verdadero
valor de la cantidad desconocida o pardmatro, el correspondiente costo espe—

rado vendrd dado por la integral

(e(m) = [ [ cleln)x(n)s@ dup ( (x(n)/ 8 )up, (8).d9 sex(n)

Sin embargo, en la prdctica no suelen utilizarse funciones de la forma ante—
rior pues no suele disponerse de ellas. Por ello, a fin de determinar el cos
to esperado asociado a una experimentacién, suele procederse a diversas esti
maciones. En efecto, primeramente se considera la existencia de un costo fi-
Jo, cO y que existe de forma automdtica una vez que se decide realizar una
investigacién, Dicho costo fijo engloba a una serie de conceptos que, o no
tienen relacifn con el tamafio musstral o, por su complejidad, se consideran
sin tener en cuenta a é&ste (propaganda, infraestructura, ordenador, amortiza
cién de equipos, etc.). La correcta determinacidn de este costo c0 no tie=
ne incidencia sobre la decisidn final del tamafio muestral a considerar como

tendremos ocasién de comprobar y en ausencia de limitaciones introducidas por

presupuestos fijos dados. Por todo ello, la estimacidn de c0 pusde reali-
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zarse a posteriori, una vez decidido el tamafioc muestral concreto a considerar,
Su valor solamente es necesario a efectos de la determinacidn del costo cuan
titativo de la investigacidén,

En otras muchas ocasiones puede estimarse el costo derivadd de la
extraccidn de una unidad muestral a través de una cierta funcidn ds su tama=-
fo y que denotaremos por c(n) . Este es el caso, por ejemplo, de expresiones
del costo medidas en términos de ganancia o pérdida de la precisién de las es
timaciones. En este tipo de funciones c(n) aparecsn una serie de parémetros
cuyo valor es necesario estimar o conocer previamente. Por otra parte, tam-
bién cada caﬁp concreto puede exigir una u otra expresién para c(n) « Por
regla general suesle apreciarse una disminucién en el costo marginal conforme
aumenta el tamafio muestral, esto es, existe una especie de "prima" a la ob-
tencidn de muestras Qrandes. En tal caso, las funciones que mejor describirl
an esta situacidn serfan cncavas como funciones de n , tomando expresiones
de la forma Vr;~ y logn , etc. Si, por el contrario, los costos margina-
les aumentan con el tamafio muestral, serfan las funciones convexas de n las
que mejor interpretarfan esta situaciéne Serfa, por tanto, l6gico considerar
funciones como las n2 ’ n3 ’ en y etce Sin embargo, en otras muchas a-
plicaciones, una vez estimado el costo fijo Co ¢ Suele calcularse el costo
estimado de una unidad de observacién que denotaremos por c1 s Suponiéndose
que el costo total aumenta siempre en proporcién 01 y esto es, que la des-
cripcién del costo esperado puede realizarse a través de una funciédn lineal
de pendiente c1 « Debido a que la funcién de costo lineal es la mas utiliza
da en la prictica, serd la que empleemos para desarrollar la aplicacién con—
creta a los dos modelos propuestos. Asf pues y salvo indicacién al contrario,

en el posterior desarrollo se considerard como funcidn de costo esperado, la:

c(e(n)) = g, + Cpen

donde c1 (que es una cantidad positiva) representa el costo unitario por
observacidn muestral., Su estimacidn suele resultar fécil en la préctica y
comprende conceptos com el costo asociado a los dasplazamientos necesarios
para obtener la respuesta (en el caso de encuesstas por entrevista), gastos
de correo en el envio de los cuestionarios, imports unitario de éstos, etc.
Finalmente, otras situaciones pueden exigir la consideracién de costos esca-

lonados, Cuando el costo unitario de }a unidad musstreada toma distintos va-



lores seglin unos determinados intervalos para el tamafio muestral, deben esti
marse unos'costos unitardios ci tales que representen el costo unitario aso
ciado a la obtencién de unidades muestrales cuyo orden de extraccidn esté
comprendido dentro de intervalos de 1ls forma [ni-1'ii] (1=1,2,45e) « Sin
embargo, es de destacar nuevamente que las mismas condicilones y datos dispo-
nibles de cada caso concreto serdn las que determinan la utilizacidn de una
u otra funcidn de costo esperado concreta.

Una vez que el investigador dispone de las correspondientss ex=—
presiones de la utilidad U(E(n)) y el costo C(E(n)) esperados para la re
alizacién del experimento E(n) y tal como qued$ definido en la seccidn 1.5
considerard el valor esperado del experimento E(n) como diferencia entre

ambos, esto es,
W(E(n)) = u(E(n)) = c(E(n))

expresidn que evidentements es funcidn del tamafio muestraels Ello permite ma=—
ximizarla respecto n . Hay qus destacar que si el investigador es coherente
la realizacién del experimento E(n) s6lo tendrd lugar con W(E(n)) positi
vo, Segin lo indicado siempre se supondri que las unidades en las que estén
medidas la utilidad y el costo esperados son las mismas, para asf asegurar
su comparabilidade Por otra parts, en la expresién de U(E{n)) deber& esti-
marse previamente la constante gi que aparezca en la definicidén de la res—
pectiva funcidn de la utilidad esperada considzrada. No obstante, existe una
importante situacién en la que no es necesario especificar la constante gi
ni la funcidn de costo esperado C(E(n)) para realizar comparabilidades en—
tre experimentos: es aquella situacidn en la que se puede suponer que .todos
los posibles experimentos variables tienen idé&ntico costo,.

Obtenido el valor esperado W(E(n)) del experimento como funcidn
de n se estf ya en condicionss de obtener el tamafio muestral 8ptimo, Para
ello, y sin pérdida de generalidad, supondremos un comportamiento continuo
para las expresiones en las que intervenga n , como si &ste fuese una varia
ble real con valores en R+ y ¥ & fin de asegurar la existencia de la inme=
diata condicidén, que no es sino la condicién satisfecha por el tamafic muss—
tral &ptimo. Efectivamente, conocido W(E(n)) , interesard aquél valor de n

que lo maximiza. Asi pues, el tamafio muestral Sptimo deberd elegirse de la

condicidn de maximizacidn en los valores pasitivos de W(E(n)) y 8sto es, a
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través de la ecuacién

d W(e(n)) _ d U(E(n)) _ dC(E()) _, (1)
" dn dn dn

Como ya se indicd en su momento, si el investigador es coherente
solamente elegird como Sptimos valores de n que verifiquem la positividad
del valor esperade W(E(n)) « Asf pues, resulta evidente que en aguellas si~

tuaciones en las gue
U(e(n)) £ c(g(n)) para todo n > 1 (2)

la decisién dptima resultarfa la de decidir sobre el valor del pardmetro sin
realizar experimentacién alguna. E1 caso opuesto serfa aguel en el que con~
forme aumenta el tamafic muestral la diferencia entre la utilidad y el costo
esperados es cada vez mayor, esto es, el caso en el que el valor esperado del
experimento E(n) sea una funcion estrictamente creciente del tamafio mues—
tral, En tal casd es también evidente que el comportamiento dptimo a seguir
por el investigador - comportamiento que tiene que ser el opuesto al comen—
tado para la situacién anterior expresada por (2) - seria el de obtener la
muestra da mayor tamano que permitiera un presupuesto dado. En este sentido
es interesante destacar que en las aplicaciones prédcticas siempre deben mang
jarse las limitaciones presupuestarias,

Sin considerar ya en lo que sigue estos dos casos lImite, para
cuya solucidn no se requiere obtener la ecuacidn (1) y para los que el com
portamiento 8ptimo del investigador ya ha quedado definido, el tamafio mues—
tral Sptimo deberé definirse de entre los enteros no negativos mis préximos
a la solucién de la ecuacidn (1) « Precisamente, la no-negatividad de dicho
tamafio muestral &ptimo queda garantizada al no verificarse la condicién (2)
por hipétesis. Por otra parte, la resolucidén de la ecuacidn (1) puede re-
sultar compleja en determinados casos, debiendo recurrir entonces a la obten
cidn de la selucidén mediante procedimientos de aproximacién. Sin embargo, lo
importante es la existencia de una condicién satisfecha por el tamafio muestral
Sptimo.

Bajo ciertas condiciones puede garantizarse la existencia y la
unicidad de la solucién de (1) « En efecto, admitida la hip&tesis de la no

consideracidén en lo que sigue de los dos casos extremos a los que hemos alu—

LIOTECA
dido ahora mismo, es conocido ya que la utilidad esperada es una F“W?c"ﬁ‘éﬁn ES%'IEMAIIGLS
VALENCIA
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sitiva y creciente del tamafio muestral. Ademds, tanto U1(E(n)) como UZ(E[n))
son funciones cdncavas de n , ssto es, mantienen idéntico signo en su segun-
da derivada para cualquier valor de n . Por otra parte, es evidente = eviden
cia qus serd considerada como hipdtesis de trabajo — que el costo esperado

C(E(n)) debe ser también una funcién positiva y creciente del tamafio muestral.

LEMA 4.1

Si consideradas como funciones del tamafic muestral la utilidad y el cos
to esperados son diferenciables y sus segundas derivadas (supuestamente
existentes) mantienen su signo constants (sea el que sea) a lo largo de
todo el -campo de definiclién de n , queda garantizada la existencia de

solucién positiva para (1) .

(o]
Demostracidn.~ Excluido el caso expresado por la desigualdad
(2) , supongamos la existencia de un cierto intervalo cerrado [}a,b] en el
que U(E(n)) % Cc(E(n)) , con desigualdad estricta en uno de sus puntos
(el limite inferior de este intervalo puede tomar el valor 1 ). En este ca—
so, el teorema de Bolzano-Weierstrass asegura la existencia de, al menos,
un méximo en dicho intervalo que, por otra parte, es dnico. En efecto, la
existencia de un segundo intervalo [c,d] en el que la utilidad esperada
no fuese menor que sl costo espsrado implicarfa el cambioc de signo de la
segunda derivada de una o de las dos funciones componentes de W(E(n)) en
un punto interior del intervalo J C,d E « También esta razdn, junto a que
tanto U(E(n)) como C(E(n)) son crecientes por hip&tesis aceptada, es la
gue impide la existencia de méximos aislados dentro del intervalo ija,b]
As{ pues, queda garantizada la existencia de solucién para (1) que puede
venir expresada bien a través des un dnico punto x € [a b] y 6 a través

de un subintervalo de maximos f sD ) [a,b} tal que:
W(e(x)) = w(E(y))  para todo  x,y & [ a0, )
w(e(x)) > w(e(z)) para todo x € [31,b1] y Para todo y

y € [a,b] - [a1,b1j

En todo caso, pues, existe solucidn para (1) .

Cuando el conjunto de valorss de n en los que U(E(n))

> C(E(n)) (existiendo al menos un punto en el que la desigualdad es es—
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tricta) sea el intervalo infinito [a,+°of = nuevamente el 1lfmite inferior
pueds tomar el valor 1 = el signo de la segunda derivada de las funciones
utilidad y costo esperados debe coincidir pues al ser crecientes ambas fur—
ciones 8l caso contrario implicarfa un nuevo punto de corte entre ambas fun—
ciones y el intervalo dejaria de ser infinito. En estas circustancias, excluf
dos los caso lfmite expresados por (2) y por experimentos con valor espera
do estrictamente creciente a partir de un cierto tamafio muestral, solamente
son dos los casos posibles que, en definlitiva, se reducen al caso anterior

de intsrvalo ds velores de utilidad esperada mayor que el costo esperado fi-
nito: 6 bien C(E(n)) tiends a confundirse asint8ticamente con U(E(n)) en
el infinito; 3 existe un n0 a a partir del cual el valor esperado

W(E(n)) permanece constante. En el primero de los casos basta considerar

un n1 lo suficientemente grande para el que se verifigue que W(E(n -1))3?
> “(E(n )) , y el problema queda resuslto considerando que hay que detrml—
nar un méximo en el intervalo cerrado (a, j Anélogamente, para el segun

do de los casos basta tener en cuenta el méximo en el intervalo [:a n ]

(c.q.d.)

Notemos que las hipdtesls exigidas a la utilidad y costo espera-
dos en el anterior teorema no son excesivamente exigentes en cuanto que es
168gico pensar en unos comportamientos homogéneos para U(E(n)) y C(E(n))

a lo large de todo el proceso ds muestreo, en cuanto al aumento o disminu—
cidn de las utilidades y los costos marginales se refiere. En este sentido,
las utilidades esperadas U1(E(n)) y U2(E(n)) cumplen ya con este requi-
sito sin necesidad de hipdtesis previa. La diferenciabilidad exigida al va-
lor esperado W(E(n)) es necesaria para ques la expresidn (1) tenga senti-~
do y pueda asf calcularse. Respecto a la continuidad implicada es satisfecha,
por ejempla, por las distintas funciones Ui(E(n)) [i=1,2,3) obtenidas pa-
ra los dos modelos propuestos en el capftulo segundo al tiempo que dicha con
dicién también es verificada por las funciones de costo empleadas en la préc
tica totalidad de los casos.

Obtenida la solucién &ptima de (1) puede ya hablarse del tama—

fo muestral Gptimo segln la siguiente definicidn:

DEFINICION, El tamafio muestral éptimo, Nt * PEFE N experimento E(n)

realizado con objeto de adquirir conocimiento sobre el parémetro 0 es
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un entero no negativo obtenido de las siguientes condiciones:
18 Mot maximiza al valor esperado de E(n) , esto es, a W(E(n)) .
a) Cuando existe una @nica solucién x de (1) , Mot ©° ‘jg (x)

o] ;E(x) + 1 , donde jﬁ es la funcidn "parte entera de".

N
1w

b) Si existe un intervalo cerrado [:aq,b1j de dptimos para (1)
que contienen al menos un entero, el menor de ellos es la solu—
cién Sptima para el tamafio muestral del experimento, Si, por el
contrario, no existe ningdn entero en dicho intervalo, nDpt

seréd . 3£ (a1) o] ;5 (a1) + 1, seglin cull de ellos verifique

la condicién 18 .

Destaquemos que se ha definido el tamafio muestral dptimo como a-
guel entero no negativo que verifica una cierta serie de condiciones, aln
cuando el lema 4.1 asegura que dicho tamafio es positivo. Sin embargo, hemos
preferido hacerlo asf para englobar aquella situacidn especial expresada por
(2) , para la que el tamafio Sptimo es O .

La solucién dptima que maximiza a la utilidad esperada Ui(E(n))
(i=1,2,3) es, independientemente de la funcién de utilidad esperada particu
lar considerada, la que también optimiza la informacidn Iia{E(n),pe(.)} .
Este resultado era necesario para asegurar la coherencia en el tratamiento
de la dualidad informacidn-utilidad esperadas. En efecto, basta considerar

que la solucidn de las ecuaciones:

d U, (E(n)) d I°{ £(n),py(.)3

9
G O RS B TG

)

dn dn

]

(E(n)) d 7" { £(n),p_(.)
" s g, o (n)(Pp(/x(n))) Lelo)in, ()} .

dn dn

son tambidn solucién de la ecuacidn

d 1°{ £(n),p,(.)}

dn

0




y viceversa. De ahi que la condicidn (1) sea efectivamente una solucidén de
compromiso entre la maximizacién de la informacidn proporcionada por una mues

tra y su costo asociada,

En el caso de gue el valor esperado W(E(n)) sea.una funcién es
trictamente céncava del tamafio muestral no solamente se asegura la existencia
de solucién para (1) sino también su unicidad, simplificéndose notablemente
la definicién de tamario muestral dptimo dada con anterioridad.

TEOREMA  4.1.1

Bajo las hip&tesis del Lema 4.1 y siends W(E(n)) una funcién estrio-

tamaente bﬁncava, existe una @nica solucién positiva a la condicién (1)

Demostracifne= Una funcién diferenciable y estrictamente céncava
tiene a lo sumo un punto crftico (Fleming, 1969) . E1 teorema se sigue in—

mediatamente del Lema 4.1 .

(c-q.d.)

Notemos que la hipdtesis adicional del teorema se verifica auto-
maticamente cuando U(E(n)) es estrictamente cdncava y C(E(n)) convexa,

Cuando sl problema venga expresado en términos de crecimientos
marginales la expresidn (1) carece de operatividad, Evidentemente que en
estos casos serd interesante utilizar un criterio de comparabilidad entre
los incrementos de utilidad y des costo experimentados al pasar de la unidad
n-ésima a la (n+1)-8sima. Recordemos que se admite como cierto el hecho em=
pIrico de qus tanto la utilidad como el costo esperddos son funciones cre-
cientes del tamafio muestral, circunstancia &sta que ya se demostrd para las
distintas funciones Ui(E(n)) (i=1,2,3) definidas en la seccién 3.1 « En
estas situaciones sn las que se dispone de informacidn sobre los crecimien—
tos marginales de la utilidad y el costo esperados parece 18gico, pues, es-

tudiar dénde se produce el cambio de signo en la expresidén
AuwE(n) = AuE(n)) - Ac(e(n) (3)

como alternativa al procedimiento expresado en la ecuacién (13 « Notemos

que
A wE(n)) = U(E(n=1+ An)) = U(E(n=1)) = C(E(n=1+ A n)) + C(E(n=1)) =

= U(E(n)) - u(E(n=1)) = C(E(n)) + C(E(n=1))
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donde ZXI1 = 1 . Claramente sa aprecia que el proceso de muestreo no debe-
ria interrumpirse (en ausencia de limitaciones presupuestarias) siempre que
A w(e(n)) >0 ; y, por el contrario, la extraccién de una nueva unidad mues
tral carecerfa de sentido cuando A\ W(E(n)) < 0 . Asf pues, deber& tomarse
como criterio para la eleccidn del tamario muestrel éptimo el de escoger aquel
entero no negativo més préximo, en la zona donde A W(E(n)) > 0 , al cambio
de signo de signo de dicho incremento A W(E(n)) . La préctica coincidencia
en los ejemplos de aplicacién de ambos criterios para la determinacién dsl
tamafio muestral Sptimo queda asegurada tedricamente sin més que considerar
que el criterio expresado por el estudio de la expresidn (3) no es sino
trasladar al lenguaje de incrementos la condicidn expresada bor la ecuacidn
(1) «

De todo lo anterior ss deduce que ants un problema expresado en
términos de los incrementos marginales de la utilidad y el costo esperados,
el tamafio muestral Sptimo admitird la siguiente formulacidén:

DEFINICION, E1 tamafio muestral éptimo "ot para un experimento E(n))
realizado con objeto de adquirir conocimiento sobre el pardmetro © ,

es el entero no negativo situado en la zona de valores de n en la que
el incremento (3) es no negativo y mis prédximo al cambio de signo de

dicho lncremento.

Notemos que la no consideracidn de los casos expresados por la
condicién (2) implica que el cambio de signo deberd estudiarse para aque-
1los valores de n en los que U(E(n)) 22 C(E(n)) » Por otra parte, si
W(E(n)) es estrictaments crecients, es evidente que no existe cambio de
signo para el incremento A W(E(n)) « Como en este caso dicho incremento es
positivo, el comportamiento 8ptimo del investigador coincidir4, segiin este
segundo criterio, con el expresado anteriormente,

Bajo las misma hip6tesis del Lema 4.1 los tamafios muestrales
obtenidos de ambas definiciones coincidens, Este es el sentido del siguiente

TEOREMA  4,1.2

Bajo las hipdtesis del Lema 4.1 , las dos definiciones dadas para el

tamarfio muestral dptimo coinciden.
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Demostracidn.~ Sea nfipt el tamafio muestrat 4ptimo obtenido se~

gdn la definicién segunda. Por tanto, se produce el cambio de signo del ine

cremento D W(E(n)) en un punto ‘del intervalo fn yn 1 ( + Si para

opt opt
N, resulta ser A &V(E(nopt-1)) > 0 , consideraremos el intervalo cerrado
op
n t,n t+‘l] e Aplicando en 8l el teorema de Bolzano para funciones conti-
opt op

nuas, existe un punto X interior al intervalo jn t,n +11 en el que

opt opt
D W(E(xo)) = 0 . En definitiva, puede afirmarse que en un entormo de x
o

ss verifica que
U(E(xo+ Ax)) - U(E(xo)) - C(E(xo-l-Ax)) + C(E(xo)) = 0(Ax)
esto es, en dicho entorno
w(E(x + Ax)) - W(E(xo))
D x

lo que implica, en definitiva, que en x la derivada de W(E(n)) es nula
. o

= 0

y, por tanto, que x es solucidn de (1) « Por otra parte, é (x ) =n
o o] opt

y dado que, por hip&tesis, los incremsntos Aw(E(nopt—”) >0 yque

AwEln )) <0, se deduce que W(E(ﬁ (x1)))> W(E(ﬁ (x )=1)) y que
opt o o]

W(E(é (x ))) > W(E(é (x )+1)) , de donde resulta finalmente que n es
o o opt

también el tamafio muestral Gptimo en el sentido de la primera definicién. Si

para n & resulta ser A W(E(nopt)) = 0 , la demostracién anterior sigue
op

siendo vAlida sin méds que considerar a fnopt-hn t+1J como el intervalo en
op

el que se aplica el Teorema de Bolzano, con un x que trivialmente es el
o

mismo n .

opt
Inversamente, sea ahora un n ot el tamafio muestral Sptimo obte
o E
nido segin la primera definicién. Existe entonces al menos un x en el in-
o
tervalo Jr1 -1,n +1 [ que es solucién de (1) , verificlndose adem&s que
opt opt

W(E(nopt)) > W(E(nopt-ﬂ) y que W(E(nopt)) 7 W(E(nopt+‘l)) « Por tanto, exis
te un entormo de x en el que, con la exactitud que se desee, se verifica

(o]
que AWE(x)) = 0 en cualquier punto de 61, Como ademés se verifican las

relaciones?

)£ 0

~

w(E(noptﬂ)) - W(E(nDpt

W(E(nopt)) - W(E(nopt-‘l)) >0

resulta finalmente que el punto x implica un cambio de signo del incremen
o {1}
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to Aw(E(n)) . Y dado que para nopt ' ZSW(E(nopt-q))‘> 0 , aplicando la
segunda definicién resulta finalmente la coincidencia de ambos tamafios mues—

trales Sptimos.

(C.q.d.)

Teniendo en cusnta los resultados obtenidos en el apartado II de
la seccién 3,2 y segln que utllicemos una u otra de las funciones de la uti
lidad esperada Ui(E(n)) (i=1,2,3), las expresiones que toma A W(E(n))

son, respectivamente, las siguientes:
A W1(E(n)) - u1(Er:1/En_1) - Ac(g(n))
A (E(n) = (e /e Jeero(-T { E(m1)ig, (1} ) = Ac(E(n)
AWS(E(n)) = u(e /e ) - Ac(e(n))

donde Ui(En/En—1) (1=1,2) expresa la utilidad esperada obtenida al reali-
zar la n-&sima observacién, supuesto realizado el experimento E(n-1) y por
tanto conocido y estudiado el resultado x(n—1) .y la distribucién a posterio
ri ga(./x(n-1)) iy Ué(En/En-1) tiene una interpretacidn parecida a la an
terior sin m4s que considerar en la respectiva definicidn de UB(E) la sus~
titucién de la entropfa por la entropfa esperada, toda vez que es la densidad
a posteriori qe(el/x(n-1)) la que hace el papel de densidad iniclal conoci
da y tal como se indicd en su momento en la seccién 3.2

Cuando la expresién (3) sea siempre positiva, esto es, cuando
para cualquier valor del tamafio muestral se obtenga un incremento mayor en
la utilidad que en el costo por el hecho de obtener una nueva unidad muestral,
no hay 1lfmites para el tamafio muestral Sptimo a no ser la introducida por la
exigencia de ajustarse a un presupuesto fijo, en cuyo caso deberd obtenerse
la muestra ds mayor tamafio que permitan las posibilidades econdmicas. Inversa
mente, si (3) es siempre negativa, esto es, si para cualquier valor del ta
mafio muestral y ante la expectativa de extraccién de una nueva unidad de mues
treo es ds esperar qus el costo sea hayor que la utilidad adicional reporta—
da, entonces no deberd muestrearse y la decisién sobre la cantidad de interés
deberéd realizarse directamente a partir del conocimiento inicial expresado a
través de la densidad a priori. Ambos casos, tal como se ha dicho, han queda

do excluidos de las consideraciones generales y no han sido tenidos en cuenta
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en los razonamientos de las demostraciones de los teoremas anteriores,

La utilizacién de uno u otro criterio de los expresados en las
condiciones (1) vy (3) dependerd de la especial naturaleza de cada proble
ma y de c6mo venga expresado., Tal como se ha indicado, la aplicacién de (3)
es de gran utilidad en aquellos casos en los que el problema venga expresado
en términos de crecimientos marginales del valor esperado y del costo, mien=
tras que la expresién (1) tiene como interpretacién la propia de cualquier

célculo de mé&ximos,.

4,2  APLICACION

Desarrollemos, para los dos modelos propuestos en el capitulo
segundo, la teorfa expresada en la seccidn anterior, La eplicacidn al mode—
lo normal es importants, toda vez que otras muchas situaciones con densidades
distintas pueden reducirse a este modelo siempre que el tamafio muestral n
se presuponga razonablemente grande. La funcién de costo que utilizaremos,
salvo especificacifn en contra, serd la lineal con costo fijo cD y costo
unitario por observacién c1 .

4,2,1 APLICACION AL MODELO NORMAL

Segfin acabamos de indicar, el modelo normal es de gran importan-
cia en cualquier desarrollo préctico en el que intervenga el valor esperado
de un experimento como funcidn de la informacién que proporciona. Ello es |
debido a que en muchas ocasiones sus resultados pueden extenderse a otros sis
temas en los que las densidades de probabilidad son distintase E, incluso,
mediarite aproximacionss debidamente Jjustificadas, pueden utilizarse resulta-—
dos del modelo normal para el célculo de informaclones esperadas y expresio-
nes relacionadas. De ahf qus el tamafio muestral Sptimo deducido bajo las hi-
p6tesis del modelo considerado cobra su gran valor sin mis que consideraflo
como indicativo en bastantes situaciones précticas.

Bajo las hipdtesis del modelo normal y suponiendo un costo espe—
rado lineal como funcidn del tamario muestral, seg@n utilicemos las distintas
funciones de la utilidad esperada Ui(E(n)) (i=1,2,3] y se tendrén las si-

guientes expresiones respectivas para el valor esperado del experimento E(n):
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2
CO
w (e(n)) = ig elog(1 + n —) =¢c =c an
1 1 6'2 0 1

WZ(E(n)) = gé.(1 - ) -¢c - c1.n

2 2
Jvngco-i-c-c.

WS(E(n)) = g, = C_ = cen
¢C J 2ne

o

Para estas tres expresionss del valor esperado del experimento E(n) y tal
como puede apreciarse en los resultados manifestados en el capitulo tercero,
A U(E(n)) tiende a cero conforme aumenta el tamafio muestral, Como c, es
una cantidad positiva y 2\ G(E(n)) = c, queda garantizado que para el mode
lo normal los tres valores esperados del experimento, Wi(E(n)) (i=1,2,3) ,
gue se manejan a lo largo de toda la tesis, no son crecientes., Por otra par-
te, las tres funciones Wi(E(n)) (i=1,2,3) son en el modelo considerado es
trictamente cdncavas como funclones del tamafio muestral. Por el teorema 4.17.1
existe para ellas un mlximo (nico, independientemente de la definicidn utili
zada en su obtencién (teorema 4.1.2) .

I) Empleando el criterio (1) para la maximizacién del valor es
perado Bemardo (1975) encuentra su soluciédn X cuando el valor esperado

del experimento viens expresado a través de W1(E[n)) « Dicha solucién es:

g ¢ .2
« el (2
2c1 GB

de forma que el tamafio muestral dptimo resultard
g 2
1 G
R ﬁ(—--—-)n
2c, G,

dependiendo de cufl de esos dos valores maximice W1(E(n)) .
Cuando el pruoblema venga expresado en términos de incrementos
para la utilidad y el costo esperados, esto es, cuando se conozcan los incre

mentos
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2 2
6‘ + Ne G-O
1
Avu,(e(n)) = ig,.105 — = y
¢ + (1) 6,

Ja c(e(n)) = e

el criterio (3) indica que deber4 estudiarse el cambio de signo en la expre

sién

2 2
¢ + ne G,
Aw,l(E(n)) -%91-109 > s - ¢, =
C’ + (n—‘l). Go
2 2
G + Ne co
- %g1.log Py
2
o25/9) (62, (ner). D)
. que se produce cuando
2
62 + Ne Go

o9 (6% 4 (). 6D)

ecuacibn que, suponiendo un comportamiento continuo para n , proporciona'cg

mo solucidn la:

¢ 2 1
- ( Er )+
° 1 _‘e-(201/g1)

Teniendo en cuenta que la investigacién se centra sobre un méximo, verificén

dose que

vim AUER) =0y Aceln) = e,

n =y e0

resulta evidente que el tamarfio muestral 8ptimo aplicando el criterio del estu

dio del cambio de signo de (3) es:

2 1 ¢ 2
= ( - ( - ) ) .
nopt é _ e_(201/g1) G,

Si bien ya es conocido, por el teorema 4.1.1 que los tamafios n Y n
opt opt
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son iguales, comprobémoslo para esta situacién préctica.

LEMA 4.2.1

Para cualesquiera valores positivos de c1 y g1 s Se verifica que

1 1

1
A

(2 2
P N “

X
Demostracibne.- Es conocido gus para todo x # O 1 8 > 1+ X

Asf pues,

2c g
-(2¢c / 1
~(ee/e) o 1

g -
1 1 - o2 /a) 2

v
o
!

Sea la funcién definida en JO,-*-'O (

1
y s ————— -
=X
1 =8

Xl

Se trata de una funcién positiva y continua para todo x»0 . Verifica las

propiedades siguientes:

=X
X=1+8 +
1. lim y = lim . — = % esto es, y(0) =3
x =¥ 0 x—»0 x(1-e")
2. 1lim (y/x) = 0 y lim y = 1
X ==p O X =P 0O

siendo la recta Y = 1 una asfntota.

- 1 - 1
(1 -6 4 x.s_ix)(1 _-e - x.e-ix)

3 y! = v 0
2 -2
x(1=8")
-X —2x
pues 1 -8 + X« >0 para todos x>0 , vy
1
=X —5X
Z=1eg = X, 2 0 para todo x? 0 , pues se trata de una

funcidn continua y creciente en ]0,+°°[ y tal que

lim =z =0 y lim z=1 .
x =>»0 X =3 00

As{ pues, la funcién y es estrictamente creciente. De las propiedades'antg

riores se deduce, finalmente, el lema.

(c.q.d.)
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Utilizando este resultado demostremos, finalmente, la coinciden—

1

cia entrs n y n « Notemos que, trivialmente, se verifica que:
opt opt
. g
1 G |2 1 ¢ 2
% ( /)"'('c:") - -—--('6—_'))41
-{2c ) 2c 0
1-8 19 1

TEOREMA 4,241

En el modelo normal, expresado el valor del experimento E(n) a través

2
de W1(E(n)) s, S8 verifica que n: =n .

pt opt

g
¢ \2
Demostracidn.~ Supongamos que n‘I = é ( — - ( — ) ) .
opt 2c Go

1 1 1 1
Asi pues, \I(E(nopt)) > W(E(nopt +1)) vy W.(E(nopt))> W(E(nopt -1)) .

1
De ahi que el cambio de signo se produzca m&s adelante de n . Por el

opt
18maa.2-1:
1 < 1 G )2 ¢ 1 + 1
n - -_— n
opt ™ _(20 /g ) <, opt
1-18 11
esto es,
g
1 G 2 1 G 2 1
noor § B (—=(=0) < £ - (=) )<¢n,
P oc o -(2¢ /g ) G, P
1 1=-¢€ 11
y, por ello,
1 2
nopt B nopt ‘

Su h ! ( —gl - ( —_ )2 ) + 1 Ast
ongamos ahor n £ .
pongal a que opt ?é -

2c
1

pues, W(E(n:)pt))> w(E(n;pt-ﬂ) y w(E(n;pt)) zw(s(n:pt + 1)) « Por

1
tanto, el cambio de signo se produce mis adelantse de n « Por el lema

4.2,

.

op
1

(?-l--(-j-)z)us ! - (<)<
2c1 0 1 - e‘(201/91) GB
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g
1 ¢ .2
< F(=-(=0) + 2
2c °
Y considerando la parte entera, resulta finalmente

1 ¢ 9, ¢ 2 5 1 ¢ 2 2
o %% o . R CEN e

1
toda vez que nopt es, por definicién, un ndmero entero.
(ceged.)
II, Cuando en el modelo normal el valor esperado del experimento
viene expresado a través de- WZ(E(n)) y la condicién de optimizacién (1)

conduce a la ecuacidn

2
22.6;
= 01
2
2 2 G
2(6  +n€ ) |1+ n—s
° 2
G
de solucidén igual a
9,6 2/3 ¢ 2 9 2/3 . ¢ .2/3 ¢ .2
W m (=0 (2 - (2 - (2
© 2c1G; Co 2c1 [ Co

de forma que el tamafio muestral dptimo resultard ser

9,6 2/3 G .2
nopt=ﬁ((2cc) -(=)") 8
10

96
2 2/3 ¢ 2
A S SRR
1

dependiendo de cufl de estos dos valores maximiza a WZ(E(n)) .
ITI. Para la tercera des las expresiones del valor espsrado del ex

perimento E(n) , la condicidén

d wa(E(n)) o

dn
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conduce a la ecuacidén:

9,0 G _
1
: | — / 2 2
26 2ne nuc‘o + G

de solucidn igual a

3
1 2 G .2
xO = 2 . ( ) - (F)
2ne G 201 °

de forma que el tamafio muestral 8ptimo resultard ser

g
3
- (2 -(—-)) 6 n = B l——s(—) - (£)) 41
216 6 2c, 2me G 2c, %

dependiendo de cu&l de esos dos valores maximiza a WB(E(n)) .
Es de destacar que la estructura de las soluclones obtenidas es
similar en los tres casos descritos, respondiendo a la forma general expre—

sada por la formula
g,

1 ¢ .2
hef( — ) = (=)
2c1 C;

donde h representa un factor de proporcionalidad y F wuna funcién positi-
va de la relacién g /2c o En definitiva, de la anterior expresién general
se deduce gue en el modelo normal y utilizando expresiones para el valor es-
perado del experimento dadas por las funciones Wi(E(n)) (i=1,2,3) defini-
das con anterioridad, el tamafio muestral Sptimo se obtiene comparando la re—
lacidn gi/2c,1 con la ganancia relativa de precisién al pasar de la densidad
inicial a la posterior, ganancia expresada a través dsl cociente GU’G} .
Conforme el proceso de muestreo sea mis positivo - lo que se traduce en una
disminucidn de ¢ frente a G; - s evidente que valdrd més la pena, a igual
dad de costo, obtener muestras de tamafio grande. El razonamiento es inverso,

claramente, para mayores costos unitarios. Por otra parte, resulta también ne

cesario suponer que

g 2
hF(—)>(c
201 0o

a fin de que el tamafio muestral 4ptimo sea una cantidad positiva.
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4-2.2 APLICACION A UNA POBLACION UNIFORME Y DENSIDAD INICIAL
DE PARETO
Trabajemos ahora con una poblacién uniforms en (0, ©) . Teniendo
en cuenta las distintas funciones de la utilidad espsrada Ui(E(n)) (i=1,2,3)
. definidas en la seccifn 3.1 y suponiendo un costo lineal, se obtendrén sen-

das expresiones para el valor esperado del experimento E(n) dadas por:
n .
W (E = 1 14 =) = + C anN
J(E(n) = g s09(1 + ) = (o + & en)

WQ(E(n)) =gy = - (Co + c1.n)

wy(E(n)) = g i - (e +¢c.n)

30 -BXD( l;:—'k‘ )

obtenidas suponiendo que las opinianes iniciales del investigador vienen des
critas mediante una distribucién de Pareto, de parfmetros 9, y k .

En este modelo y tal como puede apreciarse de las expresiones es
tudiadas en su momento en el capftulo tercero, para las dos primeras funcio-
nes Wi(E(n)) (1=1,2) el incremento de la utilidad esperada A U(E(n))
tiende a cero conforme aumenta el tamano muestral. Como c1 es una cantidad
positiva y Ac(g(n)) = c, queda garantizado el no crecimiento de Wi(E(n))
(i=1,2) en el modelo de poblacidn uniforme con densidad inicial de Pareto.
Por otra parte, tanto w1(E(n)) como WZ(E(n)) son estrictamente céncavas
como funciones del tamafio muestral, Por el teorema 4.1.1 existe para ellas
un méximo dnico, independientemente de la definicién utilizada en su obten—
cién (teorema 4.1.2 ) . En cambio, estos resultados no pueden garantizarse
para la tercera de las expresiones de W(E(n)) ya que, al ser lineal como
funcién de n , fallan las hip6tesis de partida para la validez de los teore
mas 4¢1¢1 y 4.1.2 « Ests caso estf incluido en los casos que coment4bamos
en la seccién 4.1 y de los que ya describfamos el comportamiento dptimo‘por
parts del investigador,

I. Supongamos que se utiliza la primera de las expresiones para
el valor esperado de E(n) , esto es, la W1(E(n)) « La condicién (1) se

traduce en la siguiente condicidn satisfecha por el tamafio muestral Sptimo:

g1/(k+n) - ¢ =0
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de solucidén igual a

g
c
° 1

de forma que el tamafio muestral Sptimo resultara ser
g g
1
! =¢(__1._k) 6§ n = ﬁ(—l-k)+1
opt 01 7 opt c

dependiendo de cuél de esos dos valores maximiza W1(E(n)) .

Cuando la utilidad espesrada viens expresada a través de una fun—
cién directamente proporcional a la informacién, el tamafio musstral Sptimo
decrece confo;me aumenta sl costo unitario por unidad muestreada, tal como
pueds observarse del anterior resultado. Este hecho es completamente l8gico
y pore de manifiesto el caricter de equilibrio entre el costo y la utilidad
que debe guardar el tamafio §ptimo. Por otra parte, el tamafio muestral &Spti-—
mo aumenta conforma es mayor la utilidad proporcionada por una unidad de in-
formacién. Notemos que‘la proporcidén g1/c1 representa la relacién entre la
utilidad de la informacidn proporcionada por una unidad muestral y su costo
asociado. Dicha relacién se compara, mediante sustraccién, con el parémetro
k de la densidad inicial,

81 se supone un especial problema en el que la estimacion de g1
como la utilidad de la informacidn proporcionada por una unidad respondients
es fAcil y en el qhe tanto la informacidén esperada como el costo esperado
vengan expresados en funcidén de los respectives incrementos al pasar ds una
unidad de muestreo a la siguiente, deber utilizarse el criterio (3) para
la obtencién del tamafio muestral dptimo. Bajo las hip&stesis del modelo con—

creto en el gue nos movemos, los incrementos a utilizar en la expresién (3)

admitirén las expresionas siguientes:
A c(e(n)) = c, >0

k+n
A u1(E(n)) = g,+109 == >0

Asi pues y seglin se especifica en el criterio dado por la condicién (3) ,

deberd estudiarse el cambio de signo de la expresidn

AU1(E(n)) - Ac(e(n)



que en este caso resulta ser

k+n - c = 1o k +n
k4n—1 1 9,004

w,(E(n)) = g,.10g
8(01/91)(k+n—1)

donde el logaritmo anterio existe al ser positivas todas las cantidades gue

intervienen en él., El cambio de signo se producird cuando

k + n

e(°1/g1)(k+n-1)

donde se supone un comportamiento continuo para n « Resolviendo la ecuacidén

anterior se obtendrd para n el valor

1

-k +
1 - e-(c1/g1)

Teniendo en cuenta que la investigacién se centra sobre un méximo, verificén

dose que
1im AU1(E(n)) =0 y A cle(n) =c
n -——» ©O 1

resulta evidente que el tamafio musstral dptimo aplicando sl criterio del es—

tudio del cambio de signo de (3) es

2 1
Not = ?; ( - k)
¥ 1 = e_(c']/g'()

1

2
Notemos que la estructura ds las soluciones n0 y nDpt son plenamente

pt
coincidentes con las respectivas soluciones del caso I del modelo normal,

Asi pues, el lema 4.2,1 y el teorema 4.2.1 son de inmediata aplicacidn

en estas circunstancias, permitiendo afirmar la igualdad entre nDpt y

2

n L " Este mismo resultado estaba asegurado por el teorema 4.1.2 . Resulta,
op :
pues, el siguiente

TEOREMA  4.2.2

En el modelo de poblacién uniforme y densidad inicial de Pareto, expre—

sado el valor del experimento a través de w1(E(n)) , se verifica que

1 2
= n
nopt opt *
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II,.Para la segunda de las expresiones del valor esperado del ex

perimento E(n) , la condicién

d wz(E(n))

= 0
dn
conduce a la expresidén
g en
- - s dn = 0
d( (72 /(k+n)) c c1n)/ n

gue proporciona la ecuacidn

ok
95

(k+n)2

de solucién igual a

x = (k)%

de forma que el tamafio muestral éptimo resultarsi ser

g

. g
n:pt=¢(ﬁ)-( ;f-k) 6 n;pt=é(\}—i:).( a—f—-k)+1

dependiendo de cudl de esos dos valores maximice WZ(E(n)) « La existencia ds
las ralces anteriores queda garantizada por el hecho de que las constantes
g2 ’ c1 y k son positivas.

Notemos que, nuevamente, el tamafio muestral Sptimo n2 se obtie
ne al comparar la relacidn gz/c1 con el pardmetro k , de forma que, a se-
mejanza de lo ocurrido al utilizar la expresidn W1(E(n)) , el tamafio mues—
| tral crece, en este caso, conforme aumenta 92 y disminuye conforme aumenta
el costo unitario c1 -

Cuando los datos ds un problema concreto obliguen a enplear el se

gundo criterio para la obtencién del tamafio muestral éptimo y bajo las hipdé-

tesis particulares de este caso, resultarfan los siguientes incrementos:

A c(e(n)) = c,

g-k

D, u(E(n) = —

(k+n)2 = (k+n)
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Segiin queda especificado en el criterio dado por la condicién (3) deberd es—

tudiarse el cambio de signo de la expresidén
A u(E(n)) = A c(e(n)
esto es, el incremento del valor esperado del experimento,
g_«k

Dw (e(n)) = - c
2 (k) = (kn)

N

1

o, lo que es equivalente, estudiar el cambio ds signo en

g-k

-i— - (k#n)° * (Kkn)

1
Llamando a K+n = t , la expresidn anterior se reduce a un trinomioc cuadrado
que, igualado a cero, proporciona dos raicess En el intervalo determinado por
ellas la anterior expresidn es positivas. Asi pues, la condicién de éptimo re

sultard positiva entre los valores de t comprendidos entre

4ag k ag k
1~ |14+ —2) y 1+ [14+=2)

o} c
1 7 1

esto es, en los valores de n (suponiéndole un comportamiento continuo)

comprendidos entre

4g2k 492k ,

21 - 1+ ) -k y 21+ 1+ ) =k
Cc o}
1 1

Las rafces cuadradas existen al ser positivas todas las constantes bajo el
signo radicale. Por esta misma razén el extremo izquierdo del anterior inter—
valo es negativo. Teniendo en cusnta que el tamafio muestral éptimo es no ne-
gativo y que la investigacifn se centra sobre un médximo, verificéndose que
1im A u_(E(n)) =0 y Ac(E(n)) = ¢
2 1
n —» 00 :
resulta evidente que el tamafio muestral Sptimo aplicando el segundo criterio
es
dg k
2
n = B @+ [ 1e—=) - k)
opt

c
1
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8i bien por el teorema 4.1.2 8s conocldo que los tamafios muestrales n "
op

2

y n . son iguales, vamos a comprobarlo para esta situacién préctica. Para
op

ello, demostremos previaments el siguientes resultado:

LEMA  4.2.2

Para cualesquiera valores positivos de ¢ , 92 y k , se verifica que

o, %
3< 31+ | 1+ ) - /x = <1
c1 1

Demostracién.— Llamando a tl»gzk/c:’I = x 4 el resultado se sigue

inmediatamente de considerar la doble desigualdad estricta

\/:«’\/1+x41+\/x para todo x >0

(o.q.d.)

A partir del lema 4.,2.2 resulta trivialmente que:

4g2k
o<1+ [ 1+ )---k--(\/-'-<
1

c

desigualdad que permite demostrar el siguiente

TEOREMA  4,2.3

En el modelo de poblacién uniforme y densidad inicial de Pareto, expre—

sado el valor esperado del experimento E(n) a través de WZ(E(n)) , Se

2

1
rifi n = n
ve ca que opt ot »

Demostracién.~ Siguiendo idéntica técnica que la empleada para de

mostrar el teorema 4.2.1 , Sea

n:;pt=é(‘/—{< E‘g-k)

1

st pues, W(E(n, ) Pu(e(n) +1)) v w(E(n) )] > u(Eln =) + Por

1
tanto, el cambio de signo se produce més adelante de nDpt e« Por el lema an—-

terior:
A 4g k
1 2 1
n < 3031+ 1+ -k) < +
opt © 22 c ) = k) nopt !

1



U0

esto es,
dg k
1 1
n =é(ﬂz(1+ 1+=2-)=k)< n +1 .
opt c opt
1
En definitiva,
1 - n2
nopt opt ’
Supongames ahore que
- k ) + 1 []

1

oot = % (Vs

Aé:t pueg, W tn1 I>w (E(n1 -1)) vy w (E(n1 )) 2w (E(n1 +1)) .
2 opt 2 opt 2 opt 2 opt

1
De ahf que el cambio de signo se produzca més alld ds Moot * Por el lema an

pt
terior,
: gk : g
( 2) -k <G [k [2 -k
'é ‘ﬁ‘ 1+c1 <¢,J—l_< 1 + 2

y considerando las correspondientes partes enteras résulta, finalmente,

g 4g k
1 2 1 2 2
oot }é(ﬁ 5 OERER AN - )=k) =n
1 ] Ca
toda vez que nOpt es, por definicidn, un nimero entero.
(C.q-d.)

En estos dos primeros casos el tamario muestral Sptimo responde a

una estructura general de la forma

s
(k) = -k i=1,2

1

siendo f wuna funcién positiva del pardmetro k , Por otra parts, se supo-

ne implf{citamente que

g .
i BIBLIOTECA
F(k) o 7k 11,2 FACULTAD C. MATENATICAS
1 VALENCIA

a fin de que el tamafio muestral éptimo sea positivo., Alcaide (1966) interpre

ta el pardmetro k de la densidad de Pareto como un nimero superior a la uni
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dad (para que tenga sentido el valor medio de la distribucién) que correspon
de a una distribuéién de la renta tanto mls justa cuanto mds se aleja de la
unidad, entendiendo por distribucidén "justa" la que se consigue con una mayor
igualdad de rentas. Pena (1965) considera otra posibilidad de justicia en el
sentido de la "distribuclién que permite alcanzar niveles elevados de renta a
porcentajes elevados de la poblacidn', Sea en un caso o0 en otfo, de la consi
deracién de la anterior expresidn general del tamario muestral 6ptimo deduci-
do cuando el valor del experimento E(n) viene expresado a través de las dos
primeras funciones de la utilidad esperada, Ui(E(n)) (i=1,2) , y con un cos
to lineal, se deduce que al realizar una investigacién sobre una poblacidn
que respecto a clerta caracteristica desconocida sigue un comportamiento uni
forme respecto a ella, el tamafio muestral d8ptimo de dicha investigacidn decrg
cerd conforme la renta esté mejor distribuida (suponemos que la caracteristi
ca desconocida es, precisamente, la renta). Ests resultado es 1l8gico sin més
que considerar que en poblaciones con renta equidistribuida las unidades mues
trales son, evidentemente, mucho m&s representativas, por lo que con pocas u
nidades muestreles se alcanzard un significativo nivel de informacién.

III, Si las circunstanclias realss de un problema aconsejan el em
pleo de la funcidn de la utilidad esperada UB(E[n)) , bien porqus empfrica-
mente sea aconsejable que no exista disminucién en las utilidades marginaleé
conforme crezca el tamafio muestral, bien porque la estimacién de g3 sea
factible como utilidad de una especial y detrminada cantidad de informacidn
tal como estd establecido en su definicién, la emplearemos en la expresién
del valor esperado del experimento E(n)) , de forma que se trabajard con la
expresién correspondiente a Wa(E(n)) .

En el ejemplo de aplicacién, con una poblacién uniforme en (0, ©)
y una densidad inicial de Pareto definida sobre & , la expresidn Ws(E(n))
toma la forma

ga.n
——-—(_’l-_j'F - (co + cq.n)
9, .8 k
Tal como puede apreciarse, dicha expresiﬁn es lineal respeéto al tamafio mues
tral, por lo que el criterio (1) de maximizacidn es claru: si el coeficien

tede n es positivo, esto esy si
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14k
93/3° eexp( —k—) > ‘31

se gana coﬁstantemente conforme se obtienen unidades muestrales. Asi pues, de
be tomarse el mayor tamafio muestral que permita el presupuesto al que debe a
justarse la investigacién. Por el contrario, si el coeficiente lineal es ne-—
gativo, esto es, si la pendiente de la recta que expresa WS(E(n)) en fun-—
cién de n es negativa, se perderfa valor de forma constante ante la extrac
cién de cada nueva unidad muestral. En este caso, el no muestreo serfa la al
ternativa vdlida a seguir, de forma que la decisién final sobre la cantidad
de interés 9 deberfa realizarse sin m&s que considerar las opiniones inicla
les. ‘

Las dos situaciones anteriores corresponden a los casos 1lfmite
gue hemos exclufdo del tratamiento general. En efecto, la primera situacién
ccrr;sponde a aquélla en la que el valor esperado del experimento es estric—
temente creciente. En cambio, la segunda es la planteada por una utilidad
gue es siempre inferior al costo asociado al experimento. Ambas estén impli-
cedas por la doble linealidad - a la que ya se hacfa referencia en la sec-
ci%n 4.1 - de la utilidad y el costo esperados. Sin embargo, cuando no se
verifica la linealidad dsl costo el resultado es, como era de esperar, com—
pletamente distinto. En efecto, existen situaciones précticas en las que a-
parecen castos marginales no necesariamente decrecientes e, incluso - aun—
gue con mucho menos frecuencia = costos convexos como funciones de n .
Considerando ahora una de estas Gltimas funciones veamos cuél seria el com~
portamiento del valor esperado WS(E(n)) en el célculo del tamafic muestral
Spiimo y para el modelo que seguimos aplicando.

Sea, pues,

g_en

UB(E(n)) = '-iz~'-ﬁ;i- y c(e(n)) = c + c1.n2

90 -BXD(—k—)

siendo elJvalor esperado del experimento la diferencla de las anteriorss dos
furciones., Bajo estas hipétesis, WS(E(n)) no es una funcidn estrictamente
creients y, sin embargo, sf lo es estrictamentes céncava. Asi pues, por el
teaema 4.1.1 existe un mlximo dnico para dicho valor esperado, independien—

temnte de la definicidn utilizada en su obtencién (teorema 4.1.2 ) .
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La maximizacién de WB(E(n)) conduce a la ecuacidén:

g
—'—a’ﬁ-'k— - 2°1'n 0
eo'exD(jz_

de solucién igual a

1+k

X = 2 . [ —
; 93/ ¢« 8, exp( -

de forma que el tamafio muestral dptimo resultard ser
1 1+k 1 ' 14k
= 2C .8. S— d n = 20 Iel X b + 1
Mopt ¢ (a,/2e, 9, vexp(5=)) opt ﬁ (a,/ 1 Sree(=))

dependiendo de cuél de esos valores maximice WB(E(n)) « Notemos que nuevamen
te aparece el factor 93/01 .
La aplicacidn del criterio expresado por la condicién (3) con—

duce también a la misma solucién. En efecto, teniendo en cuenta los incremen

tos

1+k
AU, (E(n)) = g./9,.exp(—— y Dc(E(n)) = ¢ «(2n = 1)
3 k 1
el incremento del valor esperado resultari ser:
14k
L\wa(E(n)) = ga/%.exp(—k— - 01.(2n - 1)

de forma que al ser A WB(E(n)) una funcién lineal de pendiente negativa,
el cambio de signo se producirad donde la recta anterior corte al eje de abci

sas, esto es, en el punto supuestamente positivo

g
3

[VES

1+k

201- A .exp(-':—

Teniendo en cusnta qus a la derecha del punto de corte anterior el incremen-

to N WS(E(n)) es positivo, es evidente que el tamafio muestral Sptimo apli
cando el criterio del cambio de signo de (3) es:

g

2 3
nopt i ja ( 2c,« 9 exp(1i5
1° %" k

=
S

Dado que la difsrencia existente entre el punto x con el punto en 21 gue
o

cambia el signo del incremento del valor esperado es % (y, por tanto, menor
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que la unidad), siguiendo idéntica técnica de demostracién que la empleada
en los teoremas 4.2.1 y 4.2.3 , resulta finalmente el siguiente y evidente

teorema:

TEOREMA 4,2.4

En el modelo de poblacidn uniforme y densidad inicial de Pareto, expre—

sado el valor de WS(E(n)) a través de US(E(n)) 'y un costo dado por

1 2
la expresidn c + c «.n , sg verifica que n = n .
o 1 opt opt

Notemos finalmente gue los resultados de todas las aplicaciones
anteriores y para ambos modelos son independientes del costo fijo co y toda
vez que, por su misma definicidn, dicho costo aparece inmediatamente se deci
de realizar una experimentacidén e independientemente de cuél es el tamafio

muestral a considerar,
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CARPITUO S

EXTENSION AL MUESTRED CON ESTRATOS

En este capftulo se generaliza para el muestreo estratificado
los conceptos desarrollados con anterioridad para aplicarlos, nusvamente, a
‘resolver el comin problema de disefio consistente en determinar el tamario
muestral, Tani:o desde un punto de vista tedrico como, sobre todo, préctico,
la gran mayorfa de encuestas por muestreo probabilfstico se realizan divi-
diendo la poblacién en estratos lo m&s hetereogéneos posible entre ellos y,
en cambio, con unidades de muestreo Gltimas lo m&s parecidas dentro de cada
estrato respecto la caracteristica objeto de interés. En definitive, y por
definicion de muestreo estratificado, la poblacién se divide en subpoblacig
nes tan distintas como sea posible en relacién con el fendmeno objeto de el
tudio, obteniéndose posteriorments muestras independientes en cada subpobla
cidn. Esta seleccidn de estratos homogéneos "dentro" y heterogéneos “entrs"
ellos queda debidamente justificada mediante el correspondiente anélisis de
la variénza, a fin de ganar precisidn en los resultados y estimaciones mues
trales.

Da la importancia que en la actualidad tiene el musstreoc estra—
tificado en el disefio de encuestas por muestreo probabilfstico baste citar,
como ejemplos recogidos por Sanchez-Crespo (1973), algunas de las encuestas
en las que existe una estratificacién en un momento determinado de su dise—
fio y que estén realizadas por los mas diversos organismos de varios pafsese
Asf, en la Encuesta Sanitaria mediante entrevista a los hogares de los Esta
dos Unidos, las unidades primarias - que son o un condado o un grupo de e;
llos adyacentes, o un Area Mstropolitana - estén estratificadas en 372 es-
tratos. Asf mismo, en el disefio de la Encuesta Sanitaria mediante examen mé
dico completo del mismo pafs, existen 42 estratos ds aproximadamente igual
ndmero de habitantes. La Encuesta Sanitaria mediante entrevista realizada

en Japdn obtiene también una estratificacién previa de los municipios segln

su poblacifn. En la Encuesta de Transporte de Mercancfas por carrstera, rea
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lizada en Alemania en 1970, se estratificaron los vehfculos des acuerdo con
las principales clasificaciones de las tablas pruyectadas. En la correspon—
diente encuesta espafiola, realizada en 1969, se obtuvo una estratificacidn
en consonancia a ciertas caracterfsticas, como la capacidad de carga y tipo
de vehfculo, la provincia de matriculacién, etc. La Encuesta de Presupuestos
Familiares realizada en Espafia en 1980~81 , asf como la Encuesta continua de
Poblacién Activa, al estar integradas en el disefio de la Encuesta General de
Poblacidn del Instituto Nacional de Estadfstica, disponen ds los estratos em
pleados en el disefio de ésta dltima. Y asf, las unidades primarias que son
las secciones censales se han estratificado atendiendo a las siguientes carac
terisficasf

12 Tipo de municipio al que pertenecen las secciones censales., Dicho tipo
esté relacionado con la importancia demogr&fica del municipio dentro
de su provincia o de la influencia que sobrs el mismo ejerza la capi-
tale.

22 Proporciéfn de poblacién activa que pertenece a una serie de profesio-
nes, agrupadas en tres grandes grupos que corresponden, respectivamen—
te, a profesionales con nivel cultural superior al medio, al ambiente
rural puro y al conjunto de obreros o trabajadores con m&s o menos es—
pecializacién que, en general, no se distinguen por su nivel cultural,.

Por Gltimo, la Annual Survey of Manufactures de los Estados Unidos y a fin de
recahar informaciones industriales, realiza una estratificacién segin el ni-
mero de empleados en los distintos establecimientos, Esta diversidad de en—
cuestas con distintos objetivos y realizadas en diversos pafses que emplean
en su disefio el muestreo estratificado nos indica claramente que, en la préc
tica, deben tenerse en cuenta estratos de unidades con mucha frecuencia.

Asf pues, en este capftulo vamos a indicar cémo afecta la exis-
tencia de estratos al problema general desarrollado en los capftulos anterio
res. Estableceremos unas hip&tesis de trabajo comunes distinguiendo, después,
distintos casos segln sendas hipStesis concretas. Estas permitirén, precisa=-
mente, realizar un estudio de aplicacifn préctica para la obtencidn del tama

fio muestral dptimo por optimizacidn dsl valor esperado de un experimento.



5.1 O0BJETIVOS Y NOTACIONES, HIPOTESIS DE TRABAJO COMUNES

En esta generalizacidn a un proceso de muestreo estratificado el
objetivo propuesto coincide plenamente con el expresado para los capftulos
anteriores, si bien las circunstancias e hipStesis ds trabajo van a modifi-
carse ligeramente, teniendo en cuenta la especial obtencién de la muestra con
la consideracién de la particidn introducida en la poblacidn a consecuencia
de los estratos. Por tanto, se pretende esbozar una teorfa normativa, de f4—
cil comprensidn, sobre el problema de disefio frecuente y sencillo como es el
de la determinacidn del tamafio muestral cuando el proceso de muestreo que
permite recabar la informacidn es el estratificado. Los argumentos expresa—
dos seguirén perteneciendo al esquema Bayesiano.

Nuevamente supondremos que el objetivo que se pretende al recabar
informacién procedente de una muestra es el de mejorar nuestro conocimiento
sobre el valor de una cierta cantidad ® que toma valores en un determinado
conjunto @D..La incSgnita 9 sigue recibiendo el nombre de "cantidad de in-
terés", Tal como demuestra Bermardo (1979) y ya se ha indicado con anteriori
dad, el concepto de informacién esperada proporciona un poderoso instrumento
para analizar el contenido de la informacién que, segin apuntébamos, se ob—
tiene a través de una muestre. Y a su vez, esta muestra no es, en realidad,
sino el resultado de haber disefiado previahente un experimento realizado por
el investigador sobre una poblacién cuyas unidades dependen de © de alguna
manera especificada a través de una densidad de probabilidad,

Precisamente, el expsrimento a considerar supone una estratifi-
cacifn de la poblacién objeto de estudio y la consiguiente obtencién de una
muestra estratificada. Lo importante de este proceso de estratificacién resi
de en que su existencia afecta doblemente, por una parte a la poblacidn mues
trel y, por otra, al espaclo param8trico en el que toma valores la cantidad
aleatoria © ., Efectivamente, y por su misma definicién, el modelo mateméti-—
co b&sico a considerar para el ulterior desarrollo consistirf del consabido
espacio muestral total X de elementos x , indistintamente llamados mues—
tra, dato o resultado experimental, dividido en L subespacios o estratos,
>(‘j (3=1,24e0e9L) , y que constituyen una particién del espacio primitivo X,

esto es,

L
X = (J X y xjn&=¢ para todo J £ k
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A su vez, para cada uno de los anteriores subespacios el modelo a considerar
va a ser idéntico - en cuanto que dispondrd de los mismos elementos - que
el desarrollado en el capitulo primero. Y asi, habré& que considsrar la exis—
tencia de un espacio par@métrico para cada uno de ellos, En efecto, tal como
acabamos de decir el proceso de estratificacidn afecta de forma muy fntima a
la naturaleza del espacio paramftrico @ » Efectivamente, si bien en un prin
cipio la cantidad de interds es el pardmetro © , al restringimos a una sup
poblacién de la poblacidén total X (y no olvidemos que, por construccidn de
los estratos, las subpoblaciones Xi (1=1,2,.444L) son escogidas de la for
ma m&s heterogénea posible para aumentar la precisidn de la estimacién, tal
como queda recogido en el correspondiente andlisis de la varianza) el paré-
metro © pierde su condicién de tal para transformarse en una nueva cantidad
de interds, la Gi s de clara interpretacién: Bi admite idéntica defini-
cién conceptual que el parémetro general © pero referida al nuevo espacio
muestral xi « Por ejemplo, ante una estratificacidn regional en una encues—
ta de poblacién activa en la qus se estudia la proporcién © ds parados, 591
representarfa dicha proporcidn referida a la reglén i-4sima, De esta defini-
cién, pues, se deduce una doble implicacién. Por una parte, los pardmetros o
nuevas cantidades ds interés 9:1 son efectivamente parédmetros distintos en
tre sf y respecto a la cantidad de interds 9O referida a toda la poblacién,.
Ello implica que no necesariaments los espacios paramétricos QEDi y lépr en
los que toman valores los parémstros ©, y & , respectivaments, son iéua—
les sino que puede haber circunstancias en las que é;i # éa y sin ningdn
criterio de posible inclusién. Por otra parte, el conocimiento exacto de to-
das las cantidades aleatorlas 91 debe permitir conocer, a su vez, al pard
metro global © , En efecto, por misma definicidn de Si y conocldas todas
las cantidades aleatorias 91 (1=1,24004yL) y siendo conocido, evidente—
mente, por el investigador el conjunto de estratos {'xij'i=1,2,...,L en los
que ha quedado particionado el espacio muestral global X , la determinacidn
de 9 queda establecida a partir de una relacién funcional entre las distin-
tas gi (121,2500eyL) y 9 . Asf puss, supondremos la existencia de una

- funcién

9: f’(91. 32,..-, SL)
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que relaciona al parémstro global © con los pardmetros Gi » conceptualmen
te idénticos a ©® , pero de &mbito de gplicacidn restringido a su estrato res
pectivo, |
Por regla general las caracterfsticas que son objeto des estudio
en las encuestas s investigaciones estadfsticas vienen representadas por un
total, por un valor medio o por Una proporcidn, que no es sino un valor me—
dio pare una caracteristica que toma como posibles valores el 1y el 0 , es~
to es, en poblaciones X ='{D,1} « Con gran ganeralidad son estas tres las
caracterfsticas qus se estudian en las encuestas por muestreo probabilfsti-
co. En cualquiesra de estos tres casos la relacidn funclonal que liga las can
tidades 9 1 con 9 es lineal, por lo que supondremos, salvo especoficacidén
al contrario, que la relacién f anterior puede venir expresada a través de

un sumatorio de la forma

L
® = Z_

9
i=1 1

5
siendo las hi (i=1,2,...,L) cantidades conocidas y positivas. En el caso
de poblaciones finitas (qua es evidentements el caso de mayor investigacién
prictica) y denotando por N el némero total de unidades muestrales para la
poblacién global X y por Ni el correspondiente nfimero para el estarto

Xi (sa supondré siempre que N es lo suficlentements grands como para asegu—
rar que todos los tamafios parciales Ni también lo son), siendo

L
N=Z:Ni

i=1

sa verifican las evidentes igualdades:

9 - 29,

i=1

cuando tanto 9 como las Si representan totales, y

L

con Wy = Ni/N (1=1,25¢04,yL) , cuando Sy 1las 91_ representan medias y -
proporciones (Azorfn, 1962; Cochran, 1971) .

Resumiendo, la existencia de un proceso de estratificacidn condy
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ce a la consideracién de L nuevas cantldadss de interés (tantas como es-
tratos) que determinan completaments el par&metro © primitivo. Ast pues, se

dispondré de un vector—parémetro o vector de interds
2 ={819,0,9 ]

como posible (ya insistiremos en ello m&s adelante) objeto de la atencién
del investigador. Con esta notacién, la anterior relacién funcional que liga

ba 9 con las 91. podr4 reescribirse como

S =7(8)- f“’si} 121520005l )

Una vez especificado el vector paramdtrico 8 y tal como se ha
indicado anteriomente, el modelo matemé&tico b&sico a considerar en cada uno
de los estratos Xi es idéntico al desarrollado en el cepftulo primero, y
donde el nuevo parémetro 5 1! componente i-8sima del vector 32 y €5 la nue
va cantidad de interds. Asf pues, supondremos que el estrato i1-8s5imo esté
provisto de una apropiada 6 ~flgebra de conjuntos sobre los que existe una
familia dada de medidas de probabilidad. Estas medidas estén cada una de e~
llas identificada por los valores desl parédmetro 95,' que toma valores en

el espacio paramdtrico é;i .

La muestra total extraida a fin de recabar informacifn sobre el
vector de interds jl o sobre la cantidad aleatorla de interés 9 est4 cons-
tituida por el conjunto de submuestras extrafdas de los respectivos estra—
tos, Estas son aleatorias y, entre ellas, independientes. Es decir, el proce
so de obtencidn de una unidad de una submuestra no afecta a la de la siguien
te, asf como el proceso de obtencidn de una submugstra no afecta tampoco a
la obtencidn de la correspondiente a otro estrato. Esta doble independencia
es la que permitird, un poco mis adelante, encontrar una densidad de proba=-
bilidad para la muestra total definida a partir de un doble productorio, E1
cociente resultante de dividir el némero de unidades de la submuestra i~8sima,
n, » POT el del estrato total (supuesto finito, pero suficientemente grende)
N, , recibe el nombre de fraccidn de muestreo para el estxato i-ésimo, esto

i
es,

'Fi = ni/Ni (j-.=1’2’lll'L)

y que indica la intensidad con que se muestrea en cada estrato. Es claro que



cuando dichas fracciones sean iguales en todos los estratos, la muestra ob-
tenida representa a la poblacidn en escala reducida, traténdose por ello de
una especie de poblacifn en miniatura (Sénchez43respo, 1973). En este caso
el muestreo estratificado recibe el nombre de proporcional.

De acuerdo con el pérrafo anterior, denotemos por Zi la mues~
tra obtenida en el estrato i~&simo. Oicha muestra no es sino el resultads
de la realizacién repetida n veces (tantas como indica el tamafio parcial
de la submuestra) del experimento E = {xi,tibi,p(xi/a i)} consistente en
la extraccién de una unidad de muestréo del estrato i-&simo, la cual se dis-
tribuye, para algin 9i.€ (Epi determinado, de acuerdo con la densidad de
probabilidad p(xi/ 91) y con respecto a aiguna medida dominante € ~finita
y ) son valores

i1 i2
diferentes de Qj. las distribuciones correspondientes de X p(x_/ 9_1)
' i" i

definida sebre Xi o Seguimos suponiendo que si 9

y p(xi/ 912) y difieren salvo un conjunto de medida dominante nula. Por tan
to, la muestra del estrato i-ésimo consistird de ni observaciones, resulta
do de sendas realizaciones del experimento definido ahora mismo., Usaremos la
notacidn

Z = 4X X (X X

i 117712 in }

i

para expresar la muestra obtenida en el estrato i-8simo, Ademé&s, por'misma
definicién del experimento E = {Xi, d;;,p(xi/ 91)}‘ y al ser zi una mues—

tra aleatoria simple, resultaré ser:

n
i

p(zi/Qi) = 'T\' p(xid/9i)
J=1
como la densidad de probabilidad que describe a la muestra zi del estrato
i~-&simo,

En un segundo estrato, el J-&simo por ejemplo, consideraremos
andlogamente la repeticién n‘j vaeces del experimento E = {Xj’ @J,p(xj/ej)}
que proporcionari como resultado la muestra Zj « Dado qus se han escogido
estratos lo mids hetsrogéneos posible entre ellos como bass a una ganancia en
la precisién de las estimaciones puesde ocurrir, evidentemente, que las densi
dades de probabilidad que describen los comportamientos de las cantidades a-
leatorias x, , y x pertenecientes a dos estratos diferentes, X, y X

ij k1 i k
respectivamente, sean, a su vez, difersntes, perteneciendo a dos diferentes



118

familias de densidades de probabilidad. Este hecho, sin embargo, no afecta pa
ra nada el desarrollo tedrico poéter'ior por lo que siempre consideraremos que
las densidades p(xij/ ei) (1=1,24¢04,L) que intervienen en las definicio-
nes des los experimentos realizados en los estratos respectivos pertenecen a
una misma familia de densidades de probabilidad. Por otra parte, en muchas in
vestigaciones précticas en las que, ademés, la estratificacién susle realizar
se atendiendo, entre otros, a criterios polfticos y de organizaciédn adminis-
trativa, la misma variacién expresada a través de los parémetros distintos
Si es suficiente, al poder tomar valores en conjuntos @i no.necesar'ia-
mentes iguales. Asi pues, y salvo especificacidén en contre, todas las densida
des 'p(xij/ei) (i=1,2,...,L) se describirén por una misma densidad de prg
babilidad, pero ciertamente con pardmetro Si distintao,

De la realizacién de los distintos experimentos E(ni) en sendos
estratos se dispondrd del conjunto de L submuestras

%7 {x11’x12""’x1ﬁ1}

Z = {x21'x22""’x2n2}

2 = {XL‘l X 1o ,anL}

cuyo conjunto constituye la muestra global de la poblacidn estratificada X,

muestra que denotaremos por °
Z = Z Y4 00 gl
{2 12 000002 )

Por la misma obtencidn de la muestra z , y atendiendo al hecho de que las
realizaciones de los experimentos E(ni) que proporcionan las submuestras
Zi son independientes entre si, la densidad de probaebilidad que describe el
comportamiento de la muestra total vendrd dada por el doble productorio

L L nk

p(z/9) = It p(zk/Sk) =JT 7T p(ﬁq/ 9k)

k=1 k=1 Jj=1
donde como pueds apreciarse dicha densidad depende del vector cantidad de in
terés 2 a través de productos de densidades en las qus intervienen sus com=

ponentes 9'i « Notemos que por la relacién funcional que liga la primitiva

cantidad de interés 9 con las 91 se verifica qua



119

p(z/9,98) = p(2/8)

toda vez que el conocimiento de 2 implica que 9 sea conocida también,

Asf pues, la consideracidn de un proceso de edtratificacién con-
duce a pensar en la existencia de un vector paramétrico y de un conjunto de
L experimentos, tantos como estratos, que dependen cada uno de una componen
te distinta de dicho vector param8trico a través de una determinada densidad
de probahilidad. Esto permits generalizar fécilmente el concepto de experi-

mento al caso de existir una estratificacién. Y asf, denotando por
s
= )
E(n) {{xij.[@i}.{p(xi/ i)}) 11,2000l

representaremos el experimento consistente en la realizacién de L experi-
mentos diferentes, E(ni) s realizados en sendos estratos. Ds esta defini-
cibn se deduce que el tamario muestral debe considerarse transformado, a su
vez, en un vector tamafio muestral, cuyas componentes son precisamente los ta
marios muestrales de las respectivas submuestras. Denotaremos, pues, por n=
(n ,n2,...,nL) dicho vector tamafio muestral. Para un ll concreto, la suma
de sus componentes expresa el tamafio muestral total del experimento ES(JZ )
y lo denotaremos por n , esto es,

L

- 5 on

i=1
La existencia de este tamafio muestral como vector condicionard la obtencién
del tamafio muestral Sptimo, como tendremos ocasién’de comprobar mis adelante.

Hasta ahora todos los elementos considerados y el tratamiento da

do estén encuadrados dentro de la visién que la Estadfstica Clésica aporta a
un proceso de estratificacidn. Para completarlo dentro de la linea de los ca
pftulos anteriores, esto es, al considerar un argumento Bayesiano, hay que
extender el modelo bésico anterior y suponer que el conjunto en el que toma

valores el parédmatro 2
L

@ -TT D,
~~ i=1

es soporte de una G -&lgebra, existiendo una medida de probabilidad conjun—

ta sobrs ella, que viene descrita a través de su funcién de densidad

D(E ) = P( 919 820"-1 aL)
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y definida con respecto a alguna medida dominante 6 =finita sobre 9‘9 « Nue
vamente la interpretacién de esta medida de probabilidad es la ya conoclda
para una densidad iniciale. Asf pues, pﬁg ) describe las opiniones inicia-
les que el investigador, antes de realizar experimento alguno, tiene sobre el
vector aleatorio 3\ . De ahf que sobre p(’g) puedan formularse todos los
comentarios realizados sobre una densidad inicial, sin m&s que considerar
que EZ se trata de una variable aleatoria definida en L dimensiones. Por
otra parte, la misma densidad anterior expresa la posible dependencia exis—
tente entre las distintas componentes 91' del vector 52 « En efecto, por
regla general y debido a cdmo nacen las cantidades 9 i es evidente que

no debén ser independientes, influyendo los valores de una de ellas sobre
los de las otras. La formulacién de esta circunstancia conduce a la conside-
racidn de una densidad para‘§ que no pueda expresarse como producto de den—
sidades definidas para sus componentes 91- por separado, Sin embargo, con
posterioridad resolveremos un problema suponiendo dicha independencia que
facilita extraordinariamente el trabajo al simplificar las expresiones a op-
timizar. En definitiva, el investigador deber& ser capaz de describir sus o-
piniones iniciales sobre fz a través de una densidad a priori, Esta descrip-
cidén puede realizarla bien directaments, bien describiendo sus opiniones so-
bre cada componente 9i a travds de una densidad inicial de la forma

p( 9i/wf) y donde § es un nuevo parémetro global que expresa la dependencia
de las distintas cantidades Sj- entre sf, y que admite también una descrip
cidn inicial a través de la densidad p[\f) » Entonces, la descripcidn del

vector paramétrico ;g vendré expresada a través de la densidad

L
ia1

Las opinionss del investigador sobre una eJ determinada ven-

drén dadas por la marginal correspondiente
p( ej) = / p(.‘g)'dgl =/ / "'/ / ooo/ p(81)-nu’9L)oq81o
’ ‘£% da:? (EG—1 dgj+1 GDL

S
vesd 93_1'd 93+1"'d91_

AN
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L
' e
@ =-TU &,
~ it
Una vez mds y por simplicidad en la notacidn, la integracién res
pecto la medida dominants definida sobre el conjunto ) de posibles valores

de una cantidad aleatoria w se denotaréd simplemente por

-

Por otra parte, el rango de integracién en las férmulas utilizadas siempre
estardn extendidas a todo el espacio, por lo que generalmente lo omitiremos.
" En caso contrario se especificardn los limiteé convenientemente.,

La densidad "predictiva" del resultado musstral global 2z viene

definida por
p(z) = /9(2/2 Jep(9 )add

Andlogamente a la situacién contenida en la seccién 1.2 , también el teorema
de Bayes permite que, una vez realizado el experimento Es(‘g ) y.obtenido
el resultado muestral =z = {21,22,...,2L} » pueda obtenerss la densidad de
probabilidad que describa las opiniones posteriorss que el investigador po-
sea sobre‘g tras estudiar la informacién que sobre ella contiene la muestra

z o Dicha densidad posterior viene dada por

p(3 /2) = p(2/ 8)ep(3) / p(z)

esto es, L
9(91’9210--3‘9'_)- Z.:E D(Zi/si)
p(9 /2) =
L
// .../p(91, 921000, GL). gp(zi/si).d 81od82-cud 9'_

Hasta ahora se han desarrollado una serie de elementos comunes a
todo problema en el que, bajo una visidn Bayesiana del mismo, interviene un
proceso de muestreo estratificado. Como ya ha quedado indicado, la existen—
cia de la estratificacidn no afecta solamente a la poblacién X sobre la
que se realiza, sino que también implica por una parte la existencia de tan-
tos tamafios muestrales como estratas haya y cuya suma constituye el tamafio
muestral total; por otra, la estratificacién modifica Intimamente la estruc—

tura de la cantidad de interés que pasa a describirse por un vector paramé-
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trico 2 cuyas componentes 9‘1 guardan con © una relacién funcional deter—
minada y conocida de antemano. De ahf que al ser capaz el investigador de des
cribir sus opiniones sobre 2 a través de la densidad p(g ) , pueda también
describir dichas opiniones sobre 9 a través de la densidad inicial p(B )
deducida de la p(g) a través de la relacidn funcional conocida 9 = F(g) .
Considerado de esta forma, el problema introducido por la existencia de una
estratificacién es anflogo, de momento, en cuanto que dispone de idénticos e
lementos que el resuelto en capftulos anteriores, sin mds que considerar que
tanto el tamafio muestral - como la cantidad de interés 3 son- vectores L-di
mensionalss. La diferencia mis incisiva consiste en el modo de obtencidn de
la muestra a partir de los estratos, toda vez que las expresiones (formales,
claro estd) de las densidades p(z) y p(9/z) son idénticas a las ya uti-
lizadas. Y asf, la realizacidn del experimento ES( n ) supondrd la extrac-—
cidn de L submuestras independientes entre sf de cada uno de los estratos

y de acuerdo con unas densidades de probabilidad que dependen de parémetros
distintos. De ahf que al pasar de una unidad de muestreo a la siguiente debg
r4 tenerse sn cuenta a qué estrato pertenece la nueva unidad muestral para
conocer qué densidad de probabilidad es la que modifica la expresidn de la

enterior densidad p(g /z) . Sobre este tema volveremos inmediatamentes.

£.,2 HIPOTESIS ESPECIFICAS

Hasta ahora el tratamiento e-f"actuado con el experimento Es( n )
cue considera un proceso de estratificacidn en la poblacidn X ha &ido el
ceneral, sin m&s que considerar que tanto el tamafio muestral n como el pa-
rametro desconocido 9 son vectores en L dirﬁensiones. Sin embargo, con to-
s los elementos anteriores no puede resolverse todavia sl especial proble-
ma considerado como objetivo del presente trabajo: la determinacidén del tama
fo muestral éptimo., Efectivamente, es necesario realizar previamente dos nue
vas hipdtesis para completar los elementos anteriores, sin olvidar que la op
timizacidn del tamario muestral va a realizarse maximizando el valor esperado
el experimento (como diferencia entrs su utilidad y costo esperados) dentro

el contexto de actuacidn realizado en el cuarto capitulo. La primera de es-

tas hipdtesis especificas se refiere al ndmero de incégnitas que deben calcu
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larse. En efecto, cuando la afijacidn de la estratificacién (entendiendo por
afijacién la forma de distribuir el tamafio muestral global en los tamafios de
las muestras extrafdas en los estratos respectivos) es fijada de antemano por
g8l investigador el vector tamafio muestral quedard reducido a una sola varia-
ble, tal como se comprobard ahora mismo. En caso contrario, se dispondré evi
dentemente, de tantas variables como tamaiios muestrales parciales haya en el
problema, esto es, tantos como estratos. La segunda de las hip6tesis especi-
ficas va a referirse a definir con exactitud el objetive Gltimo que se preten
de al realizar la sxperimentacidn expresada a través ds Es(gl ) « Ello es deg
bido a que la aparicidn del vector cantidad de interds 3 , formado por las

L cantidades Qi » exige que el investigador se defina sobre si su dltimo dg
seo es recabar informacidn sobre el parémetro primitivo ¥ exclusivamente, &
sabre el vector paramétrico 2 & pretends optimizar la informacién esperada
sohre cada una de las componentes 91 por separado. Es evidente que la meto
dologfa a utilizar dependerf de la adopcidn de una u otra de estas hipétesis
concretas. Notemos, sin embargo, que sean cudles sean las hipStesis adiciona
les realizadas sobre ambas cuestiones, tanto el tamarfio muestral global n ,
como la primitiva cantidad de interds ® , son funciones de sus respectivos

ni y 91 a través de las relaciones

n = :E: n y 9 = f[ja)

Pasemos, pues, a comentar las formulaciones concretas que admiten estos nue-
vos elementos de trabajo y que permiten enfocar y resolver de forma definiti
va el problema propuesto.
a) Se ha definido como afijacidén de una estratificacidén al modo

de distribuir las n unidades que constituyen la muestra total entre los di
ferentes estratoss A partir de ella, por tanto, pueden obtenerse las fraccio
nes de huestreo que son las que indican la intensidad con que se muestrea en
cada estrato. Supongamos que el investigador determina la afijacién antes de
realizar el experimento ES(Jl ) « Ello supone que para un determinado tame—

Mo total n conoce de entemano los tamafios parciales n, (1=1,2,eesyl) &

i
En definitiva, trabajar con una afijacién conocida supone que las distintas

componentes del vector tamafic muestrel quedan determinadas al conocer el ta-
mafio muestral total y no al contrario. Asi pues, establecida la hipdtesis de

ese conocimiento previo puede admitirse la existencia de L relaciones cong



124

cidas de la forma

L
n.=f (n) i=1,2,.0eyL siendo n= :Z: £.(n) (1)
i i i
i=1
dependientes todas ellas del tamario muestral total n y que permiten obtener
inmediatamente el vector tamafio muestral n = (n1,n2,...,nL) conocldo n .

Puede, pues, escribirse que

= (f1(n),f2(n),...,fL(n))

n

7~
igualdad que pone de manifiesto que sl vector tamano muestral queda reducido
a la Gnica variable tamafio muestral total n . Generalments, las L relacio
nes anteriores suelen venir expresadas a través de un conjunto de L cons—

tantes o factores de propercionalidad

{fi }i=1,2’cnn,L

que verifican las condiciones

L
N o= fen  i=1,25e0e,L siendo 2{: Fo= 1
i i 1=1 i

Por ejemplo, (Azortn, 1962) considerando poblaciones finitas pero lo suficien
temante grandes como para poder aplicar las ideas enteriores, y para una afi

jacién uniforme, las relaciones (1) tomarfan la forma

n, = n/L 1=21,2,000,L ;

para una afijacién proporcional,
o= mN/N d=1,2,000,0
i i

y para la afijacién éptima o de Neymann obtenida asignando un ni a cade es
trato proporcionalmente al producto Ni.Si y donde Si denota la variabili-
dad del estrato i~simo, las relaciones (1) se expresarfan como
L
n, = MeN oS / E{% N, =8 121425000yl
Lo verdaderamente importante a destacar del hectio de qus la afijacidn est§ de
terminada previamente por el investigador es que el vector tamario musstral n.

L

queda perfectamente determinado conocido el tamafio muestral total n . Esto

supone evidentemente que el problema planteado por la optimizacidn de expre—
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siones en las que aparezca sl vecto n (com 1o es la determinacién del ta-
mario muestral 6ptimo) gueda reducido, en realidad, a un problema de optimiza
cidn de una expresidn dependiente ds una (nica variable. Notemos que bajo es

s
ta hip&8tesis la familia que define al experimento E (’E ) resultarfa

- {&tr, ()}

i=1,2.on- ,L

de forma que bajo esta hipdtesis dicho experimento podrifa expresarse con la
notacion més adecuada de Es(n) , esto es, dependiente de la ¢inica variable:
tamafio muestral total,

La hipStesis alternativa, el no conocimiento previo de la afija=-
cién de la estratificacidn, supone dejar en libertad a las componentes ni
del vector Do de forma que el tamafio muestral total solamente quedard de—
terminado al conocerse todos los valores ni o tamafios de las submuestras
respectivas. La introduccidn de un proceso de estratificacidn traes consigo
una mayor riqueza, tanto en el tratamiento de cualquier pmblemé que utiliza
el muestreo estratificado, como én la posibilidad de estimacién de cantida—
des y parémetros desconocidos. Esta riqueza, referida al tamafio muestral, pue
de traducirse en la obtencién de afljaciones que respondan a unos determing- -
dos criterios de optimizacién y utilidad. En nuestro caso, la determinacidén
de las variables ni (i=1,2,...,L) se obtendri por maximlzacién de una ex—
presién relacionada con el valor esperado del experimento ES( n ) « Ast pues
desde este punto de vista, el problema de determinacién del vector n consis
tird en un problema de determinacién de una afijacién dptima. Pero, ademés,
con la salvedad de que esta afijacién es dnica en el sentido de que determi-
na, a su vez, con total exactitud al tamafio muestral total n , al ser éste
suma de los tamafios companentes ni « Evidentemente, la maximizacién de expre
siones en las que intervenga el valor esperado de Es(;l ) deberia realizar—
se teniendo en cuenta que se trata de expresiocnes dependientes de L varia-
bles distintas. Notemos que el objetivo propuesto de determinar un tamafo
muestral dptimo o un conjunto de ellos, segin los casos, es un problema que
debe resolverse previamente a la realizacidn préctica del experimento que per
mite la obtencidn de la muestra cuya investigacidn proporciona conocimiento
sobre la cantidad de interés. De ahf que, en todo caso, se trabaje con valo—-
res esperados,

Destaguemos el distinto cardcter que la hipStesis del conocimien
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to previo o no de la afijacidn'de la estratificacidn confiere a un problema
concreto. Al realizar el disefio de una encuesta donde la poblacidn se ha es—
tratificado el investigador debs tomar dos decisiones qus afectan, respecti-
vamente, al tamafio muestral y a la afijacién correspondiente, Si la decisidn
sobre la afijacién es tomada previamente, una vez decidido el tamafio muestral
total quedan inmediataments f1ijados los tamafios parciales ni correspondien
tes a las muestras extrafdas de los respectivos estmatos., En cambio, si la
primera decisidn es la efectuada sobre los valores de dichos taﬁaﬁos parcia-
les, su determinacién supondrd, a la vez, la determinacién del tamafio mues—
tral total y, evidentemente, de la afijacién a considerar que ya viene indi-
cada por los particulares tamaﬁos- ni escogidos. De ahi que en ests segundo
caso la afijacidn particular obtenida no pueda considerarse como una condi-
cién general vélida para cualquier tamafio muestral total, en cuanto que é&ste
viene también determinado como una suma de los tamafios parciales. Desde el
punto de vista operativo la aceptacién o no de la hip&tesis considerada con-
duce, respectivamente, a que las expresiones con las que se trabaja dependan
de una o varias variables. En aquédl caso se tratard del tamafic muestral to-
tal, mientras que en éste serdn L tamafios parciales ni los considerados,

Problema aparte es el planteado al investigador cuando aceptes la
existencia de una afljacidn previa y deba decidir, por tanto, sobre la afija
cién concreta a considerar. De las afijaciones anteriormente mencionadas la
proporcional es la mas usual en casi todas las investigaciones, atendiendo
fundamentalmente a que produce una moderada ganancia en la precisién de las
estimaciones, a que obtiene una muestra autoponderada y a la simplificacidn
de célculo de los errores de muestreo (S&nchez-Crespo, 1973), En dltimo tér—
mino, tanto para la eleccidén de la particular afijacién cuando ésta se supo-
ne conocida a priori como cuando se acepta la hip6tesis contraria, la elec—~
cidn en un sentido o en otro debe realizarse atendiendo a las condiclones
que cada investigacién concreta pueda exigir en la formulacién de los elemég
tos a considerar en dicho problema.

b) La segunda de las hipdtesis especificas que el investigador
debe responder para complstar sl conjunto de elementos necesarios para re-—
solver el problema de dsterminacifén del tamafio muestrel éptimo esté preci-
samente relacionada con el proceso de optimizacién a seguir. Ya se ha indi-

cado que la estratificacién de una poblacién conlleva un incremento de difi-
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cultad en el tratamiento .formal de cualquier proceso de experimentacién aso~-
ciado con esa poblacién. Pero, por sl contrario, aumenta la riqueza de sus
resultados, enténdiendo por riqueza el aumento de informacién obtenida por
la consideracidn ds nuevas cantidades que puaden estimarse y ser investiga-
das. En efecto, tal como ha podido apreciarse en capitulos anteriores la ob—
tencidn de una muestra de tamafio Sptimo n se realizaba teniendo en cuenta
la informacién que contenia sobre una clerta cantidad de interés 9 que se
pretendfa estimar como Gltimo objetivo. Sin embargo, tal como se ha vista

en la seccién 5.1 , la estratificacién transforma a su vez la anterior can—
tidad de interés en el nuevo vector paramétrico o de interés ‘g y de L dimen
siones (tantas como estratos) y cuyas componentes 91 s en el &mbito de a—
plicacién respectivo de su estrato, admiten idéntica interpretacién que la
satisfecha por 9 para la poblacidn total. Pero adn hay més: existe una rela
cién conocida que liga & con el vector'.g y que permite transformar densida
des de probabilidad de la cantidad 52 (y, en particular, la que describe las
opiniones iniciales que el investigador posee sobre ella) en las correspon—
dientes densidades de probabilidad del pardmetro 9 (en concreto, siempre
gue el investigador sea coherente en sus opiniones, también obtendré de esta
forma la densidad posterior). Por otra parte, el experimento ES(‘Q ) se ha
definido como sn conjunto de L experimentos independientes realizados en
sus estratos respectivos de acuerdo con unas densidades de probabilidad que
dependen para cada estrato de la respectiva cantidad de interés 91 e« De ca—
da una de ellas se obtiene la submuestre respectiva, constituyendo el conjun
to de todas ellas la muestra total. Por tanto, también para cada una de las
componentes 91 puede calcularse la informacién esperada proporcionada por
el tambidn experimento componente E(ni) "0 por todo el experimento ES(JI )y
toda vez que la muestra total cantiene informacién sobre la cantidad de inte
rés 91 y ¥ ello para i=1,2,...4L o Para esto basta considerar como la den—
sidad inicial que describe las opiniones iniciales que el investigador posee
sobre Si a la densidad p( Bi) marginal correspondiente de la p(g) , @
fin de asegurar la coherencia en la actuacién de dicho investigador. En resu
men, nos encontramos can las posibles cantidades de interds 9 , 9y 3i

(i=1,2ye0e,yL) , consideradas estas ¢ltimas por separado, y cada una de ellas

con su correspondients densidad inicial: p(9 ) deducida de la densidad

p(g) definida por el investigador para describir sus opiniones iniciales
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sobre 9 y obtenida a través de la relacién funcional 9 = f(8) ;y p 31)
(i=1,2,...,L) coma correspondiente marginal de p('?,) « En definitiva, des—
critas sus opiniones iniciales por la densidad p(g) y a fin de asegurar la
coherencia del investigador, las densidades p(®) y p( Si) (1=21,2,000,L)
se deducen de la forma indicada. As{ pues, este mismo investigador deberé cen
trar el problema fijando con exactitud qué objetivo Gltimo pretende con la .
realizacién del expsrimento Es( n ) vy qué cantidad o cantidades de interés
estd interesado en estimar., Esta decisidn es de fundamental importancia en
cuanto que condiciona el proceso de optimizacidén y especifica qué expresio-
nes deben utilizairse en dicho proceso. Y todo esto porque la optimizacién
puede perseguir el conocimiento de la ¢inica cantidad 9 , o des todo el vector
paramétrico 3 8, por (Gltimo, puede pretender optimizar la informacidn espe-
rada sobre una § varias de las cantidades si por separado. Realicemos un .
breve comentario scbre cada una de estas posibilidades.,

Supongamos, primeramente,; que la estratificacidn de la poblacidn
X se realiza dnica y exclusivaments con objeto de acceder de la forma més
sencilla posible a una muestra que proporcione informacidén sobre la cantidad
aleatoria S . Esto es, el investigador estd interesado tan sélo en la canti
dad 9 y No importéndole por tanto la posible estimacién de todo el vector
3 « Para ello deberd ser capaz de encontrar una expresidn adecuada para me
dir la informacién esperada que sobre 9 contiens el experimento Es( n )
gue da lugar a un proceso de muestreo estratificado. Precisamente, la relacidn
funcional que liga 9 con el vector 2 es la que proporciona la solucidn al
problema. En efecto, recordemos que el investigador ha descrito sus opinio-
nes iniciales a través de la densidad de probabilidad p(‘g) « Conellay a
partir también de la conocida densidad p(z/g) que describe a la muestra
total obtenida del experimento 55(3 ) en funcidn del vector 2 puede deduy
cirse la densidad posterior p(g/z) por el teorema de Bayes tal coma seAi_g
dicd en la seccidén 5.1 « Pues bien, a partir de ambas densidades, p(g) y
p(z /z) vy por la relacién funcicnal 9 = f‘(?,) puede, a su vez, deducirse

las nuevas densidades de probabilidad

p(9) a partir de p('g) por la relecidn &= f(2) ;
p(9/z) a partir de p(g/z) por la relacién & = f(8 ) ;

de forma que, conocidas p(8) y p(8/z) puede aplicarse la doble integral
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de Lindley (1956). Resulta, pues, la siguiente

DEFINICION, La informacidén esperada sobre o proporcionada por el expe-
rimento Es( :L) cuando el resultado muestral obtenido es z y la den
sidad inicial p(8& ) es la deducida de la densidad p( g) a partir de
la relacién funcional que liga 9 con‘2 sy viene dada a través de la do
ble integral

p(8/2)

r{e%n e(9)) - ”p(z) o(3/2)slog ——— . .cz
p( o) '

La definicidn anterior admite como expresiones equivalentes

p(e /z) p(& /z)
(9 )ep(2/9).10 edd.dz = p(® ,z)elog ——— ,d&.dz
Joto e " Tos) i o(%)

y donde 2z toma valores en el espacio

L L (n,)

1
‘; ; Xi(ni) = ; ‘ Xixxix ..u-.-.xxi
i=1 i=1

En todas las expresiones anteriores la densidad p(9 ) actda como densidad i
nicial para 9 a fin de qus el investigador sea coherente. Notemos también
gue cualquiera de las submuestras zi contiene informacidn sobre la canti-
dad de interés 9 y de forma que efectivamente tiene sentido el empleo de la
densidad p(9 /z)} en las expresiones anteriores, Ademds, la informacién es—

perada anterior sigue siendo funcidn del vector tamafio muestral n dado que
o~

sus componentes ni aparecen en las expresiones de p(Sf/z) al ser

p(3/2) = 7T TD(X /9]

k=1 i=1

Asf pues, la informacidn esperada que sobre © contiene la mués—
tra estratificada obtenida como resultado del experimento Es(ll ) puede
cuantificarse mediante la expresidn ya conocida y desarrollada por Lindley
(1956) + En este sentido el problema sigue siendo anélogo al resuslto en ca-
pitulos anteriores sin mds que considerar con especial cuidado la procedencia
de las densidades de probabilidad que aparecen en la doble integral. No obs—
tente, el problema real nace de la obtencidn préctica de dichas densidades

p(9) y p(®/z) ya que puede resultar tan extraordinariamente diffcil que
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desaconje, incluso, el cefiirse como Gltimo objetivo a la estimacién de la dni
ca cantidad de interss O , Pensemos, por ejemplo, que ante la sencilla y fre
cuente relacidn lineal como funcidn que liga & con el vector 3 y esto es,

siendo

9 = Z hi. Si hi> 0 i=1,2,lI!’L

la correspondiente densidad inicial pare 9 se calculard, segln comprobaremos

més adelante, por la expresién general ‘(Sixto Rios, 1970)

L-1
8 hnd Z h e 9
1 (L=1) = + 1
9)='—' (AN NN (9 ’8 '".’Q } A ).ds ]
p( " [@ /@ @L_‘: 1" 2 L~1 n 1

L 1 2

o8 9
'dsz d L1

donde la densidad de probabilidad que aparece en el integrando es la nmisma
gue la densidad de probabilidad que describe las opiniones iniciales que sl
investigador posee sobre 2 « Dependeré de dicha densidad p('g) la facili=-
dad de célculo de la expresidn anterior, Idéntico razonamiento es aplicable
a la densidad posterior p(e/Z) .

La segunda de las actitudes que el investigador puede tomar fren
te al proceso de optimizacién es la que se refisre a la consideracidn del
vector paramétrico en su conjunto. Esta situacién responds, tal vez, a la deg
duccidn normal asociada al proceso de es-tratif‘icacidn y resuelve el problema
de la forma mis semejante a la realizada en el modelo unidiménsional. Decfa-—
mos antes que la estratificacibn aumenta la riqueza en cuanto al ndmero de
caracterfsticas a investigar. Efectivamente, la introduccidn de los estratos
en la poblacion X 1lleva consigo la consideracién de L nuevas cantidades
de interés 9i que canstituyen las componentes del vector aleatorio 3 y.
tales gue su exacta determinacién implica la exacta determinacifn de la canti
dad primitiva 9 a través de la relacién funcional 9 = (9 ) « De ahf que el
acopio de informacidn sobre el vector 2 permita, a su vez, tener informacidn
sobre la cantidad 9 obtenida, por tanto, como consecuencia de la investiga~
cidn y estudio centrados en 2 « Parece 1dgicao, pués, gue una buena cantidad
de informacién sobre las cantidades aleatorias 91 (1=1925000,L) considera

das en su conjunto permitan, a su vez, tener un buen conocimiento del par'érrg
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tro 9 y permitiendo, ademis, determinar el comportamiento que respecto a la
caracterf{stica objeto de estudio tienen todos y cada uno de los estratos. Es
te es el sentido de la riqueza en la estratificacién qus antes apuntébamos.

Supongamos, por tanto, que para el proceso de optimizacién de la
informacidn el investigador esté interesado en la obtenida para el vector ‘g .
La cuantificacién de esta informacién esperada sobre 3 pmpamionada por el
experimento ES( n ) se realiza por la ‘expr'esidn ya conocida de Lindley
(1956) . En este caso, de las densidades que eparecen en la formulacidn,
p(g) es la densidad inicial que describe las opinicnes que el investigador
tiene sobre el vector param8trico y la p(g /z) es la correspondiente densi
dad obtenida por Bayes a partir de la también conocida p(z/‘g) « Pueds,

puss, darse la siguiente

DEFINICION, La informacién esperada sobre 2 proporcionada por el expe-
s
rimento E( n ) cuando el resultado muestral obtenido es z y la den

sidad inicial es p('g) y viene dada por la conocida doble integral
p(9 /z)

p(8 )

~

Ig{Es(g ),p(s )} = IJD(Z)oD(f /2).1og

odg odz

Esta informacidn, gue aparecerd en la expresién del valor esperado del expe-—

rirento, es la que debe maximizarse ante el problema de determinacién del &p
9, s

tim tamafio muestral. Notemos, en este sentido, que I"'{E ( n ),n(e )} es

furcién del vector tamafio muestral N toda vez que sus componentes n a=-

i
parzcen en el c&lculo de las densidades p(z/g) y p(2 /z) .

Comparando los dos criterios anteriores expresados a través de
sus informaciones esperdas respectivas puede apreciarse la gananqia de infor
macién al utilizar la segunda de las sxpresiones, resultado completamente 1§
gio puesto que la estimacidn del vector 3 implica, segln hemos dicho, la
estimacién de la cantidad 9 . Notemos que todo el aparato introducido por
la :stratificacién tiene mucho mds sentido, evidentemente, para la estimacién
del vector 3 que para la de la cantidad 9 ., En efecto, Bemardo (1978) es
tuda el concepto de informacién:esperada ante transformaciones ¢ = ¥ (9)
de .a cantidad de interés, definiendo - tal como menciondbamos en el capftu
lo yrimero - la informacién esperada Gtil que no es sino la informacién es-

perida sobre la nusva cantidad \{ . Tambids es conocido el resultado de que
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la informacién esperada ¢til sobre Y no es mayor que la informacién esperada
sobre © , slendo iguales en el caso dertransformaciones biyectivas de la can
tidad de interds. Aplicando este resultado a nuestro caso (postariornmnta com
probaremos las condiciones de aplicabilidad del mismo), siendo la transforma
cién no necesariamente biyectiva & = f(9) , deducimos el resultado

(% 5 () ¢ T3E 5 )yole))
esto es, la informacién esperada sobre el vector.g proporcionada por el expe
rimento Es( 2_) cuando las opiniones iniciales se describen por la densidad
L—dimensional p(g) no es menor que la informacién esperada sobre 9 propor
cionada por dicho experimento. Dado que las transformaciones lineales citadas
no son biyectivas, el resultado anterior se verifica con desigualdad para es
tas transformacionss de tanta aplicacidn. M4s adelants volveremos sobre esta
situacién para justificarla debidamente.

Una tercera posibilidad qus tiene el investigador para abordar el
problema planteado por la determinacién del tamafio muestral consiste en consi
derar las informacionss esperadas que la mugstra totel 2z contienes sobre una
o varias de de las cantidades 91 (1=1424¢00,L) por separado. Pensemos que la
interpretacién dada a estos pardmetros, interpretacién nacida de su misma
construccidn, es idéntica a todos ellos y al pardmetro general 9, dependien '
do su comportamiento @nica y exclusivamente de su campo de aplicacién. Por g
tra parte, la muestra ziﬁ extrafda en el estrato i-6simo no sdlo contiene in
formacidn sobre su correspondiente pardmetro 91., sino también sobre el res
to de las cantidades SJ s toda vez que dichas cantidades no tienen por qué
ser independientes. Pensemos nuevamente en una encuesta de poblacién activa
cuyo @ltimo objetivo sea la estimaclidn del nivel de desempleo 9 y en la que,
por ejemplo, se realiza una estratificacién regional. Es ilégico pensar qus,
salvo excepcionales circunstancias, los niveles de paro en las distintas re-
giones del pafs difieran excesivamentes y tengan, incluso, un comportamiento
independients, Lo 18gico serfa considerar que, con las diferencias esperadas
y posibles, el comportamiento de las 91 siga una tendencia determinada, puegA
to gue la fuerte interrelacidn ds las economfas regionales en una economia na
cional no permite, evidentements, comportamientos excesivaments diferencia-~
dos, En definitiva, si bien el proceso que permite obtener las distintas mues

tras parciales z, cuyo conjunto constituye la muestra total es independien
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te, lo cierto es que al no serlo necesariamente las cantldades de interds

9 " todas y cada una de las muestras Zi contienen, en general, informa-
cién sobre todas y cada una de las cantidades ei (i=1425e044L) « Por tanto
la muestra total 2z proporciona informacidn sobre todas las Qi por separa
do y en su conjunto. De ehf que tengan sentido las densidades p( Bi/z) (i=1,
2,0ee5L) qgue vamos a considerar,

Conocidas, pues, las densidades p(8) vy p(2/ 2) dadas como
datos en cualquier problema donde intervenga el experimento Es( n ), puede
conocerse a su vez por Bayes la densidad p( 2 /z) que describe las opiniones
posteriores del investigador una vez que ha realizado Es( 2 ) y ohtenido =z
como resultado muestral; Tiensn sentido, por tanto, las nuevas densidades de
probabilidad p( 9i) y p( 9i/z) , Que son las correspondientes densidades

marginales para 9i de las p(9) y p(3/z), respectivamente, esto es,

CREYNCORTS
p(8.,/2) = p(8/z).d 9!
- el

donde
L

¥ = d ‘'3 d .d l..d -ds -..d9
& J'Z(i@ Y 2 S99, %3199 4 L

A partir de estas dos Gltimas densidades de probabilidad puede darse la si-

guiente

DEFINICION, La informacidn esperada sobre 81 proporcionada por el ex=—
perimento ES( n ) cuando el resultado muestral obtenido es z vy la
densidad inicial es p( Si) (esto es, la marginal i-ésima de la densi-
dad p( %) ), viene dada a través de la conocida doble integral

p( 31/2)

p(&i)

«d @ odz
i

3
T N En ()} = [ ela)ee( 8 /2)u10m

Esta definicidn responde a la estructura de toda informacién esperada tal cg

mo la define Lindley (1956) y donde la densidad
olz) = [ plz/8)ep(2)ea2

es conacida,
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Resulta imprescindible destacar dos circunstancias en la doble in

. Qi s
tegral anterior. Por una parte, I {.E (n ),p(9 )j es, nuevamente, fun-

cién del vector tamafio muestral, puss sus distintas componentes aparecen to-

que

o(8,/2) - H‘%é/@

1 i-1

/@9 SEIN Bt

das en la obtancién de la densidad posterior p( 91/2) « En efecto, notemos
i+1 L
n

Jo

L .
.d LN N ] B 'd L N ]
VAR p(xjk/ak) PRI PPELL SYPLLELLN

k=1 j=1

Por otra parte, la anterior informacidén esté calculada incluyendo la influen
s .
cia de todo el experimento E (ll ) y no solamente de la incidencia que so=
bre 9  tiene el experimento respesctivo componente E(n ) , esto es, la in-
L 9i s i ai
formacién I “{ E( n ),n(s )j es claramente distinta de la I {.E(ni),

p( 91)5 y pues basta comparar sus expresiones, siendo

9, p(® /z)

I {E(n ),n( 2 )} jfpfs)p(z/e)log p(s)i $d®, .dz,

i [
En resumen, I {.E (‘g )} es funcién del vector tamario muestral n yres
ponde a la consideracidn de una expresién que contiene la informacién que so

bre la cantidad de interés 91 lleva consigo toda la muestra 2z resultado
global de la realizacidn del experimento completo Es(‘g ) .

Otra vez el resultado sncontrado por Bernardo (1978) es de apli-
cacidn en estas circunstancias a fin de determinar la relacién entre las in-

formaciones esperadas que sobre 9i proporcionan, respectivamente, los expe

s
rimentos E (n ) vy E(n_) s Sin mds que considerar la transformacién m_ ,
~ i 1

marginal i-&sima. En efecto, siendo

o, = m(3)

1

deducimos el resultado

9
3, s i, s
I {E(g).p(g)j > I {_E(g).p(g)j
9
lo que, en analogfa a lo expresado para I (ES('Q ),pQg )} s parece enfati-

zar una vez mds que el experimento Es( n ) asociado a un proceso de estra—
-~
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tificacién cobra su verdadera dimensidn actuando sobre el vector paramé&tri-
co_g , mas bien que sobre la funcién 9 o la componente i-&sima Si o« Una
vez méds, volveremos mis adelants sobre esta situacién para justificarla de-
bidamente.

La tercera de las actitudes que pusde tomar el investigador se
centra, pues, en el estudio de una séla de las cantidades de interés 91
que el proceso de estratificacién ha def;nido. Supongamos, puss, que el in-
vestigador estd interesado dnicamente en el estudio ds Si y para ello idea

s
el disefio del experimento E ( n ) a fin de recabar informacién sobre ella.

n

~
La informacién esperada sobre 9 proporcionada por EB(JZ ) la cuantifica
ré& a través de la ya conocida I i{ Es(‘g ),p(g lj . Seré esta informa-
cién la que aparecers en las expresiones del valor espérado de Es(ll ) vy
que, a su vez, permitirén resolver el problema planteado por la determinacién
del tamarfic muestral Sptimo,.

Evidentements que pude resultar curioso el hecho de que el inves
tigador considere la realizacidn de todo el experimento Es(ll ) cuando tan
sdlo se interese por la cantidad 91 « Sin embargo esta situacidn es factible
en la prictica cuando el investigador, deseando obtener informacién sobre 9:1
se enfrenta con una muestra o un disefio conocldos para los que existe una de
terminada estratificacidn. Entonces debe ser capaz de cuantificar esta infor
macién, teniendo en cuenta que la informacién proporcionada por Es(ll ) so
bre Qi‘ es mayor que la proporcionada por el experimento componente E(ni)
como se comprobard mas adelante. De ahf que disponiendo ya de una muestra es
tratificada resulte, por término medio, mds interesante conocer la informa-
cidén que sobre 9i contiene la muestra global 2z que la correspondiente al
estrato en cuestién, la zi(ni) resultado de E(ni) « Pero afin hay m&s, hay
ocasiones en las que, incluso, resulta interesante realizar una sstratifica-
cién de antemano a fin de recabar informacién sobre clerto parémetro 9i .
Supongamos, por ejemplo, qus pretends estimarse una cierta cantidad 9 para
lo cual se dispone de una poblacién X cuyas unlidades guardan cierta rela-—
ciédn con dicho parémetro. Dentro ds esa poblacidn, existe un subconjunto
X1 C X cuyo comportamiento respecto 9 es considerado como normal, existien

do otro subconjunto X2 =X = )(,I formado por aquellas unidades cuyo compor—

tamiento sobre 9 es completamente atfpico, pero sin que ello quiera decir
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que sus sus unidades no contengan informacidn (que en este caso serd confir-
macién sobre lo que no debe valer 9 ) sobre el parmetro objefo de estudio.
Es evidente que en este caso una adecuada estratificacién puede proporcionar
una magnffica informacién sobre 9 , superior a la que se obtendrfa conside—
rando la poblacidn X sin estratos.

Asf pues, el tercer camino que se le abre al investigador ante u
na poblacidn estratificada consiste en optimizar la informacién que sobre u-
na cantidad de interés concreta ®  proporciona el experimenté ES(JZ )
considerado globalmente. Dado que T i{ ES( n ),p(g )_} es Fuhcién del vec
tor tamario muestral sl proceso de oﬁtimizacién de la misma sigue estando en
la 1fnea del ideado para los casos anteriores, Ello conduce a considerar un
proceso que maximice a la informacidn que proporciona ES(JJ ) sobre una G-
nica cantidad de interés Bi y no sobre el vector 3 considerado como con—
Junto de los pardmetros Si (i=1,2,...,L) « Notemos que, por otra parte, la

imposibilidad existents para optimizar al conjunto de valores esperados

9,
(I {0 dim(s) ) -ClE(0)) 112t

toda vez qus el vector tamafio muestral Sptimo para Qi no tiene por qué coin
cidir con el obtenidg para 9 . Sin embargo, existe una situacidn especial
de independencia en la que sinuede obtenerse el vector n éptimo que maxi-
miza todos los valores anteriores del experimento Es(‘g ) , esto es, que op -
timiza las informaciones sobre 91 proporcionadas por Es(‘g ) conJjuntamen
te. Es el caso de independencia de los parametros 91 « También sobre estas
ideas volveremos en su momento.

Pasemos ya al estudio exhaustivo de los casoé menclonados, discu
tiendo las propiedades satisfechas por las distintas informaciones proporcio
nadas por el Unico experimento ES(:} ) sobre las cantidades de interés 9 '
‘2 y Si « Para estas informaciones encontraremos las relaciones de domi=

nancia de unas sobre otras. Resolveremos también el problema tedrico plantea

do por la determinacidn del tamario muestral &ptimo.

: 9
5.3 INFORMACION ESPERADA I {E ( n )p(8)}

Supongamos una investigacién que pretende recabar informacidn so
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bre la cantidad de interés desconocida 9 . A tal fin, el investigador idea
un experimento consistente en la obtencidn de una muestra estratificada de u
na poblacifn cuyos elementos tienen cierta caracterfstica que guarda con 9
una relacidn determinada, expresada por sendas funciones de probabilidad de-
finidas en sus estratos respectivos. Al realizar la estratificacién aparecen
las nuevas cantidades aleatorias 91 (i=1,2,...,L) sobre las que el inves—
tigador tiene unas opiniones iniciales expresadas por una densidad cocnjunta
que, al mismo tiempo, especifica la posible interdependencia entre ellas. Di

cha densidad inicial se ha expresado como

= 9 3 LN 8
P(g) =p(0 13,1000y )

Entre las cantidades aleatorias 9 y '9i (i=1,2,400,L) existe una relacidén

funcional (que se supone lineal) dada por

L ,
8 =f(9)= T hye S, h >0 121525000 ,L
i=1 '

Sin embargo, y a pesar de que el conocimiento exacto de los parémetros 91

(o su buena estimacién) suponga conocer con exactitud a la cantidad aleatoria
9 (o una buena estimacién) a partir de la relacidn funcional mencionada, el
investigador desea cefiirse al estudio de o y de forma que debe maximizar'la
informacién que la muestra 2z contiene sobre ella, no importéndole, pues, la
informacién que sobre las otras 91 contiene z .

Para resolver el problema, supongamos realizado el experimento

Es(‘a ) y conocido el resultado musstral obtenido 2z como conjunto de las

L submuestras de los estratos, 2z = (21,22..-.,ZL) , con

Zi = (Xi'l'xiz’...'xini) i=1,2|oooyl—

La densidad de probabilidad que describe a la mugstra obtenida como dependien

te del vector paramétrico 2 viene dada por el doble productorio

L nk
p(z/3) = TT T\ plx /o)

k=1 Jj=1

toda vez que las muestras extraldas dentro de los estratos son aleatorias.

Recordemos que n = (n1,n2,...,nL) es el vector tamafio muestrel y que, cong
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cidas p(‘g) y p(z/_g) y aplicando Bayes, pusde detsrminarse p(g /z) a

través de la férmula

' : L
p(9/2) < p(2z/3).p(2) = nl 91: 8 10ees aL)' Al .TT p(xkj/ Sk)
k=1 J=1
donde el factor de proporcionalidad es 1/p(z)

Teniendo en cuenta la relacidn lineal que liga ® con 9 y las ¢
densidades p(g) y p(8/z) , inicial y posterior, respectivamente, las
densidaces de probabilidad p(9) y p(9/z) referidas a la cantidad de in
terés ¢ (y que toma valores en el conjunto & - F(Lg ) ) vendr4n dadas a
partir de la transformacidn siguiente:

L
9 =i§1hi.ei

% = 9
L—-1 L-1

siendo la: correspondiente transformacién inversa la

9 - «

L-1
§ -2 he?
9 = i1

it

El correspondiente jacobiano para la transformacidn inversa es:

CICIPE IR R

=N e—

) h

J

L ='a (S,dq,...,oc

L~1 L

De donde la densidad de probabilidad de las nuevas variables aleatorias
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(9, o(1.... ’ dL ) vendrd dada por la funcn.dn

&-Zh-S
1

e 3 (RN} 3
Pe( 1: 92n ’ ’ )

L-1
h ~
L hL

donde con la notacidn Ps indicamos la densidad des probabilidad inicial del
vector ¥ . De ahf que las densidades p(®) y p(9®/z) vengan dadas por

las correspondientes marginales de las anteriores densidades, esto es, por

Zh.-

1 i=1
p(S) =——-J' J cnn[ pe(e1’ 92,3101 9L—1' ).
a1 QD1 D, G _,~ .

od l.d

y por
L~1

8= h.8
p(s/z)=-—1—f@ j@...f 2808 yeeay® s i),

p(z)ehy 1 ®, T8 ST e
L=1
=1 i n o - 51 he ®
.(TT I\ p(x./® ) ). 7Tp(x_/ - ) d 8 «d9 seadd

Implfcitamente se ha supuesto que la existencia de todas las densidades e
integrales anteziiores.

Cor;ocidas las densidades p(¥) y p(®/z) , la informacidn espe
rada sobre 9 proporcionada por el experimento ES( n ) asociado a un proce
so de muestreo estratificado, vendrd dada por la ya conocida doble integral
(Bernardo, 1978):

s p(9/2)
I9{E ( n ),p(S)j = Jp(z)j p(9 /z)elog ———— .d8.dz
~ p(9)

que admite las expresiones alternativas mencionadas con anterioridad y donde

z toma valores en el conjunto

L (n,)
Z = ﬂ Xx)(x....:.l..- XX.
1=1 i i i
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Notemos que Ie{Es( n ),p(f )} es la informacién espereda Gtil sobre & an
te la transformacidn no nscesariamente biyectiva 9 = ng ) del vector de in
terfs 9 , en el sentido definido por Bermardo (1978).

Es hora ya de establecer la hipbtesis del conocimiento previo o
no de la afijacién de la estratificacién, dado que dicha hipééesis condicio-
na el que la informacidn esperada qus acaeba de definirse sea funcidn de una
o de L variables, respsctivamente. Considermos primeramente que la afijacidn
viene determinada de antemano. Asf, para un determinado tamafio muestral total
n se conoce, de forma inmediata, los distintos tamafios muest?alés ni de las -
muestras extrafdas en sus estratos respectivos y que, en conjunto, constituyen
la muestra tofél z + Expresado de esta forma puede, por tanto, suponerss la

existencia de L factores Fi verlficando las relaciones

n = f'..n i=1|2’noo,l_
i i

y que indican qué proporcidén del tamafio muestral total n corresponde a la
muestra de cada uno de los estratos. Evidentements se admite que fi 0 pa
ra todos ellos, pues si sxistiese un estrato en el que Fi = 0 el problema
quedarfa reducido a uno idéntico sin m&s que considerar como poblacién obje—

to de estudio la X - Xi » Notemos que la condicién
L
n= fi; ni
i=1
implica, a su vez, la exigencia

£

f. =1

i=1 1

Parae afijaciones particulares el conjunto {f'j:i . tomé, a su vez,
1 =1'2|n..,L

valores determinados, Por ejemplo, en poblaciones finitas en las que se supo

ne la aplicabilidad de nuestros resultados, la afijacidn uniforme en la que

n, 8s igusl en todos los estratos, resultarias
i

f = 1/L 121,200yl L = némero de estratos
l .

En el caso de una afijacién proporcional, en la qus n se distribuye propor

cionalmente a los valores de Nh 6 tamafio del estratoc h-&simo, resulta ser:

: L
f = n/N i=1'2"..'L con N = 2 N
i 321 i
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Para la afijacién Sptima o de Neyman, donde n se distribuye atendiendo a la
optimizacién de la precisién del posible estimador, resultarfa:

L
F,o=N oS / Z_ NS, i=1,2,e0a,l 5, = variabilidad del estrato
J=1 i-€simo

Lo verdaderamente interesante a destacar es, sin embargo, qde conocida de an
temano la afijacidn correspondiente del proceso de estratificacidn el proble
ma de determinacion dsl vector-tamaﬁo'muestral n queda reducldo a }a deter
minacidn de la dnica variable n , en cuanto que conocida &sta las ng estén
perfectamente determinadas a través de los productos n.Fi (i=1,2,...,L) .

En la précticé y dado gue estos productos no tienen por qué ser enteros, las
unidades sobrantes se van distribuyendo en aguellos estratos de mayor afija—

cién., Esto es, asignando como tamafios ni los respectivos valores gg(n.Fi)

donde 3; es la funcidn "parte entera", las
L -
n—Zé(n.FJ
i=1 i

unidades sobrantes van repartiéndoses atendiendo a los estratos de mayor va—

lor para f_, , mediante un procedimiento cfclico y perfectamente determinado
i

a priori. Suponiendo un orden creciente (10 cual no supone pérdida de genera

lidad) en los valores de las constantes Fi , esto es,

8T €oee €78 aue &F

y tomando como perfodo el valor maximo 1/F1 unidades, cada vez que se au-—
mente el tamanio mueétral total en dicho perfodo se verificard que todo estra
to veré& aumentado en, al menos, una unidad su respectivo tamafio muestral ni.
Adn m4s, las situaciones expresadas por los tamafios muestrales totales n ,
n - (1/F1) y n+ (1/f1) (suponiendo que 1/f’lI € Z ) son tales que el ndmg
ro de unidades incrementadas en el estrato genérico i-&simo al pasar del ta—
mafio muestral total n = (1/f1) al .n coincide con el némero de unidades

incrementadas en dicho estrato al pasar del tamafio muestral total n al

n + (1/?1) « Puede suponerse que el tamafio muestral total es, al menos, 1/f‘1

con objeto de asegurar que se muestrea en todos los estratos, de acuerdo con

la definicién del muestreo estartificado. Esta suposicidh, no obstante, no

es restrictiva puesto que si para un determinado n existe .un estrato tal que
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el producto n.fi es tan pequefio que implica la no obtencidn de ni siquiera
una unidad muestral puede suponerse una poblacién de partida excluyendo dicho
estrato. En muestras grandes es evidente que queda garantizada la obtencidén
de unidades en todos los estratos. Ademds, en muchas aplicaciones précticas
suele llegarse a situaciones de compromiso ante la exigencia de muestrear mf
nimamente en todos los estratos. Pensemos en el muestreo minimo exigido en
determinadas encuestas realizadas por el INE dentro del marco de la Encuessta
General de Poblacién a fin de asegurar resultados significativos en todas las
provincias. Ello supone la existencia de un tamafio muestral no - minimo,

Supuesta la afijacidn conocida el vector tamafio muestral 0 que

da reducido al

= ° .'F ses T
(n F1!n 5! ' L)

n
A
que, a su wvez, queda determinado inmediatamente fijando un tamafio muestral to
s
tal concreto n . Por otra parte, el experimento E (Jl ) consistird ahora
en la realizacién de L experimentos en sendos estratos y con tamafios n,

i
conocidos, esto es, serd la familia de experimentos

E(n) = { {xi(n.fi)}. {Qi}'{p(xi(n-fi)/ ei}J

i=1’2'--n"—

De ahf que bajo dicha hibdtesis la informacién esperada sobre @ proporciona
da por ES( n ) (donde al guedar n determinado al conocer simplemente n
empleamos la notacién anterior), esto es, Is{,ES(n),pLQ )} es una funcidn
de la dnica variable n ‘6 tamafio musstral total. Su expresifn es idéntica a
la de Is{ ES( n )yp( 8 )_} sin m&s que considerar sustituidos en los dobles
productorios que definen a p(z) y p(8/z) 1los tamafios muestrales n, por
los productos n.fi (i=1,2,...,L) .

Recordemos qus el ochjestivo final sigue siendo la determinacidén
de un vector tamafio muestral dptimo que, en este caso, queda reducido a la
determinacidn del tamafioc muestral total Sptimo. Para ello hay que insistir’
en gque el investigador diserfia el experimento Es(n) a fin de recabar infor-
macién sobre 9 . Es conocido que slempre exists ganancia ds informacidén cuan
do el tamario muestral aumenta. De ahf que, por una parte, haya que considerar
se la utilidad esperada del experimento Es(n) s esto es, U(Es(n)) s Y poOT
otra, su coste esperado, C(Es[n)) y de forma que el tamafio dptimo debe ser

una solucién de compromiso entre la utilidad y costo esperados. Estas ideas,
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ya desarrolladas en la seccidn 4.1 , siguen siendo vAlidas al aplicarlas a un
experimento que suponga un proceso de estratificacién. De ahi que definiendo

]
el valor esperado del experimentoc & (n) como

w(e“(n)) = u(e®(n)) = c(E®(n))

esto es, como diferencia entre su utilidad y costo esperados, el investigador,
sidesea ser coherente al elegir el tamarfio muestral 6ptimo, lo tomard con la

s
condicién que maximice el valor esperado de E (n) , esto es, de la ecuacién

d wEe(n)) _ (2)
dn

o lo gue es lo mismo, de la condicidn

d U(E (n)) _ d c(e’(n))
dn dn

Nuevamente seria de aplicacidén en estos momentos el estudio de
qué particular funcién de la utilidad esperada deberfa emplearse para la ob-
tencidn del éptimo. Andlogamente a lo desarrollado en los capftulos tercero
y cuarto y con una funcién de costo esperado genérica, C(Es(n)) , podrfan
considerarse las siguientes expresiones del valor esperado del experimento
Es(n) seglin utilicemos sendas expresiones para la utilidad ssperada del

mismo:

S 9 S <]
() = g,.T {E°(n)p()} = S(E%(n))
1 (E%(n) = 5,0 (1 = oxa(-T {E%(n)p(8) } 1) = c(e™(n)
iy(€°(n)) = g eexp(-H(n( 8)))s(exp(1 L E%(n)nls )} ) = 1) = c(e%(n))

donde la interpretacidn de las constantes g, es la realizada en capitulos
pasados suponiendo el espacio total X vy 1aldensidad tde probabilidad p(S]
es la deducida de la p(g) a trav8s de la transformacién 9 = f‘(g )e Not;a-
mos ademds que en todas las expresiones de Wi(ES(n)) (i=1,2,3) aparece co
mo Unica variable el tamafio muestral total n . Sin embargo, la condicidn
(3) (establecida suponiendo que la variable n es continua) puede susti-—
tuirse considerando que tanto la utilidad como el costo esperados son funcig

nes del vector tamario muestral n y optimizando respecto dicho vector pero
-~ .

sujeto a las L condiciones
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n, = nf, 1214250004l

Este es el sentido del siguiente

TEOREMA  5.341

El tamafio muestral Sptimo como el entero no negativo que, maximizando el

s
valor de W(E (n)) , sea el m4s préximo a la solucidn de

d W(Es[n)) -

dn

0

s
coincide .con el obtenido de la condicién de optimizacidén de W(E ( n ))

sujeta a las L condiciones

n, = f o i=‘1'2’¢'.'L
i i

Demostracidn.— Supongamos que

w(e(n) = UWE(n)) - cE(a))

siendo n = (n ,n ,...,nL) y verificdndose las L condiciones anteriores.

El criterio de optimizacidn de Lagrange conduce a la sxpresidn

L
£ =U(E( nl))- G(ES(L. N+ ¥ )~i.(nfL - fi.n)
1=1

como aquella que debe optimizarse. Este criterio conducirfa al sistema de

ecuaciones
s s
. PUE(n)) ~CE(R))
= -— 4 ).. = 0 i=1'2,u-t’l-
9 n, dn, on, *
i i i

L
%——- ad Z liofi = 0

0 n i=1
g .

=n, - 'F..f'l =0 l=1,2’..l'L
mli 1 1

Multiplicando las L primeras ecuaciones anteriores por Fi y suméndolas

para todos los estratos, resultarfa:
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L 2UEn)) L C6E(n)) L
Zf- = = Zfi' +£)‘-'f- = 0
j=1 1 “dn, i=1 dn i=1 = °
i i
esto es,
L QU(ES(£ )) L QC(ES(_&J)
f.. = zzl F.l
j=1 T ~on, i=1 7O n,
i i

De las L condiciones de la hipdtesis se deduce que

dn,
i

= F. i=1,2,¢--,L
dn * *

de donde la igualdad entre sumatorios anterior puede reescribirse como

d n;/au(ss(g )) dn, 79 C(ES(,Q ))

. . £ 04,

L
i=1  dn o n, i=1 dn 79 n,

i
y que conduce a la condicién (3) especificada en un principio

d U(E(n)) _ dC(E%(n))
dn dn

sin m4s que considerar la regla de la cadena para la diferenciacién de funcio

nes de varias variables,

(CaQtdn)

La aplicacién de la condicién (3) segiin se utilice una u otra
s
expresién pare Wi(E (n)) (i=1,2,3) conducirfa al siguiente conjunto de ecua
ciones, representativas de sendos problehas distintos, satisfechas por el ta

mafo muestral total dptimo:

d T{E%(m),n(8 )} d c(e(n))

dn dn

91'

d ID{.ES(H)!D(B ).} e-'Is(. Es(n),p(s )j } d C(Es(n))

g,»
2
dn .dn
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Con una funcién de costo lineal y siendo c, el costo de observacién de una
s .

unidad del estrato i-&simo, el costo esperado serfa:
s L L
cE(n) = Z e on, = ne z 0T,
i=1 i=1
y las ecuaciones anteriores se complementarian con la derivada

‘d C(Es(n)) L
= c.sf

dn i=1 i1

La determinacidén del tamafio muestral dptimo se ha realizado supg
niendo que la afijacidén era conocida a priori y que por tanto se trataba de
maximizar expresiones dependisntss de la (nlca variable n @& tamafio muestral
totale. En un segundo caso, la afijacién es desconocida de antemano por lo que
el investigador debe determinar un vector tamafio muestral Sptimo. Esto supo-
ne, a su vez, especificar una afijaci6n concreta (no olvidemos que al especi
ficar las componentes n del vector ;1 queda fijada la manera de distri-
buir el tamafio muestral total) de forma que al mismo tiempo el tamafio mues—

tral total n queda determinado a travds de la suma conocida
L
ne 5 o
" i
i=1

esto es, como suma de las componentes del vector n « Desconocida, puss, la
s
afijacién de la estratificacién el experimsnto E ( n ) , dependiente ahora
P~

del vector tamano muestral, consistiré en la realizacién de la familia de ex

perimentos
{E("i)) 121,20 00l ={{xi(ni)}'{@i}' {p(xi(ni)/ei]} 121,250 ne,L

realizados en sendos estratos. Notemos ya la diferencia entre ests caso y el
anterior consistente en que shora ss trabaja con L variables distintas fren
te a la variable finica anterior. E1 vectof tamafio muestral .1 aparece en las
expresiones que definen las densidades p(z) y p(9 /z) , de forma que tam=

bién apareceri en la expresidn de la informacién esperada que sobre o propor
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L] ] s . (] -
ciona el experimento E ( n ) . Asi pues, dicha informacidén, tal como se ha

definido con anterioridad, serd funcion del vector tamafio muestral

2 = (n1,n2|nln'nL)

. s
Andlogamente, el valor esperado del experimento E ( n ) se define como la

diferencia entre su utilidad y costo esperados, esto es}
] ] S
ME(n))= UWE(n)) = cE(n))

expresidn que, es forzoso destacarlo nuevamente, es funcidn de n . Para la
utilidad esperada del experimento Es(gl ) puede emplearse cualquiera de las
fiunciones definidas en la'seccidn 3el o Lo realmente importants es que todas
ellas son funciones de la informacidn esperada Ig< ES('D )sp(® )Y v, por
tanto, del vectos JUR Para la funcidn de costo esperado puede emplearse cual
guier funcidn que ss ajuste a los datos de partida de cada problema particu-
lar. Otra vez, la funcién de costo lineal aparece como la de mejor aplicacién
por su fTacilidad e idoneidad en muchas circunstancias. Dicha funcidn tiene cog

mo expresidn
s L
CE(n))=Z cn,
~ s 11

donde c_, sigue siendo el costo de observacién de una unidad del estrato
i—ésimo.lpor regla general se distingue el costo unitario ds observacidn por
estrato toda vez que la estratificacidn préctica de una poblacién suele ha~—
cerse, entre otros criterios, atendiendo a consideraciones geogréficas y de
caracterfsticas demogréficas. Es evidente, pues, que no pueds ser el mismo cb_s_;_
to el necesario para investigar una unidad informante en una capital en la
que se dispone de una oficina de estadistica, que el costo asociado a una u-
nidad informante rural a la que haya que visitar. De ahi que quede Justifica
do la existencia de costos unitarios de observacién distintos segtin estratos.
Ya ha quedado indicado que la diferencia fundamental en el proce
so de optimizacisn del valor esperado del experimento ES(Jl )} en los dos
primeros casos estudiados radica en que, en este segundo, se determlna una
afijacidn dptima en cuanto qus se obtienen los valores Sptimos de los tama-
fios muestrales para cada uno de los estratos, quedando inmediatamente deter—-

minado el tamafioc muestral total como suma de los tamafios muestrales parcia-
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les anteriores. En contraposicién estd el proceso desarrollado en el primer
caso, donde se detrmina el tamafio muestral total dptimo y luego, por la afi-
jacién previamente conocida, se determinan los tamafios de los estratos. En
definitiva, el experimento Es('g ) &ptimo que presupone una estratificacidn
de la poblacifn X y un desconocimiento previo des su afijacidn, realizado a
fin de recabar informacidn sobre la cantidad de interds ® , serd el realiza
do con un vector tamafio muestral n deducido como sl vector no negativo'que_
maximizando a W(Es(ll )) sea el mas cercano en valores enteros a la solu-

cién del sistema de L ecuaciones

AWE (1))

= D i=1'2’lll'L
0 ny

sitema equivalents al

AUuE(n))  2CEE(n))
= i=1'2'lll|L

7o n 2 ny

Seglin ss8 utilice una u otra utilidad esperada y uno u otro costo esperado el
sistema anterior tomard una forma determinada. Y asf, empleando un costo li-
neal y una funcidn de utilidad esperada Ui(ES(Jl )) (i=1,2,3) de las defi
nidas en la seccifn 3.1 se obtendrén los siguientes tres sistemas de ecuacio
nes que permiten la obtencién del vector éptimo n:

AT {E(n )m(3)}
g.e = Ci 1=1,25400,L

on,
1

i=1’2’l!"L

3, s
I n), 9, s
BRCERLATRILE D) S SO O

o
)
Ny

9, s
e(o )22 LEC o ()] U 0y p000)

on,
i

i=1'2'l..'L

93'
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5.4  INFORMACION ESPERADA T-{E°( n ),p(9)}

Sabemos ya que cualquier proceso de estratificacidn lleva censi-
go la consideracién de las L nuevas cantidadss aleatorias 91 cuya inter—
pretacién es idéntica a la de la cantidad de interfs 9 pero con actuacién
restringida a su estrato respectivo. Evidentemente, estas nuevas cantidades
no son necesariamente independientes. Por otra parte existe una relacién fun
cional que liga a los distintos parémetros 35_ (1=1,240044L) y 9 entre sf,
denotada por 9 = 1"(2) s Siendo 2 el vector paramétrico de componentes 91’.'
De ahf que el conocimiento exacto de los pardmetros en lps estratos permita
uﬁ exacto conobimiento de la cantidad 9 o Y anélogamenté,.un buen conocimien
to de las cantidades Si. permite, a su vez, una buena estimacion del paréme
tro global 9 . En otro orden de ideas, en el disefio de una encuesta por mues
treo probabilfstico la estratificacién no se realiza con la Gnica finalidad
de facilitar la obtencién de la muestra. Un objetivo fundamental que suele
presidir la decisidn de qué estratos considerar - estratos de unidades ani~
logas y lo m&s heterogéneos posible entre ellos - consiste en dsterminar de
qué subpoblaciones deben estimarse también ciertas caracterfsticas. Asf pues,
y con cardcter general, la consideracidn ds un proceso de muestreo estratifi
cado lleva implicitamente consigo una ampliacidn en el campo de la investiga
cién, de forma que el investigador realiza un experimento a fin de recabar
informacidn no sélo de la cantidad 9 sino también de todos los parémetros

9 ;" Pero adn més, tal como se acaba de afirmar el conocimiento sobre el
conjunto de las 9i (i=1,2y444yL) proporciona informacién sobre la canti-
dad general 9 , De ahf que en el préximo desarrollo y a diferencia de lo ex
puesto en la seccidn 5.3 , el investigador centrard su atencién sobre la in-—
formacidn proporcionada por el experimento asociado a un proceso de muestreo
estratificado sobre el valor del vector paramétrico ‘g = ( 91, 92,..., BL) ’
obteniendo la informacidn sobrs 9 a partir de la anterior.

Inicialmente, el investigador especifica sus opiniones sobre ;2
a través de la densidad p(3 ) . Por otra parte, la realizacién dsl experi-
mento Es(il ) supone la realizacidn simulténea en sendos estratos de L

experimaentos de la familia

{E(”i)} 1=1,2, 000, {{Xi(niJ}’{'@i}’ {p(xi_(ni)/si)}} 121,200,
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El resultado del experimento E(n.) realizado en el estrato i-ésimo viene
i

especificado por la muestra

z, = (X. gX, pgeeeygX, ) X' . € x_ i=1,2’.o.,l- j=1’2’.l.’n.
i i1 iz2 :mi ij i i

. .
de forma que el resultado global del experimento E (41 ) esté constitufdo

por el conjunto de las L submuestras anteriores,
= z [N N z
Z(f’l) (21! 2! ’ L)

La notacidn anterior especifica la dependencia resultado muestral-vector ta-

mafio muestral . n « Este vector tiene como componentes n_  1los distintos te—
~ h

mafios de las muestras 2z, , esto es,
i

n =*(n1,n2,...,nL)
mientras que la suma de dichas componéntes constituye el tamafio muestral to-
tal asociado al experimento ES(Jl ) « Resulta interesante destacar la dife
rencia entre el vector ny el tamafio total n dado que més adelante ss es
tudiari el comportamiento respecto a ambas de la informacién esperada defini
da més adelante,

Dado que las muestras son aleatorias y que los procesos de obten
cidn de las mismas son indspendientes entre si la densidad p(z('g)/g) que

expresa el comportamiento de la muestra global dependiente del vector paramé

trico 3 viene dada por

n
L k
p(z(n)/e) =TV T\ o(x /98 )
~ e~ ki k
K=1 1i=1
donde nuevamente puede apreciarse cdmo influyen los tamafios parciales ni
en el célculo de p(z(_rl)/g) .
Consideremos ahora el vector Qij « Expresard a aquel vector ta—

mafio muestral de componentes mayores en una unidad que las del vector n ,
)

esto es,

mm"l = (n1+1’n2+1,¢--’nL+1)

De ahf que

L nk+1
n+1)/9) =
p(z(n+1)/ 8 k/j1 i7:1r p(xik/sk)
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existiendo la siguiente relacidn entre densidades

n

: L k L
(2(r1)/9) = TV TVp(x /9 ). T\ plx .,/9) =
Pes kel dmq b KDL T kn #1 Tk

L .
= p(z(n)/9). TV p(x /9 )
T~ K knk+1 k

Asf pues, la consideracién del vector n+1 supondrd un incremento en el ta—
mafioc muestral total de L nuevas unidades.

Comparemos ahora los expsrimentos ES('D\) y Es(gi-'l) ’ c:o.nsis—
tente este Ultimo en obtener una sola unidad adicional de muestreo. Cuando la
afijacién de la estratificacién es conocida a priori, la situacién expresada
por los vectores oy hf"‘H"l se traduce en considerar la existencia de un es
trato io-ésima conocido en el que el experimento E(ni ) componente dsl

ES(‘&) pasa a ser el E(ni +1) del respectivo exper’i‘rjnento ES(‘_@‘+1) y per—

maneciendo iguales los exper'gmentos componentes de los demés estratos, Asi:

n +1
n i
L k o
p(z(n+1)/9) = ‘20 173 p(xki/ak)- E p(xioj/SiO) =

= p(xi i, +,1/91 )-D(Z(g)/g)

oi 0
o

Si la afijacidn no es conocida la situacidn es anfloga a la anterior pero sin
poder concretar el estrato al que pertenece la nueva unidad muestral. En este
caso se dird que existes un cierto estrato i-ésimo que verifica la anterior
igualdad, ..

Conocidas las densidades p(9) y p(z(g)/g) y la densidad de
probabilidad que describe las opiniones posteriores sobre _g que el investi-
gador posee una vez que ha estudiado la informacidn contgnida en el resulta-
do muestral 2z(n) pusde calcularse & partir de la condicién de Bayes., Deno-
téndola por p(3 /z(._rl)) y la cuantificacidn de la informacidn esperada sobre
9 proporcionada por el experimento Es(nrl) se realiza a través de la for—

mulacién ya conocida de Lindley (1956) que admite la siguiente expresién a

partir de la doble integral siguiente:
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p(3 /z(n))

20 (2] - ”p(g).p(z(ﬂ)/g )e10g e 119 2 iz()
p(8)

A pesar de la coincidencia formal de la doble integral anterior
con la definida por Lindley (1956) para la informacién esperada proporciona-
da por un experimento, el distintoc comportamiento para la obtencidn del re—
sultado muestral cuando el proceso es estratificado respecto al seguido en
la obtencidn de una muestra aleatoria simple obliga a la demostracién de las
andlogas propiedades demastradas por Lindley (1956) para esta Gltima informa
cidn. En efecto, cuando en la poblacidn X no se realiza ninguna divisiﬁh.
en estratos, ia funcidn que describe el comportamiento de la muestra xgg) =
(x1,x2,...,xn) obtenida tras la realizacidn del experimento E(n) y cuando
es de interés la cantidad 9 , viene dada por el producto simplet

n

p(x(n)/8) =TT p(x /&)
1=1 *

Sin embargo, al dividir la poblacidn total X en estratos, el experimento

Es(il.) a considerar consiste, segln ya es conocido, en la simulténea rea-
lizacién en sendos estratos de L experimentos E(ni) independientes, rea-
lizados cada uno en el &mbito de aplicacidn de su estrato respectivo y refe-
ridos a una sola cantidad de interés 91 « Por ello, en el proceso de estra—
tificacién no sélo se ve afectada la poblacidn X sino también el parémetro
© que pasa a describirse por un vector param&trico jz y de Formé que el com
portamiento de cada una de las muestras parciales zi se describird por una

densidad de probabilidad dependiente solaments de la i-ésima componente del

vector 9 , esto es,

n

;
z(n )/9) =p(z,(n)/9, )= S
p(z,(n.)/8) = n(z,(n,)/ ®,) Jlj olx, /9,)
Y teniendo en cuenta que, segin se ha indicado, los procesos que permiten la
obtencidn de las muestras =z en sus estratos son independientes, la proba-
i
bilidad gque describe el comportamiento de la muestra total vendrd expresada
a través del producto de las anteriores denéidades, esto es, a travds de un

doble productorio donde cada una de las densidades que en 41 intervienen si-

guen dependiendo exclusivamente de i(mai-#sima componente del vector 3 y esto

es,
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n
L L i
o(z(n)f9) =T\ 0(z,(n)/9 ) =TT TTop(x ./8,)
o . i i i . . ij i
i=1 i=1  j=1
: o 1 2
Considerando ahora dos vectores tamafio muestral determinados, n' y n , ta
1, 2 12 ~
les que n £ n , esto es, ni < ni (1=1,24.0e4L) , se verifica la igualdad

o 1
> Lo L Jr
plz(n )/9) =11 TT plx;/9,)=T0 IT p(x . ./9.).
~~ ~ 1=1 j='| 1] i 3= j=1 1] 1
n2'-n1 n2—n1
LTy 1 L iTYi
«TT TV blx, /9.) = plz2(n)/9). TT p(x, ./ 9.)
i=1 j:" 1] i ~~ 1=1 j=1 iJ i

Por todas estas circunstancias que suponen un comportamiento para zcu) dis
tinto que sl seguido por una muestra obtenida de una poblacién sin estratos
- y con la consideracién adicional de una familia de experimentos definidos
cada uno en su estrato respectivo, en contraposicién a un experimento (nico -
resulta necesario comprobar para I‘s'{_ES( n Jp(® )_} las propiedades demos—
tradas por Lindley (1956) para una informacidn esperada obtenida a través de
un experimento no asociado a ninguna estratificacién. Asf podrd comprobarse
que para el nuevo proceso definido el comportamiento de la informacién espe—
rada anterior sigue verificando idénticas actitudes que en el modelo no es—
tratificado.

Lindley (1956) demuestra para una informacién esperada sobre 9§ ,
Is{ E,p(® )} y Proporcionada por el experimento E y con densidad inicial
p(B ) , gue toma valores no negativos y gque solamente se anula cuando no se
modifican las opiniones iniciales tras investigar el resultado muestral ob-—

tenido. Este resultado es también generalizable a la informacidn esperada

I s .
I"{E (n ),n(9 )} tal como queda recogido en el siguiente

TEOREMA  5.4,1

s
Para un experimento E (.SL) y densidad inicial p(jz) ,
9¢ s
1~{e (0 )(2))>0

con igualdad si, y sélo si (sii), p(é/z(‘rl‘)) es independiente del re-

sultado muestral z(n) excepto, a lo sum, en un conjunto de valores

de 9 de medida nula.
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Demostracidn.— Los argumentos empleados por Lindley (41956) si-

guen siendo v&lidos para este caso. En efecto, por misma definicién
3, s
(% 0 2i0(8)) - J[alz(n)s 8)e208 oa(g)s2) « ala(p))en(Q ductzln)ecd

donde

a(z(n)y8) = p(9/2(n)) / (8}
Dado gue la funcién x.log x es convexa, aplicando la desigualdad de Jensen

Hg(zm).g)-log 5(z(n)y 3) « p(2(n))ep(9 )edz(n)ed® >
JJQ(Z(Q).E)-?(Z(Q))-D(E ).dz(n).dd «1og JJQ(Z(H):E )ep(2z(n)).p(8 )edz(n).dd

con igualdad sii Q(ZQI)LQ) es una constante: salvo un conjunto de medida
nula. Esto es, si p(8 /z(g)) = p(g) salvo un conjunto de valores de 2 de

medida nula. Ademés:

JJ alz(n)s 8)ep2(n))en(8.)edz(n)ed = [f (8 /2(n))en(2(n))ecz(n).ug =

- JJ plz()i®)eczn)ea = 1

de forma que el segundo miembro de la anterior desigualdad se anula al tomar
logaritmos en la doble integral. Esto completa la demostracién.
(ceqeds)

El teorema indica que, bajo condicidn de qus la densidad posterior
de 9 varfe con z(~rl) , el experimento Es(‘a) resulta, por término medio,
informativo. Es evidehte gue si realizado ES(AQ_) la informacidn contenida
en su resultado z(p_) no hace modificar las opiniones iniciales representadas
a través de p(ji) y No existe ganancia de informacién por el hecho de reall
zar la experimentacidn.

Teniendo en cuenta la especial definicién ds - p( 9 /z(‘g‘)) el re-

sultado del anterior Teorema pueds expresarse de una forma alternativa. En e-

fecto,
L
D(B,lo TRy 3L)- 5 p(zi(ni)/9i)
p(9/2(n)) =

. L
f j cane p(9 y 9 1010,8 ) ]T (Z (n_)/S.).dS «d9 s..d®
('91 (92 @L 1 2 L $= PL&4Yy i 1 2 | L

BIBLIOTECA
FACBLTAD G, NATEMATICAS
VALENCIA
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donde p(z.(n )/ 91) es la densidad que en el estrato i-8simo describe el
it i
comportamiento de la muestra z_(ni) obtenida tras la realizacién del expe-
i
s
rimento E(n,) componente i~ésim del E ( n ) = Entonces, verificéndose en
1 ~

todos los estratos la condicidn
p(zi(ni)/si) = p(zi(ni)) i=1’2'll.’L
que es equivalente a

p(9./z.(n.)) =p(®.) i=1,25eeeyL con pf 91) marginal i-&sima de p(9 )
iTit i i : ~

se deduce que

) L L
j.../p(s1,..., 30 plz(n)/8) a0 uudd = n oz, (n,))

i=1 i=

con lo que finalmente p(g /z(ﬂ)) = p(g) » E inversamente, siendo cierta es
ta dltima igualdad entre densidades de probabilidad se obtiene:

L L
T o(z,(n,)/9,) - S e Jol8 e 804 TC (z,(0,)/8,) w8 209, =

' =1
= p(z(n))

Por ello, sl productorioc anterior no depende de ninguna de las cantidadss de
interés Sj.. Pero por su misma definicién como producto de densidades depen
dientss de una lnica cantidad de interés se deduce finalmente que todas las

densidades p(zi(ni)/ 91) no varfan en los conjuntos GEL. salvo, tal vez,

en subconjuntos de medida dominants nula. O lo que es lo mismo, que las den~-
sidades p(Si/zi(ni)) no varfan con el resultado muestral Zi(ni) obteni-
do como componente i-fsima del resultado muestral total z(n) . Esta discu-

sidn supone la demostracidn del siguiente

CORCLARIO 5.4.1

S
Para un experimento E (ll) y una densidad inicial p(jl) ,
5, s
1~{e( 0 )n(3)} 0

con igualdad sii en todos los estratos las densidades p( Si/zi(n_))
. i
son independientes de los resultados muestrales respectivos z_(n_)
i i
salvo, a lo sumo, en subconjuntos de valorss de Si de medida dominan-

te nula, o lo gue es lo mismo, cuando las dendidades p(zi(ni)/ 9:1) no
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varfan en @i salvo en respectlvos subconjuntos de medida nula.

Claremente el corolario indica que solamente cuando en todos los
estratos no exista variacién en las opiniones iniclales sobre su parédmetro res -
pectivo a pesar de realizar los experimentos E(ni) la informacién esperada
sobre 3 serd nula. Bastard que en un solo estrato se modifiquen las opinionss’
iniciales para que el experimento Es( n ) resulte, por t&rmino medio, infor
mativo.

Lindley (1956) demuestra (como ya se indicé en las secclones 1.3
y 3.2) que la informacidn esperada -IS{IE,p(S )} verificaba cierta aditivi-
dad muy intere;ante. Teniendo en cuenta que la informacién esperada definida
ahora, I's'{ES( n ),p(‘g )} , 8s funcién también de un experimento = si bien
més complejo que en el caso simple - vamos a extenderla a nuestro caso. Pa
ra ello supongamos las situaciones expresadas por los experimentos ES(;Q_)

s
y E (Mm'l) definidos a partir de sendas familias de experimentos componentes:

{E(ni)} 1=1524¢0asl Y {E(ni+1)-} 1=1925000,L

Asf pues la diferencia entre ellos radica en que ES(SF_!) obtiens una nueva
unidad de muestreo en todos los estratos de la poblacidn X , aumentando su
tamafio muestral total en L unidades, una por estrato. Definamos aehora el

experimento Es( (Qﬂ)g/z(ﬂ)) consistente en la famllia de L experimentos

realizados en sendos estratos

ES((n+w1)g/z(g)) = {E(niﬂ)g/zi(ni)}i=1'2;"_,L =
= {{xi}-{@i}' {p(xiniﬂ/si’zi(ni))}}

i=1,2,--0,[—

y que consiste en obtener en cada estrato la unidad (ni+1 )~&sima supuestas
obtenidas y conocldas las muestras zi(ni) (i=142,¢00,L) resultados de los
experimentos E(n ) que definen E ( n ) « La informacién esperada propor-
cionada por el expemmento E ((n+1) /z(_)) sobre 9 una vez que se ha reali

zado E ( n) yobtenido z(n) viens dada por la doble intsgral

Ig {ES((fw)g/Z(ﬂ));D(g/z(ﬂ))} = jJ P(g /Z(JQ)).p(zmll/z(_rl),ﬁ)..
SEYRECY)

«log . dg.dzm1
p(3 /z(n))
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donde zn+1 denota el resultado de dicho experimento, esto es,

)

z = (x

X X
+1? Fq7°0"
n+1 1n1 2n2

+1
LnL

y p(z +1/9 »2(n)) es la densidad que describe el comportamiento del resulta
n ~ Lead —
do I dependiendo de z(n) (resultado del experimento ES(JL) )y del
vector paramétrico 3 € Gép » De ahi gue siendo independientes las realiza
ciones de los experimentos E((n_+1) /z (n en sus estratos res
P ((n, )’/ ORI 125 eeesl S
pectivos

L
p(z_,/82(0)) = 51 p(xiniﬂ/Si.zi(ni))

s
Notemos, por otra parte, que el resultado z(n+1) del experimento E (n+1)
puede axpresarse a trav8s del par de resultados (z ,z(k)) de los experi
mentos E ((n+1) /z(n)) y E ( n) respectivamente. De ahf que sean identi

dades las igualdades entre las densidades siguientes:

p(3/z  12(0)) = p(2/2(x1)) vy p(z s2(0)/8) = p(2(ne1)/8)

Con todos los elementos anteriores definiremos como informacidn esperada so-

a A

bre 9 proporcionada por el experimento E((n+1) /z(n)) despuds de que ss ha
~ A~ A~

realizado ES(QQ.) como el valor esperado sobre ZLQ) de la informacién
S, s a
124 £%((n1) /2(n))sn(Q /2(n)) }

esto es, a través de la integral

r{ €% 1 (ie(3)] = [ oalad) [ [ o8 /2()enle, /2(0), 3.
o3 /2__sz(n))

n+
«l0g «d9.dz -dZ(n)
p(9/2(n)) < ™

Una demostracidn en la linea de la del teorema S5.4.,1 establece que la infor—

macién anterior es también no negétiva, tomando como expresidn para la funcidn
g(z(n+1), 9) 1a

a(9,2(n)yz_ ) = p(8/z_ 42(n)) / (3 /2(n))

Con la notacidn anteriormente introducida demostremos el siguiente resultado

que corresponds a la aditividad satisfecha por la informacién esperada sobre

EL proporcionada por el experimento ES(Jl.) :
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TEOREMA  5.4.2

s s
Dados los experimentos E (’g;) y E (Qii) y una densidad inicial de-—
notada por p(ji) y se verifica el siguiente criterio de aditividad pas=

ra la informacién esperada sobre 9

2% n(2)) = H{E (1 D9} + T2F A1) 7e%Cn Dunl )

Demostracifn.— Nusvamente la demostracidn desarrollada por Lind-

ley (1956) es vélida en este caso. De sus respectivas definiciones:

] (2 /2())
2 ele)) = || pL8)pa(e)/)1108 — e (o) -
p(9

p(3/2(n))
= U p(8 )ep(z(nt1)/ 8 )elog ————.d 9 .dz(nt1)
p(9)

2% (2 )elg)f = [ elela) [ [ (8 72(m)enlz /8 12())-

p(2/z_ ,+2(n))
.log .dd .dzn+1.dz£’q) =

p(8/2(n)) ~

(8 /z(nt1))
-_-JJ p($8 ).p(2(n+1)/ 8 )elog «d9 .dz(nt1)
P(9/2(n))

Sumando ambas informaciones resultas
S, s 8, s g8 s
17{e (0 )um(9)} + TS{E (1) /e (cn dup(2)) =

p(3 /2(nt1)) 5 .
JJ p(9 ).p(z(nt1)/8 )elog ~ d9.dz(net) = TR E%(me1)un(9 )}
p

~

(cegeds)

Obviamente que este resultado puede.generalizarse a un ndmero fi
nito de experimentos con un espacio paramétrico comiin G£> » Esta generaliza-
A

cién conducirfa a una expresifn de la forma:

s s K 8, s s
1 e%(0i)p( 81 = 1L °(nun(82f + £ T (psa) /e mriz) o 9)

i=1

donde
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S
E gﬂ_‘l‘ii) - {'E(ni * p)} i=1|2,n-n,L

proporcionande asf una regla necesaria para la adicién de grupos de informa—
cién provenientes de diferentes caminos. Como inmediata e importancia conse-

cuencia del teorema 5.4.2 es el siguiente

COROLARIO 5.4.2

Siendo ngn) suficiente para z(n+1) = (zn+1,zLQ)) con respecto a 2 ,

en el sentido de que p(g/z(w)) = p(9/2(n)) , entonces

12{ e*(nt1),p(2)S = IQ{ES(.&L )ie( 91}

9 a
Demostracién.— Tal como se ha definido I"{_Es(nﬂ) /Es(g_),p(g‘ )},
si p(g /Z(Qi-l)) = p(g‘/z(ﬂ‘)) s dicha informacién es nula por el teorema 5.4.1.

El resultado se sigue, pues, del teorema S.4.2 .
(CnQud-)

El corolario 5.4.2 establecs que no existe pérdida de informacién
si ésta se cifie a la observacién de un estadfstico suficiente con respecto a
la cantidad de interds. E inversamente, si un estadfstico ss insuficiente en
el sentido descrito existe una pérdida de informacién al ser 13{ Es(w)g/
/Es(£ ),p(g )j estrictamente positivas Por otra parte, la interpretacién
del corolario anterior es clarat no vale la pena reallizar el experimento
ES('r;rtl) (recordemos que el objetivo de la realizacién del mismo es la de re
cabar informacién sobre la cantidad de interds) cuando las opiniones sobre 2_
no se modifican respecto las iniciales proporcionadas por Es( . ) « Notemos,
finalmente, que la igualdad entre las densidades p(i/z(ﬂ.)) y p(g/z(m))

se traduce en la condicidén

L
() = plz(@)e T plx,, 4o/ 9,)
i=1 i
lo que implica que las densidades p(xin +1/8i) (1=1,29e0s,L) no varfen en
1los conjuntos @i y salvo subconjuntos “de medida nula.
Prosigamos estudiando el comportamiento de Ig{ Es(a ),p(g)}
como funcidn del vector tamafio muestrel n . Existe una extendida creencia
sobre el decrecimiento de la informacidn marginal de las sucesivas observa-

ciones independientes y equidistribufdas, opinién expresada matemiticamente
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9
por Lindley (1956) para una informaclén esperada de la forma I {_E(n),p(a )}
al demostrar que se trata de una funcién creciente y c8ncava de n « El pré- .
ximo teorema no es sino la confirmacidn del resultado anterior para la infor

: s
macién esperada sobre R?. proporcionada por el experimento E ( n ) @

TEOREMA  5.4,3

s
Para un experimento E ( n ) ={E(ni)_j y densidad inicial

i=1,2’.l.'L
p(g’) que describe las opiniones iniciales del investigador sobre el

9, s .
vector paramétrico 9 , I.'"'_{E (.n ),p(g)} es una funcién crecients

y céncava del vector n .

OA,

Demostracidn.— Por el teorema 5.4.2 es conocido qus
9, s 9, s 9 s 8 g
{2 (net)in(3 )} - {7 (n)yn(9)) = T™{E (nr1) /E (0 )sp(g)} % 0

d, s
y, por tanto, I"‘{E (n ),p(i )_} es una funcifn creciente del vector n .

Para probar su concavidad es suficiente demostrar que- la expresidn
9, s S s
A = 19{e(n)e(8)) - THE ()w(9)f -
{.9 S .‘?;. s |
- (M ome )} - TR (21} )
es positiva. Utilizando la igualdad expresada en el teorema 5.4.2

A - P ) /) e(2)) = (e () /e 0 Dinl2)} -

p(8 /z(n))
=// p(8 )ep(z(n)/ 9 )elog .d9 Jdz(n) -

p(2 /2(n=1))

o($ /2(nt1))
| -// p( 8 )en(2(nt1)/ 8 )elog od® .dz(nr1) =

o( 9 /2(n))

o(9 /2(n))°

= j/p(f_)-p(Z(w)/g).log -d 9 .dz(nt1)

p(8 /z(n=1))ep( 8 /2(nt1)) ™

Estudiemos la expresidn bajo el logaritmo,

o(3 /2(n))? o(2(n)/s )2 p(2(nz))-p(2(n1))

o8 /2lmet))ep(9 /2(nt1))  alalat)/9 Jenlelast)/9 ) plz())?

Asi pues,
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p(z(0)/8)°
A =[[ole 2enlalz1)/g) 100 d0.dz(mt1) 4
p(2(nt1)/ 9 )ep(2(n=1)/ 9)

p(z(n=1))p(2(nt1))
p(z(n))°

Estudiemos la primera de las dos lntegrales anteriores:

-d3 odZ(n'i'mll)

A

+ ” p(9 )en(2(nt1)/9 )ilog

{ TL\' T%p(xij/ei)_}z

2
o(2(n)/3) o L )
-1 +1
Cpla(n=1)/9)en(2(me1)/9) L T4 L
M 70l /®) T TT alx /9,)
i=1 =1 7 1=1.,3=1
L p(x, /8,)
- in,” 1
i=1 p(xin._‘_,]/ei)
i
Dado que las catidades aleatorias xi y xin +1 estén equidistribufdas la
. . My 1
primera integral se reduce a:
L p(xini/gi)
z JJD(&)-D(Z(Q*;})/Q)-IDQ «dd.dz(m1) = 0
i=1 | p(xini+1/9 i)

Para resolver la segunda integral hay que tener en Cuenta' que:

: L
p(2(n)/8) = plz »2(2z1)/3) = p(zn/g)-p(z(r;j)/g) = p(z(w)/v‘?)'iﬂ,, p(xini/oi)
siendo por tanto

(=) = plz_s2(oz2))

Asi pues,
D(Z(Qﬂ)).p(z(nﬂ))
] o02)ep(a(1)/9 ) 108 , 49 .dz{ns1) -
p(z(n))

o(zlnz1))  plz2()
o(z y2lmn))  alz(g))
p(z 1/2(2))

= J p(z(Qﬂ)).log m dz(ﬂﬁ) =
oz /(1))

- Jptatnn et

Jodz(nt1) =
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oz /2(n)
=JJp(zg‘l_))-D(Zn+1/2£fl))-1Dg o 'dzn_l_ll'_dzw

p(an/Z(f;'_l))

toda vez que p(z /z(n=1)) = p(z /z(n=1)) al estar z y =z equidistri
n =~ n+1 - n n+1 =
bufdas. La tesis del teorema queda demostrada al observar que la (ltima inte-
gral es la informacidn esperada que socbre =z 1 proporciona z , en el sen-
n n
tido descrito por el teorema 5.4.2 . Y dicha informacifn esperada, por el teo
rema 5.4.1, es positiva.

(ceg.d.)

Lindley (1956) demuestra para una informacién esperada de la for
2]
ma I {E,p( 9 )} que se trata de una funcional cfncava de la densidad inicial
p(8 ) . También este resultado es extensible a la informacién esperada sobre

S .
9 proporcionada por E ( n ) como funcional de p(i) .

TEOREMA = 5.,4.4

]
I"'{_Es( n )m(s )_} es una funcional céncava de p(8 )

Demostracién.— Sigamos el razonamiento de Lindley (1956) . Habré&

que demostrar que siendo p1(£) y pz(g_) dos densidades de probabilidad

iniciales para 9 y Xé€ [D,’IJ s entonces
{00 )el9)} - ATHE (0 )in, ()} - u-n.xgtes(ﬂ).pz(g)}»,o

donde p(‘g) = X p1(£ ) + (1-).).;32( 9 ) es efectivaments aquella densidad

de probabilidad que para un cierto 9 cancreto verificas
~0
p(9 ) =Xxp (8 )+ (1-2)p (8 )
~0 17 "~o 2°~o
El primer miembro de la desigualdad anterior puede escribirse como
p(z(n)/ 9)

p(2(n))

d0.dz(n) -

-~ A

) elz(@)/2):(2p,(8) + (1-2)up,( 8 ))s108

! p(z(n)/3)
-)jjp(zgg)/s )ep,(9).109 ——L—Z—-‘-”— 2d8.dz(n) -
~ = p, (z(n))

p(z(n)/ 8)
- (1=)). U p(z(n}/ 8)ep (8 ).100 —-(:—:—.da.dzw
p,(2(n))



donde o, (2(n)) = | pl2(n)/8)ep,(9)edg  (1=1,2) v
p(=(n)) = X p,(2(p) + (1=} )en,(2(n))

De ahf que dicho primer miembro pueda expresarse como
e, (2(2))
p(z(n))

» ][ atz(0)/g )ep, (2)-108

ndZ(ﬂl‘J)od!S +

(z(n))
2 o «dz(n).d9

olz(n))

# (1230 [ olz(n)/9)up (8100

y ambas integrales son positivas siguiendo idéntico razonamiento al empleado

en el teorema 5.4.1 con

0, (2(0)1 ) = o, (2(n))/p(2(0))

(Ceqeds)

Del anterior conjunto de teoremas queda establecida la coinciden
cia entre las propiedades demostradas por Lindley (1956) para la informacién
Ia{ E,p( 8 )} y las satisfechas por la informacidn esperada asociada a un pro
ceso de muestreo estratificado, 13{ Es(a ),p(g )j » considerada como fun—
cién del vector tamafioc muestral y como funcional, bien de.la densidad inicial
p(2 ) , bien del experimento Es(il) . Por ello, recordando la definicidn da
da por Bernardo (1978) para la informacidn esperada (til sobre una nueva can
tidad de interés ¥ relacionada con la primitiva 8 a través de la transfor-
macién ¢ =y (®) , puede considerarse a la informacién Ie{ Es(a ),p(é)j
definida en la seccién 5,3 , como la correspondiente informacién esperada G-
til sobre ¥ = F(Q) proporcionada por el experimento Es(&) « De ahf que
los resultados obtenidos por Bernardo (1978) sean de aplicacién a este caso,
como puede comprobarse empleando idénticas técnicas de demostracidn utiliza-~
das por dicho autor, En particular, puede afirmarse que I9< Es(a )yp($ )}
es una funcidn no negativa que solamente se anula cuando p(a /Z(Jl)) es in-
dependiente del resultado z(n) del experimento ES(Jl ) salvo, a lo sumo,
en un conjunto de valores de ® de medida dominante nula, resultado que se cg
rresponde con el expresado por el teorema S5.4.1 para I“{E ( n ),p(s )_}
También I {E ( n ), p(9 )j verifica un criterio de aditividad en la lInea

del demostrado para la informacién esperada sobre 9 en el teorema 5.4,2 ,



al verificar que Is{ Es(w),p(:z )} = Ie{ Esm),p(g)} + ID{ Es(njl)é/

/E (n ),p(s l} Y considerada como funcidn del vector tamafio muestral n ,
la imformacidn esperada I ( E ( n ),p(s )j es creciente y cdncava, en co-
rrespondencia al resultado expresado por el teorema 5.,4.3 para I* (E ( n ),
p(g_)j . Sin embargo, lo realmente interesante es el resultado encontrado por
Bernardo (1978) en el que se comparan las informaciones Gtil y total al demos
trar que la informacién esperada Gtil no es mayor que la informacidn esperada
total. Dicho resultado es generalizable a la situacidn introducida por el ex
perimento ES(QQ-) y toda vez que se trata de una propiedad en la que no in-
terviene la forma especifica de obtencidn de la muestra ZQE) de una pobla—
cién estratifiéada. Por otra parte, teniendo en cuenta que la informacién es
perada sobre 9 proporcionada por ES(Jl ) 4 con 9 = f(ji) s puede definir-

se también a través de la expresidn

o, (F(8 )/2(n)

9 s
I{E(n)p(8)f = (z(n)/8)ep(9).10 .d9 .dz(n)
SERRER 2 ij = Tl pp(F(2)) T

8., s
es evidente que la informacidén I“'{E (‘2.),p(£2)} no varfa ante transfor-
maciones biyectivas del pardmetro ds interés Si +» Demostremos, pues, el si-

guiente

TEOREMA  5.4.5

Para un experimento E ( n)= {_E(n )}
p(9) vy funcidn =f‘(§’) ’

IQ’{ES(i).p(;?, )} % Ia< Es(.ﬁ_ )io(2)}

1,2 LY densidad inicial
goeesny

Demostracién.— E1 argumento desarrcllado por Bernardo (1978) es
v&lido en nuestro caso. En efecto, siendo la transformacién 9= F(ﬁi) no
necesariamente biyectiva (y, en particular, no lo es la combinacién lineal
de la que habldbamos en la seccidn 5.1) puede considerarse una transforma-
cidn uno-uno Ve {9,03_} del parédmetro 2 . Debido a la invarianza de la infor-
macién esperada bajo transformaciones biyeCtivas del vectof paramétrico, resul

ta:
(e n ()} = T o )iy}

de donde

& o 9 o S
{0 n 1e(2)) = TLE%n Din(8)} = TH{ES 0 )unly)}
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p(v /2(n))
p(?)

- 18{53(3).::(7)} - ”p(\z )-D(Z(g)/? )e10g

.dz.dz(n) -

p(9 /2(n))

p(9)

- JJp(O )en(z(n)/ 9 )elog «dd .dz(n) = -JD(‘Z )elog D(\( )-dz +

+ )] rly )epla(o)/ ) 20m nlq /2())edpuca(n) + | o9 )itog o()ca0 -

- JJete )plz()/ 9 )e10g p(® /2())ea® wca(r)

P e d

Por otra parte es esvidente que

Jp(7 )log ply ).dy - Jote).108 p( 8).ct>
+ JJ p(9 ).p(w/9 )olog p(wW/9 )edwe.dd

De ahf que sustituyendo

(€% n o(8)} - T{% 0 )uel2)} = - |[p(8).000 /911208 pu /9).
dw.ad + || oly deplaln)/g )10 ply /2(p))edyeceln) -

][ 508 )enl2(0)/ 9). 1208 6l 0 /2(m)eepuez(n) =

]

- JU p(¥ ,w,z(n)).10g p(Y /2(n))ed $2dw odz(n) =

p( o ,u),z(”rl)).log p( & ""’/Z(Q))‘ds"d“)'dz(ﬂ) -

J
J”p(s »@,2(n))elog p(w/9 )edwed9.adz(n) +

p(® yw/z(n))
- JJJ p(¥,w,z(n)).1log «d®.dw.dz(n) =
- p(w0/9 )up( & /2(n)) -

p(w/9,2(n))
= J p(9) JJ p(w/9 )ep(z(n)/w,9 )elog .dw.dz(n).d$
- p(w/9) ~
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que no es sino la informacidn esperada sobre «w proporcionada por Es( n)
una vez que 8 es conocido, Y dicha informacidn es positiva por un argumen
to similar al usado para demostrar el Teorema Sede1 , con

a(w 42(n)) = p(w/® ,z(n)) / p(w/9)

(ceqeds)

| La desigualdad del anterior teoreme pons de manifiesto un impor

tante hecho: disefiado un proceso da mugstreo estratificado la informacién
esperada sobrs el vector paremétrico 9 que proporciona es mayor que la in
formacién esperada sobre la cantidad ds interés 9 = f(S.) « Dado que las
cantidades Si nacen de la misma estratificacién de la poblacifn X como
un conjunto de parémetros qus admiten idéntica interpretacién que O pero
restringidos al &mbito de aplicacidn de su respectivo estrato Xi s de for
ma que el mismo tiempo sl conjunto de las 91 (i-=1,2,...,L) permite ob=
tener 9 a través de la relacién funcional que liga a todos entre si, resul
ta que no es interesants realizar una estratificacién de la poblacién X y
realizar el subsiguiente experimento Es( n) con el dnico objetivo de ac
ceder a la informacifn sobre la Gnica cantidad O o Pueds, por tanto, apre
clarse la riqueza que una adecuada estratificacidn introducs en sl disefio
de un experimento 8ptimo,

Hasta ahora se ha estudiado el comportamiento de IB{EB( LR
p( 3 )} como funcidn del vector tamaefio muestral n o Sin embargo, también
resulta interesante estudiar propledades mds locales y conocer el compore
tamiento seguido por dicha informacién como funcidn da la componente i-ési
ma de n , esto es, del tamafio muestral da la submuestra extrafda en .X:L ’
asf como respecto al tamario muestral total n definido como suma de las
componentes ni del vector Ne Tanto las camptertati.cas de concavidad
y crecindento, asf como la espscial aditividad satisfechas por la informe-
cidn I?'{Es( n )ep(8 )j como funcién de n siguen cumpliéndose al estum
diar su comportamiento como funcidn de ni e Y para n sigue verificéndo-
ss dichas propiedades de una forma "escalonada®, Estudiemos con dstallse ca
da una de estas caracterfsticas.

Para estudiar Ig{ES( n )sn( 9 )} como funcién de una componen
ta cuelquiera n, hebré que considerar el experimento E-(n + 1) ya defi
nido con anterioridad. Compardndolo con el E°( n ) resulta que los expe—
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rimentos que definen ES(LI_ + 1) coinciden con los respectivos experimentos
que definen a Es( n ) en todos los estratos salvo en uno, el in-ésim,

por ejemplo (estrato conocido cuando la afijacidn de la estratificacidn es
t4 determinada a priori y desconocido en caso contrario), en el que se obe
tiene una unidad de muestreo adicional. Asf pues, al escribir Eerl+ 1)

indicaremos qus exists un estrato i ~fsim en el qus esté definido el expe
rimento E(n +1) frents al E(n ] que es el respectivo experimento com

ponents de "o E(n) . Tanbién se indict la igualdad entre densidades

p(zgrl+ 1)/8) = p(x:t n +1/ 91 )-D(Z(Q)/g)
ol o}

S

siendo 2z(n + 1) el resultado da E (n + 1) « Definamos ahora el experi=-
mento E(ni +1)l/z(£) consistenta en obtener la unidad (ni +1)=6sima en
el estrato a supuestas obtenidas y conocidas las demés © miestras

z, (n ) (1-1,2.....L) resultados de los experimntus E(n ) que definen
a E [ n_) « Tendremos, pues,

eln, #)8/2{n) = 4%, ¢+ D wole /8, 4z, ()]
o o o o] iu 0 o o

La informacidn espereda proporcionada por E(n:l +1)8/ zca) sobre 2. (recar

demos que la unidad de muestreo x contlene informacién sobre to=

+
1°ni 1
o

das las 9 1 al no ser éstas independien'ces) una vez que se ha realizado
Es( n ) y obtenido z(n) viens deda por la doble integral

I~ {.E(n +1)’/2(n).p(~9/2L))5 -

0 p(S/z(n).xi n +1)
ol
. l 3/ (n)).l 2 .dS.dX
JJ p(x z og (5 /o) 2 1°nio+1
(5 /2ol 119 veln))otog e
- Z . o ZLN 010 (] 8’.
JJD nJJepix, ni:,‘ N, g p(g/z(ﬂ)) d3 dxion1°+1

Notemos que al ser z(n+1) = (x:l n
tre densidades

o i +1’
o8 /2lp#1) = o(8 /x, . y2(n))

oi
o

vz(g_)) las siguientes igualdadss en
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plx, o o209 = pl2(p+1)/9)
Q

son ldentidades,

Con todos los elementos anteriores se define como la informacidén
esperada sobre ¥ proporcionada por el experimento E(ni +1)'/z(£) después
de que se haya realizado Es( n ) , &l valor esperadc ° sobre zgl) de
la informacién

1 {en, +0¥/2(n)so(9 /2(n)) }

ssto es, a travéds de la integrel

1{ln, +0/%(n dup(9)} -

D(Q/xin +1’z(.'1))
j (())jj (9 Je(n))enln, - o/8 s2lm))od i do
- z(n p( 9 /z(n))ep(x e2(n))elog edS o
s T ionioH T p(2 /2z(n)) -
idz(:l)odxioni +1

o}

lna demostrecién en la linea de la dsl tsorema 5,441 establece qua la infor

macidn esperada anterior es no negativa,

TEOREMA  5,4.6

Dados los expesrimentos Es( n)y Es(ﬂ' + 1) , una densidad iniclal
p( 9 ) vy suponiendﬁ qus la nueva unidad muestral que difersncia a los
dos experimentos anterdoraes pertensce al estrato iu-ésimu, se verifica
el criterio de aditividad sigulients:

13{!-:3(24- 1).p(§}_)) - IQ{ES(_{_\,)-P(Q )} o+

. 17 E(n, +1)%/E°( n )yp(3)}

Demostracién.=~ Siguiendo idéntica técnica de demostracién que
le ytilizada en el teorema S.4.2 y de las respectivas definiciones resultas

p(3/z(n))

p(9)

e n )ie(9)] = Jfo(8)enlz(n)/ 9 108 d9 siz(n) =
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p(2/2(n))

p(3)

- | J p(3 Jep(2(n+1)/ 9 )elog .9 odiz(n+1)

Ig{e(ni:«)n/ss@.pcg )} = Jetatn) [ a2 /2(a)).
p( 9 /x v2(n))

~ in 41 '~
o

i
on(x /9 y2(n))alog 2 od 9 odx odz(n) =
P 1°ni°+1 ~ 15 o /2(n)) = 1°ni°+1 0
(8 /z(n+1))
« [ o8 )eplalm1)/ 81208 ———=—.a 9uczlms)

o(9/2(r)) T

Sumando ambas informaciones resulta finalments

(€% 0 diols)} + To{Eln, +0/E% 0 )ip(9))

p(8 /z(n+1))
= ” p( 9 )ep(z(n+1)/9 )elog oddedz(mt1) =
p(9)

- {5 + 1)0(2)}
(c.q.d.)

Asf pues, pueds apreciarse qus también IQ{EB[Q ),p(g_)}
considerada como funcién de la componente io-ésim del vector n wverifi
ca una aditividad anéloga a la demostrada en el tsorema 5.4.2 « Al conside
rar el paso del experimento E ( n) a E(n+ 1) y cuendo la afijacién
estd determinada de antemano queda, a su vez, completamente especificado
el estrato i -ésimo al qus pertensce la nueva unidad muestreada, Si la afi
Jacién es de:comcida no es posible a priori adscribirla a un estraeto cone
creto, aunqus sigus siendo cierto que el aumento da informacidn producida
al extresrlia coincids con la diferencia entre las informaclones esperadas
proporcionadas por los experimentos Es( n ) vy EBQL-I- 1) , de acuerdo
con el teorema 5.,4.6 « Como corolario anflogo al 5,4.2 tensmos el siguiente:

COROLARIO 5,443

Siendo 2z(n) suficiente para er:M) con respecto a 9 en todos los
estratos, esto es, verificéndose que ‘
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o3 /z(n)ex,  ,4) = p(9/2(n))  1=1,24ea0sl
1

entonces

1e% 0 diplg)) = TRE(n+ 1,09

Demostrecifne= Verificéndose la hipdtesis de igualdad entre di
chas densidades y por su misma definicién, 13{ E(ni+1)5/ES( n ),p(~9_ )}
es nula en todos los estratos, Asf puss, y con independencia dsl estrato
en el que se extraerfa la fltima unidad muestrel del experimento E (n 4+ 1)y
se sigus el resultado propuesto del teorema 5,4.6 .
o (Ceqeds)

El corolario anterior proporciona una interasante consecuencia
que aplicaremos en el prdximo capitulo para la obtencidn préctica ds la in
formacidn IQ{ES(’E )ep(9 )_} « En efecto, de dicho corolario se deduce qus
no hay pérdida en la informacién esperada cuando la investigacidn se cifie
en cada estrato al estudio de un estadfstico suficients para todo el veo-
tor aleatorio 9 .

Evidentementa que el resultado dsl teorjema 54446 pueda genesra-
lizarse a un nfmero finito ds experimentos con espacio param$trico @ CO=
min, siempre y cuando las nusvas unidades muestreles obtenidas pertenezcan
a diferentes estratos, Asi por ejemplo, para dos nuevas unidades de mues=
treo pertsnecientes a los estratos io e 11—ésinns respectivamensts y
correspondiesntes a las unidades adiclonales de los experimentos Esgl + 1)
y E°(n+2), se verifica:

9
1 {e%n + 0ee(9)} = T 0 Dol )} + T{Eln, +1)9/E% 0 )yn(2)]
S S .§. ° 8
e (me)iel3)) = T{Em)e(8)) + T{Eln, +1)9/E%(mr1),n(3 )} =
1

9
= 17{e°(n)p(9)]} + xg{e(ni #8/E%()10(9 )} + T-{Eln, +1)8/E%(ne),( 9}
o 1

resultado que admite una evidente gensralizacidn al caso da k<L nuevas
unidades muestrales extrafdas en diferentes estratos, gensralizacifn expre
sada a través de la ecuacidn

k
e (n+ 10,003} = TH{E 0 dunl(9)} + 5 1 Elng 1)/ (orsm) (9 )
i=1 ~
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Combinando este Gltimo resultado con el obtenido del teorema S.4.2 se dedu
ce la existencia de una aditividad perfecta para la informacidn espesrada
I“‘?‘{Es(‘a ),p(:?_ )_} en el sentido de que para un vector tamafio muestral n
dicha informacidn pusde obtensrse como suma de las informacionss obtenidas
una a una y proporcionadas por cada nusva unidad muestral extrefda. Eviden
temente suponiendo conocido en cada etapa el resultado de la anterior. Apli

s s
cando ests hecho a los experimentos E ( n ) vy E (rt1) se cumple que
L d

L
{1l 9)} = THE (0 din(8)} + 2 ToAE(n mIVE prm)yl 0 )}
1=

de donde deducimos el siguiente

COROLARIO 5.4.4

Bajo las hip&tesis y notacidn de los teoremas 5,4.2 y 5.4.6

L
e )™ n dinl2 )} = 2 16 +)Y/E arim1),5(9 )}
i=1

Estudiada la aditividad anterior pasemns a comprobar el compor

]
tamiento de I~{ Es( n () _} como funcidn de una components particular
n del vector n , para asf deducir su carfcter cSncavo y creclente, A fin

de fijar qué componanta concreta es la considesrada se utilizard 1la notacién
9 s
I*{E (n,ni)vp(ﬁ)_}

9, 8
para indicar que ss estudia la informacién esperada I“{E ( n )on( S )}
como funcidn de la compansnte i=~8sima del vector tamarfio muestral,

TEOREMA  5.4,7

9, s
i (n,ni),p(_g )_} es una funcidn creclents y céncava respecto la

componente 1i-&sima del vector n.

Demostracidn.=- Es creclents, puesto que
9 2, s s
I*{Es(zﬂ.niﬂ)pp(g -1 {e er.ni).p(g)} = I {E(ni+1)'/Es(n,ni).p(g )f20

tal como se indicS en la demostracidn del teorema 5.4.5 »
Para demostrar su concavidad seré suficiente ver que la expre-
sifn
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9
A = e mn (2] = TLE (i ~1)n(2)) -

9 s
- {I"{Eswunin).p(g )} - e (rin,)p(2)} }
as mayor que cero, En efecto, A puede reescribirse como
A = T{E( )8/ otin=1)10(2 )] = THE(n #IVE (yn, un(g )} =

p(2/x,  v2z(n-1))

- U p( 9)epr(z(n)/ 9 )elog L «d8 .dz(n) -
~ ~ p(9 /z(r=1))

o(9/x . vz(n))

. in +1° '~
- }J p(3 )ep(z(n+1)/ 9 )elog i «d9.dz(n+1) =
- o(9 /2(n))
a(9 /2(n))
- J[ o2 )epl2(n+1)/8 )208 e odtz(n+1)

p( 9 /2(n=1))ep( 2 /2(n+1))
La expresidn bajo logaritmos resulta sesr

p(2(n)/ 9)° p(z(n=1))ap(z(n+1))

el Dep(e1)/ ) P2

p(xini/ 9 i) p(z(2;1))op(z(,,’t*'1))

2
p(xiniﬂ/ai) D(Z(.ll))
Y dado que xin y xin +1 estan equidistribufdos, se deduce que
i i
X 9
p( ini/ 1)

U p(9).p(z(n+1)/9 )elog «d9.edz(m+1) = 0O

p[xini+1/ ) i)

mientras que

o(=(1))pla(m1) Ptgn o/ 2]
p(z(n))’ Py /2(r1))
De ahf que

Pl 41/ 2(0))

A Up(,\z)-p(z[mﬂ/S).log 1 .dﬁ.dz(yﬂ =
- plxyq /2(0-1))
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SO
-J p(z(n+1))elog it edz(n+1) =
- px,  4q/2(1))
1
D(xin +1/xin 1z(n-1))
- z(n))ep(x /z(n))elo i i edz(n)edx
jj J (2) p( ini+1 =2 g o(x X +1/z(n—1)) s ini+1
i

qus no es sino la informacién esperada que sobre x 1n +1 proporciona xin

i A
en 8l santido descrito por el teorema 5,4.6 . Por un rezonamiento an4dlogo

al utilizado en el teorema S,4.,1 dicha informacién es positiva,
(ceQede)

El comportamiento de Ig{ ES( n ),p(e )} com funcién del tama
fio muestral total n es ligeramente distinto del estudiado hasta ahora F"g
ra 0y n (1=1,244004L) en el sentido de que sus propiedades van a ts
ner un marcado caricter escalonado como se tendrd ocasién de comprobar al
conjugar, precisaments, las demostredas para el vector tamafio muestral n

y para su i-#sima components ni s« A tal fin, considerearemos dos tamarios
muestrales totales n' y n" tales que verifican las L condiciones

nj'_ Z n; 1w1,2,000yl
donde
n' = (n'. "ooo’n') y n" = (n",n",...,n")
2 1'"2 L ~ "2 L

Sigamos idéntico razonamlento al empleado ya en dos ocasiones anteriores.
Sean, puss, los experimentos Es(p_:) y Es(m) « Para pasar de uno a otro
es necssario obtsner un total de n"-n' nuevas unidades de muestreo, re-
partiéndoss n;-nj'. en cada uno de los estratos, Siendo z(n') y z(no")
los resultados ds los experimentos anteriores, respectivaments, sxiste la

siguients relacidn entre las densidades p(z(n')/8) y p(z(n")/2) :

p(z(n*)/8) = Tr ‘Tp(x FARE “T T(p(x FARE
i=1 Jj=1 i=1  j=1
n"-n' L n;-nl
r TT p(x /9 ) - D(Z(._Q_')/B o 7T TT p(x /9 )
i=1 j=1 i=1 J=1

Considerando el experimento E>(p"—n') consistente en obtener esas n"-n'
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nuevas unidades muestreles y repartidas entre los estratos siguiendo las in

',n"-nz',... ,nt—nl:) , la

dicaciones anteriores, esto 8s, con n"en! = (n'1'-n1 2

igualdad anterior pusde reescribirse como
p(z(n")/ 9 ) = p(z(n')/ 8 Jen(z(n"=n')/9) = p(z(n*)yz(n"=n")/9 )

s
Definamos ahora el expsrimento E ((n"-n')!/z(_n_')) consistents en la fami
lla de L experimentos realizados en sendos estratos

Es((rfm')'/z(ﬂ)) - {E(n;,—n;,)’/zi(ni)}i"'

129000l
= X (n"=n? @ z (n"=n'}]/8 ,z (n?
{{ , (7] 1)}'{ Jrielz, 13/ 002, 1)},} 1212y 000l
y que conslists en obtener en el estrato i-ésimo las n;—n ;. unidades ds mues
treo que faltan para completar el experimento E(n:'{) s Supuestas obtenidas
y conocldas las muestras zi(n;.) (i=1.2,...,L) resultados ds los experimen
s
tos E(nj'.) que definen E (2: ) « La informacién espsrada proporcionada por
el experimento Es((n“m')'/z(a')) sobre 9 una vez que ss ha realizado

Es(_r‘!:) y obtenido Z(.‘l.'.) vienes dada por la doble integral
1% €% (e )8/ 2(00))p( 8 /2(00))} =
p(2 /z(n"=n')yz(n*))

..Up(g_/z(g)).p(z(rl';—g_')/g »2(n*))elog ed 9.dz(n"n!)
p(9 /z(n*))

donde p(z(tw')/_g »2(n')) es la densidad que describe el comportamiento
del resultado 2z(n"=n') que depends, a su vez, del resultado z(n') del
expsrimento ES(E:) y del vector paramtrico 9 & @ « De ahf qus siendo
independientes las realizaciones de los experimentos E((n'i-n !l)'/zi(n i))

(i=1,2500e9L) en sus estratos respectivos

L i_';i
p(z(n"=n')/9 ,z(n*)) = J\ TT p(x, /9, ez (n'))
—— 2 —~— im1  jm ij 1" 1 1

s

Notemos que, por otra parts, el resultado 2(2:) del experimento E (n")

puede expresarss a través del par de resultados (z(n"-n'),z(n')) de los
s

experimentos E ({(n"-=n')8/z(n')) vy ES(E:) respectivaments, De ahi que

sean ldentidades las igualdades entre densidades

p(8 /2(n"=n*),2(n*)) = p(8 /2(n"))
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olz(n"=*)y2(n")/9 ) = pl=(n)/ 9)

Con todos los elamentos anteriores definiremos como informacidn esperada so
bre 2 proporcionada por el experimento E((n"=n')8/z(n')) después da que
se haya realizado Es(&'_ ) com el valor esperado sobre z(n') de la infor
macién

T2 (o) 2 )0 2/2(nt)))}
esto es, a travis de la intsgrel

12{ E-(n=n®)/E( n')yn(9)} =

s | a( 8 /z(n"=*)y2(n?))
- Jotatar) | ol /2l Ddenlalmnnt )/ 3 s2lat))tos :
~ | p(9/2(a'))

«d 9 edz(n=n').dz(n")

Una demostracidn segdn la lifuea del teorema Se4e1 establecs qus la informa
cién anterior es también no negativa, tomando como expresidn para g( 3 'Z(E:))
la

6(9 yz(a")) = p(8/2(n") / ol 9/2(n"))
Con la notacién introducida demostremos el siguiente resultado que correspon
de a la aditividad satisfecha por la informacidn espereda sobre O propor-
cionada por el exparimento Es( n ) y considerada com funcidn del tamafio
muestral total n 4 resultado que no es sino una generalizacidn de los con
tenidos en los teoremas S5.442 Yy Sebe5 o

TEOREMA  5,4.8

Dados los tamarios muestrales totales n' y n" tales que su adscrip
cidn en los diferentss estratos esn tamafios muestrales parciales da lu
gar a los vectores tamarios muestreles ..'l' y n" que verifican que
ni( n;'_ 12142000yl y ¥ siendo p($) 1la densidad inicial, se cum-
ple el siguients criteric de aditividads

1% nl9)} = 2% (nr)unl9 )} + T EX(mrent)o/e%(nr) 09 )}

Demostracifne.= Utilizando idéntica técnica ds demostracién que
la empleada en los teoremas Se¢4.2 y S.446 o resulta: m{)
5

oo
&
&

S A
* vakicia *‘5
(=)
%,
s et
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p(2/2(n'))
2L €%an(9 )} = J[ (8 uplalar)g Datos 49 .z(nt) =
(o)
p(® /2(n'))
- ” p(‘g).p(z(l‘f)/g Jelog .dﬁ.dz(rﬂ)
' p(2)

1] 2 (oten W) ap( 20} = | pla(nr)) [ oL 8 /2(gt))enlalir=at)/9 v2(at))e

(3 /2(n"nt)y2(n*))

-lag «dedz(n"=nt)edz(n') =
p($ /z(n*))
o (8 /()
- f J p(9 Jep(2(n")/ 9 )e2og +d9 odz()
- p(9 /z(n"))

Sumando ambas informaciones resulta finalmente
2{%nel9)} + T (a0 /Ent) ol )} =
p( 9 /z(n"))

o(8 /2(n*))

9, s
= [[p(8)ep(aln)/ 2 o108 a9 .dz(nr) = T{E%(),n(0)}

(c.q.d.)

Notemos primeraments que cuando la afijacién de la estratifica
cidn es conocida a priori, esto es, cuando se conoce una familia de L cons
tantes {fi}i=1,2,...,L talss qus n, = fi.n (1=142606yL) , dados los
tamafios totales n' y n" se conocen, de forma autom&tica, los vectores
il 'y B:.' s En segundo lugar, es de destacar que el teorema 5.4.8 generali
za los ya demostrados con anterioridad al considerer incrementos no igua—
les de unidades muestreadas en los diferentes estratos, sirviendo para re-
forzar la idea de la aditividad perfecta satisfecha por la informacidn espe
reda sobre Y proporcionada por el experimento Ea( n ) asociado a un prop
ceso de estratificacién. '

Para caractsrizar el comportamiento edncavo de I*‘?{EB(.\Q )ep(8 )}
como funcidn del tamario total n es necesario introducir la siguiente no-
tacifng sean n' 4 N" y n'" tres tamafios muestrales totales que una vez
adscritos en los correspondiesntes tamafios musstrales parciales n; ’ n; y

n;' (1=1424esepl) wverifican las condiciones
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n; - n; = n;' bad n; - 9(1 1=1.2'...,L

Asi pues, considerando los vectores muestrales definidos con dichas compo-
nentes n" = (n;,n;,....nt) y los experimentos consiguientes Es(ﬂ:) y €1

paso de ES(B:) a Es(m'_) se realiza sstudiando el mismo ndmero R, e

unidades muestrales adicionales en cada estrato respscto Es(ﬁf) que las

unidades de muestreo adicionales estudiadas en el respectivo estrato al pa
sar de Es(m’) a ES(Q::) « Por otra parts, destaquemos nusvamente que con
la afijacidn fijeda de antemano la adscripcifn ds los tamafios muestrales to
tales en los distintos tamafios parciales de las muestras de las estratos es
un proceso ciclico y perfectamente dsterminado. Bajo estas condiciones y te
niendo en cuenta la definicién de IQ{E(n::Q')/Es(E:),p(g )} pueda escri

birse qus
2L (en(2)) = TE%@)wn(2)} = T E (2 )8/E%nt)onl( 9 )} 0
12 Em)n(2)) = T )en( )f = TRE (L Je/E%(n)pn( )] 2 0

y donde  denota el vector diferencla « = (o<1.°12..u, °<L) « Pues bien,
pare los tamafios n' 4 N y n®' que verifican las anteriores hipétesis
se cumple una especie de concavidad en cuanto que satisfacen la condicién
exigida por ésta, Este comportamiento, satisfecho por tamafios musstreles
totales que difieren entre sf el mismo ndmero de unidades y qus respetan
este hecho en todos los tamafios parclales da los estratos, produce el es-
pecial efecto de concavidad en escalera al qus antes nos referfamos, Demos
tremos ya el sigulentes

TEOREMA  5,4,9

Para unos tamarfios muestrales totales n' , n" y n"' tales que su
adscripcidén en los diferentes estratos en temarios miestrales parclia-
les dan lugar a tres vectores musstrales .’l' ’ 2'_' y .!l'.': cuyas com-

ponantas satisfacen las condiciones
T mn'® = T wn" a o i1m1,2,0000l-
TNt Th 1 T12pese
y siendo p(S) 1la densidad iniciaml, se verifica:

1o 13N )in(9)) 2 THE (o )un(2 )] % TR )un( 205

20 2,15{E%n),n(2 )§ = T E (1 )en(8 ) = T{EN(n0)s0(9 )] 20
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Demostracién.= La primere condicifn de crecimients queda recogi
da en las dos dltimas desigualdades escritas inmediataments antes del teorg
mae Por otra parts, demostrar la condicidn ssgunda es equivalents a ver que

]
A w1 (/)05 = THEw )/ e) 0 8) 3 0
Como A puede reescribirse a través ds la doble integral

p(9 /2(a"))°
A =[] e()enlzlnr)/ 8 )e1og a9 vdz(r*)
- <7 (8 /2(n))enl 27 2mm))

la expresidn bajo logaritmos resulta ser
 plem) 9)° a(z(n"*))ep(2(n?))
p(z(n)/9 )eplal®*)/9)  olz(a))®

-l
L Yy

T1 p(xid/ 9,)

(Z(n"'))-p(ZCn')) 7-\; J=n +1

p(Z(n")) _l; ny
I\ TT D(x /8 )
i1 J-n“+1

T "("in-u/ %) p(z(nt*))en(z(n))
i=1 =1 p(x, ...,.J/ 5,) D(Z(n"))

y X estén equidistribuf

Dado que las cantidades aleatorias x
in;-!-J

'+ J
das se deduce que

L1 POy 9,

J{ a8 )enlzlnr) 20108 T TT ofeemadt Qutz(t7) =

1=1 §=1 plx, ,,+J/ 8)

(xin '-l-J/ %)

Up(s).p(z(n-n)/s).log 1 d9udz(n™) = O

ot 03)

L

1-1 J=1

migntras que
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a(z(n*))en(z(nt"))  plz(nt"=n")/z(n"))
p(z(n"))? p(z(n"=n*)/2(n"))

p(z(nt*=n")/z(n"=n"),z(n'))

p(z(n*"=0")/2(n*))

e e (2(nt"=)/2(0*) s 2=t))
p(z(n*"=n")/z(n*),z(A"=n"
A - ﬁp(g)-p(Z(rﬂ)/g_).log —.d 8udz(n™) =
o(z(nt=r)/2(n"))

' p(z(n**=n")/z(n"=n"),2(n"))
- Jf platam))pllninan)/2(p)) tog ———= (a9 acz(n)
p(z(ntm=n)/2(n1)) -

que no es sino la informacién esperada que sobre z(n'*"=n") proporciona
z(n"-n') en el sentido descrito en el teorema anterior. Por un razonamien
to andlogo al utilizado en el teorema S.4.1 dicha informacién es positiva.

(c.q.d.)

La desigualdad demostrada ahora mismo responde & una concavidad
escalonada en cuanto que asegura dicho comportamiento en situaciones en las
que los tamafios muestrales totales n' , n" y n'" verifican las condicig
mes exigidas en el tsorema anterior. Estas condiclones, cuando la afijacién
viene determinada de antemano, admiten una formulacién mucho més elegante,
En efecto, conocidas las L constantes f, tales que n, = f‘i.n (i=1,2,
eseyl) para cualquier tamafio muestral total y denotando por f‘1 la mayor
dzs ellas (se supondré qus 1/f1 €Z ), la adscripcién de 1/1“‘| nuevas uni-
dades se realiza de forma cfclica y perfectamante determinada, En efecto,
supuesto un vector tamarfio muestral N la adscripcidn de una nueva unidad
muestral adicional se realizars en aquel sstrato que por su afijacién le
corresponde. Al considerar 1/F1 nuavas unidades se verificar4, ants ese
cardcter ciclico y determinado de la adscripcifn, que todo estrato verd in
crementado en al menos una unidad su tamafio musstral respectivo., Comparan—
do, pues, dos situaciones que supongan sendos incrementos ds 1/f1 nuevas
unidades muestreadas los incrementos des nusvas unidades en cada uno de los

estratos se producirdn afiadiendo el mismo nimero de ellas, Esta situacién

es precisamente la dascrita en las hipdtesis dsl teorema 5.4.9. Resulta,
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finalmenta, el siguiente y evidente

COROLARID  5,4,.5

Con una afijacién de la estratificacifn conocida previamente, esto es,
dadas las constantes f:l talss que ni - f‘i.n (1-1,2,...,L] para
cualquier tamario muestral total n , y respetanda un criterio ciclico
y determinado para la adscripcién de nuevas unidades de muestreo, sien
do f‘1 la menor de dichas constantes (1/1"16 z) y p(®) la densi-
dad inicial, se verifica que

10 TR (/e Danle )} - T 0 1inl 90} > 0
8. s 9 s 2, s
20 2.1°{°( 0 )wp(2)} =T €X(mr(1/f,)ip(9)} - TR (m(usr,),

'P(E )} >/ 0

Centremos ahora el estudio a un caso particular de gran importan
cia. Para sllo seguiremos con los mismos elemsentos de trabajo hasta ahora
considerados sobre los que se realiza una hipdtesis adicional: la de la in
dependencia entre las nuevas cantidades de intsrés Si e Esta hipdtesis a
dicional simplifica considerablementa la fuerts estructuracién introducida
por el experimento Es( n_) definido com una familia de experimentos rea
lizados en sendos estratos. Al mismo tiempo, también facilitard sensiblemsn
te el célculo y obtencién de la informacién esperada I"s"{ES(‘rl Jop( 2 )_}

y de otras magnitudes relacionadas con ella, como son la utilidad y el cos
to esperados del experimento Es( n ) « Precisamente estas simplificaciones
pueden Jjustificar de por SI el empleo de esta independencia aunqus, como a
caba de afirmarse, la hip&tesis sea fuertemente restrictiva, En el mismo
mecanismo de construccién de la estratificacién de la poblacidn X se ha
indicgdo que la actuacién sobre el espacio paramétrico @ a que da lugar
implica la consideracién de L nuevas cantidades aleatorias 91 que, ge
neralmentas, son interdependientes. De ehf que la densidad p(9) que des~
cribe las opiniones iniciales que sl investigador tiene sobre el vector pa
ramétrico 2 formado por las cantidades 91 tenga la consideracién de una
densidad conjunta que indirectamente da idea de la interdependencia de sus
componentes, Suponer, por tanto, que los pardmetros 91 son independientes
implica inmediatamente la existencia ds una densidad de la forma
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L L
p(9) = TT »l 91/75'1) = 77 9(91)
=1 i=1
con
JD(Si/'(i).d 9i =1 1m1,2,000,L

esto es, obtenida como un producto de densidades definidas para cada compo
nente 91 por segparado.y donds los b’i son pardmstros propios ds la den
sidad respectiva. Precisamente la dsscripcidn de las opiniones iniciales so
bre 9 a partir del conjunto de densidades p(\?) y p( Si/\f) (1=21,25400
yL) tiene la ventaja préctica de que, légicamente, le resultard mfs fécil
al invastigar:ior describir sus opiniones iniciales sobre cada 91 pPoOr se-
parado qus considerando su conjunto 2 « Bajo la hip&Stesis de independen—
cia, sin embargo, es evidents que las densidades a considerar serédn de la
forma p( 91/"5"1) s CON ‘(1 un pardmetro propio de la distribucidn de 91 ’
no teniendo sentido entonces la consideracién del parématro Y con su pro-
pia densidad inicial. Si bien la hipStesis ds indspendencia es fuertemente
restrictiva, el investigador podrd actuar sobre las densidades p( Bi/ .3 i)
para intentar suavizar dicha hip8tesis. En esta sentido, no sdlo deberéd es
coger de entre una de las posibles famillas de densldades de probabilidad
para describir sus opiniones, sino que también debera asignar valores con-
cretos a los pardmetros ¥ . de esas densidades para que, en probabilidad,
las cantidades aleatorias 81 tomen valores bastante alejados o préximos,
mas o menos centrados, etc., a fin de ajustar de esta forma las pasibles de
pendenclas de las cantidades Bi + Lo clerto es que bajo la independencia
de las cantidades 91 se produce una gran simplificacién en el tratamien

s
to ds la informacién esperaeda sabre 9 proporcionada por E( n ) , com

queda recogido en el siguiente

TEDREMA  5.4,10

Para un experimento Es( n)a= {E(n )} y una densidad
land i 191'2'000 'L
inicial

L
p(e) = TT a(o,)
i=1q

s
la informacién esperada sobre Y proporcionada por E ( n ) es suma

ds las informaclones esperadas sobre cada 91 proporcianadas por
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L los exparimentos E(ni) » tal com las define Lindley (1956) .

Demostraciéne=~ Siendo 2z = (z (n ),z (n ),...,z (n )) el resul
tado de E ( n )y la densidad posterior que describe el cunpurtamiento del

vector paramétrico O conocido dicho resultado viens dada por
n

TT Trp(x /3).[3(9 )
i=1 J=1

p(8/2) =
jj j p( 9, )enlx, /8 )ed 8 0dd .d B

i=1 J=1

T\' p(s ).p(z (n )/9 )

ia1 -
L
” jr [ p(8,)en(z,(n)/ ® )ed® ot eaad O
i=1
L .
T1elodenlz (/B L o(s duntz,(n )/ 0)

L i=14 -
TT | o(® Jep(z. (n.)/ 9 )ed® o( 0, )en(z (n)/ 8 )edd,
iﬂJp gJeP AN Ty i J

T p( ® /z (n,))

imq
esto es, el producto extendido a todos los estratos de las densidades posts
riores de las cantidadss 91 conocidos los resultados 2, (n ) da los ex
perimentos E(n ) componentes dal E ( n_) « Tomando logar:ltma en el co-

ciente
p(¥/2) / o(8)

resultas L

a(9 /2) [E eloy/zm) L oo(e /2 n, 2
10g s = log = log ||

r(2) 1 (o) =1 e(8)

i=1

L e(8 /2, (n))

- log

1=1 r( 9,)
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(n,)
Finalments, con Zi = Xixxix......xxi » resulta
p(9 /z)
L% 0 Ja(9)) = | fp(2 dunlz/8 )et0g ———uds a2
~ p(2) ~

L L ( /Z (n ))(
- U. J (9 ).p(z (n )/ 9 ){ $ log J.c:l 8, ceed & o
=1 1=1 p(ei)

L p(9,/z (n ))
«od ( )o.odZ ( ) = Z' f (8 ).p(z (ﬂ )/9 ).10 i i 1
24 ”1 .|_ . - JZi @i Ly A i g " 91)

Y .d 9
d9 ez (n) = Z I {E(n )en( )}
i=1
%
donde, como puede apreciarse, I {E(ni),p( 91)} es la informacién espera

da sobre 9 . proporcionada por el resultado del experimento E(ni) dafi
nida por Lindley (1956) «
(GOQOd-)

Esta teorema trensforma una informacidn que esté& concebida como
la proporcionada por un proceso global en una suma de informaciones sspera
das locales, entendiendo por ello informaciones cuyos elementos dafinito-
rios actuan exclusivamente en cada estrato: parémetro 91 y muestra zi(ni).
Ests resultado es completaments l8gico ante la hipdtesis de partida, En e~
fecto, se ha supuesto que los pardmetros 91 componentes del vector S son
independientss. De ahi qus las observaciones obtenidas en cada estrato -
obtencién qus, por otra parts, es indspendients de la realizada en los de
més — carezcan de informacidn sobre las cantidades ds intsres que no sean
la suya respectiva, de forma que la informacidn total sobre el vector pa—=
ram8trica §_ queda reducida a la suma de las informaclones parciales sobre
cada una de sus componaentes., Asf pues el sumatorio anterior queda justifi=-
cado ante la doble indspendencia «= pardmetros de interés y m&todos ds obe
tencidn de las muestres en los distintos estratos « del proceso de mues-
treo estratificado asociado a la realizacién del expsrimento ES( n).

Por otra partes, y teniendo en cuenta las propiedades ya demos—

tradas, el sumatorio de informacionss obtenido en el teorema 5.,4.10 como
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caso particular de la informacidn esperada Ig{ Es( n )on( 2 )} » toma va—
lores no negativos y solamente ss anula cuando en todos los estratos no se
modifican las opiniones iniciales tras la realizacién de los experimentos
E(n ), esto es, cuando p( Gi/zi(ni)) p(ei) (12142,0005L) o Varifica

identicos criterios de aditividad que los recogidos esn los tecremas 5.4.2,

5,84.6 y 5e4.8 o En particular son ciertas las ecuaciones

7 1 {e(n +1)op(0,)} = Z I {Ecn Jp( 0,0} +

1=1

+ Z I {E(n +1)/€(n )4n( 0 )}
i21

§I et in(8,)} + 1 o{scn (S, )} - 1% (r+1),0(2)f =
il

9

R {e(n )90} + 1T To{eln, RLCREY }

i=1
toda vez que se satisfacen componente a componente (Lindley, 1956) « Se tra
ta también de una expresion creciente y céncava como funcién del vector ta
maio muestral ny de cuslquiera de sus componentes ni y verificando asf
mismo identica concavidad escalonada como funcidn del tamafio muestral total
n que la demostrada para I'e< Es(wrl Jon( 8 )} en el teorema 5,4.9 . Por
iltdimo, se trata de una funcional céncava de la densidad inicial p(9) ,
considerando densidades relacionadas a través de igualdades de la forma

ﬁpce)- Hr p,(8,) + (1=3) n p,( ®,)

ia1 i=1 i=1

Aperte de sstas prupiedades qus son las generales ds cualquier informacidn

esrerada el sumatorio anterior es una funcién del vector _n pero dependien
do ds cada una de sus componentes & través de un Unico sumatorio, Esta cig_ :
custancia lo hace da especial eplicacidn al trebajar con expresiones de la

forma

f( Z I {E(n ’p(e )} ) - Y(n1.n '...'nL)

a1 2

siendo f wuna funcién cualquisre, que respondsn a una expresién generali-

zads del valor esperado del experimento E°( n ) o En efecto, y como se
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comprobard inmediatamente, la optimizacifn respecto al vector n de la
expresidn anterior conducirfa al sistema de ecuaclones

%
d1I {E(ni)'p( 31)'}f'(x) ) QLP (n,‘tnziioc!nl—) 121,20 005l

i
dn N ny

L 9 i
donds x = 3 I {_E(n Jop( 9 )} .
i i
=1
Teniendo en cuenta la igualdad mencionada an el cepftulo pri=

mero y vdlida en todo estrato

9
1 Yelndop(8,)} = (el 8)) =€, . JH(p( /2, (n)])
i~ i

a partir des la que ss definia precisamente a la informacién esperada, y en
el supussto de qua p( g' ) sea un producto de densidades de probabilidad
definidas para cada componente 91 del vector 2_ s Puede escribirse que

9 L L
(e n )yp(9)} = 5 H(9.)) - T E H(p(© /2 (n)))
{ PURL LA } ig‘.l P i 11 Zi(ni) i i1

donde, evidantements, se verifica que la entropia de p(9) es

L
H(p(9)) = Z_ H(n( 5,))
{a1

Suponiendo aplicable sl mismo modelo en todos los estratos y
que las cantidades de interés 91 son independientas, las expresiones
que tomaria 12{ Es( n )ep(8 )} utilizando las informaciones esperadas
desarrolladas en el capitulo segundo darian lugar a los sjemplos siguien-—
test

EJEMPLO 1%, Supongamos que la cantidad aleatoria x se dise
tribuye en todos los estratos segun una densidad uniforme en el intervalo
(o, 91) y (1=142,0009L) o Supongamos también que las opiniones iniciales
sobre 91 vengan descritas, en sl estrato i=&simo, por una densidad de

probabilidad de Pareto, con parémetros 910 y ri » Es conocido que

L4
T el )oP( 0,/ 9, 4% )] = 10g (14 (n/¥,)

H(P( 8,/ 8, ,%,)) =100( 8, /€,) + (1+ (4/5))
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De ahf que la informacién esperada sobre el vector paramétrico 9 de componen
S

tes © i independientss obtenida a partir del experimento E ( 0 ) ycusn

do las opiniones iniciales se dsscriben por la dsnsidad de pruobabilidad

¥y
L 9i .Y
9(91092v00079L) = TT 2 v
1=1 9§ i
i
toms como expresidn
%y
L \( eio L ni
~{E(n).l\ 1j-logﬂ(1+-—) = 5 log(1+—) ,y
i = ¥ 11 L1
'S
L ¥, 9101 5,
H( TV (+1)~Zlog——+2(1+—)
i=1 g i i=1 ‘(i

i
EJEMPLO 22, Supongamos ahora que la cantidad aleatorla x se

describe, en el estrato h-&sim (h=1,2,0eeyL) 5 por una N( Sh, G'h) s CON
s conocida en todos los estratos. Supongamos tanmbién que para represen-
tar las opiniones iniciales sobre 9h se acepta una densidad de probabili
dad N( 3nh' GIJh) « Es conocido (Lindley, 1956) que tras la realizacién en
el estrato h-8simo dsl experimento E(nh) la informacifn esperada obtenida
es . €’2

h{E(nh).N( Soh' ‘.oh)-} = $log(1 + n e

“h

HNC® s G;h)) = 3log(2ne G'ih)

Asf pues, la informacidn esperada obtenida sobre 32_ a partir del experimen
to Es( 0 ) cuando las opiniones iniciales sobre el vector de interds se

describen por la dsnsidad

p(\9 4 ’-oop L4 ) = ﬂ N( h Oh]

h=
admite como exprssion
2
..{E oF T(N( 9 . C )} Z_ $10g(1 + n . ;)
h=1 G

h
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L L o
HCTTN(S »6 )) = % 3 log(2nec )
h=1 h=1

EJEMPLO 32, Sea ahora una combinacién de los dos ejemplos antg
riores. Sean, por tanto, i=1.2....,L1 los estratos en los que es aplica-
ble el primer modelo; y sean h-1,2,...,L2 los estratos en los que se apli
ca el modelo normal, con L + L2= L « Dado que la informacidn esperada so-
bre 9 proporcionada por E ( n ) y la correspondiente entropfa son, bajo
la hip&tesis de independencia de las componentes 91 del vector 3 s 8 85U
vez suma de las informaciones esperadas 'y eﬁtmpias, respectivemente, dedu

cidas de cada experimento E(n ) , es evidsnte el resultado

i
¢
9, s E ¥ 9101 g 1 = ""172"'( - 9oh)2
I {E(hl:lv)' qu.ﬂ 8 26‘0"' -} -
i Goh n
L L 2
L ni : 2 och
a Z_ log(1 + —=) + = Alog(1 + n e )
i=9 ¥ h=1 G 2
i
h
'3
i o 2
g ¥s* Oug 2 1 - 12 (Sh = S
HO T — s TT - e 267 ) =
i
L L L
1 4 1 2 o
= 5 log( 901/‘1) + 2 (=) +3 log(2r(86'°h)
i=1 i=1 ¥ h=1

i

Notemos en los tres ejemplos anteriores cémo el investigador

pueds suavizar la hipStesis de independsnclia de las cantidades ds interés
o . actuando sobre los pardmetros \’i y Coh de las densidades ini-
ciales que describen el comportamiento a priord des las 91 .

No hay que olvidar quas el dltimo objetivo a considsrar sigue
siendo el de encontrar una normativa de fécil comprensién para determinar
un tamafio muestral Sptimo, Dicha normativa es idéntica a la expresada en
el capitulo cuarto y aplicada ya en la seccifn 5.3 , actuando al maxdmizar
el valor esperado dsl experimento Es( n. ) como diferencia entre su utili

dad y costo esperados. Por ashora ss dispons de la informacién esperada so-
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bre ¥ proporcionada por ES(ArL) , esto es, la informacién IQ{ES(‘E),
p(9) } definida considerando las distintas cantidades de interés & g o
su conjuntoes A partir de ella ss obtiens:la utilidad esperada de Es( n )
con las distintas expresiones definidas en la secclién 3.1 « En este sentido
y como via abilerta a una ulterior investigacidn estd la confirmacidn de la
unicidad ds la expresidn logarf{tmica para medir esta utilidad espereda.en
la linea del resultado encontrado por Bemardo (1979). Por otra parts, te-
niendo en cuenta las propiedades satisfechas por Ig{ ES( n )en( 9 ]_} y si
guiendo idénticas técnicas de demostracifn que las utilizadas en el capitu
lo tercer, pueden demostrerse para las distintas Ui(Es( o )) 1las mismas
propiedades que las contenidas en la seccidn 3.2 « Lo importante, en nues-
tro caso, es confrontar esta utilidad esperada U(ES( n )) con su costo
esperado C(Es( n )) « Su diferencia es, seglin ya ss ha definido, el valor
esperado W(Es( n )) del experimento Es( n_ ) asociado a un proceso de
estratificacidn., AdsmAs ss trata de una exprasién que es funclién del vector
tamefio muestral n . Las distintas expresiones que tomaria W(Es( n )) en
)) y
bajo la hipStesis de independencia ds las cantidades de interds © , se-

i
rfan las siguientes para un modelo da densidad inicial de Pareto y pobla=

s
los ejemplos ahora mismo mencionados, con un costo genérico C(E (

n
A

clonas uniformes:

L n
w(E(n)) =g, Z logl1+~=) = Cle(n))

i=1 !fi
5 1 ]
¥ (E(n)) =g.«(1- ) - c(e
uz( (n)) gz( - - (E(n))
TT (1+=3)
i=g '(i

5 L nj_ L Boi L 1 - 8
w(E(n)) =g el TU (1+==)=1)/ T —= sexo(Z (1 + —) =C(E(n))

=5 =3 t 3§ U‘
i=1 u’i i‘l‘(i i=1 1

mientras que para el modslo normal resultarians

: 2
L
w(E(n)) = dg.¢ 5 1log(1+ne—=) = ol n))
VL "o g 1 2 ~

i
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wz(r-:s(ﬁ.l)) =g, (1~

s L Cni L 2 s
WS(E (‘:l_ )) = 930( T 1+ ne—>= = 1)/ H 2ne Goi - C(E (,ﬂ.))
i=1 G'i i=1

donde las constantes g, (1=1,2,3) admiten idéntica interpretaciédn que la
indicada en la seccifn 3.4 , aunque destacandc que, a semejanza ds lo ocu~
rrido en dicha seccidn, responden a pruopiedadss o comportamientos satisfe-
chos por unzi-.dades de la poblacién conslderada en su conjunto, independientg
mente de la estratificacién efectuada. Ademés, es de destacar que cualquier
criterio de optimizacién de las sxpresiones wi(Es( n )) conduce, por una
parte, a la maximizacidn de la utilidad esperada del experimento y, por ello,
a la maximdzacién de la informacién esperada que proporciona, considerada
ésta sobre el vector paramtrico 2_ en su conjunto; y, por otra, minimiza
el costo esperado de Es( n_ ) o En definitiva, el tamafic musstral éptimo

sa8 reducs a la solucién de compromiso dsrivada de alcanzar la mayor infor-
macién al costo més pequeiio posible, lo que es equivalents a afirmar que es
la solucién que proporciona la mayor utilidad esperada al menor costo posi
bla,

Este es el momento de difersnciar sobre si la afijacién ds la
estratificacidn es o no conocida previamenta. Cono ya.sa indicé en los dos
primeros casos de la saccién 5,3 el conocimiento previo o no de la afijaw
cién se traduce en que la expresién de wi(Es(&)) (1=1,2,3) dependerd
de la Gnica variable n tamafio muestral total 6 ds las L variables ni
tamanios muestrales parciales, respectivamente. Supongamos primeremente que
existe la familia de constantes {_fi} verificando las L con
diciones .

1=1,2,000yl
ni = fi.n i=1¢20neol
para cualquier tamafio muestral total., Esto implica que dado un tamarfio total
n la adscripcién de esas unidades en los distintos estratos queda perfeo—-
tamente determinada. De ahf que las expresiones Wi(Es(&]) (i=1,2,3)
dependan exclusivaments de n , sin mds qus sustituir en ellas los valores
de ni por los ds nef i Asf pues la condicién des optimizacién se traducs
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en aste caso en la ecuacion

dwE(n))

dn .

que e8s equivalente a la

d UE(n)) _ dC(E(n))

dn dn

y en donde puede apreciarse que el tamafio muestral total dptimo supone una
solucidn de compromiso entre la utilidad y el costo espsrados dsl experimen
to ES( n ) com ya apuntébamos con anterioridad, En definitiva, el tamafio
muestral total dptimo serd el entero no negativo que maximizando a W(Es(n))
sea el mas cercano a la solucidn de la antsrior ecuacidn., Conocido dicho ta
mafio, la afijacién dptima se obtendrd sin m&s que emplear las L condicio
nes n = fi.n (1=1,24440yL) « De ahf que en este caso ds afijacién previa
mente conocida el experimento asociado al proceso de estratificacidén pass a
denotarse por Ea(n) para indicar que depsnde exclusivamente del tamafio
muestral total n , toda wvez que el vector tamarfic muestral queda perfec—
tamente dsterminado al conocer a aquél,

Con total analogfa con el resultado demostrado en el teorema
S5¢3¢1 (ya ss desmastrd con completa generalidad entonces) 1la condicién
d W(Es(n))/dn = 0 puede sustituirses considerando que W(Es( n)) es fun
cién de L variables ni pero sujetas a las L exigencias derivadas de
la existencia de una afijacién preestablecida, Asi pues, d W(Es(n))/ dn = 0

es equivalents, en este caso, a la solucidn del sistema

(—a—g = 0 i'1,2,o.l,L

fbni
dande L
s s
B=uUE(n)=CE(n)) + Z_ X oln, =nt,)
P, ~~ i1 i
i=1
tal como quedS demostrado en el teorema citado,

En el caso de que la afijacidn fuese desconocida el investige-

dor deberd determinar todos los tamafios parciales n, cuya suma constitui

i
rd, a posteriori, sl tamafio muestral total &dptimo. Asi pues, en este caso

el investigador debe encontrar una afijacién Sptima correspondiente a un
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tamafio muastral Sptimo (nico. En este caso, la condicidn de maxdrdzacidn
s
del valor esperado W(E ( n )) conduce al sistema de L ecuaciones

PuE(g))
W(E )) = D 1-1,2,...’L n= (l’l ,l‘l '..l’n )
n ~n 1 2 L
i
que es equivalente al

QU(ES(.E.)) - QC(ES(&)) 121;250e04l
rani 9ni

y en donds puedé apreciarse nusvaments ques cada tamafio muestral parcial
6ptimo n,_ 'se obtiene como solucidn de compromiso entre la utilidad y cos
to esperados que proporciona el experimento Es( n ) del que dicho tamsfio
parcial ni forma parte como componente del vector tamario musstral Do

Suponienda cierta la hipdtesis de independsncia para las compo
nentes 91 del vector paramétrico _:2_ s las distintas expresiones ques to-
marfa el valor esperado W(Es( n )) segin se utilice una u otra funcién
de la informacién esperada serfan:

L 9
nEC D) = e Z T El)e(0,)} - ol )

wy(E%( 0 ) = g, ’ ) - X))

L @
exp( 5. I i{E[ni)oD( Si)} )

i=1

L L 9,
- Z H(p(8,)) Z1 {E(ni).p[Bi)}
im1

W () =gpe T (e - 1) =c(e(n))

toda vez qus la informacién esperada sobre 9 proporcionada por Es( n)

se reduce a la suma de informaciones espsradas sobre cada 9 i proporcio-
nadas por los experimentos compaonentss E(ni) e Y andlogaments, la entro-—
pia de la densidad iniclal p(_g) es también suma de las entropfas de las
densidades componentss p( 91) e« De ahf que la Gltima condicién de optimi-
zacién expresada por un sistema de L ecuaciones conduzca, a su vez, a los

tres sistemas des ecuaclones resultados de la aplicacidn de sendas expresio

nes para W(Es(‘l)) g
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9
d I i{qni).p(si)j RC(E( n))

g1l 1'1p2’o¢.’L
dni /Oni
@ 1 Hem (s )} L (e n )
. Etn, JyP -] n
g.e 1 1 .BXD("'Z I i{E(n ),p(9 )})" - i=1ge0e,l
2 dn 121 i 1 on
i i
94
d I {E(n,)en(9,)] L 9
i i (.. r i
o= wwol-Z 1o 8,)) = T Relny o 93] =
i
r26(e*(n )
= 1-1'2'QDOU'L
Qni :

Como ejemplo de aplicacidn de las idsas anteriores vamos a cal
cular para los dos modelos desarrollados en el capitulo segundo y generali
zados al caso de una poblacidn estratificada, las expresiones satisfechas
por el tamafio muestral total Sptimo (en el caso de que la afijacién se co-
nozca previamenta) o por el vector tamafio muestral éptimo (si la afijacién
no es conocida de antemano), cuando el valor esperado del experimento vie=
ne dado a través de su primera expresisén w1(Es( n )) » y suponiendo un
costo lineal dado a travds del sumatorio

L
CE(n)) = Z ¢,
L - CioMy

donde :::i es el costo unitario da observacién ds una unidad del estrato
i~ésimoes Supondremos finalmente la independencia de las cantidedes de inte

& .
rés 4

TEOREMA  5.4.11

8
Cuando el valor esperado del expsrimento E ( n ) viene dado por el

sumatorio

. L9, L
WE(n)) =g, Z 1 {E(ni).p(&i)} - Z een,
1=t

i=q
satisfaciéndose las L condiciones para cualquier tamafio muestral tg
tal n

n, s nef 131.2..009L

i i
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resulta que los tamarios muestrales totales Sptimos son los enteros no
‘ -]
negativos que maximizands W(E ( n )) son los m&s cercanos a las so~

luciones de las ecuaciones

a) L7 L
1= '61 + nofi i=1

cuando se trata desl modelo de densidades inicliales dg Pareto y estra-

tos uniformes;

2
b) L fi.coi L
3G, e Z = Z c,ef
1 i i
i=1 2 + nof G.2 i=1
Gi Mo 1° ol

en sl modelo normal,

Demostracidne=
a) La funcién @ toma la forma

L n L L
¢ = g Z log(1 + —-i-'-) - Z ci.ni + f )s i.(ni - n.fi)
1 1 ¥, 1= 1=
De ahf que las condiciones
) 7]
@_@.. =0 (i=1,2500eyl) ; _‘2 =0 ; _.a.j.. =0 (i=1,24e00,L)
7on, 2n Xy

conduzcan al sistsma

g

L

D+ > =0 (191,2pe00sl) ; S X of m0; n =Ffen=0
1 1% 171

’cs’:'_-l-ni i=1

(1=1525000,L)

Ds donde multiplicando la primera ecuacidén por f‘i y sumando para todos
los estratos resulta la condicidn a) de la tesis dsl teorema, como condi
cién satisfecha por el tamafio muestral total Sptimo.

b) En el modelo normal, la expresidén a optimlzar por méximos

condicionados resulta ser

L 6"2i L L
@ = %g1. Z log(‘l + ni-—-g—) - Z ci-ni + Z )i-(ni - n.fi)
i=1 Gi 1=1 i=q

De ahf que las mismas condiciones indicadas en el anterior apartado conduz

can al sistema
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g,Gzi L
1 o - O + >~i = 0 (131'2,.00'1-) H Z ;t of =0 H

i i1
2 2 =1
2( G-i + ni- Goi)

ng - n.f‘i =0 (1=1,2,4¢00,L)

Y efectuando idéntica operacidn qus an sl caso anterior resulta finalmente
la ecuacidn qus constituye la condicién b) de la tesis del teorema, con-
dicidn satisfecha por el tamario muestral total dptimo en el modelo normal,

(ceqeds)

TEOREMA  S.4.12

Suponiendoc qus el valor esperado del experimento Es( n ) wviens dado
a través del sumatorio
s L 9 i L
WE(n))=ge I {E(n)op(e )} - Zc:-n
~ 1 i i 1 1
i=1 i=1
los vectores tamafios muestrales 6ptimos tienen como componentes los en

teros no negativos que maximizando a W(EB( n )) sean los m&s cerca-

nos a las soluclonss

g
n ll-l L 'Ki 1-1.2.0-0,1.
¥l

b) 2 2
= 2 - = cce
' n:l. (91/ ci) (Gi / G.oi) i=1,2, oL

donde la solucidn a) .es vdlida para el modelo de densidedes inicia-
les de Pareto y estratos uniformes; y la solucién b) es vélida en
el modeglo normal,

Demostracién.- Las condiciones

®
g1 i{s(ni),p(si)} RE(E™( n )

g1‘ i"1.2.loo'L
dni 0 n
conducen ag
1
a) g1. = Ci i=1’2’.l. 'L
+n
~°,:l. i

sistema que proporciona los tamafios musstrales parciales 8ptimos como los

enteros no negativos que maximizando a W(Es(&)) son los m&s cercaros a
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(91/ci) .- '6’1 i"192.oo..L

lo que supone en este caso en el que el valor esperado del experimento vig
ne expresado a trevds de W1(Es( n )) una total coincidencia con el resul
tado obtenido en la seccidn 4.2
b) En el modelo normal el sistema de ecuaciones a considerar es
2

-%g1. ol = C 1-1,2'0..,1.

6‘2 6‘2
i +mo .

gua proporciona como tamafios muestrales parciales 6ptimos los enteros o

s
negativos qus maximizendo a W(E ( n )) sean los mds cercanos a

(g,/20,) = (6,/G,)°  1=t,2p0ml

resultado qus también:coincide planamente con el obtenido en el capftulc cuar

to al venir expresado el valor del experimento Es( n ) simplemente como

suma de los valores esperados de los experimentos componentes E(ni) .
(Cegede)

®
5,5 INFORMACION ESPERADA I 1{55(3 )en(9 )_}

La dltima ds las actitudes que puede tomar el investigador al
enfrentarsa con el experimento Es( n) asociado a un proceso de estrati-
ficacidn consiste en considerar la informacidén esperada que dicho experimen
to proporciona sobre cada una de las cantidades de interés 91 » Efectiva
ments, el resultado experimental =z de Es( n ) estd constituido por un
conjunto de submuestras zi (121 ,2....,L) obtenidas en sendos estratos y
que son los resultados de los esxperimentos componentss E[ni) s Pero cada
una de estas submuestras no s8lo contienen informacién sobre su pardmetro
raspectivo sino que también contienen informacidn sobre las cantidades de
interés con &mblito de aplicacién en los demé&s estratos, y ello debido a que
dichas cantidades 91 no son necesariaments independientss. Asf puss, tie
nen sentido las densidadss p( 91/ z) qus permiten al investigador centrar
la investigacién sobre la informacidn sobre cada 91 por separado conte—
nida en el experimento E°( n ) , disponiendo por tanto de la familia de
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L informaciones esperadas qus ahora mismo definiremos

{I ei{es(.fl Jon(2 )},} 1215250005l

Cada una ds las informaciones anteriores cobra su verdadero sentido cuando
el investigador estd interssado Gnicamente en adquirir conocimiento sobre
una cierta 91 exclusivamente, no intereséndole las dem&s cantidades S,j
(3#41) 5 ey incluso, el pardmetro global 9 deducible de todos los paréme-
tros Gi a través de la relacidn 0O = f‘(:g) o En tales casos y realizado
el experimento Es( n ) el investigador deberd trabajar con la informacidn
que dicho e>'<per'imenbo proporciona sobre la Gnlca cantidad de interés &:L »
informacién contenida en la muestra total z resultado de su realizacién.
Las circunstancias que puedsn motivar al investigador a utilizar la infore
macidn que todo un experimento tan complejo como es el Es( n ) proporcio
na sobre una Gnica cantidad 91 pueden proceder, en muchos casos, de la
existencia da una muestra estratificada existente antes ds haber surgido
la necaesidad de informaclon scbre 9i s por 1o que puade aprovecharss sin
recurrir al disefio dg un nuevo experimento, Esta actitud se ve avalada, por
otra parte, por el resultado que posteriorments demostreremos y que afirma
gue cualquiera de las informaciones esperadas deg la familia antesrior no as
menor qus la informacidn proporcionada sobre la respsctiva cantidad 91
por el respectivo experimento componente E(ni) de Es( n ) o Da ahi qus
la utilizacién de una muestra estratificada global previaments obtenida
quede plenamente justificada frents al empleo de la respectiva muestra par
cial zi(ni) de la muestra estratificada global. Y todo ello, evidentemen
ta, en ausencia de costo. Estudiemos, por tanto, la informacidn ques el ex-
perimento ES( n ) proporciona sobre la cantidad de interés 9:1. por_se-
parado, cuando &sta es efectivamente la Gnica cantidad de interds para el
invaestigador,.

A fin de obtener la informacién esperada sobre Si proporcio
nada por Es( n ) el investigador parte de las densidades conocidas p(9 )
y p(z/9 ) « La segunda de ellas = definida con exhaustividad en la seo-
cidn 5.1 = dsscribe el comportamiento de la muestra z en funcidn del
vector paramétrico .2, y s2 expresa como producto de densidades conocidas
p(xiJ/Si) que intervienen en la definicidn de los distintos E(ni). R
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sultaréds
Ly L
p(z/i) = E dH p[xij/ 91) - jl,-l1 D(Zi(ni)/ Si)
con
zi(ni) = (xi1.x12""'xin ) (1=1920--ul-)
i

Asi pues, p(z/ 9 ) dependerd de los distintos tamafios muestralss parciales
ni que constituyen el vector tamario muestral N Por otra parte, la densi
dad p(®) completa la especificacidn Bayesiana del problema al ser la den
sidad de probabilidad que describs las opiniones inicliales que el investi=
gador tiene sobre el vector 9 o A partir de la informacién contenida en la
muestra z = (z1(n1),zz(nz),...,zL(nL)) las opiniones iniciales sufren una
modificacién debido a la informecién que sobre 3 contiene z , De ahi que
las opiniones posteriores se describan por la nueva densidad posterior dedu
cida de la condicién de Bayes

p(3/2z) oC p(9 )ep(z/9)
siendo el factor de proporcionalidad 1/p(z) s CON

p(z) = j p(2)ep(z/ 3 )ed9

Nuevamente a partir de las densidadas anteriores y cuando el interés del in

vestigador estf centrado en la cantidad © 47 la cuantificacién de la in-

formacidn esperada qus sobre ella proporciona el experimento Es( n) la
Are

realizard a través ds las densidades marginales

o(0) = [ pladazt o o(8,/2) = [ olo/z)uag:

9,
donde L L
@' =TT &, y d9t =Tl a9,
~ 3 AL

Evidentemente que la utilizacidén de estas densidadss asegura la
coherencia dsl investigacﬁr a describir tanto sus opinionas iniciales como |
finales sobre 9 teniendo en cuenta las densidades que describen dichas
opiniones sobre todo el vector 9 y del que 9 4 Mo es sino una de sus com
panentes. Conocidas ambas densidades y empleando la fom;lapidn tan conocl
da de Lindley (1956) , puede definirse la informacidn esperada qus sobre 9'1
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s
proporciona el experimento E ( n ) a travds de la conocida dable inte—

gral

94, o p(Si/Z)
1 JE(n), )t = (z)ep( ® /z).lo sy O O o ClZ
Z (n)e(s _} Up p g - ) .

que admite como sxpresiongs altermativas las -

p( &, /z)

od Si.dz =

(& Jep(2/ 8 )elog
'U e t p(ei)

p(z/® )
Hp(s »2)elog .dOi.dz
p(z)

donde, segin se ha indicado, p( 91) y p( 91/ z) son las correspondientes
marginales de las densidades p(8) y p(9/z) .y la densidad p(z) es

conocida. .Como ya se hizo en su momento, es interssante destacar dos cir-

cu'xstancias en la doble integral anterior. Por una parts, nuevaments

{E (n (s )} es funcisn del vector tamafio mmestrel n puesto que
sus distintas componentss ni aparecan en la obtencién de la densidad
p(®/z) y, por ello, en p( S'i/z) « Este hecho permitird utilizarla en
criterios de optimizacién como los aplicados en casos antsriores para da-
terminar tamafios muestrales dptimos, Por otra parts, en la informacidén an-
tarior influye todo el resultado musstral 2z del experimento E ( n) en
cuanto que I {_E ( n Jor( 9 )} es una medida ds la informacién que sobre
91 contiene toda la muestra z resultado del experimento E ( n)e.Te
niendo en cuenta la informacién esperada schre 9 i proporcionada por el
experimento componente E(n i) definida por la conocida doble integrael
(Lindley, 1956) :

5]
I i\’_E(ni),p(Bi)} = ij( &i).p(zi/ ai).log i 1 ds i.dzi

donde p( 9.) es tambiédn la marginal i-€sima de p( 8) 4 parece l6gico e=
i i

firmar que I {ES(AQ' ),p(ﬂ)} dsbe ser mayor que I (_E(ni);D( ‘91)}

puesto que para la primera informacidn sa investigan un mayor némero de

unidades de observacién y todas las unidades inwvestigadas por el experi-
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s
mento componente E[ni) lo son, evidsntemente, por E ( n ) « Esta afir-
macién serd demostrada més adelants. Para ello, denotemos por 2z = (zi(ni),

g .
v2') la muestra resultado de E (_n ) , siendo

(ny_ vz g0, dvenerz (7))

141 141
Es evidente que las sigulentes igualdades entre densidades son identidadss:
p( 31/2) = p( 91/2'.zi(ni)) i p(2/ 91) - D(Z'.zi(ni)/ Gi) ;

z' = (21(‘11)122("2)""12

L

p(z, 31) - p(z"zi(ni)' ei) .

Demastremns ya el siguients

~ TEOREMA  5.5.1

Con la notacién expresada, la informacién esperada sobre »91 propor
8
cionada por el experimento E ( n ) no es menor que la informacién

esparada sobre 91 proporcionada por el experimento componente E(ni)

Demostracifne.= De sus mismas definiciones
9 /z
P( i/ )

%, s %
B -1 Re@im(3)) - T Keln)we(,)5 = |[eleduol 0,/2).108
a(5,)

p( 91/zi(ni))

od Si.dz - Jj p( Si,zi(ni)).log od Siodzi(ni] -

p( 81)
(9 /Z',Z (n ))
- JJJ p( 91.2',zi(ni)).log i 11 4 S'i.dzi(ni).dz'
p( 9i/zi(ni))
L1emando p( &, /z%z (n ))
g(Bi.zi(ni).Z') - i 1 4
p( \91/7-1(111))

rasulta

AN JJ a( 91,2'.zi(ni))-log a( 91.2'.zi(ni))-p(2).p( Gi/zi(ni)).d 9 oz

expresidn que es no negativa por idéntica razén a la utilizada pare demos-

trar el teorema 5.441 o

(c.q.d.)

Notemos que A no es sino la informacién espsreda sobre 8 N

proporcionada por la muastra adicional 2' supuesto realizado E(ni) y
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obtenido zi(ni) + Aplicando, pues, el teorema S.4.1 puede afirmarse que es
ta informacién se anula si y s6lo si la densidad p( ® /z) no varfa respec
to 1a p( 9 /z (n )) salvo en un subcon,junto de 9 de medida dominante
nula, En def‘initiva, deducimos que las informacionss esperadas 1 {E ( n ),
(3 )} e I {E(n )ep(® )} coinciden si y solamente si ss verifica la
igualdad entre las densidades de probabilidad anteriores. Esto equivale, a

su vez, a afirmar que ambas informacionas coincidirén cuando la densidad

p( Si/z) sea independiente del resultado muestral 2z' salvo, a lo sumo,

en un subconjunto de 91 de medida nula. Sobre este resultado, de gran in
terés, volveremos més adelante.

‘El teorema 5,5.1 pone de manifiesto un importanta hechos el di
sefio de un proceso de estratificacidn es, por término medio, Gtilmente in-
formativo a la hora de recabar informacién sobre una determinada cantidad
de interés 91 e Asi pues, el resultado anterior justifica el disefio de
una estratificacidn a fin de adquirir conocimiento sobre una dnica canti-
dad de interés Qi ¢ S5in embargo es evidente que, en este caso, la daci-
sifn Gltima deberd tomarse en t&rminos de los respectivos valores espera-
dos de los expsrimentos E(ni) y Es(&) y comparar el incremento de in
formacidn con un posible incremento del costo asociado & la existencia de
los estratos., No obstante y segiin ya se afirm3, el disefio ds Es( n ) tis
ne especial sentido cuando el investigador esté interssado en todas las
cantidades 9’1 y, consiguientemente, en el parémetro ’ﬁ‘ . Da ahf que rg
sulte interesante comparar cualquiera de las informaciones I {E ( n )e
p(e )} con la I (_E ( n ),p(s )_} que expresa la informacién espsrada
que sobre el conjunto de valores 31 expresado a través dsl vector para—
métrico 2 contiene el experimento Es( n ) « Demostremos el siguiente te-

orema ds comparacién:

TEOREMA  5,5.2

La informacién esperada I sie_Es( n )ep( 9 )j es la informacién espe-
rada Gtil (en el sentido definido por Bernardo,(1978) y expresado en
la seccién 1.4 ) de la informacién I"?'{ Es('a )on( 2 )} por la trans—
formacién no biyectiva 31 = Si( 9 ).

Demastracidn.~ La transformacién no biyectiva 31 = ai( 9)

puede completarse con las identidades
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cuyo jacobiano es

1 0 4ee O

J . Q( 91 92I.. SL) - 0 1 sae D - 1
1 s8essece
CASAPULR LS WILEN 0 0eee 1|Lxt

De ahi que las densidades de probabilidad inicial y posterior de las nuevas
variables aleatorias | o‘1. e(z,..., O(i-1' 91. di+‘l""' °‘L) vendrén dadas

por las funciones

nup“L) = %z( 819 92n--p BL) = 92(2)

J | op(™ geesy & 9,
1,9(19v vo+

J1' .p(d1,..-. “1_19 91' °(i+10000| °‘L/Z) = p—g( \91'000’ 9L/Z) = p:z(g'/Z)

donde con la notacién p 8 indicamos las densidades de probabilidad conoci

das del vector 9 o De ahf que las densidades n( 91) y ol S'i/z) vengan
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dadas por las correspondientes marginales de las dsnsidades anteriores, es
to es, a través de

oo, [ oladagt i oloyfa) =] eta/aay:

Laged ~A

donde
L
@'ﬂj@ ; de'-TrdQ
~ 3 w9

En definitiva, por su misma definicidén la informacidn espereda Gtil de la
g‘LEs( n ),p(s)} tras la transformacién Bi = 9 (8) del vector 8
no es sino la informecidn I {E (n)ee(s)] dsf‘inida con anterioridad.

(c.qed.)

Desds un punto de vista tedrico nos encontramos, puss, en una
situacién completamente anéloga a la planteada en la seccidn 5,4 al compa—
rar las informaciones I {E (n)e(s )} con I {E (n ),p(e)} . Tenien
do en cuenta las propledades satisfechas por I"'{E ( n ) ,p(& )_} pusde a=-
firmarse que, siguiendo idénticas técnicas de demostrecidn para las respec
tivas pmpg.zdades que las empleadas por Bermardo (1978), la informacidn es
perada I {ES( n)j, p(s )} sobre 9 proporcicnada por Es( n ) es u-
na funcién no negativa que solamenta se anula cuando p( 9 / z) es indepen
diente del resultads 2z del experimento E ( n ) salvo, a lo sum, en un
subconjunto de @ de medida nula, msultadoz .que se corresponds con el
expresado por el taomma 544.1 para I"{E ( n )en( .9)_(( e También I i{

E ( n (8 )_) verifica un criterio de aditividad en la linsa del demos-
trado para la informacidén esperada sobre § en el teorema S. 4.2, al cumplir
qus I {E (n)w(9)) + 1 {E (n+1)“/E (n)ew(9)) = {E (nt1)y
p(9 )} R Consideradéa com funcién del vector tamafio muestral n la infor-
macién esperada I {E ( n )en( 0)_} es creciente y céncava, en correspon
dencia al resultado expresado por el teorema Se.4.3 para I “{E ( n ),p(9 )_}
Y, finalments, el teorema 5.4.5 pueds también aplicarse a nuestro caso pues
su demostracién estd efectuada con una funcidn & = f( S ) cualquiere, ob

teniendo la desigualdad entre informaciones
9 9
i, s NI
T {e(n)wl(2)} & TLE(ndp(8)S

gue expresa que la informacién esperada sobre el vector :?_ proporcionada

por el experimento Es(n) no es menor que la que proporciona dicho expe-
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rimento sobre cualquiera de las componentes 91 del vector paramétrico.

Notemos que todas las propiedadas anteriores son vélidas independientemen—
te de la cantidad de interés 31 escogida, Por ello y reurdiendo los re-

sultados anteriores aparsece la siguienj:e cadena de desigualdades

94 % s 9 s
I {E(ni)-p(si)} $1 YE(n ).p(ﬁ)}s 15e(n )we( )} 1=1,24000,L

de las que sa deduce la desigualdad entre sumatorios

7 1 Yetn)lo,)} ¢ Z D REC n in(8)) € LIRE (s 1el3 )
i=1
sumatorios que apareceré;n ahora mismo al hablar dsl proceso de optimizacién
de las informaciones I i{Es( n ),p(g )_% a fin ds determinar los tamafios
muestr‘ales 6ptimos, o
Finalments, dentro de las propiedades satisfechas por I i{
{Es( n )sn(9 )} s existe una que verificada por la informacién esperada ta
tal no lo es por la informacifn esperada Gtil: la que describe el comporta
miento da la informacidn esperada como funcional de la densidad inicial.
Tal como se afirm8 en la seccidn 1.4 , si bilen la informacidn esperada to-
tal s cdncava como funcional de la densidad inicial, no lo es la informa-
cién esperada util, a no ser que se considers para un p(9/ YJ fijo (Ber
nardo, 1978)s Para I~ {E (n )en(8 )_} se demostrd este cardcter cdncavo
ensel teorema 5.4.4 + Pues bien, debido precisements a la forma de definir
{E ( n Jin(9) } en términos de dansidades marginales de las funciones
de probabilidad que intervienen en la defirdcién do I—~{E° (n (85,
sigue verificéndose para la informacién esperada sobre Si proporcionada
por ES( n_) idéntico comportamiento cfncavo como funcional ds la densidad
n( 9 ) , toda vez que lo es evidentemsnte respecto a la densidad particular

p( \91) « Demostremons, pues, el siguisnte

TEOREMA  5,5.,3

9
I i{ES(£ )sp(9)) es una funcional céncava de p(9) -

Demostracifne= E1 rezonamiento seguido en el teorema 5.4.4 es
valido sn este caso sin méAs ques considsrar que la igualdad

p(8) = Xp,(9) + (1=2)ep,(3)
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591(3)-1:!2 = Jpz(g).dg - 1
conducs a

J p(ﬁ).datuxj p1(2).d£' + (1-)-)[ 02(3)-(12'
t @l ?

~a. ~a

asto es, a
p( 91] “)-91(81) + (1"‘)-]092( ’91) 1‘1’290"“&

(c.q.d.)

Situdmonos nusvamente ante el problema espscifico planteado por
la dstarminacién del tamafio muestral Sptimo, Para ello habrd que seguir con
siderando el valor esperado del experimento ES( n) com diferencia entre
su utilidad y costo asperados, exprasiones ambas definides en funcidn del
vaector tamafio muestral N yoaque debidamente optinmdizadas proporcionan una
expresidn satisfecha por el tamafio dptimo. Una vez més se considerarén las
funciones de utilidad definidas en la seccifn 3.1 como medidas de la utili
dad esperada para ES( n ) « De ahf que empleando la conocida notacidn de
U(Es( ..'l.)) y C(Es(ﬂnl)) como expresiones ds la utilidad y costo espere-
dos, respectivaments, del experimento E( n ) pueda, por tanto, dafinir-
se su valor esperado como la diferencia ya conocida

W'ES( 0 )) = U'E(n)) = (% n))

donda Ui(ES('-AQ‘V )) es la utilidad esperada del experimanto Es( n ) rea-
lizado tan sélo para recabar informacidn sobre la Unica cantidad de interés
o $° De ahi que segin se utiliceiun: u otra de las funciones ds la utili
dad esperada, el valor esperado W (E ( n )) edmita com expresiones con=

cretas
9
W(E%(n)) = 5,07 {0 )n(9)§ = oe°(n))
9
W(E%(n)) = gye(1 = oa(-1 Y% n )up(9)})) = c(e°(n))
o
W1 ) = g e0m(=H((8 D)ool {E°(n )yp($)f) = 1) = G(€%( n))

donde pueds apreciarse qus W (E ( n )) en sus distintas expresiones es,
efectivamente, funcifn de n al serlo I {E (n ),p(s)} y C(E (n)).
Notemos también que u'd.entras las expresiones de U(E ( n )) estén defini=

das sobre la informacidn I {ES( n ),D(S )} y respondsn, por tanto, al



concepto de una utilidad esperada ds la informacidn proporcionada por

Es( n ) sobre una cantidad de interés Si da &mbito de aplicacién en un
Gnico estrato, el costo esperedo C(ES( n )) expresa, en cambio, el costo
asociado a la realizacidn de Es( n ) » traténdose por elle de un costo v4
lido independientements de la informacidn I 61{[:‘.5( n )en( S )_} considera-
da. En cuantn a las canstantes g gus aparecen en las expresiones de las
utilidades U (E (n )) eadmitsn idéntica interpretacién que la indicada
en sus respectivas definiciones de la seccién 3,1 sin mds que considerar
que deben referirses a su pardmetro respectivo 91 « De ahi qus deban dis—
tinguirse en funcidn ds dicho parémetro.

.La aplicacidn del critsrio de optimizacidn expresado en la sec
cién 4.1 conduce a idénticas exigencias sobre Wi(Es( n )) que las indica
das en las secciones 53 y 5.4 & Y 8si, mpuestmnte;nodw previamenta
la afijacién de la estratificacion, esto es, existiendo las ya conocidas L
relaciones n = n.fi (i=142440e9l) que adscriben un dasterminado tamafio
global n en los distintos tamafios parclales ni » la condicion de optimi
zacién del valor esperado Es( n )} se traduce en encontrar las soluciones
de la ecuacién

d wi(Es( n)) d Ui(Es( n)) 4 Cc(E( n))

= Lad —D

dn dn dn

donda con Es( n ) queremos indicar qus dicho experimento depends final-
mente de la Gnica variable n o tamafio muestral total, al ser el vector
tamafio mmstral n = (nf1,nf‘2....,nf ) « Asi pues, el tamafio mestral to-
tal 8ptimo serd el entero no negativo que maximizando a W (E (n)) sea
el mds cercano a la solucidn de la ecuacién anterior y del que, a partir
de las relaciones previamente establescidas, se determinarén los tamafios

muestrales parciales éptimos. Evidentemenste, la condicién anterior es e
quivalente a la resolucién mediante minimos condicionados del sistema ex-
presado en g8l teorema S.3.1 4 con la expresidn d a optimizar dada por

6= 0 )) - o)) ¢ 2 [ =)
=1

El tamafio muestral total Sptimo asi conseguido maximiza la utilidad espe=

4
i
rada proporcionada por la informacién I {Es( n )on( S )} o Es evidents
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que si consideramos la familia de valores esperados

{Wi(ES( n )} 121525000,

cada uno de ellos proporcionard un tamafio muestrel total 6ptimo que, 14—
gicaments, serdn distintos entre si. De ahi la imposibilidad ds aplicar eg
ta criterio conjuntaments para obtener el tamafic muestral qus optimica to
das y cada una de las informaciones esperadas (o valores esperados) que to
do el experimento Es( n ) proporciona sobre todas y cada una de las can
tidades de interés 9i e Sin embargo, este resultads r'asulteé también 1é6gi
co en cuanto que por su misma definicién cada informacién I i\)_Es( n),
p( 2 )_} se r;estringe a su parédmetro gi respectivo que, por otra parte,
as en este caso la Gnica cantidad de inter8s para el investigador,

También con total analogia a los procesos de optimizacién en
los que intervenfa IS{EB(S )en(8 )} e I'\?'{EB(‘E ),p(:g)} y cuando la
afijacidn no estd determinada a priori la condicién de optimizacidn del va
lor esperado Wi(Es( o )) conduca al sistema de ecuaciones

PW(E(n)) UE(n)) PE )
= L = () J=1,2,-..,L

ﬂ')n‘j an fan‘j

satisfecho por el vector tamafio muestral Sptimo, de forma que éste tendrd
como componentes los snteros no negativos que maximlizendo Wi(Es( n ))
sean los m4s cercanos a las respectivas componentss del vector solucidn
del sistema anterior, Notemos nuevaments que la aplicacidn del criterio
anterior sobrs todos los valores esperaedos Wi(Es( n)) (i=1429esesl)
proporciona un conjunto de L sistemas de L ecu;:iones cada uno cuyas
sendas soluciones no son necesariaments iguales y, por ello, compatibles.
8in embargo, la hipdtesis de independencia de las componentes gi entre
sf{ permite maximizar conjuntaments todos los valores esperados anter.i.orgs.
Asf pues y en total semejanza con la seccldén 5.4 , supongamos
la existencia ds indspendsncia para las cantidades ds interds o 4 ° Todos
los comentarios efectuados en su momento sobre esta restrictiva hipdtesis
siguen siendo vAlidos en estas circunstancias. En particular, existe una
gran simplificacién en las expresiones con las qus ss trabaja como puede

apreciarse ahora mismo madiante el siguiente



TEOREMA  5,5.4

Suponiendo gue la densidad que describe las opinionss iniciales del in
vestigador sobre el vector paremStrico 9 venga dadespor un producto
de densidades de sus componentss 91 » S8 verifica qus la informacidn
que sobre 91 proporciona Es( n ) es igual que la proporcionada
por el respectivo experimento componente E(ni) s Siendo la densidad
inicial p(©,) la marginal correspondiente de p(9) + Y este resul
tado es vélid; independientements ds la cantidad 91 considerada,

Demostracién.- Para una cantidad & s cualquiera y siendo

L
p(9) =17 a(s,)
i=mq
se verifican las siguientss igualdades entre densidades:

o(9,/2) = | ple/aagr = == | ola/9)p(g )zt
1 g olz) /9’

A

. L L
=-—--J A\ p(z /@ ). A\ p(ej).dg' -

o(z) g =1 3=1
N 1 )
% emam— TT p(zj/ QJ)-D( 93)"13?.' =
p(2) @' J=1
- J.{IETJ p(z/9)09(9)-d3_}p(2/\9 Jep( 8,) =
ola) “ai Jg I3
1 Tt
a ——p(z./8 Jep(d ). (z) y
) PRE/ Yy 1 #ipzd

L L )
a(z) =jp(z/3).p(3).d3 -i{: PLCARE AR 111 o(z,)
i
De donde

p( 91/2) = p(zi/ai)-p( Si)/p(zi) a p Oi/zi)

De ahi que
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o, p( 9, /z)
1 Y n (9]} = [{pl2)en( 8 /2)e10g —Emmia® sz
-~ = p(o,)

p( o /7'1)

p(9i)

- BS p(z)ep( Qi/Zi).log ot \9iodz -

p(9, /z,) °
- ] otz )enl 9, /2, )u109 p(; )-‘- @b uiz = T {e(n)en(8 )]
i

(c.q.d.)

'Nntemos que ests mismo resultado estd inplicitamehta contani=~
do en el teorema S5.5.1 en 8l qus se comprubeba la relacidn entre ambas in-
formaciones, En ef‘ectgi al pie de dicho taoregla afirmdbamos que las inforw
maciones esperdas I eEs('a),p(g)} e I i{E(ni).p(Bi)} coincidian
si y sélo si las densidadss p(si/z) y 8( 91/ zi) eren iguales. Dado que
la muastra total esti formada por las submuestras zi (i=1,2500eyL) 1la
afirmacion anterior es equivalents a decir qus 91 es lndespendientes del

resultado mumwstral z' = (21....,2 .....zL) gue es el que contiene

11" %441
informacidn sobre el resto de parfmetros 93 » JA « Si esta circunstan—
cia s extendida a todos los pardmetros deduciremos qus cada muestra zi
sélo contiene informacidn sobre su propio parédmetro, lo que supons una im-
plfcita confirmacién de la independencia de las cantidades 9 " E inver-
saments, el_ resultado del teorema 5,5.4 es completaments 1S8gicos aceptar
que las Qi son independisntes presupone afirmar que todas las submuso=
tras zj ’ rcon j#1 , no contienen informacifn alguna sobre la cantidad
Q i por lo que la informacién que sobre ella proporciona Es( n) dabe
coincidir con la proporcionada por su experimento components E(ni) .
Supuesta la independenclia de las cantidades de interds 91 es

inmedoato el siguients

COROLARIO 5,541

L .
siendo p(&) = TT p(9 i) » S8 verifican las igualdades

L 9 L 9 )
2 1 Qetdilo,)} =2 1 {0 )ele)) = T{E w2}
= i=1
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Demostracifne=~ E1 resultado se sigue de forma inmediata des los

teoramas Se4s10 Y S565.4 o
(C-chO)

De este corolario se deduce que un experimento Es( n) Gptim
realizado a fin de obtener informacién sobre el vector paremétrico 9 (esto
es, sobre gl conjunto de parfmetros © i ¥y en definitiva, sobre el valor
de 9 ) es agusl que optimiza su valor espemcb en el que interviens, a tra
vés de la utilidad esperaeda, la informacién I“‘{E (_n)ep(s )} De ahf
que suponiesndo la independencia de las cantidades aleatorias 9 (i=1 12y
sseyl) dicho experimento Sptimo se obtlens, a su vez, optirrd.zando expresio
nes en las que aparece la suma de las informacionas que proporciona sobre
cada cantidad de interés por separado, suma que coincids también con la in
formacién que cada experimento componente E(ni] proporciona scbre su pard

metro respectivo,.

Destagquemos que cuando los parémetros S son independientes

]

no tiens sentido la realizacién del experimentoc E ( n ) para recabar ex-

i
2
9 o En sfecto,

clusivamente informacién sobre una énica componente
E ( n ) obliga por su misma definicién a la obtencidn da muestras en to=

dos los estratos cuando, en el caso de independsncia, toda la informacién

que sobra 910 proporciona es la canalizada a través dal experimento com
ponenta E(nio) s te forma que, obviamente, la estrategia éptima pasa. por

la obtencidn de una Gnica muestra total desl estrato en cuestidn dejando a

un lado la realizacidn de todo el exparimento Es( n ) « Esto pueds versa

de forma muy gré&fica al considerar el conjunto de L ecuaciones que cone

ducen a la obtencién del tamafio muestral Sptimoe En efecto, dado un costo

lineal en todos los estratos y siendo

G(*(n ) = Z 5, on,

resulta que bajo la hip8tesis des independsncia da las 9 ’ {E(n )s
p( 91)} {E ( n -1 )} , da forma que las L condicionas
R UP(E( n)) @c(e’( n))
= 331.2,00-’L
) nJ n n;j

se traducsn, considsrando por sjemplo la primera ds las funciones ds la
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utilidad,
U (0 )) = gy {s(g).pcg)j.
an 6
o Radel)h T el Jel5, )
1io ” nio 1io d"j_o io

mientras que las restantes condlciones conducen ai absurdo de considerar
.unos costos‘urjitario nulos, c:k = 0 para todo kﬁio . Esj:e absurdo desapa-
rece, obviamente, al considerar esos costaes unitarios nulos como solucién
y tratar a toda la muestra como concentrada en el (nico estrato io—ésim.

Por otra parte, independientements da la expresidn concrsta pa
ra cada uno de los costos asociados a los experimentos componentes E(ni) ’
resulta clero que la estructura del costo esociado al experdmento E ( n )
pueds venir expresada comp una suma de los costos parciales, toda vez que
los experimentos E(n ) son independientes, Pueds, por tanto, considerer-
se com expresién para G(E" (n )) la siguiente:

L

s

CeE(n))= 2. c(en)) + ¢

A i [}

i=1
donde c es el costo fijo de realizacién de Es( n ) y que depende da
0 P
la especial estratificacidn realizada en la poblacidn X .

Notemos finalmente que con un costo respetando la estructura

aditiva anterior y cuando exista independencia entre los pardmetros 91
la condicidn

P V(e )

A n,
i
se traduce en la igualdad entre derivadas

o
d I i{E(ni).p( 911} d C(E(ni))

d dn
" B!

(a)

Dada que bajo la hipdtesias de independsncia, “{E ( n ),p(s )_} es una
suma de informaciones I {E(n )gD(S ) } » deducimos f‘inalmnta que si
el costo respsta la estructura lineal, el dptimo obtenido de las condicio
BIBLIOTECA
nes FACULTAD C. WATFYATIOLS

VA~ s




211

P wWE(n))
79 n,

= 0 i=1,2'....l.

coincide con el conjunto de dptimos deducidos de las L igualdades (a)
anteriores. Asi pues, en este caso la optimizacién de la informacidn

S s :
I“‘{E (nlen(® )} coincide con la optimizacidn en cada estrato de las

informaciones I i{E(ni),p( &i)_} .
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CAPITUO 6

CALCULO DE LA INFORMACION ESPERADA PROPORCIONADA POR EL EXPERIMENTO Es( n)e
RESULTADOS PRACTICOS

En este (ltimo capitulo van a aplicarss las ideas tedricas con
tenidas en el capitulo quinto, Parafello se verd primeramente dos métodos
que permiten obtener de forma préctica y exacta la informacidn esperada que
sobre 3_ proporciona el experimento Es( n ) s Para mis tarde aplicarlos al
modelo normal. En segundo lugar, se obtendr4 una expresién para aproximar
la informacifn anterior ants transformaciones aproximadaments normales del
vector 9 Finalmante, esta aproximacidn serf utilizada para describir un
problema qua tiene como objetivo la determinacién de una distribucién de

proporciongs,

9, 8
6.1 DOS METODOS PARA LA OBTENCION EXACTA DE I~{E (n (s )}

Es conocido (como ya se ha comentado en varias ocasiones a lo
largo de la presents tesis) qus sl c&lculo de la informacidn esperada pue-—
de resultar dificil en la prictica, ante la complejidad dsl integrando qus
aparece en su definicién. Precisaments por ello existen métodos de aproxi-
macién que estudian el comportamiento asintStico de dicha informacidn espe
rada en muestras grandes (ver, al respecto, los comentarios efectuados en
la sacci6n 2.3 y los trabajos de Bermardo (1979)™ y Ibragimov & Hans *Mins
ky (1973) ). Si esta dificultad es ya notoria cuando la cantidad de interds
es una variable aleatoria unidimensional y la muestra resultado dsl experi
mento E(n) se extrae de un dnico espacic muestral, es evidente entonces
la dificultad adicional que supona manajar un vector paramétrico como can=—
tidad de interds, 3 , y una muestra extrafda mediants un procedimiento com
plejo, com lo es el resultads z(n) del experimento E( n_) asociado a
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un procaso de estratificacién. Precisamente una de las mayores dificulta-
des radica en que el expsrimsnto Es(.2~) considera un vector tamafio mues
tral .n_ cuyas componentes = que son los tamarfios muestrales parciales ds
las musstras extrafdas en los estratos respectivos - no son necesariamen=
te iguales, existiendo distintos espacios muestrales (tantos como componen
tes tiens el vector ji )e En efecto, en el caso contrario con tamarios par-
ciales iguales (esto es, con una afijacién uniforme) la obtencién de la in
formacién IQ{ES( 0 Jen(8 )} podrfa simplificarse considereblements supo
niendo que la muastra 2z es extrafda ds la poblacién L-dimensional
L
1731 "

De esta forma, la determinacién de la informacién esperada quedarfa encua=
drada dentro de la teorfa gensral, con una cantidad de interés L-dimensio-
nal jz y un espacio muestral también L-dimensional. Sin embargo, esta situa
cién no es la generel, por lo gque resulta necssario sncontrar procedimien-
tos (aparte da la obtencién directa por aplicacion de su definicién) que
permitan obtener de mansre exacta o aproximada dicha informacidén. En la pre
sents seccidn van a estudiarse dos métodos que permiten determinar exacta—
ments a I'S‘{EB( n (g )} » dajando para la seccién 6.3 sl estudio dsl
comportamiento asintdtico de dicha informacidn ante transformaciones biyec
tivas de la cantidad ds interés,

I, OBTENCION DE I‘g{Es( .n ),p(9)} POR EXTENSION DE LA CANTI
DAD DE INTERES, Consideremos el vector tamafio muestral n = (n1,n2....,nL)

con

Para este vector genérico se defins la matriz de dimensidén nxL

1 si J‘1.2.0...L H

3=1 =1 =1
Aln) - (aij) - ki A zk: Yt vaees % L

0 en los dem&s casos

esto es,
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1 0 sse 0
1 0 e0s 0

cassee0 1

1 D [ XN ] 0

0 1 ses 0

0 1 seo 0 n
ewseses 2

A(‘l) = 0 1  aoe 0-

es8de s
ssssese

0 O seo 1

0 0 oss 1 n
sosscasn L

\ 0 0 see 1 nxL

Expresemos el vector param$trico como un vector columna Lx1

91

92
2=

9L Lx1

y consideremos el nuevo vector paramétrico /«- cbtenido por la transforma-
cién definida a través de la matriz A( n )

gtz

de forma qus el vector columna /.4; de dimensidén nx1 tsndrd como componers

tes
1£14n
9‘l 1
< 1«
o n1+1, £ n2
}ts (ri1) sesssse
5 i< n
n £ 1

L L1

y tomard valores en el conjunto

o TT T/@ T @ @ x.-.i..x @i

i=1 =1 i=1

Consideremos una transformacién inversa cualquiera de la anterior, la defi

nida por la matriz, por ejemplo, B( n ) de expresién
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n n n

1 D 0.10 0 0 D ..?l D (XY X XX 0 0 ..I:. O
D 0 [ F XN ] 0 1 D ea80e 0 [N KN NN ] D 0 (X X N ] D
B(n)=
-~ 0080008008 B8PSR sEBVYESSE S
(Y XN EEE NN NEN NN NN IIA NN NN NN ]
00 sees 0 0 O asoe o XXXyl i | a esoe 0 Lxn
siendo

2B

Evidentemente, siendo p( 2_ ) 1la densidad de probabilidad que describe las
opiniones iniciales qua el investigador poses sobre :?_ s las opiniones ini
ciales sobre el nuevo parémetro )ﬁ vendrén descritas por la correspondien-
te densidad transformada (supuestaments existents) p( » ) = A(p( 9 )) , que
corresponds a una distribucién dagenerada. En efecto, toda la masa de pro-
babilidad de la varieble )3._’ estd contenida en sl hipsrplano de L=dimensio
nes dafinido por las igualdades

J-1 31
= 9 < < = soa
rn 5 si { nk+1 £1¢ % n + n‘j $ J=1,2560e,yL

A partix;da los slementos anteriores puede considerarss que lﬁ_ - ( ‘9 ’ ,‘;) ’
donde }{_’; es el vector formado por las nj—‘l componentas 93 restantes
(3=1425e0eyl.) & Denotemos por m(_g) la densidad marginal obtenida de

p( }:; ) proyectando las n=L componentes r'estantés qua definen a F"* y esto

es,

m( 9 ) -/ p(p]-d):*

donde :‘ toma valores en
n 1

L i L n =1
g = TY TT @ = 7T @ X @ x.oj;ooux @
i=1 J=1 1 i=1 1 1 1

Con la notacifn expresada demostremos el siguiente

LEMA  6.1.1

La densidad marginal m(9) deducida de p F") coincide con p(9)

Demostracidne= Es conocida (por ejsmplo, Lindgren (1968)) 1la
relacidén existents entre las funciones caracteristicas de las variables __3__

y )\ﬁ p dada por




<10

9,000 = ot )"
donde t &s un vector columna Lx1 . RAesulta

(t) = E )(eit'-‘z) = E

o un(s)® " Founle prel() e

bR AR it's

=) =B () T = Py ne )

= E "
(E’P‘ )19(0\?"}:.

y tonds E denota una esperanza definida schre W con la densidad

w,p(w)
de probabilidad p(w)

(Coﬂod. )

Apliquemos el rasultado del lema 6%1.1 para encontrar un pro-
cedimiento qus permita la obtencién exacta de la informacién I'g{Es( n )y
p( i )} s Para ello demstremos qus las sigulentes situacionss son equiva=
lentes: por una parte, realizar el experimento ES( n )} a fin de recabar
informacidn sobre el vector cantidad des interés f}_ $ por otra, realizar el
experimento E(Es('&)) - {Z, )-L ,p(z/r:)} consistents en la extraccién

de una unidad muestral de la poblacifn n~dimensional
n

L i L ni
Z = TT T( Xi = T( Xixxixo..o-.xxi
i=21 j=1 i=1

con objeto de obtener informacién sobre la cantidad de interés transforma-
da );; = A, 9 . Notemos la existencia de la igualdad entre las densidades

ds probabilidad siguiente:
n

Lt 1
p(z/r:_) = E j:r p(xij/ 31) = D(Z/:Z)

y donde z , en p(z/ _.2’ ) , representa un canjunto de L submuestras extraf
das de sendos estratos, mientraes qus en p(z/ 3 ) no es sino una unidad
muestral de una poblacién n=-dimensional, Notemos ademds que

"5(,:,)‘2) "_J P/ edepl padedps = I ot 91208, /‘;).dg.d/\; -
= j D(Z/:?.).p(i?' )odg = .pp(&)(z)

en virtud del lema Ge1s1 « Con la notacién anterior demostremos el siguiente
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TEOREMA  6Ge1e1

IQ{ES(,}}_ )o(9)} = IF{E(ES(.&))'D(F)-}

Demostracitne— Siendo z el resultado muestral comin a los ex

perimentos ES( n) y E(Es( n)) y de sus mismas definiciones resulta

B s p(z/p)
1™JE(E( n ))wp(p)) = |} p(a)ep(z/ a)elog mmmmmmedp oz =
(e Miolp)} = ] e nlelpderos — |
J] ols)entar ) et
= p pL2/ 9 210g od w.dz =
F oz) P
p(z/9) 9. s
= JJ p(9 )en(2/9 )elog ~———+dQ9edz = I (E (n)en(® )}
p(z)
habiendo aplicado el resultado del lema Ga1e1e
(Dol’-]odn)

As{ pues el teorema anterior permite transformar el problema ds
obtencién de la informacidn espsrada asociada a un proceso de estratifica-
cidn a agqusl que pretende determinar dicha informacidn asoclada a un expe=—
rimento consistente en la extraccidn de una unidad muestral dnica de una po
blacién n=dimensionale, Como la dimensidn del pardmetro transformado }:_ es
también n , el problema queda, pues, reducido al caso n—dimensional del
estudiado por Lindley (1956) .

Transformando el antsrior resultado al caso lfmite de una po-
blacién con un estrato Unico, esto es, a la teoria general unidimensional,
el teorema G.1.1 indica que, bajo el punto de vista de la informacién espe
rada, las situaciones expresadas por los experimentos E(n) y E(E(n))
consistents &ste en la obtencién de una unidad muestral cuando ésta se dis

tribuye segiin
n

AN p(xi/Q )

i=1

a fin de recabar informacién sobre )t = As ® = siendo A un vector co-

luma nxq1 de valores unidad - , son equivalentes. Comprobémoslo para el

modslo normal, Sea, puss, O una variable N(Qo, G’o) « La nusva variable
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F_aA.\'B,con

- D

- 0 8e

nx1

es (DeGroot, 1970) una normal degenerada n-dimensional, con vsctor media
2 2

A© vy matriz de momentos A, G O.A' = G L,AA' , Considerando la pobla=-

o o

cidn

n
n
Za J{ X = XXXesasexX
1

distribuida com una normal n-dimensional Nn(AS ,H) de componentes inde=

pendientes, con
2

G 0O eee O
2
0 G . O
H=
'Y XX KX N
2
8] 0 'YX G' nxn

y aplicando formalmente el resultado obtenido por Lindley (1956) para el
modelo normal n—-dimansional

. ” | H+ AG A |
IP{E(E(n)),N (A9 , ¢ .AA')} = 3log 2
o o \H‘
Y al ser
2 2 2 2
¢ + ¢ G see ¢
o o o
¢ 24t ¢
|A6'2A' +H I - o o e o -
. X XKEEN Y EN NN Y N
2 2 2 2
) o G o oss GD + ¢
2 2 2
.Gn+n6‘°6'(n-1) ’ y lH\- 6'2n
resulta finalments que
2 2 2
e . 2 ¢+ nG: G (1)
I {E(E(n)),N (ASD, GOAA-)} = 3log -

6,2n



<
2
= $log(1 + n.-&-) = IG{E(n).N(SO- 6':)}
G 2
resultado que corrobora de forma prédctica la equivalencia de las situaciones
recogidas en el tsorema Ge1e1 »
IT. OBTENCION DE T{EY( n)yn(3)} POR CONSIDERACION DE ESTA
DISTICOS SUFICIENTES EN TODOS LOS ESTRATOS, Un segundo procedimiento para
la obtencién exacta de I“\?‘{Es( n )en( K] )} es una consecuencla inmediata
del corolario S5.4.3 « Notemos qus la situaclidn expresada por la existencia
de un exparimento ES( . ) es también equivalents a la indicada por otro
experimento. realizado para obtensr informacidn también sobre 8 y consisten
te en obtsner una muestra unitaria de la poblacién Le~dimensional

Z= Z1X22Xo.lsz

cuando Z;j es, a sunvez, la poblacién nd-ct!.nansional
_‘3 n‘j
ZJ - il EI XJ - XJxXJx....xX‘j
Es evidente que sl problema anterior quedard reducido a la situacidn L-di-
mensional estudiada ya por Lindley (1956) cuando, en cada estrato, la obe-
servacién se cifia al estudio da un estadfstico suficiente para todo el vec
tor i s tda acuerdo con el corvlario mencionado, Asf pues y desde el punto
de vista de la informacién esperada, las situaciones expresadas por los ex
perimentos Es( n) y g a »S) consistente éste en la obtencién ds una
unidad muestral de un espacio L—=dimensional S en sl que toma valores un
conjunto de L estadisticos suficlientes para ~9._ s 80n equivalentes. De o

hi que sustituyendo los espacios muestrales Z:i. por sendos S:I. en donde
toman valores un conjunto de estadisticos ‘fi tales que

LSRRI NTE S

y aplicando el corvlario S5.4.3 , resulte finalmente que

s 2
IE<_E (3)99(2)} = I {E(’l 15)99(3)}

Apliquemos otra vez el criterio anterior &l caso unidimensional

’...’ZL) = D(‘g/Z) para todo 151,2.000'L

en un espacio sin estratificar. La realizacién del experimento E(n) , a
fin de obtsner informacidn scbre © , efectuada sobre el espacio muestral
X resultaria equivalente ~ desds el punto de vista de la informacidn es-



perada proporcionada = a realizar un experimento E(4,S) consistents en
obtener una unidad muestral de un espacio S en el que toma valores un
estadfstico suficiente para © . La igualdad ds ambos criterios queda ga-
rantizada por los resultados encontrados por Lipdley (1958) y Bemardo
(1978) « |

La aplicacifn de este criterio al modelo normal conducirfa a
la consideracifén de, por ejemplo, la media muestral ; como estadfstico
suficients. Supongamos, pues, que p(x/®) es N(8,G) yque p(9) =
N( 90, G'o) . Sabemos que x serd N(9, 6'/\/--r'z—) con valores en un cier-

to conjunto S o As{ puss,
¢ 2

19{_1-:(1.8).N(90- VOJ} = 3log(1 + - ) = Ia{ E(n),N( 3, G'o)}
G /n

Ya se indic$ en su momento qus la informacidn esperada pro-
porcionada por un experimento Es( n ) no variaba cuando toda la muestra
en su conjunto (y no consideredas las submuestras por separado) se sustitu
fa por un estadfstico suficients respecto al vector 3 (teorema 5.4.2 ) .
Tambiédn comentébamos que este resultado segufa siendo totalmente vélido en
ts cualquier transformacién de la cantidad de interés, pues bastaba seguir
idéntica técnica de demostracién que la utilizada por Bermards (1978) .
Pugs bien, a su vez el resultado del tsorema 5,46 pusde splicarse cuando
la investigacién se centra sobre una nueva cantidad de interds = T( ~9~ )
resultado de una transformacién cualquisra del vector paramétrico _\2 o De=

mostremos, pues, el sigulente

TEOREMA  Ge1e2

Considerando la transformacién ):. = T(9) de la cantidad de interés
y bajo las hipStesis y notacidn del teorema 5.4.6 , resultas

I ()n( 90} = T {E e8]} + TFLE(n, +1)8/E%() 03 )

Demostraciéne.~ Siguiendo el razonamiento de Bermardo (1978) y
de sus dafiniciones respsctivas resulta

p( +/z(n))

p( F;)

T el 20} = | latmddent e /ot etes s ca(y) -
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ol /2(n))
= )J p(z(gﬂ))-p( F_/z(w‘l)).log ..______..d/\:.dz(2+1)

D(P‘)
i clny +/E(all2)} = £ g, IF{E(H%H)‘/Z_(Q).M /2] =

ol /2(m1))
st o dz(nt1)
lp/aa) -

-f o(2(n+))enl p /2(+1)) 10

Sumando embas integraless tenemos
p(p/z(n+1))

D(Fg)

U p(z(r+1))en( F’/Z(“QH)).IOQ -dF:-dZ(jﬁﬂ =

- 1FE%(nm),0( )}

(CaQod.)

La generalizacién a estadfsticos suficientes en todos los estrg
tos es inmediata. Resulta entonces el sigulente

COROLARID  Ge1e1

Siendo z(n) suficients para z(n+1) con respecto a | en todos los
estratos, esto es, verificéndose que p(m/z(n),x ) = p(n/2(n))

para todo 1i=1,2,seeyl , entonces

% 0 )n(9)) = 1F{E%(),000)]

Demostracifn.= Es inmediata sin m&s que considerar que en todo
estrato IF{E(niH)B/ES( n ),p(g)} = 0 vy aplicar el teorema enterior,.
(c.q.d.)

Asi como el teorema S.4.5 y su respectivo corolario 5,43 per-
mitian dafinir el segundo de los procedimientos de obtencién exacta para
““(‘E (ndep(s )} , 81 corolario Ge1.1 pemﬂ.ts aplicarlo para la obten-
cign exacta de las informaciones esperadas I {_E ( n ),p(.9 )}
{E ( n Jen(9 )} definidas en la seccién 5,2 a partir de sendas trans—
Formaciones de la cantidad de interés ﬁ o Todas estas ideas las aplicare-
mos ahore mismo en el modslo normal, Pueds, pues, escribirse bajo la nota-

cifn ya expresada que
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4% n o8]} = THEC1,8)m(8)) 4 v

% s % s
1 {e(n ()} = T XE(1.9m(2)} .

6.2 EL MODELO NORMAL

La extensién a un expsrimento de la forma Es( n ) dsl modelo
normal desarrollado por Lindley (1956) y Bernardo (1975) supone consi-
derar un conjunto de L sestraetos o subpoblaciones sobre las 'que hay defi=
nidas sendas densidades normales y dependientss de cada componente 9'1

de 9, dadas por
X = O

(- —

p(xi/ 91) = 1 e Ci } x, €R
\/2716;

con 6 4 conocida en todos los estratos., Debido a la independencia ds las

2

muestras parciales, la densidad conjunta que describe toda la muestra =z

vendrd dada por x
n 2
-3 (A2

Ly . A4 1
p(z/¢)= TV T e G
121 j=1 \/-z—ﬂc'i

n-uzL) 'Y Zi - (xi1’x12""'xini) 1 = 1,29ee0yl o PoOr

tanto z pusde considsrarss como una muestra cuya distribucidn, dspendien

i

@ Zz
con z (21.2

te dsel vector aleatorio columa Lx1 & , tiene como densidad de probabili
dad un producto de densidades - recordemos que las submuestras son aleato
rias e independientes entre sf -~ multinormales de ni-dinensiones, respeo=
tivamente,

La densidad inicial p(a) especifica completamente sl modelo.
En general supondremos que p(9) es tambidn una multinormal gque, descri-
biendo las opiniones iniciales que sl inwvestigador posee sobre Q_ g tiene
como vector media 9

Go o Asf pues,

ij

y como matriz de momentas H , ds componentes
o o

1 -E(9-9)H (5= 0)

(2rt [ u |?

p(8) =
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L
con 3 €R , y siendo

o

o

. G
9 10 6'11 612 ses L
20 o] o o
9 - | : yowa | S ot Ca
~0 : 0 ssssesae
b o o o
Lo G'1L G-2L G.LL

La anterior hipdtesis acerca de la distribucién de 9 abarca tam
bién una serie de casos en los que el investigador prefiere describir sus o=
piniones ini_ciales sobre cada conponents 91 por separedo a trevés de un
conjunto de L densidades pf 91/ -\0) y donde Y es un nuevo parémetro que
indica la depandencia entre las & N e Especificando una densidad inicial
p( \f) para el nuevo parémetro, la densidad conjunta sa obtendrf de la ints

gral ya mencionada en la seccidn 5,1
L
TT o(9,/9)wlg)dg = PL2)

Puas bien, el modelo normal descrito ahora mismo abarca tambidn la situacién
anterior cuando las p( Qi/sf) son normales con el mismo valor medic ¢ o -
Este es el sentido del siguiente

TEOREMA  Ge2e1

o
1 conocida
para todo 1 = 1,2,4esyl 4 Siendo D(LP) normal de media Lfo y

2
varianza G » resulta que la distribucién conjunta p(9) es mul=

tinormal l—dimensional.

Siendo p( 9i/\f’) normales con media ¢ y varienza @

Demostraciéne= Por misma definicidén

L
D(_?_)"Jr( D(}i/\f)op('f)-d\f? "J .

=1 L1 L (o]
(\/?Ti) GD izcii
L (9. -y  (¢=-9)
i=1 o 2
o} G

ii o]
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Consideremos el exponente

-+

L (% - (9-9)° L
Z 1 i ‘.Po "‘fz{i 1 + 1

o 2 o
= i=
1=1 6.:l.:L 6--o 16’1.'1 o
2 2
L 91 Yo L 91 Y,
- 2y b — + — + 5 -+ — =
=3 == 6.
i16"ii G'o i=1 ii 6'0
Lo, ts
11 ¢° G2
ii 0 o
(¢ - )
L g 1 L% 0.2
Z’ o +—§ (Z o * 2
= G 1=
1=1 @y o Ty %
o +
L
1 Z. 1 . 1
o 2
L =
Z 4 . 1 i‘lG'ii 6’0
o 2
i=1cii 6-c:
2 2
L 9i . xpa
+ Smns—— PR
i=1 GO c2
ii o]
Por tanto L
1 1
1/ -t
Moy 9,
p(8) = . BXp
L L o
(fan) ¢ [TT ¢
i=1
L o ¢
i
(2 =+ =)
L 9? i i=1 Gii 6"0
i=1 0-0 G L .
ii o 1 + 1
o] 2
i=1 Gii 6'0
1
wol ~4(2 -9 T2 -y}
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con
g -
o
92 = ?Q 1 L L o
-y - . y 8=—= Z TT T
~0 5 . |T| 1=0 JAi"
L \Po
/ L L o L o ) L 5
Z TT G i3 - 7—\' G i1 ese d TT G‘ii
i1 JA1,1 ik1,2 ik1,L
i%0 1%0 iz0
1 - )—T ¢ i1 Z_ 7_‘- G 13 YY) - G i1
Ta— 141,2 142 jhe,1 1£2,L
S 120 i>0 1% 0
L o L o L L o
- TT 6‘11 - n G'ii ose Z TT G Jj
iA1,L 142,L 1AL JAL,1
i20 i»0 i»> 0
2
tdonde por exigencias de notacién admitimos que 6‘20 - 6'0 .
. (CoQod.)

Asi pues, y con generalidad, consideraremos como hipGtesis bési
cas del modelo normal asociado al experimento Es( n ) 1las dos siguientes:
I. & N(B , G i=1,25000,L

p(xi/ i) es ( 3! i) Ln 1S90y
II. p(¥) es muiltinormal N (9 ,H )
~ ~0 o
De esta forma el experimento Es( n ) se definird como la familia de L

experiuento§ {Ei(ni)'} 1i=21,2,000yl

Ei = {xi’ @i'N(si.Gi)j

9

Z) s L
Pasemos ya a obtener la informacidén esperada I {E ( n ),N (9D.HD)}
aplicando los resultados de la seccifn anterior,

I, Obtencidn de la informacidn esperada sn el modelo normal por

extensidn de la cantidad de interds, Apliquemos los resultados encontrados

por el primero de los métodos propusstos en la seccidn 6.9 » La hipStesis I

permite considerar a la mugstral global 2z como una muestra unitarie de
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una poblacién n-dimensional normal multivariante, de media A. 2‘ y ma-
triz de momentos M , siendo las matrices

' 1 si J'1,2..-0,L

ia= n +1 ’ n +2 geesy n +n
A = (aij) < =k — k ko

\' 0 en los demés casocs

ya conocida, y

G'i 0 . 0o 0 0o W0
O 6‘2 se b 0 aos D 0 [ X N} D
1 n
[ E X RN FRY R NN Y NN NENNY NN Y ] : 1
2
0 0 sse G1 see 0 0 (X X} 0
M = 0003000800 0000080000000
[EEEN Y ENFENEF RN N NNIE XNNNEN Y ]
EEEE S X E RN R NN N NN NN NN N ]
2
0 0 ses 0 ens GL 0 see 0
2
0 0 ea0e 0 es e 0 GL L X X ) 0
00000000000 0000002000 JnL
2
0 0 Y X 0 sse 0 0 ese G nxn

De la hipdtesis II del modelo normal, considsrando extsndido el
parémetra original 2 al nuevo vector param8trico F;_ = A, ;2 s resulta
(DeGroot, 1970) que la distribucién de J& es una normal multivariants n—di
mensional dsgensrada, con toda la masa contenida en un hiperplano de L di
ma'nsiones y con un vector media A, 9 y matriz de momentos singular

-~ 0
AH AY
(o]
Con la transformacidn anterior y aplicando el resultado de Lin
dley (1956) para la informacién esperada del modelo normal multivariants,

resulta por el teorema G.1s1 que
9, s L ) n
1{€ ( n )N (3D.Ho)} = IF{E(E (n )N (Ago.AHOA')} -

| A4 A +m |
= % log = (1)

|ui

s
como la informacién esperada sobre ¥ proporcionada por E ( n ) cuando

se satisfacen las hipé8tesis I y II del modelo normal antes msncionadas.
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Ya se comentd en el capftulo quinto que bajo la hipdtesis de in

aependencia de las componentes Qi la expresidn de la informacién espera

s
da sobre 2_ proporcionada por E ( n ) se simplificaba notablemente y ve=

nfa expresada como suma de las informaciones esperadas sobre cada 91 pro

porcionadas por los experimentos componentes. La traduccidn de este resul-

tado a nuestro caso se realiza a partir del siguiente

TECREMA  G.2.2

En el modelo normal, siendo independientes las componentes 91 del
vector paramétrico 9 , resulta ser

o
L
9 L i1
I*{Es(n),N(e oH )} = Z 2 log(1+n,. )
~ ~0 0 i 2
i=1 ¢y

Demostraciéne.- Bajo la hipdtesis del teorema, la matriz H es
o

diagonal

de forma que

AH A" + M =
o]

0 esssse 0
011 o .
G. essecee
W oa 22
(o]
'E RN NN NN X NN XMNN ]
0
0 0 sensse G-LL
o 2 o n1 o n[_
611 + 61 G’” ssse 611 essecss O 0 sese:. O
¢° % +c° G2 0 0 0
11 11 1 sese 11 esossns sses
I FXEEFEEF RN ENNEEN N ENNENINENNNENY X]
0 ] o 2
+ 0 . 0 0 ese O
6-11 611 ssse G11 1 o ase
0801800080000 00c000s0s00°8080 0
'YX XN ENNY ENNNNINENNNENNENNEENNE Y ]
o 2 o b
0 0 XXyl o sesssese G.LL + GL GLL soe GLL
o o 2 o
0 a sesece 0 scenses G'LL G.LL +GL YY) CCL
00 0000080000000 00 "0
0 4] 4] c‘o 2 ° +
sssee ssssees LL G-LL sescss G'LL

verificéndoss que
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L zni o 2(ni-1] L 2n
AT EM| = TT (6 “4n6 .G ) vy w77 1
o) i i dii 3 i
i=1 i=1
resultando, por (1) , que
o
9 L G
X)) s L ii
TAE(n)N(SH)] = 2109 T) (14ne——) =
~ -~0 0 i 2
i=1 G
i
o
L ¢ L <
ii i o
=Z%lag(1+n.-———-] = Z I {E(n N[O, 4G )_}
i 2 i io” 1i°J
i=1 G'i i=1
(C-Q-d-)
El teorema anterior no es sino confirmacién prédctica del coro-
lario 5,5.1

ITI, Obtencidn de la informacidn esperada en el modelo normal por

consideracién ds estadisticos suficientes en todos los estratos,. Consider_g

mos previamente la obtencién de la densidad posterior p(9/z) . Para ella,
siendo x, € X:L (1=14250005L) 5 la distribucién conjunta del vector x! =
= (x1,x2,...,xL) formado por componentes independientes vendri expresada

a través de la dansidad de probabilidad

p(x/9) = ! —— e~ 2 (X -2)
(\/Zn)l’ AN

i=1

-9)R(

X
~

donds R es la matriz ds precisidn, inversa de la correspondiente matriz
H de covarianzas

2
G- 0 [ X X ] O
1
2
. . 0
H = 0 (TZ se
(A EX KN X XN
2
o 0 Y GL
esto es,
1"1 0 eee O
0 I o 0
R = 2 e con r = para todo i = 1,2..-.,'—
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Denotando por T a la matriz de precisién de la densidad inicial p( 9 ),
-1
estogsy, T = Ho y temostremos el siguientse

TEOREMA  642,3

Bajo las hipStesis del modelo normal y con la notacién enterior,
p( 3 /z) es multinormal L~dimensional, con vector media

9" = (T + rsm)""('r.g(J + NAX)
y matriz de precisién igual a T + NR , siendo

n 0 Yy 0

0 0 ese nL

; el vector columa cuyas componsntes son las madias muestrales de

las submuestras extrafdas en los respectivos estratos.

Demostracifn.- La funcifn de verosimilitud satisface la rela—-

cién siguiente:

Lni X = 8

o(z/3) Coxn( -3 2 Z. (H—2)?%) .
i=1 =1 )

i
Tt oo zi (x,=9)°
= exp( = -& r elX o= )
121 3=1 i ij i
Pero al ser
ni ni
2 - 2 -2
ya (xid- 91) - ni-(si-xi) + Z (xi,j-xi)
J=1 J=1
n
- i
con X, = Jaz{ xi.j/ni

resulta finalmente

L L
p(2/2) o TT ewl(=3nrald -%)°) « eal-3 Z nr(9 -%)% .
i=1 i=1

- ool -3 (2 -X)WA(Q -%))
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Dado qus
p(8) C exp(-%(ﬁ-ﬁo)'T(E -Eo))

la tesis del teorema se alcanza sin mids que seguir idéntica técnica de demos
tracidn que la utilizada por DeGroot (1970), p4g 176
(ceqeds)

Ds ests resultado pueds observarse que la densidad p(9 /z)
serfa la misma si en vez de considerar la muestra total 2z el investigador
se hubiese cefildo a la observacién del vector 2 e En efacto,’dicho vector
- cuyas componentss son independientes entre sf al serlo las submuestras
sobre las que estén definidas = se distribuye segdn una multinormal de me
dia 8 y matriz de precisién NR , puesto que cada components es normal ds
media 91 y varianza G'E/ni o Asf pues, resulta ser p(9/z) = p(ﬁ/g)
y p(9/z) = p(‘g'/21""'zi-1’;i’zi+1"“’zL) 9 1= 124000yl ¢ D aht
que agplicando el segundo de los métodos de la seccién 6.1 , la informacién
esperada IE{ES( o ),NL( -go’Ho)-} pusde obtenerse estudiando la informa-
cidn contenida por una muestra unitaria dsl espacio

L
R TR
i=1
en el que toman valores el conjunto ds estadfsticos suficientes ;1 .;2....,
;L o Dado que, segin acaba de afirmarse, _g_ es NL( k3 ,(NH)-1) » aplicando
el resultado ds Lindley (1956) para la informacifn esperada sobre 8 pro-

porcionada por una unidad muestral en el modelo normal n=dimensional, re—

sulta finalmente que
3, s L 3 [] - L
I N8 M )] = THLE( 2 KN(S M)} =

IH°+(NH)-1] |HN+H|
= % log = % log —— (2)

| o)™ | [l

como expresién ds la informacidn esperada que, sobrs © , proporciona el

experimento ES( n ) y bajo las hipétesis del modelo normal,
Los resultados establecidos por (1) y (2) coinciden, como
queda recogido en el prdxim
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" TEOREMA 6244

(2) 4 s verifica que

Bajo la notacién e hipftssis qus conducen a los resultados (1) y

[ A4 A+ M |HN+H]
o - o
| ] | H]
Demostracidne=
621 + 0‘3 ¢ " &° . &° s ‘
11 asew 11 seesse 1L 1L [ X K ¥ ] 1L
G° & +¢° .. 7 6°  eees ¢°
.11 11 [ XX X ] Gj1 ascees 1L G-1L [ ] G-1L
Y XEEENREEN SR NN NP RN NN N Y NN N
(o] o 2 o (] o
[y . G‘ + o cens
11 1" o0t T 6‘1 Ty T e Ty
AH At + M = BORG 000N cRccs00s0000Ccane
o E X AR I N X NN NN RN NNNNRE FINNNY |
<:° c_o 0 + 6'2 G_n G‘D
L i ssee G‘]L ssesse LL LL ons LL
o o o o o 2 o
se0s 'Y X ) ; G + G o G‘
S “w R R TR L w
[FYRENNNN FENERN NNN RN N NN NN X ¥}
o o o a} (5] (s} 2
oe G
G‘IL ¢1L ssees T L sssses G.LL G‘LL . G‘LL + L

Restando la 2’ lfnea da la 18, la 3% de la 2%.-..1& n -ésima de la antew
rior, la (n + 2)=gsima de la (n + 1)8=b3ima,eee, la (n +n, )2~&sima de
la anterior, la (n1 +n, + 2)£-ésima ds la (n1 + n, + 1)5-ésima, y asi

sucesivaments hasta restar la ni-ésima linea ds la (n=1)2~&sima, resulta:

al tomar determinantes qus

o 2

[6’1 G‘,l

2

0

“,

0 0

o o
Geq a4

[AH A" + U] = det
(=]

n nL
..1. D XY ) 0 0 eoese 0
sesne D [ N ] 0 0 asoe 0
2000 2000000808808 0000080800
n
2
ceee =G oee 0 eees 0 | 1!
o 2 o o] o
. + G G
e Oy 1% %L 1L
8888 0000 2000000000000 00
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2 2
0 D L X X ] 0 s0c0csRCOBD G.L - GL sesasse 0
2
0 0 [ X X ] D [ I XXX NN N NN Y ] 0 G'L esesse 0
YT EEE R EKEEN I ENENRENE RN Y N |
2
0 0 aee D (XX XX NN X NJ 0 0 adenes -<?L
o o] 0 o} (o] 0
G c LA Nl [ X X} [ ] C [ ] G + G.
\ 1L 1L c‘1L. (AR X NN NN N ] G-LL LL ®esaee LL

ta .
n =1 n
2 2
G "'G oj.o 0 seovse 0 0 ..l....
1 1
0 00 0000000200080 0v 00000080000 cR0RBT"
2
0 O eoee ""G1 (Y X RY X 8] 4] [ X X I
o o Gp 2 o
[N ] + [ ] [ ] [ ]
26.11 011 ° 1 6.1 sene 6—‘“- G{;L ee
[ E RN NN NN N NNNRENNNENE NNNEXNY ENNEMNNE NN XN ]
[ EEN EN F N F EN Y U RN RN NNENNNNFNFIFEYEANRNEN N N J
2
a G 2 2
1 D 0 [ XN ] 0 [(F XXX N/ GL -CL ase
0 0 0 0 Cz
[ X X ) e8so0s L [ XX ]
0000808088 °000 0800003020805 0cnp00
0 0 eee 0 sesese 0 0 «se
26'0 GD 0 G_O G__O
1L TR TR ot

Regpitiendo idéntica operacidn anterior otras n1-2 veces y desarrollando

siempre por el elemento (1,1) resulta:

Go éz GD Go
l"l1 1 + 1 ssae. L L YY)

[»] GD CO
H1G'12 sssee oL oL ses

2(n -1 2 2
G ( 1 ) 8] snoss G‘L "GL [ X X )

0 0 0 ses

(sigue)
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1
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] o o 2 )

esssssse G G (XY} (3 + ¢

LL LL LL L

Sumando la segunda columna a la 3% y desarrollando por el elemnto (2,2)

1

-4) 2
2("1 1)6.

2

n =1 n
o 2 o 0 L

2
n 0:1 + G G [ XX X ] G [ XXX XK ) G. (XX XJ

1

o
n‘l ¢ 12 22 22 2 2L

"

0

0

0

¢

1 12 12 1L
2

Gz soen 0 sssese 0 [ XXX )

(XX EYEE Y NEN RN N FNNENEN NNINN NN Y KN NN N BN NN N

2

0 [ XY X "‘G sseance a [YX X

26-0 Gso Go +6‘2 (X KX ] 6-0 L XX X

0 [ X KN ] D (I X XN N ] Gf (A XN ]

o o o)
2 6' e
L oL oo GZL (XXX Y Y O-LL e

0
n
L
6"0‘*' 2
L

LL

Rgpitiendo idéntica operacién otras n2-2 veces y desarrollando siemprs

por el slemento (2,2) resulta:

2(n =1)
g 1

- G

¢

2(n2—1)

2

n
1

GJ’ G"2 n
117 %4 29 12

o
n G n. G

o] ‘?2 ¢
17 12 > 22+ see sese

N
N
r

0 0 ' 6'2
(X X ] L ese

0 0 een O YY) -6.2

0 o]

n ¢ n 6-2L

o
1%L o see CLL eee G

Iterando estas operaciones para J = 3,44eee4l=1 , resulta:

(o]
n6'+¢ n ¢ 0o

1

n
1

11

]
<

n
2 o 65: c_o L
T R TT B D R

(s ] 0 0
G‘ ee [ ]
22+ G"; nL_1 CZL—‘I G—ZL sse

1 2 12

n
12 2

G..‘IL

Q

GZL

(sigue)
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6_l'.) n G.D n G.D -I-GZ G‘O G'D
Lt pinoy| M A 2020t T Tt leatet® Sy Tl 00 C
=716, 1
2
i=1 i D D 00 0 G-L [ XX X mO
G000 000000800008 senseehoPOCBBIBEOPRNRNSIOSBSOES
n
0 o0 ase 0 0 [ Y XX ] -G
(a] o] o] o o 2
G « G +G
MO S vt S o R N TR

Repitiendo idénticos procesos anteriores para Jj=L , resulta finalments:

n, G:f" Gr: " “-:2 coe " G:L
L n Go n G‘o +f2 YY) n G-O
. n6.2(ni-1) 112 2°22" "2 L 2L }
o o o 2
"y %L " oL e MG HO

L
- TT ci("{") .lHON-l-H[

i=1
L 2 L 2
valser [H[ = TT o) y lu] = TT o)t
1=9 i=1
se obtiens que
2(n.-1)

AH AY + M| k! |HN+H
‘ o "lHoN"'Hl'TY i - o l
| ] 11 2n, | 1]

i

(C- q.d. )

En el caso de independencia de las companentes 91 del vector

paramétrico O se obtiens el mismo resultado que el contenido en el tecrema

G.242 4, como era de esperar, En efecto, siendo Ho diagonals
o 2
6 G 0 .. 0
KRETMRY! .
0 n ¢ 462 0 L
2 2 2° 2 )
HN+H HN4+H =
o 3 o [ -1 (640,644
[ X NN NN NN NN N KN NN N ] 1’1
0 0 eeen @ 462

L LL
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ds donde
2 o
L G +n 6" (o
3y s L i i1
I {°(n JN (2 M)} =310g T\ = =-2g1og(1+n 2) -
g1 2 11 ¢
Gi i

S {e(n)N(s o’ %)}

i=1

Veamos dos casos particulares. En un proceso de muestreo biestratificado

las matrices anteriorss resultan

G o n 0 G 0
11 12 9 1
H = 0 N = ’ H=
o o o 2
0 o} ¢
2 ‘22 " 2

de forma que

o 2 (o] 2 (o] o
N+ H - G G G -nnG G
l”o l (n,Gyy+ 6y My 0+ G, ) =m0, 600
de donde o o
o (¢ )
9. s 2 G a4 22 12
-~ n J,N[{9 ,H = 1+4+n 144N == J=nn
I {E("1'2)’ ('*'o.o)‘} ( 1 it ) 5 ) 12 2 2
<4 “s G462

Anflogamentas, la existencia de tres estratos da lugar a la siguiente expre
sién de la informacidn esperada en el modelo normal:

¢
I{E(n.n.n)N(s .H)} -1+Zn—-%' +
ia1 * ¢
1
adg 6° | 3 R
+Zl J-ii Tln, + [0 rn
1=1 | Ads €] 1 g 9 |H] =1

donde la notacidén Adj representa el respectivo adjunto en la matriz corres

pondiente,

III. Obtencién de las informaciones esperadas sobre © y 9~i .

Cuando el investigador, al realizar el experimanto E ( n_) asociado a un
proceso de estratificacidn, estd méds interesado en conocer la cantidad alea

-~

toria unidimensional

9 = 'J',,S,, con Jf = (h1,h2,ooo,hL)
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deberd cuantificar la informacién esperada que sobre o proporciona ES(AQ.),
esto es, debsrd calcular Is{_Es(‘vrl ),NL(;?O,HO)} » Precisamsnte el corola
rio 641.1 permite emplear para su obtencidn idéntica técnica a través de
estadisticos suficientas en todos los estratos, Asf pues, consideraremos
nuevaments el vector X = (§1,§2....,;L) que sa distribuye segfin una multi
normal L=dimensional
pl X /9) = N(,m7) xeX

Siendo p(9) = NL(:?.D,HO) » 6l teorema 6,2.3 indica que

o(0/ %) =N (H e )T Y e R e Y

-1 = o 0 ~0 ~ o

De acusrdo, pues, con el corolario 6.1.1 se verifica que

{0 (e M)} - el )N (o )}
Por otra parts, de las anteriores densidades ds probabilidad ss deduce que
p(9 ) es una normal unidimensional, de media .J:2° y varianza J'HOJ .

As{ pues
p(e) = N(JU*9 , J'H J)
~0 o
mientras ques, andlogamente,
- -1 -1.=1, =1 -] - -1 -1,=1
p(&/x)aN(J'(Ho + NH ) (HD 9°+|\H.x),d'[HD +NH ) J)

Demostremos primeramente el siguients

LEMA  6.2.1

Bajo la notacién desarrollada

- L -
p( X ) = (9 H + )

Demostracidne=- En efecto,
- - L -1, L
p(3) = [ol%/9)m(g)eag = [ (27N (9 i )ua2

-1, -1
Denotemos por P = (HN ) y PD - Ho a las respectivas matrices de
precisién de las desnsidadas p( 3_ /8) y p(9) « Resultard

NI ] )
exp( -2 (x-9)P(x=-8) - 3(9-9)"P(3-9))

(2n)"

Estudiemos el exponente,
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(x-9)P(x=-8) + (9-8)P (2-9)= A+
donds
A= {g- (P + Po)-1(P020+P3 JRAGES 90){9_- (P + Pn)"1(90_§0 + PE)-} -

a {(P + Po)"1((P + Pn)g- Png - Pg__)j' (P + PD)

{(r+ P ((PeP)S -P 9 ~PX)} -
{p(8=8)+r(2 =X} (Par) Y r (8= 9)+PE -X)f
B = (5_30)- P(P + |=‘3)"":=‘J ( x _20) -

S {(F-8)+ (3-8 ) reear )T {(X-2)+ (8- 8 )}

resulta
J1 |
D(_}:(_)" = Bxp(-%B)Jexp(-%A)-dS =

( 2r)" [Tee 1 (\[z—n)L

2 QXP( - % B ) .
(2r)t J\pwo\

1 IPPQI

(yzr)

esto es,

exol =4 (3= 9) PP+r )T (K= 9))

el

- L -1 =1 L -’
= P(P+ P a N H + BN
p( X ) = N (8 o(P(P+ P )R )T) = N[O uH + W)
(Cledo)
Este resultado permits, & su vez, demostrer que la densidad so
bre O calculada a través de p( 3 ) v n( 9/;;.) es igual a la obtenida

de p( 3 ) a través de la transformacidn lineal que define a © . Este es
el sentido del préximo

LEMA 64242

JD(E).p(B/};).dE_ - NL(J'BO.J'HDJ)

Demostracifne—~ En efecto, la funcién carecterfstica de la dis=

tribucidn de & definida a partirde p( X ) y p(9/ X ) viene dada por
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kF(t) nj eite{Jp(E).p(S/E ).d:g_ } d9 =

=J p(}: ){J eitgp(S/E)-dS}:dE = jp(i) {_

i - - =], - -1 - - -1.- -
{ja tSN(J'(Ho 1+ NH 1) (HD 190 YTl ),J'(HD 1+ NH ) 1J).d8j dx =

- itd'(H + NH -3t J*(H NH -
=JD(X).91 (H 4N 7) (9] x)=3tur(H )J'd.&‘."

itd'(H 1+ NH 1) 1H 19 -3t Jgr(H +NH ) 1.1
e o 0O «~~0 0 .

T e e
J' - -
Jeit (H + N 7) N 2 op( x )od x = (aplicando el lema 6.2.1 ) =

- -1 =1 =1 2 -1 -] -
= exp(itJ*(H 1+ NH 1) 1H 9 =3t J'(H +NH ) 1.1 +
o] 0O ~0 (s}
- -] =] - 2 -1  =1=-1 = L
+ itj'(Hu 1+ NH 1) 1NH 120 - it J'(Ho +NH )} NH 1(Ho + HN 1)NH (
-1 =11 e T Pt PR B
(HD +NH ) d) = exp(itd'(Ho + NH ) (HD + MH )§0 -

2 -1 == 2 e P N I
- 3t .J'(HD + NH 1) o At J.!HONH (Ho +NH ) J) =

2 - - - -1
= exp(iu'ao -3t J' (I + HDNH 1)(Ho 1+ NH 1) J) =

2 .
= exp(itd*9 0" &t J'HOJ)
(c-q.d.]

Los lemas anteriores permiten obtensr la informacidn esperada

s
sobre 9 proporcionada por el experimento E (_n ) en el modelo normal.

TEOREMA  G,245

En el modelo normal y bajo la notacidn anterior, siendo 9=4'9 ,

J'H J
2]

1

€% 0 (9 )} = 109
N )—1.1

. -
J (HD

Demostracifne= Por sl corolario Gs1.1
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IQ{ES(Q).NL( S M) - -Tz:s{e( 1 .i).NL(go.HD)} -

_ - n(:?l}_) -
= 55 D(_i ).p(g/ﬁi ).log «d9 od‘)i =
: p(o)
_ _ JOH J
- ” p( x Jep( 8/ x )-log{ 2 e8xp(
-1 -1 =1

J'[Ho + N ) U

(0 murt ™) Ty T X% (8 -urg )
(-3 2 o =0~ 4y ) -
' ._J'(HD—1 TR JtH
2
J'H J _ _ (S-Ep(S/E)(B)) _
= log = - ’}Up(gf_ Jen( 8/ x). edd od X +
Jl(Ho-1+ NH-1)-1J Voo / x )(9 )
2
) i (9-Ep(8)(9)) _
+ 3 M p( x Jep(®/ x)o . 0d% ed X = (por lema 6.2.2.) =
- -~ Y (9)
p(e )
J'H J (s "Es:»(a)(s))2
= 4 log = - 3 + 3| p(a)e dd =
T Va(s ) ®)
JWH J
= % log =
-1 -1

J'(Ho +NH ) J

y donde E y V denotan, respectivamente, la media y la varian
p(w) p(w) -

za calculadas sobre la distribucién de la variabls aleatoria W) «
(CoQodo)

5 El resultado anterior permite obtener la informacidn esperada
I i{gs( n )'NL( 20,)-10)} com caso particulare Cuando el investigador es
té& interesado en la estimacién de la unica cantidad © ; Y dispone de la
muestra z resultado del experimento E-( n ) » deberd ser capaz de calcu

lar o cuantificar la anterior informacién esperada,
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Sea 8l vector J definido como

J* 2 (0 aee 0 1 0 see 0) siendo ei = J*9

Lo d

y cuyos elementos son todos nulos salvo el que ocupa el lugar i-~€simo, Nots

mos que

o -1 - -1
‘HJ = J'H =
JH Gii y (o +N ) U a,,

donds 8, ©s el elemento (i,i) de la matriz (H‘:1 + N~l~1)_1 o Asi pues,
siendo m, el elemento (1,i) de la matriz H°-1 +NH T que es 1a

matriz de precisién de la dansidad p( 3/ 3‘) s resultard ser:

I ‘ l ( AdJ G:i ni )
Adj m Adj + [
I o P b Sl o

| Ho-1+ NH-1I l H:' N [

De ahi que por el tsorema G.2.5 y con la notacidn anterior sea evidente el
siguiente

COROLARIO 64241

Siendo m, el elemento (i,1) de la matriz Hm“‘I + N ,
9 N T TR
i) s L 11 1 Hg
1 JE(n )N (gu'Ho)} = % log
’ AdJ m, |

Notemos finalmente que las expresiones de todas las anteriores
informacionss esperadas son funcidn dsl vector tamafio muestral N Este
hecho = obvio, por otra parte = las hace de especlal aplicacién para de-
terminar el tamafio muestral Sptimo, conforme ya se indic8 en la exposicidn
realizada en el capftulo quinto.

9) s
6.3 COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE IZ{E ( n (e )}

Como ya se establecidf en la ssccidn 641 el cdlculo exacto ds

la informacién esperada sobre O proporcionada por el experimento g°

- : BIBLIOTECA

FACULTAD C, KATFVATICNR
ver ™
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resulta diffcil:en una gran cantidad de casose De ahf qus sea esencial el
conocer al menos su comportamiento asintdtico a fin ds poder disefiar ade=
cuadaments el experimento Es( n ) y determinar, por ejemplo, su tamafio
éptimo., Precisaments en esta ssccidn va a generalizarss para la situacidn
expresada por Es( n ) el resultado de apruximacidén obtenido por Bernmar=
do (19’79)*)' al qus ya se hizo referencia en la seccidén 2.3 al comparar
las informaciones esperadas ds los dos modelos allf desarrvllados,

Bemardo (1978) demuestra que IS{E(n),p(Q')_} es invariants
ante transformaciones biyectivas de la cantidad de interds 9 , Este resul
tado es satisfecho por la informacién espereda IR{ EB( n JN-16] )_} como
gueda recogii:b en el siguiente

TEOREMA 64361

si Y=¢%(9) es una trensformacién biyectiva ds la cantidad ds in-
s
terés O , las informaciones esperadas que el experimento E ( n )
land A

proporciona scbre ambos vectores V' y :?v s coinciden.

Demostracidne= Siendo Y= 4 ( 9) una transformacién biyeo-

tiva se vérifica que
p(¥) -{p(g)} 5 =y ol 0y

p(¢/2) ={p(9/2)}y _y +l9l.

donde
0 91 ro SL
) \P1 o *L
(aS ®0cecsssenses
~ 4 L
o Y. fa‘{’l_
Ds ahi que siendo z el resultado obtesnido tras la realizacién de Es( n)
y definiendo
39 p(8/2)
1{zp(8)} = Jp(g_ /z)elog dd , e

p(9)
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2 s ' 2
L (@)} = [pl)er {zip(2 )fucz
ante el cambio miltiple da variables representado por la transformacién bi

yectiva resulta que

P(_?_ /Z)- ]J’
.d._?' -

9
1{zp(9)} = )n(8/2).10g
2 J p(9 )e]y)

(w/2)
T d¥ = I:t{z,p(:f)}

=j p(¥/z)elog
- p(¥)

De ahi que trivialmente
s ' 3 s
10 )n(2)} = [pl2)t{ziplg otz = [ ol 2ol Yoz

- TLEn )l
[c.q. d.)

9
En consecuencla, pueds simplificarss el célculo de I consi

derando una transformacién Y = ¥ (9 ) cuya densidad inicial p( ¥ ) =
{p(g )} 6oy’ ]J[ sea aproximadaments multinormal y calculando 1¥ on s
lugar,. Evia-entemente que existe siempre una transformacién de _?__ cuya dis=
tribucion es sxactamente multinormal pero, en general, tal transformacidn
exacta es complicada (ver, por ejemplo, al respecto la seccién 2,3). Pues-
to qua lo qus ss pretenda es proporcionar un resultado mansjable resultaréd
generalmente mds prictico utilizar una transformacién sencilla aunque su
densidad p(:l: ) sea tan s8lo aproximadaments multinormal,

Veamos ahora que si p(‘\g_ ) es aproximadamente multinormal, la
densidad posterior p(¥%/z) es asintSticamente normal multiveriante. Pare

s
ello recordemos que la muestra z resultado de E (_&) est4d formada por

un conjunto de L submuestras aleatorias independientes Zi y ds forma
que
L ni
p(z/9) = T n(z,/9,) y p(z,/9 ) = T p(x /9,)
~ 11 i 1 i 1 u ij 1

Por otra parte, siendo ¥ = ¥ (9) biysctiva, puede escribirse que ﬁ =
-1

= F(.\t) donde F = ¥V esla correspondiente transformacién inversa., Par

ticularizando para cada componente escribiremos que 91 = Fi(\l') y de for-

ma qus resultard ser

2 = (F1(:P~),F2(i),... 'FL(S:'))
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Ds ahf que pueda escribirss que

L
o(a/2) = ola/ 4 (2)) = /ey (R Dveeesf (1) = TT lay /7y (1))

Bajo esta notacidn puede ya demostrarsse el resultado citadoe

TEOREMA  6e3e2

Siendo pf i) aproximadaments multinormal de vector media i’o y
matriz de precisién To y para valores grandss en todas sus compg-
nentes del vector tamafio muestral Ny se verifica que p(:l:_/z) es
también aproximadamente normal multivariante con vector media i* y
matriz de precisién T+ H(z) , donde

¥+ n() TN+ H2) $)

o~

L

H(z) = Z Hi(z )

i=1 1

i
H (zi) es la matriz de informacién de elementos iguales a

2
- log p(zi/Fi(i)) A= 1 Pr3 = 1h2heeesl
L
-1 i ~
4'; - H(z) ii1 H (Zi)' \{'i

y ' 41 es el estimador de méxima verosimilitud de ¥ calculado a
partir de la densidad p(zi/Fi(i)) .

Demostracifne.— Puesto que p(¥) es aproximadamente normal
se tiene, en virtud del teorema de Bayes, que
%
[T,
)

——wp( -3 (¥-¢ )0 T (¥=y )ep(z/¥)x

p(y /2) o€ p(¥ )en(z/ ¥) = -

oC plz/¥)eexo( =3 (¥-¥ )T (¥=-¥)) =

= exp( log p(z/¢) -2 (¥ - ¥
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Consideremos el factor exp(log p(z/i:)) « Resulta ser
L
log p(z/¥) = i_ log p(zi/F (+))
~ i=1 i~

esto s, una suma de logaritmos de densidades de probabilidad con &mbito de
aplicacién en un Gnico estratos, Para cada uno de esos logaritmos es conoci
do (Lindley, 1965, y Bemardo, 1979 ) que; siendo i el estimador de m§
xima verosimilitud de jj calculado a partir ds su re;;activa densidad
p(zi/Fi(i:)) » S8 cumple en un entormo de dicha estimacién qus

log p(z /F (%)) = log p(z,/ ¢"1) = 3 (¥ = $1)* Hi(zi) (¥ = ¥1) + R

donde Hi es, en muestras grandes, despreciable frente al segundo término

del segundo miembro de la igualdad anterior (es del orden de O(ni-%)) y
~¥i
1
:ll: 1 = :i ) 1im Ri = O ’
—> 0
YL Ny

i i
y H (zi) es la matriz simétrica de informacién, de elementos hjk(zi) da

finidos como
,32
o
@qzj “Vk

i
hjk(zi) - -

. log p(zi/Fi(j;)) . "
\.lf

o~

verificéndose adem&s por la ley fuerte de los grandes nimeros que

1
) lir:w — log p(z,/F (%)) = Jp(xiJ/Fi(;l:)).log p(xij/f-'i(‘j:)).dx1d Y
1 i
1 2"
lim ~ log p(z,/F (1)) =
ng e 4 @+'1"1...ra \pfn.
,ax‘
ST A log p(x, /F, (& ))eex,

m
@\’/11000'3 \,!’LL

Da ahi que

L L L
é log p(zi/Fi(:t)) - iél log p(zi/ i:i) - %ié (1’- i:i)v H (Zi) (i- fi)
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L L
+ Z R = Z log p(z,/¢1) = 3 (¥=¢)* H(z) (¥~-3)+ a +
1=1 T =1 i~ - g

donde @ es una suma de términos en los que no aparece el pardmetro ;l: y

A . 4 &
H(z) = Z. H (z,) ¢ = H(z) .ZH(zi).+i

imq * ~ g1

De donde
L

p(2/ %) = exp(1og p(z/ ¢ ))C T p(zi/q?i).exn(
1=1 ~
‘ L
(2= HE) (k=¢) + Z R Jeemla)ec
~ ~ i=1
oC exp(-%(i’-f)' H(z) (v - ¢) )

~

L
puesto que ni Q@ ni el productorio T p(zi/ 41) dependen de .
1=1 ~

Finalmente, sustituyendo el resultado anterior sn el producto

de densidades p(\{w).p(z/i) resulta:

Pl /z)oC exn( =3 (¥ = ¢)' H(2) (¥ = £) )

L
eoxp( =3 (¥ =¥ )T (Y= ) e z R) =<
i=1

o exp( =3 (¥ = (H(z) + T )L (H(2) § + T ¥ ) ) (
L
(T +H(z) (% = (H(2) + T ) (M2) g T %)) + Z R ) =
~ i=1
L
=on( =3 (¥ =¥ (T_+H=) (¥ =¥) + Z A )
i=1

y donds
L

Z R = Zon %) =o(n*)
1=1 1 a1 ~

Comparando la Gltima expresidn con la definicidén de una distribucién multi
normal sa sigue el resultado apetecido,.
(CoQod.)



40

5 Utilizando el resultado anterior veamos a sstimar la integral
I”(_z,p( 8 )_} y obtenesr, de esta forma, una aproximacién vélida para mues—

tras grandes en todos los estratos,

TEOREMA G433

Si ¥ = ¥ (9) es una transformacidn biyectiva de la cantidad aleato
ria g con densidad aproximadaments normal y con matriz de precisién

To ¢ entoncas

5 [T+ H(z)] L L
17 zp(3 )} = % log == -3+ % 5 h (2)s
. (7| p=1g=1

|Adi (¢ +h (2))] -1
gp  ap + 3(g-% ) H(z) (T +H(2)) T (
[T, + Hiz) - e ° i

(r +HE))T W) (g =¥) + E

donde la interpretacidn de las anteriores matrices y vectores es la ex

presada en el teorema 63,2 y € es una cantidad dsspreciable, en

8
muestras grandes, frente a I~{z,p( 9 )} .

Demostracidn,= Por el teorema anterior y la invarianza de
I?‘{z,p(g )_} ante trensformaciones biyectivas de 9 recogida en el teorema
6e3s1 9 resulta:
N(",T_ + H(2))

1% zn(2)) = T {zml)) = [ AT, o HE)os s E
-~ N(io.To) ~

donde las correspondientss expresiones de las multinormales vienen dadas a

través de las matrices das precisidén respectivas, La integral anterior es

igual a la suma
l To + H(z) [

1T,

+ 3 JNL(:;:*,TO + H(Z))-()f-)."o)' T (¢ - .‘f’o)"’ﬂ' =

% log

- aj NCT + HEDL(E =¥ (T 4 () O =)y +

[T+ H(z) | | Ady (t, + hqp(z))!

+

=%log

L L
-37 Z (6 +n (2D

A p=1 q=1 | T, + (=) l
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\ L, # * *
w3 AT R DL =¥ T (g =¥ )y s

+ 3 S NL(X-;"TD " H(z)].(i’ _i,")l T (:l:"—jo].di +

o+

3 [NCET #HEDET =) T (= Py
Loy ¥ ¥ . *_ -
+ &J NT(ET #HED (= ) T (% ¥ )edy

[ T+ H(z) | [ Ad (tq + hqp(z))l

+

L L
-7 7 (tpq-l-hpq(z)). 2

= ) 1
=z 208 p=1 q=1 l To + H[Z)I'

| 75

| Adj (¢ +h (2))]
ap ___gp

L L -
+3 7 2 ¢

P AT (F=¥) -
lad o o o~ (o]

p=1 gq=1 pa’ [TO + H(Z)‘
|7 +H(2)] L L [Adg (¢ +n (2))]
- % log - %5 % n (2 (- +
| TDI p=1 q=1 P9 [ T+ H(z) |

® *
+ A (V=¥ )T (¢=V¥)
~ ~Q0 [n) ~ “'o
El resultado del teorema se sigus sin mds que considerar que

Fe ¥ e (T4 HEDT M) (§- ¢ )

~

de forma que el dltimo términoc en la cadena de igualdades anterior resulta

aar

F0g =) M) O+ MR 1, (T, HE)T ) (- )

-~

(c.q.d.)

A partir del resultado expresado por el teorsma enterior puede
obtenerse el comportamiento asintético de la informacién esperada sobre 9
proporcionada por Es( n ) s toda vez que dicha informacién es el valor es
perado sobre el resultado muestral de la informacldn ya aproximada I-‘?{z,
o( ® )_} o Para ello, demostremos primeramente el siguiente

LEMA = 64341

81 el vector tamario muestral n es suficientementa grande en todas
sus componentes, dacdo i ¢ la distribucién ds § es aproximadamente
normal multivariants con vector media igual a ¢ y matriz de preci-

{ sidn
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I(y) = Z n, Be (+)
1=

i i
donde I (4) es la matriz de elementos cpq(:l:) definidos como

2

o (¥) == Blx /F (%)) log alx, /F, (¥))ex, |

@\Pp@ \}'q

Demstracién.— Dado ¥ , las distintas estimaciones méximo-ve
rosimiles 4.1 son independientes entre sf, toda vez que asf lo son las
submuestras parciales sobre las que estin definidas. Por otra parte, es
conocido (Bermardo, 19’79*) que, segin la ley fuerte de los grandes ndme-
ros y tal como se comentaba en el teorema 6.3.2 , para valores grandes de
n, la constante hiq(zi) se comporta, para todo pPyq = 1,2,eeesl 5 y da~
do ¥, como n, veces la constants

2
) = = [ el fF, () 10g px, /F,(¥))eex
oy, 0¥,

ij

i i
Sea la matriz I (:t) definida con los elementos cpq(i) (Psq = 19250009
L) « Del comentario anterior deducimos que si ni as grands, la matriz
i
Hi(zi) se comportard, dado ¥ , como n, veces la matriz I (¥ ) o Ast

pues, siendo el vector n 1lo suficientements grende en todas sus componen

~

tes resultard que

L
H(z) = s H(z,) = 2 noT(y) = (%)
i=1 i=1

Podré, pues, escribirse que

$ = H(z) Z H (z ).+i - Z H(z) (z ).q_i

~ i=1 i=1
Ademds y bajo ciertas débiles condiciones de regularidad es conocido (Cox
& Hinkley, 1974) que dado ¥ la distribucitn del estimador mé&dmo verosf-
mil q,.i es, en musstras grandss, apmximadamente multinormal, con vector

media ‘l’ y matriz de precisién ni.I (‘P) e« Asi pues, si n, es grande

i
p(gi/+) =N (+,ni.1 (¢ ) como matriz de precisién)
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De ahf que siendo n lo suficientemente grande en todas sus componentess

-1 1 N -1 i R

H(z) WH (Zi)- ii = I(i‘) .ni-I (i )..i‘i

Y asf resulta que dado %

-1 _1i R L -1 i

p(I(¥) niI (¥)gi /%) = nN(2(¥) niI (:_If )% , matriz de momentos =
-1 i -1
= I(¥) niI ($)x(x) )

Dado qus  es, dado i y Una suma de multinormales independientes resuita
(Graybill, 1961) finalmente que siendo i lo suficientemente grande como
para asegurar que lo sean todas sus componsntes

L - 1 L - 1 -1
pl§/¥)e N (2 () nT ()Y, Z %) nT(¥)(¥) ") =

~ i=1 i=1
L -1
= N (¥,I(¥) = matriz de momentos)
Ay o d
(ceqeds)

Estamos ya en condiciones da poder encontrar una expresidn qus

9
se aproxime asintSticamente a I“'(_EB(J )on( S )_} .

TEDREMA  6.3.,4

Siendo ¥ = Y (S) una trensformacién biyectiva de la cantidad de in
terds 9 con densidad aproximadamente multinormal de matriz de preci-

sién T , entonces
o

| T +n|

(0 delg)} = 4 1og

| Ty

donde R es la matriz esperanza de la I(V¥) definida en el teorema

Ge3e1 y Lema 6e3e¢1
A= ] ol )aa(s)eay

y &£ es una cantidad que, en muestras grandes, es despreciable frente

al logaritmo del cociente ]TO+R\ /\Tol.

Demostracidne~ Sabemos por el lema Ge3e1 que si el vector tama
fio mugstral n es lo suficientemente grands para que todas sus componen—

tes lo sean la matriz H(z) se comporta, dadoc % , como la matriz
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L
(¢) = z n (%)
a1

De ahf qus siendo n grands, sl valor esperado de cualquier funcién de
H(z) sea, aproximadamente, igual al valor ques toma la funcién en el valor

esperado de H(z) , esto es, en
Jptz)em(z)etz = [ (g )eZ(y)edy = A

verificéndose las igualdades

L i L i
'J p(z)eH(z)edz = J ié} H (zi).p(z).dz - 551’f H (zi).p(zi).dzi =
L i L i
- Z N LCAEXCORT IR Z o) foly)ay -
= JI(I].D(i).di
Ds ahi que
¥
I“‘?'{Es(.c )sD(;’;)} = JD(Z).I"";{z,p(g)} odz = J p(z).I~<z'p(i )} odz =

¥, s
= 1°[E°(n )un(¥)}
segiin 8l resultado del teorema 6.3.1 « Por el teorema G6.3,3 pueds escribir

se que
T +R]|

0 L
I"{Es(j)yp(g)}ﬁ‘% log — -3 7

L
) .] pay (£ + rqp)[
Pq
| 7| p=1 g=1 | 7_+R]

+

+ 3 j p(z). (‘; - :ro). : (To * H)-1 To (To + R)-1 R (‘; - :fo) «dz

P~

donds rbq es el elemento (p,q) de la matriz R , esto es,

L
i
= ° .d
r 1‘4;1 nijcpq(:&)o(:cl ¥

Congideremos la peniltima integral:

Jo@e (g=p)nl +m7 T (4R ARG~y ) az

~ ~ -1 -1 ~ A
= JRlg e (Gm )R AT T AT R (g - w) e -
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= ol ) | o038 /9)e0 8 =3 AT+ AT (T 4R) TR § - 3 Jed Gudy =

= o) ] p( 3 /%)e( G =% )R(T+ R)"TD(T°+ )R 5 ~4)edgedy + (1)

# o) J ol g /4)a0g = $ IR0 A7 (T AR - ¥ Do ducy ¢
+Jp(i]j p( ¥ [ )e(¥ —jo)'R(To+ R)-1TD(T°+ H)-1H(f - ¥)edfedy +
+_jp(t)j p(j,‘: /l‘:)'(i »30)-9(1': R)"1T0(To+ R)-1H(:I: -;{fo).df.di— (2) =

= (1) +(2) .
Por el lema 6.3.1 8s conocido que
L
p($ /4) ~N (¥, matriz de precisién I(v) )

-1
Asf puss, la nueva variable l a (To-i- R) R( \3‘, - ¢ ) se distribuir4, dado
i s Seglin la multinormal

L - - -
p( Y /¥)~N( 0, matriz de momentos (T0+ R) 1RI(:|:) 1R(To+ R) 1 )
De ahi que

(1) =Jp(j)j p( Y /%)e¥'T Yod Yed ¥ =

L L L L
- [o(¥)e Z 2 ta (¥lay = Z 2 tob

~ p=1 q=1 p=1 g=1 Pa Pq

donde apq es el elemento (p,q) de la matriz (T0+ H)-1RI(¢ )-1R(To+ R)-1 ,
t el correspondiente de la matriz TD y b g’ el elemento (p,q) ds la
[ale] p

matriz (To-l- R)-1R(T° + H)~1 » toda vez que
-1 -1
Jetere ey -

-1
Por otra parte, sea la nueva variable X = (To+ R) R(Ll' - :'PD) .
Dado que la distribucién que describe las opiniones iniciales que el inves
tigador posee sobre i e8s, por hipStesis, aproximadamente multinormal de

vector media Y o y matriz de precisién T , resultard que
~ 0
p( X )22N( 0, matriz de momentos (T0+ R) RTO R(To+ R)” )
De ahi qus

(2) - J p(t)’(:f _;Po)lR(To+ R)-1TD(T°+ R)“1R(:!’ ".S’o)od"}‘ -
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L L
- X )o X'T Xed X = t d
Jp(~)~°~ X =7 7 aSna

p=1 q=1

donde d es el elemento (p,q) de la matriz (T°+ H)"1HTDR(TD+ n)""
Pqg
Dado que las matrices To y R son simétricas y reunlendo

todos los resultados parclales se obtiene para muestras grandes qus

T+ Al L L [Ad (t_ +r )]
YE(n).p(S)) 3 log ~32 5 r. pa__pa
Tl e=taem P T R
¥ 2 qZ=1 pa' pa dpq)
Y al ser
EZL_ | Adj (tpq-rrpq)\ L ZLZL | Ads (tpq"'ﬂ,q)l
r. =a " t o
a1 ooy P [T0+Rl 2 £, &, \To'”‘l

Denotando por 9 q el elemento (p,q) de la matriz (T0 + R)-1 resulta:

T+R[

--':+%ZZ +d +gpq)

a1 o1 nq pq pq

"{E (n ).p(s)j"" log |
| Tl

donde b +d +g es el elemento (p,q) de la matriz
Pa pg  pg

T+R) TR +RA T e R e TR+ )T e (R
(o] o 0 0o o (o]

= R + R T+ R =
(T°+ ) {R+RTD R+ T }( S )

- (TD+ R)"1 {(To+ R)To-1(TD+ R)_} (TD+ n)'1 - To""

Por tanto
| adg (t )] lads (t )]
b + d -i-g =3 —_-g-p—-—'—-—-—-—gg—-
Pq Pq ale | [Tol ‘Tol

Finalmenta, pues,

s |7, A Lot \aag(e )]
1°{€%n )un(9)} ~  1og k3 S e P
~ | 7| p=1ge1 P |7 |

|T+nRl
= % log —
| T |

(c.q.d.)



293

Tal como era de espsrar la coherencia del resultado anterior
queda comprobada al aplicar la anterior aproximacién al modelo normal y ver
la coincidencia de los resultados obtenidos.

COROLARIO 64361

En el modelo normal, la informacién sobre 3 proporcionada ssgin el

resultado del teorema anterior coincide con la informacién exacta.

Demostracidn.~ Siendo p( ﬁ) ya multinormal consideraremos la

transformacidn identidad

\*‘i = 91 131'23000’L

Para slla,

:::i (q,)-ci(s)-o para todo p,q tales que pAi & gl
Pq- ~ pa 1

x--9:L o
5 ( -) 2 X =9
i 1 = ) 2 1
‘°i1(si)°-J 2 ° " —5 (-3 (— *) Jotx = —
2
7y y2h LA 1 Gy
De ahf que
2
G 0 ese o
n1/ . .
2
[ X KX ) 0
0 n2/6‘2
(¥) =19 = -
2
G
0 0 nL/ L
0 see 0 o .o 0
n1 [ 1/6.1 L]
0 0 / 2 0
. 0 n2 [ XX 162 ese ) NH_1
0 e 000 P @@ ess0 80 s s
0o oO 0 0 1/6'2
eos nL 'YX} L
Y que
~
R BJ D(‘P)-I(W)od\l’ = NH
Finalmente,
9 s L -1 ]H0—1+H[
i~ E N(S ,T = } = 1 ™
apmximada{ (~n), (~u’o HO) o l —1[
H
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6.4 EJEMPLO DE CALCULO APROXIMADO: MODELO MULTINOMIAL

Vamos a aplicar la aproximacién desarrollada en la anterior sec
cién al disefio de una investigacidn qué pretends derterminar la distﬁbucidn
en porcentaje y entre los diferentes estratos de una cierta caracter{stica
cualitativa.

Supongamos, puss, que el espacio muestral total es X y en el
que existe un determinado conjunto de unidades que satisfacen cierta carac
terfstica cualitativa. La poblacién total estd dividida en L+1 subpabla—-
ciones o estratos, de forma que el investigador esta interesado en determi
nar qué proporcidén 91 de esas unidades que satisfacen la caracteristica
cualitativa correspondsn al estrato i-8simo, Xi s ¥ 8sto para todos los
estratos. En el ejemplo ya comentado de una investigacién tendents a detar
minar el nivel regional de paro, la situacidn ahora plantsada corresponde-
ria a agquella en la que se pretsnds conocer su distribucidn porcentual en
las distintas regiones, si bien no se estd interesado en el conocimiento
de los valores absolutos ds los mismos, tal vez porque ya sea conocido a
nivel ds toda la poblacidn en su conjunto.

Evidentemsnte que la existencia de los L+1 astratos Xi que
constituyen una particidn del espacio total X y de las correpondientes

proporciones 9 i asociadas a cada uno de ellos implica las dos igualda—

des
L+1 L+1
x = U ox y s 9, =1
i=1 i=1

Se deduce, pues, que conocidas L cantidades de interés 91 correspon-
dientes a sendos estratos, la (L+1)=&sima viene inmediatamente determina-
da por el sumatorio anterior, De ahf ques el investigador pueda csfiir su

trabajo a tan s6lo L estratos y sobre ellos disefiar un experimento de la

forma E3( n ) , toda vez que la estimacifn de las L primeras cantidades
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Q9 1 implica la estimacidn ds la restante. Supondremos, pues, una investi
gacidn centrada sobre el espacio muestral X = xL+1 s espacio estratifica-—
do en L subpoblaciones

L
X=X ™ U Xy

i=1

asi como que en todos los estratos )(i existen unidades satisfaciendo la
caracteristica cualitativa objeto de estudio,

La consideracién ds tan s6lo L estratos introduce la siguien
te modificacién sobre los parémstruos 91 € (0,1) 4 en cuanto que permits

considerar los L primeros pardmetros Qi tales que
L

Zeias

i=1

siendo 9= 1 ~ 9L+1 y ¥ estando definido el vector param&trico 9' = [\91,

92...., SL) en el cuadrado L-dimensional abierto
L
S €(0,1)

y con la condicién adicional de qus la suma de sus componentses sea estrio—-
tamente menor gque la unidad, esto es,

ZL o, = S <1

i=1
Notemos, por otra parts, qus el pardmetro O suma de los L primeros parg
metros 9i admite idéntica interpretacién que la realizada para cada g:i.
en su estrato respectivo, esto es, como el tanto por ciento de individuos
ds la poblacidn X = XL+1 que verifican la caracterfstica cualitativa cu-
ya distribucién en los estratos ss pretende determinar,

Asi pugs, tal como ha quedado planteado, el problema resulta
encuadrado dentro de la teorfa general desarrollada en el capftulo quinto,
con la existencia de un experimento Es( n ) disefiado sobre una pablacidn
con L estratos y realizado a fin de recabar informacién scbre el vector
de L componentes 8°' = (91, 82...., BL) « Por tanto seré necesaric es-
pecificar dos familias de densidades ds probabilidad a fin de describir,
primeremente, las densidades p(xi ,j/ 9 i) en cada uno de los estratos y,
por otra, una densidad inicial que interprets las opiniones iniciales que
el investigador posee sobre el vector ?, .

En todo proceso ds muestreo ds proporciones (o totales) de in—
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dividuos que puedsn verificar cierta caracterfstica cualitativa el modelo
a aplicar se realiza a través de la distribucidn de Bermouilli

X 1=x
p(xij/ 3‘i) = iid‘(1 - 91) ij Xide{0,1_}

donde xid toma los valores 1 6 0 (segin que la cualidad objeto ds es
tudio sea satisfecha o no, respectivamente, por sl individuo particular
o obtenido en sl proceso muestral) y Gi es, precisamente, el porcen
taje de individuos en )(i qus satisfacen la caracterfstica cualitativa.
La densidad inicial p(® ) que describe las opiniones inicia-
les que el investigador posee sobre 2 puede venir expresada por la corres
pondiente a .una distribucién de Dirichlet, con vector paramétrico of ' =

AAr

(o(1, 0(2100090(1_. dL'l"l) (°(1> 0O3;i= 1.2,-0.,'—"‘1) e Ast puss,

M) o o
- eee - o 8 "1 “1
p(g) 9(91! 929 ’SL) oY) 1 1822 e sve @
AMCR
i=1
of
x -1 s L1
[ 9 L o( 1= 2 9 )
L 1a1 i
sisndo L1 . L
« = Z %, 9 9€(0,) y Z B <1
i=1 i=1

y donde la densidad p( ﬁ ) ya se ha expresado en funcién exclusivamente de
las L primeras cantidades aleatorias 91 y no a través de la Gltima
» 10 qua trasrfa consigo la consideracidn ds una distribucidn dege-

L+
nerada con toda la masa des probabilidad en el hiperplano
L+1
Z 9, =1
faq

Es evidente que la distribucidn de Dirichlet se ajusta plena—-
mente a la descripcién del vector 9 por sus especiales condiciones y recin
to de definicidn. Ademds verifica dos propiedades qus la hacen das especial
aplicabilidad para nuestro problema. En primer lugar, la distribucién de
Dirichlet es, en cierto sentido, una distribucidn beta multivariante, De
hecho, si una cierta variable aleatoria x tiene una distribucién beta,

el vector aleatorio y = (x,1-x)! tiene una distribucién de Dirichlet.
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Inversamente, s$i sl vector aleatorio B = (9 7’ 82--.., SL)' tiens una

distribucién de Dirichlet con vector paramétrico of = (ot 0(2...., o(L)'

1
entonces la distribucidn marginal de cualquier componante de 2 y POr e=

J
Este dltimo resultado implica que los modelos para cada uno de los estra-

Jemplo QJ s s una distribucién beta con pardmetros otj y o(o - o .

tos Xi (121424ese4l) por separado responden al modelo binomial estudia-
do con exhaustividad por Bernardo (1975) y por Basulto & Bermardo (1978) .
Asi pues, siendo E(ni) el experimento componsnte i=-&simo del Es( n )

definido sobre el espacio estratificado X = X y y slendo p(9) unma

1
distribucidn de Dirichlet, puede escribirse que

o i
1 {eln)im (p(80)} = H{Ba(w o - x )} =
n
- réo H{Be( o(i +r, e(o- o(i+n—r].8br(r/ o(i, uo— cti,n)}
donde mi(p(g)) es la marginal i-&sima de p(9) y Bb ~ una densidad
predictiva Beta=binomial, y H 1la entropia de las densidades beta (Lind-
ley, 1957)« En segundo lugar, la distribucién de Dirichlet verifica una
segunda propiedad qus la hace ds interés en nuestro caso y que estd reco=
gida en DeGroot (1970), pdge 64 « En efecto, el vector ( &1/9, 92/ Ogeeay
9L/ 9 )" es independiente de la suma 9 y, por tanto, del pardmetro
9L+1 estimado inmediataments por la relacién que lo liga con las compo~
nentes da Q_ .

Si bien son comocldas las informacionss esperadas
%
I {eln)iBe( %y %=k )} da1,2p000,l
donds Be representa a una densidad de probabilidad beta, ss conocido por
la seccifén 55 que a partir de ellas no puede deducirss la informacién es
perada
Ig{Es(g )40 ()}

(donde DL(:(' ) representa a una densidad de probabilidad ds Dirichlet, de

vector paramétrico « )e De su misma definicién
p(9/2)

p($)

~r

e 0 102} = [fola/2 )enlg )ut0m

.d‘g «dz

donde la densidad posterior es
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L < -i I« )
181 7—\ F(“i)
i=1
n n
i i
L jé‘xi+o<i-1 ni-gxid
[ ,l 91 .(1"' 9’1)
i=1

Observando p(9/z) se comprends que la obtencién exacta de Ig{Es( P
DL(':t. ) } resulta extraordinariamants compleja. De ahf due a fin de poder
disefiar adetuadamente el experimento Es(lz ) y ast determinar, por ejem=
plo, el vector tamafio muestral Sptimo, sea conveniente acudir a la informa
cifn aproximada deducida del conjunto de teoremas de la seccién 6.3  En
ests sentido notemos que bajo nuestras hipdtesis no existe familia conjuga
da de densidades a posteriori.

Para poder aplicar los teoremas de la secclén 6.3 consideremos

la siguiente transformacién

9 9
+i = log = = log 5 = 121925000yl
L
L+1
1- 5 9
1
que efectivamente es biyectiva puesto qus
:
Q 1= 9 )
¥y 1 3 Yy 1
i i 321 J J 21 J
vaerificlndoss que el jacobiano
L
1= 5 ej
JA1 1 ee 1
1 L
1- 7 SJ
1 1 .j£2 ase 1
J = Q'?' - 2
fag’ L L ...ol..‘l'..'...ul.l...
(1- 7 ej)
J=1 (sigus)



L
1= S
J
1 1 [ X N ] J L
S
L
L L
=1/ IT 8.(1- ZSJ)>D
i=1 J=1
L
pussto que 91> 0,41 = 1200009l 4 ¥ f S < 1 . La correspondients
transformacién inversa es =1
N g L v
9,-‘-'8 i/(1+28 'j) i= 1,25008,L
i 51
donde
5 s .
1 - 9 =9 = 1/(1+ e v)
o L+1 =
El correspondiente jacobiano es
99 1
lJ[: (a.-\,}; = L ‘*’J Z(L-ﬂ ®
~ (1+ Z e ")
J=1
v L v v, V¥ Y, V¥
e 1(1 + Z e J) -8 19 2 sos - e 19 L
A1
Vv, ¥ Y L v v, ¢
-9'132 32(11-293). -8 2eL
jk2
¥, ¥ v, ¥ ¥ L 4
2
-e1aL -e eL... BL(1+ZeJ)
JAL
L ¥ L ¥
i L+1
= Tr =] / (1 + 2 e J)
1=1 =1

De ahi que la densidad de probabilidad de i venga dada por la igualdad
239
v

~

p(i) = {D(Q)} O = F(*#).

donds F(g) es la correspondients transformacién inversa de la ¥ = ¢ 3).
De donde
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[T ) L B\Pi(“i-") 1
p(i) Y — . L ¢, = =1 L ¢, o, =1
- L
TRx) MueZe)? (eze
i=1 J=1 J=1
L \}oi
| e M) 1 L ¥,
i=1 - fo) T i1
oL oyt EEZE
+z e T=)0+Ze )
j=1 i.1 J-1
distribucidén que tiene como funcién caracteristica en su dominio de defini
cién
L
F(du'l- 17 tj) L [T(x + 1t )
\f(t1,...,tL) - =1 J J
[T (= L) =1 T’(«xj)

La densidad p(\¥) anterior puede aproximarse por una multi-
o/

normal L-dimensional de vector media Y y matriz de precisién T ,
~ 0

o]
donde
log(«1/e<L+1] \
<
log(e )/ o)
[ ]
:-Po : / y Y
o
1og( I_/-<L+,|)
u d1 d1d2 “1“L
1"' bl 'YX Lad ”
%o *a o
o 2 o of
1" 2 « e 27L
b " —— sae -
= 2 (%4 -4
o o o
T =
0 ...l..‘l...... e 0@ ssPuescavvas e
o
“14L ZdL u2
- bnd [ XX ) P __-L-
A = L
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En efecto,
l—t(o{ ) L L ¥
p(i) el 2 —.exp( Z *-Pitxi - do.log(1 + Z e J))cc.exp(Q)
TR ,) =
i=1

Desarrollando el exponente en serie de Taylor alrededor de su m&ximo, ds-
ducido de las condiciones

¥
P Q e 1
= o(i - o(o ° C v = 0 i= 1.2.....'.
@ .
\Pi 1+ Z 8 .
. J=1

y que resulta ser el vector \l-o que acabamos arriba de indicar, se obtie
ne que

o i o
p(:l: )~ T eexp( z atilog - xolog -3 (I -~‘Po)'To(:i_--_~l;)):
T F(o(i) 1=1 = L1 %L
i=1

L
ot exp( =2 (¥ - ‘i’o)'To(\P - wo)) = N (¥ ,matriz ds precisién T )
~ ~ ~ ~ ~0 o

y donde los elementos dga T  sa8 obtlenen des las igualdades
o

N L ¢
S e 1(1 + Z e j)
9 g a - X Jhi y
2 a’ L N o '
J, 2 bt ~
Q\’/i (1 + 2 e ) “I". = (log 1 peseyp ng = )
J=1 ~o .} o
L+1 L+1
o v, ¢
2 . ie J
a3 X 4 L ¥ E
Py Oy, ° ] . =
1 J (1 + Z e ) g' = (log ! yesey log = )
J=1 o °‘L+1 °‘L+1
Notemos que
, ¥
[T | = —>- !
%o 1=

Con los elementos anteriores pasemos a aproximar la informa-
9, s L
ciédn exacta I -(_E (2 )sD ( )_} mediante el resultado dsl teorema 6.3.4 .
Para ello, y para un cierto i tal que 1 1 £ L y resulta que
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Y. X L ¥, 1=x
8 iid(1+£e J) 1

p(xiJ/Fi(i)) = é ¥,
1+ a
J=1

De donde las siguientes derivadas del logaritmo de la densidad anterior

resultan
/32 log p("i /F (%)) e""p i
J i = -(1-x )o = +
Py POV o > Yy
Ncld 1+ Z e V)
JAL
¥p %q
8
. LB‘PJ_Z si pyaéi y phg
(1 + Z e )
J=1
« L v
o 3
5 e (1+ Z e )
@ log p(x?_.j/Fi( )) . (1-)( ) J._]'fpli
5 i3’" L vy ®
Chon (1+2 e )
kL
v L v
e "(1+ 2 & J)
Jp
_ s si p#i
J
(1+2 e %)
=1
> Y. ¥
@ log D(xij/':i( )) . e 'g P s si pfl
L v
&)\{/po‘}’i (1+ Z e j)
=1
Yy L ¥
> e (1 + 2 e )
@  log p(xij/Fi( )) 34
2 L ¥®
CA oM (1+ Z e j)
=1

| i
De la definicién de cpq(i) »y CON Pyq = 1,2500eyL , resulta:

2
Ciq(i) - - Z D(xiJ/Fi(:t )).—-?-—— log p(xij/Fi(i))
g 3=0e1 Py, Py,
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i i
de forma que la matriz I [:y/) serd la de los elementos cpq(qf) Si-

gulientes: . L "
e i(1+ g e j)
i Jai
cii(:l:) = T *32
(1+ 2 e %)
J=1
; \ B\Pi ‘*’p
4 8
cpi(i) Bcip(—t) 5 - = q)? con p#i
(1+ Z e )
J=1
i eq’i?’q’p
c (¥) = - con p#i
pp ~ L q,jz L \P.j
(1+ 2 e D1+ 2 e )
J=1 JAi
Y v ¥
i i e ie pe 9
c (\-}’) = C (‘P) - T T s con péq .p.q;‘i
pa ~ ap ~ ¥ g ‘l‘j
(1+ Ze D1+ 2 e V)
J# J=1

i i
Denotando por R & la matriz esperanza ds la I (4 ) es evidents que
L
i
R = Z ni.R

i i
Asf pues, R seri la matriz de elementos rpq donds

o,
i i i i
r,=r, =Jc(¢hd¢LmP=- a si pAl
pi 1P pi e~ ~ 7 = (¢ + 1)
(o] 0
% < (ot + 1) :
i i i
A e (el gy - o p s ph
PP PP~ o} (¢ +1)(x = + 1)
o o o i
L RV
i i i i
r =ar = J ¢ (W)ep()ed b = L si pfg y
Pa AP A~ o~ = (¢ +1)(x = o +1) pyqhi
o o o i
. «, (o == )
i i i o i
Ti1 j ey (F)ep(¥)ed

O(O(cxo + 1)
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donde las integrales anteriores estén calculadas suponiendo que

Y
e

L v+
1+Ze

J=1

m

Finalmente, la matriz R seréd la matriz de elementos r q (PyQ=1,2,...,
p

L) , donde
r = n
pPq Z‘ 1" pq
y la matriz. To + R tendrd com elementos q donde
Pq
°(2
pp P g
q = r + t =
Pg Pq Pq “pﬁq
r PAq
Pq o
(o]
esto es,
n o «{ - L of of [ + 1
q=ii(o i)+z nyoly ety + 1)
[ (1) 3w (x )X = w4 1)
o o o o o J
ol -
g(=_=1)
+
)
(o]
T +R=(q )=
i n +n jJo o .
0 h | qa—(i j)ié_xi"(J_'_
1J x (& + 1) =
0 e} o

n ot o, o

L
+2 h h 1

hélyd = (o + 1)(etx = ¢ + 1)
o o ] h

Aplicando, pues, el teorema 6.3¢4 resulta en Gltimo término que

o _ ]T +Rl O(DOT +Rl
1€ (n )40 ( )} =% log - = % log L+‘]l -
l 0] TT o
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donde las matrices R vy To han quedado definidas en todo el desarrollo
anterior,

Tal como era de esperar la coherencia de este resultado qusda
comprobada al aplicarlo al modelo binomial y ver la coincidencia con la a-
proximacién obtenida para dicho modelo por Bernardo (19’79)* « En efecto,
en el caso particular de que sean tan sflo dos los estratos en los que se
divide la poblacién total, esto es, si L+1=2 , la determinacién de una 0=

nica componente 91 (i=1,2) determina exactamente a la otra, al ser
¢ + 0 =1
1 2

La correspondiente distribucidn sobre 01 » por ejemplo, es una beta de

parédmetros 0(1 y o(2 (pues °(1 + o o = « ), En este caso resulta
)

sers
°¢2 of ol of
[V
T - 0/1_ 1: 12 - 1 2
o} (-4
o + ol
1 2 )
%1%
R = noe
1

da forma qus

o xX 4+ R o of

1 1 2
! X {E(n )Bs( o .#)}f%log 2 (n. +
aproximada 1 1 2 o of 1 ” (“ +1)
2 o o
% n
1
+ 2) = % log(1 + ! )
< % + oo 4+ 1
o 1 2

H*
resultado que coincide plenamente con el encantrado por Bermardo (1979)° .



CONCLUSIONES Y AREAS PARA INVESTIGACIONES ADICIONALES

En la tesis presentada se ha abordado el problema de la de=-
terminacidn del tamafio muestral que debe darse a un experimento realiza-—
do con el fin ds obtsnsy informacidn sobre cierta cantidad de interés.
Con este objeto, la inferencia sstadistica ha quedado descrita como un
caso particular de la Teoria de la Decisidn general en el que la class
de densidades ds probabilidad posteriores constituye el espacio de de=-
cisionsse A fin de pader resolver el problema asi planteado se definieron
tres funcionés para representar la utilidad esperada del experimento y
que eran, a su vez, funclones ds la informacién esperada, Con estas uti-
lidades esperadas se obtuvieron los respectivos temafios muestrales 6pti-
mos para los dos modelos concretos desarrollados en el capitulo segundo,

Precisamente son necesarias nuevas investigaciones que inten
ten encontrar las relaciones entre las distintas funciones anteriores
para asf{ poder comparear los rssultados obtenidos cuando se emplean cada
una de ellas por separado., La comparacidn entre las distintas constantes
g resulta, asf, una necesidad evidente. También resulta necesario com-
probar en qué medida se vesn afectadas ante distintas transformaciones
de la cantidad de interés. Las transformaclones biyectivas son las pri-
meras que debieran estudiarse.

La comparacidn entrs el modelo desarrollado para una pobla=—
cién uniforma con densidad inicial de Pareto con una poblacidén normal es
impresciendible a fin de determinar hasta qué& punto el primero de los
modelos puede ser representativo de aquellos otros para los que los es—
pacios muestrales gstén definidos en funcidn del pardmetro desconocido,.
En caso afirmativo, podria pensarse en la existencia de aproximaciones
asintdéticas para el comportamiento seguido por las informaciones espe-
radas de sstos modelos con la informacidn deducida para sl modelo de
poblacidn uniforms con densidad inicial ds Pareto,

La generalizacién del concepto de informacifn espsrada a
procesos de muestreo estratificados es otro de los resultados tedricos

obtenidos en la presents tesis y que pone de manifiesto c8mo dicho con—
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cepto pueds abarcar y ser introducido para otros disefios experimente—
les. En concreto, podr{a‘pensarse en disefiar adecuadamente toda una en-—
cuesta por muestreo, en el que el proceso de obtencién de la muestra fue
se una combinacidn de procesos estratificados y multietépicos.

También dentro de la generalizacidn introducida por la pre-
senclia de muestras estratificadas podria pensarse en la necesidad de de-
mostrar los resultados de unicidad de la expresién logarftmica para ex—
presar la utilidad esperada de un experimento, en analogfa con los resul
tados ya existentes para muestras aleatorias simples. En este sentido to
das las discpsiones al respecto, incluyendo la situacion planteada por
transformaciones biyectivas de la cantidad de interds, pueden plantear-
se en las nuevas circunstancias introducidas por la existencia de la mues
tra estratificada.

Finalmente, y tambien para la informacidn esperada proporcio-
nada por un proceso de muestreo estratificado, podrfan estudiarse los
comportamientos asintdticos de expresiones definidas como funciones de
ella y sin necesidad de recurrir a hipétesis sobre la normalidad de las
densidades empleadas. Un esfuerzo en este sentido resultarfa de gran in-
terds en cuanto que permitirf{a dar un conocimienta « aunque fuess epro-

ximado - sobre informaciones esperadas de diffcil obtencién,
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