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RESUMEN

La presente memoria ofrece el estudio y resolucidn
exacta de un problema conocido como el Problema del
Cartero Rural Dirigido (DRPP).

Dado un grafo conexo y dirigido, con costes no ne-
gativos asociados a sus arcos, el DRPP consiste en deter-
minar un circuito que atraviese, al menos una vez, un
cierto conjunto de arcos, llamados requeridos, con el
minimo coste total.

Como en el caso de un grafo no dirigido, objeto

de la memoria presentada por A. Corberan con el titulo

de Circuitos Eulerianos éptimos en Grafos no dirigidgs:

el RPP, el DRPP es un problema NP-Completo y también una
generalizacidén del conocido Problema del Agente Viajero

asimétrico (TSP-a).

Ciertos problemas directamente relacionados con
el DRPP son, por ejemplo, la recogida de basuras, el re-
parto de correspondencia y, en general, problemas de
inspeccidn de sistemas de distribucidén (tendidos eléc-
tricos, lineas férreas, telefénicas, etc.), en las que
todas, o algunas de sus componentes, deben ser inspec-
cionadas.

Existe una relacidn mucho mas intima entre el TSP



asimétrico y el simétrico, ' ( los algoritmos que
resuelven el caso asimétrico pueden ser aplicados al ca-
so simétrico),que entre el DRPP y el RPP, que, aunque
persiguiendo objetivos similares, no pueden ser trans-
formados el uno en el otro, como puede comprobarse fa-
cilmente. Presentamos, por lo tanto, un algoritmo exacto,
basado en la obtencidén de cotas inferiores, utilizando

la Relajacién Lagrangiana, y su insercidén en un procedi-
miento de branch and bound, para resolver el DRPP.

La presente memoria esta estructurada como sigue:

En la Introduccidn se resumen algunos conceptos
previos utilizados, sobre todo de la Teorlia.de Grafos y
la Relajacidén Lagrangiana.

En la Seccidén I exponemos los antecedentes his-
téricos, aplicaciones y problemas relacionados con el
DRPP. Se presenta el DRPP dentro de una importante cla-
se de problemas de optimizacidén combinatorial, conocida
como problemas de routing por arcos y para la mayoria.
de los cudles s6lo se conocen procedimientos aproxima-
dos de solucidn.

En la Seccidn II presentamos nuestra formulacidn
del DRPP como un problema de Programacidbén Lineal Entera.
Ciertas transformaciones del grafo original, necesarias

para simplificar la estructura y formulacidn del pro-



blema, se presentan en primer lugar.

La Seccidén III ofrece un algoritmo heuristico
eficiente desarrollado para obtener soluciones posibles
del DRPP. El algoritmo utiliza una Arborescencia Genera-
dora de Minimo Peso (SSA) y un flujo de coste minimo co-
mo subproblemas. Una solucidn posible mejorada, a partir
de la solucidén proporcionada por el heuristico, ha sido
utilizada como cota superior inicial en el procedimiento
de "branch and bound" descrito en la Seccibn V.

La Seccidén IV estudia las posibles relajaciones
del problema. Una de ellas, obtenida utilizando la
Relajacibén Lagrangiana, ha sido utilizada como cota in-
ferior en el procedimiento de ramificacidén. Tratando de
conjugar la potencia de la cota con la rapidez de calcu-
lo, el método del subgradiente ha sido sustituido por
procedimientos heufisticos para la obtencidén de "buenos"
multiplicadores.

En la Seccidén V se detalla el procedimiento de
branch and bound construido, describiendo 1la éstrate-
gia de ramificaciédn y criterios de eleccidén adoptados.
La Seccidén concluye describiendo ciertas caracteristi-
cas del procedimiento que permiten evitar el calculo

de cota inferior en cada nudo del arbol, acelerando el



proceso de busqueda.

La Seccién VI, finalmente, recoge los resultados
computacionales obtenidos sobre 22 problemas de test,
cuyas caracteristicas principales se especifican. El
tiempo de computacidén crece exponencialmente y el pro-
cedimiento expuesto permite resolver problemas de 76
vértices y 166 arcos en poco mids de 200 segundos de CPU,

en una maquina UNIVAC 1100/60.
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1 ALGUNAS NOTAS SOBRE LA NP-COMPLETITUD

Un pilar basico para el desarrollo de la optimi-
zacidén combinatorial fué el descubrimiento por Cook
(1971) y Karp (1972) de una amplia clase NPl ‘de proble-
mas combinatoriales tales que:

(1)¥PC incluye muchos de los problemas importantes

y dificiles de la optimizacién combinatorial,

problemas para los que se han buscado, en vano,

buenos algoritmos durante muchos afios.
(ii)Muchos problemas enNP({ son, al menos superfi-
cialmente, similares a problemas para los que se
conocen buenos algoritmos.
(iii)Si un miembro de NP{ admite un buen algoritmo,

también lo admiten todos los demas.

La definicidén precisa de NPl depende de las no-
ciones de una Maquina de Turing Determinista (DTM),
Maquina de Turing No Determinista (NTM) y de otras no-
ciones de la teoria de computacidén que no van a ser ex-
puestas aqui. Presentamos, simplemente, algunas nociones
y definiciones, no completamente precisas, que permitan
dar una idea de las complejidades intrinsecas de los
problemas NP( y de la dificultad y limitaciones de los

algoritmos exactos para resolverlos, como el presentado



en esta memoria para el Problema del Cartero Rural
Dirigido.

El texto de Garey and Johnson (1979) presenta las
definiciones formales, la mds extensa lista de problemas
NP-completos y una discusidén de las distintas estrate-
gias para demostrar la NP-completitud.

Emplearemos los términos Problema y Ejemplo en
el sentido siguiente: Cada ejemplo esfé asociado a unos
datos numéricos particulares y un problema es la clase
de todos los ejemplos con una determinada forma.

Para Problemas relacionados con un grafo G=(X,A),
los parametros n =|X|l y a =|A] proveen una medida na-
tural del tamafio de un Ejemplo. Es de esperar, por su-
puesto, que Ejemplos grandes sean resueltos mas lenta-
mente que Ejemplos pequefios.

Un Algoritmo es un procedimiento mecanico que,
seguido paso a paso, permite resolver un Problema, en
el sentido de que aplicado a cualquier Ejemplo concreto
de dicho Problema, proporciona siempre la solucién.

Cuando t es una funcidén de los parametros n y a
de un Problema, un Algoritmo se dice que es de comple-
jidad 0(t(n,a)) si existe una constante ¢ tal que para
todo Ejemplo concreto del Problema, el Algoritmo requie-

re, como maximo, ct(n,a) pasos computacionales.



Un Paso puede considerarse como una unica opera-
cidén aritmética (adicidén, multiplicacidén, comparacidn,etc.)
Un buen Algoritmo es uno que estid acotado poli-

P aq) para

nomialmente , i.e., que es de complejidad 0(n
algﬁp P ¥y q. Por supuesto, es de desear que los expo-
nentes p y q sean tan pequefios como sea posibie.Esta
nocién fué establecida por Edmonds.

Con estos conceptos, podemos dar las siguientes
definiciones:

Clase P: La clase P puede considerarse como la formada
por todos aquellos Problemas que pueden ser re-
sueltos Optimamente por buenos algoritmos.

Clase NP:. La clase NP puede considerarse como la formada
por todos aquellos Problemas para los que una
solucidén a un Ejemplo cualquiera puede obtener-

se en un tiempo (complejidad) acotado polino-

minalmente.

Aunque, obviamente P c NP, la inclusidén en senti-
do contrario no ha podido ser demostrada. Cada dia crece
la conviccidén de que P # NP.

Un Problema X se dice que es reducible (polino-
mialmente) a un Problema Y si cada buen algoritmo que re-
suelve Y puede ser utilizado para producir un buen algo-

ritmo que resuelva X.

10
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Un Problema Y es NP -hard si todo Problema en KP
es reducible a Y; si, ademas, el Problema Y pertenece a
NP, diremos que Y es NP-completo. NPl es 1la clase de to-
dos los Problemas KP -completos.

En esta memoria empleamos el término "algoritmo
eficiente" o '"polinomial" como sinénimo de "buen algo-
ritmo", en el sentido antes definido.

Concluimos este apartado sefialando algunos re-
sultados ya conocidos:

E1l Problema del Cartero Chino Dirigido pertene-
ce a la Clase P, mientras que el Problema del Agente
Viajero pertenece a la Clase NP.

Las definiciones precisas de estos Problemas se
veran en la Seccidén siguiente, donde se sefialard tam-
bién que el Problema del Cartero Rural Dirigido es un
Problema NP-completo, por lo que, probablemente, no

exista ningin algoritmo polinomial que lo resuelva.



2 TEORIA DE GRAFOS

En la definicidén de los conceptos basicos de la
Teoria de Grafos, que presentamos a continuacidén, segui-
mos, fundamentalmente, los textos de Christofides (1975)
y Minieka (1975). Otros textos de referencia obligada
son los de Berge (1962), Harary (1969) y Bondy and

Murty (1976).

Algunas definiciones y resultados basicos

Un grafo G es una coleccibén de puntos o vértices

X, ,X

n yee X (que denotamos por el conjunto X) y una co-

2

leccidén de lineas 8 08,5008 (que denotamos por el con-

2
junto A) que unen todos, o algunos, de estos puntos. De-
notamos el grafo G por el par (X,A).

Si las lineas de A tienen una direccidén, reciben
el nombre de arcos y el grafo resultante, él de grafo
dirigido. Si no estan orientadas, reciben el nombre de
aristas y el grafo es no dirigido.

Cuando un arco es denotado por sus dos‘vértices
terminales, su direccidon se supone desde el primer vér-
tice (vértice inicial) al segundo (vértice final).

Una forma alternativa de describir un grafo diri-

gido G es especificar el conjunto de vértices X y una

correspondencia I que indica cémo se relacionan los vér-

12



tices entre si. Asi, T : X — X y si, por ejemplo,
r(xl) = {xz,xsf, estamos indicando que los vértices X,
y xg son los vértices finales de arcos cuyo vértice
inicial es X, - Denotamos el grafo por el par G = (X,r).
En el caso de un grafo no dirigido, la correspon-
dencia I se considera la correspondiente a un grafo di-
rigido-equivalente en el que toda arista ha sido susti-
tuida por dos arcos en direcciones opuestas.
Anidlogamente se define la correspondencia inversa
r-? (xi). Es obvio que, para un grafo no dirigido,
r-i (xi) = r(xi) ineX. Dos vértices X, ¥ xj se dice que
son adyacentes si el arco (xi,xj) o el arco (xj,xi), o
ambos, existen en el grafo.
El nimero de arcos que tienen al vértice x, como
su vértice inicial es el grado de salida del vértice X,
(que denotamos por'do(xi))’ y €l nimero de arcos cu-

yo vértice final es el X, es el grado de entrada del vér-

tice x. (denotado por dt(xi)).
- — -1
Entonces, do(xi) = |r(xi)| y dt(xi) = |r (xi)L

Si un vértice xicumple que do(xi) = dt(xi) diremos que

es simétrico.

n n
Es obvio que E; do(x }; d (x =nm ,
i=1 1=1

donde n es el nimero total de vértices y m el numero to-

tal de arcos de G.

13
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Para un grafo no dirigido G=(X,T), el grado de
un vértice x, se define, analogamente, como d(xi)s|r(xi)|.

Un camino en un grafo dirigido es cualquier suce-
sidén de arcos donde el vértice final de uno es el vérti-
ce inicial del siguiente.

Un camino simple es un camino que no usa el mismo
arco mas de una vez. Un camino elemental es un camino
que no usa el mismo vértice mas de una vez.

El concepto equivalente al de camino, en grafos
no dirigidos, es el de cadena, y de forma totalmente
analoga se definen cadena simple y elemental.

En ocasiones existen pesos o costes cij asocia-
dos a }os arcos (xi,xj) de un grafo. Dado un camino yu,
representado por la sucesidén de arcos (al,a ,...aq),

2

la longitud (o coste) del camino 1(u) se define como:

1(p) = }; cij

(x.,x.)eu
1 J

La cardinalidad del camino uy se define como el
nimero de arcos que integran el camino.

Para el problema de determinar los caminos méas
cortos (i.e., de coste minimo) entre un subconjunto de
vértices dado de un grafo dirigido G=(X,A) y con pesos,
existen diversos algoritmos eficientes. En esta memoria
ha sido utilizado (ver Transformacidén 1 de 1la éeccién

II) el conocido algoritmo de Dijkstra, de 0(n®); para



una descripcidén detallada del mismo, remitimos a
Christofides (1975) (pag. 152 y ss).

Un circuito es un camino al,az,...aq en el que el
vértice inicial de a, coincide con el vértice final de ad

Un ciclo es el equivalente_de un circuito, en
grafos no dirigidos.

Un circuito elemental que pasa a través de todos
los vértices de un grafo G recibe el nombre de circuito
Hamiltoniano.

Un circuito simple que atraviesa todos los arcos
de un grafo dirigido G recibe el nombre de circuito
Euleriano.

El teorema bidsico de existencia de un circuito
Euleriano en un grafo dirigido G es el siguiente:
Teorema 1

Un grafo G dirigido y conexo contiene un circui-
to Euleriano si y solamente si los grados de entrada
dt(xi) y de salida do(xi) de los vértices satisfacen

la condiciédn:

d (x.) =d (x.) Vx.eX
t 1 0 i i

La definicidén de conexo serid dada mas adelante.
Dado un grafo G = (X,T), un subgrafo GS es el
grafo (Xs,rs) con XSEE X y, para cada xiexs,

rs(xi) = r(xi)ﬂ XS. Denotaremos a menudo el sub-

grafo GS por <X >. También se dice que GS es el subgrafo



inducido por el conjunto de vértices XS.

Dado un grafo dirigido G = (X,A) y Ap c A, el
grafo Gp cuyo conjunto de arcos es Ap Yy cuyo conjunto
de vértices son los terminales de los arcos de Ap, re-
cibe el nombre de subgrafo inducido por el conjunto de
arcos A .

p

Si G = (X,A) es un grafo dirigido, un grafo par-
cial (llamado también, por algunos autores, subgrafo
generador) Gp de G es el grafo (X,Ap), con Ap c A.

Un grafo se denomina planar si puede ser dibuja-
do en un plano de forma que no existan dos arcos que
se intersecten.

Diremos que un grafo dirigido es simétrico si to-
dos sus vértices lo son. Un grafo es simple cuando no
existen dos o mas arcos, en la misma direccidén, entre
un mismo par de vértices. Salvo que no se afirme expli-
citamente lo contrario, los grafos considerados en esta
memoria son simples. Diremos que un grafo es completo
si todo vértice es adyacente con todos los demas vérti-
ces.

Un grafo se dice que es fuertemente conexo o fuer-
te si para cualesquiera dos vértices distintos X,V xj
existe al menos un camino de x, a xj. Esta definicidn
implica que cualesquiera dos vértices de un grafo fuer-

te son mGtuamente alcanzables.

16
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Un grafo se dice que es debilmente.conexo o debil
si existe al menos una cadena entre cada par de vértices
distintos. Si para un par de vértices tal cadena no exis-
te, se dice que el grafo es disconexo. Usaremos indistin-
tamgnte los términos fuertemente conexo y conexo.

Dada cualquier propiedad P para caracterizar un
grafo, un subgrafo maximal (is) en un grafo G,con respec-
to a dicha propiedad,es un subgrafo que tiene la propiedad
y tal que no existe otro subgrafo (Xs), con X§Dis, que tam-

bién la tenga.

Arboles y arborescencias

Definicién 1:

Un arbol no dirigido es un grafo conexo con n
vértices y n-1 aristas.

Proposicién 2:

Los siguientes condiciones son equivalentes:
a) G es un arbol
b) G es un grafo conexo y sin ciclos
c) G es un grafo en el que cada par de vértices esta co-
nectado por una, y solamente una, cadena elemental.
Un arbol dirigido, llamado también arborescencia

se define también de forma similar.



Definicién 2:

Una arborescencia es un grafo dirigido y sin cir-
cuitos en el que el grado de entrada de todo vértice,
excepto uno que llamaremos raiz, es 1. El grado de en-
trada de la raiz es cero.

Proposicidn 3:

Si G = (X,A) es una arborescencia, entonces:
a) SiIXFn, el ntmero de arcos en A es,exactamente, n-1.
b) Existe un camino elemental dirigido desde la raiz a

cada vértice de G. |

Dado un grafo dirigido G=(X,A), una Arborescencia
Generadora de G es un subgrafo generador que forma una
arborescencia. E1 Problema de la Arborescencia Generado-
ra de Minimo Peso (abreviadamente, SSA), que es utiliza-
do en la obtencidén de soluciones posibles y cotas infe-
riores del DRPP, objeto de esta memoria, consiste en:

Dado un grafo dirigido ¢ = (X,A) y fuertemente
conexo, con costes cij > 0 asociados a los arcos del
conjunto A, se trata de encontrar una arborescencia ge-

neradora de G, que representamos por SA, tal que

E: c.. sea minimo.

(x.,x.)eSA =
1
Existe un algoritmo eficiente, debido a Edmonds,

que permite resolver este problema. Un caso particular

17
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utilizado en esta memoria, y resoluble también mediante
dicho algoritmo, es el problema de determinar una SSA
con raiz en un vértice determinado x,. Los detalles de
este algoritmo pueden encontrarse también en Minieka
(1975).
Teorema 4:

Dado un grafo dirigido y fuertemente conexo
G = (X,A), con costes asociados cij > 0, el problema
de obtener la SSA con raiz en el vértice xaex es equiva-

lente al problema de Programacién Lineal Entera

Min 2; C.. VY..

i i
(X.,x.)EA J J
19
Sometido a las restricciones

}; Y. > 1 vK, = | (xi,xj)/ xiev,xjeﬁ,xaev,vcﬁ(x)]

y..e {0,1} Vi, j i#j

Donde J(X) es el conjunto de las partes de X y V
cualquier subconjunto propio V = 3(X) - V.
Si y.. =1, el arco (x.,x.)eA esta en la SSA con
13 1

raiz en X, -

El Problema de Flujo de Coste Minimo

Dado un grafo dirigido y conexo G=(X,A), donde ca-
da arco (xi,xj) tiene dos nuimeros asociados, una capaci- -

dad qij y un coste por unidad de flujo que atraviese
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dicho arco, que denotamos por cij’ consideramos nS vérti-
ces fuentes y n, vértices sumideros. E1l problema de en-
contrar un flujo total, de valor v, con el minimo coste,
desde todas las fuentes a todos los sumideros, suponien-
do que el flujo puede ser enviado desde cualquier fuente
a cualquier sumidero, puede transformarse en el problema
de encontrar el flujo de coste minimo, y valor v, desde
una tGnica fuente s a un dnico sumidero t (tal transfor-
macién se detalla en III.1.3)

La aproximacién primal-dual para determinar flu-
jos de coste minimo, con una sola fuente s y un solo
sumidero t, condujo al algoritmo general de programacidn
lineal primal-dual de Dantzig, Ford and Fulkerson (1956).
Una unificacidén significativa del problema de flujo ma-
ximo, del problema de flujo de coste minimo y de otras
partes de la teoria de flujos en redes se consiguid en
el estudio de las circulaciones de coste minimo y el mé-
todo, denominado de out-of-kilter, para determinarlas
([20] y Ford and Fulkerson (1962)).

Una descripcidén detallada del algoritmo de out-
of-kilter para resolver el problema de flujo de coste
minimo puede encontrarse en Ford and Fulkerson (1962) y
Minieka (1975).

Aunque existen otros algoritmos (ver por ejemplo



[17] y [5], el algoritmo de Ford and Fulkerson ofrece el
mejor procedimiento conocido y acepta costes negativos
para los arcos del grafo G.

Teorema 5:

El Problema de Flujo de Coste Minimo, con una so-

la fuente s y un solo sumidero t, es equivalente al

Problema de Programacidén Lineal
Min 2; c; . f(xi,x.)
(X.,x.)eA J J
1 J

Sometido a las restricciones:

28 [f(s,x.,) - f(x.,s)] = v
1 1

i
EE [f(x,,x.) - f(x.,x,)]=0 vwvx.# s, x.# t
j#i 17 j i i i
Z [f(t,x.) - fx,,t)] = =v

: i i

1

0 £ fi(x,,x.) £q.. V(x.,x.)

i 3 1) i J

Otra formulacidén equivalente puede encontrarse

en [10, pag. 119].

20



3 RELAJACION LAGRANGIANA

La Relajacidén Lagrangiana es el nombre, debido a
Geoffrion (1974), que ha recibido una de las ideas com-
putacionalmente mas Gtiles de la década de los '70. Aun-
que estos métodos habian sido aplicados con anterioridad
a algunos problemas de optimizacién discreta, el '"naci-
miento" de la aproximacidn Lagrangiana, tal y como-la co-
nocemos hoy, se produce en 1970 cuando Held and Karp
[14, 15] usaron un problema Lagrangiano, basado en arbo-
les generadores de minimo pgso, para disefiar, con gran
éxito, un algoritmo para el Problema del Agente Viajero
(15P). — e R

Desde entonces, la lista de aplicaciones de la
Relajacidén Lagrangiana ha crecido mucho, incluyendo a
muchos de los mas famosos problemas de optimizacidén com-
binatorial. Para muchos de estos problemas, la Relaja-
cién Lagrangiana proporciona el mejor algoritmo existen-
te y ha permitido soiucionar problemas de tamafio '"real'.

Lo que sigue es un resumen de los principales
aspectos tebéricos y computacionales, considerando, fun-
damentalmente, el trabajo de Geoffrion [12]. Otros re-

simenes de la teoria y aplicaciones de la Relajacidn

Lagrangiana se pueden encontrar en [11] y [25].
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Algunos resultados bésicos

El Problema General de Programacién Lineal Entera

puede escribirse como:

Min cX
x>0

sometido a: (P)
Ax > b Bx > d

x. entero, jel

donde b, ¢ y d son vectores y A y B matrices de dimen-

siones adecuadas; el conjunto de indices I denota las
variables que deben ser enteras.

Definimos la Relajacidn Lagrangiana de (P) con
respecto a las restricciones Ax > b y a un vector no
negativo A, de dimensiones adecuadas, como:

Min cx + A(b-Ax)
x>0

sometido a: . (PR )
A
Bx > d

xjentero, jel

Notacién 3:

Si (*) es un problema de optimizacién, entonces
v(*) es su valor 6ptimo, F(*) es el conjunto de sus so-
luciones posibles, ¥y (*) se refiere al mismo problema
sin requerir la condicién de que las variables sean en-

teras; el vector A denota un vector de multiplicadores
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6ptimo, asociado a las restricciones AxXx > b, del proble-
ma de programacién lineal ordinario (P).

Supondremos que todas las restricciones Ax > b son
desigualdades. Si algunas de ellas fueran igualdades, las
componentes correspondientes de A no estarian restringi-
das en signo. Supondremos, finalmente, que las restric-
ciones Bx > d incluyen cotas superiores para todas las
variables.

El término relajacidén se utiliza en el siguiente
sentido: Un problema de minimizacidén (Q) se dice que es
una relajacién de un problema de minimizacién (P) si
F(Q) © F(P) y la funcibén objetivo de (Q) es menor o
igual que la de (P) en F(P).

Claramente, (PRA) es una relajacién en este sen-
tido para todo A > 0, puesto que el término Lagrangiano
A(b-Ax) en la funcién objetivo de (PRA) debe ser no po-
sitivo cuando la restriccidén Ax > b se satisface.

La utilidad potencial de cualquier relajacidn de
(P), y de la Relajacién Lagrangiana en particﬁlar, viene
determinada por la proximidad de su valor 6ptimo al va-
lor éptimo d; (P). La eleccidén ideal del vector A seria
tomar una solucidén dptima del problema.

Max V(PRA)

A0 (D)



El siguiente teorema describe algunas de las re-
raciones basicas entre (P), (PRA)’ (D) y (P).
Teorema 6:

(a) F(P) 2 F(P) F(PR,) =2 F(P)

v(P) < v(P) V(PR ) < V(P) Vi >0

(b) si (P) es posible, entonces v(P) < v(PRK)sv(P)

(c) Si para un A dado y un vector x se satisfacen

las tres condiciones siguientes

(i) x es O6ptimo en (PRA)

(ii) Ax > b

(iii) a(b-Ax) = 0
entonces x es una solucidén 6ptima de (P). Si x satisfa-
ce (i), (ii) pero no (iii), entonces x es una solucidn
e-6ptima de (P) con e = Ax(Ax-b).

Comentario 4:

El apartado (a) sefiala las relaciones mas obvias
entre (P) y sus relajaciones (P) y (PRA).

El apartado (b) demuestra que K, obtenido al re-
solver la relajacién lineal (5)} proporciona una relaja-
cién Lagrangiana que es al menos tan buena como la li-
neal.

El apartado (c) indica las condiciones, ya cono-
cidas, bajo las que una solucidén de una relajacibén La-

grangiana es también 6ptima, o casi 6ptima, en (P). Se
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reconoce asi el hecho de que la Relajacidén Lagrangiana
es de interés no sdlo por las cotas inferiores que pro-
porciona para v(P), sino también por la posibilidad de
que produzca soluciones 6ptimas, o casi dptimas, de (P).
(PRA) proporciona una solucién e¢-46ptima de (P) solamen-
te si v(PRX) > v(P) - ¢, luego la calidad de las solu-
ciones posibles obtenidas a partir de la Relajaciédn
Lagrangiana, como aplicacidén del apartado (c), esta li-
mitada por la diferencia (si existe) entre v(P) y v(D).

La Relajacidén Lagrangiana puede ser utilizada,
entonces, en sustitucidén de la lineal en procedimientos
de enumeracidén implicita. En otros casos puede actuar
como '"colaboradora" de la relajacidn lineal usual; en
este sentido, algunas de sus aplicaciones se detallan
en las Secciones 5y 6 del articulo de Geoffrion [12].

Si el valor éptimo de (PRA) no varia al ser eli-
minada la condicién de que las variables sean enteras,
i.e., si v(PRx) = v(gﬁk) Yo > 0, diremos que (PRA)_tie—
ne la propiedad de la integralidad. En esta situacién
se cumple el siguiente teorema: |
Teorema.7:

Si (P) es posible y (PRA) tiene la Propiedad de

la Integralidad, se cumple que v(P) = v(PRi) = v(D).




En estas circunstancias, la Relajacidén Lagrangiana
no puede superar a la relajacidén lineal usual (P) y la
mejor eleccidén de A es entonces A, obtenido a partir de
(P). La dnica ventaja que puede seguir ofreciendo en
este caso la Relajacidén Lagrangiana es, quizid, su mayor
sencillez y rapidez de cadlculo. Puede ocurir también que
la relajacidén lineal (P) contenga tal nimero de restric-
ciones que la hagan computacionalmente intratable con

los algoritmos usuales.

El método del suégradiente

El método mas cominmente utilizado para determi-
nar v(D) es el empleado por Held and Karp en [15] y que
denominaroﬁ "subgradiente'"; es una aplicacidén del méto-
do de Agmon-Motzkip-Schoenberg para la resolucidn de
sistemas de desigualdades lineales. En un trabajo pos-
terior, Held, Wolfé y Crowder [16] estudian con detalle
el método y presentan resultados de su aplicacidén en
distintos problemas de optimizacidén discreta. Resulta-
dos tebricos y estudios de converéencia se encuentran
también en [23] y [24].

Basicamente, el método consiste en, dado un
vector inicial A° > 0, que puede ser el vector nulo,

. ., v .
determinar una sucesién {2 | de acuerdo con la si-

26



27

giente regla:

1
Av+ = max { R ev(b - Axv), 0 }

. . v
donde el midximo se aplica a cada componente, 6 es un
. k3 \, + » » .
escalar positivo y x es una solucidn oOptima de (PRAV)'
El resultado basico fundamental viene expresado
en el siguiente teorema.

Teorema 8:
_— v
. v i
(v(PR”) V(D))Sl 9 —0 y Z 87 —w
1=0

El valor de o' utilizado generalmente es:

*
t (z~ - V(Pva))

lax” - bl 2

donde tv es un escalar tal que 0 < tv L2 vy z* es una

cota superior de v(D), obtenida frecuentemente aplican-
do un procedimiento heuristico a (P). La justificacidn
de este resultado aparece en [16].

La sucesién V(PRA ) no es necesariamente mondéto-

v

na y , generalmente, el método termina, sin
alcanzar v(D), después de un numero arbitrario de ite-
raciones. A menudo, la sucesidn [tv] se determina toman-
do t, = 2 y dividiendo dicho valor por dos cada vez que

[

no ha aumentado en un nimero prefijado de ite-

v(PR, )

raciones.



SECCION 1

EL DRPP : ANTECEDENTES

Y ESTADO ACTUAL



En esta Seccidén nos hemos limitado, wvoluntaria-
mente, a presentar los antecedentes histéricos y algu-
nos de los problemas mas intimamente relacionados con
el Problema del Cartero Rural Dirigido (DRPP). Una in-=
troduccidén mas general a los problemas de atravesar ar-
cos se presenta en la Seccidén I de la memoria de
A. Corberéan, titulada Circuitos Eulerianos optimos en
grafos no dirigidos: E1 RPP,que puede ser considerada
como seccién introductoria tanto al RPP como al DRPP,

Yy a la que nos remitimos.

El. antecedente histérico mas préximo es el co-
nocido Problema del Cartero Chino en un grafo dirigido
(DCPP). E1 DRPP incluye, como caso particular, al Pro-
blema del Agente Viajero (TSP) asimétrico, y es también
un problema NP-completo. A su vez, el DRPP es un caso
particular del General Routing Problem (GRP), cuya for-
mulacibén, propuesta por Orloff, se demuestra incorrecta.

El problema mds directamente relacionado con el
DRPP es el RPP, con el que se sefialan las diferencias.
Un problema secundario y mucho mads sencillo es la deter-
minacién de un circuito Euleriano en un grafo conexo,

dirigido y simétrico, para lo que existen distintos pro-
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cedimientos; el utilizado es debido a Edomons y Johnson.

Recientemente, el DRPP ha sido considerado como
un caso particular de un problema de routing por arcos,
con capacidades, denominado CARP. Los problemas de rou-
ting de vehiculos, en general, han sido objeto de mucha
atencidén y una muestra reciente fué una reunidén inter-
nacional celebrada en Junio de 1979, fruto de la cual es
el Volumen 11 de la revista Networks (1981).

La presente memoria se inscribe en el marco de
los esfuerzos que se estin realizando en el estudio de
esta importante clase de problemas de optimizacidén com-

binatorial.



1.1 ANTECEDENTES HISTORICOS: EL CPP

Uno de los mas famosos y antiguos problemas de 1la
Teoria de Grafos fué propuesto por Euler en 1736 y es
conocido como el Problema de los Puentes de Konigsberg.
Se trata de determinar si un grafo G (que supondremos
no dirigiao) contiene o no un circuito que atraviesa ca-
da arista de G exactamente una vez; en honor a Euler,
tales circuitos reciben el nombre de Eulerianos, como
ya definimos en la introduccién.

Un problema de optimizacidén combinatorial rela-
cionado es el conocido como el Problema del Cartero
Chino, propuesto por K. Mei-ko (1962) [19] y J. Edmonds
(1965) [9].

Dado un grafo conexo G = (X,A), dirigido o no, Yy
con costes no negativos cij asociados a los arcos (aris-
tas) de A, se trata de determinar un circuito que atra-
viese cada arco (arista) de G al menos una vez y cuyo
coste total sea minimo. ObViamente, si G contiene un
circuito Euleriano, dicho circuito es 6ptimo puesto que
cada arco (arista) es atravesado exactamente una vez.
Este problema esta resuelto eficientemente, salvo en el
caso en que el conjunto A esté formado por arcos y aris-

tas, en cuyo caso G recibe el nombre de grafo mixto.
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Sefialamos a continuacidén, brevemente, los distin-

tos casos y procedimientos de resolucidn.

I.1.1 E1 Problema del Cartero Chino en un grafo

no dirigido

Cuando todos los costes de las aristas son la uni-

dad, este problema fué considerado por Bellman and Cook
[2] usando programacién dindmica. E1 problema mis gene-
ral, con costes arbitrarios, fué formulado y resuelto
como un problema de matching por Edmonds [9], Edmonds
and Johnson [10], Busacker and Saaty (1965) y Christofi-
des [6].

Presentamos la formulacidén, debida a Edmonds y
Johnson, de este problema como uno de Programacidén Line-

al Entera.

Min Z c1 xl
sometido a:

E; ail(l + xl) = 0 (mod 2) Vi

leA
x1 > 0 , entera VleA
donde 1 = (i,j) representa una arista de A y x. repre-

1

senta el nimero de veces que se repite, en un circuito
é6ptimo, la arista 1. [ail] es la matriz de incidencia

vértices-aristas, i.e.,
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1 si la arista 1 es incidente con el vértice 1

a. =( -
il .
0 en caso contrario

I.1.2 E1 Problema del Cartero Chino en un grafo diri-

gido (DCPP)

Este problema constituye el antecedente histédrico
mads préximo del presentado en esta memoria. Como sefialan
Edmonds y Johnson, el DCPP es mas sencillo que el caso
no dirigido y puede ser resuelto por medio de un proble-
ma de flujo de coste minimo.

La tinica condicidén para la existencia de un cir-
cuito Euleriano es (ver introduccidén a esta memoria) que
cada vértice i sea simétrico, i.e.: do(i) = dt(i) VieX.
Para conseguirlo, deben repetirse arcos, una o mas veces,
de forma que la suma de los costes de los arcos repeti-
dos sea minima. La'formulacién, pﬁes, del problema como
uno de Programacidén Lineal Entera es:

Min

ci,xi,
(i,j)ea 9 4

sometido a:

EZ (1+ x,.)b, . = ES (1+ x..)b .. vieX (1)
- 1] 1] : Ji J1

J J
X..20 , entera V(i,jleA (2)

i3

donde xij representa el nimero de veces que se repite
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el arco (i,j), en un circuito o6ptimo y
1 si existe el arco (i,j)leA
ij .
0 en caso contrario

La restriccidén (1) puede escribirse como:
z x..b.. - 2 x..b., =d (i) - d (i)=D(i) VieXx (1)
3 1j 1J 3 ji ji t o

El problema con funcidén objetivo Min :E: SFIFL

(i,j)eA J J
y restricciones (17,(2) es un problema de flujo de cos-
te minimo, donde cada vértice i con D(i)>0 es una fuente

con oferta D(i), y cada vértice j con D(j)<0 es un sumi-

dero con demanda -D(j). Obviamente se cumple que:

}E D(i) = Ea D(i) , es decir,la oferta total
i,D(i)>0 i,D(i)<0 ‘

coincide con la demanda total.

El problema de flujo tiene solucidn siempre que
no exista un subconjunto propio de vértices S (ScX) tal
que todo arco con vértices terminales i en S y j en X-S
esta dirigido desde i a j. La condicidén anterior se cum-

ple siempre que el grafo G sea fuertemente conexo.

I.1.3 El1 Problema del Cartero Chino en un grafo mixto
Este.problema estd resuelto eficientemente sélo

en el caso de que el grafo G sea '"par'" (en el sentido de

que, prescindiendo de las direcciones de los arcos, cada

vértice ieX sea incidente con un nimero par de aristas
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y/o arcos). Si el grafo no es simétrico (considerando
s6lo los arcos), la resolucién de un problema de flujo
de coste minimo en un grafo transformado proporciona 1la
solucidén éptima (ver, por ejemplo, Minieka, (1975)).
Papadimitriou [22] demostrdé que el caso general,
cuando existen vértices "impares'", es un problema NP-
completo. Solamente son conocidos algunos algoritmos
heuristicos, como el propuesto por Edmonds y Johnson
[10] que consiste en conseguir un grafo "par' mediante
la resolucién de un matching y, a continuacidén, aplicar
el procedimiento para el caso 'par'". E1 CPP en un grafo

mixto puede considerarse como todavia no resuelto.
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1.2 EL DRPP: DEFINICION Y APLICACIONES

El Problema del Cartero Rural Dirigido es un caso
mis general del Problema del Carterc Chino en un grafo
dirigido, definido en el apartado anterior. Se obtiene
cuando un subconjunto propio ARC A del conjunto de ar-
cos del grafo G debe ser recorrido, con coste total mi-
nimo. Dado el grafo G = (X,A) dirigido y conexo, con cos-
tes cij > 0 asociados a los arcos de A, el DRPP consiste,
pues, en determinar el circuito Euleriano de coste mini-
mo que atraviesa cada arco de AR al menos una vez. La
formulacidén de este problema como uno de Programacidn
Lineal Entera y su resolucidén exacta.es el objeto de 1las
siguientes secciones de esta memoria. Presentamos a con-
tinuacidén dos de los problemas mas intimamente relacio-

nados con el DRPP. .

I.2.1 El1 Problema del Agente Viajero asimétrico (TSP-a)

Dado un grafo conexo y dirigido G = (X,A) (que
podemos suponer completo), con costes cij > 0 asociados
a los arcos de A, el TSP-a puedé definirse como el pro-
blema de encontrar el circuito de coste total minimo
que pasa por cada vértice al menos una vez. Es un resul-
tado conocido que este problema puede considerarse como

un caso especial del TSP general (pasar por cada vértice



exactamente una vez) en el que los costes asociados sa-
tisfacen la desigualdad triangular.

Vamos a comprobar que el TSP-a puede ser transfor-
mado en un DRPP. En efecto:

Cada vértice ieX se descompone en dos vértices i’

Y .. T T T
e i~; definimos un nuevo grafo transformado G = (X ,A ),
donde

T X4 [ XL - -
X = |i" e i” , correspondientes a ieX}|
T co -ve cos oo . e ss -
AT = [ (i%5i7),(i%1) / iex | v (i) / (i,§)eA]
T .
C.... = C,. (i,j)eA
i%j ij
T .
C.... = cT =0 1eX
i i”i
T T . b * & s PSP .
A o AR = { (1517, (i51)  / ieXx |
T T - . .
Los arcos de A —‘AR en la solucidén o6ptima del

DRPP sobre ' proporcionan una solucidn 6ptima del
TSP-a en G, con el mismo coste.

Luego el TSP-a es un caso particular del DRPP en
el que tenemos tantas componentes disconexas (inducidas
por los arcos de A;) como vértices de.G.

Una transformacidén similar es propuesta por
Lenstra y Rinnooy Kan en [18], donde demuestran que
cualquier circuito Hamiltoniano puede ser reducido a un
circuito para el Cartero Rural Dirigido en un numero
polinomial de pasos.

Queda establecido, pues, el siguiente resultado:
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Teorema I.1

E1l DRPP es un problema NP-completo.

Si se requiere que un cierto vértice i sea el ori-
gen del circuito del cartero ( y si este vértice no es
incidente con un arco requerido), una transformacidén, si-
milar a la efectuada para comprobar que el TSP-a es un
caso particular del DRPP, puede realizarse sobre dicho

vértice 1i.

I.2.2 El Problema del Cartero Rural no dirigido (RPP)

Cuando el grafo G es no dirigido, el problema
equivalente al DRPP es el del Cartero Rural (RPP). Su re-
solucidén exacta se presenta en [8]. Siendo ambos ﬁroble—
mas muy similares en cuanto a su objetivo, e intimamente
relacionados, no son transformables el uno en el otro.
La razén, obvia, es que mientras que una arista reque-
rida puede ser atravesada en cualquier direccidén en un
circuito 6ptimo, cada arco requerido debe ser recorrido
desde su vértice inicial al final; 1la sustitucién de una
arista requerida por dos arcos (también requeridos), uno
en cada. direccidén, o su transformacibén en un arco reque-
rido ( asignidndole una direccién aleatoria), varia sus-
tancialmente las condiciones del problema y puede produ-

cir, en cualquier caso,soluciones muy alejadas del valor
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6ptimo.

Siendo el DRPP y el RPP casos generales del Pro-
blema del Agente Viajero (asimétrico y simétrico, respec-
tivamente), las técnicas de solucidén para el caso dirigi-
do no pueden ser aplicadas, como ya hemos sefialado, a la
resolucidn del caso no dirigido, a diferencia de lo que
ocurre entre el TSP-a y el TSP simétrico. Es ésta, quiza,
la razén mis importante para considerar los dos proble-

mas separadamente.

I.2.3 Aplicaciones

Muchos problemas reales pueden ser representados
sobre un grafo G (dirigido, no dirigido o mixto) en el
que ciertos (o la totalidadi arcos y/o afistés requie-
ren un determinado servicio. Si se trata de todos los ar-
cos (aristas) del grafo, el CPP puede ser aplicado a pro-
blemas como 1la recdgida de basuras, reparto de corres-
pondencia y, en general, a problemas de inspeccidén de
sistemas de distribucién (tendidos eléctricos, lineas
férreas, telefbénicas, etc.), en los que todas; o algu-
nas de sus componentes deben ser inspeccionadas.

Algunos de estos problemas corresponden mucho me-
jor a un grafo dirigido (por ejemplo, la recogida de ba-
suras) y el DCPP, y su extensibén, el DRPP pueden ser uti-

lizados en la resolucidén de problemas mis generales (va-
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rios '"vehiculos"; restricciones de tiempo, capacidad,...):
algunos de estos problemas relacionados se presentan en
el siguiente apartado.

Debemos sefilalar, finalmente, que el DRPP puede a-
plicarse a situaciones bastante generales, sin ninguna
de las restricciones que algunos de los algoritmos de re-
solucidén de problemas relacionados requieren (grafos pla-
nares, matriz de costes que satisfaga la desigualdad

triangular, etc.).

I.2.4 Determinacidén de un Circuito Euleriano

La resolucidén del DRPP en un grafo G, dirigido y
conexo, se consigue, como veremos, repitiendo arcos, una
o mis veces, para obtener un cierto grafo simétrico, en
el que se sabe existe un circuito Euleriano que propor-
ciona la solucidén 6ptima. Un problema secundario y mucho
mis sencillo es la determinaciédn de dicho circuito. Pre-
sentamos a continuacidén, brevemente, un procedimiento pa-
ra determinar un circuito Euleriano en un grafo dirigido,
conexo y simétrico.

El procedimiento comienza por determinar un sub-
grafo generador de G de forma que, respecto del conjunto
de arcos del subgrafo, todo vértice tenga grado de salida
igual a uno, excepto un vértice que denominamos raiz, y

en el que no existan circuitos. Notemos que, puesto que



el grafo es fuertemente conexo, el subgrafo generador
puede tener como raiz cualquier vértice r de G. A con-
tinuacidén, para cualquier vértice ieX, excepto la raiz
r, especificar un orden para los arcos que salen del
vértice i, de forma que el arco del subgrafo que sale
del vértice i sea el Gltimo de dicha ordenacién. Para
la raiz r, especificar cualquier orden para los arcos
que salen de r.

El circuito de Euler se obtiene comenzando en la
raiz r y procediendo de acuerdo con la siguiente regla:

Regla: Cada vez que un vértice i es alcanzado,
salir de é1 por el siguiente arco no utilizado.

El proceso continda hasta que se vuelve al vérti-
ce ry ya no existen arcos que salgan de él1 que todavia
no hayan sido utilizados.

Este procedimiento fué utilizado por van Aardenne-
Ehrenfest y de Bruin para enumerar todos los circuitos
Eulerianos en un cierto grafo dirigido. La demostracién
de que el procedimiento descrito produce un circuito Eu-

leriano se presenta en [10].
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[.3 PROBLEMAS RELACIONADOS

El Problema del Cartero Rural, dirigido o no, se
plantea por primera vez en el trabajo de Orloff [21],
quien lo incluye como un caso especial, junto con el
TSP y el CPP, de un problema de optimizacidén combina-
torial que denomina General Routing Problem (GRP).

Dado un grafo G, dirigido o no, el GRP consiste
en encontrar el circuito de coste minimo que atraviesa
cada arco de un subconjunto de arcos requeridos de G y
que visita cada uno de los vértices de un subconjunto
requerido de vértices de G.

Antes de presentar la formulacidén, indicamos la
notacién utilizada.

Notacidén I.1:

Dado un grafo dirigido G = (X,A),

AR € A representa el conjunto de arcos requeridos y

XR el conjunto de vértices incidentes con los arcos

de AR.

Q € X representa el conjunto de vértices requeridos.

Suponemos Q n X, = )
Sea E* el conjunto de vértices asimétricos de XR y
T =E UL Q

*

E, = ‘JEE* : dt(J) - do(J) <0} vy E2 =E_-E,



F(TG) es el grafo completo cuyo conjunto de vértices

es T y matriz de costes C°, donde cij es el coste

del camino mas corto dirigido de i a j,u,., calculado
1J

sobre el grafo original G (cii = ™),

La formulacidén presentada por Orloff para el GRP

dirigido es:

ITI ITI
Min ci. X..
i=1 j=1 J td
ITI
sometido a: ' xij = dt(j) - do(j) VjeEl
1=1 )
ITI
x.. =1 vjeQ
i=1 1J
1T
' xij = dt(l) - do(l) Vl€E2
J=1
ITI
. xij = 1 VieQ
J=1
1 si se utiliza el camino e
X,, = J
1]

0 en caso contrario
Esta formulacidn es incorrecta como lo demuestra
el siguiente contraejemplo.

Contraejemplo:

La Figura 1(a) representa el grafo original G.

Los arcos requeridos se presentan con trazo continuo y
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con discontinuo 1los no requeridos. El numero sobre cada
arco representa su coste. Seguin la notacién utilizada
0 = |1] , T =14,5) U |1|] , Ei = 14] vyE2 = |5]|].La

solucién al problema de transporte consiste en enviar
una unidad del vértice 5 al 4 utilizando 1los arcos (5,1)
y (1,4) del grafo completo F(T ). La Figura 1l(b) repre-

senta la solucién obtenida sobre el grafo original G;

los arcos punteados corresponden a repeticiones. Final-
mente, la Figura 1l(c) representa una solucién posible
para el GRP, sobre el grafo original, de menor coste.
K
3 5
(a) (b)
1<
\

Figura 1: Contraejemplo para la formulacién

de Orloff.



Los problemas de routing no capacitados (se supo-
ne que existe un "vehiculo" con capacidad ilimitada),
como el GRP antes definido, pueden ser clasificados como
problemas de routing por vértices, problemas de routing
por arcos, o problemas de routing generales (ver la ta-
xonomia propuesta por Bodin [4]).

Los problemas capacitados reflejan, de for-
ma mas directa, las situaciones reales. Un problema de
routing por vértices, capacitado, conocido como el
Vehicle Routing Problem (VRP) puede ser definido en 1los
siguientes términos:

.Dado un grafo G (supuesto no dirigidg), con de-
m;ndas di para cada vértice i, que deben ser satisfechas
por vehiculos de capacidad W , encontrar ciclos que sa-
tisfagan la demanda, con coste total minimo y con origen
en un "domicilio" central.

El VRP ha sido objeto de mucha atencidén, desde
las procedimientos heuristicos de Bel trami y Bodin (3],
aplicados al problema de la recogida de basuras en la
ciudad de Nueva York, hasta los procedimientos exactos
de Christofides et al [7].

Por otra parte, los problemas capacitados de rou-
ting por arcos han sido, comparativamente, poco estudia-

dos. Stern y Dror (1979) [26] presentan un procedimiento
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heuristico, para el caso no dirigido, de resolucién de
un problema capacitado de routing por arcos (la lectura
de contadores eléctricos en ciertos barrios de una ciu-
dad), en.el que tendria aplicacidén el RPP (y el DRPP
para la versidén dirigida).

El problema general, denominado por Golden y
Wong [13] Capacitated Arc Routing Problem (CARP), es el
definido como:

Dado un grafo G, supuesto no dirigido, con de-
mandas qij > 0 asociadas a cada arista (i,j) y que de-
ben ser satisfechas por uno de los vehiculos disponi-
bles, todos ellos de capacidad W, encontrar un cierto ni-
mero de ciclos, que pasen por un "domicilio" central,

Yy que satisfagan las demandas con coste total minimo.

Como casos particulares del CARP aparecen el CPP,
el RPP, el TSP, e1‘VRP y el GRP, entre otros. En [13]
se presenta un procedimiento de solucidn aproximado pa-
ra esta clase de problemas.

La mayoria de estos problemas son de la clase NP.
Une muestra del interés que despiertan fué el Workshop
to Investigate Future Directions in Routing and Schedu-
ling of Vehicles and Crews , celebrado en la Universi-

dad de Maryland en Junio de 1979. Los trabajos de la
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citada reunidén aparecen en un reciente numero especial
de la revista Networks, que incluye muchos de los ar-

ticulos citados aqui.

La presente memoria ofrece un estudio detallado
y un algoritmo exacto para la resolucidén de un proble-
ma particular de esta importante clase de problemas de

optimizacién combinatorial.
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SECCION I

FORMULACION DEL DRPP



Dado un grafo dirigido y fuertemente conexo,
G = (N,A), donde N es un conjunto de n vértices y A es
un conjunto de m arcos, con costes asociados ¢,; mo ne-
J

gativos, y dado un subconjunto propio A_ <« A, el Proble-

R
ma del Cartero Rural Dirigido (DRPP) consiste en encon-
trar el circuito de coste minimo que atraviese cada ar-
co requgrido, es decir, en AR, al menos una vez.
Debemos sefialar, en primer término, qﬁe la
restriccion de fuerte conexidén sobre el grafo original
G puede relajarse, ya que solamente es necesaria 1la
existencia de caminos dirigidos, en uno y otro sentido,
entre todos los vértices que sean incidentes con algin
arco requerido. Denotamos este conjunto de vértices por
'NR‘E N. La Unica condicidn, pues, exigida sobre el gra-
fo original G es:
Jcamino dirigido del vértice i al vértice j
Yy 3Jdcamino dirigido del vértice j al vértice i
para todo par de vértices i,jeNR y 1 # ]
Presentamos en esta Seccidén una formulacién del
DRPP como un problema de Programacidn Lineal Entera.

Ciertas transformaciones del grafo original, que son ne-

cesarias para simplificar la estructura y formulacidn
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del problema, son presentadas en primer lugar. Se de-

muestran las relaciones entre los conjuntos de solucio-
nes posibles y Optimas de las diferentes transformacio-
nes, asi como la existencia de mejores cotas inferiores
para las variables que definen el problema como un pro-

blema de Programacién Lineal Entera.
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II.1] TRANSFORMACIONES DEL GRAFO ORIGINAL

Cualquier solucidén posible del Problema del Car-
tero Rural Dirigido (DRPP) es un circuito que contiene
cada arco requerido al menos una vez.

Denotamos por GR =»(NR,AR) el grafo inducido por
el subconjunto de arcos AR, es decir, GR es el subgrafo
de G que tiene como conjunto de arcos AR y como conjun-
to de vértices todos aquellos vértices de G que son in-
cidentes con algin arco de AR.

Como ya sefialamos en la introduccién, GR es un
grafo disconexo, formado por un cierto nimero de compo-
nentes no necesariamente fuertemente conexas. Cualquier
solucidn posible del DRPP debe ser un circuito que con-
tenga al menos una vez los arcos de GR y, finalmente,
que satisfaga las condiciones de simetria de todos los
vértices de NR.

Para expresar de una forma mas sencilla las con-
diciones anteriores, presentamos a continuacién ciertas

transformaciones del grafo original que simplifican la

estructura y formulacidén del problema.

Transformacidén 1: E1 grafo EC
A partir del grafo inducido GR construimos el gra-

fo completo EC de la siguiente forma:



Afiadimos al grafo GR un arco entre cada par de
vértices de N

El coste de este arco es igual al coste del ca-
mino mé&s corto dirigido entre esos vértices, calculado
en el grafo original G.

El grafo completo resultante es G~ = (Nr ,Ar U A"
siendo iﬁ el conjunto de arcos afiadidos.

Notemos que en G”» existen dos arcos adicionales
en paralelo, uno en cada direccidén, por cada arco deA
La figura 1 muestra el grafo original G, mientras que

la figura 2 presenta el grafo G correspondiente a G.

arcos de A

arcos de A-A
R

Figura 1 : E1l grafo original G=(N,A)



Figura 2:

Representacidn parcial del grafo G correspon-

diente al grafo G de 1la Figura 1. Las 1lineas disconti-

nuas representan los caminos mds cortos dirigidos desde

el vértice 1 a los restantes. El numero de arcos de A

en este caso es de 110. Notemos que todos 1los arcos no

requeridos que salen del vértice 1 corresponden a ca-

minos mas cortos que pasan por los vértices 2 6 3 y por

lo tanto van a ser eliminados en la simplificacidén que

proporciona el grafo G .
v/



Proposicién II.1:

Cualquier solucidén posible del DRPP en EC produce
una solucidn posible del DRPP en el grafo original G,
con el mismo coste.

Demostracidn:

Consideremos una solucidn posible cualquiera del
DRPP en EC’ que es un subgrafo sobre EC fuertemente co-
nexo y tal que, rgspecto a él, todo vértice de NR es si-
métrico.

A cada arco (i,j)eAR en G le afiadimos tantas co-
pias como aparezcan de él en el circuito solucidén en EC'

Cada arco (i,j)ezs se descompone en el camino méas
corto que lo origind en G y cada arco del camino mas
corto en G se repite tantas veces como copias del arco
(i,j)eKs aparezcan en la solucidén posible en EC'

El subgrafo sobre G inducido por los arcos reque-
ridos (y sus copias) y los arcos en los caminos mas cor-
tos (y sus copias) es una solucidén posible del DRPP en
G, ya que:

1) Respecto a dicho subgrafo todos los vértices de
G son simétricos
ieNR, i es un vértice simétrico, si no, tampoco

lo seria en la solucidén posible en GC.
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jeN—NR, J es simétrico por estar en un camino
dirigido simple entre dos vértices de NH

2) Es un subgrafo fuertemente conexo, pues, si no,

tampoco lo seria la solucidén posible en Ec.

Proposicién II.2:

Toda solucidén O6ptima del DRPP en EC produce una
solucidén 6ptima del DRPP en el grafo original G, con el
mismo coste.

Demostraciédn:

La transformacidén de una solucién posible en EC
en una solucidn posible en G viene dada en la anterior
proposicién. La optimalidad se mantiene ya gque cual-
quier solucidén del DRPP en G que no utilice para conec-
tar dos vértices en diferentes componentes de GR el ca-
mino més corto dirigido entre ellos, no es una solucidn

optima.

Si SP(*) y SO(°*) representan, respectivamente,
los conjuntos de soluciones posibles y soluciones 46pti-
mas del DRPP en el grafo (°*), las proposiciones 1.1 y

1.2 establecen la siguiente relaciodn:

SP(EC) < spP(G) A so(EC) c s0(G)




56

Transformacibén 2: E1 grafo GC

Como veremos en la formulacidén del DRPP como un
problema de Programacidén Lineal Entera, existird una va-
riable entera asociada a cada arco (i,j)eKs.

El nimero de arcos en el conjunto KS puede redu-
cirse sustancialmente, eliminando por lo tanto gran nua-
mero de variablés enteras en la formulacidn del DRPP,»
simplificando el grafo EC y‘obteniendo como resultado
el grafo simplificado Gc = (N A_ U AS), del que se han
eliminado

a) todos los arcos (i,jeKS para los que cij=cik+ckj’

para algun keNR, y

b) el arco adicional en paralelo y con la misma di-
reccibnque el arco requerido, si ambos tienen el
mismo coste.

Obviamente, IASI < IASI » ¥y por lo tanto el con-
junto de soluciones posibles del DRPP en GC estd inclui-
do en el conjunto de soluciones posibles del DRPP en EC.
Respecto a las soluciones Optimas, en EC podemos encon-
trar mas soluciones 4ptimas equivalentes, ya que los ar-
cos eliminados de ZS eran, por decirlo asi, redundantesﬁ
pues no eran mas que combinaciones de otros arcos de KS'

Tenemos, pues, la siguiente relacidén entre los

conjuntos de soluciones posibles y 6ptimas del DRPP en



SP (Gc) <= SP (Go)

Figura 3 : El1 grafo

al grafo

A SO (G ) 9 sO (G )
u u

— arcos de A

simplificado Gw correspondiente

original de 1la Figura 1.

S

57



I1.2 UNA FORMULACION DEL DRPP

El grafo simplificado GC = (N A_ U A_) es un

grafo dirigido y fuertemente conexo. Esta ultima pro-

piedad es consecuencia directa de

i)

ii)

Desde cada vértice de NR existe un camino diri-
gido a cualquier otro vértice de NR (ésta era la
Unica condicidén requerida al grafo original G).
La simplificacidén del grafo EC explicada en la
transformacidén 2 sigue manteniendo la fuerte co-
nexidn, pues solamente se elimina el arco
(i,j)ezs si todavia existe un camino entre i y

J a través de algin otro vértice k.

Sean B = [bi ] yB = [bij] las matrices de adya-

cencia del grafo GC, referidas a los arcos requeridos,

es decir, en A_ y a los no requeridos, es decir, en AS,

R

respectivamente.

Entonces:

1 s% existe el arco (i,j)sAR, i,chR
bij = =~
O en otro caso
_ 1 si existe el arco (i,j)eAs, i,jeNR
b.. =
1

0 en otro caso
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II.2.1 Definicidén de las variables

Definicidén II.1l:

La variable entera xij representa el nimero de ve-
ces que el arco (i,j)eAR se repite en un circuito d6ptimo
del DRPP en GC.

Entonces, 1 + xij es el nimero de veces que el ar-
co (i,j)eAR ha sido atravesado en un circuito dptimo del
DRPP en GC.

Definicidbén II.2:

La variable entera yij representa el nimero de ve-
ces que el arco (i,j)eAS aparece en un circuito 6ptimo
del DRPP en GC.

... C_ las componentes, no necesaria-

Sean Cl’ c "

9
mente fuertemente conexas, del grafo inducido por los
arcos de AR en GC. Usaremos también Ci para indicar el
conjunto de vértices de NR que pertenecen a la i-ésima
componente. La familia de las Ci’ i=1,...k, sera denota-
da por F . si veF es una subfamilia de F , denotare-

mos por N(V) el conjunto de todos los vértices en los

elementos de V, i.e. N(V) = U C.
c.ev '

i
El Problema del Cartero Rural Dirigido (DRPP)

puede formularse (representando también por c,. los cos=
i

tes de los arcos (i,j)eAs) como:
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Min j;

cijxij+ }; cijyij + E; cij (0)
(1,J)eAR (l,J)eAs - “l,J)EAR
sometido a las restricciones:
Z (1+x,. )b, . + Z y..b.,. =
3 igh ig 3 ij ij
VleNR (1)
Z (1+x .. )b.. + Z y..b..
] Ji1 Jt 3 J1 1]

Z Y. > 1 VK = [(i,j)t—:As/ieN(Vt),jeN(\-/t),Vth ] (2)

, = ij
(1,J)eKt
xij > 0 , entera V(i,j)eAR
‘ (3)
yij % 0 , entera V(i,j)eAS

Denotamos por (P) al problema de Programacidn
Lineal Entera con funcidon objetivo (0) y restricciones
(1), (2) y (3).

La funcidén objetivo minimiza el coste de las repeti-
ciones de arcos requeridos y de apariciones de arcos no
requeridos que necesitamos afiadir al grafo inducido GR
para tener una solucidén posible. Un sumando constante
es, obviaﬁente, el coste de los arcos requeridos.

Las restricciones (1), una por cada vértice, obli-
gan a que todo vértice de NR sea simétrico en cual-
quier solucidén posible.

Las resfricciones (2), cuyo nﬁmero crece exponen-
cialmente con el de compoﬁentes en el grafo inducido por

los arcos de A_ en GC, obligan a que cualquier solucidn



posible conecte todas las componentes.

Llamaremos a KJC conjunto de arcos de corte de

GC, ya que, dada una subfamilia the F, si eliminamos

todos los arcos en el conjunto Kt correspondiente a Vt’
no es posible encontrar un camino en GC desde un vérti-

ce en N(Vt) a otro en el complementario, N(Vt).

Si AS = @, la formulacién del problema se re-

duce a:

Min ci.(1+xi,)
(1,§)eny J J

sometido a:
}; (1+x. .)b, . = z; (1+x..)b .. VieN
3 1] 1] 3 J1 Ji R

X. .
1J

\"

0 , entera, V(i,j)eAR

que es la propuesta por Edmonds y Johnson [10] para el
Problema del Cartero Chino Dirigido, como se vid en

la Seccién’'I de esta memoria.

Haciendo referencia expresa a una componente dada

C, , las restricciones (2) del problema (P) pueden es-

ta

cribirse como:

yij > 1
t (2.a)
VK =1(i,jleA_ / ieN(V, ), ; v

t { S t JeN(Vt): Vth , Ctaevt]

(i,j)ek
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(1,3)ek, (2.b)

vxt={(1,J)EAS / ieN(V,), jeN(V,), veF , Ctaevt}

El problema con funcidén objetivo (0) y restric-
ciones (1), (2.a), (2.b) y (3) sera denotado por P(t,).

Debemos comprobar la equivalencia entre el con-
junto de soluciones posibles (circuitos dirigidos) del
DRPP en el grafo simplificado GC y el conjunto de solu-
ciones posibles del problema (P) o, equivalentemente, de
P(t,), que son valores enteros de las variables xij que
satisfacen (1), (2.a) y (2.b).

Este resultado se establece en el siguiente teo-
rema, en cuya demostracidén utilizamos el lema que se
enuncia a continuaciodn.

Lenma:

En un grafo dirigido y simétrico G = (N,A), sea
S<N cualquier subconjunto de vértices y GS el subgra-
fo inducido por dichos vértices. El1 numero de'arcos que
salen de Gs es igual al nimero de arcos que entran a Gg

Demostracidn:

Denotamos por do(i) el grado de salida del vér-
tice i en el grafo G y por dt(i) el grado de entrada.

Por ser G simétrico, do(i) = dt(i) VieN.



Entonces, ZS do(i) = }; dt(i) (1)

ie$S ieS
También es cierto, para cualquier subconjunto de

vértices en un grafo dirigido, que:
G G G G
S S S S
E: d (i) = E: d, (i) , siendo d, (i) y d (i)
h 0 : t t o
1e8 1e$

los grados de entrada y salida, respectivamente, del

vértice i con respecto al subgrafo GS.
GS
Pero }8 do (i) = za do(i) - p , siendo p el numero
ieS ieS :
de arcos con vértice inicial en S y vértice final en §;
GS
Yy, anadlogamente }; dt (i) = EE dt(i) - q , siendo
ieS ieS

q el nimero de arcos con vértice final en S y vértice

inicial en S.

Luego }E do(i),f p = E; dt(i) - q Yy por (1): p=q

ieS ie$S

Teorema II.3:

Toda solucidén posible del DRPP en el grafo GC
proporciona una soluci6én posible del problema P(t,) y
reciprocamente.

Demostraciédn:

La demostracidén de que las restricciones del pro-

blema P(tu) son necesarias es sencilla.
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Consideremos, en primer lugar, una solucidén posi-
ble del DRPP en el grafo GC y el subgrafo sobre GC indu-

cido por los arcos en la solucidn.

V(i,j)eAR, X [nﬁmero de apariciones del arco (i,j)

ij

en la soluciédn posible] -1

V(i,j)eAS, y. {nﬁmero de apariciones del arco (i,j)

ij

en la solucidn posible]

Vamos a comprobar que estos valores enteros de las

variables xij e yij son posibles para el problema P(ty).

En primer lugar, estos valores satisfacen la res-
triccibén (1) VieNR, ya que si 3ieNR para el que la res-
triccidén de tipo (1) correspondiente no se satisface,

este vértice seria asimétrico en el subgrafo sobre GC

inducido por los arcos de la solucidén posible, lo cual
"es absurdo.
También se cumplen las restricciones de tipo (2.a)

y (2.b), ya que, dada la componente Ct y una subfamilia
o

Vt de F que contiene a Ct , si la restriccidén correspon-
a

diente (la (2.a), por ejemplo) se incumple, i.e.

E; y.. =0 , €sto implica que en la solucibén po-

(i,j)eKt td

sible en GC existen dos conjuntos de vértices, N(Vt) y

N(Vt) de forma que no existe ningin camino entre un



vértice ieN(Vt) y un vértice jsN(vt), lo cual es absurdo,
va que el circuito solucidén sobre GC es un subgrafo fuer-
temente conexo.

La demostracidén de que la solucidén posible en GC
s#tisface las restricciones (2.b) es andloga.

Comprobamos ahora que una solucién posible a (1),
(2.a) y (2.b), junto con la condicidén de que las varia-
'blestomen valores enteros, proporciona una solucidn po-
sible del DRPP en Gc.

Consideremos el subgrafo sobre GC inducido por
los arcos requeridos, tantas copias del arco (i,j)aAR

como indique la correspondiente variable xij y tantas

apariciones del arco (i,j)eA_ como indique la variable

S
asociada yij' Vamos a comprobar que este subgrafo es

una solucidn posible del DRPP en GC’ i.e., que respec-
to a é1 los vértices son simétricos y que es fuertemen-
te conexo.

La condicién de simetria es inmediata, pues si un
vértice del subgrafo fuera asimétrico, no se cumpliria
la restriccidén de tipo (1) correspondiente a dicho vér-
tice.

Vamos a comprobar que es fuertemente conexo. La

demostracién procede, como en los casos anteriores, por

reduccidén al absurdo.
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Si el subgrafo no es fuertemente conexo, sean
Gl,..., G1 las 1 componentes sobre GC fuertemente cone-
xas y maximales con respecto a esta propiedad.

Consideremos la componente, que denotamos por Gi

que incluye, total o parcialmente, a la componente Ct

o

del grafo inducido GR. En cualquier caso, puesto que se
cumplen las restricciones (2.a), existird un arco, re-
querido o no, que sale de la componente Gi; denotamos
este arco por (il,jl), siendo i1 el vértice inicial, en
Gi’ y jl el vértice final en otra componente fuertemente
conexa G,.

J

(La demostracidén es analoga en el caso de que en-
tre un arco, usando las restricciones (2.b)).

Aplicando el lema a la componente Gj’ de ella de-
be salir otro arco, que representaremos por (jz,hl),
siendo h1 el vértiée final del mismo, en otra componen-
te fuertemente conexa Gh. Si Gh = Gi' el subgrafo indu-
cido por los arcos en Gi’ los arcos en Gj y los arcos
(il,jl), (jz,hl) es fuertemente conexo, en contra de
la suposicién de que la componente Gi era maximal res-
pecto a la propiedad de fuerte conexidén. Si Gy # Gi’
como el nimero 1 de componentes fuertemente conexas es

finito, en un nimero finito de etapas, volveriamos a

conectar la componénte Gj con la componente Gi’ lo cual
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es absurdo.

Comentario II.1:

El Teorema II.3 establece una correspondencia uno
a uno entre las soluciones posibles del DRPP en GC y las
soluciones posibles del problema P(ta).

La conveniencia de hacer referencia explicita a
una componente dada del grafo inducido GR se vera en la
seccidn dedicada a estudiar las cotas inferiores del

DRPP.

ITI.2.2 Mejores cotas inferiores para las variables

Como sefialamos en la introduccidén de esta memoria,
las variables que definen el Problema del Cartero Rural
como un problema &e Programacidén Lineal Entera, estan
obligadas a tomar los valores 0,1 y 0,1,2 en el caso de
un grafo no dirigido.

En el caso de que el grafo original sea totalmen-

., definidas en el

te dirigido, las variables x.. e y.
1) 1]

apartado anterior, ya no estdn restringidas a tomar los
valores 0,1 y 0,1,2, respectivamente. Sin embargo, para
ciertos vértices ieNR, pueden obtenerse mejores cotas
inferiores para las variables xij'e yij asociadas a los

arcos, requeridos y no requeridos, incidentes con el

vértice i. Las siguientes proposiciones proporcionan
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estas cotas inferiores.
G, . . .
Denotaremos por do(l) el grado de salida del vér-
. G
tice ieNR en el grafo G, y por dt(i) el grado de entrada,
en G, del vértice ieNR.

Proposicidén II.4:

G
2 . . C .
a) Para todo vértice 1eNR tal que d0 (i) = 1, es

decir, existe un dnico arco (i,j) que sale del

vértice i en el grafo G_:

C
GR
xij > dt (i) - 1 , si (l,J)EAR
S dGR(.) i (i,3)eA
le- e ,t 1 ’ 1 1’\] € S
G

b) Para todo vértice jsNR tal que dtc(j) =1:

R
x >d "(j) -1 , si (i,j)eA

ij R
R
(J) , si  (i,j)eaA

o © O o

y.. > d

1] S

Demostracidn:

La demostracidén es sencilla, ya que para todo
vértice de NR’ el grado de entrada de dicho vértice debe
ser igual a su grado de salida en cualquier solucidn po-

sible, es decir, todo vértice de NR debe ser simétrico

en una solucidn.

Proposicién II.5:

Para cualquier componente C., del grafo inducido

1



GR tal que existe un Unico arco no requerido que sale

de ella, es decir, 3! (i,j)eAS, iscl, jeCt, t £ 1:

\"4

y. 1 en cualquier solucidén d6ptima.

ij

Analogamente, yji > 1 si el arco (j,i)eAS es

el tnico arco que entra a la componente Cl.

Demostracidn:

Si eliminamos el arco (i,j)sAS del grafo GC’ al-
guna de las restricciones de tipo (2.a) se incumpliria
y por lo tanto no podriamos encontrar un circuito épti-

mo en G .
(o]

Definicibén II.3:

El arco (i,j)eAS es un "arco critico'" si le es
aplicable la proposicidén II.5.

Comentario II.2:

Las proposiciones II.4 y II.5, aunque sencillas,
son importantes puesto que permiten explotar la estruc-
tura del grafo GC’ en orden a obtener soluciones posi-
bles del DRPP y pueden producir un nuevo grafo Gé en
el que:

(1) existen menos componentes que en GC’ y por lo tanto
menos restricciones de tipo (2.a) y (2.b), si exis-

ten arcos criticos en GC. Ello es debido a que cada
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arco critico (i,j)eAS,ieCi,jeCj, debe aparecer al me-
nos una vez (segin la Proposicidn II.5) en cual-
quier solucién, y, por lo tanto, puede considerar-
se como requerido. Loé arcos requeridos en las com-
ponentes Ci y Cj mas el arco (i,j) inducen una nue-
va componente en GC. Al subconjunto de arcos reque-
ridos AR se afiaden todos los arcos criticos y nue-
vas variables xij sustituyen a las antiguas va-
riables Yy asociadas a los arcos criticos. Un mis-
mo proceso se aplica a los arcos no requeridos
(i,j)eAS para los que se dan las condiciones esta-

blecidas en la Proposicién II.4.

(ii) existen menos vértices ieNR cuyo grado de entrada
sea distinto del grado de salida, y por lo tanto se
incumplen menos restricciones de tipo (1). Cuando
se incorporan al grafo GC tantas copias del arco
(i,j)eAR como indique la cota inferior obtenida pa-
ra la variable asociada,y tantas copias del arco
(i,j)eAS (si le es aplicable la Proposicibén II.4)
como indique la cota inferior obtenida para la va-
riable correspondiente, el vértice igNR, que era
asimétrico en GC, es ahora simétrico.

Los siguientes ejemplos ilustran la aplicacidn

de las Proposiciones II.4 y II.5 al grafo GC.



Ejemplo 1:
Aplicamos las Proposiciones II.4 y II.5 al grafo

simplificado GC de la Figura 3.

Por la Proposicidén II.4, Ys 4 > 1, y el arco (3,1)
’
pasari a ser requerido, y Xe 6 1
b
Por la Proposicidén II.S5, Yy 11> 1, y el arco cri-
H

tico (7,11) pasaria también a ser requerido.

En algunos casos, ciertas apariciones o repeticio-
nes de arcos provocan, a su vez, otras, como se ilustra

en el siguiente ejemplo.

Ejemglo 2:

Consideremos los arcos de la Figura 4.a como una
parte de un cierto grafo simplificado GC. Una primera
aplicacién de la Proposicién II.4 proporciona las si-
guientes cotas inferiores:

> 1, 1, x > 2,

x x >
1,2 2,3 3!4

> 1, x ‘a 3. E1 resultado se muestra en la Figu-
ra 4.b, pero en ella vemos que algunas de estas cotas
inferiores pueden mejorarse. Por ejemplo, si en cual-
quier solucidén posible del DRPP sobre GC el grado de sa-
lida del vértice 2 debe ser, como minimo, 3, para que en
la solucibén posible dicho vértice sea simétrico, el arco
(1,2), el Gnico que le entra, debe repetirse, por lo me-

nos, 2 veces, i.e., X > 2, y, analogamente, x > 3,
1,2 2,3
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lo cual obliga, a su vez, a que Xl ) ~4 . Ninguna repe
ticidén mas puede producirse ahora y la Figura 4.c mués

tra la parte resultante del nuevo grafo G', que se de-

finird en la Tranformacidn 3.

Figura 4 : Aplicacidén de las proposiciones.



Describimos a continuacidén el 4ltimo eslabén de
la cadena de transformaciones que nos ha conducido, has-
ta este momento, del grafo originél G al grafo simplifi-
cado GC. Sobre el nuevo grafo Gé ofrecemos la formula-
cién final del Problema del Cartero Rural Dirigido como

un problema de Programacidon Lineal Entera.

’

Transformacidén 3: E1 grafo GC

E1l nuevo grafo Gé = (NR’ Aé U Aé) se obtiene a
partir del grafo GC, como consecuencia directa de la
aplicacién de las Proposiciones II.4 y II.5. Como hemos
sefialado en el comentario I1I.2(i), ciertos arcos de AS
pasan a ser requeridos; si, ademis, afiadimos a G, tan-

C

tas copias del arco (i,j)eA_ como indique la cota infe-

R
rior obtenida para la variable asociada,y tantas copias
del arco (i,j)eAs (si se.dan las condiciones de la Pro-
posicidn II.4) como indique la cota inferior para la

variable correspondiente menos una, €ste es el nuevo

conjunto de arcos requeridos Aé, que contiene.al origi-
nal AR. La cardinalidad del conjunto de arcos no reque-

ridos AS disminuye, y el nuevo conjunto es denotado por

A

S
Por construccidn, los conjuntos de soluciones po-

sibles del DRPP en GC y en Gé siguen siendo iguales.
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Denotamos por r. . el numero de veces gque se repi-

te el arco (i,j)eAﬁ en el nuevo grafo Gé.

arcos de

» — arcos de Aé

Figura 5:

El grafo Gé obtenido a partir del grafo simpli-
ficado G”. Las lineas punteadas corresponden a los ar-
cos anadidos a AR. El arco (7,11), el unico que sale de
la segunda componente, es arco critico, vy, por lo tan-
to, el numero de componentes de Gb inducidas por 1los ar-

eos de A' es ahora 2.



Definiendo unas nuevas variables x7. como
1]

,

xij = xij - rij’ el problema P(tu

i R ..
sustituyendo xij por le "

1J

y Ag por Aé, como:

Min Z ci_x£,+ Z
(i,3kAr J 1d (i,§)eA;

sometido a las restriccioneS'

Z ((1+riJ.) + le> ij Z le ij

J

Z ((1+rJ_i) + le) ji Z y°

: Jji 31
J
Z yi. 21
(i,j)eKt tJ
VK, = f(i,§)eAl / 1eN(V]),jeN(V]),
EE vi. > 1
N ij
K
(i,j)e "
VK, = {(i,3) Aé /'ieN(Vé),jeN(V;),
xij >0 entera V(i,j)eAR

y.. >0 entera V(i,j)eA

C’
t

CI
t

por yij, A

C..y..+
i1 (i

a

a

R

2

. A’
sJ)e R

VieN
YR

eV;, VQ:F

e\_lt':, V;:cF

']

puede reformularse,

por A’

c. . {1l+r .
1) 1)

"
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(0)

(2.a")

(2.b)

(3)

Notemos que el sumando constante en (0°) es mayor o

igual que el correspondiente en (0).

yacencia B’y B’ se definen de forma aniloga a B y B.

Las matrices de ad-

denota la familia de las componentes,

fuertemente conexas, inducidas en Gé

por los arcos de Aé.

no necesariamente




La nueva componente Cé es igual a la componente Ct en
a o

GC; (salvo los arcos repetidos), si ésta no era incidente

con ningn arco critico en GC; en caso contrario, la

d

es la inducida en G  por los arcos de C

componente Ctu c

ta
y los de todas las componentes unidas a ella por arcos
criticos de GC, junto con dichos arcos criticos y las
repeticiones originadas como consecuencia de la Proposi-
cidén II.4.

Debemos sefialar también que las variables x;j e
yi, son de nuevo variables con una cota inferior de
cero.

El problema definido por la funcidn objetivo (09

y el conjunto de restricciones (19, (2.2, (2.b) y (3)

serid denotado por PR(ta)'

Proposicidén II.6:

En presencia de las restricciones (17, las res-
tricciones de tipo (2.a") o las restricciones de tipo
(2.b°) son redundantes.

Demostracidn:

La demostracién es la misma que la utilizada en
el Teorema II.3 para comprobar la suficiencia de 1las
restricciones de tipo (1), (2.a) y (2.b) para producir

una solucidn posible del DRPP sobre el grafo GC. Que
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dicha solucidén posible era un subgrafo sobre GC simé-
trico y fuertemente conexo, se demostraba utilizando
Gnicamente las restricciones de tipo (1) y (2.a) (o
bien las de tipo (2.b)).

Comentario II.3:

La correspondencia uno a uno entre las solucio-
nes posibles del DRPP en Gé y las soluciones posibles de
PR(ta) se puede establecer de forma totalmente aniloga
al Teorema II.3, pero dado que PR(ta) no es mis que una
reformulacion de P(ty) y la construccidén de Gé explica-
da en la Transformacidén 3, dicha correspondencia es

evidente.

Concluimos esta seccidén con una valoracidn de las
distintas transformaciones y formulaciones del Problema
del Cartero Rural birigido. La Transformacidén 1 tiene la
ventaja de poder referir las condiciones de simetria a
los vértices de NR; y no a los n vértices del grafo ori-
ginal G; asimismo, las condiciones de conexidén se refie-
ren a las k componentes del grafo inducido GR. Si deno-
tamos por np el nimero de vértices de Noo el nimero de
arcos no requeridos en EC es nR(nR —1). En la Transfor-

macidén 2, el nimero de arcos no requeridos del grafo GC



disminuye, mientras que el nimero de restricciones de
conexién de tipo (2) o de tipo (2.a) y (2.b) del pro-
k P - .
blema P(t,) es 2 - 2. La Ultima transformacion permi-
te reducir el nimero de restricciones de conexidén, ya
que por cada arco critico detectado en GC se eliminan

-1
2k restricciones de tipo (2.a) y (2.b).
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SECCION III

SOLUCIONES POSIBLES, COTA SUPERIOR



Presentamos en esta Seccidén un algoritmo heuris-
tico eficiente que ha sido desarrollado para obtener
soluciones posibles del Problema del Cartero Rural Diri-
gido. E1 algoritmo se basa eﬁ la determinacidén de una
arborescencia generadora de minimo peso, (SSA) (remiti-
mos a la introduccidén de esta memoria para su definiciédn,
qiertas propiedades que utilizamos y referencia a un al-
goritmo polinomial, debido a Edmonds, que la determina),
sobre un grafo condensado y en la resolucién de un pro-
blema de flujo de coste minimo.

La solucidén posible obtenida es susceptible de
ser mejorada y ha sido utilizada como cota superior ini-
cial en el procedimiento de branch and bound (ver Sec-
cién V de esta memoria) empleado para determinar la so-
lucidén Optima del DRPP,

Los resultados computacionales de ésta cota su-
perior se comentan con detalle en la Seccibén VI. Baste
sefialar aqui que en 10 del total de 22 problemas de test,
esta cota proporciond la solucidén d6ptima. En promedio,
el valor de la solucidén posible obtenida por este proce-
dimiento heuristico esti a un 1.4 % del valor de la so-

lucién optima.
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[I1.1 SOLUCIONES POSIBLES PARA EL DRPP

III.1.1 E1 grafo condensado GC

Como hemos sefialado, el procedimiento heuristico
que desarrollamos en esta Seccidén determina una arbores-
cencia generadora de minimo peso (SSA) sobre un cierto
grafo, que denotamos por ﬁc = (N, X).

Este grafo GC es una condensacidén del grafo
Gé = (NR, Aé U Aé) definido en la Transformacidén 3 de 1la

Seccidén II, en el sentido de que:

(1) un vértice ieN corresponde a una componente

(2) un arco (i,jleA existe si, y solamente si,hay

un arco (i',j')eAé con i’eCi y j'eCé El cos-
te del arco (i,j) en &€, es: €,. = min {e....]
C ij . . i3
17¢C
j ecC’
J

La Figura 1 representa el grafo condensado GC correspon-

diente al grafo Gé de la Figura 5 de la Seccibén II.

Figura 1: E1l grafo condensado GC.
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III.1.2 E1 problema de la arborescencia generadora de

minimo peso (SSA).

Consideremos N = [1,2,...,k] , es decir, en el
grafo Gé existen k componentes, inducidas por los arcos

de Aé , no necesariamente fuertemente conexas,y sea t
a

un vértice dado del grafo condensado GC'

Aplicando el algoritmo de Edmonds descrito en la
introduccidén de esta memoria, determinamos la arborescen-
cia generadora de minimo peso del grafo §C , con raiz en

el vértice t . Denotamos por Tt la solucidén de dicha
o
[+ ]

arborescencia de §C y sea Tt el conjunto de arcos del

a
grafo G . correspondientes a los arcos de T de &._..

c t c
a

11I.1.3 E1 problema de flujo de coste minimo.

Una vez determinado el conjunto de arcos Tt
t a
‘ a . » 3
de la SSA, denotamos por NR el conjunto de vértices

de Gé para los que D(i) = dt(i) - do(i) # 0 , donde
dt(i) y do(i) representan, respectivamente, el grado
de entrada y de salida del vértice i, pero calculados

con respecto a los arcos de A~ U Tt . Consideramos
a
ahora el grafo completo GC definido en la Transforma-
o . ta
cién 1 de la Seccidén II, y denotamos por <NR > el sub-

R

- t
grafo de GC inducido por el conjunto de vértices NRu,

t

i.e. <NRa> es el subgrafo de EC cuyo conjunto de vér-



tices es NRa y cuyos arcos son todos los caminos méas
cortos dirigidos entre dichas vértices.
t(!
Sobre <NR > resolvemos un problema de flujo de
coste minimo en el que:
a) Todos los vértices con D(i)<0 son sumideros con
demanda igual a -D(1i).
b) Todos los vértices con D(i)>0 son fuentes con ofer-
ta igual a D(1i).
c¢) Las capacidades de todos los arcos son infinito.
Este problema de flujos, con varias fuentes y su-
mideros, puede reducirse a un problema de flujo de coste
minimo entre una sola fuente y un solo sumidero, afiadien-
ta
do al conjunto NR dos vértices mds, f y s , que lla-
maremos superfuente y supersumidero, respectivamente.
Existe también un arco, de coste cero, desde f
a cada fuente, con capacidad igual a la oferta de dicha
fuente y un arco de cada sumidero a s, también de coste
cero, y con capacidad igual a la demanda del sumidero
correspondiente.
Puesto que las capacidades, ofertas y demandas
son valores enteros, la solucidén también lo sera.
El siguiente ejemplo ilustra la resolucidn del

1
problema de flujos sobre el subgrafo <NR> correspon-

diente al grafo Gé de la Figura 5 de la Secciébén II.
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Ejemplo 1

El UGnico arco de la arborescencia con raiz en la
componente 1 (ver Figura 1) corresponde al arco (3,8)
del grafo Gé. Los vértices de NR asimétricos con res-
pecto a Aé U [(3,8)] son 3, 5, 8, 10 y 11. El problema de
flujos tiene como fuentes 1los vértices 8 y 11, con ofer-
tas de 1 y 2, respectivamente, vy como sumideros, los vér-
tices 3, 5 y 10, todos ellos con demanda 1.

La Figura 2 representa gradficamente este problema,
después de afladir la superfuente y el supersumidero. Los

nimeros sobre cada arco corresponden a (capacidad, coste)

/  IP)L—
10

Figura 2: El problema de flujo de minimo coste.

Si f(i,7) representa el numero de unidades de flujo a
través del arco (i,3) en la solucidén dbptima del problema
de flujo de coste minimo, para el problema representado
en la Figura 2 tenemos: £ (8, 10) = 1, £f(11,3) =1 y

£(11,5) = 1.
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I11.1.4 La solucidén posible obtenida por el procedimien-—

to heuristico.

Manteniendo la notacién f(i,j) para represen-
tar el nimero de unidades de flujo que recorren el arco
(i,j), como se definid en el Ejemplo 1 anterior, denota-
mos por F el conjunto de arcos formado por tantas co-
pias del arco (i,j) como indique f(i,j). Afiadiendo el
conjunto de arcos F al grafo Gé , definido en la
Transformacidén 3 de la Seccibén II, el procedimiento heu-
ristico descrito proporciona una solucidn posible del
Problema del Cartero Rural Dirigido como se demuestra en
el siguiente Teorema.

Teorema III.1

La unidén de los conjuntos de arcos Aﬁ, T y F
produce una solucidén posible del DRPP.

Demostracidn:

Comprobamos que los arcos en estos conjuntos sa-
tisfacen las restricciones (1) y (2.a2a°) del problema li-
neal entero asociado a Gé , que definimos en la Sec-
cidén II como PR(ta)' (Por la Proposicién 2.6, las res-
tricciones de tipo (2.b) son redundantes). Respecto a los
arcos de Aﬁ U Tt , los Ginicos vértices asimétricos son

* ¢t
los del conjunto NRa (ver III1.1.3); puesto que el flujo

optimo satisface todas las ofertas y demandas, al afiadir
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los arcos del conjunto F, todos los vértices del subgra-

fo inducido por los arcos Aé U Tt U F son simétricos,
Qa

i.e., se cumplen las restricciones (1°) VieNR.
Las restricciones (2.a”) se cumplen gracias a

los arcos de T » ya que cualquier conjunto de corte

ta

del tipo definido en dichas restricciones contiene al
menos un arco de la arborescencia generadora de minimo

peso con raiz en la componente C . Como vimos en la

ta

introduccién de esta memoria, desde la componente C’

t(!

existe un camino dirigido a cualquier otra componente C
i

de Gé » lo que justifica la anterior afirmaciodn.

La Figura 3 presenta la solucién posible del DRPP obte-
nida por el heuristico correspondiente al grafo Gé de
la Seccibén II, Figura 5.

Los arcos de F lo son del grafo completo EC' En
el caso de la Figura 3, algunos de estos arcos fueron
simplificados en la Transformacién 2 de la Seccidn II.
El arco (8,10) de F corresponde a los arcos (8,9) y

(9,10) de G’ ; asimismo, el arco (11,5) corresponde en

¢

Gé a los arcos (11,4) y (4,5).



Figura

3

- ° - ¢— arcos

> arcos

Una solucidén posible sobre el
grafo G! de la Seccidén 1II,
i

Figura 5.
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III.2 LA COTA SUPERIOR

Como hemos sefialado en la introduccidén de esta
Seccibén, el algoritmo heuristico descrito en III.1 ha
sido utilizado para determinar la cota superior inicial
del procedimiento de branch and bound desarrollado para
resolver 6ptimamente el DRPP.

Puesto que el heuristico construido en III.1 lo
ha sido tomando un vértice fijo taEN del grafo conden-
sado CC , €s decir, una componente dada del grafo Gé,
tomando, sucesivamente, como raiz cada una de las k com-
ponentes diferentes'de Gé y aplicando el procedimiento
heuristico, podemos producir k soluciones posibles del
DRPP (no siempre todas diferentes). Como cota superior
inicial del procedimiento de branch and bound eligimos
la mejor solucidn de entre ellas, es decir, el circuito
solucidén de menor coste.

Continuando con el mismo grafo Gé que nos ha
servido de ejemplo en esta Seccidén, la Figura‘4 repre-
senta la solucibén posible del DRPP sobre Gé corres-
pondiente a la otra posible arborescencia generadora de

minimo peso sobre GC (aquella que tiene como raiz la

segunda componente).
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Como en 1la solucién posible de 1la Figura 3, el
arco (3,5) de F corresponde en G; al camino cuyos arco
son (3,1), (1,2), (2,4) y (4,5). El1 coste del circuito
solucién representado en la Figura 4 es dos unidades me-

nor que el correspondiente a la Figura 3. La cota supe-

rior es, pues, la representada en la Figura 4.

arcos de T

arcos de F

Figura 4 : Circuito correspondiente a la cota

superior.
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[11.3 MEJORAS EN LAS SOLUCIONES POSIBLES

La solucidn posible obtenida por el procedimiento
heuristico descrito en III.1, y en particular la cota su-
perior iniciai de III.2, es susceptible de ser mejorada
en muchos problemas considerando el siguiente procedi-
miento:

Dado el conjunto de arcos A - U T U F que pro-

R ta

porciona la solucidén posible del DRPP a partir de una
componente dada, C; de Gé , tomada como raiz (ver Teo-
a

rema III.1), sean (i,j)eTt y (j,1)eF dos arcos tales que
a

al ser eliminados del conjunto de arcos Aé V] Tta U F y
Asustituidos por el arco (i,lj del conjunto de arcos de Gé
hacen que el grafo resultante, inducido por el conjunto
de arcos:

Ag VT U FU fai, 0l - 1,5, (5,1
siga siendo fuertemente conexo. Este grafo resultante
produce otra solucidén posible del DRPP sobre Gé , ya que,
ademas de ser fuertemente conexo, los vértices contintian
siendo simétricos (los grados de entrada y de salida de
los vértices i y 1 son los mismos,mientras que, para el
vértice j, los grados de salida y de entrada disminuyen,

cada uno de ellos, en una unidad).

Si ademas. c, < c.,, + c, , el coste de la solu-
il ij gl



cidén posible resultante es estrictamente menor que el de
la solucidn posible primitiva.

Este procedimiento ha sido codificado y aplicado
a la cota superior inicial del branch and bound. Determi-
na todas las posibles combinaciones de arcos de la arbo-

rescencia (Tt ) y arcos del flujo (F), comprobando si

a

pueden ser mejorados. En 11 del total de 22 problemas de
test recogidos en la Seccidén VI de esta memoria, la co-
ta superior inicial pudo ser mejorada; en 4 de estos ca-
sos, la mejora proporciond la solucidén 6ptima del pro-
blema. El1 siguiente ejemplo muestra un caso donde esta

mejora es posible.

Ejemplo 2

La Figura 5 representa, sobre un cierto grafo Gé
la cota superior obtenida por el procedimiento heuristi-
co descrito en III.1. Los arcos del conjunto F han sido
descompuestos en los correspondientes arcos de Gé.

La cota superior se obtiene a pértir de una SSA
con raiz en la segunda componente, y T2 = {(10,11),(16,5)};
los arcos de F son (5,4), (5,6) y (9,6); el arco (5,6)

aparece en la figura descompuesto en el camino dirigido

(5,4), (4,2), (2,3) y (3,6). La mejora se consigue sus-



tituyendo 1los arcos (16,5)

La reduccién de dos

solucidén oéptima del DRPP
Figura 5.
- .« — arcos de T
A
———————— arcos de F

Figura 5 Circuito

unidades

y (5,4) por el arco
en el coste proporciona
sobre el grafo GE de 1la
arcos
~ arcos

correspondiente

a la cota

superior mejorada.

de

de

(16,4).

la

A

S
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Concluimos esta Seccidén con una breve valora-
cién del procedimiento heuristico para la obtencidn de
soluciones posibles y la mejora de éstas. Computacional-
mente, el proceso de obtencién de la cota superior ini-
cial mejorada parece céstoso, yYa que implica la deter-
minacién de k arborescencias generadoras de minimo pe-
so y la resolucién de los correspondientes k problemas
de flujo de coste minimosy sin embargo, este numero es
muy pequefio en comparacidén con el nimero total de SSA
calculadas en el arbol de busqueda (como sefialaremos en
la Seccidén siguiente, la cota inferior en cada nudo del
drbol implica la resolucidén de una SSA) y el numero to;
tal de problemas de flujo de coste minimo a resolver;
existen ademids algoritmos eficientes para la resolucién
de estos dos problemas y la experiencia computacional
demuestra (como ya hemos indicado y desarrollaremos con
detalle en la Seccidén VI) que la cota superior a la so-
lucidon 6ptima del DRPP obtenida por el procedimiento

descrito en esta Seccidén es muy buena.
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SECCION IV

COTAS INFERIORES DEL DRPP



Presentamos en esta Seccidén un estudio de las po-
sibles relajaciones del Problema del Cartero Rural Diri-
gido, segin la Gltima formulacidén de éste como un proble-
ma de Programacién Lineal Entera (ver Seccibén II).

Describimos en detalle la relajacidén que ha sido
utilizada como cota inferior, en el procedimiento de
branch and bound presentado en la Seccién V, al valor
de la solucidén 6ptima del DRPP.

Dicha cota inferior se basa en la relajacidén La-
grangiana de las restricciones de simetria (las denota-
das como (1) en la formulacién del problema PR(ta), de-
finido en la Seccidén II) y en la resolucidén de una arbo-
rescencia generadora de minimo peso (SSA) sobre el grafo
condensado GC, definido en la Seccidén III.

La cota inferior resultante puede ser mejorada
introduciendo restficciones que eran redundantes en la
formulacidén original.

El método del subgradiente (ver la introduccidn
de esta memoria), utilizado generalmente para optimizar
el problema relajado, ha sido sustituido por procedi-
mientos heuristicos, uno de ellos iterativo, para la ob-
tencién de buenos multiplicadores. Una descripcidén de-

tallada y justificacidén de los mismos aparece al final
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de esta Seccidn.

Ciertas ventajas de cdlculo de los procedimientos
heuristicos aplicados, en particular la posibilidad de
determinar ficilmente cotas superiores e inferiores al
incremento experimehtado en la cota inferior del DRPP
en el proceso de ramificacidén, se veridn en la Seccidén V
de esta memoria.

Los resultados computacionales de la cota infe-
rior construida en esta Seccidén se comentarin con deta-

lle en la Seccidn VI.



IV.1 POSIBLES RELAJACIONES DEL DRPP

IV.1.1 La relajacidn lineal

Consideremos el problema PR(tu) definido al final
de la Seccidén II. Por la Proposicién II.6, las restric-
ciones de PR(ta) pueden reducirse a las denotadas por:
(1) condicidn de simetria de los vértices requeridos,
(2.2") una de las condiciones de conexidn,y

(3) condiciones de integralidad para las variables

del problema.

La primera relajacién, obvia, consiste en elimi-
nar las restricciones (3). Denotamos por ER(ta) el pro-
.blema con funcidén objetivo (0°) y restricciones (1) y
(2.a"). Esta es la relajacién lineal usual, cuya resolu-
cién 6ptima proporciona, como es bien sabido, una cota
inferior al valor éptimo de PR(ta)' Sin embargo, el pro-
blema FR(ta) no ofrece ninguna ventaja, en el sentido
que la estructura del problema sigue sin ser ficilmente
manejable y el algoritmo del simplex utilizadb se de-
muestra mucho mis costoso, computacionalmente, que la
cota inferior que ofrecemos en esta Seccidn.

Este resultado concuerda con la experiencia ob-
tenida en el caso del Cartero Rural para un grafo no

dirigido, presentada en [8], donde, incluso en problemas
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pequefios, el valor 6ptimo del problema lineal correspon-
diente quedaba muy alejadb del valor proporcionado por
la cota inferior obtenida utilizando la relajacibén La-
grangiana.

Debemos menéionar, finalmente, el excelente tra-
bajo que sobre el Problema del Agente Viajero asimétrico
presentan Balas y Christofides en [1]. Como sefialamos en
la introduccién de esta memoria, nuestro problema es un
caso mas general que el del agente viajero (TSP) asimé-
trico y, en el articulo antes mencionado, los autores
utilizan, en lugar de la relajacidén lineal, métodos La-
grangiapos que denominan '"restringidos'".

Por lo anterior, no es aconsejable la utilizacidn

de PR(ta) para la obtencién de cotas inferiores del DRPP.

IV.1.2 Relajaciones Lagrangianas del DRPP

Para el problema PR(ta)’ definido en la Seccidn
II por la funcidn objetivo (0°) y las restricciones (1),
(2.a") y (3), dos son las posibles relajaciones Lagran-
gianas.

Vamos a describirlas brevemente sefialando las ven-
tajas e inconvenientes que ofrecen. La primera de ellas,
que proporciona el problema relajado denotado por

PR(u,ta) serd expuesta con detalle en IV.2, ya que ha



sido utilizada como cota inferior en el procedimiento de
branch and bound descrito en la Seccidn V.

Primera Relajacidén Lagrangiana:

Se obtiene relajando, de forma lagrangiana, las
restricciones de simetria (1). La tdnica condicién exigi-
da, ademas de la de integralidad de las variables, es
pues la de conexidén, expresada por las restricciones de
tipo (2.a"). Se relajan tantas restricciones como vérti-
ces "requeridos'" (es decir, vértices incidentes con al
menos un arco de Aé en el grafo Gé definido en la Trans-
formacién 3 de la Seccidén II), con la ventaja de que
existen ya mis vértices de Gé simétricos respecto de los
arcos de Aé como consecuencia de la aplicacidn a GC de
las proposiciones II.4 y II.5. Ademas, el problema es
separable en un problema para las variables xij, asocia-
das a arcos requeridos y otro problema con variables
yij; ambos problemas son muy sencillos de resolver 4p-
timamente, dada una cierta componente '"raiz" C;a Yy un
vector de multiplicadores u, uno por cada restricciédn de

tipo (1°). E1 nimero de restricciones de tipo (2.a) crece

exponencialmente con el de componentes, no necesariamen-

r

te fuertemente conexas, inducidas por los arcos de AR

sobre el grafo G’ , pero conservan una estructura mu
c y
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sencilla (que corresponderi, como veremos en IV.2, a una
aborescencia generadora de minimo peso en el grafo con-
densado 50 definido en la Seccién III). En los problemas
de test, que figuran en la Seccidén VI de esta memoria, y
que han podido ser resueltos Optimamente por el algorit-
mo propuesto en un tiempo de computacidédn razonable, el
nimero de restricciones de tipo (2.a") no es muy elevado.
Remitimos a IV.2 para una descripcidén mis detallada de

esta relajacién.

Segunda Relajacién Lagrangiana:

Se obtiene a partir de PR(ta) relajando lagran-
gianamente las restricciones (2.a"). E1 problema resul-

tante, que denotamos por PR(A,ta), es:

Min }3 ci,x;, + }E ci,yi, + z; ci.(1+ri.
(i,9)en; "M @ Deas T (1) ear M J
IKT!
S (- D1y
t
t=1 (i,3)ek, Y

t

Sujeto a las restricciones:

Z [(1+r..)+xf.] b!. + Z y:. bl =
ij ij ij - Vi Tij

J J : VieN_ (1)
E; [(1+r..)+xf,] b,. + E; y.. b’.

. FERRR TS B T = Y§i i

J J

’ s . . » ’ s V . . », »
xij > 0 V(l,J)eAR , yij > 0 (l,J)EAS y enteras (39

> v

At > 0 t
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Notacién IV.1:

Por KT representamos el conjunto cuyos elementos

son todos los conjuntos de arcos de corte, K Yy por IKTI

t’
el nimero de elementos de KT. La cardinalidad de KT, y
por lo tanto el nimero de restricciones de tipo (2.a") es

(zk-l-

1), siendo k el nimero de componentes, no necesa-
riamente fuertemente conexas, inducidas sobre Gé por los
arcos de A’.
R
Denotamos por I el conjunto de arcos no requeri-
dos del grafo Gé que son incidentes con vértices de una
misma componente de Gé, inducida por arcos de Aé, i.e.:
I = {(i,j)eAé: i i,j50;} ; entonces, .estos arcos
no intervienen en las restricciones de tipo (2.a’).

Llamaremos a los arcos de Aé-I arcos no requeri-

dos de conexidn.

Entonces, de acuerdo con la expresidén de la fun-
cidén objetivo de PR(A,ta), el coste de cada arco de Aé—I
esti modificado por tantos multiplicadores Xt como con-
juntos de arcos de corte Kt contienen a dicho arco no
requerido de conexidn.

Dada una cierta componente Cé de Gé, tomada como
"raiz" y dado un vector de multiplicadores A no negativo,

la siguiente proposicidén determina los valores o6ptimos

de las variablgs x;, e yij del problema PR(A,fa).
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Proposicidén IV.1:

La asignacidn O6ptima de valores a las variables

X. e yij del problema PR(A,ta), dados A y t, es:

xij = f(i,j) si el arco (i,j)eAé
yij = f(i,j) si el arco (l,J)eAS

donde f(i,j) representa el nimero de unidades de flujo
que recorren al arco (i,j).

Demostracidn:

Puesto que la dnica restriccidén del problema re-
lajado es que los vértices requeridos sean simétricos,

en el caso de que todos los costes modificados de los

arcos no requeridos de conexidén sean no negativos, cal-

culamos, para cada vértice i requerido, D(i), definido

como :
D(i) = dt(i) - do(i) , siendo
dt(i) = grado de entrada del vértice i en el grafo
Gé con respecto a los arcos de Aé.
do(i) = grado de salida del vértice i en el grafo

Gé con respecto a los arcos de Aé.

R , . .
Sea N el conjunto de vértices de GC tales que

tq

D(i) # 0.

R
Sobre el grafo <N > inducido por dichos vérti-
a

ces en EC resolvemos un problema de flujo de coste
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minimo (ver Seccién III.1.3 para definicidén de fuentes,
sumideras y capacidades de los arcos).

Descomponiendo los arcos de ac utilizados por el
flujo 6ptimo en los correspondientes arcos de Gé, la

asignaciédn:

xij = f(i,j) si el arco (i,j) pertenece a Aé
yij = f(i,j) si el arco (i,j) pertenece a Aé

satisface las restricciones (1) de PR(A,ta) con el mini-
mo coste.

En el caso de que existan arcos no requeridos de
conexidén cuyo coste modificado sea negativo, el algorit-
mo de flujo de coste minimo puede aplicarse, consideran-
do que la capacidad del arco (i,j) es UB, siendo este
valor una cota superior al valor de la variable asociada
correspondiente yij (un ejemplo de cota superior se pre-
sentard al final de esta Seccidn).

La resolucién del problema de flujo de coste mi-
nimo, para una "raiz" dada y unos multiplicadores A no
negativos, puede producir soluciones posibles de PR(ta);
como sefialamos en las propiedades de la Relajacidén La-
grangiana presentadas en la Seccidén introductoria de
esta memoria; ésto ocurrird cuando los arcos no reque-

ridos de conexidén utilizados por el flujo 6ptimo hagan
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que se satisfagan todas las restricciones (2.a"). Sin em-
bargo, en problemas reales, generalmente el coste origi-
nal de dichos arcos de conexidén es mayor que el coste

de los arcos requeridos y se tenderi a simetrizar 1los
vértices utilizando éstos tltimos.

Como hemos visto, la resolucidén del problema

’

tG

PR(A,ta), dada una componente C y un conjunto de mul-
tiplicadores A, implica la resolucidén de un problema de
flujo de coste minimo, que es computacionalmente méas cos-
toso que la determinacidén de una arborescencia generado-
ra de minimo peso (SSA).

El nimero de restricciones relajadas crece expo-
nencialmente, con lo que, para problemas grandes, la co-
ta inferior a la solucién 6ptima del DRPP obtenida por
esta segunda Relajacidén Lagrangiana sera, generalmente,
menos potente que la proporcionada por la primera.

La primera Relajacidén Lagrangiana, ademas de pro-
'porcionar problemas separables y mas sencillos, como ve-
remos en IV.2, facilita la elaboracién de criterios de
ramificacidén en el proceso de branch and bound, como se
explicard en la Seccidn V. Restricciones redundantes

pueden incorporarse a la funcién objetivo de P_(u,t ) ¥y

R

son del mismo tipo que las que aparecen en la funcién

objetivo de PR(A,ta) (como veremos en IV.3 son las res-



105

tricciones de tipo (2.b°)), con la ventaja de que no es
necesario calcular todos los multiplicadores At corres-
pondientes a todos los posibles conjuntos de arcos de
corte Kt' como ocurre en la Segunda Relajacién Lagran-
giana, sino que pueden calcularse uno tras otro, con-

forme se detectan restricciones incumplidas.
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IV.2 CcOTA INFERIOR A PARTIR DE LA SSA

Consideremos el problema PR(ta) y el problema re-
lajado obtenido a partir de é1, que denotgmos por
PR(u,tu), en el que:

a) se han eliminado las restricciones (2.b°) por ser

redundantes, segin la Proposicién II.6

b) las restricciones de simetria (1) han sido rela-

jadas, de forma Lagrangiana, usando multiplicado-

res u. asociados a los vértices ieNR.
i

Su formulacidn es, pues:

P . td ,
Min cijxij + cijyij + cij(1+rij)-
(i,j)eéé (i,j)sAé (i,j)eAé ,
- Z ui[Z [(1+ri,) + x;]b; + 2 y;SI -
ieN J J J J J J J
R
SV (EPENR PRI ST v
- ji’ il v ji - Ji gi
J J
Sometido a las restricciones
(2.2%, (3) y u, no restringido, 1ieN (4)

R
Reescribiendo la funcién objetivo, el problema relajado

PR(u,ta) puede formularse como:



Min EZ x;.(c..+u,-ui) + }; yi,(ci,+u.—ui) +
J (i,3)eA’ J J J

(i,3)eal o
+ E: c..(1+r..) + ->_- u.(d (i) - d_(i))
.- . 1] 1) . 1 0t 0
(l,J)EAR 1eNR

Sometido a las restricciones:

(1,5) ek, , (2.a)

. . , . ’, . . ’, », ’, ’
VKt—{(l,J)EAS/leN(Vt), JeN(V/), ctaevt, vieF ]

x! . >0 entera V(i,jleA’

13 R
(3)

’ 0 . . A P

yij > entera V(i,j)e S
u. no restringido VisNR (4)

donde dt(i) y do(i) representan los grados de entrada y
de salida, respectivamente, del vértice ieNR en el grafo
Gé pero sélo con respecto a los arcos de Aé.

Comentario IV.2:

Como hemos sefialado en IV.1.2, esta relajacidn de
PR(ta) tiene la ventaja de que, dado un vector arbitra-

rio de multiplicadores u, la resolucidn de PR(u,ta) pue-

de efectuarse en dos etapas, minimizando un problema en
el que sdlo intervienen las variables xij, asociadas a
los arcos requeridos de Gé (denotaremos este problema
por PR(u,ta/x)),y, por otro lado, minimizando un proble-
ma en el que sélo aparecen variables yij, asociadas a

los arcos Aé de Gé (este problema sera denotado por
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PR(u’tu/y))-

El Problema PR(u,tm/x) es el definido por

Min z x (e, +u. =~ u)

(I,J)EAR

PR(u,ta/x) sometido a la restricciédn

x:, >0 , entera, v(i,j)eAé

El Problema P_(u,t, /y) es el definido por
n

2

Min E: y..{(e,., +u, = u,)
. “ L Vi i
(l’J)EAS

sometido a las restricciones

< ES yi. 21

. N 1
(i,j)eK J
t ’
(2.2)
vK, = [(i,j)eAé / ieN(V]), jeN(ﬁé), C’ eV’

t t’

V’cF'}
o t

yi. >0 , entera v(i,J)sAé

L

IV.2.1 La solucién de P_(u,t,)
n

La solucidn éptima de PR(u,ta), dada una componen-

te Cé del subgrafo inducido sobre Gé por los arcos de
a

Aé y un vector de multiplicadores u, asociados a los vér-

tices requeridos, se obtiene determinando la asignaciédn

.

6ptima de valores a las variables x'. . y.., i.e., re-
1] 1]

solviendo Optimamente los subproblemas PR(u,ta/x) y

P (u,ty/y)
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Las siguientes proposiciones determinan la asig-
nacién de valores Optimos a las variables.

Proposicién IV.2:

La asignacidén 6ptima de valores a las variables

de PR(u,t /x) viene dada por:

x.,. =20 si e¢,, +u, -u, >0
ij ij J i

X! . = UB, en caso contrario
1j 1

donde UB1 es una cota superior al valor de las variables.

Demostracidén: Es obvia

Proposicidén IV.3:

La asignacidén Optima de valores a las variables

de PR(u,ta/y) es la siguiente:

a) yij =1 si el arco (i,j)eAé estid en Tta
y.. = 0 en caso contrario
1]
si los costes modificados (cij+uj-ui) de todos los ar-

cos (i,j) pertenecientes a Aé son no negativos

b) yij = UB2 V(l,J)eAS l ij+uj_ui

siendo UB2 una cota superior al valor de las variables

A
o

y£3,= 1 para todo arco (i}erAé asociado a un arco

(i,j)elk para el que Eij > 0, si el arco (i,j)

pertenece a T
ta

O en otro caso

e
1



Demostracidn:

Notemos que las restricciones (2.a") obligan a la
existencia de un camino dirigido desde la componente

"raiz"fcé a cada una de las restantes componentes in-
a

’
.

ducidas sobre Gé por los arcos de A

Distinguiremos dos casos:
Caso a:
Los costes modificados (c. .+u,-u.) de todos los
ijg g i
arcos (i,J) pertenecientes a Aé son no negativos.

En este caso, como sefialamos en la introduccién
de esta memoria, PR(u,ta/y) corresponde a la formula-
cién, como un problema de Programacidén Lineal Entera,
del problema de la arborescencia generadora de minimo
peso (SSA) con raiz en la componente Cé .

[+

Consideremos el grafo condensado §C, definido en
IIT.1.1; calculamoé sobre él1 la arborescencia generado-
ra de minimo peso con raiz en el vértice t, y sea Tt

[+
la solucidén de dicha arborescencia en GC. Denotamos por
Tt el conjunto de arcos del grafo Gé correspondientes

a

l ' d G L]
a los arcos de Ttu e &,

En este caso, la asignacion:

T.o=1 i el arco (i,j)eA’ est n T
le si a (i,j)e S a e -
yij = 0 en caso contrario

proporciona el valor 6ptimo de PR(u,ta/y).
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Caso b:

Los costes modificados (cij+uj—ui) de algunos ar-
cos (i,j) pertenecientes a Aé son negativos.

En este caso, en la solucidén bptima de PR(u,ta/y)

se debe cumplir

N

1 .‘. : . . o’o i rd ' -
(1) yij U32 V(i J)eAS I cij+u u,

J i

siendo UB2 una cota superior al valor de 1las

variables.

Consideremos de nuevo el grafo condensado

&

con
C

(N,X), definido en III.1.1, pero, en este caso,

una pequefia modificacidn:

denotando por Eij el coste de un arco de X, hacemos

si

(e}

bin {ci‘j'] <0

is
J 1eC.

"SC "
J J

donde ciﬁ,representa el coste modificado por los multi-

plicadores correspondientes (recordemos que, originalmen-

te, el coste del arco (i,j)eX era siempre min {Cih,})
i%C£ J

eC,
J J

la arbo-

Con estos costes €. ., calculamos en GC
i

rescencia generadora de minimo peso con raiz en el vér-

tice t ; como antes, Tt representa la solucidn en GC y
a
o
Tt el conjunto de arcos del grafo Gé correspondientes
a
T d .
a los arcos de t e GC
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si ¢
(i,j)eTt

]
o

ij
[+

la anterior asignacidén, (1), de valores a las variables
y;j produce la solucidén éptima del problema PR(u,ta/y).

ya que los arcos correspondientes a estas variables sa-

tisfacen todas las restricciones (2.2).

Si ¢.. >0 , hacer y. .= 1 para todo
. 1) 1J
(i,j)eT
ta

arco (iﬁj?eAé asociado a un arco (i,j)eA para el que
¢.. >0, si-el arco (i,j) pertenece a T .
ij ty
Esta asignacidén, junto con (1) proporciona, en

este caso, el valor 6ptimo de Pﬁ(u,ta/y).

Estos resultados, teniendo en cuenta que el pro-
blema PR(u,tu) es '"separable'", se resumen en el siguien-
te teorema.

Teorema IV.4:

Dada una componente C; del subgrafo inducido so-
a

bre Gé por los arcos de Aé y un vector de mulfiplicadores
u, asociados a los vértices requeridos, la solucidbén bpti-
ma de PR(u,ta) se obtiene asignando a las variables xij

e yij los valores dados en las Proposiciones IV.2 y

Iv.3.
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IV.3 MEJORAS DE LA COTA INFERIOR

La cota inferior al valor o6ptimo de PR(t obte-

o)
nida en IV.2 es susceptible de ser mejorada.

Una primera mejora se obtiene considerando que la

resolucidén 6ptima de PR(u,ta), dado un vector de multi-

plicadores u y una cierta componente C; implica la de-
a

terminacidén de una arborescencia generadora de minimo
peso con '"raiz" en la componente Cé {ver Teorema IV.4
[+]

y Proposicién IV.3).

Notaciédén IV.3:

Vu(PR(u,ta)) representa el valor 6ptimo del pro-

blema PR(u,ta), dado u y C; . Representamos por (ifj*)
o

el arco de Aé-I, en Gé‘ (ver Notaciédn Iv.1), de menor

’

coste tal que su vértice final j*sCt s ¥ por c:j el cos-
a
te de dicho arco, modificado por los correspondientes

multiplicadores.

Proposicidén IV.5:

. .. , , *
Si V(l,J)eAS—I, cij+uj-u > 0, vd(PR(u’tu))+cij

es una cota inferior al valor 6ptimo de PR(tu)'

Demostracién:

Si los costes modificados de todos los arcos no
requeridos de conexidén son no negativos, la solucidén 6p-

tima del subproblema PR(u,ta/y) es una arborescencia
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generadora de minimo peso (SSA) con raiz en la compo-

nente Cé (ver Proposicién IV.3, Caso a). Por lo tanto,
a

respecto de ella, el grado del vértice t, es cero, como
ya sefialamos en la definicidén presentada en la intro-
duccidén de esta memorié. Como, en cualquier solucién po-
sible, a la componente C; debe "entrarle'" al menos un

a

arco de Aé—I (por las restricciones de tipo (2.b")), el

*
coste de ese arco no puede ser menor que cij
La mejora que acabamos de describir esta general-

mente dominada por la que vamos a exponer a continuacidn.

La segunda mejora se obtiene considerando las

restricciones (2.b°). Notemos que estas restricciones,
que eran redundantes en presencia de las de simetria,
denotadas por (1, ya no lo son cuando éstas Gltimas han
sido relajadas. Por lo tanto, las restricciones de tipo
(2.b) pueden ser incorporadas a PR(u,ta), de forma La-
grangiana, para aumentar el valor de la cota inferior.
Como sefialamos al final de IV.1, los multiplica-
dores asociados a las restricciones (2.b") no necesitan
ser calculados conjuntamente, sino que pueden ser cal-
culados, y afiadidos a la funcidén objetivo de PR(u,ta),
a medida que van siendo detectadas restricciones de ti-

po (2.b) incumplidas.



Si una restriccién t del tipo:

}Z y.. 21
(i,3)eK, tJ |
(2.b")

ta

13 . rd 13 d - —ﬂ rd -’ » ‘
VKt = {(1,J)EAS / 1eN(Vt), JEN(Vt), C th, Vth }
que se incumple, puede ser detectada en la solucién al
problema PR(u,ta/y), esta restriccidén puede relajarse,

‘utilizando un multiplicador X_ asociado a ella,y afiadir-

t
se a la funcidén objetivo de PR(u,ta).

La restriccidén relajada se afiade a la funcidén ob-

jetivo como +At (1 - ZZ yi,), con At > 0, como ya
(i,j)eKt

vimos, de una forma totalmente anidloga a como aparece en
la funcidén objetivo del problema PR(A,ta) definido en
IV.1.2. El multiplicador At asociado a la restriccidn
disminuye los costes (inicialmente no negativos) de to-
dos los arcos del correspondiente conjunto de arcos de
corte K, .

° Tt

La siguiente proposicién seflala unas restriccio-

nes de tipo (2.b") que no son satisfechas por la solu-

cidén 6ptima del subproblema PR(u,ta/y).

Proposicidén IV.6:

Cada arco en la arborescencia generadora de mini-
mo peso (SSA) que produce la solucidén 6ptima del subpro-

blema PR(u,ta/y) proporciona una restriccidén t del tipo
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(2.b) que no es satisfecha por dicha solucién 6ptima.

Demostracidn:

Sea T el conjunto de arcos en la arborescencia

te

generadora de minimo peso (SSA) sobre GC, con raiz en

el vértice t,, y sea (i,j) un arco cualquiera de Tt .

a

Denotamos por R(j) el conjunto de vértice de N
que son alcanzables desde j, utilizando arcos de Tt .
a

Evidentemente, t, ¢ R(j), ya que su grado de entrada

respecto a los arcos de Tt es cero.
a

Considerando la subfamilia de F', que denotamos

por V formada por las componentes sobre Gé correspon-

£
dientes a los vértices de R(j), comprobamos que para el

conjunto de arcos de corte Kt definido por:

K, = [(1,J)EAS / ieN(VI), jeN(V), Cta e V7,

VécF}

la correspondiente restriccién de tipo (2.b")

}; y.. >1 se incumple, i.e.: }; y:. = 0.

. " 1 . .
(I,J)EKt J (l,J)eKt

De acuerdo con la Proposicidén IV.3 que determina

la asignacién O6ptima de valores a las variables del sub-

problema PR(u,tu/y), debemos comprobar que no existe,

pues, ningain arco de Tt con vértice inicial en R(j) y
Qa

vértice final en R(j). Pero €sto es obvio, ya que la

existencia de un arco (1l,m). con leR(j) y meR(j) impli-

caria que meR(j), en contra de la hipétesis.
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Comentario IV.4:

Considerabamos en la primera mejora de la cota

inferior, la adicidén a V (P_(u,t,)) del coste, cf,, del
u R a ij

arco mas pequefio que entra en la componente '"raiz" C; .
, a

Notemos que ésto corresponde a un cierto conjunto de

arcos de corte Kt de tipo (2.b) (aquél en el que

); el valor del multiplicador correspondiente

\-,I = C'
t t
o

e e gs » ~ .
At (ver IV.5) coincidira con cij' Debemos sefialar, fi-

k-1 .
nalmente, que de los 2 - 1 cortes correspondientes

a las restricciones de tipo (2.b"), algunas de las cua-
les pueden satisfacerse, k-1 se incumplen necesariamen-
te por la Proposicidén IV.6. Remitimos a IV.5,para un
estudio mds detallado,y a la Seccidén V -donde sefialare-

mos su incidencia en la estrategia de ramificacidn.
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IV.4 PROCEDIMIENTO GENERAL

El procedimiento descrito en IV.2 para obtener

una cota inferior al valor 6ptimo del problema P_(t I,

R
definido al final de la Seccidén II, y las mejoras posi-
bles de dicha cota inferior, explicadas en IV.3, lo han
sido siempre referidas a una raiz dada t, del grafo con-
densado ac (una componente dada inducida sobre Gé por

el conjunto de arcos requeridos Aé).

Exponemos a continuacidén el procedimiento general
de obtencién de la cota inferior al valor déptimo del
Problema del Cartero Rural Dirigido (DRPP). La cota in-
ferior obtenida por dicho procedimiento ha sido utili-
zada en el proceso de branch and bound, descrito en 1la
Seccién V de esta memoria, construido para obtener 1la
solucidén 6ptima del DRPP.

El procedimiento general es, esquemiaticamente, =

el siguiente:

STEP O0: Inicializacidén. Dado el conjunto de vértices

del grafo condensado §C, N=1,2,...,k , tomar

STEP 1: Encontrar los valores Optimos de los multiplica-
dores de forma que se maximice el valor

\Y (PR(u,ta)),- el valor 6ptimo del problema PR(u,taL



STEP 2: A partir de la solucidén del subproblema
PR(u,ta/y) obtenido en el STEP 1, computar los
valores de los multiplicadores At (ver Proposi-
cién IV.6) y afiadirlos a la funcidén objetivo

t ).
de PR(u’ G)

Volver al STEP 1 si es necesario.

STEP 3: Si t_, = k, STOP

Si no, hacer t = ta + 1 e 1ir al STEP 1.
a

Comentario IV.5:

El Teorema IV.4 indicaba el valor 6ptimo, deno-
tado por Vu(PR(u’ta))’ del problema PR(u,tG), dados t,
y u. Para determinar V(PR(u,ta)), STEP 1 del pfocedi-
miento general, el método mids cominmente utilizado es
el del subgradiente (ver la introduccidén de esta memo-
ria); normalmente, ‘el método del subgradiente acaba
tras un nimero finito de iteraciones (en cada una de
ellas se debe determinar Vu(PR(u’ta))’ sin obtener el
valor .6ptimo de PR(u,ta). an el mejor valor obtenido
en el STEP 1, deben obtenerse los multiplicadores At
asociados a los conjuntos de arcos de corte definidos
por cada arco en la arborescenc;a generadora de mini-

mo peso solucidén 6ptima del subproblema PR(u,ta/y);

con los nuevos costes modificados se puede volver a
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reoptimizar. El proceso se repite para cada vértice de N.

Como vemos, el procedimiento general de obtenciédn
de la cota inferior es, computacionalmente, costoso. En
el cbédigo construido (yer Seccidén VI, donde se detallan
los resultados computacionales) el procedimiento ha sido
simplificado. Un algoritmo heuristico ha sido utilizado,
en lugar del método del subgradiente, en el STEP 1. Es
un procedimiento iterativo, que se detalla y justifica
en IV.5, para obtener unos '"buenos'" multiplicadores u.
Estos multiplicadores, calculados inicialmente, se man-
tienen constantes miéntras se calculan todas las posi-
bles arborescencias generadoras de minimo peso sobre GC;
sobre la mejor de ellas (la de mayor coste) se determi-
nan los cortes incumplidos y los correspondientes multi-
plicadores At, para lo que se utiliza, de nuevo, un pro-
cedimiento heuristico. Tal procedimiento ha sido utili-
zado por Balas y Christofides [1] para el Problema del
Agente Viajero (TSP) asimétrico, y se detalla también
en IV.5. Con los costes modificados por los multiplica-
dores obtenidos At vuelve a calcularse la arborescen-
cia generadora de minimo peso sobre GC (con la misma
raiz que la que produjo los multiplicadores At). El va-

lor utilizado en el cdédigo como cota inferior al valor
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de la solucidén Optima del DRPP es, finalmente:

k-1
’ R R -
+ cr

(is5)er* (1)

Notacién IV.6:

D(i) representa la diferencia entre el grado de
entrada y de salida del vértice i, en el grafo Gé, pero

’
.

con respecto a los arcos de AR

T* representa los arcos en la arborescencia que
ha sido calculada después de obtener los multiplicado-
res At; c:j es el coste del arco (i,j)eT* (modificado

por los multiplicadores u y los At obtenidos).

Comentarios IV.7:

Los multiplicadores u y At obtenidos por 1los
procedimientos heuristicos que seran detallados en IV.5

hacen que los costes modificados de todos los arcos del

4

grafo Gc

sean no negativos, por lo que la resolucién
éptima del subproblema PR(u,ta/x) es xij =0 V(l,J)eAR.
Asimismo, la resolucién éptima de PR(u,ta/y), con los
costes modificados por los multiplicadores At, es (por
la Proposicidén IV.3, Caso a) yij = 1 para los k-1 arcos

’ - *
de GC correspondientes a los arcos de T . Recordando la
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funcidén objetivo del problema PR(u,tu),dada en IV.2,y
la forma en que se incorporan a ella las restricciones
redundantes, explicada en la segunda mejora de la cota
inferior (ver 1IV.3), la expresidén (I) es la obtenida
para la funcidn objefivo de P#(u,ta), y, por lo tanto,

para el valor de la cota inferior.
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IV.5 PROCEDIMIENTOS HEURISTICOS

Los multiplicadores u y A que aparecen en el pro-
cedimiento general de obtencién de la cota inferior, usa-
da en el 4rbol de branch and bound de la Seccidén V, a la
solucidén 6ptima del Problema del Cartero Rural Dirigido,
seobtienen mediante algoritmos heuristicos, uno de ellos
iterativo, que van a ser expuestos a continuacién.

Los algoritmos se justifican, en primer lugar,
por su rapidez, en comparacidén con el método del subgra-
diente, utilizado generalmente para obtener, en un nime-
ro finito de iteraciones, unos '"buenos'" multiplicadores.
En segundo lugar, los resultados obtenidos son buenos,
como veremos en la Seccidén VI, y, ademas, los procedi-
mientos heuristicos permiten obtener, de una forma sen-
cilla, cotas (superiores e inferiores) al aumento del
valor de la cota inferior del DRPP (ver IV.4) al descen-
der en el arbol de bisqueda y, por lo tanto, el céalculo
de una cota inferior en cada nudo del arbol puede ser
evitado (como veremos en la Seccidn V).

Los multiplicadores obtenidos mantienen, ademéis,
los costes modificados de todos los arcos del grafo Gé
no negativos; la razbén para ello es la no existencia de

cotas superiores, ajustadas, a los valores de las varia-
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bles x| . e y;j, a diferencia de como ocurre en el caso
de un grafo totalmente no dirigido, como se expone en
[8]. Una cota superior (a la que hemos hecho referencia
en apartados anteriores de esta Seccidén), evidente y
ristica, al nimero de veces que puede aparecer o
repetirse, segin sea de Aé o de Aé, el arco (i,j) vie-
ne dada por el procedimiento heuristico descrito en 1la
Seccidén III de esta memoria.

Denotando por V(H) el valor de la cota superior

inicial obtenida por el procedimiento heuristico men-

cionado (ver Seccidén III)

V) - D0 e (e, ) | .. (I1)
(i,3)ea; HJ tJ

es una cota superior al valor de la variable asociada

al arco (i,j) en cualquier solucién éptima.

Comentario IV.8:

La cota superior (II),al valor de la variable co-
rrespondiente al arco (i,j) es mala y se ha intentado
mejorar. Podria pensarse que, considerando ei grafo Gé,
la suma de todas las demandas (ofertas) es también una
cota superior, pero el problema estriba en que este va-
lor no estd bien definido (;con respecto a los arcos de
Aé?, iscontando todos los arcos de Gé?); cuando k-1 ar-

cos de Aé - I han sido fijados en la solucidén, la reso-



lucidn del proBlema de flujo de coste minimo proporcio-
na, a posteriori, cotas para las variables, pero en es-
ta situacidn (ver Seccidén V), el correspondiente nudo
del arbol de buisqueda queda saturado.

La no existencia de cotas superiores ajustadas

’,

para los valores de las variables x!. e y produce

ij ij
que el método del subgradiente, al originar costes modi-
ficados negativos, necesite muchas iteraciones para es-

tabilizarse, por lo que su convergencia es muy lenta.

Este resultado concuerda con el obtenido en [8]

para el caso del Carterc Rural en un grafo no dirigido.

Por las razones antes expuestas, hemos construi-
do procedimientos heuristicos que van a ser detallados

a continuacién.

IV.5.1. Procedimiento heuristico iterativo para la ob-

tencién de los multiplicadores u

Recordemos la funcidén objetivo del problema
relajado PR(u,ta):

’
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Min 2 x . (c. .+u -u ) + 2 y:. (e, .+u.-u )+
jg i . i

, & , 1 1 ; , Vi i

(1,J)eAR J J (1,J)eAS J J J
+ ZZ cij(1+rij) + 28 ui D(1i)

(1,J)eAR 1eNR

donde D(i) representa la diferencia entre los grados de



entrada y de salida del vértice ieNR, en el grafo Gé,

4
.

pero con respecto a los arcos de AR

La restriccibén correspondiente a los multipli-
cadores u es:

u, no restringido VieNR (4)

Como ya hemos sefialado, la primera condicidén exigida a
los multiplicadores es:

c.. +u, —u, >0 ¥i,j (Irz)
ij o g i

De acuerdo con la expresidén de la funcidén obje-
tivo de PR(u’ta)’ interesa que el multiplicadorui aso-
'ciddo a un Vértiée'ieNR'fehgé'eI miémo'signd que D(i).

Notemos, finalmente, que el orden en que se cal-
culan los multiplicadores u, influye en el resultado
final. E1 heuristico trata de, satisfaciendo la condi-

cidén (III), maximizar z; ui D(i), y, tras varias

ieN
%R

pruebas, el que proponemos consiste, esquematicamente en:

- Ordenar los vértices de mayor a menor valor absoluto

de D(1i) .

- Para cada vértice i, el multiplicador u, se calcula de

la forma siguiente:

si D(i) < 0 , u, = -min [Cj'}

jeN
JE€N
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si D(i) > O , u. = min {c,,}
* jeN J
Jep

y se actualizan los costes de todos los arcos incidentes

con el vértice i como sigue:

.. = C,.=-u, jeN c.. = c,.+u, jeN
cl'J clJ u1 s JE R y u s JE

Un multiplicador ui puede ser calculado para un
vértice ieNR tal que D(i) = 0 si este mﬁltiplicador pue-—
de mejorar, al cambiar los costes de algunos arcos, otro
multiplicador uj, correspondiente a un vértice j para el
que D(j) # O.

El procedimiento se repite hasta que todos los
multiplicadores u, permanecen inalterados.

Se calculan, finalmente, multiplicadores u, aso-
ciados a vértices i con D(i) = 0 (que no influyen en el
valor de la funcidn objetivo de PR(u,ta)) si con ellos
podemos aumentar los costes de algunos arcos no requeri-
dos de conexidén y, por lo tanto, posiblemente, el valor
de las arborescencias generadoras de minimo peso que de-
ben ser calculadas a continuacidén (ver IV.4).

El siguiente ejemplo ilustra la aplicacidon de es-

te algoritmo heuristico iterativo.

Ejemglo 1:

Consideremos el grafo Gé de la Figura 5 de la

Seccidn II.



Respecto a los arcos de Aé , D(i) toma lqs.si—
guientes valores:
D(1)=D(2)=D(3)=D(4)=D(6)=D(7)=D(8)=D(9)=0

D(5) = -1 D(10) = -1 D(11) = 2
El orden, pues, para calcular los multiplicadores es:
u

u u

11° 5° 10

12 iteracidn: u =3 u_ = -3 u =0
11 ’ 5 ? 10

22 iteracibén: los multiplicadores no cambian

Notemos que ug podria mejorarse asignando multi-
plicadores adecuados a los vértices 4'y 6, pero el
cdédigo no contempla la posibilidad de mejora (para
evitar complicaciones excesivas) cuando interviene
mas de un vértice.

Fin del proceso iterativo.

Todavia es posible asignar multiplicadores a los
vértices 2, 3 y 8 para aumentar los costes de los ar-
cos no requeridos de conexidn; haciendo u_,Z = -2,

2

u, = 3y ug = 4, la Figura 1 muestra el grafo Gé con

los costes modificados.
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\15

10

Figura 1

IV.5.2 Procedimeinto heuristico para la obtencidédn de 1los
multiplicadores X
Como ya hemos sefialado, el procedimiento heuris-
tico que describimos ha sido utilizado por Balas vy
Christofides en [l], donde se presentaban el mismo ti-
po de restricciones relajadas que las que aparecen en
la segunda mejora de la cota inferior presentada en IV. 3.
Segun la Proposicidén IV.6, cada arco de la arbo-
rescencia generadora de minimo peso,solucidédn obptima del.
subproblema P“(u,ta/y),determina un conjunto KL de ar-
eos de corte que incumple la correspondiente restric-
cién de tipo (2 .b")
Como se afirma en el articulo antes mencionado,

el mejor multiplicador asociado a dicho corte y que



mantiene los costes modificados no negativos, es el de-
finido por

ey Ul

leR(j)

donde Ehl es el coste, modificado ya por los multipli-
cadores u, en el grafo condensado Cc del arco (h,1). E1
corte Kt corresponde al arco de la arborescencia que
denotamos por (i,j). R(j) es el conjunto de vértices de
N alcanzables desde el j, utilizando arcos de Tﬁ y R(j)
el complementario de R(j) con respecto a N.

Determinado el multiplicador At, los costes de
los arcos en el correspondiente conjunto K, son actuali-

t

zados: c.., = ¢C. .,
1) 1)

- At’ y se pasa a calcular otro multi-
plicador para otro corte Kt” que corresponderi a otro
arco de la arborescencia.

El proceso termina después de obtener k-1 multi-
plicadores, que han modificado los costes de ciertos
arcos de Aé-I, Yy que aparecen sumando en la expresién
final de la funcidén objetivo de PR(u,ta).

Finalmente, como se indica en IV.4, se calcula
una nueva arborescencia generadora de minimo peso, con

los costes modificados,y asi concluye la obtencién de

la cota inferior al valor 6ptimo del DRPP, que sera
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utilizada en el procedimiento de branch and bound des-
crito en la Seccidn siguiente.

Presentamos a continuacidén un ejemplo para ilus-
trar la obtencidén de la cota inferior, construida en
esta Seccidén, al valor de la solucidén 6ptima del DRPP

en el nudo cero del arbol de branch and bound.

Ejemplo 2: Obtencidén de la cota inferior
Consideremos el grafo Gé de la Figura 5 en el

Ejemplo 2 de la Seccidén III. Todos los arcos de F y T

ta

son también de Aé.
Vamos a calcular la cota inferior al valor 6pti-

mo del DRPP.

1) C4lculo de los multiplicadores u:
Para este grafo, D(i) es el siguiente:
D(1)=D(2)=D(3)=D(7)=D(8)=D(12)=D(13)=D(14)=D(15) = 0
D(4) = -1, D(5) = 1, D(6) = -2, D(9) = 1, D(10) = 1,
D(11) = -1, D(16) = 1
El orden, pues, establecido para el calculo de los
multiplicadores es el siguiente:

u

u u

6’ 4’ "5° "9’ "10° 11’ 16

12 iteraciébn:
u4 = =3, u5 = 0, u6 = -6, u9 = 2, u10 = 4,
Upp = 720 Wy =0

131



132

22 jteracidn:

Se mejora u_ y se determina u8 para poder mejoraru_ .

9 10
u4 = =3, u5 = 0, u6 = =6, u8 = 11, u9 = 6,
u10 = 6, ull = =2, u16 = 0
32 iteracidn:
Séio varia ug
u4 = =3, u5 = 0, u6 = =6, u8 =11, u9 =7,
1o = % Uy = 7E e =0

Ya no se produce ningin cambio y, por lo tanto,
termina el proceso iterativo.

Se CaICulahja'cbntinuaCiéh multiplicadores que pue-
dan aumentar los costes de los arcos no requeridos
de conexiédn.

t n: = =7 = =5 u = 3
Estos so u3 ) u12 15

Con los costes de los arcos modificados, el corres-
pondiente ‘grafo condensado @C estia representado en

la Figura 2.

2) Calculo de los multiplicadores ai:
La mejor arbo}escencia generadora de minimo peso se
obtiene con raiz en la primera componente. Sus arcos
son (1,2) y (2,3), con un coste total de 7 unidades.

El multiplicador asociado al primer arco de Tl



es X = 4; andlogamente X = 0, para el segundo arco
Los costes actualizados aparecen en la Figura 3. La
arborescencia generadora de minimo peso, calculada
con estos costes modificados, con raiz en la prime-
ra componente, no varia, vy, por lo tanto, 1 =

= {(1,2) , (2,3)}.

Figura 2 Figura 3

El wvalor, pues, de la cota inferior al wvalor de
la solucidén obéptima del DRPP sobre el grafo Gb de este
ejemplo es, de acuerdo con la expresidén (I) de IV.4:

c..(l+r..) + u.D(1i) + / X +
(i.3)eA’ 1J 1J I cNR 1 t=1 1

c.. =99+ 30+ 4+ 7= 140

La solucién oéptima del Problema del Cartero Ru-
ral Dirigido sobre el grafo G' de este ejemplo coincide
con el valor de la cota superior inicial, mejorada,

construida en el Ejemplo 2 de la Seccidédn III, que era
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de 150 unidades. Este ejemplo aparece entre los proble-

mas de test que figuran en la Seccidén VI de esta memoria.

Concluimos esta Seccidn con una breve valoracidn
de los resultados obtenidos en ella. Como es bien cono-
cido, en cualquier procedimiento de branch and bound,
como el desarrollado en esta memoria para obtener la so-
lucidén exacta del Problema del Cartero Rural Dirigido,
méds importante que los criterios de ramificacidn y de
eleccidén de variables,es el disponer de buenas cotas in-
feriores. En esta Seccidn, empleando la técnica que he-
mos considerado mis conveniente para el tipé de proble-
ma (la Relajacidén Lagrangiana), hemos desarrollado una
cota inferior y estudiado su implementacién. Hemos tra-
tado de conjugar la economia de cidlculo con la potencia
de la cota, por lo -que el método del subgradiente ha si-
do sustituido por procedimientos heuristicos, con un
significado intuitivo grande y con cuya descripcidén con-
cluye la Seccidén. Las ventajas de calculo que hemos men-
cionado se detallan en la Seccidén siguiente, mientras
que una valoracidén global de los resultados obtenidos,
teniendo en cuenta también la cota superior y las estra-
tegias de ramificacidén, serid presentada en la Gltima

Seccién de esta memoria.



SECCION IV

PROCEDIMIENTO DE BRANCH AND BOUND

PARA EL DRPP



Presentamos en esta Seccidn una descripcién del
procedimiento de branch and bound construido para deter-
minar la solucidén exacta del Problema del Cartero Rural
Dirigido.

Se detalla, en primer lugar, la estrategia de
ramificacién, que es del tipo conocido como depth-first,
con la intencién de llegar, cuanto antes, a buenas solu-
ciones (posibleménte la solucidén b6ptima) del problema.

Se estudia a continuacidén el criterio de elec-

cién de la variable a ramificar, que depende del nimero

,

de componentes originales inducidas por los arcos de AR

sobre el grafo Gé, y de la estructura que tenga el gra-
fo en cada momento (segin los arcos ya fijados por el
procedimiento).

Se detallan, finalmente, algunas de las caracte-
risticas del 4drbol de ramificacién construido que,.como-
ya seflalamos en la Seccidén IV, permiten utilizar las ven-
tajas de calculo que proporcionan los procedimientos heu-
risticos de obtencidén de los multiplicadores, descritos
al final de la Seccion anterior. En particular, la ela-

boracidén de un criterio sencillo de determinacidn de
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cotas superiores e inferiores al valor de la cota infe-
rior (ver Seccidn IV) en cada nudo del arbol permite
evitar el cédlculo de cota inferior en muchos nudos,
acelerando, por lo tanto, el procedimeinto de busqueda.
Los resultados cemputacionales se detallan en 1la

Seccién VI.
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V.1 ESTRATEGIA DE RAMIFICACION

La ramificacidén se realiza sobre las variables
yij correqundientes a arcos (i,j)eAé » cuando los vér-
tices iniciales y finales de dichos arcos pertenecen a
componentes (inducidas sobre Gé por los arcos de Aﬁ)
diferentes. La dificultad del problema depende, pues,
ademias del nuimero k de componentes diferentes, no nece-
sariamente fuertemente conexas, sobre el grafo Gé » que,
como ya sefialamos en la introduccidn de esta memoria, ha-
ce que el Problema del Cartero Rural Dirigido sea NP-com-
-pleto, del ntmero de arcos en: AébI , que hemos llamado-
arcos no requeridos de conexién. Entre problemas de difi-
culfad semejante (en el sentido antes mencionado) otro
factor que aumenta la complejidad, como veremos en los
resultados computacionales sobre los problemas de test
que se presentan en la Seccién VI, es el nimero de vérti-
ces requeridos (de NR) con grado de entrada distinto del
grado de salida, calculados sobre Gé con respecto a los
arcos de Aé.

Cada nudo (sgbproblema) del arbol de branch

and bound conduce a dos subproblemas, que correspon-

den a dos nudos que llamaremos descendientes; en el pri-

mero de ellos, la variable seleccionada yij (ver V.2
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para criterio de eleccidén) toma valores mayores o iguales
que 1 (el arco de Aé-I correspondiente es obligado a
aparecer en la soluccidén, al menos una vez), mientras que
en el segundo, la variable y;j seleccionada debe tomar
el valor 0 (lo que significa que el arco de Aé-I corres-—
pondiente no debe aparecer en la solucién).

Notemos que, en este Gltimo caso, la desaparicidn
de un cierto arco de Gé puede provocar las apariciones
‘0 repeticiones de otros arcos (por ejemplo, cuando de una
cierta componente de Gé , inducida por los arcos de Aé s
solamente salian dos arcos ho requeridos de conexidén, 1la
desaparicién de uno de ellos durante el proceso de rami-
ficacidén obliga a que la variable yij asociada al otro
arco tome valores mayores o iguales que 1). La aplicacién
de las Proposiciones II.4 y II.5 puede producir,en este
casoynuevas repeticiones o apariciones, con las consi-
guientes ventajas en cuanto a simplificacidén y reduccidn
del tamafio del problema, como se sefialéd en el Comentario
I1.2 (ver Seccibén II). E1 aumento en el tiempo de compu-
tacidén no es apreciable y los resultados de la Seccidn VI,
en cuanto al nimero total de nudos del 4rbol de ramifica-
cidén y tiempo, se presentan habiendo incorporado al cédi-
go ciertas posibilidades de reduccién.

En cuanto a la Eleccidén del Nudo a ramificar, co-
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mo hemos sefialado en la introduccién de esta Seccibdn, se

selecciona entre los nudos abiertos (i.e. aquellos sub-

problemas gque todavia no han sido examinados) aquel que

corresponde a una variable ~ obligada a tomar valores

mayores o iguales que 1.

La estrategia de ramificacidén adoptada es 1la gque

requiere menor capacidad de memoria. Cuando en el Aarbol

de ramificacién se debe volver atras (backtracking) para

examinar un nudo abierto, las modificaciones necesarias

para producir la estructura del subproblema correspon-

diente a dicho nudo pueden réalizarse, bien desde el ul-

timo nudo examinado o bien a partir del problema origi-

nal (correspondiente al nudo cero del arbol de ramifi-

cacidén); hemos preferido esta ultima posibilidad, que

es, por su sencillez, la utilizada generalmente cuando

la profundidad del 4arbol no es excesiva.

Figura 1



Un ejemplo del arbol de blisqueda construido para
determinar la solucidén exacta del DRPP se representa,
en la Figura 1; los nUmeros de los ﬁudos corresponden
al orden en que van siendo examinados los subproblemas
correspondientes.

Los nudos subrayados corresponden a subproblemas
saturados, como explicaremos mas adelante, pues antes
necesitamos explicitar el criterio de eleccidn de 1la

variable a ramificar.
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V.2 ELECCION DE LA VARIABLE A RAMIFICAR

El procedimiento de‘branch and bound no queda
determinado hasta que no se especifica el criterio con
que se elige la variable a ramificar en cada nudo (sub-
problema) del Arbol. Congruentemente con la estrategia
de ramificacidn adoptada, que trata de conseguir buenas
soluciones cuanto antes, el criterio de eleccidén de 1la
variable a ramificar utiliza la proximidad, comprobada
computacionalmente, de la cota superior proporcionada
por el procedimiento heuristico descrito en la Seccién
IIT al valor de la solucién Séptima del DRPP.

El criterio de eleccién depende del numero de
componentes, no necesariamente fuertemente conexas, que
existan en el subproblema en cuestién (inducidas por los
arcos de Aé junte con las ya fijadas en el procedi-
miento de ramificacidén). Si este nimero coincide con el
de componentes originales sobre Gé , se elige una vari-
able yij entre las asociadas a los arcos que estén en
la arborescencia generadora de minimo peso (SSA), calcu-
lada sobre el grafo condensado EC , con la misma raiz
que la arborescencia que produjo la cota superior (ver
Seccidén III). (Notemos que si el nimero de componentes

en el nudo dado coincide con el original, las modifica-
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ciones necesarias para conseguir la estructura del sub-
problema correspondiente a dicho nudo, a partir del pro-
blema original, han obligado a toda una serie de arcos
no requeridos de conexidén a no aparecer en la solucidn).

Si el ntmero de componentes del subproblema es
menor que el original, la variable elegida debe hacer
que se vaya cumpliendo que el grado de entrada y de sa-
lida de cada componente original (inducidas sobre Gé
por los arcos de Aé) sea 1, como, obviamente, debe ser-
lo en cualquier solucibén del DRPP.

En cualquier caso, entre las variables candida-
tas, se elige aquella cuyo arco asociado satisface mias
condiciones de simetria.

Como hemos visto, el criterio seleccionado fi-
nalmente para la eleccién de la variable a ramificar bus-
ca dos objetivos, uno de ellos prioritario, que esquema-

ticamente pueden resumirse como:

Primer objetivo: Seleccionar un conjunto de arcos no re-
queridos de conexién, que llamaremos A*;
de forma que el grafo inducido sobre Gé
por los arcos de Aé UA* sea débilmen-
te conexoyy que cada componente de Gé
tenga grado de entrada y de salida (en

el correspondiente grafo condensado GC)
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iguales a 1 (calculados con respecto

-
a los arcos en A ).

Segundo objetivo: Entre los arcos candidatos (i.e., los
que satisfacen el primer objetivo)
seleccionar aquél que satisface mas

restricciones de simetria.

Cuando k-1 arcos han sido obligados, en el proceso de ra-
mificacién, a estar en la solucidén (las variables y;j co-
rrespondientes deben tomar valores mayores o iguales que
1), en el grafo GF formado por estos arcos y el conjun-
. . F .
to de arcos requeridos AR, denotamos por NR el conjun-
Id . . ’” 13 F 3
to de vértices asimétricos. Sea <NR> el subgrafo indu-
cido sobre Ec (el grafo completo definido en la Trans-

formacidén 1 de la Seccidén II) por el conjunto de vérti-

F . , ‘o
ces de NR. El nudo correspondiente del arbol de ramifi-
s . F

cacion puede ser saturado resolviendo en <NR> el pro-
blema de flujo de coste minimo correspondiente (ver Sec-
cidén III).

Evidentemente, cualquier nudo del arbol de ra-
mificacién en el que el valor de la cota inferior co-
rrespondiente supere o iguale el valor de la mejor so-

lucidén posible obtenida hasta el momento queda saturado.

Para concluir este apartado, sefialamos una justi-



ficacién adicional a la estrategia de ramificacidén (ver
V.1) y criterio de eleccidn presentados en esta Secciédn.
El resultado que presentamos enlaza también con IV.3,
donde se estudiaban las mejofas de la cota inferior para
el procedimiento de branch and bound construido en esta
Seccidn. Como sefialamos en IV.3, la segunda mejora de la
cota inferior se obtenia introduciendo de forma lagran-
giana en la funcidén objetivo de PR(u,ta) las restriccio-
nes de tipo (2.b°) que eran incumplidas por la solucidn
del subproblema PR(u,ta/y) (una arborescencia genera-
dora de minimo peso con raiz en la componente ‘Céd‘)..La‘
Proposicidén IV.6 demostraba que cada arco de la arbores-
cencia obtenida proporcionaba una restriccién t de tipo
(2.b) que se incumplia. Por lo tanto, del total de
2k—1_1 restricciones de tipo (2.b"] se determinaban k-1,
incumplidas necesariamente (aunque podian existir méas
restricciones no satisfechas) (ver Comentafio Iv.4). Va-
mos a comprobar que, si los arcos del conjunto A® forman
una arborescencia y cumplen el primer objetivb, antes
mencionado, el nimero de restricciones dé tipo (2.b°) in-
cumplidas por los arcos de A* es, exactamente, k-1.

Este resultado se demuestra mediante las dos pro-

posiciones siguientes:
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Proposicibén V.1:

Dado un grafo dirigido G=(N,A) y fuertemente
conexo, donde INI:k y cij >0 V(i,j)eA, en una arbo-
rescencia generadora de minimo peso (que tiene k-1 ar-
cos) sobre G, con raiz en el vértice 1, tal que el grado
de salida de todo vértice sea 1 (excepto para un vértice
. * P ’ .
i"eN), todos los vértices de G estin en €l camino dirigi-

. %
do simple de 1 a i .

Demostracidn:

Es obvia.

Proposicidén V.2:

Si sobre el grafo condensado GC tenemos una €s-
tructura de arborescencia como la dada en la proposiciébn
anterior, el nimero de restricciones de tipo (2.b"), so-

bre el correspondiente grafo G que se incumplen es,

é,
exactamente, k-1.

Demostracidn:

Consideremos cualquier subfamilia G;'de F’ que

contenga a la componente '"raiz" C; . La restriccidén de
a

tipo (2.b") correspondiente afirma que a dicha subfami-
lia debe entrarle un arco de Aé-I que sea de la arbo-

rescencia sobre §C.

~

La estructura de dicha arborescencia sobre GC
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permite ordenar los vértices (componentes) de N , segin
. s os . . ®

la posicidén que ocupan en el camino de ta a i~ (que ocu-

pa la posicidén k, manteniendo la notacidén de la proposi-

cidén anterior).

* » 3 rd . »
Denotamos por it el Gltimo vértice (segin la

ordenacidén anterior) de la subfamilia dada G;. Si los

elementos de G; (sin incluir ¢t e i:) ocupan todas las

posiciones desde ta a it , €l corte asociado a dicha

subfamilia corresponde al arco de la arborescencia
*

(it’ j.), siendo j, el vértice de N que ocupa la

. sz . . . * .
posicion siguiente a i,- Este corte se incumple nece-
sariamente. .

Si los elementos de Gé (sin incluir t, e it)

no ocupan todas las posiciones, existe al menos un vér-

, . . e . . ®
tice, j, # V;, que ocupa una posicidén anterior a lt;

el corte correspondiente a V% se satisface ya que al
menos existe el arco (j,, i,), siendo i, el vértice de

Vé que ocupa la posicidén que sigue inmediatamente a 1la

ocupada por j,.
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V.3 CARACTERISTICAS DEL ARBOL DE RAMIFICACION

El procedimiento de branch and bound construido
en V.1 y V.2 utiliza ademas, como hemos sefialado en la
introduccién de esta Seccidén, ciertas ventajas de calcu-
lo derivadas de los procedimientos heuristicos de obten-
cidén de multiplicadores (ver IV.5) para determinar, sen-
cillamente, cotas superiores e inferiores al aumento ex-
perimentado por la cota inferior en cada nudo durante el
proceso de ramificacién.

Denotamos por 1 el Gltimo nudo examinado y por
(1+41) y (1+2) sus descendientes.

De acuerdo con la estrategia de ramificacidén a-
doptada, el siguiente nudo a examinar es el (1+1), que
se obtiene a partir de 1 al obligar al arco, que denota-
mos por (IV, FV), a estar en la solucién. Presentamos un
criterio simple de determinacidén de cota superior al in-
cremento del valor de la cota inferior en el nudo (1l+1),
con respecto al valor en el nudo 1.

Cuando el nudo (1+1) es saturado, el siguiente
nudo a examinar es, en este caso, el denotado por (1+2),
que se obtiene a partir del 1 obligando al arco (IV, FV)
a no aparecer en la solucidén. En esta situacidén, presen-

tamos un criterio de determinacidén de cota inferior al



aumento experimentado por la cota inferior en el nudo

(1+2), con respecto al valor de dicha cota en el nudo 1.
Cuando el nudo (1+1) es saturado mediante la resolucién
de un problema de flujo de coste minimo, diremos que di-

cho nudo corresponde a una cola.

Notacidén V.1:

Representamos por CINF el valor de la cota infe-
rior; por c,(i,j) el coste original (no modificado
por multiplicadores) del arco (i,j) y empleamos wu(i) en
lugar de u, para denotar el multiplicador asociado al
"vértice 1i.

Finalmente:

IR suma de los costes de los arcos (y sus

m

repeticiones) obligados a estar en la
solucidn

MULTCO

suma de los multiplicadores At

c(SsA)

m

IV.6)
Los subindices empleados haridn siempre referen-

cia al nudo (subproblema) en cuestidn.

Presentamos los dos criterios, antes mencionados,

por separado.

o % .
coste de los arcos de T (ver notaciédn .
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V.3.1 Maximo incremento de la cota inferior

De acuerdo con la expresién (I) de IV.4, el va-
lor de la cota inferior a la solucidén éptima del DRPP en
el nudo 1 es, utilizando la notacién V.1:

CINF =IR1+ E; ul(l)D1(1)+MULTCO

1 ' +¢, (SsA)
leNR

1

y en el nudo (1+1) la cota inferior toma el valor:

CINF =IR 2 i i LTC
1+1 I 1+1+ . ul+1(l)Dl+1(l)+MU T ol+1+
1€NR
A
+c1+1(SS )

La siguiente proposicidén proporciona una cota su-

i 1 1 - CINF..
perior al valor de CINFl+l 1

Proposicibén V.3:

El incremento experimentado en el valor de la
cota inferior al fijar el arco (IV,FV) no puede superar

el coste actualizado de dicho arco, es decir:

CINF1+1—CINFl £ cl(IV,FV)+u1(FV)—u1(IV)

Demostracidn:

Notemos, en primer lugar, que multiplicadores u
obtenidos en el nudo 1 son también validos para el nudo

(1+1). Manteniendo, pues, los mismos nultiplicadores u,

IR, , = IR +c, (IV,FV) y
D,,,(IV) = D (IV)-1
D, ., (FV) = D, (FV)+1
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Evidentemente, MULTCO 1(SSA) < MULTCO. +

1+1+C1+ 1

+cl(SSA), ya que en el nudo (l+1) tenemos, con los mis-
mos costes modificados por los mulitplicadores u, una
componente menos que en el nudo 1.

Reescribiendo CINF Y CINF.:
1+1 1

CINF1+1=IR1+CI(IV,FV)+ }8 u1+1(1)D1+1(1)+

IENR
i#£IV
i£FV
+u1+1(IV)D1+1(IV)+ul+1(FV)D1+1(FV)+MULTCO
+cl+1(SSA)
CINF1'='IRi+“.§g"ui(l)Di(1)+ul(IV)D1(IV)+
1eNR
i£1V
i£FV
+u1(FV)Dl(FV)+MULTC01+01(SSA)

En consecuencia, CINF1+1-CINF < cl(IV,FV)—

1\

—ul(IV)+u1(FV)

Como consecuencia de la proposicidén, el calculo
de la cota inferior correspondiente al nudo (1l+1) puede
evitarse si

CINF1+cl(IV,FV)+u(FV)—u(IV) < FSOL
donde FSOL representa el valor de la mejor solucidén po-
sible conocida hasta el momento.

El procedimiento, pues, se dirige a examinar el

siguiente nudo (subproblema) abierto.

1+1
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V.3.2 Minimo incremento de la cota inferior

En la priactica, el incremento minimo experimen-
tado por el valor de la cota inferior correspondiente al
nudo (1+2) solamente se calcula cuando el nudo (1+1) co-
rresponde a una cola.

En este caso, en el nudo 1, al igual que en el
(1+2), solamente existen dos componentes (inducidas por
los arcos de Aé u A*); denotamos por E(IV) la componen-
te que contiene al vértice IV y por E(FV) la otra compo-
nente, que contiene al vértice FV,.

Antes de exponer la Proposicidn V.5 que propor-
ciona el mencionado incremento minimo, un resultado pre-

vio, que es utilizado en ella, va a ser demostrado.

Proposicidén V.4:

Supongamos.que u1(1) = u1+2(1) VleNR,

i# IV, i# FV. Si, al eliminar el arco (IV,FV):

| u +2(IV)|>/Iu1(IV)l

y Dl(IV)#O, Dl(FV)#O, entonces

1

|u1+2(FV)IZIu1(FV)I

MULTCO SSA > MULTC SSA).
1427C1 45 (554) 0)+c, (884)

Demostracidn:
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Supondremos en la demostracidén que el arco (IV,FV)

no es de corte en el nudo 1 y que, al ser eliminado, no

se producen arcos de corte en el nudo (1+2).



Entonces:’
.k .
MULTCOi+ci(SSA) = ci+ci, para i=1, 1+2, donde
ci representa el coste modificado, en el nudo i,

del arco mas pequefio que entra a E(FV), y

* . .
ci representa el coste modificado, en el nudo i,

del arco mas pequefio que sale de E(FV).

Debemos sefialar que, puesto que los arcos no re-
queridos de conexibén corresponden a caminos mis cortos
entre los vértices requeridos del grafo original G,entre
dos vértices cualesquiera de Gé existe, como maximo,
un arco no requerido de conexién en una determinada di-
reccidn.

Notemos que, de acuerdo con el procedimiento
heuristico de obtencién de los multiplicadores u, los
multiplicadores asociados a los vértices IV y FV no pue-
den modificarse en la mayoria de los casos simultineamen-
te, al ser eliminado el arco (IV,FV).

Obviamente, si |u +2(IV)I=Iu1(IV)| y

1

lu1+2(FV)l=lul(FV)l, se cumple esta proposicién, pero,
como veremos en la proposicidn siguiente, el incremento

minimo producido es cero.

Consideramos los siguientes casos:

@ u, (IV) > 0, ul(FV)'> 0
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En el nudo (1+2), el multiplicador asociado al
vértice FV no puede cambiar, ya que al ser

u (FV) > u,(FV) > 0, debe calcularse como
1+2 1

min {cl(FV,j)+u1(j)-ul(FV)}, y la eliminacidn del
J

arco (IV,FV) no influye en el cdlculo de u1+2(FV).

Luego u +2(FV) = ul(FV).

1

Si (Iv) > ul(IV) > 0 es porgue

u1+2

cl(IV,FV)+ul(FV)—u1(IV) = 0 y, para todos los de-
mas arcos que salen del vértice IV,

cl(IV,i)+u1(i)—ul(IV) > 0.

*
En consecuencia"MULTCOi+c1(SSA)‘= cl;

. *
Si ) corresponde a un arco que entra en el

. . * * .
vértice 1V, c1+2 > cl y, ademas, al calcular
ul+2(IV) = ul(IV)+m;n {CI(IV,1)+u1(1)—u1(IV)}, el

i#FV
coste modificado, en el nudo (1+2), de los arcos no

requeridos de conexidén desde E(IV) a E(FV) dismi-
nuira, como maximo, hasta tomar nuevamente el valor

cero. Por lo tanto

ULTC > LTC A).
M 01+2+Cl+2(SSA) > MULT 01+Cl(SS )

u (IV) <0, (FV) < 0

Yy

La eliminacidén del arco (IV,FV) no influye en la

determinacién de ul+2(IV) que, puesto que debe ser
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negativo, se calcula como

min {cl(j,IV)+u

(IV)-ul(j)}. Por lo tanto:
J

1

lu +2(IV)I = lul(IV)l

1

La demostracidén para el vértice FV es analoga a

la del caso 1

ul(IV) <0, ul(FV) > 0

En este caso, |u (Iv)) = Iul(IV)I y lu

1+2 VI =

1

= iul(FV)I. Se cumple la proposicidén pero, como ya
hemos sefialado, el incremento minimo producido es

.cero.

u (IV) > 0, u (FV) <0

En este caso pueden modificarse los dos multipli-
cadores asociados a los vértices IV y FV.

Si u (IV) > ul(IV) y lu

142 +2(Fv)| > Iul(FV)l, es

1

porque ¢, (IV ,FV)+u1(FV)~u1(IV) =0 y

min {c!(IV,j)+u1(j)—u1(IV)} > 0 , para todos los
J
j#FV

arcos que salen del vértice IV,

min {cl(i,FV)+u1(FV)-u1(i)} > 0 , para todos los
i
i£IV

arcos que entran al vértice FV.

. %*
En consecuencia, MULTCOl+c1(SSA) = cl.

13 * ’
Si < corresponde a un arco que sale del vér-
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tice FV, c;+2 > c; y, ademas, el coste modificado
de todo arco desde E(IV) a E(FV), en el grafo aso-

ciado al subproblema correspondiente al nudo (1+2),

es, como minimo, cero.

L MULTCO A) > TC A).
uego 1+2+cl+2(SS ) > MUL 01+c1(SS )

Finalmente, representando por i los vértices IV
y FV, si u_ (i) = 0 y Dl(i) # 0, alguno de los
arcos que entran al (salen del) vértice i tiene
coste modificado cero, en el nudo 1, si Dl(i) <0
(Dl(i) > 0); si dicho coste modificado no corres-
ponde al del arco (IV,FV), ningin cambio en los

multiplicadores u +2(i) puede producirse en el

1

subproblema asociado al nudo (1+2); en caso con-
trario, la demostracidén se reduce a uno de los ca-

sos anteriores, considerando u en lugar de u

1+2 1°

Proposicidén V.5:

El incremento en el valor de la cota inferior en
el nudo (1+2), con respecto al valor obtenido en el nu-

do 1, es, como minimo:

Dl(IV)(ul+2(IV)-u1(IV))+Dl(FV)(u1+2(FV)—u1(FV))

Demostracidn:

El grafo asociado al subproblema que define el

nudo (1+2) es el mismo que el correspondiente al sub-
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problema definido por el nudo 1, excepto que ha sido eli-
minado el arco (IV,FV). Todos los multiplicadores u pue-
den mantenerse, excepto los asociados a los vértices IV
y FV, que pueden, quiza, mejorarse, dado que ha desapa-
recido el arco no requerido de conexidén (IV,FV).

Por lo tanto:

IR (i):Dl(i) VieN

=IR D
1 1+2? 1+2 R

u1(1)=u +2(1) VleNR, i#FV  i#1IV,

1

lu +2(Iv)l > lul(Iv)I, | (FV) > lul(FV)l ,» ¥y, de

1 Yis2

acuerdo con la proposicién anterior:

MULTC A) > .
LTCO, ,+c, ,(SSA) > MULTCO, +c, (SSA)

En consecuencia, por una demostracidén analoga a

la utilizada en la proposicidén V.3:

CINF -CINF, > Dl(IV)(u

1+2 1 b (IV) -y (IV))+

1

+ Dl(FV)(u (FV)—ul(FV)) = IMPROV

142

Si CINF1+IMPR0V > FSOL, el nudo (1+2) esta satu-
rado,sin necesidad de calculo de la cota inferior co-
rrespondiente, y se continta examinando el siguiente nu-

do abierto.

Comentario V.2:

Si el incremento proporcionado por la Proposi-

cidén V.5 no consigue saturar el nudo (1+2), el siguiente



nuao a examinar debe ser el primero de los dos descen-
dientes del nudo (1+2), y se deberia calcular entonces
CINF1+2 , el valor de la cota inferior. Existe un caso
en que este cilculo puede evitarse, ya que, si se da la

condicidon mencionada a continuacidén, se cumple que:

CINF = CINF IMPR .
l+2 N 1 + ov

Considerando el grafo correspondiente al subpro-
blema asociado al nudo (l+2), representamos por (i*,j*)
el arco de menor coste desde la componente, en dicho

grafo, que contiene al vértice IV a la componente que

contiene a FV. El coste de dicho arco es:

el Sk Y S5 NS Sl T -
ey (1,3 )+ up () = ug oo (i)

. Lk Lk Lk . %
Si ¢, (i ,j )+u1+2(J )—ul+2(1 ) =

= cl(IV,FV)+u1+2(FV)—ul+2(IV) , Se cumple,

evidentemente, que:

T = A -
MUL C01+2+01+2(SSA) MULTC01+C1(SS )

—‘(cl(IV,FV)+ul

y, por lo tanto, CINFl+2 = CINFl + IMPROV.

Debemos sefialar, finalmente, cierta posibilidad
de simplificacidén del arbol de ramificacidén que, junto
con las caracteristicas ya descritas, permite acelerar

el proceso de bisqueda. Se trata de que ciertos nudos
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(subproblemas) del 4rbol solamente pueden tener um des-
descendiente.
La demostracién se deduce de las siguientes

proposiciones.

Proposicidén V.6:

Consideremos un nudo 1 cualquiera del arbol de ra-
mificacidén,y sea t, la raiz de la arborescencia genera-
e *
dora de minimo peso T .

Sea (i’,j?eAs—I, tal que ikvé sy J eV
a

y ¢c'(SSA) el coste de la arborescencia generadora de
minimo peso calculada sobre §C (en el nudo 1), habiendo

eliminado previamente el arco (i°,j"), con la misma raiz ¢,

7~

Si cl(SSA)—cl(SSA) > FSOLe—CINFl — yi,j, > 1 (el
arco esta en la solucidn).

Demostracidn:

Consideremos el nudo 1+2 obtenido a partir dei 1
al imponer la restriccidn yi,j,z 0. Vamos a comprobar que
una cota inferior en dicho nudo supera el valor de la me-
jor solucidn posible conocida hasta el momento.

Consideramos en el nudo 1+2 la misma raiz tj  que
produjo T en el nudo 1, y, manteniendo los mismos multi-

plicadores u y A (que son posibles en el nudo 1+2), se

cumple que :



160

1 — *- 1 . ., P - . p
c (SSA)—cl+2(SSA) < cl(SSA)+c c (1,J)+u1(J) ul(l)

donde c¢*= min [cl(i,j)+u (j)-u, (i) / iev’ , jeV }
o 1 1 t
i£i a a

J#J
Puesto que los demids sumandos que intervienen en
la cota inferior,en el nudo 1+2,permanecen constantes
(respecto del nudo 1), si
c (SSA)-c_.(SSA) > FSOL-CINF_. , entonces
+2 1 1

1

CINF1+2 > FSOL y el nudo 142 queda saturado.

Por lo tanto, el arco (i’ j) debe estar en la so-
lucién del subproblema asociado al nudo 1 y en todos los
sucesores de 1. En consecuencia, de los dos descendien-
tes del nudo 1, solamente tiene sentido el primero de
ellos, obtenido al imponer la restriccidn yij,= 1, si
ramificamos por el arco no requerido de conexién (1i%,J").

Comentario V.3:

Notemos que, a diferencia del Problema del Car-
tero Rural en un grafo no dirigido, la obligatoriedad
de que el arco no requerido de conexién (i% j) aparezca
en la solucidén no puede demostrarse considerando uni-

‘o *
camente su coste modificado y el coste ¢ , ya que la
. . co e *
sustitucidén del arco (i’ j) por el de coste c puede
proporcionar falszs cotas inferiores, en el sentido de
que no sean arborescencias generadoras de minimo peso

.
con raiz en tq.



Proposicidén V.7:

Consideremos un nudo 1 cualquiera del Aarbol de

ramificacidén,y sea t, la raiz de la arborescencia gene-

. *
radora de minimo peso T.

,

Sea (i, j)eA_-I, tal que iV’ , jeV
S ta

- , ¥ sea

e= Ifxé,}i {Cl(i’j)+u1(j)-u1(i) ieV{: , jeV{_‘ ]
i#i a a
J#J
Supondremos cl(i§j7+u1(j7—ul(iﬁ—6 > C.
Si c¢’=8-a, > FSOL-CINF, —» yi,j, = 0 (el arco
(i, j) no estd en la solucién), donde c’'representa el
coste modificado del arco (i%j) y Ay el multiplicador

asociado al conjunto de arcos de corte correspondiente

al corte (V’ , VI ).
t(!

Demostracién:

Consideremos el nudo 1+1 obtenido a partir del
1 afiadiendo la restricciébn yij,zl; Vamos a comprobar
que una cota inferior en el nudo 1+1 supera o iguala
el valor de la mejor solucidn posible conocida hasta el
momento.

Consideramos en el nudo 1+2 la misma raiz que
produjo * en el nudo l, y manteniendo los mismos mul-
tiplicadores u y A (que son posibles en el nudo

1+1 , excepto el multiplicador 2 que en el nudo

t

141 tomamos ahora igual a cero), se cumple que:
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MULTCO = MULTC -
T 1+1 0l A

~

(ssa) < e (ss4) + 8

° 1+

Recordando la expresién de la cota inferior:

T - . . . P . p (X4 .
C*NFl_IR1+.§S ul(l)Dl(l)+ul(1)D1(1)+U1(J)Dl(J) +
leNR
1#£i°
i#j
+MULTCOl+cl(SSA)

CINF, 1=IRy 47 EZ uy ()D) (i)+uy L (49D (1) +

. 1+ 1
IENR
i#i°
i#j
+u1+1(J)D1+1(J)+MULTCOl+1+cl+1(SSA)
Puesto que Dl+1(i7=D1(iU—1 ’ D1+1(jﬂ=D1(jﬁ+1 y
IR1+1=IR1+01(1,J) :

CINF1+1-CINF > cl(l,J)-u1(1)+ul(J)-A -C =

1 t

= ¢ - ¢ - A, > FSOL - CINF
t 1

Por lo tanto, CINF1+1 > FSOL y el nudo 1+1

queda saturado.

Anidlogamente a la proposicidén anterior, de los
dos descendientes del nudo 1, solamente tiene sentido
el segundo de ellos, obtenido al imponer la restriccién
Yi..= 0, si ramificamos por el arco no requerido de

1J

conexién (i%,j).



SECCION VI

RESULTADOS COMPUTACIONALES



VI.1 RESOLUCION OPTIMA DEL DRPP:EJEMPLO

Presentamos,en primer lugar,un ejemplo completo

de determinacién de la solucidén Sptima del DRPP sobre

el grafo original G representado en la Figura 1. Este

ejemplo figura con el nombre de P4 en los problemas de

test que se incluyen en esta Seccidn. E1 grafo simpli-

ficado Gé, correspondiente al grafo original G, esti

representado

en el Ejemplo 2 de la Seccidn III.

Para este ejemplo hemos obtenido ya,en esta me-

moriayla cota superior inicial (Figura 5, Seccién III),

y la cota inferior correspondiente al nudo cero del ar-

bol de ramificacién (ver Ejemplo 2 en IV.5.2). E1l valor

de la cota superior coincide con el de la solucidén 6p-

tima y ésta se representa, sobre el grafo original G,

en la Figura

Ejemplo:
Arbol

en la Figura

Nudo 0: CSUP

CINF
0]

3.

de ramificacién para el grafo representado

5 de la Seccidn III.

150 , FSOL = 150

140

Nudo 1: Se fija el arco (10,11}, que pertenece a T2 y

hace que sus vértices incidentes sean simétricos,

con respecto a A’ | A*, donde A*=[(10,11)|:

R
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21/
/20
14 13
Figura 1: El grafo original G
Puesto que CINFo + 0710,11) + u0O(1l1l) - uQ (10) =
= 140 + 8 + (-2) - (+6) = 140, no se calcula

CINF
1
Los arcos candidatos para ramificar son (3,6) vy

(16,5)

Nudo 2 : Se fija el arco (3,6), que hace que los vérti-
. z . &
ces 3 y 6 sean simétricos con respecto a AQU A,
donde A* = | (10,11), (3,6))
El nudo gueda saturado resolviendo un problema

de flujo de coste minimo. La solucidén posible



Nudo

3:

150

152

16,4

150

166

obtenida es de coste 150.

El nudo anterior era una cola. El arco (3,6) no

debe aparecer en la solucidén. En este caso

u_(3) =u_(3) y u (6) =u_(6),y por lo tanto el

3 1 3 1

incremento minimo dado en la Proposicidédn V.5 es

cero .

El valor de 1la cota inferior calculada en este

nudo resulta ser de 146.

140
10,11 10,11
9.11
9,11
146
IMPOSIBLE
16,5 3’3‘6A i
11 1151
150
16,4
IMPOSIBLE

Figura 2: El 4rbol de ramificacidén del Ejemplo 1



El &4rbol de ramificacidédn completo aparece repre-

sentado en la Figura 2.El1 nuUmero al lado de cada nudo

indica el valor de la correspondiente cota inferior (pa

ra aquellos nudos en que ha sido calculada). Los nudos

seflalados como 1imposibles indican que el arco eliminado

era critico. Los valores de las soluciones posibles ob-

tenidas, gque corresponden a colas del &rbol de ramifica

cion, aparecen debajo. El tiempo total de resolucidn de

este ejemplo, que incluye el tiempo de todas las trans-

formaciones del grafo original y el calculo de 1la cota

superior inicial por el procedimiento heuristico des-

crito en la Seccidén III, fué de 0.611 segundos de CPU.

10\

14 13

Figura 3: Una solucidén oéptima del DRPP sobre

el grafo original
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VI.2 RESULTADOS COMPUTACIONALES

El procedimiento exacto de resolucidén construido
en esta memoria ha sido probado sobre 23 problemas de
test, cuyas caracteristicas principales se resumen en
la TABLA I.

La primera columna de dicha TABLA indica el nime-
ro de componentes del subgrafo inducido sobre G, grafo
original, por los arcos requeridos. La existencia de un
arco critico, como se definid en la Seccidén II (ver De-
fiﬁicién I1.3), reduce en uno el nimero de componentes
iniciales; €ste es el caso de los problemas denotados
por P2, P3 y P23. Notemos que el nimero de arcos no re-
queridos en el grafo Gé (construido en la Transforma-
cién 3 de la Secciébén II), que se indica en la columna 6
de la TABLA I, es sensiblemente inferior al correspon-
diente en el grafo completo EC' Dicho numero es, como
ya hemos sefialado, uno de los elementos que aumentan él
tiempo de computacidén necesario para resolver Sptima-
mente el DRPP. Los costes asociados a los arcos de G

se tomaron en el intervalo [0,20].
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T ABLA I

Problema 1 2 3 4 5 6
Pl 2 15 11 31 17 6
P2 3/2 13 11 24 12 11
P3 4/2 27 18 55 23 24
P4 3 22 16 45 20 18
P5 3 29 22 56 34 18
P6 3 29 19 59 25 19
P7 4 26 15 51 21 19
P8 4 44 31 91 7 33
PO 4 51 36 118 55 78
PIO 4 51 36 123 60 75
P11 4 64 45 144 68 65
P12 5 35 23 82 27 35
P13 5 65 43 149 64 57
P14 5 65 43 153 69 54
P15 5 65 44 139 61 68
Pl6 5 65 44 139 62 64
P17 5 80 50 160 74 62
P18 6 70 48 136 67 43
P19 6 80 50 157 61 54
P20 6 80 50 179 71 60
P21 6 76 50 166 67 65
P22 6 76 50 180 65 122
P23 8/1 42 29 81 27 42
1 = n2 componentes conexas
2 =n2 total de vértices de G
3 =n2 total devértices de Gc
4 =n2total de arcos en G
5 =n2de arcos requeridos

6 = n2 de arcos no requeridos en G'



La TABLA II presenta los resultados computaciona-

les obtenidos sobre los 23 problemas ya descritos. El
procedimiento construido en las anteriores secciones de

esta memoria fué codificado en FORTRAN-ASCII, usando el

compilador FTN. Los valores de la columna 4 corresponden

al tiempo total, en segundos de CPU, empleado para re=-
solver Optimamente cada problema, en una miquina

UNIVAC 1100/60. Dicho tiempo total incluye el tiempo
utilizado en las sucesivas transformaciones del grafo
original, el empleado por el procedimiento heuristico
descrito en la Seccidn III, para obtener una cota supe-
rior inicial al valor dptimo del DRPP,y, finalmente, el
utilizado por el procedimiento de branch and bound des-
crito en la Seccibn V.

De los 23 problemas de test, solamente el deno-
tado por P22 excedid el tiempo maximo permitido, que
fué de 300 segundos de CPU. Para este problema, la me-
jor solucidn posib1e4fué de 694 unidades, obtenida en
el nudo 169 del 4rbol de ramificacidén, que quedd in-
completo.

La primera columna de la TABLA II indica los
valores de la cota superior inicial, obtenida por el
procedimiento heuristico descrito en la Seccidén III.

El segundo ndimero,en algunos de los elementos de dicha
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columna indica la mejora obtenida, sobre el valor ini-
cial, utilizando el método presentado en III.3. Como
puede comprobarse, en 10 de los 22 problemas resueltos
6ptimamente esta cota proporciond la solucidén éptima.
En promedio, el valor de 1la meﬂcionada cota superior
esta a un 1.4% del valor de la solucién éptima.

La segunda columna de la tabla indica el valor
6ptimo de cada problema, mientras que la tercera cor-
responde al valor de la cota inferior obtenida en el
nudo cero del arbol de ramificacién. E1l valor de dicha
cota inferior esti, en promedio, a un 5% del valor de
la solucidén 6ptima.

La columna cuarta presenta los tiempos totales,
en segundos de CPU, de resolucidén de cada problema.
Como ya hemos indicado, el tiempg miximo permitido fué
de 300 segundos de CPU. Salvo el problema P22, debido
al gran ndimero de arcos no requeridos del grafo corres-
pondiente Gé, todoslos demis pudieron resolverse 6pti-
mamente en tiempos sensiblemente inferiores.

La quinta columna indica el nimero total de nu-
dos examinados en el correspondiente arbol de ramifica-
cién y la sexta, el numero de nudos saturados por el

valor de la cota inferior correspondiente (sin incluir
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los nudos saturados mediante la resolucién de un proble-
ma de flujo de coste minimo, que hemos llamado colas).
E1l nGmero total de nudos no es gxcesivamente grande y,
aunque el porcentaje de nudos saturados (indicado en

la columna seis) es bajo, debemos sefialar que las carac-
teristicas especiales del procedimiento de branch and
bound construido (ver Seccidn V) hacen que en muchos nu-
dos sea innecesario el cidlculo de cota inferior y por

lo tanto el tiempo empleado en el estudio de dichos nu-

dos es minimo.
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Pro-

b lema

Pl

P2

P3

P4

P5

P6

P7

P8

PO

PIO

P11

P12

P13

P14

P15

P16

P17

P18

P19

P20

P21

P22

P23

TABULA II
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5 6
5 1
5 1
3 1
13 3
23 3
5 2
0 0
475 55
195 38
197 33
287 25
13 5
819 126
199 43
1203 247
733 119
2139 246
415 44
67 21
1051 213
3005 592
1369 341

1 2 3 4
124 124 120 0.236
91 91 80 0.230
165 165 156 0.757
152/150 150 140 0.611
394 394 372 1.307
237 237 230 0.950
201/196 196 196 0 .624
551/545 535 510 13.219
904/882 839 826 12.058
801/783 757 753 11 .342
799/789 758 746 19.686
215/211 211 205 1.962
692 677 630 57 .480
708 694 670 18.534
698 688 642 73.968
663 663 618 42.766
817 794 745 126 .354
678/672 652 620 30.772
704/695 695 66 8 21.240
627 618 605 92 .880
710/707 703 639 210.339
714 694* 640 TTTTTT—
420/416 405 351 32 .263
1 = Cota superior
2 = Valor oOptimo del DRPP
3 = Cota inferior en el nudo cero
4 = Tiempo total de resolucidn
5 = Nudos del &rbol de branch and bound
6 = Nudos saturados por la cota

inferior



Concluimos esta Seccidén, y con ella la memoria,
con algunos comentarios finales que expresan nuestra va-
loracién del trabajo présentado. Al principio de cada
Seccidn (e;cepto en la Introduccidén y ésta Gltima),y en
algunos comentarios (colocados, preferentemente al final
de cada Seccidn), hemos resumido los principales resulta-
dos presentados y emitido ya algunas consideraciones.

Si tuviéramos que presentar, esquemiticamente,
los resultados principales de esta memofia, dos serian
los puntos fundamentales a destacar:

En primer lugar, que se ofrece, por primera vez,
un procedimiento de resolucidn exacto para ellProblema
del Cartero Rural Dirigido, que habia sido presentado
hasta ahora como caso particular de problemas de routing
mas generales, para los que solamente eran conocidos
procedimientos aproximados. E1 estudio presentado en
esta memoria explota las caracteristicas de cada pro-
blema concreto, obteniendo informacidn que permite ace-
lerar el proceso de bisqueda de una solucién 6ptima.

En segundo lugar, los resultados computacionales
obtenidos, que creemos son satisfactorios. Aunque los
métodos exactos para problemas NP-completos, como el

DRPP, tienen sus limitaciones (recordemos que el tiempo
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de computacidén crece exponencialmente con el nimero de

componentes de cada problema), algunos de los problemas
resueltos 6ptimamente (ver TABLAS I y II) tienen ya un

tamafio significativo: grafos de 76 vértices, 166 arcos

y 6 componentes (con 65 arcos no requeridos en el gra-

fo simplificado Gé) pueden ser resueltos 6ptimamente en
poco mas de 200 segundos de CPU.

En las aplicaciones practicas del DRPP y otros
problemas relacionados (ver Seccidén I), la posibilidad
de que nuestro procedimiento pueda ser empleado para
determinar soluciones e¢-éptimas, permite suponer que
el mismo puede ser aplicado con éxito a problemas rea-
les, de dimensiones incluso‘mayores que las utiliza-
das para los problemas de test, con unos tiempos de

computacidén razonables.
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