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INTRODUCCION

En eéta memoria se introducen tres ﬁuevas ¢1ases de
espacios localmente convexos.Esté dividida en tres capitu-
los,cada uno de los cuales est& dedicado al estudio de una
de estas clases.

En el primer capitulo introducimos una clase de es-
pacios de tipo casi—tonelado,é los que'llamamos C-casi-to-
nelados.Después de dar dos teoremas de caracterizacidbn de
estos espacios,los localizamos en el contexto de las cla-
ses de espacios de tipo casi-tonelados ya conocidas,quedan=-

do:

numerablemente casi-tonelado—— > C~casi-tonelado

W-casi-tonelado— 5 sucesionalmente casi-tonelado

Separamos también los espacios C-casi-tonelados de
tres clases de espacios introducidas por NOUREDDINE [22] ()
Acabamos el capitulo viendo las propiedades hereditarias
de estos espacios.

En el capitulo segundo estudiamos la clase de los
espacios C-casi-tonelados que poseen una sucesién fundamen-

tal de acotados.Por su similitud con los espacios (DF) de

(%) Los nidmeros entre L 1 remiten a la bibliografia.



GROTHENDIECK,les llamamos casi-(DF).La nueva clase queda

localizada de la siguiente forma:

(DF)-espacios > casi-(DF)

dual métrico - sucesionalmente-(DF)

Después de separar estos espacios,vemos que algunas
de las propiedades importantes de los espacios (DF) no
las cumplen estos eSpadios;por ejemplo,existen espacios
casi-(bF) separables que no son casi-tonelados.

Estudiamos después las propiedades hereditarias,de-~
teniendonos especialmente en el estudio de los subespacios
de codimengién numerable,donde usando tecnicas del Profe-
sor M.VALDIVIA,mejoramos los resultados obtenidos en este
sentido para los espacios C-casi-tonelados.

En el siguiente apértado de este capitulo,caracteri-
zamos los espacios CC(X) casi-(DF),obteniendo la misma ca-
racterizacién que obtuvo WARNER en [¥¥] para los espacios
(DF) yi.e," Cc(X) es casi-(DF) si y solo si,en X cada unidn
numerable de compactos es un relativamente compacto ".

. Demostramos después que si E(T).es un espacio casi-
(DF),también lo es sﬁ bidual con la topologia natural.Es-
ta cuestidén esté planteada como problema abierto por NOU-
REDDINE [33] para una clase de espacios muy préxima a los
casi-(DF).Son estos los D, ~espacios.El apartado siguiente
esté dedicado a separar los Db-eSpac;os de los casi-(DF).
La clase de los Dy-espacios es también introducida por
RUESS [R4a] (&1 1eé llama (DF)-generalizados).Lla importancia

de esta clase y,por tanto,de los espacios casi-(DF),reside

-7 -



en que todos. los espacios de funciones con topologias es~
trictas (para este tipo,dé espacios ver por ejémplo: BUCK
(11 y [2] ;SENTILLES [34) ;FREMLIN,GARLING y HAYDON [5] )
son de esta clase y en general no son espacios (DF).

En el apartado 6 demostramos que todo espacio casi-
(DF) tiene la propiedad (B) de PIETSCH,y ccmo consecuencia
| demostramos que un espacio casi-(DF) es nuclear si y sélo
si su dual fuerte es nuclear.Damos también como congecuen-
cia de la propiedad (B),un teorema de tipo Dvorestki-Roger
para los espacios casi—(DF),' -

Acabamos el capitulo dando algunos resultados rela-
tivos a las aplicaciones debilmente compactas entre espa-
cios casi-(DF) y espacios de Fréchet.Para ello nos basamos
en resultados dados por VAN DULST [43].,

En el Gltimo éapitulo,usando las redes ultimamente
acofadas introducidas por DE VITO en [3] ,definimos la cla-
se de los espacios fuertemente semi-reflexivos.Esta clase
resulta ser estrictamente mis pequefia que la de los espa=-
‘cios semi-reflexivos.Demostramos que las dos clases coin-
ciden en el caso metrizable.Estudiamos las propiedades he-
reditarias de estos espacios,obteniendo para la suma direc-
ta un teorema de tipo Mackej—Ulam.Aoabamos el capitulo ob-
teniendo el eépacios bornoldgica asociado al dual'fuerte
de un casi-tonelado;y como consecuencia de ello,un resul-

tado de VALDIVIA [49].



NOTACION Y DEFINICIONES

A lo largo de esta memoria los espacios vectoriales

que se utilizarén se supondrin definidos sobre el cuerpo

K de los nimeros reales o complejos ( R o C ).Denotaremos

mediate el simbolo E(T) al espacio vectorial E dotado de

-la topologia T localmente convexa y separada.A veces-en

lugar de espacio localmente convexo,diremos simplemente

espacio.Como es usual,escribiremos E' y E*ipara referir-

nos

al dual topoldgico y algebraico,respectivamente.

Usaremos las siguientes notaciones y definiciones:

l.- Dado un subconjunto A de un espacio E(T),denotaremos

20-

LI

. 4‘0-

por [ A,la envoltura absolutamente convexa de A.La
clausura de A en E(T) la denotaremos por K_T,K_E )

simplemente A cuando no haya confusién.

Si1 T y T' son dos topologias localmente convexas en
un espacio E, T<XT' significard que T es menos fina

que T'.

Sea E(T) un espacio y F un subespacio de E,cuando en
el subespacio F consideremos la restriccién de la to-
pologia T,lo denotaremos por F(T).Igualmente,en el ca-
S0 en que F sesa cerrado,al espacio cociente E/F,con

su topologia cociente lo denotaremos por (E/F)(T).

La envoltura lineal de un conjunto A la denotaremos



por LIN{A} .

Dado un subconjunto B absolutamente convexo,cerrado

© y acotado de un espacio E(T),entenderemos por EB el

7=

8e=

Q.-

espacio normado sobre la envoltura lineal de B,con

norma el fuhcional de Minkowski de B.

Diremos que un espacio E(T) es localmente completo si

para cada B absolutamente convexo,cerrado y acotado

de E(T), Eg es un espacio de Banach.

Diremos que un espacio localmente convexo E(T) es

submetrizable si existe una topologia localmente con-

vexa metrizable T' en E que es menos fina que T.

Sea <?,F>> un par dual,denotaremos por o (E,F), /U(E,F)
y (?(E,F) las topologias débil,de Mackey y fuerte,res-

pectivamente sobre E.

Cuando la topologia de un espacio E(T) coincida con

la‘/u(E,E'),decimos Que E(T) es un espacio de Mackey.

10.- A la topologia en E' de la convergencia uniforme so--

bre los subconjuntos precompactos de un espacio E(T)

la denotaremos por A (E',E).

1ll.~ Cuando hablamos del polar de un subconjunto A de un

espacio E(T),nos referimos a su polar absoluto,i.e,

A° ={i‘t—: E' : |<£,x>| <€ 1,para todo x¢ A} .

12.- Una aplicacidn f:E-———;—>F es casi-abierta si la clau-

sura de la imagen de cada entorno de cero en E es un

- 10 -



i

15.~
160—

17.-

18.—

entorno.de cero en F.

Si I es un conjunto de indiées,j‘Ki = K =(R o C) pa-

ra-cada ie I,denotaremos:

wm =TTxy; v @ -Prx; .

ieI eI

La completacidn de un espacio localmente convexo E(T)

la denotaremos por %(@).

Si E es un espacio normado,a su bola unidad cerrada

la denotaremos por U(E).

A

. N o0
Usaremos los clésicos espacios de Banach Cor & ¥ A

1 € p <+0q.Para su definicidn j'propiedades ver [15].

El cardinal de un conjunto A lo representaremos por
|A\ .Tomaremos fX°=|N| ,siendo N el conjunto de los

nimeros naturales.

Diremos que un cardinal m es medible,si un conjunto
X de cardinal m admite una medida {O,l%-—valuada que
no es de tipo trivial,i.e, /M(X) =1y /u({xf) =0

para cada xe X.

Diremos que un cardinal m es fuertemente inaccesible

si cumple:

(1) m>%,
(i1) > m<m cuando m <my [Al<m
- €A '

(iii) si n<m. entonces 2%« m.

En lo referente a las envolturas localmente convexas,

- 11 -



liﬁites inductivos,limites proyectivos,sumas directas,pro-
ductos,etcjseguiremos la nbtacién del libro de K6the[}§j .
Seguimos también este texto en todo lo referente a las de-
finiciones y propiedades generales de 10s espacio tonela-

dos,casi-tonelados,bornolégicos,semi-reflexivos y Montel.

-12 -



CAPITULO I

ESPACIOS C-CASI-TONELADOS

1.~ DEFINICION Y TEOREMAS DE CARACTERIZACION

(I,l.i) DEFINICION.- Diremos que un espacio localmente con-

vexo E(T) es C-casi-tonelado si para cada sucesidn

{A } de cubconauntos T-equicontinuos que fuertemen-
te converaa a cero (i.e,dado un ¥ {B(E',E)—entorno

de O en E',existe un n_e N,tal que,A < W para todo

0
n no)se tiene que,

A = k,}A es un T-equicontinuo.

nefN
(1,1.2) DEFINICION.- Sea iU 3 una sucesién de subconjun-

tos de un espacio localmente convexo E(T).Diremos

que-{U % es una sucesidn ca31-born1vora si para

"cada acotado B de E(T) existe un n, e N,tal que,

Vamos a dar una caracterizacibén de los espacios C-casi-

tonelados por medio de entornos del origen:

- 13 -



(I,1.3) TEOREMA.~ Un espacio localmente convexo E(T) es
C-casi-tonelado si y solo si para toda sucesidn
{U % cas1-born1vora eh E(T) de entornos de O en

E(T) absolutamente convexos y cerrados,se tiene

= (1,
neN
es un T-entorno de O en E.

que’

Demostracibn: Sea {Un}:?na sucesién casi-bornivora de en-
tornos de O en E(T) absolutamente convexos y cerrados.Para
cada n eN,A = Ug < E' es un T-equicontinuo,.Sea W un (ZCE',E)-
entorno de O absolutamente convexo y (B(E',E)-cerrado,en—
tonces WP E es un T-acotado,por tants,existiré un n e N:
W C:(ﬁwlal,
nyn, -

de aqui que,
W= w05 (o= \Jwe - UA.
. nyn, nyn, nyn,
Luego la sucesién {Aﬁqug(E',E)-converge a cero,con lo cual,
nz{ .
a=Ua

A neN
seréd un T-equicontinuo.De aqui que,

o _ o _ _
= ('L,)An )" = {A)An - (A\Un
neN neN neN
es un T-entorno de cero en E.

Supongamos ahora que{ % es una sucesidn de T-equicon-

tinuos que fuertemente converge a cero.Tenemos que demostrar

que A= k,)Ah ‘es un T-equicontinuo.
neN . »
Veamos que la sucesién de T-entornos de O {Un},tal que
n<4

0 S : .
U, = A para todo ne€N,es una sucesién casi-bornivora en

- 14 -



E(T).Sea B un T-acotado en E,entonces W = B® es un G(E',E)-

entorno de cero en E',por tanto;existe un n &N tal que

Ancw . para t-odo n N,

luego .
00 _ 0 o _ '
BcCcB = w_ cAn = Un _para todo n>,po.
Por tanto,la sucesidn {Un%es casi-bornivora,con lo cual:
U = ﬂun
neN
es un entorno de cero en E(T).Ahora como: |

u° =( ﬂun )= Ul = A D4,
neN neN nenN A

tendremos que A serd un T-equicontinuo.
C.Q.D.
| Usando unas técnicas dadas por RUESS en [28],vamos a
dar una caracterizacién de los espacios C-casi-tonelados

por medio de seminormas.Necesitamos la siguiente notacidn:

Si E(T) es un espacio localmente convexo,denotaremos por
CT el cono de todas las seminormas continuas en E(T),y por
-E’.D el espacio vectorial generado por CT.La polaridad en

el par dual <E,E;) es definida de la siguiente forma:

Para AcE,definimos su polar en CT como:
a2 =fnecy : n(a)<1  Vae s}
Yy su pol'ar en E‘I‘ como:
A’; =J£h€]=.‘.T : |nCa)| s 1 \;aeA}.
Para un D CET definimos su poler en E como:

°D={x‘eE: ].d(x)ISl Vden}.

- 15 =



En Eq consideraremos la'topologia.ﬁ% de la convergen-

cia uniforme sobre los subconjuntos acotados de E(T).

(1,1.4) TEOREMA.- Sea E(T) un.espacio localmenﬁe convexo.
| Son equivalentes:
(1) E(T) es C-casi-toqelado'
(ii) si {pn% es una sucesién de elementos de Cop
que es (QE—nula,éntonces p ='sup{ P,* ne N}
(supremo puntual) es T-continua en E.
Demostracién: (i) implica (ii):Sea PeCp tales que,la su-

cesién Xpn}cn es @E—nula,y sea p = supag_pn : neNl.Vamos
n=|

a demostrar que la sucesién de T-entornos de cero{ Un%con
U, =¥xc—E : pn(x)51.§

es casi-bornivora en E(T).Si B es un acotado de E(T),como

{pn‘% es @E-—nula,existiré un r.1°eN tal que

o
Pp €Bp para todo nY N,

con lo cual:

Bc:Un para tf)do nzn,.

Aplicando entonces (i) tenemos que
ve o,
v neN
es un entorno de cero en E(T).Ahora,como:

Ua{er: p(x)fl}

tendremos que p seri el funcional de Minkowski U,con lo

“mmlpeCT.

©
Veamos ahora que (ii) -implica (i):Sea {Un} una sucesién
4 R=4

- 16 -



casi-bornivora de entornos de cero en E(T) absolutamente

convexos y cerrados.Tenemos que demostrar que

U = (A)Un es un entorno de O en E(T).
nefN

Para cada neN,sea p el funcional de Minkowski de U,
entonces p € Cp y U, ={:X€ZE : pn(x)S'l} para todo neN.
%ph% es (3g-nula.En efecto:sea B un acotado de E(T),enton-

ces como &Un% es casi-bornivora,existird un ndezN tal que
BCUn para todo n71n,,
dé aqui que'. |
pneBg para todo n=n_.
L;ego aplicando (ii) tendremos que
b= sup{p, : neNjecy,
y como '

U =_{xsE : p(x)< 17]a

tendremos que U serid un entorno de cero en E(T).

C.Q.D.

-17 -



2.- RELACION CON LOS DISTINTOS TIPOS DE CASI-TONELACION

En este apartado vamos a localizar la clase de los es—
pacios C-casi-tonelados en ‘el contexto de las cléses &a

conocidas.Para ello recordemos las siguientes definiciones:

(1) Diremos que un espacio localmente convexo E(T) es

numerablemente casi-tonelado si cada .ﬁ(E',E)-acotado

que es unidn numerable de T-equicontinuos es un T-equi-
continuo.Este tipo de espacios fué introducide por

HUSAIN en [411].

(2) Diremos que un espacio localmente convexo E(T) es

W ~casi~tonelado si cada sucesidén en E' que es (%(E',E)-
acotada es un T-equicontinuo.Este tipo de espacios fué
introducido en [17]y [4]1 ,en este Gltimo trabajo se les

llama espacios < -evaluables.

(3) Diremos que un espacio localmente convexo E(T) es

sucesionalmente casi-tonelado si cada sucesidn de E!

(S(E',E)-nula es un T-equicontinuo.Esta clase de espa-

cios fué definida por WEBB en [45].

.De las propias definiciones se desprende el siguiente

cuadro de implicaciones:

numerablemente casi-tonelado———> C-casi-tonelado

O ~casi~-tonelado——) sucesionalmente casi-~tonelado

Luego para separar la nueva clase introducida ( los

-~ 18 -



espacios C-casi-tonelados) de las clases (1),(2) y (3),bas-
tard con que la separemos de la clase de los W=casi~tone-

lados.Para ello veamos primero el siguiente lema:

(I,2.1) LEMA.~ Si E(T) es un espacio casi-completo y tone-.
lado,entonces E'[A (E',E)] es un espacio C~-casi-

tonelado

Demostracibén: Como E(T) es casi-completo tenemos que A(E',E)

es menos fina que//&(E',E) (§21,6.(1) de[15]),con lo cual:
CE'LAELWED)' = E

[e -3
Sea XAngn una sucesidn de ﬂ(E',E)-equicontinuos que
[
fuertemente converja a dero.Entonces,cada An es un T-precomn-
pacto en E y,fAn}QQT-converge a cero.Tenemos que demostrar
LPY] . . ' .
que ‘
oa= U

neN
es un T-precompacto en E.Sea U un T-entorno de cero en E,

existird un n, el tal que,

\a, cu.

nvn,
Ahora,como
N, o
kw)An es un T-precompacto,
n=t '

existirén

xl,........,xpeUA
=]

tales que,
Ne P
UAnC {. }(xi+ U) .
n=i c=14

Luego si tomamos xp 1= O,tenemos:

A= UACU(x+U)

neN (=l _ C.Q.D.

- 19 -



(I,2.2) EJEMPLO (Un C-casi-tonelado que no es Ww-=-casi-tonelado)

Por el lema anterior tenemos que €°°[2(Q°°, el)] es un
espacio C-casi-tonelado.Este espacio no es w-~-casi-tonelado.
-En efecto:como en el los norma compactos y los o ( €l,Q°°)-

compactos son los mismos ( $2254.(3) de [45]),tenemos que
e eh = ae eh.
Sea fan,:f: u( el) una sucesibén g ( el,(’f’o)-densa en

u( el).Si {xn}:"" fuera un A (Eoo, El)-equicontinuo,existiria

un A sbsolutamente convexo y G‘(.el,(’.w)-compacto,tal que,
20 » ‘
{xn?‘h:l cA,
con lo“cuel::
u( El) c A, .
por tanto,U( el) seria un O ( el,ew)-compacto.Absurdo pues
(Ql, {l ;) no es reflexivo.
1
(1,2.%) EJEMFLO (Un w-casi-tonelado que no es C-casi~tonelado)

Sea {In} una sucesién de conjuntos de indices tales
que, |

de forma que,

X, :
2 <‘al< By eseees <en< esesee

1=z,

y sea E el espacio de Hilbert

02(1) = {x = (x5)5 ¢ ¢ lei)2.<+oo}

tel

Sea

- 20 -



con la norma:

nxu2 (= x5 12)1/2

(el
.Sean ed = (S. ,J)1€I siendo:
| 1 si i=j
Si s B
1 0 si i#3j
y tomemos:
ao={ed s gem, {3. jeT T} @ 2.

-Entonces:

ll H

B, = [ &, 2cU(E).

Sea,/4 la familia saturada engendrada por los {Bngij
y tédos los subconjuntos de E absolgtamente convexos,cerra-
dds,acotados y separables.Consideremos en E' = 82(I) ;a-
topologia localmente convexa ?d de la convergencia unifor-
me sobre los elementos de /4 .Evidentemente,esta topologia
es compatible con el par dual (E',ﬁ) »ya que al ser E re-
flexivo,U(E) es un débil compacto y,por tanto,también lo
serén los B .

Evidentemente,E'(@A ) es W-=casi~tonelado,pues si{xnhT:
es una sucesiénP(E,E')-acotada,i:Tigii‘es un absolutamente
convexo,cerrado,acotado y separable.Veamos por ‘ltimo que

E'(@A ) no es C-casi-tonelado.Para cada neN sea
Kn = VnB

la sucesidn {K g es una suces16n de %A -equicontinuos que

ns{

@(E,E')—oonverge a cero,pues dado un €>0,si tomamos n N

tal que 1/n0<5 ,tenemos que

K, < £ U(E) para todo n7mng,.

- 2] -



Sin embargo,

K = l ’Kn
neN ‘
no es un 9A -equicontinuo,pues si lo fuera,existiria un

BCE absolutamente convexo,acotado.y separable,y un Bn
o
tales que '

K<T (BUB, ) = A.
(o]

o) nO

Ahora,A es a, -separable,ya que,Bn es a_ -separable,B
0 A
_es Y -separable y 2 °< a  .Sin embargo:
' 0

1
_H:IZ—And+l<::KC:A’
y .
14 .3__ 1 il =,\/2 o .
. “ n°+i' n°+4e ‘.3 ——‘Wi \V/ l,JéIno+ l"\/ Ino.

Luego A tendria un subconjunto discreto de cardinal & +1
a«)

mayor que a, «Absurdo.
o

Vamos a estudiar ahora la relacidn existente entre los
espacios C-casi-tonelados y tres clases de espacios intro-
‘ducidas por NOUREDDINE en [¥¢] .Sea E(T) un espacio localmen-

te convexo,NOUREDDINE da las siguientes definiciones:

(4) Se dice que E(T) es un b-espacio si cada subconjunto
absolutamente convexo U de E tal que,UNB es un T-en-
torno de cero en B para todo B absolutamente convexo

y acotado de E(T),es un T-entorno de cero en E.

(5) Se dice que E(T) es b-tonelado si cada tonel U de E(T)

tal que,UNB es un T;entorno de cero-en B para todo
B absolutamente convexo y acotado de E(T),es un T-

entorno de cero en E.
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(6) Se dice que E(T) es un b'-espacio si toda forma lineal
en E continua sobre los acotados de E(T) es continua,
i.e,(teniendo en cuenta el teorema de la completacidn

de Grothendieck) si E'( G(E',E)) es completo.

~ NOUREDDINE demuestra en [2<] que

7 E(T) es un b-espacio si y solo si es un b'-espacio'

b-tonelado.

(I,2.4) PROPOSICION,- Todo espacio b-tonelado es un C~casi-

toneledo.
Demostracién: Sea E(T) un espacio b-tonelado y sea {Un§o°

ns-4

una sucesién casi-bornivora de entornos de cero en E(T)
absolutamente convexos y cerradds.Tenemos que demostrar
U-—-ﬂUn

neN
es un T-entorno de cero en E,o0 1o que es lo mismo,que si

que

B es un subconjunto absolutamente convexo y T-acotado de

-E,entonces

BNU = | I(Bf\Un)
nen
es un T-entorno de cero en B.En efecto:como {Uhﬁ es casi-
n=4

bornivora en E(T),existird un n eN tal que

Bc (U,

n>n,

con lo cual:
. n,
BNU = [ ) (BNU)
nz=4
qué evidentemente és un T-entorno de cero en B.

CeQeDe
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En el capitulo siguiente separaremos los espacios b-
tonelados de los C-basi-tonelados.Vémos a separar ahora
los C-casi-tonelados de.los b-espacios y de los b'-espacios;
teniendo en cuenta (7),bastaré con que los separemos total-

mente de los b'-espacios:

(1, 2 5) EJEMPLO (Un C-casi-tonelado que no es b‘-espa01o)

Sea E(T) un espacio de Montel no completo ( ver por
ejemplo KOMURA[44]),entonces E'( A (E',E)) es un espacio C-
casi-tonelado (ver lema (I,2.1)) y sin embargo no es un

b'-espacio,pues su dual fuerte que es E(T) no es completo.

(I,2.6) EJEMPLO (Un b'-espacio que no es C-casi-tonelado)

En el ejemplo (I,2.3) teniamos que si E era el espa-
cio de Hilbeét é%l),para un conjunto particular de indi-
ces I,encontramos una t0pologia'§q compatible con el par
dual de forma que E'(gA ) no era un espacio C-casi-tonela-
do.Ahora,como %A es compatible,el dual fue:te de E'(%A )
serd el espacio de Hilbert E,con lo cual,E'(%A ) serd un

b'-espacio.
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3.~ PROPIEDADES HEREDITARIAS

(I,3.1) PROPOSICION.~ Cada envoltura localmente convexa

de espacios C-casi-tonalados es un espacio C-casi-

tonelado. -

Demostracidn: (Para la definicién de envoltura localmente
convexa ver §22,1. de[ﬁ@).Sean.Ei(Ti) espacios C-casi-
tonelados y f;:E;—>E aplicaciones lineales (para todo
i €I).Consideremos la envoltura localﬁente convexa
E(T) = ;;%fi(Ei(Ti)).-
Sea {Una:‘una sucesién casi-bornivora de entornos de
cero en E(T) absolutamente convexos y cerrados,y sea

U = (] U,

neN
- Tenemos que demostrar que U es un T-entorno de cero

en E,o 1o que es lo mismo,que le(U) es un Ti-entorno de
cero en Ei para caeda i e€eI.Ahora como:

f{l(U) = le( («)Un> = [/\]le(un)’

neN neN
las f;:E;(T;)—> E(T) son continuas y los espacios
Ei(Ti) son C-casi-tonelados,bastard con que demostremos
. 2 -1 }00 : 4
que cada sucesion {ki (Un)h=!es casi-bornivora en Ei(Ti).
Si B es un acotado de Ei(Ti),fi(B) es un acotado de E(T),

e N tal que

por tento,existe un n,

fi(B) < U, para todonzng,

de aqui que

Bcffl'l(fi(B))szl(Un) para todo n»n.
' C.Q.D.

y
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Como una consecuencia inmediata de la proposicidén ante-
rior,podemos enunciar los siguientes corolarios ( ver § 22,
lo' de [45]>: .

(I,%.2) COROLARIO.-~ Cada cociente por un subespacio cerra-
do de un espacio C-casi-tonelado es un espacio C=-

casi-tonelado.

(I,3.3) COROLARIO,- Cada suma directa localmente convexa
de espacios C-casi~tonelados es un espacio C-casi-

tonelado

(I,3.4) COROLARIO.- El limite inductivo de una familia de
espacios C-casi-tonelados es un espacio C-casi-

Itonelado.

(I,3.5) PROPOSICION,~ Sea E(T) un espacio C-casi-tonelado
y F(T') un espacio localmente convexo.Si existe
una aplicacién lineal f de E(T) en F(T') continua

'y casi-abierta,entonces F(T') es tambien un espa-

cio C-casi-tonelado.

. ' © . . .
Demostracidn: SeagUn} una sucesidn casi-bornivora de en-

n=}

tornos de cero en F(T') absolutamente convexos y cerrados.

Tenemos que demostrar que

u=(\u,

neN
es un entorno de cero en F(T').f‘l(Un) es un entorno de

cero enE(T) absolutamente convexo y cerrado y ademis la
o

sucesién'{ffl(Un)L_ es casi-bornivora en E(T) (esto se

demuestra igual que en la proposicibén (I,3.l)).Por tanto,

(Velwy - 2w

heN
es un T-entorno de cero en E.Ahora,como f es casi-abierta,
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tendremos que
. [}
ol 5T
f(£77U) =U =10
es un T'~entorno de cero en F.

C.Q.DO

© El corolarie (I,3.2) lo podiamos haber obtenido tam-
bién como una consecuencia inmediata de esta dltima pro=-
posicidn.

(1, 3. 6) PROPOSICION,~- Si E(T) = @E (T ) es un espacio

LGI
C-casi-tonelado,entonces cada Ei(Ti) es también

C-casi-toneleado.

Demostracién:Para cada i €I,sea {A1§ una sucesién de T;-

n=|

equicontinuos que (3(Ei,Ei)-converJa a cero.Tenemos que

i_ k—?)Ai

heN

demostrar que

es un T.-equicontinuo.Para cada n¢c N,sea

A= {x-(x )eE' =’T‘{’E' : x'ieAfi y X

7 =0 v,j,éi} .

J
Entonces:
pi(An) = Ai‘l para todo neN,
con lo cual los An son T-equicontinuos.Ademés como:
E'((s(E' E)) =TT E(C B(ELE))) (§22,5.(3), %D,
el : :
tendremos que, {A % @(E' E)-converge a cero.Por tanto,

WU s,

neN

serd un T-equicontinuo,con lo cual:
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AcTTB, , siendo B. un T.-equicontinuo,
A . J J
del
con lo cual Alc:Bi,por 'I:anto,Al es un Ti-equicontinuo.

C.Q.D.

(I,3.7) PROPOSICION,- Sea E(T) =T 1 Ei(Ti).Entonces,E(T)
. tel :
E(T) es C-casi-tonelado si y solo si cada E,(T;)

. es C~casi-tonelado.

Demostracién: Supongamos primero que E(T) es C-casi-tone-
as

una sucesién de T,-equicontinuos que conver-
n=t

ja a cero en Ei((%(Ei,Ei?) y

Ai=UA§.

heN

.lado.Sea-{Ai%

. i .
Sea én = Ii(An),SLendo
' Ii:Ei——-——-? @EJ" = E!
el
la inyeccidén canédnica.Como
E'(PCE',E)) = EBE{({;(E{,Ei)) ( §22,5.(),[15]),
| el
oo
‘se tiene que la sucesibn {Anﬁ'” @(E',E)-converge a cero y,
n=j

por tanto,
A=A,

es un T-equicontinuo,con lo cual ( ver §22,5.(5L[}i}):

K
Ac Ps; ,
P= D
siendo B. un T. ~equicontinuo.Luego
*p *p

3 ’ K
1
A" = Pi(A) < Pi< ?Bi’p).
=\
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Por tanto:
1 =.{C; o A*<B. =B..
Con lo cual, A es un Ti-equidontinuo.
" Supongamos shora que cada uno de los factores Ei(Ti)
. 0
es un espacio C-casi-tonelado.Sea {Ahj una sucesién de
. n=\

T-equicontinuos que (Q(E',E)-conVerge a cero.Tenemos enton-

A= L~/}An
heN
es un {3(E',E)—acotado,y como:

B ((E,E) - D (pELED) (522,5.(8),09),
' el |

ces que

tendremos:

K
ac E!  (818,5.(),[3).
o D

Ahora,como: .

' K

( EEEipNP(E"E)) = EBE- (@(E' Ty )
por ( $18,5.(2), Dﬁ]);Tendremos que

{pl (A )} (Z(L' VEj ) ~-converge a cero en Ei ,para
t h=4 t

t=l,2, R X] ,kooon 10 Cual,

Up (A)

neN
serd un T -equlcontlnuo para t =1,240.0.,K3y como:

1t
AC @Bt,

A serd un T-equicontinuo.

C.Q.D.

(I,%.8) PROPOSICION.- Sea F un subespacio denso de E(T).
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Si F(T) es C-casi-tonelado,entonces E(T) es C-casi-tonelado.

v <O
Demostracidén: Sea {Un% una sucesién casi-bornivora de
. n=y

entornos de cero en E(T) absolutamente convexos y cerrados,

y sea

U = ﬂ u,.
, neN
Para ceda nz N sea:
Vn = UnfﬁlF.

: -
. . . L
Evidentemsnte {Vn} es una sucesién casi-bornivora de en-
h=)

‘tornos de cero en F(T) absolutamente convexos ¥y cerrédms,

V= mvn: UNF .

neN

con lo cusal:

es un T-entorno de cero en F.Ahora,como F es denso en LE(T),

s€ tiene que U = U es un T-entorno de cero en E. -

C.Q.D.

Como una consecuencia inmediata de esta Ultima propo-~

sicién tenemos el siguiente corolario:

(1,3.9) COROLARIO.~ La completécién Yy la casi-completacidn
- de un espacio C-casi-tonelado es un espacio C-casi-

tonelado.

Veamos por dltimo que ocurre con los subespacios de

los espacios C-casi~tonelados.

(1,3.10) PROPOSICION.- Sea E(T) un espacio C-casi-tonelado.
Si F es un subespacio de codimensién finita de E,

entonces F(T) es también un espacio C-casi-tonelado.

Demostracién: Evidentemente,serd suficiente con demostrar-

lo en el caso en que F es un hiperplsno de E.Puede ocurrir:

- 30 -



1.- F cerrado: en E(T) .Entonces existird un xe E~F tal

ane F(T) 2 (e (T

por tanto,F(T) serd un espacio C-casi-tonelado (ver (I,3.2)).
2.- F denso en E(T).Como E'((?(E',E)) es localmente comple-
to,ya que todo espacio sucesionalmente casi-tonelado tie-

ne dusl fuerte localmente completo (ver RUESS [30] ),aplican~
do el teorema 1 de[}i] en el caso en que B es la familia

de todos los acotados de E(T) y G = E;obtenemos:

(aj "En E' = F' los (Q(E',F)-acotados y los‘(%(E',E)-aco-

tados son los mismos",

o _
Sea {Aﬁh_luna sucesidén de T-equicontinuos que F(E',F)—
converge a cero.Tenemos que demostrgr que

L A:UAn

neN

es un T-equicontinuo.Ahora,como E(T) es C-casi-tonelado,
bastara con que demostremos que la sucesién {Aﬂ{i‘conver-
ge a cero en la topologia'(Z(E',E).Supongamos que esto no
.chrre,entonces existird un B acotado de E(T) absolutamen-

te convexo y cerrado tal que,

dado un ke N,existird un n e N: A q[: B,
Oy

Luego podemos obtener una sucesién {xki::en A que no tie-
ne ninguna subsucesidn que (&(E',E)-converja a cero en E'.

Sea D un acotado de E(T) absolutamente convexo y cerra-
do,y sea DNF 1a clausura de ijF en E(T).Existird un ze D
tal que

By @ LIN{z} = Ej.

Aplicando (a),tendremos que {x ~ es un (E',E)-
- ’ k K4
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acotado y,por tanto, {xkﬁm serd un o(E',E)-precompacto.lue-
' ) K=4

o existe una subsucesiédn * de “que es O(E',E)-

: bn [, 7 do {x] "aue o5 O(E',E)

Cauchy,con lo cuak:

. oo
(v) {(xk ,z)} es una sucesidn de Cauchy en K.
P P=4

—

'Si T =[{z} ,entonces D(IF+T es un entorno de cero

en Ep,luego existird un feK, f#0 tal que
fDCZD(WF-+T.

Dado un €¥O0,como {xk?J:’ es @(E',F;)—Cauchy,existiré
. =4 -

un p € N tal que, para todo n,'-m>,p0:

l(x -X ,x>|\< 1 € , para todo xe DNF,

y teniendo en cuenta (b):.

(Bl €
YR

K k Tk
Ahora,si y €D, §y=y;+ ¥, con y;€DNOF, y,=2z con |A[<1.

Iuego:

KX T |y K sl <

.ﬂ T¢I e ]+ [ 1 s D) <

1 ale o, e )
TR D=5 &

Por tanto,la sucesidn {xk ?,: es (B(E',E)-Cauchy.}?or otra

parte,como {x }P ) tiene un punto O‘(E*,E)-adherente,este
punto serd O (E*,B)-adherente,con lo cual serd el O.Luego
{xk} es @(E' E)-Cauchy y tiene al O como punto o (E',E) -
adherente,por tanto, {xk% es F(E' E)-convergente Absurdo.

C.Q.D.
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(I,3.11) PROPOSICION.- Sea E(T) un espacio C-casi-tonelado
y de Mackey.Si F es un'subespacio cerrado de E(T)
de codimensién numerable y,fal que,para cada aco-
tado B de E(T) F tiene codimensidn finita en la
envoltura lineal de FUB.Entonces F(T) es un espa-

cio C-casi-tonelado;
Demostracién: Sea {ngpuna co-base de F en E.Denotaremos:
nxy
E, =F, YE = LIN{FQ{XI,....,xn;l}} ‘para n 2.

Sea® la familia de todos los acotados de E(T),enfon-

ces,por las hipdtesis de la proposicidén tendremos que,

dedo un Be€ sexiste un n_e N tal que BCEn .

° 0
Ademés,'E'(Ta ) = E'((s(E',E)) es localmente completo.Por

tanto,aplicando el teorema 2 de[}f]tendremos que

@D E(T) = lim En(T).
' neN 0o
Sea H la envoltura lineal de {xn} ,7IT 1a proyececidn

nz
de E en F con nicleo H,yvseanf?ﬁ las restricciones de M
a En.Como F es un subespacio cerrado de En (para cada n eN)
y de codimensidn finita,tendremos que las’Tﬁ,serén conti-
huas;y teniendo en cuenta (1),”T’seré>continua.De aqui que,
H es el complemento topologico de F y,por tanto,F(T) es
topolégicamente isomorfo a (—%—)(T),con lo cual,aplican-
do (I,B.2),tendremos que F(T) serd& un espacio C-casi-tone-
lado. |

C.QeD.

(I,3.12) NOTA.- No sabemos si en general la propiedad de

ser C-casi-tonelado se conserva por los subespacios
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cerrados de codimensidn numerable.En general esta propie-
dad no es hefedada por los subespacios cerrados,ya que, |
como tado espacio localmente convexo de Hausdorff es un
subespacio cerrado de un espacio tbnelado ( teorema 1.1

de KOMURA [’13J),bastaré con considerar evl ejemplo (I,2.3).
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CAPITULO II

ESPACIOS CASI-(DF)

En este capitulo vamos a estudiar la clase de los es-~
pacios C-casi-tonelados que tienen una sucesién fundamen-
tal de acotados,a los que llémaremoé espacios casi-(DF),
ya que es una clase méds amplia que-la de los espacios (DF)

introducida por GROTHENDIECK en [&] .

l.- DEFINICION Y CLASIFICACION

(II,1.1) DEFINICION.- Diremos que un espacio localmente
' convexo E(T) es casi-(DF) si es C-casi-tonelado

y tiene una sucesidn fundamental de acotados.

Vamos é@ocalizar este nuevo tipo de espacios dentro
de los ya conocidos.Para ello recordemos las siguientes

definiciones:

(1) GROTHENDIECK en[ﬁ] llama espacios (DF) a aquellos es-

pacios numerablemente casi-tonelados que poseen una
" sucesién fundamental de acotados (para un estudio de

estos espacio ver tambien § 29 de [15]).

- (2) A los espacios sucesionalmente casi-tonelados que tie-

nen una sucesidn fundamental de acotados les llamaremos
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aqui sucesionalmente-(DF) .Este tipo de espacios es ya

apuntado por GROTHENDIECK en [8] .

(%) PIETSCH en[?4] 1lama espacios dual métrico a aquellos

espacios Wa=casi-tonelados que tienen una sucesin

fundamental dé acotados.

De las propias definiciones se deduce,teniendo en cuen-
ta la localizacidn que hemos hec¢ho de los espacios C-casi-

tonelados,el siguiente cuadro de implicaciones:

(DF)-espacio casi-(DF)

4

dual métrico

\'4

sucesionalmente-(DF)

Tuego bara separar la nueva clase introducida (los
espacios casi-(DF) ) de las clases (1),(2) y (3),bastaré
con que la separemos de la clase de los dual métricos.Aho-
ra,teniendo en cuenta la clasificacién que hemos hecho en
el capitulo anterior de los espacios C-casi-tonelados,bas-
tard con que demdstremos'que los éspacios de los ejemplos

(1,2.2) y (I,2.3) poseen sucesidén fundamental de acotados.

kII,1.2) EJEMPLO (Un dual métrico qﬁe no es casi-(DF))
'SeavE'(gA.) el espacio del ejemplo (I,2.3).Demostra-
mos alli que este espacio era un w -casi-tonelado que no
era C-casi-fonelado.Evidentemente,este espacio tiene una -
sucesién fundamental de acotados,pues al ser ;a compatible
éon el par dual (E‘,E)’,apiicando el‘teorema de Banach-
Mackey ( §20,11.(7) de [45] ),tendremos que si B, = nU,sien-
do U la bola unidad del espacio de Hilbert ez(I),{IBI;}::l

es una sucesién fundamental de acotados de E'(Eﬁ ).
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(11,1.3) EJEI'TIPLO (Un casi-(DF) qﬁe no es dual métrico)

En el ejemplo .(I,2.2) vimos que el espacio e""mce‘”, 61))
era un espacio C-casi—ténelado qﬁe no era W -cési—tonelado.
Veamos que este espacio tiene una sucesién fundamental de
acotados:si B, = nb( e‘”),{]én‘]:ies una sucesién fundamental
de (3 e’ ¢1)-acotados ($29,1.(6) de[15]).Ahora,como ) (E“aﬁl)
es compatible con el par dual {{% el ,teniendo en cuenta

el teorema de Banach-Mackey (§20,11.(8) de [15] ), tendremos

que {Bn} ~©

nes es una sucesién fundamental de o (ﬁm, el)-acotados.

La siguiente proposicién nos proporciona una clase bas-

tante amplia de espacios casi~(DF) que no son (DF).

Y

(iI,l.#) PROPOSICION,.,- Si E(T) es un espacio de Fréchet

no reflexivo,entonces E'( A(E',E)) es un espacio

. casi~-(DF) que no es (DE).-

Demostracibén: Por el lema (I,2.1) tenemos que E'( A(E',E))
es un espacio G-casi-tonelade.Como E'( G (E',E)) tiene una
sucesién fundamental de acotados ( §29,1.(6) de[45] ) y
.A(E'",E) es compatible con el par dual { E',Ey (¢21,6.(1)
de [45] ),aplicando el teorema de Banach-Mackey tendremos
que E'(A(E',E)) tiene una sucesién fundamental de acota-
dos.Iuego VE'(Q (E'4,E)) es uh_eSpacio casi-(DF).Sin embar-
g0,E'( A (E',E)) no es un espacio (DF)‘ pues VALDIVIA demues-
tra en [37]: -
"si E(T) es ﬁn espacio metrizable y tonelado,entonces
E'(A(E',E)) es (DF) si y s6lo si E(T) es un Fréchet-
Montel®.

C.Q.D.

(11,1.5) NOTA.- En el capitulo anterior vimos que todo
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espacio sucesionalmente casi-tonelado tenia dual fuerte
localmente completo,por tanto,tendremos que si E(T) es un
espacio sucesionalmente-(DF),entonces E'((3(E',E)) es un

espacio de Fréchet.

Vamos a ver ahora que algunasvde las propiedades im-
portantes de los'eSPacios (DF') no las cumplen los espacios

casi-(DF):

(11,1.6) EJEMPLO.- GROTHENDIECK en [8]} (ver tambien §29,3.
(12);[ﬂﬂ) demuestra que todo espacio (DF) separable es
casi-tonelado.Este resultado es generalizado por VALDIVIA

en [36]dando el siguiente resultado:

(a):"Si E(T) es un espacio (DF) que tiene una sucesibdn de
compactos cuya unidn es total en E,entonces E(T) es

casi-tonelado".

Vamos a demostrar cbn un contraejemplo que este resul-
tado no se cumple para los espacios casi-(DF).En el ejemplo
(1I1,1.3) hemos visto que el espacio €?Z:l(tw,€l))era un

espacio casi-(DF) que no era dual métrice;luego este espa-
cio no seri casi-tonelado.Veamos que tiene una sucesién
de compactos cuya unidn es total:como en Cl los norma-~
compactos y los <T(€l,€“3-compactos son los mismos ( %22,
4.(2),[&5]),tendremos que en €7 coinciden las topologias
A(e%,eh) 3 M(e™,eh) adens como €7 (4 (€7,¢M)) es semi-
reflexivo(ya que en el coinciden la //c( él,Q?) y la

@ ( el,e“’j Ytendremos que cada acoi?ado de Q”(/u(ew, el))
es un 0‘(6“1 el)—relativamepte compacto.Tenemos por tanto,
que U(C? es un o (%, El)-relativamente compacto,luego

U(e es un //b( el,em)-equicontinuo,con lo cual en U(@”)
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coinciden las topologias o (¢, 61) y A, ei)f/u(e”, ely,
De aqui que los conjuntos

o (2%, 6?5

A, = nU(¢)

sean//&(@”, 61)-compactos.Ademés:

7= Uny .

(I1,1.7) EJEMPLO.- Otra de las condiciones para la casi-
tonelacién de un espacio (DF) dada por GROTHENDIECK en [3]
(ver tambien §29,3.(12),[415]) es la siguiente:

"Todo espacio (DF) en el cual todo acotado es metrizable
es casi-tonelado".
Vamos a ver con un ejemplo que esta propiedad no lé
tienen los espacios casi-(DF).Sea E(T) el espacio de Banach

¢, sypor la proposicién (II,l.4) sabemos que
E'(Q(E',E)) = e5(2C et,e )

es un espacio casi-(DF) que no es (DF).Luego bastari con
que demostremos que los 7\ ( el,co)-acotados son A ( el,co)-
metrizables.En efecto:sea B un A ( el,co)—acotado,entonces
como el(;l( El,co)) es semi-refiexivo,B serd o ( El,co)-v
‘relativamente compacto y,por tanto,B es un T-equicontinuo.
Luego aplicando (§fﬂq6.(2),[dﬂ)tendremos que en B coinci-
den las topologias T ( el,co) y A( el,co);con lo cual B
seréd ).(Elyco)-metrizable,pues Bes g ( El,co)-metriza-

ble (ver §21,3%.(4) del4s]).

(I1,1.8) EJEMPLO.~ DE VITO en[3]da las siguientes defini-

_ciones:
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(1) Sea E(T) un espacio localmente convexo ¥ seafu,la fami-

‘1lia de los (3(E',E)-entbrnos de cero en E'.Una red

{u; + ie1, > §

de puntos de E' es ultimamente acotada si dado un U

existe un AeK y un i e I tales que

u, € A U para todo i i,

(2) Un espacio localmente convexo E(T) es un ab-espacio
8i es un espacio de Mackey y en E' cada red ultimamen-

te acotada y ¢ (E',E)=~Cauchy es o(E',E)-convergente.

Tambien prueba que

(3)"bornologico——> ab-espacio——> casi-tonelado".
VALDIVIA en [4(]da los siguientes resultados:

(4) Cada espacio (DF) casi-tonelado es un ab-espacio
(5) Sea E(T) un espacio (DF).Si existe en E una sucesién
de T (E,E')-compactos cuya unién es densa en E(T),en-

tonces E(u (E,E')) es un ab-espacio.
//“ )

Como todo espacio casi-(DF) Que sea casi-tonelado es
un (DF),(4) se podrd enunciar cambiando (DF) por casi-(DF).
Vamos a ver con un ejemplo que,sin embargo,en (5) no se
puede‘cambiar,(DF) por casi—(ﬁF):Sea'E(T) el espacio
e“g/m(e“z ?1)).En el ejemplo (II,1.3) vimos que este espa-
cio era un casi-(DF) que no era casi-tonelado,con lo cual

no seréd un ab-espacio (por (3)),y ademas,si

a(e*, el)'
A = nU(€%) , -

cada A es un o (E,E')-compacto y

E=UA.

neN
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2.~ PROPIEDADES HEREDITARIAS

RUESS en [¢9] enuncia sin demostrar,ya que su demos-
tracidén es anfloga a la dada por KOTHE en $29,5.(1) y
$29,5.(2) de[{5]para los espacios (DF),la siguiente pro-

posicidn:

(IT,2.1) PROPOSICION.- (a) Si E(T) es un espacio sucesio-

halmente-(DF) y H es un subespacio cerrado de E(T).
Entonces en HT = (—%—)' coinciden las toplogias

B(E'.E) ¥ (3(1#,1:/}1),

(v) Si H es un subespacio vectorial de E(T) y
H(T) es sucesionalmente-(DF),entonces el dual
fuerte de H(T) es topdlégicamente isomorfo a

E'( B(E',E))
HJ.

Como consecuecia de esta proposicidn podemos enunciar

“los tres siguientes corolarios:

(IT,2.2) COROLARIO.- Si E(T) es un espacio casi-(DF) y
H es un subespacio cerrado de E(T),entonces (E/H)(T)

es tambien casi-(DF).

Demostracién: De la parte (a) de la proposicién anterior

se deduce gue cada acotado de (E/H)(T) esté contenido en
“la clausura de la imageh candénica de un acotado de E(T),
por tanto,al tener E(T) una sucesién fundamental de acota-
dos, (E/H) (T) tambien la tendri.Y como el cociente por un
subespacio cerrado de un espacio C-casi-tonelado es C-casi-
~ tonelado (corolario (I,3.2)),tendremos que.(B/H)(T) es un

espacio casi-(DF). c.Q
: [ ] .D.
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(11,2.3) COROLARIO.f‘Sea E(T) un espacio localmente conve-
' x0.Se tiene: |
(a) 8i E(T) es casi-(DF),enfonces:
E(T) es completo si y solo si es casi-completo
(b) La cémpletacién de un espacio casi-(DF) es
. tambien un casi-(DF).
kc) Todo espacio casi-(DF) semi-reflexivo es

comnpleto.

-Demostracibn: (a):Supongamos que E(T) es un espacio casi-
(DF) y casi-completoj;aplicando la proposicién (II,2.1l) a
E y E,tendremos que qu; coinciden IQ(E',E) y @(E',ﬁ).Lue-
go cada acotado de ﬁ(@) es la clausura en ﬁ(@) de un aco-
tado de E(T),con lo cual E = B, _

(b) :Supongamos que E(T) es un espacio casi-(DF).Si {BA%Z;
es una sucesién fundamental de acotados de E(T),por lo
visto anteriormente,'{ﬁgﬁ}:f¢ serd una sucesién fundamen=
tal de acotados de E(T),y como la completaciédn de un espa-
‘¢io C-casi-tonelado es C-casi-tonelado (corolario (I,3.9)),
tendremos que %(@) es casi~(DF).

(¢):Es una consecuencia inmediata de (a),ya que,cada espa-

cio semi-reflexivo es casi-completo ( ©23,3.(2),[15] ).
CeQaD.

(II,2.4) COROLARIO.- Si E(T) es sucesionalmente-(DF),enton-

ces:
E(T) es casi-tonelado si y solo si ﬁ(@) es tone-

lado.

Demostracidén: Teniendo en cuenta § 27,1.(2) de [45] ,basta-

T4 con demostrar que la condicidn es necesaria.En efecto:
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aplicando la parte (b) de la proposici6n (I1,2.1) a Ey

ﬁ,tendremos que en”E' coinciden las topologias'(g(E',E)

y (S(E',ﬁ).Entonces como cada acotado de E'((&(E',ﬁ)) es
un T-equicontinuo (al ser ﬁ(@) tonelado),E(T) seri casi-
tonelado. |

C.Q.D.

(11,2.5) PROPOSICION.— Sean En(Tn) espacios casif(DF),y

sea E(T) = E}BEI(T ) la suma directa localmente
heN

- convexa de la sucesién {E (T ) .Entonces E(T)
n=4

es casi-(DF).

Demostracién: Como la suma directa localmente convexa de
una familia cualquiera de espacios C-casi-tonelados es un
espacio C-casi-tonelado (corolario (I,3.3)),bastard con
que veamos que E(T) tiene una sucesidn fundamental de aco-

3 w 3
tados.Ahora,si para cada neN, {Bg} es una sucesién fun-

[

L=1
damental de acotados de E (T ),como cada acotado de E(T)
n

estd contenido en un conjuto de la forma EBI%-
c=4

acotado de Ei(Ti) (¢ 18,5.(4),[45]) jtendremos que los con-

scon B un

juntos de la forma
K

variando k en N,e in en N,forman una sucesibn fundamental
de acotados de E(T).

CcQoDo

(I1,2.6) COROLARIO.- La envoltura localmente convexa

E(T) = > £ (B (7))
neN
de una sucesién E (Tnl} de espacios casi-(DF)

es un espacio ca51-(DF).Ademés cada subconjunto
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acotado de E(T) est4 contenido en la envoltura absolutamen-—
te convexa y cerrada de una cantidad finita de fn(Bn),sien-
do Bn un acotado de En(Tn).El dual fuerete de E(T) es el

ntcleo localmente convexo de 1los espacios fé'l)(Eﬁ((3(Eﬁ,En));

Demostracidn: Puesto que E(T) es topblégicamente isomorfo

a un cociente de la suma directa éOB E (T) (%19,1.(3), [45] ), ’
. la primera afirmacidn se sigue den?II,2;2) y (II,2.5).Igual-
mente se sigue de (II,2.1),que cada acotado de E(T) esté
contenido en .la ciausura de la imagen candnica de un aco-

tado de E{}E%(Tn);y como los'acotados de la suma directa

neN
estédn contenidos en sumas directas finitas de acotados,ten-

dremos que cada acotado de E(T) estari contenido en un con-

junto de la forma

™ . ’
&1fi(Bi) , con B acotado de Ei(Ti).

De esto dltimo y de (%22,7.(5), [15]),se sigue la dltima
afirmacién del corolario.

C.Q.D.

. En particular tendremos que el limite inductivo de una

sucesidn de espacios casi-(DF) es un espacio casi-(DF).

Vamos a ver por dltimo,que ocurre con los subespacios

de los éspacids casi-(DF):

En el capitulo anterior hemos demostrado que todo sub-
espacio de codimensién finita de un espacio C-casi-tonelado
es C-casi-tonelado.Por tanto,como las sucesiones fundamen-
‘tales de écotados'se heredan por subespacios,tendremos gue
todo subespacio de codimensién finita de un casi-(DF) es

un casi-(DF).Vamos a dar una demostracién directa de este



resultado, basada en el siguientg resultado dado por VALDIVIA
en(39]: | .
- (a):" Sea F un hiperplano dg E.Sea'GS una familia de sub-
| conjuntos de E que satisfacen:
I.- Si Be@?h,entonces B es absolutamente convexo,
cerrado y acotado en E.
II.- Si B, y B, son elementos de B ,existe un Bzéﬂg
~tel que B\UB, C By.
- ITI.- Si Be® ,entonces AB & para todo AecK,2 #0.
Entonces,si existe un Me® tal que MNF no es
cerrado,se tiene que,

dado un Pe{® ,existe un Q € B tal que,

Pc QNF ".

(1I1,2.7) PROPOSICION.~ Si E(T) es un espacio casi-(DF) y
F es un subespaéio de .codimensién finita de E,

entonces F(T) es tambien casi-(DF).

Demostracidn:Evidentemente bastari con considerar el caso
en que F es un hiperplano de E.Puede ocurrir:
l.- F cerrado en E(T).Entongces,si xe E~F,se tiene que F(T)

es tOpolégicamente isomorfo a

(LIN{x ) ),

por tanto, apllcando (11,2.2),tendremos que F(T) es ca51—(DF)
2.~ F denso en E(T).Como E! ((Q(E',E)) es completo y F es

un hlperplano denso de E(T),aplicado el teorema de Pt k-
Grothendieck (§;21,9.(6),B5]),tendremos que existiri un

M absolutamente convexo,cerrado y acotado de E(T) tal que,

MOF no es cerrado.Por tanto,aplicando (a),tomando como
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la familia de todos los absolutamente convexos,cerrados

y acotados de E(T),tendremos:

(1) dado Be®B ,existe un Ble_-_'fB,1 ={B’(‘\F : Be78'l[,

tal que Bcfﬁi.

oo
Sea {U'} una sucesidén casi-bornivora de entornos
Ninzy ‘
de cero en F(T) absolutamente convexos y cerrados.Tenemos
que demostrar que
U = (‘]Un
hneN
es un entorno de cero en F(T).Consideremos la sucesidn
%
{Un}nmide T-entornos de cero en . E.Si B es un acotado de
E(T),entonces por (1),existird un B, acotado de F(T) tal
que, Bc:ﬁi .Ahora como {Uhsv es casi-bornivora en F(T),
. n—,

existiri un n e N tal que,

BIC:Un para todo n>n,,

luego

— es—

BCBlc. Un, para todo n:n

o

Por tanto,al ser E(T) casi-(DF),tendremos que

-7,
heyg
es un T-entorno de cero en E.Ahora:

VOF = ((U,NF) = (v, =,
 neN heN
con lo cual U serd un T-entorno de cero en F.

C.QeD.

(11,2.8) PROPOSICION.~ Sea E(T) un espacio casi-(DF) de
' Mackey.Sea F un subespacio cerrado de E(T) con

la propiedad de que para cada acotado B de E(T)

- U6 -



F tiene codimensién finita en LIN{FL/B}.Entonces F(T) es
casi-(DF).

Deﬁostracién:Como E(T) tiene una Sucésién fundamenfal_de
acofados,la codimensién de F en E serd a lo sumo numerable.
Por tanto,esta proposicién seré'una consecuencia inmediata
de la proposicién (I,3.11).

' CeQeDe

El siguiente lema es una generalizacidn del lema 1

-de -VALDIVIA [34] :

(11,2.9) LEMA.- Sea E(T) un espacio localmente convexo,B
una familia que satisfgce las cbndiciones I,
ITI y III de (a),tal que LJ{B: BeBl = E;y sea
F ugéubespaciovdenso de E(T) de codimesién
finita.Si E'(Tyg ) es completo,entonées:

8i PeB ,existe un Qe®B tal que Pc QOF.

Demostracidn: Sea Pe®B ,y sea L el subespacio de Ep genera-
_do por la clausira en EP ae PN F.Tenemos entomces que L es
un subespacio cerrado.de Ep de codimensién finita.

Como F es denso en E(T) y de codimensién finita;y E'v
es Ty -compléto,aplicando el teorema 1 de[39],tendremos
que existe un B1638 tal que Blf\F no es cerrado en E(T),

con lo cusl:
.0 . “_E
existe y; € Bl(\ F tal que ylgé F.

Sea F, = LIN{FL){yfﬁ,entonces aplicado el razonamiento an=-
terior tendremos que,
. A= B
existe A1633 tal que A1(1F1 # ANTFy,
~con lo cual: '

existe y,eA N FlE tel que y,¢F.
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Ahoras,aplicando el teorema 2 de[39],tendremos que si
?B'i ={BOFl : Bé'?B},.

Fl es T, -completo.Luego aplicando el teorema de la comple-
. 4 N

1
- tacidn de-Pték—Grothendieck:

existe un Me®, : MNF no es cerrado en Fl(T),
de aqui,que aplicando el lema,l_de[BQJ,tengamos Que
dado un Ae‘@i,exis’ce un Qe@i: ACQK\FFI.

Por tanto,existe un B,€®; tal que,
ANF.cB.NF L B F E
1P F1e 2 < o ’

luego

E E

ENF cB,0O0F

con lo cual

JoeBo 0 FE e Jo £ Py

Continuando de esta forma,si n es la codimesidn de

F en E,encontraremos:

A e b

Ba.eB? e yjijﬂ'F ,.J‘=1,2,....,n,

y de forma que, {yi,yz,......,yn} es una cobase de F en E.

Sea Ae® tal .que,
U
B. T A,
jou Y .
Y sea {yl,yz,....,ym} una cobase de L en Ep.Entonces si

H es la envoltura absolutamente convexa de {yl,.....,ym}

tendremos (al ser EP la suma directa topolégica de L y

LIN{yl,......,ym's ) que,



(PNOTF EP)*-H serd un entorno de cero en Eps

luego existe un 1¢K, A>r0,tal que,
PcA( (PNTIEP+H) = A ( (PNF)C4+H ).
Por otra parte, HCANF E sea Qe B tal que,
2 A(AUB)cQ.

- Entonces:

QNF = Y2 QNF+7Y2 QNF >AAUP)NF+ A (AUP)NF >
DA®NF) + A(ANF) D A(PNF) +QAH =

D W ¢ (P(')F)+ﬁ ) DP.
| C.Q.D.

(I1,2.10) PROPOSICION.- Sea E(T) un espacio casi-(DF) con

la propiedad de que péra cada B absolutamente
conveio,cerrado y acotado se tiene que EB es

tonelado.Entonces,si F es un subespacio denso
de E(T) de codimensién numerable,se tiene que,

F(T) es casi-(DF).

Demostracidn: VALDIVIA en la demostracidn del teorema 6

dé[?i]da el siguiente resultado:

(b):" En el espacio E(T) sea B una familia que cumpla las
condiciones I,II y III de (a), U{B: BeB} E,y tal
que EB'sea tonelado para todo Be(3.Si F es un subes-
pacio denso de E(T) de codimensidn numerable y E' es

Tkg—completo entonces:

daedo Pe B ,exn.ste un Qea% tal que PchF ",

Sea {U una sucesién casi-bornivora de entornos de
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cero en F(T) abuolutamente convexos y cerrados Bastari con

que demostremos que la sucesidn fﬁ—} . &8 cal-bornlvora en
n= .

E(T),pues en tal caso, '

-,

neN

serd un T-entorno de cero en E,con lo cual:

inF = ) @0 H = (),
© neN hes
serd un T-entorno de cero en F.

Sea B la familia de todos los acotados, absolutamen-
te convexos y cerrados de E(T),y sea B¢ ;entonces apli-
cando (b) tendremos que exisriri un~BleYB tal que,

B< B,N F.
Aﬂora,como Bl()F es un acotado de F(T),existird un n e N,
tal que
B,NFc () U,

nyn,
con lo cual:

Bc Bl(\ Fc ﬂ U,.
hxh,
COQ.D.

(II,2.11) COROLARIO.- Sea E(T) un espacio casi=-(DF) con

| la propiedad de que para cada B absolutamente
convexo,cerrado y acotado de E(T),EB es tonela-
do.Si F es un subespacio denso de E(T) tal que,
para todo acotado B de E(T) F tiene codimensién

finita en LIN{FLJB}.Entonces F(T) es casi-(DF).

Demostracidn: Es una consecuehcia inmediata de la proposi-

" ¢cibén anterior,pues al tener E(T) una sucesidn fundamental
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de acotados,la codimesidn de F serd a lo sumo numerable.

C.Q.D.

Este corolario se puede demostrar tambien como una
coﬁsecuenqia del lema (II,2.9) de la siguiente forma:
Podemos suponer que F tiene codimesién infinita numera-

ble.Sea {x una ‘cobase de F en E,y tomemos:

E

l = F 9 En = LIIq{F U{Xl, o.oooo’xn_l}} pal‘a tOdO n>,4 20

Sea.{Ungq’una sucesibn casi-bornivora de entornos de
cero en F(T) absolutamente convexos y cerrados.Igual que

en la proposicidén anterior,bastard con que demostremos que
oo
la sucesidn {Unsmi es casi-bornivora en E(T).En efecto:sea

B un acotado de E(T),existe un n eN tal que BCE .Por
s
el teorema 6 de{EQ],E' es (3(E' vEy )-completo ahora,como

F es denso en En () ¥y tlene cod1mens1on finita en este
o
espacio,si aplicamos el lema (II,2.9),existir4 un B,cE,
: o
T-acotado,tal que,

—_ K

BCB,MF “ocB N T
Entonces,como B, M\ F es un acotado de F(T),existiré un n,eN,
tal que, . . |
Blﬂ F'cU11 para todo n»n,,

con lo cual:

o BcBlﬂFcUn para todo n7ng.
. ConDo

(II,2.12) COROLARIO.- Sea E(T) un espacio casi-(DF) de
Mackey con la propiedad de que EB es tonelado
para todo B absolutamente convexo,cerrado y aco-

tado.Si F es un subespacio de E,tal que,F tiene
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codimensién finita en LIN{F&)B}para todo B acotado de E(T).

Entonces F(T) es un espacio casi-(DF).

Demostracién:Sea G = F C.5i G es de codimesién finita en
E,aplicédo la proposicibén (II,2.7),G(T) serd un espacio
casi-(DF).Y si G es de codimensidén infinita numerable,apli-
cando la proposicién (I1I,2.8),G(T) serd un espacio casi-
(DF).Luego en cualguiera de los casos G(T) es un espacio
casi-(ﬁF).Ahora,como P tiene codimesién numerable en G Yy

es denso en G(T),aplicando el corolario (II,2.11),F(T) seré
un espacio casi-(DF). N

C.Q.D.

(I1,2.13) PROPOSICION.- Sea E(T) un espacio de Mackey casi-

(DF) y localmente completo.Si F es un subespacio

de codimensién numerable de E,entonces F(T) es

casi-(DF).

Demostracidn: Sea T™ 1a topologia bornoldgica asociada a

T,i.e,
X .
E(T") = lim Eg »
Be¥ .
siendo 03 1la familia de tedos los absolutamente convexos,
cerrados y acotados de E(T).Como E(T) es un espacio local-
mente coméleto,EB es un espécio de Banach para todo Be ®
y,por tantp,E(Tx) es tonelado ( en realidad es ultraborno-
1légico ).
Sea E; = F
(DF).S5i E, tiene codimensién finita en E,entonces aplican-

x
T Vemos a demostrar que El(T) es casi-
do la proposicidn (II,2-7),El(T) serd casi-(DF).Supongamos

que ' E; tiene codimensién infinita numerable en E,y sea'§¥£§i¢

cobése de El en E.Tomemos:
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E, = LIN{E,U{x},%pyeee0yx 5}) (0> 2).
Aplicando el corolario 1.5 de [3?] s tendremos que,’

X . x .
E(T") = 1lim En(T ) (estricto)
neN
Puesto que El tiene codimensidén finita en En,y E1 es
cerrado en E(TX),En serd cerrado en E(TX) para todo nesN;

luego aplicando ( $19,4.(4),[15]) tendremos gue,

" dado un B¢ ®B existe un n e N tal que BcEno.
Por tanto,El(T) satisface las condiciones del corolario
(11,2.12),de aqui que,El(T) sea un éspacio casi-(DF).

' Si F tiene codimensién finita en El,entonées aplican-
da la proposicibén (II,2.7),F(T) serd un espacio casi-(DF).
Supongamos pues que F tiene codimensidn infinita numerable
en El.Sea{Unﬁ:Zuna sucesidén casi-bornivora de entornos de
cero en ¥(T) absolutamente convexos ¥y cerrados.Tenemos que
‘demostrar que |

U= (U,
neN
es un entorno de cero en F(T).Veamos que El(T) cumple las
hipétesis de (b)(proposicién (II,2.10)).En efecto:
l.- Ei es fuertemente completo (al ser El(T) un espacio
..casi-(DF))
2.~ F es denso en El(T) (el ser T menos fina que T%)
3.~ Si B es un absolutamente cohvexo,cerrado y acotado de

El(T),entonces (El)B es tonelado.En efecto;por las hi-
pbtesis de la prOpdsicién,EB es tonelado.Ahora,como (El)B
~tiene codimensidn numerable en EB y,evidenéemente,la topo-

logia de (El)B es la restriccidén de la topologia de EB;
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(El)B serd tonelado,ya que,"cada subespacio de codimensién(
numerable de un tonelado es tonelado" ([32],[}9] )
Por tanto,si B es un acotado de‘El(T),existe~un By
acotado de F(T) tal que,
B C B, IR
con lo cual,teniendo en cuenta que {Unzfies casi-bornivora
en F(T),tendremos que {ﬁ;HtLes casi-bornivora en El(T);de
aqui que, |
Wwe()u,
neN
sea un T-entorno de cero en Ei y,por tanto,

U=¥WNF .

es un T-entorno de cero en F.

C.Q.D.

- Gran parte de las tecnicas utilizadas para demostrar
las proposiciones referentes a los subespacios de codimen-
sibén numerable,nos las han sugerido las demostraciones da-

das por VALDIVIA en [38].
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3,- LOS C, (%) CASI-(DF)

Sea X un espacio completaménte regular de Huasdorff,
y sea C(X) el espacio vectorial de las funciones reales |
y continuas en X.Cuando sobre este eépacio consideremos
la topologia compacta-sbierta,i.e,la topologia localmente

- convexa definida por la familia de semi-normas:

. . PK(f) = sup 'f(x), y» £eC(X),
: : ' xeK o
cuando K varia en la familia de todos los compactos de X;

lo simbolizaremos por Cc(X).

&

Antes de dar las caracterizaciones que gqueremos,vamos
a dar algunas propiedades de los espacios C-casi-tonelados

y casi-(DF) que necesitamos.

(1I,%.1) PROPOSICION.- Sea E(T) un espacio C-casi-tonela-

: no
do.Para cada sucesién {Hn} Lde T-equicontinuos
n<

Us,
NeN”

es un ‘3(E',E)-acotado,y para cada sucesidn de

tal que

20
escalares {1h§ que converja a O,se tiene que,
n:z4i. . .
\_)13%1 es un T-equicontinuo.
ner B
Demostracibén:Al ser E(T) un C-casi-tonelado,bastarid con
’ Co
que demostremos que {?ﬁﬁn§m4 (S(E',E)-converge a cero.En
efecto: dado U un (3(E',E)-entorno de cero,como
Ur,
. neN .
es un (%(E',E)-acotado,existiré un S’)O,tal que,
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H = Uan: fU'

neN
Sea n_ e N,tal que Ay € —'é—- para todo n> no,.f’Entonces:

g:\nHCHCfU para todo ny n,,

con lo cual:
’,\ancU para todo n> 1.

C.Q.D.

(11,%.2) PROPOSICION (Esta proposicién es eﬁunciada en [24])
o .Sea E(T) un espacio casi-(DF).Para toda sucesién
{Vnzg:l de T-entornos de cero en E,existe una su-
cesién {an}:lde escalares tal que,

ABA

heN

es un T-entorno de cero en E.

Demostracién:Podemos suponer sin quitar generalidad que

los Vn son absolutamente convexo y cerrados.Para cada n <N,
. _ y©
seg Hn = Vn
dos en el espacio de Fréchet E'({Z(E',E)),entonces aplican-

do ( $29,1.(5), [15] ) existiran 'lny_, :lh>0,tales que,

2,
, heN
es un (5 (E',E)-acotado.Tomemos a =

+Los Hn son T-equicontinuos y,por tanto,acota-

; s € N,aplicando en-
n
tonces la proposicién anterior tendremos que,
4 -
H =U R Hn

heN
es un T-equicontinue;por tanto,

H® = ﬂ (—E’E'LHn)Q = %ng = m%vn

neN neN heN
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es un T-entorno de cero en E.

C.Q.D.

WARNER en [44],da la siguiente caracterizacién:

u Gc(X) es un espacio (DF) si y solo si en X cada unidn

" numerable de conpactos es un relativamente compacto ".

Nosotros vamos a demostrar que esta es tambien la

caracterizacién de los CQ(X) casi-(DF).

(I1,3.3) TEOREMA.- Sea X un espacio completamente regular

de Hausdorff.Son equivalentes:

(1) Cc(X) es un espacio (DF)
(ii) CC(X) es un espacio casi-(DF)
(iii) En X cada unién numerable de compactos es

un relativamente compacto.

Demostracién: Evidentemente serd suficiente con que demos-
. - - - s o o ' x -
tremos que (ii) implica (111).Sea-{K£§miuna sucesidn de

compactos de X.Entonces los conjuntos:
_ . . . ..
U, = {fec : B (£ 1}

son entornos de cero en C(X) para cada ne N.Aplicando en-
tonces la proposicién (II,3.2),tendremos que existirén a 3 0,
tales que,

u=( ey,

neN

es un entorno de cero en CO(X).Por tanto,existird un compac-

to K€X,y un &> 0,tales que,

V={recx): pe(t) <t} <,

con lo cual:

- 57 -



KnC.K_ para todo neN,

pues si eiistiera un xeKn tal que xglK,por la completa
regularided de X,tendriamos que existiria fecCc(X) tal
que, '
£(x) = {0}y £(x) = b, > a,
con lo cual: |

feV y,s8in embargo, £é anUn. '

Luego tenemos que

con lo cual,

&

seréd un relativamente compacto.

C.Q.D.

(I1,3.4) COROLARIO.— Sea X un espacio completamente regu-~
lar de Hausdorff.Las siguientes condidiones son
equivalentes:

(1) C,(X) es un espacio casi-(DF) semi-Montel
(ii) Cc(X) es un espacio casi-(DF) semi-reflexivo
(iii) X es finito.

Demostracidn: Seri suficiente con que demostremos que (ii)

implica (iii).En efecto: por el teorema anterior,céda unién

numersable de'compactos es un relativamente compacto,y como ‘
al ser Cc(X) semi-reflexivo,X es discreto (teorema 10 del[44]),
entonces X serd finito. '

CeQeDe
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4 .- EL BIDUAL DE UN ESPACIO CASI-(DF)

Sabemos que si E(T) es un espacio sucesionalmente~(DF)
entonces E'((%(E',E)) es un espacio de Fréchet y,por tanto,
E"((%(E",E)) es un espacio (DF);luego E"((Z(E",E)) se-
rd un espacio casi-(DF).

' Sea T, la topologia natural del bidual,i.e,le topolo-
gia en E'' de la convergencia unifbrme sobre los T-equicon-
_tinuos de E'.En general T  es menos fina que la (Q(Ef',E),
siendo iguales solo en el caso en que E(T) es casi-tonela-
do (§ 23,44(4), [45]).Iuego es natural el preguntarse si
E'"'(T_) es casi-(DF) cuando lo sea E(T).En este apartado

vamos a dar una respuesta afirmativa a esta pregunta.

(II,4.1) PROPOSICICN.- Sea E(T) un espacio sucesionalmen-

te-(DF) y sea T, la topologia natural de su bidual,

entonces:

(i) E"(Tn) es completo y tiene una sucesién fun-
| damental de acotados.
(ii) La completacidn de E(T) es la adherencia de

E en E"(Tn).

Denostracién: Por el teoréma de la completaci6n de Pték-
Grothendieck,para demostrar que E"(Tn) es completo,basta~
ré‘con que demostremos que si f es una forma lineal g (E',E'"')~
continua sobre los T-equicontinuos de E',entonces f es un
elemento de E";Ahora,comé E'((%(E',E))'es un espacio de
Fréchet (por tanto,bornolégico),serd suficiente con que
denostremos que £ es localmente acotada eh'E’((%(Ef,E)).

Si no ocurriera esto,existiria un B (Z(E‘,E)-acotado tal
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que £(B) no es acotado,con lo cual,existiria una sucesién

{ xn}:ic B,tal que,

lf(xn) |'>, n2 para todo ne N.

A s o (T1 T\ _cnadada dmma
Ahora,como la sucesidn {xn}n_‘ies (3 &E',E)-acotada,tendremos
. ' o ,
que,la sucesidn- {%xnﬁn_{ P(E',E)-converge a cero en E',con

lo cual,al éer E(T) un espacio sucesionalmente—(DF),

A ={—%{>&1: neN}

es un T-equicontinuo.Ahora:

£( %xn)

> n para todo neN.

Luego f no acotada en A.Absurdo.

Sabemos que E''( F(E",E')) tiene una sucesién funda-
mental de acotados (formada por los polares en E'' de una
sucesidn fundamental de .@(E',E)-entornos de cero) .Por
otra parte T es menos fina qué (:' (E'',E) .Luego para demos-
trar que E"(Tn) tiene una sucesién fundamental de acota-
dos,bastard con que demostremos que todo Tn-acotado es un
(3 (E'',E')=acotado.Sea B un T -acotado,si B no fuera un
’ (5 (E'',E')-acotado,existiria un AcE',A @(E' +E)~acotado,
tal que,B no estaria uniformemente acotado en A,por tanto,
existirian:

. (=] (s>
{% }n:iCA y {bn&nzl c B,
tales que,
n2

para todo neN.

[<tpra| 2

e § o0 . )
Como antes,la sucesibn {‘rif an]S es un T-equicontinuo
n=4

de E', ¥
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|<‘%{an’bn> I», n para todo neN.
Absurdo,ya que B es Tn-acotado y,por tanto,B estd unifor-

memente  acotado sobre los T-equicontinuos.

(ii) es une consecuencia inmediata de (i) al ser T igual

a la restricciébn de Tn é E.

- (II,4.2) TEOREMA,- Si E(T) es un espacio casi-(DF),enton-

ces E"(Tn) es tambien casi-(DF).

DemostréciéniPof el teorema naterior sabemos que E"(Tn)
tiene una sucesién fundamental de acotados.Vamos ademostrar
entonges que E"(Tn) es un espacio C-casi-tonelado.Sea
{Wﬁg:iuna sucesidn casi-bornivora de entornos de cero en
E"(Tn) absolutamente COnvexos & cerrados.Como la restric-
E,para cada ne N,

n
- .
tendremos que {UniuLes una sucesién casi-bornivora de en-

cién de- T  a E coincide con T,si ﬁn =W

tornos de cero en E(T) absolutamente convexos y cerrados.
Por tanto,al ser E(T) un espacio casi-(DF),
v-{ Ju, = (YN,
neN neN

serd un T-entorno de cero en E.Ahora,

v = ([N INE TELED () ¥as

- heN heN

W =y

es un Tn—entorno de cero en E'!'.

con lo cual:.

C.Q.D.
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5.~ RELACION CON ILOS D. ~ESPACIOS

b

NOUREDDINE en [24] y [¢2] (ver también[¢3]) introduce

la siguiente clase de espacios: .

(1).- Se dice que un espacio localmente convexo E(T) es
un Qb-esgacio si es un b-espacio ( o un b-tonelado )

que tiene una sucesidén fundamental de acotados.

Esta clase de espacios es también definida por RUESS
-éni?ﬁ],annque RUESS para definir estos espacios usa ios
1fmites inductivos generalizados de GARLING [6] (ver tam-
bién ROELCKE [¢6]).Como evidentemente esta clése es mis em-
plia que la de los espacios (DF),RUESS en (3] les llama
(DF)-generalizados.RUESS estudia esta clase de espacios -
péra resolver algunos problemas relativos a las topologias
estrictas en espacios de funciones;ya que,los espacios con
topologias estrictas son siempre (DF)-generalizados y en

general,no son espacios (DF).

(I1,5.1) NOTA.- La original topologia estricta en c¥x),
con X localmente compacto,fué introducida por BUCK en [1]
y [€] jposteriormente fué extendida por SENTILLES [34] y
FREMLIN,GARLING y HAYDON [5] al caso en que X es un espa-
cio completamente regular.RUBEL y SHIELDS en [£%] ,conside-
ran la topologia estricta en el espacio HQYD) de las fun-
ciones holomorfas y acotadas en una regién D del plano.Ac-
tualmente existe una exteﬁsa literatura sobre la topologia

estricta en los espacios de funciones.

Evidentemente,teniehdo en cuenta (I,2.4),se tiene:
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(2).-" Todo Db-espacio es un espacio casi-(DF) ",

(II,S.'2) NOTA.- (2) también se puede obtener como una. con-
secuencia de la proposicién 2.2 de Ea?‘l],teniendo en cuenta
la caracterizacidn por semi-normas dada en (I,l.4) de los

espacios C=-casi-tonelados. '

En este apartado vamos a separar los D, -espacios y
los espacios casi-(DF),con lo cual,también separaremos los
espacios b-tonelados de los C-casi-tonelados.Para ello te-

nemos que ver primero algunos resultados previos,

(I1,5.3) LEMA.- Sea (E,ll [l) un espacio normado con bola
unidad U,y sea {Vnﬁ:iuna sucesién casi-bornivora
d'e entornos de cero en E absolutamente convexos
y cerrados.Existe una sucesién{\‘lnl‘:4de entornos

de cero bésicos (i.e,de la forma .fU ) tal que,
WnC.Vn para cada neN,
-~ X
y {Wnﬂn:ies casi-bornivora en (E,!l ).

Demostracibn: Para cada k ¢ N,sea By = kU;evidentemente ,
{Bk%:;es una su;:eesién funddmental de acotados en E.Tendre-
mos entonces,al {Vn?}:: casi—borhivora,due dado un k e N,exis-~
te un n, € N,tal que,

2 Bkcvn para todo n7n.

Podemos ~suponer que nls nas ceve. oPOr otra parte,para ca-

da n eN,existe un f,>0,tal que,
?nUCvn'

Por tanto:
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K _ a4 o
Wp = Byt T U= (k*—éﬁ?) UeVy
para todo n> n, y para todo ke N.

) * ' ” . -
Formamos entonces la sucesién {wnsn_ide la siguiente
forma: '

Wn = fn U, paI'a n=l-,2,-....,n1-1

k
- W = W para todo ke N
ne oy’
W=k ara n,_<n<n
n . %n P k "k 1°

Por su construccibn es evidente que,

3 Wncvn para cada neN,

y zaLdeme’sLs,{wn}m4 es casi=-bornivora en E,pues para cada ke N,
n:

Bkcwn para cada p»pk.

CQQ.D.

(I1,5.4) NOTA.- De forma andloga a como lo hemos hecho en
el lema anterior,se puede operar en el caso en que E =@En,
'si_endo E, un espacio normado.Con lo cual,en este caso, e
dada una sucesién casi-bornivora {anf:ide entornos de ce-
ro en E absolutamente convéxos y cerrados;existiré.una su-

cesién {Wn",:‘de la forma:

n
Wn = @fr Up
PeN

. . R A, 0
siendo Up la bola unidad de Ep,y ?2 >0;tal que, { wnl,h“es

casi-borm_'.vora en Ey wncvn para cada neN.Luego en el

caso en que E = @En,con En normado,bastari con que tra-
neN : '

bajemos con sucesiones casi-bornivoras de entornos bésicos.



(11,5;5) TEOREMA.- Sean (En,ﬂjh) espacios normados con bo-

la unidad Un,y sea E(T) = EEBEH;Para cada ne N
neN
sea Fn un subespacio no nulo de En,Si H es un sub-

espacio de E tal que, EE}Fnc:H.Entonces H(T) es

neN
un espacio casi-(DF). .
. m L] .
Demostracidn: Sea {Vn} una sucesién casi-bornfivora en
. g n=4

H(T) de entornos de cero absolutamente convexos y cerrados;

[N

V=V

neN
Peniendo en cuenta la nota (I1,5.4),podemos suponer

y sea

que : . .
v, = W NH,

siendo:

t

n
wn = @ff Up,para cada ne N.
PeN

Tenemos que demostrar que V es un T-entorno de cero
en H;ahora,como E(T) es un espacio casi-(DF),bastaréd con
que demostremos que la sucesibn {wﬁi:ies casi-bornivora
en E(T).En efecto:sea B un acotado de E(T),entonces por

( $18,5.(4),[15]),existiré un P, € N,tal que,
P,
BeG = @Ep,
P<4

y ademis,B es acotado en G(T),con lo cual,como G(T) es un

_eépacio normado con bola unidad
Fo
U = v,
P=4
existird un A>0,tal que,.

Bc AU,
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Ahora,como AUNH es un acotado de H(T),existird un n e N,
tal que, | | 7 |
lUnHCVn para todo'n>, n,.

Supongamos que existiera un n,% n  tal que,
AUEW, 5
1
entonces:

R

AU £, 0 G - EB £,

P-4 £ )

- con lo cual, ex:!.stlré un p,, 1\<pl\ tal que f:‘<1 .
4

Para cada p, 1$pspy,sea y,eF, tal que (|7 [, =1,

Y
y consideremos el elemento

X = ()yl’)yz,oooaoo,}yp ’0’-0000’0,00000 )eF.
. o
Entonces:

xeXUN( EBFn)CZ\UﬂHc:Vn

neN
para todo n% n,,con lo cual:

xeV =W (H
n, n, ’

por tanto:

lye Wy,
Py b, P2

de aqui que, "y
AL spP .Absurdo.

4
Tuego:

B A U=W, para todo n>n,

con lo cual {wn}h:ies casi-borni{vora en E(T).

CeQeDo

- 66 -



(II,5.6') EJEMPLO (Un espacio casi-(DF) que no es Db-espacio)

GROTHENDIECK en [8] pag 98 (ver también § 31,5. de[15]),

da un ejemplo de un subespacio H de E = @En scon E = A
' - neN

para cada n eN,tal que,si T es topologia en E de la suma

directa y T' es ldtopologia de la suma directa

b E& N,
neN

entonces en H T' es estrictamente mds fina que T.H(T) no
es un Db-—espaoio.En efecto:cqmo,T' es estrictamente més
fins que T en H,existird un UcH,tal que U es un T'-entor-
no de cero en H absolutamen{:e ‘convexo y,sin embargo,U no
es un‘T-entorno de cero en H.Sea B un subconjunto absolu-
tamente conve.xo y acotado-de H(T),entonces como B es un
acotado de E(T),aplicando ( $18,5.(4#), [15]),existird un

Po€ N,tal que,
. »I ‘Po
Bc( EBEp)nH = G,
P=1

y ademds B es acotado en G(T).Ahora,como en G coikciden
las topologias T y T' (con la topologia de la norma),ten-
dremos que UMB es un T-entorno de cero en B.Con lo/cual
qﬁeda demostrado que H(T) no es un Dy~espacio.

| Veamos por Gltimo que el espacio H(T) es un casi-(DF);
para ello,i‘teniendo en cuenta el teorema (II,S.B),béstar’é
con que demostremos que existen Fn subespacios no nulos
de E, (para cada neN),tales que,

Pr, cx.

El espacio H lo' construye Grothendieck de la siguiente'
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forma:

Para cada ne N,sea G = el.Construye un espacio escalo-

nado
¢ TT 6y,
neN

L
y toma H = F ,siendo

F={x=(xn)eG: Z’C§=°’ YkeN, xn-—-(x{:)}.

KeN

Luego,si para cada n e N,tomamos:

Tn=€i={x=(xn)e el: an=0},
| neN |

-

F = (’l\rﬂ?n)ﬂ-(‘n .

neN

tendremos:

con lo cual:
: i L 4
H=F D(TTT,) D P,
heN heN

. Ahora,si llamamos

tenemos lo que buscabamos,ya que,

' 1
.e = (l,l,oooo,l’oooo )an= (eo)o
CQQ.D.
Evidentemente, el espacio H(T) del ejemplo anterior
no e€s un esPacio de Mackey.Vamos a demostrar que para es-

pacios de Mackey la clase de los espacios casi-(DF) coin-

cide con la de los Db-espacios.
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(11,5.7) TEOREMA,- Si E(T) es uﬁ espacio de Mackey,enton-
ces:

E(T) es un,Db-espacid si y sdlo si es un.casi-(DF).

Demostracifén:Teniendo en cuenta (2),seré suficiente probar
‘que s8i E(T) es un espacio de Mackey.casi—(DF),entonces E(T)
es un Db-eSpacio.Al ser E(T) de Mackeéy bastard con que ten-
ga dual fuerte completo (i.e;quersea un 5'-espacio,ver

(2.1.2) de [¢¥]).Ahora bien,como E'( ﬁ(E',E)) es un espacio

. de Fréchet,el teorema queda demostrado.
C.QsD.
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6+.~LA PROPIEDAD (B) DE PIETSCH EN LOS ESPACIOS CASI-(DF)

Sea E(T) un espacio localﬁente conveko,e I un con-
junto de fndices;siguiendo el libro de PIETSCH [¢4] desig-
naremos por 6%(E) ( resp, P%-{E} ) el espacio de las
familias sumables ( resp,absolutamente sumables ) del es~
pacio E(T),con Indices en I.Estos dos espacios los supon-
dremos dotados de la T -topologia,i.e,la topologia local-
mente convexa sopre e%-{E} cuyo sistema de semi-normas
viene dado pér: -
™y CEdyer ) - :%Eé Palxi) s (xgdser© 1)
cuando U varia en la familia de.ldé entornos de cero en
E(T) absolutamente convexos y cerfados.PU es el funcionml

de Minkowski de U.

(I1,6.1) DEFINICION (Pietsch)

Se dice que un espacio localmente convexo E(T)

tieﬁe la propiedad (B) si para cada acotado B de

e%-{E} existe un A absolutamente convexo,cerra-

do y acotado de E(T) tal que,

sup { ?g;&PA(xn) : (xn)élB}

‘es finito.

PIETSCH en (1,5.8) de [#4] demuestra que todo espacio
dual métrico (y todo espacio métrico ') tienen la propiedad
(B).Usando la misma técnica Que_PIETSCH,vamos a demostrar

‘que los espacios casi-(DF) también tienen esta propiedad.
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(II;6;2) TEOREMA.- Todo espacio casi-(DF) tiene la propie-
dad (B)

Demostraclén. Sea E(T) un espacio cas1-(DF) y {B } una

suces16n fundamental de acotados en é1, formada por subcon-

juntos absolutamente convexos y.cerrados.Si E(T) no veri-

ficara la propiedad (B), entonces existiria un B acotado

en el {E] tal que,para cada neN:

r =sup{ Z_PB (xm) : (xm)eB}='+oo.

n
. meN n

Iuego para cada n eN,existird una sucesién {(xg)]}m_icon-

tenida en B,y un InC.N finito,tales que,

2B ()7 22n

mel,

Por tanto,para cada m eIn ¥y ne Nyexiste un ag er1 tal que,

> |2,y > 22

mel,

n'
An={am : @eln},

entonces como In es i‘inito,An es un T-equicontinuo.Sea
A= UAng

Evidentemente,A es un F(E',E)-acotado,pues {B wey €S Uuna

Tomenos

base de G(E',E)-entornos de cero en E' y

n_ L0
ameBn » para cada xneIn y’ne:h.r.

Aplicendo entonces la proposicién (II,3.l) tendremos que
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' I 1
K= of Ay

h.eN

es un T-equicontinuo,con lo cual,existird un U entorno de
cero en E(T),tal que Kc:Uo.Ahora,como B es un T -acotado
de @% {E} ,existiré1n1 $70 tal que,

> Py (x) f para cada (xn_)eB.

heN

Entonces,para cada ke N:

1;;< L > |G

meI

n 1 _n\
X a.:>
<:m 2n m

lo cual es absurdo.

Z Z_P (xm)

neN

K
$2_ 5D
n=4

mel,

" CeQeD.

Vamos a estudiar ahora la nuclearidad de los espacios
casi=-(DF).

GROTHENDIECK en[41] da el siguiente resultado:

(1).-" Un espacio (DF) es nuclear si y solo si su dual

fuerte es nuclear ".

Este resultado es extendido a los espacios dual métrico

por PIETSCH (ver (4.3.3) de [?4]).Vamos aﬁemostrar Que (1)

es también cierto para los espacios casi-(DF):

(II,6.3) TEOREMA.- Un espacio casi-(DF) es nuclear si y

8810 si su dual fuerte es nucleare.

Demostracibn: Que la condicidén es necesaria es una consecuencia
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inmediata de.(4.3.1) de [24] y del teorema (II,6.2).Veamos
que la condicidn es suficienteésea E(T) un'espabio casi-
(DF),tal que, E'((%(E',E)) es nuclear;teniendo en cuenta

( (#.3.2),[¥4] ),para demostrar que E(T) es nuciear,bastar
réd con que demostremos que es casi-tonelado.Sea B un sub-
conjunto de E! G:(E',E)-acotado,como E'((%(E',E)) es nu-
- clear,aplicando (#.4.7) de [¢4] ,B serd un (3(E',E)-preqom-
pacto;éhora,como E'((Z(E',E)) es metrizable,aplicéndo el
teorema de Banach-Dieudonné ($21,10.(3),[15] ),existiré
una sucesidn {anQZ:E', {?(Ef,Ej;nula,tal que,

n-4{

) Bc f—{fn:. n NTP(E"E)

Ahora,como E(T) es casi-(DF),B ser4 un T-equicontinuo.Con
lo cual. E(T) seri casi-tonelado.

C.Q.D—

El teorema anterior se puede obtener como corolario
del teorema 2.14 de[?ﬂ] ,pues RUESS demuestra alli que to-
‘do espacio sucesionalmente-~(DF) cumple (1).La demostracidn
dada por RUESS no se basa an‘la propiedad (B),por esta ra-

zdn hemos considerado de interes demostrar el teorema.

Vamos a dar por Gltimo,como consecuencia del teore-
ma (II,6.2),una generalizacidén del teorema de DVORESTKI-
ROGER.

Recordemos la siguiente definicién ( (1.5.1),[e4]):

Una familia (xi)i 1 en E(T) es totalmente sumable si exis-

te un B absolutamente;convexo,cerrado y acotado de E(T)

tal-que,
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:Z:;Ph (x;) .

tel
. Como en cada espacio que cumpla la propiedad (B),to-
da familia absolutamente sumable es totalmente sumable

( (1.5.1), [?4]),podemos enunciar el siguiente lema:

(I1,6.4) iEMA.— En un espacio casi-~(DF) toda familia abso-

lutamente sumable es totalmente sumable.

"(IT,6.5) TEOREMA.-Sea E(T) un espacio casi-(DF) en el cual
existe un acotado bornivoro B.Si en E(T) toda su-
cesién sumable es absolutamente sumable,entonces

E es de dimensidén finita.

qudstracién: Podemos suponer que B es absolutamente con-
vexo y cerrado.Como la topologia del espacio normado Eﬁ
es mis fina que T,toda sucesién sumable en Ep es sumable
en E(T).Ademds,aplicando el lema anterior,tenemos que to-
da sucesién absolutamente sumable en E(T) es absolutamen-
.te sumable en EB.Por tanto,en EB toda sucesidn sumable es
absolutamente sumablejcon lo cual,aplicando el clésico teo-
rema de Dvorestki-Roger ( ver (3.4.1) de [24] 6 pag 206 de
[33] )tendremos que E = Ep es de dimensién finita.
| | C.Q.D
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7.- APLICACIONES (DEBIL) COMPACTAS ENTRE LOS ESPACIOS
CASI-(DF) Y LOS ESPACIOS DE FRECHET '

En primer lugar vamos a demostrar que todo espacio
casi~(DF) es quasi-normable.Recordemos que un espacio lo-

calmente convexo E(T) es quasi-normable si dado un T-equi-~

~continuo A existe un U entorno de cero en E(T) tal que,en
A coinciden las topologias (Q(E',E) y Tyisiendo Ty la to-
pologia de la convergencia uniforme en U.Para la definicién

y propiedades de estos espacios ver GROTHENDIECK [8].

, La técnica que vamos a usar es la misma que utili-
za KATS en [{2] para demostrar que todo espacio (DF) es

quasi-normable.

(II,7.1)”TEOREMA.- Todo espacio casi-(DF) es quasi-normable.

Demostracién: Sea E(T) un espacio casi-(DF),y sea A un T-

equicontinuo absolutamente convexo.Como E'((z(E',E)) es

metrizable,existird una sucesién {Ugfgde subconjuntos ab-
ns4

solutamente convexos de E',con:

UlDUZD LK 2K BN BN AN J DUn-D *0 0000 1]

que forman una base de (E' E)-entornos de cero en E'.
’ .

Para cada n e N,tomemos:
D =nANU, y D= Unn.

D seri un T-equicontinuo,ya que,cada Dn lo es y por su cons-

. oo .
truccién la sucesidn {Dﬁ&ul es @(E',E)-nula.Por tanto,

existir& un U entorno de cero en E(T),tal que, DcU°.

o]
: IL;’;',!JG ' :.PE‘CA
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Eviden.temente,la topologia ’I‘U es mis fina que la
@(E',E).Veamos que se da la otxfa desigualdad entre estas.
topologias:sea XeA y V un TU-entorno de x en A,entonces

existird un €>0 tal que,

(x+e¢UDNA<V.

Sea n e N tal que —Ill—<E «Tenemos entonces:
. . o .
o— 1 ro_. 1 1 1
EU D— U>D> —DDO=— (2n AN U ) =2A)=— U
v - on, - n, 90 ) 2n0 n, "2n,

Y como A es absolutamente convexo:

VO AN x+ U9 D AN( x4+ ( 28N 3 Uy, )) D
. - - . (o] O

- AN x+%— Usp ).
| o )
Por tanto,V es un (”:(E',E)‘-entorno de x en A.Con lo cual
G(E',E) y Ty coinciden en A.
C.Q.D.

RUESS en[¢9] da otra demostracién de este teorema.

Sean E y F espacios localmente convexos.Una aplica-

cién» lineal y continua f:E—r——';——> F se dice que es (debil-

mente) combpacta si transforma algun entorno de cero de E
én un (debilmente) relativamente compacto de F.zBajo que
condiciones la compacidad (débil) de f se sigue del hecho
de que f transforme los acotados de E en subconjuntos (de-
bilmente) retivamente compactos de F?.GROTHENDIECK en [8]
pa‘g-llll-,demuestra-»c'me' esto es cierto en el caso en que E

es un espacio quasi-normable y F es un espacio de Banach.
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Una géneraliiaci6n‘de este resultado es dada por VAN DULST

en.E43] donde demuestré el siguiente resultado:

(a) ,-" Sea £:E——>F una aplicacidén lineal y continua
que transforma los (débii) acotados de E en (débil)
relativamente compactos de F.Entonces f es una-apli-‘
cacién (débil) compacta,si F es un espacio de Fré-
chet y E satisface las siguientes condiciones:

(ij E es quasi-normable |
(ii) Para cada sucesién {Uﬁ{tide entornos de cero
en E(T) absolutamente convexos y cerrados,exis-
te una sucesién {?ns':c‘ie.escalare's positivos
tal que,
' | ﬂ fln
neN

es un entorno de cero en E(T) *“.

Como todo espacio casi-(DF) es quasi-normable (teore-
‘ma (II,7.1) ) y cumple la condicién (ii) de (a) ( proposi-

cibén (II,3.2) ),podemos enunciar el siguiente teorema:

(II,7.2) TEOREMA.~ Sea f:E——F una aplicacidén lineal
.y continua que transforma loé subconjuntos (débil)
acotados de E en (débil) relativamente compactos
de F.8i E es un espacio casi-(DF) y F es un espa-

cio de Fréchet,f es (débil) compacta.

Sean E y F dos espacios localmente convexos,y L(E,F)
el espacib de las aplicadiones lineales y-gontinuas de E
en F.GROTHENDIECK en[4] da la siguiente definicidn (ver
también KOTHE [46],pag 160): | '
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(11,7.3) DEFINICION.~ Un subconjunto H de L(E,F) -se dice

que es un equi-acotado si existe un U entorno de

cero en E,tal que,

HQU) = Uf(u)

feH.

es un acotado de F.

Evidentemente,todo subconjunto equi-acotado de L(E,F)
es un equicontinuo ( [33],pag 87 ).Vamos qhemostrar que ba-

jo ciertas condiciones se da el reciproco..

(I1,7.4) TEOREMA.- Si E es un espacio casi-(DF) y F es me~
trizable,entonces cada equicontinuo de L(E,F) es

un equi-acotado.

Demostracién: Sea H un subconjunto equicontinuo de L(E,F),
e i
Yy sea {Vn§w1 una sucesidn fundgmental de entornos de cero

en F.Entonces,para cada ne N,

_ s |
Uy = (’\]f (Vn)
feH

~es un entrono de cero en E;bor tanto,aplicando la proposi-

¢ién(II,3,2),existird una sucesidn ] a}  de escalares po-

sitivos,tal que, {%ljn:tde escalares po-

U = ﬂanun

NneN

es un entorno de cero en E.Tenemos entonces que

) = e = [ J 20 Magu

fcH fcHg  heN
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eé un acotado de F.En efecto:dado un V

n,si x e H(U),existi-

ré f, € H,tal que,
xe€ fo( manUn?,

neN
con lo cual:

X € a\nfo(Un) c %Vn’
luego

E‘I(U)‘ caV.
C.Q.D.

Como una consecuencia inmediata de este teorema te-

Y

nemos el siguiente corolario:

(I1,7.5) COROLARIO.- Toda aplicacién f lineal y continua
de un espacio casi-(DF) E en un espacio metriza-
ble F es acotada (i;e,existe un entorno de cero

en E cuya imagen por f es un acotado de F).

Como consecuencia de este corolario,tenemos el siguien-
te resultado relativo a las aplicaciones (debilmente) com-
pactas:

(II,7.6) COROLARIO.- Toda aplicacidn lineal y continua de

de un espacio caéiQ(DF) en un espacio metrizable
de Montel (reflexivo) es compacta (débil compac-

ta).

NOTA.- El teorema (II,7.4) es dado para espacios (DF) en
§ 40,2.(9) de [16].
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CAPITULO III

ESPACIOS FUERTEMENTE SEMI-REFLEXIVOS

l.- DEFINICION Y CARACTERIZACIONES

Sea E(T) un espacio localmenteé convexo.Denotaremos
por % el subespacio de E'* de todas las formas lineales
en E! que estan acotadas en los subeonjuntos T-equiconti-
nuos de E'.Si A es un subconjunto de E,la clausura de A
en §(<T(E,E')) la denotaremos por X o (Af »Y la unidn de
las clausuras en ﬁ(<r(ﬁ,E')) de todos los G(ﬁ,E')—acotan
.dos contenidos en A la denotaremos por A''.Es fédcil compro-
bar que E'' (segun la notacidn anterior) coincide con el

bidual de E.

(III,1.1)DEFINICION.- Sea {x,: «eD, %} una red en E(T).

Diremos que {xq: deD,T&} es una red ultimamente

acotada en E(T) ( o T-ultimamenté acotada ) si
dado U T-entorno de cero en E,existen un 17 O,

y un o geD,tales que,
X,€ AU para todo x>,

El concepto de red ultimamente acotada fué introdu-

cido por DE VITO en [3] para definir los ab-espacios ( ver
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(11,1.8) ).

(111, 1. 2) DEFINICION.- Sea A un subconjunto de E, deflnn.mos

su clausura ultlmamente acotada como:

= 4{Z!.J’.mii;es en E'¥( g(E'*,E')) de las redes

ultimamente acptadasl contenidas en A}
(III,1.3) LEMA.- Dado un espacio lo-calmenité convexo E(T)
se tiene que,
E = m{LIN( U §oE” ’E')): U -es un T-entorno de O en
Demostracién: Sea f €L Yy U un T-entorno de cero en E abso-

lutamente convexo,entonces como U° es un T-equicontinuo,

£(U°) sers un acotado;luego existe un neN tal que,

— *
£ enU®® = nU o (e ’E'),

por tanto,
—_— #*
£eLIN( T OETHEDy,

Inversamente,sea
_ * , ,
fe( |{LIN( U (e ’E'))z U es un T-entorno de O en E},

y sea ACE' un T-equicontinuo.Entonces U = A° es un T-en-

torno de cero,por tanto,existe un ne€ N,tal que,
—ag(B'* 000 _ ,0
fenl ( ) = nA = A ’

con lo cual:

sup ,(f’x>l £
XeA

- por tanto, fe i/?.'.
. COQ.D.
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(III,1.4) PROPOSICION.- Para todo espacio localmente con-

vexo E(T) se cumple que

a \"4
E'' CcE"CE.
Demostracidn: Por (§'23,2.(5),[’15] ) sabemos que,

. |
E'! =l ’{A_O-(E' E') . A es un acotado de E(T).} .

luego si xe E'',existe un A acotado de E(T),tal que,

xe & O(E™HE) ,

por tanto,existe una red {xd_ : «eD, 7,} acotada en E(T),
tal que,
' o (E',E'). |

{Xd:d‘eD, %Y > X,

y como toda red acotada es ultimamente acotada,tendremos
que x eE2.Con lo cual E''c E&.

Sea x < E?,existiré una red {x*.: «eD, % | ultimamen-
te acotada en E(T) que o (E'*,E')-converge a X.

Sea U un entorno de cero en E(T),teniendo en cuenta
el lema (III,1.3),para demostrar que xe ﬁ,bastaré con que
demostremos que |

x e LIN( T OCE'*HE"),

Ahora,como’ la red es ultimamente acotada,existird un A> 0,

¥y un «eD,tales que,

O‘(E'*,E')

Xo € AUC AT para todo %)Y, ,

con lo cuél:
x e LIN( T o (E™,E')y,
C.QeDe
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(I'II,1.5) NOTA.- Evidentemente para espacios normados se
tiene: . | -A
| E'' = E% = E,

' v
pues si x e E,se tiene que‘x(UQ) es acotado,con lo cual,

x es continua en E'(@ (E',E)),i.e,x E''.

Otro tipo de espacios para los cuales E'' = E? = \f;,

" son los espacios metrizables tales que E' '(/IA(E",E')) es
submetrizable;ya que,para este tipo de espacio VALDIVIA
demuestra en [4¢]que E'' = E. .

Veremos més adelante que los contenidos de la propo-

sicidn anterior son estrictos.

(III,1.6) TEOREMA.- Si E(T) es u‘n éspacio localmente con-
vexo metrizable se tiene.que
E'' = E%,
Demostracibn: Sea {Un}:;una base de entornos de cero en
E(T) (con U, D U,,; para todo ne N),y sea x un elemento
de E%;entonces existe una red{xd : «eD, % { ultimamente
acotada en E(T) que < (E'*,E')-converge a x.Como la red
es- ultimamente acotada,dado un ne N,exitird un 1,70,y un

€ D,tales que,
X, €< ')«nUn para todo «Ya, .

Sea}Do --{o(eD oL, VneN}U{c{n: ne N};evidente-
mente Do es cofinal en D,con lo cual {x“: «eDo, 7/} es una

subred de {xq : KeD, 2} .Ademéds esta subred es acotada en

E(T),ya que,dado un U - se tiene que,
o
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X, € 'lnoUno para todg x>, Ay

J ‘ ' )
Xy € ',\hoUno para todo n>n_,

- (S S

pues evidentemente podemos tomar °/4 ol € ---n

Por tento,como .

g (E'*,E')

Xe {xq : «eD , >,A}. - ,
tenemos que x €E'' (ver ( $23,2.(3),[15] ).Luego EZ C E'',
y como siempre E'' C Ea,tenemos E%= E'',

CeQ.De.

Como consecuencia de este teorema,vamos a. ver que in-

cluso para espacios de Fréchet,Ea es distinto de ‘I‘.:

(111,1.7) EJEMPLO.- En $31,7. de[45] se da un ejemplo de
un espacio de Fréchet E(T) que no es distinguido,con lo
cual E'( (3 (E',E)) no es bornoldgico ( §29,4.(3),[4£4] );lue-
go existir4 una fe E'¥ acotada en los @(E',E),-acotados,
con lo cual perteneceri a ’é,tal que fqﬁ E'l'.Ahora,como E'' =

E®,tendremos que f eyt ¢ E8,

(III 1.8) DEFINICION.- Diremos que un espacio localmente

convexo E(T) es fuertemente gsemi-reflexivo si

E = E%.Es decir,si los puntos ¢ (E'¥*,E')-adheren-
tes a las redes ultimamente acotadas de E(’l‘) son

puntos de E.

Como consecuencia de la proposicién (III,1l.4) tendre-

mos que todo espacio fuertemente semi-reflexivo es semi-

reflexivo.Veremos con un contraejemplo que el reciproco

. no es cierto en general.
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Como-consecuencia inmediata del teorema (III,1.6)

podemos enunciar la siguiente proposicién:

(II1,1.9) PROPOSICION.~ En un espacio localmente convexo
metrizable E(T) son equivalentes:
(i) E(T) semi-reflexivo

(ii) E(T) fuertemente semi-reflexivo

Vamos a dar shora un teorema de caracterizacidn de

los espacios fuertemente semi-reflexivos.

(I11,1.10) TEOREMA.- Sea E(T) uﬁ.espacio localmente conve-
x0.50n equivalentes:

(i) E(T) es fuertemente éemi-reflexivo

(ii) Cada red ultimamente acotada de E(T) que

sea débil Cauchy es débil convergente.

Demostracién: (i) implica (ii):sea {xx : deD,7>} una red
ultimamente acotada en E(T) y ¢ (E,E')-Cauchy.Como E'* es

la débil completacidn de E,existiri un xe E'¥ tal que,

O—(EIK,EQ)

v
s

{x«: deD,zﬁ
ILuego x¢ E2 = E,de aqui que,

- E,E') .
{xgz «eD, > o(2,E") > X

(ii) implica (i): sea xe E®,existe una red{ X, : €D, Z'}
ultimamente écotada en E(T) que o (E'¥,E')-converge a X;
luego { X, : deb,'b} es ¢ (E,E')-Cauchy y,por tanto,esta
red serd o (E,E')-convergente,con lo cual x eE.

. C.Q.Do

(III,1.11) LEMA.- En un espacio localmente convexo E(T)
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toda réd de Cauchy es ultimamente acotada.

Demostracién: Sea {xo( : «eD, 7/} una red de Cauchy en E(T),
Yy sea U un T-entorno de cero en E.Tomemos W un T-entorno

de cero en E absolutamenfe convexo tal que,
W+WcCUu.
Dado W existe un %é€D tal qué,
| X € Xy T W para todo « %« .,
Anora,dado x existe un A1 ta; que,
x%e A W.

Por tanto,

[

Xy € AW+We N (W+W)c AU para todo X 2,

L4

C.Q.D.

(111,1.12) TEOREMA.~ Todo espacio fuertemente semi-refle-

xivo es completo.
Demostracidn: Sea E(T) un espacio fuertemente semi-refle-
xivo y’{xd :<xeD,>f}una red de Cauchy en él.Por el lema
anterior tenemos que la red-{xq :xeD, z,} es ultimamente
acotada en E(T),con lo cual,aplicando el teorema (III,l,
19),{’xd :c(eD,7/} es débil convergente en E.Ahora,aplican-
do el lema de Boﬁrbaki-Robertson (§18,4.(4),[15] ) tendre~
mos que-{x°< : deD,‘bﬁfes convergente en E(T).Con lo cual
E(T) serid completo. .

| C.Q.D.

- (I11,1.13) EJEMPLO.- KOMURA en [44] da un ejemplo de un
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espacio E(T) de Montel no completo,entonces teniendo en
cuenta el teorema anterior,tendremos que E(T) es un Montel,
pof tanto,un espacio reflexivo que no es fuertemente semi-

reflexivo.Evidentemente,para este espacio se tiene que,

E'' £ E%.
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5. PROPIEDADES HEREDITARIAS

(I1I,2.1) PROPOSICION,.,- Cada subespacio cerrado de un es-
pacio fuertemente semi-reflexivo es fuertemente

semi-reflexivo.

Demostracién: Sea E(T) un eSpacio'fuertemente semi-refle-
xivo y -H un subespacio cerrado de E(T).Sea {xcg: «eD, % }
una red ultimamente acotada en H(T) y o (H,H')-Cauchy.
.Evidentémente,{ Xy ® deD,>;}.es-ultimamente acotada en
E(T);y como ¢ (E,E') coincide en B con la o< (H,H'),la red
también serd g{(E,E')-Cauchy.Luego existe un xe E tal que
{'xa t:«eD, 2? g (E,E')~-converge a X.Ahora,como H es un

a (E,E')-cerrado,tendremos qué,'

o(H,H')

{xdzdéD,%} > X,

con lo cual H(T) seri fuertemente semi-reflexivo.

C.Q.D.

'(III 2.2) PROPOSICION.- El1 producto de una familia cual-

quiera de espaclos fuertemente semi-reflexivos

es un espacio fuertemente semi-reflexivo.

Demostracién:.Sean Ei(Ti) eépabios fuertemente semi-refle-
xivos y‘seé
E(T) =TT By (7).
iel
Sea'{x“ :ouaD,»}'una red ultimamente acotada en E(T)
y o(E,E')-Cauchy.Tenemos que demostrar que {xd :«@;D,?bf
es.<T(E,E')—convergente. '

Cada red {pi(x&):<ieD,Z'} es ultimamente acotada en
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'Ei(Ti).En efecto:s:.' U; es un entorno de cero en Ei(Ti),en-
tonces: o

Jel '
es un entorno de cero en E(T).Por tanto,existird un A> O

y un < eD,tales que,
o)

x, € AU para todo o«

con lo cual:

p; (¥, )e "X U; para todo o >,

Ademés,como cada {pi(xd): <€D, >/} es o‘(Ei,E].'_)—Cau— :

chy,tendremos que,

}‘G(Ei,Ei)

{Pi(x,()z x€D, 7, > X € Ei

h §

para cada i e I.Entonces como E( o (E,E'")) =1 Ei(U(Ei’Ei))

. tel
(§22,5.(3), [45] ),se tendri que,
. . o(E,E")
{xd : «€D, >,} ’ > x=(xi)e: E.
CeQ.D.

Como todo 1limite proyectivo es un subespacio cerrado
del producto de los espacios que lo definen ( $19,10.(3),
[45] ),es consecuencia inmediata de las dos dltimas pro-

posiciones,el siguiente corolario:

,(III’,2.3) COROLARIO.- Todo limite proyectivo de espacios
' fuertemente semi-reflexivos es un espacio fuer-

temente semi-reflexivo.

En general la propiedad de ser fuertemente semi-
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reflexivo no se conseva por paso al cociente como veremos

en el siguiente ejemplo:

(III,2.4) EJEMPLO.- KOTHE en § 31,5. de [15]da un ejemplo
de ﬁn espacio de Eréchet.E(T) reflexivo que tiene un co-
ciete E/H que no es reflexivo.Como en los espacios metri-
zables fuertemente semi-reflexivo y semi-reflexivo coinci-
deﬁ,tendremos que E(T) es un.eSPacio fuertemente semi-re-
flexivo y,sin embargo,E/H no es ni siquiera semi-reflexi-

.VO.

Veamos por Ultimo que ocurre con la suma directa.Pa-

ra ello necesitamos el siguiente lema:

(111,2.5) LEMA.- Si {xd ::xeD,'z} es una red ultimamente
‘ acotada eh E((g(E,E’)) y ’G(E'*,E')—cogverge a

| X, € E'* .Entonces x, es localmente acotada en

E'(/A(E',E)).

Demostracién: Si A es un /M(E',E)-écotado,Ao es un entor-

‘no de cero en E((Z(E,E')).Luego existe un 1> 0,y un «e D,

tales que,

)
x,€ XAA” para todo o «, .

De aqui que,

K% »£>| €L para toda fe Ay w2,

con lo cual:

l(xo,f>,\<1~ para toda fe A.

Luego xo(A) es acotado.

: . CQQoDo
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(I1I,2.6) TEOREMA.- Sea E(T) = (DE;(T;) un espacio de
iel .
Mackey.Si los eSpacios'Ei(Ti) son fuertemente

' semi-reflexivos y. el cardinal de I es no medi-

'ble,entonces E(T) es fuertemente semi~reflexivo.

Demostracibn: Supongamos que E(T) no _es fuertemente semi-
reflexivo.Existird entonces una red {x‘>< :l-a(eD, ‘a? que es

P-ultimemente acotada, ¢ (E,E')-Cauchy,y tal que,

: , _ g (E‘X,E") N
) -{X“SO(GD, >/-% >_y€_E'NE.

i '. i & ’
Cada x, =(x_ )ieI,31endo x_ = O excepto para un nime-

ro finito de i.

Como _O‘(E,E') restringida a E; coincide con o‘(Ei,EJ!_),
" tendremos que cada {xj;‘ : €D, > 7} es una red O‘(Ei,Ei)-
Cauchy.Ademids cada una de estas redes es u]:timamente aco-
tada en Ei(Ti) +.En efegtoﬁsea Jel,y sea U;j un Tj-entorno
de cero en Ej,entonces: ' '

U A=[—.Ui,siendo U; = B; para todo if3,
iel o '

eé un entorno de cero en E(T).Luego existe un Ay O,y un

deD,tales que,

x €AU =[ AU, para todo o«
iel v

De aqui que,.

%9

<€ A U‘,j para todo o ¥, .

Por tanto,como cada Ei(Ti) es f\ierte_mente semi-reflexivo,

tendremos que,

a(B,ED 5
o]

{x’;, : e D, 5,‘} > Xg€E; .
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Vamos a demostrar que xﬁ- = 0 excepto para un nimero

finito de i €eI,con lo cual tendremos que xo=(xé)- serd un
elemento de E.Si no ocurriera esto,existiria una sucesién
° N % ' V
{1 l‘ CcI,tal que,
n h4 .
i ,
X, 0 # 0 para todo ne N.

Para cada'n eN,sea U, un entorno de cero en E; ( o(E. ,E! ))
i, i, i1,

absolutamente convexo y cerrado,tal que,
i
x.n & nUin,

y tomemOS Ui = Ei para cada ieI, i % in’ n=1,2’..oo.-ooo .

Entonces,

U = I'_-’Ui
iel

es un T-entorno de cero en E,con lo cual,existiri un P o,
Y un «,€ D,tales que,
xo(e'lU para todo o %o,

luego:

xne O U. para todo «%o, y ne N,
(2 i,

Ahora,como

o(E: ,E!
)/} ( 1n$ i )

i . i
. {xxn : €D, n 5 XD

tendremos que,

x'ne U U, para cada neN,
) i,

con lo cual llegamos a que "X n para todo ne N.Absurdo.
Luego tendremos que X, € E.Por lo tantd,y-kd es un elemento

'no nulo de E'¥ .Ademés y-x, es el 1fmite débil de la red
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ultimamente acotada en E(T) {x -X,: «eD, ¥, } .

Sea F = @E' CE =TTE!. y-X_ se anula en 'F.En
_ iel iel it °

efecto:si f = (fi)eF,existe un subconjunto finito If de

I,tal que,si ie I~Ii., fi = O.Tenemos entonces:

-x_,£) = 1i —x_o£> = 1im (X ) = (X ,I) =
<yfo 7= Ln (noxt) = L Cxo2p = (oot
a2 Gahaey - X ) -

xeD, iels - iel,

§ ( 1:|.m <x fi> -<x§,fj> ) =
1€If

: ¢ 1

Como y-x, # O,existird un £

<y—xo,fl>;é 0. |

Luego si J es el subconjunto de I,tal que,

€ E'~-F,tal que,

fl. # 0 para todo jeJ,

se tendré que |J[>X,.

Para cada ie I,sea F.. = LIN {fl} en E! ,entonces

(ﬁ“F como subespaclo de E'(O’(E',E)) es topoléglcamente
iel .
isomorfo a W(JI) (g (w(I), PM)); luego ex1st1ré una

funcién lineal y continua

1:W(3) (T (WD), € ())) >E' (o (E',E)).

Por tanto,si i* :E——> ?(J) es 1la adjunta de i,tendre-

mosique i¥* es /(E,E')-/( ©(J),w(J))-continua (ver §12
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cap 3 de [10] ) .Ahora,como la imagen por una aplicacién li-
neal y continua de una red ultim_amente acotada és una red

ultimamente acotada,tendi‘emos que la red
K . >
{1 (xe(-xo).«eD, /}

es ultimamente acotada en ©(J) (/A( ©(3),w(J)));adenss,
esta red es ¢ ( ©(J),w(J))~Cauchy ( ya que i* es también
débil continua ).Por tanto,

. . . %
{i*(x“-xo): o €D, >,} cr(gu(J) ,LU(J))> uew(J)*

u se snula en ((’(J).En efecto: sea £ e ©(J),entonces:

<u,i‘> lim <1 (x,-x,), f> = ln.m {x, —Xo,l(f)>

odED

= (Y—xo,i(f)> = 0 pues i(f)e F.

Como {i*(xx-xo): xeD, >,} es (3( e(J),w(d))-ultima~
mente acotéda al ser (;(‘E(J) w(J)) =/u((€(J) w(J))

(ver pag 64 de[v2]),y w(J)(/u(W(J) €(@)) =TTxy (§22,
Jjed

5.(3), [45] ) ;aplicando el lema (III,2.5) tendremos que u

es localmente acotada en co(J) (\TK .
. Jed
Por otra parte,u no es continua en w(J),ya que u no

es nula y Se anula en ®(J) =wW(JI)' (§ 22,5.(2), [45] ) .Por
tanto, W(J) no es bornolégico;ahora,como W(J) es topold-
gicamente_ isomorfo a CC(J),considerando en J la topologia
discreta,aplicando el teorema de Nachbin-Shirota ([35], [2d]),
tendremos Aque J con la topologia discreta no seréd realcom-
paéto.Eatonces,comd un espacio discreto es realcompacto si

y s86lo si su cardinal es no medible ( 12.3 de[7?] ),tendremos
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que el cardinal de J seri medible,por tanto,el cardinal
de I también lo seré.Absurdo.

Luego E(T) es fuertemente semi-reflexivo.

CeQeDs

Como el menor cardinal medible es fuertemente iﬁacce-
sible ( ver 12.5 de [7]),tenemos el siguiente corolario:
(I1I,2.7) COROLARIO.- Sea E(T) = D E,(T,) un espacio de

ieI
Mackey.Si los espaqios.Ei(Ti) son fuertemente
semi-reflexivos y el cardinal de I es menor que
el menor cardinal fuertemente inaccesible,enton-

ces E(T) es fuertemente semi-reflexivo.
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3,~ EL ESPACIO BORNOLOGICO ASOCIADO AL DUAL FUERTE DE UN
CASI-TONELADO '

‘Siguiendo a KOTHE ( [45], ¢ 28,2.),si E(T) es un espa-
cio localmente convexo,la topologia bornolégica asociada
'a‘T (i.e,laq mds fina de las tbpologi,as localmente convexas
en E que tiene los mismos acotados que T) la denbtaremos

por TX.

(III,3.1) TEOREMA,.- Si E(T) es un espacio casi-tonelado,

se tiene que,
fE B = D).
Demostracibén: Al ser E(T) casi-~tonelado,tendremos:

(B ( F(E',E)x))' ={fe E'¥ vf(A) acotado para cada
A @(E',E)-acotado} = '

= {fé E'* : f£(A) acotado para cada A T-equicontinuo} =
v
= E.
Luego aplicando el teorema de Mackey-Arens (& 21,4.
(3),[45]) tendremos: ' '
F(E"E) S/U(E',m < (A(E',m.

. Veamos que @(E',%) S P(E',E)x:sea'{Uq: deD} una
base de entornos de cero en E(T) absolutamente convexos
,"yr cerrados.Entonces como E(T) es casi-tonelado,si para ca-
da <€D tomamos By = Ug,tenemos que {Bd : eceD} es un siste-

ma fundamental de acotados de E'(ﬁ(E',E)).Ahora,teniendo
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en cuenta gque " un espacio es bornoldgico si y sélo si,ca-
da absolutamente convexo bornivdy algebfaicamente cerra-
do ( o 1o que es lo mismo,cerrado en la topologia localmen-
te convexa més fina) es un entorno de cero",tendremos que

los conjuntos de la forma:

/‘(E' EH() _;,_.&(Eusﬁ';u—k)-

W=["¢B, = [ fB,

oled «eD
Q-—(EO,EI*) : (El’Ev-X)
] ( ? =,__(1«Q()o 7 =
«eD * «eD
T o(E',E'%)
E E!
eV ° -
< eD '

. —0o(E' ,EY)
.( m 2,0, )° , :\«)O para todo yeD,
e

forman una base de entornos de cero en E'('(B(E',E)x).

Sea V un F(E',ﬁ‘)-entorno de cero en E',entonces
existird un BCE absolutamente convexo y o—(fl,E')-aeotado,
tal que,B°c V.Como B es un c:-(‘rﬁl’,'E')--aco‘t:ado,Bo serd un
tonel en E'.Entonces,para cada «eD,como U° es un T-equie
continuo,;(E')Uo serid un es.pacid de Banach.Con lo cual B®
serd un entorno de Cerc; en (E')Uo ;de aqui que,existiri

un §d> O,tal que, |
P«Uo C‘Bo’

luego: E*,E")
lo) S o
Bc( QU Y=2-u°-27 .

fu

Por tanto:
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o o(E'*,EY)
B ﬂliuq ,-
_ «eD o o
con lo cual:

___O'—-(Ent El)
W= (mnqu“ ) erla. .

€D
Luego @(E-,ﬁ) < F(E',E)x.

COQQD.
(III,3.2) NOTA.- GROTHENDIECK en[8] (ver también §29,4.
(2),[45]) ) demuestra: |
(1).-" 8i E(T) es un espacio localmente convexo metriza-
ble,se tiene que,
. G(E"E)x = (}(E'_,E")."
Nuestre teorema (III,B;l) junto con (1) nos propor-
ciona el siguiente resultado:
(2).-" 8i E(T) es un espacio metrizable,se tiene que,
14
(3 (E' ,E' ') = (% (E',E)."
- Con 1lo cual,obtenemos.él siguiente resultado de VAL-
DIVIA [47] : ‘
(3).-" Sea.T un subconjunto convexo de un espacio metriza-

’ v 4
ble E(T),y sea A=® un o (E,E')-acotado.Entonces,

existe un subconjunto acotado B de T'' tal que,
v - '
AcCB."

En el caso particular en que T = E,
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