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INTRODUCCION

En esta memoria se introducen tres nuevas clases de 
espacios localmente convexos.Está dividida en tres capítu
los, cada uno de los cuales está dedicado al estudio de una 
de estas clases.

En el primer capítulo introducimos una clase de es
pacios de tipo casi-tonelado,a los que llamamos C-casi-to- 
nelados.Después de dar dos teoremas de caracterización de 
estos espacios,los localizamos en el contexto de las cla
ses de espacios de tipo casi-tonelados ya conocidas,quedan
do:

numerablemente casi-tonelado-------- >C-casi-tonelado

v ▼
m -casi-tonelado------ —> sucesionalmente casi-tonelado

Separamos también los espacios C-casi-tonelados de 
tres clases de espacios introducidas por NOUREDDINE [33] ^19 
Acabamos el capítulo viendo las propiedades hereditarias 
de estos espacios.

En el. capítulo segundo estudiamos la clase de los 
espacios C-casi-tonelados que poseen una sucesión fundamen
tal de acotados.Por su similitud con los espacios (DE) de

(*) Los números entre E 1 remiten a la bibliografía.
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GROTHENDIECK,les llamamos casi-(DF).La nueva clase queda 
localizada de la siguiente forma:

(DF)-espacios----------- > casi-(DF)

■i J,
dual métrico--------•— > sucesionalmente-(DF)

Después de separar estos espacios,vemos que algunas 
de las propiedades importantes de los espacios (DF) no 
las cumplen estos espacios;por ejemplo,existen espacios 
casi-(DF) separables que no son casi-tonelados.

Estudiamos después las propiedades hereditarias,de
teniéndonos especialmente en el estudio de los subespacios 
de codiraensión numerable,donde usando técnicas del Profe
sor M.VALDIVIA,mejoramos los resultados obtenidos en este 
sentido para los espacios C-casi-tonelados#

En el siguiente apartado de este capítulo,caracteri
zamos los espacios C (X) casi-(DF),obteniendo la misma ca-c
racterización que obtuvo WARNER en twl para los espacios 
(DF),i.e,u C (X) es casi-(DF) si y solo si,en X cada unión 
numerable de compactos es un relativamente compacto M.

. Demostramos después que si E(T) es un espacio casi- 
(DF),también lo es su bidual con la topologia natural.Es- 
ta cuestión está planteada como problema abierto por NOU- 
REDDINE para una clase de espacios muy próxima a los 
casi-(DF).Son estos los D^-espacios.El apartado siguiente 
está dedicado a separar los D^-espacios de los casi-(DF)• 
La clase de los D^-espacios es también introducida por 
RUESS (él les llama (DF)-generalizados).La importancia 
de esta clase y,por tanto,de los espacios casi-(DF),reside
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eri que todos.los espacios de funciones con topologias es
trictas (para este tipo de espacios ver por ejemplo: BUCK 
Cll y M  ;SENTIDLES [3*0 ;FREMLIN,GARLING y HAYBON [5] ) 
son de esta clase y en general no son espacios (DE).

En el apartado 6 demostramos que todo espacio casi- 
(DF) tiene la propiedad (B) de PIETSGH,y como consecuencia 
demostramos que un espacio casi-(DF) es nuclear si y sólo 
si su dual fuerte es nuclear.Damos también como consecuen
cia de la propiedad (B),un teorema de tipo Dvorestki-Roger 
para los espacios casi-(DF).

Acabamos el capítulo dando algunos resultados rela
tivos* a las aplicaciones débilmente compactas entre espa
cios casi-(DF) y espacios, de Fréchet.Para ello nos basamos 
en resultados dados por VAN DULST.[43].

En el último capítulo,usando las redes últimamente 
acocadas introducidas por DE VITO en [3] ,definimos la cla
se de los espacios fuertemente semi-reflexivos.Esta clase 
resulta ser estrictamente más pequeña que la de los espa
cios semi-reflexivos.Demostramos que las dos clases coin
ciden en el caso metrizable.Estudiamos las propiedades he
reditarias de estos espacios,obteniendo para la suma direc
ta un teorema de tipo Mackey-Ulam.Acabamos el capítulo ob
teniendo el espacios bornológice asociado al dual fuerte 
de un casi-tonelado;y como consecuencia de ello,un resul- 
tado de VALDIVIA [4^1.
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NOTACION Y DEFINICIONES

A lo largo de esta memoria los espacios vectoriales 
que se utilizarán se supondrán definidos sobre el cuerpo 
K de los números reales o complejos ( R o C )«Denotaremos 
mediate eí simbolo E(T) al espacio vectorial. E dotado de 
la topologia T localmente convexa y separada*A veces-en 
lugar de espacio localraente convexo,diremos simplemente 
espacio.Como es usual,escribiremos E' y E para referir
nos al dual topológico y algebraico,respectivamente.

, Usaremos las siguientes notaciones y definiciones:

1.- Dado un subconjunto A de un espacio E(T),denotaremos 
por | A,la envoltura absolutamente convexa de A.La

 m  t?clausura de A en E(T) la denotaremos por A ,A o 
simplemente A cuando no haya confusión.

2.- Si T y T 1 son dos topologias localmente convexas en 
un espacio E, T-<T* significará que T es menos fina 
que T 1.

5.- Sea E(T) un espacio y F un subespacio de E,cuando en 
el subespacio F consideremos la restricción de la to
pologia T,lo denotaremos por F(T).Igualmente,en el ca
so en que F sea cerrado,al espacio cociente E/F,con 
su topologia cociente lo denotaremos por (E/F)(T).

A.- La envoltura lineal de un conjunto A la denotaremos
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por LIN{a ]

5.- Dado un subconjunto B absolutamente convexo,cerrado 
' y acotado de un espacio E(T),entenderemos por Eg el
espacio normado sobre la envoltura lineal de B,con 
norma el funcional de Minkowski de B.

6.- Diremos que un espacio E(T) es localmente completo si 
para cada B absolutamente convexo.,cerrado y acotado 
de E(T), Eg es un espacio de Banach.

7«- Diremos que un espacio localmente convexo E(T) es
submetrizable si existe una topología localmente con
vexa metrizable T* en E que es menos fina que T.

8.- Sea un par dual,denotaremos por cr(E,F), y^CE,?)
y |9(E,F) las topologias débil,de Mackey y fuerte,res
pectivamente sobre E.

9.~ Cuando la topología de un espacio E(T) coincida con 
la yU(E,Ef),decimos que E(T) es un espacio de Mackey,

10.- A la topología en E* de la convergencia uniforme so
bre los subconjuntos precompactos de un espacio E(T) 
la denotaremos por 'A (E',E).

11.- Cuando hablamos del polar de un subconjunto A de un 
espacio E(T),nos referimos a su polar absoluto,i.e,

A° = | f £ E* : |<'f,x>| 4 l,para todo xe a} .

12.- Una aplicación f:E es casi-abierta si la clau
sura de la imagen de. cada entorno de cero en E es un
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entorno de cero en F.

15*- si I es un conjunto de índices,y = K =(R o C) pa
ra cada i e. I,denotaremos:

<^(I) = T T k . y <e(l) = © K .  . 
i d  i d

14.- La completación de un espacio localmente convexo E(T)
A -Ala denotaremos por E(T).

15*- Si E es un espacio normado,a su bola unidad cerrada 
la denotaremos por U(E).

16.- Usaremos los clásicos espacios de Banach cQ , t y
1^ p<4<*}.Para su definición y propiedades ver [Í5¡ .

17*- El cardinal de un conjunto A lo representaremos por 
(Ai .Tomaremos ^rrlNl ,siendo N el conjunto de los 
números naturales.

18.- Diremos que un cardinal m es medible,si un conjunto 
X de cardinal m admite una medida {0,1 ̂  — valuada que 
no es de tipo trivial,i.e, yU(X) = 1 y ^({x}) = O 
para cada x£ X.

Diremps que un cardinal m es fuertemente inaccesible 
si cumple:

(i) m > %
(ii) m*<m cuando m < m y |A| < m

c(éA
(iii) si n < m. entonces 2n < m.

En lo referente a las envolturas localmente convexas5
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límites inductivos,límites proyectivos,sumas directas p r o 
ductos, etc; seguiremos la notación del libro de Kb’the [íf¡ • 
Seguimos también este texto en todo lo referente a las de
finiciones y propiedades generales de los espacio tonela- 
dos,casi-tonelados,bomológicos,semi-reflexivos y Montel.
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CAPITULO I

ESPACIOS C-CASI-TONELADOS

1.- DEFINICION Y TEOREMAS DE CARACTERIZACION

(1.1.1) DEFINICION.- Diremos que un espacio localmente con
vexo E(T) es C-casi-tonelado si para cada sucesión
, -j|A { de subconjuntos T-equicontmuos que fuertemen- 
te converja a cero (i.e,dado un W ^ ( E 1,E)-entorno 
de 0 en E* ,existe un nQ €N,tal que,Ano W  para todo 
n ^ n Q)se tiene que,

A = es un T-equicontinuo.

(1.1.2)' DEFINICION.- Sea una sucesión de subconjun---------------  c nJa
tos de un espacio localmente convexo E(T).Diremos 
que { Un ̂  es una sucesión casi-bornívora si para 
cada ácotado B de E(T) existe un nQ eN,tal que,

b c O v
n>,n0

Vamos a dar una caracterización de los espacios C-casi- 
tonelados por medio de entornos del origen:

-  13 -



(1,1.3) TEOREMA.- Un espacio localmente convexo E(T) es 
C-casi-tonelado si y solo si para toda sucesión
f o ^i U 4 casi-bornívora eh E(T) de entornos de 0 en
1 n rici
E(T) absolutamente convexos y cerrados,se tiene 
que,

° - n  %
n&N

es un T-entomo de 0 en E.

Demostración: Sea ÍU*?- una sucesión casi-bornívora de en-1 nK-.i
tornos de 0 en E(T) absolutamente convexos y cerrados.Para 
cada neN,An= U° c:E' es un T-equicontinuo.Sea W un p ( E ‘,E)- 
entomo de O absolutamente convexo y |3 (E1 ,E)-cerrado, en
tonces W e s  un T-acotado,por tanto,existirá un nQ e:N:

W ^ P l V

de aquí que,

W = W°°o ( n un > ° °  U Un = U V
n>'% ■

Luego la sucesión \ A (i (E' ,E)-converge a cero,con lo cual,n *=¿1
A = U A n

netf

será un T-equicontinuo.De aqui que,

A° = ( ( J a q )° = f > °  = f | U n = U
netf hetf néK

es un T-entorno de cero en E.
f i ̂  ^Supongamos ahora que) es una sucesión de T-equicon-

tinuos que fuertemente converge a cero.Tenemos que demostrar 

^ue A = An es un T-equicontinuo.
tielf

V 1 ̂Veamos que la sucesión de T-entornos de 0 {U  ̂,tal quen n~L
Un 13 A° para todo ncN,es una sucesión casi-bornívora en
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E(T).Sea B un T-acotado en E,entonces W = B° es un p>(E*,E)- 
entorno de cero en E',por tanto,existe un nQ £ N  tal que

luego

A c  W para todo n ^ n  , n o

B c B 00 = W° c  = U para todo n ^ n  .n n • o

Por tanto,la sucesión {un^ es casi-bornívora,con lo cual:

ü " f Kh&K
es un entorno de cero en E(T).Ahora como:

u° -( D  Un >° - r un = r C  P  A >
rvé.C'f Hét'í

tendremos que A será un T-equicontinuo.
C.Q.D.

Usando unas técnicas dadas por RUESS en vamos a 
dar una caracterización de los espacios C-casi-tonelados 
por medio de seminormas.Necesitamos la siguiente notación:

Si E(T) es un espacio localraente convexo,denotaremos por 
Ĉ p el cono de todas las seminormas continuas en E(T),y por 
Erp el espacio vectorial generado por C^.La polaridad en 
el par dual <\E,E^ es definida de la siguiente forma:
Para A cE,definimos su polar en como:

Aj = { h f C T : h(a) \< 1 V a e A }

y su polar en E^ como:

a£ = [ íig Ej : |h(a)| ^ 1 Y a e  a |.

Para un D <=E^ definimos su polar en E como:

°D = | x e E  : |d(x)| $ 1 V  d e DJ .
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En E^ consideraremos la topologia de la convergen
cia uniforme sobre los subconjuntos acotados de E(T).

(1,1.4) TEOREMA,- Sea E(T) un espacio localmente convexo. 
Son equivalentes:
(i) E(T) es C-casi-tonelado
(ii) Si {pn 5 es una sucesión de elementos de 

que es (3 E~nul a, entonces p = sup j pn : ne n J 
(supremo puntual) es T-continua en E.

Demostración: (i) implica (ii):Sea tales que,la su
cesión es (̂ E-nula,y sea p = sup ̂  pn : n g n It. Vamos
a demostrar que la sucesión de T-entornos de cero •{ Un^con

Un = : Pn (x) < X }

es casi-bornivora en E(T).Si B es un acotado de E(T),como 
pn^ es |?E-nula, existirá un nQ e N tal que

pn T para todo n^/n ,

con lo cual:

B c ü  para todo n»n^* n r . o
Aplicando entonces (i) tenemos que

ü ■ fl ün

es un entorno de cero en E(T).Ahora,como:

U « | x e E  : p(x)¿1 }

tendremos que p será el funcional de Minkowski U,con lo 
cual p e Gy.

r l00Veamos ahora que (ii) implica (i):Sea {U r una sucesión
ti-i
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casi-bornívora de entornos de cero en E(T) absolutamente 
convexos y cerrados.Tenemos que demostrar que

U = f l  Un es un entorno de O en E(T).

Para cada neN,sea pn el funcional de Minkowski de Un , 
entonces p^e y Un = £ x e E  : Pn Cx ) ̂  l} pa^a todo neN.
 ̂pn ^ es ^^,-nula.En efecto:sea B un acotado de E(T),enton

ces como es casi-bornívora,existirá un no £ N  tal que

B c U n para todo n ^ n Q,

de aqui que

Pn ^B^ para todo n>/nQ.
4

Luego aplicando (ii) tendremos que 

p .= sup { Pn : n f ü J e C j ,

y como

U s ^ x e E  : p (x)^l^,

tendremos que U será un entorno de cero en E(T).
C . Q • D •
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2.- RELACION CON LOS DISTINTOS TIPOS DE CASI-TONELACION

En este apartado vamos a localizar la clase de los es
pacios C-casi-tonelados en el contexto de las clases ya 
conocidas.Para ello recordemos las siguientes definiciones:

(1) Diremos que un espacio localmente convexo E(T) es 
numerablemente casi-toneladó si cada |3(Ef,E)-acotado 
que es unión numerable de T-equicontinuos es un T-equi- 
continuo.Este tipo de espacios fue introducida por 
HUSAIN ea [ll].

(2) Diremos que un espacio localmente convexo E(T) es
(Jü -casi-tonelado si cada sucesión en E' que es p>(E* ,E) 
acotada es un T-equicontinuo.Este tipo de espacios fué 
introducido en [4?] y [4] , en este último trabajo se les 
llama espacios <r-evaluables.

(3) Diremos que un espacio localmente convexo E(T) es 
sucesionalmente casi-tonelado si cada sucesión de E*
^ ( E 1,E)-nula es un T-equicontinuo.Esta clase de espa
cios fué definida por VíEBB en [45].

De las propias definiciones se desprende el siguiente 
cuadro de implicaciones:

numerablemente casi-tonelado-------> C-casi-tonelado

CO-casi-tonelado > sucesionalmente casi-tonelado

Luego para separar la. nueva clase introducida ( los
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espacios C-casi-tonelados) de las clases (1),(2) y (3),bas
tará con que la separemos de la clase de los uJ-casi-tone- 
lados.Para ello veamos primero el siguiente lema:

(1,2.1) LEMA.- Si E(T) es un espacio casi-completo y tone- 
lado, entonces es un espacio C-casi-
tonelado

Demostración: Como E(T) es casi-completo tenemos que ^(E',E) 
es menos fina que ̂yti(E',E) (£ 21,6. (1) de[d5]),con lo cual:

(E'Ü2 (E' ,E)3) ' = E.

Sea I k X  una sucesión de 3.(E',E)-equicontinuos que 
fuertemente converja a cero.Entonces,cada A^ es un T-precom- 
pacto en E y,ÍA_l T-converge a cero.Tenemos que demostrar 
que . .

A = ( j A n

es un T-precompacto en E.Sea U un T-entorno de cero en E, 
existirá un nQ £N tal que,

c:u.

Ahora,como
I X  es un T-precompacto,
\n-i

existirán

"a*........ ,Ap
nc.

x-,.......... x_

tales que,
n0 P

U An c  U ^ i + Ü ) -

Luego si tomamos 38 0,tenemos:

A = Uv= U (xi+ ü)
ttéjS' L- I C.Q.D.
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(1,2.2) EJEMPLO (Un C-casi-tonelado que no es U)-casi-tonelado)

Por el lema anterior tenemos que 0°°[/K 01)] es un
espacio C-casi-tonelado.Este espacio no es cu-casi-tonelado.
En efecto:como en 0^ los norma compactos y los cr( 
compactos son los mismos ( f 22?4. (3) de [45] )ftenemos que

e1) = / * ( e " ,  e 1 ).
Sea í x„^ c ü (  6^) una sucesión cr( C^jC^-densa en 

U( 0^).Si fuera un 2 ( 0°°, 6^)-equicontinuo,existiría
un A absolutamente convexo y cr(.£ ,6 )-compacto,tal que,

con l o lcual:s

ü( t 1) c  A, .
9

por tanto,U( seria un CT( C «E^-compacto.Absurdo pues
(e1, II lip no es reflexivo.

(1,2.3) EJEMPLO (Un cu-casi-tonelado que no es C-casi-tonelado) 

Sea { In] una sucesión de conjuntos de índices tales
que,

I v - V i l  = *n 2)

de forma que,

%
2 < ai< a2 .....  ̂®n < .....

Sea
1 = U * n *

h etf

y sea E el espacio de Hilbert

e2d) -f.x = (Xi)i€ i 2 : 1 ^ 1 2
¿el
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con la norma:
i|x//2 = ( X  |x.| 2)^2.^ * -rte I

Sean « ( <f. ^ T siendo:lf J 1 ^ 1
Pl si i B ¿

Oi -i 531,0 0 si i / J

y tomemos-:

A - ^ j V :  J f l j ,  An = { e ^ :  J * IQ-  1 ^ }  (n 2).

Entonces:
 if ILBn “ T A n ¿ dU(E).

Sea la familia saturada engendrada por los £ b ^  ( 
y todos los subconjuntos de E absolutamente convexos,cerra-

odós,acotados y separables.Consideremos en E* » 6 (I) la
topología localmente convexa de la convergencia unifor
me sobre los elementos de .Evidentemente,esta topología 
es compatible con el par dual ^ E ^ E ^  ,ya que al ser E re
flexivo,U(E) es un débil compacto y,por tanto,también lo 
serán los Bn *

<K>
IEvidentemente,E'(T^ ) es UJ-casi-tonelado,pues si{xn}^ 

es una sucesiónj3(E,E1 )-acotada, es un absolutamente
convexo,cerrado,acotado y separable.Veamos por último que 

) no es C-casi-tonelado.Para cada n f N  sea

Kn = VnBn ,

la sucesión es una sucesión de -equicontinuos que
p (E,E* )-converge a cero,pues dado un £>0,si tomamos nQ€N 
tal que Vn ^ E ,tenemos que

Kn d  £ U(E) para todo n>/nQ .
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Sin embargo,

K = U Kn
néN

no es un T^ -equicontinuo,pues si lo fuera,existiría un 
B c E  abso^ 
tales que
B c E  absolutamente convexo,acotado y separable,y un B

o

K C f ( B U B n ) = A. 
o

Ahora,A es -separable,ya que,Bn es an -separable,B
° nt o oes .^-separable y 2 < 8 ^  .Sin embargo:

0 o

l ^ K < = A ,

- J - e 1
■3

Luego A tendría un subconjunto discreto de cardinal a^ + ̂
mayor que a^ .Absurdo.

Vamos a estudiar ahora la relación existente entre los 
espacios C-casi-tonelados y tres clases de espacios intro
ducidas por NOUREDDINE en .Sea E(T) un espacio localmen
te convexo,NOUREDDINE da las siguientes definiciones:

(4) Se dice que E(T) es un b-espacio si cada subconjunto 
absolutamente convexo U de E tal que,Uf|B es un T-en- 
t o m o  de cero en B para todo B absolutamente convexo 
y acotado de E(T),es un T-entorno de cero en E.

(5) Se dice que E(T) es b-tonelado si cada tonel U de E(T) 
tal que,üf)B es un T-entorno de cero en B para todo
B absolutamente convexo y acotado de E(T),es un T- 
entorno de cero en E*
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(6) Se dice que E(T) es un b *-espacio si toda forma lineal 
en E continua sobre los acotados de E(T) es continua, 
i.e,(teniendo en cuenta el teorema de la completación 
de Grothendieck) si E*(^(E*,E)) es completo.

NOUREDDINE demuestra en [fé] que

(7) E(T) es un b-espacio si y solo si es un b*-espacio 
b-tonelado.

(1,2.4) PROPOSICION.- Todo espacio b-tonelado es un C-casi-

absolutámente convexos y cerrados.Tenemos que demostrar 
que

es un T-entorno de cero en E,o lo que es lo mismo,que si 
B es un subconjunto absolutamente convexo y T-acotado de 
E,entonces

tonelado

Demostración: Sea E(T) un espacio b-tonelado
una sucesión casi-bornívora de entornos de cero en E(T)

n6/\T

b o u  . (BOUn)

es un T-entorno de cero en B.En efecto:como

con lo cual

B O U  = f ] ( B n U n )

que evidentemente és un T-entorno de cero en B.

C.Q.D.
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En el capítulo siguiente separaremos los espacios b- 
tonelados de los C-casi-tonelados.Vamos a separar ahora 
los C-casi-tonelados de los b-espacios y de los b*-espacios; 
teniendo en cuenta (7),bastará con que los separemos total
mente de los b*-espacios:

(1,2.5) EJEMPLO (Un C-casi-tonelado que no es b 1-espacio)

Sea E(L) un espacio de Montel no completo ( ver por 
ejemplo KOMURA[á4]),entonces E*( ̂ (E'jE)) es un espacio C- 
casi-toneladó (ver lema (1,2.1)) y sin embargo no es un 
b 1-espacio,pues su dual fuerte que es E(T) no es completo.

(I,2.é) EJEMPLO (Un b*-espacio que no es C-casi-tonelado)

En el ejemplo (1,2.5) teníamos que si E era el espa- 
zció de Hilbert c(I),para un conjunto particular de Índi

ces I,encontramos una topología T¿j compatible con el par 
dual de forma que E f(T^ ) no era un espacio C-casi-tonela- 
do.Ahora,como es compatible,el dual fuerte de E'(0^ ) 
será el espacio de Hilbert E,con lo cual,E*(T^ ) será un 
b*-espacio.
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3«- PROPIEDADES HEREDITARIAS

(1,3*1) PROPOSICION.- Cada envoltura localmente convexa
de espacios C-casi-tonalados es un espacio C-casi- 
tonelado.

Demostración:(Para la definición de envoltura localmente 
convexa ver $22,1* de [45]) .Sean .E^(T^) espacios C-casi-
tonelados y ---->E aplicaciones lineales (para todo
i £l).Consideremos la envoltura localmente convexa

E(T) =
¿él

\ 1 00 * /Sea 4ü \ una sucesión casi-bomivora de entornos de
cero en E(T) absolutamente convexos y cerrados,y sea

o . n  v

Tenemos que demostrar que U es un T-entorno de cero 
en E,o lo que es lo mismo,que fT^U) es un T^-entorno de 
cero en E^ para cada, i el.Ahora como:

f¡x (u) = qH n  v  =
nfK r\é(sT

las f.pE^T^)----- > E(T) son continuas y los espacios
E^(T^) son C-casi-tonelados,bastará con que demostremos
que cada sucesión -ífT1 (U^)V es casi-bornívora en E. (T. ) .  ̂ L i n i i
Si B es un acotado de E^(T^),f^(B) es un acotado de E(T), 
por tanto,existe un nQ gl N tal que

f^(B) cr. Un para todo n > n Q ,

de aquí que

B c:fT^(f^(B) )¿:fT1 (Un ) para todo n ^ n 0 .
C.Q.D,



Como una consecuencia inmediata de la proposición ante
rior, podemos enunciar los siguientes corolarios ( ver £ 22, 
1. dep5]): ’

(1,3*2) COROLARIO.- Cada cociente por un subespacio cerra
do de un espacio C-casi-tonelado es un espacio C- 
casi-tonelado.

(1,3*3) COROLARIO.- Cada suma directa localmente convexa
de espacios C-casi-tonelados es un espacio C-casi- 
tonelado

(1.3.4) COROLARIO.- El límite inductivo de una familia de 
espacios C-casi-tonelados es un espacio C-casi- 
tonelado.

(1,3*5) PROPOSICION.- Sea E(T) un espacio C-casi-tonelado 
y F(Tf) un espacio localmente convexo.Si existe 
una aplicación lineal f de E(T) en*F(Tf) continua 
y casi-abierta,entonces F(T*) es también un espa
cio C-casi-tonelado.

Demostración: Sea^U^^ una sucesión casi-bornívora de en
tornos de cero en F(T*) absolutamente convexos y cerrados. 
Tenemos que demostrar que

a = n « „
es un entorno de cero en F(T').f~^(U ) es un entorno de 
cero enE(T) absolutamente convexo y cerrado y además la 
sucesión {^~^(Un )}h es casi-bornívora en E(T) (esto se 
demuestra igual que en la proposición (1,3*1)).Por tanto,

r v _i(un ) = ^ ( ü )

es un T-entorno de cero en E.Ahora,como f es casi-abierta,
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tendremos que
 --- — T' — T ’
f(f J-(U)) = u = u

es un T'-entorno de cero en F.
C.Q.D.

* El corolario (1,3*2) lo podíamos haber obtenido tam
bién como una consecuencia inmediata de esta última pro^* 
posición,

(I,3r6) PROPOSICION.- Si E(T) - (2)e.(T.) es un espacio
U1C-casi-tonelado,entonces cada E^(T^) es también 

C-casi-tonelado.
c i  } OODemostración:Para cada i el,sea una sucesión de T.-

equicontinuos que ^(E|,E^)-converja a cero.Tenemos que 
demostrar que

A1 - U a¿
neN

es un T^-equi continuo. Par a cada neN,sea

An» |"x-(xi) eE* “ Tl'Ej : , x.=0 •
íej

Entonces:

Pi(An ) = A¿ para todo ncN, 

con lo cual los An son T-equicontinuos.Además como:

E'(|3(E',E)) = T t  E|( |3(E|,E.)) ( § 22,5. (3), &&1) ,

í 7 00tendremos que, ^(E*,E)-converge a cero.Por tanto,

A -  Ü A n
nepT

será un T-equicontinuo,con lo cual:
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Ac zTÍB. , siendo B. un T ,-equicontmuo,♦ _ d d d
1*1

con lo cual A1OB^,por tanto,A1 es un T^-equicontinuo.
C.Q.D.

(1,3.7) PROPOSICION.- Sea E(T) f E.(T.).Entonces,E(T)
reí

E(T) es C-casi-tonelado si y solo si cada 
es C-casi-tonelado.

Demostración: Supongamos primero que E(T) es C-casi-tone- 
lado.Sea ■[A^j una sucesión de T^-equicontinuos que conver
ja a cero en E|( p(E|,Ei)) y

a 1 = l_J a * .n

Sea A = I.(A^),siendo

Xi!Eí = E'Itl
la inyección canónica.Como

E'(p(E\E» = ©E¿(^(E¿',Ei)) ( § 22,5.(A),[4Sj),
i "i 03se tiene que la sucesión -i A v (E* ,E)-converge a cero y,n V»i ̂

por tanto,

A -  Ü A n

es un T-equicontinuo,con lo cual ( ver § 22,5* (3)* [d5¡ ) :
K

A C ® B ± ,
P=i P

siendo B. un T. -equicontinuo.Luego•L _ J»P P

A1 = Pi(A)c:pi( £Bb± ).
f=\ p
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Por tanto:
A* = { o j  o A1 cz: B. = B..
i . .P°Con lo cual, A es un T^-equicontmuo.

Supongamos ahora que cada uno de los factores,
r  7es un espacio C-casi-tonelado.Sea una sucesión de

T-equicontinuos que ^(E*,E)-converge a cero.Tenemos enton
ces que

A “ LJ An
es un . (E* ,E)-acotado,y como:

E'(^(E',E» - ^J3E[( pCE^.Ep) (§22,5.00,05])
C

tendremos:

A«= © E !  (§18,5.00,05)).
f*i P

Ahora,como: 
K

( © E !  )(fl(E',E)) = ® E |  (r3(E! fE± ))
P = 1 P 1 P-4. P ' P P

por ( § 18,5* (2), [45] )-.Tendremos que

jp. (A )\ |3(E! ,E. )-converge a cero en Eí ,para
L H  n ' H  H  H

t=l,2,.....,k.Con lo cual,

Bt - U pí ( V
nen

será un T. -equicontinuo para t=l,2,....,k;y como:
* K

Acr cx7Bt , 
t-1

A será un T-equicontinuo.
C.Q.D.

(1,3.8) PROPOSICION.- Sea F un subespacio denso de E(T).
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Si F(T) es C-casi-tonelado,entonces E(T) es C-casi-tonelado.

entornos de cero en E(T) absolutamente convexos y cerrados,

es un T-entorno de cero en F.Ahora,como F es denso en E(T), 
sé tiene que U = U es un T-entorno de cero en E. •

C • Q • D •

Como una consecuencia inmediata de esta última propo
sición tenemos el siguiente corolario:

(1,3*9) COROLARIO,- La completación y la casi-completación 
de un espacio C-casi-tonelado es un espacio C-casi- 
tonelado.

Veamos por último que ocurre con los subespacios de 
los espacios C-casi-tonelados.

(1,3*10) PROPOSICION.- Sea E(T) un espacio C-casi-tonelado.

Demostración: Evidentemente,será suficiente con demostrar
lo en el caso en que F es un hiperplano de E.Puede ocurrir:

Demostración: Sea fu ] una sucesión casi-bornívora de* n)n-l

y sea

ne
Para cada n é N sea:

es una sucesión casi-bornívora de en
tornos de cero en F(T) absolutamente convexos y cerrados, 
con lo cual:

Si F es un subespacio de codimensión finita de E, 
entonces F(T) es también un espacio C-casi-tonelado.
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1.- F cerrado- en E(T) .Entonces existirá un x c E ^ F  tal 

que

por.tanto,F(T) será un espacio C-casi-tonelado (ver (1,3*2)).
2.- F denso en E(T).Como E*( ^3(E',E)) es localmente comple
to,ya que todo espacio sucesionalmente casi-tonelado tie
ne dual fuerte localmente completo (ver RUESS [30] ),aplican
do el teorema 1 de [11] en el caso en que ”53 es la familia 
de todos los acotados de E(T) y G = E; obtenemos:

(a) "En E* = F' los ^ ( E f,F)-acotados y los j^(E',E)-aco- 
tados son los mismos".

oot una sucesión de T-equicontinuos que p(E',F)- 
converge a cero.Tenemos que demostrar que

U kA
*iéK

es un T-equicontinuo.Ahora,como E(T) es C-casi-tonelado,
* T 1 00bastara con que demostremos que la sucesión tconver

ge a cero en la topologia p ( E 1,E).Supongamos que esto no 
ocurre,entonces existirá un B acotado de E(T) absolutamen
te convexo y cerrado tal que,

dado un k£N,existirá un n^eN: An cjz B°.
k

Luego podemos obtener una sucesión A no tie
ne ninguna subsucesión que p (E*,E)-converja a cero en E'. 

Sea D un acotado de E(T) absolutamente convexo y cerra-
do,y sea D H F  la clausura de DflF en E(T).Existirá un z e D 
tal que

0 LIN{z} = Ep.
<x>xk K̂ ^es un p ( E ‘,E)-
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acotado y,por tanto, íx,^jserá un cr(E' ,E)-precompacto.Lue«K-1
go existe una subsucesión íx, Z ̂  de i x, } 00 que es cr(Ef,E)-

p P=d
Cauchy,con lo cual:

(t>) (<xk ,z>| es una sucesión de Cauchy en K* 
p ?-í

Si 0? « P/z} ,entonces D/lF+T es un entorno de cero 
en E^,luego existirá un ^ K ,  f ¿Q tal que

j>DcD n  f + t .
Dado un t>0,como es (3 (Ef ,f )-Cauchy,existirá

un pQ e N tal que, para todo n , m ^ p o :

|^xk -xk ,x^L< —  ̂ - para todo x e D H F ,
4 n m 1 «2

y teniendo en cuenta (b):.

Ahora, si y e D, yy=y1 + y2 con y1 £ D O F , y2= 'X z con |*A|¿1. 

Luego:

l < w 5 > l ■ ! « ■ ! < W fy>l

( K xk »yi>l +  l<xk -xk » z> l  > ¿n

I?l v *

xk 7 es *E)-Cauchy.Por otra
r n J°° P  ̂ /’ ^ nparte,como \ xv f tiene un punto CTQE ,E;-adherente, este

P P=1punto será 0"(E*,F)-adherente, con lo cual será el O.Luego
í xv \°° es (3 (E1 ,E)-Cauchy y tiene al O como punto cr(E’,E)-

P  p r i  r  0 0adherente,por tanto, | xk 1 °̂ es p(E*,E)-convergente.Absurdo
P * C.Q.D.
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(1,5*11) PROPOSICION»- Sea E(T) un espacio C-casi-tonelado 
y de Mackey.Si F es un subespacio cerrado de E(T) 
de codimensión numerable y,tal que,para cada aco
tado B de E(T) F tiene codimensión finita en la 
envoltura lineal de FUB. Entonces F(T) es un espa
cio C-cási-tonelado.

Demostración: Sea Ix^una co-base de F en E.Denotaremos:
n  n - -L

E^ * F, y En ** LIN {FU{xlí para n ^ 2.
Sea7$ la familia de todos los acotados de E(T),enton

ces,por las hipótesis de la proposición tendremos que,
dado un Befé ,existe un n e N tal que BcE •no

Además, E'(T^ ) = E'C^CE'jE)) es localmente completo.Por 
tanto,aplicando el teorema 2 de [41] tendremos que

(1) E(T) = lim En (T). .
n€H f 1°°Sea H la envoltura lineal de -j x V ,^r la proyección

^ U  ¡nz. I

de E en F con núcleo H,y sean ̂  las restricciones de 'Tt'
a En.Como F es un subespacio cerrado de En (para cada ne.N)
y de codimensión finita,tendremos que las serán conti
nuas^ teniendo en cuenta (1 ),'Tf' será continua.De aquí que,
H es el complemento topolo'gico de F y,í>or tanto,F(T) es 
topológicámente isomorfo a (—g—)(T),con lo cual,aplican
do (I,5*2),tendremos que F(T) será un espacio C-casi-tone
lado.

C.Q.D.

(1,3*12) NOTA.- No sabemos si en general la propiedad de
ser C-casi-tonelado se conserva por los subespacios
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cerrados de codimensión numerable.En general esta propie
dad no es heredada por los subespacios cerrados,ya que, 
como tado espacio localmente convexo de Hausdorff es un 
subespacio cerrado de un espacio tonelado ( teorema 1.1 
de KOMURA [43j),bastará con considerar el ejemplo (1,2.3).
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CAPITULO II

ESPACIOS CASI-(DF)

En este capítulo vamos a estudiar la clase de los es
pacios C-casi-tonelados que tienen una sucesión fundamen
tal de acotados,a los que llamaremos espacios casi-(DF), 
ya que es una clase más amplia que la de los espacios (DF) 
introducida por GKOTHENDIECK en [5] •

1.- DEFINICION Y CLASIFICACION

(11,1«1) DEFINICION.- Diremos que un espacio localmente 
convexo E(T) es casi-(DF) si es C-casi-tonelado 
y tiene una sucesión fundamental de acotados.

Vamos ¿focalizar este nuevo tipo de espacios dentro 
de los ya conocidos.Para ello recordemos las siguientes 
definiciones:

(1) GROTHENDIECK en [g] llama espacios (DF) a aquellos es
pacios numerablemente casi-tonelados que poseen una 
sucesión fundamental de acotados (para un estudio de 
estos espacio ver también 29 de £l5j)>

(2) A los espacios sucesionalmente casi-tonelados que tie
nen una sucesión fundamental de acotados les llamaremos
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aqui sucesionalmente-(DF) .Este tipo de espacios es ya
apuntado por GROTHENDIECK en [s] •

(3) PIETSCH e n p y  llama espacios dual métrico a aquellos 
espacios -casi-tonelados que tienen una sucesión 
fundamental de acotados.

De las propias definiciones se deduce,teniendo en cuen
ta la localización que hemos hecho de los espacios C-casi- 
tonelados, el siguiente cuadro de implicaciones:

(DF)-espacio----------> casi-(DF)

dual métrico---------- > sucesionalmente-(DF)

Luego para separar la nueva clase introducida (los 
espacios casi-(DF) ) de las clases (1),(2) y (3)*bastará 
con que la separemos de la clase de los dual métricos.Aho
ra, teniendo en cuenta la clasificación que hemos hecho en 
el capítulo anterior, de los espacios C-casi-tonelados,bas
tará con que demostremos que los espacios de los ejemplos
(1.2.2) y (1,2.3) poseen sucesión fundamental de acotados.

(11.1.2) EJEMPLO (Un dual métrico que no es casi-(DF))
Sea E f(T^ ) el espacio del ejemplo (1,2.3)-Demostra

mos allí que este espacio era un uj-casi-tonelado que no 
era C-casi-tonelado.Evidentemente,este espacio tiene una 
sucesión fundamental de acotados,pues al ser compatible 
con el par dual <(E‘,Ey ,aplicando el teorema de Banach- 
Mackey ( §20,11.(7) de [45] ),tendremos que si Bn * nU,sien
do U la bola unidad del espacio de Hilbert € (I),
es una sucesión fundamental de acotados de E*(T,i ).
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(1-1*1.3) EJEMPLO (Un casi-(DF) que no es dual métrico)
En el ejemplo (1,2*2) vimos que el espacio £°°( /l ( f1))

era un espacio C-casi-tonelado que no era (\) -casi-tonelado.
Veamos que este espacio tiene una sucesión fundamental de
acotadosrsi IL = nü( í°°) ,lB \°° es una sucesión fundamental n 71 n ’rini
de 3̂ ( f^)-acotados (£29,1«(6) de [i 5]) .Ahora, como (£!“*, E^)
es compatible con el par dual ,teniendo en cuenta
el teorema de Banach-Mackey (£20,11.(8) de [iS] ),tendremos 
que { B „ P  es una sucesión fundamental de /¡ (0**,t^)-acotados.

La siguiente proposición nos proporciona una clase bas
tante amplia de espacios casi-(DF) que no son (DF).

k

(11.1.4) PROPOSICION.- Si E(T) es un espacio de Frócbet 
no r.eflexivo, entonces E'(^\(E,,E)) es un espacio 
-casi-(DF) que no es (DF) •

Demostración: Por el lema (1,2.1) tenemos que E'CX(E',E)) 
es un espacio Q-cásir-tonelado.Como E f(^(E',E)) tiene una 
sucesión fundamental de acotados (£29>1*(6) de [<Í5] ) y 
9.(E',E) es compatible con el par dual < E f,Ey ( £21,6.(l) 
de [-45] ), aplicando el teorema de Banach-Mackey tendremos 
que E 1(.31 (Ef,E)) tiene una sucesión fundamental de acota
dos.Luego E ‘(3,(E*,E)) es un espacio casi-(DF).Sin embar
go,E* ( 2 (E| ,E) ) no es un espacio (DF) pues VALDIVIA demues
tra en [3-6] :
"Si E(T) es un espacio metrizable y tonelado,entonces 
E'(^(Ef,E)) es (DF) si y sólo si E(T) es un Fréchet- 
Montel”.

C.Q.D.
(11.1.5) NOTA.- En el capítulo anterior vimos que todo
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espacio sucesionalmente casi-tonelado tenia dual fuerte 
localmente completo,por tanto,tendremos que si E(T) es un 
espacio sucesionalmente-(DF) , entonces E'(p(E*,E)) es un 
espacio de FrÓchet.

Vamos a ver ahora que algunas de las propiedades im
portantes de los espacios (DF) no las cumplen los espacios 
casi-(DF):

(11,1.6) EJEMPLO.- GROTHENDIECK en [8} (ver también f 29,3. 
(12), [i5]) demuestra que todo espacio (DF) separable es 
casi-tonelado.Este resultado es generalizado por VALDIVIA 
en [36"] dando el siguiente resultado:

(a):”Si E(T) es un espacio (DF) que tiene una sucesión de 
compactos cuya unión es total en E,entonces E(T) es 
casi-tonelado”.

Vamos a demostrar con un contraejemplo que este resul
tado no se cumple para los espacios casi-(DF).En el ejemplo
(11,1.3) hemos visto" que el espacio ) ) era un
espacio casi-(DF) que no era dual métrico;luego este espa
cio no será casi-tonelado.Veamos que tiene una sucesión 
de compactos cuya unión es total:como en los norma- 
compactos y los <r( £fi°)-compactos son los mismos ( *§22, 
4.(2), [dó] ),tendremos que en 6°°coinciden las topologias 
^(£*\6^) y yU(£^, C3-) • Además como 6^(/^(C es semi-
reflexivo(ya que en £**■ coinciden la yU, ( 6^,^) y la 
p í̂°°) )tendremos que cada acotado de (yM. (6°̂ , £^)) 
es un O” ( 0°*, 0^)-relativamente compacto.Tenemos por tanto, 
que U ( 0  es un <r(0°% e^)-relativamente compacto,luego 
U ( 0  es un m. ( £^,6 )-equicontinuo,con lo cual en 11(0*°)
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coinciden las topologias cr ((!**, i1) 7 A (f60, 61)=yu (̂ <’°, 61)* 
De aqui que los conjuntos

An - n U ( r )
-o-cr, e1)

s e a n £ *^)-compactos. Además:

r= U ae . ■
nep

(11.1.7) EJEMPLO.- Otra de las condiciones para la casi- 
tonelación de un espacio (DF) dada por GKOTHENDIECK en [sj 
(ver también § 29,3* (12) , [45] ) es la siguiente:

"Todo espacio (DF) en el cual todo acotado es metrizable 
es casi-tonelado".

Vamos a ver con un ejemplo que esta propiedad no la 
tienen los espacios casi-(DF).Sea E(T) el espacio de Banach 
c0»por la proposición (11,1.4-) sabemos que

e '(^( e ',e )) = ex ( ^ (  e1 ,^))

es un espacio casi-(DF) que no es (DF).Luego bastará con 
que demostremos que los A ( £ \  cQ)-acotados son A ( & \ c Q)- 
metrizables.En efecto:sea B un X  ( 6 \ c o)-acotado,entonces

T T * icomo £ (A ( Z ,cQ)) es semi-reflexivo,B será cr( 6 tcQ)- 
relativamente compacto y,por tanto,B es un T-equicontinuo. 
Luego aplicando ( f 21,6. (2) , (45])tendremos que en B coinci
den las topologias cr ( 6 \ c q) y X  ( 0^,co);con lo cual B 
será A ( £ ̂ ,co)-metrizable,pues B es cr ( 2 \ c0)-metriza
ble (ver ̂ 21,3* (4) de [45]).

(11.1.8) EJBMPLO.- DE VITO én[3]da las siguientes defini
ciones:
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(l)' Sea E(T) un espacio localmente convexo y s e a l a  fami
lia de los (E* ,E)-entomos de cero en E'.Una red

{u± : i el, * }

de puntos de E* es últimamente acotada si dado un U elL 
existe un 'JeK y un iQ e I tales que

u . £ 3. U para todo 1>, 1^. i o

(2) Un espacio localmente convexo E(T) es un ab-espacio
si es un-espacio de Mackey y. en E 1 cada red últimamen
te acotada y cr(Ef,E)-Cauchy es cr(E',E)-convergente.

También prueba que
(3)nbornologic o---> ab-espacio > casi-tonelado".

VALDIVIA en p|0] da los siguientes resultados:

(4) Cada espacio (DF) casi-tonelado es un ab-espacio
(5) Sea E(T) un espacio (DF).Si existe en E una sucesión 

de <T(E,E*)—compactos cuya unión es densa en E(T),en
tonces E(/i (E,E')) es un ab-espacio.

Como todo espacio casi-(DF) que sea casi-tonelado es 
un (DF),(4) se podrá enunciar cambiando (DF) por casi-(DF). 
Varaos a ver con un ejemplo que,sin embargo,en (5) no se 
puede cambiar (DF) por casi-(DF):Sea É(T) el espacio

(6°̂ , £■*■)).En el ejemplo (11,1.3) vimos que este espa
cio era un casi-(DF) que no era casi-tonelado,con lo cual 
no será un ab-espacio (por (3))>y ademas,si <r(e-, e 1 )An = nU(e~) , .

cada An es un cr (E,E* )-compacto y

E = U v
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2.- PROPIEDADES HEREDITARIAS

RUESS en \¿í] enuncia sin demostrar,ya que su demos
tración es análoga a la dada por KOTHE en £29*5*(1) y 
£29>5*(2) de [45] par a los espacios (DF),la siguiente pro
posición:

(11,2.1) PROPOSICION.- (a) Si E(T) es un espacio sucesio-
iialmente-(DF) y H es un subespacio cerrado de E(T) . 

i EEntonces en H = ' coinciden las toplogias
^(E',E) y p ( H X,E/H),

(b) Si H es un subespacio vectorial de E(T) y 
H(T) es sucesionalmente-(DE),entonces el dual 
fuerte de H(T) es topológicamente isomorfo a

i

E'( (*>(E',E))

Como consecuecia de esta proposición podemos enunciar 
los tres siguientes corolarios:

(11,2.2) COROLARIO.- Si E(T) es un espacio casi-(DE) y
H es un subespacio cerrado de E(T),entonces (E/H)(T) 
es también casi-(DF).

Demostración: De la parte (a) de la proposición anterior 
se deduce que cada acotado de (E/H)(T) está contenido en 
la clausura de la imageh canónica de un acotado de E(T), 
por tanto,al tener E(T) una sucesión fundamental de acota
dos, (E/H)(T) también la tendrá.Y como el cociente por un 
subespacio cerrado de un espacio C-casi-tpnelado es C-casi- 
tonelado (corolario (I,3*2)),tendremos que (E/H)(T) es un 
espacio casi-(DF).

C.Q.D.
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(11,2.$) COROLARIO.- Sea E(T) un espacio localmente conve
xo.Se tiene:
(a) Si E(T) es casi-(DE),entonces:
E(T) es completo si y solo si es casi-completo
(b) La completación de un espacio casi-(DF) es 
también un casi-(DF).
(c) Todo espacio casi-(DF) semi-reflexivo es 
completo.

Demostración: (a):Supongamos que E(T) es un espacio casi- 
(DF) y casi-completo;aplicando la proposición (11,2.1) a 
E y S,tendremos que enjE* coinciden j?(E',E) y p(Ef,E).Lue
go cada acotado de E(T) es la clausura en É(T) de un aco
tado de E(T),con lo cual E = É.
(b):Supongamos que E(T) es un espacio casi-(DF) .Si
es una sucesión fundamental de acotados de E(T),por lo
visto anteriormente, {"B”"1, ( , será una sucesión fundamen-7 n J>n~‘i
tal de acotados de E(T),ycomo la completación de un espa
cio C-casi-tonelado es C-casi-tonelado (corolario (1,5*9))* 
tendremos que E(T) es casi-(DF).
(c):Es una consecuencia inmediata de (a),ya que,cada espa
cio semi-reflexivo es casi-completo ( f>25,3» (2) 9[45] ).

C.Q.D.

(11,2.4) COROLARIO.- Si E(T) es sucesionalmente-(DF),enton
ces:
E(T) es casi-tonelado si y solo si E(T) es tone- 
lado.

Demostración: Teniendo en cuenta § 27,1* (2). de [dS] gasta
rá con demostrar que la condición es necesaria.En efecto:
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aplicando la parte (b) de la proposición (11,2.1) a E y 
É,tendremos que en..E' coinciden las topologias p ( E 1,E) 
y p (E1 ,É).Entonces como cada acotado de E ^ ^ C E ^ É ) )  es 
un T-eqúicontinuo (al ser É(T) tonelado),E(T) será casi- 
tonelado.

C.Q.D.

(11,2.5) PROPOSICION.- Sean En (^n) espacios casi-(DF),y

sea E(T) = v X ^ n ^ n ^  *̂a suma directa localmente
netr <&> convexa de la sucesión «Entonces E(T)

es casi-(DF).

Demostración: Como la suma directa localmente convexa de 
una familia cualquiera de espacios C-casi-tonelados es un 
espacio C-casi-tonelado (corolario (1,3*3)),bastará con 
que veamos que E(T) tiene una sucesión fundamental de aco
tados. Ahora, si para cada neN, ÍB^Í^es una sucesión fun-1 C-l
damental de acotados de En (Tn ),como cada acotado de E(T)

K.
está contenido en un conjuto de la forma © B .  ,con B. un 
acotado de E¿(^¿) ( f 18,5* (4) ,[45]) ;tendremos que los con
juntos de la forma

n = i n

variando k en N,e i en N,forman una sucesión fundamentaln 7
de acotados de E(T)•

C.Q.D.

(11,2.6) COROLARIO.- La envoltura localraente convexa

E(T) =
hé]>r

de una sucesión -ÍE (Q? )}*° de espacios casi-(DF)( n n jh::i
es un espacio casi-(DP).Además cada subconjunto
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acotado de E(T) está contenido en la envoltura absolutamen
te convexa y cerrada de una cantidad finita de f (B ),sien- u n n ’
do un acotado de En (Tn).El dual fuerete de E(T) es el
núcleo localmente convexo de los espacios f ^ " ^ ( E 1 ( /3 CE' %E )).n ' n v i ' n 7 n "
Demostración: Puesto que E(T) es topológicamente isomorfo
a un cociente de la suma directa ©  En (^n ) ( § 19,1. (3)> [15] ),

¡i?i
la primera afirmación se sigue de (11,2.2) y (11,2.5)•Igual
mente se sigue de (II,2.1),que cada acotado de E(T) está 
contenido en-la clausura de la imagen canónica de un aco
tado de (33E (Tn );y como los acotados de la suma directa 
están contenidos en sumas directas finitas de acotados,ten-

k
dremos que cada acotado de E(T) estará contenido en un con
junto de la forma '

$

I f.(B.)’ , con B. acotado de E .(T•).
' • 1 1  X  X Xt-i

De esto último y de (§22,7*(5)* [45]),se sigue la última 
afirmación del corolario.

C.Q.D.

En particular tendremos que el límite inductivo de una 
sucesión de espacios casi-(DF) es un espacio casi-(DF).

Vamos a ver por último,que ocurre con los subespacios
de los espacios casi-(DF):

En el capítulo anterior hemos demostrado que todo sub
espacio de codimensión finita de un espacio C-casi-tonelado 
es C-casi-tonelado.Por tanto,como las sucesiones fundamen
tales de acotados se heredan por subespacios,tendremos que 
todo subespacio de codimensión finita de un casi-(DF) es 
un casi-(DF).Vamos a dar una demostración directa de este
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resultado/basada en el siguiente resultado dado por VALDIVIA 
en [39] :
(a):n Sea F un hiperplanó de E.Sea una familia de sub- 

conjuntos de E que satisfacen:
I.- Si ,entonces B es absolutamente convexo, 

cerrado y acotado en E,
II.- Si y B^ son elementos de ,existe un 

tal que B1U B ^  O  B^.
■ III.- Si B e?3 ,entonces I B é ®  para todo CU:K,3. /¿O. 

Entonces,si existe un Me<8 tal que MP\F no es 
cerrado,se tiene que,

dado un P e ®  ,existe un Q e ^ B  tal que,

P e  Q H F  11.

(11,2.7) PROPOSICION.- Si E(T) es un espacio casi-(DF) y 
F es un subespacio de codimensión finita de E, 
entonces F(T) es también casi-(DF).

Demostración:Evidentemente bastará con considerar el caso 
en que F es un hiperplanó de E.Puede ocurrir:
1.- F cerrado en E(T) .Entonpes,si x e E ^ F , s e  tiene que F(T) 
es topológicamente isomorfo a

por tanto,aplicando (11,2.2),tendremos que F(T) es casi-(DF).
2.- F denso en E(T).Como E'( |3(E',E)) es completo y F es 
un hiperplanó denso de E(T),aplicado el teorema de Pták- 
Grothendieck ( ? 21,9* (6) ,[45j) ,tendremos que existirá un 
M absolutamente convexo,cerrado y acotado de E(T) tal que, 
M D F  no es cerrado.Por tanto,aplicando (a),tomando como
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la familia de todos los absolutamente convexos,cerrados 
y acotados de E(T),tendremos:

(1) dado B el8 ,existe un =^Bní* : Be~¡8^[,
tal que B c b ^.

( 1 0 0  /U una sucesión casi-bornívora de entornos nin-¿
de cero en F(T) absolutamente convexos y cerrados .Tenemos 
que demostrar que

” - n \

es un entorno de cero en F(T) .Consideremos la sucesión 
de T-entornos de cero en..35.Si B es un acotado de 

E(T), entonces por (1), existirá un B-̂  acotado de F(T) tal 
que, B d B ^  .Ahora como es casi-bornívora en F(T),
existirá un nQc N tal que,

B^czun para todo n^ nQ,

luego
BcB-^o Un para todo n ^ n Q .

Por tanto,al ser E(T) casi-(DF),tendremos que

v - n  «ñ
es un T-entorno de cero en E.Ahora:

vni1 = (ü^n f> = n  o = u,

con lo cual U será un T-entorno de cero en F.
C.Q.D.

(11,2.8) PROPOSICION.- Sea E(T) un espacio casi-(DF) de 
Mackey.Sea F un subespacio cerrado de E(T) con 
la propiedad de que para cada acotado B de E(T)
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F tiene codimensión finita en LIN{FUB].Entonces F(T) es 
casi-(DF).

Demostración:Como E(T) tiene una sucesión fundamental de 
acotados,la codimensión de F en E será a lo sumo numerable. 
Por tanto,esta proposición será una consecuencia inmediata 
de la proposición (1,3*11)•

C *Q*D*

El siguiente lema es una generalización del lema 1 
•de VALDIVIA [39] :

(11,2*9) LEMA»- Sea E(T) un espacio localmente convexo,-®  
una familia que satisface las condiciones I,
II y III de (a),tal que U{B: E;y sea
F ur^feubespacio denso dé E(T) de codimesión 
finita.Si E*(T^) es completo,entonces: 

si P6® ,existe un tal que P c ^ O F f

Demostración: Sea P e ®  »y sea L el subespacio de Ep genera
do por la clausira en Ep de Pfl F.Tenemos entomces que L es
un subespacio cerrado de Ep de codimensión finita.

Como F es denso en E(T) y de codimensión finita;y E* 
es T-fe -completo,aplicando el teorema 1 de [39] ,tendremos 
que existe un tal que B^fl F no es cerrado en E(T),
con lo cual:

. ,T? .existe y ^ e B ^ O F  tal que y ^ F .

Sea F^ = LIN{F U{yp\|, entonces aplicado el razonamiento an
terior tendremos que, 

existe A^elQ tal que 
con lo cual:

existe ^ ^ ^ l ^ ^ l ^  ^ue ^2^*1*
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Ahora,aplicando el teorema 2 de pfj,tendremos que si

= fBDP1 : Be'te},.

F£ es -completo*Luego aplicando el teorema de la comple- 
tación de Pták-Grothendieck:

existe un M : M H F  no es cerrado en F-^(T),

de aqui,que aplicando el lema .1 de [3*3] ,tengamos que

dado un A , existe un Q €̂ B± : AoqTTF^I.

Por tanto,existe un B2 tal que,

j L n F j C B g n F  Fi cBj’ n T 1 .

luego

^ n í xE C. B2 O  í1 E , 

con lo cual
y2 e B2 O  F E e • y2 *

Continuando de esta forma,si n es la codimesión de
F en E,encontraremos:

B̂ . elfó e y ^ e B j T T i r 33, ¿j=l,2,. •.. ,n ,

y de forma que, fylty2........ynj es una cebase de í en E.
Sea AeTBtal que,

n
LJ  B, CT A.
i-i °

Y sea * * * * *^ml 111181 col:>ase L en Ep*Entonces si
H es la envoltura absolutamente convexa de { y ^ ....
tendremos (al ser Ep la suma directa topológica de L y
I»IN{y1 ,......,ym^ ) que,
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(PHF ^P) + H será un entorno de cero en Ep, 

luego existe un 'AéK, 9->0,tal que,

P c^( (POF^+H) <=: } ( (PnF)E4-H ).
_________  -r*Por otra parte, HcrAOP .Sea Q £ 78 tal que,

2 X ( A Ü F ) c Q .

Entonces:

Q ñ p  - V2 Q ñ F + y 2  Q O P  d'A(AUP) +  (aUP)HP => 

Z3 2 (pdp) + ̂  (I7TF) o  a  (pop) h =

* = "> ( (Pf|P) + h  ) Z3P.
C • Q • D •

0
(11,2.10) P R O P O S I C I O N Sea E(T) un espacio casi-(DF) con 

la propiedad de que para cada B absolutamente 
convexo,cerrado y acotado se tiene que Ep es 
tonelado.Entonees,si F es un subespacio denso 
de E(Q?) de codimensión numerable,se tiene que, 
F(T) es casi-(DF).

Demostración: VALDIVIA en la demostración del teorema 6 
de (59] da el siguiente resultado:

(b):11 En el espacio E(I) sealB una familia que cumpla las 
condiciones 1,11 y III de (a), U { b :  Bel3]s= E,y tal
que Ep sea tonelado para todo B gT3.Sí F es un subes
pacio denso de E(T) de codimensión numerable y E f es 

-completo,entonces:
dado PelB ., existe un Qadj tal que PoQflF E n.

Sea fu \ una sucesión casi-bornívora de entornos de1 n j nri.
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cero en F(T) absolutamente convexos y cerrados.Bastará con 
que demostremos que la sucesión {unj 4 es cái-bornívora en 
E(T),pues en tal caso,

será un T-entorno de cero en E,con lo cual:

Wflí' = H un
neK

será un T-entorno de cero en F.
Sea~j3 la familia de todos los acotados,absolutamen

te convexos y cerrados de E(T),y sea B elft ;entonces apli
cando (b) tendremos que exisrirá un*B^e~B tal que,

B cr F •

Ahora, como B^/lF es un acotado de F(T),existirá lin nQ<£- N, 
tal que

v ^ n v

con lo cual:
B c B ^ T I c  (l^ñ*

C.Q.D.

(11,2.11) COROLARIO.- Sea E(T) un espacio casi-(DF) con 
la propiedad de que para cada B absolutamente 
convexo,cerrado y acotado de E(T),Eg es tonela
do. Si F es un subespacio denso de E(T) tal que, 
para todo acotado B de E(T) F tiene codimensión 
finita en LIN^FU b ].Entonces F(T) es casi-(DF).

Demostración: Es una consecuehcia inmediata de la proposi
ción anterior,pues al tener E(T) una sucesión fundamental
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de acotados,la codimesión de F será a lo sumo numerable.
C.Q.D.

Este corolario se puede demostrar también como una 
consecuencia del lema (11,2.9) de la siguiente forma:

Podemos suponer que F tiene codimesión infinita numera
ble.Sea fx una cobase de F en E,y tomemos:

E^ = F , En « LIn |f » ,xn-l*i P811*01 todo 2.

Sea í JjV° una sucesión casi-bornívora de entornos den i
cero en F(T) absolutamente convexos y cerrados.Igual que
en la proposición anterior,bastará con que demostremos que
la sucesión es casi-bornívora en E(T).En efecto:sea
B un acotado de E(T),existe un nQ €.N tal que B C E n .Por

o
el teorema-6 de [33] jE^ es *En )-completo,ahora,como

o ' o o
F es denso en E (T) y tiene codimensión finita en esteno
espacio,si aplicamos el lema (11,2.9)» existirá un B, c. E

o
T-acotado,tal que,

-------IL _______ yB C B 1 n p  o c  b x f\ F .

Entonces,como B1 O  F es un acotado de F(T), existirá un n^N,
tal que, .

B1 H  F c U n para todo n^n^,

con lo cual:

BcB^fl F cÜ^ para todo n^n^.

C*Q.D.

(11,2.12) COROLARIO.- Sea E(T) un espacio casi-(DF) de 
Mackey con la propiedad de que Eg es tonelado 
para todo B absolutamente convexo,cerrado y aco
tado.Si F es un subespacio de E,tal que,F tiene
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codimensión finita en LIN(F U Bj para todo B acotado de E(T). 
Entonces F(T) es un espacio casi-(DF).

 'gDemostración:Sea G = F .Si G es de codimesión finita en 
E,aplicado la proposición (11,2.7)»G(T) será un espacio 
casi-(DF).Y si G es de codimensión infinita numerable,apli
cando la proposición (11,2.8),G(T) será un espacio casi- 
(DF).Luego en cualquiera de los casos G(T) es un espacio 
casi-(DF).Ahora,como F tiene codimesión numerable en G y 
es denso en G(T),aplicando el corolario (11,2.11),F(T) será 
un espacio casi-(DF).

C.Q.D.
4

(11,2.13) PROPOSICION.- Sea E(T) un espacio de Mackey casi-
(DF) y localmente completo.Si F es un subespacio 

«
de codimensión numerable de E,entonces F(T) es 
casi-(DF)•

Demostración: Sea Tx la topologia bornológica asociada a 
T,i.e,

E(TX) « lim Eg ,
BeV

siendo "fe la familia de tedos los absolutamente convexos, 
cerrados y acotados de E(T).Como E(T) es un espacio local
mente completo,Eg es un espacio de Banach para todo Be-̂ 3

y ry,por tanto,E(T ) es tonelado ( en realidad es ultraborno- 
lógico ).

—  Tx , xSea E1 « F .Vamos a demostrar que E^(T) es casi-
(DF).Si E^ tiene codimensión finita en E,entonces aplican
do la proposición (11,2.7)»E^(T) será casi-(DF).Supongamos 
que E^ tiene codimensión infinita numerable en E,y sea 
cobase de E^ en E.Tomemos:
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En = LIN{E1U{3:1,x2,....,xn_1\} (n>, 2).

Aplicando el corolario 1.5 de [3?] , tendremos que,

E(TX) = lim En (Tx) (estricto) 
neN

Puesto que E^ tiene codimensión finita en En ,y es
cerrado en E(Tx),En será cerrado en E(TX) para todo neN.
luego aplicando ( § 19,4. (4-) * [i5] ) tendremos que,

dado un Bê R> existe un n e N  tal que BczB •o no
Por tanto,E^(T) satisface las condiciones del corolario
(II,2.12),de aqui que,E^(T) sea un espacio casi-(DF).

Si P tiene codimensión finita en E^,entonces aplican
do la proposición (11,2.7),P(T) será un espacio casi-(DF). 
Supongamos pues que F tiene codimensión infinita numerable 
en E, .Seaíü una sucesión casi-bornívora de entornos de1 1 nJtizi
cero en F(T) absolutamente convexos y cerrados.Tenemos que 
demostrar que

« -

es un entorno de cero en F(T).Veamos que E^(T) cumple las 
hipótesis de (b)(proposición (11,2.10)).En efecto:
1.- Eĵ  es fuertemente completo (al ser E^(T) un espacio 

casi-(DF))
2.- F es denso en E^(T) (al ser T menos fina que T )
5.- Si B es un absolutamente convexo,cerrado y acotado de 

E^(T),entonces ©s tonelado.En efecto:por las hi
pótesis de la proposición,Eg es tonelado.Ahora,como (E^)g 
tiene codimensión numerable en E^ y,evidentemente,la topo- 
logia de es le restricción de la topologia de E^;
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(Ei )b será tonelado,ya que,"cada subespacio de codimensión 
numerable de un tonelado es tonelado" ( [3£] , )•

Por tanto,si B e s  un acotado de E-^(T),existe un 
acotado de F(T) tal que,

B C B ,  ,

con lo cual,teniendo en cuenta que es casi-bornívora
en F(T),tendremos que es casi-bornívora en E^(T);de
aquí que,

W - D  Un

sea un T-entorno de cero en E^ y,por tanto,

ü = W H F  

es un T-entorno de cero en F.
C«Q«D«

Gran parte de las técnicas utilizadas para demostrar 
las proposiciones referentes a los subespacios de codimen
sión numerable,nos las han sugerido las demostraciones da- 
das por VALDIVIA en [3#] .
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3.- LOS C_(X) CASI-(DF) c

Sea X un espacio completamente regular de Huasdorff, 
y sea C(X) el espacio vectorial de las funciones reales 
y continuas en X.Cuando sobre este espacio consideremos 
la topologia compacta-abierta,i.e,la topologia localmente 
convexa definida por la familia de semi-normas:

PK (f) = sup |f(x)| , í é C(X),

cuando K varia en la familia de todos los compactos de X;
lo simbolizaremos por C (X).o

Antes de dar las caracterizaciones* que queremos,vamos 
a dar algunas propiedades de los espacios C-casi-tonelados 
y casi-(DF) que necesitamos.

(11,3*1) PROPOSICION.- Sea E(T) un espacio C-casi-tonela- 
do*Para cada sucesión ^de T-equicontinuos
tal que

L k
netf

es un p (Ef ,E)-acotado,y para cada sucesión de 
escalares Que converja a 0,se tiene que,

U \ Hn es un T-equicontinuo. 
h etf

Demostración:Al ser E(T) un C-cási-tonelado,bastará con 
que demostremos que p (E1 ,E)-converge a cero.En
efecto: dado ü un |3 (E* ,E)-entorno de cero,como

L K

es un (E* ,E)-acotado,existirá un ^>0,tal que,
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H = ;ü.
ne k

Sea nQ e N,tal que 3*. 3 para todo n> nQ /Entonces:

para todo n^ nQ ,

con lo cual:
^ H no U  para todo n^ nQ .

C.Q.D.

(11,3*2) PROPOSICION (Esta proposición es enunciada en[¿<3]) 
Sea E(T) un espacio casi-(DF).Para toda sucesión 
{ T-entornos de cero en E,existe una su-1 n Jn-=-í 7
cesión {3^*° ^e escalares tal que,

f > n Vn
1 heK

es un T-entorno de cero en E.

Demostración:Podemos suponer sin quitar generalidad que 
los Vn son absolutamente convexo y cerrados.Para cada n^N, 
sea Hn = V° .Los Hn son T-equicontinuos y,por tanto,acota
dos en el espacio de Fréchet E*( ^ (E1,E)),entonces aplican
do ( £29,1. (3) * [i¿] ),existirán ^^>0,tales que,

U \ flnheH
es un (E* ,E)-acotado.Tomemos 8^=— ^— ,neN,aplicando en
tonces la proposición anterior tendremos que,

= - U - e A
nt*r

es un T-equicontinuo;por tanto,

H° - H  (->Hn )° - n «  - f ]anVn 
neH netr Mfeíí
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es un T-entorno de cero en E
C.Q.D*

WARNER en 04] ida la siguiente caracterización:

11 C^(X) es un espacio (DE) si y solo si en X cada unión 
numerable de compactos es un relativamente compacto

Nosotros vamos a demostrar que esta es también la 
caracterización de los CQ(X) casi-(DF).

(II,3»3) TEOREMA.- Sea X un espacio completamente regular 
de Hausdorff.Son equivalentes:

(i) C.(X) es un espacio (DE)c
(ii) C (X) es un espacio casi-(DF)o
(iii) En X cada unión numerable de compactos es 

un relativamente compacto.

Demostración: Evidentemente será suficienté con que demos-

^n>n i111181 SUCeSÍ^n d-e 
compactos de X.Entonces los conjuntos:

son entornos de cero en C(X) para cada n e N.Aplicando en
tonces la proposición (II,3«2)*tendremos que existirán a^^ 0, 
tales que,

htN
es un entorno de cero en C (X).Por tanto,existirá un compacc
to K^X,y un 0,tales que,

con lo cual
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K ^ C K  para todo n£N,

pues si existiera un x e Kn tal que x^K,por la completa 
regularidad de X,tendriamos que existiria f e:C(X) tal 
que,

f(K) = {o} y f(x) = ^ > 0 ^ »

con lo cual:
f eV y,sin embargo,

Luego tenemos que

U Kn C K ’ '
neAr

con lo cual,

U * n

será un relativamente compacto.
C.Q.D.

(11,3.4-) COROLARIO.- Sea X un espacio completamente regu
lar de Hausdorff.Las siguientes condiciones son 
equivalentes:
(i) C_(X) es un espacio casi-(DF) semi-Montelc
(ii) Cc(X) es un espacio casi-(DF) semi-reflexivo
(iii) X es finito.

Demostración: Será suficiente con que demostremos que (ii) 
implica (iii).En efecto: por el teorema anterior,cada unión 
numerable de compactos es un relativamente compacto,y como 
al ser C^(X) semi-reflexivo,X es discreto (teorema 10 de [44]), 
entonces X será finito.

C.Q.D.
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4.- EL BIDUAL DE UN ESPACIO CASI-(DF)

Sabemos que si E(T) es un espacio sucesionalmente-(DF) 
entonces E ’C^CE^E)) es un espacio de Fréchet y,por tanto,
E* * ( (E* * ,E)) es un espacio (DF);luego E* 1 ( |3(E* * ,E)) se
rá un espacio casi-(DF).

Sea Tn la topologia natural del bidual,i.e,la topolo
gia en E "  de la convergencia uniforme sobre los T-equicon- 
tinuos de E'.En general Tn es menos fina que la ^J(E.'*»E), 
siendo iguales solo en el caso en que E(T) es casi-tonela- 
do ( £ (4) 9 [á 5] ) .Luego es natural el preguntarse si
E ,f(Tn ) es casi-(DF) cuando lo sea É(T).En este apartado 
vamos a dar una respuesta afirmativa a esta pregunta.

I
PROPOSICION«- Sea E(9?) un espacio sucesionalmen- 
te-(DF) y sea Tn la topologia natural de su bidual, 
entonces:

(i) E 1'(^n ) es completo y tiene una sucesión fun
damental de acotados.

(ii) La completación de E(T) es la adherencia de 
E en E» *(Tn).

Denostración: Por el teorema de la completación de Pfcák- 
Grothendieck,para demostrar que E ,,(G?n) es completo,basta
rá con que demostremos que si f es una forma lineal críE^E**) 
continua sobre los T-equicontinuos de E 1,entonces f es un 
elemento de E* 1 .Ahora,como E*(j3(E',E)) es un espacio de 
Fréchet (por tanto,bornológico),será suficiente con que 
denoistremos que f es localmente acotada en'E* ( ̂  (E* ,E)) .
Si no ocurriera esto,existiria un B (5 (E* ,E)-acotado tal
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que f(B) no es acotado,con lo cual,existiria una sucesión

Luego f no acotada en A*Absurdo.

Sabemos que E ' ' ( p (E*' jE1)) tiene una sucesión funda
mental de acotados (formada por los polares en E "  de una 
sucesión fundamental de p ( E 1,E)-entornos de cero).Por 
otra parte Tn es menos fina que (3 (E*' ,E¡) .Luego para demos
trar que E'1(^n ) tiene una sucesión fundamental de acota
dos,bastará con que demostremos que todo Tn-acotado es un 

(E11 ,E')-acotado.Sea B un Tn-acotado,si B no fuera un 
(E* 1 ,E* )-acotado, existiria un A ctE',A 3̂ (E1 ,E)-acotado, 

tal que,B no estaria uniformemente acotado en A,por tanto, 
existirian:

|f(xn)| >  n^ para todo neN.

Ahora, como la sucesión f x ^ 00 es
que,la sucesión j3(E* ,E)-conver ge a cero en E*,con
lo cual,al ser E(T) un espacio sucesionalmente-(DE),

es un T-equicontinuo.Ahora:

f( -i-xn) >  n para todo neN.

I^bn*8^ !  ^  pscra todo neN.

Como antes,la sucesión es 1111 T-equicontinuo
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| ̂  n para todo neN.

Absurdo,ya que B es Tn-acotado y,por tanto,B está unifor
memente acotado sobre los T-equicontinuos.

(ii) es una consecuencia inmediata de (i) al ser T igual 
a la restricción de Tn a E.

(11,4.2) TEOREMA.- Si E(T) es un espacio casi-(DP),enton- 
ces E " ( T n) es también casi-(DF).

Demostración:Por el teorema naterior sabemos que E ^ C P  )
tiene una sucesión fundamental de acotados.Vamos ademostrar
entonqes que E*1(Tn) es un espacio C-casi-tonelado.Sea
ÍW V* una sucesión casi-bornívora de entornos de cero en i n>«:i
E*1(Tn) absolutamente convexos y cerrados.Como la restric
ción de T a E coincide con T,si ü = VT E,para cada neN, n 1 n n 1 r 7

f  7 ^tendremos que lU^.^es una sucesión casi-bornívora de en
tornos de cero en E(T) absolutamente convexos y cerrados. 
Por tanto,al ser E(T) un espacio casi-(DP),

° - H u n - (fivfi13’
será un T-entorno de cero en E.Ahora,

u00 = ( Y > n ) n E

con lo cual:

W -f>n
es un T -entorno de cero en E*1. n

C.Q.D'
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5.- RELACION CON LOS D ,̂-ESPACIOS

NOUREDDINE en ¡4i] y (ver también [tfá] ) introduce
la siguiente clase de espacios:

(1).- Se dice que un espacio localmente convexo E(T) es
1111 D^-espacio si es un b-espacio ( o un b-tonelado ) 
que tiene una sucesión fundamental de acotados.

Esta clase de espacios es también definida por RÜESS 
en féí] , aunque RUESS para definir estos espacios usa los 
límites inductivos generalizados de GARLING [6] (ver tam
bién ROELCKE \̂ 6¡) .Como evidentemente esta clase es más am
plia que la de los espacios (DE),RUESS en les llama 
Ofi?)-generalizados.RUESS estudia esta clase de espacios 
para resolver algunos problemas relativos a las topologias 
estrictas en espacios de funciones;ya que,los espacios con 
topologias estrictas son siempre (DE)-generalizados y en 
general,no son espacios (DE).

(II,5.1) NOTA.- La original topologia estricta en C^(X), 
con X localmente compacto,fué introducida por BUCK en [4] 
y [«O ;posteriormente fué extendida por SENTIDLES [34] y 
EREMLIN, GARLING y HAYDON [5J al caso en que X es un espa
cio completamente regular.RUBEL y SHIELDS en p£] ,conside
ran la topologia estricta en el espacio H°°(D) de las fun
ciones holomorfas y acotadas en una región D del plano.Ac
tualmente existe Tina extensa literatura sobre la topologia 
estricta en los espacios de funciones.

Evidentemente,teniendo en cuenta (1,2.4-),se tiene:
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(2).-'1 Todo D^-espacio es un espacio casi-(DF) 11 •

(11,5*2) NOTA,- (2) también se puede obtener como'una- con
secuencia de la proposición 2#2 de 2],teniendo en cuenta 
la caracterización por semi-normas dada en (1,1*4-) de los 
espacios C-casi-tonelados.

En este apartado vamos a separar los Db-espacios y 
los espacios casi-(DP),con lo cual,también separaremos los 
espacios b-tonelados de los C-casi-tonelados.Para ello te
nemos que ver primero algunos resultados previos.

(11,5*3) LEMA,- Sea (E, II |/) un espacio normado con bola
unidad U,y sea ÍV_\°°iuna sucesión casi-bornívora«■ n
de entornos de cero en E absolutamente convexos 
y cerrad os. Existe una sucesión {v/n^ 4de entornos 
de cero básicos (i.e,de la forma Jü ) tal que,

V/ CV^ para cada n e N, n n r *
y {Wn\^-es casi-bornívora en (E,11 II).

Demostración: Para cada kéN,sea = kü;evidentemente ¡
ÍB̂ Jr es una sucesión fundamental de acotados en E.Tendre- 
mos entonces,al {^^]n ( casi-bornívora,que dado un keN,exis
te un n^^ N,tal que,

2 Bk czVn para todo

Podemos suponer que n^^ng^-.......Por otra parte,para ca
da ncN,existe un f5rv>0,tal que,

? U ^ V  . jtx n

Por tanto:
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Wn = \ + 

para todo n>, y para todo k e N.

Formamos entonces la sucesión de la siguiente
forma:

Wn = f*iü» para h-1»2»....«“i"1

- VL = , para todo k e N
nk nk

Wn = .Wn * para V n < \ r

Por su construcción es evidente que,

VL cu V para cada neN, n n ^ 1

y además,{wl*0 es casi-bornívora en E,pues para cada keN,v n 'n:44
B^czW^ para cada n^n^.

C.Q.D*

(II,5*4) NOTA,- De forma análoga a como lo hemos hecho en 
el lema anterior, se puede operar en el caso en que E = © E  ,
siendo En un espacio normado.Con lo cual,en este caso,

í idada una sucesión casi-bornívora < V A  de entornos de ce-i nin._±
ro en E absolutamente convexos y cerrados,existirá una su
cesión í W t ^ d e  la forma: i n }*»=i

Mn - 0 f ° p
PeK

W. r isiendo U la bola unidad de E_,y f >0;tal que, J W ) esP P £ •• h — ̂
casi-bornívora en E y WQ C V n para cada ncN.Luego en el
caso en que E = G ^ En *con En normado,bastará con que t ra

near
bajemos con sucesiones casi-bornívoras de entornos básicos.
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(11,5.5) TEOREMA,- Sean (En »ll .11̂) espacios normados con bo
la unidad Un »y sea E(T) = Q ^ E n *Para cada n e N

l'léN’
sea En un subespacio no nulo de En «Si H es un sub
espacio de E tal que, ® F  cH.Entonces H(T) es

netr

un espacio casi-(DE)* .

Demostración: Sea ÍV l°° una sucesión casi-bornívora en 
H(T) de entornos de cero absolutamente convexos y cerrados;r\
y sea

'•flv
Teniendo en cuenta la nota (11,5*4-),podemos suponer

que
Vn = Wn ^ H *

siendo:

Wn = ^ ^ ^ U p ,para cada neN.
P*N

Tenemos que demostrar que V es un T-entomo de cero 
en H;ahora,como E(T) es un espacio casi-(DE),bastará con 
que demostremos que la sucesión ^es casi-bornívora
en E(T).En efecto:sea B un acotado de E(T),entonces por 
( § 18,5* (4-) , [j5j), existirá un pQ eN,tal que,

Po
B<=G = ® E  ,

y además,B es acotado en G(T),con lo cual,como G(T) es un
espacio normado con bola unidad

Po
o = 0 V?=i

existirá un ^>0,tal que,

B C  Xü.
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Ahora,como ^ U O H  es un acotado de H(T),existirá un nQ é. N,
tal que,

^ Ü O H c V ^  para todo n ^ n Q

Supongamos que existiera un n ^  nQ tal que,

entonces:
•o

a u  4 . \'in n  g = ©  ̂ ü p ,
i ?-.i t

«irl jcon lo cual,existirá un p p  1 s< Pi^ P0 ,tal que f < A .

Para cada p, l $ p * p 0,sea yp e pp tal que ||yp ||p -1,
y consideremos el elemento

x = ( A y 1 , A y 2 , » A y p »o, ,o,....  )eP.

Entonces:

x t A ü H (  © F n)^AüflH<^Vn

para todo n^ nQ,con lo cual:

H,

por tanto:

pi ’pt pi
de aqui que,

V  •Absurdo.

Luego:

B e  1 U c W n para todo nQ,

con lo cual ÍV/ \ es casi-bornívora en E(T)<■ n̂ urd.
0 #Q*D,
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(II,5.6) EJEC4PL0 (Un espacio casi— (DF) que no es D^-espacio)
GROTHENDIECK en [8 ] pag 98 (ver también £ 31»5* de[4á]),

da un ejemplo de un subespacio H de E = >con En =
netf

para cada né.N,tal que,si T es topología en E de la suma 
directa y I' es ls^fcopología de la suma directa

© (Enn  h ),
Hetf

entonces en H T* es estrictamente más fina que T.H(T) no 
es un D^-espacio.En efecto:como.T1 es estrictamente más 
fina que T en H, existirá un UcH,tal que U es un T 1 -entor
no de cero en H absolutamente convexo y, sin embargo,U no

4
es un T-entorno de cero en H.Sea B un subconjunto absolu
tamente convexo y acotado de H(í),entonces como B es un 
acotado de E(T), aplicando ( f ÍS^-'OO, [15] ), existirá un 
P0 € N,tal que,

%
B e (  0 E  )flH = G,

P=i
y además B es acotado en G(T) .Ahora, como en G coiticiden 
las topologias T y T 1 (con la topología de la norma),ten
dremos que U H B  es un T-entomo de cero en B.Con 1 cocual 
queda demostrado que H(T) no es un D^-espacio.

Veamos por último que el espacio H(T) es un casi-(DF); 
para ello,teniendo en cuenta el teorema (11,5*5),bastará 
con que demostremos que existen Fn subespacios no nulos 
de En (para cada neN),tales que,

0 í > n CH. 
n c U

El espacio H lo construye Grotbendieck de la siguiente
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forma:

Para cada neN,sea Gn= 6***.Construye un espacio escalo
nado

G c TT Gni
Ly toma H = F , siendo

F = íx=(xn) £ G: ¿ 1  x£ = 0, VkeN, x11 = (x£) X .
«eH J

Luego,si para cada neN,tomamos:

Tn " eo = [x “ £ ̂  ‘ 2 1 = °} ’netr
tendremos:

F = ( T ~ f  T J H G ,
Í1€K

con lo cual:

H = FX = ) ( T f V ' L ^ . ®  Tn*

Ahora,si llamamos
I _ooF = T c: e = E , n n n 7

tenemos lo que buscábamos,ya que,

e = (1 ,1 , =  ( 6q) •

C.Q.D.

Evidentemente,el espacio H(T) del ejemplo anterior 
no es un espacio de Mackey.Vamos a demostrar que para es
pacios de Mackey la clase de los espacios casi-(DF) coin
cide con la de los D^-espacios.

- 68 -



(11,5*7) TEOREMA.- Si E(T) es un espacio de Mackey,enton
ces:
E(T) es un Dfe- espacio si y solo si es un casi-(DE).

Demostración¡Teniendo en cuenta (2),será suficiente probar 
que si E(T) es un espacio de Mackey casi-(DE),entonces E(T) 
es un D^-espacio.Al ser E(T) de Mackéy bastará con que ten
ga dual fuerte completo (i.e,qiie sea un b ‘-espacio,ver 
(2*1.2) de 0¿V] ) .Abora bien,como E*( ^(Ef,E)) es un espacio 
de Eréchet,el teorema queda demostrado.

C.Q.D.
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6.--LA PROPIEDAD (B) DE PIETSCH EN LOS ESPACIOS CASI-(DF)

Sea E(T) un espacio localmente convexo,e I un con
junto de índices;siguiendo el libro de PIETSCH \$*\] desig
naremos por 6j(E) ( resp, £j{e} ) el espacio de las
familias sumables ( resp, absolutamente sumables ) del es
pacio E(T),con índices en I.Estos dos espacios los supon
dremos dotados de la 'TY -topologia,i•e,la topologia local
mente convexa sobre *[e} cuyo sistema de semi-normas 
viene dado por:

. 'n'u ( PyCx.) , (x.)i£ie ej,

cuando U varia en la familia de los entornos de cero en 
E(T) absolutamente convexos y cerrados.P^ es el funcional 
de Minkowski de U.

(11,6.1) DEFINICION (Pietsch)
Se dice que un espacio localmente convexo E(T) 
tiene la propiedad (B) si para cada acotado B de 
6 ^ {e] existe un A absolutamente convexo,cerra
do y acotado de E(T) tal que,

sup { X I  PA (xn ) * 

es finito.

PIETSCH en (1,5*8) de &4] demuestra que todo espacio 
dual métrico (y todo espacio métrico ) tienen la propiedad 
(B).Usando la misma técnica que PIETSCH,vamos a demostrar 
que los espacios casi-(DF) también tienen esta propiedad.
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(11*6.2) TEOREMA.- Todo espacio casi-(DF) tiene la propie
dad (B)

Demostración: Sea E(T) un espacio casi-(DF) y I b } una 
sucesión fundamental de acotados en él*formada por subcon- 
¿juntos absolutamente convexos y. cerrados.Si E(T) no veri
ficara la propiedad (B)*entonces existiría un B acotado 
en {e} tal que,para cada n¿N:

rn = SUP f PB (xm> s (xm ) e B ] = +°° *1 me ¡si n J

Luego para cada n e. N* existirá una sucesión i(x*J)t con-L m Jyiv-1
tenida en B,y un I_c:N finito*tales que,n •

Z - p Bm *  Ia n

Por tanto,para cada m € I y n e N,existe un tal que,

2 1  ! « • * : >  I >  s2” -•««I*
Tomemos

A « l a 11: rael y,n l m n J ’

entonces como In es finito,An es un T-equicontinuo.Sea

A = U v
Evidentemente,A es un p ( E 1,E)-acotado,pues es una
base de (E* ,E)-entornos de cero en E* y

, para cada m e l  y neN. m n 7 * n

Aplicando entonces la proposición (11,3*1) tendremos que
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es un T-equicontinuo,con lo cual,existirá un U entorno de 
cero en E(T),tal que KcU°.Ahora,como B es un -acotado 
de {e| ,existirá un ^>0 tal que,

P0 f para cada ( ^ ) s B ,
KcK

Entonces,para cada keN:

lo cual es absurdo*
C.Q*D.

Vamos a estudiar ahora la nuclearidad de los espacios 
casi-(DF).

GROTHENDIECK en [̂  ] da el siguiente resultado:

(l).-n Un espacio (DE) es nuclear si y solo si su dual 
fuerte es nuclear

Este resultado es extendido a los espacios dual métrico 
por PIETSCH (ver (4-.3*3) de [̂ 4] ) .Vamos ajdemostrar que (1) 
es también cierto para los espacios casi-(DF):

(11,6*3) TEOREMA.- Un espacio casi-(DF) es nuclear si y 
sólo si su dual fuerte es nuclear*

Demostración: Que la condición es necesaria es una consecuencia



inmediata de.(4.3.1) de \f4] y del teorema (11,6.2) .Veamos 
que la condición es suficiente:sea E(T) un espacio casi- 
(Dí*),tal que, E f(^(E*,E)) es nuclear;teniendo en cuenta 
( (4.3.2) , [í?4] ) ,para demostrar que E(T) es nuclear,basta
rá con que demostremos que es casi-tonelado.Sea B un sub- 
conjunto de E* (E*,E)-acotado,como E'( ^>(E*,E)) es nu
clear, aplicando (4.4.7) de \j?4] será un (3(E* ,E)-precom
pacto; ahora,como E'(|3(E',E)) es metrizable,aplicando el 
teorema de Banach-Dieudonné ( § 21,10. (3) , [d5] ),existirá

f 700 /nuna sucesión CE*, (E*',E)-nula, tal que,

B e  f ~ {fn: n Nj ?CE'»E>

Ahora,como E(T) es casi-(í)F),B será un T-equicontinuo.Con 
lo cual E(T) será casi-tonelado.

C • Q.D

El teorema anterior se puede obtener como corolario 
del teorema 2.14 de [̂ *7] ,pues RUESS demuestra allí que to
do espacio sucesionalmente-(DF) cumple (l).La demostración 
dada por RUESS no se basa en la propiedad (B),por esta ra
zón hemos considerado de Ínteres demostrar el teorema.

Vamos a.dar por ultimo,como consecuencia del teore
ma (II,6 .2),una generalización del teorema de DVORESTKI- 
ROGER.

Recordemos la siguiente definición ( (1.5*1)»1^4] ): 
Una familia (x^)^ j en E(T) es totalmente sumable si exis
te un B absolutamente convexo,cerrado y acotado de E(T) 
tal que,
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2 L PB <*i> •# —r *tel
Como en cada espacio que cumpla la propiedad (B),to- 

da familia absolutamente sumable es totalmente sumable 
( (1 .5*1) 9 [¡¿4] ) »podemos enunciar el siguiente lema:

(11.6.4) LEMA,- En un espacio casi-(DF) toda familia abso
lutamente sumable es totalmente sumable.

(11.6.5) TEOREMA.-Sea E(T) un espacio casi-(DF) en el cual 
existe un acotado bornívoro B.Si en E(T) toda su
cesión sumable es absolutamente sumable,entonces 
E es de dimensión finita.

Demostración: Podemos suponer que B es absolutamente con
vexo y cerrado.Como la topologia del espacio normado Eg 
es más fina que T,toda sucesión sumable en Eg es sumable 
en E(T) .Además, aplicando el lema anterior,tenemos que to
da sucesión absolutamente sumable en E(T) es absolutamen-

en Eg toda sucesión sumable es 
absolutamente sumable;con lo cual,aplicando el clásico teo
rema de Dvorestki-Roger ( ver (5*4.1) de ó pag 206 de 
pSj )tendremos que E = Eg es de dimensión finita.

C.Q.D

te sumable en Eg.Por tanto,
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7.- APLICACIONES (DEBIL) COMPACTAS ENTRE LOS ESPACIOS
CASI-(DF) Y LOS ESPACIOS LE FRECHET

En primer lugar vamos a demostrar que todo espacio 
casi-(DF) es quasi-normable.Recordemos que un espacio lo
calmente convexo E(T) es quasi-normable si dado un T-equi- 
continuo A existe un U entorno de cero en E(T) tal queden 
A coinciden las topologias ^3(E',E) y siendo la to- 
pologia de la convergencia uniforme en U.Para la definición 
y propiedades de estos espacios ver GROTHENDIECK E^l •

La técnica que vamos a usar es la misma que utili
za KATS en para demostrar que todo espacio (DF) es
quasi-normable.

(11,7.1) TEOREMA.- Todo espacio casi-(DF) es quasi-normable.

Demostración: Sea E(T) un espacio casi-(DF),y sea A un T-
equicontinuo absolutamente convexo.Como E*((3(E',E)) es

# r i00metrizable.existirá una sucesión \ U S  de subconjuntos ab-
solutamente convexos de E',con:

Ul ^ U2 ° ........^ Un

que forman una base de 3̂ (E',E)-entornos de cero en E*. 
Para cada n e N,tomemos:

Dn = n A O U n y D = U Dn -
nci*

D será un T-equicontinuo,ya queseada Dn lo es y por su cons
trucción la sucesión es p(E* -nula.Por tanto,

existirá un U entorno de cero en E(T),tal que, DczU0.



Evidentemente,la topologia Ty es más fina que la 
^ (E* ,E) .Veamos que se da la otra desigualdad entre estas 
topologias: sea x e. A y V un Ty-entorno de x en A, entonces 
existirá un £ > 0  tal que,

( i  + t u°)ru <=. v.
Sea n e N tal que -~r-< E .Tenemos entonces:

0 no

£ U o 3  1 » S | D D Í  (2n0A n  Ü2n ) = 2A D ^  ü2n .
O O 0 0 0

Y como A es absolutamente convexo:

VZ3 A n (  x +  g ü ° ) 3  Afl( x + (  2Af)^- U - j )) O
o o

^ A n ( * 4 v ) .o o

Por tanto,V es un (Ef ,E)-entorno de x en A.Con lo cual
3̂ (E',E) y Ty coinciden en A.

C.Q.D.
RUESS en[^í]da otra demostración de este teorema.

Sean E y F espacios localmente convexos.Una aplica
ción lineal y continua f :E---  ^ F se dice que es (débil
mente) compacta si transforma algún entorno de cero de E 
en un (débilmente) relativamente compacto de F.¿Baáo que 
condiciones la compacidad (débil) de f se sigue del hecho 
de que f transforme los acotados de E en subconjuntos (dé
bilmente) retivamente compactos de F?.GROTHENDIECK en [8j 
pag 114,demuestra que esto es cierto en el caso en que E 
es un espacio quasi-normable y F es un espacio de Banach.
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Una generalización de este resultado es dada por VAN DULST 
en [433 donde demuestra el siguiente resultado:

(a),-" Sea f:E------ >F una aplicación lineal y continua
que transforma los (débil) acotados de E en (débil) 
relativamente compactos de F.Entonces f es una apli
cación (débil) compacta,si F es un espacio de Fré- 
chet y E satisface las siguientes condiciones:
(i) E es quasi-normable
(ii) Para cada sucesión fü .¿de entornos de cero

en E(T) absolutamente convexos y cerrados,exis
te una sucesión de,escalares positivos
tal que,

D t ’.

es un entorno de cero en E(T) 11 •

Como todo espacio casi-(DF) es quasi-normable (teore
ma (11,7 *1) ) y cumple la condición (ii) de (a) ( proposi
ción (11,3*2) ),podemos enunciar el siguiente teorema:

(11,7*2) TEOREMA,- Sea f:E— — >F una aplicación lineal
y continua que transforma los subconjuntos (débil) 
acotados de E en (débil) relativamente compactos 
de F*Si E es un espacio casi-(DF) y F es un espa
cio de Fréchet,f es (débil) compacta.

Sean E y F dos espacios localmente convexos,y L(E,F) 
el espacio de las aplicaciones lineales y-continuas de E 
en F .GROTHENDIECK en[4j da la siguiente definición (ver 
también KOTHE [46] ,pag 160):
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(11,7*3) DEFINICION.- Un subconjunto H de L(E,F) se dice 
que es un equi-acotado si existe un U entorno de 
cero en E,tal que,

f €. H . 
es un acotado de F.

Evidentemente,todo subconjunto equi-acotado de L(E,F)

¿o ciertas condiciones se da el reciproco.

(11,7.4) TEOREMA»- Si E es un espacio casi-(DF) y F es me- 
trizablD,entonces cada equicontinuo de L(E,F) es 
un equi-acotado.

Demostración: Sea H un subconjunto equicontinuo de L(E,F), 
y sea { una sucesión fundamental de entornos de cero 
en F.Entonees,para cada n^N,

es un equicontinuo ( [33],pag 87 ).Vamos

f € H

es un entrono de cero en E;por tanto,aplicando la proposi- 
ción(II,3»2),existirá una sucesión 
sitivos,tal que,

es un entorno de cero en E.Tenemos entonces que

H(U) - u  f(u) = u f (
f £ H  Í £ H
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es un acotado de F.En efectoidado un Vn ,si x e H(U),existi
rá £ c H,tal que,

x ' fo( n a»iV*
nehT

con lo cual:

X€a&fo<Un>c:V rn,

luego
h (ü ) <r anvn.

C*Q.D.

Como una consecuencia inmediata de este teorema te-
k

nemos el siguiente corolario:

(11,7*5) COROLARIO.- Toda'aplicación £ lineal y continua 
de un espacio casi-(DF) E en un espacio metriza- 
ble F es acotada (i.e,existe un entorno de cero 
en E cuya imagen por f es un acotado de F).

Como consecuencia de este corolario,tenemos el siguien
te resultado relativo a las aplicaciones (débilmente) com
pactas:

(11,7*6) COROLARIO.- Toda aplicación lineal y continua de 
de un espacio casi-(DF) en un espacio metrizable 
de Montel (reflexivo) es compacta (débil compac
ta) •

NOTA.- El teorema (II,7*4) es dado para espacios (DF) en 
§ 40,2.(9) de & Q .
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CAPITULO III 

ESPACIOS FUERTEMENTE SEMI-REFLEXIVOS

1,- DEFINICION Y CARACTERIZACIONES

Sea E(T) un espacio localmenté convexo.Denotaremos
v *por E el subespacio de E'* de todas las formas lineales

en E* que están acotadas en los subcon¿juntos T-equiconti-
vnuos de E*.Si A es un subconjunto de E,la clausura de A

V  v V yen E( cr(E,E')) la denotaremos por A o (A) ,y la unión de
V ,  , V  vlas clausuras en E C o - ^ E 1)) de todos los cr(E,E' )-acota- 

dos contenidos en A la denotaremos por A*1.Es fácil compro
bar que E*• (según la notación anterior) coincide con el 
bidual de E.

(III. 1.1)DEFINICION.- Sea {x^: c(€D, una red en E(T).
Diremos que {x^: eUD, es una red últimamente
acotada en E(T) ( o T-ultimamente acotada ) si 
dado U T-entorno de cero en E,existen un 3-> 0, 
y un ®í0feD,tales que,

^ U para todo °< >°<0

El concepto de red últimamente acotada fué introdu
cido por DE VITO en [[3] para definir los ab-espacios ( ver
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(11,1.8) ).

(111.1.2) D E F I N I C I O N Sea A un subconjunto de E,definimos 
su clausura últimamente acotada como:

Aa = ̂ limites en E'*( o“(E**,Ef)) de las redes 
- Ultimamente acotadas contenidas en A^

(111.1.3) DEMA»- Dado un espacio localmente convexo E(T) 
se tiene que,

É » |l IN( T T 0̂  ^): U es un T-entorno de 0 en

Demostración: Sea f ¿E y U un T-entorno de cero en E abso
lutamente convexo,entonces como U° es un T-equicontinuo, 
f(U°) será un acotado;luego existe un n e N tal que,

t enU00 = ¿ f  ir(E,*i^,))

por tanto,
í e.LIN(T'<r̂ E '*’E,b *

Inversamente,sea

f €. ^ 1 ̂ LIN(”tr°"^ *® ‘̂ ): U es un T-entorno de 0 en e],

y sea ACE* un T-equicontinuo. Entone es U = A° es un T-en- 
torno de cero,por tanto,existe un n e  N,tal que,

f e nÜ-<r(E'*>E,) - nA000 - A°,

con lo cual:
sup [<i,x>l ¿ n
xeA

Vpor tanto, féE.
C.Q.D.
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(111,1.4-) PROPOSICION.- Para todo espacio localmente con
vexo E(T) se cumple que

E,f C E aC E .

Demostración: Por (§23,2*(3)* [45]) sabemos que,

E f 1 =  ̂ : A es un acotado de E(T) ̂  ,

luego si x e E 11,existe un A acotado de E(T),tal que, 

x e X <r(E'*,E') ^

por tanto,existe una red j^x^ : oĉ D, acotada en E(T),
tal que,

- , <r(B'*,E').[X* : ¿«D, >/)--------------> x,
y como toda red acotada es últimamente acotada,tendremos 
que x c E a.Con lo cual E ^ C L E 8.

Sea x g E a, existirá una red ^x^ : o<eD,^ J últimamen
te acotada en E(T) que cr ( E ^ E *  )-converge a x.

Sea ü un entorno de cero en E(T),teniendo en cuenta
yel lema (111,1.3) * para demostrar que xeE,bastará con que 

demostremos que

x e LIN ( TT0" ^ ' * »E '

Ahora,como* la red es últimamente acotada,existirá un /l>0, 
y un °fe€D,tales que,

x ^ e l ü c ^ T ^   ̂ para todo ,

con lo cual:

x e L i N ( T r " (E’* ’E ’>).
C.Q.D.
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(ÍII,1.5) NOTA.- Evidentemente para espacios normados se 
tiene:

E "  « Ea = E,
\J

pues si xeE,se tiene que x(U ) es acotado,con lo cual, 
x es continua en E'(^ (E1 ,E)),i.e,x E'*.

o vOtro tipo de espacios para los cuales E* * = E = E, 
son los espacios metrizables tales que E'' (y£¿(E'*,E*)) es 
submetrizable;ya que,para este tipo de espacio VALDIVIA

r n Vdemuestra en [^íjque E* • « E. .

Veremos más adelante que los contenidos de la propo
sición anterior son estrictos.

(111,1.6) TEOREMA.- Si E(T) es un espacio localmente con
vexo metrizable se tiene que

E' ' = Ea.

Demostración: Sea {U 1 una base de entornos de cero enl nV.i
E(T) (con Un D  para todo ne N),y sea x un elemento
de Ea; entonces existe una red { x^ : ¿éD^/j últimamente 
acotada en E(T) que or (E1*,E*)-converge a x.Como la red 
es-Ultimamente acotada,dado un neN,exitiré un ^1^0,y un 
o^éD, tales que,

x^ e T I L  para todo oc rv n

Sea DQ = |<XeD • o< >yo(̂ Vn e, N}U{^rv: n e n}; evidente
mente Dq es cofinal en D,con lo cual  ̂x^: °<é D0 , ^  ̂  es una 
subred de £ x^ : «uD, ^ } .Además esta subred es acotada en 
E(T),ya que,dado un Un se tiene que,
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para todo <*>,0^

y .x^ e *A^ün para todo n V n Q ,

pues evidentemente podemos tomar     #
Por tanto*como

 ----------- :— — o'Ce '^jE* )
x e  |x« : <*eDQ, >  } ,

tenemos que x c E ' 1 (ver ( § 23*2. (3) * [45] ) «Luego Ea C.Ef*, 
y como siempre E* * d  Ea, tenemos Ea=* E* * •

C*Q*D*

Como consecuencia de este teorema,vamos a.ver que in-
* a ^cluso para espacios de Frechet,E es distinto de E:

(111,1*7) EJEMPLO.- En § 31*7» de [45] se da un ejemplo de 
un espacio de Fréchet E(T) que no es distinguido,con lo 
cual E'(p(E*,E)) no es bornológico (§ 29*4* (3) , \JS] ); lue
go existirá una f£E** acotada en los p (E* ,E).-acotados, 
con lo cual pertenecerá a E,tal que f^ E**.Ahora,como E *1 * 
E a,tendremos que f eí y f <^Ea*

(111,1*8) D E F I N I C I O N Diremos que un espacio localmente 
convexo E(T) es fuertemente semi-reflexivo si 
E « E a*Es decir,si los puntos <r (E1* ^ 1)-adheren- 
tes a las redes últimamente acotadas de E(T) son 
puntos de E.

Como consecuencia de la proposición (III¿1*4-) tendre
mos que todo espacio fuertemente semi-reflexivo es semi- 
ref1exivo.Veremos con un contraejemplo que el recíproco 
no es cierto en general*

- 84 -



Como consecuencia inmediata del teorema (111,1,6) 
podemos enunciar la siguiente proposición:

(111.1.9) PROPOSICION.- En un espacio localmente convexo 
metrizable E(T) son equivalentes:
(i) E(T) semi-reflexivo
(ii) E(T) fuertemente semi-reflexivo

Vamos a dar ahora un teorema de caracterización de 
los espacios fuertemente semi-reflexivos.

(111.1.10) TEOREMA.- Sea E(T) un espacio localmente conve
xo. Son equivalentes:
(i) E(T) es fuertemente semi-reflexivo
(ii) Cada red últimamente acotada de E(T) que 

sea débil Cauchy es débil convergente.

Demostración: (i) implica (ii):sea ^x^ : <*eD, una red 
Ultimamente acotada en E(T) y <y(E,E*)-Cauchy.Como E'"* es 
la débil completación de E,existirá un x e E ' *  tal que,

CT(E**,E*)
Jx^ : <*eD, >/V--------------> x.

Luego x£ E a = E,de aquí que,

r , <j(E,Ef)
jx^ : <XéD, >„ j------------ > x.

(ii) implica (i): sea x e E a, existe una red { x^ : xeD, 
Ultimamente acotada en E(T) que O" (E,ÍC,E*)-converge a x; 
luego £ x^ : <*£ D, > es cr(E>E')-Cauchy y,por tanto,esta 
red será CTÍEjE* )-convergente,con lo . cual xeE.

. C.Q.D.

(111.1.11) LEMA.- En un espacio localmente convexo E(T)
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toda red de Cauchy es últimamente acotada.

Demostración: Sea ^x^ : «XéD, >/] una red de Cauchy en E(T), 
y sea U un T-entorno de cero en E.Tomemos W un T-entorno 
de cero en E absolutamente convexo tal que,

W + W C U .

Dado W existe un ^ D  tal que,

x £ x . W para todo ex >/Qf moc O

Ahora,dado x v existe un ^ > 1  tal que,o

X ^  € 'X W.

Por tanto,
i

xQ.e^LW+Wcz:'X (W-** W) cz ̂ lü para todo ” 0 9

C.Q.D.

(111.1.12) TEOREMA.- Todo espacio fuertemente semi-refle
xivo es completo.

Demostración: Sea E(T) un espacio fuertemente semi-refle
xivo y ^x^ : <j(éD, >/]una red de Cauchy en él.Por el lema 
anterior tenemos que la red { x^ : xe D, >/ } es últimamente 
acotada en E(T),con lo cual,aplicando el teorema (111,1. 
10), £ x^ :o(éD,>/} es débil convergente en E.Ahora,aplican
do el lema de Bourbaki-Robertson (£ 18,4. (4) , \i5] ),tendre
mos que |x^ : °<éD, >/ [̂ es convergente en E(T).Con lo cual 
E(T) será completo.

C.Q.D.

(111.1.13) EJEMPLO.- KOMURA en £f4] da un ejemplo de un
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espacio E(T) de Montel no completo,entonces teniendo en 
cuenta el teorema anterior,tendremos que E(T) es un Montel, 
por tanto,un espacio reflexivo que no es fuertemente semi- 
reflexivo. Evidentemente, para este espacio se tiene que,

E'' ¿ E a.
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2.- PROPIEDADES HEREDITARIAS

(111.2.1) PROPOSICION«- Cada subespacio cerrado de un es
pacio fuertemente semi-reflexivo es fuertemente 
semi-reflexivo.

Demostración: Sea E(T) un espacio fuertemente semi-refle
xivo y H un subespacio cerrado de E(T).Sea -^x^ : °ceD, >, J 
una red últimamente acotada en H(T) y cr(H,H')-Cauchy. 
Evidentemente, j x^ : *<eD, >, } es últimamente acotada en 
E(T);y como <r(E,Ef) coincide en B con la o'(H,H'),la red 
también será cKE,E* )-Cauchy.Luego existe un xe E tal que 
 ̂x^ : 4 £ D, >,\ cr (E,E') -conver ge a x. Ahora, como H es un 
<r(E,E*)-cerrado,tendremos que,

. <r(H,H')
|x^ :<*eD, >, f---------- => x,

con lo cual H(T) será fuertemente semi-reflexivo.
C.Q.D.

(111.2.2) PROPOSICION.- El producto de una familia cual
quiera de espacios fuertemente semi-reflexivos 
es un espacio fuertemente semi-reflexivo.

Demostración: Sean E^(T^) espacios fuertemente semi-refle* 
xivos y sea

E(T) -'p-f Ei(Ti). 
iel

Sea fx^ : *£D,>/} una red últimamente acotada en E(T) 
y c ^ E *  )-Cauchy.Tenemos que demostrar que {x^ :«/éD, f 

es <r(E,Ef)-convergente.
Cada red t ) : ¿e D, V j es últimamente acotada en
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E^(T^).En efecto:si es un entorno de cero en E^(T^),en
tonces:

U = H V .  ,con Vi = U± y V .  = E¿ á eI,óA, 
¡él

es un entorno de cero en E(T).Por tanto,existirá un 0 
y un °¿0€D,tales que,

x^ g Ti U para todo y/ .

con lo cual:

p¿(x*)€ Ti, para todo o**,«o.

Además,como cada jp^ 
chy,tendremos que,

piCx^): *cD, ------------- >  x± € B±

para cada i e I.Entonces como ECcrÍEjE1)) <y (E^,E|))
tel

( § 22,5.(3), [45] ),se tendrá que,

. cr(E,E') 
x^ : oceD, ^  y----------- ^  x=(xi)cE*

C.Q.D.

Como todo límite proyectivo es un subespacio cerrado 
del producto de los espacios que lo definen ( 519*10.(3)* 
liS] ),es consecuencia inmediata de las dos ultimas pro
posiciones, el siguiente corolario:

(111,2.3) COROLARIO.- Todo límite proyectivo de espacios 
fuertemente semi-reflexivos es un espacio fuer
temente semi-reflexivo.

En general la propiedad de ser fuertemente semi-

(x,): °¿eD, >s j es cr (EifE¿)-Cau-
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reflexivo no se conseva por paso al cociente como veremos 
en el siguiente ejemplo:

(111,2.4-) EJEMPLO.- KOTHE en f 31*5* de [45] da un ejemplo 
de un espacio de Eréchet E(T) reflexivo que tiene un co- 
ciete E/H que no es reflexivo.Cpmo en los espacios metri- 
zables fuertemente semi-reflexivo y semi-reflexivo coinci
den, tendremos que E(T) es un espacio fuertemente semi-re
flexivo y,sin embargo,E/H no es ni siquiera semi-reflexi
vo..

Veamos por último que ocurre con la suma directa.Pa
ra ello necesitamos el siguiente lema:

(111,2.5) LEMA.- Si -[x̂  : «(eD, >/-| es una red últimamente
acotada eb E( p (E,E*)) y cr(E**,E*)-converge a
x € E* * .Entonces es localmente acotada eh o o
E'(yi(E',E)).

Demostración: Si A es un yU(E* ,E)-acotado,A° es un entor
no de cero en E( (E,E*) ) .Luego existe un 3 > 0,y un c/6é D, 
tales que,

x^ £ X A° para todo >,o<0 .

De aquí que,
j^x^ ,f >| ̂  7. para toda fe A y w'

con lo cual:

|^x0,f^j^^l para toda f € A.

Luego x q (A) es acotado.
C.Q.D.
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(111,2.6) TEOREMA.- Sea E(T) = un espacio de
Le I

Mackey.Si los espacios E^(T^) son fuertemente 
semi-reflexivos y el cardinal de I es no medi- 
ble,entonces E(T) es fuertemente semi-reflexivo.

Demostración: Supongamos que É(T) no es fuertemente semi- 
reflexivo. Existirá entonces una red ^x^ : D,>>| que es
•I-ult imam ente acotada, <J (E,E*) -Cauchy, y tal que,

<r(E'*,E')x^ : D, >, ^ yeE* ^ E .

Cada x^ =*(x^ siendo x^ = O excepto para un nume
ro finito de i.

Como 0’(E,E*) restringida a E^ coincide con <r(E^,E^), 
tendremos que cada |x^ : oíeD, ^ es una red a~(E^,E^)-
Cauchy.Además cada una de estas redes es últimamente aco
tada en E. (T. ).En efecto: sea del, y sea U.. un T .-entorno1 1  ¿ J o
de cero en E.,entonces:o

ü =r~U,,siendo U. = E- para todo i¿¿j, 
i«I 1 1 1

es un entorno de cero en E(T).Luego existe un O,y un
oí6e D,tales que,

x Q.e‘l U =1 Xü. para todo >,°(0 
iel 1

De aquí que,

x¿ e 2 Uj para todo oi>o<0 #

Por tanto,como cada E^(íP^) ©s fuertemente semi-reflexivo, 
tendremos que,



Vamos a demostrar que x^ = 0 excepto para un número 
finito de i el,con lo cual tendremos que x 0=(x q ) será un 
elemento de E*Si no ocurriera esto,existiría una sucesión 
{ in\^CI,tal que,

x^n ¿ 0 para todo n &N.

Para cada'n eN,sea U. un entorno de cero en E. ( o'CE- ,Eí ))
n n n n

absolutamente convexo y cerrado,tal que,

x*n fé nU± , 
ü n

y tomemos = E^ para cada i el, i £ in , n=l,2,......... .
Entonces,

o - r u i
1^1i

es un T-entorno de cero en E,con lo cual,existirá un 0, 
y un </te D,tales que,

x ellU para todo

luego:
x^n €. X  U. para todo o(^of0 y neN.g£. Xn

Ahora,como
r i  *) ( T ( E .  , E !  )  •
jx*n : o¿«=D, >, V______n__xn ^ xQn,

tendremos que,

x^ne. 'X para cada ne.N,

con lo cual llegamos a que n para todo neN.Absurdo.
Luego tendremos que xQ eE*Por lo tanto,y-x^ es un elemento 
no nulo de E 1* «Además y-xQ es el límite débil de la red

- 92 -



Ultimamente acotada en E(T) |x^-xQ: cte.D, >, | .
Sea F = © E !  CZ E' = T T  E í. y-x se anula en F.En iel 1 i€l 1 0

efectoisi f *s (f^)eF,existe un subconjunto finito de
I,tal que,si le = 0*Tenemos entonces:

<y-x0»f > = lim ( ' w 1)  - lim < x«>f> - < x0’f) =

“ < x * ’fi> ~ 3 - -D i€lf íel£

. ?  < l i m  ^  > - °- 
iíX, *eD

Como y-xQ / 0,existirá un f e EV^-F,tal que,

< y - xo’fl>  °*

Luego si J es el subconjunto de I,tal que,

¿ 0 para todo j £ J,w

se tendrá que | j| ̂  r)í0
Para cada ie I,sea F- = LIN {f¿ } en Ej^,entonces

1 T Fi como subespacio de E^orfE^E)) es topológicámente 
iel
isomorfo a tü(j) (cr(co(J), (J)));luego existirá una 
función lineal y continua

i:U)(J)(cr(oü(J), <p(J)))----------->E'(<r (E*fE)).

Por tanto,si i* :E; > ̂ (J) es la adjunta de i,tendre
mos que 1* es yu(E,E*)-y¿v( *6(J) ,uj(J))-continua (ver £l2
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cap 3 de \4Ó] ) .Ahora,como la imagen por una aplicación li
neal y continua de una red últimamente acotada es una red 
últimamente acotada,tendremos que la red

I i* (X*-Xo> : 0(6 D» ^ }

es últimamente acotada en (J) (J* ( ^(J) , tu (J))) ;además, 
esta red es <T ( ^f(J) ,uj(J))-Cauchy ( ya que i* es también 
débil continua ).Por tanto,

r ' -i uj(j))
{i (xw-xQ): <*€D, >,}--- > ueco(j) .

u se anula en T(J).En efecto: sea f a ^(J), entonces:

<u,f> = lim ^^(x^-x^.f)» = lim ,i(í)) =
e/CD c*€P

- <y-x0,i(f)^> o Ó pues i(f)e F.

Como íi^Cx^-x ): *eD, >,| es /y ( <e(J), u>(J))-ultima- 
mente acotada, al ser |3 ( ̂  (J), (J) ) = yU ( (J) ,co(J))
(ver pag 64 de[t?5] ),y <-o (J)(y* (o>(j), <¿> (J))) = >T~( (f22,

0‘eJ
5*(3)$ [dtQ )»aplicando el lema (III,2.5) tendremos que u 
es localmente acotada en <-o(J) = 'TY K..u

¿eJ

Por otra parte,u no es continua en ^ ( J ^ y a  que u no 
es nula y se anula en ^(J) =U)(j)» (f 22,5» (2), [d5\ ) .Por 
tanto, to(J) no es bornológico;ahora,como U)(J) es topoló- 
gicamente isomorfo a C (J),considerando en J la topologia

v

discreta, aplicando el teorema de Nachbin-Shirota ([3£] , ¡f0] ) , 
tendremos que J con la topologia discreta no será realcom- 
pacto.Entonces,como un espacio discreto es realcompacto si 
y sólo si su cardinal es no medible ( 12«3 defé] ),tendremos
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que el cardinal de J será medible,por tanto,el cardinal 
de I también lo será.Absurdo*

Luego E(T) es fuertemente semi-reflexivo.
C.Q.D.

>
Como el menor cardinal medible es fuertemente inacce

sible ( ver 12.5 de [^] ),tenemos el siguiente corolario:

(III.2.7) COROLARIO.- Sea E(T) = ©  E.(T.) un espacio de
iel 1 1

Mackey.Si los espacios son fuertemente
semi-reflexivos y el cardinal de I es menor que 
el menor cardinal fuertemente inaccesible,enton- 
ces E(l’) es fuertemente semi-reflexivo.
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3*- EL ESPACIO BORNOLOGICO ASOCIADO AL DUAL FUERTE DE UN
CASI-TONELADO

Siguiendo a KOTHE ([45], § 28,2.),si E(T) es un espa
cio localmente convexo,la topología bornológica asociada 
a T (i.e,la más fina de las topologías localmente convexas 
en E que tiene los mismos acotados que T) la denotaremos 
por Tx .

(111,3*1) T E O R E M A Si E(T) es un espacio casi-tonelado, 
se tiene que,

(3(e ',e )x = p(E',£).

Demostración: Al ser E(T) casi-tonelado,tendremos:

(E'( p(E,,E)x))' ■ |'f£E,*‘ : f(A) acotado para cada 
A ^ (E* ,E)-acotado J =*
* | f 6 E ’* : f(A) acotado para cada A T-equicontinuoJ = 

v* E.

Luego aplicando el teorema de Mackey-Arens (£21,4-. 
(3)*[15]) tendremos:

|3(E',E)x <TyU(E',E) ^  |3(E' fE).

Veamos que ^3(E',E) ^  p(E* ,E)x :sea.{ü0¿: ¿éD^una 
base de entornos de cero en E(T) absolutamente convexos 
y cerrados.Entonees como E(T) es casi-tonelado,si para ca
da °¿éD tomamos B* = U^,tenemos que : «¿cd] es un siste
ma fundamental de acotados de E'((l(E*,E)).Ahora,teniendo
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en cuenta que ” un espacio es bomológico si y solo s i m a 
da absolutamente convexo bornívo y algebraicamente cerra
do ( o lo que es lo mismo,cerrado en la topología localmen
te convexa más fina) es un entorno de cero”,tendremos que 
los conjuntos de la forma:

» tti-jK'y(E*,E'*)  ^ --- Ó-CE'jE'*)

«¿eD «¿eP
<r(E',E'*) — — — ----s o-(E',E'*)

orep “ efej)
0-(E',E'*)

| ( \Jíe )o

 cr(E' ,E*) -
» (( ] ) » \ > 0  para todo D,

forman una base de entornos de cero en E' ( (E* ,E)X) •
Sea V un ^3 (E* ,É)-entorno de cero en E',entonces 

existirá un B c É  absolutamente convexo y o-(E,E*)-acotado, 
tal que,B°C V.Como B es un cr (E,E')-acotado,B° será un 
tonel en E'•Entonces,para cada o«e:D,corno U° es un T-equi- 
continuo,(E* )^o será un espacio de Banach.Con lo cual B 
será un entorno de cero en ( E ' ) j j 0 ;de aquí que,existirá 
un 0,tal que,

PJJ0 C.B0,

luego:
O  , __<r(E'*tE')

• B C ( f 4ü°) — y-O00 = \  0
Jet

Por tanto:
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>- n  .crÍE^.E')
B C  ( 1 ^  ‘

con lo cual:

 cK e '*,e ') „
) C B ° C  V.

0(61)

luego /3(E',É) ^  p(E',E)X .

CtQ«D*

(111,5.2) NOTA,- GROTHENDIECK en[8] (ver también §29,4.
(2), (45]) demuestra:

(1).-,! Si E(T) es un espacio localmente convexo metriza-A
ble,se tiene que,

A(E',E)X = |3(E'.,E").»

Nuestro, teorema (111,5.1) junto con (1) nos propor
ciona el siguiente resultado:

(2).-H Si E(T) es un espacio metrizable,se tiene que,

$(E',E") «= ^ ( E s S ) . "

Con lo cual,obtenemos el siguiente resultado de VAL- 
DIVIA R?] s

(5)*-” Sea.T un subconjunto convexo de un espacio metriza-
v /ble E(T),y sea A^ ÍE un <r (E,E* )-acotado «Entonces, 

existe un subconjunto acotado B de T 1' tal que,

A C B . M

En el caso particular en que T * E.
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