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INTRODUCCION

El objetivo de esta Memoria es la obtenciéon de informacién sobre la estructura de los
grupos finitos a través del estudio de formaciones saturadas y clases de Schunck. Mas
concretamente nuestro objetivo es el estudio de los J-normalizadores y de los subgrupos
de Th-prefrattini en universos de grupos finitos no necesariamente resolubles y su
influencia en la estructura del grupo: teoremas de complementacién normal, estudio de
los subgrupos maximales, etc...

En 1872, P. M. L. Sylow presenta sus investigaciones a Jordan en un encuentro
auspiciado por S. Lie. Jordan reconoce inmediatamente su valor y recomienda al editor de
"Mathematische Annalen” Ia publicacién de la forma mas rapida posible de I'os’
"Theoremes sur le groupes de substitutions”. De esta forma ain no habia terminado aquel
mismo afio de 1872 cuando el celebérrimo teorema de Sylow nace para.cimentar todo el
desarrollo posterior de la Teorfa de Grupos Finitos.

Posteriormente, P. Hall en una serie de trabajos publicados entre 1829 y 1940 y
_ apoyandose en la teoria de Sylow, obtiene las lineas maestras de la estructura de los
grupos finitos resolubles. Generalizando los subgrupos de Sylow, Hall obtiene en 1928
los llamados subgrupos de Hall: subgrupos cuyo indice y orden son primos entre si: En un
grupo finito resoluble, para cada conjunto de primos = , existe una clase conjugacién de
n-subgrupos maximales; esta clase se 'mantiene para subgrupos y cocientes. El hecho de
restringir la cuestién a grupos resolubles no es sélo debido a un problema de técnicas de
demostracion ( que normalmente descienden a la misma esencia de la resolubilidad: el
caracter abeliano de los factores principales ) sino algo impuesto por la realidad: de
hecho nueve afios mas tarde, Hall demuestra que la propiedad de poseer p-complemento
de Sylow para cada primo p es realmente definitoria de los grupos resolubles.

En 1937, P. Hall obtiene en cada grupo finito resoluble G los llamados sistemas de
Hall de G escogiendo un p-complemento de Sylow para cada primo p y realizando
intersecciones entre ellos. El conjunto de sistemas de Hall de G es invariante bajo la
accién de Aut(G). Ademas, P. Hall demuestra que dicho conjunto forma una tnica 6rbita
bajo la accién de Int(G); en otras palabras, si X y " son dos sistemas de Hall de G,
existe un elemento g G tal que X* = 39.

Surge entonces, de manera natufal, el nimero de sistemas de Hall de un grupo
resoluble G: es el indice en G del estabilizador de un sistema de Hall de G con respecto a la



accién de Int(G). Tal estabilizador fue introducido por P. Hall en [28] y es el
normalizador de sistema de G, denotado por N(X). En este mismo trabajo, Hall observa
que los normalizadores de sistema son nilpotentes, se mantienen por epimorfismos y
forman una clase de conjugacién de subgrupos “cubre-evita® de G.

Las dos caracterizaciones de grupos resolubles: por su estructura normal y por su
estructura de Sylow sugieren una intima conexién entre ambas. Los normalizadores de
sistemas, genuinos representantes por su definicion de la estructura de Sylow, cubren -
los factores principales centrales y evitan los excéntricos; de esta forma, conectan

- ambas estructuras y proporcionan una medida de la nilpotencia del grupo G.

Por sus repercusiones posteriores, conviene citar una caracterizacién de los
normalizadores de sistemas pbtenida también por P. Hall que se manifiesta independiente
de la estructura aritmética del grupo G:

" Un subgrupo D de un grupo resoluble G es un normalizador de sistema de G si y sélo
si D es minimal con respecto a la siguiente propiedad: _ |

D puede unirse con G mediante una cadena de subgrupos D = Dg < D4 <....< D= G tal
que D; es subgrupo maximal abnormal en D;_ 4, para todo i ".

A partir de la generalizacién de los subgrupos de Carter al ambito de las formaciones
saturadas realizada por W. Gaschiitz y, pensando en las relaciones entre los
normalizadores de sistemas y los subgrupos de Carter, el propio R. Cartery T. O.
Hawkes investigaron en [11] la existencia en cada grupo resoluble G de una clase de
conjugacion de subgrupos relacionados-con formaciones saturadas §* que generalizasen a
los normalizadores de sistemas, esto es, que gozasen de propiedades. anélogas a los
normalizadores de sistemas y coincidiesen con ellos cuando #f = . En cada grupo
resoluble G aparece asf una clase de conjugacion de subgrupos "cubre-evita" de G,
invariantes por epimorfismos: los #-normalizadores de G. Estos subgrupos se definen
considerando la definicion local de formacién saturada dada por W. Gaschitz y U.
Lubeseder y por tanto, siguen dependiendo aparentemente de la estructura aritmética del
grupo G. No obstante, Carter y Hawkes demuestran una propiedad anéloga a la de los
normalizadores de sistemas que caracteriza a los #-normalizadores por medio de cadenas
de ciertos subgrupos maximales.

Con la introduccion del concepto de clase de Schunck, respondiendo al problema de la
existencia universal de envolturas en todo grupo resoluble, era razonable pensar en una
extensién de los normalizadores de Carter y Hawkes al contexto de clases de Schunck. Esta
investigacién fue llevada a cabo por A. Mann en 1970, pero el éxito fue s6lo parcial: no



se pudo construir una teoria completa de T-normalizadores para clases de Schunck T
cualesquiera. Es menester imponer condiciones sobre T.

Para la definicién de los T-normalizadores, Mann escoge la mas abstracta de las
caracterizaciones de los normalizadores: por medior de cadenas de subgrupos J-criticos.
No obstante, Mann demuestra que estos T-normalizadores siguen dependiendo de la
estructura aritmética del grupo G. De nuevo, el caracter resoluble del grupo interviene
de manera decisiva.

Es P. Forster, en [19], quien caracteriza las clases de Schunck de grupos resolubles
tales que para todo grupo resoluble G ¢ T, G posee un subgrupo I3-critico: son las clases
de la forma E4¥ con F formacién.

De esta manera, los T)-normalizadores son verdaderamente una generalizacion de los
F-normalizadores de Carter y Hawkes y se conservan la mayoria de las p}opiedades: los
B-normalizadores forman una clase de conjugacién de T-subgrupos de G invariantes por
epimorfismos y cada Ih-envoltura de G contiene un J-normalizador de G. Sin embargo,
las propiedades sobre cubrir y evitar factores principales predeterminados no se
verifican a pesar que son subgrupos "cubre-evita".

A la vista de las propiedades "cubre-evita” de los normalizadores de sistemas
(cubren los factores principales centrales y evitan los excéntricos) es razonable pensar
en una clase de conjugacion de subgrupos que cubran o eviten los factores principales de
un grupo G atendiendo a si son suplementados o de Frattini. De nuevo, es W. Gaschiitz el
que aparece como creador de esta nueva teoria. En 1962, [49], publica el
descubrimiento, en cada grupo resoluble G, de una clase de conjugécién de subgrupos,
llamados de prefrattini, que cubren los factores brincipales de Frattini y evitan los
complementados. Su interseccién era justamente el subgrupo de Frattini de G, ®(G).

Al igual que en el caso de los normalizadores de sistemas, los subgrupos de prefrattini
han sido sucesivamente generalizados, siempre en el universo resoluble. En la
Conferencia de Teoria de Grupos de Canberra de 1965, T. O. Hawkes, [50], presenta sus
subgrupos de J-prefrattini, con §* una formacién saturada. La generalizacién a clases de
Schunck fue realizada por P. Forster y publicada en 1983, [21]. En esta ocasibn, la
generalizacion fue totalmente satisfactoria.

A la vista de las tres clases de conjugacién que aparecen en cada grupo resoluble G
asociadas a una formacion saturada 6 a una clase de Schunck con determinadas
propiedades, parece natural preguntarse: ;puede extenderse la teoria de proyectores,
normalizadores y subgrupos de prefrattini a universos de grupos finitos no



necesariamente resolubles?.

R. Erickson en [17] y P. Forster en [20], estudian las clases proyectivas en

universos de grupos finitos con ciertas propiedades de clausura. En este contexto mas
general, las clases proyectivas son de nuevo las clases de Schunck. Sin embargo, los
proyectores pierden alguna de sus clasicas propiedades como la conjugacion y la
persistencia en subgrupos intermedios.
. “Es de resaltar en el estudio de la Teoria de Proyectores en grupos finitos ‘un hecho
importante: P. Schmid en [42], demuestra que si  es una formacién saturada y G un
grupo con F-residual resoluble, los #-proyectores de G son una clase de conjugacién de
subgrupos de G. Mas tarde, Erickson, [17] , demuestra que si ) es una clase de Schunck
y G es un grupo en B , los J-proyectores de G coinciden con las T3-envolturas de G.

Inspirados por la Teorié de Proyectores desarrollada por Erickson y Férster, nos
planteamos la posibilidad de definir Th-normalizadores y T-prefrattinis en universos de
grupos finitos. _

El principal obstéaculo tanto para la definicién de J-normalizador como para la de
subgrupo de T -prefrattini lo constituia la inexistencia de propiedades de tipo
aritmetico, recogidas en los sistemas de Hall. Este obstaculo no existia en el caso de los
proyectéres y envolturas cuya definicién no dependia de tales propiedades aritméticas.

En el caso de los Jh-normalizadores hubo, pues, que recurrir a una definicién via su
caracterizacién mediante cadenas de subgrupos T-criticos. Esto conllevaba nuevas
dificultades: .

a) Los subgrupos maximales T-criticos en el caso resoluble se definian como aquellos
maximales T-abnormales que suplementan al subgrupo de Fitting. i=.n general, la
utilizacién del subgrupo de Fitting e incluso del radical cuasinilpotente planteaba
problemas debido a la existencia de grupos G tales que F(G) = F*(G) = ®(G); estas
igualdades jamas se verifican en el caso resoluble.

Para dar una definicién de subgrupo I-critico en el caso general, era preciso
observar qué propiedades de F(G) en el caso resoluble intervenian de una forma decisiva
en el comportamiento de estos subgrupos. De los diversos subgrupos definidos como
generalizaciones del subgrupo de Fitting, se escogié F'(G) = Soc(G méd ®(G)) aiin a costa
de la pérdida de propiedades de tipo radical que aparecen en F(G).

Como primera prueba de la bondad de esta definicion, se afrontan algunas cuestiones
conocidas de formaciones saturadas y clases de Schunck mediante la utilizacién de estos
nuevos subgrupos T-criticos.



b) La caracterizacién de aquellas clases de Schunck para las cuales todo grupo que no
esta en la clase posee al menos un subgrupo -critico. En definitiva, aquellas clases de
Schunck B tales que todo grupo finito G posee Th-normalizadores.

Basandonos en la caracterizacién hecha por Férster en el caso resoluble, observamos
que con nuestra definicion de subgrupo critico dicho teorema sigue siendo valido en el
caso general.

-Salvados estos problemas, se definen ya los Th-normalizadores y se trata de obtener el
mayor numero posible de propiedades, teniendo siempre como referencia fundamental el
comportamiento de éstos en el caso resoluble.

La principal conclusién, ya apuntada por Erickson y Schmid en el caso de los
proyectores, es que, en el caso de formaciones saturadas ¥, la hipétesis de resolubilidad
del grupo puede rebajarse a la resolubilidad del FF-residual sin mengua de propiedades:
los F-normalizadores de grupos G con F-residual resoluble son una clase de conjugacion
de subgrupos cubre-evita de G.

Una vez definidos estos normalizadores, abordamos problemas ya clasicos dentro del
universo resoluble: teoremas de complementacuén del F-residual y definicién local
maximal de una formacién saturada.

Por otra parte, estos normalizadores se manifiestan como herramienta atil para el
estudio de la influencia en la estructura del grupo tanto de sus subgrupos simples como
de sus subgrupos maximales. Recordemos a este respecto, la importancia, manifestada
por Aschbacher en Proceedings of the Rutgers Group Theory Year (1983-84), del
estudio de los subgrupos maximales para reducir cuestiones de representaciones por
permutaciones transitivas a cuestiones de representaciones por permutaciones
primitivas.

Las dificultades para la introduccion de los subgrupos de lfJéprefrattini eran mucho
mayores, dado que en el caso resoluble dichos subgrupos aparecian como intersecciones
de subgrupos maximajes en los que un sistema de Hall reducia. Cada sistema de Hall de un
grupo resoluble distingue un nico subgrupo maximal de su clase de conjugacién: aquél
en el que dicho sistema reduce. La importancia de los sistemas de Hall en los subgrupos de
prefrattini era pues la de "distinguir" maximales.

En el caso general, este proceso de "distincion"” de maximales se afronta en esta
Memoria con la introduccion de los llamados sistemas maximales, que en el caso
resoluble estan en correspondencia biunivoca con los sistemas de Hall.

Sin embargo el éxito es sélo parcial: no conocemos la existencia de sistemas



maximales en todo grupo finito, si bien no hemos podido encontrar ejemplos de grupos .
que no los posean. No obstante, en grupos con sistemas maximales es posible definir
subgrupos de prefrattini de forma paralela al caso resoluble. Ademas, en todo grupo
finito aperecen ciertos subgrupos de tipo prefrattini a través de los cuales se puede
obtener informacién sobre la estructura normal no abeliana del grupo. Dichos subgrupos
 proporcionan una medida de la resolubilidad del #-residual en el caso de formaciones
saturadas ¥. '

Los resultados obtenidos se presentan en cinco capitulos:

En el Capitulo | se estudian los subgrupos T-criticos y se caracterizan las clases de
Schunck de la forma Eg4,¥ , con # formacién. Estas técnicas se aplican a un analisis de la
relaciéon entre clases de Schunck y formaciones.

Es en el Capitulo Il donde se introduce el concepto de normalizador de un grupo finito.
asociado a una clase de Schunck I de la forma Eg¥, con ¥ formacién. En este Capitulo se
estudian las primeras propiedades de estos subgrupos: permanencia por epimorfismos,
propiedades de tipo "cubre-evita" y relacién con los maximales monoliticos . Siguiendo
el caso resoluble, analizamos la relacién de los F-normalizadores con los §F-proyectores
y con el F-hipercentro en el caso de formaciones saturadas #. Observamos, ademaés, que
en grupos G con el F-residual resoluble se mantienen las propiedades clasicas de los
normalizadores: son una clase de conjugacién de subgrupos "cubre-evita" de G y los
F-proyectores de Ng(), siendo X un sistema de Hall del ¥-residual, son exactamente
los ¥f-normalizadores de G.

En el Capitulo I, utilizamos los normalizadores para obtener teoremas de

'complementacién de subgrupos normales de grupos finitos, en la linea marcada por
Higman, Carter y Hawkes, Semetkov y Schmid. Ademas, estudiamos el problema de la
existencia de una definicién local maximal de una formacién saturada ¥ , aportando
condiciones suficientes que permiten caracterizar dicha existencia. Finalmente, en este
capitulo, analizamos la infuencia de los subgrupos minimales y los subgrupos simples en
la estructura de un grupo finito. '

En el Capitulo 1V, definimos en cada grupo finito familias de subgrupos maximales
relacionados con una formacién saturada, un conjunto de primos y con el llamado indice
normal. La interseccién de estas familias de subgrupos maximales originan subgrupos
caracteristicos que contienen al subgrupo de Frattini. Como esquema central en el
desarrollo de este estudio, se tiene que la interseccién de los maximales que "apartan” a
un grupo de tener una determinada propiedad, satisface dicha propiedad. Un teorema de



Bathia aclarara lo que pretendemos decir: se sabe que un grupo G es superresoluble si y
s6lo si todos sus maximales son de indice primo: pues bien, la interseccién de los
subgrupos maximales de indice compuesto es superresoluble , ver [7].

" En el Capitulo V, afrontamos el estudio del ségUndo tipb de subgrupos mencionados mas
arriba: los subgrupos de prefrattini. Consta de dos parrafos; en el primero se introducen
los sistemas maximales como medio para "distinguir" un maximal de cada clase de
conjugacion; es, por consiguiente, una extension del concepto de sistema de Hall en el -
universo resoluble. Con esta herramienta, se construyen los subgrupos de prefrattini
en el segundo parrafo. .

Hemos creido conveniente introducir un Capitulo 0 donde se recogen resultados
conocidos sobre factores principales, operadores clausura, Clases de Schunck y
Formaciones, grupos primifivos...,etc.

Las definiciones y resultados se numeran dentro de cada Capitulo, de la forma (A . B),
donde A corresponde a la numeracién del parrafo y B a la colocacién dentro del mismo.
Cuando nos refiramos a una numeracién de un Capitulo anterior emplearemos notacién
del tipo (A . B) Cap. C, donde C es la numeraciéon romana del Capitulo en cuestiony Ay B
como antes. Las referencias bibliograficas se indican entre corchetes con un nimero que
corresponde a la bibliografia insertada al final de la Memoria. .



CAPITULO O

Todos los grupos considerados en esta Memoria se suponen finitos.

En cualquier clase de grupos que se considere, supondremos que si un grupo G
pertenece a la clase también pertenecen todos los isomorfos a G.

Un operador clausura es una aplicacién ¢ de las clases de grupos a las clases de grupos -
que verifica: ’

i) Para cada clase X, X  cX, y cX = c2% ,

ii) Si X e B son dos clases de grupos tal que X C E entonces cX C c®.

"Una clase de grupos X se dice c-cerrada, si X = cX.

Si a y b son dos operadores clausura, < a,b>X denota la menor clase a-cerrada y
b-cerrada conteniendo a X. Sp tiene, evidentemente, que < a,b> es también un operador
clausura.

" Seguidamente, definimos los operadores clausura especialmente tratados y manejados
en la presente Memoria.

QPERADOR Q ([10))

Si X es una clase de grupos, un grupo G esta en QX siy s6lo si G es imagen homomorfa
de un grupo de X.

A una clase de grupos Q-cerrada se le llama homomorfo.

OPERADOR Ry ([10])

SiX es una clase de grupos, un grupo G est4 en RyX si y sélo si G posée subgrupos
normales N, (i = 1,...,n), tales que N {N; : i =1,...,n} = 1 y de forma que G/N;« X para
todoi = 1,...,n.

OPERADOR S .

SiX es un clase de grupos, un grupo G est4 en SX si'y sélo si G es subgrupo de algtin
grupo de X.

Frecuentemente, a las clases S-cerradas se les denomina cerradas para subgrupos.

OPERADOR E4,([10])

Si X es una clase de grupos, un grupo G esté en E4,X si y s6lo si G posee un subgrupo
normal N < ®(G), tal que G/N est4 en X.

A una clase Eg-cerrada, se le denomina saturada.

Dada una clase de grupos X, diremos que G es un X-grupo si G pertenece a Ia clase X.
Dado un grupo G, un subgrupo H de G se dira X-maximal si H es un X-grupo y ningun
subgrupo de G que contenga estrictamente a H es un X-grupo.

Una clase X es Ry-cerrada si y s6lo si cada grupo G tiene un subgrupo normal K,
verificando la siguiente propiedad: si N es un subgrupo normal de un grupo G tal que G/N



es un X-grupo, entonces K < N. A dicho subgrupo K se le llama X-residual de G y se
denota por GX,

Una formacién ¥ es una clase de grupos < Q, Rp>-cerrada. A las formaciones
Eg—cerradas se les denomina formaciones saturadas.

Un grupo G se dice primitivo, si G posee un subgrupo maximal U tal que Ug = 1.

(0.1) Teorema: ([1]) Un grupo primitivo G es uno de los tres tipos siguientes:
(1) Soc(G) es un normal minimal abeliano de G complementado por U.
(2) Soc(G) es un normal minimal no abeliano de G.
" (3) Soc(G) es producto directo de dos normales minimales de G, ambes no abelianos y
complementados por U.

Denotamos por ¥ la clase de todos los grupos primitivos y por $;,i e {1,2,3}, la
clase de todos los grupos primitivos de tipo i. ‘

Un homomorfo T es una clase de Schunck si verifica la siguiente propiedad: si un
grupo G tiene todos sus cocientes primitivos en 1, entonces G es un J-grupo.

El concepto de frontera, introducido por Doerk, se manifiesta muy atil en el estudio
- de las clases de Schunck. Si X es una clase de grupos, la frontera de X, denotada por
b(X), consiste de aquellos grupos G que satisfacen:

(1) G no es un X-grupo, y

(2) G/N es un X-grupo para todo 1 N < G.

(0.2) Teorema: ([20]) Un homomorfo 1) es una clase de Schunck si y sélo si b(T)
consiste de grupos primitivos.

(0.3) Definicién: ([17, 20, 26]) Consideremos una clase de grupos X.

a) Un X-proyector de un grupo G, es un subgrupo H de G tal que HN/N es X-maximal
en G/N para todo subgrupo normal N de G.

b) Una X-envoltura de un grupo G, es un subgrupo H de G verificando la siguiente
propiedad: siH<X<G,Y < Xy XY € X entonces X = HY. Es decir, H es un X-proyector
de K para todo subgrupo K de G tal que H<K.

Denotamos por Proym(G) ( resp. Covm(G) ) al conjunto, posiblemente vacio, de
T-proyectores ( resp. J-envolturas ) de G.

(0.4) Teorema: ([20]) Para una clase de grupos J» son equivalentes:



(i) Proym(G) es no vacio para cada grupo G.
(i)  es una clase de Schunck.

(0.5) Teorema: ([20]) Consideremos un homomorfo Th. Denotamos por e un funtor
que asigna a cada grupo G un conjunto posiblemente vacio de subgrupos de G. Si e es
Proym( )6 Covm( ), entonces se satisfacen:

(i) G € e(G) si'y s6lo si G es un J-grupo.

(i SiNg G,N<V<G,Uee(V)y V/N e e(G/N) entonces U e e(G).

Un funtor e que satisface (ii) se le llama T-inductivo.

(0.6) Teorema: ([28]) Consideremos un grupo resoluble H y K un subgrupo
normal de H. Sea X* un sistema de Hall de K tal que X* = ¥ N K para algin sistema de
Hall £ de H. Si denotamos por M = Ni4(X*), se tiene:

a) NyE)s M. :

b)Z4=XNMesun sisté’ma de Hall de M.

¢) NM(Z1) = Ny(Z).

(0.7) Teorema: ([16]) Consideremos un grupo G con un subgrupo normal minimal
A contenido en un subgrupo normal resoluble M de G. Sea p el primo divisor del orden de
A'y S un p'-subgrupo de Hall de M. Si A N Ng(S) * 1, entonces A < Z(M).



CAPITULO I -

SUBGRUPOS B-CRITICOS.

En todo el capitulo, ¥ denotara un universo arbitrario pero fijo de grupos finitos,
talque ¥ ={Q, S, Ry, Eg} ¥ . Todas las clases de grupos consideradas seran ¥- clases,
es decir si X es una clase de grupos, supondremos que X esta contenidaen ¥.

1. SUBGRUPOS T-CRITICOS.

(1.1) Definicién: Consideramos M un subgrupo maximal de un grupo G. Entonces
el grupo X = G/Mg es un grupo primitivo; decimos que M es de tipo isiX e P,
(i=1,2,3), y M es un subgrupo maximal monolitico de G si M es de tipo 1 6 de tipo 2.

(1.2) Definiciones:
(a)Dada una clase de Schunck T, un subgrupo maximal U de un grupo G se dice
T-normal en G si G/Ug Ty Th-abnormal en caso contrario.

(b)}{[20]) Consideremos H/K un factor principal de G. Denotamos:
[H/K)(G/Cg(H/K)) si HK es abeliano,
[HK]* G =
G/C(H/K) si H/K no es abeliano.

El grupo primitivo [H/K]* G es el grupo primitivo monolitico asociado al factor
principal H/K de G.

Notemos que si H/K es un factor principal suplementado de G y' M es un subgrupo
maximal monolitico de G suplementando H/K en G, entonces G/Mg = [H/K]" G.

(1.3) Definicién: Consideremos U, G y ) como antes. U es J-critico en G, si U es
un subgrupo maximal Ih-abnormal monolitico de Gy G = UF'(G) siendo F'(G) el
subgrupo Soc(G méd @(G)).

(1.4) Lema: Si U es T-critico en Gy N es un subgrupo normal de G tal que N<U
entonces U/N es T-critico en G/N. '




Demostracién: Existe un subgrupo normal T de G tal que T/®(G) es un subgrupo
normal minimal de G/®(G), verificando que G/®(G)= (U/®(G))(T/®(G)). Si N cubre
T/®(G), entonces G = U, contradiccién. De esta manera, N evita T/®(G) y TN/®(G)N es
un factor principal de G, G-isomorfo a T/®(G). Por otra parte, si R = ®(G méd N), se
tiene que N ®(G)< R. En consecuencia R no debe cubrir a TN/®(G)N. Asi, TR/R es un
factor principal de G. Denotando por V el subgrupo normal de G cumpliendo V/N
Soc(G/N mod @©(G/N)), tenemos que TR < V. De esta manera, G/N = (U/N) (V/N) y U/N
es T-critico en G/N.

Pretendemos caracterizar las clases Schunck con la siguiente propiedad:
(C) SiG ¢ I, entonces G posee un subgrupo J-critico.

No todas las clases de Schunck verifican la propiedad (C). Por ejemplo,
consideramos B la clase de Schunck generada por un grupo simple no abelianoSy ¥ =
€. Entonces G=SxS eb(lh) y G no posee ningin subgrupo I-critico.

El siguiente teorema caracteriza las clases de Schunck que satisfacen la propiedad
(C). El teorema anélogo en el universo resoluble ¥ = & fue obfenido por Férster en
[19]. En nuestro caso, debemos considerar grupos primitivos no resolubles.

(1.5) Teorema: Para una clase de Schunck 1 , las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(i) B verifica la propiedad (C).

(i) H =E4Q Rg Pr(l) con Pr(l)=THh N P. .

(iiy ) = EgF para alguna formacién F.

Demostracién: (i) implica. (ii): Es claro que si b es una clase de Schunck se tiene
que Th © E4Q Ry Pr(Th). Ahora, si G e Ry Pr(I), existen N; < G, i= 1,...,t , verificando
que la interseccién N {N;;i=1,..t1} =1y é/Ni e Pr(l) , i= 1,...t. En consecuencia
®(G)=1. Siel grupo G ¢ If)'. consideramos U < G Th-critico en G. Como Q(G);1, F'(G)
= Soc(G) y de esta manera podemos suponer que G = UN donde N es un subgrupo normal
minimal de G. Por otra parte, existe un i, 1 i< ttal.que N no est4 contenido en N; y
asi NNy/N; es un factor principal de G, G-isomorfo a N.

Si G/N; e 4, tenemos que G/N; = [N(G/Cg(N))= G/Ug Yy entonces G/Uq e b,
contradiccion.



Si G/Nje B, ,N; = Cg(NNyN;) = Cg(N). Asi G/Ug « By, Cg(N) = Ug y se
verifica que G/Ug < T, contradiccion.

Finalmente, si G/N; e 35 consideramos el subgrupo normal T de G, tal que T = NN,
y T/N; subgrupo normal minimal de G/N;. Entonces, T = Cg(N) = Ug y de esta manera
obtenemos que G/Ug « Q(IN}(G/Cg(N))) = Q (G/N;) < Th , contradiccién.

- En consecuencia, G « T y se obtiene la igualdad 1) = E5Q Rq Pr(1).

Para toda clase de grupos X, QR03€ es una formacién. Por consiguiente, (ii)
implica (iii) es claro. , o o

(i) implica (i): Consideremos G ¢ I? y suponemos primero que ®(G)=1. Si para
~ cada subgrupo normal minimal N de G y cada subgrupo maximal monolitico U(N) de G
verificando N ¢ U(N), U(N) es T-normal en G se tiene N { U(N) ; N subgrupo normal
minimal de G } = 1. En consecuencia, G e Ryff = § contradiccion. '

Por lo tanto, existe un subgrupo normal minimal N de G y un subgrupo maximal
monolitico U(N) de G con N.:; U(N) y U(N) -abnormal en G. Asi, U(N) es Th-critico en
G.

Finalmente, si ®(G)#* 1, consideramos el grupo G* = G/®(G) y denotamos con
estrellas las imagenes en G*. Como &(G*) = 1y G* no pertenece a I#, aplicando el caso
anterior determinamos un subgrupo Ih-critico U* de G* . Pero U es entonces J-critico
en G. En definitiva, I satisface la propiedad (C).

Denotamos por J la clase de todos los grupos simples. Si H/K es un factor principal
de un grupo'G. H/K es producto directo de grupos simples isomorfos a un grupo simple
dado J. En este caso, decimos que H/K es un J-factor principal de G y escribimos J e
H/K. '

Consideremos una clase de Schunck T). Para cada J € J, defimimos: h(J} = (G / Todo
J-factor principal suplementado de G es Th-central). '

(1.6) Proposicién: Dada una clase de Schunck T, b(I3) consta de grupos
primitivos monoliticos si y s6lo si H =N {h(J) ; J € T}. )

Demostracién: En general, se tiene la inclusion 1h < N {h(J); J € J}. Supongamos
ahora que b(J) consta de grupos primitivos monoliticos. Si'Th + N {h(J); J € T},
consideremos un grupo G de orden minimal tal que G e N {h(J) ; J € J}-T . Entonces G «
b(B). Si Soc(G) es un J-factor principal de G, como G est4 en h(J), se tiene que
[Soc(G)]* G e 1. Ahora bien, G = [Soc(G)]* G « Th, contradiccién.

Reciprocamente, supongamos que existe un grupo G en b(I) N P,. Existen AyB,
subgrupos normales minimales de G, tal que Soc(G) = A x B. Ademas, G/A es isomorfo a



G/B. Como G ¢ I, existe un grupo simple J tal que G < h(J). Ahora bien, como G/A € 1, J
debe ser factor de composicién de A y B. En consecuencia, G/B = [A]* G € h(J). Pero esto
implica que A y B son factores principales Th-centrales de G, contradiccion.

(1.7) Proposicién: Consideramos I una clase de Schunck de frontera monolitica.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

NGe . S

ii) Todo factor principal suplementado de G es T-central.

Demostracién: Si H/K es un factor principal suplementado de G, [H/K]*G es
isomorfo a un cociente de G. En consecuencia, si G € T) todo factor principal suplementado
de G es T)-central. .

Reciprocamente, si Io =(JeJ/Jes facto!' de composicion de algun factor
principal suplementado de G), tenemos que G N {h(J) ; J ¢ J}. Ahora bien, si J es un
grupo simple tal que J ¢ 30 se tiene que G e h(J). En consecuencia, GeNn{h(J);Je T}
=P. .

(1.8) Proposicién: Consideramos B una clase de Schunck. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

i) Tr = Eg ¥ para alguna formacion .

i) G el siy sblo sitodo normal minimal de G/®(G) es J-central.

Demostracion: i) implica ii). SiG e B y'Nltb(G) es un normal minimal de G/®(G),
entonces N/&®(G) es un factor principal de G suplementado. Por (1.7), N/®(G) es
T -central. Reciprocamente, supongamos que todo normal minimal de G/®(G) es
T.-centraly G ¢ T . En virtud de (1.5), G posee un subgrupo T-critico M. Como M
suplementa a F'(G), existe un subgrupo normal minimal N/@(G) de G/®(G) tal que
G/®(G) = (M/D(G))(N/®(G)). Como M es -abnormal en G, se tiene que N/®(G) es un
factor principal de G Th-excéntrico, contradiccion.

ii) implica i). Consideremos G ¢ T». Por ii), existe un normal minimal
Th-excéntrico N/®(G) de G/®(G). Sea M un subgrupo maximal de G, tal que G = MN y
G/Mg = [N/®(G)]*G. Asi, M es T-critico en G. Aplicando (1.5), T = Eq,¥ para alguna
formacién .



2. CLASES DE SCHUNCK'Y FORMACIONES.

Nuestro objetivo en este parrafo es caracierizar las clases de Schunck que son
formaciones saturadas utilizando los resultados de la seccién anterior. Como corolario,
obtenemos un conocido resultado de J. Lafuente que caracteriza las clases de Schunck que
- son formaciones saturadas mediante el operador clausura E (ver [33]).

(2;1) Definicién: Dada una clase de Schunck Th , un factor principal H/K de un
grupo G se dice T-central en G si verifica [H/K]* G € I y se dice T-excéntrico en
caso contrario. .

Un factor principal H/K de un grupo G se dice T)-critico en G si H/K es un factor
principal suplementado en G, T-excéntrico, tal que cada factor principal de G por debajo
de K es 6 B-central 6 un factor principal de Frattini.

Dada una clase de Schunck T, denotamos:

g(?)= {G / Cada factor principal de Frattini de G es Th-central}.

Si I es una formacién saturada, por [9] lemma 1.8, tenemos que T < g(B). Sin
embargo, esta propiedad no es cierta para clases de Schunck en general:

EJEMPLO 1:Consideremos E la extensién de Frattini de G = Alt(5) correspondiente
al primo p = 3, i.e.

i0O>M>E>G>0

(i) M < ®(E).

(Cf. Gaschiitz [25] y Griess-Schmid [27]).

Tomando ¥ = € y T la clase de Schunck generada por E , tenemos que E ¢ g(%).
"En consecuencia, J?) no esta contenida en g(I).

(2.2) Teorema: Consideremos T) una clase de Schunck, tal que ) € g(T). Entonces:
b(D) consiste de grupos primitivos monoliticos si y sélo si B = Ed,f para alguna
formacién 7.

Demostracién; Es claro que si T = Eg, ¥ para alguna formacién ¥, b(Ih) consiste de
grupos primitivos monoliticos.



Reciprocamente, supongamos que b(T) consiste de grupos primitivos monoliticos.
Afirmamos que si G ¢ T, entonces G posee subgrupos B-criticos. En otro caso, tomamos G
contraejemplo minimal a la afirmacion. Se tiene entonces que ®(G)=1. Si G b(H),
tomamos un subgrupo maximal M de G tal que G = M Soc(G)= MF'(G), pero entonces M
es T-critico en G, contradiccién. En consecuencia, G ¢ b(1) y asi existe un subgrupo
normal minimal N de G tal que G/N ¢ TH . Por minimalidad de G, G/N tiene subgrupos
T-criticos, es decir, existe un subgrupo maximal monolitico M/N de G/N tal que G/N =
(M/N)F'(G/N) y G/Mg¢ T . Por otra parte, N es T-central en G. Sea F*/N = F'(G/N).
- Entonces, F'(G) = F* N C*, siendo C* el subgrupo N Cz(N). Como N es -central, G/C*
e ) . Ademas, podemos suponer que F'(G) esta contenido estrictamente en F*. Si F'(G) <
M, determinamos un factor principal H/K de G tal que K <M, M no cubre H/K y F(G) <
K < H < F*. Entonces, M suplementa H/K y se verifica que G/Mg = [H/K]" G. Ademas,
HC*/KC* es un factor principal de G, G-isomorfo a H/K. Como G/C* e H , HC*/KC* es
un factor principal de G Jf).-centfal. Esto implica que G/Mg € I, contradiccion. En
consecuencia F'(G) no esta contenidor en My M es Th-critico en G, contradiccién final.

(2.3) Definicién: ([33]) Consideremos G un grupo y X una clase de grupos.
Denotamos:

e(G) = { [FI(AutgF ) / F es un factor principal de G }.

eX)=U{e(@)/Ge X}

E(X)= X U eX).

f(X)={G/eG)c X }.

E es un operador clausuray si X es una clase de Schunck, entonces f(X) es la mayor
formacién contenida en X .

(2.4) Corolario; Consideremos T una clase de Schunck. J» es una formacién
saturada si y sélo si Th < g(I) y b(Ih) consiste de grupos primitivos monoliticos.

Demostracién: SiTh es una formacién saturada, claramente b(Th) consiste de
grupos primitivos monoliticos. Por lemma 1.8 de [9], se tiene también que.]f) c gb).

Reciprocamente, supongamos que 1 < g() y b(h) es monolitica. Por (2.2) T es
de la forma T = E,F “para alguna formacién F y por lo tanto, ) = Egf(Td ). En
consecuencia, basta probar que f(19) es saturada.

Consideremos un grupo G tal que G/®(G)e f(I). Como T < g(Th), si F es un factor
principal de G por debajo de ®(G) se tiene que [F](AutgF) e Th. En consecuencia, todos



los factores principales de G son I -centrales y asi e(G) esta contenido en T? . Por lo
tanto, G e () y () es saturada. En definitiva, T = Egf () = f ().

(2.5) Corolario: ([33]) Una clase de Schunck » es formacién saturada si y sélo
si es E-cerrada.

Demostracién: Si ) es formacién, entonces B = g(I) por lemma 1.8 de [9].
Reciprocamente, si o es E-cerrada, se tiene que T) < g(B). Por otra parte, si G € b(]h)
 entonces G es primitivo monolitico. En otro caso, Soc(G) = N x M, siendo M, N normales
minimales de G. Como G/M es un T-grupo, y NM/M es un norma!l minimal de G/M se
tiene que [NM/M](Autg,/p(NM/M)) es un T -grupo. Pero G es isomorfo a
[INM/M](Autg/p(NM/M)), contradiccién.

Consideremos h una funcién que asocia a cada primo p, una clase de grupos h(p).
Denotamos por X la clase de todos los grupos G que satisfacen: para cada factor principal
H/K suplementado de G y para cada primo p que divide a [H/K|, se tiene que Autg(H/K) e
h(p). ,

Es bien conocido que X es una clase de Schunck de frontera monolitica (ver [16]).

Utilizando los resultados anteriores, demostramos el siguiente resultado de Gaschiitz
(ver [16]): ' | |

" (2.6) Corolario; Si para todo primo p, h(p) es formacién entonces X es formacién
saturada.

Demostracién: Aplicando (2.4), sé6lo resta probar que X € g(X). Supongamos que G
es un X -grupo, H/K un factor principal de Frattini de G y p un primo divisor del orden
de H/K. Op-p(G) es la interseccién de los centralizadores de los facto.res principales de G
cuyo orden es divisible por p. Esta interseccién coincide también con la interseccién de
los centralizadores de los factores principales de G suplementados cuyo orden es divisible
por p. Como h(p) es formacién, G/Op-p(G) e h(p). En particular, G/Cz(H/K) e h(p). Si
consideramos T =[H/K](G/Cg(H/K)), se tiene que T/Ct(H/K) e h(p). Como G/Cg(H/K)
e h(p), de la definicién de X obtenemos que T e X . Asi, X € ¢(¥X).

(2.8) Nota: Existen clases de Schunck tal que ) < g(T») que no son formaciones
saturadas: consideremos ¥ = &, un grupo simple no abeliano S, y I la clase de Schunck

tal que b(M) = (SxS). Entonces, Hh < g(B), pero H no es una formacién.

El siguiente teorema analiza la relacién existente entre subgrupos I}-criticos y



factores principales T-criticos de un grupo G.

(2.9) Teorema; Consideremos ) una clase de Schunck tal que J < g(Th) y G un
grupo con un subgrupo maximal monolitico M. Entonces: M es T-critico en G si y sélo si
M suplementa un factor principal -critico de un grupo G.

Dempostracién: Si M es J-critico en G, existe un subgrupo normal N de G tal qué
N/®(G) es un factor principal de G y se tiene que G = MN. En consecuencia, M suplementa
N/®(G) y N/®(G) es un factor principal T-critico de G.

| Reciprocamente, supongamos que M suplementa 'H/K, factor principai Th-critico de
G. Es claro que podemos suponer ®(G) =1. Si K =1, entonces H esta contenido en F(G) y
entonces M es T-critico en G. Si K * 1, tomamos un subgrupo normal minimal N de G con
N < K. Entonces, N es T-central. Razonando como en (2.2), obtenemos que M es
B-critico en G. ' '



CAPITULO Il

TH-NORMALIZADORES.

En este capitulo, al igual que el anterior, ¥ denotar4 un universo arbitrario pero
fijo de grupos finitos, tal que ¥ = {Q, D, Rgs Eg} Y . Todas las clases de grupos
consideradas seran Y-clases. ‘ ‘

1. PRIMERAS PROPIEDADES.

En lo que sigue, salvo mencién en contra, supondremos que T? es una Y-clase de
Schunck de la forma I = Ed,f para alguna formacién ¥. De esta manera, esta asegurada la
existencia de subgrupos T-criticos en todo grupo G € ¥-T).

Esto nos permite definir ]F)-normalizado'res en todo grupo G del universo ¥ de una
forma abstracta. '

(1.1) Definicién; Consideramos un grupo G. Decimos que un sUbgrupo Dde Ges

un T-normalizador de G, si existe una cadena de subgrupos:
D=HpsHpqS..sH{S Hyg=G (1)

tal que H; es un subgrupo Tj-critico de Hj_4( i= 1,....,n )y H, no contiene
ningtin subgrupo T-critico.

Si G e T, entonces G es el Gnico J)-normalizador de G. La condicién sobre H, es
equivalenteaD e Th. '

SiG e ¥, denotamos por Norg(G) al conjunto de todos los T-normalizadores de G.

La siguiente proposicién demuestra que los J-normalizadores son invariantes bajo
epimorfismos.

(1.2) Proposicién: Consideremos D un J-normalizador de un grupo G y N un
subgrupo normal de G, entonces DN/N es un H-normalizador de G/N.

Demostracién: Si G I3, entonces D= G y no hay nada que probar. En otro caso
consideremos la cadena:
D=HnSHn_1$ ...... SH1SHO=G
tal que H; es un subgrupo T-critico de H;_4( i= 1,...n ).
Es claro que D e Norg( Hy). Por induccién, DN/N es un T-normalizador de H{N/N.



Si G coincide con H4N, no hay nada que probar y si N < Hq, por (1.4) Cap I, H{/N es un
subgrupo B-critico de G/N. De esta manera, DN/N e Norg(G/N).

No es cierto que en general Norm(G) sea una clase de conjugacién de subgrupos de G.
Por ejemplo, tomemos ¥ =€ and Th = la clase de grupos nilpotentes, los subgrupos
N -criticos de Alt(5) son isomorfos a Alt(4) y Dih(10). De esta manera aparecen dos
clases de conjugacién de J2-normalizadores, isomorfos a C, y Cg respectivamente.

Tampoco podemos hablar de la propiedad cubre-evita en general. No obstante,
~ obtenemos ciertos resultados parciales.

(1.3) Lema: Consideremos un grupo G y M un subgrupo maximal de G
suplementando a F'(G). SiH/K es un factor principal de G evitado por ®(G) y cubierto
por M, entonces H N M/K N M es un factor principal de M verificando Autg(H/K) =
Autyy(H N MK N M),

' Demostracién: Notemos primero que Cyy(H/K) = Cyq(H N M/K N M). En efecto, si K
< M entonces H < My la igualdad es clara. Si K no esta contenido en M, G = MK. Asi si he
H,h=myconmeMnN H,y e K. En consecuencia, six e Cy(HNMKNM)yheH
tenemos que: [xh]K = [xmylK = (x"1K) (m~1xm)K = [x,m]K = K puesto, que [x,m] €
KN M.

Distinguimos dos casos:

a) ®(G)= 1. Si K no esta contenido en M, entonces G = MKy G/KK = MM N K. La
imagen por este isomorfismo de Cg(H/K)/K es Cy(H N MK N MK N M. En
consecuencia, Autg(H/K) = Auty(H N MK N M)y asiHN MK NM es factor principal
de M.

Si K < M, entonces H < M pues M cubre H/K. Como M suplementa a F'(G), tenemos
que G = M Soc(G). En consecuencia, G = MN para algin normal minimal N de G. Es claro
que N N H =1y asi N esta contenido en Cz(H/K). Por lo tanto, G = MCg(H/K) y asi,
‘G/CG(H/K) es isomorfo a M/Cpy(H/K). De esta manera, H/K es un factor principal de
M. -

b) ®(G)#* 1. Denotamos con estrellas las imagenes en G* = G/®(G). H'/K* es un
factor principal de G* cubierto por M*. Por a) H* N M*/K*n M* es un factor principal
de M* y Autg«(HK*) = Auty+(H*N M*/K* N M*).Ahora, H* N M*/K*N M* es
~ M-isomorfo a la seccién de M, H N M/K N M. Por lo tanto, H N M/K N M es un factor
principal de M y se tiene que Autg(H/K) = Auty,(H N M/K N M).
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(1.4) Lema: Consideramos un grupo G y M un subgrupo T-critico de G. Si H/K es
un factor principal J-central de G, entonces M cubre HK y [H N MIK N M]* M =
[H/K] * G. De esta manera, H N M/K N M es un factor principal T-central de M.

Demostracion: Supongamos que M no cubre H/K, entonces K= H N Mgy H/K es un
factor principal suplementado de G. Ademés, HMg/Mqg es el Unico normal minimal de
G/Mg y HMg/Mg =g H/K. En consecuencia, G/Mg es isomorfo a [H/K] * G, contradiccién.
. Asi, M cubre H/K y C5(H/K) no esté contenido en Mg puesto que H/K es T)-central. Por
consiguiente, G = MCg(H/K) y H N M/K N M es un factor principal de M.

Si H/K no es abeliano, claramente se tiene que [H N MIK N M ]* M = [H/K]* G.
Supongamos ahora que H/K es un factor principal abeliano de G. Distinguimos 2 casos:

a) K< M, Como M cubre HKK, H < My asi H/K es un factor principal de M. Es
evidente entonces que [H N M/K N M]*= [H/K]* G. .

b) K4 M, Se tiene que G = MK. Sih e H,h=mk conk e Kym e HN M. Asi hK =
mK. Por otra parte, si g € G, gCg(H/K)=mCg(H/K) para algiin m e M. Por consiguiente,
la aplicacién f de [H/K](G/Cg(H/K)) a [H N MK N M] (M/Cp(H N M/K N M)) dada por

f(mK, m1CG(H/K)) = (mK N M), miCp(H N M/K N M)) es un isomorfismo. Asi
tenemos que [H N MK N M] * M = [H/K] * G. Por lo tanto, H N M/K N M es un factor
principal J-central de M. ‘

(1.5) Corolario; Consideramos D un T)~normalizador de un grupo G. Si H/K es un
factor principal Th-central de G, entonces D cubre H/K y H N D/K N D es un factor
principal de D. Ademas, Autg(H/K) es isomorfo a Autp(H N D/K N D).

Demostracion: Podemos suponer que G ¢ T) . Como D es un J-normalizador de G,
existe una cadena (1). Si n=1, la afirmacién es cierta en virtud de (1.4). Supongamos
que 1< n. Se tiene qué D e Norp (Hy) y H N H4/K N Hyes un factor principal -central
de H4. Por induccién, D cubre H N Hy/K N Hyy H N D/K N D es un factor principal de
D. Ademaés tenemos que Autp(H N D/k N D) = Auty(H N Hy/K N Hy). Es claro, entonces,
que D cubre H/KK y aplicando (1.4) concluimos que Autp(H N D/K N D} g Autg(H/K).

(1.6) Proposicién: Consideramos D un Jh-normalizador de un grupo G. Si H/K es
un factor principal de G suplementado cubierto por D, entonces [H N D/K N D] *D =
[HK]*GeD.
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Demostracién: Supongamos primero que D es un subgrupo J-critico de G. Como H/K
es un factor principal de G evitado por ®(G) y cubierto por D, H N D/K N D es un factor
principal de D y Autp(H N D/K N D) = Autg(H/K) por (1.3). Asi, si H/K no es abeliano,
[HK] * G e QD) € B . Si HK es abeliano, entonces H/K es complementado por un
subgrupo maximal T de G. Entonces, T N D es un subgrupo maximal de D y se verifica D =
(H N D)(T N D). Asi, tenemos que H N D/K N D es un factor principal suplementado de D.
ComoDelh,setieneque[HND/KND]*DeQ(D)y< T.Comoen (1.4), se demuestra
que [HNDK ND]*D & [HK G yasi[HK| *GeT . En el caso general,
consideramos la cadena (1). Si H/K es un factor principal de G suplementado y* cubierto
por D, H/K es cubierto por Hyy evitado por @(G). Por (1.3), HN H4/K N Hq es un
factor principal suplementado de Hq. Ahora bien, como D e Norg ( Hy), aplicando
induccién, [HN DK ND]*D= [HNH{KNH{]*Hy e . Por otra parte, es claro
que el grupo [H/K]* G es isomorfo a [H N H4/K N H4] * Hy. Por consiguiente, se tiene
que [HND/K ND]*D= [HK]* Gy H/K es un factor principal -central de G.

R

Aplicando los resultados anteriores, podemos demostrar:

(1.7) Teorema: Consideremos un grupo Gy D « Norm(G). Entre los factores
principales suplementados de G, D cubre exactamente los T-centrales.

Un T-normalizador puede cubrir un factor principal no suplementado y
Th-excéntrico, como lo demuestra el ejemplo siguiente:

EJEMPLO 1: Tomamos E y M como en ejemplo 1 del capitulo |, i. e. E/M isomorfo
a Alt(5) y M < ®(E). Consideramos la formacién saturada ¥ = ( G/ Alt(5) ¢ Q(G) ).
Existe un normal minimal N de E.contenido en M tal que N es un factor principal
F-excéntrico de E. Consideramos un subgrupo maximal T de E tal que T/M es isomorfo a
Alt(4). Entonces, T es un F-normalizador de E y T cubre N.

(1.8) Proposicién: Consideremos un grupo G y M un subgrupo maximal
Th-abnormal monolitico de G. Entonces, M contiene un J3-normalizador de G.

Demostracién: Denotamos con R = Soc(G mod Mg). Se tiene que R/Mg es el tnico
normal minimal de G/Mg. Si M es Th-critico en G, el resultado es obvio. En otro caso,
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F'(Q) < MG.' Sea X un subgrupo T-critico de G. Es claro que Mg no esta contenido en X.
Entonces, G = XMg y tenemos que R = Mg(R N X). Como Mg < C(R/Mg), se tiene G = X
Cg(R/Mg). De esta manera, R N X/Mg N X es un factor principal de X y el grupo de
automorfismos Auty(R N X/Mg N X) es isomorfo a Autg(R/Mg). Ademas, tenemos que el
grupo [R N X/Mg N X]* X es isomorfo a [R/IMg] * G. En consecuencia, R N X'Mg N X es
un factor principal T-excéntricc de X. Por otra parte, M N X es un subgrupo maximal de
X.Como, MgNX=MNX)yy X=(MnNX)(R N X)tenemos que X/(MNX)y ¢ T .En
definitiva, M N X es un subgrupo maximal T)-abnormal monolitico de X. Por induccién,
~ concluimos que M N X contiene un T-normalizador de X. Como Norp(X) esta contenido en
Norgp(G), M contiene un Jj-normalizador de G.

(1.9) Lema; Consideremos M un subgrupo maximal de un grupo G. Si M contiene un
-normalizador de G, entonces M es un subgrupo T)-abnormal de G.

Demostracién: Sea D un J-normalizador de G tal que D <M y consideramos H/K un
factor principal de G con K= H N Mg. Si HK es Th-central, H/K es cubierto por Dy M
cubre H/K, contradiccion. De esta manera, H/K es un factor principal J)-excéntrico de G
y M es un subgrupo T-abnormal de G.

Aplicando (1.8) y (1.8), podemos demostrar:

(1.10) Teorema: Consideramos M un subgrupo maximal monolitico de un grupo G.
Entonces: M contiene un J-normalizador de G si y sélo si M es Jh-abnormal de G.
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2. - NORMALIZADORES Y #- PROYECTORES.

En este parrafo y en el siguiente, ¥ denotara siempre una Y-formacién saturada y
F(p) su definicién p-local integrada y plena. J) sera una ¥-clase de Schunck de la forma
T = EgR para alguna formacién & .

Ademas, frecuentemente usaremos el siguiente resultado: si ) es una clase de
Schunck y G un grupo tal que G = EF(G) con E e Maxm(G), entonces E € Projm(G) (ver
[20]). I

El objeto de este parrafo es extender los resultados de [11], parrafo 5, del universo
resoluble a un universo ¥ de grupos finitos con las prbpiedades de clausura mencionadas
al comienzo del capitulo.

Decimos que un J-normalizador D de un grupo G es de tipo 1, si existe una cadena de

Denotamos por Norm(G)1 el conjunto, posiblemente vacio, de J-normalizadores de
tipo 1 de G. Si G « T, Norg(G)¢= Norp(G) = {G}.

(2.1) Lema; Si M es un subgrupo maximal ff-abnormal de un grupo G, entonces
M < 67,

Demostracién: Como G/Mg no es un F-grupo, se tiene que G = Mny asi, MM N ¥
es isomorfo a G/GT e ¥. En consecuencia, MF<mna¥<aT.

(2.2) Teorema: Consideremos un grupo G con cTe &, entonces:

(1) Norf(G) = Norf(G)1.

(2) Si D es un F-normalizador de G, D es un subgrupo cubre-evita de G que cubre
los factores principales F-centrales de G y evita los F-excéntricos.

Demostracién: Podemos suponer que G ¢ #. Si M es un subgrupo maximal
jf'-abnormal de G, G¥ no esta contenido en M y, en.consecuencia, M es un subgrupo
maximal de tipo 1 de G. Aplicando el lema anterior y un razomamiento inductivo llegamos
a que Norf(G) = Norf(G)1.

Para demostrar (2), utilizamos induccién sobre |G|. Consideramos D en
F-normalizador de G y supongamos que D es un subgrupo maximal de G. Si H/K es un
factor principal de G no abeliano, D cubre H/K puesto que D es de tipo 1. Si H/K es
abeliano y D no cubre H/K, HD5/Dg es el unico subgrupo normal minimal de G/Dg y
Dg(HN D) =Dg. Entonces, HN D =Ky D evita HK.
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Si D no es un subgrupo maximal de G, existe un subgrupo F-critico M de G tal que D
<M,De Norjr(M) y G = MF(G). Por induccién, D es un CE-subgrupo de M. Ahora bien,
M es un CE-subgrupo de G y asi D es un CE-subgrupo de G (ver [18] lemma 4.4).

Si H/K es un factor principal #f-central de G, por (1.5), D cubre H/K. Supongamos
que H/K es un factor principal #-excéntrico de G. Si D cubre H/K, entonces HNDKND
es un factor principal de D y se tiene que [H/K]* G = [H N D/K N D ]* D. Ahora bien, D
es un F-grupo y por tanto todo factor principal de D es f-central. En consecuencia,
[H/K]* G €  contradiccién. Asi, H/K es evitado por D.

La afirmacién (2) del teorema anterior no es cierta para clases de Schunck J» que
no son formaciones saturadas (ver, por ejemplo, [18] ejemplo 3 ).

(2.3) Definicién: a) Un subgrupo maximal M de G se dice M-crucial si M es
Tr-abnormal en G y M/Mg . . '

b)Si G ¢ I, un JH-normalizador D de G se dice T-crucial en G si existe una cadena
de subgrupos (1) con H,_{ T-crucial en H; para cada i.

(2.4) Nota: Si D es un J-normalizador M-crucial de G, entonces D es un
T)-proyector de G.

Demostracién: Supongamos primero que D es un subgrupo maximal de G. Entonces,
D/Dg es un subgrupo T-maximal de G/Dg y G/Dg € b(Th). Como D/Dg es un J-proyector
de G/Dg, obtenemos que D es un T-proyector de G por J-inductividad.

Ahora, si D no es un subgrupo maximal de G, sea M un subgrupo maximal
T-crucial de G tal que D es un J-normalizador B-crucial de M. Por ‘induccién, D es un
Th-proyector de M. Como cada T-proyector de M es un D-proyector de G, D es un

-proyector de G.
Denotamos por R = (G e &/ G/F(G) e D).

(2.5) Lema: Consideremos G € RT y E un subgrupo J-maximal de G verificando
que G = EF(G). Entonces, E es un J-normalizador de G.

Demostracién: Si E = G, no hay nada que probar. Podemos suponer entonces que el '
grupo G ¢ T) y E < G. Sea M un subgrupo maximal de G conteniendo a E. Ahora bien, E es
un J-proyector de G y por tanto, M es J-critico en G. Por otra parte, M = EF(M) y E es
un subgrupo T-maximal de M. En consecuencia, E es un T-normalizador de M, por
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induccién. Como M es un subgrupo T-critico de G, E es un T-normalizador de G.

(2.6) Teorema: SiG e N1 , entonces Projp(G) = Norpy(G).

Demostracion: Si G « I, el resultado es trivial. Entonces, podemos suponer que el
grupo G ¢ Th y demostramos que los Jh-normalizadores de G son T-cruciales en G. Sea M
un subgrupo I-critico de G, entonces G =MF(G) y M N F(G)< Mg- Por lo tanto, M/Mg €
Q(M/M N F(G)) € 1. De esta manera, M es T-crucial. Si D‘e‘Norm(G) existe M,
~ subgrupo Tj-critico de G, tal que D <My D e Norp(M). Como M € 2T, por induccién, D
es un Th-normalizador de M J-crucial. Como M es J-crucial en G, D es -crucial en G.
En consecuencia, aplicando (2.4), obtenemos que cada J-normalizador de G es un
-proyector de G.

Ahora, sea E un Th-proyector de G. Como G e D, los Th-proyectores de G
suplementan a F(G). Asi, G = EF(G) y E es un subgrupo Th-maximal de G. Aplicando el
lema anterior, E es un T-normalizador de G. En consecuencia, Projm(G) = Nor]f,(G).

Si R es una Y-formacién, entonces L =RR N ¥ es una Y-formacién saturada
conteniendo a la clase de Schunck B = E¢ R. .

(2.7) Teorema: Consideramos T» y % como antes, G un grupo D e Norg (G).
Entonces, los J-proyectores de D son J-normalizadores de G.

Demostracién: Si G € L. , entonces Projm(G) = Norm(G) por (2.6). Podemos
suponer G ¢ L . Consideremos D un Z-normalizador de G. Entonces, existe una cadena (1)
con H;_4 L-critico en H; para cada i. Como T € %, existe D* e Nory(G) tal que D* < D.
Como D e L, por (2.6), D* es un T-proyector de D. Asi, cada Th-proyector de D es un
]-normalizador de G.

Consideremos G € R'¥.

" Construimos la cadena, D, 4 < D, o<....< Dy< Dy donde D; es un
Rig-Proj(D;4), 15 is r1.

Entonces,D,_4 es un RF-normalizador de G. Como G e nnr-1¢, aplicando la -
proposicién (2.6), R 14-Proj(G) = R ™1#-Nor(G). Supongamos, trabajando por
induccién sobre i, que D;q € nr-(-1)¢-Nor(G). Aplicando (2.7), nr-if.proj(D) c
ﬁ,"ijf-Nor(G). En consecuencia, D; e nr'ijf-Nor(G). De esta manera, obtenemos que
D,.1 es un RF-normalizador de G.

Por lo tanto, si D, e Projf(DM) se tiene que D, es un ff-normalizador de G.
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(2.8) Teorema: Consideramos G ¢ 2T y H un subgrupo de G que cubre los

factores principales T-centrales de una serie principal dada de G, entonces H contiene un-
Th-normalizador de G.

Demostracién; Razonamos como en el Teorema 5.7 de [11]. Podemos suponer G ¢ Th
y H < G. Si M es un subgrupo maximal de G tal que H < M, entonces M es J-critico en G y
M es un CE-subgrupo de G. Ademés, la interseccién-de M con una serie principal de G es
una serie principal de My si R/K es un factor principal de G en dicha serie cubierto por
M, RN M/K N M es un factor principal de M y se tiene due [R/K]* G es isomorfo al
grupo [R N M/K N M]* M. En consecuencia, H cubre todos los factores T)-centrales en
una serie principal de M. Aplicando induccién, H contiene un J-normalizador de M. Pero
Norp(M)C Norm(G).

(2.9) Corolario: Si ¥ es una ¥-formacién saturada y G e R, los
¥-normalizadores de G son los unicos subgrupos que cubren los factores principales
F-centrales de G y evitan los -excéntricos en una serie principal dada de G.

(2.10) Proposicién: Si G e R F, entonces cada §-normalizador de G esta
contenido en un tnico §-proyector de G.

Demostracién: Claramente podemos suponer que F = F(G)* 1. Sea D un
F-normalizador de G. Como G/F e Rf y DF/F Norjf(G/F), entonces DF/F e Projf(G/F)
aplicando (2.6). Designamos por T = DF y tomamos E € Maxf(T ) de forma que D <E.
Por (2.5), E e Norf(T) = Projf(T) puesto que T € RJ. De esta manera, E es un
F-proyector de G.

Supongamos ahora que D es un Ff-normalizador de G contenido en los §f~proyectores A
y B de G. Como, G/F e RF tenemos que DF = AF = BF. Si N es un subgrupo normal
minimal de G contenido en F, G/N e« 212 y entonces que AN = BN aplicando induccién.
Como AN € Ry A, B son F-proyectores de AN, A y B son conjugados en AN por corolario
5.3 de [42]. Entonces A ='B" para algiin n e N. Como N < Z(F), A = B.

(2.11) Nota; Consideramos G tal que T« . Si G ¢ ¥, entonces G tiene un subgrupo
maximal §-crucial.

Demostracién: Como c¥s 1, tomamos K un subgrupo normal de G tal que GT/K esun
factor principal de G complementado. Si M es un subgrupo maximal de G tal que G = MGf,
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K= G¥ n M entonces M es un subgrupo maximal f-crucial de G.

(2.12) Jeorema: SiG e« RF y H es un subgrupo de G tal que G = HF(G), cada
F-proyector de H es de la forma H N E, donde E es un #F-proyector de G.

Demostracién: Claramente, pddemos suponer que F(G) + 1, G + Hy G ¢ ¥. Ademas
razonando por induccién sobre |G|, podemos suponer H es un subgrupo maximal de G.
Como H/H N F(G) e ¥, todo FF-normalizador A de H satisface H = A(H N F(G)). Entonces G
. = AF(G). Si A < E e Maxy(G), entonces E e Projg(G) por (2.5). Es sencillo comprobar
que Ay E N H cubren y evitan los mismos factores principales en una serie principal
dada de G. En consecuencia, A=E N H.

(2.13) Teorema: Consideramos un grupo G tal que Gf e & y H un subgrupo de G
verificando G =HF(G). Existe A e Projf(H) y Ee Projf(G) talque A=HNE.

Demostracién: Por (2.12), podemos suponer que G ¢ RF. Entonces G tiene un
subgrupo maximal ff-crucial contendio a F(G) y tal que G = MG1F por (2.11). Si
denotamos R = Soc(G méd Mg), H cubre R/Mqg y asi R N H/Mg N H es un factor principal
F-excéntrico de H. También, H= (RN HY(M N H yRN H/M@ N H es un factor principal
abeliano de H. Por consiguiente, M N H es un subgrupo maximal de H §f-crucial. Por otra
parte, M = (M N H)F(M) y mF es resoluble. Por induccién, existe A e Projf(M NHYy
Ee Projg(M)talqueque A=HNENM=HNE.Como,MNHes F-crucial en H,
tenemos que A e Projf(H). Ademads, M es F-crucialen Gy asi E e Projf(G).

(2.14) JTeorema: Consideremos un grupo G con Gf resoluble. Entonces, cada
F-normalizador de G est4 contenido en un FF-proyector de G.

Demostracién: Utilizamos induccién sobre |G|. Podemos suponer que G ¢ §. Sea D un
F-normalizador de G. Existe un subgrupo ¥-critico Mde Gtalque DsMyD e Norg(M).
como MT es resoluble, existe A e Projf(M) tal que D < A . Ahora, G = MF(G). Por
(2.13), existe B € Projf(M) yEe Projf(G) talque B=M N E. Al ser v resoluble,
por corolario (5.3) de [42] , Ay B son conjugados en M, o sea, A =BM para algin
elemento m e M. Asi, A= MNEMy D est4 contenido en EM e Projg(G).

Consideremos un grupo G con G resoluble. Como Projf(G) es una clase de’
conjugacion de subgrupos de G, cada §f-proyector de G contiene un F-normalizador de G .
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Esta propiedad se verifica en general. Sitomamos ¥ =€ y § =1, la clase de los grupos
nilpotentes, el grupo G = Alt(5) tiene tres clases de conjugaciéon distintas de
N -proyectores, Sylp(G) p=2,3,5. Si P e Syl5(G), entonces P no contiene ningdn
M-normalizador de G.

(2.15) JTeorema: Consideremocs un grupo- G de p-longitud 1 cuyos
F-normalizadores tienen indice potencia del primo p. Entonces, todo #f-normalizador de
G es un F-proyector de G. ‘ ' '

Demostracién: Podemos suponer que G no es un F-grupo. Consideremos M un
subgrupo f-critico de G y sea D y un F-normalizador de G tal que D £ M. Como |G : D| es
potencia de p, entonces |G :M| es potencia de p. Si G/Mg es de tipo 2 y T/Mg es su dnico
normal minirqal, se tiene que Mg = C(T/Mg). Como Op-p(G) es la interseccién de los
centralizadores de todos los factores principales de G cuyo orden es divisible por p, se
tiene que Op-p(G) < Mg- Como G es de p-longitud 1, G/Mgy es un p'-grupo,
contradiccién. Asi todo maximal ff-critico de G es de tipo 1. Manteniendo la notacién
anterior, M/\Mg = G/Cg(T/Mg) que es un p'-grupo. En consecuencia, tenemos que G
=DCg(T/Mg) y asi M es ¥-crucial. Ahora bien, M es de p-longitud 1 y los
F-normalizadores de G tienen indice potencia de p. Por induccién, D es un #-proyector
de M. Como M es f-crucial, D es un F-proyector de G.

(2.16) Definicién; ([29]) Consideremos una ¥B-formacién saturada ¥. Decimos
que un subgrupo H de un grupo G es #-subnormal en G, y escribimos H #-sn G, si existe
una cadena de subgrupos: H = H < H,_ 4 < ..... £ Hg = G, tal que H; es un subgrupo
maximal ¥-normal en H; 4, para cada i.

. SiXeY son dos subgrupos de un grupo G que satisfacen: :

i) X F-sn Y. .

ii) Si X #-sn Z para algun subgrupo Z de G, entonces Z < Y.

Decimos entonces que Y es el #f-subnormalizador de X.

Es claro, a partir de la definicién, que si existe #f-subnormalizador de un subgrupo
X de G este es unico.

(2.17) Lema: Consideremos un #-grupo Gy H un subgrupo de G, verificando que
G = HF(G). Entonces H es F-subnormal en G.

Demostracién: Razonamos por induccién sobre |G]. Podemos suponer que H < G. Si M
es un subgrupo maximal de G tal que H < M, entonces M €  aplicando [9; 1.8]. Como M

19



= HF(M), por induccién, H #-sn M. Como M es f-normal en G, H es ¥-subnormal en G.

(2.18) Lema: Supongamos que G € ¥, y H un F-subgrupo de G tal que G = HF(G).
Si H es F-subnormal en Y < G, entonces Y es un F-grupo.

Demostracién: Razonando por induccién sobre |G|, podemos suponer que Y = Gy H
subgrupo maximal F-normal de G. Si G ¢ ¥, H es un subgrupo #-maximal de G. Por
(2.5), H es un F-normalizador de G. Por (1.10), H debe ser ¥-abnormal en G,
contradiccion.

Una ligera modificacion de la demostracién de (3.23) en [16], permite demostrar:

(2.19) Proposicién: Consideremos una ¥-formacién saturada §Fy G un grupo con
un subgrupo normal nilpotente N, tal que G/N e ¥. Se considera L un suplemento de Nen
G. Entonces:

a) Los suplementos #f-maximales de N en G coinciden con los §-proyectores de G.

b) Si E es un FF-proyector de L, existe un tnico §-proyector de G conteniendo a E.

(2.20) Teorema; Consideremos una ¥-formacién saturada § y G un R4 -grupo. Si
H es un F-subgrupo de G verificando que G = HF(G), el #-normalizador de G que contiene
a H es el #-subnormalizador de H en G. ‘

Demostracion: Aplicando la proposicién anterior, existe un dnico F-proyector E de
G conteniendo a H. Por (2.5), E es un §-normalizador de G. Se tiene que E = HF(G) y asi
H es ff-subnormal en E por (2.17). Ahora, si L < G tal que H #-sn L, aplicando (2.18)
concluimos que L es un FF-grupo. Como G = LF(G), L esta contenido en un §-normalizador
de G por (2.5). Por unicidad de E , tenemos que L < E.

Segun la proposicién (2.10), en grupos de RR ¥, cada Ff-normalizador esta
contenido en un unico F-proyector. Nuestro préximo objetive es dar una descripcién
explicita de dicho f-proyector.

En lo que sigue, supondremos que ¥ es una formacion saturada cerrada para
subgrupos.

(2.21) Definicién: Si H es un subgrupo de un grupo G, llamamos

¥-cuasi-normalizador de H al siguiente subgrupo:
NgHF) =<xeG/< H,x>sz>.
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Un subgrupo H de G, se dice ¥-cuasi-normal en G, si Ny(H,F) = T para todo
subgrupo Tde Gtalque H<T<G.

Un sencillo argumento inductivo, permite demostrar:

(2.22) Teorema: Un subgrupo H de G € % es §-subnormal en G si y s6lo si
existe una cadena de subgrupos H = Hg < Hy<......... < Hp= G, tal que Hjes
F-cuasi-normal en H;_ 4, para cada i. ‘ '

(2.23) Jeorema: SiG « RRF,y Des un :lf-no‘rmalizador.de G, entonces NG(D,f)
es el unico Ff-proyector de G que contiene a D.

Demostracién: Razonamos por induccién sobre el orden de G. Es claro que podemos
suponer que G no es un :lf-grupo. Entonces F:= F(G) % 1. Consideremos N un‘§ubgrupo
normal minimal de G tal que N < F y sea E el unico §-proyector de G tal que D < E.
Tomamos x € E. Se tiene que 1 = < D,x>jr < D. En consecuencia, E esta contenido en
Ng(D,¥). Aplicando induccién al grupo G/N, y dado que los F-normalizadores y
F-proyectores son invariantes bajo epimorfismos, tenemos que EN = Ng(D,#)N = T. Asi,
el F-residual de T es abeliano. Si N < E, entonces E = Ng(D,¥) y el teorema queda
demostrado. En consecuencia, T = ETf YEN ¥ - 1.Sea ge NG(D,;ﬂ’) y R=<D, g>tal que
R¥<D.ComoR<T y ¥ es cerrada para subgrupos, tenemos que RY<t¥nD=1.Por
consiguiente, R es un F-grupo. Por otra parte, como G/F es un RF-grupo tenemos que
EF= DF en virtud de (3.6) y NG(D,jf)F = EF = DF = RF = Q, aplicando induccién.
Consideremos H un subgrupo ff-maximal de Q tal que R < H. Por (3.5), H es un
F-proyector de Q. Por consiguiente, H es un #f-proyector de G y D < H. Por unicidad de E,
tenemos que H = E y g € E. En definitiva, NG(D,jf) < E Yy el teorema queda demostrado.
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3. *-NORMALIZADORES Y #-HIPERCENTRO.

(3.1) Definicién: Un subgrupo normal N de un grupo G se dice §-hipercentral en
G si existe una cadena:

1=Ng 2Ny S........ AN =N withN; G y N; 4/N; factor principal F-central
de G para cada i. o

Es bien conocido que el producto de subgrupos normales F-hipercentrales de un
grupo G es un subgrupo normal F-hipercentral de G. Asi, cada grupo finito G tiene un
tnico subgrupo normal F-hipercentral de mayor orden, llamado #-hipercentro de G y
denotado por Zf(G).

En este parrafo, analizamos la relacién existente entre el ¥-hipercentro y un
FF-normalizador de un grupo G e ¥. Supondremos que ¥ contienea® N ¥, donde ? esla
clase de los grupos nilpotentes.

(3.2) Lema: Consideremos un grupo G. Si un #~-normalizador de G es un subgrupo
normal de G, entonces G es un FF-grupo.

Demostracién: Supongamos que el resultado no es cierto y sea G un contraejemplo de
orden minimal a nuestra afirmacién. Entonces tenemos que G ¢ f'y G posee un
#-normalizador D tal que D < G. Sea M un subgrupo F-crifico de G talque D<M y tal
queD e Norf(M). ComoD<M,D=M por minimalidad de G. Esto implica que el grupo
GDe RNY < ¥ yesto contradice la FF-abnormalidad de D.

Como consecuencia, siD e Norf(G) entonces DG = G. En otro caso tendriamos que 1=
DDCG/DG e Norgy(G/DC) y esto contradice (3.2).

La hipétesis 2 N ¥ < ¥ en (3.2) es esencial. Sitomamos ¥ =€ y §f =€, la clase
de los 7-grupos, y G = Alt(5) entonces Norg(G) = {1}y G ¢ .

Por (1.5) , el #~hipercentro de un grupo G esta contenido en cada F-normalizador
de G. Ademés, tenemos que:
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(3.3) Lema: Consideremos un grupo G, tal que GT es resoluble. Si D es un
F~-normalizador de G, entonces Zf(G) =Dg.

Demostracion: Supongambs primero que Zf(G) = 1. Si Dg#* 1, tomamos un subgrupo
normal minimal N de G tal que N < D. Como D cubre N, tenemos que N es un factor
principal §-central de G por (2.2). Pero entonces N < Zf(G) = 1, contradiccion.

Si Z.f(G)* 1, el grupo G/Zf(G) tiene §-hipercentro trivial. También, el grupo
~ cociente DZg(G)/Zg(G) es un” F-normalizador de G/Zy(G). En consecuencia, Dg <
Zf(G).

EJEMPLO 2: La condicion Gf resoluble en el teorema anterior es esencial.

Consideremos ¥, #, Ey M como en ejemplo 1. Es claro que ij(E) = 1. Si tomamos un
subgrupo maximal T de E tal que T/M es isomorfo a Alt(4), entonces T es un
F-normalizadorde Ey Tp=M #1.

)

(3.4) Proposicién: Consideremos un grupo G. Si D es un f-normalizador de G,
entonces ij(G) = CD(Gf).

Demosiracién: En virtud del lema anterior, Zf(G) < D. Por otra parte, es conocido
que G7 centraliza a Zf(G). En consecuencia, Zf(G) < CD(Gf). Notemos que CD(Gf) es un
subgrupo normal de G, pues G = pGT. Si H/K es un factor principal de G verificando que
K < H s Cp(GY), se tiene que GF < C(H/K) y asi, G = DCg(H/K). En consecuencia, H/K
es un factor principal de D. Como D es un F-grupo, H/K es F-central en D, luego en G.
Hemos demostrado entonces que CD(Gf) es un subgrupo normal F-hipercentral de G. En
consecuencia, CD(Gf) < Zf(G).

Concluimos este parrafo con una propiedad de R#-grupos, que en el caso resoluble
ha sido demostrada por Carter y Hawkes en [11; Th. 5.8].

(3.5) Teorema: Consideramos G € R y H un #f-subgrupo de G tal que G = HF(G).
Si X es un subgrupo de G tal que H es subnormal en X, entonces X esta contenido en algun

F-proyector de G.

Demostracién: Utilizamos induccién sobre |G|. Podemos suponer que G ¢ ¥, entonces
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F(G)* 1. Consideremos N un subgrupo normal minimal de G tal que N < F(G).'Las
hipétesis del teorema se satisfacen para G/N, HN/N y XN/N. Asi, XN/N esta contenido en
un F-proyector T/N de G/N. Si E es un f-proyector de T, entonces T = ENy E es un
¥-proyectorde G. Si EN <G, podemos aplicar induccién y concluir que X esta contenido en
un fF-proyector, R, de EN. Pero, R es un f-proyector de G y el teorema esta entonces
demostrado. De esta manera, podemos suponer que G = EN. Ademas, si Zf(G) N FG) * 1,
podemos tomar N < Zf(G) N F(G). Por (2.6) y (3.3), N < E y el resultado se sigue por
induccién. Podemos suponer entcfnces queG=EN vy Zf(G) N F(G)=1.Como E N F(G) es
~ normal en G, E N F(G) = Eg N F(G) = Z§(G) N F(G) = 1. Entonces, G = HN y N = F(G).
También, H es un subgrupo maximal de Gy H =X aplicando (3.2). De esta manera, H es
un F-proyector de G.
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4. F-NORMALIZADORES Y F-RESIDUAL.

En todo el parrafo, G serd un grupo con F-residual GT resoluble. Y denotara
siempre un sistema de Hall de c¥ y con T denotaremos el normalizador de X en el grupo
G, Ng(%)-

Demostraremos que los F-normalizadores de G son exactamente los f-proyectores
de Ng(Z). Para ello, seguiremos el esquema de demostracién de [46].

Notemos, en primer lugar, que si G es un R¥-grupo, entonces T = G. En
consecuencia, todo #-proyector de T es un J-proyector de G. '

(4.1) Lema; Consideremos un grupo G con un subgrupo normal H resoluble
conteniendo a G¥. Si 2" es un sistema de Hall de H, se tiene:

a) Ng(Z*) es un ]‘Zf-grupo Ademas, 5| R = Ng(Z*) entonces 3* reduce en Rf

b) Cada F-proyector de NR(Z* N Rf) = R esta contenido en un FF-proyector del
subgrupo Ng(Z* N Gf).

Demostracién: a) Al ser H subgrupo normal de G y los sistemas de Hall de H una
clase de conjugacion de subgrupos de H, se tiene que G = HNg(Z"). De esta manera,
Ng((Z*)/NQ(Z*) es isomorfo a G/H que es un F-grupo. Por lo tanto, rRY < Ny(E*) que
es nilpotente por ser un normalizador de sistema de H. En definitiva, R¥ un grupo
nilpotente. Ademas, X* reduce en Ny(Z*) y R¥ esun subgrupo normal de Ny (Z*),
luego X* reduce en Rf. Es claro por otra parte que Ng(Z*) es un n{-grupo.

b) Supongamos, por reducciéon al absurdo, que b) no es cierta y sea G un
contragjemplo minimal. Tonmemos H un subgrupo normal de G de indice |H : Gfl minimal
para el cual la afirmacién b) no es cierta. Consideremos H/K un factor principal de G con
G¥ < K. La afirmacién es cierta para el subgrupo normal K; en consecuencia, cada
F-proyector del subgrupo Ng(Z* N Bf) donde B = Ng(XZ* N K) esta contenido en un

¥-proyector del subgrupo NG(Z* n Gf). Segtn (0.6) Cap.0, X* N Ni(X* N K) es un
~ sistema de Hall del subgrupo H N B = Ny(Z* N K). Por otra parte, By H N B satisfacen
las hipétesis del lema. Asi, si B es distinto de G cada §-proyector de Np(Z* N Pf). donde
P = Ng(Z* N HN B) est4 contenido en un F-proyector de Ng(Z* N Bf) que a su vez esta
contenido en un F-proyector del subgrupo Ng(Z* N Gf). Finalmente, veamos que P =
Ng(Z*). En efecto, segin (0.6) Cap 0, tenemos la igualdad, Ny n gZ*NHNB) =
Ny(Z*). Ademas, Ng(Z*) esta contenido en P. Como G = H Ng(Z*), B = Ng(Z*)(H N B).
En consecuencia, P = Ng(Z*)(P N HN B) = Ny  gZ* N H N B)INg(Z*) = Ng(Z*). De
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esta manera, b) seria cierto para H contradiccién. Asi B = G , K es un grupo nilpotente y
G es un NF-grupo. Supongamos que p es el primo divisor del orden de H/K y sea Sp el
p-subgrupo de Sylow en X*. Se tiene que H = SpK y Ng(Z") = NG(Sp)- Si denotamos por

R = Ng(X*), tenemos que R = Ng(Z* N Rf). Si E es un f-proyector de R, se tiene que R

-RTE y G = KE. Aplicando (2.5), E est4 contenido en un #-proyector de G que es igual a
NgE*n Gf), contradiccién final.

(4.2) Lema: Si N es un subgrupo normal de G, entonces TN/N = Ng/N(ZN/N). En
~ consecuencia, si E es un F-proyector de T entonces EN/N es un #-proyector de
Ng/N(EN/N).

Demostracién: Claramente podemos suponer que N es un subgrupo normal minimal
de G. Distinguimos dos casos:

ayNNn Gf= 1. entonces, |G/N : Ng/N(ZN/N)| es el nimero de sistemas de Hall de
GfN/N, es decir, el nimero de sistemas de Hall de c7. Ademas, tenemos las siguientes
desigualdades: |G : TN| = |GT : 6T TN| < 16T : 6Fn T| = |G/N : Ngpy(EN/N)I. Como TN <
Ng/N(ZN/N) se tiene que |G/N : Ng/N(ZN/N)| = |G/N : TN/N| y asf, TN/N =
Ng/N(EN/N). .

b) N < c¥. pado que los normalizadores de sistemas son invariantes bajo
epimorfismos, tenemos que Ng/N(ZN/N) = NR(Z)N/N, siendo R = cT. Asi, se tienen las
igualdades |G/N : Ng/N(EN/N)| = |R/N : Ng/N(ENN)| = [R : NR(Z)N| = |G/N : TN/NJ.
En definitiva, TN/N = Ng/N(ZN/N).

(4.3) Teorema: Consideremos M un subgrupo maximal ¥ -abnormal de G. Si X
reduce en M N Gf, existe un F-proyector de T contenido en un F-proyector del subgrupo
Np(E n M%),

mmmm Demostramos primero que existe un F-proyector de T contenido en
M. Esto lo razonamos por induccién sobre |G|. Notar que las hipétesis del teorema se
mantienen para G/Mg y M/Mg. Si Mg es no trivial, por induccién existe un J-proyector
de TMg/Mg, D/Mg, contenido en M/Mg. Se tiene que el ¥-residual de TMg/Mg es
nilpotente, luego los ¥-proyectores de TMg/Mg son conjugados. Si tomamos un
F-proyector de T, entonces EMg/Mg es un :If-proyéctor de TMg/Mg. De esta manera,
existe un elemento g de T tal que D = E9Mg con lo cual E9 es un #-proyector de T
contenido en M.

Podemos, pues, suponer que Mg = 1. Como M es #-abnormal en G, tenemos que G es
un grupo primitivo de tipo 1 y G = MN con N subgrupo normal minimal de G
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autocentralizante verificando que M N N = 1. Es claro, ademas, que N < cF yMn e -
MF. si M = 1, entonces M es un F-grupo y Ny(2 N mF ) = M. Entonces M és F-crucial
en Gy M es un ff-proyector de G « RF. En este caso, G = T y la afirmacién queda
demostrada.

Supongamos pues que M + 1. Veamos entonces queT<M.SiameTconas%1,acA
y m e M se tiene que SP = (SP)@M, siendo SP el p-complemento de Sylow de G en el
sistema de Hall T. Ademas, SP <M < M y entonces (SP)8 <M. Sixe SP, [x,a]eMNA =
1. En consecuencia, a centraliza a SP. Aplicando (0.7) Cap. 0, A esta contenido en el
centro de Gf. Asi, ij <Cg(A)=Ay Mfs M N A = 1, contradiccién. Por lo tanto,a =1y
T<M. ‘

Consideremos, pues, un ¥-proyector D de T tal que D < M. Entonces tenemos las
inclusiones D < Ny(Z)<NyENMN Gf) =DNmn G:U’(z nMnN Gf). Concluimos
entonces que G = DF(Ny(ENMN Gf) yNyENMN G'f) es un Nff-grupo. Sea E un
¥-proyector de Njy(ZNMN Gf) tal que D < E. Aplicamos ahora (4.1) aM, M N c¥ y
mT. Cada F-proyector de NM(Z nNMN Gf) est4 contenido en un F-proyector de Npy(X N
Mf). Asi E, luego D, esta contenido en un J-proyector de Npy(Z N Mf).

(4.4) Teorema: Si D es un F-proyector de T, D cubre los factores principales
F-centrales de G y evita los F-excéntricos.

Demostracién: Por (4.2), es suficiente probar que D cubre todo normal minimal.
¥-central de G y evita todo normal minimal ff-excéntrico de G. Tomemos A un normal
minimal #f-central de G, i.e., [A]'"G € . Como A < CG(Gf), setieneque A<TyG= pc¥
= DC(A). Por tanto, A es un subgrupo normal minimal de AD verificando que [A]'AD = -
[A]*G. Como ¥ es saturada y AD/A es un §F-grupo, se tiene que AD es un F-grupo. Como D
es f-maximal en T, A < D. Supongamos ahora que A es ff-excéntrico, entonces A esta
contenido en G¥ y asi A es abeliano. Si D no evita A, entonces A N T no es trivial. En
definitiva, 1 ® A'N Ng(S), siendo S el p-subgrupo de Hall de c¥ y p el primo divisor del
orden de A. Aplicando (0.7) Cap.0, A < Z(Gf)_ lo cual implica que A es ff-central,
contradiccién. '

(4.5) Teorema; Para cualquier sistema de Hall ¥ de Gf, todo #'-proyector de
Ng(Z) es un §-normalizador de G. En consecuencia, {E e Proyf(NG(Z))/ Y es sistema
de Hall de Gf} coincide con Norf(G) y Norf(G) es una clase de conjugacién de subgrupos

de G.

Demostracién: Podemos suponer que G no es un F-grupo. Consideremos M un
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subgrupo f-critico de G tal que X reduce en M N Gf. Por (4.3), existe un F-proyector
de Ng(), D, contenido en un F-proyector D* de NpE N Mf). Aplicando induccién, D*
es un F-normalizador de M, luego de G. Veamos que D y D* tienen el mismo orden y para
ello veamos que cubren o evitan los mismos factores principales en una serie principal
dada de M. Si (*) es una serie principal de G, la interseccién de dicha serie con M es una
serie principal de M. Si H/K es una factor principal de (*) cubierto por M, H N M/K N
M es un factor principal de M y se verifica que [H/K]*G es isomorfo a [H N M/K N
MJ*M. Asi, H/K es F-central en G si y sélo si H N M/K N M es f-central en M. En
. consecuencia, aplicando (4.4) y (2.2), D y D* cubren o evitan los mismos factores
principales en una serie déda de M. En définitiva, D = D*. Ahora bien, los §f-proyectores
de Ng(X) son una clase de conjugacion de subgrupos de G. En consecuencia, todo
. F-proyector de Ng(Z) es un F-normalizador de G.

Ahora, si D es un F-normalizador de G y E es un F-proyector de Ng(Z), existe un
elemento g € G tal que D = ES. Asi, D es un f-proyector de NG():Q). De esta manera
' tenemos que {E e Proyf(NG(Z))/ Y es sistema de Hall de Gf} = Norf(G).

(4.6) Corolario: Consideremos H un J-proyector de un grupo G complementando a
c7T. Entonces, H normaliza a algun p-subgrupo de Sylow de c¥ para cada primo p.

Demostracién: Por (2.14), H contiene un ff-normalizador de G. Como en este caso
ambos complementan a Gf. se tiene que H es un f-qormalizador de G. Por el teorema
anterior, existe ¥ sistema de Hall de c¥ tal que H <Ng(X). Tomando, para cada primo p,
el p-subgrupo de Sylow de GjF en 3, H normaliza a dicho subgrupo.

(4.7) Lema: Consideremos X, un sistema de Hall de c¥ y V un FF-proyector de G tal
que X reduceen VN G¥. Entonces V = G 6 existe un subgrupo maximal M de G, tal que V<
M y X reduce en MncT.

Demostracion: Razonamos por induccién sobre |G|. Si ¥ - 1, entonces V=Gyel
lema queda demostrado. Supongamos, pues, que 6T« 1 y consideremos N un normal
minimal de G tal que N £ a7, Las hipétesis del lema se mantienen para G/N, VN/N, N
y 2ZN/N. Por induccién, G = VN 6 existe un subgrupo maximal M/N de G/N tal que IN/N
reduce en MIN n GI/N y VN/N < M/N. Si G = VN, entonces V es un subgrupo maximal de
G y el lema queda demostrado. En otro caso, M verifica la tesis del lema.

(4.8) Teorema: Consideremos X un sistema de Hall de c¥ y V un F-proyector de G
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tal que X reduce en V N a7T. Entonces existe un F-proyector D de Ng(X) contenido en
alglin conjugado de V.

Demostracién: Si V = G, entonces c¥ -1 , D = Gy el lema queda demostrado. Podemos
suponer que V es un subgrupo propio de G. Por lema anterior, existe un subgrupo
maximal M de G tal que V< My X reduce en M N c¥. como Ves un ¥-proyector de M y
MT es resoluble, aplicando induccién, existe un F-proyector D* de Ny (Z N Mf) y un
elemento m de M de forma que D* < VM. Por otra parte, por (4.3) existe un
~ F-proyector D de N (Z) tal que D < E, siendo E un F-proyector de Ny (2 N Mf)._ Como
los F-proyectores de NM(}:‘ n Mf) son conjugados, existe un elemento t de Ny (X N Mf)
tal que E = (D*)!. Asi, D < (D*)! < VMt y el teorema queda demostrado.

Supongamos que f es la funcién formacién integrada y plena tal que ¥ = LF(f.
Denotamos por = = {p / f(p) es no vacia }. El siguiente lema es consecuencia inmediata de
la definicién local de ¥. '

(4.9) Lema; Para todo primo p € =, el f(p)-residual, Gf(P), de G pertenece a la .

clase ﬁaEp-QEp.

(4.10) Lema: Si un grupo G pertenece a la clase 5®p-@'p, entonces G posee una
unica clase de conjugacién de p-complementos. Ademas, si H es un p'-subgrupo de G
entonces H esta contenido en un p-complemento de G.

Demostracién: Denotamos por T la formacién OEp-QBp. Razonamos por induccién
sobre el orden de G. Es claro que podemos suponer que G¥ & 1. Consideramos N un
subgrupo normal minimal de G tal que N < Gm . Entonces N es un p-grupo o N es un
p'-grupo. Por induccién el grupo G/N posee una unica clase de conjugacién de
p-complementos. Consideremos T/N un p-complemento de G/N. Si N es un p'-grupo, T es
un p-complemento de G. Si N es un p-grupo, el teorema de Schur-Zassenhaus asegura la
existencia de un p'-subgrupo Q de G tal que T = QN. Asi, Q es un p-complemento de G.
Ahora, si Q y L son dos p-complementos de G, entonces QN y LN son conjugados en G por
induccién. Si N es un p'-grupo, entonces N<QN Ly Qy L son conjugados en G. Si N es
un p-grupo, el teorema de Schur-Zassenhaus asegura la conjugacién de Qy L en G.

La altima afirmacién del lema se demuestra de forma anéloga a las anteriores.
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(4.10) Definicién: Un F-sistema de complementos de un grupo G, es un conjunto
formado eligiendo un p-complemento de Gf(p), para cada p €, y un p-complemento de
¥ para cada primo p ¢ = . Si 3(¥) es un J-sistema de complementos de G, denotamos por
NG(}:(f)) a la interseccién de los normalizadores de los elementos de X(§).

(4.11) Proposicién: Consideremos X(¥) un ¥-sistema de complementos de un
grupo G. Si N es un subgrupo normal de G, entonces T(F)N/N es un F-sistema de
complementos de G/N. Ademas, NG(Z(jf))N/N = NG‘,N(Z(jT)N/N).

Demostracién: Es claro que T(JF)N/N es un F-sistema de complementos de G/N.
Para demostrar la segunda afirmacién podemos suponer, trabajando por induccién sobre
el orden de G, que N es un subgrupo normal minimal de G. Si N es F-central en G,
entonces N normaliza a todo p-complemento de c¥ y a todo p-complemento de GiP) para
todo primo p que divide al orden de N. Supongamos que p es un primo en = tal que p no
divide al orden de N. Entoﬁces, si N < GI(P) se tiene que N esta contenido en todo
p-complemento de Gf(P) en virtud de (4.10). Si N no esta contenido en Gf(P), es claro
entonces que N normaliza a todo p-complemento de cHP). En definitiva, N < NG(Z(jF)) y
la proposicion queda demostrada. .

Supongamos ahora que N es F-excéntrico en G. Entonces N < cT. Supongamos que p
es el primo que divide al orden de N. Si q es un primo distinto de p tal que q ¢ =, entonces
N esta contenido en cada g-complemento de a7 Ahora, si p es un primo en n entonces N
est4 contenido en Gf(P) y se verifica que NG(Xp)N = NG(XpN), para cada p-complemento
Xp de Gf(P). Si r es un primo en = distinto de p, es claro que N normaliza a cada
r-complemento de Gf(N. Razonando de manera analoga en el caso p ¢ n, tenemos que
NgE@)N = Ng(Z(FN) y la proposicién queda demostrada.

(4.12) Teorema: Cada f#-normalizador D de Ng(Z(¥)) cubre los factores
principales f-centrales de G y evita los factores principales F-excéntricos de G.

Demostracién: Consideremos A/B un factor principal de G, en virtud de la
proposicién anterior, podemos suponer que B = 1. Si A es #f-central, podemos razonar
como en (4.11) y concluir que A < Ng(Z(J)). Ahora bien, como G = NgE(INCg(A), se
tiene que A es un normél minimal ff-central de NG(Z(jF)). Aplicahdo (2.2) de Cap. II,
tenemos que D cubre A. Supongamos que A es un normal minimal §f-excéntrico de G y sea
p el primo divisor del orden de A. Distinguimos dos casos:

a)yp € n. Denotamos por X el p-complemento de Gf(P) en X#).SiAN Ng(X) * 1,

. setiene que A N Ng(X N Gf) *1yalserXn a¥ un p-complemento de Gf, podemos
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aplicar (0.7) de Cap. 0 y concluir que A es central en G7T. se tiene que G = pc¥ -
DCg(A). En consecuencia, A es un normal minimal J-excéntrico de Ng(X(f)) yDN A =
1. )

b) p ¢ = . Razonando como en a) para el p-complemento de Gf, se tiene que D evita A.

(4.13) Teorema: Consideremos X(¥) un §-sistema de complementos de un grupo
G y sea X el sistema de Hall de i originado por Y. Entonces, cada J-normalizador de
Ng(E(F)) es un F-proyector de Ng(X). o

Demostracion: Es claro que Ng(X) contiene a NG(Z(:{F)). Si D es un F-normalizador
de NG(Z(ﬂ), D cubre todos los factores principales #-centrales de G. Por consiguiente,
G = pa¥, Ademas, Ng(Z) = DNGf(Z). Ahora bien, NGif(Z) es un subgrupo nilpotente y
normal en N(X). En consecuencia, Ng(X)= TF(Ng(X)). Como D es un F-grupo, D esta
contenido en un jf-proyecto_r H de Ng(Z) por (2.5). Ahora bien, H'y D cubren y evitan
los mismos factores principales de G por (4.4). En consecuencia, H = D.
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CAPITULO Il

‘NORMALIZADORES Y FORMACIONES.

A lo largo de todo el capitulo ¥, al igual que en capitulos anteriores, denota un
universo de grupos finitos con las mismas propiedades de clausura que en capitulos
anteriores.

En este capitulo recogemos algunas aplicaciones de la teoria de normalizadores a la

'_ teoria de formaciones saturadas. ’

1. TEOREMAS DE COMPLEMENTACION.

El siguiente teorema es una generalizacion de un teorema de Higman sobre
complementacién de subgrupos normales abelianos. El teorema anélogo en el universo
resoluble fue obtenido por Carter y Hawkes en [11].

(1.1) Teorema: Consideremos 7 una ¥-formacién saturaday G un grupo en ¥ tal
que el F-residual G¥ de G es abeliano. Entonces GT es complementado en G y dos
complementos son conjugados. Los complementos son los #-normalizadores de G.

Demostracién: Primero, demostramos que un F-normalizador de G es un
complemento de c7. Supongamos que dicha afirmacién no es cierta y sea G un
contraejemplo de orden minimal. Entonces , existe D e Norjf(G) talque D N Gf + 1.
Consideremos N un subgrupo normal minimal de G contenido en R = G¥. Entonces DNIN «
Norf(G/N) y R/N es el F-residual de G/N. Por minimalidad de G, RN D <N.

Si N es ff-excéntrico, D evita N por (2.2) Cap. Il y asi R N D = 1, pero esto
contradice la eleccién de G. Por consiguiente, N es ¥-central. Ahora bien, RN D < G
puesto que G=RDy R es abeliano. Asi, N=R N D . Por otra parte, si T es un subgrupo
normal minimal de G tal que T + N entonces T es F-centralen Gy T <D por (2.2) Cap.-
Il. Por minimalidad de G, tenemos que RN D<Ty T=RND = N contradiccién. En
consecuencia, N es el tnico subgrupo normal minimal de G.

Consideremos M un subgrupo #-critico de Gtalque D<MyD e Norf(M). Como G
= RM tenemos que M/R N M e F. Asi, MF<Rn M . Ahora bien, MT es un subgrupo
normal de My R es abeliano. De esta manera, mT es un subgrupo normal de G. Si MY «
1, de la minimalidad de G deducimos que Mf N D = 1y esto contradice N < D. En
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definitiva, MF = 1 y D =M e ¥. Entonces, R/N es un factor principal de G complementado
por M/N. Si p es el primo divisor del orden de N, entonces R es un p-grupo. Si {F(q)} es
la definicion local integrada y plena de 7, tenemos que F(p) no esvaciay R < GF(P).
Ahora bien, GF(P)/R es un p-grupo y asi R es un p-subgrupo de Sylow de GF(P). Por el
teorema de Schur-Zassenhaus, existe un complemento Q de R en GF(P). como M no
cubre R/N, R/N es un factor principal J-excéntrico de G. En consecuencia, G/Cg(R/N) ¢
F(p) y GF(P) no esta contenido en Cg(R/N). Consideramos RQ actuando sobre R por
conjugacién. Entonces, R = [R, Q] x Cr(Q). Ahora bien, Cr(Q) = CR(QR) es un
~ subgrupo normal de G y [R, Q] = [R, QR] es un subgrupo normal de G. Como N es el tnico
subgrupo normal minimal de G, 6 Cr(Q) =16 [R, Q] = 1. Como N és f—éehtrél iehemoé |
que GF(P) < C4(N). Asi, CR(Q) * 1. En consecuencia, QR < Cg(R) < Cg(R/N),
contradiccion.

En consecuencia, cada F-normalizador de G complementa a c7. Ahora, consideremos
- H un subgrupo de G tal que G = HGf yHN Gf'= 1.Podemos suponer G ¢ ¥f. Como tod6
factor principal de G por éebéjo de GT es ¥F-excéntrico, H cubre todos los factores
principales #-centrales de una serie principal de G, pasando por c7. Aplicando (2.8) de
Cap. ll, existe D e Norf(G) tal que D < H. De esta manera,D=H e Norf(G).

Aplicando (4.5) Cap. I, Norf(G) es una clase de conjugacion de subgrupos de G. En
consecuencia, los complementos de cT son conjugados y son precisamente los
F-normalizadores de G. |

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es el siguiente resultado de P.
Schmid ( [42]):
(1.2) Corolario; Para cada grupo finito G, se tiene que c¥Tn Zf(G) esta contenido

en (GTy n zGT).

El teorema anterior proporciona también una demostracién mas corta de un conocido
teorema de complementaciéon de Semetkov ( [45]):

(1.3) Teorema: Si, para algin primo p, los p-subgrupos de Sylow de GT son
abelianos, entonces cada factor principal de G por debajo de c¥ cuyo orden es divisible

por p es F-excéntrico.

Demostracién: Supongamos que el teorema no es cierto y consideremos G un
contraejemplo minimal al teorema. Entonces GY «1.SeaN subgrupo normal minimal de
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Gtalque N < G¥. Como el teorema es cierto para G/N y Gf/N, se tiene que p divide al
orden de N y N es Ff-central en G. En consecuencia, N esta contenido en Z(Gf) y es el
unico normal minimal de G contenido en Gf. Por consiguiente, si (Gf)‘ no es trivial,
tenemos que N esta contenido en ( Gf)‘. Por otra parte, existe un p-subgrupo de Sylow,
P, de G tal que N < P. De esta manera, N <P N ( Gf)' n Z(Gf) = 1 contradiccién. En
consecuencia, G¥ es abeliano. Aplicando (1.1), GT es complementado por un
F-normalizador. Pero esto implica que N es ff-excéntrico, contradiccién.

~ P. Schmid en [42], obtiene un teorema de complementacion del F-residual, Gf,.de .
un grupo G, bajo ciertas hipétesis para GT. Er teorema siguiente describe los
complementos de G¥ obtenidos en dicho teorema:

(1.4) Teorema: Consideremos un grupo G, tal que todo factor principal de G por
debajo de G es F-excéntrico. Supongamos, ademas, que GT es p-nilpotente para todo
primo p divisor de |G : Gfl. Si denotamos port=nx(| G : Gfl), entonces todo complemento
de G¥enG esun (¥ n € )-normalizador de G.

Demostracién: Denotamos por I la formacién saturada # n &, . Como aGcY « L,
tenemos que ¥ -cL. SiNesunn- complemento normal de Gf. entonces GI/N es un
w-grupo nilpotente. Veamos por induccién sobre |G| que todo L-normalizador de G
complementa a c¥.siN+ 1, por induccién, si E es un I-normalizador de G, E N c¥ <.
Al ser N un ='-grupo y E un n-grupo, se tiene que N N E = 1. Podemos suponer, pues, que
N =1y asi ¥ es un n-grupo nilpotente. Entonces G es un =-grupo y todo L-normalizador
de G es un F-normalizador de G. Por (2.2) de Cap. Il, E evita todo factor principal de G
por debajo de G . Deesta manera, E N ¥ -1

Por (5.2) de [42], los complementos de G¥ en G son conjugados. En consecuencia,
los complementos de G¥ en G son exactamente los %-normalizadores de G.

(1.5) Teorema: Consideremos un grupo G con G¥ resoluble yDe Norf(G).
Supongamos que para cada primo p, los p-subgrupos de Sylow de D acttan libres de
puntos fijos por conjugaciéon sobre cada p'-factor principal de G por debajo de a7,
Entonces GF es complementado por D.

Demostracién: Denotamos por R = G7. Se tiene que G = RD. Supongamos que R no es
complementado por D y tomamos G contraejemplo de orden minimal. Sea N un subgrupo
normal minimal de G tal que N < R. Las hipétesis del teorema se mantienen para G/N y

" R/N. De la minimalidad de G, deducimos que R N D < N. Ademas, N es F-central en G. Por
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(2.2) de Cap. Il, D cubre N. En consecuencia, N=R N D y N es el unico normal minimal
de G . Ahora bien, N es central en R y si p es el primo divisor del orden de N, N actia
libre de puntos fijos sobre cada p'-factor principal de G por debajo de R. En
consecuencia, R < Op(G). Si {F(p)} es la definicién local integrada y plena de ¥, se tiene
que [N]*G € F(p). En consecuencia, GF(P) centraliza a N. Por otra parte, si existe un
elemento 1 + a « GF(P) N D de orden primo con p, a actuaria libre de puntos fijos por
conjugacién sobre N. Pero N < C(a), contradiccién. Por consiguiente, GF(P) N D es un
p-grupo. En definitiva, GF(P) es un p-grupo y R = GF(P). Esto implica que todo factor
_principal de G entre R y N es #-central. Por otra parte, D evita todo factor principal
entre Ry N, contradiccion.

(1.6) Proposicién; Supongamos que ¥ contiene a 2. Consideremos un grupo G tal
que el R-residual , Gn, de G es distinto de G. Si, para algun primo p, los p-subgrupos de
Sylow de un jf-normalizado_r de D de G actian libres de puntos fijos por conjugacién
sobre cada factor principal de G cuyo orden es divisible por p, entonces D es un p-grupo.
En consecuencia, D es un R-normalizador de G.

Demostracién: El grupo G/GR es un grupo nilpotente no trivial. Si consideramos un
factor principal H/K de G, tal que GR <K<Hg G, entonces H/K es central en G. Si p es
el primo divisor del orden de H/K, se tiene que D es un p-grupo.

Consideremo's un grupo G tal que cT . & . Podemos preguntarnos si la propiedad
cubre-evita de los F-normalizadores de G los caracteriza. En general, la respuesta es
'no’. En [11], Carter y Hawkes obtienen un ejemplo de un grupo G y un subgrupo H de G
que cubre cada factor principal ciclico de G y evita cada factor principal no ciclico de G,
pero no es un normalizador superresoluble de G. Sin embargo, hemos visto que en un
"4 -grupo, la propiedad cubre-evita caracteriza a los #-normalizadores de ese grupo.

Aplicando (1.1), podemos extender este resultado al caso de un grupo G con c¥ e 5,
cumpliendo Norf(G) = Projf(G).

(1.7) Teorema: Consideremos un grupo G con Gf e §, tal que Norf(G) =
Projf(G). Entonces, los #-normalizadores de G son los tinicos subgrupos que cubren los
factores principales {f-centrales y evitan los -excéntricos en una serie principal dada
de G
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_ Demostracion: Razonamos por induccién sobre el orden de G. Supongamos que H es un
subgrupo de G que cubre los factores principales ff-centrales y evita los #F-excéntricos
en una serie principal dada de G. Consideremos N el subgrupo normal minimal de G que
aparece en dicha serie. Entonces, HN/N cubre los factores principales ff-centrales y
evita los Jf-excéntricos en una serie principal dada de G/N. Como el F-residual de G/N es
resoluble, Norf(G/N) y Proyf(G/N) son dos clases de conjugacién de G/N. En
consecuencia, Norf(G/N) = Proyf(G/N). Ademas, por induccién, HN/N e Norf(G/N).
Asi, existe un f-normalizador D de Gtalque T=DN=HN.Si Nes F-centra,b Dy H

- cubren Ny entonces D =H. Supongamos, pues, que N es un factor principal F-excéntrico |

de G.Como T es un Rf-grupoy D es un ff-proyector de T, tenemos qué D « Norg(T). Si

T es un F-grupo, D = T contradiccién. Entonces, T 41 y ¥ es abeliano. Por (11, T =

p1¥ yDnN T¥ - 1. Entonces N = T¥ y H es un F-normalizador de T. Ahora bien, HN/N

es un F-proyector de G/N. Asi, H es un Ff-proyector de G. En consecuencia, H «

Norf(G).
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2. FORMACIONES LOCALES

(2.1) Definiciones: a) Decimos que un subgrupo E de un grupo G € ¥ esta

pseudo -bien situado en G, si existe una cadena:
E=E,<Ejq<..<Ey=G, talque Ej 4 =EF(E_q) paracadan

Denotamos por S' el operador clausura definido por:
. Sy¥ = (E : E esta pseudo-bien situado en algin X-grupo), para cada clase de
grupos X . | | |

b) Una funcién formacién g = {g(p): p primo} se dice S' -cerrada si g(p) es

una formacién S,-cerrada, para cada primo p.

Consideremos T) una Y-clase de Schunck de la forma T) = E,¥ ‘para alguna
formacién ¥ . Los subgrupos T-criticos y los Th-normalizadores de un grupo G son dos
ejemplos de subgrupos pseudo-bien situados en G.

Ademas, razonando como en [29], si N es un nm-subgrupo de Hall normal de un grupo
Ge ¥ y Xesuncomplementode Nen G, entonces X esta pseudo-bien situado en G.

Las formaciones no son S:N-cerradas en general. Por ejemplo, consideremos 12*

la formacién de los grupos cuasinilpotantes y ¥ = €. Cada subgrupo de Alt(5) est4 bién

- situado en Alt(5). Si H es un subgrupo de Alt(5) isomorfo a Dih(10), entonces tenemos
_que H e S}, R*-12*. En consecuencia, R* no es S-cerrada.

(2.2) Definicién: Consideremos I» una ¥-clase de Schunck de la forma é¢f
para alguna formacién 'y sea R una ¥-formacién.

Definimos T = Q(G « ¥ / Norp(G) < 2). Entonces, la clase Ty es una
Y-formacién conteniendoa Hh N & .

En efecto, denotamos por #=(Ge ¥/ Norp (G)C R). Primero, demostramos
que & es Ro-cerrada . Tomemos N; 4 G, ie {12} y G/N;e & de forma que NyN Ny =
1. Si D  Norp(G), entonces DNy/N; e Norg(G/N;). Como D/D N N; e R, setieneque D
€ Ry® = R. En consecuencia, Ry# = & De esta manera, Rg i = RyQ¥E € QRp% = Q&
=Ty . Enconsecuencia, y es Ry-cerrada.Como My es Q-cerrada, se tiene que Ty
es una ¥Y-formacién.

(2.3) Definicién:. Consideremos # una Y-formacién saturada definida
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localmente por la funcién formacién integrada y plena f.

Férster y Salomon en [23), introducen el concepto de densidad con respecto a ¥ en
los términos siguientes: Un grupo G e b(J) se dice denso con respecto a ¥, si G € b(f(p))
para cada primo p e n(Soc(G)). La frontera b(¥) se dice amplia si no contiene grupos
densos con respecto a 7.

Para cada primo p, denotamos por f*(p) la fermacién :

Ff(p) =Q(G: Norjf (G) © f(p)).

Un grupo G e b(¥) se dice fuertemente denso (con respecto a ) si G e f*(p) para
_cada primo p € n(Soc(G)). '

La frontera b(¥) se dice fuertemente amplia si no contiene grupos fuertemente

densos.

(2.4) Nota: Si un grupo G es fuertemente denso con respecto a ¥, entonces G es
denso con respecto a . El reciproco no es cierto en general.

Demostracién: Consideremos G un grupo en b(¥) tal que G es fuertemente denso
con respecto a §. Entonces, para cada primo p e n(Soc(G)) tenemos que G e f*(p). Asi,
existe T(p) e Norf (G) tal que T(p) € f(p). Como G/Soc(G) € ¥, Norf (G/Soc(G)) =
{G/Soc(G)} y G = T(p)Soc(G). Por consiguiente, G/Soc(G) € f(p). De esta manera, G e
b(f(p)), para cada primo p € n{Soc(G)) y G es denso con respecto a 7.

Por otra parte, tomemos ¥ = &, la clase de todos los grupos finitos, y
consideremos M la clase de los grupos nilpotentes. La funcién formacién integrada y
plena f tal que _n = LF(f) viene dada por f(p) = 5p para cada primo p, donde 5p denota
la clase de los p-grupos. Entonces, G = Alt(5) es denso con respecto a 22, pero G no es
fuertemente denso con respecto a ®. De hecho, G ¢ f*(5).

Consideremos un grupo G y H/K un factor principal de G. Denotamos por
CE(H/K) el conjunto de todos los elementos g € G tales que la conjugacién por gK induce
un automorfismo interno de H/K.

Recordemos la definicidn de la clase de los grupos nilpotentes:

R = (G « € / cada factor principal H/K de G verifica G = Cg(H/K) ).

y la clase de los grupos cuasinilpotentes: i
N* = (G e &/ cada factor principal H/K de G verifica G = CE(H/K) ).

De forma similar, si ¥ es una ¥-formacién saturada definida localmente por una
funcién formacién f, podemos definir:
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¥* = (G « ¥ / cada factor principal H/K de G verifica G/C'é(H/K) e f(p) para
cada primo p que divide al orden de H/K).

(2.5) Proposicién: Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
)F =7
ii) b(ff) es amplia.

Qemsimm |) |mphca n) Supongamos que exnste un grupo Ge b(jf) tal que G
es denso con respecto a F. Entonces, G es un grupo pnmmvo monolmco y para cada

primo p € n(Soc(G)) tenemos que G e b(f(p)). Ahora bien Soc(G) = CG(Soc(G)),
G/C’é(Soc(G)) e f(p) para cada p e n(Soc(G)). Esto implica que G « ¥* =7,
contradiccion. Asi, b(ff) es amplia.

ii) implica i) Es claro que F < §*. Supongamos que F*+ § y consideremos un
grupo G perteneciente a f;- ¥ de orden minimal. Entonces, G e b(ff). Como G « ¥*
tenemos que el grupo cociente G/C"G(Soc(G)) e f(p) para cada p e n(Soc(G)). Entonces,
G/Soc(G) e f(p) para cada primo p e n(Soc(G)). Es decir, G e b(f(p)) para p e
n(Soc(G))y b(ff) no es amplia, contradiccion.

(2.6) Corolario: Consideremos §f una ¥-formacién saturada. Si §f contiene todos
los grupos nilpotentes de B,y b(¥) es amplia, entonces ¥ contiene a todos los grupos
cuasinilpotentes de Y.

Dada una clase de grupos X, y un operador clausura C, %C denota la mayor clase
de grupos C-cerrada contenida en X, si tal clase existe.

Consideremos ¥ una ¥-formacién saturada y I una ¥-formacién. Consideremos
flb la ¥-formacién definida en (2.2).

(2.7) Lema: Consideremos.X una formacién S,,-cerrada. Entonces, X est4
contenida en jf]f) siysélosiff nX c BH.Enconsecuencia, si T = (fm ){QRO' Sw! T

es la mayor formacién S}-cerradatalque F NTC h.

Demostracién: Supongamos que X es una formacién S\'N-cérrada talque X C fm .
Sea G un grupo en ¥ N X . Existe un grupo R, verificando que Norg(R) < T y existe un
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subgrupo normal N de Rcon G=R/N.Si D e Norf(R), DN/N e Norf(R/N). Por otra

parte R/N e ; asi DN/N = R/N. De esta manera, G e ) y tenemos lainclusion FNnX c B
Reciprocamente, tomemos G eX yD e Norf(G). Como X es S\'N-cerrada, De

SiX =X.Entonces,DeeFNXcChyGe ¥ - De esta manera, X esté contenida en

Ip-

En lo que sigue, ¥ denotar4 una Y-formacién saturada y {f(p); p primo} la
funcién formacién integrada y plena, ¥ = LF(f).-

(2.8) Teorema: Consideremos g una funcién formacioén S{N-cerrada. Entonces,
g define localmente a ¥ siy s6lo si se satisfacen las siguientes condiciones:

a) Si G e b(¥) es fuertemente denso con respecto a §, entonces G ¢ g(p) para
algun primo p e n(Soc(G)). _

b) fg < g < f*, donde f, es la funcién formacién minimal tal que ¥= LF(fg)-

Demostracién: Notemos primero que fq < f*. Supongamos que ¥ = LF(g) y para
cada primo p, S:,vg(p) = g(p). Entonces, cada grupo G e b(¥) fuertemente denso con
respecto a ¥ y verificando que G e g(p) para cada p € n(Soc(Q)) pertenece a 7, lo cual
es imposible. En consecuencia, a) se verifica.

Como fq es la funcion formacién minimal tal que ¥ = LF(fg), tenemos que fy < g.
Ademas, si h(p) = §p(g(p) N ¥) para cada primo p, h es una funcién formacién
integrada y plena tal que ¥ = LF(h). Como f es Unica, f(p) = h(p) para cada primo p. En
consecuencia, para cada primo p, tenemos que g(p) N F < f(p). Aplicando el lema
anterior, g(p) < f*(p). En definitiva, fy < g < f*

Reciprocamente, supongamos que g satisface a) y b). Es suficiente probar
entonces que LF(g) € ¥ ya que entonces ¥ = LF(fg) < LF(g) < #. Consideremos un
grupo G e LF(g)- ¥ de orden minimal . Entonces, G e b(ff) y G es un grupo primitivo
monolitico. Si Soc(G) es abeliano de caracteristica p, G/Cg(Soc(G)) € g(p) N F. Como
g(p) es una formacién S{N-cerrada y alp) < *(p), g(p) N ¥ < f(p). Ahora bien,
G/Soc(G) € F. En deﬁnitiva, G e ¥ contradiccién. Asi, Soc(G) no es abeliano y tenemos
que G € g(p) € *(p) para cada primo p € n(Soc(G)). Esto implica que G es fuertemente
denso con respecto a §¥ y ademés, G e g(p) para cada p € n(Soc(G)), lo cual contradice
a). Asi, ¥ = LF(g).
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(2.9) Proposicién; Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) b(¥) es fuertemente amplia.
by ¥ = LF(f*).

Demostracién: Como fy < f*, tenemos que ¥ = LF(fy) < LF(f*).

a) implica b). Supongamos que ¥ % LF(f*) y elegimos un grupo G en LF(f*)- ¥
de orden minimal. Entonces, G € b(ff) y para cada p € n(Soc(G)) tenemos que
G/C(Soc(G)) e f*(p). Si 1% Cz(Soc(G)), entonces - Soc(G) es abeliano. Supongamos que

su caracterlstlca es p. Como G/CG(Soc(G) € f*(p) exxste un grupo R venflcando que
| Norf(R c f(p) y existe un subgrupo normal N de R con G/CG(Soc(G)) = R/N Por
minimalidad de G, tenemos que G/Cg(Soc(G)) ¥.Sea D un F-normalizador de R.
Entonces, DN/N es un f-normalizador de R/N. Como D e f(p), DN/N e f(p). En
consecuencia, G/Cg(Soc(G)) « f(p) y G e LF(f) = ¥ , contradiccién. Por consiguiente,
Cg(Soc(G)) = 1 y G es un grupo primitivo de tipo 2.Como G e LF(f*), G € f*(p) para
cada primo p € n(Soc(G)). De esta manera, G es fuertemente denso con respecto a {,
contradiccion.

b) implica a). Supongamos que existe un grupo G e b(§) fuertemente denso con
respecto a . Entonces, G es un grupo primitivo monolitico. Si G es de tipo 2, entonces G e
LF(f*) = ¥, contradiccién. En consecuencia, G es un grupo primitivo de tipo 1. Sea p la
caracteristica del Soc(G). Como G e f*(p) existe un #f-normalizador T de G verificando
T e f(p). Ahora bien, T es un complemento de Soc(G) y entonces, G € §pf(p) =fp)c ¥
contradiccion.

(2.10) Lema: Supongamos que f es una funcién formacién S -cerrada. Para
cada primo p, definimos t(p) = (f’(p)){QRov Sw} Si b(ff) es fuertemente amplia,
entonces = LF(t).

Demostracién: Aplicando (2.8), es suficiente probar que fg < t. Como f(p) es
una formacién S\'N-cerrada para cada primo p, y f es integrada, tenemos la inclusién
f(p) < f*(p). Por definicién de t(p), f(p) < t(p). Entonces , fo(P) < tp)y ¥ =
LF(t). '

(2.11) Teorema: Supongamos que fy f* son funciones formacion S:N-cerradas.
Entonces: § tiene una tnica definiciéon local S",v-cerrada maximal si y sélo si b(f) es
fuertemente amplia. Ademas, en este caso, f* es la definicién local S"N-cerrada maximal
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ded . .
Demostracién: Supongamos que b(J) es fuertemente amplia. Aplicando el lema
anterior tenemos que ¥ = LF(t). Como, ademas, f* es S\'N-cerrada, tenemos t = f*. Por
otra parte, si g es una funcién formacién S;V-cerrada tal que ¥ = LF(g), de (2.8)
deducimos que fp<g < f*. Asi, f* es la definicién local S\‘N-cerrada maximal de F.

Reciprocamente, supongamos que g es la tnica definicién local S\'N-cerrada
maximal de F. Si G e b(¥) es fuertemente denso con respecto a ¥, un razonamiento
habitual demuestra que G es un grupo primitivo de tipo 2. Consideremos p el primo
~ divisor del orden de Soc(G). Definimos:

{QRq, Sy} (f(p) U {G}) if r=p.
g'(r) = '
f(r) if r& p.

Es claro que g es una funcién formacién S\'N-cerrada. Ademas, si T es un grupo
en b(f) fuertemente denso con respecto a ¥, entonces T es un grupo primitivo de tipo 2.
Por consiguiente, existe un primo r € n{Soc(T)) tal que r+ p. Entonces, T ¢ g*(r) =
f(r). Por ofra parte, f(p) U {G} esta contenido en f*(p). En consecuencia, g*(p) esta
contenido en f*(p). Asi, fq < g* < f*. Por (2.8), ¥ = LF(g*). Entonces, g* < g por
maximalidad de g. Por lo tanto, G € g(p) para cada primo p e n(Soc(G)). Asi, G ¢ §f
contradiccién.

En el caso resoluble, S}, = S,, y cada formacién es S,,-cerrada (por [9] lemma
1.8). Ademas, b(¥f) 3B1 y entonces es fuertemente amplia. Asi, podemos deducir el
siguiente:

(2.12) Corolario: ( Doerk, [14] )
En el universo $ de grupos finitos resolubles, cada formacién local posee una
definiciéon local maximal.

Finalmente, damos algunas condiciones suficientes para que una formacion saturada
de grupos finitos tenga una definicién local maximal. Recordemos que si X es una clase de
grupos h(X) es la clase de los grupos X-perfectos, es decir, aquellos grupos sin
cocientesen X .

(2.13) Lema: (Doerk [15]) Consideremos 1 y & homomorfos y denotamos con £
= h(b(®)n T). Entonces M es el mayor homomorfotalque MINH C k.
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En nuestro caso, definimos para cada primo p, f#(p) = h(b(f(p))n ¥). Por
(2.13), t#(p) es el mayor homomorfo tal que f#(p) N ¥ < f(p). De hecho tenemos que
t#(p) N ¥ = f(p). Como *(p) N ¥ = f(p), f(p) < #(p) para cada primo p.

Supongamos que para cada primo p, f#(p) es S",v—cerrada. Entonces, para cada
primo p, t#(p) = f*(p). Asi, f¥ es funcién formacién. Ademas, un grupo G es denso con
respecto a ¥ siy sélo si G es fuertemente denso con respecto a ¥.

Utilizando razonamientos similares a los utilizados en (2.11), podemos demostrar:

(2.14) Teorema: Supongamos que para cada primo p, f#(p) es S{N-cerrada.
Entonces: ¥ posee una tnica definicién local maximal si y sélo si b(¥) es amplia. En este
caso, f# = * es la definicién local maximal.

Utilizando (2.7) es sen_cillo demostrar:

(2.14) Proposicién: En el universo § de todos los grupos resolubles # es
funcién formacion si y sélo sf t* es.S,,-cerrada.
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(3.3) GRUPOS CUYO F-HIPERCENTRO CONTIENE A LOS
SUBGRUPOS SIMPLES

Dada una formacién saturada §f, pretendemos estudiar aquellos grupos G ¢
tales que todos sus subgrupos propios estan en F. Esta cuestién fue estudiada por
Yokoyama en el universo resoluble ([47]). Posteriormente, Semetchuv en [44] abordé
esta cuestion en el universo de todos los grupos finitos. '

- Nuestro objetivo en éste parrafo es aplicar la teoria de normalizadores en este
contexto de cara a la obtencién de nuevos resultados sobre estos grupos y demostrar de
forma sencilla algunos ya conocidos.

En la segunda parte de este parrafo, discutimos la relaciéon entre una formacién
saturada cerrada para subgrupos, y la clase de los grupos finitos cuyo #-hipercentro
- contiene a todos los subgrupos simples de G.

(8.1) Teorema: Consideremos un grupo G ¢ f, tal que todos sus subgrupos
propios son F-grupos. Entonces:

i) Zf(G) < ®(G) y F'(G)/®(G) es el tnico normal minimal de G. Ademas, F'(G)
= chb(G) y F'(G)/®(G) es un factor principal ;U’-excéntrico de G.

ii) Norjr(G) consiste en los conjuntos siguientes:

{M < G /M es maximal monolitico de G} si T -a.
Norf(G) =
{M < G / M es maximal monolitico #-abnormal de G} si G¥ « G.

iii) Si Socy(G) * 1, todo factor de composicién de G¥ es isomorfo a un grupo
simple no abeliano X. Por Soc,(G) denotamos el producto de todos los normales
minimales no abelianos de G. '

iv) Si (Gir)' es subgrupo propio de Gjr. entonces Gf es un grupo resoluble.

v) Si G¥ es un grupo resoluble, entonces F'(G) = F(G), Zf(G) = ®&(G). Para cada
maximal $-abnormal de G, M, se tiene que M N c¥< ®(G). Ademas, (Gf)' =Tna¥ para
cada #-normalizador T de G. En consecuencia, Gf/.(Gf)' es un factor principal
F-excéntrico de G.

Demostracién: Como G ¢ ¥, existe un subgrupo #-critico M de G. Si Mg no esta
contenido en ®(G), existe un subgrupo,T, de G tal que G = TMg. Como T es un F-grupo, se
tiene que G/Mg es un ¥-grupo, contradiccién. En consecuencia, Mg = ©(G) y Soc(G/Mg)
= Soc(G/®(G)) = F'(G)/®(G) es un factor principal de G. Por otra parte, G¥ no esta
contenido en M. Por lo tanto, M es un ¥-grupo. Asi, M es un f-normalizador de G.

44



Entonces, Zf(G) < Mg = ©(G). De esta manera queda demostrado i)‘. Observar que el
razonamiento anterior es valido para cualquier subgrupo maximal monolitico
¥-abnormal de G. En consecuencia, todo maximal monolitico §f-abnormal de G es un
F-normalizador de G. Asi, si c¥ - G, todo maximal monolitico de G es F-abnormal en G.
Por lo tanto, Norf(G) coincide con el conjunto de maximales monoliticos de G. Ahora, si
G¥ es un subgrupo propio de G existe M, maxima! monolitico de G, tal que a¥ <M. Por
consiguiente, dicho M no es un F-normalizador de G. Luego ii) queda demostrado.

Supongamos ahora que Sdcn(G)* 1y consideremos N subgrupo normal minimal
~de G, tal que N < Socy,(G)..Si X es un grupo simple no abeliano tal que X € N, entonces
OX(G) ( el mayor subgrupo normal de G, con todos sus factores de composicién isomofos a
X) no es trivial. Como Oy(G) no esta contenido en ®(G), existe un subgrupo R de G tal que
G = ROy(G). Esto implica que G/Ox(G) es un F-grupo. En consecuencia, ¥ < Ox(G) y se
tiene iii).

Denotamos por R = c¥. Supongamos que R' es un subgrupo propio de R.
R®(G)/®(G) es un subgrupo normal no trivial de G/®(G). En consecuencia, Fi(G) <
R®(G). Como R < F'(G), se tiene que F'(G) = R®(G). El grupo G/R’ verifica que R/R' es
complementado por .cada F-normalizador de G/R'. En consecuencia, si T es un
F-normalizador de G, se tiene que T N R < R'. Luego, ®(G) N R < R'. Como R/®(G)N R es
un factor principal de G, y R' es un subgrupo propio de R, obtenemos que ®(G) N R = R".
Entonces R' es nilpotente, luego R es resoluble.

Notemos también que si R = R', F(G)/®(G) es un factor principal §f-excéntrico
de G. En otro caso, R < C(F'(G)/@(G)) = Cg(R/R N @©(G)). Esto implica que R es
resoluble, contradiccion. '

Si R es un grupo resoluble, F'(G)/®(G) es un factor principal abeliano de G. En
consecuenéia, F(G) = F(G). Entonces, Norf(G) es una clase de conjugacién de subgrupos
cubre-evita de G. Ademas, aplicando (3.3) Cap. I, Mg = Zf(G) para cada
F-normalizador M de G. Como ®(G) < Mg, se tiene que @(G) = Zf(G). Por otra parte, R'
es un subgrupo propio de R. En consecuencia, R N ®(G) = R’ reiterando la demostracién
de iv). De esta manera, cada ff-normalizador M de G evita el factor principal R/R'.
Aplicando (2.2) Cap.ll, concluimos que R/R' es un factor principal #f-excéntrico de G.

Por otra parte, sabemos que er(G) = CM(Gf) para cada ff-normalizador M de G.
Como R' esta contenido en ij(G), se tiene que R' < Z(R). Como R/Z(R) es abeliano, R es
nilpotente de clase a lo sumo 2. Ademéas, R' = ®(R). Por consiguiente, R es un p- grupo
para algun primo p.

Razonando de la misma forma que en [47] , [48], podemos demostrar:
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(3.2) Proposicién: Consideremos un grupo G ¢ ¥ tal que GT es resoluble, y
todo subgrupo propio de G esta en ¥ 6 existe un subgrupo maximal M de G tal que M es un
F-grupo y G = MF(G). Entonces: GT es un p-grupo para algun primo p. GT tiene
exponente p, si p es mayor que 2 y exponente a lo sumo 4 si p = 2. Gf es 6 elemental
abeliano 6 no abeliano con (Gf)' = Z( Gf) = d)(Gf) un grupo elemental abeliano.

(8.3) Definicién: Dado un grupo finito G, denotamos por S(G) el subgrupo
. generado por todos los subgrupos simples.de G. .
Si ¥ es una formacién saturada, denotamos por S(jF) = (G e &/ S(G )< ij(G
Es sencillo probar que si §f es cerrada para subgrupos, entonces S(¥) es también
cerrada para subgrupos. En lo que- sigue, supondremos que f es cerrada para
subgrupos. En este caso, es claro que § esta contenida en S(¥). Ademas tenemos que:

(3.4) Proposicién; ¥ es la mayor formacién contenida en S(f).

. Demostracién: Supongamos que ¥4 es una formacién contenida en S(¥).
Supongamos, por reduccion al absurdo, que ¥4 no est4 contenida en J. Consideremos un
grupo G e jf1-jf' de orden minimal. Entonces, G e b(ff) y G es un grupo primitivo
monolitico. Ahora bien, N es producto directo de subgrupos simples de G luego se tiene
que N szf(G). Pero esto implica que N es ff-central en G, contradiccion.

(3.5) Corolario: Las siguientes afirmaciones son equwalentes
i) S(F) es formacién saturada.
ii) S(#) es homomorfo.

i) S(¥F) = F.

(3.6) Teorema: Consideremos un grupo G con un subgrupo normal N tal que
G/N e 7. Si los subgrupos minimales de N estan contenidos en Zf(G) y los 2-subgrupos
de Sylow de N son abelianos, entonces G es un -grupo.

Demostracién; Supongamos que el resultado no es cierto y sea G contraejemplo
minimal al teorema. Las hip6tesis del teorema se mantienen para todo subgrupo de G. En
consecuencia, G no es un F-grupo, pero todos sus subgrupos propios son J-grupos. Si
denotamos porR = Gf. distinguimos dos casos:

a) R' es subgrupo propio de R. Aplicando (3.1), R es resoluble. Como R< N, los ~
2-subgrupos de Sylow de R son abelianos. Aplicando (3.2), concluimos que R es un
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p-grupo elemental abeliano para algin primo p. En consecuencia, R < Zf(G). Pero R es
un factor principal ff-excéntrico de G, contradiccién.

b) R=R'. Si T es un 2-subgrupo de Sylow de R, T es abeliano. En consecuencia,
TN ZR)=1.Si T + 1, existe un elemento r € R, tal que o(r) = 2. De la hipétesis
deducimos que r « Zf(G) N R < Z(R), contradiccioén. Asi, R es de orden impar. Por el
teorema de Feit-Thompson, R es resoluble, contradiccion.

(3.7) Corolario: Si G « S(¥) y los 2-subgrupos de Sylow de G son abelianos, se
tiene que G es un J-grupo.

(3.8) Proposicién: Consideremos {F(p)} la definicién local integrada y plena de
¥. Si F(2) = ¥, entonces ¥ = F n S(F.

Demostracién: Denotamos por I = §F N S(f). Supongamos que el resultado no es
cierto, y consideremos G e L- ¥, de orden minimal. Si H < G, como § es cerrada para
subgrupos, se tiene que HY < GT. De esta manera, H e L. . De la minimalidad de G, se
tiene que todo subgrupo propio de G es un #-grupo. Aplicando (3.2), deducimos que R =
GF esun p-grupo para algiin primo p. Si p es impar, R es elemental abeliano y asi R <
Zf(G), contradiccién. En consecuencia, p = 2. Ahora bien, R/R' es un factor principal
F-excéntrico de G. Como G/R e ¥ = F(2), esto implica que G/Cg(R/R’) e F(2). De esta
manera, tenemos que R/R' es un factor principal - central de G, contradiccién. '

(3.9) Lema: Consideremos {F(p)} la definicién local integrada y plena de #. Sea
F* la formacién saturada definida localmente por la funcién formacién f* dada por f*(q)
= ¥, para algin primo q. Si p es un primo distinto de q, f*(p) = F(p). Entonces: ¥ = if‘
siysolosi = ﬁqu.

Demostracién: Supongamos que ¥ = §*. Si §qjﬂ’ + ¥, escogemos un grupo G e
5qu-if, de orden minimal. Entonces, G es un grupo primitivo monolitico. Por hipétesis,
existe un g-subgrupo normal no trivial N de G tal que G/N e #. De esta manera, Soc(G)
es un g-grupo y G es primitivo de tipo 1. Ahora bien, G/Soc(G) ¢ ¥ = *(q). Como #* es
local, esto implica que G es un JF-grupo contradiccion.

Reciprocamente, el contenido ¥ € #f* es claro. Supongamos, por reduccién al
absurdo, que ™+ ¥y escogemos un grupo G e J*-J" de orden minimal. Entonces, G es un
grupo primitivo monolitico. Si G es primitivo de tipo 2, y q divide al orden de Soc(G),
entonces G e ¥ = f*(q) contradiccién. En consecuendia, para todo primo p que divide al
orden de Soc(G), se tiene que G e f*(p) = F(p). Pero entonces, G « ¥ contradiccion. Si
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G es primitivo de tipo 1, Soc(G) es un p-grupo para algun prim6 p distinto de q.
Entonces, G € §pF(p) = F(p) contradiccion.

(3.10) Corolario; Si # = §,7, entonces F = F n S(¥).

(3.11) Definicién: Dado un grupo G y un primo p, definimos:
wp(G)' =<xeG/o(x) =p>sipes impar,
. wp(G).= <xeG/o(x)=2064>sip=2..

Derr, Deskins y Mukherjee en [12] analizan la influencia de los subgrupos
definidos en (3.12) en la estructura del grupo G, siguiendo la linea marcada por
Yokoyama en [47], [48].

Concluimos este capitulo, aplicando Ia teoria de #-normalizadores para obtener una
extensiéon del Teorema de [12].

(3.12) Yeorema: Consideremos una formacién saturada ¥ (no necesariamente
cerrada para subgrupos), un primo p, y un grupo G con un subgrupo normal K tal que
G/K es un F-grupo. Si \yp(K) < Zf(G). entonces G/Op-(K) es un F-grupo.

Demostracién: Razonamos por induccién sobre |G|. Claramente podemos suponer que
Op.(K) = 1. Consideremos un elemento a e Gf generador de wp(Gf). Tenemos entonces
que ae Wp(ef ) < 2e(G) n GF< 2(GF) por (1.2). Aplicando un teorema de Ito ( ver [30;
p. 235)), GT es p-nilpotente. Como Op-( Gf) = 1, tenemos que GT es un p-grupo.

Supongamos, por reduccion al absurdo, que G no es un JF-grupo y consideremos M un
subgrupo maximal F-critico de G. Entonces G = MF(G). Es claro que las hipétesis del
teorema se mantienen para M. Por induccion, M/Op-(M) es un F-grupo. Ahora bien; m¥
esta contenido en G¥ que es un p-grupo. En consecuencia, M es un #-normalizador de G.
Aplicando (3.2), G es p-elemental abeliano, si p es impar, 6 de exponente a lo sumo 4
si p = 2. En ambos casos, tenemos que c¥ < Zf(G) y asi G es un J-grupo, contradiccion.

Notemos que el teorema es, formaimente, el mismo que el Teorema de [12]. Sin
embargo, nuestra hipdtesis es menos restrictiva puesto que no exigimos el caracter
resoluble al ¥-hipercentro.

(8.13) Corolario; Consideremos una formacién saturada ¥, localmente definida

por la funcién formacién integrada y plena f. Si, para algan primo p, \yp(G) < Zf(G)
entonces G/Op-(G) e f(p).
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CAPITULO IV

SUBGRUPOS MAXIMALES Y FORMACIONES.

Gaschiitz en [24] y Bechtell en [4] estudian’la interseccién de los subgrupos
maxirﬁales autonormalizantes de un grupo finito G. Este subgrupo es denotado por L(G).
Gaschitz prueba que para cualquier grupo finito G, L(G) es nilpotente. De acuerdo con

_nuestras definiciones, un subgrupo maximal M de un grupo G es autonormalizante en G si
y s6lo si M es R-abnormal en G (como es habitual, 12 denota la formacién de los grupos
nilpotentes). Asi, L(G) = N { M < G/ M subgrupo maximal J-abnormal de G}.

Inspirados por el resultado’ de Gaschiitz, podemos preguntarnos si este resultado es
cierto para cualquier formacién saturada §f. En este capitulo damos una respuesta
satisfactoria a esta pregunta para formaciones saturadas cerradas para subgrupos
conteniendo a la formacién de los grupos nilpotentes.

Sigdiendo esta idea, estudiamos también otras generalizaciones del subgrupo de
Frattini extendiendo, mejorando y simplificando los resultados de Bhattacharya y
Mukherjee en [7], [37].

Introducimos tres subgrupos, CLf(G), Ljy(G,n) y CLf(G,n), relacionados con una
formacioén saturada § y con un conjunto de primos = y estudiamos sus propiedades
aplicando la teoria de f—normalizadoreé desarrollada en el Cap[tulo’ll.

Dado un subgrupo maximal M de un grupo G, el indice normql de M es el orden de un
factor principal H/K, siendo H minimal en el conjunto de suplementos normales de M en
G. Lo denotaremos por n( G : M).

Relacionados con el indice normal, introducido por Deskins en [13], y con. una
formacion saturada ¥, introducimos en cada grupo G tres subgrupos caracteristicos
Sf(G). Sf(G,p) y Uf(G). Observamos que si §f consiste de grupos resolubles, el
subgrupo Sf(G) coincide con el radical resoluble de G. Ademaés, estudiamos el #-residual
de Sf(G,p) y de Uf(G). El andlisis de la influencia de tales subgrupos en la estructura
del grupo, nos permite extender los resultados de Mukherjee y Bhattacharya en [38].

Definiciones; Dado un grupo G, una formacién saturada #, un conjunto de primos n
y un primo p, consideramos las siguientes familias de subgrupos maximales de G:

]Rf(G)= { M / M subgrupo maximal #f-normal de G}.
ILf(G)= { M/ M subgrupo maximal §f-abnormal de G}.
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]Ljf(G, n)= { M/ M subgrupo maximal ¥f-abnormal de G ; IG:M|. =1}.

O:ILf(G)= { M/ M subgrupo maximal §f-abnormal de G , |G:M| compuesto}.

(I:I[.f(G, n) = { M/ M subgrupo maximal f—abnormal de G, |G:M| compuesto
IG:M],, = 1}.

Zf(G)= { M/ M es un subgrupo maximal #f-abnormal de G, |G:M| compuesto
(G : M) % |G :M]}.

Ujf(G)= { M/ M es un subgrupo maximal Ff-abnormal de G, |G:M| compuesto,
1n(G : M) no es libre de cuadrados}.

- Zg(G, p)={ M/ M es un subgrupo maximal ¥-abnormal de G, |G:M| compuesto .

n (G:M)p * |G :Mlp }-

Definimos los subgrupos caracteristicos siguientes:

Rf(G) =N{M/Me IRf(G)} Si lRy(G) no es vacia, Rf(G) = G en caso contrario.

L.f(G) =N{M/Me ]Lf(G)} si lef(G) no es vacia, Lf(G) = G en caso contrario.

Lf(G, m=N{M/Me _ILf(G, )} si l[.f(G, 7) NO es vacia, Lf(G, n) = G en caso

contrario.
CLf(G) =N{M/Me G:n_f(G)} si a:lLf(G) no es vacia, CLf(G) = G encaso
contrario. .
CLf(G, n)=N{M/M e' cn.f(G, n)} si ¢1Lf(G, 7) NO es vacia, CLy(G, n)= G en caso
contrario.

.Sf(G) =N{M/Me Zf(G)} si Zf(G) es no vacia, Sf(G) = G en caso contrario.

ij(G, pp=N{M/Me If(G, p)} si zf(G, p) es no vacia, Sf(G, p) = G en caso
contrario.

Uf(G) =N{M/Me Uf(G)} si Uf(G) 95 no vacia, Uf(G) = G en caso contrario.

Es claro que @(G) esta contenido en todos ellos. De hecho, ®(G) = Rf(G) N Lf(G).

Denotando por S(G) cualquiera de los subgrupos arriba definidos, es sencillo
demostrar que S(G)K/K < S(G/K) paracada K aG,ysi K< S(C) se tiene que S(G/K)
= S(GKK. ,

Si n = {q}, denotamos Lf(G, ) = Ly(G,, q), etc. Notemos que si p es un primo que
no divide al orden de G, entonces Lf(G) = Lf(G. p).
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1.LOS SUBGRUPOS R#(G) Y Lg(G).

En esta seccién, ¥ denotard una formacién saturada cerrada para
subgrupos conteniendo a M, la clase de los grupos nilpotentes.
Empezamos demostrando algunas propiedades de Rf(G) y l_f(G).

(1.1) Lema: Consideremos un grupo G. Entonces:
A |)S| Rf(G) <G, Rf(G) =N {M / M es subgrupo maximal monolitico #-normal de
G} y si Lf(G) < G Lf (G) = n { M/ M es subgrupo maximal monolitico ‘f abnormal de
G}.
i) Zp(G) < Lp(@) y 6F < Ry(G).

Demostracién: i) Si M es un subgrupo maximal #-abnormal (respectivamente,
¥-normal) de G de tipo 3, existen subgrupos maximales M;of G, i = 1,2 de forma que
Mg = Mq)g N (Ma)g ¥ Mjes un subgrupo maximal monolitico ¥-abnormal-
(respectivamente, ff-normal) de G para cada i. En consecuencia, i) se verifica
claramente. .

ii)Es claro que c¥< Mg, para cada subgrupo maximal ¥-normal M de G. Por otra
parte, si M es un subgrupo maximal monolitico #f-abnormal de G, Soc(G/MG) es un
factor principal ff-excéntrico de G. Asi, Ziy(G) < Mg Por consiguiente, Zf(G) < Lf(G)
y &F <Rg@).

Seguidamente, utilizamos la teoria de normalizadores para demostrar un conocido
teorema que se atribuye a Semetkov ( ver [ 51; Lemma 3.2] ).

(1.2) Teorema: Consideremos un grupo G y N un subgrupo normal de G. El grupo
cociente N/N N &(G) es un F-grupo si y sélo si N es un F-grupo.

Demostracién: Suppngamos que N/N N &®(G) es un F-grupoy N N &(G)=* 1.
Entonces Nf <sNN®G)y asi Nf es nilpotente. En consecuencia, Norf(N) es una clase
de conjugacién de subgrupos cubre-evita de N. Si D es un ff-normalizador de N, el
argumento de Frattini implica que G = NNg(D). Ahora bien, N = NfD; en consecuencia,
G= NfNG(D). Asi, G = Ng(D) y D es.un subgrupo normal de G. Aplicando (3.2) Cap. Il
concluimos que N es un f-grupo.

Finalmente, notemos que si N es un #-grupo entonces N/N N &(G) es claramente un

¥-grupo.
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(1.3) Teorema: Para cada grupo G, Lf(G) es un F-grupo.

Demostracién: Razonamos por induccién sobre el orden de G. Si ®(G)# 1, por
induccién tenemos que Lf(G/<1>(G)) e . Ahora bien, ®(G) < Lf(G) y por tanto
LjF(G/q)(G)) = Lf(G)/tb(G) e ¥ . Aplicando el teorema anterior, tenemos que Lf(G) ef
y el teorema queda demostrado. De esta forma, podemos suponer que ®(G) = 1. Si Zf(G)

‘ =.1,‘er_1tonc‘es.Lf(G) = 1. En efecto, en otro caso existe un subgrupo normal minimal N de
Gtalque N < Lf(G). Como suponemos ®(G) = 1, N no esta contenido en Rf(G) y asi
existe un subgrupo maximal monolitico #-normal M of G tal que N no esta contenido en
M ; en consecuencia, N es F-centralen G y N < ij(G) = 1, contradiccién. Por
consiguiente, podemos suponer Zf(G) #+ 1. Por hipétesis de induccién , Lf(G/ Zy(G)) =
Lf(G)/ij(G) e ¥. Como :lf es cerrada para subgrupos, Zf(G) esta contenido en
Zf(Lf(G)). Asl, Ljr(G)/ Zf(Lf(G)) es un F-grupo y de esa manera Ljf(G) ef.

Tomando ¥ = en el teorema anterior, obtenemos el conocido resultado de Gaschiitz
mencionado al principio del capitulo : L(G) es nilpotente para cada grupo G.

Seguidamente, describimos el subgrupo Lg(G), siendo @ la clase de los grupos
superresolubles . Para ello, necesitamos un lema preliminar.

(1.4) Lema: Consideremos un grupo Gy M un subgrupo maximal de G de tipo 2 tal
que |G:M]| es primo. Entonces, existe un subgrupo maximal T de G de tipo 2 tal que |G:T|
es compuestoy Mg =Tg.

Demostracion: Razonado por induccién sobre |G|, podemos suponer M.G = 1. Tenemos
entonces que G e 332. Supongamos que |G:M] = p, entonces |M| divide a (p-1)I. En
consecuencia, p es el mayor primo que divide al orden de G. Sea P un p-subgrupo de
Sylow de Soc(G). Entonces, Ng(P) < Gy G = Soc(G) Ng(P). Consideremos T un
subgrupo maximal de G tal que NG(P) <T. Entonces, G = Soc(G)T y |G : T| = 1+kp para
algin entero k. Es claro entonces que Tg =1y |G :T| es compuesto. '

Aplicando el lema anterior, es facil demostrar:

(1.5) Corolario: Lgi(G) = N {M /M es un subgrupo maximal de G tal que |G:M|
es compuesto} para cada grupo G.
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De esta manera, tomando ¥ = @ en (1.3), obtenemos un conocido resultado de
Bathia ( ver [7]; Th. 3] ): Lg1(G) es superresoluble.

El siguiente teorema caracteriza los grupos estudiados en (3.1) Cap. lll, en el caso
de que ¥ sea cerrada para subgrupos.

(1.5) Teorema; Consideremos §F una formacién saturada cerrada para subgrupos,
y G un grupo tal que (Gf)' es subgrupo propio de 7. Entonces todo subgrupo propio de G
“es un F-grupo si y sélo si se satisfacen las dos condiciones siguientes:
i) Lf(G) = Zf(G). |
i) Todo subgrupo propio de G/®(G) es un Ff-grupo.

Demostracién: Notemos, en primer lugar, que la hipétesis sobre G implica que G
no esta en ¥. Supongamos_que se verifican i) y ii). Si H es un subgrupo propio de G,
entonces H®(G)/®(G) es un subgrupo propio de G/@(G). Por ii), H/H N ®(G) € ¥. Ahora
bien, HN®(G)<HN Ljf(G) =HN Zf(G) st(H) pues ¥ es cerrada para subgrupos. En
consecuencia, Hfs Zf(H), y Hjf resoluble. Por otra parte, Hf. centralizado por Zf(H)
por (3.4) Cap.ll. Asi, Hf es abeliano. Por (1.1) Cap. llI, Hf es complementado por un.
F-normalizador de H el cual contiene a Zf(H). Por consiguiente, HY - 1.

Reciprocamente, si cada subgrupo propio de G es un F-grupo, aplicando (3.1)
Cap. lll concluimos que c¥ es un grupo resoluble y Zf(G) = ®(G). En consecuencia, el
grupo G/d>(§) tiene ¥ -hipercentro trivial. Esto implica que Lf(G)/cb(G) =
Ljf(G/d>(G))= 1 y asi se tiene i). Finalmente, ii) es claro.
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2. LOS SUBGRUPOS L§(G,p) Y CL(G).

Al igual que en la seccién anterior, ¥ denotara una formacién saturada
cerrada para subgrupos conteniendo a ¥, la clase de los grupos
nilpotentes.

Bhattacharya and Mukherjee en [37], estudian el subgrupo <I>p(G) =N {M Mesun
subgrupo maximal de G con |G:M|p = 1}. Demuestran que <Dp(G) posee un p-subgrupo de
Sylow normal, P, de forma que <I>p(G)/P'es un grupo nilpotente. Es decir, <I>p(G) € ﬁpﬁ
.0, e.quivalentemente,,el.n,-re,sidual de ,‘I’p(G_) es un p-grupo.

En este parrafo demostramos que Lf(G,p) estaen 5pjf y estudiamos la interseccién
de dos de estos subgrupos correspondientes a dos primos distintos. Ademas, demostramos
que el f-residual de CLf(G) es nilpotente y analizamos la infuencia de este subgrupo
sobre la formacién 7.

(2.1) Lema; Consideremos un grupo G. El ff-residual, T, de Ljf(G.p) esta contenido
en ©p(G). Asi, T es resoluble. ' '

Demostracién; Supongamos que T no esta contenido en d>p(G). Entonces, existe un
subgrupo maximal M de G,tal que |G:M|p =1y G=TM. Como ¥ es cerrada para
subgrupos, se tieneque T < c¥ yG= cTwm. Asi, M es un subgrupo maximal §f-abnormal
de G. Esto implica que Lf(G,p) < M, contradiccion.

(2.2) Teorema: Consideremos un grupo G y p un primo. Entonces Lf(G,p) es un
ﬁpf-grupo.

Demostracién: Denotamos por S(X) = L.f(X,p) para cada grupo X. Dividimos la
demostracién en tres pasos:

Paso 1: Cada p-subgrupo de Sylow de a¥ n S(G) es normal en G. Sea P un
p-subgrupo de Sylow de a¥ n S(G), tenemos que G = (Gjf N S(G))Ng(P). Supongamos
que P no es normal en G y consideremos M, subgrupo maximal de G conteniendo a
Ng(P). Se tiene que G = aIm y M es f-abnormal en G. Como |G:M|p =1, S(G)sM
contradiccién. Por consiguiente, P es un subgrupo normal de G. )

Paso 2: Si el j!’-res.idual de S(G) es un p'-grupo, entonces 'S(G) es un f-grupo.
Denotamos por T el F-residual de S(G) y supongamos que T es un p'-grupo.
Consideremos M un subgrupo maximal #-abnormal de G. Si T no est4 contenido en M,
entonces G = TM. Esto implica que |G:M|p = 1. Entonces, S(G) < M contradiccién. De esta
manera, T esta contenido en Lf(G). Consideremos D un #f-normalizador de S(G). Como T
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es resoluble, NijF(S(G)) es una clase de conjugacién de subgrupos de S(G). Asi, G =
S(G)Ng(D). Si Ng(D) es un subgrupo propio de G, existe un subgrupo maximal M de G
tal que Ng(D) < M. Por otra parte, S(G) = TD. En consecuencia, G = TM y M es un
subgrupo maximal ff-abnormal de G. Entonces tenemos que T < Lf(G) <MyG=M
contradiccion. Por consiguiente, D es un subgrupo normal de G. Por (3.2) Cap. i,
tenemos que S(G) es un FF-grupo.

Paso 3. Conclusién. Si.T es un p'-grupo entonces S(G) € ¥ C §>pjf. Por
consiguiente, podemos suponer que p divide ‘al orden de T. Por paso 1, existe un
. p-subgrupo de Sylow P de T tal que P es un subgrupo normal de G. Ahora , S(G/P) =
S(G)/P y el F-residual de’ S(G)/P es T/P. Como T/P es un p'-grupo, tenemos que T = P
por el paso 2. En consecuencia, S(G) es un 5pjf-grupo.

Notemos que (2.1) proporciona una nueva demostracion de (1.3), tomando un
primo p que no divida al orden de G. ’ :

No es cierto, en general, que Lf(G,p) es un JF-grupo como lo demuestra el
siguiente ejemplo:

EJEMPLO 1: Consideramos ¥ = @ , la formacién de los grupos superresolubles, y
- elgrupo G = G4 x Gy producto diresto de un grupo no abeliano G4 de orden gr siendo
5<q«<r,q,r primos, y Gy, el grupo alternado de grado 4. Los subgrupos maximales
W-abnormales de G son precisamente los 2'-subgrupos de Hall de G

gJEMPLO 2: Si ¥ no contiene a R, los resultados (1.3) y (2.2) no son ciertos en
general. Consideremos ¥ = $3, la clase de los 3-grupos y G = SL(2,3). Los subgrupos
maximales -&4-abnormales de G son { Ng(S) / S e Syiz(G)} y Lf(G,3) = Lf(G) =
Z(G) que no es un 3-grupo (Z(G) = Z,).

(2.3) Corolario: Si ¥ es una formacion saturada de grupos resolubles, para cada

grupo G y para cada primo p, Ly(G.p) es un grupo resoluble. En particular, si F = la
formacién de los grupos nilpotentes, Lﬁ(G.P) es un grupo metanilpotente.

(2.4) Corolario: Consideremos un grupo G con Gf resoldble. Si cada maximal
F-abnormal de G es un #-grupo, entonces G¥ esun p-grupo para algn primo p.

Demostracién: Es claro que Proyf(G) = {M / M es un subgrupo maximal
¥-abnormal de G}. Como G e §7, Pro.yjf(G) es una clase de conjugacién de subgrupos de

55



G. Sea M un maximal #f-abnormal de G y p el nimero primo tal que |G:M| = p!. Entonces,
Ly(Gp) =G e §pjf por (2.2). )

(2.5) Proposicién: Consideremos un grupo G tal que o G es resoluble o para

alénn primo p, Lf(G,p) es un grupo resoluble. Entonces: Lf(é) = Lf(G,p) n Lf(G,q)
para cada primo q # p.

- Demostracién: Denotamos por Ly, = L(G,p) y Ly = Lyy(G,q). Supongamos que existe
un subgrupo maximal #f-abnormal M de G, tal que Lp N Lq no esta contenido en M.
Entonces, G = MLp = MLq = GTM. Ahora bien, con las hipétesis de la proposicién, M es un

" subgrupo maximal de G de tipo 1. Asi, |G:M| = r! para algun primo r. En consecuencia,

|G:M|p =10 IG:Mlq = 1. De esta manera, L,<Mo qu M, contradiccién. En definitiva,

@) = Lp L :

Decimos que un grupo G posee una torre de Sylow de tipo superresoluble si G
satisface:

Supongamos que p; <......... < pp < p4 son los primos que dividen al orden de G.
Entonces P4P,...Px 2 G, 1sk<r, donde Py es un p,-subgrupo de Sylow de G.

En el caso superresoluble, §f = T tenemos:

(2.6) Proposicién: Consideremos un grupo G y p un primo. Si p no divide al orden
de Lg(G,p) o p es el mayor primo divisor del orden de Lg(G,p), entonces La1(G,p)
tiene una torre de Sylow de tipo superresoluble.

Demostracién: Si p no divide al orden de Lg(G,p), entonces Lg(G,p) es
superresoluble por (2.2). Supongamos que p es el mayor primo divisor del orden de
Lz1(G,p). Es sencillo demostrar que Lgy(G,p) tiene un p-subgrupo de Sylow normal P.
Entonces, Lm(G,p)aII esta contenido en P por (2.2). Por consiguiente, Lg;(G,p)/P es
superresoluble. De esta manera, Lg(G,p) tiene una torre de Sylow de tipo
superresoluble.

EJEMPLO 3: Los subgrupos maximales @-abnormales de G = Alt(4), el grupo
alternado de grado 4, son sus 3-subgrupos de Sylow. Asi, Lg;(G,2) = G que no posee una
torre de Sylow de tipo superresoluble. Aqui, 2 no es el mayor primo que divide al orden
de Lg(G,2). '
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Finalizamos esta seccién estudiando el subgrupo CL:V(G).

(2.7) Proposicién: Consideremos un grupo G. Entonces, el F-residual de CLf(G)
es nilpotente, i.e. CLf(G) e .

Proof: Razonamos por induccién sobre |G|. Denotamos por T el #-residual de
CLf(G).’ Podemos suponer que T =# 1. Sea p el mayor primo divisor del orden de T.
Entonces, T tiene un p-subgrupo de Sylow normal P. Sea N un subgrupo normal minimal
de G tal que N < P. Por induccién, T/N es nilpotente. Si B es otro normal minimal de G,
enteonces TB/B es nilpotente. Por consiguiente, T es nilpotente y la proposicién queda
demostrada. Asi, podemos suponer que G un Gnico subgrupo normal minimal N, cuyo
orden es una potencia de p. Supongamos que N < &(G). Entonces, T/T N &(G) es
nilpotente. Aplicando [4; Corollary 2.3.1], T es nilpotente. En consecuencia, podemos
suponer que G es un grupo.primitivo de tipo 1 y existe un subgrupo maximal M de G tal
que G = MN. Entonces, |G:M| es primo y N es ciclico. Entonces, G es superresoluble y el
grupo derivado, G', de G es nilpotente. Como ¥ contiene a la formacién de los grupos
nilpotentes, T < G'. Asi, T es nilpotente y la proposicién queda demostrada.

Es claro que no podemos mejorar la tesis de la proposicion reemplazando nilpotente
por abeliano; si G es un grupo superresoluble cuyo ®-residual es nilpotente de clase 2,
(por ejemplo, consideramos P = < X,y / x3 = y3 =23 =-1,z= [x,y] > el grupo
extraespecial de orden 27 y exponente 3 y a un automorfismo de P actuando sobre los
generadores x®=x"1,y®=y"1 y formamos el producto semidirecto G = P<a> ),
entonces G obviamente verifica que el R-residual de CL1»(G) = G es un grupo nilpotente
no abeliano.

En general, CLf(G) no es un F-grupo. Tomamos, por. ejemplo, el grupo G del
ejemplo1y #= . Los subgrupos maximales R-abnormales de G de indice compuesto
son los 2'-subgrupos de Hall de G y CLy(G) = G4 que no es nilpotente.

Obviamente, CLf(G) no es siempre un grupo superresoluble: basta tomar, por
ejemplo, una formacién ' no contenida en @ y un #-grupo no superresoluble. De hecho,
en lo que sigue demostramos que las formaciones ¥ tales que CLf(G) es superresoluble
para todo grupo G son exactamente aquellas compuestas por grupos superresolubles.
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(2.8) Teorema: ¥ < U, siy sblo si CLg(G) es superresoluble para cada grupo G.

Demostracién: Supongamos, primero, que §7 esta contenida en @ . Demostramos que
CLf(X) es superresoluble para cada grupo X. Supongamos que el resultado no es cierto y
tomamos G un contraejemplo de orden minimal. Entonces, T= CLf(G)f* 1. Sea N un
subgrupo normal minimal de G tal que N < T. De la minimalidad de G, tenemos que
CLf(G)/N = CLf(G/N) es superresoluble. En consecuencia, el @-residual de CLjf(G)
esta contenido en N. Asi, N = CLjy(G)m. ‘Sea R un @-proyector de CLf(G). Como el
 conjunto Projgs( CLg(G)) es una clase de conjugacién de subgrupos de CL(G), tenemos
que G = CL.}:(G)NG(R) = NNg(R). Si Ng(R) es un subgrupo propio de G, Ng(R) es un
- subgrupo maximal ff-abnormal de G indice primo. Asi, N es ciclico. Por consiguiente,
CLf(G) es superresoluble, contradicciéon. Entonces, R es un subgrupo normal de G
Aplicando (2.7) y (2.6) de Cap. Il asi como (3.2) de Cap. Il, concluimos que CLf(G) es
superresoluble, contradiccién final. . ]

Reciprocamente, supoﬁgamos que CL.f(X) es superresoluble para cada grupo X. Si G
es un F-grupo, todos los subgrupos maximales de G son ff-normales. Asl, CLf(G) =Ges
superresoluble. En consecuencia, ¥ est4 contenidaen @ .
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3. EL SUBGRUPO CL4(G,r).

Como es habitual, ¥ denotara una formacién saturada cerrada para subgrupos. En
esta seccién extendemos y mejoramos algunos resultados de [7],[37].

(3.1) Tecrema; Consideremos un grupo G y p un primo. El F-residual de
CLf(G,p) es p-resoluble si y sélo si es resoluble.

o ng_qsn'_ag_é_n_, Razonamos por |nducc16n sobre el orden de G. Denotamos por T el

F-residual de CLf(G,p) Supongamos que T es p-resoluble. El resultado es claro si T =
1. Asi, podemos suponer que T# 1. Sea N un subgrupo normal minimal de G talque N <T.
Como T es p-resoluble, N es un p-grupo o un p'-grupo. Si N es un p-grupo, entonces N
es resoluble. Por induccién T/N es resoluble. En consecuencia, T es resoluble y el
teorema queda demostrado.

En consecuencia, podemos suponer que N es un p'-grupo. Sea q el mayor primo que
divide al orden de N y consideremos Q un g-subgrupo de Sylow de N . Entonces, G =
NNg(Q). Si Ng(Q) es un subgrupo propio de G, existe un subgrupo maximal M de G tal
que Ng(Q) < M. Entonces, G = NM y M es un subgrupo maximal ¥-abnormal de G. Como
N es un p'-grupo, |G:M|p = 1. Si |G:M| es compuesto, T < CLf(G,p) < M, contradiccién.
Asi, |G:M| es un namero primo. Pero entonces, |G:M| = 1+kq es un primo mayor que q
dividiendo al orden de N, contradiccion. En definitiva, Q es un subgrupo normalde Gy N
= Q. Por induccién, T/N es resoluble. Como N es resoluble, tenemos que T es un grupo
resoluble.

(3.2) Teorema: Consideremos un grupo G y p un numero primo. Si p es el mayor
primo que divide al orden del f-residual de CLf(G,p) o p no divide al orden del
F-residual de CLjy(G,p) , entonces el F-residual de CLf(G.p) posee una torre de Sylow
de tipo superresoluble.

Demostracién: Como en el teorema anterior, denotamos con T el #-residual de
CLf(G,p). Supongamos que p no divide al orden de T. Sea q el mayor primo que divide al
orden de Ty Q un g-subgrupo de Sylow de T. Si Ng(P) es un subgrupo propio de G,
escogemos un subgrupo maximal M de G tal que Ng(P) < M. Entonces, G=TMyasiMes
un maximal ¥f-abnormal de G. Por otra parte, |G : M| = 1+kq para élgﬁn entero k. Como
CLf(G,p) no esta contenido en M, el indice de M en G debe ser un niumero primo. Pero
esto contradice el hecho que q sea el mayor primo que divide al orden de T. En
consecuencia Q es un subgrupo normal de G. Ahora, si consideramos el grupo G/Q verifica
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las hipétesis del teorema. En consecuencia, T/Q posee una torre de Sylow de tipo
superresoluble trabajando por induccién sobre el orden de G. Por tanto, G posee una
torre de Sylow de tipo superresoluble.

Supongamos ahora que p es el mayor primo que divide al orden de T. Razonando como
en el caso anterior, T posee un p-subgrupo de Sylow normal, P. Como T/P es un
p'-grupo, T/P posee una torre de Sylow de tipo superresoluble en virtud dei caso
anterior. De esta forma, T posee dicha propiedad.

(8.3) Corolario: Supongamos que ¥ es una formacion saturada de grupos
resolubles. Consideremos un grupo G. Entonces: CLjf(G,p) es un grupo resoluble si y
sélo si el F-residual de CLg(G.p) es p-resoluble.

Notemos que si ¥ es la formacion trivial, CLf(G,p) es el subgrupo S(G) definido en
[37]. En este caso el F-residual de S(G) es S(G). Asl, el teorema 8 de [37] se mejora
en la forma siguiente: -

S(G) es resoluble si y sélo si S(G) es p-resoluble. Si p es el mayor primo que
divide al orden de S(G), S(G) es resoluble.

(8.4) Teorema: Consideremos = un conjunto de primos y 7 la clase de todos los
grupos T tal que CLf(T ,n) = T. Entonces: I es una clase de Schunck. Adema4s, si G es un
grupo resoluble con un Th-proyector normal entonces G esta en .

Demostracién: Para cada grupo X, denotamos S(X) = CL.f(X,n). Claramente, J es un
homomorfo. Consideremos un grupo G tal que G/®(G) « Th. Se tiene que S(G)/®(G) =
S(G/®(G)) = G/®(G). De esta manera, S(G) =Gy G e . En consecuencia, » es un
homomorfo saturado. Tomemos G en la frontera de 15 . Entonces, S(G) = 1; en otro caso,
sea N un subgrupo normal minimal de G tal que N < S(G). Como S(G/N) = S(G)/N y G/N
e, tenemos que S(G) = G contradici:ién; asi, S(G) = 1. Sea A un subgrupo normal
minimal de G. Existe un subgrupo maximal {f-abnormal de G tal que IGM|, =1, |GM] °
es compuesto y G = AM. Si B es otro subgrupo normal minimal de G, entonces G = BM; en
otro caso, M/B seria un subgrupo maximal f-abnormal de G/B tal que |G/B:M/B|, = 1
y |G/B:M/B| compuesto. En definitiva, S(G/B) estaria contenido en M/B contradiccién.
En consecuencia, G = BM para cada subgrupo normal minimal de G. Por consiguiente,
Mg =1 y G es un grupo primitivo.

Por otra parte, si q es un namero primo, el grupo ciclico de orden q estd en I
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Entonces, si G es un grupb resoluble con un -proyector normal, podemos razonar como
en (4.2) Cap.ll, y concluirque G e I .

(3.5) Teorema: Consideremos un grupo G y = un conjunto de primos tal que
CLf(G,n) es resoluble. Entonces, CLir(G,n) es un T-grupo.

Demostracién: De nuevo denotamos por S(X) = CLf(X,n) para cada grupo X.
Razonamos por induccién sobre el orden de G. Podemos suponer que S(G)#+ 1. Sea N un
.subgrupo normal minimal de G tal que N < S(G). Entonces, N es un g-grupo para algin
primo q. Distinguimos dos césos:

a) g € =. Si M es un subgrupo maximal de S(G) tal que | S(G):Mlq= 1, entonces N <
M. De esta manera, N < <bq(S(G)) < S(S(G)). Por induccién, S(S(G/N)) = S(G/N).
Ahora bien, S(S(G/N)) = S(S(G))/N y S(G/N) = S(G)/N. En consecuencia, S(S(G)) =
S(G)y S(G)esta enD. '

b) q ¢ n. Consideremos M un subgrupo maximal de G. Si N no esta contenido en M,
tenemos que G = NM. Asi |G:M|, = 1. Si |G:M| es compuesto, entonces S(G) <My G =M,
contradicciéon. En consecuencia, |G:M| es primo , o sea, N es un grupo ciclico. Por tanto,
N esta contenido en cada subgrupo maximal B de S(G) tal que |S(G):B| es compuesto. Por
consiguiente, N < S(S(G)). Razonando como en a), concluimos que S(G)e B . En
definitiva, podemos suponer que N < &(G). Sea P un Th-proyector de S(G)."Como S(G)/N
e 1, tenemos que S(G) = NP. Ahora bien, Proym(S(G)) es una clase de conjugacion de
subgrupos de S(G). Aplicando el argumento de Frattini, G = S(G)Ng(P). En definitiva, G
= Ng(P). Aplicando el teorema anterior concluimos que S(G) es un H-grupo.

CLf(G,n), en el caso ¥ = {1}, es el subgrupo S, (G) definido en [7]. Notemos que en
Th. 10 de [7] la hipétesis de =-resolubilidad de G es innecesara.
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4.LOS SUBGRUPOS S§(G), S§(G, p) Y Ug(G).

(4.1) Teorema: Consideremos un grupo G. Entonces, para cualquier formacién
saturada ¥ de grupos resolubles & , Sf(G) es el radical resoluble de G.-

Demostracién: Para cada grupo X, denotamos S(X) = Sf(X). Demostramos primero
que S(G) es resoluble por induccién sobre el orden de G. Claramente, podemos suponer
.que S(G)+ 1. Sea N un subgrupo normal minimal de G tal que N < $(G). Entonces,
S(G)/N = S(G/N) y S(G)/N es resoluble por induccién.

Sea B un subgrupo normal minimal de G distinto de N. Entonces, S(G)B/B <
S(G/B). Por induccién, S(G/B) es resoluble. En consecuencia, S(G)/S(G)N B es
resoluble y asi S(G) es un grupo resoluble. Por lo tanto, podemos suponer que G tiene un
unico subgrupo normal minimal N tal que N <S(G) y N N &(G) = 1. Asi, G es un grupo
primitivo monolitico. Sea q el mayor primo que aivide al orden de N = Soc(G) y sea Q un
g-subgrupo de Sylow de N. Se tiene que G = Ng(Q)N. Si Ng(Q) < G, existe un subgrupo
maximal M de G tal que Ng(G) <M. Puesto que G no es un -grupo, M es un subgrupo
maximal §-abnormal de G. Ademas, |G : M| = 1+kq para algun entero k. Asi, |G : M| es
compuesto. Como N no esta contenido en M, deducimos que n(G : M)= |G : M|y 1(G : M)
= |N|, contradicciéon. En definitiva, Q es un subgrupo normal de Gy N = Q. En
consecuencia, N es resoluble. Puesto que S(G)/N es resoluble, tenemos que S(G) es un
grupo resoluble. De esta manera, S(G) <Gg , el radical resoluble de G.

Por otra parte, si R es un subgrupo maximal de G tal que n(G : R) # |G :R|, R es de
'tipo 2 o de tipo 3. En consecuencia, Gg esta contenido en R. En de.ﬁnitiva, Gg <S(G)y
el teorema queda demostrado. '

Aplicando el teorema anterior, obtenemos la siguiente extensién del teorema 2.3 de
[38]: '

(4.2) Corolario: Consideremos una formacién saturada de grupos resolubles ¥ y
un grupo G. Entonces: G es resoluble si y sélo si n(G : M)= |G : M| para cada maximal
F-abnormal M de G de indice compuesto.

(4.3) Teorema:; Consideremos una formacién saturada cerrada para subgrupos ¥y
un grupo G. Si p es el mayor primo divisor del orden de G, el #-residual de Sf(G.p) es
p-resoluble.

62



Demostracién: Denotamos por R el #-residual de Sf(G.p). Utilizamos induccién
sobre el orden de G. Podemos suponer que R = 1. Sea N un subgrupo normal minimal de G
de forma que N < R. Supongamos que p no divide al orden de G/N. Si 1+ P es un
p-subgrupo de Sylow de N, tenemos que G = N (P)N. Supongamos, si es posible, que
Ng(P) < G. Entonces, existe un subgrupo maximal M de G tal que Ng(P) < M. Por
consiguiente, |G : M| = 1+kp para algun entero k . Asi, |G : M| es compuesto. Por otra
parte, M es F-abnormal en G. Como p no divide a |G :M] y N no esta contenido en M,
tenemos que n(G : M)p = |G : Mlp' = 1. En definitiva, 1 = n(G M)p = |N|p',
contradicion. Asi, P es un subgrupo normal de G y N = P. Entonces, G/N 'y N son
p-resolubles y G es p-resoluble. Por tanto, R es p-resoluble y el teorema queda
demostrado.

Podemos, pues, suponer que p divide al orden de G/N para cada subgrupo normal
minimal N de G contenido en R. Ademas, no es dificil demostrar que R contiene un Unico
normal minimal Ny N N ®(G) = 1. Seguidamente, veamos que podemos suponer que G es
un grupo primitivo monolitico o que el nimero de normales minimales de G es mayor que
2. Sea B un subgrupo normal minimal de G tal que B * N. Si p divide al orden de G/B,
entonces RB/B es p-resoluble por induccién. Asf, R es p-resoluble y el teorema queda
demostrado. Por consiguiente podemos suponer que p no divide al orden de G/B.
Supongamos que G tiene exactamente dos normales minimales, B y N. Si B es abeliano, B
es un p-subgrupo de Sylow de G y entonces G es p-resoluble. En consecuencia, R es
p-resoluble. Por lo tanto podemos suponer que B no es abeliano y G es un grupo
primitivo de tipo 3. Pero entonces, G/N es isomorfo a G/B contradiccién. Por tanto,
podemos suponer que G es un grupo primitivo monolitico o que el niumero de subgrupos
normales minimales de G es mayor que 2. Sea A un subgrupo normal minimal de G
distinto de N y de B. Como G/B es un p'-grupo y p divide al orden de G, tenemos que p
divide al orden de G/A. Asi, RA/A 'y R/N son p-resolubles por induccién. En
consecuencia, R es p-resoluble y el teorema quedaria demostrado.

En consecdencia, podemos suponer que G es un grupo primitivo monoliticoy N =
Sog(G). Si |N|p = 1, R es p-resoluble. Asi, podemos suponer que |N|p-n= 1. Supongamos
que G es un grupo primitivo de tipo 2. Sea P un p-subgrupo de Sylow de N. Entonces, G =
Ng(P)N y existe un subgrupo maximal'M de G tal que Ng(P) < M. Ahora , es sencillo
probar que M es #-abnormal en G, |G : M| es compuesto y |G : Mlp = 1. Como N no est4 -
contenido en M, tenemos que |N|p = n(G: M)p =|G: Mlp = 1, contradiccién. Asi, G esun’
grupo primitivo de tipo 1 y N es resoluble. En definitiva, R es p-resoluble y el teorema
queda demostrado.
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Aplicando el teorema anterior, obtenemos la siguiente extensién del Th. 3.1 en [38]:

(4.4) Corolario: Sea f una formacién saturada cerrada para subgrupos y G un
grupo. Si p es el mayor primo que divide al orden de G, el F-residual de G es p-resoluble
si y s6lo si n(G : M)p =|G: Mlp para cada maximal §-abnormal de G de indice
compuesto.

(4.5) Teorema: Consideremos una formacién saturada cerrada para subgrupos 'y
“un grupo G . Entonces, el #-residual de Uf(G) es superresoluble.

Demostracién: Denotamos por T el f-residual de Uf(G). Utilizamos induccién
sobre el orden de G. Claramente, podemos suponer que T # 1. Con razonamientos
similares a los utilizados en (4.1), podemos suponer que G tiene un unico normal
minimal N tal que N < T, verificando N N ©(G) = 1. En consecuencia, G es un grupo
primitivo monolitico. Supongamos que G es un grupo primitivo de tipo 2 y sea M un
subgrupo maximal de G tal que |G : M| es compuesto y verificando G = MN. Ahora, es
sencillo probar que. M es #f-abnormal en G. Entonces, n(G : M) es libre de cuadrados.
Como -q(G : M) = |N], se tiene que N es superresoluble, contradiccién. En consecuencia, G
es un grupo primitivo de tipo 1. Consideremos M un subgrupo maximal de G tal que G =
MN. Entonces, M es F-abnormal en Gy n(G : M) = |G : M| = |N]. Si |G : M| es primo, N es
ciclico y T es superresoluble . Asf, podemos suponer que |G :M| es compuesto. Como N no
esta contenido en M, n(G : M) es libre de cuadrados. Asi, N es superresoluble y |G : M| es
primo, contradiccién. En definitiva, |G : M| es primo y T es superresoluble.

En particular, cuando ¥ es la formacién trivial, U{(G) = U(G) = N {M/ M es un
subgrupo maximal de G, |G : M| compuesto y n(G : M) no es libre de cuadrados} para cada
grupo G. Entonées, aplicando (4.5), podemos demostrar:

(4.6) Corolario: Para cada grupo G, U(G) es superresoluble. Ademas, G es
superresoluble si y solo si U(G) = G.
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CAPITULO YV

SISTEMAS MAXIMALES Y SUBGRUPOS DE PREFRATTINL.

1. SISTEMAS MAXIMALES.

Dado un grupo G, denotamos por T 4(G) el conjunto, posiblemente vacio, de
subgrupos maximales de tipo 1 de G. Supongamos que T.4(G) es no vacio y definimos en
él la siguiente relacién de equivalencia R4: dados Ty M en M. 4(G), T R4 M si y s6lo si
Tg=Mg- '

Consideremos 9" un sistema completo de representantes de la relacién Ry. Decimos
que I reduce en un subgrupo U de G, si U es interseccién de elementos de 97. En
particular, 9° reduce en un subgrupo maximal S de tipo 1 de G si y sélo si S es un
elemento de 7.

(1.1) Definicién: Llamaremos sistema maximal de tipo 1 de un grupo G, a un '
sistema completo de representantes de la relacién Ry, tal que :

(81) SiT=UN,conNa GyU< G, es un subgrupo maximal de tipo 1de Gy &
reduce en U entonces T es un elemento de 77,

junto con el grupo G.

Si M.4(G) es vacio, tomamos como sistema maximal de tipo 1 el propio G.

Decimos que un sistema maximal & de un grupo G reduce en un subgrupo U de G, si
U es interseccién de elementos de Q.

(1.2) Lema: SiN<g Gy & es un sistema maximal de tipo 1 de G, entonces el
conjunto WN/N:= {MN/N : M e €& } es un sistema maximal de tipo 1 de G/N.

Demostracién: Claramente, podemos suponer que N es un subgrupo propio de G.
Afirmamos que existe un subgrupo maximal monolitico S de G tal que N < S. En efecto, en
otro caso, G = NT para todo maximal monolitico T de G. Ahora bien, como N < G, existe un
subgrupo maximal M de tipo 3 tal que N < Mg. Por otra parte, existe un subgrupo
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maximal monolitico T de G tal que Mg < T, contradiccién. En definitiva, podemos
encontrar un subgrupo maximal monolitico S de G tal que N < 8. Si M 4(G/N) es vacio,
entonces AN/N = {G/N} y el lema es cierto. Podemos suponer, pues, que M. 4(G/N) no es
vacio. Ahora bien, si M/N y T/N son dos elementos de TN 4(G/N), M/N R4 T/N siy sélo si
My T son elementos de M. 4(G) y M Ry T. Ademas, si T/N = (U/N)(A/N) con A normal en
.G y &N/N reduce en U/N y T/N es un subgrupo maximal de tipo 1 de G/N entonces &
reduce en U y T es un maximal de tipo 1 de G. Como € es un snstema maxnmal de tlpo 1 de‘
G, T es un elemento de Q. En consecuencia, T/N es un elemento de &N/N.

Seguidamente, analizamos la relacién existente entre los sistemas maximales de un
grupo resoluble G con los sistemas de Hall de dicho grupo. Si G es un grupo résoluble, el
conjunto TN 4(G) coincide con Max(G), el conjunto de todos los subgrupos maximales de
G. De las propiedades de los grupos primitivos resolubles, deducimos que la relacién Ry
anteriormente definida es la relacién de conjugacién. En consecuencia, un sistema
completo de representantes 9° consta de un representante de cada clase de conjugacién de
subgrupos maximales.

Consideremos un sistema de Hall X de G y formamos el conjunto siguiente:

@& = { S maximal de G/ X reduce en S} U {G}.

Como cada maximal S de G es pronormal en G, X reduce exactamente en un conjugado
de S. En consecuencia, & - {G} es un sistema completo de representantes de la relacién
Ry. Veamos que & es un sistema maximal de G. Supongamos que T=UN,N3GyU<G,es
un subgrupo maximal de G tal que & - {G} reduce en U. Entonces Y. reduce en U. Como T
reduce en N, deducimos que X reduce en T ¥ de esta forma T es un elemento de &.

(1.3} Definicién: Dado un sistema de Hall $ de un grupo resoluble G, al sistema
maximal de tipo 1 obtenido anteriormente se le llama sistema maximal de G asociado al
sistema de Hall 3. '

(1 .4) Teorema; Consnderemos un grupo resoluble G y & un sistema maximal de
tipo 1 de G. Existe un sistema de Hall X de G, tal que & es el sistema maximal de G

asociadoa Y.

Demostracién: Razonamos por induccién sobre el orden de G. Claramente, podemos
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suponer que ®(G) = 1. Sea N un subgrupo normal minimal de G. Por (1.2), &N/N es un
sistema maximal de tipo 1 de G/N. Por induccién, existe X , sistema de Hall de G ,t al que
ZN/N reduce en cada uno de los elementos de &N/N.

Como N es suplementado, existe un subgrupo maximal T de G verificando que G = TN
y T e &. Supongamos que { T;: i= 1,...,r } es el conjunto de elementos de & tal que G =
NT; i=1,...,r. Si existe algin i ( 1< i< r) tal que Ng(T;) = G entonces N es un grupo

ciclico de orden primo y asi Ng(Tj) = G para todo j = 1,...,r. De esta manera, X, reduce en

todo Tj En definitiva,"Y reduce en todo elemento de & y el teorema queda demostrado.

Podemos pues suponer que para todo i = 1,...,T, se tiene que Ng(T;) = T;. Como T4 es
un subgrupo pronormal de G, existe un elemento n e N tal que X reduce en T4. Entonces
To=2" reduce en T4 y ZoN/N reduce en cada uno de los elementos de &N/N.

Veamos que X reduce en cada Tj i =1,...,r. Tomemos un Tj arbitrario (2<j<r).
Entonces, Tq y Tj son dos subgrupos maximales de G no conjugados complementando a N.

Aplicando [50; 2.4], P = (T4 N TJ-)N es un subgrupo maximal de G complementando
un factor principal de G, G-isomorfo a N. Como & es sistema maximal de G, P es un
elemento de &. Por tanto, £ reduce en P. Sea p el primo divisor del orden de N, y
consideremos Q el p-complemento de Sylow de X, contenido en P. Como todo p'-subgrupo
de Hall del grupo TN Tj es un p'-subgrupo de Hall de P, existe un elemento a € N de
forma que Q< (T4 N T-)a En consecuencia, aplicando [16,Cap |, lemma4.20], tenemos
que Xq reduce en Tq y 2‘,0 reduce en T4. Como T1 es pronormal en G, a € N(Tq) = T4.
Por tanto, a = 1y Zq reduce en T;.

De esta manera, 3 reduce en todo elemento'de & y C es el sistema maximal de G
asociado a Xg.

En consecuencia, la aplicacién:
F : {Sistemas de Hall de G} ———————— { Sistemas maximales de G}.

z > { S maximal de G/ X reduce en S} U {G}.
es una aplicacién biyectiva. Por tanto:

(1.5) _Corolario: Los sistemas maximales de un grupo resoluble G son conjugados
y su nimero coincide con el indice en G de un normalizador de sistema de G.

Consideremos ahora un grupo G y denotamos con T.o(G) el conjunto, posiblemente
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vacio, de subgrupos maximales monoliticos de tipo 2 de G. Si M »(G) no es vacio,
definimos la siguiente relacion binaria de equivalencia en M 5(G): si Sy T son dos
elementos de M.o(G), S A, T siy sélo si Sg = Tg.

(1.€) Definicién: Consideremos un grupo G, tal que T 5(G) no es vacio. Un

sistema maximal de tipo 2 de G es un sistema completo de representantes ®, de la

relacién R, junto con el grupo G. Si Tuo(G) es vacio, tomamos como sistema maximal de
tipo 2 el propio G.

Razonando de forma analoga a (1.2), podemos demostrar:

(1.7) Lgma_. SiNa G y ® es un sistema maximal de tipo 2 de G, entonces BN/N:=
{MN/N : M e B} es un sistema maximal de tipo 2 de G/N.

(1.8) Proposicién: Consideremos un grupo G con M. »(G) no vacio. Supongamos
que Sy T son dos elementos de M 5(G). Entonces: S8 Ry T si y solo si existe un factor
principal H/K de G, que suplementa tanto a S como a T y que verifica G/Sg = G/Tg =
[H/K]*G. ’

Demostracién: Supongamos que S Ay T, entonces G/Sg es un grupo primitivo de tipo
2. Denotamos con R = Soc(G méd Sg). Se tiene que G = SR = TR y R/Sg es un factor
principal de G que suplementa a S y a T. Ademas, Sg = Cg(R/Sg) y G/Sg=G/Tg=
[R/SgI*G.

Reciprocamente, supongamos que existe un factor principal de G tal que G = SH = TH
K<SNT.Entonces, HSg/Sg y HT/Tg son dos factores principales de G, G-isomorfos a
H/K. En consecuencia, Sg = Cg(HSg/Sg) = Cg(H/K) = Cg(HTG/Tg) = Tg. De esta
j'nanera, SA,T.

(1.9) Definicién: Dado un grupo G, un sistema maximal de G es una familia T de
subgrupos maximales monoliticos de G, de forma que existe un sistema maximal de tipo

1,8, de G y existe un sistema maximal de tipo 2, B, de Gtalque T = Q U ®.

Aplicando (1.2) y (1.7), es claro el siguiente resultado:
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(1.10) Lema: SiN a2 Gy © es un sistema maximal de G, entonces el conjunto
TN/N:= {MN/N : M e T} es un sistema maximal de G/N.

Mientras que la existencia de sistemas maximales de tipo 2 est4 asegurada en cada
grupo finito G, el autor no ha podido deducir la existencia de sistemas maximales de tipo
1 en cada grupo finito G, si bien tampoco ha podido encontrar ejemplos de grupos que no
los posean. . |

La siguiente proposicion ofrece condiciones suficientes que aseguran la existencia de
sistemas maximales de tipo 1.

(1.10) Proposicién: Consideremos un grupo G, tal que M 4(G) es vacio o todo
cociente primitivo de tipo 1 de G es un grupo resoluble. Entonces, G posee un sistema
maximal de tipo 1 y dos sistemas maximales de tipo 1 de G son conjugados.

Demostracién: Claramente, si M. (G) es vacio el resultado es cierto. Supongamos,
pues, que T 4(G) es no vacio y que todos los cocientes primitivos de tipo 1 de G son
resolubles. Razonando por induccién sobre el orden de G, podemos suponer que ®(G) = 1.
Por otra parte, si G es un grupo resoluble el resultado es cierto en virtud de (1.4). De
esta manera, podemos suponer que el residual resoluble de G, T, no es trivial. Sea N un
subgrupo normal minimal de G tal que N < T. Si N es abeliano, como ®(G) = 1, existe un
subgrupo maximal M de G tal que G = MNy M N N = 1. Entonces, el grupo primitivo
G/Mg es de tipo 1y asi G/Mg es resoluble. Esto implica que N < T < Mg, contradiccion.
En-definitiva N no es abeliano. Claramente G/N satisface la hipétesis de la proposicién.
Por induccién, G/N posee un sistema maximal de tipo 1 y dos sistemas maximales de tipo
1 de G/N son conjugados. Ahora bien, /N es un sistema maximal de tipo 1 de G/N si y
sélo si © es un sistema maximal de tipo 1 de G. En consecuencia, se tiene el resultado.

La segundé condicion de la proposicién anterior es necesaria para asegurar la
conjugacion, como se advierte en el siguiente:

. EJEMPLO 1: Tomemos G isomorfo al holomorfo de C5 x Co x Co. Es bien conocido
que G es un grupo primitivo de tipo 1, cuyos primitivadores no son conjugados ( ver
[30]). Como G/Soc(G) es un grupo simple no abeliano, todo sistema maximal de tipo 1
de G es de la forma & = {G} U {T} siendo T un primitivador de G. En consecuencia, G no
verifica la tesis de la proposicién anterior.
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(1.11) Jeorema: Dado un grupe G, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) G es un grupo resoluble.

ii) La familia de cocientes primitivos de tipo 1 de G, denotada por Pr{(G), no es
vacia y consta de grupos resolubles. Ademas, G posee sistemas maximales conjugados.

Demostracion: ii) implica i). Supongamos que el resultado es falso y tomamos G
contraejemplo minimal. Entonces el residual resoluble de G, T, es distinto de 1.
Consideremos N un subgrupo normal minimal de G tal que N < T. Razonando como en
(1.10), N no es abeliano. Sea M un subgrupo maximal monolitico de tipo 2 de G tal que G
= MN. Consideremos T/N un sistema maximal de G/N. Claramente, T U {M} es un
sistema maximal de G. Ahora si T es un subgrupo maximal monolitico de G tal que Tg =
Mg, entonces T U {P} es un sistema maximal de G. Por i), T y M son conjugados en G. En
consecuencia, el grupo primitivo G/Mg tiene todos sus primitivadores conjugados. De
esta manera, G/Mg es de tipo 1 contradiccion.

i) implica ii). Se sigue de (1.4).

Notemos que un grupo G con M 4(G) vacio, no puede poseer sistemas maximales
conjugados. Sin embargo, si que posee sistemas maximales de tipo 1 conjugados pues {G}
es el unico sistema maximal de tipo 1 de G.

(1.12) Teorema: Consideremos un grupo G tal que . 4(G) es vacio o todo cociente
primitivo de tipo 1 de G es un grupo resoluble. Dado un subgrupo maximal monolitico M
de G, existe un sistema maximal € de G tal que M e T.

Demostracion: Razonamos por induccién sobre orden de G. El resultado es claro si G
es resoluble. Podemos suponer, pues, que el residual resoluble T de G no es trivial.
Consideramos N un subgrupo normal minimal de G tal que N < T. Distinguimos dos casos:

a) N < M. Como M/N es un subgrupo maximal monolitico de G/N, existe un sistema
maximal T/N de G/N tal que M/N € T/N por induccién. Ahora, si T es un subgrupo
maximal de G de tipo 2 tal que G = TN la familia T U {T} es un sistema maximal de G con
Me T.

b) G = MN. Entonces M es un subgrupo maximal de tipo 2 de G. En consecuencia, el
grupo G/N posee un sistema maximal € por (1.10). De esta manera, T U {M} es un
sistema maximal de G que cumple la tesis del teorema.
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2. SUBGRUPOS DE PREFRATTINL.

(2.1)Proposicién; Consideremos un grupo Gy € un sistema maximal de G. Dada
una corona C/R de G y una serie principal de G:
(") 1=Gp 3Gy 2 Gp4......... S GL=G,

Consideramos U(T) = N {S;: i=1....n.}, donde S;= G si C/R no es la corona de G
asociada con Gy/Gj.4 (incluyendo el caso de que Gy/Gj.4 sea un factor principal de
Frattini) , y S;je G, tal que G = §;Gj, Gj.4< (Sj)g ¥ G/(S))g = [Gy/GCj.4]" G si
GyG;.4 es un factor principal de G con corona asociada C/R. '

Entonces, U(T) es un si.uplemento de C/R en Gy si C/R es una corona abeliana ,U(T)
complementa a C/R en G. Ademas, U(T) esta univocamente determinado por € y no por
la serie (*) puesto que U(T)=N{S<G/G=SC,R<SNCySeT}

C/R como corona asociada }, de forma que X;<Yj, 4 (i = 1....m-1). Por el teorema de
Jordan-Hélder generalizado ( ver [3]), m es el nimero de factores principales de G con
corona asociada C/R en cualquier serie principal de G.

Por otra parte, es claro que R evita a X/Y; para todo i. Asi, aparece la cadena:

R <Y{R < X4R £ YoR < X5R <.......... < XmR < C. Aplicando el teorema de
Jordan-Hbélder generalizado, R = Y{R 'y, en general, X|R = Y;, 4R para todo i = 1...m-1
y C=XnpR.

Tomemos S; e T, tal que G = §;X;, Y (Sj)g ¥ CG/(Sj)g =[X{/Y;l" G ( notemos que
S; existe ). Es claro que R < (Sj)g para todo i. En consecuencia, RY; < (S;)g para todo i.
Sea U(T) = N {S;: i=1...m.}. Tenemos que G = XSy, = Sy C. Supongamos que se verifica
(N S§;)C = G. Entonces, U(T)C = (U(T))( X4R) Xp. Como X4R <N {S;: i=2...m.}, se
tiene que U(T)C = (S1X4R N (N §))Xm =(N §) Xu1R =G

Consideremos ahora, V=N{S<G/G=SC,R<SNCyS8 e T} Distinguimos dos
casos:

a) C/R no abeliana. Tomemos un subgrupo maximal S que interviene en la
definicién de V. Entonces G/R = (S/R)(C/R). Como C/R = Soc(C/R), existe un normal
minimal T/R de G/R tal que G/R = (S/R)(T/R). Ahora, S evita T/R y de esta manera,
TSg/Sg es un factor principal de G, G-isomorfo con T/R. Por tanto, Sg = Cg( TSg/Sg) =
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Cg(T/R) = R.En definitiva, Vg = R. Por otra parte, TSg/S es un factor principal de G
que es G-isomorfo con algun factor principal G;/G;_4 de la serie (*). En consecuencia,
Sg = Cg( GyGj.4). De esta manera, Sg evita a G/Gj_4 ¥y G;Sg/ Sg es factor principal
de G. Por consiguiente, G = SG; y G;.4< Sg. Ademés, todo subgrupo maximal de G que
suplementa a Gj/G;.q tiene el mismo core que S. Asi, S interviene en la definicién de
U(T). En definitiva, U(T) < S y podemos entonces afirmar que U(T)< V.

~ Por otra parte, si S es un elemento de T tal que G = SG;y Gj.1 < S entonces el
factor principal G;Sg/ S es G-isomorfo a GyG;_1. En consecuencia, Sg = Cg( G/Gj.1)
y R<Sg. Por tanto, G=SC yR< SN C.En definitiva, V< U(T).

b) C/R abeliana. Supongamos que S es un subgrupo maximal de G que interviene en
la definicién de V. Tenemos que CSg/S es el unico normal minimal de G/Sg y tiene a C/R
como corona asociada. De eéta manera, Sg < C. Como G = U(T)C y Sg < C, se tiene que
U(T)Sg es un subgrupo propio de G. Ademas, G/Sg = (U(T)Sg/Sg)(C/Sg). En
consecuencia, U(T)Sg es un subgrupo maximal de G. Como € es un sistema maximal de G
que reduce en U(T), tenemos que U(T)Sq es un elemento de T. Ahora bien, (U(T)Sg)g =
Sg-: Por tanto, U(T)Sq = S. En definitiva, U(T) < V. La otra inclusién es obvia.

Supongamos que R < Vg y tomamos R < A < Vg tal que A/R es un factor principal de G.
Es claro que A/R tiene a C/R como corona asociada. Tomamos S un elemento de € tal que G
= AS y G/Sg = [A/R]"G. Entonces S interviene en la definicion de V y A < S,
contradiccién. Por consiguiente, Vg = R. Como G/R = (U(T)/R)(C/R) y C/R es abeliana,
U(T) N C es un subgrupo normal de G. Asi, U(T) N C =Ry U(T) es un complemento
deC/RenG.

En general, no todo suplemento de la corona C/R puede obtenerse como interseccién
de maximales en la forma anterior:

EJEMPLO 2: Consideremos un grupo primitivo G de tipo 3, Soc(G) .= A x B siendo
Ay B los normales minimales de G. Es claro que Soc(G) es la corona asociada con Ay B. Si
consideramos U un primitivador de G, entonces G = U Soc(G) y U no puede describirse
como una interseccién de subgrupos maximales pertenecientes a un sistema maximal de
G.

Sin embargo, si A es un complemento de una corona abeliana C/R de un grupo G tal
que existe un sistema maximal T de G que reduce en A, entonces A = U(T). Es decir,
U(T) es el tnico Qomplemento de C/R en el que T reduce.
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En lo que résta de capitulo, o denotara una clase de Schunck.

(2.2) Lema: Consideremos un grupo Gy una corona C/R de G. Si H/K y A/L son dos
factores principales de G con corona asociada C/R, entonces [H/K]*"G =[A/L]*G.

Demostracion; Claramente, podemos suponer que H/K no es G-isomorfo con A/L.
Entonces, C/R no es abeliana y asi Ry = Cg(H/K) * Cg(A/L) = Ry. Como H/K 'y A/L estan
G-relacionados, existe un complemento comin U de Ry/R4N R», i= 1,2 en G. Es decir, G
= UR;i=1,2y UN Ry = R1r‘1 U = RyN Ryp. Ademas, G/Ug es un grupo primitivo de
tipo 3y C/R; =g Rjz.f/R{N Ro. En consecuencia, [H/K]*G = [C/R]*G. Ahora bien;
[C/Ro]"G = G/C(G/Ro) =.G/R2 = G/Ry = G/Cg(G/Rq) = [C/R4]'G =[A/L]"G con la
que el lema queda demostrado.

(2.3) Definicién: Consideremos un grupo G. Diremos que una corona C/R de G es
D -central (respectivamente, I-excéntrica ) si existe un factor principal de G
T-central (respectivamente, -excéntrico) con corona asociada C/R.

Teniendo en cuenta (2.2), esta definicion es consistente.

(2.4) Definicién: Consideremos un grupo G con un sistema maximal G. Definimos:

a) Wp(G,C, T )=n { UT)/ U(T) es suplemento de una corona no abeliana
Th-excéntrica }, siendo U(T) los distintos suplementos obtenidos en (2.1). Si G no posee
coronas no abelianas T-excéntricas, definimos W(G,C, T ) = G. AWL(G,T, T ) se le
llama subgrupo de Th-prefrattini no abeliano de G asociado al sistema maximal T .

b) W4(G,G, T ) =N { U(T) / U(T) es complemento de una corona no abeliana
B -excéntrica tal que T reduce en U(T)}. Si G no posee coronas abelianas
Th-excéntricas, definimos W4(G,T, h)=G. AW,G,T, T ) se le llama subgrupo de
Th-prefrattini abeliano de G asociado al sistema maximal T .

c¢) Llamamos subgrupo de Mh-prefrattini de G asociado al sistema maximal C , al
subgrupo W(G,G, 1) = W4(G,T, )N WL(G,T, ).
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La siguiente proposicién, demostrada para el caso ¢) de la definicién anterior, es
vélida con ligeras modificaciones en los casos a) y b).

(2.5) Proposicién: Con la notacién anterior:

a) Dada una serie principal de G de la forma 1= Gy 2 G < GpL...ed Gp= G,
entonces W(G, © ., )=n {S;: i=1....n}, donde S; es el suplemento de Gy/Gj_qen T si
Gy/G;.q es un factor principal de G suplementado T)-excéntrico y S;= G, en otro caso.

b)Si N<t G entonces, W(G/N, T N/N, o) = W(G, T ,T5 )N/N.

c)El conjunto { W(G, € ,Jp )/ T sistema maximal de G} es una clase caracteristica
de subgrupos de G.

Demostracién; a) Se sigue facilimente de (2.1).

b) Razonamos por induccién sobre ef orden de N. Supongamos que N es un subgrupo
normal minimal de G y consideremos una serie principal de G,

1=60S_G1$G2ﬂ ......... < Gn=G

tal que G4 = N.

Por a) W(G, T ,J )= N {S;: i=1...n.}, con Sy = G 0 Sy subgrupo maximal de G.
Como N < S; para cada i = 2...n, obtenemos W(G, T ,J9 )N/N = N {SyN: i=2...n.} =
W(G/N, T N/N, 1) aplicando a).

En el caso general, consideremos una serie principal de G,

(@) 1= Gy 2 Gy 2 GpL.errrd = G
“talque G;=N,i>1.

Denotamos con estrella la imagenes en G* = G/G;j_4. Por induccion, W(G*, ©* D)
= W(G, € .1 )*. Ademas, (a*) es una serie principal de G* y N* es un normal minimal
de G*. Aplicando el caso anterior, W(G*, T* 10 )N*/N* = W(G*/N*, T *N*/N*, D).
Ahora bien, W(G*/N*, B *N*/N*, ) es isomorfo a W(G/N, TN/N, ) con lo cual
W(G/N, T N/N, T)) es isomorfo a W(G, T ,7 )N/N. Como W(G, T ,T) )N/N esté contenido
en W(G/N, T N/N, 1), se tiene la igualdad.

Finalmente c) es claro.
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En todo lo que sigue, G sera un grupo y T un sistema maximal de G.

(2.6) Proposicién: a) W,(G,T, T ) cubre exactamente los facteres principales de
G no abelianos, los factores principales de G de Frattini y los factores principales de G
abelianos T-centrales y evita los factores principales de G abelianos, compiementados y
‘T-excéntricos. '

b) Wp(G,T, Th ) cubre exactamente los factores principales de G abelianos y los
factores principales de G no abelianos Th-centrales.

c) W(G,B, ) ) cubre exactamente los factores principales de Frattini de G y los
factores principales de G suplementados Ij-centrales.

Qemm_uamm a) Claralﬁente, podemos suponer que W4(G,T, ) + G. También, en
virtud de la proposicién anterior, es suficiente demostrar el resultado para los
subgrupos normales minimales de G. Consideremos N un subgrupo normal minimal de G.
Si N < o(G), entonces es claro que N < W,4(G,T, Th ). Supongamos que N N &(G) = 1.
Consideremos una serie principal de G pasando por N y utilizamos la notacién de la
proposicién anterior. Si N no es abeliano o N es abeliano T-central, entonces S4=GyN
esta contenido en W,(G,T, 7 ). Ahora, si N es T-excéntrico existe un subgrupo maximal
S4 de G perteneciente a T tal que G = NSy y S{ N N = 1. Como W,(G,T, I ) < 84,
deducimos que W,4(G,T, TH) NN =1y W,(G,T, T ) evita N.

b) y c) se siguen con una demostracién analoga al caso a).

(2.7) Corolario: Consideremos un subgrupo maximal S de G tal que S € T. Son
equivalentes:

i) WG,B, D)< S.

i) S es T-abnormal en G.

Demostracién: i) implica ii). Supongamos que S es Th-normal en G, entonces
Soc(G/Sg) es un factor principal T -central de G. Por (2.6), W(G,&, B ) cubre
Soc(G/Sg), contradiccion. En definitiva, S es T-abnormal en G.

iiy implica i). Si S es un subgrupo maximal J)-abnormal en G, R/Sg = Soc(G/SG)”
es un factor principal )-excéntrico de G. En consecuencia, S interviene el la definicion
de W(G,T, I ). Por tanto, W(G,C, H )< S.
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(2.8) Corolario; Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
) Wh(G,B, B ) =G
ii) M.o(G) es vacio o todo factor principal no abeliano de G es Th-central.

Demostracion: i) implica ii). Supongamos que T (G) no es vacio. Si H/K es un
factor pnncnpal no abehano If)-excéntnco de G, existe un subgrupo maximal S de G de
'tlpo 2 tal que S e CyG SH, K < SN H. Esto implica que Wn(G T, h)<S,
contradiccién.

ii) implica i). Si M 5(G) es vacio, G no posee coronas no abelianas. En
consecuencia, Wy(G,T, h)=aG. Supongamos qué TM.(G) no es vacio y consideramos un
subgrupo maximal S de G tal que W,(G,T, ? ) < S. Razonando como en el corolario
anterior, S debe ser J-abnormal en G contradiccién.

(2.9) Corolario: Supongamos que T) es una clase de Schunck de la forma Eg¥,
para alguna formacién jf Son equnvalemes

) Wh(G,5, ) =

i) G es un 51’)-grupo.

En consecuencia, si ¥ es formacién saturada, G es resoluble si y sblo si se
verifica WR(G,C, B ) =G

Demostracién: i) implica ii) Si . o(G) es vacio, entonces G es resoluble y el
resultado es claro. Asi, podemos suponer que TM.o(G) no es vacio. Por (2.8), todo factor
principal no abeliano de G es T-central. En consecuencia, si G no es un $T-grupo existe
un subgrupo maximal S T-critico en G tal que S e T. Asl, W, (G, T, )< S
contradiccion.

ii) implica i). Si G es un $B-grupo, todo factor principal de G no abeliano es
Th-central. Por consiguiente, Wy(G;T, T ) = G aplicando (2.8).

La hipétesis sobre 1 en el corolario anterior es esencial. Basta considerar la clase

de Schunck Jh generada por S , siendd S un grupo simple no abeliano. Entonces, el grupo
G=SxSnoesun&h-grupoy Wy(G,T, ) = G para todo sistema maximal T de G.
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