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RESUMEN

En esta memoria se introduce el concepto de Modelo de Clasi
ficación Regular, caracterizándolo a través de un conjunto de pro
piedades básicas, y se investiga el comportamiento de las funcio
nes de verosimilitud obtenidas con este tipo de modelos. A pesar 
de que estas funciones de verosimilitud se comportan de una mane
ra muy poco usual, se comprueba que la aproximación asintótica 
Normal a la distribución final sigue siendo válida.

A continuación se estudia el modelo inferencial Bayesiano 
para los Modelos de Clasificación Regulares haciendo especial 
incapié en la búsqueda de las distribuciones de referencia. Los 
resultados teóricos obtenidos son dificilmente tratables desde 
un punto de vista computacional. Por tanto se hace necesaria la 
obtención de aproximaciones que, siendo fáciles de calcular, es
tén suficientemente cerca de los resultados teóricos. Las aproxi
maciones propuestas, asi como los resultados teóricos cuando son 
computacionalmente tratables, se ejemplifican utilizando diver
sos bancos de datos; unos simulados y otros reales.

Como un resultado adicional importante se obtiene una debi
litación de los axiomas de regularidad propuestos por Walker(1969) 
para la normalidad asintótica de la distribución final. También 
se estudian, como ejemplos de resultados teóricos mas generales, 
los procesos inferenciales Bayesianos para los modelos Loglstico 
Aditivo, Logístico Multiplicativo y Normal Acumulado.
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PREFACIO

Durante los ültimos años, mas concretamente a par
tir de 1972, existe una clara tendencia en la investi
gación estadística hacia la sustitución del modelo Nor
mal por el modelo Logístico, o modelos similares, para 
el estudio de datos de clasificación. Esta tendencia ha 
sido ampliamente potenciada, dentro de la metodología 
Clásica, por los trabajos del Prof. J.A. Anderson. Sin 
embargo, desde una prespectiva Bayesiana, prácticamente 
los Gnicos aunque importantes, trabajos publicados has
ta el momento se deben al Prof. J. Aitchison y están 
basados en una aproximación asintótica solo justificada 
de forma heurística.

El principal motivo que me impulsó a comenzar la 
investigación presentada en esta memoria fue la impre
sión, obtenida como consecuencia de los estudios rea
lizados en mi Tesis de Licenciatura, de la existencia 
de un importante vacío en la investigación actual sobre 
Clasificación Estadística desde la metodología Bayesia
na. Vacio que es necesario cubrir par& obtener buenos 
resultados en ese importante campo de aplicaciones.

Esta tesis ha sido realizada bajo la dirección del 
Profesor J.M. Bernardo. Quiero expresarle desde aquí mi 
agradecimiento por su continuo estímulo y por los inte
resantes comentarios realizados a lo largo de todo el 
trabajo que han influido de manera importante en la 
orientación y realización de esta memoria. Así mismo, 
he de agradecer a los- restantes miembros del Departamen
to de Bioestadística de la Universidad de Valencia, la 
ayuda prestada mediante sus comentarios y su compa
ñerismo.





CAPITULO 1

PRELIMINARES

1 . 1 INTRODUCCION

La Clasificación Estadística engloba a todos aque
llos métodos que permiten relacionar, en presencia de 
incertidumbre, a un objeto o individuo con un conjunto 
finito de categorías, A, previamente especificado. Sin 
pérdida de generalidad, debido a su carácter finito, 
el conjunto A puede considerarse integrado por k cla
ses o categorías exclusivas y exhaustivas, A={6:6=1,...,k}. 
En efecto, si A no fuera una partición entonces se 
considerarla como conjunto de las clases a la partición 
maximal no trivial, con respecto a la relación de in
clusión, incluida en el álgebra generada por el conjun
to A.

Todo individuo de la población puede ser codifi
cado mediante un conjunto de indicadores que lo definen.
El vector aleatorio correspondiente al conjunto de in
dicadores de un individuo, x, se denomina vector repre
sentante; en el se resume toda la información conocida 
sobre el individuo. En general, se dispone de un banco 
de datos, Ds{ 1x^,6^), i = '\,...,n}, donde se recogen los
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vectores representantes de n individuos cuya clasifi
cación correcta es conocida.

Debido a la presencia de incertidumbre, la res
puesta completa a todo problema de Clasificación Esta
dística debe consistir en una distribución de probabi
lidades, p{5\x,D). Esta distribución, denominada dis
tribución de clasificación, describe las probabili
dades de que un individuo con vector representante x, 
pertenezca a cada una de las k poblaciones, una vez 
conocida la información proporcionada por el banco de 
datos D.

En numerosas aplicaciones, esta clasificación 
probabilística solo representa un paso intermedio en 
el planteamiento general. Así por ejemplo, la diagno
sis clínica, clasificación entre diversas enfermedades 
alternativas, no es un objetivo en si misma sino una 
etapa previa a la elección de tratamiento. La distri
bución de clasificación, llamada distribución diag
nóstica en el contexto médico, proporciona las pro
babilidades necesarias para solucionar el problema 
de decisión a que da lugar la elección de tratamiento, 
(Bermüdez, 1981).

Los diferentes métodos estadísticos utilizados 
en el cálculo de la distribución de clasificación, 
p(5|x,Z7), pueden catalogarse en dos grandes grupos: 
unos centran_ su mayor interés en la modelización de la 
población de vectores representantes en cada una de 
las clases, utilizando para ello modelos probabilís- 
ticos de la forma p(x|6,0); los otros estudian direc
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tamente la distribución de clasificación, proponien
do modelos probabilísticos de la forma p(ó|x,0). A es
tos dos planteamientos se les ha denominado, (Dawid, 
1976), paradigma de muestreo y paradigma diagnóstico, 
respectivamente.

Sin embargo, el término paradigma no parece muy 
apropiado en este contexto. En efecto, siguiendo a Kuhn 
(1970, segunda ed. ampliada), las dos acepciones del 
término paradigma son : 'Por una parte, el conjunto de
todas las ideas, valores y técnicas compartidas por los 
miembros de una comunidad científica dada. Por otra 
parte, cada uno de los elementos del conjunto anterior 
que, empleado como ejemplo o modelo, pueda reemplazar 
a reglas explícitas...'. Ninguna de estas dos acepcio
nes corresponde a la idea que se pretende transmitir 
con las expresiones paradigma de muestreo y paradigma 
diagnóstico. Una alternativa mas realista es enfoque 
muestral y enfoque clasificatorio.

El objetivo de esta tesis es la aplicación de la 
metodología Bayesiana a la Clasificación Estadística, 
desde un enfoque clasificatorio. Aunque el énfasis se 
sitúa en el estudio y desarrollo teórico de los mode
los propuestos, no se ha descuidado la obtención de 
resultados que hagan posible su aplicación en proble
mas prácticos concretos.

Esta memoria está dividida en seis capítulos y dos 
apéndices. Cada capítulo, dividido a su vez en*varios 
apartados, comienza con un pequeño resumen de su con
tenido. El primer capítulo, del que forma parte esta



introducción, termina con un segundo apartado en el 
que se discuten las diferencias mas importantes entre 
los dos enfoques antes mencionados, y se introducen 
algunos conceptos básicos que forman el contexto en el 
que se enmarca esta memoria.

En el capítulo dos se definen los Modelos de Cla
sificación Regulares , concepto que engloba y genera
liza a todos los modelos utilizados hasta el momento 
desde el enfoque clasificatorio. En el se estudian las 
propiedades mas importantes de las funciones de vero
similitud proporcionadas por esos modelos.

El capítulo tres trata sobre las aproximaciones 
asintóticas a la distribución final obtenida a partir 
de un modelo de clasificación regular. En el se demues
tra que, bajo condiciones muy generales, la aproxima
ción Normal asintótica usual es correcta.

El proceso inferencial completo para este tipo de 
modelos forma el contenido del capítulo cuatro. Se ha
ce especial incapié en la obtención de distribuciones 
de referencia, y se proponen aproximaciones a los re
sultados teóricos que hagan viable su utilización ru
tinaria.

En el capítulo cinco se comparan, mediante ejem
plos numéricos, los métodos propuestos en el capítulo 
cuatro con los métodos alternativos mas importantes.

Por último, en el capítulo seis se valoran y dis
cuten los resultados obtenidos en la tesis, y se co
mentan algunas áreas de investigación futura.



5

Esta memoria se completa con dos apéndices. El 
primero contiene una generalización del resultado de 
Walker (1969) sobre el comportamiento asintótico de 
las distribuciones finales, generalización utilizada 
en el capitulo tres. El segundo recoge los bancos de 
datos de los ejemplos estudiados en el capítulo cinco 
y los datos simulados utilizados en el capítulo tres.

A lo largo de todo el trabajo se ha procurado 
simplificar al máximo la notación, acompañando su in
troducción con un comentario literario aclaratorio.
Las letras latinas se han empleado para representar 
tanto las cantidades aleatorias muéstrales como sus 
valores observados, mayúsculas en un caso y minúscu
las en el otro, reservando las letras griegas para 
la representación de los parámetros que identifican 
los modelos. Todas las densidades, al igual que las 
funciones de probabilidad, se han representado con 
la misma letra p seguida, entre paréntesis, por el 
nombre de la cantidad aleatoria a la que se refiere.
El operador esperanza se ha representado mediante la 
letra E subindicada, allí donde fuera necesario, por 
las letras definitorias de los vectores aleatorios co
rrespondientes. El operador varianza se ha representa
do por VAR, reservando la notación Dz para represen
tar la matriz de derivadas segundas parciales. Así, 

(/(£„)) representa a la matriz cuyo elemento gené
rico es

3 2  ---  f(t)
91 .91 . 
i J

calculada en el punto tQ. De forma análoga, D*(f(tQ)) 
representa la función gradiente correspondiente a la



6

función vectorial f{t),calculada en el punto t6.

Para numerar las ecuaciones, definiciones, propo
siciones, teoremas y ejemplos se ha utilizado notación 
decimal. Asi, la definición 2.1.1 es la primera defi
nición del apartado 1 del capitulo 2. Del mismo modo, 
la proposición 3.2.1 es la proposición 1 del apartado 
2 del capítulo 3.
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1.2 CONCEPTOS PREVIOS

La obtención de la distribución de clasificación, 
p[&\x,D), mediante los enfoques muestral y clasifica- 
torio conlleva hipótesis de independencia diferentes. 
Asi, los métodos propuestos desde un enfoque muestral 
asumen, explícita o implícitamente, la hipótesis

HM: La familia de modelos probabilisticos que des
criben la generación de los pares clase-vector 
representante, (ó,x), viene identificada por 
dos vectores paramétricos de dimensionalidad 
finita, 050 y de forma que

p(<5,x|e,iM = p (X | ó ,e ,ij>) p (a | e, ip)
con

p (x | ó , 9 ,<Ji) = p (x | 6,0) 
p (<5 | 0 ,<M = p ( 6 11|;)

Por el contrario, los métodos propuestos desde un 
enfoque clasificatorio asumen la hipótesis alternativa:

HC: La familia de modelos probabilisticos que des
criben la generación de los pares clase-vector.- 
representante, (6,x), viene identificada por 
dos vectores paramétricos de dimensionalidad 
finita, 060 y ^€T, de forma que

p(ó,x|0,iM = p (6 | x , 0 ,ij>) p (x | 0 , ip)
con

p (ó |x,0,iM = p (6 Ix,0) 
p (x | 6 ,\p) = p (x | )

El enfoque muestral parece ser el mas adecuado 
en aquellas situaciones en las que se supone una re
lación causa-efecto entre la clase y el vector repre
sentante de cada individuo. Es entonces cuando el modelo
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p(x|6,0) aparece de forma natural. Similarmente, el 
enfoque clasificatorio será plenamente aconsejable si 
el vector representante se considera causa de la clase.

Sin embargo, no siempre está clara la relación 
causa-efecto, o viceversa, entre x y 6. En numerosas 
aplicaciones el vector representante puede dividirse 
en dos subvectores, x=(r,s), de forma que r represen
ta a indicadores que pueden ser considerados causan
tes de la clase 6, mientras que s representa a indi
cadores causados por 6.

Bernardo (1978), recogiendo una idea formulada por
Dawid (1976), propone un compromiso entre los dos en-condiciqnalmentefoques. Asi, si los vectores r y s se consideranVinde- 
pendientes, la distribución de clasificación puede ha
llarse mediante el Teorema de Bayes

p(ó|x,Z>) p (s | 6 ,D) p(ó[r,Z?) 
situando los cálculos para la obtención de p(s|5,0) y 
p(ó|r,D) en los enfoques muestral y clasificatorio 
respectivamente. Bermüdez (1979) generaliza este desa
rrollo, evitando la hipótesis de independencia entre 
t  y s , pero al precio de necesitar bancos de datos muy 
grandes.

A pesar de las ventajas apuntadas por Dawid (1976) 
del enfoque clasificatori'cf'sóbre el muestral, no es de 
esperar que uno de ellos prevalezca sobre el otro. Así, 
han de ser las condiciones particulares de cada proble
ma concreto las que sugieran el enfoque correcto, (Ber- 
müder-f*-T984) .
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En el contexto de Clasificación Estadística se ha 
reproducido la controversia existente entre la escuela 
Clásica y la escuela Bayesiana, dando lugar respecti
vamente, a las clasificaciones Estimativa y Predictiva 
(Aitchison, Habbema and Kay, 1977).

Desde el enfoque muestral, la solución estimativa 
( Welch, 1939; Wald, 1944; Anderson, 1958) generaliza 
las técnicas de Análisis Discriminante introducidas me
diante argumentos geométricos por Fisher (1936). Uti
lizando el banco de datos D , proponen obtener un es
timador, 0(0), del parámetro desconocido y entonces 
aproximar p(x|ó,£>) mediante p (x | ó , 0 (£>) ) . La distri
bución de clasificación se obtiene vía Teorema de Ba- 
yes como p(6|x,0) = p (6) p(x|ó,8(0)). Donde p(6) es un 
estimador de la probabilidad p(6) obtenido con el mis
mo banco de datos D, o con un banco alternativo.

Por el contrario, la solución predictiva desde el 
enfoque muestral (Geisser, 1964; Dunsmore, 1966; Aitchison 
and Dunsmore, 1975) calcula la distribución predictiva 
de los vectores representantes en cada una de las cla
ses ,

p(0|Z?) « p(0) n p(x-|6.,0) 
i= 1 1 t

p(x|6 , 0) p (0|D) d0

para obtener la distribución de clasificación mediante 
una nueva aplicación del Teorema dé Bayes: 

p(Ó|X ,D) « p(x|6,D) p (6)

En cualquier caso, el enfoque muestral necesita 
la especificación de un modelo multivariante, p(x|ó,0),

p (x | ó ,D) -
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que sea realista y que presente soluciones tratables.
La ünica familia multivariante con la que «e han obte
nido resultados operativos es la familia Normal. Sin 
embargo, el carácter discreto que generalménte poseen 
muchas de las componentes del vector representante 
hacen que el modelo Normal no sea un modelo realista.
Como una alternativa a la normalidad multivariante es 
de destacar el método propuesto por Bernardo (1983).

Desde el enfoque clasificatorio, la solución es
timativa (Walker and Duncan, 1967; Cox, 1970; Anderson,
1972) consiste en aproximar p(ó|x,£>) mediante p (6 |x , 0 (£>) ) ; 
siendo 0 (D) un estimador del parámetro desconocido, 0, 
obtenido a partir del banco de datos ,D. La solución 
predictiva (Teather, 1974; Aitchison and Lauder, 1979) 
se obtiene de nuevo mediante el uso sucesivo de los teo
remas de Bayes y de la Probabilidad Total,

racteriza por la linealidad de los logaritmos de los 
cocientes de las probabilidades, esto es:

p (9 12?) a p(0) n p (<S . |x ., 0)
i = l 1 1

p(&\x,D) = j p ( ó | x , 0) p ( 0 | £>) d0

El modelo Logístioo ha sido el mas utilizado para 
describir la distribución p(ó|x,0). Este modelo se ca-

p(S=¿|x ,0)
Log e . +0 . + 0 . x ,1 = 1,...,k-l

p (6=k|x , 0) vm m

lo que da lugar a,
p (ó=í|x,0) =

( i = l,... ,k-l )
(1)
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Un modelo alternativo utilizado cuando solo exis
ten dos clases, k=2, es el modelo Normal Acumulado de
finido como

, r 0 1 x
p ( 6 = 1 | a:, 0) = 1-p(6 = 2 |x , 0) = (2tt ) _ l_oo exp(-p2/2) dy

(2 )
con 9'x = 0iXi+02X 2+...+0 xm m

Para una discusión mas detallada sobre la diferen
cia entre los dos enfoques puede consultarse Bermüdez 
(1982) y referencias allí citadas.

Los desarrollos obtenidos anteriormente est&n ple
namente justificados si el banco de datos, 
i = 1,...,7i}, constituye una muestra aleatoria de la po
blación global (Muestreo Prospectivo). En tal caso, la 
función de verosimilitud es

n
7 ( 0 , D) = II p (x .,<5 . | 0,î ) , 

i = 1
y por tanto, aplicando las hipótesis HM o HC según se 
adopte el enfoque muestral o el clasificatorio, se ob
tiene n n

7(0|P) « n píxjó.,0) ó 7(01 £?) <r n p(6i |xi ,0) 
i=1 ¿=1

respectivamente.

Sin embargo, en muchos problemas concretos la in
cidencia de las distintas clases en la población global, 
p(6), es muy distinta. En tales situaciones, mediante 
un muestreo prospectivo sería necesario observar muchos 
individuos de una de las clases, 6 , para encontrar 
unos pocos de una segunda clase, ¿2. Por ello es muy 
frecuente que el banco de datos, D={ i=l,...n^,
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6 = 1 , ...,fe}, esté formado por n^ individuos, 6 = 1,...,fe, 
seleccionados aleatoriamente entre los que pertenecen 
a la clase 6 (Muestreo Retrospectivo) . La función de 
verosimilitud definida por este tipo de muestreo o&t

k n
7 ( 9 , n ir p(xvi 6,0 ,4»)

6 = 1 í = 1 1,6

Debido a la hipótesis HM, la función de verosimi
litud de 6, en el enfoque muestral es

fe n 
n ir

6=1 ¿=i
7(e|z» = n n5 p(x£6 |fi,e),

que coincide con la obtenida mediante un muestreo pros
pectivo. La situación se complica al adoptar un enfo
que clasificatorio, para el que los datos retrospecti
vos pueden representar problemas graves. En efecto, 
por el Teorema de Bayes:

, l. . P<sl*tí'e'*> Pl*ÍSl8-*) (3)p(x ■. 16,0,4») = -----------¡-------------
p (61 e ,4»)

donde p (ó | 0 ,ip) = j p (6 |x£6 ,0 ,4») p 6 | 0 ,̂ ) dx£6

Por tanto,
fe ( ^ \ - n n

7 ( 6, 4» | £) cc n | p (ó | 0 ,rp) n p(ó|x..,0) p (x . I
6=1 1 J t=1 *

Con la hipótesis adicional p (6 | 0 ,ip) = p (ó | ip) , la 
función de verosimilitud de 0 coincide con la obtenida 
mediante un muestreo retrospectivo. Sin embargo, esta 
nueva hipótesis es, en general, contradictoria con HC.

40
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Los problemas ocasionados por los muéstreos retros
pectivos son debidos a que estos muéstreos no proporcio
nan información sobre la proporción de cada una de las 
clases en la población global. Si esta población fuese 
conocida, quizás a través de sun banco de datos alter
nativo, la expresión (3) podría escribirse como,

p(xi6|ó,e,iH « p (6|xi6,0 ,̂ ) p(xí6fe,ijj)

con lo que, al igual que en los muéstreos prospectivos,
k n

v( e |z?> « n ■ ir p {x . -16,0).
6=1 ¿ = 1

Sin embargo, suponer conocida la distribución p(6) im
plica ciertafs restricciones sobre los vectores paramé
tricos 0 y , ( /p (5 ,x | 0 ,i/j) áx , conocida). Posiblemen
te esta dificultad pueda ser superada introduciendo 
esas restricciones en la distribución inicial p(0).

Un muestreo especial que presenta una solución mas 
atractiva es el muestreo retrospectivo sintético (Mantel,
1973). En lugar de fijar inicialmente los tamaños mués
trales n ., 6 = 1,.. . ,k, como hacen los muéstreos retros-O
pectivos, este tipo de muestreo qupone la existencia 
de un hipotético banco de datos prospectivo D De los 
datos pertenecientes a la clase 6 que integran el ban
co Pp, solo se selecciona un porcentaje, q fijado 
con antelaci-Sh. La distribución de las clases en el 
banco de datos así obtenido, D, es:

ir (6 | 0 ,i|>) = C (ó) p (6 | 0 ,ty)
k 6 = 1,..., k~ (4)

C(6) = q&/ l q& p (ó| 0,iJj)

donde p (6 | 0, ip) es la distribución en la población glo-
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bal. De igual forma, la distribución de cada dato en 
el banco de datos D es:

Tt (x ,6 I 0 ,4») = p(x|ó,0,4*) TT ( 6 | 0 , )

Utilizando HC y la expresión (4),

ir(x,0 (0 ,4*) = C(<5) p(ó|0,4*) p(x|6,0,4*)

= C (6) p (6 ,x | 0 ,4*)
= C(6) p (6 |x ,0) p (x | 4̂)

Si p(6|x,0) sigue el modelo logístico definido me
diante la expresión (1):

tt (x ,6=i | 0 ,4*) C (i) p(ó=i|x,0)
Log -------------  = Log   + Log----------

it (x ,6=k ( 0 ,4*) C (k) p(6=fe|x,0)

qi= Log —  +0. +0. x +...+0. xto t-1 1  1!ti m
qk

Por tanto, la función de verosimilitud proporcio
nada por el muestreo retrospectivo sintético es:

k n .
01 z?) ce n n° ir (6 |x .,,0)

i- . • . to6=1 %=\
donde, si p(6|x,0) sigue un modelo logístico, tt (ó |x ,0)

*también sigue un modelo logístico de parámetro 0 ,
qi ■0. = 0. + Log —  , ¿ = 1,...,fc-1t- t-
qK

= ^= ̂ * * * * 1 , j—í ,. ..







CAPITULO 2

MODELOS DE CLASIFICACION REGULARES

En este capitulo se introduce el concepto de Mode
lo de Clasificación Regular, justificando su definición 
y demostrando las propiedades básicas a las que esta da 
lugar. Se definen los modelos de Tipo 1 y Tipo 2, de
mostrando que son modelos de clasificación regulares, 
y se proponen diversos ejemplos concretos. Por último, 
se estudia el comportamiento asintótico de la función 
de verosimilitud generada por esté tipo de modelos.

15
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2.1 DEFINICION Y PRIMERAS PROPIEDADES

Al modelizar la función de probabilidades p(ó|*,0) ,■ 
parece conveniente dotarla de la suficiente flexibi
lidad para que, considerada como función de 0 e inde
pendientemente del valor de i, el rango de valores 
que pueda tomar coincida con el intervalo abierto (0,1).
Con este fin, p(6|x,0) puede definirse en términos de 
una función, F (.)., monótona en sus componentes y que 
tenga como asíntotas horizontales las rectas y =0 e
p =1. Esto es, p (6|x,0)=Fr (t) donde t es una función de

6
x y 0, t=t(x,0) .

Tanto el modelo logístico, definido por la expre
sión 1.2.1, como el normal-acumulado, expresión 1.2.2, 
responden a esta estructura. En efecto, el modelo lo
gístico para dos clases se define como:

p(6=l|x,0) = 1- p(6 = 2|x,0) = F (t(x,0))

con t(x,0)= 0'x = 0 x +... + 0 x , siendo FAt) = e*/(1+e*).1 1  m m 1
En este caso, f (t) (ver fig. 1) es precisamente la 
función de distribución de una cantidad aleatoria 
continua cuya función de densidad es p(t) = ei/(‘\+et)2,
i.e. la densidad correspondiente a la distribución lo
gística ( Johnson and Kotzf 1970, vol. 2, cap. 22).

El modelo normal-acumulado tiene la misma estruc
tura pero utiliza como función de soporte la función 
de distribución Normal de media 0 y varianza 1.
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- fig. 1
Función de distribución Logística

“ E n t r e  l a s  c o m p o n e n t e s  d e l  v e c t o r  r e p r e s e n t a n t e ,  x, 
es p o s i b l e  i n c l u i r  c u a l q u i e r  p o t e n c i a  o p r o d u c t o  c r u 
z a d o  d e  l o s  i n d i c a d o r e s  e i n c l u s o  u n  t é r m i n o  c o n s t a n t e .  
P o r  t a n t o ,  T e o r e m a  d e  T a y l o r ,  p u e d e  s u p o n e r s e  c o n  s u 

f i c i e n t e  g e n e r a l i d a d  q u e  la f u n c i ó n  t(x,0) es l i n e a l ,  
o p o r  l o  m e n o s  a p r o x i m a d a m e n t e  l i n e a l ,  c o n  r e s p e c t o  
al v e c t o r  m - d i m e n s i o n a l  x, c o n  c o e f i c i e n t e s  6., í = 1 ,.. . ,mí»
i n d e p e n d i e n t e  d e  x.

E n  el c a s o  g e n e r a l ,  c u a n d o  e x i s t e n  fe c l a s e s ,  la 

f u n c i ó n  d e  p r o b a b i l i d a d e s  p ( ó | x , 0 ) ,  6 = 1 ,...,fe, e s t é  d e 
t e r m i n a d a  p o r  fe n ú m e r o s  p o s i t i v o s  s u j e t o s  a la r e s t r i c 

c i ó n  d e  s u m a  u n o ,  p o r  t a n t o  p ( ó | x , 0 )  p o s e e  fe-1 i n d e t e r 

m i n a c i o n e s  o grados de libertad. P a r e c e  l ó g i c o  i n t r o 

d u c i r  e n  e l  m o d e l o  p a r a m é t r i c o  fe-1 informaciones d i s 

t i n t a s .  U n a  f o r m a  d e  c o n s e g u i r  e s t e  o b j e t i v o  es e x i g i r  

q u e  la f u n c i ó n  t ( x , 0 )  p r o p o r c i o n e  fe-1 c o m b i n a c i o n e s  l i 

n e a l e s ,  i.e.

t ( x ,.) : 0 5 R mx(fe-l) -  R fe_1, t(x,0) = 0 * x

d o n d e  0 e s  u n a  m a t r i z  mx(fe-1) de m a n e r a  q u e  su c o l u m n a  

i - é s i m a  p r o p o r c i o n a  los c o e f i c i e n t e s  d e r l a  i - é s i m a  c o m 

b i n a c i ó n  l i n e a l  d e  x. 0 ’ es la m a t r i z  t r a n s p u e s t a  d e  0.
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De nuevo, esta característica es cumplida por el 
modelo lo$lstico. Unico modelo paramétrico utilizado 
hasta el nomento, desde un enfoque clasificatorio, en 
problemas de clasificación en los que el número de cla
ses es superior a dos.

Todaj estas consideraciones sugieren la siguiente

DEFINICIOB i
El modelo pí'ólx.GJ es un modelo de Clasificación 

Regular sí y solo si pfSrijx,©,) r F^ftfx,Q)). Siendo 
t(x,B) un conjunto de k combinaciones lineales, t(x,B)=
0’x con y  xeRm , y exigiendo a las k funciones
F^(.) que cumplan las propiedades:

TI. F^(.), i=2,...,k, es la iésima componente de
una función vectorial uno a uno, definida de
k— 1 k kR en el simplex S = { Ca^,. . . ,a^J eR ; ai>í7,

a1+...+ak=2}.

P2. Regularidad. Las k funciones F^ftJ son dos ve

ces continuamente diferenciables. AdemQs, la 
matriz GftJ con elemento genérico G^jCtJ dado por

k r 3 3 i
^  Gj-ft; - I F$(t)   Log(F^(t))--- Log(F6(t))\
r 6= J ' «««un->--31^ *

—a.. - 2
es definida positiva para todo teR

P3. Monotonicidad. La función F^ftJ es monótona de
creciente en cada una de sus componentes. La 
función F^(t), ,...,k-1, es monótona cre
ciente como función de la componente i-ésima, 
siendo monótona decreciente con respecto a las
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demás componentes. Además,

P3.1.V £>0 3 p ±l(e)>0: ? (t)<e V teRk_2 con t±<-pil

esto es, el limite cuando t.-*--°° da Y.(t.) es 0. * i i

P3. 2. )j c>0 ] p^ÍEj>í; F^Ct )>l-e y t€Rk-  ̂con

ti>Pi2 y 0071 tj<_Pi2 3* i * Est0 0fi» el 

limite cuando t.-*■+“> y t .-*■-» de Y.(t) es 1.
1 j i

La propiedad P1 es estrictamente necesaria para 
que el modelo de clasificación regular esté bien de
finido. Esto es, para garantizar que, una vez fijado 
el parámetro 0, y el vector x , p(ó|x,0) sea una ver
dadera función de probabilidad.

La propiedad P2 representa condiciones matemáti
cas deseables que aseguran un comportamiento suficien- 
temente. regular de la función de verosimilitud.

La propiedad de Monotonicidad, P3, es realmente la 
propiedad definitoria de los modelos de clasificación 
regular. Como consecuencia de esta propiedad, dado cual
quier vector representante, x, siempre existe un valor 
del parámetro que hace prácticamente imposible la cla
se i-ésima, i<k, ( P3.1). Por el contrario, (P3.2), 
existe otro valor del parámetro que la hace práctica
mente segura. Que esos, valores se alcancen de forma a- 
sintótica garantiza que el recorrido de la función con
tinua F  ̂ es todo el intervalo abierto (0,1). Un hecho 
intuitivamente deseable.
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Por otra parte, la monotonicidad de P3 imprime una
relación muy estrecha entre cada una de las componentes 

fe- idel vector teR y la clase correspondiente. Asi, un 
incremento en t  ̂ implica un aumento de la probabilidad 
de la clase 6=£, mientras que las demás probabilidades 
o disminuyen o permanecen inalteradas.

Aunque no aparece de forma explícita en la defini
ción, el comportamiento de la función F  ̂ es similar al 
exigido por la propiedad P3 a las funciones F_., i<k.
En efecto,

PRO PO SI CIO N l
Si F es una función vectorial que cumple P1 y P3, 

entonces el limite de F̂ ft,) cuando, \l i<k, t^ tiende a 
es 1

DEMOSTRA CIO N
Dado e>0 sea Pfel(£) el máximo de los fe-1 nfimeros 

p^j(e/(fe-1)) definidos al igual que en P3.1

Sea teR^-1 tal que V i=1,...,fe-1.Enton
ces ti<-pil(e/(fe-1)), y por tanto (P3.1), (t)<e/(fe-1)
V i = 1 ,...,fe—1. Esto es,

fe-1 fe-l
l FAt) < l e/ (fe-1) = £ 

i = 1 t i = 1

de donde se deduce,

fe-1
**<*> = 1 - 1  > 1-£

i = 1 _
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P ROP OS ICI ON  2
Si F es una función vectorial que cumple P1 y P3 

entonces )±0 cuando t^Q++°° para algún i =2,...,k-2

DEMOS TR ACI ON
Sin pérdida de generalidad supóngase ip = 1.

Dado e>0, sea máximo de l°s ^-1 números
p^2(e), definidos en P3.2. Sea t tal que i^p^fejüp 1 2 ^  

y sea t* = Max(|t^.|f ¿=1,...,fc-1). Por tanto, t*£t >P^2 (e) •

Como t^>-t* , ¿=1,...,k-1, por la monotonicidad de F^ ,

Fk lt)sFk {ti '•••'**_ l)¿Fk {tí -,-**>£1-^ (tx,-t*... ,-t*)

pero *1>P^2 (£)-P12(£) mientras que -t*<-pfc2(e)<-p12(e) . 
Aplicando P3.2, F (t ,-t*,...,-t*)>1-e, de donde se de-., 

duce Ffc(t)<1-Fl(tJ,-t*,...,-t*)<e.

En el caso particular en el que existan solamente 
dos clases, k = 2, las tres propiedades se reducen a exi
gir que F^ (t) +F2 (£) =1 para todo t, y que F^ (t) sea una 
función de distribución estrictamente creciente y dos 
veces continuamente diferenciables.

Exigir que F^{t) sea estrictamente creciente es ne
cesario para garantizar la'segunda parte de P2. Si F (t) 
fuera constante en cierto intervalo, su derivada sería 
nula en dicho intervalo, con lo que G(t)= 0, en contra
dicción con P2.
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2.2 ALGUNOS MODELOS CONCRETOS

Los modelos de clasificación regulares para dos 
clases, k=2, están íntimamente relacionados con los mo
delos utilizados en regresión dosis-respuesta con res
puesta cuantal (Finney, 1978; cap. 17). Esto es así de
bido a que en ambos estudios se modeliza la verosimili
tud de los datos a través de una función de distribu
ción. De hecho, todos los modelos de clasificación, 
p(ó|x,0), propuestos hasta el momento, así como sus mé
todos de estimación, han sido heredados de los estudios 
sobre regresión dosis-respuesta.

La estructura general de los modelos de clasifica
ción regulares para dos clases es;

siendo t(x,0) = 0 x +...+Q x , y siendo F(t) una fun- 11 m m J
ción de distribución estrictamente creciente y dos
veces continuamente diferenciable.

Algunas de las funciones F(t) mas importantes se 
presentan en los siguientes ejemplos.

EJ EMPLO 1. Modelo Logisvico.

p (6=1|x,0) = F (t (x , 0) ) , p ( 6 = 2 | x , 0) = 1—F (t (x , 0) )

F(t) = exp(t)/(1+exp(t))
II

EJEMP LO 2. Modelo Normal Acumulado.

II
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EJEMPLO 3. Mo delo Cauchy Acumulado.

F (t) = 0.5 + 1 / tt arctg (t)

La extensión de estos modelos al caso general, kt2, 
no es inmediata. Para tres clases, k=3, Lauder (1980) 
propone algunas extensiones de los modelos Loglstico y 
Normal Acumulado. Sin embargo el único modelo para un 
número de categorías general, utilizado hasta el momen
to, es

EJEMPLO 4. Mode l o  L o gistico Aditivo.

p(ó = ¿|x,0) = F^(t{x,Q)) ¿=1,...,fe
con t (x ,B) = (t ,.. . ,tĵ  j)1 = 0'x. Donde 0 es una matriz 
de parámetros mx (fe-1), x es el vector representante m 
dimensional.

f\U) = exp (t̂ .) F k it) , i = 1,-- ,k-1
f f e - 1 .

F k  ( t )  = i 1+ l exp(t¿) 
i = 1

La mayor dificultad que presenta la modelización 
de p (ó|x , 0) viene dada por las restricciones implica
das por su condición de función de probabilidades; en 
particular la restricción de suma 1. Una forma de evi
tar esta restricción es modelizando los fe-1 cocientes 
p (§ = i |x , 0) /p ( ó = fe |x , 0) , i = 1 ,. .. ,fe-1 . Esta idea sé re
coge en la siguiente

DE FI NI CION 1 Model os de Tipo 1.

Los m o d e l o s  de c lasificación de Tipo 1 son a q u e 

llos m o d e l o s  de clasif i c a c i ó n  que presentar, la si g u i e n 

te e s t r u c t u r a .
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pf6=i|x,0; - F^(-t(x,Q)) 

tiendo t(x,Q) = ( t ^...,^ }' - 0'x, mientras que
F í ( t ) / F k ( t )  =  ^i rti;/r2-i|;i rti;;, 1= 1, . . . ,  k - i

k- 1 -v - 1
Fk

Las k-1 funciones t son funciones de distri
bución univariantes, posiblemente distintas, estricta
mente crecientes y dos veces continuamente diferenciables.

El modelo Logistico Aditivo introducido en el ejem- 
1 es un i 

i-1,...,fc-1 .
pío 4 es un modelo de Tipo 1 con ty¿(y) = exp(y)/ (t+exp(y))

Obviamente, los modelos de Tipo 1 cumplen la pro
piedad P1 de la definición 2.1.1. Las proposiciones si
guientes demuestran que estos modelos también cumplen 
'las propiedades P2 y P3. Por tanto, los modelos de Ti
po 1 son modelos de Clasificación Regulares.

P R O P O SICION 1
Los modelos de Tipo 1 cumplen la propiedad de Mo- 

notonicidad que caracteriza a los modelos de clasifi
cación regulares, propiedad P3 en la definición 2.1.1

D E M O S TRACION
Como las funciones {^.} son monótonas crecientes, 

_ l  ̂ «las funciones {(1-^^) } también lo serán.
k-1

Por tanto, la función F^ (*) = [i+ i

es monótona decreciente err-cada - una de sus componentes.
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En consecuencia, las funciones 
Fi (t) = Fk (t)

también son monótonas decrecientes en todas sus componen
tes excepto t^.

Como F.(£), j=1,...,fc, ¿*i, son monótonas decrecien- *7tes respecto a t. y además \F.(t)=1, F.(t) debe ser mo-x j x
nótona creciente con respecto a t^. Esto demuestra la 
primera parte de P3.

Por otro lado, si entonces \p. (t.)iO y (1—rp . (t .)) +1,X X X  X X

luego (t̂ ) / (1-^^ (¿¿i ) +0 . Esto es,limite de F^(t) cuan
do tiende a es 0. Propiedad P3.1.

De igual forma, si £ para todo j*x, entonces<7
F.(£) + 0 para todo g*i. Mientras tanto F. (t) +1 / (1 . (t .) /0 K t u
(1-iK (t .))).'Si además £..+ +<», F . (t) =F, (t) . (t .) / . [t .) ) ,u 'Z» x- T, K Tr o L t*

ya que (t^) / (1-^^ (f^) ) f+°°.

PROPO SI CIO N 2
Los modelos de Tipo 1 cumplen la propiedad de re

gularidad P2 de la definición 2.1.1

DEMO STRACION
La primera parte de la propiedad P2, F^(t) dos ve

ces continuamente diferenciable, se exige explícitamen
te en la definición de los modelos de Tipo 1. Por tanto 
solo es necesario demostrar que la matriz

G(t) = i F&(t) F*(Log F¿ (i)) IcJíLog F&{t)) 
6 = 1 '
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es d e f i n i d a  p o s i t i v a .  A h o r a  b i e n ,

s'G(t)a = l F x it) ¡a' L o g  F , ( t ) ) ¡

C o m o  F r (*)>0 V t e R  1 y V  5 * 1 , . . . ,fe , la m a t r i z  ¿ (t ) 

s e r á  d e f i n i d a  p o s i t i v a  si y s o l o  si V a e R  <2 * 0 , 3 6

(=1,...,fe-1) t a l  q u e  a T ^ Í L o g  F r (t))*0. E s t o  es e q u i v a 

l e n t e  a d e c i r  q u e  la m a t r i z  M, m a t r i z  c u a d r a d a  (fe-1)x (fe-1)

c u y a  c o l u m n a  i - é s i m a  es  el v e c t o r  D ] (Log F.(t))r es  n o
Z z

s i n g u l a r .

Se a  m . . e l  e l e m e n t o  g e n é r i c o  d e  la m a t r i z  M. P o r  la
....

r e g l a  de la c a d e n a ,

d d . (t .)
m . . =   L o g  F . (t ) = ---- Lo g  —    —  +

d t. Z d  t. 1z z rz z

d ! 1 d ) dt
+   L o g  F,(t) = ¡  +   L o g  Fp ¡ —

d t. ■ l'f'v ( ' ]  d *Ir Ir ir Z

1 1 d i  .
 !

;

'f *•
- F.

U  ( 1 - v .) - ( W  ) M  d t
 ̂ ir Ir U J ir

s 1 d^i.
1— F ,    - i

' M ' - V  d i ¿

d d , (t .)
rr, . . = ---- L o g  F . =   L o g  — k----

dt . " dt . 1-v . (t .)
i i J J

d 1 á i ,
+   L o g  F.it) =--F.----------------   , i * j

dt . ' ^1.(1 - I .) dt .^ z t z
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Luego M=M Diag , siendo Diag una matriz diagonal

(fc — 1)x <fc— 1) con elemento genérico (Diag) . .= 1/(i|> . (1-^-) ) ---
% t dt .

mientras que M es la matriz (fe-1)x (fe-1) : u

j = I - Diag2 11'

donde I es la matriz identidad, 1 es un vector con todas 
sus componentes iguales a uno y Diag es una matriz dia
gonal con elemento genérico (Diag2)

Ahora bien, si A es una matriz rxr y a€Rr entonces

ll-^ac’l = 1-a'Aa, ya que aa'=PDP• siendo P una matriz

ortogonal mientras que D es una matriz tal que (Z?>11=||£z[¡2
y .0. en otro caso. Entonces | I-ylaa ' | = | \-APDP ' | = j 1-P'APD | ,

ya que al ser P ortogonal, PP'=I, luego |p ||p '|=1. Ahora
bien P'APD, por la forma de la matriz D, será una matriz 
con todas las columnas, excepto la primera, iguales a 0, 
por tanto la matriz I-PMPD es diagonal y su determinante
es | \-P'APü\ =1- (P'APD) l l = 1-Tr (P'APD) =1-Tr (APDP' ) =1-Tr (Axx 1) =

1-Tr (x ’Ax) = 1-ar 'Ax. Donde Tr representa la traza, y utili
zando la propiedad Tr(AB)=Tr(BA). (Graybill, 1961; Teore
ma 1.45, pag. 7).

Por tanto,
|pí[ = | M 1Diag1\ = \M^\\Diagl\ = \\-Diag2\\ ' | | Diag ̂ |.

fe-1 1 di/j .
= \üiag | (1-1 'Diag \) = P. H  - > 0

i*l ^ ( 1 - ^ )  dti

ya que, al ser ij,. estrictamente creciente Vt, ^>0,
d -

^ . >0 ,    > 0.v ,,
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Los modelos de Tipo 1 poseen un•gran atractivo al 
relacionar tan claramente a cada combinación lineal, t^, 
con su clase correspondiente. Sin embargo, en muchas 
situaciones, puede resultar mas interesante un plan
teamiento secuencial del problema. Asi por ejemplo, en 
un problema de diagnóstico médico en el que el paciente 
pueda tener un síndrome, S, que puede ser producido por 
dos causas diferentes, A y S, las clases a considerar 
son: (6=1) = No padece el síndrome S ; (6=2) = Padece el 
síndrome y la causa es A; (6=3) = Padece el síndrome y 
la causa es £. .

6 =  2

6 = 3

En tales casos parece razonable modelizar p(6 = 1), 
p (6=2|6*1) y p (6=3|6*1). Esta idea origina la siguiente

D E F I N I C I O N  2. Modelos de Tipo 2.
Un modelo de clasificación, p(6|x,6J, se dice que es 

de tipo 2 si su estructura es

pf6=i¡x,0J - t(x,B)) , i=2,...,k
siendo t(x,6)-(t^,...,t mientras que

Firt; ^ V V
i -1

F.ít; - n a - i > . ( tjj i-2,...,k-21 _._j j 3 i i ’

k- 1
F , c t j  - nk 3 :
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Donde i-1,... ,fe-1} son k-1 funciones de distri
bución univariantes, posiblemente distintas, estricta

mente crecientes y dos veces continuamente diferencia- 
bles.

ejemplo 5. Modelo Logistico Multiplicativo

p(ó=í|x,9) = F^(t\x,Q)), i=1,...,fe
siendo t (x ,0) = (t .... ,t. ) ' = 0 ’x , y donde:1 — i

F (t) = exp(t )/ (1+exp(t )̂)
i

F.{t) = exp(i.)/ n (1 +exp (t .)) i = *\ ,.. . ,k-'\
% Z j=1 3

Fk (t) -
fe-1
n (1 +exp (t .))
J = l 3 II

Este es un modelo de Tipo 2 en el que

i¡jí (¡/) = exply) / (1+exp(z/) ) , Vi = l,...,k-1

EJ EMPLO 6. Modelo Normal Acumulado para k clases.
p(ó = í|x,0) = F . (t (x , 0) ) , i = “\ ,. . . ,k

siendo t(x,Q) = (t )' = 0'x, y donde:
FjU) = = í 1 exp(-¡/2/2) áyí 2 7T ) *

—  00 

i- 1
FAt) = <Mt.) n ¿ =2, . . . ,fe-1
1 ’1 J = 1 3

fe-1
F.it) = n <M-t.)

j=i 3 ii

Al igual que los modelos de Tipo 1, los modelos de 
Tipo 2 también son modelos de clasificación regulares.
En efecto,

F1(t)+F2(t) = <p2 (1-^) = ií>2(1-4-1)-(1-i^1)+1 =
= 1 - (1 -vpi) (1-i|»2)
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Por inducción,F^_ 1 [t) + . . .+2^ (t) =1- (1-t^ ) ... ( )  =
*1-F^{t) , luego (t) + ...+Fj (t)=1 , lo que demuestra P1.
La propiedad P3 es consecuencia de la definición, mien
tras que la demostración de P2 es el.objetivo de la si
guiente

P R O P O SICION 3.
Los modelos de Tipo 2 cumplen la propiedad F2 de la 

definición 2.1.1.

D EMOS T R A C I O N
Los mismos argumentos esgrimidos en la demostración 

de la proposición 2 son válidos para concluir que la ma- 
triz £

G(t) = l f6(t) D\(Log F5 (t)) \d J(Log (t))]'
6 = 1 '

es definida positiva si y solo si la matriz M con ele
mento genérico m.

d
m . .=   Log F . (t)
^  dt. V

3es no singular.

Como F^(t) no depende de t ,. .. , ,  la matriz M
i i fe-les triangular inferior. Por tanto |M| = IT m...

■¿= l
d d r

m..=---  Log F . (t) =   Log y. (i.) +
dt . dt . ^

i-1 i d
♦ l LogCI-^ .{t .) ) .---- Log (*.) =
J = 1 3 3 )  á t _ " i

*£ áti
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luego, al ser \p¿ estrictamente creciente, 0. M es
no singular. _

Las dos estructuras básicas definidas mediante los 
modelos de Tipo 1 y Tipo 2 pueden combinarse para obte
ner estructuras mixtas, como la representada por el árbol

6xi
6 =  2
6 = 3
6 = 4

que corresponde a un modelo cuya estructura es:
p (6 = 111) = (ti)

i 'p2 (t2) -1p ( 6 = 2 11) = (1-iMt.)) --     S 1 (t)
1 1 1-^2 it2)

I W  -1p (6 = 3 11) = u - ^ . u . n  — ----—  5 Mt)
1 1 1- *3<t3 )

p (6 = 4 | *) = 5_1(t)

siendo S (t) = 1+  -  —  +  - -—  .
1-tí»2 (*2) 1-^3 (¿3)

^1(.),^2(.) y (.) son tres funciones de distribu
ción univariantes, posiblemente distintas, estrictamen
te crecientes y dos veces continuamente diferenciables.
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2.2 COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LA FUNCION DE 
VEROSIMILITUD

Como ya se discutió anteriormente, apartado 1.2, 
la función de verosimilitud desde el enfoque clasi- 
ficatorio es

n
veo | d) = n p(6í |*í,e)

i= 1
Si el modelo p(ó|x,0) es un modelo de clasificación 

regular, utilizando la notación introducida en el apar
tado 2.1,

n
V(0 |Z?) = _n F6i(9'ai) (1)

¿ = 1
El comportamiento de esta función de verosimilitud 

no es en absoluto usual. En particular, la forma geomé
trica de la verosimilitud (1) no tiene porqué ser acam
panada, pudiendo ser estrictamente creciente en deter
minadas direcciones del espacio paramétrico, como mues
tra el siguiente

ejemplo i .

Considérese un problema de clasificación entre dos 
clases alternativas, ó€{1,2}, para el que el vector re
presentante x posee dos componentes: un término cons
tante, igual a uno, y un indicador continuo, y. Esto 
es, z = (1ty) 1 • -

Si se asume el modelo logistico, y el banco de da
tos está formado por un solo dato, (6j,r ), con.f^l y 
z 1 = (1 ,2), la función de verosimilitud es:
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M e  | (61 ,x1)) = f6 (e ,a?1 > = f1 ((1 ,2 ) e) =

= expíe, +262 )/d+expíSj^ + 25? ) )

Considérese el subespacio f y su ortogonal , de 
tal forma que ¥ es el subespacio generado por el vector 
x  =(1,2)'. Por tanto, por ortogonalidad, ui 'x = u ^ + 2 u 2 = 0 ,
V oj€ r 1 .

V 06G=R2 , sea 6=4>+o) con \fjBV y oie^. Entonces 0'Xj =
=4/ ,x 1 +0) lx 1 =ip ,x í , por tanto

expís ||ip || Ikj || )

1 +exp(s || 4' || Ikj II )

donde || . || representa la norma euclídea, y s =signo(ip 'Xj) .

La función de verosimilitud es, por tanto, cons
tante en las rectas paralelas a , mientras que es 
creciente en las rectas paralelas a f. De hecho, en es
tas rectas la función de verosimilitud coincide con la 
función de distribución logística, figura 2.1.1. En 
consecuencia, 7(0|(5 ,x )) no posee máximo, conver
giendo a 1 cuando 0 ^ 2 0 2  ++°°.

Algo parecido ocurre si se observan dos nuevos da- 
• tos, (ó2 ,x2 ) y (S3 ,x3) con ó2 = <$3 = 2, x^=(1,0), x^=(1,-1). 

Entonces
expíe +2 0 ) 1 1

V ( © | £?) = ------ ---- --- ---------  ------------
1+exp(9^ + 2 02) l+expíSj) 1+exp(0l- 0 2)

si e =-e entonces y(e|ü)+1.

V(0 | (5 ,x )) = MiM (6j ,ar ))



34

U n a  p r o p i e d a d  i m p o r t a n t e  de la f u n c i ó n  d e  v e r o s i 
m i l i t u d  d a d a  en la e x p r e s i ó n  (1) e s  su c a r á c t e r  d e  f u n 

c i ó n  a c o t a d a .  En e f e c t o ,  r ( 5 ¡ D  6 (0,1) y a  q u e  es p r o 

d u c t o  d e  f u n c i o n e s  a v a l o r e s  en el i n t e r v a l o  (0,1).

E s t a  p r o p i e d a d  p r e m i t e  d e m o s t r a r  la s i g u i e n t e

P R O P O S I C I O N  1

Sea V ( 6! D f n j j  la función de verosimilitud asociada 
a un modelo de clasificación regular, calculada a par

tir de un banco de datos , Dfn,, de tamaño n. Una condi

ción suficiente para q u e , con probabilidad 1 , las co

las de la función de verosimilitud bajen aproximándose 
a cero a medida que el tamaño muestral,n, crece 9

Lim P Lim sup V (Q\D(n)) = 0 = 1  (2)
n-*oo l y-*» || 0 || >A

es que y con probabilidad 1 9 exista un subconjunto de

d a t ü S y  D , incluido en Din), para el que Lim sup V ( 8 | D n/;r0
A+°° ¡| 0 || >A

'Esto es,

Lim P
n-*co

3 n c  D (n ): Lim
A-*°° |! 0 || >A

implica

Lim P Lim sup V ( 0  |Dfnj;-¿? - 1i _
n-*oo  ̂ A-*00 11 8 11 > A

D E M O S T R A C I O N

L a  p a r t e  i z q u i e r d a  d e  (3) i m p l i c a  que, c o n  p r o b a 

b i l i d a d  1, la f u n c i ó n  d e  v e r o s i m i l i t u d  se p u e d e  d e s c o m 
p o n e r  como:
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v (e | o) = ne|z>0) v (91z»0)

d o n d e  L i m  s u p  lM0|í> ) = 0  y d o n d e  V( 6 ID-D . ) < 1 ,
|| 91| >¿ 0 0

p o r  t a n t o ,  0 L i m  s u p  K ( 0 | ) L i m  s u p  V  ( i | ) = C .
]• 6 > a  ' A-*'00 [! e : > 2.

i

L a  p r o p o s i c i ó n  1 r e s u l t a  s e r  u n a  h e r r a m i e n t a  m u y  
ü t i l  e n  la c o m p r o b a c i ó n  d e  l a s  c o n d i c i o n e s  q u e  p r o p o r 

c i o n a n  u n  c o m p o r t a m i e n t o  a c a m p a n a d o ,  al m e n o s  a s i n t ó t i -  
c a m e n t e ,  d e  la f u n c i ó n  d e  v e r o s i m i l i t u d .  E n t r e  o t r a s ,  
l a s  c o n d i c i o n e s  b a j o  las c u a l e s  e x i s t e  e s t i m a d o r  m á x i m o  

v e r o s í m i l .

L a  s i g u i e n t e  p r o p o s i c i ó n  m u e s t r a  u n a  c o n d i c i ó n  

n e c e s a r i a ,

P R O P O S I C I O N  2

Si Vf0|Dj es la junción de verosimilitud asociada 
a un modelo de clasificación regular, una condición ne

cesaria para que Lim sup V(0|dJ = 0 es que los
A+°° || 6 || > A

vectores representantes incluidos en D, formen un sis-, 
tema de generadores de Rm . Siendo m  el número de com

ponentes de los vectores representantes.

D E M O S T R A C I O N

S e a  X l a  m a t r i z  m*n c u y a  c o l u m n a  i - é s i m a  es el v e c 

t o r  r e p r e s e n t a n t e  i - é s i m o  d e  D , e s t o  es

C o n s i d é r e s e  el e s p a c i o  g e n e r a d o  p o r  5 y , y  su 

o r t o g o n a l  5^:
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= {t€R : t=AA c o n  A€R'} CZ R'“

= (t eR ” : Z  1 r  = 0 }  c r  R^

Si l o s  v e c t o r e s  r e p r e s e n t a n t e s  n o  f o r m a n  un s i s t e -
O _Lm a  d e  g e n e r a d o r e s  e n t o n c e s  Dim(¿.,)<tf?, l u e g o  ->t*e3y, t * * 0.A A

S e a  6 60 la m a t r i z  rr¡x (k-1) c o n  e l e m e n t o  (i,j) rt*. ,
y c o n s i d é r e s e  la s u c e s i ó n  {G : r = 1

. i*
m k-1

l|Sr li2= I ¿ r H f = r * ( k - l)||t*||2 =>

=> II 6r II = -> Lim || 6 || 2 = +°°
y>->oo

s i e n d o  C = (fc-1)‘ | [ ¿ * | i  u n a  c o n s t a n t e  p o s i t i v a .

A d e m á s ,  ^  r  ., ¿ = 1 , . . . , n ,  e'r. = 0 y a  q u e  t * 6 S ^ ,  l u e g o

n
7 ( 6 ^ ) “ ) = n F „ . (0 )  = C t e .  p o s i t i v a

i = 1

p o r  t a n t o :

72
L i m  s u p  7(c|z?) > L i m  7(6 |z?) = H F.(0) > 0 
A-»-00 {| 9 j¡ > A r i=l

V

S i n  e m b a r g o  e s t a  c o n d i c i ó n  n o  e s  s u f i c i e n t e .  C o m o  

c o n t r a e j e m p l o  c o n s i d é r e s e  la s i t u a c i ó n  en la c u a l  el b a n 
c o  d e  d a t o s  e s t á  c o n s t i t u i d o  s o l a m e n t e  p o r  m d a t o s ,  t o 

d o s  e l l o s  p e r t e n e c i e n t e s  a' la c l a s e  k, y c u y o s  v e c t o r e s  

r e p r e s e n t a n t e s  s o n  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s :

m
7(6 |f ) = n F- ( r 1 i? .) , s i e n d o  X =  (z.; . . .¡z) n o  sinaular.. „ k % ; rf m^-m

^*1
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S e a  t* la p r i m e r a  f i l a  d e  l a  m a t r i z  X~ ', y sea 

(8i;) .=-rt*. , r€|\|. A l  i g u a l  q u e  e n  la d e m o s t r a c i ó n  a n t e 

r i o r ,  L i m  |i&.rt|| = + 00 m i e n t r a s  q u e ,  p o r  d e f i n i c i ó n  de t * ,
J»-KQ

6 'x . = - r ( 1 , . . . , 1 ) 1 si i = 1r t
= 0, e n  o t r o  c a s o

l u e g o ,  y ( 6 r |D) = ( - r ,. . . ,-r) (Ffc(0))m ~ 1 , p e r o  p o r  la

p r o p o s i c i ó n  2 . 1 . 1 ,  L i m  F ^ ( - r ,... ,-r) -= 1, l u e g o

L i m  V ( 0  |fl)= (Ffc( 0 ) )m_1 > 0
v> ->-00

d e  d o n d e  se d e d u c e ,

L i m  s u p  7 ( 0  |z?) > L i m  7(0 |z?) > 0
A-*00 || 0 || > A r+°°

p o r  t a n t o  n o  es s u f i c i e n t e  q u e  l a  m a t r i z  X t e n g a  r a n g o  m.

E l  s i g u i e n t e  t e o r e m a  p r e s e n t a  las c o n d i c i o n e s  b a j o  

las c u a l e s  se c u m p l e  (2) c u a n d o  la d i s t r i b u c i ó n  de l o s  
v e c t o r e s  r e p r e s e n t a n t e s  e s  d i s c r e t a .

T E O R E M A  1

Si la distribución de probabilidades sobre el espa

cio x de vectores representantes es discreta, entonces 
una condición necesaria y suficiente para que

Lim P Lim sup V( 0 | D fn)) =0 i - 1
n-*oo A-*00 || 0 1¡ > A ^

es que existan m  vectores (x^, ±= 1 , . . . ,m}crx, linealmen

te independientes y tales que p (x^)>09 i _ I , . . . , m .

L a  d e m o s t r a c i ó n  d e  e s t e  t e o r e m a  n e c e s i t a  d e  los 

s i g u i e n t e s  r e s u l t a d o s  p r e v i o s :
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P R O P O S I C I O N  3
k - 1 kSea F una función vectorial de R en R , que cum

ple las propiedades P1 y P3 de la definición de modelos 
de clasificación regulares , def. 2.1.1. Entonces

ii t i
m n F .(t) = 0
-*•00 i=l 1

D E M 0 S T R A C I 0 N

P o r  la p r o p i e d a d  P3, d a d o  e>0 3 p ^ . ( e ) > 0  y P2„-(e)>0,

i = "\ ,. . . fk-"! , t a l e s  q u e

VteR"'-1 c o n  t,-<-p1;. , F_.(t)<t 

V  t€ R * _1 c o n  ti >p2 i , £ --< * P 2 i

S e a  A(e) = (fe— 1)  ̂ M a x { p  . -},j = 1 ,2 , i = 1 , . . . ,k-1 . Si
J ̂

|| t  || >A ( e) e n t o n c e s

k- 1 1 k - 1
||t||2= l t)>A2(e)=> t 2.* = M a x  t 2. > -------  J t 2. >

Í = 1 1 1 i 1 fc-1 i.1 1

1 , , A < e >
> ----- A 2 (e) = >  \ t

k- 1 Z * ( k - 1 )

Si t ¿ *<O = >  A(e) < - P u * “ > ^ * ( £ )<e = >

k
= >  n F  . ( t ) < F  . * (t)<e .. - 2- t *^ =  1

Si t . >0 = >  t. > ( k - 1) ‘ A(e)>p«.„, a d e m a s ,  c o m ot * ¿ x *

l £ J  - I ^ J  I '  P ° r  t a n t o ' U t i l i

z a n d o  la m o n o t o n i c i d a d  d e " ’?.,, F^{t)<F^(t), s i e n d o  

i .-t . si isi*, t ,=-t . si i*i*.L u e g o  t . = £ . >p„ . y
t i *  ’ i i* ^ i * i *  2i 2
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i ;~-t ̂ * < - P 2 ¿* V i l u e g o  F ¿s>(t)>1-e. P e r o

k -1
F fe( t ) < F fe(t)=1- £ F i.( t ) < 1 - F i *(t) <e ->

£ = 1
k

= >  II F„. (t ) < f , ( i) < í. O K
'0*1

P o r  t a n t o ,  ^ e>0 3 a ( e )  t a l  q u e  ||t||>A(e) i m p l i c a
k
II F.(t)<c. L o  q u e  d e m u e s t r a  la p r o p o s i c i ó n .

i-1 1 B

P R O P O S I C I O N  4

Sea vre|D; la función de verosimilitud correspon

diente a un banco de datos , D, formado por m  vectores 
representantes distintos , i _ I , . . . , m ,  de manera que

cada uno de ellos aparezca exactamente k veces, cada 
una de ellas perteneciendo a una clase distinta. Ademas, 
{ x . ; i - I , . . . , m }  es una base de Rrc. Entonces

Lim sup V ( 0 |D) = 0 
A-*00 || 0 ¡| > A

D E M O S T R A C I O N

S e a  X la m a t r i z  c u a d r a d a  c u y a  c o l u m n a  i - é s i m a  es
TVel v e c t o r  x .. C o m o  {x .} e s  u n a  b a s e  d e  R , A' es n o  s i n -

t t

g u i a r .  C o n s i d é r e s e  la m a t r i z  d e f i n i d a  p o s i t i v a  y s i m é 

t r i c a  XX'. L o s  v a l o r e s  p r o p i o s  d e  XX' s o n  t o d o s  e s t r i c 

t a m e n t e  p o s i t i v o s  y a  q u e  se t r a t a  d e  u n a  m a t r i z  d e f i n i d a  

p o s i t i v a .  S e a n  X ¿X22 . . . 2 Am >0 e s o s  v a l o r e s  p r o p i o s .

m m
S e a  i¿>€R , c o n s i d é r e s e  \ (i£>'x„.)2 = \ !|i,x,.xj.v=

i = i i = 1
r rr, >

=$>' \ z í = 'XX ' ip = || || 2 u.\X'Xu , d o n d e  k e s  el v e c -  

tor u n i t a r i o  e n  la d i r e c c i ó n  d e  v. A h o r a  b i e n ,  u n  c o n o -
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c i d o  t e o r e m a  en f o r m a s  c u a d r á t i c a s , (ver p o r  e j e m p l o :  

G a n t m a c h e r ,  1977 ; vol. 1, t e o r e m a  10, p a g . 31 9 ) ,  d e 
m u e s t r a  q u e  M i n  {u'Au; u € R m , ||u||=1} = X ^ ( 4 ) ,  v e c t o r  
p r o p i o  m a s  p e q u e ñ o  a s o c i a d o  a la m a t r i z  A . E n  c o n s e c u e n c i a :

1 = | U | ¡ 2 u ' X ' X u  i l U H 2 Am
1=1

p o r  t a n t o  3 i* tal q u e  (ip'x.^)2 > —  ||^||2 A .
m

D a d o  £>0 s e a  A „ (e)£ (m(fc-1) /X ) ‘ A(e) d o n d e  A(e) se 1 m

d e f i n e  c o m o  en la p r o p o s i c i ó n  a n t e r i o r .  S i  11 0 11> A 1 (e )
e n t o n c e s :

k- 1 m k - 1
IIe II2 = I I e> - I ||e £ ||’ > <4 u m » ,£ = 1 «7 =  1 d £  =  1

d o n d e  0 . es la c o l u m n a  i - é s i m a  d e  l a  m a t r i z  0. S e a. ^
^ = 9 c o n  || w || = M a x  || 6 . || , e n t o n c e s  ||^||2 > ( A  ( e ) ) 2/(fc-1),• í' ♦ •

V
p o r  tanto:

k- 1
e'^-.ll2 = I (e'i - J  2 á ( i p ' x {  j  2a||<HI 2 * m / * >

-¿ = 1

> A U ,  (e) ) 2/(m(k- 1 ) ) > (A(e) ) 2 =>
TTi 1

t

p o r  la a c o t a c i ó n  d e  las v e r o s i m i l i t u d e s ,  y p o r  la p r o p o 
s i c i ó n  3,

K
V ( e I D ) S n F  . ( 6 ' r  . ) < E. 7 1 *

D E M O S T R A C I O ! . '  D E L  TEOREMA 1 
P a r t e  1, s u f i c i e n c i a .
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S e a  D* el b a n c o  de d a t o s  e n  la p r o p o s i c i ó n  4. C o m o  

p ( x  .)>0 y  c o m o  Ff (9 ’x) >0 M 9 € R '' ,1a p r o b a b i l i d a d  de
i' c

f o r m a r  P *  c o n  los p r i m e r o s  d a t o s  es e s t r i c t a m e n t e

p o s i t i v a .  P o r  t a n t o ,  c o n  p r o b a b i l i d a d  1 c u a n d o  el n ú 
m e r o  d e  d a t o s ,  > , t i e n d a  a i n f i n i t o ,  el b a n c o  D* s e r á  
u n  s u b c o n j u n t o  d e l  b a n c o  D (n) . L a  s u f i c i e n c i a  es, p o r  
c o n s i g u i e n t e ,  u n a  c o n s e c u e n c i a  i n m e d i a t a  de l a s  p r o p o 
s i c i o n e s  1 y 4.

P a r t e  2, n e c e s i d a d :

Si  L i m  ?
n -+oo

L i m  sup IM 0 |£ (a ) ) = 0 1 = 1, e n t o n c e s ,
|| 0 ¡ | > A '

d a d o  u n  n s u f i c i e n t e m e n t e  g r a n d e ,

P  ¡Lim sup y ( 9 | £>( n ) ) =0^ > 0
'•A-*-00 |¡ 6 |! >A >

A h o r a  b i e n ,  p o r  la p r o p o s i c i ó n  2, u n a  c o n d i c i ó n  n e c e s a r i a

p a r a  q u e  L i m  s u p  V(0|Z?(rí))=O es q u e  e x i s t a n  m v e c -
A-*°° |j 8 || >A

t o r e s  r e p r e s e n t a n t e s  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s ,  p e r 

t e n e c i e n t e s  al b a n c o  de d a t o s ,  p o r  ta n t o :

Pj ¿ = 1 ,... ,m) , l i n e a l m e n t e  i n d e p > 0

I

E J E M P L O  2
C o n s i d é r e s e  el p r o b l e m a  d e  c l a s i f i c a c i ó n  c o m e n t a d o  

e n  el e j e m p l o  1. E s t o  es: d o s  c l a s e s ,  ¿ € { 1 , 2 } ;  v e c t o r  

r e p r e s e n t a n t e  b i d i m e n s i o n a l , or ’ = ( 1 ,y) ; y m o d e l o  l o g í s -  
t i c o .

C o n s i d é r e s e  el b a n c o  d e  d a t o s  de t a m a ñ o  c u a t r o ,  n =4,
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D-{ (x ̂ ¿ = 1 , 2 , 3 , 4 } ,  c o n  6 i = c . = 1 # ó 9 =¿4 =2, *= (1 , 2) 1

y = r ^ = ( 1 , 1 ) 1 . B a n c o  d e  d a t o s  q u e  c u m p l e  l a s  c o n d i 

c i o n e s  de la p r o p o s i c i ó n  4.

L a  f u n c i ó n  d e  v e r o s i m i l i t u d  es:

4
7(0 IZ5) = n p t ó j x ^ e )  = Vi (6) 7 2 (0) 

i=  1
c o n

(e) = p(61 iXj #0) p (^2 Ix2 ' e)
e x p (01 + 2 6 2 )

x
1 + e x p ( G l + 2 0 2 ) 

1

1 + e x p ( 6 1 + 2 © 2 )

i i e x p ( 0  +0 )
7,(0) = p (6 | x  , 0) p ( 6  |x ,6) =  ¿ —
2 3 3  4 4 1+exp(6 +0 )

1 + e x p ( t . +0,)

C o m o  y a  se c o m p r o b ó  en el e j e m p l o  1, t a n t o  p ( 6 , ¡ X j  ,0) 

c o m o  p(í |x ,0)= 1 - p ( ó  |x ,0), p e r m a n e c e n  c o n s t a n t e s  en 
t o d o s  los s u b e s p a c i o s  a f i n e s  p a r a l e l o s  al s u b e s p a c i o  

d e f i n i d o  m e d i a n t e  la e c u a c i ó n  6 , + 2 0 2 =O.

La f i g u r a  1 m u e s t r a  el c o m p o r t a m i e n t o  d e  l a s  f u n 

c i o n e s  p (ó , | x .,0), p ( 5 o | x o ,0) y 7.(0) a lo l a r g o  d e l

s u b e s p a c i o  ¥, d e f i n i d o  p o r  la e c u a c i ó n  5 n = i 0, .

El m á x i m o  d e  1-^(0) es 1/4 y se a l c a n z a  c u a n d o  eeH'*1-, 

e s t o  es , e n  t o d o  0 € ©  t a l  q u e  0.+2 0_=O. A d e m á s ,  c o m o  lai ¿
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p(ó

O

- fig. 1 - 
Función V̂  (0)

f u n c i ó n  e x p (s ) / ( 1 + e x p (s )) e s  m o n ó t o n a  c r e c i e n t e ,  s i m é 

t r i c a  r e s p e c t o  al p u n t o  (0,i) y  c o n  i n v e r s a  L o g ( r / (1- r )), 

d a d o  e>0, si | 6 + 2 & 2 | > L o g (e / (1 - e ) ) e n t o n c e s :  o  b i e n

p(fi |i , 8 ) < e ; o  b i e n  p(i |* , 8 ) = 1 - p ( i  |i ,0)<e. L u e g o

K í (9)<c, e s t o  es, d a d o  e>0, F (0 ) < e  V  0 6 ^ (e), s i e n d o

/fjíe) 2 { e € 0 H R 2 ; |ei+2 6 2 |<Log(e/(1-e) ) }

E s t a  r e g i ó n  se h a  d i b u j a d o  e n  la f i g u r a  2.

y = -i®

f i g . 2
Región ( é )
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S i m i l a r m e n t e ,  el m á x i m o  p a r a  6 6 0  d e  F 2 (0) e s  1/4»

y e s e  m á x i m o  se a l c a n z a  p a r a  t o d o  6 p e r t e n e c i e n t e  a la
r e c t a  0 +6 =0. A d e m á s ,  d a d o  e>0, I/^ ( 9 ) < e  V  96/? 2 (e) ,

s i e n d o  i?2 (e) = { 9 6 R 2 ; |S ,+ 0 2 | < L o g (e / (1 - s ) )} .

En c o n s e c u e n c i a ,  el  m á x i m o  d e  V ( 9 | D) =V. ( 9) 1'2 ( 6) se

a l c a n z a r á  en el p u n t o  d e  i n t e r s e n c i ó n  d e  la s  r e c t a s  
9 j +2 0 ? = 0 y 6. + 6 o = 0, e s t o  es, en 9 1 =0„ = O. E s  m a s ,  si d a d o

'e>0 se d e f i n e  i?(e)=/?J (e)n/?2 (e) , (ver f i g u r a  3), e s a  re 

g i ó n  e s t á  i n c l u i d a  en el c o n j u n t o  { 0 6 R 2 ; ||0||</l3 L o g  (e / (1 - e ) );

P o r  ta n t o ,  p a r a  t o d o  6 6 0  t a l  q u e  su n o r m a  e u c l í d e a
s e a  m a y o r  q u e  /T"3 L o g  ( e / (1-e) ) , la f u n c i ó n  F (0 | Z?) será 

m e n o r  q u e  e, ya  q u e  00/? (e) y p o r  t a n t o  V : (0)<e o l'2 (6)<e,

s i e n d o  a m b a s  f u n c i o n e s  m e n o r e s  q u e  u n o .

2teai£¿.U.--£JLL..

-3Log(£/(!-£ j 3Log(£/(1-S) )

fig 2
Región R(z)

II
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El teorema 1 proporciona una condición necesaria 
y suficiente para que se cumpla la expresión (1) en el 
caso discreto, no necesariamente finito. La extensión 
de este resultado al caso general presenta ciertas com
plicaciones adicionales puesto que, si algunas compo
nentes del vector representante, x, son continuas, la 
probabilidad de que en el banco de datos existan dos 
vectores representantes iguales es cero.

Esta dificultad puede resolverse considerando, en 
lugar de vectores representantes iguales pertenecientes 
a distintas clases, vectores representantes suficiente

mente p a r e c i d o s . Asi, puede considerarse que en el espa
cio de vectores representantes existen m bolas, ;£ = 1 , ... ,m} 
con radios suficientemente pequeños para que, elegido 
un conjunto cualquiera formado por m vectores represen
tantes, uno de cada una de las m bolas, dicho conjunto 
sea linealmente independiente. De esta forma, las ideas 
implícitas en la demostración del teorema 1 pueden uti
lizarse para demostrar el caso general.

Sea una base de y sea Z la ma
triz no singular cuadrada cuya columna i-ésima es el
vector x^. Sean i = l , . . . ,m} los números reales po
sitivos definidos como = i ||̂  ̂|| / ( 1 | | j)) , donde

es el valor propio mas pequeño de la matriz definida 
positiva XX’. Con esta notación, la generalización del 
teorema 1 al caso continuo es.

TEOREMA 2
Dado un mod elo  de -c la sificación regular, pí'e[x,9^,

y un ban co de davos de tamaño n, D(n), sea V('0|D('n̂ A la
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función de verosimilitud correspondiente. Si la distri
bución de probabilidades sobre el espacio de vectores 
representantes, x> ss *ol <?we P(yGB^ (x^))>0 irl,...,m,
siendo B ¡x.1 la bola abierta de centro x. y radio p . , 

ientonces

Lim P lim sup Vi0 |D(n))-0 = 1
]| 6 || >A '

La definición utilizada por el teorema para los 
radios , introducida anteriormente, es un tanto arbi
traria. Cualquier valor estrictamente positivo, mas 
pequeño, serla válido; así como posiblemente valores ma
yores. Han sido elegidos concretamente esos valores pa
ra simplificar los cálculos.

Los radios r^ propuestos por el teorema están bien 
definidos. En efecto, r„.>0 ya que m'Z 1, ||a;̂ ||>0 y ^>0, 
pues es un valor propio de la matriz definida positiva 
XX1 . Además, r^<||x^|| puesto que 1 |||| > 1 , por tan

to 003 (x.) para todo ¿ = 1,...,m.r • tt

Un resultado previo a la demostración del teorema 
2 es la siguiente

PROPO SI CIO N 5
Sean {B (x.); i_2,...,m} las m bolas abiertas de- 

i
finidas en el teorema L. Sea ty€R y sea x^x^* tal que
|ii,fx|-Aíax |iL''x̂ [. Entonces, para todo yGB^fx) con xrx^

r=r^*, se cumple aue ¡ i- 'y | >% | ib 'x | . Es mas, si \p'x>0

entonces jp 'y>id ’x>0, mientras que si ip'x<0 entonces 
$ ,y< hi¡ ’x< 0, y si \p'x=0 entonces ip'y =0
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DEMOSTRACION
Si ^ ' x  =  0  entonces, para todo í = \ p ' x ^  =  0 .

Pero como { x ¿ ;  í=1,...,m} es una base de Rm , ip debe ser
cero, por tanto ' ¿ ' y = 0  para todo i / € R S u p ó n g a s e  pues, 
que | <]; 1 a: | > 0 . *

Sea y % B p { x )  y sean y ^ , y 2 tales que y = y ^ + y 2 con 

j¡í s a x , y ^ l x , esto es, es la proyección de y  en el 
espacio generado por el vector x , mientras que y 2 es la 

proyección de y  en el espacio ortogonal al generado por 

x .  Como y € B r ( x )  , r 2 > || x - y  || 2 = || x  ||2 + || y  || 2- 2 x  ' y , y como 
r<||x||, r 2 > ||x || 2 + || z/ || 2 - 2 x  ' y > r z +  || y || 2 ~ 2 x ' y  = >  x  ' y >  i || y  || 2 £ 0 . 
Ademas , x  1 y  = x  ' [ y  ̂ + y  2 ) = x '  y  ̂ = a x  ' x = a \ \ x \ \ 2 >  0  => a >  0 =>

=> I U 1 il = U I  lkll=£rIUII => ° = \ \ y 1 11/11*11 => 1/! = II J/i II II * II .

Por otra parte, como => ^ \ ~ x  ’ entonces:

v 2 > \ \ y - x \ \  2 = || y  - x + y  ||2 = \ \ y  - x  ||2 + || y  || 2 ->

f i u 2 ll<-

jlli/j-slhr “ >

Como y ^ B r ( x )  \ \ x || = || x - y  J + y  ̂  || < || x - y  j || + || y  ̂  || < 

<*■+11^11 => llí/j I M M I - * * »  luego ||j/j ||/||ar||>1-r/||*||.

Por otra parte, y 2 = ||í/2 ||n con lly2 H <r y w€RW / 
vector unitario en la dirección y->- Como i x ¿ }  es una 
base de Rm , existe tCR1' tal que u = X t  => t  =  X  Ju , donde X
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es la matriz cuadrada cuya columna i-ésima es el vector
x .. Además,2.

t\\ -nt't = u' {X 1 ) • X~iu=y.' (XX' )~iu

ahora bien, Max {u'Mu¡ w€R , ||fc||=1} = ^  (M) # donde A ̂ (A/)
es el valor propio mas grande .de la matriz M , (Gantma- 
cher, 1977 ; vol. 1, teorema 13, pag. 322), por tanto;

\\t\\z=u' ( X X ' [ X X ' )'") = ■[/\m

ya que los valores propios de M-1 son los inversos de 
los valores propios de M.

m
Por tanto, T 12.= II t II 2 á 1 / A => t2.i 1 / A v¿ = 1,...(i’ ,L  ̂ 11 11 m i m

i = \

|t.|sx-J1 x 1 m

Considérese ahora:

t ’y- '«I = \\y- y t .t|i'x.L -7 'lt = 1

í II ̂ P II í I I I ̂ I = ll̂2lll̂lxl l l*¿l -
% = \ v= 1

 ̂ II P II < rmX’J  \ ' x |

Si ij;,x>0:

ty'y^'y l + s'y 2 = Tl>'x\\y 1 II / ||x || ’y2 > (1 -r/ || x  || ) i'1 x +  ̂  1 y 2 >

> (1-r/ |jx || ) ’x -  | ' z/2 | > (1-r/ ||x || ) ' x-rm 4 ̂  1 x =
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= (1 -r (1 / || x ¡| +mA~ * ) ) \¡t' x = iip’x > 0.

Si i|í'r<'0:

ty'y = ^■'y1 +i>'i)2 =!p ’x ||z/1 II / II X II +Ijj' y 2 < (1-r/|| a: || ) $ ' x  + 'i>'y 2

< (1-r/|| x || ) ip 'x+ | ip 'y2 | < (1 -r / || r || ) \¡j ’x+rmX~^ ¡ ij;' x |

= (1 -r/|| x || ) \¡i ’x-rmX~ ̂ ’x = (1 -r (1 / || x |¡ +mX~* ) ) \p ' x =

= $\Jj' x < 0
I

P R O P O SICION 6
Sea Vf0|d/ la función de verosimilitud correspon

diente a un banco de datos,D, de tamaño mxk, de forma 
que exactamente k datos posean un vector representante
incluido en cada una de las m bolas {Br (x^); i=l,...,m},

i
definidas en el teorema 2. Además, los k datos con vec
tor representante perteneciente a cada una de las m 
bolas, pertenecen a clases distintas. Entonces:

Lim sup v/e|d; = 0 
A-»-00 || 0 || >A

DEMOS T R A C I O N
Dado £>0, sea A2 (e) = 2A1 (e) , donde A^e) se define

como en la demostración de la proposición 4. Siguiendo 
el mismo razonamiento que allí:

^0, ||0||>A (e) 3 •/* y 3 i * * tales que, si iJj=0 ^  y
x=x . , entonces |^'x|>X ( m { k - 1))-^A.(e)=2A(e)."L * * * 771 2
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Si ^'x<0:

K ( 0 I Z?) á F; * ( 9 'y ) con y *€£ U,-**), vector
representante del dato perteneciente a la clase i*. La 
componente i * de 6 V¿/* será y' que, por la proposi
ción anterior, \p ’ y . <§ ’y 'x<-A (e) . Por tanto, propiedad %
P3 , Fii'(d'yiic)<e -> V ( 3 | D ) < e .

Si ifi 'x>0:

V(Q\D) y iic) con \p 1 yiir>i\p’x>&( c) , por tanto,

Fk ie'yi*)<c' lue9° ^ ( 6 [ Z?) < e

En resumen, dado e>0 existe A2 (e) tal que si
|| 0 11 > A (e;) entonces 7(6|z?)<e, luego sup K(©|z?)<e.

|| G ¡j >A < e)
I

DEMOST RA CIO N DEL T E O R E M A  2
Sea D* el banco de datos utilizado en la proposi

ción 6. Como p iy€Bp (x„. ))>0 para todo £=1,...,m y

p (<512/, 0) >0 para todo eeRm ^ ~ ^ ,  la probabilidad de for
mar un banco de datos similar' a D* con los m*k primeros 
datos es estrictamente positiva. Por tanto, con probabi
lidad uno cuando el número de datos, n, tiende a infini
to, el banco de datos D* será un subconjunto del banco 
D (n). Este hecho, conjuntamente con las proposiciones 
1 y 6, demuestra el teorema.' B

El teorema 2 demuestra que, si bien las propiedades
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asintóticas de la función de verosimilitud dependen en 
alguna medida del modelo probabilístico que genera los 
vectores representantes xBy, esta dependencia no es im
portante. Así por ejemplo, si la distribución sobre v 
es absolutamente continua y existe un abierto ¿c{x€> ; 
p(x)>0}, entonces las condiciones del teorema 2 se cum
plen automáticamente;, lo mismo ocurre si alguna de las 
componentes de x es discreta, pero solamente una de 
ellas, como máximo, es constante y no existen demasiadas 
combinaciones imposibles.

Otro resultado interesante, íntimamente relaciona
do con ese teorema, es la siguiente

P ROPOSICION 7
Si se cumplen las hipótesis del teorema 2, la pro

babilidad de que exista estimador máximo verosímil con
verge a uno conforme el número de datos, n, tiende a 
infinito.

D E M O S TRACION
Supóngase que Lim sup K (0 | Z7) = 0. Sea 0_ pun- 

A-*00 || 0 || > A

to interior de 0. Como p(ó|x,9)>0 para todo 060 y para 
todo (ó,x), entonces K(0-|z?(n))>O.

Lim sup IM0|D)=O “ > Dado e>0 3 a (e) tal que 
A"*-00 || 6 ||
sup V ( 0 | Z7) < e — > 7(9|í>)<£ V© tal que 11 0 11 > A ( e) .

II e || >a

Sea A* = A ( y ( 60 | £>)/2) y considérese la bola compac
ta de centro el origen y radio A*, £^*(0). Como la



función 7(0¡r) es continua en B^*(0), alcanzará un máxi
mo en algún punto 6 de esa bola, luego:

Í/ 0€B , * (0) , V(0|l» <7(3 \D) ,

en particular ’/( 0 |D) sy ( 6 | D) . Ademas,

Ve?BA*(0), || 6 || >A* , luego V (9 | D) <i V ( 0O | D) < V ( 0 | D) .

Por tanto 0 proporciona un máximo absoluto de la 
función V (0|D ) ,

Aplicando ahora el teorema 2,

Lim P Lim sup 7(0¡/?(n))=o| = 1
n -*■<*> || 0 1 j >A

lo que demuestra la proposición.







CAPITULO 3

RESULTADOS ASINTOTICOS

En este capítulo se propone un conjunto de condi
ciones de regularidad de la distribución de vectores 
representantes. Se demuestra que esas condiciones son 
suficientes para la convergencia en distribución de la 
distribución final del parámetro de un modelo de clasi
ficación regular a la distribución Normal asintótica 
usual.

Los modelos de clasificación regulares no cumplen 
las axiomáticas sobre normalidad asintótica propuestas 
en la literatura especializada. Por ello, este capítulo 
necesita los resultados obtenidos en el apéndice 1 , en 
el que- se debilita la axiomática propuesta por Walker 
(1 969) .

Por último, se estudia la velocidad de convergencia 
en dos ejemplos en los que se utilizan bancos de datos 
simulados. Se comprueba que, aunque la distribución fi
nal converge muy lentamente a la-aproximación Normal, 
las distribuciones de clasificación proporcionadas por 
la aproximación asintótica son suficientemente buenas 
para tamaños muéstrales no demasiado grandes.

53
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3.1 COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LA DISTRIBUCION FINAL

En todo análisis bayesiano de un modelo probabilís- 
tico, o de una familia de modelos, un apartado importan
te lo debe constituir el estudio del comportamiento 
asintótico de la distribución final, no solamente por 
su valor intrínseco, proporcionando por lo general 
una aproximación sencilla a la distribución final, tan
to mejor cuanto mayor sea el número de datos; sino tam
bién como elemento importante en la búsqueda de distri
buciones de referencia (Bernardo, 1979).

Sin duda, el resultado mas importante en teoría 
asintótica bayesiana, es el que establece que, bajo 
condiciones de regularidad suficientemente generales, 
la distribución final es aproximadamente Normal con 
media el estimador máximo verosímil y matriz de preci
sión, la matriz de información de Fisher. Sin embargo, 
los modelos de clasificación regulares no cumplen nin
guno de los conjuntos de condiciones de regularidad 
hasta de ahora propuestos para la normalidad asintótica 
de la distribución final, ni tan siquiera para la con
sistencia del estimador máximo verosímil. Por ejemplo, 
como se demuestra en el apéndice 1, no cumplen el axio
ma A5 en Walker (1969), ni el axioma 6 en Johnson (1970), 
ni el axioma 5 en Wald (1945), ni la hipótesis 2 en 
Kiefer and Wolfowitz (1956), etc...

Los conjuntos de condiciones de regularidad para 
la normalidad asintótica de la distribución final que 
aparecen en la literatura especializada, son todos ellos 
condiciones suficientes pero no necesarias. En particu
lar, la axiomática propuesta por Walker (1969) ya ha
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sido debilitada por Dawid (1970), aunque manteniendo el 
axioma A5. En el apéndice 1 se propone una condición 
alternativa, CA, estrictamente mas débil que A5. En efec
to, se comprueba que A5 implica CA pero que, por ejem
plo, los modelos de clasificación regulares cumplen CA 
pero no cumplen A5. Además se demuestra, teorema A1.3.2, 
que la axiomática que se obtiene al sustituir CA por 
A5 sigue siendo suficiente, aunque todavía no necesaria, 
para la normalidad asintótica de la distribución final.

En los problemas de clasificación desde el enfoque 
clasificatorio, la generación de los datos, {(6^.,x^); 
£=!,...,n), está determinada por el modelo de clasifi
cación, p(ó|x,0), y por la distribución de los vecto
res representantes, p(x). Para asegurar la normalidad 
asintótica de la distribución final es necesario impo
ner condiciones tanto a p ( 6 | re , 6) como a p(r). El siguien
te teorema recoge un conjunto de condiciones suficientes 
para la normalidad asintótica de la distribución final.

TEOREMA 1
Sea p('5|x,9J un modelo de clasificación regular, y 

sean x1 y x^ los subvectores correspondientes a las com- 
ponentes continua y discreta, respectivamente, del vec

tor representante x€xcRm- Sean y m2 el número de com
ponentes de x j yx^, por tanto y x^XjCR10!,
x2€x2cRm2.

Si la distribución de ios vectores ̂ representantes 
cumple las condiciones:

C l .  ■

Para todo x26x2» lo. distribución de dado x7 es



absolutamente continua, y la función de densidad 
p(. | x n /' es continua.

C2.

Existe?: m  vectores linealmente independientes,

{ x ̂ ; ir!,. . . ,m}, tales que p (x 1) =p (x 1̂ \ x^ )p (x ^ ) >C .

CZ.

Dado y 6^, punios interiores de 0, existe £q >0 
tal que la esperanza respecto a x de la función

k
l g (x , 6 , e ; p r ó j x . e ;

6 = 1 o

existe y es finita. Siendo,

G f x , 6 , 8  )= sup |Log p ( 6 | x , 9 )-Log p (6 ! x ,0 ) |.
o ||e-e ||<e '

C4.

Dado vunto interior de G, existe e > 0  tal aueU 1
la esperanza con respecto a x de las funciones 

k
\ m fe ,x , £ , 9  J p ( ó ¡ x , 6n ) 9 i , j - 1 , . . . , m * f k - U

6 = 1 3

existen y son finitas. Siendo

d2Log p(S\x,d) "b2Log p( 6|x,-0Q ^

3 9 . 3 6 .  3 6 . 3 6 . .
1 3 1 3

Y si la distribución inicial, p( S)> cumple la condición

suv

CS.

La distribución p(Q) es continua y no se anula en 
ningún punto de 0.
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Entonces la distribución final converge en distri

bución a una Normal con media el estimador máximo vero- 
simil, e, y matriz de precisión la matriz

Dq (-Log VC9|d;;

Asi como la condición C3, como se verá mas adelan-. 
te, parece ser necesaria, C4 es una condición relacio
nada con el comportamiento de la derivada segunda del 
logaritmo de la función de verosimilitud. Segün diver- • 
sos autores, (ver por ejemplo Le Cam, 1970), las con
diciones sobre las derivadas de orden superior del lo
garitmo de la función de verosimilitud pueden no ser 
necesarias para la normalidad asintótica del estimador 
máximo verosímil. En el caso de probarse dicha conjetura, 
la condición C4 podría no ser' necesaria en la demostra
ción del teorema 1. Sin embargo, la demostración aquí 
presentada necesita de dicha condición.

Las condiciones C1 y C2 implican el siguiente re
sultado .

P ROPOSICION l
Si se cumplen C1 y C2 entonces, para todo e>0 las 

m bolas abiertas B^fx1,), irl,. . . ,m, de centro x1 y ra
dio e, tienen probabilidad no nula.

DE M O S TRACION
Sea p(x^\x^) =p>0. Como la función pt.lar̂ ) es con

tinua en x\, existe un entorno de x\, N., tal que 1 1  ̂' '1

V 2/j€ A’¿ , p(y 1 \xv2) >p/2>0.
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Dado e>0 sea t , £>t>0, tal que la bola B*(Xj)cRml
esté incluida en N ..

Como la medida de borel de toda bola no vacia es 
estrictamente positiva, u (5* (x “) > > 0 , y como Tp(z^)>0, 
entonces

V[yeRm ; ye3c(x'i)) > P(y€Rm ; 2

* p (y; !/1€S*(Xj)cRm i, y 2=X2^ =

= P(yx*3*(xil)\y2=xi2) p<arj) £ p/2 v{B*{x\)) p(x*) >
I

Este resultado, conjuntamente con la independencia 1 
neal de los vectores {x%} , implica las condiciones en 
las que se basa el teorema 2.3.2, de donde se deduce 
entre otras propiedades, la existencia con probabilidad 
uno del estimador máximo verosímil (proposición 2.3.7) 
y la forma asintótica acampanada de la función de vero
similitud ( teorema 2.3.2).

Obviamente, para conseguir las condiciones del 
teorema 2.3.2 no es estrictamente necesario exigir la 
existencia de funciones de densidad continuas, siendo 
posible por tanto la búsqueda de condiciones mas débi
les que C1 y C2. Sin embargo, se han presentado aquí 
dichas condiciones en parte para conseguir una mayor 
claridad en la exposición, pero principalmente por que 
C1 y C2 no suponen ninguna restricción en aplicaciones.
En la práctica siempre se trabaja con modelos probabi- • 
listicos que poseen funciones de densidad continuas.
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La comprobación de las condiciones de integrabili- 
dad exigidas a la distribución p(x) en el enunciado del 
teorema 1, condiciones C3 y C4 , puede presentar serias 
dificultades. Sin embargo, en situaciones menos gene
rales que la postulada por el teorema 1, pueden encon
trarse condiciones alternativas, quizás mas restricti
vas que C3 y C4 pero suficientemente generales, como 
jnuestran los siguientes resultados.

CORO LA RIO  1
Sea p(ó|x,6,) un modelo de clasificación regular.

Si la distribución inicial, p(Q), es continua y no se 
anulcí en ningún punto, y si la distribución de los vec

tores representantes, p(x), es discreta finita y tal 
que existen m vectores linealmente independientes, (x^- 
ir],...,m}, con p(x^)>0. Entonces, la distribución final 
converge en distribución a una Normal de media el esti

mador máximo verosímil, 0, y matriz de precisión la
matriz D^f-Log v(0|dJJ calculada en el punto 0.

El corolario 1 es evidente a partir del teorema 1.
En efecto, p(ó|x,0) toma valores en el intervalo abier
to (0,1), luego los valores de G (x,ó,0 ) y 777 . .(e,a:,6,0n)£ 1 U
son finitos para todo x€x. Como x es un conjunto finito,

Max G ̂ (x , ó , 0 ) = G 
x

existe y es finito, por tanto E (G£ (x , 6 , 0 1) ) = G - +00-
x

Un razonamiento similar demuestra que la esperanza de 
m̂  . (e,x , 6 , 0Q ) también existe y es finita, luego se cum
plen las condiciones C3 y C4. Por el enunciado del co
rolario también se cumplen C1, C2 y C5.
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PR OPOSI CIO N 2
Sea p(5|x,0,) un modelo de clasificación regular.

Si p(x) es tal que existe la esperanza de Log pfólxjGJ 
y es finita, entonces se cumple la condición CZ del 
teorema 1.

D EMOS TR ACI ON
Dado 0€G, si existe 0* tal que p (ó [a;, 0) Sp (6 | x , 0*) 

entonces
|Log p(S|x,0)| = -Log p ( 6 ¡ , 0 X ¿ -Log p(fi[x,0*)

Como p(ó|x,0) es un modelo dé' clasificación re
gular, cumple la condición de monotonicidad P3 (Defini
ción 2.1.1). Por tanto, dado x€x y e>0, para todo 0 se 
puede encontrar un 0*(~,e) tal que p(ó|a:,01)Sp(6|x,0*) 
para todo 0 con f| 6— 0 || <e. Por ejemplo:

=e6¿rsil?no(x^) , 0* . = 0¿ .+Signo (x̂ .) para i*&

Esta definición de 6*(x,e) solo depende del vector 
x€Rm a través de los signos de sus m componentes. Sea 
por tanto A* (e)={0* ( e) ; r = 1,...,2m}, los 2m vectores 
que se pueden formar con las posibles combinaciones de los m 
signos, entonces 0*(x,e)€A* (e) para todo x. En conse
cuencia, dado e>0 y dado 0€G:

sup | Log p (ó I a?, 0) I = - Inf Log p ( ó I ar, 0) á
•lle-ejbe !l0-0j II<e

¿ - Min Log p(ó|x,0*(e)) ¡= Max |Log p(ó]x,9*(£))| ¿
r r r

£ l i Log p (ó|x,0*)|
y

Luego:



61

E {G£(a:,6,6 ) p(ó|x,0Q)} á E 6:£(x,6,01) i 
x x

< E | Log p(6|as,ei) | + E sup | Log p(5|x,0)
x o-a, <e

< E | Log p ( 6 | x , 6 ) | + l E| Log p ( 6 | jc , 6*) | < +« 
x r = 1 x

ya que, por hipótesis la esperanza de p(ó|x,6) existe y 
es finita para todo 0€0.

PROPOSICION 3
Sea pfó|x,e; el modelo logistico aditivo (ejemplo 

2.2.4). Si la distribución sobre los vectores represen

tantes, p(x), es tal que su varianza VARfxJ, existe y 
es finita, entonces p(x) cumple las condiciones C2 y 
C4 del teorema 1.

DEMOSTRACION
Si p(ó|x,0) sigue un modelo loglstico:

p (6 | x , 0) .= exp(0]fi®)/
k-i 1

1 + \ exp( 0 ̂ )
i = 1

donde 0 r es la columna 6 de la matriz 0. Por tanto

|p(ó|x,0)| = -Log p (6|x,0) = Log
k-1

1 + £ exp (0 * .x)
i = 1 *l

Utilizando que Log \ a .i(r-1)Log 2+ \ |Log a. |,
•¿ = 1 i = l

desigualdad fácilmente demostrable por inducción, par
tiendo de Log (al+a2)=Max(Log 2 ^ , Log 2a2>=Log 2+
+Max(Log a ,Log a2)^Log 2+|Log a^J+|Log a2 | , se obtiene:
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k-  1
O < | L o g  p ( ó | x  ,0) | ú k L o g  2 +  £ |e

1
1 .x — t) ' rx .r 1 . c

p a r a  t o d o  0€ 2 .

C o m o  VAR e x i s t e  y  es f i n i t a ,  E ( ^ )  Y  E ( | t ' ~ | )  

t a m b i é n  e x i s t e n  y s o n  f i n i t a s  p a r a  t o d o  t 6 R m . P o r  t a n t o  

E | L o g  p ( ó | x , £ ) |  e x i s t e  y  es f i n i t a  p a r a  t o d o  6 €0. E s t o ,  
c o n j u n t a m e n t e  c o n  la p r o p o s i c i ó n  2, d e m u e s t r a  C 3 .

P o r  o t r a  p a r t e ,

L o g  p ( c | x , 8 )  = L o g  ¡exple'.x} p(6=fc|x,0)

' ,i + L o g  p(6=k |x,0)

L u e g o :

3 0 . . 35 . .
3 1  ̂1 3 2 ̂  2

L o g  p  ( 6 | x  , 6) =
36 . . 3 6 . .

3 1 Z 1 3 2 1 2

L o g  p(6=fc|

35 . . 30 . . llS 3 2 V 2

L o g
k-1

1+ ¿ e x p ( 0 1 .x)
í = 1

x .  p (6 = i t | x , 6) p (<5=t 0 | x , 6) si

1 J 2
. p ( Ó = t  |x,0) (1-p(6=-¿l |x,6) ) si ¿ j = ¿ 2

p o r  t a n t o ,  d e b i d o  a q u e  l a s  p r o b a b i l i d a d e s  s o n  m e n o r e s  
q u e  u n o ,  p a r a  t o d o  0€0:

3 2
—  L o g  p ( 6 | x ,0)

.. . 3 0 . .
*'!*'! w 2 " 2
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L u e g o ,

m. . . . (c,x ,&,e )<
‘'i'-' 1 2 J 2 8 6  . . 8 6  . .*7 7 7 7

° 1 1 4 2 2

L o g  p ( 6 |r , eQ )

+ s u p
I! e-e„ II <eo 86 . . 8 6  . . 

■ V i  J 2 * 2

L o g  p ( 6 | £ , 6 ) < 2 I x . 

2 )
J 1 3 2

C o m o  V A R U )  e x i s t e  y  e s  f i n i t a , t a m b i é n  e x i s t e  y
.nita E ( | x ^ x . | )  p a r a  t o d o

i* 0
t a m e n t e  c o n  (2), d e m u e s t r a  C 4 .
es f i n i t a  E ( | - ar . | ) p a r a  t o d o  i , j = 1 , . . . ,m . E s t o ,  c o n j u n -i* J

P a r a  la d e m o s t r a c i ó n  d e l  t e o r e m a  1 p u e d e  u t i l i z a r 

se el t e o r e m a  3,2 d e l  a p é n d i c e  1. C o n  t a l  m o t i v o  es n e 
c e s a r i o  c o m p r o b a r  q u e  las c o n d i c i o n e s  a s u m i d a s  p o r  el 

t e o r e m a  1 i m p l i c a n  l a s  c o n d i c i o n e s  a s u m i d a s  p o r  el t e o 

r e m a  A 1 . 3 . 2 .  ( V e r  a p é n d i c e  1 p a r a  u n a  d e s c r i p c i ó n  d e 
t a l l a d a  d e  l a s  m i s m a s ) .

A l g u n a s  d e  e s a s  c o n d i c i o n e s  s o n  i n m e d i a t a s ,  (CR.1, 
C R . 2 ,  C R . 6 ,  C R . 1 0 ) ,  m i e n t r a s  q u e  C A . 3  e s  p r e c i s a m e n t e  
el r e s u l t a d o  d e l  t e o r e m a  2 . 3 . 2 .  L a s  d e m á s  c o n d i c i o n e s  

se d e m u e s t r a n  e n  l a s  p r o p o s i c i o n e s  s i g u i e n t e s .

P R O P O S I C I O N  4 ( C o n d i c i ó n  C R . 3 )

Si p( 6\x,B) es un modelo de clasificación regular 
y si p(x) cumple las condiciones C1 y C2 entonces:

Dados 6^ * 0 2 *  dos puntos cualesquiera de Q, el conjunto 
de puntos íó,x) tales que p (ó ,x | 6 ^)*p ( 6 , x j 9 0) tiene 
probabilidad no nula.



D E M O S T R A C I O N

P { ( ® , 6 ) ;  p (x , ó | 0, ) = p ( x ,6 | 6 2 ) } =

= P { ( x , c ) ;  F c (0'x) p(x) = F ^ B ^ x )  p (x )} =

= P { ( x , Ó ) ; F ¿ ( 0 J x ) * F . ( 0 ^ r ) }

S e a  {x.; i = “\ , . . . ,m] la b a s e  d e  R ’ t a l  q u e  P(z/€5 (x.))
% £ ‘Z'

c u y a  e x i s t e n c i a  e s t á  g a r a n t i z a d a  p o r  la p r o p o s i c i ó n  1.

Si 0 *0„ e n t o n c e s  d e b e  e x i s t i r  i^ t a l  q u e  0*x. *B L x . 
1 2  0 1 l 0 2 *0

(en c a s o  c o n t r a r i o  0 * 1 = 0 ^  s i e n d o  X la m a t r i z  m^m c u y a
c o l u m n a  i - é s i m a  es x .. X es n o  s i n g u l a r  y  p o r  t a n t o

©l = 0 2 r a b s u r d o )  .

P o r  la p r o p i e d a d  P1 d e  l o s  m o d e l o s  d e  c l a s i f i c a c i ó n
r e g u l a r e s ,  la f u n c i ó n  v e c t o r i a l  F (t) e s  u n o  a u n o ,  p o r

fe- 1t a n t o ,  p a r a  t o d o  t * t 0 € R  , e x i s t e  S_ t a l  q u e  F- (t.)*i ¿ u o Q i
* F x (t„). L u e g o  e x i s t e  ó rt t a l  q u e  F~ (0'x. ) - F _  (0'x. )*0.ó 0 2 0 ^ <50 1 tfl <5Q 2
S i n  p é r d i d a  de g e n e r a l i d a d  s e  p u e d e  c o n s i d e r a r  q u e  esa 

d i f e r e n c i a  es e s t r i c t a m e n t e  p o s i t i v a .

C o m o  las f u n c i o n e s  i n v o l u c r a d a s  s o n  c o n t i n u a s ,

e x i s t e  e>0 tal q u e  p a r a  t o d o  y%B (x . ), F, (9'¿/)-F. (0'i/)>O
z zo u o * °0

U t i l i z a n d o  e s t o  y la p r o p o s i c i ó n  1 :
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PROPOSICION 5 (Condición CR.4)
Si p f ó | x , 0 ;  es un modelo de clasificación regular 

entonces , dado e>0 suficientemente pequeño y dado Oj60,

|Log p (i 9x \Q/-Log p ( 6 yx\ü t) j ^ G „ (i , x ,6. . para toa 6€C

t<sZ- |) 0— 0 ||<é, con Lim G f c , x , 9
e + 0  L

A demás9 si se cumple CZ , 

k
L i m
e-*0

I  g íi.x.e j p r s . x  i e ; iy' í V e es 
6 =  1 1

D E M O S T R A C I O N

L o g  p  ( 6 ,x | 6 ) - L o g  p ( ó , x | e  )| = | L o g  p  (6 | x , 8 ) - L o g  p ( £ | x , & j )

= | L o g  F ^ t S ' x ) -  L o g  F g ( 8 J x ) |  ¿

i s u p  I L o g  F f. ( 0 ' x ) - L o g  F,,(0'x)| = G (x,6,S )
II 0- e 1 II <e 6 6 i £ 1

C o m o  l a s  f u n c i o n e s  0'x, F r ( .) y L o g (.) s o n  c o n t i 
n u a s  e n  t o d o  el r a n g o  d e  d e f i n i c i ó n ,  e n t o n c e s  L o g  F ^ ( Q ' x )

e s  u n a  f u n c i ó n  c o n t i n u a  y p o r  t a n t o  L i m  G (x , 6 , 9 , ) = 0  .
£-►0

A d e m á s ,  si e x i s t e  la e s p e r a n z a  d e  ( x , 6 , 0  ), e n -

k °
t o n c e s  la f u n c i ó n  £ G (x,c,8 ) p ( 6 , x | 6  ) s e r á  i n t e g r a -

6 = 1 £0
b l e .  M a s  a ú n ,  la f u n c i ó n  p o s i t i v a  e s  m o n ó t o n a

d e c r e c i e n t e  e n  r e l a c i ó n  a e, l u e g o  p a r a  t o d o  £ < £ q /

k k
Y G (x ,6,6 ) p ( ó , x | e  ) ^ l G ( x f6 #6 ) p ( 6 , x | e  )

6 = 1 £ 1 ° 6 =1 0

P o r  t a n t o  se p o d r a  a p l i c a r  el t e o r e m a  d e  la C o n v e r g e n c i a
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D o m i n a d a  d e  L e b e s g u e ,

í k
L i m  1 £ G_(x,£,Q ) p ( 6 | x , 0  ) p(x) du =
e-+ 0 J 6 = 1 ~

r K
l L i m  G ( x , 5 , 6  ) p ( c | x , 0  ) p(x) d y  = 0 

J 6 = 1 e - 0  w

P R O P O S I C I O N  6 ( C o n d i c i o n e s  C A . 1  y  C A . 2 )

Si p(ó|x,0,J es un modelo de clasificación regular, 

entonces para todo 0^, punto interior de 0, y para to

do L>0y existe M . f x , ó , 6 - J  tal que
¿\ o

Log p( 6,x\Q)-Log p ( 6 9x\QQ) < m ^(x ,6,Qq )

para todo 0 tal que |¡ 0 11 > A , y donde 

r  k

Lim ; £ m íx,6,ej pr6,x|e0; du  ̂ M(,0ô  < +0°A-»*00 * 6 = 1  ^
D E M O S T R A C I O N

L o g  p ( 6 , x | 8 ) - L o g  p  ( 6 ro: | 6 0 ) = L o g  p ( 6 | x , 0 ) -

- L o g  p ( 6 | s ,9 Q ) < - L o g  p ( ó | x , 9 0 )

q u e  p ( ó | x , 0 ) < 1 .  S e a  M .(x,6 ,6 ^ )= - L o g  p ( ó | x , e D ), q u e  

es i n d e p e n d i e n t e  d e  A.

f ^  
| l M a (x , 6 , 6 Q) p ( 6 , x | e Q) du =

l { - L o g  p ( S | x , S  )} p (ó , x | 9 ) du =
J 6=1 U U

k

p(x) i p ( o | x , 0  ) L o g  p ( 5 | x , 6 n ) du 
6=1 u
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= | p ( x )  £ { p ( c |x,ec) } d u

d o n d e

¿r'.íp ( 5 ¡.r , :Q) } = - 7 p{í[sr , 9 q ) L o g  p( 1 * 6 )  - !- r*0)

es la e n t r o p í a  d e  la d i s t r i b u c i ó n  d i s c r e t a  p ( 5 [ x , 6 0 ).

A h o r a  b i e n ,  l a  e n t r o p í a d e  u n a  d i s t r i b u c i ó n  d i s 

c r e t a  t i e n e  u n a  c o t a  s u p e r i o r  e n  la e n t r o p í a de la d i s -

t r i b u c i ó n  c o n  p r o b a b i l i d a d e s c o n s t a n t e s ,  (Renyi, 1976,
p a g . 5 4 0 ) ,  p o r  t a n t o  l a  c o n s t a n t e  M ( 9  ) b u s c a d a  p u e d e

d e f i n i r s e

M(d0 ) = L o g  k< +°°
■

P R O P O S I C I O N  7 ( C o n d i c i ó n  C R . 7 )

Si p í ó l x . e j  es un modelo de clasificación regular

entonces la matriz J(G^), 
elemento genérico viene dado

punto interior de O, cuyo 
por

r k foLog p (5,X I 9 )
T ( A > Y 1

ídLog p r 6 , x | 9
í p í o , x | e 0 ; du

3 3 ó = lí 3 6v Oí i 3 6 OJ j

es definida positiva

D E M O S T R A C I O N

D a d o  i-̂ *] r . . . ,m (k-*]) , s e a n  i 1 y i 2 ^m d o s  e n t e -

ros t a l e s  q u e  ,-1) m  + : 0 , e n t o n c e s :

o L o g  p ( 5 , x  |G ) 3
----------------- 1—  = -----  { L o g

9 G n . 9 6 n .Oc Ot

+ L o g  p(x) } =
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V -

L o g  F^ (8^x ) = x
3L o g  F ^ ( t )

d t  .

p o r  t a n t o :

O L o g  p  ( c ,x | i ) } f O L o g  p ( ó | 6 )

3 e o t 3 9 n . 
Oj

B L o g  F^(t) cL o g  r ~ ( t

3£ . 
3

c a l c u l a d a  en el p u n t o  A s í ,

Jij'e0>= ) z . x 
5=1 T 2 J 2

3 L o g  F t (t) 9 L o g  F, (í)

9t .
F ¿ ( 0¿x) p(x) dy-„

t = 0 ¿ x

g - -• (9A*) p(*)
2 J 2 1 M

s i e n d o  G. . (0'x), el e l e m e n t o  g e n é r i c o  de la m a t r i z
V i  0

GÍB^x) q u e  es d e f i n i d a  p o s i t i v a , p o r  la p r o p i e d a d  P2 d e

los m o d e l o s  de c l a s i f i c a c i ó n  r e g u l a r e s .  P o r  t a n t o ,

« M 8 { x fr ® G ( 9 ^ a : ) }  p(x) dy

d o n d e  ®  r e p r e s e n t a  el p r o d u c t o  d e  K r o n e c k e r  d e  m a t r i c e s ,  
e s t o  es:

x x 1 ®  G
x x 'G „ . x x 'G„ . ... xx ' G. - ,. 1 1  . 1 2  .1 ^ * “ 1

' Gk-11 X X 'G]<-11 * • ’ ' Gk - \ fc-i

m  ( —  ̂)
S e a  a € R  c o n  a. . , ¿ =1 ,... ,'fe-i ,t„ = 1 ,... ,m,

V 2  1 2
el e l e m e n t o  {i ~'\)m+i d e l  v e c t o r  a, y sea a. e l  s u b -  

: 1 1 
v e c t o r  d e  a f o r m a d o  p o r  las m c o m p o n e n t e s  {<2 . ; r = 1 , . . . ,m) .

v
E n t o n c e s :
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a 'J(0 Q )a a'{xx'<&G}a p(x) dy

s i e n d o

k - 1 k -  l
cf = Y y (a la?) ( a  \x) G . -

4_i fcrf *7 *1*1
1 J =1 1 0

a'J ( 6 Q )a = 0 <=>

fc- 1C o m o  G e s  d e f i n i d a  p o s i t i v a ,  si 4 ( x ) € R  es el 

v e c t o r  c o n  c o m p o n e n t e  i - é s i m a  4(m)^. = c^.x,

a ' {¡ro:’® G } a  = 0 s i  y  s o l o  si 4(x) = 0

p o r  t a n t o

a'{xx'&F}a p(x) du = 0 <=>

<=> A (x) = 0 p a r a  c a s i  t o d o  x <=>

< = >  a , . . . ,a« € L ^ ( x )  p a r a  c a s i  t o d o  x1 K — 1

s i e n d o  L^(x) el e s p a c i o  o r t o g o n a l  al e s p a c i o  g e n e r a d o  

p o r  el v e c t o r  x . P e r o  e s a  ú l t i m a  e x p r e s i ó n  s o l o  es p o 

s i b l e  si a . = 0 p a r a  t o d o  i = 1 , . . . , f e - l ,  e s t o  es, si a = 0, 
y a  q u e  e n  x e x i s t e n  m e n t o r n o s  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s  

c o n  p r o b a b i l i d a d  n o  n u l a .  E n  c o n s e c u e n c i a ,  es
d e f i n i d a  p o s i t i v a .  ^

P R O P O S I C I O N  8 ( C o n d i c i ó n  C R . 8 )

Si p(&\x>6) es un modelo de clasificación regular 
y 0 Q es un punto interior de 0, entonces

k 3p (6 , x | 0 Q )

<5=1 3 0

k 3 p ( ó , x I 0 O ;
2  —  d u r  l  —  du = 0, V  i , j

n- 6 = 1 3 0 n -  ^ ® n  •O í  0 1 o 3
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D E M O S T R A C I O N

= p(x)
3 9 V eÓx)

fe ó p(-5,«r¡ 9 )
= >  v -------------- —  = p( a )L

6 =  1 3 8 _ . 0 1 9 e o i i6=1
.]

I F c i60x) i = 0i
y a  q u e  p a r a  t o d o  t, p o r  t a n t o :

fe d p  ( 6 ,x en)
l ----------------- du = o

6=1 3 6 .
O t

El m i s m o  r a z o n a m i e n t o  d e m u e s t r a  q u e  l a  i n t e g r a l  de 

las d e r i v a d a s  s e g u n d a s  t a m b i é n  es c e r o .

P R O P O S I C I O N  9 ( C o n d i c i ó n  C R . 9 )

Sea p(6\x,d) un modelo de clasificación regular y 
sea p(x) tal que cumple la condición C4. Si 0 Q es un 
punto interior de 0, entonces:

Para todo 860, 116 — 6 Q ¡| < e , siendo e>0 suficiente

mente pequeño 
♦

3 2Log p ( 6 9x\&) d2Log p ( 6 9x ¡6Q j

3 0 . 3 9 .  
i D 9 6 0 i 9 6 0 j

< m i j ( e » x , 6 , e Q J

de vfanera que:

Lim
ó-»-0 6 =  1

(  e , x  , 6 , 0QJ p6 6 , x  | eQ ; d\i = 0
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D E M O S T R A C I O N

9 2 L o g  p(6 ,x le) 9 2 L o g  p  (6 ,x I en )

9 6 . 9 6 .  z .7 36, . 3-60,

9 2 L o g  F ̂ (0'x) 9 2 L o g  F ¿ (?¿x)

e . 9 6 . 
í- 3

9 0 „ .  3 8, . 
0^

s u p
l | e - % ! l < £

9 2 L o g  F ^ O ’x) 3 2 L o g  F ¿ (0^x)

90. 30. 
i 3

3 8.. 3 0 .
0% 0 j

= , (e,x , 6 ,0O )

C o m o  l a s  f u n c i o n e s  F . ( 0 ' x )  s o n  d o s  v e c e s  c o n t i n u á is
m e n t e  d i f e r e n c i a b l e s , p a r a  t o d o  t > 0, e x i s t e  c ^ > 0  tal 

q u e  si || 6 - 8 0 ||<e., e n t o n c e s :

3 2L o g  F 6 (0'x) 32L o g  Ffi(e¿«)

30 . 36 . 
* 3

3 0. . 3 8. .Oz 0{¡

< T

l u e g o  m. .(e , x , ó , 0 „ ) á T .  E s t o  esZ J  T 0

L i m  m . . ( e , x ,5 ,6.) = 0
"L- Ue-*0

A d e m á s ,  si la d i s t r i b u c i ó n  p (x) c u m p l e  C 4 , e n t o n c e s  

e x i s t e  t a l  q u e

f $E H j m ¿J.(elfx , 6 , 0 o ) F £ (e¿x) < +00

p o r  lo q u e  se p u e d e  a p l i c a r  el t e o r e m a  d e  la C o n v e r g e n 
c i a  D o m i n a d a  d e  L e b e s g u e ,  o b t e n i é n d o s e :

r k
L i m
e-*0

l m . . (e,x,'S,6n ) p ( 5 , x | e  ) d u =
6=1

l L i m  m,. . ( c , x , S , 6 0 ) p ( ó , x ¡ 8 0 ) du = 0
6=1 £ + 0



72

3.2 C A M B I O S  DE L O C A L I Z A C I O N  Y E S C A L A  E N  E L  V E C T O R  

R E P R E S E N T A N T E

L a  a p l i c a c i ó n  de l o s  r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s  e n  el 
a p a r t a d o  a n t e r i o r  r e q u i e r e  el c á l c u l o  t a n t o  d e l  e s t i m a 
d o r  m á x i m o  v e r o s í m i l  c o m o  d e  la m a t r i z  d e  d e r i v a d a s  
s e g u n d a s  p a r c i a l e s  d e l  l o g a r i t m o  d e  la f u n c i ó n  d e  v e 

r o s i m i l i t u d .  S i n  e m b a r g o , el e s t i m a d o r  m á x i m o  v e r o 

s í m i l  p a r a  u n  m o d e l o  d e  c l a s i f i c a c i ó n  r e g u l a r  n o  t i e 

n e  f o r m a  c e r r a d a ,  s i e n d o  n e c e s a r i o  e l  u s o  d e  m é t o d o s  

i t e r a t i v o s  p a r a  e n c o n t r a r  u n a  s o l u c i ó n  d e  la e c u a c i ó n

d e  v e r o s i m i l i t u d ,  D * ( L o g  7(0|z?))=O. E n  p a r t i c u l a r ,o
se s u e l e n  o b t e n e r  b u e n o s  r e s u l t a d o s  c o n  e l  m é t o d o  d e  

N e w t o n - R a p h s o n , q u e  n o  s o l a m e n t e  p r o p o r c i o n a  el m á x i m o  
b u s c a d o  s i n o  t a m b i é n ,  c o m o  u n  p a s o  i n t e r m e d i o ,  l a  m a 
t r i z  D p ( - L o g  7 ( 8 | D ) ), m a t r i z  de p r e c i s i ó n  d e  la a p r o x i 
m a c i ó n  N o r m a l  a s i n t ó t i c a  j u n t i f i c a d a  p o r  el t e o r e m a  

3 . 1 . 1 .

EJEMPLO 1
C o n s i d é r e s e  e l  m o d e l o  l o g í s t i c o  a d i t i v o .  E s t o  es,

L o g  p ( ¿ | x , 6 )  = 8 fgX + L o g  p (fe | ar # ©) si ó=1,...,fc-1

L o g  p (k\x,8) = - L o g
fc-1

1 + ¿ e x p  ( 0 1 .x)
.7 = 1

E l  v e c t o r  d e  d e r i v a d a s  p a r c i a l e s  e s  D p ( L o g  p ( ó  

c o n  e l e m e n t o  g e n é r i c o  (t-1 )x(fc— 1) +j ,

3

,6) ) ,

39 . .
i:;

L o g  p(ó|s:,0) = x¿ ( 1 - p ( 6 | x , 0 ) )  si j = 6

= p (j |x ,0) si
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L a  m a t r i z  d e  d e r i v a d a s  s e g u n d a s ,  D ^ ( L o g  p ( ó | x , 0 ) ) ,

t i e n e  p o r  e l e m e n t o  g e n é r i c o  ( (i .-1 ) (fc-1) +j « )*( (£0- 1 ) (fc-1 ) + ¿ 2 ) 
a :

L o g  p ( 6 | x , 0 )  = x. x. p ( j | x , 0 )  ( 1 - p ( ¿ | x , 0 )  )
u. ua e . . 3 0 . . i 2

^ J 2 ^ si J j = J 2 =J

= * •  p(j* *,6) p(j |x,9)
l l 2 1 ¿

si Jj *«72

P o r  t a n t o ,  el v e c t o r  D * ( L o g  V (0 iZ?) ) y la m a t r i z
D q (Log 7 ( 0 | D ) )  s o n  f á c i l m e n t e  p r o g r a m a b l e s .

E l  m é t o d o  d e  N e w t o n - R a p h s o n , (ver p o r  e j e m p l o ,  
R a l s t o n  1 9 7 0 ,  a p a r t a d o  8 . 8 ) ,  c o n s i s t e  en c a l c u l a r  e n  la 
i - é s i m a  i t e r a c i ó n ,

e U ) = e (t 1) - Dg (Log V( 0 (t'_1 * |z?) ) X

x D ̂  (L o g  V ( 0 ('t'"1) ¡Z)) )

El c á l c u l o  d e l  e s t i m a d o r  m á x i m o  v e r o s í m i l  en l o s  

p a q u e t e s  d e  p r o g r a m a s  u s u a l e s ,  B M D P , S P S S ,  e t c . . . ,  se 
r e a l i z a  m e d i a n t e  e s t e  a l g o r i t m o .  P a r a  el c á l c u l o  d e  
l o s  e j e m p l o s  n u m é r i c o s  e m p l e a d o s  e n  e s t a  m e m o r i a ,  a p a r 

t a d o  3.3 y c a p í t u l o  5, se h a  u t i l i z a d o  el a l g o r i t m o  d e  

N e w t o n - R a p h s o n  p a r t i e n d o  d e  u n  v a l o r  i n i c i a l  6 ^ = 0 .
L a  r e g l a  d e  p a r a d a  e m p l e a d a  c o n s i s t e  e n  u n a  c o m p a r a c i ó n

(*¿) (i — 1 )e n t r e ' l o s  v e c t o r e s  0 y  0 m e d i a n t e  la d i s t a n c i a
e u c l í d e a .  A s í ,  si || 0 ' * ' - 6  || <o . 01 el a l g o r i t m o  se

d e t i e n e ,  m i e n t r a s  q u e  si la d i s t a n c i a  e u c l í d e a  es m a 

y o r ,  el a l g o r i t m o  c o m i e n z a  u n a  n u e v a  i t e r a c i ó n .  El v a l o r
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c r í t i c o  0.01 fue e l e g i d o  d e s p u é s  d e  c o m p a r a r  la r e l a c i ó n  

n ú m e r o  d e  i t e r a c i o n e s  / b o n d a d  d e l  r e s u l t a d o  p a r a  d i s 

t i n t o s  v a l o r e s  c r í t i c o s .

R e g l a s  de p a r a d a  a l t e r n a t i v a s  p u e d e n  d e f i n i r s e  p o r  

c o m p a r a c i ó n  de la f u n c i ó n  de v e r o s i m i l i t u d  e n  l o s  p u n t o s

6 (" ) y  e s t o  es 7 ( 0 ^  ¡Z?) y  7 ( 6 ^  ^ | # ) ;  s i n  e m 

b a r g o ,  al v a r i a r  el n ú m e r o  d e  d a t o s ,  n, la f u n c i ó n  de 
v e r o s i m i l i t u d  c a m b i a  d e  e s c a l a  c o n s i d e r a b l e m e n t e ;  el 

v a l o r  m á x i m o  de 7(0|z)(rc)) d i s m i n u y e  a l  a u m e n t a r  n. En 

c o n s e c u e n c i a ,  la r e g l a  d e  p a r a d a  d e b e  d e f i n i r s e  a t r a 
v é s  d e l  p o r c e n t a j e  d e  a u m e n t o ,  o l o  q u e  e s  e q u i v a l e n t e ,  
a t r a v é s  d e l  c o c i e n t e  7 ( 0 ^  | D) / 7 ( 0 ^ ” ^  ¡5). L a  i n 

t e r p r e t a c i ó n  d e  e s t e  c o c i e n t e  es b a s t a n t e  m e n o s  i n 
t u i t i v a  q u e  la p r o p o r c i o n a d a  p o r  la d i s t a n c i a  e u c l í 
d e a  || 0 ̂ - 0  *¿ , p o r  e l l o  se e l i g i ó  la d i s t a n c i a

e u c l í d e a  c o m o  r e g l a  d e  p a r a d a .
II

E n  la a p l i c a c i ó n  d e  m é t o d o s  n u m é r i c o s  e s  c o n v e n i e n 

te  q u e  l o s  d a t o s  s e a n  lo m a s  h o m o g é n e o  p o s i b l e ;  c o n  e l l o  

se p u e d e  c o n s e g u i r  u n a  d i s m i n u c i ó n  d e  los e r r o r e s  d e  r e 

d o n d e o  y, en o c a s i o n e s ,  un a u m e n t o  d e  la v e l o c i d a d  d e  

c á l c u l o .  P o r  e s t a s  r a z o n e s ,  m i m e t i z a n d o  u n  m é t o d o  d e  t r a 
b a j o  f r e c u e n t e  e n  n u m e r o s a s  á r e a s  d e  c á l c u l o  n u m é r i c o ,  

r e s u l t a  a c o n s e j a b l e  u t i l i z a r  el s i g u i e n t e  a l g o r i t m o  p a 

rla e l  c á l c u l o  d e l  e s t i m a d o r  m á x i m o  v e r o s í m i l :

P a s o  1: Tipificación d e  l o s  v e c t o r e s  r e p r e s e n t a n t e s  

i n c l u i d o s  en el b a n c o  d e  d a t o s ,  u t i l i z a n d o  

p a r a  e l l o  la m e d i a  y v a r i a n z a  m u é s t r a l e s .

A s í ,  c a d a  v e c t o r  r e p r e s e n t a n t e ,  x = (x1 , . .. ,xm ) * , 
se t r a n s f o r m a  en u n  n u e v o  v e c t o r ,  zy= (¿v1 , . . . tym )
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m e d i a n t e  el c a m b i o

y3 = (x3-x .) /s ..
ti d

Siernlo x . y  la m e d i a  y  v a r i a n z a  m u e s t r a -
V c

les d e  l a s  c o m p o n e n t e s  j - é s i m a s  d e  l o s  v e c 

t o r e s  r e p r e s e n t a n t e s .

P a s o  2: R e p a r a m e t r i z a c i ó n  d e  la f u n c i ó n  d e  v e r o s i 

m i l i t u d  o b t e n i e n d o

n
7 ( ^ | d ) = n p ( 5 i U , j / í ) .

Í =  1

C á l c u l o  d e  l a  d i s t r i b u c i ó n  a s i n t ó t i c a  f i n a l  

d e  \p.

P a s o  3: U t i l i z a n d o  l a s  f ó r m u l a s  d e  c a m b i o  d e  v a r i a 

b l e s  , o b t e n e r  la d i s t r i b u c i ó n  a s i n t ó t i c a  f i 

n a l  d e l  p a r á m e t r o  o r i g i n a l ,  6, a p a r t i r  d e l  

r e s u l t a d o  d e l  P a s o  2.

El p a s o  2 en e l  a l g o r i t m o  a n t e r i o r  t i e n e  s e n t i d o  

p u e s t o  q u e  t o d o  c a m b i o  d e  l o c a l i z a c i ó n  y  e s c a l a  d e  l o s  
v e c t o r e s  r e p r e s e n t a n t e s  i n d u c e  u n a  t r a n s f o r m a c i ó n  l i n e a l  

e n  el e s p a c i o  p a r a m é t r i c o . E n  e f e c t o ,  t o d o  c a m b i o  d e  l o 
c a l i z a c i ó n  y  e s c a l a ,

y v' s a . ( x t7+ ¿ . )  j = 1 , . . . ,m
3 v

c o r r e s p o n d e '  a u n a  t r a n s f o r m a c i ó n  l i n e a l ;  es m a s ,  si en* 

el v e c t o r  r e p r e s e n t a n t e  s e  h a  c o n s i d e r a d o  u n  t é r m i n o  

c o n s t a n t e ,  x x=1 p a r a  t o d o  x € x ,  e n t o n c e s ,  el c a m b i o  d e  
l o c a l i z a c i ó n  y e s c a l a  p u e d e  e x p r e s a r s e  c o m o  y - M x , s i e n d o
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M la m a t r i z :

O O  O

c¡2 O ... O

O O . . .a
m

M es n o  s i n g u l a r  si £> *-1 y  a.* O p a r a  t o d o  j = 1 , . . . ,*/ _
E n  p a r t i c u l a r  p a r a  a = 1 ,  b =0, a. = 1/e. y b .=x ., t r a n s -i 1 J . <7 «7 «7
f o r m a c i ó n  e f e c t u a d a  e n  e l  P a s o  1 , la m a t r i z  M  es n o  s i n -

-1 -1 g u i a r .  En c o n s e c u e n c i a  e x i s t e  M c o n  lo q u e  Q'x=Q'MM x

= 0 *My • S e a  \p=Mt0, e n t o n c e s :

n n
e | z?) = n pifióle, Xé¡) = n f s ,.{ 0 'x^) =

í = 1 Í = 1

71
= n F 6 .. (t|;,i/i ) = r(i|i IZ?) .

¿ = 1

E s a  es la r e p a r a m e t r i z a c i ó n  e x i g i d a  en el P a s o  2.

A p l i c a n d o  el t e o r e m a  3 . 1 . 1 ,  la d i s t r i b u c i ó n  f i n a l  

d e  ip, si el t a m a ñ o  m u e s t r a l  ti, es s u f i c i e n t e m e n t e  g r a n d e
A

es  a p r o x i m a d a m e n t e  N o r m a l  c o n  m e d i a  ip y m a t r i z  d e  p r e c i 
s i ó n

m  D * ( - L o g  F(í|z?) ) .

E s t o  es,

p(if>|Z7) s N  ( ̂  | ^ , (-Log V ( $ | z » ) ) .

P o r  o t r a  p a r t e ,  la e x p r e s i ó n  q u e  r e l a c i o n a  las m a -

m m
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t r i c e s  d e  p a r á m e t r o s  \¡j y  6 es 6= (M') E x p r e s a d o s  los

p a r á m e t r o s  e n  f o r m a  v e c t o r i a l ,  e s a  i g u a l d a d  se c o n v i e r 
t e  en 6= (I ® ( M 1 ) ~ 1 ) \p . S e a  H el p r o d u c t o  de K r o n e c k e r  

ISÍÁf1)*” 1 , c o m o  t o d a  t r a n s f o r m a c i ó n  l i n e a l  de u n a  c a n 
t i d a d  a l e a t o r i a  N o r m a l  t a m b i é n  es N o r m a l ,  la d i s t r i b u 

c i ó n  f i n a l  d e  6 es:

p(Q\D) '= N O l ^ f W r ^ t - L o g  7(í|z)) )H~1) .

L a  s i g u i e n t e  p r o p o s i c i ó n  d e m u e s t r a  q u e  el m i s m o  

r e s u l t a d o  s e  o b t e n d r í a  al a p l i c a r  d i r e c t a m e n t e  el t e o 

r e m a  3. 1 . 1  a la v e r o s i m i l i t u d  7(8|z?).

P R O P O S I C I O N  1
A .

Con la notación anterior , G - Hip, y 

D*(log v(0\d)) = ÍH f J ~ 1 D*( Log v O I d ^ h ” 1

D E M O S T R A C I O N

P o r  l a  r e g l a  d e  l a  c a d e n a ,  c o m o

(Log F ( 6 | P ) ) = (Log 7(^|Z))) (ip) =

= (Log F(<J;|z>))

a d e m á s ,  al s e r  fí n o  s i n g u l a r ,  l a s  s o l u c i o n e s  a las e c u a 
c i o n e s  Z?^(Log 7 ( 0 | Z?) ) = 0 y  Z?*(Log 7(ip|ZP) )=0 c o i n c i d e n .T A XV
P o r  t a n t o ,  l o s  e s t i m a d o r e s  m á x i m o  v e r o s í m i l e s  9 y i|i

A A

t a m b i é n  e s t á n  l i g a d o s  p o r  la e c u a c i ó n  6=#^.

P o r  o t r a  p a r t e ,  u n a  n u e v a  a p l i c a c i ó n  d e  la r e g l a  

de la c a d e n a  d e m u e s t r a  q u e ,
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D q (Log V(Q\d )) = Z?¿{Z>*(Log V (ip j D) ) E~ 1} =

= (£' 1 (Log 7 ( v I P) ) K~ 1

- (Log VVi\D))iDl ^  t'(*.|B))»-1)B;(LOg V(*|0))D>(*)

Esta proposición comprueba la validez teórica del 
algoritmo anterior cuando en el vector representante se 
incluye un término constante.

Por el contrario, no considerar un término cons
tante como parte del vector representante es equiva
lente a suponer que ese término si ha sido incluido, 
pero que los parámetros correspondientes, £ = 1 ,...,fc-1,
son conocidos e iguales a cero. Estas restricciones 
sobre los parámetros 0 se traducen, tras el cambio de- 
localización y escala de los vectores representantes, 
en las restricciones sobre los parámetros :

m

* X ,  ai b3 * j i ’  °'
Sigue existiendo una transformación uno a uno entre 

los parámetros 0 y ipr por tanto los resultados comenta
dos anteriormente siguen siendo válidos. Sin embargo, 
todas las constantes aparecen ahora en la
función V(ip|z?) ya que

1 m  

J ^
con lo que las ventajas computacionales de maximizar 
7 ( | Z?) en lugar de 7(0|d ) desaparecen. En consecuencia, 
si no se introduce un término independiente, es mas 
aconsejable el cálculo de la distribución asintótica fi
nal de 0 directamente a partir de 7(0 |z>).



79

3.3 EJEMPLOS NUMERICOS

Considérese el modelo logístico para dos clases, k=2, 
con vector representante, x, formado por un término cons
tante e igual a uno y un indicador continuo, y :

p(ó = l|y,0) = 1-p (6 = 2 |y,6) = exp (0Q + 61 y) / (1 +exp ( 0Q + 01 y ) )

La sencillez de este modelo, involucrando únicamen
te dos parámetros, posibilita el uso de técnicas de aná
lisis numérico para el cálculo de sus características. 
Por ese motivo ha sido escogido para el estudio, a tra
vés de bancos de datos simulados, de la rapidez de con
vergencia de la distribución final a su aproximación a- 
sintotica.

Una vez obtenido un banco de datos simulado, cono
ciendo por tanto el verdadero valor del parámetro 8,se 
calcula la distribución normal asintótica, N(6|8,#), 
siendo 6 el estimador máximo verosímil, y H la matriz 
de precisión, inversa de la matriz de varianzas, esti
mador usual de la precisión asintótica. Existen dife
rentes medidas de la bondad del resultado, en este apar
tado se utilizan las siguientes:

En primer lugar, la distancia euolidea,

(1 )

calculada para diversos tamaños muéstrales, debe con
verger a cero ya que 6 es un estimador consistente. Por 
tanto, DlSE puede utilizarse para medir la bondad del
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estimador media asintótica.

La matriz H puede contrastarse utilizando la dista n
cie de l-íahalar.obis.

DiSM í0,©) = ((6-0) ' £(6-0)j *

En efecto, la distancia de Mahalanobis es la distancia 
euclídea al origen de la transformación tipificadora u- 
sual aplicada al punto 6; esto es, si ( 3 ,H) entonces 
£*(9-0) ^ ^(0,1), con lo que

DlSM(6f6) = DlSE (¿* (6-6),0)

Si la distribución N(0,tf) es una buena aproximación de 
la distribución final entonces, el cuadrado de DlS„ de- 
be seguir una distribución Chi-cuadrado con tantos gra
dos de libertad como número de elementos tenga el vector 
paramétrico e .  (ver, por ejemplo, John, 1 9 7 1 ,  teorema 2, 
pag. 30).

Sin embargo, en un problema de clasificación, el 
énfasis debe situarse en la distribución de clasifica
ción en lugar de situarlo en la distribución final so
bre los parámetros del modelo. Ninguna de las distan
cias anteriores mide la bondad de la distribución pre- 
dictiva obtenida a partir de la distribución asintóti
ca . '

Una vez obtenida la distribución asintótica, la 
distribución predictiva para el modelo (1), p(6\y,D), 
es fácilmente calculable mediante integración numéri
ca, ya que solo depende de la combinación lineal ®0+9î
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cuya distribución, una vez fijado el valor de y , es asin- 
tóticamente Normal con media Qq + Qjí/ Y varianza (1 ,y) H~ 1 (1 , 
y) ' . Además al considerar un solo indicador, puede cal
cularse la discr ep ancia esperada o distancia esperada de 
fíullback-Liebier, entre p(c|¿,&) y p(c|p,í),

i i _ ■ P (ó | í/, ©)
DlS„(p(<5|y ,8) , p{S\y,D)) = E I P C <511/, 6) Log — — ----

K y 6 p(ó|y,D)

Como los datos son simulados, la distribución unidimen
sional p (y) es conocida y por tanto DlSR puede ser cal
culada mediante integración numérica.

Estas tres distancias han sido calculadas en dos es
tudios paralelos, ambos estudios se realizan con muestras 
simuladas obtenidas a partir de p (y) MSI (y | 0 ,1) y p(6|y,0)
siguiendo el modelo (1). En el primer estudio 0q = O, 6^1;
mientras que en el segundo 9g = 3 y 0 ^ = 5 Los-resültados 
obtenidos en el apartado 3.2, cambios de localización y 
escala en el vector representante, permiten mantener los 
mismos valores para la media y varianza de y , pues un 
cambio en los valores de 0 también pueden interpretarse 
como un cambio de distribución de y .

Cada estudio consiste en diez repeticiones de la 
siguiente experiencia: Una vez fijada la distribución 
p(y) y el valor de 0, se obtiene por simulación una mues
tra de tamaño 50 y se calculan las tres distancias antes 
mencionadas; a esos 50 datos se les añade otra muestra 
de tamaño 50, formando un banco de datos de tamaño 100, 
y se calculan nuevamente las tres distancias; el proce
so se repite hasta el estudio de un banco de datos de 
tamaño 500.
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Las figuras 1 y 2 muestran los valores de DlS„ ob-£
tenidos en los dos estudios. Como era de esperar a la 
vista de los resultados teóricos, la distancia euclídea 
disminuye al aumentar el tamaño muestral, aunque esa 
disminución es considerablemente lenta, en especial en 
el segundo estudio. Así, mientras en el primer caso,
60=0, 0=1, la distancia euclídea nunca supera el valor 
0.5 con mas de 300 datos, ti>300, en el segundo caso,
0q = 3, 6^5, esa distancia toma valores alrededor de 1 
incluso con 500 datos, tz = 500.

Las figuras 3 y 4 muestran los valores de DlSM ob
tenidos en los dos estudios. Las rectas discontinuas ho
rizontales en esas gráficas corresponden a-los cuantiles 
de orden 0.5 y 0.95 de DlS., obtenidas a partir de la 
distribución Chi-cuadrado con dos grados de libertad. 
Estos cuantiles teóricos no se corresponden con los 
resultados obtenidos. Así, en el primer estudio, la mi
tad de los puntos superan el cuantil 0.95 cuando el nú
mero de datos es menor de 250. Ese comportamiento se me
jora para un número de datos superior a 300, pero toda
vía demasiados puntos superan el cuantil 0.95. En el se
gundo estudio los resultados obtenidos siguen sin ser 
buenos pero son bastante mejores que los del primero. En 
cualquier caso, la distribución asintótica parece subes
timar la varianza, incluso para tamaños muéstrales rela
tivamente grandes.

De un estudio global de las gráficas 1 a 4 se in
fiere que un aumento en el valor absoluto de los paráme
tros proporciona una peor estimación puntual de los mis
mos pero una mayor fiabilidad de las regiones de confian
za proporcionadas por la aproximación asintótica.
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Los valores de discrepancia son bastante menos intui
tivos que los proporcionados por las distancias euclídea 
y de Mahalanobis. Por ello puede resultar interesante la 
realización de un pequeño estudio sobre las implicacio
nes de los diversos valores de discrepancia antes de co
mentar los resultados obtenidos con esta distancia.

Dado un valor para el indicador y , la distribución 
de clasificación teórica en los modelos aquí estudiados 
es

p(ó = l|zy,6) = exp( eQ + ei¡/)/(1+exp (SQ + e ^ ) ) = p 

p ( 6=2 12/, 9) = 1-p

mientras que la proporcionada por los resultados asintó-
•,ticos es

p(6 = l|i/,Z>) = F (p (6 = 1 lí/,9)} = P + e e]z?
p (6=2 | y ,D) = 1-(p + e)

siendo e un número real perteneciente al intervalo (-p, 
1-p). La discrepancia entre estas dos funciones es

P 1-P
Dis(p,z) = p Log --- + (1-p) Log

p + e 1- (p + e)

En la figura 5 se muestran los valores de Dis(p,e), 
como función de*e, para cinco valores distintos de p, 
0.01, 0,1, 0.2, 0.3 y 0.5. Obviamente, por la simetría 
de la función Dis(p,e), su gráfica es la imagen especu
lar de la gráfica correspondiente a Z)ts(1-p,e), por ello
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CAPITULO 4

PROCESO INFERENCIAL PARA MODELOS DE CLASIFICACION 
REGULARES

En este capitulo se pormenorizan las etapas que cons
tituyen la estructura bayesiana en el enfoque clasifica- 
torio. En particular, dicha estructura se ejemplifica me-- 
diante el estudio detallado del modelo Normal Acumulado 
para dos clases.

El objetivo de la segunda parte del capitulo es la 
búsqueda de distribuciones de referencia. Se obtiene el 
resultado general y se proponen aproximaciones para que 
este resultado teórico, de cálculo difícil, pueda ser 
utilizado en aplicaciones. Se estudia con detalle las 
distribuciones de referencia correspondientes a los mo
delos de tipo 1 y tipo 2 obteniendo, como ejemplos, las 
distribuciones de referencia de los modelos loglstico 
aditivo y loglstico multiplicativo.
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4 .1 INFERENCIA Y PREDICCION

Desde un enfoque clasificatorio, la metodología ba- 
yesiana conlleva un proceso bietápico para la obtención
de la distribución de clasificación. En efecto» como ya

donde p (6) es la distribución inicial sobre el paráme
tro desconocido 060; F(6 |z?) es la función de verosimili
tud correspondiente al modelo p ( ó  Jx ,0) ;  p ( 0 | z?) es la dis
tribución final sobre 660, y por ültimo, p (6|x ,D) es la 
distribución de clasificación buscada.

El cálculo de la distribución final p C 8 | Z?) no es 
el objetivo del problema de clasificación, sino solamen
te un paso intermedio necesario. El énfasis de todo el 
proceso debe situarse, por tanto, en el cálculo de la 
distribución predictiva p ( 6 |x ,£>) .

En el capítulo anterior se ha demostrado que si el 
número de datos, n , es suficientemente grande entonces 
la distribución final, p (01Z? ) , puede aproximarse razo
nablemente bien mediante la distribución Normal N(B\6,H(9)t 
En este caso,

se discutió en el apartado 1.2, la distribución de cla
sificación es el resultado del proceso:

p (e|z?) ce v (q \d ) p (0)

p (6|x ,#) '* p ( 5|x , 0) f(0|§, H(B) ) d6

Por el contrario, si el número de datos no es sufi-
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cíente y/o se desea introducir información inicial sobre 
el parámetro desconocido 060, esa aproximación asintóti- 
ca no será válida. En este caso será necesario especifi
car la distribución inicial p(0) antes de realizar las 
dos etapas que conducen al cálculo de la distribución de 
■clasificación.

En el siguiente ejemplo se estudia el modelo Normal 
Acumulado. La distribución de clasificación para ese mo
delo se obtiene: primero, utilizando la aproximación nor
mal asintótica a la distribución final; después, utili
zando una distribución normal para representar las opi
niones iniciales del experto sobre el parámetro 060,
P (0) = tf(0|u,tf).

ejemplo 1. Modelo Normal Acumulado para 2 clases.
En el apartado 2.2 se definió el modelo de clasifi

cación Normal-Acumulado para dos clases, k=2, como:

donde 0 es un vector de dimensión igual al número de com
ponentes del vector representante, esto es m. De hecho

Si la cantidad aleatoria 6 que representa a las cía- • 
ses se define de forma que tome los valores +1 y -1 , 
correspondientes a las clases 1 y 2 respectivamente, en
tonces :

p (6 = 1 | 0 ,x) = <í>(0 ’x)

0€0=Rm .

(1)
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En esta notación, la función de verosimilitud es:

y ( e | z>) *  n p ( ó . | e , x . )  =
¿ = i 1 ^

i = 1

« $ (Diag X ’0) n (2 )

donde $^(Diag ^'0) representa la función de distribución 
Normal n-dimensional de media 0 y matriz de precisión 
la identidad, calculada en el punto Diag X'B; Diag es 
una matriz diagonal n*n tal que (Diag) ^  = ó^, y X es 
una matriz m*n cuya columna i-ésima es el vector repre
sentante x ..z

Como resultado del teorema 3.1.1, la distribución 
final puede ser aproximada, si el número de datos, n, 
es suficientemente grande, mediante la distribución Nor
mal ff(e|6, #(6)). Donde 0 es el estimador máximo verosí
mil y £7(0) es el estimador asintótico usual de la matriz 
de precisión, inversa de la matriz de covarianzas.

El algoritmo para obtener 9 y £7(0) por el método 
de Newton-Raphson puede expresarse como (Aitchison and 
Lauder, 1979):

w .z
(2-) $2 (x\ e ( r ) ) / { <í >( a: ' .  0 ( r ) ) ( 1 - < M r ' .  0 ( r ) ) ) }  z z z
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y^rK x \ Q {r) +{ (6^ + 1 ) /2-$ (xld (r) ) } /<f> (xlQ ̂ r)

donde <J> (.) y $ (.) son, respectivamente, las funciones 
de densidad y de distribución de una Normal unidimensio
nal, N( 0,1) .

Utilizando la aproximación asintótica, la distri
bución predictiva puede ser calculada de forma analíti
ca, obteniéndose (Aitchison and Lauder, 1979):

Por el contrario si se desea introducir informa
ción inicial sobre los parámetros del modelo, será ne
cesario especificar una distribución inicial, p(0), 
sobre él espacio paramétrico 0. Si las opiniones ini
ciales se representan mediante un miembro de la familia 
Normal, p (0)=N(0|y,H) , elección razonable habida cuen
ta de que el espacio paramétrico coincide con Rm , en-

p(£|x,Z?) = p(6|r,0) p (6 | Z7) d0 =

(3)

tonces:

p ( 0 | Z?) = p(0) 7(0|Z>) “ N ( 0 | y,#) $n {Diag * 1 0 ) «

x 0
® exp{-J(6-y) 1H (0-y) } % exp{-}2|} d2-¿

Tras los cambios de variables apropiados:
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p (e| £>) a' expi - H  (0-y) ' H (0-y) +
(4 )

+ (y+Diag X'B)'(y+Diag Z ' 8 ) } [  d y

A n t e s  de c o n t i n u a r  c o n  e s t e  e j e m p l o  es n e c e s a r i o  

i n t r o d u c i r  la s i g u i e n t e

P R O P O S I C I O N  l

Sean H y c dos matrices definidas positivas y si

métricas, entonces:

D E M O S T R A C I O N

(0— y ) 1H (9— y) + (BB-m)'G(BB-m) =

= 9 ' //6 + y 1 # y - 2  8 'H u + B 'B 'GBB+m' Gm-2 6 ' B ' Gm =

= 6' (H+B'GB) 0-2 e' (H+B'GB) (H+B'GB)-1 (H\i + B ' Gm) +y'H\i+m'Gm

C o m p l e t a n d o  la f o r m a  c u a d r á t i c a  en 8, la p r o p o s i 

c i ó n  q u e d a r á  d e m o s t r a d a  si se c o m p r u e b a  q u e

y 'Hu+m'Gm-(H\i+B'Gm)'(H+B'GB)'1 (H p + B rG m ) (6)

c o i n c i d e  c o n  el s e g u n d o  s u m a n d o  d e  la p a r t e  d e r e c h a  de 

la e x p r e s i ó n  (5) .

í 8-y j ’B(6-yJ + TBO-mJ 'g T B O - m ;

{ O - Í H  + B ' G B j ' ^ H U  + B ’ G m j }  ' Í ' H + B ’ G b K B - Í ' H + B ' G B J ' 1

(5)

f H y  + B ’ G m j }  + í m - B y j  '  ( G  1 + B H - 1 B ' j ~ 1 í ' m - B y J
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Ahora bien, (6) es:

u 1 ( E - H U i + B ' G B ) ' 1 H)\i + m' (G-G ' B (H+B ' GB)~ * B ' G) m -

-1 <7)- 2r'G(B(H+B'GB) H)u

E s t a  e x p r e s i ó n  p u e d e  s i m p l i f i c a r s e  m e d i a n t e  la 
i g u a l d a d  d e  m a t r i c e s  (Rao, 197 3 ,  e j e r c i c i o  2.9 ,  p a g . 33),

C-CA(B+A'CA)~1A'C'= (C~ 1+AB~1A ')“ 1 (8)

d e  la q u e  se d e d u c e n ,  c o m o  c o r o l a r i o s ,

A ' (C+ABA ')'1C = 5 " 1 (B~l+ A 'C " ^ )" 14' (9)

C-CiC+ABA ') _ 1 C = A (B~X+A ' C*- 1 >1) ~ lA ' (10)

U t i l i z a n d o  (10), (8) y  (9) r e s p e c t i v a m e n t e  en los

t r e s  s u m a n d o s  d e  (7), se o b t i e n e :

\i'B' lG~1+BH~1B')~lB\i + m ’ (G~ 1 +BH~ 1 B ' ) " 'm - 

- 2m' (G - 1+BH~ 1B 1)- 1 Su

EJEMPLO 1 (Continuación)
Aplicando la proposición 1 a la expresión (4) y 

multiplicando por las constantes apropiadas:

p (e | z?) = c p(0|í/) f ( y )  d y
R ” -)

donde:
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p (6 | y ) = N (0 | (H+XDiag2X')~1 (Hu-XDiag y) ,[H+XDiag2 X ')

f(y) = K(y\-Diag X'\i,(\+Mag X ' " 1 XDiag)'1 ) ''

y siendo C  la constante de proporcionalidad, esto es,

C_1= íí n p (6(y) /(y) dy d6 = í /(y) dy =
R (-) R (-)

= (0 | -Diag X'\i, (l+Diag X ’ XDiag) ~ 1) (11)

Por tanto, p (0 J Z?) = | p(0|y) p(y) dy. Siendo p(y)
la función de densidad de una cantidad aleatoria Normal 
truncada. Los momentos de la distribución final se pue
den poner en función de los momentos de la cantidad 
aleatoria y, de forma que:

E ( e | D) = EíE(e|¡/)} = Eí m + X X ')-1 (B\i-XDiag y)} =
y y

= (H+XX')'1{Hv-XDiagE(y)) (12)

puesto que Diag2=\.

E(e21z?) = EíE(02 \y)}
y

= E{{H+XX')~1+(H+XX')~1{Hv-XDiag y)
y

(H\i-XDiag y)'(H+XX')~1} = 

= (H+XX'j _1 + (H+XX ') _1EÍ {H\i-XDiag y)
y

(ti\i-XDiag y) '}(fí+XX')_1 =
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= (£(+**•)" 1+E O  |0)E' {e\D) + (H+XX')-íXDiag\/M(y)

Diag X '(H+XX') -1

en consecuencia,

VAR(el^) = \H+XX')~1 + iH+XX')-íXDiag\/kR(y)
(13)

Diag X'(H+XX')~1

Los momentos de la distribución Normal truncada 
p(y) / E.( 2/ > y VAR (y) ' pueden expresarse (Tallis, 1961) 
como combinaciones lineales de funciones de distribu
ción Normales n, n- 1 y n-2 dimensionales.

De forma similar, la distribución predictiva bus
cada es,

militud del banco de datos ampliado por el elemento (ó,x). 
Por tanto, si X* y Diag* (6) son las matrices correspon
dientes al banco de datos ampliado,

p(ó|x,Z?) « ? (ó | x , 0) F (0 | D) p(0) d0 a

donde V*(0|D ,(6,x)) representa a la función de verosi-

p (6 | £ ,Z)) a í| „ exp|-H (0-y) 'H(Q-u) +
R (-)

+(y*+Diag*(6)X*'Q)'(y*+Diag*(6)X*'6)}\ dy* d0

Teniendo en cuenta que \h +X*X*'\ no depende de ó y que
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|\+Diag* ( ó U *  'H~1X*Diag* (Ó) | =

= (6 ) (I+X* 'h~iX*)Diag* (6 ) | =

j I + Y *  >H* 'y_* [ t
t a m p o c o  d e p e n d e  d e  6 . L a  d i s t r i b u c i ó n  p r e d i c t i v a ,  t r a s  
a p l i c a r  l a  p r o p o s i c i ó n  1 y m u l t i p l i c a r  p o r  l a s  c o n s t a n 

t e s  a p r o p i a d a s ,  es:

« {C*(o)}” 1 

c o n  {C*(5) ) _ 1  = í n + 1  (0| -Diag*(6)X*’\i,

(l+Diag* (&)X*'H ~ lX*Diag* (6 ) ) _ 1 )

C o m o  se t r a t a  d e  u n a  d i s t r i b u c i ó n  d i s c r e t a ,  la c o n s 

t a n t e  d e  p r o p o r c i o n a l i d a d  es f á c i l m e n t e  c a l c u l a b l e  c o n  

lo que,

N ( 0 | (H+X*X* ') 1 (Hu-X*Diag* (6)y*)

(H+X*X*') ) N ( z / * | - D ¿ a s * ( ó ) Y * ' u ,  (l+Diag* (ó)Y*'

H ~ 1X*Diag*( 6 ) ) - 1 ) dy* d9 «

a N ( z / * | - ü i a g * ( ó ) Y * ' y ,  (\+Diag* (6)X*'H~1X *

Diag* (5)) 1 ) dy*

(14 )

L a s  f ó r m u l a s  o b t e n i d a s  t a n t o  p a r a  la e s p e r a n z a  y
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varianza de la distribución final como para la distri
bución predictiva, expresiones (12), (13) y (14), tienen 
una forma analítica sencilla, sin embargo su cálculo no 
es posible en la práctica. Esto es debido a que involu
cran el cálculo de funciones de distribución normales 
de dimensión el número de datos, n. Si n no es muy peque
ño, no mayor que 3 ó 4, el cálculo de $ (•) es prohibi
tivo.

El hecho de que las expresiones (12), (13) y (14) 
sean fácilmente calculables si n es muy pequeño, en par
ticular para un tamaño muestral 1 , apunta hacia la apro
ximación de los resultados anteriores mediante el siguien
te método iterativo. En cada iteración se introduce un 
nuevo dato, calculando la distribución final correspon
diente; dicha distribución final se aproxima mediante 
su mejor aproximación Normal en el sentido de la discre
pancia de Kullbach-Leibel, esto es, por la distribución 
Normal con la misma media y varianza; esta aproximación 
Normal se utiliza como distribución inicial en la siguien
te iteración.

Asi, en la (r+1) iteración:

P (0 I (<5j ftfj) t • • • / (6 ,x )) = N{QU  ,H ).V V i ̂  r V

r+ 1

{H +X x') * (H y +6 E (y )x )V T V  T V  V  c/2‘» r»

= ( h  +x x ')_1 + var (y ) (# + x  x1)~1 x  x ' ( H  + x  x ')V V I *  * r\»\ * t/ 2?f V V  V  V  V  V  ' V  V
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d o n d e  E(j/r,) y VAR<í/r.) son, r e s p e c t i v a m e n t e ,  l a  m e d i a  y 
v a r i a n z a  d e  u n a  d i s t r i b u c i ó n  N o r m a l  d e  p a r á m e t r o s  
-6 x'y y (1+x'tf_lx )~ 1 , t r u n c a d a  e n  0, p o r  t a n t o  J o h n

y» Y* Z* u y* Y* Y*
son and Kotz (1970; pag. 81-83):

-1 * <í(ar )E(¡/ ) = -ó x ' y  - (1+x'tf x  ) ! ----—r  r  r  r  r  r  . , .
* ( ar )

<m v

2 *

r $(<2 ) r
<M a r )

V A R  (yr ) = d + x ^ / T ^  )

c o n  a = (1+x'#_lx )  ̂<5 x ' yr r  r  r  r  r  r

E s t e  m é t o d o  i t e r a t i v o  n o  es i n v a r i a n t e  c o n  r e s p e c 
t o  al o r d e n  en el q u e  se i n t r o d u c e n  l a s  o b s e v a c i o n e s , 
p o r  lo q u e  en su a p l i c a c i ó n  s e r á  a c o n s e j a b l e  el e s t u d i o  

de su r o b u s t e z  f r e n t e  a c a m b i o s  en e l  o r d e n  d e  i n t r o d u o  

c i ó n  d e  l o s  d a t o s .

U n a  v e z  o b t e n i d a  la a p r o x i m a c i ó n  N o r m a l  a la dis^ 
t r i b u c i ó n  f i n a l ,  p ( 0 | Z?) s N (6 | ŷ ,,H^) , l a s  p r o p i e d a d e s  

d e  la d i s t r i b u c i ó n  m u l t i n o r m a l  a s e g u r a n  q u e ,

p ( 9 ' x | j )  i N(Ü'x I y *x, (x' H x) )72 n

s e a  c u a l  s e a  el v e c t o r  r e p r e s e n t a n t e  x . P o r  t a n t o , a p l i 

c a n d o  la p r o p o s i c i ó n  1 ,

p (6 = 1  \x ,D) = | p (6 = 1 1 x ,e ) p (e | z?) de

(2tt) ~ 1 (x 'í^x) ” *e x p { - J  (x *H 1 x) ~ 1 (z/-y^x) 2 } d y  =

= <M6y'x (1+x'ff x)"M M n  ti
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Esta aproximación, a parte de su dependencia del or

den de introducción de los datos, presenta el incovenien- 
te de necesitar invertir una matriz, la matriz H , en ca
da iteración. Por tanto, si el número de datos, n, es su
ficientemente grande este método puede resultar demasia
do lento y por ello poco aconsejable. Sin embargo, es en 
ese caso, n grande, cuando puede esperarse un buen fun
cionamiento de lá aproximación asintótica. ^

Introducir información inicial sobre los parámetros 
de un modelo de clasificación regular presenta graves 
inconvenientes, no solo desde el punto de vista matemá
tico, búsqueda de modelos multivariantes tratables, si
no también desde un punto de vista práctico. En efecto, 
el experto puede tener cierta información a priori so
bre la distribución de clasificación, pero traducir esa 
información en una distribución inicial, p(0), sobre el 
parámetro desconocido 060, puede ser difícil.

En consecuencia, en el enfoque clasificatorio re
sulta particularmente importante la obtención de distri
buciones de referencia. Son esas distribuciones las co
rrespondientes a aquellas situaciones en las que o no 
se desea introducir información inicial o esta es dema
siado débil para tenerla en cuenta. Además, las distri
buciones de referencia constituyen una forma de medir 
la influencia de la información inicial en el resultado 
final.

El resto de este capítulo trata sobre la obtención 
teórica y el cálculo práctico de las distribuciones de 
referencia para los modelos de clasificación regulares.
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4.2 DISTRIBUCIONES DE REFERENCIA

La Regle de Jeffreys (Jeffreys, 1946, 1967) es el 
primer resultado importante conseguido en la búsqueda 
de distribuciones iniciales no informativas sobre pará
metros continuos. Jeffreys, basándose en argumentos de 
invarianza, propone el uso como distribución inicial 
no informativa de la raíz cuadrada del determinante de 
la matriz de información de Fisher del modelo muestral,
i.e.,

Este resultado parece funcionar perfectamente en 
el caso unidimensional continuo, sin embargo ha sido 
bastante criticado, incluso por el mismo Jeffreys, en 
el caso multidimensional.

Basándose en argumentos de Teoría de la Información 
Bernardo (1975,1979) propone un método para el cálculo 
de las distribuciones de referencia que, en cierta for
ma, generaliza la Regla de Jeffreys caracterizando con
diciones suficientes para su validez. Asi, cuando el 
palámetro es continuo y el modelo regular, i.e. la fun
ción de verosimilitud cumple las condiciones de regu
laridad para la normalidad asintótica, los dos métodos 
coinciden si el parámetro de Ínteres es el vector pa
ramétrico 6, completo; esto es, si el objetivo es hacer 
inferencias sobre todo el vector paramétrico y no sola
mente sobre parte del mismo.

En particular, si el objetivo principal es la pre
dicción de resultados futuros, el parámetro de interés

ir siendo I (6)
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es la nueva observación, mientras que el vector paramé
trico juega un papel marginal. Por ello puede conside
rarse como distribución predictiva de referencia la cal
culada a partir de la distribución de referencia del 
vector paramétrico completo, 9. (Ver Bernardo, 1979, en 
contestación a Bartholomew). Asi pues, parece razona
ble utilizar

ir (0) « I J(e) |*« | £ {-D^Log p(ó,x|0)}|* (1)
x , ó | e  0

como distribución inicial de referencia para problemas 
de clasificación.

4.2.1 MODELOS DE CLASIFICACION REGULARES

La distribución de referencia dada por la expresión 
(1) para los modelos de clasificación regulares,

p(ó,x|0) = p(ó|x,0) = F^(0'x)

es

k i7T (0) cc | E {- I F6(0'x) Dg (Log ¿^(0'x))}!4 x 6 = 1
En este apartado se estudia con detalle esa dis

tribución inicial proponiendo aproximaciones para el 
caso, muy frecuente, en el que la distribución de los 
vectores representantes es desconocida y, por tanto,
la esperanza E no puede ser calculada directamente.x
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P o r  la r e g l a  d e  la c a d e n a ,  d e n o t a n d o  m e d i a n t e  t a 

t (x ,0 ) = 0 'x ,

a e . . se..
“l *1 *2 2

L o g  F . ( ? 1 x )

90
'l 2 J 2

3t
L o g  F £ (*)

3 0., , 
3
V i

r

= X
1 dt . dt . 

¿j j 2

L o g  F £ (t )
96 . . ° 2

V 2

1 2 9 1 . 9 1 .
jj j 2

L o g  F j U )

l u e g o ,  si £>*(Log F £ (6 'r)) es la m a t r i z  d e  d e r i v a d a s  p a r 

c i a l e s  s e g u n d a s  c o n  r e s p e c t o  a 0 d e  la f u n c i ó n  L o g  F í ( 0 ,jr) 

¿ ( L o g  F¿y Z?*(Log F x (t)) se d e f i n e  d e  f o r m a  s i m i l a r ,  e n t o n c e s :

-Z?g (Log F 6 (0'x)) = x x ' ® { - F j ( L o g  F ¿ (t))} 

d o n d e  ®  r e p r e s e n t a  e l  p r o d u c t o  de K r o n e c k e r  d e  m a t r i c e s .

A d e m á s ,

9 2

9t . 9 1 .* 3

= - ( F ¿ (t))-2

3 1 3

F, (t)
l 6

3t .i

3 3

3t . 
«7

f 6 <*>
3t.

1 3 2
V

(t) dt .dt
u

3

x 6

J

fi(t] ----
3 t j

L o g

F 6 (t)

F  (t) ,
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F¿ (t) dt .dt . 
C ^ J

de d o n d e  se d e d u c e :

- i
í 32
{ dt .3

L o g  F ,■ (t )

k 3 3
l F,(t) ---- L o g  F ~ (t) ---- L o g  F.(i) +

6 = 1 3t . 0 3 1 .
*• 3

k 3 2

♦ l
6 = 1  dt.dt . 

i 3

F ó (t)

A h o r a  b i e n ,  c o n s t a n t e ,  l u e g o  su d e r i v a d a

se a n u l a .  P o r  t a n t o ,

f .
{-D2t (Log (t) ) } = H

s i e n d o  ti la m a t r i z  (fc-1 ) x ( k - 1 ) c o n  e l e m e n t o  g e n é r i c o

k d d
l

5=1 dt . dt
ti . . = l F* (t) ---- L o g  F , (t ) ---- L o g  F ~ (t )

6 = 1 0 dt . dt .
i J

L a  m a t r i z  ti e s  d e f i n i d a  p o s i t i v a ,  p r o p i e d a d  P2 d e  
los m o d e l o s  d e  c l a s i f i c a c i ó n  r e g u l a r e s .

E n  r e s u m e n ,  l a  m a t r i z  d e  i n f o r m a c i ó n  d e  F i s h e r  es

1 ( 9 )  = E
x 6

k '  8  { -D 2 (Log F ¿ (t) ) }

^ - D i (Log F, (t))

(2
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Si la distribución que genera los vectores repre
sentantes fuese conocida entonces la matriz 1(0) podría 
ser calculada exactamente, siempre que las integrales 
involucradas tengan solución analítica. Por el contra
rio, en numerosas aplicaciones, la distribución de los 
vectores representantes es desconocida. En tal caso es 
preciso buscar aproximaciones a 1(0).

Utilizando el propio banco de datos para conseguir 
información sobre la distribución de los vectores re
presentantes, la matriz 1(0) puede ser aproximada por 
Monte-Cario, de manera que si el muestreo ha sido pros
pectivo ,

. n
1(0) s n~l l {x.x'.®H(B,x )} 

i = 1
donde n representa el tamaño muestral.

Por el contrario, si el muestreo ha sido retros
pectivo obteniéndose n  ̂ datos de la clase o,

k n 6
K0) » l p(6) .-' j  {x{4xi{ ® s (e,=i )}

0=1 1=1

La aproximación por Monte-Cario a la distribución 
final es, por tanto,

\.cle) •
n
l {x .x\QHidrx .)}

para el muestreo prospectivo.

Esa expresión tiene sentido si y solo si el deter
minante de la matriz involucrada es no nulo. Bajo condi-
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clones muy generales esa matriz es definida positiva.
En efecto,

PROP OSICION 1
Sea x un vecz or m - á i m e n s i o n a l  y h.-Ki'x/' una matriz

( k - 1 ) * ( k - 1 ) . La matriz E í x x ' ®  es definida positiva
x

si la distribución que genera los vectores representan
tes, pfxj, es discreta finita y existen m vectores 
(x^- i=I,. . . ,-m} , linealmente independientes, con p(x ^>0.

DEMOSTRACION
Se desea demostrar que el único vector a tal que

a ' E í x x H}a=0 es a=0. 
x

Dado a€Rm ^ ”^  sea {a^€R^ ; ¿=1,...,m} tal que

a= (a| ,...,a^) ' y sea A la matriz m*(k-1) cuya columna 
i-ésima es el vector a ..V

m m 7ñ
a'(xx'&H)a = Y Y a'x x Ha = Y x x a'Ha =. r r s s L, r s r sr=i s=i r = 1

= x'A'HAx

Como H es definida positiva, a '(rx'© H)a=x1A ’HAxiO 
con igualdad si y solo si¿4x = 0.

a'\¡.{xx'&H}a = Eía 1 ®  H) a] = ^{x'A'HAx} = 0
x x  x

ya que se trata de la esperanza de una variable no nega
tiva . Además, por la misma razón,

£{x'A'HAx} = 0 <*=> V{x' A' HAx>0) = 0 <-> 
x

<=> P{i4x>0} = 0 <=> PÍxfi/.-1} = 1



107

idonde A"̂  representa el espacio ortogonal al generado 
por A . Ahora bien, para que la última probabilidad en 
la expresión anterior valga uno, los m vectores lineal
mente independientes {r,.}, deben pertenecer al espacio 
A~̂ r luego Rango (/.-*■) im. Por tanto,

P(x€^) = 1 => Rango >m => 0 ¿Rango (A) =m-Rango (i4-̂) ¿0 =>¡i

=> Rango (i4)=0 => 4E0 => a=0
I

COROLARIO 1
Si los vectores representantes incluidos en el ban

co de datos, (x^; i-7,...,n}, forman un sistema de ge
neradores de Rm entonces la matriz

n
Y{x.x.,®H(0,x.J}

. u . i i ii = l
es definida positiva.

DEMOSTRACION
n
£ {x . x H  (0 ,x .) } puede considerarse como n 

i= l
veces la esperanza de la variable aleatoria discreta con 
n puntos posibles, cada uno de ellos con probabilidad 
1 /n. Como entre esos vectores existen m linealmente inde
pendientes, puede aplicarse la proposición anterior ob
teniéndose directamente el resultado buscado.

I

COROLARIO 2
Si los n„ vectores representantes incluidos en el 

banco de datos y correspondientes a la clase & forman 
un sistema de generadores de Rm entonces la matriz 
Ip(6)£(xigX'£ 6 H ( )  es definida positiva.
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El corolario 2 es la réplica del corolario 1 para 
muéstreos retrospectivos. Su demostración es totalmente 
similar a la del corolario 1.

EJEMPLO 1
Sean x = (1 ,0) 1 y x2 = (1 ,1) ' los únicos valores posi

bles del vector representante; sean p 1 y p2=1-pj las 
frecuencias relativas con las que x 1 y x2 han aparecido 
en el banco de datos. La aproximación por Monte-Cario 
a la distribución inicial de referencia es:

*MC<0) “ l?i x ix i + P2 X2X\ #<e'x2)| i

p (6,x ̂  +p2B(Q ,x2) p2^(0,x2)

P2H(B,x 2)

Ahora bien, utilizando que si A=

P2m e , x 2)

A 1 1  A 1 2 con A2 2A A 
1 2 1  2 2 '

no singular, entonces |A | = |A22 | |A 1^-Ax2A22A21 I,. (Graybill, 
1961, teorema 1.50, pag. 8):

^ C (9) « |p2ff(0,x2)|i | p t ( 0 ,x t - |ff(6,a;1) | * |fl(0f*2)|

Resultado que no depende en absoluto de las fre
cuencias Pj y p2, por lo que coincide con el resultado 
que se obtendría si se conociese la función p(x), esto 
es, con el resultado exacto.

■ I

Sin embargo, si el número de vectores representan
tes es mayor de dos, la aproximación por Monte-Cario 
puede depender de las frecuencias relativas con las que
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los v e c t o r e s  r e p r e s e n t a n t e s  a p a r e c e n  en el b a n c o  d e  d a 

tos. C o m o  c o n s e c u e n c i a ,  la a p r o x i m a c i ó n  a la d i s t r i b u 
c i ó n  i n i c i a l  de r e f e r e n c i a  a s í  o b t e n i d a  n o  ha de c o i n 
c i d i r  n e c e s a r i a m e n t e  c o n  la v e r d a d e r a  d i s t r i b u c i ó n  

i n i c i a l  d e  r e f e r e n c i a .  U n a  p r u e b a  d e  e s t o  es e l  s i g u i e n 

te

ejemplo 2
S e a n  £ , = ( 1 , 0 ) ' ,  x = ( 1 , 1 ) '  y x 3 = ( 1 , - 1 ) '  l o s  ú n i c o s  

v a l o r e s  p o s i b l e s  d e l  v e c t o r  r e p r e s e n t a n t e .  S e a n  p jf p 2 

y p ^ ,  r e s p e c t i v a m e n t e  l a s  f r e c u e n c i a s  r e l a t i v a s  c o n  las 

q u e  , i 2 y h a n  a p a r e c i d o  en el b a n c o  d e  d a t o s .

L a  a p r o x i m a c i ó n  p o r  M o n t e - C a r i o  a la d i s t r i b u c i ó n  

i n i c i a l  d e  r e f e r e n c i a  es:

"mC 161 “ lf,lXlI¡Sl,p2I2X2S2',p3X3x;S3li "

>  I P 2 ¿'2 * P 3 Í 3 | 1  I P , V P 2  V P 3 S 3 _
- ( p 2 S 2 - P 3 » 3 >  < P 2 B 2 - p 3 ff3 ) ' 1 , P 2 S 2 - P 3 ff3 ) I ¡ 

d o n d e  H .sH(Q,x .), s o n  m a t r i c e s  d e f i n i d a s  p o s i t i v a s ."L t-

S i  p 2 = P 3 y se d e n o t a  p o r  q e l  c o c i e n t e  p^/p,, e n 

t o n c e s  la e x p r e s i ó n  a n t e r i o r  se c o n v i e r t e  en

-„c<¡» “ l-V2»S3| ! k V V V ' V V ' V V ' ^ V V l 1
q u e ,  o b v i a m e n t e ,  d e p e n d e  d e l  c o c i e n t e  q y a  q u e  tí, es 
u n a  m a t r i z  n o  nula.

II
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En cualquier caso, las frecuencias relativas pue

den ser una aproximación suficientemente buena a la 
distribución de los vectores representantes, p(x), si 
esta distribución es discreta finita y existen pocos 
vectores representantes distintos en relación con el 
número de datos, n. Por tanta, bajo esas condiciones 
es de esperar que la aproximación por Monte-Cario sea 
bastante precisa.

Sin embargo, el uso de ir (©) como distribución• MC
inicial presenta graves inconvenientes desde el punto 
de vista computacional; esto es asi ya que no parece 
existir una solución analítica sencilla al determinante 
que aparece en la definición siendo su desa
rrollo, en general, prohibitivo.

Por ejemplo, considérese la situación en la que 
el vector representante está formado por un término 
constante y tres indicadores dicotómicos, m =4, -con lo 
que el número de vectores represéntantes distintos es 
8- y existen solo dos clases distintas, k=2, -con lo 
que H{Q,x) es un número real-. El determinante involu
crado en el cálculo de tt (0) corresponde a una matrizMC
4x4, por tanto su desarrollo conlleva una suma formada 
por 18 sumandos, cada uno resultado del producto de 4 
factores. Como, además, el determinante a desarrollar 
corresponde a la suma de ocho matrices, el número to
tal de operaciones involucradas es enorme.

Una alternativa a la aproximación por Monte-Cario 
se obtiene si se supone que las matrices xx' y H(9,x) 
son aproximadamente independientes, entonces:

E ( x x  '® H (  e , x )  > s E ( x x ' ) 0 E (# ( 9 ,*) )
X X X
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La matriz H depende de 0 y x a través de la com

binación lineal 0'x, por tanto la covarianza de H y x x ' 
será, en general, no nula. Sin embargo, si la varianza 
de x es suficientemente pequeña para no esperar grandes 
cambios en las probabilidades p (¿ | x , 0) = “ - (-■ ' x ) a través 
de las cuales se define la función H, la suposición de 
independencia puede proporcionar una aproximación sufi
cientemente buena.

Aceptado esto, la distribución inicial de referen
cia puede aproximarse mediante:

tt{0) * |E(**')®E(^(0»*)) I* =
x x

= ieu*')i(fe-i)/2 ie(*(0,x))r /2 - |E(A<0,x))r /2
X  X

X

ya que si A y B son dos matrices cuadradas de dimensión 
axa y £>x£> entonces | A 9 B ¡ = | A | B |a . (Anderson, 1958, 
teorema 10, pag. 348).

Para el cálculo de la esperanza de H, si no se 
desea modelizar p(x) o las integrales involucradas no 
hacen posible su cálculo exacto, puede proponerse de
sarrollos de Taylor. En particular, una primera aproxi
mación es E(¿7(0,x))= ff(0,E(*))- Obviamente, añadiendo 
nuevos términos al desarrollo de Taylor puede mejorar
se la bondad de la aproximación tanto como se desee.
Sin embargo, considerar mas de un término implica el 
cálculo-del determinante de una suma de matrices.

Antes de continuar, puede resultar muy interesante 
el estudio del siguiente
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EJEMPLO 3
Considérese un problema de clasificación en el que 

el vector representante está formado por un término cons
tante y un indicador continuo, esto es, m=2, y x = (1,y)'.
Si el número de clases es dos, k-2, entonces H(S ,x) es
un número real y por tanto:

|E(xx ff(e ,x)} | = E(fí) E (y2tf) E2 (yH)
x y y y

Si y y o2 representan la media y varianza de y , el 
desarrollo en series de Taylor de las funciones H , yH y 
y2H , proporciona las aproximaciones (Lindley, 1965, teo
rema 3.4.1) :

EU) £ ff(y) + i cj 2 --- # (u)
y dy2

E (yH) s ytf(y) + ia2 
y

E iy2fi) = y2ff(y) + ia 
y

2 —  tf(y)+y --- tf(y)
dy dy2

d d2
2tf(y)+4y —  tf(y)+y2 --- ff(y)

dy dy2

por tanto, tras un sencillo cálculo, 

E(fl) E lyzH) - E2(ys) =
d2 f d 2 ’

* a2 (y) } 2 + i a1* y(y) --- H(V) - 2 1—  ff(y)
dy2 1%

si la desviación típica, o, es suficientemente pequeña, 
el segundo sumando será despreciable frente al primero. 
Por tanto,

tt (6) « lEUs'® I * ¿ ^(y) = |í/(0 ,E(a:) ) r /2
■I
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Un compromiso entre bondad de aproximación y faci
lidad de cálculo puede aconsejar el uso de la función

\h (q ,e (x \) r /2

como distribución inicial de referencia.

Si no se conoce la esperanza de x, el propio banco 
de datos, o uri banco alternativo, puede utilizarse para 
encontrar un estimador x de E(x). En tal caso

-E (e)« i#(e,x) r /2

proporciona una aproximación estimativa a la distribución 
inicial de referencia.

En el siguiente ejemplo se estudia la bondad de la
aproximación tt (0) en un modelo en el que es posible no E
solo la obtención de la distribución inicial de referen
cia, tt(0), sino también, mediante integración numérica, 
el cálculo de los momentos de las respectivas distri
buciones finales, ir (6 | Z>) y tt ( 0 |Z?) .

ejemplo 4 Datos s i m u l a d o s .

Dos clases, íc=2;.un solo indicador dicotómico, 
i/€{-1,1}; y no se considera término constante en el vec
tor representante, esto es, se supone 0j conocido e 
igual a 0, por tanto m = 1. Si se asume el modelo logís- 
tico,

p ( 6 = 1|6 ,x) = 1-p(6=2|0,x) = exp(y 0)/(1+exp (y 0)) ,

V=-1,1



la distribución inicial de referencia para el parámetro 
6, es

-(5) c |E ^  (-C?Log p ( ó | ̂  , 6) ) | ̂

= exp(6/2)/(1+exp(6))

qtre coincide, al igual que en el ejemplo 1, con la
aproximación tt, (0). Por el contrario,MC

tte(6) oc | Hie ,y) r /2

«' exp (y 6) / (1 +exp (y9)) 2

siendo y la media muestral de los indicadores.

En la tabla 1 se recoge una muestra de tamaño 10 
obtenida mediante simulación a partir de una población 
en la que p(z/=1)=0.75 y siendo p(ó|i/,0) un modelo lo- 
gístico con parámetro 6=2.

y 1 -1 1 1 1 -1 1 1 1 1
ó 1 2 1 2 1 1 1 1 1 1

- tabla 1- 
- banco de datos simulado-

La función de verosimilitud es:
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por tanto, como y =0.6,

tt (0 | Z?) = C exp (8.59) (1 +exp (0 ) ) -11

r (9|T) = Te e x p (8.66) (1+exp(9) )-1 0 (1+exp(0.6 S ) ) ~ 2

Tanto las constantes de integración, C y , como 
la inedia y varianza de estas distribuciones pueden ob
tenerse fácilmente por integración numérica, ver tabla
2. De igual forma, tabla 3, pueden calcularse las dis
tribuciones de clasificación predictivas.

TT(e|Z)) V e b )

Cte. de integración 1 9 4 .5 0 5 9 3 6 7 . 5 4 0 8

media 1 .3 7 6 9 1 .4 0 7 0

varianza 0 .6 1 5 2 0 .6 2 4 7

- tabla 2 -

p (6 = 1)
Dist.

TT ( 0 | D)

Final
nE <e| f l ) Discrep.

y= i 0 .7 7 2 7 2 7 0 .7 7 7 1 6 0 0 .0 0 0 0 5 6

y =-1 - 0 .2 2 7 2 7 3 0 .2 2 2 8 4 0 0 . 0 0 0 0 5 6

tabla 3 -

Las gráficas de las distribuciones tt (e |z?) y ttE (01z?) 
se muestran en la figura 1.

A pesar de la sencillez de este ejemplo, sencillez 
inevitable para que el error producido en la integración 
numérica pueda considerarse despreciable, los buenos re
sultados obtenidos resultan, cuando menos, esperanzadores
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i

2

í -1

00

00

00

00

0.00 0.00 
-  f i g .  1 -

4.1

II

E J E M P L O  5. Modelo Normal-Acumulado para dos clases.

E n  d o s  p o b l a c i o n e s  fí(Q,x) no es u n a  m a t r i z  s i n o  

u n  n ú m e r o  real, e x a c t a m e n t e

H(B'X) = F A t )  —  L o g  F A t )  + F A t )  —  L o g  F A t )  
1 d t 1 dt

Si se u t i l i z a  el m o d e l o  N o r m a l - A c u m u l a d o ,

F j U )  = * ( * ) ,  F 2 (t) = 1 - F j U )  = A - t )
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d d
—  F (t) = á>U) , —  F (t) = -<}! (t)
dt 1 di

donde í1 ( .) es la función de distribución y í(.) la de 
densidad de una distribución Normal con meara cero y 
varianza uno. Por tanto,

tf(0,x) = <J>2 (t)/$ (t) + <j)2 (t)/$ (-t) =

= 4>2 (t) $_i (o «r1 <-t)

P o r  t a n t o ,  u t i l i z a n d o  la s e g u n d a  a p r o x i m a c i ó n ,  la 

d i s t r i b u c i ó n  i n i c i a l  d e  r e f e r e n c i a  e s

tte (9) <= |tf(0,x)|m/2 “ 4>m (9'x) *"m/2 (9'X) 4- m / 2 (-0'x)

s i e n d o

( 6 * o:) <* e x p ( - m / 2  9 ,x x ,0) a N ( 0 | o , m x x ' )
II

4 . 2 . 2 .  M O D E L O S  D E  T I P O  1

L o s  m o d e l o s  d e  c l a s i f i c a c i ó n  r e g u l a r e s  d e  T i p o  1 

se d e f i n i e r o n  en el a p a r t a d o  2 . 2  c o m o  a q u e l l o s  m o d e l o s  

d e  c l a s i f i c a c i ó n  t a l e s  que:

- *v

p ( ó = í | x , 9 )  = F ■ (t) , i = 1 , . . . ,k

c o n  :
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W
F,.(t) =       Fk it) , -¿ = 1 , . . . ,í; — 1

Fk (t) =
k -1

U  l

(3 )

i ¿ = 1 1 - U .  (t.)
Z- t-

-1

fe- 1s i e n d o  t = t ( 6 , x ) = 0 'x 6 R c o n  t . = 8 1 .x, c o m p o n e n t e  i - é s i -z z

m a  d e l  v e c t o r  t, y d o n d e  Í = 1 ,...,fc-1 } s o n  fc- 1z

f u n c i o n e s ,  p o s i b l e m e n t e  d i s t i n t a s ,  d e  R en el i n t e r v a l o  
a b i e r t o  (0 , 1 ) q u e  c u m p l e n  l a s  c o n d i c i o n e s  e x i g i d a s  p a r a  

l o s  m o d e l o s  d e  c l a s i f i c a c i ó n  r e g u l a r e s  en d o s  c l a s e s .

P R O P O S I C I O N  2

Si corresponde a un modelo de Tipo 1, expre

sión (3), entonces:

Q,x) = Diag ̂ (Diag . Diag:

siendo Di a g  ̂ y Diag2 dos matrices diagonales (k-1)x (k-1), 
tales q u e ,

rz?íaffl; i i = n - ^ . r 2 F k — ±  , f c % 2 J i r - F :
a t  . x

y donde 1 representa el vector (k-1) con todas sus
K. — 1

componentes iguales a uno.

D E M O S T R A C I O N

L o s  e l e m e n t o s  d e  la d i a g o n a l  de la m a t r i z  de d e r i  

v a d a s  s e g u n d a s  p a r c i a l e s  son:

d \\). -1

3 2 3
L o g  F . (t ) = —

iti 'dt. t

L o g
diKl

dt .
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L o g  F 6

íd^. 
i—  
Idt - r t

L o g  F f
d 2 ip

dt .t

m i e n t r a s  q u e  f u e r a  d e  la d i a g o n a l ,

dt .dt . 
i 3

L o g  (t ) =
3t . 

J

Q . .

l3 ú  .
L o g  F, —

Ó dt

3 d \ p  .
- L o g  F    — ¿  ,
3ip . 3 .  dt . dt .

si

c o n  l o  q u e  D i (Log F ^ ( t ) )  = D i a g ^ (6 ) + D i a g 4 M a t (6 )D i a g 4 , 

d o n d e  D i a g ^ ( ó )  y D i a g ^  son d o s  m a t r i c e s  d i a g o n a l e s  

(fc-1 )x(/c-1 ) t a l e s  q u e

(Di a g  ( £ ) ) . . =  ---- L o g  F?3 tt o ,,d\p . dt .

d tv di|>.

<D Í * * 4 U < '  - 7 Tdt .
t i

m i e n t r a s  q u e  M a t ( 5 )  es la m a t r i z  (k-1)*(k-1) c o n  e l e  

m e n t ó  g e n é r i c o

3 2
( M a t (6 ))

3ti, _ T .
^ TJ

v,- =--------  L o g  F x
v -

P o r  t a n t o

fí = ^ {-D* (Log F ¿ ( t ) )} =

F { D i a g ^ ( 6 )} + D i a g ^  F { - M a t (6 ) } D i a g
ó T x  6\x

a h o r a  b i e n :
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  L o g  F
a * .

k 3
= I r.ó

6 = 1 3 \p ■t
L o g  F & =

k
1 ^  = 0

3<J;. 6 = 1

y a  q u e  5 ^  = 1, c o n s t a n t e .  L u e g o  EÍDiag-, (¿>)} =0 . P o r  o t r a
p a r t e :

- L o g  F. = ---- L o g
k - 1 \|/. 1

i* I —
6 = 1 1-U»

1

d-*{r 2rk

F, -
( 1 - *  )® k ( 1 - ^ ) "

(1-v-

dip^dipj
- L o g  =

L u e g o  - M a t  (fe) = D i a g _  ( D i a g ^  (k ) -1, , 1,' , )Diag.., d o n d eb b K — 1 /<*— 1 b

y d .
t a l e s  q u e
D i a g .  y  Diag^(Zc) s o n  d o s  m a t r i c e s  d i a g o n a l e s  (fc-1 ) * ( k - 1 ) fb b

«Dia95) «-77TT7' ( D i a g ^ n ^ n - V F - 1

Si 6<fe:

3 2 3 2
- L o g  F r. =

3i|/ . 3 ip . 
i 3

3 \¡j . 3 ip .

- L o g

*6L o g  -----  +L o g  F^

- L o g  F fe
1-4'¿ 3 ^ 3 ^ -
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d o n d e  el p r i m e r  s u m a n d o  es c e r o  a n o  s e r  q u e  ¿ = ¿ = ó ,  e n 
t o n c e s  :

9 2 1 - 2  \¡j£
  - L o g  ---—  =-----------—

p o r  t a n t o , - M a t (ó ) = 0 1 3 9 . ( D i a g . (ó )-1^ 1 1 ^_^ )D i a g 5 , d o n d e  

D i a g . (5) es  u n a  m a t r i z  d i a g o n a l  (fc-1)*(fc-1) t a l  qu e :O

( D i a g & (5) ) = 2 (1 -\p¿ ) F ” 1 si i*f>

= 2 (1 -'jJ6 ) F ^ l + (1 - 2 i(J(5) (1 - ^ ¿ ) 2 W 6Fk )~2 , si iJí

l u e g o :

? .
= D i a g .  £ { D i a g 5 ( D i a g g (6 ) - l í._ 1 1 ¿ _ 1 ) D i a g 5 > D i a g 4 =

5 j X

= D i a g 4 D i a g 5 ^  { D i a g 6 (5) j D i a g . D i a g 4

A h o r a  b i e n ,  D i a g ^ = D i a g 4 D i a g c , p o r  t a n t o  la p r o p o 

s i c i ó n  e s t a r á  d e m o s t r a d a  si se c o m p r u e b a  q u e  D i a g 9 = 
w
= E ( D i a g  ( 6 ) } ,

H - D i a g ^  ^ {- M a t (ó ) } D i a g 4 =

{ ( D i a g  ( « )  ..}= I F ¿ ( D i a g 6 (6 )) =
0 X  C= 1l

k - 1  ip

6=1
Fk (Diag6 (ó)).. + ( D i a g F fc =

F, (1 - 2 v •) (1 ) 2 ip~-2 F 7  2 +
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fe- 1

- I 
6=1 * 2h " - * i )F

1-lp.. f fe-1 1
= (1-2^.)    F. + 2(1-<|'-) !1+ l  -

' *t " * i 6 * 5 1^ 6 J

= d - *  . j r : 1 ( ( 1 - 2 *  .)«(»:1 +2) =4» K U u

1-IP

ll> .
— f7 1 = f": 1fe t (D i a g 2 ) í¿

C o m o  c o r o l a r i o  i n m e d i a t o  d e  e s t a  p r o p o s i c i ó n  y d e  
la e x p r e s i ó n  (2 ) se o b t i e n e  la d i s t r i b u c i ó n  i n i c i a l  d e  
r e f e r e n c i a  p a r a  los m o d e l o s  d e  T i p o  1:

ir (6) E í r x  ' ®  tf ( 0 ,x) } 
x

i

s i e n d o  H ( 8  , x ) = D i a g ] (Diag D ia 9j •

L a s  d o s  a p r o x i m a c i o n e s  p r o p u e s t a s  a n t e r i o r m e n t e  s o n

t ( 9) « 
MC

n
l

í = 1
®  ! D i a g 1 ( e , x ¿ ) ( D i a g 2 (6 , *^ ) -

7Te ( 6 )  OC Diagj ( 0 , x ) ( D i a g 2 ( 6 , x ) - l fe_jl¿_j J D i a g j ( 8 ,x) n / 2

PROPOSICION 3

í 5  1! n  P ;

U-1 1j
k - 1 á i/;. 1n ----  Log  —
i = 1 dt . l-\p.
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DEMOSTRACION

|tf(e,x)| = l ü i a g j ( D i a g 2 - l fe_ 1 l ¿ _ 1 ) D i a g 1 | =

= iDiagJ2 | Diag2-1^ _ 2 : | =

= IDiagj |2 |Diag2| |I-Diag~3lfe_^1¿_  ̂|

Ahora bien, |\-Aaa'|=(1- a M a ) , (ver demostración de 
la proposición 2.2.2), por tanto:

|tf(6,se)| = | Diag ̂ | 2 |Diag2| (1-1¿_ jDiag" 1 lfc_ 1) =

= | D i a g 1 | 2 | D i a g 2 | (1- T r a z a ( D i a g " 1 ))

de donde se deduce inmediatamente la proposición.
I

EJEMPLO 6 Modelo l o g i s t i c o  a d i t i v o  con vector represen
tante formado por un término constante y un 
indicador dicotómico.

El modelo logístico aditivo es un modelo de Tipo 1 
en el que

t y j i y ) = <My) = exp (y) / (1 +exp (y)  ) , £ = 1 , —  ,&-1

por tanto
d \¡) . { t ; ) d

m - Log —      = ------ t .  = 1,
dt . 1 -\¡j . (t .) dt . 1

t t t t

luego, por la proposición 3,
k 

|tf(0f¡r) I = n F A  6 ' x )
t « l  t
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P o r  o t r a  p a r t e ,  en el e j e m p l o  1 se c a l c u l ó  la d i s 

t r i b u c i ó n  i n i c i a l  d e  r e f e r e n c i a  e x a c t a  c o m o

tt(6 ) * |if(e, d  ,o) ’) j * | / n e , d , i )  •)

p o r  lo q u e ,  p a r a  el m o d e l o  l o g i s t i c o  a d i t i v o ,

tt (8 ) « .n 
i = 1

F . ( ( 1 , O ) 0 )  F. ((1,1 ) 0 )

Si n. y  n. r e p r e s e n t a n  e l  n ú m e r o  d e  d a t o s  p e r t e -
'Z' 1 í» ¿

n e c i e n t e s  a la c l a s e  ó = t , c o n  v e c t o r  r e p r e s e n t a n t e  i g u a l  

a (1 ,0 )' ó (1 ,1 )' r e s p e c t i v a m e n t e ,  e n t o n c e s :

V(Q\D) oc n 
i = l

{ F .( (1 ,0)0) }ni 1{F . ((1 , 1 ) 9 ) }UÍ2

c o n  lo q u e  tt ( 9  Z?) «  1/ (Z? 9) t í ( 0 ) ,

TT ( 0 ¡ D) oc n
1

( F . ((1 , 0 ) 6 ) } n ¿l + * { F .  ((1 , 1 ) 9 ) }n ¿2 + i

II

e j e m p l o  7 Modelo logística aditivo en general

Si e x i s t e n  m a s  d e  d o s  v e c t o r e s  r e p r e s e n t a n t e s  d i s 

t i n t o s ,  el c á l c u l o  e x a c t o  d e  l a  d i s t r i b u c i ó n  i n i c i a l  d e  
r e f e r e n c i a  n o  es p o s i b l e  d e  n o  c o n o c e r  la d i s t r i b u c i ó n  

q u e  g e n e r a  l o s  v e c t o r e s  r e p r e s e n t a n t e s ,  e i n c l u s o  e n  

e s e  c a s o  p u e d e  no c o n s e g u i r s e  u n a  f o r m a  c e r r a d a  p a r a  tt (0)

L a  p r i m e r a  a p r o x i m a c i ó n  p r o p u e s t a  en el a p a r t a d o  

a n t e r i o r ,  a p l i c a d a  al m o d e l o  l o g i s t i c o  a d i t i v o ,  es:

tt ( 6) a MC l x {xl ®  ÍDiag. ( D i a g 2 - l fe_ 1 l ¿ _ 1 ) D i a g 1 } 
i =  1
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2 ^  • Í> •

dónde (Diag ) . .= (1 -\p ■) “ F, — - = — —  F = F ya que
1 1 1  1 K d t  . 1 —0; . k Vt 1

en el modelo logistico, la derivada de con respecto
a t,. es 4» • (1 • Por tanto, aplicando la proposición 2,

(H (6 ,x .) )i rs

~ Fr (e 'X i] Fs (Q'Xi]

Fp ( 6 'x¿) ( 1 - ^ ( 0  '*£) )

si r*s

La distribución final obtenida al utilizar TrMC (S) 
como inicial es:

7rMC(9lZJ) “ l x :x\ ®  H (6 ,x.)
1

i
JI n í. (0 ’ar)
x ¿= 1 V

siendo r.. el número de datos, incluidos en el banco D , vx
con vector representante x y pertenecientes a la clase i

El cálculo de la constante de proporcionalidad im
plica el cálculo de una integral múltiple para la que, 
de momento, parece no existir solución analítica. Además, 
las soluciones numéricas son inviables a no ser que el 
número de parámetros, m(k-1) , sea suficientemente peque
ño, no nayor que 3 6 4. Algo similar ocurre con el vec
tor de nedias y la matriz de varianzas.

Por el contrario, la moda si puede calcularse uti
lizando métodos numéricos, en particular Newton-Raphson, 
pues se trata de maximizar la función:

Log ir ( 9 | P) = Cte +$Log Y x .x '.$> H ( 6 ,x .)MC [ • . í- T. X\X = 1

l l n. Log f.(0'x)
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en  la q u e  t a n t o  el v e c t o r  g r a d i e n t e  c o m o  la m a t r i z  de 

d e r i v a d a s  s e g u n d a s  p a r c i a l e s  d e  L o g  F. (0'x) s o n  f á c i -
Lr

l e s  d e  c a l c u l a r ;  l a s  d e r i v a d a s  r e l a t i v a s  a

t a m b i é n  s o n  c a l c u l a b l e s  u t i l i z a n d o  l a s  f ó r m u l a s  d e  d e 
r i v a c i ó n  p a r a  d e t e r m i n a n t e s .  (Ver p o r  e j e m p l o  A n d e r s o n ,  
1958, l e m a  5, pag .  347).

S i n  e m b a r g o ,  a u n q u e  la m o d a  p u e d e  ser c a l c u l a d a  

c o n  la a y u d a  de un o r d e n a d o r ,  l a s  o p e r a c i o n e s  q u e  c o n 
l l e v a ,  e n  p a r t i c u l a r  el e n o r m e  n ú m e r o  d e  d e t e r m i n a n t e s  

i n v o l u c r a d o s  en la d e r i v a d a  d e  u n  d e t e r m i n a n t e ,  a c o n 

s e j a n  l a  u t i l i z a c i ó n  d e  a p r o x i m a c i o n e s  a l t e r n a t i v a s .

L a  s e g u n d a  a p r o x i m a c i ó n  p r o p u e s t a  a n t e r i o r m e n t e  es

E n  el e j e m p l o  6 y a  se c o m p r o b ó  q u e  p a r a  el m o d e l o  

l o g i s t i c o  a d i t i v o ,

ir ( 6 ) « | H ( 6 ,x ) m/2

i =  1

p o r  t a n t o

A l  i g u a l  q u e  o c u r r í a  c o n  tí (6 |Z)), el v e c t o r  d e  m e
MC

d i a s  y la m a t r i z  d e  c o v a r i a n z a s  d e  t t  (e|c) n o  p u e d e n ,Ei
en g e n e r a l ,  s e r  c a l c u l a d o s .  S i n  e m b a r g o ,  la m o d a  p u e d e
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s e r  c a l c u l a d a  u t i l i z a n d c r  s i n  m o d i f i c a c i ó n  a l g u n a ,  c u a l 

q u i e r  p r o g r a m a  de o r d e n a d o r  q u e  c a l c u l e  e l  e s t i m a d o r  

m á x i m o  v e r o s í m i l  d e l  m o d e l o  l o g i s t i c o .  E s t o  e s  d e b i d o  
a q u e  v (0 1Z?) p u e d e  c o n s i d e r a r s e  c o m o  u n a  f u n c i ó n  d e  
v e r o s i m i l i t u d  m o d i f i c a d a  al h a b e r  a ñ a d i d o  c i e r t o s  d a 

t o s  e s p e c i a l e s ,  los q u e  i n t e g r a n  la f u n c i ó n  r (8 ).ti
Por el mismo motivo, se puede aplicar el teorema 3.1.1 
con lo que tí (91Z7) pude aproximarse, para tamaños mues- 
trales relativamente grandes, mediante una distribución 
Normal con media 0, la moda de ttE (0 | Z7) ̂  y con matriz 
de precisión la matriz W(0) con elemento genérico:

9 2 ..
(M( 0)) ..  ---------Log tt ( e | £>)rx /N /-v

4.2.3 M O D E L O S  D E  T I P O  2

L o s  m o d e l o s  de c l a s i f i c a c i ó n  r e g u l a r e s  d e  T i p o  2 
se d e f i n i e r o n  en el a p a r t a d o  2 . 2  c o m o  a q u e l l o s  m o d e l o s  

d e  c l a s i f i c a c i ó n  t a l e s  que:

p(ó=í|x,0) = F.(t), ¿=1,...,fc

s i e n d o ,  'F (t) = [t ̂ )
i - l

F . (t ) = n (1 —ip .(t.) ) j'=2 , . . . ,fe-1
1 1 1 j *  1 3 3

k -1
F . ( t )  = n (1 - i p . l t . ) )

J = 1 3 3 (4)
fe- 1d o n d e  t = t ( 6 ,x) = 0  'r€R ' c o n  t^ = 0 f .x c o m o  c o m p o n e n t e  i

'L • Z
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d e l  v e c t o r  t, y s i e n d o  f u n c i o n e s
J

p o s i b l e m e n t e  d i s t i n t a s , d e f i n i d a s  de R e n  el i n t e r v a l o  

a b i e r t o  (0 , 1 ) y q u e  c u m p l e n  l a s  c o n d i c i o n e s  e x i g i d a s  a 
l o s  m o d e l o s  d e  c l a s i f i c a c i ó n  r e g u l a r e s  p a r a  d o s  c l a s e s .

PROPOSICION 4
Si F^ftJ corresponde a un modelo de clasificación 

de Tipo 2 , expresión (4)> entonces hT0,x^ es una matriz 
diagonal, ík-2)* (k-1), con elemento genérico;

( H ) .. _ (1-ty.) F .íi i i

d  * 2
Log ---

dt

DEMOSTRACION
S e a  H.=-D* (Log F^(t)), e n t o n c e s :

9t .9t .* 3

L o g

9 2 6 -  1
£ L o g  ) + L o g  'J'gUg)

9t . 9t . * 3
n- 1

9 2 6 - 1 9 2
  L o g  'J'gUg) - l --------  L o g  (1 -ipj, (tu ) )
t .d1 . 
t 3

h = 1 dt .dt .
* 3

h ' wh

p e r o  e s a  ú l t i m a  e x p r e s i ó n  v a l e  c e r o  a n o  s e r  q u e  i=j¿6, 
p o r  t a n t o  H  ̂ e s  u n a  m a t r i z  d i a g o n a l .  A d e m á s :

d t
- L o g ( 1 - 4 ; ( *  •))2 i*

3 í
 i _ (1 —  ip .)
9t. 1n v dt .t

dt .

-i

d f 2.
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3 2 3 í  1 d4.
   Log ty.lt.) = ---1----- -
3t2 3 t .i 4 • dt .

1 dip .) 2 1 . d24 .

k4 • dt • I ty ■ dt .'■ri rt x.

con lo que,

f 1 f d
 —  V-n-ty¿) [dti

(ffxK-so ti

1 d2
1 -ty. d t ¿

dt
1 d2 
ty . dt2 ^t i

si i< 5

si i = 6

si -£>6

La matriz 5 es F = \ F* Log ffg. Por tanto
ó | x

es una matriz diagonal en la que,

Iff) .. = l F, Log (H6).. =
<5=1 6

= F . z Log <*4 44 * l F.
6=4+1 0

Log (ís]£í =

' 1 d 2 1 d2
= F. % 42 Yz dt. *z 4 . dt2 Yz %

ty . 
YZ

+

n-ty.) dt
2 1 d‘

"[-ty . dti r  ̂ z

ty . + 2 t
k
l F66 = 4 + 1

pero,

, | / S-1- ! 1> .. .O =2-+ 1 0 = 1
1-4*

= (1-4^). ..(1-V = ---22 F.
ty,-
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por tanto:
1 ’ 1I

+ —

1 ' 1

II

 ̂
I r*.

II 1 ,

  ^dt .

1 í d

  'f'•
dt 2 lj
. I2 a2
'J?  ̂ + “ ■ V .

v <■ t, 
t <i.

d t .

^ ( 1 - ^ )  dt..

lo que demuestra la proposición.

Como corolario inmediato, la distribución inicial 
de referencia para este tipo de modelos es:

TT { 0 ) E { s i 1® ¿ M 9 ,*)}
X

donde la matriz. H está definida en la proposición ante
rior y es tal que:

H(e,x)
k- 1 = n id i¡/.

T T.--- Log ----
2

¿=1 1* L dt . 1-ip .  ̂ ri

k-\ k- 1= n (1-*.) n fí
i = 1 í = 1

k-1 d
II --- Log

i=1 dt . 1-*.
ffe-l d

—  LogII F .(9’x) H ---
i = l Z 1 -¿ = 1 dt . 1-*,

que coincide con el determinante obtenido para los mo
delos de Tipo 1.
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Una propiedad interesante, consecuencia de la pro
posición 4, es el carácter diagonal de la matriz H(8,x); 
esta propiedad puede simplificar de forma considerable 
el cálculo de ~(6). En efecto, aunque el producto de 
Kronecker no es conmutativo, la diferencia entre A Q F  
y BUBA estriba en una simple reordenación de las filas 
y las columnas, por tanto (Rao, 1973, apartado 1b.2), 
existen dos matrices no singulares, P y P2 , dependien
tes exclusivamente de la dimensión de las matrices A y 
B, tales que 3® á=P [A ® B) P2 . Por tanto,

x x ' 9 B ( 6 , x )  = P (H (8 ,x) ®  xx ') P 2 — > Eía:» ' ®  H (9 ,x) } =
x

= p 1E { h q x x ' } p 2 => |E{^x'®p} | = |p1 | |p2 | |E U« **' }| ->
‘ i .  X  X

*=> ’íO) a |Eí#(6,x) <8) xx ' } | ̂

Ahora bien, como la matriz H es diagonal, la matriz 
HQxx' tendrá todos sus elementos no nulos concentrados 
en k-1 bloques situados en la diagonal, por tanto:

i k-1 ,TT ( © ) | Eí# ( 0 ®  XX ' } |* = n | E( (H ( 0 ,x) ) ¿¿ZX ' } I
x i = l x

lo que se reduce de forma importante la dimensión 
de los determinantes involucrados.

EJEMPLO 8. Modelo logistico m u l t i p l i c a t i v o .
El modelo logistico multiplicativo es un modelo de 

Tipo 2 en el que,

= v(y) = exp (y) / C\ +exp (y) ) , yeR, -£ = 1 ,~... ,fc-1
d

por tanto, Log — ------  =t . , luego --- Log- ------  = 1.
1 -v - (t .) ^ át . 1 — ip . (* .)
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En consecuencia, la distribución inicial de refe
rencia para el modelo logistico multiplicativo, es:

k-1
TT ( 0) <* II 

i- 1
E( (1-ip - (0 ' .x))F . ( 0 ' x) xx 1 }T, . Z- 1

Las dos aproximaciones a esta distribución, pro
puestas en el apartado anterior, son:

k-i
ttmc(0) - n

7Te (0) <*
¿ I ' * "

que proporcionan como distribuciones finales de referen
cia:

k-1* (01z?) « n
f=i

n
Y (1 -ip .) F . x .x '

.7 = 1  ̂ i J «7 

k

*  n  n f í ’ 6 ( 0 , x ) ^  6 x
x 6 = 1 '

tt ( 0 1z?) « n [ ^ ( 0 'x)}m/2 n  n  [f6(0'x)1
í = l ̂ ' x 6 = 1 ̂ '

6x

donde se define como el nümero de datos en D que,
pertenecientes a la clase 6, tienen vector representan
te x.

Al igual que ocurría con el modelo logistico adi
tivo, los momentos de tt ( 0 I Z7) y ir (0 IZ?) no son calcu-MC E
lables a no ser que la dimensión del espacio paramétri- 
co, 0, sea muy pequeña, no mayor que 3 6 4. Además, el 
cálculo de la moda de ttmc (0 | Z?) requiere un número de 
operaciones que, aunque muy inferior que en el modelo 
logistico aditivo, sigue siendo excesivo para su apli
cación práctica.
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P o r  el c o n t r a r i o ,  la m o d a  de l a  d i s t r i b u c i ó n  tt ( 0 0 )E '
si q u e  es  c a l c u l a b l e  d e  f o r m a  s e n c i l l a  u t i l i z a n d o  N e w t o n -  

R a p h s o n .  E n  e f e c t o ,  tt (0|z?) p u e d e  e x p r e s a r s e  c o m o

i k ( ) n £ x- _ ( e \d) «  n n  l ? t ( ^ \ r )  ; c “-
* *• ' j0 =  1 '

d o n d e  el p r o a u c t o r i o  c o n  r e s p e c t o  a x i n c l u y e  a t o d o s  

l o s  v e c t o r e s  r e p r e s e n t a n t e s  d e l  b a n c o  d e  d a t o s  a s í  c o 
m o  t a m b i é n  a r; p o r  s u  p a r t e ,  n ^  se  d e f i n e  c o m o  a n t e 
r i o r m e n t e  e x c e p t o  n q u e  v a l d r á  m/2 m a s  e l  n ú m e r o  de 

d a t o s  c o n  v e c t o r  r e p r e s e n t a n t e  x, p e r t e n e c i e n t e s  a la 
c l a s e  ó.

C o n  e s t a  n o t a c i ó n :

k
L o g  r-E ( 0 1Z?) = C + l l n 6x L o g  F ¿ (9'x)

x 6 = 1

l u e g o :

  L o g  tt < 0 1Z?) = 1 1 -------- -----  L o g  F . ( 6 'r)
3 0.. i  5=1 M  3 6 . .  0

13 ■ 13

3 2 k 3 2

L o g  irE ( 8  | £>) = J J  n &x~   ------ L o g  F g ( 6 'x
30. . 3 6 .  . x 6 = 1  3 0 . . 3 6 .  .

i'lJ l % 2 ¿ 2  Z 1

A p r o v e c h a n d o  lo s  c á l c u l o s  u t i l i z a d o s  e n  la d e m o s 

t r a c i ó n  d e  la p r o p o s i c i ó n  4, y  a p l i c á n d o l o s  a l  m o d e l o  
l o g i s t i c o  m u l t i p l i c a t i v o :



134

L o g  F ¿ (6 ’x) =

1 +exp ( 9 ' .x) ]
- 1

= <| x. jexp(e'^.x) (1 + e x p ( 6 ' _.x))
- 1

3Í j<C

si j = 6 

si j > 6

m i e n t r a s  q u e ,

36 . . 30 . .1, 7
r i  2 J 2

L o g  (0 fx) =

= <

. x  . í 1 + e x p  ( 6 1 .x)
- 1

-x . x . i e x p  ( 9 * .x)
1 2  ̂ - ̂

e n  o t r o  c a s o

e x p  ( 0  1 ̂ .x) 
• 3

1 + e x p  ( 0 ' .x) • 3
-2

s i  i 1 = j 2 <ó

( 1 + 2 e x p  ( 9 1 .x) )

s i

c o n  lo q u e  el m é t o d o  d e  N e w t o n - R a p h s o n  es f á c i l m e n t e  

a p l i c a b l e .
II





CAPITULO 5

COMPARACION CON METODOS ALTERNATIVOS

Los resultados teóricos obtenidos en el capítulo 
cuatro se comparan con algunos de los métodos alternati
vos mas utilizados en la práctica. Para la comparación 
de métodos alternativos es necesario definir unos crite
rios de evaluación que permitan medir la bondad de las 
predicciones obtenidas por los diferentes métodos. Se 
han utilizado cuatro criterios distintos: dos funciones 
de evaluación propia, cuadrática y logarítmica; y dos 
funciones no propias pero ampliamente difundidas, el por
centaje de clasificaciones correctas y la probabilidad 
media asignada a la categoría correcta.

Se estudian tres ejemplos numéricos concretos. En 
el primero, datos simulados a partir de un modelo logís- 
tico, todas las componentes del vector representante son 
discretas. En el segundo, datos demográficos estudiados 
por Press and Wilson (1978), existen indicadores discre
tos y continuos. Por último, se estudian los datos pro
porcionados por Fisher (1936), datos en los que el vec
tor representante puede considerarse multinormal.

135
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5.1 METODOS ALTERNATIVOS

En el capitulo anterior se ha propuesto tt {9 | Z?) co
mo distribución final ce referencia para el modelo logís- 
tico aditivo. (Ejemplo 4.2.7). La distribución de cla
sificación se obtiene entonces calculando la distribución 
predictiva, esto es,

p(ó|x,D) = j p(S[x,0) tt E < 0 f Z?) d9

Ahora bien, esa integral no puede ser calculada de forma 
analítica. De nuevo es necesaria la búsqueda de aproxi
maciones .

Una primera aproximación, denominada en el resto 
del capitulo clasificación logística de referencia 1,
RLC1 , consiste en sustituir el parámetro desconocido 
0, por la moda de la distribución 71 (01Z?) , 0*. Asi,

p ( ó | x , Z?) £ p ( 6 | x , 0 *)

Sin embargo, argumentos similares a los que pro
porcionan el teorema 3.1.1. sobre normalidad asintótica, 
pueden ser invocados para proponer la moda de tt (6 127) , 0* 
como un estimador del valor esperado de 0, mientras que 
la matriz (D?(-Logir ( 0* I D) ) ) " 1 puede ser considerada,E
al menos aproximadamente, como un estimador de la varian- 
za de 0. Sustituyendo los verdaderos valores por estas 
aproximaciones y utilizando la generalización multidimen- 
sional del teorema 3.4.1 en Lindley (1965):

P ( 6 | x , n  = f p(fix,e) 7T (e I d ) de = £ {P (6 | x , e>}
J b P I .7
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sp ( 6 |ar ,E (&) ) + } tr ¡D" (p ( 6 | x , E ( 6) ) ) VAR(e)
- 0

= p ( ó | a:, 6* ) + Jtr[z3g(p(6|*f6*) ) (Z?| (-Log^ ( 0* | D )  ) " 1 j

Para el modelo logistico aditivo, como ya se discu
tió en el ejemplo 4.2,7, los valores de 6* y 
D?(-Log tt (e* |Z?) ) se pueden conseguir mediante el méto-

2 ido de Newton-Raphson, mientras que la matriz Dg(p(6|x,0*)) 
es fácilmente calculable. Por tanto, este método, clasi
ficación logística de referencia 2 (RLC2) puede mejorar 
oonsiderabíemente los resultados del método RLC1 sin a- 
ñadir demasiadas complicaciones de cálculo.

En este capitulo se comparan el RLC1 y el RLC2 con 
los dos métodos clásicos mas importantes, clasificación 
logística máximo verosímil (LML) y análisis lineal dis
criminante (LDA), y con dos métodos bayesianos, clasifi
cación normal bayesiana (BNC) y clasificación probabilís- 
tica bayesiana (BPC), método propuesto recientemente por 
J. M. Bernardo.

La clasificación logística máximo verosímil (Ander- 
son, 1972) consiste en el cálculo del máximo de la fun
ción de verosimilitud obtenida suponiendo el modelo lo- 
gistico, 0, y la utilización de este estimador como si 
fuese el verdadero valor del parámetro, esto es,

p ( 6 |ar ,Z?) = p(5|x,6)

El análisis linear discriminante (Fisher, 1936; An- 
derson, 1958) propone, como estimadores de los parámetros 
9, a los valores calculados como:
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s ' U i ^ k) 

ti - < « i-yk ) '  s - 1

donde y ̂ , i=1,...,fc, son las inedias muéstrales de los 
vectores de indicadores en cada una de las ?. clases y 
S es la matriz de varianzas-covarianzas de todos los vec
tores de indicadores presentes en el banco de datos. La 
distribución de clasificación propuesta por el método 
es,

p(.6|r,Z?)sp(5|af̂ )

La clasificación normal bayesiana (Geisser, 1964; 
Bernardo,1978) se basa en la hipótesis de multinormali- 
dad para el vector representante, en cada una de las cla
ses. Es, por tanto, un método encuadrado en el enfoque mués*

É
tral. Una vez calculadas las distribuciones predictivas 
de los vectores representantes en cada una de las clases, 
p(x|ó,Ó), la distribución de clasificación se obtiene 
como

p(ó|x,£>) « p(z|5,Z?) p(£)

Por último, el método de clasificación probabills- 
tica bayesiana, propuesto por Bernardo (1983), debilita 
la hipótesis de multinormalidad asumida por BNC supo
niendo la normalidad solo para determinada combinación 
lineal de los vectores representantes, 'Ü’x, siendo £ 
precisamente el estimador proporcionado por LDA. Supo
niendo que esa combinación lineal es un estadístico su
ficiente de los datos para el problema de clasificación, 
se puede obtener la distribución de clasificación exac
tamente igual que BNC pero utilizando esa combinación 
lineal como único elemento del vector representante.
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5.2 CRITERIOS DE EVALUACION

El problema de comparar métodos estadísticos alter
nativos se enmarca de forma natural dentro de la estruc
tura bayesiana de la teoría de la decisión. Asi, una he
rramienta para medir la bondad de los diferentes métodos 
puede encontrarse en el Teorema de Maximización de la 
Utilidad Esperada.

En particular, la evaluación de distintos métodos 
de clasificación puede plantearse a través del siguien
te árbol de decisión:

u (M ,x,6)

Una vez especificadas las utilidades y probabilidades 
que intervienen en el problema, cada método M vendrá e- 
valuado mediante su utilidad esperada,

u* (M) = E E u (M,x,S) .
x 5 | x

Considérese las siguientes funciones de utilidad, 
donde p(ó|x,:V) representa la distribución de clasifica
ción proporcionada^ por Mi
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(i) Porcentaje de clasificaciones correctas:

u (M,x,S) = 1 si p(&\x,M) = max{p(i\x,M)} 

= 0 e n  o t r o  c a s o

(ii) Probabilidad asignada a la categoría correcta:

u2 (M,x , 6 ) = p  (ó [x ,#)

(iii) Utilidad cuadrática

k
u » (M,x ,6) =
3 k - i

2 p  (ó|x ,M) - II p(. \ x,M) " 2
1

fc-1
fs i e n d o  ¡ | p (• j x ,/■:) || \ \p(i\z,M)

i - 1 '■

(iv) Utilidad logarítmica acotada:

L o g  p ( 6 |x ,iV)
u (Ai, x  , 6 ) = 1 + ----------------- si p ( 5 | x , M ) > e > 0

L o g  k

= 1 + L o g c  / L o g  k en o t r o  c a s o

L a  f u n c i ó n  (i) p u e d e  e n c o n t r a r s e  en la l i t e r a t u r a  

d e f i n i d a  d e  m a n e r a  l i g e r a m e n t e  d i s t i n t a .  E n  e f e c t o ,  d i 

v e r s o s  a u t o r e s  a s i g n a n  u t i l i d a d  c e r o  a a q u e l l o s  c a s o s  en 

lo s  q u e  p(ó|x,Af) = m a x  {p (i | x  ,M)} p e r o  e x i s t e  a l g u n a  o t r a  

c l a s e  c u y a  p r o b a b i l i d a d  t a m b i é n  a l c a n z a  e s e  m á x i m o ;  p o r  

el c o n t r a r i o ,  o t r o s  a u t o r e s  a s i g n a n ,  en e s e  t i p o  d e  s i 

t u a c i o n e s ,  u t i l i d a d  u n o  p a r t i d o  p o r  el n ú m e r o  d e  c l a s e s  

p a r a  las q u e  se a l c a n z a  el m á x i m o .  P o r  o t r a  p a r t e ,  las 
f u n c i o n e s  (iii) y  (iv) p u e d e n  d e f i n i r s e ,  c o n  m a s  g e n e r a -



l i d a d ,  e n  f u n c i ó n  d e  c i e r t a s  c o n s t a n t e s  d e  n o r m a l i z a c i ó n

L o s  v a l o r e s  e m p l e a d o s  e n  l a  d e f i n i c i ó n  a n t e r i o r  p a 
r a  d i c h a s  c o n s t a n t e s  h a n  s i d o  e l e g i d o s  d e  m a n e r a  q u e  se 

o b t i e n e  u t i l i d a d  u n o  si se a s i g n a  p r o b a b i l i d a d  u n o  a la 

c l a s e  c o r r e c t a ,  m i e n t r a s  q u e  se o b t i e n e  u t i l i d a d  c e r o  
c o n  u n a  d i s t r i b u c i ó n  de c l a s i f i c a c i ó n  u n i f o r m e .

L a s  d o s  p r i m e r a s  f u n c i o n e s  d e  u t i l i d a d  n o  s o n  f u n 

c i o n e s  d e  e v a l u a c i ó n  (scoring rules) p r o p i a s ,  p o r  t a n t o  

s u  u s o  n o  g a r a n t i z a  q u e  el m é t o d o  q u e  m a x i m i z a  la u t i l i 

d a d  e s p e r a d a  sea e l  q u e  p r o p o r c i o n e  la verdadera d i s t r i 
b u c i ó n  d e  c l a s i f i c a c i ó n .  D e b i d o  a su a m p l i a  d i f u s i ó n ,  se 

h a n  c a l c u l a d o  en l o s  e j e m p l o s  n u m é r i c o s  d e  e s t e  c a p í t u 
lo; s i n  e m b a r g o ,  el é n f a s i s  e n  la d i s c u s i ó n  d e  l o s  r e s u l  

t a d o s  s e  s i t ú a  en l a s  o t r a s  d o s  f u n c i o n e s  d e  u t i l i d a d .

T a n t o  l a  u t i l i d a d  c u a d r á t i c a  ( B rier, 1950) c o m o  la 

l o g a r í t m i c a  no a c o t a d a  ( G o o d ,  1950) s o n  f u n c i o n e s  propia 
A  u n  n i v e l  p r á c t i c o  es n e c e s a r i o  a c o t a r  la f u n c i ó n  l o g a 
r í t m i c a  p u e s ,  a u n q u e  t e ó r i c a m e n t e  p{&\x,M) n o 1 p u e d e  v a 

l e r  c e r o ,  l o s  e r r o r e s  d e  r e d o n d e o  p r o p o r c i o n a n  c o n  f r e 

c u e n c i a  v a l o r e s  c e r o  p a r a  p{S\x,M), s i e n d o  en t a l  c a s o  
i m p o s i b l e  e l  c á l c u l o  d e  L o g  p(5\x,M). L a  c o t a  u t i l i z a d a  

e n  e s t a  m e m o r i a  ha s i d o  £ = 0 . 0 0 0 5 .

L a  u t i l i d a d ^ c u a d r á t i c a  p r o p o r c i o n a  u n a  f u n c i ó n  d e

e n  p a r t i c u l a r ,  p a r a  d o s  c l a s e s ,  k = 2 , e s e  i n t e r v a l o  es

u t i l i d a d  a c o t a d a ,  t o m a n d o  v a l o r e s  en el i n t e r v a l o
k - 1

fc + 1
E l  v a l o r  m a s  b a j o , c o r r e s p o n d e  a u n a  d i s -

fc-1
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tribución degenerada que asigna probabilidad uno a una 
clase incorrecta; mientras que el valor 1 se obtiene con 
una clasificación perfecta, esto es, asignando probabi
lidad uno a la clase correcta. Como resultado de referen
cia, la distribución uniforme proporciona una utilidad 
cuadrática cero.

La utilidad logarítmica acotada, , tiene un com
portamiento similar al de la cuadrática, comentado en 
el párrafo anterior. La única diferencia aparece en la 
cota inferior de u , que es 1+Log e /Log k. Con e=0.0005 
y dos clases, k=2, esta cota es -9.9658.

La utilidad logarítmica es una función de evalúa- . 
ción local, esto es, solo depende de la probabilidad a- 
sociada a la categoría correcta. Por el contrario, la 
utilidad cuadrática también depende de la manera en la 
que se distribuye el resto de la unidad de probabilidad 
entre las demás categorías.

Una vez especificada la función de utilidad, si la 
distribución conjunta p(z,&) fuese conocida, la utilidad 
esperada u*(M) podría ser fácilmente calculable. Sin 
embargo, si se desea elegir un método de clasificación es 
porque se desconoce la distribución p(6|x), y por tanto 
también la distribución conjunta p(x,6). Bernardo (1983), 
en el contexto de comparación de métodos de clasificación, 
y Bernardo and Bermúdez (1984), en selección de variables, 
proponen dividir el banco de datos, D, en dos subbancos, 

y D . Con el primero, D , se calculan las distribucio
nes de clasificación relativas a los distintos métodos, 
resevando D para su evaluación. Así, si los datos pro
vienen de un muestreo prospectivo, es una muestra a- 
leatoria de la distribución F{z,ó), y por tanto puede
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utilizarse para obtener, mediante integración por Monte- 
Cario ,

u *  (M) = E u (r ,5 ,14)
X r

siendo n2 el número de datos en D = { ,6 ̂ ) , •£ = !,... ,n̂  } .
Por el contrario, si los datos provienen de un muestreo 
retrospectivo, entonces D está formado por muestras 
aleatorias de las distribuciones p(ar|ó), por tanto, si se 
conocen las probabilidades p(Ó), la aproximación por 
Monte-Cario proporciona:

k n 2 j
u* (M) s £ p(ó=j) — —̂  l w U ..,ó=¿,M>

J = 1 U2j ¿ = 1

siendo «2 . el número de datos en D2 que pertenecen a la
clase j, y {x . ., £ = 1,...,n .} los vectores representan-

1'3 ¿3
tes de dichos datos.

De forma totalmente similar se pueden calcular la 
esperanza de los cuadrados de las utilidades, y con ello 
la varianza de la utilidad.

Sin embargo, estas estimaciones pueden mejorarse 
sensiblemente sin un incremento excesivo en el cálculo.
En efecto, considerando el muestreo prospectivo, las u- 
tilidades obtenidas por los n elementos del banco 
pueden ser consideradas una muestra aleatoria de tama
ño 72̂  de la población unidimensional de utilidades. Por 
tanto, la utilidad esperada puede obtenerse haciendo in
ferencias sobre la media de una población unidimensional,
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en lugar de estudiar la esperanza, con respecto a la can
tidad aleatoria multidimensional (cc ,6) , de la función de 
utilidad.

Así por ejemplo, el porcentaje de clasificación co
rrecta, n , solo toma los valores 0 y 1. Por tanto, los 
n2 valores producidos por los elementos del banco D2 pue
den considerarse una muestra aleatoria de una distribu
ción binomial del parámetro u *, esto es, la utilidad es
perada que se desea estudiar. La distribución de referen
cia sobre el parámetro de una distribución binomial, (ver 
por ejemplo, Bernardo, 1981), es Beta con parámetros r+¿ 
y n2~r+l, siendo r el número de aciertos, u. , obteni
dos entre los datos de D .

De esta forma no solo puede proporcionarse un esti
mador de la utilidad esperada, la media de esa distribu
ción beta, r+i/(n2+ i), sino también la varianza de la uti-

Es de destacar que el estimador de la utilidad es
perada, u* , asi obtenido, es el estimador bayesiano usual 
de la probabilidad de un suceso. El obtenido por Monte- 
Cario es r/n , que es el estimador máximo verosímil de 
la probabilidad de un suceso. Por otra parte, por Monte- 
Cario se obtenía un estimador de la varianza de la pobla
ción de utilidades, mientras que el estudio directo de 
esa población permite obtener la varianza de la utilidad 
esperada, dando con ello una medida de la fiabilidad del 
resultado obtenido.

Al estudiar cualquiera de las otras tres funciones 
de utilidad, , u o , el problema se complica pues

lidad esperada
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es necesario modelizar una cantidad aleatoria continua. 
Además, las aproximaciones asumidas por los distintos 
métodos producen una ficticia eliminación de incertidum- 
bre; el ejemplo mas llamativo lo constituye, sin duda 
alguna, la sustitución de un parámetro desconocido por 
un estimador suyo, actuando como si se conociera con cer
teza ese parámetro. Por este motivo es de esperar unas 
probabilidades de clasificación mas seguras, esto es, 
mas alejadas de la distribución uniforme, de lo que los 
datos pueden garantizar. En consecuencia, es de esperar 
que la población de utilidades posea un carácter bimodal, 
una moda correspondiendo a aciertos importantes y la o- 
tra a errores graves.

Una forma de estudiar una población bimodal consis
te en dividirla en dos subpoblaciones y estudiar cada 
una por separado. Así en este caso, si 5 es la cantidad 
aleatoria dicotómica que representa los aciertos (5=1) 
y los fracasos (5=0), se podría calcular la media y la 
varianza de la cantidad aleatoria w*|?/ esto es, la uti
lidad esperada condicionada a éxito o fracaso. De hecho, 
la cantidad aleatoria 5 es precisamente la utilidad u^ 
estudiada con antelación. Las propiedades predictivas 
de los operadores esperanza y varianza, permiten calcu
lar:

E(»*) = E E (m*15) * E(«*15=1) p(S= 1) + E(k *U=0) p (5=0)r

= E(w*|5=0) + (E(w*|5=1) - E(w*|5=0)

VAR(k*) = E VAR(w *|5) + VAR E(u* \ 5) = VAR(w*|5 = 1) p (5 = 1) +
5 5
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+ Va r (k *|é=o ) p(c=0) + (E(m * U = D  - E (w*))2 

P(C = 1> + (E(m *U=0) - E(u*))2 p(C=0)

= Va r (w * U = d  r(í=u +-Va r ( « * U = o ) p(C=o) +

+ (EU*|c=i) - E(m*U=0))2 p(í=1) p U  = 0)
(2 )

Donde p(£ =1) es prescisamente m*, luego esas expre
siones dependen del valor u * j  por tanto, las fórmulas ( 1)  
y (2) corresponden en realidad a E ( w * | w* )  y VAR(w*|w*). 
Una nueva aplicación de las propiedades de los operado
res esperanza y varianza proporciona:

E ( w * )  = E E ( w *  | w* )  =
“ í

. = E ( w * U  = D  E(m J) + E(m*|C=o) d - E ( « J ) )  ( 3)

V A R U * )  = E V A R ( w * | w * )  + VAR E(m *|«?) =
U* U1

= V a r ( m * U = D  E l u * )  + V a r ( « * U = o j  ( 1 - E ( w * )  +

+ . { E ( m * U  = 1) - E( m*  I c = 0) ) 2 E ( m*  ( 1 - m * )  ) +

+ (E(m * U  = 1) -  E U * U  = 0))2 VAR(w*)

= V AR( m * U  = 1) E ( k * )  + V AR( m * U  = 0)  ( 1 - E U * ) )  +

+ ( E ( M *  | c=i) - E U *  | C=0))2 E ( w^)  ( 1- E ( w * n *
(4)

En consecuencia, estudiando por separado las pobla
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ciones de aciertos y fracasos, se obtiene la esperanza 
y la varianza de la utilidad esperada mediante unas fór
mulas de fácil cálculo. Sin embargo, al tratarse de una 
distribución bimodal, su varianza puede resultar menos 
informativa que las varianzas de las dos subpoblaciones 
de aciertos y fracasos, por lo que puede resultar acon
sejable no solamente proporcionar E(w*) y VAR(w*) sino 
también V A R ( w * U  = 0) y VAR(w * U  = 1).

El carácter continuo de estas funciones de utilidad 
conjuntamente con su unimodalidad, una vez separadas las 
dos subpoblaciones, permiten la consideración de la hi
pótesis de normalidad. Aunque el rango de las utilida
des es finito, el test de normalidad en papel probabilís- 
tico, ver figuras 1 a 4, no permite rechazar la hipóte
sis de normalidad en los casos en los que se ha contras
tado, bancos de datos correspondientes a los ejemplos 
del apartado 5.3. Posiblemente, con otros conjuntos de 
datos podría aconsejarse una transformación normalizado- 
ra de las utilidades.

'Una vez asumida la hipótesis de normalidad, la dis
tribución final de referencia sobre la media de una po
blación normal (ver, por ejemplo, Bernardo, 1981), pro
porciona :

E(«*U«1) = ü a  V A R ( w * U  = 1) = S*/(r-3)

E U * U  = 0) = ü  VAR (w* | £ = 0) = S2f/(n2-r-3)

_ 2siendo u y S , respectivamente la media y varianza mués
trales de la población de aciertos, mientras que V  y s f  
representan los de la población de fracasos. Al igual que
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a n t e r i o r m e n t e ,  r., es el n ú m e r o  d e  d a t o s  en  L\ y  r , el 

n ú m e r o  de  a c i e r t o s .

T r a s l a d a n d o  e s t o s  r e s u l t a d o s  a l a s  f ó r m u l a s  (3) y (4

r+i _ n - r + \
E (u*) = u   + u „ --— ----------  ( 5 )

n 2 + 1 J n 2 + 1

r + i  S ?  n~-r+i.. . * v a ¿ 2
V A R  (w *) = —    +     +

r - 3  n 2 + 1 r¿2 ~ r ~ 3  « 2 + 1

(r + i ) (r. - r +  ̂  )
+ (« - ü  J

a  f< » , . 1 > 2
(6 )

La  u t i l i d a d  e s p e r a d a  c o n s e g u i d a  p o r  M o n t e - C a r i o  es

1 n 2 1
u* S —  y M = —  (ü v + v.„(n -v)) =

n 2 í í l  1 n 2 a ' 2

- r n 2~r (7)
" + uf

n 2 n 2

q u e  es m u y  p a r e c i d a  a la p r o p o r c i o n a d a  p o r  (5), la ú n i 

c a  d i f e r e n c i a  r e s i d e  e n  el u s o ,  en la e x p r e s i ó n  (7), de l  
e s t i m a d o r  m á x i m o  v e r o s í m i l ,  r / n ^ ,  en  l u g a r  d e  la e s p e r a n 

za d e  la d i s t r i b u c i ó n  d e  r e f e r e n c i a ,  (r + i ) / (n 2 + 1 ) .

L a s  e x p r e s i o n e s  (5) y (6 ) c o r r e s p o n d e n  a u n  m u e s 

t r e o  p r o s p e c t i v o .  Si e l  m u e s t r e o  f u e s e  r e t r o s p e c t i v o ,  
s e r í a  n e c e s a r i o  c a l c u l a r  (5) y (6 ) e n  c a d a  c l a s e ,  6 , p o r  

s e p a r a d o .  P o s t e r i o r m e n t e ,  u n a  n u e v a  a p l i c a c i ó n  d e  la e s 

p e r a n z a  y  v a r i a n z a  p r e d i c t i v a s  p r o p o r c i o n a r í a  E(^*) y V A R ( W *)*
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5 .3 EJEMPLOS NUMERICOS

En este apartado se comparan los seis métodos de 
clasificación introducidos en el apartado 5.1, (RLC1,
RLC2, LML, LDA, BPC y BNC) , utilizando para ello los mé
todos de evaluación comentados en el apartado anterior.

e j e m p l o  1. Datos simulados.
En el banco 1 del apéndice 2 se recogen 100 datos 

correspondientes a un problema de clasificación en el 
que existen dos clases alternativas, k=2, y siete indi
cadores dicotómicos; así, considerando que el vector 
representante, x, está formado por los indicadores mas 
un término independiente, el número de componentes de 
x es ocho, m=8.

Estos datos corresponden a una muestra simulada, ob
tenida a partir de una distribución uniforme para los

_ 7vectores representantes, p (x) = 2  = cte., y una distri
bución de clasificación, p(ó|x,0), logística con paráme
tro 6={0,3,2,1,-3,-2,-1,0)'.

Se realizaron tres estudios con tamaños muéstrales 
diferentes para comprobar el comportamiento de los dis
tintos métodos en relación con el número de datos. Así, 
en el primer estudio solo se utilizaron los 50 primeros 
datos, n=50; el segundo estudio se realizó con los 75 
primeros datos, n = 15; y por último, en el tercer estudio 
se trabajó con el banco completo, n = 100.

Como la distribución de los vectores representantes, 
p(x), es conocida, las utilidades esperadas para cada mé
todo concreto pueden calcularse exactamente. No es pre-



152

c i s o  r e c u r r i r  a las e s t i m a c i o n e s  p r o p u e s t a s  e n  el a p a r 
t a d o  5.2.

La  t a b l a  1 r e c o g e  los r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s  e n  los 
tres estudios, asi como las utilidades esperadas que se 
obtienen utilizando la distribución de clasificación co
r r e c t a ,  e s t o  es, la d i s t r i b u c i ó n  l o g í s t i c a  c o n  p a r á m e t r o  
0= ( 0 , 3 , 2 , 1  , - 3 , - 2 , - 1 , 0 )  1 .

n=50

B N C

71 = 15 n = 100
í ----
! U* « ! u *

! .7839
f

.7773 .349! r .0022
! .7899 .7670 .3759 . 1430

; .8030l .7917 .3389 -.2762

i  -79n .7707 .3455 .1256

¡  - 7 9 1 1 .7653 .3613 .2126
j .7579 .7362 .2979 

. .
. 1519

«*
- ,

u  *U 2

-

U í

.7960 .7543 .3891 .2870

.7960 .7474 .4014 .3157

j  .7948 .7566 .3070 .2780

j .7839 .7590 .3702 .2429

j  .7852 .7542 .3708 .2556 i
j .7723Lj .7274

--------------

.2864
----- . 1326 

.

V *U 1 u * U 3
. . . .

u t

.8030 .7576 i .4537 .3023

.8030 i.7517 i .4580 .3908

.0030 .7594; .4386 .3592

.8030 .7564 .4323 .3555

.791 1 .7520. .4230 .3360

.7495i------ .7107| .2893 .1734

.8175 ..... 1.7564 .5128 l .4503 ¡..i___ i
-  T a b l a  1 -

E n  l o s  d o s  ú l t i m o s  e s t u d i o s ,  n = 7 5  y  n = 100, l a s  u t i 

l i d a d e s  c u a d r á t i c a  y l o g a r í t m i c a  m á x i m a s  c o r r e s p o n d e n  a 

R L C 2 , s e g u i d o  p o r  R L C 1 . En c o n c r e t o ,  p a r a  n = 1 0 0 ,  las u -  

t i l i a a d e s  o b t e n i d a s  c o n  R L C 2  s o l o  d i s t a n  s e i s  c e n t é s i m a s  

d e  l a s  p r o p o r c i o n a d a s  p o r  la d i s t r i b u c i ó n  c o r r e c t a .

En e l  p r i m e r  e s t u d i o ,  n= 50, e s  d e  d e s t a c a r  e l  b u e n  
c o m p o r t a m i e n t o  d e  B N C  en r e l a c c i ó n  c o n  l o s  d e m á s  m é t o d o s .
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Sobre todo habida cuenta de que no se cumplen las hipó
tesis en las que se basa el método BNC, multinormalidad 
del vector representante. La utilidad logarítmica, «*, 
de BNC solo es superada por la de BPC quedando RLC2 en 
tercer. lugar. Esto es debido a que las probabilidades 
proporcionadas por BNC son mas conservadoras, i.e. mas 
cercanas a la distribución uniforme, que las proporcio
nadas por los demás métodos; así, aunque su porcentaje 
esperado de aciertos, u*, es menor, sus fallos son pe- 
nali2ados también menos fuertemente que los de los de
más métodos, obteniendo una utilidad esperada, w*, rela
tivamente alta. La ventaja proporcionada por este conser
vadurismo del método BNC desaparece en cuanto crece el 
número de datos; esto es debido a un aumento, al aumen
tar el número de datos, de la bondad de las aproximacio
nes utilizadas en los demás métodos. Así, las utilidades 
conseguidas por BNC con ?i=75 y n = 100 son prácticamente 
iguales que las conseguidas con n=50. Por el contrario, 
los demás métodos aumentan considerablemente sus utili
dades esperadas al aumentar n . ■

Otro detalle a subrayar en el estudio realizado con 
h=50 es el considerable incremento en utilidad logarít
mica obtenido al pasar de RLC1 a RLC2. Esto es debido a 
que la información proporcionada por los cincuenta pri
meros datos es mas bien escasa, por ello se incrementan 
los incovenientes de un método estimativo, RLC1, frente 
a un método quasí-predíctivo, RLC2.

■ I

EJEMPLO 2. Dato s d e m o g r á f i c o s .

En el banco 2 del apéndice 2 se recogen 50 datos 
correpondientes a un estudio demográfico realizado en 
USA. Press and Wilson (1978) utilizaron estos datos pa-
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ra c o m p a r a r  los m é t o d o s  L M L  y  LDA.

El n ú m e r o  d e  c l a s e s  c o n s i d e r a d a s  es des, k=2, y e x i s 
t e n  c i n c o  i n d i c a d o r e s ,  t r e s  d e  e l l o s  c o n t i n u o s  y d o s  d i -  
c o t ó m i c o s .  C o n s i d e r a n d o  u n  t é r m i n o  i n d e p e n d i e n t e ,  el n ú 
m e r o  de c o m p o n e n t e s  d e l  v e c t o r  r e p r e s e n t a n t e  es s e i s ,  ^ = 6 .

C o n  el fin d e  e v a l u a r  l o s  r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s ,  el 
b a n c o  de d a t o s  se d i v i d e ,  d e  f o r m a  a l e a t o r i a ,  en d o s  p a r 

t e s  i g u a l e s .  L a s  d i s t r i b u c i o n e s  d e  c l a s i f i c a c i ó n  se c a l 
c u l a n  c o n  25 d a t o s  y s e  e v a l ú a n  c o n  l o s  r e s t a n t e s  25 d a 

tos. P a r a  d i s m i n u i r  la i n f l u e n c i a  d e  la p a r t i c i ó n  e v a 
l u a d a ,  los c á l c u l o s  s e  r e p i t e n  c o n  c i n c o  p a r t i c i o n e s  d i s 
t i n t a s ,  t o d a s  e l l a s  s e l e c c i o n a d a s  d e  f o r m a  a l e a t o r i a .

L o s  r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s  en l a s  d o s  p r i m e r a s  e v a l u a 
c i o n e s  se p r e s e n t a n  e n  la t a b l a  2 , m i e n t r a s  q u e  la t a b l a  

3 r e c o g e  la m e d i a  d e  l a s  c i n c o  e v a l u a c i o n e s .

En el e s t u d i o  r e a l i z a d o  p o r  P r e s s  a n d  W i l s o n  (1978), 

se e v a l u a b a n  los m é t o d o s  c a l c u l a n d o  el p o r c e n t a j e  d e  a- 

c i e r t o s ,  k . Las c o n c l u s i o n e s  de s u  a r t i c u l o  e r a n  f a v o 
r a b l e s  al m é t o d o  L M L  f r e n t e  a l  L D A .  L o s  r e s u l t a d o s  r e 

c o g i d o s  en la t a b l a  3 c o n f i r m a n  q u e  la u t i l i d a d  p r o 

p o r c i o n a d a  por L M L  e s  m a y o r  q u e  la o b t e n i d a  p o r  L D A ;  s i n  

e m b a r g o ,  t a n t o  en u t i l i d a d  c u a d r á t i c a ,  u^ , c o m o  e n  l o g a 

r í t m i c a ,  son m e j o r e s  l o s  r e s u l t a d o s  d e  LDA.

E n  p o r c e n t a j e  d e  a c i e r t o s ,  u 1 , y en u t i l i d a d  c u a 

d r á t i c a ,  u 3 , los m e j o r e s  r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s  c o r r e s p o n 
d e n  al m é t o d o  R L C 2 , q u e d a n d o  e s t e  e n  s e g u n d o  l u g a r  en 

u t i l i d a d  l o g a r í t m i c a ,  u ^ . E s  d e  d e s t a c a r  l o s  p o b r e s  r e 
s u l t a d o s  o b t e n i d o s  p o r  B N C .
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R e p e t i c i ó n  1 R e p e t i c i ó n  2

RLCi

RLC2

LML

LDR

BPC

BNC

«*u 2

...
u *
U 3 *

i Me d i a
i De s . T \ p .

.6305 

. 1286
.6254
.3152

-.0226 

1.1592

-.0956 

1.2037

!Medí 8 
1 Do s . T 1 o .

.6305 

. 1208
.6199
.2899

. 0224 
1.066?

-.0204 
1.0489

Medí 8 
De s . T i p .

.6305 

. 1288
.6256
.3165

-.0245 
1. 1668

-.1052 
1.2295

Mod 1 a 

De s . T 1 p .
.5920 
. 1300

.589?

.3248
-.1593 
1.2238

-.2280 
1.2173

I Me d 1 a 

De s . T 1 p .

.5920 

. 1300
.5796
.2860

-.0840 
1.0821

-.0975
.9595

Me d \ a 

De s . T i p .
.5948 
. 1409

.5805

.329?
-.2158 
1.2820

-.5083 
1 .6930

U 1 U * <  j
.7292
.1556

.7118

.3024
.2533 
I.1017

. 1867 f(
1.0815 ¡

.7292 

. 1556

.7006

.2743

.2904

.9775

.2525 

. 8805

.7292 

. 1556

.7123

.3010

.2536 

1.0952

. 1905 

1.0696

.7292 

. 1552

.6867

.2769

.2400 

1.0195

. 188? 

.9653

.6875 

. 1875

.6442

.2379

.2177

.0650

. 1760 

.7481

.6458 

. 1882

.6084

.284?

-.0135 

1.0851

-.2115 

1.3930

T a b l a  2 -

U *1 U*2 U*
i*

RLC1 .6705 .66)4 .0828 -.0634

RLC2 .6776 .6545 . 123? .0385

LML .6705 .6609 .0676 -.1116

LDR .6551 .6402 .1115 .0533

BPC .6478 .6040 .0647 .0179

BNC .5969 .5855 -.1212 -.3948

-  T a b l a  3 -
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Como muestra de la necesidad de utilizar un banco 
auxiliar para la avaluación de resultados, en la tabla 
4 se recogen las medias y desviaciones típicas obteni
das al utilizar el banco completo, los cincuenta datos, 
tanto para la obtención de los métodos como para su eva
luación. Los métodos que obtuvieron peores resultados 
en el estudio anterior, tabla 3, son ahora los que se 
destacan, mostrando con ello una mayor capacidad de a- 
juste a unos datos concretos, pero un menor poder pre- 
dictivo.

u *l “ 2 * * ;

Med 1 a . 7 0 0 5 . 6 9 9 0 . 3 0 0 7 . 3 3 5 5

D e s . T i p  . . 0 0 7 2 . 2 0 4 6 . 7 1 7 0 . 6 3 0 4

Med 1 a . 7 0 0 5 . 6 9 1 9 . 3 0 7 7 . 3 5 5 0

D e s . T i p . . 0 0 7 2 . 1954 . 6 0 2 4 . 5 9 0 4

Med 1 a . 7 0 0 5 . 6 9 9 0 . 3 0 0 6 . 3 3 5 4

D e s . T t p . . 0 0 7 2 . 2 0 4 5 . 7 1 7 1 . 6 3 0 4

Med 1 a . 7 0 0 5 . 6 5 1 2 . 3 3 7 0 . 2 0 1 4

D e s . T < p . . 0 0 7 2 . 1 6 1 9 . 5 0 0 0 . 4 0 1 3

Med i a . 7 0 0 5 . 6 4 0 4 . 3 3 1  1 . 2 7 1 2

D e s . T 1p . . 0 0 7 2 . 1 50 7 . 5 4 5 9 . 4 4 1 9

Med i a . 0 2 6 9 . 7 1 3 5 . 5 0 0 4 . 4 2 6 0

D e s . T 1p . . 1 0 4 9 . 1607 . 5 7 0 9 . 4 7 6 4

- Tabla 4 -

IB

e j e m p l o  3. Datos de botánica.
El banco 3 del apéndice 2 consiste en los 150 datos 

presentados por Fisher (1936), en el primer artículo apa
recido sobre clasificación estadística.
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El número de clases consideradas es tres, k=3, y 
existen cuatro indicadores, todos ellos continuos. Con
siderando un término independiente, el número de compo
nentes del vector representante es cinco, 5.

En su artículo, Fisher solo estudió las dos prime
ras categorías, Iris setosa e Iris versicolor, obtenien
do que la combinación lineal

y x + 5 .9037j/2 - 7.1299y3 - 10.1036¡/4

separaba completamente las dos clases. En efecto, esa 
combinación lineal da un resultado negativo para los cin
cuenta datos correspondientes a Iris setosa, mientras 
que es positiva en los cincuenta casos de Iris versico
lor.

La separación completa del banco de datos va empa
rejada de la no existencia de estimador máximo verosímil, 
por tanto la función de verosimilitud no tiene forma a- 
campanada y, en consecuencia, su medida de Lebesgue es 
infinita.

En tal caso, el uso de iniciales impropias puede no 
ser válido pues la distribución final puede ser a su 
vez, impropia. Este es el caso al considerar los 150 da
tos del banco 3.

Por el contrario, entre las categorías versicolor 
y virgínica no existe separación completa si se conside
ran los cien datos correspondientes a esas dos catego
rías.
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Por estos motivos, el estudio aquí presentado se 
reduce a la clasificación entre Iris versicolor e Iris 
virglnica. Al igual que en el ejemplo anterior, se rea
lizaron cinco repeticiones en las que los métodos
fueron calculados con ochenta datos y evaluados con los 
veinte restantes. Sin embargo, solo en dos de esas repe
ticiones se obtuvieron datos que no presentasen separa
ción completa, por ello las otras tres evaluaciones fue
ron rechazadas (la distribución final t1 E (0 |-0) era impro
pia). En la tabla 5 se presentan esas dos repeticiones, 
mientras que su media aparece en la tabla 6.

Repetición 1 Repetición 2

“ í < <
Medí a .9542 .9511 .9536 .9497

Oes. T t p . . 0609 .2095 .2 0 9 0 .2083

Medí a .9542 .9428 .9 4 6 0 .9361

De s . T 1 p . .0609 .2076 . 2 0 9 0 .2077

Med I a .9542 .9512 .9536 .9497

D e s . T i  p . .0609 .2085 .2 0 9 0 .2083

Med 11 .9542 .9451 .9525 .9408

De s . T 1 p . .0609 .2073 .2088 .2066

Medí > .9542 .9422 .9522 .9366

De s . T 1 p . .0609 .2067 .2087 .2056

Medí a .9542 .9 4 8 0 .9538 .9452

Des. T í p . .0609 .2078 .2 0 9 0 .2072

*1 \ K
.95301 .9355  

.0634 .2 1 0 0

.9281

. 2114

.9215

.2120

.9530

.0634

.9328

. 2096

.9261  

.21 17

.9171

.2119

.9530

.0634

. 9337

.2101

.9 2 2 2

.2129

.9171

.2134

.95301 .9247
¡

. 0 6 3 4 | . 2083

.9195

.2127

.9036

.2111

.9530

.0634

. 9225

.2066

.9 2 7 9

.2101

.9031

.2063

.9530

.0634

. 9215

.2073

.9281

.2 0 9 0

.9021

.2077

- Tabla 5 -
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< “I u *4

RLCl . 9 5 3 6 . 9 4 3 3 . 9 4 0 9 . 9 3 5 6

RLC2 . 9 5 3 6 . 9 3 7 0 . 93 6 1 . 9 2 6 6

LML . 9 5 3 6 . 9 4 2 5 .93.79 . 9 3 3 4

LDH . 9 5 3 6 . 9 3 4 9 . 9 3 6 0 . 9 2 2 2

BPC . 9 5 3 6 . 9 3 2 4 . 9 4 0 1 . 9 1 9 9

BNC . 9 5 3 6 . 9 3 4 0 . 9 4  10 . 9 2 3 6

-  T a b l a  6 -

A pesar de los problemas que conlleva la separación 
completa del banco de datos, este ejemplo es muy intere
sante pues muestra el comportamiento de los métodos RLC1 
y RLC2 en una situación que, en teoría, les es totalmen
te adversa. En efecto, el banco de datos 3 parece ajus
tarse perfectamente al enfoque muestral y la hipótesis 
de multinormalidad de los indicadores dada la clase pa
rece correcta.

Los resultados obtenidos por el método RLC1 son sor
prendentemente buenos, superando en utilidad logarítmi
ca , incluso al método BNC, el gran favorito a priori.
En utilidad cuadrática, u3, RLC1 queda en segundo lugar, 
siendo superado por BNC. Por el contrario, el método RLC2, 
aunque proporcionando también utilidades muy altas, se 
queda algo rezagado aunque superando siempre al método 
LDA.

■ I





CAPITULO 6

DISCUSION V AREAS DE INVESTIGACION FUTURA

El tema principal de esta memoria, clasificación 
estadística, constituye una de las áreas de estadística 
aplicada con mayor bibliografía, sin embargo, no existen 
apenas referencias en la literatura especializada sobre 
metodología bayesiana aplicada al enfoque clasificatorio. 
Esta memoria quiere ser un primer intento en el desarro
llo de ese campo de investigación, totalmente novedoso 
y con un gran atractivo dentro de la estadística apli
cada .

Partiendo de un concepto original expuesto por pri
mera vez en esta tesis, el concepto de modelos de cla
sificación regulares, se desarrollan las bases y una in
cipiente estructura de lo que, aunque todavía en fase 
de experimentación, parece ser una herramienta importan
te en estadística aplicada y especialmente en diagnosis 
automática. Algunos de los resultados propuestos en el 
capítulo 4, en concreto la distribución t t £  ( 0 | x ,D) , 
no pretenden ser la solución bayesiana al problema, sino 
que se han presentado solamente como primeros frutos de 
la estructura general defendida en esta memoria. Sin 
embargo, los ejemplos expuestos en los capítulos 3 y 5 
muestran que esos primeros frutos son altamente prome
tedores .

160
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Muchos son los problemas y cuestiones a las que to
davía es necesario contestar. Unos son teóricos, impor
tantes en el perfeccionamiento matemático de la estruc
tura global; otros, los mas, se refieren a posibles áreas 
de investigación que complementen la teoría aquí presen
tada y amplíen el ámbito de aplicaciones.

Entre los primeros hay dos en concreto que requie
ren un interés especial.

(i) Un complemento al capitulo 2 lo constituiría el 
enunciado de una proposición que, recogiendo un sis
tema de condiciones suficientes, demostrase que la 
existencia del estimador máximo verosímil es sufi
ciente para que las colas de la función de verosi
militud converjan a cero. La importancia de ese re
sultado radica en que, dado un conjunto de datos 
específico, es bastante mas sencillo demostrar si 
existe o no el estimador máximo verosímil que com
probar si las colas de la función de verosimilitud 
tienden a cero.

Un resultado todavía mas interesante consistiría 
en encontrar las condiciones bajo las cuales la exi- 
tencia del estimador máximo verosímil es suficien
te para que la función de verosimilitud posea medi
da finita. Ese resultado permitiría conocer bajo 
que condiciones puede utilizarse una inicial impro
pia con la seguridad de que la distribución final 

. será propia.

Este punto está íntimamente relaccionado con un pro-
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blema práctico de gran importancia: separación com
pleta en el banco de datos. En el ejemplo 5.3.3. se 
comprobaba que, para algunas repeticiones, la dis
tribución final no era propia debido a que el ban
co de datos presentaba separación completa y por 
tanto la función de verosimilitud no tenía máximo. 
Sin embargo, esas son las situaciones en las que 
la clasificación debería ser mas sencilla. El estu
dio de este problema puede aconsejar alguna modi
ficación de la distribución inicial.

(ii) En el capítulo 4 se utiliza la regla de Jeffreys 
para la búsqueda de distribuciones de referencia. Su 
utilización se justifica a través de los resultados 
obtenidos por Bernardo (1979). Sin embargo, como 
apunta Ferrandiz (1981), los resultados de Bernar
do necesitan la convergencia en media, en lugar de 
la convergencia en distribución obtenida en el teo
rema 3.1.1. Sería convéniente, por tanto, un estu
dio de las condiciones bajo las cuales se obtiene 
la convergencia en media.

Entre las lineas de investigación orientadas hacia 
un perfeccionamiento que incremente las posibilidades 
de aplicación en problemas concretos, cabe destacar:

(i) El estudio de la función de verosimilitud corres
pondiente a un muestreo retrospectivo. En efecto, 
como ya se comentó en el apartado 1.2, el enfoque 
clasificatorio se ajusta muy bien a datos prospec
tivos, sin embargo con datos retrospectivos parece 
necesario, desde el punto de vista teórico, la mo- 
delización de la distribución del vector represen-
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tante. Habida cuenta de la supremacía, en aplicacio
nes, de datos retrospectivos frente a prospectivos, 
este punto requiere un interés especial.

(ii) El tratamiento de indicadores categóricos no or
denados . Si estos indicadores solo poseen dos ca
tegorías no aparece ningún problema, pues existe
una cantidad aleatoria dicotómica, (por ejemplo 0,1), 
que los representa de forma natural. Ese no es el 
caso si el número de categorías es mayor de 2, en
tonces el orden artificial que se les asigna al re
presentarlos mediante una cantidad aleatoria puede 
influir de forma radical en los resultados.

(iii) La asignación de distribuciones iniciales in
formativas. Este es un problema inherente a toda 
aplicación práctica de la metodología bayesiana.
Por tanto, aunque verdaderamente importante en el 
contexto de clasificación, no es una linea de in
vestigación específica del mismo. Cualquier resul
tado obtenido sobre asignación de distribuciones 
iniciales multivariantes en cualquier otra área de 
investigación estadística podría ser, sin excesivos 
problemas, utilizado en clasificación.

(iv) Por último, aunque no por ello lo menos priori
tario hay que comentar la necesidad de rutinas de 
ordenador que posibiliten el uso de los modelos nor
mal acumulado y logístico multiplicativo. Obtenien
do, de esta forma, alternativas al modelo logístico 
aditivo y la posibilidad de contrastar los resulta
dos obtenidos en cualquier aplicación práctica.







APENDICE 1

UNA APORTACION AL COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LA 
DISTRIBUCION FINAL

En los estudios realizados sobre el comportamien
to asintótico del estimador máximo-verosímil, o de los 
estimadores bayes, cuando se considera que el espacio 
paramétrico, Q, puede no se acotado, se añade una con
dición de regularidad, (ver por ejemplo la condición 5 
en Walker, 1969), prácticamente la misma en todos los 
artículos consultados por el autor, que no es satisfe
cha por los modelos de clasificación diagnóstica regu
lares. En este apéndice se modifica la axiomática de 
Walker proponiendo una condición alternativa, satisfe
cha por los modelos de clasificación diagnóstica regu
lares, estrictamente mas débil que su condición 5.

Se comprueba que la sustitución de la condición 
5 por esa condición alternativa en la axiomática de 
Walker sigue proporcionando una axiomática suficiente 
para la aproximación asintótica normal a la distribu
ción final.
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A1.1 CONDICIONES DE REGULARIDAD

( n  ) -Dada una muestra aleatoria de tamaño n , x =
= (r, ), tomada de una población cuya distribución
se ha parametrizado a través del modelo probabilístico 
p(x|0), el Teorema de Bayes asegura que

Si la distribución inicial, p (0), no se- anula en 
ningún punto del espacio paramétrico 0, y si la fun
ción de verosimilitud, p(x^|0), se va concentrando 
mas y mas en torno a su máximo conforme n crece, es 
sencillo dar una demostración heurística, utilizando 
series de Taylor, de que la distribución final, p(0¡x^), 
es aproximadamente normal con media el estimador máxi
mo verosímil, 0, y con matriz de precisión la matriz 
de Información de Fisher. ( Ver por ejemplo: Lindley,
1965, teoremas 7.1 y 7.2; Bernardo, 1981, teoremas 
6.4.2 y 6.4.3).

Sin embargo, una demostración rigorosa de este re
sultado exige la introducción de un conjunto de condi
ciones de regularidad que garanticen tanto la consisten
cia del estimador máximo verosímil, lo que conlleva la 
concentración de la función de verosimilitud en torno 
a su máximo, como la normalidad asintótica de la dis
tribución en el muestreo del mismo.

Las condiciones de regularidad mas conocidas son, 
sin lugar a dudas, las propuestas por Walker(1969):
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C R .  1
©€RS , es un conjunto cerrado

CR . 2

El conjunto de puntos ©>>0} es indepen
diente de 9.

CR .3
.Si 6̂  y Q2 son dos puntos distintos de 0, el con
junto de puntos x€x tales que p(x|0j)*p(x|02) 
tiene medida no nula.

CR.4
Sea x€x y 0*60. Dado e>0, suficientemente pequeño, 
V 0 -tal que || 0-0* || <e , | Log p (x | 0) -Log p (x | 6*) | 
está acotado por una función G^(z,8*) tal que,

Lim G (x,0*) = 0e£-*■0
y y 0q€0, Lim I G^{x,8*) p(x|6Q) du = 0.

£-*■0 ■'

CR.5
Si el conjunto 0 no está acotado entonces, dado 
0q€0 y A€R, constante positiva suficientemente 
grande:

^  0, || G |I > A , Log p (x | 0) -Log p(x|0o) < X¿ (x,0o)

con Lim K^(x,8Q) p(x|0Q) dy < 0.
A -*00 ^

Este limite puede no ser finito.
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En las siguientes condiciones 0Q representa un pun
to interior del espacio paramétrico 0.

CR.6

CR. 7

Log p (x | 5 ) es dos veces dif erenciable con respecto 
a 6, en algún entorno de 6n .

Sea *M6q ) la matriz sxs con elemento típico

• V V  * 9 Log pQ 9 Log pQ
9 0„ . 9 0. .0,1- 0,3

donde po=p(x|0Q ). Entonces  ̂I <+0° ^^>3
y la matriz es definida positiva.

CR. 8
9Pr

9 0„ . 
0,1

dy = 9 Pr

90„ . 90 .0 ,i 0,o

dy = 0 , V i ,3 =1 ,.. .

CR. 9
Si 11 0— || <e , siendo e una constante positiva sufi
cientemente pequeña, entonces:

92 Log p(x|0) 92 Log p(x|0Q)
90 . 90 . * 3

90„ .90_ . Oí Oj
< m . .

1-3

donde m. . es el elemento típico de la matriz M (x,0~)13 ■ c e ' 0'
Además,

e-»-0
Lim [ M (x,0 ) p(x|0 ) dy = 0

CR. 1 0
La distribución inicial sobre 0, tt(0), es continua 
en e=0Q y tt ( 0Q) >0 .



168

Con las condiciones CR.1 a CR.5 se puede demostrar 
la consistencia del estimador máximo verosímil. Sin em
bargo, la conclusión. que se pretende obtener con esas 
condiciones en la demostración dada por Walker(1969) es:

Séa Á' (e ) S { S€S : || 0 - 8 o |l < e }  un entorno de 0 Q .Existe 
un numero positivo k(e)>0, dependiente de e, tal 
que,

Las condiciones CR.6 a CR.9 son, según Walker, 
"...las convenientes para asegurar que la distribución 
asintótica en el muestreo del estimador máximo verosímil 
sea Normal". Por último, CR.10 conlleva la no anulación 
de la distribución inicial en un entorno alrededor del 
verdadero valor del parámetro.

A1.2 ESTUDIO DE LA CONDICION CR.5

La condición CR.5 permite trabajar con un conjunto
0 no acotado, por ello no aparece en ninguno de los tra
bajos en los que, explícita o implícitamente, se consi
dera que 0cRs es un conjunto, acotado. (Ver por ejemplo: 
Cramer, 1946; Huzurbazar, 1948; Chanda, 1954; Bradley 
and Gart, 1962).

Por el contrario, en todos los trabajos consulta
dos por el autor sobre el comportamiento asintótico

Lim P |8)-p(xU) |e0))<-k(e)]=1

(1 )



169

del estimador máximo verosímil, cuando se considera un 
espacio paramétrico, 0, posiblemente no acotaco, se 
utiliza la condición CR.5 o alguna otra equivalente.
( Ver por ejemplo: Wald, 1949, hipótesis 5; Kiefer and 
Wolfowitz, 1956, hipótesis 2; Chao, 1970, hipótesis A9; 
Johnson, 1970, hipótesis 6; Dawid, 1970, hipótesis C7) .

Sin embargo, los modelos de clasificaciór. regula
res no satisfacen dicha condición pues,

Dado ,̂€0, para todo A>0, si existe X^(a:,60> tal
que Log p(x|e)-Log p (x | 0Q) <K^ {x , 0Q) para todc 660 con

|| 0 || >A , entonces,

K (x,Q ) 2: sup ¡Log pU|e)-Log p(a|e )] =
A ° 0: || 611 > A l 0 >

= - Log p(x|6Q) > 0

ya que, por la propiedad P3, el supremo de la función 
de verosimilitud de un dato es uno, y se alcanza de 
forma asintótica, esto es, mediante una sucesión (6^;
¿ = 1 ,...} para la que || || ■*'+00 cuando ít».

Por tanto la esperanza de K^(x,QQ) es no negativa 
para todo A, lo que contradice la condición C1.5.

Este hecho hace necesario un estudio profundo de
las implicaciones de CR.5 necesarias en la denostración 
de la normalidad asintótica, que permita encoitrar con
diciones alternativas mas débiles.

Si se considera
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K.{x,e ) = sup Log p (x | 0) -Log piarle..) 
A ° 6: !! 0II >A °

entonces la condición Lim K.(x,6 ) p(x|0 ) dy < 0 es
equivalente a

lim
¿-yoo

sup Log p(x 8)-Log p(x 0-)
II 6 II >A 0

p(x|6 ) du < 0

Por tanto, existe AQ tal que para todo A>'A0:

sup Log p(x|0)-Log p(x|6.)
í II e II >A

p (x|0 ) du < 0
(2 )

Para que una función medible tenga medida negativa, 
posiklemente -°°, debe ocurrir que su parte positiva sea 
finita. Es mas, si y (/)<+<» y f=g+h entonces y (£)<+“ y 
\i(h) <+<*>. Aplicando este resultado elemental de teoría 
de la medida a la desigualdad (2), debe ocurrir que:

sup Log p(x|0)
: II e II >A

p(x|0Q) dy < +® V A>A(

Log p(x|0Q) p(x|0Q) dy = H{p (x | 0Q) } <+°°

siendb ff{p(x|0Q)} la entropía de p(x|0Q)

Por otra parte (2) puede ser escrita como: 
sup p(x|0)

Log
p(*le0)

p (x|0O) dy < 0

lo qua en cierto modo, conlleva un comportamiento de
crecíante de las colas de la función de verosimilitud.
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Algunos autores exigen explícitamente ese comportamien
to acampanado de la verosimilitud; así por ejemplo,
Wald (1949) y Johnson (1970) suponen que si {9^} es una 
sucesión con Lim ||9̂ .jj=+oc, entonces Lim p(x|r^)=0.

Sin embargo, en la demostración propuesta por 
Walker (1969) solo se utiliza CR.5 para comprobar la 
condición (1). Mas concretamente, para demostrar que:

. Existe A>0 tal que

Lim P
Urt-co

sup ra_1{Log p (x M  9)-Log p(x 9n) }<-C . <0 
ees(A) . ° (3) *

= 1

siendo S (A) ={ 9€Q : II 9 II >A} .

A1.3 UNA CONDICION ALTERNATIVA A CR.5

Considérese la condición alternativa CA desglosa
da de la siguiente forma:

CA. 1
V e0 , punto interior de 0, 3 A ^ O  tal que V x§x, 

sup Log p(x|6) ¿ B (x), siendo B , (x) tal queII0 II !>a( 1 1
(x)_ p(a| 9q) du = B1(eQ) < +«> 

CA. 2
V 8q punto interior de G,

H{p(x |0q)}=-] p(x|0o) Log p(x|0Q) dy=B2 ( e Q ) < + “
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C A . 3
Sea C ={(:r ,--)€x” : Lim sup p(x ,----------| 0) = O}

n 1 71 a —  || e || H a  1 n

entonces Lim P(T )=1

Las condiciones CA.1 y CA.2 podrían resumirse en 
la condición equivalente

condición muy similar a CR.5 pero mas débil, pues se 
admite que el límite pueda tomar cualquier valor dis
tinto de +°°. Sin embargo se ha preferido desglosar es
ta condición con el fin de mostrar las implicaciones 
que conlleva. Así CA.1 exige que, en el complementario 
de la bola de centro el origen y radio A ^  el logarit
mo de la función de verosimilitud esté acotado por una 
función con medida finita. CA.2 exige que, para todo 
punto interior 6Q€0, la entropía de la función p (jc| 9Q) 
esté acotada por una constante finita.

Por último CA.3 exige que, con probabilidad tendien
do a uno conforme el número de datos crece, las colas de 
la función de verosimilitud se acercan a cero, alcan
zando ese valor en el límite.

V 0^ punto interior de 0, y dado A>0 suficiente- 
. mente grande, existe M^(x,QQ) tal que,

^ 9 €0 con || 6 || >A , Log pU|e)-Log p (cc | 90) <M ̂ (x , 0Q)

con M^(x ,Qq) p(x|e0) dy < M(eQ) < +°°

Obviamente las condiciones CA.1 y CA.2 son necesa
rias para que se cumpla la condición CR.5. El siguiente
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r e s u l t a d o  d e m u e s t r a  q u e  lo m i s m o  es  c i e r t o  p a r a  C A . 3 .

PROPOSICION i
La condición CA \ Z es necesaria vara aue se cúnala

CR . ¿ .

DEMOSTRACION
C R . 5  i m p l i c a  q u e ,  d a d o  0 Q p u n t o  i n t e r i o r  d e  0, 

e x i s t e  A* t a l  q u e r p a r a  t o d o  A^A* e x i s t e  £ ¿ > 0  /

j ^ A ( x , e Q ) p ( x | e Q ) dy á - 2 c A < 0 .

A d e m á s ,  c o m o  s u p  L o g  p ( x | 9 ) - L o g  p ( x | 9  ) áA',(x,9 )
¡| 0 1| >A 0 A 0e n t o n c e s  11 "

s u p  L o g  p ( x | 0 ) - L o g  p ( x | 0  
1 ||0||>A

P (x | 6 q ) d u  S - 2 c ^

A p l i c a n d o  la l e y  d é b i l  d e  los g r a n d e s  n ú m e r o s  a la 
c a n t i d a d  a l e a t o r i a  s u p  L o g  ü ( x | 0 ) - L o g  p ( x | 0 n ), c u y a||e||>4 0
e s p e r a n z a  es m e n o r  o i g u a l  q u e  - 2 e ^ < 0 :

n
{ L o a  oL i m  P

72->-oo

1
su p  n~ l { L o g  p ( x J e ) - L o g  p (xj 0 Q ) } < - e A <0III 6 || >A í-l

q u e  es p r e c i s a m e n t e  l a  c o n d i c i ó n  (3).

=  1

La c a n t i d a d  a l e a t o r i a

72“ 1 í s u p  L o g  p  (x ^  ¡ 0 ) - L o g  p ( x ^
!! 9 II >A

0

c o n v e r g e  e s t o c á s t i c a m e n t e  a u n  n ú m e r o  n e g a t i v o ,  p o r  

t a n t o ,  la c a n t i d a d  a l e a t o r i a
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sup p(x ̂  | 0)
Log ----- 7— r------

P  ( x  | e „ )

converge estocásticamente a -®, lo que implica que

^ s u p  p ( x (n) | e) | / p ( x |  eQ)
converge estocásticamente a cero. Por último, eso im
plica la convergencia estocSstica a cero de la cantidad 
aleatoria

sup p(x(n) |6) , V A^A*
II e II >a

por tanto
Lim P Lim sup p(x^” ^|0)=O 

A-*-® ! I 0 i 1 > A
= 1

Una consecuencia inmediata de este resultado es 
que la condición CA es mas débil que CR.5. Es mas, CA 
es estrictamente mas débil que CR.5 puesto que, por 
ejemplo, los modelos de clasificación regulares cumplen 
CA pero no cumplen CR.5.

CA puede ser utilizada en lugar de CR.5 en la 
demostración de la normalidad asintótica de la distri
bución final, como prueba el siguiente resultado.

T E OREMA 1
Si se cumple CR.2 entonces CA es suficiente para 

que se cumpla (3),i.e., CA es suficiente para que ' 
exista A>0 tal que si S (L) = { 0€0: || 0 || >A} entonces

Lim Pj sup n {Log p (x l'n', I 0) ~Log p(x.̂ n  ̂I Qn) }<-c.<0 
n->°° I I  0 I I  >A

r 1
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Si se d e f i n e  Q K (x

s u p  L o g  p(x L o g  p (x

e n t o n c e s  la e x p r e s i ó n  (3) e s p e c i f i c a  q u e

La d e m o s t r a c i ó n  d e l  t e o r e m a  1 a q u í  p r e s e n t a d a  t i e 
n e  d o s  p a r t e s  c l a r a m e n t e  d i f e r e n c i a d a s .  En la p r i m e r a  
se d e m u e s t r a  la e x i s t e n c i a  d e  t r e s  c o n s t a n t e s  f i n i t a s

A *

En la s e g u n d a  p a r t e  se u t i l i z a  la ley d é b i l  d e  los 
g r a n d e s  n ú m e r o s  a p l i c a d a  a l a s  c a n t i d a d e s  a l e a t o r i a s

6 ); n = 1 ,...} p a r a  d e m o s t r a r  que

A *

D E M O S T R A C IO N  D E L  T E O R E M A  1

P A R T E  A

d o n d e  B, (r)B 4 (¿c)-Log p(x

e s t á  d e f i n i d o  en C A . 1 .  S e a

p  (x

du
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= | Bj  (x)  p ( x | e 0 ) du - 1 L o g  p ( x | e G) p ( x | eQ) du

5 i (e 0 ) * V V

C o n  e s t a  d e f i n i c i ó n  B ( x , v Q ) e s  la p a r t e  p o s i t i v a  

d e  la f u n c i ó n  í j ( x ) - L o g  p (x f © 0 ) q u e  t i e n e  m e d i d a  f i n i 
t a

u { B j ( x ) - L o g  p ( x | e Q ) } = B 1 (9C ) + B 2 (e Q )<+°° 

p o r  t a n t o  O ^ u í B ^  (x , 0 Q ) } = ? 3 (QQ ) <+°°.

E n
V n >o y V Ccyn :

c o n s e c u e n c i a ,  V  A £ A J (A 1 d e f i n i d o  en C A . 1 ) ,

Q h U {n) , e Q) P ( x (n)  | e0 ) dy =

l !! eJI > a

= ! n 1 | s u p  L o g  p  (x * ' ̂ | 0) - L o g  p (x * ‘ * | 6 0 ) | p (x * | 0 Q ) duá

« V  ' i
n~ 1 Y | s u p  L o g  p ( x . | 0 ) - L o g  p  (x . | 9 ) I p (x (n * | 0 ) du ¿

C ¿ = ll||0||>A 1 ¿ ° J °
U  k

n " 1 Y B ( x . J - L o g  p (x¿ | e Q ) : p ( x  U )  ¡ 9 Q ) du á
' C i  = l   ̂ u ]

n~ 1 " 3 (x . , 0 ) p  (x *r‘ *
C i 3 " 0

) du =

= t T 1 l J S 3 (x¿ , 6 0 ) p ( x (n) | 0 Q ) du á

5 » “ * I  
¿ = 1

’ 1 n
= n - X I

¿ = 1

(n)
b 2 (x i , e0 ) p < x  |e0 ) du =

; B 3 (x¿ ,0o ) p ( x ¿ I0q) du  á 5 3 (e0 ) < +»
(4)

d o n d e  el r a n g o  d e  i n t e g r a c i ó n  s o l o  se h a  e s p e c i f i c a d o  

si e s t e  e r a  s o l o  p a r t e  d e l  e s p a c i o  t o t a l .

& > n % :
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P o r  o t r a  p a r t e ,  s e a n  {C ; rc=1,...} l o s  c o n j u n t o s
TI

d e f i n i d o s  en C A . 3 .  C o m o  L i m  P ( C  )=1, d a d o  e > 0  e x i s t e
U

m(z) t a l q u e  p a r a  t o d o  n>m(e) p ( C ^ ) > 1 - e .  A d e m á s ,  p o r

d e f i n i c i ó n  d e  C ,n

V C i L i m  s u p  p ( x * * ^ | e )  = 0

A+°° || 9 || >A
( ) 71s i e n d o  p ( x  l ec) = Ti p ( x ¿  |eQ) > 0 y a  q u e  x ^ x = { x ;

■¿=1

p ( x | 6 ) > 0 } , y p o r  C R . 2  x es i n d e p e n d i e n t e  d e  0. P o r  t a n t o

w  (n) s u p  p ( x ( T ) |0 )
V x € C  , L i m  ------ j— ¡--------- = 0 *=>

" s -  p (i  ’ ! e 0 )

— > L i m  ti- 1 ! s u p  L o g  p ( x  | 0 > - L o g  p ( x ^ r ‘ * | 6  ): =
A"* 00 l )

= L i m  Q (x(n) , 6  ) = - «
A-*00

P

p u e s t o  q u e  L o g  e s  u n a  f u n c i ó n  e s t r i c t a m e n t e  c r e c i e n t e

y  n es c o n s t a n t e .  P o r  t a n t o  3 A 0 (m) t a l  q u e  V  A £ A 2 (n)

y M x {n]ec :
J 71

QL (x{n) ,0O ) < - < B 3 (6 0 )+1) (5)

S e a  0 < e n < (B ( 6  ) +1 ) - 1  , m 0=m(c) y  A * = M a x  (Aj , (mQ ) ) , 

e n t o n c e s :

E ^ S a * (2: 0 , 6 g ) q { x {7r>o ) r e Q) p ( r (m°>|e0 ) du =

ÍA*(*(V  ,r > p(x(nO) |6 )du + _ eA*(x("0) ,9Q ) p ( x {riO
J c JC

m 0 m 0 (6 )
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d o n d e  C m e s  e l  c o m p l e m e n t a r i o  d e  c o n  r e s p e c t o  a ym

P o r  ( 5 ) , la p r i m e r a  i n t e g r a l  en (6 ) se r e d u c e  a

■) p (x (V  16 ) dv <
c *
TV.0 r t \< j -(B3 (60 ) + d  p ( x l o |e0 ) du =

= - ( B 3 (eq )+ 1 ) P(^m ) < -(*3 (e0 )+1 )( 1-e0 ) =

= E 0 ,B3 ,e0 ) * 1 ) - S 3 l90 )- 1 < - ’ W

p o r  c o n s t r u c c i ó n  d e  C y e . .
” o 0

L a  s e g u n d a  i n t e g r a l  e n  (6 ) p u e d e  s e r  a c o t a d a  u t i 
l i z a n d o  (4) :

{ « A * (ar<m ° ) 'eo ) PC* (mo ) | e0) du < s3(e0)
c
m o

por tanto,

E[eA* ( * (' V  ,e0)| < -B3(e0)+i3(e0) = 0

como la desigualdad es estricta, 3 <?A*>0 tal que

e [sa* (x (wo) , e0)j < - 4 <  o.

PARTE B
Para todo existen r , s € [ \ ]  tales que n = rmr +s,

con , y s < r :  . Por tanto:
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= 72-  1 r -  1

i  . ( X .  +  I  . , 9 a ). ¿ . O A* "2.777 _ + 1 "2. 777 . + 777 O A* Tm ̂ + OO O <7 = 1

S e a  2 . . = í  A . ( r  ,  . . • , £  . * ) , c o n  l o  q u e
t + 1  * A *  t»77Î  -ti ' t,wo + 0

l a s  c a n t i d a d e s  a l e a t o r i a s  { 2 . ;  i  = 1 , . . . , r }  s e r á n  i n d e p e n -  

d i e n t e s  e i d é n t i c a m e n t e  d i s t r i b u i d a s ,  con

(m„)
E ( z -) = Et q a * {x  '° ' V < - 4 Q < 0.

A *

Si e s a  e s p e r a n z a  no f u e s e  f i n i t a ,  s i e m p r e  se p o d r í a n  d e 
f i n i r  las c a n t i d a d e s  a l e a t o r i a s  (z¿) c o m o  el s u p r e m o  e n 

t r e  las a n t e r i o r e s  2 . y  u n a  c i e r t a  c o n s t a n t e  d e  f o r m at u
q u e  las n u e v a s  2 . t u b i e r a n  e s p e r a n z a  f i n i t a  y  m e n o r  q u eX-
- 4 c P o r  t a n t o  se p u e d e  a p l i c a r  la l e y  d é b i l  d e  los 

g r a n d e s  n ú m e r o s  a las c a n t i d a d e s  a l e a t o r i a s  {z ,} . Es 

m a s ,

« A * (x(n>»e0 ) “ m0/n i  2 i + n_1 X  « A * (xrm. + .7'e0 ) “t = 1

-1 sí *  /„ I s £ ♦ n -  l B  <x ,y 6 ) =
1 = 1  J =1 0

r  - 1  s  
= ( 1 - s / n ) / r  Y 2 . + n ~  Y ( x  * . 6 n )

i = l j = l 0 17

y c o m o  las c a n t i d a d e s  a l e a t o r i a s  q u e  c o n f i g u r a n  la e x 

p r e s i ó n  a n t e r i o r  s o n  i n d e p e n d i e n t e s :

^A* (x( ) ' 9 0 ) < - c A * J 2

f  r  s ]
> P ¡ ( 1 - s / n ) / r  l z , ^ / n  J  S (x .,0 ) <-c ¡ >i. 1=1 J-l 0 ^ J
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)
> Pl C\-s/n) /r l 3 ¿ < - 2 o ^  , P

l ¿=1 i
í:• P i (1 -s/n)/v \ 3 . < - 2 c 1 P  -L '• A * 1 f

* l
n ‘V r rr: O ' ?

1 -

£
> p ' ( 1 -s/n)/r l z.<-2a 

[ • ¿- l z A
(7)

D a d o  e > 0  s e a  £ ^ > 0  t a l  q u e  1-£ = ( 1 - £ ^ )' 0 + 1 , e s t o  es

e . 1 - ( 1 - e > l / " V n .

V n > 3 m 0 , 1- s / n > 1 - m Q / n > 1 - 1 / 3 = 2 / 3 , l u e g o  ,

- 2  ( 1 - s / n  ) *0 ^  > - 3 c a *

p o r  t a n t o :

í r 1
P 1 (1-s/n)/r Y z . <~2a =P.L, v A*

l  1  = 1 i

1/r £ 3 . . < - 2  ( 1 - s / 7 z ) _ 1 c-a * >
i = 1

> P| 1/r I 3 .< - 3 c A *
t = l

y c o m o  - 3 e  * > - 4 c  * > E ( 2  .) , p o r  la l e y  d é b i l  d e  los g r a n -
A  A "V

d e s  n ú m e r o s ,  d a d o  e > 0 , e x i s t e  tal q u e  p a r a  t o d o  r£r^

í v 1P i 1 / r  ) 2 .<- 3 <?A . > 1 — c ..L< i A* : 1
l 1 = 1  i

E s t o  e s ,  d a d o  e >0 e x i s t e   ̂= M a x  (r* , 3 m 0 ) tal q u e

p a r a  t o d o  n-rm q + s ZN 1 ,
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r
P| (1 -s/n) /r l z,.<-2c ̂  
[ ¿ = 1

> 1 -£ (8

P o r  o t r a  p a r t e ,

n~ ÍB 3 U '8o )<eA * /mO = P fi3 (x ,e0 )<nC
t \

= p s{ n

d o n d e  C=cA * / m 0 e s  u n a  c o n s t a n t e  e s t r i c t a m e n t e  p o s i t i v a ,  

y d o n d e  £ ^ = { x € x ;  # 3 ( x ,6 0 )<nC) .

La  s u c e s i ó n  {S } e s  u n a  s u c e s i ó n  e x p a n s i v a  d e  c o n -  n

j u n t o s  e n c a j a d o s  y p o r  t a n t o

L i m  = (J Sn = S - { x € x ;  B ̂ ( x , 6 ) < +°°) 
n n = i

e n  c o n s e c u e n c i a ,  ( B a r t l e  , 1 966 , l e m a  3 . 4 a ) ,

L i m  P ( S  ) = P (Lim S )  = P ( (J S )  = P(S) n n t nn n = i

a d e m á s ,  c o m o  P , ( x , 0 Q ) e s  u n a  f u n c i ó n  p o s i t i v a  c o n  m e d i 

d a  f i n i t a ,  p (S 3 (x , 8 0 ) ) =£  ̂  ( 6 C ) < +°°, ( B a r t l e ,  1 966 , e j e r 

c i c i o  4 . R) , P ( x € x ;  B 3 (x  , e Q ) = +°°) =0 , l u e g o  P ( S ) = P ( x ) = 1 .

L i m  P ( S  ) = P (5) = 1 = >  D a d o  e, 3 A’ ; Vrc>A_ P ( S  )>1-e,n l 2 2 n 1n

l u e g o :

D a d o  £^>0 3A ' 2 t a l  q u e  Vní/V? , P [n~ 'b, (x  , 6Q ) < c ^ * / m 0 ) >

> 1 - e  . L o  que ,  c o n j u n t a m e n t e  c o n  (7) y (8 ) y  la d e f i n i 

c i ó n  d e  e , d e m u e s t r a  e l  t e o r e m a .
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T E O R E M A  2

Si se cumplen las condiciones de regularidad CR.l

a CR.4 y CR.6 a CR.10 y la condición alternativa C A ,
i (n )entonces la distribución final Trfelx } converge en 

distribución a una Sormat con media el estimador máxi

mo verosímil, 8, y matriz de precisión la matriz

D*(-Log p ( x (n) | QJ)

calculada en el punto 8.

L a  d e m o s t r a c i ó n  d e  e s t e  t e o r e m a  es t o t a l m e n t e  s i m i 

l a r  a la d a d a  p o r  W a l k e r (1 969) . L a  ú n i c a  d i f e r e n c i a  e s 

t r i b a  en q u e  W a l k e r  o b t i e n e  l a  e x p r e s i ó n  (3) c o m o  c o n 

s e c u e n c i a  i n m e d i a t a  d e  su c o n d i c i ó n  C R . 5 ,  m i e n t r a s  q u e  

a q u í  (3) se o b t i e n e  m e d i a n t e  e l  t e o r e m a  1.





APENDICE 2

B A N C O  D E  D A T O S  1

T a m a ñ o  d e l  b a n c o :  100 
N ú m e r o  d e  c l a s e s :  2
N ú m e r o  d e  i n d i c a d o r e s :  7 (Todos e l l o s  d i c o t ó m i c o s )

B A N C O  D E  D A T O S  2

«
T a m a ñ o  d e l  b a n c o :  50 

N ú m e r o  d e  c l a s e s :  2
N ú m e r o  d e  i n d i c a d o r e s :  5 ( 2 ,  d i c o t ó m i c o s ;

3, c o n t i n u o s ) .

E s t o s  d a t o s  e s t á n  t o m a d o s  de P r e s s  a n d  W i l s o n (1978).

C o n  e l l o s  se e s t u d i a  el c a m b i o  de p o b l a c i ó n  o c u r r i d o  
en l o s  c i n c u e n t a  e s t a d o s  de U S A  e n t r e  ios a ñ o s  1 9 6 0 - 1 9 7 0 .

L a s  c l a s e s  c o n s i d e r a d a s  son:

<5 = 1 , c a m b i o  d e  p o b l a c i ó n  p o r  e n c i m a  d e  la m e d i a n a

d e  l o s  c a m b i o s  d e  t o d o s  los e s t a d o s .

6 = 0 , c a m b i o  de p o b l a c i ó n  p o r  d e b a j o  d e  la m e d i a n a
d e  l o s  c a m b i o s  de t o d o s  los e s t a d o s .

I n d i c a d o r e s  c o n s i d e r a d o s :
, r e n t a  p e r  c á p i t a  ( en m i l e s  d e  d ó l a r e s ) .

y^, n a t a l i d a d  ( en t a n t o s  p o r  c i e n ) .
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y 3 , p r e s e n c i a  o  a u s e n c i a  d e  l i t o r a l  en el e s t a 

d o  ( 1 , p r e s e n c i a ;  0 , a u s e n c i a ) .
, u r b a n i z a c i ó n  ( 0, si m e n o r  d e l  70%; 1, en

o t r o  c a s o ) . 

y , m o r t a l i d a d  ( e n  t a n t o s  p o r  c i e n ) .

B A N C O  D E  D A T O S  3

T a m a ñ o  del b a n c o :  150 
N ú m e r o  de c l a s e s :  3
N ú m e r o  de i n d i c a d o r e s :  4 ( T o d o s  c o n t i n u o s ) .

E s t o s  d a t o s  e s t á n  t o m a d o s  d e  F i s h e r  (1936). C o n  

e l l o s  se e s t u d i a  las d i f e r e n c i a s  e n t r e  l a s  f l o r e s  d e  

l o s  t r e s  t i p o s  de I r i s ,  p l a n t a  h e r b á c e a  p e r e n n e  d e  la 

f a m i l i a  d e  las i r í d e a s .

L a s  c l a s e s  c o n s i d e r a d a s  son:

6=1, I r i s  s e t o s a .

6=2, Iri s  v e r s i c o l o r .

6=3, Iri s  v i r g í n i c a .

I n d i c a d o r e s  c o n s i d e r a d o s :

y , l o n g i t u d  d e  l o s  s é p a l o s .

y 0 , a n c h u r a  d e  l o s  s é p a l o s .

y 3 , l o n g i t u d  d e  l o s  p é t a l o s .  

y 4 , a n c h u r a  d e  l o s  p é t a l o s .
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B A N C O  D E  D A T O S  4

T a m a ñ o  del b a n c o :  500
N ú m e r o  d e  c l a s e s :  2

N ú m e r o  d e  i n d i c a d o r e s :  1 ( c o n t i n u o )

E s t o s  s o n  l o s  d a t o s  s i m u l a d o s  u t i l i z a d o s  en el a- 

p a r t a d o  3.3, e s t u d i o  p r i m e r o .  S e  h a n  a g r u p a d o  d e  c i n 
c u e n t a  en c i n c u e n t a  d e  i g u a l  f o r m a  c o m o  son u t i l i z a d o s  

en  el a p a r t a d o  3.3.

B A N C O  D E  D A T O S  5

T a m a ñ o  del b a n c o :  500

N ú m e r o  d e  c l a s e s :  2

N ú m e r o  d e  i n d i c a d o r e s :  1 ( c o n t i n u o )

E s t o s  s o n  los d a t o s  s i m u l a d o s  u t i l i z a d o s  en el a- 

p a r t a d o  3.3, e s t u d i o  s e g u n d o .  S e  h a n  a g r u p a d o  d e  c i n 

c u e n t a  en c i n c u e n t a  d e  i g u a l  f o r m a  c o m o  s o n  u t i l i z a d o s  

e n  el a p a r t a d o  3.3.
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B a n c o  d e  d a t o s  1

NimerG Indicadores

1 i 1 i 0 0 i•3<_ 0 i 0 i i 0
3 1 1 0 i í 0
4 i i 0 0 i i
5 1 0 0 i 0 1
6 0 i 0 i 0 0e i 1 e 0 iou i i í 0 i i9 0 i i 0 0 0
10 0 0 i 0 0 0
11 0 1 0 0 i
12 i i 0 0 i
13 1 0 i i i 0
14 i 0 i 0 i í
15 1 1 i 1 1
16 i í i i i i
17 i 1 0 0 i
18 0 0 i 0 i
19 i 1 0 0 1 i
20 0 0 í í 1 0
21 0 1 0 1 1 ü
LL 0 0 i i
23 0 i i 0 1
24 0 0 i 0 i
25 0 0 i 0 1
26 i 0 0 1 0
27 i 1 i 0 i26 í 0 1 i i
nn i 0 0 i
30 0 0 i i 0
31 1 0 i i i 07n 0 0 i i í
33 0 0 i 0 0
34 0 i i 0 0
35 0 0 1 i 0 í
36 i i i 0
37 1 0 0 i i
38 0 0 i i 0 0
37 0 1 i 0 í
40 0 0 I 1 i i
41 0 0 i i 0 0
42 0 0 i 0 i
43 0 1 i 0
44 0 i i i 0 1
45 i 1 i 0 0
46 i i i 0 i
47 0 i i i i 1
48 0 0 0 0 i 0
47 0 0 0 0 1 1
50 D 0 0 0 0 0

Clase Nimero
0 i 51
0 0

£ 52
i 0

c 53
0 •3

c 54
0 F,c r r2J
í p£ 56
0 1 5?
0 i 58
i 1 57
0 i 60
0 i 61
0 i 62
i i 63
0 i 64
0 2 65
0 2 66
i i 67
0 2 68
0 i 69
0 2 70
0 2 71
0 0

u 72
i 0t- 73
0 i 74
i 0

u 75
0 i 76
0 1 77
0 2 78
0 i 79
i 2 80
0 n

£ 81
1 2 8 2
i i 83
i i 84
0 2 85
i i 86
í 1 87
0 2 88
0 í 89
0 2 90
0 o

L. 91
i 2 92
í 0

L. 9 3
0 2 9 4
i i 75
0 1 96
i 0

L. 77
0 0

£ 9 8
0 nL. 99
i 0

i. 100

1 minadores

i 0 i 0 i 0 i
0 0 0 0 i i i

í i 0 0 1 0 i
1 0 0 i i i i
1 0 l 0 i i 1
i 0 C i i 0 5
í 0 0 0 1 6 i
0 i 0 i 1 0 í
0 i 1 1 í i o
1 i i 0 i i 0
1 0 0 0 0 0 í
0 o e i i i s
1 . i 0 1 ü 1 1
i 1 O 0 O 1 D
1 O 1 O i 0 i
0 0 1 O O O i
D O O i O 0 0
1 1 1 í i O i
i O i O O i o
0 1 í O i i o
1 i O i i o o
1 O i i o o o
O D l 1 O 0 D
0 i i i 1 O 1
1 i i O 0 i o
0 i i i O i o
1 O O O 1 i o
i i i i D 1 i
i i II i O 1 i
O i O i O O i
O O O O 1 0 i
o o i i i o o
O O O O i i í
O i II 1 o o o
0 O 1 O O 0 i
1 O O O i i O
0 O D L 0 O 0
0 1 i i i O i
1 i O 1 O 1 i
i O i i 0 I! i
i 1 1 O D D i
0 í o o o o o
1 i O Ü O i o
i O i. 0 O i o
i 1 O i 1 o o
O i O 1 0 i o
O 1 1 O O i o
O C O i o o o
0 0 0 1 1 8 6
O i i O O 1 o
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Arkansas 0 2 878 1.8 0 0 1 1
Colorado 1 3 855 1.9 0 1 8
Delaware 1 4.524 1.9 1 1 9
Georgia 1 3.354 2 1 1 0 9
Idaho 0 3 290 1 9 0 0 e
lowa 0 3.751 1 7 0 0 1 0
Mississippi 0 2 626 2.2 1 0 1 0
New Jersey 1 4.701 1.6 1 1 9
Vermont 1 3 4 6 8 1.8 0 0 1.0
Washington 1 4.053 1.8 1 1 .9

Kentucky 0 3 112 1.9 0 0 1 0
Louisiana 1 3 090 2 7 1 0 1.3
Minnesota 1 3.859 1.8 0 0 9
New Hampshire 1 3.737 1.7 1 0 1.0
North Dakota 0 3.086 1.9 0 0 9
Ohio 0 4.020 1.9 0 1 1 0
Oklahoma 0 3.387 1.7 0 0 1.0
Rhode Island 0 3.959 1.7 1 1 1.0
South Carolina 0 2.990 2.0 1 0 .9
West Virginia 0 3.061 1.7 0 0 1.2

Connecticut 1 4.917 1.6 1 1 .8
Maine 0 3.302 1.8 1 0 1.1
Maryland 1 4.309 1.5 1 1 8
Massachusetts 0 4.340 1.7 1 1 1 0
Michigan 1 4 180 1.9 0 1 .9
Missouri 0 3.781 1.8 0 1 1.1
Oregon 1 3 719 1.7 1 0 9
Pennsylvania 0 3 971 1.6 1 1 1.1
Texas 1 3 606 2.0 1 1 .8
Utah 1 3.227 2.6 0 1 .7

Alabama 0 2.946 2.0 1 0 1.0
Alaska 1 4.644 2.5 1 0 1.0
Arizona 1 3 665 2.1 0 1 .9
California 1 4 493 1.8 1 1 .8
Florida 1 3.738 1.7 1 1 1.1
Nevada 1 4.563 1.8 0 1 8
New York 0 4.712 1.7 1 1 1.0
South Dakota 0 3.123 1.7 0 0 2 4
Wisconsin 1 3 812 1.7 0 0 9
Wyommg 0 3.815 1.9 0 0 .9

Hawaii 1 4 623 2.2 1 1 .5
Illinois 0 4.507 1.8 0 1 1.0
Indiana 1 3.772 1.9 0 0 .9
Kansas 0 3.853 1.6 0 0 1.0
Montana 0 3.500 1.8 0 0 ~ 9
Nebraska 0 3.789 1 8 0 0 1.1
New México 0 3.077 2.2 0 0 .7
North Carolina 1 3.252 1.9 1 0 .9
Tennessee 0 3.119 1.9 0 0 1.0
Virginia 1 3 712 1.8 1 0 8
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B a n c o  d e d a t o s  3

i r  is m í  o s a Jits vcrsifAjlor i r  13 r i t y i n i n t

I n d i c a d o r e s I n d  i c a d o r a s I n d i c a d o r  e  s

5 1 3 5 .-4 0 2 7o 3 2 4 7 14 6 3 3 3 6 0 2 5 í
4 11 3 u 1 4 0 2 0 4 3 2 4 5 1*5 5 K 2 7 5 I 19
4 1 3 2 13 0 2 0 9 3 1 4 9 15 7 1 3 0 5 9 2 1 j

. 4 6 31 15 0 2 5 5 2 3 4 0 13 6 3 2 9 5 6 1 S
5 0 3 0 14 0 2 OS 2 8 4 0 15 ü 5 3 0 5 8 2 2
5 4 3 0 17 0 4 5 7 2 8 4 5 13 7*6 3 0 6 6 2 1
4 0 3 4 14 0 3 0 3 3 3 4 7 10 4 9 2 5 4 5 17
5 0 3 4 15 0 2 4 0 24 3 3 i o 7 3 2 9 6 3 18
4 4 2 íl 14 0 2 0 G 2 9 4 6 13 6 7 2 5 5 8 18
4 0 3 1 1 5 0 1 5 2 27 3 9 14 7-2 3 6 6 1 2 5
5 4 3 7 1 5 0 2 5 0 2 0 3 5 1 0 6 5 3 2 61 2 0
4 8 3 4 1 0 0 2 5 9 3 0 4 2 1 5 6 4 2 7 5 3 19
4-8 3 0 14 0 1 0 0 2 2 4 0 1 0 6 8 3 0 5 5 2 1
4 3 3 0 11 0 1 6 1 2 9 4 7 14 5 7 2 5 5 0 2 0
5*8 4 0 1 2 0 2 5 6 2 9 3 6 1 3 6 8 2 8 5 1 2 4
5 7 4 4 1 5 0 4 6 7 3 1 4 4 14 6 4 3 2 6 3 2 3
5 4 3 0 13 0 4 5 6 3 0 4 5 }* 6 5 3 0 5-5 18
5 1 3 5 14 0 3 5*8 27 4 1 1 0 7*7 3 8 6 7 0 . 0
5-7 3 8 17 0 3 6 2 2 2 4-5 1-5 7-7 2 6 6 9 2 3
5 1 3 8 1 5 0 3 5 0 2 5 3 9 11 6 0 2 2 5 0 15
5 4 3 4 1-7 0 2 5 » 3 2 4-8 1-8 6 9 3 2 5 7 2 3
5 1 3 7 1*5 0 4 6 1 2 8 4 0 13 5 6 2-8 4 9 2 0
4 0 3 0 1 0 0 2 6 3 2 5 4-9 1 5 7*7 2-8 6 7 2 0
5 1 3 3 1*7 0 5 6 1 2 8 4 7 12 6 3 2 7 4 9 18
4 8 3 4 10 0 2 04 2 9 4 3 13 6*7 3 3 5 7 2 1
5 0 3 0 1 0 0 2 0 6 3 0 4-4 14 7-2 3 2 6 0 1 S
5 0 3 4 1 0 0 4 0 8 2-8 4 8 1*4 6*2 2-8 4-8 1*8
6-2 3 5 1*5 0 2 0 7 3 0 5 0 17 6 1 3 0 4 9 1*8
5 2 3 4 14 0 2 6 0 2*9 4 5 1*5 6 4 2 8 6 6 2 1

3 2 1 0 0 2 5 7 2 6 3 5 1 0 7 2 3 0 5-8 16
4-8 3 1 1 0 0 2 5'5 2 4 3-8 11 7 4 2 8 6 1 1*9
5 4 3 4 1 5 0 4 5 5 2 4 3 7 1 0 7*9 3-8 6 4 2 0
5 2 4 1 15 0 1 5*8 2 7 3 0 12 6 4 2 8 5 6 0 . 0
5-5 4 2 14 0 2 0 0 27 5 1 16 6 3 2-8 5 1 15
4 0 31 1-5 0 2 5 4 3 0 4 5 15 0 1 2 6 5 6 14
5 0 3 2 1 2 0 2 0 0 3 4 4 5 10 7*7 3 0 6 1 2 3
5 5 3 5 1-3 0 2 6 7 3 1 4 7 1 5 6 3 3 4 5 6 2-4
4 0 3 0 14 0 1 0 3 2 3 4 4 13 6 4 3 1 5 5 18
4 4 3 0 13 0-2 i M 3 0 4 1 13 6 0 3 0 4-S 18
5 1 3 1 1 5 0 2 5 5 2 5 4 0 13 6 9 3 1 5 4 2 1
5 0 3 5 13 0*3 5*5 2 0 4 4 12 6 7 3 1 5 6 2 4
4 5 2 3 13 0 3 01 3 0 4 6 14 6 9 3 1 5 1 2 3
4 4 3 2 1 3 0 2 5 8 2 6 4 0 1-2 5 8 2-7 5 1 19
5 0 3 5 10 0 0 5 0 2 3 3 3 1 0 6 8 3 2 5 9 2 3
5 1 3 8 10 0 4 6 0 2 7 4 2 13 6 7 3 3 5 7 2 5
4-8 3 0 14 0 3 5-7 3 0 4 2 12 6 7 3 0 6 2 2 3
5 1 3 8 10 0 2 5-7 2 9 4 2 1 3 6 3 2 5 5 0 19
4 0 3 2 14 0 2 6 2 2 9 4 3 13 6 5 3 0 6 2 2 0
5 3 3 7 15 0 2 5 1 2 5 3 0 11 6 2 3 4 5 4 2 3
5 0 3 3 14 0 2 6 7 2 8 4 1 1-3 5 9 3 0 5 1 1 8
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