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RESUMEN

En esta memoria se introduce el concepto de Modelo de Clasi-
ficacién Regular, caracterizandolo a través de un conjunto de pro-
piedades bésicas, y se investiga el comportamiento de las funcio-
nes de verosimilitud obtenidas con este tipo de modelos. A pesar
de que estas funciones de verosimilitud se comportan de una mane-
ra muy poco usual, se comprueba que la aproximacién asintética
Normal a la distribucién final sigue siendo vA&lida.

A continuacién se estudia el modelo inferencial Bayesiano
para los Modelos de Clasificacién Regulares haciendo especial
incapié en la bisqueda de las distribuciones de referencia. Los
resultados tedricos obtenidos son dificilmente tratables desde
un punto de vista computacional. Por tanto se hace necesaria la
obtencién de aproximaciones que, siendo faciles de calcular, es-
tén suficientemente cerca de los resultados teSricos. Las aproxi-
maciones propuestas, as{ como los resultados tedricos cuando son
computacionalmente tratables, se ejemplifican utilizando diver-
sos bancos de datos; unos simulados y otros reales.

Como un resultado adicional importante se obtiene una debi-
litacién de los axiomas de regularidad propuestos por Walker (1969)
para la normalidad asintética de la distribucién final. Tambidn
se estudian, como ejemplos de resultados tedricos mas generales,
los procesos inferenciales Bayesianos para los modelos Logistico
Aditivo, Logistico Multiplicativo y Normal Acumulado.

Palabras Clave: CLASIFICACION PREDICTIVA; DISTRIBUCIONES DE REFE-
RENCIA; INFERENCIA BAYESIANA; MODELOS CLASIFICACION REGULA-
RES; MODELOS CLASIF. TIPO 1; MODELOS CLASIF. TIPO 2; MODELO
LOGISTICO; MODELO NORMAL ACUMULADO; NORMALIDAD ASINTOTICA;
PARADIGMA DIAGNOSTICO; PREDICCION.
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PREFACIO

Durante los Gltimos afios, mas concretamente a par-
tir de 1972, existe una clara tendencia en la investi-
gacidn estadistica hacia la sustitucidn ael modelo Nor-
mal por el modelo Logistico, o modelos similares, para
el estudio de datos de clasificacidn. Esta tendencia ha
sido ampliamente potenciada, dentro de la metodologia
Clésica, por los trabajos del Prof. J.A. Anderson. Sin
embargo, desde una prespectiva Bayesiana, practicamente
los finicos aungue impoftantes, trabajos publicados has-
ta el momento se deben al Prof. J. Aitchison y estén
basados en una aproximacidn asint&tica solo justificada

de forma heuristica.

El principal motivo gue me impulsd a comenzar la
investigacidn presentada en esta memoria fue la impre-
sidén, obtenida como consecuencia de los estudios rea-
lizados en mi Tesis de Licenciatura, de la existencia
de un importante vacio en la investigacibén actual sobre
Clasificacidn Estadistica desde la metodologia Bayesia-
na. Vacio que es necesario cubrir para obtener buenos

resultados en ese importante campo de aplicaciones.

Esta tesis ha sido realizada bajo la direccidn del
Profesor J.M. Bernardo. Quiero expresarle desde aqui mi
agradecimiento por su continuo estimulo y por los inte-
resantes comentarios realizados a lo largo de todo el
trabajo que han influido de manera importante en la
orientacién y realizacidn de esta memoria. Asi mismo,
he de agradecer a los restanées miembros del Departamen-
to de Bioestadistica de la Universidad de Valencia, la
ayuda prestada mediante sus comentarios y su compa-
fierismo.






CAPITULO 1

PRELIMINARES

1.1 INTRODUCCION

La Clasificacidn Estadistica engloba a todos aque-
llos métodos que permiten relacionar, en presencia de
incertidumbre, a un objeto o Zndividuo con un conjunto
finito de categorias, A, previamente especificado. Sin
pérdida de generalidad, debido a su car&cter finito,
el conjunto A puede considerarse integrado por k cla-
ses o categorias exclusivas y exhaustivas, 8={8:8=1,...,k}.
En efecto, si A no fuera una particidn entonces se
consideraria como conjunto de las clases a la particidn
maximal no trivial, con respecto a la relacidén de in-
clusidn, incluida en el &4lgebra generada por el conjun-
to A.

Todo individuo de la poblacidén puede ser codifi-
cado mediante un conjunto de indieadores‘que lo definen.
El vector aleatorio correspondiente al conjunto de in-
dicadores de un individuo, x, se denomina vector repre-
sentante; en el se resume toda la informacidn conocida
sobre el individuo. En general, se dispone de un banco
de datos, DE{(xi,Gi), <=1,...,n}, donde se recogen los



vectores”representantes de n individuos cuya clasifi-

cacibn correcta es conocida.

Debido a la presencia de incertidumbre, la res-—
puesta completa a todo problema de Clasificacidn Esta-
‘distica debe consistir en una distribuciédn de probabi-
lidades, p($§|z,D). Esta distribuci6n, denominada dis-
tribucidn de clasificacidn, describe las probabili-
dades deique un individuo con vector representante x,
pertenezca a cada una de las k poblaciones, una vez
conocida la informacidn proporcionada por el banco de
datos D.

En numerosas aplicaciones, esta clasificacidn
probabilistica solo representa un paso intermg@io en
el planteamiento general. Asi por ejemplo, la diagno-
sis elinica, clasificacibn entre diversas enfermedades
alternativas, no es un objetivo en si misma sino una
etapa previa a la eleccidn de tratamiento. La distri-
bucidn de clasificaciébn, llamada distribucidn diag-
ndstica en el contexto médico, proporciona las pro-
babilidades necesarias para solucionar el problema
de decisibn a que da lugar la eleccibén de tratamiento,
(Berm@idez, 1981).

Los diferentes métodos estadisticos utilizados
en el c8lculo de la distribucidén de clasificacidn,
p(8|x,D), pueden catalogarse en dos grandes grupos:
unos centran su mayor inter&s en la modelizacidn de la
poblacién de vectores representantes en cada una de
las clases, utilizando para ello modelos probabilis-
ticos de la forma p(x|§,0); los otros estudian direc-



tamente la distribucidn de clasificacidn, proponien-
do modelos probabilisticos de la forma p(8|x,8). A es-
tos dos planteamientos se les ha denominado, (Dawid,
1976), paradigma de mugstreo y paradigma diagndstico,

respectivamente.

Sin embargo, el término paradigma no parece muy
apropiado en este contexto. En efecto, siguiendo a Kuhn
(1970, segunda ed. ampliada), las dos acepciones del
término paradigma son : 'Por una parte, el conjunto de
todas las ideas, valores y té&cnicas compartidas por los
miembros de una comunidad cientifica dada. Por otra
parte, cada uno de los elementos del conjunto anterior
que, empleado como ejemplo o modelo, pueda reemplazar
a reglas explicitas...'. Ninguna de estas dos acepcio-
nes corresponde a la idea gque se pretende transmitir
con las expresiones paradigma de muestreo y paradigma
diagnSstico. Una alternativa mas realista es enfoque

muestral y enfoque clasificatorio.

El objetivo de esta tesis es la aplicacién de 1la
metodologia Bayesiana a la Clasificacibn Estadistica,
desde un enfoque clasificatorio. Aunque el &nfasis se
situa en el estudio y desarrollo tedrico de los mode-
los propuestos, no se ha descuidado la obtencidn de
resultados que hagan posible su aplicacidn en proble-

mas précticos concretos.

Esta memoria est& dividida en seis capitulos y dos
apéndices. Cada capitulo, dividido a su vez en -varios
apartados, comienza con un pequefio resumen de su con-
tenido. El primer capitulo, del gque forma parte esta



introduccibn, termina con un segundo apartado en el
que se discuten las diferencias mas importantes entre
los dos enfoques antes mencionados, y se introducen
algunos conceptos basicos que forman el contexto en el

gue se enmarca esta memoria.

En el capitulo dos se definen los Modelos de Cla-
sificacidn Regulares, concepto que engloba y genera-
liza a todos los modelos utilizados hasta el momento
desde el enfogque clasificatorioc. En el se estudian las
propiedades mas importéntes de las funciones de vero-
similitud proporcionadas por esos modelos.

El capitulo tres trata sobre las aproximaciones
asintéticas a la distribucibén final obtenida a partir
de un modelo de clasificacién regular. En el se demues-
tra que, bajo condiciones muy generales, la aproxima-
cidén Normal asintbtica usual es correcta.

El proceso inferencial completo para este tipo de
modelos forma el contenido del capitulo cuatro. Se ha-
ce especial incapié en la obtencidn de distribuciones
de referencia, y se proponen aproximaciones a los re-
sultados tedricos que hagan viable su utilizacién ru-
tinaria.

En el capitulo cinco se comparan, mediante'ejem-
plos numéricos, los métodos propuestos en el capitulo
cuatro con los mé&todos .alternativos mas importantes.

Por iltimo, en el capitulo seis se valoran y dis-
cuten los resultados obtenidos en la tesis, y se co-

mentan algunas &reas de investigacidén futura.



Esta memoria se completa con dos apéndices. El
primero contiene una generalizacidn del resultado de
Walker (1969) sobre el comportamiento asintdédtico de
las distribuciones finales, generalizaciéh utilizada
en el capitulo tres. El segundo recoge los bancos de
datos de los ejemplos estudiados en-el capitulo cinco

y los datos simulados utilizados en el capitulo tres.

A lo largo de todo el trabajo se ha procurado
simplificar al mdximo la notacibn, acompafiando su in-
troduccidn con un comentario literario aclaratorio.
Las letras latinas se han empleado para representar
tanto las cantidades aleatorias muestrales como sus
valores observados, mayfisculas en un caso y minfiscu-
las en el otro, reservando las letras griegas para
la representacidn de los par@metros que identifican
los modelos. Todas las densidades, al igual que las
funciones de probabilidad, se han representado con
la ﬁisma letra p seguida, entre parentesis, por el
nombre de la cantidad aleatoria a la que se refiere.
El operador esperanza se ha representado mediante la
letra E subindicada, alll donde fuera necesario, por
las letras definitorias de los vectores aleatorios co-
rrespondientes. El operador varianza se ha representa-
do por VAR, reservando la notacidn D? para represen-
tar la matriz de derivadas segundas parciales. Asi,
D;(f(to)) representa a la matriz cuyo elemento gené-
rico es

__ﬁi__ f(t)

9t .ot ,
T J

calculada en el punto t,. De forma andloga, D;(f(to))
representa la funcién gradiente correspondiente a la



funcibén vectorial f(t),calculada en el punto t,.

Para numerar las ecuaciones, definiciones, propo-
siciones, teoremas y ejemplos se ha utilizado notacidn
decimal. Asi, la definicibén 2.1.1 es la primera defi-
nicidn del apartado 1 del capitulo 2. Del mismo modo,
la proposicibén 3.2.1 es la proposicibn 1 del apartado
2 dei capitulo 3. ’



1.2 CONCEPTOS PREVIOS

La obtencidn de la distribucibn de clasificacibdn,
p(é8|z,D), mediante los enfoques muestral y clasifica-
torio conlleva hipbtesis de independencia diferentes.
Asi, los métodos propuestos desde un enfoque muestral
asumen, explicita o implicitamente, la hipdtesis

HM: La familia de modelos probabilisticos que des-

criben la generacibn de los pares clase-vector
representante, (6,x), viene identificada por
dos vectores paramétricos de dimensionalidad
finita, 6€0 y y€¥Y, de forma que

ps,zle,v) = plx|s,0,v) pl(s]e,y)
con

plz|s,0,v) = plx|s,0)

p(sle,v) = pl(&|v)

Por el contrario, los mé&todos propuestos desde un
enfoque clasificatorio asumen la hipdtesis alternativa:
HC: La familia de modelos probabilisticos que des-
criben la generacidn de los .pares clase-vector..-
representante, (§,x), viene identificada por
dos vectores paramétricos de dimensionalidad
~ finita, 6€0 vy ye¥, de forma que -
p(s,z|6,y) = p(S|=,0,¥) plx|6,y)

con -
p(‘slzlelw) = P(‘5|-"C:9)
plz|8,y) = plz|y)

El enfoque muestral parece ser el mas adecuado
en aguellas situaciones en las que se supone una re-
lacidn causa-efeécto entre la clase y el vector repre-
sentante de cada individuo. Es entonces cuando el modelo



p(z|&§,0) aparece de forma natural. Similarmente, el
enfoque clasificatorio serd plenamente aconsejable si
‘el vector representante se considera causa de la clase.

Sin embargo, no siempre esti& clara la relacidn
causa-efecto, o viceversa, entre z y ¢. En numerosas
aplicaciones el vector representante puede dividirse
en dos subvectores, z=(r,s), de forma que r represen-
ta a indicadores gue pueden ser considerados causan-
tes de la clase §, mientras que s representa a indi-

cadores causados por ¢.

Bernardo (1978), reéogiendo una idea formulada por
Dawid (1976), propone un compromiso entre los dos en-
foques. Asi, si los vectores r y s se con§§3%¥gnn?gggie
pendientes, la distribucidén de clasificacidn puede ha-
llarse mediante el Teorema de Bayes

p(8|z,D) « ple|8,D) p(§|r,D)
situando los cilculos para la obtencidn de p(s|é8,D) y
p(§|r,D) en los enfoques muestral y clasificatorio
respeétivamente. Bermidez (1979) generaliza este desa-
rrollo, evitando la hipStesis de independencia entre
r y s, pero al precio de necesitar bancos de datos muy

grandes.

A pesar de las ventajas apuntadas por Dawid (1976)
esperar que uno de ellos prevalezca sobre el otro. Asi,
han de ser las condiciones particulares de cada proble-
ma concreto las que sugieran el enfoque correcto, (Ber-
mtdezy>-1984) . _

e



En el contexto de Clasificacién Estadistica se ha
reproducido la controversia existente entre la escuela
Clasica y la escuela Bayesiana, dando lugar respecti-
vamente, a las clasificaciones Estimativa y Predictiva

(Aitchison, Habbema and Kay, 1977).

Desde el enfoque muestral, la solucién estimativa
( Welch, 1939; wald, 1944; Anderson, 1958) generaliza
las técnicas de Andlisis Discriminante introducidas me-
diante argumentos geométricos por Fisher (1936). Uti-
lizando el banco de datos D, proponen obtener un es-
timador, §(D), del parametro desconocido y entonces
aproximar p(z|{é,D) mediante p(z|é,8(D)). La distri-
bucidén de clasificacién se obtiene via Teorema de Ba-
yes como p(§|z,D) = p(8) p(z|§,8(D)). Donde p(6) es un
estimador de la probabilidad p(S§) obtenido con el mis-
mo banco de datos D, o con un banco alternativo.

Por el contrario, la solucién predictiva desde el
enfoque muestral (Geisser, 1964; Dunsmore, 1966; Aitchison
and Dunsmore, 1975) calcula la distribucibn predictiva
de los vectores representantes en cada una de las cla-
ses,

- n
p(8|D) = p(8) N plx;]|6,,86)
=1

plx|8,D) = I p(z]8,0) p(6|D) 46
para obtener la distribucidn de clasificacidn mediante

una nueva aplicacidn del Teorema de Bayes:
p(8|z,D) = p(x|8,D) p(8)

" En cualquier caso, el enfoque muestral necesita
la especificacidn de un modelo multivariante, p(xlé,e),
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que sea realista y gue presente soluciones tratables.
La finica familia multivariante con la que &= han obte-
nido resultados operativos es la familia Normal. Sin
embargd, el caracter discreto que generalménte poseen
muchas de las componéntes del vector representante
hacen que el modelo Normal no sea un modelo realista.
Como una alternativa a lé‘norhalidad multivariante es
de destacar el método propuesto por Bernardo (1983).
Desde el enfoque clasificatorio, la solucidn es-
timativa (Walker and Duncan, 1967; Cox, 1970; Anderson,
1972) consiste en aproximar p(§|z,D) mediante p(é[m,é(D))}
siendo é(D) un estimador del'parametro desconocido, 6,
obtenido a partir del banco de datos ,D. La solucidn
predictiva (Teather, 1974; Aitchison and Lauder, 1979)
se obtiene de nuevo mediante el uso sucesivo de los teo-
remas de Bayes y de la Probabilidad Total,

. n
p(8|p) « p(s) 1 p(éilxi,e)
i=1
p(8|z,D) = f p(8|z,90) p(o]|p) as

El modelo Logistico ha sido el mas utilizado‘pafa
-describir la distribuciédn pt§|z,68). Este modelo se ca-
racteriza por la linealidad de los logaritmos de los
cocientes de las probabilidades, esto es:

p(8=t|z,0) . -
Log m = eio+ei1xl+...+6imxm 1T=1,444,k
= '

lo que da lugar a,
p(d=i]z,0) = exp(8, +07 % +...40, & ) p(é:klx,e{

(2=1,...,k-1)

. ) , k-1 :
p(G:klx,e) = 1/[1+izlexP(eio+ei1x1+'"+eimxm)]

-1

(1)
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Un modelo alternativo utilizado cuando solo exis-
ten dos clases, k=2, es el modelo Normal Acumulado de-

finido como

. -3 6'x
p(8=1]|z,8) = 1-p(s=2|z,8) = (2m) J_w exp(-y%/2)
(2)

con f8'x = 61x1+62x2+...+9mxm

Para una discusidn mas detallada sobre la diferen-
cia entre los dos enfoqﬁgé puede consultarse Bermfidez )
(1982) y referencias alll citadas.

a2

Los desarrollos obtenidos anteriormente estan ple-
namente justificados si el banco de datos, DE{(xi,Gi),
i=1,...,n}, constituye una muestra aleatoria de la po-
blacidn global (Muestreo Prospectivo). En tal caso, la

funcibn de verosimilitud es

. n
vie,p[p) « T plz,6 0,0,
=1

y por tanto, aplicando las hipbtesis HM o HC segin se

adopte el enfoque muestral o el clasificatorio, se ob-
tiene

n _ n

v(e|D) = .nl plz;|6,,8) & v(8|p) = 1 p(s |z, ,0)

1= 1=1

respectivamente.

Sin embargo, en muchos problemas concretos la in-
cidencia de las distintas clases en la poblacién global,
p(S8), es muy distinta. En tales situaciones, mediante
un muestreo prospectivo seria necesario observar muchos
individuos de una de las clases, 61, para encontrar
unos pocos de una segunda clase, 6§,. Por ello es muy

2

frecuente que el banco de datos, D={ Zoei i:l,...né,
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§=1,...,k}, esté formado por ng individuos, 8=1,...,k,
seleccionados aleatoriamente entre los que pertenecen
a la clase § (Muestreo Retrospectivo). La funcidn de

verosimilitud definida por este tipo de muestreo a$«

k ne
ve, [0y = 1 T° pla gl6,8,¥) ’
§=1 i=1

-
x

Debido a la hipbtesis HM, la funcidn de verosimi-

litud de 6, en el enfoque muestral es

k e
vie|py = 1 1° plx..|8,0),
. ‘16

§=1 1=1
que coincide con'la obtenida mediante un muestreo pros-
pectivo. La situacién se complica al adoptar un enfo-
que clasificatorio, para el que los datos retrospecti-
vos pueden representar problemas graves. En efecto,

R

por el Teorema de Bayes:

P(dlz' 16,9) plx, Ie ¥)
plzsl6,0,0) = B ii )
_ p(8]e,v)
donde plsle,v) = J p(8lz, ,0,) plz,|6,9) az;

Por tanto,

X

8) plz;|v)

- & —ns ﬂG
v(e,p|p) = 1 (p(ale.w)] 1° pslz,,,

§=1 =1

Con la hipétesis adicional p(ale,w) = p(dlw), la
funcidn de verosimilitud de 6 coincide con la obtenida
mediante un muestreo retrospectivo. Sin embargo, esta
nueva hipétésis es, en general, contradictoria con HC.
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Los problemas ocasionados por los muestreos retros-
pectivos son debidos a que estos muestreos no proporcio-
nan informacidn sobre la proporcibén de cada una de las
clases eh la pohlaciéﬁ global. Si esta poblacibén fuese
conocida, quizas a través de .un banco de datos alter-
nativo, la expresidn (3) podria escribirse como,

plz; 16,0,u) = p(s|z,0,0) plz;J0,¥)

con lo éue, al igual que en los muestreos prospectivos,

. k e '
vie|py « 1 1° pix,..|s,8).
. 18
§=1 71=1

Sin embargo, suponer conocida ‘la distribucibn p(§) im-
plica ciertas restricciones sobre los vectores paramé-
tricos 6 y ¥, ( fp(é,m|e,w) dz, conocida). Posiblemen-
te esta dificultad pueda ser superada introduciendo
esas restricciones en la distribucidn inicial p(8).

Un muestreo especial que presenta una solucidn mas
atractiva es el muestreo retrospective sintético (Mantel,
1973). En lugar de fijar inicialmente los tamafios mues-

trales n 6=1,...,k, como hacen 1los muestreos retros-

’
pectivdsf este tipo de muestreo supone la existencia
de un-hipotético banco de datoé'prqspectivo Dp. De los
datos pertenecientes a la clase § que integran el ban-
co D_, splo se selecciona un porcentaje, dgr fijado
con antelaci®h. La distribucién de las clases en el

banco de datos asi obtenido, D, es:

n(8|6,v)

1]

c(s) psle, v
k

6=1,...,K (4)
C(8) = qg/ 1 agp(sle,
§=1 :

donde p(dle,w) es la distribucidn -en la poblacidén glo-
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bal. De igual forma, la distribucidn de cada dato en
el banco de datos D es:

1(z,8]|8,9) = plz|s,0,¥) m(s]e,v)

Utilizando HC y la expresibn (4),

miz,8]68,9) = C(8) p(s|eo,v) plz|&,0,v)
c(8) p(s,z|e,v)
c(8) p(s|z,8) plx|v)

[}

Si p(élx,e) sigue el modelo logistico definido me-
diante la expresibn (1):

m(z,6=2]|6,y) c(i) p(6=1|z,8)
Log ———— = Log + Log —mm™
T(z,5=k|0,y) C (k). p(8=k|z,8)

Log L 46, 40, T +...40. =z
10 71 1 im
% ’

m

Por tanto, la funcibén de verosimilitud proporcio-
nada por el muestreo retrospectivo sinté&tico es:
k .
vielpy « 1 T m(sla,.0)
’ §=1 1=1
donde, si p(6|x,6) sigue un modelo logistico, ﬂ(6|x,e)
tambien sigue un modelo logistico de par&metro e',

q,
e; = 6, + Log —* A B

9y
. , )
0% . = 0. s D51y eeark=1 , G=l,eee,m

1J 1J









CAPITULO 2

MODELOS DE CLASIFICACION REGULARES

En este capitulo se introduce el concepto de Mode-
lo de Clasificacibén Regqular, justificando su definicidén
y demostrando las propiedades bdsicas a las que esta da
lugar. Se definen los modelos de Tipo 1 y Tipo 2, de-
mostrando que son modelos de clasificacibn regulares,

y se proponen diversos ejemplos concretos. Por Gltimo,
se estudia el comportamiento asintético de la funcidn -
de verosimilitud generada por esté tipo de modelos.

15
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' 2.1 DEFINICION Y PRIMERAS PROPIEDADES

Al modelizar la funcidn de probabilidades p(dlx,e),
parece conveniente dotarla de la suficiente flexibi-
lidad para que, considerada como funcibén de § e inde-
pendientemente del valor de ¥, el rango de valores
que pueda tomar coincida con el intervalo abierto (0,1).
Con este fin, p(dlx,ei puede definirse en t&rminos de
una funcibn, Fs(.)J mondtona en sus componentes y que
tenga como asintotas horizontales las rectas y=0 e
y=1. Esto es, p(slx,é)=F5(t) donde ¢t es una funcidn de

xz Y 8, t=t(a:,6)-

Tanto el modelo logistico, definido por la expre-
sién 1.2.1, como el normal-acumulado, expresibén 1.2.2,
responden a esta estructura. En efecto, el modelo lo-
gistico para dos clases se define como:

p(8=1]z,8) = 1- pls=2|z,0) = F(t(z,8))

. t t
con tlx,0)= 0'x -‘61x1+...+emxm, siendo Fl(t) = e /(1+e”).

En este caso, F1(t) {ver fig. 1) es precisamente la
funcidén de distribucidn de una cantidad aleatoria
continua cuya funcibén de densidad es p(t) = et/(1+et)2,
i.e. la densidad correspondiente a la distribucidn lo-
gistica ( Johnson and Kotz; 1970, vol. 2, cap. 22).

El modelo normal-acumulado tiene la misma estruc-
tura pero utiliza como funcidn de soporte la funcidn
de distribucibén Normal de media 0 y varianza 1.
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- fig. 1
Funcién de distribucién Logistica

“Entre las componentes del vector representante, x,
es posible incluir cualguier potencia o producto cru-
zado de los indicadores e incluso un término constante.
Por tanto, Teorema de Taylor, puede suponerse con su-
ficiente generalidad gque la funcidén t(x,0) es lineal,

o por lo menos aproximadamente 1lineal, con respecto
al vector m-dimensional x, con coeficientes 6., i=1,..

>

independiente de x.

En el caso general, cuando existen f clases, la

funcidédn de probabilidades p(dlx,0), 6=1,...,&, esté de
terminada por f numeros positivos sujetos a la restric-
cidén de suma uno, por tanto p(6|x,0) posee fe-1 dindeter-
minaciones o grados de libertad. Parece légico intro-
ducir en el modelo paramétrico fe-1 informaciones dis-
tintas. Una forma de conseguir este objetivo es exigir
que la funcidén t(x,0) proporcione fe-1 combinaciones 11i-

neales, i.e.

t (x,.) : 05Rmx (fe-1) - Rfe 1, t(x,0) = 0 *x

donde 0 es una matriz mx(fe-1) de manera gue su columna
i-ésima proporciona los coeficientes derla i-ésima com-

binacidédn lineal de x. 0" es la matriz transpuesta de 0.
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De nuevo, esta caracteristica es cumplida por el
modelo logistico. Unico modelo paramétrico utilizado
hasta el nomento, desde un enfoque clasificatorio, en
problemas de clasificacibén en los que el nfimero de cla-

ses es Superior a dos.
Todas estas consideraciones sugieren la siguiente

DEFINICION 1

El mcdelo p(GIx,e) es un modelo de Clasificacidn
Regular 8t y solo si pfd:ilx,e) = Fi(t(x,B)). Stendo
t(x,8) un conjunto de k combinaciones lineales, t(x,0)=

Rmx(k-l)

08'x con 0¢€ Y xERm, y exigiendo a las k funciones

..Fi(.) que cumplan las propiédades:

P1. B.(.), iz1,...,k, es la iésima componente de
una funecidn veetorial uno a uno, definida de
Rk-l en el simplex Sks{(a1,...,ak)eRk: a;>0,

a1+...+ak:1}.

P2. Regularidad. Lae k funciones F,(t) son dos ve=-
cas continuamente diferenciables. Ademas, la -
matriz G(t) con elemento genérico Gij(t) dado por
3 3
— Log(Fg(t)) — Log(Fé(t))
- | S

.

k
Gij(t) = 21 Fd(t)

8

i

es8 definida positiva para Fodo teRKT.

P3. Monotonicidad. La funcidn Pk(t) es mondtona de-~
crecienté en cada una de sus componentes. La
funeidn Fi(t},ﬁrfii,.}},k—lg es mondtona cre-
ciente como funcidn de la componente i-ésima,

siendo mondtona decreciente con respecto a las
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demas componentes. Ademds,

p3.1,. Ve>o 13 Py (€)>0: Fy(t)<e v teRk'1 con t <-p,,

esto es, el limite cuando ti»-w de Fi(t) es 0.
P3.2.Ye>0 Jp,,(e)>0: F (t);l-s téRk—l eon
-2 12 TRy v

t y con tj<-p12 j#i . Esto es, gz

17Pi2

limite cuando ey tj->-°° de Fi(t) es 1.

La propiedad P1 es estrictamente necesaria para
que el modelo de clasificacibn regular esté bien de-
finido. Esto es, para garantizar que, una vez fijado
el par&metfo 6, y el vector «x, p(6|x,9) sea una ver-
dadera funcidn de probabilidad.

La propiedad P2 representa condiciones matem&ti-
cas deseables que aseguran un comportamiento suficien~
temente regular de la funcidn de verosimilitud.

La propiedad de Monotonicidad, P3, es realmente la
propiedad definitoria de los modelos de clasificacidn
regular. Como consecuencia de esta propiedad, dado cual-
quier vector representante, z, siempre existe un valor
del pardmetro que hace prdcticamente imposible la cla-
se i-&sima, i<k, ( P3.1). Por el contrario, (P3.2),
existe otro valor del par&metro que la hace prdectica-
mente segura. Que esos valores se alcancen de forma a-
sintdtica garantiza'que-el recorrido de la funcidn con-
tinua F, es todo el intervalo abierto (0,1). Un hecho
intuitivamente deseable.

S -
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Por otra parte, la monotonicidad de P3 imprime una
relacién muy estrecha entre cada una de las componentes
del vector teRk'1 y la clase correspondiente. AsIl, un
incremento en ti implica un aumento de la probabilidad
de la clase §=i, mientras que las demas probabilidades
‘o disminuyen o permanecen inalteradas.

e P

Aunque no aparece de forma explicita en la defini-
cibn, el comportamiento de 1la funciéﬁ Fk es similar al
exigido por la propiedad P3 a las funciones Fi' i<k.

En efecto,

PROPOSICION 1

Si F es una funeidn vectorial que cumple P1 y P3,
entonces el limite de Fk(t) cuando, VY i<k, ti tiende a -«
es 1
- DEMOSTRACION

Dado €>0 sea Dkl(e) el miximo de los k-1 nfimeros

pil(e/(k-1)) definidos al igual que en P3.1

Sea teRk-; tal que t <-p;, (€) Y i=1,...,k-1.Enton-
ces ti<-pi1(e/(k-1)), y por tanto (P3.1), Fi(t)<e/(k-1)

Vi=1,...,k-1. Esto es,

k-1 k-1
PP 8 < T e/(k=1) = €
i=1 i=1

de donde se deduce,

k-1
Fo(t) = 1= ] F (t) > 1-¢ _
=1 5
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PROPOSICION 2
Si F es una funeidn vectorial que cumple Pl y P3

entonces Fk{t)+0 cuando t, _ t+= para algun 10:1,...,k-1

io

DEMOSTRACION
Sin pérdida de generalidad supdngase 7p=1.

Dado €>0, sea pkz(e) el maximo de los k-1 nfimeros
piz(E)’ definidos en P3.2. Sea t tal que t1>pk2(e)2912(e)

y sea t* = Max(ltil, i=1,...,k-1). Por tanto, t*2t >p,,(€).

Como ti>—t*' 2=1,...,k=-1, por la monotonicidad de Fk,
Fk(t)=Fk(t1,...,tk_l)SFk(tl,-t*,...,-t*)S1—F1(tl,—t*...,-t*)

-t L
pero t1>pk2(e)2012(§) mientras que =-t*< pkz(e). plz(e).
Aplicando P3.2, Fl(tl,-t*,...,—t*)>1—s, de donde ‘se de-..

duce Fk(t)§1-F1(ti,-t*,...,—t*)<e. .
En el caso pa:ticularlen el que existan solamente
dos clases, k=2, las tres propiedades se reducen a exi-
gir que Fi(t)+F2(t)=1 para todo t, y que Fl(t) sea una
funcibn de distribucibn estrictamente creciente y dos

veces continuamente diferenciables.

Exigir que Fl(t) sea estrictamente creciente es ne-
cesario para garantizar la“segunda parte de P2. Si Fl(t)
fuera constante en cierto intervalo, su derivada seria
nula en dicho intervalo, con lo que 6(t)=0, en contra-

" diccidn con P2. e
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2.2 ALGUNOS MODELOS CONCRETOS

Los modelos de clasificacidn regulares para dos_
clases, k=2, est&n Intimamente relacionados con los md;
delos utilizados en regresidn dosis-respuesta con res-
puesta cuantal (Finney, 1978; cap. 17). Esto es asi de-
bido a que en ambos estudios se modeliza la verosimili-
tud de los datos a través de una funcidn de distribu-
cidén. De hecho, todos los modelos de clasificacidn,
p(dlz,e), propuestos hasta el momento, asi como sus mé-
todos de estimacibdn, han sido heredados de los estudios

sobre regresidn dosis-respuesta.

La estructura general de los modelos de clasifica-

cidn regulares para dos clases es:
plé=1z,8) = F(t(z,0)),  pl6=2|z,0) = 1-F(t(z,0))

siendo t(x,6) = le +...+emx , ¥ siendo F(t) una fun-

1 m
cidn de distribucidn estrictamente creciente y dos

veces continuamente diferenciable.

Algunas de las funciones F(2) mas imbortantes se
presentan en los siguientes ejemplos.

EJEMPLO 1. Modelo Logfstico.

F(t) = expl(t)/(1+exp(t))
[ ] ]

EJEMPLO 2. Mocdelo Normal Acumulacdo.
t
s(t) = (2m~¢ I expl-y?/2) a;

-0 i
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EJEMPLO 3. Modelo Cauchy Acumulado.

F(t) = 0.5 + 1/m arctg(t) ' 1

La extensidn de estos modelos al caso general, ~z2,
no es inmediata. Para tres clases, k=3, Lauder (1980)
propone algunas extensiones de los modelos Logistico y
Normal Acumulado. Sin embargo el finico modelo para un
nlimero de categorias general, utilizado hasta el momen-

to, es

EJEMPLO 4. Modelo Logistico Aditivo.
p(s=2|z,08) = Fo(t(z,0)) i=1,...,k

con t(x,6)=(t1,...,tk_1)' = 0'x. Donde 6 es una matriz
de pardmetros mx (k-1), x es el vector representante m

‘dimensional.

Fi(t) = exp(ti) Fk(t), T=1,...,k=1

{ kil_ -1
F,o(t) = 1+ exp(t.)
k Ul t 1

La mayor dificultad que presenta la modelizacidn
de p(é‘x,e)'viene dada por las restricciones implica-
das por su condicidn de funcion de probabilidades; en
particular la restriccidén de suma 1. Una forma de evi-
tar esta restriccidn es modelizando los k-1 cocientes
p(ééilx,e)/p(6=k'x,9), i=1,...,k-1. Esta idea se re-

coge en la siguiente

DEFINICION 1 Modelos de Tipo 1.
Los modzlos de clasificacidn de Tipo 1 son aque-
ilos modelos de clasificacidn que presentan la siguiern-

te edtructura.
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p(8=i[x,8) = F,(t(x,8)) iz1,...,k

siendo t(x,0) = (tl""’tk-l)' = 8'xX, mientras que

Fi(t)/Fk(t) = wi(ti)/(l—wi(ti)), i=1,...,k-1

k-1 -1

‘Fk(t) = {1+ izl wi(fi)/rz-wi(ti))

Las k-1 funeciones, ¥,, son funciones de distri-

i’
bucidn univariantes, posiblemente distintas, estricta-

-

mente crecientes y dos veces continuamente diferenciables.

El modelo Logistico Aditivo introducido en el ejem-
plo 4 es un modelo de Tipo 1 con wi(y) = exp(y)/ (t+exp(y))
121,40 ,k=-1.

"Obviamente, .los modelos de Tipo 1 cumplen la pro-
piedad P1 de la definicibn 2.1.1. Las proposiciones si-
guientes demuestran que estos modelos también cumplen
las propiedades P2 y P3. Por tanto, los modelos de Ti-~
po 1 son modelos de Clasificacién Regulares.

PROPOSICION 1 )

Los modeloé.de Tipo 1 cumplen la propiedad de Mo-
notonticidad que caracteriza a los modelos de clasifi-
cacidén regulares, propiedad P3 en la definicidn 2.1.1

DEMOSTRACION .
Como las funciones {wi} son mondtonas crecientes,
las funciones {(1'wi)-1} también lo serén.

’ . k-1 I,
Por tanto, la funcidn ;k(t) = {1+ i§1 Yot/ =y, ()
5 l — - :

es mon&tona decreciente em-cada-una-de sus compohentes.
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En consecuencia, las funciones
F.(t) = Fp(¢) wi(ti)/(1-wi(ti))

también son mondtonas decrecientes en todas sus componen-

tes excepto ti'

Como Fj(t), j=1,...,k, j#i, son mondtonas decrecien-
tes respecto a t.y ademas sz(t)=1, Fi(t) debe ser mo-

nbdtona creciente con respecto a t;. Esto demuestra 1la
primera parte de P3.

Por otro lado, si t.+-« entonces wi(ti)¢0 y (1-wi(ti))*1,
luego wi(ti)/(1-wi(ti))+0. Esto es,limite de Fi(t) cuan-

do ti tiende a -» es 0. Propiedad P3.1.

De igual forma, si tj¢-w para todo j#i, entonces
Fj(t)+0 para todo j#i. Mientras tanto Fk(t)+1/(1+¢i(ti)/
-y (£;))). s ademas totee, Fo(t)=F (P) wi(ti)/ﬁ—wi(ti))ﬂl

ya que Y () /(1= (¢.)) tee.

PROPOSICION 2
Los modelos de Tipo 1 cumplen la propiedad de re-
gularidad P2 de la definicidn 2.1.1

DEMOSTRACION

La primera parte de la propiedad P2, Fi(t) dos ve-
ces continuamente diferenciable, se exige explicitamen-
te en la definicidn de los modelos de Tipo 1. Por tanto
solo es necesario demostrar que la matriz

—_

K
G(t) = ) Fg() Dj(Log Fy(t)) |Dy(Log Fy(t))

§=1-
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l

(t)

equiva-

es definida positiva. Ahora bien,
s'G(t)a = 1 Fxit) ja’ Log F, (t));
Como For (*)>0 V teRr y vV 51, ... ,fe, la matriz
serd definida positiva si y solo si VaeR 2*0
(=1,...,fe-1) tal que aT”~"fILog Fr(t))*0. Esto es
lente a decir que la matriz M, matriz cuadrada

cuya columna i-ésima es el vector D] (Log F.(t))r es no
Z z

singular.

Sea m .. el elemento

regla dé.la cadena,

d
m = Log F .(t) =
dt. 7
z
d
+ Log F,(t) =
dt. |
pia
- F.
U (1-v .) -
A i
s 1
1-F,
] M A} — V
d d
. = -—— Log F . =
dt . " dt
1
d
+ Log F.it)
dt '

genérico

de la matriz M.
d . (t.)
dt. 1
rz zZ
! 1 d
i +
1'f'yv ( ) !
i z
1 1 difs
!
(w ) M dt
U J ir
da~i.
- 1
dig¢
, (t )
Log — k—-——
1-v . (t .)
1 J J
1 ai
= F e
~"1.(1 -1 .) dt
z

(fe-1)x

Por

(fe-1)
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Luego M=MlDiag1, siendo Diag1 una matriz diagonal
ay .

(k=1)x (k—=1) con elemento genérico (Diag)ii=1/(wi(1-wi))
dr .

T

mientras que M1 es la matriz (k-1)x(k-1):
Mo=1 - Diag2 11

donde | es la matriz identidad, ] ,es un vector con todas
sus componentes iguales a uno y Di092 es una matriz dia-

gonal con elemento genérico (Diagz)ii=Fi'

Ahora bien, si 4 es una matriz rxr y aeRr entonces
|I—Aaa'| = 1-a'da, ya que aa'=PDP' siendo P una matrié
ortogonal mientras que D.es una matriz tal que (D)“=”a|[2
y .0 _en otro caso. Entonces II-Aaa'I:II—APDP' =|1-p'4pPD]|,
ya que al ser P ortogonal, PP'=I,vluego lP!|P'l=1. Ahora

bien P'APD, por la forma de la matriz D, serd una matriz
con todas las columnas, excepto la primera, iguales a 0,
por tanto la matriz [-P'APD es diagonal y su determinante

es |I—P'APDI=1—(P'APD)11:1-Tr(P'APD)=1—Tr(APDP' =1-Tr(Azz')=

1-Tr(x'Ax)=1-x'Az. Donde Tr representa la traza, y utili-
zando la propiedad Tr(4B)=Tr(BA). (Graybill, 1961; Teore-
ma 1.45, pag. 7).

Por tanto,

lu| = |u,Diag,| = |u ||0iag,| = |I-Diag,11'||Diag,|.
k-1 1 dwi -
= |Diagl| (1-1'Diag,1) = F 1 —————=50

i=1 wi(1-wi) dti

va que, al ser Wa estrictamente creciente v i, Fk>0,
d$i :
¢i>0, — > 0.

dt .
7 ) B
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Los modelos de Tipo 1 poseen uﬁ“gran atractivo al
relacionar tan claramente a cada combinacidén lineal, ti’
con su clase correspondiente. Sin embargo, en muchas
situaciones, puede resultar mas interesante un plan-
teamiento secuencial del problema. Asl por ejemplo, en
un problema de diagnbstico mé&dico en el que el paciente
pueda tener un sindrome, S, que puede ser producido por
dos causas diferentes, 4 y B, las clases a considerar
son: (8=1) = No padece el sindrome S; (&=2) = Padece el
sindrome y la causa es 4; (6=3) = Padece el sindrome y

la causa es E.

§=1

En tales casos parece razonable modelizar p(é8=1),
p(86=2]6%1) y »(6=3|6=1). Esta idea origina la siguiente

DEFINICION 2. Modelos de Tipo 2.
Un models de clasifieacidn, p(élx,e), se dice que es

de tipo 2 si su estructura es
plé=i|x,08) = F,(t(x,8)), izl,...,k

siendo t(x,e):(tl,...,t )'=8'x, mientras que

k-1
Fi(t) = wl(tl)
i-1

Fi(t) = 2 (J-wj(tj)) wi(ti), i=z2,.,.,k-1

j=1
k-1

F (t) = 1 I-v.(t,

k(8= T (el
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Donde {¢i; i=l,...,k-1} son k-1 funciones de distri-
bucidén univariantes, posiblemente distintas, estricta-
mente crecientes y dos veces continuamente diferencia-

bies.

EJEMPLO 5. Modelo Logistico Multiplicativo

pl=ilz,8) = F (tiz,8)), i=1,.00,k
siendo t(x,8) = (tl,...,tk_l)' = 8'z, y donde:
Fl(t) = exp(tl)/(1+exp(tl))
Fi(t) = exp(ti)/jlz1 (1+exp(tj)) T=1, 000 k=1
k-1 -1
Fk(u) = j21 (1+exp(tj)) '

Este es un modelo de Tipo 2 en el gque

b (y) = exply)/(leexp(y)), Vit,... k=1

EJEMPLO 6. Modelo Normal Acumulado para k clases.
plé=ilz,0) = F (t(z,0)), i=1,...,k

siendo t(x,8) = (tl""'tk—l)l = 8'xz, y donde:
© -% 2
Fo(t) = olz)) = (2m)7% exp(-y?/2) dy

—00

i-1
Foe) =0l M oel-t)), 22, ... k=1
J=1
k-1
F,(t) = TN ¢(-t.)
k i=1 J "

Al igqual que los modelos de Tipo 1, los modelos de
Tipo 2 también son modelos de clasificacién regulares.
En efecto,
ro(=
Fl(t)+A2(v)

¢2(1—\p1)+¢.1 = w2(1-w1)-(1-¢1)+1=
1-(1-¢1)(1-w2)
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Por induccién,Fk_1(t)+...+F1(t)=1-§1~w1)...(1-wk_1)=
=1-Fk(t), luegd Fk(t)+...+F1(t)=1, lo gque demuestra P1.

La propiedad P3 es consecuencia de la definici®én, mien-
tras que la demostraci&n de P2 es el objetivo de la si-

guiente

PROPOSICION 3,
Los modelos de Tipo 2 cumplen la propiedad F2 de la
definicidn 2.1.1.

DEMOSTRACION
Los mismos argumentos esgrimidos en la demostracidn
de la proposicidn 2 son v&lidos para conclulr que la ma-
triz o X
1
_ 1 1
G(t) = 621 Fg(t) D} (Log Fg(t)) [Dv(Log Fé(t))]

es definida positiva si y solo si la matriz M con ele-

mento genérico mij'

es no singular.

Como Fi(t) no depende de ti+1""’tk' la matriz M

es triangular inferior. Por tanto.IMI = ?ﬁl Mege
=1
a 4
m..= dti Log Fi(t) = dti [Log wi(ui) +
i1 - , o a
-~¢jZ1 Log(1jwj(tj))] = E;; Log‘wi(ti)=
1 ay, ‘

¥; dt;
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luego, al ser wi estrictamente creciente, mii>0' M es

no singular. '

Las dos estructuras bésicas definidas mediante los
modelos de Tipo 1 y Tipo 2 pueden combinarse para obte-

ner estructuras mixtas, como la representada por el &rbol
§=1 ’

§=2
=21

t

que corresponde a un modelo cuya estructura es:

p(s=1]t) = v, (2))
) y, (t,) '
p(s=2]t) = (1-y, (t)) —2 2 sl
1=y, (£,)
yo(t.)
p(s=3]t) = (1-y (2)) —3 (o)
1-4,(£5)

p(s=a]t) = (1-y, (£,)) 57 1(2)

o0t ()
siendo S(t) = 1+ 2 2 + 3 3 .
1-w2(t2) 1—w3(t3)

wl(.),wz(.) y wz(.) son tres funciones de distribu-
cidn univariantes, posiblemente distintas, estrictamen-

te crecientes y dos veces continuamente diferenciables.
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2.2 COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LA FUNCION DE

VEROSIMILITUD

Como ya se discutid anteriormente, apartado 1.2,
la funcidn de verosimilitud desde el enfoque clasi-
ficatorio es

vie|p) = JCEF)

n

=1
Si el modelo p(élx,e) es un modelo de clasificacidn

regular, utilizando la notacidn introducida en el apar-

tado 2.1,

vielp)y = 1 Fg (8'2;) (0
1=1
El comportamiento de esta funcidn de verosimilitud
no es en absoluto usual. En particular, la forma geomé-
trica de la verosimilitud (1) no tiene porqué ser acam-
panada, pudiendo ser estrictamente creciente en deter-
minadas direcciones del espacio paramétrico, como mues-

tra el siguiente
EJEMPLO 1.

Considérese un problema de clasificacibén entre dos
clases alternativas, §€{1,2}, para el que el vector re-
presentante =z poseé dos componentes: un término cons-
tante, igual a uno, ¥ un indicador continuo, y. Esto

es, z=(1,y)"'. -

Si se asume el médelo logistico, y el banco de da-
tos estd formado por un solo dato, (61,x1), con.€1=1 Yy

x1=(1,2), la funcidn de verosimilitud es:
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v(e](a1 iz )) = F

g (8'2y) = B (01,20 8)

exp (¢ +2€2)/(1+exp(61+262))

Considérese el subespacio ¥ y su ortogonal Wl, de
tal forma que Y es el subespacio generado por el vector

z1=(1,2)'; Por tanto, por ortogonalidad, w'zx =m1+2w2=0,
v we¥* .

V 8e6G=R2, sea B=yp+w con YEY y we¥t. Entonces 6'x, =
=w'x1+w'xl=w'x1, por tanto

exp(s|lv|ll=, I

vie| (s, ,z,)) = vy| (s, ,z,))
10 1 1+exp (s ||v]| =, )

donde ll.H representa la norma euclidea, y s=signo(W'x1).

La funcidén de verosimilitud es, por tanto, cons-
tante en las rectas paralelas a WL, mientras que es
creciente en las rectas paralelas a Y. De hecho, en es-
tas rectas la funcidn de verosimilitud coincide con la
funcidn de distribucibn logistica, figura 2.1.1. En
consecuencia, V(e](él,zl)) no posee miximo, conver-
giendo a 1 cuando 61+262f+m.

Algo parecido ocurre si se observan dos nuevos da-

. Foed - - l— " —
tos, (éz,xz) Y (63,w3) con 62-63_2, xz-(1,0), x3-(1, 1).
Entonces

EXP(61+262) 1 1

vielp) =
1+exp(91+262) T+exp(#&,) 1+exp(6,-6,)

Si 8 ==8,v-=, entonces V(9|D)f1. n
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Una propiedad importante de la funcidén de verosi-

militud dada en la expresiodn (1) es su caracter de fun-
cidén acotada. En efecto, r (5;D 6 (0,1) ya gue es pro-
ducto de funciones a valores en el intervalo (0,1) .

Esta propiedad premite demostrar la siguiente

PROPOSICION 1

Sea V (6!Dfnjj la funcidn de verosimilitud asociada
a un modelo de clasificacidén regular, calculada a par-
tir de un banco de datos, Dfn,, de tamafo n. Una condi-
cién suficiente para que, con probabilidad 1, las co-
las de 1la funcidén de verosimilitud bajen aproximdndose

a cero a medida que el tamado muestral,n, crece 9

Lim P Lim sup V(O\D(n)) = 0 = 1 (2)
n—*o 1 y—*» ||0 ||>A

es quey con probabilidad 19 exista un subconjunto de

datiSy D , incluido en Din), para el que Lim sup V (8] Dn/;r0
A+°° 510 || >A

'Esto es,

Lim P 3nc DMm): Lim
n-*co A*°° N0 ||>A
implica
Lim P Lim sup V(0 IDfnj;-g?i = 1

n-*co A~ A-*0 1L8IL>A

DEMOSTRACION
La parte 1d1zguierda de (3) implica gque, con proba-
bilidad 1, la funcidén de verosimilitud se puede descom-

poner como :
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v(elo) = ne|z>0) v(91z»0)

donde Lim su MOli> ) =0 y donde V(6ID-D.)<1,
191> 0
por tanto, 0 Lim sup K (0] ) Lim sup V(1] ) =
"6 >a " A-*'00 [le : >2.

La proposicidédn 1 resulta ser una herramienta muy
itil en la comprobacién de las condiciones gue propor-
cionan un comportamiento acampanado, al menos asintoéti-
camente, de la funcidédn de verosimilitud. Entre otras,
las condiciones Dbajo las cuales existe estimador maximo

verosimil.

La siguiente proposicidédn muestra una condicidn

necesaria,

PROPOSICION 2
Si V£f0|Dj es la juncién de verosimilitud asociada
a un modelo de clasificacién regular, una condicién ne-
cesaria para que Lim sup vV(0|dT = 0 es que los
A+°° 161 >A
vectores representantes incluidos en D, formen un sis-,
tema de generadores de Rm . Siendo m el numero de com-

ponentes de los vectores representantes.

DEMOSTRACION
Sea X la matriz m*n cuya columna i-ésima es el vec-

tor representante 1-ésimo de D, esto es

Considérese el espacio generado por S5y, y su

ortogonal 57:
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= {t€R t=AA con RA€R'} CZ R'™
= (teR” : Z1r=0} cr R*
Si los vectores representantes no forman un

siste-

(0] L
ma de generadores entonces Dim(g.,}}<tf?, luego —>t*e3%, t**0.

Sea 6 60 la matriz mnmx(k-1) con elemento (i,7) «rt*. ,
y considérese la sucesidn {G r=1
i*
k-1
1l|Sr li2= I é rHf=r* (k-1)||t*||2 =>
— H —_— Q0
= gl = ->Lm|6[2=+
V>—>00
siendo C = (fc-1)" H“‘l una constante positiva.
Ademéas, ~r ., ¢=1, , n, e'r. =0 ya gque t*6S", luego
n
7(67)N) = n F,,.(0) = Ccte. positiva
i=1
por tanto:
L
Lim sup 7T(clz?) > Lim 7 (6 |z?) = H F.(0) 0
A>»00 {9 jj>A r 1i=1
V
Sin embargo esta condicidédn no es suficiente. Como
contraejemplo considérese la situacidédn en la cual el ban-
co de datos esté&d constituido solamente por m datos, to-
dos ellos pertenecientes a' la clase k, y cuyos vectores
representantes son linealmente independientes:
m
7(6 |F = n F- r 1i? , siendo X= (z.; ...z no sinaular.
( 7 ) ) K( %) ( L r)fm’\—m
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Sea t* la primera fila de la matriz X~ ', y sea

(81;) .=—rt*. , r€/\|]. Al digual gque en la demostracidédn ante-
rior, Lim |[i&.rt]] = +0 mientras que, por definicidén de ¢t7*,
I»—KQ
6 'x = -r (1, , 1)1 si 1=1
r t

= 0, en otro caso

luego, y(6r |D) = (-r,. ..,-1r) (Ffc(0))m~1, pero por 1la
proposicidén 2.1.1, Lim F~(-r,... ,-r) -= 1, 1luego

Lim V(0 | f1)= (Ffc(O0O))m 1 > O

>

de donde se deduce,

Limsup 7 (0 |z?) >Lim 7(0 |z?) > 0
A=-*00 Mo 1>A r+°°

por tanto no es suficiente que la matriz X tenga rango m.

El siguiente teorema presenta las condiciones bajo
las cuales se cumple (2) cuando la distribucidédn de 1los

vectores representantes es discreta.

TEOREMA 1
Si la distribucidn de probabilidades sobre el espa-
cio x de vectores representantes es discreta, entonces

una condicidn necesaria y suficiente para que

Lim P Lim sup V(0 |D fn)) =01i- 1

n-*oo A-*0]l 0 1; >A ~
es que existan m vectores (x*, +=1,...,m}crx, linealmen-
te independientes y tales que p (x7)>09 i 1,...,mn.

La demostracidédn de este teorema necesita de 1los

siguientes resultados previos:
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PROPOSICION 3

Sea F una funcidn

vectorial

Pl y P3 de

k-1
de R

la definicidn

en

k
R

que cum-

de modelos

ple las propiedades
de clasificacidén regulares , def. 2.1.1. Entonces
m n F.w) =0
iiti @ 1=l 1
DEMOSTRACION
Por la propiedad P3, dado e>0 3 p~.(e)>0 y P2,-(e)>0,
i=",. .. fk-"! tales que
VteR"'-1 con t,-<-pl;., F_.(t)<t
V t€ER* 1 con ti>p2i, £—<*P21
Sea A(e) = (fe-1) ~ Max{p -}, j=1,2, i=1,...,k-1 Si
J A
It || >~ (e) entonces
k-1 1 k-1
1t 12= 1 t)>A2(e) => t2*=Max t2 > —-—————- J t2 >
I=1 1 1 11 fc-1 i.1 1
1 , LA <e >
> - A2 (e) => |t
k-1 7 * (k-1)
Si tg¢*<O0 => A(e) < —-Pu * “W> ~* (£)<e
k
=> n F .(t)<F .*(t)<
o 2_( ) t*( ) <e
Aol
Si t >0 =>  t. > (kK - 1) VA(e)>pK.,, ademas, como
t * X
1£€J -1 2~ J | ' P°r tanto' U tili
zando la monotonicidad de"'?.,, F*"{t)<F"(t), siendo
;- : ; ok —_ : Pk 4k =
i t. si isi¥*, ti, ti'* si 1*i*.Luego ti'*i£*' >p'?i' 3

t i
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1,~-t"*<-pP2:*% V 1 luego Fgs>(t)>l-e. Pero
k-1
Ffe(t)<Ffe(t)=1- £ Fi. (t)<1-Fi*(t)<e ->
£=1
k
=> s F,. (t)<f, (1)<1
. ] K
'0*1
Por tanto, N e>0 3a(e) tal gque |1t |>A(e) implica
k
I F.(t)<c. Lo gque demuestra la proposicién.

i-1 1 B

PROPOSICION 4

Sea vre|D; la funcidn de verosimilitud correspon-
diente a un banco de datos, D, formado por m vectores
representantes distintos, i I,...,m, de manera que

cada uno de ellos aparezca exactamente k veces, cada

una de ellas perteneciendo a una clase distinta. Ademas,

{x.; i-I,...,m} es una base de Rrc. Entonces
Lim sup v(o|D) = 0
A-*00 10 il >A

DEMOSTRACION

Sea X la matriz cuadrada cuya columna i-ésima es
v

el vector X .. Como {x .} es una base de R , A es no sin-
t t

guiar. Considérese la matriz definida positiva y simé-

trica XX'. Los valores propios de XX' son todos estric-

tamente positivos ya gque se trata de una matriz definida

positiva. Sean X ¢X22...2Am>0 esos valores propios.
m m
Sea 1¢>R , considérese \ (i£>'x,,.)2= \ i, x, .xj.v=
i=1i i=1
rom >
=5>1 \ z i = 'XX "ip= || 12 u.\X'Xu , donde k es el vec-

tor unitario en la direccidén de v. Ahora bien, un cono-
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cido teorema en formas cuadradticas, (ver por ejemplo:
Gantmacher, 1977 ; vol. 1, teorema 10, pag. 319), de -
muestra que Min {u'Au,;, u€Rm, |lull=1} = X"~ (4), vector

propio mas pequefio asociado a la matriz A. En consecuencia:

1 = |U|j2 u'X'Xu i IUH2 Am
1=1
por tanto 3 1*¥ tal que (ip'x.%)2 > — [1~]12 A
m
Dado £>0 sea A, (€)f (m(fc-1)/X ) 'Y A(e) donde A(e) se
m
define como en la proposicidédn anterior. Si 110 11>A 1 (e)
entonces:
k-1 m k-1
IIe 112 = IIe> - 1 e £ /1" > <4 umy,
t=1d=1 d t=1
donde O - es lacolumna i-ésima de la matriz 0. Sea
~=9 o conlle:Ma‘x |16 .1l , entonces 1~ 12> (A (e)) 2/ (fc-1),
* \%
por tanto
k-1
' —_ |- 4 H
e'M12=1 (e'i -d 2a pxe] 2AHz2m /o>
_6:1

> AIﬂU’l (e) )2/ (m(k-1)) > (A(e) )2 =>

t
por la acotacidén de las verosimilitudes, y por la propo-
sicidén 3,
K
Vv(€iDy s I F _.(6'r . ) < E

DEMOSTRACIO!." DEL TEOREMA 1

Parte 1, suficiencia.
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Sea D* el banco de datos en la proposicién 4. Como
p(xf)>0 y como Ff(9’x)>OZW9€R" ,la probabilidad de
formar P* con 1los primeros datos es estrictamente
positiva. Por tanto, con probabilidad 1 cuando el nu-

mero de datos, >, tienda a dinfinito, el banco D* sera
un subconjunto del banco D (n) . La suficiencia es, por
consiguiente, una consecuencia inmediata de las propo-

siciones 1 y 4.

Parte 2, necesidad:

Si Lim ? Lim sup IMOI|]£ (o))=01 = 1, entonces,
n —oo 10 ;/>A !
dado un n suficientemente grande,
P jLim sup vy (9 1£(n))=0~ > 0

e |6 |'>A >

Ahora bien, por 1la proposicidén 2, una condicidén necesaria

para d9que Lim sup V(0|Z?(ri))=0 es que existan m vec-

A*° 8 ||>A

tores representantes linealmente 1independientes, per-

tenecientes al banco de datos, por tanto:

Pj ¢=1,... ,m) ,linealmente indep > 0

EJEMPLO 2

Considérese el problema de clasificacidén comentado

en el ejemplo 1. Esto es: dos clases, c€{1,21}; vector
representante bidimensional, a’=(1,y) ;, v modelo logis-
tico.

Considérese el banco de datos de tamafio cuatro, n=4,
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D-{ (x* i=1,2,3,4}, con 6i=c.=14# 69=:4=2, *= (1 ,2)

\% =r~=(1,1)1. Banco de datos gque cumple las condi-

ciones de la proposicidén 4.

La funcidédn de verosimilitud es:

4
7(0 Iz5) = n ptdjx"e) = Vi (6) 72 (0)
i=1
con
exp (01+262)
(e) =p(61iXj #) p(*21x2'e) x
l+exp (G1+202)
1
l+exp (61+202)
i exp (0 +0 )
7,(0) = p(6 Ix ,0) p(6 ]X 6) = ¢ -
2 33 4 4 l+exp(6 +0 )
l+texp (t.+0,)
Como ya se comprobdé en el ejemplo 1, tanto p(6, iX]j ,0)
como p (1 |x ,0)=1-p (6 | x ,0), permanecen constantes en

todos los subespacios afines paralelos al subespacio

definido mediante la ecuacidédn 6, +202=0.

La figura 1 muestra el comportamiento de las fun-

ciones p (6, |x.,0), p(50 |x0,0) y 7.(0) a lo largo del

subespacio ¥, definido por 1la ecuacidédn 5n=1i0,

El méaximo de 1-7(0) es 1/4 y se alcanza cuando eeH'*E,

esto es , en todo 0€0 tal gque 0.+2 0 =0. Ademéas, como la
1 é



funci

trica

dado

6n exp (s)
respecto

e>0, si

| i , 8)<E ;

Ki(9)<c, esto

-i®

0

- fig. 1 -
Funcién vV (0)
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/ (1l+exp (s)) es mondtona creciente, simé -
al punto (0, 1) y con 1inversa Log(r/ (l-r)),
|6 +2&2 | >Log(e/ (1l-e)) entonces: o bien
o bien p(i | * ,8)=1-p (1 i ,0)<e. Luego
v 06 " (e), siendo

es, dado e>0, F (0)<e

/fjie) 2 {e€0HR2; |ei+262 |<Log(e/(1l-e) )}

Esta regidédn se ha dibujado en

fig. 2
Regidn (e)

la figura

2.



44

Similarmente, el madximo para 660 de F2 (0) es 1/4»

y ese médximo se alcanza para todo 6 pertenecientea 1la

recta 0 +6 =0. Ademéas, dado e>0, /"~ (9)<e vV 96/22 (e) ,

siendo 1?2 (e) ={96R2; IS,+02 | <Log(e/ (1-s))}

En consecuencia, el médximo de V(9 |D) =V. (9) 1'2 (6) se

alcanzard en el punto de 1intersencidén de las rectas

9j+2 0?=0 y 6. +60=0, esto es, en 91=0, =0. Es mas, si dado
'e>0 se define 1i?(e)=/?2J (e)n/?2 (e) , (ver figura 3), esa re-

gidn estd 1incluida en el conjunto {06R2; |]0][|</13 Log (e/ (1-8));

Por tanto, para todo 660 tal que sunorma euclidea
sea mayor gque /T"3 Log (e/ (1l-e) ), la funcidn F (0 |2Z?) seréa

menor que e, ya que 00/? (e) y por tanto V:(0)<e o 1'2 (6)<e,

siendo ambas funciones menores gue uno.

teaif; U-£JLL.

-3Log (£/('-£ j3Log (£/(1-S) )

fig 2
Regidén R(z)

II



El teorema 1 proporciona una condicidn necesaria
y suficiente para que se cumpla la expresi6n (1) en el
caso discreto, no necesariamente finito. La extensidn
de este resultado al caso general presenta ciertas com-
plicaciones adicionales puesto gue, si algunas compo-
nentes del vector representante, x, son continuas, la
probabilidad de que en el banco de datos existan dos
vectores representantés iguales es cero.

Esta dificﬁltad puede resolverse considerando, en
lugar de vectores representantes iguales pertenecientes
a distintas clases, vectores representantes suficiente-
mente parecidos. Asl, puede considerarse que en el espa-
cio de vectores representantes existen m bolas, {Bi:i=1,.",m}
con radios suficientemente pequefios para que, elegido
un conjunto cualquiera formado por m vectores represen-
tantes, uno de cada una de las m bolas, dicho conjunto
sea linealmente independiente. De esta forma, las ideas
implicitas en la demostracidn del teorema 1 pueden uti-

lizarse para demostrar el caso general.

Sea {xi; i=1,...,m}, una base de R” y sea ¥ la ma-

triz no singular cuadrada cuya columna i-&sima es el
vector z,. Sean {ri; Z=1,...,m} los nmeros reales po-

sitivos definidos como ri=§]|xi||/i1+mk;é|lxi]l), donde

Am es el valor propio mas-pequefio de la matriz definida
positiva XX'. Con esta notacidn, la generalizacidn del

teorema 1 al caso continuo es.

TEOREMA 2
Dado un modelo de-clasificacidn regular, p(é[x,e),

y un banco de datos de tamafio n, D(n), sea V(8|D(n)) la
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funeidn de verosimilitud correspondiente. Si la distri-
bucidn de probabilidades sobre el espacio de vectores

representartes, X, es tal que P(y€B (xi))>0 i=71,...,m,
i :

sienan B_ iX," la boia zbiertc de centr: X, oy radic_;i,

1]
(Y

Lim P{Lim su v(eln(n))=o]
R

La definicién utilizada por el teorema para los
radios Py introducida anteriormente, es un tanto arbi-
traria. Cualquier valor estrictamente positivo, mas
pequefio, seria vdlido; asi como posiblemente valores ma-
yores. Han sido elegidos concretamente esos valores pa-
ra simplificar los c&lculos.

Los radios r, propuestos por el teorema est&n bien
definidos. En efecto, »r.>0 ya que m21, Hxi]|>0 Yy A,>0,
pues es un valor propio de la matriz definida positiva
Xx'. Ademas, ri<”xillhpuesto que 1+mA;§Hxil|>1, por tan-
to OEBr (xi) para todo i=1,...,m.

Z
Un resultado previo a la demostracidén del teorema

2 es la siguiente

PROPOSICION 5

Sean {Br (xi); izI,...,m} las m bolas abiertas de-
i
finidas en el teorema L. Sea weRm Y 8sea X=Xg, tal que
Iw'xl:Max Iw’xi{. Entonces, para todo yEBr(x) con X=Xy,
i
I=Ii,, 8¢ curple que lt'y|>%|w‘x]. Es mas, si Y'x>Q

entonces Y'y>30'x>0, miesntras que st y'x<0Q ‘entonces

Yly<ky'x<0, y st Y'x=0 entonces Y'y=0
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DEMOSTRACION

Si y'x=0 entonces, para todo Z=1,...,m, W'xi=0.
Pero como {z.; ©Z=1,...,m} es una base de R™, ¢ debe ser

‘cero, por tanto v'y=0 para todo yGRT. Supdngase pues,
. Que l¢'xl>0.

Sea yeBp(x) y sean y, ,v, tales que Y=y, +y, con
¥, = az, yzlx, esto es, y, es la proyeccidn de y en el
espacio generado por el vector x, mientras que ¥y, es la
proyeccidén de y en el espacio ortogona; al generado por
z. Como yeB (z), 2> ||z-y || 2=l || 2 +||ly ]| 2-22'y, y como
rellzll, v2> llzll2ellyl|2-221y>r2 4 |ly | 2221y = =y ]ly]|20.
Ademds, x'y=z' (y1+y2)=a:'y1=ax'a:=a”:r”2>0 => >0 =>

= |ly, lI=lalllzll=allell = a=lly, I/7llz]l = v =lly ll=/]l=]]
Por otra parte, como yzlx => yzlyl-x, entoncés:

22> |ly-z|| 2= ly, ~z+y, [ 2=y, -= ]| 2+ |5, 1|2 =>
[y, <

ly,-zll<r => y, €5, ()

Como y 8B () => |lz]|=|lz-y +y, [[<lle-y, |[+]ly,]l<

<rslly, Il = lly II>llell-2, 1uego [ly, lI/llzll>1-2/1l=]].
1 1 1

Por otra pafte, y2=||y2||u con‘||yé||<r vy u€R",
vector un;t&rio-en la direccidn Voo Como {xi} es una

base de Rm, existe zeRm tal que u=Xt => t;X“u, donde ¥

. -
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es la matriz cuadrada cuya columna i-&sima es el vector

z.- Ademas,

1

Ilt”:=f't=u'(z-l)'X_ u=ut (xx) "t

ahora bien, Max {u'Mu; ueRm, ||uH=1} = AJ(M): donde XI(M)

es el valor propio mas grande de la matriz ¥, (Gantma-
cher, 1977; vol. 1, teorema 13, pag. 322), por tanto:

lell2u " tusy (xxn~h=1/

1

ya que los valores propios de M ° son los inversos de

los valores propios de M.
m V
- 2 : -
Por tanto, i§1 té:l|t”2§1lkm > eisi/a, Vi=1,...,m

-3
[t lsn

Considérese ahora:

m
oy, | = Huy Il wrul = {ly,ll RPIRFEAE
m : m
= | | N Y B 2 0 - | P RAE Y B S P
1=1 =
s Ny, lurelmst < emas sl
Si ¢'x>0:

wiy=vty erty,svelly /0= llsety, > Gor/ |2 lD v zerty >

>(1-P/Hx“)w'x_|:'y2|>(1-r/HxH)w'x—rmX;iw‘¢=
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= (1-?(1/l|xl|+mk;§))w’x = dy'z > 0.
Si Y'z<0:

vty = vty ety =ty Iz llsey, < GeesllzD ey,

A

(-r/lzlDvrzs vy, | < (-r/llz]Dyrzeemrs} oz

(1—r/|lm|!)W'x-rmx;*¢'x = (1-r(1/||x|[+mx;*))¢-x -

y'z <0

PROPOSICION 6

Sea V(SID) la funeidn de verosimilitud correspon-
“diente a un banco de datos,D, de tama#io mxk, de forma
que exactamente k datos posean un vector representante

inclutdo en cada una de las m bolas {Br (%305 i=1,..,m},
- i
definidas en el teorema 2. Ademds, los k datos con vec-

tor representante perteneciente a cada una de las m
bolas, pertenecen a clases distintas. Entoneces:

Lim sup V(8|p) = 0
bre [l8]}>a

DEMOSTRACION
Dado €>0, sea A2(e)=2A1(e), donde Al(s) se define

como en la demostracidén de la proposicidn 4. Siguiendo

el mismo razonamiento que alli:

Ve, |]9||>A2(e) P y 3i**‘tales que, si w:e'i* Yy

x= entonces lw'x!>km(m(k—1))_%A2(8)=2A(E).

xi**'
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Si Y'z<0:

vie]p) s Fo.(8'y.,) eon yi*EBr_**(xi**), vector
. 2 .
representante del datoc perteneciente & la clase 7*. La

componente Z* de eﬁyi* sera w';i* que, por la proposi-
cidn anterior, W'y£*<i¢'x<4A(é). Por tanto, propiedad

P3, F  (0'y, )<e => v(s|p)<e,
Si Y'x>0:

V(6|D)§Fk(e‘y } con w'yi*>§w'x>A(a), por tanto,

7%

Fp(8'y, )<e, luego v(s|p)<e

En resumen; dado €>0 existe Az(e) tal que si

||6H>A2(e) entonces V(6|D)<e, luego sup V(6|D)<a.
H6H>A2(E)
s

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2
Sea D* el banco de datos utilizado en la proposi-
cidén 6. Como p(yeBr (x.))>0 para todo z=1,...,m y

i ,
p(d|y;6)>0 para todo eeR”(K‘1). la probabilidad de for-

mar un banco de datos similar a D* con los mXk primeros
datos es estrictamente positiva. Por tanto, con probabi-
lidad uno cuando el nGmero de datos, n, tiende a infini-
to, el banco de datos I'* serd un subconjunto del banco
D(n). Este hecho, conjuntamente con las proposiciones

"1y 6, demuestra el teorema. ] '

El teorema 2 demuestra que, si bien las propiedades
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asintéticas de la funcién de verosimilitud dependen en
alguna medida del modelo probabilistico que genera los
vectores representantes x€y, esta dependencia no es im-
portante. Asi por ejemplo, si la éistribucién sobre

es absolutamente continua y existe un abierto Eciré€:;
plx)>0}, entonces las condiciones del teorema 2 se cum-
plen automdticamente; lo mismo ocurre si alguna de las
componentes de x es discreta, pero solamente una de
ellas, como m&ximo, es constante‘y no existen demastadas
combinaciones imposibles. .

Otro resultado interesante, intimamente relaciona-
do con ese teorema, es la siguiente

PROPOSICION 7 )

Si se cumplen las hipdtesis del teorema 2, la pro-
babilidad de que exista estimador mdximo verosimil econ-
verge a uno conforme el niumero de datos, n, tiende a

infinito.

DEMOSTRACION
Supongase que Lim sup V(G!D) = 0. Sea 60 pun-
A |[8]>A
to interior de ©. Como p(6|m,e)>0 para todo 6€0 y para
todo (§,x), entonces V(GID(n))>0.

Lim sup V(8|D)=0 => Dado e€>0 JA(e) tal que
e

sup V(8|D)<e => v(8|D)<e Ve tal que {|8}|>a(c).
Itell>a

Sea " A*= A(V(GOID)/2) y considérese la bola compac-

ta de centro el origen y radio 5*} EA*(O). Como la
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funcién V(Sl:) es continua en BA*(O), alcanzard un maxi-

mo en algGn punto 8 de esa bola, luego:
VeeBi*(O), vislmzv(E|py,
en particular V(éID);V(SO|D). Ademis,
VegéA,(O), lle]l>a*, luego V(e[D)<§V(90|D)sV(§|D).

-

Por tanto 6 proporciona un mé&ximo absoluto de la
funcibn v(8]3).

Aplicando ahora el teorema 2,
Lim P|Lim sup V(elu(n))=o] =1
n+o A+ “ SH>A .

- lo gue demuestra la proposicidn.









CAPITULO 3

RESULTADOS ASINTOTICOS

En este capitulo se propone un conjunto de condi-
ciones de regqgularidad de la distribucidn de vectores
representantes. Se ‘demuestra que esas condiciones son
suficientes para la convergencia en distribucién de la
distribucidén final del par&metro de un modelo de clasi-
ficacibn regular a la distribucibén Normal asint6tica

usual.

Los modelos de clasificacibdn regulares no cumplen
las axiomdticas sobre normalidad asintbtica propuestas
en la literatura especializada. Por ello, este capitulo
necesita los resultados obtenidos en el apéndice 1, en
el gue-.se debilita la axiomitica propuesta por Walker
(1969).

Por Gltimo, se estudia la velocidad de convergencia
en dos ejemplos en los que se utilizan bancos de datos
simulados. Se comprueba que, aunque la distribucidn fi-
nal converge muy lentamente a la-aproximacién Normal,
las distribuciones de clasificacidn proporcionadas por
la aproximacidn asint6tica son suficientemente buenas

para tamafios muestrales no demasiado grandes.

53
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3.1 COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LA DISTRIBUCION FINAL

En todo andlisis bavesiano de un modelo probabilis-
tico, o de una familia de modelos, un apartado importan-
te lo debe constituir el estudio del comportamiento
asintbtico de la distribucién final, no solamente por
su valor intrinseco, proporcionando por lo general
una aproximacién sencilla a la distribuciéﬁ final, tan-
to mejor cuanto mayor sea el nGmero de datos; sino tam-
bién como elemento importante en la bisqueda de distri-

buciones de referencia (Bernardo, 1979).

Sin duda, el resultado mas importante en teoria
asintbtica bayesiana, es el que establece que, bajo
condiciones de regularidad suficientemente generales,
la distribucidn final es aproximadamente Normal con
media el estimador m&ximo verosimil y matriz de preci-
sidn, la matriz de informacidén de Fisher. Sin embargo,
los modelos de clasificacidn regulares no cumplen nin-
guno de los conjuntos de condiciones de regularidad
hasta de ahora propuestos para la normalidéd asintdtica
de la distribucibn final, ni tan siquiera para la con-
sistencia del estimador mé&ximo verosimil. Por ejemplo,
como se demuestra en el apéndice 1, no cumplen el axio-
ma A5 en Walker (1969), ni el axioma 6 en Johnson (1970},
ni el axioma 5 en Wald (1945), ni la hipbtesis 2 en
Kiefer and Wolfowitz (1956), etc...

- Los conjuntos de condiciones de regularid§d para
la normalidad asintbtica de la distribucibén final que
aparecen en la literatura especializada, son todos ellos
condiciones suficientes pero no necesarias. En particu-
lar, la axiom&tica propuesta por Walker (1969) ya ha
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sido debilitada por Dawid (1970), aunque manteniendo el
axioma AS5. En el apé&ndice 1 se propone una condicién
alternativa, CA, estrictamente mas débil que A5. En efec-
to, se comprueba que A5 implica CA pero que, por ejem-
plo, los modelos de clasificacién regulares cumplen CA
pero no cumplen A5. Ademas se demuestra, teorema Al1.3.2,
que la axiomdtica que se obtiene al sustituir CA por

A5 sigue siendo suficiente, aunque todavia no necesaria,
para la normalidad asintética de la distribucibén final.

En los problemas de clasificacifén desde el enfoque
clasificatorio, la generacidn de los datos, {($,,z.);
i=1,...,n}, estd determinada por el modelo de clasifi-
cacién, p(élx,e), y por la distribucibén de los vecto-
res representantes, p(x). Para asegurar la normalidad
asintbtica de la distribucidédn final es necesario impo-
ner condiciones tanto a p(élx,6) como a p{x). El siguien-~.
te teorema recoge un conjunto de condiciones suficientes

para la normalidad asintbtica de la distribucidén final.

TEOREMA 1 »
Sea p(éIx,S) un modele de clasificacidn regular, y
sean x, y X, los subvectores correspondientes a las com-
ponentes continua y discreta, respectivamente, del vec-
tor representante xexcRm. Sean n, ¥ m, el numero de com-
ponentes de Xy ¥-x

,» POT tanto m
n -
x2€x2:R 2.

m
(TR, Y XIGXICR ?,

Si la distribucidn de los vectores _representantes

cumple las condiciones:

Cc1.

Para todo X,€X,, la distribucidn de x, dado x, es

1



c2.

cz.

c4.

Y

CS.

absolutamente continua, y la funcidén de densidad

p(. Ilxn/ es continua.

Existez m vectores linealmente 1independientes,

{x~; dir!,. ..,m}, tales que p(x1)=p (xI\x")p (x")>C.

Dado y 6%, punios 1interiores de 0, existe £0>0

tal que la esperanza respecto a x de la funcidn

k
1 g (x,6,e ; préix.e;
6=1 o
existe y es finita. Siendo,
G fx,6,8 )= sup |Log p (61x,9)-Log p (6 'x,0
o | le-e | |<E !

Dado . vunto 1interior de G, existe ef() tal aue

la esperanza con respecto a x de las funciones

\ m fe ,x,£,9 J p (6ijx,6n)9 i,3-1,..., m*fk-U

existen y son finitas. Siendo

d2Log p(S\x,d) "WLog p(6lx,
suv
39.36. 36.36..
1 3 1 3

la distribucidén inicial, p(S)> cumple la condicidn

La distribucidén p(Q) es continua y no se anula en

ningun punto de 0.

-00 *
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Entonces la distribucidn final converge en distri-
buecion a una Normal con media el estimador mdximo vero-~

simil, €, y matriz de precisidn la matriz
~2 2 .
Zgi-Log v(§|D);

Asi como la condicién C3, como se verd mas adelan-,
te, parece ser necesaria, C4 es una condicidén relacio-
nada con el comportamiento de la derivada segunda del
logaritmo de la funcibn de verosimilitud. Segfin diver- -
sos autores, (ver por ejemplo Le Cam, 1970), las con-
diciones sobre las derivadas de orden superior del lo-
garitmo de la funcidn de verosimilitud pueden no ser
necesarias para la normalidad asintdtica del estimador
mé&ximo verosimil. En el caso de probarse dicha conjetura,
la condicidn C4 podria no ser' necesaria en la demostra-
cién del teorema 1. Sin embargo, la demostracidn aqui
presentada necesita de dicha condicién.

Las condiciones C1 y C2 implican el siguiente re-
sultado.

PROPOSICION 1
S5i se cumplen C1 y C2 entonces, para todo €>0 las
m bolas abiertas Be(xl), i=l,...,m, de centro x .y ra-

dio €, tiener probabilidad no nula.

DEMOSTRACION
Sea p(x;|x;)=p>0. Como la funcién p(.lx;) es con-

. 7 : - 7
tinua en x existe. un entorno de o Ni’ tal que

, Z
Vy,en,, ply, |z3)>0/2>0.
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Dado €>0 sea 1, €>1>0, tal gque la bola B*(x?)cle
esté incluida en ”i'

Como la medida de borel de toda bola no vacia es
estrictamente positiva, u(E*(x;))>0, y como p(x;)>0,

entonces
P(yeR"; v€3, (%)) 2 P(yeR™; yeB (%)) 2
. A‘V* T m Lty
2 Ply; yleBr(ml)CR 1, yz_xz) =

= Ply,€3* (z]) |y,=27) plz;) 2 0/2 u(BX(z])) plzj) >
(]

Este resultado, conjuntamente con 1la independencia.l
neal de los vectores {xi}, implica las condiciones en
las que se basa el teorema 2.3.2, de donde se deduce
entre otras propiedades, la existencia con probabilidad
uno del estimador m&ximo verosimil (proposicibén 2.3.7)
y la forma asintbética acampanada de la funcibn de vero-
similitud ( teorema 2.3.2}.

Obviamente, para conseguir las condiciones del
teorema 2.3.2 no es estrictamente necesario exigir la
existencia de funciones de densidad continuas, siendo
posible por tanto la blisqueda de condiciones mas dé&bi-
les que C1 y C2., Sin embargo, se han presentado aqul
dichas condiciones en parte para conseguir una mayor
claridad en la exposicidn, pero principalmente por gque
C1 y C2 no suponen ninguna restriccién en aplicaciones.
En la préctica siemprgnggléfabaja con modelos probabi-

-t 4wt

listicosique poseen funciones de densidad continuas.



59

La comprobacién de las condiciones de integrabili-
dad exigidas a la distribucidén p(x) en el enunciado del
teorema 1, condiciones C3 y C4, puede presentar serias
dificultades. Sin embargo, en situaciones menos gene-
rales que la postulada por el teorema 1, pueden encon-

" trarse condiciones alternativas, quiz&s mas restricti-
vas que C3 y C4 pero suficientemente generales, como
muestran los siguientes resultados. '

COROLARIO 1 .
Sea p(6|x,e) un modelo de clasificacidn regular.

51 la distribucidn inietial, p(0), es continua y no sge
“anuld en ningun punto, y &t la distribucidn de los vec-
tores representantes, p(x), es discreta finita y tal
que existen m vectores linealmente independientes, {xi;
i=l,...,m}, con p(x;)>0. Entonces, la distribucidn final
converge en digstribucidn a una Normal de media el esti-

mador mdximo verosimil, é, y matriz de precisidn la

matriz Dé(—Log v(8|p)) caleulada en el punto 6.

El corolario 1 es evidente a partir del teorema 1.
En efecto, p(élz,a) toma valores en el intervalo abier-
to (0,1), luego los valores de Gg(x,é,el) y m, (e,x,68,8))
o

son finitos para todo x€yx. Como x es un conjunto finito,

MZX Ge(x,é,el) = G

existe y es finito, por tanto E(Ge(x,é,el)) S G S +%,
X
Un razonamiento similar demuestra que la esperanza de

mij(s,x,é,eo) también existe y es finita, luego se cum-
plen las condiciones C3 y C4. Por el enunciado del co-

rolario también se cumplen C1, C2 y C5.
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PROPOSICION 2

Sea p{é;x,e) un modelo de clasificacidn regular.
Si p(x) es tal que existe la esperanza de Log p(d[x,e)
y es finita, entonces se cumple la condicidn C3 del

tecorema 1.

DEMOSTRACION .
Dado 6€¢, si existe 0* tal que p(élx,e)zp(5|x,e*)

entonces - ' _

|Log p(8]z,8)] = -Log p(6]|z,8) < -Log p(8|x,6%)

como p(é|x,8) es un modelo ﬁé:clasificacién re-
gular, cumple la condicibn de monotonicidad P3 (Defini-~
cidén 2.1.1). Por tanto, dado z€x y €>0, para todo 8 se
puede encontrar un 6*(x,¢) tal que p(Glx B ) p(dlw,e*)
para todo 9 con lle € |[<e. Por ejemplo:

egj =66j—signo(xj) , e§j=eij+Signo(xj) para Z#§

Esta definicibén de 6*(x,e) solo depende del vector
xeRm a través de los signos de sus m componentes. Sea
por tanto A*(e)s{e;(e); r=1,...,2"}, los 2™ vectores
que se pueden formar con las posibles combinaciones de los m
signos, entonces 6% (x,c)€4*(c) para todo x. En conse-
cuencia, dado £>0 y dado 6€0:

sup |Log p(8]z,08)| = - 1Inf Log p(6|z,8) <
“ile-e, |l <e llo-8, || <e

- s - Min Log p(8]z,0%(e)) = Mix [Log p(s]x,8%(e)) |

-

m

I lrog plel= e |
r . .

Luego:
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Efo tzr0,8)) p(dlz,6)} < EGelzi0ie)) <

< E|Log P(5|x191’| + E supll lLog p(slx,0)]| s
z 8, ll<e

x He—dl

m

A

nen

E|Log p(élx,Gl)[ + ElLog P(élxre;)l <
x z

r=1
ya gque, por hipétesisvla esperanza de p(6|x,e) existe y

es finita para todo 6€0.
- 1

PROPOSICION 3

. Sea p(élx,e) el modelo logistico aditivo (ejemplo
2.2.4). 8i la distribucidn sobre los vectores represen-
tantes, p(x), es tal que su varianza VAR(x), existe y
es finita, entonces p(x) cumple las condiciones C3 y

C4 del teorema 1.

DEMOSTRACION
Si p(6|x,9) sigue un modelo logistico:

k-1

p(&lz,8) = exp(efér)/ 1+ ) exp(eiéx)}
=1

donde 6 s es la columna § de la matriz 6. Por tanto

k

. ) -1
|ptslz,0)| = -Log p(s|z,8) = Log[1+_§

exp(0'.x)| - 8' x
i=1 i 8

- r r
Utilizando que Log |} a;s(r-1)Log 2+ Y |Log ail,
i=1 i=1

desigualdad facilmente demostrable por induccibn, par-
tiendo de Log (al+a2)§Max(Log 2a1,Log 2a2)=Log 2+

+Max (Log al,Log az)gLog 2+|Log a1|+|Log a2|,‘se obtiene:
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k-1
O < |Log p(é6lx ,0) | U kLog 2+ £ |e1.xl—t)'rx
.r .c
1
para todo 0€ 2.

Como VAR existe y es finita, E(*) Y E(|t"'~])
también existen y son finitas para todo t6Rm . Por tanto
ElLog p(6lx,£) | existe y es finita para todo 6€0 . Esto,
conjuntamente con la proposicidédn 2, demuestra C3.

Por otra parte,

Log pl(clx,8) = Log iexple'.x} p(6=fc|x,0)

',i + Log p(6=k |x,0)
Luego:
Log p (6 |x ,6) = Log p(6=fc]|

30 . . 35 . . 36 . . 36 .

311 32"2 31z1 3212
k-1
Log 1+ ¢ exp (01 .x)
35 . . 30 . . i=1
11s 32v2
X . p (6=1t | x,6) p (<5=t 0 |x , 6) si
p(d=t 1x,0) (l-p(6=-211]x,6) ) si ¢3=¢2
1 J2

por tanto, debido a gque las probabilidades son menores

gque uno, para todo 0€0:

32
— Log p (61x,0)
30. .

KULRTL g 2m2
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m. . . (c,x ,&,e )< Log p (6]r ,eQ)
Vit 2J2 86 4 ,- 86 .. ..
°1 1 42 2
+ sup Log p(6]£,6) < 21Ix .
le-e, ll<e g6 . . s6 g1 32
o)
BV i J2*2 2)
Como VARU) existe y es finita, también existe vy
es fimiita E(MXff%HH para todo 1,j=1,...,m. Esto, conjun-
¥
tamente con (2), demuestra Ci4
Para la demostracidédn del teorema 1 puede utilizar-
se el teorema 3,2 del apéndice 1. Con tal motivo es ne-
cesario comprobar que las condiciones asumidas por el
teorema 1 implican las condiciones asumidas por el teo-
rema Al.3.2. ( Ver apéndice 1 para una descripcidén de-
tallada de las mismas)
Algunas de esas condiciones son 1inmediatas, (CR.1,
CR.2, CR.6, CR.10), mientras gue CA.3 es precisamente

el resultado del

se de

muestran en

teorema 2.3.2.

las proposiciones

PROPOSICION 4 (Condicién CR.3)

y si

Dados

Si p(6\x,B)
p(x) cumple

67*02* dos

de puntos 1i6,x)

es un modelo de

las condiciones

Las deméas c

ondiciones

siguientes.

clasificacidén regular

Cl y C2 entonces:

puntos cualesquiera de Q,

el conjunto

tales que p (6,x |6 7")*p (6,x390) tiene

probabilidad no nula.



DEMOSTRACION

P{(®,6); p(x,610, )=p(x,61]62)} =

Sea {x.; 1=",...,m] la base de R ' tal que P(Z/€5£(X.Z'))

cuya existencia estd garantizada por la proposicidén 1.

Si 0 *0, entonces debe existir 1" tal gque 0%*x. *BLX.
1 2 0 1 10 2 *0

(en caso contrario 0*1=0" siendo X la matriz m”™m cuya
columna 1-ésima es X .. X es no singular y por tanto

©1 =02 r absurdo)

Por la propiedad Pl de los modelos de clasificacidn

regulares, la funcién vectorial F (t) es uno a uno, por

fe-1
tanto, para todo t *tO€R , existe S tal que F- (t.)*
i é o oQ i
*Fx (t,). Luego existe 6t tal que F~ (0'x. )-F (0'x. ) *0.
60 2 0 N <80 1 tE <X 2

Sin pérdida de generalidad se puede considerar qgque esa

diferencia es estrictamente positiva.

Como lasfunciones involucradas son continuas,

existe e>0 tal que para todo y$%B (x ., F, (9'¢:/)-F. (0'1/)>0
z zo uo * °0

Utilizando esto y la proposicidén 1:



PROPOSICION 5 (Condicidén CR.4)

Si pfélx,0; es un modelo de clasificacidén regular
entonces, dado e>0 suficientemente pequefo y dado 0360,
|ILog p (i9x \Q/-Log p (6yx\tit)j ~ G, (i,x,6. . para toa 6€C
t<sZ- N0—0 ||<é, con Lim G fc,x,9

e+0 L
Ademds9 si se cumple CZ,
k
Lim | g ii.x.e j prs.x ie ; iy’ i V. es
e-*0 6=1 1
DEMOSTRACION
Log p (6 ,x |6)-Log p(6b,xle )| = |Log p (6 Ix ,8)-Log p(£lx,&3)
= |[Log F*"tS'x)-Log Fg(8Jdx) | é
1 sup ILog F£(0'x)-Log F,, (0'x)| = G (x,6,S
I0-el I<e 6 6 i £

Como 1las funciones 0'x, Fr(.) vy Log (.) son conti-

nuas en todo el rango de definiciédén, entonces Log F”(Q'x)

es una funcidén continua y por tanto Lim G (x,6,9,)

£-»0
Ademéas, si existe la esperanza de (x,6,0 ), en-
k o
tonces la funcidn £ G (x,c,8 ) pP(6,x]6 ) serd 1integra-
6=1 £0
ble. Mas atln, la funcidén positiva es mondbtona
decreciente en relacidén a e, luego para todo £<£f£q/
k k
Yy G (x,6,6 ) p(o6,xle ) * 1 G (xf6#6 ) p(6,xle
6=1 £ 1 ° 6=1 0

Por tanto se podra aplicar el teorema de la Convergencia

65
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Dominada de Lebesgue,

i k
Lim 1 £ G (x,£,0 ) p(61x,0 ) p(x) du =
e-+0 J 6=1 ~
r K
1 Lim G (x,5,6 ) p(clx,0 ) p(x) dy = 0
J 6=1 e-0 w

PROPOSICION 6 (Condiciones CA.1 y CA.2)
Si p(6lx,0,3 es un modelo de clasificacidén regular,
entonces para todo 0~, punto 1interior de 0, y para to-

do L>0y existe M._\fx,é,6—oJ tal que
14
Log p(6,x\Q)-Log p(69x\Q0Q) < mM"(x,6,0q9)

para todo 0 tal que |0 1>A, y donde
r k
Lim ; £ m ix,6,ej pr6,x|e0; dua * M(,00" < +0°
A»00 * 6=1 *

DEMOSTRACION

Log p(6,x]8)-Log p (6ro:|60) = Log p(6]lx,0)-
- Log p (61s,90) < - Log p(6lx,90)
que p(61x,0)<1. Sea M.(X,G,GA)=—Log p(éblx,eD), que

es 1independiente de A.
[ 71 Ma(x,6,6Q) p(6,x]eQ) du =

1l {-Log p(SIx,s )} p (6,x19 ) du =

p(x) i p(olx,0 ) Log p(5]x,6n) du
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- 1 p(x) £{p(c|X,€C)) du
donde
' p (5 4.r, Q)Y = - 7 p{ilsr,9q) Log p( _1_-*z6tp)
es la entropia de la distribucidédn discreta p(5[x,60).

Ahora bien, la entropia de wuna distribucidén dis-
creta tiene una cota superior en la entropia de la dis-
tribucidén con probabilidades constantes, (Renyi, 1976,
pag. 540), por tanto la constante M (9 ) buscada puede
definirse

oo

M(d0) = Log k< +

PROPOSICION 7 (Condicién CR.7)
Si piélx.ej es un modelo de clasificacidn regular
entonces la matriz J(G"), punto interior de 0, cuyo

elemento genérico viene dado por

r k folLog p (5,x19 ) jdLog pr6,x1|9
T (n > Y 1 | pio,x|e0;

3 36=11 36 . .
v 01 1 360J J

es definida positiva

DEMOSTRACION

Dado 1 r...,m (k-*]) , sean 1 1y 1i2"m dos ente-
ros tales dgue ,-1) m+:0, entonces:
oLog p (5,Xx |G ) 3
————————————————— ¥ = -—— ({Log +Log p(x) } =
9Gn 96
Oc %t



68

3Log F”~ (t)
Log F” (87"x) = x
dt
V_
por tanto:
OLog p (c,x |1 )} fOLog p (6 |16 ) BLog F”"(t) cLog
| 39n 3£
3eo ! 03
calculada en el punto Asi,
3Log F t (t) 9Log F, (1)
Jij"e0s- ) z . x F¢ (0¢x) p(x)
=1 T2 J2 9t .
t=0¢x
G - = (9A*) p(*)
2 J 2 1M
siendo GV . (O'Ox), el elemento genérico de la matriz
GIB"x) que es definida positiva,por la propiedad P2 de
los modelos de clasificacidédn regulares. Por tanto,
«M8 {xfr®G (9"%a:)} p(x) dy
donde ® representa el producto de Kronecker de matrices,
esto es:
xx'G, xx'G, . xx 'G. - ,
.11 .12 el n* ™1
Xxx1® G
'Gk-11 XX 'GE1l * e/ 'Gk-\  foi
m ( —=")
Sea a€R con a. .o, ¢ =1, Jfed, 8, =1, ,m,
vV 2 1 2
el elemento (i ~'"\)m+i del vector a, y sea a. el sub-
11
vector de a formado por las m componentes < . ; r=1,
v

Entonces:

r~(t

dy-,



a 'JdQ)a a'{xx'<&G}a p(x) dy

siendo

cf =Y 'y @& =\ c..
=1 1 0

1 J
) . . . . fc- 1
Como G es definida positiva, si 4 (x)€R
vector con componente i-ésima 4 (m)".=c".x,
a '"{jro:"™®G}la = 0 si y solo si 4 (x) =
por tanto
a'd (6Q)a = 0 <=> a'{xx'"&F}a p(x) du =
<=> A (x) = 0 para casi todo x <=>
<=> al,...,%(l €L (x) para casi todo X

69

es el

siendo L"(x) el espacio ortogonal al espacio generado

por el vector X . Pero esa UGltima expresidn solo

sible si a .=0 para todo i=1,...,fe-1, esto es,

ya 9qgue en x existen m entornos linealmente 1independientes

con probabilidad no nula. En consecuencia,

definida positiva.

PROPOSICION 8 (Condicién CR.8)
Si p(&\x>6) es un modelo de clasificaciodn

y 0Q es un punto interior de 0, entonces

k 3p (6,x10Q) k 3 p(6,xI100;
2 — dur 1 — du = 0,
<5=1 30

01 6=1 30§81 ~oep3

es po-

si a=0,

es

A

regular

v irj
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DEMOSTRACION

= p(x) V @)

39
o 0 p(-5,«rj 9 ) J
- 6i’1 "";‘; ““““ - op . I Fci60x) i =
- o1 Jeod 161 l
ya dque para todo t, por tanto:

0

El mismo razonamiento demuestra gque la 1integral de

las derivadas segundas también es cero.

PROPOSICION 9 (Condiciéon CR.9)
Sea p(6\x,d) wun modelo de clasificacidén regular y
sea p(x) tal que cumple la condicidén C4. Si 0Q es un

punto 1interior de 0, entonces:

Para todo 860, 116—6Q j|l<e, siendo e>0 suficiente-

mente pequefo
+

32Log p(69x\&) d2Log p (69x ;607
< mij(e»x, 6,eQd

30.39. . .
H 960 i960]j

de vfanera que:

Lim (e, x, 6,0Q0F p66,x |eQ; d\i = 0
o-»-0 6=1



DEMOSTRACION

c”>0

92Log p(6 ,x le) 92Log p (6 ,x Ien)
96.96. 36, .3-6
VA N 0,
92Log F”™ (0'x) 92Log F ¢ (?:x%)
e . 96. 90, . 38,
i- 3 0
92Log F "~ 0 ’'x) 32Log F¢ (07x)
sup =
o 90. 30. 38.. 30 .
-%11< , g j
lle 1<¢ S 3 b3 03
Como las funciones F. (0'x) son dos veces
is
mente diferenciables, para todo T>0, existe
que si [l 6-80 ||<e., entonces:
32Log F6 (0'x) 32109 Fﬂ(e¢«)
30 36 . 30... 38....
* 3 Oz 0{‘
luego m. . (e , x,6,0,)4arT Esto es
17 T
Lim m..(e,x,5,6.) = 0
"~ U
e-*0
Ademéas, si la distribucidén p(x) cumple C 4
existe tal que
E H$J mi;J. (elfx,6,00) F£ (eix) < +00
por lo gue se puede aplicar el teorema de 1la
cia Dominada de Lebesgue, obteniéndose:
r k
Lim 1 m .(e,x,'S,6n) p(5,xle ) du =
e-*0 6=1

1 Lim m,.
1 £+0

.(c,x,5,60)
6

p(6,xi80)
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; (e, x ,6,00)

continuéa-

’

du

tal

entonces

Convergen-

Il
o
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3.2 CAMBIOS DE LOCALIZACION Y ESCALA EN EL VECTOR

REPRESENTANTE

La aplicacidédn de los resultados obtenidos en el
apartado anterior requiere el cédlculo tanto del estima-
dor maximo verosimil como de la matriz de derivadas
segundas parciales del logaritmo de la funcidén de ve-
rosimilitud. Sin embargo, el estimador médximo vero-
simil para un modelo de clasificacidédn regular no tie-
ne forma cerrada, siendo necesario el uso de métodos
iterativos para encontrar una solucidédn de la ecuacidn
de verosimilitud, DZ(Log 7(O|Z”):O. En particular,
se suelen obtener buenos resultados con el método de
Newton-Raphson, gque no solamente proporciona el maximo
buscado sino también, como un paso intermedio, la ma-
triz Dp(-Log 7 (8|D)), matriz de precisidédn de la aproxi-
macidédn Normal asintdética Jjuntificada por el teorema

3.1.1.

EJEMPLO 1

Considérese el modelo logistico aditivo. Esto es,
Log pl(¢lx,6) = 8 fgXx+ Log p (f|ar#0) si 6=1,...,fc-1
fc-1
Log p (k\x,8) = -Log 1+ ¢ exp (01 .x)
7=1
El vector de derivadas parciales es Dp(Log p (b ,6)) .,
con elemento genérico (t-1 )x(fc— 1) +3 ,
3
Log p(6ls:,0) = x¢ (l-p(6]1x,0)) si j=6
39 .
iz;

= 1% (jlx ro) si
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La matriz de derivadas segundas, D" (Log p(b6lx,0)),
tiene por elemento genérico ((1.-1) (fc-1)+3 «)*( (£0-1) (fc-1)+¢2)
a

Log p(61x,0) = X.u X.u p(jlx,0) (1l-p(clx,0) )
ae 30 i 2
~J2 ” si Jj=J2=7
= *e p(i* *,06) p (] |x,9)
11 2 1 :
si Jj *«72

Por tanto, el vector D*(Log V (0iz?)) y la matriz
Do (Log 7(0|D)) son fadcilmente programables.

El método de Newton-Raphson, (ver por ejemplo,

Ralston 1970, apartado 8.8), consiste en calcular en 1la

i-ésima i1teracidn,

e = e (t 1) - Dg (Log V(0 (t' 1 *z?)) X

x D7 (Log V(0 (¥"1) i2)) )

El cdlculo del estimador maximo verosimil en 1los
paquetes de programas usuales, BMDP, SPSS, etc..., se
realiza mediante este algoritmo. Para el céalculo de
los ejemplos numéricos empleados en esta memoria, apar-
tado 3.3 y capitulo 5, se ha utilizado el algoritmo de
Newton-Raphson partiendo de un valor dinicial 6 =0
La regla de parada empleada consiste en una comparacidn
entre'los vectores O(%) % &iil) mediante la distancia
euclidea. Asi, si [0 "™ '"-6 [l<o .01 el algoritmo se

detiene, mientras gque si la distancia euclidea es ma-

yor, el algoritmo comienza una nueva iteracidédn. E1 valor
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critico 0.01 fue elegido después de comparar la relaciédn
numero de iteraciones / bondad del resultado para dis-

tintos wvalores criticos.

Reglas de parada alternativas pueden definirse por

comparacidén de la funcidn de verosimilitud en los puntos

6 (") vy esto es 7 (0"~ 22 y 7 (6" ~#E) sin em-
bargo, al variar el numero de datos, n, la funcidn de
verosimilitud cambia de escala considerablemente; el
valor maximo de 7(0|z) (rc)) disminuye al aumentar n. En
consecuencia, la regla de parada debe definirse a tra-
vés del porcentaje de aumento, o lo gque es equivalente,
a través del cociente 7 (0~ D) / 7T (0~"" i5). La in-
terpretacidédn de este cociente es bastante menos in-
tuitiva gque la proporcionada por la distancia eucli-
dea [ 0~ -0 *¢ , por ello se eligidé la distancia

euclidea como regla de parada.

IT

En la aplicacidén de métodos numéricos es convenien-
te que los datos sean lo mas homogéneo posible; con ello
se puede conseguir una disminucidédn de los errores de re-
dondeo vy, en ocasiones, un aumento de la velocidad de
cdalculo. Por estas razones, mimetizando un método de tra-
bajo frecuente en numerosas &areas de cédlculo numérico,
resulta aconsejable utilizar el siguiente algoritmo pa-

rla el cdlculo del estimador madximo verosimil:

Paso 1: Tipificacidn de los vectores representantes
incluidos en el banco de datos, wutilizando
para ello la media y varianza muéstrales.
Asi, cada vector representante, x= (x1,... ,xm)*,

se transforma en un nuevo vector, zy= (¢vl, . .. tym)
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mediante el cambio

3 3-x .)/
v (x xﬁ) Sd

Siernlo x .y la media y varianza muestra-
%4 c

les de las componentes Jj-ésimas de los vec-

tores representantes.

Paso 2: Reparametrizacidédn de la funcidén de verosi-
militud obteniendo
n
n p(51U0,3/1)
=1
Cdlculo de la distribucidén asintdtica final

de \p.

Paso 3: Utilizando las fdérmulas de cambio de varia-
bles , obtener la distribucidén asintdtica fi-
nal del paradametro original, 6, a partir del

resultado del Paso 2.

El paso 2 en el algoritmo anterior tiene sentido
puesto que todo cambio de localizacidédn y escala de los
vectores representantes 1nduce una transformacidédn 1lineal
en el espacio paramétrico. En efecto, todo cambio de 1lo-

calizacidédn y escala,
yv s a. (xthte.) j=1, ... ,m

corresponde' a una transformacidédn lineal; es mas, si en*
el vector representante se ha considerado un término
constante, x x=1 para todo x€x, entonces, el cambio de

localizacidén y escala puede expresarse como y-Mx, siendo
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M la matriz:

00 O
ci2 (@) 0]
0 0 ...d
m m m
M es no singular si & *-1 y a.*0 para todo j=1,...,
*
En particular para a=1, b, =0, a.=1/e, y b_.=x_., trans-
i 1 J. < a d
formacidédn efectuada en el Paso 1, la matriz M es no sin-
-1 -1
guiar. En consecuencia existe M con lo que Q'x=Q0'MM X
=0 *y » Sea \p=Mt0, entonces:
n n
e |z?) = n pifidle, Xé;) = n fs,.{0 '"x") =
i=1 I=1
It
= n F6. (t;1i/1i) = r@dliIiz?)
e =1

Esa es la reparametrizacidédn exigida en el Paso 2.

Aplicando el teorema 3.1.1, la distribucidn final
de 1Ip, si el tamafio muestral TI, es suficientemente grande
es aproximadamente Normal con media ;>y matriz de preci-
sidén

m D* (-Log F(ilz?) )

Esto es,

pf>z7) s N ("~ ", (-Log V($1lz»)).

Por otra parte, la expresidédn que relaciona las ma-
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trices de parédmetros Yy 6 es 6= (M') Expresados 1los
pardmetros en forma vectorial, esa 1gualdad se convier-
te en 6= (I® (M1)~1)\p. Sea H el producto de Kronecker
ISIAf1)*”1, como toda transformacién lineal de una can-
tidad aleatoria Normal también es Normal, la distribu-

cidén final de 6 es:
p(Q\D) '=NO1"~fWr"~t-Log 7(ilz)) )J)H~1).

La siguiente proposicidédn demuestra gue el mismo
resultado se obtendria al aplicar directamente el teo-

rema 3.1.1 a la verosimilitud 7(81]z?).

PROPOSICION 1

A.

Con la notacidén anterior, G - Hip, Vy
D*(log v(0\d)) = IHfJ~ID*(Log vOId*h"1

DEMOSTRACION

Por la regla de 1la cadena, como
(Log F (6 1P))= (Log 7(~12))) (ip =
= (Log F(<J;]|z>))

ademéas, al ser £fino singular, las soluciones a las ecua-
ciones Z?”(Log 7 (0 z2?))=0 vy Z?*(Log 7(iplZP) )=0 coinciden.

T A X7
Por tanto, los estimadores maximo verosimiles 9 y 11

EN EN

también estédn ligados por la ecuacidédn o6=#".

Por otra parte, una nueva aplicacidén de 1la regla

de la cadena demuestra gque,
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Dg(iog vie|p)) = Dé{D¢(Log vivlpny ety =

= Dbl

{0} (Log V(wID))H-i}Di(Log v(w|DNDY ) =
]

(Log V(y|D))

= (B *Ii(Log vi(v|D)yE™!

Esta proposicidn comprueba la validez tedrica del
algoritmo anterior cuando en el vector representante se
incluye un té&rmino constante.

Por el coﬂz;arié, no cbnsiderar un t&rmino cons-
tante como parte del vector representante es equiva-
lente a suponerAque ese término si ha sido inclufido,
17! 2=1,...,k=-1,
son conocidos e iguales a cero. Estas restricciones

pero que los parémetros correspondientes,. 8

sobre los parédmetros 6 se traducen, tras el cambio de-
localizacién y escala de los vectores representantes,
en las restricciones sobre los pardmetros ¥:

m
a (1+b Yy, . + jZZ ajbjwji= 0, i=1,...,k=1

.Sigue existiendo una transformacidn uno a uno entfé
los parametros 6 y ¢, por tanto los resultados comenta-
dos anteriormente sigueﬁ siéndo validos. Sin embargo,
todas las constantes {a.}, {bi} aparecen ahora en la
funcibn V(w|D) ya que

by

m
-1
1] = -(a1(1+b1)) 'f a'J Y

1t j=2
con lo gue las ventajas computacionales de maximizar
V(y|D) en lugar dé;y(elo) desaparecen. En consecuencia,
si no se introduce un término independiente, es mas
aconsejable el c&lculo de la distribucidn asintdtica fi-
nal de 6 directamente a partir de V(6|D).



79

3.3 EJEMPLOS NUMERICOS

Considérese el modelo logistico para dos clases, k=2,
con vector representante, z, formado per un término cons-
tante e igual a uno y un indicador continuo, y:

p(s=1ly,9) =_1-p(6=2|y,6) = exp(eo+91y)/(1+exp(60+61y))
(1)

La sencillez de este modelo, involucrando finicamen-
te dos par&metros, posibilita el uso de té&cnicas de an&-
lisis numérico para el cilculo de sus caracteristicas.
Por ese motivo ha sido escogido para el estudio, a tra-
vés de bancos de datos simulados, de la rapidez de con- »
vergencia de la distribucibn final a su aproximacidn a-
sintdtica.

Una vez obtenido un banco de datos simulado, cono-
ciendo por tanto el verdadero valor del pardmetro 0,se
calcula la distribucidn normal asintética, N(elé,ﬁ),
siendo 6 el estimador maximo verosimil, y A la matriz
de precisibn, inversa de la matriz de varianzas, esti-
mador usual de la precisidn asintbtica. Existen dife-
rentes medidas de la bondad del resultado, en este apar-
tado se utilizan las siguientes:

En primer lugar, la distancia euclidea,

: . - ‘ ~ 3t
= - = g -5 )2 -0 2]
DIs,(6,8) {|e-6| [( o=0o) P+ (e =8)
calculada para diversos tamafios muestrales, debe con-
verger a cero ya que § es un estimador consistente. Por
tanto, D[sE puede utilizarse para medir la bondad del
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estimador media asintdtica.

La matriz A puede contrastarse utilizando la distan-

etc de Mahalanobis.
. A e s ]%
Drs,(6.6) = | (6-6)" H(e—e))

En efecto, la distancia de Mahalanobis es la distancia
euclidea al origen de la transformacién tipificadora u-
sual aplicada al punto 6; esto es, si ewm(é,ﬁ) entonces
35(9—5) ~ N(0,]), con lo que

-~ ,.* -~
DIs, (8,8) = DIS (#* (6-8),0)

Si la distribucidn N(é,&) es una buena aproximacidn de
la distribucidén final entonces, el cuadrado de DlsM de-
be sequir una distribucidn Chi-cuadrado con tantos gra-
dos de libertad como niGmero de elementos tenga el vector
paramétrico €. (ver, por ejemplo, John, 1971, teorema 2,
pag. 30).

Sin embargo, en un problema de clasificacidn, el
énfasis debe situarse en la distribucidén de clasifica-
cidén en lugar de situarlo en la distribucién final so-
bre los par&metros del modelo. Ninguna de las distan-
cias anteriores mide la bondad de la distribucibn pre-
dictiva obtenida a partir de la distribucidn asintéti-
ca.

Una vez obtenida la distribucidén asintética, la
distribucidn predictiva para el modelo (1), p(6|y,D),
" es facilmente calculable mediante integracidn numéri-
ca, ya que solo depende de la combinacidn lineal 60+81y
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cuya distribucidn, una vez fijado el valor de y, es asin-
tdticamente Normal con media §0+§1y y varianza (1,y) 3'1(1,
y)'. Adem&s al considerar un solo indicador, puede cal-
cularse la discrepancia esperada o distancia esperada de

Kullbazx~Licbler, entre p(5|5,6) y p(dly,:),

p(s]y,6)
Dis, (p(sly.8), p(sly,0)) = E ] p(8|y,8) Log ———
y § p(8]y,D)

Como los datos son simulados, la distribucibdn unidimen-
sional p(y) es conocida y por tanto DlsK puede ser cal-

culada mediante integracidn numérica.

Estas tres distancias han sido calculadas en dos es-
tudios paralelos, ambos estudios se realizan con muestras
simuladas obtenidas a partir de p(y)%N(y|0,1) y p(6|y,9)
siguiendo el modelo (1). En el primer estudio eo=0, 81=];
mientras gue en el segundo 80=3 Y 61=5.‘Los*resultados
obtenidos en el apartado 3.2, cambios de localizacibn y
escala en el vector representante, permiten mantener los
mismos valores para la media y varianza de y, pues un
cambio en los valores de 6 tambi&n pueden interpretarse
como un cambio de distribucidn de Y. .

Cada estudio consiste en diez repeticiones de la
siguiente experiencia: Una vez fijada la distribucidn
ply) y el valor de 6, se obtiene por simulacidn una mues-
tra de tamafio 50 y se calculan las tres aiétancias antes
mencionadas; a esos 50 datos se les afiade otra muestra
de tamafio 50, formando un banco de datos de tamafio 100,

y se calculan nuevamente las tres distancias; el proce-
so se repite hasta el estudio de un banco de datos de
tamafio 500.
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DIS
1.50
;.00 i
.50
2.00 4.00
- Fig. 1 -
Distancia euclidea con 0 =0, 6i=1
Dis
0.00
6 .00
A
4 .00 1%
Vi
2.00 )\'* ~ —
*_ f> * itj——* —
£:5;'t - —
E +2
2.00 4.00
- Fig. 2 -

-Distancia euclidea con 04,=3# 0i=5-
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Las figuras 1 y 2 muestran los valores de D15E ob-
tenidos en los dos estudios. Como era de esperar a la
vista de los resultados tebricos, la distancia euclidea
disminuye al aumentar el tamafio muestral, aunque esa
disminucidn es considerablemente lenta, en especial en
el segundo estudio. Asi, mientras en el primer caso,
eo=o, el=1, la distancia euclidea nunca supera el valor
0.5 con mas de 300 datos, n2300, en’el segundo caso,
90=3, 61=5, esa distancia toma valores alrededor de 1
incluso con 500 datos, n=500.

Las figuras 3 y 4 muestran los valores de DlsM ob-
tenidos en los dos estudios. Las rectas discontinuas ho--
rizontales en esas gr&ficas corresponden a-los cuantiles
de orden 0.5 y 0.95 de DlsM obtenidas a partir de la
distribucidn Chi-cuadrado con dos grados de libertad.
Estos cuantiles tedricos no se corresponden con los
resultados obtenidos. Asil, en el primer estudio, la mi-
tad de los puntos superan el cuantil 0.95 cuando el nf-
mero de datos es menor de 250. Ese comportamiento se me-
jora para un nlmero de datos superior a 300, pero toda-
via demasiados puntos superan el cuantil 0.95. En el se-
gundo estudio los resultados obtenidos siguen sin ser
buenos pero son bastante mejores que los del primero. En
cualquier caso, la distribucibn asintbtica parece subes-
timar la varianza, incluso para tamaflos muestrales rela-

tivamente grandes..

De un estudio global de las gr&ficas 1 a 4 se in-
fiere que un aumento en el valor absoluto de los paré&me-
tros propofﬁiona una peor estimacidn puntual de los mis-
mos pero una mayor fiabilidad de las regiones de confian-

za proporcionadas por la aproximacidn asintdtica.
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Los valores de discrepancia son bastante menos intui-
tivos que los proporcionados por las distancias euclidea
y de Mahalanobis. Por ello puede resultar interesante la
realizacidén de un pequefio estudio sobre las implicacio-
nes de los diversos valores de discrepancia antes de co-
mentar los resultados obtenidos con esta distancia.

Dado un valor para el indicador y, la distribucibn
de clasificacibn tebdrica en los modelos agui estudiados
es

p(5=1|y,e) = exp(90+ely)/(1+exp(eo+eiy)) =P

p(s=2]y,e) 1-p

"

mientras que la proporcionada por los resultados asintd-
-,
ticos es

pls=1|y,D)

? {p(8=1]y,8)} = p+e
7 8D :
pl8=2]y,D) = 1-(p+e) -

siendo € un nfimero real perteneciente al intervalo (-p,
1-p) . La discrepancia entre estas dos funciones es

p 1-p
Dis(p,e) = p Log — + (1-p) Log ————
p+e€ 1-(p+€)

En la figura 5 se muestran los valores de Dis(p,€),
como funcidén de-e, para cinco valores distintos de p,
0.01, 0,17, 0.2, 0.3 y 0.5. Obviamente, por la simetria
de la funcidn Dis(p,e), su grdfica es la imagen especu-
lar de la grafica correspondiente a Dis(1-p,€), por'ello
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solo se muestran valores de p no mayores a 0.5.

-.50 0.00 .50 1.00
-fig. 5-
-Estudio de la discrepancia-

Las figuras 6 y 7 muestran los valores de DISv ob-
tenidos en los dos estudios. En el primero, la discre-
pancia solo supera el valor 0.5 en tres casos, todos e-
llos con tamaino muestral 50, siendo menor a 0.1 en casi
todos los puntos con 300 o mas datos. En el segundo es-
tudio la discrepancia se comporta todavia mejor, no su-
perando nunca el valor 0.2 vy siendo inferior a 0.05 en
todos los puntos obtenidos con un tamafio muestral supe-

rior a 200, n£250.
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CAPITULO 4

PROCESO INFERENCIAL PARA MODELOS DE CLASIFICACION

REGULARES

En este capitulo se pormenorizan las etapas que conS-
tituyen la estructura bayesiana en el enfoque clasifica-
torio. En particular, dicha estructura se ejemplifica me~
diante el estudio detallado del modelo Normal Acumulado
para dos clases.

El objetivo de la segunda parte del capitulo es 1la
bisqueda de distribuciones de referencia. Se obtiene el
resultado general y se proponen aproximaciones para que
este resultado tebrico, de cllculo dificil, pueda ser
utilizado en aplicaciones. Se estudia con detalle las
distribuciones de referencia correspondientes a los mo-
delos de tipo 1 y tipo 2 obteniendo, como ejemplos, las
distribuciones de referencia de los modelos logistico
aditivo y logistico multiplicativo.

88
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4.1 INFERENCIA’ Y PREDICCION

Desde un enfoque claéificatorio, la metodologia ba-

' -yesiana conlleva un proceso bietfpico para la obtencidn

" de la distribucidn de clasificacibn. En efecto, como ya
se discutid en el apartado 1.2, la distribucidn de cla-
sificacién es el resultado del proceso:

ptslz,0) = J p(8]x,8) p(8|p) as
p(e|D) « w(e|Dp) pte)

donde p(6) es la distribucibdn inicial sobre el paréme-
tro desconocido §€Q; V(BfD) es la funcibn de verosimili-
tud correspondiente.al modelo p(§}z,8); p(elD) es la dis-
tribucién final sobre 6€6, y por Gltimo, p(&|x,D) es la
distribucifn de clasificacidn buscada.

El c8lculo de la distribucidn final p(alD) no es
el objetivo del problema de clasificacién, sino solamen-
te un paso intermedio necesario. El &nfasis de todo el
proceso debe situarse, por tanto, en el cdlculo de la
distribucidén predictiva p(é}x,D).

En el capitulo anterior se ha demostrado que si el
nGmero de datos, =, es suficientemente grande entonces
la distribucibn final, p(elpq, puede aproximarse razo-
nablemente bien mediante la distribucidn Normal N(B]é,ﬂ(é)}
En este caso,

ptélz,n) = f p(slz,0) wn(8|8, #(B)) as

Por el contrario, si el nGmero de datos no es sufi-
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ciente y/o se desea introducir informacién inicial sobre
el paré&metro desconocido 6€0, esa aproximacidn asintbti-
ca no serd vidlida. En este caso serd necesario especifi-
car la distribucidn inicial p(6)- - antes de realizar las
dos etapas gque conducen al cilculo de la distribucidn de
clasificacién.

En el siguiente ejemplo se estudia el modelo Normal
Acumulado. La distribucidn de clasificacidn para ese mo-
delo se obtiene: primero, utilizando la aproximacidn nor-
mal asintbtica a la distribucidn final; después, utili-
zando una distribucidn normal para representar las opi-
niones iniciales del experto sobre el pardmetro 6€0,

p(e) = w(e|u,H). ‘

EJEMPLO 1. Modelo Normal Acumulado para 2 clases.

En el apartado 2.2 se definid el modelo de clasifi-
cacibén Normal-Acumulado para dos clases, k=2, como:
9'x

p(6=1|6,x) = ®(08'x) = J'

-

(2ﬂ)'%exp{—§z2}dz =

0 3 2

= I (2m) " ‘exp{-4(y+0'z)“}dy
-0

donde 6 es un vector de dimensidn igual al nfimero de com-

ponentes del vector representante, esto es m. De hecho

seo=R" .

Si la cantidad aleatoria § que representa a las cla-

ses se define de forma que tome los valores +1 y -1,
correspondientes a las clases 1 y 2 respectivamente, en-

tonces:

0
p(sls,x) = J (2n)'§exp{—§(y+§e'x)2} dy, con §=21

-

(1)
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En esta notacibn, la funcidn de verosimilitud es:

n
ve|py « W op(s le,x,) =
i=1
n E.gtx. 1 ]
= I I - “(27) ‘expi—iz%}dz.
-1 - i i

Z
« ¢n (Diag X'6) ) (2)

donde én(Diag X'0) representa la funcién de disfribucién
Normal n-dimensional de media 0 y matriz de precisidn
la identidad, calculada en el punto Diag X'6; Diag es
una matriz diagonal nxn tal que (Diag)ii = 6i' Y X es
una matriz mxn cuya columna i-&sima es el vector repre-

sentante T

Como resultado del teorema 3.1.1, la distribucidn
final puede ser aproximada, si el ntimero de datos, =,
es suficientemente grande, mediante la distribucidn Nor-
mal N(el@, H(g)). Donde 8 es el estimador maximo verosi-
mil y H{8) es el estimador asintdtico usual de la matriz

de precisibn, inversa de la matriz de covarianzas.

El algoritmo para obtener 8 y H(§) por el método
de Newton-Raphson puede expresarse como (Aitchison and
Lauder, 1979):

' -1 n
(r+1) _ (r+1) (r) (r)
° B [H ] (igl Vi ¥g xi]

(ry _ 2., (1) (r) v oalr)
v, = ¢° (=] € )/{¢(x% 9 ) (1-o(z! © 1)}
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yé”:x;e(rh{ (57:+1)/2—®(z1':6(r))}/¢(x1':6(r))

donde ¢(.) y ¢(.) son, respectivamente, las funciones
de densidad y de distribucibén de una Normal unidimensio-
nal,N(0,1).

Utilizando la aproximacidn asint&tica, la distri-
bucién predictiva puede ser calculada de forma analfiti-

ca, obteniéndose (Aitchison and Lauder, 1979):

p(&|z,D)

L]

I p(8|z,8) p(e|Dp) ae =

¢(6x'§/¢1+x'H-1(§)x) (3)

u

" Por el contrario si se desea introducir informa-
cibén inicial sobre los parametros del modelo, seri ne-
cesario especificar una distribucibn inicial, p(6),
sobre el espacio paramé&trico O. Si las opiniones ini-
ciales se representan mediante un miembro de la familia
Normal, p(6)=N(6|u,H), eleccidn razonable habida cuen-

‘ N . . m
ta de que el espacio paramétrico coincide con R, en-

tonces:

p(8|D) = p(8) v(e|D) « N(8|u,H) ¢ (Diag x's) =

z'0
« exp{-4(6-p) 'B(6-n)} T I vt exp{-izé} dz ;

Tras los cambios de variables apropiados:
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(0-y) 'H (0-y) +

p (el £) a' expi - H
(4)
+ (y+Diag X'B)'(y+Diag 272'8)}[ dy
Antes de continuar con este ejemplo es necesario
introducir la siguiente
PROPOSICION |
Sean H y ¢ dos matrices definidas positivas y sSi-
métricas, entonces:
i8-y3j ’‘B(6-yJ + TBO-mJ 'gTBO-m;
{O-IH+B'GBj'"HU +B'Gmj} '"H+B'GBKB-I'"H+B'GBJ"1
(5)

fHy +B’Gmij} +im-Byj '(G 1+BH-1B 'j~ 1i'm-ByJ

DEMOSTRACION
(0—y) 1H (9—vy) + (BB-m) 'G (BB-m) =

= 9'//6+y 1#y-2 8 'Hu+B'B 'GBB+m 'Gm-2 6 'B 'Gm =

= 6' (H+B'GB) 0-2e' (H+B'GB) (H+B'GB) -1 (H\i+B 'Gm) +y'H\i+m'Gm

Completando la forma cuadratica en 8, la proposi-

cidén quedard demostrada si se comprueba que

v "Hu+m'Gm- (H\i+B'Gm) ' (H+B'GB) '1 (Hp+BrGm)

coincide con el segundo sumando de la parte derecha de

la expresidn (5)
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Ahora Dbien, (6) es:

ul(E-HUi+B'GB) '1H)\i + m' (G-G 'B (H+B 'GB)~ *B 'G)m -

<7)

1
- 2r'G(B(H+B'GB) H)u

Esta expresidn puede simplificarse mediante 1la

igualdad de matrices (Rao, 1973, ejercicio 2.9, pag. 33),

C-CA(B+A'CA)~1A'C'= (C~1+AB~14'")"1 (8)

de la gque se deducen, como corolarios,

A' (C+ABA ') '1IC = 5"1 (B~1+A'C"™ "~ )" 14" (9)
C-CiC+ABA ") _1c = A (B~X+A 'C~1>1) ~ 1A' (10)
Utilizando (10), (8) y (9) respectivamente en 1los
tres sumandos de (7), se obtiene:

\i'B' 1G~1+BH~1B"'")~1B\i + m "’ (G~1+BH~1B')" 'm -

- 2m' (G- 1+BH~1B 1) -1Su
EJEMPLO 1 (Continuacidn)
Aplicando la proposicidédn 1 a la expresidén @) vy

multiplicando por las constantes apropiadas:

i/) f(y) dy

p (e |z?) = c¢ p(O

donde:
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p(6|y) = N(6] (F+xDiag?x")" ! (Hu-XDiag ¥) (H+XDiag?X")
fly) = Nly|-Diag X'u, (I+Diag X'H'lguiag)'l) <
y siendo ¢ la constante de proporcionalidad, esto es,

ct= IJ . Pely) fly) ay as = f 2 fly) dy =
R R
(-) (=)

= ¢ (0|-Diag X'u,(I+Diag X8 'xDiag)™") (11)

Por tanto, p(elD) = J p(ely) ply) dy. Siendo p(y)

la funcidén de densidad de una cantidad aleatoria Normal
truncada. Los momentos de la distribucién final se pue-
den poner en funcibén de los momentos de la cantidad
aleatoria y, de forma que:

E(e|D) = E{E(8]y)} = E{(a+xx") " (Bu-xDiag y)} =
Y

Y
(F+xx") "} (Bu=XDiagE (y)) (12)

0]

puesto que Diag?=].

Ece?|D)

E(E(6%{y)}
Y

EC(H+xx") " L4 (H+xx") "} (Hu=XDiag y)
Yy

(Hu-XDiag y) ' (H+xx')~ 1}

(#+xx") " Lo (Bexx ) T E{ (Bu-XDiag y)
y

(Hu-XDiag y)'}(H+XX')-1'=
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= (B+Xx*) " 4E(0|D)E " (6]D) + (H+xX")  xDiagVAR (¥)

Diag X'(H+xx')"!

en consecuencia,

VAR(8[D) = (Bexx*) taqaexx )" XDiagVaR (y)
(13)
Diag X'(H+xx')™}

Los momentos de la distribucidédn Normal truncada
ply) ., E(y) y VAR(y), pueden expresarse (Tallis, 1961)
como combinaciones lineales de funciones de distribu-

cidén Normales n, n-1 y- n-2 dimensionales.

De forma similar, la distribucibén predictiva bus-~
cada es,

p(s8lz,n) « J p(6|=,8) v(8]D) p(e) d8 =«
« J v*(8|D,(8,2)) ple) ao
donde V*(SlD,(d,x)) representa a la funcién de verosi-
militud del banco de datos ampliado por el elemento (§,x).

Por tanto, si X* y Diag*(§) son las matrices correspon-
dientes al banco de datos ampliado,

p(8]z,D) = ” n exP(-H(e—u)'H(B—uH
(=)

+(y*+Diag* (6) X*'8) ' (y*+Diag*(8)X*'6)}| dy* a6

Teniendo en cuenta que |H+X*X*'| no depende de § y que
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| \+Diag* (6U* 'H~IX*Diag* (0) | =
= (6 ) (I+Xx* '"h~iX*)Diag* (6) | =

it HYy*

tampoco depende de 6 . La distribucidédn predictiva, tras

aplicar la proposicidédn 1 y multiplicar por las constan-

tes apropiadas, es:

N (0] (H+X*X* ') 1 (Hu-X*Diag* (6)y*)

(H+X*X*') ) N(z/*|-Dgas* (6)Y*'u, (l+Diag* (6)Y*'
H~1X*Diag*(6))-1) dy* d9 «
N(z/*|-liiag*(6)Y*'y, (\+Diag* (6)X*"'"H~1X*
piag* (5)) 1) dy*
« {C*(o)}”1
con {C*(5) )_1=in+1 (0| —Diag* (6)X*’\i,
(l+Diag* (&)X*'H~1X*Diag* (6)) 1)

Como se trata de una distribucidédn discreta, la cons-

tante de proporcionalidad es fadcilmente calculable con

lo que,

(14)

Las férmulas obtenidas tanto para la esperanza Yy
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varianza de la distribucidn final como para la distri-
bucidn predictiva, expresiones (12), (13) y (14), tienen
una forma analltica sencilla, sin embargo su cdlculo no
es posible en la practica. Esto es debido a que involu-
cran el c#lculo de funciones de distribucién normales

de dimensidn el ndmero de datos, n. Si n no es muy peque-
fio, no mayor que 3 & 4, el calculo de ¢n(‘) es prohibi-
tivo. :

El hecho de que las expresiones (12), (13) y (14)
‘sean f&cilmente calculables si n es muy pequefio, en par-
ticular para un tamafio muestral 1, apunta hacia la apro-
ximacidén de los resultados anteriores mediante el siguien-
te método iterativo. En cada iteracibn se introduce un
nuevo dato, calculando la distribucidén final correspon-
diente; dicha distribucidén final se aproxima mediante
su mejor aproximacidn Normal en el sentido de la discre-
pancia de Kullbach-Leibel, esto es, por la distribucidn
Normal con la misma media y varianza; esta aproximacidn
Normal se utiliza como distribucidén inicial en la siguien-

te iteracidn.
Asi, en la (r+1) iteracidn:
plol (s a), e ts,,m)) 2 Wio|u, 8,

)}y =

= .
]

Etel (8,2 ),.crts

r+1 r+1'%pat

(B2, 20) ™0 (H 48, Ely )z,

)) =

x
r+1’7rst

-1
(H,, ) "= VAR(e| (8 42,0, 0ens (s

= v oty ol vy =1 -
= (Hr+”rxr) + VAR (yr) (Hr+xrxr) xrx;(Hr+xrwr)
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donde E(j/r,) y VAR<i/r.) son, respectivamente, la media vy

varianza de una distribucidén Normal de pardmetros

—6}/)}X;>(yz* ;/ (1+X;1Zfi&lXY*)~1, truncada en O, por tanto John

son and Kotz (1970; pag. 81-83):

VAR (yr) d+x~/T?" )

_ ' N v
con arf (1+Xr #’Ler ) 5,,}(,, yr

Este método iterativo no es invariante con respec-
to al orden en el gque se introducen las obsevaciones,
por lo que en su aplicacidn serd aconsejable el estudio
de su robustez frente a cambios en el orden de introduo

cidén de 1los datos.

Una vez obtenida la aproximacién Normal a la dis”
tribucioén final, P (01Z) s N(6|YV",,H"), las propiedades
de la distribucidén multinormal aseguran gue,

p(9'x13) i N(U'x Iy xx, (x'H x) )
n

sea cual sea el vector representante X . Por tanto, apli-

cando la proposicidén 1,
p (6=1 \x,D) = | P ®=11x,E) D (€17) de
(2t0) ~1 (x'i~x) 7 *exp{-J X'H 1x) ~1(z/-y*x)2} dy =

= <M6¥;x (l%—}('ff{_i x)"M
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Esta aproximacién, a parte de su dependencia del or-
den de introduccidn de los datos, presenta el incovenien-
te de necesitar invertir una matriz, la matriz Hr’ en ca-
da iteracidn. Por tanto, si el nfimero de datos, %, es su-
ficientemente grande este mé&todo puede resultar demasia-
do lento y por elloc poco éconsejable. Sin embargo, es en
ese caso, n grande, cuando puede esperarse un buen fun-
cionamiento de ld aproximacidn asintdtica. 1

Introducir informacidn inicial sobre los parimetros
de un modelo de clasificacidn regular presenta graves
inconvenientes, no solo desde el punto de vista matemé-
tico, bfisqueda de modelos muitivariantes tratables, si-
no también desde un punto de vista préactico. En efecto,
el experto puede tener cierta informacidén a priori so-
bre la distribucibdn de clasificacidn, pero traducir esa
informacidén en una distribucibn inicial, p(8), sobre el
parametro desconocido 6€0, puede ser dificil.

En consecuencia, en el enfoque clasificatorio re-
sulta particularmente importante la obtencidn de distri-
buciones de referencia. Son esas distribuciones las co-
rrespondientes a aquellas situaciones en las que o0 no
se desea introducir informacién inicial o esta es dema-
siado dé&bil para tenerla en cuenta. Ademds, las distri-
buciones de referencia constituyen una forma de medir
la influenciarde la informacién inicial en el resultado

final.

El resto de este capitulo trata gobre la obtencidn
tedrica y el cdlculo practico de las distribuciones de
referencia para los modelos de clasificacidn regqulares.
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4.2 DISTRIBUCIONES DE REFERENCIA

La Reglc de Jeffreys (Jeffreys, 1946, 1967) es el
primer resultado importante conseguido en la blisqueda
de distribuciones iniciales no informativas sobre pari-
metros continuos. Jeffreys, basdndose en argumentos de
invarianza, propone el uso como distribucién inicial
no informativa de la rafz cuadrada del determinante de
la matriz de informacién de Fisher del modelo muestral,
i.e., )

n(8) « |1(8)|*, siendo I(0) = ? {p3-Log p(x|8)}
x|0

Este resultado parece funcionar perfectamente en
el caso unidimensional continuo, sin embargo ha sido
bastante criticado, incluso por el mismo Jeffreys, en
el caso multidimensional.

Basandose en argumentos de Teoria de la Informacidn
Bernardo (1975,1979) propone un método para el cdlculo
de las distribuciones de referencia que, en cierta for-
ma, generaliza la Regla de Jeffreys caracterizando con-
diciones suficientes para su validez. Asi, cuando el
parimetro es continuo y el modelo regular, i.e. la fun-
cidn de verosimilitud cumple las condiciones de regu-
laridad para la normalidad asintética, los dos mé&todos
coinciden si el par@metro de interes es el vector pa-
ramétrico &, completo; esto es, si el objetivo es hacer
inferencias sobre todo el vector paramétrico y no sola-
mente sobre parte del mismo.

En particular, si el objetivo principal es la pre-
diccidn de resultados futuros, el pardmetro de interé&s



102

es la nueva observacidn, mientras que el vector paramé-
trico juega un papel marginal. Por ello puede conside-
rarse como distribucidn predictiva de referencia la cal-
culada a partir de la distribucidn de referencia del
vector paramétrico completo, 5. (Ver Bernardo, 1979, en
contestacidn a Bartholomew) . Asi pues, parece razoha-
ble utilizar

n(e) « |r(e)|*« | E {-DiLog p(s,z]0)}]|} (1)
z,6|8

como distribucibén inicial de referencia para problemas

de clasificacién.

4.2.1 MODELOS DE CLASIFICACION REGULARES

La distribucién de referencia dada por la expresidn
(1) para los modelos de clasificacidn regulares,

p(8,z]8) = p(s]z,0) = Fe(8'z)

x
w(8) « | E {~ § Fg(8'z) DZ(Log Fs(e-x))}l*
x §=1

En este apartado se estudia con dgtalle esa dis-
tribuwcién inicial proponiendo aproximaciones para el
caso, muy.frecuente, en el gque la distribucibdn de los
vectcres representantes es desconocida y, por tanto,

la esperanza E no puede ser calculada directamente.
z .
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Por la regla de la cadena, denotando mediante t a

Log F . (?21x)

ae . se
“W1l+*1 2 2
Log F£ (*)
90 3t 30., , r
12J2 vV i
3
= X Log F£ ()
1 dt . dt . 96 . . °2
| j2 Vo2
Log FJjU)
1 2 91 . 91 .
33 J2
luego, si £>*(Log F£ (6 'r)) es la matriz de derivadas par-

ciales segundas con respecto a 0 de la funcidédn Log F i (0,jn

y Z%*((lheg Fx (t)) se define de forma similar, entonces:

-7Z?g (Log F6 (0'x)) = xx'®{-Fj(Log Fg¢ (t))}

donde ® representa el producto de Kronecker de matrices.

Ademéas,

92 3 1 3
F6 (t)
9t .91 . F, (t) 3t
* 3 16 i
3 3
-2
= - (F¢ (t)) F 6 <*> F ()
3t . 3t
«/
1 32
\4
x 6
(t) dt .dt
u J
3
fi(t] -~~~ Log

3¢tj
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F; (t) dt .dt .
C ~ J
de donde se deduce:
i 32
Log FM(t)
-jf{ 4t .3
k 3 3
l F,(t) --—— Log F~(t) -—-—— Log F. (1) +
6 =1 3t 0 31 .
*o 3
k 32
. 1 Fo (t)
6=1 dt.dt .
i 3
Ahora bien, constante, luego su derivada
se anula. Por tanto,
{-DE (Log (ty yy = H
siendo Ht© la matriz (fc-1)x (k-1) con elemento genérico
k d d
t. = % F* (t) =---- Log F,(t) =--—-— Log F~(t)
6=1 0 att . dt .
1 J
La matriz t es definida positiva, propiedad P2 de
los modelos de clasificacidédn regulares.
En resumen, la matriz de dinformacidédn de Fisher es
1(9) = E k' 8 {-D2(Log Fg¢ (t) )}
X 6

(2
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Si la distribucidn que genera los vectores repre-
sentantes fuese conocida entonces la matriz I(€) podria
ser calculada exactamente, siempre que las integrales
involucradas tengan solucidn analitica. Por el contra-
rio, en numerosas aplicaciones, la distribucidn de los
vectores representantes es desconocida. En tal caso es

preciso buscar aproximaciones a I(98).

Utilizando el propio banco de datos para conseguir
informacién sobre la distribucién de los vectores re-
presentantes, la matriz I(6) puéde ser aproximada por’
Monte-Carlo, de manera que sl el muestreo ha sido pros-
pectivo,

n

-1

n "y {z,z'@H(8,2.))
i=1 1 1 7

I(9)

113

donde n representa el tamafio muestral.
Por el contrario, si el muestreo ha sido retros-

pectivo obteniendose ne datos de la clase ¢,
n

k
-1 .
I(8) = az p(8) n™" ] e, @l ®H(E,z, )}
=1 =1
La aproximacidn por Monte-Carlo a la distribucidn
final es, por tanto,
n
Ty (8) = igl{xix;.@ma,xi)}
para el muestreo prospectivo. -

Esa expresidn tiene sentido si y solo si el deter-
minante de la matriz involucrada es no nulo. Bajo condi-



106

ciones muy generales esa matriz es definida positiva.

En efecto,

PROPOSICION 1
Sea x un veccor m-dimenmsional y HzH(x) una ~atriz

(k=i}x(k=1). La matriz E{xx'® H} es definida positiva
% .
8l la distribucidn que genera los vectores representan-—

tes, p(x), es discretd finita y existen m vectores
{xi; i=z1,...,m}, linealmente independientes, con p(x,)>0.
DEMOSTRACION

Se desea demostrar que el finico vector a tal que

a'E{zz'® Hla=0 es a=0.
z

m(k-‘l)

Dado a€R sea {aieRk-1; 2=1,...,m} tal que

a=(a;,...,aé)' y ‘sea A la matriz mx(k-1) cuya columna
i-&sima es el vector a;.

m m

m
} ajz z Ha = | z .z alla_ =
r=1 8=1 r=

a'(xz'® H)a

z'A'HAx

Como H es definida positiva, a'(xz'® H)a=x'A'HAz20

con igualdad si y solo si. 4x=0.
a'E{xx'@ H}a = E{a' (zxz' @ H)a} = E{x'4'HAz} 2 0
x x x

va que se trata de la esperanza de una variable no nega-
tiva. Adem&s, por la misma razdn, -

E{x'4'HAz} = 0 <=> P{x"A'HAx>0} = 0 <=>
x

<=> P{A4z>0} = 0 <=> P{xﬁAl} =1
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donde Ai representa el espacio ortogonal al generado
por A. Ahora bien, para que la filtima probabilidad en
la expresibn anterior valga uno, los m vectores lineal-
mente independientes {:i}; deben pertenecer al espacio
at, 1uego Rango(Al)Zm. Por tanto,

P(x€st) = 1 => Rango(4?)2m => 0<Rango (4)=m-Rango (44) <0 =)

=> Rango(4)=0 => 40 => =0

COROLARIO 1
Si los vectores representantes inclutdos en el ban-
co de datos, {xi,‘ i=1,...,n}, forman un sistema de ge-

neradores de R® entonces la matriz
n .
r
izl{xixiQ H(e,xi)}‘_

es definida positiva.

DEMOSTRACION

- o
2 {xixq':Q H(S,xi)} puede considerarse como n
i=1

‘veces la esperanza de la variable aleatoria discfeta con
n puntos posibles, cada uno de ellos con probabilidad
1/n. Como entre esos vectores existen m linealmente inde-
pendientes, puede aplicarse la proposicibén anterior ob-

teniendose directamente el resultado buscado.
i [ |

COROLARIO 2

- S% los n, vectores representantes incluidos en el
‘banco de dato; y correspondientes a la clase § forman
un sistema de generadores de R" entonces la matriz

zp(a)zixmx{éon(e,xid)} es definida positiva.
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El corolario 2 es la réplica del corolario 1 para
muestreos retrospectivos. Su demostracidn es totalmente
similar a la del corolario 1.

EJEMPLO 1

Sean x1=(1,0)' y x2=(1,1)’ los {nicos valores posi-
bles del vector representante; sean P, Y p2=1—p1 las
frecuencias relativas con las que z, ¥ %, han aparecido
en el banco de datos. La aproximacidn por Monte-Carlo
a la distribucidn inicial de referencia es:

3
1 ] -
Tyuc'®) = |p1-zlx1 H(B,z,) + p, z,z, H(G,x2)| =
H(8,z ) +p H(6,z,) #(o,z.) |}
Pyt 4P 10,3, Pz,
pZH(e,x'z) p,H(8,z,)
411 A1
Ahora bien, utilizando que si A= con A22
A A
211 22
no singular, entonces lA|=|A22|IAII-A12A22A21|,V(Graybill,

1961, teorema 1.50, pag. 8):
mel0) = |pza(g,x2)|i lpla(e,x1)|* « |a(e,x1)|* Ia(e,xz)I*

Resultado que‘no depende en absoluto de las fre-
cuencias P, Y P,s POT lo que coincide con el resultado
que se obtendrfa si se conociese la funcidn p(z), esto

es, con el resultado exacto.
[ ] ]

Sin embargo, si el nfimero de vectores representan-
tes es mayor de dos, la aproximacibn por Monte-Carlo
puede depender de las frecuencias relativas con las que
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los vectores representantes aparecen en el banco de da-
tos. Como consecuencia, la aproximacidén a la distribu-
cidén inicial de referencia asi obtenida no ha de coin-
cidir necesariamente con la verdadera distribucidn

inicial de referencia. Una prueba de esto es el siguien-

te

EJEMPLO 2
Sean £,=(1,0)", x =(1,1)" y x3=(1,-1)" los uUnicos
valores posibles del vector representante. Sean p jf p2

vy p*, respectivamente las frecuencias relativas con las

que , 12 vy han aparecido en el banco de datos.

La aproximacidédn por Monte-Cario a la distribuciédén

inicial de referencia es:
"MC 161l  1f,IX1I ;S1,p2I2X2S2',p3X3x ;S31i "

Y IRLUERITIIL TR, U R2T R3S

(pIS2-2303> CRIB2-pREEY )L, R280-DYER) I

donde H"ﬁSH(Q,Xt.), son matrices definidas positivas.

Si p2=P3 y se denota por g el cociente p*/p,, en-

tonces la expresidédn anterior se convierte en

C<p» “RNOSBI' kVVV'VV'VVI'AVYVIL

que, obviamente, depende del cociente g ya gque ti, es

una matriz no nula.
II
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En cualquier caso, las frecuencias relativas pue-
den ser una aproximacién suficientemente buena a la
distribucidn de los vectores representantes, p(x), si
esta distribucibn es discreta finita y existen pocos
vectores representantes distintos en relacidén con el
nmero de datos, n. Por tantOy.bajo esas condiciones
es de esperar que la aproximacidn por Monte-Carlo sea
bastante precisa.

"Sin embargo, el uso de rMc(e) como distribucidn
inicial presenta graves inconvenientes desde el punto
de vista computacional; esto es asi ya que no parece
existir una solucibn analitica sencilla al determinante
que aparece en la definicidn nMé(e), siendo su desa-
rrollo, en general, prohibitivo.

Por ejemplo, considérese la situacibn en la que
el vector representante estd formado por un término
constante y tres indicadores dicotdmicos, m=4, -con lo
que el nmero de vectores representantes distintos es
8- y existen solo dos clases distintas, k=2, -con lo
que H(6,r) es un nimero real-. El determinante involu-
crado en el cflculo de nMC(e) corresponde a una matriz
4x4, por tanto su desarrollo conlleva una suma formada
por 18 sumandos, cada uno resultado del producto de44'
factores. Como, ademis, el determinante a desarrollar
corresponde a la suma de ocho matrices, el nfimero to-
tal de operaciones involucradas es enorme.

- Una alternativa a la aproximacién por Monte-Carlo
se obtiene si se supone que las matrices zx' y H(6,x)
son aproximadamente independientes, entonces:

E(xx'® H(6,2)) = E(xx')@ E(H(8,x))
x X X



La matriz # depende de 6 y x a través de la com-
binacién lineal 8'x, por tanto la covarianza de H y zx'
sers, éh’general, no nula. Sin embargo, si la varianza
de r es suficientemente pequefia para no esperar grandes
cambios en las probabilidades p(&|xz,2)=7.(5'x) a través
de las cuales se define la funcién #, la‘suPOSiCién de
independencia puede proporcionar una aproximacidén sufi-
cientemente buena.

Aceptado esto, la distribucibn inicial de referen-
cia puede aproximarse mediante:

R

n(8) & llz(acx')mz(a(e,ac))|i =
x X

|Etzz) | %172 |E(e,20) |2 « |Eca(e,2) |™?
x x

. x
ya que si A y B son dos matrices cuadradas de dimensidn
axa y bxb entonces L4QB|=|A]b|B|a. (Anderson, 1958,
teorema 10, pag. 348).

Para el cilculo de la esperanza de H, si no se
deéea modelizar p{x) o las integrales involucradas no
hacen posible su c8lculo exacto, puede prdponerse de-
sarrollos de Taylor. En particular, una primera aproxi-
macidn es E(H(0,z)) = H(8,E(x)). Obviamente, afiadiendo
nuevos t&rminos al desarrollo de Taylor puede mejorar-
se la bondad de la aproximacidn tanto como se desee.
Sin embargo, considerar mas de un t&rmino implica el
c8lculo- del determinante de una suma de matrices.

Antes de continuar, puede resultar muy interesante
el estudio del siguiente
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EJEMPLO 3

Considérese un problema de clasificacidn en el que
el vector representante est& formado por un término cons-
tante y un indicador continuo, esto es, m=2, y x=(1,y)"'.
Si el nlmero de clases es dos, k=2, entonces Z(£,x) es
un niimero real y por tanto:

|Etzz'@#(6,2)}| = E(&) E(y?H) - E* (y#)

x Y Yy Y

Si u y o? representan la media y varianza de y, el
desarrollo en series de Taylor de las funciones H, yH y
y2?H, proporciona las aproximaciones {Lindley, 1965, teo-

rema 3.4.1):

d?
E(#) = H(u) + 30?2 — H(u)
y dy?

d gt
2 — H(u)+uy — H(n)
dy dy?

E(y®) = uH{(uy) + ic?
Yy .

d a?
E(y2H) = p2H(n) + 30?28 (u)+4y — H(u)+p? — H(u)]
y dy ay?

por tanto, tras un sencillo cdlculo,
E(R) E(y*A) - E2(yH) =

a2 la 2
r o2{H(W}? + do*|H(n) — H(W) - 2|— H(W)
dy? dy
si la desviacidn tipica, o, es suficientemen;e‘pequeﬁa,
el segundo sumando ser& despreciable frente al primero.

Por tanto,

7(8) « |Elzz'@ 8|} & B = |B(8,E(x))|™/?
' | § ]



Un compromiso entre bondad de aproximacidn y faci-
lidad de cilculo puede aconsejar el uso de la funcidn

|#(6,E () |™2

como distribucién inicial de referencia,

Si no se conoce la esperanza de x, el propio banco
de datos, o un banco alternativo, puede utilizarse para
encontrar un estimador z de E{x). En tal caso

7 (8) = |u(e,m |3

proporciona una aproximacibn estimativa a la distribucién
inicial de referencia.

En el siguiente ejemplo se estudia la bondad de la
aproximaqién ﬂE(e) en un modelo en el que es posible'no
solo la obtencidn de la distribucibdn inicial de referen-
cia, m(9), sino también, mediante integracidn nuhérica,
el cdlculo de los momentos de las respectivas distri-
buciones finales, nE(elp) y n(elD).

EJEMPLO 4 Datos simulados.

Dos clases, k=2;.un solo indicador dicotémico,
y€{-1,1}; vy no se considera té&rmino constante en el vec-
tor representante, esto es, se supone 81 conocido e
igual a 0, por tanto m=1. Si se asume el modelo logis-
tico, A

p(s=116,2) = 1-p(8=2]0,2) = exp(y6)/(1+exp(y9)),

y=’111



114

la distribucidn inicial de referencia para el parametro

6, es

3(9) « |E

13
2

¢ (-pitos p(sly,on |}
El

« exp(6/2)/(1+exp(6))

qgue coincide, al igual que en el ejemplo 1, con la
aproximacidn nMc(e). Por el cbntrario,

note) = |ace,y) |2

« exp(y6) /(1+exp(y8))?
~ siendo ; la media muestral de los indicadores.

En la tabla 1 se recoge una muestra de tamafio 10
obtenida mediante simulacién a partir de una poblacibn‘

en la que p(y=1)=0.75 y siendo p(dly,e) un modelo lo-
gistico con paré@metro 6=2.

RN SIRERE RN RN RN RN
¢ ERERERERERERER

- tabla 1-

Y
[N ]
Y

- banco de datos simulado-~
La funcién de verosimilitud es:
. ; _
vie|p) « (exp(e)/(1+exp(9))] (1/(1+exp(8))l x
X [exp(—e)/(1+exp(—8))] (1/(1+exp(-e))]

-10
« exp(86) (1+exp(e)]
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por tanto, como y=0.6,

7(8|D) = ¢ exp(8.58) (1+exp(6)) !

10

ro(e]7) = o exp(8.68) (T+exp(e))” (1+exp(0.62)) ~2

E

Tanto las constantes de integracidén, C y CE, como
la media y varianza de estas distribuciones pueden ob-
tenerse facilmente por integracidn numérica, ver tabla
2. De igual forma, tabla 3, pueden calcularse las dis-
tribuciones de clasificacién predictivas.

nee|p) | n (8|D) |

Cte. de integracidn 194.5059 367.5408
media 1.3769 1.4070
varianza 0.6152 0.6247

~ tabla 2 -

Dist. Final
p(8=1) n(elD) WE(SID) Discrep. ‘

y=1 0.772727 0.777160 | 0.000056 |

y=-1 1-0.227273 0.222840 | 0.000056 I

- tabla 3 -~

Las grdaficas de las distribuciones n(elu) y nE(e]D)

se muestran en la figura 1.

A pesér de la sencillez de este ejemplo, sencillez
inevitable para que el error producido en la integracidn
numérica pueda considerarse despreciable, los buenos re-
sultados obtenidos resultan, cuando menos, esperanzadores.
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EJEMPLO 5. Modelo Normal-Acumulado para dos clases.

En dos poblaciones fi(Q,x) no es una matriz sino

un numero real, exactamente

H(B'X) = FAt) - Log FAt) + FAt) - 1Log FAt)
1 dt 1 dt

Si se utiliza el modelo Normal-Acumulado,

Fju) = *(*), F2 () = 1-Fju) = A-t)
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— F () =&, — F () =<

donde il(.) es la funcidén de distribucidén y i(.) la de
densidad de una distribucién Normal con meara cero y

varianza uno. Por tanto,

tE(0,x) = <@ (£)/% (v) + 92 (L)/$ (-t) =
=82 () $ 1 (o «rl<-t)
Por tanto, utilizando la segunda aproximacidn, la

distribucidén dinicial de referencia es

TE (9) < |tf(0,x)|m/2 N &m (9'x) *"m/2 (9'X) 4-m/2 (-0'x)

siendo

(6 *0:) < exp(-m/2 9 ,xx,0) a N(OJo,mxx")
IT

4.2.2. MODELOS DE TIPO 1

Los modelos de clasificacidédn regulares de Tipo 1
se definieron en el apartado 2.2 como aquellos modelos

de clasificacidédn tales que:

p(6=ilx,9) = FE(t) , i=1,...,k

con
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- W ; o - 4
F,.(t) = Fk it) , ==1,...,5—1
3)
k-1 -1
Fk (t) = U 1
i =1 1-U. (t.)
¢ z b
. fe-1 . B X
siendo t=t (6 ,x)=0"'"x6R con t .=81 .X, componente 1-ési1-
z z
ma del vector t, y donde f=1,...,fc-1} son fc1
Z
funciones, posiblemente distintas, de R en el intervalo
abierto (0 ,1) gue cumplen las condiciones exigidas para

los modelos de clasificacidn regulares en dos clases.

PROPOSICION 2

Si corresponde a un modelo de Tipo 1, expre-
sién (3), entonces:

Q,x) = Diag “(Diag .Diag:

siendo Diag” y Diag2 dos matrices diagonales (k-1)x (k-1),

tales que,

d\\. .
rz?iaffl; ii=n- " . r 2Fk — # , f ¢ $ 2Jir-F:
at .
x
y donde 1 representa el vector (k-1) con todas sus
K__

componentes iguales a uno.

DEMOSTRACION

Los elementos de la diagonal de la matriz de deri

vadas segundas parciales son:

32 3 diK1l
Log F.(t) = - Log
iti "dt. dt
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id~. d2ip
Log F6 . Log Ff£

Idt - dt .
rt t

mientras gque fuera de la diagonal,

Q.
Log (t) = Log F,
dt .dt . 3t . 130 . 0 dt
i 3 J
3 d\p .
Log F - ¢ si
3ip .3 . dt . dt
con lo gqgue Di(Log F~(t)) = Diag” (6)+Diag4Mat (6)Diagid,
donde Diag” (06) y Diag” son dos matrices diagonales
(fc-1)x(/c-1) tales que
d tv di|>.
(Diag (£))..= -——— Log F?
3 tt dp ° gt DI**4U<" HIT
t i
mientras que Mat (5) es la matriz (k-1)*(k-1) con ele
mentdé genérico
32
(Mat (6)) v,-=———————- Log Fx
v 38 _T.
~ TJ

F {piag~(6)} + Diag”r F {-Mat (6) }Diag
o0Tx 6\x

ahora Dbien:
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k 3 k
Lo F L F = A~
g = 1 I, og & 1 - 0
ax. 6=1 330; X7, 6=1
ya que 5" =1, constante. Luego EIDiag-, (¢>)}=0. Por otra
parte:
k-1 \IZ. 1
*
-Log F. = —-—— Log i* I —_ d' {r 2'k
6=1 1-U»
1
F, -
(1-* )® k (L-=-")"
(1-v-
_Log =
dip~dipj

Luego -Mat (fe)=Dia Diag”® (k)-1, Diag.., donde
g (fe) g, ! gy (kK)-1. 4 94

1,
/<Li)
Diag.b y ﬁi_agAb(Zc) son dos matrices diagonales (fc-1) * (k-1) £

tales que

Dia%5)«-77TT7' (Diag®”n®n-VF-1
Si 6<fe:
32 32 .
-Log Fr = Log -————- +Log F*
3i|/i.3ip3. 3w .31 .
-Log -Log Ff

1-47¢ 343 -
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donde el primer sumando es cero a no ser que ¢=;=0, en -

tonces
92 1-2 £
-Log -—— ==
por tanto, -Mat (6)=0139. (Diag. (6)-1~ 11" 7 )biag5 , donde
Diago. (5) es una matriz diagonal (fc-1)*(fc-1) tal que:
(Diagé& (5) ) = 2 (1-\pg)F"1 si 1*f>
= 2 (1-"3B)F" 1+ (1-21i0(5) (1 -~¢4)2 W 6Fk)~2 , si 1J1i
luego:
H - Diag”® »~ {-Mat (6)}Diags4 =

Diag. £ {Diagb (Diagg (6)-1i. 11, _1)Diagb5>Diag4 =
5 jX

Diag4Diagb ® {Diag6 (5) jDiag.Diag4

Ahora bien, Diag”"=Diag4Diagc, por tanto la propo-

sicidédn estard demostrada si se comprueba gque Diag9=
w

=E(Diag (6)},

{(Diag («) ..}= I F:; (Diag6 (6)) =
OlX c=1
k-1 il
Fk (Diagé6 (6)).. + ( D i a g F f£ =
6=1

F, (1-2v ) (1 ) 2 ip~2F7 2 +
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fe- 1
B I * 2h" - *1)F
6=1
1-1p. f fe-1l 1
= (1-2".) F. + 2(1l-<|'-) !'1+ 1 -
! *t " * 6*5 1M 6J
1-IP
= d-* 4:>er:1 ((1—2*U)«(»u:1+2) = J]}— fél = f;:':l (Diag2)ig

Como corolario inmediato de esta proposicidédn y de
la expresidn (2) se obtiene la distribucidn 1inicial de

referencia para los modelos de Tipo 1:

ir (6) Eirx '® t£(0 ,x) } |

X

siendo H(8 ,x)=Diag] (Diag Dia9j -
anteriormente son

Las dos aproximaciones propuestas

t (9) « ® !Diag1 (e,x¢) (Diag2 (6 ,*") -

n/2
7TE (6) @ Diagj (0,x) (Diag2 (6 ,x)-1fe jl¢ 7 JDiagij (8 ,x)

PROPOSICION 3

i:\ P;]' N --—— TLog _

U-1 1j i=1 dt . 1-\p.
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DEMOSTRACION

= liiagj(Diag2-1fe 11; 1)Diagl | =

[tf (e, x)

iDiagJ2 |Diag2-1" 2 1] =

= IDiagj |2 |Diag2 | |I-Diag~3lfe *1¢s_ " |

Ahora bien, |\-Aaa'|=(l-aMa), (ver demostracidén de

la proposicién 2.2.2), por tanto:

|tf(6,se)| = |Diag” |2 |Diag2| (1-1¢ jDbiag" 1llfc 1) =

|Diag1]| 2 |Diag2 | (l—Traza(Diag"l))

de donde se deduce inmediatamente la proposicidn.

EJEMPLO 6 Modelo logistico aditivo con vector represen-
tante formado por un término constante y un

indicador dicotdémico.

El modelo logistico aditivo es un modelo de Tipo 1

en el que

tyjiy) = My) = exp (y)/ (+exp(y)), £=1,— ,&1

por tanto

d V. {t;) d
m Log — = —————- t. =1,
dt . 1-\jJt. () dt 1

luego, por la proposicién 3,

k
Itf(O5) I = n FA 6'x)
t«l t
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Por otra parte, en el ejemplo 1 se calculd la dis-

tribucidédn inicial de referencia exacta como

tt(6) * Jif(e, d ,0) ") J* |/ne,d,1i) =)

por lo gque, para el modelo logistico aditivo,

Si n. y n. representan el numero de datos perte-
5

necientes a la clase 6=t, con vector representante igual

a (1,0)"'" o 1 ,1)" respectivamente, entonces:

V(Q\D) « n (F.( (1 ,0)0) jnil{F .((1 ,1)9))}U0I2

con lo que tt(9 z?) « 1/ (22 9) ti(0),

(0 ;D) o« n (F.((1 ,0)6)}ncl +*{F. ((1 ,1)9)}tn¢2+1

II

EJEMPLO 7 Modelo 1logistica aditivo en general

Si existen mas de dos vectores representantes dis-
tintos, el cédlculo exacto de la distribucidén dinicial de
referencia no es posible de no conocer la distribucidn
que genera los vectores representantes, e incluso en

ese caso puede no conseguirse una forma cerrada para T (0)

La primera aproximacidédn propuesta en el apartado

anterior, aplicada al modelo logistico aditivo, es:

(6) a ]l x{x1 ® Ibiag. (Diag2-1lfe 11; 1)Diagl}
i=1
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F, = F., Ya gue

. -2
donde ‘Dlagl)ii=(1—wi) Fk —_ = N ;

dt . ~1'¢i
en el modelo logistico, la derivada de ¢i con respecto
a t. es wf(1—;£). Por tanto, aplicando la proposicién 2,
( ) ;
—Fr(e'xiJ Fs(e xi) si r#s
(H(e,xi))rs =

Fp(e'xi)(1—Fr(e'xi)) si r=s

La distribucién final obtenida al utilizar ﬂMc(e)
como inicial es:

3

n.
]m

k
n [F.(e'm)
1=1 L

n
m (8]D) « | § ziz! @ H(B,x )| T
Mc ie1 © ° ? x

siendo o el nfimero de datos, incluidos en el banco D,

con vector representante x y pertenecientes a la clase .

El c8lculo de la constante de proporcionalidad im~
plica el cdlculo de una integral mfiltiple para la que,
de momento, parece no existir solucibén analitica. Ademas,
las soluciones numéricas son inviables a no ser que el
nlimero de par&metros, m(k-1), sea suficientemente peque-
fio, no mnayor que 3 & 4. Algo similar ocurre con el vec-

tor de nedias y la matriz de varianzas.

Por el contrario, la moda si puede calcularse uti-
lizando métodos numéricos, en particular Newton-Raphson,
pues se trata de maximizar la funcidn:

n
Log WMC(G'D) = Cte +iLog iglxix"ﬁQH(ewi) +
.

[ o N

+ 2 n,e LOg F (8'x)

i=1
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en la gque tanto el vector gradiente como la matriz de
derivadas segundas parciales de Log thO'x) son féaci-

les de calcular; las derivadas relativas a

también son calculables utilizando las fdérmulas de de-
rivacidédn para determinantes. (Ver por ejemplo Anderson,

1958, lema 5, pag. 347) .

Sin embargo, aungue la moda puede ser calculada
con la ayuda de un ordenador, las operaciones gue con-
lleva, en particular el enorme numero de determinantes
involucrados en la derivada de un determinante, acon-

sejan la utilizacidédn de aproximaciones alternativas.

La segunda aproximacidédn propuesta anteriormente es

En el ejemplo 6 ya se comprobdé gque para el modelo

logistico aditivo,

por tanto

Al 1igual gue ocurria con ﬁMC(GIZH, el vector de me

dias VYV la matriz de covarianzas de t_ (e|lec) no pueden,
EL

en general, ser calculados. Sin embargo, la moda puede
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ser calculada utilizandcr sin modificacidén alguna, cual-
quier programa de ordenador gque calcule el estimador
maximo verosimil del modelo logistico. Esto es debido

a gque VvV (01Z?) puede considerarse como una funcidn de
verosimilitud modificada al haber afiadido ciertos da-
tos especiales, los gque 1integran la funcidn rtL(S).

Por el mismo motivo, se puede aplicar el teorema 3.1.1
con lo que 4 (91z7) pude aproximarse, para tamafios mues-
trales relativamente grandes, mediante una distribucidn
Normal con media 0, la moda de TE (0 |Z) ~ y con matriz

de precisién la matriz W(0) con elemento genérico:

(M(0)) .. —————Z——- Log & (&9

4.2.3 MODELOS DE TIPO 2

Los modelos de clasificacidédn regulares de Tipo 2
se definieron en el apartado 2.2 como aquellos modelos

de clasificacidédn tales que:

p(é=i]x,0) = F.(t), e=1,...,fc
siendo, '"Fo(t) = [t*)
i-1
F.(t) = n (1-p.(t.) ) j'=2, ... ,fe-1
1 1 1 jg*1 3 3
k-1
F.(t) = n @-ip.lt.))
J=1 3 3 4)
fe-1
donde t=t (6 ,x)=0 "r€R ' con t"=0f.x como componente 1

T *Z
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funciones
J

te distintas, definidas de R en el intervalo

;1) vy que cumplen las condiciones exigidas a

s de clasifi

PROPOSICION 4

cacidédn regulares para dos clases.

Si F*ftJ corresponde a un modelo de clasificacién

de Tipo 2,

diagonal,

(H) .

expresién

ik-2)* (k-1),

(1-ty.)
i

DEMOSTRACION

(4)> entonces hTO0,x* es una matriz

con elemento genérico;,

d * 2

F . Log —-
1

dt

Sea H.=-D* (Log F*(t)), entonces:

pero esa u

por tanto

Lo

Nl

dt

9t .9t .
* 3

92

ltima expres

H”~ es una ma

g (1-4;

%

(* *))

Log
6- 1
£ Log ) + Log 'J'gUg)
n-1
6 - 1 92
Log 'J'gUg) - 1 = Log (1 -ipj, (tu))
n AR
h=1 dt .dt . "
* 3

ién vale cero a no ser que 1i=jg6,

triz diagonal. Ademéas:
3 i
i (1—ip.)
9ta v 1 dt{

dt . df2
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32 3 (1 ay. 1 dy.)2 1.4d%
— Log y,(t;) = —{_ _1] = _[.._ _11  — ;
ati ot (v, at b, at; b, at?

con lo que,

1 1 a ]: 1 a2 .
— Y, + — y. si i<
(1-y)2las, © 1oy, at °
1 d 2 1 a2 o
(Hé)ii = < ;3 [E;; wi] - ;; ;:g v, si =6
0 si 7>6

La matriz H es T {H6} =) F¢ Log FS. Por tanto
: §|lx

es una matriz diagonal en la que,

(&) Fs Log (Hd)ii

i
I 1

#
[l o PN

$
k

F, Log (H ) .. + s 2 Fs Log (#
=1+1

1 (4 N2 1 a?
Pl Y| - — 7 Y|

1 d 2 1 a2 Zi
PR S R v, F
(=) 2lae, °) -y, as2 ) seier ©

iz =

z -
Fe=1- E Fi=1—{wl+(1—$1)w2+...+(1-¢1)...(1—wi_1)yi}=

1-¢i
= (T—wl)...(1—wi] = Fi

L&
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por tanto:

1 [1 d 2 a2
(H).. = — F.,{— l,b - —_— +
i1 wi Ltwi dti 7 ‘dti 1}
1 {1 (a .Yz a*
+ — sz —_ ;,$f + " wt: =
v, “l1-v CLP S B
1 1 t | 2
= Fol—+ —|l— ¥ =
Yoo W 1-vjldey

, 1 & )2
= (1= )F, |———————— .|
oMl -y as, t

lo que demuestra la proposiciédn.

Como corolario inmediato, la distribucidn inicial

de referencia para este tipo de modelos es:

m(h) «

AL
E {z=z'@#(5,z)}
X

donde la matriz K esti& definida en la proposicidn ante-

rior y es tal que:

k-1 a vy |2
late,z)| = 1 [(1-y,)F |— Log : -

i=1 dtz 1—¢£
k-1 k-1 k-1 4 '] 2
= I (1'wi) I Fi I — Log =
i=1 i=1 t=1 dti 1=y
k (k-1 4 Y] 2
= T F.(8'x){ T — Log
=1 Z=1 dti N 1—wi

que coincide con el determinante obtenido para los mo-

delos de Tipo 1.
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Una propiedad interesante, consecuencia de 1la pro-
posicién 4, es el car&cter diagonal de la matriz H(9,x);
esta propiedad puede simplificar de forma considerable
el cdlculo de ~(6). En efecto, aungue el producto de
Kronecker no es conmutativo, la diferencia entre AQ =
y B@A estriba en una simple reordenacidn de las filas
b4 las columnas, por tanto (Rao, 1973, apartado 1b.2),

existen dos matrices no singulares, P1 y P dependien-

2 14
tes exclusivamente de la dimensién de las matrices 4 y

B, tales que B@A:P1 (A@B)Pz. Por tanto,
zz'®H(8,z) = P, (H(8,z)@zz")P, => E{zx'@H(8,z)} -
. X
= P,E{# @zxx'}P, => ]E{x“"@H}l=|P1||P2||E{H@xx'}|=>
X . X xX
—> =(8) = |E{H(0,z) @zz'}|?
r .

Ahora bien, como la matriz # es diagonal, la matriz
H@zxx' tendrd todos sus elementos no nulos concentrados

en k-1 blogues mxm situados en la diagonal, por tanto:

y kot 3
m(8) = |E{H(6,2)@=z'}|* = T [E((#(8,2))  =="}]
x

i=1 x
on lo que se reduce de forma importante la dimensién
de los determinantes involucrados.

EJEMPLO 8, Modelo logistico multiplicativo.
El modelo logistico multiplicativo es un modelo de

Tipo 2 en el que,

wi(y) = vly) = exp(y)/('l#exp(y)), y€R, 2=1,...,k=1

Yo (t) d Vot

por tanto, Log —— =t., luego — Log ————— = 1,
-y (t,) ° dt . 1=y, ()
W’L A 1 A 1
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En consecuencia, la distribucién inicial de refe-
rencia para el modelo logistico multiplicativo, es:
k-1

() « I
i=1

SOENCIEIERTINEEDIL
E N

Las dos aproximaciones a esta distribucibn, pro-

puestas en el apartado anterior, son:

k-1 n 3
« - . ' . . . ' . » '.
nMC(S) L jzl{(1 wt(e'txa))Fi(e xJ)xeJ}I
« = |m/2 _ - |m/2
WE(B) H(6,x) _E [Fi(e'm)]

=1

gue proporcionan como distribuciones finales de referen-

cia:
: k-11 n 3 k >"6x
D) « -y.)F, Zt 1 o'
ﬂMC(el ) i21 ,3'21(1 Vol Fy 555 g 521[F6( x)l
k k n
n_(8]p) = T [F.(G'E)]mlz I on [Fé(e'x)] S
i=1 z =1

donde ne. S€ define como el nfimero de datos en D Que,

pertenecientes a la clase §, tienen vector representan-
te x.

Al igual que ocurria con el modelo logistico adi-
tivo, los momentos de nMc(e|D) y nE(QID) no son calcu-
lables a no ser que la dimensidén del espacio paramétri-
co, 0, sea muy pequefia, no mayor que 3 & 4. Ademés, el
cdlculo de la moda de nMC(elD) reéuiere un nfimero de
operaciones que, aungue muy inferior que en el modelo
logistico aditivo, sigue siendo excesivo para su apli-
cacidn préactica.
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Por el contrario, la moda de la distribucidén T (00)
si que es calculable de forma sencilla utilizando Newton-
Raphson. En efecto, I (O|Zr)) puede expresarse como

1\ A , N A X
- (e « n B L2t (M) hmE
0=1f *e 'j

donde el proauctorio con respecto a X 1incluye a todos
los vectores representantes del banco de datos asi co-
mo también a r; por su parte, n* se define como ante-
riormente excepto n gque valdrd m/2 mas el numero de
datos con vector representante X, pertenecientes a 1la
clase ©O.

Con esta notaciodn:

k
Log rE (01z?) = C + 1 1 né6x Log F¢ (9'x)
x 6=1
luego:
Log tt <0 12?) =11 Log F. (6 'r)
30.. i 5=1 M 36.. 0
13 n 13
32 k 32
Log 1irE (8 [£) = J J né&x~ —————= Log Fg (6 'x
30 36. x 6=1 30 36
i'1J 1 $2:2 VA 1

Aprovechando 1los cédlculos utilizados en la demos-

tracidén de la proposicidédn 4, y aplicédndolos al modelo

logistico multiplicativo:
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Log F¢ (6 'x) =

-1
' -
1+exp(9 X)] 31 j<c
-1
= 4 X. jexp(e'".x) (1+exp(6 ' .Xx)) si j=6
si J>6
mientras que,
Log (0 fx) =
36 _. . 30
1, 7
r i 23J 2
-1
X . i1+exp (61-X) exp (0 1;.X) s i i 1=12<6
" -2
'X. X. iexp ( .X) 1+exp (0 ' .x) (1 +2exp (91 .x))
= P . 3
si

en otro caso

con lo gque el método de Newton-Raphson es fadcilmente

aplicable.
II






CAPITULO 5

COMPARACION CON METODOS ALTERNATIVOS

Los resultados tedricos obtenidos en el capitulo
cuatro se.comparan con algunos de los métodos alternati-
vos mas utilizados en la préctica. Para la comparacidn
de métodos alternaﬁivos es necesario definir unos crite-
rios de evaluacidn gue permitan medir la bondad de las
predicciones obtenidas por los diferentes mé&todos. Se
han utilizadeo cuatro criterios distintos: dos funciones
de evaluacidn propia, cuadritica y logaritmica; y dos
funciones no propias pero ampliamente difundidas, el por-
centaje de clasificaciones correctas y la probabilidad

media asignada a la categoria correcta.

Se estudian tres ejemplos numéricos concretos. En
el primero, datos simulados a partir de un modelo logis-
tico, todas las componentes del vector representante son
discretas. En el segundo, datos demogridficos estudiados
por Press and Wilson (1978), existen indicadores discre-
tos y continuos. Por {iltimo, se estudian los datos pro-
porcionados por Fishér (1936) , datos en los que el vec-

tor representante puede considerarse multinormal.

135
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5.1 METODOS ALTERNATIVOS

En el capitulo anterior se ha propuesto WE(GID) co-
mo distribucidn final c¢e referencia para el modelc logis-
tico aditivo. (Ejemplc 4.2.7)., La distribucidn de cla-
sificacidn se obtiene entonces calculando la distribucidn

predictiva, esto es,
p(é|z,D) = j p(s[z,e) nE(e[‘a) as

Ahora bien, esa integral no puede ser calculada de forma
analitica. De nuevo es necesaria la bfisqueda de aproxi-

maciones.

Una primera aproximacibn, denominada en el resto
del capitulo clasificacidn logistica de referencic 1,
RLC1, consiste en sustituir el pardmetro desconocido
6, por la moda de la distribucidn WE(GID), 6*. Asi,

p(8]lz,D) = p(&|z,o%)

Sin embargo, argumentos similares a los que pro-
porcionan el teorema 3.1.1. sobre normalidad asintbtica,
pueden ser invocados para proponer la moda de ﬂE(elD), ox
como un estimador del valor esperado de 6, mientras gque
la matriz (Dé(—LogﬂE(E‘*IDJ)1-1
al menos aproximadamente, como un estimador de la varian-

puede ser considerada,

za de ©. Sustituyendo los verdaderos valores por estas
aproximaciones y utilizando la generalizacidn multidimen-
sional del teorema 3.4.1 en Lindley (1965):
p(8]z,0) = rp(’fi:,@) n(e|p) ae = [ (pts|x,2)}
|

J eln



=p(slz,E(€)) + str(D:(p(slx,E(em VAR(e)}
5p(8]z,8%) + §tr[Dé(p(6|x,e*)) wg(-nognzie*]m)"]
Para el modelo logistico aditivo, como ya se discu-
tid en el ejemplo 4.2,7, los valores de €* y
Dé(-Log nE(e*ID)) se pueden conseguir mediante el méto-
do de Newton-Raphson, mientras que la matriz Dé(p(6|x,8*))
es ficilmente calculable. Por tanto, este método, clasi-
ficacidn logistica de referencia 2 (RLC2) puede mejorar
oonsiderablemente los resultados del m&todo RLC1 sin a-

fiadir demasiadas complicaciones de célculo.

En este capitulo se comparan el RLC1 y el RLC2 con
los dos métodos clasicos mas importantes, clasificactdn
logistica maximo verosimil (LML) y andlisis lineal dis-
eriminante (LDA), y con dos métodos bayesianos, clasifi-
cacidn normail bayesiana (BNC) y clasificacidn probabilis-
tica bayesiarz (BPC), método propuesto recientemente por
J. M. Bernardo.

La clasificacidn logistica maximo verosimil (Ander-
son, 1972) consiste en el cdlculo del maximo de la fun-
cidn de verosimilitud obtehida suponiendo el modelo lo-
gistico, é, y la utilizacidn de este estimador como si

fuese el verdadero valor del par&metro, esto es,
p(slz,0) = p(s]z,8)
El analisis linear discriminante (Fisher, 1936; An-

derson, 1958) propone, como estimadores de los pardmetros
2, a los valores B calculados como:
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¥ = -h@ ) sTHEAT)

¥, = (5;-5,) s

donde Qi, i=1,...,k, son las medias muestrales de los
vectores de indicadores en cada una de las » clases y

S es la matriz de varianzas-covarianzas de todos los vec-
tores de indicadores presentes en el banco de datos. La
distribucidn de clasificacidn propuesta por el método

es,
ptélz,0) = p(5]z,®)

La clasificacibén normal bayesiana (Geisser, 1964;
Bernardo,1978) se basa en la hipdtesis de multinormali-
dad para el vector representante, en cada una de las cla-
ses. Es, por tanto, un mé&todo encuacdrado en el enfogue muesi
tral. Una vez calculadas las distribuciones predictivas
de los vectores réﬁresenténtes en cada una de las clases,
plz|8,0), la distribucién de clasificacién se obtiene

como
p(§|z,0) « plz]|s,D) p(g)

Por fltimo, el mé&todo de clasificacidn probabilis-
tica bayesiana, propuesto por Bernardo (1983), debilita
la hipbtesis de multinormalidad asumida por BNC supo-
niendo la normalidad solo para determinada combinacidn
lineal de los vectores representantes, %'x, siendo %
precisamente el estimador proporcionado por LDA. Supo-
niendo que esa combinacidn lineal es un estadistico su-
ficiente de los datos para el problema de clasificacidn,
se puede obtener la distribucidén de clasificacidn exac-
tamente igual que BNC pero utilizando esa combinacidn

lineal como finico elemento del vector representante.



5.2 CRITERIOS DE EVALUACION

El problema de comparar métodos estadisticos alter-
nativos se enmarc¢a de forma natural dentro de la estruc-
tura bayesiana de la teoria de la decisidn. Asi, una he-
rramienta para medir la bondad de los diferentes m3todoes
puede encontrarse en el Teorema de Maximizacibén de la
Utilidad Esperada. ‘

En particular, la evaluacién de distintos métodos
de clasificacibn puede plantearse a través del siguien-
te &rbol de decisibn:

u(M,z,8)

Una vez especificadas las utilidades y probabilidades
gue intervienen en el problema, cada m&todo M vendri e-
valuado mediante su utilidad esperada,

u* (M) = E u(M,z,8).
x S8|x
Considérese las siguientes funciones de utilidad,
donde p(6|x,ﬁ) representa la distribucidn de clasifica-
cidn proporcionada por M:



140

defi

vers

los

clas

(i) Porcentaje de clasificaciones

u (M,x,S)

(ii) Probabilidad as

= 1 si
= 0 en
ignada

p(&\x,M)

= max{p(i\x,M)}
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lidad, en funcidén de ciertas constantes de normalizacidn

Los valores empleados en la definicidén anterior pa-
ra dichas constantes han sido elegidos de manera gque se
obtiene utilidad uno si se asigna probabilidad uno a 1la
clase correcta, mientras gue se obtiene utilidad cero

con una distribucidédn de clasificacidédn uniforme.

Las dos primeras funciones de utilidad no son fun-
ciones de evaluacidn (scoring rules) propias, por tanto
su uso no garantiza qgque el método gque maximiza la utili-
dad esperada sea el que proporcione la verdadera distri-
bucidédn de clasificacidn. Debido a su amplia difusidn, se
han calculado en los ejemplos numéricos de este capitu-
lo; sin embargo, el énfasis en la discusidén de los resul

tados se sitta en las otras dos funciones de utilidad.

Tanto la utilidad cuadratica (Brier, 1950) como la
logaritmica no acotada (Good, 1950) son funciones propia
A un nivel practico es necesario acotar la funcidén loga-
ritmica pues, aunque tedéricamente p{&\x,M) nolpuede va-
ler cero, los errores de redondeo proporcionan con fre-
cuencia valores cero para p{S\X,M), siendo en tal caso
imposible el cadlculo de Log p(5\x,M). La cota utilizada

en esta memoria ha sido £=0.0005.

La utilidad”cuadrédtica proporciona una funcidédn de

utilidad acotada, tomando valores en el 1ntervalo

en particular, para dos clases, k=2, ese intervalo es

fe+ 1
El valor mas Dbajo, corresponde a una dis-
fc-1
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tribucidn degenerada que asigna probabilidad uno a una
clase incorrecta; mientras que el valor 1 se obtiene con
una clasificacidén perfecta, esto es, asignando probabi-
lidad uno a la clase correcta. Como resultado de referen-
cia, la distribucidn uniforme proporciona una utilidad

cuadrdtica cero.

La utilidad logaritmica acotada, U,r tiene un com-
portamiento similar al de la cuadr&tica, comentado en
el parrafo anterior. La finica diferencia aparece en la
cota inferior de u,, que es 1+Log € /Log k. Con €=0.0005

4
y dos clases, k=2, esta cota es -9.9658.

La utilidad logaritmica es una funcidn de evalua-
cidn local, esto es, solo depende de la probabilidad a-
sociada a la categoria correcta. Por el contrario, la
utilidad cuadr&tica también depende de la manera en la
que se distribuye el resto de la unidad de probabilidad

entre las deméds categorias.

Una vez especificada la funcidén de utilidad, si la
distribucidén conjunta p(xz,8) fuese conocida, la utilidad
esperada u*(¥) podria ser ficilmente calculable. Sin
embargo, si se desea elegir un método de clasificacidn es
porque se desconoce la distribucidn p(é|x), Yy por tanto
también la distribucién conjunta p(z,S). Bernardo (1983),
en el contexto de comparacidn de mé&todos de clasificacidn,
y Bernardo and Bermidez (1984), en seleccidn de variables,
proponen dividir el banco de datos, D, en dos subbancos,

D1 Y Dz. Con el primero, D se calculan las distribucio-

1'
nes de clasificacibén relativas a los distintos métodos,
resevando D, para su evaluacidén. Asi, si los datos pro-
vienen de un muestreo prospectivo, D2 es una muestra a-

leatoria de la distribucidn FP(x,38), y por tanto puede
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utilizarse para obtener, mediante integracidn por Monte-

Carlo,
12
u*(M) = E ulx,?,M) = — T AN
x,¢ zo. -t
=1
siendo n, el nGimero de datos en b, = {(zi,éi), i=1,...,n2}.

Por el contrario, si los datos provienen de un muestreo
retrospectivo, entonces 02 estd formado por muestras
aleatorias de las distribuciones p(x|6), por tanto, si se
conocen las probabilidades p(8), la aproximacidn por

Monte-Carlo proporciona:

k 1 "ad
u*(M) = ¥ pl(8=4) — ) ule, ;,8=7 M)
J=1 2§ =1 N
siendo ”2j el nGmero de datos en 02 que pertenecen a la

clase j, y {xi" i=1,...,n2j} los vectores representan-

tes de dichos datos.

De forma totalmente similar se pueden calcular la
esperanza de los cuadrados de las utilidades, y con ello

la varianza de la utilidad.

Sin embargo, estas estimaciones pueden mejorarse
sensiblemente sin un incremento excesivo en el c&lculo.
En efecto, considerando el muestreo prospectivo, las u-
tilidades obtenidas por los n, elementos del banco Dz
pueden ser consideradas una muestra aleatoria de tama- -
fio n, de la poblacidn unidimensional de utilidades. Por
tanto, la utilidad esperada puede obtenerse haciendo in-

ferencias sobre la media de una poblacidn unidimensional,
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en lugar de estudiar la esperanza, con respecto a la can-
tidad aleatoria multidimensional (x,8), de la funcibn de
utilidad.

Asi por ejemplo, el porcentaje de clasificacidn co-
rrecta, nl, solo toma los valores 0 y 1. Por tanto, los

n., valores producidos por los elementos del banco 02 pue-

din considerarse una muestra aleatoria de una distribu-
cidén binomial del pardmetro u:, esto es, la utilidad es-
perada que se desea estudiar. La distribucidén de referen-
‘cia sobre el parametro de una distribuci®én binomial, (ver
por ejemplo, Bernardo, 1981), es Beta con par&metros r+i
y nz—r+§, siendo r el nlmero de aciertos, u1=1, obteni-
dos entre los datos de Dz'

De esta forma no solo puede proporcionarse un esti-
mador de la utilidad esperada, la media de esa distribu-
cidn beta, r+i/n+ 1), sino también la varianza de la uti-

lidad esperada, [(r+i) (n2-r+§)]/[(n2+1)2 (n2+2)].

Es de destacar que el estimador de la utilidad es-
perada, u:, asi obtenido, es el estimador bayesiano usual
de la probabilidad de un suceso. El obtenido por Monte-
Carlo es r/"z' que es el estimador maximo verosimil de
la probabilidad de un suceso. Por otra parte, por Monte-
Carlo se obtenia un estimador de la varianza de la pobla-
cidn de utilidades, mientras gque el estudio directo de
esa poblacidn permite obtener la varianza de la utilidad
esperada, dando con ello una medida de la fiabilidad del
resultado obtenido.

Al estudiar cualquiera de las otras tres funciones

de utilidad, u«

21 g O Uy el problema se complica pues
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es necesario modelizar una cantidad aleatoria continua.
Ademés, ;as aproximaciones asumidas por los distintos
métodos producen una ficticia eliminacidén de incertidum-
bre; el ejemplo mas llamativo lo constituye, sin duda
alguna, la sustitucidn de un parémetro desconocido por
un estimador suyo, actuando como si se conociera con cer-
teza ese par@metro. Por este motivo es de esperar unas
probabilidades de clasificacién mas seguras, esto es,

mas alejadas de la distribucidn uniforme, de lo que los
datos pueden garantizar. En consecuencia, es de esperar
que la poblacidn de’utiiidades posea un cardcter bimodal,
una moda correspondiendo a aciertos importantes y la o-

tra a errores graves.

Una forma de estudiar una poblacidn bimodal consis-
te en dividirla en dos subpoblaciones y estudiar cada
una por separado. Asi en este caso, si { es la cantidad
aleatoria dicotémica que representa los aciertos (£=1)

y los fracasos (£=0), se podria calcular la media y 1la

varianza de la cantidad aleatoria u*|£, esto es, la uti-
lidad esperada condicionada a &xito o fracaso. De hecho,
la cantidad aleatoria { es precisamente la utilidad u,
estudiada con antelacibn. Las propiedades predictivas

de los operadores esperanza y varianza, permiten calcu-~

lar:
Eu*) = EE (*|€) = E(u*|€=1) p(g=1) + E(u*|£=0) p(£=0)
= E(u*|£=0) + (E(u*|g=1) - E(u*|£=0)
. p(E=1)) ‘ (1)
VAR(u*) =

E VAR(u*|£) + VAR E(u*|g) = VAR(u*|g=1) plE=1) +
3 3
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+ VAR (u*|£20) p(£=0) + (Eu*|E=1) = E(u*))?

p(E=1) + (E(u*]€=0) = E(u*))? p(2=0)
= VAR (u*]|£=1) r(i=1) + VAR(z*|2=0) p(Z=0) +

+ (Eu*|g=1) - E@*|z=00)2  p(e=1) p(£=0)
. (2)
Donde p(£=1) es prescisamente u?, luego esas expre-
siones dependen del valor u*; por tanto, las f&rmulas (1)
y (2) corresponden en realidad a E(u*lu‘f) y VAR(u*lui’) .
Una nueva aplicacidén de las propiedades de los operado-

res esperanza y varianza proporciona:

Elu*) E E(u*|uf) =
uy

E(u*l;=1) E(u*) + E(u*|€=0) (1-E(u})) (1)

VAR(u*) = E VAR(u*[u*) + VAR EGi*ut) =
1 “1

VAR (u*|£=1) E(u¥) + VAR(u*|£=0) (1-E(u¥) +

+ (Eu*|g=1) - Eu*]2=00)7 E(u* (1=uf)) +

+ (E*|e=1) - E(u*]2=00)7 VAR(x?)

VAR (u*|£=1) E(u#) + VAR(u*|£=0) (1-E(u})) +

+ (Ew*|g=1) - E(u*|2=00)% E¥) (1-Ew$)”
_ (4)

En consecuencia, estudiando por separado las pobla-



147

ciones de aciertos y fracasos, se obtiene la esperanza

y la varianza de la utilidad esperada mediante unas £&r-
mulas de facil c&lculo. Sin embargo, al tratarse de una
distribucidn bimodal, su varianza puede resultar menos
informativa que las varianzas de las dos subpoblaciones
de aciertos y fracasos, por lo que puede resultar acon-
sejable no solamente proporcionar E(u*) y YAR(x*) sino
también VAR (u*|£=0) y VAR(u*|E=1).

El cardcter continuo de estas funciones de utilidad
conjuntamente con su unimodalidad, una vez separadas las
dos subpoblaciones, permiten la consideracidn de la hi-
pdtesis de normalidad. Aungque el rango de las utilida-
des es finito, el test de normalidad en papel probabilis-
tico, ver figuras 1 a 4, no permite rechazar la hipdte-
sis de normalidad en los casos en los que se ha contras-
tado, bancos de datos correspondientes a los ejemplos
del apartado 5.3. Posiblemente, con otros conjuntos de
datos podria aconsejarse una transformacidén normalizado-

ra de las utilidades.

"'Una vez asumida la hipétesié de normalidad, la dis-
tribucidén final de referencia sobre la media de una po-
blacidén normal (ver, por ejemplo, Bernardo, 1981), pro-

porciona:
Eurle=1) = %, VAR (u*|E=1) = §2/(r-3)
- 2
Etur|e=0) = @, VAR (u*|£=0) = 5/ (n,y-r-3)

siendo Za A% Si, respectivamente la media y varianza mues-
trales de la poblacidén de aciertos, mientras que ;f y S;
representan los de la poblacidn de fracasos. Al igual que
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.50
-1 .00
-2.00 -1.00
N- 7 MEDIR— 1.23E+00 DES. TIP .-1.37E+00 R- .35
- Fig. 1 -

*Test de normalidad para las utilidades v 3 correspondientes
a fracasos del método LML aplicado a los datos del ejemplo 5.3.2

1.50
.50
-1 .00
-1.50
2.00 A .00 S .00 0.00
N- 19 MEDIR- 5.51E-01 DES.TIP.-3.64E-01 R- .96
- Fig. 2 - —=

mTest de normalidad para las utilidades wuu correspondientes
a aciertos del método LDA aplicado a los datos del ejemplo 5.3.2
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1.00
50
-1 .50
6.00 7.00 6 .00 9.00
N- 18 MEDIR- 7.94E-01 DES.TIP.-1.94E-01 R- .93
- Fig. 3 -

-Test de normalidad para las utilidades U2 correspondientes a
aciertos del método RLC2 aplicado a los datos del ejemplo 5.3.2.-

1.00
.50
0.00
-.50
1.00 2 .00 3.00 4.00
N- 10 MEDIR- 1.90E-01 DES.T I P 1.70E-01 R- .90
- Fig. 4 -

-Test de normalidad para las utilidades U2 correspondientes a
fracasos del método BNC aplicado a los datos del ejemplo 5.3.2.-
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anteriormente, r., es el numero de datos en L\ y r, el

nimero de aciertos.

Trasladando estos resultados a las fdérmulas (3) vy (4
r+i _ n-r+\
E (u*) = u + U, —— — (5)
nz2+1 J n2+1
r+i S? n~-r+1
.. . *v a Z 2
VAR (W *) = — + +
r-3 n2+1 ri2~r~3 « 2+ 1

(r+1) (x. -4+ )

a £», .1>2

(6)

La utilidad esperada conseguida por Monte-Cario es

1 n2 1
u* s - V M = — (i v + v.,(n -v))
n2 1iil 1 n 2 a ' 2
- r n2~r (7)
" + uf
n2 n 2

que es muy parecida a la proporcionada por (5), la uani-
ca diferencia reside en el uso, en la expresiodn (7), del

estimador médximo verosimil, r/n", en lugar de la esperan-

za de la distribucidédn de referencia, (r+1)/ (n2+1)

Las expresiones (5) % (6) corresponden a un mues-
treo prospectivo. Si el muestreo fuese retrospectivo,
serlia necesario calcular (5) vy (6) en cada clase, 6 , por
separado. Posteriormente, una nueva aplicacidédn de la es-

peranza y varianza predictivas proporcionaria E(**) y VAR (W*)*
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5.3 EJEMPLOS NUMERICOS

En este apartado se comparan los seis métodos de
clasificacién introducidos en el apartado 5.1, (RLC1,
RLC2, LML, LDA, BPC y BNC), utilizando para ello los mé-
todos de evaluacidén comentados en el apartado anterior.

EJEMPLO 1. Datos simulados.

En el banco 1 del apéndice 2 se recogen 100 datos
correspondientes a un problema de clasificécién en el
que existen dos clases alternativas, k=2, y siete indi-
cadores dicotémicos; asi, considerando que el vector
representante, z, estd formado por los indicadores mas
un té&rmino independiente, el nlimero de componentes de

x es ocho, m=8.

Estos datos corresponden a una muestra simulada, ob-
tenida a partir de una distribucidn uniforme para los
vectores representantes, pl(z) = 277 - cte., y una distri-
bucién de clasificacién, p(6|x,9), logistica con par&me-

‘tro €=(0,3,2,1,-3,-2,-1,0)".

Se realizaron tres estudios con tamafios muestrales
diferentes para comprobar el comportamiento de los dis-
tintos métodos en relacidn con el nGmero de datos. Asi,
en el primer estudio solo se utilizaron los 50 primeros
datos, n=50; el segundo estudio se realizd con los 75
primeros datoé, n=75; y por Gltimo, en el tercer estudio
se'tfabajé con el banco completo, n=100.

Como la distribucidn de los vectores representantes,
plx), es conocida, las-utilidades esperadas para cada mé-
todo concreto pueden calcularse exactamente. No es pre-
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ciso recurrir a las estimaciones propuestas en el apar-

tado 5.2.

La tabla 1 recoge los resultados obtenidos en 1los
tres estudios, asi como las utilidades esperadas que se
obtienen utilizando la distribucidén de clasificacidn co-
rrecta, esto es, la distribucidédn logistica con paradametro

0= (0,3,2,1 ,-3,-2,-1,0) 1.

n=50 7=15 n=100

A o i

! u* (] ur «x u? ui i U3
!.7839 .7773 .349! r .0022 .7960 .7543 .3891 .2870 .8030 .7576 i .4537
f! 7899 L7670 .3759 .1430  .7960 .7474 .4014 .3157  .8030 .7517 - .4580
| /8030 7917 3389 -.2762 | .7948 .7566 .3070 .2780  .0030 .7594; .4386
i 7em .7707 .3455 .1256 j .7839 .7590 .3702 .2429 .8030 .7564 .4323
)] 7653 3613 .2126  .7852 .7542 .3708 .2556i .7911 .7520. .4230
3.7579 7362 2079 L1519 3.7723 .7274 2864 .1326 7495 .7107| .2893

R , [RR

En los dos Ultimos estudios, n=75 y n=100, las uti-
lidades cuadrédtica y logaritmica médximas corresponden a
RLC2, seguido por RLC1l. En concreto, para n=100, las u-
tiliaades obtenidas con RLC2 solo distan seis centésimas

de las proporcionadas por la distribucidén correcta.

En el primer estudio, n=50, es de destacar el buen

comportamiento de BNC en relaccidédn con los demads métodos.

ut

.3023

.3908

.3592

.3555

.3360

.1734
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Sobre todo habida cuenta de que no se cumplen. las hipd-
tesis en las que se basa el método BNC, multinormalidad
del vector representante. La utilidad logaritmica, uz,
de BNC solo es superada por la de BPC guedando RLC2 en
tercer lugar. Esto es debido a que lasvprobabilidades
proporcionadas por BNC son mas conservadoras, i.e. mas
cercanas a la distribuci&n‘uniforme, que las proporcio-
nadas por los demé&s métodos::asi, aunque su porcentaje
ésperado de aciertos, u;,,eﬁ menor, sus fallos son pe-
nalizados tambi&n menos fuertemente que los de los de-
mids métodos, obteniendo una utilidad esperada, uz, rela-
tivamente alta. La ventaja proporcionada por este conser-
vadurismo del método BNC desapafece en cuanto crece el
nimero de datos; esto es debido a un aumento, al aumen-
tar el nimero de datos, de la bondad de las aproximacio-
nes utilizadas en los demas_métodds. Asi, las utilidades
conseguidas por BNC con n=75 y n=100 son practicamente
iguales que las conseguidas con n=50. Por el contrario,
los dem&s m&todos aumentan considerablemente sus utili-
dades esperadas al aumentar =n.

- Otro detalle a subrayar en el estudio realizado con
n=50 es el considerable incremento en utilidad logarit-
mica obtenido al pasar de RLC1 a RLC2. Esto es debido a
que la informacidén proporcionada por los cincuenta pri-
meros datos es mas bien escasa, por ello se incrementan
los incovenientes de un m&todo estimativo, RLC1, frente
a un método quasi-predictivo, RLC2.

[ 1)

EJEMPLO 2. Datos deﬁogréficas.

. En el banco 2 del apéndice 2 se recogen 50 datos
correpondientes a un estudio demogréfico realizado en
USA. Press and Wilson (1978) .utilizaron estos datos pa-
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ra comparar los métodos LML vy LDA.

El numero de clases consideradas es des, k=2, y exis-
ten c¢cinco 1indicadores, tres de ellos continuos y dos di-
cotbémicos. Considerando un término independiente, el nu-

mero de componentes del vector representante es seis, =6

Con el fin de evaluar los resultados obtenidos, el
banco de datos se divide, de forma aleatoria, en dos par-
tes 1iguales. Las distribuciones de clasificacidén se cal-
culan con 25 datos y se evaluan con los restantes 25 da-
tos. Para disminuir la influencia de la particidén eva-
luada, los cédlculos se repiten con cinco particiones dis-

tintas, todas ellas seleccionadas de forma aleatoria.

Los resultados obtenidos en las dos primeras evalua-
ciones se presentan en la tabla 2, mientras gque la tabla

3 recoge la media de las cinco evaluaciones.

En el estudio realizado por Press and Wilson (1978),

se evaluaban los métodos calculando el porcentaje de a-

ciertos, k . Las conclusiones de su articulo eran favo-
rables al método LML frente al LDA. Los resultados re-
cogidos en la tabla 3 confirman gue la utilidad pro-

porcionada por LML es mayor dgque la obtenida por LDA; sin
A

embargo, tanto en utilidad cuadréatica, u”, como en loga-

ritmica, son mejores los resultados de LDA.

En porcentaje de aciertos, ul, y en utilidad cua-
dratica, u3, los mejores resultados obtenidos correspon-
den al método RLC2, guedando este en segundo lugar en
utilidad logaritmica, u” . Es de destacar los pobres re-

sultados obtenidos por BNC.



iMedia
RLCi

iDes .T\p .

'Medi 8
RLC2

IDos .Tlo .

Medi 8
LML

Des .Tip .

Mod la
LDR

Des .Tlp .

Medla
BPC

Des .Tlp .

Med \a
BNC

Des .Tip .

.6305

.1286

.6305

.1208

.6305

.1288

.5920

.1300

.5920

.1300

.5948

.1409

RLC1

RLC2

LDR

BPC

BNC

Repeticion 1

«®
.6254

.3152
.6199
.2899
.6256
.3165
.589?
.3248
.5796
.2860
.5805

.329?

.6705

.6776

.6705

.6551

.6478

.5969

*

u
U3

Tabla

U1l
.0226 -.0956 .7292
.1592 1.2037 .1556
.0224 -.0204 .7292
.066? 1.0489 .1556
.0245 -.1052 .7292
. 1668 1.2295 .1556
.1593 -.2280 L7292
.2238 1.2173 .1552
.0840 -.0975 .6875
.0821 .9595 .1875
.2158 -.5083 .6458
.2820 1.6930 .1882
Tabla 2 -
U*
2
.66)4 .0828
.6545 .1237
.6609 .0676
.6402 .1115
.6040 .0647
.5855 -.1212

3 -

Repeticién 2

U*

.7118

.3024

.7006

.2743

L7123

.3010

.6867

.2769

.6442

.2379

.6084

.2847

U~

*

-.0634

.0385

-.1116

.0533

.0179

-.3948

.2533
.1017
.2904
L9775
.2536
.0952
.2400
.0195
L2177
.0650
.0135

.0851
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<

.1867

1.0815

.2525

.8805

.1905

1.0696

.1887?

.9653

.1760

.7481

-.2115

1.3930

~rh



Como muestra de la necesidad de utilizar un banco

auxiliar para la avaluacidn de resultados, en la tabla

4 se recogen las medias y desviaciones tipicas cbteni-

das al utilizar el banco completo, los cincuenta datos,

tanto para la obtencién de los mé&todos como para su eva-

luacibn. Los métodos que obtuvieron peores resultados

en el estudio anterior, tabla 3, son ahora los gue se

destacan, mostrando con ello una mayor capacidad de a-

juste a unos datos concretos, pero un menor poder pre-

dictivo.

RLC1

RLC2

LML

LoA

BPC

BNC

EJEMPLO 3. Datos de botdnica.

*

*

*

*

uy u; u3 uy
Media .7885 | .6990 | .3887 | .3355
Des.Tip. | .@872 | .2046 | .?7178 | .63@4
Media .7885 | .6819 | .3877 | .355@
Des.Tip. | .@872 | .1954 | .6B24 | .5884
Media .7?885 | .6830 | .3886 | .3354
Des.Tip. | .B8722 | .2@45 | .?717] .6304
Media .7885 | .6512 | .3370 | .20814
Des.Tip. | .@872 | .1619 | .58@88 | .4813
Media .7885 | .64@4 | .3311 | .2?712
Des.Tip. | .@872 | .15@7 | .5459 | .4418
Media .8269 | .7135 | .500@4 | .4268
Des.Tip.| .1249 | . 1687 | .578S | .4764
Tabla 4 -

El banco 3 del apéndice 2 consiste en los 150 datos

presentados por Fisher (1936), en el primer articulo apa-

recido sobre clasificacidn estadistica.



El nGmero de clases consideradas es tres, k=3, y
existen cuatro indicadores, todos ellos continuos. Con-
siderando un té&rmino independiente, el nfimero de compo-

nentes del vector representante es cinco, m=5.

En su articulo, Fisher solo estudid las dos prime-
ras categorias, Iris setosa e Iris versicolor, obtenien-
do que la combinacidn lineal :

y, + 5.9037y, - 7.1299, - 10.1036y,

separaba completamente las dos clases. En efecto, esa
combinacidén lineal da un resultado negativo para los cin-
cuenta datos correspondientes a Iris setosa, mientras

que es positiva en los cincuenta casos de Iris versico-
lor. ’

La separacibn completa del banco de datos va empa-
rejada de la no existencia de estimador maximo verosimil,
por tanto la funcidn de verosimilitud no tiene forma a-
campanada y, en consecuencia, su medida de Lebesgue es

infinita.

En tal caso, el uso de iniciales impropias puede no
ser valido pues la distribucidn final puede ser a su
vez, impropia. Este es el caso al considerar los 150 da-
tos del banco 3.

Por el contrario, entre las categorias versicolor
y virginica no existe separacidn completa si se conside-
ran los cien datos correspondientes a esas dos catego-

rias.
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Por estos motivos, el estudio aqui presentado se
reduce a la clasificacidn entre Iris versicolor e Iris
virginica. Al igual que en el ejemplo anterior, se rea-
lizaron cinco repeticiones en las que los mé&todos
fueron calculados con ochenta datos y evaluados con los
veinte restantes. Sin embargc, solo en dos de esas repe-
ticiones se obtuvieron datos que no presentasen separa-
cibén completa, por ello las otras tres evaluaciones fue-
ron rechazadas (la distribucién final 7. (8|D) era impro-
pia). En la tabla 5 se presentan esas dos repeticiones,
mientras que su media aparece en la tabla 6.

Repeticién 1 Repeticién 2
u; u; u; uy u; u; uy uy
Media .9542| .9511| .9536| .9497| | .8s3@; .8355| .9281( .s215
RLet Des.Tip. | .@609 | .2085| .2@90| .2@83| | .@634] .21008] .2114] .2120
Media .9542| .9420| .946@| .9361| | .9538| .9328] .9261] .9171
RLc2 Des.Tip.| .@6@9 | .2@76| .2@80| .2077| | .0634| .2@98| .2117| .2119
Media 9542 .8512| .9536| .9497 .ss:mI .8337 | .9222| .9171
i Des.Tip. | .26@9| .2085; .209@| .2@83| { .@634| .2101| .2129| .2134
Media .9542| .9451] .9525| .94@8] | .9538) .8247| .s185!| .s9036
LoA Des.Tip.| .@609| .2873| .2088| .2266| | .@634| .2083| .2127| .2111
Media .9542 .9422| .9522| .9366| | .9530; .9225| .8279| .9031
Bee Des.Tip.| .@609| .2067 | .2087| .2056| | .@634 ! .2@66| .2121| .2063
Media .s542| .948@| .9538| .9452| | .9530| .9215| .9281| .90@21
e Des.Tip.| .@629 | .2078| .2ese| .2072| | .@634] .2073| .2@90| .2077

- Tabla 5 -



u? u} uj ul
RLC1 i .9536 .9433 .9403 .83358
RLC?2 .9536 .9378 .8361 .8266
LML .89536 .9425 .9379 .8334
LbA .8538 .9348 B .9368 .8222
BPC .8536 .9324 .940) .9188 -
BNC .9536 .8348 .9410 .92386
- Tabla 6 -

A pesar de los problemas gque conlleva la separacidn
completa del banco de datos, este ejemplo es muy intere-
sante pues muestra el comportamiento de los métodos RLC1
y RLC2 en una situacidn que, en teoria, les es totalmen-
te adversa. En efecto, el banco de datos 3 parece ajus-
tarse perfectamente al enfoque muestral ¥ la hipbtesis
de multinormalidad de los indicadores dada la clase pa-
rece correcta.

Los resultados obtenidos por el método RLC1 son sor-
prendentemente buenos, superando en utilidad logaritmi-
ca u,, incluso al método BNC, el gran favorito a priori.
En utilidad cuadréatica, Uss RLC1 gueda en segundo lugar,
siendo superado por BNC. Por el contrario, el método RLC2,
aunque proporcionando tambi&n utilidades muy altas, se
queda algo rezagado aunque superando siempre al método
LDA.






CAPITULO 6

-

DISCUSION Y AREAS DE INVESTIGACION FUTURA

El tema principal de-esta memoria, clasificacidn
estadistica, constituye una de las &reas de estadistica
aplicada con mayor bibliografia, sin embargo, no existen
apenas referencias en la literatura especializada sobre
metodologia bayesiana aplicada al enfogue clasificatorio.
Esta memoria quiere ser un primer intento en el desarro-
llo de ese campo de investigacién, totalmente novedoso
Y con un gran atractivo dentro de la estadistica apli-
cada.

Partiendo de un concepto original expuesto por pri-
mera vez en esta tesis, el concepto de modelos de cla-
sificacidén regulares, se desarrollan las bases y una in-
cipiente estructura de lo que, aungque todavia en fase
de experimentacibén, parece ser una herramienta importan-
te en estadistica aplicada y especialmente en diagnosis
autom&tica. Algunos de los resultados propuestos en el
capitulo 4, en concreto la distribucién nE(B]x,D),'
no pretenden ser la solucibén bayesiana al problema, sino
que se han presentado solamente como primeros ffufoé de
la estructura general defendida en esta memoria. Sin
embargo, los ejemplos expuestos en los capitulos 3 y 5
muestran que esos primeros frutos son altamente prome-
tedores.

160
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Muchos son los problemas y cuestiones a las gue to-
davia es necesario contestar. Unos son tedricos, impor-
tantes en el perfeccionamiento matemdtico de la estruc-
tura global;'otros, los mas, se refieren a posibles &reas
de investigacidn que complementen la teoria aqui presen-

tada y amplien el ambito de aplicaciones.

Entre los primeros hay dos en concreto que requie-

ren un interé&s especial.

(i) Un complemento al capitulo 2 lo constituiria el
enunciado de una proposicibn que, recogiendo un sis-
tema de condiciones suficientes, demostrase que la
existencia del estimador maximo verosimil es sufi-
ciente para que las colas de la funcién de verosi-
militud converjan a cero. La importancia de ese re-
sultado radica en que, dado un conjunto de datos
especifico, es bastante mas sencillo demostrar si
existe o no el estimador maximo verosimil que com-
probar si las colas de la funcibn de verosimilitud
tienden a cero.

Un resultado todavia mas interesante consistiria

en encontrar las condiciones bajo las cuales la exi-
tencia del estimador maximo verosimil es suficien-
te para que la funcibn de verosimilitud posea medi-
da finita. Ese resultado permitiria conocer bajo

que condiciones puede utilizarse una inicial impro-
pia con la seguridad de gue la distribucidén final

. ser3 propia.

Este punto estd intimamente relaccionado con un pro-
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blema practico de gran importancia: separacidn com-
pleta en el banco de datos. En el ejemplo 5.3.3. se
comprobaba que, para algunas repeticiones, la dis-
tribucidén final no era propia debido a que el ban-
co de datos presentaba separacidn completa y por
tanto la funcidn de verosimilitud no tenia mé&ximo.
Sin embargo, esas son las situaciones en las que

la clasificacidn deberia ser mas sencilla. El estu-
dio de este problema puede aconsejar alguna modi-
ficacién de la distribucién inicial.

{(ii) En el capitulo 4 se utiliza la regla de Jeffreys
para la bfisqueda de distribuciones de referencia. Su
utilizacibén se justifica a través de los resultados
obtenidos por Bernardo (1979). Sin embargo, como
apunta Ferrandiz (1981), los resultados de Bernar-
do necesitan la convergencia en media, en lugar de
la convergencia en distribucién obtenida en el teo-
rema 3.1.1. Seria conveniente, por tanto, un estu-

" dio de las condiciones bajo las cuales se obtiene
la convergencia en media.

Entre las lineas de investigacidn orientadas hacia
un perfeccionamiento que incremente las posibilidades
de aplicacibn en problemas concretos, cabe destacar:

(i) El estudio de la funcidn de verosimilitud corres-
pondiente a un muestreo retrospectivo. En efecto,
como ya se comentd en el apartado 1.2, el enfoque
clasificatorio se ajusta muy bien a datos prospec-~
tivos, sin embargo con datos retrospectivos parece
necesario, desde el punto de vista tebdrico, la mo-

delizacidn de la distribucidn del vector represen-
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tante. Habida cuenta de la supremacia, en aplicacio-
nes, de datos retrospectivos frente a prospectivos,

este puntp requiere un interés especial.

(ii) El tratamiento de indicadores categdricos no or-
denados . Si estos indicadores solo poseen dos ca-
tegorias no aparece ningfin problema, pues existe
una cantidad aleatoria dicotdmica, (por ejemplo 0,1),
que los representa de forma natural. Ese no es el
caso si el nfimero de categorlas es mayor de 2, en-
tonces el orden artificial que se les asigna al re-
presentarlos mediante una cantidad aleatoria puede
influir de forma radical en los resultados.

(iii) La asignacibén de distribuciones iniciales in-
formativas. Este es un problema inherente a toda
aplicacidn practica de la metodologia bayesiana.
Por tanto, aunque verdaderamente importante en el
contexto de clasificacibn, no es una linea de in-
vestigacidn especifica del mismo. Cualquier resul-
tado obtenido sobre asignacidn de distribuciones
iniciales multivariantes en cualquier otra &rea de
investigaciéh estadistica podria ser, sin excesivos
problemas, utilizado en clasificacién.

(iv) Por Gltimo, aungue no por ello lo menos priori-
tario hay que comentar la necesidad de rutinas de
ordenador que posibiliten el uso de los modelos nor-
mal acumulado y logistico multiplicativo. Obtenien-
do, de esta forma, alternativas al modelo logistico
aditivo y la posibilidad de contrastar los resulta-
dos obtenidos en cualquier aplicacidn pré&ctica.









APENDICE 1

UNA APORTACION AL COMPORTAMIENTO ASINTOTICCO DE LA

DISTRIBUCION FINAL

En los estudios realizados sobre el comportamien-
to asintdtico del estimador mé&ximo-verosimil, o de los
estimadores bayes, cuando se considera que el espacio
paramétrico, @, puede no se acotado, se afiade una con-
dicidn de regularidad, (ver por ejemplo la condicidn 5
en Walker, 1969), pr&cticamente la misma en todos los
articulos consultados por el autor, que no es satisfe-
cha por los modelos de clasificacibén diagnbstica regu-
lares. En este apéndice se modifica la axiomética de
Walker proponiendo una condicién alternativa, satisfe-
cha por los modelos de clasificacién diagnbstica regqu-
lares, estrictamente mas dé&bil gue su condicibn 5.

Se comprueba que la sustitucién de la condicién
5 por esa condicibn alternativa en la axiomatica de
Walker sigue proporcionando una axiomdtica suficiente
para la aproximacidn asintdtica normal a la distribu-

cidn final. -
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A71.1 CONDICIONES DE REGULARIDAD

: , o (n)_
Dada una muestra aleatoria de tamafio n, x =

"

(:‘;""In)’ tomada de una poblacidn cuya distribucidn
se ha parametrizado a través del modelo probabilistico
p(x|e), el Teorema de Bayes asegura que

polz=")) = pz™ o) p(e) = p(o) ';1 plz,|0)
. 1=
Si la distribucién inicial, p(8), no se anula en
ningGn punto del espacio paramétrico 0, y si la fun-
cibén de verosimilitud, p(r(n)|8), se va concentrando
mas y mas en torno a su mdximo conforme n crece, es
sencillo dar una demostracidn heuristica, utilizando

(n)y,

series de Taylor, de que la distribucidn final, p(elx
es aproximadamente normal con media el estimador maxi-
mo verosimil, 5, y con matriz de precisidn la matriz
de Informacién de Fisher. ( Ver por ejemplo: Lindley,
1965, teoremas 7.1 y 7.2; Bernardo, 1981, teoremas

6.4.2 y 6.4.3).

Sin embargo, una demostracidn rigorosa de este re-
sﬁitado exige la introduccidén de un conjunto de condi-
ciones de regularidad que garanticen tanto la consisten-
cia del estimador méximo verosimil, lo que conlleva la
concentracién de la funcidn de verosimilitud en torno
a su mi&ximo, como la normalidad asintética de la dis-~
tribucién en el muestreo del mismo.

Las condiciones de reqularidad mas conocidas son,

sin lugar a dudas, las propuestas por Walker(1969):
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OeRs, es un conjunto cerrado

CR.2

CR.3

" E1 conjunto de puntos xZ{z;p(x|¢)>0} es indepen-

diente de 8.

.81 61 y 92 son dos puntos distintos de 0, el con-

CR.4

CR.5

junto de puntos z€x tales que p(xlel)*p(x|62)
tiene medida no nula.

Sea x€x y 6*€@. Dado >0, suficientemente pequefio,
Y6 tal que [|9-6*|/<e, |Log p(z]|8)-Log p(z|e*) |
estd acotado por una funcidn Ga(x,e*) tal que,

Lim G_(x,0%) = 0
€
€+0

y Ve ee, Lim J G (z,6*) plz|e)) au = o.
0 >0 €

Si el conjunto © no estd acotado entonces, dado
BOGO y A€R, constante positiva suficientemente
grande:

Ve, |l6ll>a, Log p(z|6)-Log p(x|8,) < K, (z,8)
con -ii: J KA(x,?O) p(xl@o) du < 0.

Este limite puede no ser finito.
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En las siguientes condiciones 90 representa un pun-

to interior del espacio paramétrico ©O.

CR.6
Log p(:}i) es dos veces diferenciable con respecto
a 6, en alglin entorno de 60.
CR.7
Sea J(eo) la matriz sxs con elemento tipico

3 Log P, 9 Log Py

J..(8.) = p, 4k
tg 0 J 56 . se . 0
0,7 0,J

donde p0=p(x|60). Entonces [Jij(eo)|<+eo Vi,d
y la matriz J(8,) es definida positiva.

CR.8

p 3%p
[ 0 ay = I ;;————9——— au = 0, Yi,5=1,...,s

aeo,i o,ieeo,j

CR.9
si ||6-€Ol|<e, siendo € una constante positiva sufi-
cientemente pequefia, entonces: '

32 Log plz|8) 32 Log p(x|90)
- < mij

BGi aej aGOiaeoj

donde mij_es el elemento tipico de la matriz Me(x,eo).

Ademss,
- Lim J M (x,6,.) P(xle ) du = 0
>0 € o] o]
CR.10
La distribucidn inicial sobre 8, 7(6), es continua
en e=e0 Yy n(eo)>o.
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Con las condiciones CR.1 a CR.5 se puede demostrar
la consistencia del estimador miximo verosimil. Sin em-
bargo, la conclusifn que se pretende obtener con esas
condiciones en la demostracién dada por Walker(1969) es:

Sea :O(g)z{éeezlle-eoll<a} un entorno de 6,.Existe
un numerc positivo k(e)>0, dependiente de €, tal

que,

Lim P ( sup n-l{p(x(n)IG)-p(x(n)leo)}<-k(E)]=1
n+o lBEO—N () ' :
0 (n

Las condiciones CR.6 a CR.9 son, segin Walker,
"...las convenientes para asegurar gque la distribucién
. asintbtica en el muestreo del estimador m&ximo verosimil
sea Normal". Por filtimo, CR.10 conlleva la no anulacién
de la distribucidén inicial en un entorno alrededor del
verdadero valor del paréametro.

A1.2 ESTUDIO DE LA CONDICION CR.5

La condicién CR.5 permite trabajar con un conjunto
© no acotado, por ello no aparece en ninguno de los tra-
-bajos en los que, explicita o implicitamente, se consi-
dera que OCRs es un conjunto. acotado. (Ver por ejemplo:
Cramer, 1946; Huzurbazar, 1948; Chanda, 1954; Bradley
and Gart, 1962).

Por el contrario, en todos los trabajos consulta-
dos por el autor sobre el comportamiento asintdtico
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del estimador md@ximo verosimil, cuando se considera un
espacio paramétrico, 0, posiblemente no acotado, se
utiliza la condicidén CR.5 o alguna otra equivelente.
( Ver por ejemplo: Wald, 1949, hipdtesis 5; Kiefer and
Wolfowitz, 1956, hipbtesis 2; Chao, 1970, hipltesis A9;
Johnson, 1970, hipdtesis 6; Dawid, 1970, hip&tesis C7).

Sin embargo, los modelos de clasificacifr regula-

res no satisfacen dicha condicién pues,

Dado %ee, para todo A>0, si existe KA(x,EDf tal
que Log p(xle)—Log p(z|eo)<KA(x,60) para todc 6€0 con
”e||>A, entonces,

KA(x,eo) 2 sup {Log p(x|e)-Log p(aleo)} =
e:fle][>a )

= - Log p(x[eo) 20

ya que, por la propiedad P3, el supremo de la funcién
de verosimilitud de un dato es uno, y se alcarza de
forma asintbtica, esto es, mediante una suces:6n (ei;
i=1,...} para la que “ei||++w cuando Zte,

Por tanto la esperanza de KA(x,BO) es no negativa
para todo A, lo gue contradice la condicién Cl.5.

Este hecho hace necesario un estudio prolundo de
las implicaciones de CR.5 necesarias en la denostracidn
de la normalidad asintbtica, que permita encoitrar con-
diciones alternativas mas débiles.

Si se considera
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K, (x,8.) = sup Log é(xle)—Log plz]e,)
A N TR 0

entorces la condicién Lim J Kylz,80) p(m|eo) du < 0 es

Ao .

eguivalente a

Iim f sup T.og p(x|9)-Log p(xleo)] p(xleo) du < 0.
[+ 8:]|8]]>a J .

Por tanto, existe AO tal que para tode A>ﬁ0:

p(z|8y) au < 0
(2)

su Log pl(x|6)-Log p(x]|6,.)
I(e:neﬁ’nx | %

Para que una funcibén medible tenga medida negativa,
posiklemente -«, debe ocurrir que su parte positiva sea
finita. Es mas, si u(f)<+» y f=g+h entonces u(g)<+= y
u(h) <+, Aplicando este resultado elemental de teoria
de la medida a la desigualdad (2), debe ocurrir que:

J sup Log plx]|6) p(xleo) du < += Y A>A
6: (o>

-I [Log p(xleo)] p(x|6,) du = Hip(z]|8y) }ese

siend H{p(x|60)} la entropia de p(x|60).

Por otra parte (2) puede ser escrita como:
sup p(x[e)
j Log —m8m8M8M8m8 ™

{ p(z]eo)

lo qu en cierto modo, conlleva un comportamiento de-

] p(xleo) du < 0

creciante de las colas de la funcidn de verosimilitud.



Algunos autores exigen explicitamente ese comportamien-
to acampanado de la verosimilitud; asi por ejemplo,
Wald (1949) y Johnson (1970) suponen que si {ei} es una

sucesién con Linll[e;{!=+m, entonces Lim p(xli;)=0.

Sin embargo, en la demostracidn propuesta por
Walker (1969} solo se utiliza CR.5 para comprobar 1la
condicién (1). Mas concretamente, para demostrar que:

Existe A>0 tal que

Lim P sup n—l(Log p(x(n)le)-Log p(x(n)leo)}<-CA<0 =1
n>e 0€5(A) . (3)

siendo S(a}={se€o:]||o||>a}.

-

A1.3 UNA CONDICION ALTERNATIVA A CR.5

Considérese la condicidn alternativa CA desglosa-
da de la siguiente forma:

CA.1
v 8,+ punto interior de o, 3 4,>0 tal que Vzey,
sup Log p(xIG) S Bl(x), siendo B1(x) tal gue
ol Ba, % -
J Bl(x)_p(xleo) du = Bl(eo) < 4
CA.2

Y 60 punto interior de ©,

H{p(mleo)}=-j plz|8,) Log plx|6,) Qu=z, (8 )<+=
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CA.3
n
s = Y : Li .o " 9)=
ea C {(xl, iz, ) EX im |]§ﬁ§>A plz,, ,rnl })=0}

Asr

entonces Lim P(7 )=1
na n
Las condiciones CA.1 y CA.2 podrian resumirse en
la condicibén equivalente

Veo punto interior de 0, y dado A>0 suficiente-

.mente grande, existe MA(x,eo) tal que,
Yoeo con |[e]l>a, Log plx|6)-Log p(=|6,) <M, (z,8)

con Zig J MA(x,SO) p(xleo) dy < M(eo) < 4o
condicién muy similar a CR.5 pero mas d&bil, pues se
admite que el limite pueda tomar cualquier valor dis-
tinto de +». Sin embargo se ha preferido desglosar es-
ta condicidn con el fin de mostrar las implicaciones
que conlleva. Asi CA.1 exige que, en el complementario
" de la bola de ¢entro el origen y radio Al' el logarit-
mo de la funcién de verosimilitud esté& acotado por una
funcién con medida finita. CA.2 exige que, para todo
punto interior eoee, la entropia de la funcibén p(xleo)

esté acotada por una constante finita.

Por Gltimo CA.3 exige que, con probabilidad tendien-
do a uno conforme el nfimero de datos crece, las colas de
la funcidn de verosimilitud se acercan a cero, alcan-
zando ese valor en el limite.

Obviamente las condiciones CA.1 y CA.2 son necesa-

rias para que se cumpla la condicién CR.5. El siguiente
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resultado

PROPOSICION 1

La condiciodn

demuestra

que lo mismo es

CA\Z es necesaria

cierto

vara aue

para CA.

se cunala

CR. ¢ .
DEMOSTRACION
CR.5 dimplica gque, dado 0Q punto interior de 0,
existe A* tal querpara todo A?A* existe £:>0 /
j "A (x,eQ) p(x]eQ) dy & -2cA < 0
Ademéas, como sup Log p(x|9)-Log pi(x|9 ) aA', (x,9
il 01 >A 0 A
entonces ﬁ "
sup Log p(x]0)-Log p(x]0 P (x|]6g) du S -2c¢”
1110 >A
Aplicando la ley débil de 1los grandes numeros a la
cantidad aleatoria sup Lo i(x|0)-Log p(x|0On), cuya
el >4
esperanza es menor o igual que -2e”7<0
] n
Lim P sup ~ ’l {Log p(xJe)-Log p (xj 0Q) }<-eA<0 =
nrw I 6f>a i-1
que es precisamente la condicidn (3) .
La cantidad aleatoria

FZAN

~

sup Log p (x
19 m>A
converge estocdsticamente a un numero

tanto, la cantidad

aleatoria

i0)-Log p

neg

ativo, por
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sup p(x(n)le)
Log —mM—————
p(;n?|00)

converge estoclsticamente a -=~, lo que implica que

{Sup p(z e /p(x(”’leo)

converge estocisticamente a cero. Por iltimo, eso im-
plica la convergencia estocd@stica a cero de la cantidad

aleatoria
sup p(x(n)le), Y azar
lelf>a
por tanto
Lim P(Lim sup -plz{™)|e)=0| = 1
n+o A+ ”8”>A 1

Una consecuencia inmediata de este resultado es
que la condicién CA es mas débil que CR.5. Es mas, CA
es estrictamente més débil que CR.5 puesto que, por
ejemplo, los modelos de clasificacién regulares cumplen
CA pero no cumplen CR.5.

CA puede ser utilizada en lugar de CR.5 en la
demostracidn de la normalidad asint6tica de la distri-
bucibén final, como prueba el siguiente resultado.

TEOREMA 1

Si1 se cumple CR.2 entonces CA es suficiente para
que se cumpla (3),i.e., CA es sufticiente para que -~
exista A>0 tal que si S(A)={6€0: | 6||>a) entonces

Lim P| sup n_I{Log p(x(n)[G)—Lag p(x(n)|60)}<-cﬂ<0
mee (110150

1
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Si se define QK (x

sup Log p(x Log p (x

entonces la expresidn (3) especifica que

La demostracidédn del teorema 1 aqui presentada tie-
ne dos partes claramente diferenciadas. En la primera

se demuestra la existencia de tres constantes finitas

En la segunda parte se utiliza la ley débil de 1los

grandes numeros aplicada a las cantidades aleatorias
[ ); n=1,...} para demostrar dgue
A*x

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1

PARTE A

B4 (¢c)-Log p(x donde B, (r)
estd definido en CA.1. Sea

p (x
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= | Bj (x) p(x|e0) du - 1 Log p(x|eG) p(xi1eQ) du

51 (e0) * V v
Con esta definicidédn B (x,vQ) es la parte positiva
de la funcidén 1j(x)-Log p (x f60) gque tiene medida fini-

ta

)

u{Bj(x)-Log p(x|eQ)}=B1 (9C)+B2 (eQ)<+

por tanto O”uiB” (x,0Q)1}=23 (Q0)<+°°.

En consecuencia, V AL£AJ (A1 definido en CA.1),

V n>o y s Ccyn :

QhU {n) ,eQ) P(x(n) |e0) dy =

=1 n 1] sup Log p (x *'" |]0) —Log p (x *'* |60) |p (x * |0Q)dua
1 Medl >a
« vV ' i
n~1 Y | sup Log p(x.]0)-Log p(x .19 )Ip (x (n* |0 )duyg
c ¢=11]10]|>A 1 i ° Jp °
U k
n"1 Y B (x.J-Log p (x¢ |eQ) :p(x U) ;9Q) du a
‘C i=lA u ]
n~1 " 3 (x .,0 ) p (x *r'* ) du =
C i 3 " 0

[€)]
*
o
N
-~
X
D
o
~
o]
A
b
)
o
~
Q.
o
1

n
=n-X I ; B3 (x¢ ,00) p(x¢I0q) du & 53 (e0) < +»

donde el rango de integracidédn solo se ha especificado

si este era solo parte del espacio total.
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Por otra parte, sean {C ; rc=1,...} los conjuntos
definidos en CA.3. Como Lim P(CU):l, dado e>0 existe
m(z) talque para todo n>m(e) p(C”*)>1l-e. Ademés, por

definicidén de Cn ,

v C 1 Lim sup p(x**"~le) = 0
A+°° 19 |I>A
. ‘) lec)= ™ > !
siendo p (x eC)— I p(xg |eQ) 0 ya que X*x={x;
;=1

p(x|6)>0}, vy por CR.2 x es 1independiente de 0. Por tanto

w (n) sup p (x (T) [0)
A< €c Lim —--———- F - = 0 *=>
" s - P (I r1e0)
- > Limti-1 !'sup Log p(x |[0>-Log p(xA"r*|6 ): =
A"*00 1 )
= Lim @ (x(n) .6 ) = -«
A-*(0
P
puesto que Log es una funcidén estrictamente creciente
y h es constante. Por tanto 3A0 (m) tal que V AL£A2 (n)

% M x {n]ecﬂ

OL (x{n) ,00) < -<B3 (60)+1) (5)
Sea 0<en< (B (6 )+1)-1 , mO=m(c) vy A*=Max (Aj , (mQ) ),
entonces:
E~Sa* (22 0 ,69) Q {x{fro) reQ) p(r m°>|e0) du =
Iax(*wv ,r >p(x@O) |6 )du + _ eA* (x("0),9) p (x{ri0
Jc JC

mo mo (6)
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donde Cm es el complementario de con respecto a ym

Por (5), la primera integral en (6) se reduce a

BpixV 16 ) dv <

C
i
0 r t\
< -(B3(60)+d p(xlo [el) au =
= - (B3 (eq)t1) P("™m ) < -(*3(e0)+1) (1-e0) =
= EO ,B3,e0)*1)-S3190)-1 < - W
por construccién de C ye..
” o 0
La segunda 1integral en (6) puede ser acotada uti-
lizando (4)

{ «A*(ar<n®) 'eo) PC* (mo)|e0) du < s3(e0)

c
mo
por tanto,

E[eA (*('V ,e0)] < -B3(e0)+i3(e0) =0
como la desigualdad es estricta, 3 <A*>0 tal que

E[sA*(X(wo0),e0)j <-4 < o

PARTE B

Para todo existen rJ€H] tales que n=rmr+s,

con , YV s<r: . Por tanto:
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r- 1
-1
=2 i, O A* (X 4 +
é - o+ 1 2m.+ (0]
Sea 2. .=iA.(r A I S * ),
t+1 * Ak 771 -ti ' t,wo+ O
las cantidades aleatorias {2 .; i=1,...,r}

dientes e idénticamente distribuidas, con

(m, ) < -40 <

E(Zt—) = 0a * (x Vo UV A*

Si esa esperanza no fuese finita, siempre

finir las cantidades aleatorias (z¢) como

seran

se

el

tre las anteriores 2 . y una cierta constante

t U

que las nuevas 2 . tubieran esperanza finita

- 4 ¢c P o r tanto se puede aplicar la ley débil

grandes numeros a las cantidades aleatorias

mas,

indepen-

podrian de-

supremo en -

de

{z,}

forma

y menor

de

que

los

Es

«A* (x(n>»el) ™ mo/n ti:l 21 + n 1 x «A*(xrm, +.7'e0) "

i=1 =1 0

(1-s/n)ir Y 2. + n~  Y(x * 6n)

y como las cantidades aleatorias que configuran

presidén anterior son 1independientes:

AA*Y (x( ) '90)<-cA*J2

f r s
>Pij(l-s/n)/r 1 z,~/n J S (x

i 1=1 J-1 0~

la
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)
> Pl C\-s/n) /r 1 34s;<-20" , P
1 =1 i
i L
» Pi(l-s/n)/v ) 3, <-2¢cl1bp
- ° A * n vV r rr:
R ¢ 2
£
> p'(1-s/n)/r 1 z.<-2a
[ . -1 Zz A
(7)
Dado e>0 sea £7>0 tal gque l1-£=(1-£7)" 0+1, esto es

e .1-(1-e>1/"™ V n

vn>3m0, 1l-s/n>1-mQ/n>1-1/3=2/3, luego ,

-2 (1 -s/n ) *0" > -3ca*
por tanto
i r 1
P1(l1-s/n)/r Y z .<~2a =P 1/r £ 3..<-2 (1-s/7z) 1lc-a* >
L, v A* ) -
| 1=1 i i=1
> P| 1/r I 3 .< -3cAr~*
t=1
y como =-3e *>-4c *>E(2 .) , por la ley débil de 1los gran-
A A v
des numeros, dado e >0, existe tal gque para todo rfr”

Pj.JI/r '\L<Zi.<—3<?£*.]:‘ > 1fc1.
1 1=1 i

Esto es, dado e >0 existe "=Max (r* ,3m0 ) tal que

para todo n-rmo+sSZN1,
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Pl A-s/n) /r 1 z,.<-2c " > 1-£ (8
[ =1

Por otra parte,

\

f = P fi3 , < =
n~IB3U '8o0)<eA*/mO i3 (x ,e0)<nC p {Sn

donde C=CcA*/m0 es una constante estrictamente positiva,

y donde £"={x€x; #3 (x,60)<nC)

La sucesidn {S } es una sucesidédn expansiva de con-
n

juntos encajados y por tanto

Lim = (J Sn = S - {x€x; B (x,6 )<+°°%

n n=1i
en consecuencia, (Bartle ,1966 , lema 3.4a),

Lim P(S ) = P (Lim S) = P ((J.85) = P(S)

n n t n

n n=1
ademéas, como P, (x,0Q) es una funcidédn positiva con medi-
da finita, p (S3 (x,80))=£"(6C)<+°°, (Bartle, 1966 , ejer-

cicio 4.R) , P(x€x; B3 (x ,eQ)=+°°) =0, luego P(S)=P(x)=1.

Lim P(S ) = P (5) = 1 => Dado e, 32 ; Vrc>A P(Ss )>l-e,
1 2 - n 1

Dado £7>0 3A'2 tal que vni/v?, P [n~'b, (X ,6Q)<c**/m0)>

>1-e . Lo que, conjuntamente con (7) y (8) v la defini-

cién de e , demuestra el teorema.
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TEOREMA 2
Si se cumplen las condiciones de regularidad CR.1

a CR.4 y CR.6 a CR.10 y la condicién alternativa CA,

(n)

entonces la distribucién final Trfelx } converge en

distribucidén a una Sormat con media el estimador maxi-

mo verosimil, 8, y matriz de precisién 1la matriz

D*(-Log p(x(n) |QJ)

calculada en el punto 8.

La demostracidédn de este teorema es totalmente simi-

lar a la dada por Walker (1969) . La uUnica diferencia es-
triba en gque Walker obtiene la expresidn (3) como con-
secuencia inmediata de su condicidén CR.5, mientras que

aqui (3) se obtiene mediante el teorema 1.






APENDICE 2

BANCO DE DATOS 1

Tamano del Dbanco: 100
Numero de clases: 2
Numero de indicadores: 7 (Todos ellos dicotdémicos)

BANCO DE DATOS 2

«

Tamafio del banco: 50
Nimero de clases: 2
Numero de 1indicadores: 52, dicotdédmicos;

3, continuos) .

Estos datos estédn tomados de Press and Wilson (1978).
Con ellos se estudia el cambio de poblacidén ocurrido

en los cincuenta estados de USA entre 1o0s afos 1960-1970.

Las clases consideradas son:
$=1, cambio de poblacidédn por encima de la mediana
de 1los cambios de todos 1los estados.
6=0, cambio de poblacidédn por debajo de la mediana

de 1los cambios de todos 1los estados.

Indicadores considerados:

, renta per capita (en miles de dblares) .

ve, natalidad ( en tantos por cien).

183
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¥3, presencia o ausencia de litoral en el esta-

do (1, presencia; 0, ausencia).
, urbanizacidn ( 0, si menor del 70%; 1, en
otro caso)

v o mortalidad ( en tantos por cien) .

BANCO DE DATOS 3

Tamafio del Dbanco: 150

Niumero de clases: 3

Numero de 1indicadores: 4 (Todos continuos)
Estos datos estédn tomados de Fisher (19306) . Con

ellos se estudia las diferencias entre las flores de
los tres tipos de Iris, planta herbédcea perenne de 1la

familia de las irideas.

Las clases consideradas son:

6=1, Iris setosa.
6=2, Iris versicolor.
6=3, Iris virginica.

Indicadores considerados:

vy longitud de los sépalos.
yo, anchura de los sépalos.
v3, longitud de los pétalos.

v4, anchura de los pétalos.
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BANCO DE DATOS 4

Tamafio del banco: 500
Numero de clases: 2
Nimero de 1indicadores: 1 (continuo)

Estos son 1los datos simulados wutilizados en el a-
partado 3.3, estudio primero. Se han agrupado de cin-

cuenta en cincuenta de igual forma como son utilizados

en el apartado 3.3.

BANCO DE DATOS 5

Tamaho del Dbanco: 500
Nuimero de clases: 2
Numero de 1indicadores: 1 (continuo)

Estos son los datos simulados wutilizados en el a-
partado 3.3, estudio segundo. Se han agrupado de cin-
cuenta en cincuenta de 1igual forma como son utilizados

en el apartado 3.3.
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53
56
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58
57
66
68
69
70
72
73
74

BANCO DE DATOS 1
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14
16
17
18
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75
76
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25

78
79
81
82
85
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88
89

T

0

i
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77
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48
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BANCO

ESTADOS

Arkansas
Colorado
Delaware
Georgia
Idaho
lowa
Mississin
New Jersey
Vermont
Washington

Kentucky
Louisiana
Minnesota

New Hampshire
North Dakota
Ohio

Oklahoma
Rhode Island
South Carolina
West Virginia

Connecticut
Maine
Maryland
Massachusetts
Michigan
Missouri
Oregon
Pennsylvania
Texas

Utah

Alabama
Alaska
Arizona
California
Florida
Nevada

New York
South Dakota
Wisconsin
Wyommg

Hawaii

lllinois

Indiana
Kansas
Montana
Nebraska

New México
North Carolina
Tennessee
Virginia

DE DATOS

Cambio de
Poblacién
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BANCO DE DATOS 5

Cioi Ck*fe 2
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A7 .00 .54 1.54 -.44 .53 .66 1.76 -.19 1.33 .68 1.72 -1.32 1.84
114 1.23 i.15 .51 .37 -.54 .78 -.55 1.20 .40
1.7 .08 .74 .42 1.94 -28 .74 1.04 .26 -.03
.47
s -0 e 37 02 1.00 1.07 .76 2.59 .46 .72 -.57-1.07 -.80 -.93
.31 0 PRI 10 -0 07 31 B 183 -.58 -2.38 -1.08 -i.07 -i.42 u1.35
113 2.68 .80 2.0% 66 -50 &% 51 .25 13 -.83

i.66 i.2c .53 Qu0 —;TIP a3 WY 18 LB

42 .56 -.27 1,51 -.84 -4u 10 .00 .48 .87 i ,35 -.94 -1.17 -1.05 -.41
92 -.06 1.37 .06 i.3u -.03 1.35 1.47 -39 .67 -2.22  .i)d —0j —.Gi m6u
86 .46 -.15 .00 -.0? -.54 1.09 .17 1.48 *1.20 -.46 -.87-1.34 .U}
.86 -0.01 .47  i.56-i.31
..28
57 .17 30 10 .14 .24 61 .70 .20 1.79 ~2.45-1.16-7.28 -1.5" -.93
1.52' -.93 .90 2.60 .35 i.80 .46 .26 .68 .61 -i.00 -1.2? -.87-1.42-1.55
A4 .00 87 142 240 .38 57 40 i.71 -.52 .69 -.44 .64 -1.51 ~.7f
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