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o N rm a u cao N *

-Unos ele los primeros y más importantes resultados obteni

dos en Análisis Funcional son los Teoremas de Gráfica Cerrada y Aplica 

ción Abierta.

S. Banach (2) probó que cuando E y F son dos espacios de 

Fréchet, cualquier aplicación lineal de E en F cuya gráfica es un sub- 

conjunto cerrado de ExF es continua. Este Teorema se convirtió rápida

mente en un resultado central del Análisis Funcional, y sus interesan

tes aplicaciones dieron pie a pensar en su generalización. Esta podía 

llevarse a cabo bajo dos aspectos diferentes, por una parte se trata

rla de suavizar las hipótesis del dominio, en las que cabia esperar al

gún tipo de condición relacionada con la propiedad de la categoria de 
Baire, y por otra parte podían suavizarse las condiciones de los espa

cios del rango con alguna propiedad relacionada con la completitud. 

Veamos los avances en estas dos direcciones:

J. Dieudonné y L. Schwartz (6')' guiados por la teoria de - 

distribuciones introducen los espacios limite inductivo estricto de es 

pacios de Fréchet y prueban que el Teorema de Gráfica Cerrada es cier

to cuando E y F son espacios pertenecientes a dicha clase. G. Kóthe - 

(18) en el mismo año extenderá dicho Teorema para espacios limites in

ductivos numerables no estrictos de espacios de Fréchet.



V. Pták (24 ) define los espacios B -completos (familia der
espacios que contiene a los espacios de Fréchet) y prueba que el Teore 

ma de Gráfica Cerrada es cierto si ponemos espacios tonelados en la - 

, partida y B^-completos en la llegada. Define también en (24 ) los espa

cios B-completos (que coinciden con la completitud ordinaria en espa

cios metrizables y forman una subclase de los espacios B^-completos) y 

prueba que si E es un espacio B-completo y F un tonelado entonces se - 

verifica el Teorema de la Aplicación Abierta.
El problema que se planteaba era si el Teorema de Gráfica 

Cerrada era cierto para aquellos espacios localmente convexos que apa

recían en las aplicaciones, como por ejemplo los espacios de distribu

ciones de L. Schwartz.
En 1955 Grothendieck (10) en su tesis prueba que toda apli 

cación lineal con gráfica sucesionalmente cerrada, de un espacio E ul- 

trabornológico en un espacio LF es continua. Observando esto, Grothen- 

dieck conjetura que el Teorema de Gráfica Cerrada es cierto tomando es 

pacios ultrabornológicos en el dominio y en el rango una clase de espa 

cios que contenga a los espacios de Banach y sea estable para las ope

raciones: productos numerables topológicos, suma directa topológica nu 

merable, subespacios cerrados y cocientes separados.

Este problema fue estudiado por distintos matemáticos, y - 

en 1966, V. Raikov (28), utilizando unas ideas de W. SÜTowikowski da - 

respuesta afirmativa a dicha conjetura. (M. Valdivia (39) probará que 

en realidad la clase de espacios definida por W. Síowikowski y la dada 

por Raikov son la misma).

L. Schwartz (31) prueba, usando teoria de la medida, que - 

un Teorema de Gráfica Boreliana es cierto tomando un espacio de Banach



E, en el dominio y un espacio de Suslin en el rango, es decir, que to

da aplicación lineal de E en F cuya gráfica sea un subconjunto de Bo- 

rel de E F es continua, pero este resultado sólo supone una respuesta 

parcial a la conjetura de Grothendieck, porque no todo espacio de Ba

nach es un espacio de Suslin. M. Martineau (22 ) extiende los resulta

dos de L. Schwartz sin usar teoria de la medida, pero su extensión tam 

bién responde parcialmente a la conjetura de Grothendieck.

En 1969 De Wilde (4 ) introduce la definición de Mreseaux" 

en espacios localmente convexos, clase que contiene a los espacios de 

Fréchet y sus duales, y da una respuesta satisfactoria a la conjetura 

de Grothendieck.

En 1971 W. Robertson (26 ) siguiendo ideas basadas en los - 

métodos usados por J.L. Kelley (17 ) y haciendo uso de estructuras uni

formes obtiene Teoremas de Gráfica Cerrada que contienen en parte los 

resultados obtenidos por Pták y De Wilde y que son válidos cuando se - 

trabaja en espacios no localmente convexos. Define las "webs" en espa

cios vectoriales topológicos no localmente convexos, que generalizan - 

el concepto de "reseaux" y que permiten obtener una sencilla prueba - 

del Teorema de Gráfica Cerrada, cuando en la partida consideramos un - 

espacio de Baire.

En la otra dirección, es decir, si nos referimos a los es

pacios de partida, también distintos autores han estudiado la exten

sión del Teorema de Gráfica Cerrada, suavizando las hipótesis sobre di 

chos espacios:

S. Saxon (29) define los espacios Baire-like (espacios es

trictamente contenidos entre los espacios localmente convexos de Baire 

y los espacios tonelados) y prueba un Teorema de Gráfica Cerrada para



espacios Baire-like en la partida y limites inductivos numerables de - 

espacios de Banach en el rango.

S. Saxon-A. Todd (30 ) dan la definición de los espacios no 

ordenados Baire-like (estrictamente contenidos entre los espacios de - 

Baire y los Baire-like) y prueba que el Teorema de A.P. Robertson-W. 

Robertson (25 ) es cierto tomando en el dominio la envoltura localmente 

convexa de espacios no ordenados Baire-like y en el rango una unión nu 

merable de espacios B^-completos, con la topologia final para las in

mersiones .

También en esta linea, M. Valdivia (36), M. Valdivia-Pérez 

Carreras (40 ) introducen las nociones de espacio supratonelado (entre 

los espacios no ordenados Baire-like y los Baire-like) y espacio total_ 

mente tonelado (entre los espacios no ordenados Baire-like y los supra 

tonelados) respectivamente, y que permiten extender los teoremas de Sa 

xon y Todd en el primer caso, y obtener un Teorema de Gráfica. Cerrada 

cuando tenemos espacios totalmente tonelados en la partida y espacios 

con redes de tipo absolutamente convexas en la llegada, en el según 

do caso.

En 1985 M. Valdivia (38 ) define los espacios Casi LB, espa 

cios que satisfacen las propiedades de estabilidad exigidas en la con

jetura de Grothendieck y prueba un Teorema de Gráfica Cerrada si consi 

deramos en el rango dichos espacios y en la partida espacios estricta

mente tonelados (clase de espacios entre los espacios totalmente tone- 

lados y los espacios Baire-like). Los espacios Casi LB son espacios - 

una red estricta, y contienen a los espacios localmente convexos local 

mente completos con una red de tipo . Dicha Teoria extiende en lo 

esencial la de De Wilde.



En 1985 B. Cáscales (3 ) extiende los resultados de M. Val

divia, cuando se trata de conjuntos absolutamente p-convexos y en gene

ral absolutamente semiconvexos, y obtiene nuevos resultados para los - 

espacios Casi LB que proporcionan el soporte para probar resultados re 

lacionados estrechamente con el teorema de la gráfica cerrada, teorema 

de base débil, propiedades de localización de familias de aplicaciones 

etc.

Como hemos visto, ya en su versión original, el Teorema de

la Gráfica Cerrada fue probado, no sólo para espacios de Banach, sino

para espacios de Fréchet (en principio no localmente convexos)*

W. Robertson (26 ) intentó formalizar una teoria clásica 

de espacios vectoriales topológicos, y siguiendo sus ideas S.O. Iyahen 

(11 ) guiado por la teoria de los localmente convexos encontró una apro 

ximación satisfactoria a las nociones de "tonelación" y "bornológico", 

para espacios vectoriales topológicos. Para esto sustituyó los conjun

tos absolutamente convexos M y su propiedades M + M = 2M por una suce

sión decreciente (U ) „ de conjuntos absorbentes U tal que U + UGn n£lN ° n ^ n n
Un , las "defining sequences" ( 11) o Mstrings" ( 1 ) a las que en núes 

tra memoria denotaremos c orno "cadenas". También en esta linea podemos 

mencionar los trabajos de J. Kbhn (15), S. Tomasék (33) y (-34) y L. - 

Waelbroeck ( 41).

Nos proponemos en esta mémoria, siguiendo por este camino, 

generalizar algunos de los resultados obtenidbs por M. Valdivia y B. - 

Cáscales para absolutamente convexos y semiconvexos, respectivamente, 

así como relacionar los espacios por nosotros introducidos con los es

pacios con redes definidos por W. Robertson (26).
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Brevemente, el contenido de esta memoria es el siguiente:

En el Capítulo 1, intentando extender los resultados obte

nidos en espacios Casi LB y Casi LqB al contexto general de los espa

cios vectoriales topológicos, definimos los espacios Casi LF, a cuya - 

clase pertenecen los espacios citados y que demostramos forman una sub 

clase estrictamente contenida en la de los Casi LF. Probamos que los - 

espacios Casi LF verifican las propiedades de estabilidad exigidas en 

la conjetura de Grothendieck y damos Teoremas de Gráfica Cerrada y - 

Aplicación Abierta para dichos espacios. De forma natural, observando 

el Teorema de la Gráfica Cerrada llegamos al estudio de los espacios - 

adecuados en el dominio para este Teorema que son aquellos que cumplen 

lo que denotamos por la propiedad (B ) y cuya clase contiene a los espa 

cios de Baire y está contenida en los espacios tonelados (según defi

nición dada en (1) para espacios vectoriales topológicos). Obtenemos 

teoremas de localización para aplicaciones lineales continuas cuando - 

en el dominio hay un espacio con la propiedad {B ) y en el rango un es

pacio Casi LF y extraemos consecuencias que usaremos en el estudio de 

los espacios de aplicaciones lineales continuas. Dedicamos también un 

pequeño apartado al estudio del producto tensorial entre un espacio lo 

cálmente convexo metrizable y un espacio localmente convexo Casi LF y 

■por último analizamos la relación existente entre los espacios Casi LF 

y los espacios con "webs" definidos por W. Robertson (26 ).

En el Capítulo 2 introducimos una noción de limite inducti 

vo generalizado que es caso particular de los limites generalizados de 

finidos por Turpin (35) y damos condiciones para que dicho limite coin 

cida con un limite inductivo de una familia de espacios vectoriales to 

pológicos (según definición dada en (1)). Estudiamos condiciones para



que un límite inductivo generalizado sea un espacio Casi LF, extende

mos el concepto de límite inductivo Sucesionalmente retractivo dado - 

por Floret (7) al caso que nos ocupa y obtenemos algunas propiedades - 

de regularidad para los límites inductivos generalizados por nosotros 

introducidos.

El Capítulo 3 lo dedicamos al estudio de los espacios de - 

Síowikowski y Raikov. Probamos que dichos espacios coinciden en cual

quier caso, (M. Valdivia (39) probó que estos espacios coincidían en - 

el caso separado), pero Raikov y Síowikowski no exigen dicha condición 

en sus artículos. Probamos que todo espacio de Síowikowski tiene una 

T-red estrictamente cerrada (26 ), y establecemos por último condicio

nes bajo las cuales la implicación recíproca es cierta, extendiendo de 

esta forma los resultados obtenidos por Valdivia (39) en relación con 

los espacios con "reseaux" de De Wilde para el caso localmente convexo.



CAfüTULo i :  e s p a c io s  caso  l f  y  teorema d e  qrafüca c estad a .

o. introducción.

Dado un espacio localmente convexo Fréchet, F, y { Un: n6.1N̂

un sistema fundamental deentornos absolutamente convexos y cerrados del orî
|Ngen, si en el conjunto IN de las sucesiones de enteros positivos conside-

OO
ramos un elemento c^=(a ) ...y hacemos A . = C\ a U , A . es un disco de BannélN ô - 4 n n ° v  —
nach y se verifican las siguientes propiedades:

(i) F = 0  ^  : *eiN,N  ̂.
IN(ii) Si en el conjunto IN -consideramos la relación de orden 4 , don

de para dos elementos =(a ) _... y /S =(b ) , decimos que * n n£.)N J ' n n£4N
4 & si y sólo si a 4 b para cada n£lN, se verifica que si' n ny
M. Valdivia observó que no solo estos espacios verificaban es

tas propiedades, sino que había otros espacios, por ejemplo los espacios LB 

en los que se cumplía un Teorema de Gráfica Cerrada, se daban estas propie

dades y además éstas tenían importancia en orden a obtener resultados en d¿ 

cho Teorema. Esto le llevó a definir los espacios Casi LBÍ̂ ff). Dicha clase

de espacios verifica las propiedades de estabilidad de la conjetura de Gro-

thendiech, y Valdivia obtuvo para ellos Teoremas de Gráfica Cerrada y de Lo 

calización, tomando en la partida una amplia clase de espacios, que poten

cian los Teoremas de levantamiento de M. De Wilde (4) y (5). Dedujo también

entonces A^£

-  1 -



que todo espacio localmente completo con una red de tipo b es un espacio

Casi LB y que todo espacio Casi LB tiene una red estricta.

En (3) B. Cáscales da las definiciones de espacios Casi L B yP
Casi L B que extienden los resultados de Valdivia a los casos absolutamen o —
te p-convexo y semiconvexo.

Es este capítulo introducimos la clase de los espacios Casi -

LF, clase definida en el contexto general de los espacios vectoriales to

pológicos y a la que pertenecen, tanto los espacios Casi LB definidos por 

Valdivia como los Casi L^B y Casi L^B definidos por Cáscales, y que veri

fican todas las propiedades de estabilidad que se dan en estos espacios. 

Damos también Teoremas de Gráfica Cerrada y de Localización, relacionamos 

dicha clase con la clase de los espacios con redes definida por W. Robert 

son (26) y obtenemos en este contexto resultados análogos a los obtenidos 

por Valdivia para localmente convexos.

1. NOTACION.
Recogemos en este apartado las notaciones, definiciones y re

sultados a los que nos referiremos a lo largo de esta memoria. Seguiremos 

básicamente la notación usada en (1).

A lo largo de la memoria consideraremos espacios vectoriales 

sobre el cuerpo JK de los números reales o complejos, • JK dotado de la to

pología usual.

1,1,  D e-iLiriLdión,

Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo IK. Una sucesión 

U = (un)n€JN de subconjuntos de E, diremos que es una "cadena" en E si - 

se verifica:

(i) es equilibrado y absorbente, para cada nfeIN.

(ii) U tiene la propiedad sumativa, i.e., U - +U - S U ,  n€JN.n+l n+l n
Diremos que U^ es el "comienzo" de U y que U^ es el "n-ési-
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mo escalón" de U .

Para cada cadena U, denotaremos por N(U) -  u y diremos -ntM n
que N(U) es el Núcleo de U. Por tener U la propiedad sumativa y ser cada

escalón equilibrado, se verifica que N(U) es un subespacio vectorial de E

Escribiremos U<^.V para dos cadenas U =(U )  ̂ y V - (V  )n nC|N/ n nclN
si la relación U £V se verifica para cada nfelN, y denotaremos por U ( \  V n n
la cadena (U f\V ) .n n n€lN

Denotaremos por (E,/*) un espacio vectorial dotado de una topo 

logia lineal y HausdorffT . Diremos que (E,l) es un espacio vectorial to- 

pológico. Un espacio vectorial topológico metrizable completo diremos que 

es un espacio de Fréchet.

1.2,  9nopo*ic¿ jón,

Sea F un c o n ju n to  de. cadena* e* un e*pacJa v e c to n ia i E , t a l - 

que pana cada U, V € F  , exJuste un WG.F t a l  que W Q U ñ V ,

£ ru tonce* -Lo* e*caJane*  de da * cadena* de F Fonman una b a *e  de 

e n to nno* deJL onJuyen pana una topo Jag Ja  JJneaL Tp *obne E . Fiá* aún, * i  

n  mu) = { o ¡ , e n to n ce * / p  e* Hau*donFF» y  (E,T ) e* un e *p a c ió  v e c to -  

n ia J  to p o J á y ic o ,

Demostración.

Ver (1), pagina 7.

1.3, 9 n o p o * ic ió n ,

Un e *p a c ió  v e c to n ia i to p o ió g á c o  (E ,T )  e * rn e tn ig a b ie  * i  y. * ó i o  

* i ,  e x i* te  una cadena U en E , cuyo* e *c a io n e * fa/im an una ba*e  de e n to nn o *  

deJL o n iy e n  en (E, T ),

Demostración.

Ver (1), pagina 12..
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2 . ESTACOOS CASO LF.

Consideraremos a lo largo de esta memoria el conjunto de las
INsucesiones de números enteros positivos IN dotado de la relación de - 

orden definida en el punto (ii) del apartado 0 de este capítulo.

2. D e fin ic ió n .

Sea (F ,T ) un eA p a c ió  v e d o n la l topoL.og l.co, y  ¿en. F

IN /
.* ot £  IN > una familia de 4ubeApaclo4 v e d o n la le A  de F v edificando Loa ¿i. 

gulenteA pn.opi.ed.adeA:

( i l )  Tana cada o(c//V̂  , F̂  t ie n e  oa o c ia d a  una cadena U  ̂ eri

Fw cuyo4 eAcaloneA fonman una baAe de en tonno4 d e l o n lg e n  en (F¿ ,7^ ) ,  de  

manesia que (F^ ,T¿ ) eA un eA pació  de Fn.ech.et. Diñemos que eA La " cadena  

cao c ia d a "  a (F¿ , ) .

¡N -  -( l i l )  Tana c a d a *t0  , eA mÚA f in a  que L a to p o to g la  ! g  in d u c id a  pon.

T 4obn.e F^ , l . e . ,  La in y e c c ió n , ca n ó n ica  0^ :  (F{'U ,TU ) c- > (F , T) eA con

t in u a . ¡jo denotanem o* ^  T .01
¡N( i v )  SL con entonceA Q Lj^ .

Diñemos entonceA que (F ,T ) eA un CASO LF ESTACOO y, que F eA 

una TETTESENTACOON de F.

Evidentemente, todo espacio de Fréchet es un espacio Casi LF. 

Veamos ahora propiedades de estabilidad para los espacios Casi LF.

2.2. Tn.opo4i.clon.

Sea ( F j )  un eA p a c ió  CcaL  LF y  ¿ea (G , T f ) un eA p a c ió  v e d o -  

n ia l  to p o  L ó g ico  t a l  que e x lA te  una a p lic a c ió n  T L in e a l y  c o n tin u a  de F 

4obn.e G. EntonceA (G , T r ) eA un eA p a c ió  CüaL LF.

Demostración.

Sea F = [f* : tít.€íN J una representación de (F,7~) y considere 

mos la familia de los subespacios vectoriales de G, ĵ TÍF̂ ) : .

-  A -



Veamos que esta familia es una representación de ( G j ' ) :

(i) U j_T( )  :o4tlN,N^ = TÍO^F* : *£INlN ^  ) = T(F) = G.

(ii) Para cadadG.lN*N , dado F.. consideramos la cadena CL= (l£)W. W. w

asociada a F^ , y denotamos por Ü̂  la familia subconjun-

tos de T(F̂ ). ¿/̂  así definida es una cadena, y si denotamos por la to

pología generada por ¿/¿ , (hacemos uso de la Proposición 1.2.), es una 

topologia separada:

Dado V un /'-entorno del origen en G, por ser T continua, —

existe un I -entorno del origen en F, tal que T(U) C  V. Como V  W- »  da-
tu

do U existe un ntlN tal que £ U(\F^, luego T(U¡J) £ V. Así pues, la

inyección 1^ : (TÍF^),7"̂ ) ■ ■■■ — > (G, / ') es continua, y por tanto, por ser 
«

T ’ separada, 7̂'también lo es.

Entonces, si consideramos la restricción de la aplicación T 

a F , Ti_ : (F^,^ ) — (T(I^),/^), esta aplicación es lineal, conti-

nua, abierta y' sobreyectiva, luego F*/ es topológicamente isomorfo
er |f„

a T(F̂ ) y por tanto (TÍF^),/^) es un espacio de Fréchet, (( 2Q), §15.11., 

(4)).

(iii) I* : (T(^ ), 7̂') - -fr (G,r;) es continua, visto en (ii).

(iv) Evidentemente se verifica que si ot , ŜfíN con , entonces

t i^ £ (JL'p , por verificarse en (F,T).

2.3» Pn-opo^LcJón.

¿U. pn.odu.cJio num.en.abLe de. e^pacLo* CoaL L f, un eApacLo Cclóú

LF.

Demostración.

Sea l (V 7‘j) : jeJl una familia numerable de espacios 
Casi LF, y consideremos en cada espacio (E.,7~.) la representaciónJ 0 -i

^ ' = i Denotaremos por E = 1 | E.
J L ** j€J J
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Sea : IN — ■ > J h IN una biyección y definamos la biyec

C'*’̂n IN ^ IN: (JN ) -------V{N que aplica

|«j : J«j} ~ * . < b n)n4W

siendo (b ) la sucesión construida de forma que si : j*. jles -n nelN L j >

tal que ot.. = (a. ) definimos b = a ^  N, para n = 1, 2, 3, ...«j j ,n nClN n y(n) ^
INes una biyección, por serlo y por tanto, dado *í€JN

J
existe un único ( o( . : j C J) € (IN ) tal que : jéJ}) = .J J
Así pues, podemos definir para cada ol€!N*N = \ \  E¿.. Veamos que -

j J
la familia { ( E * , ^ )  : * c m lN3 es una representación de (E,/), donde 

denotamos por 7̂  la topologia producto de las , j£J, y por / la

topologia producto de las /..0
(i) \J E = E :
«t«N,N

JN •Dado x = (x .) . - . £  E , x . £ E ., existe £IN / j j fe J J J J
x . e . , j £ J. Si *\l» : j  £ j}) =0̂ , entonces x £ E . = H  E ^  .
J J J j 6 J J

(ii) Veamos que en cada E^ hay definida una cadena que define la to-

logia ^  con la que (E^,/^) es un espacio de Fréchet.

Por ser (E^.,/ ^.) un espacio de Fréchet, «C.£In 'N, j £J, yJ J J
ser J numerable, el producto W  . (Ê _.., / ^ .) = (E-fC) es un espacio -

j«J J J *

de Fréchet ((IS ), pag. 50 ). Veamos que cada (Ê , /̂ ) tiene asociada una

cadena que verifica todas las considiciones exigidas en la definición de

casi LF.

Sea en cada E ^ , » íi'L» . = (U'L. ) la cadena asociada.*3 ■ *J »n nC|N
Distinguiremos dos casos:

1. El cardinal de J es finito.
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Una base de entornos vendrá dada por "̂1 W¿_., donde cada

es un 7"¿. -entorno de del origen en E¿..J J
Sea U =  (UÍi) ... la familia de subconjuntos de E-, donde «v ** ndVM

u!i = fl u£ . . Veamos que ¿A. es una cadena en E,. :
*  j 6 j  *  *

(i) es equilibrado por serlo cada U¿. , n£/N, j£J.J»n
es absorbente en E* ya que dado un x^E* , x = (x.) . . ,

^  j

x . £ E¿ ., i É, J, existe un f\.> 0: x . £ A.uí. . Si hacemos A = máx ( A  . )J J J J ,n j
nentonces x^Au^, y esto para cada n€JN.

(ii ) Propiedad sumativa: Demostración directa, por serlo coordenada a 

coordenada.

Además, cada es un ^-entorno del origen en E , por la

construcción hecha, siendo cada U¿. un 7~¿. -entorno de 0 en E¿..J »n *J,n *j
Veamos por último que ¿/̂  es una base de entornos del.origen 

para la topologia :

Sea W = O un L -entorno del origen en E»,, con /¿ 

entorno del origen en E¿.. Entonces, sabemos que existe un n £ IN :

U¿. Cg WJ, j €J. Sea n = máx (n.). Tenemos entonces que U¿. C  .
j ° jtj J . “j-v  “J-nj

aplicando propiedades de las cadenas, y esto para cada j£J. Entonces, si

hacemos U^= ‘ | U¿. , lí9CW y tenemos que ¿/ es base de entornos*
“ j«J J’no 01 *

2. Supongamos el cardinal de J infinito numerable.

Si W es un elemento de la base de ^-entornos de 0 en E^f

W = O  donde = E¿. ; \J j , excepto quizás para un número finito de
j*J J

subíndices, en cuyo caso vH es un 7¿ .-entorno de 0 en E^.. Definimos enJ J
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en este caso U^= subconjuntos de tal que

U11 = n VJ donde V¿ = U¿. si 1 ¿ j i, n
jU» *-n «■" °‘J-n

V¿,n = E«j s ij> n

Así construidos, para las condiciones de una cadena tenemos:

(i) se verifica por razonamiento análogo al del caso finito.

(ii) La propiedad sumativa se verifica coordenada a coordenada, y - 

por tanto se verifica en el producto.

Así pues, es una cadena, cuyos elementos, por construc

ción, son /^-entornos del origen en Ê . Veamos que U^ es base de ^-en

tornos de 0 en Ê :

Dado W =f]ŵ  , 7^ -entorno de 0 , con = E¿., excepto para 
j€l>J J

un conjunto finito de Índices , que denotaremos por I, para cada i £. I -

existe un n.^N : U¿. & W 1, y podemos considerar n = máx (n.). Sea -i *i,n.  ̂ o . _ i* i i*I
n 1n1 = máx( n , máx (i)). Si consideramos el escalón U ® de , o o . *i£I

= fl vJy , : . = U¿. , si l ¿ j ¿ n ’
*  * ' n o 0

VJ , = E¿. si j> n'«x,n; *j «

y entonces se verifica que:

sí íéI U .. = V C IK. Q W por ser n' >, n.' Xi,n1 ,̂n' - di,n. o v io o i

si i¿I , evidentemente V* , £ E¿. , por tanto = H , C W
1 1 * jflN « ’n o ~

y es una ^ -base de entornos de 0.

(iii) Veamos la continuidad de la inyección I ̂  : (Ea ,/̂ ) ■-> (E, T):

Si E = O  E'j.., por la propiedad (iii) de Casi LF, sabemos que la inyec- 
* j£J J
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ción I*.: (E¿ . ------ ^(E.,/ .) es continua, por tanto existe un n.*J 7 J J J

tal que U¿ . £ Wj .
,nj

(111.1) Supongamos J de cardinal finito. Entonces, dado W T-entorno de 

0 , W = O  con T .-entorno de 0 en E .. Si consideramos
j6j j j

n = máx (n.). Un<>= J | U¿. » i U¿. C. W, luego 1^ es continua.
° jej j ' - jé! *j."0 01
(111.2) Sea J de cardinal infinito numerable.. Consideremos W = M

con = Ê ., excepto para un subconjunto finito I de subíndices. Si-

guiendo un razonamiento análogo al del apartado (ii) de la página ante-

rior obtendríamos que existe un n^ €;1N : £*W, luego 1^ es continua

INpara cualquier conjunto J y para cada

IN(iv) Veamos por último la relación de orden enJN :

Sean o{ = (an)n£jN> (3= (bn)n£jN ^os elementos de |N tal que

Por s e r una biyección, sabemos que existen

= (b j , p u j f e J i  t a l  que : J f e J } ) = *  y

1 (\^j : > =(3-

La relación entre los y los ̂  viene determinada por el orden entre 

^ y , ya que para cada n

an = a v|(n) = a (j,p)’ bn = b fin) = b(j,p)-

Como V̂> es una biyección, para cada par de números enteros positivos

(j,p) se verifica que si a £b , n = 1,2,... entonces a, . *¿b,. ,,J K n n (j,p)^ (j.p)

j ̂  J, peIN, luego =(a(j p)) ís ̂ b(j p) ̂ = P j *  y por tanto

= H  Vj £  fl V'’ = , y esto para ri = 1,2,...
J6J *'n j€j P’n *
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(ya que o( implica que ©( L p, J j € J , luego U¿ ^ C n J j€J, 

\¡ n€»N).

Luego (E,/ ) es un espacio Casi LF.

2.4 DafJjriLclón., (i).

1, Sea E un espacio vectorial. Para cada ie I, siendo I un -

un conjunto de índices, sea una aplicación lineal del espacio vecto

rial topológico (E.J .) én E. Supongamos que E = A.(E.) y considere-1 i i£l 1 1
mos es E el conjunto F de cadenas:

F = ̂  ü : U es una cadena en E y A^(E^) es una cadena topoló-

gica en (Ê ,/\), para cada iC. 1^ . (Diremos que una cadena es topológica 

cuando todos sus escalones son entornos del origen para la topologia del 

espacio).
Entonces, la topologia Tj- (Proposición 1.2.) es la topolo

gia más fina sobre E tal que todas las aplicaciones Â , i I son conti

nuas. La topologia Tj- diremos que es la "Topo-LogÁja ünd juctLva"sobre E, - 

con respecto a la familia | j*

Un espacio vectorial topológico así construido diremos que - 

es el "¿Jjrújte. Lndhj.cti.vo de los espacios ,7~ ) con respecto a las Â "

y lo denotaremos por (E,D = ¿El A. (E. ,7”. ). De acuerdo con nuestra defi-1 1 1i€I
nición, exigiremos siempre a un límite inductivo ser Hausdorff.

2. Definimos ahora la "Suma d u ia o ta  topoJ-ógU-ca" de la si

guiente forma:

Sea, para cada i£I, í̂*̂ "í̂  1111 esPaci° vectorial topológico
y denotemos por E la suma directa algebraica de los E., E = ©  E..

1 i€I 1
Consideremos las inyecciones canónicas 1̂ : Ê C. .

Llamaremos "Suma d u ia c ta  ¿ a p o ló g ic a "  de los (Ê ,7\ ) a  ̂espacio vectorial
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topológico, siendo / la topologia lineal más fina sobre E que hace conti

, 'J i<£ I.1
21.

nuas las aplicaciones 1̂ , \ ifi I. así definida es Hausdorff. (1), pag.

3. Sea (E. ). ... una sucesión creciente de subespacios vecto-k ke IN *
00riales de E tal que E = U E. , y supongamos que existe definida una topo-\csi k

logia lineal Hausdorff sobre Ê , k£.tN, de forma que ^+i| =
Ek

Si / es la topologia vectorial más fina sobre E tal que to

das las inyecciones canónicas 1̂ : E *■—-- > E son continuas, (topologia -

inductiva sobre E con respecto a la familia { (E , / ), I >, diremos quek Jk€lKl
(E,7~) es un "L im ite  in d u c tiv o  e A tn tc to ", y lo denotaremos por 

cao
(E.D = U  (EL J  ). (i), pag 27. 

k=l
Se verifica que toda suma directa topológica numerable

« 5

(E,n = ®  (E.,r.) es límite inductivo estricto de los espacios
i=l 1 1

<Fk'r'k> - ®  i=l

2 .5. ? /io p o s ic ió n .

La ¿urna d in e c ta  rwm.cn.ab Le de eA pacto a CqaL LF, ca un. eA pacto

CoaL LF. 

demostración.

En el caso finito, por ser la suma isomorfá al producto, es

tá ya demostrado. Veamos el caso infinito numerable.

Sea |(E.,7~.) : jfclN j una familia de espacios Casi LF, y - » J J
sea para cada j£ IN , ^ (Ê , 7̂ ) ujia representación de

E., siendo U ? = (IT1 ) . ... la cadena asociada a cada (E¿,7̂ ). j < a ,n nfclN « *
Sea (E, H  = 0  (E.,F.) la suma directa de los (E.,7\), e - 

jtlN J J J J
identificaremos Ê. en la forma habitual como subespacio vectorial de E.

ÍN 1 2  3 aSi °U (an)n€|N^*N . definimos E^ = E¿© ... .
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Veamos que es una representación de -

(E, T ) .  

(i)0,n E = E: 
t*eJN 

Si x€.E , podemos suponer, sin perdida de generalidad, 
P

x = í3^x. , con x. E., i = 1, 2, ...,p.1=1 i 1 1
IN iPara cada i, existe un«<.€lN : x.C E„.. , con oí. = (a. ) ...,* i i *i i i,n n£\N*

i = 1,2, •••> p •

Sea o( = (a ) : an = máx (a. , n = 1,2,....n níLlN n l é ± ^  i,n 

a = máx ( p,_a , a ' , ... a ).1 . _ 1,1 2,1 p,l

Entonces, así definida verifica que oí % , i = 1,2, ...p, y por tan

to E^¿ Q. E^ , 1 ti ¿p. Entonces x £ E ^ E ^  0  .. .©E^= E .

(ii) Evidentemente, por ser cada E£̂  un espacio de Fréchet, los Ê  

son espacios de Fréchet. Veamos que existe una cadena asociada a cada - 

uno de ellos, de forma que se verifican las condiciones de la definición 

Definimos como la familia de subconjuntos de E^ tal que:
„ *1 O a
U . = U + U . + ... + U 4 . U. es una cadena en E .:ot,n «,n «c,n “t

(11.1) Evidentemente cada l/l es equilibrado por serlo los U1 ot ,n
UÍ] es absorbente en E . ya que si xtE, , x =.§, x. x.£ EÍ, ,« ti i=l i, i *

i= 1,2, ...,p, entonces existe unA^>0 : x̂ €. í̂ Uej»n ’  ̂~ ,mJ ai

y haciendo ^ =  máx ( J\.) tenemos que x.€. Auj¡,n i - • ••»? luego
liiía. 1 1

xe-iuj.

(11.2) La propiedad sumativa es evidente por verificarla cada U1 *{, n 
Veamos que U# es una base de /^-entornos del origen en Ê :

r \  i pode-Evidentemente, dado un entorno del origen de la forma U*,n^ ’ p

mos considerar n = máx (n.) y aplicando propiedades de las cadenas, - 
0 it«Sl 1
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CL¿
sabemos que ©  U1. = l/*° C  ©  U¿,. - c{,n K . « n1=1 o 1=1 i

luego i i ^ es una base de /^-entornos de 0.

(iii) Las inyeciones 1̂ : (1^,^ ) ^(E,/) son continuas:

Sabemos que (E,/) es límite inductivo estricto de los espa
la

cios (Ê , /̂ ) , k£jN y por tanto, son continuas las inyecciones

V  S i  < V  V  » (E-r)-

Además, por ser cada (E .,/ .) un espacio Casi LF, sabemos que son conti-
 ̂  ̂ » i

nuas las inyecciones I . : E^— —£E, \/d€.lN . Así pues, si considera-

mos la composición de aplicaciones continuas
a. 4*

E . = E^----— > 0. E.----- -— $  E,Oí 1=1 * ' 1=1 i

tenemos que I , : (E,,/ ) ^ (E,/) es continua, y esto para cada -

(iv) Veamos por último que se conserva el orden:

Evidentemente, si o( = (a ) - /3 = (b ) entonces^ n nt|N ( n- nCiN,
a t ¿I

\jn. = ©  U* C ui 9 ©. = u2, luego* i=l ®C,n i=l p, n i=l p, n P* e

U* 9 , n =1, 2, .... y entonces .

2 . 6 9/iopoAÍduón.
r  &or

Si. (E, /y = r-r (E , /  ) <¿a un iim u te . amxLllcJjlvo  num ojiabie. de ■L— 1 n n
_  —  " * —  —

eApacioA Go a í Lh (E , ! ) ,  entonces ( E , / I  eA un eA pacido CqaL Lb.

Demostración.

(E,/) es topológicamente isomorfo al espacio cociente
Oo r
.© (E J  ) / ,  , donde N es el núcleo de la aplicación i=l n n/N

J : i§N Ei------ que aPlica

(x ) . xn n4lN i£ÍN n
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J es continua, y por tanto, aplicando (is) Teorema 5.7., y las Proposi

ciones 2.2. y 2.5. , obtenemos directamente que (E,/) es un Espacio Casi 

LF.

2 . 7. ConolanLo.
©o

Sea ( E j J  -^7 (E , T ),  con (E , T  ) eA p a c ió  de F /iéche t, n é tN  n= / n n  n  n  '

EntonceA, (E , T) eA un eApacio Co a í LF.

Demostración.

Se.obtiene directamente aplicando la proposición anterior, 

ya que todo espacio de Fréchet es un espacio Casi LF.

2 .8 . 9/mpo^i.cÁ.ón.

Sea ( E , J ) un eApacio Coaí. LF con una nep/ieAenutación F -
i _ ^  i
l  (E^, j  . Sea G un ¿ubeApacuo vectonJüoU. de E.

S i pana acuda «(£ G H  7̂  -cennado, entonceA G eA un

eA pació  Co a í. LF.

Demostración.

Consideremos la familia de subespacios de G, F '= | GAE^ :

IN , y dado un Q(€.fN sea U = (U„) la cadena asociada a J e< * n£/N
Entonces, es una caúena en GOE^que es base de -

entornos del origen para la topologia 7*̂ inducida por sobre G. Se —

verifica además que (G£\Erf,7y) es un espacio de Fréchet, por ser GOEw

7̂  -cerrado en Ê  , ^ .

G = U T EfiG, es consecuencia de que E = E_.

I'. : GfiE,— >G es continua, t/oifclN por serlo I : E^— Ê.A K / Ck
Y por último, la relación de orden entre las cadenas, se ve

rifica, por verificarse en (E,7~).

Así pues, (G,7”.̂ ) es un espacio Casi LF.
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3 . TECfimA DE QMFÜCA CERRADA.

El objeto de este apartado es tratar de extender el Teorema

de Gráfica Cerrada entre espacios vectoriales topológicos, que tiene en

la partida espacios de Segunda Categoria, y en la llegada espacios de -

Fréchet, usando para ello los espacios Casi LF.

Veremos primero una propiedad de los espacios Casi LF, que -

usaremos a lo largo de este capítulo.

Consideremos (F,0 un espacio Casi LF, y sea ^  - {(Fa ,^):

IN una representación de (F,/ ). Sea <^= cadena -
INasociada a cada F_ , cí£ |N <X *

3 . 1 .  Psiopo4i.cU.0n.

Dada una 4uce4Íón de enU.en.04 p o 4 Ü lvo 4  j?) - r̂rirL̂ ri^ //^  y. V un 

T-entonno d e l osUg.en, e x is te n  do4 rujm.en.04 entesio4 p o 4 Íllv o 4 , p, q£tN, 

ta le 4  que

U  4 u5 •* - ( a 1 ^ 00/1 a - m > n = 1, 2 , . . .  p l  C V.i  d n n€-//V n n r J

Demostración.

Supongamos que la tesis no es cierta. Entonces, existirán 

&  = m̂n^n£IN sucesi°n de enteros positivos, y V / -entorno de 0, tales 
que

\jp£IN/ u{v% : «= (an)ntlN, *„ = »>„. n = 1, 2, ... p] ¿V,

q = 1, 2 , ........

es decir,

para cada rGJN, existe una sucesión ci = (a ) tal queK r r,n n£IN

a = m , n = 1, 2, ..., r y uj $  V. r,n n Mr '

Si hacemos entonces, o( = (a ) con a = máx (a ), n = 1, 2, ...n n£IN n r,nr£(N *

tendremos que C. û , r£lN, y por tanto ^ V, J r€ IN.
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Ahora bien, por definición de espacio Casi LF, la inyeción
IN1^ :  > F es continua, para cada *x €. IN , luego dado V, existe un

nélN tal que C V, Llegamos pues, a una contradicción.

3 .2 . Con.oXwiLo.

En Eola hEpóteAEA anEesiEo/ieA, dado - r̂rirl̂ ^  T -e n to /i- 

no de. o en Y , existe , un pGfd t a l  que.

U {  Up •• * = (■V W  corl an = V  n = 1’ 2 ' - V

Demostración.

Por la proposición anterior, sabemos que existen p, q N, ta

les que
u

Podemos considerar dos casos:

1. p<q, en cuyo caso el conjunto

{ * = ân^n£lN COn an = "n* n = 1, 2, ..., p, p+1, ... q}c

{ «  = ' V n t l N  con an = V  n = 1> 2...... P Í
luego

° { U2 : * = (an>nfeW °°n an = V  n = 2....... q] - V ‘
2. q<p, en cuyo caso, por definición de cadena, sabemos que u£ c u¿[.

lueep|*(up : « =  (an )n 6 W  con an = mn> n ,-1, 2  p ]  C

= * = '^nfelN 00n an = n = X’ 2 P J ^ V-
c.q.d.

En las dos proposiciones siguientes, consideraremos (E,5) 

un espacio vectorial topológico y (F,7~) un espacio Casi LF, con una re

presentación f 4 (F .7“ ) : tX£|N*N l , siendo U = (lí)  ̂ una cadena -V w w j ^ w. nfclN
-  íNasociada a (Frt , ), o? CIN

Sea T una aplicación lineal de E en F. Dada {3 = (m )
* 1 n nfeIN

una sucesión de enteros positivos, denotaremos por

i Uq, : = (a ) con a = m ,  n = 1,2......  ( C1 n nG. IN n n J ~ V.
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'm m m T""1( ^ ( U* : = (aJ nítN con a = m ,  n = 1,2,... ,h^)m, m_...m, *• n n£|N n n  *•1 2  n

h = 1, 2, ....

Supongamos que existe una sucesión = (rn)n£jN> tal Que
_.5
U es S -entorno del origen en (E,.S), n =1, 2, ...IW ”rn
3 .3  fn.opo4Lcl.0n.

Con4ldenemo4 (E,SJ metnlgable, y 4u.pong.amo4 que la gnáflca

de T cinta a E >t en un cennado, pana la topología pnoducto de ExF^ , 
¡Npana exuda ri.£/V . Entonces:

1. U r u n % 2 ,  n<JN
'L1/L2','/ln ~  A'1/L2'"A'n-2 ’

2. T e4 c o n tin u a .

Demostración.
5

1. Sea k>2, k£IN, sea x£Ür r  ̂ y sea <Bk)k€lN una “
1 2 * * * k

sucesión fundamental de 5 -entornos del origen en E, decreciente, tal -

Que o
B C U . _n — r, r*... r. r. , ... r, , n = 1, 2, ....12 k k+1 k+n

Entonces

(x - B ) n u / <t> , luego
1 2 "  k

1  x, €. U : x - x, £ B, £ U
1 rlr2 - " rk 1 1 rlr2 " - rk+l

LLamaremos y^ = x - x^. Procediendo por recurrencia, supongamos que pa-

ASra mClN existe y £ B £ U . Entonces,m m r.r_. . .r. r. . .. .r,12 k k+1 k+m

(ym - B ) 0 U r» ¿ ^ » luego existe x 6, Um m r,r_...r, 1 . m+l r„r_... r.1 2 k+m 1 2 k+m

tal que y - x , £ B , . Denotamos y , = y  - x „£LB‘'m m+l m+l ^m+1 ^m m+l m+l
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Tenemos así construida una sucesión (y ) -T convergente aln ne (N &
origen en (E,5). Además, por la construcción, sabemos que*v\+l
ym+l = X * X1 - ••• - xm+l> y aSÍ ym+l= X ' ?,xi COnVerge a 0 en1 =  1

+-OQ
(E,5) cuando m tiende a +-oo , luego x = x. en (E,S).

i=l 1

POr otra parte,para cada j£IN, Tx. £ T(U )i rr...rj 1 2 k+j-1

y entonces, por definición de U , existe
  rlr2- * *rk+j-l

P j = ^j.JnelN tal que bj,n = V  n = 2......“+J-1- y

Tx. £

Construimos /3 = (b ) b = máx (b. ) , y verifi1 n n€lN n j,n (

ca que b̂  = r̂ , n = l, 2, ...,k y Tx̂  1 C \  para
0n n

j — 1, 2, ... .
4* 00

Tenemos así una serie Y1 Tx . que es de Cauchy en (FA,7« )
j=l 0 ’ P

ya que m+p
Tx. = Tx „ + Tx  ̂+ ... + Tx €  Tx „ + Tx „ + ...!■ 11 ■ “ — ' — -- --- - -

y "

j m+l m+2 m+p m+l m+2

Tx , + l4+m+p-2 + uk+n.+P-l tx , + c.m+p-2 P (3 * m+l m+p-2 —

C. C. uk+m-1f procediendo por recurrencia, y aplicando propiedades 

de las cadenas.

Entonces, dado /̂ -entorno de 0 en ̂  , si tomamos
l 1 +PO

m ̂  n-k+2, se verifica que Tx. £  U * m c U?, luego Tx.
jS?l J P  ~  P >1 J

es una serie de Cauchy en (FA ,Ü y por tanto existe u C FJatal que
•+  oO

Z L Txj = U en (F

-  18 -



/va
Tenemos pues, / x. converge a x, en (E,-S), cuando m tiende a -«-«o*

WV _Tx. converge a u, en ( F a J a ) * cuando m tiende a1a i CUÍ1V Cx gv a U} “Í1 \ y ' yO
j.1 j r  '

y por hipótesis, &(T) H (E<F^)es cerrado para la topologia producto 

(denotamos por £(T) la gráfica de T), luego Tx = u, y x6T (̂u).
O©

Además, si u = Tx., dado ife1, existe n e (N tal que
j=l J 1 °

si jn Txj - u £ luego u£U^£1 + uĵ "1 c. U ^ 2, y enton

ces x £ T^íuJC T_1(U^‘2)C U
f i - r1r2* * *rk_2

—5Así pues, U r  U , k£lN, k£2.
rlr2 ’ * * rk -  rlr2‘' *rk-2

2. Dado V /"-entorno del origen en F, aplicando el Corola

rio 3.2., existe p£lN tal que

uiu/: « = (an)n6|N con an = rR , n = 1, 2.....P$£V,

y aplicando 1. sabemos que U _ c Ur,r„...r r +lr +2 — r,r_— r 12 P P P  12  p
luego, o

T(ut r. . J C  T (U ) £  Üíu£ : ol= (a ) conr,r„...r +2 r,r_...r l w n nt«N1 2 p 1 2 p

a = r, n = 1,2, ... pjCV. Entonces, T es continua, n n
c.q.d

3 . 4 .  Te.osiem.CL.

S¿ Q ( l )  eA cesisioda en Ex F , entonces T eA conJúnua, y. ¿e 

—5venÁ-jiLca que U C U  , n \  4, /ie /V.^  si.si . . s i - si.si . . s i  ' '
1 2  n  1 2  r i-3

Demostración.

Supongamos primero que T es inyectiva. Procedamos a la de

mostración en varios pasos:

1. Dada X = (r ) ..., consideramos la familia (ir } , que esu n n6 IN r.r0.. .r *1 2  n iiÉ IN
una cadena en (E,5):

- 19 -



(i) ir* es equilibrado, por serlo cada UÍ?, n 6 IN, fe-IN ̂r„ r _ . .. r12 n

es absorbente, por ser, por hipótesis 5-entornor r ... r12 n

del origen.

(ii) Propiedad Sumativa: Si x,y£ U , existen = (a )
rlr2- " rh+l " nélN

y b̂n'nG.|N tales que a = b = r, n = 1, 2, ...h+1, y n n n

TX e. ub+1, Ty e u£+1. ..........................................

Consideremos £"*= (c ) . ,.T , con c = máx (a ,b ), nfelN.n n fe IN n n n

Entonces c = r, n = 1, 2, ... h+1 y <* A ¿ % luego n n [

Tx + Ty e U1̂ 1 + u£+1 £ u£ , x + y e. T_1(u£) C T_1( 0 { u£: « =

COn an = rn' n = X>2 hÍ > " V r ,  ...r ’1 2 h

Así pues, U + U c U , y por tantor r ...r rr...r — rr...r1 2- h+1 1 2 h+1 1 2 h

O5 + C Ú + U  S CL Ü5
rlr2,,,rh+l rir2*'*rh+l~ rlr2*'‘rh+l rlr2**,rh+l’ rlr2,,,rh

Esta cadena define sobre E una topologia 71 pseudometriza- 

ble ((1 ), pag.10 ). Además esta topologia es menos fina que la topolo

gia S ya que cada elemento de la base de -entornos de 0 es un 5-en-

torno de 0 en E, por tanto la inyección I: (E,5)----  ̂(E,ft) es conti

nua . (1.1).

2. Como T: (E,5) XF,7~) tiene gráfica cerrada, existe'una topologia

T'sobre F, menos fina que T y Hausdorff, tal que T: (E,5)--- >(F, T ’ )

es continua ((3 ), pag.20).

Veamos que R es Hausdorff: Si V es un T '-entorno del ori

gen en F, cerrado, entonces V es un /"-entorno del origen , y por el Co

rolario 3.2., dada (r )  ̂,.T existe un pfeIN tal quen ntIN

- 20 -



UfuE : <x = (a ) ... con a = r , n = 1, 2 p ( £ V, ̂* n ntIN n n »** j - »
luego

Urir,...r “ : «- í«n)n*lN COn *n = V  n = X* 2’ •”  Pi)£1-2 p

T (̂V), y por ser T : (E,5) > (F,/ ') continua se verifica
-1 -5 -1que T (V) es cerrado, luego U C T (V).

rlr2-*-rp
r

Así pues, T : (E,ft)------- (̂F,7~') es continua, y fl 0 = ̂ ol
................................. ptIN rir2* * *rp

por tanto (E, ft) es metrizable. (1,2.)

T : (E,ff)—  >(F, T) tendrá entonces gráfica cerrada, por ser -

T Y T ' y  como para cada <x<LfN ̂  * obtenemos que £(T)n(E*F.) esI *
cerrado en la topologia producto.

_cPor último, por ser R4S , U C U
12 n 1 2  n

n = 1, 2, ... , y ya que por construcción, ü5 _ , n = 1, 2, ...r,r_. . .r 12 n

son ft-entornos de 0 en E, obtenemos que * , n = 1, 2, ... sonr.r_.•.r 12 n

^-entornos de 0 en E.

Así pues, estamos en condiciones de aplicar la proposición

3.3., y tendremos:

1.0^ C U  , h )>3, ĥ lN.
rlr2***rh rlr2***rh-2

2. T : (E,ft) (̂F,7~) es continua, y entonces, aplicando el

resultado (1.1.) tenemos que T : (E,5)--- >(F,T) es continua.

ó5Veamos que Üw' C U  ,n^4,n€IN:
rir2* * *rn ~ r^.-.r n_3

Si x£ U^ , x + U^ es un ^ -entorno de x tal que
rlr2* * *rn rlr2,i,rn

x + U^ C Ü5 +0^ C Ü'5' C U ’̂
Clr2 * ’ *rn rir2***rn rlr2 * “ rn ’ rlr2 * ‘*rn-l ~  rlr2 ’*-rn - l ‘
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Entonces, x 6 l/ y por tantor r .. ,r12 n

Ü5 c C U  , n>4, n<=IN,
rlr2,,,rn ~  rlr2**,rn * rir2* * *rn-l rir2*” rn-3

y así, U es 5 -entorno de 0, n = 1,2,...r„r_...r 12 n

Consideremos ahora el caso general en el que T no es inyectiva. 

Ker T es un conjunto cerrado en (E,5)» y dada la aplicación canónica

: E ----- >E/Ker T , podemos considerar la aplicación lineal

S : E/Ker T >F, inyectiva, que factoriza T a través de E/Ker T;
S o*j> = T.

Si (x,y) £(S), Sx y. Como x S  E/Ker T, existe un z£E:

<j>(z) = x, luego (Sô íz) = Tz ¿ y , i.e., (z,y) <É£(T), y por ser £(T)

cerrada, existe U 5-entorno de 0 en E y V /"-entorno de 0 en F tal que

((z,y) + (U.V)) n g ( T ) = tj> ■

Si consideramos ip(U) 5-entorno de 0 en E/Ker T,

((x,y) + ( ip(U), V) 0 £(S) = ^ y por tanto £(S) es cerrada en

E/Ker T, con la topologia producto.

Por otra parte, x £  ip(U ) si y sólo siI

Jí u e E : x = vp(u) y 3 0Í= (a ) con a = m , n = 1, 2, ...hi n neiN n n
Y\ Htal que Tu £  . Entonces (Sô )(u) £ , luego

>̂(u) = x £ S^í : <* = (an)nfem con an = mn » n = 1, 2, .. .h^ ).
“1 ) hRecíprocamente, si x £ S (IMU • (a ) „ con a = m1 * n nGIN n n

n = 1, 2, ... h 1 ), existe o( = (a ) ... con a = m ,n = l,2, ...hJ n n€.UM n n

tal que Sx£ Como x £  E/Ker T, 3 u£E : >̂(u) = x y (Sot̂ u) =

T(u) £ 11,. Entonces u £ U , x = <£ (u) £ '¿(U )m - rn — ¿ ♦ jtl i l ni,, ííi- • • • m,1 2 h 1 2 h

y tenemos demostrado que
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S X( : « = <an)nfe(N con an = mn , n = 1, 2, ... hj.) =

= ip (U ), y así pues, si suponemos que existe una sucesióni m, m_ .. .m,12 h

(r ) , tal que 0^ es 5-entorno de O, n = 1, 2, ...n n£lN  ̂ r, r_ .. ,r1 2 n
A

'f(Vr,...r > ■ S'^V{L ■■ “ = <an>n*« COn an " V  ” ‘ ̂1 2 n
A

... n } )̂  2  ̂ (u ) es 5-entorno de O en E/Ker T, y nos encon
rlr2-*-rn

tramos en condiciones de aplicar el caso anterior (aplicación inyectiva 

sin más que considerar S en lugar de T. Entoncef;

1; S es continua, luego T es continua.
A2. P̂(U ) es 5 -entorno de 0 en E/Ker T, n = 1, 2, ...> r,rn,..r 1 2 n

luego U es 5-entorno de O en E, n = 1, 2, ....rn — * • • m12 n
c.q.d.

Observación.- Este Teorema, en el que hemos seguido ideas dadas por M. 

Valdivia (33) para espacios localmente convexos, reduce un Teorema de 

Gráfica Cerrada entre espacios vectoriales topológicos a un Teorema de 

Gráfica Cerrada con espacios metrizables en la partida.

Veamos ahora un Teorema de Aplicación Abierta.

3 . 5 .  TQ.o/toma.

Sea (Y, TI un e spa c io  Cclaí. LF, con una n e p /ie ^o n ta c ió n  F - 

y. ¿ea (E, S I un espa c io  vectonLaU. LopoLógLco me-

LnJL%.abLe.

Sen. T una apLLcacLón LLne.aU. de F 4obne E , ta L  que Q ( l )  

e¿ censiada en La LopoLogLa p ro d u c to 7x5.

Dado¿ k , IN, denotamos pon

V. = V l y  \¿}j : d  = (a  I _ con a = m , n - 1,2, .. . h l,....mk. I < n nG(/v n  n JIDj ÍT1-* • • • jul •12 h
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¿u.pongjam.04 qjue e x is te , una ¿uce^Á-ón ■̂a ~̂ <2^ r r
12 h

qa S -eruto/uio de O en ( E , S ) , h = 1, 2,  . . . .

¿rvtoriceA, T e-d abLenta .

Demostración.
_ a

Sea la aplicación canónica de (F,/) sobre (F/Ker T ,7 ), 

donde Ker T es cerrado en (F,T). Entonces, aplicando la Proposición
A2.2. sabemos que (F/Ker T,/ ) es un espacio Casi LF, donde una represen 

tación vendrá dada por la familia F '=  . Denotemos

por S la aplicación lineal tal que S ôj> = T, y veamos las condiciones

en que nos encontramos:

Por un razonamiento puramente conjuntista análogo al visto en el teore

ma anterior, se demuestra que V =mni ̂ • jil1 ¿ n

= S-1 ( : •<«= (an )ne|N con ®n = n = 1, 2 h} ).
IN —Para cada°(€.iN , si denotamos por /^la topologia generada por la cade

na ( Lf(U*))n£jN sobre (̂Ftí), con la que éste es un espacio de Fré

chet, Q (S) O (E es un conjunto cerrado para la topologia 5x/ ':

Sea (x,y) € E tal que (x,y)££(S). Entonces

J  z £ : tp(z> = y de manera que Sx / ̂ (z), y por definición de S

Tz / x, luego (z,x) ¿ £(T) 0 (F xE).9 «<
Por ser Q(T) cerrada para la topologia Tx 5 y T.yT,„

*  I F0(
existe un n£lN y un V 5-entorno de 0 en E, tal que

((z,x) + (i£,v)) r\ ( gm  n  (f^e))- <f> .

Veamos que ((x,y) + (V, <j>(u£))) H  ( £(S) P\ (E x lp(F̂  ))) = <f) :

Si esta intersección fuera distinta de , existirían

v£V y ueuj : (x+v,y + <̂ >(u)) £ g ( S), i.e., S(x +v) = y + Lj>(u) =

= ̂>(z + u), luego T(z + u) = x +v, y tenemos que

(z + u, x + v) £ £(T)0 (F̂  x E). Llegamos a una contradicción.
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Estamos DUfts. en la« condiciones de la Pronnsición 3 . 3 , . considerando 

S en lu^ar da T. Entonces
_s1 - C v , n¿ 3 , nfeíN.r,r_...r ~ r,r_...r ’12 n 12 n-2

2. S es continua, luego S "e = T es abierta.
c.q.d.

3 . 6 .  C o ro la r io .

Sea ( F J J  un eApacio Coaí. LF Aea (F.f S) un eApacio vecto

r i a l  topológico.

Sea T una a p lic a c ió n  l in e a l  de F aobre E, t a l  que Q(T)

eA cerrada en F * E , para  l a  to p o lo g ía  producto TxS.

S I aonAlderam.04 La famlLla ■[ V : A, m ^ , m ,I m, m_... m, 7 ¿r1 1 2 h

mA e ev} verificando L o a  hlpóteAlA del teorema anterior, entonceA T 

eA abierta.

Demostración.

Por un razonamiento análogo al del teorema anterior, si con
A

sideramos el espacio (F/Ker T,/ ), éste es un espacio Casi LF, y si de

notamos por S la aplicación lineal de E en F/Ker T tal que S »-j> = T,
r\

£(S) es cerrada en E x F/Ker T, para la topologia producto -S x /,

y se verifica que V =
m > ̂2 * * * ̂h,

= S_1( U-t'fíÛ ) : «= (an)n£|N con an = ">n. n = 1, 2 h} ).

Estamos pues, en las condiciones del Teorema 3.4., donde 

consideramos S en lugar de T. Entonces S es continua, por lo tanto T es 

abierta.
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4. egm?Los.

4.1. ¿¿pacÁo^ CaóL LB.

M. Valdivia, define en (38 ) los espacios Casi LB. Dado un - 

espacio localmente convexo (E,/), una Casi LB Representación del espa

cio E, es una familia { : d4IN^j de discos de Banach, satisfacien

do las siguientes condiciones:

1. : *<LIN ̂ J. = E.

2. Si entonces A^tA^.

Un espacio que admite una Casi LB Representación, se dice - 
que es un espacio Casi LB. Todo espacio Casi LB es un espacio Casi LF: 

Si denotamos por F = Lin (A#), sabemos que (F , T#) es un espacio de
A <X 04

Banach, donde es la topologia generada por la norma I! II , y una ba-

se de entornos de 0 viene dada por la familia U = (2 A.) ,„.£// así deo< * n¿ IN o* ~
finida es una cadena.

Se demuestra fácilmente que si consideramos la familia 

\ (F. ,7̂ ) : es una representación del espacio (F,7~), donde
oí IN —para cada «<€.|N una cadena asociada a (F ,/̂ ) viene dada por ¿̂  . En-

tonces (F,7") es un espacio Casi LF.

4.2. ipacJLo* Co aí. L^B Co a í. LJ5,

Una sucesión decreciente A,3 A„2 ...3A 5 ... de subconjun-1 2 n
tos no vacios de un espacio vectorial topológico (E, 7"), diremos que es

una "Sucesión Completante", si existe una sucesión de escalares positi

vos { X : nc IN ̂ tal que si x £-A , O é j ^ é X  , n=l, 2, ...,1a se-

rie 21 U,x converge a un vector de E. Si la sucesión \ X : nfelNln=l‘n n & L n J
se puede elegir de forma que Â , p = 1, 2, ... , la suce

sión ^ An: diremos que es "Estrictamente Completa".

B. Cáscales ( 3 ) obtiene los siguientes resultados:
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4.2.7. Sea (E,/) un espacio vectorial topológico y (p ) 11VT una suce-n nt IN
sión en (0,l3 , decreciente y con limite 0, que denotaremos por Pn^  0

Sea (A ) una sucesión estrictamente completa en E. donde cada A esn ntIN v ’ n
absolutamente p -convexo.

11 n 1/pn 1Entonces, la sucesión {C = (1/2 ) .A : n = 1. 2, ..•<v n n J
es base de entornos del origen para una topologia /I en E, más fina que

T i con la cual, E adquiere estructura de grupo topológico aditivo, me- 

trizable y completo.

Como Corolario obtiene:

En las condiciones anteriores, si <V es el espacio vectorial 
generado por Â , y ponemos L = ^  * en‘t°nces U con topologia

inducida por A es un espacio vectorial topológico localmente semiconve 

xo, metrizable y completo.

B. Cáscales da la siguiente definición:

Sea Pn ^  0 • Una Casi L(pn)B-representación de un espacio 

vectorial topológico (F,/~) es una familia de subconjuntos de F 

{AS : ** IN ntlN^’ , con las siguientes propiedades:

1. A" es absolutamente p -convexo, para cada c*£|N^, n£lN.w n
2. Para cada tfJEJN se tiene que A^2 A^3 ...^ A^3 ••• , y esta suce

sión es estrictamente completa en F.
IN n n3. Para cada , |SfclN , con oí ̂  ̂  se tiene que A^ C a « , né.lN.
-*-oo N

4. Si llamamos A^ = A^ , entonces F = U^A^ : oieiN  ̂.

Un espacio vectorial topológico con una Casi L(p )B-repre-n
sentación se dice que es un espacio Casi LqB.

Veamos que todo espacio Casi L^B es un espacio Casi LF.
IN / k \Si para cada c<.£IN , consideramos = |̂i_ n A^/ y denota

mos por A^ la topologia sobre E construida, según 4.2.1., por la suce-
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sión (Â ) , , entonces, aplicando el resultado 4.2.2., tenemos quenfeiiN
) es 1111 espacio de Fréchet. Veamos que la familialLi>C

T -  ^ (L̂  ,A >. ) : c»4€l IN J es una representación de (F,7"), con lo que 
I ex

(F,D será un espacio Casi LF:

(i) F = U  , ya que Â C. L , para cada ex e IN IN, y
*C|N

k  = F.
JN(ii) Para cada <* G. IN , consideramos la familia

U ^ ~  ^ = ((l/2n) n*A^ ¡n* así construida es una cadena:

n n IN(ii.l) es equilibrado, por serlo Â .txeiN , n€=IN.
-t-OO

es absorbente en : Si xt , x £. ^A^} = mA^ , por 

ser A^ absolutamente p^-convexo. Entonces existe un m)0 tal que 

x £. mA^ .

Cii.2) Propiedad Sumativa: Por ser A^ absolutamente pn-convexo,se

verifica que
1/p 1/p 1/p 1/p

(l/2n) n.A^ + (l/2n) n.A* C  (l/2n) n.2 n.A^ =

1 1/P
(1/2 ) .A,. Además, por ser (p ) . ... una sucesión decrecienteek ^ *n n£JN

y An C pP  ̂se verifica queC* a

C» + C*¡ C (i/2n-1)1/Pn.A“ L*- c”; 1.

(iii) Si (X , ̂ SGIN tal que entonces A ^ c a ^  y por tanto
•roo

Lf. = ¿ A ^ ^ S  (~\ v.A/v') = L - . Entoncest oí n=l x <*' n=l x

1/p 1/p_n /0n, n An - T >- /0n, n .n^. _n0^= (1/2 ) .A^rtL* £: (1/2 ) -A^PiL^ = Ĉ .

(iv) Por 4.2.1. sabemos que A , es más fina que T , luego la inyec-o(
- |Nción I: ( ^ t^j^)----- >(F,/) es continua, para cada c<£|N

-28 -



Así pues, F es una representación de (F,M y (FJ  ) es un ee 

pació Casi LF.

B. Cáscales da la siguiente definición:

Un espacio vectorial topológico (F,/ ) diremos que es un es

pacio Casi LpB si existe una familia F = : <*£ IN ̂ d e  p-Discos de

Banach, (0¿p¿l) que verifica:

(i) A^ : oífc|NÍNJ= F.

(ii) Si d  ,

Una familia con estas propiedades se dice que es una Casi 

LpB-representación de F.

Todo espacio Casi L^B es un espacio Casi LqB, luego todo 

espacio Casi L^B es un espacio Casi LF.
4.3  ConJyiae¿.ernp-lo.

Veamos por último un espacio Casi LF que no es Casi LqB.

De esta manera demostramos que la familia de los espacios Casi LF con

tiene estrictamente a la familia de los espacios Casi L̂ B.

Sea (F, /) un espacio de Fréchet, no localmente semiconvexo.

B. Cáscales ( 3 ), demuestra que este espacio no puede ser un espacio - 

Casi LqB. Sin embargo, evidentemente,'(F, T) es un espacio Casi LF por - 

ser un Fréchet.

Como ejemplo de espacio de Fréchet no localmente semiconve

xo podemos considerar el espacio F de las funciones medibles Lebesgue -

en dotado de la topologia de la convergencia en media. (15) 6.

10. J.
Tenemos pues así demostrado que existen espacios Casi LF - 

que no son espacios Casi LqB.
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5 . SOBRE LOS ESTACOOS DE TAfiTODA.

5 .1 .  De.&-rU.c¿ón. ^26)

Una familia numerable de subconjuntos equilibrados

W - *{ A , k,n, ,n_, .. .n, €. IN v en un espacio vectorial F,I  1 2  -k J

diremos que es una "Red (R)", es decir, una red, según la definición da 

da por W. Robertson , si se verifica:

i) 0 ̂ An : n̂ G. IN̂ absorbe cada punto de F.

ii) Para cada k£JN, n̂ , n̂ , ...n̂ £lN, se verifica que

A + A <r A , para cada n, IN
nln2 - V l  nln2---nk+l- nl V " \  k+1

1 )\ A , n. . €. IN \ absorbe cada punto de A
nin2* • ‘W t - i  nln2* * ,nk

A cada sucesión enteros positivos le correspon

de una familia 4 A : k€|N\ de elementos de la red. Cada
1 nl V ,,nk J

una -

estas familias diremos que es una "fibra" de la red.

Diremos que una red es "ordenada" si dados r̂ , r̂ , ..., r̂ ,

s., s_, ..., s, enteros positivos arbitrarios: r. ¿ s. , i = 1, 2, ..1 2 h 1 1
h, entonces A C. A

rir2***rh SlS2**‘Sh

5 .2 .  Lema.

Sea ( F , T ) un eApacLo CoaL  LF con una nepneAentacLón

4Lendo U^= ~̂a caQ-e/ia aco d ad a  a F^, pana

!Ncada <*G//V . EntoriceA. ,  AL deprU m o*

= ° l - 4  ; P = lbn!n.eJt cnn ba = , n = 1, 2, . . .  , / t j

pana k , n.2 , . . . ,  enteno4 po¿LtLvo¿ anbdtnanLo4 ,

10 =\C  , h , n 4,n~,  . . . ,  n . e  !N \ eA una ned ondenada en F. .C /L ¿jfL^ • • / L f & fL
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Demostración.

i) Cada C es equilibrado por serlo los ul?, h€-IN, /3>fclN
rlr2‘ ■rh ° I

Ule : n. € 1N*1 absorbe F: Dado x € F = J ,n̂  l J «tw1*

3 oc = (a ) _. tal que x F> , y por ser absorbente en Fn n€ liM °t w tx
1tenemos que üX>0 tal que Entonces

X £ \ C ^  - X ( 0 ^  : (i= (bn)nelN con ^  = aj ).

ü ) c + c c, c > h & n4 :
rir2 * * * rh+l rir2 * *•rh+l rir2••* rh

Dados x. y feCrir2...rh+1 ’ existen ^1 " '"í’n t n  y

/i 2 1 2/o0 = (b ) con b = b = r , n = 1, 2, ..., h+1 y tales que1 2 n n£\N n n n

x £ u1’* 1, y e ;£+1 . Si denotamos por S ' = (c  ) ... conC5' f4*. n n£lN
1 2  <• c = máx (b ,b ) , n = 1, 2, ... entonces ó Sí. , i = 1, 2 y n n n • i

x + y e U ^  + u £ c  u\+1 + 4 +1 -
Además c = r , n = 1, 2. ..., h+1, luegon n

x + y £. OllA : A = (b ) con b = r , n = l, 2, ... h ]■ = C
* ' p n neiN n n J r^...r^

Dados h, r. , . ..r, G. IN, O  C absorbe
1 h r¿® rlr2-"rhr

Si X £  Cr,r,...r ’ 6XÍSte (*“ (bn U «  COn bn= V  n = ^1 ¿ h

2, . *.h : xé- , y por ser U^ una cadena 3A>0 tal que x £. Xu^+1.
h+1Entonces x e M O ^ n  : d  = (a ) con a = r , n = 1, 2, ..., h,ex n n£|N n n

a = b \ ) = n+1 n+1 J

C :r r . . . r1 2 h

) = A C i r1r2...rnbn+1.

Así pues, 11/ es una red (R). Veamos que.es ordenada:

Dados h, r. ,r_.. .r, , s, ,s_,...s, con r. ¿ s . , i = 1, 2,. 1 2  h 1 2 h í i .h,
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si x£C j A = (b ) con b = r , n = 1, 2, ... h, tal quer,r_...r, / n nfe IN n n ’ ’ M12 n

x£Uo. Si consideramos ’b* = (d ) _... tal que P n nfelN

d =s , n = 1, 2, ...,h ; d = b  , n =  h+1, h+2, ... , entonces n n n n

. 'ifeUf y ^ c. o « - luee° c „ „ s c( / S í  a B B  ’ . .e 1 2 ’ * ’ h 1 2 ’ ’ h

Observación.- Directamente se comprueba que si T es una aplicación li

neal de E en F y W es una red (R) ordenada en F, entonces
) —1 1W  = (A): AG.W J es una red ordenada en E. Así pues, la familia

U!' U , h,m, ,m_, ..., m, €- IN C definida en la página 17, esl m,m_...m. 1 2 ’ h jj1 2 h

una red (R) ordenada en (E,5).

5 .3 .  Lema. (26 )

Se.a (E,S)  un e^ p a c to  v e c to n ta t  to p o  L ó g ic o  con una ned (TU

W = \ A , k , m^,..., m,<L In X .I m^rn^.. .m^ 1 h. J

S¿ (E,S)  ca un espanto  de B aü ie , entonces e x t¿ te  una ¿uce-

¿Lón (n. ) _ gAI de en teno * p o s i t iv o *  t a t  que ÁT* e¿ S -entonnon nS.1N r  ^

de 0 en E, h - 1, 2 , ...

Demostración.

Por definición de red, E = 0 \ nA : n, m, , m_ fe. (n\m^m^ 1 2 _J

y por ser (E,5) un espacio de Baire, existen n, r̂ , r^ £. tN de forma

que nA es un conjunto no raro, luego existe xfe E , existe U 5-en- r* r*12
_ c ctorno de 0 en E tal que x + U & a .En particular, x fe. A ,
rlr2 rlr2

S -S  -S  S 5luego U c - x + A  ‘ A + A £ A , luego A es un 5-entornor r r r r r  r r12 1 2  1 2  1 1
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de O en E.
-5Si suponemos, por hipótesis de inducción que A
rlr2-*-rk

comoes un 5-entorno de 0 en E, para r^, r^, ..., r^ dados,

A CÜlnA - , n, m , n entonces,
1 2" k 1 rlr2"-rkmk+l \ +2 k+1 k+2 J

existe n , r, , , r, - €. IN tales que nA es no raro, y
o k+1 k+2 rlr2 - " rk+lrk+2

aplicando un razonamiento análogo al hecho para el caso A , obtenemos
.5 r!que A es un 5-entorno de 0 en E.r r . .. r12 k+1

5.4. De£tntctón,

Distemos que un eApacio vectontat to potógtco (?,T) ventfctca 

ta pnoptedad (B), At dada una ned (R) ondenada W - ^A^
/L1/L2 m" ' Lh.

k, sij, ^2* , ,  , ex tA te  una AuceAtón de entenoA poAtttvoA (n^}

de fjo/una que ca S-entonno de 0, h. = 1 , 2 , . . .

n N

Stgjutendo ( 1 ) diñemos que un eA pacto vectontat to potógtco 

(Y,T) eA Tonetado aL toda cadena cesuiada eA topotógtca, (Una cadena dé

cimo a que eA cesuiada aL todo a aua eAcatoneA Aon conjunto a cejuiadoA pana 

ta topotogta det eA pacto).

5.5 fñopo a tetón.
Todo eA pacto vectontat to potógtco (Y ,T) que ventftca ta pno 

ptedad (B) eA tonetado.

Demostración.

Sea U - (U ) , una cadena cerrada en (F,/ ), y conside- n n t. |N
remos la familia ÍA : k, n, , n«, ..., n. £ INC dondeu n̂ ri2... riĵ 1 2  k

= Uk ’ Para k’ V  n2' ••• \  £ ”•
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Así construida , esta familia es una red (R) ordenada en 

(F«n> y por verificar la propiedad ( 8 ) , existirá una sucesión de ente

ros positivos (r ) ... tal que Pi es /"-entorno de 0 en Fn né. IN r. r_.. .r1 2  n

n = 1, 2, ... Ahora bien, ~k! = i / = U  , n = 1, 2, ,... luegor,r_...r n n 12  n

U es una cadena topológica.

5.6. 9ropo4lclón.

Sea (E,S)  un eApacio vectorial topológico que. verifica la -

pfio piedad (8), y. 4ea T : E  > F una aplicación lineal, continua y, -

ablenta ¿o b/ie el eApacio vecto/újal topológico (7,1). ¿ntonceA (7,7) ve- 

nlflca la pao piedad (8).

Demostración.

Dada una red (R) ordenada W = \  k , k, n_,n_...*■ n^n^ • • • n^ 1 2

n. €. in) en F, si consideramos la familia W  = \ T ^(A ),
1c i L nln2’ * ,nk

k, n̂ , n̂ , ^ ,r̂j » ^es una red ordenada en E. E verifica la pro

piedad (8) y T es continua y abierta, luego se obtiene directamente que
IN -7 -existe una sucesión (r )̂ IN tal que A es /-entorno de D

n rlr2**‘rk
en F, k=l, 2, ...

5. 7. (Propo4lclón.

Si CE.,S) y. (7, 7) 40n do4 eApacio4 veclorlaleA topológica4 

que verifican la pnópiedad (8), entonceA ExF con la topología produc

to verifica la propiedad (8).

Demostración.

Sea W1 = ( k : k, n1f n., ... n. 6 ttll una red (R)
nln2 * ’ ’ Hk k j

ordenada en ExF, y consideremos E y F como subespacios de ExF, en la
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forma habitual- Las familias J E A A : k. n,,n_, . ..n, £\nZ1 nin2...n^ 1 2  k J

y IFHA : k, n1f n., n. £ INi son redes ordenadas en E y\_ nin2 •**nk; 1 2  k J

F respectivamente, y por tanto existen dos sucesiones de números ente-
’Sros positivos (r )  ̂ y (s ) tales que E flA es 5-entor-n nelN J n ntiN r, ...r.1 k

/no de 0 en E, k = 1, 2, ... y F f\ A es 7-entorno de 0 en F.
sr--sk

Si consideramos la sucesión (t ) , donde t = máx (r , s ) n =1, 2,n n€JN n n n

... , entonces A es 5*/"-entorno de 0 en E*F, n = 1,2, ...
1 n

5.8. fropo a telón.
S I F eA un AubeA pació denAO de. (E, T) F verifica la pro

piedad (B), enlonceA E verifica la propiedad (B).

Demostración.

Dada una red ordenada W -  < A : k, n, , .. .n. £ IN \\ n^.-.r^ 1’ Tí J

en E, la familia ] Ff\A : k,n. , .. .n. £. irA es una red ordena-
l nln2 * • • J

da en F, luego existe una sucesión (r ) , de enteros positivos tal -n n£lN■Vque A O F ' es / -entorno de 0 en F, k = 1, 2, ...
rir2- " rk |f

Entonces, por ser F denso en E, A O F̂  es un /-entorno de 0 -
rlr2‘'"rk

en E, k = 1, 2, ..., luego h 1 es /"-entorno de 0 en E.
rlr2‘'"rk

Entonces, como consecuencia del Lema 5.3., de la Observa

ción de la página 32 y del Teorema 3.4 obtenemos

5.9.- C o ro la rio ,

S I (E ,SJ ca un e spac io  v e c to r ia l  to p o  ló g ic o  B a lre ,  (F ,T )

eA un eApació C oa! LF y. T ca una a p l ic a c ió n  l i n e a l  de E en F con Q( fl )

c e rra d a  en ExF , entonceA T eA c o n tin u a .
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6. ffCffüEDADES DE LQCAL3ZAC30N.

Sea (F,/) un espacio Casi LF con una representación 

F = {<F0,¡; ): ««*'} y sea Ua = ^ una cadena asociada a F

cxeJN
INDado un o<<lin , °( = (a )  ̂ denotaremos porn nc dn

F a ...a = U J 'F/i : íi= (bj ’ i£- tN c o n  b j =  a j ’ j = 11 2 ’ ■■'A ' n £ I N ’1 n

6. 1. fnopoALcLán.

fa n a  cada F eA un. AubeApacLo v e c to n L a l de.
a ^ a^ . . , , a  r1 2  ri

F ¿¿ aL defJjrüm.0A E ̂  F y. conAÍdenamoA ¿a fcamJJJja
1" * * n

w0i = < ^ ^ ’he-IN’ dort¿e W*  = Ü ^ ; h  lb¿‘¿elN b¿ = a¿

j.  = 1, 2 , ... A j , ^  una cadena en que defLine una topoJjoyuua f u

¡N
a obne con Jüa qjue ( F ^ , ! ^ )  eA un e spac io  de hnéche t, <X £ !N .

Demostración.

Que F es un subespacio vectorial de F es conse-
ala2* **an

cuencia inmediata de la relación de orden existente entre los subespa-

cios vectoriales de la representación, luego los E^ son subespacios

vectoriales de F.

Veamos que cada (E^,^) es un espacio de Fréchet:
/NPara cada oí £. IN , W# es una cadena en E^:

(i) Cada wj^E^ es equilibrado por serlo los Û , oí^lN^, h£|N.*
W^ftE^ es absorbente en : Si xSE^, dado n£lN,

x €. F luego existe un /S = (b .) . con b. = a., j = 1, 2, ...,nai • • • l J Jtl*' J Ji n

tal que x£ F̂  y por tanto 9 X> 0: xé.'Xuĵ  Q Xw^1. Entonces x

y esto para cada helN.
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h+X(ii)Propiedad Sumativa: Si x, y£ n entonces existen dos su-
1 2 ciones de enteros positivos (b, = (b.)._._T /3_ = con1 1 J j£«N '2 j jeiN

b̂  = b*7 = a . , j = 1,2, h+1, tal que x£ Ua+  ̂ , yJ J J r* r a

Por razonamiento análogo al visto en el Lema 5.2.(ii), existe un

i = 1,2 tal que x, y £ U<-+b .con o = (d ) . ... tal que d = a . n = 1, 2o n n€-IN n n
i + _ , TTh+l ..h+1 T_h _ , ,h . _ , ,h _ _..., h+1. Entonces x + y e C C luego x+yG.VT̂ fl E^.

Por otra parte, aplicando el Corolario 3.2., dado V /"-en

torno de 0 en F, existe un pe.lN tal que

OjuP : (‘’jjjé.w con bj = aj * J = 11 2> •••p}£-v (6.1.1)

luego, si denotamos por la topologia sobre E^ definida por la cade

na , (1), (E^,^) es un espacio pseudometrizable, tal que f? es más

fina que 7", (aplicando 6.1.1.), así pues (E^,^) es un espacio metriza-
^  _ble, por ser, por hipótesis / una topologia separada.

Veamos que (E^,^) es un espacio completo:

Sea (x ) „ una sucesión de Cauchy en (E.,7̂ ). Entonces, existirá - n nt IN « K
una subsucesión (y ) ... de (x ) tal que y . - y n£-lN.Jn ntlN n n£|N M ‘’n+l Jn **

Fijemos qclN. Para cada kelN se tiene que yq+^+  ̂” luego

H A. s (b. ) . ,-T sucesión de enteros positivos tal que b. = a-1 t k k,n n^lN k,n n

n = 1. 2, ... q+k . y yq+k+1 - yq+k 6. u £ k.
K

Denotemos por = (b ) _1M : b = máx (b. ) , n = 1, 2, ...I n n£lN n . k,nk£lN

Entonces b^ = a^ , n = 1, 2, ..., q+1, * kCÍN, se tiene que

y . . - y . , ke\N, y entonces ^_ (y , - y ) es unaq+k+1 q+k (o > ^  ^q+k+l ‘'q+k

serie de Cauchy en (F̂ ,7̂ ) (aplicando un razonamiento análogo al visto
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en la Proposición 3.3.). Como es un espacio de Fréchet, dicha

serie converge en (Ea ,/a ) a un punto u fe F c. F , (pori r p • • • o.■ . 1 2  a
definición

q

de F ).a,a_... a 12 q

Sea z = u + y , , entonces z fe F . Sabemos queq+l a.a_... a12 q

1 , ( y , , - y , ) = y  , - y converge a u cuando m tiende a -t-ook=l q+k+1 q+k ^q+m+1 q+l

luego (y ) • ... converge a z en (F,D cuando n tiende a+óo , y este n nfeiN

m

z fe. F , (sabemos que ^ > / i - Puesto que este razonamiento pode
al V - aq ^ |F¿

mos hacerlo para cada q€LIN, zfe .

Por último, dado W^O E 71 -entorno de 0 en E ., J  t: m * « * *
si m>/t u - ^q+k+1 ~ ^q+k^ ^ ~ (porque la serie converge

en luego z - yq+m+1fc 4 Entonces (yn)n£m con

verge a z en (E^,^), y por tanto (xn)n£|N converge a z en (E^,^).
INAsí pues, (E^ ,̂  ) es un espacio de Fréchet, c¿felN

Tenemos así definida una familia de espacios de Fréchet que

verifican las siguientes propiedades:

i) F =0{E^ : ya que F^c JoíeN IN.

ii) ,V 7~i_ (visto en 6.1.1.)
|E*

iii) Dados 5X= (a ) ... y /?>= (b ) ... dos sucesiones de enteros -n nfeIN J ( n ne®

positivos, tales que ^ * si xfeŴ J, existe un <b= (cin)n£^ con

dn = an , n = i, 2 h: x£Uf. Sea <= <cn>nqN : =n = máxtb^dj

n = 1. 2, ... Entonces. cn = bn> n = 1. 2, ...h y luego

x €. Uc- Q c . Tenemos pues, que si ^ entonces c Uj^ f y por 

tanto se verifica la relación de orden que habíamos exigido en la defi-
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nición de representación de un espacio Casi LF.

Tenemos pues, que la familia {(E^,^*): es una re

presentación del espacio Casi LF (F,7).

6 .2 .  D e F ln lc ió n .

Dado un eA pació  Coa!  LF (Y , i ) ,  con una sicp/iQAerutación F - 

{ F̂oc»4< ¿i. cnnAidesiamoA 1.a forn id la  de espacio4 de Fn.écket
i /y.^ ( E ¿ , R ¿ :  ¿z/N j definida en da pn.opoAlclón arutedon., eAta fomldda eA 

una n.epn.eA erutación. DLn.em.oA que eAta fa m il ia  eA una PRESENTACION FUN

DAMENTAL D¿ F ASOCIADA A F. 

6.3 .  Teonema.

Sea ( Y j J  un eA p a c ió  CoaL LF con F - , 7  ̂) : «€¿V
una nepneA entaclón . Sea F ' - ^ (E ¿ ,R ^ ): una n.epn.eAerutaclón Fun

damentad de F OAOcdada a F.

Sea (E,SJ un eA p a c ió  v e d o  d a d  topodógdco que v e d f lc a  La 

p ro p ie d a d  (B) .  CrutonceA ,

SL T: ( E , S ) ----> ( F j )  eA una apdlcaclón Linead continua,

V INexLóte un e^/N  ta d  que T/'Ê G Ê- ¿¿ T; (E,SJ (E^,R^)eA una

a p lic a c ió n  lin e a d  continua '.

Demostración.

Dada la sucesión X = (m ) _ de enteros positivos, si- N n nG-lN
guiendo la notación introducida en el apartado 3 y en la proposición

1 h6.1., tenemos que U = T (\ftL-), h = 1, 2, ... ym., nú. • » m. \12 h

W = lü : h, m,, m_, ... m,€.MN'j es una red ordenada en E.l ni- ni— • • • m, jl ¿ n «i1 ¿ n

Entonces, por hipótesis, existe una sucesión *&= tal Que

_5 rU es J-entorno de 0 en E, n = 1, 2, ..., y aplicando la
rlr2-,,rn
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preposición 3.3., tenemos que U es 5-entorno de 0 en E,
rir2* *,rn

n = 1, 2, ... Entonces:

Dado x£ E, n£IN fijo, existe A>0: x €. ,r_ r0...r 12 n

Tx €. AwJ1, y existirá fí>= (b ) , con b. =r., j = l, 2, ...,n b / n n&IN j J
tal que Tx €. C F . Este razonamiento podemos hacerlo para

P - rir2,,*rn

cada n€lN, luego Tx£E^.

Tenemos pues que T(E)9E^ y podemos considerar la aplica

ción T : E VE^ tal que £(T) es cerrada en por ser | ̂  •

Si aplicamos de nuevo la Proposición 3.3., considerando el espacio

(E^,^) como un espacio Casi LF, obtenemos que T : (E,5)---- >(Ê ,$jp)

es una aplicación continua.

6.4. Conotanto .

54 (F,SJ e* un e* pacto C a *t LF que. ventfLLca 4a pn.opLe.dad 

(B) ,  entonce* (F ,S)  e* un e* pacto de Fnéchet.

Demostración.

Si consideramos la aplicación identidad I:(F,5)-> (F,5)
C INcontinua, por la proposición anterior sabemos que existe o^iN :

I : (F,5)-------(E^-,^) es continua, luego 5 es más fina que ^  , pero
F

por definición de representación, sabemos que es más fina que 5.
* 5

Además , como I(F) 9E^, entonces F = E^, = 5 , y (F,5) es un

espacio de Fréchet.

6.5. Co/iotanto.

Sea (F , T) un e* pacto C a *t LF con una n.epn.e*entactón F -
i N n | [fü ̂

) : oíeJV J y *  ea F ' -  ( E ^ R ^ J : tfe//V J una n.epne*entactón

fundamentad de F a * o c iada  a F.

Sea Q t a  fn m ttta  de *ube* p acto * de F t a l  que * t  (E,S)Q-Q
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(E,S)  eA un eApacdo de hn.échet t a i  que S.

OvtonceA, Ad denotamoA pon. {E , Tn ) = '¿~-(E,S) y  pon.
W EéQ

(E,Tf ,)  = ( E , aq. vendp~ca que Tj~, = Tq .

Demostración.
IN nPara cada «£. IN luego la inyección

I : (E^,^)-----* (Ff/q) es continua y tenemos que 1

Por otra parte, como I : (E,5)---- (F,/) es continua y

(E,5) verifica la propiedad { 8 ), aplicando el Teorema 6.3. existe un

cxelI'P : I(E) C E, y I: (E,5) *(E. ,$,) es continua. Como* ©( ^

I : (E.*,^)--- f ( E , / ¡ y ) es continua, tenemos que I : (E,5)----KF,/r/)oc /- r
es continua y por tanto l -p, K l q . Entonces ^ f f = l Q '

6 .6 .  Co n.o dando.

Sea G un a ub eApacdo denAÓ de (E ,S ) vendddcando da pn.o-

pi.ed.ad (B). Sea (E,T)  un eApacdo CaAd LF, y aea T ; G --->F una -

apddcacdón L in e a d  y  c o n tin u a  con. Q(H) cem ada  en ExF. E ntonces G = E. 

Demostración.

‘Si T : G ^F es continua, aplicando el Teorema 6.3. exis
n INte pe- IN tal que T : G >E^ es continua. Si consideramos la ex-

/V   rvtensión T : G = E $ E.tal que T, = T entonces se verifica que
L I»

£(T) S £(T) G S m * * 7 = £(T). Entonces E = G.

6. 7 Cono dando.

Sea (E ,SJ . z :  A j E^yS^J  d J jn ite  inducddvo  de una fjamddda 

de eApacdoA (E^yS^J dad que cada (E¿yS^) vendfLdca da pn.opdedad ( 8 ) .

Supon.gam.oA que (E,SJ eA un espa c ia  CaAd LF. CntonceA (E,S)  

Ae puede ponen, como ddmdte in d u e td v o  de una £.amddda de eApacdoA de Fn.é- 

ched.
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Demostración.
INSea h = { : «£IN J una representación de (E,-S) y

sea F ' =  ̂(F̂  , ) : <*£fN una representación fundamental de E aso

ciada a F .

Sea / p , la topologia límite inductivo de las inyecciones

1fb : ----- *E’ es decir» = 5-- IN (F/* ’ Z/3) * EntoncesgeiN
5 < 7¡-,ya que T ). 5. .

' ¿ .................................. INPor otra parte, si consideramos para cada ex e ÍN ,

: (E^,^)---- ^E,5) continua, aplicando el Teorema 6.3. y ya que ca
_ INda (Ê ,5jy) verifica la propiedad (B), j - j tal Que Ia aplicación

A : (E.,5.)-----------) es continua. Tenemos pues que

1* c A : (E *5 ) (E,/r,) es continua tfc*e.tN , y por definiciónroí '
de S entonces T- ,  -C 5. Así pues S = T j - ,y  (E,5) = r  (F r

in r t
fie®

6 .8 .  C o n o ta n to .

Sea ( Y j )  un e *p a c to  C a *t LF, ¿ea F -  | (E¿,7^ ) ;  oL£/A/ ^ J  

una nepne* entacLón  de Y y, ¿ea F ' = ^ , 5 ^  .* «'£ IN una n ep n e*e n -

tacJjón  fa indam enta t de F a*ocLada a F.

E n to n ce *, dada cua¿qud.en nepne* en tacLón  £ (G^, ^  J: 

de ( Y j ) ,  * e  venL£Lca:

9ana cada e x L * te  o¿£.w; G^QY^ y  9

Si. ademó* G^ e* cennado en F̂  e n to n ce * 9 ̂  = S^ |^  .
(b

Demostración.
IN r>Dado^elN , (Ĝ ,/ŷ ) es un espacio de Fréchet que verifica 

: (Ĝ ,^2,)---->(F, 7) es continua, y por el Teorema 6.3., existirá
£ IN W tal que 1̂ : ( G ^ , 9 ^ ) es continua, luego

y y F«-
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Si además G a es cerrado en {F̂  ,S^ ) , entonces )
F

es un espacio de Fréchet, y por la unicidad, se verifica que S9 .p =$*<.
1 r

6 .9 . Co/iq Zcullo.

SL ( F , T )  e * un espa c io  C a * i LF con una n e p n e *e n ta c ió n  F  =

{ y  una / ie p / ie *e n ta d ó n  fLundamentai F ' - •
¡Nio(t//V y a soc iad a  a h , y  denotamos pon ( G,S) un *u b e * p a c ió  v e c to n in i  

de F t a i  que S T ^  , en tonces e x is te  un ^ e I N ^  t a i  que ¿t

5' . S i (G, S) e* cennado en ( FA,RA J en tonce* S - _ .
P |g p  r  PlG

Demostración.

Análoga a la del Corolario 6.8.

7. mODUCTOS TENSOtüALES ¿N 6SP/JC70S L0CALMNT6 C0NV6X0S.

Consideremos un espacio localmente convexo metrizable (E,-S) 

cuya topologia viene definida por la sucesión creciente de seminormas 

^n^nfelN’ ^ sea un espacio localmente convexo Casi LF, con una re

presentación F = ^ ) : rt£|N tal que cada (F^,/^ ) es un espa

cio localmente convexo. Fréchet, cuya topologia viene definida por la 

cadena U^- formada por conjuntos absolutamente convexos, ve

rificando que si «*£^entonces n = 1 , 2, ...
Vamos a estudiar qué ocurre si consideramos productos tenŝ o

riales.

En cada ) podemos considerar la familia creciente de

seminormas (q ) donde q es el funcional de Minkowski asociadoMol,n n£ IN’ n*,n
a y que sabemos define la topologia £.

Se verifica que si x£ , entonces

q^ n (x) = inf Í̂ A>0:x ^ inf = q^ n(x)» luego

qo(,n(x)>' q(i,n(x) ' n " 11 2 ....... x £ V
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Si consideramos el producto tensorial E®^, la topologia -

proyectiva R viene definida por el sistema de seminormas {pn<3)9pjnl n6jN
m "1

donde p 0q, (z)= infl.^ p (x.).q, (y. ) , z = r-- x.®y. , z£E(S>Fn c<, n li=l n i tf,n i i=l i i

y esta sucesión de seminormas es una sucesión creciente, por serió las

sucesiones (p ) - « y (q , ) _^n n^N^ Mtt,n n£.IN.

Una base de \]-entornos de 0 en E®F viene dada por la fami

lia (w5)nejN, donde = jz£E©F : ¿ l/2n-j

que es además una cadena topológica en E£&F :
-Tl+1Si x, y6.W¿ ; p M q (x + y) 4 P ( g > ( x )  + P <S>Q̂  (y)*« nv o¿,n n o(,n n cs#n

¿ p .(¿>q (x) + p (g>q . (y) l/2n+1 + l/2n+1 :z l/2n=* n+1 ix,n+l n+1 <\,n+l
Se verifica también la condición de orden:

Si * ^ f Z£E®F Pn< s > fn<z) = inf{ E. =
»W j  rvy ~

z = II x.®y . \ > , inf | ¿ - P ^ V - W V  : 2 = xi ® yiJ =1=1 1 1=1 r i=l

= Pn®  n(z) luego v£ C , n = 1, 2, .. .

Tenemos pues, todas las condiciones exigidas en los espa

cios Casi LF, excepto la completitud de los espacios E@lF .

Consideremos la familia de espacios de Fré

chet, y sea G = U  ... E& F. , donde por E&F. denotamos la complección de 
o/fclN ^  *

A  _E0F,, , sea EóOF la complección de E(g)F y denotemos por í la topologiaa* h n
restringida de E&L F a G. Entonces R
7. 7. fn.opo^LcLón.

( G,T )  eA un. esipaoLo ColaL LF.

Demostración.

Veamos en primer lugar que G es un espacio vectorial.
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Para ello haremos uso de la relación de orden existente entre los espa-
INcios. Sean a, b€,K , x, y^G, existen o^, €.\N tal que

a 1 2xGEGpF, y E&F , siendo = (a ) r (a ) JAT.4. n ntIN ^ n n£.|N

1 2Si consideramos o( = (a ) , : a = máx (a , a )n n tlN n n n

entonces o( é o< , i = 1, 2, y si consideramos las inyecciones canónicas

c«. : F«;i i
->F. entonces, considerando las extensiones de 1(^1^™ 0(, jA

r>y A . A  /vI®I , i Efej)F------rE(g>F , tenemos que x.yfcEfcpF̂  y por tanto0̂ ,01 n c< 17 i  ̂^

ax + byt E®F,c G. Entonces G es en espacio vectorial, n *
Si consideramos (G,/ ) espacio vectorial topológico, tenemos

1. 0

srlN
= G

/N ^2. Para cada oLe.(N E0F es un espacio de Frechet cuyâ  topologia vien ̂   a    •*
ne definida por la cadena (ŴJ,

E&F
) ~ M que es base de entornos n£lN M

de 0 para la topologia r\ .
3. Evidentemente se verifica que si entonces c , por verifi

carse que

4. Veamos que / E F

Siconsideramos el diagrama -1-- ̂  E*F-

1̂  es continua, luego I : E(£>F-- -^E&F es continua y por tanto

Entonces (G,/ ) es un espacio Casi LF.
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Veamos que ocurre algo similar con el ^.-producto.

Usando la notación de (15), denotaremos por E £.F =

(Z(Ê > ,F),p el £- producto de E por F, siendo Ê , = (E' , 5f(E' ,E) ),

donde tf(E',E) es la topologia de la convergencia uniforme sobre los —
conjuntos compactos de E, y Tc es Ia topologia de la convergencia uni—c-
forme sobre los miembros de la compactologia equicontinua sobre E’ £.

Entonces, si denotamos por U y V una base de entornos de 0

en E y F respectivamente, una base de entornos de 0 en E£F viene dada

por la familia

J W = A T £  ¿(EL- ,F) : T(U°) C, vi , U€. ¿/, V£ V\.
L U°,V 1 '

Sea en nuestro caso (E,/) un espacio localmente convexo me-

trizable y sea (V )  ̂... una base de /"-entornos de 0 que verifica la - n n£JN ^
propiedad sumativa.

Consideremos (F,5) un espacio Casi LF con una representa

ción F = J (F, ,5. ):c<t\N donde denotaremos por ü = (U3?) ... una ca-L d °< J t* * ntJN
dena asociada a (Ê ,-̂ ). Entonces, una base de e tornos en E£F^vendrá 

dada por la familia UL = (W*?) dondeok * n£.íN’

/; = { r e  ¿(E'r ,F<): T(V°)C , n = 1, 2,

(para demostrar que es base de entornos es suficiente con demostrar que 

dado ĵ TC. .F*): elemento de la base de entornos

de 0 en E £. F^, existe un h£.IN tal que está contenido en él, y es

to se prueba sin más que distinguir los casos m^ n, m^n. En el caso en 

que m<n, V° V° y si m)n , y en los dos casos la demostra

ción es directa). Además ^  es una cadena:

Si T, L ^ W ^ 1 , (L + T)(V°)C. L(V°+1)+T(V°+1) C

C un+1 + u ^ g  u".
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Se verifica la condición de orden: Si o i^  ̂ sabemos que 

U* U* y por tanto si consideramos T£ , T(V°)C c. Û .

— cDenotemos por la topologia de E c y  consideremos la -

aplicación X: E<g)F ^£(EL,F) que permite considerar E(g)F. como un -

subespacio de ¿(Ê ,!̂ ). Restringimos a este espacio, al que denotare
/\mos por E^F^y entonces, su complección E^F^ es un espacio de Fré- 

) <Nchet, , y así estamos en una situación análoga a la del rj-produc

to.

Si denotamos por G = 0  EG|F, G así definido es un subes-
d€irl *Apació vectorial de E<5|F razonando análogamente al caso del í] -producto 

y teniendo en cuenta que si ^ e s  continua, i = 1,2, en

tonces 1^1^^ : Eís^r es linea-l y continua, la extensión
/V A /s.IQ^I^ * : E® --- - —■>E0F^ es lineal, continua e inyectiva, por ser

^  un espacio completo (Corol. 2(a),(-15) §16.2.).
También por el mismo razonamiento, si consideraos

^  A  /VI^ : F̂  =*F, entonces :  >E(£|F es lineal, continua e in-
IN /\ /*■yectiva (por ser F̂  completo)* c*é-lN , y podemos considerar E(̂ F̂  Qr E(^F

i IN ^tfyuUN , y así G podemos ‘considerarlo como un subespacio de E<£|F, y po

demos considerar en G la topologia restringida de EfoF a G, que denota-
t

remos por T. Así definido, (G, 7) es un espacio Casi LF:
Para demostrar esto sólo nos faltaria comprobar que la apli_

/v \ INcacion 1^ : E^F^ >(G; 7) es continua, Vc*£.IN , pero hemos visto que
nj A
1^1^ es continua, luego en particular 1̂ : Efĉ F̂  7) es continua.

Las demás condiciones para ser un Casi LF espacio, se veri

fican de manera análoga al f\-producto. Entonces:

7.<?. f/iopoALcJjón..

( G,T)  qa un eApacLo CqaL LF
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7.5. Cono tanto.
INEn t a *  condtctone* an ten to n e*, * t  coda F ; * £ //V tte n e’ ex

Ea pnoptedad de. Apnoxlmactón, entonce* Ü E£ e* un e* pacto C a *t LF. 

Demostración.

Es consecuencia inmediata del resultado anterior, ya que si
A.F^ tiene la Propiedad de Aproximación, entonces E(^F64= E£F^es un espa

cio de Fréchet.

8. ESTACOOS CASO LF y REDES DE WBEJRTSQN.

Estudiaremos en este capítulo la relación existente entre 

los espacios Casi LF y los espacios con redes de finidos por W. Robert- 

son (26).

8, 1. D e p j i t c id n . ( 26)

Sea (F,D un espacio vectorial topológico y sea iij =

Ja : k,n ,n ... ,n e |N \ una red (R) en F.L nin2’*,nk ’ 1 2  k J

Dada una sucesión en^eros positivos, denotare

mos por (W, ), ^ ... = C la fibra correspondiente, W =A , W_ = A ,k k£.iiN 1 n^ ¿ nin2

...W = A , ...k r y y . . ^

Diremos que W es una "red de tipo (c)M si para cada fibra
-♦-co

C se verifica que toda serie y  x^ , con x^ G. Ŵ , ke.lN, es J -con-
k=l

vergente.

. Diremos que W es una "/"-red estrictamente cerrada" si para
+ 00

cada fibra C de la red, toda serie x̂ , x̂ G. Ŵ , k€.(N es /"-con
loo

vergente, y x W, para cada k£N.63 r=k+l r k-1

Es consecuencia inmediata de la definición que toda /‘-red

estrictamente cerrada es una red de tipo (c).
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8.2. fn.opo4i.cL0n.

SL ( E j J  C4 un espacio CqaL LF, entonceA e x is te  una n.ed <¿a -  

tnLctamente cennada en E.

Demostración.

Dada F = {̂( Ê  , ̂  ): ^  una representación de E, con

= una ca<̂ ena asociada a (E^, ̂  ),*<6.ÍN se ha probado en -

el Lema 5.2., que si C niiT̂  a. /i. \ i.
rlr2‘ * -rh = U lUg = “ (bj > jfe IN COn bj “ aj '

j = 1, 2, hj, entonces W = {_Cr r , h, r̂ , r ¿ , ...rh£IN?-
1 2* * * h

es una red ordenada en (E,/~)* Veamos que W es estrictamente cerrada en 

E.

Sea = (m ) una sucesión de enteros positivos, y deno n n£.lN ~-+oo
temos por C = correspondiente. Dada la serie

k=l

con x^éLW^, k£-\N vamos a probar que esta serie' es /"-convergente, usan

do un razonamiento en la linea del visto en la Proposición 6.1.

Sea q€LlN fijo. Como para cada k£.IN Xq+k^^q+k* existirá,

un (b. = (b . ) _tM tal que x , S. Uq.+k yb . = m , n = 1, 2....  q+k•- k n,k n£\N n q+k k * n,k n .

Sea /$ = (b ) ... tal que b = máx(b .), n = 1, 2, ... Entonces1 n n^'N n k€(N n»k

4 kfcW y bn = mn , n = 1, 2, ..., q+l, luego

V k £ u % k ’ k = 1- 2i ••• -4- fwO
Tenemos así la serie 7__ * , en (EA, I A ) y aquí esta se-^  q+k f í  f  J

rie es de Cauchy (aplicando 8.2.1. y que U es una cadena), luego es
P  _

ta serie converge en (EA ,/'a) y por tanto en (E,T) a un punto u£E/».r í i i n ) y Por ânxo en ) a un punto utw.
P P r

Además, por ser la serie /„-convergente a u, dado Uq existe un hCIN,
P rm  ( *r\ 1 q

tal que si m)x h u - x £. U? . Como 21 x , £ Uq (aplicando
k=i q+K P  k=i q+k p
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la propiedad sumativa de las cadenas), entonces ufc.u5 + ll5 Q Û L .P P p>n_iEntonces >__ x , = >  x, €. c C = Wf—r q+k ■ ; k f® ~ m_m-...m . q-1 ,k=l k=q+l 1 1 2 q-1 c.q.d.

¿’.i. DefÁnLcñón.

Dado k£ 2, un subconjunto A de un espacio vectorial E, dire

mos que es k-convexo,si A + A £ kA. (12 )

Un espacio vectorial topológico diremos que es k-semiconve-

xo si todo subconjunto acotado está contenido en algún conjunto acotado

equilibrado, cerrado y k-convexo. (13 )

Todo espacio localmente convexo es un ejemplo de k-semicon-

vexo, para k = 2.

8 . L. Lema.

S¿ B e* un *ub conjunto k-convexo eqjuuUJJb/iado de un esp ad o  

vecto/iixU. E, entonce* L3N B - 0  nB .
ne. fhí

Demostración.

Dados x, y B; K, por ser B equilibrado «existen dos

números p,qfc(N: t*x + Ay 6. pB + qB c B + ...  + B.
(P+q veces)

B + BC-kB, k^2, y entonces, si suponemos por hipótesis

de inducción B + B+ ... + B £WiB , para algún u^2 tendremos que 
(p+q-1 veces ‘

B + B + ... + B C M B + BC. (M+ l)k.B con ( p + l)k ̂  2, por ser B 
(p+q veces I

equilibrado, y entonces podemos encontrar un m£.|N tal que

V
( VA+l)kB Q: mB. Así, LIN B Q? U nB. La otra inclusión es inmediata.

v\e*4
<5*. 5. DeiLLnLcLón.

Una familia W =1a : k, n , n , . .. , n. €=. INSL. 2. 2 * * * 1 2  k _J

diremos que es una MRed (D.W.)", es decir, una red según De Wilde (5 )
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en el espacio (E,/) si verifica las condiciones:

a ) E  = ° l An i : ni

b) A = \JÍA : r€dN\ .1 nin2...nkr J

Una red (D.W.) diremos que es de"tipo o Completante”

si para cada sucesión de enteros positivos (m ) , existe una sucesiónn n€IN
(\) . X V 0- ne fN y A ¿ 0  para una cantidad numerable de forman n^lN n/ n

±j¡0 i _ _
que 2l_» converge en E, V k ^LO.XJ y xtA , n = 1,4— r I n n in n n m.m_...mn=l 1 2  n

2, .... Se dice que la sucesión (X ) , es "asociada” a la sucesiónn.nédN
(A ) .m. m_ .. .r?. n£ IN 1 2  n

Si W está formada por conjuntos absolutamente convexos y la
«4- Cxj

sucesión puede tomarse de forma que 2  KnXn converge en E a
n n n=p n n

un elemento de A , diremos que la red es "estricta".m„m....m 1 2 p
8. 6. Lema, ( 26y

Sea W - J A : n , m^,..., m G./N l una sied. CR) de t i . -1 PflJTl a* • • ÍTi 7 fb \
K 1 2  n  J

po ( c J. en (E , T ) .  ¿ntoriceA ( E , T )  a dm ite  una / ted (D.W.)  de t ip o  'S . 

Demostración.

Basta con definir: C = m. A donde n. = (m. ,r.)n̂  1 r^ 1 1 1

C = C C\ m. A , con n. = (m. ,r. )
nln2' ‘ -nk nln2'"\-l rlr2‘ * *rk k k k

Para cada si ponemos , se verifica que para cada

f V  0 fV k  Converge, cuando

k = 1, 2 , ...

En las mismas condiciones se verifica:
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8.7 .  Lema. ( 3 8 i

Dada (X -  ( m i  _ sea P_.= H  C , u ¿caa  nt j /v »■ m m ~. . . m  *1 1 2  n

- O  ̂ ^ E n t o n c e s !  es T -aco tado .

Demostración.

Dados los enteros n, c.....c tal que c.¿m., j  -  1, 2f1 n J J
..., n, denotemos por

HClc2....cn - Ü ! P(1 :.(V- ‘VnfeIN . e m . p ¿ « y . b3 ■ cj- J -

Supongamos Q. es no /—acotado. Existirá V /-entorno de 0 que no absor-oí r\
be Q.. Ya que XÍ H = Q ,, existe j ¿ m, tal que V no absorbe H. . 

ot M c =1 c ¿ i i j1

Por hipótesis de inducción, supongamos para n£.lN existen j , ĵ » *•*

j tal que i ¿ m , p = 1, 2,...,n: Vno absorbe H . . =
p p JlJ2***Jn

"Vm
VJ _ H . . . . Existirá un j ,¿ m „ tal que V no absorbe

Cm+1 JlJ2***JnCm+l m+1 n+1

H. . . (8.7.1.)
J1J2* * *Jn+l

Si consideramos entonces, la sucesión (j ) para cadan n€JN.
n£lN existe X XO tal que V~ \  x /-converge, x C. . . .

k=l n n  "

Por otra parte, para cada k€.lN, sabemos que existe un

x, C  H . . . tal que X, x, &  V. Esto nos lleva a una contradicción .
JlJ2*‘*Jk

ya que H.. .C.C.. ,,\j-n€:N.
JlJ2*“ Jn '  JlJ2***Jn

Así pues, Q es /"-acotado.

8 .8 .  f  no p o s te tó n .

Sea ( Y j )  un es p a c to  v e c to n ta t  to p o tó g tc o  con una ned /1\)

de t t p o  ( c ) . Supongamos (Y ,T  j  es un es p a c to  k-sem tconvexo  pana a tg ú n
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k >,2 y. Au.pong.am.oA que. pana cada c o n ju n to A acotado , cennado, e q u t t l -
+£2 _n

bnodo y. k -co n vexo , ac  ven tfL lca  que > k b , ca i-c o n v e n g e n te  en A,
n=1 11

b G A , n = 1, 2 , ... n

SntonceA, ( F , T )  ca un eA p a c to  ColaL LF.

Demostración.

Dada la red $ consideramos la familia (<V 'NJ de

conjuntos /-acotados, definida en el Lema anterior. Si (F,/) es k-semi-
\Nconvexo, para cada c(e|N existe subconjunto de F acotado, equili

brado y k-convexo, tal que (denotaremos por la intersección de

todos los subconjuntos acotados, equilibrados cerrados y k-convexos que

contienen a Q̂ , y por tanto B^ conserva dichas propiedades).
+ «ívSea E . = LIN B . = U n B i , (Lema 8.4.). Vamos a demostrar que ** n~ i <*

la familia donde es la topologia definida por la

cadena = k nB̂ , n = 1, 2, ... es una representación de F.
4. ¿o

i) es equilibrado por serlo B̂  y es absorbente por E^ = l) nB .

ii) Propiedad sumativa: Por ser B^ k-convexo, B^ + B̂  4 kB̂  , luego 
k»(n+l) k-(n+1)B ck"nB , n = 1, 2, ...

Tenemos pues que ü = (UTj es una cadena que define una M oí. w neIN
topologia pseudometrizable sobre Ê . Veamos que 7̂ es Hausdorff:

Si xe r \  Un , x ^ 0, por ser Tv Hausdorff existe U 7~-entor- 
n=l *

no de 0 en F tal que x^U. Como B^ es 7"-acotado, existe

^ 4  kn entonces k nB^ 0- k n̂ lSi consideramos n€(N tal que P 4 kn entonces k nB^ 0- k n|)UC U. Enton

ces

Veamos que (Ê ,/*̂ ) es un espacio completo:

Sea (x ) _ una sucesión de Cauchy en (E-̂ ,7*,). Extraemos n n<=- «N «
una subsucesión (y ) „ de (x ) . ... tal que y . - y k nB ,, n€.lNJn ntlN n n£lN H Jn+1 Jn «
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-t-CiO
Aplicando la hipótesis, tenemos que la serie ^n+1 ~ n̂̂  es

n=l

/-convergente en a un punto y
?

Para cada p se verifica: y -_,_ w . . , - . .— 7 n+1 n 1n=l
'■f-cO -t-oO

(yn+l '- V
-+ÓO

-P< Z _ i _rV  . k b
n=l 1y^, - Z   (yMJ, - y„) = -—  - ~ x .—  --p+l - n+l n , n , p+nn=p+l n=p+l n=l

con b €. B , n = 1, 2, ... n c<
Así pues, (yn)nfcW converge a y + y £ en (E^,^).

Por ser (xn n̂<-ĵ  una sucesión de Cauchy en (E^,^) tendremos que tam

bién (x ) /-converge en EL.n n fe N o/ & tx

Veamos las restantes condiciones de un espacio Casi LF:

1) Por ser Brf / -acotado, /<*)>/, .I Eo¿
2) Relación de orden: Si oi c  % = üjp^ : ^  ̂   ̂£ ^P^

y como Q cQrcBc k-convexo equilibrado, cerrado y /-acotado que con-Of - S p
tiene a Q̂ , entonces , luego k ^ c k  ^g-» n = 1, 2, ...

Entonces U. £ Ur .oC £
3) F = ü\_E^: oí. fe, iN j: Si x^F entonces existe oc = (mn)n£iN

que x <E C : n = 1, 2, ... Entonces, x fe. P c q  cE,.n„n_...m * oí. .12 n

8 . 9 .  Con.oJjinJuo.

Sea ( F , T )  un c a  p a c ió  v e c to / i ia i  t o  p o ió g ic o  k~Aenticonvex.o,

k >.-2, con una sied W ( í l )  de. t ip o  ( c ) y. t a i  que pana cada A ubconjjunto A
-húG

k-convex.o, cerviado, acotado  y  equ iii.bn.ado k x eA T-convesiyente
n=1

e n k , x . G . h , n = 1 ,  2, ... n

¿ntonceA ( F , T ) t ie n e  una ned eA tn ictam ente cennada. 

Demostración.

Consecuencia de la Proposición 8.2. y la Proposición 8.9.
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8. 10. Cono tanto.

Sea ( F , T )  un eApacdo XocaXmente convexo con una ned W (R) 

de t t p o  ( c ) , y  AuponyamoA (F ,T )  eApacdo AuceAtonaXmente cjom.pX.eto 

{ XocaXmente compXeto).

SntonceA (F ,T) ca un eApacto CclaL LF.

Demostración.

Consecuencia inmediata de la Proposición 8.8., tomando

k = 2...................................................

M. Valdivia (38) demuestra que dado un espacio localmente - 

convexo con una red de tipo £ y sucesionalmente completo, tiene una red 

estricta. Hemos obtenido aquí, un resultado análogo, en el ámbito de - 

los espacios vectoriales topológicos usando las redes definidas por W. 

Robertson.

8 .11 .  Co no ta n to .

Sea ( F , T )  un eApacto XocaXmente convexo, ( F , T )  AuceAtonaX- 

mente compXeto ( Xo ccuimente compXeto) .

CntonceA, ( F , T) ca un eApacto CclaX LF At y. aóXo At ( F , T )  

ttene una ned eAtatcta (D.W. ).

Demostración.

Si suponemos (F, P)' un espacio Casi LF, se obtiene directa

mente, aplicando la Proposición 8.2. y el Teorema 23 de (26) que (F,D 

tiene una red estricta (D.W.), ya que la red LV definida en la Proposi

ción 8.2. es una red estrictamente cerrada formada por conjuntos abso

lutamente convexos.

La implicación recíproca es consecuencia del Corolario

8 .11.
Veremos para finalizar este apartado que se pueden obtener
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estructuras de espacios Quasi-Suslin y K-Suslin a partir de espacios Ca

si LF, por medio de las redes obtenidas en estos espacios.

8 . 12. D epntcuón. ( 3 )

Sea (E, / ) un espacio vectorial topológico y A^D

O .... una sucesión decreciente de subconjuntos de E. Diremos que la

sucesión (A ) , es "Acotada", si para cada U /-entorno de 0 existe un n nfclN ^
nQ€.lN y fy>0 tal que A^ C.

o
Diremos que una red W = { C : k,n. , n_, ...,n.€lN^

nln2* *,nk

en un espacio vectorial topológico (E,7") es "Acotada", si para cada su

cesión de enteros positivos (n. ).  ̂ la sucesión C C ^ ^k£lN n̂ “ nin2
C 3 ... es una sucesión acotada en (E,/).

B. Cáscales ( 3 ) obtiene los siguientes resultados:

(AJ Sea E un e s p a d o  v e c to n ta t ,  y  ¿ean T y  R do4 to p o to g ta A  v e c to n ta -  

teA  ta te A  que. RA 7" y  de. fjo/una que. T t ie n e  una baAe de. en tonno* de 0 Jíon. 

mada pon conyunto¿ R-constado-ó.

¿ntonceA , d  (E, T) t ie n e  una ned a co tada  y  to ¿  c o n ju n to¿

T-acotado/¡ de E ¿on R -n .e ta tivám en te  compactos, (E,RJ eA un eA p a c ió  

K -S u ^ tin .

(B ) Con J-cló nuAmaA h tp ó te A ÍA  d e t apantado (AJ,  ¿ t  (E ,T )  t ie n e  una ned

aco tada , y  to ¿  co a yu n to  4 T -aco tados  ¿on R -n.e ta tivam .ente numenabtemente

com pactos, entonces (E,RJ eA un eApació  Q uaA t-S uA tín .

Sea (E, 7~) un espacio Casi LF con F = -̂ ( / ̂ i N u n a  -

representación de F, y sea U j= Una cac*ena asociada a Î ,cL€:\N̂
Si consideramos la familia W -  \  C : n, r. , r_, ... r £iN\\ rir2-“ rn 1 2  n i

donde £= < V n e «  COn bn = rn- n = 11 2’ ” • h}
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se ha demostrado en el Lema 5.2. que W es una red (R) ordenada.

8. 13. Lema.

W eA una ned acotada.

Demostración.

Supongamos que existe una sucesión de enteros positivos

(n. ), - tal que C 3 C 2 ... 2 C O... es no acotada.
k Kt. IN n^ nin2 ^1^2* * *̂ k

Entonces, existirá un /-entorno de 0 , U, tal que C a kU,
nln2 *'* nk

IN k Jk= 1, 2, ..., luego para cada k6N existe 6.1N : U^^kU, siendo

^k (an,k5ne.lN : aj,k n j ’ j lf 2’ k‘
Sea o( = (a ) , con a = max (a . ) . Se verifica enton- ^ n neiN n . ' n,kk£IN

ces que U^^kU, k = l, 2, ...y esto contradice el hecho de que la in

yección 1̂  : (F* , )---- >(E,/) es continua, por definición de espacio -

Casi LF.

Si consideramos ahora la red (D.W.) ¡I = «( A :

. n1> n2 "k^1” ] obtenida a partir de la red W , (como en el Le-

1 2  k

k

ma 8.6.), se verifica que 

8 .1L .  Lema.

íl eA una ned (D.W. ) aco tada .

Demostración.

En el Lema 8.6. se construye la red R de forma que

A = m,C , con n, = (m,,r,) y por recurrencia n„ 1 r ’ 1 1 * 1 J *  '1 1

A = A m, C con n. = (m, ,r. )
nl V ’-nk nln2 ' ” nk-l k rlr2 * * *rk k *  k

Entonces, dado o/ = (n. ). y dado U /"-entorno de 0 en EK K t»UN
sea n k = (nt̂ .r̂ ), k = 1, 2, ..., con n̂ , rk£ IN.
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Si consideramos la sucesión Por ser ^  acotada

JkGIN.-^^OrC £PU. Ahora bien,o r ^ . . . ^  \
o

A = A  A m, .C C m. p U, entonces 71 es
W " " *  nln2'--nk-l ko rlr2'” rk_o o o
/-acotada.

Entonces, como consecuencia inmediata de los resultados 

(A) y (B) de B. Cáscales y los dos lemas anteriores, tenemos:

8. 15. Te.oA.ema.

( A ' ) Sea (E, T) un eA pado  C oaí LF y. ¿ea S una to p o to g ta  v e c to n ta t  menoA 

Tuna que T de fjonma que T t ie n e  una baue de entonnoa de 0 fio Amada poA 

c o n ju n to 4 S-ce ju iadoa.

EntonceA, ¿i to<i conjuntos T-acotado* de. E Aon S-A.etativa- 

mente compactoa , (E,S) eA un espacio K-SuaLul.

(Q') En Jjoa mÍAmoA kipóteAÍA antedoneA, a¿ Loa conjuntoa T-acatado* - 

Aon S-Aetativamente numenab demente compactoa, entonceA (E,S) ca un CApa 

do QuaAi-SuAtin.

9. ESVACOOS DE AVL3CAC00NES L3NEAUES.

Seguiremos en este apartado la notación usada en (1 ).

Sean (E,/~) y (F,ft) dos espacios vectoriales topológicos. Denotaremos 

por ¿(E,F) el espacio vectorial de las aplicaciones lineales continuas 

de (E,/~) en (F,ft) que consideraremos como subespacio vectorial del es

pacio vectorial L(E,F) de todas las aplicaciones lineales de E en F*

Si B, respectivamente V, es un subconjunto de E, respectiva 

mente de F, denotaremos por

[B.vl = [ t €  L(E,F): T(B)£v), 
y si M es un subconjunto de L(E,F), Qb ,v] = £b ,v]a M.
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Sea G* un sistema de subconjuntos acotados en (E,/) tal que

a) Si B̂ , £ CT , entonces existe : B^U £  B̂ .

b) Si Be.<r , >iBe.cr Atik. ( 9 0 1 )

c) b̂ b = E-

Si denotamos por Lg-(E,F) = L̂ . el subespacio de L(E,F) forma

do por todas las aplicaciones lineales de E en F, acotadas sobre cada -

Bé.O', los conjuntos L®»YJt » donde BfcCT, Ve.1/ (base de entornos de 0 enLcr
(F,ft)), generan una topologia lineal separada, 1^, sobre Lg-ÍEjF). ( ).

9. 1. D e f in ic ió n . ( 1 )

Diremos que una aplicación lineal de (E,/) en (F,̂ ) es 

"Acotada", si aplica los conjuntos acotados de (E,/) en conjuntos acota 

dos de (F,ft).

Un espacio vectorial topológico (E,7~) se dice que es "Borno

lógico", si toda aplicación lineal acotada, definida en (E,7~) es conti

nua.

En particular, los espacios metrizables son espacios borno- 

lógicos y por tanto, si denotamos por B -  j B̂CE: B es T-acotado},

B verifica (9.0.1.), y se verifica que L^(E,F) = ¿(E,F). En estas con

diciones se verifica:

9.2. <P nopo4 Íc ión .

Sea ( E j )  un e sp a c io  v e c X o n ia i topoiógJLco m e tn i^ a b ie  que ve 

n i. f i.c a  X.a pn.opi.edad ( B ) , g ¿upong.am.o4 e x is te  unan4uce4 Íón  fundam entad'- 

de c o n ju n to  4 acotado  4 en ( e , T )  , que denotaA.em.04 pon. X, -  ̂ /y, de

c ía , una 4uce4 Íón  o n e c ie n te  de 4 u b c o n ju n to 4 acotado4 en ( e , T )  que v e n i-

f ic a n  i )  B + B B \ !  n e . f i n n n + l

i i )  Dado c u a iq u ie n  c o n ju n to  aco tado B en ( E , T ) ,  d  n€-fN : BQB^ .
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Entonces.i, aL (F , ÍU  ca un ca p a c to  CoaL  LF, L(F,r Y) do tado  con 

t a  to p o to g ta  T ̂  ca un eA p a c to  CaAt LF.

Demostración.

Dada la topología 7"̂, si consideramos un elemento de la ba

se de entornos de 0,(jB,vĴ , BES, V € V, por ser X una sucesión fundamen

tal de conjuntos acotados, existe n£IN, tal que B&B^, luego se verifi

ca que [Bn,v]c¡B,v] . Así pues, la familia {[V V]¿(E,F): n£lN’ V£l/)

es una base de entornos de 0 en Z.(E,F). (9.2.1.)

Sea F = jíE^,^) : c*€IN una representación de F, sea

U = (Un) una cadena asociada a E ,a/tlN y denotemos por F ' -n< |N
( _ j\j(F̂ ,/̂ ) : oífciN J una representación fundamental de F, asociada a Ft

con W = (Wh f*F), ̂  una cadena asociada a F ,o/<~iN*N (Proposición 6.1.) c< & h€. IN
Dada T 6.¿(E,F), la familia

Um, .. .m, 1 h
(bn)n6|N con bn - »n> n - 1, 2 hj).

h, m̂ , in̂ e.lNj es una red ordenada en (E,7~) y por verificarse la

propiedad (¿3), existe una sucesión fi = (r ) , tal quen nc IN
U 1 es /"-entorno de 0 en E, n = 1, 2, ... Además, aplicando la Pro
1' * * n “

posición 3.3. U es /"-entorno de 0, k = 1, 2,...
rlr2* * *rk

Si fijamos B€.Z?, un conjunto /"-acotado en. E, para cada n£IN

existe \  > 0 tal que B , y entonces T(B)cAi/)cFn  ̂ n r r ...r w n f r....r *1 2 n 1 n

(según la notación del Capítulo 6). Como esto podemos hacerlo para cada
-b-0o

ne.lN, obtenemos que T(B)G F = F̂ ..
n rlr2‘ “ rn X

Además, por ser (^ífiF^)^^ una base de 7"̂.-entornos de 0

en F̂ , T(B) es -acotado en (Fg-,7̂ ). Y esto podemos hacerlo para cada

B £ 8 . (9.2.2.)

- 60 -



Entonces, se verifica:

Por (9.2.2.), dada T£.¿(E,F), T es una aplicación acotada

de (E , f )  en (F̂ ,/!,), y por ser (E ,7“) bornológico, se cumple que T es fi i *

una aplicación continua de (E ,/”) en (Fj.,7"̂ ), luego existe un ffc IN ̂

(rn)n£IN tal que T€¿(E,Fy).
La inclusión reciproca es evidente.

Obtenemos así, una familia de subespacios de Z-(E,F) que lo

recubren. Veamos que f  = (E, ) :  (X£IN es una representación de -

(Z. (E,F) ), donde consideramos cada espacio L (E.V dotado de la topo

logia T * correspondiente.
Por un razonamiento análogo al llevado a cabo en (9.2.1.),

obtenemos que la familia : h, n£lN^ es una base de / ^  —
INentornos de 0 en¿(E,F.), |N . Ahora bien, podemos considerar como0(

base de /"̂ -entornos de 0 la familia |/̂ •: n €.IN ya que

dado [b ,\ii£f»Fj, n, h£lN

a. Si n > ,h , W^ftF^C W^OF^y entonces fJc [b^W^A F.J

b. Si n < h, Bn£ Bh y entonces fJ j¡  £  [b^W^AF^ J ;

luego, en cualquier caso 3  m£iN: [b^,W™AfJCQ3 ,wjj) Af].

\¡ es una cadena en ¿(E,F ) que define la topologia J°[ : 
c( Q

i) j>nlw£OFj es absorbente y equilibrado en¿(E,I^), por ser 7"̂ ~en'tor 

no de O en ¿ (E, F̂  ).

y verifica la propiedad sumativa: Si T,T' €. |_Bn+  ̂ /

(T + T')(B )C T(B ) + T'(B )c wn+1A F  + ^ F  C W^AF^ entonces' n n n ' 1 * * «x - o< u

(T + T')fe[Bn,Ŵ Í\F¡].

Entonces es una topologia con la que ¿(E,F.) es un espa 
B
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ció metrizable, y por ser completo, entonces (¿(E,^ ) J  q ) es metri- 

zable completo.((1 ),£12.4.)

ii) Veamos que 1̂  : (¿(E,Frt ) J q ) > (¿(E,F),/^) es continua, IN

Dado |J3n,V| /.̂ -entorno de 0 en Z.(E,F), con V ^-entorno de 

0 en F, existe un mfclN tal que (por ser F un espacio Casi LF)

luego [b„,«X]í(Ei5) £CBn*vl (EfF)-
iii) Por último, se verifica la relación de orden, por verificarse pa

ra los F ':

Si ex ¿ entonces fî fiF̂  C ^ ^ ^ 3/ n = 1 * 2, ..., luego

tBn-WX ] ¿(E,F,)^LBn’Wr t ¿ ( E,F(8)-

Obtenemos pues que (¿(E,F),/^) es un espacio Casi LF.
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CAfüTULO 2 : UttTTES ÜNOUCTOVOS QEN6ML3ZAD0S.

O. JNTWDUCCJQN.

En 1976, Turpin (35) dió la siguiente definición:

Un espacio vectorial topológico (E,/) se dice que es un "Lî

mite inductivo vectorial topológico de espacios topológicos equilibra

dos Ê , n ¿.0, nfeN", cuando se verifican las tres condiciones siguien

tes :

(i) E = U  E , donde los E son subconiuntos equilibrados de E, dota-v _ n nn>/0
dos cada uno de una topologia 7" , y E dotado de la topologia vecto '

rial T más fina que induce sobre los E^ una topologia menos fina

que T . n
(ii)E + E G E . y la aplicación de E x E en E . que aplica el - n n n+l n n n+l

par (x,y) en x+y, es continua, para cada n>/0.

(iii) La aplicación de D xE en E que aplica el par (s,x) en s.x, es -n • n
continua, donde D es el disco unidad del cuerpo de los escalares.

En estos espacios se constata que las propiedades usuales -

de límites inductivos numerables permanecen ciertas (condición para que

T induzca T , para que (E,D sea separado, localización de acotados, n
etc.), a la vez que extienden a este contexto más general los conceptos

dados por D.J. Garling (8 ), de límite inductivo generalizado en local—
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mente convexos, D.A. Raikov (27), A. Persson (23), que suponen los E -n
convexos y las topologías T inducidas por una misma topologia localmenn —
te convexa, L. Waelbroeck (41 ) que considera los compactos, S.O. Iya 

hen (11) y (14), J. Kohn (16) y J.P. Ligaud (21 ) que consideran los E^ 

espacios vectoriales topológicos, entre otros.

En este capítulo, nosotros pretendemos estudiar un caso par* 

ticular de los espacios definidos por Turpin, en el que cada En es ab

sorbente en su envoltura lineal, donde tenemos definida una topologia - 

vectorial / ; y dar condiciones que nos permitan obtener espacios Casi 

LF. Estudiaremos también algunas propiedades de retractividad.

i .  u m e s  onouctüvos q e n e m u z a d o s .

1.1.  D e fin ic ió n .

Sea 0" - ( b ) una AuceAión de can iun toA  e q u iiib n a d o a en 
n n ^ o  *  ’

un espanto  v e c to n ia i E: + B^C ̂>rL+}> n ^ . 0 .  Diñemos que 0" ABSOR-
4-oO

DENTE a í  U b - E. n-O n
Sea <T - (b ) v ̂  una AuceAión de coniuntoa abAonbente en E n n^O ^

t a i  que cada B^ ca abAonbente en au  e n v o itu n a  L in e a i.  Sea T^ una topoLo

g ia  Linead, en L J N iB ^ I, n ^ O ,  y  Aupong.am.OA que da a p i ic a c ió n  de B^x B^

en B j ta i .  que a i  pan ( x , y )  i e  a p i ic a  x+y ca c o n tin u a , cuando cono ide—

ñamo a en cada B^ i a  to p o io g ia  in d u c id a  pon T^.

UamanemoA TOPOLOQJA UJfiíTTE 0NDUCT0V0 VECTORIAL TOROUDQÜCO

de ío a  eA p a c ió  a to p o ió g ic o A  e q u iiib n a d o A  B , y  i a  denotanemoA pon 7, a

i a  to p o io g ia  i i n e a i  itlóa f in a  Aobne E que induce Aobne cada B^ una topo-

io g ia  menoA f in a  que i a  in d u c id a  pon T . En eA te  causo, eAcnibinemoA

( e J )  - i im  ((L 3 N (B ) ,T  ) , B J, u, dinemoA que (e ,TJ  ca e i  L im ite  in d u c -  n-*>oo n n n *
t i v o  g e n e n a ii^a d o  de i a  AuceA ión (b^ , r ).

Esta definición es un caso particular de la dada por Turpin
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y aplicando (35).1.1.6. obtenemos que:

1.2. f/iopo^LcJión.

Si. (E, / )  = JJjti ( ( UJN( B ) ,  l J , B ) ,  T adm ite, un AiAtema tu n d an n  n. —
m e n ta t de entonnoa de 0 que v ten e  dado pon. t a  f u m l l t a

U - V 0 B - U  7  V 0 B : V eA T -e n to n no  de 0 en IS d fB  .
1 11 n Ñ>r0hío n n n n n j

Demostración.

Dado U = T  V OB €. U > U es absorbente:—  n n u
Si x<£E, entonces existe un nC-ÍN tal que x£B CLIN(B ),n n

luego existe P > 1 tal que x£ PV , ya que V es / -entorno de 0 en \ \ n n n
LIN(B ). Tenemos entonces que x£ B PlpV CP(B f\V ) c p ' T ' y H B . n  ̂ n v,\ n ” \ n n \ £“ n n

Cada U£¿/ es equilibrado por serlo los V 'y los B̂ , n^.0.

Veamos que ü es una base de filtros:

Cada U£¿/ es no vacio, ya que OfeU,
h» *¡ /

Dados U, V e U  , U = Ü  P  Bft B , V = U  E'vjl B
N^O n " N^O ̂  "

con U , V T -entornos de o sn LIN(B ), n)̂ o> si consideramos n n n  u n '

■

Además , si consideramos U£¿/, existe un V£¿/ tal que

W = U _(U HV ) AB , entonces W£Uf\V, luego ü es base de filtros 
N^0n n n n

V + V c U:

Si U = U H b , con U / -entorno de 0 en LIN(B ),N>/0n=0 n n n n n
por ser la aplicación B x. B >B , continua, dado U . 7 ,-entor-n n n+l n+l n+l
no de 0 en LIN(B .), existen V , W T -entornos de 0 en LIN(B ) "tal n+l n n n  n
que V AB + W n B Q U , ̂  B , , luego, si consideramos S = V Olí n n n n n+l n+l n n n
tenemos que S H B  + S 0 B C U  ,nB „ , siendo S un T -entorno1 de 0n n n n n+l n+l n n
en LIN(B ), y esto podemos hacerlo para cada nXO. Entonces, si considen ■ '  —

N
ramos V = Ü I, S O B , V + Vcu.

N^0n=0 n n
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Tenemos asi que U es base de entornos de 0 para una topolo

gia que denotaremos por R y que en principio no tiene porqué ser Haus- 

dorff. Veamos que se verifica T - Ti.
Evidentemente ^ 7~i_, , ya que dado Ue¿/ , Ur^V f )B , -d tí n nn n

con V T -entorno de 0 en LIN(B ), V AB £ UAB , n£(í, y entonces, - n n n n n  n
por definición de T, R ’i T .

Recíprocamente, para ver que TVft es suficiente con demos

trar que cualquier topologia T r sobre E que induce sobre cada B^ una to

pologia menos fina que 7" ig verifica que T '*< 7?:
' n

Sea U un T '-entorno de 0 en E, podemos encontrar una suce

sión (W ) _ de T '-entornos de 0 en E, tal que W + W c u,n n^O o o
W , + W , C W  , neiN. n+l n+l n

Por ser T '  : 7~ i' «< T i_, , para cada n£lN, existe V T -enB x n B  ̂ n n -n n

torno de O en LIN(B ) tal que V O B £ W fl B , ntíN. Así pues,n n n n n
y V AB c T  W CU, luego U es un ^-entorno de O en E, yn n n n ~ n
obtenemos que T - ft.

Nos proponemos estudiar a continuación, si en algún caso -

(como ocurre en localmente convexos (38), y en localmente p-convexos -

( 3)) ios límites arriba definidos coinciden con el límite inductivo de

espacios vectoriales topológicos (según la definición 2.4. (1 )).

Supongamos para las dos proposiciones siguientes, en las -

condiciones de la definición 1.1., que se verifica:

Para cada nVO, existe en LIN(B ) una sucesión de conjuntos '  n
equilibrados 0“ = (A ) _ tal que An + An C A^^nXO , (T absorbenten m m=0 ...M m m ~ m * J  n

en LIN(B ), An = B , y tal que dados m, n^O, se verifica An£An+^conti n o n  m m <—

- 66 -



nuamente, es decir, la inyección I : (A ,/ , _n)--------(A *J m,n m n A m, n+l A •m ’ m

es continua.

Consideremos, para cada n>/ 0, la topologia lineal más fina

sobre LIN(B ) que hace continuas en 0 las inyecciones n
n n _ .!I : (A ,/ ,An)------ > LIN(B ), v m>0. Dicha topologia la denotare-m m n A nm
mos por

Observación.- 7̂*n verifica que y es topologia lineal más fi

na sobre LIN(B ) que sobre cada An induce los mismos entornos de 0 que n m
V  (1) S 16-

En estas condiciones:

1.3 . V/iopo¿LcJü5n.
i T

S¿ T . n 4 T  i An V m-, n ^ O ,  entonces ( E, T) - 2Z ( L3N( B ) ,7$- )A n A f  n  n.' m ' m n-°

Demostración.

Si denotamos por (E,/-*) -2Lt LIN(B ), írr ), tenemos el si-no  n vn
guiente diagrama:

(LIN(B ),Tn' )--------»(E,T * )n v n/T

(An,r ' m n
nEn particular, para m = 0, sabemos que Aq = B̂ , luego tendremos que la

aplicación (B ,7 > (E, 7~*) es continua,n n Bn
Como esto se verifica para cada n̂ ,0, obtenemos que

r*|_ < T i_ \/n^0, luego, por definición de T , 7 * ^ 7 .B n B1 n 1 n
Por otra parte, para demostrar que T4 T*, tendremos que

demostrar que (definición de límite inductivo)
n
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Ahora bien, por definición de b~n se verifica si y sólo
n

si la aplicación (Â , / i An ) ->(LIN(B ),/ iTT-T/TS n) es continua,m n|A n LIN(B )m n
y esto forma parte de las hipótesis, luego 7-6 7 * y tenemos que T = T *.

1. 4. ? n o p o s ic ió n

lcrn + 1 \U N tB  I < ‘trri  n
Demostración.

Veamos que induce sobre cada Â , m^.0, una topolo

gia menos fina que / .„n.n Am
Ahora bien, es i°P0i°gia mas fina que sobre A^+^

induce una topologia menos fina que / î n+1 y como por hipótesis
m

An ^ An+  ̂continuamente, obtenemos que Trr , i.n^ / ,i,n ym m ü n+l A x n+l A1 m m

7 n i An 7 . »n luego Z- , . An</" . .n , JmXO y así obtenemos que n+l A ^ n A °n+l A ^ n A > '1 m m m m

^n+l * sobre LIN< V ’ °*

1.5.  ? no p o s ic ió n .

_ -+oo
Sea ( E , l ) un espacio v e c to n la l to p o ló g ico . Sea CT-

¿z/ia ¿ uce^ lón  abAonbente de c o n ju n to s  e q u illb n a d o A  en E t a l  que

A + A A „ , n>, i y  de tonina que Ae v e n l£ lc a :  n n ~~ n+1 '  • r

a. A l  -convexo . 1 5  1, n 5  i .n  n  n

b. A^ m etn l^ab le  y completo, dotado con l a  to p o lo g ía  In d u c id a  pon 7 , -

d e ta i  manena que e x is te  una AuceAión (Va) . decneclente  de entonnoa - ^  n mzi

de 0 en ( E , 7 ) ,  7-cennadoa, k^-convexoA y  t a l  que ¿ l  n > p entonces
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máx ( k , t  ) max ( k , t  ) ,  ventLLcando que J A Vm ( bate. de e n -
n n P P ^  v n n } m-á

\-roO
1, vent/LLcando que. | A f̂l j

tonno/i de O en / u  ̂ <2^ ri^ n-2’ efld:oriC&/i
1 n

-A n  V01 C  A n v "1 , y. eAto pana to d o  m €./)/.
111 n 1 ̂  n2  ri2

Entonces, ¿E denotamos pon ^E,5/ e l  L m it e  in d u c tiv o  yene

naLL%ado (E ,S) - t i r n  ( ( LJí/( A ^ ) , T ^  j ^ ’ ^ n ’ en -̂orLce^ Ê>-$y ^  ~
Caót LF.

Demostración.

Sea oí = (a ) _ „ una sucesión de enteros positivos. Defi- n n€. fN~t-W>
mos B . = a (V11 A A ) que sabemos es equilibrado y t-convexo pa-oi n=l n a ,  a,1 1
ra algún t > 1:

Si x,y£.B , entonces x, y€a (Va HA ) \/n£JN, luego oT n â  ̂ a1

x + y £ a (V11 O A ) + a (V11 Í^A ) £ a (k V11 f| 1 A ) Cn a1 a1 n a1 a1 n a1 a1 a1 a.̂ —

a .máx(k ,1 ) (V11 f \  A ), y esto para cada n<£IN, luego 
n al al al ai*

M-l>6
x + ye.máx(k .1 )( P\a (v 0 A ) = p B , , siendo p = máx(k ,1 )

ai  a! n=ln a! ai  a! 04 a! a! a2

(se verifica entonces que p > 1).
al -veo

Entonces, E . = LIN(B.) = Ü  nB es un espacio vectorial” n—i
I n ■)+°0

y si consideramos Q - jíl/Pa )**o(jn_i * es 111181 ca<̂ ena en "ksl Que

N (4 ,) = ̂ oj/por ser B̂  5-acotado:

Dado U 5-entorno de 0, sabemos que S y T inducen sobre

A los mismos entornos de 0 (Observación hecha en la pag. 67), y por
'*U3 ú 'ítanto existe un n £ N  tal que V^flA C  UOA , luego B.= P|a (V-t \A )C

o * ai ' ai~ ai  ~ o* n-4n ai
C  a„ (v" CU ) c a (UÍIA \ea .0. — n a ,  a, nv a,y no 1 1 o .1 o

Si B^ es 5-acotado, y suponemos existe un x / 0, x€.A/(B^)
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+oo J
x£A(1/pb .B*), luego xe B, 4 n£N, Ahora bien, por ser p >1*\-l ai an 04 ai
n ^  J n n Y**0p ---->0 y entonces, la sucesión A (1/p ).(p )x r , tiende a 0,
al L al ai -J n=1
cuando n tiende a+oo , pero esto es un absurdo ya que ésta es una suce- 

I ')+0°sion constante jxjn_2 con x ¥

Así pues, B^ define una topologia metrizable /<* sobre Ea y

por ser tanto los V como los A /"-cerrados, B^j es / -cerrado, y 5-ce-n n » ex j

rrado. 1^ : (E^,/^) ME,5) es continua, por ser B^ 5-acotado, y la

aplicación Î ríÊ ,/̂  ) ^(E,~) es continua por ser T•< 5.

Además, como B ,Ca A , para cada n£N, con A /"-completo e(" n a1

y B /"-cerrado, entonces B., es /"-completo en E, y si consideramos la -

inyección I .: (E„ ,71, )--- >(E,/~) que sabemos es continua, ya que T tie-OS ™  ̂ Ov
ne una base de entornos de 0 formada por conjuntos /"-cerrados, obtene

mos que B . es ^-completo ((40) 18.4.(4).b), y esto para cada<*£lN^.

Si demostramos pues, que (E^,^ ) es un espacio casi comple 

to, por ser metrizable, tendremos que (Etf,7̂ ) es un espacio de Fréchet 

Dado C ^-cerrado y acotado en Ert , existe un^>0 tal que 

C C ̂ , luego (l/̂ > ).C C y por tanto tenemos (1/^)C ^-cerrado y

acotado incluido en un /̂ -completo- Así pues, C es/̂ -completo y (Ê ,7̂  ) 

es un Fréchet.

Entonces, F = (̂Ê ,/̂  ) :t*£IN ̂  es una representación de 

(E,5). Nos quedaría por demostrar:

a. Ü_. E = E : Si xeE, existe un a.elN tal que x e A , y existe un 
-m/* *  1 ai

b ^ IN tal que x£b V , n€lN. Si consideramos el escalar b, , tal quen n a^ 1

| l/b_ |él, entonces (l/b.)x€A , (1/b, )x£b V° , n̂ -2, y1 1 ai 1 n ax
4(1/b. )x€.V Ca.V . Así pues, si denotamos por V= (c ) _ tal que i a i Bl n ne BM
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c_ = a, , c = b , para n X 2 ,  tenemos que (l/b„ )x €. c (v” f\ A ) \J n€ l l n n 1 n a, a. m
1 ~1

luego (l/b^)x Q. y entonces x£.E^.

b. Si con «*= (a ) y /o= (b ) _ entonces( n n e N  J ( n neiN

an^Va ^ Aa  ̂“ bn^Vb ^ \   ̂ ’ n = lf 2’ luego Boi- B/ j » y por ser1 1 1 1  f

a, ¿ b„ entonces max(l ,k ) ^  max(lL ,kL ). Así pues,1~ 1 ax ai bl’ bx

(1/p" )B £  (i/Pv )ba  n = 1, 2, luego • ............^ D1 r*
Hemos probado entonces que (E,5) es un Espacio Casi LF, - 

con una representación que vendrá dada por la familia ^

1.6 .  Lema.

Sea F un e spac io  v e c to / i ia i  y. A un ¿ubcanyunto e q u iiib n a d o  

y, k -co n ve xo , pana o ig a n  k>0. S i do* to p o io g ia *  i in e a ie 4 ¿ob/ie F , T y  

5, c a d n c id e n  ¿ob/ie A , entonces ícl* unifLo/unidndeA in d u c id o *  pon T y  S 

¿obne A tam b ién  c o in c id e n .

Demostración.

Una base de la uniformidad inducida por S sobre A será

<|/Vy = *^(x,y)£.A xA: x - y€.uj, U 5-entorno de 0^ y por T sobre A

será {*w -{<x,y)£A*A: x - y  €. wj, W /"-entorno de 0^.

Dado U 5-entorno de 0 en F, existe W /"-entorno de 0 en F

tal que (l/k)WP\A Q (l/k)U A A.Entonces, si (x,y)£.A \A: x - y£ W

x - y £ W H (A + A) G kA f|W y tendremos (l/k)(x - y ) 6 A 0 ( l / k ) W C

A 0 (l/k)Uc (l/k)U, luego x - y £ U  y hemos probado que N Q N  .w u
Por un razonamiento análogo obtendríamos que dado w /"-en

torno de 0 en F existe un U 5-entorno de 0 en F tal que .

Así pues, las uniformidades coinciden, y podemos obtener 

el siguiente Corolario:
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1.7. Cono lanío.

Sea CS.,1) - l i m  ( {LJNCS>^}, í ^  > B^y, 4u.pong.amo4 que. pana

cada /i£.¿V e x is te  en L3NCE ) una 4uce4 Íón  ab4onbente G~ - (A ) .n  n m m=0

de con¿.unto4 e q u iltb n a d o 4 , t a l  que -B^ , A^ + A^^, m^-0, n€-tN

y. de manena que 4e venifcica:

i) Dado4 m&O y n̂ ./N An C  An+  ̂ y Jja inyección

I ; (k ,/ , n )------ ±(A , / | n+lJ e4 continua.m ,n m n A m n + 1  A' m  ' m

t i ) fa n a  cada n€.!N An e4 l  -co n vexo , pana a lg ú n  l  ^7,
m m ,n r  * ^ m , n

-rODn _ p 7 ***"
A^ C4 / ̂ -m e tn i^ a b le  y  com p le to  t a l  que e x Í4 te  una 4uce4 Íón  ( v £  ri p= 4

d e c re c ie n te  de entonno4 de O en 7LIN(B ) ,T  ) , T -cennado4 , k -c o n -n n n m ,n

vexo4, u t a l  que máx(l  ,k  ) t  m á x ( l ,k  ) 4 Í  m> é, de ionma*  ^  m ,n rn,n ~~ p ,n  p ,n  T* ^

que l o  4uce4Íón "J An fl V*3 \  „ e4 ba4e de entonno4 de O en ( An, T , « )^  \  m m ,n j  p=1 m n  . Am

con A fi V¡" G  A n  V¡1 4 Í  m.¿ .m0, p - 1, 2, . . .
Tn.^,n ^ 2 ,n- ¿  r

JUUL̂  i • n 7 , n \ ) m } 0 ,  n £ 0A  ̂ ai A m m
Entonces (E,TJ e4 un espacio C a4Í LF.

Demostración.

Por lá Proposición 1.5., cada (LIN(B ), ¿r ) es un espacio -
•o n n

Casi LF, y como podemos poner (E,/~) = ¿JLIN(B ), 1L ) ya que se verifi-
n r4 n  »7i

can las hipótesis de la Proposición 1.3.,entonces (E,7~) es un Espacio

Casi LF (Capítylo 1, Prop. 2.6.)

NOTA. La hipótesis de la Proposición 1.5. y del Corolario anterior, - 

que aparentemente resultan ser muy complicadas, no lo son tanto en -

cada caso concreto. Si consideramos por ejemplo, los límites generali-

dos definidos por B. Cáscales (3)^3., en espacios localmente p-conve
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xos, y se prueba fácilmente que las hipótesis exigidas en la Proposi

ción 1.5. y en el Corolario son una generalización de las hipótesis exi 

gidas por Cáscales. De esta forma, todo espacio que verifica las hipó

tesis exigidas por Cáscales, verifica las hipótesis de dicha Proposi

ción.

2.¿S?ACJ0S SUCLSÜONAÍMM£ <k£TMCTüVOS.

2.0. Onlnoducclón.

En 1973 Floret (7) introdujo el concepto de límite suce- 

sucesionalmente retractivo:

Un Límite inductivo (E,/ ) = lim (E J ) de una sucesión -IQ̂ oO ^ I”1
creciente de subespacios localmente convexos que recubren E, se dice

que es Sucesionalmente Retractivo cuando las sucesiones convergentes -

en E están localizadas en algún escalón (E ,/ ), y son convergentes enn n
este espacio.

En 1985, Cáscales ( 3) extiende estos conceptos al caso de 

límites inductivos de espacios localmente p-convexos, y al caso de lí

mites generalizados de dichos espacios.

Nos proponemos en este apartado, extender estos conceptos 

al caso general de espacios vectoriales topológicos que nos ocupa, y - 

dar algunos resultados de regularidad, bajo condiciones estudiadas en 

el apartado anterior.

2.1. Definición.

Un l i m i t e  I ndu.cti.vo genencU lzado ( E , J ) t a l  que.

(E,T)  = U j r  ( ( U3N(B ) , T j , B ) , dLn.em.04 que e¿ SUCJLSOONALM£NT£ R67RAC-' ít_-%oo n n n  ^

TJVO, cuando to d a  ¿ u ce^ ián  c o n v e n ie n te  a 0 en ( E, T)  eA tá  lo c a l iz a d a  en

a lg ú n B u t ie n d e  a 0 en ( L3N(B ) ,T  ).^  n  *  n  n +oO
Diñemos que un l i m i t e  in d u c t iv o  (E ,T ) - / (E , T ) , con

*71  n *
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E c E * y  I . - ^ / eA SUC£SOONALft£N l £  1\£¡ ftAC/ OVO, ajl dada cuad.n  —  n+1 *  a+1 E ^  a -
' a

cyuLen AuceALóa c.onvesiyenOe a O an (E ,71 ,  exÁAte un p U N  t a l

ana (x  ) . - X E  y  (x  ) _ conveaae a O en (E , T ) .^  n n  €./n p *  a n ^ lN  *  P P

2 . 2 .  f / iopoALcOóa.

£n Oca tiLpótaAÍA deJL ConoOanOo 1 .7. ,  ¿O ( E,T)  =

- JJjti ( ( LON( B ) ,  T } , B ) eA auc.eALonaJjm.enta n e tn a c t iv o ,  entoaceA  
a n a

( Z . T) - H  (LONÍE ) ,  ¡rr ) AuceA¿oaaUmente ne tn .ac ti.vo .r í r í ,  a  “a

Demostración.

Si (xn)n£jN converge a 0 en (E,/), por hipótesis, existe -

p£lN: (x ir B y (x )  ̂ converge a o en (LIN(B ),/ ). Ahora bienn ntíN p n ntíN p p
como T y Tr coinciden sobre A^ = B , entonces (x ) , converge a 0 p  J vp o p n né.lN &
en (LIN(B ),^).

Análogamente a lo llevado a cabo por Cáscales ( 3 ) para 

localmente p-convexos, vamos a tratar de establecer algunas propieda

des de regularidad. Haremos uso para ello de un Lema debido a Grothen- 

dieck (9 ). Usamos en él la siguiente notación:

Si X es un conjunto y <j> es un filtro de subconjuntos de X, 

una sucesión (xn)n€jN ĉ remos Que es ^-convergente si el filtro de - 
Fréchet asociado a |xn: es más fino que (j> , es decir, si para ca

da conjunto F € existe un n ^  IN tal que j_xn: n^n^É-F.

2 .3 .  Lema ( §)

Sea <j> un fJJjtno de baAe numenabie en un conjunto x > y 

(4 *̂  n€-/N uria 'óuceyi^ n- {SLLOioa en x • Suponyamoa que pana cada auce 
Aióa en x qae convenye Aeyúa <j> exLóte un k£/P: -la AuceAión eA (ĵ - 

coavenyente.

£ntonceA ex iA te  un aQ€.!N: <j> eA mÓA fcin.o que , eA d e -

CÁSl, Ó  C;(j).
/I 1
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Se verifica entonces:

2.4. ?/topo ¿telón.
Sea ( E, T) - U jr((L 3N(B y,B y. S t ( E, T)  e¿ ¿uce¿ tona l-n  n  n

m ente /le tn a c t lv o , pana cada Aied num e/iable con _> 0
e x l¿ te  un me.f\¡ y  e x is te  un o(Q̂ A . :  : ue.A ., ot>ot0y ¿¿ e<j¿a ¿ub-

Aied t ie n d e  a 0 en l a  to p o lo g ía  T .

Demostración.

Si |xu: ole A, es numerable, si denotamos por <j) el - 

filtro de Fréchet asociadô  tiene una base numerable ^  r>,^

y evidentemente este filtro es más fino que el filtro de los entornos 

de 0 en (E,7")

Paira cada n£.lN, sea (j)^ el filtro generado en E por los en

tornos de 0 en B̂ , para la topologia inducidapor /̂. Por ser (E,7~) su- 

cesionalmente retractivo y <j> más fino que el filtro de los entornos de 

0 en (E,?*), para cada sucesión ^-convergente existe un k£IN: la su

cesión es ^-convergente, y aplicando el Lema 2.3. tenemos que existe

un n £ fN: (b G Q>. Como B 0 entonces B <p y existirá un c¿0 :o r n • n /n no o o o
{x«: oí>̂ » - ̂ - Bn •O

De aquí, considerando nuevamente quet^C^, si U es un

T -entorno de 0 en LIN(B ), se verifica que U 0 B €. <p Q.W luego n n n 'n 'o o o °
existe -^^oí0tal que U AB^ C. U. Así pues, tenemos que

‘ o
|x̂ : o(>„o<0 , converge a 0 en (LIN(Bn )•

o o
Observación.- Si en IN xtN consideramos el orden (n,m) ¿(n^m*) si y -

sólo si n¿n' , m¿.m' , una sucesión (x )  ̂ es de Cauchy en un espan n̂ -lN —
ció vectorial topológico (F,T) si y sólo si la red numerable \ x , N=L in,m>
x^ - xm» (n,m) €.IN* \N, converge a 0 en (F,T).

- 75 -



2.5. Con.oJjjJiLo.

Sea (E,T) - JUüm.((U3N(B y,/~ y. B ) en I o a  condicioneA del Co h¿>o& n n ' n -
awlanlo 1.7. ¿ntonceA, ¿1 (E,T) eA AueeALon.aMn.enle /letnaclLvo, fE,/-,/ - 

&<j AuceAionalmenle completo.

Demostración.

Sea (x ) una sucesión de Cauchy en (E ,/ ). La red numen n —
rabie (x ) = (x - x ) es convergente a 0 , y por la pro-n,m n,m t IN n m n,m6.lN
posición anterior, existen p, n , m G. N tales que -I x : (n,m)Mn ,m )>co o  l n,m o o
S B  , y esta red tiende a O en (LIN(B ),/ ).P P P

Si consideramos t = máx (n ,m ), para cada n X n  tenemoso o ' o
x = x - x, + x, = x . + x , e B + B para algún qG.IN, ya que sabe-n n "C "t riy t u p q

mos que W = B .q€JN q
Si consideramos M = máx (p,q), tendremos que x £. LIN(B_.)n M

\jn^n , y así )x : (n,m) \ (N,N) \ C B , para N ^ n  ,m yo v. n,m ' —J p M o o

(BM > ’ con (xn,m)n,«>^nvergente a 0 en la toP°loSia

rM (ya QUe P
Así pues, como y coinciden sobre B^ y (LIN(B^)> 6ĵ)

es completo, (x ) v converge en (LIN(B„),/,,) y por tanto (x )n n!^N,M & M M n nílN

converge en (E ,/).

Vamos a probar ahora un Lema debido a M. Valdivia (37 ).

2. 6. Lema. ( 37)

Sea (E,7J = ? ( E  ,7 ) y 7 „, „ 1. 7 . Sea B un Aubconlunton’ n * n+1\E N n *n.-í. /2.
T-acotado y equlllb/iado de E : exlAte un n€.¡N de fjonma que B £ E .

SL dada cualqulen AuceAión ( 6/1 B - B que convesiye 

a 0 en (E,T), exlAte un p^lN; convenye a 0 en (E^,!^), enton-

cjca existe q£. fN tal que (B,7^) y ^B, 7”̂ |B tienen Loa miAmoA AuceAio- 

neA convenyenteA.
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Demostración.

Supongamos que la propiedad no es cierta.

Sea n̂  = n. Procediendo por recurrencia, supongamos exis

ten n,, n_, ... n ya construidos. Entonces existe n .> n + n,l ¿ p p+l p
n > p + 1, y una sucesión (x ) _ .. que converge a x en (B, (_,) yp m mtiN | d

(x ) _ ... no converge a x en la topologia ¡ , i_.m m£IN & n +1 BP
Entonces, | (l/p)(x - x)/ , es una sucesión en B - BL m J m=l

que no converge a 0 en la topologia / ig.
P +1

Hacemos z = (l/p)(x - x), m = l, 2, ..., p£ N y reorde-pm m
namos z^, z12, z2r z^, z31.... zlm....... z ^ ......Veamos -

que (z ) converge a 0 en (E ,/). pm
Sea W un /"-entorno de 0. Por ser B acotado, qelN:

(l/q)(B - B)£W, luego z éiW, p = q+1, q+2, .... . m£N.pm
Por otra parte, como (x ) converge a x en la topologia / i-,m | d

entonces ((l/p)(x - x)) converge a 0 en / . y por tanto exis-m m I \ d — a)
te rfelN: z fc. W, p = 1, 2, ... q, m = rfl, r+2, .... Así pues,pm
Zpm€. W para p+m^r+q, y obtenemos que (Zpm ) converge a 0 en (E , /*).

Aplicando la hipótesis, tendremos que existe un sCIN tal que '

(z ) converge a 0 en (E ,7 ) „ luego (z ) .. converge a 0 en (E ,/ )pm s s sm m t|N s -4

Ahora bien, si n .> s entonces 7 ■_ "i 7 , luego (z ) ... conver-s+1 n „ E ^ s & sm m6.lNs+11 s
ge a 0 en (E ,7 ). LLegamos pues a una contradicción.n .. n s+1 s+1
2. 7 Co/io lanía.

&i JLqa condicione* del Conolanlo 1,7., *ea

(E, T) - llm( (L0N(E ) , T ), B ) - 7~~ LJN lB ), ), y *ea B un conjunton n n  ^  n n

equlllb/iado y 7-acotado tal que.:

l) existe un me.N tal que B C B  .° — m

il) Tana cada *uce*lón 6/1 B-B que convenye a 0 en (E,i) exl*_
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t e  un p >,m t a t  que ( x . ^ ) c o n v e n y e  a O en (E ,1 ) ,

£ ntonceA, e x is te  qc./N, q > m  t a t  qp.e ( B, T>^)  y  ( B , T .̂ y t t eI  ̂I
nen taA  mtAmaA 4uc.eAi.oneA convenyenteA.
Demostración.

Vamos a demostrar que estamos en las condiciones del Lema

2 .6 .:

Sea (x ) una sucesión en B - B que converge a 0 en n n e IN &
(E,7). Aplicando la hipótesis ii) existirá p€.lN, p^m tal que (x ) „n neiN
converge a 0 en la topologia / , y (xn)n£jjy — ^ue B - B
_ _ . m . m ~ »m _ . p .B + B c A + A C A. c A . , por ser p>.m. m m ~ ° o - l -  i  ̂  ̂'

Además, sabemos que / y ^  coinciden sobre A^ , luego

(xn)nC,N converge a O en la topologia 4̂ . Aplicando ahora el Lema an

terior, existe q€lN, q>n tal que (B, 7~. ) y (B,¿-._) tienen las mismas|B wq|B
sucesiones convergentes, y entonces se verifica que (B,/._) y (B,/ ._)

r B q|B

tienen las mismas sucesiones convergentes (ya que (B,L . ) y (B,T . )QI B q | B
tienen las mismas sucesiones convergentes).

2 .8 .  ?nopo4tc t ón.

£n taA  condtctoneA d e t  C o/iotanto  1 , 7 . ,  4 en ( E , T ) - 
JJjtl( (U JN (B ^), T^J, B̂ y y 4uponyamo4 (E ,T )  4ueeAtonatm.erjte n e tn a c t tv o.

£n tonceA , pana un c o n ju n to A e q u it tb / ia d o , 4on e q u tv a te n-

te A :

a. A eA J -a c o ta d o .

b. S x tA te  q^-IN t a t  que A CB y A eA T -a co ta do.

Demostración.

b.— *a. Sea A £rB v A T -acotado, y sea (x )  ̂mT una su- q q ' n néW
cesión en A. Consideremos una sucesión ( P  ) C K tal que ( P  )n̂ n€.lN \n
converge a O en IK . Entonces, (̂ nxn) converge a O en ¡ , y existe un
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n 6.IN tal que Px CA, si n>.n . De aquí, y ya que / , obtenemoso \nn ' o  IB qq
que (Pnxn)n€iN converge a 0 en / , luego A es /"-acotado ((¿o) §15.6. 

(3))

a.— >b. Sea A ^-acotado. Veamos que existe un ntlN tal -

que A^nB : n
Si esto no fuera cierto, existiría x <=. A tal que x <d nBn n~ n

ne.iN. Por otra parte, por ser A /-acotado, la sucesión ((l/n)x }n n
converge a 0 en T , y por ser sucesionaímente retractivo 3  m 6.IN:

((l/n)x ) ^  b y ((l/n)x ) converge a 0 en T En particularn nérlN m n n€.\N m
obtendríamos que x̂ t. nB^ c nB^ cuando n^m, luego llegamos a una con 

tradicción.

Tenemos pues que existe ne.lN tal que A cnB^, y como pode

mos demostrar directamente por recurrencia que 3 ttlN tal que nB c B.n t
(por las hipótesis sobre los B̂ ), , aplicando el Corolario anterior,

existirá un q£lN, q^t, tal que (A,T  . ) y (A,/. ) tienen las mismas -q | A | A
sucesiones convergentes. Aplicando el mismo resultado (¿0) §15.6.(3), 

obtenemos pues, que A es T -acotado.
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CA9ÜTULO 3 : UNA NOTA SOBRE LOS ESTACOOS DE SECWJKCWSKJ, RA3KCV y W. 

ROBERTSQN.

0. INTRODUCCION.

Como ya hemos dicho en la introducción a esta memoria, Itei 

kov (28) y Siowikowski dan respuesta satisfactoria a la conjetura de 

Grothendie ck,definiendo dos clases de espacios que M. Valdivia (39) de 

muestra que coinciden en el caso separado.

Nos proponemos en este capítulo, mediante un sencillo razo 

namiento, demostrar, basándonos en los resultados obtenidos por M. Val 

divia, que éstos espacios coinciden en cualquier caso.

Estudiaremos también condiciones bajo las cuales dichos es 

pacios coincidirán con los espacios con redes definidos por W. Robert- 

son.

1. SOBRE LOS ESPACIOS DE SWJJ3KOJISK3 y RAÜKOJ.

1.1.  De.fJjxLcÁ,ón.

Sean P y Q conjuntos infinitos numerables, y sea M un sub-
Qconjunto no vacio del espacio P .

Dado un espacio vectorial E, suponemos que para cada par -

(p,q), donde p = f(q), qe.Q, f£M, existe en E un subespacio vectorial

E , dotado de una topologia vectorial pseudometrizable, definida por P»Q
la F-seminorma |.| . Si (p )£M, definimos el espacio
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E, v = fW E :qcQT*y suponemos este espacio dotado de la topolo (P,J l* P„»Q -> “q q

gia vectorial menos fina que hace continua la inyección canónica de —

E, v en E , para cada qe. Q. Entonces, dicha topologia viene defini <Pq) Pq.Q

da por la F-seminorma |x|
Pq ,qn

| x | ( p ) “ Í 5 I  ¿T'  |x|

donde suponemos Q = «|̂ q̂ , q^, .. *j .

Denotamos por ^ = (M, E , l.l ) , y  diremos que t  €Sp»q p.q
una " representación" de E, si se cumple:

oO Si (p )€ PQ y S(H, (p )) = J (s )<=M: s = p , q£Hj ̂  <f>H, t L M H M ^
para cada subconjunto finito H ^  <j , HcQ, entonces íp^)£M.

fb) Para cada reQ, (p^)£:M y cada H CQ, H finito, H ̂  <j) , se tiene - 

que

a i\.q : q£HÍ fe° K r,r : ( V es(H'(V )j y

0{\,r ■■ (kq ) 6 M ^  - E .

Y) Dados n = 1, 2, ..J. = Q, donde es finito distinto de va

io,. n£IN, y U cu ; (p )£M y x enfe n : qeU l conn n+l q n V P »q njcío.

lim sup v I 2^- x .1 :x . G.E , i = l, 2, ... k í = 0n L i=l n+i'prt,q n+i P„,q J
q q

*para cada q<=-Q, entonces existe (p )£S(U.,(p )) tal que
q i  q

(xJcE, * y lim sup | £-t- x | , * = 0.
q ^ K q

Se dice que F es una " o(^»í-representación completa", si 

el espacio Ê   ̂es completo, para cada (p
pq Q
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Diremos que E es un "ESPACIO DE SCOWIKOWSKI" si admite una 

representación completa h de manera que para cada (p^)eM, la to 

pologia inducida en E, . por la topologia de E es menos fina que la -
pq

topologia de Ê  es decir, la inyección 1̂   ̂ : Ê  -̂---- ^E es -
Q Q Q

continua, para cada qcQ. Cuando se verifique esta propiedad, diremos

que la topologia de E es compatible con la ¡̂ ¡(-representación. (Hemos

usado hasta aquí la notación dada en (32)).

Siguiendo ahora (28), denotaremos:

Sea un subconjunto L de un espacio vectorial E. Diremos -

que una sucesión (x ), respectivamente (x ) de E está "finalmente -n n, m
contenida" en L, si existe h€.N tal que x , (respectivamente x )perten n,m'
nece a L, para n^,h (resp. n,m^h).

Si F es un subespacio vectorial de E, dotado de la topolo

gia S, y la sucesión (x ) (resp. (x )) está finalmente contenida enn n,m
F, diremos que (x ) (resp. (x )) converge al origen en (F,5), si da- n n, m
do cualquier 5-entorno de 0, U, en F, (x ) (resp. (x )) está final-n n,m
mente contenida en U.

Diremos que (P,Q,M,E ) es una "Z)0-representación" del esP.Q ~
pació vectorial topológico (E,D (no necesariamente separado), si se -

cumplen las condiciones o¿), >̂) y

Dado cualquier (p )€. M, si la sucesión (x ) £ E es tal que la suce- q n
sión doble (x - x ) está finalmente contenida y converge al origen en n m
cada E , q<s.Q, entonces (x ) converge en E a algún x, donde (x-x )Pq,q n n
está finalmente contenida y converge al origen en cda E , q¿Q.P_»Q

I —Denotaremos por D Q= (E, / ) espacios vectoriales topológi- 

eos tal que al menos tienen una Z)0-representación^.

Vamos a demostrar que la clase 0 o coincide con la clase de 

los espacios de Slówikowski.
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Sea ( E J J  un ca p a c ió  v e d o  n i a l  to p o ló g ic o , F - Jo J¡ y, G 

un AubeApado de E cyue eA complementando a F.

S n t o n c c A , l a  t o p o l o g í a  i n d u c i d a  p o n  T A o b n e G ca t í a u A -  

d o n £ £ ,  y  E ca t o p o  l ó g i c a m e n t e  lA o m o n f jo  a GxF, d o n d e  F e A t á  dotado  d e  

l a  t o p o l o g í a  t n l v l a l .

Demostración.

(18), pag. 41.

1,3» fñopo A lc ió n .

S I (E ,TJ eA un eA p a c ió  v e d o  n i a l  to p o ló g ic o , no n cceA an la - 

m ente Aepanado, con una D 0-nepneA ent.aclón, entonces (E ,T )  ca un ca pa

c ió  de StbujlkouJAkl.

Demostración.

Sea (E,/~) un espacio vectorial topológico y sea

(P,Q,M,E ) una Z^-representación en E. P»q
Sea Q= 4 U : n=l, 2, ...i con U finitos distintos de L n J n

vacio, U £ U  , Jn€.lN, y para (p )€ M supongamos 0 {E : q£ U \n n+l q Pq,q nJ

dotados de la topologia vectorial menos fina que hace continuas las in 

yecciones canónicas de dicho espacio en E , q€. U .
V q n

Aplicando el Lema 1.2. E es topológicamente isomorfo a 

GxF, donde F = 0̂̂ / y G es un complementario algebraico arbitrario de 

F, dotado de la topologia relativa (que es Hausdorff), es decir, exis

te una aplicación : E — —  ̂GxF tal que es continua, inyectiva y 

la inversa : î>(E) $E es continua.

Si denotamos estos espacios con sus topologias por (G,/"') 

y (F,ft), estamos en la situación (E,D------ M  L̂ (E), 7~x ))



donde Lj> es lineal, continua, abierta y biyectiva, y por tanto estamos 

en condiciones de aplicar (28)4.3., luego tj>(E) é.Z)0.

Consideremos ahora las proyecciones canónicas

ni : ¡Lj>(E)}  ̂( nivf(E),rin1if(E))

que aplica a cada par (x,y) la componente x

n 2 :  : > ( n 2'f(E),S|n2if(E))

que aplica a cada par la componente y¿ y denotemos por G., = (E)1
y F 1 = H2° ^ ( e ) .

Aplicando (28)4.4. G ^£ .fl0 y además, por ser T ' separada, 

T \ n es separada.
iGi

Entonces, si denotamos por (P1, Q1, M’, Z , ,) una 0 o -P »Q
representación de Ĝ , estamos en las condiciones exigidas por M. Valdî  

via (39 ), y por tanto (M’,.Z ,, M pt qt) es una -representa
ción completa de Ĝ  compatible con la topoiogia  ̂' . Vamos a tratar de 

construir a partir de aquí una representación completa de (E,M 

compatible con la topologia

Consideremos para ello la aplicación^ = n̂ ovj? de E so

bre Ĝ , que es lineal, continua y abierta, y definamos los espacios

X = ui^íZ , ,), q'G.Q', p' = f(q') para f£M'.P i  P »q

y queremos dotar a X . . de una topologia pseudometrizable. Para elloP >Q
consideraremos el funcional I . I , , : X . ¡ >R Ô |0\1 P',Q P',q' 1 J
tal que para cada x £ X , ,,|x|/ l , = | cCL (x) I .P ,q P »q J- P'.q1
I.I/ , así definida es una F-seminorma, por serlo |.| , p , q P i q

Consideremos pues, X . . dotado de la topologia seudome-P , q
trizable definida por dicha seminorma. Probaremos que
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t
(14' , X q'’l*lp' q1 ̂ es una representación completa de E compa
tible con su topologia. Veamos las condiciones:

W) Se sigue directamente, por verificarse en Ĝ , ya que esta condición 

depende únicamente del conjunto M1 , y éste no ha cambiado, luego 

Si (p^,)tPl<5’ y S(H, (Pqt )) = { (s^)eM': ŝ , = p¿, ¡t ¿

para cada H CQ' finito distinto de vacio, entonces (p̂ ,)€.M'.

p ) Para, cada r<̂ Q', (p^JCM1 .y cada subconjunto HcQ' finito distinto 

de vacio, tenemos

n lXp',.q' = q'£H] =

^ " 1 ( n \ Zp',,q': q '€ H V  & ‘R ' R  Zk',r= <k¿)feS(H,(p',))3 )Cq r

U{xk, r : (k^)eS(H,(p^,)|j por verificarse /2>) en Ĝ .

Además, como 0 | z ,  , : ( k 1 , ) £ M ’ V = G. , entoncesL k^, r q l

° { \ , r  ■■ K ' ) í K ' \  = U R 1(Zk;.,r): (kq')feM'} " ’

R (° l zk;,r: = ¿ X >  - E-

Observemos antes de pasar a probar la propiedad if) que si

consideramos la restricción de u5, a X . ,, se verifica que1 P 1,q’
mJ. : X ,— ;----- > Z , , es una aplicación lineal y sobreyectiva,1 p’,q1 P ,Q

que es continua y abierta, si consideramos en X . . y Z , , las topoP',q' P1,q'
logias semimetrizables que definen las F-normas I.I . . y I.| , ,p'*q p .q
respectivamente:

Dado E>0 y V ílzfiZ . . : | z | , ,¿.£1, existe
£ l p »q p »q J

W. = lx£X . I x 17 , f \ = l x t  X . | ú)- x: | . \ tal quet V p ,q 1 P q J l P »q 1 1 ’p'.q' J

™ Vó.’ lue2° es continua.
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Por otra parte, si z£V. , |z| , , <. £. y entonces¿ p1,q'
u^íz) = y £ xpt>q, y se verifica que M p , ^ ,  = ló̂ Cy) lpl ̂ ql =

= M  , q*r£- luego z = i¿̂ (y) £ u^(W^) , üT^W^O = V¿ y 

es abierta.

Consideremos ahora X, , » = fWX , q'^Q'S y lo dota-q' lpq”q J
mos de la topologia menos fina que hace continuas las inyecciones ca

nónicas X, , N—  ----^X ,. Esta topologia viene definida por la(Pq.) Pq. .<3
F-seminorma

-*-oo
| x | \______ ¿_ 2 n|x| ,(1 t M '  ,)

(pq'> P ^ ’̂  P q - ^

donde suponemos Q* = C12*’*_}
Además X(pl |) = Pl{Xp, _q,: q'feQ'j = C\ { ¿¿(Zp, ̂ _q, ): q'eQ^ =Q Q Q
= ̂1(n(zp-,.Q': q,fcQ,3 =̂1(V,)>’ ̂ ix£V,

q ’ ' * q' '* q' ^

' f , v = ¿  2~~n |xf 11 + Ix|1 ) ^
q' ¿I Pq*’qA Pq* ’̂n

¿O
2~n|üX,x|ZL.2 l^xl + |ô x| , J"1 = Iu51x

n=l q n x
n n

Así pues, si consideramos la restricción de ü3T a X, . .
1 'Pq'5

tenemos que u¡51 : X,— ;— :-----  ̂ Z. , . es una aplicación lineal y so-
1 Pq' Pq'

breyectiva que por el mismo razonamiento anterior es continua y abier

ta. Estamos ahora en condiciones de demostrar la propiedad <Q :

{ ) Dados 0\u : n£lNl= Q', donde U C u  finitos distintos de vacioL n .j n n+1

(p^,)£M' y xnea\Xp, q,: q'eU^ con

lim sup J | í—r x . |' . x X , ., i = 1, 2, ...k ( : 0, qeQ*
n  Ve \  1=1 n+1 p q ' » q n+1 p q ' ,q
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si x £f| tí’ÍZ , , : q1 £ U \ , entonces ulL (x ) e 0 i Z . : q' £ U \n Pl P* , ,q' n_J 1 n \ p’ q' n c ni

luego, por definición de I . I . ,,Pq,,q'

-SS- , JL
| ^-zr x . | . , = | f-r ütx . | , y podemos escribiri=l n+i'p' ,q' i=l 1 n+i'p ,q'q' rq'

lim sup I) | tí. (x .) | , , : (x .) 6 Z , i = 1, 2, .. .k\=0
rv k, L 1=1 1 n+1 Pq.>1 1 n+1 Pq.*« ->

y por ser (M', Z . , ,) una /̂t>í-representación en.G,P »q P *Q I 1

existe (p‘*.) €. S(Ult(p' )) tal que «^xJne.lN4- Z(p.. j ' Y
q'

ii —̂ ilim sup f—i (x . ) / N = 0K k  1 1=1 n+i (p*, )

Ahora bien, hemos probado que (uTx ) Z, . . si y só-1 n n£.lN—  (p , )q
lo si (x ) -T c> X / ij, . y lim sup I (x . )|, _ N =n neiN- (p‘*f ) J ^  ' i=l V  n+i''(p*,)

/ .
= lim sup | -f-r x L v = 0. n kT i=1 n+i ÍP*.>

Así pues, f M', X , ,, | * | f .) es una oipX- representa-

ción de E. Veamos ahora:

1. X, . es completo para cada (p'
q' q

2. La representación es compatible con la topologia de E.

1. Para cada (p* ,)e M', Z, . . es completo, por ser (M1, Z , , , I . I , Jq' (p̂ , ) P' .q P'<T

una representación de G. , luego, por la construcción de X, . . y de
1

i i*. , x , X, . . es completo.(P'q,> (P¿.)
2. Para ver que la representación es compatible con J , tenemos que
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probar que las inyecciones I : (X, , x,|.|/ , v)------ ^(E,/-)
lPq'; q'

son continuas, para cada (p1 . )CM' .Q
Ahora bien, I es continua, si y sólo si la composición

tpol : ^ ^  ip(E) es continua,por ser un isomorfismo to
Q.

pológico, y ijol es continua si y sólo si r^ot^ol es continua, i =

1, 2. Estamos en la situación

(X{ , , j)— -— »(E.d _ Í L ^ ( ^ E ) , Gx,r')
q' q'  \

(z<p̂ . )•1 •1 (p¡j. )}
donde es diagrama conmuta, y además, por ser (M1, , ,, |.| ,)

una o((S6 -representación compatible con la topologia de Ĝ , 1̂  es con

tinua, luego ^20u î es continua, y también lo será.

Por otra parte, como : ^(E)----^i*  ̂ 1̂ es^  dotado -
de la topologia trivial, entonces R^ o es continua. Así pues, I

es una aplicación continua, (p* )e.M’.q
7.4. ’P/Lopo^i.cLórt,

Si. ( E, T)  eA un ¿ApacXo de S£owikou)4ki., enX.on.ceA ( E , T ) ^ 0 o> 

Demostración.

Consideramos análogamente a la proposición anterior,

E  >^(E) • isomorfismo topológico, R 1 : ^(E) lineal, con

tinua, abierta y sobreyectiva.

Los espacios de Slbwikowski son estables para una imagen 

lineal y continua, luego (Ĝ ,/ ') es un espacio de SlTowikowski, Haus- 

dorff, y por un resultado de M.Valdivia (39), Ĝ  admite una D 0- r e pre

sentación.

Probemos, siguiendo a Raikov (28), que E admite una Do-  

r e p r e s e n t a c i ó n .
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ción en Ĝ .

Sea isi : E  =>G , y sea (P,Q,M,X ) una Z),j-representa-1 J. P»q

Definimos Z = )f dotado de la topologia antiimaP»Q ^ P»Q
gen de la de X por u) ^ • Vamos a probar que (P.Q.M.Z ) es una D 0 P.Q -1 P*q
-representación de E:

*¿) Se verifica por verificarse en Ĝ .

b̂) Para cada r£.Q, (p̂ )G.M, HCQ finito distinto de vacio,

A l V . q : q£HÍ ■ n H 1(V , q ): q£Hi= ^'1(nÍ Xpa,q:
4 4  4

£■ ̂"í( (V £ =ü\^(xkr>r>- <V«S(H'(V>J>
= lU Z, : (k )£ S(H,(p ) )l , por ser (P,Q,M,X ) una Q0 -representa »- k^, r q q j  p,q w -

ción en G^. Además

Ü ( V : <k̂ )£MJ  = 0 l ^ 1(\ . r )8 (kq)£MÍ =

\ , r -  (kq)£M>  ^ <G1) “ E- 

Tenemos que probar que dado cualquier (p ) q M, si la sucesiónq
(x ) 9;E es tal que la sucesión dobre (x - x ) está finalmente conteni n n m —
da y converge al origen en cada Z , entonces (x ) converge eñ E a -Pq i q n
algún punto x, de forma que (x - x ) está finalmente contenida y con-n
verge al origen en cada Z . Ahora bien, dada (x ) c. E tal que (x -Pq»q . n - n
x ) está finalmente contenida y converge al origen en cada Z = m Pq.q

1(x )» (ol (x ))9:G. es tal que (pl (x ) - ul (x )) está finalmentep , q x n 1 ^ L n x m

contenida y converge al origen en cada X , y como G, Q.D 0 , la suce-Pq,q 1
sión (w,í:x )) converge en G, a un punto y£G, , verificando además1 n 1 1
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que (y - (¡̂ (x̂ )) está finalmente contenida y converge al origen en ca

da X . Aplicando que es sobre, sabemos existe un x^E tal que
Pq 1

u^(x) = y. Vamos a demostrar que (x ) converge a x en E:

Dado V un abierto distinto del vacio, en E, t|>(v) es abier

to en t-JXE), luego existirá un U abierto en G tal que (U*. F)ntj>(E) «^(V) 

(en F consideramos la topologia trivial). Sea UOG^ que es abierto en

G , entonces, existe un n € IN tal que (ul (x) - uS (x ))£U OG, , J n^n i o l i n i  o
(porque G €. De), es decir, H'-'f (x ~ x )£Uf\G.,, J-nÁn , y por ser H-,1 a. \ n 1 O 1
una proyección î>(x - xn) £ (U F) tj) (E) = lj>(V). Así pues, por ser

un isomorfismo x - x £.V, n> n y (x ) converge a x en E.n ' o J n
Por otra parte, si consideramos la sucesión (x - x ), exisn —

te n eiN tal que (y - (x ))£.X , Jnxn , luegoq i r  pq»q q
(x - x ) €. (X ) = Z , Jn^ n , y dado U un abierto en Z , n i- Pq* q Pq»q q Pq» Q

U = iO^(V), V abierto en X , existe un n GJN tal que^ Pq» q o
(l̂ (x) - ^(x^)) €̂ V, n^nQ. Entonces, (x - xn)c.U, n!>.no, y por tanto 

(x - xn) está finalmente contenida y converge al origen en Z , q€. QPq* q
Hemos probado así la condición X), luego E €. Z?0.

2. soma lo s  espacios con redes de id. robertson .

Vamos a estudiar a continuación la relación entre los espa 

cios de Slowikowski, y los espacios con redes, definidos por W. Robert 

son (26 ).

En (39 ) M. Valdivia define los espacios estrictos de Slowi

kowski: Dada una -representación (p,Q,M,E ) de un espacio E, se -p»q
dice que es convexa si los espacios E^ no necesariamente separados, 

son localmente convexos. Si además E es localmente convexo, se dice - 

que E es un"Espacio estricto de Síowikowski".
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Valdivia prueba que un espacio localmente convexo tiene - 

una red estricta (Definición 8.5.) si y sólo si es un espacio estricto 

de S2:owikowski. Siguiendo la construcción hecha en (39), considerare

mos :

Sea (P,Q,M,E ) una Z)0-representación de un espacio vec- P.Q
torial topológico (E, /). Supongamos sin pérdida de generalidad, que Q

es el conjunto de los enteros positivos IN. Si p^ = g(q) para algún -

g(-M, q£.Q, tomamos

U _ O U D .. . 5.U ... tal quep ,q,l - p , q,2 - P ,q,k

U . _ + U . . C U  ,k para k = 1, 2, ...p ,q,k+l p q,k+l ~ p ,q
q q q

un sistema fundamental de entornosequilibrados, cerrados,del origen,

en E , y consideramos la aplicación Pq,q

f: Q---------- ^-(rU„ 1 i: relN- <pJ«-m 1

Definimos = f(n̂ ), n^£N, y procediendo por recurrencia, si fija

mos n , n , ..., ri £Q, y suponemos que A 1 k n^.. .n̂

= r U O r (U . ,ftü , . ) n ... r (U D U A1 P^> » 2 P2* * ’ ’ P^»l»^ P£»2,k

... U - , . ), de manera que existe (s )€. M tal que s . = pPk,k,k M q 3 3

j — 1, 2, ..., k, sea

f : Q  >ÍA fyr(U , , , 0 U _ , ,0nin2*“ nk L ni • * *nk P1(l,k+1 p2,2,k+l

^ - wi : rfi.lNy p. . = g(k+l) con g €M, de maneraP, - • K + l « K+l K+J.k+1

que g(j) = Pj» J =1» 2, ..., kJ .

Definimos A = f (n. . )
V 2- V l  nln2 - " nk W
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2.1. Pñopo Alción,

La jjarriLLLa W = j ; k,  n^, ..., /i, e/V j ¿¿mz >ze<¿
 ̂ 7* * * k

(D,W.)  en E, t a l  que dada una AuceAlón cuaU.qul.ena ( e x is te

una AuceAlón ^  númenoA neaUeA poAÁUlvoA: aI  \^ € .K  con

OéIÂ |í(̂  ¿í Kk e \  n  > k = 1, 2,  , , ,  enUonceA l a  A en le
1 * * '

4 oo
convence en Y. a un punUo de A^ , A = 7, 2,

k=k+1 

Demostración.

M. Valdivia (39)

2.2. Lema,

Pana cada k , n i t  , , , ,  n . & N  e x lA te  M >7 ¿a-¿ ẑze
7 /\ /1^« • •

A * A C oí' .A/ly* • • 77. ̂ • /7^ 72.̂ . • • /l^ /ly• • • /7^ ^

Demostración.

Sean x, yé.A , k̂ .2, y consideremos
V ‘,nk

—1 —1 (r .r ...r ) (x + y) é. (r .r ...r ) . (A + A ).1 2  K 1 2  * K l 1 • • •

Por la construcción de los A ' , se verificará
v -a

(rl-r2---rk r  (x + y ) e ( r r r2...Pk r  -<*-2% i t2n o  2>2) *

r (u . , ( \ u  ))cu ■ n u  ? o  + U i ? O U  c2 1112 P2>2,2 P̂  * 1»2 p2»2,2 p^,l,2 p2>2,2 —

Uo i i + Ur> 9 1̂. riur, 1 1» yaque | r . (r .r .. .r j"11 á 1, »1»1 P2»2»1 1 p^ »1»1 2 1 2  le

los U . , son equilibrados \/j,k£N y r,€ N ,k^2.P •»J »k ku
En general, (r .r2«. .r^^íx + y)G

(r, ,r„.. .r, )-1(r .(U , U . .)+r.(U , ,0 .. .CiU . .))d1 2  k j plflfj Pj.J.J J P-l.1,1 Pj.J.JV-
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y esto se verifica para cada 2£j¿k, luego se verifica que

(r, .r0.. .r, ) ^(A + A )¿:A , y entonces, si defi1 2 k ~ V ^ - l

nimos = r, .r_.. .r, > 1 > 0, tenemos que
nl‘" \  1 2 k

A + A C.o( ,A .(Consideraremos A = E)n, ... n, n, ... n. n. ... n. n, . .. n. . n1 k 1 k 1 k 1 k-1 o

2 .3 .  Lema.

Si. W' - -Ib : k , n * ,  . . . ,  ¿LendoL r L j . . . n ^  V  k J
_ 7B - ( t i  ,c( . . . . d  ) A , entonces W  una nedn ^ . . .  n . /î ri^n.^ n . ^ . . . rt^ r t ^ . »»n^

(RJ.

Demostración.

Dado x£.E, por ser W una red (D.W.) E = 0  A , luego
n c m  n

existe n.é. 1N tal que x£ A = oí B . Así pues, 0  B absorbe E.1 n* n„ n. ^1 1 1  ntlN

Sea x£B = (oí .o( • • • °L ) \n, ...n, n, n.n_ n.n_...n, A1 k 1 1 2  12 k n2 * * .n̂

Entonces d .tí ...tí x£A y existirá un n, .€.IN tal
ni nin2 ni*'*nk nln2’**nk

que d .o( ....oí x £A =
nl nln2 nl,,,nk nl**,nknk+l

(o( .« ... .ĉ . t í )B
ni \ nz "í**^ V * ,nk V i  nr “ V r

Así pues, existe un 0 tal que xG^B y tendremos que
nln2“ ,nk+l

OÍB : pGIN^ absorbe B
\nv ..n^ J nr**nk



Veamos la propiedad aditiva:

B + B = (c* .©i . ) (An n +
nl,#,nknk+l nl nln2 ^ “ ‘W + l  1**‘ k+1

+ A )c.(tf - tí A ) =
nl‘"\+l nl nln2 nl * * ,nk+l nl* *,nk+l nl* * *nk

(s¿ . .. .o¿ ) Â = B , (aplicando el Lema
ni nin2 nl*',nk ni“ ,nk nl**’nk

anterior). Así pues, IV 'es una red (R).

Vamos a definir ahora algunos conceptos, dados por W. Ro-

bertson ( 26) y que usaremos más adelante.

2.U. DafLirLÍoLón.

Dado un espacio vectorial F, si denotamos por F el conjun 

to de todos los subconjuntos de F no vacios, dada U una base de fil

tro de F formada por subconjuntos equilibrados tales que para cada W£¿/

existe un W' + W'£. W, ü define una estructura uniforme, que de-
* * tnotaremos porf  , sobre F, cuyas vecindades vienen dadas por W =í (A,B)

tal que A£rB + W, B£A + Ŵ-, WCU.

Dada una red (R) W = -ĵ B̂ : k, ry n2,

en F, si denotamos por C = (w^k£lN una fibra de la red, entonces para

cada kGAN + Wk+1~’̂ k ^ por ^an °̂ ^ define una estructura unifor-
\

me ̂  sobre F.

Dado un espacio vectorial F y una red IV diremos que IV es

"Estrictamente Cerrada" si y sólo si, para cada fibra de la red, F es

^-contpleto, es decir, para cada fibra de la red, toda (Â ) ^ suce-
* •sión de Cauchy para la estructura ^ es ^ -convergente.

Dado un espacio vectorial topológico (F,D no necesariamen 

te separado, y (V una red (R) en F, diremos que IV es una /"-red si para 

cada fibra C de la red, dado Ve!/ (base de /"-entornos de 0 en F), exis-
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te un ktlN tal que W^^-V.

En el caso en que (F,/) es Hausdorff, la definición de /-

red estrictamente cerrada dada aquí coincide con la dada en la Defini

ción 8.1. ( 26)Teorema 18.

Nos proponemos a continuación probar que la red construida

en el Lema 2.3. es una 7-red estrictamente cerrada en E. Vamos a demos

trar previamente un resultado debido a W.Robertson, cuya prueba neces¿

taremos más adelante *

2.5'* P nopo^lclón . ( 26)

Dada W  - Ib : k , /i„, ..., n L€ - M\  Jüa sied canA tnu ldal  r i ^ . . , n  ̂ ’ 1’ k J

en e l  Lema 2 . 3 .  , pana cada C - lo d a  ¿ende ¿__ x^ , x^
k=1

k -=  1, 2 , . . .  e¿ T -convengente.

Demostración.
Sea C = (W, ).  ̂„ una fibra de la red, W. = B =k k£N k ^...n^

= (oí .o¿ . . .  .U ) A , kelN. Por la Proposición 2.1.
nl nln2 nl*"nk ni“ #nk

existe una sucesión asociada a la sucesión P°de

mos tomar decreciente y tal que O ¿^4.1 de forma que la serie 
60

( P y es /-convergente para y <LA , k eJN y por tanto tambiénrC— x * k k
•4 OQ

es cierto para los y^e Ŵ , kefN. Así la serie S i  zk es ^-convergente
4-00

para k€lN. Vamos a probar que es /-convergente pa

ra x^ £ W^f k^ 1N.
n

Sea s = x. . Entonces s - s €W para m>.n. n k=l k m n n '

Sea p(k) = k + inf|p: 2_P¿-̂ k .̂ Entonces p(k) es creciente , y si

m>n>p(k), s - s€W GR W. . Así tenemos que s , s ,'  ^  * m n p(k) vk k M p(r+l) p(r) r r
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para cada ré.lN.
-4-po \Se verifica entonces que la serie ¿ (s , ,. - s , x)trr p(r+1) p(r)r=i

es /-convergente, luego la sucesión (Sp(r))r€.|N es ^-convergente a

un punto s¿E. Si VeV (base de entornos de 0 en E) existe un k€.lN tal
-y oo

que ̂ ^ k “ V (ya que  ̂z^ es /-convergente para k£.¡N)» y

así s - s -̂V, cuando m,n>,p(k) m n
Hemos obtenido así que la sucesión (sn)n^ lN es /"-Cauchy, y 

que es /"-convergente, luego (sn)n€jN es /"-convergente.

2 .6. Pno p o s ic ió n .

Dada l a  ned U/' de. l a  Pno p o s ic ió n . a n le n lo n , pana cada fc lbna
-V OQ

C - ¿e v e n lp c a  que dada l a  ¿eAlie x̂ , x^€.W^, £̂//V

2—, x <£ W, ,, n=k+1 n k -1

Demostración.
_  -iSea C = (W ) con W = (oi M  . •••* _ )’Ak k IIn k i 12 1* * * 1 *4 *

kélN. Por razonamiento análogo al 'hecho en la proposición anterior, -

existe una sucesión de números reales (P. ). ,.T decreciente y tal quevk ké̂ lN J

0 ár9 (=. 1 de forma que la serie £rr P^y^é-A » helN.x X—n4*j. k x n« »• • n,1 h
Si r ̂ k entonces y £W = (&¿ .o/ ) A —r r n„ n.n_ n. .. ,n n, ..n»1 1 2  I r  1 r

C. (d ,o( . . ..s/ )*”̂ A (ya que o/ >1 por construc-ri- n- ru n. •»• n. ri*. • • • 1*1 ri* • • • n .1 1 2  1 k I r  1 j
-4- CxD

ción), luego ± r - P y £(o/ -o/ . .. .ex  ̂ )~ A =
1 12 1 * * * 1 * * *

= B , y entonces se verifica que , z £.W. , kefN, z gp W .n^... n^ r=k+l r k r r̂ r
n

Ahora bien, si k£(N, y sn = xk» Por razonamien

to análogo al de la Proposición anterior Sp(r+ )̂ “ Sp(r)^^^r’
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4 c»3
y entonces p_k+l Ŝp(r+1) ” Sp(r)^^^k’ k<s:,N» es °̂ es. si denotamos

por s = lim s , v como antes, s - s v £ W, , k€IN.r p(r) p(k+l) k’

También s - s e-W ,Vjm>.n por tanto, como p(k+l)>k, m n rt v *

s - sk = s - sP (k+i) + sP (k+D  - sk £ \  + es d e c i r -
4-SO

liÜfiá Xr £ W k-l-

Sea ahora C = una fibra de la red W' y ^ la es

tructura uniforme que define sobre F. Sea (A ) una sucesión de Caun ntIN -
chy para dicha estructura , es decir, se cumple que para cada ,

existe n(k)£IN tal que A CA + W. , y/m,n^n(k). Supongamos (n(k)). ...n m k & k€.\N
una sucesión creciente y definimos 

A = . y = lim yr: yr£ An(r) y yr - yr+1^ Wr ^ r >,k f kClN^, enton 
ces
2 .7 .  Lema»

^ r i  r i ^ /N 1 -c-orivesig,e a A en F, e¿ decJLn, dado V£l/ e x is 

t e  n. e_/N ta l .  que A 9A + V u, A 9A + V \Jn .^ ,r i . o ^  n  *  n  o

Demostración.

Dado VC V existe k (k(V)) tal que wk-l^V (en otro caso,

\ j k CIN existirá ^£.W : x, ^V. Entonces, aplicando la Proposición 2.560
la serie 7 x^ sería /"-convergente, sin embargo la sucesión 

k=l
no converge a O, llegamos pues a una contradicción.) (1.11.0.)

Sea yk £ An(k) ’ Como An(k) ^  An(k+1) + V existirá '

yk+lfcAh(k+l>! yk ' yk+l£ V
Repitiendo este razonamiento, obtenemos una sucesión

(yr; r ^ k) con yr€.An(r) y yr - yr+1£-Wr, y así tenemos yk - yp =
n-l .
/ T— (y - y -.Jé-W. + W. + ... + W . 9  ... 9W \/n̂ ,kr=k r Jr+1 k k+1 n-1 k-1 v '
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Aplicando la Proposición 2.6., sabemos que la serie (y - ^r+i^

es / -convergente, luego (y ) . /-converge a un punto y£.E, y por lan n eJiM
construcción de A, y£.A, luego A ± .

_/Se verifica además que y - y£W CW + V, y entoncesK K“1
y é-A + W + V £A + V + V. Como esto podemos hacerlo para cadaK K—1

y, GA /. \ , obtenemos que A + V + V. (1.11.1)k n (k)  ̂ n(k)
Recíprocamente, sea y £ A .  Entonces y = lim y , y €: A , . ,\r r •'.r. n(r)

y - y 6. W , t >, k, k€|N. Dado V€ V, existe un q (q( V)): W ,CV. r r+l r q-1 -
rv-4.

Si n>.m>q y - y = ¿—  (y - y -)£:W , , aplicando el mismo razo-  ̂ 47 m “'n r=m ^r ^r+1 m-1

namiento anterior, luego y^ - y£.w  ̂^  ̂obtenemos que

— ~  - 7"y €A , . + W ̂ A. , . + W + W , (por ser rnAq .n(m) m-1 n(q) q q-1 '

Así pues, A tA , . + W - + W  . . + V £ l A , . + V  + V + V n(q) q-1 q-1 n(q)
(1.11.2)

De (1.11.1) y (1.11.2) deducimos:

Dado V /-entorno de 0 existe keIN tal que si p^.n(k)

A <kA . + V c A + V + V •+ V, A £A ,, . + V + V + V C.A +V+V+V+V,p n(k) ~ n(k) - p

luego (An) es /"-convergente.

2 .8 .  f/iopo^tcLón.
»

Fcuia cada fJobn.a C - d e W ' , F  e¿¡ % -com pleto .

Demostración.

Si consideramos para cada k£tN P°r razona“

miento visto en el Lema anterior, existe y€.A tal que y, - y =
+-6Q
fnr -  y^, > con ~ y_ -i ̂  ̂  > y aplicando la Proposición 2.6. r=K r r+l r r+l r

obtenemos que y, - y£W . Como este razonamiento podemos repetirloK
para cada y, €A , se tiene que A >c.A + W. _.k n(k) n(k)~ k-2

Por otra parte, si y£.A, aplicando un razonamiento visto -
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en el lema anterior, y la Proposición 2.6., tenemos que existe un q¿N

tal que si m^q y - y = y - y + y - yeW + W cW ->;.eligien m m n n m—1 m—1 m—2 —

do un n%, m. Como esto podemos hacerlo paira cada ye.A, tenemos que

A £A , . + W c A , . + W + W _. n(m) m-2" n(q) q m-2

Entonces, si consideramos un p€-N: p ̂ (n(q),n(k)), se verî

fica A CA + W c a  + W. + W. „ y A9A - , + W + Wp n(k) k k k-2 J n(q) q m-2

<~r A + W + W + W _ y por tanto (A ) es P-convergente,p q q m—¿ n n̂ -lN j

Hemos probado así que W' es una 7~-red es trie taimente cerrada. (1.11.0) 

justifica que W  es una / -red).

2 . 9 .  T eo/iema.

S i  (E , T )  eA un eA p a c ió  de Sdbu/ikowAki entonces ( E , T )  ¿Lene  

una T -/ied  e A tA id a m e n te  cem ada .

Demostración.

Es consecuencia inmediata de los resultados anteriores.

OBSERVACION.- En el caso en que (E,/) es un espacio de S3fowikowski es

tricto, M. Valdivia prueba que E tiene una red estricta, y entonces, 

pomel: Teorema .22 :(26 ) de W. Robertson, se sigue directamente que E 

tieae una /--red estrictamente cerrada.

2 . 10. T eo/lerna.

SL ( E j )  eA un ca p a c ió  v e c to / i ia i  to p o ió g ic o  HauAdo/ifLfL, 

entonceA a í  (E , T )  ca un eApació  de S tów ikou /Aki, E t ie n e  una /ied  de 

t i p o  (D.W. )

Demostración.

Si (E, 0 es Hausdorff, si una red es /-estrictamente ce

rrada, entonces es de tipo (c).(26)> y aplicando el Teorema 21 (26), 

obtenemos que E tiene una red (D.W.)de tipolo.
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Vamos a ocuparnos ahora de la implicación recíproca. ¿En qué casos, si 

un espacio (E, T) tiene una y-red estrictamente cerrada, entonces E o?

Dado (E,/) un espacio vectorial topoiógico, no necesaria

mente separado, siguiendo el razonamiento de la Proposición 1.3. consî

deramos (E, / )-- ^---^(GxF,/*^)----  *(G ,/;),
1donde Y es 1111 isomorfismo topoiógico y es la proyección canónica. •

Si demostramos que G^Z?o, entonces aplicando el razonamiento de la -

Proposición 1.4. obtendremos que E ^ 0 o.

Sea W = ]  B :k, n. f ... n. £ínI una 7̂ -red estricta-2̂,# X k j
mente cerrada en (E,/).
2 .1 1 . Lema.

W  = k> V  'á - 'íe d

e^LnLctam ente cennada en G1
Demostración.

Si W es una red en E, evidentemente W' es una red en Ĝ . 

Veamos que es estrictamente cerrada.

Sea C = (Tl..oU)(B )) una fibra de V)' . Si1 I n^...n^ kfcIN

la fibra (Bn en ̂  ^e^ ne estructura uniforme P en f  ,
1 *' * K 

«
denotaremos por la estructura uniforme definida por C sobreF ’

(familia de partes de Ĝ ).

Dada una sucesión (An)n£|N f-Cauchy, para cada keIN exis

te n(k)£|N tal que si m, n^n(k) A ¿A + n (B ) y enton-m n 1 \ n1...nk J

-1/. x ^ ,^-1ces (q.ou>) (A ) Qz (rvotx») (A ) + B m,n^,n(k), luego la su--*■ | m I n • • • riĵ
+ —x *cesión (( Ĥ o v̂>) ^ n^ n£.iN es una sucesí°n ^-Cauchy y por tanto

^-convergente a un conjunto A& F  . Se sigue directamente que la suce- 

sión (An)n£lN ^ -converge a í^oi^A).
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Se verifica además que para cada fibra C = de en Ĝ , y V

un abierto de /^ , (̂V) es un abierto, y si consideramos la fi

bra C '= (Bk)k€jN de W en E, tal que = Â , k£lN, por ser W

una 7"-red existe un k£lN tal que Bk -(niclf) (̂V), luego y tene-
así probado que W  es una T i -red en G , para dicha topologia que es

Gi 1
Hausdorff.

2 . 72. 9no p o s ic ió n .

S i W' = { k ; k , n .y  . . . ,  rí,€ .IN ( es una Ti, -n e d
L JT-y » . AZ^ 7 fe

e s tr ic ta m e n te , ce rnada en G., e n to n ce s , s i  suponemos cada Ai n  ̂

A - convex.0, p a ra  a to a n A ) > 2 ,  k = 1 ,  2,  . . . .  se v e r iL ic an ^ . . . n ^  r  n ^ . . . n ^  ^

que G£ 0 o»

Demostración.

Sea Q = N, definimos el conjunto P como

P = ^(m^, m̂ , m̂ ) : k, m^, ...m^elN^ y sea M el subconjunto de

P^ tal que M = |(^k): ^  = (ni» •••*  ̂= 1, 2, ... para alguna -
ÍN1sucesión (n̂ )G.IN j.

Sea E, x = LIN (A ) = ^  nA(nlf ...,nk),k ^...r^ n=l ^...r^
 ̂ .-n -Va®Por ser A A -convexo, la familia (A A )V - ’Hk . nr ..nk nr ..nk n=i.

es una cadena en E, x , que define una topologia pseudometri-\ n^,. •., n^), k

zable (l ). Veamos que con esta familia de subespacios Ĝ  tiene una D 0 

-representación:

Sea (^)G.P^ : para cada subconjunto finito distinto de vacio H c q

se verifica que S(H,(p^)) 4 . Entonces, dado A = *̂1, 2, ..., p^Q,

sea ((n^)(n^,n^)... (n^.n^,...n^)...) un elemento de M que está en
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S (Ap ([ V )) ’ entonces f*i = |*2 = Cnx ,n 2 ) > • •• |̂ P = (nx , •••np )

Como esto podemos hacerlo para cada pelN, entonces

Para cada r <=:Q, (|̂ ) = »• • • »nq^qC(̂j€-M y cada subconjunto finito

H CQ distinto de vacio, se tiene que

Sea m el mayor entero de H y sea (h^)€.S(H,(^)).

Si r ém, como h = (n, , ...,n ), entonces fu E . : qéH't =m i  m V p  q J

= E ̂ ^ G E„ £ Ü hE,_ (k_) G S(H, (f̂ _) )|, (las inclusiones se veri- 
1 m’

fican por la relación de inclusión que existe en la red).
+oo

Si r> m, dado x G E. = U- nA . , ... . ..' iU ,m n=l n, .. .n existe un n GlN tal que| m 1 m

x£nA , y así x es absorbido por unos ciertos s., j = m+1, m+2,n, . . .n j1 m

...r... luego x£E, » . Entonces, si denotamos por
(nl....nm’sm+l’-"sr)'r

(kq) = ((nx)(n1?n2)...(nlfn2,..«sm+1).••(r^mn^.— sm+1,...sr)...) 

x £ OJe, : (k ) G S(H, (fu, ) )f. Como esto podemos hacérlo para cadal kr*r Q |k J

x£E. , obtenemos que
f V m

n l V : k£HS= V  / '(V6 8 ^ » } -
Por otra parte, si x€.G^, por definición de red, existe 

/Nuna sucesión (m, )£iN tal que A absorbe x, k = 1, 2, ...k m^.. . m̂

Si =(m1,...mk), k = 1, 2, ... entonces (1̂ ) £M y x¿Eh luego
r ’

Gl = Ü lEsr,r: (sk)€M} ‘

*£) Dado cualquier (ü ) £M, sea (x ) CG, una sucesión tal que la suce-j q n - 1
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sión doble (x - x ) está finalmente contenida y converge al origen en n m
cada , p = (n ,...,n̂ ), k = 1, 2, ... para alguna sucesión (n )

' k’ ^
de enteros positivos. (2.12.1)

-4- &o
Por ser / L -red estrictamente cerrada / x, J L —con—G. *--,----. k G-1 k=p+l 1

verge a un punto de A , cuando x, £. A , k = 1, 2, ...n„ • • • n « K n. • • • n.1 p-l 1 K

Por (2.12.1) podemos elegir una subsucesión (x )n6j¡̂ de (xn) Que
Pn n

x - x £A (que es un entorno de 0 en la topologia de E.. . )
pk pk+i ni--nk i V k

-V e»o
k = 1, 2,... y entonces se verifica que ¿__ (x - x ) converge a

k=l Pk Pk+1

un punto z£G^, y si denotamos por x = x — z , se verifica que (x
P1 pk

converge a x en Ĝ .

Supongamos que (xn) n° converge a x en Ĝ . Entonces, exis

tirá un T ' -entorno de 0 en G , U, y existirá una subsucesión (y ) del n

(x ) tal que y -xCU, k = 1, 2, ... Por un razonamiento análogo al n k
del párrafo anterior, podemos encontrar una subsucesión (y ) de (y )

qk
convergente a un punto y G^.

Construyendo ahora una subsucesión de (xnK (xr due
n

tenga infinitos términos de (x ) e infinitos términos de (y ) "tal —
pk qk

que verifique que x - x  £ A k = 1, 2, ... y razonando como
rk rk+i ni - \

arriba, obtenemos que (x ) convergen en ( G ) a un punto que debe
rk 1 Gi

coincidir con x e y. Llegamos pues a una contradicción, luego (xn) con 

verge a x.

Supongamos finalmente que existe un selN tal que (x̂  — 30^^

no está finalmente contenida en E, . o bien está finalmente(n ,...,n ),s 1 s
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contenida, pero no converge al origen en dicho espacio. Entonces exis

te un h > 0 y una subsucesión (x ), de (x ) tal quen. k nk
x - x <£ hA ( entorno de 0 en E, N ) y
ms+2 V ' - ns (nl ns )lS

x - x  €. hA , k = 1, 2, ...
"k "k+i " r - A

Por ser una I ' -red estrictamente cerrada, se verifica en u, —*j-OO 1
tonces que la serie ¿  (x - x ) / ' -converge al punto x - x

k=s+2 "k "k+l °1 ms+2

de hA . Llegamos pues a una contradicción,n. . . .n1 s
Por tanto G^£ D 0 y aplicando la Proposición 1.4. obtenemos 

que E tiene una Z?0-representación.

2 , 1 3. Co/loJjlAJLO.

Si. W  eA una Tj^-ned e A tn ld a m e n te  cem ada , form ada por,, con  

¿ u n to *  abA o iu lam ente  p-convex.o¿ ( 0 $ p ¿ . 1 ) ,  entonces

Entonces, como Corolario de los resultados 2.11 y 2.12 ob

tenemos:

2. 74. Teorema.

S¿ W - 1 B : k . n *,... , n L£/V} eA una T -re d  e A t r i - d a\ n r . . n k 1 k -

m ente cem ada en ( E , T ) de fo rm a que coda B eA \  -conve—
n r . . n k H-r ' -H-k

x.o pana a lg ú n  \  } 2, kd lN,  entonceA ( E, /  J é . D 0,
n V rlk
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