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INTRODUCCION.

-Unos c¢e los primeros y més importantes resultados obteni-
dos en Andlisis Funcional son los Teoremas de Grafica Cerrada y Aplica
cién Abierta.

S. Banach (2) probé que cuando E y F son dos espacios de
Fréchet, cualquier aplicacién lineal de E en F cuya grafica es un sub-
conjunto cerrado de ExF es continua. Este Teorema se convirtié réapida-
‘mente en un resultado central del Anilisis Funcional, y sus interesan-
tes aplicaciones dieron pie a pensar en su generalizacién. Esta podia
llevarse a cabo bajo dos aspectos diferentes, por una parte se trata-
ria de suavizar las hipétesis del dominio, en las que cabia esperar al
gin tipo de condicién relacionada con la propiedad de la categoria de
Baire, y por otra parte podian suavizarse las condiciones de los espa-
cios del rango con alguna propiedad relacionada corn la completitud.
Veamos los avances en estas dos direcciones:

J. Dieudonné y L. Schwartz (6) guiados por la teoria de -
distribuciones introducen los espacios limite inductivo estricto de eg
pacios de Fréchet y prueban que el Teorema de Grafica Cerrada es cier-
to cuando E y F son espacios pertenecientes a dicha clase. G. Kothe -
(18) en el mismo afio extenderd dicho Teorema para espacios limites in-

ductivos numerables no estrictos de espacios de Fréchet.
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V. Pték (24 ) define los espacios Br—completos (familia de
espacios que contiene a los espacios de Fréchet) y prueba que el Teore
ma de Gréafica Cerrada es cierto si ponemos espacios toneladoé en la -
. partida y Br—complefgs en la llegada. Define también en (24 ) los espa-
cios B-completos (que coinciden con la completitud ordinaria en espa-
cios metrizables y forman una subclase de los espacios Br—completos) y
prueba que si E es un espacio B-completo y F un tonelado entonces se -
verifica el Teorema de la Aplicacién Abierta.

El problema que se>planteaba era si el Teorema de Gréafica
Cerrada era cierto paré aquellos espacios localmente convexos que apa-
recian en las aplicaciones, como por ejemplo los espaciés de distribu-
ciones de L. Schwartz. |

En 1955 Grothendieck (10) en su tesis prueba que toda apli
cacidén lineal con grafica sucesionalmente cerrada, de un espacio E ul-
trabornolbégico en un espacio LF es continua. Observando esto,. Grothen-
dieck conjetura que el Teorema de Grafica Ce;rada es cierto tomando es
pacios ultrabornolégicos en el dominio y en el rango una clase de espa
cios que contenga a los espacios de Banach y sea estable para las ope-
raciones: productos numerables topolégicos, suma directa topoldgica nu
merable, subespacios cerrados y cocientes separados. |

Este problema fue estudiado por~distintos matehéticos, y -
en 1966, V. Raikov (28}, utilizando unas ideas de W. SYowikowski da -
respuesta afirmativa a dicha conjetura. (M. Valdivia (39) probari que
en realidad la clase de espacios definida por W. SY¥owikowski y la dada
por Raikov son la misma).

L. Schwartz (Si) prueba, usando teoria de la medida, que -

un Teorema de Gréafica Boreliana es cierto tomando un espacio de Banach
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E, en el dominio y un espacio de Suslin en el rango, es decir, que to-
da aplicacién lineal de E en F cuya grafica sea un subconjunto de Bo-
rel de E F es continua, pero este resultado sdlo supone una respuesta
parcial a la conjetura de Grothendieck, porque no todo espacio de Ba-
nach es un espacio de Suslin. M. Martineau (22 ) extiende los resulta-
dos de L. Schwartz sin usar teoria de la medida, pero su extensién tam
bién responde parcialmente a la conjetura de Grothendieck.

En 1969 De Wilde (4 ) introduce la definicién de '"reseaux"
en espacios localmente convexos, clase que contiene a los espacios de
Fréchet y sus duales, y da una respuesta satisfactoria a la conjetura
de Grothendieck.

En 1971 W. Robertson (28) siguiendo ideas basadas en los -
métodos usados por J.L. Kelley (17 ) y haciendo uso de estructuras uni-
formes obtiene Teoremas de Grafica Cerrada que contienen en parte los
resultados obtenidos por Ptdk y De Wilde y que son validos cuando se -
trabaja en espacios no localmente convexos. Define las '"webs'" en espa-
cios vectoriales topoldgicos no localmente convexos, que generalizan -
el concepto de '"reseaux'" y que permiten obtener una sencilla prueba -
del Teorema de Grafica Cerrada, cuando en la partida consideramos un -
espacio de Baire.

En la otra direccidén, es decir, si nos referimos a los es-
pacios de partida, también distintos autores han estudiado la exten-
sién del Teorema de Gréafica Cerrada, suavizando las hipétesis sobre di
chos espacios:

S. Saxon (29) define los espacios Baire-like (espacios es-
trictamente contenidos entre los espacios localmente convexos de Baire

¥y los espacios tonelados) y prueba un Teorema de Grafica Cerrada para
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espacios Baire-like en la partida y limites inductivos numerables de -
espacios de Banach en el rango.

S. Saxon-A. Todd (30) dan la definicidén de los espacios no
ordenados Baire-like (estrictamente contenidos entre los espacios de -
Baire y los Baire-like) y prueba que el Teorema de A.P. Robertson-W.
Robertson (25) es cierto tomando en el dominio la envoltura localmente
convexa de espacios no ordénados Baire-like y en el rango una unién nu
merable de espacios Br-completos, con la topologia final para las in-
mersiones.

También en esta linea, M. Valdivia (36 ), M. Valdivia-Pérez
Carreras (40) introducen las nociones de espacio supratonelado (entre
los espacios no ordenados Baire-like y los Baire-like) y espacio total
mente tonelado (entre los espacios no ordenados Baire-like y los supra
tonelados) respectivamente, y que permiten extender los teoremas de Sa
xon y Todd en el primer caso, y obtener un Teorema de Grafica.Cerrada
cuando tenemos espacios totalmente tonelados en la partida y espacios
con redes de tipo ,g absolutamente convexas en la llegada, en el segun
do caso.

En 1985 M. Valdivia (38 ) define los espacios Casi LB, espa
cios que satisfacen las propiedades de estabilidad exigidas en la con-
jetﬁra de Grothendiecg & prueba un Teorema de Gréfica Cerrada si consi
deramos en el rango dichos espacios y en la partida espacios estricta-
mente tonelados (clase de espacios entre los espacios totalmente tone-
lados y los espacios Baire-like). Los espacios Casi LB son espacios -
una red estricta, y contienen a los espacios localmente convexos local
mente completos con una red de tipo g Dicha Teoria extiende en lo -.

esencial la de De Wilde.



En 1985 B. Cascales (3 ) extiende los resultados de M. Val
divia, cuando se trata de conjuntos absolutamente p-convexos y en gene
ral absolutamente semiconvexos, y obtiene nuevos resultados para los -
espacios Casi LB que proporcionan el soporte para probar resultados re
lacionados estrechamente con el teorema de la griafica cerrada, teorema
de base débil, propiedades de localizacidén de familias de aplicaciones

etc.

Como hemos vistb, ya en su versidén original, el Teorema de
la Gréafica Cerrada fue probado, no sélo para espacios de Banach, sino
para espacios de Fréchet (en principio no localmente convexos).

W. Robertson QS) intenté formalizar una teoria clésica
de espacios vectoriales topoldégicos, y siguiendo sus ideas S.0. Iyahen
(11 ) guiado por la teoria de los localmente convexos encontrd una ap;g
ximacién satisfactoria a las nociones de "tonelacién" y "bornolégico",
para espacios vectoriales topolégicos. Para esto sustituyé los conjun-
tos absolutamente convexos M y su propiedades M + M = 2M por una suce-

sibén decreciente (Un) de conjuntos absorbentes Un tal que Un + U¢C

ne iN n

U las "defining sequences" (11) o "strings" (1) a las que en nues

n-1’
tra memoria denotaremos ¢ omo ''cadenas'. También en esta linea podemos
‘mencionar los trabajos de J. Kdhn (15), S. Tomasék (53) y (34) yL. -
Waelbroeck ('41). | |

Nos proponemos en esfa memoria, siguiendo por este camino,
generalizar algunos de los resqltados obtenidbs por M. Valdivia y B. -
Cascales para absolutamente convexos y semiconvexés, respectivamente,

asi como relacionar los espacios por nosotros introducidos con los es-

pacios con redes definidos por W. Robertson ( 26).

.
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Brevemente, el contenido de esta memoria es el siguiente:

En el Capitulo 1, intentando extender los resultados obte-
nidos en espacios Casi LB y Casi LoB al contexto general de los espa-
cios vectoriales topoldgicos, definimos los espacios Casi LF, a cuya =~
clase pertenecen los espacios citados y que demostramos forman una sub
clase estrictamente contenida en la de los Casi LF. Probamos que los -
espacios Casi LF verifican las propiedades de estabilidad exigidas en
la conjetura de Grothendieck 'y damos Teoremas de Grafica Cerrada y -
Aplicacién Abierta para dichos espacios. De forma natural, observando
el Teorema de la Grafica Cerrada llegamos al estudio de los espacios -
adecuados en el dominio para este Teorema que son aquellos que cumplen
lo que denotamos por la propiedad (8) y cuya clase contiene a los espa
cios de Baire y esté contenida en los espacios tonelados (segin defi-
nicién dada en (1) para espacios vectoriales topoldgicos). Obtenemos
teoremas de localizacidn para aplicaciones lineales continuas'cuando -
en el dominio hay un espacio con la propiedad (8) y en el rango un es-
pacio Casi LF y extraemos consecuencias que usaremos en el estudio de
los espacios de aplicaciones lineales cqntinuas. Dedicamos también un
pequefio apartado al estudio del producto tensorial entre un espacio lg
calmente convexo metrizable y un espacio localmente convexo Casi LF y

-por Ultimo analizamos la relacién existente entre los espacios Casi LF
¥y los espacios con "webs" definidos por W. Robertson Qé).

En el Capitulo 2 introducimos una nocién de limite inducti
vo generalizado que es caso particular de los limites generalizadosrdg
finidos por Turpin GéJ y dambs condiciones para que dicho limite coin
cidé con un limite inductivo de una familia de espacios vectoriales tg

polégicos (segin definicién dada en (1)). Estudiamos condiciones para
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que un limite inductivo generalizado sea un espacio Casi LF, extende-
mos el concepto de limite inductivo Sucesionalmente retractivo dado -
por Floret (7) al caso que nos ocupa y obtenemos algunas propiedades -
de regularidad para los limites inductivos generalizados por nosotros
introducidos.

El Capitulo 3 lo dedicamos al estudio de los espacios de -
SYowikowski y Raikov. Probamos>que dichos espacios coinciden en cual-
quier caso, (M. Valdivia (39) probdé que estos espacios coincidian en -
el caso separado), pero Raikov y Strowikowski no exigen dicha condicién
en sus articulos. Probamos que todo espacio de S¥owikowski tiene una
7-red estrictamente cerrada (26), y establecemos por Gltimo condicio-
nes bajo las cuales la implicacidn reciproca es cierta, extendiendo de
esta forma los resultados obtenidos por Valdivia (39) en relacidén con

los espacios con 'reseaux'" de De Wilde para el caso localmente convexo.
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CAPITULO 1: ESPACIOS CAST LF Y TEOREMA DE GRAFICA CERRADA.

0. INTRODUCCION.

Dado un espacio localmente convexo Fréchet, F, y { Un: neJN}

un sistema fundamental deentornos absolutamente convexos y cerrados del ori
IN

gen, si en el conjunto W de las sucesiones de enteros positivos conside-
o0
ramos un elemento d‘:(an)nelN y hacemos A“ = CL\ anUn’ Ao& es un dlsco de Ba

nach y se verifican las siguientes propiedades:
. N
(l)F=\)kA-t :o(elN' .
(ii) Si en el conjunto NN W -consideramos la relacidén de orden & , don-

de para dos elementos & =(a_)

n'ney Y £ =(bn)n(—.lN decimos que

elé(B si y sblo si ané bn para cada n&lIN, se verifica que si
cxs(!, entonces Ay & A(S'

M. Valdivia observé que no solo estos espacios verificaban es-
tas propiedades, sino que habia otros espacios, por ejemplo los espacios LB
en los que se cumplia un Teorema de Grafica Cerrada, se daban estas propie-
dades y ademds éstas tenian importancia en orden a obtener resultados en di
cho Teorema. Esto le llevd a definir los espacios Casi LB@Qé). Dicha clase
de espacios verifica las propiedades ée estabilidad de la conjetura de Gro-
thendiech, y Valdivia obtuvo para ellos Teoremas de Grafica Cerrada y de Lo
calizacién, tomando en la partida una amplia clase.de espacios, que poten-

cian los Teoremas de levantamiento de M. De Wilde (4) y (5). Dedujo también




que todo espacio localmente completo con una red de tipo ﬁ es un espacio
Casi LB y que todo espacio Casi.LB tiene una red estricta.

En (3) B. Cascales da las definiciones de espacios Casi LpB y
Casi LoB que extienden los resultados de Valdivia a los casos absolutamen
te p-convexo y semiconvexo.

Es este capitulo introducimos la clase de los espacios Casi -
LF, clase definida en el contexto general de los espacios vectoriales to-
polégicos y a lé que pertenecen, tanto los éspacios Casi LB definidos por
‘Valdivia como los Casi'LbB‘y‘Casi LoB definidos por Cascales, y que veri-
fican todas las propiedades de estabilidad que se dan en estos espacios.
Damos también Teoremas de Gréafica Cerrada y de Localizacidén, relacionamos
dicha clase con la clase de los espacios con redes definida por W. Robert
son (26) y obtenemos en este contexto resultados anflogos a los obtenidos

por Valdivia para localmente convexos.

7. NOTACION.

Recogemos en este apartado las notaciones, definiciones y re-
sultados a los que nos referiremos a lo largo de esta memoria. Seguiremos
badsicamente la notacién usada en (1). |

A lo largo de la memoria consideraremos espacios vectoriales
sobre el cuerpo K de los numeros reales o complejos, - K dotado de la to-~
pologia usual.

7.7. Definicidn.

Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo {K. Una sucesién

U = (Uu)

n'nein de subconjuntos de E, diremos que es una '"cadena" en E si -

se verifica:
(i) Un es equilibrado y absorbente, para cada n& N,

(ii) ¢ tiene la propiedad sumativa, i.e., U . +U € U, ne&lN.
n+l n+l n

Diremos que U, es el "comienzo'" de {/ y que Un es el "n-ési-

1



mo escalén" de U.

Para cada cadena U, denotaremos por Nul =“£14Un y diremos -
que MU} es el Nicleo de U. Por tener U la propiedad sumativa y ser cada
escaldén equilibrado, se verifica que AU/ es un subespacio vectorial de E

Escribiremos U&V para dos cadenas =(Un)n€|N‘y V =(Vn)ndN
si la relacidn Uné'-. Vn se verifica para cada ne&lN, y denotaremos por NV
‘la cadena (Unnvn)nélN'

. Denotaremos por (E,7). un espacio vectorial dotado de una topo -
logia lineal y Hausdorff 7 . Diremos que (E,7) es un espacio vectorial to-
polégico. Un espacio vectorial topolégico metrizable completo diremos que
es un espacio de Fréchet.

7.2, paopUALcidn.

Sea F un conjunto de cadenas es un espacio vectorial E, Zal -
que para cada U, VEF , existe un WEF tal que WEUNV.

Entonces dos escalones de las cadenas de F foaman una base de
entornos del origen para una topodogia dineal Tf g0bre E . Mds adﬁ, 4L
LLJ; N{U) = {O} , entonces TF es Hawsdorff, y (E,7T) es un espacio vecto-
rdal zopodigico.

Deaostracién.

Ver (i), pagina 7.
7.3, Proposicion.

Un espacio vectorial topoddgico (E,T) es metrnizable si y 4édo
44, existe una cadena U en &, cuyos escalones fomman una base de entornos
del origen en (E,T).

Demostracién.

Ver (1), pagina 12..



2. ESPACIOS CAST LF.

Consideraremos a lo largo de esta memoria el conjunto de las
sucesiones de nimeros enteros positivos I[N N dotado de la relacién de -
orden definida en el punto (ii)A del apartado O de este capitulo.

2;‘7. Delinicidn.

Sea (F,7) un espacio vectorial topoldgico, y sea F = { (By,Ta !
r L€ LN'N} una Lamilia de subespacios vectoriales de F verificando das 24
guientes propiedades:

(i) U JFy =F.

de

(i) Para cada ctelﬂ/l/v

, Fy Zlene asoclada una cadena U‘ :(UZ)néW en
Fy cuyos escalones Lonman una base de entornos del o?ulgen en (Fy,ly/, de
manera que (Fy,lq ) es un espacio de Fréchet. Diremos que Uy es da "cadena
asociada” a (Fy,ly /. .

(iil) Para cada<ell W, ly es mds Lina que datopodlogia TF,‘ inducida por
T so0bre Fu » 4oe0, da myecown. candnica Jy : (Fy,7, ) S~(F,7) es con-
tinua. Lo denotaremos Ty />~ TFu . .

(iv) Si de@ con c(,(ee//VW

entonces U, & L;S .

Diremos entonces que (F ,7T) es un CAST LF ESPACIO y que F es
una REPRESENTACION de F. | |

Evidentemente, todo espacio de Fréchet es un espacio Casi LF.
Veamos ahora propiedades de estabilidad para los espacios Casi LF.
2.2. Proposicion.

Sea (F,7) un espacio Casi LF y sea (G,7T') un espacio ve.c-to-
/z;i_a,[ topodigico tal que existe una aplicacidn T dineal y continua de F
gobre G. &ntonces (G,7T') es un espacio Casd LF,
Demostracién.

Sea F = {Fa : REN m% una representacién de (F,7) y considere

mos la familia de los subespacios vectoriales de G, %T(F,.) :d&\N‘N} .



Veamos que esta familia es una representacidn de (G,/—'):
. IN N

(1) U{T(F) :atew § = T(OY{E : wew" §)=1(F) = 6.

(ii) Para cada od&IN IN , dado Fol consideramos la cadena Ud= (U:)

asociada a Fy , y denotamos por Uo'( la familia (T(U:)) de subconjun-

ne N

tos de T(E*). Uy, asi definida es una cadena, y si denotamos por CJ la to-
pologia generada por U& , (hacemos uso de la Proposicién 1.2.), /' es una
topologia separada:

" Dado V un 7 ’'-entorno del origen en .G, por ser T continua, -

existe un 7 -entorno del origen en F, tal que T(U) & V. Como /e § /-F' da-
o
do U existe un ngiN tal que U': & UNF,, luego T(Uﬂ) G V. Asi pues, la

inyeccién Iy :(T(F,),7)) =——=3 (G,7') es continua, y por tanto, por ser
o R A

7'  separada, E;también lo es.
Entonces, si consideramos la restriccién de la aplicacién T

aF (F“,C‘ ) —d (T(F“),Té),'esta aplicacién es lineal, conti-

, T :
%,

Ker TIF es topoldgicamente isomorfo

- o ’ '
a T(Fy) y por tanto (T(F*),lu’() es un espacio de Fréchet, ((2Q), § 15.11.

nua, abierta y sobreyectiva, luego F/

(4)).
(iii) I : (T(E),7)) > (G,7’') es continua, visto en (ii).
(iv) Evidentémente se verifica que si «, (SGIN IN con us(% , entonces
Cl‘" [ U.'P » por verificarse en (F,7).
2.3. Proposicion. .
&L producto numerable de espaciovs Casi LE, es un espacio Casi
LF.
Demostracién.
Sea ‘{(Ej" /_J.) : jeJ} una familia numerable de espacios
Casi LF, y consideremos en cada espacio (Ej,Tﬁ) la representacién

F. = JL(E:J , TJ) :O(EIN[NE. Denotaremos por E = n E,
J °‘ jeg d



Sea l,f: IN —= Jx IN una biyeccién y definamos la biyec

cidn J

Vo ()NIN) —————NNIN que aplica

{o(j : jeJ} W-(bn)nem )

N la sucesidén construida de forma que si {ogj : Jje J}es -

siendo (bn)ne\

tal que °‘j‘ = (aj,n)nilN'

‘\y es una biyeccidn, por serlo \f y por tanto, dado ™e&lN

definimos bn = a Y(n), paran=1, 2, 3, ..o
N

J
tN) :

existe un Gnico (of; : j&JU)€ (N tal que ijn'({o‘tj’: jed =o.

IN

Asi pues, podemos definir para cada Re&N E“ = n E‘E‘j. Veamos que -

jeJ
la familia {(EN ’To() : etelN‘le es una representacién de (E,7), donde
denotamos por Td la topologia producto de las '73‘]. , J&€J, y por 7 la

topologia producto de las Tj'

1) JUE = :
cen™
W

Dado x = (x.)

jlieq Q& E, xJ.&EJ., existe oL &N

d
X, € Ej .y JEJ. Si‘\t’({v(.: jedp) =ok entonces x €& E , = n Ej,‘..
J %3 J ol jed J

(ii) Veamos que en cada EcL hay definida una cadena que define la to-

logia jy con la que (Eq , /) €s un espacio de Fréchet.

Por ser (EJ.“J., 7 Jo(j) un espacio de Fréchet, dJ.G.\N ‘N, jed, vy
.ser J numerable, el producto n .(EJuJ., TJ“J.) = (El, 7;) ‘es un espacio -
j&J

de Fréchet ((18), pag. 50 ). Veamos que cada (E_,, 7;) tiene asociada una
cadena que verifica todas las considiciones exigidas en la definicidén de

casi LF.
I

%;j.n la cadena asociada.
H

J Joo_
Sea en cada E ./ .LLdj = (U nelN

Distinguiremos dos casos:

1. El cardinal de J es finito.



Una base de entornos vendrid dada por ‘—\ ng., donde cada WQ‘],.
j€J J
es un Tij -entorno de del origen en E‘&J..

Sea (= (Ul:()n

€N la familia de subconjuntos de Ed.’ donde

Ul; = n U&. . Veamos que U¢>< es una cadena en E, :
J'eJ Jin
(i) Ug es equilibrado por serlo cada U;]LJ. n’ n€lN, j€J.
’
n
U“ es absorbente en Ey ya que dado un x€Eg , x = (xj)jﬁl ,

J . . J ) .
x.€Ey. €&J, existe un R.) 0: x,. .Us,. . Si hacemos A = méx ( A.)
‘_]'e' J,,J,_,.,,__.J.,‘J&AJ,(J’n (AJ

&

entonces xeAUn, y esto para cada ne€lN,
(ii ) Propiedad sumativa: Demostracidén directa, por serlo coordenada a
coordenada.
Ademas, cada Uﬂ es un &—entorno del origen en E , por la

construccién hecha, siendo cada Uij o un Tg(j n
? ’

—entorno de O en EJj.
Veamos por Gltimo que Uq es una base de entornos del. origen

para la topologia [y :

Sea W = n wl un &—entorno del origen en E 4, con wd 73]( -
j€J J
entorno del origen en Eij' Entonces, sabemos que existe un nje IN :
U‘j (o wj j€J. Sean = méx (n.). Tenem ton u U‘j c Uj
oL y J . = L) os entonces que Uy, S Uy
J’nj jeJ J . J!no J!nj

aplicando propiedades de las cadenas, y estc para cada j&€J. Entonces, si

ne_ |\ J
hacemos Uo( = ’l U"j,n

, ueew Yy tenemos que {{, es base de entornos.
j J
J o

2. Supongamos el cardinal de J infinito numerable.

Si W es un elemento de la base de 7

o(-entornos de O en Eq,

W= n wd donde wl = E"J*j ) blj, excepto quizéds para un nimero finito de
j&J

subindices, en cuyo caso W) es un T&j-—entorno de O en Eo%j' Definimos en
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en este caso (= (Uz) familia de subconjuntos de E, tal que

u neiN ’
W R donde V) = UL, sil£jén
jew “,n “’n J’n
Vi n = E‘;J, si jdn
’

Asi construidos, para las condiciones de una cadena tenemos:
(i) se verifica por razonamiento andlogo al del caso finito.
(ii) La propiedad sumativa se verifica coordenada a coordenada, y -
por tanto se verifica en el producto.

Asi pues, U“‘es una cadena, cuyos elementos, por construc-
cién, son C‘-entornos del origen en E,. Veamos que U, es base de C‘-en—
tornos de O en E“:.

7 J_ gl
Dado W _ﬂw » (o —entorno de O , con W = Ey., excepto para
jend J
un conjunto finito de indices , que denotaremos por I, para cada i&€1I -

existe un n, €N : UZ le, y podemos considerar n_ = méx (n.). Sea -
1l o [e} 1 .

i,n,

i iel
]
n(') = méx( n s méx (i)). Si consideramos el escaldn Ui" de U‘,
ieT )
, . .. .
R I B Cor v =ud. . silgjinmy
d jeJ d’no u’no an.,
i od o,
V""n}J = E"‘j si j% n,
y entonces se verifica que:
L e _ i - i i i ' \ .
sii€l, U\Li,n; Vel,n;) c Ueli,ni G W por ser ng >/ni

. . . .

si i%I , evidentemente V:‘ 0! c E:‘i’ por tanto Ur;t’ = ﬂ vd , CW
e jen %Mo

y l[d es una C‘-base de entornos de O.

(iii) Veamos la continuidad de la inyeccién Iy : (Ey,loy) —> (E,7):

Si Eq = n E‘Lj, por la propiedad (iii) de Casi LF, sabemos que la inyec-
j&



cién Iq (E“ )7 j)——_—%(Ej’Tj) es continua, por tanto existe un n,

J J
tal que Uy. w.
ue Uy S
J
(iii.1) Supongamos J de cardinal finito. Entonces, dado W 7-entorno de

o, W= ﬂ w) con w) T -entorno de O en Ej' Si consideramos

j&J
no = max (n ) ﬂ Uot rl Ug‘ & W, luego I“es continua.
&g jeg  29»ny
(iii.2) Sea J de cardinal infinito numerable.. Consideremos W = n WJ‘

JGJ

con w) = Egb, excepto para un subconjunto finito I de subindices. Si-
guiendo un razonamiento andlogo al del apartado (ii) de la péagina ante-

1
rior obtendriamos que existe un nc') &IN : U‘:: S W, luego IQ( es continua

para cualquier conjunto J y para cada RCIN‘N.
(iv) Veamos por dltimo la relacién de orden enlN‘N:

= IN e
an)nelN’ g~ (bn)nelN dos elementos de [N" ', tal que °{~(5~
(aj,p)'e:djeJ}’

A y

Sean & = (

Por ser'\r una biyeccidén, sabemos que existen {O(J.
{(-5 J,p’m;,eJ% tal que ~} ({o(j : jeJS)
Y (A6, gevl) =B

La relacidén entre los c(j y los (63' viene determinada por el orden entre

o y(-} , ya que para cada n

°n = a‘f(n) =2 () Pn=P ¥(n) ~ ®i,p)"

Como \? es una biyeccién, para cada par de nimeros enteros positivos

(j,p) se verifica que si ansbn, n=1,2,... entonces a( ,p)' (j,p)’

i € = L = j
j&€J, pelN, luego'ij (a(j,p))‘(b(j,p)) @j' j&WIN y por tanto
Ur1 nVJ ._, n Vj =U§,yestépaﬁan=1,2,...

JGJ d) 13 N
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< . . . J J .
(ya que o -[5 implica que o(j é'("’,j \JJGJ , luego Udj,n c U{3j,n \‘ JeJ,
'Jne\N).

Luego (E,7) es un espacio Casi LF.
2.4 Delinicidn., (1).

1, Sea E un espacio vectorial. Para cada i€ I, siendo I un -
un conjunto de indices, sea Ai una aplicacidén lineal del espacio vecto-
rial topolégico (Ei,Ti) én 'E. Supongamos'que'E'='E§%;Ai(Ei) y considere-
mos es E el conjunto F de cadenas: :

F = {_U : U es una cadena en E y Azl(Ei) es una cadena topold-
gica en (Ei,Ti), para cada i€ Ii . (Diremos que una cadena es topolégica
cuando todos sus escalones son entornos del origen para la topologia del
espacio).

Entonces, la topologia TF (Proposicidén 1.2.) es la topolo-
gia mas fina sobre E tal que todas las aplicacidnes Ai’ i I son qonti-
nuas. La topologia TF diremos que es la "Topodogia Jnductiva’sobre E, -
con respecto a la familia {(Ei,TiLA;.e I

Un espacio vectorial topoldgico asi construido diremos que -
es el "limite inductivo de los espacios (Ei,Ti) con respecto a las Ai"
¥ lo denotaremos por (E,7) = EEZ'Ai(Ei’Ti)' De acuerdo con nuestra defi-
nicidén, exigiremos siempre a tnIlimite inductivo ser Hausdorff.

2. Definimos ahora la "Suma directa topoldgica" de la si-
guiente forma: . |

Séa, para cada igI, (Ei,Ti) un espacio vectorial topolégico
y denotemos por E la suma directa algebraica de los Ei, E = EE; E..
Consideremos las inyecciones canénicas Ii: EiC;___;E. :

Llamaremos "Suma dinecta topoldgica’de los (Ei,ri) al espacio vectorial

- 10 -



topoldgico, siendo 7 la topologia lineal més fina sobre E que hace conti
nuas las aplicaciones Ii’ J ieI. asi definida es Hausdorff. (1), pag.

21.

3. Sea (Ek)keJN una sucesidén creciente de subespacios vecto-

o0
riales de E tal que E =\}h§k, y supongamos que existe definida una topo-

7 4 / -
1<+1|E k

_ k

Si / es la topologia vectorial mas fina sobre E tal que to-

logia lineal Hausdorff 7.

K sobre Ek’ ke IN, de forma que

das las inyecciones canénicas Ik: Eé;——-—iE son continuas, (topologia -

inductiva sobre E con respecto a la familia {(Ek,fk), Ik }, diremos que

Kén
(E,7) es un "limite inductivo estricto", y lo denotaremos por
oo
(£,7) = J (£_,7.). (1), pag 27.
k=1 k’ k

Se verifica que toda suma directa topoldgica numerable

o0
@ (Ei,Ti) es limite inductivo estricto de los espacios
i1

tx
~
N
]
[

2.5. Proposicion.

La suma directa numerable de espacios Casd LF, es un espacio
Casdi LF,
vemostracidn.

En el caso finito, por ser la suma isomorfa al producto, es-
ta4 ya demostrado. Veamos el caso infinito numerable. |

Sea {(Ej,7ﬁ) : jeIN } una familia de espacios Casi LF, y -
sea para cada j€IN , FJ. = { (E‘j, 73) :d€ IN IN} una representacidén de
la cadéna asociada a cada (Ei,?;).

. J_ oyl
Ej’ siendo L/* = (Ua,n)nelN

Sea (E,7) =@ (E.,7.) la suma directa de los (E,,7.), e —

jEIN JJ J 3
identificaremos Ej en la forma habitual como subespacio vectorial de E.
Si &= (an)

IN 1 2 3 a,
I3 . = ‘
new € IN , definimos Ec( E*Q E,®ELS® ... QE“ .

- 11 -



—- N -
Veamos que {(Earlu) : “elNl 3 es una representacién de -

Si x€E , podemos suponer, sin perdida de generalidadg,
p
x = @ x. ,conxie, Ei’ i=1, 2, «..,p.

. . N, i :
Para cada i, existe un O(ie\N : xie E"‘i , con o(i = (a

)

i,n‘nelN’

i=1,2, «¢e.y, P.

‘a =méx (a, ) ,n=1,2,....

Sea o = (an)ne.lN : n - i,n

cee @ ).

a. = max-.»( ?,_al’l, a2,1’ .1

1

Entonces, X asi definida verifica que d),u(i, i=1,2, ...py, ¥y por tan-

i i . 1 2 a
to Edi S Ey, l&ié¢p. Entonces xe& Ea®Eu®'°'©Ed4= E .

(ii) Evidentemente, por ser cada Qij un espacio de Fréchet, los %x
son espacios de Fréchet. Veamos que existe una cadena asociada a cada -
uno de ellos, de forma que se verifican las condiciones de la definicién

Definimos Uol= (Ug)ne\N como la familia de subconjuntos de E, tal que:

n 1 2 a
U,=1U +Ud+...+Udl’n.U

es una cadena en E,:
ok ol,n ,n o [

(ii.1) Evidentemente cada US es equilibrado por serlo los U‘: n

. i
Ug es absorbente en Eo( ya que si erd y X =§l xi, xie Eg s

i= 1,2, ...,p, entonces existe unAi>O P x € RiU;,n ’
y haciendo A mix ( A.) tenemos que X, €& Aua,n i=1,2, ...,p luego
14i<a

X G.)UQ . !

(ii.2) La propiedad sumativa es evidente por verificarla cada U:'( n

Veamos que (/g es una base de /,-entornos del origen en Eg:

Qy .
Evidentemente, dado un entorno del origen de la forma g?l U';L‘,ni » pode-
mos considerar n = méx (n,) y aplicando propiedades de las cadenas, -

14 15&1
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a, .
= yto 1
sabemos que @ Ua(, = Uy C 9 Ud’n

[
[N

luego U.“ es una base de &—entornos de O.
(iii) Las inyeciones I (E“,“ )'_>(E T) son continuas:
Sabemos que (E,”) es limite inductivo estricto de los espa-

cios i®-1 (Ei’ Ti) , keIN y por tanto, son continuas las inyeccicnes

I: iéﬂ (Ei, Ti)————}(E,/’).

.Ademés, por ser cada-(E.,Tj).un espacio Casi LF, sabemos que son- conti- -
, . L J N . )
nuas las inyecciones Iu,i : %( —>E, VAE€IN . Asi pues, si considera-
mos la composicidén de aplicaciones continuas
Qy i

By & By — @ 5y — &

tenemos que Id : (E &’ )-“'—f> E,7) es continua, y esto para cada -

<em ™

(iv) Veamos por dltimo que se conserva el orden:

. o= L _
Evidentemente, si & (an)nelN & (3 (bn')nelN, entonces
oo & o & vi e i .o
= c c
“ 1621 Us,n & 21 Ug,,n = =1 Up, g  lueeo
UZQU;; , n=1, 2, .... y entonces U“QC;% .

2.6 Proposicion.

0
Si(E, T) = iZ: (E /n/ es un Aimite inductivo numernable de
espaclos Casi LF (En’ Tn}, enionce4 (E,7) es un espacio Casi LF.
Demostracién.

(E,7) es topoldgicamente isomorfo al espacio cociente

S
8 (.7

' nY/n donde N es el nlicleo de la aplicacién

J i?N Ei_?E que aplica
A 2 X

né IN e
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J es continua, y por tanto, aplicando (1g) Teorema 5.7., y las Proposi-
ciones 2.2. y 2.5. , obtenemos directamente que (E,’) es un Espacio Casi
LF.

2.7. Conodarnio.

o0
Sea (E,T) = 2= (E

s ), con (E_,T ) espacio de Fréchet, ne W
n=17 nn n’n

&ntonces, (E, T) es un espacio Casi LF.
Demostraciédn.

Se. obtiene directamente aplicando la proposicién anterior,
ya que todo espacio de Fréchet es un espacio Casi LF.
2.8. Pruposicion.

Sea (E,7) un espacio Casi LF con una representacion F =
{.(Eq, ! :deJVIV} . Sea G un subespacio vectorial de E.

Si para cada'(ebvbv

, GN quA G—cwado, entonces G es un
espacio Casi LF,
Demostracién.
Consideremos la familia de subespacios de G, F'= { GANEy :
o€ IN 'N} y dado un X€&IN N sea U = (Un) la cadena asociada a
’ ) o o nelN

— ' n _
(%PQ). Entonces, qx— (U&r‘G)nelN es una cadena en GNE ,Que es base de
entornos del origen para la topologia 7, inducida por /y sobre ENG. Se -

o

verifica ademds que (Gt\Ed,ﬁJ) es un espacio de Fréchet, por ser G(\E“

— . IN
Qi—cerrado en Eg, V&GN .

G = U ENG, es consecuencia de que E = U E. .

¥ aeg
ole J n €
(- : . —

Id : Gf\Ed-—é G es continua, yoelN , por serlo %&. Ea'~ E.
Y por Gltimo, la relacidén de orden entre las cadenas, se ve-

rifica, por verificarse en (E,7).

Asi pues, (G,TIG) es un espacio Casi LF.

- 14 -



3. TEOREMA DE GRAFICA CERRADA.

El objeto de este apartado es tratar de extender el Teorema
de Gréafica Cerrada entre espacios vectoriales topolégicos, que tiene en
la partida espacios de Segunda Categoria, y en la llegada espacios de -
Fréchet, usando para ello los espacios Casi LF.

Veremos primero una propiedad de los espacios Casi LF, que -
usaremos a lo largo de este capitulo.

Consideremos (F,7) un espacio Casi-LF,-y'sea' F = { (EM'Z;)‘

& IN lN} una representacién de (F,/ ). Sea Cé: (Ug)nelN la cadena -
asociada a cada F“ , K& IN ‘N.
3.7. Proposicion.

Dada una sucesidn de entenos positivos ﬁ;:-(mn)neﬂv, yVun

T-entorno del onigen, existen dos nimeros enternos positivos, p, g€,
tales que
a . — — — C
Ull.Uo( ;A= (an)n.e//V’ cona =m, n-= 7, 2, 0o p}_.l/.
Demostracidn.
Supongamos que la tesis no es cierta. Entonces, existiréan

ﬁb = (mn)nelN sucesién de enteros positivos, y V 7 —entorno de 0, tales

que
q . o= _ _ }
\;’pelN/ UkU“ : = (an)nelN’ a =m, n-= 1, 2, «.. P %V,
q= l, 2, ¢ s 00y
es decir,
| i i & =
para cada re&lIN, existe una sucesidn d} (ar,n)nEJN’ tal que
r
ar’n=mn,n=l. 2y seey T y Uqu(V.
Si hacemos entonces, o= (an)nelN’ con a_ = max (ar,n) , n=1,2, ...

re&iN

tendremos que U‘I;r c Ui,d relN, y por tanto U:Z ?V, J ré& IN,

- 15 -



Ahora bien, por definicidén de espacio Casi LF, la inyecidn
Iy l:(—-) F es continua, para cada x & IN ‘N, luego dado V, existe un
néﬂv tal que Uz € V. Llegamos pues, a una contradiccién.
3.2. Corodario.

én las hipdtesis anterniones, dado /5: {mn)ne//v y V T-entor-
no de o en ¥ , existe un p€W tal que

U{ UE:G(zfan)ne//V cona =m, n=1,2, ...,p_‘ c Vv

- Demostracién. Co

Por la proposicién anterior, sabemos que existen p, g N, ta

les que q
U{Ud: = (an)nelN cona =m, n-= 1,2, ...,p}g V.

Podemos considerar dos casos:

l. p<£g, en cuyo caso el conjunto

{.d = (an)nEIN cona =m, n-= 1, 2, «v., P, P+1, ... q}-g
{u: (an)nelN cona =m, n-= 1, 2, ...,p}

luego
U-{Ug : o= (an)ne\N cona =m,ns= 1, 2, ... ,quV.

2. q{p, en cuyo caso, por definicién de cadena, sabemos que UE (= Ug

luegou{ P oy=
Uy : %= (an)ne\N con a, n

[}

3
3

I
[}
N
ol

Lt-ﬁ

N

S SV - ' -
U{Ud : = (an)nelN cona =m,' n-= 1, 2, ..., pl_c_.V.

En las dos proposiciones siguientes, consideraremos (E,S)

un espacio vectorial topolégico y (F,7) un espacio Casi LF, con una re-

c2 - -\ . IN . _ D
presentacién F = {(Fu 2 Iy ) : &N }, siendo ({*— (UN)nG.IN una cadena
asociada a (F“,Td), olelN’N.
Sea T una aplicacién lineal de E en F. Dada @3 = (mn)nelN

una sucesién de enteros positivos, denotaremos por
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U . = T-l( U{U:: A = (a ) cona =m, n-= 1,2,...,h})

h=l, 2' ss e

Supongamos que existe una sucesibn K = (rn)nelN’ tal que
1}5 es S —entorno del origen en (E,S5), n =1, 2, ...
P Tyeer

3.3 Proposicion.
Considenemos (E,S) metrnizable, y supongamos que da grdfica
' deT conta a EXE, en un cerrado, para da Zopologia producto de ExFE, ,

para cada ueﬁVJK Entonces:

O
7.US/z P " ny2, neW
47 2-.. n — 7 20.- n-2 F] .

2. T es continua.
Demostracién.

-]
T y sea (B, ) una -
PTyee Ty k’ke€IN -

1. Sea k> 2, k€IN, sea xe&

sucesién fundamental de S -entornos del origen en E, decreciente, tal -

que 5;5

Bn i Ur r rr r n=1, 2

12...kk+l... k+n, - '] ') ¢ s 00

Entonces: i

(x -B)OU f¢, luego

1 rlrz...rk
' o
3 x, e U : x-x, € B, &GU .
1 rlrz...rk 1 1 rlrz...rk+1

LLamaremos Yy =X = X Procediendo por recurrencia, supongamos que pa-

°
US

I"ll"2. . .rkrk+1 .e .I‘k+m

ra meW existe Y & Bm [ . Entonces,

(ym - Bm)f\ U # ¢., luego existe X1 e Ur rop

mr K+m 1%2 K+m

l 2...!“

tal que Y, = X € B

el el Denotamos Yy = ¥ = X € B

m+1 m+l
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Tenemos asi construida una sucesién (yn) convergente al

ne N

origen en (E,5). Ademéds, por la construccidn, sabemos que

M4
Ype1 =X = %X = eee =X gy yasi y .=x- Elxi converge a 0 en
+00
(E,S) cuando m tiende a +00 , luego x = Z2_ x; en (g,5).
i=1
POr otra parte,para cada jelN, Tx. & T(Ur r r )
J 1720 Tkej-1
y entonces, por definicién de U -, existe
P.Toe.el
: R - MR I
[:}J, = (bj,n)nelN tal que bj,n =r, n= 1, 2, «ov, k+j-1, ¥y
T, € ustdti,
o R,
J
. _ . . . s
Construimos ﬁ.— (bn)n€IN' b = méx (bj,n) , Y ﬁ verifi
JjeIN
caqueb =r, n=1,2, ...,k y Tx,€ Uk”-l < Ukﬂ_l, para
n J ﬁ’j (%
i=1,2, ... .
- O —
Tenemos asi una serie }_ Tx, que es de Cauchy en (F ,//5)
=1 A
ya que  mep
Tx.:Tx1+Tx2+...+Tx €Tx1+Tx2+...
A m+ m+ m+p m+ m+
+m+p-2 K+m+p-1 e +m+p-3
Txm+p-—2 + U];s + U(g = Txm+l + eee 4 Txmq'_p_2 + U‘k <
. K+m-1 o ae . . .
c...CvU , procediendo por recurrencia, y aplicando propiedades

de las cadenas.

n

=~

R

- Enteonces, dado.'U —entorno de O en F"s , Si tomamos

00
m 2 n-k+2, se verifica que plaa3 ™. & Uk(;m-l c Url luego Zij

J=m+1 J é j=1

es una serie de Cauchy en (F ,ﬁ) y por tanto existe u & Fptal que

+w B
jz-_-lTx'j =u en (F@,/(s).
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wL
Tenemos pues, Z x. converge a x, en (E,S), cuando m tiende a + 90 «

J

'L

7 J

mw -—

'Z ij converge a u, en (Fﬁ’/ﬁ)’ cuando m tiende a +oo.
J=4

y por hipétesis, G(T) N (Ex F(s) es cerrado para la topologia producto

(denotamos por G(T) la grafica de T), luego Tx = u, y xET_l(u).

. -+ 00
Ademas, si u = Z ij’ dado Uk/;l, existe noe IN tal que

j=1
X " n +1 . k-1 k-2 '

- . [ -
si n>,nO j=Z1 ij u é U}(; , luego ué& /5 + U_ﬁ - U(Q , Y enton
ces xe T u ¢ THR ) ¢ U

ﬁ 172" " k-2
L
Asi pues, Ur r....r, & Ur' R » kelN, k2.

172 k = 12 k-2

2. Dado V /-entorno del origen en F, aplicando el Corola-

rio 3.2., existe p€&€IN tal que
P, _ -
\){Ud. o= (an)nelN cona =r_, n=1, 2, ...,p}gv,
=
y aplicando 1. sabemos que US c U
r'r....r. r +lr 42 = "r,r_ ...r
172 PP P 172
luego, e '
C < \){ p : =
I(Ui r....r +2) = T(Ur T ...r ) Vet 0( (an)nelN con
12 P 172
a =r, n= 1,2, ... p}C_-V. Entonces, T es continua.

c.q.d
3.4, Teonema.

Si GIT) es cenrnada en ExF , entonces T es continua, y se

(3
. =S
verifica que U cUu , nYy4%, new.
RfRge s Ry Ryl 3 .

Demostracidn.

Supongamos primero que T es inyectiva. Procedamos a la de-

mostracidén en varios pasos:

.

)ne N’ consideramos la familia (G‘: roop ! , que es

1. Dada = (
172 n ne N

r
n

una cadena en (E,S):
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(i) TYS es equilibrado, por serlo cada UC?, ne&iN, K €N (N.
PiTyee.T

ﬁs es absorbente, por ser, por hipdtesis S—-entorno
rlrz...rn

del origen.

(ii) Propiedad Sumativa: Si x,y € U , existen « = (an)neN

r1r2 oo rh+l

y F,: (bn)nejN tales que a = bn =r, n-= i, 2, ...h+l, ¥y

med, el

Consideremos § = {(c ) conc_ = méx (a ,b ), neiN.
n n n’ n

nelN '’

Entonces cn =r, n-= 1, 2, ... h+l y «, 5'5, luego

T™x + Ty € Uhgl + U?”'S U? , X+ ye€& T’l(U¥)§ T—l(U{Uiz «= (a)

cona =r.,n-= 1,2, ..., h} ) = U

n 172 h
Asi pues, Ur r r + Ur r r c Ur r p » ¥ por tanto
1" 2%~ ""h+l 1°2°° " h+l 17'2°"°""h
65 r + 35 r r < r * Ur r 3 r g.ﬁi r r °
P92t *Ther  T1%2°*Ther1™ T1f2°*Tha 172" *Th+l 1727+ Th

Esta cadena define sobre E una topologia R pseudometriza-
ble ((1 ), pag.1l0 ). Ademds esta topologia es menos fina que la topolo-
gia § ya que cada elemento de la base de R -entornos de O es un S-en-
torno de O en E, por tanto la inyeccién I: (E,S)——> (E,R) es conti-
nua. (1.1). ‘ - ‘

2. Como T: (E,S)——XF,7) tiene grafica cerrada, existe’ypa topologia
7 'sobre F, menos fina que 7 y Hausdorff, tal que T: (E,S) ——(F,7’'/
es continua ((3 ), pag.Z20).

Veamos que R es Hausdorff: Si V es un 7 '-entorno del ori-
gen en F, cerrado, entonces V es un 7-entorno del origen , y por el Co

rolario 3.2., dada (rn)n existe un p€ N tal que

€ IN
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UtUs : x= (a_ ) cona =r ,n=1,2, ...,p S cv

n'ne N n n
luego
U =T41UKUP° a= (a ) cona =r ,n=1, 2 .gpc
r.r. ...r o n'n&iN n n’ voEr ot =
1°2 P
-l(V), y por ser T : (E,S)—— (F,7') continua se verifica
-1 =S -1
que T “(V) es cerrado, luego U C T (V).
. Treool
12
. N 7 =S
Asi pues, T : (E, R)-—————a(F 7') es contlnua, y r =ﬂ O}
S o pelN . TiFpee. p

por tanto (E, R) es metrizable. (1.2.)

T : (E,R)—>(F,7) tendréd entonces grafica cerrada, por ser -
7>7'y como para <:ada<!(efNIN 7;1>'7_|F , obtenemos que g(T)ﬂ(Ede) es
d .

cerrado en la topologia producto.

Por Gltimo, por ser R{S , ﬁf - . € Gf - -
' 1T+ Ty 1Fpe e
n=1, 2, ... , ¥ ya que por construcciédn, ﬁj ,h=1, 2, ...
r.r....r
172 n
son R-entornos de O en E, obtenemos que ER : , n =1, 2, ... son
Py Tpeeel

R-entornos de O en E.
Asi pues, estamos en condiciones de aplicar la proposicién
3.3., y tendremos:

©
1. ﬁf o, SU_ _ _ , hx»3, hem,
172" *"h 172" *Th-2 :

2. T: (E,R)——(F,7) es continua, y entonces, aplicando el

resultado (1.1.) tenemos que T : (E,S)——(F,7) es continua.

(-]
Veamos gque 5;? r r c U r , nY»4, neEN:
1 2... n 1 2... _3
Si xe Ui y X + f]'s es un R-entorno de x tal que

eeel = I I eeI

Ts n 1F20Th1 T TifoeeeTp

“n
X + _2 c GS + Uﬁ C’ﬁS ’ C -jﬂ
n n

- 21 -

-1



[
Entonces, x & UR Yy por tanto

' P TpeeeT
° [+]
U;Er r sﬁir r CU?I?‘I‘ r gUJ."I' r » n¥4, neN,
1'2°"*"'n 172°"*"n~ "1°2°"°""'n-1 172°°""n-3
y asi, Ur rp es § -entorno de 0, n =1,2,...
172 n

Consideremos ahora el caso general en el que T no es> inyectiva.
Ker T es un conjunto cerrado en (E,S), y dada la aplicacién candnica
l.f E~—3E/Ker T , podemos considerar la apl:.cac:.on lineal
E/Ker T-—-——)F ' 1nyect1va, que factorlza T a través de E/Ker T:
S o\? =
Si (x,y) € G(S), Sx # y. Como x € E/Ker T, existe un z&E:
Y(z) = x, luego (Sof)(z) =Tz 4y, i.e.., (z,y) € G(T), y por ser G(T)
cerrada, existe U S-entorno de O en E y V 7-entorno de O en F tal que
((z,y) + (U,V) A GT) = ¢ .
Si.consideramos \f’(U) g-entorno de O en E/Ker T,
((x,y) + Cp(U), V) A G(S) = ¢ y por tanto §(S) es cerrada en
E/Ker T, con la topologia producto.

Por otra parte, xé€& lfJ(Um m ) si y sélo si

1Mz My

J ue€eE: \P(u) y.30( annelN con a_ = mn,n=1, 2, ...h

tal que Tu €U3. Entonces (So\f)(u) e Uh, luego

-1 : _
L?(u) =x €S (U{Ul;:‘O\= (an)ne\N cona =m ,n=1, 2, ...h}).
Reciprocamente, si x € S-l(U{U:: = (a_ ) cona =m

n=1, 2, ... h}), existe o = (an)ne.lN cona =m ,ns= 1,2, ...h

tal que Sx€& U‘s Como x €E/Ker T, J uekE : LP(U) =X y (Sokf)(u)

T(u) € 2. Entonces u €U (n) & )
a mlmZ"'mh “P L{) myMye ool

y tenemos demostrado que
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§J(Uﬁﬂﬁ x= (a ) cona =m ,r1=1,2,...h})=

n'neiN n
= LP(Um m m ), y asi pues, si suponemos que existe una sucesidn
LSRRI
(rn)néJN tal que ﬁi - . €S S-entorno de 0, n =1, 2, ...
172°°*"n : -
5 1 '
‘f(Ur‘lre..,r ©o= 8 (U&Ul:( P = (an)n&lN cona, =m,n= 1,2,
A . A
.e.n } YS 2 ?(ﬁi r - ) es S-entorno de O en E/Ker T, y nos encon
172" ""n

. tramos -en condiciones de aplicar el caso anterior (aplicacidn inyectiva

sin mas que considerar S en lugar de T. Entonces#:

0

1: S es continua, luego T es continua.

LS
2. \P(Ur rop ) es S -entorno de O en E/Ker T, n =1, 2, ...
1"2
luego U es S-entornode Oen&E, n=1, 2, ....
m M.

c.q.d.
Observacién.- Este Teorema, en el que hemos seguido ideas dadas por M.
Valdivia (38) para espacios localmente convexos, reduce un Teorema de
Grafica Cerrada entre espacios vectoriales topoldgicos a un Teorema de
Grafica Cerrada con espacios metrizables en la partida.
Veamos ahora un Teorema de Aplicacidén Abierta.
3.5. Teonema.

Sea (F, 7) un espacio Casi LF, con una representacidn F =
= {(fd,& /s NG//V//Vj y sea (E,S) un espacio vectorial topoddgico me-
trizabde.

Sea T una aplicacién lineal de F so0bre E , tal que GIT)
es cerrada en da topologia producto xS,

Dados A, MM o ...mhé W, denotamos po.:

. h )
lem.z...mﬁ= U{'I'(Ua(/ ;A= (an/nef/v cona =m ,n= 7,2, /1}
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y supongamos que exisie una sucesion {/Ln)nefl‘l/’ tal que ?rlrz"‘rh

es S-entorno de 0 en (E,S), h =17, 2, ....

Entonces, T es abienta.
Demostracién.

- ~

Sea Y la aplicacién candnica de (F,/) sobre (F/Ker T,/ ),
donde Ker T es cerrado en (F,7). Entonces, aplicando la Proposicién
2.2. sabemos que (F/Ker T,? ) es un espacio Casi LF, dondé.una represen
tacién vendrd dada por la familia F'= { { lf'(Ig),'/;’):'olémm} . Denotemos
por S la aplicacidén lineal tal que S_%\f = T, y veamos las condiciones
en que nos encontramos:
Por un razonamiento puramente conjuntista andlogo al visto en el teore-

ma anterior, se demuestra que V =

mlmz. . .mh

-1 _
=S (U{*(Uf) : o= (an)nelN cona =m,n-= 1, 2, ve., h}).

Para cadac(elNIN, si denotamos por a’la topologia generada por la cade-
na (t{(Us))neJN sobre W(Fy), con la que éste es un espacio dé Fré-
chet, G(S) N (E x$(§<)) es un conjunto cerrado para la topologia SxC;:

Sea (x,y) € E fo(Fu), tal que (x,y)€ G(S). Entonces
Jze Fy ¢ %Xz): y de manera que Sx #!f(zL y por definicién Ae ]

Tz # x, luego (z,x) ¢ g(T) N (FxE).

Por ser G(T) cerrada para la topologia 7TxS vy L}TIF“

existe un nelN y un V S-entorno de O en E, tal que '
((z,x) + (GLY) N (GTIN (FxE)=@ .
Veamos que ((x,y) + (V,\(U))) N( G(S)N (ExP(F))) = @

Si esta interseccidn fuera distinta de ¢ , existirian
veVv y 1.1€U‘1;(-l t (x+v,y +*-P(u))€ G(s), i.e., S(x +v) = ¥y +Lf(u) =
=\?(z + u), luego T(z + u) = x +v, y tenemos que -

(z +u, x+v)&€ GT)O (F, ®E). Llegamos a una contradiccién.
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Estamos pues. en las condiciones de la Pronnsicidédn 3.3.. considerando

S en lucar de T. Entnnces

1.vfr . € V.. ,~ » D23, nem.
1°2°"""'n 1"2°"""n-2
2. S es continua, luego S_%lf = T es abierta.

3.6. Corodario.

Sea (F,7) un espacio Casi LF y sea (E,S) un espacio vecto-
rial topoddgico.

Sea T wna aplicacidén lineal de F  sobre E, zal que GI(T)
es cerrada en FxE , para da zopologia producto 7xS.

Si considernamos da Lamilia {V

mlmz. . .mh

A, MysMoss wons
m, € Mﬁ} verificando Jdas hipétesis del teorema antenior, entonces T
es abienta.

Demostracién.

Por un razonamiento andlogo al del teorema anterior; si con
sideramos el espacio (F/Ker T,? ), éste es un espacio Casi LF, y si de-
fﬁotambs por S la aplicacién lineal de E en F/Ker T tal que S-Jbtf =T,

G(S) es cerraﬁa en E x F/Ker T, para la topologia producto S’<;i

y se verifica que le,mz...m -

= S-l( U{‘f(Ui‘) T o= (an)neu\l cona =m,n=1, 2, vee, h} ).

Estamos pues, en las condiciones del Teorema 3.4., donde -
consideramos S en lugar de T. Entonces S es continua, por lo tanto T es

abierta.
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b, EJEMPLOS.

4.1, Espacios Casi LB.

M. Valdivia, define en (38 ) los espacios Casi LB. Dado un -
espacio localmenté convexo (E,T), una Casi LB Representacién del espa-
cio E, es una familia { Ay déﬂi”ﬁ} de discos de Banach, satisfacien-
do las siguientes condiciones:

1. U{A,: e(E.ININ} = E.
2. Si v(é/b entonces A & Aﬁ'
Un espacio que admite una Casi LB Representacién, se dice -

que es un espacio Casi LB. Todo espacio Casi LB es un espacio Casi LF:

Si denotamos por FA = Lin (Ay4), sabemos que (FA y/y ) es un espacio de
(- o
Banach, donde Z& es la topologia generada por la norma Il lk , ¥ una ba-
. L -n .
se de entornos de O viene dada por la familia a&_ (2 Aﬂ)nelN'u& asi de

finida es una cadena.
Se demuestra facilmente que si consideramos la familia
{(FA oy ) ot ME.W'N} es una representacién del espacio (F,7), donde
o

para cada &N N una cadena asociada a (FA ,7; ) viene dada por L{x En-

o
tonces (F,7) es un espacio Casi LF.
4.2, Espacios Casd LPB y Casdi LOB.

Una sucesién decreciente All’ AZQ .o .QAnQ ... de subconjun-
tos no vacios de un espacio vectorial topolégico (E,7), diremos que es
una "Sucesidén Completante", si existe una sucesidn de escalares positi-

. : £ L = -
vos { An' nelN} tal que si x€A , O"Ln‘ An’ n=1, 2, ..., la se
rie zg;fhxn converge a un vector de E. Si la sucesién {An: nelN}

- OO
se puede elegir de forma que Egé kakéi Ap, p=1,2, ... , la suce-

sién {_An: neJNE diremos que es "Estrictamente Completa'.

B. Cascales (3 ) obtiene los siguientes resultados:
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4,2,1, Sea (E,7) un espacio vectorial topolégico y (pn)nelN una suce-

sidén en (O,l] , decreciente y con limite O, que denotaremos por pn\a 0

Sea (A ) una sucesidn estrictamente completa en E, donde cada A es
n‘nelN n

absolutamente p_-convexo.
n
n l/pn 1
Entonces, la sucesién {Cn = (1/27) .An :n=1, 2, ...
es base de entornos del origen para una topologia 4 en E, més fina que
7, con la cual, E adquiere estructura de grupo topoldégico aditivo, me-
“trizable y completo.
Como Corolario obtiene:
En las condiciones anteriores, si <A‘k> es el espacio vectorial
<+ 00
generado por Ak’ y ponemos L = é}l (Ak> , entonces L con la topologia
inducida por 4 es un espacio vectorial topoldgico localmente semiconve
xo0, metrizable y completo.
B. Cascales da la siguiente definicién:
Sea pn‘\g 0 . Una Casi L(pn)B—representacién de un espacio
vectorial topolégico (F,7) es una familia de subconjuntos de F
{Aﬁ : delNlN, nélN} , con las siguientes propiedades:
1. Az es absolutamente pn-convexo, para cada ®KE [N W, ne (N,
N . 1 2 n
2. Para cada WelN ', se tiene que AJ2 A 2 el A2 ... , y esta suce-
sién es estrictamente completa en F.

. N . -
3. Para cada o, Fe‘lNl , con ué{{, se tiene que Ai c Ar{; , n&IN,

00 n
4, Si llamamos A, = [\ A

« = o)y Ay » entonces F = U{Ad : (N ‘Nk .

Un espacio vectorial topolégico con una Casi L(pn)B—repre—
sentacidén se dice que es un espacio Casi LoB'
Veamos que todo espacio Casi LoB es un espacio Casi LF.
N R,k
Si para cada ®€IN ', consideramos Ly = Q—l <Au> y denota

mos por Au la topologia sobre E construida, segin 4.2.1., por la suce-
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sién (A:)

nelN’ entonces, aplicando el resultado 4.2.2., tenemos que

(Lu,%LIILd) es un espacio de Fréchet. Veamos que la familia

Uy = 4 % = (/2™

F = 'k (L, ’AdlL) : e IN lN} es una representacién de (F,7), con lo que
®

(F,7) sera un espacio Casi LF:

IN

(i) F ,» ya que A ¢ L , para cada %€ IN y

o

= U
werld

la, xew ™ < ¥

(ii) Para cada R G IN ’N, consideramos la familia .

1/p

n.Ai )(\Lu} Uo( asi construida es una cadena:

n€ iN*

(ii.1) Cr;( es equilibrado, por serlo Ag,otelN 'N, ne (N.

+ 00
C: es absorbente en L«: Si xe Ld , X& <A12(>= n&il mAz , por

ser AI:‘. absolutamente p,-convexo. Entonces existe un m) O tal que

n
X & mAy .

(ii.2) Propiedad Sumativa: Por ser Ar;( absolutamente p -convexo,se

verifica que

1/p 1/p 1/p_ 1/p

(172" a4 o(12®) A ¢ (2™ P2 Bl o
of ol o

(1/21'1'_1)1/1:)n Al Ademéas or ser (p ) una sucesién decreciente
- » P Ph/nein

y Azg Ano(-l se verifica que

X 1/p 1/p

n n n-1 n ,n n-1 n-1 n-1 n-1

Cy+ Cp € (1/2°77)  TlagnL s (1/277) ATTA L, = C .

L)

(iii) Si & ’FEIN N a1 que us(:& entonces Ar; 9A?5 y por tanto

o0

-+ o0 n + n
L, = r&l <A°(>S rQ—.l (A(Q = L/b' Entonces

l/pn n l/pn n n

n n n
= c = .
CD( (1/27) AYNL, & (1/27) .A@(\L‘g C(s
(iv) Por 4.2.1. sabemos que Ao( es mas fina que 7 , luego la inyec-

cién I: (Lo("qo(llu)—_—)(F’r) es continua, para cada 0t€lN'N.
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Asi pues, F es una representacién de (F,7) y (F,7) es un es
pacio Casi LF.

B. Cascales da la siguiente definiciédn:

Un espacio vectorial topolégico (F,7) diremos que es un es-
pacio Casi LpB si existe una familia £ =‘( Ay : XEWN Nj-de p-Discos de
Banach, (0<{p<£1) que verifica:

@) Vagiwentyer.
(ii) si o{,(& & IN N con Mg({. entonces AdgAﬁ.

Una familia con estas propiedades se dice que es una éasi
LpB—representacién de F.

Todo espacio Casi LpB es un espacio Casi LoB; luego todo
espacio Casi LpB es un espacio Casi LF.

4.3 Contraejemplo.

Veamos por Gltimo un espacio Casi LF que no es Casi LoB’

De esta manera demostramos que la familia de los espacios Casi LF con-
tiene estrictamente a la familia de los espacios Cési LoB'

Sea (F,7) un espacio de Fréchet, no localmente semiconvexo.
B. Cascales (3 ), demuestra que este espacio no puede ser un espacio -
Casi»LoB. Sin embargo, evidentemente, (F,7) es un espacio Casi LF por -
ser un Fréchet.

Como ejemplo de espacio de Fréchet no localmente semiconve-
xo podemos considerar el espacio F de las funciones medibles Lebesgue -
en Eo,i] dotado de la topologia de la convergencia en media. (15) 6.
10.J.

Tenemos pues asi demostrado que existen espacios Casi LF -

que no son espacios Casi LoB'
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5. SOBRE LOS ESPACTIOS DE PARTIDA.

5.7. Delinicidn.(26)
Una familia numerable de subconjuntos equilibrados

w=‘{An1n2“'nnk, k’nl’n2""nk€"¥} en un espacio vectorial F,

diremos que es una "Red (R)", es decir, una red, segin la definicién da

da por W. Robertson , si se verifica:
i) \){Ah s an_‘@} " ' absorbe cada punto de F.-
1
ii) Para cada k&N, nl, n,, ...nkGJN, se verifica que

An n + An n c An n , para cada nk+1€ IN
172 ey 1M2 ey 1Mo Ty

, nk+le ‘NB absorbe cada punto de Anlnz"'nk.

de enteros positivos le correspon

L RN

A cada sucesidn (nk)kGJN

de una familia {An n : kEﬂN} de elementos de la red. Cada una -
{Npe e

estas familias diremos que es una '"fibra" de la red.

Diremos que una red es "ordenada" si dados rl, Tor eeey Tpo
" e i i i i H .C . i = .o
815 Sy v Sy §nteros positivos arbitrarios rl & sl , 1 1, 2,
.., h, entonces Ar r r c As s s °
1"2°"""h 172°"""h
5.2. Lema.

Sea (F, 7] un espacio Casi LF con una representacion

F :JL(Fa’/—ol/“ dew//vj, 4dendo Uu: (Uz}nC-W da cadena asociada a F,,, para
cada 0<G.//V//v. Entonces , Al delinimos
hop- - -
Corn, =Uug s B=(6,) pconb, =2, n=1,2 /zj

para h, Rgs Ros wves 2y entenos positivos arbitrarios,

, h, Rysloy wees ahgw@j es una ned ordenada en F.

w :{C/l A

ot Ry 2
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Demostracién.

. : Ly h IN

i) Cada C es equilibrado por serlo los U., h&N, /3611\! .
P Tye el : f

Ukcnlz n,€ IN} absorbe F: Dado x€ F :‘gﬁFﬂ ,

1
3 & = (aLn)ne N tal que x€ F ! y por ser U, absorbente en Fo“

tenemos que J MA>0 tal que Xe )«U . Entonces
X & kCal = A (\){U@ (:’;- (b )ne\N con b, = alg).
i) c. . +cC cc _ _ , hen:
h+1  T1727"Th

1

Dados x, y€C_ , existen [61 =) en ¥

2 1
[52 = (bn)nQ\N con bn =b_ =r ,n=1, 2, ..., htl y tales que

h+1 +1 . T
XC U@ yeur(sz. . Si denotamos por & = (cn)ne\N con

. 1.2 . .
c = méx (bn,bn) , n=1, 2, ... entonces R @i, i=1,2 y

X +y €.Uh+1 + U?{l < h+1 Uh+1

Ademéas cn = rn, n=1, 2, ..., h+tl, luego

x+y&\))\U (_4‘,- (b ) conb =r ,n=1, 2, "'h_}':Crl...rh'

Dados h, r, ...rhelN, V) Cr o absorbe
12 h
P TpeseT
Si x€ C ,existe(3= ) conb=r,n=1,

€l
r‘lr.2 rh n'n N n n

2, ...h : xe Ué; , Y por ser (/(3 una cadena 3A>O tal que xe;\U?;l.

h+l.o(=(a) cona =r ,n=1,2, ..., h,

Entonces x € A(VAU n’neN n n

a = ) = ¢
} 1r2. . 'rnbn+1 .

Asi pues, W es una red (R). Veamos que es ordenada:

n+ n+l

L e o0 oL . i = ’ 9 0.
Dados h, rl,r2 Ty 51’82’ sh con r1~sl, i 1, 2 h,
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si xec = 3/5,: (bn)ne\N conb =r ,n=1,2, ...h, tal que

12 h

xﬁl.}?. Si consideramos = (dn)nelN tal que
d =s ,n=1,2, ..., h ; d =b , n=h+l, h+t2, ... , entonces
n n n n
§>, , U,};gUl% y U% QCS s s luego Cr r r < Cs s s
) 1°2°"*"h 1°2°""""h 1°2°"""h

Observacién.- Directamente se comprueba que si T es una aplicacidén li-
neal de E en F 'y W/ es una red (R) ordenada en F, entonces
W' = {T-l(A): AQW} es una red ordenada en E. Asi pues, la familia

w’ ={Um m m ! h'ml’mZ' ceey mh€|li} definida en la pagina 17, es
172°"""h .

una red (R) ordenada en (E,S).
5.3. Lema. (26 )

Sea (E,S5) un espacio vectorial topolégico con una ned (R)

w:tAmm...

,h,m,...,mel/vl.
M , 7 h J

Si (E,S) es un espacio de Baire, entonces existe una suce-
A)
RgRom e Ry

aion (/ln}n ey e enternos positivos tal que A es S-entorno

de OenE, h=17, 2, ...
Demostracidn.

Por definicién de red, E = J {nAm m P B my, MyE (I‘i}
172

y por ser (E,S) un espacio de Baire, existen n, rl, r2 €N de forma

que nAr p €S un conjunto no raro, luego existe x€ E , existe U S-en-

12
torno de O en E tal que x + U & ZS . En particular, x e 7&5 ,
r,r r.r
1°2 1"2
luego U & -x + Ii r < K‘rg r * Ki S Ki » luego Ki es un S-entorno
1" 2 12 172 1 1
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de O en E.

Si suponemos, por hipbtesis de induccidén que A
riToe«sTy

es un S-entorno de O en E, para rl, r2, ceey rk dados, como

A c U{nA . , n, m_ ., elN} entonces,
rlrz...rk { rlrz...rkmk+1mk+2 k+1 nk+2

k+1’ Tke2 € IN tales que nAr r es no raro, y

existe no, r r r
172" """ k+l k+2

‘aplicando un razonamiento andlogo al hecho para el caso ArA , obtenemos
1

que Ar r r es un S-entorno de O en E.
1727 """ k+1

5.4, Delinicion.
Dinemos que un espacio vectorial topoddgico (F,7) verifica

la propiedad (B), si dada una ned (R) ordenada W=4a
7 2... h
h, Zgs Ao ...ahGJV} , existe una sucesion de enteros poditfv04 (4njn o

S

es S-entorno de 0, h =7, 2, ...
47/12' L] ./lh

de forma que A

Siguiendo (1) diremos que un espacio vectorial Zopoddgico
(F,7) es Tonelado si toda cadena cerrada es topoddgica.(lna cadena de-
cimos que es cearada 44 todos sus escalones son conjuntos cerrados para
da topologia del espaciol.
5.5 Proposicion.
Todo espacio vectorial topoddgico (F,1) que verifica da pro

piedad (B) es zonelado.

Demostracidn.
Sea U= (Un)ne.w una cadena cerrada en (F,/), y conside-
remos la familia {Anlnz...nk: k, nl, n2, ceey nkGLW} donde

A =U , parak, n., n., ... € N.
nln2...nk k 1 2 nk
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Asi construida , esta familia es una red (R) ordenada en
(F,7), y por verificar la propiedad (8), existird una sucesién de ente-

ros positivos (rn)n es /-entorno de O en F,

elN

n=1, 2, ... Ahora bien, A =U ,n=1, 2, ..., luego

{/ es una cadena topolégica.
5.6. Proposicion.

'Sea (E,5) wn espacio vectorial Zopoddgico que verifica da -
propiedad (B), y sea T : E——F una aplicacion dineal, continua y -
abienta sobre el espacio vectorial topoldégico (F,7T). Entonces (F,7) ve-
rifica da propiedad (8.

Demostracién.
, K, n

Dada una red (R) ordenada ,n

v ={-Anlnz...nk 122t ""

n € m} en F, si consideramos la familia #' = {T'I(A )y
n.n

12..._nk -

Nt ! . ifi -
k, N, Ny, n, '3 NJ , W'es una red ordenada en E. E verifica la pro

piedad (8) y T es continua y abierta, luego se obtiene directamente que

IN

-7 -
tal que A es /—-entorno de D
r.r .r

existe una sucesidn (rn)eJN
1"2°"""k

enF, k=1, 2, ...
5.7. Proposicion.

SL (E,S) y (F, T) son dos espacios vectoriales topoddgicos
que verifican da propiedad (B/, entonces ExF con da toﬁoiogia produc-
to verifica da propiedad (B). *
Demostracién.

k, nj, n,, ... n & INB una red (R)

Sea W' = {An . .
- n

2.,.nk:

ordenada en Ex F, y consideremos E y F como subespacios de ExF, en la
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forma habitual. Las familias ENA : k. n,,n., ... € N
{ n1n2...nk 12 nk j

y IF(\A nk: k, nl, n,, ""IH<€ m} son redes ordenadas en E y

F respectivamente, y por tanto existen dos sucesiones de nimeros ente-

s S
ros positivos (rn)nE.N y (sn)ne.m tales que E nArl...rk es S-entor-
nodeOenE, k=1,2, ... y FNA / s s 7-entorno de O en F,
1% S
Si consideramos la sucesidn (tn)neJN donde tn = max (rn, sn) n =1, 2,
... , entonces Z; ., es Sx7~-entorno de O en ExF, n=1,2, ...
100,

5.8. Proposicion.

S{i F es un subespacio denso de (E, 7] y F verifica da pro-
piedad (B), entonces E verifica da propiedad (B).
Demostracidn.

Dada una red ordenada {{/ ={ Anlnz”’nk: k, n,, ...nkelN}

en E, la familia {F(\An . : k,n,,
1 2...nk

da en F, luego existe una sucesidn (rn)neJN de enteros positivos tal -
7
|F

que Arlrz"'rk‘\ F es /IF ~entorno de 0 en F, k =1, 2, ...

e & lN1 es una red ordena-
S0y

Entonces, por ser F denso en E, A 2 F/ es un /-entorno de 0 -
PiTyee Ty

en E, k=1, 2, ..., luego K; r es 7/-entorno de O en E.

1727 Tk
Entonces, como consecuencia del Lema 5.3., de la Observa-
cién de la pégina 32 y del Teorema 3.4 obtenemos
5.9. Conrodario.
S4L (E,S) es un e&pacio vectornial topoddégico Baire, (F,T)
es un espacio Casi LF y T es una aplicacién lineal de E en F con G(T)

ceuviada en Ex F , entonces T es continua,
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6. PROPIEDADES DE LOCALIZACION.

Sea (F,7) un espacio Casi LF con una representacidn

F o= {( Fooly ): %eN } y sea U, (Uz)ne.(N una cadena asociada a F
xe N lN.
Dado un X&N N = (a) denctaremos por
o ! n‘né N’
Fal-“a —Uhﬁ R= é'Nc:onbj=a‘].,,J=1,2,...n~§ , néIN.
6.7, Proposicion.
Para cada u(el/V//v, Fa a g ¥ w subespacio vectorial de
1300004,
+00 ’
F y 4 definimos E = et 127...an y consideramos da familia
Wy =1( Wdf\E //7.€W’ donde o(" U)L : o_ (b / con (94: = asi
i=1,2, ... h} , Wd es una cadena en E, @ue deline una topodogia R,
. - . - y/
sobre Ey con da que (Ey, Ry es un espacio de Fréchex, X € W /V.
Demostracién.
Que F es un subespacio vectorial de F es conse-
a,8,.. .8

cuencia inmediata de la relacidén de orden existente entre los subespa-

cios vectoriales E

v de la representacién, luego los Eo( son subespacios

vectoriales de F.
Veamos que cada (Ey,R,) es un espacio de Fréchet:
Para cada ®E&IN IN, Wy es una cadena en E:
. h s Uh N
(i) Cada Wd(\EO, es equilibrado por serlo los Uy, €N =, heN.
Q
wl;(\Ea es absorbente en Eo( : Si x€ Ey, dado nEN,

x€EF luego existe un 3= (b.), conb,=a.,, j=1, 2, ...,n
a,...a 8 (5 i I

‘tal que xE& Fy ¥ por tanto JAd>0: xé')Uh Wd. Entonces x e)we((\Eq}

y esto para cada helN.
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(ii)Propiedad Sumativa: Si x, yé& Wl:fl N E,, entonces existen dos su-

ciones de enteros positivos [bl = (bﬁ)jEIN {3‘2 = (b?)je‘N con

1 2 h+l +1
b, =b,=a,, j=1,2, ..., htl, tal que x€ U , .
J d fn Yo TP

Por razonamiento andlogo al visto en el Lema 5.2.(ii}, existe un g){Si

. +1 )
i =1,2 tal que x,y&Ul% , con s = (dn)n&lN tal que dn =a,ns= 1, 2

htl . h+l. h _ h h
«+«s, h+tl. Entonces x + y € U% + US c US C Wy, luego x+yEWa n Eo(‘

Por otra parte, aplicando el Corolario 3.2., dado V /-en-

torno de O en F, existe un pe N tal que

VAT p= ) yoonb,=a, i=1,2, ...p}QV (6.1.1)
57

luego, si denotamos por Ro( la topologia sobre E‘,e definida por la cade-

na W

Loy ( 1), (Ed,&) es un espacio pseudometrizable, tal gue Ro{ es més

fina que 7, (aplicando 6.1.1.), asi pues (Ed,&() es un espacio metriza-

o
ble, por ser, por hipdtesis 7/ una topologia separada.

Veamos que (E,,R,) es un espacio completo:

Sea (x )

X Jhe )y una sucesion de Cauchy en (Ed'Ru)' Entonces, existira -

una subsucesidn (yn) de (X ) tal que - ynewz, nelN.

ne N "n’néeilN yn+1

-y é W?:k luego

Fijemos q<iN. Para cada kelIN se tiene que y gk

q+k+1

3 ﬂ’k = (bk,n)nelN sucesién de enteros positivos tal que bk,n =a

c Uq+k

n=1, 2, ... Q+k, -y yq+k+1 - yq+k {sk .

Denotemos por (5 = (bn)nEIN : bn = max (bk n
1

Entonces b =a , n=1, 2, ..., q+l, {5),{61( , KEWN, se tiene que

y +k&U(}§k , k€W, y entonces D (y

y -
g+k+1 qQ kel

g+k+1 ~ yq+k) €s una

serie de Cauchy en (Fﬁ,%) (aplicando un razonamiento andlogo al visto
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en la Proposicién 3.3.). Como (F ﬁ es un espacio de Fréchet, dicha

serie converge en (Fﬁ,%) a un punto ueFﬁ sFa a a , (por definicidn
" . . l 2l L ] q

de Faa a)'
13270 +3g

Sea z =u + y , entonces z¢€ F . Sabemos que
g+l alaz...a

m
z:(y

k=1 ) =y

-y = Y1 converge a u cuando m tiende a +o¢

q+k+1 q+m+1l qQ+

o

luego . (y.) converge a z en (F,7) cuando n tiende as+be , y este:

n'nelN

z&F , (sabemos que 7/,%7,.). Puesto que este razonamiento pode
88,08, B°'I|F =

mos hacerlo para cada Q€IN, z€ Fo&‘

Por ult:.mo, dado qu E R ~entorno de O en E, 3 t:

o
‘r
i - L - q q .
simy»t u e (yq+k+1 yq+ ) € ﬂg w (porque la serie converge
- q
en (Fﬁ’/f’))’ luego =z -yq+m+1é W, OE, \l > t. Entonces (yn)nelN con

verge a z en (E ,R,), y por tanto (xn) converge a z en (Ed,Ry).

IN

n€liN
Asi pues, (Ey ,R ) es un espacio de Fréchet, welN
Tenemos asi definida una familia de espacios de Fréchet que
verifican las siguientes propiedades:
i)F=U@&:ﬁmW3 ya que %S&<$mm
ii) Rdj-flgd (visto en 6.1.1.)

iii) Dados o= (an)nClN y (5 n ne W dos sucesiones de enteros -

. . 4 . . —
positivos, tales que © ~(3 , si xe€ Wg, existe un §= (d ) e con

h -
dn =a ,n= i, 2, ..., h: erg. Sea Y= (cn)ne\N Pe = max(bn,dn)

n=1, 2, ... Entonces, ¢ =b ,n=1,2, ...h y TS luego
b e b : |
Uc € = i o< c
x<—.U$ < Ur s (s, Tenemos pues, que si /5 entonces Wu—% , ¥ por

tanto se verifica la relacidén de orden que habiamos exigido en la defi-



nicién de representacién de un espacio Casi‘LF.

Tenemos pues, que la familia {(Eq,ﬂa):ueﬁiuq} €S una re-
presentacién del espacio Casi LF (F,7).
6.2. Definicion.

Dado un espacio Casi LF (F,7), con una nepresentacidn F =
{ (Fd,7; ): welN W_f, 4L consideramos da Lamilia de espacios de Fréchet
Q(Ed,ﬂd/:deM/Ag detinida en la proposicion anterion, esta ﬁamiiid es
una nepresentacidn. Diremos que esta familia es una REPRESENTACION FUN-
DAMENTAL DE F ASOCIADA A F.
6.3. Teorema.

Sea (F,7) un espacio Casi LF con F :{/Fd,fq/: o EN Wj
una nepresentacion. Sea F' = {_(Ed,ﬂ&}: ueﬂ/ﬁj una nepresentacion Lun-
damental de F asociada a F.

Sea (E,S) un espacio vectornial topoddgico que verifica da
paopiédad (B). &ntonces ‘

Si T (E,S)——(F,7) es una aplicacidn Lineal continua,

existe un Sem™ zat que T(EJc Ec 4y T (E,S) (Eg,Rg)eA una

aplicacion Lineal continua.
Demostracién.

Dada la sucesidn K'= (mn)nEJN de enteros positivos, si-
guiendo la notacién introducida en el apartado 3 y en la proposicién

-1

h
€.1., tenemos que Um moom = T (W(), h=1,2, ... ¥y
12 h
W = {Umlmz"'mh: h, ml, m2, . mHE\NB es una red ordenada en E.

Entonces, por hipdtesis, existe una sucesién S;=(rn)n€JN tal que

ﬁS

1“11‘2. . .I‘n

es S-entorno de O enE, n=1, 2, ..., y aplicando la
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proposicién 3.3., tenemos que U es S-entorno de O en E,

PiTpee T
n=1, 2, ... Entonces:
Dado x€ E, nelN fijo, existe )\)O: X € AU .
T.I'peesl
12 n
Tx € AW, y existiré = (b_) conb, =r., j=1, 2, ...,n
L /3 n nC:lN :j j! ’ ? 1
tal que Tx € AUn CF . ‘Este razonamiento podemos hacerlo para
P R PUERE

cada n€IN, luego Txé& E{
'Ténémbs'pﬁeé Qué T(E)S-Es'y pédémds‘cdnéiderar la aplica-

cién T : E————AES tal que G(T) es cerrada en Sxﬂg, sor ser R }7]

EV.
Si aplicamos de nuevo la Proposicidén 3.3., considerando el espacio
(Ei’R?) como un espacio Casi LF, obtenemos que T : (E,S)————%(E;,R{)
es una aplicacién continua.
6.4, Cornolarnio.

SL (F,5) es un espacio Casi LF que verifica da propiedad
(B), entonces (F,S5) es un edpacio de Fréchet.
Demostracién.

Si consideramos la aplicacién identidad I:(F,S)—————é(F,S)
continua, por la proposicibén anterior sabemos que existe sEJN'N :
I: (F,S)——————-(ES,Rg) es continua, luego S es més fina que &Lé pero
por definicién de representacidén, sabemos que RS gs mas fina que SIES
Ademds , como I(F)S}E{, entonces F = ES' Rg =S , y (F,5) es un
espacio de Fréchet.
6.5. Cornodario.

Sea (F, 7] un espacio Casi LF con una nepresentacion F =
{(Fd,z{ ] el Nj y sea F' = lk (E“,Ro(}: de//VWj una nrepresentacion
fundamental de F asociada a F.

Sea Q la familia de subespacios de F tal que 44 (E,S5/€Q

- 40 -



(E,S) es un espacio de Fréchet tal que TIE< S.

&ntonces, 44 denotamos pon (F, TQI E%{E’S) y pon
(3 ,

(F,7~,)

Z (E,,R ), se vernifica que T~, = T~ .
&émﬂ/ o ot qu Q

Demostracién.

Para cada %e& IN N (E4»R)€Q, luego la inyeccidn
I: (Eo('&()——“)(F’TQ) es continua y tenemos que /—Q-< 7=

“Por otra parte; como I : (E,S)~——(F,7) es continua y
(E,S) verifica la propiedad (), aplicando el Teorema 6.3. existe un
&)celNlN : I(E) C E,y I: (E,S)———5(E°(,7€u() es continua. Como
I: (E“,Ra)'—ﬂf‘,/‘/.—,) es continua, tenemos que I : (E,S)—XF,TF,)
es continua y por tanto /—F' < TQ' Entonces /—/_-,:TQ.

6.6. Corodario.

Sea G un subespacio denso de (E ,S5) vernificando da pro-
piedad (B). Sea (F,7) un espacio Casi LF, y sea T : G—=F  una -
aplicacion Lineal y continua con G(T) cerrada en ExF. &ntonces G = E,
Demostracién. |

‘Si T : G——F es continua, aplicando el Teorema 6.3. exis
te ﬁe le tal que T : G——éE(5 es continua. Si consideramos la ex-
tensidn ? : G = E—— E(stal que ?[G = T entonces se verifica que

G(T) € 6(T) ¢ Q_(T_'—)EXF = G(T). Entonces E = G.

6.7 Conodarnio.

Sea (E,S) =2 A[E,,S) Linite inductivo de una familia
de espacios (E,,S, ) tal a:;: cada (Ey, S,/ verifica da propiedad (B].

Supongamos que (E,S) es un espacio Casi LF. &ntonces (E,S)
se puede ponen como dimite inductivo de una familia de espacios de Faé-

chet.
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Demostracién.
- IN ..
Sea F = ‘i,(Go(»Rd) : XEN juna representacidén de (E,S) y
sea F' = { (Fo(,7;) : XEMN lNS una representacién fundamental de E aso
ciada a F.

Sea —F’ la topologia limite inductivo de las inyecciones

I[:‘:: (Fp,k)—ﬁ;, es decir, (E,/—F,) =B% N (F{‘g,%). Entonces
S < TF,ya que ;//;} SIF(b

'Por otra pafté, s1 éoﬁsidéramds 'pa;ra. 6ada 6( e_ I'N IN,.
Ao( : (Eo(,So( )——(E,S) continua, aplicando el Teorema 6.3. y ya que ca

da (E,,Sy) verifica la propiedad (5), jﬂdew N tal que la aplicacidn

A, : (E,,S )—>(F;,7, ) es continua. Tenemos pues gque
ot B B

.

de S entonces 7-, < S. Asi pues S =7-,y (E,S) = _7_:__ (FF’ ,7(-__} ).

pen ™

oA : (ED(,SN) (E'TF') es continua duelN‘N , ¥ por definicidn

6.8. Corolarnio.

Sea (F,7) un espacio Casi LF, sea F = { (Ed,g }:otel/V//V

una nepresentacidon de F y sea F' = { (F,,S,) W Wj una represen-
tacion fundamental de F a/;uociada a F.
Entonces, dada cua,{.quj_eft. nepnesentacion {( GF’/SZ): /Se //\/v j
de (F,7), se verifica:
" Para cada [56//V//v existe wen' GF’Q Fy y 72/5} _ch}a

SiL ademds Gf" es cenrado en Fy entonces 72{5: S“’l

( | { G/e,'

Demostracidn.

Dado {3€|N W, (Gn,R,) es un espacio de Fréchet que verifica

/%

I,: (Gﬁ,7}3)——>(F,7') es continua, y por el Teorema 6.3., existira

f
N , .
e IN tal que I,: .(G(s,f’i’(%)__} (Fu'So() es continua, luego R[ﬁ>SNIG

¢ A
y G CF

B
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Si ademéas G[%es cerrado en (F, ,Sd), entonces (G/S";IG )

es un espacio de Fréchet, y por la unicidad, se verifica que S"'lG =??/_,,.

&

6.9. Cornolarnio,

SL (F,7T) es un espacio Casi LF con una representacidn F .=

t (Ed,@/: o(é‘//V//v_} y una nepresentacion fundamental F' = i(F‘x,Rd} :
 en Wj asoclada a F, y denotamos por (G,S) un subespacio vectonial

W

de F ztal que S>T s -en,tonce/.; existe &nﬁe/A/ tal que GQI},5 ]

|G
LY }’72/'6“'3 . SL'(G,S)‘Q cernado en (Fp,ﬂﬁ) entonces S = R{%IG .
Demostracién.

Anéloga a la del Corolario 6.8.

7. PRODUCTOS TENSORIALES EN ESPACIOS LOCALMENTE CONVEXOS.

Consideremos un espacio localmente convexo metrizable (E,S)
cu&a topologia viene definida por la sucesidn creciente de seminormas
(pn)neJN’ y sea (F,7) un espacio localmente convexo Casi LF, con una re
presentacién F = { (va7; ) :dejN‘N} tal que cada (Fx’i<) es un espa-
cio localmente convexo. Fréchet, cuya topologia viene definida por la

cadena (/= (US)

neiN’ formada por conjuntos absolutamente convexos, ve-
rificando que si Nﬁ(%entonces UE (= U;, n=1, 2, ...

Vamos a estudiar qué ocurre si consideramos productos tenso
riales. ’

En cada (F ,7;() podemos ccnsiderar la familia creciente de

seminormas (q )

o,n’ne N’ donde qq’n es el funcional de Minkowski asociado

a Ug, ¥y que sabemos define la topologia Z.
Se verifica que si o(s(!.y xe ¥, , entonces
o, N

a _(x) = inf&;\w:xeAU:S),' infl\;\w: xe'XU?&]X = qP n(x), luego

qdn(X)>, q@’n(x) ,n=1,2, ...., X€F,.
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Si consideramos el producto tensorial Eeng, la topologia -

proyectiva N viene definida por el sistema de seminormas {pn®qﬁ,n)1 nelN

m n
(z)= infl > D3
donde pngqo{’éz)— lnf{i:l pn(xi).qd,n(yi) , Z & x®vy; z.& E®F

y esta sucesién de seminormas es una sucesidn creciente, por serlo las

)

sucesiones (pn)

nenN Y (qu,n n€eIN.,

Una base de I-entornos de O en EQF viene dada por la fami- '

. n n n
- lia U&— (Wy) donde Wy _{ze ERF : ‘pn®»q°(v,n-(z) 2 1/2 j :

ne N’
que es ademas una cadena topoldgica en E@qF :

+1
. . <
8i x, yeWy 10 ® q‘x'n(x +y) £ pn®q“,n(x) + pn®q%n(y)£—_

. n+l n+l _ n
£ PPy () +p B L, (y) & 1/2 172" = 1/2
Se verifica también la condicidén de orden:
m .
. -
Si O(_ﬁ, zEE®F pn@qu,n(z) 1an{ Z—E_ pn(xi).q‘x’n(yi)
,\l". Bag = 1
z=L_x.®y}>,1nfin(x). (y.) z=§§ x@y.J=
i=1 * i=1 oot i=1 N
n n
= [ = e
pn®q ’n(z) luego Wx C W, , n=1, 2,

i

Tenemos pues, todas las condiciones exigidas en los espa-
cios Casi LF, excepto la completitud de los espacios E@qF .
Consideremos la familia I{E@qu :uteﬂ\fN_ﬁ de espacios de Fré-

chet, y sea G = ulN E QF;( , donde por E@F“x denotamos la compleccidn de
oleIN

E@rf‘u, sea EQA9‘_I"“ la compleccidn de E®§' y denotemos por 7 la tc;pologia
restringida de E@r\F a G. Entonces
7.1. Proposicion.
( G, 7) es un espacio Casi L[F.
Demostracién.

Veamos en primer lugar que G es un espacio vectorial.
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Para ello haremos uso de la relacidn de orden existente entre los espa-

cios. Sean a, b€ K , x, yeG, existen o(l, 0(2 € 1IN W tal que

N : ! 2
xGEQE v E@E . siendo = )iy %= (g

. . . . i 2

Si consideramos ® = (an)ne_lN Poa = max (an, an)

entonces o(iétx , 1 =1, 2, y si consideramos las inyetdiones candnicas

I, : F&*—}Fa entonces, considerando las extensiones de I®Io(

&, s R
A
I@I 'EQF————— EQF , tenemos que Xx,yé& E@F y por tanto
o(i o % % N %

ax + bye€eE _‘F“QG. Entonces G es en espacio vectorial.

Si consideramos (G,/ ) espacio vectorial topoldgico, tenemos

1. U E’éﬂl«; =G

ae N
2. Para cada Ae{N N }3’\6_?9“1*“M es un espicio de Fréchet cuya topologia vie
E®F
ne definida por la cadena W'= (Wr:( d)nelN que es base de -entornos

de O para la topologia T\ .
3. Evidentemente se verifica que si Neﬁ entonces WD" c Wﬁ"’ , por verifi-
carse que W, 6& %

. A :
4. Veamos que IE F

Siconsideramos el diagrama ExFy .E_’iV_ ExXF.

s Ra,F

® I
Eer
®r\°‘
~r ”~ n
Iu es continua, luego I : E(-Z}le >E®‘1F es continua y por tanto
- A N
T . A L ,v\o\em .
@,

Entonces (G,/ ) es un espacio Casi LF.
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Veamos que ocurre algo similar con el £ -producto.
Usando la notacién de (15), denotaremos por EEF =
(Z(Ek ,F),g) el &- producto de E por F, siendo E% = (E',¥(E',E)),

" donde X(E',E) es la topologia de la convergencia uniforme sobre los -
conjuntos compactos de E, y Ei es la topologia de la convergencia uni-
forme sobre los miembros de la compactologia equicontinua sobre E: 5;

Entonces, si dehotamos por {/ y V una base de entornos de O
en E y F feépécfivahehté,‘una‘bésé de entdrhoé de O‘eﬁ EEiF Qiéné &ada
por la familia

{wuo’v=&'re 2(E\ ,F) : T(LO) ¢ v} . uel, ve l/}.

Sea en nuestro caso (E,7) un espacio localmente convexo me-

trizable y sea (vn)neJN una base de /-entornos de O que verifica la -

propiedad sumativa.
Consideremos (F,S) un espacio Casi LF con una representa-—

.. _ . (NS _
cién F '{_(F;L’S ) : REW donde denotaremos por Uﬁ(- (U::)n&lN una ca-

dena asociada a (ﬁk,SQ). Entonces, una base de e tornos en EE;EKvendré

: s n
dada por la familia W = (W“)nGJN’ donde
W= . ° n -
o -)\TE f(E'r,F“). T(Vn)E‘Unc.s ,n=1, 2, ...

(para demostrar que es base de entornos es suficiente con demostrar gue

dado LT& (L(E'{ B T(V;) < U:(:'] elemento de la base de entornos

de O en EEF, , existe un hclIN tal que WE estd contenido en él, y es-
to se prueba sin ma&s que distinguir los casos myn, m¢n. En el caso en

n m
2 U, ¥y en los dos casos la demostra

o o
C i
twem(n,Vm,\% y simyn, U, 2

cién es directa). Ademas Q& es una cadena:

n+1

Si T, LE Wy ) &

' o o o]
, (L + T)(Vn)§; L(vn+1)+T(Vn+1 -

+1 n+l
Q[f; +(JU\ E.UZ.

- 46 -



Se vzrifica la condicidén de orden: Si o(l;lf;sabemos que

n n n °y¢ P n
< i i c
U, & U(,a y por tanto si consideramos Te W, , T(Vn)_ o & U{%.

~X

Denotemos por 16 la topologia de EEFN y consideremos la -

aplicacidén X: E@Fx—>£(E:{,E) que permite considerar E®F;( como un -
—od
subespacio de L(E*,E_“). Restringimos /6 a este espacio, al que denotare
N
mos por E@Fd,y entonces, su compleccién E%F“ es un espacio de Fré-
‘ ‘ o
chet,\v’b&&N N, y asi estamos en una situacién andloga a la del T)-produc
to.
\) ~
Si denotamos por G = 1\|N EQFO(, G asi definido es un subes-
ol€l
~

pacio vectorial de E%F razonando andlogamente al caso del f{]-producto
y teniendo en cuenta que si Idiso( : %—-) F, es continua, i = 1,2, en-
tonces I(%Idi?( : EQEE&'—__>EQEFN es lineal y continua, la extensién
~ A
Ic%ldi’x: E@;l;}l'————éE @I:( es lineal, continua e inyectiva, por ser
lai un espacio completo (Corol. 2(a), (.15) §16.2.).

También por el mismo razonamiento, si considermos

— ST IRI, : EQF E®F es lineal ti i
I& : Fut , entonces @a : % J\—'} ®& es lineal, continua e in-
N ’r~
yectiva (por ser E completo) ole N lN, y podemos considerar E@%F;QEQ&F
A

t)ue.\N ‘N, y asi G podemos considerarlo como un subespacio de E(BéF, y po-
demos considerar en G la topologia restringida de E@eF a G, que denota-
remos por /. Asi definido, (G, 7) es un espacio Casi LF:

Para demostrar esto sélo nos faltaria comprobar que la apli

: ~ . é N ,

cacion IoL: EG%F&———%(G, 7) es continua, Y®eIN ', pero hemos visto que
~J ~
I®6Iu£ es continua, luego en particular I : E%F;-;(G, 7) es continua.

Las demds condiciones para ser un Casi LF espacio, se veri-
fican de manera andloga al T\-producto. Entonces:

7.2. Proposicion.

(G,7) es un espacio Casi LF
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7.3. Conolario.

én las condiciones anteriores, 4i cada F, : Dfe//V//V Liene
da propiedad de Aproximacién, entonces J '3:':& F, es un espacio Casi LF.
Demostracién. e

Es consecuencia inmediata del resultado anterior, ya que si
ﬁ* tiene la Propiedad de Aproximacidn, entonces E&%ﬁx= Eé.ﬁ*es un espa-
cio de Fréchet.
8. ESPACIOS CAST LF Y REDES DE ROBERTSOW.

Estudiaremos en este capitulo la relacién existente entre
los esvacios Casi LF y los espacios con redes de.finidos por W. Robert-
son (26). :

8. 7. Detinicion. (26)

Sea (F,7) un espacio vectorial topoldgico y sea (I =

{A : k,n,,n....,n Q_lN} una red (R) en F.
nlnz...nk . 1’72 k
Dada una sucesién (nk)keJN de enteros positivos, denotarer
mos por (Wk)keJN = (C la fibra correspondiente, w1=An , w2 = An n*
1 12
W= y see

Diremos que #/ es una "red de tipo (¢)" si para cada fibra

-+ 0O
C se verifica que toda serie Z X, , con xkta Wk, keiN, es 7 -con-
k=1 -

vergente.
. Diremos que / es una '"7-red estrictamente cerrada" si para
- OO
==
. . yl — _
cada fibra C de la red, toda serie %=1 xk, xke.wk, kelN es 7-con

-« &0

vergente, y Z X &

kel r wk-—l’ para cada k&N,

Es consecuencia inmediata de la definicidn que toda 7 -red

estrictamente cerrada es una red de tipo (c).
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8.2, Proposicion.

Si (E,7) es un espacio Casi LF, entonces exisite una ned es-
trictamente cerrada en E.
Demostracién.

Dada F = {,(Em' 7;(): XE&I(N lNS una representacién de E, con

Ud = (UB)nEIN una cadena asociada a (Ed,7;( ), XEIN ‘N, se ha probado en -

el Lema 5.2., que si C _ { h | _ _
P Ty e Ty __U UB : [6_ (bj)je_lN con bj = aj,

j=1, 2, «ieay h_", entonces l/ ={Crlr2'“rh, h, rys Tps ...rhe_\N.}

es-una red ordenada en (E,7). Veamos que [/ es estrictamente cerrada en
E.

Sea \6= (m_)

una sucesibén de enteros positivos deno

-0
la fibra correspondiente. Dada la serie 2 X,

temos por ( = (Wi;)
k=1

kE&W

con x, €W k€\N vamos a probar que esta serie es 7-convergente, usan-

k k’

do un razonamiento en la linea del visto en la Proposicién 6.1.

Sea q€WN fijo. Como para cada k&lIN XQ+k€ wq+k? ex1st1ra
- q+k - -
un @k = (bn,k)ne\N tal que xq+ke U K ¥ bn,k =m, n= 1, .2,..., a+k
Sea P = (bn)ne\N tal que b_ = max(bn’k), n=1, 2, ... Entonces
keWN
(5'261( 4 k&WN vy bn =m ,n= 1, 2, ..., g+l1, luego
~ Atk -
XQ+kC U(a , k=1, 2, ...
+ 00
Tenemos asi la serie 2 Xox P (E,,7,) y aqui esta se-
k=1 ¥ e

rie es de Cauchy (aplicando 8.2.1. y que (/_, es una cadena), luego es

~

=

ta serie converge en (E(B,%) y por tanto en (E,7) a un punto uEEﬁ.

Ademés, por ser la serie 7, ~convergente a u, dado Uq existe un h€N,

o O ¢
tal que simyh u-3 x . € ud X ek € U[i (aplicando

k=1 ?

"B

Como

-
l

1
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la propiedad sumativa de las cadenas), entonces ue;qg + q% Q-U%gl.
Ent = > x euflcc W
ntonces b'e = X < = RE

kel ¥ g K ¢ = mmy...m ;o ol c.q.d.

8.3. Delinicidn.

Dado k» 2, un subconjunto A de un espacio vectorial E, dire
mos que es k-convexo,si A + A & kA. (12)

Un espacio vectoriai topolégico diremos que es k-semiconve-
xo0 si todo subconjunto acotado esté qontgnidolen algﬁn conjgnto‘acotado
equilibrado, cerrado y k—convexo.(lS)

Todo espacio localmente convexo es un ejemplo de k-semicon-
vexo, para k = 2.

8. 4. Lema.

Si B es un subconjunto k-convexo equilibrado de un espacio
vectorial E, entonces LIN B =-L)nB .

nem
Demostracién.

Dados x, Yy &€ B; M,ﬁe K, por ser B equilibrado existen dos

nameros p,q€lN: ®x +(5ye pB+qQgBC B+ ..... + B.
) (p+q veces)

B+ B& kB, k>»2, y entonces, si suponemos por hipbétesis

de induccién B + B + ... + B€WB , para algin r4>2 tendremos que
(p+g-1 veces

B+B+ ... +8B 'Q[MB + BC (r&-r 1)k.B con (r\+ 1)k} 2, por ser B
(p+q veces

equilibrado, y entonces podemos encontrar un mé&(N tal que

\
( V+1)kB € mB. Asi, LINB & UnB. La otra inclusién es inmediata.
nen

"8.5. Detinicidn.

..n : k, nl, n2,..., nk€£IN}

Una familia W ={f
. Ln Kk

172

diremos que es una "Red (D.W.)", es decir, una red segin De Wilde (5 )
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en el espacio (E,/) si verifica las condiciones:

a)E:U{A : neWS
n 1
1
b)Ann - U{Ann nr' rem}.
120y 1Moy
Una red (D.W.) diremos que es de'tipo 12 o Completante"
existe una sucesién

si para cada sucesidén de enteros positivos (mn)neJN
} 0, neN y An #0 pafa una cantidad numerable de forma
n=1,

’

(An)anN’ n
que > -
,__ M,X, converge en E, f(né.l_o,)‘nj y xE€A o
n=1 12 n
2, «... Se dice que la sucesién ()h)nCJN es "asociada" a la sucesién
(A ) .
mlmz...mn ne& N
Si W estd formada por conjuntos absolutamente convexos y la
I
2 ann converge en E a

N puede tomarse de forma que
n=p

sucesién (An)neJ
, diremos que la red es "estricta'".

un elemento de A
M. M.eo.eM
12 P

8.6. Lema. (26)
&aW:{A :n,m,n.,mer una ned (R) de zi-
MM e s o 7 n-""
72 n
po (c).en (E,T). &ntonces (E,T) admite una ned (D.W.) de tipo E .

Demostracidn.
Basta con definir: Cn = mlAr donde n, = (ml,rl)
1 1
C =C N A , conn= (m,r )
nlnz...nk nlnz...nk_1 mk rlrz...rk k k'’ "k
. -1 o
Para cada (nk)kéJN’ si ponemos ch =m", se verifica que para cada
+ 20
2:: kak /-converge, cuando xkéi Cn n,
10

Mi: 0 dhleA,, Z

k=1, 2, ...
En las mismas condiciones se verifica:
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8.7. Lema.(38)

400
= =0
Dada & (mn}n&W’ sea P, ‘. Cm7m2.. .mn, y sea

/ -
Qd = \)Il Pﬁ: [l,eW /V, [én_’o(}. Entonces QK es [-acotado.

Demostraciéi..

Dados los enteros n, ¢

10 v cr1 tal que cjémj, j=1, 2,

..., n, denotemos por

H =Ulp . = (b)) con A« b, =c¢c., j =1, ...n}
€y CgeeC {(5 (5 . "n’'n&IN 7 /)’ oL ¥ J .J.J. I

Supongamos QD( es no Jl—acotado. Existird V /-entorno de 0 que no absor-

™y
U _ X 2
be Qc(' Ya que e 21 Hc Qd, existe Jp&my tal que V no absorbe Hj .
1 1 1
Por hipétesis de induccién, supongamos para né€lN existen jl, j2, “ee

jn tal que jp Lm,p=1, 2, ..., n: V no absorbe H,

p 3132. . .Jn
Mar1
e Y1 H, . . . Existira un jm+1£ m 1 tal que V no absorbe
me1= J192°InSmia
. .. (8.7.1.)
J1d2° +dnsa
Si consideramos T;onces, la sucesién (Jn)nG_IN.’ para cada
nelN existe >sn>,0 tal que ‘Z—ann { -converge, xne—_ Cj Goearit
k=1 1v2 n
Por otra parte, para cada kelN, sabemos que existe un
- x, € H, | . tal que A x % V. Esto nos lleva a una contradiccidn .
k Jadaeesd k'k .
1v2 k
ya que H, . CC ‘oL n&N.

, .. .
3pdpeeedy Jpdseeedy

Asi pues, Q(>< es [/-acotado.
8.8. Proposicion.

Sea (F,7) un espacio vectorial topoddgico con una rned {R)

de tipo (c). Supongamos (F,7) es un espacio k-semiconvexo para algin
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k22 y supongamos que para cada conjunto A acoiado, cerrado, equili-
+ 0o _ _
brardo y k-convexo, se verilica que >k nbn, es T-convengente en A,
n=7
bEA, n=17, 2 ...
n
Entonces, (F,7) es un espacio Casi LF.
Demostracién.
W . o IN
Dada la red consideramos la familia Qd: W EIN de
conjuntos T-acotados, definida en el Lema anterior. Si (F,T) es k-semi-
convexo, para cada'erN‘N existe BN 'subconjunto de F acotado, equili-
brado y k-convexo, tal que ngBx(denotaremos por B, la interseccién de
todos los subconjuntos acotados, equilibrados cerrados y k-convexos que
contienen a Q&, y por tanto B, conserva dichas propiedades).
: _
= LIN Bd = C)nBu, (Lema 8.4.). Vamos a demostrar que

% n=4
la familia {’(E‘{,TM ): €N 'Nj donde '/; es la topologia definida por 1la

Sea E

cadena U2 = k-nB“, n=1, 2, ... es una representacién de F.
e =g
i) Uz es equilibrado por serlo Q“ y es absorbente por E“ = L)nB .
T ne

ii) Propiedad sumativa: Por ser BX k-convexo, Bu + qxg'k%x’ luego
—(n+1) -(n+1) -n
k B&+k‘ Bugk %,r1=1,2

Tenemos pues que UL: (Uﬁ) es una cadena que define una

nelN

topologia i(pseudometrizable sobre Eu' Veamos que z‘es Hausdorff:

e
si xef\ US , X #£ 0, por ser 7, Hausdorff existe U 7/-entor-
n=1

no de 0 en F tal que x#U. Como B‘,< es /-acotado, existe ﬁc>0: an IQC(U
Si consideramos n€&N tal qué QQC.kn entonces k_an c k’“ﬁ}Jg U. Enton-
ces, xﬁU‘:(‘1 .

Veamos que (Ex'Zx) es un espacio completo:

Sea (xn)n6, uga sucesidén de Cauchy en (Eoo/x)' Extraemos

N

una subsucesidn (yn) de (xn) N tal que Ypr1 ~ Yn 'S k'an, nelN

n&iN né
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Y
Aplicando la hipbétesis, tenemos que la serie > (yn+1 - yn) es
n=1

{ ~convergente en Bd a un punto y €By.

P
Para cada p se verifica: y - 7 (y -y )=y +y, -
=1 n+l n 1
+od + o) ~+ o0
-n -p, S ,-n -
y = Z (y -y)=‘zkb=kp(4__kb )< kP,
p+l n+l n n p+n
n=p+1 n=p+1 n=1
conb €B,n=1, 2, ...
n A
o Astpues, (y ), gy converge ay + v € By en (By ).
s £ 7' -
Por ser (xn)nelN una sucesién de Cauchy en (Eo(,d) tendremos que tam
bién (xn)neN [~converge en E,.

Veamos las restantes condiciones de un espacio Casi LF:
1) Por ser B, 7-acotado, /y » TIE.,('
: . : ra - . . ) =
2) Relacién de orden: Si 04_3. Qd = U{Pfa : /550(}( c {P(s : [ss?j = Qs,
y como Qo{C‘Qb’(‘BS k-convexo equilibrado, cerrado y 7-acotado que con-
. _ -n -n
tiene a Q,, entonces Bo(% BS' luego k B“Q-k Bs, n=1, 2,
Entonces Udg US'
i AN . .
3) F= U kE_oa : X EIN } Si x& F entonces existe o= (mn)nelN tal

gue x GCnan.“mn: n=1, 2, ... Entonces, x& ngQdQE“._

8.9. Corodario.
Sea (F,7) un espacio vectorial topoldégico R-semiconvexo,
k22, con una ned W (R) de tipo (c) y al que para cada subconjunto A

+0 _
k-convexo, cerrado, acotado y equilibrado 2_ R nxn es T-convergente
n=1

&ntonces (F,7) Ziene una red estrictamente cerrada.

Demostracién.

Consecuencia de la Proposicién 8.2. y la Proposicién 8.9.
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8.70. Coroldario.

Sea (F,7) un espacio docalmente convexo con una ned W (R)
de tipo (cl), y supongamos (F,7T) espacio sucesionalmente completo
(docalmente completo).

Entonces (F,7T) es un espacio Casi LF.

Demostracién.

Consecuencia inmediata de la Proposicién 8.8., tomando

M. Valdivia (38) demuestra que dado un espacio localmente -
convexo con una red de tipo 14 y sucesionalmente completo, tiene una red
estricta. Hemos obtenido aqui, ﬁn resultado andlogo, en el ambito de -
los espécios vectoriales topoldgicos usando las redes definidas por W.
Robertson.

8.171. Conrodario.

Sea (F,7) un espacio localmente convexo, (F,T) sucesional-
mente completo (localmente completo).

Entonces, (F,T) es un espacio Casi LF si y s6do si (F,T)
tiene una red estricta (D.W.).

Demostracién.

Si suponemos (F,7} un espacio Casi LF, se obtiene directa-
mente, aplicando la broposicién 8.2. y el Teorema 23 de (26) que (F,7)
tiene una red estricta (D.W.), ya que la red {// definida en la Proposi-
cién 8.2. es una red estrictamente cerrada formada por conjuntos abso-
lutamente convexos.

La implicacidén reciproca es consecuencia del Corolario
8.11.

Veremos péra finalizar este apartado que se pueden obtener
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estructuras de espacios Quasi-Suslin y K-Suslin a partir de espacios Ca
si LF, por medio de las redes obtenidas en estos espacios.
8. 12. Delinicion.(3 )

Sea (E,7) un espacio vectorial topolégico y AIQ A22 e
An 2 .... una sucesién decreciente de subconjuntos de E. Diremos que la

sucesién (An) es "Acotada", si para cada U 7-entorno de 0O existe un

nelN
C p.
noE.lN y (>U>0 tal que Ano_ (’UU

Diremos que una red W = { C k,nl, Ny, +e-,nE lN}

n1n2...nk 2

en un espacio vectorial topolégico (E,7) es "Acotada', si para cada su-

la sucesién C_ D C_. 2...2

cesibén de enteros positivos (nk) n
1 12

k€N’

C.n 2 ... es una sucesién acotada en (E,7).
(Mo e Ty

B. Cascales (3 ) obtiene los siguientes resultados:

(A) Sea E un espacio vectorial, y «ean 7 y R dos topologias vectoria-
les tales que RLT y de fowma que T tiene una base de entornos de O fon
mada por conjuntos R-cearados.

Entonces, 4L (E,T) tiene una ned acotada y Los conjunios
7-acotados de E son R-relativamente compactos, (E,R) es un espacio
K-Susdlin.

(B) Con las mismas hipétesis del apartado (A), si (E,T) Ziene una ned
acotada, y dos conjuntos T-acotados son R-relativamente numerablemente
compactos, entonces (E,R) es un espacio Quasi-Suslin.

Sea (E,7) un espacio Casi LF con F ={(F°(,7; ):elelN‘N_} una -

N

representacién de F, y sea Ua'_' (Uz) una cadena asociada a F,d€ W

neiN
Si consideramos la familia W/ = {C :n, r., r., «..0r e'\NE
. r.r....r 1 2 n
1" 2 n
donde Crlrz'“rh =\)l\Ul(1$: (5= (bn)ne\N con bn =r.,n-= 1, 2, ... h}
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se ha demostrado en el Lema 5.2. que W es una red (R) ordenada.
8.73. Lema.

W es una ned acotada.
Dcmostracién.

Supongamos que existe una sucesién de enteros positivos

(n,) tal que C_2¢C 2...2¢C D s es no acotada.
ke n; nyn, nyn,...ny
Entonces, existiréd un 7T-entorno de 0 , U, tal que C g{kU,

k=1, 2, ..., luego para cada k€N existe o{k €N N : U§k¢kU, siendo

a =

K )

=n., j=1, 2, ..., k.

qn,k’nenN * %3,k T "y

Sea o = (a ) con a_ = méx (a ) . Se verifica enton-

n‘nelN KEIN n,k

1, 2, ... y esto contradice el hecho de que la in-

"

ces que Ul; ¢kU, k

yeccidn Id: (F

G,L )——(E,7) es continua, por definicién de espacio -

Casi LF.

Si consideramos ahora la red (D.W.) R ='{A :
nlnz...nk

k, Dy Ny oeeey nkéjv} obtenida a partir de la red W, (como en el Le-
ma 8.6.), se verifica que
8. 74, Lema.
R es una ned (D.W.) acotada.
Demostracién.
En el Lema 8.6. se construye la red R de forma que

A =mC ,conn ) y por recurrencia

= (m_,r
1 1 1

1 1l

An n n = An n (\ mk Cr r T
e 1 2...nk_1 ot Ty

conn = (m,r )
12 k 1 k mk k

Entonces, dado o = (nk)kC\N y dado U 7-entorno de O en E

sean = (mk,rk), k=1,2, ..., con m s rkélN.
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Si consideramos la sucesién (rk)kGJN’ por ser W acotada

:‘]kOEIN,.ﬂ(’> 0: Cr e(’U. Ahora bien,

11"2. . .I‘k
o

A = A nm .C ¢ U, entonces R es
nlnz...nko nlnz...gko_1 ko rlrz...rko mkg

/-acotada.

Entonces, como consecuencia inmediata de los resultados
(A) y (B) de B. Cascales y los dos lemas anteriores, tenemos:
8.75, Teorema.
(A'] Sea (E,7) un espacio Casi LF y sea S una Zopologia vectorial menovs
Lina que T de fonma que T tiene una base de entornos de O formada por
conjuntos S-cerrados.

Entonces, sl dos conjuntos T-acotados de E son S-nelativa-
mente compactos, (E,S5) es un espacio K-Suslin.
(B') &n das mismas hipdtesis anteriones, si dos conjunitos [-acotados —
4gon S-relativamente numerablemente compactos, entonces | E,S) es un espa

cio Quasi-Susdin.

9. ESPACIOS DE APLICACIONES LINEALES.

Seguiremos en este apartado la notacidén usada en (1 ).
Sean (E,7) y (F,R) dos espacios vectoriales topoldgicos. Denotaremos
por L(E,F) el éspacig vectorial de las aplicaciones lineales continuas
de (E,7) en (F,R) que consideraremos como subespacio vectorial del es-
pacio vectéfial L(E,F) de todas las aplicaciones lineales de E en F.

Si B, respectivamente V, es un subconjunto de E, respectiva
mente de F, denotaremos por

[8,v] = {T e L(E,F): T(B)C V},

Yy si M es un subconjunto de L(E,F), [:B,V]M = [B,V](\M.

- 58 -



Sea G° un sistema de subconjuntos acotados en (E,7) tal que

. o . ' )
a) Si Bl’ Bze , entonces existe Bse. BlU Bag B3
. . ,/ K.
b) 81 Be T, ABeC AeiK (9.0.1.)
U =
c) Be B E.

Si denotamos por LolE,F) = L, el subespacio de L(E,F) forma
do por todas las aplicaciones lineales de E en F, acotadas sobre cada -
Be ¢, los conjuntos ‘EB,V] Lo" donde Be®, Ve l/ (base de entornos de O en
(F,R)), generan una topologia lineal separada, /g, sobre LAE,F). ().
9.7, Definicion.( 1)

Diremos que una aplicacién lineal de (E,7) en (F,R) es
"Acotada", si aplica los conjuntos acotados de (E,7) en conjuntos.acopg
dos de (F,R).

Un espacio vectorial topolégico (E,7) se dice que es ""Borno
légico', si toda aplicacién lineal acotada, definida en (E,7) es conti-
nua.

En particular, los espacios metrizables son espacios borno-
l6gicos y por tanto, si denotamos por 8 ; {Bg;E: B es T—acotado},

B verifica (9.0.1.), y se verifica que LB(E,F) = L(E,F). En estas con-
diciones se verifica:
9.2. Proposicidn.

Sea (E,7) un espacio vectorial zfopolégi.cc metrizable que ve

rifica da propiedad (B), y supongamos existe una'sucesidn Lundamental''-

de conjuntos acotados en (E,T), que denotaremos por = Bn) es de

ne\’
cin, una sucesidn creciente de subconjuntos acotados en (E,7) que veri-
Lican 4/ B, *B,% B,.; \/nel’v

i) Dado cualquien conjunto acotado B en (E,T), d neW : BCB, .
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Entonces, 4L (F,R) es un espacio Casi LF, L(E,F) dozado con
da ztopodogia /—B es un espacio Casi LF.
Demostracién.

Dada la topologia TB’ si consideramos un elémento de la ba-
se de entornos de O,[B,\aL, BERB, VeV, por ser ¥ una sucesién fundamen-
tal de conjuntos acotados, existe n€lIN, tal que B.C.-Bn, luego se verifi-
ca que [Bn,V__IQEB,V]. Aé:’. pues, la familia {[Bn,V] L(E,F): nelN, V&V_}
es una base de entornos de O en L(E,F). (9.2.1.)

Sea F = {(Eu,ﬂd): x€IN lNJ una representacién' de F, sea

una cadena asociada a E ,~€WN YN, y denotemos por F' =

n
Uy = W) e

-

{(Fd ,7,) 1 o€elN Nj una representacién fundamental de F, asociada a F,

he N una cadena asociada a F ,®GIN N (Proposicidn 6.1.)

Dada T€/(E,F), la familia

{Uml...mh = T'l(U{U;,) : (_J>= (b ) ¢y cOnb =m,n=1, 2,‘ ...,hj),

con W = (Wh(\F)
o o

h, ml, ey mhelN} es una red ordenada en (E,7) y por verificarse la

propiedad (), existe una sucesién {: (rn)n6;m tal que
5;/ . €S f-entorno de O en E, n =1, 2, ... Ademéds, aplicando la Pro
10Ty
posicién 3.3. U es /-entorno de 0, k =1, 2,...
P Ty - Ty

Si fijamos BE€S, un conjunto 7-acotado en. E, para cada nelN

i c
existe An> 0 tal que B _.)\nUr , ¥ entonces T(B)C ?\nW?_C_ F

b oSS o !
n

172 r...rn

1
(segin la notacién del Capitulo 6). Como esto podemos hacerlo para cada

-+00
c N L
neN, obtenemos que T(B)C A% 1"‘1‘11‘2”.1_‘n F‘,.

. . ,on —
Ademés, por ser (w\'an)ne.lN una base de /‘,—entornos de O
en FY’ T(B) es /’r—acotado en (FE’TK ). Y esto podemos hacerlo para cada

BERA. (9.2.2.)
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Entonces, se verifica:

i) U L(E,F) =/ (E,F):
ol&] N o

Por (9.2.2.), dada TE/(E,F), T es una aplicacién acotada
de (E,7) en (Fb”/—f

una aplicacién continua de (E ,7) en (F‘ ,7"/), luego existe un (e N

), ¥ por ser (E,7) bornolégico, se cumple que T es

{ = (rn)nelN tal que TEL(E,Fy).

La inclusion reciproca es evidente.
Obtenemos asi, una familia de subespacios de L(E,F) que lo

*
recubren. Veamos que [ ={L(E,Fd ): eN IN} es una representacién de -

(L(E,F),l,), donde consideramos cada espacio [ (E,Fqy’ dotado de la topo

B

. —&
logi
gla /B

correspondiente.

Por un razonamiento andlogo al llevado a cabo en (9.2.1.),
oﬁtenemos que la familia{[Bn,Wan]: h, nelN} es una base de /’;-
entornos de O en L(E,F«), € IN IN. Ahora bien, podemos considerar como
base de Tg-entornos de O la familia IQ ={L—Bn,w2n F:_l-: ne\N} ya que
dado [B_W2NE), n, new

. h " n NP h ]
a. Si n)h, | W:ﬁ F.& W NF,, y entonces \_Bn,WNﬂFNJQLBn,W“/\ F,
. h i~ .h T
b. Si n<h, Bne Bh y entonces (Bh,w“ﬂ F:JQ-LBn,Wu(\FﬂJ )

. m 3 h
luego, en cualquier caso 3 men: [Bm,w“ﬂFdJQ[Bn,wd(\Iﬂ.

14, es una cadena en L(E,Fo() que define la topologia 7’; :
i) I_Bn,wi(‘g F“] es absorbente y equilibrado en /(E,E,), por ser /‘;—entoz

no de O en L (E,F,).
[/c(verifica la propiedad sumativa: Si T,T‘el_Bn_._l,Wr:lf) Fq-] y,

1

n+l n+ n
(\F«+ Wb‘ a) FqC_. Wd(\Fd entonces

T+ T)(B)C T(B) + T’(BnA)S Wy

(T + T)elB_ vy (\ﬂ.
-

Entonces /B es una topologia con la que [_(E,E.",) es un espa
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cio metrizable, y por ser Fy completo, entonces (L(E,g‘),725 es metri-
zable completo.((1 ),§12.4.)
—of -

ii) Veamos que ;d: (L(E,F;),/B)——————é (L(E,F),/B) es continua,cxélNlN.

Dado [bn,vj Tb-entorno de O en L(E,F), con V R-entorno de
0 2n F, existe un me&lN tal que WE(\E*EV (por ser F un espacio Casi LF)
luego \-Bn’wo(nF‘aL(E,}j() QLBn’VjL(E,F)‘
iii) Por ﬁltimb, se verifica la relacién de orden, por verificarse pa-

ra los F;(
. n n
Si us(ﬂ entonces wanug w/éh%l n=1, 2, ..., luego

B ,WNF | c {B_,wnF :
BV (z,x, ) € BV RlL(E,Fg)

Obtenemos pues gque (L(E,F),TB) es un espacio Casi LF.
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CAPITULO 2: LIMTTES INOUCTIVOS GENERALIZADOS.

0. INTRODUCCION.

En 1976, Turpin (35) dié la siguiente definicién:

Un espa;io vectorial topolégico (E,7) se dice que es un "Li
mite inductivo vectorial topolégico de espacios topolégicos equilibra-
dos En' n>0, neN", cuando se verifican las tres condiciones siguien-
tes:

(i) E = L) En, donde los En son subconjuntos equilibrados de E, dota-
dos zzga uno de una topologia 76, y E dotado de la topologia vecto -
rial 7 més fina que induce sobre los En una topologia menos fina
qué Tn'

(ii) En + E§1G'En+l y la aplicacién de Enx En en En+1 que aplica el -

par (x,y) en x+y, es continua, para cada n> 0.

(iii) La aplicacidén de I)xEn en En que aplica el par (s,x) en s.x, es -

continua, donde D es el disco unidad del cuerpo de los escalares.

En estos espacios se constata que las propiedades usuales -
de limites inductiveos numerables permanecen ciertas (condicién para que

7 induzca 76, para que (E,7) sea separado, localizacién de acotados,

etc.), a la vez que extienden a este contexto mids general los conceptos

dados por D.J. Garling (8 ), de limite inductivo generalizado en local-
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mente convexos, D.A. Raikov (27 ), A. Persson (23), que suponen los En -
convexos y las topologias 7; inducidas por una misma topologia localmen
te convexa, L. Waelbroeck (41 ) que considera los En compactos, S.0. Iya
hen 11) y (14), J. Kohn (16) y J.P. Ligaud (21 que consideran los En
espacios vectoriales topoldégicos, entre otros.

En este capitulo, nosotros pretendemos estudiar un caso par
ticular de los espacios definidos por Turpin, en el que cada En es ab-
' sorbente en su envoltura lineal, donde tenemos definida una topologia —
vectorial 75; y dar condiciones que nos permitan obtener espacios Casi
LF. Estudiaremos también algunas propiedades de retractividad.
1. LIMITES TNOUCTIVOS GENERALIZADOS.
7.7. Definicion.

Sea O = (Bn}n>o una sucesidn de conjuntos equilibrados en

7

un espacio vectorial E: B, +B CB n 0. Diremos que O es ABSOR-

oo n= “n+?’
BENTE 4i U B = E.

Sea o = (B ) una sucesidn de conjuntos absorbente en E
tal que cada B, €4 ab4oabenie.en su envolturna dineal. Sea Tﬁ una topodo
gia lineal en L]N(Bn}, n 0, y supongamos que da aplicacion de B,% B,
en B, 4 tal que al parn (x,y) de aplica x+y es continua, cuando conside-
ramos en cada B, da topologila inducida pox Tn'

Llamaremos TOPOLOGIA LINITE INDUCTIVO VECTORIAL 70POLOGICO
de los espacios topolddgicos equilibrados B,» ¥ da denozaremos pon 7, a
da topodogia lineal mds Lina sobre E que induce sobre cada B, wna topo-
dogia menos Lina que la inducida por Tn' &n este caso, escribinemos
(,7) = %ﬁ@w{(LZN(Bn}’Tﬁ)’ Bn/, y diremos que (E,T) es el Limite induc-
tivo genenalizado de la sucesidn (Bn,TA).

Esta definicidén es un caso particular de la dada por Turpin
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y aplicando (35).1.1.6. obtenemos que:
7.2. Proposicion.
SL (E,T) = Lun (/U/WB ), T } B, J, T admize un sistema {funda
mental de entoanos de O que viene dado por da familia
U :{ 'y = i 7 - } -
> ran Ngjonzov n B, : V, es T, entonno de O en L.7/V/Bn)
Demostracién.
1
Dado U =Z Vnan € (/ ; U es absorbente:
'Si x€E, entonces existe un nelN tal que x& B_C LIN(B_),
luego existe ?> 1 tal que x& (’Vn, ya que Vn es In—entorno de O en

B ). ce¥” )
LIN(B ). Tenemos entonces que x€ B ( PV, & e(B NV )¢ (:Zvnn B

Cada U& !/ es equilibrado por serlo los Vn‘ y los Bn, ny 0.
Veamos que (/ es una base de filtros:

Cada U&E(/ es no vacio, ya que OeU,
H N
Dados U, vey , U=\ = vaB, veVUZvng

N)/O O N>0n-0 n

con U , Vn 7' —-entornos de o =n LIN(B ), n) 0, 5i consideramos

U ni (Un(’]V )I\B , entonces WEUNV, luego {/ es base de filtros.

N20
Ademés , si consideramos U& (/, existe un V€& {/ tal que
V+VCU
sive=\J Z- v ﬂB , con U 7 -entorno de O en LIN(B_ ),
nn n
N>O
por ser la aplicaciédn an BﬁBn+1 continua, dado Un+l /n+l-en'tor_~-

), existen V_, W 7 —entornos de O en LIN(B ) tal

no de 0 en LIN(B
n+l n n n n

(= n
que Vn(\ Bn + wnn Bn < Un+1 Bn+1’

2 el
nemos que Snﬂ Bn + Snﬂ Bn c Un+1n B

luego, si consideramos S = V.NVW
n n n

n+1,siendo Sn un Th-entornofde 0]

en LIN(B Iy Y esto podemos hacerlo para cada n>, 0. Entonces, si conside

ramos V = U Z’o S.NB_, V+VeU.
N>0 n=
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Tenemos asi que (/ es base de entornos de 0O para una topolo-
gia que denotaremos por R y que en principio no tiene porqué ser Haus-
dorff. Veamos que se verifica 7 = R.

Evidentemente RIB < ya que dado U€(/ , U:Zjvn{)Bn, -
N n

N /—lB ’
n
con V 7 —entorno de O en LIN(B ), VB & UNB , nelN, y entonces, -
n n n n n n
por definicidén de 7, RX7.
Reciprocamente, para ver que /<R es suficiente con demos-
trar que cualquier topologia 7’ sobre E que induce sobre cada Bn una to

pologia menos fina que Thl verifica que 7'« R:

B
n

Sea U un 7 '-entorno de 0 en E, podemos encontrar una suce-

sién (Wn)n de 7/ ’'-entornos de O en E, tal que wo + WOQ'U,

>0
w + W c VW, nelN,
n+l n+l n
Por ser 7' para cada né€lN, existe Vn Tn—eg

. 7! 7

) : /]B £ /nIB ,

n n

torno de O en LIN(B ) tal que V. \B & W NB , n&iN, Asi pues,
n n n- n n

— -1 /
len(\ Bn gz_wnn Bng ang U, luego U es un R-entorno de O en E, y

obtenemos que 7 = R.

Nos proponemos estudiar a continuacién, si en algin caso -
(como ocurré en localmente convexos (38), y en localmente p-convexos -
( 3)) los limites arriba definidos coinciden con el limite iﬁductivo de
espacios vectoriales topolégicos (segin la definicidén 2.4. (1)).

Supongamos para las dos proposiciones siéuientes, en las -
condiciones de la definicién 1.1., que se verifica:

Para cada n 0, existe en LIN(Bn) una sucesidén de conjuntos

n n+l

. n +oo n ,
equilibrados G'n = (Am)m=o tal que AL+ A S A, r.1>,0__“, o;‘ absorbente

en LIN(Bn), Ag = Bn’ y tal que dados m, n) 0, se verifica AZQ A:"lconti
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. . . 2 . 7- ”— n
nuamente, es decir, la inyeccidn Im,n (Am, nlAn)————————;(Am n+1|Am)

es continua.

Consideremos, para cada n) O, la topologia lineal més fina
sobre LIN(Bn) que hace continuas en 0 las inyecciones
n n _

I : (A

mn m,/nlAn)———-—-———>LIN(Bn), er>0. Dicha topologia la denotare-

m

mos por Gh'
. ; : z .'_.7“. . o2 7' 7' . . . : 3 : z P -
Observacién vh.verlflca que ﬁ‘ on Y €S la topologia lineal mas fi
na sobre LIN(Bn) que sobre cada A; induce los mismos entornos de O que

7,- (1) §16.

En estas condiciones:
7.3. Proposicion.

+ou
SL T, n&] _ , n b/m, n3 0, entonces (E,T) :Z(U/WB I,Tg—)
A, nIAm / n-o n n
Demostracidn.

-+ o3
Si denotamos por (E,7*) ==Z:JLIN(B ),g), tenemos el si-
n=9 n n

guiente diagrama:

(LIN(B ), 7 ) ———— (E,7*)

n —
(Am,/nlAn) .
m

. n _
En particular, para m = O, sabemos que Ao = Bn’ luego tendremos que la

aplicacién (B ) ———— (E,7*) es continua.

7
n' n|B
n
Como esto se verifica para cada n2 O, obtenemos que

Jn)O, luego, por definicién de 7 , 7*<£7.

Por otra parte, para demostrar que 7« 7*, tendremos que

demostrar que TILIN(B )srg_n, v/n;O (definicién de 1limite inductivo)
n
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Ahora bien, por definicién deﬁga, TILIN(B )5 Eh se verifica si y sélo
n

. . 2 n - .
si la aplicacién (Am, n )‘—“-—>(LIN(Bn),/ |LIN(Bn)) es continua,

/nIA
m
y esto forma parte de las hipétesis, luego /€ 7* y tenemos que 7 = 7%,

1.4, Proposicion

—

7 -
Tns1|Lonte ) $ G
Demostracién.

Veamos que %- induce sobre cada A;, m>»0, una topolo-

n+l

gia menos fina que TnlAn.
m

Ahora bien, Gh*l es la topologia mas fina que sobre A;+l

n+l y como por hipbtesis

. i i r
induce una topologia menos fina que n+l|Am

n n+l - -
c i </
Am < Am continuamente, obtenemos que /U}HJJAE" n+1lAg y

/n+1|A; < /n[A; luego 6_“+1|A:‘$/H|Arnn ) b’m>/0 y asi obtenemos que

/7h+1 £ 6h sobre LIN(Bn), ny O.

7.5, Proposicion.

Sea (E,7) un espacio vectorial topodégico. Sea U = (Anj:j;

una sucesidén absorbente de conjuntos equilibrados en E tal que

A +A < n% 7 y de fowma que se verifica:

n n ArL+7 !
a. An ln-convexo, ln> 7, ny7.

b. A metrizable y completo, dozado con la topodogia inducida por T, -

-+ 00
detal manena que existe una ducesion (VZ/m_d decreciente de entoanos -

de 0 en (E,7), T-cerrados, kn—convexOA y tal que 44 n)>p entonces
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R +20
, . m
mdx //en,ln/ < max (kp,lp/, verificando que {Ann Vn }mzdu base de en-

<n, entonces

tornos de 0 en (An’/IA )y tal que 4l n,<n,

n

-An7n VZ c Anzn VI,T;2 , Y esto para todo méEWN,

7
&ntonces, 44 denotamos por (E,S) el LEmite J_'nduc,t{_go gene
ralizado /E,S/- = Aim ((L?/V(An},/ IUA/(A,_LI}’An}‘ entonces (E,S) es un -

n>o0
Casi LF.
Demostracidn.
X = id - iti . -
‘ *wSea (an)nG—lN una sucesidén de enteros positivos. Defi
mos B, = N a (Vn NA_ ) que sabemos es equilibrado y t-convexo pa-
ol n=1 n al al _

ra algin t>1:

Si x,y&B , entonces x, y€a (Vn na ) \’/‘,ne[N, luego
of na,; ay

X+yE an(Vzlﬂ Aal) + an(vgln Aal) c an(kalvgln 1alAa1) c

a .max(k ,1 )(Vn NA_ ), y esto para cada n€WN, luego
n a) "t a Ty,

~ 00
x + yemax(k_ ,1_ )(Na v* A ) =p_ B, , siendo p = max(k_ ,1 )
al a1 n=4 N a1 a1 al o al al a1
(se verifica entonces que 1 > 1).
1 +00
Entonces, E, = LIN(B,) = g_lnB es un espacio vectorial

. . n +20
y si consideramos Bo( = Jl(l/pag'%jn:l , ,Bd es una cadena en Eo( tal que

N (Bq,) = '\O}, por ser B, S-acotado:
Dado U S-entorno de 0, sabemos que § y 7 inducen sobre
Aa los mismos entornos de O (Observacién hecha en la pag. 67), y por

1 +10
tanto existe un n € N tal que Vn°nA € UNA_, luego B,=Na (\}yf\A )&
© & %1 ®omna)ay

n .

c

ca (V,Na )Saluna Yea .u.
o 1 1 o] 1 o]

Si Bo( es S-acotado, y suponemos existe un x # O, xG./V(Bd)
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R, n n J .
x€N(1/p_ .B,), luego p. x€ B n& N. Ahora bien, por ser p >1
n:=4 al X a % a

+0Q
pn % y entonces, la sucesién (l/pn ).(pn )x-l tiende a O,
a a a _I n=1
1 1 1
cuando n tiende a+® , pero esto es un absurdo ya que ésta es una suce-
90
sién constante {x ne1 con x # 0.

Asi pues, B‘,{ define una topologia metrizable 7;( sobre E, y
por ser tanto los V como los A [-cerrados, By es 7-cerrada y S-ce-

crrada. I, : (E;,7,) —(E,S) es continua, por ser By S-acotado, y la

.
aplicacién I,:(E,,7, )—>(E,7) es continua por ser 7% S.

Ademés, como B Ca A , para cada néEN, con A_ /-completo
%= n a; a,

y Bx 7~cerrado, entonces By es 7-completo en E, y si consideramos la -
inyeccién I“:(Eu,ﬁ‘)————*(E,T) que sabemos es continua, ya que Cx tie-
ne una base de entornos de O formada por conjuntos 7/-cerrados, obtene-
mos que B, es E—completo ((20) 18.4.(4).b), y esto para cada &N m.

Si demostramos pues, que (EM,L ) es un espacio casi comple
to, por ser metrizable, tendremos que (EN,C ) es un espacio de Fréchet

Dado C Z—cerrado y acotado en E  , existe unfio tal que
CS,Q B, luego’(l/f ).C & B, ¥ por tanto tenemos (1/6)0 Z—cerrado y
acotado incluido en un Z-completo; Asi pues, C esZ%completo y (B ,ix)
es un Fréchet,

Entonces, f = \(Ed,a ) :“GmJWj es una representacién de
(E,S). Nos quedaria por demostrar:

a. \.) E, =E : Si x€eE, existe un a,€IN tal que xe Aa , ¥ existe un

wepl & 1 1

bne IN tal que xeana , n€lN., Si consideramos el escalar bl’ tal que

1
[1/b.] <1, entonces (1/b,)x€A_, (1/b.)xeb V' , n>2, y
1 1 al 1 n al
(1/b )xevfl Ca.V_ . Asi pues, si denotamos por ¥ = (c ) tal que
1 a,~ la ! n'néN

1 1
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n
1 10 S, = bn’ para n) 2, tenemos que (1/bl)x € cn(val(\Aal) dneiN

luego (1/bl)xe B( y entonces er(.

i £ = =
b. Si ol-/& con o (an)ne.N y(?) (bn)nelN entonces

n (4] ’
c = . C
an(Va:l N Aa ) € bn(Vbln Ab ) , n 1, 2, ... luego B_C BJ, y por ser

1 1

., 4 ' d
aléb1 entonces max(lal,kal) > max(lbl,kbl). Asi pues,

,é,(l_/pgl_)B(s n=1,2, ..., luego B,cBs.
Hemos probado entonces que (E,S) es un Espacio Casi LF, -
con una representacidén que vendré dada por la familia {(Ea'€<):dew Wj

7.6. Lema.

Sea F un espacio vectorial y A un subconjunto equilibrado
y k-convexo, para algin R¥0. Si dos topologias lineales sobre F , T y
S, co—inciden sobre A , entonces las unifoamidades inducidas por T y S
40bre A también codinciden.
Demostracién.
Una base de la uniformidad inducida por § sobre A sera

§)
serd {/Vw ={(X,y)€.AxA: X - yiw_}, W 7-entorno de O}.

-{/V = {(x,y)éA xA: x - yEU}, U S-entorno de O} y por /7 sobre A

Dado U S-entorno de O en F, existe W /-entorno de O en F
tal que (1/K)WNA € (1/k)UNA.Entonces, si (x,y)€ A xA: %X - ye W
X - yeWN(A + A)SKANW y tendremos (1/k)(x - y)€E AN(1/k)W &
AN0(1/k)U< (1/k)U, luego x - y€U y hemos probado que /VWQ-_/VU.

Por un razonamiento andlogo obtendriamos que dado y 7-en-~
torno de O en F existe un U S-entorno de O en F tal que /VUSA{”.

Asi pues, las uniformidades coinciden, y podemos obtener

el siguiente Corolario:
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7.7. Cornodarnio.

Sea (E,7) = Lim ((U/V(Bn/,fn/,Bn/, Y dupongamos que para

noco

cada ne N existe en LIN( Bn/ una sucesldn absorbente (Tn = (An)+

m° m=0
. - n n n_,n
=] < >
de conjuntos equilibrados, tal que Ao Bn s Am + Am < Am+ 7 m>0, neWN
y de manerna que se verifica:
i) Dados m2 0 y netV A;‘l c A,r:l y da inyeccion _
) {
I : (An,T n/-——————é(Anflr n+l/es continua.
Mmoo m n‘Am ... m .’7-+,7|.Am S

i) Para cada ne W A:l es 4 -convexo, para algin L >1,

m,n

0D
vP )

. _ ‘ ) .
N /n-me,z‘/ugabie y completo zal que existe una sucesion ( mon’ p=1

decreciente de entornos de O en (LIN(B ),7 ), 7T _-cewrados, k -con-
n’'n n m,n

b

vexos, y tal que ma’.x(lm k)L mc'ix(lp’n,/z n) sl m>p, de Lorma

,n’myn P>
.. .} .n p 1T n -
que la sucesién{A NV es base de entoanos de 0 en (A%,7 | n)
m m,nj p=7 m ;A
n o P n N D : i
con A f'\Vm n € Amnvm n almoemy p=1, 2, ...
7 7 2 2
Lol /[AZ < /n.IA; b/m>,0, nemn
Entonces (E,T) es un espacio Casi LF.
Demostracién.

Por ld Proposicidén 1.5., cada (LIN(Bn),En) es un espacio -
poe)

Casi LF, y como podemos poner (E,7) = z'(dLIN(Bn)'z’h) ya que se verifi-
n:

can las hipétesis de la Proposicién 1.3.,entonces (E,7) es un Espacio

Casi LF (Capitylo 1, Prop. 2.6.)

NOTA. La hipétesis de la Proposicidén 1.5. y del Corolario anterior, -
que aparentemente resultan ser muy complicadas, no lo son tanto en -
cada caso concreto. Si consideramos por ejemplo, los limites generali-

dos definidos por B. Cascales ( 3) §3., en espacios localmente p-conve
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xo0s, y se prueba facilmente que las hipbtesis exigidas en la Proposi-

cién 1.5. y en el Corolario son una generalizacién de las hipétesis exi
gidas por Cascales. De esta forma, todo espacio que verifica las hipd-
tesis exigidas por Cascales, verifica las hipdtesis de dicha Proposi-

cién.

2.ESPACIOS SUCESTONALMENTE RETRACT IVOS.

2.0. Jnitroduccion.

En 1973 Floret ( 7) introdujo el concepto de limite suce-
sucesionalmente retractivo:

Un Limite inductivo (E,7) = %iz,(En'Tn) de una sucesibén -
creciente de subespacios localmente convexos que recubren E, se dice
~ que es Sucesionalmente Retractivo cuando las sucesiones convergentes -
en E estén localizadas en algin escaldn (En,Tn), y son convergentes en
este espacio.

En 1985, Cascales ( 3) extiende estos conceptos al caso de
limites iqductivos de esﬁacios localmente p-convexos, y al caso de li-
mites generalizados de dichos espacios.

Nos proponemos en este apartado, extender estos conceptos
al caso general de espacios vectoriales topoldgicos que nos ocupa, y -
dar algunos resultados de regﬁlaridad, bajo condiciones estudiadas en
el apartado anterior.

2.7. Delinicion.

Un Limite inductivo generalizado (E,T) zal que
(E,7] = ﬁfﬂo{(Lyﬁan}’Tﬁ}’Bn) , dinemos que es SUCESTONALMENTE RETRAC-
TJVO{ cuando Zoda sucesidn convergente a O en (E,1) estd docalizada en
algin B, ¥ tiende a O en (LYN/Bn/,Tﬁ). »

Diremos que un limite inductivo (E,T) —-Z;(E 7 ], con

’
he4 n n
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E S B ¥ /n+7|En

< /—n es SUCESTONALMENTE RETRACTIVO, i dada cual
quien sucesion (xn}n.é//V convergente a 0 en (E,7T), existe un pe/N tal
que (xn}nel/v c Ep Y (xn)néW converge a 0 en /Ep, Tp).
2.2. Proposicion.

&n las hipétesis del Conoldarnio 7.7., oL (E,T) =
=h,LiJn ((LIN( Bn),Tnl,Bn/ es ducesionalmente retractivo, entonces

-k tou .
(E,7) = 2_(LIN(B 1,5 ] es sucesionalmente retractivo.
n=4 n n

Demostracién.

Si (Xn)nelN converge a 0 en (E,/), por hipbétesis, existe -

PEN: (x )

< 7). .
nnemn = Bp y (x_) converge a o en (LIN(Bp), D) Ahora bien

n'n&lN

como 7 converge a O

i P _
coinciden sobre Ao = Bp, entonces (xn)né_!N

Y %
en (LIN(Bp),E?).

Andlogamente a lo llevado a cabo por Cascales ( 3) para
localmente p-convexos, vamos a tratar de establecer algunas propieda-
des de regularidad. Haremos uso para ello de un Lema debido a Grothen-
dieck (9 ). Usamos en él1 la siguiente notacién:

Si X es un conjunto y ¢ es un filtro de subconjuntos de X,
una sucesidn (xn)nelN diremos que es ?S—convergente si el filtro de -
Fréchet asociado a {xn: nele es més fino que ‘;ﬁ, es decir, si para ca
da conjunto F e}{)existe un nFe IN tal que {xn: n>, nF}Q-F
2.3. Lema ( 9)

Sea ¢ un Lidtrno de base numenable en un conjunto X , y
(), ey wra sucesion de tidtros en x . Supongamos que para cada suce
si0n en X que converge sequin ¢ existe un REMN: la sucesidn es ¢/<-

convengente.

Entonces existe un noeM’: )5 es mds Lino que ¢n0’ es de-

cin, ¢n §¢.
o
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Se verifica entonces:
2.4, Proposicion.

Sea (E, 7] = J,un/(U/WB v / B ). Si (E,T) es sucesional-
mente netractivo, para cada red numerable {xd: xe /\, >,} con xp(_/—;; 0
existe un mel y existe un ®o€ll: {xd roedl, od3d,, >,_}_C_Bm y esta sub-
rned tiende a 0 en da topologia Tm.

Demostracidn.

'Si ‘{x e\, >,3' es numerable, si denotamos por ‘tf)‘el -
filtro de Fréchet asomado tiene una base numerable {'x o(>/5 /5 A 2_}
y evidentemente este filtro es mé&s fino que el filtro de los entornos
de 0 en (E,7)

Para cada ne&lN, sea ¢n el filtro generado en E por los en-
tornos de 0O en Bn’ para la topologia inducidapor 7;1 Por ser (E,7) su-
cesionalmente retractivo y ?bmés fiﬁo que el filtro de .los entornos de
0 en (E,7), para cada sucesién ¢-convergente existe un kK&IN:. la su-~-
cesidén es S{)k—convergente, y aplicando el Lema 2.3. tenemos que existe

un n € IN: ¢ < ?S Como B €¢ entonces B é¢ y existiréd un ¥g
o ng n, /ng n

LR zﬁeBno.

De aqui, considerando nuevamente que si U es un

Tn —entorno de 0 en LIN(B_n ), se verifica que UNB ¢, luego

.0 o
existe 3('3>,dotal que -\xu: cx>/3 , >,39 UNB_C U. Asi pues, tenemos que
4 no

n

p.c4.
0
chs

{x&: o® >, X >,_B converge a O en (LIN(Hr1 ),'/_n ).
o o
Observacién.-~ Si en INxIN consideramos el orden (n,m) £(n',m') si y -

s6lo si n<n' , m£<m' , una sucesién (xn) es de Cauchy en un espa

neiN

cio vectorial topolégico (F,7) si y sélo si la red numerable {‘xm m)=

X = X, (n,m)E&WNx N, ${ converge a O en (F,7).
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2.5. Conodarnio.
Sea (E,7) = Lim((LIN(B_),T_),B ) en las condiciones del Co
hooo n n n ol
nodanio 1.7. Entonces, 44 (E,T) es sucesionalmente netractivo, (E,T) -
es sucesionalmente completo.
Demostracién.

16 E,7).
Sea (xn)nelN una sucesién de Cauchy en (E,/). La red nume

)

rable (x ) (x es convergente a 0, y por la pro-

= - X
n,mn,m&IN n m'n,m&N

posicidén anterior, existen p, 'no', 'mo'G_'N ‘tales que {x'n’t‘n:' (n,m);(no;méﬁg'

= Bp, y esta red tiende a O en (LIN(Bp),Tp).

Si consideramos t = max (no,mo), para cada n),no tenemos

xn = xn - xt + xt = xn,t + xte Bp + Bq para algin ge€IN, ya que sabe-

w- Y 5,
mos que geIN 2q

Si consideramos M = méx (p,q), tendremos que X € LIN(BM)

\Jn>,n° , ¥y asi {xn m

(n,m)), (N,N)}C.-BPC;BM, para Nyn_ ,m_ 'y

C B s
(xn)n),N,M < LIN (BM), con (xn’m)nmbﬁ’%nvergente a 0 en la topologia

/M (ya que M[Bélp)'
Asi pues, como 7/ y /gy coinciden sobre By y (LIN(BM)’b'M)

es completo, (xn) converge en (LIN(BM),/M) y por tanto (xn)neN

n3>N,M
converge en (E,7).

Vamos a probar ahora un Lema debido a M. Valdivia (37).
2.6. Lema. (37)

+ oo
Sea (E,T) :é(En,/n) Y /n.+7|En$ /n' Sea B un subconjunto

T-acotado y equilibrado de E : existe un n€lN de forma que B &€ E,.

Si dada cualquien sucesion xm}m e @t B - B que converge

a 0 en (E, T/, existe un pel: /xm/

mepy converge a 0 en (Ep,/p/, enton-

ces existe qe N tal que (B, T

IB/ Y (B’quBl tienen das mismas Auce/u',o—.

nes convergentes.
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Demostracién.
Supongamos que la propiedad no es cierta.

Sea n, = n. Procediendo por recurrencia, supongamos exis-

ten n., n ... n_ ya construidos. Entonces existe n >n + n,
1 o) p+1l

p

que converge a x en (B, TB) y

2!

np) p + 1, y una sucesién (xm)mG.\N

(x )

ia /
n’me N no converge a x en la topologia n +1|B’

4100
Entonces, {(l/b)(xm - x%}m—l es una sucesién en B - B

que no converge a O en la topologia'Tn |B*
p+1
Hacemos me = (1/p)(xm -x),m=1, 2, ..., pEN y reorde-
namos zll’ 212' 221, 213, 222, 231, caey zlm, ooy Zml’ vess Veamos -

que (zpm) converge a O en (E,7).
Sea W un /-entorno de O. Por ser B acotado, 4 q&iN:
(1/q)(B - B)& W, luego zpmeW, p = q+l, q+2, .... , MEN,

Por otra parte, como (xm) converge a X en la topologia TIB

- 7 i 5=
entonces ((l/p)(xm x))m converge a O en |(B - B) y por tanto exis
te relN: zpmew, p=1,2, ... q, m=r+l, r+2, .... Asi pues,

zpmé.W para p+m> r+q, y obtenemos que (zpm).converge a O0en (E, 7).

Aplicando la hipdtesis, tendremos que existe un s&IN tal que -

7y 7
(zpm) converge a 0 en (Es’/s)' luego (zsm)meJN converge a O en (ES, 4)

. . 7 LT -
Ahora bien, si n_.,>s entonces /ns+1|Es\ < luego (zsm)me‘N conver
ge a 0 en (E o ). LLegamos pues a una contradiccién.

s+1 s+1
2.7 Conodarnio.

én las condiciones ded Conodario 71.7., 4sea

(E,7) = Lim((LIN(B

hasoo

equilibrado y T-acotado zal que:

- S -y .
n/,/n),Bn/ = AETL]N(BR},@h), y sea B un conjunto

i) existe un mel tal que BCB .

i) Para cada sucesion {Xn}nelv en B-B que converge a 0 en (E,T) exis
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te un pym tal que (xn/nelv convenge a O en (Ep, /—p/.

Entonces, existe qeMN, g>m tal que (B, 7, /) y (B’quB} tie

|B

nen las mismas sucesiones convergentes.
Demostracién.

Vamos a demostrar que estamos en las condiciones del Lema

Sea (xn)n una sucesién en B - B que converge a O en

clN
(E,7). Aplicando la hipétesis ii) existird pem, pa;m'tal'que'(xn)hcw

ia 7 p -BC<
converge a O en la topologia D’ y (xn)neiN Q:Al ya que B - B&

m m m

Bm + Bmg:_ AL+ A CA,C Ai , pOor ser p2m.
Adem&s, sabemos que Tp y g? coinciden sobre Ap » luego

(xn)neJN converge a O en la topologia 65' Aplicando ahora el Lema an-

terior, existe qelN, q>n tal que (B,7, ) ¥y (B’EQIB) tienen las mismas

|B
sucesiones convergentes, y entonces se verifica que (B'T}B) y (B,7§|B)
tienen las mismas sucesiones convergentes (ya que (B,EalB) y (B,TqIB)
tienen las mismas sucesiones convergentes).
2.8. Proposiciin.
&n las condiciones del Corolarnio 71.7., sea (E,T) =
fﬁﬂj(LzN{Bn}’rﬁ}’Bn} y supongamos (E,7) sucesionalmente nretractivo.
&ntonces, para un conjunto A equilibrado, son equivalen-
Zes:
a. A es.l-acotado.
b, Existe qe N tal que A ng Y A es /’q—acotado.
Demostracién.
n‘nelN

b.—>a. Sea Ang v A Tq—acotado, v sea (x_) una su-

cesién en A Consideremos una sucesién (f;) C K tal que (f;)

ne€iN

converge a O en K ., Entonces, (thn) converge a 0O en 7;, y existe un
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< i . { 2 7
noe_lN tal que ann =A, sin ),no De aqui, y ya que Iqu , obtenemos
que (?nx converge a O en 7/ , luego A es /-acotado ((20) §15.6.

(3))

n)n €IN

a.~>b. SeaA /-acotado. Veamos que existe un neN tal -
C .
que A _an.
Si esto no fuera cierto, existiria x_ & A tal que x g.’nB
n n n
neiN. Por otra parte, por ser A 7-acotado, la sucesién ((l/n)xn)nem'
' converge a 0 en' 7 , y por sér sucesionalmente retractivo 3 meiN:

c ' 7. -
((l/n)xn)ne\N“ Bm y '((1/n)xn)neN converge a 0 en m En particular
obtendriamos que xne an < an cuando n> m, luego llegamos a una con
tradiccidn.

Tenemos pues que existe ne&lN tal que Agan, y como pode-

mos demostrar directamente por recurrencia que 3 teIN tal que ang Bt

(por las hipétesis sobre los Bn), , aplicando el Corolario anterior,

alA
sucesiones convergentes. Aplicando el mismo resultado (20) §15.6.(3),

existird un qeiN, q} t, tal que (A, )y (A,7,,) tienen las mismas -

|A

obtenemos pues, que A es Tq-acota}do.
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CAPITULD 3: UNA NOTA SOBRE LOS ESPACIOS DE SLOVTKOWSKI, RATKCV Y W.
ROBERT SON.

0. JINTRODUCCION.

Como ya hemos dicho en la introduccidén a esta memoria, Rai
kov (28) y S¥owikowski dan respuesta satisfactoria a la conjetura de
Grothendieck,definiendo dos clases de espacios que M. Valdivia (39) de
muestra que coinciden en el caso separado.

Nos proponemos en este capitulo, mediante un sencillo razg
namiento, demostfar, basidndonos en los resultados obtenidos por M. Va}
divia, que éstos espacios coinciden en cualquier caso. |

Estudiaremos también condiciones bajo las cuales dichos es
pacios coincidirédn con los espacios éon redes definidos por W. Robert-
son.

7. SOBRE LOS ESPACIOS DE SLOWTKOWSKT Y RATKOV.
7.7. Definicidn. .

Sean P y Q conjuntos infinitos numerables, y sea M un sub-
conjunto no vacio del espacio PQ.

Dado un espacio vectorial E, suponemos que para cada par -
(p,q), donde p = f(q), qeQ, f&eM, existe en E un subespacio vectorial
Ep qQ’ dotado de una topologia vectorial pseudometrizable, definida por

la F-seminorma I.IP 9" Si (pq)e_M, definimos el espacio
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E y = N {Ep q: qu}, ¥y suponemos este espacio dotado de la topolo
q,

(pq

gia vectorial menos fina que hace continua la inyeccidn candnica de -

E( ) en Ep qQ’ para cada q& Q. Entonces, dicha topologia viene defini
pq qQ’

da por la F-seminorma | x|

+00 Pq =

< 1 n

le(p ) T ﬁZI n
Q 2 1+ |x]|
Pqn,qn

- donde - suponemos Q = -{ql v Gy ve } .

Denotamos por £ = (M, E . diremos que F es
p ( 1 p,q’ l 'p,q) 14 y q

una " &[J;\f—representacién" de E, si se cumple:
) Si (p )€PQ y S(H,(p )) = {(s JéEM: s =p_ , qu}%¢
q q Q q q
para cada subconjunto finito H #55 , HCQ, entonces /pq)e M.

[‘5) Para cada reqQ, (pq)eM y cada H €Q, H finito, H # 56 , se tiene -
que

. . 1
H{qu’q : quBQO&Ekr’r : (kq)E‘S(H,(pq))J y

Q{Ek o (ke M}S = E.

r

¥) Dados U)LUn: n=1, 2, /} = Q, donde Un es finito distinto de va

i C . - . )

clo,. n€iN, y U <cu 13 (p )C.M y X eﬂ{E , H qeL 3 con
K

lim s:lp { I Zi 1 X +i| , ¢ X +ié'E . y 1 = l, 2, ose k i =0

. *
para cada q&Q, entonces existe (pq)e S(Ul,(pq)) tal que

w

CE, * i . * =0,

(xn) ’E(p y ¥ l:\m sip | i=1 xn+i'(p ) 0
q q

Se dice que £ es una " u((’,f-representacién completa", si

el espacio E es completo, para cada (p )EM.
(pq) q
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Diremos que E es un "ESPACIO DE SEOWIKOWSKI'" si admite una
uﬁ{-representacién completa F de manera que para cada (pq)e;M, la to

pologia inducida en E(p ) por la topologia de E es menos fina que la -

q
topologia de E(p ) es decir, la inyeccidn I( ) : E( f—————QE es -

q pq pq
continua, para cada q&€Q. Cuando se verifique esta propiedad, diremos

que la topologia de E es compatible con la uﬁ&representacién. (Hemos
usado hasta aqui la notacién dada en (32)).

Siguiendo ahora (28), denotaremos:

Sea un subconjunto L de un espacio vectorial E. Diremos -
que una sucesién (xn), respectivamente (xn,m) de E estd "finalmente -
contenida" en L, si existe h&€N tal que xn,(respectivamente xn’m)perte
nece a L, para n) h (resp. n,my h).

Si F es un subespacio vectorial de E, dotado de la topolo-
gia S, v la sucesién (xn) (resp. (xn m)) estd finalmente contenida en

F, diremos que (xn) (resp. (xn m)) converge al origen en (F,S), si da-

do cualquier S-entorno de O, U, en F, (xn) (resp. (xn m)) estd final-
?

mente contenida en U.

Diremos que (P,Q,M,Ep'q) es una "J,~representacién" del es
pacio vectorial topolégico (E,7) (no necesariamente separado), si se -
cumplen las condiciones o), ﬁ) y
§) Dado cualquief (pq)e.M, si la sucesidn (in)g;f es tal que la suce-

sién doble (xn - xm) estd finalmente contenida y converge al origen en

cada Ep , & Q, entonces (xn) converge en E a algin x, donde (x-xn)

q

estd finalmente contenida y converge al origen en cda Ep q’ qe Q.
?

q
Denotaremos por 0,= & (E,7) espacios vectoriales topolégi-

cos tal que al menos tienen una Oo-representaciénj.
Vamos a demostrar que la clase [J, coincide con la clase de

los espacios de SYowikowski.
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7.2. Lema.

Sea-(E,Tl un espacio vectorial topoddgico, F = [5}7 y G
un subespacio de E que es complementario a F.

Entonces, da topodogia inducida porn T sobre G es Hauws-
dorfl, y E es topoddgicamente isomorfo a GxF, donde F estd dotado de
da topodogia trivial.

Demostracién.

18 ), pag. 41.
7.3. Proposicion.

SL (E,T) es un espacio vectorial topoddgico, no necesaria-
mente separado, con una D.~nepresentacidn, entonces (E,7) es un espa-
clo de Stowikowski.

Demostracién.

Sea (E,7) un espacio vectorial topolégico y sea
(P,Q,M,Ep’q) una J,-representacién en E.

Sea Q = {.Un: n=1, 2, ...S con Un finitos distintos de

. c - .
vacio, Un..Un+1 Jn(ﬂN, y para (pq)e M supongamos(\{Era,q : qe_Un&

dotados de la topologia vectorial menos fina que hace continuas las in

yecciones candnicas de dicho espacio en Ep q’ qe,Un.

?

q

Aplicando el Lema 1.2. E es topoldbgicamente isomorfo a
7 . . . .
G xF, donde F = (05 ¥ G es un complementario algebraico arbitrario de
F, dotado de la topologia relativa (que es Hausdorff), es decir, exis-
te una aplicacidén \f: E —>GxF tal que Lf es continua, inyectiva y
la inversa LP-lz t?(E)"“‘“?E es continua.
Si denotamos estos espacios con sus topologias por (G,7')

y (F,R), estamos en la situacién L?: (E,7)—>( Lf(E),T’leL?(E))
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donde Lf es lineal, continua, abierta y biyectiva, y por tanto estamos
en condiciones de aplicar (28)4.3., luego LP(E) ED,.

Consideremos ahora las proyecciones candénicas

ng : (‘f(E)”_"‘RiLf(E))“’ (nl«f(E),/"lnlLf(E))

que aplica a cada par (x,y) la componente x

Mo+ (ENTAR ) T (MR o))

que aplica a cada par la componente 'y, y denotemos por G1'=-11i%>(E)
yFp = NeYE).
Aplicando (28)4.4. Gle.Oo y ademés, por ser 7' separada,

1

|G1 es separada.

Entonces, si denotamos por (P', Q', M', Zp, q') una [, -
’

representacidén de Gl’ estamos en las condiciones exigidas por M. Valdi

via (39), y por tanto (M',_Zp,’q,,l.lp,,q,) es una uﬁf—representa—

cién completa de G, compatible con la topologia 7', Vamos a tratar de

1

construir a partir de aqui una ov%Krepresentacién completa de (E,T)
compatible con la topologia .

Consideremos para ello la aplicaciéntb1 = r)fnf de E so-
bre Gl’ que es lineal, continua y abierta, y definamos los espacios

X - w e,

’ '\e '; ''= f(q' ara feM'.
p',q" . p,q.) Q'eQ', p (') p

¥y queremos dotar a X de una topologia pseudometrizable. Para ello

|’q'
’
consideraremos el funcional I.lp, g Xp, qr———————éR+o&O}
? ’

L)

/
RJ ‘x‘p',q' = 1u}l(x)lp|,q1‘

o, q' asi definida es una F-seminorma, por serlo
’

tal que para cada xeX_,
p'»q

’ Ip',q"

dotado de la topologia seudome-

Consideremos pues, Xp, '
’

trizable definida por dicha seminorma. Probaremos que
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/
p',q"" " "'p',q'
tible con su topologia. Veamos las condiciones:

(', X .

) es una uﬁ>{representaci6n completa de E compa-

) Se sigue directamente, por verificarse en Gl’ ya que esta condicidn
depende Unicamente del conjunto M', y éste no ha cambiado, luego
si (p! )c-,P'Q' y S(H,(p',)) ={_ (st )eM': s =p' q'e_Hl #¢
Q' . ? qo ql ql q| J
para cada H ¢Q' finito distinto de vacio, entonces (pé,)ehﬂ.

,(5) Para cada r¢Q', _(pc'l‘_ JEM' y cada subconjunto HcQ' finito distinto

de vacio, tenemos

(\{Xp, o q'eﬂj:ﬂllu:ll (Z), ) q'eﬂj=
q"’ M

SN J\zpé"q': aren) €W, (U} e et (k) € S(H, (p}, 1)} ) €
U{Xkr'\,r : (ké)GS(H,(pé,)ﬁ por verificarse ﬁ)en G, .
Ademéds, como '\){Zkr,"r: (ké')ém'j = Gl’ entonces
UL ey ) em | =U{\541(zk;,r): (kDem] =
U.)_:(\))\Zk;,r: (k(‘q,) c M'}] =5i(G1) = E.
Observemos antes de pasar a probar la propiedad X) gue si

consideramos la restriccién de wl a Xp, q'’ se verifica que
, :

t X > 2 es una aplicacidén lineal sobreyectiva,
uly p',q' p',q' P Y y
que es continua y abierta, si consideramos en Xp, q' y Zp| q' las topo
? ’
‘
logias semimetrizables que definen las F-normas I'Ip' a7 |'|p' 9’
? ’

respectivamente:

Dado €30 y V. :&z ezp,’q,:|z|p'-,q"€3 , existe

Q' lex|p,’q,4§j tal que

w&=\xexp,,q,: |x|’p,q,<£g = llxexp,

C -
lﬁl(Wé) S Ve, luego Q& es continua.
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Por otra parte, si zeV, |z|p, q,<€ y entonces
9

-1 /
\ = 1fi = Al =
Wy (z) =ye Xp, g’ y se verifica que Iylp,.q, l‘*’l(y)’p',q'

b

= }zlp,’q$£,_ luego z =u>l(y) e.—..:(w&) vou, (We) = Ve vy &
es abierta.

Consideremos ahora X, , =(\{X ' )t q'e_Q'j y lo dota-
(pq.) P

q"q

mos de la topologia menos fina que hace continuas las inyecciones ca-

nénicas X(p, )“ﬁ‘»xp Q' Esta topologia viene definida por la
qv ql ’
F-seminorma
1] i) - I ’ _1
lxl(p/ ) =\L_ 2 |x|p/ q:(l.'i' lep, ’q;-l)
] — 1 .’
o] n=1 qQ, n qn

donde suponemos Q'= {qi, qz'_}

j [ =1
Ademas X = X :q'e 'j =N > (2 : q' j =
() (\& pf,,q ¢ 4 €0 b"i(p’.,q') a'eq
qQ q qQ
=u§"1(ﬂ{2 : q'eQ’ -l ), ysixeX,,
4 i@’ 1 (pc‘l.) (p!,)
i = n i 1
le(p‘ y = 7 2 'le. ' 1+ x|, 'q;j) =
1 — [} )
q n=1 qQ, n Q,
p A=
- > o -1
=z_2 | | (1 + x = |, .
n=1 d& pq.’qn Iuﬁ |p" ') | lx'(pl')
n qn'qn q
Asi pues, si consideramos la restriccién de ), a X, ,
1 (pq,)
tenemos que . : Xv—;———) Z es una aplicacién lineal y so-
1 (pq,) (pq.) '

breyectiva que por el mismo razonamiento anterior es continua y abier-
ta. Estamos ahora en condiciones de demostrar la propiedad D:

finitos distintos de vacio

M = ! C.
) Dados Q{Un newk Q', donde U QU___,

] ' - . '
(pq,)(—‘.M y xne_r\kxp,q”q,. q eUnﬁ con

1im sup { | £
n v

Na

X il
p.q' )q'

1 "n+i

xn+i€‘Xp‘q,,q" i=1, 2, ...kj:O, ge
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. -1 ,
si x,€n Ilua(zp La

pq| )q' !

qQ'e U E , entonces da(xn) € r\{ o Lqt q'e &
luego, por definicién de
X

(]
i=1 xn+il

|4
I
= P
pa"q, | o daxn+ilpq,q' y podemos escribir
< !
i U} M i = PR -
li\m e ‘Ll e 1(xn+i)|p:;.,Q' By (x50 € Pyisa'’ =12 oekj=0
or se M', Z . X Y- t .G
y por ser ( "p',q'JI'lp'; ) una Fﬁ'represen acidn en G,
Ay 1 .
existe (pq|) & S(Uls(pql)) tal que (u" X )nelNC‘ Z(pl*') y
a
-~ i
lim s o . =0
N tf | i=1 +1)|(p:,)
Ah i =
ora bien, hemos probado que (w x ) éuq__z(pa') si y so
Y
lo si (x )nestx(ﬁ;,) y l;T sup l — l( n+1)](p* y =
= ,.
= 11 - = 0.
léﬁ SEP | = XL I(ﬁ* ) 0
Asi pues, (M', Xp,’q,, "Ip', ,) es una cﬂ%f-representa—
cién de E. Veamos ahora
1. X
(p_,)

es completo para cada (p
q' )

yem .

2. La representacién es compatible con la topologia de E.
1. Para cada (p',)eM', Z
(pq.)

es completo, por ser (M'
una representacién de G

» Zpiqr 'lp'.q')
17 luego, por la construccidn de X( ') y de
q!
'
. , X es completo.
ey Xy P

2. Para ver que la representacién es compatible con

7 , tenemos que
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1
probar que las inyecciones I : (X(p, ),I.I(p, ))————————>(E,7)
q' q'

son continuas, para cada (pé,)éﬁM'.
Ahora bien, I es continua, si y sélo si la composicién

cl : X —_— *NE) es continua,por ser tf un isomorfismo to
“f' (pa.) °

polégico, y \fo I es continua si y sélo si qiot?ol es continua, i =

1, 2. Estamos en la situacibn

! I T T n T
gyl D —E @ L ste), R ) De T

(2 ol
(p'q.) (p',)

donde es diagrama conmuta, y ademds, por ser (M', Zp, q
]

una u@ﬁ—representacién compatible con la topologia de Gl’ I1 es con-

tinua, luego I OLJi es continua, y'nJ_bteoI también lo sera.

1
Por otra parte, como m,: f(E)—————)Fl, y ?1 esti dotado -

'de la topologia trivial, entonces n2:>\f912 es continua. Asi pues, I

es una aplicacién continua, (p&,)e_M'.

7.4. Proposicion.

SL (E,7T) es un espacio de Stowikowski, entonces (E, 7)€ D,.

Demostracién.
Consideramos andlogamente a la proposicién anterior,

L‘>: E—é\‘J(E) - isomorfismo topolédgico, n, :'f(E)——}G lineal, con

1
tinua, abierta y sobreyectiva.

Los espacios de Sfowikowski son estables para una imagen
lineal y continua, luego (Gl,r') es un espacio de SXowikowski, Haus-

dorff, y por un resultado de M.Valdivia (39), G, admite una J,-repre-

1
sentacidn.

Probemos, siguiendo a Raikov (28), que E admite una [,

representacién.
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: E ———4>Gl, y sea (P,Q,M,Xp q) una /[ ,-representa-

Sea &1

cidén en Gl'

= ug?(xp q), dotado de la topologia antiima

Definimos Z
pP,Q ’

’

gen de la de X por u)‘l. Vamos a probar que (P,Q,M,Z ) es una J, .
p,Q 4 p,qQ

-representacién de E:
) Se verifica por verificarse en Gl'

(b) Para cada re¢Q, (pq)e M, HCQ finito distinto de vacio,

“)szq.q‘ quS - n{\;f(qu,q): qéHl: u),:lm{qu,q: acH]) g

=1 . _ -1
R O{Xkr,r' (k) € S(H, (p))Y) ‘Uﬁwn,‘xkr,r)' (k) €S, (p ) §)

\){Zkr,r: (kq)é's(H’(pq){S , por ser (P,Q,M,Xp’q) una [}, -representa
cidén en Gl' Ademas

O{Xkr,r‘ (kq)emj = Uiufil(zkr’r): (kem] =

-1, . oo .
Wy (U4 zkr,r. (k)€ Mj = 3, (6,) = E.

6) Tenemos que probar que dado cualquier (pq)é M, si la sucesién
(xn)EaE es tal que la sucesidn dobre (xn - xm) estéd finalmente conteni

da y converge al origen en cada Z q’ entonces (xn) converge en E a -
1

q
algin punto x, de forma que (x -~ xn) estd finalmente contenida y con-

verge al origen en cada Zp . Ahora bien, dada (xn)gjltalvdue (xn -
q ] .

xm) estd finalmente contenida y converge al origen en cada Zp q =
]

q
ud;}(qu’q)' (dﬁ(xn))Q;Gl és tal que (Ui(xn) - ui(xm)) estéd finalmente

, ¥ como Glél)o , la suce-

contenida y converge al origen en cada X
¥

q

sién (wlixn)) converge en G1 a un punto yé;Gl, verificando ademés
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que (y - (Sl(xn)) estd finalmente contenida y converge al origen en ca-

da Xp q Aplicando que h% es sobre, sabemos existe un x ¢E tal que
q!

Qg(x).= y. Vamos a demostrgr que (xn) converge a x en E:

Dado V un abierto distinto del vacio, en E, ?(v) es abier-
to en %XE), luego existird un U abierto en G tal que (Ux;FN7T(E) =?(V)
(en F consideramos la topologia trivial). Sea Uf\Gl que es abierto en
Gl’ entonces, existe un noé lﬁ fai que (lJl(x) - uSl(xn))eU f\Gl,b1 ny n
(porque Gle 0,), es decir, Tl{f (x - x'n)e Uf\Gl,'er», n,, y por ser f]l
una 'pfoyeccién \f(x - xn)e (UXF)nLF(E) = \{D(V). Asi pues, por ser
un isomorfismo x - xne;V, n>,_nO y (xn) converge a x en E.

Por otra parte, si consideramos la sucesibn (x - xn), exis

e _ J
te nq IN tal que (y L:Sl(xn))éXp q’ ny ng luego

) =12 n>n i
,q) b .q’ &l > Ngr ¥ dado U un abierto en Zp g

<1
q q q

~1 . .
U=w, (V), V abierto en Xp , existe un noelN tal que

q »
(k}—l(x) - \Jl(xn))ev, nyn_ . Entonces, (x - xn)e_U, n>n_, y por tanto

(x - xn) estd finalmente contenida y converge al origen en Zp q’ ge Q

’

Hemos probado asi la condiciédn Y), luego E€ D,. ¢
2. 5087?6 LOS ﬁPACJbS oy R£0£S 06 W. ROBERTSON.

Vamos a estudiar a continuacién la relaé:ién entre los ésp_a_
cios de Slowikowski, y los espacios con redes, definidos por W. Robert
son (26).

En (39) M. Valdivia define los espacios estrictos de Slowi

kowski: Dada una [ ,-representacién (P,Q.M,Ep q) de un espacio E, se -

dice que es convexa si los espacios Ep qQ’ no necesariamente separados,
L

son localmente convexos. Si ademés E es localmente convexo, se dice -

que E es un"Espacio estricto de S¥owikowski'".
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Valdivia prueba que un espacio lécalmente convexo tiene -
una red estricta (Definicién 8.5.) si y sélo si es un espacio estricto
de Srowikowski. Siguiendo la construccidén hecha en (39), considerare-
mos:

Sea (P,Q,M,Ep q) una 0,-representacién de un espacio vec-
]

torial topolégico (E, /). Supongamos sin pérdida de generalidad, que Q
es el conjunto de los enteros positivos IN., Si pq = g(q) para algin -
geM, q&Q, tomamos

% 0,12 % ,q,22 0 2% g
q’ 9 q’ ’ ql ’

2
K=o tal que

U + U cu »K ara k=1, 2, ...
pq,q,k+l pq,q.k+l - Py P S

un sistema fundamental de entornosequilibrados, cerrados, del origen,

en E , Yy consideramos la aplicacién .
P _»qQ
q .
£ 0 . IN -}
f- W ﬁ\{rupl’l’l re s (pq)G—M
Definimos An = f(nl), nle;N, y procediendo por recurrencia, si fija-
1
MOS N, Ny «oey nkGEQ. y suponemos que An comy =
M
= e O
"1%.,1,10 720 1,20 2000 U 1k O U L2,i"
1 1 2 ! 2
.N UL ), de manera que existe (s )EM tal que s, = p,
B Kok qu (sy) que s, = P,

i=1,2, ..., k, sea

f : Q——ULA nr(U n v n
nlnz...nk nl...nk pl,l,k+l p2,2,k+l
N...0O Up ,k+l,k+l) : rEMy Pro1 = g(k+l) con g €M, de manera
k+1
que g(Jj) = Py i=1,2, ..., gj .
Definimos A =f (nk+1)

nyn,e..ny o nin,...n
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2.7. Proposicion.

La;ﬁaszLLaW:[An n* R, ng, ...,n/ze//Vj es una red

7oy
(0.W.) en E, tal que dada una sucesidn cualquiera (n/z)/ae//‘V cN existe
una sucesion ( ?/2} A N de rumeros neales positivos: si A A ek con

Oél}\k|é(°k 7 Xkér‘sn o kR=1,2, ... entonces da serie

7 R
400
A/{xk converge en E @ un punto de A, h=1,2, ...
R=h+1 7°°*"h
Demostracidn.
M. Valdivia (39)
2.2, Lema.
D /) .
Para cada R, Pys voes nké./V existe ¢>(n7.“n/a >71 tal que
A, * A, n, €% n,'n n,
7..‘ k 7... k 7-.. k 7... k-7
Demostracién.
Sean x, ye An y» k22, y consideremos
1‘-.
(rl.rz...rk)-l(x +y)E (rl.rz...r‘k)-st(An + A ).
) FEERL 10" M
Por la construccién de los An' , se verificaré
100
(Profoeor ) (x4 y) € (rnorenor ) H(r, (U nU ) +
1°T2" Tk 1°T2° Tk 2'°p,,1,2"7p,,2,2
r.(U U cu ’ U + U U
2Wp 1,20 % ,2,20€Y% 11,20 % 2,2 % % 1,20 Y ,2,2¢
U + U cr.U ya que |r,.(r,.r ...r )'1|51
p»1,1 " Tp,y,2,1° T17p,,1,1” 2° '\ F1 T Ty ' .
los Up 3.k son equilibrados ’J.J',keN y rkeN ,kx2.
J" ]
: ) -1
En general, (rl.rz...rk) (x + ¥)€E
-1
(r..r....r r (U N...NU . .) +r (U Nn...0U . Jlc
172 k) ( J( pl,l.Jh PJ-,J-J) J( P;»1,1 p..J,J))"
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.0 ...NU . )+ (U . .N...NU R
pl,l,J pj.J,J Pysdsd Pj,J,J

c (U

U . .N...NU . . .CD,
€ "p1,3-1 D.,Jj,j-1% J-l(

J

N...NU

UL, c g i)
Py»1,3-1 pj_l,J—l.J—l

y esto se verifica para cada 2 £ j< k, luego se verifica que

1

(r..rQ...r. ) (A + A e A , ¥ entonces, si defi
1772 k nl...nk nlnz...nk nl"'nk—l
nimos °(n .y = rl.rz...rk>l » 0, tenemos que
1
An + An g.o(n n'An n . (Consideraremos A = E)
1...1’]( l...nk loo- k l-as k—l no
2.3. Lema.
A . .
Siw ”{Bn Cn R, Mgy oees nkeI’V_{, sdendo
7 R
B, -_-(O(n oA "'O(n n )—7An , entonces W' es una red
7... k 7 7 2 7..' k 7... k
(R).
Demostracién.

Dado x €E, por ser |/ una red (D.W.) E = k) An’ luego

né€iN
existe n. € N tal que x€ A =o_ B . Asi pues, L) B_ absorbe E.
1 n n, n n
1 11 nelN
-1

(w

Sea x€ B o ce )
nl...nk n1 nln2 b4111'12...n.k Anl.”nk.

"

Entonces o .o Y XCA y existiréd un €N tal
n1 nln2 nl...nk nlnz...nk nk+1
que Dtn .O(n N ...o(n x&Ar1 =
1 i 17"k 17 k41

(ol . eee® . )B
nl q.t‘ll!‘lz nl...nk 0(l'Ill...l’)kl’lk."l nl...nk+1.

Asi pues, existe un WO tal que X C AB ) y tendremos que
- NyNgeeely 4

\)[an : pele absorbe Bn .
10Ty P 10y
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Veamos la propiedad aditiva:

= (A oot N 4 )(An...n *

B + B
e R 1 'S I IR it P | e Wl L e R R P N

+ A o o C oo )™ (o ) =

X A
nl...nk+l 1’11 nln2 nl...nk+l ‘nl...nk_‘_l nl...nk

-1 .
(&n SV ...dn ) A =B , (aplicando el Lema

1 M0, 10y ny.een Ny eeen
anterior). Asi pues, W'es una red (R).

'Vamos a definir ahora algunos conceptos, dados por W. Ro-
bertson (26) y que usaremos mas adelante.
2. 4. Delinicion.

Dado un espacio vectorial F, si denotamos por F el conjun
to de todos los subconjuntos de F no vacios, dada { una base de fil-~
tro de F formada por subconjuntos equilibra&os tales que para cada We(/
existe un W'ell: W' + W' W, ! define una estructura uniforme, que de-
notaremos poré’, sobre F, cuyas vecindaaes vienen dadas por W = {(A,B)
tal que AB + W, BSC A + W}, weld.

Dada una red (R) W = {Bnl...nk: K, n, n,, ...nkGHN}

en F, si denotamos por C = (wk)kelN una fibra de la red, entonces para

cada k&€l\N W + W €& W,y por tanto C define una estructura unifor-

k+1 k+1 k

A

me § sobre F.
Dado un espacio vectorial F y una red / diremos que W es

"Estrictamente Cerrada'" si y sélo si, para cada fibra de la red, F es

L
°

¢ -conpleto, es decir, para cada fibra de la red, toda (An)nclN suce-
sién de Cauchy para la estructura é es § —-convergente.
Dado un espacio vectorial topolégico (F,7) no necesariamen

te separado, y ¥/ una red (R) en F, diremos que W es una 7-red si para

cada fibra C de la red, dado Vel/ (base de 7-entornos de O en F), exis-
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te un k&IN tal que wkgv.

En el caso en que (F,7) es Hausdofff, la definicién de 7-
red estrictamente cerrada dada aqui coincide con la dada en la Defini
cién 8.1. ( 26)Teorema 18.

Nos proponemos a continuacidn probar que la red construida
en el Lema 2.3. es una /-red estrictamente cerrada en E. Vamos a demos
trar previamente un resultado debido a W.Robertson, cuya prueba necesi
taremos més adelante.

2.5 Proposicion. ( 26)

Dada W' :{B L

SR, N, vee, n e//Vj da red constuuida
n, 4 7 k

< o0
L~

en el Lema 2.3., para cada C = {wk//aG//V’ toda serie —

xk R xke Wfa
k=1, 2, ... es I-convergente.

Demostraciédn.

Sea C = (wk)keN una fibra de la red, wk = Bn on =
1
-1

= (ol .o . eeedl ) A , keW. Por la Proposicién 2,1.
n, “n,n, N ...n n...n

existe una sucesién (en) asociada a la sucesién (n, ) que pode

nelN ke N’

mos tomar decreciente y tal que O éfnL_l de forma que la serie
- 0O
E————E y es /-convergente para y, €A , K&lN y por tanto también
=1 ‘k'k k nye.ony
1
400

K’ kelN. Asi la serlegzL 2,

-+ 00

) 7- -
para zkeekwk, K€ IN. Vamos a probar que =1 Xk es /-convergente pa

es cierto para los yke W es /-convergente

ra xkewk, k€ IN.
n
Sea s, = Ei Xy - Entonces So sne Wn para m>n.

Sea p(k) = k + inf{p: 2—p5-(9k.&. Entonces p(k) es creciente , y si

AW

- s€W ,  CPW . % <
myn)plk), s - s€ b k) S8 Asi tenemos que s (. .y= S (=AW,
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para cada reWN

~+ o
Se verifica entonces que la serie 2_( (
1

Sp(r+1) ~ sp(r))

es /-convergente, luego la sucesién (s (

-
r))relN es /-convergente a

200
C > 3
que ekwk" V (ya que /Ez_l z, e .

un punto scE. Si Vel (base de entornos de O en E) existe un ke¢IN tal
7-convergente para z L ECGW, s KEIN), ¥
asi s_ - sné’-V, cuando m,n Y p(k)

Hemos obtenido asi que la sucesidn (s )
que (s;y)pe ©S

new es /-Cauchy, ¥y
{-convergente, luego (s

)

n'neiN  ©°
2.6. Proposicidn.

7T-convergente.

Dada da red W' de la Proposicidn arbteu'.wz, para cada fibra
C = (wk)/ee//v. se vernifica que dada lda sernie E-——- Xps kewk, kelN
ﬁoo

g7 X C Vg Rem.

Demostraciébn.

Sea C = (wk)kClN con Wk = (o{n o

A
non ...o(n )'An
1 MM 1770 Ty

kelN. Por razonamiento andlogo al hecho en la proposicién anterior, -

existe una sucesibdn de nimeros reales (ek Kk

decreciente y tal que
i)
L ¢ palin
0 Qk_ 1 de forma que la serie (= . ekykeAnl -nh, helN.
-1
Si ryk entonces y_e€VW_ = (¢ .o e ee e ) A <
\ r r n, " n,n, Ny.een n,..n.
-1
< (@ . o el ) A (ya que & > 1 por construc-
n, nn, 10Ty nye..n l"'nj
= 1
cién), luego < y_ (ol .o e eee )" TA =
r=k+1 er r 1 nln2 nl...nk nl...nk
+00
= 3 . >
Bn nk, y entonces se verifica que r/_—=k+l er Kk’ kelN, z € w .
1
: "
Ahora bien, si xke wk, kelN, y s

n ﬁ:'l X,.» por razonamien
to andlogo al de la Proposicién anterior s

p(r+1) = Sp(r)EGW TN
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4 o0

AR - .
¥y entonces pre] (sp(r+l) sp(r))e‘wk’ kelN, esto es si denotamos
= 1i -
por s ‘g.m sp(r) como antes, s sp(k+1)€wk’ k€IN.

También S, = S, Wﬂ‘Jm)n por tanto, como p(k+1)> k,

s - sk =85 = Sp(k+l) + Sp(k+1) - Ske'wk + Wk_c_. wk-l’ es decir,
pa
r= k+l Xr‘e'wk-l' c.q.d.

Sea ahora C = (Wk) una fibra de la red W' y ¢ la es-

kelN

tructura uniforme que define sobre #. Sea (A )

una sucesién de Cau
n'nelN -

chy para dicha estructura , es decir, se cumple que para cada Wké—C s

existe n(k)€IN tal que Ang Am + Wk, Jm,n), n(k). Supongamos (n(k))ke\N

una sucesién creciente y definimos

A ={ y = lim A yréA y Y. - yr+le wr Jr>, k, kélN}, enton

n(r)

ces

2.7. Lema.

¢

7- [ g

(An}ne//V converge a A en F, es decin, dado VeV exis
c c

te n.oe_//V Zal que A SA +V y ASA +V b/n;no.

Demostracién.

Dado V&V existe k (k(V)) tal que Wk_lgv (en otro caso,

V( k&N existiréa xke Wk: xkéV. Entonces, aplicando la Proposicién 2.5

N

3 - *:w ” e I3 L4
la serie / x, seria 7-convergente, sin embargo la sucesién (x, )
o1 k" ke
no converge a 0, llegamos pues a una contradiccién.) (1.11.0.)
» ’ 3 '] -
Sea . Yy € An(k) . Como An(k) Q‘An(k+1) + “k' existiré

Ye1€ Bn(ke1)’ Yk ™ Yke1€ Vi

Repitiendo este razonamiento, obtenemos una sucesidn

(yr: r3 k) con yrG.A

- [ i - =
n(r) ¥ Yr " Yra1 Wr, y asi tenemos y, -y

r

n-4 : J
- c...c
T O = Y)W Wy ¢ e W S G Yk
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~-00
. . .z R
Apl do la Pr .6. -
plicando la Proposicién 2.6., sabemos que la serie < (yr yr+1)

/—converge a un punto ye€&E, y por la

es / -convergente, luego (yn)nelN

construccién de A, y€ A, luego A # fD .

: _/
Se verifica ademas que Yy = yEW + V, y entonces

k-1 E¥%1

LEA + W

Yy + VEA + V + V, Como esto podemos hacerlo para cada

k-1

C L] L]
ykeAn(k)’ obtenemos que An(k)"A + V+ V., (1.11.1)

Reci . = 1i
eciprocamente, sea y& A. Entonces y l‘}m yrf YreAn(r)’

Y. - yr+1€wr’ r> k, k€IN. Dado Ve V/, existe un q (q(V)): wq_lc_-.v.
n-4
Sinym3aq Yy =¥y = & (yr - yr+1)ewm_1, aplicando el mismo razo-
-7
namiento anterior, luego Y = ye_wm_l , Yy obtenemos que
€A V. ca Woe W >q)
YEA m) * Vo1 € n(q) * q + W,y (por ser m>q).
{ < <
Asi pues, A 'An(q) + wq-l + wq-l + V "'An(q) + V+V4+V

(1.11.2)

De (1.11.1) y (1.11.2) deducimos:
Dado V 7-entorno de O existe kelIN tal que si p>n(k)

A <A

c . c
o 1_1(k)+V,__A+V+V+V, A cA

<
n(k) + V+V + V_Ap+V+V+V+V,

[
-

luego (An) es /-convergente.
2.8. Proposicion.

Para cada fibra C = (W,) de W', F es f:-completo.

Vel ke

Demostracién.

Si consideramos para cada ke&iN ykE‘An(k)’ por el razona-

miento visto en el Lema anterior, existe y€ A tal que yk -y =

::i ( ) éw 1i a 1 P « sz
=K yr - yI‘+1 con yr = yr+1 r’ y aplicando la Proposicion 2.6,

. Como este razonamiento podemos repetirlo

obtenemos que Y ~ yewk_z _

para cada Yy €A ) se tiene que A A+ W

n(k n(k)~ k-2°

Por otra parte, si ye€ A, aplicando un razbénamiento visto -~

.

- 98 -



en el lema anterior, y la Proposicidén 2.6., tenemos que existe un geN

tal que si m>q Yy =¥ =Y, - yn + yn -y ewm_l + W Wm,_,_.é;:_eligieg

m-1 <
do un n>» m, Como esto podemos hacerlo para cada y< A, tenemos que

AcA + W + W .

w
* (@) 7 "q 7 "m-2

n(m) m—ZgAn
Entonces, si consideramos un p€N: p 2(n(q),n(k)), se veri

fica A CA + W CA + W + W y ACA + W + W <
P n(q) q m

n(k) k™~ k k-2 -2~

L]
es -g’hconvergente .

e Ap + 'Wq + Wc1 + ‘Wm'_z *y por tanto (An')n'e.ﬂ‘\l

Hemos probado asi que W’ es una 7-red estrictamente cerrada.(1.11.0)
justifica que W'es una 7 -red).
2.9. Teonema.

Si (E,T) es un espacio de Stowikowski entonces (E,7T) Ziene
una (-ned estrictamente cerrada.
Demostracidn.

Es consecuencia inmediata de los resultados anteriores.

OBSERVACION.- En el caso en que (E,7) es un espacio de SYowikowski es—
tricto, M. Valdivia prueba que E tiene una red =stricta, y entenmcss,
por..el. Tesrema .22 {26 ) de W. Robertson, se sigue directamente guoe E
tiepe una f=red estrictamente cerrada.

2.70. Teonema.

Si (E,T) es un espacio vectorial topoldgico Hausdorff,
entonces 4L (E,7) es un espacio de Sfowi/aowa/ei_; E tiene una zed de
zipo £ (D.W. )

Demostracién.

Si (E, /—) es Hausdorff, si una red es /-estrictamente ce-

rrada, entonces es de tipo (e¢),(26), y aplicando el Teorema 21 (286),

obtenemos que E tiene una red (D.W.)de tipo €
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- estrnictamente cennada en G

Vamos a ocuparnos ahora de la implicacién reciproca. ¢(En qué casos, si
un espacio (E, 7) tiene una 7 -red estrictamente cerrada, entonces E€l o?
Dado (E,T) un espacio vectorial topolégico, no necesaria-

mente separado, siguiendo el razonamiento de la Proposicién 1.3. consi

- - Ny -
deramos (E,/ )“—i'_)(GxF,/QR) __—’(Gl,é'),
1
donde \fes un isomorfismo topolégico y ﬂl es la proyeccidén candnica. .

Si demostramos que Gléﬁo, entonces aplicando el razonamiento de la -
Proposicidén 1l.4. -obtendremos que E€Do. -

Sea W = {Bn :kyn

1% 1

s see nkékNB una /-red estricta-

mente cerrada en (E,/).

2.77. Lema.

A

W' = {ﬂ7°Lf(Bn7... k/: Ry Mgy wen, nﬁeﬂq'ed wna Eifﬂed

1'
Demostracién.
Si W es una red en E, evidentemente W' es una red en Gl'
Veamos que es estrictamente cerrada.
= . wl .
Sea C (nlow(Bnl...nk))keiN una fibra de . Si

3 . " . . f.
la fibra (Bn )ke\N en E define la estructura uniforme §> en ,

1 .. .nk
denotaremos por §" la estructura uniforme definida por C sobref’
(familia de partes de Gl).

Dada una sucesién (An)n §"-Cauchy, para cada ke€lN exis

€IN
te n(k)eIN tal que si m, n3n(k) AmgAn + nlmf (Bn n.k) y enton-
1
-1 -1

c -

ces (nlotf) (Am) - (nlokf) (An) + Bnl"' m,n%n(k), luego la su
. . -1 . 2 -

cesidn ((nlosf) (An))nelN | es una sucesidbn g—Cauchy y por tanto

S’-convergente a un conjunto A€/ . Se sigue directamente que la suce-

s 2 o
sidén (An)nelN g—converge a ﬂ1°"?(A)‘
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. . » . = WI
Se verifica ademéds que para cada fibra C (Wk)ke;w de en Gl’ yVv

un abierto de Té , V\af) es un abierto, y si consideramos la fi-
'— —-—

bra C = (Bk)ke!N de W en E, tal que (m of)(B ) = Ak’ k€N, por ser W

una 7/-red existe un k€IN tal que B, ¢ (n “f’ (V), luego AkgV y tene-

I -
G1 red en Gl’

asi probado que /' es una para dicha topologia que es

Hausdorff.

2.12. Proposicion.
SLW’zl{A PR, N, ees, nE//V-} es una 7, -zed
Rgeeety 7 R 1

estrictamente cenrada en G,, entonces, 4L suponemos cada A

1 n7... y
A - convexo, para algin A S22, k=1, 2, ..., se verifica
N,eoon Nyeeon
7 A 7 R
que Glé' Do
Demostracién.

Sea Q = N, definimos el conjunto P como

{(ml, Myy woes mk) : Kk, m, ...mkeJNﬁ y sea M el subconjunto de

PQ tal que M = %(Vk)’ Pk = (nl, oo nk), k=1, 2, ... para alguna -

sucesién (nk) €N IN}.

- 0O
Sea E(n )k = LIN (An ) = ;31 nAn .
l, ...,nk ’ luovnk - 1oobr1k
-n 00
Por ser An An -convexo, la familia (An n An n )n—{.
1.0‘nk 1...nk . 1... k 1..' k had

es una cadena en E( que define una topologia pseudometri-

nl,...,nk),k

zable (1 ). Veamos que con esta familia de subespacios Gl tiene una f,

-representacién:

o) Sea (h{)CP : para cada subconjunto finito distinto de vacio HCQ
se verifica que S(H, (Pk)) # ¢ . Entonces, dado A = {1, 2, cau, Q}gQ,
Je..) un elemento ae M que estd en

sea ((nl)(nl,nz)... (n 1Tgyeeehl

1 k
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S(Ap(rk)), entonces t‘l = (nl), }42 = (nl,nz), })p = (nl, ...np)

Como esto podemos hacerlo para cada pe N, entonces (‘J-k)eM.

(&) Para cada r eQ, (rkq) = (nl, . ..,nq)que.M y cada subconjunto finito

H ¢Q distinto de vacio, se tiene que

Sea m el mayor entero de H y sea (hk)eS(H,(}Lq)).

ﬂfq:qéﬁﬁ i

_ A . 1 . . .
= E(‘*m’m GE T Q\J{Ekr,r. (kq) c S(H’(Pq))l’ (las inclusiones se veri

Si re&m, como hm = (n

1 ...,nm), entonces ﬂ)\E

fican por la relacién de inclusidén que existe en la red).

400
Sirjm, dado x € Erm,m = rgl nAnl...nm existe un n¢IN tal que
X€E nAn n’ y asi x es absorbido por unos ciertos sJ., J = m+l, m+2,
l. .o m

eesr. .. luego er(n . Entonces, si denotamos por

<> _,8

100" n m+1,...sr),r

)...(nl,nz,...s Jeoo(n qM0ys e e oS 2y e eeS Yo.ol)

2

(kq) = ((nl)(nl,n mel

x € UJE : (k) € S(H,( ))}. Como esto podemos hacérlo para cada
k_,r q rk

XEE , obtenemos que

o
ﬁl(Eh{,k: k&H} = Er‘mfm E\){Ekr;r;: (k Ye S(H r‘k)))

Por otra parte, si xeGl, por definicién de red, existe

una sucesidn (mk)elN'N tal que Am absorbe x, k=1, 2, ...
100

5i h =(ml,...mk), k=1, 2, ... entonces (h.k)e.M y x€&E , luego

U{Es'r- )eg}

S) Dado cualquier (rxq)em, sea (xn) CG

h ,r
r

, una sucesién tal que la suce-
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sién doble (xn - xm) estd finalmente contenida y converge al origen en

d = .o = PR id
cada Ekak’ Ik (nl,. ,nk), k=1, 2, para alguna sucesién (nq)

de enteros positivos. (2.12.1)

.+ _
Por ser /! -red estrictamente cerrada x, 1! —con-
G : k G
1 K=p+1 1
verge a un punto de A , cuando €A , K =1, 2, e
nyeeen ) *x n.e.n

Por (2.12.1) podemos elegir una subsucesién (xp )ndN de (xn) tal que
n

X - X CA (que es un entorno de O en la topologia de E )
Pk Prsar M1tk . ok
R V)
k=1, 2,... y entonces se verifica que / (x - X } converge a

k=1 Pk Pyl

un punto zE;Gl, y si denotamos por x = xpl-z f se verifica que (xpk)kfm
converge a x en Gl'

Supongamos que (xn) no converge a x en G,. Entonces, exis-

1

tird un Té -entorno de 0 en Gl’ U, y existiréd una subsucesién (yn) de
l .

(xn) tal que Yy - xeU, k=1, 2, ... Por un razonamiento andlogo al

del péarrafo anterior, podemos encontrar una subsucesién (yq ) de (yn)
k

convergente a un punto y Gl'

Construyendo ahora una subsucesién de (xn), (xrn)nem que

tenga infinitos términos de (xp ) e infinitos términos de (yq ) tal -
. K ) K

que verifique que X, =X, €,An k=1, 2, ... y razonando como
K kel 10Tk '

arriba, obtenemos que (xr ) convergen en (Gl,Té ) a un punto que debe
k 1

coincidir con x e y. Llegamos pues a una contradiccibn, luego (xn) con
verge a X.

Supongamos finalmente que existe un selN tal que (xk - x)keN

no estéd finalmente contenida en E( o bien esté finalmente

nl,...,ns),s
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contenida, pero no converge al origen en dicho espacio. Entonces exis-

te un h>0 y una subsucesién (x_ ), de (xn) tal que

k

x -x e.hAn )y

( entorno de O en E(
s+2 1°" s

nl,...,ns),s

x - X € hA , k=1, 2, ...

My Mes1 PPk

Por ser una // -red estrictamente cerrada, se verifica en

i
G

e 1
tonces que la serie ~___ (x - x ) (! -converge al punto X =X
k=s+2 Mk mk+1 1 s+2
de hA . Llegamos pues a una contradiccién.

Nn....Nn
1 s '

Por tanto Glé.Do y aplicando la Proposicién 1.4. obtenemos

que E tiene una J,representacién.

2.73. Conrodario.

S W' es una Téfaed estrictamente cerrada, {onmada por con
1

Juntos absolutamente p-convexos (0 £p 1), entonces Gle.Do.

Entonces, como Corolario de los resultados 2.11 y 2.12 ob
*+ tenemos:

2. 14, Teonema.

SiW=1)B P Rang,ee,n &//V_} es una T-ned esiricta
Ryeootty 7 R A -
mente cerrada en (E,7T) de forma que cada %17"'nk es )n7...nk—conve-
xo para algin )‘n n Y2, REN, entonces (E,T)ED,.
7.0. k
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