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Introduccion y antecedentes
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1.1 Introduccion

El anélisis estadistico de datos de vida ha experimentado un gran desarrollo
en los dltimos afios, constituyendo materia de estudio de multitud de inves-
tigadores de diversas dreas de conocimiento relacionadas con: las ciencias
de la salud (Gilks et al., 1993; Gémez y Lagakos, 1994; Tsai et al., 1994),
las ciencias biologicas (Van der Laan et al., 1997; Pradel et al., 1997; Yue
y Chan, 1997), la ingenieria (Meeker y LuValle, 1995; Lindsey, 1997; Hu
et al., 1998) y las ciencias econ6micas y sociales, (Follmann et al., 1990;
Jaggia y Thosar, 1995; Beenstock, 1996), entre otras.

Las peculiares caracteristicas de este tipo de datos hacen que su trata-
miento estadistico sea también particular. Es habitual en el anélisis de
datos de vida encontrar que algunos de ellos corresponden a tiempos de
supervivencia censurados (ver apéndice A), esto es, para estos datos tan
s6lo se conoce que el verdadero tiempo de supervivencia es mayor (o menor,
segn el tipo de censura) que el observado. Ello complica notablemente
el estudio independientemente del tipo de anilisis que se lleve a cabo. Tal
complicaci6n se acentiia cuando se quiere realizar un andlisis bayesiano bajo
un modelo paramétrico o semiparamétrico.

En este trabajo se propone un modelo semiparamétrico para el anilisis
bayesiano de datos de vida con covariables. La idea principal es modelizar
los mismos mediante la funcidn de azar (ver apéndice A), considerando ésta
como la suma de una parte no paramétrica y otra paramétrica. De este
modo se obtiene una considerable riqueza en la forma funcional del azar
que permite contemplar un amplio registro de situaciones de superviven-
cia. Ademés, con el modelo propuesto cabe la incorporacién de covariables
dentro de la parte parameétrica, lo cual suele ser fundamental en el anélisis
de supervivencia. La metodologia que aqui se desarrolla para el tratamien-
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to bayesiano de este tipo de datos estd basada en las llamadas técnicas de
Monte Carlo en cadenas de Markov (MCMC). De profusa utilizacién en
los dltimos tiempos, estas técnicas han devenido en imprescindibles para el
anéalisis de modelos realmente complejos.

La presente memoria est4 estructurada en cuatro capitulos y tres apén-
dices. En un primer capitulo introductorio se presentan las soluciones no
paramétricas al problema de estimacién en supervivencia més frecuentes en
la literatura. Se presenta un modelo Gamma para el anélisis bayesiano de
datos de vida con covariables y se realiza una breve revisiéon de los métodos
MCMC utilizados para llevar a cabo los estudios. En el segundo capitulo
se propone un modelo semiparamétrico para la funcién de azar, en el que
ésta es la suma de una componente paramétrica, relativa a una distribucién
conocida, y otra componente no paramétrica o libre de distribucién. Se
demuestran algunas de sus propiedades tebricas mas interesantes y se ob-
tienen las distribuciones condicionales completas necesarias para el estudio,
mediante técnicas MCMC, de la distribuci6n final y de las distribuciones
predictivas. En el tercer capitulo se muestra cémo resolver los problemas
técnicos que pueden aparecer en la implementacién de los resultados teéricos
del capitulo anterior y, utilizando la herramienta informatica asi desarro-
llada, se analizan varios bancos de datos simulados y reales. En el cuarto
y tltimo se reflexiona sobre las conclusiones obtenidas y se comentan las
futuras lineas de investigacién a desarrollar como continuacién de este tra-
bajo. Por 1ltimo se recogen tres apéndices: en el apéndice A se dan las
definiciones més importantes relativas a los datos de vida, asi como algunas
propiedades. En el apéndice B se proporcionan algunas definiciones y resul-
tados rélativos'a procésos estocésticos ¥ cadenaside Markov que se utilizan/
a lo largo del trabajo. En el apéndice C se detallan los bancos de datos
reales utilizados en la presente memoria.
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1.2 Soluciones no paramétricas

Una de las primeras soluciones al problema de estimacién no paramétrica
de la funcidn de supervivencia (ver apéndice A) es el llamado estimador
limite-producto o de Kaplan-Meier (Kaplan y Meier, 1958), debido a los
autores que primero comentaron sus propiedades.

Basado en la funcién de supervivencia empirica, tiene una sencilla e
intuitiva interpretacion, si bien las necesidades existentes de incorporar co-
variables o realizar el anlisis desde la perspectiva bayesiana, hacen que sus
limitaciones, en ese sentido, sean grandes.

Incluido habitualmente dentro del capitulo de soluciones no paramétricas
o semiparameétricas, se encuentra el llamado modelo de azares proporcionales
de Coz, que es el més utilizado para modelizar datos de vida con covariables.

1.2.1 El modelo de Cox

Cox (1972) propuso un modelo de regresién de azares proporcionales para
el tratamiento de tiempos de supervivencia con covariables, en el que la
funcién de azar de cada individuo es de la forma:

h(t) = ho(t) ezp(Bx), (1.1)

donde x es el vector de variables explicativas del individuo, 3 es el vector
paramétrico y hg(t) es una funcion arbitraria llamada funcidn de azar base,
funcion de azar para un individuo con x = 0.

En un posterior trabajo, Cox (1975) proporciona estimadores de los
pardmetros B basandose en una funcidn de verosimilitud parcial, como al-



Capitulo 1. Introduccién y antecedentes

ternativa a los estimadores méaximo verosimiles obtenidos con anterioridad
para la verosimilitud marginal.

Este modelo de azares proporcionales de Cox ha sido cominmente uti-
lizado para el analisis de datos de vida con variables explicativas, debido
en parte a su sencillez y a que resulta apropiado para muchos estudios de
supervivencia. Ligeras variaciones del mismo (como utilizar una funcién po-
sitiva distinta a la exponencial para ligar covariables y parametros en (1.1))
han sido desarrolladas por diferentes autores para potenciar la aplicabilidad
del modelo. Sin embargo, las soluciones propuestas por Cox (1972, 1975)
al problema de estimacién de los parametros B son también las utilizadas
por la mayoria de los investigadores (Whitehead, 1980; Quantin et al., 1996;
Wang et al., 1997).

Es calificado en la literatura como modelo semiparamétrico pues si bien
no asume niguna distribucién para el azar base, si que modeliza la rela-
cién entre las covariables y la funci6n de azar via la funcién exponencial,
asumiendo proporcionalidad entre las funciones de azar de dos individuos
cualesquiera. Es precisamente esta circunstancia la que restringe, en cierto
modo, su utilizacién.

Existen en la literatura gran cantidad de referencias al modelo de azares
proporcionales de Cox, sin embargo, tan sélo una pequeiia parte de ellas
afronta el problema de estimacién desde una perspectiva bayesiana. Dejan-
do de lado otras razones, resulta evidente que la complejidad inherente al
tratamiento bayesiano, sobre todo en las evaluaciones de complicadas inte-
grales, motiva a realizar un, anélisis clasicq del problema, En pu@lq‘uigr £as0,(
los grandes avances tecnologicos en materia de computacion y el gran desa-
rrollo alcanzado por los métodos MCMC permite, cuando menos, abordar
y en muchas ocasiones resolver este tipo de problema.
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El tratamiento bayesiano del modelo de Cox pasa por considerar a los
parametros 3, e incluso al azar base ho(t), como cantidades aleatorias. En
una ligera modificacién del modelo, algunos autores consideran también
aleatoria la funci6n que relaciona las covariables con la funcién de azar.
Trabajos como los de Hjort (1990), Dellaportas y Smith (1993), Mallick y
Gelfand (1994) y Gelfand y Mallick (1995) son excelentes referencias de la
investigacién en este sentido.

1.2.2 Otras soluciones

Numerosas han sido las aportaciones de diversos autores al problema de
estimacién no paramétrica de la funcién de supervivencia. Sin pretender
realizar en este apartado una completa revisién de las mismas, si que se
comentan las més citadas en la literatura y se revisan més detalladamente
las soluciones bayesianas semiparamétricas para el anilisis de datos de vida
con covariables.

En los estudios de supervivencia es habitual presentar los modelos me-
diante la funcién de azar. La intuitiva y sencilla interpretacion de dicha
funcién es la causa principal de tal proceder (Cox y Oakes, 1984). Casi
inmediatamente después de la aparicién del modelo de Cox, diversos au-
tores desarrollaron métodos alternativos de regresién para la incorporacién
de covariables al anélisis de supervivencia. Muchas de estas técnicas estan
basadas en el modelo lineal y sus desarrollos, desde un punto de vista no
bayesiano, pueden consultarse, por ejemplo, en Miller (1976), Buckley y
James (1979) y Koul et al. (1981). Miller y Halpern (1982) proporcionan
una buena revisién de estos métodos y efectian una comparacién entre los
mismos.
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Debido a su importancia y profusa utilizacién en diferentes areas de
conocimiento, cabe mencionar expresamente el modelo de tiempos de fallo
acelerados, un caso particular de regresién lineal que modeliza el logarit-
mo de los tiempos de vida, de modo que las covariables tienen un efecto
multiplicativo en dichos tiempos. Modelizacién muy utilizada en ingenieria,
recibe este nombre pues en este 4rea es habitual acelerar el tiempo de fallo
en ciertos estudios para obtener porcentajes de datos censurados razona-
bles. El anilisis de supervivencia en este drea de conocimiento recibe el
nombre de fiabilidad y una excelente referencia como manual de analisis de
fiabilidad es Barlow y Proschan (1996). Martz y Waller (1982) fueron los
primeros autores en tratar este tipo de datos bajo un contexto bayesiano.
Su libro permanece como un clésico en la materia.

En los Gltimos tiempos han merecido especial interés por parte de mu-
chos investigadores los modelos semiparamétricos para el an4lisis bayesiano
de datos de vida con covariables. En ellos, suele modelizarse la funcién de
azar, o la funcion de azar acumulado (ver apéndice A), segin una parte no
paramétrica y otra paramétrica. Bajo la perspectiva bayesiana, se asume
que la parte no parameétrica es la realizaciéon de un proceso estocéastico y se
considera una distribucién inicial, con posibles hiperparametros desconoci-
dos, para la parte paramétrica.

El principal atractivo de estos modelos es su notable capacidad de ade-
cuacién a complejas situaciones de supervivencia. A continuacién, se efec-
tia una breve revisién de los modelos semiparamétricos desarrollados para
el tratamiento de diversos tipos de datos, desde un punto de vista clasico
y después se comenta la metqdologia bayesiana semiparamétrica ¢on mayor/
detalle.

Los ya comentados modelos de regresion de Cox y de regresién lineal
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son los modelos semiparamétricos cominmente utilizados para la inclusién
de covariables en el andlisis de supervivencia univariante. Ver, por ejemplo,
Cox y Oakes (1984) para una consulta més detallada de los métodos no
bayesianos maés utilizados en el anilisis de este tipo de datos. En el andli-
sis de datos de vida multivariantes, el modelo mayoritariamente utilizado
es el llamado modelo de fragilidad (Vaupel et al., 1979). En Andersen et
al. (1993) y en Oakes (1989, 1994) se realizan excelentes revisiones de los
métodos frecuentistas empleados en el estudio de estos datos, utilizando el
modelo de fragilidad. Como alternativa, Wei et al. (1989) modelizan el
azar marginal de cada tiempo de supervivencia mediante el propio modelo
de Cox. Cuando el segundo suceso que define el tiempo de supervivencia
puede experimentarse méis de una vez, hablamos de datos de vida de suce-
so maltiple. Oakes (1992) proporciona una completa revisién del analisis
no bayesiano de estos tiempos utilizando modelos de fragilidad. Los datos
de supervivencia doblemente censurados en un intervalo han adquirido un
especial protagonismo en los tltimos tiempos, paralelo a la evolucién de
los estudios del sindrome de inmunodeficiencia adquirida. Es habitual en
datos provenientes de esta enfermedad que no se observe el primer suceso
de definicién del tiempo de supervivencia (seropositividad, por ejemplo) y
solo se tenga certeza de que ha tenido lugar dentro de un cierto intervalo
temporal y que ocurra lo mismo para el segundo de los sucesos (desarro-
llo del virus, por ejemplo). Pueden consultarse en De Gruttola y Lagakos
(1989) y Gomez y Lagakos (1994) algunos modelos no paramétricos para el
andlisis de este tipo de datos. Para su estudio incorporando covariables ver,
por ejemplo, Kim et al. (1993).

Tal y como se comenta con anterioridad, bajo la perspectiva bayesiana y
dentro de los modelos semiparamétricos, se ha de especificar un proceso ini-
cial para la parte no parameétrica. Si el tratamiento del problema se realiza
con covariables, éstas pueden incorporarse dentro de la parte paramétrica.
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A continuacién se detallan las modelizaciones bayesianas no paramétricas
més discutidas en la literatura.

El anélisis de supervivencia desde una perspectiva bayesiana también
data de la década de los setenta. Ferguson (1973) fue pionero en proponer
soluciones bayesianas al problema de estimacién no paramétrica introdu-
ciendo procesos de Dirichlet. Verdaderamente, si la modelizacién se realiza
via la funcién de azar este tipo de procesos pierden bastante interpretabi-
lidad. Los trabajos posteriores de Susarla y Van Ryzin (1976) y Ferguson
y Phadia (1979) son obligadas referencias y suponen notables avances de
la investigacién en este sentido. Asfmismo, Kalbfleisch (1978) y Burridge
(1981) utilizan procesos iniciales Gamma para modelizar la funci6n de azar
acumulado, mientras que Hjort (1990) utiliza procesos Beta. Berliner y Hill
(1988) propusieron una distribuci6n predictiva no paramétrica como alter-
nativa al estimador limite-producto de Kaplan y Meier. Chen et al. (1985),
en uno los primeros trabajos en el calculo de distribuciones predictivas uti-
lizando covariables, realizaron un anélisis bayesiano aplicado al estudio de
la supervivencia en el cdncer de mama, utlizando una generalizacién del
modelo de Berkson y Gage (1952). En el trabajo de Christensen y Johnson
(1988) se obtienen predictivas para futuros individuos utilizando un proceso
de Dirichlet inicial en el modelo de tiempos de fallo acelerados. Morales et
al. (1991) también utilizan un proceso inicial Dirichlet en un modelo de
azares proporcionales para la estimacién no paramétrica de la funcién de
supervivencia con datos censurados por la izquierda y por la derecha. Otra
clase de procesos ampliamente utilizados en la modelizacién bayesiana no
paramétrica son los llamados procesos correlados. Introducidos por Leo-
hatd (1978), trabhjos posteriores como los de Gamernan (1991) y/Fahfmeir |
(1994) han demostrado su potencial aplicacién, sobre todo, en el analisis de
supervivencia univariante con covariables dependientes del tiempo. Debi-
do a su importancia en el desarrollo del presente trabajo, comentamos con



1.2. Soluciones no parameétricas 11

mayor detalle alguna versién de este modelo.

Consideramos una partici6n del eje temporal en intervalos I; = (a;-1, a;],
j=1,...,9,demodoque 0 =ap < a; < ag <:-- < ay; <a, Dadala
funcién de azar escalonada h(t) = A;, para t € I;, el proceso autocorrelado
de primer orden para a; = log A; es:

a.’i+1=aj+ej+11 j=1a'--’g—17

donde e; ~ N (e;]0,0%),j = 2,...,9, independientes e independientes de
los cj’s previos. Una interesante variacion de este modelo consiste en con-
siderar:

Qjy1 = aj+6j+e,-
6j+1 = 5j+€_’,’-, j=17"'ag'—1a

con e; ~ N (e;]0,07) y € ~ N (€]0,03) mutuamente independientes. Al-
gunos autores han propuesto distribuciones paramétricas distintas de la log-
Normal para )A; (Arjas y Gasbarra, 1996, utilizan una distribucién Gamma
para A; dados Ay,...,Aj_1, de modo que E (Aj| Ay, ..., Aj—1) = Ajo1).

Finalmente, las mizturas aleatorias y finitas han sido recientemente uti-
lizadas por diferentes autores como procesos iniciales. Gelfand y Mallick
(1995) utilizan mixturas de densidades Beta y comentan la posible utiliza-
cién de otras. Mukhopadhyay y Sinha (1995) proponen mixturas aleatorias
de densidades Gamma.

El trabajo de Sinha y Dey (1997) supone una excelente puesta al dia de
la metodologia bayesiana semiparamétrica en el anilisis de supervivencia.
Estos autores realizan una completa revision de los distintos procesos esto-
casticos iniciales empleados para la modelizacién de la parte no paramétrica
y comentan las soluciones bayesianas més utilizadas para diversos tipos de
datos de vida.
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Por su analogia con el planteamiento semiparamétrico de la funcién de
azar que aqui se ha comentado, cabe citar el reciente trabajo de Kouassi y
Singh (1997). En él se plantea modelizar la funcién de azar mediante un
promedio ponderado de un azar no paramétrico y de un azar paramétri-
co. Realizan un tratamiento no bayesiano del problema de estimacion del
pardmetro de la ponderacién y proponen un estimador que converge a sus
valores extremos (0 o 1) cuando prevalece alguno de los modelos, paramétri-
€O 0 no parameétrico.
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1.3 Modelo Gamma para incorporar covaria-
bles

En cualquier contexto de supervivencia, parece razonable pensar que las

q p y P p q
particulares caracteristicas de cada individuo influyan en su tiempo de vida
y que, por lo tanto, sea necesario incorporar covariables al estudio.

La forma habitual de incluir covariables en el analisis de datos de vida
es utilizando modelos de regresién. Entre ellos, el modelo de regresién de
Cox es sin duda el mas popular, si bien es aplicable s6lo en el contexto de
azares proporcionales.

En este apartado presentamos un modelo jerdrquico Gamma para el
anlisis bayesiano de datos de vida con covariables (Bermiidez y Beamonte,
1995).

1.3.1 Modelo jerarquico Gamma

Este modelo supone una generalizaciéon de uno anterior (Beamonte y Ber-
mudez, 1993) para permitir la entrada de covariables en el estudio. De este
modo, suponemos que el tiempo de vida de cada individuo sigue el siguiente
modelo jerarquico:

t ~ Ga(tle,pB)
(0,8) ~ N((loga,log )| Bx, H).

Es decir, cada tiempo sigue una distribucion Gamma de parametros a y
B. Estos pardmetros son caracteristicas propias de cada individuo y estan
relacionados con su vector de covariables, x, a través de un mecanismo
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aleatorio dependiente de ciertos hiperparametros B y H. B es la matriz de
coeficientes, H la matriz de precision de la distribucién Normal bivariante
y ambos son comunes a todos los individuos.

Beamonte y Bermiidez (1995) realizan un anélisis bayesiano del modelo
utilizando una distribucién inicial Normal-Wishart para los hiperpardmetros
y el muestreo de Gibbs para la obtencién de una muestra de la distribucién
final.

Concretamente, si disponemos de n datos de vida tales que {t1,...,%}
son no censurados y {Tr41,-..,In} son progresivamente censurados por la
derecht (ver apéndice A), entonces el vector paramétrico completo obje-
to del muestreo de Gibbs es el formado por los parimetros del modelo,
(0, By - - -0y, Br), los hiperparametros, B y H, y los tiempos no observa-
dos, {tr41,---,tn}, correspondientes a los datos censurados.

Las distribuciones condicionales completas, necesarias para el muestreo
de Gibbs, resultan:
e tiempo censurado no observado t;,i=1+1,...,n.
f T 06, Bi) o< Ga (8| i, B) siti > T, (1.2)
es decir, una distribuciéon Gamma truncada.
e hiperpardmetros B y H.
f(BH|X,en, B, 0, ) o f(B, H) -
'f(alaﬁlr"aamﬁﬂlxiBiH)) (13)

donde X es la matriz de covariables.
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Utilizando una distribucién inicial Normal-Wishart para (B, H), la
correspondiente final también pertenece a la familia Normal-Wishart
(constiltese, por ejemplo, Broemeling, 1985, pp. 378-379).

e pardmetro oz, 1t =1,...,n.

B
f (ai Iti’ ﬂia Xi, Ba H) x #t?‘N (logai Iulla 0;2) y (14)
a,-)
con uj =y +p z—; (log B — pg) y 04 = hl—l, los momentos de la distri-
bucién Normal condicionada obtenida a partir de la Normal bivariante

de media p = (4) y matriz de precisién H = (%2} = £-1, donde

r= (a? dm) Y 012 = p0103.

o12 02

e pardmetro B;, 1=1,...,n.
f (Bi|ti, o, x5, B, H) o< B; exp(—Bits) N (logﬂilu’z,aéz) ,  (1.5)

siendo ph = pg2 + p f (loga; — 1) y o> = hlz, la media y varianza de
la distribucién Normal condicionada correspondiente.

La implementacién del algoritmo de Gibbs no resulta demasiado com-
plicada, dado que se obtienen distribuciones analiticas en (1.2) y (1.3) y la
simulacién a partir de (1.4) y (1.5) puede realizarse mediante el método de
aceptacién-rechazo con funciones importantes log t-Student.

La posibilidad de realizar un anélisis bayesiano del modelo utilizando
técnicas MCMC, unido al hecho de que este modelo jerdrquico Gamma
incluya situaciones de supervivencia con azares no proporcionales, resalta
su aplicabilidad préctica. En contrapartida, la funcién de azar Gamma es
siempre monétona, no recogiendo azares con puntos extremos.
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1.3.2 Funcién de azar Gamma

Definiciéon 1.3.1 La funcidn de densidad Gamma con pardmetros o y 0,
Ga (o, ), es:

f (¢l B) = Fﬂ(; 1 exp(=pt), t > 0, B> 0.

De la definicién anterior se deduce inmediatamente la forma funcional
del azar Gamma:

Proposiciéon 1.3.1 La funcidn de azar Gamma con pardmetros a y B es:

12! exp(—pt)

T em(p s 0 A0 (00)

h(t|e, B) =

Proposicién 1.3.2 La funcidn de azar correspondiente a una distribucion
Ga (e, f) coincide con la funcion de azar de una densidad Ga (o, 1) multi-

plicada por .

Demostraciéon

Si consideramos la variable T ~ Ga (e, 8) y realizamos un cambio

de variable T™* = GT, entonces:

w_ol. (Y _1
fre(t) = ﬂfT(ﬂ) Hir(®)

S (7) = p(T" > ¢) = p(BT > pt) = p(T > t) = 5r(t),
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luego:

hr(t*) =

fro(¢*) _ 1
se@) g

e (3)

Por lo tanto, el estudio de las propiedades funcionales de h (t|a, §) po-
demos reducirlo al caso § = 1 y considerar la funcién de t y o

t*~! exp(—t)

h(t,a) =

=

s®~lexp(—s) ds

, >0, >0,

de donde se tiene de forma inmediata la siguiente:

Proposicién 1.3.3 h(t,a=1) =1, Vt > 0.

Si a # 1, se obtienen los siguientes resultados:

Proposicion 1.3.4 Para un « fijo, h(t,c) tiene una asintota vertical en
t=0sia<l ylim gh(t,a)=0sia>1.

Demostraciéon

Resulta inmediata pues:

%51(1] h(t,a)

lim

t*Lexp(—t)

=0 [* se~lexp(—s)ds

{

oo sia<l

0

sia>1.

1 I
I(a) 120

tC!—l
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Proposicién 1.3.5 Para un a fijo, h(t, o) tiene una asintota horizontal en
uno.

Demostraciéon

Integrando por partes, se tiene que:

oo

/ 3% exp(—s) ds = t%exp(—t) + a/ 5% Lexp(—s) ds.
¢ t

Esto es,

A l(ta+1) =1+ % hL(t, ). (1.7)

Por lo tanto, limy ,o0 h(t,a + 1) = 1 si limy o0 h(t,@) = 1 y de-
mostrando esto altimo Va < 1, un simple argumento de induccién
permitira extrapolar dicha propiedad Vo € R .

Supongamos, pues, que o < 1.

(o o] oQ
/ 52 exp(=s) ds < / 1 exp(~s) ds = %~ exp(—1),
t t

luego,

h(t, @) > 1 V¥t > 0. (1.8)

oQ (o 0] s
/ 5" lexp(—s) ds = / t* lexp [—3 + (a—1)log ?] ds
¢ - t
> /t t* lexp [—s + (a—1) (% - 1)] ds

w —
=1*"lexp(l — a)/ exp [—s (1 + l-a . a)] ds
¢

1 l-a
a—1 - _
=t*""exp(l oz)1 s exp [ t (1 + ; )]
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por lo que,
1—
h(t,a) < 1+ —t‘l Vt > 0. (1.9)

De (1.8) y (1.9) obtenemos que lim¢ o, A(t, @) = 1. |

Proposicién 1.3.6 Considerada h(t,c) como funcidén de t, para un o fijo
es mondtona decreciente si @ < 1 y mondtona creciente st o > 1.

Demostracion

Haciendo el cambio de variable u = s/t se tiene que:
o0
h~(t, ) = exp(t) / tu®lexp(—tu) du,
1

y derivando respecto a t y utilizando (1.7):

dh—L(t, )

(o]
exp(t) [/ tu® " exp(—tu) du+
dt :

o0
+/ [u®! exp(—tu) — t u® exp(—tu)] du
1

= E—_:;—-l-h,"l(t, a)-h7l(t,a+1)

1

= W[H 1 —a - th(t, ). (1.10)

Si @ < 1, por (1.9) se cumple que t+ 1 — a — th(t,a) > 0,Vt >0
y, por consiguiente, también es positiva la derivada anterior y A(t, @)
es mondtona decreciente Vi > 0.
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Siot> 1t
roo

0
/ sa~lexp(—s) ds = /| ta~lexp -s+ (a—1) log;[ ds

00

_ g+ _ _
ta~Texp s+ (a-1) 1 cfs

sit>a—1,
—ta~lexp(—) ,+ 1 —a

por lo tanto 1 < A{t,a)™*” sit > a —1, o lo que es lo mismo
t+ 1—a —th(t,a) <0sii>a—1.

Sit<a—1entoncest+ 1- a- th(t, a) < —th(t,a) <0, con lo
que por la igualdad (1.10) se tiene que dh J; a”< 0,Vt > 0y h(t,a)

es monotona creciente Vt > 0.

En la figura 1.1 puede observarse la forma funcional del azar Gamma

ara /3= 1 vy distintos valores del parametro a.
p / y p

2.0

cx=1/2

a a=1
1.0
«=3/2

a=

0.5 .
a=4
0.0
0 4 8 12 16

Figura 1.1: Funcion de azar Gamma.
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1.4 Métodos MCMC

Desde el trabajo de Gelfand y Smith (1990) se ha producido un incremento
espectacular en la utilizacién de los métodos bayesianos, pues los méto-
dos MCMC permiten el anilisis de modelos complejos y no son dificiles de
aplicar. De este modo, ha sido posible utilizar modelos mas realistas en
todas las areas de la estadistica aplicada. Esto ha sido asi también en el
analisis bayesiano de datos de vida con covariables, donde ya es habitual
la utilizaci6én de métodos MCMC para estimar alguna caracteristica de la
distribucién de interés (ver, por ejemplo, Gilks et al., 1993; Best et al., 1996;
Chib y Greenberg, 1996).

1.4.1 Preliminares

En cuanto se complican un poco los modelos estocasticos utilizados en el
an4lisis de datos, buscando modelos més realistas, suele ocurrir que el cono-
cimiento acerca de la distribucién final se limite a su forma funcional hasta
una constante de proporcionalidad nada sencilla de calcular. Los métodos
MCMC constituyen, en este caso, no sélo la solucién comtnmente empleada
sino en muchas ocasiones la 1inica, si bien estas técnicas también son per-
fectamente aplicables dentro de un contexto frecuentista en el caso de que
la distribucién a analizar presente cierto grado de dificultad.

La idea subyacente en la aplicacién de los métodos MCMC es la obten-
ci6n de una muestra de una determinada funcién de densidad de probabi-
lidades p (8|y), dada la dificultad o imposibilidad que conlleva el estudio
analitico de la misma. Supéngase que estando interesado en la densidad
p(0|y), y reconociendo la dificultad inherente al analisis basado en la mis-



22 Capitulo 1. Introduccién y antecedentes

ma, uno puede aproximarla, con un alto grado de precisién, mediante una
muestra obtenida a partir de p (#|y). En este caso, el problema deja de ser
la propia densidad y pasa a ser como y de qué forma obtener una muestra de
p(0|y). En realidad, se trata de generalizar el método cientifico obteniendo
conclusiones estadisticas a partir de la experimentacién y de los resultados
empiricos basados en datos obtenidos mediante simulacién.

Para la obtencién de una muestra proveniente de p(6|y) existen dos
grandes tipos de métodos de simulacién: los métodos de simulacion estdtica
y los métodos de simulacion dindmica. La diferencia principal entre ellos
es que los segundos utilizan algin tipo de iteracién en cadenas de Markov
y requieren convergencia en las mismas (ver apéndice B), mientras que los
primeros llevan a cabo una simulacién directa. En contrapartida, los méto-
dos de simulacién estatica son de dificil aplicacién en problemas con muchos
pardmetros.

En la siguiente seccién se realiza una revisiéon de los métodos de simula-
cién dindmica més empleados y en cualquier manual clasico de simulacion
(Knuth, 1981; Devroye, 1986; Ripley, 1987; por ejemplo) pueden consultar-
se algunos de los métodos directos méas utilizados. Ademas de los métodos
de la transformada inversa y cociente de uniformes, cabe citar expresamen-
te el método S.I.R. (Rubin, 1988; Smith y Gelfand, 1992) y el método de
aceptacidn-rechazo (Geweke, 1989; Zellner y Rossi, 1984). Este requiere la
especificaciéon de una funcién de densidad de probabilidades, llamada fun-
cion importante, similar a la densidad objetivo y ficilmente muestreable,
ademaés de una buena cota superior del cociente de ésta y la funcién impor-
tante. Cuando no es muy costoso el cumplimiento de estas dos premisas es
realmente un método de simulacién verdaderamente ftil.

Una vez obtenida una muestra de la distribucion de interés, p (6|y), de
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tamano suficientemente grande, cualquier caracteristica de la misma puede
aproximarse utilizando la distribucién empirica. Asi por ejemplo, cualquier
momento de la distribucién p (6 |y) puede estimarse por Monte Carlo me-
diante el correspondiente momento muestral y proporcionar, a su vez, el
error de estimacién.

1.4.2 Meétodos de simulaciéon dinadmica

La mayor parte de los métodos de simulacién dindmica son particularizacio-
nes del propuesto por Hastings (1970). En su trabajo generaliza un método
propuesto por un grupo de fisicos en la década de los cincuenta (Metropolis
et al., 1953) que habia pasado completamente desapercibido para la mayoria
de los estadisticos. Basicamente, se trata de construir una cadena de Mar-
kov irreducible cuya distribucién estacionaria sea la distribucién de interés.
Después de realizadas un gran nimero de iteraciones en la misma y tras una
fase inicial transitoria, la cadena obtenida es una muestra proveniente de la
distribucién objetivo (Gilks et al., 1996; Draper, 1997; Gamerman, 1997).

Algoritmo de Hastings

Est4 basado en un algoritmo de aceptacién-rechazo con funcién impor-
tante, f (6]6;), de modo que si en el instante ¢ el estado de la cadena es 6;,
la probabilidad de cambiar a un nuevo estado, 6;,1, en el instante t + 1, es:

(1.11)

o — min P(0es1 | y) £ (6s | Op41)
(Bubisa) = [ (0 [ 9) (Brr1 ] Or) ’1] '

El esquema algoritmico es el siguiente:
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INICIALIZAR 6y; t+ 0

REPETIR
generar 6* ~ f (8|6;) ,u ~ Un(0,1)
si u < a(f;,0*) entonces O;41 + 6*
sino O;4) + 6;
t—(t+1).

Hastings (1970) demostré que, en el caso discreto, partiendo de cual-
quier valor inicial 6y y casi con cualquier funcién importante f (6|6;), la
cadena asi construida es ergédica y, por tanto, tiene distribucién estaciona-
ria (ver apéndice B) y la distribucién estacionaria es precisamente p (6 |y).
La extensién a cadenas de Markov con espacio de estados continuo puede
consultarse en Tierney (1994).

Algoritmo de Metropolis

Casi dos décadas antes de la aparicién del crucial trabajo de Hastings
(1970), un grupo de fisicos de Los Alamos (Nuevo Méjico) habfa propuesto
un método de Monte Carlo para el cilculo de las ecuaciones de estado en
sistemas de esferas rigidas (Metropolis et al., 1953). Como ya se ha comen-
tado con anterioridad, este método es una particularizacién del algoritmo de
Hastings al considerar tan sélo funciones importantes simétricas en el sen-
tido de que f (6*|6;) = f (6;|6*). De este modo, el cociente £%%) cancela

f(616¢)
en (1.11) y el algoritmo de Metropolis queda como sigue:
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INICIALIZAR 6y; t+ 0
REPETIR
generar 0* ~ f (6]6;) simétrica,u ~ Un(0, 1)
si u < a6, 6*) entonces G4 + 6*
si no Oy « 6
t—(t+1),

donde:

Zav

6,,6") = mi ,
o(fy, 67) = min [p(f)tly)

Algoritmo de Giibbs

El algoritmo de Gibbs (Geman y Geman, 1984; Gelfand y Smith, 1990;
Casella y George, 1992) es, sin duda, el método de simulacién dindmica
més utilizado en llos dltimos tiempos. También resulta un caso particular
del método de Hasstings, en el que se obtienen muestras de las distribucio-
nes condicionales completas componente a componente. Si consideramos el
vector paramétrico 6, la estrategia radica en descomponerlo en bloques y
definir la funcién de transicién de probabilidades como el producto de las
densidades condiciionales completas (la densidad condicional de cada blo-
que dados los datios y el resto de parametros no incluidos en el bloque).
El gran atractivo e este método es que es habitual en inferencia bayesia-
na encontrar en mwuchas aplicaciones distribuciones condicionales completas
tratables (a partir- de las cuales no resulta complicado simular) de una dis-
tibucién objetivo iintratable. El esquema algoritmico de este método es el
siguiente:
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INICIALIZAR

descomponer 8 = (6y,...,0k)
60%; t«o0
REPETIR
generar 09) ~p (61 |y, Géo), e ,0,(60))
generar 0%1) ~D (62 ly, 9{1), 0:(,0), ey 0,20))

generar 0,(01_)1 ~p (ak—l 1y, 99), e ,01(:—)2’ al(co))

generar 0,(:) ~p (Gk ly, 0&1), cee ,0531_)1)
t— (t+1).

Bajo condiciones muy generales, la sucesiéon (0(1), ceey 0(”)) construida
de este modo es una realizaci6n de una cadena de Markov con p (8|y) como
distribuci6én estacionaria (Chan, 1993; Roberts y Polson, 1994; Tierney,
1994; Liu et al., 1995).

Algoritmo de Metropolis dentro de Gibbs

Aunque este método es tan s6lo un caso particular del algoritmo de
Gibbs en cuanto a la forma de muestrear de las distribuciones condiciona-
les completas, es citado expresamente dada su posterior utilizacién en el
presente trabajo. Muller (1991), propuso la utilizacién del método de Me-
tropolis para simular a partir de las condicionales completas, cuando no es
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posible un muestreo directo de las mismas. Es decir, se trata de utilizar
una determinada funcién importante para el muestreo dentro de algunas
etapas de actualizacién del algoritmo de Gibbs. Aunque, rigurosamente, es-
to supondria una iteracién adicional dentro de dichas etapas hasta alcanzar
convergencia en el método de Metropolis, debe notarse que con una tnica
iteracion se reproduce dicho algoritmo con un esquema de visitas de una
sola vez a cada componente (Gilks et al., 1995).

1.4.3 Problemas practicos en la implementacién de mé-
todos MCMC

Inherentes a la implementacién de cualquier método MCMC (por ejemplo,
el genérico método de Hastings), aparecen tres cuestiones de capital impor-
tancia: la eleccién del punto inicial, la eleccién de la funcién importante y
c6mo obtener la muestra final (ndmero de iteraciones iniciales a desechar
hasta la convergencia y qué iteraciones considerar) para aproximar p (6|y).
Dada su relevancia en los resultados finalmente alcanzados, en esta seccion
se pretende realizar una somera revision de las respuestas més habituales
dadas en la literatura a estas cuestiones. Si se desea un tratamiento mas
profundo y genérico de todo lo relacionado con la implementacién de méto-
dos MCMC pueden consultarse, por ejemplo, Smith y Roberts (1993), Gilks
et al. (1996) y Roberts y Sahu (1997).

Eleccién del punto inicial 6,

Una buena eleccion del punto inicial con el que comenzar las iteraciones
en la cadena de Markov puede ser fundamental para que ésta alcance su
distribucién estacionaria rapidamente. La cadena debe mezclarse bien en el
sentido de visitar frecuentemente cualquier regién con alta densidad final.
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La idea es escoger un punto inicial cercano al centro de la distribucién
objetivo, por lo que, cuando sea posible, un buen valor inicial es la moda
de la distribucién final. En cualquier caso, si la eleccién del punto inicial es
finica cabe la posibilidad de no visitar regiones de alta densidad en distribu-
ciones multimodales. En efecto, partiendo de un punto inicial fijo podemos
llegar a visitar la regi6n de una de las modas de p (6|y), siendo dificil (en el
sentido de muy costosa en nimero de iteraciones) la convergencia a las de-
mds modas. Una solucién a este problema fue proporcionada por Gelman y
Rubin (1992a, 1992b) al sugerir el empleo de varias cadenas de Markov con
valores iniciales muy dispersos. En sus trabajos proponen comparar carac-
terfsticas de dichas cadenas, utilizando técnicas similares a las del ANOVA,
para comprobar si todas ellas han convergido a la misma solucién.

Como alternativa puede utilizarse el método propuesto por Geman y
Geman (1984) para localizar todas las modas de la distribucion que, aun-
que puede resultar muy lento en aplicaciones précticas, tiene la atractiva
caracteristica de que resulta verdaderamente complicado encontrar un maxi-
mo local y permanecer en él. Geyer y Thompson (1995) desarrollaron otro
método de bitsqueda de posibles valores iniciales que daba lugar a que las
cadenas se mezclaran ripidamente, permitiendo el analisis de problemas con
muchos pardmetros.

De todas formas, hay que resaltar que son atipicas las situaciones en
las que la distribucién final es multimodal. Generalmente, esto s6lo ocurre
cuando la distribucién inicial es muy informativa contradiciendo la informa-
cién de los datos. Por lo tanto, lo aconsejable puede ser intentar detectar
multimodalidad y, si no se halla, utilizar una tnica cadena. Con varias ca-
denas se pierde efectividad al tener que desechar unas iteraciones iniciales
en cada una de ellas (Geyer, 1992).
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Eleccion de la funcién importante f (6|6,)

Es precisamente por el propio desconocimiento que se tiene de la dis-
tribucién objetivo que la eleccién de una adecuada funcién importante es,
quizé, la cuestién méas oscura y de dificil respuesta de las tres planteadas.
Es conocido que generalmente la mayoria de los métodos MCMC garantizan
convergencia a la distribuci6n estacionaria en un nimero finito de iteracio-
nes, independientemente de la funcién importante elegida. No obstante,
ésta puede ser extremadamente lenta para algunas elecciones arbitrarias
haciendo inviable la aplicacién del algoritmo.

Obviamente, buenas elecciones para f (6|6;) son aquellas densidades si-
milares a p (8|y) que conduzcan a cadenas de Markov que se mezclen bien.
Desgraciadamente, no existe una propuesta concreta que globalice su utili-
zaci6n en distintas aplicaciones. A modo de indicacién, y como estrategia
genérica que suele proporcionar buenos resultados, cabe apuntar un par de
ideas.

En primer lugar, resulta conveniente elegir una funcién importante,
f(0]8:), de la que sea sencillo y rapido simular y con una variabilidad mayor
que la de la distribucién final (Tierney, 1994). En segundo lugar, la eleccién
puede realizarse de modo que la esperanza del nuevo estado #*, dado que
ha sido aceptado el movimiento desde el estado 6;, sea precisamente 6;, esto
es, Ef (0*|6;) = 6;, (Gilks et al., 1996).

Obtencion de la muestra final

La obtencién de una muestra de la distribucién final con la que aproxi-
mar cualquier caracteristica desconocida de la misma requiere, basicamente,
la especificacién del nlimero de iteraciones iniciales a desechar (correspon-
dientes a un perfodo transitorio donde se efectian movimientos en la cadena
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para converger a la distribucién estacionaria) y el namero de iteraciones fi-
nales de la cadena de Markov a considerar (para ello pueden efectuarse
saltos en la misma con el fin de disminuir la correlacién y facilitar su alma-
cenamiento).

Es posible que el problema del diagnéstico de la convergencia sea el tema
de estudio més tratado por los investigadores de los métodos MCMC. No
obstante, a pesar de que se hallan propuestos multitud de métodos teéricos
de diagnoéstico en la literatura, todavia no existe uno de ellos genérico y
de facil utilizacién en la mayorfa de aplicaciones practicas. Debido a ello,
los més informales de monitorizacién grafica de algin determinado cuantil
o de la autocorrelacién (Gelfand et al., 1990; Gelfand y Smith, 1990), a
la vez que de muy sencilla y rapida implementacién, siguen siendo los més
utilizados. No se pretende en esta seccion realizar una exhaustiva revisién de
los métodos de diagnosis de convergencia (Cowles y Carlin, 1996; Brooks y
Roberts, 1997), sino tan sé6lo citar brevemente los posteriormente utilizados
a lo largo del trabajo.

Aparte de la propia traza de la serie temporal correspondiente a algin
pardmetro determinado, pueden ser de gran utilidad las graficas de la fun-
cidn de autocorrelacion (ACF) y de la funcidn de autocorrelacion parcial
(ACPF) (véase, por ejemplo, Box y Jenkins, 1976). Es bastante frecuente
en la aplicaci6n de los métodos MCMC, encontrar que la cadena {6, ...,0,}
tiene un comportamiento muy similar al de un proceso autorregresivo de or-
den 1, AR(1). En ese caso, est4 cuantificado el error stindard de la media

s /1+ﬁ

siendo p; la correlacién serial y s la desviacién tipica de la serie. Por lo
tanto, la longitud final de la cadena es un problema de tamafio muestral

muestral 8:
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que puede resolverse utilizando técnicas AR(1).

La funcién de autocorrelacién correspondiente a un proceso AR(1) es
decreciente geométricamente en p; positivo y la funcién de autocorrelacién
parcial s6lo tiene su primer valor distinto de cero (es igual a p;). Procesos
autorregresivos de 6rdenes superiores pueden ser rapidamente diagnostica-
dos con la funcién de autocorrelacién parcial.

Geweke (1992) propuso un sencillo método de diagnéstico de la conver-
gencia de una cadena de Markov basado en técnicas de anilisis espectral
de series temporales. Si suponemos que {f,...,0,} es la cadena obteni-
da después de n iteraciones, su idea era comparar una subcadena inicial,
{6; : i=1,...,n,}, con una subcadena final, {6; : i =n*,...,n}, en orden
a establecer si no hay diferencias entre las medias espectrales. Para ello, si
los radios n,/n y ny/n, donde n, = n — n* + 1, son fijos con

Ng + My
n
y si la cadena de Markov es estacionaria, entonces:

-8

V530 + £.85(0)
52(0) y SB(0) son estimadores espectrales de la varianza. Geweke (1992)
recomienda utilizar n, = n/10 y n, =n/2.

<1

Zn

~44 N(0,1) cuando n — oo.

Ha de hacerse notar que este test proporciona una condicién necesa-
ria para la convergencia, pero no suficiente. De modo que en la practica
habitual es 1til en el sentido de informarnos de cuando la cadena no ha
alcanzado la convergencia, no de cuando la alcanzara. '

Raftery y Lewis (1992) propusieron un método para calcular el niimero
de iteraciones necesarias para la estimacion de algtn cuantil de la distribu-
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cién final. Este método permite obtener el nimero de iteraciones iniciales
a desechar y el tamaiio final de la cadena a considerar, asf como el adelga-
zamiento de la misma (ntmero de saltos entre iteraciones).

Ha de fijarse el orden del cuantil (0.025 y 0.975 son los habituales), la
precisiéon deseada para la estimacién (por ejemplo, 0.005) y la probabilidad
de obtener la precisién requerida. Raftery y Lewis (1992) proponen sustituir
la cadena de Markov por un proceso binario, de modo que el analisis del
mismo permite extraer las conclusiones acerca de la estacionariedad de la
cadena.

El llamado adelgazamiento de la cadena de Markov tiene, fundamental-
mente dos objetivos. Un primero es el de disminuir la autocorrelacién para
obtener muestras casi independientes y un segundo (y, quizé, més importan-
te) es el de permitir el almacenamiento informéatico de la cadena. Cuando
hay bastantes pardmetros involucrados en el anéalisis es habitual necesitar
bastantes iteraciones en la cadena de Markov (quiz4 varios miles). El alma-
cenar una iteracién de cada 25, por ejemplo, puede suponer en ese caso un
ahorro de varios megabytes a costa de una pérdida minima de informacién.

Existen en la actualidad distintas herramientas informéaticas para la uti-
lizaci6n de los métodos MCMC. Adema4s de los conocidos lenguajes de pro-
gramacién para la confeccién personal de los propios programas, es cita
obligada el paquete estadistico S-PLUS (Becker et al., 1988), que dada su
agradable sintaxis y su naturaleza interactiva constituye un idéneo entorno
para el trabajo estadistico, si bien algunas implementaciones MCMC re-
quieren otras alternativas. El programa BUGS (bayesian inference using
Gibbs sampling), debido a Spiegelhalter et al. (1995), constituye una ade-
cuada herramienta de trabajo en la implementacién del muestreo de Gibbs.
Para el analisis de la convergencia de cadenas de Markov, Best et al. (1995)
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han desarrollado un conjunto de subrutinas en S-PLUS muy agradables de
trabajar y que se encuentran integradas en una aplicacién llamada CODA
(convergence diagnosis and output analysis software for Gibbs sampling out-
put). Su utilizaci6n es bastante sencilla y permite aplicar un buen ntmero
de métodos de convergencia. Tan s6lo requiere presentar las iteraciones de
la cadena de Markov en un fichero con un formato especifico.
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2.1 Introduccién

Emn este capitulo se presenta un modelo semiparamétrico para el analisis de
datos de supervivencia definido a partir de su funcién de azar. La intuitiva
y sencilla interpretacion de esta funcién como una tasa instantidnea de fallo
- motiva la modelizacién de este tipo de datos mediante la misma en lugar de
utilizar la funcién de densidad. Consideramos la funcién de azar como la
suma de dos funciones, una relativa a una distribucién paramétrica concreta
y otra, no paramétrica. Con ello se pretende diversificar la forma del azar y
no restringirnos a las habituales de las distribuciones de supervivencia cono-
cidas. Se trata de un modelo en poblaciones en el que la parte paramétrica
es peculiar de cada individuo y en la que incorporamos sus caracteristicas
propias en forma de vector de covariables, mientras que el azar no para-
métrico poligonal es comin a todos ellos. Estudiamos con mayor detalle,
en la parte final del capitulo, una particularizacién del modelo anterior en
la que la distribucién paramétrica es Gamma. El realizar el vinculo entre
las dos partes mediante una adicién simplifica notablemente el posterior
anéalisis bayesiano del modelo.
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2.2 Presentacion del modelo

Supongamos realizada una particion del eje temporal [0, +00), I, Ia,...,
I,41,donde I; = [aj-1,a;) paraj =1,...,g+1, conag = 0y ag4; = +o0. El
resto de valores, a1, ..., a4, constituyen lo que vamos a denominar divisiones
no triviales del eje temporal. Definimos 7(t), la funcién poligonal positiva:

g+1

tH{Tis — T G — Qi 1T
T(t) = 1y (i1 = 15) #7505 = @1 Tjss 4 g (2.1)
j=1 aj — Gj-1
con7; >0,j=1,...,9+2, Tg42 = Tg11 ¥ 11, la funcién indicatriz en el

intervalo I;.

De esta forma, 7(t) es una funcién no negativa definida sobre la semirecta
real positiva, por lo que cumple todas las condiciones de una funcién de azar.

La definicién de 7(t) es similar a todas las funciones de azar no para-
métricas utilizadas en el anlisis de supervivencia, pero en vez de conside-
rarla escalonada la hemos construido poligonal para asegurar continuidad.

Definicién 2.2.1 El modelo semiparamétrico aditivo es un modelo de su-
pervivencia en el que la funcidn de azar se descompone del siguiente modo:

h(t) = 8(8) + 7(t), £ > 0, (2.2)

donde 9(t) es la funcion de azar correspondiente a una distribucidn para-
métrica conocida, excepto por el valor concreto de su vector paraméirico 8,
y 7(t) es una funcidn de azar poligonal.

De este modo, los parametros correspondientes a este modelo son los de '
la distribucién paramétrica, @, y los relativos al azar poligonal, 71, ..., Tg41.
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Definicién 2.2.2 Decimos que un modelo de supervivencia es en poblacio-
nes y semiparamétrico aditivo si se trata de un modelo jerdrquico, dado por
el azar (2.2), y en el que los pardmetros 11, ..., Ty41 Son comunes a todos los
individuos, pero el vector @, considerado tras las transformaciones oportu-
nas como perteneciente a todo RP y cuya primera componente es el logaritmo
de la media (o de alguna medida de localizacion) de la parte paramétrica,

es tal que:

62 ~ Np_1(0:2]|v,X)
01|02 ~ N(Ollb'x,ag),

donde v, £, b y 02 son los hiperpardmetros del modelo y x es un vector de
covariables asociado a cada individuo.

Este modelo en poblaciones semiparamétrico aditivo guarda ciertas ana-
logias con el modelo de ‘Cox al considerar ambos dos partes, una paramétrica
y otra no paramétrica, en la funcién de azar e incorporar las covariables via
la parte paramétrica. Sin embargo, la principal diferencia entre los dos,
aparte de que el propuesto se trata de un modelo en poblaciones, es que
el considerar el vinculo entre las dos partes mediante una adicién en lugar
de una multiplicaci6n, simplifica bastante todo el aparato mateméatico del
modelo y permite el amélisis bayesiano del mismo.

Una interesante propiedad de las funciones de supervivencia correspon-
dientes a la parte paramétrica y no paramétrica del modelo semiparamétrico
aditivo se recoge en el siguiente resultado.

Proposicién 2.2.1 La funcidon de supervivencia del modelo semiparamétri-
co aditivo puede expresarse como el producto de la supervivencia paramétrica
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y la supervivencia poligonal:

S(t) = So(t) Sr(t), t > 0,
Demostracion

Dado que S(t) = exp[-H(t)],t > 0, y que la funcién de azar
acumulado correspondiente al modelo semiparamétrico aditivo es:

t t
H(t) = /0 7(s)ds = /0 (9(s) + 7(s)) ds = Ho(t) + Hr(t), t > 0,

con Hy(t) y Hr(t) las funciones de azar acumulado correspondientes a
las partes no paramétrica y paramétrica del modelo, respectivamente.
De forma inmediata resulta que S(t) = Sy(t) Sr(t), t > 0. |

El modelo semiparamétrico aditivo puede considerarse como un caso
particular de modelo de riesgos competitivos en el que existen dos riesgos
independientes. En efecto, pues la funcién de supervivencia del minimo de
dos variables aleatorias independientes es el producto de las funciones de
supervivencia.

En situaciones puras de riesgos competitivos, aquellas en las que se es-
tudian diversas causas concretas que pueden causar el fallo del individuo,
no suele ser adecuado suponer independencia. Por ello, no proponemos este
modelo como modelo de riesgos competitivos, pero esta interpretacién del
mismo puede ayudar a determinar si es adecuado para la modelizacién de
un problema concreto.

Con el fin de poder contemplar bajo nuestro modelo situaciones de su-
pervivencia con azares no proporcionales, consideramos distinto vector pa-
ramétrico del azar poligonal para grupos diferentes de individuos. De este
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modo, si tenemos n datos de supervivencia divididos en M grupos, el vector
paramétrico completo es:

(0(1), e, 0 ) (M) 3 b, ag) ,

dorde 7 = ('rl(j),...,Tg(’_?l),j= 1,...,M.

Cabe resaltar que cualquier covariable cualitativa puede entrar en el
modelo via la parte paramétrica (como un conjunto de covariables dummy) o
cono grupos de individuos con distintos azares poligonales. Las covariables
cortinuas se incluyen todas ellas mediante el azar paramétrico. Esta es la
prictica habitual en anlisis de supervivencia, donde a los grupos con azares
no paramétricos distintos se les denomina estratos.

Algunos ejemplos de modelos de supervivencia que pueden ser contem-
plados dentro del modelo semiparamétrico aditivo que proponemos incluyen
unmodelo Ezponencial-poligonal aditivo cuando el azar paramétrico es el
corespondiente a la distribucién Exponencial, ¥(f) = §, § > 0. Modeliza-
ma logB ~ N (log,@ |b'x, 0[2,) y resulta un modelo similar al de Cox, pero
tréandose de un modelo en poblaciones y con azares aditivos (entre la par-
te »aramétrica y no paramétrica) en vez de multiplicativos. Su funcién de
azx es:

h(t) = 7(t) + exp (b'x + og¢)

doide € ~ N(0, 1) es una covariable no observada asociada a cada individuo.

Mayor interés tiene el llamado modelo Gamma-poligonal aditivo, que es
el jue desarrollamos con detalle en este trabajo, y que se tiene cuando la
dlitribucién paramétrica de (2.2) es la distribucién Gamma.
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2.2.1 Modelo Gamma-poligonal aditivo

Si utilizamos la distribucién Gamma para modelizar la parte parammétrica
del azar (2.2) tenemos el siguiente modelo.

Definicién 2.2.3 Se define el modelo Gamma-poligonal aditivo commo aquel
modelo con funcidn de azar (2.2), donde 9(t) es la funcion de azar de una
distribucion Ga(a, 3) y donde modelizamos la relacién estocdsticar de los
pardmetros mediante:

B~ N(logB|up, %)

alpf ~ N(log%|b’x,a§) .

La distribucion Gamma supone una generalizaciéon de la distrribucién
Exponencial, por lo que la funcién de azar del modelo Gamma-po©ligonal
aditivo tiene una mayor riqueza en la forma funcional y puede adlecuarse
mejor a diferentes situaciones de supervivencia.

Dado el caracter de riesgos competitivos que tienen los modelos ssemipa-
ramétricos aditivos, si uno de los dos riesgos es mucho mayor que el otro,
en la practica, el modelo se comportard como si s6lo existiera ese riesgo.
En efecto, en esas situaciones una de las funciones de supervivencia per-
maneceri en valores préximos a uno, mientras que la otra tomar4. valores
significativamente menores que uno haciendo que su producto (fumcién de
supervivencia del modelo semiparamétrico aditivo) sea practicamente igual
a la segunda. Esto es asi también en el modelo Gamma-poligonal aditivo
como a continuacién mostramos en algunos ejemplos.

En la figura 2.1 se representan dos funciones de azar poligonales 71 (t) y
72(t). Puede observarse que la segunda de ellas alcanza valores més grandes
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dando lu“ar, consecuentemente, a supervivencias menores.

0.10 . 0.3
0.2
"“i. 0.05 -
0.1
0.00
5 20 35 0 5 10 15 20

Figura 2.1: Funciones de azar poligonales.

En la figura 2.2 hemos representado la parte paramétrica Gamma de la

funcién de azar de un individuo concreto para el que a = 665y ;3 = 20.

La figura 2.3 recoge la parte paramétrica de la funcién de supervivencia
del individuo anterior, la supervivencia poligonal correspondiente a las dos
funciones T\(t) y 72(i), y la funcién de supervivencia de dicho individuo con

ambos modelos Gamma-poligonal aditivos.

Utilizando en el modelo Gamma-poligonal aditivo la funcién Tici), se
observa en la figura 2.3 que las dos partes, paramétrica y no paramétrica,
influyen en la supervivencia del individuo a pesar de la diferencia entre sus
funciones de azar. Dado que al principio la funcidon de azar de la parte para-
métrica es mucho mas pequefia que la de la poligonal, con tiempos pequefios
la funcién de supervivencia del individuo es practicamente la supervivencia

poligonal, haciendo que la funcion de supervivencia decrezca rdpidamente
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O 10 20 30 40

Figura 2.2: Parte paramétrica de la funcion de azar del modelo Gamma-poligonal

aditivo para un individuo con parametros a = 665 y /3 = 20.

poligonal 1 poligonal 2

Gamma Gamma
modelo aditivo modelo aditivo
0.8 .
0.6 - 0.6 -
0.4 - 0.4 -
0.2 . 0.2 -
0.0 - 0.0 -
1 12 23 34 2 3 8 13 18

Figura 2.3: Funcion de supervivencia del modelo Gamma-poligonal aditivo para

un individuo con parametros a = 665 y /3 = 20.
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para posteriormente verse influida por la parte paramétrica. Si la funcién

de azar poligonal es 73(t), los valores tan elevados de la misma desde el
principio del rango temporal provocan el fallo del individuo con rapidez,

dando lugar a una funci6én de supervivencia para él casi coincidente con la

funcién de supervivencia poligonal.

Otra caracterfstica importante del modelo Gamma-poligonal aditivo es
que sus funciones de azar estin estocasticamente ordenadas en términos de
individuos medios. Esto es, aunque al tratarse de un modelo en poblaciones
es posible el solapamiento de las funciones de azar para individuos concretos
se cumple el siguiente resultado.

Proposicién 2.2.2 Dos funciones de azar del modelo Gamma-poligonal
aditivo, hy(t) y ha(t), correspondientes a dos individuos con el mismo valor
para el pardmetro B estdn estocdsticamente ordenadas. Esto es, se verifica
que hy(t) > ha(t) Yt > 0 si y sdlo si a; < az.

Demostraciéon

La ordenacién de los azares del modelo Gamma-poligonal aditivo
viene dada por la propia ordenacién de las funciones de azar de la
parte Gamma (Bermidez y Beamonte, 1997), al no depender del
individuo la funcién de azar poligonal y, por tanto, ser idéntica para
los dos individuos.

Supongamos que (a1, 8) y (o2, 8) son los parametros Gamma co-
rrespondientes a las funciones de azar ¢ (t) y ¥2(t). El logaritmo de
la funcién de azar Gamma (1.6) es:

+o0
logd(t) = (e —1)logt — Bt — log/ %! exp(~PBz) dz.
t
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Y se tiene que:

J;F° N og z exp(—Pz) dz

ft+°° r2~1 exp(—pBz) dz

% log ¥(t) = logt —

pues logz > logt V= > t. Por lo tanto, ¥ (t|a, ) es estrictamente
decreciente en a, VB > 0 y se cumple que 94(t) > J2(t),Vt > 0siy
s6lo si a; < as. ‘ [ |

De forma inmediata se tiene también el siguiente resultado.

Proposicién 2.2.3 Dos funciones de supervivencia, S1(t) y Sa2(t), del mo-
delo Gamma-poligonal estdn estocdsticamente ordenadas.

Demostracion

Resulta inmediata dada la relacién que liga a las funciones de

supervivencia y azar:

S(t) = exp [— /0 ™ @) da:] .
m

Asi pues, como el pardmetro 3 de todos los individuos proviene de la
misma distribucion, el individuo medio tendré el mismo valor del pardmetro
(3, mientras que el parametro o depender4 de sus covariables. La ordenacién
de los pardmetros o determinara la consiguiente ordenacién en azares y
supervivencias.
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2.3 Analisis del modelo

La funcién de densidad del modelo semiparamétrico aditivo es:
F(t) = S(t) h(t) = So(t) Sr(t) [9(2) + 7(2)], £ > 0, (2.3)

donde Sy(t) es la funcién de supervivencia poligonal, Sr(t) es la correspon-
diente funcién de supervivencia paramétrica y en el @iltimo término tenemos
la suma de azares paramétrico y poligonal.

Debido precisamente a esta descomposicién del azar, la funcién de vero-
similitud presentara problemas técnicos similares a los que aparecen en el
an4lisis de mixturas. Concretamente, apareceran dichos problemas para los
tiempos no censurados, mientras que la informacién correspondiente a los
tiempos de supervivencia censurados se incorporari de forma sencilla a la
funcién de verosimilitud a partir de la funcién de supervivencia dada en la
proposicién 2.2.1.

Supuesta obtenida una muestra aleatoria a partir de (2.3), en la que posi-
blemente existan tiempos censurados, y que realizamos un anélisis bayesiano
del modelo, a continuacién desarrollamos las correspondientes funciones de
verosimilitud, inicial y final.

2.3.1 Funcién de verosimilitud
Denominamos tgj), cen ,tg&.), a los n1) tiempos de supervivencia del grupo

j-ésimo, j = 1,...,M, donde los () primeros son no censurados y los
nl) — r(4) restantes son tiempos censurados.
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La funcién de verosimilitud del modelo es:

f (t?),...,tf}(),,,...,tﬁM),...,t%}) |

0w, ...,0M™, + W M s 62 b, 02, o2 az(M))

=£11 Ef(tg») ,~=£'1+1S(t?)) - 11;11 izls(tp) gh(t’w) ,

donde utilizando la proposicién 2.2.1 podemos descomponer S (tgj)) en el

producto de las supervivencias paramétrica y poligonal, y por (2.2), h (tf’ ))
es la suma de los azares paramétrico y poligonal.

Proposicion 2.3.1 Dado el tiempo de supervivencia del individuo i-ésimo
del grupo [, t,(l), i=1,...,n0, 1 =1,...,M, su azar acumulado poligonal
es una combinacion lineal positiva de los pardmetros del azar poligonal del

l 1
grupo, 7’1(),...,7'9(_31.

Demostracion

Integrando la funcién de azar 7(s) entre 0 y t?), el azar acumulado

poligonal resulta:

Hy (tzw) = %QZH 1y [(tzw - aj—l) (T () + Taw) +
j=1
j-1

Z(ak - ak_l) (7‘,‘(3_1 + Tlgl))

k=1

H

que teniendo en cuenta la expresién (2.1) del azar poligonal podemos
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reescribir del siguiente modo:
(1) = Zl (8- as-)-
l l l l
(tg) (T§_21—T}))+T})aj—aj 1TJ+1 (l))+

a; —aj—1
j-1 . J ®
+> (ar — ax-1) 7 + > (k-1 —ar-2) 7y
k=1 k=2

+1 ) t(.’)m_ . ¢
=%gZ1,j [(é‘)-aj_1+ (* % 1) (a’ i ))TJ(1)+

aj; — Gj—1

2
(t?) - “J‘-l) 0 ® 0
+ﬁ-— J+1+1Dal7' +1D( -1~ 45— 2)] +
J j—1

j-1 Jj-1
Sons- s+ o).
k=2 k=2

donde D = U”‘"1 I; = Rt — I}, y consecuentemente:

9+1 j+1
o (£9) = ZIIJZBka, (2.4)
J_l
con
Bl = 1Da1

By = ay—apg, k=2,...,5-1

B, =1 i1 — Gj—
j D (aj-1—aj-2) + % — 51

®_ g ) ‘
_ (@) 25)

B; = 27
j+1 - X ’

todas ellas cantidades positivas. [ |



50 Capitulo 2. Modelo semiparamétrico aditivo

Prdposici(‘)n 2.3.2 Dado l € {1,..., M},

n®
S (19 ( 0 (z))’
[0 () =o (-3

donde

-~

S*(l)
= (nu) _ ngl)) 4 — 2
a

g+1 :
( Z n(l)) —aj_2) — n§l)aj_2+

i=j+1

a; (28'](') - n(l)a]_ ) - S}‘a)
a; — a1

aj_o (ng-lllaj_z - 2S ) + S*w

aj_1 — Aj_2

DN =

&

N =

+ +

7j=2""’g

1
1 1 l
z(a-)l-l = ) [25554)- - §l1(% + ag-1)+

Qg—1 (ng)ag 1 - 25'(1)) + S;‘(l)

2.6
+ e , (2.6)

son estadisticos que contienen toda la informacidn sobre T® recogida en el
producto de las supervivencias poligonales. .

Demostracion

Sumando en (2.4) para todos los individuos del grupo, obtenemos:

n®)  n®et1 g

Y Hy (t,(") Z Y1, Z B, 7, 2.7)
i=1

2_1] 1 k=1
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donde los valores de By vienen dados por (2.5).

Q al nimero de individuos del

Dadoj =1,...,9, denotamos por n;
grupo l-ésimo cuyo tiempo de supervivencia pertenece a I, por SJ( )
la suma de dichos tiempos y por S;fm a la suma de los cuadrados de los
tiempos de supervivencia pertenecientes a I;. Asimismo, suponemos,
sin pérdida de generalidad, que los tiempos de supervivencia est4n

ordenados de menor a mayor.

Desarrollando (2.7) y formulando dicha expresién como combina-

cién lineal de 7'( ), j=1,...,9+1, se tiene que:

n® (l) t(l) 2a, t(l)
> r (£) = 20| (50 - ) a1 + Z ( )]0,
9 g+1 , ,
2 | 2 nd | (a5 - aj-0) + ng') (aj—1 — aj-2)+
3=2 | \i=j+1
l
i (t( i +o aj‘l) ( aj—aj_1+a;—t" 2,) +1)
+Z ~=L Ti-1 +
i=1 aj - a’j—l
o (,® 2
ﬂj-—l (t (,) aj__z)
—at! W, [0
+ 2 7+ [n a0 — Qy_o)+
; aj—1 — Gj-2 J 9+1 ( (] 9 2)
!
 (fn) o)
5> b
i=1 Qg41 — Qg
2
n(ll +i g—1 g+1 (l)+z g :
P ¥ - 7o (2.8)
=1 e = g1 =7 G9+1—G
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Teniendo en cuenta que

n® 0
g So (t,(l)) = exp (— ;Ho (tgl))) ,

. obtenemos inmediatamente a partir de (2.8) el valor de ¢;
)

@ poara €l

en la combinacién lineal anterior.

®

coeficiente de 7;
El coeficiente de T 3§ = 2,...,9g, en dicha combinacion. lineal

resulta:

N -

g+1 .
3 nd | (a5 —aj0) + n (aj1 — aj_2)+

i=j+1

2%5(!) S*m 2n(l)a 7Gj— 1+n() 2 -1,

aj —aj-1
que es igual al valor de (), j=2,.

0

Finalmente, podemos escribir el coeﬁc1ente de Tg41 COMO:

l O] i l
2ag+1'5’( ) 9+1 ~ 2"§4)rlay+1ay + "gl)ua

1
3 g+1 (ag —ag-1) +

59 —2a, 150 +nfa2_| 5 20,59, +n®), a2 }

Gg+1 — Gg

+ S
g — Gg-1 Gg+1 — Gg

expresién que, tras simplificar, iguala al valor de cglj_l. [

®

Una propiedad de los coeficientes ¢;”, j = 1,...,g + 1, se wrecoge en la

siguiente proposicién.

Proposicién 2.3.3 Los coeficientes cg-l) de la ezpresion (2.6) sson positivos
Vi=1,...,9+1,Vi=1,..., M.



2.3. Anélisiss del modelo 53

Demostraction

Ressulta evidente, pues hemos expresado en la proposicién 2.3.1 el
azar acwcumulado poligonal de un tiempo cualquiera como una combi-
naciém lineal positiva de los parametros del azar poligonal del grupo.
Por lo> tanto, al sumar para todos los tiempos de supervivencia ob-

tendrezmos coeficientes también positivos. [ |

De aplicacicén directa de la proposicién 2.3.2 se tiene el siguiente resultado.

Proposici®n 2.3.4 La funcidn de verosimilitud del modelo puede factori-

zZarse como)’

M M
f (tﬁ",....,tfj()l,, R A
2(1) 2(M))

a1, By ey Oy By ™D, 7 g 0%, b,02,07 . 0

£

M g+l n() . . ‘
= ]131:9)(}1) ("‘g c?) Ti(J)) gST (th)) H (19 (tl(J)) +7 (tz(J)))

i=1

2.3.2 Djistribucién inicial y distribucién final

Para el an#lisis bayesiano del modelo Gamma-poligonal aditivo propone-
mos utilizamr las distribuciones iniciales conjugadas habituales. En concreto,
asumimos wna distribucién Normal para ug | 012, y una distribucién Gamma-
inversa parz o3,

pp | o5 ~ N (pg|me,05v;) , 05 ~ Ga (1/05| as, b) -
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También utilizamos una distribucién Normal-Gamma inversa para b y

2
(2P

b |02 ~ Ny (b|m,024), 02 ~ Ga (1/52|aa,ba) -

Para los pardmetros correspondientes al azar poligonal, comunes a todos
los individuos, proponemos un proceso autocorrelado de primer orden ya
utilizado en una situacién similar por Gamerman (1991).

Tiyt = T; exp(e;)
& ~ N(&]0,02),i=1,...,9,

donde los ¢; son independientes, ¢ = 1,...,g, e independientes de los 7's
anteriores.

Para no tener una informacién inicial incompleta, especificamos una
distribuci6n inicial marginal para 7y,

11~ Ga(n|os,Br).

La distribucién inicial considerada para el hiperpardmetro o2 del azar
poligonal es:

02 ~ Ga (1/0?|ac,b) .

Todos estos grupos de pardmetros los suponemos independientes a prio-
ri, por lo que la distribuci6n inicial completa es el producto de esas distri-
buciones. La distribucién final serd proporcional al producto de la inicial
anterior por la funcién de verosimilitud obtenida en la proposicién 2.3.4.
Asi, el analisis de la distribucién final s6lo parece posible abordarlo median-
te simulacién, en concreto utilizando métodos MCMC. Por ello realizamos
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el estudio bayesiano de este modelo Gamma-poligonal mediante una mues-
tra aleatoria obtenida por Monte Carlo a partir de la distribucién final, tal
y como se desarrolla en el siguiente apartado.
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2.4 Estudio de la distribucién final mediante
simulacién

La implementacion del algoritmo de Gibbs para la obtencién de una muestra
aleatoria a partir de la distribucién final del vector paramétrico completo
requiere, basicamente, la especificacion de un punto inicial de la MCMC
con el que comenzar el proceso iterativo y saber muestrear de las distribu-
ciones condicionales completas. Para ello, resulta fundamental realizar una
adecuada descomposicién del vector paramétrico completo.

Teniendo presente la conveniencia de realizar la descomposicién en el
menor nimero de bloques, en este caso, utilizamos la siguiente: (uﬁ,af;),
(b, 02), (agj),ﬂ,-(j)), i=1,...,n9 j =1,...,M, y (T(j),af(j)),j =
1,..., M. Denotamos por X,x; a la matriz de covariables de todos los
individuos de los M grupos y, a continuacién, obtenemos las distribuciones
condicionales completas para esos grupos de parametros.

Proposicién 2.4.1 La distribucidn condicional completa de (pg,03) es
una densidad Normal-Gamma inversa con pardmetros

&) ;
my + v} Eﬁl 21;11 log /61'(1 )

i 1+ v}
_ 9%
T+
para la distribucion Normal y
1
a = ay+ n;_

ﬂzbb,

para la densidad Gamma.
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Demostraciéon

Eliminando en la distribucién final todos los factores en los que

no aparezca pg ni ag:

M M
f(,uﬁ,aﬂlt(l) oty e, X,
1 1 1 1 M M
a(l)a §); O 51()1)1@&(2): Q@ E )a,@§ ---,a,(z(&),ﬂ<M),
T(l), cen T(M),b, aa,a?( ), , E(M))

(ﬂ'ﬁ | aﬂ) f (Uﬂ) f (ﬂ(l)a 137(11(3)1 1ﬂ§M)’ RN 5;1(‘/11\}) I /"ﬁ,aﬁ)

-1
1 ex 1 ——( mp)? 1 N ex _ﬁ .
x os P 2050% i af, P afg

n(])

H [ e [——; (log Y - uﬂ) ]

j=li=1
que resulta ser la situacién habitual del proceso de aprendizaje ba-
yesiano con datos normales (los logaritmos de los (3's) con inicial
conjugada habitual. Utilizando el resultado del teorema 1 (DeGroot,
1970, p. 169) se demuestra la proposicién. n

Proposicién 2.4.2 La distribucidn condicional completa de (b, 02) es una

densidad Normal-Gamma inversa con vector de valores medios y matriz de

varianzas-covarianzas para la distribucion Normal:
p = b(A1+ X’X)_1 (A"'m + X'y)
1 -1 -1
2 = a—g (A + X ’X )
y pardmetros para la densidad Gamma:

a—a+n
= Gty

B = bot [(y - Xb)'y + (m—B)'A-lm] ,
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a‘(l) (l()l) Q(M) (1:113{) ’
donde y = logEIm, log—h— .,logﬁ%m,...,log—?—y—

n(l) 1 n(M)

Demostraciéon

De igual manera que en la proposicién anterior:

LA T N S ¢
1) L(1 1 1 M) (M M
ag )3 §)3 HQ El()l)aﬂ((a)a ( )1ﬂ( ) . E,I(A})a.B (M)
S C) ¢ )uﬁ,,ﬂ, 2@ .,,ae““’)
M n@)
o f(b| 02)f (0% HHf((’)I a9, %,b,02)
j=li=1
1 ;1 1)%!
ocexp[ 2(b m) ,";A (b m)] (ag)

M o
- exp (—%—)e Xp [ . ZnZ(loga . logﬂ(J)) :I
a @ j=1 i=1

que coincide con el proceso de aprendizaje bayesiano habitual con
datos (logaritmos de los o's y logaritmos de los 3's) obtenidos se-
gan el modelo de regresién lineal multiple normal homocedastica y
las distribuciones conjugadas habituales sobre los parametros de la
regresién. Utilizando las férmulas asociadas a ese proceso de apren-
dizaje (ver, por ejemplo, DeGroot, 1970, pp. 249-252) se demuestra
la proposicién.

Proposicion 2.4.3 La distribucion condicional completa de ( 2 ﬂ(’))

i=1,...,79, j = 1,..., M, par paramétrico de la distribucién Gamma
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correspondiente a un individuo con tiempo no censurado, es proporcional a:
5o (£ 109,69) [3 () | o, 9) +7 (£ | 90)]
N (og o |b'x® +10g 57, 02) N (10g 5P|, 53) -

Demostraciéon

En la distribucién final, los parametros aSj ) y ﬂi(j ) s6lo aparecen
en los factores asociados al individuo i-ésimo del grupo j, luego:

£ (a6 o0, 60,..., a0, 69, .. a?,

M

ﬁfJ) 1a£]_)1a:3 1aa;+1)ﬁ(:7§.)1a 1a53(?;),ﬂ,(,‘1(3)7 ( )1
M M M) (1 1 M M)
ﬁ](, ) * ﬁ(n}))ﬁ((nd))at() t(()l)'J t( ) tfl(M)’

X,‘r(l),...,‘r( ), ug,0%,b,02,02" . ..,az‘M’)
x Sy (t?') | o, ﬂga)) A (th) P ﬁiw,.,(j)) :
f (a?') 169, <9 b 02) (ﬂ?’ | ﬂ,ag)
x Sp (t?) ), ﬂ?))[ (tm|au> ﬂ§j>) +T(t§j) | ,.(j))].
N (1og o |b'x? +10g 67, 02) N (1og B | g, 03

Proposicién 2.4.4 La distribucion condicional completa de ( () ﬂ(’))

i=rD4+1,...,09, j =1,..., M, par de pardmetros de la distribucion

Gamma correspondiente a un individuo con tiempo censurado, es propor-
cional a:

St (1 o, 82) N (logof | b'x® +10g 87, 62) N (10g 8 |15, 93) -
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Demostraciéon

De forma similar a la proposicién anterior:

£ (.82 1o, 80,0, B 0,
59) ,afJ)l,ﬁ l’az+1’ﬁ(:1|-)1’ ’S()J)"B(Jg)’ ’agM)’
B0, o By 8o By 8t

X, 7@, 7D, .08, b,02, 027,02

o 51 (9| ol 69 £ (o | 89,0, ,02) 1 (89 | 1 3)
o 57 (19 o, 69) -

N (logagj) |b'x§") + log ﬁ?),aa) N (log ﬁzgj) |pﬁ,a§) .

Proposicién 2.4.5 La distribucidn condicional completa de los pardmetros
del azar poligonal (T(j), 030)) , 3=1,..., M, resulta proporcional a:

g+l M r() ) ) )
o (-32407) [T+ (4210.60,79)

i=1 j=1i=1
1.9 1 T ’ 1) | o), g9)
Ga ;?T|§+ae,be+§§_; logm .Ga( la?, )
1= [

Demostraciéon



2.4. Estudio de la distribucién final mediante simulacién 61

En este caso, la distribucién condicional completa resulta ser:

f (T(,-),qu) T O N LG G0 4

n(NG)
1 1 1 1 NG NG NG NG
a(1 ), { ): HQ E,()l)’ﬁ(a):---,ag )1 E ) & ,(1(NG?)1ﬂ((NG))1

(1) - G-1) i1 2(J+1) NG
7, G20 0D G2 LU G20 (NG

2(NG)

o ,ﬂﬁ,O‘%,b, aﬁ) x f( (4) IT(g) 0_2(1)) )
(T(:) Er fm) o f (T(» |T(”,ag°’) ; (ﬁ‘”) .

7j=1]i=1
g+l NG ()
o exp (_ ZCZ(J) Ti(J)) HH h (t?) | a(J) ﬁ(]) T(J))
i=1 j=li=1

() Ve |- () |

.Ga (rfﬂnaw,ﬂw) Ga (a2 af9, )

g+l NGr()
o exp (_ Zcz(J) Ti(J)> [H H h (t(J) I a(]) ,3('7) ,r(j))
i=1

j=li=1
1 g 1 z(i)1 W) () A)
-Ga U?(j)l§+a€,b€+§; log == () Ga(Tl la'g:ﬂ'rj)'
1= 1

El algoritmo de Gibbs puede ser implementado partiendo de un punto
inicial para los hiperparametros pg, aﬂ, 2 los coeficientes b y los parame-
tros del modelo (los &/s y f's de la d1str1bu016n Gamma y los pardmetros
7’s de los azares poligonales). A partir de ese punto se pueden simular los
pares (agj), ﬂi(j)), j=1,...,M,i=1,...,n0, utilizando las proposiciones
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2.4.3y 2.4.4. Posteriormente, simular (‘r(j), af"") j=1,..., M, utilizando

la proposicién 2.4.5. A continuacién, simular (p4,03) segin la proposicién
2.4.1 y, por tltimo, simular (b, ¢2) utilizando la proposicién 2.4.2.

Repitiendo indefinidamente este proceso se puede obtener una realiza-
ci6én de una cadena de Markov con la distribucién final como distribucién
estacionaria.

Una vez observados un nimero suficientemente grande de pasos en esa
cadena, podemos aproximar, por Monte Carlo, la distribucién predictiva de
un nuevo individuo con vector de covariables x. Asi, teniendo en cuenta la
forma (2.3) de la densidad del modelo:

1 m
f(t]x) =~ EZS"(t | 7)) St(t | oy, Bey) [9( ] ey, By) + 7 | 0]
j=1

donde { (o), B), 7)) » 1 =1,...,m} es una muestra de los parametros del
modelo obtenida a partir de la muestra de los hiperpardmetros (4,03, b, 02)
generada por Gibbs.

De forma similar se puede obtener una aproximacién a las funciones
de supervivencia, azar y azar acumulado, asf como a los momentos de la
distribucién predictiva.

Algunas de las distribuciones condicionales completas que se han de
utilizar en este proceso son muy conocidas y resulta sencillo simular de
ellas. De las otras condicionales se podria simular mediante el algoritmo
de aceptacién-rechazo, después de encontrar una aproximacién aceptable, o
mediante un algoritmo Metropolis-Hastings, lo que se conoce como Metro-
polis dentro de Gibbs, que es el procedimiento que proponemos y utilizamos
en el siguiente capitulo.
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3.1 Intrroduccién

En este capitwlo se muestra como implementar los resultados teéricos ob-
tenidos en el ccapitulo anterior, ejemplificindolo con el anilisis de algunos
bancos de datcos simulados y reales. Con los datos simulados podemos com-
probar la adeccuacién del modelo a distintas situaciones de supervivencia,
mientras que ezl an4lisis de datos reales permite la comparacién de resultados
con otros estutdios. Aquf presentamos el anélisis de los datos de Stanford y
de unos datoss provenientes de una encuesta a licenciados en Matemaéticas
por la Universsitat de Valéncia.

El aparato) informé4tico utilizado en este capftulo incluye unas aplicacio-
nes en Fortram 77 para la implementacién del método, el programa CODA
(Best et al., 11995) para el anlisis de la convergencia de la MCMC y el
programa S-P’LUS (Becker et al., 1988) para las graficas que incorpora el
presente capittulo.

Los tiempcos de computo a los que se hace referencia en cada uno de los
bancos de dattos corresponden a tiempos de CPU en un PC Pentium II 266
Mhz.
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3.2 Implementacién del modelo Gamma-poli-
gonal aditivo

A continuacién se detalla la metodologia genérica utilizada en el estudio
de los bancos de datos y se comenta el soporte informético necesario para
llevar a cabo dicho anAlisis.

Las distribuciones iniciales utilizadas fueron, en todos los casos, poco
informativas, pero propias, con el fin de estudiar principalmente la infor-
macién proporcionada por los datos. De este modo, las iniciales Gamma-
inversas sobre las varianzas tienen parametros @ = § = 1 (asi, obtenemos
varianzas iniciales para loga,logfB y €, = 1,...,9, de media 1, razona-
blemente grande), la distribucién inicial log-Normal sobre g, la media de
log 3, es de media 0 y varianza 1, la Normal inicial sobre b tiene media 0
y matriz de varianzas-covarianzas I, la matriz identidad y, finalmente, la
distribuci6n inicial Gamma sobre 'rl(j) tiene parametros a = = 2 (media
1 y varianza 0.5 para la funcién de azar poligonal en cero), para todos los

grupos j=1,..., M.

Partiendo de un punto inicial, implementamos el algoritmo de Gibbs
simulando, en primer lugar, los parametros a y 3 de la distribucién Gamma
de cada individuo, distinguiendo si son los correspondientes a un tiempo
censurado o no. Esto es, simulamos (a,‘j), ,-(j)), j=1,..., M, utilizando
la proposicién 2.4.3 para i = 1,...,7%) y con la proposicién 2.4.4 para
i=rW4+1,...,nY9. En ambos casos utilizamos el algoritmo de Metropolis
con funcién importante:

N (log o |b'x® +1og 7, 02) N (10887 | 1s, 03

Esta funcién importante resulta sencilla de muestrear y permite la simplifi-
cacién de términos en el cociente del algoritmo de Metropolis.
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A continuacién, simulamos conjuntamente los pardmetros de la funcién
de azar poligonal, (T‘(j), 062(’)) ,j=1,..., M, utilizando la proposicién 2.4.5
y mediante el método de Metropolis con el siguiente proceso de simulacién:
©)

e primeramente, generamos los hiperpardmetros ¢/, i = 1,..., g, me-
diante un proceso de aprendizaje utilizando una distribucién inicial

N (0, af(j)) y el dato observado en la etapa anterior modelizado co-
(4) @) [1ne ot ©)
mo z;”’ ~ N { z;’ |log :ﬁ;—,—, C ). Asi, z;”’ est4 centrado en el valor del

hiperparametro e? ) en la etapa anterior con una varianza C que ac-
tta como pardmetro de sintonizacién para Metropolis. De este modo,
)

simulamos €;’ a partir de:

N (eﬁj)lui,oz) ,
[€)]

-1
con p; = -0ty o = (é-{—jﬁ) ,i=1,...,9.

e generamos ‘Tl(j ) de una distribucién log-Normal centrada en el valor
anterior de 7) en la MCMC.

e calculamos los parametros Ti(_{)l = Ti(j ) exp (EEJ )) ,t=1,...,9.

e generamos 02 a partir de:

1)\ 2
1 1y Tiy1
Ga pre) |§+ae,be+ 52 (logﬁ
?

i=1

Posteriormente, simulamos los hiperparametros a partir de distribucio-
nes Normal-Gamma inversas utilizando las proposiciones 2.4.1 y 2.4.2.

Construimos el punto inicial del algoritmo de Gibbs tomando para los
hiperpardmetros valores iniciales b = 0, ug = 0 y valores unidad para
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las varianzas. Para los pardmetros del modelo obtenemos el punto inicial
automéaticamente a partir de los valores dados a los hiperparametros del
siguiente modo:

o) = exp (b'xgj) + ,Uﬁ) =1

AP = exp(ug) =1
0 = 491,j=1,..., M,
donde dVW) = —n9._ ,j=1,..., M, es la estimaci6én maximo verosimil de

gl
. 1=1 %3
una funcién de azar constante.

Este criterio de eleccién del punto inicial resulta sencillo y ha proporcio-
nado buenos resultados en todos los bancos de datos analizados.

De este modo, no resulta excesivamente complicada la implementacion
del método de Metropolis dentro de Gibbs para la obtencién de muestras
de la distribucién final, tal y como se explica en el apartado anterior, si bien
cabe hacer algunas consideraciones puntuales acerca de la implementacion
del método de anilisis de nuestro modelo.

En las etapas donde la simulacién se realiza a partir de distribuciones
analiticas Normal-Gamma inversas se utiliza el algoritmo polar (Box y Mu-
ller, 1958) para simular de la distribucién Normal y para simular de la
distribucién Gamma, el algoritmo de Best en combinacién con el teorema
de Stuart (Devroye, 1986, pp. 182 y 410).

En las etapas donde la simulacién se realiza por Metropolis, para la com-
paracion de las funciones de densidad en los nuevos pardmetros generados
y los anteriores en la MCMC, se requiere la evaluacién de una parte de la
funcién de verosimilitud. En concreto, no resulta trivial la evaluacién de la
funcién de supervivencia Gamma dado que se precisa la integral Gamma



3.2. Implementacién del modelo Gamma-poligonal aditivo 69

incompleta. Esta puede obtenerse utilizando el algoritmo AS32 (Bhatta-
charjee, 1970), basado en un desarrollo en serie de Pearson y en fracciones
continuas. No obstante, para valores grandes del parametro o puede dar
errores numéricos en casos muy atipicos. Para evitar esto, lo que hacemos
es modificar dicho algoritmo para calcular:

+00
log Ga(a, B),
0

pues es lo finico que se necesita para la supervivencia Gamma. De este
modo hemos conseguido evitar todos los errores numéricos comentados con
anterioridad.

Por otra parte, también se precisa la evaluacién de la funcién Gamma,
tanto para el calculo de la supervivencia Gamma como para el de la funcién
de azar. Utilizamos el algoritmo ACM291 (Pike y Hill, 1966) para calcular
el logaritmo de la funcién Gamma y obtenemos el logaritmo de la funcién
de azar como diferencia del logaritmo de la funcién de densidad Gamma y
el logaritmo de la supervivencia. De esta forma evitamos también errores
numéricos.

Como apoyo informético a la implementacién del método de anélisis,
en primer lugar se confeccioné un programa llamado lectura, en Fortran 77,
para la lectura de datos. Bastante genérico, tan s6lo requiere leer los mismos
de un fichero en un determinado formato. Asfmismo, el programa calcula
todos los estadisticos que son comunes a las distintas etapas del anAlisis,
entre los que cabe destacar los ¢j, j =1,...,9+1, dados en la proposicién
2.3.2 y escribe toda esa informacién en un nuevo fichero para su posterior
utilizaci6n.

Para la obtencién de la MCMC utilizando el algoritmo de Gibbs se de-
sarrolld, también en Fortran 77, otro programa llamado mcmc que ofrece
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la posibilidad al usuario de obtener una primera aproximacién a la funcién
de azar poligonal de cada uno de los grupos o bien generar la cadena de
Markov para su an4lisis con CODA y para la obtenci6on de predicciones. En
la primera opcién, se trata de dividir el eje temporal en un nimero suficien-
temente grande de puntos para aproximar el azar poligonal con la media
de los correspondientes parametros 7's del grupo generados en la MCMC.
Asi, la funcién de azar poligonal tiene un gran ntimero de segmentos de
definicién y puede, por tanto, recoger perfectamente la forma del azar base.
Una vez observada la forma del azar base, puede buscarse una poligonal
més sencilla que también la aproxime suficientemente y que tenga menos
parametros. Para ello s6lo hay que elegir adecuadamente los puntos no
triviales del eje. La segunda opcién del programa genera una cadena de
Markov con los parametros finalmente considerados, asf como dos ficheros,
coda.ind y coda.out, para el anélisis de la convergencia con CODA. Los pa-
rametros de la MCMC se escriben en un fichero con un formato adecuado
para su utilizacién con el programa de prediccién, mientras que los ficheros
coda.ind y coda.out contienen la misma informacién en el formato ad hoc
para la aplicacién de CODA.

El tercer y dltimo de los programas desarrollados, predic, calcula fun-
ciones y medidas predictivas para nuevos individuos. Proporciona las co-
ordenadas de los puntos para el dibujo de las funciones de azar, densidad
y supervivencia predictivas para valores concretos de las covariables, con y
sin bandas de confianza para las mismas, y calcula la media y varianza de
la distribucién predictiva. Las bandas de confianza se han obtenido como
intervalos de confianza puntuales para cada uno de los puntos de dibujo.
Esto es, no son bandas de confianza sobre la distribucién final, sino que co-
mo las funciones predictivas se calculan por Monte Carlo en cada uno de los
puntos, podemos obtener, aplicando el teorema central del limite, el error
Monte Carlo cometido y el correspondiente intervalo de confianza puntual



3.2. Implementacién del modelo Gamma-poligonal aditivo 71

del 95% para el valor de la funci6n predictiva en el punto de dibujo.

La metodologia de anilisis de un banco de datos cualquiera ha sido,
genéricamente, la siguiente. Previa lectura y adecuacién de los datos con
el programa lectura y dividido el eje temporal en bastantes (de 10 a 20)
intervalos con suficiente informacién (nimero de datos) en cada uno de ellos,
se obtiene una aproximacién a la funcién de azar poligonal con la opcién
correspondiente del programa mcme. Se elige una particién definitiva del eje
temporal teniendo en cuenta, basicamente, los cambios de monotonicidad de
la aproximacién anterior y de modo que no haya diferencias considerables
en el nimero de tiempos de supervivencia en cada uno de los intervalos.
Como tan so6lo se trata de recoger la forma genérica del azar poligonal,
unos pocos puntos son suficientes para realizar ya el anélisis definitivo. Con
esta partici6n, procesamos los datos y la nueva informacién con lectura y
obtenemos con mcmc una cadena de Markov cuya convergencia analizamos
con el programa CODA. Una vez alcanzada la convergencia y obtenida una
muestra de la distribucién final, utilizamos predic para la obtencién de los
puntos de dibujo de las funciones predictivas deseadas.
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3.3 Datos simulados

3.3.1 Banco de datos 1

Este primer banco de datos consta de un tnico grupo de 100 individuos
con dos covariables. Consideramos otra covariable adicional z;, constante
e igual a 1, para que aparezca el término independiente en la combinacién
lineal, mientras que z2 y 3 miden caracteristicas propias de cada individuo
y fueron simuladas a partir de distribuciones N (0, 1) independientes.

Los parametros de este modelo correspondientes a la funcién de azar
poligonal son:

M =(0.1,0.2,0.2,0.3,0.1),

con a = (1,3,5,8)' como divisiones no triviales del eje temporal y los rela-
tivos a las covariables:

b= (7.5,-0.5,1), o2 =1,
ps =0, ag =1

Generamos 100 tiempos de supervivencia a partir de este modelo utili-
zando un mecanismo de censura progresiva por la derecha. Consideramos
el tiempo de entrada en el estudio proveniente de una distribucién uniforme
entre 0 y un tiempo final fijo y establecimos la censura cuando el tiempo
generado més el tiempo de entrada en el estudio fuera mayor que el tiempo
final fijo. De este modo, obtuvimos para este banco de datos un 16% de
tiempos censurados.

Los pardmetros b y ug, en conjuncién con las covariables, dan lugar a
elevados valores para la media de loga. Ademaés, como 3 estd alrededor
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de uno, esto quiere decir que la funcién de azar Gamma de este modelo
es muy pequefia en comparacién con el azar poligonal y que, por tanto,
las covariables apenas influyen. Por ello, realizamos un primer anélisis del
modelo sin incorporar éstas y teniendo en cuenta, por tanto, sélo el azar
poligonal.

Tras observar una rapida convergencia del vector paramétrico (), des-
echamos 100000 pasos iniciales y efectuando saltos de 10 pasos obtuvimos
una MCMC de tamaiio 1000 con la que predecir supervivencias. Es de re-
saltar la buena convergencia de los cinco pardmetros del azar poligonal y lo
bien que se mezcla la MCMC en este modelo. En la figura 3.1 se represen-
ta la funcién de supervivencia del modelo correcto, calculada en z; = 0 y
z3 = 0 (cualquier otro par de valores razonables para las covariables propor-
cionan una curva de supervivencia indistinguible de la aquf representada)
y la supervivencia predicha por nuestro analisis. Las bandas de confianza
presentan el intervalo de confianza puntual al 95%. El error Monte Carlo
cometido en la prediccién es tan pequeno que dichas bandas de confianza
se superponen con la estimacién de la funcién de supervivencia.

En la tabla 3.1 se proporciona la media y desviacién tipica de las fun-
ciones anteriores.

modelo predictiva
media 4.21 5.04
desviacién 4.08 5.35

Tabla 3.1: Media y desviacién tipica del modelo correcto y de la denszdad pre-
dictiva sin utilizar covariables. Banco de datos simulados 1.

Como en ellas puede observarse, obtenemos una prediccién para la fun-
cién de supervivencia muy parecida a la verdadera, con una media ligera-
mente superior y una mayor varianza, como suele ocurrir en toda distri-
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predictiva
bandas
modelo

0.8 .
0.6 -
0.4 -
0.2

0.0 -

Figura 3.1: Funcion de supervivencia del modelo correcto y su prediccion sin

utilizar covariables. Banco de datos simulados 1.

bucidén predictiva. También se observa en la figura 3.1 que las dos curvas
de supervivencia intersectan en un punto cercano a la media, siendo has-
ta entonces superior la supervivencia predictiva. Esto quiere decir que las
dos colas de la funcién de densidad predictiva son mas pesadas que las del

modelo.

Realizamos a continuacioén el analisis del modelo con las covariables,
partiendo del punto inicial b = 0, a2 = 1,p§ = 0, o = 1Yy =d",
donde d* = 0.19 es la estimacion méaximo verosimil de una funcién de azar
constante. Utilizando la misma particién temporal de la simulacion de los
datos, generamos 1000000 pasos en la MCMC (17 minutos). En la figura 3.2
puede observarse la evolucion de la cadena, cada 100 pasos, para distintos

parametros de la misma.
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Figura 3.2: Evolucion de algunos parametros de la MCMC con todas las cova-

riables en el estudio. Banco de datos simulados 1.
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El analisis de la convergencia de la MCMC con el programa CODA
se realizo sobre la segunda mitad de la cadena. De este modo, habiendo
desechado 500000 pasos iniciales y registrando 1 de cada 100 hasta obtener
una muestra de tamano 5000, obtuvimos los resultados que se recogen en

las figuras 3.3 y 3.4.

SUMMARY STATISTICS

Quantiles for each variable:

h-———————— + . mmmem———————- +
I VARIABLE | 2.57. 507. 97.57. 1
1 1

1 bl 1 22.50000 33.00000 56.50000 |
1 b2 | 3.47000 12.20000 17.20000 |
1 b3 | 9.89000 13.20000 19.30000 |
1 mub | -1.65000 -0.00410 1.54000 1
I taol | 0.00393 0.06610 0.20700 1
I tao2 | 0.07870 0.14200 0.23300 |
I tao3 | 0.11700 0.20500 0.31900 1
I tao4 | 0.22300 0.36300 0.53800 |
I tao5 | 0.08120 0.15500 0.26500 |
---------- + e 4

Figura 3.3: Intervalos intercuantilicos, obtenidos con CODA, de algunos parame-
tros de la MCMC considerando todas las covariables en el estudio. Banco de datos

simulados 1.

Los valores tan grandes obtenidos para las estimaciones de las compo-
nentes del vector paramétrico b dan lugar a valores muy elevados para la
media de logo:, indicando que la parte paramétrica de la funcion de azar
apenas influye en el azar del modelo. Esto es, la suma de los dos azares,
Gamma y poligonal, es practicamente el poligonal, como era presumible.
Ademas, ello puede conllevar una gran variabilidad en estos parametros

(dentro de un rango de valores grandes), con una autocorrelacién muy al-
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GEWEKE CONVERGENCE DIAGNOSTIC (Z-score):

RAFTERY AND LEWIS CONVERGENCE DIAGNOSTIC:

1
I VARIABLE |
i

bl |
b2 |
b3 1
mub |
taol

tao2 |
tao3 |
tao4d |
tao5 |

HHR HHHARRR

Thin
(k)

H R R RKRERDNDWRW

Fraction in 1lst window =0.1
Fraction in 2nd window = 0.5
_+ + +_
I VARIABLE | MCMC \
1 i
1 bl 1 -28.200 1
1 b2 | 20.600 1
1 b3 1 -29.100 |
I mub | 0.309
I taol | -1.170 \
| tao2 | 1.570 1
1 tao3 1 2.290 1
I tao4 | 2.110 \
tao5 | -2.420 |
+ § 4—

Accuracy
Probability = 0.

Burn-in

Quantile = 0.025
= +/- 0.005

(M)

144
165
42
40
117

(S, I § ]

Total
(N)

142482
179043
41955
42556
126817
5038
5771
4713
6078

95

Lower bound
(Nmin)

3746
3746
3746
3746
3746
3746
3746
3746
3746

Dependence
factor (I)

38

47.
11.
11.
33.
1.34
1.54
1.26
1.62

© &~ N ©

77

Figura 3.4: Andlisis de la convergencia, obtenida con CODA, de algunos pa-

rametros de la MCMC considerando todas las covariables en el estudio. Banco de

datos simulados .
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ta y provocar, por la falta de informacién que aportan los datos sobre los
mismos, la no convergencia de los parametros (ver figura 3.4). Un compor-
tamiento similar hemos observado en otros estudios simulados en los que
inclufamos covariables que no habian sido usadas en la simulacién. En esos
casos hemos observado dos tipos de comportamiento. Bien la distribucién
final sobre el coeficiente de la covariable se centraba en cero, con poca va-
rianza, o bien tomaba valores muy elevados con mucha varianza, como en
este estudio.

Posteriormente, realizamos la seleccién de variables no considerando z2 y
obtuvimos una MCMC de tamafo 10000 desechando 600000 pasos iniciales
y efectuando saltos de 50 paso