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I N T R O D U C C I O N

Hacia los años 50,  en un t r a b a j o  no pub l i ca do ,  y para  
ap l i c a c ió n  en Teor ía  de Galois y de cuerpos de c la se s ,  J.  Tate  
modi f icó los grupos de homología y cohomología Hn (G,A) y 
H (G,A) de un grupo f i n i t o  G con c o e f i c i e n t e s  en un G-módulo 

A, mediante el  homomorfismo N*: Hq(G,A) — > H (G,A) inducido  
por el homomorfismo norma

|G|
Na = £ x . a  aGA x . 6G

i  = l  1 1

resul tando as í  la  denominada sucesión der ivada  completa de G:

H n (G , A) = Hn(G,A) n>0

H”n( G ,A) = Hn_ 1(G,A) n>l

H 0 (G,A)  = coker N*

H 0 (G,A)  = ker  N*

Los grupos asi  obtenidos presentan esencia lmente dos 
venta jas  desde el punto de v i s t a  a lg e b r a i c o ;  en pr imer  lug ar
el  hecho de que toda la  sucesión der ivada completa de G puede
c a lc u la r s e  a p a r t i r  de una reso luc ión de G-módulos l i b r e s  f i n i 
tamente generados , q 6 2 , tomando cocientes  en el  complejo  
t ransformado mediante el  f u n t o r  Homr ( — , A ) . En segundo l u g a r ,  
el hecho de que queda re lac ionado  el nuevo grupo H (G,2Z) con 
el  orden de G, a d i f e r e n c i a  de lo que ocurre para la  cohomolo
gía  usual donde H^(G,2Z) es independiente del grupo G.

Es también de espec ia l  i n t e r é s ,  y pr imer  motivo para  
el  contenido de la presente memoria,  el  que l a  sucesión d e r i 
vada completa de un grupo f i n i t o  G permi te  i n t r o d u c i r  el
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concepto de p e r i o d ic id a d  de los grupos de cohomología de Tate  
de un grupo f i n i t o  G. El concepto de p e r io d ic id a d  es debido 
a A r t i n  y Tate y es d e s a r r o l l a d o  por Cartan y E i lenberg  en el  
c a p í t u l o  X I I  de [ l ] ,  ge ne ra l i zá nd o l o  al caso r e l a t i v o  de p-pe-  
r i o d i c i d a d  (p e r i o d i c i d a d  para las componentes p - p r i m a r i a s )  por 
el  que r e s u l t a  que un grupo es pe r ió d i c o  si y sólo si es p -pe-  
r i ó d i c o  para todo primo p. Se obt ienen además c a r a c t e r i z a c i o 
nes a lgebra icas  del t i p o  s i g u i e n t e :

"Dado un grupo f i n i t o  G y p un d i v i s o r  primo de |G | :

1) nn es un p-per íodo de G si  y sólo si  l a  componenteP A
p - p r im a r i a  de H P(G,2Z) es un grupo c í c l i c o  de orden 
p - | G | .

2) G es p - p e r ió d ic o  si y sólo si  todo p-subgrupo de 
Sylow de G es c í c l i c o  o c u a t e rn ió n ic o  g e n e r a l i z a d o . "

Como a p l i c a c ió n  to po lóg ica  de estos conceptos,  Cartan  
y E i lenberg demuestran también el  s i g u i e n t e  re su l ta d o :  "Si
G es un grupo f i n i t o  que opera sin puntos f i j o s  sobre una es
f e r a  Sn con n impar ,  necesar iamente G es pe r ió d i c o  de p e r í o 
do un d i v i s o r  de n + 1".  ^

C a s t e l l e t ,  en [2] es tud ia  l a  a p l i c a c i ó n  topo lóg ica  del 
concepto de p - p e r i o d i c i d a d  obteniendo en t re  ot ros el  resu l tado  
s i g u i e n t e :  "Si G es un grupo f i n i t o  que opera sin puntos f i j o s
sobre una var iedad compacta con l a  misma homología que Sn con 
c o e f i c i e n t e s  en , y n es impar ,  entonces necesar iamente G 

es p - p e r ió d ic o  de p -per íodo un d i v i s o r  de n + l','.

La Tesis que p re sento ,  bajo el  t í t u l o  " P er io d i c i da d  en 

grupos de dimensión cohomológica v i r t u a l  f i n i t a " ,  se d i v id e  
esencia lmente en dos par tes  ambas de contenido a l g e b r a i c o .  La 
pr imera abarca los dos pr imeros c a p í t u l o s  y en e l l o s  se i n t r o 
duce el  concepto de grupo f i n i t o  semiper iód ico  como g e n e r a l i 
zación del concepto de p e r io d ic id a d  para grupos f i n i t o s  que
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d e s a r r o l l a r o n  Cartan y E i l enberg  en [ 1 ] .  En un apéndice al 
f i n a l  de l a  Tesis se demuestra,  haciendo uso de un t r a b a j o  de 
6 . Lewis,  [ 1 0 ] ,  que todo grupo f i n i t o  que opera sin puntos f i 
jos conservando la  o r i e n t a c i ó n  sobre un producto de es feras  
SnxSn , con n impar es necesar iamente s e m i p e r i o d i c o . Esto j u s 
t i f i c a  por un lado el es tud io  de l a  s e m i p e r i o d i c i d a d , y por 
ot ro  nos permite u t i l i z a r  los resu l tados  obtenidos para d e t e r 
minar algunas condiciones bajo las que un grupo f i n i t o  no pue
de ac tuar  s in puntos f i j o s  conservando la  o r i e n t a c i ó n  sobre 
productos de esferas  SnxSn , genera l i zando  as í  el  r es u l tad o  
topológico de Cartan y E i l e n b e r g .

En 1977 F a r r e l l ,  en [ 6] ,  ex t iende  la  cohomología de Tate  
a grupos de dimensión cohomológica v i r t u a l  f i n i t a ,  grupos que 
son una g e n e r a l i z a c i ó n  de los grupos f i n i t o s .  En l a  segunda 
parte  de l a  Tesis in t roduzco los conceptos de p e r i o d ic id a d  y 
p - p e r i o d i c i d a d  de l a  cohomología de F a r r e l l  de un grupo de d i 
mensión cohomológica v i r t u a l  f i n i t a ,  como g e n e r a l i z a c i ó n  de 

los conceptos estudiados por Cartan y E i l e n b e r g .  El es tud io  
de la  p e r io d ic id a d  y p - p e r i o d i c i d a d  de estos grupos lo j u s t i 
f i c a  el hecho de que los grupos de dimensión cohomológica v i r 
tu a l  f i n i t a  y cohomología de F a r r e l l  p - p e r i ó d i c a  son los ú n i 
cos que pueden operar  s in puntos f i j o s  sobre determinados  
CW-complejos no f i n i t o s ,  que se pueden i n t e r p r e t a r  como gene
r a l i z a c i o n e s  del concepto de es feras  homológicas módulo p.
Los resu l tado s  obtenidos en esta  segunda par t e  se u t i l i z a n  en 
los dos úl t imos ca p í t u lo s  para e s t u d i a r  la  p e r i o d ic id a d  y 
p - p e r i o d i c i d a d  de los grupos de mat r ices S L ( n , 2 )  para n^2.

En el  c a p í t u l o  1 se re co p i la n  los resu l tados esenc ia le s  
sobre la  cohomología de Tate de un grupo f i n i t o ,  todos e l l o s  
contenidos en el  c a p í t u l o  X I I  de [ l ] . Se e x p l í c i t a  la cohomo
l o g ía  de los grupos abe l ianos f i n i t o s  asi  como la  de los g r u 
pos n i l p o t e n t e s  f i n i t o s  en r e l a c i ó n  con la  cohomología de sus 
p-subgrupos de Sylow.
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En el segundo c a p í t u l o  se in t roduce el  concepto de se
miperíodo de un grupo f i n i t o  G, de f in ie nd o  un semiper íodo como 
un número na tura l  n t a l  que el coc iente  HnG/Hn"*G es suma de 
dos c í c l i c o s  y su orden es | G | .  A un grupo f i n i t o  G lo deno
minaremos de t ip o  MSP si admite algún semiper íodo n de manera 
que todos los m ú l t ip lo s  de n son también semiperíodos de G.

Se c a r a c t e r i z a n  los grupos abel ianos f i n i t o s  de t i p o  
MSP obteniendo que son exactamente aquel los  que pueden expre 
sarse como suma de dos c í c l i c o s ,  r esu l ta do  que pasa a ser  una 
g e n e r a l i z ac ió n  de la c a r a c t e r i z a c i ó n  dada por Cartan y E i l e n 
berg en v i r t u d  de la cual un grupo ab e l i ano  f i n i t o  es p e r i ó 
dico si y sólo si es c í c l i c o .

Se demuestra también en este c a p í t u l o  que un grupo ni 1 - 
potente f i n i t o  es de t i p o  MSP si  y sólo si  lo  es cada uno de 
sus p-subgrupos de Sylow. Y respecto a los grupos que son 
extensión e s c in d ió l e  de un c í c l i c o  por o t ro  c í c l i c o ,  se de
muestra que son de t ip o  MSP y se c a r a c t e r i z a n  los semiper íodos.

El c a p í t u l o  3 es un c a p í t u l o  a u x i l i a r  conteniendo todo 
lo que poster iormente  se ne ces i ta  sobre dimensión cohomológica 
y dimensión cohomológica v i r t u a l  de un grupo sobre un a n i l l o  
u n i t a r i o  y conmutat ivo.  La mayoría de los resu l tados de este  
c a p í t u l o  pueden encontrarse  en [ 8] para el  a n i l l o  TL y en [3] 
para un a n i l l o  u n i t a r i o  y conmutat ivo c u a l q u ie r a  R.

En el  c a p í t u l o  cuar to he reformulado el  t r a b a j o  de 

F a r r e l l  sobre la  cohomología de un grupo de dimensión cohomo
lóg ica  v i r t u a l  f i n i t a  respecto de un D . I . P . .  En p a r t i c u l a r  

se demuestra la e x i s t e n c i a  y un ic idad de reso luc iones comple
tas de F a r r e l l  sobre un dominio de id ea l es  p r i n c i p a l e s  R, se 
da un análogo del Lema de Shapiro para la  cohomología de F a r r e l l ,  
y se es tud ia  por ú l t imo el que denomino "Teorema de c o in c id en 
cia  con la  cohomología usual" en el  que se demuestra que si la
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dimensión cohomológica v i r t u a l  de un grupo G es s ( f i n i t a ) ,  
entonces:

1) Hn (G,A) = Hn(G,A) Vn>s y todo G-módulo A.
c

2) Ex is te  un epimorf ismo H (G,A) -----> H (G,A) para
todo G-módulo A.

En el c a p í t u l o  5 se def inen conceptos p a r a le lo s  a los 
de sar r o l l ados  por Cartan y E i l enberg  sobre p e r io d ic id a d  y 

p - p e r io d ic id a d  de l a  cohomología de F a r r e l l ;  conceptos que ge
n e r a l i z a n  los a n t e r i o r e s  y que, también como e l l o s ,  son he re 
dados por subgrupos.

Hay que destacar  en este c a p í t u l o  la obtención de dos 

teoremas,  el ( 5 . 3 . 5 )  y el  ( 5 . 3 . 6 ) ,  que r es u l t an  fundamentales  
para el es tu d io ,  en los dos c a p í t u lo s  s i g u i e n t e s ,  de l a  p e r i o 
d i c id ad  y p - pe r i  odi ci  dad de los grupos de mat r ices  SL(n,2Z) .
En ambos teoremas se r e la c io n a  la  p e r i o d i c i d a d ,  o en su caso 
l a  p -p e r io d ic id a d  de un grupo de dimensión cohomológica v i r 
tu a l  f i n i t a  con la de su cociente  por un subgrupo normal de 
í n d i ce  f i n i t o  y l i b r e  de t o r s i ó n .  Para la obtención de ambos 
teoremas ha resu l tado  de espec ia l  u t i l i d a d  el t r a b a j o  de 
Swan "P er iod ic  re so lu t i o n s  f o r  f i n i t e  groups" [22] que j u s t i 
f i c a  la e x is t e n c ia  de c i e r t a s  reso luc iones p e r ió d ic a s .

El es tudio  de la p e r io d ic id a d  y p - p e r i o d i c i d a d  de los 
grupos de matr ices S L ( n , 2 )  lo he separado en los c a p í t u lo s  
6 y 7 en base a l a  e s t r u c t u r a  espec ia l  de S L ( 2 , Z )  como pro 
ducto amalgamado de dos grupos c í c l i c o s  de ordenes 4 y 6 a 
t ravés  de ot ro de orden 2. En el c a p í t u l o  sexto se es tud ia  
pues en pr imer  lugar  la e s t r u c t u r a  de SL(2,Z£); se demuestra 
que el  subgrupo der ivado es l i b r e  de índ ice  f i n i t o  y que el  
co c ien te  de S L ( 2 , Z )  por su der ivado es c í c l i c o  de orden 12.
Con todo e l l o  puede a p l i c a r s e  el teorema fundamental  sobre
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pe r io d i c id a d  dado en el  c a p í t u l o  a n t e r i o r ,  obteniendo que 
SL(2,52) es per ió d ico  de período 2 y ca lculando su cohomología 

de F a r r e l l  con c o e f i c i e n t e s  en 5Z, que r e s u l t a  ser:

H2q(SL(2,ZZ),ZZ) = TL?

Vq 6 2
H2q + 1(SL(2,ZZ),ZZ) = 0

Por úl t imo el  c a p í t u l o  7 está dedicado al  es tud io  de 
la  p - p e r io d ic id a d  de los grupos SL(n,ZZ) para n>2,  obteniendo  
que para todo primo p, cumpliendo í )-+l<p<n-2,  SL(n,2Z) es 
p- pe r ió d i co  de p-per íodo 2 ( p- 1 ) .  Este r es u l tad o  se obt iene  
como conjunción de los dos razonamientos s ig u ie n t e s :

1) Se comprueba que es a p l i c a b l e  a SL(n,ZZ) el  teorema 
fundamental  de p - p e r i o d i c i d a d  obtenido en el  c a p í 
t u lo  5 por el  que se demuestra haciendo uso de un 
t r a b a j o  de Swan ( [ 2 1 ] ) ,  que S L ( n , Z )  es p - p e r ió d ic o  
de p-per íodo un d i v i s o r  de 2( p- 1) para p>^-+l.

2) Se demuestra que SL(n,2Z) cont iene  al grupo a l t e r n a 
do An como subgrupo y que éste es p - p e r i ó d i c o  de 
p-per íodo 2( p- 1) para ^-+l<p<:n -2 .

Al f i n a l  de la  Tesis inc luyo  un apéndice en el  que se 
j u s t i f i c a  el i n te r é s  del es tud io  de los grupos semiper iodieos  
y de t ip o  MSP en base a un r es u l tad o  de G. Lewis en [10] por 
el que todo grupo f i n i t o  que opera sin puntos f i j o s ,  conservan
do l a  o r i e n t a c i ó n ,  sobre un producto de es feras  SnxSn , con n 
impar ,  es semiper iod ico y n+1 es un semiper íodo.  Como conse
cuencia de las propiedades obtenidas en el  c a p í t u l o  2 , se de
muestran algunos resu l tados conocidos en el  campo de l a  Topo
lo g ía  como son que el grupo 2p@2 (̂9ZZp no puede operar  sin puntos 

f i j o s  conservando la  o r ie n t a c ió n  sobre ningún producto de
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esferas  SnxSn ; o condiciones bajo las que una extensión es ci n-  
d i b le  de un grupo c í c l i c o  por o t ro  c í c l i c o  no puede operar  
sobre un producto de esferas SnxSn sin puntos f i j o s  y conser 
vando la  o r i e n t a c i ó n .

Finalmente quiero mostrar  mi agradec imiento a todos 
aquel los que me han ayudado en l a  r e a l i z a c i ó n  de este  t r a b a j o  
y muy especialmente al  Dr.  M. C a s t e l l e t  de la  U n i v e r s i t a t  
Autónoma de Barcelona por la  d i re c c i ó n  de esta memoria.

V a le n c ia ,  Marzo de 1981
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C A P I T U L O -  1

COHOMOLOGIA DE TATE DE GRUPOS FINITOS

En este c a p í t u l o  se re co p i la n  los resu l tados ese nc ia l es  
sobre la cohomología de Tate de un grupo f i n i t o ,  todos e l l o s  
contenidos en el c a p í t u l o  X I I  de [1] . En los dos úl t imos a p a r 
tados exp l i c i t a r em os  la  cohomología de los grupos abel ianos  
f i n i t o s  as í  como la  de los grupos n i l p o t e n t e s  f i n i t o s  en r e l a 
ción con la cohomología de sus p-subgrupos de Sylow.

A lo la rgo de este c a p í t u l o  G designará siempre un grupo 
f i n i t o  y SpG representa rá  un p-subgrupo de Sylow de G.

(1.1) COHOMOLOGIA DE TATE

( 1 . 1 . 1 )  Dado el grupo f i n i t o  G, una re so luc ión  completa de G 
es un complejo a c í c l i c o

d _ dn
• • •  — > X n xn- l  — ♦ — * X Q - 2, X _ !  —  • • •

de G-módulos l i b r e s  f i n i t a m e n t e  generados,  donde dg se descom 

pone a t ravés del G-módulo t r i v i a l  TL como

0 -1
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( 1 . 1 . 2 )  En [ l ]  (Cap. X I I  - Apt.  1, 2 y 3) se demuestra que 
todo grupo f i n i t o  G admite una reso luc ión  completa y que ésta  
es única salvo homotopía,  lo que permi te  d e f i n i r  la  cohomo
l o g í a  de Tate de G sobre un G-módulo cu a l q u i e r a  A como

H n( G, A) = Hn(HomG( X , A ) ) Vn6Z

( 1 . 1 . 3 )  En r e la c ió n  con la homología y cohomología usual del  
grupo G se demuestra

H n (G , A) = Hn( G , A) n>0

H- n (G,A) = Hf)_1 ( G, A) n>l

H 0 (G,A) = coker N*

H’ *(G ,A) = ker N*

donde N*:  Hq(G,A) — > H (G,A) es el  homomorfismo inducido a 
p a r t i r  del homomorfismo norma N: A  >A d e f i n i d o  por

|G|
N a = Z xn-a x . 6 G

i = l  1 1
A

( 1 . 1 . 4 )  Si |G|=m, entonces mH(G,A)=0,  es d e c i r ,  todo elemen
to de H(G,A) es de orden un d i v i s o r  de | G | .  En p a r t i c u l a r  si
G es abe l i ano  f i n i t o  y e es su exponente eH(G,A)=0 ,  [14] (Cap.  
10 - pgs. 29 2 -2 93 ) .

( 1 . 1 . 5 )  Si A es un G-módulo f i n i t a m e n t e  generado,  entonces
H(G,A) es f i n i t o ,  [26] (Cap. I I I  - Prop. 3 . 1 . 9  - pg. 8 9 ) .

A • A  •

( 1 . 1 . 6 )  Representaremos por H G a los grupos H ( G,2Z) conside-  

rando Z  como G-módulo t r i v i a l ,  que según ( 1 . 1 . 5 )  son abe l ianos  

f i  ni t o s .
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( 1 . 1 . 7 )  P tiopo6¿c¿6n , Vn6TL HnG = H nG

Demostración.  Según el  Teorema de Dual idad [ l ]  (Cap. X I I  - 
Tma. 6.6 - pg. 250) VnCZZ se t i e ne

HnG * Hom(H"nG,ZZ| 6 | )

Los teoremas de e s t r u c t u r a  de grupos abel ianos f i n i t o s
A

nos permiten descomponer H” G como suma de c í c l i c o s  cada uno 
de los cuales es de orden un d i v i s o r  de |G| según ( 1 . 1 . 4 ) .  
Puesto que Hom(-,2Z|g|)  conserva sumas f i n i t a s  y Hom(ZZ^,Zs ) -  

~ %■( v* tenemos que Hom( H”nG ,2i  r  t  ̂ H~nG y por lo tan to
VneZZ se t i e ne  H G * H nG.

A o( 1 . 1 . 8 )  PtLopo6¿c.¿6n. 1) H G = 2Z| q |

2) H±aG = 0

* 4 . O

3) H G = Gab

Demostración.  Haciendo uso de ( 1 . 1 . 7 )  y puesto que H ^ ( G ,Z )  = 
= TL = H0 (G,2Z) y H ^ G . Z )  = Gab , [9] (Cap.  VI -  Apt .  3 y 4) 
tenemos:

1) H°G = coker N* = ° ¿ } = ^  = Z|G|

2) Í^G = H_1G = ker N* = 0

3) H2G = Í Í ' 2G = Hj íG.ZZ) = Gab

( 1 . 1 . 9 )  P r o p o s i c i ó n , La cohomología de Tate  del producto de 

dos grupos f i n i t o s  a c o e f i c i e n t e s  en TL v iene dada por:
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H£ n (GlX G2 ) = /

ZZi n = 0 

n-2
HnG, © HnG, © © (Hk+1G. 8 Hn_l<G, )

1 ¿ k=l 1 ¿
n-k,

e =± 1 n “ 2 s\ i  ̂n -  l'
© © (HkG1 0 H kG9 )

k=2 1 ¿
n>0

Demostración.  Los casos n=0,  n=l  y n=2 son a p l i c a c ió n  d i r e c t a

de ( 1. 1. 8 ) ya que (G1xG2 ) flb = ( Gi ) a b ® ^G2^ab’ Para n>2 aPl i -  
caremos el  Teorema de Künneth para l a  cohomología de un p r o 
ducto [9] (Cap. VI -  Tma. 15.2 - pg. 223) que nos da la  s igu ien  
t e  sucesión exacta e s c in d ió l e

© (H Gj 8 H G2 ) H ^ H n. 1(G1xG2 ) - H >  9 Tor(H Gj .H G,)
p+q = n- 1 r  ̂ p+q = n-Z r n

Haciendo uso de ( 1 . 1 . 3 )  y ( 1 . 1 . 7 )  y puesto que Hq ( G ^ , Z )
-  TL y  T o r ( Z , —) = 0 = Tor(  — ,2Z) tenemos que Vn>2 y e = ± l :

Hen(G1xG2 ) = H ' " ( G1xG2 ) = Hn. 1(G1xG2 ) --n

© (H G1 0 H G J  © © Tor (HnG1#HnG?)
p+q=n-1 p 1 q ¿ p+q=n-2 P i q ¿

= (Hn. lGl  0 HqG2 ) © (HoGl 0 Hn. lG2)

"® i (HkGl 0 V l - k G2> ® Tor(Hn. 2Gl ,H0G2)

n-3
Tor (H0G1 ,Hn_2G2 ) © >Hn_2_kG2 )



12

Í T n G ,  ® í ¡ “ n G ? © n © 2 ( H " ^ k + 1 ^ G 1 0  p - ( n - k ) G ) 
1 ¿ k=l  1 ¿

n@3To r ( H"^ k+1^G1 ,H“ ^n' k’ 1^G?) = 
k= 1 1 ¿

HnG, © HnG9 © n©2 (Hk+1G1 0 Hn“ kG9 ) 
1 ¿ k=l  1 ¿

n - 2  A . A .
© To r ( H KG1 , H G9 ) 

k=2 ¿

iPor ot ro  l ado,  puesto que según ( 1 . 1 . 5 )  los H Gj son abe l i anos  
f i n i t o s  tenemos según [ l ]  (Cap. V I I  -  Prob.  1 - pg. 139) el  
isomorf ismo s ig u ie n te  que f i n a l i z a  l a  demostración

n-2 ^n-ir n-2 A. A i
© T o r ( H KG1,Hn KG9 ) *  © (HKGn 0 Hn KG9 )

k=2 1 ¿ - k=2 1 ¿

( 1 . 1 . 1 0 )  Según [ l ]  (Cap. X I I  -  Apt .  7) l a  cohomología de un 
grupo c í c l i c o  f i n i t o  G a c o e f i c i e n t e s  en el  G-módulo t r i v i a l  
TL v iene dada por:

A2n
H G -  * | G |  

H 2 n + 1 G = 0

Vnezz

( 1 . 1 . 1 1 )  Según [ l ]  (Cap. X I I  - Apt .  7) l a  cohomología de un 
grupo cu a te rn i ón ico  genera l i zado  G de orden 4 t  con t > l  v iene  
dada por:
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t  par  

t  impar

(1,2) RELACION DE LA COHOMOLOGIA DE TATE DE UN GRUPO CON LA 
DE SUS SUBGRUPOS

( 1 . 2 . 1 )  Sea G un grupo y U un subgrupo de G. Puesto que todo 
G-módulo es un U-módulo y toda re so luc ión  completa de G lo  es 
también para U, si A es un G-módulo y (X ,d )  es una reso luc ión  
completa de G ( 1 . 1 . 1 ) ,  podemos co ns i der a r :

1) La in c l us ió n  i :  Homg(X,A)  >Homjj(X,A)

2) El homomorfismo t r a n s f e r  t :  Homy(X,A)  >Homg(X,A)
de manera que Vf 6Honi|j ( X , A)

t f : X ---------------------> A
s -1

c ------------ Z c )
i = l  1 1

donde { y ^ ^  es un sistema de re pre sentan tes  de 
las c lases l a t e r a l e s  de G/U.

( 1 . 2 . 2 )  La in c lu s ió n  i y el  t r a n s f e r  t  inducen sobre l a  coho
mología de G y de U los homomorfismos r e s t r i c c i ó n  y c o r r e s t r i c 
ción respect ivamente

B I B L I O T E C A
FA601H0 C. MATEMATICAS

vnezz <

H G = Z4 t

p 4 n+1g = 0

fi4n+2G
K

Í¡4n + 3G = o
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r e s (GjU) : H(G , A) ---------> H(U,A)

c o r (G,U) : H(U,A) ---------> H( G »A)

Entre las propiedades que v e r i f i c a n  estos homomorfismos 

cabe destacar  que el  producto cor^G u ) r e s (G U) es 
cación por [G:U] según [26] (Cap. 2 -  Cor.  2 . 4 . 9  - pg. 76)

( 1 . 2 . 3 )  PAopo¿¿c¿ón. Sea p un d i v i s o r  primo de | G | ,  se t i e n e :

r e s (G,S dG) *
1) res : p-HG I— » HG — :--------------   ¥ HS G

es un monomorfismo.

c o r ( G,S G) ~
2) cor : HS G ---------------— 12---¥ HG — 1> p-HG

es un epimorf ismo.

A

3) HSpG = Im res © ker cor

Demostración.  |G| = pa s con ( p , s )  = l  y por tan to  |SpG| = pa y 
3t , q G Z  /  t p a + qs = 1

A

1) Si res x = res y con x , y 6p-HG y x^y,  según ( 1 . 2 . 2 )  
tenemos [G:S G]x = [G:S G]y,  lo que supone que elp p *
orden de x-y  d i v i de  a s en contra  de 0 /  x -y  6 p-HG.

*  a2) Si x6p-HG, necesariamente p x = 0 ya que según ( 1 . 1 . 4 )
A

|G|HG = 0.  Por o t ro  1ado

( c o r ¿ r e s ) (qx)  = [G:SpG]qx = sqx =

= ( 1- t p a ) x = x
A

por lo que res qx 6 p-HG es ant i imagen para x.
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3) Si x 6 Im res fl ker cor ,  tenemos cor x = 0 y x = res y
A

con y 6 p-HG, además como ( c o r o r e s ) y  = [G:SpG]y =
= cor x = 0 , necesar iamente y = 0 y por t an to  x = 0 .

A

Si x 6 HSpG se t i e n e ,

cor (x -  ( res oco r ) qx )  = cor x -  [G:SpG]cor qx =

= (1 -  [G:SpG]q)cor  x = (1 -  sq )cor  x = t p a cor x = 0

con lo que x = ( r e s0cor)qx + (x - ( r es oc o r ) qx )  donde 
x - ( r esoco r )qx  6 ker cor .

(1.3) GRUPOS CON COHOMOLOGIA DE TATE PERIODICA

( 1 . 3 . 1 )  V e .l¿ n¿ c¿ 6n . Sea n 6 IN y G un grupo f i n i t o ,  diremos
que n es un período de G si

Hn+1(G,A)  = h’ íG.A)  Viezz VG-m6dulo A

Obviamente si  n es un período para G todo m ú l t i p l o  de n 
también lo es.  Llamaremos período de G al  menor de los per íodos.

( 1 . 3 . 2 )  Psiopo6¿c.¿ón. Si n e IN son e q u iv a le n te s :

1) n es un per íodo de G

2 ) í¡nG -  Z |G|

Demostración.  La im p l ica c ió n  1) 2) es consecuencia inmed ia 
ta  de ( 1. 1. 8 ) p a r t i c u l a r i z a n d o  la  d e f i n i c i ó n  de n como per íodo  
de G para el caso A = TL e i = 0 .

La im p l ica c ión  2) = ^ 1 )  es consecuencia de que,  según [ l ]  

(Cap. X I I  -  Prop. 11.1 - pg. 260) la  a p l i c a c i ó n
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H1( G , A) ---------> Hn + 1(G, A)
a ---------------------> ag

es un isomorf ismo V i 6 2  y para todo G-módulo A, siendo g un
A n

generador del grupo c í c l i c o  H G.

( 1 . 3 . 3 )  ?s iopo6¿c¿ón. Si n es un per íodo de un grupo G, nece
sar iamente n es par .

Demostración.  Sea n un período de G y g un generador del grupo
A n

c í c l i c o  H G; si suponemos n impar se t i e n e  que 2g=0 según [1] 
(Cap. X I I  -  Apt .  11) con lo que |G |=2 ,  pero según ( 1 . 1 . 1 0 )  TL¿ 

sólo t i e ne  per íodos pares.

( 1 . 3 . 4 )  ?K opo¿¿c¿ón . Si n es un per íodo de un grupo G y U 
es un subgrupo de G, n es también un per íodo de U.

A

Demostración.  Sea g un generador de H G. Según ( 1 . 2 . 2 )  se 

t i e n e  ( c o r ^  y j o r e s ^  u ) ^ g = Por que elemento
( c o r(6 ujores^Q y ) ) 9  t ^ene o r den |U| y por lo tanto
reS(G t i e n e  orden mayor o igual  que |.U| . Como según ( 1 . 1 . 4 )  
los elementos de HnU t ienen de orden un d i v i s o r  de | U | ,  nece
sar iamente res^g y^g es de orden |U| lo que eq u i v a le  según [ l ]  
(Cap. X I I  - Prop! 11.1 - pg. 260) a HnU = y por ( 1 . 3 . 2 )
n es as í  un per íodo de U.

( 1 . 3 . 5 )  ? n .o p o s ic ió n . Un grupo abel iano f i n i t o  G es p e r ió d ic o  
si  y sólo si  es c í c l i c o .

Demostración.  Si G es c í c l i c o ,  ( 1 . 1 . 1 0 )  demuestra que G es 
per i  odi co .

Si G es ab e l i ano  no c í c l i c o  cont iene  un subgrupo de la  

forma ZLxZZ con p primo y si  suponemos G p e r i ó d i c o ,  según ( 1 . 3 . 4 )
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Z^xZp también será p e r ió d ic o .  Bastará pues con probar  que 
el  grupo no puede ser pe r i ó d ic o .

Si es per i ód i c o ,  por ( 1 . 3 . 2 )  tendríamos que
Hn (ZZpXZZp) -  Zp2 para algún n>0. Según ( 1 . 1 . 9 )  Hn (ZpXZp) con
t i e ne  como sumando d i r e c t o  a HnZp@HnSp. Como según ( 1 . 3 . 3 )  
n es pa r ,  r e s u l t a  de ( 1. 1. 10) que Hn (ZZpXZZp) cont iene a 
como sumando d i r e c t o  lo que se co nt rad ice  con el  isomorf ismo

Hn ( v V  = V -

( 1 . 3 . 6 )  P / i o p o . El grupo G es pe r ió d i c o  si  y sólo si  
todo p-subgrupo de Sylow es c í c l i c o  o c u a t e rn ió n ic o  g e n e r a l i 
zado.

Demostración.  Supongamos G pe r ió d ic o  y U un p-subgrupo de 
Sylow de G. Por ser  U p-grupo su cent ro es no t r i v i a l  y con
t i e n e  un subgrupo c í c l i c o  U' de orden p. Además U' es el  
único subgrupo de orden p en U ya que si  hubiera o t ro  U" t e n 
dríamos U' n U" = 1 y como U' está en el  centro de U, nece
sar iamente U contendr ía  a U'xU" que por ( 1 . 3 . 4 )  s e r ía  p e r i ó 
dico y ent rar íamos en cont rad icc ión  con ( 1 . 3 . 5 ) .

Como U cont iene un único subgrupo de orden p,  según 
[27] (Cap.  IV -• Tma. 15 - pg. 148) U es c í c l i c o  o c u a t e r n i ó -  
nico general  i z a d o .

Recíprocamente supongamos que todo p-subgrupo de Sylow 
de G es c í c l i c o  o cua te rn i ón ico  ge ne ra l i za do .  Como consecuen
c ia  de ( 1 . 1 . 1 0 )  y ( 1 . 1 . 1 1 )  todo p-subgrupo de Sylow de G es

CX i  ot
p e r i ó d ic o  de per íodo 2 o 4 ,  y según ( 1 . 3 . 2 ) ,  si  Pj • • • P ss es 
l a  descomposición en fac to re s  primos de |G | , en tonces  para

^ q  . ot •
cada i ,  el  grupo H 1S G es c í c l i c o  de orden p_.1 , generado por

P i , J
g. y siendo q. el  per iodo de S G (q .=2  o q . = 4 ) .I 1 P 4 1 1
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Sea r el mínimo común m ú l t i p l o  de los ordenes de los  
grupos de las unidades de cada uno de los a n i l l o s  (ZZpa¡,+ , - ) .  
Obviamente para cada p̂  , si  k es un entero  primo con p.¡ , pues
to que ¥  es i n v e r s i b l e  se t i e n e :

k4 r / q i = 1 (pq i )  

y según [ l ]  (Cap. X I I  - Prop. 11 .4  -  pg. 261)  cor g7r / ,qi es
 ̂a r ci ■?un elemento de p. -H G de orden p . ' .  La suma de todos e l l o s

y»

( l ^ i ^ s )  es un elemento de H G de orden |G| y en v i r t u d  de [ l ]  
(Cap. X I I  -  Prop. 11.1 - pg. 260) se t i e n e  H^r G -  Z | q | de donde,  
según ( 1 . 3 . 2 ) ,  concluimos que 4r  es un per íodo de G.

A i( 1 . 3 . 7 )  Ptiopo&¿c.¿6n. Si G es p e r i ó d i c o ,  H G = 0 Vi impar .

Demostración.  Si G es pe r ió d ic o  la propos ic ión  a n t e r i o r  nos 
i n d ica  que todo p-subgrupo de Sylow de G es c í c l i c o  o c u a t e r -  
n ión ico  genera l i zado  y según ( 1. 1. 10) y ( 1. 1. 11) HÍSpG = 0 
para todo i impar.

A  A

Puesto que cor:  HS G -----» p-HG es un epimorf ismo según
i ^( 1 . 2 . 3 ) ,  p-H G = 0 para todo i impar y todo primo p d i v i s o r  de

i
| G | ,  por lo t anto H G = 0 Vi impar.

(1.4) COHOMOLOGIA DE TATE DE UN GRUPO ABELIANO F IN ITO

( 1 . 4 . 1 )  ?JiopoA¿c¿ón. Sea G un grupo ab e l i an o  f i n i t o .  Consi  
deremos la  descomposición en c í c l i c o s  de G de la  forma:

í r > l
G = ZL ® ZL © • • •  ® 7L con m„>l•ti i  in £
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La cohomología dé Tate de G viene dada por:

Jje ( 2 n + 1 ) g ;= @ ( G « G . )
3 , n ” 1 3 ,n

Vn> 0 e = ± l

/*» o r  _
H G = G © © (G. . © G. J  Vn>0 e=± l

j =2 J >n ” 1 J »n - 1'

s iendo:  G.¡ = © • • •  ©

n  ̂p i +1
G. = © H G. 2< j< r0 »n i;1 uj  = J=

n ^ 2 .

G. = © H G. 2< j< r
J»n i = 1 0 =  -

Demostración.  Lo demostraremos por inducción sobre r .

Para r = l  los sumatorios de las dos expresiones a demos 
t r a r  carecen de sent ido por lo que He ^ n + ^ G  = 0 y He2nG = G 
que coinc ide  con lo v is t o  en ( l . l . l u )  para la cohomología de 
Tate de un grupo c í c l i c o .

Para r=2 ,  G = 2^ © y l a  proposic ión ( 1 . 1 . 9 )  nos da
las s ig u ie n te s  expresiones para la  cohomología de G:

Vn>0 , e = ± l :

£e(2n + l )6 _ ^ n  + l ^  0 j^n + l^, @ 2n@ 1( f¡k+12  0 H2n + 1" kZZ ) i
m j  n\ 2 k 1 j  Tn 2

® 2 0 0 j^ n + l-k j^  ) = ^ n + l ^  ffi ^ n + l ^ g

e _e ( h 21^  0 ¡52( n+1- ! ) 2̂  ) $ ¡5 ( h2i _ 1z^ e
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0 H2 ( n + 1" 1’ ) + 1ZZm ) ® "®1(H21Ẑ I) 0 f¡2 ( n_i  ̂+ 12̂  )

n-1
9 _® (H2^ -1 ^  0 H2i + 1ZẐ  )

Vn>0 , e= ± l :

He2nG = H2nZL ® H2n2L ® 2 ® 2 (Hk+12Z 0 H2n_kZZ ) 
n  2 k=l  ^ " l  2

2 ® 2 (HkZZ 0 H2n' kZZ ) = H2nZZ ® íi2nZL i 
K 2 j  ni 2 ni j  tn 2

ffi n®1 ( H21 ZL 0 H2 ^n' 1  ̂+ 12L ) ® n®1(H2l + 12Z 0 
i = l  ^ " l  2 1-1 ml

0 H2 ^n' 1^  ) 9 n«1{H2l Ẑ n 8 H2 ^ - 1 ^  ) ®

® n®2 ( H 2 l  + 12 m 0 H2 ^ " 1 ) " 1^  )

Teniendo en cuenta ( 1 . 1 . 1 0 )  estas expresiones quedan 

Vn>0 , e= ± l :

p e ( 2n+1 ) g = © 0 ZZ ) = nZ/ > = nZZ

Vn>0 » c = ± 1:

n-1
He2nG == Z.  9 Z  ® ® (ZZ 8 TL ) = 2Z_ 9 TL. 9 ( n - l ) Z ,  ,

1 2 i = l 1 2 1 ‘T12 ( m 1 , m2 )

= G 9 ( n - l ) Z ^
'2
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tenemos 

Vn> 0 ,

Vn>0 ,

el  caso

G

y sea G1
s is  de 
tenemos

Por ot ro l a do ,  para r=2 y teniendo en cuenta ( 1 . 1 . 1 0 )

e = ± 1? © ( G • i  © G • ) = G 0 i © G o
j  = 2 J »n_1 J»n 2 , n - l  2 ,n

n” ^ 2i + l  ̂ *  2 i= © I T 1 l 7L © © H¿17L = nZZ
i = l  2 i = l  ^°2 2

e = ± l :  G © © (G,
j = 2 j  , n -1 j  , n -1G. i )  = G © Go -i © G 9Z , n-1 Z , n-1

n_1  ̂2 i +1  ̂ nI 1 f,2i n-1
= G © © H TL © © H' 21 = G © © ZZ =

i = l  2 i = 1 2 i = l ^ 2

= G.© ( n - l ) Z ^

Quedan as í  comprobadas las expresiones buscadas para  
r =2 .

Supongamos ahora,

V  V i
con <

r>2
n,r + l> 1
mi I mi -1. 2< i < r +1

1 = Z Z ©  • • • © ZZ para quien supondremos por h ipóte  
2 r +1

inducción que la  proposic ión es v á l i d a  y por lo ta n t o

G'i -  Gi + i l < i  <r

n
G'.J »n e H G'. = ® H

i = l  J
n

n ^21+1
i = l Gj +1 = Gj + l , n

2 i n A 2 i —
H G*- = © H G . . 1 = G, + 1 n J i = 1 J + 1 j  + l»ni -1

2< j < r

2< j £ r

b i b l i o t e c a  

FACULTAD C. MATEMATICAS
V A l  E N C I A
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Vn>0 , e = ± l : He ^2n+1 ) ff = ® (G\ , 8 G'.¡ ) =
— j  = 2 J *11

Vn>0 , e = + l :  He2nG' = G '8 8 ( G'- „ , 8 G'. „ . )
j  _ 2  J » n - 1 j  9 n -  i

= G2 8 j ®2 ( Gj + i , n- l  9 Gj + l , n - l )

Según ( 1 . 1 . 9 )  tenemos Vn>0 y e= ± l :  

p e ( 2 n + l ) G = ¿ U n  + l ) ^  @ = H2n + 1^ ,  8 H2n + 1G'

8 2 ® 1( í ¡k+1ZZ e H2n + 1' kG') 8 2 ® 1(H k2hl 8 H2n+1_kG')
k= l ^ " l  k=2 ^ " l

= H2n + 12Z¡n 8 H2n+1G’ 8 8 (H2 ^n + * - 1 ^  0 H2l G') 8

8 (H2 ( n + 1-1 ) + 1Z  0 H2i _ 1G') 8
i = 2 ml

n®1( í¡2(n'1  ̂+ 1ZZ 0 H2l G') 8 ne1(H2^n”1 ẐZ 0 H2i + 1G') 
i = 1 n  1 = 1 ml

Teniendo en cuenta cual es la  cohomología de un grupo 

c í c l i c o  queda:

p e ( 2n+1 ) G = f¡2n + lG,0 J 0 h2i G')8 0 H2l + 1G')
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Al ser  el  exponente de G' tenemos que n^HG' = 0
según ( 1 . 1 . 4 ) .  Como HG' es abel iano f i n i t o  y m9 |m.,, tenemos

A A ¿ 1 1

8 HG'= HG' por di s t r i  but i  vi dad del producto t e n s o r i a l .  Con
toáo esto y ap l icando la  h i p ó t e s is  de inducción a G' tenemos:

fje(2n + l ) G = ¡}2n + l ff # 9 h21G'0 n®1H2i + 1G' = 6 (G. . , $ Gi + 1 n)
i = l  i = l  j=2 J+1"n' 1 J+1*n'

 ̂ * 0 -i ^________________ _
© © H¿1G9 © © H¿1 xG9 = © ( G . . ,  n , © G . n ) ©

i = l  2 i = i  2 j = 2 J *

G 9 © G 9 -i = © ( G -  , 1 « I ©  6 ^ 4 . 1  n )2, n 2 , n -1 j=i J + 1»n “ 1 j +1, n '

r+1 _
© ( G . 1 © G . )yL2 v J »n - 1 j,n'

lo que nos da la expresión buscada de He ^ n + ̂ G .

Razonando de modo análogo tenemos Vn>0 y e=±l:

He2nG = He2n(2^ ffi G‘ ) = ViZn\  ® H2 n G‘ ffi ? ® 2 ( Hk+ 1ZZm 0 H2n" kG‘ )
1 1 k-1 1

® 2 ffi 2 ( íí k2Z 0 H2n" kG') = H2n2Z ® íf2 n G' ® 
k=2 ^"l ®1-

® "®1(H2 ^n_1  ̂+ 1Z¡|) 0 H21 G') fi n®1( Í Í2^n'1 ^  0 H2i  + 1G') 9

e n®1(H2 ^n' i ẑz 0 h21g') e n®2 (H2 ( n ' 1' ) ' 12z 0 H21+1G’ ) = 
i=l "l i=l n



Z^ e H2nG' ® n® ( 22̂  0 H2l  + 1G‘ ) ® n® (ZẐ  0 H2i G')

TL ® H2nG' 9 " V  H21 + 1G‘ ® "e*  H2l G' = ZZ ® G, 0
T" !  i = i  i = i  ^ 1  2

r  _  n-1 a , , , . ,  n-1 a ?,
® ( G í j . 1 „  i  ® G . . ,  „  i )  ® ® H G ,  ® ® H Go  j - 2 0 + 1. n-1 j + l . n - 1 '  Í _ 1 2 - = 1 ¿

G © © ( G. . , n . © G. . ,  „ -,) © G9 . © G~ ,j _2 j  +1, n - 1 j  +1 , n - 1' 2 , n-1 2 , n-1

r +1 _
G © © (G • - © G . , )

j  = 2 J *n“1 J ,n“1

Ae>2 nque nos da la  expresión buscada para H G.

( 1 . 4 . 2 )  Coao I olaI o . En las condiciones de ( 1 . 4 . 1 )  se t i e n e  
que mpHe G = 0 Vn>0 y e= ± l .

Demostración.  Es consecuencia inmediata de ( 1 . 4 . 1 )  y ( 1 . 1 . 4 ) .

( 1 . 4 . 3 )  C o A o la n lo . En las condiciones de ( 1 . 4 . 1 )  se t i e n e  que

ííe2nG = G ® H6̂ 2n‘ 1 Ĝ ® ® H2n_1G. Vn>0 , e = ±l
j  = 2 J

Demostraci  ón.

G. = ® H21 + 1Gh = " e 1 H2i  + 1G. ® H2n + 1G, = G. , ® Í¡2n + 1G.
0 > n 1- _ 1 j  i  = 1 j  j  J > n - 1  j



Según ( 1 . 4 . 1 )  se t i e n e  Vn>0 y e= ± l :

r r * 2n - l) = G 9

G 9 H£ ( 2n- 1 )
j  = 2

(1.5) COHOMOLOGIA DE TATE DEL PRODUCTO DE r GRUPOS DE ORDENES
PRIMOS DOS A DOS. CASO DE LOS GRUPOS NILPOTENTES FINITOS

( 1 . 5 . 1 )  ?no p o s i c i ó n . Sea G = 6^ x x • • •  x Gr de manera que 

( I G-¡ I > I Gj I ) = 1 para i ^ j ,  entonces

Demostración.  Para n=0 es consecuencia inmediata  de ( 1 . 1 . 8 )  
y de que los G.. son de ordenes primos dos a dos.

Para n>0 lo demostraremos por inducción sobre el  número 
de f a c t o r e s .  Obviamente para r = l  es c i e r t o .  Para r=2 ( 1 . 1 . 9 )  
nos da:

n© H G. Vn>0 , e=±l
i = l
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Por ot ro  lado los teoremas de e s t r u c t u r a  de gruposA .
abel ianos f i n i t o s  y ( 1 . 1 . 6 )  nos permiten descomponer H1G.

J
como suma de c í c l i c o s  cada uno de los cuales es de orden un 
d i v i s o r  de |Gj |  según ( 1 . 1 . 4 ) .  De l a  a d i t i v i d a d  del producto  

t e n s o r i a l  y de ( | GjJ , | Gg | ) = 1 se deduce que H1G ^ H 1 Gg = .0 y 
por t a n t o ,

Hen(Gl X G2 ) = HnG1 ® HnG2

lo que demuestra la  propos ic ión para el  producto de dos g r u 
pos de ordenes primos en t re  s í .

Consideremos ahora G = G'x G donde G '= G, x* * . xG .r + l  i r
Puesto que ( |G' |»|G + ^ | )= 1  tenemos

He n (G' x Gr + 1 ) = HnG' $ HnGr+1

V nPor h i p ó t e s is  de inducción tenemos que H G' 
y por lo tanto

He n (G' x Gr + 1 ) = 0 í¡nG. © HnGr+1 = P0 1 í¡nG.

( 1 . 5 . 2 )  Z on o tcL K lo . Si G es ni 1 potente f i n i t o ,

y*
HenG = © HnS_G Vn>0 , e=±l

1 = 1 pi

donde p , , p 2 , . . . , p r son todos los d i v i s o re s  primos de | G | .

Demostración.  Es consecuencia inmediata  de ( 1 . 5 . 1 )  ya que si  
G es n i l p o t e n t e  f i n i t o  es producto de sus p-subgrupos de Sylow.

r *
e h g .

i  = l  1

B I B L I O T E C A  
FACUIT40 C. WTEW.ÍKAS
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C A P I T U L O -  2

GRUPOS SEMIPERIODICOS Y GRUPOS DE TIPO MSP

En este c a p í t u l o  se int roducen los conceptos de semi
per íodo de un grupo f i n i t o  y de grupo de t i p o  MSP como gene
r a l i z a c i ó n  de los grupos per iód icos estudiados en [ l ]  por 
Cartan y E i l e n b e r g .  Se c a r a c t e r i z a n  los grupos abel ianos  
f i n i t o s  de t i p o  MSP y se estudian condiciones de semiper io -  
dic idad para grupos n i l p o t e n t e s  f i n i t o s  y para extensiones  
escindi  bles de c í c l i c o s  por c í c l i c o s .

En todo el  c a p í t u l o  6 designará un grupo f i n i t o  y SpG 
un p-subgrupo de Sylow de G.

( 2 . 1 )  DEFINICIONES

( 2 . 1 . 1 )  Sea nGM, diremos que n es un semiperíodo para el  grupo 
G si

í!0nr
H e ( n -1) G ~ Za (n )  6 ^ ( n )  

con e=±l  y a ( n ) b( n ) = | G | .

( 2 . 1 . 2 )  Un grupo G diremos que es de t i p o  MSP si  e x i s t e  n>0 
de manera que Vk>0,  kn es semiper íodo para G, es d e c i r  que 
e x i s t e  un semiper íodo n para el  que todos sus m ú l t i p lo s  (M) 
son de nuevo semiper íodos (SP) .
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(2.2) RELACION ENTRE PERIODICIDAD/ SEMIPERIODICIDAD Y GRUPOS 
DE TIPO MSP

( 2 . 2 . 1 )  ?siopo¿¿c¿6n. Para n>0 las s ig u i e n t e s  propiedades son 
equi val e n t e s :

a) n es un per íodo para G

A

h \  H G „ y,

b) H " -1G " ' Gl

Demostración.  Si n es un per íodo de G, de ( 1 . 1 . 8 )  y ( 1 . 3 . 2 )
se deduce

HnG = Z | G| y í¡n~ *G = 0 

lo que demuestra una im p l i c a c i ó n .

nRecíprocamente,  si suponemos b) c i e r t o ,  en H G habrá al
A

menos un elemento de orden |G| y como según ( 1 . 1 . 4 )  |G|H G = 0 ,
A

necesariamente H G es de exponente |G | .

Por ot ro  l ad o ,  según [24] (Tma. 4 .1  - pg. 165) tenemos,

. exp(Hn' 1G) exp( HnG) |G|

A 1 A 4
de donde H ” G es de exponente 1 y por tanto  H ‘  G = 0 y 
 ̂n

H G  ̂ 2Z| G| lo que demuestra según ( 1 . 3 . 2 )  que n es un per íodo  
de G.

( 2 . 2 . 2 )  C otio la tuLo . Todo grupo pe r ió d ic o  es de t i p o  MSP.

Demostración.  Si n>0 es un per íodo de G, kn también lo es Vk>0.  
Haciendo uso de ( 1 . 1 . 7 )  la propiedad a n t e r i o r  nos demuestra:
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V k> O y e=± l

por lo que tomando a ( kn) = |G| y b(kn)  = l  tenemos que kn es un 
semiperíodo de G Vk>0 y por lo ta n to  G es de t ip o  MSP.

( 2 . 2 . 3 )  ?siopo¿¿c¿6n. El producto de dos grupos per iód icos  
es de t i p o  MSP.

Demostración.  Supongamos n^ un per íodo de Ĝ  y n2 un per íodo  

de siendo Ĝ  y G2 dos grupos f i n i t o s .  Por ( 1 . 3 . 3 )  sabemos 
que el mínimo común m ú l t i p l o  de n  ̂ y n2 es un número par mayor 
o igual  que 2.

Por ( 1 . 1 . 9 )  tenemos Vk>0,  e=± l  y n = [ n j , n 2] :

g2 ) ©

p e ( k n - 1 ) ( G^xG2) = H^n- l Gj © Hk n - 1g2 © g2 ) ©

© © ( H1 G
i =2

Según ( 1 . 3 . 7 )  se t i e n e :

kn-2 a . + 1  a

© (H1 AGn 0 H
i  = l  1

kn-3 a .
0 y © (H G- 

i = 2 1
e Hk n - 1 - 1 G2 ) = o
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iya que en todos los sumandos hay algún f a c t o r  de la  forma H G.
J

con i impar.

Además según ( 1 . 1 . 8 )  ya que kn es per iodo para y
tenemos

Abn A O
R G . = H G . = ZZ. p 

J J |

A k n - 1  A - 1H AG. = H i G. = 0
J J

Con todo es to ,

Hekn(G1xG?)
a- \----------------  -  Zi r i © 2i P i Vk>0 , e=± l
He ( k n - 1 ) (G1xG2 ) I G1 ' ' 2 '

de donde deducimos que kn es un semiper iodo de G^xG2 Vk>0 y 

por lo ta n to  G^xGg es de t i p o  MSP.

(2.3) SEMI PERIODICIDAD Y TIPO MSP EN GRUPOS ABELIANOS FINITOS

( 2 . 3 . 1 )  PfLopo4>¿c¿ón. Si G es un grupo abe l i ano  f i n i t o  y n>0 
es un semiper iodo de G, necesar iamente n es par .

Demostración.  Por ser  n un semiper iodo de G, e x i s t e  un mono-
A n 1 A r»

morfismo de H " G en H G de manera que

n
¡ ^ -  “ \ { n)  ® =b („ )  con a ( n ) b ( n )  = | G|

Supongamos n impar y por tan to  n=2m+l con m>0 ya que 

para m=0 H^G = Z| q | y H*G = 0 según ( 1 . 1 . 8 ) .
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Por ser G abe l i ano  f i n i t o  admite una descomposición 
como suma de c í c l i c o s  de l a  forma:

r> 1 
mr > l

mi I mi - 1 2 = i = r

y ( 1 . 4 . 1 )  nos da su cohomología.
A  1 S* n

Si mi>mo no e x i s t e  ningún monomorfismo de H G = H G
A » A f \  __ i i  A  a

en H G = H G ya que es sumando d i r e c t o  de H G y según
( 1 . 4 . 2 )  n ^ H ^ ^ G  = 0.  Por lo tan to  m ^ n ^ .

De ( 1 . 4 . 2 )  se deduce también que a ( n ) y b(n)  son di v i 
sores de y como a ( n ) b ( n ) =171̂ 2 • • • mr , necesar iamente
a(n)  = b(n)=nij  y m̂ = ■ • ■=mr =1 y por lo ta n t o  6 = ̂ ^ ® ^  . Pero
según ( 1 . 4 . 1 )  HnG = mZ^  y Hn“ *G =( m+1) l o que se cont rad ice  
con que n es un semiper íodo de G.

( 2 . 3 . 2 )  ?tiopo¿¿c.¿6n. Si G es un grupo ab e l i ano  f i n i t o ,  las  
s igu ie n te s  propiedades son e q u iv a le n te s :

1) G es de t ip o  MSP

2) G es semiper iód ico

3) G ~ ® con a ,b > l

4) 2k es semiper íodo de G Vk>0

Demostración.

1) = 4  2 ) :  O b v i o p o r d e f i n i c i ó n .

2) = 4  3 ) :  Supongamos G = © • . . ©  2 2 con r ^ l , mr > l  y |m..

para 2 £ i £ r .

Si n>0 es un semiper íodo de G, según ( 2 . 3 . 1 )  
n-2m para algún m>0. Según ( 1 . 4 . 3 )  tenemos

con
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n2mr r A9m ,
„  G 0  G j  «  2Za ( 2 m )  0  7 ^ ( 2 ^

con lo que G = 7Ẑ  o bien G = , además en
ambos casos

0 H2m_1G. = 0
j  = 2 J

3) = *  4 ) :  Si G es c í c l i c o ,  He ^2k+1^G = 0 Vk>0 y He2kG = G Vk>0
y e=± l  con lo que

He2kr
n b -  G Vk>0 , e=±1

p e ( 2 k- 1) g

y por lo tan to  2k es un semiper íodo de G Vk>0.

Si G = 72̂  con a , b > l  entonces G = 2Zj-a ® 2^a
y ( 1 . 4 . 1 )  nos da su cohomología,

p e ( 2k + l ) G = k z ^  ^  vk¿Q  ̂ e=±1

■ He2kG = G 0 ( k - l ) Z / a b , Vk>0 , e=+l

con lo que Vk>0 y e=+l  tenemos

He2kG
.c ̂ (2 k - 1) G = G = ^  9 \  

y por lo tan to  2k es semiper íodo de G Vk>0

4) 1) :  Es obvio por d e f i n i c i ó n .
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(2.4) SEMIPERIODICIDAD Y TIPO MSP EN GRUPOS NILPOTENTES FINITOS

( 2 . 4 . 1 )  ?s iopo¿¿c¿6n. Sea 6 = GjXG2X. *«xGr con ( | G . j | , | G . | )  = l  
para i ^ j  y sea n>0, entonces n es semiper íodo de G si  y sólo
si  lo es de cada G^,

Demostración.  Si n es un semiper íodo de G, e x i s t e  un monomor 

f ismo de en HenG para e=± l  de manera que:

HenG
¡¡ j e (n - lV G~' = ^ ( n )  ® ( n ) con a ( n ) b ( n )  = | G|

Al ser  los G. de ordenes primos dos a dos ( 1 . 5 . 1 )  nos 
da la cohomología de G,

HenG = © HenG.
i  = l  1

y ( n_ 1) g = © ( n_ 1 ) g
i = l

A A / i \
y puesto que | G ̂  | HG  ̂ = 0 ( 1 . 1 . 4 ) ,  necesar iamente H v ” 'G.¡ se
________  n6 n«sumerge en H G.. y

HenG H ^ G .

( n - 1) G i = i  ~ ¥ ^ r r

Por o t ro  lado como HG. es abe l i ano f i n i t o  ( 1 . 1 . 6 )  y
A 1

|G ^IH G. = 0 , los teoremas de e s t r u c t u r a  nos dan para cada i ,

HenG.
e ( n - l )   -  ZZ © • • • 0 2

G. a i,l a i,t.
con

a i\k

a i.k

a .

IG1 I l<  k< t,

de donde

^a (n )  ® ^b(n)  = . ® (ZZa . ® ' - - ®  }1 “ 1 1,1 l,U
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pero como «•  d iv id e  a |G. |  y por lo t a n to  (a .  ,a • ) = 1 para* •»“ J»”
i ^ j  esto solamente es pos ib le  si 2 Vi en cuyo caso:

HenG.
a

v
a i . l

Gi
ZZ © ZZ 

a i,l a i,2
con

a i»k Gi | k = l  ,2

Por ot ro  l ado,

r r
|G| = a ( n ) b ( n )  = n a . r a . ? = n | G . |i = 1 V  i = 1 i

de donde se deduce que = | Ĝ  | Vi y con e l l o  concluimos
que n es un semiperíodo de G.¡ para todo i .

Supongamos ahora que n es un semiper íodo para G. Vi lo  
que imp l ica  la e x i s t e n c i a  de los cocientes

HenG.

p ~ (-n - n ~  "  2 v n )  ® con  e - ± 1 ,  ¥ n ) b ¡( n ) = i Gi  ■ v i

HenG =
i = l

H£nGi ¡ e ( n - l ) g  _ e f j e ( n - l )  
i = l

y por lo tanto  e x i s t e  un monomorfismo de He ' n” ^'G en HenG de 

manera que

HenG r HenG.

H' T ñ ^ íT i = l  H1 ( n-1 jg i?1 ^ . ( n )  ® ^ ( n ) ^

- ( . ? !  ^ ( n ) )  9 ^ ( n p
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Por ot ro  l ad o ,  como aij(n) y b^(n) d i v iden  a |G^| V i ,  
tenemos ( a^(n) , ajCn) )  = 1 y ( b^n) ,b j [n ) ) = 1 para ij¿j y por tanto

r
n

i = l^ ( n )  = ^ ( n )  donde a (n )  = n a’(n)

r
i ? !  ^ ( n )  = ^b(n)  donde b<") =

r r r
además a ( n ) b ( n )  = n  a¡(n) . n  b.(n) = n  |G . |  = |G|

i = l  1 i = l  1 i = l  1

Tenemos pues 

h r
¿ e ( n - l ) G = ^ ( n )  6 ( n ) con E=±1 y a ( n ) b(n )= |G |

lo que demuestra que n es un semiper íodo de G.

( 2 . 4 . 2 )  La condición ( | G . | , |G . | ) = 1 para i ^ j  en ( 2 . 4 . 1 )  es ne-
I J

ce sa r i a  ya que el grupo ZpXZZpXZp no admite ningún semiper íodo  
según ( 2 . 3 . 2 )  y sin embargo como TL̂  es pe r i ó d ic o  de per íodo 2,  
según ( 2 . 2 . 2) es s e m ip e r ió d ic o .

( 2 . 4 . 3 )  C o n o la n lo . Si G es un grupo n i l p o t e n t e  f i n i t o  con 
algún p-subgrupo de Sylow abe l i ano  y n es un semiper íodo de 
G, necesar iamente n es par .

Demostración.  Es consecuencia inmediata  de ( 2 . 3 . 1 )  y ( 2 . 4 . 2 ) .

( 2 . 4 . 4 )  ?no p o s i c i ó n . Si G = G^xG2X . * . x G r con ( I G ̂  | , | Gj | ) = 1 
para i ^ j ,  entonces G es de t i p o  MSP si  y sólo si  lo es cada G. .

Demostración.  Si G es de t i p o  MSP e x i s t e  n>0 de manera que kn 
es semiperíodo de G Vk>0 y como consecuencia de ( 2 . 4 . 1 )  kn es
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también semiperíodo de G. Vk>0 y l<.i<.r y por lo ta n t o  cada 

es de t i p o  MSP.

Recíprocamente,  supongamos que e x is te n  n ^ ,n2» . . . » n r de 
manera que Vk>0 kn^ es semiper íodo de . Si n es el  mínimo 
común m ú l t i p l o  de los n^ , kn será semiper íodo de Ĝ  Vk>0 y 
l < j £ r  por lo que según ( 2 . 4 . 1 )  kn es semiper íodo de G Vk>0 y 
por lo tan to  G es de t i p o  MSP.

( 2 . 4 . 5 )  d o n o la K ío  . Un grupo n i l p o t e n t e  f i n i t o  es de t i p o  

MSP si  y sólo si lo es cada uno de sus p-subgrupos de Sylow.

Demostración.  Es consecuencia inmediata de ( 2 . 4 . 4 )  a p l i c a d a  
a la  descomposición de G como producto de sus p-subgrupos de 

Sylow.

( 2 . 4 . 6 )  Cclao poLtitíciiloLh.. Sea G un grupo n i l p o t e n t e  f i n i t o  
cuyos p-subgrupos de Sylow son producto de dos c í c l i c o s ,  de 
un c í c l i c o  y un c u a te rn ió n ic o  genera l i zado  o de dos c u a t e r -  
niónicos gene ra l i zad os ;  como consecuencia G admite una des
composición de la  forma: ^

G = S«G x S G x  •• 2 P!
• x S ,G  

Pr

donde: q = p“ l • • • p®r (2 ,q )  = l

t  = p¡¡4 . . .p^r (2 , t ) = 1
TZ l̂ x Ẑ 3 

SgG = < TL̂ x x Q23
Q 2& x Q r$

| G| = 2a+Bqt
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Puesto que ( | SgGf , | 2^xZ^.| ) = 1 es a p l i c a b l e  ( 2 . 4 . 1 )  y 
si  n es un semiperíodo de S2G y de lo será también de
G, cumpliéndose además:

HsnG “ V  ,
Je ( n - l ) g  Hn' 1S2G Hn‘ 1(ZZqx2Z(.)

Según ( 1 . 1 . 1 0 ) ,  ( 1 . 1 . 1 1 )  y ( 1 . 3 . 2 )  todo grupo c í c l i c o
es de per íodo 2 y todo cu a t e rn ió n ic o  gener a l i za do  es de pe
r íodo 4.

1) 2k es

2) 2k es

3) 4k es

4) 4k es semiper íodo de C^axC^ft Vk>0 y :

H4k(Q2axQ23)

H4k_1 (Q2ctx Q2G)

Por lo tan to  G es de t i p o  MSP y además:

TLp. © TL&

Apl icando ( 2 . 2 . 3 )  tenemos:  

semiperíodo de Z^xZ^ Vk>0 y :

H2k (ZZx7 L )
' A o L. ,  q  “  ZZ„ ® Z L

H ” (ZLxZ j )  q ^

semiperíodo de T L ^yJ L ^  Vk>0 y :

H2k (2ZJx \7L£)
- T o n   -  2Zopi © 7LS

H ( ZẐ x xTLfí) r  4

semiperíodo de ZẐ x x QgP Vk>0 y :

H4k (ZZ„a xQJ3) 

íí4 k- 1 (2%xxQ2P) = ^  ^
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-  En el  caso a b e l i a n o ,  2k es semiperíodo de G Vk>0 y

/sc2k
PJe (2 k - 1 )  G = 2̂ » ® 2Z2 S ® 2q ® Z t ~ ®

-  En el  caso no a b e l i a n o ,  4k es semiperíodo de G Vk>0 y

^e4k
f ¡ e ( 4 k - l ) G = 2 2cl® ^ S ® 2Zq ® Z t. = : ®

(2,5) SEMIPERIODICIDAD Y TIPO HSP EN EXTENSIONES ESCINDIBLES 
DE CICLICOS POR CICLICOS

( 2 . 5 . 1 )  ?tiopo¿>¿c.¿6n. Si G es una extensión e s c i n d i b l e  de
c í c l i c o  por c í c l i c o ,  entonces:

1) G no admite semiperíodos impares.

2) G es de t i p o  MSP.

Demostración.  Supongamos G una extensión e s c i n d i b l e  de TL̂  por 
, es d e c i r ,  dado G por generadores y r e l a c i o n e s ,

G = < x ,y  | xr =ys = l  , y " 1xy = xt > ( t s = 1( r ) )

Wall  en [25] (pg.  254) nos da l a  cohomología de G:

He2nG = 2ZC $ 2Zf  $ ( ® TL ) n>l  , e=± l
s n l £ i < n  qi

Jje( 2n - 1) g = ® z  n> l  , e = ± i
l < i< n  qi

donde: f., = ( t * - l , r )  i > l

s-1 . .  
k.  = ( Z t 1J , r )  i > l  
1 j =0
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f i k i
= - V 1-  v

1) Supongamos que G admite un semiper íodo impar 2n + l .  Esto 
supone la  e 
manera que:

O n ^  O n i 1
supone la  e x i s t e n c i a  de un monomorfismo de H G en H G de

n2n+l

fj2nG “ ^ a (2n+ l )  ® 2Zb (2n+l )

con a ( 2 n + l ) b ( 2 n + l ) = | G | = r s  y por lo ta n t o  |H^n+*G |= |H ^nG|rs  

Según las fórmulas a n t e r io r e s  tenemos:

|H2n + 1G| n q. y | H2nG| = s f  ( H
l< i<n+ l  1 n l<i<n 1

de donde

n q -i = s f n( n O rsl£ i<n + l 1< i<n
2 2 2y por ta n t o  9n=f nrs y ^n=r  s 1° 9ue supone r= l=s  según la  

d e f i n i c i ó n  de kn>

2) Según las fórmulas a n t e r i o r e s  Vn>l y ¿=±1 tenemos:

rje2nr
. , » K n  0 27

He ( 2 n - 1 ) G s

y por lo tan to  2n será semiper íodo de G si  y sólo si f n = r ,  lo  
que e q u iv a le  según la d e f i n i c i ó n  de f  a t n= l ( r ) .

Por o t ro  l a d o ,  s e n c i l l o s  cá lcu los  a r i t m é t i c o s  demuestran 

que si e es el  menor en tero  p o s i t i v o  cumpliendo la  condic ión  
t e= l ( r )  se t i e n e  que t n= l ( r )  si y sólo si  n es m ú l t i p l o  de e.  

Tenemos pues que 2n es semiper íodo de G si  y sólo si  n=é. y 
por lo ta n to  2ke es semiper íodo de G Vk>0 y queda as í  demostra
do que G es de t i p o  MSP.
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( 2 . 5 . 2 )  Ccláo p c L f i t lc u la s i . Los grupos denominados d i é d r ic o s  
o d i e d r a l e s  Dr = <x ,y  | x r =y^=l  , y ” *xy=xr ~*> son extensiones  
e s c in d ib l e s  de por . Como consecuencia Vr>2,  4k es 
semiper íodo de Dr Vk>0 y 2k es semiper íodo de Vk>0.
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C A P I T U L O -  3

DIMENSION COHOMOLOGICA Y PROPIEDADES VIRTUALES

Este es un c a p í t u l o  a u x i l i a r  sobre dimensión cohomoló-  
gica y dimensión cohomológica v i r t u a l  de un grupo. La mayoría  
de los resu l tados aquí  contenidos pueden, encontrarse  en [ 8] 
para el a n i l l o  2  y en [3] para un a n i l l o  u n i t a r i o  y co n m u ta t i 
vo c u a l q u i e r a  R.

( 3 .1 )  DIMENSION COHOMOLOGICA DE UN GRUPO

( 3 . 1 . 1 )  VQ.&¿n¿c.¿6n. Un grupo G diremos que t i e n e  dimensión
cohomológica k respecto del a n i l l o  R, siendo k un en te ro  no 
n e g a t iv o ,  si  H^(G,A)=0 Vq>k y todo RG-módulo A y e x i s t e  algún  

RG-módulo A de manera que H*c(G , A ) té0.

La dimensión cohomológica de G respecto del a n i l l o  R 
l a  representaremos por "cd^G" y en el  caso R = Z  omit i  remos el  
subíndice  y escr ib i remos "cdG".

( 3 . 1 . 2 )  V io  p o s i c i ó n . Dado el  grupo G y k>0,  las s ig u ie n te s  
propiedades son e q u iv a l en te s :

1) cdpG L  k

2) H^+1(G,A)  -  0 para todo RG-módulo A
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3)

4)

Demostración.  Las imp l icac iones 1) = 4  2) y 4) = *  1) son con
secuencia inmediata de l a  d e f i n i c i ó n  de dimensión cohomológica 
y de la  obtención de la  cohomología usual de un grupo.

3) = >  4 ) :  Si k = 0 , -----0 ----» R — R ------> 0 es una re so luc ión
RG-proyect iva  de R del t i p o  buscado.

d« d, d«
Si k>0 y • • • ?2  -------> Pj  > Pq--------> R -------> 0 es una

reso luc ión  RG-proyect iva  de R, entonces la sucesión

-  d l  d0
0  » ker d^_  ̂  » ^k-1  > * *  > ^1 -----> ^0  ̂  * 0

es exacta por const rucc ión.  Además por h i pó t e s is  ker
=Im d^ es RG-proyect ivo y tenemos as í  una reso luc ión  RG-proyec-
t i v a  de R del t i p o  buscado.

2) ==* 3 ) :  Si k=0 y A I— » B — \> C es una sucesión exacta de
RG-módulos, podemos a s o c i a r l e  la sucesión exacta l a r ga  de coho
mología s ig u ie n te

0 -----> H°(G,A)   > H° ( G , B) -----> H°(G,C)   > H1 ( G ,A) — > * * *

Puesto que H^(G,X) = Hom^g(R,X) para todo RG-módulo X y 
por h i p ó t e s is  H * ( G , A ) = 0 S tenemos la s i g u i e n t e  sucesión exac ta :

Si k=0,  R es un RG-módulo p ro y ec t i vo .

d2 dl  d0Si k>0 y • • •  P2 — Px — PQ — ^  R -------> 0

es una reso luc ión RG-proyect iva  del RG-módulo 
t r i v i a l  R, entoces Im d^ es también RG-proyect ivo

R admite una reso luc ión RG-proyect iva

d2 d l  d0• • •  P2 — ^  Px — ^  P0 — ^  R -------> 0

de manera que Pq=0 Vq>k.
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O -----> Hom^g(R,A)  > Hom^g(R,B)  > Hom^G(R,C) — > O

En p a r t i c u l a r  Hom^G(R,B)   >HomRG(R,C)  es su pr ay e c t iv a
y por lo ta n t o  R es un RG-módulo p r o y e c t iv o .

Supongamos ahora k>0 y consideremos la  s i g u i e n t e  r e s o 
lu c ión  RG-proyect iva  de R,

. P P 1
1 * P '0

0 R 0

Sea M = Im d^ = ker d ^ ^ , entonces la  sucesión

0 M k-1 0
es exacta  por const rucción y nos induce la s i g u i e n t e  sucesión  
exacta para cu a lq u ie r  RG-módulo X

H°mRG( P k. i ,!() -----> HomRG(M,X) -----> Hk (G,X)-------> 0

Por o t r a  p a r t e ,  de toda sucesión exacta de RG-módulos 
A i— » B — & C se obt iene  el diagrama conmutat ivo con f i l a s  
exactas s i g u i e n t e ,

HomRG^Pk - l ,B ^ -> HomRG(M,B)

a

Hon,RG^Pk - l ’ C^ Hom^G(M,C)

H ( G , B) 

Yi
Hk (G,C) -> 0

Puesto que es RG-proyect i  v o , a es epimorf ismo.  El
homomorfismo y  es también suprayec t ivo  por ser  par te  de l a  su
cesión exacta  l a rga  de cohomología

. . .  -----» Hk (G,B)  » Hk (G,C)   > Hk+1(G,A) -----> • • •

k+1ya que por h i p ó t e s is  H ( G , A) = 0 .
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Estamos por lo  tan to  en la s ig u ie n te  s i t u a c i ó n ,  con cua 
drados conmutat ivos y f i l a s  exac tas ,

Y

~P> •

Por l a  e x a c t i t u d  de la  f i l a  i n f e r i o r  obtenemos el RG-homo-
k cmorfismo f  cumpliendo la  condición X f  = 3y y puesto que Xa = 3y 

c ktenemos X a = f  con lo que f  es s u p r a y e c t i v a . Apl icando el  
lema ke r - co k er  concluimos la  s u p r ay e c t iv i  dad de 3 y por lo  t a n 
to M es R G- p ro y e c t i v o .

( 3 . 1 . 3 )  Psiopo6¿c¿ón. Si H es un subgrupo de G entonces  
cd^H £  cd^G.

Demostración.  Es consecuencia inmediata del Lema de Shapiro  
[3] (Sección 1 - Lema 1 .3  - pg. 5) que nos da el s i g u i e n t e  
isomorf ismo para todo RH-módulo A y todo n>0

Hn(G ,HomRH( RG, A ) )

( 3 . 1 . 4 )  P/Lopo6¿c.¿6n. Si G es un grupo f i n i t o  no t r i v i a l ,  su 
dimensión cohomológica sobre 2Z es i n f i n i t a .

Demostración.  Es consecuencia inmediata de ( 3 . 1 . 3 )  ya que si  
G es f i n i t o  no t r i v i a l ,  G cont iene un subgrupo c í c l i c o  f i n i t o  
cuya dimensión cohomológica es i n f i n i t a  según ( 1. 1. 10) .

( 3 . 1 . 5 )  Pa,opoA¿c.X.6yl. La dimensión cohomológica de un grupo G 

respecto del a n i l l o  Z  es cero si  y sólo si G=l .
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Demostración.  Si G=l ,  2Z = 2ZG es G-proyec t i  vo y por lo tanto  
cd G = 0 según ( 3 . 1 . 2 ) .

Si G^l ,  G cont iene un subgrupo c í c l i c o  H. Si H es de
orden f i n i t o ,  cd H = ~ según ( 1 . 1 . 1 0 ) .  Si H -Z  , cd 2  = 1 ya
que al  ser  Z  un grupo l i b r e ,  Hn (Z ,A )=0  Vn>2 [9] (Cap. VI -
C o r o l . 5 . 6  -  pg. 197) y H1(ZZ,ZZ) = ZZ [9] (Cap. VI -  Apt .  4 -
pgs. 19 2 - 1 9 3 ) .  En ambos casos cdG f  0 según ( 3 . 1 . 3 ) .

( 3 . 1 . 6 )  ?SLopo&¿c¿6n, Todo grupo de dimensión cohomológica  
f i n i t a  es l i b r e  de t o r s i ó n .

Demostración.  Si G a d m i t i e r a  algún elemento de orden f i n i t o  
su dimensión cohomológica sobre Z  s e r ía  i n f i n i t a  según ( 3 . 1 . 3 )  

y ( 3 . 1 . 4 ) .

( 3 . 1 . 7 )  ? tio po¿ ¿ c¿ 6n . Si H es un subgrupo de G de ín d ic e  
f i n i t o  y cdpG es f i n i t a ,  entonces cdRG = cdRH.

Demostración.  Según ( 3 . 1 . 3 )  cdRH £  cdRG; para comprobar la  
igua ldad basta rá  encont ra r  un RH-módulo N de manera que 
Hn ( H , N ) / 0  siendo n = c d RG.

Puesto que cdDG = n « » ,  para todo RG-módulo A se t i e n e
n +1

H ( G , A ) = 0  y la  sucesión exacta l a rga  de cohomología demues
t r a  que el  fu n t o r  Hn( G , —) es exacto derecha.  Además e x i s t e  
un RG-módulo M de manera que Hn(G,M)?í 0.

Por el  Lema de Shapiro tenemos el  isomorf ismo

Hn(H,M) = Hn (G,HomRH(RG,M))

Si encontramos un RG-epimorfismo de HomRR(RG,M) sobre M, 
por la e x a c t i t u d  derecha del fu n to r  Hn(G ,—) tendremos el  e p i -
morfismo Hn (G,HomRR(RG,M) ) -----> Hn(G,M) y como consecuencia
Hn (H,M)^0.
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Puesto que [ G : H ] = r < ° ° ,  sea { x - }  ̂ un sistema de r e 
presentantes  de las clases l a t e r a l e s  que de f ine  H en G. La 
api i caci  ón

HomRH(RG,M) ---------------------> M
r -i

f  ---------------------> Y. x . f  ( x . )
i = l  1 1

r e s u l t a  ser  un RG-epimorf ismo, [23] (Lema 9 .2  - pg. 606 ) .

( 3 . 1 . 8 )  To.oKQ.mcL do. S q.kkq. . Si G es un grupo l i b r e  de R - t o r s ió n  

y H es un subgrupo de G de ín d ic e  f i n i t o ,  entonces cdRG = cdRH.

(Un grupo se dice l i b r e  de R - to rs ión  si  el  orden de 
todo subgrupo f i n i t o  es una unidad en R)

Demostración.  Si cdRH =«> por ( 3 . 1 . 3 )  cdRG =°° y se t i e n e  la  
i gua ldad .

Si cdRü <°° según ( 3 . 1 . 2 )  R admite una reso luc ión P 
RH-proyect iva  de lo ng i t ud  f i n i t a .

Si [G:H] = r<°°, Serre  demuestra [23] (Tma. 9 .2  - pg. 607)  
r 
Rque P' = 0p P» és d e c i r ,

Pk =   Pi 0 R 0R Pii j+ • • • + ir = k 1 r

co n s t i t u ye  una reso luc ión  RG-proyect i  va de R de lo ng i t ud  f i n i t a  
y según ( 3 . 1 . 2 )  G es de dimensión cohomológica f i n i t a  sobre 2 .

La igualdad cdRG = cdRH es ahora consecuencia inmediata  

de ( 3 . 1 . 7 ) .
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( 3 . 1 . 9 )  Te,osLe.ma do, - S t a l l i n g s  - Suian. Las propiedades
s i gu ie n te s  son eq u iv a le n te s :

a) cd G £  1

b) G es l i b r e  de to rs ió n  y t i e n e  un subgrupo l i b r e  

de ín d ice  f i n i t o .

c) G es l i b r e

Demostración.  La im p l ic ac i ón  c) = 4  b) es obvia y según [9] 
(Cap. VI -  Corol .  5 .6  - pg. 197) l a  impl icación  b) a) es
consecuencia inmediata del teorema de Serre ( 3 . 1 . 8 ) .  El punto 
c e n t r a l  de estas e q u i v a l en c i a s  está pues en la im p l icac ión  
a) c) que ha seguido el s i g u i e n t e  proceso de demostración:

En 1965 fue conje turado por Serre [15] que todo grupo 
l i b r e  de to r s ió n  con un subgrupo l i b r e  de ín d ic e  f i n i t o  
era l i b r e .  Demostró que necesar iamente t e n í a  dimensión 
cohomológica sobre ZZ menor o igual  a 1 y así  su co n j e 
tu ra  quedó a b i e r t a  en los s ig u i e n t e s  términos:

cd G £  1 — =* G l i b r e

En 1968 S t a l l i n g s  en [19] demostró que todo grupo 
f i n i t a m e n t e  generado y de dimensión cohomológica 1 es 
l i b r e .  Su demostración es una combinación de ideas 

a lgeb ra icas  y topo lóg icas  que no parecen poder genera
l i z a r s e  al caso de grupos de generación no f i n i t a .

En 1969 Swan [ 2 3 ] ,  haciendo uso de los resu l tados  de 
S t a l l i n g s  logra  f i n a l m en te  demostrar  la  c o n j e tu r a  de 

Ser re .

(En 1979 Dunwoody en [4] ha c a r a c te r i z a d o  los grupos 

con cd^G £  1)
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( 3 . 1 . 1 0 )  Pk o p o s i c i ó n . Para todo grupo G, cdRG £  cdG.

Demostración.  El r es u l tad o  es obvio si cd G = «>. Si cd G < °° 
es consecuencia de ( 3 . 1 . 2 )  ya que si

• .  •  > P1  » PQ  > 2Z-------- > 0

es una reso lu c ió n  G-proyec t iva  de TL , entonces

• • • --- » Pj 0 R  > Pq 0 R  > R  > 0

es una re so luc ión  RG-proyect iva  de R según [8] (Cap. 2 - 
A p t . 2 . 3  -  pg . 25 ) .

( 3 . 2 )  GRUPOS VIRTUALMENTE LIBRES DE TORSION Y DIMENSION 
COHOMOLOGICA VIRTUAL

( 3 . 2 . 1 )  V<L&¿n¿c.l6n. Un grupo se d ice v i r tu a l m en te  l i b r e  de 
R - t o r s i ó n  si  posee un subgrupo de ín d ice  f i n i t o  l i b r e  de 
R - t o r s i ó n .

( 3 . 2 . 2 )  ?tiopo&¿<i¿6vi. Un grupo G es v i r tu a l m en te  l i b r e  de 
R - t o r s i ó n  si  y sólo si admite un subgrupo normal de ín d ic e  
f i n i t o  l i b r e  de R - t o r s i ó n .

Demostración.  Una imp l ic ac ió n  es obvia por d e f i n i c i ó n .

Si G es v i r tu a lm e n te  l i b r e  de R - t o r s i ó n ,  e x i s t e  un sub
grupo H l i b r e  de R - t o rs ió n  y de ín d i ce  f i n i t o .  Sea N el  mayor 
subgrupo normal de G contenido en H. Obviamente N sigue siendo 

l i b r e  de R - t o r s i ó n .  Además si consideramos la  acción na tura l

0: G -----» s [ G: H]
[G:H] ¡  y por lo tanto N es también de ín d ice  f i n i t o .

tenemos N = k e r 0 de donde [G:N] es d i v i s o r  de
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( 3 . 2 . 3 )  Psiopo¿¿c.¿ón. Sean H y K dos subgrupos de un grupo 6
ambos l i b r e s  de R - to rs ió n  y de ín d ic e  f i n i t o  en G, entonces
cdRH = cdRK.

Demostración.  Puesto que la in te r s e c c ió n  de dos subgrupos de 

í n d i ce  f i n i t o  es de nuevo de ín d ice  f i n i t o  se t i e n e :

[H : H Í1 K] [G:H] = [G: H (1 K] — » [H:H fl K] < «>

[K:H n K] [G: K] = [G:H Í1 K] — = *  f K: H fl K] < «*

Apl icando el Teorema de Serre ( 3 . 1 . 8 )  se t i e n e ,

cdRH = cdRH fl K = cdRK

( 3 . 2 . 4 )  V e .j¿n¿c¿ón . Dado un grupo G v i r tu a lm e n te  l i b r e  de
R - t o r s i ó n ,  def inimos la  dimensión cohomológica v i r t u a l  de G 
sobre el a n i l l o  R, y la  representaremos por "vcdRG", como la  
dimensión cohomológica sobre R de c u a lq u ie r  subgrupo de G 
l i b r e  de R - to rs ió n  y de ín d i ce  f i n i t o  (que e x i s t e  por ser  G 
v i r t u a lm e n t e  l i b r e  de R - t o rs ió n  y es independiente del  sub
grupo e leg id o  por ( 3 . 2 . 3 ) ) .  En el  caso del a n i l l o  d e s c r i 
biremos simplemente "vcdG".

( 3 . 2 . 5 )  Psiopo¿¿(L¿6n. Un grupo G es f i n i t o  si  y sólo si  es 
v i r t u a lm e n t e  l i b r e  de t o r s i ó n  y vedG = 0 .

Demostración.  Si G es f i n i t o ,  H=1 es l i b r e  de t o r s ió n  de 

í n d i ce  f i n i t o  en G y por lo tanto  G es v i r tu a lm e n te  l i b r e  de 
to rs ió n  y vedG =cdH = 0  según ( 3 . 1 . 5 ) .

Si G es v i r t u a l m e n t e  l i b r e  de t o r s i ó n ,  e x i s t e  un sub
grupo H l i b r e  de t o r s ió n  de ín d ic e  f i n i t o  y vcdG = cdH.  Si 
vcdG = 0,  cd H = 0 y por ( 3 . 1 . 5 )  H = 1  y como H es de ín d i ce  

f i n i t o  en G, G necesar iamente es f i n i t o .

/
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( 3 . 2 . 6 )  Según la  propos ic ión a n t e r i o r  podemos cons idera r  que
los grupos de dimensión cohomológica v i r t u a l  f i n i t a  son una 
g e n e r a l i z a c i ó n  de los grupos f i n i t o s .

( 3 . 2 . 7 )  ?A.opo¿¿c.¿ón. Si G es v i r tu a lm e n te  l i b r e  de R - to rs ión
y H es un subgrupo de G, H es también v i r t u a lm e n te  l i b r e  de 

R- t o rs ió n  y vcd^H ^  vcdRG.

Demostración.  Si G es v i r tu a lm e n te  l i b r e  de R - t o r s i ó n ,  según
( 3 . 2 . 2 )  e x i s t e  N < G, l i b r e  de R - t o rs ió n  de ín d ic e  f i n i t o  en G. 
Si H es un subgrupo de G, H fl N es un subgrupo normal de H l i b r e  

de R - t o r s i ó n ,  además puesto que:

H HN G
H n N N =  N

H fl N es de í n d ic e  f i n i t o  en H y por lo  tan to  H es v i r tu a l m en te  
l i b r e  de R - t o r s i ó n .  Por o t ro  lado según ( 3 . 1 . 3 )  se t i e n e :

vcd^H = cd^H fl N £  CC*^N = vcd^G

( 3 . 2 . 8 )  Vsiopo¿¿c¿6n. Si G es v i r tu a lm e n te  l i b r e  de t o r s i ó n ,
es v i r tu a lm e n te  l i b r e  de R - t o rs ió n  y vcd^G £  vedG.

Demostración.  Si G es v i r t u a lm e n t e  l i b r e  de t o r s i ó n ,  e x is t e  

un subgrupo N l i b r e  de t o r s ió n  de ín d i ce  f i n i t o  en G; o b v i a 
mente N es l i b r e  de R - t o r s i ó n  y por tan to  G es v i r tu a lm e n te  
l i b r e  de R - t o r s i ó n .

Por ot ro lado según ( 3 . 1 . 1 0 )  tenemos 

vcdRG = cd^N £  cd N = ved G

B I B L I O T E C A
FACULTAD C . HATErJALC.IS
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C A P I T U L O - 4

COHOMOLOGIA DE FARRELL DE GRUPOS DE DIMENSION

COHOMOLOGICA VIRTUAL FIN ITA

En es te  c a p í t u l o  se reformula  el t r a b a j o  de F a r r e l l  [ 6] 
para la  cohomología de un grupo de dimensión cohomológica v i r 
tua l  f i n i t a ,  respecto de un dominio de id ea les  p r i n c i p a l e s  R.
Se inc luye también un análogo del Lema de Shapiro para la coho
mología de F a r r e l l  y un teorema re lac ionando la cohomología 
de F a r r e l l  con la cohomología usual .

La necesidad de u t i l i z a r  cohomología de F a r r e l l  sobre 
un D . I . P .  en lugar  de sobre el  a n i l l o  TL se verá j u s t i f i c a d a  
en el  c a p í t u l o  s i g u i e n t e ,  donde haremos uso de e l l a  sobre el  
a n i l l o  lo c a l i z a d o  ^ - ^ y

A lo l a rgo  de todo el c a p í t u l o  R designará un dominio 
de idea les  p r i n c i p a l e s ,  G r ep re s en ta rá  un grupo v i r tu a lm e n te  
l i b r e  de R - t o rs ió n  de dimensión cohomológica v i r t u a l  f i n i t a  
sobre R, S será un subgrupo normal de G l i b r e  de R - t o rs ió n  
de índ ice  f i n i t o  y r  r ep r es en ta r á  el coc ien te  G/S.

(4.1) R-RESOLUCION DE FARRELL. EXISTENCIA Y UNICIDAD

( 4 . 1 . 1 )  Vzú¿n¿Q.¿ón. Una R - r eso luc ión  completa de F a r r e l l  

para el grupo G es un par (X ,C)  donde:
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1) • • •  -------» XR — Xn_  ̂ -------> • • •  n6TL es un complejo

a c í c l i c o  de RG-módulos p r oy ec t ivo s .  
k

2) . . .  -------> Cn — ^  Cn-1 -------> • • •  -------> CQ  > R  > 0

es una re so luc ión  RG-proyect iva del RG-módulo t r i v i a l  R.

3) 3 n 0 > 0  /  Xn = Cn y dn + 1 = kn + 1 V n > n Q. A n Q se

le  denomina ín d i ce  de co in c id e n c ia .

( 4 . 1 . 2 )  Si G es un grupo f i n i t o  (por  ( 3 . 2 . 5 )  y ( 3 . 2 . 8 )  sabemos 
que es v i r t u a lm e n t e  l i b r e  de R - t o rs ió n  y vcdRG=0) toda R - reso -  
l uc ión  completa de Tate para G pasa a ser una R - reso luc ión  
completa de F a r r e l l  con ín d i ce  de co inc iden c ia  0.

( 4 . 1 . 3 )  Lema. Para todo RS-módulo M e x is t e  un RG-isomorfismo  
RG 0RS M = HomR$( RG,M)

Demostración.  Los grupos abel ianos RG 0 R<* M y HomR<.(RG,M) se 
es t r u c t u r a n  como RG-módulos mediante las acciones s i g u i e n t e s :

a f :  RG ---------> M f 6HomRS ( RG ,M) , a6RG
x  * f ( x a )

a ( a 0 b ) ' =  a a 0 b aGRG , bGM , aGRG

En [23] (Lema 9 .2  - pg. 606) Swan demuestra que si 
{ x i } i  es un sistema de representantes  de las clases l a t e r a l e s  

que de f ine  S en G, l a  a p l i c a c i ó n

HomRS(RG,M)

f  ---------

 * RG 0 RS M
■» " ( x .  e f í x : 1 ))

i  = l  1 1

es un R G - i s o m o r f i s m o .
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( 4 . 1 . 4 )  Lema. Si A es un RG-módulo RS-proyect i  vo y B es un 
RG-módulo R G -p ro ye c t i vo , entonces E x t RG( A , B ) = 0  Vn>0.

Demostración.  Sea M un RS-módulo. Puesto que RG es R S - l i b r e  
se t i e n e

Ext£s (RG,M) = 0 Vn>0

y según [1] (Cap. VI -  Prop.  4 . 1 . 4 -  pg. 118) tenemos el  s i g u i e n -  
te isomorf ismo

E x t " G(A,HomRS(RG,M)) *  Ex t R$( A , M ) .

Como A es R S - p r o y e c t i v o , E x t R^(A,M)=0 Vn>0 y en d e f i n i t i v a  el  
fu n to r  E x tRG( A ,—) se anula Vn>0 sobre RG-módulos de la forma 
HomR<.(RG,M) siendo M un RS-módulo.

Según ( 4 . 1 . 3 )  E x t RG( A , —) se anula Vn>0 sobre todo 
RG-módulo de la forma RG 0 RS M y en p a r t i c u l a r  se anulará  
sobre RG (para M=RS).

Puesto que B es por h i p ó t e s is  R G -p ro ye c t iv o , es sumando 

d i r e c t o  de un R G - l i b r e  y por la  a d i t i v i d a d  de Ex t RG( A , —) t e n e 
mos f in a lmente  E x t RG( A , B ) = 0  Vn>0.

( 4 . 1 . 5 )  Lema. Sea M un RG-módulo; es t ructurando  RT 0 R M como 

RG-módulo por acción d i a g o n a l ,  es RG-isomorfo a RG 0 R  ̂ M.

Demostración.  Obviamente R r  t i e n e  e s t r u c t u r a  de RG-módulo 

vía la  proyección de G sobre r .  Puesto que RG es una R -á l g e -  
bra ,  R r  0 R M puede e s t r u c t u r a r s e  como RG-módulo por acción  
diagonal  [9] (Cap. VI -  Apt .  11 - pg. 212 ) .

Considerando la  sucesión exacta S H— > G — h r  tenemos 

el  isomorf ismo de RG-módulos R 0 R  ̂ RG = Rr.
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Como consecuencia tenemos los s ig u i e n t e s  RG-isomor-
f ismos:

Rr 0 R M -  (R 0RS RG) 0 R M « (RG 0R$ R) 0 R M -  

*  RG 0RS (R 0 R M) = RG 0 RS M

( 4 . 1 . 6 )  Lema. Sea M un RG-módulo RS-proyect ivo  y A un 
Rr-módulo R T - p r o y e c t i v o , entonces A 0 R M es t r uc t ur ado  como 
RG-módulo por acción diagonal  es RG -p ro ye c t iv o .

Demostración.  Por el mismo razonamiento u t i l i z a d o  en ( 4 . 1 . 5 )
A 0 R M puede e s t r u c t u r a r s e  como RG-módulo por acción d i ag o na l .

Por ser  A R T - p r o y e c t i v o , es sumando d i r e c t o  de un 
Rr-módulo l i b r e ,  es d e c i r ,  e x i s t e  un Rr-módulo B de manera 
que A © B = ©RT y tenemos

(A 0 R M) © (B 0 rM) = ( A © B) 0 R N * (ORT) 0 R M =

« ©(Rr 0R M) « ©(RG 0 RS M)
**N

Por o t ro  lado como M es R S - p r o y e c t i v o , M es sumando 
d i r e c t o  de un RS-módulo l i b r e ,  es d e c i r ,  e x i s t e  un RS-módulo 
N de manera que M©N -  ©RS y tenemos

(RG 0RS M) © (RG 0R$ N) * RG 0 R$ (M © N) - .

~ RG 0RS ( 0RS) “ ® ( RG 0RS RS) -  0RG

y por lo tanto  A 0 R M es sumando d i r e c t o  de un RG-módulo l i b r e  

y como consecuencia es R G -p ro ye c t iv o .
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( 4 . 1 . 7 )  Lema. Si (Xn »dn) ng2  es un complejo a c í c l i c o  de 
RG-módulos p r oy ec t i vo s ,  entonces Vn6Z  Kn=Im dn es RS-proyect ivo

Demostración.  VnGZ Xn es RG-proyect ivo y como consecuencia  
R - p r o y e c t i v o . Puesto que R es un D . I . P .  y Kn es R-submódulo 

de Xn_ j ,  Kn es también R -p ro yec t iv o  Vn6Z .

Puesto que cd^S = s <°° , según ( 3 . 1 . 2 )  se t i e n e  la  
s i g u i e n t e  reso luc ión RS-proyect i  va de R:

0 -----> P, -----> Pc ,  > • • •  > Pn-------> R -----> 0s s -1 0

Como Kn es R -p r o y e c t i v o ,  al  t c n s o r i a l  i zar  por Kn sobre  
el a n i l l o  R se mantiene l a  e x a c t i t u d  y se t i e n e :

0 -----> Pc Kn -----> 1 0D Pn 0 D K -----> K  > 0s R n .  s - l R n  O R n  n

Por un proceso p a r a l e l o  al seguido en ( 4 . 1 . 6 )  P̂  0^ Kn , 
para O^j^s , se e s t r u c t u r a  como RS-módulo por acción diagonal  
y se comprueba que es R S -p r o y e c t iv o . Con esto l a  sucesión  
a n t e r i o r  pasa a ser  una re so luc ión  RS-proyect iva  de Kn .

Por o t ro  l ad o ,  la  s ig u ie n t e  sucesión es exacta por  
const rucci  ón:

0 -----> K , -----> Xn + C -i -----> • • •  > Xn -----> K  > 0n+s n+s-1 n n

con Xj RG-módulos p royec t ivos  y por tan to  R S -p r o y e c t iv o s . Según 
[11] (Cap. V I I  - Tma. 1.1 - pg. 200) Kn + S es R S - p r o y e c t i v o .
Como esto es c i e r t o  Vn6Z ,  tenemos que todo Kn es R S - p r o y e c t i v o .

( 4 . 1 . 8 )  Te.o t ima de. ex¿6¿enc./ca de, R-fL2.¿olu.c.¿one.¿ compZ&taA do, 

V a n J iz t t ,  Todo grupo G v i r t u a l m e n t e  l i b r e  de R - t o rs ió n  con 

vcd^G f i n i t a  admite una R - r eso luc ión  completa de F a r r e l l .
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Demostración.  Consideremos el  s i g u i e n t e  complejo de Rr-módu-  
los p r o y e c t i v o s ,  cuya e x i s t e n c i a  está ga ra n t i z a da  puesto que 

r es f i n i t o .

d'
-> Y — Y , — > • . . -----» Yn n -1

k ' n
n 7 r n - lSea • • • -----  ̂ p  > P_ , — > . . .  R  > o

0

los P. son en p a r t i c u l a r  R S - p r o y e c t i v o s , ap l icando ( 3 . 1 . 2 )  
a l a  sucesión exacta

0 -----» Im k ' -----> P„ . -----> • • •   > Pn - — > R -----> 0s s -1 U

se t i e n e  que K= Im k  ̂ es también R S - p r o y e c t i v o .

Según ( 4 . 1 . 6 )  Xp = Yn_$ 0 R K VnCZ es un RG-módulo pro-
y e c t i v o  y d = d' 8 1 es un RG-homomorfismo. Además como K J J n n-s
es R S - p r o y e c t i v o , es en p a r t i c u l a r  R -p ro ye c t iv o  y al  t enso-  

r i  a l i z a r  por K sobre R en el  complejo a c í c l i c o  ( Y n , dñ^n6ZZ 
se mant iene l a  e x a c t i t u d ,  por lo que ( X , d ) g ^  es un com
p l e j o  a c í c l i c o  de RG-módulos RG -p ro ye c t iv o s .

Consideremos ahora:

^s+1  ̂s  ̂s-1 0̂
• • —  Xs — Ps_j  Ps. 2 *' ■ ■ > o R “

dj i>s+l
donde k. = \ y ke se ob t iene  ap l i cando  la  d e f i n i -

1 1 k! 0<i<s s

ción de X$ = Yq 0^ K a p a r t i r  de l a  a p l i c a c i ó n  R - e q u i 1 i b r a d a :

f :  Y0 x K -------------> Pj . j

(a , t )  ---------> e ( a )  t



Además k$ es RG-homomorfismo ya que VaGRG, VaGYg y VtCK se 

t i e n e :

ks ( a ( a 0 t ) )  = ks ( a * a 0 a t )  = e ( a * a ) ( a t )  =

= ( a e ( a ) ) ( a t )  = e ( a ) ( a t )

ak$ (a 8 t )  = a ( e ( a ) t )  = ( a e ( a ) ) t  = ( e ( a ) a ) t  = e ( a ) ( a t )

Comprobemos que la  cadena de RG-módulos p royec t ivos  y 
RG-homomorfi smos

kg+i  ̂s - 1
• ” - *  Xs+1 Ps-2 *’ ’ > P0- ^  R — » 0

es exacta.  Solamente necesitamos comprobar l a  e x a c t i t u d  en 
Xs y en puesto que en el  res to  de los puntos lo es por
const rucci  ón.

-  E xac t i tud  en P„ «:s -1
Im k„ = K puesto que e es s u p r a y e c t i v a .

ker k - = ker k'  , = Im k'  = K por l a  e x a c t i t u d  s -1 s -1 s r

de ^Pn ’ kñ^n6Z

- Exac t i tud  en X$ : Si consideramos la  sucesión exacta

Im dj  I— > Yq — b R

como K es RS-proyect ivo y en p a r t i c u l a r  R -p r o y e c t i v o ,  

al t e n s o r i a l  i zar  por K sobre R se mant iene l a  e x a c t i t u d ,  
con lo que



Y por ta n to  en e l  .d i  agrama

k c kse t i e n e  dg + ^ = k$ que nos da la e x a c t i t u d  en X$ .

Hemos obten ido una R - reso luc ión  completa de F a r r e l l  
para G con ín d ic e  do co inc iden c ia  s = cd^S = vcd^G.

( 4 . 1 . 9 )  Te.oAe.ma de. un¿c¿dad de. R-Ae.¿o¿uc.¿one.¿ compZe.£a¿ de, 

V a A A e . l l . Sean (X , C ) y  (X ' ,C 1) dos R -resol  uci ones completas 
de F a r r e l l  para el  grupo G con índ ices  de c o in c id en c i a  ng y 
n¿ respect ivamente .  Existen RG-homomorfismos de cadena
f :  X -----> X' y g: C -----> C' de manera que g..^: R -----* R es la
id en t ida d  y V m n i g = m x . (nQ,n¿) f m= 9m* Además f  y g son úni 
eos salvo homotopía.

Demostración.  Puesto que C y C  const i tuyen  reso luc iones  

RG-proyect ivas de R, la  e x i s t e n c i a  de g cumpliendo g _ j = 1^ 
está gara n t i za da  según [ l l ]  (Cap. I I I  -  Tma. 6 .1  - pg. 8 7 ) .

Puesto que Vm^nig las ramas de los complejos X y C 

así  como las de X' y C' c o in c id en ,  def in imos f m = 9m Vm^nig.  
Definamos las demás f.¡ por inducción .  Supongamos d e f i n i d a  
hasta f.. y consideremos el  s ig u ie n t e  diagrama:
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c  k.Por l a  e x a c t i t u d  de (X ,d )  tenemos que d. es conúcleo  
de d^+  ̂ y por o t ro  lado:

d ! k c d ! c k f . d  = ¿i f  . d = d ! d ! f  • , n = 0
i i i í + l  i i í + l  i í + l  í + l

c kcon lo que d! °*í + i  ^i  + i  =  ̂ y como consecuencia e x i s t e  el
RG-homomorfi smo

<1 :̂ K. --------- > K! /  d?k = d ! ck f .

Por o t ro  lado la  sucesión i— > ^ i - l  — ** Ki -1 es 
exacta por const rucción y podemos a s o c i a r l e  l a  sucesión  
exacta l a r ga  Hom-Ext s ig u ie n te

0 -----> HoroRG(Ki _1 , X j . 1 )  > H°mRG( Xi _ i »X _ x) ----->

> HomRG(K.  . X ^ j )  » E x t RG^Ki - l , X i - l ^  >

por ( 4 . 1 . 7 )  K. , es RS-proyect ivo y como consecuencia de
( 4 . 1 . 4 )  Ext^G(K.¡ ,X.j _ j )  = 0 y por lo  ta n t o  en la  sucesión  
exacta a n t e r i o r  tenemos que

HornRG( Xi - 1 , x ] - l )  -------> HomRG^Ki ,Xí - l ^

h _ _ _ _ _ _ — > h dkc

k ces un epimorf ismo y puesto que d.! íjj.. es un RG-homomorf i smo 
de en X j ^  tenemos que:

3 f  j _1GHomRG( X 1 _ j  »X ¡ _ j )  /

Como consecuencia de todo lo a n t e r i o r  se t i e n e :  

f .  - d . = f . 1 dk c d9k = d ! k c ^ . d ? k = d ! k c d ! c k f .  = d ! f .
1 - 1  1 ’ l - l l  1 1 M  1 1 1 1 1 1 ' 1



Comprobemos ahora que l a  pare ja  de RG-homomorfismos 
de complejos ( f , g )  es única salvo homotopía.  Supongamos o t r a  
pare ja  (T»gT). Según [11] (Cap. I I I  -  Tma. 6 .1  - pg. 87)  
g y g son homotópicas,  es d e c i r  que e x is t e  una f a m i l i a  de 

RG-homomorfismos {a^}  i >0 ’ a i : Ci * Ci+1 de manera que:

Definamos las demás por inducción y para e l l o  
supongamos d e f i n i d a  hasta y consideremos el  s i g u i e n t e  
di agrama:

i >0

Para todo m>mn podemos d e f i n i r  E = o que cumpl i rá

^m+1 ’ ^m+1 " ^m ^m+l + ^m+2 ^m+1

f .

K! H > Xi -1
i+2 i + 1

lado:
Por e x a c t i t u d  de (X ,d )  tenemos = d?^ y por o t ro



puesto que d! + 1d !+2 = 0 ,  f i d.  + 1 = d ! + 1f  i + 1 y f  i d, + 1 = d \ + Jf . . 
Como consecuencia

3 * . eHomRG( K . , X ! )  /  = f .  -  f .  -

Consideremos la  sucesión exacta l arga Hom-Ext asociada  

a l a  sucesión exacta K. i— > k i - l

0 -----> H o mRg{ K. . j  >X•)  -----> HomRG( X . _ l s X!)   > HomRG( Ki *x i )   »

» Ex tRG^Ki - l ,X í^ *

Por el  mismo razonamiento hecho a n te r io r m en t e ,  E x t RG( K. , X !) 
-  0 y

H°mRG( Xi - 1*Xí ) -  

h ----------------

es un epimorf ismo,  por lo que

3 E1_ieHomRG( X . _ 1 ,X ! )  /  Si . 1d|[C - * 1

* HomRG(Ki _1 , X ! ) 

h d f .

y como consecuencia de todo lo a n t e r i o r  se t i e n e :

l .  , d .  = Z.  - d kcd?k = ip. d?k = f .  - f .  -  d ! , , E .  
^ 1 - 1  1 1 - 1  1 1 M  I 1 1 1 +1  1

y por lo tanto  f .  -  f .  = + d ! +1£.
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(4.2) R - C O H O M O L O G I A  D E  F A R R E L L

( 4 . 2 . 1 )  Ve,6¿n¿c.¿óvi. Puesto que todo grupo G con vcd^G f i n i t a  
admite una R - reso luc ión  completa de F a r r e l l  y és ta  es única  
salvo homotopía,  Vn6Z  def in imos el  n-ésimo grupo de R-cohomo- 
l o g í a  de F a r r e l l  de G con c o e f i c i e n t e s  en el RG-módulo M
como el  n-ésimo grupo de cohomo lo g ia  del complejo de cadena 
Hom^g(X,M) donde (X,C)  es una R -reso luc ión  completa de F a r r e l l  
para G, es d e c i r :

HR(G,M) = Hn(HomRG(X ,M) )  n62Z

En el  caso R = Z  omi t i  remos el  subíndi  ce R y hablaremos 
de cohomología de F a r r e l l  en lugar  de S-cohomología de F a r r e l l .

( 4 . 2 . 2 )  En función de ( 4 . 1 . 2 ) ,  si  G es un grupo f i n i t o  su 
R-cohomología de F a r r e l l  y de Tate co inc iden .

(4.3) A L G U N A S  P R O P I E D A D E S  D E  LA C O H O M O L O G I A  D E  F A R R E L L

( 4 . 3 . 1 )  Teorema dz co¿nc¿de.nc¿<i con ¿a (LohomologZa. u 6 u a ¿ . 

Sea s = ved G < °°, entonces:

1) Vn>s y todo G-módulo A, Hn(G,A) -  Hn (G,A)

2) Ex is te  un epimorf ismo HS(G,A) — t t H s (G,A) para 

todo G-módulo A.

Demostración.  En función del teorema de e x i s t e n c i a  ( 4 . 1 . 8 )  
consideremos una reso luc ión completa de F a r r e l l  para G (X ,C)  

con ín d i ce  de co inc iden c ia  s:

Ü / S L I O T E C a  í
N3lítt4tf o.
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Xs-1  ̂ Xs-2 X0— * X-1

Cs -1 * Cs-2 • • • CO * zz — > o

La cohomología de F a r r e l l  de G se ob t iene  a p a r t i r  del  
complejo que sigue por la rama su pe r io r  y l a  cohomología usual  
para n>0 se obt iene  a p a r t i r  de l a  reso luc ión  que sigue por l a  
rama i n f e r i o r .  Obviamente Vn>s y todo G-módulo A, Hn (G,A)  =

A n

= H (G,A) lo que demuestra el  apar tado pr imero.

Para demostrar  el segundo apar tado estudiemos por sepa
rado el caso s>0 y el caso s=0 .

Caso s> 0 : Dado el  G-módulo A, ap l i cando el f u n t o r  HomG( —,A)
a l a  re so luc ión  (X,C)  se t i e n e :

*  HomG(X$_2 ,A) —S— > HomG( X$_j , A)

H°mG ( x s * A) -------> HomG(Xs+1 ,A)

* HomG(Cs_2 ,A) — HomG( C$_  ̂, A)

HS(G,A)
ker d*s + 1 ker(HomG( d $+1, A ) )

Im k* Im(HomG( k $ 5A))

ker(HomG(d $ + 1 , A ) )

Im d* s Im(HomG( d s , A ) )
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Si comprobamos la  in c lu s ió n  Im k * d l m  d* tendremos
S ^  c S

de f in ido  un epimorf ismo de H (G,A) sobre H (G,A) .
s

Sea fGIm k *^Ho mg (X$ ,A) , e x i s t e  por lo tanto gGHomG(Cs_ ,̂A) 
cumpliendo g k = f  . Pretendemos encont ra r  un G-homomorfismo 
h6HomG(Xs_^,A) t a l  que h d = f .

Tenemos pues el  s i g u i e n t e  diagrama:

ck

Consideremos la  sucesión Hom-Ext asociada a la  sucesión  
exacta K$

0 > HomG(Ks l ,Cs l ) » HomG(Xs_1 ,CS_ 1 ) » HomG(K$ ,CS_ j ) *

> ExtG^Ks - l ,Cs- l^ *

Puesto que según ( 4 . 1 . 7 )  es S - p r o y e c t i v o , y
es G - p r o y e c t i v o , ap l icando ( 4 . 1 . 4 )  se t i e n e  Ex tG(Ks_^ ,C$_^) = 0 y

HornG^Xs - l ,Cs - l )  > HoínG^Ks ,Cs - 1̂  

t  ------------------------- > t  dEc
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es un epimorf ismo,  por lo que e x i s t e  4>6Honig ( X$ _  ̂»Cs_ i )  de 
manera que ipd^c = k^c .

Considerando h = gip 6 Homg( X  ̂ , A) tenemos:

hds = g<|ids = g^dskcd f  = gkkcd ' k = gks

y por tanto es c i e r t a  la in c lu s ió n  Im k* c l m  d* y tenemos
s sde f i n id o  el epimorf ismo canónico de H (G,A) en H (G ,A ) .

Caso s = 0 : En este caso G es f i n i t o  según ( 3 . 2 . 5 )  y como la  
cohomología de F a r r e l l  y de Tate co inc iden se t i e n e :

Q
H ° ( G, A) = — —  [1] (Cap. X I I  - Apt .  2 -  pg. 236)

NA

Por o t ro  lado H ^ ( G ,A )= A ^  [9] (Cap. VI - Prop. 3 .1  -
0 *0pg. 191) y tenemos de H (G,A) sobre H (G,A) la  proyección

canónica.

( 4 . 3 . 2 )  Asi como para grupos f i n i t o s  (vcdG = 0 ) l o s  grupos de
A -•

cohomologí a H (G,A) para i<0 pueden i n t e r p r e t a r s e  como los 
grupos de homología de G, en general  para un grupo de dimen-A •
sión cohomológica v i r t u a l  f i n i t a  s no n u la ,  H (G,A) no admite  
esta i n t e r p r e t a c i ó n  para i< s .  Sin embargo para grupos de 
dual idad v i r t u a l  ( [ 5 ] )  se t i e n e  el  s i g u i e n t e  isomorf ismo para 
i<0 y todo G-módulo A:

H1(G,A)  = Hs . i _1( G , C8 A)

siendo C el G-módulo d u a l i z a n t e  de c u a lq u ie r  subgrupo de G 
l i b r e  de to rs ió n  y. de ín d ic e  f i n i t o ,  s i t u a c i ó n  que concuerda 
con lo que ocurre para grupos f i n i t o s  ya que en ese caso s=0
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iy C - T L .  Para 0 £ i< s ,  los H (G,A) están también re lac ionados  
con los grupos de homología y cohomología usual mediante una 
sucesión exacta que "mide" la desviac ión de l a  dual idad del  
módulo d u a l i z a n t e  C.

( 4 . 3 . 3 )  Lema d t  ShapZsio pana, t a  cohomotogJCa de F a ^ e l l . Si
H es un subgrupo de G, para todo H-módulo B y todo entero n
se t i e n e  el  s ig u ie n te  isomorf ismo

ÍÍn(H,B)  = Hn(G,HomH(ZZG,B))

Demostración.  En pr imer  lugar  notemos que según ( 3 . 2 . 7 )  H es 
v i r t u a l m e n t e  l i b r e  de t o r s ió n  y v c d H ^ v c d G  y por lo tan to  
t i e n e  sent ido  hablar  de l a  cohomología de F a r r e l l  de H.

Sea (X,C)  una reso luc ión  completa de F a r r e l l  para G. 
Puesto que todo G-módulo p roy ec t i vo  es en p a r t i c u l a r  H-módulo 
p r o y e c t i v o ,  (X,C)  pasa a ser  una reso luc ión  completa de F a r r e l l  
para H.

Si B es un H-módulo,  Hom^(ZG,B) es un G-módulo v ía  el
homomorfismo de a n i l l o s  7LW >2LG. Por o t ro  lado según [ l ]
(Cap. I I  -  Prop. 5 .2  - pg. 28) tenemos el  s i g u i e n t e  isomor-
fismo na tur a l  en X,

HomH(X,B)  -  Hom6 (X,HomH( S G , B ) )

Obteniendo la  cohomología de F a r r e l l  de H y de G a 
p a r t i r  de la reso luc ión completa (X,C)  se t i e n e :

Hn(H,B)  = Hn(HomH( X , B ) )  = Hn ( Hora,, ( X ,HomH(ZZG , B ) ) )  = 

= Hn(G,HomH(ZZG,B))
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( 4 . 3 . 4 )  ?>iopo6¿c¿6n. Para todo G-módulo A y todo entero n,
Hn(G,A) es un grupo de t o r s i ó n .

Demostración.  Sea S un subgrupo de G l i b r e  de to rs ió n  y de 
í n d i ce  f i n i t o .  Rep i t i endo el proceso del teorema de e x i s t e n 
c ia  de reso luc iones completas de F a r r e l l  ( 4 . 1 . 8 )  para l a  su
cesión exacta de grupos S h— »S — » 1 se ob t iene  que nece-

A n

sar iamente  H ( S , B ) = 0  VnSZ y todo S-módulo B.

Según el  t r a b a jo  de F a r r e l l  [6] podemos d e f i n i r  los 
homomorfismo R e s t r i c c i ó n  y C o r r e s t r i c c i ó n :

.  R e s :  Hn ( G , —) -------- > Hn ( L , —)
L <  G , [ G : L ]  < »

C o r :  í i n ( L , —)  > Hn ( G , —)

cumpliéndose que Cor°Res es l a  m u l t i p l i c a c i ó n  por [G :L j .

AnEn nuestro caso el producto Cor°Res pasa por H ( S , A ) = 0
O

y necesar iamente [G:S]H ( G , A ) = 0  para todo entero n y todo
A

G-módulo A y por lo tan to  H (G,A) es de t o r s i ó n .
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C A P I T U L O -  5 

PERIODICIDAD Y p-PERIODICIDAD PARA LA 

COHOMOLOGIA DE FARRELL

En este  c a p í t u l o  se de f inen conceptos p a r a le lo s  a los  
d e sa r r o l l a do s  por Cartan y E i l enberg  sobre p e r i o d i c i d a d  y 
p - p e r i o d i c i d a d  de la cohomología de F a r r e l l .

Hay que destacar  la  obtención de los teoremas ( 5 . 3 . 5 )  
y ( 5 . 3 . 6 )  que r e s u l t a r á n  fundamentales para el  e s t u d i o ,  en 
los c a p í t u lo s  p o s t e r i o r e s ,  de la p e r io d ic id a d  y p - p e r i o d i -  
cidad de los grupos de mat r ices  S L ( n , Z ) .

G designará siempre un grupo v i r t u a lm e n t e  l i b r e  de 
to rs ió n  de dimensión cohomológica v i r t u a l  f i n i t a .

( 5 .1 )  DEFINICIONES

( 5 . 1 . 1 )  V n i í n l d l d n . Dado un primo p, diremos que el  grupo G 
es p - p e r i ó d i c o  si  la  componente p - p r i m a r i a  de los grupos de 
cohomología de F a r r e l l  de G es p e r i ó d ic a  para c u a l q u i e r  G-módu
lo A, es d e c i r ,

A i + n n A ,•3n >1  /  p-H P(G,A)  = p-H (G,A)

V i e Z  y todo G-módulo A.
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Al menor np cumpliendo la condición a n t e r i o r  lo l l a m a 
remos el p-per fodo del grupo G.

( 5 . 1 . 2 )  Un grupo G diremos que es p e r i ó d i c o  si
es p - pe r i ó d i co  para todo primo p.

El per iodo es el  mínimo común m ú l t i p l o  de los p -p er ío do s ,  
que está d e f i n id o  puesto que hay solamente un número f i n i t o  de

A

p-per íodos d i s t i n t o s  de 1 ya que según ( 4 . 3 . 4 )  [G: S ]H( G, A) = 0 , 
siendo S un subgrupo l i b r e  de to rs ió n  de G de í n d i c e  f i n i t o .

(5.2) PERIODICIDAD Y P-PERIODICIDAD RESPECTO A SUBGRUPOS

( 5 . 2 . 1 )  ?Kopo&¿c.¿6n. Si G es un grupo p - p e r i ó d i c o  de
p-per íodo np y H es un subgrupo de G, H es también p - p e r i ó 
dico de p-per íodo un d i v i s o r  de np.

Demostración.  Sea B un H-módulo y sea i 6 7L\ t en iendo en cuen
ta el  Lema de Shapiro ( 4 . 3 . 3 )  y que np e s ' p - p e r í o d o  de G 
se t i e n e :

'"i + n  ̂i + n n
p-H P(H,B)  = p-H p(G,HomH(ZZG,B)) =

*  p-H1(G,HomH(2ZG.B)) = p - H ^ H . B )

por lo que np es un p-per íodo de H y por lo ta n to  el  p -per íodo  

de H es un d i v i s o r  de np.

( 5 . 2 . 2 )  ? n o p o s i c i ó n , Si G es pe r ió d ic o  de per íodo n y H es un 
subgrupo de G, H es también pe r ió d i c o  de per íodo un d i v i s o r  de n

Demostración.  Totalmente análoga a la  a n t e r i o r .



(5 .3) TEOREMAS FUNDAMENTALES SOBRE PERIODICIDAD Y P -PERIOD IC ID AD

( 5 . 3 . 1 )  Lema. Dado el primo p,  el l o c a l i z a d o  de 2  en p 

Z (p)  = 6  ̂  ̂ ( b , p) = 1} v e r i f i c a :

1) es un D . I . P .  l i b r e  de t o r s i ó n .

2) Q /Z  = 0 Z(p°°) siendo ZZ(p°°) el  grupo

cuas i c í e l  i c o :

{ [ | ]  e q/zz /  a.bezz , b=p1- , i> o }

Demostraci  ón.

11 * (»>  es obviamente l i b r e  de t o r s i ó n .

Si I es un idea l  del a n i l l o  u n i t a r i o  y conmutat ivo  
y c6TL genera el  ideal  p r i n c i p a r l  i ”*( I ) ,  siendo

1 : 2  - - - - - - - - > Z (P)  -
X ________________  X
x 1

la  inyección canónica,  es f á c i l  comprobar la  igualdad I = i ( c ) Z j  j ,  
de donde se deduce que es un D . I . P . .

2) Supongamos [ y ]  ezz( p ) /zz  n z ( p ” )
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— » ( a - r b ) p “ = be (b>p)=1 > P“

Con todo es to ,  Z^pj / Z  f| 2Z(p°°) = Z  .

Por o t ro  lado V [^] 6 Q /Z  se t i e n e  y = pYr con ( p , r )  = l
y por lo t a n t o ,

3 a , 3 6 Z  /  ap^ + 3r = 1

de donde,

$  -  = [ ^ ]  + [ ^ ]  = Í f ]  + [ %J J P» y, p I y» p \

con lo que [y]  6 ZZ(p)/ZZ + Z ( p " ) .

( 5 . 3 . 2 )  Lema. Sea p un primo y K un grupo abe l i ano  de t o r s i ó n ,
entonces p - K -  K 8 Z^pj . ^

Demostración.  Consideremos la  sucesión exacta de grupos,

2  H > Z (p)  h Z ( p ) / Z

Te nsor ia l  izando sobre Z  por el  Z-mÓdulo p-K se ob t iene  
l a  s i g u i e n t e  sucesión exacta l a r ga

-* T o r ( p -  K , Z ( p ) / Z )  -------> p-K 8 Z   > p - K 8 Z (p)

 > p-K 0 Z^pj / Z  -------> 0

Por la  a d i t i v i d a d  del fu n t o r  T o r ( p - K , —) y puesto que 
Q /Z  = Z^p j / Z  © Z(p°°) se t i e n e :
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T o r ( p - K , Z ( p ) / Z )  © Tor(  p-K ,ZZ( p°°)) -  Tor (  p-K , Q / Z  ) 

y según [7] ( Vo 1. I - Cap. X - Apt.  62 - pg. 267) se t i e n e ,

T o r ( p - K , Q / Z )  = p-K y Tor ( p-K ,Z(  p°°)) = p-K

de donde necesar iamente Tor ( p-K ,Z^ j / Z ) = 0.

Por o t ro  l ado ,  puesto que Q / Z  es d i v i s i b l e  como Z-módulo 
[9] (Cap. I -  Apt .  7 -  pg. 31) y p-K es un grupo de t o r s i ó n ,  
según [7] (V o l .  I -  Cap. X - Apt .  59 - pg. 255) p - K 8 Q / Z = 0 .  
Además, por l a  a d i t i v i d a d  del fu n t o r  p - K 8 — se t i e n e  que 
p - K 8 Z ^ p j / Z  es sumando d i r e c t o  de p - K & Q / Z = 0 d e  donde nece
sar iamente p-K 0 Z ^ j / Z  = 0.

Con todo esto la sucesión exacta l a rga  a n t e r i o r  nos da 
el isomorf ismo p-K  ̂ p - K 0 Z ^ p j .

Pretendemos ahora comprobar que p - K 0 Z ^ p j  y K 8 Zj  j 
son isomorfos.  Puesto que es l i b r e  de t o r s i ó n ,  el f u n t o r
— 0 Z j p j  conserva inyecciones y l a  in c lu s ió n  canónica i : p - K — > K
se t ransforma en un monomorfismo i * : p - K 0 Z j p j  > K 8 Z j p j .
Para comprobar que i *  es isomorf ismo veamos que todo generador  
x 0 a de K8 Z^pj .  t i e n e  an t i imagen.  Puesto que K es un grupo 
de t o r s i ó n ,  todo elemento de K es de orden f i n i t o ,

o ( x ) = n = p^m con (m ,p ) = l  

como consecuencia mx 6 p-K , j y

i * ( m x 0 ^)  = mx 8 = x 8 a

Por lo tan to  K8 Z^pj es isomorfo a p - K 8 Z^pj y ju n to  
con el  isomorf ismo obtenido an te r io rm ente  p-K -  p - K 0 Z j ' j ,  
tenemos f i n a l m en te  p-K -  K 0 Z j pj .
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( 5 . 3 . 3 )  Lema. Si X es un G-módulo p r oy ec t ivo  f i n i t a m e n t e  
generado,  entonces para todo G-módulo B se t i e n e  el s i g u i e n t e  
i somorf ismo,  n a tu r a l  en X,

Hom6 (X,B 0 ZZjp j )  * HomG(X,B)  0 ZZjp j

Demostración.  Según [ 11] (Cap. V - Prop. 4 .2  - pg. 147) a p l i 
cado al  a n i l l o  Z G , a l  G-módulo p ro ye c t ivo  f i n i t a m e n t e  generado 
X y al  G-módulo B, se t i e n e  el  s i g u i e n t e  isomorf ismo n a tu r a l  
en X ,

HomG(X,B)  = HomG(X,ZZG) 0Q B

Puesto que es l i b r e  de t o r s ió n  al t e ns o r i  al i zar
por Z j p j  sobre el a n i l l o  S e n  el isomorf ismo a n t e r i o r ,  se man
t i e n e  el  isomorf ismo y la  n a t u r a l i d a d ,  con lo que se t i e n e :

Hom6 (X ,B)  0 ZZ(pj « (HomG(X ,S G)  0GB) 0 S( p j

Por l a  a s o c i a t i v i  dad del producto t e n s o r i a l  y ap l i cando
de nuevo [11] (Cap. V - Prop. 4 .2  - pg. 147) para el  a n i l l o  2ZG,
el  G-módulo p r oy ec t ivo  f i n i t a m e n t e  generado X y el G-módulo 
B 0 Z ^ p j , se t i e n e :

HomG(X,B)  0 2Z(p) * (HomG(X ,ZZG) 0Q B) 0 Zj  j *

« HomG(X ,Z G )  0G (B0  2Zjpj) « HomG(X ,B 0 ZZ( p ) )

además este  isomorf ismo es n a tu r a l  en X.

( 5 . 3 . 4 )  Lema. Para todo Z^ jG -m ó d u lo  A se

(G,A)  = H1('G,A)
*<p)

t i e n e :

Viezz
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Demostración.  Sea (X,C)  una reso luc ión completa de F a r r e l l  
para el  grupo G.

Puesto que es l i b r e  de t o r s i ó n ,  los complejos
Z (p)  8 X y Zj  j 0 C siguen manteniendo la e x a c t i t u d .  Además
según [8] (Cap. 2 - Apt .  2 .3  -  pg. 25) l a  G - p r o y e c t i v i  dad
pasa a ser  Z  ̂ jG -p ro ye c t i  vi dad con lo que (Z^ j 0 X ,Z^ j 0 C) 
es una Z  ̂ j -  resol  uci ón completa de F a r r e l l  para el  grupo G.

Por o t ro  l ado,  por ser  el  fu n to r  j 0 — adjunto  a la
i z q u i e r d a  del fu n t o r  cambio de a n i l l o  M o d ^  > Mod-^ se t i e n e

( niel isomorf ismo n a t u r a l ,  ' p '

Hom^ ^(Z^pj 0 - , A )   ̂ Homs ( - , A )

y puesto que este isomorf ismo mantiene los elementos G - i n v a r i a n -  
tes se t i e n e  el  s ig u ie n te  isomorf ismo n a t u r a l :

H o m~j]_̂ j G ^ p )   ̂ *^ ) ~ ^omZG^ ^ )

Hal lando la  cohomología de F a r r e l T ' d e  G a p a r t i r  de la
re so luc ión  completa (X,C)  y l a  Z  ̂ j -cohomología a p a r t i r  de 
l a  Z ^ p j - r e s o l u c i ó n  completa ( Z j p j 8 X ,  Zj  j 0 C) tenemos el  
isomorf ismo buscado.

( 5 . 3 . 5 )  T zoKzma . Sea G un grupo v i r tu a lm e n te  l i b r e  de t o r s i ó n  
de dimensión cohomológica v i r t u a l  f i n i t a .  Sea S un subgrupo 
normal de G, l i b r e  de to rs ió n  y de ín d i ce  f i n i t o  en G. Supon
gamos que G admite una reso luc ión completa de F a r r e l l  (X ,C)  con 

cada X. G-módulo f i n i t a m e n t e  generado.  Entonces si  T=G/S es 
p - p e r i ó d i c o  de p-per íodo ri , G también es p - p e r i ó d i c o  de p - p e r í o -  
do un d i v i s o r  de nn .
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Demostración.  Puesto que r = G/S es un grupo f i n i t o ,  si  es 
p - p e r i ó d i c o  de p-per íodo np, según [22] (Tma. 4 .1  - pg. 274)  
podemos c o n s t r u i r  un complejo a c í c l i c o  de Z ^ ^r -m ód u l os  
p roy ec t ivos  con un per íodo np, es d e c i r :

dñ dñ d*n +1 n Qn
• • » . . . »̂ V----------- ——£---- ^ Y —— P > Y > • • • -—% Y ——> Y __

n +1 n ^  n_- l  *0 -1
P P P

" W1 ---------------* W0  » V - l   ’ W0 -  Wn - 1
P ,  P

2 (p)  Z (P)

Consideremos la  s i g u i e n t e  7L^  jG - reso l  ución p r o y ec t iv a

de z ( p )

k' k'
. . . ----- > p — ü-> p -------> . . . -------> p — 2Z/ x  > 0

n n -1 0 ( p )

Por o t ro  l ado,  puesto que G es v i r tu a lm e n te  l i b r e  de 
t o r s i ó n  de dimensión cohomológica v i r t u a l  f i n i t a ,  según ( 3 . 2 . 8 )  
G es también v i r t u a lm e n te  l i b r e  de Z ^ ^ - t o r s i ó n  y vcd^ G = r  < 
< ved G -( P)

Según el teorema de e x i s t e n c i a  de R - reso luc iones comple
tas de F a r r e l l  ( 4 . 1 . 8 ) ,  la  ZẐ j -cohomol ogí a de F a r r e l l  de G 

puede obtenerse a p a r t i r  del complejo a c í c l i c o  ( ^ n »dn) ng2  
donde:

VnCZZ
X = Y „ 877 K siendo K = Im k '

n  n - r  Z ( P )  r

d = d ' 8 1n n - r
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Puesto que

tenemos que,

Yi  = v + i  y  d i  ■ d ; n + i  v i e z
P P

Xi = Xnn+i y di " V +i Vi62Z
P P

con lo  que el complejo ( ^ n >^n) ng2Z se r e Pl t e  per iódicamente  
con un per íodo np. Como consecuencia l a  2Ẑ  j -cohomología  
de F a r r e l l  de 6 v e r i f i c a

ü í  (G,A) = h"p (G,A)
Z (P) Z (P)

para todo entero i y todo Z ^ jG -m ód u l o  A y por lo tan to  la  
Z ip j -cohomolog ía  de F a r r e l l  de G es pe r i ó d ic a  de per íodo un 
d i v i s o r d e n p .

Pretendemos comprobar que para todo G-módulo B y V i 6 Z  
se t i e n e  el isomorf ismo s ig u ie n t e

p -  H1 (G ,B) = h '  ( G , B 0 Z Z , , )
Z (p)  (P)

con e l l o ,  puesto que la 7 L ^ j -cohomología  de F a r r e l l  de G es 
pe r ió d ic a  de per íodo un d i v i s o r  de np, tendremos que su coho
mología de F a r r e l l  será p - p e r i ó d i c a  de p-per íodo un d i v i s o r  

de np .

Supongamos que (X,C)  es una reso luc ión  completa de
F a r r e l l  para G con los G-módulos X. f i n i t a m e n t e  generados.

1
Para todo entero i ,  ap l icando ( 5 . 3 . 2 )  a H ( G , B ) ,  que segGn
( 4 . 3 . 4 )  es un grupo abel iano de t o r s i ó n ,  se t i e n e

p -  Hr (G,B) = H1 (G ,B) 0 2Z(p)
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según la  d e f i n i c i ó n  de cohomología de F a r r e l l  ( 4 . 2 . 1 )  t e n e 
mos también

Í Í1 (G.B)  0 2Z(p) “ H1 (HomG( X , B ) )  8 ZZ(p)

Por o t r o  l a d o ,  puesto que es l i b r e  de to rs ión
el  f u n t o r  — es c o va r ia n t e  exacto y según [14] (Cap. 6. - 
E j  . 6 . 4  - pg. 170) ap l i cado al complejo de Z-módulos Homg(X,B)  
se t i e n e  el  isomorf ismo s i g u ie n t e :

H1' (H onig( X , B ) ) 0 ZZ(p)  -  H1 ( Honig( X ,B ) 0 2Z( ) )

Puesto que (X ,d )  co ns t i tuye  un complejo de 6-módulos 
proyec t ivos  f i n i t a m e n t e  generados,  ( 5 . 3 . 3 )  nos da el isomor
f ismo s i g u i e n t e

H1' (Honig(X ,B) 0 ZZ( p ) ) = H1 (Hong( X , B 0 ZZ( p ) ) )

F i na lm en te ,  teniendo en cuenta la  d e f i n i c i ó n  de coho
mología de F a r r e l l  de G y ( 5 . 3 . 4 )  para el  Z^^G-módulo B 8 ZZj j 
tenemos:

H1 (HoroG( X , B 0  ZC^pj) )  * H1 ( G , B 0 2Z( p } ) = ^ ( G , B 0 Z ( p ) )

Con todo esto tenemos el isomorf ismo buscado:

p -  H1 <G.B) -  H Í  (G .B 0  7L . )
(p)  VK/

para todo en te ro  i y todo G-módulo B.
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( 5 . 3 . 6 )  TejVtema.. Sea G un grupo v i r tu a lm e n te  l i b r e  de t o r  
sión de dimensión cohomológica v i r t u a l  f i n i t a .  Sea S un 
subgrupo normal de G, l i b r e  de to rs ió n  y de ín d i ce  f i n i t o  
en G. Si r=G/S es p e r i ó d i c o  de período t ,  entonces G tam
bién es pe r iód ico  de per íodo  d i v i s o r  de t .

Demostración.  Notemos en pr imer  lugar  que, aunque no es 
ahora nec es ar io ,  si  G a d m i t i e r a  una reso luc ión completa de 
F a r r e l l  por G-módulos f i n i t a m e n t e  generados este  teorema 
s e r í a  consecuencia d i r e c t a  del a n t e r i o r .

Puesto que r=G/S es un grupo f i n i t o ,  si  es pe r ió d ic o  
de período t ,  según [22] (Tma. 4 .1  - pg. 274) podemos cons
t r u i r  un complejo a c í c l i c o  de r-módulos p royect ivos con un 
período t ; e s  d e c i r :

dt  dó
• • •  - ^ Yt — ^ Yt - 1  — » • "  ^ Yo - ^ Y-1 — > • • •

II II II II
. .  . -----> w -------> W. . -----> • • •  > W,

0 V  t - 1  0 " t - i

TL _ ZZ

Consideremos la  s i g u i e n t e  G- resoluc ión p r o y ec t iv a  de 2Z 

—  Pn Pn-1 » ?! PQ ZZ' — » 0

Según el  teorema de e x i s t e n c i a  de R -reso luc iones com
p le tas  de F a r r e l l  (4.1.8)  la  cohomología de F a r r e l l  de G puede 

obtenerse a p a r t i r  del complejo a c í c l i c o  (Xn »dn) ng£ donde:

Vn62
Xn = YR-S 8 K siendo K = Im y s = cd S

d = d ' 0 1n n-s
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Puesto que Y.. = Yt + . y dj = dt +1- V i e Z  tenemos que 
Xi = Xt + i  y di = dt + i  V i 6 Z  con lo que el complejo ( xn , dn) ne2Z 
se r e p i t e  per iódicamente con un período t  y por lo tanto  
l a  cohomología de F a r r e l l  de G es p e r i ó d i c a  de per íodo un 
d i v i s o r d e t .
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C A P I T U L 0 -  6

PERIODICIDAD Y COHOMOLOGIA DEL GRUPO S L ( 2 ,Z )

En este c a p í t u l o  se hace en pr imer  lugar  un es tud io  
exhaust ivo de la  e s t r u c t u r a  del grupo de matr ices SL(2,2Z)  
para poder a p l i c a r  c i e r t o s  teoremas de sar r o l l ados  en c a p í t u 
los a n t e r i o r e s  y obtener  f in a lm en te  que el  grupo SL(2,2Z) es 
pe r ió d i c o  en el sent ido in t ro du c i do  en el c a p í t u l o  5 y c a l c u 
l a r  su cohomología de F a r r e l l .

( 6 .1 )  ESTRUCTURA DEL GRUPO S L ( 2 , Z )

( 6 . 1 . 1 )  n í o . í 6 n . Representaremos por S L ( 2 , Z )  al grupo
m u l t i p l i c a t i v o  de las matr ices 2x2 con términos en Z y  d e t e r 
minante 1.

( 6 . 1 . 2 )  L m a , El s ig u ie n te  subconjunto de S L ( 2 , 2 )  es mul
t i p l i c a t i v a m e n t e  cerrado:

Demostración.  Sean A y A' dos elementos de M, con lo que

M = { Ta bl e SL(2 , 2 )  -  {1} /  a , b , c , d>0 , ad > l }
c d

a , b , c , d>0 ad>l A^I

a' b' 
c' d' a'dSl AVI
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AA* =
aa' + be' 

ca' + de'

ab' + bd' 

cb' + dd'

Todos los términos de AA' son enteros no ne ga t i vo s ,
además,

( a a '+  be') ( cb' +dd') = aa'cb' + aa'dd' + bc'cb' + bc'dd' 4  1 

puesto que todos los sumando son po s i t i vo s  y aa'dd'^l .

Por o t ro  l ad o ,  si  suponemos AA'=I  tenemos A'=A 
de donde

-1

a' b'

c' d'

d -b

-c a

y por lo tan to  b ' = -b >̂ 0 y c' = - c >0 con lo que necesar iamente  
b = 0 = c . Además | A | = a d = 1 y'  como a y d son pos i t i  vos tenemos
a = 1 = d con lo que A= I en contra  de que A es un elemento de M

( 6 . 1 . 3 )  Lema, Sea H el  subgrupo de SL ( 2 ,2Z) generado por - I .
r °  i ]  ro - i ]

Si X = L  q e Y= i  i  entonces para toda m at r i z  M del

conjunto M d e f i n i d o  en ( 6 . 1 . 2 )  se t i e n e  que Y MX no está  
en H para CKcKl y CK342.

Demostración.  En pr imer  lu gar  notemos que H = { 1 , - 1 } .

‘a b1
Sea M .c d_

los va lores  de a y 3 :
■ c

6 ct6 M; estudiemos la  ma t r i z  Y MX según

P=0 , a = 0 : YBMXa = M |  H ya que Hf lM = 0
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8 = 0  , a = l :  

8 = 1  ,  a = 0 :  

8  = 1 , a  = 1 :

YeMXa =

YSMXa =

Y6MXa =

-b a 
-d c

"-c -d"
a+c b+d

d -c  
-b -d  a+c

{; H ya que a^O.

|í H ya que d^O.

ya que si  d=±l

8=2 , a = 0 :

8=2 , a = 1:

y -b-d=0 entonces b = - l  o d = - l .

~- a - c -b -d  
a bY3MXa = j; H y a  que a^ O.

£ H ya que s i a=± 1

y -a -c = 0  entonces a = - l  o c = - l .

Y3MXa =
b+d - a - c  
-b a

"0 1" 0 -1
( 6 . 1 . 4 )  Lema, Sean X =

_ - ! 0 e Y = _1 1_ ; entonces todo

elemento de S L ( 2 , Z )  puede expresarse en l a  forma:

6
X Y

donde: 0<a£3; n>0; l £ 3 .¡£2 para l£ i< n  y 0¿8n<:2

Demostración.  Puesto que Vn6Z

"i o" ’l  0 n 1 n" ’ l  1
y

n 1_ _1 1. P 1. 0 1.

/ % ‘ * í 1 °1 T1 *1S L ( 2 , Z )  esta generado por las t rasvecc iones  L  ̂ y L  J
según [13]  (Cap. 8 - Tma. 8 .12  - pg. 159) .

Por o t ro  1ado,

XY =
"l l“

y XY2 =
i 0*

0 1_ i i_
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con lo que las matr ices  X e Y generan S L ( 2 , Z ) y  todo elemento  
* de S L ( 2 , Z )  será de la  forma:

está en el  cent ro de S L ( 2 , Z ) .  Con todo esto cada elemento  
de S L ( 2 , Z )  puede expresarse en la forma buscada.

( 6 . 1 . 5 )  Lema, tf = < - I >  es un subgrupo normal de SL(2,2Z)  
v e r i  f i  cando:

Demostración.  Que H es un subgrupo normal de S L ( 2 , Z )  es obvio .

Supongamos <a> -  TL^ y  <b> -  TLg. Apl icando la d e f i 
n ic ión de producto l i b r e  en el  diagrama s ig u ie n te

donde '

r n>0

“ i * p n e 2
(*2* • »a n  ̂ Z  - { 0 }
3i * • . • »£n_i 6 ^ -{0}

Por ot ro lado X4 = I , Y6 = I y X2 = Y3 = - I  y además - 1

0 1
<a> »-----> <a> *  <h> *-----1 <b> f í a )  = XH

0 -1

H

se obt iene un único homomorfismo ip: <a> * <b> 
de manera que ip( a ) = XH y i^(b)=YH.

S L (2 »2Z) 
H

2Puesto que X GH, teniendo en cuenta ( 6 . 1 . 4 ) ,  todo e l e 
mento de S L ( 2 t Z ) / H  puede expresarse en la  forma:



84

con

n>0 
0<X<1 

1< 8: < 2 
0< 8 n<2

para l<_i < n

por lo que \¡j es obviamente epimorf ismo.  Para comprobar que i[> 
es un isomorf ismo supongamos

a 8 8
a b  a • • • ab 6ker\|; con ^

n>0
0£a£l

l=&-¡=2 para l^ i< n  
0<^n<2

a 8 -i 8
con lo que X Y X • • •  XY n6tf . Además tf = < X > íl < Y > y por lo
t a n t o :

a 8u. p -

Caso n = 1 : X Y GH con CK a£ l  y 0£8 ^£2 .

8
Si a = l ,  XY GH con lo que,

8 1 8
XY A = I 

8
* Y 1 = X3 G <X> n <Y> = H

8
XY = - I  = X Y 1 = X G <X> fl <Y> = H

en contra de qué ni X ni X están en H.

3 1Si a=0,  Y 6tí y  como 0£8^£2 necesar iamente 8^ = 0.

- f 1 1Lo i.
1 0 
1 1Caso n> 1 : Puesto que las matr ices  XY = | n ■, y XY =

están en el  conjunto M d e f i n i d o  en ( 6 . 1 . 2 )  y M es m u l t i p l i c a 
t ivamente ce r r ad o ,  atendiendo a los posib les  va lores  de a y 

de 8n tenemos el  cuadro s i g u i e n t e :
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0 0 31 Y AX n = 2

0 0 *1 Y AX . . 3n - l  31 . XY n AX 8 Y aMX n>2

0 1 31Y AX . . 3n - l  31 . Y XY G Y M

0 2 31Y AX . . 3n-1  ̂ Pi . Y XY 8 Y aM

1 0 31XY AX . 3n - l. . XY n AX 6 MX

1 1 31 XY AX . 3 n - 1 
. .  Y AXY 8 M

1 2 3 1 XY AX . 3 n - l  2 . .  Y xXY 6 M

Si 81
{ axgh tenemos ,

3 1 Y / X = I 81 3= *  Y = X C <X> fl <Y> =

3 1 Y X = - I  = X2 3 1— > Y 1 = X €' <x> n <Y> =

3
en contra  de que ni X ni X están en H. Además según ( 6 . 1 . 3 )  
en ninguno de los ot ros casos puede ser  un elemento de H.

Por lo  tan t o  es un isomorf ismo.

( 6 . 1 . 6 )  C o k .o tc L H . lo . La expresión obtenida en ( 6 . 1 . 4 )  para los  
elementos de S L ( 2 , Z )  es única .

Demostración.  Supongamos dos expresiones de un mismo elemento  
de SL( 2 , 2 ) ,  es deci  r :
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donde: njin^O
0<¡a,a'<:3
l £ 3 1-»3j£2  para l< i< n  , l<J<m
0<3 , 3 1 < 2 = Mn ,Mm=

Pasando al coc ien te  S L ( 2 , Z )  / H  se t i e n e :

o 31 3n X 3i 3n X 3i 3n
X Y • • •  XY H = X Y 1 . . .  XY n tf = ty(a b . . . a b  n )

a' 3'n 3V X' 3Í 31 V 3* 3'
X Y . . .  XY H =  X Y 1 . . .  XY mtf = i|j(a b . . . a b  m)

donde: A = ct(2 ) , (KX^l  y A '=ot'( 2) , CKA|< 1*.

Puesto que ip es i n y e c t i v a  tenemos:

• X h  3n X’a b  . . .  ab = a b . . . a b

lo que en el producto l i b r e  <a> * <b> impl ica  A = A1 , 3^=3j
y n=m, por lo que s im p l i f i c a n d o  en la  igualdad i n i c i a l  ob te 
nemos Xa= Xa y puesto que X es una ma t r i z  de orden 4 y 0 £ a , a ' £ 3  
necesar iamente a=a‘ . En d e f i n i t i v a  tenemos

n=m ,• a=a '  , ^ i =^í para l £ i£ n

( 6 . 1 . 7 )  Teorema. S L ( 2 , Z )  « 7LA *  n  
-  ** ZZ2 6

r° r
Demostración.  Consideremos en S L ( 2 , Z )  las matr ices X = , n

'0 - í j
, entonces:e Y = 1 1

<x> = Z 4 

<Y> “ 2 6
<X> n<Y> = H -  TLZ
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Para comprobar que SL(2,2Z) es el  producto amalgamado 
de dos grupos c í c l i c o s  de ordenes 4 y 6 a t ravés  de o t ro  de 
orden 2,  basta comprobar que el s i g u i e n t e  cuadrado,  formado 
por las in c lus ion es  canónicas,  es un push-out .

' r

<Y> h

-> <X>

SL(2,ZZ)

Supongamos un grupo G cua lq u ie ra  y dos homomorfismos
f :  <X> -----> G y g: < Y > ------- »G de manera que sus r e s t r i c c i o n e s
a H co inc iden.  Según ( 6 . 1 . 6 )  todo elemento de S L ( 2 , Z )  se 
puede expresar  de forma única como

a 3 1 3 n
X Y AX . . . X Y n . Cjon

n>0 
0<a< 3
1< 8 ‘^ 2  para l £ i< n
0< 3 n<2

esto nos permi te  d e f i n i r  la  a p l i c a c i ó n  h: SL(2,2Z)  >G
como:

a 8-, 8 a 8,  8
f ( X  Y X . . . XY n ) = f ( X )  g ( Y ) 1 . .  . f  (X) g(Y)  n

que es f á c i l  comprobar que se t r a t a  del único homomorfismo de 
S L ( 2 , Z )  en G v e r i f i c a n d o  h ( X ) = f ( X )  y h ( Y ) = g ( Y ) .

( 6 . 1 . 8 )  Teorema. S L ( 2 , Z ) , - 5 Z 10 
-̂------------ ab 1¿

Demostración.  Según vimos en la  demostración de ( 6 . 1 . 4 )  las  
t ransvecc iones
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1 1 "1 0‘
T 1 = 0 1 y T2 = _1 1_

generan todo SL(2,ZZ) y por lo tanto  todo elemento de S L ( 2 , S ) a  ̂
es de la  forma:

ex i  8 ^  < * 2  $ 2  

T 1 T 2 T 1 T 2

a  8 n Mn
T1 T2 SL (2 ,22) ' con

n>0
a i » 6 . ¡  62

Por o t ro  lado se t i e n e :

o

iH

X ii

-1 0_

1
o -1"

-< ii
1 1

T1 T2 = t x »Y] e SL( 2 , 2 )  1 siendo

y por lo  tan to  = fX , Y ] d o n d e  se deduce que todo e l e 
mento de SL(2,ZZ)ak es una potencia  de T ^ S L ^ j Z ) '  y por tan to  
S L ( 2 , 2 ) ak es c í c l i c o .

Consideremos ahora el f u n t o r  S de l a  c a te g o r ía  de 
grupos en l a  c a te g o r ía  de grupos abe l ianos  que a cada grupo 
l e  asocia su a b e ! i a n i z a d o . Puesto que S es adjunto  a la  i z q u i e r  
da del f u n to r  in c lu s ió n  [20] (Cap. 1 -  E j . e -  pg. 36) S con
serva push-outs ,  y como consecuencia el t ransformado de

SL (2 , 2 )  -  <X> * H <Y> “ ZZ4 2g

es un push-out  en l a  c a t e g o r ía  de grupos abel ianos

H -----------------------» <X> H = H

S

ab ♦  <x>ab=<X>

< y > -> S L ( 2 , Z ) <Y>=<Ylb SL(2,ZZ)
ab
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Según [13] (Cap. 11 - Tma. 11.33 - pg. 270) se t i e n e :

SL( 2 , 2 )  . * ■<X> X <Y>
aD N

2 3donde W es el subgrupo de <X> x <Y>generado por (X ,Y ) por  
lo que N es de orden 2 y

| S L ( 2 , 2 )  . | = l <X> x < Y> 1 = 12
|N|

( 6 . 1 . 9 )  T (lonzma. . S L ( 2 , Z ) '  es l i b r e .

Demostración.  Según ( 6 . 1 . 5 )  S L ( 2 , Z )  / H  -  TL¿ *  TL̂  siendo  

H = { 1 , - 1 } ,  por lo t a n t o ,

(  SL(2W,ZZ) )  = *  Z j ) ’

Por un l ad o ,  según [17] (Cap. 1 -  Prop. 4 -  pg. 14) 
tenemos que [ T L ¿ * H A '  es l i b r e .  Por o t ro  l ado,

SL( 2 , 2 )  

H

SL(2 , 2 ) '
H 0 SL (2 , 2 ) '

Si comprobamos que H fl S L ( 2 , 2 ) ' = 1  tendremos que 

S L ( 2 , 2 ) '  es l i b r e .

Si suponemos H (1 SL{2 , 2 ) '  ¿ 1 tenemos H H S L ( 2 , 2 ) '  =H

y .

/  SL( 2 , 2 )  | _ SL (2 , 2 )  /  H „ S L ( 2 , 2 )  /  H K S L ( 2 , 2 )  

l  H /ab ( SL (2 , 2 )  /  H ) ' S L ( 2 , 2 ) ' / tí S L ( 2 , 2 ) '



con lo que í SL (2 , g ) s e r í a  de orden 12.
\ H /ab

Por o t ro  l ad o ,  según [13] (Cap. 11 - Prop. 11 .33 -  
-  pg. 270) tenemos,

Por lo tan to  H H S L ( 2 , Z ) '  = 1 y S L ( 2 , Z ) '  es l i b r e .

( 6 . 1 . 1 0 )  Có/iolcLJi¿o. S L ( 2 , Z )  es v i r tu a lm e n te  l i b r e  de to rs ió n
y ved SL (2 , ZZ) = 1.

Demostración.  Según ( 6 . 1 . 8 )  S L ( 2 , 2 ) '  es un subrupo normal 
de S L ( 2 , Z )  de ín d ic e  12,  además S L ( 2 , Z ) ‘ es l i b r e  de to rs ió n  
como consecuencia de ( 6 . 1 . 9 )  y por lo tanto  SL(2,2Z) es v i r t u a l 
mente l i b r e  de t o r s i ó n .

Por o t ro  lado ( 3 . 1 . 9 )  nos demuestra que cd S L ^ j Z ) ' ^  1 
ya que SL ( 2 ,  ZZ )a es l i b r e .  Además si cd S L ( 2 , Z ) '  fuera  ce ro ,  
por ( 3 . 1 . 5 )  tendríamos SL(2,2Z) , = 1 con lo que S L ( 2 , Z )  s e r í a  
isomorfo a su a b e l i a n i z a d o  y como consecuencia de ( 6 . 1 . 8 )  
s e r í a  f i n i t o .  Por lo t a n t o ,

es de orden 6.

ved SL (2 ,ZZ)  ̂ cd SL(2,Z2) ’ B 1

Como consecuencia de esto t i e n e  sent ido cons idera r  la  
cohomología de F a r r e l l  de S L ( 2 , 2 ) .
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(6 .2 ) PERIODICIDAD DE S I_ (2 ,ZZ)

( 6 . 2 . 1 )  T eo/izma. S L ( 2 , 2 )  es pe r ió d i c o  de período 2.

Demostración.  Puesto que según ( 1 . 1 . 1 0 )  todo grupo c í c l i c o  
f i n i t o  es per ió d ic o  de per íodo 2,  en p a r t i c u l a r  según ( 6 . 1 . 8 )  
SL(2,ZZ)ak es pe r ió d ic o  de per íodo 2 y en v i r t u d  de ( 6 . 1 . 1 0 )  
es a p l i c a b l e  al grupo S L ( 2 , 2 ) e l  teorema fundamental  de 
p e r io d i c id a d  ( 5 . 3 . 6 )  por el que concluimos que S L ( 2 , 2 )  es 
per iód ico  de período un d i v i s o r  de 2.

Puesto que S L ( 2 , 2 ) -  2 g , según ( 6 . 1 . 7 ) ,  es u t i -

l i z a b l e  para S L ( 2 , 2 )  la  sucesión exacta de M a y e r - V i e t o r i s  
[23] (Tma. 2 .3  - pgs. 5 9 2 - 5 9 3 ) ,  que p a r t i c u l a r i z a d a  a 2  como 
SL( 2 , 2 )-módulo t r i v i a l  nos da Vn>0 la s i g u i e n t e  sucesión  
exacta

Teniendo en cuenta ( 1 . 1 . 1 0 )  y ( 4 . 3 . 1 ) ,  para un q s u f i 
cientemente grande tenemos la  s i g u i e n t e  sucesión exacta

0 -----» í¡2q(SL(2,2Z),ZZ) ZZ. e ZZg ZZg H2q+1(SL(2,ZZ),ZZ)  > 0

* Hn (SL(2,ZZ),2Z) -----> Hn (Z4 ,ZZ) ® Hn(ZZg,ZZ)

» Hn(2^,ZZ) — ♦ Hn+1(SL(2.ZZ).2Z)

Como consecuencia de l a  e x a c t i t u d  tenemos:

|H2q(SL(2,ZZ),ZZ) | = [ I m a | = | k e r g |  =

24 24

[Z4e2Zg:kere] | l m g |  | ker  y |



Puesto que y es suprayect i  va , + * ( SL (2 t U ),7L) es de
orden 1 o 2 y en cada uno de estos casos tenemos:

|H2q + 1 (SL(2,ZZ),ZZ)|  = 1 = *  | k e r y | =  2 = *  | í¡2q( SL (2 ,2Z ),ZZ) | = 1 2

| H2q+1(SL(2,2Z),ZZ) | = 2 — » | ker y|  = 1 | H2q(SL (2 ,ZZ ),2Z) | = 2 4

Como consecuencia H2q( S L ( 2 ,2 ) , 2 Z )  y Í¡2q+1(SL(2,ZZ),2Z)  
no pueden tener  el mismo orden y por lo  tanto  el per iodo de 
S L ( 2 , Z )  no puede ser  uno.

( 6 . 3 )  COHOMOLOGIA DE FARRELL DE S L ( 2 , Z )  CON COEFICIENTES EN TL

( 6 . 3 . 1 )  T  eo t im a . . Para todo entero q se t i e n e :

H2q(SL(2,2Z),ZZ) = 2Zj 2

H2q + 1 (SL(2,Z2),ZZ) = 0

Demostración.  Según [9]  (Cap. VI - Apt .  4 - pgs. 192-193)  
tenemos:

H1(SL(2,2Z),2Z) = Hom(H1(SL(2,ZZ),ZZ) = Hom(SL(2 ,ZZ)ab ,2Z)

y puesto que S L ( 2 , Z ) a  ̂  ̂ según ( 6 . 1 . 8 )  se t i e n e :

H1 (SL( ' 2 , i Z ) , Z )  = Hom(Z1 2 ,2Z) = 0

Puesto que según ( 6 . 1 . 1 0 )  ved S L ( ' 2 , Z ) = 1 ,  ap l icando
( 4 . 3 . 1 )  obtenemos un epimorf ismo de H1 ( SL( 2 , Z ) , Z )  sobre 

f¡1 (SL(2,2Z),2Z) con lo que H1 (SL (2 ,2Z ),ZZ) = 0 y  puesto que SL(2,ZZ)  
es pe r ió d i c o  de per íodo 2 tenemos:
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H2q+1( S L ( 2 , Z ) , Z )  = O Vq6Z

Según hemos v i s t o  en la  demostración de ( 6 . 2 . 1 ) ,  como 
Jj2q + l ( s t ( 2  s2 ) , 2 )  es de orden 1,  necesar iamente

|H2q + 1 ( S L ( 2 , Z ) , 2 )  | = 12

Por o t ro  l a d o ,  haciendo uso de ( 6 . 1 . 1 0 )  y de ( 4 . 3 . 1 )
tenemos:

H2 ( S L ( 2 , Z ) , Z )  = H 2 ( S L (2 , 2 ) , 2 )

y teniendo en cuenta [9] (Cap. VI -  Tma. 15.1 -  pg. 222) t e n e 
mos :

H 2 { S L (2 , 2 ) , 2 )  = E x t ( H 1 ( S L ( 2 , Z ) , 2 ) , Z )  © Hom(H2 ( S L ( 2 , Z ) , Z ) , Z )

*  Ext (SL (2 , 2 )  b , 2 )  © Hom(H2 ( S L ( 2 , Z ) , Z ) , Z )  

además puesto que S L ^ . Z ) ^  -  se t i e n e :

H2 ( SL(2 , 2 ) , 2 )  = E x t ( 2 ,  2 , 2 )  9 Hom(H2 (SL (2 , 2 ) , 2  ) , Z ) =

= 2 j 2 © Hom(H2 ( S L ( 2 , Z ) , 2 ) , 2 )

V
y  como el  orden de H ( S L ( 2 , Z ) , Z )  ha de ser  12 tenemos f in a lmente

H2 ( S L ( 2 ¿ 2 ) , 2 )  = TLyZ

y  por p e r io d ic id a d  de SL(2,2Z)  tenemos:

H2q ( SL (2 , 2  ) , 2 )  = 2 j 2 Vqez
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C A P I T U L O -  7

p -  PERIODICIDAD DE LOS GRUPOS S L (r í,Z )

Este c a p í t u l o  es tá  dedicado al  es tudio  de la  p - p e r i o d i -  

cidad de los grupos de matr ices $ L ( n , Z )  para n>2.

( 7 .1 )  ; p-PERIODICIDAD DE LOS GRUPOS S L ( n , Z )

( 7 . 1 . 1 )  Ve{¡ZnZeZ6n. Representaremos por S L ( n , Z )  al  grupo mul
t i p l i c a t i v o  de las matr ices nxn ( n > l )  con términos en Z y  d e t e r 
minante 1.

( 7 . 1 . 2 )  V e j  I n h a l ó  yi. Dado t > l ,  representaremos por S L ( n , t )  al 
grupo m u l t i p l i c a t i v o  de las matr ices nxn ( n> 1) con términos en 

el  a n i l l o  y de determinante  T.

( 7 . 1 . 3 )  Lema. El grupo S L ( n , Z )  es v i r tu a lm e n te  l i b r e  de t o r 
sión de dimensión cohomológica v i r t u a l  f i n i t a .  Además SL(n,ZZ)  
admite una reso luc ión completa de F a r r e l l  (X,C)  donde los X . 
son SL(n ,Z) -módul  os f i n i t a m e n t e  generados.

Demostración.  Apl icando [ l 6 ]  (Cap. 2 -  Tma. 4 -  pg. 124) al 
caso K=Q, L=SL(n,Q) y r = S L ( n , Z )  £  SL(n,Q)  se ob t iene  que S L ( n , Z )  

t i e n e  un subgrupo normal T de ín d ic e  f i n i t o  y l i b r e  de to rs ió n  
para el  que e x i s t e  una re so luc ión  f i n i t a  de TL por T-módulos 
l i b r e s  f i n i t a m e n t e  generados.  Además como consecuencia de [16]  
(Cap. 1 - Apt .  8 - pg. 1 0 1 ) ,  TL admite una r es o lu c ió n :
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• • • - - - - - » P . — — > P  ̂j  ~ — > * * * - - - - - - > P j  - - - - - - - > P q - - - - - - - > ZZ - - - - - - - ) O

con los P. SL( n , Z  )-módul os l i b r e s  f i n i t a m e n t e  generados.

Por todo e s to ,  S L ( n , 2 )  es v i r t u a lm e n t e  l i b r e  de to rs ió n  
y puesto que ZZ admite una reso luc ión  f i n i t a  de T-módulos l i 
bres ,  según ( 3 . 1 . 2 )  T es de dimensión cohomológica f i n i t a  y por 

co ns i gu ien te  ved S L ( n , Z )  es f i n i t a  y t i e n e  sent ido ha b la r  de 
l a  cohomologia de F a r r e l l  de SL(n,ZZ) .

Puesto que S L ( n ,Z Z ) /T  es un grupo f i n i t o ,  admite una 
re so luc ión  completa por S L ( n , 2 ) / T  -módulos l i b r e s  f i n i t a m e n t e  
generados,

i
ZZ

Según el teorema de e x i s t e n c i a  de reso luc iones completas 
de F a r r e l l  ( 4 . 1 . 8 ) ,  se ob t iene  una re so luc ión  completa (X,C)  
para SL(n,ZZ) en l a  que ^

= Yv - t  0 Im kt

siendo t  l a  dimensión cohomológica de T.  Además como Y | _ t  es 
SL (n , Z ) /  T-módul o de t i p o  f i n i t o  e Im es SL (n ,ZZ )-módul o 
f i n i t a m e n t e  generado por ser  imagen epimorfa de un SL(n,ZZ)-mó-  
dulo f i n i t a m e n t e  generado,  X* r e s u l t a  ser  SL(n ,ZZ)-módul o por 
acción diagonal  también de t i p o  f i n i t o .

( 7 . 1 . 4 )  Lama . Dado un primo q,  el  conjunto G(n ,q)  de las ma
t r i c e s  de SL(n,ZZ) congruentes módulo q con la  m at r i z  unidad 
es un subgrupo normal de SL(n,ZZ) que v e r i f i c a :
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1) SL(n ,q)  cont iene a -  -  —( -  * ^ como subgrupo.
G(n ,q)

2) Si q^2 G(n ,q)  el  l i b r e  de to rs ió n  de dimensión 
cohomológica f i n i t a .

Demostración.

G(n ,q)  * {A € S L ( n t 2Z) / A s i  ( q ) }  -

= { [ ^ j ]  6 SLCn.Z)  /  a t j  = 0 ( q )  V i / j  , a . ^ K q ) }

1) Teniendo en cuenta l a  d e f i n i c i ó n  de determinante  dé una 
m at r i z  cuadrada,  si det  

donde iT representa  la  c
a i j  ] = 1 entonces .det [áTTT] = det  [a^V] = l  
ase del  entero a en 7L^ . Como conse

cuencia podemos d e f i n i r  la  s i g u i e n t e  a p l i c a c i ó n :

: S L ( n , Z Z )  ----------> SL(n ,q)

Ca i j ] ------------------ [ s - j ]

\Jj es homomorfismo:

n n
x [ b . . ] ) = t ( [  £ 

k=l a i k bkj3 ^ a i k bk j ]  =

n
= [ E a 

k=l i k bk j l  = t a i j H bi j ]

ker y = { [ a . . ]  e SL(n,2Z) 1 t a i j ] =  1} =

= ' { t a i j ]  6 SL(n ,TL) '  a i j = 0 , 3 ^  = 1 } ==

= ’ < [ a i j l e SL(n ,71)
'  a i j s0 (q)  Vi f í j  , a ^ . s l  ( q ) }

rr G(n,q)
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Por cons igu ien te  G(n ,q)  es un subgrupo normal de S L ( n , Z )
y S L ( n , 2 )  / G ( n , q )  es isomorfo a un subgrupo de S L ( n , q ) .

2) Si q^2,  según [12] (Cap. 7 ) ,  G(n ,q)  es l i b r e  de t o r s i ó n .  

Además G(n ,q)  es de ín d ic e  f i n i t o  en S L ( n , 2 )  como consecuencia  
del apartado a n t e r i o r  y puesto que según ( 7 . 1 . 3 )  SL(n,Z£) es 
v i r tu a lm e n te  l i b r e  de to rs ió n  de dimensión cohomológica v i r t u a l  

f i n i t a ,  por ( 3 . 2 . 3 )  se ob t iene  que G(n ,q)  t i e n e  dimensión coho
mológica f i n i t a .

( 7 . 1 . 5 )  Lema. Sea p un pr imo,  p^2, entonces ex is ten  i n f i n i t o s
_ i _ 1 O 4

primos q de manera que qp~ E l ( p ) ,  qp~ ¿ l ( p  ) y q j£l (p)  para 
l < i < p - l .

Demostración.  Puesto que p es primo impar ,  ( Z * , « )  es un grupo 
c í c l i c o  de orden p - l > l .  Si iT es un generador de Z* entonces:

(a + p ) 15” 1 = 1 -  ap“2p + (a  + ap _ 2 + 3 ) p 2 

de donde (a + p)*5” 1 = 1 -  ap“ 2 p ( p2 ) .

ap_1s 1 (p) y a1 t  1 (p) l < í < p - l

Por ot ro  l ado ,

1 (p ) entonces 3 a tTL /  a
lo t a n t o ,
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Por ot ro  l ado ,  puesto que a es generador de Z * ,  se
n O n O P O

t i e n e  ( a p“ , p ) = l  y por lo  t an to  ap~ p no es m ú l t i p l o  de p 
de donde

(a + p jP ’ 1 i  1 (p 2 )

Además a + p = ¥  y por lo ta n to  a + p sigue siendo generador de Zj¡j.

En s í n t e s i s  siempre e x i s t e  un generador g de Z£ cumpliendo

' gP"1 h i  ( P) 

gP-1  i  i  ( p 2 )

g1 i  1 (p)  para l < i < p - l

2
Consideremos ahora la  progresión a r i t m é t i c a  g + p  Z .

p   ■

Puesto que (g ,p  ) = 1 #. ya que g es generador de es a p l i c a b l e
el  Teorema de D i r i c h l e t  [18] (Cap. 8 - Apt.  8 .2  -  pg. 117) del

2
que se deduce que en la  progresión g + p  Z  hay i n f i n i t o s  nume-

2ros primos cu a lq u ie ra  de los cuales sera de la  forma q = g + ap 
con cx6Z y por lo tanto q̂ s igue siendo generador de Z£,  con 

lo que:

qp" 1 = 1 (p)  y q1 t  1 (p) l < i < p - l

n i  O
además si  qp” = 1 (p ) se t e n d r í a :

qP - l sl  (p2j _  gp- 1 + P¿1 P: 1 g P - ^ t a p 2) 1' e 1 (p2 ) — *
1 =  1 1

— ».gP- 1 E l ( p 2 )

en contra  de la  e lecc ión  de g.
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o
( 7 . 1 . 6 )  Lema. Sea p un primo y t > l ,  si  p no d i v i d e  a | S L ( n , t ) |  
entonces S L ( n , t )  es p - p e r ió d ic o  de p-per íodo un d i v i s o r  de 2 ( p- 1 ) .

Demostración.  Notemos en pr imer  lugar  que puesto que S L ( n , t )  
es f i n i t o ,  t i e n e  sent ido hablar  de su cohomología de F a r r e l l  
que co inc ide con la  de Ta te .  Además según ( 1 . 1 . 4 )  para todo 
entero r se t i e n e  | S L ( n , t ) | H  S L ( n , t )  = 0 y por lo t a n t o ,  si p 
no d i v i de  a | S L ( n , t ) |  tenemos:

p -  Hr S L ( n , t )  = 0 VrGZZ

y por lo tan to  S L ( n , t )  es p - p e r ió d ic o  de p -per íodo 1.

Por ot ro l ado ,  si  p d i v id e  a | S L ( n , t ) | ,  como por hipó-  
t e s i s  p no d i v id e  al orden de S L ( n , t ) ,  todo p-subgrupo de 
Sylow de S L ( n , t )  t i e n e  orden p y por tan to  es c í c l i c o .  Como 
consecuencia de [ l ]  (Cap. X I I  - Prob. 11 -  pg. 265) S L ( n , t ) 
es p - p e r ió d ic o .

Según [ 2 l ]  (Tma. 2 - pg. 341) el p -per íodo de SL( n , t ) 
es 2 1 <í> p | donde <í>p es el grupo de los automorf  i smos de un p-sub-  
grupo de Sylow V de S L ( n , t )  que son inducidos por los automor-  
f ismos in te rnos  de S L ( n , t ) .  Puesto que <J>p es subgrupo de Aut (p)
y | A u t ( P) | = p - 1 entonces |<j>p | d i v i d e  a p - l > y  por cons iguien te
el  p-per íodo de S L ( n , t )  es un d i v i s o r  de 2 ( p- 1 ) .

( 7 . 1 . 7 )  Teo/iema. S L ( n , Z )  es p - p e r i ó d i c o  de p -per íodo  un 

d i v i s o r  de 2 ( p-1 )  para todo primo p > ^ - + l .

Demostración.  Sea p un pr imo,  p > j + l .  Puesto que p^2, según
( 7 . 1 . 5 )  encontramos un primo 2^q^p de manera que:

qp_1= i ( p )  . qp_1í i ( p 2 ) y q1  ̂ i  C p ) . i < t < p - i

Además según [13] (Cap. 8 -  Tmas. 8 . 8 - 8 . 1 5  - pgs. 1 5 6 -1 6 0 ) ,

n ( n - l )
2 n k

ISL(n ,q ) |  = q n ( q K -  1)
k = 2
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y como por la  e le cc ión  de q se t i e n e :

q^-1 4 = *  p - 1

al  .ser p d i s t i n t o  de q,  en l a  descomposición dada de | S L ( n , q ) |  
p solamente puede d i v i d i r  a los f a c to r e s  de la  forma q° ^p” ^ .  

Además como p^2, p - l> 2  y como por h i p ó t e s is  p > S- + 1» tenemos
n i

n < 2 ( p - l )  de donde p solamente d i v id e  al f a c t o r  qp“ -1 de l a  
descomposición de | S L ( n , q ) | .  Por o t ro  l ad o ,  por la  e le cc ión

O n i
de q se t i e n e  que p no es un d i v i s o r  de qp~ -1 con lo que

o
p no d i v id e  a | S L ( n , q ) |  y es a p l i c a b l e  ( 7 . 1 . 6 ) .  Como conse
cuencia SL(n ,q)  es p - p e r ió d ic o  de p -per íodo un d i v i s o r  de 

2 ( p - l ) .

Por o t ro  lado según ( 7 . 1 . 4 ) ,  G (n ,q )  es l i b r e  de t o r s i ó n  
de dimensión cohomológica f i n i t a  y S L ( n , Z )  /  G(n ,q)  es isomorfo  
a un subgrupo de SL(n ,q)  por lo que ap l icando ( 5 . 2 . 1 ) ,  el  co
c i e n t e  SL(n,ZZ) /  G(n ,q)  r e s u l t a  ser  p - p e r ió d ic o  de p -per íodo  
un d i v i s o r  de 2 ( p- 1 ) .  Además, teniendo en cuenta ( 7 . 1 . 3 )  es 
a p l i c a b l e  el teorema fundamental  de p - p e r i o d i c i d a d  ( 5 . 3 . 5 )  de 
donde SL(n,ZZ) r e s u l t a  ser  p - p e r i ó d i c o  de -p -pe r íod o  un d i v i 
sor  de 2 ( p- 1 ) .

( 7 . 1 . 8 )  l e m a . S L ( n , Z )  cont iene  al grupo a l t e r na d o  An como 

subgrupo.

Demostración.  Consideremos la  base canónica de IRn { e  ̂ ,e'2 »• • • en> .
Para toda permutación a de An e x i s t e  una única a p l i c a c i ó n  l i n e a l
f  t a l  que f ^ ( e . ) = e  / . \  l < i < n .  Sea la m a t r i z  asociada a f  . 

a z1 o i ol  i i =  =  °  n 0
Puesto que cr6An y {e  ̂, e2 >. »e } es l a  base canónica de IR , 
el  determinante  de obviamente va le  1 por lo que Ma 6 S L ( n , Z ) .  
Como consecuencia podemos d e f i n i r  la  a p l i c a c i ó n

i|> : An --------------- > S L ( n , Z )

ct --------------------- > a
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Es f á c i l  comprobar que tJj es un monomorfismo de grupos 
por lo que An puede cons iderarse  como subgrupo de S L ( n , Z ) .

( 7 . 1 . 9 )  Lema. El grupo a l t e r na d o  Ar es p - p e r ió d ic o  de p-per íodo  
2 ( p-1 )  para c u a lq u ie r  primo p t a l  que í ) - + l < p £ n - 2 .

Demostración.  Puesto que p > í j - + l ,  S L ( n , 2 )  es p - p e r ió d ic o  de 
p-per íodo un d i v i s o r  de 2 ( p- 1 )  según ( 7 . 1 . 7 ) .  Además, como An 
es subgrupo de SL(n,ZZ) ,  ap l icando ( 5 . 2 . 1 )  An es también p - p e r i ó 
dico de p -per íodo un d i v i s o r  de 2 ( p- 1 ) .

Puesto que 2 f  p ^  n-2 tenemos que p d i v id e  a n ! / 2  y como 

P > j  + 1 > se t i e n e  2 p > n  y por lo tan t o  p  ̂ no d i v id e  a n ! /  2.
Como consecuencia todo p-subgrupo de Sylow de An es c í c l i c o  de 
orden p generado por un c i c l o  de lo ng i t ud  p.

Según [21] (Tma. 2 - pg. 341) el p -per íodo de Ap es 
2|<f>p| siendo 4>p el grupo de los automorfismos de un p-subgrupo 
de Sylow P de An que son inducidos por automorfismos in te rnos
de An . Si a = ( a, , a 2 > . • . »a ) es un generador de P,  todo automor-

I M

f ismo de p v iene determinado por l a  imagen o l £ r £ p - l  del  
generador a.  Pero a y crr son permutaciones del mismo t i p o  y 

por lo tanto  son conjugadas en £ n# veamos que también lo son 

en An-

3 t „ 6 L  /  crr = T <y t ” 1r  n r  r

-  si  t 6 An entonces a y a r son conjugadas en An .

- si  T f  ¿ An entonces ,  como p £ n - 2 ,  e x is te n  ap+1 y ap+2 

d i s t i n t o s  de manera que a y (a p + l> ap+2) son c ic lo s  
d i s j u n t o s ,  además t r ( ap+1»ap+25 6 An y

Tr ^ ap+1 , a p+2^ ^ ^ap+l  , a p+2^ T r = Tr a T r = Q 

y  como consecuencia cr y or son conjugadas en AR.
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Por lo tan to  todo automorf ismo de P es inducido por 
un automorfismo in te r no  de Ap y como consecuencia <pp = Aut (P)  
y el p-per íodo de A es exactamente 2 | <f> | = 2 | Aut ( P) | = 2 ( p — 1 ) .11 P

( 7 . 1 . 1 0 )  T e.on.ma. SL(n,ZZ) es p - p e r i ó d i c o  de p -per íodo  2 ( p - 1 )  
para c u a lq u ie r  primo p t a l  que + 1< p £ n - 2 .

Demostración.  Puesto que p > í j - + l ,  según ( 7 . 1 . 7 )  S L ( n , Z )  es 
p - p e r ió d ic o  de p-per íodo np d i v i s o r  de 2 ( p- 1 ) .

Por ot ro l ado ,  como Ap es subgrupo de S L ( n , Z ) ,  según
( 5 . 2 . 1 )  el p -per íodo de AR es d i v i s o r  de np, pero por ( 7 . 1 . 9 )  
el  p -per íodo de An es 2 ( p- 1 ) .  Como consecuencia el  p -per íodo  
de S L ( n , Z )  es exactamente 2 ( p- 1 ) .
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A P E N D I C E

ACCION DE UN GRUPO SOBRE UN

PRODUCTO DE ESFERAS

Los grupos f i n i t o s  con cohomología pe r i ó d ic a  a d q u i r i e r o n  
espec ia l  importancia  a f i n a l e s  de l a  década de los 50 después 
de que Cartan y E i l enberg  en [ l ]  (Cap. XVI -  Apt .  9 - pg. 356)  
demostraran,  haciendo uso de la  sucesión es pe c t r a l  asociada a 
un r e cu br im ie n t o ,  que todo grupo f i n i t o  que opera sin puntos 
f i j o s  sobre una es fe r a  de dimensión impar n es p e r i ó d i c o  de pe
r íodo un d i v i s o r  de n+1. (Para n par los únicos grupos que 
pueden ac t ua r  sin puntos f i j o s  sobre una es fe ra  son G=1 y G = 2¿2).

Las d e f i n i c i o n e s  in t ro du c ida s  y los resu l tados obtenidos  
en el  c a p í t u l o  2,  permiten g e n e r a l i z a r  ( u t i l i z a n d o  un teorema  
de G. Lewis [ 10 ] )  el  re su l tado  de Cartan y E i l enberg  a grupos 
que operan sobre un producto de es feras  de la misma dimensión.
En c i e r t o  modo el es tud io  de los grupos semiper iód ieos  y de 
t i p o  MSP surg ió  a p a r t i r  de esta  a p l i c a c i ó n  t o p o l ó g ic a .

n l c l ó n  7. Un grupo f i n i t o  G diremos que opera sobre un es
pacio topológico X si  e x i s t e  un homomorfismo de G en el grupo 
Homeo(X) de los homeomorfismos de X.

Cada elemento de G puede entonces i n t e r p r e t a r s e  como 

un homeomorfismo de X de manera que para todo x6X y todo par de 
elementos g j , g 2CG se cumple:

l x  = x 9 ! ( 3  2x ) = ( 9 i 92^x
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Si para c u a lq u ie r  elemento g6G, g ^ l ,  se v e r i f i c a  que 
gx^x Vx6X, diremos que G opera sobre X sin  puntos f i j o s .

Si G opera sobre X, G opera también sobre los grupos de 
cohomología de X; así  pues HnX es un G-módulo para todo n ^ O .  
Resul ta inmediato que H^X es siempre G-módulo t r i v i a l .

Ve.ú¿n¿c¿6n 2 . Dada una var iedad compacta X de dimensión 2n,  
n > 0,  diremos que el grupo f i n i t o  G opera sobre X conservando 
l a  o r i e n t a c i ó n  si G opera sobre X en el sent ido de la  d e f i n i 
ción a n t e r i o r  y l a  e s t r u c t u r a  de G-módulo del grupo abe l i ano  
H ̂  n X es la t r i v i a l .

Es f á c i l  comprobar que si el grupo f i n i t o  G opera con
servando la  o r i e n t a c i ó n  sobre un producto de es feras  de l a  
misma dimensión SnxSn , el G-módulo HnX = 2Z © TL es t r i v i a l .

En [10] (Prop.  2 .12  - pg. 538) G. Lewis demuestra que 
los únicos grupos que pueden operar  conservando la  o r i e n t a c i ó n  
sobre el producto de dos esferas  SnxSn con n par son 1 y » 
por lo que el es tud io  de la  acción de un grupo f i n i t o  sobre el  
producto de dos es feras  de la misma dimensión SnxSn , conser 
vando la o r i e n t a c i ó n ,  lo podemos r e d u c i r  al caso en que n es 
impar.

Teorema. Si un grupo f i n i t o  G opera sin puntos f i j o s ,  conser 
vando la  o r i e n t a c i ó n ,  sobre un producto de es fe ras  SnxSn (o sobre 

una var iedad compacta cohomológicamente e q u iv a le n t e  a SnxSn) con 
n impar ,  necesar iamente G es semiper iód ico  y n+1 es un semipe
r íodo de G.

Demostración.  En [10] (Cor.  2 .7  -  pg. 535) G. Lewis demuestra 
que bajo las condiciones e x i g i d a s ,  se t i e n e  l a  s i g u i e n t e  suce
sión exacta:
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*  n a A n + 1 ^ ^  ^n + 1 ^ An0 -----» H G-------> H G -----> ZZl r l © ZZI r I  > Hn XG -----» H G  > 0
lGl lGl

Puesto que a es monomorfismo, la  e x a c t i t u d  de la  suce
sión impl ica  que:

í n  + l r r¡n + l r >  + l r
H G H G H G -  Im 3  ̂ ker y  ̂ ZZ, r | © ZZ,A  — — — i l l l p  — l \  C I Y — L L \ n  I «7 L L \ n  I

H G Ima kerg l Gl l Gl

A ^ i_ 1 A ^
con lo que H G /  H G es suma de dos grupos c í c l i c o s  y además 
| Hn+1G | = | HnG | | ker y | .

Por ser ó epimorf ismo se t i e n e :

A,n„ Hn+1G Hn+ 1G
ker ó Imy

n J. 1 A ^

de donde |H G| = |H G | | I m y I» que ju n t o  con la igualdad ante  

r i o r  nos da | ke r  y I = 11m y I-

Por o t ro  l ado,

Z l G l 6 Z l Gl .
ker  y

Im y

2 p
de donde |G| = | ker  y I |I ̂  YI = | ke r y I y por lo t a n to  |G| = | ker y I

Con todo esto se concluye que:

Gn+lp
( n+1) ® ^ ( n + l )

con a ( n + l ) b ( n + l ) = | G | , por lo que en v i r t u d  de l a  d e f i n i c i ó n
( 2 . 1 . 1 ) ,  n+1 es un semiper íodo de G.
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CotiolcLJilo 1 . Los grupos TL̂  ® 1L̂  © ZẐ  con p pr imo,  no operan 
sin puntos f i j o s  conservando la  o r i e n t a c i ó n ,  sobre un p ro 
ducto de es feras  SnxSn para ningún n.

Demostración.  Es consecuencia inmediata de [10] (Prop.  2 .12 -  

- pg. 538) y de la c a r a c t e r i z a c i ó n  dada en ( 2 . 3 . 2 )  de los gru
pos abel ianos se m ip e r ió d ie o s , ya que si  n es impar ,  según el  
teorema a n t e r i o r ,  n + 1 s e r í a  un semiper íodo de S^SZZpOZp.

C o t io la t i l o  2 . Si un grupo f i n i t o  G opera sin puntos f i j o s  y 
conservando la o r i e n t a c i ó n  sobre un producto de es fe ras  SnxSn , 
todo subgrupo abe l i ano  de G es c í c l i c o  o suma d i r e c t a  de dos 
cí  el i eos .

Demostración.  Puesto que si  un grupo f i n i t o  G opera s in  puntos 
f i j o s ,  conservando la  o r i e n t a c i ó n ,  sobre un espacio topológ ico  
X, también lo hacen sus subgrupos,  este c o r o l a r i o  es consecuen
cia  de [ lO]  (Prop.  2 .12  - pg. 53 8 ) ,  del teorema a n t e r i o r  y de 
la  c a r a c t e r i z a c i ó n  dada en ( 2 . 3 . 2 )  para grupos abe l i anos semi-  
per i ó d i c os .

CoKo lc i t i lo  3 . Sea G una extensión e s c i n d i ó l e  de un grupo c í c l i c o  
de orden r por ot ro c í c l i c o  de orden s ,  es d e c i r :

G = <x ,y  | x r = y s = 1 , y~*xy = xt >

donde t s = 1 ( r ) .  Si G opera sin puntos f i j o s ,  conservando la  
o r i e n t a c i ó n ,  sobre un producto de esferas  SnxSn , necesar iamente  
n = 2ke - 1 para algún k>0,  siendo e el menor en te ro  p o s i t i v o  t a l  
que t e= 1 ( r ) .

Demostración.  Según [10] (Prop.  2 .12  -  pg. 538) n es necesa
r iamente impar y como consecuencia del teorema a n t e r i o r  n+l=2m 

es un semiper íodo de G. El c o r o l a r i o  es ahora consecuencia  
inmediata del resu l tado  obtenido en ( 2 . 5 . 1 ) .
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Si X es una var iedad compacta v e r i f i c a n d o :

H1 ( X , Z  ) = H1‘ (SnxSn ,ZZp)

para todo primo p, es d e c i r ,  cohomológicamente e q u i v a l e n t e  a 
un producto de es feras  modulo p para todo p, se puede a p l i c a r  
l a  sucesión es pec t ra l  de Swan de manera análoga a como se hace 
en [2] para demostrar  la  e x i s t e n c i a  de una sucesión exacta  
análoga a l a  obtenida por G. Lewis en [10] (Cor.  2 .7  -  pg. 535)  
pero en la  que cada grupo queda s u s t i t u i d o  por su componente 
p - p r i m a r i a .  Se puede habla r  entonces de los grupos p-semipe-  
r ió d ic os  y de t i p o  p-MSP y obtener  para e. l los resu l tad os  
análogos a los del c a p í t u l o  2.
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Una vez finalizada la redacción de esta memoria y nombrado 
ya el tribunal que debe juzgar la misma, algunos miembros del 
tribunal me han hecho las siguientes observaciones:

- Los teoremas de p-periodicidad del capítulo 7 aparecen también 
en la tesis doctoral'de B. Burgisser "Gruppen virtuell endlicher 
Dimensión und Periodizitat der Cohomologie" (1979) y son citados 
por primera vez en "Some recent developments in the homology 
theory of groups" de B. Eckmann, Journal of Puré and Applied 
Algebra 19 (1980), 61-75, donde cita también, sin demostración,
un análogo a nuestro teorema (5.3.5). De este trabajo se cita
en la bibliografía de la tesis un Preprint (5) en el que no se 
mencionan los aspectos anteriormente reseñados.

- El resultado del teorema (6.2.1) aparece mencionado, sin demos
tración, en "Groups of finite quasi-projective dimensión" de J. 
Howie y H.R. Schneebeli, Comment Math. Helv. 54 (1979) 615-628.
Hay que entender también que los resultados sobre la estructura
de SL(2,Z) explicitados en la tesis lo son a título de completi- 
tud y autosuficiencia.

En el trabajo de K. Brown "Groups of virtually finite dimen
sión", Lecture Note Series 36 de la London Math. Soc. (1979),
se incluye una exposición general de la teoría de cohomología, 
de Farrell que abarca algunos aspectos analizados en el capítulo 
cuarto de la tesis, así como, una versión mas débil de nuestro 
teorema (5.3.5), aunque indicando un método de demostración dis
tinto .

El autor, evidentemente, no tenía conocimiento de estos 
hechos antes de la redacción de esta memoria.
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