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.INTRODUCCION'

Hacia los anhos 50, en un trabajo no publicado, y para
aplicacidon en Teoria de Ga]bis y de cuerpos de clases, J. Tate
modificéd los grupos de homologia y cohomologia HO(G,A) y
HO(G,A) de un grupo finito G con coeficientes en un G-mddulo
A, megignte el homomorfismo N*: HO(G,A) —_ HO(G,A) inducido
por el homomorfismo norma

| 6]
Na = I x:a a€cA x.€EG
i=1 !

_resultando asi la denominada sucesidon derivada completa de G:

H" (G,A) = H"(G,A) n>0
A_n _ -

H"(6,A) = Hy 1 (6R)  mo1
HO (6,A) = coker N*

ﬁo (G,A) = ker N*

Los grupos asi obtenidos presentan esencialmente dos
ventajas desde el punto de vista algebraico; en primer lugar
el hecho de que toda la sucesidn derivada completa de G puede
calcularse a partir de una resolucién de G-médulos libres fini-
tamente generados W_, q€Z, tomando cocientes en el complejo
transformado mediante el funtor HomG(— A). En segundo lugar,
el hecho de que queda relacionado el nuevo grupo H (G ZZ) con
el orden de G, a d1ferenc1a de 1o que ocurre para la cohomo]o-
gia usual donde HO(G Z) es independiente del grupo G.

Es también de especial interés, y primer motivo para
el contenido de la presente memoria, el que la sucesidn deri-
vada completa de un grupo finito G permite introducir el



concepto de periodicidad de los grupos de cohomologia de Tate
de un grupo finito G. E1 concepto de periodicidad es debido

a Artin y Tate y es desarrollado por Cartan y Eilenberg en el
capitulo XII de [1], generalizdndolo al caso relativo de p-pe-
riodicidad (periodicidad para las componentes p-primarias) por
el que resulta que un grupo es peridédico si y s6lo si es p-pe-
riddico para todo primo p.  Se obtienen ademds caracterizacio-
nes algebraicas del tipo siguiente:

"Dado un grupo finito G y p un divisor primo de |G]:

1) np es un p-periodo de G si y s6lo si la componente

p-primaria de H"P(G,Z) es un grupo ciclico de orden
p-|Gf.

2) G es p-periddico si y s6l1o si todo p-subgrupo de

Sylow de G es ciclico o cuaternidonico generalizado."

Como aplicacidon topoldgica de estos conceptos, Cartan
y Eilenberg demuestran también el siguiente resultado: "Si
G es un grupo finito que opera‘sin puntos fijos sobre una es-
fera S" con n impar, necesariamente G es periddico de perfo-

~.

do un divisor de n+1".

Castellet, en [2] estudia la aplicacién topolégica del
concepto de p-periodicidad obteniendo entre otros el resultado
siguiente: "Si G es un grupo finito que opera sin puntos fijos
sobre una variedad compacta con la misma homo]qgia que S",con
coeficientes en » ¥y n es impar, entonces necesariamente G
es p-peridédico de p-periodo un divisor de n+l1".

La Tesis que presento, bajo el titulo "Periodicidad en
~grupos de dimensidon cohomoldgica virtual finita", se divide
esencialmente en dos partes‘ambas de contenido algebraico. La
primera abarca los dos primeros capitulos y en ellos se intro-
duce el concepto de grupo finito semiperiédico como generali-
zacion del concepto de periodicidad para grupos finitos que



desarrollaron Cartan y Eilenberg en [1]. En un apéndice al

“ final de la Tesis se demuestra, haciendo uso de un trabajo de
G. Lewis, [10], que todo grupo finito que opera sin puntos fi-
jos conservando la orientacidon sobre un producto de esferas
SNxSN, con n impar es necesariamente semiperiddico. Esto jus-
tifica por un lado el estudio de la semiperiodicidad, y por
otro nos permite utilizar los resultados obtenidos para deter-
minar algunas condiciones bajo las que un grupo finito no pue-
de actuar sin puntos fijos conservando la orientacidn sobre
productos de esferas s"xs", generalizando asi el resultado
topoldgico de Cartan y Eilenberg.

En 1977 Farrell, en [6], extiende la cohomologia de Tate
a grupos de dimensién cohomoldgica virtual finita, grupos que
son una generalizacidon de los grupos finitos. En la segunda
- parte de la Tesis introduzco los conceptos de periodicidad y
p-periodicidad de la cohomologia de Farrell de un grupo de di-
mensidn cohomoldgica virtual finita, como generalizacidn de
los conceptos estudiados por Cartan y Eilenberg. E1 estudio
de la periodicidad y p-periodicidad de estos grupos 1o justi-
fica el hecho de que los grupos de dimensidon cohomoldgica vir-
tual finita y cohomologia de Farrell p-periddica son los dni-
cos que pueden operar sin puntos fijos sobre determinados
CW-complejos no finitos, que se pueden interpretar como gene-
ralizaciones del concepto de esferas homoldgicas mdédulo p.
Los resultados obtenidos en esta segunda parte se utilizan en
los dos Gl1timos capitulos para estudiar la periodicidad y
p-periodicidad de los grupos de matrices SL(n,Z) para n>2.

En el capftulo 1 se recopilan los resultados esenciales
sobre la cohomo]bgia de Tate de un grupo finito, todos ellos
contenidos en el capftulo XII de [1]. Se explicita la cohomo-
logia de los grupos abelianos finitos asi como la de 1os‘gru—
pos'nilpotentes finitos en relacidon con la cohomologia de sus
p-subgrupos de Sylow. '



En el segundo capitulo se introduce el concepto de se-
miperiodo de un grupo finito G, definiendo un semiperiodo como
un nimero natural n tal que el cociente ﬁnG/ﬁn-lG es suma de
dos ciclicos y su orden es |[G|. A un grupo finito G lo deno-
minaremos de tipo MSP si admite algin semiperiodo n de manera
que todos los miltiplos de n son también semiperiodos de G.

Se caracterizan los grupos abelianos finitos de tipo
MSP obteniendo que son exactamente aquellos que pueden expre-
sarse como suma de dos ciclicos, resultado que pasa a ser una
generalizacidon de la caracterizacidon dada por Cartan y Eilen-
berg en virtud de la cual un grupo abeliano finito es perié-
dico si y s6lo si es ciclico.

Se demuestra también en este capitulo que un grupo nil-
potente finito es de tipo MSP si y s6lo si 10 es cada uno de
sus p-subgrupos de Sylow. Y respecto a 1os grupos que son
extensidon escindible de un ciclico por otro ciclico, se de-
muestra'que son de tipo MSP y se caracterizan los semiperiodos.

E1 capitulo 3 es un capitulo auxiliar conteniendo todo
1o que posteriormente se necesita sobre dimensién cohomoldgica
y dimensidén cohomoldgica virtual de un grupo sobre un anillo
unitario y conmutativo. La mayoria de los resultados de este
capitulo pueden encontrarse en [8] para el anillo Zy en [3]
paré un anillo unitario y conmutativo cualquiera R.

‘En el capitulo cuarto he reformulado el trabajo de
Farrell sobre 1a'cohomolpgia de un grupo de dimensidén cohomo-
16gica virtual finita respecto de un D.I.P.. En particular
se demuestra la existencia y unicidad de resoluciones comple-
tas de Farrell sobre un dominio de ideales principales R, se
da un andlogo del Lema de Shapiro para la cohomologia de Farrell,
y se estudia por G1timo el que denomino "Teorema de coinciden-
cia con 1la cohomoipgia usual"™ en el que se demuestra que si la



dimensién cohomolégica virtual de un grupo G es s (finita),
entonces:

1) H"(G6,A) = H"(G,A) Yn>s y todo G-médulo A.

2) Existe un epimorfismo HS(G,A) —> H>(G,A) para
todo G-mddulo A.

En el capitulo 5 se definen conceptos paralelos a los
desarrollados por Cartan y Eilenberg sobre periodicidad y
p-periodicidad de la cohomologia de Farrell; conceptos que ge-
‘neralizan los anteriores y que, también como ellos, son here-
dados por subgrupos.

Hay que destacar en este capitu]d la obtencidn de dos
teoremas, el (5.3.5) y el (5.3.6), que resultan fundamentales
para el estudio, en los dos capitulos siguientes, de la perio-
dicidad y p-periodicidad de los grupos de matrices SL(n,Z).
En ambos teoremas se relaciona la periodicidad, o en su caso
la p-periodicidad de un grupo de dimensidn cohomoldgica vir-
tual finita con la de su cociente por un subgrupo normal de
indice finito y libre de torsién. Fara 1§'obtenc16n de ambos
teoremas ha resultado de especial utilidad el trabajo de
Swan "Periodic resolutions for finite groups" [22] que justi-
fica la existencia de ciertas resoluciones periddicas.

E1 estudio de la periodicidad y p-periodicidad de los
grupos de matrices SL(n,Z) 1o he separado en los capfitulos
6 y 7 en base a la estructura especial de SL(2,Z) como pro-
ducto amalgamado de dos grupos ciclicos de ordenes 4 y 6 a
través de otro de orden 2. En el capitulo sexto se estudia
puesven primer lugar la estructura de'SL(Z,Z); se demuestra
que el subgrupo derivado es libre de indice finito y que el
cociente de SL(2,Z) por su derivado es ciclico de orden 12.
Con todo ello puede aplicarse el teorema fundamental sobre



periodicidad dado en el'capitulo anterior, obteniendo que
SL(2,7Z) es periddico de perfodo 2 y calculando su cohomologia
de Farrell con coeficientes en Z, que resulta ser:

H29(sL(2,2).2) = 7,
_ Yq€Z
W29t (sL(2,z),z) = 0

Por G1timo el capitulo 7 estda dedicado al estudio de-
la p-periodicidad de los grupos SL(n,Z) para n>2, obteniendo
que para todo primo p, cumpliendo %+1<p;n—2, SL(n,Z) es
p-peridédico de p-periodo 2(p-1). Este resultado se obtiene
como conjuncidon de los dos razonamientos siguientes:

1) Se comprueba que es aplicable a SL(n,Z) el teorema
fundamental de p-periodicidad obtenido en el capi-
tulo 5 por el que se demuestra haciendo uso de un
trabajo de Swan ([21]), que SL(n,Z) es p-periddico
de p-periodo un divisor de 2(p-1) para p>%+1.

2) Se demuestra que SL{(n,Z) contiene al grupo alterna-
do An como subgrupo y que éste es p-periddico de

p-periodo 2(p-1) para %+1<p;n-2.

Al final de la Tesis incluyo un apéndice en el que se
justifica el interés del estudio de los grupos.semiperiédicos
y de tipo MSP en base a un resultado de G. Lewis en [10] por
el que todo grupo finito que opera sin puntos fijos, conservan-
do la orientacidon, sobre un producto de esferas S"xSn, con n
impar, es semipériédico y ntl es un semiperiodo. Como conse-
cuencia de las propiedades obtenidas en el capitulo 2, se de-
muestran algunos resultados conocidos en el campo de la Topo-
IQgia como son que el grupo Zb@ﬂb@ﬂb no puede operar sin buntos
fijos conservando la orientacidon sobre ningln producto de



esferas S"xS"; o condiciones bajo las que una extensidn escin-
~dible de un grupo ciclico por otro ciclico no puede operar
sobre un producto de esferas s"xs" sin puntos fijos y conser-
vando la orientacion. |

Finalmente quiero mostrar mi agradecimiento a todos
aquellos que me han ayudadofen la realizacién de este trabajo
y muy especialmente al Dr. M., Castellet de la Universitat
Autdnoma de Barcelona por la direccion de esta memoria.

Valencia, Marzo de 1981



CAPITULO-1

COHOMOLOGIA DE TATE DE GRUPOS FINITOS

En este capitulo se recopilan los resultados esenciales
sobre la cohomologia de Tate de un grupo finito, todos ellos
contenidos en el capitulo XII de [1]. En los dos dltimos apar-
tados explicitaremos la cohomologia de los grupos abelianos
finitos asi como la de los grupos nilpotentes finitos en rela-

cidn con la cohomologia de sus p-subgrupos de Sylow.

A 1o largo de este capitulo G designard siempre un grupo
finito y SpG representara un pQSubgrupo de Sylow de G.

™~

(1.1) ' COHOMOLOGIA DE TATE

(1.1.1) Dado el grupo finito G, una resolucidn completa de G
es un complejo aciclico

de G-mdédulos libres finitamente generados, donde d0 se descom-
pone a través del G-mdédulo trivial Z como

d
0 R
X0 > X__1
\2\\\9 x////:f
' /4




(1.1.2) En [1] (Cap. XII - Apt. 1, 2 y 3) se demuestra que
todo grupo finito G admite una resolucidon completa y que ésta
es Gnica salvo homotopia, 1o que permite definir la cohomo-
logia de Tate de G sobre un G-mddulo cualquiera A como

H"(6,A) = Hn(HomG(X,A))A YnEZ

(1.1.3) En relacidon con la homologia y cohomologia usual del
grupo G se demuestra

HM (G,A) = H"(G,A) n>0
H"(6,A) = Ho_1(G,A) n>1
ho (G,A) = coker N*

= ker N*

H1(6,n)

donde N*: Ho(6,A) — HO(G,A) es el homomorfismo inducido a
partir del homomorfismo norma N: A —— A definido por

el
= 151 X;a xiEG

Na
(1.1.4) Si |G|=m, entonces mH(G,A)=0, es decir, todo elemen-
to de H(G,A) es de orden un divisor de |G|. En particular si
G es abeliano finito y e es su exponente eH(G,A)=0, [14] (Cap.
10 - pgs. 292-293).

£1.1.5) Si A es un G-mddulo finitamente generado, entonces
H(G,A) es finito, [26] (Cap. III - Prop. 3.1.9 - pg. 89).

(1.1.6) Representaremos por HiG a los grupos Hi(G,Z) conside-
rando Z como G-mddulo trivial, que segiin (1.1.5) son abelianos
finitos.
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(1.1.7) Proposicibén. ¥n€Z  H"G6 = H™ "G

Demostracidon. Segin el Teorema de Dualidad [1] (Cap. XII -
Tma. 6.6 - pg. 250) Vn€EZ se tiene

1 P n-n
H'G = Hom(H G,EIGl)

Los teoremas de estructura de grupos abelianos finitos
nos permiten descomponer H NG como suma de ciclicos cada uno
de los cuales es de orden un divisor de |G| segiin (1.1.4).
Puesto que Hom(—,ZlG ) conserva sumas f1n1tas Yy Hom(Z} Z ) =
o E(r s) tenemos que Hom(H G, HIGI) = H N6 y por 1o tanto
Yn€Z se tiene H"G = H "g.

(1.1.8) Proposicién. 1) HOg = z,

G|
2) ntlg - o0
cv2 .
3) H*% = 6,

Demostracién. Haciendo uso de (1.1.7) y puesto que HO(G,E) =
= Z = Hy(G,Z) y H (6,Z) = 6, (9] (Cap. VI - Apt. 3 y 4)
tenemos:

N 0 |

0, - x _ _H (G E) y/4 _
2) Hla = B lg = ker N* = 0

l\2 _ A_2 _ _
3) H°G = H G = Hl(G,Z) = Gab

(1.1.9) Proposicién. La cohomologia de Tate del produbto de
dos grupos finitos a coeficientes en Z viene dada por:




\

Demostracidn.
de (1.1.8) ya que (Glx

11

Y/ n=0
| GG, |
N n-2 -
H'G. o H"6, o o (nKk*1e, @ H" ke.) o
1 2 Gy 2
k=1
n-2
o o (Hka1 o H"" kez) n>0
k=2

(Gl)ab 0 (Gz)ab' Para

Los casos n=0, n=1 y n=2 son aplicacidon directa
62)ab

n>2 apli-

"caremos el Teorema de Kiunneth para la cohomologia de un pro-

ducto [9] (Cap. VI - T

ma.

15.2 - pg. 223) que nos da

te sucesidon exacta escindible

la siguien-

_ p+q2n-1(HpGI 8 Hqu) — Hn-l(GIXGZ) ——b-p+qgn_2Tor(HpGl,Hqu)
Haciendo uso de (1.1.3) y (1.1.7) y puesto que Ho(Gi’Z) =
=Z y Tor(Z,~) = 0 = Tor(—,Z) tenemos que ¥Yn>2 y e=*1:
nen _ n-n ‘ -

o ® (H G, 8 HG,) © ® Tor(H G,,H G,) =
pra=n-1 P17 7420 pigen.2 P72

= (Hn_lG1 ] HOGZ) o (HOG1 0 Hn-lGZ) o
n-2

-3
6 Tor(H0 120,226 ) & k(BlTor(Hk l’Hn-2—kGZ) =
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A A n'2 A A
= H . e n ", 0 o (1Kt g i-(n-Klg y g
1 2 1 2
k=1
n=3_ a_(k+1). f-(n-k-1).
® © Tor(H 6. .H G,) =
o 1 2
A ~ n"2 A A
= H". 0 i"c, 0 o (i¥*lg. o A""kg,) @
1 2 ¥ % 1 2
n-2 A A
& © Tor(HYe,,H" Xg,)
k=2 1 2

Por otro lado, puesto que segin (1.1.5) los HiGj son abelianos
finitos tenemos segin [1] (Cap. VII - Prob. 1 - pg. 139) el
isomorfismo siguiente que finaliza la demostracidn

2
2

n-2 A
~ 8 (HXg
k=2

n

k

n " “n-k “n-k
g Tor(H Gl’H GZ)\ 1 @ H Gz)

(1.1.10) Segin [1] (Cap. XII - Apt. 7) la cohomologia de un
grupo ciclico finito G a coeficientes en el G-mddulo trivial
Z viene dada por:

aen
H™ "G = Z
|G :
Yn€Z
H2n+1G = 0

(1.1.11) Segin [1] (Cap. XII - Apt. 7) la cohomologia de un
grupo cuaternidnico generalizado G de orden 4t con t>1 viene
dada por:
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( nsy

H'G = Eﬁt
_ < ﬁ4"+1G-= 0
¥n€Z
nanve, (B 0% topar
Zh t impar
\ ﬁ4n+3G =0

(1.2) RELACION DE LA COHOMOLOGIA DE TATE DE UN GRUPO CON LA
DE_SUS SUBGRUPOS

(1.2.1) Sea G un grupo y U un subgrupo de G. Puesto que todo
G-moédulo es un U-médulo y toda resolucidon completa de G 1o es
también para U, si A es un G-médulo y (X,d) es una resolucidn
completa de G (1.1.1), podemos considerar:

1) La inclusién i: HomG(X,A) ———>Hde(X,A)

~.

2) E1 homomorfismo transfer t: HomU(X,A) -— HomG(X,A)
de manera que VfEHomU(X,A)

tf: X > A

c yiflyile)

t™Mwn

i=1
donde‘{yi}?=1 es un sistema de representantes de
- las clases laterales de G/U.

(1.2.2) La inclusidén i y el transfer t inducen sobre la coho-
mologia de G y de U los homomorfismos restriccidn y correstric-
cion respectivamente

BIBLIOTECA
FACULTAD C, MATENATICAS

VALEITs

PR
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res(G’U) : G(G,A) _— ﬁ(U,A)

cor (g.u) H(U,A) —> H(G,A)

Entre las propiedades que verifican estos homomorfismos
cabe destacar que el producto cor(G U)res(G u) es la multipli-
cacién por [G:U] segin [26] (Cap. 2 - Cor. 2.4.9 - pg. 76)

(1.2.3) Proposicibn. Sea p un divisor primo de |G|, se tiene:

A N ."es(e,spe) A
1) res : p-HG > HG _ >HSpG

es un monomorfismo.

n €or(6,s 6) ~
2) cor : HS.G P H6 —b p-HG

es un epimorfismo.

3) HSpG = Im res ® ker cor
Demostracién. |G| = p®s con (p,s)=1 y por tanto lSpGI = p%y
3t,q6Z / tp% + qs = 1 -

1) Si res x = res y con X,yEp-HG y x#y, segin (1.2.2)
tenemos [G:SpG]x = [G:SpG]y, lo que supone que e]A
orden de x-y divide a s en contra de 0 # x-y € p-HG.

2) Si xEp-HG, necesarjamente p®*x = 0 ya que segin (1.1.4)
|G|HG = 0. Por otro lado

(corsres)(gx) [6:S_G]qx = sqx =

P
(1-tp%)x = x

por 1o que res gqx € p-HG es antiimagen para X.
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3) Si x € Im res N ker cor, tenemos cor x = 0 y X = res y
con y € p-HG, ademds como (corores)y = [G:SpG]y =
= cor x = 0, necesariamente y = 0 y por tanto x = 0.

Si x € ﬁS G se tiene,

p
cor (x - (resocor)gx) = cor x - [G:SpG]cor gx =
= (1 - [G6:S_G]q)cor x = (1 - sq)cor x = tp%cor x = 0

P
con 1o que x = (resocor)qx + (x - (resecor)gx) donde

X - (resocor)qx € ker cor.

(1.3) GRUPOS CON COHOMOLOGIA DE TATE PERIODICA

(1.3.1) Definicibn. Sea n EN y G un grupo finito, diremos
' que n es un periodo de G si

i (6,a) = fif(s,A) Yi€Z  YG-médulo A

Obviamente si n es un periodo para G todo mGltiplo de n
también lo es. Llamaremos periodo de G al menor de los periodos.

(1.3.2) Proposicibébn. Si n € N son equivalentes:

1) n es un perfodo de G

An .
2) H'6 = 74

Demostracion. La implicacidén 1) => 2) es consecuencia inmedia-
ta de (1.1.8) particularizando la definicidén de n como periodo
de G para el caso A = Z e i=0.

La implicacidon 2) => 1) es consecuencia de que,'segﬁn [1]
(Cap. XII - Prop. 11.1 - pg. 260) la aplicacidn
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Hi(6;A) —— H"(6,A)
a » ag

es un isomorfismo ViEZ y para todo G-mddulo A, siendo g un
generador del grupo c1c11co H G.

(1.3.3) Proposicién. Si n es un periodo de un grupo G, nece-
sariamente n es par.

Demostracidn. Sea n un periodo de G y g un generador del grupo
ciclico ﬁnG; si suponemos n impar se tiene que 29=0 segin [1]
(Cap. XII - Apt. 11) con To que |G| =2, pero segin (1.1.10) Z,
s6lo tiene periodos pares.

(1.3.4) Proposicién. Si n es un perifodo de un grupo G y U
- es un subgrupo de G, n es también un periodo de U.

Demostracion. Sea g un generador de ﬁ"G Segin (1.2.2) se
tiene (cor(G U)ores(G U))g = [G Ulg por 1o que el elemento
(cor(G v)°res (g, U))g de H"G tiene orden |U| y por 1o tanto -
res g u)9 tiene orden mayor o igual que |U|. Como segiin (1.1.4)
los elementos de H'U tienen de orden un divisor de |U|l , nece-
sariamente res g y)9 es de orden |U| 1o que equivale segiin [1]
(Cap. XII - Prop. 11.1 - pg. 260) a HY = |U| y por (1.3.2)

n es asi un periodo de U.

(1.3.5) Proposicibn. Un grupo abeliano finito G es periddico

si y s6lo si es ciclico.
Demostracién. Si G es cfclico, (1.1.10) demuestra que G es
periddico.

Si G es abeliano no c1c11co contiene un subgrupo de la
forma Z$ Z% con p primo y si suponemos G per1od1co, segin (1.3.4)
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xﬂb también serad periédico. Bastara pues con probar que
el grupo Z&xZ% no puede ser periddico.

xZ es periddico, por (1.3.2) tendr1amos que

thﬂb) Zﬁz para algin n>0 Segun (1.1.9) H (Zh Zb) con-
tiene como sumando directo a Hn $Hn . Como segin (1.3.3)
n es par, resulta de (1.1.10) que ﬁ"(Z$XZ$) contiene a ﬂb@l%
como sumando directo 1o que se contradice con el isomorfismo

ﬁn(ZprEp) = Epz.

(1.3.6) Proposiciébn. E1 grupo G es periddico si y sdlo si

todo p-subgrupo de Sylow es ciclico o cuaternidnico generali-
zado. '

Demostracidon. Supongamos G peridédico y U un p-subgrupo de
Sylow de G. Por ser U p-grupo su centro es no trivial y con-
tiene un subgrupo ciclico U' de orden p. Ademas U' es el
tinico subgrupo de orden p en U ya que si hubiera otro U" ten-
driamos U'N y" = 1 y como U' estd en el centro de U, nece-
sariamente U contendria a U'xU" que por (1.3.4) seria perio-
dico y entrariamos en contradiccién con (1.3.5). '

Como U contiene un dnico subgrupo de orden p, segin
[27] (Ccap. IV - Tma. 15 - pg. 148) U es ciclico o cuaternié-
nico generalizado.

Reciprocamente supongamos que todo p-subgrupo de Sylow
de G es ciclico o cuaternidnico generalizado. Como consecuen-
cia de (1.1.10) y (1.1.11) todo p-subgrupo de Sylow de G es
periddico de perfodo 2 o 4, y segin (1.3.2), si p?l.-.pzs es
la descomposicidon en factores primos de |G|,entonces para
cada i, el grupd Hq1Sp G es ciclico de orden Pj 1, generado por

95 ¥ siendo q; el per1odo de S_ G (q1-2 0 q1-4)

p.
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Sea r el minimo comin midltiplo de los ordenes de los
grupos de las unidades de cada uno de los anillos (Z$a1, . o).
Obviamente para cada Py si k es un entero primo con p s pues-
to que k es 1nversib1e se tiene:

k4791 = 1 (p2i)

y segiin [1] (Cap. XII - Prop. 11.4 - pg. 261) cor gﬂ‘r'/q1 es

un e]emento de P; -H4 G de orden p11 La suma de todos ellos
(1<i_s) es un e]emento de H*"G de orden |G| y en virtud de [1]
(Cap. XII - Prop. 11.1 - pg. 260) se tiene H4 G = ZIGI de donde,
segin (1.3.2), concluimos que 4r es un periodo de G.

(1.3.7) Proposicién. Si G es periédico, HIG = 0 Vi impar.

Demostracidn. Si G es peridodico la proposicidn anterior nos
indica que todo p-subgrupo de Sylow de G es cTc]igo 0 cuater-
niénico generalizado y segin (1.1.10) y (1.1.11) HiSpG =0
para todo i impar. '

Puesto que cor: HS G — p-HG es un epimorfismo segin
(1.2.3), p- Hig = 0 para todo i impar y todo primo p divisor de
|G|, por 1o tanto Hig = 0 vi impar.

(1.4) COHOMOLOGIA DE TATE DE UN GRUPO ABELIANO FINITO

(1.4.1) Proposicibn. Sea G un grupo abeliano finito. Consi-

deremos la descomposicidn en ciclicos de G de la forma:

’ r>1
= Zh o Zﬁ 6 --- 8 Zﬁ con mr>1
1 2 r

m. <i<
mfm,_; 2sigr
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La cohomologia de Tate de G viene dada por:

~e(2n+1), - [ N
Jj=2
HEZNG = ¢ @ 5 (G G ) ¥n>0 e=+1
j=2 jsn-1 jsn-1 -
siendo: G; = 7Z & --- & Z 1gigr
i r
N oans
2i+1
G = H G 2<j<r
Jan 50 J
N ~a,e ,
— 21 s
G = 8 H-'G 2LjLr
Jan T o2

Demostracidén. Lo demostraremos por induccidén sobre r.

Para r=1 los sumatorios de las dos expresiones a demos-
trar carecen de sentido por 1o que ﬁ€(2n+l)G =0y ﬁeZnG = G
que coincide con lo visto en (1.1.10) para la cohomologia de
Tate de un grupo ciclico. =~

Para r=2, Zh ) Z% y la proposicion (1.1.9) nos da
las siguientes expre51ones para la cohomo]og1a de G:

Vnio , €=%1:

2n-1 A

Zh P H2n+lﬂ,m ) ? Hk+12ﬁ 8 H2n+1 kzﬁz) )

ﬁe(2n+1) 2n+1

G =

2n1,\ 'S
) HkZh 8 2n+1 k 2n+1 n2n+l

7, ) = WMz, 0 W2z, 6

= =]
Il@:

Zh 0 Hz(n+1-i)th) 0 1§ §21- z% g
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g R2(M1-1)417 4 "y ! “21zzm o f2(n-1)*17 ) |

2 2
n‘l A : '
o o (H2(n-1)ﬂ,m 21+1Hm )
i=1 00M
¥n>0 , eg=+1:
A A A Zn 2
HEZ"G - ZnHm 8 ZnEm 8 k+1z,m 9 H2 Z% ) 8
2
2n-2
“k ~2n-k a2n
® ® (H 8 H ) = H ® H ®
ez By T, Z’“ %n,
n-1 . . n-1 .
n2i n2(n-i)+1 ~2i+l
] (H 8 H ) & ® (H Z 8
i=1 ZT‘1 ZZ“‘z i=1 m
~2(n-1) n=1 ~2(n-1)
8 H ﬂhz) ] ® (H Zﬁ 8 H th) 4]
n-2 - . )
2i+1 2(n-1)-1
& 6 (H 8 )
i=1 Zﬁl ZﬁZ

Teniendo en cuenta (1.1.10) estas expresiones quedan:
Y¥n>0 , e=*1:

ﬁe(2n+1)G -
i

nes

(Zﬁ © Z% ) = nZ(ml,mz) = ng,

Yn>0 , e=+1:

A ‘ -1
Ne2he -z oz o 0 8 -7 07 6 (n-1)Z =
“n,® T, i=1(7%“1 ZZ‘“z) %, I, (n )('"1""2)
| =66 (n-1
(n )74n2
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Por otro lado, para r=2 y teniendo en cuenta (1.1.10)

tenemos:
r — —
Vn>0 , e=x1: 522(63’“‘1 ® j,n) = G2,n-1 ® GZ,n =
n-1.,. n .
~2i+l ~2i
H 6 & H = n
i=1 i, i=1 fny” ",
r —
yn>0 ., e=xl: G 8 jgz(Gj,n-l O 65,n-1) = 686G 01 86 0
n-1 A n-1 . n-1
=68 0 Rz 0 o H21Z% =60 0 Z =
i=1 2 i=1 2 i=1 2
=G @ (n-l)ﬂh
2

Quedan asi comprobadas las expresiones buscadas para
el caso r=2,

Supongamos ahora, -~

r>2

& --- 6 ] con mr+1>1
Zhr Zhr+1 mefms_;  2%igr+l

¢ - 1,

1

y sea G = Zh 6 --- 0 Z% para quien supondremos por hipdte-
2 r+l
sis de induccidon que la proposicidon es vdlida y por lo tanto

tenemos:
G = Gipq 1<i<r
Ci,n = 1§1ﬁ21+1GJ -§1ﬁ21+?65+1 8i+1,n 25azr
Cs.n ° 1§1HZ1G'J' ) 1§1ﬁ2163+1 * Bjt1.n 2sdzr

BIBLIOTECA
FAGULTAD C. MATEMATICAS
VAl ENCIA
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- r
¥nz0 , e=x1: A2 g ¢ (q

J
X Tirin)
= 0 (G ®
J=2 J+1 n-1 J+1,n
=+1- nE2n = @t ' i =
Vn>0 , e=t1:  AE2NG = ge @ (65 po1 ® 85 ooy
j=2
r —
= GZ ® o (Gj+1,n-1 0 Gj+1,n-1)

j=2

Segin (1.1.9) tenemos ¥n>0 y e=%1:

Cfe(2ntl)g o g(2n+1)( 9 Q) = H2ntly o f2ntly o
2, iy

2n-1 A 2n-1 A
k=1

_ A2n+1 n2n+1, 2(n+1 i) 219 A

= ﬂh @ H G o 1?1(H Zhle H°'G') ®
n ~ .

o o (HZ("+1")+lzh o H2i-1g) o
i=2
n-1 . - n-1 A

i=1 1 1-1

Teniendo en cuenta cua] es la cohomologia de un grupo
c1c]1co queda:

ﬁe(2n+1)G n2i+1

. f2ntlgg g (z% e n2ig o a (ﬂh 6 H
i

G')
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Al ser m, el efpdnente de G tenemos que mzﬁG'= 0
segﬁnh(1.1;4). Como HG' es abeliano finito y mzlml, tenemos
Z;, 8 HG'= HG' por distributividad del producto tensorial. Con
toéo esto y aplicando la hipdtesis de induccidon a G' tenemos:

~ A n A o n'lA . r
He(2ntl)g - §2n*la g o H27gre 6 H2'*la'= 8 (G.,, 108, ) @
i=1 i=1 j=2 971 Jt+l,
o 6 i%ic. e "o R2itls - o (6 0 G ) 8
i=1 2 i=1 2 j=2 j*+l,n-1 j*tl,n
— r —
& Gon ® Gopor " jgl(Gj+1,n-1 ® Gi41,n) =
r+1 B
= jgz (Gj.n-l 0 Gj,n)
1o que nos da la expresidn buscada de HE(2M*1l)g,
Razonando de modo andlogo tenemos ¥n>0 y €=%1:
A A A A 2n-2 « A
2n e2n 2n 2n k+1 2n-k
HE"e = HE®“M(zZ @ 6') = H o H°"c'® ® (H 8 H G) o
Ty Z'“,1 k=1 %ny
2n-2 A A A A .
o o (Hz o H"kg) - Hz“zzm 8 H"G @
N-1 ~o(n-i)+1 ~j n=1 ao(n-i) ~2i+1
® 6 (H ﬂﬁ 8 H"'G)® ®& (H Zﬁ ® H G) @
i=1 1 i=1 1
n-1 A . An s n-2 - . .A .
o o (Hz("")qn o H:lg)e @ (Hz("")‘lzm g H1*1g)

i=1 1 i=1 1
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-1 .
~2n . f2i+1 n ~21
=7z & H°"G' @ e ( e H )6 o (z 8 Hilg') =
qﬁ - z“ =1 %H
A n"l A . n 1 A
=z 0 Hehg o o n2i*tlgoe z% ® 6, 8
1 i=1 1-1
r n-1 AN n-1 A
2i+1 21 _
0 JEZ(GJ+1 n-19 GJ+1 n- 1) ® ]? H G, @ 1?1 H Gz -
r a— —
o0 jgz(GJ+1,n-1 8 Gii1,n-1) @ G 01 86 g "
r+1( _ )
=60 0 (6. ® G. '
j=2 Jsn-1 jsn-1

~que nos da la expresidn buscada para HeZnG

(1.4.2) Conolanio. En las condiciones de (1.4.1) se tiene

que m2H€(2n+1)G =0 ¥n>0 y e=z1,

Demostracidon. Es consecuencia inmediata de (1.4.1) y (1.1.4).

(1.4.3) Conrnolanio. En las condiciones de (1.4.1) se tiene que:

- r oA
HeZng - g g pel2n-1)g o ¢ j2n-1g, ¥n>0 , e=+1
j=2 J |

Demostracion.

n n-1 A
G, = & HZitlg H21*1lg. g y2ntlg, - 6, 8 HZ"*la
J.n . . ,n-1

i=1 i=1

n A n-1 A A
= - 2i - 21 2n - nen
GJ,n ng GJ igl H'G. & H GJ GJ n-1 ® H GJ
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Segin (1.4.1) se tiene ¥Yn>0 y e=%1:

fe2n,. _ r = - r f2(n-1)+1
e =69 jgz(GJ,n-l 9 CGj,n-1) =68 J.EZ(GJ‘,n-z ® H Gj@
r r oA
ra - = 2n-1 -
Q Gj,n"'l) G @ jgz(stn'z 6 Gj,n‘].) a jng Gj
A r a
- g o nel2n-1)g g g p2n-lg,

(1.5) COHOMOLOGIA DE TATE DEL PRODUCTO DE I GRUPOS DE ORDENES
PRIMOS DOS A DOS. CASO DE LOS GRUPOS NILPOTENTES FINITOS

(1.5.1) Proposicibn. Sea G = G1 X Gy X coc X Gr de manera que
(IGiI,lGj|)=1 para i#j, entonces

~ ’ r
HE"G = & K6, Vn>0 , e=tl
=1 s

Demostracion. Para n=0 es consecuencia inmediata de (1.1.8)
y de que los Gi son de ordenes primos dos a dos.

Para n>0 1o demostraremos por induccidon sobre el nimero
de factores. Obviamente para r=1 es cierto. Para r=2 (1.1.9)
nos da:
n-2 A

o "6, & o (1¥1g

A -k
8 H""%G,) o

nEnN _an
2

2

n-
6 6

A An_k )
) (H Gl 8 H G2)
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Por otro lado los teoremas de estructura de grupos
“abelianos finitos y (1.1.6) nos permiten descomponer ﬁiGj
como suma de ciclicos cada uno de los cuales es de orden un
divisor de |Gj| segin (1.1.4). De la aditividad del producto
tensorial y de ([G;],|G,])=1 se deduce que H161&»H1Gz= 0y
por tanto,

nEN _gn on
10 que demuestra la proposicidon para el producto de dos gru-

pos de ordenes primos entre sf7.

Consideremos ahora G = G'Xx Gr+1 donde G'= Glx-..xG
Puesto que ([G'|,|Gr+1|)=1 tenemos

re

HEM(6' x G ;) = H"G' ® H"G

r+l
A r a
Por hipétesis de induccidon tenemos que HEMG' = 6 HnGi
y por lo tanto i=1
PN r ~ r+l .
en 1 — n n -~ n
H="(G" x Gr+1) = 121 H G1 ® H Gr+1 = 121 HYG,

(1.5.2) Conotarnio. Si G es nilpotente finito,

HEMG = R'S 6 V¥n20 , e=tl

1 Py

ned-s

.i

donde PysPps--.sP, sON todos los divisores primos de |G].

Demostracién. Es consecuencia inmediata de (1.5.1) ya que si
G es nilpotente finito es producto de sus p-subgrupos de Sylow.

BIBLIOTECA
FACUITAD £ UATEATIRaR
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CAPITULO-2

GRUPOS SEMIPERIODICOS Y GRUPOS DE TIPO MSP

En este capftu]o se introducen los conceptos de semi-
periodo de un grupo finito y de grupo de tipo MSP como gene-
ralizacién de los grupos periédicos estudiados en [1] por
Cartan y'Ei1enberg. Se caracterizan los grupos abelianos
finitos de tipo MSP y se estudian condiciones de semiperio-
dicidad para grupos nilpotentes finitos y para extensiones
escindibles de ciclicos por ciclicos.

En todo el capitulo G designard un grupo finito y SpG
un p-subgrupo de Sylow de G. :

(2.1) DEFINICIONES

(2.1.1) Sea nEN, diremos que n es un semiperiodo para el grupo
G si

HE"g
_ﬁéTn-l)G = 72ﬁ(n) % 2'Zb(n)

con e=x1 y a(n)b(n)=|G].

(2.1.2) Un grupo G diremos que es de tipo MSP si existe n>0
de manera que Yk>0, kn es semiperiodo para G, es decir que
existe un semiperiodo n para el que todos sus mialtiplos (M)
son de nuevo semiperiodos (SP).
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(2.2) RELACION ENTRE PERIODICIDAD, SEMIPERIODICIDAD Y GRUPOS
DE TIPO MSP

(2.2.1) Proposicién. Para n>0 las siguientes propiedades son

equivalentes:

a) n es un periodo para G

x>

n
b) f

= /A
Hh - |6]

G

Demostracion. Si n es un periodo de G, de (1.1.8) y (1.3.2)
se deduce

H'e = Zo v W'l = o
1o que demuestra una implicacidn.

Rec1procamente, si suponemos b) cierto, en H G habra al
menos un e]emento de orden |G| y como segin (1.1.4) IGIH G =0,
necesariamente H"G es de exponente |G]|.

~.

Por otro lado, segin [24] (Tma. 4.1 - pg. 165) tenemos,
exp(Hn-lG) exp(H"G) |G|

de donde Hn"lG es de exponente 1 y por tanto H"'IG =0y
H'G = ZIGl 1o que demuestra segin (1.3.2) que n es un periodo
de G.

(2.2.2) Conotanio. Todo grupo periddico es de tipo MSP.

Demostracion. Si n>0 es un periodo de G, kn también lo es Yk>0.
Haciendo uso de (1.1.7) la propiedad anterior nos demuestra:
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nekn. .
~ H G ~ ZG
He(kn-l)G I I

Yk>0 y e=zx1

por 1o que tomando a(kn)=]G] y b(kn)=1 tenemos que kn es un
semiperiodo de G ¥k>0 y por lo tanto G es de tipo MSP.

(2.2.3) Proposicién. E1 producto de dos grupos periddicos
es de tipo MSP.

Demostracidn. 'Supongamos ny un periodo de Gl y n, un periodo
de Gy siendo G1 y G, dos grupos finitos. Por (1.3.3) sabemos
que el minimo comin mﬁ]tip]o de ny y n, es un nimero par mayor
o igual que 2.

Por (1.1.9) tenemos ¥k>0, e=t1y n=[n1,n2]:

kn-2 Al

nekn _ okn okn i+l nkn-i
HEKM(G,x6,) = HK"G, @ H 60 8 (h'*16; 8 HE""Tg,) o
kl"l-2 A A o
© 0 (G, 8 H" g,
i=2
Ae(kn-1) (g yo ) - Akn-1g ¢ Akn-1g ¢ 5 (Ri*lg g fkn-1-ig ) g
1X62 1 2 0 .2 1 2
kn"'3 Ao A .
6 6 (H'a, 8 HKN"1-7g )
Segin (1.3.7) se tiene:
kn-2 A A . kn-3 ~. A .
6 (Htle, e n¥" gy =0 y 8 (H'a, & H*""1"7g)) =0
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ya que en todos los sumandos hay algin factor de la forma HiGj
con i impar.

Ademds segin (1.1.8) ya que kn es periodo para Gl y 62
tenemos

akn o0
A Gj H Gj ZIGjl
tkn-1 - n-1 -
H Gj H Gj 0
Con todo esto,
HEKM (G xG,) S
= = 77 o Z Yk>0 , e=+%1

~de donde deducimos -que kn es un semiperiodo de Gle2 Yk>0 y
por lo tanto Gle2 es de tipo MSP.

(2.3) SEMIPERIODICIDAD Y TIPO MSP EN GRGFOS ABELTANOS FINITOS

(2.3.1) Proposiciébn. Si G es un grupo abeliano finito y n>0
es un semiperiodo de G, necesariamente n es par.

Demostracidén. Por ser n un semiperiodo de G, existe un mono-
A A .
morfismo de H" 1G en H"G de manera que

il 0 (n)b(n)=l86
H"'IG > Z%(n) Zf(n) con a(n n)=

Squngamos n imEar y por tanto n=2m+1 con m>0 ya que

para m=0 Hog = ZIGI y Hle = 0o segin (1.1.8).
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Por ser G abeliano finito admite una descomposiciodn
. como suma de ciclicos de la forma:

r>31
= m
G = Zhle ..j 0 Zhr con m:lmi_l 2<i<r
y‘(1.4;1) nos da su cohomo]ogiaL

Si my>my, no existe ninglin monomorfismo de an-lg - H2mg
en ﬁ"G = ﬁf?;i? ya que Z%les sumando directo de asz y segin

(1.4.2) m,H G = 0. Por 1o tanto my=m,.

De (1.4.2) se deduce también que a(n) y b(n) son divi-
sores de my=m, y como a(n)b(n)=m1m2-..mr, necesariamente
a(n)=b(n)=m1 yAﬂ3=-~-=mr=}n{1por 1o tanto G=ZhleZ%1. Pero
segin (1.4.1) H G=mﬂh1.y H G=(m+1)2’m1 1o que se contradice
con que n es un semiperiodo de G.

~

(2.3.2) Proposicién. Si G es un grupo abeliano finito, las
siguientes propiedades son equivalentes: _

~.

1) G es de tipo MSP

2) G es semiperiddico

3) G = Z% ) Zb con a,b>1

4) 2k es semiperfodo de G ¥k>0

Demostracion.
1) = 2): Obvio por definicidn.

2) = 3): Supongamos G = Zh16~--$ Z%r con r21, m>1y m.[m. 4
para 2<igr.

Si n>0 es un semiperiodo de G, segin (2.3.1)
n=2m para algin m>0. Segin (1.4.3) tenemos
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Gj = Z!a(Zm) 0 EB(Zm)

con 1o que G = o bien G = ) , ademds en
) m) my® g
ambos casos

r A
8 HZM1lg. =g
j=2 ?
3) — 4): Si G es ciclico, HE(ZK* )G = o yi>0 y HE2Kg = 6 vk>0
' y €=x1 con lo que
ne2k
HE“Kg
X =~ @G Vk>0 N e=+1
e (2k-1),

y por lo tanto 2k es un semiperiodo de G Yk>0.

Si G = 2%9 Zb con a,b>1 entonces G = Z[a,b]g Z(a,b)
y (1.4.1) nos da su cohomologia,

~.

ﬁe(2k+1)G

= kZ Yk>0 , e=t1

a,b)
- He2kg = ¢ @ (k-1)Z, y) Yk>0 , e=t1
con 1o que Yk>0 y =1 tenemos

_.AHEZkG

k-, ET RS

y por 1o tanto 2k es semiperiodo de G Yk>0.

4) = 1): Es obvio por definicidn.
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(2.4) SEMIPERIODICIDAD Y TIPO MSP_EN GRUPOS NILPOTENTES FINITOS

(2.4.1) Proposicibn. Sea G = GyxGox. - X6, con (lGil’lGj|)=1
para i#j y sea n>0, entonces n es semiperiodo de G si y sdlo
si 1o es de cada Gi’ l<i<r.

Demostracidn. Si n es un semiperiodo de G, existe un monomor-
A A .
fismo de HE(N"1)g en HENg para ¢=+1 de manera que:

HEMg |
ﬁe(n-le = Za(l’l) )] Zb(n) con a(n)b(n)=|G|

Al ser los Gi de ordenes primos dos a dos (1.5.1) nos
da la cohomologia de G,

A r ~ A r PN
HENG = ® HenGi y He(n-l)G - He(n-l)Gi
i=1 i=1
y puesto que IGiIHGi =0 (1.1.4), necesariamente He("’l)Gi se
sumerge en HE"Gi y
A AEJ]
) HENG . g H™6,

A
R Por otro lado como HG, es abeliano finito (1.1.6) ¥y
|G1|HG1 = 0, los teoremas de estructura nos dan para cada i,

o

N
A
~
A
<t

O. o .
Aen | ik | ikl
HE"g, |
TICE z, 007, con | |
i ’ . %5k |G1.| 1<k<t.
\

de donde

-

Bam) ® B ° 1'21(22"‘1‘,1@“.e Zah%)
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pero como o, divide a [G;| y por To tanto (ai_,aj_)=1 para

~i#J esto solamente es posible si t,<2 Vi en cuyo caso:

(
fiena, | | el
i
=~ 7 0 Z con
“e(n-1) o . o . -
\
Por otro lado,
6] = a(n)b(n) = T 1)
G| = a(n)b(n) = T a,q,.0;, = I G,
j=1 BT gy
de donde se deduce que a;q -0y, = |G;] ¥i y con ello concluimos

que n es un semiperiodo de G.i para todo i.

Supongamos ahora que n es un semiperiodo para Gi ¥i lo
que implica la existencia de los cocientes

 HE"G. -
ﬁe(n-l;e_ - Zﬁi(n) ® Zﬁ(n) con e=t1l, %(n)q(n)=|Gii Vi
1

~.

Por (1.5.1),

HEMG =

e,y Reg o b felnedg,
i

1 i=1

I -3

y por lo tanto existe un monomorfismo de ie(n-1)g on HeNg de
manera que

A r. . ; r )
e = il e 7 B @ Bym) -
e, '

114
—
(23]
2N
p
R
p
(==}
———
-
n e&=-s
fary
N
—
=
”
S
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o]

Por otro lado, como ﬁ(n) y b#n) dividen IGil ¥i,
tenemos (a#n),ifn))=1 y (b{n),p}n))=1 para i#j y por tanto

- .
131 Zﬂ(n) = Z%(n) donde a(n) = 121 %(n)
r r
;2 Bo(n) T By(ny  domde bln) = T pyin)
r r : r.
ademéds a(n)b(n) = _II1 ai(n)._II1 q(n) = .Hl lGil = |G|
1= i= 1=

Tenemos pues

HENG

Zy(n)y ® Zo(n) con e=x1 y a(n)b(n)=]G|

1o que demuestra que n es un semiperiodo de G.

(2.4.2) La condicidn (IGiI’IGjI)=1 para i#j en (2.4.1) es ne-
cesaria ya que el grupo beﬂbxﬂb no admite ningln semiperiodo
segin (2.3.2) y sin embargo como Zb es periddico de perfiodo 2,
segin (2.2.2) Zﬁ es semiperiddico.

(2.4.3) Conrnolanio. Si G es un grupo nilpotente finito con
algin p-subgrupo de Sylow abeliano y n es un semiperiodo de
G, necesariamente n es par. '

Demostracidn. Es consecuencia inmediata de (2.3.1) y (2.4.2).

(2.4.4) Proposicibn. Si G = GxG,x---xG. con (lGiI,IGj|)=1
para i#j, entonces G es de tipo MSP si y s6lo si 1o es cada Gi‘

Demostracidén. Si G es de tipo MSP existe n>0 de manera que kn
es semiperipdo de G ¥k>0 y como consecuencia de (2.4.1) kn es
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también semiperiodo de Gi Yk>0 y 1<i<r y por 1o tanto cada Gi
- es de tipo MSP.

Reciprocamente, supongamos que existen NysNps.-.sny de
manera que Yk>0 kni es semiperiodo de Gi' Si nes el minimo
comin mdltiplo de 1los nis kn serd semiperiodo de Gi Yk>0 y
1I<igr por 1o que segin (2.4.1) kn es semiperiodo de G Vk>0 y
por lo tanto G es de tipo MSP.

(2.4.5) Conrolanio. Un grupo nilpotente finito es de tipo
MSP si . y s6lo si 1o es cada uno de sus p-subgrupos de Sylow.

Demostracidn. Es consecuencia inmediata de (2.4.4) aplicada
a la descomposicion de G como producto de sus p-subgrupos de
Sylow.

(2.4.6) Caso parnticular. Sea G un grupo nilpotente finito
cuyos p-subgrupos de Sylow son producto de dos ciclicos, de

un ciclico y un cuaternidénico generalizado o de dos cuater-
nionicos generalizados; como consecuencia G admite una des-
composicidon de la forma: ~.

G=S5S,6 xS Gx -« xS_G6G =

2 p1 pr
SZG,X (Z$?1:xZ$$1)x cee X (Zaﬁr x;%fr) =

52G X Zpitl ---Pgr‘ X ZHBI .__psr.= SZG X Zq X Et

n

donde: q'¥|ﬁl ---ﬁ& (2,q9)=1
t = p%l ---pfr (2,t)=1
2 x 75
52G = Z%a X QZB

Qo x Q8
le] = 2%*Bqr
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Puesto que (ISZG[,lﬂth%I)=1 es aplicable (2.4.1) y
si n es un semiperiodo de 52G y de Z%xz%, lo serd también de
G, cumpliéndose ademas:

~ “n “n

HenG ) - H SZG H (thZ%)
ne{n-1) - n-1 “n-1
H G H 32G H (Daxﬂ%)

[<-]

, €E=%1

Segin (1.1.10), (1.1.11) y (1.3.2) todo grupo ciclico
es de periodo 2 y todo cuaternidénico generalizado es de pe-
riodo 4. Aplicando (2.2.3) tenemos:

1) 2k es semiperiodo de thZ% ¥k>0 y :

~ok '
HEEH (7, xzz)

= Za & 7
2) 2k es semiperiodo de Zp xILB Vk>0 y :

o Fle(leaxZZB)
W Nz xz )

3) 4k es semiperiodo de Z%ax 028 Yk>0 y

= Zp 0 LB

W% (z,0x0,8)
H4%=1 (2,0 x,8)

= Lp § B
4) 4k es semiperfodo de QuxQ,8 Vk>0 y :

~ = g
I Zo ® IR

de.x QzB)

Por 1o tanto G es de tipo MSP y ademas:
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- En el caso abeliano, 2k es semiperiodo de G V¥k>0 y

ﬁeZkG

.ﬁe(Zk-ﬂG = Ef‘@ 2286 qu ® Z = ZZOLqe ZZet

- En el caso no abe]iano,'4k es semiperiodo de G Yk>0 y

(1T, = 70 B0 T 0 7 = Zp 0 7P,

(2.5) SEMIPERIODICIDAD Y TIPO MSP EN EXTENSIONES ESCINDIBLES
DE CICLICOS POR CICLICOS

(2.5.1) Proposicibébn. Si G es una extensidn escindible de
ciclico por ciclico, entonces:

1) G no admite semipgriodos impares.

2) G es de tipo MSP.

Demostracidén. Supongamos G una extensidn escindible de Z& por
Z%, es decir, dado G por generadores y relaciones,

6 = <x,y | x"=yS=1, ylxy=xb (t3=1(r))

Wall en [25] (pg. 254) nos da la cohomologia de G:

~e2n .
W26 =z 67 6( 8 Z) n>1 , e=t1
n 1<£i<n 9
pe(2n-1)g 8 zZ n>1 , e=t1
1<i<n 9
donde: f; = (t'-1,r) izl
s-1 ..
ky = (.z t'W.r) i1
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_ i o
9 - r izl

1) Supongamos que G admite un semiperiodo impar 2n+l1l. Esto
0 n2n+1

supone la existencia de un monomorfismo de HZ"G en H G de
manera que:
,..ﬁ2n+16 z o
~ong a(zn+1) @ Dy(2n+1)
- - nen+l. 1 n2n
con a(2n+1)b(2n+1)=|G|=rs y por 1o tanto |[H G|=]H"G]|rs.
Segin las formulas anteriores tenemos:
A2 + A ’
|H"le) = m q, y |A%%] = sf( 1 q;)
1<i<n+l 1<i<n
de donde

I q. =»sfn( T q.)rs
1<i<n+1 ! 1<i<n !
2 _2.2 o -

y kn—r s 1o que supone r=1=s segin la

~.

y por tanto q,=f, rs
definicidon de kn'

2) Segiln las formulas anteriores ¥n>1 y e€=+1 tenemos:

Aeon.
HEC Mg
o = 77 0

y por 1o tanto 2n serd@ semiperiodo de G si y sé6lo si f =r, 1o

n
que equivale segin la definicidon de f a t"=1(r).

Por otro lado, sencillos cdlculos aritméticos demuestran
que si e es el menor entero positivo cumpliendo la condicidn
t€=1(r) se tiene que t"=1(r) si y sélo si n es miltiplo de e.
Tenemos pues que 2n es semiperiodo de G siy s6lo si n=e y
por lo tanto 2ke es semiperiodo de G Yk>0 y queda asi demostra-
do que G es de tipo MSP.
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(2.5.2) Caso parnticular. Los grupos denominados diédricos

o diedrales Dr‘ = <X,y | xr=y2=1 s y—lxy=xr_1> son extensiones

escindibles de Z% por Z%. Como consecuencia Yr>2, 4k es
semiperiodo de Dr Yk>0 y 2k es semiperiodo de D2 Yk>0.
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CAPITULO-3

DIMENSION COHOMOLOGICA Y PROPIEDADES VIRTUALES

Este es un capitulo auxiliar sobre dimensidén cohomol6-
gica y dimensidon cohomoldégica virtual de un grupo. La mayoria
de los resultados aqui contenidos pueden. encontrarse en [8]
para el anillo Z y en [3] para un anillo unitario y conmutati-
vo cualquiera R.

(3.1) DIMENSION COHOMOLOGICA DE UN GRUPO

(3.1.1) Definicién. Un grupo G diremos que tiene dimensién
cohomoldégica k respecto del anillo R, siendo k un entero no
negativo, si H3(G,A)=0 ¥q>k y todo RG-médulo A y existe algin
RG-mbédulo A de manera que H (G A)#0.

La dimensidon cohomoldgica de G respecto del anillo R
la representaremos por "cdRG“ y en el caso R=Z omitiremos el
subindice y escribiremos "cdG".

(3.1.2) Proposicién. Dado el grupo G y k;O, las siguientes
propiedades son equivalentes:

1) cdpb < k

2) H¥*1(g,A) = 0 para todo RG-médulo A
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3) Si k=0, R es un RG-médulo proyectivo.

St k>0 y .-+ P, » Py

es una resolucidn RG-proyectiva del RG-mddulo

trivial R, entoces Im dk es también RG-proyectivo.

4) R admite una resolucidn RG-proyectiva

P2 > P

de manera que Pq=0 Yg>k.

Demostraci6én. Las implicaciones 1) = 2) y 4) => 1) son con-
secuencia inmediata de la definicion de dimensidén cohomoldgica
y de la obtencidon de la cohomologia usual de un grupo.

3) — 4): Si k=0, O > R 1, R > 0 es una resolucidn
RG-proyectiva de R del tipo buscado.
. dy dy do
Si k>0 y --- P2 —_ P1 > P0 > R > 0 es una
resolucidn RG-proyectiva de R, entonces la sucesion
- d1 q)
0 — ker dp _y — P 4 — - » Py >Pg = R — 0

es exacta por construccidon. Ademds por hipdotesis ker dk_1=
=Im dk es RG-proyectivo y tenemos asi una resolucidén RG-proyec-
tiva de R del tipo buscado.

2) = 3): Si k=0y A F— B —b» C es una sucesidn exacta de
RG-mddulos, podemos asociarle la sucesibén exacta larga de coho-
mologia siguiente

0 — HO(G,A) — HO(G,B)'——A HO(G,c) _ Hl(G,A)'+—e .

Puesto que HO(G,X) = HomRG(R,X) para todo RG-médulo X y
por hipédtesis Hl(G,A)=0, tenemos la siguiente sucesidn exacta:
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0 — HomRG(R,A) — HomRG(R,B) — HomRG(R,C) —> 0

En‘particular HomRG(R,B) —> HomRG(R,C) es suprayectiva
y por 1o tanto R es un RG-mdédulo proyectivo.

Supongamos ahora k>0 y consideremos la siguiente reso-
lucién RG-proyectiva de R,

d
Py > P

Sea M = Im dk = ker d; _;, entonces la sucesidn

es exacta por construccidn y nos induce la siguiente sucesidn

~exacta para cualquier RG-mddulo X

Hompg (Py_g+X) — Hompe(M.X) — Hk(6,x) — 0

» Por otra parte, de toda sucesidon exacta de RG-mddulos
A+—— B —b C se obtiene el diagrama conmutativo con filas
exactas siguiente,

Homp e (Py _;»B) — Homp(M,8) — H¥(G,B) —— 0

y | |

Puesto que Pk_1 es RG-proyectivo, o es epimorfismo. EI
homomorfismo y es también suprayectivo por ser parte de la su-
cesidon exacta larga de cohomologia

. — 1%(6,B) —> Hk(a,c) — ¥ l(e,A) — ...

ya que por hipétesis HK*1(G,A) = 0.
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Estamos por 1o tanto en la siguiente situacidn, con cua-
drados conmutativos y filas exactas,

u
. > o P e
o f\ N\ Bl -YJ'
\‘ v
[ {}“o } 50 1> e
Ack Akc

Por 1la exactitud de la fila inferior obtenemos el RG-homo-

"morfismo f cumpliendo la condicidn xkc

tenemos ACKa = f con 10 que f es suprayectiva. Aplicando el

f = By y puesto que Ao = Bu

lema ker-coker concluimos la suprayectividad de B8 y por lo tan-
to M es RG-proyectivo.

(3.1.3) Proposicidn. Si H es un subgrupo de G entonces
cdp,H < cd,G.

R R

Demostracion. Es consecuencia inmediata del Lema de Shapiro
[3] (Seccidon 1 - Lema 1.3 - pg. 5) que nos da el siguiente
isomorfismo para todo RH-médulo A y todo n>0

H'(H,A) = H"(G,HomR (RG,A))

H

(3.1.4) Proposicibn. Si G es un grupo finito no trivial, su
dimensidon cohomoldgica sobre Z es infinita.

Demostracidén. Es consecuencia inmediata de (3.1.3) ya que si
G es finito no trivial, G contiene un subgrupo ciclico finito
cuya dimension cohomolégica es infinita segiin (1.1.10).

(3.1.5) Proposicién. La dimensidn cohomoldgica de un grupo G
respecto del anillo Z es cero si y s6lo si G=1.
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Demostracion. Si G=1, Z=7ZG es G-proyectivo y por lo tanto
cdG=0 segin (3.1.2).

Si G#1, G contiene un'subgrupo ciclico H. Si H es de
orden finito, cdH=o segiin (1.1.10). Si H=Z , cdZ =1 ya
que al ser Z un grupd libre, H"(Z,A)=0 Vn>2 [9] (Cap. VI -
Corol. 5.6 - pg. 197) y WY (Z,z)= Z [9] (Cap. VI - Apt. 4 -
pgs. 192-193). En ambos casos cdG#0 segin (3.1.3).

(3.1.6) Proposicién. Todo grupo de dimensidn cohomolégica

finita es 1ibre de torsion.

Demostracidén. Si G admitiera algin elemento de orden finito
su dimensidén cohomoldgica sobre Z seria infinita segln (3.1.3)
y (3.1.4).

(3.1.7) Proposicién. Si H es un subgrupo de G de indice
finito y cdRG es finita, entonces cdRG = cdRH.

Demostracidn. Segidn (3.1.3) cdR
igualdad bastard encontrar un RH-
HY(H,N)#0 siendo n = cdpG.

< cdRG; para comprobar la
médulo N_de manera que

Puesto que cdRG= n<e, para todo RG-mdédulo A se tiene
H"+1(G,A)= 0 y la sucesidn exacta larga de éohomo]ogia demues -
tra que el funtor H"(G,—) es exacto derecha. Ademds existe
un RG-médulo M de manera que H"(G,M) # 0.

Por el Lema de Shapiro tenemos el isomorfismo

“H(H,.M) = Hn(G,HomRH(RG,M))

Si encontramos un RG- ep1morf1smo de HomRH(RG M) sobre M,
por la exact1tud derecha del funtor " (G —) tendremos el epi-
morfismo H"(G, HomRH(RG M)) — H"(G,M) y como consecuencia
H (H M)#0.
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Puesto que [G:H] =r<e, sea {xi}:=1 un sistema de re-
presentantes de las clases laterales que define H en G. La
aplicacion

HomRH(RG,M) - M

f — )

n et

-1
x; F(x57)

i=1

resulta ser un RG-epimorfismo, [23] (Lema 9.2 - pg. 606).

(3.1.8) Teonema de Senre. Si G es un grupo libre de R-torsidn
y H es un subgrupo de G de indice finito, entonces cdRG= cdRH.

(Un grupo se dice libre de R-torsidén si el orden de
todo subgrupo finito es una unidad en R)

Demostracidn. Si cdRH==w por}(3.1.3) cdRG=u= y se tiene la
igualdad. .

Si cdRH<°° segiin (3.1.2) R admite una resolucién P
RH-proyectiva de longitud finita. '

Si [G:H] = r<o, Serre demuestra [23] (Tma. 9.2 - pg. 607)
que P'-= QE P, es decir,

constituye una resolucién RG-proyectiva de R de longitud finita
y segin (3.1.2) G es de dimensidén cohomoldgica finita sobre Z.

La igualdad cdRG= cdRH es ahora consecuencia inmediata
de (3.1.7).
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(3.1.9) Teonrema de Senre - Stallings - Swan. Las propiedades
siguientes son equivalentes:

a) cdGgl

b) G es libre de torsidon y tiene un subgrupo libre
de indice finito.

c) G es libre

Demostracién. La implicacién c) = b) es obvia y segin [9]
(Cap. VI - Corol. 5.6 - pg. 197) la implicacidén b) => a) es
consecuencia inmediata del teorema de Serre (3.1.8). E1 punto
central de estas equivalencias estd pues en la implicacidn

a) => c) que ha seguido el siguiente proceso de demostraciodn:

- En 1965 fue conjeturado por Serre [15] que todo grupo
libre de torsidon con un subgrupo libre de indice finito
era libre. Demostrdé que necesariamente tenia dimensidn
cohomoldgica sobre Z menor o igual a 1 y asi su conje-
tura qued6 abierta en los siguientes términos:

cd G <1 == G-libre

- En 1968 Stallings en [19] demostrd que todo grupo

~ finitamente generado y de dimensidon cohomolégica 1 es
libre. Su demostracidn es una combinacidn de ideas
algebraicas y topoldgicas que no parecen poder genera-
lizarse al caso de grupos de generacién'no finita.

- En 1969 Swan [23], haciendo uso de los resultados de
Stallings logra finalmente demostrar la conjetura de
Serre.

(En 1979 Dunwoody en [4] ha caracterizado los grupos
con cdRG <1)
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(3.1.10) Proposicibn. Para todo grupo G, cdpG < cdG.

Demostracion. E1 resultado es obvio si cdG=«. Si cdG<ew
es consecuencia de (3.1.2)_ya que si

» P P y/4

~
o

1 > o ?

es una resolucidén G-proyectiva de Z, entonces

. — 5 P,8R —> P.BR 5> R 5 0

1 0

es una resolucion RG-proyectiva de R segin [8] (Cap. 2 -
Apt. 2.3 - pg. 25).

“(3.2) GRUPOS VIRTUALMENTE LIBRES DE TORSION Y DIMENSION
COHOMOLOGICA VIRTUAL

(3.2.1) Definicibn. Un grupo se dice virtualmente libre de
R-torsidon si posee un subgrupo de indice finito libre de
R-torsidn. )

~

(3.2.2) Proposicién. Un grupo G es virtualmente libre de
R-torsidon si y s6lo si admite un subgrupo normal de indice

finito libre de R-torsion.
Demostracidon. Una implicacidn es obvia por definicidn.

Si G es virtualmente libre de R-torsidon, existe un sub-
grupo H libre de R-torsidon y de indice finito. Sea N el mayor
subgrupo normal de G contenido en H. Obviamente N sigue siendo
libre de R-torsidon. Ademds si consideramos la accidn natural
©: G — Irg,y) tenemos N=kero de donde [G:N] es divisor de
[G:H]1 y por 1o tanto N es también de indice finito.
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(3.2.3) Proposicibn. Sean H y K dos subgrupos de un grupo G
~ambos libres de R-torsidén y de fndice finito en G, entonces

cdRH= cdRK.

Demostracid6n. Puesto que la interseccidén de dos subgrupos de
indice finito es de nuevo de indice finito se tiene:

[H:HNK][G:H] = [G:HNK] =— [H:HNK] < =

n

[K:HNK][G6:K] = [G:HNK] =—= [K:HNK] < =

Aplicando el Teorema de Serre (3.1.8) se tiene,

cd,H = cdRH NK = cdy K

R R

- (3.2.4) Definicibn. Dado un grupo G virtualmente libre de

R-torsién, definimos la dimensién cohomolégica virtual de G
sobre el anillo R, y 1a representaremos por "vcdRG", como la
dimensidon cohomoldgica sobre R de cualquier subgrupo de G
libre de R-torsidn y de indice finito (que existe por ser G
virtualmente libre de R-torsidon y es independiente del sub-
grupo elegido por (3.2.3)). En el caso del anillo Z escri-
biremos simplemente "vcd G". '

(3.2.5) Proposicibn. Un grupo G es finito si y sélo si es
virtualmente libre de torsidn y vcd G =0.

Demostracidon. Si G es finito, H=1 es libre de torsidn de
indice finito en G y por 1o tanto G es virtualmente libre de
torsion y vedG=cdH=0 segin (3.1.5).

Si G es virtualmente Tibre de torsidn, existe un sub-
~grupo H libre de torsion de indice finito y vcdG =cdH. Si
vedG=0, cdH=0 y pok (3.1.5) H=1y como H es de indice
finito en G, G necesariamente es finito. |
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(3.2.6) Segin la proposicidn anterior podemos considerar que
~ los grupos de dimensidn cohomoldgica virtual finita son una
generalizacion de los grupos finitos.

(3.2.7) Proposicién. Si G es virtualmente libre de R-torsiodn
y'H es un subgrupo de G, H es también virtualmente libre de

R-torsidon y vecdpH < vedpG.

Demostracidon. Si G es virtualmente libre de R-torsidn, segin
(3.2.2) existe NG, 1ibre de R-torsidn de indice finito en G.
Si H es un subgrupo de G, HNN es un subgrupo normal de H libre
de R-torsidn, ademds puesto que:

_H NN es de indice finito en H y por 1o tanto H es virtualmente
libre de R-torsidén. Por otro lado segin (3.1.3) se tiene:

N = vcd,G

vcd H = cd R

R HON < cd

R R

(3.2.8) Proposicibn. Si G es virtualmente libre de torsiodn,
es virtualmente libre de R-torsidon y vcdpG < vedG.

Demostracién. Si G es virtualmente libre de torsién, existe
un subgrupo'N libre de torsién de indice finito en G; obvia-
mente N es libre de R-torsidén y por tanto G es virtualmente
libre de R-torsion.

Por otro lado segin (3.1.10) tenemos

vedpG = cdpN < cdN = ved G

ettsbnilibn sibiisbiscsidhini. o 7 s
BIBLIOTEC .
FACULTAD €. BATE!T,CNS
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CAPITULO-4

COHOMOLOGIA DE FARRELL DE GRUPOS DE DIMENSION

COHOMOLOGICA VIRTUAL FINITA

En este capitulo se reformula el trabajo de Farrell (6]
para la cohomologia de un grupo de dimensidon cohomoldgica vir-
tual finita, respecto de un dominio de ideales principales R.

- Se incluye también un andlogo del Lema de Shapiro para la coho-
mologia de Farrell y un teorema relacionando la cohomologia
de Farrell con la cohomologia usual.

‘ La necesidad de utilizar cohomologia de Farrell sobre
un D.I.P. en lugar de sobre el anillo Z se verd justificada
en el capitulo siguiente, donde haremos uso de ella sobre el
anillo 1oca11zado Z(p).

A 1o largo de todo el capitulo R designard un dominio
de ideales principales, G representarda un grupo virtualmente
1ibre de R-torsion de dimensidn cohomoldgica virtual finita
sobre R, S serd@ un subgrupo normal de G libre de R-torsidn
de indice finito y T representard el cociente G/S.

(4,1) R-RESOLUCION DE FARRELL. EXISTENCIA Y UNICIDAD

(4.1.1) Definicibébn. Una R-resolucidn completa de Farrell
para el grupo G es un par (X,C) donde:
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d
1) o0 — X, 1, Xpoy — n€Z es un complejo
aciclico de RG-médulos proyectivos.
k
n N R
2) . — cn ——— Cn_1 —_— e — CO > R > 0

es una resolucion RG-proyectiva del RG-m6dulo trivial R.

3) 13 ng20 / Xn = Cn y dn+1= kn+1 Vng=n0. A n, se

le denomina indice de coincidencia.

(4.1.2) Si G es un grupo finito (por (3.2.5) y (3.2.8) sabemos
‘que es virtualmente libre de R-torsion y vcdRG=0) toda R-reso-
lucidén completa de Tate para G pasa a ser una R-resoluciodn
completa de Farrell con indice de coincidencia 0.

(4.1.3) Lema. Para todo RS-médulo M existe un RG-isomorfismo

RG Bpg M = HomRS(RG,M)

- Demostracion. Los grupos abelianos RG @RS My HomRS(RG,M) se
estructuran como RG-mddulos mediante las acciones siguientes:

af: RG ——— M feHomRS?RG,M) , aERG
X — f(xa)
a(a8b) = wa® b aGRG , bEM , aERG

En [23] (Lema 9.2 - pg. 606) Swan demuestra que si

{xi}:.'=1 es un sistema de representantes de las clases laterales
que define S en G, la aplicaciodn

HomRS(RG,M) ——— RG eRS M

f y
i

(x;8 F(x;1))

nmMm3s
-

es un RG-isomorfismo.
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(4.1.4) Lema. Si A es un RG-médulo RS-proyectivo y B es un
" RG-mddulo RG-proyectivo, entonces ExtaG(A,B)= 0 ¥n>0.

Demostracion. Sea M un RS-mddulo. Puesto que RG es RS-libre
se tiene

ExtES(RG,M) =0 ¥n>0

y segin [1] (Cap. VI - Prop. 4.1.4- pg. 118) tenemos el siguien-
te isomorfismo

ExtgG(A,HomRs(RG,M)) o ExtRS(A,M).

Como A es RS-proyectivo, ExtRS(A,M)=O ¥n>0 y en definitiva el
funtor ExtEG(A,—) se anula ¥n>0 sobre RG-mdédulos de la forma
HomRS(RG,M) siendo M un RS-médulo.

Segin (4.1.3) ExtEG(A,—) se anula ¥n>0 sobre todo
RG-m6édulo de la forma RG eRS M y en particular se anularad
sobre RG (para M=RS).

Puesto que B es por hipdotesis RG-proyectivo, es sumanrdo
directo de un RG-1ibre y por la aditividad de ExtgG(A,—) tene-
mos finalmente ExtRG(A,B)= 0 Yn>0.

(4.1.5) Lema. Sea M un RG-médulo; estructurando RT 8p M como
RG-m6dulo por accidon diagonal, es RG-isomorfo a RG gRS M.

Demostracion. Obviamente RI tiene estructura de RG-m&dulo
via la proyeccion de G sobre I'. Puesto que RG es una R-&dlge-
bra, RT eR M puede estructurarse como RG-médulo por accidn
diagonal [9] (Cap. VI - Apt. 11 - pg. 212).

Considerando la sucesion exacta S +— G —p T' - tenemos
el isomorfismo de RG-mdédulos R eRS RG = RT.
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Como consecuencia tenemos los siguientes RG-isomor-
fismos:

R

(R 8

R

RT 9R M RG) 8p M (RG Brs R) 8p M =

RS

1]

M

14

RG gRS (R @R M) RG eRS
(4.1.6) Lema. Sea M un RG-mdédulo RS-proyectivo y A un
Rr-mdodulo RI'-proyectivo, entonces A 8R M estructurado como

RG-m6dulo por accidn diagonal es RG—prdectivo.

Demostracién. Por el mismo razonamiento utilizado en (4.1.5)
A QR M puede estructurarse como RG-mdédulo por accidon diagonal.

Por ser A RT-proyectivo, es sumando directo de un
Rr-médulo libre, es decir, existe un RI'-médulo B de manera
‘que A 6 B = ORI y tenemos

(A6 M) & (B 68pM) = (ABB) 8, M = (BRT) 8p M =
= @(RT eR M) = B(RG 8ps M)

~

Por otro lado como M es RS-proyectivo, M es sumando
directo de un RS-mddulo libre, es decir, existe un RS-mbédulo
N de manera que M®N = ORS y tenemos

(RG 8rs M) & (RG Brs N) = RG gRS (MO N) =
= RG eRS (6RS) = B(RG Brs RS) = ®RG

y por lo tanto A 8R M es sumando directo de un RG-mddulo libre
y como consecuencia es RG-proyectivo.



55

(4.1.7) Lema. Si (Xn’dn)nEE es un complejo aciclico de
- RG-mdédulos proyectivos, entonces ¥Yn€EZ Kn=Im dn es RS-proyectivo.

Demostracidon. Vn€Z Xn es RG-proyectivo y‘como consecuencia
R-proyectivo. Puesto que R es un D.I.P. y Kn es R-submédulo
de Xn-l’ Kn es también R-proyectivo ¥Yn€EZ.

Puesto que cdpS=s <>, segin (3.1.2) se tiene la
siguiente resolucidon RS-proyectiva de R:

0 — PS — P —_—) .- > P0 > R > 0

s-1
Como Kn es R-proyectivo, al tensorializar por Kn sobre
el anillo R se mantiene la exactitud y se tiene:

0 — Png>Kn‘f—9 Ps-leR Kn — e — PoeR K, — Kn — 0

Por un proceso paralelo al seguido en (4.1.6) PjeR n?
para 0<j<s, se estructura como RS-m6dulo por accidén diagonal
y se comprueba que es RS-proyectivo. Con esto la sucesidn
anterior pasa a ser una resolucion RS-proyectiva de Kn’

Por otro lado, la siguiente sucesidon es exacta por
construccidn:

0 — K — X

—_— s — — K — 0
n+s nt+s-1 xn n

con X. RG-médulos proyectivos y por tanto RS-proyectivos. Segin
[11] (Cap. VII - Tma. 1.1 - pg. 200) Kn+s es RS-proyectivo.
Como esto es cierto ¥Yn€EZ, tenemos que todo Kn es RS-proyectivo.

(4,1.8) Teonema de existencia de R-nesolfuciones completfas de
Fannell. Todo grupo G virtualmente l1ibre de R-torsidn con
vcdRG finita admite una R—reso]ucién'completa de Farrell.
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Demostracién. Consideremos el siguiente complejo de RI'-mddu-
"~ los proyectivos, cuya existencia estd garantizada puesto que
r es finito.

da d6
>Yn >Yn_1——>... :Yo\ l/;_’Y_l___>...
€ R. f
Sea .. — Pn —_— Pn-l —> e > P0 >R —— 0

una resolucidn RG-proyectiva de R. Puesto que cdRS
los Pi son en particular RS-proyectivos, aplicando (3.1.2)
a la sucesidon exacta

S<o y

L 4

v
o

[ ] S
0 — Im kS — Ps-l —_> . > P0 R
se tiene que K=1Im k; es también RS-proyectivo.

Segin (4.1.6) Xo= Yoo Op K YVn€EZ es un RG-médulo pro-
yectivo y dn= dé_se 1 es un RG-homomorfismo. Ademds como K
es RS-proyectivo, es en particular R-proyectivo y al tenso-
rializar por K sobre R en el complejo aciclico (Yn,dr'])nez
se mantiene la exactitud, por 1o que (Xn’dn)neﬂ es un com-
plejo aciclico de RG-mddulos RG-proyectivos.

Consideremos ahora:

k k k k
.. s+l s . s-1 0
— XS—‘-] ? XS 4 Ps—l ,lPS-z’ﬁ'u-_é PO )R — 0
| dy ixs+l
donde ki = y kS se obtiene aplicando la defini-
- ki 0Ogi<s :

cion de Xs= YOQR K a partir de la aplicacion R-equilibrada:

f: ¥

0 X K ——— Ps-l

(a,t)yé———a e(a)t
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Ademas kS es RG-homomorfismo ya que Ya€ERG, VaEY0 y YtEK se
tiene:

k(a(a0t)) = k (a-a@at) = e(a-a)(at) =

(ae(a))(at) = e(a)(at)

aks(aGt) = ale(a)t) = (oe(a))t = (e(a)a)t = e(a)(at)
Comprobemos que la cadena de RG-mdédulos proyectivos y

RG-homomorfismos

k k k k
s+1 S5 S 5 s-l - s . 05
cee Xy > Xg 5 P — 2 P, > P—2 R

W
o

es exacta. Solamente necesitamos comprobar 1a exactitud en
XS y en Ps-l puesto que en el resto de los puntos 1o es por
construccion.

- Exactitud en P__,:

Im k. = K puesto que € es suprayectiva.
9
~.

ker ko _q = ker k¢ = Im kg = K por la exactitud

s-1

de (Pn’kn)nel
- Exactitud en XS: Si consideramos la sucesidon exacta
Im dj +— Yo — R

como K es RS-proyectivo y en particular R-proyectivo,
al tensorializar por K sobre R se mantiene la exactitud,
con lo que

Im diBR K +— YOGR K —b K
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Y por tanto en el.diagrama

d k
s+l > Yo 8K —
Im d1@ k
se tiene dkc = kk ue nos da ]é exactitud en X
' s+l s 9 S

Hemos obtenido una R-resolucidén completa de Farrell
para G con Tndice do coincidencia s = cdpS = vedpG.

(4.1.9) Teorema de unicidad de R-nesoluciones completas de
Fanneff. Sean (X,C)y (X',C') dos R-resoluciones completas
de Farrell para el grupo G con 1nd1ces de coincidencia ng ¥

n0 respectivamente. Existen RG-homomorfismos de cadena

f: X — X' y g: C — C' de manera que 9_q: R — R es la
identidad y ¥m>m, = mx.(no,nb) o = Ademds f y g son Qni-
cos salvo homotopia.

In-
Demostracidon. Puesto que C y C' constituyen resoluciones

RG-proyectivas de R, la existencia de g cumpliendo 9_1°7 1R
estd garantizada segidn [11] (Cap. III - Tma. 6.1 - pg. 87).

Puesto que VYm> my las ramas de los complejos X y C
asi como las de X' y C' coinciden, definimos f =g Vm>m,.
Definamos las demds f1 por induccidn. Supongamos definida
hasta f1 y consideremos el siguiente diagrama:

ck ke
o . "‘di+1‘ x...di . K"?di 0 o
> 41 S B A I M | ’
f1+1 P fiJ
] |Ck .kC
S 15 UL NP I
——')X ’Xi L4 Ki ] x _—
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Por la exactitud de (X,d) tenemos que d?k es confiicleo
de di+1 y por otro lado:
ke 4. ck - ' = 140 =
di7 di Fydiey = difidiey = didieg Fyep = 0

con lo que d%CKd! = 0 y como consecuencia existe el

i+1 Tie
RG-homomorfismo
. t . Ck - |Ck
by Ky — Ki / wi,di = di fi
Por otro lado la sucesidn K{:F—a Xi-i —b K, _, es

exacta por construccidon y podemos asociarle la sucesion
exacta larga Hom-Ext siguiente

0 — Hompo (K, _15X5_ 1) — Hompe (X5 _q5X5_ ;) —
o : o 1 oo
Y HomRG(Ki,X{_l) —_— EXtRG(Ki—l’Xi-l) —

pof (4.1.7) Kyop es RS-proyectivo y como consecuencia de

(4.1.4) Ext1 (K; .,X! .)=0 1y por 1o tanto en la sucesidn
RG*"i-12"9-1 .

~.

exacta anterior tenemos que

Hompg (X 1X{_1) — Hompa(KyuXi 1)

. kc
h > hdj

es un epimorfismo y puesto que d;kC4H es un RG-homomorfismo
de K; en X:_, tenemos que:

| ke _ kc

Como consecuencia de todo 10 anterior se tiene:

- ke ,ck _ ,.kc ck _ , ke ,.ck oA
Fiopdi=Fiopdymdy = di7mvydim=dimmdy™ fy=dify
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Comprobemos ahora que la pareja de RG-homomorfismos
de complejos (f,g) es dnica salvo homotopia. Supongamos otra
pareja (f,g). Segin [11] (Cap. III - Tma. 6.1 - pg. 87)
gy g son homotépicas, es decir que existe una familia de

RG-homomorfismos {Ui} s O Ci — C! de manera que:

1;0 i i+l

Ql
-t
1
[{a]
-—ts
n
Q
-
1
—
=

' L]
. . . >
i i+1 G i>0

[{a]
o
|

=~

— -
Q
o

Para todo m>m podemos definir Ln=op que cumplira,

— - = ' | N
o1 = fmer = Zp e ¥ 9me2 Tmen
Definamos las demds Zi por induccidn y para ello

supongamos definida hasta Zi y consideremos el siguiente
diagrama:

Por exactitud de (X,d) tenemos d$+1 = d?k y por otro
lado:
(Fy = 3 = dia®y)dyey = Fydyyy - Fidyyy - digg%qdyey =

= F - F - - [ -

= Fidier - Tidier - 4 (e - Fien - diepbie)
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- F . ’ ] 3 ] 1
= Fidier - Fidier - die1Tier - 51T - 4541944285417 0
puesto que d1+1d;+2 0, fidi+1- d1'+1f1+1 y fidi+1--d;+1f1
Como consecuencia
3 . 6Hom (K, X!) / w.dSK = F,-f, - d!
i RGY ™12 ivi i 1+1 i

Consideremos la sucesion exacta larga Hom-Ext asociada
a la sucesidon exacta Ki +—e~Xi — K1._1

X' —

‘0 —— Hom ;

1,X ) — Hom G(X.

io , X! ) — HomRG(K

rG (K

— ExtRG(K X3 — e

Por el mismo razonamiento hecho anteriormente, ExtRG(K 1, )=
=0y

Hompe (X5 _q5X5) — Hompa (K, 4.X3)

N kq
h > hdy™

es un epimorfismo, por lo que

kc
3 zi 1EHom G(X 1,X ) / 211_1d1 -¢1

y como consecuencia de todo 1o anterior se tiene:

ke ck _ ck _ =
d$* =y dSR = Fo- o -l

Bio1dy = Eyopdydy i i 7T

i-174

y por lo tanto f, - F = Zi-ldi + d1'+lz1
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(4,2) R-COHOMOLOGIA DE FARRELL

(4.2.1) Definicién. Puesto que todo grupo G con vcdRG finita
admite una R-resolucidn completa de Farrell y ésta es ilnica
salvo homotopia, ¥n€EZ definimos el n-ésimo grupo de R-cohomo-
logia de Farrell de G con coeficientes en el RG-médulo M

como el n-ésimo grupo de cohomologia del complejo de cadena
HomRG(X,M)donde (X,C) es una R-reso]ucién completa de Farrell
para G, es decir:

ﬁE(G,M) = H"(Homp . (X,M)) nezZ

En el caso R=Z omitiremos el subihdice R y hablaremos
de cohomologia de Farrell en lugar de Z-cohomologia de Farrell.

(4.2.2) En funcidn de (4.1.2), si G es un grupo finito su
R-cohomologia de Farrell y de Tate coinciden.

iy

(4,3) ALGUNAS PROPIEDADES DE LA COHOMOLOGIA DE FARRELL

(4.3.1) Teorema de coincidencia con La cohomologlfa usual.
Sea s=vcdG <o, entonces: ‘

1) Vn>s y todo G-médulo A, H"(G,A) = H"(G,A)

2) Existe un epimorfismo H3(G,A) —b ﬁS(G,A) para
todo G-mbdulo A.

Demostracién. En funcidn del teorema de existencia (4.1.8)
consideremos una resolucién completa de Farrell para G (X,C)
con indice de coincidencia s:

_BIBLIOTEA |
FABULTY 0, wATE: 7200
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C.— Z — 0

Csoim™Csp =+ Gy

S -

La cohomologia de Farrell de G se obtiene a partir del
complejo que sigue por la rama superior y la cohomologia usual
para n>0 se obtiene a partir de la resolucidn que sigue por la
rama inferior. Obviamente ¥n>s y todo G-mdédulo A, H"(G,A)
= ﬁ"(G,A) 1o que demuestra el apartado primero.

Para demostrar el segundo apartado estudiemos por sepa-
rado el caso s>0 y el caso s=0.

Caso s>0: Dado el G-médulo A:“aplicando el funtor HomG(—,A)
a la resolucién (X,C) se tiene:

*
. — HomG( s 2,A)————»HomG(Xs_l,A)
*
ds

Homg (X ,A) — Homg (X, ,A) — -~

*
k* ,//’//i;

s e —) HOmG(CS-Z’A)-—éié HomG(CS‘l’A)

st+l?

ker d* ker(Hom.(d ,A))
HS(G,A) - s+1 - G s+1
Im k* Im(Hom.(k_,A))
S G'"s
ﬁS(G Ay - ker dS+1 i ker(HomG(dS+1,A))

Im d; Im(HomG(ds,A))
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Si comprobamos 1la 1nc1us1on Im k:c:Im d* tendremos

.def1n1do un epimorfismo de HS(G,A) sobre HS(G, A)

Sea f€lm k:C:HomG(XS,A), existe por lo tanto gGHomG( sl,A)
cumpliendo gks =f . Pretendemos encontrar un G-homomorfismo
h€H0mG(XS_1,A) tal que hdS =

Tenemos pues el siguiente diagrama:

, : dtc xs—1

de /
Xg —S K ‘ A
\*\\\\\\\\\\\s ,//////’A
kc g
k
(‘ 3 Cs g
f

Consideremos la sucesion Hom-Ext asociada a la sucesfﬁn
exacta K, +— X, _; —® K. 4 h
0 — HomG(KS 1, ) — Hom (XS 1, ) — Homg, (K Co 1)'——4

.
— Extg (K _1,C ;) —

Puesto que segin (4.1.7) Kg_q es S-proyectivo, y C s-1
es G-proyectivo, ap]1cando (4.1. 4) se tiene Exté(Ks_l, )=

HomG(Xs-l’Cs—l) — HomG(K ,C

s-l)
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es un epimorfismo, por To que existe yEHom.(X  _;,C._;) de

manera que wd§C= ksc.

Considerando h =gy € HomG(Xs_l,A) tenemos:

hd, = gpd_ = gwdkc ck - gkkcdck = gk

S S S

y por tanto es cierta la inclusién Im k*c:Im d; y tenemos
definido el epimorfismo candnico de H (G A) en HS(G,A).

" 'Caso s=0: En este caso G es finito segiin (3.2.5) y como la
cohomologia de Farrell y de Tate coinciden se tiene:

AO AG
HY(G,A) = —/— [1] (cap. XII - Apt. 2 - pg. 236)
NA

Por otro lado H (G A) = G (9], (Cap VI - Prop. 3.1 -
pg. 191) y tenemos de H (G A) sobre H (G,A) la proyeccidn
canénica.

(4.3.2) Asi como para grupos finitos (vch =0) los grupos de
cohomo]og1a H (G,A) para i<0 pueden interpretarse como los
~grupos de homo]og1a de G, en general para un grupo de dimen-
sion cohomo]og1ca virtual finita s no nula, H (G,A) no admite
esta 1nterpretac1on para i<s. Sin embargo para grupos de
dualidad virtual ([5]) se tiene el siguiente isomorfismo para
i<0 y todo G-m6dulo A:

A.i . . .
H (G’A) - Hs_i_l(G,CeA)
siendo C el G-mddulo dualizante de cualquier subgrupo de G

libre de torsidn y de indice finito, situacion que concuerda
con 1o que ocurre para grupos finitos ya que en ese caso s=0
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y C=7Z. Para 0<i<s, los ﬁi(G,A) estdn también relacionados
con los grupos de homologia y cohomologia usual mediante una
sucesion exacta que "mide" la desviacion de la dualidad del
moédulo dualizante C.

(4.3.3) Lema de Shapiro para La cohomologia de Farnell. Si
H es un subgrupo de G, para todo H-médulo B y todo entero n
se tiene el siguiente isomorfismo

H"(H,B) = H"(G,Hom,(ZG,B))

H

Demostracidn. En primer lugar notemos que segin (3.2.7) H es
virtualmente libre de torsién y vcdH<vedG y por lo tanto
tiene sentido hablar de la cohomologia de Farrell de H.

Sea (X,C) una resolucién completa de Farrell para G.
Puesto que todo G-médulo proyectivo es en particular H-médulo
proyectivo, (X,C) pasa a ser una resolucidén completa de Farrell
para H. )

Si B es un H-médulq,'HomH(ZG,B) es un G-moédulo via el
homomorfismo de anillos ZH— ZG. Por 6tro lado segin [1]
(Cap. II - Prop. 5.2 - pg. 28) tenemos el siguiente isomor-
fismo natural en X,

HomH(X,B) = HomG(X,HomH(ZG,B))

Obteniendo 1a cohomologia de Farrell de H y de G a
partir de la resolucidn completa (X,C) se tiene:

HY(H,B) Hn(HomH(X,B)) = Hn(HomG(X,HomH(ZG,B))) =

N n :
H (G,HomH(ZG,B))
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(4.3.4) Proposicién. Para todo G-médulo A y todo entero n,
H"(G,A) es un grupo de torsidn.

‘Demostracidon. Sea S un subgrupo de G libre de torsidn y de
indice finito. Repitiendo el proceso del teorema de existen-
cia de resoluciones completas de Farrell (4.1.8) para la su-
cesion exacta de grupos S +— S —» 1 se obtiene que nece-
sariamente ﬁn(S,B)= 0 ¥n€EZ y todo S-mddulo B.

Segin el trabajo de Farrell [6] podemos definir los
‘homomorfismo Restriccidén y Correstriccidn:

. Res: ﬁ"(a,—) N ﬁn(L,—)

Cor: H"(L,-) —— H"(G,-)
cumpliéndose que CoroRes es la multiplicacidon por [G:LJ.

~
En nuestro casoﬁe] producto CoroRes pasa por H"(S,A) =0
y necesariamente [G:S]H"(GKA)= 0 para todo entero n y todo
G-médulo A y por lo tanto H"(G,A) es de torsién.

~
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CAPITULO-5

PERIODICIDAD Y p-PERIODICIDAD PARA LA

COHOMOLOGIA DE FARRELL

En este capitulo se definen conceptos paralelos a los
desarrollados por Cartan y Eilenberg sobre periodicidad y
p-periodicidad de la cohomologia de Farrell.

Hay que destacar la obtencidon de los teoremas (5.3.5)
y (5.3.6) que resultardn fundamentales para el estudio, en
los capitulos posteriofes, de la periodicidad y p-periodi-
cidad de los grupos de matrices SL(n,Z).

-~

G designard siempre un grupo virtualmente libre de
torsidon de dimensidon cohomoldgica virtual finita.

(5.1.1) Definicibén. Dado un primo p, diremos que el grupo G
es p-periddico si la componente p-primaria de 1os.grupos de
cohomologia de Farrell de G es peri6dica para cualquier G-mddu-
1o A, es decir,

hi-""np a3
21/ p-H (6,A) = p-H (G,A)

Vi€Z y todo G-mddulo A.
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A1l menor n‘ cump]ﬁendo la condicidon anterior 1o 1lama-
remos el p-periodo del grupo G.

(5.1.2) ©Defindicibn. Un grupo G diremos que es periddico si
es p-periddico para todo primo p.

E1 periodo es el minimo comin mdltiplo de los p-periodos,
que estd definido puesto que hay solamente un nimero finito de
p-periodos distintos de 1 ya que segin (4.3.4) [G:S]ﬁ(G,A)= 0,
siendo S un subgrupo libre de torsidon de G de indice finito.

(5.2) PERIODICIDAD Y p-PERIODICIDAD RESPECTO A SUBGRUPOS

(5.2.1) Proposicibn. Si G es un grupo p-periddico de
p-periodo np y H es un subgrupo de G, H es también p-perid-
dico de p-periodo un divisor de n

P
Demostracién. Sea B un H-mddulo y sea i€Z; teniendo en cuen-

ta el Lema de Shapiro (4.3.3) y que n
se tiene:

p es p-periodo de G

~i+n A'i"’n
p-H  P(H,B) = p-H  P(6,Hom (Z6,B)) =

Y

p-ﬁi(G,HomH(ZG,B))z p-fi'(H,8B)

1t

por lo que np es un p-periodo de H y por 1o tanto el p»berTodo
de H es un divisor de np.
(5.2.2) Proposicién. Si G es periddico de periodo n y H es un

subgrupo de G, H es también periddico de periodo un divisor de n.

Demostraci6n. Totalmente andloga a la anterior.
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_ (5.3) IEOREMAS FUNDAMENTALES SOBRE_PERIODICIDAD Y P-PERIODICIDAD

(5.3.1) Lema. Dado el primo p, el localizado de Z en p

- a = s o .
Z%p) = {b €Q / (b,p)=1} verifica:
1) Z(p) es un D.I.P. 1ibre de torsidn.
2) Q/Z Z(p)/l ® Z(p~) siendo Z(p~) el grupo

cuasiciclico:

(&) eq/z / a,bézZ, b=p', i0}

Demostracion.
—1) Z(p) es obviamente. libre de torsiodn.

Si I es un ideal del anillo un1tar1o y conmutativo E( )
y c€Z genera el 1dea] pr1nc1par] i (I), siendo

i: Z _—‘_—’E(p) ~.

X
x — 1

la inyeccidon candnica, es facil comprobar la igualdad I=i(c)Z(p),

de donde se deduce que Z(p) es un D.I.P..

2) Supong;mo_s [%] €Z,)/Z n Z(p”)

[%] (.b,P)=1
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ad - bc _
bd

—
ol
| PR
"
-~
ajo
—
ol
t
oo

1"

— (a-rb)p® bc 5.p)=1 > pa c =

oo
™
N

Con todo esto, Z(p)/Z h Z(p”) = .

Por otro lado V[%](iQ/Z se tiene y=p'r con (p,r)=1
y por lo tanto,

Ja,BEZ / apY + Br =1

de donde,
(X7 - xlep+Br)y _ rxap"y L (xBry | rxay . rxB
I e e I e I e w I o I

con lo que [35(] EZZ(p)/Z+ Z(p”).

(5;3.2) Lema. Sea p un primo y K un grupo abeliano de torsidn,
™~

entonces p-K = K#® E(p).

Demostracidon. Consideremos la sucesidn exacta de grupos,

~Tenserializando sobre Z por el Z-médulo p-K se obtiene
la siguiente sucesidn exacta larga

r o Tor(p-K,Z( ) /Z) — p-KOZ — p-KO Z(,) —

— p-K® zz(p)/zz' — 0

Por la aditividad del funtor Tor(p-K,—) Yy puesto que
Q/Z = E(p)/ZG) Z(p~) se tiene: '
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Tor(p-K,Z,y/Z) 8 Tor(p-K,Z(p”)) = Tor(p-K,Q/Z)
y segin [7] (Vol. I - Cap. X - Apt. 62 - pg. 267) se tiene,

Tor(p-K,Q/Z) = p-K y Tor(p-K,Z(p~)) = p-K

de donde necesariamente Tor(p-K,Z(p)/Z) =0.

Por otro lado, puesto que Q/Z es divisible como Z-mddulo
[9] (Cap. I - Apt. 7 - pg. 31) y p-K es un grupo de torsién,
'segin [7] (Vol. I - Cap. X - Apt. 59 - pg. 255) p-K®Q/Z =0.

Ademds, por la aditividad del funtor p-K8 — se tiene que
p-KSZ(p)/E es sumando directo de p-K& Q/Z =0 de donde nece-
sariamente p-K@Z(p)/ZZ=0.

Con todo esto la sucesidon exacta larga anterior nos da
el isomorfismo p-K = p-K@® E(p).

Pretendemos ahora comprobar que p-K® Z(py ¥y KO Z )
son isomorfos. Puesto que Z(p) es libre de torsidon, el funtor
-8 Z'Z(p) conserva inyecciones y la inc]usi_§n ca_ndnica j:p-K — K
se transforma en un monomorfismo i*:p-K®@ Z(p) —_— K@E(p).
Para comprobar que i* es isomorfismo veamos que todo generador
x8 o de K8 Z(p)_tiene antiimagen. Puesto que K es un grupo
de torsidn, todo elemento de K es de orden finito,

o(x) = n = me con (m,p)=1

como consecuencia mx € p-K ,. Le Zl(p) y
” oy : Q _ ‘
1_(_mx8fn—) =mx8. = x8a
Por 1o tanto K@Z(p) es isomorfo a p-K@Z(p) y Jjunto

con el isomorfismo obtenido anteriormente p-K = p-K@ Z(p'),
tenemos finalmente p-K = K8 Z(p)'
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(5.3.3) Lema. Si X es un G-médulo proyectivo finitamente
"generado, entonces para todo G-modulo B se tiene el siguiente
isomorfismo, natural en X,

Demostracién. Segin [11] (Cap. V - Prop. 4.2 - pg. 147) apli-
cado al anillo ZG, al G-mdédulo proyectivo finitamente generado
Xy al G-modulo B, se tiene el siguiente isomorfismo natural
en X,

HomG(X,B) = HomG(X,ZG) 8, B

Puesto que Z(p) es libre de torsidon al tensorializar
por Z(p) sobre el anillo Z en el isomorfismo anterior, se man-
~tiene el isomorfismo y la naturalidad, con 1o que se tiene:

Homg (X ,B) Gﬂ(p) = (\H°’“G(X’ZZG) 0B 0 Z )

_ Por la asociatividad del producto tensorial y aplicando
de nuevo [11] (Cap. V - Prop. 4.2 - pg. 147) para el anillo ZG,
el G-médulo proyectivo finitamente generado X y el G-médulo
B8 Z(p), se tiene:

HomG(X,B)Q Z(p) S (HomG(X,ZG)'qsa) 8 z(p) o

= HONG(X,ZG) 86 (B@Z( ) = HomG(X,BGZ(p))

p)

ademdas este isomorfismo es natural en X.
(5.3.4) Lema. Para todo Z(p)G-mﬁdu1o A se tiene:

il (6,A) = di(e,A) Viez
‘ E( ) - . ]

p)
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Demostracidén. Sea (X,C) una resolucidén completa de Farrell
para el grupo G.

Puesto que E(p) es libre de torsidn, los complejos
z(p)e Xy Z( )8 C siguen manteniendo la exactitud. Ademas
segin [8] (Cap. 2 - Apt. 2.3 - pg. 25) la G-proyectividad
pasa a ser Z(p)G-proyectividad con lo que (Z(p)@ X,Z(p)@ C)
es una Z(p)-resolucién completa de Farrell para el grupo G.

Por otro lado, por ser el funtor Z( )@-— adjunto a la
izquierda del funtor cambio de anillo ModZ — ModZ se tiene

el isomorfismo natural, (p)

p
Y puesto que este isomorfismo mantiene los elementos G-invarian-
tes se tiene el siguiente isomorfismo natural:

'Hom (zZ é—gA) = Hom,, ~{—,A)
zz(p)e (p) ZG

Hallando 1a cohomologia de FarrelT de G a partir de 1la
resolucién completa (X,C) y la_Z(p)-cohomologTa a partir de
la Z(p)-resolucién completa (Z )@ X, z(p)@ C) tenemos el

(p
isomorfismo buscado.

(5.3.5) Teorema. Sea G un grupo virtualmente libre de torsidn
de dimensién cohomoldégica virtual finita. Sea S un subgrupo |
normal de G, libre de torsién y de indice finito en G. Supon-
~gamos que G admite una resolucién cdmp]eta de Farrell (X,C) con
cada X; G-médulo finitamente generado. Entonces si I'=G/S es
p-peribédico de p-periodo n G también es p-periddico de p-perio-

do un divisor de np.

p’
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Demostracién. Puesto que I'=G/S es un grupo finito, si es
p-peridédico de p-periodo nys segin [22] (Tma. 4.1 - pg. 274)
podemos construir un complejo aciclico de Z(p)r—médulos
proyectivos con un periodo np, es decir:

drl] +1 dl dl
ve — ¥ ——P——+Y ——R—»Y e Y, Ly
n -1 0 -1
P P P
I I o I I
—_— W, — W, —— W — e —) w —3 w
1 0 np-l
Z(p) ZZ(p
Consideremos la siguiente Z(p)G-resolucién proyectiva
de Z(p)
k! s kg
0'——)P ——)P 1—'_—’"' 7P0 >Z(p)_’0

~.

Por otro lado, puesto que G es virtualmente libre de
torsion de dimensidén cohomolégica virtual finita, segin (3.2.8)
G es también virtualmente libre de Z;, -torsidn y vcd G =r <

(p) 7y <
LvedG . P

_ Segin el teorema de existencia de R-resoluciones comple-
tas de Farrell (4.1.8), 1la Z(p)-cohomologia de Farrell de G
puede obtenerse a partir del complejo aciclico (Xn’dn)nEZ
donde:

= s - 1
X, = Yoor ez(p) K siendo K=1Im k_

Yn€EZ

o,
1

d' . 81
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Puesto que

Y. = ¥ . y d% =»d6 +i Yi€EZ
p
tenemos que,
Xi'= Xn +i y di = dn +i Yi€Z
p
con lo que el complejo (xn’dn)nﬁl se repite periddicamente
con un periodo np. Como consecuencia la ZQP)-cohomologTa
de Farrell de G verifica

AD_+i

(G,A) = H,P (G,A)
p) Z(p)

ﬁi
Z

- para todo entero i y todo Z(p)G—médu1o Ay por 1o tanto 1la
~Z(p) cohomo]ogla de Farrell de G es per1od1ca de perwodo un

divisor de np

Pretendemos comprobar que para todo G- modu]o By Vi€EZ
se tlene el isomorfismo siguiente

Aj _n o
p-H'(G,B) = 'Hl(p)(G,B@Z(p))

con ello, puesto que la Z(p)—cohomolggia de Farrell de G es
periddica de periodo un divisor de n_, tendremos que su coho-
mologia de Farrell serd p-perifdica de p-periodo un divisor
de "p‘ | |

Supongamos que (X,C) es una resolucidn comp]eta de
Farrell para G con los G-mddulos X f1n1tamente generados.
Para todo entero i, aplicando (5.3. 2) a H (6g,B), que segﬁn
(4.3.4) es un grupo abeliano de tors1on, se tiene

'Ai' . Ai.
p-H(G,B) = H (G,B)_ 9 z(p)
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segin la definicidn de cohomologia de Farrell (4.2.1) tene-
mos también \ '
A.i .,., A.i
Por otro lado, pueéto que Z(p) es libre de torsidn
el funtor —@Z( ) es covariante exacto y segin [14](Cap. 6. -

Ej. 6.4 - pg. 170) aplicado al complejo de Z-médulos HomG(X,B)
se tiene el isomorfismo siguiente:

i (Homg (x,8)) 8 2, = 1 (Homg (x,8) 0 7))

Puesto que (X,d) constituye un complejo de G-médulos
proyectivos finitamente generados, (5.3.3) nos da el isomor-
fismo siguiente

HY (Homg(X,B) ® Z(,)) = H' (Homg (x,B 8 Z)))

p)

~

Finalmente, teniendo enxtuenta la definicidn de coho-
mologia de Farrell de G y (5.3.4) para el Z(p)G-médulo B8 Z(p)
tenemos: ™

i (Homg (X,B8 Z(,))) = ' (6,887,)) = ﬁ}l'(p)(e,eezz(p))

Con todo esto tenemos el isomorfismo buscado:

aq et '
p-H(G&X—HQP¢&BGQPﬂ

para todo entero i y todo G-mdédulo B.
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(5.3.6) Teonema. Sea G un grupo virtualmente libre de tor-
sion de dimensidon cohomoldgica virtual finita. Sea S un
subgrupo normal de G, 1libre de torsidén y de indice finito

en G. Si I'=G/S es peridodico de periodo t, entonces G tam-
bién es periddico de periodo - divisor de t.

Demostracidon. Notemos en primer lugar que, aunque no es
ahora necesario, si G admitiera una resolucidn completa de
Farrell por G-mdédulos finitamente generados este teorema
seria consecuencia directa del anterior.

Puesto que I'=G/S es un grupo finito, si es periddico
de perfodo t, segiin [22] (Tma. 4.1 - pg. 274) podemos cons-
truir un complejo aciclico de P-méduios proyectivos con un
periodo t;es decir: | ’

. dt". . d!
> Yt 7 Yt“l _ * > Yo > Y-l —_> ¢
[T ol I
) NO » W —_— . ) wo > wt_l——a

L . kﬁ . L .ki ki, .
cee —> P — Phay — ° " > P1 Y P0 » Z > 0

Segin el teorema de existencia de R-resoluciones com-
pletas de Farrell (4.1.8) 1a cohomologia de Farrell de G puede
obtenerse a partir del complejo aciclico (Xn’dn)nez donde:

X =Y 8K ~ siendo K=1Im k! y s=cdS
YnEZ
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- . 1= A4 :
Puesto que Yi"Yt+i y di d Vi€Z tenemos que

t+i
Xy = Xegi ¥ di= dt+i Yi€Z con‘lo que el complejo (Xn’dn)nEZ
se repite periddicamente con un periodo t y por 1o tanto
la cohomologia de Farrell de G es periddica de periodo un

divisor de t.
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CAPITULO-G6

PERIODICIDAD Y COHOMOLOGIA DEL GRUPO SL(2,Z)

En este capitulo se hace en primer lugar un estudio
‘exhaustivo de la estructura del grupo de matrices SL(2,Z)
para poder aplicar ciertos teoremas desarrollados en capitu-
los anteriores y obtener finalmente que el grupo SL(2,Z) es
periddico en el sentido introducido en el capitulo 5 y calcu-
lar su cohomologia de Farrell.

(6.1) ESTRUCTURA DEL GRUPO SL(2,Z)

(6.1.1) Definicibén. Representaremos por SL(2,Z) al grupo
multiplicativo de las matrices 2x2 con términos en Z y deter-

minante 1.

(6.1.2) Lema. E1 siguiente subconjunto de SL(2,Z) es mul-
tiplicativamente cerrado:

M ='{'[a :} € SL(2,Z) - { / a,b,c,d>0 , ad>1}
C’ -

Demostracion. Sean Ay A' dos elementos de M, con 1o que

a b ) _

A=l d | a,b,c,d>0 » ad>1 s A#I
[a' b'] -

A' = ¢ d a', b', C',‘d';O ’ a.dZ]. ’ A'#I
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aa'+ bc' ab'+ bd'
AA'

ca' + dc¢ cb' + dd'
Todos los términos de AA'son enteros no negativos,
ademds,
(aa'+ bc')(cb' +dd) = aa'cb' + aa'dd' + bc'cbh' + bcldd' > 1
puesto que todos los sumando son positivos y aadd'> 1.

Por otro lado, si suponemos AA'=1 tenemos A'=p"1
de donde

a' b d -b
¢ d -c a
y por lo tanto b'=- . 0 y ¢ = -C:O con lo que necesariamente

1 nv

b=0=c. Ademds |Al=ad=1y como a y d son positivos tenemos
a=1=d con 10 que A=1 en contra de que A es un elemento de M.

™~

(6.1.3) Lema. Sea H el subgrupo de SL(2,Z) generado por -I.

0 1 0 -1
Si X=[;1 0] e Y=[1 1] entonces para toda matriz M del

conjunto M definido en (6.1.2) se tiene que YBMXano esta
en H para 0<a<l y 0<B<2. '

Demostracidén. En primer lugar notemos que #={I,-I}.
a b

Sea M= [c d] € M; estudiemos la matriz Y
los valores de o y B: ~

Bansegﬁn

8=0 , a=0: YBMXQ = M & H ya que HOM = @
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8. o -b a
B=0 , a=1: YPMX%* = 4 ¢ k H ya que a#0.
. [ -c -d
g=1 , a=0: YBde = a+c b+é} éH ya que d#0.
: ' I d -C
B=1 , a=1: YBMX?® - _b-d a+c] kff ya que si d=t1
y -b-d=0 entonces b=-1 o d=-1.

[~a-c  -b-d’

B=2 , a=0: YPux® =| : J EH  ya que afo0.
[b+d -a-c

B=2 , a=1: yBmx® - -b a J éH ya que si a=tl

y -a-c=0 entonces a=-1 o c=-1.

0 1 0 -1
(6.1.4) Lema. Sean X-= -1 ol © Y=1; 1| entonces todo

elemento de SL(2,Z) puede expresarse en la forma:

B, ;

* X coe X YO

8
Xy Lxy

donde: 0<a<3; n>0; 1<B.<2 para 1<i<n y disn;Z.

Demostracidon. Puesto que Y¥n€EZ

LR TR G

sL(2,z) eété'generado por las. trasvecciones [1 J y L

segin [13] (Cap. 8 - Tma. 8.12 - pg. 159).

. Por otro lado,

1 1 s |1 0
XY = y XY"® =
0 1 1 1



83

con 1o que las matrices X e Y generan SL(2,Z) y todo elemento
. de SL(2,Z) serd de la forma:

n>0

o, B4 O
x ly Iy 2y X" " donde

azg-v.-,an G Z"'{O}

B].""’Bn-l € Z‘{O}
Por otro lado X4= I, Y6= Iy X2= Y3= -1 y ademds -1
estd en el centro de SL(2,Z). Con todo esto cada elemento
de SL(2,Z) puede expresarse en la forma buscada.

(6.1.5) Lema. H= <-I> es un subgrupo hormal de SL(2,Z)
verificandoa:
sL(2,7z2)

~ 77 *
H 2 -

3

Demostracidén. Que H es un subgrupo normal de SL(2,Z) es obvio.

‘Supongamos <a> = Z, y <b> = Zsg. Aplicando la defi-
nicién de producto libre en el diagrama siguiente

. [ 1]
<a> —— <a> x <b> «— <b> f(a) = XH s X =l-1 0
f g [0 -1
sL(2,7z) g(b)=YH Y=y g
H
se obtiene un dGnico homomorfismo Y: <a> * <b> > sL(2,7)
H

de manera que w(a)=XH y v(b)=YH.

- Puesto que XZEH, teniendd en cuenta (6.1.4), todo ele-

mento de SL(2,Z)/ H puede expresarse en la forma:
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rn>0
B B
2,.. Xy "W con 0<Azl
128:22 para 1<i<n
O;Bn;Z

A 61

XY °XY

\

por 1o que y es obviamente epimorfismo. Para comprobar que V¥
es un isomorfismo supongamos

(

n>0
o B B
ab la .-+« ab "Ekerw con Oo<l
I;Bi;Z para 1Zi<n
‘O;Bn;Z
asl B

con 1o que X Y X --- XY "eH. Ademéds H = <X>A <Y> y por lo

tanto:

o B . ‘
Caso n=1: X Y “€H con 020<l y 0<B,22.

B ;
Si a=1, XY lew con 10 que,

By

By 3.
XY =1 =—= Y "=X"g<X>N<y> =+

By 2 By
XY " ==-I=X"=Y “=X €<X>0<Y> H

en contra de que ni X ni X3 estdn en H.

B
Si a=0, Y '€H y como 08,<2 necesariamente B;=0.

1 1 2 1 0
‘Caso n>1: Puesto que las matrices XY= o 1l Y XY = 1 1

estdn en el conjunto M definido en (6.1.2) y M es multiplica-
tivamente cerrado, atendiendo a los posibles valores de a y
de Bn tenemos el cuadro siguiente:
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B B
@ By vy Iy L.ooxy M
By
0 0 y x | n=2
B B B
0 0 Yy Ix ooooxy "lxee v ux o ns2
B B B
o | 1 v Ix oLy flxy gy Iy
B B _ 2 B
0 2 Yy Ix L.y vt ey Iy
: B B
1 0 XY Yx o...oxy "1y e omx
B B
1 1 XY Ix ... v "lyyeu
B B :
1 2 XY Ix ... ¢ Py ey
. B
Si Y “XeH tenemos,
B1 N B
Y X=2] =———— Y "=X" € <X>N<Y¥> = H
B1 2 B1
Y X==1=X"=— Y "= X €&<X>N<Y¥Y> = H

en contra de que ni X ni X3 estan en H. Ademds segin (6.1.3)
en ninguno de los otros casos puede ser un elemento de H.

Por 10 tanto y es un isomorfismo.

(6;1.6)"COMOEdh£0. La expresidon obtenida en (6.1.4) para los
elementos de SL(2,Z) es Gnica.

Demostracidén. Supongamos dos expresiones de un mismo elemento
de SL(2,Z), es decir:

o B, B B o gy B!
XY Ixy 2 .oxyM=xylxy 2 . oxym



86

donde: n,m>0
0<a,a'<3
1;81,85;2 para 1l<i<n , 1l<j<m
O;Bn ,Bm;Z

Pasando al cociente SL(2,Z) /H se tiene:

A B B A B B
XYL ..o Xy "H=oplabl..ab ™)

>
-
>
<
>
=
n

al Bl BI. }\l B Bl )\l Bt
L =Xyl . XY M= qylab !l

>

-<

=X
I

donde: Aza(2) , 0<A<l y r'zo'(2) , 0<AK1:

Puesto que ¥ es inyectiva tenemos:

A B B A' B! B!
ab 1 ... ab "= ab 1 ... ab m

1o que en el producto libre <a> % <b> implica A=A', Bi=B%

y n=m, por 10 que simplificando en ia igualdad inicial obte-
nemos X% X% y puesto que X es una matriz de orden 4 y 0<a,a'<3
necesariamente a=a'. En definitiva tenemos

n=m ; a=a' , B,=B: para 1<i<n

/A 6

(6.1.7) Teonema. SL(2,Z) = Z, «_ z
| 2

0 1
Demostracién. Consideremos en SL(2,7Z) las matrices X =[_1 0
0 =1 ‘
e Y = 1 1| s entonces:

<X>

R
N
>

<Y> o 26
<X> N<Y> = H = Z
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Para comprobar que SL(2,Z) es el producto amalgamado
“de dos grupos ciclicos de ordenes 4 y 6 a través de otro de
orden 2, basta comprobar que el siguiente cuadrado, formado
por las inclusiones candnicas, es un push-out.

H » < X>
[ p
<Y> ¢ > SL(2,Z)

Supongamos un grupo G cualquiera y dos homomorfismos
f: <X>» — G y g: <Y> —> G de manera que sus restricciones
a H coinciden. Segin (6.1.6) todo elemento de SL(2,Z) se
puede expresar de forma idnica como

rn>0

0<0<3
128,22 para 1<i<n
O;Bn;Z

Xy x ...xyn™n - con

esto nos permite definir la aplicacidén h: SL(2,Z) —— G
como:
a

B B B B
Y I e ™ = f0 g L f(0g(Y) "

que es facil comprobar que se trata del dnico homomorfismo de
SL(2,Z) en G verificando h(X)=f(X) y h(Y)=g(Y).

(6.1.8) Teorema. SL(Z,Z)ab=' Zq,

Demostracidn. Segin vimos en la demostracidén de (6.1.4) las
transvecciones
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generan todo SL(2,Z) y por lo tanto todo elemento de SL(Z,Z)ab
es de la forma:

@y By ap By @y By ' n>0

T1 T2 T1 T2 T1 T2 SL(2,Z) con ai,BiEZ
Por otro lado se tiene: .

[~ .

0 1

X = l-1 o]

T, T, = [X,Y] € SL(2,z)" siendo { o 1

Y= 1 1]

y por lo tanto T1 = [X,Y]Té1 de donde se deduce que todo ele-
mento de SL(Z,Z)ab es una potencia de TZSL(Z,Z)' y por tanto
SL(Z,Z)ab es ciclico.

Consideremos ahora el funtor S de la categoria de

~grupos en la categoria de grupos abelianos que a cada grupo

le asocia su abelianizado. Puesto que S es adjunto a la izquier-
da del funtor inclusién [20] (Cap. 1 - Ej. e - pg. 36) S con-
serva push-outs, y como consecuencia el transformado de

SL(2,z) = <X> xy <Y> = 7, *ﬂ,2 Zy
es un push-out en la categoria de grupos abelianos.

<X> , =<X>

v

H > <X> Ho= Hap ab

A 4

<Y> — SL(2,Z) <Y?=$Y3 SL(Z,Z)ab

b
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Segiin [13] (Cap. 11 - Tma. 11.33 - pg. 270) se tiene:

<X> x <Y>
N

R

SL(Z,Z)ab

donde N es el subgrupo de <X> x <Y>generado por (X2,Y3) por
1o que N es de orden 2 y

o l<X> x <¥>| 12

|sL(2,2)
|N]

abI

(6.1.9) Teorema. SL(2,Z)' es libre.

Demostracidén. Segin (6.1.5) SL(2,Z) /H = Z, * Z siendo
H={I,-1}, por 1o tanto,

ez ). @, .z

Por un lado, segidn [17] (Cap. 1 - Prop. 4 - pg. 14)
tenemos que (Z% *Z%)' es libre. Por otro\lado,

(suz,m )' . sil(2,z)

H HNSL(2,z)

Si comprobamos que H N SL(2,Z)'=1 tendremos que
SL(2,Z)' es libre. '

Si suponemos HNSL(2,Z) # 1 tenemos HNSL(2,Z) =H
Y,

‘('S‘L’('Z,’Z)) . _SL(2,m) /4 _ _SL(2,m) /H _ SL(2,Z)
| H o (sL(2,z)/H)'  sL(2,z)/H  sL(2,Z)
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con lo que ( SLi2,7 " seria de orden 12.
H ab

Por otro lado, segidn [13] (Cap. 11 - Prop. 11.33 -
- pg. 270) tenemos,

-GﬁiileLLib i (za *hlay = B X T

con lo que '(SL(Z’Z') es de orden 6.
H ab

Por 1o tanto HO SL(2,Z) =1y SL(2,Z)"' es libre.

(6.1.10) Coxolario. SL(2,Z) es virtualmente 1ibre de torsién
'y ved SL(2,Z) =1.

Demostracidon. Segin (6.1.8) SL(2,Z)' es un subrupo normal

de SL(2,Z) de indice 12, ademds SL(2,Z)" es libre de torsién
como consecuencia de (6.1.9) y por lo tanto SL(2,Z) es virtual-
mente libre de torsidn.

Por otro lado (3.1.9) nos demuestra que cd SL(2,Z)'< 1
ya que SL(2,Z)' es libre. Ademds si cd SL(2,Z)' fuera cero,
por (3.1.5) tendriamos SL(2,Z)'=1 con 1o que SL(2,Z) seria
jsomorfo a su abelianizado y como consecuencia de (6.1.8)'
seria finito. Por lo tanto,

ved SL(2,Z) = cd SL(2,Z)' =1

Como consecuencia de esto tiene sentido considerar la
cohomologia de Farrell de SL(2,Z).
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(6.2) PERIODICIDAD DE SL(2,Z)

(6.2.1) Teorema. SL(2,Z) es peridédico de periodo 2.

Demostracidén. Puesto que segin (1.1.10) todo grupo ciclico
finito es periddico de periodo 2, en particular segin (6.1.8)
SL(2,Z)ab es periddico de periodo 2 y en virtud de (6.1.10)
es aplicable al grupo SL(2,Z) el teorema fundamental de
periodicidad (5.3.6) por el que concluimos que SL(2,Z) es
peridédico de periodo un divisor de 2.

Puesto que SL(2,Z) = ﬂh *Z% Z%, segin (6.1.7), es uti-

lizable para SL(2,Z) la sucesién exacta de Mayer-Vietoris
[23] (Tma. 2.3 - pgs. 592-593), que particularizada a Z como
SL(2,Z)-m6dulo trivial nos da ¥n>0 la siguiente sucesién
exacta

e = WY(SL(2,Z),Z) — H'(z,.z) o H"(Zs,ﬂ)”—v“—’
— (7, 7) — WML (SL(2,2),2) — - -

Teniendo en cuenta (1.1.10) y (4.3.1), para un q sufi-
cientemente grande tenemos la siguiente sucesidon exacta

0 — n29(siL(2,2),2) - Z, 8 7 _8, z, L H29*1(5) (2,2),2) — 0

Como consecuencia de la exactitud tenemos:

N
[H29(sL(2,2),Z)] = |Ima| = |kerB8| =

|Z4®ZGI 24 .. 24
(z,07Z; : kers) »[ImBI | ker v|
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Puesto que y es suprayectiva, 2q+1(SL(2 Z),7Z) es de
orden 1 o0 2 y en cada uno de estos casos tenemos:

]

|H29* 1 (sL(2,Z),2)| = 1 = |kery|=2 = [H?Y(sL(2,2),2)]

|H29TH(sL(2,2),2)| = 2 — [kery|=1 — [H29(sL(2,2),2)]

Como consecuencia ﬁzq(SL(z,Z),E) y ﬁ2q+1(SL(2,Z),Z)

no bueden‘tener el mismo orden y por lo tanto el periodo de
SL(2,Z) no puede ser uno.

(6.3) COHOMOLOGIA DE FARRELL DE SL(2,Z) CON COEFICIENTES EN Z

(6.3.1) 'Tebnema. Para todo entero q se tiene:

H2(sL(2,2),2) = 7,

C An
H29* Y (sL(2,z),z) = 0 -

Demostracidn. Segfn [9] (Cap. VI - Apt; 4 - pgs. 192-193)
tenemos:

R

Hl(sL(2,2),Z) = Hom(H (SL(2,Z),Z) = Hom(SL(2,Z),,.%)

R

y buesto que SL(Z,Z)ab 252 segiin (6.1.8) se tiene:

Hl(SL('Z,E),ZZ) o Hom(zzl'z,z) =0

‘Puesto que segln (6.1. 10) ved SL(2 Z) =1, aplicando
(4 3. 1) obtenemos un ep1morf1smo de H (SL(2 Z),ZZ) sobre
fl (SL(2 Z),Z) con lo que H (SL(2 Z),Z) =0y puesto que SL(2,Z)
es periddico de periodo 2 tenemos:
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H29* Y5 (2,2),) =0 vqez

Segin hemos visto en la demostracidn de (6.2.1), como
H2q+1(SL(2,E),Z) es de orden 1, necesariamente

|829% 1 (s1L(2,2),2)| = 12

Por otro lado; haciendo uso de (6;1:10) y de (4:3.1)
tenemos:

H2(sL(2,2z),z) = H2(sL(2,Z),2Z)

y teniendo en cuenta [9] (Cap; VI - Tma. 15.1 - pg; 222) tene-
mos : '

H2(sL(2,Z),Z) = Ext(H,(SL(2,Z),Z),Z) 0 Hom(H,(SL(2,Z),Z),Z) =
= Ext(SL(2,Z),,,2) 0 Hom(H,(SL(2,2),Z),Z)

ademds puesto que SL(2,Z),, = Z;, se tiene:

-~

R

ﬁz(SL(Z,Z),Z) Ext(Z&z,Z) ) Hom(HZ(SL(Z,Z),Z),Z) =

- 7y, 8 Hom(H,(SL(2,2),2),Z)

y como el orden de ﬁz(SL(Z,Z),Z) ha de ser 12 tenemos finalmente:
H2(sL(2;2),2) = 2,

Y por periodicidad de SL(2,Z) tenemos:

H2(sL(2,2),2) ~ Z),  VqeZ
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CAPITULO-7

p - PERIODICIDAD DE LOS GRUPOS SL(N,Z)

Este cap1tu1o estd dedicado al estudio de la p per1od1-
c1dad de los grupos de matrices SL(n,Z) para n>2.

(7.1) . p-PERIODICIDAD DE LOS GRUPOS SL(n,Z)

(7.1.1) Dedﬁnlciéh. Representaremos bor SL(n,Z) al grupo mul-
tiplicativo de las matrices nxn (n>1) con términos en Zy deter-
minante 1. "

(7.1.2) Dqﬁiniéi6h. Dado t>1, representaremos por SL(n,t) al
grupo multiplicativo de las matrices nxn (n>1) con términos en
el anillo Z, y de determinante T. '

(7.1.3) Lema. E1 grupo SL(n,Z) es virtualmente libre de tor-
sion de dimensidon cohomoldgica virtual finita. Ademds SL(n,Z)
admite una resolucidon completa de Farrell (X,C) donde los Xi
son SL{(n,Z)-médulos finitamente generados.

Demostracidon. Aplicando [16] (Cap. 2 - Tma. 4 - pg. 124) al
caso K=Q, L=SL(n,Q) y T'=SL(n,Z) < SL(n,Q) se obtiene que SL(n,Z)
~tiene un subgrupo normal T de Tndice finito y l1ibre de torsidn
para el que existe una resolucidn finita de Z por T-mddulos
libres finitamente generados. Ademis como consecuencia de [16]
(Cap. 1 - Apt. 8 - pg. 101), Z admite una resolucidn:
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k.
. 1 ) .« o N )

N

con los Pi SL(n,Z)-médulos libres finitamente generados.

Por todo esto, SL(n,Z) es virtualmente libre de tors1on
y puesto que Z admite una resolucidon finita de T-mdédulos 1i-
bres, segun (3.1.2) T es de d1men51on cohomo]og1ca finita y por
consiguiente vcd SL(n,Z) es finita y tiene sentido hablar de
la cohomologia de Farrell de SL(n,Z).

Puesto que SL(n,Z) /T es un grupo finito, admite una
resolucidon completa por SL(n,Z)/T -mbédulos libres finitamente

~generados,
Yy 4
<o > Y, > Y]._1 —_— e —) Y0 — Y

NI
Y/i

—_—) e

Segin el teorema de existeqcia de resoluciones completas
de Farrell (4.1.8), se obtiene una resolucién completa (X,C)
para SL(n,Z) en la que -

Xi = Yi.¢ 8 Im kg
siendo t la dimensidn cohomolégica de T. Ademds como Y, , es
SL(n, Z)/‘T médulo de tipo finito e Im k es SL(n Z)-mbédulo
finitamente generado por ser imagen ep1morfa de un SL(n,Z)-mb-
dulo finitamente generado, Xi_resulta ser SL(n,Z)-m6dulo por
accién diagonal también de tipo finito.

(7.1.4) Lema. Dado un primo g, el conjunto G(n,q) de las ma-
trices de SL(n,Z) congruentes médulo q con la matriz unidad
es un subgrupo normal de SL(n,Z) que verifica:
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1) SL(n,q) contiene a —§L%EL23— como subgrupo.
G(n,q

2) Si q#2 G(n,q) el libre de torsidén de dimensién
- cohomoldgica finita.

Demostracion.

n

G(n,q) = {A € SL(n,Z) / A=1(q)} =

= ([a33] € SL(M.Z) / ag;=0(q) Vitd ., agy=l(a))

1) Teniendo en cuenta la definicién de determinante de ‘una
matr1z_cuadrada, si det[aij]= 1 entonces‘det[aij]= det[aij]= 1
donde a representa la clase del entero a en Zq . Como conse-
cuencia podemos definir la siguiente aplicacidn:

v : SL(n,Z) — sL(n,q)

[24;] —_— [ai;]

Y es homomorfismo:

n n .
w([aij]x[bij]) = W([kil aikbkj]) = [kEI aikbkj]
n ' o
) [kEI a‘lkbkj] [a1J] [b-|J] = ‘P([a.ij])x‘l’([b,ij])
ker y = {[a1J] € SL(n,Z) / [3:; 1= 1} =
=»{[aij] € SL(n,ZZ) / E;T:ﬁ Vii , 5;;=T} :

{[ayy] € sL(n,Z) /7 a;350(q) ViA§ , a;=1(q)) =

G(n,q)
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. } Por consiguiente G(n,q) es un subgrupo normal de SL(n,Z)
y SL(n,Z) /G(n,q) es isomorfo a un subgrupo de SL(n,q).

2) Si q#2, segln [12] (Cap. 7), G(n,q) es libre de torsion.
Ademis G(n,q) es de indice finito en SL(n,Z) como consecuencia
del épartado anterior y puesto que segin (7.1.3) SL(n,Z) es
virtualmente libre de torsi6én de dimensidn cohomoldgica virtual
finita, por (3.2.3) se obtiene que G(n,q) tiene dimensién coho-
moldgica finijta. |

(7.1.5) Lema. Sea p un primo, p#2, entonces existen infinitos
primos q de manera que qp'lzl(p), qp'lél(pz) y qlil(p) para
1<i<p-1.

Demostracidon. Puesto que p es primo impar, (Z$,-) es un grupo
ciclico de orden p-1>1. Si a es un generador de H; entonces:

abl=1(p) y 2z 1(p) 1cicp-l

Por otro lado,

_ _ p-1 - p-1 p-1 a4 s
(atp)P~1l = aP-1 4 ( ) )ap 2p + 3 (. aP~1-1p1 -
Bp?
= aP~l 4 (p—l)ap'zp +'Bp2‘= aPl. ap'zp +
+ (aP~2 + p)p2.

si aP~lz 1(p2) entonces 3 o €Z / aP-l=1+ apz y por
1o tanto, - '

(a + p)p'1 =1 - ap'zp + (o + aP 24+.8)p?

~ de donde (a + p)p'1 =1 - ap'zp (p2).
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Por otro lado, puesto que a es generador de s Se
tiene (ap'z,p)=1 y por lo tanto ap"zp no es mialtiplo de p2
de donde

(a + p)P Lz 1(p?)

Ademds a+p=a y por lo tanto a+ p sigue siendo generador de Zg.

En sintesis siempre existe un generador g de Z; cumpliendo:

Pl =1 (p)

gP 21 (%)
g' # 1(p) para lxi<p-1
Cons1deremos ahora la progresion ar1tmet1ca g+ pZZ.

Puesto que (g,p ) 1, ya que g es generador de , es aplicable
el Teorema de Dirichlet [18] (Cap. 8 - Apt. 8.2 - pg. 117) del
que se deduce que en la progres1on g*—pzz hay infinitos nume—
‘ros primos cualquiera de los cuales serd de la forma q=9g+ ap
con c€Z y por lo tanto q sigue s1endo_generador de Z;, con

~.

10 que:
p-1_ i e
" "= 1(p) y q # 1(p) 1gi<p-1
P p-1 _ 2 .
ademds si q =1 (p°) se tendria:

1 p-1
1 i

o

gP-lz1 (p?) — oP71 4 Z P ()T =1 (pf) —

1
— P 1z 1 (p?)

en contra de la eleccidn de g.
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(7.1.6) Lema. Sea p un primo y t>1, si p2 no divide a |SL(n,t)]|
entonces SL(n,t) es p-periddico de p-periodo un divisor de 2(p-1).

Demostracién. Notemos en primer lugar que puesto que SL(n,t)
es finito, tiene sentido hablar de su cohomologia de Farrell

que coincide con la de Tate. Ademds segin (1.1.4) para todo

enterc r se tiene |SL(n t)|Hr°L(n t) = 0 y por 1o tanto, si p
no divide a |[SL(n,t)| tenemos:

p-H"SL(n,t) = 0 ¥reZ
y por 1o tanto SL(n,t) es p-periddico de p-periodo 1.

Por otro lado, si p divide a |SL(n,t)|, como por hipé-
tesis p° no divide al orden de SL(n,t), todo p-subgrupo de '
Sylow de SL(n,t) tiene orden p y por tanto es ciclico. Como
consecuencia de [1] (Cap. XII - Prob. 11 - pg. 265) SL(n,t)

es p-periddico.

2

Segin [21] (Tma. 2 - pg. 341) el p-periodo de SL(n,t)
es 2|¢ | donde ¢_ es el grupo de los automorfismos de un p-sub-
grupo de Sylow P de SL(n, t) que son inducidos por los automor-
fismos internos de SL(n,t). Puesto que ¢p es subgrupo de Aut(P)
y |Aut(P)|=p-1 entonces |¢p| divide a p-1.y por consiguiente
el p-periodo de SL(n,t) es un divisor de 2(p-1).

(7.1.7) Teonrema. SL(n,Z) es p- perlodlco de p periodo un
divisor de z(p-1) para todo pr1mo p>2+ 1.

Demostracidn. Sea p un primo, p>§4-1. Puesto que p#2, segin
(7.1.5) encontramos un primo 2#q#p de manera que:

P lz1(p) ., P lz1(p?) y qlz1(p), 1gic<p-1

Ademds segin [13] (Cap) 8 - Tmas. 8.8-8.15 - pgs. 156-160),

n
“|SL(n,q)] = q T (q
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y como por la eleccidén de q se tiene:

p qk-l &= p-1{k

al ser p distinto de g, en la descomposicidén dada de |SL(n,q)]|
p solamente puede dividir a los factores de la forma q“(p'l).
Ademds como p#2, p-1>2 y como por hipdtesis p$-%+ 1, tenemos

n<2(p-1) de donde p solamente divide al factor qp'l-l de 1la

descomposicidn de |SL(n,q)]|. Por otro lado, por la eleccidn

de q se tiene que p- no es un divisor de qp'l-l con lo que

p2 no divide a |SL(n,q)| y es aplicable (7.1.6). Como conse-
cuencia SL(n,q) es p-periddico de p-periodo un divisor de

2(p-1).

Por otro lado segin (7.1.4), G(n,q) es libre de torsidn
de dimensidn cohomoldégica finita y SL(n,Z) / G(n,q) es 1somorfo
a un subgrupo de SL(n,q) por lo que aplicando (5.2.1), el co-
ciente SL(n,Z) / G(n,q) resulta ser p-periddico de p-periodo
un divisor de 2(p-1). Ademds, teniendo en cuenta (7.1.3) es
aplicable el teorema fundamental de p-periodicidad (5.3.5) de
donde SL(n,Z) resulta ser p-periddico de -p-periodo un divi-
sor de 2(p-1). ' ‘

(7.1.8) ‘Lema. SL(n,Z) contiene al grupo alternado A, como
subgrupo.

Demostracidon. Consideremos la base canénica de R" {el,ez,...en}.
Para toda permutacién o de An existe una Qnica ap]icacién lineal
f -tal que f (e ) = 0(1) 1<i<n. Sea M la matriz asociada a fo'
Puesto que oeA y {el,ez,...,e } es la base canonlca de R",

el determ1nante de M obviamente vale 1 por lo que M ESL(n Z).
Como consecuencia podemos definir la aplicacidn
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Es fdcil comprobar que y es un monomorfismo de grupos
por 1o que An puede considerarse como subgrupo de SL(n,Z).

(7.1.9) Lema. E1 grupo alternado An es p-periddico de p-periodo
n

2(p-1) para cualquier primo p tal que 7+ 1<p<n-2.

Demostracidon. Puesto que > %1-1, SL(n,Z) es p-periddico de
p-periodo un divisor de 2(p-1) segin (7.1.7). Ademds, como A,

es subgrupo de SL(n,Z), aplicando (5.2.1) A, es también p-perid-
dico de p-periodo un divisor de 2(p-1).

Puesto que 2# p< n-2 tenemos que p divide a n!/2 y como
p> %4-1> % se tiene 2p>n y por lo tanto p2 no divide a n!/2.
Como consecuencia todo p-subgrupo de Sylow de An es ciclico de

orden p generado por un ciclo de longitud p.

Segin [21] (Tma. 2 - pg. 341) el p-periodo de A, es
2|¢p| siendo ¢p el grupo de los automorfismos de un p-subgrupo
de Sylow P de An que son inducidos por automorfismos internos
de A,. Si o=(a1,a2,...,ap) es un generador de P, todo automor-
fismo de P viene determinado por la imagen o' 1<r<p-1 del
~generador o. Pero o y o' son permutacioné% del mismo tipo y
por 1o tanto son conjugadas en Zn, veamos que también 1o son
en An'

‘ r _ -1
3Tr EZn / g’ = TrUTr

-siTt € A, entonces q y o son conjugadas en An.

r

- s? T é A, entonces, como p<n-2, existen ap+! y ap+2
distintos de manera que ¢ ¥y (a§+1,ap+2) son ciclos

disjuntos, ademés Tr(ap+1’ap+2 € An y

i -1_-1 _ _ =1 _ _r
Tr(ap+1’ap+2)0~(ap+1’ap+2) T = T,0T. =0

y como consecuencia ¢ ¥y o" son conjugadas en An.
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Por 1o tanto todo automorfismo de P es inducido por
un automorfismo interno de An y como consecuencia ¢ _ = Aut(P)
y el p-periodo de An es exactamente 2|¢p|= 2|Aut(P)| = 2(p-1).

(7.1.10) Teorema. SL(n,Z) es p-periddico de p-periodo 2(p-1)
n

para cualquier primo p tal que 5+ l<p<n-2.
Demostracién. Puesto que pﬁ-%4 1, segin (7.1.7) SL(n,Z) es
p-periddico de p-periodo n, divisor de 2(p-1). '

Por otro lado, como A, es subgrupo de SL(n,Z), segin
(5.2.1) el p-periodo de A, es divisor de n,» pero por (7.1.9)
el p-periodo de An es 2(p-1). Como consecuencia el p-periodo
de SL(n,Z) es exactamente 2(p-1).
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APENDICE

ACCION DE UN GRUPO SOBRE UN

PRODUCTO DE ESFERAS

Los grupos finitos con cohomo]ogia periddica adquirieron
especial importancia a finales de la década de los 50 después
de que Cartan y Eilenberg en [1] (Cap. XVI - Apt. 9 - pg. 356)
demostraran, haciendo uso de la sucesidn espectral asociada a
un recubrimiento, que todo grupo finito que opera sin puntos
fijos sobre una esfera de dimensidon impar n es periddico de pe-
riodo un divisor de n+l. (Para n.par los Gnicos grdpos que
pueden actuar sin puntos fijos sobre una esfera son G=1y G=Z%).

Las definiciones introducidas y 106s resultados obtenidos
en el capitulo 2, permiten generalizar (utilizando un teorema
de G. Lewis [10]) el resultado de Cartan y Eilenberg a grupos
que operan sobre un producto de esferas de la misma dimensién.
En cierto modo el estudio de los grupos semiperiddicos y de
tipo MSP surgié a partir de esta aplicacidn topoTégica.

Degindicién 1. Un grupo finito G diremos que opera sobre un es-
pacio topoldgico X si existe un homomorfismo de G en el grupo
Homeo(X) de los homeomorfismos de X.

Cada elemento de G puéde entonces interpretérse como
un homeomorfismo de X de manera que para todo xEX y todo par de
elementos,gl,QZEG se cumple:

1x = x 9.(9,x) = (g,9,)x
1192 192
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Si para cua]quief elemento g€G, g#1, se verifica que
gx#x ¥x€X, diremos que G opera sobre X sin puntos fijos.

Si G opera sobre X, G opera también sobre los grupos de
cohomologia de X; asi pues H"X es un G-médulo para todo n> 0.
Resulta inmediato que HOX es siempre G-mddulo trivial.

Deginicién 2. Dada una variedad compacta X de dimensidn 2n,

n>0, diremos que el grupo finito G opera sobre X conservando
la orientacidén si G opera sobre X en el sentido de la defini-
cién anterior y la estructura de G- modu1o del grupo abeliano
Han es la tr1v1a1

Es f&cil comprobar que si el grupo finito G opera con-
servando la orientacidn sobre un producto de esferas de la
misma dimensién S"xS", el G-médulo H"X=Z 8 Z es trivial.

En [10] (Prop. 2.12 - pg. 538) G. Lewis demuestra que
los @Ginicos grupos que pueden operar conservando la orientacidn
sobre el producto de dos esferas S"xS" con n par son 1y Z,,
por 1o que el estudio de la accidn de un grupo finito sobre el
producto de dos esferas de la misma dimensién s"xs", conser-
vando la orientacidén, 1o podemos reducir al caso en que n es
impar.

Teorema. S1 un grupo finito G opera sin puntos fijos, conser-
vando la orientacién, sobre un producto de esferas § xS" (o sobre
una variedad compacta cohomolégicamente equivalente a s"xs™) con
'n impar, necesariamente G es semiperiédico y n+l es un semipe-
riodo de G. ' |

Demostracién. En [10] (Cor. 2.7 - pg. 535) G. Lewis demuestra
que bajo las condiciones exigidas, se tiene la siguiente suce-
sidn exacta:
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~ § .
Hn+1G qn

~ @ aAnp1. B Y
G——-)ZIGIG ZZIGI—-—v —_ G — 0

0 — H'6 — H

Puesto que o es monomorfismo, la exactitud de la suce-
sién implica que:

on+l n+1 n+l
HA G . _H G x M G . ImB = kery = Z 6 Z
n |G| © 76|
H'G Ima kers
“n+1

con lo que H G/ H "G es suma de dos grupos ciclicos y ademads
+1
[H" 6] = A" ]| ker v].

Por ser & epimorfismo se tiene:

A ~onn+l an+l
ne . _H"™le _ W"Mlg
ker § Imy
de donde |H"+lG| = |H"G||Imy|, que junto con la igualdad ante-
~rior nos da |kery| = |Imy]. ‘

Por otro lado,

) .Zl.Gl.ﬁ ZI.GI . Iny
"~ kery '
de donde IGI2 = |kery]||[Imy]| = lkeryl2 y por lo tanto |G| = |kery]|.

Con todo esto se concluye que:

N
_.Hn+1G

ﬁnﬁ = Z"ca(n+1) ® Z’b(n+1)

con a(n+1)b(n+1)¥|Gl, por 1o que en virtud de la definicidn
(2.1.1), n+l es un semiperiodo de G.
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Corolarnio 1. Los grupos‘ZPQ Zp@ Zﬁ con p primo, no operan
sin puntos fijos conservando la orientacién, sobre un pro-
ducto de esferas S"xsS" para ningdn n.

Demostracidén. Es consecuencia inmediata de [10] (Prop. 2.12 -
- pg. 538) y de la caracterizacién dada en {(2.3.2) de los gru-
pos abelianos .semiperi6dicos, ya que si n es impar, segin el
‘teorema anterior, n+l seria un semiperfodo de Zh@ ZP8 Ep.

Cornolandio 2. Si un grupo finito G opera sin puntos fijos y

conservando la orientacidon sobre un producto de esferas s"xsh,
todo subgrupo abeliano de G es ciclico o suma directa de dos
ciclicos.

Demostracién. Puesto que si un grupo finito G opera sin puntos
fijos, conservando la orientacidén, sobre un espacio topolédgico
X, también 1o hacen sus.subgrupds, este corolario es consecuen-
cia de [10] (Prop. 2.12 - pg. 538), del teorema anterior y de
la caracterizacidn dada en (2.3.2) para grupos abelianos semi-
periddicos. ‘ '

Corolario 3. Sea G una extensidén escindible de un grupo ciclico
de orden r por otro ciclico de orden s, es decir:

1 t

G =<x,y l‘xr=ys=1 . y'- xy=x>

donde t5= 1(r). Si G opera sin puntos fijos, conservanda la
orientacidon, sobre un producto de esferas s"xs", necesariamente
n=2ke-1 para algin k>0, siendo e el menor entero positivo tal
que t%=1 (r). '

Demostracidn. Segdn [10] (Prop. 2.12 - pg. 538) n es necesa-
riamente impar y como consecuencia del teorema anterior n+l=2m
es un semiperiodo de G. El1 corolario es ahora consecuencia
inmediata del resultado obtenido en (2.5.1).
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Si X es una variedad compacta verificando:
oz = H(s"xs",z)

para todo primo p, es decir, cohomoldgicamente equivalente a

un producto de esferas médulo p para todo p, se puede aplicar
la sucesidon espectral de Swan de manera andloga a como se hace
en [2] para demostrar la existencia de una sucesién exacta
andloga a la obtenida por G. Lewis en [10] (Cor. 2.7 - pg. 535)
pero en la que cada grupo queda sustituido por su componente
p-primaria. Se puede hablar entonces de los grupos p-semipe-
ridodicos y de tipo p-MSP y obtener para ellos resultados
anélogos a los del capitulo 2.
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Una vez finalizada la redaccidén de esta memoria y nombrado
ya el tribunal que debe juzgar la misma, algunos miembros del

tribunal me han hecho las siguientes observaciones:

- Los teoremas de p-periodicidad del capitulo 7 aparecen también
en la tesis doctoral'de B. Burgisser "Gruppen virtuell endlicher
Dimensidén und Periodizitat der Cohomologie"™ (1979) y son citados
por primera vez en "Some recent developments in the homology
theory of groups" de B. Eckmann, Journal of Puré and Applied
Algebra 19 (1980), 61-75, donde cita también, sin demostracidn,
un anadlogo a nuestro teorema (5.3.5). De este trabajo se cita

en la bibliografia de la tesis un Preprint (5) en el que no se

mencionan los aspectos anteriormente resefiados.

- El resultado del teorema (6.2.1) aparece mencionado, sin demos-
tracién, en "Groups of finite quasi-projective dimensidén" de J.
Howie y H.R. Schneebeli, Comment Math. Helv. 54 (1979) 615-628.
Hay gque entender también que los resultados sobre la estructura

de SL(2,7Z) explicitados en la tesis lo son a titulo de completi-

tud y autosuficiencia.

En el trabajo de K. Brown "Groups of virtually finite dimen-
sién", Lecture Note Series 36 de la London Math. Soc. (1979),
se incluye una exposiciédn general de la teoria de cohomologia,
de Farrell que abarca algunos aspectos analizados en el capitulo
cuarto de la tesis, asi como, una versidén mas débil de nuestro
teorema (5.3.5), aungque indicando un método de demostracidédn dis-

tinto .

El autor, evidentemente, no tenia conocimiento de estos

hechos antes de la redaccidén de esta memoria.
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