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INTRODUCCION

La necesidad de modelos probabilisticos adecuados que explicaran fenémenos
como la dispersién de los animales en un bosque o los emplazamientos de las ciudades
en una determinada regién motivé el desarrollo de la teorfa de procesos puntuales. Se

. trataba de modelizar imé4genes relativamente simples formadas por un nimero finito de
puntos dispersos sobre una regién acotada. Sin embargo, imégenes como las lineas de
fractura que se aprecian sobre una seccién de un mineral, la imagen binaria que en la
seccién forman el mineral y su complementario o la producida, en la zona afectada,
por un bombardeo, son notablemente mis complicadas. Fenémenos més complejos
exigen modelos m4s generales. Problemas como los indicados fueron el origen de las
distintas formalizaciones del concepto de conjunto aleatorio.

La Estadistica no es s6lo una ciencia teérica. Las técnicas multivariantes se
desarrollaron realmente cuando las posibilidades informéticas de manejo de grandes
cantidades de informacién permitieron que los procedimientos teéricos tuvieran una
aplicacién préctica. En el contexto de los conjuntos aleatorios el proceso ha sido el
mismo. Conocer una realizacién de un proceso puntual en una zona acotada exige
conocer solamente las localizaciores de un nimero finito, normalmente pequeio, de
puntos. Sin embargo, una imagen binaria en una regién acotada exige conocer, en
principio, si cada uno de los puntos de la regién pertenece a una u otra fase de la
imagen. En el momento en que, mediante el ordenador, ha sido posible el manejo
répido y sencillo de im4genes digitalizadas ( o lo que es lo mismo de matrices con una
gran cantidad de filas y columnas) se ha planteado la posibilidad y necesidad de tratar
imégenes con técnicas estadisticas.

(Cudl es la problemitica estadistica en la teoria de conjuntos aleatorios?. Las
posibles respuestas a esta pregunta podrian agruparse en tres grandes situaciones:

a) Problemas de ajuste: contrastar si una imagen dada puede considerarse una
realizacién de determinado tipo de conjunto aleatorio.

b) Estimacion de pardmetros: los conjuntos aleatorios vienen caracterizados por
unos pardmetros. Asumido que la imagen es una realizacién de un tipo de conjunto
aleatorio, se plantea el problema de determinar los valores de los pardmetros que fijan
el modelo.




c¢) Ergodicidad: habitualmente las realizaciones son conocidas en una regién
limitada del plano y los estimadores se basan en esta informacién. En el supuesto
teérico de que nuestra regién de observacién creciera hasta ser todo el plano.
(Convergen o no nuestros estimadores a los verdaderos valores de los pardmetros?

La complejidad de los distintos tipos de conjuntos aleatorios ha motivado un
desfase conmdcrablc entre su desarrollo teérico y las técnicas estad1st1cas
correspondlentes en las que los métodos de s1mu1ac16n, métodos de Monte Carlo, y

- no paramétricos-ocupan un papel preponderante frente a los métodos paramétricos,
debido a las dificultades para obtener expresiones explicitas de las distribuciones de
probabilidad asociadas a los distintos estimadores.

De los tres grupos citados anteriormente, nuestro trabajo trata fundamentalmente
de estimacién de pardmetros y marginalmente la problemitica del ajuste en modelos
booleanos (Matheron, 1975, Serra, 1982). La metodologia utiliza indistintamente
métodos clédsicos y bayesianos segin su adecuacién a la situacién concreta estudiada.

El trabajo se ha organizado en cuatro capitulos de cuyo contenido hacemos a
continuacién una somera descripcién.

El primer capitulo est4 dedicado a recordar los conceptos y resultados de la teoria
de conjuntos aleatorios que se utilizardn en los restantes. En el diltimo apartado se hace
una exposicién més detallada de 1a problemética estadistica de los conjuntos aleatorios
y en particular de los modelos booleanos.

En el segundo comenzamos la exposicién de nuestro trabajo. Estudiamos algunas
propiedades de los conjuntos aleatorios a.s. convexos y compactos. Estos conjuntos
nos servirdn para la construccién de modelos booleanos cuyos granos primarios sean
de este tipo.

En el tercer capitulo proponemos una adaptacién del método bayesiano clésico al
tipo de informacién de que se dispone en este contexto. Tanto en este capitulo como
en el anterior los problemas considerados no son exclusivos del modelo booleano.

El cuarto se centra en el modelo booleano y se proponen una serie de técnicas de
estimacién de los pardmetros del conjunto aleatorio.

Este trabajo ha sido realizado en el Departamento de Estadistica e Investigacién
Operativa. Todos y cada uno de sus miembros han sido un ejemplo de compatfierismo
y convivencia. Agradezco también a Juan Ferrdndiz sus sugerencias y comentarios.
Estas p4ginac son el resultado de la colaboracién con Paco Montes, una persona que
para mi es, por encima de todo, un buen amigo.



CAPITULO 1
CONJUNTOS ALEATORIOS CERRADOS

La necesidad de modelos mateméticos para objetos de forma y tamafio variables, en
el plano o en el espacio, motivé a finales de los sesenta y principios de los setenta la
~ aparicién de dos formalizaciones del concepto de objeto o conjunto aleatorios: una
debida a Kendall (1974) y la otra a Matheron (1969, 1975).

Ambas formalizaciones responden a una misma idea central: dado un conjunto B
conocido nos preguntamos por el suceso de si el conjunto aleatorio toca o no a B. Se
hace variar B en una determinada familia de conjuntos que para Kendall son las trampas
y en Matheron normalmente serd la familia de los compactos o la de los abiertos del
espacio.

Arrancando de esta idea Kendall realiza una caracterizacién del conjunto aleatorio A
en términos de una funcién aleatoria que para cada trampa vale 0 6 1 segin que el
conjunto toque o no a dicha trampa. La construccién de Matheron es mateméticamente
més simple y pricticamente més 1til apoydndose en la teoria de las caﬁacidades de
Choquet y se resume en el primer apartado.

La teoria de conjuntos aleatorios, aunque reciente, es muy amplia por la enorme
cantidad de problemas y posibles tratamientos de los mismos. El estudio de los
conjuntos aleatorios forma parte de 1o que se conoce como Geometria Estocéstica.
Exposiciones generales de Geometria Estocéstica son: Stoyan, Kendall y Mecke (1987),
Harding y Kendall (1974), Miles y Serra (1978), Baddeley (1982,1984) y Serra (1982).
En este sentido el capitulo uno tiene, junto a la intencién de recordar los resultados
fundamentales que luego se utilizan, el propésito de explicar cual es nuestro
planteamiento de los problemas estadisticos en conjuntos aleatorios. En cada apartado se
indican las referencias de interés a consultar y el apartado mismo no intenta en ningin
sentido sustituirlas. La notacién utilizada sigue en lo posible la de las referencias
indicadas en cada momento.

En el primer apartado se resume la definicién de conjunto aleatorio cerrado de
Matheron con la cual trabajaremos. Introducimos en el segundo las dos
transformaciones conjuntistas que se utilizan en nuestro ttabajo. En el tercero se define
estacionariedad, isotropia e independencia de conjuntos sieatorios. El cuarto apartado se
dedica a dar la definicién y propiedades mds importantes, en funcién de los demés
capitulos, del modelo booleano. El apartado quinto trata de los conjuntos aleatorios que
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con probabilidad uno son convexos y compactos haciendo especial hincapié en la
definicién de conjunto esperado. Por ser un concepto importante en nuestro trabajo y de
uso no comin hemos realizado una explicacién més detallada. Definimos funcién de
distribucién de contacto en el apartado sexto. Por fin dedicamos el dltimo apartado a
hacer un resumen de los problemas estadisticos propios de los conjuntos aleatorios en
general y del modelo booleano en particular.

1.1. CONJUNTOS ALEATORIOS CERRADOS SEGUN MATHERON

Denotaremos por E un espacio topolégico Hausdorff, localmente compacto y con
una base numerable. & (E), S(E), C(E) las clases de los subconjuntos cerrados,
abiertos, compactos en E. Asf mismo C', C'y y Con(C'y) serdn las clases de los
compactos no vacids, compactos no vacios conteniendo al origen y compactos,
convexos no vacios conteniendo el origen. Por ®(E) denotaremos la clase de todos los
subconjuntos de E. Si sobreentendemos el espacio topolégico E denotaremos
simplemente &, 3, Cy ®. Sean también los siguientes conjuntos:

¥ ~{F/Fe ¥,FnB#3} conBe®

3'B={F | Fe &¥,FNB =®} con Be P

Definicion 1.1.1
Sobre el espacio F de los conjuntos cerrados vamos a considerar la topologia J'¢
generada por las familias de conjuntos:

{S"K con KeC} y {S'G con Ge 9}
Una base de la topologia estd formada por los conjuntos
K K
S'Gl,.-.Gn = Sclﬁ...ﬁgcnﬁs‘
donde KeC, n es un entero positivo y Gy,...,Gpe 3.
Definicién 1.1.2
A la c-dlgebra de Borel asociada a la topologia T ¢ la denotaremos por Oy
K
Fécilmente se comprueba que oy estd generada por {3’ con Ke C} o por

{3’ G con Ge 9} aisladamente, es decir:



otzd({i}’x / KeC}j
GfO{{S'G / Ge 9})

Estamos ya en condiciones de definir el concepto de conjunto aleatorio cerrado segin
Matheron.

Definicién 1.1.3 |
- Un-conjunto aleatorio cerrado (abreviadamente RACS), A, es una funcién medible -
definida de un espacio de probabilidad (2,C,P") en el espacio medible (F,0¢). En
particular, si consideramos A(F)=F para cualquier F de & podemos también definir un
RACS como (S’,of,P) donde la medida P equivaldria a la probabilidad inducida,
P(V)=P'(A-1(V)), con Ve o¢ en la formulacién anterior.

El problema fundamental que se plantea es la caracterizacién del RACS, o lo que es lo
mismo de la medida P, en términos de una funcién simple que desempeiie un papel
andlogo al de 1a funcién de distribucién en variables aleatorias. Esta funcién ser4:

T®)=P(Fy)=P(ANB=Q) [1.1.1]

para unos determinados conjuntos B. El resultado es el siguiente.

Teorema 1.1.1 (Choquet-Matheron)

Sea E un espacio topolégico Hausdorff, localmente compacto y con una base numerable
y T una funcién definida sobre C(E) ( respectivamente sobre S(E)). Entonces existe una
tinica medida de probabilidad P sobre o verificando P(F ¢)=T(K) para Ke C(E)
(respectivamente P(F G)=T(G) para Ge 3) siy s6lo si T es una capacidad alternante de
orden infinito tal que 0<T<1 y T(J)=0.

Definicién 1.1.4
a) T:P—[-e0,+0c] se dice que es una capacidad (Meyer, 1966) si verifica las siguientes
condiciones:

1) B,B'e ® / BCB'=T(B)<T(B")

2){B,}~ ,Be® /B,cB_, U B,=B = JimT(B,)=T(B)

n=1 p+1’n21

3) {Kn}:; KeC/K,, K, , & K, =K=lim T(K,) =T(K)

\

b) Supongamos T definida sobre C (andlogo para T definida sobre Q) y sean



K,K1,...Kp,...€ C. Definimos:

...................................

. Sn(K;Kl,...,K,,) =Sn;1(K;K1,...,K r,_1) -Sn_l(KuKn;Kl,...,Kn_l

Entonces diremos que T es una capacidad alternante de orden infinito si es una capacidad
verificando que S0 para cualquier n y K,K,....K € C.

- - En lo que sigue utilizaremos més frecuentemente la funcional Q definida a partir de -
T como:

QXK)=1-T(K) VKeC [1.1.2]

D. Ross (1986) presenta una generalizacién de las formulaciones de conjunto aleatorio
de Kendall y Matheron debilitando las condiciones del espacio en que trabajamos. En la
introduccién hemos presentado 1a teoria de conjuntos aleatorios como una generalizacién
de la de procesos puntuales. La prueba de esta afirmacién puede encontrarse en
M.Baudin (1984).

1.2. TRANSFORMACIONES DE CONJUNTO: DILATACION Y
- EROSION.

Suponemos ahora que E=Rd. En este apartado vamos a definir una serie de
operaciones entre conjuntos que serdn fundamentales en nuestro trabajo.

Definicién 1.2.1
Si A,Be P definimos su suma de Minkowski, o simplemente su suma, como:
A+B={a+b/ac A, beB}

® dotado de esta operacién es un semigrupo abeliano con elemento neutro, que
seria {0}, pero no es grupo. Notemos que A+J= por definicién.

Si he Rd entonces A+{h} es el trasladado de A siendo h el vector de traslacién.
Denotaremos Ay=A-+{h}.

Dado Be P tenemos ]§={ -b / be B}, es decir, su simétrico respecto del origen.

Definicion 1.2.2

*
A,Be ® llamaremos dilatacién de A mediante B al conjunto A+B. Fécilmente se



comprueba que

A+B={zer?/ AnBz:tQ}

Si ANB#@ lo denotamos por ATB entonces,
A+B={zer?/B ZTA}

»
. T MY
L

Definicién 1.2.3 _
Si A, Be P definimos la sustraccién de Minkowski como:
AOB:(A°+B)

donde AC denota el complementario de A. Esta nueva operaci6n nos permite definir:

Definicién 1.2.4

A,Be P llamaremos erosién de A mediante B al conjunto AOB.La interpretacién de
este transformado de A es la siguiente:

A0B={zer*/B,cAl

J.Serra (1982) ha desarrollado una metodologia para el anédlisis de imégenes, la
Morfologia Matemética, que toma como modelos para las mismas los RACS. En
esencia, el método propuesto consiste en obtener a partir de la imagen original que se
quiere analizar nuevas iméigenes mediante transformaciones morfolégicas
(transformaciones que han de verificar cuatro condiciones que corresponden a
limitaciones de tipo préctico). Sobre las imégenes transformadas se realizan una serie de
medidas. Las transformaciones morfol6gicas bésicas son precisamente la dilatacién y la
erosién. Para una exposicién detallada de la Morfologia Matemética consultar la
referencia indicada. Ejemplos de aplicacién de la metodologfa son: F.Montes (1983) y
F.Montes y J.Hidalgo (1984).

Para un estudio detallado de las propiedades de la dilatacién y erosién adem4s de la
referencia de Serra es conveniente consultar Matheron (1975).



1.3. ESTACIONARIEDAD, ISOTROPIA E INDEPENDENCIA

Definicién 1.3.1

Un RACS en R4 se dice estacionario si A y A,, tienen la misma distribuci6én de
probabilidad para cualquier he R4, .

Una realizacién de un RACS bidimensional, en el mejor de los casos, serd conocida
en la pafté cbrrcspondicntc a una ventana de muestreo, W. Es claro que, para que el
~ conocimiento de AMW, sea representativo de toda la realizacién y podamos obtener
estimadores de caracteristicas del RACS que no dependan de la localizacién de W hemos
de exigir la estacionariedad del RACS.

Definicion 1.3.2
Un RACS en R¢ se dice isotrépico si A y su rotado v(A) tienen la misma
distribucién para cualquier rotacién v.
A isotrépico equivale a:
TX)=T(v(K)) 0 a QK)=Q(v(K)) VKe C y cualquier rotacién v.
En ocasiones serd conveniente asumir que el RACS es isotrépico, sin embargo, hay
multitud de situaciones donde las realizaciones son claramente anisotrépicas.

Definicion 1.3.3

Definimos el par (A, A;) como el RACS asociado a una medida P en la 6-4lgebra
producto 6,®0;. Diremos que A, y A, son independientes si:
P(VxV)=P(VxF)P(FxV') VV,Veq,

Es inmediato que A; y A, son independientes si 'y s6lo si para todo K,K'e C.
P( WKXS'K.) =T, K)T,(X")
donde
TI(K)=P(3'K><3') y TZ(K')=P(S}'XS'K.)



1.4. MODELO BOOLEANO O MOSAICO ALEATORIO

Un tipo particular de RACS es el modelo booleano, sin duda, el tipo de RACS con
un mayor nimero de aplicaciones. Para la exposicién del modelo, hemos preferido
seguir a Matheron (1975) donde aparecen definidos y caracterizados de un modo
completamente general. Exposiciones més simples, como las de Serra (1980) y Stoyan,
Kendall y Mecke (1987) precisan asumir hipétesis suplementarias.

"Suponemos que €l espacio E ¢€n €l que trabajamos es un espacio euclideo.

Definiciéon 1.4.1
El1 RACS A se dice que es infinitamente divisible para la unién (IDRACS) si, para

cualquier entero n>0, A se distribuye como la unién i@l A'i de n RACS independientes
A}, i=1,...,n, e idénticamente distribuidos.

Definicién 1.4.2 .

Sea xeE y A un RACS. Diremos que x es un punto fijo de A si P(xe A)=1, o lo
que es lo mismo que Q({x})=0.

Existe una relacién entre IDRACS sin puntos fijos y los procesos de Poisson
localmente finitos en F'=F ~{J}. Entendiendo por localmente finitos que para cada
KeC, JFy as. incluye un nimero finito de elementos del proceso. Es la siguiente:

Proposiciéon 1.4.1
A un RACS. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
a) A es un IDRACS sin puntos fijos.
b) Existe 7, una medida o-finita y positiva sobre &'y tnica tal que:

'y(f}' K) =-logQX) VKeC

c) A es equivalente a la unién de un proceso de Poisson localmente finito
en &

Proposiciéon 1.4.2

Sea Y una medida o-finita sobre F'y u: F'—=(Q,0) una funcién medible de F'en
el espacio medible (Q2,0).

Supongamos que existe una sucesién {H,} de elementos de © tal que HnTQ y

0<‘y(u'1 (Hn)) <+eo  Vn>0
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Entonces existe una medida o-finita p=0 sobre (Q,0) y para casi todo we Q, respecto de
H, una medida de probabilidad Py(.;w) sobre o, tal que:

'y(Vmu‘l(H)) =f P,(Vio(dw) VHeo, VVeo,
H

Como corolario inmediato de este resultado se tiene:

Corolario 1.4.1
‘a) VVe o; Y(V)=0 = P,(V;w)=0 para casi todo we €2, respecto y
b) Sea A,(w) el RACS definido por la medida de probabilidad Py(-;w). Para casi

todo we Q respecto de W se verifica:
u((A,(®))=0 @,(-0)-as.)

¢) Supongamos que ¢:F'—>F "' es una funcién medible y que Y es ¢-invariante Sea
f: Q—Q funcién biyectiva tal que f y f1 son medibles y verificando

uop=fou para casi todo Fe &', respecto de v. Entonces, para casi todo we Q

respecto de p se verifica:

P.(Vi)=Pfo" (V)i (@)

Estamos ya en condiciones de definir y caracterizar los RACS booleanos.
Supongamos que la medida 7y positiva definida sobre &' estd concentrada sobre
C'=C~{J}. Entonces es inmediato a partir de la proposicién 1.4.1 que tenemos €, un
proceso puntual de Poisson, sobre C' asociado con ¥.

Definicién 1.4.3 :
A=U{K /Ke @} esunmodelo booleano.

La estacionariedad de A estd ligada al hecho de que Y sea invariante bajo
traslaciones. Supongamos ¥ invariante bajo traslaciones y consideremos:
centro de la bola que circunscribe a K si Ke C'
u:F'-E como uX)=
0(eE) siKeC'

u es meciible.

¢a B un cubo semiabierto y acotado en E. Asociado a B existird una sucesién {yy}
de elementos de E tales que los By=B+{yy} y los B'y=B+{-yy} constituyen dos
particiones del espacio euclideo E.
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wo>y( &*B)=zk" fu (Bk)mSB};{u‘l(B)mSBL)Z
2 '{u’l(B)ﬁ('ijs' B, D ='Y(u‘1(B)) ,

Es inmediato que y(a’l(B)) <o VKe C', La proposiciéa 1.4.2 nos asegura la existencia
de una medida positiva o-finita | sobre E y para casi todo xe E, respecto de L, una
medida de probabilidad P,(-;x) sobre o tal que :

Avrw'@) = [Putviemcaa)
H

Ademds el apartado a de corolario 1.4.1 nos asegura que P,(-;x) est4d concentrada los
compactos no vacios, C'. Dado heE, sea:
¢:F'-=F"
F —F+h
Y es pues ¢-invariante:
u(K+h) = u(K)+h para todo KeC'.

f:E—>E
x—x+h

En consecuencia: uog=fou para casi todo Fe &, respecto de Y. Por el apartado c de

corolario 1.4.1 p es invariante bajo traslaciones y por tanto, proporcional a 1a medida de
Lebesgue dx sobre E.

p(dx)=adx siendo a una constante positiva. AdemA4s:
P, (Vix)=P,(V+{-x};0) donde Ve o; V_,={F /F+xe VnF'}

En definitiva el RACS X(x), con probabilidad asociada P (-;x), es equivalente al
trasladado X(0)+{x}, donde X(0) es el RACS a.s. compacto asociado con la
probabilidad P (-;0). X(0) es lo que llamaremos grano primario del modelo booleano
estacionario.

Dado Q proceso puntual de Poisson en C' entonces u(Q)={u(K) / Ke &}
constituye un proceso puntual de Poisson en E.
A=UfK /Ke}

tiene por funcional asociada la siguiente:

108QK) =1(F'y) = & [Pu(Fyix)dx = [Ty yi0x
E E

Pero
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a [Py Oix = 2 [P{{XONE+ x0T =
E E

- aB(V(X(0)+IE))

donde V indica volumen utilizando el conocido resultado de Robbins (1944,1945).
En consecuencia:

QK) = exp{-a.E(V(X(O)HZ))}- con KeC' [1.4.1)

De hecho, suponiendo E=R¢ podemos enunciar el siguiente resultado.

Proposicién 1.4.3
Sea A un RACS y y(K)=-1ogQ(K)=-logP(ANK=(J). Las siguientes condiciones
equivalen:
a) EIRACS es un modelo booleano con granos compactos.
b) Existe una clase {A(x) / xe R4} de RACS a.s. compactos y medibles respecto x,
lo que significa que '
VKeC x->Tx(K)=P(A(x)e 3K)

es medible, y un proceso puntual de Poisson IT sobre R4 asociado con una medida o-
finita p tal que

JTX(K)p.(dx) <o VKeC
y A es equivalente a xke.hA(x).
¢) VKe C, y(K)<eo y W(K)= | Ty (K)p(dx)

para una medida o-finita positiva . sobre R4 y una clase p-medible T,, xe R4, de
capacidades de Choquet asociadas con RACS a.s. compactos.

Vistas estas caracterizaciones es claro que el modelo booleano asociado a una
medida 7y estacionaria puede ser considerado un proceso puntual marcado cuyo espacio
de marcas son los conjuntos compactos no vaciés (C'). Notemos también que la
constante a que aparece en [1.4.1] es la intensidad del proceso puntual de Poisson u(Q)
o IL. A estos puntos en lo sucesivo los denominaremos gérmenes del modelo. Es
evidente que un modelo booleano estacionario viene caracterizado por la intensidad del
proceso ITy por X(0), grano primario. En el resto del trabajo utilizaremos 1a siguiente
definicién. '
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Definicién 1.4.4

Sea IT={x;,X5,....} un proceso puntual de Poisson estacionario con intensidad 6.
Sean X,Xs,... una sucesién de RACS a.s. compactos, independientes e idénticamente

distribuidos que son independientes de IT y tales que Ekd(X+f()<oo VKeC. ..
Entonces: '

400
A=l Xi+Xp

- €5 un modelo booleano con grano primario X e intensidad 6. Lo denotaremos' A=(X,0).’

A continuacién indicamos algunas aplicaciones y propiedades del modelo booleano.
Para todo cuanto sigue son de interés las siguientes referencias: Berman (1977), Cressie
y Laslett (1987), Diggle (1981), Dupac (1980), P. Hall (1985), Hanisch (1981),
A M.Kellerer (1983, 1985, 1986), H.G.Kellerer (1984), B.Matern (1960), Matheron
(1975), J.Ohser (1980), Pitts (1981), Schwandtke, Ohser y Stoyan (1987), Serra
(1980, 1982), Stoyan (1979), D.Stoyan y H.Stoyan (1980), W.Weil y J.A.Wieacker
(1983) y Yadin y Zacks (1985).

Aplicaciones del modelo booleano

En Serra (1982) y Stoyan, Kendall y Mecke (1987) se puede encontrar una
completa relacién de referencias sobre modelizacién de situaciones reales utilizando
RACS booleanos. Una idea de la diversidad de las mismas la tenemos observando que:

- Diggle (1981) modeliz6 la distribucién del brezo en un bosque mediante un
modelo booleano de bolas aleatorias cuya distribucién de probabilidad del radio supuso
que se distribuia segin una Weibull.

- A.M.Kellerer (1983) estudié el niimero de impactos recibidos sobre un dosimetro
asi como la mayor o menor potencia media de los mismos suponiendo que la imagen
producida seguia un modelo booleno de bolas aleatorias.

- Matern (1960) lo utiliza para la modelizacién de bosques.

Nos parece de interés hacer alglin comentario sobre las posibilidades y limitaciones
que presentan los RACS booleanos en su utilizacién para modelizar im4genes o formas
tridimensionales. . _

La hipétesis més restrictriva de su definicién es la de ir}ﬁependencia entre los
distintos granos primarios. En una imagen formada por impaf.tos producidos sobre una
placa fotogréfica, donde los granos podrian asimilarse a los impactos, la hip6tesis de
independencia parece razonable. Sin embargo, estos casos son excepcionales. En el
ejemplo de Diggle (1981) es muy poco asumible que €l crecimiento mayor o menor de
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una planta no afecte el de las plantas cercanas. En general en todos los ejemplos
biolégicos esta situacién se dard. Con caracter generico, en el libro antes citado, Stoyan
hace las siguientes consideraciones criticas:
i) Supongamos un sistema de particulas en el espacio muy dispersas ( o lo que en
términos del modelo significaria una intensidad pequefia del proceso de gérmenes en
‘relacién al tamafio de los granos). Dicho sistema estar4 formado en su mayor parte por
particulas aisladas sin contactos entre si. Si a partir de los datos empiricos ol;tencmos un
buen ajuste de algin modelo booleano, este nos da una idea razonable sobre la propia
- formacié6n del sistema. La hip6tesis de independencia no supone un gran inconveniente
en la medida en que apenas hay contactos.

ii) Conforme aumenta la intensidad del proceso de gérmenes en relacién al tamafio
del grano primario los modelos booleanos resultantes dan lugar a sistemas més y mé4s
complejos. Supongamos que el modelo real que pretendemos modelizar es muy
irregular. Un buen ajuste de un determinado RACS booleano al modelo real no ha de
interpretarse como una explicacién de ninguna realidad fisica, en particular de la génesis
del modelo real.

En RACS y con carécter general, podemos adoptar el criterio de que un buen ajuste
de una situacién real a un modelo teérico nos permite una estimacién més exacta de
caracteristicas del sistema sin que esto suponga una identidad de la formacién del
sistema real con la construccién del modelo ajustado. En este sentido Serra ( 1980,
1982) observa cémo en la modelizacién de ciertos yacimientos minerales lo que mejor se
ajusta a un modelo booleano no es el mineral sino su complementario, los intersticicios
que quedan entre 1a materia s6lida.

En los 1ltimos afnos se ha realizado una generalizacién del modelo booleano clésico
a funciones de gris, esto es funciones definidas de R9 en R, conocidas como funciones
aleatorias booleanas. El objeto de la generalizacién es la obtener modelos con
propiedades anélogas a las de los conjuntos booleanos que nos permitan el estudio de
imégenes a niveles de gris. Los trabajos en esta direccién son escasos y los de mayor
interés son: Serra (1985), D. Jeulin y P.Jeulin (1981) y F.Preteux y M.Schmitt (1986,
1987).

Propiedades

A=(X,8) un modelo booleano en R4,
a) A es estacionario.

b) Es estable para dilataciones. Si Ke C entonces A+I*( es un modelo booleano con

la misma intensidad y cuyo grano primario es X+K.
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c) Las secciones de A siguen siendo modelos booleanos. Incluso si consideramos
una seccién gruesa limitada por dos planos paralelos de normal u y proyectémos esta
seccién sobre un plano ortogonal a u seguimos teniendo un modelo booleano. No
insistimos en las propiedades estereolégicas del modelo booleano en tanto que nuestro
" trabajo estd dedicado a modelos bidimensionales.

" d) Es infinitamente divisible. |

e) El nimero de granos primarios que tocan a2 Be ®(RY) sigue una distribucién de

 Poisson de pardmetro GE.%d(P,<+ﬁ)» .

Definicién 1.4.5
Definimos 1a fraccién de volumen p como la fraccién media de volumen ocupada
por A en una regién de volumen unidad. Si suponemos que A es estacionario entonces
=P(0g A).

) p=1-exp{-eEkd(X)}=l-cxp{-6a} donde a es el volumen medio del grano
primario.

Definicién 1.4.6

Definimos la covarianza en he R4 como C(h)=P(0,he A).

Es evidente que la covarianza es la fraccién de volumen de AN(A-h). En modelos
booleanos se tiene la siguiente expresién.,

2
g) C(h)=2p-1+(1-p) cxp{BVx(h)} donde V (h)=EA d(Xn(X-h))
Si el RACS A ademis de ser estacionario es isotrépico entonces Cy Vy solamente
depende del modulo de h.

Definicién 1.4.7
a) Sean M,K,K'e C. Decimos que K y K' estdn separados por M si para cualquier
xeK y x'eK" el segmento [x,x']={(1-A)x+Ax', 0<A<1} toca a M, es decir, [x,x7TM.
b) Si A es un RACS y Q(K)=P(S"K) VKeC entonces se dice que A es semi-
markoviano si
QEKUK'UM)QM)=QKUM)QK'UM) [1.4.2]
para cualesquiera M,K,K'e C tales que K y K' estdn separados por M.

Notemos que si M es tal que Q@M)=0 la igualdad [1.4.2] siempre se verifica. Si
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QM) es no nulo entonces [1.4.2] se verifica si y sélo si ANK y AnK' son
independientes bajo la hipétesis de que F™M se verifica.

h) A=(X,0) tal que X es a.s. convexo y compacto. Entonces A es semi-
markoviano.

El problema de la unicidad del grano primario en modelos booleanos equivalentes ha
sido completamente resuelto en Preteux y Schmitt (1987).

1.5. RACS CONVEXOS Y COMPACTOS. CONJUNTO ESPERADO.

El estudio de los RACS que, con probabilidad uno, son convexos y compactos tiene
interés en s{ mismo. Algunos problemas que se presentan son la caracterizacién de
envolturas convexas de muestras de vectores aleatorios, leyes de grandes nimeros y
teoremas centrales del limite, etc. Algunas referencias son: Arstein (1983), Arstein y
Vitale (1982), Eddy (1980, 1981, 1983), Eddy y Gale (1981), Eddy y Trader (1981,
1982), Lyashenko (1982, 1983), Matheron (1975), Puri y Ralescu (1983), Vitale
(1977, 1979, 1981, 1983, 1987), W. Weil (1982).

Nuestro interés particular en este tipo de RACS se justifica en tanto nos sirven como .
granos primarios para la construccién de modelos booleanos. En lo que sigue hacemos
una breve exposicién de los resultados que vamos a utilizar en el resto de los capitulos.

Proposicién 1.5.1
E=R2. Si X es un RACS isotrépico y a.s. convexo entonces para todo Ke Con(C")
(convexos, compactos no vacios).

EA{X+K) = E\{X)}+5-UK)EUK)}+AAK)

donde U(K) denota el perimetro de K. En particular si A=(X,0) es un modelo booleano
en R? cuyo grano primario X €s a.s. convexo y compacto, se seguird que:

Q(K)=P(AﬁK=®)=exp{—6E7\2(X+ f&)}:exp{ —9[EM(X)+—2—IEU(K)EU(X)+7\2(K )]}

VKe Con(C"
Es decir, Q sobre Con(C') viene determinada por 6, a=EA,(X) y s =EU(X).
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Proposicién 1.5.2

E=Rd. Para heR¢ y Ke Con(C’) denotamos V(h)=A;(KNKy) donde Ky=K+{h}.
En concreto:
V(h)=11K(x)1K(x+h)dx

(--r J -
E

(CLVES 'Sy Ande

donde 1y es la funci6n indicatriz del conjunto K. Se verifican los siguientes resultados:
1) V(0)=2A,4(K).
- 2)0sV()<V(0) con heE.

3) J-V(h)dh= (xd(K))Z
E

4) Sea ue S, (esfera unidad). Para cualquier 120 denotaremos:

V0= (KK, )

'Y(r»u)""?\-d_](rl,r (KnKru)
donde I'I‘l ,K es la proyeccién de K sobre el hiperplano ortogonal a u. Entonces se tiene:
a) La funcién r—V(z,u) es no creciente, continua en cualquier r20 y admite derivada
continua igual a’-Y(r,u) sobre el intervalo abiefto definido por r>0y V(r,u)>0.
b) La funcién r—7(r,u) es continua por la izquierda en cualquier r>0 y por la
derecha en cualquier r20 tal que V(r,u)>0. Ademis si K tiene interior no vacio,

r—>V(r,u) admite en r=0 derivada por la derecha igual a -y(0,u), y en cualquier r>0
derivada por la izquierda igual a -y(r,u).

Funciones soporte sobre la esfera unidad y RACS a.s. convexos y
compactos.

Una importante idea, que se remonta a Minkowski, es que un compacto convexo K
puede ser identificado con su funcién soporte definida como:

Definicién 1.5.1
rK(u)=max{(u,x>/xeK} ues,

rx es una funcién continua sobre Sy. La ideatificacién entre conjunto convexo
compacto y funcién soporte se justifica en base a: |
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Proposicién 1.5.2
E=Rd. Para he R4 y Ke Con(C') denotamos V(h)=A4(KNK}) donde Ky =K+{h}.
En concreto:

V(h)=| 14 (x)14(x+h)dx
E

donde 1k es la funcién indicatriz del conjunto K. Se verifican los siguientes resultados:

1) V(0)=A4(K).
- 2) 0sV(M)<V(0) con heE.

3) j V(h)dh=(xd(1<;))2
E

4) Sea ue S, (esfera unidad). Para cualquier r=0 denotaremos:

V(ru=Ay(KKy)

Y=g ([T, KKy,)
donde IT ,K es la proyeccién de K sobre el hiperplano ortogonal a u. Entonces se tiene:

a) La funcién r—V(r,u) es no creciente, continua en cualquier r20 y admite derivada
continua igual a -¥(r,u) sobre el intervalo abierto definido porr>0 y V(r,u)>0.

b) La funcién r—7y(r,u) es continua por la izquierda en cualquier r>0 y por la
derecha en cualquier r20 tal que V(r,u)>0. Ademds si K tiene interior no vacio,
r—>»V(r,u) admite en r=0 derivada por la derecha igual a -y(O,u), y en cualquier r>0
derivada por la izquierda igual a -y(r,u).

Funciones soporte sobre la esfera unidad y RACS a.s. convexos y
compactos.

Una importante idea, que se remonta a Minkowski, es que un compacto convexo K
puede ser identificado con su funcién soporte definida como:

Definiciéon 1.5.1
rK(u)=max{(u,x)/xeK} ues,

rx es una funcién continua sobre S,. La identificacién entre conjunto convexo
compacto y funcién soporte se justifica en base a:
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Proposiciéon 1.5.3
1) Tg=Tg & K=K'

2) KeK'& Iy STy

3) . = Tx Hg
4)r g =0r; Vo0

Como consecuencia de estas propiedades la funcién

:Con(C") — R (funciones soporte sobre la esfera unidad)

K—)rK

es un isomorfismo que conserva el orden.
Si K,K'e Con(C") definimos su distancia de Hausdorff como:
p(K.K") = inf{e>0 / KcK'+eB, K'cK+¢B}

donde B es la bola unidad cerrada. En particular se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 1.5.4

p(KK) = max {HK(u)-rK.(u)l} [1.5.1]

Por lo tanto ¥ es una isometria si consideramos sobre Con(C') la métrica de
Hausdorff y sobre R la indicada en el segundo miembro de [1.5.1].

Si X es un RACS a.s. convexo y compacto, asociado a €] tendremos una funcién
soporte aleatoria definida sobre la esfera unidad. Trabajar con uno u otro seré por, lo
comentado, equivalente.

Conjunto esperado

Un procedimiento habitual en Geometrfa Estoc4stica es promediar funcionales
escalares, tales como el 4rea o el perimetro, sobre distintas realizaciones de una figura
aleatoria. En 1975, Arstein y Vitale plantearon otro posible modo de obtener
informacién sobre "valores medios" de dichas figuras o conjuntos aleatorios. Estos
"valores medios" ya no son cantidades numéricas sino conjuntos. Es lo que se conoce
como conjunto esperado y estd basado en la integral de funciones a valores conjuntistas -
debida a Aumann (1965). _ '

Para motivar la definicién de conjunto esperado de un RACS a.s. convexo y
compacto vamos a dar un ejemplo debido a Vitale (1987):

Sean K y K' convexos y compactos fijos. Definimos el conjunto aleatorio X que
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con probabilidad 1/2 es igual a K y con probabilidad 1/2 es igual a K'. Podemos
suponer que X toma un valor u otro de acuerdo con el lanzamiento de una moneda. Es
bastante razonable considerar que un conjunto medio podria ser (1/2)K+(1/2)K'. Este
conjunto estd formado por los puntos de 1a forma (1/2)x+(1/2)x' donde xe K y x'eK".
Consideremos todos los vectores aleatorios que toman uno u otro valor de acuerdo con
el lanzamiento de 1a moneda y que adem4s son compatibles con X segin el siguiente

criterio: cuando X=K el vector toma un valor xe X=K y anélogamente cuando X=K/, el
vector coincide con algtin x'e X=K', El valor esperado del vector seria (1/2)x+(1/2)x".

-Si consideramos el conjunto unién de todos estos valores esperados obtendriamos.
(1/2)K+(1/2)X".

Definicién 1.5.2 _
Sea X un RACS a.s. convexo y compacto. Decimos que z es una seleccién si:
a) z es un vector aleatorio. '
b) z(w)e X(w) (a.s.).
Se define la esperanza de X o conjunto esperado de X como:
EX= {Ez/ z es una seleccién de X y Ej4 |<oo}

donde }|es la norma euclidea del vector. Denotamos por IIKI I= p({O},K), entonces si

El |X||<oo tenemos asegurada la existencia de EXe Con(C'). Ademés se prueba el
siguiente resultado:
Lema 1.5.1
X RACS a.s. convexo y compacto, entonces,
rEX(u)=E rx(u) Yue So
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1.6. FUNCION DE DISTRIBUCION DE CONTACTO

La complejidad de los conjuntos aleatorios cerrados obliga a que su estudio
estadistico se realice observando caracteristicas concretas del mismo. En la introduccién
al capitulo tres se hace un extenso comentario sobre esta cuestién. Entre las
caractenstxcas asociadas a un RACS cstacmnano y en particular a los booleanos, ha
tenido una atencién cspeaal 1a funcién de distribucién de contacto (Serra, 1982; Stoyan
-Kendall, Mecke, 1987 y Berman, 1977). o ‘

La funcién de distribucién de contacto depende de la eleccién de un conjunto Be C
tal que contenga el origen. Dado este B se define:

Definicién 1.6.1
A RACS estacionario y Be Cy (compactos que contienen al origen). Se define la
funcién de distribucién de contacto asociada a B como:

P (Oe A+x1§)

HB(x)=1-P(Oe A+xB / Og A) =150z )

Vx=0

Si B es un segmento unidad hablaremos de la funcién de distribucién de contacto
lineal que en RACS no isotrépicos seré distinta segin la direccién. Si B es la bola
unidad entonces Hp es la funcién de distribucién de contacto esférica. Sen las dos
situaciones de mayor interés préctico. La interpretacién fisica de ambas distribuciones es
simple:

-Tomamos un punto cualquiera de los poros de A (=A€). En particular Oe A€.
Consideramos la semirecta con origen en O y una direccién prefijada por nosotros. SeaL
la variable aleatoria que nos da la longitud del segmento determinado por Oy el primer
punto de A. La funcién de distribucién de L es la funcién de distribucién de contacto
lineal.

-Anélogamente tomamos Oe AC. Desde 0 medimos D la menor distancia euclidea al
RACS. Esta cantidad aleatoria tiene por funcién de distribucién la de contacto esférica.

Variables D y L en modelos booleanos

Sea A=(X,0) un modelo booleano bidimensional isotrépico y con el grano primario
a.s. convexo y compacto. Zin este caso las distribuciones de D y L tienen una expresién
simple. En concreto tenemos:

FD(x)=1-exp{—6 [EU(X)x+7tx2] }=1-exp{-6[sx+nx2] }si x20 [1.6.1]
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F, (x)=1-ex -G%x} si x20 [1.6.2]

donde s denota el perimetro medio del grano primario.

1.7. PROBLEMAS ESTADISTICOS EN RACS BOOLEANOS

Nuestro trabajo se centra en modelos booleanos bidimensionales. En consecuencia
en todo el apartado suponemos que trabajamos en R2. '

Informacién muestral

En estadistica de conjuntos aleatorios se dispone habitualmente de uno de los dos
tipos siguientes de informacién:

a) Una o varias realizaciones conocidas a través de una ventana de muestreo W,
Cada una de estas realizaciones se supone digitalizada. Asumiremos que los errores
introducidos por Ia digitalizacién son despreciables.

b) Informacién obtenida mediante un muestreo disperso. Suponemos unos puntos
{X;}i-1,..n alejados entre si y a partir de cada uno de ellos observaremos alguna
caracteristica del RACS. Si suponemos unos puntos suficientemente alejados las
medidas obtenidas a partir de cada uno de ellos son aproximadamente independientes.
En el capitulo 2 justificaremos esta afirmacion.

Problemas

Una exposicién simple y completa de los problemas estadisticos en modelos
booleanos y RACS cualesquiera, puede encontrarse en Stoyan, Kendall y Mecke
(1987).

En un primer nivel se plantea la estimacién de las caracteristicas bésicas de un RACS
cualquiera: fraccién de volumen (p), covarianza (C(h) con he R2) y funcién de
distribucién de contacto (Hpg) asociada a distintos B. Observemos que la estimacién de
las tres cantidades se reduce a la estimacién de la fraccién de volumen de conjuntos
‘_ aleatorios que se obtienen mediante transformaciones del RACS original. De hecho,

- C(h) seria la fraccién de volumen de AN(A-h) y Hp(x) la fraccién de volumen de A+xB.
Los métodos propuestos para la estimacién de p son tres fundamentalmente:
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1) Conteo puntual.
Tenemos xy,...,X, puntos de muestreo y para cada uno observamos si el punto estd
o no en el conjunto. El estimador de p seria:

n
f’z"“}ll' ;IA(’%)

1/5 es un estimador insesgado.. Algunas referencias sobre este método de estimacién son
Matern (1960), Peter Hall (1985) y Diggle y Ter Braak (1982). Notemos que utilizamos
informacién obtenida mediante un muestreo mas o menos disperso.

2) Método lineal. ‘ ,

Supongamos N segmentos lineales paralelos de longitud 1 sobre una realizacién del
RACS. El estimador de p seré:

A L
pb=ﬁ

siendo L la longitud total de la parte de los segmentos cubierta por el RACS A.
Informacién acerca de este método puede encontrarse en Stoyan (1979).
3) Medida de 4reas.
Suponemos que conocemos ANW de A. El estimador de p seria
A M (ANW)
| e — AL,W)
Supongamos que queremos estimar C(h)=P(0,he A¢)=Q({0,h}), el estimador
natural basado en medida de 4reas serfa: '
A({x/xx+he AnW}) A, ((AnW)0{0,-h})

lz({x/x,x-t»heW}) - lz(WO{O,-h})

En general dado cualquier K el estimador natural, que es insesgado, de Q(K) serd
(Ripley, 1986;Serra, 1982)

2, /(anw)ek]

[1.7.1]

Q({0,h})

QXK)
lz(WGf{) [1.7.2]
De donde el estimador de 1a funcién de distribucién de contacto seré4:
I,:IB(x)=lg(Oe A+xf3) = « Z{C“XB) A (WGXB)} [1.7.3]

xz(wexﬁ)
que también es insesgado. Mase (1982) estudia propiedades asintéticas de los

estimadores de la fraccién de volumen.
En un segundo nivel tenemos los problemas especificos del modelo booleano que
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podemos dividir en dos grupos: :

1) Contrastar si una imagen dada puede ser razonablemente bien modelizada
mediante un modelo booleano.

2) Estimacién de valores asociados al modelo como 6, intensidad, o s y a, perimetro
y 4rea medios del grano primario.

Para el primer problema el método, practicamente dnico, que se utiliza es el
siguiente: si suponemos que el modelo booleano es isotrdpico entonces

Jog (1-Hy(x) ) = Osx+6mx® V20 [1.7.4]
Tomamos distintos conjuntos B y para cada uno de ellos estimamos la funcién de

distribucién de contacto empirica ﬁB. Si -log (1 —HB(x)) puede ser bien aproximado por
un polinomio cuadrético entonces podemos considerar que el modelo booleano se ajusta
bien a la imagen. Este método fue propuesto por Serra (1982). Informacién acerca del
mismo puede encontrarse en Ripley (1986) y Cressie y Laslett (1987).

Si nos planteamos la hip6tesis més restrictiva de que la imagen siga un modelo
booleano concreto entonces Diggle (1981) propuso un test basado en los métodos de
Monte Carlo que explicamos con detalle en el capitulo 3.

En relacién al segundo problema, los métodos de mayor interés para la estimacién
de los pardmetros del modelo son, en nuestra opinién, los tres siguientes:

a) Mediante la estimacién de la funcién de distribucién de contacto.

En el método descrito para el primer grupo obtendriamos unas estimaciones de los
coeficientes de x y x2 en [1.7.4] que nos permitirian estimar 0 y s.

b) Si & denota el drea de ANW, B el perimetro de ANW sin incluir la parte
correspondiente a las aristas de la ventana y % la constante de Euler-Poincaré de ANW
(es decir, el nimero de componentes conexas menos el nimero de agujeros (Matheron,
1975, capitulo 4)) entonces (A.M. Kellerer, 1983, 1985; H.G. Kellerer, 1984)

Ea =2,(W) (1 -exp{-Ga})
Ef = 957\.2(W yexp{-6a}

UW) 2h,(W)s?
o -0 y -11+1

Eyx= cxp{—ea}{ekz(W)+es
sustituyendo Eat, EB y Ex por los valores de las variables obtenidos de una realizacién (
si tenemos varias por sus promedios) podemos estimar 6, ay s. Ver también W. Weil
(1987) y A.M.Kellerer (1986). A.l‘.-'I;Kellerer (1985) realiza un estudio empirico de las
varianzas de los estimadores. A-Schwandtke, J.Ohser y D. Stoyan (1987) presentan
también un método similar. L ' '

¢) Dupac (1980) consideré modelos de bolas aleatorias cuyas radios se distribufan
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normales. Utilizando los radios de las bolas no deformadas (frontera no cubierta) por el
resto de los granos primarios y estudiando la relacién con la distribucién original del
radio estimé la intensidad y los pardmetros de la distribucién del radio original. En
capitulo 4 se explica el método y se generaliza a otras distribuciones no normales.

Sefialemos, por dltimo, que hip6tesis adicionales sobre la forma del grano primario,
por ejemplo que se trata de bolas aleatorias, proporcionan, a través de la estimacién de a
y s, mayor informacién sobre la distribucién del modelo.



CAPITULO 2
GRANO PRIMARIO Y CONJUNTO ESPERADO

En la definicién de un RACS booleano aparecen dos elementos diferenciados e
independientes entre si: un proceso puntual de Poisson, que son los gérmenes (IT), y
. un RACS que habitualmente supondremos a.s. convexo, compacto € isotrépico que es
el grano primario (X). Esta misma definicién sugiere el interés Que puede tener el
estudio aislado del grano primario. Un ejemplo: si aproximamos el grano primario
aleatorio X por un grano méis simple, como puede ser un conjunto fijo, y
consideramos el modelo booleano con la misma intensidad pero en lugar del grano
original el conjunto fijo. ; En qué sentido estdn préximos ambos RACS?

En el capitulo 1 se ha comentado que uno de los problemas estadisticos del
modelo booleano més trabajado es la estimacién de valores medios del grano primario
tales como el 4rea y el perimetro. Intentamos "conocer' un conjunto aleatorio mediante
cantidades numéricas. Sin embargo, como vimos en el apartado 5 del tema 1 es mis
razonable intentar conocer valores medios que a su vez sean conjuntos. En lo que
nosotros sabemos la estimacién del conjunto esperado del grano primario en RACS
booleanos es un problema précticamente sin plantear.

Entre otras posibles, las cuestiones anteriores justifican el estudio del grano
primario al margen del modelo que pueda generar. Sin embargo, siempre pensaremos
en las implicaciones que una propiedad del grano pueda tener en el modelo total.

En el apartado primero se plantea la cuestién de la aproximacién de RACS a.s.
convexos y compactos por conjuntos fijos asi como una generalizacién de la
desigualdad de Tchebychev.

El segundo apartado estd dedicado al problema de obtener condiciones para el
muestreo disperso en modelos booleanos utilizando una propiedad del conjunto
esperado.

El tercer y tltimo apartado se dedica al problema antes comentado de la estimacién del
grano primario esperado.
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2.1. APROXIMACION DE RACS A.S. CONVEXOS Y COMPACTOS.

El conocimiento de la esperanza de una variable aleatoria no nos determina su
distribucién. Sin embargo, conocer la esperanza de la variable nos da un valor medio
de los valcres que tiende a tomar-y dlrededor del cual se concentra. El objeto de este
apartado es mostrar que el conjunto esperado mantiene propiedades anédlogas a la
esperanza de una variable aleatoria motivando la necesidad de su estimacién como un
modo razonable de estudiar el RACS. o

Sea T una métrica definida sobre Con(C )Yy X un RACS a.s. Convexo y
compacto. Dado Ke Con(C') entonces E[T(X,K)] y E[t?(X,K)] son medidas
naturales del error medio que cometemos estimando X por K. En este apartado nos
planteamos el problema de determinar el conjunto Ke Con(C') tal que

E[«(X.L)]= g} C,)E[I(X K)]

HP(X.L)) =, min ., HE(XK))
En particular vamos a considerar las siguientes métricas donde K,K'e C'

p(K,K') = inf{e>0 / KcK'+¢B, K'cK+eB} = sup IrK(u)-rK.(u)I [2.1.1]
0

sin duda la de mayor uso en la teoria de RACS a.s. compactos.

HEKX) = “rK(u)-rK(u)Idu | [2.1.2]
S, ) |
2
HKK) = {f |rK<u)-rK<u>|2du} [2.1.3]
. SO

‘Definicién 2.1.1
Si X es un RACS a.s. convexo y compacto entonces definimos la varianza de X
como

var(X) = H1{X.EX)]
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Definicién 2.1.2

X RACS a.s. convexo y compacto. Sea rx(u) con ue Sy su funcién soporte
asociada. Definimos el conjunto mediana M como aquel que tiene por funcién soporte
rv(u), mediana de rx(u).

)

Nota 2.1.1

En la definicién anterior se asume la existencia de, al menos, un conjunto
mediana. Por ejemplo, si exigimos:

- a) Unicidad de 1a mediana de rx(u) para todo ue S;.-

b) Si m(Z) es la mediana de Z entonces m(rx(u)+rx(v)) < m(rg(u))+m(rx(v)) para
u,ve Sy.

Entonces la funcién ), definida en [2.1.3] es una funcién soporte (Rockafellar,
pagina 114).

Ejemplo 2.1.1

Sea X=¢K donde ¢ es una variable aleatoria con mediana tnica y Ke Con(C')
entonces:

r(u) = m(Q)rx(u) Vue Sy

Proposicién 2.1.1
X RACS a.s. convexo y compacto. Se tiene:
1) EX minimiza sobre Con(C") las siguientes expresiones:

2
1.2) itelgo J Irx(u)- K(u)l P(dw)

1.b) (X K))- J [ |- )] atw Pre)
SO

2) M minimiza sobre Con(C') las siguientes expresiones:

2.2) sug J IrX(u)-rK(u)lP(dm)
ue 0

2.b) Jj er(u)-rK(u)Idu P(dw)
S

Demostracién
1) Sea ue S fija. Entonces:

J Irx(u)-rK(u) lz P(éwr -
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es minima si rg(u)=Eryx(u). En consecuencia si K es tal que para casi todo u se da la
igualdad anterior entonces K minimizar

gggoﬁ[ |e- )| Praes)

Por la misma razén y aplicando el teorema de Fubini EX minimiza 1.b.
2) Anéloga basédndonos en que

J er(u)-rK(u)lP(d(o)
es minimizada si rg(u)=m(rx(u)).

Nota 2.1.2

(Es cierto el resultado para la métrica de Hausdorff? Una respuesta afirmativa
supondria que en la ecuacién 1.a de proposicién 2.1.1 podemos intercambiar el
supremo y la integral, lo cual en general no es cierto. Sin embargo, el resultado si es
cierto para bolas aleatorias.

Lema 2.1.1
X=0B siendo ¢ una variable aleatoria positiva y B la bola unidad cerrada centrada
en el origen. Entonces

E[p?X.K)] 2 E[p?(X,EX)]=var(X) VKe Con(C)

Demostracién
a)Supongamos que K=cB con c20 entonces es trivial ya que:

E[p2(X,cB) ] = Ep*(9B,cB )= E(¢-c)* 2 E(p-E¢ ) =Ep2(X,EX)

ya que EX=(E¢)B.
b) Si Ke {cB / ¢20} sea ¢, una constante elegida de modo que:

p(K,(poB) = gpgg p(K,(pB)
Se verifica
p(K.9B)- p(K.0B ) = Jo-0o|= P (0oB.0B)
Veémoslo. Supongamos que ¢>(¢, entonces
p(K.oB )= inf{o>0 / KcpB+0B, pBCK+0B } [2.1.4]

Sigg=p (K,cpoB) sabemos que
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Kco B+ BcoB+e BooB+aB Voe,

Por lo tanto de las dos inclusiones en [2.1.4] la que no va a verificarse es la
segunda.
¢,BSK+g, B

Consideran.os las funciones soporte de los dos conjuntos
r%B(u) =@ Yue S, Iy +E‘)B(u) = K(u)+£0

PpSTx()+€, & (po+((p-cp0)s rK(u)+eo+((p-(po) =
TS r’K+‘(ed+(¢-¢o))B B QB;K+(€0+((P ,-(po)}B ‘

La prueba serfa andloga si ¢<Q,,.
Por tanto se sigue que:
P(K,9B) = p(K,%B) + (9-99)= p(K,chB) +p(peB.oB)

Hp*(K,9B)2 E{pz((poB,(pB)] >Ep*(E9B,pB )= var(X)

Una vez comprobado que EX es un buen estimador de X parece natural estudiar
cotas de la distancia entre EX fijo y X aleatorio. En definitiva cotas del tipo dado por

la desigualdad de Tchebychev para variables aleatorias. Sea var,(X) = EHg(X,EX).
Se tienen los siguientes resultados.

Lema 2.1.2

'L,P( @] > e) dus Va:z(x)

Demostracién
var, (X) _

> .912 [L[ |yt au Prew) > JP( |ryco>- I_:X(u)|>.e,) du

Proposicion 2.1.2
X RACS a.s. compacto y convexo.
. var, (X)
P(X+eBCEX)+P(EX+eBcX) < - Ve>0
e“mes(Sy)

siendo B la bola unidad y
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mes(So)= du
SD

Demostracién

1@_3_(2(_) 25[}’( lrx(u);rEx(u)|>£) du 2 mes(S,)) 32% P( Irx(u)- E,((t.l) |>e) >

2 mes(So) P(‘ilgjs”o !rx(u)- EX(u)|>eJ
%21;0 Irx(u)-rE-X(u)I->e & Vue SO lrx(iz)- EX(u)l>£ =

o {V ue Sq ry(u)-rey(u) > e} o { Vue S, rF_X(u)-rx(u)>e}
La dltima equivalencia es una consecuencia de la continuidad de rx(u)—rEX(u).

YueS 0 Ix(W)-Tpx(0) 28 & 1y() 2 Ty (WHESTLy (W) + 5 (W)=

< EX+eBgX
Vue S, (W)W 2 < X+eBCEX

P( inf, Irx(u)- 'Ex(u)|>e] = PEX+eBCX 6 X+eBCEX )=

= P(EX+€B;X)+P(X+¢B§;EX)

2.2. MUESTREO DISPERSO. ESPERANZA DEL GRANO PRIMARIO

Es un procedimiento usual en estadistica espacial (fundamentalmente de procesos
puntuales) tomar una serie de puntos suficientemente alejados entre si y a partir de
estos realizar una serie de medidas. Por ejemplo, distancia desde estos puntos al
vecino més préximo del proceso, o al segundo vecino més préximo, etc asumiendo
que los valores obtenidos constituyen aproximadamente una muestra aleatoria. En este
apartado nos planteamos, para el modelo booleano, en qué medida un procedimiento
de este tipo da lugar a muestras aleatorias (por ejemplo, de la funcién de distribucién
de contacto). El resultado en que nos apoyamos es una generalizacién de la
desigualdad de Brunn-Minkowski para RACS a.s. convexos y compactos debida a
Vitale (1987).
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Teorema 2.2.1
Sea A un modelo booleano en R4 con grano primario a.s. convexo y compacto tal

P
que existe EX. Sea Ke C' tal que K=iK=Jl K, donde K;e Con(C") verificando:
Ag ((Exu'&i) N (EX+1'<J.)}0 Vizj conije {1,....p} 12.2.1]
entonces
a®)- HQ(K )

Demostracion

Q)= exp 08, (X+K)} - exp{-em I xdg)}

Pero
EA| ) X+K} { PRICESE pRY ([X+K } [X+K D
- i=1 ij<,
+(-1)p?~d((X+K1) N..... ﬁ(X-{—IEp))}
Vitale (1987) demuestra que
1 1
?» EX)2 EX (0,9
Por tanto

1 1
A EX)=0 = EAS(X)=0 =4 (X)=0 (a5.) = X, (X)=0 (as.) = EX (X)=0

Bajo 1a hipétesis [2.2.1] del enunciado tendriamos que:

l{(EX-&I&J M (EX+I§)]=O
Pero es facil ver que:

E((xdéi) N (X+ﬁj)] c (EX+12J(W(EX+IZJ =
= d{ E(X+ﬁibx-:(}<+féj)}=o =EA, [(xmjh (xq?;j] }:o

En general se deduce inmediatamente que:
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En consecuencia: Q(K) = ﬁQ(Ki)

i=1
Corolario 2.2.1

o0
A=(X,0) tal que existe EX. Sea Ke C' tal que K=H K, con K;e Con(C') y

verificando:
A [(Exu?i) N (EX+12J)=0 Vi
Entonces

o -] o)
i=1

Demostracién

P
Definimos L= H K,. Entonces LTK. Q es semicontinua inferiormente (Matheron,
1975) y por lo tanto '

Jim QL) = Q)

Q(LP) - Q(Q Ki)’ ﬁQ(Ki)

i=1

s QQ(&) =ﬁ Qfk,) - e®)

i=1
Muestras aleatorias de la funcién de distribucién de contacto en modelos booleanos

Sean K y K' compactos no vacios fijos. Denotemos por Fi(x) y Fa(y) las
funciones de distribucién de contacto asociadas a K y K' respectivamente.

15,0 = 20

K"
1-F,(y) = Q_%L_

donde q=1-p denota la porosidad del RACS. Sobre una misma realizacién del RACS
observamos la variable D; con distribucién F;(x) y la variable D, con distribuci6én
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F»(y). La conjunta claramente seré:
Q(xKuyK")
P({ u®),u(K)}cA®)

~donde u(K) y u(K') denotan los centros de ias bolas que circunscriben a K y K'
respectivamente y que asumimos son los puntos a partir de los cuales observamos D,

P(D1>x,D2>y) =

y D,. Supongamos que:
2 JEX+200) A EXru(®)) = 0
A JEXHK) A (EX4yK) 2 0
entonces como consecuencia del teorema 2.2.1 se seguird que
P(D1>x,D2>y) = Qﬁ?@—m-= P(D1>x) P(D2>y) = (I-Fl(x)) (1- 2(y))

(Cémo conseguir "aproximadamente" muestras aleatorias de una determinada
funcién de distribucién de contacto asociada a un K determinado?

Para ello hacemos K'=K+h en lo anterior. Observemos la variable aleatoria D, en
el origen y en h. Denotemos los valores obtenidos por D, gy por D; y,. Entonces

Q(xKu(yK+h))
P[D, p>%.D, ,>¥)= o)
Asumiendo que
A, (EX~(EX-+h) ) =0
Ay (EX+xK)N(EX+yK+h)) = 0
entonces
P(D, >x.D, ,>y)= Q%Q%E = (1F, o) (1F,, ) (2.2.2]

Estrictamente hablando D, o y D, ;, no van a ser variables independientes. Para poder
hablar con propiedad de independencia debemos hablar de las correspondientes

variables truncadas. Por ejemplo: sea h = sup {a I hy ((EX+aK)m(EX+aK+h)) =O} y

51 la variable D, truncada al intervalo [0,1—1]. La funcién de distribucién de 51 es

pues:
F.(x)

Fx=¢ F1

1

1 si x=2h
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A partir de [2.2.2] es inmediato que -151.0 y ﬁl'h constituyen una muestra aleatoria de
tamafo dos de 51. Un h suficientemente alejado da lugar a h mayores y por lo tanto a

que la distribucién de D, y Dy sean précticamente la misma.

23. ESTIMACION DEL GRANO PRIMARIO ESPERADO

Lema 2.3.1
g: Con(C")—R verificando:
2) g(AK+(1-MK' ) = Ag(K)+(1-Mg(K) 0<1

b) g continua.
Si X es un RACS a.s.convexo y compacto se verifica que g(EX)=Eg(X).

Demostracién
Sean X;,:...,X, realizaciones independientes de X. Por la ley fuerte de los
grandes nimeros (Vitale y Arstein, 1975) se tiene que:
n
1Y%, 5 EX @9)
iel
g continua, por lo tanto:
n
g[% DX, ) — g(EX)
i=1

Por a tenemos que
n n
1 L ( )
g[?f in ) n; 8
i=1 1=

Pero

1313 5(x,) - B0 (@)

i=1 ‘

'y se tiene probado el resultado.
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Corolario 2.3.1
. Suponemos las mismas condiciones de lema 2.3.1 sustituyendo la condicién a
por:
2) g(AK+(1-M)K' )< Ag(K)+(1-M)g(K) 0<A<1

Entonces: g(EX) < Eg(X).

Ejemplo23.1 o , .
1) El conocido resultado que dice E(U(X)) = U(EX) siendo U(-) el perimetro en
- R2.En general la (n-1)-funcional de Minkowski en R® (Matheron, 1975) verifica

HW. (0]=W!_(EX)
2) s(K) = sup {rK(u)}
ue 0
SAAK+(1-MK) = suplrg, g a W) =sup {} @+ } <
ue 0 ue 0
< 2 Sup 1 (u) + (1) Sup 1y (1) = As(K)+(1-M)s(K)
ue 0 ue 0

Por tanto s(EX) < E(s(X)).
3)iK) = 3322 (). De un modo anélogo al apartado anterior tendriamos que

I(EX)2Ei(X).
4) En R siendo A,(K) la longitud de K se tiene
A QK+(1-M)K) = A A (B)+(1-MA, (K)

donde K y K' son intervalos cerrados. Por tanto A, (EX) = EA, (X).

Lema 2.3.2
X RACS as. convexo y compacto y h:Con(C') — Con(C') verificando:
a) h(AK+(1-A)K") = Ah(K)+(1-A)h(K') 0<A<1.
b) h continua.
Entonces: h(EX) = Eh(X)

La prueba es andloga a la del lema 2.3.1 aplicando la ley fuerte de los grandes
ntimeros de Vitale y Arstein (1975).
Corolario 2.32 _
Las mismas condicicues de lema 2.3.2 sustituyendo a por
2') h(AK+(1-A)K") S Ah(K)+(1-M)h(K)  0<A<1.
Entonces: h(EX) & E(h(X)).
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Ejemplo 2.3.1

1) Sea ue Sy la esfera unidad. Consideremos la proyeccién sobre el hiperplano
ortogonal a u.

1, : ConlC (Rz) ]—> con(C'(R))
K- I'Ill ,K
) TL, (AK+(1-0K') = AL, K+(1-M)IL, K'
b) IT L €8 continua (Matheron, 1975, pégina 69).

En consecuencia
E[ I, x] = I ,EX

2) Sean {v,,...,vy} elementos de Sy un conjunto de direcciones fijo y
Ke Con(C"). El estimador Lyashenko de K viene dado por

L(K / vl,...,vm) = ‘fl:? {ze R%/ z'u, < rK(ui)}

Consideramos
L: Con(C") = Con(C"

K- L(K / vl,...,vm)
Se comprueba que L es continua. Adem4s se vériﬁca que
DL\eK /v,y ) = {z / Z'ViS(X,I‘K(Vi) i=1,...,m} =
=afy/ y‘viSrK(vi)} = aL(K / vl,...,vm)
2) L(K+K' / vl,...,vm) =L(K / vl,...,vm)+L(K' / vl,...,vm)
Provemos los resultados. Sea Eg el conjunto de puntos extremos de

L(K / vl,...,vm). Anélogamente se definen Eg y Eg, k- Se tiene que

L(K / vl,...,vm) = conv(EK)
L(K' / vl,...,vm) = conv(EK)

L(K+K'/ vl,...,vm) = conv(EK+K.)
Probar las igualdades 1 y 2 es equivalente a ver que Eg, k' = Ex+Eg'. Supongamos
que los v; estdn ordenados ( por ejemplo en el sentido de las agujas del reloj). Existe
un tdnico x;e R? tal que

X, = rK(vi)

XVia© IK(Vi+1)
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Existe un dnico y;eR? tal que:
Y'ivi=rx'(vi)
y}vi+1=rx'("i+1)
Sea z;e Eg,x €l punto extremo tal que
= rK+K.(vi)= rK(vi) +T .(vi)
ZVi1= TRek (Vi+ 1 ) =Tk (Vj+1 )"’ g ("i+1)
z; es 1inico pero x;+y; también es solucién del sistema anterior por lo tanto z; = x;+y;
" En definitiva hemos probado que Eg k= Ex+Eg: v se sigue la igualdad. Podemos
pues afirmar que ELA\X / v,,...,Vy } = L(EX / v ,...,vpy

Corolario 2.3.3
A=(X,0) modelo booleano en R con X a.s. convexo y compacto tal que existe
EX. Sea A'=(EX,0). Entonces Q(K) = Q'(K) para todo Ke Con(C").

Demostracién

Q(K)=exp{-eml (x+%) }=‘ exp{-em1 (Ex:%) } ~Q'K)

Corolario 2.3.4
A=(X,0) con X a.s. convexo y compacto tal que existe EX y sea A'=(EX,0),
entonces:

1) Si X es isotrépico, la funcién de distribucién de contacto asociada a
cualquier Ke Con(C") de A y A' coinciden.

2) Para cualquier X, isotrépico o no, si H,_(u) denota un hiperplano cuya
direccién ue Sy y consideramos A(u) = ANH,_;(u), A'(u)=A'NH,_;(u) entonces los
modelos booleanos A(u) y A'(u) tienen la misma intensidad para cualquier u que
tomemos.

Demostracién
La del apartado uno es trivial. En cuanto al segundo, Matheron (1975) probé que

6(w) = 6B\ (11, X)

6(u) = BEA, (IT X )= SXI[E(HuLX)J = O, (TT,,EX) = 0'(u)
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Estimador Lyashenko de EX

El problema de la estimacién de EX se puede plantear entre otras de dos formas:
1) Asumir que conocemos X;,...,X, realizaciones independientes de X y
construir estimadores basdndonos en los X;.
2) Suponer que conocemos X;U.....X,, intersectado con una ventana de
muestreo y con esta informacién tratar de estimar el conjunto esperado EX.
La segunda situacién es la que se plantea cuando suponemos un modelo booleano
- conocido a través de una ventana de observacién. ,
Asumiendo pues que estamos en la segunda s1tuaC16n en lo que sigue se dan
algunas soluciones parciales. En nuestra opinién es un problema de un enorme interés
y completamente sin resolver.

Caso a: X isotrépico
X isotrépico implica que EX es una bola ya que X'y v(X) se distribuyen igual
para cualquier rotacién n y en consecuencia

EX—E[V(X)] = 1py(V) = (v) Vve§,

E[vo0]
Tervon)") = Hiveo ™) = ]=Hrx(v"(»)

Se sigue que
Tpy (V) = rl_:x(v'1 (v))

y haciendo variar v en el conjunto de posibles rotaciones obtenemos que rgx(v) es una
funcién constante.

EX es una bola con perimetro U(EX)=EU(X) y por consiguiente si estimamos
EU(X) tenemos resuelto el problema. En el capitulo 4 veremos distintos
procedimientos de estimacién de s=EU(X) adem4s de los comentados en capitulo 1.

Caso b: EX simétrico respecto del origen
Si V(?»u):E}.z(XhXM) con ue S y A20. Hemos comentado en capitulo 1 el

resultado de Matheron (1975) que dice
< -
7y VO»u)|k o = B (0,X)

En capitulo 4 se estudiar4 algiin método de estimacién de V(Au).

EA, (I1,.X) = 4, (TT.EX)
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VoW |
UEX) = f o ey 2 = EUCO 2.3.1]

Por tanto U(EX) es esumable bien utilizando [2.3.1], bien utilizando la relacién con
EU(X). Notemos que en este caso no se exige la isotropia. Observemos que [2.3.1]
es un resultado muy conocido pero en cualquier caso el procedimiento de prueba en lo
que nosotros sabemos si que lo es.

Notemos que

A (I'Iu J_EX) = rEx-GlJ-‘)+ rEX-(-u'L) -
Asumiendo que EX es simétrico respecto del origen se tienen las igualdades
rEx(u'L)= rEX(-u'L) Yue So
y por tanto
A (I EX) =2 0t)  Vues,

En definitiva

(u"')= —%— Vo) Il:o Yue S0

Por tanto, rpx(v) para las direcciones que elijamos son cantidades estimables. En

general tendremos estimaciones de {r EX(v )} . Lyashenko con esta informacién
i=1
sobre un conjunto convexo y compacto desconocido propone como estimador

conjuntista el siguiente:

m 2 .
L(EX ! VsV ) = Q {zeR / zviSrEx(vi)}

Si denotamos por ?Ex(vi) con i=1,...,m. La estimacién de EX que consideramos
seré:

L(EX IV sees Vi~V peees=Viy ﬁ {zeR /z'v, ..rEx(v )}

M é {ze R?/ z'(—vi)s ?EX(-vi)} = lr___m? {ze R%/ -AEX(vi) <z'v, < ?EX(Vi)}



CAPITULO 3
FUNCIONES DE DISCREPANCIA

c e

En modelos estocédsticos complejos, tales como los procesos puntuales y en
general los conjuntos aleatorios cerrados, los problemas de estimacién de los
~ pardmetros y contraste del propio modelo son tratados habitualmente observando una .
caracteristica concreta de los mismos. Ejemplos son: en procesos puntuales, la
distancia desde un punto cualquiera al punto del proceso més préximo, o desde un
punto cualquiera del proceso al vecino méis préximo; en conjuntos aleatorios, la
distribucién de contacto. En todos ellos se reduce el estudio del modelo estocéstico a
la caracteristica elegida, usualmente por tener una distribucién de probabilidad
conocida y manejable y ser facilmente observable. Vamos a representar dicha
caracteristica por F, su funcién de distribucién asociada. Esta funcién F podemos
suponerla estimable en todos los puntos x que nosotros elijamos.

Si efectivamente el modelo real que estudiamos se corresponde con el teérico que
asumimos, se tendria que F-est4 en una determinada familia paramétrica de
distribuciones, {Fm/weQ} La complejidad de los problemas reales hacen que
considerar esta situacién sea, en nuestra opinién, poco practico. Nos parece més
razonable considerar que la funcién F desconocida puede ser aproximada por un
elemento de {Fm/me Q} Este serd el enfoque que utilizaremos a lo largo de todo este

capitulo y nuestro problema fundamental, 1a determinacién de un  razonable.

El método que se utiliza es una combinacién del bayesiano y del sugerido por
Diggle (1979) para procesos puntuales y la justificacién de su uso procede de las
limitaciones que tenemos para estimar F(x) comentadas en capitulo uno. De las dos
situaciones muestrales comentadas en apartado 7 de dicho capftulo asumimos que
disponemos de realizaciones conocidas a través de una ventana de muestreo.

Las referencias fundamentales para entender la justificacion de este capitulo son la
ya citada de Diggle (1979), Mase (1982), Barnard (1963) y Baddeley (1980).
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3.1. METODOLOGIA DE DIGGLE

Supongamos que, para describir un patrén puntual, elegimos la distancia
observada desde n puntos del patrén en una regién acotada, W; a su vecino mis
préximo. Estas medidas son dependientes. Esto no es obstdculo para, a partir de estos

n valores, estimar una funcién de distribucién empirica, £, Suponiendo que el patrén
- puntual de que disponemos es una realizacién de un tipo concreto de proceso la
caracteristica observada tendr4 una funcién de distribuci6n en la familia paramétrica
{Fm/(oe Q} Sea d(.) una medida de discrepancia entre dos funciones, t(m)=d(ﬁ,F o)

Por ejemplo:
d(ﬁ,Fm}suplﬁ(x)-Fm(x)! 0 d{ﬁ,FmH]ﬁ(x)-Fw(x)[dx

donde el supremo o la integral se toman sobre un rango adecuado de valores de x.
Diggle propone estimar el valor desconocido de ® mediante el valor w* que
minimiza t(®). En el caso en que F,, no tenga una expresién analitica conocida puede

ser estimada tomando
-1
_1 s
P f

i=1

donde ﬁi estdn estimadas del mismo modo que Fa partir de m-1 simulaciones del

proceso asumiendo que el valor del pardmetro es @.

También propone Diggle un procedimiento de bondad de ajuste de la hipétesis de
que nuestra realizacién lo es de un proceso dado con un valor determinado de . El
procedimiento estd basado en Barnard (1963) y es el siguiente: generamos, con el

A .
valor dado de ®, m-1 realizaciones y estimamos F, para i=2,...,m. Suponemos que
A A N o .
F,=F. SiF, tiene una expresi6n analitica conocida sea
A
t=d F,F,

En el caso en que no conozcamos Fg, tomamos

F=LSE y -df,F)

SRS IR e Uy
j#i

En cualquiera de las dos situaciones si 2sumimos la hipétesis que deseamos
contrastar cualquier ordenaci6n de los t; es igualmente probable. En particular si tj)
denota el i-€simo t; ordenado y suponenios que la igualdad de dos t; no puede ocurrir
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entonces:

P{tl-- (i)}='r_lrf con i=1,...,m

El rango de t; nos da el nivel de significacién del test de Monte Carlo de la
hipétesis nula. Con objeto de obtener estimaciones robustas sugiere el uso de varias
caracteristicas del patrén. Este es, en esencia, el procedimiento propuesto por Diggle.
En ese mismo trabajo aplica y comprueba su bondad a una serie de patrones puntuales
simulados. Una aplicacién concreta al estudio del modelo booleano puede encontrarse

en Diggle (1981).

3.2 FUNCION DE DISCREPANCIA

En el resto del capitulo trabajaremos con funciones de densidad. Todos los resultados
y definiciones pueden igualmente ser enunciados para funciones de cuantia.

Definicién 3.2.1
Supongaxnos que sobre we 2 tenemos especificada una cierta distribucién con
densidad &,. Sea F la funci6én de distribucién de la caracteristica en estudio

y {Fm/mEQ}la familia paramétrica de funciones de distribucién mediante la cual
queremos aproximar F. Sea d(.) una distancia en R. Definimos funcién de
discrepancia , t, asociada a d como:

(w,x)=d(F,(x).Fx)) weQ,xeR [3.2.1]

Nota 3.2.1

a) t(w,x) es una medida del error cometido en x cuando en lugar de tomar F
tomamos F,.

b) t(w,x) es una funcién desconocida ya que, aunque F(x) es una cantidad
perfectamente conocida, F(x) no lo es. F(x) normalmente seré estimable practicamente
para todo x y por tanto t(w,x) también lo serd. En el siguiente apartado
consideraremos el problema de la estimacién de t(w,x) y las limitaciones que esto nos
impone en relacién a la estimacién de .

c) Normalmente supondremos que t(®,x) es una funcién acotada. Esto no supone
ninguna restriccién seria en tanto que 12F (x),F(x)20 para cualquier x de R.
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que la cota es la unidad.
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({C6émo mejorar nuestro conocimiento sobre @ partiendo de un conocimiento
previo expresado en §,? En estadistica de variables o vectores aleatorios la
informacién habitual es una muestra aleatoria x=(Xj,...,X;). En este contexto, el
método bayesiano mejora la informacién sobre el pardmetro pasando de una inicial &
a una final £(w/x) tal que

E(w/x) o E (w)f(x/w)

siendo f,(x/®) la verosimilitud de la muestra. Es decir, una mayor verosimilitud para
- un @ dado significa un mayor valor de la densidad a posteriori en ese punto, siempre
en términos relativos. |

Supongamos que nuestra informacién consiste en el conocimiento exacto de la
funcién t(w,x). ; Cémo incorporar a éo el conocimiento de t(w,x)? Por analogia con el
proceder bayesiano parece natural definir:

Definici6n 3.2.2
Dado &, funcién de densidad de probabilidad y t(w,x) una funcién de
discrepancia, definimos distribucién t-posteriori como:

Eo(@)
t(w,x)

E(w/x) a [3.2.2]

Nota 3.2.2
Es claro que a una mayor discrepancia corresponde una menor densidad t-
posteriori.

A continuacién enunciamos y probamos algunas propiedades de E(w/t) que
indican lo razonable de 1a misma en cuanto a su utilizacién para la estimacién de .

Propiedad 32.1
E|t(w,x)/t -1
[1@x)] Eo(®)
t(w,x)
Q

donde el primer miembro denota el valor esperado de t(®,x) respecto de §(wt).
Demostracién

E[t(m,x)/t]='[t(m,x)é(m/t)dop
Q



go(m) 1 _ 1
“J OO0 o O (5@
ﬁ" t(®,x) d fz[ (@) >

que era lo que queriamos probar.

t(w,x) es una medida de error. E{t(w,x)/t] es un error medio cuando sobre la

distribucién inicial del pardmetro hemos incorporado la informacién t(w,x). Puede ser
considerado como un error medio residual.

Propiedad 3.2.2
Eft(w,x)/t] < Eo[t((o,x)]

siendo Eg[t(w,x)] el valor esperado de t(,x) respecto &,. Ademés la igualdad se da si
y solamente si t(w,x) es a.s. constante respecto &, considerada como funcién de .

Demostracién
E,[t(,x]-E[(@,x)/] = |t(@x)E@)do - —L—=
3 Ey(@)
g u@x)

()
Jt((o,x)?;o(m)dco md(o 1
Q

B Iio(co)
t(co X)
Pero por la desigualdad de Cauchy-Schwartz sabemos que
2
E @008 k] 2 ) - 1

lo que equivale a:

J.t(u) x)€,(@)dow J.t—(mdm 21
Q

La igualdad se da siy sélo si existen constantes o y P tales que

P (ou, t(w,x) +B—— 0}1 =3 Po(t(m x)———

t((x) X)

Una medida de la informacién proporcionada por t(w,x) seria:
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Propiedad 32.3
2
Eo[i@x) |- Eeny] - va;[t[;:f]/‘]
lo que adem4s equivale a:
(@, x)/t
E, [t(m,x)] = %
" Demostracién
Telfreniion
J.t(“)’x)io(w)dco
! ] . ]
&o(m) 2
e [fse]

J. t(@,x)& (w)dw - —1 |

[ I&O(m) }
t(w,x)

Q

Lo}

=E[t(@x)/t]{Ey[t(@0 ] Ef@x)1]}
Fécilmente se ve que lo anterior equivale a:
E,[t(@,x)JE[t(w, 01 ]-E[ wxyt]

que era lo que queriamos probar.

Lo razonable es que P, (cuya densidad es &(w/t)) de una mayor probabilidad a los
© con discrepancias asociadas pequefias que Py (con densidad §(w)). Formalicemos
esta idea.

Definicién 3.2.4
Asumimos que 0<t(w,x)<1y sea 0<a<1. Definimos:
Q= {0eQ / ox)<a}
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Nota 3.2.3
o
Qx1 c sz si o, <o,
Propiedad 3.2.4
o
t(gu) = ( )
éo(co)
aJ. Hx) o
Q
En consecuencia:

Vk>0 o€ [0,1] tal que Vasey,  P(QF )2kP,(QF)

Demostracién
fo &,(®) 1
P(0)= J t((()n,X) Eo()
J t(w,x) do
Q
_[E..o(co)dco

ACHY)
éo(m) ) g(,(m)
f oo

t(w, ) t(w, x)

La segunda afirmacién del enunciado es consecuencia de:
1

li—r>n°’“ &, ()
o
aj 0

= 40

t(w,x) do
Q

Supongamos que h (:R-»R) es una funcién continua y creciente y sea
t'(w,x)=h(t(®,x)). Es de suponer que t y t' han de tener comportamientos semejantes.
De hecho tenemos el siguiente resultado:

Propiedad 3.2.5
Sea h:]0,1[ =R funcién continua y creciente. Consideremos la distribucién de
probabilidad con densidad: <
Ey(@)
) & R,

entonces
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p H(Qi;(a) t (t»J= p ,,(Qf(t))z P O(Ql’:(w(h(t))J _

Eo(@)
h(“)n @) "
p,(Q5()
Eo(®@)
B(®)  hH@x)°®
(9]

La prueba es anéloga a la propiedad anterior teniendo en cuenta que:
h
QY1) = {0e Q/ tox)<o} = {we Q/h(t(wx))<h(0) } = 2w

De hecho en lo que sigue consideraremos como funcién de discrepancia las
definidas en [3.2.1] y las transformaciones continuas y crecientes de las mismas. Serd
de particular interés: t'(®,x)=h(t(w,x)) donde h(x) = 1/(1-x).

Ponderacién de discrepancias

Las cantidades 1/t(®,x) o 1-t(®,x) pueden ser consideradas como medidas de
precisién del modelo, F, en el punto x. Parece natural ponderar estas medidas de
precisién por la mayor o menor "probabilidad” de x respecto de la distribucién dada
por F,,. Es decir, considerar:

E*(art) océo@);(g;;f(x/co) [3.2.3]
(o}
EX(w/t') o & (o) (1-t(w,x)f(/w) [3.2.4]

que en cierto sentido recuerdan a una distribucién a posteriori clésica ponderada por
una medida de precisién del modelo.

Definicién 3.2.5
Denominaremos a t(o: x)f(x/(n) y a (1-t(o0,x)f(x/w) medidas de precisién
ponderadas.

(En qué sentido "mejoran” las precisiones ponderadas a las precisiones sin
ponderar?

Parece razonable que a una mayor "probabilidad” del punto de muestreo x le
corresponda una mayor precisién (bajo 1a hipétesis de que F, se aproxima mucho a F)
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y viceversa. Esto se traduciria en que el valor esperado del-t(®,x), respecto F(x),
sea menor que el valor esperado de (1-t(w,x))f(x/) respecto de la misma distribucién.
Sin embargo,

I o )f("’“”d"

1
[t

no son comparables entre si. Para hacerlas comparables 1o natural es dividir estos

valores por las precisiones totales, es decir:
400

_l t(c;,x) ax

+00

_[ ey e

respectivamente. En concreto se verifica el siguiente resultado:

Propiedad 3.2.6

[ (x/w)dx m--— f(x/w)dx

L(m > t(#: %) [3.2.5]
14

.[ t(0,x) f(’dm)dx ,,[ t(e,x)

Ademis si P(t(w,x)>0)=1 donde P, es 1a medida de probabilidad con densidad
asociada dada por f(x/) entonces la igualdad en 1a desigualdad [3.2.5] se da si y sélo
si f(x/) es constante para casi todo x respecto Py,

Demostracién | |
Es una aplicacién de la desigualdad de Cauchy-Schwartz, ya que [3.2.5] equivale

2
+oo

1 1

tomando
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) QU e Y= fJw)

S, x)f(x/w) t(w,x)

tenemos
EX J'
Hox)

EY? L( ’)fz(x/m)dx

Ly aplicahdd la dcsigﬁéldad de Cauchy-SchWartz 'se»se'gu'irié el résﬁltédé. La -iglllal.da.d‘ |
se darfa si y s6lo si existen a,B0 constantes tales que:

Py fox+BY=0 J-1

o2 1 _ B2f(x/(0)
t(w,x)f(x/) t(w,x)
Bajo la hipétesis de que a.s. t(®,x)>0 tendremos que [3.2.6] equivale a la igualdad:

2
Fw)=2 o f(x/m)=|-‘1‘
B p

[3.2.6]

Hemos visto que en un determinado sentido (l/t(m,x))f(x/co) mejora a 1/t(w,x).
Por una prueba an4loga tendriamos que (1/t(®w,x))f2 (x/®) mejorarfa a (1/t(w,x))f(x/)
y asi sucesivamente. Vamos a ver una propiedad que resuelve la aparente necesidad de

utilizar l}i_r,n“[l-t(m,x)]fn (x/w) como funcién de discrepancia.

Definiciéon 3.2.6
Sea

f(x/w) f(vw)

BYRI@)=ER/G) , GUEITG v BN/ @O

E[t(co,x)/n]=J't(m,x)gn(x/m)dx

Considerar las densidades g (x/®) significa, para un @ dado, ir dando
sucesivamente mds importancia a los puntos x con una mayor densidad y
simult4dneamente ponderar por la precisién dada por 1/t(®,x). En la medida en que ®
sea un valor razonable para el pardmetro es natural que :
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E[t(w,x)/0] 2 E[t(w,x)/n]
Se tiene, sin embargo, que:
Lema 3.2.1
a) E[t(0,x)/0]2 E[t(w,x)/1]
~ d4ndose la igualdad si y s6lo si t(w,x) es a.s. (respecto P,) una funcién constante.

b)E[t(®,x)/0] n¢ es necesariamente mayor que E[t(w,x)/n].

La prueba de a es 1a misma que la de 1a propiedad 3.2.2. En cuanto a b se tiene

1
E[t(w,x)/0]2 E[t(w,x)n] cov(t((o,x) i (x/o;) / 0)20

" t(o,x

lo cual no necesariamente ha de ocurrir.

Nos parece de interés hacer un comentario critico sobre la propiedad 3.2.6 y el
lema 3.2.1. El punto x que que nos va a determinar la funcién de discrepancia es un
valor elegido por nosotros. No es un valor aleatorio. Nos parece que la informacién
que sobre W nos proporciona serd menor en la medida en que menor sea la
probabilidad de x si w es cierto. Un modo de hacer intervenir este hecho en la funcién
de discrepancia es considerando la densidad f(x/w). La propiedad 3.2.6 responde a un
intento de formalizacién de esta idea. Sin embargo, tomando f2(x/®) en lugar de
f(x/w) lograrfamos el mismo efecto pero aumentando las diferencias relativas segiin
los distintos ®, y asi sucesivamente. Irfamos valorando més y mis el hecho de que es
a partir de x de donde obtenemos la informacién, t(w,x), en detrimento del peso que
damos a dicha informacién. El lema 3.2.1 intenta dar una respuesta a este problema
justificando la ponderacién mediante f(x/w) pero no con f2(x/w) con n>1.

Corolario 3.2.1
Sean

IO
o) agfw) y Efot) o Hox) o0 n>1

Entonces:
a) Jt(m,x)i(;m)dco 2 J't((o,x)él(m)dm
Q Q s

con igualdad si y s6lo si t(®,x) es a.st constante respecto Pg sobre Q.



51

b) Jt(u),x)&({co)d(o no es necesariamente mayor que Jt(a),x)icﬁm)d(n
Q Q

3.3. ESTIMACION DE LA FUNCION DE DISCREPANCIA

Durante todo el apai‘tado‘ante_rior hemos trabéjado asumiendo que t(w,x) era una
funcién conocida. Sin embargo, esto no es asi ya que F(x) no es conocido y
t(®,x)=d(F,(x),F(x)). En la prictica dispondremos de una estimacién de la
discrepancia, ' '

Yox={Fut0.F) [3.3.1]
Para la estimacién de F(x) tenemos las dos limitaciones usuales en estadistica de
RACS:
1) Un niimero finito de realizaciones del RACS.
2) Cada una de las realizaciones conocida solamente en la parte correspondiente a
la ventana de muestreo, W. ‘
Trabajaremos con unas distribuciones t-posterioris estimadas que denotamos:

A Edw)
E(w/t) oo %
t(w,x)

El conocimiento que sobre ® nos proporciona t(w,x) era incorporado al inicial
(§,) pasando a una distribucién t-posteriori (§(./t)). En este apartado intentamos
responder a la siguiente pregunta:

A
¢ Qué limitaciones nos impone el hecho de conocer E(w/t) en lugar de E(w/t) en
cuanto a la estimacién de un valor razonable para ®?

Es claro que las propiedades de &(w/t) se han de deducir de las propiedades de

A .
F(x). Vamos a considerar las dos situaciones de muestreo que con mayor frecuencia
se presentan en las aplicaciones.
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Situacién 1

Tenemos una ventana fija de muestreo W y n realizaciones independientes del
RACS.

Definicion 3.3.1
0 .x)=dFy(x),F4x))

siendo

- L F(x)
£ (x) =z L
1
y Igi(X) el estimador de F(x) obterﬁdo de 1a i-ésima realizacién.
Teorema 3.3.1
Si
2) B £,0] = F®) Visl,...n

b) d(e,B) funcién acotada y continua para 0<a,B<1.
Entonces:

1) ’t\n(m,x)n-_-)»,t(co,x) (a.s.) para cada ® y x.
2)lim E{?n(m,x)] = t(@,x)

3)im, (ig?) ‘gn(oa,x)-t(m,x) | =0

Demostracién
1) Claramcnte

EF{x)}-F(x)
y por la ley fuerte de los grandes niimeros tenemos que
lim Fi(x) = F(x) (a.s.)
d es continua y por lo tanto
Jim d(F (00, Ff0FdE,00.F®) (as.)elim to,x)=twx) (@.s.)

2 Jm B o] =jim [tswxap

Por el teorema de la convergencia acotada tendremos
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fim [P - [im o - [r@0dP = twx)

Nota 3.3.1

Si p;(w,x) es el valor de 't\(co,x) obtenido a partir de la i-ésima realizacién y
tomamos como estimador de t(w,x)

-~ X im>
pn((D,x) = le(n X)

tenemos

_ as.
p{0,x) = E [pl(m,x)] # t(®,x)
Situacién 2

En este caso suponemos una sola realizacién conocida a través de una ventana que
crece en el modo que més adelante se indica.

Definicién 3.3.2
Por ﬁw(x) denotaremos la estimacién de F(x) obtenida a partir de 1a ventana W'y

(@) = dFo(0,fy o)

Definicién 3.3.3
W, T R2 si {W,} es una sucesién creciente de compactos convexos en R2 tales
que, d(W,), supremo de los radios de los discos incluidos en W, tiende a +eo.

Teorema 3.3.2
Si

a) E{ﬁw(x)] = F(x)

b) F(x) puede ser expresada como funcién continua de las fracciones de volumen
de RACS transformados del RACS original.

¢) d(x,y) funcién acotada y continua en 0<x,y<1.
Entonces: v

1)ty (@X),2.4@) (as)
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2) Jim, E{?Wn(m,x)] = t(0,x)

3)Jim, sup ‘/t\wn(m,x) - t(m,x)|=0

La prueba es andloga a la del teorema 3.3.1 considerando el resultado de
Mase(1982).

- Nota3.3.2

La hipétesis b del teorema anterior puede rcsultar un tanto extrafia. Veamos que no es
asi. Sea, por ejemplo, la funcién de distribucién de contacto asociada a K, F. Se tiene
que:

F(x)=P( Oe (MxK)]

y como sabemos si A es un RACS entonces A+xK también es un RACS.

Corolario 3.3.1
~a) Eo/t)= B @s)

A A
b) §[m/twnlv-;r>R , &(0/t) (as.)
w
c)G, =G
es decir, G, converge débilmente a G donde G, y G son las funciones de distribucién
cuyas densidades asociadas son respectivamente E{w /’t\W J y E(w/t).

A G... -—) G siendo GG... 1a funcién de distribucién con denmdadé( / t.
d) Gy, -> G siendo Gy, la funcién de distribucién con densidad §| @ / tw

Ahora estamos en condiciones de dar una respuesta a la pregunta central del
apartado. Podemos conocer de £(c/t) aquellas caracteristicas que se mantengan por
paso al limite sabiendo que tenemos una convergencia débil.

Ejemplo 3.3.1
a) Supongamos que pretendemos estimar @ utilizando una funcién dc pérdida
cuadritica. Entonces el estimador Bayes ser4 la esperanza de la distribucién. Si

Eo =ng(m/?n) do
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Ew =Jco§(m/t)dm

es sabido que la convergencia débil no implica la convergencia de momentos. Por
tanto, no tenemos asegurada la convergencia E,w—Ew® . No parece pues aconsejable
utilizar E, @ como estimacién del pardmetro.

b) Si en lugar de la cuadrética utilizamos una funcién de pérdida error abscluto
entonces €l estimador Bayes serfa la mediana de la distribucién y claramente las
medianas de §(0-V tn) 0 é(m/tw,J convergen a la mediana de E(w/t).

A
¢) Sea I/;,1 la medida de probabilidad asociada a &(w/’t\n) y P, la asociada a E(w/t).
Denotaremos

Qg(n) = {(u)e Q/ ’t\n(m,x)S(x} con n21 y 0<o<1

Si suponemos que
P,({weQ/twx)=a})=0

entonces se verifica:
1) Q‘:(n) = {me Q/ t(m,x)<a}

if) P,(Qf ) .=, P(})

Demostracién

) 0eQ/ tox)<ay Hm T(@x)=t(w,x) (25.) =
= Snoe N/ ‘v’nzn0 't\u((o,x)<a (a.s.)
Sea {nk}""° y @y € Q:(nk) Siwy, — © j0e Q7
k=1
@, € Q (nk) o ’t:nk((onk,x) <a

Supongamos que t(®,x)>0. Sabemos que:

lim sup |%(00,%)-t(@,x)/=0
% SUp

Dado a-t(w,x)>0 Elnoann‘J 325 |€n(0),x)-t(m,x)i<t(m,x)-a

En particular si kg=min{k/ny >ng } tendremos:
/t\nk conk,x) - t(wnk,x)! < t(w,x)-o
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t(w,x) es una funcién continua. Adema4s tenemos que:
/t\nk(mnk,x) £a y t(ox)>a
por tanto
A
Jk, / Vk2k, t(mnk,x) > tnk(a)nk,x)
En consecuencia, para todo k>k
A
't wnk,x) -ty conk,x) <t(wx) - o
Tomando limites en k tendremos: - SR
. N
t(w,x)- %1_13}0 tnk(mnk,x) < t(w,x)-o
Pero
. A
1}1_1& tnk(mnk,x) <o
que es un absurdo, en consecuencia tenemos probado el resultado.
ii) En el corolario 3.3.1 hemos visto que

w
P, — P,

Teniendo en cuenta esto y el primer apartado se sigue el resultado.

34. VARIOS PUNTOS DE MUESTREOQO

Hasta ahora hemos supuesto que la caracteristica de interés del modelo
estocéstico, F, era estimada en un dnico punto de muestreo, x. La prictica corriente
serd que estimemos, a partir incluso de una misma realizacién, la funcién F en un
nimero finito de puntos {x;,...,x,}. Se ha de generalizar el procedimiento para
incorporar la informacién proporcionada por las nuevas estimaciones. Hemos
considerado como razonables los dos siguientes procedimientos.

Método 1

Denotamos por cuestiones de claridad
£ (o) =& (0rtx, )

Por analogia con el método bayesiano cldsico se justificaria tomar como
distribucién sobre el pardmetro w la siguiente distribucién:
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'é((o/t,xl,...,xm) o §0(m)ﬁ[ l-t(co,xi)] ﬁf(xi/m) [3.4.1]
i=1 i=1

Definicién 3.4.1
Sea
QC;I.--..Xn ﬂﬂEQ, t((QXl) < as'"at(m:xm)sa} = leﬁ...ﬁggm

Es claro que conforme aumentemos el nimero de puntos de muestreo x; iremos
* construyendo una sucesién decreciente de conjuntos. En particular tenemos el
siguiente resultado.

Lema 3.4.1
Sea

én(co/t,xl,.‘.,xm) a—ﬁi(-o'))—-

Ht(w,xi)

i=1

es decir, una t-posteriori sin ponderar. Entonces:
o 1 a
Pn[gxl,...,xn) 2 'a_n °1"-cn Po(Qxl,...,xn)

" donde

J‘ Eo(@) o

k-1
@)
C

izl <1 Vk=l,..m

« J' 8@

X
*[Iex)
i=1

Método 2
Una segunda posibilidad es utilizar los x; para estimar alguna funcién t(®) que no
dependa de los puntos de muestreo y que sea una medida de disimilitud entre F, y F.

Por ejemplo:
400 .
t(w)= | t(w,x)f(x/w)dx

-0
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+e0

t(a)):jt((h,x)dx

-0

t(w)= sup t(,x)

Considerando

Eo(®)

t(w)

Ex(wit) o

- Nota 3.4.1

Todas las propiedades que en 3.2 hemos enunciado para E(w/t) tienen sus
anélogas para &*(w/t). Una cuestién peculiar aparece ahora. Dada una coleccién de
t(w,x) con x variando lo 16gico es tratar de encontrar una funcién t(®) que esté

razonablemente cerca de todas las t(w,x). En este sentido tendriamos el siguiente
resultado:
La funcién

t(@)=E [t(@x)]= J' (e, x)f(x/)dx

1) f[t(w,x)-t(co)]zf(x/co)dx VoeQ

2) su t(w,x)-t(w) | f(x/w)dx
sup 2

Parece pues aconsejable el uso de esta t(w).

35.EJEMPLOS

En los apartados anteriores hemos intentado proponer y justificar un método de
estimacién de los pardmetros. A continuacién se indican algunas aplicaciones
concretas. Somos conscientes de las dificultades préicticas de aplicacién de la
metodologia y es una cuestién pendiente a desarrollar. /
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Ejemplo 3.5.1
Sea A=(X,0) un RACS booleano isotrépico. Supongamos que utilizamos como

caracteristica observable para estimar el perimetro nominal, Yy, la funcién de
distribucién de contacto lineal.

Fw(x)= l-cxp{- % x} si x20

Elegimos como punto de muestreo x y sea ?(x) la estimacién dada en capitulo 1.
Supongamos que d es la distancia euclidea.

‘1 -éxﬁ{-%} | -ﬁ (xj

1-exp(—¥ }f‘(x) si y2-Togl Fxke

g 0=d P 0 £0) =

ll':‘(x)- 1 +cx;{-¥x) si \y<-%log(1 -le'(x))

%cxp{-%x} si x>0

f(xhy)=
0 enotrocaso

-Supongamos que la distribucién a priori sobre y es una G(ty,B).
oy
Bo %—18-%\4/

éo(w)m v
Ely /%) o £yl -y 0lkieoy)
La constante de proporcionalidad serd:

¢ o0 v v
Bo oyt -ﬂw{'\ 7*]! i
J Tog) v e |Fx)l+e” [ge” dy+

400 %0 v v
Bo . ol -Ew[ T A }_\E =
+ch Gy e et FogeTay

Para que las integrales sean ficilmente calculables basta exigir que o, sea un
entero positivo. Imaginemos que queremos estimar Y utilizando una funcién de

pérdida error absoluto. El estimador \?/ seré el valor que verifique la ecuacién:
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ﬁ‘/\
[Ewmay=L
1]

A
que con la exigencia anterior sobre 0, €s una ecuacién en V de f4cil solucién.

Ejemplo 3.5.2. _ .

Consideramos nuevamente la funcién de distribucién de contacto lineal como
caracterfstica observable. ‘Su'ponembs que {X;,...,X,} son los valores reales que
hemos elegido como puntos de muestreo y {? (xi)} las estimaciones de F en los

puntos x; obtenidas utilizando [1.7.3]. Para ilustrar el segundo método antes

comentado vamos a obtener t(y) y t'(y) dos posibles medidas de discrepancia no
dependientes del punto x.

Dados {-log(l-? (xl))} ajustamos una funcién lineal sin término constante
i=1,...,n

utilizando, por ejemplo, minimos cuadrados. Tendremos:

-log (l-ﬁ(x)) =zx & Fx)=l-e% para x>0

Sean
1 1 zn
t(\v)=_ﬂ?’1(Fm(x))— X]l dx = J[(l-y)-(l-y)wJ dy
0 0
Se tiene
1 v 2y
ty) = 3" 2zn+y  zZn+2y para y>0
o bien
1 1 ' g1_t_1
= [[F1Fu00)x|ex = |1y ¥ oy =
0 0
-y
m S1 Y<ZT
=) 0 si y=zn
Y-zm

m si y>zr

Notemos que:
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a) os«ws%

b) t(zr)=0.
c) t es decreciente en [0,zw) y creciente en (zx,+0).
Propiedades andlogas presenta t' siendo su cota superior 1/2. Consideremos

s(y) = T—— ¥ s'y) = ——
L) L)

Entonces

R\ 2 ST
S¥(yis) SCE\,,) = éo(w{%- t(\v)]

&, (v)
Ex(y/s) o -S"(% = éo(w{—zl- - t‘(w))

Si suponemos que la inicial sobre W es una uniforme en [a,b] entonces:

wuiyoo L|_2¥ V¥V |
Sr(yis) =c b-a [zn+2\y 227t+\]!] 1 aSy<b

donde
_ZIn 2zn+bl 1 zn++2b
“%ba [21°g{ 221t+a} 2 l°g{ Zn=2a }]
En consecuencia tenemos completamente especificada £*(y/s) y podemos
ficilmente conocer su esperanza, mediana, intervalos que contengan con una

determinada probabilidad al pardmetro,... Todo lo indicado para E*(y/s) es anélogo
con £*(y/s") tomando la misma inicial.



CAPITULO 4
ESTIMACION Y MODELO BOOLEANO

 En los dos temas anteriores se han tratado una serie de problemas que, aunque
giraban o tenfan aplicaciones a los RACS booleanos, no se centraban exclusivamente en
. ellos. Este capitulo tiene como elemento unificador tratar los problemas clésicos de -
dichos modelos. En particular, contraste y estimacién de los pardmetros como se
comentd en el primer capitulo. Los distintos apartados no tienen més relacién entre si
que esta problemitica comin. El tipo de informacién muestral con la que se trabaja se
indica en cada uno de los apartados y nos cefiimos a las dos situaciones asumidas en el
capitulo primero como razonables. Los resultados que se indican son de tipo estadistico
y s6lo en alguna ocasién se da algiin resultado teérico muy relacionado con la técnica
estadistica comentada. En funcién de esto la exposicién prescinde en lo posible de un
excesivo formalismo.

4.1. MOMENTOS DED Y ESTIMACIONDE 6 y y

La intensidad, 6 y el perimetro nominal, Yy, no son cantidades directamente
estimables. Vamos a ver c6mo la estimacién de estos pardmetros es equivalente a la
estimacién de los momentos primer y segundo orden de variables de primer contacto.
Estas variables son observables y en consecuencia sus momentos diréctamente
estimables.

Siendo D la variable con distribucién dada por la funcién de distribucién de contacto
asociada a K, vimos en el primei' capitulo que:

PO = LK) - e {0 (U, w2 ) }

siendo q la porosidad.

Proposicion 4.1.1

26 sU(K)

2 2
D+ KZ(K)D) =X [4.1.1]
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Demostracién
Sea F_p la funci6n de distribucién de -D

F(x)=1-Fy(x)= exp{e Qil-;-(f—) + xzxz(K)) }

Por tanto:

F D) = expR0 02K, 0%, 1)) J= U0,
-2logF o D)= 2eﬁ>s-9—+ D )»Z(K)) x2(2)

que eralo. que qucnamos probar

Definicién 4.1.1

C

Sea Ke Con(Cyp) fijo y tomemos ze (A+(p1*{) cualquiera. Definimos la v.a. D¢
como

D, = inf{y>0 / (yK),T A+oK }
Tenemos que
P(Dq,>x) =P(D>p+x / D>p) = cxp{e G%(sapU(K)) + lez(K)) }

De un modo andlogo a 1a proposicién 4.1.1 se seguirfa que

200, 2K; + gu(K) + D ,()) =% @) [4.1.2]

Nota 4.1.1
En lo que sigue vamos a utilizar los momentos de D y Dg,. Es fécil ver que existen
todos los momentos de Dy D¢ ya que :

P .
lim_ .%;;"‘t)‘_): lim_ exp 61t —®-(s+q)U(K)) + (a2-1)t212(K)] }-0

Relacién entre los momentos de D, D ® y los pardmetros 0 y .

a) Tomando esperanzas en [4.1.1] y [4.1.2] obtenemos el siguiente sistema:
0 (ED_S_I_J@ + Eszz(K))=1

6(En, 2 ———(s + GUQ) +E DL A,(K) )= 1

Que en términos de los pardmetros nos quedaria:



U(K)ED) nfs - )
v{ o }»G(XZ(K)ED ]_1
V{U(K)ED } (‘PU(K) 2 (K)EDzj_
2 0/

b) Sean K,K'e Con(C,") distintos. Asociada a K tenemos la v.a. D y a K' tenemos
asociada D'. Consideremos el siguiente sistema:

Ly U_(I;)C_Eg + 80, (K)ED)) = 1 -

[4.1.3]

[4.1.4]
y(ZEED) o0, 0ED? = 1
Como caso particular si A,(K') = 0 entonces:
w(-m;%l)) + 6(h,(K)ED?) = 1
[4.1.5]

W( U(I2(7't)ED') -1

En consecuencia estimando los primeros momentos de D y Dcp o D y D' podemos,
utilizando cualquiera de los sistemas anteriores, estimar 6 y y.

Lema4.1.1
Supongamos K=B, entonces:

2
ED¢=ED-(p +6s% +0(¢3)

var(D) = var(D) + Yo’ED + o(9?)

Demostracién

ED(p =j(x - Q) fD(x) dx=ED-o¢+ ‘T((p -x) fp(x) dx
¢ 0 .

donde f, es la funcién de densidad de la variable aleatoria D.

o
J‘((p -Xx) O(s + 2nx) exp{ -O[sx + nxzj} dx =0s —‘gi + o(p%)
0

despreciando términos cibicos.
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400
EDi: J' (x-¢)2fD(x) dx =E[D - ¢)? - T(X-cp)z fy(x)dx =E(D - 9)° +o(¢%)
? 0
En consecuencia:

var(D,) = var(D) + Yo’ED + o(¢®)

y el resultado estd probado.
Momentos de Hy D y los pardmetros 6 y v

Definicién 4.1.2
Sean Ke Con(C'p) fijo. Asociada a este conjunto podemos definir la v.a. H. Sea
ze (A+cB)° entonces
"~ H=inf{¢>0/ (cB + ¢K),TA}
siendo ¢ una constante prefijada y B la bola unidad cerrada.
La distribucién de H es la siguiente:

P20 Q(cB -];tK) ) exp{-GEKz(X+cB+tf()}
Q(B) exp{—eEhz(XwB}

Observemos que si X es isotrépico entonces X + c¢B sigue siendo isotrépico, por
tanto podemos seguir aplicando la generalizacién de la férmula de Steiner debida a
Matheron (1975). La expresi6n final resultante es:

P> = exp{-0ltiE+ YUK) + EAfK)]}

Corolario4.1.1

29[(5% +¢)UH + LKH] = 2%2)

e[(-stu c)U(K)EH + x‘(K)Eﬂz] =1

Esta ecuacién junto con cualquiera de las dadas en los sistemas 4.1.3, 4.1.4 6 4.1.5
nos proporciona otros sistemas que igualmente nos permiten estimar 6 y s. Como un
caso particular de interés consideremos la siguiente situacién:

Tomamos K tal que A,(K) sea cero, es decir, K un segmento. Asociado a este
segmento consideramos las variables D y H. Tenemos el siguiente sistema:
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\V(%(,I‘_'(—)EH) + 8(cU(K)EH) = 1

UK)ED
A =1

que presenta la ventaja adicional de que solamente necesitamos estimar momentos de
primer ordende Hy D.

4.2 ESTIMADORES BAYES Y MAXIMO VEROSIMILES PARA LA INTENSIDAD
Y PERIMETRO NOMINAL

Utilizando muestras aleatorias de la funcién de distribucién de contacto lineal al
conjunto original y al dilatado mediante una bola obtenemos estimadores Bayes de la
intensidad y el perimetro nominal. También se pueden conseguir estimadores Bayes
anédlogos si trabajamos con una muestra de la funcién de distribucién de contacto
asociada a un K convexo, compacto, no vacio y con 4rea estrictamente positiva.

Definicién 4.2.1

Sea L' la distancia en una direccién fija desde un punto cualquiera de los poros de
A+¢B al conjunto, siendo ¢>0 fijo y B 1a bola unidad cerrada. Por S(o.,t) denotamos el
segmento con un extremo en origen, direccién oy longitud t.

exp{-6EA,(X+¢B+S(c1) }

PL'>t) =
@>9 exp {-OEXZ(X+<pB)}

(aplicando férmula de Steiner)=

exp{-e [E[A(’X+(pB)] +

exp{-6E(A(X+¢B)]}

E[SX+9B) 2t ] }
|
2n

= exp{ % (s+21c<p)t}

Dilatar el modelo booleano es equivalente a dilatar cada grano primario. El valor
esperado del perimetro d:1 grano primario en el nuevo RACS es ¢l valor esperado del
perimetro en el grano ori‘éinal més el perimetro de @B. A partir de 4.2.1 es inmediato
que: ' '
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L'=G(1,——W+1%E¢G)

En lo que sigue trabajaremos con muestras aleatorias de L y L' de tamafios ny m
respectivamente.

Estimadores Bayes para 6 yy
Especificacion de la distribucién a priori

6 es un pardmetro positivo, en consecuencia parece natural asumir para dicho
pardmetro una distribucién a priori gamma. Tomamos pues: 4

0= G(aosﬁo)

El grano primario se supone casi seguramente convexo y compacto. Por exigencias
del muestreo disperso es razonable exigir que exista una constante M tal que 0<s<M a.s.
Podemos por lo tanto asumir que :

KS/I_ = Be(a,,) donde P e Al

Por la definicién del modelo booleno sabemos que el proceso puntual y el grano
primario, como RACS, son independientes. En este sentido podemos, como una
posibilidad, suponer que nuestro conocimiento sobre el modelo es tal que las
distribuciones sobre 0 y s son independientes.

Si &(8,s) denota la distribucién a priori sobre (8,s) entonces:

E(0,5) = §,(0)&,(s)
donde &; y &, son las correspondientes marginales. Haciendo el cambio de variables:
Yy =0s
O = 0(s+27 Q)
con jacobiano:
-1

J=—
S-y
Tenemos, considerando las anteriores hipotesis, que:

£(y,8) = (§f! "y ;—--ﬁ(—”‘)i( )— o

v ih2mg

)1

@ G- P T - e 2mon” T e -8, (B0
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Nota 4.2.1

En la obtencién de la distribucién a priori ha sido fundamental la hipétesis de
independencia de 6 y s. Otro experimentador podria tomar otra a priori donde este
requisito no se cumpla y ser perfectamente razonable. La hip6tesis venia sugerida por la
propia construccién del modelo. Un procedimiento como el que estudiamos parece
natural aplicarlo al estudio de modelos que no tenemos recogidos en una imagen, por
ejemplo, al estudio de bosques. Supongémos, sin embargo, que lo aplicamos a una
situacion donde disponemos de im4genes y que por consiguiente nuestro conocimiento a
priori ha sido obtenido de im4genes observadas con anterioridad.

Colocados en esta situacién consideramos que el principal inconveniente que podria
plantearse a la hipétesis de independencia serfa el siguiente: una imagen dada es
observada con un determinado aumento que no tiene porqué ser el mismo para todas
ellas. Esto supone que observamos imigenes deformadas (homotéticas de la imagén
real) con distintos indices de deformacién. {En qué medida hip6tesis hechas con una
determinada homotecia se mantienen para otras? En definitiva, si en lugar de observar A
observamos AA, asumir que 6 y s para A son independientes, ;implica que €'y s' son
independientes para AA?

400
A=UX+a
i=1 1
siendo los {a;} un proceso puntual de Poisson cuya intensidad es 6.
AA =004+
a) Observemos que {A2; } es un proceso puntual de Poisson con intensidad 6/A2.

Sea B un conjunto de Borel en R2, N(B) el niimero de puntos de {a;} en B y N'(B)
el niimero de puntos de {Aa;} en B.

01, ®)[8A,B)]°

P(NB)=k)=¢ o con k =0,1,2,...

pero:
AaeB & ae—B
i i- 2

Por tanto tendremos que
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Vi)

PIN'(B) = k) = P(N(%) -X)= exp{-ekz[-% -

k!
k
[ exz(B)}
o, (B 2
= cxp{ 22 )1 i‘d con k=0,1,2,....
PO
BB’ =@ = N(B) y N(B') son independientes
BNB'=Q@ < ABMNAB'=Q  VA>0
N®) =NE) yNE)-NE)
por tanto N'(B) y N'(B") son independientes. , ¢

b) Sea £(8,s/A) una distribucién a priori sobre (6,s) especificada suponiendo que
nuestra informacién previa ha sido obtenida observando imé4genes deformadas por una
constante A. Se tiene la siguiente relaci6n:

E©,5) = AE( 6,5 /1)= A&, (A O/E, (1) = & (B/AYE (/M)

Por tanto, asumir independencia para un determinado A supone asumirla para cualquier
A.

¢) Aunque se sale del problema que estamos comentando merece la pena destacar el
siguiente hecho: 1a fraccién de volumen de un RACS booleano y de su homotético son
iguales para cualquier A positivo

P(xg AA) =exp{—fEE?»2(kX) }= exp{—;.?szkz(X) }= exp{-GE?»z(X)} =P(xg A)

Distribucién a posteriori para (y,6)y (6,¥)

Sean (1,.....,15) ¥ (11's.....,1") muestras aleatorias independientes de tamaios n y
mde L y L' respectivamente. Sus verosimilitudes serén:
£, (LAY, 5) = g, LAY)
EaLY,8) = gn(L'/5)
La distribucién a posteriori sobre (\,0) seré:
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o (a B) o +n-1

fy,8ILL) o Gy P T v yMs2ng 6
1

ool 2llen{ [ - 32 v}

__J_
j=1 T 2nQ -

siendo el factor de proporcionalidad conocido.
Hacemos el cambio:

g=V
Zmp

=y
que nos proporciona la siguiente distribuci6n a posteriori para (\,0):
f(8,y/L.L) o

0% P oy P exp{ [Z—+Zl' Jv}

i=1 T

B,
(¥42190)" expf-2r0l L + IS

j=1
Denotaremos
n m
1 L
Z1 = — [le + Z 13]
T el j=1
= 27t<pEEO— + z’“‘ 5]
“ 2ne o wm
entonces
m B,-1
fO,y/LL") o z ( ) ( B~ )MJ (ZE(p)mk( 1) em-k+1+0. —(o.+B.)
k=0 j=0
Wk+31—j-l+al+n-1 exp{-z,v} cxp{-zze} =
n S (k.j) ¢, (k,j)
o G Ki
= Z 2 cl(k,J) 0° exp{-zze} Y 3 exp{-zlw}
k=0 j=0

La distribucién marginal de y es
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m B-l .
' Z z LT KD+ e
fl(\WL,L) =C cl(krj) _2C—(LJT \Vcs exP{'ZIW}
k=0 j=0 (z,) 2

y el estimador Bayes para \y , considerando una funcién de pérdida cuadrética es

m Bl : .
 Te,(kj)+1) Tie,k,j)+2)
v, = E[ \w LL]= cz 2 ¢, (k.j) zc 1 2 R
. k=0 j=0 . . . (22) 23T (Zl) Alec A

. La distribucién inarginal deOes

T(eyk,j)+1) calk)
z(eﬂ-,L)—c;); c,(k.,) —————0" "exp{-z,6}

y el correspondiente estimador Bayes serd,

I“(c3(k,1)+1) I'(c,(k,j)+2)
cs(ka)+l co(k,j)+2
(z,)

m B
0, =E[OLL]=c ). 2
j=0

El momento de orden p de y es:

E[Wp/L,L'] =C 22 1(k, r(CZ(k’J)+1) r(c3(k,1)+p+l)
e (k)4 ( )ca(k-l)+p+1

%

k=0 j=0 (2,)

y podemos obtener una expresién explicita del M.S.E. asociado con el estimador Bayes.
También tenemos

J(e5 )+ 1) T (e, (kj)+p+1)

cy(kj)+1 cy(k,j)+p+1
Zz)

m B~
E[0°/LL]=c ), Z (k)

k=0 j=0 (Zl)

y en consecuencia ficilmente se calcula una expresién explicita del M.S.E. para 6.

Nota 4.2.2

Como casos particulares si m=0, es decir, disponemos de informacién sobre L
iinicamente tendremos estimadores Bayes de 6 solamente. En cambio, si n=0
seguirfamos teniendo estimadores Bayes tanto de 6 como de .
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Estimadores Bayes utilizando la distribucién de contacto esférica

Suponemos sobre el vector de pardmetros (6,y) la distribucién a priori indicada
anteriormente, es decir,
B.-1

>, _ i e
o) @ 2 s ¢)+JW5 A
j=0

donde
S Bt 51_1 S
Cj= (-1) ! J( j )IV‘[J
Suponiendo que disponemos de una muestra aleatoria de tamafio n de la variable D,
{xi}iz1,...n> 12 distribucién a postcriori ser4,

£(6,y/D) =£(8,y) H(\p+27t9x) exp{-(yx+16x)}

i=l

pero
]:I[(W+27t9x) kz Z V“-k(ZnB) {Hx 1= kzo Z (2x) {Hx }Gk\y -k
i= w0igymnmniy =
por consiguiente o

f(0,y/D) o 201(2012i €} ki 6 i exp{-z .63 \V . * exp{-z,y}
donde o

0

X
k
C iy = G (2T) {I;[xih}

1
Cix
2 1-j+n-k
= B1- ~j+n-
2
z = B0+ TLX
i=]

zz=zxi

i=1

= ao—(a1+131)+1+k

y la constante de proporcionalidad es conocida. Utilizando un procedimiento anélogo

al usadc con muestras de L y L' podemos obtener las marginales de 6 y y y todos sus
momentos. En particular, tendremos estimadores Bayes de estos. pardmetros y
conoceremos sus M.S.E.



73

Nota 4.2.3
Lo que acabamos de hacer para una bola, podriamos haberlo hecho suponiendo
que tenemos una muestra aleatoria de la funcién de distribucién de contacto asociada a

cualquier K € Con(Cp) tal que A,(K) >0.

Estimadores maximo verosimiles para 0 y

La verosimilitud para dos muestras aleatorias independientes de tamafios n'y m de
las variables L y L' respectivamente es

gLL70,) = (1) exp{-Y 31, } (y+2m00) exp{-(¥+2T09)5 1}
T T =l T 1
Denotando

n m
1= Zli and I'= zl'j
j=1

i=1

las ecuaciones normales nos dan las siguientes expresiones paralos M.LE.de 0y y:

n

y* =7
__L[ms_nm
e*'—zn(p 1| - 1 ]

Nota 4.2.4

6* es un estimador "natural” de 6 ya que

mn
(2rp)o* = [T - -1-112

pero y*4 = mn/l' es el M.L.E. del perimetro nominal en el RACS X+¢B y esta tiltima
expresién lo que esté diciendo es que la diferencia entre los perimetros nominales de

los dos RACS, el original y el dilatado mediante ¢B, es justamente (2n¢p)6*, que es
justamente el M.L.E. del niimero de granos primarios por unidad de 4rea multiplicado
por el incremento del perimetro de cada grano.

Distribuciones de 6* y y*

1=Y L >Gm)
n

i=1

Por lo tanto 1/1 es una gamma invertida, es decir,



L G'aY
1 4

y en consecuencia

NE G-l(n,"'u')
7n T
El momento de orden p es
vn'T'(n-p)
E[(y*)P] = ———"
El(y*) ] =— @
En particular
n
Ely*l=77V

]

Como 1/1y 1/1' son v.a. independientes, el momento de orden p de 6* vendr4 dado
por

2
n I'(n-1)?
= \|f2 — 22) -
var(y*) = @) [r@-2) o

P
E[(6%)7] = 1 [i(k) npmknp'k(- 1)p'k(\4f+2cp1t6)k
Q2ne)l? w0 '
I'(m-k) p_kr(n-p+k)]
I'(n) [(n)
En particular
1 m n
E[0+] = —{(y+21908)—7 - v51}
2nep
2 2
var(9+) =1 [(y+2m90)2 + 2
(2ng)? @-2)m-1)° @21y’
Nota 4.2.5
var(0*) es considerada como funcién de ¢ es decreciente y su valor limite es:
62m>
lim var(6*) = 5
o (m-2)(m-1)

Por consiguiente, en el limite, var(6*) no depende del grano primario que
tengamos.
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4.3. DILATACIONES SUCESIVAS

En este apartado, como en los dos anteriores, suponemos que el modelo booleano

75

A=(X,0) es isotrépico y existe el conjunto esperado, EX, que por consiguiente es una

bola. Se propone un método de estimacién de 6,5 y a rapido de llevar a cabo y poco
costoso, con la ventaja adxcmnal de que la d1stnbuc16n de la muestra aleatoria es muy
simple.

‘Sea T; un segmento con una direccién cualquiera, un extremo en el origen y

longitud t prefijada y Tze Con(Cy) al que exigimos que tenga 4rea estrictamente
positiva y ademds T; y T, sean tales que
A+T c A+T,

Sea W la regién en la cual conocemos el modelo, es decir, la ventana de muestreo.
Suponemos que tenemos {x;};.;,.. n puntos en W suficientemente alejados, es decir,
puntos que verifican las siguientes hip6tesis:

2) A(EX);NEX)) =0 Vi

b) A, (EX+T, ) NEX+T, J)=0 ¥ inj

©) My(EX+T ) NEX+T, W) =0V ix

Definicién 4.3.1
Sean: Y; el nimero de puntos x; en A% Y, el nimero de puntos en (A+'i‘1 YeY,
el nimero de puntos x; en (A+'T'2 )c.

Proposicion 4.3.1
a) Y, = B(n,p,) siendo p, = exp{-7} = exp{-eEkz(X)}

b) Y1 = B(n,pl) siendo P, = exp{(‘y+\;!U(Tl) )}= GXP{ - ('Y'*‘\,}?) }

)Y, = B(n,p,) siendo p, = cxp{ (7 WU( J Glz(Tz))}

d) La distribucién condicionada de Y, a YO es
Y, Y =Yo=BGeP')

siendo p| = P(x¢ A+'i‘1 /xgA) = exp{ -\V—}

e) La distribucién condicionadade Yoa Ype Y; es:
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Y2 / Y()zyO,Y =YI = B(yl’p.z)
P(xe A+T2)
P(xe A+T )
f) La distribucién conjunta de (Yq,Y;,Y>) es:

p, =P(xe A+T, / xe A+T)) = - exp] - Z(U(T, T,)-UCT ))A,(T,)8

1Y,

. n)y oy Yol ¥ YoN|¥y] ¥ y
P(Y =y Y =y, Y,=y,) = (yo) Py (1-p) yl] P, 1(l-p'l) [yzj p‘22( 1-pj,)

si 0<y,<y,Sy,<n y cero en el resto

- Corolario 4.3.1-
a) Los estimadores méximo verosimiles de py, p'; y p'; son:
* YO 'k Yl ' Y2 i Y.>0 Y 0
Po=7 »P; =< P, =5 SiY¥>0yY,>
0 n 1 YO 2 Yl 0 1

p, =0y p, =0si Y,=0
p, =0siY;=0
b) Los estimadores miximo verosimiles de y, 'y 6 serén:
T* = -log — 1—

U(rl
1l
Y

= log(_)
U, u(T,)

uT)
0* = log Y, (ﬁ)
v, %
y a partir de estas expresiones obtenemos f4cilmente los estimadores méximo
verosimiles de 6, s y a.

Nota 4.3.1
Se tienen los siguientes resultados sobre p;™* y p2'*

a) Ep| = P'l[l-(l'Po)n]
var(py) = (P )2[1-(1 'Po)n](l'pO) +

- (1 pl)z (k-1)! [_1 zk:[rwk (l-p )n+k J}

po(n-l-k) (n+l) j=0




BB = i1 (o) |+ (0P) - (1L2681)’

4.4. UNA APLICACION A MODELOS DE BOLAS

Definicién 4.4.1
- Sean Xy,....,x;€ R%: Definimos las cantidades:
V(X{50eesXp) = Ek2(Xxlh ..... nXxk)

siendo X un RACS que podemos suponer convexo y compacto con probabilidad uno.
De hecho en'la aplicacién al modelo booleano X ser4 el grano primario.

Lema 4.4.1
Edy (5, UereUX) = BV ) D VG % )% D VO, % )
<, 11<i<hy
et (1) V(X penesXg)
La prueba es una consecuencia inmediata de la igualdad
n
o
Ay 0K) = D MK D My, K Moty (KK )
i=1 i<i,

donde Kj,.....,K, son conjuntos medibles en R2 de 4rea finita. Dados {x;};.1,..a
puntos de R2 vamos a utilizar los siguientes pardmetros:

Definicién 4.4.2
Jypeemd
P’ = PUX, X, JSAY)
1 P

para A un RACS booleano.

La relaci6n entre estos pardmetros y los V(x1,....,Xy ) €s la siguiente:

Proposicion 4.4.1
[
P = eplOBVCX ) D, VO ket VG k1
il'ize {jly"'bjp} ;il <i2
p ' P
=exp{-8l DVt X Mt 1) Vi ox 1} @ [4.4.1]

ipi,e {11,....3;,} ey

La relacién anterior es fundamental para poder estimar los V(x;, yererXip e
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Estimacion de V(xj,...,xx )
Dado un conjunto de puntos {xi,...,xy} de R2, ;cémo podemos estimar

V(xy,...,Xy)? Vamos a considerar un posible procedimiento basado en los estimadores

[1.7.2] de los pardmetros pj"""jp . Hemos de hacer la hipétesis inicial de que, o bien
6 o bien V(x;) (=a) son conocidos ¢ han sido estimados previamente. Notemos que:
p'=exp{-6V(x))}
p'2 = exp{-26V(x ,x,)}
" Del sistema [4.4.3] esumanamos V(xl) y V(xi ,kzj, a.suini.cndo', plor. ejéxﬁpio, .qu.e (-) |
es conocido.

[4.4.2]

p™? = exp{-20V(x}+6V(x,,x,)}

4.4.
p23 = CXp{-ZOV(X1)+eV(x2»x3)} [ ’

[4.4.3] junto con [4.4.4] nos proporcionarfan estimaciones de V(x;),
V(x1,X2), V(X1,X3) ¥ V(X2,X3)
1:>123 = exp{-36V(xl)+6V(xl,x2)+9V(x1,x3)+6V(x2,x3)-6V(xl,x X} [4.4.4]

[4.4.4] junto con las anteriores nos permite la estimacién de V(x;,X;,x3). Y en general
por un procedimiento andlogo podriamos estimar V(x;,...,Xy).

Modelos booleanos de bolas con radio fijo. Ajuste del modeio.

Tomamos A=(¢,B,6) modelo booleano cuyo grano primario es una bola de
radio fijo @ Planteamos el siguiente problema de contraste:

Hy: A es un modelo booleano tal que X=¢,B

H,: No H,.

Bajo la hipétesis nula a=1c(p02 es conocido. Estamos en condiciones de estimar
V(0,xy,...,Xg). Ademds podemos elegir xi,...,X; aleatoriamente de modo que
(<p0B)xl,...,((poB)xk sean compactos convexos, uniformes, isotrépicos (estamos

trabajando con bolas) e independientes tocando a ¢ B (Miles, 1981). Tendremos:

2
E, VO ) = 20 445
{xl""'xk} ’x19----rxk = k+2k' [ B 1Y ]
Para cada k=1 el miembro de la izquierda en [4.4.5] es estimable y por lo tanto
comparible con el de la derecha. Asi mismo podemos ir variando el nimero de puntos

aleatorios k.
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4.5. GRANOS AISLADOS

Dada una realizacién de un RACS booleano llamaremos granos aislados a
aquellos granos primarios cuya frontera no esté cubierta (y por tanto deformada) por.el

resto de la realizacién. Estos granos serdn los reconocibles en la imagen (siemprey . |

cuando asumamos que la forma del grano primario es conocida). Por ejemplo que el
grano primario sea circular, u homotético a un cuadrado. Dada la imagen, utilizando
algiin indicador de forma (en circulos podria ser el cl4sico que considera el cociente
~ entre el cuadrado del perimetro y el 4rea), podremos decidir qué componentes conexas -
son granos aislados. En todo este apartado vamos a trabajar asumiendo formas
circulares. Seria andlogo tomando otras posibles formas.

Se habri observado que, en todo lo anterior, no se ha utilizado informacién
relativa a granos primarios (tales como é4reas, perimetros,etc.). Sin embargo, en la
caracterizacién del modelo booleano obtenfamos la independencia, como RACS, de
dichos granos. Por lo tanto si conociéramos el 4rea de n granos primarios tendriamos
una muestra aleatoria de dicha variable.

{Cudl es la raz6n para no asumir informacién de este tipo?

Para intensidades y granos no muy grandes la probabilidad de encontrar bastantes
granos aislados es pequefia. En consecuencia, habitualmente dispondremos de pocos
granos aislados con los que trabajar. En este apartado asumiremos que 1a intensidad es
pequedia en relacién al tamaio de los granos.

Sea A=(YB,6) un RACS booleano con Y v.a. positiva. Denotaremos por f la
funcién de densidad de probabilidad de Y. Dupac (1980) prob6 que, si f* denota la
densidad del radio aleatorio de los granos aislados, se verifica:

(@) o p»E)

donde

y +oo
p(y) = exp{-Bnl4y [roar + [(y4r ety (4.5.1]
0 y .
En lo que sigue {y,....,y,} denotard la muestra aleatoria con densidad f*
obtenida a partir de una realizacién del RACS.

Hipétesis 4.5.1
Suponemos que f pertenece a una familia paramétrica especificada
fe {f,/we} ‘s



Lema 4.5.1
P(y) = a(8,0)q(y)f(y)
donde
hpog 1
a0 = [ [awrtsnay]
0
y

' y
q) ='eXp{ -On'[yz-k 2yEY - J‘(y'-r)zf('r)dr] } B
: 0

verificdndose:

1) a(6,w)>1

2) q(0)=1

3) q(y) es una funcién estrictamente decreciente si suponemos que Y es no
degenerada en 0.

La prueba es una consecuencia de la siguiente igualdad:

y +eo y
4y J rf(r)dr + I(y+r)%(r)dr = v+ EY? +2yEY - j(y-r)zf(r)d:
0 y 0

En la introduccién comentamos que para disponer de un tamafio muestral
razonable era necesario exigir un grano primario pequeno. Se justifica pues la

Hipétesis 4.5.2
P(Ye[0,\])=1-€ donde A es un valor razonablemente pequefio.

Simplicando q(y)

La hipb6tesis 4.5.2 nos permite sustituir q(y) por su desarrollo alrededor de 0.
q(y) = 1 - (267EY)y + (4n202[EY]2 - 267)y2 + o(y2) [4.5.2)

MLE para By y

La verosimilitud de {yy,....,yq} €S:

ﬁt*(yi) = [a(0,0)]" ﬁq(yi)ﬁf(yi) [4.5.3]
i=1 i=1 i=1

Denotamos por L*(0,) el logaritmo de la verosimilitud de las y; consideradas
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como muestra aleatoria de f* y L(w) ser4 el logaritmo de la verosimilitud cuando los
mismos y; son considerados como una muestra de f. A partir de [4.5.3] tenemos:

L*(6,w) = nloga(6,0) + zlogq(yi) +L(w)

=1

L*(8,0) = -n log[1 - 20n(EY)" + (47:292(*53()2 - 20mMEY?]

-QnZy_ 297tEYzy +9n2j(y 1) f(r)dr+L(0)) - [454]

l=1 l=l

Para familias de distribuciones bastante generales tendremos que el segundo

miembro es una funcién conocida de 0 y w. En consecuencia los MLE de 0 y w los
obtendremos maximizando [4.5.4].

Ejemplo 4.5.1
Supongamos que f es 1a densidad de una uniforme en [a,b] con a=0, entonces:

L*(6,,5) = -nlog|1-26r (a—”’-)2+ (4“292(‘&2)2'29“)‘1‘(1’3:—513)]'

-91:2)/2 91t(.':1+b)2yl 3(b ) 3,nlog(b a)

i=1

Dados unos valores concretos de yy,...,y, oObtendriamos el miximo de L*(6,a,b).
Momentos del grano aislado y momentos del grano original

E*YX va a denotar el momento k-ésimo de la v.a. que nos da el radio de las bolas
aisladas. A partir de [4.5.2] y de la expresion de a(6,0) que se deduce tendremos:

—_— EYS (207EY)EY*  +(4120°(EY)*-20m)EYX"?
1-20n[EY]*+[4120 (EY)-26n]EY>

[4.5.5]

Estimaci6n de f ufilizando la divergencia de Kullback

A partir de [4.5.1] se desprende que la forma funcional exacta de £* usualmente es
muy complicada. Un modo de superar esta dificultad que tiene en cuenta la hipétesis
4.5.2 es considerar, en lugar de f*, una aproximacién, es decir:

5(y) = cg + 1y + Cay2 + Cay3

A partir-de la muestra aleatoria (yj,....,y,) podemos estimar los coeficientes c;
mediante el procedimiento que queramos. Tendremos perfectamente especificada una
cierta f*;,. El problema que nos planteamos es determinar los valores (0*,w*)e R+XxQ



que minimicen alguna medida de divergencia entre f*; y f*g . Vamos a considerar la
debida a Kullback (1968).

Definicién 4.5.1
Sean f'y g densidades con el mismo soporte, entonces:

168) = [f(log (( ;

que puede interpretarse como la informacién media por observacién respecto f para la
discriminaci6n en favor de f contra g.
En nuestro problema tendremos

A
)
0
I(P"O,P"e’m) = b[f*o@) logf* = dy = [log F *

0,0

o)
o )

Pero
Pke co(o)
Py o) = 2(0,0) GOG) = a(8,0) =—¢4

suponiendo f tal que f(0) sea distinto de cero.

_fO)

I(f*o’fke,m) = log f* (O) +E [log (y)] +E [log - O(y) ]

= log—rv = 1@ 20) +Bn[E Y* + 2EYE,Y - EO{J@-r) f(r)dr}] + E [log—;(-y)—] [4.5.6]

I(f*o,f*e,m) como vemos en [4.5.6] es conocida excepto el valor f*g ,(0).
Buscamos una f*g , 1o m4s parecida a f*, se justifica pues:

Hipétesis 4.5.6
*6,0(0) = £*o(0) = ¢

Bajo esta hipétesis se tendra:

_f0)

——— + On[ E0Y2+ 2EYE\Y - EO{J’(y-r)Zf(r)dr}]
£,
+ EO[IOg"f_O(yT

Que podemos considerar una funcién perfectamente conocida de 6 y ®. Los

] [4.5.7]

- valores (B*,w*) que tomaremos como estimadores serdn aquellos que minimicen
[4.5.7]. En el siguiente ejemplo indicamos solamente como quedaria planteado el
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problema en una situacién concreta.

Ejemplo 4.52
Supongamos que f es un polinomio de segundo grado.
f(y)=by+b,y+b,y* con Osyshy w=(A,by,b,,b,)

Considerando la aproximacién

3 3 xl+]+1
: [logzcy] J3 RTINS
1=O o ]=0 1=0 ‘ ] 01 0
donde
1 S 1 2c2c0-c§ 1-6[c3 -ccc0]+2c
CO =—, Cl = C2 =
C 2 3
0 o o
Ademis:

E [logzbky ] zzk-:; +11 k+i+1

k=0 k=0 i=0

donde los b,! estdn definidos del mismo modo que los ¢, 1.

b, A3 D xé(i+2)
I(f"‘o,f"‘9 )=log—+ Gn[ GIEt ZZ 2cibj ="
@ o i=0 2 0500 (i+2)
D IFEC I 3 JLLc 3) JLLREL
i @ Ji+j+4 i i+j+1 - 01+j+1 [4.5.8]

Estimarfamos 6 y los b; minimizando [4.5.8] bajo las restricciones:
2
7\']+1
Zbl j+1 =1

Z by'20 yel0A]
j=0
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Distancia de un grano aislado al resto del RACS

Una de las caracteristicas tradicionalmente utilizadas en procesos puntuales para
contrastar la hipétesis de aleatoriedad espacial (es decir, si el proceso puntual es de
Poisson) es la distancia desde un punto cualquiera del proceso a su vecino més
" préximo. Consultar, por ejemplo, P.J.Diggle (1975, 1983) o Upton y Fingleton
(1985). Sin entrar en mayores profundidades hemos de tener en cuenta que la
determinacién de la distribucién de dicha distancia implica la consideracién de la
distribucién de Palm de un proceso puntual de P01sson (Stoyan Kendall,
' Mecke,1987). Si llamamos M a esta caractcnsuca, es conocido que en Ré
F,,(D)=1-exp{-6b "}

siendo 0 la intensidad del proceso de Poisson, by el volumen de la bola unidad en Rd y
Fy 1a funcién de distribucién de M.

Un proceso puntual de Poisson es el modelo booleano més simple. Consideremos
un modelo booleano de bolas aleatorias y denotemos a la v.a. andloga a M por N.
Parece de interés estudiar la distribucién de N. Dicha distribucién depender4 del radio
aleatorio del grano primario. jEn qué modo?.

Definicién 4.5.2

Supongamos que tenemos un grano aislado "tipico" y definamos N como la v.a.
que nos da la distancia desde ese grano al resto del RACS.

Teorema 4.5.1
Si h es la funcién de densidad de probabilidad de N tenemos:

h(x) = 267 exp{-67t(x2+2xEY)} E*[(x+EY+y) exp{-260nxy}] [4.5.9]
donde E* denota esperanza respecto de la distribucién f*.

Demostracién
Denotemos por Y* el radio aislado aleatorio con densidad f* y sea:
C: ={(xy)/a< X+ y2 <b}
entonces

P(N2x/Y*=y)=lim P(A°:C§+XIA°:C§‘_*§)=
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PA* > C™
0 pa® S
y-£
e yE -
exp] -0n | Joyexen)’ s - |60ty }
_ 0 0
=Y oo y-&
exp{ -Oxn ] (y+£+r)2f(r)dr - (y-e-r)zf(r)dr] }
0 0

= exp{-6n[x2 + 2x(Yy+EY)]}
y de esta igualdad se sigue el resultado.
Es comprobacién trivial ver que si el radio aleatorio es degenerado en O tenemos
como un caso particular la densidad de la v.a. M.
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