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INTRODUCCTION

pogededed gt g oo ot e b 3

En esta memoria estudiamos, a indicacién del Profesor M. Val-
divia, los espacios semi-escalonados con valores en un espacio lo-
calmente convexo y separado Ep . E1 origen de tal pregunta radica
en el estudio hecho por é1 de dichos espacios en [411 y [42] (%),
para la denomirada topologia semi-normal, utilizando en algunods
casos técnicas originales usadaslen estudios anteriores de los es-
pacios escalonados (ver [38] , [39], [40] ).

A la hora de esﬁableqer los aﬁtecedentes de toda memoria o estu-
dio sobre espacios de sucesiones hay que rémontarse necesariamente
a los trabajos que dieron origen a tales conceptos. Son éstos los de
Kéthe y Toeplitz (ver por ejemplo [26] ) , aunque sistematizados des-
pues por el primer autor en [23] y sobre todo en .su fundamental mo-
nografia [24] en la que utiliza métodos profundamente elegantes y
directos basados en las propiedades del espacio li » No por muy co-
nocida debe soslayérse esta mencién, Trés esas fechas vino el desa-
rrollo de una rica teorfa que doné él andlisis funcional de nuﬁero-
sos ejemplos y contraejemplos para ilustrar sus conceptos y las di- -
ferencias entre los mismos. También acontecieron buen nimero de ge-
neralizaciones entre las que se cuentah aquellas que llevan a tomar.
las sucesiones en un espacio localmente convexo y sepérado Ego

- . Existen , entre otros , dos métodos parabhacer'esta generaliza-
cidn: el primero‘es sustituir el cuerpo de escalares por un‘espacio
E‘ﬁue forma parte de un pai dual (E,F} s tomando la forma bilineal

en lugar del producto numérico usual. Los escalones son en este caso

(#) Los nimeros entre corchetes remiten a la bibliografia situada
al final de la memoria. '
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vectoriales. El1 segundo es una combinacién de un eSpacio de sucesio-
nes eécalar y el espacio E utilizando para ello las semi-normas‘que
definen la topologia dél espacio. En nuestro estudio dediéaremos
espacio a cada uno de estos tipos. En el primero de ellos podemos
citar los tfabajos de Gribanov [15] , Phuong-Céc [29] s Gregory [13]
' {14] y Gupta, Katman y Rao [17],[18] . En el segundo debemos citar
a Pietsch [31} » que utiliza sélo la topologia débil ael espacio,

) be Gande-De Kimpe [1]1[2] , Rosier [33] utilizando cualéuier topolo~-
gla, Galusinski'[12] s, que utiliza técnicas de bornologia, y Leonard
[27] ;ven el contexfo de los espacios de Banach. Los escalones en
veste'caéo son escalares. |
| Las aplicaciones directas de estos resultados no se hicieron
esperar, basta ver [3],[4],[5],[6],[7],[8],[19] y [30] . Tambien
aparecen ultimamente recopilaciones diversas en algunas memorias

como por'ejemplo [25] y [44] . | '

Como ya hemos indicado existen otros métodos de estudio de
éstosuespacios pero los expuestos son 1os.més usuales,

Algunos espacios de sucesiones escalares, como e} espacio s
de las sucesiones de decrecimiento rdpido ¥y ¢ ;el espacio de las
sucesiones convergentes a cero, éon utilizados pbr el Profesor ‘
Valdivia para representar espacios de fﬁnciones (ver por ejemplo

[37] ).Recientemente en f43]da una representacién de B,(R),en
notacidén de [20] sutilizando éspacios semi—escalonados; esto de-~
muéstra que el estudio de estos espacios no es en modo alguno su-
perfluo, méxime cuando los prqpibs espacios 8 ¥y ce se pueden
considérar como semi-escalonados. '

Nuestro trabajo estd dividido en cuatro capitulos.

. En el primero de ellos, en cierto modo preliminar, nos plante-
amos definir en un espacio semi-escalonado escalar una familia de

topolog{as a partir de conjuntos débilmente acotados del o -dual



del correspondiente espacio escalonado, de forma similar a como se
realiza en [}1] . Como caso partiéular la menos fina de tales topo-
logias es la semi-normal definida por Valdivia. Todas estas topolo-
gias tieﬁen los mismos acotados y sirven igual para el -espacio es-
calonado de orden infinito definido por Dubinsky~[1QJ. Ambos espa-
‘cios son dompletos ¥ s8i no coinciden el primero es un subesgpacio
cerrado del segundo que no es complementado. Damos tambien un teo-
rema del tipo Eberlein para los conjuntos compactos y estudiamos el
‘caso en que las secciones de un elemento converjan a é1, viendo que _
el conjunto de tales coincide en ambos espacios y forma un'subespa-_
cio cerfado.icaracterizamos las topologfas para las que un espacio
semi-escalonado coincide con el subespacio mencionédo. Finalmente
estudiamos la separabilidad y dualidad para dichos subespacios ya
‘.que la convergencia de las secciones es esencial en los métodés que
usamos.,

En el capitulo segundo se hace la primera generalizacidn con
valores en un espacio E que forma parte de un par dual <{E,F)> se-
parado,bon forma bilineal {. , .)» que hard las funciones de'produc~
to, con respecto del primer papitulo. Definimos unas topologias
a partir de conjuntos débilmente'acotados del A -dual del corres-
pondiente espacio perfecto vectorial. Si bien'en el campo escalar
-los resultados fluyen con relativa facilidad, es necesario aqui in-
troducir hipétesis mds restrictivas sobre el par dual para obtener
resultados similares; Asi para que todasvlés topologfas tengan los
mismos acotados es necesario imponer que F sea (Y(F;E)esucesionalmeﬁ~
te_completo, como comprobamos con un ejemplo. Las nociones de comple-'
‘titud se trasladan del espacio E al de sucesiones sin dificultad.
En cuanto.a la compacidad‘es necesario utilizar pares duales refle-
xivos y suponer qﬁe E es submetrizablé respecto del par dﬁal. Otra

vez sevpohe de manifiesto lé importancia de los subespacios formados



por los elementos cuyas secciones convergen a elloé.'Se obtienen
condiciones de densidad.sucesional y dualidad que son generaliza-
ciones de los obtenidabs en el capitulo anterior.
En'el tercer capitulo combinamos un éspacio semi-escalbnado

Yo del tipo definido en el primer capitulo con un espacio local-
mente convexo Eg ,exigiendo que una sucesién de Eleéa del..espacio
‘)A EC} si para cada semi-norma que define la topolo'gia £ al apli-
carla & la sucesidén nos proporciona un elemento de )o, Dicho espa-
cio viene dotado de forma natural de una topologfa que deriva de
las de v Ez.. Esta generalizacién ,como probamos con ejemplos,
es sustancialmente distinta de la realizada en el capitulo anterior
y parece‘més util ya que ademds no necesita de tantas hipdtesis
adicionales para'obtener résultados manejablesf Asi en general,oéin-
ciden los acotados de todas las topologias, relacionamos estos aco-
tados con los del espacio de sucesiones y obtenemos teoremas del
tipo Eberlein parailos subconjuntos compactos. Se estudian igualmen-
te propiedades hereditarias como isomorfia, subespacios ,productos,
densidad,separabilidad y completitud, teniendo gran utilidad, una
vez mis, el subespacio de los elementos que son el 1limite de sus
secciones, Para dichos subespacios se da una representacidén de tipo
tensorial, Estudiamos el caso particular eh que la topologia del
éspacio es la débil. Para dar una condicién de ;espetabilidad de
cocientes estudiamos las aplioaciones 1inea1es~continuas de estos
espacios a partir de las de los espacios localmente convexos. Fina-
lizamos el capitulo demostrando que todo espacio semi-escalonado es;
~calar tien; la propiedad de aproximacién de Grothendieck, y que si :
el espacio E; la posee, igual ocurre con %) Et. Durante todo el ca-
pitulo se supone LIE;} como subespacio cerrado de JJE.} definido
dé forma andloga a,: partir del espacio escalonado de orden infinito

Yy del espacio Eg .



El capitulo cuarto es una continuacién de las ideas introduci-
das en el tercero, Estudiamos el dual topoiégico del subespacio[&ﬁk[}
de los elementos de QAEQQtu son el My-limite de sus secciones. Da-
mos una caracterizacién de dicho dﬁal y de sus equicontinuos, viendo
".que es un espacio de sudeéiones con valores en E’, Buscamos»seguida-
.meﬁte‘qué espacios tienen como dual a ]KlEéﬂ ydefiniendo los espacios

1p—fundamentalmenfe acotadeos ,generalizando a nuestros espacios
una definicién de Rosier para espacios perfectos. Damos una amplia
clase que cumple tal propiedad y que contiene)por ejemplo, a espacios
. tan usuales como los metrizables, Finalmente estudiamos la heredacién
de las propiedades de tonelacién de EL a 'ldI&} con la topologia
semi-normal utilizando técnicas debidas a los Profesores Marquina y
Sanz Serna [28] para el espacio ¢,dE,§ ¥y la definicidén anterior de
conjuntos Xo-fundamehtalmente acotados., Se da tambien una aplica-~

cién a la conmutagidn de los limites inductivos con el operador Ao »



NOTACIONES Y TERMINOLOGIA _GENERAL
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Como es usual rN ’ GQ,, lﬁi y (E ’ denofarén los conjuntos

de mimeros naturales,racionales,reales y compiejés respectivamente,
“( indicard indistinfamente el cuerpd de los reales o el de los

complejos. Dados dos conjuntos A y»B s ANB serd la diferencia con-
Jjuntista usual. Una funcidn entre dos conjuntos se escribird a menu-
do como f: A —> B . |

Los>espacios vectoriales los supondremos definidos sobrelk( .

Por Eg o E[&] entenderemos un espacio véctorial dotado de una
topologia localmente convexa y separada compatible con la estructu-
ra algebraica; a tal ente le denominaremos espacio localménte con-
vexo o simpiemente espacio, Su dual topoldégico se denotara por E]

N y E(N)representarén el producto topolégico y la

Los conjuntos E'
suma directa de una cardinalidad de copias de E numerable,ambos do-
tados de las topologias usuales. Si F es un subespacio vectorial de
E, lo supondremos con la topologia inducida por la de E y la deno-
taremos de identica forma.' Si P es % -cerrado y considera:ﬁos el
cociente,considerareﬁos sobre éste la topologia cociente. Denotamos
por £ ,ﬁ',ﬁm la. completacién, casi-completacidén y la completacidn
sucesional del espacio E , Si A es un subconjunto de E , su envol-
tura lineal se repreéentaré por Lin(A). '

Si {E,F) es un par dual separado denotaremos por ¢°(E,F) ,
M(E,F) ¥ @AE,F) réspectivamente las topologias débil; de Mackey
y fuerte asociadas al par dual y por @f(E,F)'la topologia en E de
la convefgencia uniforme en los'conjuntos .@(F,E)-acotados de F.

Si g} y'%} son dos topoiogias en E diremos que ¥; es més
fina é;ue %’2 si %,?%'Z. |

| .



Dados E y F espacios vectoriales E® F denotard su producto
tensorial . S1 E y F son looaimente convexos, al producto tensorial
lo podemos dotar con 1és topologias € y fl , llamando entonces
E'G%F Yy EQF a los espacios resultantes.,

Cuando hablemos de un espacio de sucesiones 2.,supondremos un
.subespacio vectorial de «) (espacio de todas las sucesiones en IK )
¥ que oonfieneva @ (espacio de las sucesiones en IK con a lo més
un nimero finito de coordenadas no nulas). Un elemento de tal espa-
cio se denotard por (x,). Una sucesidn en A se representarid como
(Xem) © (x%), entendiendo que el primer iﬁdice o el superindice
déterminan la sucesgidn en 2 .Igual haremos si el espacio de suce-
siones toma sus valores en E,

Dados doé conjuntos de sucesiones A y B denotamos por

A.B = -}("x.\) : Xn= Yu- 2n con (yn)ea , (zn)eB}
Dadas dos sucesiones (an) ¥y (bn) por (a, b;‘) entenderemos an.b;'
si by es distinto de cero y cero en otro caso. '

Un subconjunto A de un espaclo de sucesiones diremos que es
normal si cuando contenga a una sucesién (x.) contiene a todas
las que resultan de multiplicar cada Xn por escalares de mdédulo
menor o igual a la unidad. A es normal si Ac.1”.A . Para un B cual-
quiera n(B) serd su envoltura hormal, es décir el minimo conjunto
normal que lo contiene o la interseccién de los conjuntos normales
que lo contengan.

Dadé un espacio de sucesiones denotamos por')f su « -dual,

X = lnlew t (ayadel*  si (m)el}

Evidentemente para todo A , 1C11¥x y si se cumple la igual-
dad el espacio se dird perfecto. Todo éspacio perfecto es normal
aunque el reciproco no es cierto en general.

Por ¢4, , 1* ,1* denotaremos los espacios de sucesiones conver-

gentes a cero, absolutamenté sumables y acotadas respectivamente.
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El resto de definiciones'se darén sobre la marcha, si bieh
Bésiéamente seguiremos las monografias [20] N [24] - [25] en lo
referente a espacios 160a1mente convexos,[}2] para espacios nu-~
cleéres Yy [35] para productos tensoriales. Para espacios de suce-

siones utilizaremos bdsicamente [24] .
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CAPITULO I

TOPOLOGIAS EN ESPACIOS SEMI-ESCALONADOS ESCALARES

1. ESPACIOS SEMI-ESCALONADOS.

-Partiremos de un SISTELMA DE ESCALONES A en el sentido de
Pietsdn[32Jp.97 , es decir de un conjunto de sucesiones reales
cumpliendo: | |

(1) 'anZ»O sy N=1,2,3500000% siémpre que (an)e.A
(ii) Sixu,elN entonceé existe un elemento (an) en A tal
que anp, ? 0
(iii) si (a}) , (ai) ......(af) son elementos de A , exis-
te un (ap) en A tal que
aa ¥ max jar al......an} n=1,2,3.....

Siguiendo a Latimer y Ruckle [Ze-Jdiremos que un subconjunto
B de A es COFINAL si para cada (a,) € A existe unielemento (by) en
B tal que a, & 4 b, péra algin o> 0,

Diremos también que A es 1-SEPARABLE si admite un subconjun-
to cofinal numeféble.
A partir de un sistema de escalbnes'A se define el corrésponQ

diente espacio escalonado

= i(x,.)eu) : (apxn )€ 1* para todo (an) € A]
y en &1 la topologfa NORMAL N’ definida por la familia de semi-

normas .

42~
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pa ((xa)) =Z 8n | Xal (an) €A

n=z4
de tal forma que 5bp es un espacio localmente convexo completo
ya que es perfecto ([24_]p.413) . En el caso en que A es l-sepa-
rable el espacio es ademds metrizable y por lo tanto un (F)-espa-
cio. Un sistema de esbalones A diremos que és NUCLEAR si
Ac 1*. 4
As{ con esta notaciédn el‘criterio de nuclearidad de Gfothen-‘

dieck-Pietsch (veI'[16]y'L32]) se puede enunciar;

Proposicidén 1.1 El espacio 2d° es nuclear si, y sélo si, su

sistema de escalones definidor A es nuclear.

También es sobradamente conocido que )dp es nuclear si, y
s6lo si N se puede definir por la familia de seminormas
-3 ((xa)) = sup {aalxal § , (8o €A
A partir de esta idea M. VALDIVIA define en [41]y[42]e1
espacio SEMI-ESCALONADO asociado al sistema de escalones A como
30 = %(xn)ew: (anxn) €& @ para todo (a,)eA }

y en é1 la topologia SEMI-NORNAL definida por las seminormas q:,JG.
. c%dﬁ es as{ un espacio 1ocaimente convexo completo,
Utilizaremos también el espacio ESCALONADC DE ORDEN ©0

(definidos para el caso l—separable por Dubinsky'LiOJ)como

j“ = i (xp)ew : (a,x,)e 1" para todo .(é,.,)eA}

que es el bidual del éspacio },dz(ver-tﬁi] ) en el caso l-separable.

Proposicidn 1,2 Si el sistema de escalones A es nuclear enton-
ces l = lo = 'loo . -
demostracidén: Es evidente la inclusidn - Ac 'AOC. Aeo

Inversamente si (Xn)e-lq sea (a,)€ A ; al ser nuclear existe un

(b,)€ A tal que (anb:)e;li , entonces (a,x,)e 1* ya que se pue-

..4_3..



de expresar ‘como (a,,b',:b,,x,;l), siendo (24 b."')€1t y por otro lado
(b,xa)el1™ . B

Rec{procamente obtenemos:

Proposicién 1.3 Si el sistema de escalones A es l-separable y

). =lo= 1» ,entonces A es nuclear.,
demostracidén: Podemos suponer A numerable ,‘es decir
A= (be) & k=1,2,3000000. }
'Si A no fuera }n'uclear existirfa un k, tal que
(ben Dy V&1 k=1,2,3......
~ Por 1la condicién (iii) de definicién de A podemos suponer la su-
cesién (b,,) creciente. |
Determinamos una sucesidén de enteros no negativos
N NydnNyevennceened n,?(.......A.

con ny,=0 y cumpliendo

: n, _
-y " . -)
z b@nb’.\‘\->l H ; bhnbz‘\>l 3eccsccccoscse
. “:' hln“’l
Nie
-\
® 6 @ e 00 0 b b 1 o 0 &0 0 06 060 0 o0
n--n,‘;! kon \m> , , _
Tomemos ahora el elemento (cqy)€ W tal que si n.+lgngdn,
-
Cn = o} si bKﬂ =0
Entonces sup by,Cn $ sup ( sup bysCn , 1 )< 40, k=1,2,....
n NG Ny,

luego (cn) € A,, mientras que (cn)g2 ya que (b&,‘c.{)q-:l" lo

cual va en contra de la hipdtesis. B

Corolario 1.4 Si el sistema de escalones A es nuclear , los espa-

cios )-w’) y ﬁo‘x; son isomorfos,.
demostracién: Los espacios vectoriales coinciden segin 1.2 y
el hecho de que las topologias coincidan viene dado por la condi-

cién de nuclearidad de A. (ver tambien[32]) .



2. moporocTas Mo .

En los espacios 2., y 1.,,‘ vamos a definir unas topdlogias
loqalmente convexas de forma andloga a -como se definen para los
espacios perfectos (ver por ejemplo [51]). Como caso partiéular
la menos < fina de dichas topolog:‘.as serd la topologia seminormal.

Sea A un sistema 'lde escalones en el sentido de 1. Construimos
"los espacios A ’ lx , 10 , l.o « (E1 espacio L, lo.podemo.s ob-
tener usando como sistema de escalones los elementos positivos
de lx ). Llamaremos SISTEMA _TOPOLOGIZADOR a una familia 'm_

de conjuntos O ( 1 , A )-acotados de lx cumpliendo:

: : x
1) Ulm @ mem } = 2

(ii) pMe m siempre que MeM y p>0

(iii) si My y M2 son dos elementos de m existe un Mz

en m tal que . ‘MU M,c Mg

Diremos que 772_ es NORMAL si siempre que contenga a M con-
tiene a su envoltura normal.

Dado un elemento de lw y (xn) definimos

. ay ((xn)) = supi sup |, Xa| & (an)eM }
para un M € M .

Proposicidn 2,1 Sea 'm un sistema topologizador. La familia

{ qy : MeM } es una familia de seminormas en 1,,,,( ¥y a fortiori
en )o ) que definen una topologfia localmente convexa separada.
demostracién: Es evidente que si M € 'YTI_ entonces

qny ((x4)) 20

0, (R (%4)) = lal.q,, ((z,))

A () +(34)) £ q,, ((x4))+ q,, ()
para (x,) , (y,) en J,, y delk,

a5 -



Qpy toma valoreslfinit'os en )\, para M €M . En efecto:
Si no fuese asi existirfan (a.,) M tales que |

sup .] BunXal >k para un cierto (x,)€ Ao,
Construimos (b,)ew con |

la
by = 2 <n | n= 42,3

k=1 k?*

Al ser M o lx, A )-acotado, lo es coordenada a coordenada y por
-tanto existen reales positivos Pa de tal forma que. '
laat € On . 1= 1,2,3,.......

por lo que b, -estd bien definido. Por otro lado si (y,)e A

(-]
Z Jaa yu] & £ para (a,)e M
n=j .

¥y por tanto

od

th lb ynl —Z Z laxnl(y#l Z._ik_ 4 o

es decir (b.‘) & lx .

Sin embargo tenemos que (xn) ¢ :l.,, ya que

' lay Xal _ sup lawn xwl

sup |b,x,| = sup > = —3
n k=) k k
para k= 1,2,3...00‘.00.0

en contra de la hipdtesis, _

Veamos ahora que la familia % q, ® Me'h'L} separa puntos.
Sea (x,) € Qm no nulo; entonces existe un natural n, con x, ¢ O
Escojamos un (a,)€AC Y tal que a,,%0 (se puede hacer por

la condicidn (ii) de A ) ; por la condicidén (i) de definicidn de

m_ existe un Me M +tal que (a,)€ M , entonces

ay ((xn)) 7 Sup lanXal2 ay, xn, 2 O
Por todo lo visto anteriormente 1la familia lq" : M e'hl}
es una familia saturada de seminormas en -l.o que define una topo-

logia localmente conwexa separada ( [Zoly[zli] )e

-46 -



Nota. La demostracién anterior se puede simﬁlificar en cuanto a
la finitud de las funcioneé qAy si el sistema de escalones'es
numerable ya que entonces cada Q(]?,l )-acotado estd contenido
en la envoltura normal de un homotético de algin (ap) € A. (ver
[247 ).
| A la topologia determinada en la proposicidén anterior la
denotaremos por 7Uo Yy 2 los espacios Jo Yy :L” dotadosrde dicha
topologia los denotaremos por )°%b y 2w1na . La menos fina de
estas topologias'és.la determinada por la.-familia GMD ae los
elementos positivos de lx que es la topologia semi—normalyfz.
En [“]Y[Z‘ZJ se estudia con amblitud las propiedades del espacio
‘ng como dualidad, semirreflexividad,.Montel, nuclearidad, Schwartz
etc, reestructurando los métodos ﬁara espacios perfectos desarro-
llados en [;g] ,[§9j,[4°]

La més fina de todas es evidentemente la topologfa éab deter-
minada por la familia de todos los conjuntos o ( 9?,:l )-acotados.

Consideraremos también la topologia J{° decerminada por la
familia (]{ de todos los conjuntos &( ').x ’ ). )-relativamente
compactos de }f.

Es evidente ademds que en el espacio A 1la restriccidn de
la topologia TQD eé menos fina que la 7n,-topologia definidé

por Pietsch.
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. 3. LOS _ESPACIOS lozrl_o Y Yo, .

En este apartado consideraremos el espacio )“'"Io y ao como

subespacio del mismo., Es evidente que ambos son normales y con-

tienen a P.

Proposicidén 3.1 ’ AO es - (WLO ~cerrado en Qoo_

- demostracidén: Sea (x,) un elemento de la mo—adherencia de
2 en dw y sea E€>0 , entonces para Me M existe un (y,)
‘en ﬁo tal que
| a4, ((x)=(3)) < €

Sea (an) eﬁx, existe un M e M con (a,)e il y entonces

lan xnl ¢lan (x,\—y,‘»)|+|an‘ynl ‘n=1,2,3......
luego ' |
lan xn|¢|an Yal+ qn((xni - (ya))&lan vy 1 + €

¥ por tanto (an Xn)€&cCo ,es decir (xn)e& A,. &

Para estudiar 1a‘complementacién de : do en lq, vamos a
seguir una técnica debida a Whitley (ver [2‘1]) para C, .
Lema 3.2 ( [2'1-])‘ Para cada nmimero real & , podemos encontrar
un subconjunto Ny de IN de tal manera que séa infinito y que
para dos reales distintos dy e , Ny N\ Na sea finito.
demostracidn: Tomemos el conjunto de los numeros racionales que
sabemos. que es numgrable como una sucesidn. Sea

Eq =3 Tne€Q: T1o# Twm si ngm y (rn)—_—)o(}

basta ahora tomar Ny ={neIN : r,\e_Eq} . 8

Proposicidn 3.3 Si el espacio )o no coincide con Jm entonces

,10 no se puede escribir como interseccién numerable de nicleos
de elementos del dual de J“”Zo'
demostracién: Sea (b,) un elemento de 2,9 que no estd en 10

"~y tomemos x,(vz (Xqn) - con de IR tales que
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Xgn = 0 si n € Ny ., Xaw = Pn Si ne Ny
siendo N 1los conjuntos obtenidos en él Leﬁa anterior.
Entonces (Xun) € doo> 20 paré cada «£¢€ IR, |

Supongamos que existen funcionales £, f;, ceeees Ty eeven

!
en 1.7}10 tales que

N w v R
=0 Kex %o |
Para cualquier elemento f de ’L""lo tal que f((x,)) = 0 si (x,)
“pertenece a lo ,sea

Q(f) = {aelR: £(x,) £ 0}
Si A={selR:f(x)r 1= 1,2,30.0000

entonces »
~ af) = U an
=1 : ,
El cardinal de A, es finito: sean dy.........dx elementos de

A, 3 consideremos

P
-
n
N
=
/
~

. ' T (%)

Si x =2 Bixa; entonces

=1 K

0 =) e 3 K

vay

Definamos ahora (y,) de la siguiente manera:
Si existe un Unico i tal que .ne Nt 1¢ig¢k entonces
In = (%.‘, bn * siendo cero en cualquier otro caso.

Salvo para cuando n € N.{Pﬂ Nety (que es finito 1< p,q€ k)
se tiene que ¥n = Xn ¥ por lo tanto si y = (ynl)

¥ - xelo por lo que f.(x) = f(y). |

Sea ahora S = Qyy ((bn)) paré. un Me?"l (se puede 'eleg.ir de
forma que sea distinto de cero) , sea

B = ‘! Zé'lm :'q'n(z)égz y tomemos

Qe () = sup [£(z2)]

. 26R
entonces £(x) = £(y) & qgo(F) pues X e Yy estan en B,
#y por lo tanto k & n-qa; (f)
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Como qB,,(f) eg finito entonces la desigualdad anterior nos
asegura que A, es finito., A partir de aqui podemos deducir que
Q(f) es numerable por lo que al ser IR no numerable existe un

o real que no estd en U o(fn) y por tanto

h)

[\
X4 € () Ker £, . pero. Xa }\o. &

ny

Proposicidn 3.4 Si el espacio }o no coincide con lm enton-

ces lo es un subespacio cerrado no complementado en lo'mb .
demostracién: Por la proposicién 3.1 lo es cerrado en 1‘*’7‘20
Si fuera compiementado eiistiria un subespacio H de Rm tal que
| Ao = Ao & H  (top)
Sea T el dperador de lco en dp tal que si z€lo , 2z = Ze+ 2g
con ,‘ zo€ s , z,EH entonces T(z) = 24 o T es lineal y con-
tinuo.
Para cada natural n sea g, el elemento de 1007’22 tal que
g, (2) = z, K Z2 € Qe N= 1,2,30cec00

Si g, (2z) = 0 entonces zn =0 Yy por tanto

)o = Ker T = 7 () Ker ( g T)

n=I

lo cual es imposible por la proposicidn anterior. E

Corolario 3.5 Sea. A un sistema de escalones vl-separable

Yy J(;‘,‘ la topologfa semi-normal en Aco . Entonces ;lo es com-
plementado en )‘DI}Q si, y sb6lo si,no es semirreflexivo,
demostracién: En [41] M. Vald:';via demuestra que con las hipé-
tesis del corolario el bidual de )., con la topologia semi-normal
es 1@ . Basta entonces combinar este resultado con la propo-

sicidén anterior. ﬂ

Vamos a estudiar ahora las propiedades de completacién de
las topologfas 7720‘ o Los espacios )ouj; y L(A@ son en particular
completos ( ver L4i]y [49.]).
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Proposicidn 3.6 El espacio )47’10 es completo.

demostracidn: Sea } (y9) : Jde D} una red de Cauchy para
la topologia'_ Wo en 1«'0 , €s decir dados E YO0, M e™m
existe un J;e D tal que " |
| 0, () - 3ZN<e  Fs'2d (D)
.Para un natural p fijo tenemos qué
vé -8 < p& M
por lo que la red }ygy : de D% es una red de Cauchy en (K
y.por lo tanto convergente a un cierto Yp en < .
Formemos la sucesién (¥,) en w
Sea (an ) e 1* , entonces
sup lan ynl € suplan v | + sup |2, (y2 - yu )]
tomando 1{mites en (1) para &'€D y M tal que (an)€M
sup |a, ya| € sup lan vl |+ €
y por lo tanto (ya)€ de. Por otro lado si M & M
Ay (38 = (7)) ¢ €
lo que quiere decir que la red { (y‘f) : de D} converge a (y,)

en la topologia ’mo . 8

Corolario 3.7 E1 espacio )o'mo es completo,

demostracidn: Es consecuencia directa de las proposiciones

3.1 y3.6 . H

Corolario 3.8 Si el sistema de escalones A es l-separable
entonces tanto laa\f[, como 20()‘/8 son (F)-espacios. |
demostracidn: Basta.tener en -cuenta 3.6 , 3.7 , ¥ el hecho de que
la 1—sepérabilidad de A implica la metrizabilidéd de la topologia

semi-normal., E§
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4. conguntos Me- ACOTADOS .

Vamos a comprobar que el coqcepto de acotaciéh en cualquier
fopologia del tipo qno es el mismo.
-Un subconjunto .B de lw (respectivamente« de 10 ) diremos
que estd ACOTADO si para cada (an )€ 1° , existe un @>0 tal que
| | sup |an xnl ¢ P - parc (xXxn )€ B,
Este concepto coincide evidentemente con el de OM;— acotacidn,
"Por la propia definicidn es evidente la siguiente

Proposicidn 4.1 Un subconjunto B de L, estd .acotado si., y

sélo si,su envoltura normal estéd acotado.

.LaArelacién entre los acotados de las topoldgias 770 Yy en

particular el concepto anterior es:

Proposicién 4,2 Si ml es un sistema topologizador cualquiera
entonces un subconjunto B de 1, es acotadd si , y sblo si es
"acotado para la topologia ¢Qo ;

demostracién: Si B es qno‘ acotado al ser la topologia ﬁﬂo

més fina que 1la topologia dﬁ' es evidente que es acotado.
Reciprocamente si B es acotado, sea ‘hl un sistema topologizador.
Si B no fuese qno - acotado podriamos encontrar para cada natu-
ral k¥ sendos (Xun )EB ¥ (awn )€M paré un cierto M e m
cumpliendo b

L K , .
Su'.\p ‘a.(n X.‘“l,) k.2 ) k = 1,2’30100

Al ser M 6” ( Qf, A ) - acotado , lo es coordenada a coordenada
¥y por lo tanto existen reales positivos Cn n=1,2,300..,
de forma que para todo (an )€ M se cumpla

la“‘sen_ n=l,2,3,ocooo

o0
a . .
b“ = "'"'E para n = 1,2,3..00..
2%

- Sea

K=t

_ge-



Por lo dicho anteriormente by estd perfectamente definido ¥y

[bn]4 e., . Ademds (b,)e€ 'x‘ ; en efecto, si (yu)€ X
oD

Z ' Ian ynlie para (an, )€U yunéierto e> O.

no}

luego

2 Jou vl sZ_ (2 ‘a““”’“‘) e

"Al ser B acotado existe un real positivo @, tal que

sup l_b,,_ x,\lﬁ f’o (Xn)eB_ (1)

sin embargo

-
: a X
sup | by Xpn] = sup ( E L_'i."_"_i“l) >
n " K=} 2

: 1
> sup —;‘ lawn Xual > k

.para k = 1,2’3000000

1o cual contradice evidentemente (1).

La proposicién anterior nos pérmite hablar del concepto de
acotacidn si especificar la topologia en la que estamos siempre

que ésta sea del tipo Iyrzp.

-—23 -~



5. congunros___ M- compacros.

Trabajaremos en este apartado esencialmente con el espacio

AOM%. Obtenemos primeramente un teorema del tipo Eberlein,

?roppsicién 5.1 ~8i B es un subconjunto acotado en )o son
equivaleﬁtes las siguientes condiciones

(a) B es :WQO— rclafivamente compacto.

(b) B es q?o_ relativamente numerablemente compacto.

(¢c) B es qﬂa— relativamente sucesionalmente compécto.

(a) Si (xgy) kX = 1,2,3.4...  es una sucesién eﬁ B que

converge coordenada a coordenads a un cierto (Xn),e-ﬂo
entonces My~ converge a (x,) en lo-
‘demostracidn: (a) => (b) evidentemente.
(v) = ('d) : sea (X, )EB k = 1,2,3,....... una sucesién
de tal forma que para cada natural n
1¥3XKn= X
Si (ya.) es un punto adherente de la.sucesidn necesariamente
x,;= Yn N =1,2,300c000

Si (xkn ) no confergiese a (in) en la topologfa M, podrfamos
obtener una subsucesidén convergente a (z,) # (xn) 1lo cual no es
posible al ser (x,) el dnico punto adherente.poéible.
(d) =%>(c)': Si (xyn) k =1,2,3,.... es una sucesién en B , al
ser.éste acbtado lo es coordenada a coordenada. Entonces aplican-~
do un proceso diagopal'de forma tradicional hallamoé una subsuce- .
sién convergente coordenada & coordenada en ﬁo. Por hipétesis dicha
subsucesién qﬂb-»converge y pdr fanto B es WQO— relativamente
sucesionalmente compacto,. |
(¢) =» (a) : Consideremos un filtro'_@F =={FQ} en B. Vamos a
demostrar que existe un punto qﬂo- adherente a @; en 10‘

(el método a seguir es,él standar en este tipo de casos)
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Dado (x,) B définimos su seccién n-finita
(Xg sXgseeeseXp)elK™ , 0 = 1,2,300..4
Considerando estas n;secciones para cada elemento de B‘obtenemos
los filtros §i==lFan§' | |
Consideremos el conjunto G,de puntos de ”<n'adherentes a Jn e
Para cada n el conjunto G, es acotado. |
Consideremos y™eB de tai manera qué
Cyd, v, e v eGn n=1,2,300..

Por hipétesis la sucesidn y'" admite una subsucesidn convergente
que por comodidad,para no ‘enmascarar la notacién,escribifemos de
1a'misﬁa forma, es decir

My~ 1lim y¥ =y ye do

Sea z™ un elemento de Fx tal que

\Z(? - ygo $ _%- i = 1’2’300000

entonces Mo~ 1im 2™ =y
n

Yy por lo tanto y es mo‘ adherente a ,5: . 2

Daremos ahora una condicidn para que la envoltura normal de un
acotado en 10 gea relativamente compacto en la topologia qu
segun las propiedades de las "colas" de sus elementos,

Proposicidén 5.2 Sea B un acotado en ﬁo.

Su envoltura normal n(B) es qﬂo- relativamente compacto si, .
y s6lo si para cada Me M existe un n,e& N tal que

sup la, Xu| £ 1
nYNo

para cualquier (a,)éM ¥y (xh)éiB.‘

demostracién: necesidad; si no fuera cierta la condicidn para B
siendo n(B) M, -relativamente compacto , existirfan para éada
i natural (ag, )EM (x;n VEB tales que

sup | ag, Xin| > 1 |
h7t i =.l,2,3¢oocooo

BIBLIOTECA
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Sean &, elementos de |K tales que

Ein= 0 . ngi
€ 8inXin =l 2t Xenl| ni
entonces sup | an Xan|>1 - (1)
n

La sucesién ( &y xen) 1 = 1,2,3...;. converge coordenada a coor-
denada a cero y estd en n(B) , aplicando 'la proposicién 5.1
(coimplicacidén (a)&»(d) ) tenemos
M, - lim &z xg = (0)
¢

luego dado M &M

| sup {( sup lan Enxa]) (an)eM}< 1 (2)
para i 2 ig.
Toméndo ahora i 7 i, , para (ag,)€ M las expresiones (1) y (2) son
contradictorias., |
-Suficiencia: sea (an,) jJ = 1,2435e0e¢ una sucesién en- n(B)
que es acoi;ado; lg sucesidén puede ser elegida de forma que sea
convergente coordenada a coofdenada , €s decir

1];.im y-l.“' = yh- ) n=1,2,3,.;...-

Podemos encontrar una sucesién (xjn) J =1,2,35¢44. en B con
|ul¢lx50] — dem = 1,2,3,0.....
- Dado M &M existe un nyelN tal que

sup lanxalé 1l (806 M , (x,)€EB
_ wy o : .
y por tanto 's%%’[a.,_ Ymlgl (a,)EM , § =1,2,3,....
. h . .

Y por la.condicién de 1limite sup |a, y”ls 1
L AT

Si tomamos ahora (an)€ M , existen pn Teales positivos tales que
. 'a'\‘éeﬂ- n = 132’39000000
Existe entonces un natutal Jj, tal que si j » J,

' ' 4 o _
lyjh -yn\< ;{o_é-n n = 1,2,300000110

y por lo tanto
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an(pr‘ yu)l £ 1 '3 por otro lado

siempre que (anz)eM y J > Jo
Y por lo tanto

sup lan (F5n - y“\‘é 2 (é_a.,‘)eM s J > AJ'O
Ademés evidentemente‘(yn)e:ﬁ° va que si (a,)e€ 2* entonces
(anyju)€w , ¥y por tanto (a.¥n )6€Co . | |
En definitiva (y.) es el 'WL-limite de la sucesién (ysn) J=1,2,..

lo que nos indica que n(B) es qﬂo- relativamente sucesionalmente

compacto , luego por 5.1 es 4n0f relativamente compacto. B3

Obgervacién 5.3 Como es obvio la proposicidén anterior se puede
enunciar de forma que la acotacién 1 sea sustituida por un nime-

ro real positivo € prefijado.

Observacién 5.4  E1 resultado 5.1 es vdlido para los espacios

 1”72, como se advierte al inspeccionar la demostracién , no ocurrien
do igual con el resultado 5.2 ni éiquiera para espacios de Banach
(E1l ejemplo inmediato es 1la epvoltura normal en 1° del vector K
cuyas componentes son todas la unidad)

La condicidn (d) de 5.1 se puede expresar a su vez utilizando

redes en vez de sucesiones,

Recordemos que ;L{ representa la familia de todos los con-

juntos o=( A, A ) - relativamente compactos de lx.

Proposicidn 5.5 Supongamos que WQlC1}ﬂ‘. Sea (xn) un elemento
de X .Si B=n ((xq)) , B es M), - compacto.
demostracién: Las proyecciones |

I, ¢ 107’70 ——————— >IK 0 (xe)) = x,

k = 1,2,3,..00-0

son confinuas
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Si i(xgn) : J e D} es uné red en B que converge a (y,) , como
ESRF ,V entonces R ]x,‘] 1uego. (ya)e p(B);:: B

Por otro lado si Brno fuese ’Yﬂo— compacto.entonces para todo -

k natural existiré uh (ayg,) en un cierto]M67Q tal que

s:\;);; [awn Xal D1 |

La débil clausura de n(M) en 3% es T ( 2?, X ) -~ compacto ( [24:]
$30.6.(2) ) , luego podemos tomar una subéucesién (anen) k#l,z,....r
“convergente en la clausura de n(M) a un dierto (an). |

Sea J» k para k natural fijo

sup ]a.gjn |1, por lo que
LP4
su%Jan,xnl para todo ny

lo cual no es posible ya que (an)e)‘- y (xn)e;]D y por tanto (anxn)

es un elemento de co B

Corolario 5.6 En las condiciones de la proposicidn anterior la

envoltura normal de cualquier conjunto finito de 10 es qqg ~com~

pacto.

Observacidn 5.7 Al igual que hemos visto en la Observacidn 5.4

les resultados 5.5 ¥ 5.6 no son vélidos para los espacios Jdes ni
siquiera cuando se tomalla topologfa seminormal. En el apartado
-siguienteAveremos que la razdén de que esto ocurra estd intimamen-

te ligada con el hecho de que un congunto o bien todo el espacio
_contenga 0 no a aquellas sucesiones que son 11m1te en la topologfia
M, de sus secciones. Tal situacidén es andloga a la que se plantea

para los espacios perfectos (ver por ejemplo~E31]):
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6.  10S SUBESPACIOS '[lw%] Y [:107’101.

' Dado un elemento de Aw (respectivam_ente de 10 ) (%) defi-
nimos sus secciones como las sucesiones

(KXY = (Kg9XgpevennsXgsOgaaneaOoans) k= 1,2,3,00..s
Se deduce inmediatamente del apartado anterior que las secciones de
un elemento no tienen porqué converger a &1 en una topologila Wo .

Asi pues introducimos log conjuntos

[%'Mo] = {(xn) € A :  M,- lim (xn) = (xa) } '

e igualmente se define {ﬁo’rq;l. ‘Es inmediato probar que ambos son
subegpacios vectoriales normales de l,oy 10 respectivamente.,
‘Salvo que se indique lo contrario ml se supondré normal.

Proposicién 6.1 [Ao'p);] es el conjunto de aquellos (xn)elotal que

n((xq)) es. M- compactos
demostracién: Es inmediata a pai'tir del resultado 5.2 ya que ade-

mis n((xn)) es siempre ’Y’Zo— cerrado ( la prueba se ha hecho en

5.5 para McH pero sirve para cualquier ’m_). H

Cuando consideremos los subespacios [Lm] Yy [107‘4,] los supon-
dremos siempre dotados de la topologfa inducida por "Y(_o. |

~ Proposicidén 6.2 .[,lo'm,,]flo si, y sélo si, QYLC;H. .

demostracidn: la suficiencia es inmediata aplicando 5.5
Necesidad: supongamos que Do?‘b]:l,y sea Me M. , si no fuese
o (A, 1 ) - relativamente compacto podrfamos encontrar (aky) €M

k =1,2,3,¢0... de tal forma que

G foen 22

para un (x,) €%. A o0
: laenl '
Tomemos (b,) tal que b, = -2—% n = 1?2,3,.._...

K=\
X ' :
(v,) e X (ver por ejemplo 4.2)
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sup |lb,x.]|= sup Z l.i'k_.x_":.!>l

nri nyk ,
Como (x,)e Acl, 1a condlclén anterior indica que (Xn)é[ﬁam] lo

cual va en contra de 1lo supuesto. E

Proposicién 6.3 ['loo "‘10] es M,- cerrado en A

demostracién: sea (x,) un punto M,- adherente a [L,'»;o] en Aw
Para Me® , €0 exisive un (y,‘)e Dleo)u,,] tal que

((Xn.) = (ya)) < Efp
Como (Y, )c[Lp,’]entonces existe un ne natural tal que

sup | 2. Yul <£‘/2 : (ay)e M
h7hy

luego

sup |a, x| & sup |a, (% )|+ Sup |aw Yl <
hohg w2 ho

< aqu(xa) = (v ) + sup lan Yu| ¢ E
Nz ne
y por tanto (x,)e [me]. a

Proposicidn 6.4 [207'20] es M, - cerrado en Xo

demostracién: es exactamente la misma que la de la proposicidn

anterior. l

Corolario 6.5 [L‘)no] es completo

demostracién: basta combinar 3.2 y 6,3 . B

Corolario 6.6 [ﬂo‘m‘,:] es completo

demostracién: basta combinar 3.3 y 6.4 . .

Corolario 6.7 Para toda topologia 4, se tiene ‘que

[lem ] =] dom,]

demostracién: estd implicita en la demostracién de 6.3 -. a

Corolario 6.8 Si ’”Z_C,_}ﬂ entonces, y sélo entonceé, [la'mo] =% .

demostracién: resulta a partir de 6.2 y 6.7 . R

Vamos ahoré a resolver la cuestién planteada en la obseva-
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cidn 5.7 acerca del porqué de las restricciones en las hipStesis
de los resultados 5.5 y 5.6 , probando que los subconjuntos ’m,o -

relativamente compactos estédn localizados en el subespacio [ﬂomo].

Proposicién 6,9 Si B es. un subconjunto normal Imo' relativa-

)

mente compacto de :lm (respectivamente de Mo ) , entonces
B c [m,]
- demostracidén: si (x,) es un elemento de B , entonces n((x,)) es

'Wlo - cerrado y al estar en B , ’7’7.0 ~ relativamente compactb )

luego (xn)e['lo'm,]. g

| Proposicién 6.10 Para cualquier 'nz_ se tiene
Co o Jo € [lo')’no] s Co o Aeo C-[a“"mo]

demostracidén: sea (x,)e % » (Zn)€ Co .Tomemos MeM , si k es

un natural arbitrario
sup lan Xn 2a] € sup lzal - qH((xn)) para (apn)EN
Ak nry . '
E1l segundo miembro de la desigualdad anterior tiende a cero al
hacerse k arbitrariamente grande , luégo las secciones del elemen—“
to (2w xn ) M, -convergen a é1. El razonamiento para le es

totalmente andlogo. i

" Proposicidn 6.11 Sea B un acotado normal en 1.,. s ¥ sea (zn)

un elemento de ¢, fijo. E1l conjunto (za).B = Byzes fma' relativa-
mente compacto. |

démostracién: Bpoz €8 un acotado. normal ¥y adefnés' Bo%crla'mpl = Jo
Sea MeM , si (¥n)€B,; para cadan Vo = x;'\ Zn siendo
() €B ¥y (2n) €Co

Por otro lado si k e IN

sﬂu}p lan yn] tiende a cero si k se hace grande.
x .

Basta ahora aplicar la Proposicidn 5,2 o |

-34-



Te SUBESPACIOS 7Qo — SEPARABLES.

Utilizando el método de [24 ]30.5.(11) ¥ [31] Satz 1.32

demostramos la siguiente

‘-_Pr‘oposicién 7.1 [ﬂo'mo] es un subespacio ’WL,- sucesionalmente
separable. ' |
demostracién: sea (x;\)e[')o'b?o] y sea para cada nelN, Pun € 174
"racional en el caso en que “(: IR s o bien de componeses 'racio—- "

nales si IK = (T_‘ , tal que

‘Xn-em {— 4 n'—:l,z,oooo-,k

]

Qn = n = ktl,k#2,0000..

Sea (XKV\) = (QK\’QKT.’.'....’FKK’ 0’00005’0,000000)
Tomemos M €1 , existe un @>0 tal que
sup | an Xa|< e para todo (a,)€EM
"

"Entonces tenemos que

: 1
su Xn - —— su Jaa. x 4 ——
. _lév?&h‘an (’n. QKn.)L K lseskl ) nl S

Escojamos k4 de tal forma que si  k,4 k ) (’/K<€ , bara un £ > O,
Al ser (x,)eé Do'm,] sus secciones ’M,- convergen a €1 luego exis-
| - te un natural k,de tal forma que si k, &k

sup |a, x,| € € ’ (an)€e M
ny Kk

Tomando ky k, = max( ky kp ) se tiene
sup lan (xn - an)l <& ’ (an)e M
es decir (xn,) es el W],-1fmite de la sucesidén (Xyy).
Hemos demostrado pues que el conjunto de los elementos de
| -[;\o‘mo] con coordenadas racionales es sucesionalmente denso y'su

- cardinal es evidentemente numerable. H

Anélogamente'a [24 ]30.7.1_se puede obtener para los espacios

semiescalonados y sus topologias la siguiente
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Proposicidén 7.2 Para un espacio semi-escalonado 'no son

equivalentes las siguientes condiciones:
(a) @o =(.l'{o
(b) Una sucesidén (xg,) k = 1,2,.... en }L es (Ho -conver-
gente si, .y. s6lo si es @0— convergen»te.
'(c) Todo c"Ho —compacto en 3o e€s 80 - compacto,
(d) [)oﬁ},]= 'lo |
(e) 2.,@0 es sucesionalmente separable,
demostracidn: directamente aplicando la Proposicién 5.1 se tiene
(a) =P (b) &> (¢) | |
(c) = (d): sea (x,)€ Ao Yy sea (x%) k =1,2,3,.... la sucesién
de las secciones de (x,). Como [%}43 =1, (ver 6.2) el conjunto
)y (xB) k=1,2,3,0.0 ] |
es (-Ro - compacto eri Jo y por hipdtesis @o - compacto , luego
| &1-1En(xg) = (x,) |
es decir (x,) e[:(u@d.
(d) => (e): Es inmediato a partir de la proposicién 7.1
(e) = (a): sea (XJn) J = 132435e0.00 una sucesién en :\D tal que
todo elemento de U, es el 1fmite en la topologia (P_)a de una subsu-
cesién de (XJ,‘). |
Si (y,) € A ,espacioescalonado éorrespondiente, (I )eﬂo lﬁélgé

B, - Lim (x50) = (ya) y por tanto

3 - 1ikm (’5’-("/2*) = (ya) es decir el' espacio
153 es sucesionalmente separable. Aplicando ahora [24] 30.7.(1) -

A4 =63 y_deah:{';l‘ﬂ‘,:@o . B

—~33~



8, EL DUAL TOPOLOGICO DE Do'mo].'

- En [41:lm; Valdivia demuestra que si A es un éistema de esca-
: iones l-separable ( y por tanto él correspondiente espacio semi-
escalonado con la topdlogia semi-normal es un (F)-espacio) , el
dual topoldgico de Ao‘}g coincide con el o-dual de :L, s que es

a su vez el of-dual de l»o Desgraciadémente no rarece fdcil carac-
terizar el dual en el caso general o incluso cuando la topologia

no sea la semi-normal. Vamos a dar en este apartado ciertas propie-
dades del dual del espacio [no%ﬁ], caracterizdndolo en algunos

casos y obteniendo como caso particular el resultado de Valdivia.

Propbsicién 8ol Si f es una forma lineal continua sobre [ ao%u]_

existe un elemento (y,)e€ AZ tal que si _(xn)e[qomb]
o0
f((xn)) = Z: Yn Xa
n=g ‘

‘siendo tal representacidn ﬁﬁica.

demostracidén: denotemos por e, ‘n = 1,2,.... el elemento de
que tiene todas sus componentes cero salvo la n-sima que vale lé
unidad. Sea para cada n natural yn = flen)

Si (x,.) es un elemento de Do'mo] y (x4 ) son sus secciones s €omo
f es continua f((xn)) = ’Y'Lo - lién f((x2))

Yy por lo tanto " o0
£((xa)) = lim Z;‘. Ya Fn =L Yo Xn

Por otro lado si (z,‘)e:';\o sea (dn)e€q cualquiera y En tal'que

'dn In Zr\l= f.fndnyw Zn _
Por la Proposicidén 6,10 la sucesién (E“duzn)evrno%u] luego

<0

2 el |y 2] = Z En dnTp Zn = £((Endn Zn)
n=y

n=sy
. - »® .
que es finito y por tanto (x;)érqo. Ademds la representacidn es

evidentemente tnica. B
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Segin el resultado anterlor podemos identificar el dual del espa-
cio [ﬁohb) a un subespa01o vectorial de 2 Yy es por tanto un espa-
cio de suces1ones.
Dado un elemento (a,) € }F, con coordenadas positivas se defi-
ne el espacio
| '/\oa=i(_xn)ew :(a‘qxn)é%}
Proposicidén 8.2 |

!
Ui)\;‘(\: | (an) € AX sy 8w 0 n= 1,2,....3 C EQOTQD-]

X
demostracidn: si (u,‘)elaa,entonces (un az') e1t.

Sea Me'YYL tal que (ap)e M , y tomemos 1la forma lineal € en 2,

tal" que = ka

€ (=) =2 u, %Xn
n=y
entonces _
‘ Z Uy, Xn) Zlun ~.l lah an 'K'Slj‘p‘an‘ Xh) <
n=yy i

¢ Kosupllaw xu): (a,,)eM} = K. g4 ((xa))

‘es decir ¥ es MM,- continua . g

Proposicidn 8.3 lo UJ {lo&: (am)e X, a0 n-1,2,...}
entonces an‘m, . lo

Si ademés [)o'mo] (Ao ,entonces se tiene que
/
Doty - |
demostracidn: basta combinar las Proposiciones 8.1 y 8.2 que nos
_ - : / x
dicen que U 1;; C [)&o'fho (@ Qc . B
Como ejemplo importante de un tipo de: espacios que cumplen

la Proposicidn anterior tenemos los espacios semi-escalonados con

sistema de escalones l-separable ( ver L“ ] ).
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- contiene a

CAPITULO II

ESPACIOS SEML—ESCALONADOS CON VALORES Y ESCALONES

=== msm=msm==

1. ESPACIOS Ao Y Aw.

Nuestra pretensién en este capitulo es dar una primera gene-
ralizacidn-de los espacios semi-escalonados escalares tal y como
han sido estudiados en el capitulo anterior.

Al ser el dual topolégico de IK é1 mismo cabe pasar del pro-
ducto usual de escalares a la forma bilineal que liga a un espacio
localmente convexo E separado con su dual topolégico E’.

Consideremos , de forma io miés general posible , un par dual
separado {E , F) con forma bilineal (. , . . Llamaremos ES-
| PACIO DE SUCESIONES VECTORIALES a un subespacio lineal A ade
(IN) ’

E‘N que sea normal y contenga a E

Podemos considerar el éspacio‘de sucesionesfen F
X _ .
N = i(yn Ye F™ ¢ ((Za,7Y)e 1 para todo (x, )eA}

que denominaremos «&- dual de /\. . Es evidente que'es normal ¥y que
p N , cumpliendo en general que /\AC A™X . En el
caso en'que se verifique la igualdad difemds que_/« es PERFECTO,
La teorfa de los espacios perfectos vectoriales ha sido estudiada

para diferentes propiedades por Gregory ({13], [‘”']) ’ 'Phuohg-Céc
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([29],[50]) ; Gupta , Katmén , Rao ([i?:L[iX],[i9]) y Gribanov
([15]), obteniéndose en algunos casos resultados que son en gran.

parte generalizaciones de los correspondientes a espacios perfectos

escalares,
Sea pues “ﬁL un espacio pefecto de sucesiones con valores en
definimos los espacios

;
: Y IN , N .
Ao=(xa)e BT ¢ (&xmy¥ad)Ec,  para todo (yn)e AX}

. ON
ambos son normales y contienen a E

E

]

{(XN)GEN : ( (X.\,y..y)el" para todo (y.)€ /\x}

) . .
¥y los denominaremos respecti-

vamente ESPACIO SEMI-ESCAIONADO VECTORIAL .y ESPACIO ESCALONADO
VECTORIAL DE ORDEN INFINITO asociados al espacio N\ . |

'Es inmediato que en general A<Ascho. En el capitulo anterior
vimoé ejemplos , incluso en el caso escalar en que la inclusidn es
estricta y-en los que ambos espacios coinciden con /\ .

Para cada natural j se definen de forma natural las aplicacio-

nes
ny Neo ~—-—eeeeee> E tal que R;((xn)) = x5
para todo (xn)€ Aw
I3 ¢ B memme———e- 5> Ao tal que I;(x) = (xa)

donde (x,) es el elemento de Aw que tiene todas sus componentes
nulas salvo la j-ésima que vale x , para todo x en E. .

Estas aplicaciones se pueden considerar sustituyendo el espa-
cio A@ por el subespacio /\o « Es inmediato que para todo j 1la
composicidén Mfje T es la aplicacién identidad en el espacio vectoriai
E , mientras que la composicidn ;rug es una proyeccién en el sub- |

‘espacio Iy (E) .
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2. mororocias Mo .

Andlogamente a I..2 vamos a definir una familié de topologias

en Moy Am a partir de familias de subconjuntos de Ax, débilmen—
te acotados siendo /\ " unespacio perfecto de sucesiones con valores
en un espacio E . Los espacios A y /\’c forman un par dual sepa—

rado con la forma bilineal

<(X-t) ’ (yu)> 2; {ZXns Yu?

para (xp)e A e (ya)e A® . .
' X
Sea m una familia de conjuntos 0°( A . /\ )-acotados de

N* cumpliendo las condiciones:

(1) Jiu: mem ]

(ii) (;Me.m , Siempre que Mc'nl y e>»0
(iii) Si My y My, son dos elementos de '}')2 existe entonces
un M,eT) tal que MyU My My

A una familia 'hz cumpliendo las condiciones anteriores la de-
nominaremos ~SISTELIA TOPOLOGIZADOR , diciendo que es NORMAL cuando
contenga a las énvolturas normales de sus elementos.

Dado M  o¥( A¥ ’ /A )-acotado definimos para cada (x,) en N
Qu((xa)) = sup Jsup  I<xay W2 o (W)eM }

Entonces tenemos:

- Proposicidn 2.1 La familia {QH : Me 'Y’Z g es una familia de semi-

normas en Aco ( y a fortiori en Ao ) que definen una topologia' ’
localmente convexa y separada.

demo_strécio'n: Es andloga a la de la proposicién I.2.1 con las mé- .
dificaciones necesarias para la forma bilineal . Veamos unicamente
que la topologla es separada -:

Si (x,) es un elemento de Aw distinto del neutro de la suma
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podemos encontrar un naturai n, tal que J.Cn,, sea ‘distinto del meutro
de E. Al ser el par dual <{E,F) geparédo , podemos encontrar un
elemento y de F de tal manera que (Xa, ,¥» sea distinto de cero. .
Basta ahora tomar el eiemento de 'nz s quue contenga a la sucesidn
cuyas_coor.denadas son todas nulas salvo la n, que toma el valor y .
Es enfonoes inmediato que

Qy ((xa)) > 0 .+ B

A la fopologia definida por la proposicidn antefior la denota;
remos por ‘TQO Yy a los espacios respectivos.por A"% y A“’?’?o- _

La menos fina de estas topologias se denominard SELI-NORLAL
y se denotard por c)\{; . Ella induce en el espacio perfecto A uria
topoiogia menos fina que la normal n( A, Ax) definida por las

seminormas
o

PY-((xn)) =Z:' l<Xn, yn>l ’ (y” )e/‘\x‘

nay

_Podemoé considerar tamb‘ién las familias }{ y @ de los subcon-
juntos débil relativaménte compactos y de todos los debilmente aco-
tados , respectivamente, de /\x que determinan sendas topologias-
}‘,, y Qo , cumpliéndose en genéral

Ho < oL B,

4_ ya que.’es fdcil de probar‘ que la topologia de Liackey /1( ALA) es
mis fina que n( A, ) (Para todas las nociones y resultados re- -
1ativos 'g los espacios A pérfecﬁés consultar£2_9]).

Con las notaciones de 1. tenemos:

_ Proposicién 2.2 Sea Eg espacio localmente convexo y E“su dual.

Sea A un espacio perfecto de sucesiones con valores en E,

Entonces se tiene: (a) nj'es ol!;—g abierta como aplicacidn de

MenE.’

(b) I es & -~y continua como aplicacién de E en As.
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(e) 8i fij es continua entonces Ij es cerrada.
' (d) iy es d/;—O'(E,E') continua,
Los resultadosAanteri;Jres sirven para Aa en lugar de Am .
demostracién: (a) Para un elemento (an)c-/\x y un real positivo &
sea U = {(xn)eM: supld xp,anSl < € ]' ’
Tomemos éj . Existe una seminorma’ continua en E de tal forma que
para todo x de E se tiene | |
[Kx , a32]e p(x)
Sea ahora ‘V =7{ xe¢ E : p(i)(E} y tomemos x en V. Construimos el
elemento de Aa,, (xn) ‘ouyas componentves son todas nulas salvo la
j-—ésimé que vale x., Se tiene entonces
sup [<Xpsantl = [{X5,8;>|¢ p(x) < €
es decir (x,)e U y por lo tanto }x estd en r; (U), por lo que
Ve fj(U) |
por 1lo qﬁe ns(U) es entorno de cero en E.
(b) Tomando .U con la notacién de (a) construimos V como allf y
obtenemos que ve Ij"(U)
(c) Es inmediatd teniendo en cuenta que si fj es continua ‘I:‘(E)
tiene suplemento topolégico y es el nicleo de una proyeccidn conti-
nua luego cerrado. ,
(d) Sea V =2 x¢E Kx,(a)l<€}p.ara un a €EJ
ﬂs"(V) = {(xn)eAm : existe un x€ V con Xj= X }
Tomemos ahora U ={(x..) : sup ](x,,,a,.)}':&} donde (a,) es el elemento
de Axcnya coordenéda j-€sima vale a y el resto cero; se tiene que

ver'(v) . R
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3.  coNJunTos Mo - ACOTADOS

Sabemos qué el concepto de acotacidén en los espacios semi-
eécalonados escalares no depende de la topologia INL que se consi-
dere (Proposicidn I.4.2) . Esta propiedad se cumple incluso en los
espacios semi-escalonados vectoriales ,como veremos a continuacidn,
para casos bastante generales. |

Un subconjunto B de Am( réspectivamente de /b) diremos que

estd ACOTADO si para cada (yh) de,/\x existe un real positivo e

tal que

| sup IKxns Yl 1< @ para cada (x“)é B.

Es evidente que -

Proposicidén 3.1 B es acotado si, y sélo si, su envoltura normal
es acotado. |

Proposicidn 3.2 Sea {E,F» un par dual separado de tal forma

que F sea 6’(F,E)—sucesiona1ﬁente completo. Sea Ap (respectivamente
Aoo)un.~espacio semi-escalonado véctorial sobre E (espacio escalo-
nado vectorial de orden infinito). |
Un subconjunto B de Ay (resp. Aw) es acotado si, y sélo si , es
acotado para cualquier topologia qvo .
demostracién: Evidentemente si B es My-acotado es acotado al ser
qQo méds fina que CM; . Invefsamente si B‘fuese acotado y para un
cierto Sistema topologizador WQ no fuese qﬂo-adotadp , podriamos
encontrar para cada natural k elementos (x‘n)'en By (agn) en M
para un cierto M e M , de tal forma que
| SUP [ < Xen saxn?| ¥ ko2

Al ser M o ( A¥, A )-acotado dado p natural , el conjunto

| Mp =} yeP : existe (an)elM con ap=y }
es d%F,E)-acotado s luego pdra todo x en E podemos encontrar un

Pxp real positivo tal que
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sup{l<x , y»! : yeMp } £ Pxp

Tomemos la sucesidn P
' . ' Byn
Zpn = - K

=) 2

Esta sucesién es o’(F,E)-Cauchy en F y por hipétesis o*(F,E)-con-
vergente a un elemento 2z, de F. Se cumple entonces que
S%Pl<:x , an>' < Pxp

Si ademds tomamos (y,) € A entonces

m N .
Z |<yh ,a,JISP para un cierto (’)O y cada (a,)e M , luego
h=) ) . .
™ 2 L, Y |
n? Gxn
> Vemel = 2. (2 ) <e
n=\ h2) k=1 o :

lo cual indica que (zn)e€ A,
Al sexr B acotado existe un fb_real,positivo tal que
sap!(xu, Zn> 1< Po para cada (x.)€ B
pero sin embargo )
Sup {xn » Zad| ¥k sy k=1,2,3,000...
(andlogamente a como hicimos en I.4.2) lo cual contradice las hipé-

tesis sobre la acotacidén de B. R

En las condiciones de las hip8tesis de la proposicidn anteri-
of #emos' que es indistinto el concepto de acotacién para todas las
topologias definidas por el método de 2.

La condicidn de ser F 0’(F,E)-sucesionalmente completo no se
- puede omitir ni mejorar como muestra el ejemplo que vamos a dar a .

‘continuacidn.

Cosideremos E=PF =9 , el conjunto de las sucesiones en
lF( con s8lo un numero finito de coordenadas no nulas con la for-

ma bilineal usual

©0 - .
Lz 5 ) D ='Z“ Xn- In (x) €@ ,(yn)EP
: n=4 : |
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Sea A = EN, entonces eg fécil de éomprobar que AN = F(N}
Ademds como AChe y ACE W tenemos que Ay = '™ .
Tomemos aﬁora en- E el siguiente cbnjunto,
M=](x)eE : |xal¢l 1n=1,23,......}
es conocido que tal conjunto es @ (E,F)-acotado pero no 6(E,F)—
acotado (ver [24] pag;254)
Sean shora B escogidoé de tal inanera que para cada natural

mayor que 1 , By= 0 y By= M. OSea

©0

B=[( Ba

hay

Para (y,‘)e/\x se tiene que
s&p](x“, Ya¥l &€ para todo (x,)e B
siendo .
@ =supKx , yoi>| para todo x€l
por lo que B es (}G-acotado.. |
Por otro lado en nuestro caso @D = @,( A ;/\x) ya que los
acotados de F(m)son finito dimensionales., Si B fuese @o -acotado
deberia ser producto de conjuntos @(E,F)—acotados s1o cual no se

cumple al no serlo By .-

Proposicidn 3.3 Sea B un subcohjunto de- Ao (respectivamente /\o )

Si B es mzo—acotado entonces para cada hatural j se tiene que
3 (B) es O(E,F)-acotado.
demostracidén: Es inmediata ya que por 2.2.(d) par_a-cada natural jJ

la aplicacién fj es c)fo‘- 0°(E,F)-continua y por lo tanto l ’7'70 -

¢’(E,F)-continua y transforma acotados en acotados de una topologia

“en otra. E
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4. COMPLETITUD

Vamos a eétudiar en este apartado las propiedades de comple-
titud de los espaciés A"?’Io y)\omorelacionénd,olas con las propiedades
del espacio E , en particular con laé_propiedades de completitud
de la topologia ¢’(E,F) . lientras no haya confusidn posible deno-
taremos por Es al espacio E con la topologia débil que se deriva
“del par dual {E,F) . |

Proposicidén 4.1 = Para toda 'h?—topologl'a el espacio Ey es isomor-

fo a un subespacio Mp-cerrado de Aw .
demostracidén: Por 2.2(d) y por 2.2(c) sabemos que I4 es O'(E,F)-d‘fc‘;
cerrada luego I, (Es) es d.g—cerrado en Ao y & fortiori %-cerrado

Ademds es inmediato que Eg es isomorfo a I,(Fr) . B

- Proposicidn 4.2 Ao es Mo -cerrado en Aoo para toda /mo -topo
logia. |
dem-ostraciéh:‘Sea (xn) un elemento ’mo-adherente a Mo en A y -
sea § un real positivo ; entonces para un Me T podemos encontrar
un (x5) en A, tal que | |
Q,, ((xn) = (X)) < €
Sea (yn) € A*, sabemos que existe un MeM tal que (y,)€ M
RX,,,.YJKI(X‘«.‘X;. ’ Yn}l +KX:& s yn>1 n=1,2,3....
luego | . : _ :
1<z vl sleds a2] + Qu((xa) - (xDI<KLy va 2l +E
por lo q;;e la sucesién (< Xn,¥n P ) tiende a cero , es decir (xn) -

pertenece a Ao 2l ser (y.) arbitrario. B

Proposicidn 4.3 El espacio A‘”"L es completo si , y s8lo si , E

es ©°(E,F)-completo.
demostracidn: Tomemos una red de Cauchy en A,o%

(xgn) ¢ deD |
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Para un real positivo € ¥y para un Meﬂz existe un J; en el conjunto
dirigido D de tal manera que
0y ((xs) = () <E si §d'5de (1)
es decir, la red {‘x&g: géID} para n fijo , es una red de Cauchy
para la topologia O’(E,F). Por hipdtesis existe un elementb en E
. que denotaremos por X, tal que la red cV(E,F)Qdonverge a €1 en E.
Tomemos en EN 1a sucesidén (xyg).. Si (yu)€ A%
supldxn,y. > € supld X5n » yu2| + SUP ¢ Xgn ~Xn T > |
buscaros M eM™ tal que (yn)€ M y tomando limites en (1) para &’
sup'l <X, 73] € SUPK Xju,¥a Y14 €
por lo tanto (xn)e Aw y es el qno—limite de la red inicial., 8§

Proposicidn 4.4 El espacio Awm es sucesionalmente completo' si,
y s6lo si , E es O(E,F)-sucesionalmente completo.
demostracidn: es la misma que la proposicidn anterior usando sucesi-

ones en lugar de redes. H

Proposicidn 4.5 El espacio Auﬂ;o es casi-completo si, y sélo si,

E es OY(E,F)-casi-completo.

demostracidn: Andloga a 4.3 usando redes acotadas. 8

A partir de las tres proposiciones anteriores y del resultado

4,2 podemos enunciar:

Corolario 4.6 El espacio Aom es completo si, y s8lo si, E es

o” (E,F)-completo.

Corolario 4.7 El espacio Ao)yo es sucesionalmente completo si, ¥y

sbélo si,E es 0’ (E,F)-sucesionalmente completo,

Corolario 4. g E1l espacio /lo')y es casy—completo si, y sblo si , E

es 0’ (E,F)- ca31 completo.
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5. conJunTos M - COMPACTOS.

E1l objet_ivd de esfe apartado es obtener resultados andlogos .
a'I.5.1 en el contexto de los espabios Ao'bxo . Desgraciadamente, y
como ya viene siendo rormal cuando se pasa del campo escalar al vec-
| torial, necesitéremos bimponer condiciones més restricfivas al par
dual (E , ) para poder cwnpiir nuestros propdsitos.

Un par dual {E, F» diremos que es REFLEXIVO si se cumple que

/ | /
E [p(E,F)] = F ¥ Fle,®)]' ==

Una condicidn necesaria y S_uficiente para que pl par dual sea
réflexivo es que tanto E como F sean débilmente casi-completos (ver
[24]&23.6 ). Segin la proposicidén 4.5y el corolario 4.8 entonces
los espacios onm Yy Aﬂ'”‘lo son casi-completos. Como ademds el co-
" rrespondiente espacio perfecto . /\ es caéi-—completo para la topolo-
gfa normal wm( A , Ax) sy €n /\x coinciden las familias»de los con-
juntos o ( A¥, A )-acotados y de los conjuntos @( A*, A )-zcota-
dos, que denotaremos respectivamente por Q y ®R* (ver [29] pro-
posicién 5 y corolario 1) , y por 'l_o tanto coinciden las topologfas
| 60 y_®: en Ao.

| Un espacio localmente convexo Eg diremos que es SUBLETRIZABLE
si admite una topologia menos fina que £ que es metrizable. Dado
un par dual {E , F) diremos que E es SUBMETRIZABLE CON RESPECTO
AL PAR DUAL si admite un topologia metrizable menos fina que una
topologfa compatible del par dual,

Como generalizacidn de I.5.1 obtenemos:

Proposicidén 5.1 Sea {E , F) un par dual reflexivo con E subme-

trizable respecto de &1. Sea ‘7720 una topologia comprendida entre J:
y @,, . Entonces para un subconjunto de Ao s B 5 son-equivalentes:
(a) B es Mo -relativamente compacto.

(b) B es %-relativ&nente numerablemente compacto.
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(c) B es qn,—relativamente sucesionalmente compacto.

(d) B es acotado y si 1 (Xgn) : Kk =.1,2,3,...} es una suce--
8ién en B que para cada h es convergente:a un x, para la
topblogia‘o%E,F) ,entonces (xp) es el 1limite de 1la sucesidn
en 1la topologia M, .

demostracién: Segin hemos visto (4.8) Admoes casi-completo; sea
| A,: su dual topolégico. Como la topologia }4( Ao ,A; ) admite una
base de entornos M), -cerrados /\09{( A, /\c', )J es casi-completo ([241
pag. 210 ), luego aplicando el teorema de Eberlein ([24]pag. 313) |
a /\o’mo obtenemos (a) &) (b) . Ademds evidentemente (c) :=;> (b).
(b) :%?(c): Si B es relativamente numerablemente compacto. para
la topologia M, , sea {(Xxn) : k = 1,2;3,....} una sucesién en B.
Al ser B acotado para un n fijo la sucesidn {Xgmf : kK = 1;2,3,..&
0’ (E,F)-acotada., Al ser {E , ﬁ) reflexivo todo acotado de E es
relativamente numerablemente 6°(E,F)-compacto. For el teorema de
Smulian ( [24:lpag. 311) toda- sucesidén acotada de E contiene una
sucesién parcial convergente. Se puede éntonces aplicando ur método i
diagonal ,tf{pico en este tipo de casos, ubtener una subsucesidén de
{(Xxn) : k= 1,2,3,...) que seguiremos denotando de identica mane-
ra, tal que para cada n, exista un xyn en E de forma que
GKE,F)—l%m Xun= Xn
Por hipdtesis dicha sucesidn admite un punto (v )€ Mo que es
mQOFadherente. Para cada n el punto y, es adherente a }x,,: k=1,2,.
luego xn;= Yo Para cada n. Como entonces deducimos que la sucesién'_
H(ixn) : k = 1,2,3,;..} admite un solo punto adherente, éste debe
_ser su 1imite, luego B es an—relativamenté sucesionalmente compacto.
| (c) => (d):Supongambsfque de cada sucesidn en B se puede ex-~
traer una subsucesidn convergente. Evidentemente la hipbtesis impli-
ca la acotacién de B, Sea ahora una sucesidén (xy,) para kelN, en

B de forma que para cada n exista un x, en E que sea el O (E,F)-11-

-~

— 47 -




mite de la sucesidn {xg,: k = 1,2,3,000.4 . (X,) es el M, -1imite
de la sucesidén inicial. En efecto si no fuese asi existiria una
subsucesidn i(mﬁn) s j = 1,2,3,..7}' que convergeria’a un (yu)
distinto de (x,) . Podemos entonces eﬁcontrar un natural n, de tal
',manera que y,..o#: Xp, o Enfonces‘ la sucesidén {Xg."n. : J = 1,2,3,...}
tendrfa dos lfmites distintos lo cual es absurdo. |
(d) =» (c¢) : seca iﬂXgn) t k = 1;2,3,.;..} una sucesidn arbitra-

ria en B . Como por hipStesis B estd acotado ,para cada n la sucesi-
4n {k&u: k = 1,2,3,...§esté acotada y podemos entonces extraer una
subsucesidén,que denotaremos de ia misma manera, tal. que

0%E,F)~1}m Xun = Xn n=171,2,3e00
Aplicando la condicidn (d) (x,) es el M,-1imite de la subsucesidén
escogida,en Ao, por lo tanto de cada sucesién en B encontramos una
subsucesidn convergen%e y B es asi Mo -relativamente suéesionalmen—

te compacto. 8

Corolario 5.2 'Sea Ez un espacio de Frechet-Montel y /b%L un -

espacio semi-escalonado con valores en E., Entonces para un subcon-
junto B de Ao las condiciones de 1la proposicidén anterior son equi-
valentes.

demostracidn: se reduce trivialmente a la proposicidn antérior.tenien_
do en cuenta que si Eg es un (FM)-espacio y E”su dual topolégico

el par dual {E , E’)es reflexivo, y ademds Eg . es metrizable, g
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6. LOS SUBESPACIOS [A“0l1l Y I m

Vamos a estudiar en este apartado unos subespacios particula-
res de 2o0o'Pk y Acotyo >que seran en este tipo de espacios lo que eran
los subespacios definidos en 1.6 . Definimos 1las secciones de un
elemento de la misma manera que en dicho apartado. Asi pues denota-
remos por [AotyJ el conjunto de los elementos de Ao cuyas seccio-
nes % -convergen a él. De la misma manera se define £AocoItJ.
Proposicién 6.1 Para toda topologia tyo se tiene que
y son cerrados en Ao% , y por lo tanto cerrados en
demostracién: es suficiente repetir la demostracién de 1.6.3 con la
simple modificacién del cambio del producto de escalares por la for-

ma bilineal. H

Proposicién 6.2 El espacio IA“o0l es completo, casi-completo o
sucesionalmente completo si, y sélo si, el espacio E O'CE,?)] es

completo, casi-completo o sucesionalmentecompleto,

demostracién: basta usar 1.y 4.3 » 4.4 , 4.5 . S
Proposicién 6.3 Para toda topologia o se cumple
Co . Ao C TA'tyo] y Co *A*> C. [

demostracién: se usa la misma prueba que 1.6.10 con las obvias mo-

dificaciones del caso. EL

Denotaremos por latopologia en E inducida por o

cuando consideramos sélo lacoordenada j

Proposicién 6.4 Sea <> un sistema topologizador normal.
si, y sbélo si, [Ao\]=RAo vy A ~(E,E) para
todo j.
demostracién: Si , para un j cualquiera la restriccién de
1 reEdikoxy
un M € en su coordenada Jj es»compacto para la topologia débil en

P , luego ij* y<(E,E). Supongamos ahora que existiera un (x*) en



Ao de forma que no fuese el % -1limite de sus secciones. Podri-
amos entonces encontrar un £f£o positivo y un M 6 de forma que
sup { xn<;a* > : (a*v)EM } >
A
para una sucesién estrictamente creciente de naturales “nK

entonces tendriamos que

*  ox ° 1
supl]JW-J , a*> s (a,)EM|”*. 0
'Gsi
—A A K X a |
y como (2 x*)e A , eso indica que M no es , /\ )-compacto.

Inversamente para probar la condicién suficiente sea M € W1

si no fuese <T(A* *A )-relativamente compacto,existirian (aKM) en

M tal que SR?qum’ akKn>f > ;0
para un (y*Je A , y un £, positivo.
a KK.
Sea bnp=y ®R-— , €s una sucesién en la restriccién ii a F,
K> 2
y como E,P) admite un punto adherente b»x en F. Es evidente

que (bn)f A*, y ademas
S[IJ]gK'K m.» bA>TI Z £o
lo cual indica que las secciones de (y*) no -convergen a 61 en

contra de la hipdétesis. H

Como consecuencia directa obtenemos relaciones entreg 2%, Y
Proposicién 6.5 si, y sélo si, E [M(E,F)J es casi-tone-
lado y [Ao”] = Ao
demostracién: Basta tener en cuenta la proposicién anterior y el

hecho de que induce = £>*(E,F). 8

Proposicién 6.6 A si, y sbélo si, E fy\(E,F)J es tonelado

y [RAoc©J= Ao

demostracién: Basta tener en cuenta la proposicién 4 y el hecho de

que induce £ = ~(E,F). H
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T. DENSIDAD Y DUALIDAD.

Intentaremos dar en este apartado los resulta.dos correspondien-
tes a I,7 y 1.8 para los espacios Ag. |
- ‘Supongamos qﬁe {E,F7 es un par dual separado y Ao un espacio
semi-escaionado con valores en E. Si G es uﬁ subespacio de E denota-~
mos por AoG- el subespacio de Ao cuyos ellementos tienen sélc com- -

ponentes en G. En todo el apartado supondremos 'MCZ/l .

Proposicién 7.1 Si G es (E,F)-sucesionalmente denso en E ,en-
tonces Ao es ’nZo -sucesionalmente denso en Ao .
demostracidn: sea (x,)e& Ao yseaMeM™M .

Podemos encontrar un ¢ positivo de forma que si (ap)e M
sup [{Xn,an> & P
Tomemos un (an)€ M fijo. Si k es un natural se tiene que por

hipdtesis existe un xg, en G de forma que

l<x'\- - x;'\’ an)lé"‘z’a“’aﬂ>' n = 192,oooo,k
Y Xgu= 0 para n > k
Denotemos por (Xkwn) = ( Xg; sXgaseeesesXn1030500ee )

Como las secciones de '(xn) . (mo—convergen a 61, dado un &£
existe un ky tal que si k » kg
SHENXM an>l < & - 8i (an}E M
n> :
Al ser M 6(AN,A )-compacto 1los x¢. se pueden elegir uni-
formemente para todo (a.) eM y como
, | o
BRI s el foplen, ol € G -
basta tomar k,tal que si k 3 k, e/K< € . Entonces si kymax(k, ,k;)
para k » ko _ ' '
s%plécv;'-_xg“,a.\ﬂ < & si (a)eM.
luego vAoG es sucesionalmente denso en /\o% . H

Corolario 7.2 Si E es 6’(E,F)-sucesionalmente separable, Ao

es M, -sucesionalmente separable.,
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demostrécién: Por hipétesis E tiene un subespacio engendrado por
una sucesién linealmente independiente | |
Vs Yo» Ygoeeeeseee Yo seeeene |

que es débil sucesionalmente denso. Sea 2; ‘el subespacio de No
.cbn coordenadas en dicho subespacio, de forma que eiisten a lo mas
un. nimero finito no nulas. Por 1. dicho subespacio es sucesional-
- mente denso en Ade y estéd generado por la familia de vectores de
E;; linealmenfe independientes cuyas coordenadas son todas nulas

salvo una que vale uno de los y, . &

. Con los mismos métodos de los resultados anteriores se puede’
demostrar:

Proposicién 7.3 Para un M} cualquiera si G es O”(E,F)-sucesio-

" ‘nalmente denso, entonces [AQ_’MD] es ‘W]o -sucesionalmente denso en
[AO%] 'c '

Corolario 7.4 Si E es O’(E,F)-sucesionalmente. separable, [AO'Ma]es

sucesionalmente separable,

En cuanto al dual topolégico de A;'mp sal igual que en 1.8 nos
restringiremos al subespacio [AO’DIo] .

Proposicién 7.5 Si ¥ es una forma lineal continua sobre [Ao"hza]‘

. existe un elemento (y,.) de /\: de tal forma que si (x,) € [Aoms ]

. ' o8
\e((xn)) = ”Za,- {Xny Tn?
demostracién: Es andloga a I.8.1 con las.ivariaciones convenientes
para la forma bilineal y tomando y, como el elemento de F de forma

. que si X es un elemento de E y en es el vector unitario de orden n

cumple v <Xy Yn? =‘l€((enx)) .

- Asi pues podemos identificar el dual de [AOM] con un subespacio

% : ] o
de Ao Y es entonces un espacio de sucesiones en F,

N



Dado un elemento (ay,)e A® , se puede definir el espacio

Moo = Q(xn) e EMN @ (Lxns andeco I

Proposicidén 7.6 A,’f& es el conjunto de las sucesiones (u,) con

valores en F de tal manera que u, = on.an para todo n ,siendo

‘demostracién: inmediata a partir de la definicidn.

Con la misma démostracién de 1.8.2 adaptada a Ao obtenemos

‘Proposicidn 7.7 | ’
/
U (an) e e [ Aomo ]

- Gorolario 7.8 Si AOX = U % A:a :(an) 6 A* k entonces

/ X
[AO'T'ID] = Ao
Este 1dltimo resultado es el equivalente a I.8.3 para los espa-

cios [Aa‘hzo].
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CAPITULO ITI

ESPACIOS SEMI-ESCALONADOS CON VALORES VECTORIALES

=== -ttt =_=====o= oSS smmmTm s =

Y ESCALONES ESCALARES.

_—=E==ss==c e arPengacda gl

1. DEPINICION DE 10S ESPACIOS Jloifel v daiEs}.

Vamos 4dar en este capitulo otra clase de espacios semi-escalo-
Vnados vectoriales, generalizaﬁdo los resultados del capftulo I, si
bien a diferencia del capitulo anterior en el éue tomédbamos escalo-
nes vectoriales, en éste coﬁbinaremos un espacio semi-escalonado
escalar lo con un espacio localmente convexo Eg para obtener un
espacio de sucesiones en E. Este método ha sido seguido para espa-
cios perfectos de sucesiones por diversos autofes como por ejemplo
Pietsch [31], Rosier[33] y De Grande-De Kimpe [1 ] entre otros.

Las propiedadqs de los espacios Ao y Ao en el capfitulo anterior
se obtenian a partir de propiedades de la topologia débil o del paf
dual, mientras que ahora las propiledades dependefan'por un lado de
- la topologia del espacio y por io tanto de laé seminormas que la
definen, y por otro de la topologia del espacio semi-escalonado a -’
considerar que serd del tipo de las estudiadas en I.2 ,

Sea Eg un espacio localmente convexo separado cuya tdpoloéia.

" viene definida por una familia de seminormas 1py @ ie I} y sea
A ﬁn sistema de escalones cumpliendo las condiciones de I.1l .

Definimos entonces los espacios:
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‘l"{E‘} = { \(Xn)eElN : (an_ Pi(xn))eco , (an)er , ieI}

l.lEg}

que denominaremos respectivamente ESPACIO SEMI-ESCALONADO y ESPACIO

] G eEM™ 5 (anp(x))e1” , (an)er , 161}

ESCALCNTADO DE 'ORDEN INFINITO asociados al sistema A y con valores
en E respecto de la <topologia Z .. Cuando no haya .dudas aberca de
la topologia del espécio omitiremos su notacidn.

. Estos espacios son diferentes a los estﬁdiados en el capitulo
anterior no sélo por las consideraciones hechas anteriormente ,sino‘
porque ademds existen espacios del tipo Ao que no se pueden represen
tér. de la forma %QE} como ilustra el ejemplo que detallamos a conti-
nuacidn:

'Sea E un (F)-espacio sin normas contingas ( El ejemplo més in-
mediato nos lo proporciona el espacio w ), y sean .

P $ P, & Py Seceees Dak eooncaoans
una familia creciente de serqinormas que definen su topologia; como
ninguna de ellas es una norma podemos encontrar para cada natural
n un elemento x, de E de tal forma que p,(x,) = O.

Tomemos A =] (xa)€ g W, x,# O para un nimero finito de n}
Formamos el correspondiente Ao que evidentemente coincide con VAN
si M = L{E} para algin espacio semiescalonado ], entonces como
&l menos Yc A, ,se tend;’:.'r"ia que el espacio |

e4E) ={ (x)e B  (prlm e , e}
estarfa incluido eri' Ao . Sin embargo si tomamos la sucesién (x,)
de los elementos construidos mds arriba tenemos qﬁe si ieIN

pi(%y) =0 ‘para n» i.

" luego (x,) es un elemento de ¥JE} que no estd en Mp.
Veamos ahora:otro e;jemplo en donde el espacio Ao resultante .
| segin la constrﬁccién del capitu_lo II no"coincide con el espacio
- construido segin la idea de este apartado:' |

Sea Eg un espacio de tal forma que podamos encontrar una suce-

.—55‘...



gidén que con&erja débilmente a cero pero que no converja a cero en
la topolbgia £ . Consideremos N
A=1G) = (pp(x)elt , ieT} =145}

Evidentemente /V‘es el espacio de las sucesiones débilmente acota#
,das‘en E” y el correspondiente espacio No serd el de las sucesio-
nes en E débilmente convergentes a cero. Este espacio es evidente-
mente distinto de co{Eg}, aunque es igual a Co{Bs} .

Volviendo al punto de partida de nuestras definiciones.es tri-
vial que siempre se cumple la relacidn

LiEes © AoiBel
¥y que ambos contienen al espacio
: 1{Eg}~{(~<n)eE'N : (aapc(xa))e 1%, (an)es , ieT}

definido por Rosier E55:]y De Grande-De Klmpelld-] para cualquler
topologia y por Pietsch [Sﬂnlpara la topologia débil.

Como consecuencias inmediatas de los resultados I.l.,2 y I.1.3
tenemos: '

Proposicidn 1.1 Si el sistema de escalones A es nuclear , enton-

ces se tiene 1.{ Ee:} = 10?_3}} = 'L,,{ E,r} .

Proposicidn 1.2 Si el sistema de escalones A es l-separable y

A4E = 20dE;}= %ed By, entonces A es nuclear.

Al igual quecen los espacios semi-escalonados escalares , éstos
se pueden obtener utilizando como sistema de escalones los elemen-
. X : . L.
tos positivos de 1 , & -dual del correspondiente espacio escalo-

nado.
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2.  1OPOLOGIAS Mo EN  AolPe} ¥ delmgl.

Sea QWZ un sistema topologiiador en el sentido de I.2 y sea
% una topologia 1ocal'mente‘convexa en E, definida por la familia
de seminormas %‘pc : ieZI} .
" Definimos las funéiones
Pri((xa)) =wsup{ sup p;(anxn) : (an)eM } ;s MeM
“para:cada elemento (Xn)e lﬂ{Eg}. | |

Proposicién 2.1 La familia Py : MeM ,ie-I} es una familia.

de seminormas en A,{E;]( y a'fortiori en ;%lEg}) que definen una
topologla localmente convexa y separada. |

demostracidn : Es andloga a la de las propos101ones I.2.1 y IT.2.1
con las consiguientes modificaciones al usar las seminormas en vez

del producto de escalares o la fofma bilineal. H

Como en los dos capitulos énteriores a dicha topologfia la de-
‘notaremos por 7Qp (siémpre éue no nos induzca a confusién con 1la
correspondiente topologia del éspacio escalar éorreépéndiente Yy
con la derivada de otra topoiogia en el espacio) . A los espacios
resultantes los denotaremos p-or L%E;f% y lo{ﬁz}mo s O bien sin
escribir la topologfa de E si se sobreentiende,

Dicha topologia es evidentemente mds fina que la inducida por

la topologfia producto en EIN

) ,
e induce en E“N una topologia menos
fina que la de la suma directa.:También. M, indﬁce en el espacio

2} Eg] una topologfa menos fina que la definida por las seminormas

RMy((xn)) = sud[;Zi:.p (anxn)] ‘= (an)e 1 }.

para cada i€l y Me:"n'z , definidas en los trabajos antes citados
por'Rosierry De Grande- D& Kimpe ,generalizando el primitivo tra-
: bajo de Pietsch , donde uUnicemente se hace referencia a la topolo-

gia débil del espacio E.

f'55¥-;



Proposicidn 2.2 (a) Las aplicaciones [Mg: L{Eg}% —> Eg

definidas por EK('(X")) = Xy péra ko 1,2,3,000000

son lineales , continuas y suprayectivas. -
- (b) Las aplicaciones ec: Ao} E;‘mo-——-?:{,,'% , definidas por

Qi ((xn)) = (p;(x)) , para i€l

. son uniforme_men'te cont{nuas. |

(c) ’mo es la .topololgj'.a en ,’L.{ E‘,} , menos fina entre aquellas que
"hacen contfnuas las aplicaciones {e;: i€ I}. | |

(d) La sucesién de aplicaciones Oy : L{Ea}mo —-*L{Eg},mo

definidas como G ((Xn)) = (X sXpseeeesXp30,050000,0,0.0)

es equicontfnua,

Las cuatro condiciones anteriores siguen teniendo validez si se
‘cambia el espacio L’lEK}S por J.,{E;S .

demostracién: La haremos para ,L,)lE-g} y es evidente que .1a misma
prueba sir(re para %{E?} .

~(a) La linealidad y sobfeyectividad son evidentes. Sea k un

natural fijo, y tomemos ie I. Sabemos que existe un elemento (a,)
én 1x tal que ag» O ; sea M el elemento de 'hz que contiene a (an)

Si (xn)e 1@{3‘5 se tiene
| 1
Sy

" lo que nos indica la continuidad de Mk .

p;(xx) i Pﬂi((xv\))

(b)_ Seav ieI fijo, Ay tomemos (xy,) , (yn) dos-elementos de
K L;EA . Se tiene entonces que |
sup(len(pe(xa) = pea) ¢ (anden) = sup(lan ((pelxa)) ~(bols)
(a..)eM) £ sup(la”l Po(Xa= Tu) (a..)eM) = Py ((xa= 7))
para cada Me'iQ s, 1o cual indica que p. es uniformémente continua.
(c¢) Es inmediato a partir de las.definicidnes.' |

(4) si ieI , Me M, entonces para todo natural k se tiene

P (x5 ¢ By ()
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siendo (x) = (xi,xz,....},xK,O,O,.....,O,.....)', por lo que

la familia {G}E keJNS es equicontinua. B

Entre todas las topologias Qyé yque se.pueden definir de este
modo, existe una que es la menos fina y que al igual que en los
casos anteriores es de particular importancia. A dicha topologia
la denominaremos SEE’I-.—NORMAL asociada a la tdopologia &€ y la deno-
”tarembs por AG . | |

Andlogamente a II.4.1 tenemos:
~ Proposicidn 2,3 El espacio Eg es isomorfo a un subespacio cerrado
de  AolEglm,. |
demostracidén: Consideremos la inclusidn .

J 3 Bg—7 QO{EEQMM

~que a cada elemento x de E le hace corresponder la sucesidn

(x,o,o,.-...-,o,o..o.)
Es un isomorfismo algebraico sobre la imagen; ademés

P (J(x)) = sup (anp';(j(x)) :(a.\)osI-I)\< er po(x).

| Siendo €L=‘sup(\aﬁ : (a“)eJJ) que existe y es finito al
ser M acotado , luego acotado.coordenada'a coordenada. Entonces j
es continua.
La restriccidn de j=' a j(E) es N4 restringido a j(E) ,luego
j~' es contfnua restringida a j(E). Palta probar que j(E) es ce-

rrado, lo cual es inmediato ya que

jE)Y = () o) . A
K=2

Proposicién 2.4 )D{Ez} es qﬂa-cerrado en Qa{gEg}

demostracién: Sea (x,) un elemento perteneciente a la 4ﬂg-adhe—

rencia de AlE} en Ju|Ela-

Para todo € real y poéitivo, MeM y un ie I ,existe un (y,) en |

MEz}de tal forma que |
L Pucl(xzad = (31)) < £
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Sea (a,)e 1* , existe un Me""{ tal que (a,)e M.
Para todo natural n tenemos '
anP(xn) £ Py ((xa) = (yn)) + anwpi(y,)
es decir -
aaDi(xn) < € + 2,00 (%)
Como (a..,pc(yh))séo deducimos que (anpc(xn))e cs , lo que indi-

ca que (x,)e AAEs}, ¥y por lo tanto 1ol%{eé' M, - cerrado. B

Corolario 2.5 El espacic Eg es isomorfo a un subespacio cerra-

do de L-{E{_S .

demostracidén: Evidente a partir de 2.3 y 2.4 .




3. CONJUNTOS qno—ACOTADOS.

Vamos a-estudiar en este apartado el conc‘epto de ackotacién
en los espacios LoiEz}y :\o}Ez} de forma andloga a II.3 pero uti-
‘lizando los resultados obtenidos en I.4 .
Un subconjunto B de Ao} E;} (respectivamente AdEz}) , dire-
mos que estd ACOTADO si para todo (an)e 2*y para todo ieI , exis-
| te una constante positiva @ tal que

sup la..] pc(xn) £ P , para todo (x,)e B.

Los espacios L{E%’( ¥ A»lE;} son normales ; ademds es evidente.

la‘31gu1ente

Proposicidén 3.1 Un subconjunto B de L,{ }esté acotado si, ¥y

- s86lo si,lo estd su envoltura normal.

Proposicidén 3.2 Un subcongunto B de L{E‘zl’hsta acotado si, y

sflo =i, P(B) es acotado en L%para todo ie I .
-demostra01on: es consecuen01a directa de las definiciones de aco-

tacién en ;L{Ez] Y deo » ¥ de la continuidad de las e - '

Proposicién 3.3  Un subconjunto B de J,.,Jl,t}esta acotado si, y

sélo si,.es q’zo-acotado para todo sistema /Y’Z

demostracidén: B estd acotado si, y sdlo si, e.:(B) estd acotado en
A« pero .eso ocurre segin I.4.2 si, y sélo si @(B) es M, -acotado.
es decir si, y sélo. si B es ’”Z,—-acotado , segin la proposicidn

anterior., l

Estos resultados son vdlidos a su vez para M4 Eg}
En el I"est_é del apartado supondremos Jo|E } con la topologfa
semi-normal asoc_iadg a una topologia_ € en E. :
Sea H un acotado en E ; denotaremos por |
*olG)eMEY : enmee H, 1= 1,23, (an)e A }

Con esta notacidén tenemos:
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Proposicién 3.4 El conjunto H* es un acotado de MAF} , vy es

absolutamente convexo si H lo es.
demostracién: sea (ay)e A, ie I. Dado (xn.)e€ HY se tiene
sup ,lanlpc(xn_) = sup p;(anxa) & P

-siendo e = sup{pc(x) : xe H } . B

Proposicidén 3.5 Si B es un acotado de XO{E& entonces existe

-un acotado H de Eg tal que Bc H* .
demostracién: consideremos ias proyecciones Mk (ver "Proposicién 2.2
como son continuas los conjuntos By =Ny (B) son acotados en Egz.
: Paig cada natural k sea |
'1-3\,‘ = ﬂiaw By : (an) e %, a,¥F 0 }
o0
y tomemos H = U EK
K=y . .
H es acotado en E pues si 1€l ¥y (-a“) € lx, fij‘o sy tenemos que para
xel ex‘iste un n, de tal forma que xeﬁ:‘, y luego existe un (x,) en
B tal que ap, x4, = X » luego
| pe(x) € siip p;(anXn) = P
Bc H*, En efecto si (x,)e& B , para cada natural n : Xn€Bn , luego si
(aq )€ ﬁx, GnXn € @8nBn s n = 1,2.,3,..... es decir a.‘x,‘e’l-a\,\ y por

lo tanto eyx,€H , de donde (xn.)e H*. R

Corolario 3.6 E¢ tiene un sistema fundamental de acotados si, ¥y

sélo si, lo tiene JodE} .

de.mostracién: Si ).o’zf‘;} tiene un s;lstéma fundamental de acotados , lo
tiene también Eg trivialmente. Reciprocamente si Ez tiene un sistema
J}B.L: n=1,2,3,000s } de acofados_que es fundamental, el sistema

. {B,f “n = 1,2,3,.....\ es un sistema fundamental en JO{E& en virtud

de la proposicidén anterior. B
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4. coNJuntos ‘Mo -compACTOS .

Estudiaremos en este apartado las relaciones entre las compa-

cidades en el espacio L{Eg},% ¥y las correspondientes en Ez 'y '107’10 .

?roposicién 4.1 Sea B un subconjunto de ),,,{E;} . Las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes: |
(a) B es mo—rclat‘ivamente. compacto.
(b) ng(B) »es relativamente compacto en Eg pai‘a todo k€N
| Yy e;_(ﬁ) es relativamente Aéompacto en )"7’20 para todo ie I. -
(c) Para cada red }(x5,) : JdeD} de elementos de B , que .
.es convergente coordenada a coordenada a una sucesidn (x,) ,
se tiene que (x4)& Qo{Eg} -y la red ’m_o-converge a é1 ,
siendo M,(B) relativamente compactos en E ,para todo k .
demostra}cién: (a) = (b) evidentemente ya que 1as aplicaciones M
Yy ©i son continuas (ver 2.,2.(a) y(b) )
(b) = (c): sea (xg,) : Je D} una red en B tal que para todo
-natural n se tiene | i
liam Xdn = X |
Sea i€ I3 la red {p;(xs) : de D} es un red en @Ec(B),que es MNp -
relativamente compacto en 2o y converge coordenada a coordenada a
la sucesién (pi(xa)) , por lo que-aplicando I.5.1 y el final de la
Observacién I.5.4 tenemos que (p;(xp,))e 4 ¥

My - Lip (pe(x5)) = (Pe(x)) . en Do

¥y por lo tanto 7

| M- Lip (x5) = (xa). en LIEc}.
(c) = (a): si & es un ultrafiltro en B , consideremos '35‘,; = Me(F)
'S:.( es asf un ultrafiltro en el conjuntb M (B) que es relativameﬁ-
te compacto en Eg para todovnatural k . Existird entonces un ele-
mento x, en la clausura de Ne(B) al cual convergerd, Si tomambs .la

red asociada a tal ‘filtro, denotédndola por (x§,) , cumple las condi-
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ciones de (¢) , y por tanto la sucesién (Xn)é:lAEz} y
qu-vl%m:(x;n) = (x,)

por lo que'(xu) es adherente a &= y entonces et converge a €1. 5 |

Un espacio 1§ca1mente convexo y sepérado diremos que es SENMI-
© MONTEL (ver por ejemplo[ZQ]pag.ZBl) si todo acotado en €1 es rela-
tivamente compacto. Como una consecuencia inmediata de la proposi~
"ci5n‘anterior obtenemos:

Corolario 4.2 Si Jo%% y Eg son espacios semi-llontel , entonces

también lo es el espacio A,{Eg}mk.

Con la misma demostracidn que la proposicidén 4.1 pero con
las variaciones pertinentes al cambiar redes por sucesiones, tene-

mos la siguiente

Proposicién 4.3 Si B es un subconjunto de 1,{E;}, son equi-
valentes las siguientes afirmaciones: |

(a) B es Q%L—relativamente sucesionalmente compacto.

(b) Hw(B) es relativamente sucesionalmente compacto en E,
para todo k, ¥y QcCB) es relativamente sucesionalmente compacto en
Yo, Para todo i€ I.

(c) nw(B) es relativamente sucesionalmente compacto en Eg »
para todo k, y para cada sucesidn i(XJ") : J o= 1,2,3,.,..; de ele-
" mentos de B que converja coowdenada a coordenada a (x,) , se cumple’
que (x.)e WE} v

Mo 1im (xga) = (xu) o

Proposicidn 4.4 Si B es un subconjunto de JO}EE% s Son equiva-

lentes las afirmaciones:
(a) B es q%b-relativamente numerablemente compacto.
(D) ITK(B).es relativamente numerablemente compacto en E ¥
QL(B) Aes relativamente numerabiemente compacto en j°%b

para todo k natural y para todo ieI .
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demostracidn: (a) =» (b) : ev.id‘ente al ser Ay y € continuas ( ver
2.2(a) y (v) ). .

(b)) =p(a): sea {(Xmu) : om = 1,2,3,....} una sucesiéh en
B . Consideremos Me((Xmn)) = X wm
' &ka,: m=1,2,3,...} es una sucesidén en M(B) que por hipétesis-tie—
‘ ne un puﬁto adherente x, en Egz. Tomemos la sucesién (x,) en Ez .
Si (an)e€ ;lx, y para un i€ I’ sabemos que (a,p¢(Xkn)) & @ ; ahora bien.
como P;(B) es relativamente numerablemente compacto en l,yzy fc es
continua se tiéne que si dimes adherente a la sucesién p¢(Xuny)
msl,2,3,.. , entonces Pr(X,) = din |
y ademés '(a'“p;(x“))e Co» 10 que nos indica que (x,)€& 2°{E‘fy‘ es M, -

adherente a la sucesidn original . B

Finalmente obtenemos:un resultado del tipo Eberlein:

Proposicién 4.5 Sea Eg un espacio /L(E,E')—casi completo ¥

B un subconjunto de )AE;& . Entonces B es /Mo -relativamente nume-
rablemente compacto si, y so'io si, es /mp-relativamente compacto. -
demostracidn: B es 'm,-relativamente numerablemente compacto si,
y sblo si, para to_do natural k y todo i€ I, los conjuntos Hk(E) ¥y
()L(B) son relativamente numerablemente compactos en Eg ¥ Jomo res-
pectivamente.. Aplicando ahora a Mk (B) el teorema de Eberlein ([Z24]
pag.313) y a e,;(B) el resultado I.5.1 obtenemos que ambos son
relativamente compactos en Eg y}o'% respectivamente. Basta ahora
aplicar la Proposicidn 4.1 para ésegurar que B es en ese caso, ¥y

s6lo en ese, M -relativamente compacto. @

Siguiendo el ejemplo del resultado anterior y en virtud de las
equivaiencias de I.5.1, observamos qﬁe‘ imponiendo condiciones sobre
el espacio Ep ,las equivalencias entre las compacidades en é1 sé
trasladan de forma candnica a Ao %_E;} ( como el teorema de ¥mulian

y otros (ver [24]§24.1)).

—65—



S5e ISOMORFIA , SUBESPACIOS Y PRODUCTOS.

Iniciamos en este apartado el estudio de las propiedades here-
ditarias de los espacios L{Eg}% v L{Eg}m con relacién a las pro-
piedades del espacio Eé . Para los resultados de esta seccidn segui-
remos los métodos usados por M. Valdivia bara el estudio del espacio
s}Eg] de las sucesiones de decrecimiento rdpido on E para la topolo-
gia € , coh la topologia semi-normal que en este caso coincide con

la normal.(ver [37]y [41])

Proposicidn 5.1 Sean Eg y Fgr espacios localmehte convexos iso-

morfos topologicamente. Entonces también lo son los espacios ;h%E{h%
y ;lo{F;x}% para todo espacio semifescalonado y toda topologia M
definida sobre ellos. ,
demostracién:r'Sean p;: ie I} v {_qj‘ : je J} familias de
seminormas en E y F respectivamente que determinan las topologias
Z v %'. Denotaremos por Py 5 i€1 , Mc"'ﬂ y {Q,ﬁ : je J
Me'm} las seminormas que definen la topologila % en lo{E;_I' y 'Ao)l F‘l}
Por hipdtesis sébemos que existe un isomorfismo topoldgico ,
que llamaremos f entre Ez y Fgro Se cumple entonces que dado je€ J
existen H»O0 , 1€I tal que para todo x de E
q;(fx) ¢ H py(x) |
¥ por otro lado dado i€ I , existen H'>0 , jeJ tal que para todo’
fx en F se tiene | '
| p;(x) & H' q;(fx) .
Se define entonces la aplicacidén de A} B} en 2od B} como
B (=) = ()
donde para cada n natural Yy, = f(xa).
? estd bien definido pues bara cualqﬁier (an)€1* y cualquier n
0£ana;lyn) € H an-pg(x;;) | (1)

“~

y entoncels si (Xn) eﬂo{Ezf el término de la derecha tiende a cero al
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tender n a infinito , y por lo tanto lo mismo pasa con el término
. . : e, P . .

de la izquierda, luego (y,)€ 'Zo%F-}. Ademds f es un isomorfismo

algebraico.

A
Veamos ahora que tanto f como £ son continuas:

Si j&J escogemos el ie I correspondiente al ser f continua y para

todo (xn) € %{Ee(se tiene que

Qn:j(fxn)é H Py; (%n) | para un Me& M
¥y por otro lado si i€I1 , sea j& J correspondiente é ia continuidad
de 7%, se t‘ier.le que para un Me¥P y todo (fxn) € :L{on}

Pyi(xn) & H' Qy;(fxn)

luego el isomorfismo P es topoldgico. |

Propo.sicicfn 5.2 Sean Eg ¥ Fg’ espacios localmente convexos to-
polégicamente isomorfos. Entonces también lo son los espacios I,)Ez}m
y ;LAFE:}% para todo espacio escalonado de orden infinito y toda to=
pologfa MM, definida en ‘ellos.

demostracidn: Es idéntica a ia de la proposicidén anterior salvo que
al llegar a la desigualdad (1) el término de la derecha estd acota-

do para todo n, y por lo tanto también lo estd el de la izquierda

resultando que si (xn)e %{Fz} entonces (y,)e€ ,Q.iFf,i, y asi ? estd

bien definida entre los dos espacios. |

" Proposicidn 5.3 Si F es un subespacio lineal de Eg entonces

2} F;} es un subespacio lineal de 2od Eg} , siendo Mfy-cerrado si
aquél 1lo es.

deﬁostracién: La condicidn deisubespacib linezal es evidente . Supon-
gamos que F es cerrado en Eg , y sea (x,\) un punto 'mo -adherente
a  JlB| en ) E. | | |
Para un real positivo € ‘,ie I yMeM , existe un (yn)€ Al Pz tal
que Py ((x) - (W )) < €

lo que indica que fijando un natural n , x, es adherente a F y por
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hipdtesis xq€ F , y como para todo (a,)e€ 1*, (anpe(xp))€
entonces (xn)€ Q}Fe}. H

Proposicidn 5.4 Si F es un subespacio lineal de Eg , entonces
Ao B} es un subespacio lineal de LE;} , siendo ¥ -cerrado si

. aquél lo es.

demostracidn: Es exactamente iguél a la de la probosicién anterior

. con los cambios obvios para lw . 2

Proposicidn 5.5 Sea { Ea : dé&f una familia de espacios lo-
calmente convexos; éntonces los esﬁaciés ‘10 u;& Ed’"hlo : .

aglg QOZEg}na (considerando en los productos la topologia producto)
son topologicemente isomorfos.

demostracién: Definimos la aplicacién T de&j,{E,({ en 2,{“'!"1}513,&
como T((x &0 ez = (X2 )t I,

T estd bien definida ya que una sucesién en el producto converge a

cero si, y sélo si, cada coordenada converge a cero , por lo que si

(X220 Vg € MUARL v (2n) e 2%
Ex , ¥ T E
(anx2 ) —:i—iq o <> ((ayxd )L;E——:a 0 (1)

lo cual ademds indica que T es éobreyectiva. Evidentemente T es
lineal y Ker {T{ = (0) por lo que es isomorfismo algebraico.
. El1 isomorfismo es topoldgico:

. Sea 3 Pg : (6 Ba} la familia de seminormas que definen la
topologia de Ey Las seminormas de la topologia ﬁroducto vienen
definidas (ver[ J118.3.(5)) por |

DEEN) = pa(x%) |
la conclusién es ya evidente si tenemos en cuenta que si M e ™M
‘ 4 o “
aop Lo et 5 0 - g Lowpren i O]
y | Sup [sgp lad] p',i(x:i)]= sup [sgpm(x:)]

'para todo & y para todo B - B
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-Proposicién 5.6 Sea l Ea -&eé%{ una familia de espacios lo-

calmente convexos; entonces los espacios )m{_rt }m% v TT_J,{E‘{
" (considerando en 1os productos la topologfa producto ) son topold-
gicamente isomorfos.
demostracidén: Andloga a la de 1la proposicidén anterior con la salve-
dad de que (1) debe cambiarse por:

(am X8 ) estd acotada en E. , para todo &« si, y sblo si

((an X:,)AQ?Sté acotada én‘£§ Ea lq cual es inmediato por

la definicidén de topologfa producto. W

. Un 51stema de escalones A diremos que es G- DEBILLKENTE ESTABLE

si para todo (an)eA , existe un (by)e A de forma que
(aanbat) €1% .
Ejemplo importante de sistemas de escalones G-débilmente estables
nos lo proporcionan aquellos que determinan espacios con escalones
pqtenciales débilmente estables o simplemente aquellos que son es-
tables (un estudio reciente sobre ellos se encuentra en.[ii]). -
En la siguiente proposiéién supondremos que el conjunto de los

elementos positivos de A* es G-débilmente estable'y consideraremos
en los espacios sémi—escalonados la topologia semi-normal asociada,
Con estas condiciones podemos ehunqiar:

Proposicidén 5.7 Para todo espacio localmente convexo Eg se tie-

: ne que los espacios ]O{Egg Yy _lo{EQ}x Ep son topoldgicamente
iéomorfos. | . .
demostracidn: definimos la aplicacién T de. Aol B} en la{Ea}XEz
como T ((xa)) = ((za) , Xy) , donde 2Z,= Xquy N=1,2,350004"
T estd bien definido: en efecto si (an) € A (se puede elegir de
forma que a, % a,, , sin perdida de generalidad) ,se tiene

2aP¢(Zn) = anP(Xnpn) € 8y Pe(Xayd)
Yy como la sucesidén de la derecha pertenece a cy , tambien pertenece

la de la izquierda; por lo tanto (z,)e L{Ezf ‘
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La topologia produéto en AdE:{x Erviene definida por las. seminormas
Ra iy ((2n)s ¥) = Bap((za)) + By (¥)

para'todo (zn) € AJE,} y todo yeE
Ty T'i.son cont{nuas: .
Par((x)) = sup an pe(xa) & 8 pi(xe) + sup awp (2n) ¢

¢ ag pe(xe) + sup (a¥4b$).'sup bu pe(za) €

¢ H (p;(x) - Pag ((za)) =H Rage ((za), xa)
siendo H = max ( ay , sup (ame b)) » ¥ (bn)'el elemento de quue
corresponde a (a,) en la definicidn de G-estabilidad débil. Por otro
lado RQ‘J ((z2n) 5 x¢) = Pgi((zn)) + PJ_(Xx) <

< Po;(xn) - aT‘Pgs(xn)

donde pqdemos suponer que ag!'> 0 , si-no pasariamos a un elemento
mayor con dicha propiedad. Como f es evidentemente isomorfismo al-

gebraico entonces lo es topoldgico. B

Proposicién 5.8 Con las mismas condiciones que la proposicidén an-

terior obtenemos que los espacios la{Egily )a% Ez}x Eg son to-
polégicamente isomorfos. ’
demostracidn: La misma que la de la proposicién anterior pero cam-

biando lo dicho con respecto a ¢ por 17 ., '

Haciendo en las dos proposiciones anteriores E =IlK , obtene-

mos en las mismas condiciones:

Corolario 5.9 El espacio Ao es isomorfo topoldgicamente a 1poxIK

cuando consideramos la topologfa sémi-normal.

Corolario 5,10 El espacio Ao es isqmorfo topolégicamente a )wxu<

cuando consideramos la topologfa semi-normal.

El mismo método con las modificaciones necesarias servirfa para
demostrar idénticos resultados para los espacios escalonados y su

topologia natural (por I.l.2 es inmediato si A es nuclear)
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6. 1OS__SUBESPACIOS [L!E;_‘m] Y[looiEIi'l?‘J,

En lo sucesivo séré necesario contar con una hipbtesis adicio=
nal en los espacios objeto de nuestro estudio, y ésta serd que las
secciones finitas de cada elemento (xnp), que denotaremos por

(X ) = (X sXpseveeesXgsO seevee0yiccs) k=1,2,3,0000
converjan en la topologfa al elemento en cuestidn. Sabemos por lo
~visto en el apartado I.6 que ni siquiera en el caso escalaf dicho
aserto es cierto aunque pudimos'en aquel caso caracterizar aquellas
topologias del tipo WL para las que si era valido. El mismo objeti-
VO €s el que trataremos de consegulr en este apartado.

',Dado Eg localmente convexo y si 1, y Jw son respectivamente
un espacio semi-~escalonado y su correspondiente espacio escalonado
de orden infinito, se define [L{E;}m] como el subespacio de

)o%Eah% tal que cada elemento es el M,-1imite de sus secciones
finitas. Analoganente se define el subespacio [J‘XE;LmD]|. Es in-
Nmediato que ambos son subespaclios lineales normales y que contienen
el espacio vectorial E g (™ )

El siguiente resultado nos relaciona esfos espacios y los defi-
nidos en I.6 .

Provosicién 6.1 Una sucesidn (xp) de elementos de E“‘pertenece

‘a [la{E:}’?,] (respectivamente [L{Edm-) ) si, y s6lo si , para .
toda seminorma p; que defina la topologia € se cumple que (pe (xn))

pertenece a D.aom] (respectivamente [%m] )e
. demostracidn: es consecuencia inmediata de las definiciones y del

hecho de que las proyecciones @¢ sean uniformemente continuas (ver

2,2(b) ).

También como consecuencia del resultado anterior y de la ca-
racterizacién de aquellos espacios que cumplen que [Lﬂm]=ﬁodada en

I.6.2, obtenemos ta siguiente caracterizacidn:
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Proposicidn 6.2 Para todo espacio Eg ¥ todo espacio semi-escalo-

nado ).,790 se tiene que [L{Eg‘(%]= WEL =i, ¥ sc’;l.o si McJ4 .

Proposicién 6.3  Para cualquier topologia Wﬂo los subespacios
D,,{Ez}rmo] y [JAEJMD] coinciden y ambos son {mo - cerrados en

LiEet v daiEg} .

demostracidn: la coincidencig de ambos subespacios es consecuencia

inmediata de la proposicién 1 y del corolario I.6.7; por otro lado
el que sean M),-cerrados es consecuencia de repetir las demostra-
éiones de I.6.3 y I.6.4 . Si recordamos tales demostraciones depené
dfan de los resultados I.5.2 ¥ I.5.5 ; pasémos a demostrarlos:

Sea B 1a envoltura normal de un punto_(xa) s, €s evidentemente ‘Mlo-
cerrado y es compacto ya que lo son f(B) que es en realidad la
envoltura normal en IK,es decir el intervalo [—x‘,xg]y por otro
lado tambien lo es Qi(B) que os la envoltura normal de(pd(mt)) .

Basta ahora aplicar el resultado 4,1 , B

Proposicidn 6.4 Para cualquier topologfa se cunple

e o Mt <[Aebm ], w . ldEdcC [ AadEctn,)

demostracidn: consecuencia inmediata de I.6,10 y la proposicidn 1.!




Te DENSIDAD , SEFARABILIDAD Y COIPLETITUD.

Continuamos en este épartado.el estudio iniciado en 5. acerca
de las propiedades hereditarias de los espacios L}Fz}.”b y lw%Ez}%
aunque como veremos la mayoria de ellas sdlo sirven para el prime-

ro, no cumpliéndose para el segundo.

Proposicidn 7.1 Supongamos que WLC}") . S1 F es un subespacio

denso en Eg , entonces 2,4Fz} es denso en ;L,-zEe},mo. _
demostracién‘: sea (xX,) un elemento de L{Ezg . Como ‘YY)_CC'H por
6.2 para.‘todo MeM y para todo 1€ T existe un ko de tal manera que
si k yke Pc((x%) = (x)) < € (1)
Sea k2 k, fijo. Como M estd o ( ¥, 1 )-acotado , lo esté'coorde-—
nada a coordenada; podemos entonces encontrar sendosvreales positi-
vos (se pueden escoger estricfamente‘positivos)

Pus Qo secevcrnces Px
de forma que Ja,l¢ Pn péra n = 1,2,3,000k

Para cada uno de estos n sea Yy, en F tal que

p,:(x«." yn.) 4 é./29"

Tomemos ahora el elemento de FW (y,_,yz,....,yk,O,....,O...)

evidentemente estd en LJF}] vy ademds cumple

| PHL((X#) - (ya)) < E/z ; | (2)
Basta shora combinar (1) y (2) para obtener que
Pye ((xn) = (7)) € € | . B

De forma totalmente an&loga se puede demostrar:

Propogicidén 7.2 - Supongamos que McH . Si F es un subespacio

sucesionalmente denso en Eg , entonces MA,{F,} es sucesionalmen-

te denso en L,{E;}% .

Las proposiciones anteriores no son ciertas para el espacio
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lgiEz}% en general , pues.ni siquiera lo son para el espacio E%E;}
(ver [34 ]). Segin vemos la condicién de que las secciones de un
elemento converjan a &1 es una hipdtesis de capital importancia
como ya ocurre en los eSpacios escalonados con valores vectoriales.

Proposicidn 7.3 Supohgémos que mC}{ Si el espacio Eg es sepa-

rable (respectivamentewsucesiohalmente separable ), entonces el es-
pacio AogE;} es separable (respectivamente sucesionalmente se-
parable ),

demostracidn: haremos la prueba para la éeparabilidad, siendo la
qtra andloga. Si Eg es.separable » podemos encontrar un subespacio
F de E engendrado por una sucesidn eg,€p4¢s0s003€n5... de vecto-
res linealmente independiéntes. Tomemos ahora F el conjunto de

los elementos de ApdFg} cuyas componentes son nulas salvo a lo més
un numero finito. Apiicando 1lg misma técnica que en 1, obtenenos

que F es denso en ;L}Ez} ; s1 ahora denotamos por e el elemen-
fo de lAFG} que tiene al vector e¢ en el lugar j y el resto de com-
bonentés nulas, se tiene que 'f‘ es la envoltura lineal de los e*d

con 1o que se termina la prueba.

Con respecto a 2@}E€§¢b obtenemos el}siguiente resultado en

sentido negativo.

Proposicién 7.4  Sea Eg espacio localmente convexo y sea Aot Ao
Para cualquier topologia M el espacio lodE;} no es separable.
demostracién: sea ( o) un:elemento de l,que no ésté‘en 1, . En-

tonces podemos encontrar un (bn)ex‘ tal que (bpohn) e 15\ Co » luego

‘se pueden encontrar un & real estrictamente positivo y una sucesidén

infinita de naturales 1Ny ,Ny sjeeecsesle ssesse de tal manera que

bmdn‘>o Y k=1,2,3,.-ooo

Sea ahora Mem tal que (bn)ell. Escajamos 1€I y un x en E de tal

forma que p;(x) =1 . Con todo esto construimos el conjunto de las

sucesiones de elementos de E ,(x,) de forma que para un natural n



X =0 o blen X = An X eﬁ el caso en que n = n, para algin k
Denotémoslo por ¥ . K c XQ{E;S .
Si (x,)e d  formamos ahora el conjunto
Ve = -{(zn)e L%E\;{' : Pnc((zu-x,._)) < % }
Dados (%,) e (y,) en o, si(zn) €& Vew O :Wﬂﬂ tenemos
Pui ((xn) = (3n)) € Pye((xa) = (2a)) + Py((zn) = (30)) < &
y por otro lado existe un n, tal que xg.¢.yh’ '
Puil(%0) = (F0) 7 gER Anche > Dnectu >
ya que si Xy = 0O y“,; ApX 3 ¥ S1 Ypo= 0 Xypy= ®n,e X
En definitiva la familie 3 Vi,y (x“)eZ{} - es una familia-
no numerable de ’nhrebiertos de 1ﬂ%E‘} disjuntos dos a dos ,por

lo que )‘3}33‘;,,% no es separable., B

Corolario 7.5 Para cualquier topologia qnoeﬂ_espacio lw no es m@-

seperable. -
Utilizando el mismo método de demostracidén de 3.podemos enton-

ces enunciar:

Corolario 7.6 Para cualquier topologia ‘hz se tiene que si Eg ‘es

separable también lo es [J°{E‘}MB]°

El resultado anterior generaliza el ya obtenido para valores
.escalares en I.7.1 . |

| Vamos a estudiar ahofa las propiedades de completitud , sin
imponer ningun tipo de condiciones a la topologia .

Prqposicién 1.7 Los espacios lo{Ez}gb y 15%E6}mb son comple-

tos si, ¥y s6lo si , Eg es completo.

demostracién: Como por 2.4 J,4Er} es cerrado en ’L"}Ed%y por

'lo tanto basta hecer la prueba para éste. '
Si J.,,%_ LE§% es completo por 2.5 Eg es cofnpleto. Inversamente

si Eg es completo sea 4 (xgn) : JY;I)& ' una red de Cauchy en

lﬁ,%E@}q% . Por 2.2(a) las proyecciones R, son continuas, luego
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para cada n podemos encontrar un x, en E~ tal que
% - lim  Xgp = Xn |
Al ser Q; uniformemente continua para todo ieI (ver 2.2(b))
{ e;(x;h) : &-D‘ﬁ es una red de Cauchy en )W'”?o ,completo , y por
tanto convergente a u'n. (y“."_) « Por la convergenéia coordenada a
coordenada y,'i = (’C(Xn,)
y por lo tanto (xa) € JalEg} .
Sea ahora & un real positivo arbitrario. Sabemos que existe
un &, € 0 . - tal que si J;J‘» do
'Pn;((XSn)-(XJ’n)) < & : y tomando 1limites
para 5'6. D ,se obtiene que bara JbJo
Pui ((xgn)-(zn)) < &

es decir la red inicial 'mo -converge a (x,) . &

Proposicidn 7.8 Los espacios lo{E;(% vy da ‘!_Ez‘l’m, son sucesional-

mente completos (respectivamente casi-completos) si, y sélo si ,el
espacio Eg es sucesionalmen%e completo (respectivamente casi- com--
pleto).

demostracién: Is la misma que la de la proposicién anterior usando

sucesiones en el primer caso y utilizando redes acotadas en el se-

gundo, E

Proposicién 7.9 Los espacios [2°{Ez_}mp] N {l.o-ngfm] son completos:

casi-completos o sucesionalmente completos si, y sélo si, E es com-
pleto,casi-completo o sucesionalmente completo respectivamente,
demostracidn: consecuencia inmediata de los resultados 7 , 8 y el
hecho de ser [IOQEE}MP] y [).,{Edq,,p] iguales y cerrados en JL{E}
para toda M, (ver 6.3). a .

~o N
Para un espacio localmente convexo X; denotaremos por Xy, X%
~S ' ' ,
¥ Xy respectivamente la completacidén , la casi-completacidén y la

completacién sucesional del espacio Xg.
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Proposicidn 7.10 Los espacios  ApdEly, ¥ QO{E{}% son topo-

1égicamente isomorfos para todo espacio Ep §i Mca‘s.
demostracidén: Por 1. L{E‘} es Mo-denso en [} el vy por 7. el
e.spacio Mﬁ;fl,mo es completo, de don'dve sé obtiene fécilmente la
conclusidn. o

: NS ' -
_Proposicidn 7.11 Los espacios L{EE}% v Ao 1’52’}% son topo-

18gicamente isomorfos para todo espacio E, si McH,

demostracidn: basta usar 2. y 8., B -

AN ~
Proposicidn 7.12 Los -espacios ,’L{Ea}% y ;lo -} E,_}% son topo- -

- 1bgicamente isomorfos para todd espacio EE si MCAH,

demostracidn: basta usar 1. y T. 2

Corolario 7.13 Si»’mc}{ y tanto k'm. (respectivamente .1..';)10) como

Eg son (B)-espacios o (F)-espacios entonces lo mismo ocurre con

L{EE},% (respectivamente 'LAEE}MD ).

Con respectd a la compleccidén local enunciamos:

Proposicidn 7.14 Los .espacios :L,-'{Eét% Yy el Eel% son local-

mente completos si, y s8lo si Eg es localmente completo.
demostracién : sea (Xwn) m = 1,2,3,... una sucesidn localmente de
Cauchy en Q,}Ee}%; como en 1. la sucesidén (Xmn) m=1,2,3...'... para
un n fijo es una sucesidén de Cauchy localmente en Eg luego conver- .
gente a un x,, de E , Como la convergencia-local. implica la dell
espac.io",un razonamiento como en 1., indica que (x,)e€ ﬂo-}EE} .Ademés
la sucesidén inicial converge a (x,). Por lo tanto si Eg es local-
mente completo lo es a su vez J,{EE}% . Una prueba andloga sirve

para 1,,{136}% . E1 reciproco es inmediato por 2.3 y 2.5 . B
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8.  REPRESENTACION DE [ do);tm ] COMO PRODUCTO TENSORIAL.

Vamos a efectuar una representacién del espacio [lo{t‘z}%] usan-—
do el método iniciado por Pietsch ([51]37 [52-] ).

Provposicién 8.1 El eépacio [Ron,]Q_:E‘ se puede identificar con

un subespacio denso de [L{E;}rmo] .
d'emostracién: sea z un elemento de f:l,m,]QE , admite una represen
tacién como £ . ) o ; .
Z = 2 ()@ x93 con (oa.)e[km,,] yX°e¢E
. 3=t
Definimos la aplicacién ¥ de [lom] & E- en [r?a{ E;}'pzo] como
. w '
?(z) = 2 (af).x?d
a=1
‘? es lineal evidentemente. Es inyectiva : sea 2z un elemento del

nicleo de € y sea -{z.g :db&} una base de Hamel en E ; para cada

xd = Z ¥ 24 (el sumatorio tiene sélo un mimero
. *eR | "finito de tér'unos no nulos)
Entonces 2 “&J d.;’_ 0 ,n=1,2,3,¢e4.. por lo tanto
J=1
K
2 (dd@X" —Z(Z U,;S(dﬁ)ﬁ z‘)= 0
o=t A6 J=)

C([om]&E ) es denso. en [,?o-{rdml

Si (x,\) e[)olEd%] sea (x") sus secciones flnltas (ver 6. )
'y sea eg el elemento de « cuyas componentes son todas nulas salvo 1a
k-8sima que vale 1. —

. , K -
(xn) = m, -ljkm () = %—lim 2 €n Xn = -11m ‘?(Z en® y.n,
K n=n h=s

Veamos ahora qﬁe las topologias que inducen [J,]E;_b,,,] yBomJ & E,

en ¥( Do"'!o] ®£EZ ) coinciden. Identificaremos en lo sucesivo z

«

con su imagen 2 (a&‘;)xj

J=!

[L\E;‘%] induce la topologia de’cerminada por las seminormas
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_'Zﬁ(z) = Pi (¥(2)) = su;;% sup laa] p; ( Z °[n x$) (an)GM}

J=)

y [em]®E 1a inducida por

Eni(2) = infi 2 sup ( uupla,.Ho(..l) P; (x8) (a..)sM}
J=i
. donde el infimo ée toma para todas las representaciones posibles

de 2z ., Asi tenemos:

(2 = SuP{( SHPZ. laal Py ¢ A x3)) (an)GM} &

J=i
k ‘ T -
s supz( sup lanl py( ofn x*)) = (a.\)éM} =
d =1 n
2= |
= Z:. Sup{( sup lanllddlp; (x9)) (a..)em}
J=) n

" Tomando ahora Infimos para todas las representaciones de z ténemos
que para todo I.Ie'm_ y todo i€1I
i(z) € Eng (2)
Consideremos ahora una representacidn cualquiera de
Z @)@
J=0
% N .
Sabemos que para J = 1,2,¢ce9k ¥ (a,,)eﬁ (anp; ( daxd))ecy .
Tomemos MeM tal que (an)€M . Dado un real positivo € podemos

~encontrar un n, de tal forma que si n 2 ne

.a“ p':( dﬂ; X:’) < £/K ) j = 1,2,o¢¢o,k
“. : '
Eilz -2™ )<Z sup lan|ldal pi(xd) < E
. 3=

Eni(z™) = 1nf§ Z_( sup ]a.\uel..lpl X“) ) } 3

g_—_zamla,-f,)-p; (x1) & qyi(2)
=y ) - .

para todo ng tal que 1&n,;< ne
luego Eui(z) € Em(z - z%) & & (2) < € +7;(2)

al ser £ arbitrario



-~

Enc(z) € MNui(z) , lo que completa la prueba . &

Proposicién 8.2 - Si el espacio Ez es completo entonces los espacios

[ME;}WO] y [Qo'm,,] QEZ son topoldgicamente isomorfos.
‘demostracién: Si Egz es completo , lo es a su vez [RO%E}%}(’?.S) )

el resultado es ahora evidente sin mds que aplicar la proposicién

anterior. B

Corolario 8.3 51 el espacio Eg es completo y mlcc—-ul_. entonces

los espacios 20{F€"mv y 20'&}, §€ E; son topoldgicamente isomorfos.

demostracidn: consecuencia directa de 2 y 6.2 . "

Corolario 8.4 Si Eg es completo y o bien Eg o bien [lﬂm] son

nuclares se tiene que los espacios [IQE{}%] y [S&om., §RE‘ son
topoldégicamente isomorfos., ' '

demostracidén: directa a partir de 2 y la caracterizacidén de nuclea-

ridad.

Observacién 8.5 De la misma manera que se han probado los resulta-

dos anteriores, se puede sustituir la densidad y la completacidn
por los conceptos andlogos sucesionales o por la casi-completitud

obteniéndose resultados totalmente andlogos.



9. LOS__ESPACIOS Ao (E) ¥ d=(m).

Como caso particﬁlar de los espacios lo{Ez’y Yy na-{EC} vamos
a considerar aquél en que la topologfa £ es exactamente la:ddbil
correspondiente al par dual {E , E’). Denotaremos a tales espacios
" por L(EY v 1o(E) respectivamente. Vamos a ver su relacidn con
los mismos espacios definidos a partir de otra topologfa.

Proposicidn 9,1 Sea Eg localmente convexo. Para cualquier topo--

logia compatible con el par dual {E , E“) se tiene que los conjun-
tos JdE;} v Jdw(E) coinciden.,
demostracidn: es-evidente si tenemos en cuenta que una sucesidn es

'mo-_aco‘cada si, y s8lo si ,es o (E,E”)-acotada. B

Las topologias definidas sobre ﬁu(E) no serdn en general las
mismas aunQue s{ el espacio subyacente. Por otro lado es trivial
observar que los espacios LiE}y Ao(E) no tienen porqué coincidir
en general. As{ tenemos: ' : -

Proposicién 9.2 Sea Eg localmente convexo. Se tiene que i E;}

estd incluido en 1,(E) y la inclusién es contfnua para las topolo-
gfas M, correspoﬂdientes.
demostracidn: sea (xn) un elemento de L&Ez‘ , entonces para cada
seminorma contfnua que define la topologfia € y para todo (ap)e A%
| | (an pc(xn)) €co _

Seé ahora u un elemento de E” ; éxiste un i €I de tal forma que
para todo x de E  I{x , u?l ¢X p;(x ) | ‘con K> 0
entonces (apndXn, U) )€Cp ¥ por lo tanto (xa) € 20(E).

La segunda parte es inmediata teniendo en cuenta que si,Mesml
e ieI se tiene |

sup { sey]aﬁ(zn, udl (a“)é-M}i sup{’suplauch(x“) : (a“)eM}

es decir o Py{(xn)) € Py ((x))

para todo (xa) € L4Egt. . B

-X1 -



Proposicidn 9.3 Sea A un sistema de escalones nuclear, entonces

para todo espacio localmente convexo Eg se cumple que

Jo%Ez} = Ao (E)
demostracibén: Por I.l.2 si A es nuclear ﬁo = Qoo s ¥ basta entonces

aplicar la proposicién 1. B

De la misma manera se puede demostrar:

" Proposicidn 9.4 Sea A un sistema de escalones nuclear, entonces

para todo espacio localmente convexo Eg se cumple que

A= 1(E) = 19%E;§= %(E) = AdEg} = Au(E) .

Proposicidn 9.5 Sea A un sistema de escalones nuclear y£E ,E’ >

un par dual., El espacio JeiF} es independiente de la topologia 3
que se elija para su definicidn siempre que sea_compatible_con el
par dua}. | |

demostracidn: evidente por la proposicidn anterior. Ademds se puede

sustituir en el enunciado ), por leo o por A . @
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10. APLICACIONES LINEALES CONTINUAS ENTRE _10S

ESPACIOS  hoiEstm, .

Sean Eg ¥y Fg senaos espacios 1océlmente convexos y sea 307710
un espacio semi-escalonado.

Si £ es una aplicacién lineal y continua de Eg en Fg ,induce
de forma natural la aplicacidn T de RedEgy en Aodm} definida
por P () = (£(xm))
para todo (x,)e l,{Eeﬁ e A la aplicacidn £ 1a denominaremos Ag - |

ASOCIADA a 1la aplicacién f.

Proposicidén 10.1 La aplicacidn ? es lineal y continua , siendd

- un isomorfismo topoldgico si f lo es.

 demostracién: Ha sido ya hecha en 5.1 , R

Vamos a estudiar el nidcleo y la imagen de %\ ¥y su relacidn con
el nicleo y la imagen de f.

Proposicién 10.2 Para toda f se tiene Ker £ = X{ker £}

demostracién: sea (x,) un elemento de Ker £ (que serd un elemen-
to de Jo}Eg}); por definicién de ? tenemos que para c.ada N, Xy €S
un elemento de Ker f , por lo que (xXn) &€ Ro}Ker T}.

Inversamente si (xn) € AoiKer f}, entonces para cada n ,X,,gKer f vy

- por lo tanto f(x,) = O para todo n, luego tenemos la otra inclusidn. .

Con respecto a la imagen no podemos asegurér que se cumpla la
igualdad. Bn efecto si consideramos E, con % estrictamente mis
.fina que G(E,E”) y P = Ey y consideramos como J, el espacio & ;
tomamos (xX,) una sucesién que'cohverja débilmente a cero pero q1_1é
‘no cbnver_ja a cero en la topologfa & . Entonces (x,)e€& Co {Im IE} .
mientras que (xn)' ho pertenece a Im {[\E , siendo--Ig la aplicacidn
identidad en'E . | | |

Sin embargo siempre se cumple:
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Proposicién 10.3 Para toda f se tiene Im £ € XodIm £}

demostracidén: si (y,) es un elemento de Im ? , para todo natural
n existe un x, en E tal' que’ yna = f(x,) y ademds (xh)e )D{Ec}
entonces (ya) = (£(x4)) = £ ((x,\))' , luego (y.) es un elemento de
B Bim£} . ) |

En cuanto a la igualdad tenemos el siguiente resultado que es
el correspondiente al 'obtenido en [.2-.] para espacios perfectos.

Proposicidn 10.4 Sean 2"7’6’ Ez s Fg+ espacios de Fre'chet,con 'mc}{_

de forma que Dbien ﬂo y o-.bien Eg ¥y F;sean.nucleares. Entonces toda |
T epimorfismo topoldgico ,cumple que §'es a su vez epimorfismo, topo-
1égico. | ‘ |
demostracidn: Segin 8.3 en nuestro caso
| JpIEaufﬂomkaiE% y ‘Lﬁﬁa}mflméin

Si I, es la aplicacién identidad de Ao en si mismo, por [35]

proposicién 43,6, la'aplicaciéh
I T : A% ® B —> Jlo&Fu

eé continua, entonces es evidente que podémos identificar ?‘con la
extensién continua .Ikﬁg_f de I%¢ f

Para acabar la demostracidén basta aplicar la proposicidn 43.9

ae[35]). A

En el apartado 5. al estudiar las propiedades hereditarias para
" los espacios semi-escalonados vectoriales no hablamos en absoluto
" de los cocientes. Como aplicaci6n del resultado anterior podemos

deducir sin embargo

Proposicidn 10.5 Sean Ao% s Ex espacios de Frechet con M cA4

y de forma que uno de los dos sea nuclear. S1 F es un subespacio

cerrado de E seftiene ' ,‘{,{%%)‘F} ov IO%E/F} . |

: demostracién: J4F} es M-cerrado en L{E& (5.4). Entonces el epi-
s -~ - ‘
morfismo candnico induce ¢ sun epimorfismo topoldégico. Como por

A .
2 ,Ker ¥ = Ker ¢ , el resultado es inmediato. R
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11. ‘LA PROPIEDAD DE APROXIMACION EN LOS ESPACIOS

SEMI-ESCALONADOS L{Egim .

) En su famosa e importante memoria ([16:]), da Grothendleck
.la que denomina cond1c1on de APROXIMACION en los espacios local-
mente convexos ,como el hecho de que en cada compacto del espacio

1la aplicacidén identidad pueda aproximérse por aplidaciones line-
ales continuas de rango finito ( Lié:lpag.‘165). Estudiarémos la
existencia de dicha propiedad en los espacios objeto de nuestro
estudio. Sabemos que todo espacio perfecto de sucesiones escalares

posee esta propiedad ([Z]); para los semi-escalonados establece-

mos la misma propiedad.

Proposicién 11.1 Para toda topoldgia q)lo s, €1 espacio 20'7"10 tiene
la propiedad de aproximacio’mpa‘ra ’hzc;K |

demostracidén: Las aplicaciones Ox que a cada elemento le hacen
corresponder sus secciones de orden k , es una sucesidén que converge
puntualmente a la identidad en Ro., y ademds es equicontinua ( por

2.2.(d)), por lo tanto converge a ella uniformemente en cada com-

pacto de ;\o‘)))o .

En [,2- ]se demuestra que si Eg tiene la propiedad de aproxi-
macién , para todo espacio 2 perfecto el espacio MFA tiene la
propiedad de aproximacién. Andlogamente establecemos:

Proposicién 11.2 Si el espacio Eg tiene la propiedat_i de aproxi-

- macidén de Grothendieck, la tiene a su vez el eépacio 10-\E5’(mpara
todo espacio semi-escalonado con ’VLC;HQ
demostracidn: sea K un .(Wlo—compac';to en L{Eg} , ¥ denotemos por
- 0’ 1la identidad en dicho espacio. Por 6.2 la sucesidén de aplica-
ciones {03}‘ ,converge a G, y es equicontlnua (2.2.(4))
Sea € un real positivo, M eM y sea ie I (conjunto de indi-

ces relativo a las seminormas que definen la topologia ).
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7 Vamos a construir una aplicacién de rango finito ?, coriti’nua _
tal que en K _ |
| Puo( 0 ((xp)) - B((xa))) < €

Para los factores establecidos existe un natural k, de forma

que si k % k,

Py((xy) - (x4)) < 5/2. o lo que es igual
Puc( 0((%)) =0k((x)) ) < &4 |
Tomemos el conjunto G = l_‘j n,.(K) siendo QM las proyeccio-
. k=l .

nes definidas enl 2.2 y que son continuas, lo cual nos asegura la
compacidad de G. | |

Por- hipdétesis .1a identidad I en E se puede aproximar en C por
aplicaciones continuas de rango finito, esto es'para el i inicial
¥y para todo J‘ ,existe una aplicacién continua de rango finito _ f
‘tal que si x es un elemento de C .

p;( I(x) - £(x)) < J

Si e= sup;.lan] : (ap)e M, n=1,2,.._.,k,} s por la acotacidn
"de M es finito, tomamos & = 8/29 .

Con la notacién de 10. definimos la aplicacién &’ como ?06}6
es decir ‘Z"((xn)) = (f(xi),f(x_,_),.....,f(x,,'),0,0.....)
Asf se tiene

Py (G, ((x4)) - € ((x)) ) =sup Jsup, tadp (xn- £(x) :

: (an)eM § < (J.g—é- = 2/2

" Entonces por lo tanto si (x,)€ K
Py (0 ((xn)) = T(xa)) ) £ Pui( 0 ((xn)) = Gc((x )) ) +
v R (S(x) - TUxa)) ) < € . B
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CAPITULO v

DUALIDAD Y TONELACION EN L0S ESPACIOS SEMI-ESCALONADOS

===y — === == =S m== pampemfen o et oo et

1. EL DUAL TOPOLOGICO D= J-JaZE;%mﬂ.

Como un primer objetivo vamos a ver en qué condiciones podemos
dar una caracterizacidn del duzl topoldgico del espacio semi-escalo-
- nado LQ}%} para una tbpologia del tipo estudiado en el capitulo
anterior. Para ello seguiremos un método general ya seguido para los
espacios escalonaaos vectoriales en E‘i J [.34-] [33] . Particular-
mente la adaptacidn de las técnlcas de este Ultimo nos parace la
méds adecuada a los espacios .L{E%%. Como es eviderte al observar las
demostraciones, &stas dependen fuertemente de la condicidén de con-
vergercia de las secciones de cada elemento en la topologia Qﬂo.

Si bien esto restringe el estudio al caso en que qncg%, vamos a
dar en general el estudio del dual del subespacio [Ra{Ed] que en
el caso antes mencionado coincide con el espacio total. Como ya
veremos también es necesario exigirle condiciones al espacio de su-
cesiones éscalares A: s COmMO era légiéo de pensar a raiz de los re-
sultados obtenidos en I.8.

- En lo sucesivo denotaremos pdr Ea el dual topolédgico del espa-

cio E dotado de la topologfa @(E;E). Para el espacio Jw{E;} sea
L{E,} {(un)eE : (¢ Xp, und)elr , si (x1)e ME&}

x A
Por otro lado el espacio Ro es perfecto, luego podemos tomar
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el espacio

Bizgt = 1vnde g™ (ago (3))€d5 -, B e®E ”
siendo? la familia de los conjuntos OY(E,E’)-acotados absoluta-
mente convexos de E” y.'qB, la correspondiente seminorma para Bo..
Proposicién 1.1 Para todo espacio E; y todo /1, se tiene

LYE e BAEG

demostracidn: sea (yn)eME;l!"y sea B un. conjunto ov(E,E)')-facotado

‘a-bsoluta.mente convexo en E , deberemos probar que si
dgo (¥n) = sup }lKx,y¥l : xeB ]
entonces (qs,(yn)) € ﬁl:‘ . '
En efecto : sea (bn)€ do . Entonces por definicién si (an)eﬂ,x
(an bnde& co
Para cada natural n sea x4 un elemento de B de tel forma Que

Qge ( Tn) & [<xns vd] + 1/ » b si |val# 0

N
yooap(R) € 1, vl 1 si |l = 0

Entonces para todo n

|Bebagva) € Konzmizdl+ 1/

Al ser B acotado , para toda séminorma pg en E con 1 eI ,existe un
M, positivo de forma que P¢ (xn)4 M; n = 1,2,3,....'

Y por lo tanto .
lan ba]pc(Xa) € M¢lanbnl]

que nos indica que la sucesién (a,bap;(xn))€co , ¥ por lo tanto
(bnx\f\)e MEel‘

. (g
asi
y )

2 [Bal-q,(y) & Z I{ban s ¥ | -!-Z 1/2“,
n=\)

n=1 =)
Como las series que definen el segundo miembro son ambas con-
vergentes, lo 'es~vla del primero es decir
' %
(age (¥n)) € %

como. .querfamos probar, B
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Proposicién 1;2 si ¢ eé una forma lineal continua sobre [%{Egh,o]
entonces admite una Unica representacidn de la forma.
[
C®, (507 =2 <buixa)
para tovdo (xn) € [')o&Eﬂ%], siendo (b, ) un elemento de lo{Ea&x.
.demostr.acién: denotaremos por ey la sucesién de escalares cuyos
términos son todos nulos salvo el k-ésimo cuyo valor es la unidad,
Sea x un elemento de E no nulo, Para cada n sea b, aquel ele-
mento de E° de forma que
<bn,3c}=<‘?,enx> para todo x de E,
Al ser ¥ contfnua existe uﬁ ieI , Yy un MeM de forma que si (xn)
es un elemento de [k{Eﬁ'm] '
LP, D¢ Pyi((xa))
El conjunto 1l es of( 1, 2 )-—aco‘cédo , luego acotado coordenada
a coordenada. Sea @n la cota de la coordenada n-ésima, As{
[K bn ,x>l € Pyi(en x) = supllaap;(en x) : (an)el F2 Crpi(x)
luego efectivamente (bn)&E'N '
Sea ahora (x,) €& [20»{136{%], como ¥ es continua y las secciones

(x&) de (xn) M)y -convergen a &1

18
£, )y = M-lin L€,(=x2)) = Mp-1im €, e xn)
noy

= —11mZ_(b..,X.‘> Z (b y Xu D

n=t hzi

Sean. &a escalares de médulo unidad de forma que

Al<bvu Xn>’= &nlon Xn Y

entonces

z <bp‘sxn> Z: E<bnsXy) = Z€ (Eh Zn )> < +es
n=1» nsg .

. y por lo tan‘bo (bn)& )-o‘iEg} .

Reuniendo pues los resultados obtenidos en las dos proposiciones
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anteriores ,‘ para t§da topologfa {”Zo tenemos
[lzstm) € Mzt e Kz}
y como caso particular si WLCZ’{. s
W bon © MolEl e AIEL
En lo que resta de capftulo y salvo mencidn expresa de lo con-

trario supondremos que se cumple la igualdad

=) W s (a)e ¥, a,%0 1 =1,2,3,....}
segin la notacidén de I.8 , lo cual significa que el dual de [%7)70] se
puede identificar con ﬂ;( (I.8.3) , Daremos ya pues la caracteriza-
cifn del qual de. [R,)Ez}%] | |
Propos101on-1.3 ~ El1 dual de [lng}'m;] es el conjunto de las su- '

cesiones (ua) con valores en E” tales que para todo n
Un, = An Yn

. L d ” . 3 )
siendo (o) una sucesidn en de € (ya) una sucesidn equicontinua en E!

demostracidn: sea (u,) una sucesién como se describe en las hipdte- ~

sis. Tomemos un (x,) & [)-o‘)Ed’mo] ’

z: {un, Xn)\ Z ‘dn\*ky'\: za?l

hW=)

Para todo x en E , y para todo natural n, existe un i€I tal que

¢ » X)\QPC(X) L]
Sea (an)e A*, tal que (dn) € l:o. , es:decir Z——'" { +

‘ ‘a=j aﬂ“
(dondé el cociente se sﬁpone cero si a, es cero). Sea M el elemento .
de M que cumple qué (an)E M ,en’conces
o
l Z_<un, Xa >‘ Z Iad suplan\pL (Xn) <(Z lM) Put((xa))
n=y an
luego (un) e[RO&E,}%']
Inversamente sea (u“) en IL}E;‘S%‘ denotando por ¥ la forma

11nea1 que determina,
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Al ser (u,) continué, si (x,) € [,Lz’Egim&,]

o0

IZ {up, x“‘r}s Ppo ((xn)) , para un leM, i€l
w24 : .

Sea V={xeBE : pg(x)< 1} oy q.w,(u) = sup{l(u,xﬂ : xeV}
Aplicando la desigualdad anterior al elemento cuyas cooydenadas
son todas nulas salvo la n;ésimaxque vale x , tenemos |
[<un » xOl€ B po(x) : X€E
siendo P las cotas de las coordenadas n de M, Asi qwgun) s ﬁn
Escribamos ahora para cada n

Un.
Qo (W)

Y. = si q0(un) 4 0 , siendo cero en otro

caso.
(y,) es evidentemente una sucesidén equicontinua en E’,
< _
Probemos finalmente que (qv,(g,))eﬂo . Sea ( @,,)e Ao ,

dado n, se puede encontrar un x, en V de forma que

1
Gyo( Quitn) €< e s>+ —3
Tomemos e = sup}sx&p [p,.,a..l i (a,,)eMS
Si denotamos'por (zX) = ((5, Zys Pe Xeseooes PuFno Osecee)

Z (?nuns xa¥= P((za ) £ PH;‘((Z"\‘. )) =

u=l

Ign¢x

= sup l sup [aalpg( 8n x0) : (ag)€ M] $
< sup [ sup [anl.]p,) : (aa)e MJ (D

y esto para k = 1, 2 3,..... por lo que

2 [((B“u., x,‘ Y] < +e0 , ¥ entonces

nay

il@n\qv,(un) sZ_ TNENY +2: ,*‘“

nal n=y

¥ por lo tanto (qv,(u,‘)) 6,10, como queriamos probar, B
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Corolario 1.4 Un subconjunto de [-lo {E;iﬂo]’es equicontinuo
gsi, ¥y s8lo si, es de la forma f |

| J Caya) : (d)eds , () av®

siendo Vun B -entorno de cero en E.

~demostracién: Basta hacer uso del resultado anterior, E

En general para toda topologfa Mo, , el dual topoldgico de

A6dEztm \ es algebraicamente isomorfo a un subespacio sucesional-
€[,

mente denso de JHEP" donde en este Ultimo espacio consideramos la
‘topologfa que se deriva de la normal de ,‘: '('que es perfecto) y de la
fuerte en E; en verdad, contiene al conjunto ?{Erﬂ que es suce-

sionalmente denso para dicha topologias
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2. ESPACIOS FUNDALENTALNENTE A ~ACOTADOS.

AVamos a buscar en.éste apartado una clase de espacios de forma
que cumplan la igualded |
[ME;}%]@ lz)lE;bg .

Veamos previamente con un ejemplo que existen espacios Eg de
forma que para todo espécio semiescalonado 20 , incluso dotado de
su topologia semi-norral , las espacilos anteriores son distintos,

Sea EE?(E,E'ﬂ de forma que no sea casi-tonelado; existe en-
tonces un fuertemente acotado en E”;que no es finito dimensiopal.
Por 1.3 lJﬁ;}/, donde en %, suponemos su topologia semi-normal ,
esté formado por las sucesiones (u,) de E” de tal manera que para
cada n U= dn Yo Siendo (dn)e Y e (yn) finito dimensional en E”.
| Tomerios akora (ow) cualquiera en lf , ¥ (xn) ura sucesidén de ele-
nmentos de E" fuertgmente acotada pero infinito dimensional, lo cual
es factible por hipdtesis, Entonces (o Xn) es un elemento de A%{Es}
que no estd en lﬁﬁ;ﬁc

Entre aquellos que si cumplen la igualdad y a modo de ejemplo

demostraremos por su sazncillez -

Proposicidn 2,1 =~ Si el espacio Eg es normado se tiene
!/ X !
[MlEtm,] = A5 iE o
demostracidén: sea |l. || la norma que determina la topologia de

E{. Bastard con demostrar que yla %E"»i (om E JolEgI(m,]/'.

- IN ]

sea (up) E°™ tal que (Nuwll )eNd; definimos . = Umpmeluall™
si. Unt O , ¥ = 0 en otro caso.
(yn) es equicontinua y ( Hu,ll )e-l:, cumpliéndose que
| Un = Nuakl. yu

Por 1.3 (un) define una forma lineal continua en [lo{E;QMo] . .

7
Como consecuencia de la proposicién anterior y completando lo

visto en III.10 obtenemos:
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Proposicién 2.2 Sean Z,n,, Er y Fzt espacios de Banach. Sea f una

funcién lineal continua de Ez en Fp , y sea tr su traspuesta. En-

tonces se tiene que ‘Vf'= 4’? como aplicaciones de R:EF\{} en K{Egﬁ
y ademds NEN = W£H .

demostracién: Para la primera condicidén no es necesario que ﬂob,asea

normado. Sabemos que ),,"}E“:,LQE}L y‘ MESY = lo-lFﬁ,o ,luego tF estd
bien definida entre ellos. Por otro lado si (x,) GL{E;!, (yn) € R:'IF;-:{'

se tiene - ‘ .
< Gxn)y ERmND = LExD) )Y =) L 2(m)y Ta) =
2 4xm, 23y = L (x), (R D

de donde ¥ = {f\ .

Supongamos ahora que Ao'm,, es (B)-espacio. para todo x de E
el ¢lls =N | |
luego ” ilf\( (.‘x“))“JdFT n( I f(xn)l] ) “20 Shelh . '\( l xn il ) ”2:;:

y por tanto \Theltll
Por otro lado podemos considerar E como subespacio de s} Ez{v ’

A
y como £ es la restriccién de f a E tenemos [|[f]l4 nEn . B

La siguiente definicidn se debe a Rosier '[33_]y la extenderemos
aqui para los espacios QAp (Rosier la d€ sélo para A perfectos).

Sea Ez un espacio localmente convexo y sea Ao un espacio semi~
escalonado. (respectivamente A  un espacio ;}erfecto ). Sea A un
acotado no'rmal en o (respectivamente ). ) ¥y Bun écotad'o, cerrado, -
absolutamente convexo en Eg . Definiﬁos el conjunto

[, 8] =1 @x)ellEd : xn & Eg , (pe(xa))e Al _
(resp. [A, Bl= J(x)eMBt: xae Bs , (pg (a))ed § )

Directamente de la definicidn se deduce

Proposicidn 2.3 Con las condiciones anteriores

(a) [A_ ’ B] es un acotado dre ]AE;'( (resp. ).{Eg'r)
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(b) si AGA° y BCB® entonces -[A' , B] cJa’, B']
demostracién: evidente.

Diremos que E es .FUNDAMENTALMENTE Qo —ACOTADO- (res ] —-ACOTADO)
si la coleccién [A , B] es un sistema fundamental de acotados de- -
AodFe} (resp.  A4Eg}), cuando A y B pertenezcan a sendos sistemas
.fund‘amentales de acotadbs en Ao (resp. A ) Y E . Un espacio funda-
mentalmentel'\:aCOtado es un espa‘cio con la propiedad (B) de Pietsch
(ver [52]). Utilizaremos entonces la misma formulacidén para ambos
c'onceptos ya que creemos que no induce a confusidn; asf si decimos

-qﬁe E;, es fundamentalmente /{ —-acotado nos referiremos a la defini-
cién de Rosier si /L es un espacio perfecto Y a la nuestra si &
es un espacio semi-escalonado,

Proposicidn 2.4 Sea Qo semi-escalonado. Si E es fundamentalmente

%, ~acotado entonces’ .
L%de--_ L 4Eg t

demostracidn: Por 1.1 serd suficiente probar que L’{EH C AEzt ™
En efecto® sea(uw) & AIEGY ¥ sea (xn)& LiEgf

sabemos que existen A , B tales qu'e (xn)e[A , B] ¥y por tanto

( ps(xn)) ¢% , como ademds (qv(u.\)) € 2: , se tiene

- e .
Z ‘I<uns xn>l \< Z: P (xn) q (un) < +o0 . I
n=1} hoy 8 ) 5°

Recordemos que un espacio localmente éonvexo Eg se dice que es
| 6’-CASI TONELADO si toda sucesién fuertemente acotada de E’es equi-
continua. Claramente la clase de todos los espacios 07-casi tonela-
dos contiene a la de los espacios casi toneladoé.Para estos espacioé
‘se tiene:

- Proposicidén 2.5 Sea E;' 6'-casi tonelado y no_espacio semi~escalo~

nado., Si Eé es fundamentalmente 2: -acotado entonces
v \ )
[LiEtm] = X 3ER¢

demostracidén: sea (ua) una sucesién de E'"’que esté en }\:{ng .
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‘ ) _ . -
Si D es un acotado en E° , sabemos que (qb(un)) e o

Para cada n definimos

Yo =  — - si qy(un) $0
' qy(un) |
valiendo cero en otro caso., y,&€ D, n =‘1,2,3,..»..
Al ser E  ¢’-casi tonelado 4 y. : n=1,2,3,...% es equi-
continua. Entonces podemos eécribir
| Un = ¥+ qplun)
bastas ahora apiicar 1.3 y se deduce que (ﬁ,._) (=3 [XD{EJ%. Con esta

inclusién y la obtenida trds 1.2 se obtiene la conclusién deseada.B

Corolario 2.6 Sea E  0'-casi tonelado, Aoy%espacio semi-escalona-

do con MeXK . Si Ef es fundamentalmente JX-acotado se tiene que
/ X ’
: E = E
PR ék’)qo Aa‘\t PII

En [53] yRosier demuestira:

Proposicién 2.7 Sea n un espacio perfecto y ;lx su A -dual.
Supongamos que ;lx tengé, un sistema fundan;ental numerable de acotados
| NC Né_C......NKC......... entonces
(a) Todo espaéio lecalmente convexo metrizable es fundamental-
mente }-acbtado. |

A S x
(b) Todo (DF)-espacio es fundamentalmente A -acotado

Vamos a ver que una propiedad totalmente similar se cumple para .

los espacios semi-escalonados.

Proposicién 2.8 Todo espacio localmente convexo metrizable es -
fundamentalmente ¢y ~acotado. |
.demostracién: sean Py Py ceeeese Deeso. las seminormas que definen
la fopologié . Sea C un acotado de c,J,Ezt, existen positivos ew'
tal que o sup p (%)< Px (xn)EC

Tomemos el conjunto

Béier . : S‘:lp ({"p“(x)sl }

—9¢-



B es un acotado en Eg . Ademds si (x.)&€C , para todo n
Xn&Eg
‘ . -1 .
| Para cada x¢ Eg ps(x) = sup oy px(x)
Si U es la bola unidad de co se tiene entonces que (pB (x))e U
~ luego CC'[U ’ BJ ;_‘

Proposicién 2.9 Sea ﬂ un eéspacio perfecto de forma que )x tenga

una sucesién fundamental de acotados
Ny C Np o vevneneesNEC onen
Séa ﬁoel correspondiente espacio semi-escalonado. Entonces

(aJ Todo espacio localmente -convexo metrizable es fundamen-

talmente [}, -acotado. -

(b) Todo (DF)-espacio es fundé.xnentalmente ): -acotado.
demostracidn: (a) Sea C un acotado en M EY, dados i,k naturales
existen constantes Qck tal que'

Pk ((x2)) & Pex
Tomemos C¢ =4 (dwXn) : (du.)slN,;, (zn) e C% , es un acotado en GJ B}
luego por 8. existe un Bg acotado-en E, de forma que si U es la
bola unidad de ¢, , se tiene
ccelu, B¢] es decir
81 (xn)€C y (dn)eNy |
sup ldnlp g (xn) = sﬁp Pa;(dn xn) = || (p;;(e(nxu))llcoé 1

Dados los acotados Bjen E y i)or ser metrizable , existen

escalares positivos 1',' de forma que

oy
Ltey
es acotado en Eg (L24J 29.1.(5)).
Como B¢C A'B  tenemos que para todo x en Eg.
o T
Pa(x) & X Pg, (X)
luego para todo i y para todo(xn)& C se tiene

sup } él&\p 13n) p,s(x,\) : an)eN,:'l‘ % sup {s&p ld;\l 'XE' psi(xn)' :@(.)e-Nc&

n
wl-—-
~
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luego el conjﬁnto
§ps(xn) : (xa)eC §:
es acotado en o y por 1lo fanto contenido en un acotado'normal'A
¥y por lo tanto ~ ¢cc[a, B]
lo que indica qﬁe Eg es fundamentalmente do -acotado.
(b) Como 1f}tiene una sucesién fundamental de acotados , tam-

bien la tiene ﬂf,'el resultado se sigue de 7.(b).

El hecho de que todo (DF)-espacio es fundamentalmente 9 -acota-
do , asi! como que todo espacio metrizable es fundamentalmente 1"
acotado es en éeneral falso, como muestra ei ejemplo de Rosier para'
A =w y X=% ., Los correspondientes 4o y 2 son precisa-
mente los mismos, luego nos sirven de contraejemplo para la miSma

situacioén.,
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3,  TONELACION EN Qo) Eel .

Para estudiar 1la ﬁefedadién de las propiedades de tonelacidn
en los espacios Z,QE;}, seguiremos el método utilizado con éxito
por A. Marquina y J.M. Sanz Serna ([221) con respecto al espacio
éolEb{. Si bien allf es fundamental la nocién de la propiédad (B)
de Piétsch ( es decir los esﬁacios fundamentalmente li—acotados)
én ﬁuestro caso, y como cabia esperar, usaremos la nocién de espa-
cio fundamentalménte lf-acotado. Si Ez es un espacio localmente
convexo ¥ Ao un espacio semi-escalonédo, el espacio AiE}se éupon-

dr4 dotado de la topologia semi-normal Ho .

Proposicién 3.1 Sea B un acotado, absolutamente convexo en Eg
y sean (an)e ¥, (u,) € L1 EY. :
- Si . o = sup }(43:“-) ’ (un.)>] H (Xn)é L{Ez‘, (anxn)g. B 1‘
. . |
y @:E 1 sup“(x , wl :XEB}
n=)y an g )
entonces d = (:B .

demostracidén: Sea (xn)€ doEg} y‘ (u)€ JiEY

|<(xn)’, (un)> | =I i(xm un>[$zl<xm un?l €

n=4 n=l
. Cax A
- como (a“)él_ Y anX,€ B

1 supl¢ x, u.d : x€ B {
B an- .

nal
tomando ahora supremos para (x.\)elp{Ez} con a,Xn€B , tenemos

0(5'(5
Inversamente , sea €270 , y k un nﬁmero natural.

€ ac

sup}léx , upd| : xeBYS Capxpucd + :

con a;x;eB yl1l<i1ig< k, es decir

L N
sup{l <x,udl: IG-B} $4xe Wy +

ol
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sumando se obtiene:
K

E L sup}l{x , ugdl .‘xeB}< E Pe ut>+£

- ay

L=y )
Escojamos el elemento de L{Eck

(Xy9Xg90e0eesXkr030500000) a{Xc €B, 1igk
entonces '
K : : _ .
1 sup&l(x,ug)l:xquS <+ E k =1,2,3,....

t=4 ot ’ '

haciendo tender k a infinito @£ A+E |, para todo € , luego
pset . B

Proposicidén 3.2 La topologfa normal de RZ’IEP'Q induce en L{Ek’

la topologia (>( IHE&', 263’5}})-

demostracién: sea B un cerrado ,acotédo,absolutamente convexo
x

en E , y sea (a,\)é‘::l . Si qB,(u...') = sup{ I<x , uw): x€B 71

se tiene

sup1d(xa) » (WP (x)ell B, anxneB‘( =Z L Qg (Un)
' n=|

Sea B =1](x..)e$HE¢‘{: anXn € B , n=1,2,3,...} _
B es absolitamente convexo y O ( LiE}%, 1.}Ez\,)-acotado ya que
8i (x,)e& ) , (u“)eL{EEVC T‘{Ep'j, entonces

Z_ (Zas un?l Z: x l<a-.xm un>\<Z = qgun) = @

n=\y w=1 an

y por lo tanto la igualdad inicial es entre las seminormas que

definen la topologia (5( ,;L,QE;}’, 1oAEY) ¥ la normal de ,‘C{Egl‘
respectivamente, Tengamos en cuenta ademds que los conjuntos 5

forman un sistema fundamental de acotados en Jo1E}. (ver tambien

111.3). B

Vamos a dar ya la primera de las condiciones para que. )o{Ez\

tenga una propiedad dectonelacién.



Proposicién 3.3 Sea Ez localmente convexo. El espacio A4 B} es

casi tonelado si, y sélo si, Egz es casi tonelado y su dual fuerte

Egp es fundamentalmenfe ,'lf-—acotadb.

demostracién: SIi Eg es casi tonelado, en particular es ¢”-casi

tonelado y como Eé e;s fundamentalmente ﬁf—acotado, por 2.5
BAEY= 154ERY

‘Sea H un acotado para la topologia F( 1.3 E;i,’ _AAE}) en J,,{E;{I

por la proposicidén anterior es acotado en la topologia normal de

AYEZ} . Por ser Eg fundamentalmente A-acotado , existe un M

'@(E',E)—acotado absolutamente convexo y O (E‘,E)- cerrado, tal que

©0

E 1 qH(uu)\< 1

=1 &n

al ser E; casi tonelado, M es equicontinuo, luego H es equicontinuo
- por 1.4 |

Inversamente, supongamos que lo%Eck es casi tonelado. La apli-
cacién Wy de LAE en E es lineal, continua y sobre (III.2.2(a))
ademés es fdcil ver que es abierta luego es cociente y por lvo tanto ]
 Eg es casi tonelado. El espacio J,E}% es @(L{E;’d 1o} EX) ~
cé.si completo, sﬁcesionalmente denso en J",‘{EF’,{, luego aplicando 2.

AAEY = A4ECT

Se'a H un acotado de JA}Eg},al ser I} Ezy casi tonelado , H es equi-

continuo, luego existe un equicontinuo U en E‘tal que

oD ) L
E L g )1 si (un)e H.
=) &n

Por el teorema de Banach-Mackey ([24 ]pag. 254) U es (.\,(E',E)-aco—

tado , luego Ep es fundamentalmente 2: ~acotado. |

Corolario 3.4. Si Eg es un espacio (DF)-casi tonelado, entonces |
también lo es A.dE]. |
demostracién: Basta usar el resultado anterior y el hecho de que

E’y es metrizable, lo cual permite aplicar T7.(a). a
o
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Corolario 3.5 | Sea Egy localmente convexo localmente completo.

Ao E | es tonelado si, y s6lo si E; es tonelado y su dual fuerte E(;
es fundamentalmente A»-acotado.

demostracién: consecuencia directa de 3. y III.7.14 . R

Al igual que en [Zglvamos a dar una aplicacién de este ﬁltimo
resultado a la conmutacidén del limite inductiv;) cuando aplicanios un
espacio semi-~escalonado. Es conocido .Que la conmutacidén es eh_ gene-
rél negativa si tomamos el espacio co . Con el siguiente ejemplo
(sugerido por el Prof. Valdivia para ¢ ¥ extehdido por nosotros
a cualquier 2o )._veremos que para cualquier e'spacio semi-escalonado
distinto de ¥ , existe un limite inductivo '(que serd siempre el
mismo) de forma que no se cumple 15. conmutatividad,

Sea 1, un espacio semi-escalonado distinto de®. Podrémos enx-
tonces encontrar en €1 una sucesién (b,) y una sucesidn creciente
de enteros positivos Ny Ny € seoeooses Ny § onne
de forma que para todo k b,\.} 0. |

Tomemos como E el espacio de Hilbert 1% con la norma usual que
denotaremos por p, . Si consideramos los vectores unitarios en 1*
€4 3€590000003€qy0+.+ €Xiste un conjunto infinito B de tal manera
que unido a los e, formen una base de Hamel en E.

Sea Byy Byyececees Bayeeoo. una particidén numeradble de B;
para todo n sea _ , | :
| En = Iin ] BUBU... BaUleats: }

(-]

Los E'.\_ son subespacios densos en E tonelado. Como’ E =U En
. n=j
aplicando un resultado de Valdivia ([36 1) tenemos que
, E = 1im E, (estricto)
Veamos que sin embargo AR # lim Xol Bz, }
donde en los espacios semi-escalonados consideramos la topologia

semi-normal. Tomemos para cada n un X, € Enny> E,

Al ser 12 metrizable existen reales positivos W, de forma que

—{02 ~



lar sucesidn ‘d“ Xan COnverge é cero en la norma p, .
Sea ¥ = dnbaXn B = 1,2,3,40000 o Si (an) € A"
| (8nbn Dy (dnxn)) & Co
ya que (anba)€co ¥ (Py(daxn ))€ co
Por lo tanto (¥,) € Ao}El}, mientras que como x,‘é Ens (Fn )¢ LAER}
luego LB+ ) dodEa}

ALY
Sin embargo podemos enunciar:

Proposicidn 3.6 Sea Eg¢ espacio localmente convexo localmente com-

pleto. Sea {E.\__ :n = 1,2,3,..-.} una sucesidén creciente de subespa'—'
cios localmente completos de E , cuya unién es E. .

51 para by, 2)E;] es tonelado, entonces AlEL = Q LIEZY
y llm QAEat = AIET. |
demostra016n: sea (xn) & L{EJ y sea (an)€ l o La sucesidén aa Xn
converge a cero en la topologfa ¥ . Al ser E localmente completo, B
su envoltura cerrada y abSolutaménte convexa es compacta , asi pues
Eg es Banach. Los Ea son locaimente completos luego |

| Eg N En es cerrado en Eg para todo n

¥y por lo tanto Eq = U(Ee 0 En). Podemos.entonces encontrar
é.plicar;do el teorema de Baire un n,de forma que EgCENEg
es decir B C En, y por lo tanto (anXn) cbnfrerge a cero en la topo-
logia gwr ¥y (zn)€X)En} . La segunda parte de la tésis es inmedia-
ta usando el resultado de Valdivia ([36] cor.2.5). B | .
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