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Siendo F un espacio de':?ráchet, dotamos 

de una topología localícente convexa al espacio ¿e las 

funciones holomorfas con desarrollo asintótico en el ori

gen, consiguiendo así un espacio completo, pero no metri- 

zable. Se demuestra que no existe ninguna topología sobre 

este espacio, que le dote de estructura de espacio de Prlchet 

y que implique la convergencia puntual.

La completitud es conseguida introdu

ciendo desarrollos asintóticos a travos de sucesiones de 

compactos, y estructurando ál espacio como lí

mite proyectivo de espacios de Préchet. Si el espacio P 

es de Préchet-LTontel conseguimos que se pueda

estructurar como límite proyectivo de espacios de Fréchet- 

-líontel.

Un estudio paralelo se hace en el capí

tulo segundo con los espacios de funciones holomorfas cu

yas diferenciales se extienden por continuidad en el origen,

. Estos espacios, probamos que están contenidos 

en los espacios

rDotamos de una topología T» al espacio 

9 y se prueba que es más fina que la inducida



por %  sobre 6Ca,F) .

Al igual que en el caso de c4(-£l,F) ,

sobre ftCn-.F) no existe ninguna topología que le dote de 

estructura de espacio de Fréchet y que implique la conver

gencia puntual. También, 75̂ es completa y no metrizable, si 

? es espacio de Fréchet.

Introducimos los espacios de funciones 

holomorfas cuyas diferenciales se extienden en el origen a 

través de una sucesión de compactos y mediante ellos, se 

estructura,si F es un espacio de Fréchet-Montel, 

como el límite proyéctivo de una familia de espacios de
i
tréchet-Mont el.

Los espacios de funciones holomorfas 

con desarrollo asintótico y aquellos cuyas diferenciales 

se extienden por continuidad en el origen, a través de una 

sucesión de compactos, son también comparados.

Recogiendo de m’ILAPTSKY IIa] lo. definición 

de FH-espacio, el capítulo tercero es dedicado a definir 

ciertos subespacios cAr(£L JO

, dotados de nuevas topologias X>r y ̂  v* $ Que

-3-



resultan ser PH-espacios, tomando H~como 

BCa.F) , respectivamente.

Se hace un estudio comparativo de los es
pacios o4f(AiF) y , así como de sus topologías

y 'Zf •

Si P es un espacio de Préchet, &  un 

subconjunto abierto convexo de un espacio de Silva Ef 

y (in) una sucesión densa en la frontera de f 'dH f 

se consideran los espacios de funciones holomorfas con 

desarrollo asintótico en 2n , a través de una sucesión 

de compactos y los espacios correspondientes de funcio^ 

nes holomorfas cuyas diferenciales se extienden en in 

a través de una sucesión de compactos. Se estudian los 

núcleos localmente convexos de estos espacios y se com 

paran. Esto constituye el cuarto capítulo.

El contenido de estos primeros capítulos 

es una extensión de las investigaciones que fueron rea

lizadas para funciones de una o varias variables comple 

jas por HERBERO t*3 f EIRA 10 y FERNANDEZ 1*1 .

-4-



Entre los años 1979 y 1980, ISI3H0CÜ y 

y ANSEKIL-PQNTE [A] 9 haden una descripción y estudio

del dual topológico del espacio de las funciones holomor

fas de tipo acotado, definidas en un abierto equilibrado 

SI de un espacio normado E con valores en un espa

cio de Banach P, dotado de su topología natural. Nosotros, 

consideramos E el dual topolÓgjico de un espacio de Préchet 

G, dotado de la topología de la convergencia uniforme so

bre los subconjuntos compactos de Gr, SI. un subconjun- 

jro de E abierto, equilibrado y holomorficamente convexo, 
y P un espacio de Próchet. Se dota a *3C(S±fF) , espacio 

de las funciones holomorfas de SL en P, de la topología 

compacta To • Un estudio de la dualidad topológica de 

( 'KCíl, F) Te) es llevado a cabo en el quinto capítulo, 
obteniendo un isomorfismo entre el espacio C'jeca,F),Toy 

y un cierto espacio de sucesiones.

El problema de Watson para el circulo 

de C de centro el punto uno y de radio uno fue resuelto 
por CARLEHAN EA3 • Este problema es extendido a ciertas 

clases de espacios localmente convexos, < entre los que 

están los espacios que son dual fuerte de un espacio de 

Próchet-Iuontel. Se resuelve el problema haciendo interve

nir la función T(r) de Ostrowski.

-5-



Por último, siguiendo a VALDIVIA £<&} ,

se dan ciertos teoremas de interpolación en holomorfía 

infinita, cuando se considera el espacio de llegada un 

producto arbitrario de espacios de Préchet.

Para finalizar esta introducción, 

quiero expresar mi gratitud a mi amigo el profesor José 

Bonet por sus constantes muestras de ánimo y estímulo.
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C A P I T U L O  I

4> I. ESPACIOS DE PUNCIONES HOLOMORFAS CON DESARROLLO 

ASINTOTICO EN DIMENSION INFINITA,

DEFINICION" 1,1
Un espacio localmente convexo ECCl es un 

espacio de Silva cuando existe una sucesión creciente de 
espacios de Banach que cubre a E, tal que la aplicación 

inclusión de cada espacia de Banach en el siguiente es 
compacta, siendo la topología de E la topología límite 

inductivo correspondiente a esa descomposición.

Recordamos que un espacio de Silva ev el 

dual fuerte de un espacio de Fróchet-Schwartz y que, exis^ 

te una sucesión ( f con c  fundamen

tal de subconjuntos absolutamente convexos acotados de E 

tal que, si denota leí envoltura lineal 5^ , normado 
con el funcional de Minkowski de , denotado por #

es un espacio de Banach y £>* es compacto en el ejs

7_



pació de Banach • Si E es un espacio de Silva y F
es un espacio localmente convexo, denotamos por L(E,F) 

el espacio vectorial de las aplicaciones lineales y con 

tinuas de E en F y, si ^c|N , denotamos por

L ?.s ( e V )  el espacio vectorial de las aplicado 
nes q-lineales, simétricas y continuas de EL* en F* Si 

u  s y *c ^ escribimos u-Cx*) para •
Estos espacios se consideran dotados con la topología com 
pacta abierta, denotada por £© • Todos los espacios local 

mente convexos E y F considerados aquí son complejos* Si 

_TL es un subconjunto abierto de E, decimos que una apli^ 

cacién f : £ 1  — ► F  es holomorfa si, y sélo si, es 
(^-analítica y continua; denotamos por 'ÍCSl.Fjel espacio vec^ 

torial de las aplicaciones holomorfas de íh en F*

DEFINICION ll2

Sea jCL un subconjunto abierto convexo 

de E, siendo E un espacio de Silva* Sea F un espacio la 

cálmente convexo* Sea ^  e rÍC(£1,F-) , o e  ^JTL ,

diremos que f tiene desaíro lio as int ético en o e $

si, y sélo si, existen w.0e F  , iaacL(e,f) f W-̂ .€ L ^ SC^IF)

% 7/ Z  t tal que:
* %"{Cx) - u*»n U  ) +  ̂ xG-£10E*£^

donde Oc)__o en?, cuando x-íí^ o mientras que

-8-



x esté en cualquier c tfJ # siendo

K„.,p = { X £  : lv>Cx>l *  y  ^ < 6 *  }
de manera que <f es aquélla forma lineal y continua que

por el teorema de Hahn-Banach, y al ser £2. convexo, pode^

mos encontrar, cumpliendo Re ’fC-Ci^o , y así #

Siempre que x^Üfo , mientras que x  esté

en cualquier K.n.,p , se tiene que fe*)—-rtu» en P. Se consol
d&ra, así, f definida en cero como f(o)zu9 *

n o t a ‘:-

Aunque los resultados que obtendremos son 

válidos para un punto f e  3*̂ - , por comodidad trabajaremos 

con desarrollos asintóticos en oeafl, definidos arriba* 

y no con desarrollos asintóticos en , cuya definí^

ción fácilmente puede desprenderse de la anterior*

PROPOSICION 1,1
La función f determina unívocamente las 

aplicaciones #

Demostración*- Supongamos que existen o.j> , p=0,l,2*,.. 

verificando lo mismo que #

Podemos escribir: 

f Cx) ~ u-o +* o } x €.

-9-



fc x ) r  a e + ^  J *  £

donde £ h ,o C*>---*■ o en P, cuando xJLÜ&io » siempre

que k esté en K*v,p • Lo mismo para J£a,o U) • Pero
uo 9 cc9 e F f luego existe el límite de f (x) en F, cuando 
Me*x  9 0  siempre que * esté en k*.,p • Este límite vale, rea

pectivamente, ^  y G-o . y, por tanto, «-o = #

Procederemos por induccién y supondremos 

û o - ¿Lo f U-Jj« ¿Ljj 9 * * • ¿if.j 9 y veamos que Uf* Qr«

Sea oct s .c .Cf ) y se tiene que
<(*r ^ ( £n (K) _ - ir lx,) x e n o E Bn

Lado £>09 3 £ > o  *• H x I L é S  , x e  Kh, p 9 entoncesBu ' '
^  l^if Í X r ) - 0.ríXr)) ¿ £  |1 X \l £

y ~ Bvv I-Hbhpues ^n,c (x) - p K|r Oc) -— *- o cuando * xc.K.n,f *

Sea x c  . Como <>c^ y  -̂ 1

es convexo, resulta que (cfx3 r|A.x *. •
Así 3 y c tal que xt>x^ con ^ £ - n . O L BfV y

llx4|| ¿ ? í Y si x e K n#p 9 también x ^ e k ^ p  •6a ' 1

luego « ( u r C ^ r)- o.rCx4r))¿ £ *

Pero evaluando ahora en K - >xA 9 « (u.r (xrJ - ar u r)) =

r *(>T (U r C x /)  -  a r C x / ) ) )  •= }T * (Ur (XAr ) - a r ( ^ ) j  4 f  £ ftXA«rgn = 

d 11 1 X4 || ^  ■= d

-10-



siendo esto válido para todo F > o , de donde obtenemos que 

<=* C«A.r (xr) _ a r Cxr)) = o jV* yatcsc^ j <

Haciendo esto ^xg-TL $ Vo<e SC^P) , se tiene que 
u r (-flT)r (xr 0^0 • Como es abierto y y ̂  son

funciones enteras, resulta que ura<xr #

D. Q.U*

DE?INICION 1.3

llamamos al conjunto de f une i ô

nes de , tal que poseen desarrollo asintótico en

el origen.

PROPOSICION 1.2

cAC-n-.F) es un subespacio vectorial propio 

de Si -Q. es de Runge y P es completo y tiene la

propiedad de aproximación, entonces cAl^-iO es denso en

ftC-n-.F).
Demostracidn.- Veamos primeramente que c4Cfl-,F) es un sube£

pació vectorial de • Si f y g son elementos de
cA(A-F)., I, e í  ̂ ío.) = L

donde u,(vlC l_ÍE.,F), c. U¿,sV e.,^ ,
\\ *11 £*para C?rz, y a*^ (*)—*o ̂  — *° en P cuando *-— “* °

siempre que x esté en cualquier p #
K g )  C x ) -  *  -v | x  g ü e )  «s x

-IX



* h i- «o ^  + *

r Z. (> + p î;) (x*) ¥ Hxlljn (> £h,̂  c*) * f» 1.% ^íx'>)
* Z.O

donde A ^ *2n ̂ -*ocuando x- ■ ̂ »o con x en Kn.p •

Esto nos indica que ^ í + ^  £ cA (-fr.lV •

Veamos seguidamente que c4.(^.P)es un 

subconjunto propio de *Jf(íi#F) • Sabemos que fC¿*) es un 
conjunto abierto en C  , siendo <f la forma lineal defi^ 

nitoria de los conjuntos Kw.p , pues *f es abierta. Def¿ 

nimos p c *R (<f(-fi)̂ r X, • Ahora bien, <*€<f(WcJt

si definimos * (x> - p C'fcx)) = • I)ado *** F t
construimos { € VCC-fl̂ F,) , de forma que f <*) r a*c*;
W  €: -T2. . Esta función f es una función holomorfa, que

no tiene desarrollo asintótico en cero. Si tuviera desa 
rrollo asintótico en el origen, existiría w 0 cF , de n® 

ñera que f Cx> - ^  t Cx) x c ^ l O £ a  * tal <lue
» /  P  K

U’llB*'£n#o<*)— *o cuando x- *o y * está en un k*.,p • Be

esto resulta que foo— »u«f cuando x ■*****»>o y x está en un

k*., p • Sea fijo, así x* pertenece a k*,p0,

con f0clM y sea para m * 1, 2, ... tal que Om— **° •

Así x^r fr„x. ■— ,IIb"'> o y «„,£ k*,j,e , m « 1. 2, pero

■í (x^-N - cu. x (x _  ■) - cl ■ — —  — ‘ — .t ~'; **' v c*»o e« tcx*)
que no converge en F# Luego f no tiene desarrollo asfntó^ 

tico en el origen.

i
-12-



Si ? es completo y tiene la propiedad 

de aproximación^ se cumple ( 'K(A|P)/ 'Lo) = W C ^ fnco) £ ̂  s 

r (tt.CA),T«,)®feF * DIHEBN[53 (Cor. 6.35). Así 'JCCA ) ® F 
es denso en (-KCA.F),^). Pe ro los polinomios continuos 
sobre E, Tl(E)} son densos en , por ser SL ¿e

Runge. De este modo tl(£) es denso en (fltGn-»F),Te)f

con lo cual oACfl-.F) es denso en Cxcn-.rhto) .

C • Q .D«

Vamos a dotar, ahora, a tACQ»iF) ¿e una 

topología %  • En lo que resta de capítulo, P sera un eŝ

pació de Fréchet. Sea K un compacto de -TL vj\.o) f tal que 

o e k  , estrellado respecto al origen. Entonces 

de modo que y K es compacto en . Sea

?m  e sc(F) , Definimos \l s^ctAC-fl-P) ’

--UceflCIL,F)'- v,veW ' °M < V  *

X£lcft En
donde, dada f en c4C&i?)9 existen O..C?} <=• F , e L(E'P)

tal que

f(K) - í. a.cci)(x¿) + i|,<I,6k £"*,'í ' í  ÍK) ' x c -a 0 E ^*¿ro n -utal que (*)—*o cuando x — E£ o si x£ kn,f ,

we. W » Denotamos por a los elemen

tos de la forma q^Cf) Cx?), Vx e fe*. •



Dotamos a cAC-fi-.̂ de la topología %  local^ 

mente convexa que admite como base de entornos de cero los 

conjuntos V (K,*n,n ) fi V 1 f". » cuando K, m f n, r,
varían como hemos indicado, esto es9K compacto de 

estrellado respecto al origen,jr conteniendo a éste;ftel}J,

9 modo que k c £ g n y K es compacto en ;*

vk\c(Vi 5' ^ s 0| 1, 2, • ••

No existe una sucesión fundamental de com 

pactos con las propiedades que tienen que cumplir los com 

pactos que aparecen en la definición de la base de entor 
nos de cero dada, pues si así fuera, tendríamos definida 

una topología que nos daría un espacio de Fréchet y que 

a su vez implicaría la convergencia puntual. Esto no es 
posible gracias a:

TEOREMA 1»!
Sobre el espacio no existe ninguna

topología que le dote de estructura de espacio de Fréchet 

y que implique la convergencia puntual.

Demostración,* Supongamos que exista una tal topología T en 

cACn.,F) . Podemos pues considerarla definida por una su 

cesión creciente de seminormas iHlj é 8*ll¿ ¿ ... i

-14-



Por ser A- abierto convexo, resulta 

que ífX-fl-) es también abierto convexo, siendo como siem

pre la forma lineal introducida en los conjuntos k*.,p ,y 
yo , luego o e ̂  # pe esta manera, sea

una sucesión de puntos de tal que ZK— >o •

CL
Consideramos las funciones =«eoo-z*

para n = 1, 2,*.., y fijado* Estas funciones
% EL Uw_____

son de Formamos la serie Á \\]on\[ } •
Esta serie es convergente, ya que cualquiera aue sea f 

_  Hbnllr* «-
— r *T

luego, debido a que la convergencia en &4CCL.F) nos impl¿ 

ca la convergencia puntual, llamamos g(x) a esta suma 

puntual*La función g, sin embargo, no tiene desarrollo ‘ 

asintótico en el origen* Sea uj£.F?, tal que ujca)sA , y sea 

? = U> • 3 .

Veamos que g no está acotada en ningún 

entorno del origen. Sea IT un entorno del origen, así 

es un entorno del origen y a partir de un índice k£ |N ,

* Sea in fijo, ík y sea una

bola B = «=■ H'(U) , tal que en B no haya ningún

Zvn , m K y tal que |z- 2»w| > & , Vvn ^ * * Wcfc •

Veamos que en \J 0 , g no

está acotada:
-15-



oo Ĉ*) - H*w
^  U )  S ^ 7  A £* (A + \\ bmll m) 

4
^*>-2* <fCO - 2,*t

»»v

Tomando módulos :
A

. _ . , I *(*) - 2*7 -T !*£*)- 2mlI ^ C<) I é* 1 1— 1— "—  4- / -  . . . . . ,.
* 1 i*1 (*+ 114*111*) w ** ¿»(ív llUük,)

+ J -  21- -7;
A-(^llfcnlU) S *

Así, la parte ■ — f está acotada, en
Á ***

cambio — — — — —  no está acotada cuando
«í»¥t C A+11

u o tt~i Lfcn H *
C.Q.D.

Seguidamente, probaremos que el espacio 

eA(íJ.,F) dotado de la topología IS es un espacio comple^ 

to; para ello, veremos que cAtfl̂ tx»] es el límite proyec

tivo de una familia de espacios de Fróchet.

$£ 2. DESARROLLOS ASINTOTICOS EN DIMENSION INFINITA A 

TRAVES DE SÜCESIONSS DE COMPACTOS, LOS ESPACIOS

SB?IKISION 2.1

Dada una sucesión fundamental de compactos

-16-



de JTL , ¿ c . . , c á , c . „  , que siempre podemos

encontrar por KUJICA (Teor. 7.4), llamamos una

sucesión de compactos de $ estrellados respecto al

origen, cumpliendo las siguientes condiciones:

(1)' O €. K«fp f p “ lf 2, • • e

(2) Ap &  f P — lf 2, ...

(3) K*p c f P a 1» 2f •••
con oí recorriendo un conjunto de índices T , infinito
no numerable.

0

DEFINICION 2.2

Diremos que tiene dessi

rrollo asintótico en el origen a travós de la sucesión de
compactos si, y sólo si, existen F f* rj p=4

( f )« L (E ,r ) .  ^ ( O e L ^ t V )  * » t a l  9tie

ftx)r ui.cí) (x*") + i u h * tx|«n =o p*1»
donde *̂>-*0 en F, cuando XÍÍ25 o con x e k n,p 0^** »

n.; p, t € N  f q * Of 1, 2, ...

llamamos cA* ̂A »F) al espacio vectorial

complejo de las funciones de que tengan desarrollo

asintótico en el origen a travós de la sucesión de compac^ 

tos  ̂ °° 9 y a la topología sobre cA* ^'^Jque
admite por base de entornos de cero a los conjuntos 

V (K„t f\v'K»-,«•>} donde
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V  Wocl ,"*»*) * [ ?£ cAxfaity (f Cx)) ¿ A j
* c n ̂ *v,*v

V ' ( * S  rltm) - { f e  cAcffi.F): V < ^ e W  °  ¿ *V ¿ r

W) f/« ( u-V?) * A
(i) *u.j> P<m
* £■ Kac^ A Bn O ̂ n»n

3T frtwG ScCF) # kc<£ c. E.^ y es compacta en
t I' 4

f ^ f r “ Of ly 2 , • • • ̂ w  e iN •

PROPOSICION 2Í1

es un espacio de Pr£
chet#
i

Pernostración#- El espacio c4 •< (fl, F) es un espacio

metrizable, puesto que la basé? de entornos de cero es nu 
merable. Sólo queda ver que cA* es completo#

Sea \íj una sucesión de Cauchy en 

cAo((-^,F) C?*J* Esta es una sucesión de Cauchy en t£QÜ**F)f 
cuando en este espacio tenemos la topología compacta abier 

ta "Cf,, puesto que , para algdn neltf , que

depende de £ . Pebido a que ítka.F) con la topología com 

pacta abierta es un espacio de Fróchet, existe Tina función 

f en 'Kí-fl.F) , tal que (rKl-^í)i ̂ 0  • >̂ara CIL

da q fijado, la sucesión ^jl)jC || es una sucesión
de Cauchy en L ^  S(E^F) f considerando aquí la topología 

compacta abierta, luego ésta converge a un elemento de

-18-



este espacio que denotamos por u. ̂  (f) ; y para cada
\X e. k « € o k«.,„. n &«. » la sucesión í , fj

es de Cauchy en P, luego converge a un elemento de P, d£

notado por £** f*) ; puesto que la sucesión

f fK0-eiN 68 un^ ormemen‘te convergente para
x e K <{0Kn.„OBn resulta que e.\A ,i «  — o en 7 cuan 

do x . * ?e% o y * queda en o V<«,n . Esto sería yá

lido para cualquier * debido a que kn,^ c- k**A#

C. k.n+4^+4 t Y * e W  , Vj>clM .
. t  al « 0 ***) * fK)Tenemos í:Ck  ̂* ¿ JTJ ¿toe< y.llĝ

si xcXiO^g y f.ÍK̂  ► o  cuando  ---- ► ©
J

en cada k** n # Tomando límites ahora para
 ̂ gf O ^

i— ► queda jffx) - u 4* (f ) U ¿) + U«1U £^,*,{<*7* ¿ > o
si xt-ÍLOEl^^ y £*n|^ £ C* ) _ *  o cuando *— ^  o 

en cada Ko<^ flVCn, p « Así f está o4*(-fl, F) f y 

es un espacio de Fróchet.

C.Q «D.

PROPOSICION 2.2

Si F es un espacio de Fróchet-Montel, en 

tonces cAoc C-O-iF) 1*^*3 es tambión un espacio de Fróchet—  

-Montel.
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Demostración»- Primeramente, probaremos que /3C(-G-»F) 

con la topología compacta abierta es un espacio de Fróchet- 

-Hontel. ^ebido a que D. es un abierto de un espacio de 

Silva, este es un k-espacio. luego ( fK(*A,F)#u©} £

S ( (XC) *&©} £  F * donde *&«>es la topología
compacta abierta, DINEEN£53(Cor. 6.35). Ahora bien,('Kka,\*®) 

es un espacio Fróchet-Montel, pues todo espacio de Silva 

es un (DFM)-espacio, DINEEN (Prop . 8), También el 

6 -producto de dos espacios de Frlchet-Montel es un eŝ  

pació de Fréchet-Kontel, ¿OTHE \¿\ (' £  45, 3 (7})'# y con 

todo esto es un espacio de Fróchet-Eontel.

Sabemos que es un subespa

ció cerrado complementado de (7C(A,F) Vv*e.nJ ,/ •
DINEENfsJ (Prop# 2.410), así ((P(mE, F)# *5©) es,tambiény un 

espacio de Fróchet-Montel.

Debido a que cA« Ui,F)fci]es un espacio de 

Fróchet, para ver que se trata de un (FM)-espacio, sólo 

nos resta probar que si \íj|es una sucesión de funciones 

de (-Xl,F) » ^«-acotada, se puede extraer una su]b

sucesión convergente a un elemento f de U «  (-*1,0 •

Tenemos

*;0Os i- u 2 c*j0(*i) + i»*«£W JL.CO

-20-



* n-nBn
si x e - 0. ^ ^ 3 n y cuando x  ►<>
en cada 0 VCn^p *

Por la definición de y teniendo en

cuenta que A  i ci k* £ 0 kn,« , £ £ ft) , para algdn

n e. )KJ que depende de i , tenemos que í̂ j )j es

una sucesión de funciones de TCC-fl,^ acotada para la

topología T>o en ít(il,F) • Usando el hecho de 
que este espacio es de Montel, podemos extraer xana subsuce^ 

sión de ( íj )jclKÍ » 3ue seguimos llamando de la misma ma^ 
ñera, tal que converge uniformemente sobre los compactos 

y, al ser F un espacio de JSontel, simplemente en 
cero* Entendemos por valor en cero de una de las funciones 

de (A, F ) J el límite cuando ^ --*^0 con

$ e 0 ^  &  IN » <*ue es el mismo
para cualquiera efN • Por 0,fcra parte, para cada
% C¡tf fijado, la sucesión es acotada en
r 1 J /e*i
(fí ( f) U0)f cual es un espacio de Fróchet-Montel,

J / *
así, empleando un proceso diagonal podemos extraer una sub 

sucesión de ) j  c\ti 9 que nanismos

9 tal que para todo

^ €. |N

Vamos a probar a continuación que ( í*)J/je Ibl
es TS* —Cauchy, con lo cual tendremos demostrada esta pro

-21-



posición.

Sea £ (y (kw< jCffi ,n ) O V ’ t 6 7 0  f

un -entorno del origen, donde p^esaCP) * • ímelhl »
es compacto en £g^ , , siendo

ka¿£ uno de los compactos de * € W y  rG lN’-H0} *

Por ser -acotada, existe M>o

tal que í . (*)) < M  * Vs e  í>kn„, fl Bn) U .
Vj Q. IN 9 habiendo añadido el punto cero, teniendo en

_ o<cuenta que damos a e H#r/£, (o) el valor cero. Pues^

to que es "C© -Cauchy para i = 0, 1, r, dada

?rm £  saCr) 9 vte,íl » £ 7 ° » existe ¿4elN tal
que para todo j, J ' s e  tiene fi* ( u¿ ( fj) ( í ¿) -

“ ¿ I  (ti,) (*\)) < -£— - , V * c ® n , para to
do i *• 0, 1, r. Ahora, con el g^o dado, tomamos
£ = ^  y queda, que si < S , f e ,

B k
entonces u*,,^ ^  (i) . eZ,r,f

< V e  •

Así tenemos V f c (|<^ o K«,„ O B n V i 0/’ 'tal
que A*Hfc<£ y ^  ^ .
f*« Cíj-(%)_ íj, íf)) 4 ^  •*■£ (fy) <%  ̂" r ^

- ¿ > 2  (f/; (?\j) 4 l)Sllf&n ?~ (&.',$•«>- fj,
Además (*«* fl k»in nB.J U \o} es un compacto de f

P«ee (<<^tn )c„,n rtBn)Ujo} - k«e D (*e E-Sn :J¥u>|* L J M g J  n*«
y como jxe E&n . }f)Bn 68 “  «-^cerrado,

Al
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k«e n ( x e E . ^  t W w l  7/ L. IUIIb„ } A B b^  un ll.|l£ n -compacto,
luego compacto de E, contenido en • Hasta el mo
mentó tenemos probado que Cíj) es uniformemente Cauchy so

bre A fl Bn) 0 A  ̂  ^ / t pero
como f|̂ Cn,n \J ̂ oJJ ~  |xc IkÜg^^} es un
II* lio -compacto, y por tanto compacto en E, que no contieBn. —
ne a cenase trata de un compacto de Jfl y ahí la sucesión 
( ^j) es uniformemente Cauchy. luego ( )  es uniforme 

mente Cauchy en f\\Cn,n A B * )  ^  ^

Probaremos ahora que í-ĵ les uniformemente 

Cauchy en fikntn • Sabemos que en £CK«(£nKnin)̂ \D}3
( fy) es uniformemente Cauchy• Además o J*£ b*• <<]
es un compacto de jTL , y ahí es uniformemente Cauchy.

Luego en (k*e A a (<c £ B n *. „xll 1
tenemos que (fj) es uniformemente Cauchy.

Por último nos resta probar que

P*n ( CS) " ^n*<V/í¿/ £ j ^ e AK*,* A Bn
¿r-i*/ a Partir de un Jo e IN • Sabemos que

+ üíTj, < u v <  (*t> <«'•*) - » V <  U J'> ( 5 1 * ^  •
Debido a que existe M>o tal que Pvn ( v ^ 4C?p

que4, fj • II y existe to>o tal

r » 15) - “ , V t c O f c t n ü - n & O u W ,
vj,y g Ihl
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y para q s- O, 1, ..., r, es por lo que existe tal que

HSII6 i < $  j * C A <<«,.. n&„)uW , implica que

P«( «i, *.(*) - e t u  , íj, c»7) < £  para i ' i '*»  •
Por otra parte, al ser Zo -Cauchy ,J €IN *
y por ser uniformemente Cauchy (^0 sobre (k«¿/})(*„) 4*}/tene^ 
mos que sobre[(k*£ ¿MCn,* ABn) U^oj] * í »

resulta que ( &« /% f . Cf) - fy <f)) <■ 6-

»“ *  Í'¿'W. * parattn L C#J ^ q u e  , w
C f ) -  t y C S ) ) *  i ,  - £ . Wí j

- ix, Cx) + ¿ _  u¿ Cf;/) fx¿>) .
Ce ©

Tomando j , tnaxCj®^)* atenemos ^ue (íj^£|N es
T¡cc -Cauchy.

C . Q.D.

COROLARIO

es separable.
Pernos tración. — Obvia, por ser un espacio de Fréchet-Montel.

C . Q «D.

^  3. c A C A ^ M cOMO limite proybctivo de los espacios 
c 4 * C a , F ) [ X * ] .

PROPOSICION 3.1
m  W.,F) es la intersección de todos los

c 4 « ( - a , r )

Demostración.- Obviamente C/4G&|F) oA«(-̂ -»̂ ) 9 V*£, P  f
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con lo cual ^   ̂ pQr 0^ra

parte, sea c4*(-fl,F) , para todo <*£ P . Veamos
que dfg. c4(-a,p) .

Sea una sucesión de puntos de
Kn(p , pclW , que converge a cero en • Entonces 

es un compacto en , luego compacto en 
-ÍLO^o}para la topología del espacio de Silva E. Así, 

existe V , y tal que re|)>)}ü̂ ô  ek-rn . Esto

es posible, pues { tx : le fr,07 xc^rclM/ül®} j es 
compacto estrellado respecto al origen y contenido en .ílu^*
Al estar suponiendo fcArí^Jt resulta

fcx) = i£cf j f (x) + -. + 4 cf 1 u%) + c*>/CÍLfV
y tal que €¡í,^f <*)— *<> en P cuando x — ®o en con

X £  K.c*n lO*,p * y de esta nanera ^txr) -»u* en P.

Pero entonces U o ^ U ©  para otro peP , puesto que si to
mamos otra sucesión ^  Que también converja a cero en

tal que  ̂*r)r€lW 01 » se verifi
cará que fücr) ► • Ahora bien, la sucesión X a

-̂̂ 60
x, jrf „ también tiende a cero en & & ,^ /  X r fx r , —  t>n

y por tanto existe un que la contiene, y está conte^

nida en k*f¿ donde i « máx (p,£) , con lo que = u-® .

« p «y f*Supongamos ahora que u 0 ~ u 0 f # # ## u. - »
n e( ^®í, p e  r , y veamos que #



Sean K«cr y kpr . Asíf para xe KerrpKpr

tenemos: * «,#,/ i» t,, ¿  Jfcrifcf))-

llxU ’ nx||6*

a w -  fe, -  +7~ U¿(?) Cx\),) -  *?"•« _

nx«'6l% Ux ,,b\

= X  < t n ^ . r 6‘0  +■ <*>)■ , V A C  SC(F)
luego l ¿r̂  >  (>*% tx^) - u* (*^)) . _ Q _

x ±!®"»e «xn^
* e k*'r AKprflK"/f

Por tanto, dado B y o, 3^>o tal qne si
x e. k«r/^iCpr/1lcuipCon lUHj^< ^ , entonces

>• ( 6c*) - UP-Cx*)) < £. lUtt^ .

Debido a que k*r y ̂ pr son estrellados 
respecto a cero, y puesto que dado x e  kn,p » se tiene 
que í x  € kr%,p , para todo t tal que ©<fc < A , resu¿ 
ta que: >. l u*^ Cx^) —  C*^)) < é. fjj

V k s  Kxr n  )Cpf /I VCvu/ p .Esto lo hacemos
para todo p y n números naturales, y obtenemos que

*  (u^ Cx**) -  vl\  U*)) = o V A e  S C Í F ) ;

ya que la desigualdad (1) es válida para todo €>o , luego

^  Oc**) = ( x , Vx^ KxrflKpr
y por tanto u^Cx^Jr u^(x*), Vxc ¿dr » y variando r en los
números naturales resulta u°a = u£ Cx*) , Vxc U  Ar = XI f

* reiN
y teniendo en cuenta que íies un conjunto abierto distinto
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- oí Pdel vacío, concluimos que u ^ r u ^  #

De otro lado,
Oí£ "  , f o c ) .  a .  tí)- u - A ( f ) C « )    u V f )  ( x * )  _

' *» % iio/ii «a -\ \ X \ \ £D n
■frx-j - (f) - u?(ficx) «*Vficx*> _ ,

"*"6*
V X- e  X L n  Vw-e rt , e WJ .
Con todo esto, queda:

< < x )  *  u .  ( ? )  *  u * t í ) U )  v  u - % C # ) C x ^ )  +
donde u.Cf)r u*(fy û Cf) * u?(() ,..., u.̂ Cf)rlí̂ lf)f <*> = »

para todo x e. 0£g>* , para todo «*e P . Y si fon) ^Kn.p
**»c M

converge a cero en * ^**h ,v a gIN) ̂  es un compacto
de £g>K , luego compacto en E y por tanto existe k*y tal 

que {x**,v*elrt}v^©} <=- y así

{*<*,, w e  Ití} ^  k«j n k\ , f * lttes°
en P, y de esta forma £*tf f C*) — *o en P cuando x — *o 

en £&* con x e K*., p
C.Q.D.

Sea ahora T *  •. cA(A #F) ►c4*(-A,F) la 

inyección canónica de cA C-&f F ) en cA ** F) #

PROPOSICION 3>2

Cada I* es continua.

Demostración.- Sea
v =  V O W í ,►*,*) = |^ec4(A,p) ; ¿»j

* £ k#cj£ 0 i n
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/  :  =  e  c A  c - n - . ^  •
(*) PlH ( U.̂  (í) ( Sk )^) í A
( i )  ■ »«-f Rw, (£ *U ,^ r{ íx>) J

* £ K < í r*8n n
siendo Pvh c  s e  (f ) » K * *  «=- E-Bvv y k =<¿
es compacto en Egn , n^n^» f r e  JfJ ; y consideramos
V  ^ V . Si tomamos K  e_̂ Lu*j*j compacto estrellado de

^  D ^*-1 y U * ^fec4C-n.,F) •. iu.j> p,* ( { t * ) ) * * }
x e K d K n m

U* * ^ f e. c4 (-ÍI,F) • V ^ e i N   ̂ 0 ¿ ^  < r

(*) Pon («-«i ( O  ¿ A

W )  *U.f> Pon (&«, <V, I bc>) é A J
x £icn s»\

se tiene U O U *  c  V H V 1 • Por tanto, sobre cA í-¿lfF) f

’C*. c. t  y cada Io< es continua.

C.Q.D.

Vamos a dotar al conjunto de índices P 
de una ordenación filtrante.

Dados «c,p c  T , consideramos la^amilias
/ i 00de compactos estrellados respecto al origen \ kocm r »* /Wi - A

}#VHgJ ¿ Recordemos que k «m y k^o* son para

todo IÑ , compactos estrellados respecto al origen, ta 
les que
k©¿** c  jQ. o C  ^  k W m  C. ̂ orm44 .
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k p m  j o G kpm» / A ™  <=- ^  ^ptm+A  .

Entonces, para cada m natural, tomamos el 

compacto s U  k p m  , y será un compacto

de Ü-U^oj , estrellado respecto al origen, tal que 

o e k r#>n , Asm <=. kr<*I y <= m • Conside

raríamos así la familia de compactos es^a
forma se verifica que cA^ ^  cA* (ü.f) «

P
Esto permite dotar al conjunto de índices 

de un orden parcial, de la siguiente manera

^ jí> " V  V p e  IN *. p c  kpsyp)

Esta ordenación es filtrante, pues dados 

*(,pc T , existe ye T tal que <*<£■ , ♦ Ade^

más e* ¿ p r—■ > c4̂ (-fl..F) •

Bebido a esta ordenación, podemos conside^
. t  • ri CjCL F) -f c4«í (*̂ *»̂ )rar la aplicación 3-o< p • p *• •

cuando j£ , donde 1 ^  es la inyección de cAp

en cA&¿ (-/l, F ) • es claramente continua,

ya que si *£ja , la topología ^  es más fina que la to

pología *G«
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Además, si * £ p £  T  , I.<p * X p T - ^-“ F

p • I f

Así pues, el sistema (cA oí^ < 0  , ^ “ |0

es un sistema proyectivo*

TE03BHA 3,1

a  c-a.o i>3 es el límite proyectivo 

de los espacios tA * (-fr, F) bajo las aplicaciones

Demostración*—  El límite proye ctivo de los c4*(-G.|F) ['kcj 

es el subespacio del producto tA * (-H-*»-) 1^*3»<e r
formado por aquellos elementos 3? s ^ales

que si * < p , = X  «c p (

Podemos identificar cada $ c cA C-fl.,F)

con el elemento ^ ^ ° O c * £ r  C  «JcT
tal que para todo ot & T * f = le* •

Claramente c4 C-n.,F) c. loep

Recíprocamente, como las son las identidades,

para todo menor o igual que , y, por tanto,

( c4p (-a (F ))

Palta ver que T j> es la mínima topología
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para la cual todas las aplicaciones 
son continuas. En efectos

X *  •.eAUilOL'¿l-*'c4ot(AF)̂

Sea k  cl u» compacto que
contenga al cero, estrellado respecto al origen# Existe
l Z> K .Sea u =^£t4(-fl,F) : *«j>

X£k0^n,n
U 1 t 1̂ *. V ^ e  ̂  / o< < r

t*) Ry» C w-q C^J 1 *

(•2.) Vip P,^ ( £»\, ^ ^*>) é A J
x c K n|M

siendo £  s c  (F) , vcpfc e . f c ^  • ^ n f ‘
y compacto en E g M , r c  mo*!*»} •

Sea U«£ ~  ̂?£c4 bÔ -.F) * (#6e>) £ ¿J-
xcKpiflfc*,*

u ’ e  *  \  * e  o l p O A . F )  .. V ^ e t f  , o <  ^ ¿ r

M) f* (u.^ C?) C6»)*) á *
U )  ouj, é A J
X C

Si 7*^ es Tina topología sobre c4C-̂ 2.l̂ )
que hace- continuas todas las aplicaciones X * # «r-e/1 # 

obtenemos I “* ( U^p 0 U  ̂ p ) = Ijf £o(Cfl-,F) í o«-p R».^60) ^
rt kn,n

0  ^  £ e  c A  O r t . , F )  : V < ^ e l M  , o < ̂  sr

U ) f * (  u-P«| (i) (&„)*) < *
**f P., ( e ^ ^ ( ? u O é A

*<=*!»<. OBm n fc«,*
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que es un -entorno de cero en c4(Jl,F) , pero 

I p  (Up| 0 U'p£) c. UOLl' , por tanto Zc.Z>Á r pues 

1® hecho con los entornos básicos, se puede hacer con cual^ 
quier entorno de cero.

C*.Q*D*

COROLARIO 1,
cA C A , F )  eg semirreflexivo, cuando P 

es un espacio de Fréchet-Montel.

Demostración.- Cada e4«< (A,F)[Z*]es semirreflexivo por ser 

de Montel, por tanto cA (jCl,F) [*£>3 « 4cm’ («̂ -» P) 
es también semirreflexivo.

C.Q.D.

COROLARIO 2.

c4 CA.F) es completo.

Demostración.— o4CA,F) x £tvn £****3 es

un subespacio cerrado de *pf eA* C-A» £*^*3 , KOTHE [O
occp

( 4  19, 10 (3))', y TT es completo por serlo
* e r

cada uno de los ¿4^ (JL, F) •
C. Q.D.

PROPOSICION 3»3

Los subconjuntos compactos de cA f*t3

son metrizables.
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Demostración»-» Sobre los compactos de c4Cfl.,F)

las topologías t  y 1>oc coinciden, ya que es de

Hausdorff y c. ’Q, .

Como %oc es metrizable cualquiera que 

©¿e.r 9 queda demostrado.



C A P I T U L O  II

é¡> 1. ESPACIOS DE FUNCIONES HOLOMOHFAS CUYAS DIFERENCIA- 

LES SE EXTIENDEN POR CONTINUIDAD EN EL ORIGEN,

Sea jTL un subeonjunto abierto convexo de 
un espacio de Silva complejo E, tal que oe'dJCL , Sea F 

un espacio localmente convexo y completo cuya topología 
viene definida por un sistema filtrante de seminormas 

{ Pj j. • Sea H* y como en el capítulo

anterior*

Recordamos que una aplicación í : 

es holomorfa en XL cuando para cada f existe una su 

cesión L k s (*E#F) , k *= 0, lf 2, • •*, tal
que para cada j e T  existe un entorno V  de 5 contenido 

en jCL para el cual
p- ( £ U )  _  5L a.k Cf)tS3 U-S)*" ) e °vn —► Oer J K S O
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uniformemente para x c V  ,

OBSERVACION»

A los elementos de ? c v >  y de s 
a menudo, los llamamos de la misma manera» Esto es así, 

cuando no exista peligro de confusión#

Consideramos los siguientes subespacios 

vectoriales del espacio vectorial ^(LCZ.jF) • 

cA(-n.,F) = [{e. KCíi.,F) *. f posee desarrollo asint6t¿ 

co en el origen o €. 0-& } •

7!>C¿L,F) = jeC-fi-.F) : existe Aic(í I £*3

en ( <P C k £ /F) ^o) P®1*81 k = 0, 1, 2, ••#, cuando
Mfrt ' i5 ° con ? C  9 pclhl J* •

Llamaremos cx^CÍ) al límite de 

a-kC{)£5j en C 5>(le£ /F), , k * 0, 1, 2, ..», cuando

y  con ?elc*(p , que es el mismo límite

para todo *, j»e Jf\l •

Denotamos e4C&) y &(■&) a los espacios an 

teriores cuando ? sea el cuerpo de los complejos •

Sabemos que G-icCf)£S3 r í— J i ̂ 5) »
K[

= 0, 1, 2, ••#, así, para u/eF^ se tiene u»© £ £ 1CC-G-)
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y A k <u).f) Cs) *«*»• «J-k ?(s) =
BARROSO M  (Prop. 2.9) . s u» • a* H )  tl3 >

TEOHSMA 1,1 ,
i C  fe C-O-.F) <?==> * ? C ©C-0-? ,V “) 6 F

Además si a.^0?) -Covw duCf) [53 en ( ̂  £, F), *&•)
M 6*cuando 5 con ^eKv.p , resulta que u> • a k C$) =

|| || ̂

- &wt aicCu»of)£^3 en cuando ^  0
con ^ c  Kitip  ̂ j)ci 1̂1  ̂ k * 0| 1, 2,

Demostración,- Obviamente si £ : X I ----* F  es holomorfa,

se tiene que «jo ©  ^  * XL. ---- * C  es holomorfa y además

debido a que cl* Cu>« f) £53 - u> o a k (*f)[s3 »
k = 0, 1, 2, M « f V w t f 1 , resulta que:

c.-ejm  a *  («.*«?) t?3 “ ate(^ ) t^ -
-slíS^o sl!£Vo

5  C  K»ifp  ^
=  * > »  *  u , . a k C Í )  ,  k . o . A , * , . . .

5 c. p
Contrariamente, sea holomorfa para

todo uocF*, Puesto que E es un espacio de Silva y, por 

tanto, un (DPKT)i-espaciof se sabe que los subcon juntos de 

(Xi) t 't©) acotados son localmente acotados para 

cualquier subeonjunto abierto Li de E , luego se ob̂

tiene que K ( U , F )  = 7C ( u , ? (<r <■ F , ?')) ) ■,
BINEER [53 (Cor. 2.45), para U abierto de E, en particu 

lar se cumple para XI y así ^ C 5C (XI; F) • Veamos 

ahora, que ^ e <B(l2/F). Para ello, hemos de ver que
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existe el limite de en (5)Ck£ F),7®) para
N* nB* * f.k = O, 1, 2, • ••, cuando f  ^  con ^ e Kn.,p ,

*v,pe|Nl • Para una sucesión C *4) 4 cpj ^"vp tal

que — > ° cuando i — ► , probaremos que (a*(f) ̂ 5̂ 3) ^

es de Cauchy en W ^ e f̂),*©) y» P°r tanto, convergente.

Sabemos que existe ak+í ^ ^ e n
£ T  Ck4,*'E.)f »r.) para u» e F1 f luego dada una seminoimia P^- ,

, sobra (í5 (*** e)7 To } y w ^Ff existe un ¿ > o f

tal que V ^ c  K*t, p O  ^  e  ^ ^ ^
se tiene ?^  ( a k+, (u,* f) £*3)* M *  donde M^elR #
Sea y e ^"vp O ( ^ e E ^  : H 5 H < S } # Sabemos
que >3 e  K*wp O   ̂ S e  E 6#i . llSH^n < S }- f para

£ A # Sea A  fijo' de manera que ©<A<J . la serie

de Taylor de en Am es ZL. ¿ C aic+v* ?) 1*̂ 3) •» Wv 8 O
Por tanto, .
-4^f |dlctu».f)«l^’c - ¿ A *  t V > 3 )  * i— °
le fcr VHC°
cuando *oc uniformemente en algdn entorno abierta de

Aj f V  # Sea ^  suficientemente pequeño tal que
(̂ +> ti) j c a/# Asi, . \ vw k\ n

a* t» ak T  't<-m ¿k ( U 1 W| d («»• f ) (>. + *);j E - “t;0
U B f
cuando X — * ̂  uniformemente en el abierto W  -

Dado i c B r  fijo, la función £  ^  r 

= ¿ k C«>>®f) C®íg)2.w definida de A +  W  en £
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OO  ̂ ^
tiene como serie de Taylor en X  a 2Z ^  ¿ (aic+m(w*OtyDc?

*HsO

y así 4‘,", (A) * A k ( a k+w (w. {) tAg}) j* ,

Sabemos que 1 4>(a) - 4»(e)\ £ d^p i ^ ^  >
> c 3o/C

y de esta menera I a^Cuiof) Cg] zk _ a k i w . f ) * M  =
- JL 1 ¿k Cu..f)tg3 » k - ¿k C-.f) i M  é 

<. i. 0«.p l ¿* («■ **A <w , í> E>a3} Ib)1*! •
*• a t 3e,Al

HacemoB esto para todo z de Br • Pero
I Q k («»•?) Ig3 i* - a* {“>•*■) **M 6 
¿ (“? )  I a x+» <«* f> ta¡,3 U K )\

Ael©,At
ya que, por BARROSO C£3 (Obs. 1.8) , sabemos que —  A*" p(?)

Aa )«

= ( m ) A ? k"’*’ t siendo Ps A  , A  c. L k s (k e.) » y
de esta manera | ak (w.f) tg] 2* ~  a *  (***• ? ) *£* 1 ^ 
¿(k+A) M»» H & H Bk *

Como la sucesión ^ K 'P es
tal que t podemos encontrar un deO •%
manera que (^¿)■t7/Wo
par* P^J>No, | «.* (»*>•?) [?p3 ík - q.R c««f) * k ) £

£ | a.K Cu.«í) [ , 3 *k . a k  („„{) tw ) +

+ | a k (w. f) -¿i _ a k  f**». f > r i 1'! £

¿ (k+A) m w  ( n ^ p ii6n n s ^ u ftn) .

L U e e °  I w  ( « • > «  C f )  t  S f 3  l k )  -  w  (  a . k  U )  t l y l  l k )  | í

í Ck+A) K w CU 5rll ̂  + n?^i/B n ) ,
y por tanto . ^  , flk(t)in3 "«atOnO g \| {le+Jl) M w  ,

1 *

V p, No .

: j • De este modo,



Podemos encontrar un £ IR , tal que
1... f - «-kt*) £*^3 t*_\\ ¿ Kl.., V p ^ e i N ,
I V U ^ « B„ ~ ' r 1
puesto que para p, q = 1, 2, N n , se tiene

I *•«(*) tSp3 ** - , _j ;----  •
' " ? r«Bn 4- » ^ u Bn ' " V W ^ B n

• ( lia*. (í) tSpílIp^ Br + Il«*.tnt5q3#r«,,6j- uV ae,^uH"eñ 
donde M „ e = >n<)tx Ha„(f )tSrlllpMj ,r 7 P«>ese(F) tal que
|u>| < Pu, . luego f a«<f)tSf3 a* - a«.t<)l»q3al,l ^ g M

l SrHs* + I f c V
es débilmente acotado, y, por tanto, acotado en P. Pe esta

manera, dada e  s c ( p )  , se tiene que

* f  Pj- («*. Cf) CS.3 2k .  * k ( f )  tS-3 l*) &4 e S r r *

¿ cj ( “ » * « » * ) ,
esto es,
M a k U) C ? r] - a k Cf) I^^ll p. Br <■

J i

ú ci (B frh«+- "^ll'sj , r?,n .
Tenemos probado que fa i. Cf) C J ) ^ £hj

es de Cauchy en (<P(kL /p)^ t «) , luego converge, ya que

al ser P completo, también lo es C^>CltB /F)# T«) . Este lí

mite es el mismo para toda sucesión C5-fc) c. kvt,p , tal

que A «Bk---- ^  cuando JL -► o * Luego existe
(í'XSnel límite de Q»*Cf ) t 53 cuando ^ ----* o f con

^ c k*., p f #

Trivialmente, la segunda parte del teorema 

también se cumple •
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PROPOSICION 1.1
<B C A , F )  es tan subconjunto de c/lC&iF) • 

Demostración.- Sea •ÍC -BC-íí- f^) • Sean n., p e Ihí ,

^ c kvufp # Sabemos que ̂  X % ; o <. A i *} O a  J ̂  .

Definimos <J> *[©,43— * F de Ia manera siguiente £CA) - {(AS)
para todo A- tal que ©<As4 y $  C«) * o.# tf ) #

Esta función es continua, pues es continua en todos 

los puntos A tal que o<A<A por la propia definición y en 

cero, pues
jlU  4»Ca) * 4 ' ^  !ft*c{,<
* - » o + >-»«

Sea A  tal que o * A £ *  fijo. Sea
p,'es.c.tr), entonces existe un entorno abierto V  de

tal que p* (fC*£) — 2Ü. (fj EA?J C*1- A?) y -^ oJ Vne© £-+00

uniformemente e n ' V  • Sea W s  £  •. , que
es un entorno abierto de cero, llamando V  a la función 

definida de £  ; £ ? cjCXJ en P por V  (*} «s {C*S) ,
^ Hl Ntenemos que p.* (yí-ti+A) - X. 4i «m(f) fASj s*")----►©J vns© ' —*Oo

uniformemente en W  .Así, por la unicidad del desarrollo
de Taylor V ^ J M  _ A #

/m 1
Pero en 3 © fO  las funciones W* y 4* coinciden, luego

^  ^  - a«w (í) tAf3 Tm  * o¿A£* y m *= 0, 1, 2,..»
w» 1

Haciendo tender A a cero por la derecha,

resulta
tón * V") (A) _ ^  a w (f)CAt3 í "  = a - i m ’",
>.—* O* vn I " *
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vr\) ^
y con todo esto llamamos ^ fo ) r y* [ a**» (f) % #

Teniendo en cuenta BONET UAl ('Prop. 1.4.1):

4> U) = <K«>) + +Vo) + ti?1 4-—  + '*k)(o) + ¡* íí_lÍ) 4>‘tVA)Ct) <=(■*
«■* kl o k»

k = 0, 1, 2, y así, dada . e s.c.Cf) , es claro que
w,Pj’C^C*) -4*^°) ” • . . —  4> fo) ) <

~ . . * I A £  Co,i3Por tanto,
fj ( f (S) _ *. Cf) - a,U) 1 - ** - ••• - f

¿ (w +a) ?w ) í* e lo ,*3 J U-M
¿ (k+A) «v̂ o n a*** (f) £*^3 U fj #  ̂ ' Bn

>cto,43
Debido a que a lc+A(?)I'q3 en ( ^ t *** ̂ /O, *&»)

* w -He* .tiene límite cuando*^ *o con q e K*,p , existe un entorno

de cero en , Vn y M > o  f que depende de n, p, k ^  1 y j,

tal que u £ TJ U p ^  para todo qck^^nv^,

luego Pj. (*(*) _ o^Cf) - a.4C?)S «-klí)?k)é
w  T! c » re. \ *íCí) - fto(i) •••-y llamando £.v\.,ic,f (5) ^ — a ----------""---
para , k » 0, 1, 2, ..., resulta que <*)— *°

J| Ien F cuando ^ ------►° y f queda en Kn,p , Pero una des¿

gualdad tipo (l), se obtiene también si tomamos ^ en otros

^ / p  t P variando en JN , que nos indica que £vv,tc,t — +0

*'"** l.en F cuando ? --- ►© con 5 eK*,p f pelN # Así tenemos que

tecACn-f).
C.QT.D.

NOTA,- F) f en general, es distinto de cAG*L»F) f

como se prueba para el caso E ** F * c  , en HERHEHO 1*3 

(Teor. I-A.1.1).
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DEFINICION 1.1
Vamos a dotar de una topología al

espacio 3 0 ^ i?) • Sea k c.XX O \ o |  9 o e k  f compacto 

estrellado' respecto al origen. Dado este k , existe un 

n k e tfJ tal que k ^  y k es compacto en E b* *

para todo *v y, # Dada *f £ ^ »

sean GLvy*(f)r$3 , m « O, 1,2, ..., los coef¿

cientes de Taylor de f en ^ • Con esto fonnamos:

V CK,n,r, ■= ( - íe^C-a.F) : *<-p ^  C«u»<*)tu C e n f ) * * }?€ kfiÍCn,n
welhf ,. vi»** f rcWv^o], o*9*** 
q. c s.c.c f ) .

Tomamos ^  aquella topología que tiene co; 

mo base de entornos de cero a los conjuntos V(lcin »,r#% ) #

PROPOSICION' 1.2

La topología Zf sobre * f e C es más 
fina que la inducida por ( oA C-fl- , F ) # T  ) #

Demostración.- Sea V  s l f e SC-^/F) ; ^ fl

r\ ^ { c  í>C-ft-,0 * V m e W  .f oé*w éf
O )  ^  (<u*C?) C&wV*) ¿ *'

(5,) >>u.p ^  C<* 0  ^
*5 G K n  b^n»Cn(n 

la intersección de un entorno de cero básico de *X> con

C-H-» P) • Construimos

W = U c í > ( n - , F )  : ^ ( a w cí) t o  c e » r ;  ¿ .
■5 ciínic,^
O ¿ ¿ r-M
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Veamos que W  c. V •

Sea -fe W  , entonces ít**)) =

r WA'f esto es debido a que i (S) = a* (i) C ? J .
*ek<\kHfn

Thmbión se cumple que ^  C°-vn̂ f) CSjCB*) )^Ao*«ntr Se. KAKh,*
y de esta forma, dado 5£Kc*K*t,n. , tenemos que

0 4 A ¿ A } c k n  k»x#vx , con lo cual

-^P %  («-m Cf) LA $3 (Bn)m ) -¿i , y haciendo tenderá«£«<r w
° <PkSa cero, resulta que C'B*)1*; 4 A

ocyr\í r

Por último, con ? ekft Bnfl^n.n,

6 h
í *«-P II Om+A (*) I ll ?i| a 

AeCo,0 *' v
como se tenía en proposición anterior* Así,

^ I [A?3
f c kn fihílkn,n AeCo,*]

T e  knBnnk»,*

<C 0 ^  II *«+.<*> U ? 3  H , B n ' ,,‘u **tí,C,3B*,fc!.
A e  [o,ü Seic^k*,*
Teknfc*,*

= û-p ^ ÍT3 C&n )"***,) í
Tekok*in

< <% ( a.̂ . C-f) t%3 < &«)*■) < K .o¿4 ¿r+4Se knJc^,^ C.Q.t)*
TEOREMA 1,2

Sobre el espacio no existe ninguna

topología que le dote de estructura de espacio de Préchet
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y que implique la convergencia puntual*
Demostración*- Supongamos que existe una topología tal 

sobre <feC*l,F) , que llamamos !T. Podemos considerarla de 
finida por una sucesión creciente de seminormas IMl* 4
<W-\\¿ 4 ... <

es un abierto convexo, así es
también un abierto convexo, y puesto que Re (*fCnO)> O , 
también se da que oc9-£l . De esta manera, seaCXn) una 

sucesión de puntos de -tal que .

CL
Consideramos» las funciones 9

riclN t x€.CL , «-cF . Veamos que son funciones de d&CG-,F). 

Debido a que <foo£Xn » Vxc:íl , tenemos que b C .
Sea f podemos escribir: bn (*) = ______ —________   -

v̂ cv) + *(*)-**
cl -

«f Cx. 5) + ¥(5) - 2n <?<*-*) - CXn-'fC*})

Á -
siendo esto válido en el abierto* V(*)»\xcíl •.

Además, debido a que para todo x e  V(?) se da que 
i <f>Cx-S) \ iI -— ----  l < —  » Ia convergencia es uniforme en

V C f ) 9 para ^esc(F) . Por unicidad del desarrollo de 
Taylor, el desarrollo anteriormente escrito es el desarrollo 
de Taylor de la función b^ alrededor del punto ^ , y así
los polinomios de Taylor de tu son a k C I?J s-a

De esta manera, existen los límites de a.|c(fen)r?J cuando o
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con ?cWn,f, enCPC^F), T.), pues « 0 a*k b̂'‘,^  5 " a (2^^) ̂
fCKt.p

Vxe, E- » 7 además si k ^ E  es compacto, y A £ k  f ^csc(F)

’é l W -  ■

Así, puesto que *u.f ^ Ia- *f uj) s m  , H e í K  , se tiene
***** K

■<(a c - c 1 + I ^ ) k« )) H  (¿ )k- 1
y la convergencia es uniforme sobre los compactos, luego 
Ln g  ^(A,?) , n * 1, 2, ...

l»n
Formamos la serie ^

Esta es convergente, ya que cualquiera que sea r número-.
Itbnllr j |

natural, 2—  mmmr ~— .. \ - T T -  "Tñ" , luego¿n (A+l|fcnnn) *7,* &  9

empleando el hecho de que la convergencia en la topología 
T implica la convergencia puntual, llamando g(x) a la suma 

de la serie anterior, tenemos que geSCH^F) • Pero esto 
es absurdo, ya que g* no puede pertenecer a % ( / L xT) f 

porque no tiene desarrollo asintótico en el origen, como 
ya probamos en Teorema 1*1 del capítulo anterior*

0 *Q*D*

4> 2. EXTENSION' DE DIPERBNCIALES EN EL ORIGEIT A TRAVES 

DE SUCESIONES DE COMPACTOS. LOS ESPACIOS jV«r] •
Dada una sucesión fundamental de compactos
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de II , A 4 c  — c ApC~. , llamamos ^k^pj^a una suc£

sión de compactos de .fLvj\o^* estrellados respecto al 
origen, cumpliendo las siguientes condiciones:

(1)' ocko<p , p ^ l ,  2, ...

(2)' A p  C- K«fp » P — 2, •••

(3) Wocp C. ko<p4.» 9 P * 2, ...
con recorriendo un conjunto de índices P , infinito 
no numerable*

DEFINICION 2.1

Llamamos al conjunto de las funcicx
(í) [?1nes holomorfas de jQ. en F, tales que existe el

. kn/̂
en (9(kE,F) T.) r para todo k » 0, 1, 2, ••*, para todo

n, p, q - 1, 2, ...

DEFINICION 2.2

Consideramos F un espacio de Fréchet. Llama 
mos a la topología sobre $k(A»F? definida por la base 

de entornos de cero siguiente:

V ( k  * i f c H C f t F V * *  * 7\MK~p # *i, r,m) - {?€ J
ozlí'r

donde p, n y m son námeros naturales, r e0, 1, 2, ..., jr 
n es tal que siendo y compacto en
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PROPOSICION 2.1
■g„ ia,F)V6ío es un espacio de Fróchet. 

Pernostración.- El espacio ^(jQ-,F) es metrizable
por tener una base de entornos del origen numerable. Sólo 
resta ver la completitud. Para ello, sea una

sucesión Xjc -Cauchy de elementos de • Esta es

una sucesión de Cauchy en ‘Jtí.CLT) t cuando en este espa^ 
Ció tenemos la topología compacta abierta HC©, puesto que 

A jí cl O k*v/Vt , para algón rtelivl , que depende

de í  • Bebido a que ( 'K (jClt F) f T© ) es un espacio de 
Fróchet, existe una función f en ?£(£1,F) * tal que 
í j  * f en ( ie(XI(Fjí'c0).

Por DlNEENC5](Prop• 2.5), la aplicación 
. ( 7 C ( n lT-)(T.)-^('P(tE,T:)n)'iefinida por

• A í
Z 1 res . i, u g  , para un ^ G í l  fijo, es
“ti ■*■*. i e fe?)continua. Luego ® +jV*; .-» . ---------en

— X \ ~  £»
(í’CeE,V),,T«) para 5 eíl fijo, y así o.¿ tí-j") [*}— *•

en c f >Ce£ ,F),To*) para ^  c £1 .

Vamos a probar seguidamente que £j* — *■ f

en . Sea un entorno básico del origen:

V  (K« W ,c - [ i  C

J>,v* C|N 9 C lt4ü\ o| f y yi‘̂',vitfp ^ue VCê  p C-
y es compacto en E- • Como (£.*) es T*-Cauchy, existee>*> *
¿.elW tal que si £  V(K«r
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esto es, (6h) - ajUj/M*] (BH)l_)é A
Haciendo tender y  a o© , resulta que

   Pwt (Bn>e - a t Cf)tS3 tB*)1 ) ¿ A
„ P ̂° < £. < r crrPor tanto ■£.* — ► f

Finalmente *? G f pues la

convergencia uniforme de a 'O-̂ CííKJ en Itorpfllc*,*. ,

demuestra que existe r *~ t = 0f 1, 2, • ••,
C. K«f (N i ** K i

, al existir (Mtflpara 't o d o  j G ™
° e!-'S ̂  J n.os ' ^ o  C.Q.D,

5 £ K¡*p/\ k^,n

PROPOSICION 2.2

Si F es un espacio de Fréchet-Montel,

2>txC&F) 1 * 4 3  es también un espacio de Fréchet-Montel.
Pemostracién»- Pebido a que 3 ^  (jC1,F) [TÍ3 es un espa
ció de Fréchet, sélo nos faltaría probar que dado una su
eesién (í.*), de f tT^-acotada, se puede extraerJ ¿ £ IN
una subsucesién convergente en CSof(-n-»F)/ 'íi) •

Teniendo en cuenta que P£
ra algán ^gíM que depende de í  , 1*1 , podemos decir que

(íjíjcny/ es acotada en (KC«fl-,F), T© ) t J Por ser este e£ 
pació de Montel, ver proposicién 2*2 del capítulo anterior, 

existe una subsucesién $*«/*••» 'tal que converge uniforme^ 
mente sobre los compactos de SL  y 9 por ser P de Montel, 
converge simplemente en el origen. Ahora bien, los espa
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cios CK(.A,(Í>C*e ,f>, &)) «cô son de Montel, por serlo 
»to) para • Así, podemos extraer de

subsucesién . tal que élla

y la sucesión ¿ L Á  ( ( ^ )  [ . ]   ̂  ̂ . . .

convergen uniformemente sobre los compactos de XL y sim 

plemente en el origen*

Por un procedimiento diagonal, obtenemos
una subsucesién { $ 4,$4 ,,..} de { £4, tal que
él la y (o.c| C^y) ^ convergen uniformemente sobre los
compactos de XI y simplemente en el origen, para todo •

Veamos que . es de Cauchy en
D  JCIM *  '  *'

Sea V  = { % e F) *•

OS ̂  mt e- « ^ o I L%J 1un entorno de cero. Llamamos 10¿J - • J

Puesto que ' ^9/) 1*3/¿eitf converge puntualmente en el
origen, tenemos que existe en

luego es tD-Cauchy, y así existe ^oelN tal que para todo

j/j'*je . C^¿) ( b n f  -  a?% (.^y) < e/3
para q que cumpla ser un número natural comprendido en

í r .

Sea K«cpOK*i|n> . Sabemos que

£ korp para o<A<4 . Sea X  fijo tal que o<A*4 #

La serie de Taylor de ¿ 0 • en a % es
J

Z. ^  (a<i+e (q.- X % )  L .Pe esta manera
£ « o
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* * - r  r *  (  a 1  ij ( n >  t* ~ h  J 1  c 1 1  c 9 j .) U s 3 j  ( n . M ) « ^ ) _ 0tso
cuando s — * , uniformemente en algún entorno abierto
ae , U . Sea W  * \*le <C ♦. & U } . Así:

tÜTft ( ̂  9J < ( ^ + * H )  -2^ - f  ¿  f  H m l i - )  M I )  ¿  *%)+o«t on ¿ro T

cuando s — uniformemente en W  . Dado l e E n  fijo, for^ 

mamos la función ¥(«) = JL** gy 5) 2A  definida de
A + W  en F* Esta tiene como serie de potencias de Taylor

en *  a ÍTo ^  {3j) C a s 3) t 1 4*
y con esto *PtJ C*) _ ( o.<m Igj) L a *3 ) ^ 1

= Oj lf 2f • • •

Teniendo en cuenta a BOHET M  (Prop. I.4.1), 

y definiendo ^  :£o,A3— *F como ^(2)-^ CA) f tenemos que

<*»(*) = <!>(») +• 4>'fo) + »"<«) + + í4 U-fe)1
"Tícon lo cual, dada j>^e s c (f). queda pm ' O M  - *(.))< s«-p P*(VC»))

. / w  e.)̂ a g CojOPor tanto, y ; como cj> ' IA) =. V  ft) »

*1 P*. V *  -  eL% ( 9j ) 2% ) i

í »*r Pm ( A' ( A.«t4 (9-)[Af3) ? **) •Aec»,43 r J
Haciendo esto para todo 2 e£*v , tenemos

(1) Pm ( «-<* (g;) l%z 4** - o.^ Cgj) V*) <
5 ( V m \ ,wr Pwi («. (o •) [aS3 s '

^ 1 A&C..O * J
siendo M>o tal que w p  ^ 3  (Sn)*) £s c. k «ĉ  n )£«*,* J
para todo Ĵ JNl » esto es°,^ ̂  W t^] H ̂  ^

. _  , „ O é> *¡L « r+* . -para todo \ c|N » 7a Que es -acotada.
o ° y ¿ £ 0*
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Tomando en (1) supremos en quedas
•' f^i) *

i (<*♦*) H  H « 6n - M  •
Luego dado Syo 9 existe Sy o , basta con tomar 5“< . & ,3Cru)tt
tal que si llfll <S f f e  K®cD 0 Kn.n »

* *
*** « < ~© 4 ^ r  t j  “̂ o n
para todo êlhf •

Obtenemos que para o<4*r , \\%\\ <% 9 f ,~ * »
CSh.)^ -  i %3 <

¿ Ph, ( » j)r«  (V )  (e.«.)‘v ) +- .

+ P.* ) +

+  «V t^j») Ce*)' - l9j/)ls3<BO\)<% « - % ♦ % - £
P31"3 . Además como ík*p f\k»(R) ^ \ s e E 6 -̂. US1IS* £}=

= k«j, n i*e. E 6(l •• i.|UII6ll} n ^ t E 6 K  ••
es un IM|g^-cerrado, luego 11*11̂ -compacto en E^y así com
pacto en -Cl , podemos concluir que (l‘), es *&' -Cauchy.J JciN

C . Q .L .

4> 3. (S(A,F)í t'J como LIMITE PROYBCTIVO BE LOS ESPACIOS

í-Q-.p ),

PROPOSICION 3.1
SC-a,F) es la intersección de todos los

R « ( - a ,  F )  .
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Demostración,- Claramente ^  (il,T) c . > F )  , para todo
oc e P , es decir $(-Q.,F) c  C\ •

«cP

Recíprocamente, si ^ 9 para todo
« e P  , veamos que Sea í,grl .una sucesión1 Jrc. in
de puntos de n̂.,p tal que llSrll̂ — ►<> • Entonces ?<* «■=
es un subeon junto compacto de E.B , luego compacto de XlO^oV.*̂1 .......
Entonces, existe tal que ^rj.,. luego como
se tiene que existe el límite de en (7(k£,P),To) cuando
füJJ&o con Fe le***/! k*,p» así existe el límite de 4.*^) CFO 
en (í>(k£/F)/*r«) cuando r-*** y es igual al anterior, para 
todo K£Ü^U\o|.

Si es otra sucesión en tal
que IIfrIIm— »o , está claro que 4.^ CfjTfrD - k m  4itC?)r—»p» r-^oe
para todo k = 0, I, 2, • **, puesto que la sucesión j .  r*A i * f

,**.y ^ es también Tina sucesión de tó^pque

tiende enll-í̂  a cero y está, por tanto, contenida en algdn 

k**n . Luego flietfjfsj tiene límite en ( P ( K E,F)t Z o )  s e g ú n  

todas las sucesiones de kn,p que MI-convergen a cero, y
1 Bn

de este modo existe en k£tT),to)para
**1 K*v,pk ■ 0, 1, 2, ..., es decir,

C »Q*D*

Consideramos I«* • £C&»F)— la in 
yección canónica* Esta es continua, puesto que fácilmente
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podemos probar que sobre X *  c, X>f • Dotamos
seguidamente a P de una ordenación filtrante.

Dados P $ consideramos las familias
de compactos . Sabemos que

Rpw 9 m “ 1# 2, ,,,, cumplen que son compactos de 
estrellados respecto al origen y tales que:

O C  ko¿M. } A frn CZ. \<ocm CZ K®cn*\ + A ^

0 e  j A  m  C- k  ĵy*. ̂  J<ü ĵ vn CL. V ̂  •
Entonces, para cada existe un compacto tal que

k y m  ^  kocm l i k p  y tal que la familia cumple las
mismas condiciones anteriores. De este modo, se verifica 

que í>g- Ul,F) <= •

Esto permite dotar al conjunto de índices 
r de una ordenación parcial de la siguiente manera:

Diremos que si, y sólo si, para todo
pefsl , existe me|N tal que Esta ordenación es1 f ¡>

filtrante, pues l ^ p e  P , existe Te P , tal que T t 
p> ^ 7T • Además, p implica que fc^(JL,F) c. fĉ (JL,F) .

Debido a esta ordenación, podemos consid¿ 
rar las aplicaciones X«ip : B^U^F)— cuando «c* j , 

donde I«*p es la inyección deB^iF) en 35bc(-&»F) • Estas 
aplicaciones son claramente continuas, ya que si *< p »
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la topología zL es más fina que • 
r  *

Además, si * <  T  $ se verifica que 

p ° ~ * r X*p ° X p  •

Así pues, el sistema (*£ {Slft 1**) es un 

sistema proyectivo, y se verifica el siguiente teorema:

TEOREKA 3«1
B C & iF^T^J es el límite proyectivo topolágico 

de los espacios bajo las aplicaciones Iotp •

Pemostraci6n «- El límite proyectivo de los es el

subespacio del producto Tí %[m0-•*)[%«] formado por aquellos
*er

elementos 4* « C + c O ^ p  "tales que si p , entonces 

•= ($j0 •

Podemos identificar cada "feBCo.^)con el

elemento (í*) TT (.a#F) tal que para todo o^eP ,'WeP **€7» <* y
*? * . Claramente £(-fl,F) c. t m  letj* CA|f9) •

Recíprocamente, como las son las iden 

tidades, , para todo *£p , y por tanto,

-€uyn Xocjj (ftp(-fl-,F)) <=. .

Palta ver que ^ e s  la mínima topología
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sobre para la cual todas las aplicaciones
I* • ,hC^,P) fiatí"*1'*) £Zlt'J son continuas. Sea

kcXlU^oJun compacto tal que oeK , estrellado respecto 

al origen. Existe un subconjunto Vt¿̂ o de compacto,

tal que k c. X  . w  • Sea

U -  \ f e fe(OT.,p) .. C « C t O ' ) * A J
y sea U *  ^  = í f - t» ( n % \ . **f P'w' H ) ES) (B*)* )-*}■
Si es una topología sobre qu& hace continuas todas

las aplicaciones 1 * , resulta que
X'< f„ \ I, rfWOcl . »~r fWnÉ W , F j  •. , e V , . w , n K B l /  J

O i % <res un % A -entorno de cero en pero Ij* (u^ Ll #

y así xJ c  75̂  •
C . Q .D .

COROLARIO 1.
Ct* J es semirreflexivo.

COROLARIO 2.

T» J es completo.

COROLARIO 3*

es semi-Montel.

PROPOSICION 3>2
Los subconjuntos compactos de t>(-rt-iF:)E,Jo J
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son metrizables.

Perno st rae i 6n . - Sobre los compactos de topol£

gías V  y Z #  coinciden, puesto que V  es de Hausdorff y
rr 1 rr 'oí C  Z  • Como »*es metrizable, queda probado lo 

que queríamos.
C.Q.P.

NOTA,-

En general, sobre , las topologías

%  y %! son distintas. Basta tomar E * ? =s <c , ya que 
al ser SL convexo es simplemente conexo, HERRERO [4](Cor. 

de Prop.

4> 4. COMPARACION DE Y Ajr°- i?)[Vi.

Sea ^ " p l  p etfJ una Buoes^ n compactos 
de con ^ g P  • Tenemos definidos los espacios:

V a . F )  - L i  c ftCfl.,F) ; 3 «.*«1 t?3 «n i

c/4* (-fl, F) = ^ e 7̂  (_a, p ) tal que f tiene desarro 

lio asintético en oedil a través de los compactos

Vamos a comparar c^C^iF) y , ^ g T i

%

PROPOSICION 4.1
<fe0¿(-fl-,F) es un subconjunto de cAort-flyF) »
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para todo «'eP , siendo ? un espacio localmente convexo. 

Demostración.- Sea í £ F) , «eP . Sean p,*,£€.lM t 

? €. k*p • Sabemos que ©<*<* } < = .  k*» 0 •
Definimos la función 4> *.Co,a]— ,F de la manera siguiente 

f í A 5 3 para A tal que o < A< A y 
+ c 0 , .  ^  í c j . ? - )  =  =

' A-.0* A — »O1
=  A i V m . « - o  c í )  C * G  r  o . “  c < )  .  a t  k . r O K tII 1 —* o*l€K*pASiEsta función 4, ,así definida, es continua en Io,áJ 0

Sea A  , tal que 0 4 A fijo y Pj e s.cAf),

entonces existe un entorno abierto V  de A? tal que:
P. ( £ ( * ) -  L  *vnC?)l>53 J M “ o
cuando s— ►oo uniformemente en V  • Sea W  r^(t£(L •.
(■tu>) f e  V  } , que es un entorno abierto de cero.

Llamando V  a la función definida de \zc(L *. 2 %€. -fl*} en 
P por ^(^1 r í-feS) , tenemos que V  es holomorfa y

?j (V(-Ct+A) - Z L ^  ---- *0 cuando 5 —* ^  9 0
uniformemente en W  . D e  este modo, por la unicidad del 

desarrollo de Taylor, resulta que _ O.W, C-f 1 fcll V ,
Yn I • -

o < A< á # Pero en 3®,*3 ̂ as funciones y ^  coincji

den, luego   íii* r aw>Cf) lA^l , o < A * A y>n I
m *5 0, 1, 2, ...

Haciendo tender y a cero por la derecha

queda: -kwv ^ r ítUv a** ($) [A%35w r *W*f) ,
A — * "*1 A-*o*
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1̂ »*) ^

y llamamos ^  Co) r **-1 o**. (*▼) % . Teniendo en cuenta

ahora a BONET T O  (Prop. 1.4.1), resulta

4>0<> = fcfe) + 4>'fo) + ...+ 4» (Oí ] «  ctl
K\ * K».

k = 0, I, 2, ..., y así dada p-e.sc.tF) se tiene 

Tf (fcto-^to) - ^"(o) _ 4,‘°  t o n  < i. 4up
J - * r  " - ¡ i r  x «1*'0Por tanto,

f ¿  ( f ( ^ )  -  a í  C f )  -  a * A  ( { )  V  -  • * * k  ) ^  )  ¿

< iv+-i) p • (ft k+. tí) [a?] f^') ¿ (k+A) «-r » «-k *» w  W 3 1  n * v  
*£&>,»] y ■ >£Co.»3 j'S"

Debido a que [ v̂ 3 es con
le+4 ti»Q Bm.tinua de XL en (*PC , y tiene límite cuando *[— *o

con *[£koíj, n k*L,l t es POr lo <rue existe un M > o  , que depende

de 2t P> n, t , k + I y <* , tal que tt fl-k*» ^rj, on.
para todo *| e W«¿p 0 ^ , i  t luego

*; C í<*) - ¿tf) - «í ítt) a K̂  *k ) ílk*»> M  »M» * * caí
y llamando £-«-,*,*-------------------------------- ---- -

para , k * 0, 1, 2, ..., resulta que
ot

£kl^íf *5) * ° en P cuando |I$1L— *o con 5 enPn
• Haciendo variar p,te\V) , llegamos tras el 

mismo proceso a una desigualdad tipo (1), que nos indica 

que 6-k k ■£ ( 5 )— > o en ? cuando \lqll— >o con ^ c W o e p H ^ t1 l Bn
para todo p,£cjIAJ , luego •

C . Q «D .

PROPOSICION 4.2
En general, cA^tí^F) y son distintos.
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Pemost ración.» Tómese el caso de que E = P = <£. , 
HERRERO[4*3 (Prop. II-A. 2.2).

PROPOSICION 4,3
La topología *$>„ sobre es más fina

que la inducida por cA^Ü.F) f Xx*] •
Pernostración.» Sea \/ = ^  ^  - A} f\

fC K»fOKn,n
H  £ IbocCA.f) : V v y w f o ¿ ^ ¿ r

(A 3 íoSn C*) (g^)W  ) < *
) Su.f %  C £-°lc,vr>/ {  (%)^ -  ^ J 

fe K«< ̂ 0^n,n
U

la intersección de un entorno de cero básico de % conw.

&  •£(.-&,£) . Construimos W  s ^ í C *
seep 'I (a-w»Cf)[S3 ^.Veamos que W  c- \ / *
Je kŵ > fN 
o é r+ a

Sea , entonces W^f)} c
f £ K*< p f\ V n.,n

- s\cf ‘VÍo-oCfJtf]) - ̂  » y esto es debido a que f(f) - cLcíftCf}»
fc\CKfOkn,n

También se cumple que $*.» («-w»CÍ)tf3 (Bn.)** ) 4 A ,oAmf rf  c  K - p  n  k * , Kyf de esta forma, dado  ̂e k*f o it**̂  ‘fcenemos S*116 
\ •. o < a  < A j c . ^ A k afWk 9 con lo cual^
swp <% (am Cf)rA53 < Ke < , n v f  f  '  y  -o i 4

y haciendo tender X a cero, resulta que *
S u . p  ^  C  A . * n  C * f ) ¿  A  •

0 £ vn < f
Por último, con f e Vc«f O Vc«,„

, « . ,v „ ( ^ f*> - ^~o a'¿ tf) ** ) *.
E>n

1 Su-P II a^+l tf) I>13 lío o ll̂ ll»
A C r.,ij &n
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como se tenía en proposición 4-.1 de este mismo capítulo.
Así ^ C f ($)) £ ||am44̂ í) f*fj|L

5 c V£~j> n B n H U . n  AeCo,0 n

. #,.*♦* " S“-P ll<w, UlCvilL a =
* Acto,»} *.»" ? e k « fnk„lM. ^'Bn

%€. Vĉ p O**»*.

a U 3  C b ^ ’ ) í **? ^ ( H « I W  ^  •
"~c i a V f c KoepO *n,*\

•64.4%* C.Q.D.

NOTA,-

Si F es un espacio de Fróchet y si 
fuese igual a cÂ C&tf) f entonces las topologías TS* y 

serían las misma por el teorema del homomorfismo entre eŝ  

pacios de Fróchet,
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C A P I T U L O  III

0  1. LOS ESPACIOS cArW-tflK,!: r - ír"-)n.eiM e  ^  í

Sea X I  un subconjunto abierto convexo de

un espacio de Silva complejo E, tal que • Sea F un

espacio de Fróchet, cuya topología viene definida por la

sucesión creciente de seminormas í p 1 • ^ea 'f y
l J YA. e  iN

como en el capítulo I. llamamos ^ ^  •
a una sucesión fundamental de compactos de XI •

DEFINICION 1 ‘I

Sea r ■= (r*) una sucesión de ndme

ros naturales* llamamos cAriSl^ ** { f e  c A t a l  que pa 

ra todo ^ e W  , el conjunto \ u ,l,t l,l} , e L 8

}•es acotado en F

OBSEHV ACION # -

cAr C-G-.F ) , r e  |M , son subespacios vec^

toriales de c4(-fI,F) *
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DEFINICION 1»2
\ irVDotamos a c4r(-íl, Fy f re íN de la top£

logia % r , que definimos como aquella topología teniendo

como base de entornos del origen a: Vr (€,m) O
donde Vr r \ í él o4r (-**■» F) ; Su-p pm  ( Itx)) < * }

*e A£.
Vi. ( a ,s ,«v ) = cirí^-.F) •. V q  , 0 < < í ¿ í

M) (u-<v (?) ¿ *

(A)
X

con w c  /h/ , s ss Of If 2^ ...

PROPOSICION 1,1

cArC&»F) [ X r J  es un espacio de Fróchet. 

Demostración,— Es metrizable por tener una base de ento£ 

nos del origen numerable. Veamos que> es completo.

Si ^ ̂  )j£ ̂  es una sucesión Kr -Cauchy en
c4rC-&/F) f esta es una sucesión de Cauchy enfjCfflvF), T+) t 

y como este espacio es de Fróchet, entonces existe f en 

%  (-fl-t tal que ĵ*— * f para la topología Xo  de

C-̂ v F) • Tambión, para cada q *= 0, 1,- 2, . ría su

cesión (u-q ^i))¿eiM es xina suces^ n de Cauchy en
to)» luego esta converge a un elemento de

O E ^ F )  denotado por Para cada q, n y cada

x e» ¿  la sucesión ^
de Cauchy en F, luego la sucesión Ul) llkl es' ▼' TJ /ie IN

€ i 8k Akn,a
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convergente a un elemento de ? 9 que denotamos fx) 9

para x c L  g>n ^ k*,H » pero por ser uniformemente 

Cauchy en i. es unifonnemente convergente y resul

ta que C*)-----» o en P 9 cuando *  ►o y ^

queda en •

Puesto que podemos escribir:

haciendo' tender en la igualdad anterior9 queda
% . o

f oo = tf) c**-; + uxiil cx>

si x e i l f l E s ,  y además \ £-«-.<*,* 00 ) x £ i_ 
está acotado para cada n 9 q. Así, podemos decir, que 

f e  cAr y que í¿ — ►? en tic V t>*)[5r3, luego
oír W.F) feries un espacio de Práchet.

C¿Q.D#

<f> 2. cAríSLf) tUr] COMO PH-ESPACIOS# ci C-̂ , F) COMO 
UNION DE LOS eifCa,P).

o

DEFINICION 2.1
Sea H un espacio vectorial que posee una 

topología de H&usdorff, para la cual no es necesariamente 

un espacio vectorial topoldgico. Sea X un subespacio ve¿ 
torial de H. Se dice que X es un PH-espacio9 si a X se le
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dota de una topología que lo hace Fráchet y que es más fi 

na que la topología relativa de H;

PROPOSICION 2,1
iNoírCA.F) Itrl, r e IN " son FIT-espacios, 

sienda H = C-̂ i P) [ •
i '

Demostración»- Sabemos por la proposición 1*1 de este ca 

pítulo que oAr son espacios de Fráchet» Veamos

que *&r es más fina que la topología inducida por ^  

sobre o4rCAfP). Para ella, basta ver que si V  es un Z  -entor 

no básico de cero en cAIAt?) $ existe W  f % r -entorna
de cero en cArtAS) , tal que W c N Í H  cArC-̂ -#P) .

Sea V : ( í e  cAC-íi.f) : *“-P ** l * O o ) U

y tal que para cada q natural con o ¿ ̂  é S se tiene:

( D  em (u.% (f> <&«)') é <
(2)1 Pwv ( £-«.,*,$ <*>) }

Xfeknfin/i ̂ *v,n 1
con k  e- -Cl u  } compacto estrellado respecto al origen
tal que © e  k  » 7 “tal que k  c  E g ^  y K es

compacto en • Construimos:

W ~  { • 5vA"P y tal que
x c

para cada q natural con o x ^ ¿ s Be tiene:

(1)' CiK% Ct) C6n) ^) £ S

{ 2 ) ' f » ,  & ) )  í  S  }  ^
* C  1  6»rK
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donde A i  es un compacto de la sucesión fundamental 

que teaiemos de manera que A i  O k
y 6 = ( A, ------   -i— ).

(s*A)*k + A.

Sea f €  \fJ . Sea x e kok*.,*. •

Si llx|l >  L. # se tiene que x e A »  » entoncesBu rn *
RnCfOO) ¿ S é ' '  7  S i  x e ~¥íS »  » se t ie n e  ■ ' { * * >  *  * *  +

.* » . v de esta forma+ ... + U, U ‘) + UXÜV, « - * , * , ’ y 1 *■
f«i(?0O) < lu.) +-...+ p ^ l a j U 4)) + Wxn8n Pw
é f *  ‘ ! ‘/  + f  + - L - S  € <***)* + JL. 5 sV¡¿2*L*!$e*,

*v r*
por lo que ^j> •

xck^K*?*

Veamos que (*?) í ̂  ,
xc ¿n^ k*»/«i 

Sea x e k ^ 8 » » n ^ ;K • Si Uxll0 ¿ A — , entonces

x € i- £* O  kn,n 7 se tiene por pertenecer f a

que f*, (£.«,<», f Cx) ) * ̂  • Supongamos llxllĝ >̂ - , entonce*.-.

debido a que fe) - - * fx/ " U ¿ J t
axil 2

se tiene ; ^
\ Pm £{**)) 4 C^ctx4)) -

f m í ^ V * 00) * --------L---^  —  < i- (d4...4*V-

é ( S í (s+c,) S¿ A .
Por todo esto ?£ V  f y así W  O

C  ■ V  ^  r C ^ ) • i1
C#Q#D*-

E1 hecho de que los espacios cAr(-£,F) f£r]
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sean FH-espacios, nos proporciona los tres siguientes re 

sultados. (Véase WILANSKT (Cor. 5«5»8 y Profc. I04)}1.

COROLARIO I,

La topología 'fcr es la ánica topología 

que se puede definir sobre cAr(-&»0 , tal que cA/C^»F) f’&rl 

sea espacio de Fróchet y que la inmersión ¿r cAr 
sea continua.

Diremos que' si, y sólo si, Ció*"**
para todo *ve|NÍ •

COROLARIO 2«

Sobre el espacio cAr(AfF) la topología 

T>r es más fina que la inducida par para , sien

da Sf' la topología de d r f (&it) •

COROLARIO 3.

cArQJLif) es de primera categoría en 

cAr' (A,F) , r¿r' f r/ .

PROPOSICION 2.2
CÁ (-fl-#F) es xa -unión de todos los c4r(-fl.,F) ,

ik!
re IAÍ , si P es un espacio de Banach.
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Demostración.- Evidentemente ^  O  0  ,kl °^r----------------------------  rcjNw
Sea ahora $ c o4(-fl.,P) # Sabemos «xft"!-,*00 - u- lf) .

*  c  K n  i»
así dado 4 > t>, existe £ > o  tal que si iixl̂  < /„ , con

* ckh.A » entonces fl f r*)JJ¿ llu*it)H+A 9 donde con II* d
denotamos la norma de F. Pero dado'/^jo 9 existe £ &0

tal que A. < p  . Luego f es acotada en i- •.......TVt................................. r** . ... [ ........
Veamos que donde r = (rn ) c lis/

40r» -Sea £«.,v $ o O  = —
6*t

con x e Eg* • Debido a que tx) — > 0
cuando ll*\L *o con A £ k * fn , se tiene que existe §n>&Bvi
tal que si N*llg ̂  £n , x c & v,m , entonces

I) ‘«>11 < *

Sea x c  > nk»,,, . si UkI \ - ,' *v ^
se tiene que **) || < A , y si siendo xc2~gn ofcnf*

se tuviera llxllg S* , tendríamos
/, *  , „ " _ u  ( h ?m i  v ¿ ~  » •« « ***) n) «fl C*)ll ¿ “5̂  V
¿ (•«*.«#>! + /4- v £ ,  l l u c U l l l ^ ^ O  *

 ̂ 1  ̂ t Mu 1
<, J _  ( II U« Cf)|l 4- 14 ||U. COII 4- X -  «V UCtfJHR, r<f.>
' m  ¿~ *
De aquí obtenemos que c4(JZ, F) = U

C.Q.D.
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NOTA-.-
cA(Jl, F) se puede estructurar como

el límite inductivo de los espacios cAr(¿l,F) , cuando 

F es un espacio de Banach.

£  3. £0S ESPACIOS [ Vp, t - C O  * W lN.

DEPINICIOIT 3.1

Llamamos £ r(-̂ /F) = tal

que el conjunto 1 a w i U ) L s 3  } i ^ ̂  está ac£l -jr̂ bn-P «j
tado en pura m — 0$. 1¿ 2^ y o *  lf 2j. ••• ? y
donde r= , » <V\.elN) para n * 1, 2f ...£JN

Evidentemente firt-^/F) f r €: M  ̂  , 
es un subespacio vectorial de fiC•&,¥) • Si ...

es una sucesión fundamental de compactos de -ÉL. 9 dotamos 
a % r(JLtr) de la topología 7>r dada por la base de en 

tomos del origen siguiente: W r U  yin) 0  W r  t

donde W f ^  {  e  f e  F )  :  * * f  R »  l * 6 * » )  < *  J
x CA ¿

r S r(^ifF) t o í ^< s Sttf Pv* 0 *-^M

a»  ̂vvt ̂ vî  ̂  £ 1̂ 1 y S *  0 f ly 2 , • • •
5 c L

con
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PROPOSICION 3.1
s r (a f ) es un espacio de Fréchet.

Demostración.—  Es metrizable por tener una base de entornos 

del origen numerable. Demostremos seguidamente la comple 

titud.

Sea Cfió. 'tuia -sucesión de Cauchar. 

Esta es una sucesión de Cauchy en ( $£(Ü,P), * y como
óste es un espacio de Fréchet, entonces existe f en

tal que ^ para la topología *Co de 'XC-B-rF).

Puesto que C T  rCo) es completo, re
sulta que para *5 a  L  n fijado, exisrn 1

te en ( P), 7;) para q=0,I,.*., s,
(f—

que llamamos • Sabemos, por DIKEEN[53(Prop. 2.5)',

que JL1"1 • (*}C(«fl-,F) *&>)---- * C ,F)r T.)
v*l * #

*  ,- - - - - - - - *  L l i D/wv I
es continua, fijado . Debido a que { en

(l€C-fl-,F), T©) , tenemos también que C Si .
para 5 C-Cl * Luego para todo i  ^  ̂  n , se•v 1
tiene a ^ C § 3  - Ahora, para demostrar la con
vergencia en Z l , tenemos que por ser (£■) , “&r-Cauchy,

. J e Wdado W r  (*/*•»•) fl W r *■>,£.) , existe ie»J tal que para

toa° h é '  ’ ij ~ fj/ e W r(i,«jp*|(-',5-"'r<.). Luego
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*«-r Pm ( tu es,)’ _ tu es*)* ; i <«5 ® i- £«*.A kii.itrM® 4 ^ Sy haciendo y tender a 9 resulta :
*?*t - AW p~  («-*£*)) tí) £8*1' - «.*£*» CS3 C&«)*) é -»? C -=r oki> Kn|M 1
** % + *
Así - f e • lo mismo para W r( i » .

Es fácil probar que 4 £ 8 f (.ílf F), con 1° Sue se concluye 
la demostración*

C•Q*D*

á  4. IbrC-^-.P) t t iJ J  POMO FH-ESPACXOS.

PHOPOSICIOR 4.1
Si H  s 8  C-fl-.F) t '& ’ j  f entonces

es un FH¡»espacio para re.J|s^ r r Cr̂ ) •
9 «ir-í

Demostración*—  Sólo es necesario ver que la topología in 
ducida por sobre os menos fina que z!r •

Sea U  X! -entorno de cero y veamos
que existe V  'S,!-entorno de cero tal que V c U

Sea U  = L-ícSr (A,F) : Pm («•»«>l tavcnfc.,,, ^ •"
donde ^ c   ̂°} es compacto con otK°|4 estrellado re£

pecto al origen, » 'tal Que y es compacto

ahí y SeíMu^oj. Tomamos V  r ^  PmC#&o)óó
x eA¿
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y <*•*>*) * S } /
c * % ,sienda un compacto de la sucesión fundamental que teñe,

mosf tal que si k ~  \x & E Bî  : flxl/ | r

entonces k A + f c- L¿ 9 para un f*o . Esto es así, 

puesto que si £ = J (kA &(*Q.oEB)) > donde por ¿cU  1 Cl OKOn
denotamos la distancia deducida de la nonna de E , toma

mos f s fe. y tenemos k A + /  c  *rin Es*v <=> -H. •3
Y siendo f rww*U(A, — 1----) •***ac 4—•

Sea V  f ^ c  . si

5 , se tiene C$3 para** Ov
q s= 0t 1, «««^ sf por ser f un elemento de V* Pero si 

N %\\„ s J_ ' • entonces:

x̂ pft í h ( d c ^ ) ) í  j* ?;í+f¡rBíte‘c') é
B u  * * c  f + / * B n

£ -i-_ (?*•*) ) i 4̂ 5. ^ P  f*o ( í(jcO  •/* * c ic* + /8k /* « A {
luegcr f̂  ( ̂  c+) [s3 C B O M i  i- »-r
para q *= Ot 1, ••.,s. (Ver DINEEN C5J (Prop. 2.5)). Con es 

to tenemos probado que fcunsA-rt-.F).
C •Q.D.

El hecho de que los C Bf-Co-iF), 75 £ ) sean 

PH^espacios nos proporciona los siguientes resultados* 
(Véase WILANSinrl^CCor. 5*5.8 y Prob. 104)).
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COROLARIO 1,

La topología es la ánica que se puede

definir sobre 4Jr(-/l,F) , de modo que t X fr ) sea

espacio de Fréchet y la inmersión ir : $r (¿if) [írl — * 
sea continua*

COROLARIO 2*

Pax*a todo r < r } , r#< f<s.|N^ f se

tiene que la topología sobre ferC-̂ »F) es más fina que

la inducida por % fr, •

COROLARIO 3«
Arí-^r'P) es de primera categoría en 

fA ^ ) 9 gara me r1 en M  •

^  5. COMPARACION- DE LOS ESPACIOS (tArCAQ.lArvBrfc0-»^^} .

PROPOSICION 5.1

Cada SrC-^iF) es un subconjunto propio

de oAr(A,Pj f m g. •
Demostración*» Es conocido que F) cSC-G-if) C ^ / O  •

Luego dada f e  í>rC«^iF} f se tiene que f posee desarrollo 

asintótico en el origen y
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ÍOc) , a. cf) f a4 í^íx) + ... ¥ a^Cf) cx̂ ) 4- £*'V¿ u)
con a €i),nEgn t donde A cc*) -Y0-<Éa¿*i en IPO'E,?)

cuando f iLJf8!» o con Jc*fp f pe N  , siendo

g.*Lf — *o en F cuando *-!L!!5i o con k  en ^*i,p f

p e IM ,

Dado ^>c y dada p^ e. se (f) f existe

^ue ^ ^ b k < ^**1* 9 xek**»H f entondés
Ce*f ̂  ^ oc)) < 4 • Si x c i- B^nWn,»» , tenemos dosrn

casos:

(i)’ íu,*0 < f*»,* t con lo cual C*i)<¿ .
(ii) f)xllB i en este caso

e* (sL^.-f o.,) < [R. l**» * ?•./* Uit?’ ^

* i r  t «W. u.t?) Cx3) + ¿  Pm ( «•: t-f) U M ) 1  Ím»w ¿«o

*  í v  L m :’'  * tr. M --:1 '
aumde^"- ^  w p  W ( « , U ) C x 3 )

por ser <f e y n*»,»* xcr6lT  '
pues debido a que <u-f (<l¿ Cf) (SO*) es finito,

* e V  &* A k*/~r*v '
tomando límites cuando «tn.— ► o con f como

On.

los ? puedo considerarlos en i—  B*. fv )<*.,*, «rK
resulta que (a¿Cf) C6n ) M <  K*

Con todo esto demostramos que $ <£. cAr(-̂ -î ) . 

Para probar que el subconjunto SyC-G-iF) de cArt-^F) es
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propia,véase FERNANDEZ [*3 (Prop» III-F, 3*5)#
C.Q.D»

PROPOSICION 5»2

Sobre la topología T»r es más

fina que la inducida por 7¡r *

Demostración»—  Tenemos que probar que dado V % r -entorna 

de cero, existe W Z? -entorno del origen tal que

^ c v n « r (ii,F)

Sea V =  I'Ic Jm a .f ) :
x c A ¿

y para cada q = 0f 1, 2, • ••, s, se tiene:
(1) Fm  ) ¿ A
(2J"1 Ju.p Fih " <
, nkK,«

Tomamos V/ = \ * c * V  (-*-.*) ; »-F . ^ * 0  < 5X £
y para cada q = 0, I, 2 f • ••, s 4* 1, se tiene

F»n ( a „  c*) r «  < 8 n ) * )  ¿ f  }  )

donde *’ £ . ^  { i ,  i _ ) .
*+*

Sea f c H/ f entonces trivialmemte
íW'f ?<**% C"f f*cj) < i y también P*, (&*)^) 5 4 ,
X € Al
q « 0, 1, 2, • sf, tomando T* -límites en la segunda 
desigualdad definitoria de W»

h

-74-



Por otra parte, cuando x £ ^  k **»•*. ,
, , x  ̂ / ?Cx> - O* t?) - Q*í£)(x)_ . # - ¿x̂ C*) üc*Ap„U-,n,$ O.») -- M ----------— *------- i---- ’)

4 <*«) *-r .p* («-v* (*> [ax3 ^ » ) í u ) «*«b . -A£ L©,Aj
6 (*♦*> A, S i á *•*n

D e  e s t e  m o d o ,  ■% c  V  O  C ^ - .  ^  3  *
C • Q« D*



C A P I T U L O IV

j> I. DESARROLLOS ASINTOTICOS EN UN. SUBOONJUNTO DENSO 

DE PUNTOS DE LA FRONTERA. EL ESPACIO F*(-a,F)[T3 #

Sea JTL un subconjunto abierto convexo 

de un espacio de Silva complejo E. De esta forma, la fron 

tera es separable, pues cualquier subconjunto cerra

do de un hemicompacto' es faemicompacto, y como todo' compa£ 

to de E es metrizable y separable, el cerrado es separable. 

HUJICAOl (Teor. 7.4).

Sea F un espacio de Fróchet-Hontel. Sea 

un subcon junto denso de puntos de ^-0- . S i  C 

c. A 4 c  es ^  sucesión fundamental de compac^
tos de .TL f para cada *£,* consideramos una sucesión de 

compactos de ( k ^ p ) * ^  , , estrellados respec
to a 2* f que cumple:

(IT f P = I r 2,* •••
, p * 1, 2, •••

(3)‘kJ c. # P - 2, • ••,
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con o( recorriendo un conjunto de índices P , in 

finita no numerable.

Asociados a estas familias de compactos

tenemos los espacios:
►t

CAo¿ W ’iF) « \ f e  'KC-H-, P) » Que f tiene desa^ 
rrollo asintétieo en *2.* f a través de los compactos

En cAk(JL,f) f consideramos la topolo^ 
gía que ee^’define de manera análoga a en
cA*Ub,F) (CAP* I* <£ 2)).

Sabemos que el espacio es

un espacio de Fréchet-Montel, al serlo también F.

DEFINICION' 1-1
y 4

Llamamos = cA^Ut,F)x ...x cÂ ,

En R  « t ̂ » O  tomamos la topolo^ 

gía producto TT* $ y así “R *  as un espacio

de Fréchet-íflontel.
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Si w><n , se consideran las aplicaci£ 

nes «K*,* ; -— > R *  C-^»Of definidas por

4* Wv#n- C , . . .  / , • • . ,  í n )  = di,..., %m') •

PROPOSICION 1,1

El sistema C  ̂4***,*̂ ) es un*w,n efrl
sistema proyectivo.

Demostración,- Basta ver que si h ¿ h  < j> , se tiene que 

^ín.vi • 4^, j> = 4>*v,p * P ^ o  esto es trivial,
C,Q,D,

Consideramos de esta forma, el límite 

proyectivo 4*m,n ( r ^*(.0^,

PROPOSICION 1»2

R  C-̂ -iF) t T  3 , donde "T es la 

topología límite proyectivor es un espacio de Fróchet-Montel. 

Demostración,- La prueba es obvia, debido a que
* 2  Ca,F) t  t í* ] son espacios de Fróchet-Montel para
*> c líí ,

C,Q,D,

^  ac
, por ser límite proyectivo,

frQ
es un subespacio del productoTl R«(-G*»F) , cuyos elementosn*l
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verifican la condición siguiente:
«v *

Si x c 9 entonces x

tal que si »<»v , se tiene *m - n(x*̂  # es decir, 

x * \ ^ kS ** • 3 * donde cada es un elemento de

DEFINICION 1.2
00 *v \llamamos F«* ,P) “ O  c4 « C-fX, F / #u  ̂  á

Considerando las identidades 
X vv: f«xCll,P)— ► cAor Í-̂ -iO  f F«U*.,F) es el ntícleo localtaen

te convexo K  I n  U S  C-n-.F)).
y\ '

PROPOSICION 1,3

F« C A , F )  se puede identificar con un
subespacio cerrado de R  * C-fl-, F ) .

Demostración»» Establecemos la aplicación:
<f> .. F« (A,F) ------

* ,------ —  [(*), U,*) , C M , *),•*•}

la cual, es lineal e inyectiva.

En F*Ul,F) tomamos la topología "Tic 9 

para la cual, una base de entornos de cero viene dada por* 

las intersecciones finitas de los entornos de cero en los
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espacias c4£ , es decir, podemos tomar V, entorno

básico de cero en R<(-n.fF) f si, y s<5lo si, V= VA0 »
donde es ^  entorno de cero en c4^ (-ft.F) .

Veamos la continuidad de V  . Sea W un
^ OÍ ^

entorno de cero en B  > J. Así
W ^ W A X . - . x W n ^ r  (-n-,?) x R** (-tl.FV .. .1 O B “ lA.O^
donde W* es un TI* -entorno de cero en
W n  es un n* -entorno de cero en 1A,F) , es d¿

cir, W A - V A 9 es -entorno de cero en

c4 ̂  (-Q., F ) 9 • • • $ WA*. r U A x „ , , x V  * * donde ^  ¿
• *

es un TS* -entorno de cero en . por tantom  vC

v  "A ( w) = v - u* n . . . r> u *  /

donde V„ = VJ44 n  ...0'/J * •••* 'J « - * De esta
forma, como V es tm T̂ , -entorno de cero en F«(ft,F) , 
al ser interseccián finita de entornos de cero en los es 

pacios c4* C-ft-|F) t se tiene que es continua»

También V  es abierta. Sea V - U *  

un "Tot -entorno de cero en , así
Vív) = CuAx X f C  CA,F)x-.]n'l’(FxU.,F)),

Esto ocurre de esta manera, pues si c. vp ( v) » enton

oes ?  = \c#) J ( U í . C f , ? , * ) ,  ,
í e V , por lo que se tiene fe U A , f e » ..«f

-80-



t y como f^íc(A,F), también i £ C-fl-.F) • •.,

es aecir, £ e \ u,«...x (uAx *** »,*)«...} H
O  V  ( F«(rL,F)) .

/V
Hecíprocámente, se£ f un elemento de

U* *  . . .  *  (o * *  - B **(^O n vffeUif».Luego

* = [ lf), (?,?), ... 3 . ¿onde í^VJ» ,
icV* » •••» U-n , fe F«(-Q-.F> , y pot tanto,

f e V  , esto es, f e  V  ^V) •

De este modo V W )  es un abierto de
A

(V (Kr (AF)) frj. Luego F* (A,F) se puede identificar con

Veamos, por último, que F*(JLtF) es ce 

rrado de P  Cfl.,F) # Sea una sucesión convergente de elê  

mentes de F^cn-jF') • Esta será de la forma

El límite de esta sucesión en P*CA iF) será (?4) # CÍa,^), 

C^Aj j ) ; • * • | f donde ^  — «Su m, ^  t

» • • • *  f r  * • • •
•t * 0  *v «9 A»

estas convergencias, en particular, implican la convergen 

cia puntual. Así, si , las funciones 4¿ 7 fj coinci

den en Aj> » Aj> C. }<* ^  }c¿ , y por tanto, en todo

• De esta forma 4 ó c \j • Además £ c4* (iltF)para

todo jC c  ISI , por ser cA¿(JL,F) completo. llamando
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f a todas las funciones (c , ¿e Jhl » queda íecA«(H.,F) para 
todo a: e HJ , y el límite de la sucesión tiene la forna

, es decir,
i G  F ~  (iL, F).

C»Q.D»

COROLARIO»
F.tfl.F) I T « 3 es un espacio de Fróchet-Montel. 

Demostración»- Obvia, por sér topológicamente isomorfo 

a un subespacio cerrado de R  que es un espa

ció de Fróchet-Hontel.
C.Q.D»

OBSERVACION»
Existen funciones de que no

tienen desarrollo asintótico en todos Ion puntos de la fron 
tera de H  f FERNANDEZ Za] (pág. 11) •

¿  2. EXTENSION DE DIFERENCIALES EN UN SUBCON JUNTO DENSO 

DE PUNTOS DE LA FRONTERA. EL ESPACIO C|^(A,F)[T¿3 .

Considerando una familia de compactos 

{koTp ^ A apartado anterior, también tenemos defi

nidos los espacios:

( - a , f )  = \ í c K(Si,t ) •. « . * ( 0  1 1 3
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I

tiene límite en , k « 0# lf 2f • • • r
|1 * II g. i \ v\. 'i icuando % --- ► z* & través de los compactos r*

Este "a través de los compactos ^ M tiene un

sentido análoga al de la definición 2,1 del capítulo II,

en que se consideraba el origen en vez de un punto 2.*i •

Sabemos que cada C C-fL»F)f X* J son
espacios de Fréchet-Montel y que para

todo vv e •

LEFINICIOIT 2.1

Llamamos I P ^ u (-^ i F ) 9 iv C  |NÍ 9 a

ta,F)* •••* aSí-ft.F)

B it IB* ( H  í f7) tenemos la topología produc
t - r »  nto n  *  que le dota de estructura de espacio de Frechet- 

-Montel.

Si y* ¿ yl , consideramos las aplicaciones

Ym ,n i (11 ,F) ---------*  ' d0Dde S’," ,n 80n
las proyecciones, esto es, Hi,,,, (6,...{«) .

PHOPOSICIOIT 2.1
El sistema (IB>« ln.F) v  ** rYi) es

C  IN
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un sistema proyectivo*

Demostración*—  Obvia, puesto que '•w-, p = Y**, p f

SÍ •
C.Q.D*

Consideramos el l£mite proyectivo 

( © «  Ul.F)) r Debido a que -todas
las aplicaciones m,« son continuas, podemos considerar 

la topología T  límite proyectivo en ÍB> C-fl->F)*

PHOPOSICION 2*2
««/

G> (-n-,F) [ T  J  es un espacio de Pr£
chet-Montel*

Demostración*- Es un espacio de Fróchet-Montel, puesto 

que es un subespacio cerrado del producto topológico

f l  ta,F) D O  •
C.Q.D.

los elementos de IB> (A,F), x  , son de 
la forma x r CxH')rL£̂  tal que si m,<n , entonces

s <Xn) * es deeir* X  -- {t(i) , l/«, **),..• }
donde cada 4¿ e (.a, p ) •
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DEFINICION 2.2   I. ■ ■■..—  ÍPO

11 amamos 6<* C-O-.P) " ^  ^v\ s 4

Jl pV
Considerando las identidades I ’ ' 

es el nácleo localmente convexo K  X ~4 (^nC&.F})#

PROPOSICION" 2.3

^«(JltF) se puede identificar a un sub 

espacio cerrado de 1B Cn.,F)£T,0,rJ •
A/ 0̂

Demostración.—  Establecemos la aplicación V[ i GtJJLf) 

tal que f (f) - { tf) ,( f, ^  «s» clara
mente, una aplicación lineal e inyectiva. Además, si dota 

mos a (**U1,F) de la topología T ^  para la cual una base 

de entornos de cero está dada por las intersecciones fini 

tas de entornos de cero en los espacios 

nemos que 1K as un homomorfismo topológico.

Por tanto, se puede identificar

con V  ( r Q^C-íl,F) • Análogamente con el apartado

anterior, se prueba que Y(<*«(-B.,F)) es un subespacio cerrado 

de íKrt-.n [ f ' U
C .Q.D.
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COROLARIO.

<SwtA,F) t T ¿ 3  es un espacio de Fróchet-

-Montel.

¿  3. COMPARACION BE LOS ESPACIOS [T*] V  ¿¡«(fl-.F) LTjj.
t>o

A
Sea una sucesión de compactos { K«j> J 

de , estrellados respecto de , que cumplen

lo de <f> 1. del presente capítulo*

Asociados a estas familias de compactos, 

tenemos los espacios c4^(a,f; y f a A , ? )  , * e P  .

Sabemos que cada está contenido
en cA¿{a ,v) 9 y que sobre £*C-0*fF) la topología % ,0( es más 

fina que la inducida por •

PROPOSICION' 3*1
<**(.11, F) o  F̂ (-fL,F) , y sobre $ la

topología 7¿ es más fina que la inducida por •

Pernostración*- Tenemos - O  j£u*-»F) a  u4*(Ji»f5— — ——  h«i n s l

Por otra parte, sea (V* fl... p y^) H <¥*<-&!*? ^  -entorno 
de cero en <*«,(■*!. F) , donde cada V¿ es un ,É̂ er—entorno de 
cero de .
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^  fe* es un *5^ -entorno de
. • i

cera de a*(#»F) , y sobre la topología ^  es
*

más fina que la inducida por . luego existe un LU »
Ü t A. *
¿ un %  ̂  -entorno de cero en tal que

cC *

U*' c. V¿ O  35*'(A >F)* As^* u 4 A  ... O  Uk es tur
ei

T  -entorno de cero en y se tiene que U aO»« fl
está contenido en V n ) f\ (A,F) . Luego'

Tac <=- sobre (JcCa.F) .
C.Q.E.

OBSERVACION^'
En general, W*|F ) ̂  Foc(*̂ iF) # FERNAJT

EEZ [4] (Prop. I-C. 1.8) .
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o a p  i i iri o v

S  1. DUALIDAD DEL ESPACIO (‘XíSl ,F) t Z e ) .

Sea E el dual topolééico ¿e un espacio 
de Fréchet H, dotado de la topología % ( H1 / H) , que es

la topología sobre E de la convergencia uniforme sobre los 

subcon juntos compactos de H,

Sea -íl ̂  £  , un conjunto abierto, equi
librado y holomérficamente convexo.

Es conocido, VALDIVIA Eí] ("Prop, 9), que 

-ÍX con la topología inducida por E es un hemicompacto" 

-espacio. Asi, encontramos en una sucesión funda^ 

mental creciente de subconjuntos compactos ( k r v )  ,. que po 

demos tomar equilibrados por serlo -fh •

Siendo^ F un espacio de Fréchet, formamos 
ftta.F) , el espacio de las funciones holomorfas definí^
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das sobre -O. y con valores en ?• A este espacio podemos

dotarle de estructura de espacio de Fréchet, considerando

definida sobre él, Ib  topología %  generada por el sist¿

ma de seminormas l 11 • IL u \ » donde1 n 'Kw,Jn^«*
" ***? ^ P».<3'*’) : ■***•«} 

para todo 3 e K  (Jl, F ) , y donde { r«.,
es el sistema de seminormas que define la topología del

espacio de Fréchet ?•

DEFINICION 1»!
Sea K un subconjunto compacto de E. Para 

cada J e  /Kl , definimos las seminormas

Í P ía,k * **“? P-. (?tX,)x & K
Estas seminormas 11*11 * k general la topología compacta
en < P  (J E , f) .

Dado /«■ c ( T ( JEtF)) , denotamos

por U y-II- l, - ,a,F I< I ; supremosque puede
r "m,ic uflt„ik*A

ser finito o infinito# Cuando se habla del dual topológico 

de ¥(j*£ t p ) , se ha considerado en 5>(J£ /F) , para

hallar el dual, la topología compacta.

Cuando el supremo anterior sea finito, y 

ot£o 9 * €  C 9 se cumple:
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A P I U , * *  3 I*»' " P " m -* / V P < £ ? C ;E,F)

= “ j ^ j T  e ( ^ C J e , F ) )

LEMA 1,1

Sea E un espacio localmente convexo. Sea 

XI un subconjunto de E, abierto y equilibrado. Sea kd-O- 

un subconjunto compacto. Entonces existe un número real 

oCyA f tal que o¿K d  SL •
Demostración.- Basta probar que existe un número real

< * * *t a l  <*ue ^  c  p  •o<

Veamos que -H- * U  ** #• <r*A

Debido a que XI. es equilibrado, sé tiene 

que rSL e. S L  9 para toda re ÍR tal que o¿c<A # 

Contrariamente, sea x  c  S L  * * 4 o » entonces exi£ 
te V entorno de cero, absolutamente convexo, tal que 

x + V o  X I  , ya que X 2. es entorno de x  ,

Puesto que V es absorbente, podemos eneon

trar un número real o , tal que e \f , y así

x 4 x  ^  V  • Por tanta O + ̂ ©) x  c X2. #

y resulta que x c  r XT1 * siendo • / • De• A+ Ao
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esta manera, hemos probado que SL es la unión de los con 

juntos rJX con r g R  f tal que o<r<A #

Con todo esto, k  c  U  , y

í^rSl : o e s  un recubrimiento abierto del conjunto K,
•V

con lo que existen rA , • ••jir* , tal que k c  U  -H. •  C ..........
El amando ahora jj - ^oor (<-4 ... rA) » clue'3a K  c-

<=. p  S I .
C•Q#D«

DEPINICIOH 1»2

Para cada $£■ £1»F), definimos P̂ iC
de la siguiente manera:

f C O  = -------------   17-----
f “ piu4¿ £lN

donde fot) r P- C*) es Ia serie de Taylor de f en el 
¿ *© J

origen, »ic|H y k c l l  es compacto#

PROPOSICION 1#1
Oc

Para ÍC*) =■ Z L  Pi'CO son equivalen
a-* ~

tes:
to

Cl)' *x> define un elemento ^ c W S & t T )  •<) - o
(2) Para todo \C c  fL compacto y para todo n-etfJ, tê

nemors f  (f)>4 •
*/k
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Demostración.- (1)' *=4> (2). Suponemos que f € ¿ZO1'?) , 
y sea k c  IfiJ , k<zSL un subconjunto compacto. Sea CAm?)íxííS

r 2 1  P* O O  * wuc/Nl , el m-ósimo polinomio de Taylor
de f en el origen. Tomamos *>A tal que *kcji , Que existe 
por lema anterior. Por BARROSO £*0(Prop. 1.14)', para cada 

compacto D y cada seminarme continua JS de P,
'Éum. fl C f c*) — [Am f) Gc)\ - o>h /

uniformemente para x £D , luego existe **. e fcJ 9 tal que
para todo *ig|N con t se tiene fn (4i*7-(Am?) (*)) 4

xc*tk

Así, II ̂ ¡1 - i— IIAmí - Aw-i ~*1̂  o<**
para m >m4 . luego ¿u* ju.p ¡\Pm ti Vm <. L  7 )**>*•_ . I * OC I**

' *'fe

(2)v<— ^>(1)1 Fijamos nf X; vLclh) , kc.-TL
compacto* Puesto que P (4)>* , tomamos £>© suficientemente

J*,k

pequeño, tal que P Cf) — E. >ó • ^or definición de límite 
superior, existe un ̂  , tal que

” pj 1U , k  i m ».k (, '
•'/IC 'Para * e k  , tenemos:

«y»
£  p. ( R m ) í  f  «?;«.,,» i \ k J : , '
j-o í J d eo "

óo
con lo cual <21 P,# C*) converge uniformemente sobre K. Esto
es cierto para todo ÍC C.JI compacto. luego 2-* Pj Cx)d "®
define una función

C .Q.D.
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PROPOSICION 1.2
Sea A un subconjunto de C JÍCft.F),Y©)

acotado y (**) una sucesión de ndmeros complejosa jn
tal que: ^

JtiwL *»f 1“ »' - I
w. e *i

entonces l ¿ n £ (©) ;
1 *1 \ 

es un subconjunto acotado de ( KC-G..F) / ^  / .

Demostración»—  Sea k c i l  un subcon junto compacto y equi_

librado, y sea tal que c. £L m Entonces, por

BARROSO [3] (Prop. 2.12):
< J j j , . J f lLax)—  J a ; £ im .
Ti A * = ¿ú, v'+* ' á

Así, si a e  /M ,

ii i .  a j 4 ( 0 ) 1 1  <  U  su-r s  ~  V  l l í , ' n A K
jl * 5i i m = s a

x e K

Pero, por otra parte,

sk *• M  ^ * / A) < •
Y de sttp Kl^A <4<S t se *iene l««,)£C$n , para t£

n^c/M
do *tclK/ , con C> o •

Luego:

S«f II a J ífoj IU,K • ^  M(*v, Sk,A) <
UA a ' s1
tfe/N

£ ^  • M  (VLf % K t < + &©
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Con esto, concluimos la prueba de la presente proposición, 

pues tomar el compacto K equilibrado, no supone restricción 

alguna, ya que para ver la -acotación bastaría tomar

los compactos de una sucesión fundamental (kVi) •
C.Q.l.

Sabemos que, pard cada , la topo^
«

logia inducida sobre ?(JE f) P°r Xo) es la
topología compacta, luego, para cada elemento ¡x de 

(^CA.F) t la restricción /*/ a ? 0£,F) 9 satisfa^
ce rie vjc/m .

PBOPOSICION 1.3
Sean H c £  y P en las hipótesis de este 

capítulo# Para cada sucesión ^unc^ona -̂es

JWj- £  Í ? C JE,F) ) , son equivalentes:
Cl) Para cada subconjunto A c 

To -acotado, la serie
oo i a y
? -  < Ti(J -e> J’

es absoluta y uniformemente convergente cuando f recorre 

A.

(2) Para cada $ G.3£Cn,F) , la serie

f -  < JI<J “ O J .
es absolutamente convergente.
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(3)' Para cada f c 1 la serie

es convergente.

('4) la aplicación

r : f ■—
con fe*K(ílrF) , define un elemento ¡ic nc,,)7 *
Pernostraeión. - las implicaciones (1) (2)'-»^(3y son

triviales. Vamos a probar ('3)N (4)"#

«Oo ^ j
Debido a (3), la serie 

es convergente para toda f c , luego la apli
cación que aparece en (4) está bien definida. Se trata, 

así, de un funcional lineal en . Acudiendo

a BARROSO C^3 (Prop. 4.12)* dado K^E. compacto, que sin 
párdida de generalidad podemos suponerlo^ equilibrado, exis^ 

te un námero real f > *  t tal que f\< C S L  , pues -fi 
es entorno de cero y K  es acotado, por ser compacto, tenemos

« T\ ^  « • ’ ttm.K “ Í3 P~ C((K)) rJ f x£j> le

T de este modo, la aplicación ^ i * ^  tío) esw #
continua, tomando en la topología to y en

^9 (J E  / f) la topología compacta. De este modo, con

fxy C  (ÍPCÍE J,F))7 » resul^a *»ei
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i t - < K- I' N >  *1
es un elemento de C«(XL,F), T.)' . Pero í'«Ca,F)l'fa>

siendo Fróchet, es tonelado y su dual ( 'KCQ*»P)/ es

débilmente sucesionalmente completo, por lo que

k & _ 2^- ^ i— «L , ma y
ll : í ■ ■ ■-» *, m-> “ X ± o  A' r
r a-***

con ? C ¡fC C*2-» F ) » es ^  -continua.

Probaremos ahora (4) (1) • Como la
aplicación definida en (4) es un elemento de C1/Í 
la aplicación:

fr  : ? i * V * *  = ^  *' ̂  ¿  ítt°"P)'

define una seminorma -continua sobre íeca,F) .

Sea A un subeonjunto acotado de

• Por proposición 1.2 de este capítu

lo, el conjunto

{ 2  i i (o) . $ e A ,  j V  jtf ]

es acotado en (2C(j0l,F) x*) 9 as^ existe una conŝ
tante M  (4 , > o » tal que:
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para todo f elemento de A y para todo j número natural

)■

Por tanto,

¿ M  (A u.-) 2 1  4-- •
~ , r  ’ ¿&ti i* C.Q.B.

Con esta proposición, tenemos establee^

/do un isomorfismo algebraico entre el espacio (tf((.a,F) «t©)

y el espacio vectorial de las sucesiones u:(uA) c TT (rC^e.Pj)
^  a ' hs®

tal que < m. > « ^ .L í * ̂ f«) ja* >* 1̂*0 | '
es convergente para f e (H, F ) • Esta aplicación
es, claramente, lineal e inyectiva; es, también, sobreyec^ 
tiva, por la equivalencia (3)'.^=^ (4).

PROPOSICION 1V4

El dual topológico ( *}{(&.,£) f 'to ) ̂ de 

(’Jff.iLjF) t©) es isomorfo algrebraicamente al espacio
oe f

vectorial de las sucesiones f* z C^j) ^  JJ ( '&('*£,?))
tal que sup H /*j I) J < A para algún k  C  Jl. com¿C|M rl'K
pacto equilibrado y algún vte/h).

demostración»» Sea f* - (iM) e • Por
proposición anterior, sabemos que
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*  1 * U f . r > |  -I

es una semincrrma *É0-.continua. Luego existe c yr o , 

km c.J2 compacto equilibrado de la sucesión fundamental 
que tenemos, y n,£ ¡Vl , tal que

I < f/ |U > \ = | ? -  ' * M l ^  * l0) '¿ di

para c • Fijamos jcfrJ y aplicamos la

anterior desigualdad a los polinomios V  £  , F ) ,

De esta forma, se cumple:

I' M n , I C m  * C
Tomamos ©¿ > A , tal que ©¿ k m  c. .ÍL • Así

Por tanto, ¡/%

•tl-W. ÍU.p *' «le*, ~ ~ót <  ̂’
*  o.

Contrariamente, sea y. z (^J) c ftCPPL,?))
Vi* ^tal que w*' s«-f ll HjH - r < A  . para algún y

¿£|N
algún k c I L  compacto equilibrado.

Tomamos tr número real tal que < A ,
y tenemos tu» II |) J ~  * A # Luego,

n'°*K ^
para cada £ > e> , existe hliyO f de manera que

«

n •̂'ll'i/O’íc 4 N ( -p+ , Vj-G |M .
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Por otra parte, fijando f £ itC^tF) , 

existe , tal que:
a i- í *  * (0)11 * w -•:----------  • > v j £ N
' m i *  T í e > "*•.«■* ' £ )<'

teniendo en cuenta la definición 1*2 del presente capítulo*

Además, por proposición 1.1 de este capí^ 
tulo, tenemos P ct) > A , y podemos suponer E su 

ficientemente pequeño cumpliendo

JL + e < / ‘O  - £ •<r »“K

Entonces:
*? , , ? ■ / , ,  u  si í f  «i_ #A'*«iiIirfZ. | < J_ J. *<») , (*« / l - *.«„ <•»>. n,<rn ".**— O /wt í

M .  ^    )  ^  * * *  •
P (f)-£
K|,r#e C.Q.D.

NOTA.

Tomando las seminormas j>k , n = 1, 2,

en P crecientes, no sólo sería válido
tcnv *u.f II p-í || ¿ < 4

h-/ *C

con h * <KÍ> C  J?0
para algún 7 algún kc^L compacto equilibrado, sino
que tambión sería válido

ííwi S u . p  || k i <  ^  ,
¿-ciM '
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para todo , hi £ Í/J y para todo k 1 compacto equili^

brado, tal que i l o  k*o k  ,

Entonces* con (pM) una sucesión ere 

cíente de seminormas que genere la topología de P y 

 ̂ una sucesión fundamental de subcon juntos com
pactos equilibrados en SL :

DEFINICION 1.3

Para cada k c IÑ, JM y re Í¡L , ocr¿h 9

definimos £ r (*.,£, p) como el espacio vectorial de las
00 • fsucesiones ( (Uj) €. TT C<PCJE fF)) tal que existe
¿r°N|**'0, de modo que

H  V j ‘ e I h l  '

Fácilmente, atendiendo a la proposición 1.4, 

de este capítulo', se tiene:

( X(Jl,F), T.)' = L /  S f U , t , F ) *ne In

o <r<k

4  2. LA TOPOLOGIA FUERTE SOBRE EL ESPACIO DUAL DE 

( K  (-̂ -,0 , Te)*
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DEFINICION 2,1
En cada S r  C*, €, F) , r JtefN

y re id con o ¿ r  4 A , definimos la siguiente aplica^ 

ción II *|| de la manera que a continuación expresa

mos:
Pj 11 n, )c¿

con p * (pj ) C 5 r F ) •

Esta aplicación es, en principio, una s£ 
minorma* Veremos que define una topología separada y, por 

tanto, será una norma*

PROPOSICION 2*1

*1-***» kj0 , r f. *,t e M  f r e  ñ

tal que o<r«¿^ es una norma en S f (n, Í,P) # 

Demostración*» Denotamos O* a la topología débil sobre 

(tt CSL,y) f To)7 f relativa al par dual < CJCC-íl, F) ,t% Y  j 

( *KC-^i F),Y*)>» y veremos que la aplicación identidad

I  •. ( t f K t , F )  , n . n K , J t t , r l - — ) , * - ) > ]
es continua*

Sea U un (T-entorno de cero en 0K(il,F) -u)*
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Suponemos que sea

donde q  *}((il, F ) para i: * 1, 2, ..., m, y e yo •

Entonces, construimos
f % í K)II *» z ^

V  » 7 p-=(r*j) c SrCn.^.F) *. *“-r ~i '
¿e. ni

y veremos que un múltiplo de Iste, está contenidor median; 
te la aplicación identidad, en U.

Tomamos «* y A » tal que . por
la fórmula de Cauchys

para cada í  e. ÍCC^-»P) > VjelhJ , V x £  VĈ  *

Haciendo esto para , i = 1, 2, • m, se tiene:9 • • • 9

donde II 11», « K fi
A,*sA|C#— ,m

Además

f». e V
V j £ 9i .

Por tanto,



06 *3¿ s„ r 2 ^  II c o l l * ^  l l ^ R ,k( ^
IULC.V
A> C ̂  i ¿/ »»• / ̂

¿ £  M  Z L  C ^ ) J ^ £• T T r
'* d*«

Luego- 1  \ . Z = ¿ -  V ) .<=■ U* • Keí X' o.Q.d.

PROPOSICION 2>2

El espacio £rCn,t# F) , n.e j)J ,

¿ e  |jj , o^r J  es un espacio normado completo, dotado 

de la norma r •

demostración»- Sea una sucesión de Cauchy en

( 5 r C n , t , F ) ; IMIn,** ,r ) •

de este modo, dado £ 70, existe 9

de manera que para cada ^tÍ7r \. se verifica

« f*% - /** flN  * t , r < £  (0)>.

Tenemos: ^ ^
o . 11 ^  j ** j’ Un,lo _H _ ufc ||w ke = 4l ------ -̂--- *-* < £ (i)>I I *i*t ,r V J

con lo que, fijado j ntSmero natural, se cumple que: 
a . 11 1*̂ * •

II

y así
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I < ^ l ='!*■?/ r V * -  * *> hj>l< £ C3)-
para cada 4 él *pO£ . F ) , tal que H í II ¿A •7 Hr*<í

Como ?CJL ,7) dotado de la topología 
compacta es un espacio de Fréchet, es, por tanto, tonelado 

y se tiene que (7 (^ E  F ) ) / es débilmente sucesional^
mente completo.

Debido a que (3) se cumple para los el£

mentos de & £ e  rP C J E , F )  *. ~  ̂}
y puesto que este conjunto es absorbente, (3) también se

\
cumple para todos los elementos de !P0>£/ p) , bastando^ 
sélo tomar en (O)', si para un f f} * resul

ta que ^ c. M-B* coir ?© adecuado.

Tenemos, por tanto, 4 |U* } una sucesión
1 1 /e\eisJ

<T ( ( * CJ‘ £, F) V , W £, F) ) -Cauchy.

Así, {. < t , f*J *)„ . converge
' e |M

a pi¿ J para cada f  c <PCJE,f) t *fcal ^ue

’ y F¿ ¿ ( F V ' e j ) ) '

Haciendo tender t a o» en (2)', resulta 

que n - ( ju j ) £ S r 0% l  , F ) . 7 en (1), teñe
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mos que ( K /ae Ih/ n -converge a jí ,* /*4 tr C •Q.D.

DEFINICION 2>2

Llamamos ‘Tf a la topología límite induc^ 

tivo asociada a 0t(A,r)fTo)/ con el sistema Sr(*,l, F) , donde 

en S r(.w.,R,rF) f tenemos la topología que determina la 

norma * ‘ H *,lc4 , r-

Por denotamos la topología fuerte

sobre ( J1£s l,p ) $ relativa al par dual

< (-KC-rt., t) ,T e ) ' , y tenenoss

PROPOSICION' 2.3

T D p> .
Demostración.- Por definición de 'fl* , basta probar que 

para cada ivclhl , t e  N  9 aplicación iden

tidad:

X  ; [sr c*,4,F) , n.na#ltJt/P]-— ,

es continua.

Sea U' uir p> -entorno de cero en 

( K U . p ^  X c ) / • Suponemos que sea
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0

^   ̂ c ( Tí (-Q., F ) 't* )  •. su-p ) c ?, f** \ ¿ J
í g A

para algún subcon junto acotado A de (7< ísi,?)f f0) y algún

S. 7 0 . Entonces, tomamos

t * v /! ry »rv,K̂  , - \V  * ( e SrCK#e,F) \ 5U-P ----- :-- 4 £ J ;
1 je JW

que es un entorno del origen en Sr(n,*,F).

Sea «*7 A f tal que <* k^ c-^l # Por la fúr

muía de Cauchy
A.* f i  J %

4- X  $ 0  U 1  s _L. í  T ^ r

para cada -f c $C(-fl.,F) , para cada y para

cada x e  ^  . Puesto que A es acotado en (fl?Cíl,F)# f

queda:

S U . P  II A _  í  i - i  ^
Í í A Jl “ * e A

donde M  - sup H (II
' A

Además

’-p " h > N l t  4 £" ri v ¿ e l M -
f*£ V

Por tanto:
Oo | < i_ A J | f )  , P j >  l '

e A  <)“ O
Su-P

*—  ■ jl

r c v
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■feA **° 
|Ul£ V

c £. M „ ,  2 ^  t  '  £  M,,'< " ^ 7'c a* o¿o

Luego I  ( C — rr ) V ) O  \J #o¿ r\ *, i
C•Q»D«

PROPOSICION 2.4

Las topologías T  y j!> tienen los mis 

mos subcon juntos acotados en ( ¡K(jl,F) f r£©),• 
Demostración.—  W r  la proposición anterior, basta probar 

que cada subconjunto A -acotado de (JÍC*b,F)r T«)f es 

T  -acotado.

Puesto que Cíe c-fl-.F ),*«>) es un espacio 
de Fróchet, es tonelado y, por tanto, si A es Jh -acotado,

es equicontinuo; por lo tanto, existe un entorno del ori

gen ü en C'Kc-a.F) / *to) * 
Ü  = \ i £  VC-n-.F) ; II f||m  k  í £- } ,

donde n  c. /N y K es un subconjunto compacto equilibrado

de -H. , tal que A U °  f esto es S«-f

Por U  hemos denotado el polar de U.
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Aplicando esto último a polinomios 

Pe. 'P £ , F ) 9 j&ltf , tenemos:

II I*i II ^  k  i ±  v r ,  i p j )  *  A .

Tomando ahora r^íR con o<cr<A # tal que

i. \c cl XX f quedas
í-.f |l f j í  „ ¿ j - r *  , Vjc IN .
p-cA r K

Pero como L ̂  es un compacto equilibrado de £L 9 existe

un de la sucesión fundamental, tal que y f así,

es válido también que:

— r " ke í ^  <■J , ^j £ lvl *
F e. A

Esto demuestra que A está contenido y es acotado en 

( £r lM\*fVc4 c)» luego también en

C «Q«D«

COROLARIO 1.
Cualquier p> —acotado de ('K(-n'»F)/*1») 

está contenido y es acotado en algún )M|* . * 0
con vv^cjK) y •

COROLARIO 2.

TT es la topología bornolégica asocia 

da a la topología a sobre (7f(A,F) 't0)/ • se tiene
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TT - p sif y sólo si# el espacio [C7£(jl,f ) 

es bomológico.

COROLARIO 3«

Sobre el espacio (JH (¿1, f ) ~to ) 7 # ^as 
topologías T  y la fuerte, relativa al par dual 

¿ (W(-a,F;/T.)//> * coinciden.
Peni (giración.- Sabemos, por KOTHE [4] ( ¡£ 29.5(2)'')', que 

si es un espacio localmente convexo metrizable, en

tonces la topología pCE#y E." ) es la topología bomológ:L 
ca asociada a p (£// £) sobre E* ,por tanto, por cora 

lario anterior resulta lo que queremos demostrar.
C.Q.D.

TEOREMA 2,1

Las siguientes proposiciones son equiva

lentes:

(a)'El espacio ( / *£» ) es

distinguido,
(b)N El espacio [*C #KC-fLlF), t ©) / pj

es bornológico,

(c) El espacio [ ( 

es tonelado o casi-tonelado.

(d)' Las topologías ^ y 2T sobre
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( x*)7 coinciden.
Demostración.- Las equivalencias entre (a), (b)' y (c) s©n 

conocidas, KOTHE M  ( 29*5 (3)')'# pues el espacio

( K  (Jl, F) /Xo) es un espacio de Próchet.

Por otra parte, (b) es equivalente a (d), 

aplicando el corolario anterior.
C.Q.D.
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C A P I T U L O  VI

PROBLEMA DE WATSON EN DIMENSION INFINITA.

Para el caso de una variable y el caso' 

de un círculo el problema de Wat son puede enunciarse de la 
siguiente manera:

Sea C el círculo de (T donde el centro 

es el punto uno y el radio es igual a uno, ¿Qué condiciones 
sería preciso imponer a la sucesión c  IR+ , donde IR+
son los números reales positivos, para que del hecho que 

una función f (z), holomorfa en el interior de C, verifique 
las desigualdades

(i)' |fc2.)| < M u  |fc|H con |2-4| < A  ,

n as 1, 2, ,,,, resulte que f(z) sea idénticamente nula?

Un teorema de Carleman responde a este

problema, probanda que:

"Designamos por Tír) la función definida,

para todos los números positivos r (incluido el ), por

la expresión T(rJ « *u.p r — • La condición
vi y/A

necesaria y suficiente para que del conjunto de desigualda
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des (i) resulte que la función f(z) sea idénticamente nula, 

es que la integral

(ü)' r  * * * T  —  <*<■
r*sea divergente”,

la función 3T(ry fue introducida en este 

teorema por Ostrowski, En la integral (ii), Carleman* hizo 
intervenir la función A Cr) = 2L S-- # pero,

puede verse en MANDEEBROJT C^(pág. 75) que, las integrales 

(ii) y í convergen o divergen simul^
Ja r

táneamente.

En el presente capitula, vamos a trasla^ 

dar el problema de Wat son a dimensión infinita.

Sea E un espacio localmente convexo con 

las siguientes propiedades:

(1) Para cada sucesión de eH
tomos de cero en E existe una sucesión (^j)jC |j4 ^e ©sca^ 

lares estrictamente positivos tal que C\ Ví es tam
¡ctt

bién un entorno de cero en E.

(2) E es hereditario LindelSf, es decir,



cualquier subconjunto de E es un espacio topológico Linde 
lof con la topología inducida.

Sea V un entorno de cero absolutamente 

convexo en E. Si q es el funcional de Minkowski de V, q d£ 

fine una norma sobre (&j ) / r * (D) t Que denotamos
II'Hy • Para cada x  e se toma Jjrlly el valoT

común de q(x) para xe x • Llamaremos indistintamente II • Uy 
para la norma de ( £/€0 //éJ.*'4(o) o para el funcional de 

Minkowski dé V. Llamamos E y  al espacio normado anterior.

Por s: E. — > Ey denotamos a la sobreyección
canónica.

Sea F  un subconjunto acotado y absoluta

mente convexo de un espacio localmente convexo F* Entonces

por Fg denotamos al subespacio engendrado por F,
*•LIN B  - U  ®  ,dotado de la topología que gene

»nc 4
ra el funcional de Minkowski de F. Así fb  es un espacio^ 

normado, y será un espacio de Banach cuando el conjunto 

acotado B sea completo* Por i \ — p. F denotamos a

la inyección canónica.
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Seguidamente enunciaremos un teorema, 

que más adelante usaremos, del que obtenemos algunas conse^ 

cuencias:

TEOREMA 1. (HILLE £0 (Teor. 8.1.8)'}
Sea D un subconjunto abierto conexo de 

£  , P un espacio de Banach, f y g elementos de O

tal que í f sn ) s | f5n) , n « 1, 2, ..., para uns suce^

sión, (Sn) c  D  , d e  puntos distintos, con punto adhe 
rente en D. Entonces f y g son idénticas.

COROLARIO 1»
Sea B un subconjunto abierto conexo' de 

<£ y f e  ’K  (D, F) , P u n  espacio de Banach, tal que

f no es constante en B. Entonces, dado a*e\> y L c F ,

existe r (a) > o  tal que +  siempre que

o < | o.| < r (ol) 9 •
Pernos tración.- Supongamos que la afirmación es falsa. En 
tonces existen puntos a*. , e"D f ny/i , L>c F , tales 

que;
(1) <3~vv jr a- 9 V*. e

( 2 )   *  c l

(3) * (clO

Pero entonces por el teorema anterior para todo
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1 € T) 9 1° cual es absurdo.
C.Q.D

COROLARIO 2.

Sea D un subconjunto abierto conexo de
C  f P un espacio de Banach y $ e fít (D, F) 9 tal que

f no es constante en D. Sea A un subconjunto compacto en D.

Entonces para k e F * ^ t e  A : f C'i) « t ] es finito.
Demostración.- Sea r(a) como en corolario anterior. Puesta

que A es compacto, existe un conjunto finito a A 9 a.z 9 ..»,
n

a-n , tal que A C  w  » donde¿s A *
D  ( aj , r (ft-j)) = ^ i £ < C  - U - « ó \  < v- Caj) ̂
j «■ 1, ...,n. Si %€lA  ‘tal que t entonces z perte

nece al conjunto  ̂a 4, a* , ... i a K ]
C.Q.D»

Otro resultado que usaremos es:

LEMA 1, (OOLOMBEAU - MUJ'ICAJsjLema 3.5) T

Sea E un espacio localmente convexo que 

satisface las propiedades (1 )> y (2) que hemos enunciada an 
teriormente. Entonces para cada subconjunto abierto -CL de 

E existe un entorno de beira V absolutamente convexo en E tal 

que 5 (¿2) es abierto en E y  y S ( 3-fl) c, 2  s («£2.) t
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donde s, como ya hemos indicado, es la sobreyección canónica

E ---- >• t 7 con el símbolo ” ^ 91 significamos la fron

tera de un conjunto.

A continuación ofreceremos el teorema 

fundamental de este capítulo'.

TEOREMA 2.

Sea E un espacio localmente convexo que 

satisface las propiedades (1) y ('2) anteriormente enunciadas 
y F un espacio de Fróchet. Sea -£e E* f € # o  • Sea

D  (*,*) = í t e  C  y Í1 -- f *  ÍíM,*)).
^ea J M*n }vncyjvtnSL suces^ n de números reales positivos
y sea T'Cr)'' la función definida, para todos los números rea^

les positivos r (incluido el + e* ), por la expresión

T  (r) s rn • la condición necesaria y suf¿
*t€ Itf M u

ciente para que exista una función f e  , no

idénticamente nula, V entorno de cero en E absolutamente con 

vexo, F  subconjunto absolutamemte convexo y acotado de P con 

-f (-¿1) c. Fg y cumpliendo

¿ M *  H^lly , ^  c  W  ,
es que la integral (

'A
convergente.
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Antes de ofrecer la prueba de este teorr^ 

ma, demostraremos el siguiente lemas

LEMA 2,
Sea E un espacio normado, P un espacio 

de Banach, l e E 1 , l +  o , con U£l!^4 , -Q. - V *  (D(4,4)) ,

siendo DÍ<M) el mismo que en teorema anterior, \ clhl
una sucesión de números reales positivos y T(r) la misma fuir 

ción de la que aparece en teorema anterior# La condición nê  

cesaria y suficiente para que exista una función , no

idénticamente nula, £, que cumpla

» 'ftajll < M w ,  II-MI"  ̂ i c ^
donde con 11*11 denotamos tanto la norma de E como la de F,

es que la integral f¿ sea con

vergente#

Demostración#- Primeramente veamos la condición necesaria.

Siempre podemos tomar un elemento a  e E 
tal que !!«-!/y que cumpla que *C(a)eÍR con © < £ t M < ' l  .

Veamos esto:
Sea loeE. tal que -£ít») £  IR con o <¿(t)<l#

Si IÍMI>¿ , tomamos c r  ^ y así tenemos o e E  tal que
HUI

H cllr t y que cumple o < * C O  - < £ (fc>) < 4 •
II MI
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Así, tenemos sólo que estudiar quó pasa si En e£

te caso, considerando un £.>0 , tomamos c - k —  y se
I UII  ̂ ^cumple que II o  11 = _ü   _í < A y
A + £ / + £

o < C c) s 4 CA»)_ < £ tfe) < 4. •
A 4- £

Be este modo, hemos podido encontrar 

cu €  E t con I * y  o<t(*)<4 .

Sea tal que Jlall < v < 4 . Así,

v*- Hall > O 9 y sea f»o tal que p< r- Hall y tal que

B  s ^  c E ; H a -  fell < f } C. JCI . Esto es posible por
ser n  un conjunto abierto y a  un elemento de JTL •

Sea como nos indica el lema,

if : F  f holomorfa y no idénticamente nula.

Seguidamente vamos a probar que es pos¿ 

ble encontrar un elemento h en B tal que y de ma

ñera que o < ¿(fe) < -ECa.) •

Si = o para todo 4 v c B  tal que

o  < -t t*M < *CCa) f llegaríamos a una contradicción, 

pues si tornamos f e  c  B  tal que O < t  ( A )  < -tía) f
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y con x e Ker t , definimos la función:

( ( A - «í ) X + * >fe)

en el conjunto abierto VV r  ̂ e C  \ (A-°0 * •♦'«(‘fe efe}*

Es posible dar una sucesión C tal que con

¿¿wi - d y 3(«*n1*0 , pues (A - <*n) X + •<* fe. .  w   ........
converge a "fe G  B  en E, y a  partir de un índice se tie_ 

ne que (4- x 4- fe. estaría en B, al ser F  un con 

junto abierto (consideramos que la sucesión 

tal que todos los elementos (A-*n)x 4- •<* fe. están en B),

y además o «r í ( U - * n) x + <***) = -<n*t(*fe) < tía) •
Por el teorema 1 del presente capítulo tenemos que g es idón
ticamente nula, ya que c. W  y ^ Cs^) = o

n e 1, 2,

Esto podemos hacerlo con fec.B fijado, 

para todo x e kcr i •

Ahora» dado ^ c B  ♦ existe un Z en Wer t

tal que y n * p fe » ^  C  . S i  4 r

podemos poner y _ ÍA-p) «J 2 f » con
a - p

J  i d k e r í  9 R e c t  • De ©sta manera, el
A-p P

elemento y  está en algún abierto W de los que hemos usado

anteriormente, luego v f ( ^ ) c O . Y s i  p a 4 » tenemo®
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y = 2 + ̂  * Pormamos ^ ^ ^k~ 'fe. , que converge
a ^ cuando n — , pero debido a que y e  B  »

existe n0c IN tal que (v \ c. B  • Como
en los puntos de B de la forma z+ p -fc, con “i e ícer C

y p 4 A , tenemos que ¥  se anula, resulta que 'fíiJi) - O
para ü  = k© , n0+A , • ••• Por la continuidad de , también 

se tiene que f ( ^ ) - o  •

Concluimos, así, que Y es idénticamente 

nula en B y por BARROSO [«&] (Prop. 1.18) y debido a que Jfl. 

es conexo, <f sería idénticamente nula en -C1 , con lo que

llegamos a la contradiceién buscada.

Tenemos probada la existencia de un ele^ 
mentó El tal que» II■AII ^ H , o < tl4\) < A y

<f ( M  4  o .

Sea la funcién V  : "T>(4,4) — * E. ,

definida por V  («0 = ^  # Veamos que
V  está contenido en jfl • Para ello habría

que probar que 14- para todo «< e T>(*#4) .

Pero esto es inmediato, pues:

| 4 - -í c-c A >  I - I A _ € t'U') 4- i U )  - <
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¿ I 4 -  e ( W ) \  V 1 i ( 4 v )  -  U - * ) |  =.

* U -  m > )  + K k )  l *- oc \ <
¿ A -  * U )  + te  A) =
puesto que \a-«\< A , para todo * €  #

Puesto que *<P(^)4o, existe una forma

lineal y continua sobre F, v e  F* , de norma menor o igual 

que unof tal quae ^ H o ) t £ o *

Consideramos la siguiente composición de

y llamamos g = V *  Y  - y  • Así, resulta que

*(") s (v. y . y) c«) v
para todo « e  “3> (4,4) • De este modo, se cumple que g

no es idénticamente nula, puesto que CA) r v ( V  (-M) +  O •

También se cumple que, con « e. “b (4,4)

=. 1 V ( y  <«t, ) ) l  ¿ y vi) II Y u-to II S llywAJIl ,

Pero como •C'k c. Si * para *teD(M),

aplicaciones:

X) (4,4)----
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por hipótesis tenemos:
II Y Coc*)! é M n Klln \<*ln * M *  M

Así, | JC*)! ¿ M *  l*!* , para todo oc e “D(A,¿) .

Además, por BARROSO £e] (Proposiciones 2.9 

7 3*9y g es una función holomorfa de *bU,i) en C  , por ser

3 3 V • y  • V

Con todo esto, hemos encontrado una fun 
ción J ^  (íDC4tM)/ <t) tal que no es idénticamente

nula y cumple las desigualdades siguientes:

1 9 ( 1 ) 1  i Mw 1 V i c D U . i l )  ...¿ ✓

Aplicando ahora, el teorema de Carleman, 

que hemos enunc:iffido al principio del presiente capitula, y

que responde al problema de Watson para el caso de una varia^
* + tro Jfock T  (r)ble compleja, resulta que la integral J 3 L ¿r
* r*

es convergente.

Contrariamente, para concluir la prueba
, . _ r +0° (ot>\ T  Cr) jde este lema, suponemos que I - .g ' dr es

convergente, y veamos que existe una función vp £ ^

no idénticamente nula, que cumple las desigualdades:
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II H* C'SL) II 4 
todo 2 Q n

u II f rm C IM f para

Por el teorema para el caso escalar 

(teorema de Carleman), sabemos que por converger la integral
Jf A x  (#0 if a — d  r , se tiene que existe una fun
A

ción ^  c  'Jfí'b ( C.) tal que g no es idénticamente 

nula, y que satisface las desigualdades 1*1* »

*t e IN , oc £. “D (4f¿)

Tomamos un elemento t £. F , tal que

y construimos la función : XI ----- ► ^ #-
definida de la siguiente manera:

¥  ( 1 ,  . I -  ,  ( t l „ )  , » «  A  -  * • *  0 » U . « ) .

Esta función es, por BARROSO 1*23 (Prop. 3.9) # una función
i *holomorfa. Es, también, no idénticamente nula, ya que g es 

no idénticamente nula y U ■+ o •

Además, se cumple que:

II ¥01)11 = II k • 9 («cd) ll » I ̂  l s
” i (•«(!))! i H »  1 f * x 4, 1  C-d .

Pero K(l)l ¿ lltlItlU £ IUII , pues y>
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así, resulta que
II Y <1)11 é M «  U f n - A, 2, ... t 1 £ S I  .

OmQ*D*

Demostración del Teorema 2«- Dada X £  £* , X 4 O , podemos 

elegir V entorno de cero' absolutamente convexo en E tal que 

si X  es la aplicación cociente obtenida de X ,

X c fey’V  , se tenga II ¿ II ¿ A #

Además el V se puede tomar, reduciéndolo 
si fuese necesario, tal que S C -A -)  sea abierto en E y  (lema I  

del presente capítulo)•

Por hipótesis, tenemos f £ ,

tal que f es no idénticamente nulfc. Sea 'f c F 1 c. (Fg) f 

coir II Y donde por I*IL denotamos la norma de ( >

y tal que V» £ es no idénticamente nula. Se sabe que

Y. t c  'Jfíxi-, c) y, de este modo, dado C -TI ,
existen , m = 0, 1, »«•, siendo Pvn G  <P ( " * E ( c )  , tal 

que (*f. f) (*) _ Z L  Pm, ( x - -*)
Vn *5.0

converge uniformemente en un entorno abierto W de ^ conte^ 

nido en

-124-



Reducimos V tal que s (w) sea abierto en 

El y (lema I anterior).

Por COLQMBEAU - MUJICA t-sQ('Lema 3*4)!, exis^ 

te un entorno de cera* absolutamente convexo, que podemos 

tomar V, reduciéndolo si fuera preciso, y un conjunto A ac£ 

tada y absolutamente convexo en C, tal que son conmutativos 
los diagramas;

E.  — ----► <C

con P,* e. *P(J E y ^  c A ) - (? ( J E.v d:) , pues

5 ^  i 3 s O» 1» 2, m i

£>© if * •
Formamos <3 (x) = (x — f1

para x c  W  f donde con t , i.eE, deno-tamos también la 

imagen mediante la aplicacién s del elemento z. Sabemos que 

f es no idénticamente nula en W  * pues si <p*f5 0 en W, 
entonces *f© f sería idénticamente nula en X b  • Be este 

modo, g es no idénticamente nula en W, ya que existe x £. W  

tal que (^o () (x) * o  y (Vef)(») , T~ Cx- =
^  «*» * o

P*? ( ¿ - 5 ^   ̂ 1 •rm s o
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Debido a que1 la serie definitoria de g 

converge uniformemente en s(W ),  converge uniformemente S£ 

bre los compactos de s(W) , luego ^ C s Cvv) ̂ £) •

Veamos que g cumple las desigualdades del 

enunciado del presente teorema.

Estamos suponiendo que fU**)está contenido 

cn y tenemos para todo x c W  ques

I 9 < « l  ' I p~  <* - »> l * 1 ’

= I (».{)<•)! í *'"1* , , w l » é « t M l &

y por hipótesis II ¿ ® v * pero H*Uy *
luego | § (*, | é (U jj* , x e W  .

Así, por el lema 2 del presente capítulo,
se tiene que f +<* ^ 3  T(r) eg conVergente.

*4 y l

Probemos ahora la condición suficiente.
r +•» (oa T(rJ »Suponemos que /.   «-<* es convergente y de

mostraremos que existe f no idénticamente nula, ‘f ,

V entorno de cero absolutamente convexo en E, B subconjunto

acotado y absolutamente convexo de P tal que * ÍJl) <= F b
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y UíCaOllg é t para todo 2e-TL y

n s I» 2^ •••

Elegimos V tal que si t c Í E y ) 7 es la 

aplicación cociente de í , se tenga .

También, se toma V tal que s C-lO sea

abierto en Ey •

* * j| »Infidentemente, si SL i t (l> (*»*)) f 

se tiene s C-H.} c. XL •

Aplicando el lema 2 del presente capítulo 
a jCL , E v y C  9 resulta que es posible encontrar una 

aplicación g e  *3f(.n.; c) tal que no es idénticamente nula

y cumple para ** c IKl , l ^ x )l í M/w» » x cXL .

Sea ahora un subconjunto B c F  f absolu

tamente convexo y acotado de ?, y sea t c F ^  tal que
H tllB ^ A # Tomamos^la función f s t • ̂  que será una 

función holomorfa de .A en y no idénticamente nula,

cunpliendo:

II f Cjí> IIB = HMI6 |$(x)| ¿ Mm, llx||v J x c  A  .
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Tenemos el siguiente diagrama: 

E  3  A ----------   r

Si tomamos t - *. o f » s f

tenemos que f c ̂  (XI,P) tal que f no es idénticamente

nula, pues si lo fuese, se tendría f (2.) - 0 Vics(n.),
• «con lo cual { sería idénticamente nula en il , al ser s (-0.)

abierto.

Además:

11 *C»>1IB = ||(¿ . i c s) C1) II & =

= ik¿. m ¿ ) H B = 11 * b - =
= M m  , V l C - O -  .

C • Q.D»

OBSERVACION,

El dual fuerte de un espacia de Fréchet— 

-Monte! y cualquier límite inductivo numerable de espacios 

de Banach separables son ejemplos de espacios satisfaciendo
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las condiciones (1) y (2)s del principio del presente capítulo* 

(Ver COLOKBEAIT- MUJICA M  (Ejemplo 3.1))'-.
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C A P I T U L O  VII

£  I. INTERPOLACION EN ESPACIOS DE PUNCIONES.

Sea -O. un conjunto cualquiera, tal que 

es unión de una sucesión creciente de subconjuntos

Sea E una subálgebra vectorial de K  , 

( I K - . R  •' t ), que satisface las siguientes condiciones:

•d)' 4uf f e M  r n = l ,  2,...
X e  A h

(2) M f con la topología Z  de la conver 

gencia uniforme sobre cada A* f n » 1, 2, ♦ es un espacio- 
de Próchet.

Sea 1 í(i)\ é ***1 Xc Am
para n = l f 2, ••• Suponemos M dotado de la topología Z  #

Sea (xn) Ml1 una sucesión de puntos de -fL *cin
tal que ,..., } (\ B,*, es finito para todo m e M  .
Y si y son dos enteros nA ̂  , entonces existe un

elemento f de M tal que 7 f (x^ )  - ° •
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Con estas hipótesis sobre M y con la su 
cesión elegida Cxn) en -C. , VALDIVIA £&) demuestra el siguien 

te teorema de interpolación:

TEOREMA 1,1 (VALDIVIA M  )

Si nj es cualquier sucesión

en IK f entonces existe un f en M tal que para

todo n c |M .

Sea una familia cualquiera

de espacios de Fróchet. Sea F r TT #

Saa \ } un sistema
fundamental de seminormas que definen la topología del espa 
ció de Fróchet 9 > c. A. .

Supongamos f un subespaci®

vectorial de Que satisface las siguientes condicione®:

(1)> Si g pertenece a entonces

<$) =  ̂ ^ C*c) > í * £ A*m ]
es finito para todo n # m *s lr 2, ....

(2) es completo con respecto a la tcr 
pología definida por el sistema de seminormas:
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^ /n  ̂ * * • J
(3) Si f c M  9 u,e Fa f entonces la función

^ u  ; x | -» ^C k ).u . > definida de -fl. en pa  » es un
elemento de •

Tenemos así una familia de espacios de 

Fróchet a c A  • Es,fcos espacios son espacios de fun
ciones de -TI en F* •

i-.nSea Z un subespacio vectorial de r que 

satisface las siguientes condiciones:

(T)N Si g pertenece a Z entonces:

fy*» r **? \ p í a 0')) *. x e  A«.}
es finito para todo m » 1, 2, •••, y para toda donde
con s.c.(F) denotamos el conjunto de las seminormas continuas
de F*

(2 y Z es completo con respecto a la topo^ 
logia T  definida por el sistema de seminormas:

{ f y * *  / p G  S,C, (P) J
(3) sí fcH y entonces la función

^u. : * 1----- +((*).u. 9 x pertenece a Z.
(4)N Si * F está dada por sus compo

nentes í. s i  — * F a , esto es, , donde
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es la proyección canónica de F en F¿ , se tiene que f es un 

elemento de Z si, y sólo si, es un elemento de 2*̂  , para 

todo U i  •

Dado un \ c  A  , y con las hipótesis hechas 
sobre , VALDIVIA M  demuestra el siguiente teorema*

TEOREMA l ‘;2 (VALDIVIA féj )

Si (u^jes una sucesión de vectores de , 

entonces existe un elemento en tal que fxvt) ,
n = 1, 2, • • »

Nosotros, sobre Z y P probamos el siguien
te teorema:

TEOREMA 1.3

Si es sucesión cualquiera

de elementos de P, entonces existen un elemento f en Z tal 

que f(x,j) - u»i 9 n «s l, 2, ...

Demostración»—  Sea sucesión imagen en fx de

(.Un) vl c iM por me^io proyección tĉ  ; F  v F* ,
2teA • Entonces, por teorema 1.2 anterior se tiene la exijs 

tencia de una función en tal que r »
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n = 1, 2,

Ahora definimos f : SI — ► r » la función 
que tiene por ommponentes a las funciones ; S L  — * F*

encontradas.

Tenemos que fe 2  t debido a que

y Z  cumple la propiedad (4) anterior*

Además: { Ocm) _ ( Cc*»>)a e a  ' ÍU" U a  = U n

para todo n = 1, 2, • ••

£  2. INTERPOLACION EN HOLOHORPIA INFINITA»

Consideramos un subconjunto no vacío, 

abierto y conexo -C1 de un espacio localmente convexo E,

^ "í {°j 9 sobre el cuerpo de los números complejos C  •
Sea P el producto de una familia cualquiera de espacios de 

Próchet distintos de , sobre el cuerpo' <C •

Si E es metrizable y d es una función dis^ 

tancia definiendo la topología sobre E, decimos que un sub

conjunto no vacío A de E es S L  -acotada si A está contenido 

en SI 9 es acotado como un subcon junto de E y ¿ (A f $ II) , 
la distancia de A a la frontera de SI. , es positiva.
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• K t C n . F )  es el subespacio vectorial de consis^

tiendo en aquellas funciones que aplican subconjuntos XI—  

-acotados sobre subconjuntos acotados de P. Escribimos

• Si A es un subconjunto XL-acotado 

de E entonces el conjunto

{tejO. : |?ca>l é Vf £ }
xeA

es llamado la -envoltura de A. S L  es llamado ÍC^-holom^r 

ficamente convexo si la -envoltura de cualquier subcon 

junto /l.-acotado de XI es también -£1-acotado.

TEOREMA 2.1

Sea E un espacio normado y X L  un conjunto' 

-holomórficamente convexo. Si (x*0*vcit4 es una suces^ n 
de puntos distintos de SL tal que:

^ C Xí?) r O J
n.—

denotando por d la función distancia, inducida por la norma
II • II de E, y íû i) es una sucesión de vectores en P,

entonces existe un elemento f en tal que f Cx*) r u*i 9

n = 1, 2, ...
Demostración.- Elegimos una sucesión creciente de subconjun

lx> o o
tos de E, XL -acotados tal que U  A*. * .d. , donde A n

denota el interior de A n  •
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El álgebra vectorial satisfacen las

condicones requeridas de M y si Bu es la Tly -envoltura de

Aw , queda que ^xx, x *, ...J d B u  es finito 
para todo m = 1, 2,

También si *A y"-*, son enteros positivos 
distintos, entonces existe una forma lineal continua f sobre 

E, y así un elemento de ,tal que - a 7

i kr<*0 = o .

Finalmente , sati£

face las condiciones pana 2 ^  , y por teorema 1*2 del presen^

te capítulo, es posible encontrar un elemento en 'Kbc a »F>'
tal que (*w) “ U.* f n = 1, 2, donde con

indicamos la sucesión proyección mediante TT̂  de

Ahora, formamos la función w y , , . ,  

la cual pertenece a le b (-n .,F ) , pues cada es un elemen 

to de y se cumple para 'K^C-n-.F) la propi¿

dades requeridas para Z7. Además

para todo n « l r 2,
C«Q»D*
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TEOREMA 2.2
Si &  * E» , siendo E un espacia normado* 

y es u^sucesión de puntos distintos de E tal que

Xtm lxn|( s 60 y (a,1)n G ihj es u^a sucesión de vectores

de P, entonces existe un Í £  Jfb fE,F? tal que f &n ? - u  , 
n = 1* 2*
Demostración»- Tomamos - B*w " IjxeE. : D x J| ¿ |

m =- 1, 2, • »», en la demostración del teorema anterior, y 

resulta lo que pretendemos»
C»Q»D».

TEOREMA 2,3

Sea E un espacio normado separable y P 

tal que la familia de espacios de Próchet ( F > 1 > e . A  sean 
separables» Entonces existe una 4  c. Jf t F) »
siendo n  un conjunto -holomórficamente convexo, tal que 

es denso en T  y A es un dominio de existencia para f . 

Demostración,- Si jTL r E. , entonces tomando \ u4 x 
un subconjunto denso de , X « A  , por VALDIVIA £¿J(Teor» 4) 

resulta que existe una función 4^ en tal que

*><*•) es denso en ̂  y -ÍL es un dominio de existencia 

para la función •
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Sea la función f *. L --- ► F , cuyas

componentes sean las funciones ^  , >£ A  • Esta función f

es un elemento de ,y demuestra el resultado que

queremos probar.

Si SL f E 9 por VALDIVIA &3(Teor. 5) 

existe una función , tal que es denso

en *> y JCL es un dominio de existencia para la función 

>e.A , De nuevo* tomando f la función definida de -fi- en ^

por las componentes , A c A  , obtenemos que es denso
en P y además es un dominio de existencia? para la fun 

ción f,
C.Q.D*

Teniendo en cuenta a VALDIVIA M  (Teor, 6)' 

fácilmente se puede probar el siguiente resultados

TEOHEKA 2,4

Sea JTL un subconjunto convexo de un eŝ  

pació localmexrfce convexo E, tal que cada subconjunto equicon 

tinuo de ELr W ( z ' f e)} es metrizable. Sea F tal que la fam¿ 
lia de espacios de Fróchet F^ f AC-A* sean separables. Enton 
ces existe una función f en tal que ^fA'Jes denso

-138-



en P y-O. es un dominio de existencia para f.

COROLARIO 1»

Sea E un espacio localmente convexo sepa 

rabie, ^  y P como en el teorema anterior* Entonces existe 

\xna función f en tal que es denso en P y

es un dominio de existencia para f.

Sea ahora E el dual topológico de un eŝ  

pació de Fróchet IT, dotado de la topología ¿e la

convergencia uniforme sobre los subconjuntos compactos de K*

TEOREMA 2*5

Sea A  un subconjunto de E que sea holo^ 

mórficamente convexo. Sea (xn) . . una sucesión de puntos 

distintos en -fl. que no contiene ningún punto de acumulación 

en y sea ( Uk) wte.¡Ñ una sucesi¿n de elementos de 7* 
Entonces existe un f en J£C/1,F) tal que u*. f

n “ 1, 2 , *••

Demostración*- Sabemos de VALDIVIA Kl(Prop. 9) que -H. , con 

la topología inducida por E, es un hemicompacto -espacia* 

De esta forma, podemos obtener una sucesión fundamental cr£ 

ciente de subconjuntos compactos, ng|M t de -TL #
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Aplicamos ahora el teorema 1.3 del presente capítulo con

M  = ‘¡JCC-fl.) y ^ r , y completamos la prueba.
C.Q.D.

Los siguientes resultados, pueden ser ob̂  

tenidos de manera análoga a VALDIVIA DO .

TEOREMA 2.6

son separables, -H. un subconjunto holomórficamente convexo

topología viene definida por una familia de normas, F un 

producto topológico de una familia de espacios de Fráchet 

 ̂ A eZl 9 VJ1 dominio de holomorfía en E y C * 0  una 
sucesión de puntos distintos en -fl. • Si (.**) es una sucesión

Si F es tal que los espacios ^  “X e A

de E, entonces existe f en tal que Í W e s  denso en
F y ¿L es un domino de existencia para f.

TEOREMA 2»7

Sea E un espacio localmente convexo' cuya

en F y existe una función f en ‘JCC-O*) tal que

entonces existe g en tal que a(x„)ru* , n = 1\r2f

Siendo E un espacio localmente convexo
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y F r TT f> con fe). espacios de Próchet, sea XI un 
ACA /te A

espacio topológico de Hausdorff y V  un hol&omorfismo local 

de XI en E, esto esr si xcXl entonces existe un entorno 

abierto de x en XI y un entorno abierto ̂  de Yot) en E tal 

que la restricción Vx de Y  a Üx es un homeomorf ismo de Ux ser 

bre • Se define {̂(XL) como el espacio de las funciones de 
XI en C  tal que i e íec-n.") si, y sólo si, para cada 

x e X L  , 4* es 11115 función holomorfa de en
C  • Be modo análogo se define ‘JCCXLjF) • Así tenemos:

TEOREMA 2.8

Si (a »On.É:|hj es una sucesión en P y exi¿
te una función f en ft(XL) tal que $0**1 es inyectiva, siendo

C*n) una sucesión de puntos distintos en XX , y 
_ %

| ‘fCxolsto . Entonces existe una función g" en n — » o» 1
ICCXL.F) tal que f̂ccn) s U-n. # n « 1, 2,
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