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Siendo ® un espacio de.Préchet, dotamos
de una topologia G localmente convexa al espacio de las
funciones holomorfas con desazrrollo 2sintético en el 6ri-
gen, consiguiendo as{ un espacio completo, pero no metri-
zable, Se demuestra que no existe ninguna topoiogia sobre
este esvacio, que le dote de estructura de espacio de Fréchet

¥y que implicue la convergencia puntuzl.

La completitud es conseguide introdu-
ciendo desarrollos asintéticos a trevés de sucesiones de
compactos, y estructurando-al espacio oACIZ,F) como 1li{-
mite proyectivo de esvacios de Préchet. Si el espacio F
es de Préchet-liontel conseguimos oue (A(L,F) se pueda
estructurar como limite proyectivo de espacios de Fréchet--

=lontel .

Un estudio pazralelo se hace en el capi-
tulo segundo con los espacios de funciones holomorfas cu-
vyas diferenciales se extienden por continuidad en el origen,

15(41-,F) . Estos espacios, probamos cue estén contenidos

en los espacios cA (ﬂ» F) .

4
Dotamos de unz topologia T al esvacio

. o
TBQQnF) , vV se prueba oue G es més finz que la inducida



por G sobre B,F) ,

A1 igual que en el caso de cA(ﬂnF) ’
sobre BUL,F) 1o existe ninsuna topologfa cue le dote de
estructura de espacio de Fréchet y cue implicue la conver-

genciz puntual. Tembién, 'G,es completa y no metrizable, si

P es espacio de Fréchet,

Introducimos los espacios de funciones
holomorfas cuyas diferenciales se extienden en el origen a
través de una sucesién de compactos y mediante ellos, se
estructura,si P es un esvacio de Préchet-lontel, B(2.F)[T']
como el 1fmite proyéctivo de una familia de espacios de

¥réchet-Montel.

Los espacios de funciones holomorfas
con desarrollo asintético y aquellos cuyas diferenciales
se extienden por continuidzd en el origen, & través de une

sucesidn de compactos, son también comparados,

Recogiendo de WILANSKY [A) 12 definicidn
de FH-espacio, el canitulo tercero es dedicado a definir
ciertos subespacios cA (L1 ,F) de AA(L,F) y B HLLF)

/
de B( ,F) , dotados de nuevas topologias Gy y Gvr, que



resultan ser FE-espacios, tomando H como A(R2,F) y

B, F) , respectivamente,

Se hace un estudio compearativo de los es-
pacios AHLF) y B (2, F) , asi como de sus topologias
, _

.GI" Y 'zf .

Si P es un espacio de Fréchet, £ un
subconjunto abierto convexo de un espacio de Silva E,
y (24) una sucesién densa en la frontera de L, o241 |
se concsideran los espacios de funciones holomorfas con
desarrollo asintético en 2n , a través de una sucesibdn
de compactos y los esnacios correspondientes de funcio
nes holomorfas cuyas diferenciales se extienden en Zm
a través de unz sucesidén de compactos. Se ectudian los
niicleos localmente convexos de estos espacios y se com

paran., Esto constituye el cuarto capitulo.,

El contenido de estos primeros capitulos
es una extensién de las investigaciones que fueron rea-
lizadas para funciones de una o varias variables comple

jas por HERRERO [A} , MIRA[4) y FERNANDEZ [4] .,



Entre los afios 1979 y 1980, ISIDROD]J

(2] y ANSEMIL-PONTE [A] , haéen una descripcién y estudio
del dual topoldgico del esnacio de las funciones holomor-
fas de tipo acotado, definidas en un abierto equilibrado

e} de un espacio normado E con valores en un espa=
cio de Banach P, dotado de su topologfa natural, Nosotros,
consideramos E el dual topoldgico de un espacio de Préchet
G, dotado de la topologfa de la convergenciz uniforme so-
bre los subconjuntos compactos de G, L un subcon june
$o0 de E z2bierto, equilibrado y holomorficamente convexo,
¥y P un espacio de Préchet. Se dota = ?«II,F) , espacio
de 1as.funciones holomorfas de {X en P, de la topologia
compacta To . Un estudio de la dualidzad topoldgica de
‘(QCCIL'F),qb) es llevado 2 cabo en el quinto capitulo,
obteniendo un isomorfismo entre el espacio (QfCQ"F),T@)l

y un cierto espacio de sucesiones,

El problemz de Watson para el circulo
de € de centro el hunto uno y de radio uno fue resuelto
por CARLEMAN [A) ., Este problema es extendido a ciertas
clases de espacios localmente convexos, <entre los que
estan los espacios cue son dual fuerte de un espacio de
?réchet-Kontel, Se resuelve el problema haciendo interve=-

nir la funcidén T(r) de Ostrowski.



Por ¥ltimo, siguiendo a VALDIVIA [2]
se dan ciertos teoremas de interpolzéién en holomorfia
infinita, cuando se considera el espacio de llegada un

producto arbitrario de esrpacios de Fréchet,

Para finelizar esta introduccién,

4

guiero exvresar mi gratitud a mi amigo el profesor José

Bonet por sus constantes muestras de dnimo y estimulo,

-6



CAPITULO I

¢ I. ESPACIOS DE FUNCIONES HOLOMORFAS CON DESARROLLO

ASINTOTICO EN DIMENSION INFINITA,

TEFINICION 1.1

Un espacio localmente convexo E[T] es un
espacio de Silva cu@indo existe una sucesiédn creciente de
espacios de Banach que cubre a E; tal que la aplicacién
inclusién de cada empacio de Banach en el siguiente es
compacta, siendo la topologia de E la topologia 1fmite

induetivo correspondiente a esa descomposici’-én:

Recordamos gue un espacio de Silva em el
dual fuerte de un espacio de Préchet-Schwartz y que, exis
te una sucesidn (Byn) , con  Bn < Brnes Wne N, fundamen
tal de subconjuntos absolutamente convexos acotados de E
tal que, si EBn denota 18 envoltura lineal B, , normado
con el funcional de Minkowski de Bw , denotado por “'“Em’

EBn es un espacio de Benach y ™n es compacto en el es



pacio de Banach EBM‘ .SiE es un espacio de Silva y F
es un espacio localmente convexo, denotamos por L(E,F)
el espacio vectorial de las aplicaciones lineales y con
tinuas de Een P y, si q¢ N, 972, denotamos por

L—q,,s (Eq’, F) el espacio vectorial de las aplicacio
nes g-lineales, simétricas y continuas de EY en F. Si
" e Lq’,s‘ (Eg,-F) y xcE escribimos w(x%) para wix,x..,x) o+
Estos espacios se consideran dotados con lea topologie com
pacta abierta, denotada por Z, . Todos los espacios local
mente convexos' E y F considerados aquf son comple:}os; Si
L. es un subconjunto abierto de E, decimos que una apli
eacién f: QL —+F es holomorfe si, y sélo si, es
G-analitice y continua}; denotamos por 'TC(Q,F) el espacio vec

torial de las aplicaciones holomorfas de L en F:

DEPINICION 1.2

Sea {1 un subconjunto abierto convexo
de E, siendo E un espacio de Silva, Sea P un espacio lo
calmente convexo. Sea e HEar), oce 3N ’
diremos que f tiene desarrollo asintético en o020 ,
ei, y 88lo si, existen w,eF , u-mL(E.,F); Wo€ LQS(E‘I_F)
972 tel que:
9 - 9
4(xy - 2 uwm (x ) + HXUB" E.w'c&(x) , "C"Q'OEB-L

m=0
donde &,,q<)—»o0 enF, cusndo x M8y o mientras que

~8-



x esté en cuslquier Kn.,r ,» pe N , siendo
Kn.,F z {xe QanEg, : lP0)| > _‘F Ixlg,, }
de manera que ¥ es aquélla forma lineal y continua que
por el teorema de Hahn-Banach, y 2l ser S convexo, pode
mos encontrar, cumpliendo Re ¢(Q)>0, y asf [P(Q)|>0 .

g
Siempre que fo o , mientras que X esté

en cualquier K’HP , e tiene que {fx)—uo en F. Se consi

dera, asf, £ definida en cero como f£(o)zu, .

NOTA,-

Aunque lés resultados que obtendremos son
v4{lidos para un punto T <3l , por comodidad trabajaremos
con desarrollos asintéfticos en o0e€23fL, definidos arriba,
y no con deserrollos asintfticos en $€2L , cuya defini

cién f4cilmente puede desprenderse de la enterior.

PROPOSICION 1.1

Ia funcién £ determina unfvocamente las

aplicaciones U—P .

Demostraci6n:- Supongamos que existen o.r ’ p=o,‘1,2;’;l.‘5

verificando lo mismo que “'F .

Podemos escribir:

f(x) - Wwe + Eu,o ) ; xe__Q(\Eem

-9



fexy = ao + Prie ) , xe Q0Eg,

donde &n,p (x) —=» 0 en F, cuando xﬂﬁzo y Siempre

que .x esté en Kn.,P . Lo mismo para fRn,o0 &) . fero
wo, a, € F , luego existe el 1fmite de £(x) en P, cuendo
¥

x—2% o siempre que x esté en Kn,f o Este limite vale, res

pectivemente, Yo y Qo , y,por tanto, “we=0« .

Procederemos por induccidén y supondremos

WozQo g gz By jgeeey Wp, =Q,., s ¥ VESMOS que wurclr,

Sea xec s.c.(F) y se tiene que

o (\Lr x7)-ar (K"))‘ - o ( En,e (x) = P“.r (x)) , XG,.Q.(\EB“

3

B

Dado g3o0, "3;‘,0 . uxlIBsS , XeKn'P s entonces
n

o« (W, (x7) - a..-(x")) ¢ & “"“;u ol
lgn

pues &, . (x)- P“" (x) —» O cuando x—>0, xeKn,p *

Sesa X & QN E'Bn « Como o:’aﬂ.y <L
es convexo, resulta que (o,x] -_-ll,;\x . oCA sh} cfLnEg .
asf 3 aeRY tal que X=X, con x,€e{L0kg, ¥

llxm&s $ s ysi xeK..,’, , también x,‘e\{.\,? .

2 r r .
Inego o« (ur(x") - ar x4 ))c & Uxg Mg, °

Pero evaluendo ghora en  x = dx, » %X (we (x) - af (x7)) =
= “(}r (\Lr (XAT) - Qe (X,.r))) - }r“ (u’r (x:‘)_a'(xx')) $3' £ “x‘ufsn 2

s & ll)x,-ll;“ = & ""“;m

~10-



siendo esto vé&lido para todo €yo0 , de donde obtenemos que
% (ue(x7) - ar(x"))=o0 ,"‘x ‘--Q-“E&n’ Ve sc(F).

Haciendo esto Vxe Xl , Ve sC(F) , se tiene que

ur (L) =z ar(27) . Como £L es abierto y Yr y @r son

funciones enteras, resulta que WezQ, .

S C. Q.D.

DEFINICION 1,3

Ilamemos cA(SLF) 21 conjunto de. funcio
nes de {(SL,F), tal que voseen desarrollo asintético en

el origen.

PROPOSICION 1,2

CA(!L'F) es un subespacio vectorial propio
de (L ,F), 5i £ es de Runge y P es completo y tiene la
propiedad de aproximacidn, entonces cA(SL.F) es denso en
R@F),

Demostracibn.- Veamos vprimeramente que ALF) es un subes

‘pacio vectorial de K(L,F)., Si £ y g son elementos de

AL, F), 1, pec, fe) = %. wi(x*) + l\x\\q €w,q x)

%(x) = %_ v (x") + “"“Q 'ln' , x en_ﬂas“ v\,e\ﬂ QCNUIlP},

donde u., VoeF wa, ) € L(E F) ws vy € \-4.,5 ( E F‘ ]
-Ng.,

para <32 En,q V=0 y 4 ¢*) —>© en F cuendo x —>°©°

)
siempre que x esté en cualgquier Kn, P e

(At mg)oer = 2§60 4+ pogo) = >‘[2&_.u~(’c )+ Uxdl 8*{"’]"’



rpls 2‘_ vi (x%) & hxllg 'zwm]

Z (Aus+ pve) (x%) & nxn,, (Aen,gcxhrq_‘q(x))

AT

donde Aén,qkhrxqm‘;)-—aocuando x—'—lg-"to con x en K"'f';

Bsto nos indica que P S 9 e AL,

Veamos seguidamente que 04-(-‘1-':) es un
subconjunto propio de H(Q,F) . Sabemos que P(R) es un
conjunto abierto en € , siendo ¢ 1la forma lineel defi
nitoria de los conjuntos Kn.r , pues ¥ es abierta.“'Def_:i;'
nimos pe W (¢ (), 9, pC2) = _%. . Ahora bien, =€ ¥X(2C)

o Dado acF ,

si definimos “«(x)= @ (‘P(x)) ?(n
construimos t1e (L, ¥) , de forma que fx)z Q. « ()
Vx e £ , Esta funcidén £ es una funcién holomorfa, que
no tiene desarrollo asintético en cere. Si tuviera desa

rrollo asintético en el origen, existirfa w.eF , de ma

nera que f&x)z we + €m0 () x G--Q(‘Ee“ , tal que
€n,o (X)— o0 cuando x-y-ia—‘*by x estd en un K"'F . De
esto resulta que fcx)—-»u., cuando x' Bro y x estd en un
K.L,f, . Sea x.e-ﬂ-ﬂE&‘ fijo, as{ x, pertenece & Knmp,
con Po"N y Bea 0¢6.¢A param =1, 2, ... tal que ®m—o,

Asf x,.= Nx,._'f.‘_é"_>o ¥ X.\€ "C»,f, s M = 1. 2, ;i.';, pero

_ ca o = an A
:f (XM) = Q. d(xm\) = @ © (xm ) Owm ‘f(x‘)

que no converge en F. Iuego 2 no tiene desarrollo asintd

tico en el origen;

-12-



Si P es completo y tiene la propiedad
de aproximacién; se cumple ( H(SL,F), o) = (H(R), <o) &F =
= (R(), 1)@ F , DINEEN[5) (Cor. 6.35). Asf K(2) ®F
es denso en ('){(.Q.,F)”Lo). Pero los polinomios continuos
sobre E, M(E), son densos en (K(.n.),'c.) y DOor ser JIL de
Runge. De este modo N(E) @ F es denso en ('a-C(Si,F),To),
»con 1o cual CAUL,F) es denso en (# (2,F), %) . |

C.Q.D.

Vamos a dotar, ahora, a A(LF)de una
topolog¥a T . En lo que resta de capftulo, F serd un es
pacio de Préchet. Sea K un compacto de .O.U‘LO} s tal que

ocK , estrellado respecto 21 origen. Entonces 3n_eWlN ,

de modo que Kc kg y K es compacto en Eg Muzn, o Sea

e ALLF) . 2up e.,\mx))s*},

Pm € SC (F) , Definimos V (Kv'":“) =& e KNKnm

= YaqeWN [ oscqzr
"(w, ' 2 #5 ‘A('Q"F) % ' ’
v d M) [l (1) Pw (&Q(£) (en)q ) € )

) €
@) wp  Pm (B, g&) €]
xe\cl\Bn(\kﬁm

donde, dada f en 4A(QF), existen ao.(f) e F ax(f) € L(E"F);
aq(f) € Lq,s(Eq,'F), 97%, tal que
L0x) = %_ actd) (x€) + Nxly Emgq@), xcalby
tal que E:.—c:'{(x)—-»o cuando xﬂ-‘i’»‘ © si xe kwp , peN
ne N » Denotamos por a-g'(Q) (B.‘)q' a2 los elemen-

tos de la forma ¢1({) x%)y, Vxe Bu .

13-



Dotamos a AW Pae 1o topologfa T local
mente convexa que admite como base de entornos de cero los
conjuntos  V (K,m,n) n y'(4y, rom) , cuazndo X, m, n, r,
varfen como hemos indicado, esto es,K compacto de nul,o},
estrellado respecto al origen.y conteniendo 2 &steyneNN,

ny M , de modo que Kckg, y K es co'mpacto en EB" 3

\MCN ;' r= 0, 1' 2' 00;

No existe una sucesién fundemental de com
pactos con las propiedades que tienen que cumplir_lés com
pactos que aparecen en la definicidn de la base de entor
nos de cero dada, pues si asf{ fuera, tendrfemos definida
una topologfa que nos darfa un espacio de Préchet y que
a su vez implicarfa la convergencia pzmtua.l; Esto no es

posible gracias a:

TEOREMA 1.1

Sobre el espacio A(n.F) no exisfe ninguna
topologfa que le dote de estructura de espacio de Fréchet

¥ que implique la convergencia puntual;\

Demostraci&n;- Supongamos que exista una tal topologfa T en
rﬂ.(ﬂ-.F) . Podemos pues considerarla definida por una su

cesién creciente de seminormas -, ¢ V.U, ¢... ¢ ll.U,%-...



Por ser L. zbierto convexo, resulta
que @) es también abierto convexo, siendo ¥ como siem=
pre la forma lineal introducida en los conjuntos kn.,P 'Y
'Qe(ke(.m)>o , luego oeF¥N) ., De esta manerz, sea (2a)

una sucesidn de puntos de 99YW) 2l que Z.— O

Cx)-Zn

Consideramos las funciones balx) =

para n = 1, 2,...., ¥ ®*€F fijado. Estas funciones (bn)ucw

2,F), 7 i A
son de A( ). Formamos la serie 2 o (A+ “"""“4\\’ .

N4

Esta serie es convergente, ya que cualquiera que sea ren ’

luego, debido a que la convergencia en A(Q,F) nos impli
ca la convergencia puntual, llamamos g(x) a esta suma
puntual.la funcién g, sin embargo, no tiene desarrollo’

asintético en el origen. Sea weF', tal que wta)zA , y sea

%: wc’% .

Veamos que g no estd acotade en ningin
entorno del origen. Sea U un entorno del origen, asf @(VU)
es un entorno del origen y a partir de un Indice ke N ,
(?_.\)w?,k c Y(U) , Sea 2n fijo, rm e9¥(VU), y sea una
bole B =B(2za,8) & Y(U) , tal que en B no haya ningin

Zm M +n 3y tal que [2-2m[>® , VYm ian s V2B .

Veamos que en U N ¥~} (B{\‘P(Q-)) , E no

estf acotada:

=15-



A

_ 2 Plx)-Zm _
T = o 2 U Wbl
p A
W) - 2m
- Wix)— 2n + Z.

2 (A+ Ubull,) min LM (4s “bm“m)

Tomando médulos :

A A
- | Wix) — 2, 1Q0x) — Zm <
Nge| ¢ S E 7 NEoET 4
2% (4 +lbally) mAt omay Nbmllm)
i ,
(@) - 2al a4 L S
< - + S %V\. M
2% (h+ Nbnlln) A .

s _[er)—in‘J;‘
mER 2™ (s lomiln)

Asi, la parte estd acotada, en

A
cambio [€rx) = 2n) no estd acotada cuando
2 (A+itballe)

xe U v [ante)] .
C.Q.D,

Seguidamente, probareros que el espacio
AL, F) dotado de 1la torologfa T es un espacio comple
to; para ello, veremos que cA(ﬂ-.F)["b] es el 1{mite proyec-

tivo de una familia de esvacios de Fréchet.

¢ 2, DESARROLLOS ASINTOTICOS EN DIMENSION INFINITA A

TRAVES DE SUCESIONES DE COMPACTOS. LOS ESPACIOSAJLFNG].

DEFINICION 2.1

Dada una sucesidn fundamental de compactos



de . , 4, C-A_,'c: ..cld,c... y que siempre podemos
encontrar por MUJICA "l (Teor. 7 .4), llamamos {K« Pi:“a una
sucesién de compactos de .f).u'lo} , estrellados respecto al
origen, cumpliendo las siguientes condiciones:

(1) o€ qu s P=1, 2, vee

(2) AFC-K«P y P=1, 2, oo

(3) .K-.:F.?k‘."rﬁ, y D=1, 2, eee

con « recorriendo un conjunto de indices T , infinito

no numerable,

DEFINICION 2,2

Diremos que | tec® (AF) tiene desa
rrollo asintético en el origen & través de la sucesidén de
compactos &K.r}”‘ si, y s8lo si, existen we () e F ,

f‘.‘

Wy (f)elEr), Wwalt)elq () » 972 , tal que
2 X (e m 9 ~
{(X): 'Eo WUwm ) (X ) L llxﬂsn &n_’ﬂ'f (x) , xen(\EB” F)
donde E"-\,"-‘b‘)-’o en F, cuando x,'_f.?.‘; 0 ton xe kn.rnkuc ’

'\,r,'CCN 9q=°91v2’0';

Llamamos Ax (“'F) al espacio vectorial
complejo de las funciones de H(n .F) que tengan desarrollo
asintético en el origen a través de la sucesifén de compac

oo

tos )l k“f}p-;}t

admite por base de entornos de cero & los conjuntos

' ¥ T« & la topologfae sobre (A-("n'F)que
V(Keg wm,n)AV' (n,r,mm)  donde

~17-



V (Kug ,m.n) :(fg rﬁqm,F):o;Lr Pm(f(x))gA}
xekdtnkn.n

V'(n,r'm) z &f"— ‘A"('le)"v‘i‘em ot q £T
(4) ?m(‘&“q(g) (Bn)q) ¢ A

() sup Pom (&:,1.Q m) < ‘\}

X€ Kaf A B0 Knyn
Y pm€sclF) , Kap ©Eg, 7 K«t es compacto en
E—s y “71“'1.2 y T ='0, 1, 2,;0;, MEIN.

n

PROPOSICION 2.1

AxlL),F) [L‘] es un espacio de Pré
ghet;

Demostracidn.~ El espacio cA«(n, F) [t"‘J es un espacio

metrizable, puesto que la basé¢ de entornos de cero es nmu

merable. S8lo queda ver que A« (-Q;F) [%] es completo.

Sea Hj }J.euuna sucesidn de Cauchy en

Ax (€L F) [‘C.,J. Esta es una sucesidn de Cauchy en ¥(,F)
cuando en este espacio tenemos la topologfa compacta abier
ta Te., puesto que Aec Keg NKnn , para algin nelN, que
depende de € . Debido a2 que H(AF) con la topologfa com
pacta abierta es un espacio de Préchet, existe una funcidn
fen ¥(n,F) , tal que f:,—-?f en ('K(-ﬂ-.F)' 'C»o). Para ca
da g fijado, la sucesién (u.'a “3’)4'5»1 es une sucesidn
de Cauchy en l—e‘,s(é' F), considerando aquf 1a topologfa

compacta abierta, luego ésta converge a un elemento de

~18-



este espacio que denotamos por Uf‘.} (f) ; y para cada

X € Kup N Knyn 0 Bn , la sucesidn ( E'Q:lc‘i,gj (x));,‘
es de Cauchy en ¥, luego converge a un elemento de F, de
notado por &“,"%; (x) ; puesto que la sucesién

( &“n,% gj ‘x))JeIN es uniformemente convergente para

x € Kug O Knn (\Bn resulta que Ew,q ¢ % —»0 en F cuan
do x XM, 3 x queda en Keg 0 Kn,n . Esto serfe v&
lido para cualquier Ku,p , debido & que kn,r e Knn, p<

e Kmaypas 5 YneN |, VpeN |

T ) - \\x\\: En a8y
Tenemos :@S(x):z— %) "

.=9
o “ n-g,
si xefNEg y Enq,§ (x) —s> O cuando x —» ©
J
en cada K«g 0 kn,r . Tomando 1lfmites ahora para

. 3 - . -
J— > queda f£(x) = 4.2.-3 uc () (x%) 4 lelgn Ewn,q,{ 0]
N
si X e _CLnEs” y &“n,i'f(*)—"ﬂ cuando ,‘_‘_‘_\_230
en cada Kug NKn,p . Asf £ estd A« (@, F) | 5
A (n,F) IZ-rJ es un espacio de Fréchet,

C.Q.D.

PROPOSICION 2,2

Si P es un espacio de Préchet-Montel, en
tonces cAwx (N,F) LTe«) eg también un espacio de Préchet~

=NMont el;



Demostracidn.- Primeramente, probaremos que ¥ (<1,F)

con la topologfa compacta abierta es un espacio de Préchet-
~-Hontel, Debido a que £ es un 2bierto de un espacio de
Silva, este es un k-espacio., Iuego (KO, F) ze) S
s ('K(-Q-),Tu) EF , donde Tees la topologia
compacta abierta, DINEEN[5)(Cor. 6.35). Ahora biem,(H(1),%0)
~ es un espacio Fréchet-Montel, pues todo espacio de Silva
es un (DFM)-espacio, DINEEN [3] (Prop. 8); También el

€ -producto de dos espacios de Fréchet-Montel es un es
pacio de Fréchet-Nontel, KOTHE [2] ( $ 45, 3 (7)), ¥ con

todo esto ('K(-O-.F),‘c.o) es un espacio de Fréchet-Montel,

Sabemos que (?(ME’F)'.&’) es un subespa
cio cerrado complementado de (¥ (N, F) 1.,), VmeN ,
DINEEN[5] (Prop. 2.40), asi (¥P(™E,F) ©.,) es,también,un

espacio de Fréchet-Montel,

Debido & que A« ma‘)[tt]es un especio de
Préchet, para ver que se trata de un (FM)-espacio, 86lo
nos resta probar que si ')fj}es una sucesién de funciones
de A« (2, F) , T« -acotada, se puede extraer una sub

sucesién convergente 2 un elemento f de d« (N,F) .

Tenemos

Y %
fiw e T I UD G v Mg, Eda @

4az0
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« fi-n
si xeNakg y e“v%.ﬁj (x)—» 0 cuando x—-—s—"vo

en cade Kep A Knp

Por la definicién de @« y teniendo en

cuenta que Ap c Kag AKan , Le W , para algén
nelN que depende de £ , tenemos que “ﬂjew es

un2 sucesidn de funciones de H(L,F) acotada para la

topologfa Teo en i, F) . Usando el hecho de

que este espacio es de Montel, podemos extraer un2 subsuce
sién de ({j )jCN , que seguimos llemando de la misma ma
nera, tal que converge uniformemente sobre los compactos
Ae_ Y, al ser F un espacio de Montel, simplemente en
cero, Entendemos por valor en cero de una de las funciones

-l
de Ao (—ﬂ-, F), el 1fmite cuando S-—&‘vo con

5eknar0 kwq, ’ n,r,q_ e N ’ qge es el mismo
para cualquierz n, preenN - Por otra paerte, para cada
q.eIN fijado, la sucesidn (u'g({,-))jess acotada en

(ﬁ)( % ) F)' z,), el cual es un espacio de Préchet-Nontel,
-as{, empleando un proceso diagonal podemos extraer una sub
sucesién de ( fJ ) J e IN , que igualmente llamamos
(fj)}'elN , tal que (u"q(f.‘-))aewconverge para todo

€N .

Vamos & probar a continuacién que (f:
P e il bem

es TG« =Cauchy, con lo cual tendremos demostrada esta pro



posicién.

Seae(\/ (Kap ,m.n) (\V' (M";"‘-)) y €20,
un G« -entorno del origen, donde P € SC(F) . aneiN,
Kxgc Eg, ¥ Keg es compacto en EB»\ , "ZMap , siendo

Kxp uno de los compactos de {k.,r}f:, nelNy re INU{o}

Por ser (%‘)J.GN Cx ~acotada, existe M)o
ol que  Pa (E%,qp (5)cM VS € (Keg Ok 1 B4) 010}
VJe IN , habiendo afindido el punto cero, teniendo en
cuenta que damos & E:(,,-, g.‘. (o) el valor cero. Pues
to que (u-‘é({‘-) es TUo -Cauchy para i = 0, 1, ..;, r, dada
JEN
P € sclF) ? nemN , E&20 , existe Jle'N tal
T * : o .
gue para todo &,JI wl]a Be tiene Fown (u-i({,‘) (E") -
- ( ¢ € Vse B pera to
L4 (s )) < 2Cet1) 7 m

do i =0, 1, o0y r. Ahora, con el g£;0 dado, tomamos

§ = (I,E—;:‘) C ¥ quedas, que si ll?l}BfS , FefllnkEg, ,

emtonces WMy g, (€, p. (5) - Exir, g, ()2 2N
< &/ .

As{ tenemos Yg e (K«eﬂkum an)Uk}’ tal
que sl <S y b JI?’:}A .
o (4 c;)- 2 (5)) < b ( 2 S egy) (57D -

E-€
-ZL{"‘ (—6) (f") + uguf P (éﬁ.,r ﬁ (g) &n. ,F , fS))<Z.z(ru)

¢co
Ademés (Kp 0 Knym OBO Uho} s un compacto de L2Uho }
pues (Kt nKnjn NBa)UGo) zkup 01 }%€ Eg, Ity Lilkig ] OBn

y como {xe E'Bn . l‘P(x)l;, :—.;"’("B.} NBa ©8 un M-ﬁs:cerrado,

-0



Kee N {xe Eg, & l¥ol 7 4 “X“B“}ngnes un “'“5“'°°mpacto-,
luego compacto de E, contenido en _C'LUHD} . Hasta el mgo

mento tenemos probado que @J‘ ) es uniformemente Cauchy so
bre [_(Kx,g N Kn,n (\Bn) \)f‘o}] N L“EEEB*'- “§l?8“< 5} » Pero
como [(\(.Q NXn,n an) \){on ~ {xe Eg..- llxllg'fs} es un
|[,1| -compacto, ¥ por tanto compacto en E, que no contie
( {j) es uniformemente Cauchy. Imego ( 4_’) es uniforme
mente Cauchy en (Kap NKam NBa) Y (.o}

Probaremos shora que ( %les uniformemente
Cauchy en K«p Nknn o Sabemos gque en [(K..enk..,.,)v\.}] “ll*“;,;-""“ﬂi,
( {’) es uniformemente Cauchy. Ademés [(kan,,m) Us"}J“"“EBZD*lB“}
" n
es un compacto de (1 , y ehf (4;) es uniformemente Caucny,

Inego en (Kug 0Knn)Uhe} = Kyp 0 {xe Eg  : l€0nr)pd i, }
~m "

tenemos que («fj) es uniformemente Cauchy.

Por dltimo nos resta probar que
o
P ( e.:'%'g.l. (£) - &n,q,80 (s))< & , V'&ekqnx,,mng,‘,
V9‘=°:‘v°"o"/ a p'artir'de un }oem « Sabemos que
o & o
"%, f (8) - En q, #'I (s) = Isi ‘a’\,}w\ £°(§)-a:ﬂ+"a%l(g))+

* H?Il" (u %H (47 (%) -\L%u (£y) (s%1).
pevsdo & aue existe fhotal ane p, (5, Y (53) -y, (46 %

<N “'5“8 y existe H>o0 tal que
Pm (En’q+"{’~ ('g) - E.n’e}H l#j’(i))f H 2 V § G(k-(l (\knman)U’!o},
VJ.IJ‘IE N P
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yrara q =0, 1, .eey T, €8 por lo que existe §>» tal que

sng,< §, se (Kap 0 Kn,m 0B,)UL0} , implica que

Pl &%, q,¢;(8) - Em, a6 ()< & para 4, ’elN .

Por otra parte, al ser To =Cauchy (u'i@j))jcm, 1QN ’
Y por ser uniformemente Cauchy (ﬁ) sobre (k.an..,,)ui'),teng
mes que sobre[(kate NKnyn nB.) UH"}]O (geF.EM :llﬂls_‘b 5} ,
- resulta que - p, (&‘:,"rj,cg).i_,. .50(". : '&"(f))'( e
para"r,'.,paraun'cm,yaque .
:‘{'3 & . )¢ Log H&)-i‘&“ﬂ("‘)'
Pm (&n'q‘,rj (g) - el‘\,i'¥j’ (?) - —S—i' m J 47:.0
- ":j, CX) + i u.(:. (fj') (x\:)) .

t=o

Tomando J , ;'r,b\ax(jo,.fc)’ obtenemos que ({‘.)JGJN es

Tx =Cauchy. .o
C.Q.D.

COROLARIO
(A,(JL,F)[_'ij es separable,

’DemostracitSn;'--- Obvie, por ser un espacio de Préchet-Montel.

C.Q.D.

é 3. CA('“;F)["] COMO LIMITE PROYECTIVO DE LOS ESPACIOS
(A" ('n"F) [.c"‘]o

PROPOSICION 3,1

A (L£,F) es 1a interseccién de todos los
CAK(‘Q"UF) R

Demostracién.- Obviamente A(R,F) e Ax(<L,F) , Ve I,

4=



« Por otra

con lo cual AN F) < oQ:F A (2, F)

parte, sea f¢ Ax (2, F) , para todo «el' , Veamos
que fe AM2,F) .

Sea (x')rem una sucesidn de puntos de
Knp » =, pc IN , que converge a cero en Egﬂ . Entonces

- l‘x,-,-, reﬁ}ul,-o} es un compacto en E-e,,‘ s luego compacto en -
£ U Lo} para 12 topologfa del espacio de Silva E. Asi,

existe e I', y melN, tal que [xr, relN}d[,o} cKum . Bsto

es pogible, pues (Ex : e [o,4) , xe{xflrem)u{o}} es
compacto estrellado respecto al origen y contenido en .Q.ulp}.
A1 estar suponiendo felu(F) resulta
« 9 = a
-@(x) - l(:(b(f)f u‘:({) (x) d oo d “‘}(8 ) (x‘i) 4 lben Bn&n.1,fﬂ)}*€ nf-ak
y tal que g:ﬁ”fw—»o en F cuando x—»o en Eg. con
' ) o«

x € Kuwm it knp + de esta manera fi(x,)——rUo en P,
Pero entonces u§=u§ para otro pel" » Puesto que si to
memos otra sucesién &"")re N que también converja a cero en
Ep, 1tal que § ""'}rem CKPs OKn, e , se verifi
card que ftxp) —s u? . Ahora bien, la sucesién x.«,xf. ,

r—veoo

/ N
Ko Ko, oo Ko X[, o on tembién tiende & cero en Eg

y por tanto existe un kﬂ: que la contiene, y esté conte
nida en kn,.: donde i = méx (p,£), con lo que u=ul = u, ,

«_ P o i
Supongamos ghora que Yo Yo, ..., u%,’uo*,“

“p < M , y veamos que u:‘:ufi .
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Sean K«r ¥ kPr . Asf, para xe Kar( Kge Dienip,

' 3 Ba, )
tenemos:
T o« z wr i)
2l “.a (£)x%) - ui(?; x%) (i -z‘:‘_ou.;(f)(x ) -{ix) + & p
s d hxigt
9 .
e £ D) alee -, BW0&)
Pl L= 0 e + | %
Wxi¥g, xhgd
p
-]
Iuego £eom a (U] (x3) - ug (Y)) o
PR (ixpe

X € er(\KPf‘(\K“:f B .
Por tanto, dado Epo, 33>0 tal que si

xek«rnkprﬂh,rcon* lx “B: Yy » entonces

b3 (u“q 6cd) - u.’,‘(x")) < & llxl\;l .

Debido & gue kau- ykP' son estrellados
respecto a cero, y puesto que dado xg k"'f y 8e tiene
que txe k»,r s para todo & +t21 que o<k ¢ A , resul
ta que: A u"q‘ xV) - U-ﬁq (x%)) ¢ & l"‘“g.‘ ()

Vx e Kur OKpe N Kn, p .Esto lo hacemos
vara todo p ¥y n mimeros naturales, y obtenemos que
A (g (x?) -u’,‘ %) = o Vae sclF),
ya que la desigualdad (1) es vélida para todo €0, luego
u’é <) = uﬁgf (x%) y Vxe Kur N Kpr ’
y por tanto u; (x%) = u.r; (x’), Vxe A, , ¥y veriando r en los
nimeros naturales resulta l:q (XQ):ui(xq) y ¥xeU 4r =SL

reiN
y teniendo en cuenta que Ll es un conjunto abierto distinto
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del vac{o, concluimos que ““‘iz Uf; .

De otro lado,

E.Q:L Gy = Fo) - Ue (£) = Lp(£)x) = o0 = wa (£) (x%)
%, € - , ux“BQ" =
- 'f(x)—‘*’z(f)-ug(f}(x)--n- U'P‘i(ﬁ (xq') = &p%sa-tﬁ (X, /J

W xl) g“

Vxe QLOER, , Yne N, V4eN.
Con todo esto, queda:
)
f&) = Qe (e) e UA(Q,(’C) 4+ se-0 ¥ (Lq}*)CXQ) + “X“&S“é“#‘li
donde wu.(f)= u'.‘(f),u,‘({):uf(#’) yeoes uq(f): Lalf), €nq, LU0 = Ema,f k],

para todo x e SLNEp, , para todo xeP . Y si(xm) SKnp
mem

converge & cero en EB-\ ’ &Xm'”\gm} UHO} es ‘un compacto
de EB“ y luego compacto en E y por tanto existe kqj tal
que  [xm,meiN}vio}] = Ku; y as{
{Xm,me IN) c ka. 0 K"/F , luego £&n,q,{ (xm)‘:_:a
en P, y de esta forma E.n,ch;rx)-——oo en F cuando x—+O
en Eg, con x € K"'f". .

C.Q.D.
-_(A('Q-,F)-—"’d«(-Q,F) 12

Sea shora Ik

inyeccién canénica de AWML, F) en Awx(2,F) |

PROPOSICION 3,2

Cada I« es continua,

Demostracibn.- Sea

Ve V(Kx-ﬂ,m,n)z {ﬁe ('A(-Q.F) B MF P (f(x)) < lj
XCkKQOKH,H
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v/ = V'(n.r,m) - [lf c AML,¥) . VaeIN ,0¢%¢"
(4) P (u‘; (£) (Bw)?) <4

(2) - sup [ (é“n.,q‘,@ (x)) ¢A }
XEKxl N Bn N Knjn
siendo Pwm € SC(F) ’ Kaeg < E‘BV\. y ket

es compacto en Eg,‘ ’ nr,-\.‘2 y relN : ¥y consideramos
vay' . Si tomamos KC,{LU’)'}compaéto estrelladé de
BBy, » KoKut v Us{fedap: tup pn (Gueidsa]
xeKOAKn,
u’. ﬂferA(-ﬂ.,F) - VaeN L, 049q<r
(4) P (g (€) (Ba)¥) ¢ A

() oup  pwm (&n,q,2 b)) ¢ A
x ek B,O\Kn,n
se tiene ULNU < vOV! . Por tanto, sobre 4 («,F) "
Gae c T y cada I es continua.

¢.Q.D.

Vamos & doter al conjunto de fndices I

de una ordenacidn filtrante.

Dados %,p & ', consideramos 1a§éamilias
de compactos estrellados respecto &l origen {me}moi A’
() .
7.
{kﬁm }M“ + Recordemos que Kem y kP'»‘ son pera

todo ame N , compactos estrellados respecto al origen, ta

les que
Koem c:_Q_u‘;o} o € Kocom , Akat'rml Koewn = Kacman |

]
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c
Ko <LLUNSY  oeKpm - o e Kpm, Kpm < Kpomen
Entonces, para cada m natural, tomamos el
compacto kfym = Kum U kPm\ » ¥ serd un compacto
de L Uho} , estrellado respecto &l origen, tal que
o€ Kym ’ AmecKrm ¥ kl‘m\ e Ky A . Conside
rarfamos as{ la familia de compactos ‘lk'rm }(:“; De esta

forma se verifica que Ag(LF) e do(F) nd,;(-n.F) .

Esto permite dotar al conjunto de fndices

r de un orden parcial, de la siguiente manersa

s p &> VYpelN 3meN . er cka

Esta ordenacién es filtrante, pues dados
o(,pe r y, existe YeI" tal que x<¢ ¥y , PsT . Ade

s wcp = dg(0F) S ALF) .

Debido a esta ordenacién, podemos conside

nLF
rar la aplicacién IuF . CAP (-Q-.F)———-—? fAu( )
cuando “5P , donde I‘,,]5 es la inyeccién de CAP (-n-.F)
en Ao (2,F) . I«P es claramente continua,

ya que 8i dﬁr ’ 1a topologia Q:P es més fina que la to

pologfa To .

-29-



Ademds, si x¢p2s T I“P .1FT = Teg

y ID‘ s I“P uI? °

As{ pues, el sistema (.:A,,(_Q.,F) ,Iur)

es un sistema proyectivo,

TEOREMNA 3,1
Ay lel es el 1fmite proyectivo
de los espacios 4 e (2,F) ['CuJ bejo las aplicaciones
INP .

Demostracién.— E1 limite proyectivo de los cA oc (2, F) [Ba]

es el subespacio del producto 321" A o (-n---‘:) ['l’-t]
formado por aquellos elementos & = (P.), . tales

que si ctgF ’ §“ = I*P (§?) .

Podemos identificar cada fc A(L,F)
€ F
con el elemento  ( Fu),, er ;TeT’., Ao (1, F)

tal que para todo ot e I ’ '?: :E,, .

. o F
Claramente A (4L,F) c £im I“fn (‘AP( 'D
<——
Rec{procemente, como las Ltr, son las identidades, f.t =£P

para todo -4 menor o igual que }3 s ¥, por tanto,

Liom I;r,(cAPm.m) c A2,F) -

é—

Falta ver que G es la minima topologia



. A, )[e] — AR

para la cuzal todas las aplicaciones T

son continuas, En efecto:

Sea K e nu l‘o} un compacto que
contenge al cero, estrellado respecto al origen; Existe

kFe > K . Sea U =§f€fA(—Q,F) : ou.? PMWC*))H}
o XEKNKnn

Ut “t'f'e:'c/i(n'.r)‘:‘ Y4eWN | ocqer
(4)  Pm C(ug(f) (gna)%) ¢ A

) ')M-P P ( En, a4, % 6‘)) ¢A }
] X € KNBaN Kn,p
siendo Pm € SC (F) ’ KPQ CE‘E»\ ’ vw,uPc

¥y kPQ compacto en Eg , r g NU‘\O} .

Sea UPe’ = Il fé‘tAP(.n.,F) L odup Pewa ((6:))54}
XC\(PQﬂkh,n
U‘Pe -.-[]{,Q[AP(-Q.F) . VqlelN' ©esq<Lf
() fon (ufy By (Ba)H) <

() oup P,,.(a‘:,ﬁ,gm) ¢ A }
x€ Kpl O0Bu \Kn,n
si ’C,‘ es una topologfa sobre c4(LL,F)

que hace continuas todas las aplicaciomes I . , el ’

obtenemos I,:I (UFQ n U'Pg) :[lfed(-ﬂ-.F) tonup Pl $000) 5‘}0

xe kr,l(lkn,n
Nt AaF) : VaelN , osqsr
) Pom (g (£) CBu)2) ¢ d
@) oup  Pa C&f, ) 2 }

xe& KPL OBM 0 K'\n\
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que es un G, —entorno de cero en A@,F), pero
-4 ! .
IP (UPI (\L]'r_z) c Uol' | por tanto &¢®, , pues
le hecho con los entornos bédsicos, se puede hacer con cual
quier entorno de cero.

€.Q.D.

(A(-O.,F) [_G] es semirreflexivo, cuando F
es un espacio de Préchet-MNontel, |

Demostracidn.- Cade o« ,F)[%]es semirreflexivo por ser

de Montel, por tanto A (n F) [T] - i/iw Ao (2, F) [ Bal
es también semirreflexivo.

C.Q.D.

COROLARIO 2.

A (,F) [T] es completo,

Demostracién.~ cd (L ,F) [T] - & Au CT1F) [-(,,(J es
-

un subespacio cerrado de 'rp Ao (AL, F) [T]) , EOTHE [4)
oLE
( ¢ 19, 0 (), ¥ TT 04,,(.:1,?)['(..(] es completo por serlo
xer |
cada uno de los Aw (L, F) [Tee]

C.Q.D.

PROPOSICION 3.3

Ios subconjuntos compactos de ¢4 (2,F) [t]

son metrizables,

~32-



Demostracidn.- Sobre los compactos de c4(<2,F) [T] ,

las topologias © y Tx coinciden, y2 que T es de

Hausdorff y Tee € &

Como TG« es metrizable cuslquiera que sea
2e[' , queda demostrado.

C.Q.D.



CAPITULO 11

é 1, ESPACIOS DE FUNCIONES HOLOMORPAS CUYAS DIFERENCIA-

LES SE EXTIENDEN POR CONTINUIDAD EN EL ORIGEN,

Sea LL un subconjunto abierto convexo de
un espacio de Silva complejo E, t2al que oedLL ., Sea F
un espacio localmente convexo y completo cuya topologia
viene definida por un sistema filtrante de seminormas
{!U)J-c T .« Sea'f y kn,r ’ n.,fe.w, como en el capitulo

anterior.

Recordamos que una aplicacién % :SL—-eF
es holomorfa en L1 cuando para cada SE€LL existe una su
cesisn a, (HIs]el, ("EF) , x=0,1, 2 ..., tal
que para cada ée T existe un entorno V de § contenido

en L. para el cual
. - ke =0
Lom Py (§0) — 2 ax($)L3] (x-%)" )
K

M =) Do 20
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uniformemente para xc<V ,

OBSERVACION,

: k
A los elementos de P("cF) y de Lk,s(EFl )
a menudo, los llamamos de l2 misma2 manera, Esto es as{,

cuando no exista peligro de confusién.

Consideramos los siguientes subespacios
vectoriales del espacio vectorial 3{(_0., F) 2
AL, F) = l\#e_ (., F) ¢ £ posee desarrollo asintéti
co en el origen oea—ﬂ-} .
BF) e [ gep@,F) 2 existe m aw(4115]
en ((P("E,F), 'r,o) rara k = 0, 1, 2, ..., cuando

X.
'?_.__'_lf:)b con ?e.kn.,r y w, Pe[N} .

Llamaremos Oy (%) al 1imite de
ok $)LS] en (P(*E,F),%e) , k=0, 1, 2, .., cuando
.y
?——2’0 con feko\,r ’ n.ft-"", que es el mismo limite

para todo w, re IN .

Denotamos A() y BL) a 1os espacios an

teriores cuando * sea el cuerpo de los complejos @€ .

Sabemos que a,. (f)Ls) = :—E-' Jk {(s) ,

k=0, 1 2, eos, as{, para weF', se tiene wo ‘1’ e R)



y Ak (we §) L8] = 5‘2\ Ak (wof) (B) =wo _‘;‘é’kg(g)=

BARROSO [2) (Prop. 2.9) . = wo awx ($I3],

TEOREMA T.1

|
2e BF) &> wefc B(L) ,VweF .

Ademds si a, ()= Bom au(®)IS] en (? (kE,F),t°)

. SR
cuando ‘_E—-E‘»o con selkap, resulta que we an(f) =

. g,
= Um  ae(wel)[5) en (P(%e)vo)cuando § —2% o
con Fe€Knp, nmpelN ,k=0,1,2 .0o

Demostracién.- Obviamente si 4 : L—= F es holomorfe,

se tiene que wef L —— € es holomorfa y ademés

debido & que  aw (we §) (5] = w o aw})(s)] ,
k=0, 1, 2 -oov Vwe F' , resulta que:
To-bm ax (wef)lg] = t’-"'%?.{;‘, we aw(f)ls] =
gﬂe’l—‘»o §—>90
F € Kn, P s ekKn,p
y ° ( k‘:O,A,&,...
= we (To-tm oak(f)f.'ij) = we alf)
s Kn,r

Contrariamente, sea ws{ holomorfa para
todo weF', Puesto que E es un espacio de Silva y, por
tanto, un (DPM)=-espacio, se sabe que los subconjuntos de

('}C w), 'z:.) acotados son localmente acotados para
cualquier subconjunto abierto U de E s luego se ob
tiene que K(u,r) = 'K(U,F(O‘(F,F'))).)

DINEEN [5] (Cor. 2.45), para U abierto de E, en particu
lar se cumple para Sl yasf d€ ¥ (K,F) . Veamos

ahora, que {e ’BGQ,F) . Pare ello, herﬁos de ver que
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existe el lfmite de aw(P)[S] en (P(xg ) z.) pere
i-n

k=0, 1, 2, «eey cuango 1§——-&'-r<> eon S e kn.,P ’

w,feN . Para una sucesién ( §.e)_{eN‘: kn-,F tal

que H?glls:——vo cuando 4 —s 0t , probaremos que (a-:({)[i_e])&_m

es de Cauchy en (?("g’p)"{, y, por tanto, convergente.

Sabemos que existe j‘m._-,, o“‘*‘fm“uJen
$cKn,
(Pt ) para weF', luego dada una seminorma Pas
rnn , sobre (P (%+ E)’To) y weF'existe un $>0,

talque V5 € Knp 0 L3eEg, :130g¢ 8}

se tiene Pa. ( Ry (we P) L[3]) ¢ Mu donde M eR ,
Sea y € ku,f (\{Eeﬁgn : sl Bw < bY } « Sabemos
que 2y € Kn,p 0 SSQEB.‘: Islg, <S8} , para

°¢cA €4 , Sea A fijo de manera que o<A¢A , Ia serie

de Taylor de d“wef) en Ay es :":—‘;oc‘-*(amm (‘“3)\')3]) (-3y)",

Por tanto, . o
|a%(wef) e = Z & (arem o) I3yl (M-23)" 2 |—o

meso

éuf
2e Br
cuando: X—» o« uniformemente en algin entorno abierto de

Ay, V . Sea h suficientemente pequefioc tal que

(A+h)yeV, aef ]
d ’ é_ R (au.~<~°f’5233)3 =0

med

4u.r (dk(wo g) (1&’\)9 2“ -
i€ Br
cuando. 4L —= % uniformemente en el abierto W =

z\he € : Gek)yev],

Dado 1 &Br fijo, la funcién P I =

= a¥ e ) xyy 2® definida de X+ W en €



it “‘M L3 ™y
tiene como serie de Tayloren A a Z ™ d (o, vy g e
=0

g asf o™ (A) = ‘L"'(Gk«vm (w.,f)[,\j]) ym 2 .

]
Sabemos que | $¢A) - &co)| ¢ dup | @ (”\
aclo Al
y de esta menera | Gk (wef) [¥) 2" _ a twop)zx] =

= L | 4% (wef) [yl 2% = a™ (wop) 2%l ¢

i

ki .
A oawp 4% (a,,, we) TA9)) (9D 2 | .
) kKl aedenl -

Gu (we§) Tyl 2° = oy (wo) 2*| &

L (MY amp | Qi (e ) Tag) () ()]
B 2eleo,AL : .
ya que, por BARROSO [2] (Obs. 1.8), sabemos que 'A,,:‘Am P(s) =

- (:) As“™ , siendo P-A , Ae Lu,s (*e) ¥
de esta manera | Ay (wef) [yl 2k — a, (wef)z<| ¢

¢ (k1) My Hollg, -

Como la sucesién (5g), & Kn,p s

Le N
tal que "?UIB.‘——»Q , podemos encontrar un N,,EIN de
menera que (?‘z)& clseEy : N5l <3 } . De este modo,

72/No
pare p,quNos |G (Wef) [T 2% - au (wof) 5932 )¢

$lag twet) [5.32% - a,(uep) 2|+
+lag (wef) 2% o a, (wep)rsqd 2°| ¢

¢ (ket) My (sl + lisgly ).
08O | w (@i ()1 5p3 2%) = w (ax ($)[5q432%)] ¢

¥ por ‘can‘col . ( ax () [5p] 2% - aw($)[34] """)) ¢(kad) Mw

YprquNe
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Podemos encontrar un Ny € /R , tal que

,w aw(f)CSpl2® - awt¥) LS54 2 )\ ¢ Nw qem
Nselig + NSqllg, ’
puesto que para p, 4 = 1, 2, «es, No , se tiene

‘w (auc(f) [Sp] 2% - aw(?)[s4) -g“) ¢ A (4 \—‘-— .
USpllg, + Nsqly, nsellg *Q“M‘t’.sn ,

. (lla... ) rspdlb o 5. + 1 awnt$)lsq) e, B.-)‘ Hgplig +NSqlg

donde My = w:," ﬂqk(f)tgt]“&“g ¥ Pwesc(F) tal que

P =4y, Ne
lwl ¢ P o Tuego { aw(£) [§p] 2% - au($)[%q) 2* }, e e
U ?r“s.‘ 4+ ”?Qﬂg,‘ 15-%',

manera, dada Pj e sc(F) y Se tiene que

::PBr Py (ax (9 Tsplz™ - aun(e) [5a12") ¢

(lsply, + lsqlly, ),
esto es,

Wa ) Lspl ~ aulh)Isqillp. g, ¢
¢ cy (Nsphg, +.Usqlg ), ron.
Tenemos probado que (aw (£)[%e3)p
es de Cauchy en (P (*E ,F), To) , luego converge, ya que
al ser P completo, también lo es (q’(kE,F), T.) . Este 11

mite es el mismo para toda sucesién (%2) kn,f , tal

qué hsell Bu———PO cuando L —> o0 . Luego existe
g
el 1fmite de Q. (§) [ 5] cuando $ —%1 5 , Con
s € k"': F ’ ", f € N e

Trivialmente, la segunda parte del teorema

también se cumple.



PROPOSICION 1,1

BEL,F) es un subconjunto de AL, F) .

Demostracién.- Sea {& BELF) | Sean n,pe N o,

$e kw,p . Sabemos que {1 §F :o0<as4} 3o 5]cknp,
Definimos <& ;[0 ,4J—> F de la manera siguiente () = §£(a§)
para todo A tal que o<dsh y P (o) = a ) . |
Esta funcién ¢ es continua, pues es continue en todos

cero, pues

Lom b =

A— ot

e 203%) = &m  aeCfllas) = asld).

A__'o"' A-—"o-'-

Sea )\ tal que o<ds4 fijo, Sea
p,; €5.c.(F), entonces existe un entorno abierto V de 2%
£
tal que g ($00) - Z am (§)[35] (1-3§)™ ) —©
mee I —
uniformemente en ' V , Sea W: fdec . Q+brFe V} s que
es un entorno abierto de cero. Llamando ¥ a la funcién
definida de jte € . 23€q)} en? por W(a) = $(28),
£
tenemos que P; (wlh+d) - = W' am (€) [2§] §™) —©
mzo L —» 0o
uniformemente en W , As{, por la unicidad del desarrollo
m)
de Taylor Y@ et as3s” , 0edeh |

em |
Pero en Jo,] las funciones ¥ y <b coinciden, luego

Q) | am ) [aE3 T s 038k ym=0, 1, 2,000

m
Haciendo tender ) a cero por la derecha,
resulta fm) "
)
Bm () | g am(B)0A3I ST = omlf)TT,
a— ot mi - s —v ot
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m)
y con todo esto llamemos ¢ (o) = ml a,, (f)s™ .
Teniendo en cuenta BONET [A) (Prop. I.4.1):

. A .
& (4) =¢(o) + d'(o) + 43'_!5.’7 oo b ¢k)__(°) + ] (L:—‘-l:') ‘ka)(t) dt
N 2! ki o ki
k=0, 1, 2, vee, 7 e8ef, dada Py es c.(F), es claro que
J ’ %)
" pr($<Y (M)

‘ py(e T\

P (@) ~bo) = ... = ¥ (o)) ¢ Aup o\

k1 i
Por tanto, ’ ae Loyl

P (£(5) = e (f) - aalf) s - &, (B 35 - oo = awlf)ST) £

ag) sk
£ en aep LBy (A () T35 5 ) &

\uu
B 2elo 1]

Debido & que a,,, ¥)Inl en (P

K+A

E,F), %)

w-llg,
tiene l{mite cuando '[———8,0 con nekKnp , existe un entorno

de cero en Eg , Vo y M>0 , que depende de n, p, ¥ + 1 ¥ j,

tal que ok, (£) [n1 tu,Bné M  para todo qcku,fn\b\,

1uego  p; (F(5) - ae (f) - 4, (£)§ - —an(H§<) ¢ (e Musily (1)

2(5) —aclf)-asd)g- .- an () g% "
BSlg .

para Se€n€Ep, , k=0, I, 2, ..., resulta que €nnx,{($)—>0

¥ llamando &wnx,f (§) =
Neg,
en ¥ cuando §—2+0 ¥ 'S queda en kn.r o Pero una desi
gualdad tipo- (1), se obtiene también si tomamos % en otros
Kn,p , p variando en W , que nos indice que &u 4§ (5)—O
H-lig
en F cuando § —>0 con % ek'\.r y» PEN ., Asf tenemos que
fedaF). L
’ C.Q.D.
NOTA,- B (2, F) , en general, es disginto de cACL.F) |

como se prueba para el caso E = F = & , en HERRERO [4]

(Teor. I-A.1.1).
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DEFINICION I.1

’
Vamos a dotar de una topologfa & aI

esprcio PBELF), Sea k e N1Ule} , oek , compacto

estrellado respecto al origen., Dado este K , existe un
n,eiN tal que K eEp, y K es compecto en Ep,. ,

para todo “wynpe . Dads {e BREOL,F) | s eQ0Eg, ',

sean am (£) IS €L, ‘("'g F)', m=20, 1,2, ;.., los coefi

 cientes de Taylor de £ en § . Con esto formamos:

Vv (K TN Q) = & te B(,F) : 4;:5((“2"(“1'“ (%) [i] (Bh]m) 44}

nelN , nzn, , re Nugo]
42€ s.c.(F).

Tomamos ! aquella topologfia que tiene co:

mo base de entornos de cero a los conjuntos V(“:"-‘Ci) .

PROPOSICION 1.2

I= topologfa T' sobre % ,F) es més
fina que la inducida por (WAL, F) T) .

Demostracidn.- Sea V\ = & fe BELF): b qr(‘g(ﬁ)‘-'h}n
< ckNKknn

& 2c BELF) © ¥melN  ogmsr

/

(1) g (am(€) (BI™) ¢ A

(2)  wmp %(&n.m.i‘*’)é“\j
?CKOanKn,n

la interseccién de un entorno de cero bésico de T con

P (SL,F) . Comstruimos

{FeBLF) @ ap g (amh L)) <1 ],
T €eKNkn,n
o< M g raa
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Veamos que W cV ,

Sea 4€ W , entonces up & (f(5)) =
Sekﬂkm,n

= Aup q @PIN)<4,y esto es debido & que ($)= ac(f)TE] |
Sekakn,,

Tembién se cumple que 2ur., G (amtf)[s36BW) <4,

. K.'.\
y de esta forma, dado SE€KOkun tgrf-egoc; que
S 1112' A s‘A}' i .k‘(\lkn"“; . ,, c_on_ i i ‘
Jup T (am (£) [25] (Bn)™) ¢ 4 , ¥ haciendo tender A
0}2;4
e cero, resulta que 4up 9 (@m (2) (-B“)»\) ¢ A .
oemer
Por dltimo, con FEKABaNknm,
[ 8 (E.n,m,f (i)) = q 4Cs) - ;:jii(f) : £ ¢
ugug“
£ P I amer (£) C2aS) l
Aelo,4] * I[‘;,'Bu sl Bn,
como se tenfa en proposicidn anterior. As{,
ﬁu.P q ( 6;;‘,”"-_? (?)) < MF u G.W\*.("r) [3?3“?.3’!Ensl\£
5€ kn ﬁ“ﬂk.‘.n Ae [01‘3
Te KaBanOKn,n
£ oup | ey (£) TAT) “1’3,“ sup { qm"(flfi-}“q&:
Ae (o] Sekaknm
?eknkh|ﬂ
= mp 4§ (amss (B TS] (BA)™) <
Seknkn,,
¢ amp  a (A, (3)T53CBu)Y) ¢ 4,
ogld &4l
se K(\‘Cn,"_ c.Q.bv.
PTEORENA 1,2

Sobre el espacio HB(LF) no existe ninguna

topologfa que le dote de estructura de espacio de Préchet
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¥y que implique la convergencia puntual;

Demostracidn.- Supongamos que existe una topologfa %al

sobre H(Cn,F) , que llamamos T. Podemos considerarla de
finida por una sucesién creciente de seminormas W-l, €

sy ¢ oooglien g ...

£)  es un sbierto convexo, as{ ¢(£l) es

| 'Eaﬁzbién'uﬁ é.biérfd éolrzfei:o', ‘y-px-:.e-sto' qﬁé vR'c (‘(’C-ﬂ.-))fro ., |
también se da que o0€3Ll , De esta manera, sea(Zn) una
sucesifn de puntos de AYR) tal que Z.— O .,

A

tecx)—‘ﬂ
nelN » xefl ,a€F , Veamos que son funciones de B(Q,F).

Consideramo® las funciones bn (%) =

Debido & que @¥x)%2Zn , ¥xc Ll , tenemos que bn € REQ.F)

Sea S€fl , podemos escribir: bnm (x) = ad -
@x) - @(5) +P(5)-%n
_ a - a -
@x-5) + €WS)-2%n Px-5) — (2n~-¥(F))
= " (x-5)
Q - M
=T Cic-§) = - & E‘:o (1.,—*(’(5))“

d - —
!n-?(i) ‘ - }.
siendo esto v4lido en el abierto V(§)=ixeQ -.!Wx-s)k; (2= (9]

Ademéds, debido a que para todo xe V(§) se de que

Plx-%) \< L, 1a convergencia es uniforme en
Zn- (%) <

V(s) , pare qesc(F) . Por unicidad del desarrollo de
Taylor, el desarrollo anteriormente escrito es el desarrollo

de Taylor de la funcién b, alrededor del punto % , y asi

. A K
los polinomios de Taylor debn son e (bn) 1§57 =- a(m)"f).

De esta manera, existen los limites de a,(ban)l§] cuando f.';“f.:o
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Kk
/]
. R-4Gn . Q. (ba) Iz -a (—i’n\e) (X))

SEKn,p
Vxe E , ¥ ademés si KecE es compacto, ¥y x€k , q € se(F)

K K
9(-=( and.?(s)?) () + @ ("157?) ) =

a[o ()% () theo) -

con §ckng, en("PC"E,F), %), vues

&s{, puesto que awp 9 (& ‘fktxl)=M , MelR | se tiene
XeK

a(a (= (e 0% & (o) em| (0 (i) |

¥ la convergencia es uniforme sobre los compactos, luego

bn € BE@F) ,n=1, 2, .o

> -
Formamos la serie i (““b‘““) .

Esta es convergente, ya que cualquiera que sea r némerd-

Nbnlly )
b ¢ 2. - . _
natural, r 2 (Mllbn"n) wpr 20 , luego

empleando el hecho de que la convergencia en la topologfa

T implica la convergencia puntual, Ilamando g(x) a la suma
de la serie anterior, tenemos que 857_,(_:1’:) « Pero esto
es absurdo, ya que g no puede pertenecer a B2, F) ’
porque no tiene desarrollo asintético en el origen, como
ya probamos en Teorema 1;"1 del capitulo anterior.

C.Q.D.

¢ 2, EXTENSION DE DIFERENCIALES EN EL ORIGEN A TRAVES

DE SUCESIONES DE CONPACTOS, LOS ESPACIOS B, ({1 ,F)]%«] .

Dada une sucesién fundamental de compactos
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de £ , Ayc B, c..cBpc-., llamamos {k«r};‘a una suce
sién de compactos de _n_\)l\o'i , estrellados respecto al
origen, cumpliendo las siguientes condiciones:

(1) oe.er y P=1, 2, f‘;

(2) Ar c KxP s P=1, 2, eee

(3) k“fcvk.“f“‘ » P =1, 2, ceo .
con « recorriendo un conjunto de {ndices I ’ infinito

no numerable,

DEFINICION 2,1

Llamamos R (1 ,F) al conjunto de las funcio

A L ayx ($)[S
nes holomorfas de ) en F, tales que existe el g_"zr'—’;‘o ~(D1s]

.. se€ K-:rn kn,}
en (9("E,F) ) 7.) » vare todo kX = 0, 1, 2, ..., para todo

n, p' q=1’ 2’ 00;

DEFINICION 2,2

Consideramos F un esptcio de Fréchet. Ilama
'
mos Cx & la topologia sobre 3“(-0-.’:7 definida por la base

de entornos de cero siguiente:

L

P (g (D)5 (Bw) )u}
Au £ S

V(Kﬂtr ' f'm) - {fe g,((sl":) : ?eeixr Nkn,n

donde p, n ¥y m son nimeros naturales, r = 0, 1, 2, ceey ¥

n es tal que vw,n,‘r siendo k-so‘: EBn y compacto en EB.c
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PROPOSICION 2.1

(
Bu (naF)i’t’“] es un espacio de Préchet.

Demostracién.- El espacio B (L F)[7h] es metrizavie

por tener una base de entornos del origen numerable. Sélo
resta ver la completitud. Para ello, sea "%}Jem
sucesién Ts -Coauchy de elementos de By (Q F). Esta es
una sucesién de Cauchy en "}t(_c)_"v) » cuando en este espa
"¢io tenemos la topologfa compacta abierta Teo, puesto qué '
Ap © Kup 0 Knyn , para algén neiN , que depende

de £ . Debido a que ('TC(.Q,F)' To) €8 un espacio de
Préchet, existe una funcién f en J£(L,F), tal que

}i—f en (R(QF) ).

Por DINEEN[5](Prop. 2.5), le aplicacién

é‘; v (R(a,F) T.)—> (P (tgrn)definida por

' .
at (§) = .:‘.‘_f_iﬁ) y Para un T€ L fijo, es
'y} - LR} ~p
cont!inua. Iuego 3‘{; (s) > 4” £(5)
) ¢ el
(P(e,F), o) Pore3ca fijo, y asf a, (£;)[(5)— ag(R)LS]

it

en (P(tg ), 7.) pera sSel ,

Veamos a probar seguidamente que %-——Pf
en Bal2F)LTL] | Sea un entorno bésico del origen:

t
\Y (K.‘r , e, m) = llfe's,((.n.,s:) : gt?x.,rnxa.(m‘ 1s) (e X
o R¢r
pPmeENMN fENU‘lo'{ y ¥ Vl?,hdr tal que KR? c Ean

. .
y es compacto en EB . Como (%)JCN es 'C“-Cauchy, existe

4]

JOEN tal que si )‘;,é',,};, {f - -.QJ, QV(K“r,*"Z"") ’
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esto es, ?t?‘("? nku,f.m (Qp_(ﬂ')[ﬂ (Su)e- q,_g(ijl) [s] (g“)e) Z A

scler
Haciendo tender a‘l a oo , resulta que

. e
B n e P (@ UDTET B - a2y Ty (Bt ¢ 4
oslecr L&
Por tanto {J- > 8 .
xah
Pinalmente £ e Bo,F) y Pues la

convergencia uniforme de ag\ﬁ.\[ﬂ a apf)(%) en kepoknm

' demuestra que existe Te-%m 2e(®ICS) o _o0, 1, 2, ...,
€ —>o

. 3 cC Kur(\‘(n,'\ .
pn€E N , 81 existir To- Liw al(:ﬁ(ﬂpara todo a € N .
sie C.Q.D.

PROPOSICION 2,2

Si P es un espacio de Préchet-Nontel,
B F) [T&] es también un espacio de Fréchet-Montel,

Demostrecién.- Debido & gque Ry (£,F) [Th] es un espa

cio de Fréchet, s6lo nos faltarfa probar que dado unes su
cesién (iJ.)delN de B (LF) f;—-acotada, se puede extraer

una subsucesién convergente en ( B (™F) i) .

Teniendo en cuenta que Apck, 0Knn, 2
ra algin weIiN que depende de £ ,£€MN, podemos decir que
(-{J’ )sz es acotada en (3{(.0_,}:)'7;9) s ¥ por ser este es
pacio de Montel, ver proposiciém 2.2 del capftulo enterior,
existe una s;zbsucesiGn fu,{uz;--, tal que converge uniforme
mente sobfe los compactos de L y, por ser F de Montel,

converge simplemente en el origen. Ahora bien, los espa

48



cios ('K(-ﬂ,(?(te,F), %)) w)son de Nontel, por serlo
(P(a E,F)l r-(,o) para qu . Asi{, podemos extraer de
I(Q'M,‘e‘l-z,-u } una'subsucesiép J,'f.u’fu’..,} tal que €lla

y 1a sucesién a, (£, )[], a,(4s) -] e

convergen uniformemente sobre los compactos de SL y gim

plemente en el origen.

Por un procedimiento diagonal, obtenemos
una subsucesién {3;,&,, ... } de {f,’ﬁ,, } tal que
1la y (@q (9 [-] convergen uniformemente sobre los
compactos de 0 y simplemente en el origen, para todo qelN ..

Veamos que (35)‘) es de Cauchy en (B, (n,F), T!).

€N

Sea \/ 3 & ‘s e 'B.((“Zv F)

? 1
9:.“& OKn,n Fom ("*1 (£)Cs3 (Bu) *) ¢ & N ( 053
un svcz-entomo de cero., Llamamos (35) = ‘e‘_':,, 23) .

, . S € Kkepnknn
Puesto que ("*‘} (‘QJ) [ 3)(}61N converge puntualmente en el

~origen, tenemos que existe B g (‘}4) en (9% E,F) ’L.,) N
y—oc ‘
luego es T,=Cauchy, y as{ existe &oem tal que para todo
Jodtnde s P (45 (9)) (Ba)? - a (a3) (B < £y
pare g que cumpla ser un nimero natural comprendido en

ogq ¢r

Sea S€ k*y ONKw,n , Sabemos que
}‘gek"fnknm para o<3<d , Sea X fijo tal que o<Acd
la serie de Taylor de clqgj en A€ es
bo 1 . L
eZ‘:o 4 (a.¢,,f+e (33) [333) (n- As) . De esta manera

~40a



4 4 s .4 |
dp p. (479 (27~ Z 37 (ag,e (9)) [353) (n-35) 2% ) —ro
2efBn €=0o
cuando s —» o0 , uniformemente en algin entorno abierto

de 2% , U, sea W=hhee s trnsecul} . Asi:

q .. S L \ L
4&':.?8“ P (479; ( (had)s) 2% _ {_”k 4’*(.;“._(9;} Ds)) s z%) a0

cuando s —¢o uniformemente en W . Dado 2e8n fijo, for

mamos la funcidn W (e) -_-.LQgJ- («%) 2% definida de
A+ W en F, Esta tiene como serie de potencias de Taylor
en X a o, % 47 (aq,p (3 Lasd) stat

t
y con esto Wt (2 - 4% (q,%a (q;) Las)) st ?

21

£=0, 1, 2, oo;

Teniendo en cuenta a BONET [4) (Prop. I.4.1),

y definiendo ¢ :[o,A}—sF como &(2)=¥ (1), tenemos que

© L) |

P = ble) + dlrors o), L ¥ o) L (“":)__L c\,w)mA’c
2l el ° Tl

con lo cual, dada Pu € sc(F), queda P (& (1) - ‘H"))'s sup me(a))

o, 4
Por tanto, y, como :b"’ (a) = \PU(A), Acte.t)

2l pm (ag (97)053 2% — adq (3;)2%) ¢
Su d* (a (a- z2%4) .

A LR (aaq,, (9;)0a5]) 5 2%)

Haciendo esto para todo 2€ Bw , tenemos

(1) fm (@q (3;) Ts) 2% - ay (3)) 2%) ¢
< (‘4—;4) sep P (2q,, (3, [2s3 5 2%) ¢ (qr) M NSty

Aclo,h) .
siendo M>o tal que SR n\tn.:m (aq (9 Lol (Ba)T) ¢ M
para todo Je]N » esto es°,$ %< fo Waq (‘aJ') L2l I’m,Bén.M

yve Kup Orf"\-&
para todo aen\l sy Y8 que (oéj) m’e‘s% f’-t;r_‘ -acotada,
dc—:



Tomando en (1) supremos en Bw, queda:

hagq (3)0%) - 5 (9 s, va €

¢ (qx0) M llslg, ¢ (rxa) M WShg, .

Iuego dado Ejyo , existe &yo , basta con tomar ¢ _E

3(re)M
tal que si NsSH <6 , Se Ko, AKn,n»
BR P - E.
aa(ar _ . € =0

para todo a,em .

Obtenemos que para o¢q<r, llil\sci , S EKapOKnpm
n

P
Pm (24 (91 (%) (Bu)¥ — aq(9;s) [3) (Bu)¥)
< Pu (aq (37) T3] (Ba)¥ _ af (%) (Ba)¥) +
+ Pm (&:‘q' (9.!) (Bu)q’ - a.°é (%31) (Bn)ﬂ')-\-
+ P (45 (350) (Ba)Y = aq (9;,)15)(Ba)}) ¢S +geEz €
para 4,47 7, 4, o Ademds como (“"p(\knm) [seEg *usigs 8}=
= kur n 5"2 Eg, "Ptx)l? _Ibclls }(\I\EGEQ," isig, 715}
es un |- "B -cerrado, luego lll, —compacto en Eg y as{ com

pacto en L) , podemos concluir que (,J)ches '5“ =Cauchy.
C.Q.D.

¢ 3.(B(AF), ') coMo LIMITE PROYECTIVO DE LOS ESPACIOS

(B (aF) wl)e

PROPOSICION 3.1

B (Q,F) es 1a interseccidn de todos los

Pl F) .

=5]=



Demostracién.- Claramente P (N,F)e B (Q,F), para todo

«xe ' , es decir B, F) e ( B.LF).
axe

Rec{procamente, si ‘foe?:,,(ﬂ-F), para todo
xel , veamos que Ff& BELF), Sea (Se} una sucesién
ren
de puntos de k“'l’ tal que Uiyllsn——’p . Entonces f‘ir'rdﬂ,-}u{o}
~ s un subconjunto compacto de Ep , luego compacto de £LVho},

Entonces, existe K., t2l que !\2,} . ?Nk“'ﬂ. Iunego como ‘fe:g_l(-ﬂ-.F)
se tiene que existe el 1fmite de ] en (P(“¢F) %) cuando

- .
§-———8+"o con S§€ ke, Nkap, 8si existe el 1imite de a'$) (s,
en (9("1—:,\:),'1'.) cuando Tr—soc y es igual &l anterior, para

todo KENU‘,O} .

]
Si b"‘}',_aw es otra sucesién en kn.,r tal

que U?LII&—-’O , estd claro que &im Qi (£)[S,]) = bm ax(®) [5']

r—os 0o *—p 00

para todo k = 0, I, 2, ..., puesto que la sucesién §, g"l

T, S soee ?,/;’,.,,., es también una sucesién de Kupque

J
tiende enll-llbn a cero y esté, por tanto, contenida en alglin
Kem . Iuego aw(fI[5) tiene 1fmite en (P(%g,F) ) seglin
todas las sucesiones de kn,P aue J- e;comrergen a cero, y

: C
de este modo existe &::‘__?: His) en (PC“€,F),v)para

3 € Knp
k=0,1, 2, «s.y es decir, {eg(ﬂ'f")-

C.Q.D.

Consideramos I« * B(R/F)—> B, (2F) 1a in

yeccién candnica. Esta es continua, puesto que fécilmente
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podemos probar que sobre B(<L.F), %.f < T’ . Dotamos

seguidamente & ' de una ordenacién filtrante,

Dados “pe ' , consideramos las familias
de compactos &Ku m}“ ’ [‘Kﬁm}m . Sabemos que Kxm,
m=i mzA
}(_Pm sy =1, 2, ..., cumplen que son compactos de ,Q.U’lo},
~estrellados respecto al origen y tales que:

0€ Kam Aon < Kaom , Kaam c Kecemta ’

)
L= I 8 kpm_ , Am &kPM) kPM P kPM*A ..A
Entonces, para cada melN existe un compacto kb"" y tal que
ka'm > Kam Uka\. y tal que la familia ‘lk.‘-m}”cumple las
. mzA .

nismas condiciones anteriores. De este modo, se verifica

que Byl F) e (2PN LF) .

Esto permite dotar al conjunto de I{ndices

' de una ordenacidn parciel de la siguiente manera:
Diremos que usP si, y s88lo si, para todo
feN , existe me|N tal que k"‘fCKF‘“. Esta ordenacidén es
filtrante, pues kw,';e P, existe Te' , t2l que x< T ,

p < T . Ademés,«sP impliea que P (L,F) CBq(.Q.,F).

p
Debido & esta ordenacién, podemos conside

rar las aplicaciones I« p :Bpm.r)ﬂb,}-ﬂ-’) cuando «<¢ ,

donde Iul; es la inyeccién de Bﬁ-ﬂ-‘F) en B (NF) . Estas

aplicaciones son claramente continuas, ya que si "‘5F R



la topologia '&;3 es mds fina que ‘Cc" .

Ademds, si XLpe T 4 se verifica que

o« °I ‘-'—I.¢ Iot = o ° .

As{ pues, el sistema (’B.‘(-Q"F>,LF) es un
S o ' <per

~sistema proyectivo, y se verifica el siguiente teorema:

TEORENA 3.1

S e—

BUF)[T' ]es el 1imite proyectivo topolégico
de los espacios B (M ,F)[%/]}, bajo las aplicaciones IxF .

Demostracibn.- El 1fmite proyectivo de los M‘I.F)[ﬁ] es el

subespacio del producto 11 RS2 F)[T«] formado por aquellos
uer

elementos 4’ = (ct: tales que si -zgp , entonces

~ler
¢O£ = INP (q’r,) *

Podemos identificar cade feB(q F)con el
elemento (‘f«)xeﬁ Hﬁ ﬂaq(JL,F) tal que para todo xel' ,

fe f« . Claramente BOLF) c bm T« ('B(-O-.F)).
— TP
Rec{procamente, como las Lr son las iden
tidades, '-F,;— tﬁ y Para todo «ép sy ¥ pvor tanto,

£ I..r (BP(JL,F» = B,F).

Palta ver que T'es 1a minima topologfa



sobre B(-ﬂ-,F) para la cuzl todas las aplicaciones

Tt BCAF) [%'] —s B (2F) [TL] son continuas. Sea
kcnuﬁo}un compacto tal que oeK , estrellado respecto
al origen. Existe un subconjunto K mo 08 Q1Uho} compacto,

tal que kc.k%m. . Sea
;:&q‘(‘.:w\ ( “—.‘,(i) [sl (?:v\.)a)"'A)S

osgsr o 4 <A
7 o0n Unons = £ 3 (o) s (i it D)€

U= {fescar .

(- X" ¢v
Si 'GA es una topologfa sobre pL,F) qu% hace continuas todas

las aplicaciones 1« , resulta que

I ()= te Bl o Jof, P (Qq(f)tsl(&n)q’)s'i}

* ﬁc kd.“. nKn,h
o¢qer - 1
es un T4 -~entorno de cero en f(r,F)y Pero I (u“.m)c. ’

yasf T < Gy .
C.Q.D.

COROLARIO 1,

BE,ALT'] s semirreflexivo.

COROLARIO 2,

B@,¥) [ Y] es completo.

COROLARIO 3.

.‘B(-ﬂ-,‘:) ['G'] es semi-Nontel.

PROPOSICION 3.2

Los subconjuntos compactos de ®ELFI[T]



son metrizables.,

Demostracién.- Sobre los compactos de BeaF)iElas topolo
gias 4 y'z,; coinciden, puesto que ?.; es de Hausdorff y
' 1
T < T . Como %, es metrizable, queda probado lo

que queriamos,

C.Q.D.

nora. -

En general, sobre B(Q,F) , las topologfas
T y T son distintas. Basta tomar E =P = € ,. ya que
al ser AL convexo es simplemente conexo, HERRERO [4](Cor.

de Prop. I-B,3:I)

$ 4. COMPARACION DE $.(aRle] y A.(2F)[w].

Sea &kur} o e una sucesién de compactos
de .Q_U‘)o}, con *e' , Tenemos definidos los espacios:
BOAF) <[ EeREAF) + 3 & QDI L5]  en PCEA) |
Isip,—o , S€ Kn,pn Koe m nipim,k €N
A (<2, F) =l( te (,F) , tal que f tiene desarro

1llo asintético en eedN a través de los compactos llkar};'“‘.
Vamos a comparar Ax(L,F) y P (F) |, - &l

PROPOSICION 4,1

B2 ,F) es un subconjunto de hu(,F) ,
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para todo «el' , siendo 7 un espacio localmente convexo.

Demostracibén.- Sea feB_(,F), xel . Sean pra, e M,

$ € Keep Nkn 4+ Sabemos que Las, o<caca}e Kep Okn@
Definimos la funcién ¢ -[o,1]—F de la manera siguiente
$(ay= £(a%) para A tal que o<Asth ¥y

. IR - Uwm L) =
bley - Q;:M ® ) A —r oF Fas) UL i

= L o« 'LC Kap OKn £
U e () 1) ae. %) . Bl S
e \"" NYXw, 2
Esta fun¢idn ' & ,as8{ definida, es continua en I0,4] .

Sea 2, tal que ocd¢A fijo y PJ-eus.c.(F),
entonces existe un entorno abierto V de AS tal que:
b (£0p = é_”am (8) 1233 (1-33%)" ) — o
cuando S—»po uniformemente en V . Sea W :l\f\ed‘, ‘.
(hs2) 3 eV } , que es un entorno abierto de cero.
Ilamando Y & la funcién definida de jzeC:.23e N1} en
P por Y(2) = f—(‘l‘s') » tenemos que ¥ es holomorfe y
F (¥ (hed) = W am 251 7") —» 0 cuando s —res
pniformemente en W . De este modo, por la unicidad del
desarrollo de Taylor, resulta que Y™ (2) = OGwm 187,

oy
©o<2gA , Pero en Jo ] las funciones ¢ y Y comc_:L_

m)
den, luego ¢ (A)-_- am(f) TASIS™ , 0<ALA y
m i .

m=0, 1, 2’ L N}

Haciendo tender ) a cero por la derecha

. cbm’ (;\} < m
queda: &m = lim am (£) [a5]5™= aml®) 37,
A~ ot ml A —of

=57=



m)
y llamemos ¢ () = ml a%u (¥) ™ |, meniendo en cuente

ahora a BONET 4] (Prop. I.4.1), resulta

A (a 1)
¢(A)-_-¢fo)+<b‘(°)+._ 4 4’ (o‘ +* j (A t . (&) dt

Y)Y k\

k=0, 1, 2, eeey ¥y &s{ dada P -esc(F) se tiene
W)

) (@ ,
Pi (bU)-dlo) - &0y _ . _ & (o) ¢ A aup ¥y @),
J ® 2\ ) k\ A TN

Por tanto,
() -at () - ah ()5 - .o ak(§)§ ) ¢

COken) Sup Py (@) (D) IA51 5™ ¢ leet) sup I awcaa DS ns\f‘
keto,k‘] rC to ‘3 J,%-\

Debido & que Oy, (B3 es con

| wig.
tinue deflen (P(*'€ §) 1) , 7 tiene 1fmite cuando §—> 0

con 'lek«rnkn.,t s ©8 por lo que existe un M)»o , que depende
de j, P, n, £, X+T y x, tal que Il axa ($109] “? ¢ ™M

AL Bn
para todo fne kxf AKnt , luego

By (£05) « 2508) = A 4(5) —veem a BT ) sex) MUSUE ()

£(5) — o ) - dY($) % = 0o e (£) 5
ugu‘
para %E‘ S ngs,\ 'y k = 0, 1, 2' eeey resulta que

y llamando En,«,$ (%)=

&:v":f (8) —s 0 en ¥ cuando IIs) n—ro con $ en
ngﬂkn'Q . Haciendo variar P,&eN , llegamos tras el
mismo proceso & una desiguasldad tipo (1), que nos indica

que &:,x, £ (§)—>0 en F cuando \(guB:-m con gc_ku?nkn,t

para todo p,CeN , luego ¢ Ao (2, F) .
C.Q.D.

PROPOSICION 4,2

En general, Ay L) y ?’u(‘n"‘") son distintos.
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Demostracién.- Témese el caso de que E =F = ¢ ,

HERRERO[A) (Prop. II-A., 2.2).

PROPOSICION 4.3

Ia topologia G, sobre B  (F) es mds fina
que la inducida por dh (X ,F) [ o] - :
- Demostracién.- Sea VN =L{fc B.(F) . wmp 2 H-(”)“} N
§C KepOKXnn
A Lge B (F) 2 Vm, ocmer |
) 4 % (D) (BW)T) <4

(-Z«)' swp T ( E-uw,m," (§)) < A }
Se qu OBU\ nk'\,'t .
la interseccién de un entorno de cero bdsico de [_con

B«(—Q.F) . Construimos W = ‘\ic Re (L2, F)

sup G (awm (£) 5] (B.Q“)sl}.Veamos que W e V.

DM ETreA

Sea feW , entonces sup % (4(8)) =
' Se Kurﬂku,n
= swp %4(aatf)s])4A , ¥ esto es debido a que fi§) = aeo (£I[5].
$c wu (\Kn,“ .
Tambié; se cumple que S“p 9 (am(£)T5] (Bu)™") < A,

CEwm £ T
FE€ Kup Ky,
y, de esta forma, dado - k«gnkv\m tenemos que

[as =2 o< ¢ ‘}"k"r"“*v* » con lo cual,
sup % (am (f)1a5] (Bu)™) < 4

ocdMm<Y

o<«x g4 .

y haciendo tender A a cero, resulta que %
OL&Lm <L

Por ltimo, con  § € Kecp ABn O Kun
. e 4(5) . Z- aid) 3¢
g (Enym, £ (5)) = § ( t2o ) ¢

ishg
¢ sup Nam, B0
AcrO[‘J

?’5.\“?115“
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como se tenfa en proposicién 4.1 de este mismo capitulo.

ast amp % (€% g () € swp llam“(f)[asju%s'\‘lsllaf
g"— kﬂrn Bnﬂkn,n AGCO,I]
$€ Kap NBn Oknin

| D ama F1 0230 TSP fama (D) I8IW. LT

2 59::?(0)1 ~t 3, Bn Se kdfﬂkﬂ.v\. /8w
%ek.‘?(\\‘nn\-

Csp 4 (ama D181 ™) ¢ p el (61 ¢4

- CK& (\ 3

Sekugtam celerer . CuQD.

NOTA .~

Si P es un espacio de Préchet y si %(JI.F)
'
fuese igual a A(LF), entonces las topologfas Gu y Ge
serfan las misma por el teorema del homomorfismo entre es

pacios de Pyéchet.
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CAPITULO I1X

N
‘¢ 1. 1os EspacTos A MR [E] r=(r), € N ¢

Sea {1 un subconjunto abierto convexo de
un espacio de Silva complejo E, tal que oe€dfL . Sea F un
espacio de Fréchet, cuya topologfa viene definida por 1=

]melN » Sea ‘Py

J{u,? como en el capftulo I. Ilamamos A < DA,c...c AL -

sucesién creciente de seminormas [le

2 una sucesién fundamental de compactos de L1 .

DEFINICION I.I

Sea = (r,) una sucesién de mime

ne N
ros naturales., Llamamos ¢ (41, F) = {?e cA(-ﬂ-,F) tal que pa

ra todo geN , el conjunto { Ewn,q,f & }xe__ Bu NKu,n

es acotado en F }

OBSERVACION, -

N
dAe (L, F), re INI , Son subespacios vec

toriales de c4(,F).



DEFINICION 1.2

Dotamos a dr(2,F) , re INN de la topo
logia "G,- , que definimos como aquella topologf{a teniendo

como base de entornos del origen a: V,(&m) AV (n,8m)

donde Vr (€/m)= ll‘ﬁe Ar(L.F) o sup P (£L0)) ¢ *}
x€ Ag

Vi (n,s,m) = [ e Ar(F) « Vg , 0o2q4s
(1) P (g (£) (Bu)?) 4
@) P Pm(Ea,q,4 %N)ed

. x€el Bunk ,
cOn ’L,e,mem '} B = 0, I’ 2, L N 4 r“. " "

PROPOSICION 1.1

Ar(2F)[Tr] es un espacio de Fréchet.

J

Demostracién.-~ Es metrizable por tener unz base de entor

nos del origen numerable, Veamos que es completo-;

Si : es una sucesién 0, =Cauchy en
{{) }J€m r y
cAr (S, F) , esta es una sucesién de Cauchy en[H(aF), o) s
y como este espacio es de Fréchet, entonces existe f en

Hn,F ) tal que {,—-r { para la topologfa To de

j{ (‘n'l F) 0 También' parsa cada q = 0, 1,?'2’ oo;, rla su

cesién (ugq (¥3))aem es una sucesién de Cauchy en
(Lq,s (€, F) v.)s luego esta converge a un elemento de

[} ¢ .
Lq,s (*E€,F) denotado por Ueg (f). Para cada q, n y cada
X en _:,M BaN Ka,uw 18 sucesién (e"«"mfj (x)>3eN es

de Cauchy en ¥, luego la sucesién (€., ‘4:25 M)O\EIN es
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convergente a un elemento de P, que denotamos Eun,q,% <)y
para x € “F’ Ba nKa,n s pero por ser uniformemente
~n

Cauchy en é Bnnkan, es uniformemente convergente y resul
~M
K-llgm
ta que €n,q,f(x) ——>0 en P, cuando x—o0 y X

queda en Ka,n .

o Puesto que podemos escribir:
q
- . - c 1
£J x) = E_D uy ({,) U:‘-) 4 ﬂxllsn £n'q”£j (x) , XE QOEB“}
haciendo tender g—>o° en la igualdad anterior, queda

%

9 .
for = - wi(f)(x*) + Mxlig  Ew,q,§

A =0

81 xe LLNEyg, y ademds 1‘ En,q.,¢ 0‘7},(2_1_3“(\;«\'“_
estd acotado para cada n, q. As{, podemos decir, que
£e Ar(Q,F) yaue f—1{ en de@F[E], 1luego

A (2 ,F) [T ] es un espacio de Fréchet. _
CsQ.D.

¢ 2., cAr(F)[Br] COMO FPH-ESPACIOS, A (N, F)  coMO

UNION DE LOS Ac(a,F),

DEFINICION 2,1

Sea H un espacio vectorial que posee une
topologfa de Hausdorff, para la cual no es necesariamente
un espacio vectorial topolégico. Sea X un subespacio vec

torial de H, Se dice que X es un FH-espacio, £i a X se le



dote de una topologfa que lo hace Fréchet y que es més fi

ne que la topologfa relativa de H,

PROPOSICION 2.1

Ar,F) [543, re N N son PH-espacios,
siendo H= 4 (Q,F) '[ Gl.
‘Demostrecidn.- Sabemos por la 'propo'sic'idn'l';i de este ca
pftulo que cAr (2,F)[%c] son espacios de Fréchet. Veamos
que Tr es més fina que la topologfa inducida por i
sobre dr(,F). Para ellc, basta ver que si V es un G -entor
no bésico de cero em AL, F), existe w » Gy =entorno

de cero en Ar(®,F), tal que Wevn Ar(R2,F) ,

Sea V = { PecAlL,F) s 4P Pm ($0e)¢A
xe KOKn,n
y tal que para cada q naturzl con ©¢£4¢ S se tiene:
(1) Pm (uq (D) (em)"') ¢4
(2)y omp Pm ( Ew,q,§ 1) ¢ }
XxeKNABAKn,, A ) ’
con k = Ujo} compacto estrellado respecto al origen

tal que oek , ¥ nzpn, talque KeEpg, yK es

compacto en Eg, . Construimos: |

W= {ﬁe Ar (L, F) +  swp Pm($0)sd y tal que
x e O
para cada q natural con ©c<cqss se tiene:
(I)\' fm (\Aq\‘('f) (Bn)q‘) < S

(@) sup P (€a,q,¢ ) € S } ,

xe —‘r:\ gn ﬂkh.n

=64~



donde Ap es un compacto de la sucesién fundamental

. A
que tenemos de manera que A1 o K~ ,LJ‘E.EB“ : \lxl\%: -‘;:}’

<
Y, i
" ’ .

6 = mun (A
¥ P st 4. ! Sae

sea feW .see xe KOKam

Si \lxllB7, LI , 8¢ tiene que xeA‘t , entonces
n Tu

Palfo) 5 e A T xek B oot £ zur

de esta forme
+ e & Qg ()c‘)-\—llxusB“ s'“'(‘rgtx) ¥

$
™ (f(X)) £ Pmluc) + ... * Ppa (“-s(xs)> + “X“Bn Fim (&"S'
..‘.—5 9 = (54-‘):: __."J 85Al

r“ r“

por) <

& 5+-5flj.+§ + .!‘:-;S e (s4l)d +

por lo que Aap ?m(“"’)ﬁA .
XekNkpn,,

Veamos que S4%P fim (&nlg‘,f 6:7) 3
XEKNBnNikan,n

Sea X e knB..nkn,n o Si “X"B.gs .e.__ » entonces
"

¥ € ;’__ B, N Ka,n ¥ se tiene por pertenecer f a W
n

que  f (£a,q,% G ) < /1 . Supongamos lbcll&?—:.; y entoncesc

debido 8 que Ew,q £ Gr) _:irxl- &, W ) ,
Oxn
se tiene ¢ a Bn
be P CACHI P g,
Fm (Enrq, § ) < fm (F0) 4 T, P (010%) < L (Sa1%6) ¢
ﬂxusl 3

¢ (942) 8 < (s+2)S< 4.
Por todo esto eV , yasf W c

CeQeD..

E1l hecho de que los espacios Ar(2.F)[5,]
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sean FH-espacios, nos proporciona los tres siguientes re

sultados., (Véase WILANSKY [A) (Cor. 5.5.8 y Prob. I04)).

COROLARIO T.

Ia topologfa v es la dnica topologia
, 01 e Ae(2,F) G

que se puede definir sobre cAr(f.F)
sea espacio de Préchet y que la inmersién £, :¢Ar 2, F) [t )—uinP[T

sea continua,

) ]
Diremos que v<r' gi, y s88lo si, Yuéfn

para todo welN .

COROLARIO 2.

Sobre el espacio CAr(4L,F) 1a topologfe
Gr es més fina que la inducida por G para v< ¢! , sien

do Gyr 1la topologfa de odr/ (S2,F) .

COROLARIO 3,

A (2, F) es de primera categoria en

Art (L, F) , rer! | r e,

PROPOSICION 2,2

A (,F) es la unidn de todos los AL, F)

re WN , 8i P es un espacio de Banach.
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Demostracién.- Evidentemente ¢4(1,F)D rgmw Ar (4.F) .

Sea ahora fe€ cd(L,F) ., Sabemos que , Um F&) - w (),

UM%;—+O
x €Kn,n

as{ dado 4>p, existe [ >0 tal que si uxag <f, , com

x € Knma o entonces llfox)f)< Jluelt)/l+A , donde con II- I
denotamos la norma de F. Pero dado f, ;0 , existe <*n &N
Atal que A <fn . Luego f es acotada en é; BrNKn,n .

Veamos que fccd, (-ﬂ-f"), donde = (r v\) ne

% .

4 =0

1
"x“Bn

Sea Eﬂ.,qtﬁ ) =
con x e £ NEp, « Debido a que e."qlg (x) —> O
cuando x| — ;0 eon XxeKwn , se tiene que existe S0

Bn
tal que si “X“B.\< §a , x cKn,n, entonces

NEngt =2l < A .
Sea X € Lf':\ B.\ nkv\,v\ e Si “X“B“(J“ R
se tiene que NEn,q,¢8 02]l< A » ¥ si siendo xel g, 0Knn
n

se tuviera lxlg 3 &n tendriamos

Lo (udeal « > peae) ¢

s ¢=e

l &v\.,ﬁ § ) Il <

. s, ) €
< (Hwat® M+ 4+ NuetHN + 71 Huct®lly teiig,)
Sn. q Se _‘_Q = Mu'q,
< .s_€ (NuaCOB + A4 Nuo (O + 2 huctsillg, =2
- i=
De ac;ui obtenemos que AR, F) = U A, F),

re NN .
N C.Q.D.
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NOTA‘.-
M(-Q-.F) se puede estructurar como
el 1fmite inductivo de los espacios cAr(,F) , cuando

F es un espacio de Banach,

IN

$ 3, LOS ESPACIOS 'Br(n,r)l[‘?:j];.‘ vz (r.d e !N

DEFINICION 3.1

Liamamos §,(<1,F) =Il£e B, F)
que el conjunto ll am ()L s] } B (\K estd aco
n n,"n
tado en(‘P("‘g F) -zo) para m = O, I, 2, coey Y n =1, 2, ...},

donde = (r"')v\. fmelN paren =1, 2, ee.

e ’
Evidentemente Br(2,F) , re NN ’
es un subespacio vectorial de B(Q,F) , si 4,C..cA.C
es una sucesidén fundamental de compactos de L , dotamos
g Br(a, F) de la topologia ’G$ dada por la base de en

tornos del origen siguiente: \‘l (E,m) AW, (ns,m?t),
donde W, (£m) = (‘ {e 53.-(-“-.‘:) Toeep ?m(‘g"")“}

x ecda
)
0c9¢s P fm (o--,}ms) (sa)ﬂ}
Sc%_.g,n(\k..,..

Wi (n,5,m) = L8 B (LF)

’

econ <i,mm,eelN ,s=01,2 ..
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PROPOSICION 3.1

B, («,F) [’G,’-] es un espacio de Fréchet.

Demostracién.- Es metrizable por tener una base de entornos

del origen numerable. Demostremos seguidamente la comple

titud °

Sea (f:)) una B, -sucesién de Cauchy.,

(f’)JéN r A

Esta es una sucesién de Cauchy en ( r (RN 'r.) s ¥ como
éste es un espacio de Préchet, entonces existe f en

?C(-O-,F) tal que iJ-—of para la topologfa T. de '}((-9--’).

Puesto que (P (*E,F), %) es completo, re

sulta que para S e ‘: Ru N Kn,u fijado, exis

[ 3

te Lm @q(f)[5] en (9’(35:,;:),1;) para q=0,1,eeey 8,
J»—-no

que llemamos 6"{ (%] . Sabemos, por DINEEN[53(Prop. 2.5),

que :f_l"‘ . (R(QF), ) — (P(ME ,F), %)

2 ., d™t(s)
es continua, fijado Se-LL . Debido a que L {P:f en

P, Sadad

('k(,-ﬂ-,F),"to) , tenemos también qué aq ;) Cs) -;—E::’ aqlf)ls]
para S€LL, Iumego para todo Se ‘?‘.‘ B O Knyn , se

tiene 611[53 = a.?ff) (f£] . Ahora, para demostrar la con
vergencia en Zr’, tgnemos que por ser (:fj)ew, ?:’,-Cauchy,
dado Wy (£,m) N W:. (w,s,m, L), existe ;}gﬂ tal que para

todo ( ,J/ > }'o , {J‘ _ fj" e W, (¢m) (\W;(n,s,m,l.) . Iuego



o 1 *
E%‘;r‘:s.\n k-f:‘ (aq (D31 (By) = an () L5 (BY™ ) ¢ A

©c£9¢S .
y haciendo }/ tender & o , resulta :

i*:r%; a..nk...f"‘ (2qC4) 8] (82)% - agq(ticsI CBpl¥)c 4
C%q4es
As{ -1 € WiCn,s, m,t) « Lo mismo para We(é,m).

Es fdcil provar que $¢B.(a,F), con lo que se concluye

la demostracién.
C.Q.D.

¢ 4. B ,F) T2l como FH-ESPACIOS.,

PROPOSICION 4,1

si H=R(2F)LT] , entonces

'B,(—“-.F)['E'r] es un FH-espacio para rs.lNN' r=(0r,) .
n&IN

Demostracién.-— S&lo es necesario ver que la topologfa in

ducida por %' sobre Be(*%F) es menos fina que T .

Sea U U -entormo de cero y veamos

que existe V 1T, -entorno de cero tal que Ve UNGB,(L,F),

Sea Ll=fl A,F) 2 AP P (aa(IL53(BA)A
4ec B, (n,F) ‘élzhk.:(q' ] ))f},
<
donde K € fule} es compacto con ocic s Ysirellado res
pecto al origen, nyn, , tal que K cEg, ¥ es compacto

ahf y Se INUjef. Tomamos V = {fCB,(-ﬂ--F) : aup P (2061)2 6
XeA



y ‘;;_P__ B T m (2 (t)Ls5) (Bn)*) ¢ 5 } ,
siendo ozju.n compacto de la sucesién fundamental que tene

entonces K, + pBn < A: , Para un f>o . Esto es as{,
puesto que si & = d_ (k. 2(no0t )) , donde por dg
Eﬁn ' Ba B

denotemos la distancis deducida de la norma de E, , tema
[

m'os' f: 8;_ yvténém'os- o kA +f8“ C'n.‘n‘Eg“'_ a.n. '.'
3
Y siendo § z wan (4, 4 —)
MAX —--—‘.-
czo5 5

sea f£V , %€ Kaknw : si
“%"B“ ¢ L , se tiene #. (aqlf)Ls) (Ba)¥)¢ 4 para
g=0,1, ¢eey 5, Por ser f un elemento de V., Pero si
, entonces:

Aa ay) ¢ L eup Pm (£000) ¢
Xc Bn 31 I 46 6h) f* xe s+ PBn

Pun (Prx « L ({uer) .
< * e w ) < W f
L ; P?  x cPKq +718a ) r P " A Pt} €
uego Pn\ (aq ($)L53 (Bn)3) ¢ __,' ou.rA P..\(Q(x))anuu 1= —):;PA‘\

pare q = 0, 1, «e.ySe (Ver DINEEN 5] (Prop. 2.5)). Con es

to tenemos probado que feUNBq(-,F).
C.Q.D.

E1 hecho de que los (Be(2.F), /) sean

PH-espacios nos proporciona los siguientes resultados.

(Véase WILANSKY T4)(Cor. 5.5.8 y Prob. 104)).
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COROLARIO 1,

La topologie T'. es la ¥nica que se puede
definir sobre Brla,F) , de modo que (B (N ,F),6T.) sea
espacio de Préchet y la immersién 4, : B, (2 F) [T,]— BQF) A3}

sea continua,

COROLARIO 2,

NN

Para todo r<r' , r el y €

-

tiene que la topologfa G\, sobre §.(,F) es mds fina que

la inducida por ’C:,, .

COROLARIO 3,

B(2,F) g ge primera categoria en

Bpt (2, F) para v<r' en N,

¢ 5. COMPARACION DE LOS ESPACIOS (@,.(.rz,r),z,)y('nr(af),'&l) .

PROPOSICION 5,1

cada Br(N,F) es un subconjunto propio

de cArl,F), r ¢ NN .

Demostracidn.- Bs conocido que % (&2,F)eRB,F)c (-ﬂ—,F) .
Luego dada fe ﬁb,(ﬁ-,F) , Se tiene que f posee desarrollo

asintético en el origen y



)z Qo)+ astf)lxy 4 ... ¢ aqlf) (xH)+ “"“%g,\ Eng,t &)
con x e QNnEp, , donde actf) =7-&lim acf)ls) en P(°,F)

cuando gus_'.‘.c’ con S€& ku,P ’ feN s Siendo

N}
€w, 4,4x)— o en P cuando x—2% 0 con x en Kun,p ,

Pe‘No

ﬁa;dc;» | bﬁ | y Aaﬁﬁ | f,“ e S.c .(F.) ., .eiisfe

5.",30 tal que si ""“B.ﬁ Swm,m ¢ X€Knn, entondés

Fm CEn,q,203)<4 . Si x e ‘;-“ BaNKn,n, tenemos dos
casos:

(i) ""‘"B.f Jm,w » con lo cual P, (€m,q,p &)<,

(-‘ii)x f)xlla")/ ‘5..,',, : en este caso
3 o (asll) ki) €
P (Ew,q,2 00) < in [Pm (o) + 2
J ™, . (x‘,))] <
¢ fr [fmte®a) s = Pmlai® s

" co

9 .
< A [ M=~ 251 H‘;,"“j ’
© 4=

~ 83 .
donde ' Hu'“ - Swp L (%{-z) Lx])
® x e L Bu OKnn Swp  Pwy t&1 % )
por ser {e Be(,F) ¥ ‘;\'“7/ e B ’
pues debido & que Sup Pm (a(£)153(BL)¢) es finito,

Se ':,.—.; Ban Ki\,v\

tomando l{mites cuando gy, —+ o con E&Kaun , como
"

B
los ¥ puedo considerarlos en "_'_- B N\ Kun ’
resulta que P (S (F) (Ba)*) < Mf‘,“ .

Con todo esto demostramos que 4e Ae(L,F) |

Para probar que el subconjunto B(2,F) de cAe(,F) es



propioc,véase FERNANDEZ [4] (Prop. IIT-B. 3.5).
C.Q.D.

PROPOSICION 5,2

'
Sobre ﬂ,(j"’-.F) la topologia Ty es més

fina que la inducida por T_.

Demostracidén.-— Tenemos que probar que dado V T, —entorno
de cero, existe W . -entorno del origen tal que

WevVnag. (a,F) .

Sea V = L\‘gehr(ﬂ.F) T oup 9,,(“-1)/;/!
. xe
y para cada q = 0, 1, 2, ..., 8, 8¢ tiene:

(1) tm (aq(f) (Ba)¥) <A
xe L; Bn NKn,n
e R, (a,F) sup  Pmlfen) < d
y para cada q = 0, I, 2, ..y 8 + 1, se tiene
Aup Pm (Qq(2) T5) (Ba)?) ¢ € } )

gc 4,': &nﬂku,u

donde § 2 min (41, &)
S+4

Tomamos W =

sea fe W , entonces trivialmemte
sup P ($0) <y también Py (25 (51 (Ba)Y) s 4,
x €Al . .
a=0,1, 2, eeey By tomando T -1lfmites en la segunda

desigualdad definitoria de W,



Por otra parte, cuando x¢& 'AF, Batkum,
fixy - ao(f) - () lx)—- ...~ aq (4 (xq))‘

%
xl o

¢ (qei) b P (aqy @) [ax] (Bu)H4) Nixlig, €
(s+A) ¢ < A,
fn

De estemodoy, £ & Vv N 'P;,r(.ﬂ.,F) .

Pm(&“"’u‘e 1) = ?».(

£ (qaay A 3

Ce Q. Do




CAPITULO Iv

¢ I. DESARROLLOS ASINTOTICOS EN UN SUBCONJUNTO DENSO

Sea {1 un subconjunto abierto convexo
de un espacio de Silva complejo E. De esta forma, la fron
tera 941 es separable, pues cualquier subconjunto cerra
do de un hemicompacto es hemicompacto, y como todo compac
to de E es metrizable y separable, el cerrado es separable,

NMUJICA [A] (Teor. T.4).

Sea P un espacio de Préchet-lMontel., Sea
(gw)“ﬂun subconjunto denso de puntos de ?SL . Si 4, ¢
cAyc..clbpe... esun sucesién fundamemtal de compac
tos de Q1 , para cada 2. consideramos una sucesién de
compactos de (k:f’)?“ , SLUAz.], estrellados respec
to-a 2Zn , que cumple:

(1) 2a "k:r v P =TI, 2, ev.

(2)“.Arck:r by P=1, 2, eee

OYKE e kiopy 1 P =10 20 oy



con o recorriendo un conjunto de fndices r .,

133

finito no numerabdble.

Asociados a estas familias de compactos
tenemos los espacios:

04.4 (L, F) = L( fe '}t(.n. F) , tal que f tlene desa

rrollo as:.ntético en Zn , & través de 1os compactos

En An (L, F) , consideramos la topolo
gia "B: que ee’define de manera andloga & T« en

Aw (1, F) (cap, 1, 6 2),

. Sabemos que el espacio (cAu (4.F) z'n) es

un espacio de Préchet-Montel, al serlo también F,

DEFINICION 1.1

TLlamamos H: (o,F) = (A:U\-.F)“ ceex AL (S, F) .

"
En Heu« (N,F) tomamos la topolo
g{a producto TT:‘ , v as{ 'H: («,F) [Tl:] es un espacio

de Fréchet-Montel.



Si wmen , se consideran las aplicacio
m
nes Pm,n Ao (,f) —» Fga (0,F), definidas por

¢M,n (44,.,.,4”\, ..,’£n)= (‘l,...’ ‘g—m) *

PROPOSICION I.I

n
- El sistema- ( _F\_,‘,(.CL,F) y) 4"".“) - es um -
mnem
gsistema proyectivo.

Demostracidn.- Basta ver que Ssi wmgn < p , 8e tiene que

Em,n *“"? = 4:,,"? , pero esto es trivial,
C.Q.D.

Consideramos de esta forma, el lfmite

proyectivo ‘f:_: Pon ( R: (-n-nF)) ® ﬁ‘(SL.F).

PROPOSICION 1.2

~

~ ~
R%a,F) LT , donde T es1a

topologia 1limite proyectivo,. es un espacio de Fréchet=-Montel.

Demostracién.~ Ia prueba es obvia, debido a que

H: (o, ¥) [ T":] son espacios de Préchet-Montel paras

wnelN,
coQoDo

N
A («,F) , por ser lfmite proyectivo,

-]
es un subespacio del productoTl R'%L(X,F), cuyos elementos
nel
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verifican la condicidn siguiente:
si xe RY(N,F) , entonces X =(xw) .4
tal que si mewm , se tiene x,,. =<\>Mm(’<n) , es decir,
% = L) ,(‘34,§;\,.,.] , donde cada ?%{ es un elemento de
do (2,F),

DEFINICION 1.2

Mememos Fu(L,F) = (O AX (A, F)

XY )

Considerando las identidades
Il F)— AT (4, F) | Fe(F) es el micleo localmen

te convexo WK IR (Al (-“-'F));
"

PROPOSICION 1.3

F« (L ,F) se puede identificar con un
subespacio cerrado de H ™ (L, F)

Demostracidn.- Establecemos la aplicacién:

Y. Full,F) —> R"(2,F)

P e [h, 4,0, 8, ]

Je cual, es lineal e inyectiva,

Bn FulL,F) <tomamos la topologia T ,
para la cual, una base de entornos de cero viene dada por

las intersecciones finitas de los entornos de cero en los



/

espacios cde (SL,F) , es decir, podemos tomar V, entorno
bdsico de cero en Fu(nr,F), si, y s8lo si,V=VaN...nVa,

domde V¢ es un entorno de cero en rAi (n,F) .

Veemos la continuidad de ¥ . Sea W un
_entorno de cero en BY@ALT], ast L
W= [Wix .o Wax A () AYYaf)x... 30 RY (),
donde Wi es un “:, -entorno de cero en F\:‘(SI.F);.‘;,
Wn esun TIy -entorno de cero en A% (a,F) , es de
eir, W, = U, , U, es T\l -entorno de cero en
A (R F) 4 eoey W = Ulx ..,x UY , donde U}
es un '13:" -entorno de cero en d:;' (N,F) . Por tanto

Y2(wy =v = Upynyv, 0. .. QVa

donde Uy = UAN.. . AUT s ceey U, = UL o De esta

forma, como V es un T“ -~entorno de cero en F.‘(-Q-.F) ’
a2l ser interseccién finita de entormos de cero en los es

pacios A («,F) , se tiene gue Y es continua.

Tembién V¥ es abierta. Sea VzUaN...NVUw

un V& -entorno de cero en Fu (SL,F) , asf

W(V) = [UA" (UA xu.g,) XeioX (UAx ce o X Un) x F[':A (IL,F)X..:]nV(de.F)).

Esto ocurre de esta manera, pues si f e y(v) , enton

ces 1 = Lo, ,ce,e,8, .01,
$eV , por lo que se tiene fe U, , £e U, , eeey
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fe U. , v como feF(arF), también 'feﬂ':H HL,F) eeey
es decir, £ € 5\U4x evex (Upx Uy x.., UL F\“‘:K (IL‘F)x...}n
AW CCFaiap). |

Rec{procamente, seg { un elemento de

Up % 0o x (UaX ccox Un)x F‘:"i(.q-.\t)n‘l’(ﬁ,ulf)).lsuego

$cU, » eeer $€ Un » fe F(Q,F) , 7 por tanto,

‘f—e\/,esto es, § € v (v) .

De este modo YV) es un abierto de

ol
(v (% (Q,F))ff;).l-uego fu(,F) se puede identificar con

FULF) =Y (Fln,P) «

‘Veamos, por ¥ltimo, que F%(L,F) es ce
rrado de P (0,F) . Sea una sucesién convergente de ele
mentos de F"m.,F) . Esta serd de la forma ll(fn),(tn,t.‘],...}.
El 1fmite de esta sucesién en ﬁ“("‘z‘:) serd /\(2.) , (a0,
(£4,42,45), . .. } , donde §, = oL _ a4,

N~y oo

fz' 2 'G:- »QA.W\. ’:,‘ » Oo;, fl’ =z:{,’um #M 9 oece Todas

n ~3) so ”n - Do
estas convergencias, en particular, implican la convergen

cia puntusl. Asf, si ¢¢, , las funciones #. y fJ coinci
den en Af , 4p © ki\’n kif , ¥ por tanto, en todo
L)L , De esta forma o= £J' . Ademds 'f;e(A:(ﬂ.F)para

todo « elN , por ser O‘\:(IL.F) ['(;:] completo., Llamando

-8l=



f a todas las funciones £i, +eN , queda fe (Af‘(_n..F) para
todo reN , y el 1fmite de 1la sucesién tiene la forma
T, @b, .0}, fe R@F) , es decir,
! e Fo(a,F).
C.Q.Ds

COROLARIO,
Fo (22,F) [Tu] es un espacio de Préchet-Montel.

Demostracién.- Obvia, por sdr topoldgicamente isomorfo

~ o ~ «
2 un subespacio cerrado de R (A, F)LTY, que es un espa

cio de Préchet-lontel.
C.Q.D.

OBSERVACIOKN,

Existen funciones de F« (®.F) que no
tienen desarrollo asintético en todos los puntos de la fron

tera de £L , FERNANDEZ [A] (pdg. 11).

¢ 2. EXTENSION DE DIFERENCIALES EN UN SUBCONJUNTO DENSO

Considerando una familia de compactos
{kc:} }:’_‘ del apartado anterior, también tenemos defi

nidos los espacios:

R2 (@F) = {testear) ©  a ce)rs)y
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tiene lim.ite en (q)(kE,F)’ 'Z°) ’ k = O, 1, 2, oo;,-

n-u , ,

cuando 3.—-_5:2.. a través de los compactos {k'}:r }P: }.
" o

Este "a través de los compactos l\ er}r-‘ " tiene un

sentido andlogo a1 de la definicién 2.1 del capitulo II,

en que se consideraba el origen en vez de un punto Zwn .
Sabemos que cada (B& (-ﬂ-.F), 'G'“ ) son

espacios de Fréchet-Montel y que 'B:(.Q.,F) c,).:(-ﬂ-.F) para

todo wneWlN .

DEFINICION 2.1

Ilamamos ﬂB‘L (2,F) , neN, a

A (Q,F)x.ox BI(QF)

Em lB: (S1, F) tenemos 1a topologfa produc
N
to TV, que le dota de estructura de espacio de Frechet-

~Montel.

Si m<n , consideramos las aplicaciones

Ym,n t BL (2 F) — B (0, F) » donde Ym,n  sONR

las proyecciones, esto es, \an ({4,..., {,.,,..,g,.):(fa,...fm) ;.

PROPOSICION 2.1

n
ET sistema (B« (& F) ,"me) es
mn C-’N
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un sistema proyectivo,

Demostracidn.— Obvia, puesto que ‘l’m,,\" \'Jn.,r = ‘Vm,r ’

C.Q.D.

Consideramos el 1{mite proyectivo
Lm Yo, (‘B:(-CL,F)) = [~ (q,F). Debido a que todas
las aplicaciones Wmm son continuas, podemos considerar

la topologfa T' = 1fmite proyectivo em B~ (n,F).

PROPOSICION 2,2

~s o~
B («,F) [ T’“J es un espacio de Pré
chet-Montel.

Demostracidén.- Es un espacio de Préchet-Montel, puesto

que es un subespacio cerrado del producto topolégico

oe

T r anln]
i C.Q.D.

Los elementos de R («@,F), x , son de

ad
la forme X = (xn),ep 81 que 8i m<n , entonces

X = Pm,, Xn) 0 es decir, X = !l('h) ’ ['h,f.;,),-" }

donde cada {. € :Qi, (o, F) o
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DEFPINICION 2,2

o
Iemamos G (2, F) = Q__‘ B (‘n"":).

N |
. «,fF
Considerando las identidades IntGMP—B.L ) A

Gu (2, F) es el nmicles localmente convexo K T = ‘[Q"‘(ﬂ.f-’)).

PROPOSICION 2,3

G (N F) se puede identificar a un sub
espacio cerrado de @u(.rl,F)['?'"_] . |
Demostracidn.— Establecemos la aplicacién Y. cf.‘(IL.F)—.Té*(.o.,F)
tal que Y (P) = l' (‘8)'(£,£)’,,, } e V es, clara
mente, una aplicacién lineal e injectiva; Ademds, si dota
mos a G,.(N,F) de la topologia T," para la cual u.né base
de entornos de cero estd dada por las intersecciones fini
tas de entornos de cero en los espacios R, (2F)[T.),te

nemos que ¥ es un homomorfismo topolég'ico;

Por tanto, Ge(*F) se puede identificar
con ¥ (Gu(2,F))= G~(,F). Anflogamente con el apartado

anterior, se prueba que ‘P(G.(JL.F)) es un subespacio cerrado:

de B%af) [:l""‘_].
¢.Q.D.
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COROLARIO,
|
GolF) [ Tol es un espacio de Préchet-

=Nontel.

$ 3. COMPARACTON DE LOS ESPACIOS E(F)[T] Z Gula.F)[T.].
Do

P:A

o ~ Sea una sucesién de compactos {k,r]
de LLuU '12n} , estrellados respecto de Za , que cumplen

lo de ¢ 1,del presente capitulo.,

Asociados a estas familias de compactos,

tenemos los espacios cA(aF) y B (n,F) , xel' .
Sabemos que cada}-@.&n"") estd contenido

en AM(2,F), v que sobre B.(2,F) 1a topologia 'G'::es més

fina que la inducide por T, .

PROPOSICION 3.1

Gu(Q,F) e F (0, F), y sobre G (NF), 1a
topologia To', es mds fina gque la inducida por T,,‘ .

. o0
Demostracién.~ Tenemos G, (2,F)=() f.a,F) c ﬁ AN, F) = (LF)

n =)

Por otra parte, sea (ViN...NV,)N G.,F) un Tx —entorno
de cero en Ge(n.F) , donde cada Vi es un ';:-entorno de

cero de rA:(-ﬂ-.F) .
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Vin :B: (a,F) es un 'Gi -entorno de
cero de 3,:‘ ©,F) , y sobre 3;:' (F) 1a topologia t;’cf es
més fina que la inducida por "5: . Iuego existe un U; ,
siendo U< un "G': -entorno de cero en B:UZ.F), tal que
U o Vi n B@n. Asf, U4n...0Un e um
est£ contenido en (Van... 0 Va) O G (,F) . Iuego

T < TL, sobre Go(m&F) .
C.Q.D.

OBSERVACION,

En general, (o« (ﬂnF>?%F°<(n'F) . FERNAN

DEZ [4] (Prop. I-C. 1.8).
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CAPITULO \

¢ 1. DUALIDAD DEL ESPACIO (%(2,F), 6 w.) .

Sea E el dual topolégico de un eSpéQci'O'
de Fréchet H, dotado de la topologfa XM(H', H) , que es
la topologia sobre E de la convergenciaz uniforme sobre los

subconjuntos compactos de H.

Sea £2cE , un conjunto abierto, equi

librado y holomérficamente convexo.

Es conocido, VALDIVIA [2] (Prop. 9), que
£LL con la topologfa inducida por E es un hemicompacto
Kp -espacio. Asf, encontramos en £ una sucesién funda
mental creciente de subconjuntos compactos (kn) » que po

demos tomar equilibrados por serlo L ,

Siendo P un espacio de Fréchet, formemos

®(2,F) , el espacio de las funciones holomorfas defini
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das sobre L)L y con valores en F, A este espacio podemos
dotarle de estructura de espacio de Fréchet, considerando
definida sobre €1, l= topologfa T generada por el siste

. oo
ma de seminormas f\ R ", km} , donde:
nmzA

U9, = P & pa(goe) ©xakin}
para todo g e g (n,F) s Tdomde fPa mitg,...}
es el sistema de seminormas que define la topologia del

espacio de Préchet P.

DEFINICION 1.1

Sea K un subconjunto compacto de E. Para
cada (}eN s definimos las seminormas

MPU,, = oup Po [ PG)

xe K - .
Estas seminormas ||| nk 8eneran la topolog{a compacta
en q” (JE ’ F) .
. /
- Dado M E (Y’(JEIF)) , denotamos
por Hy.ﬂm K TSP 1< #, I“'7l s supremo=zque puede
' U f"m,ks A

ser finito o infinito. Cuando se habla del dual topolégico
de ?(5£,F) , Se ha considerado en ?(‘;E,F) , para

hgllIar el dual, la topologfa compacta.

Cuando el supremo anterior sea finito, ¥y

®to 9 %€ L , 8e cumple:



NPl e = lt? W PVme |V Pe Pler)

Iplewe = =5 Aelax | Vpe (PUR)’

Jc]¢

LEMA T,I

Sea E un e_s_pa,c_io,lo-calmente convexo, Sea
{2 un subconjunto de E, abierto y equilibzrado. Sea kell
un subconjunto compacto. Entonces existe un nimero real
XyA , tal que <K < (L .

Demostracidn.—- Basta probar que existe un nimero real

0<P<A y 38l que K c pQ

Veamos que 0 = oE)r<A r SL .

Debido a que £l es equilibrado, sé tiene
que rSfLl c L. , para todo re JR tal que ocr<c
Contrariamente, sea x e L » X %0 , entonces exis
te V entorno de cero, absolutamente convexo, tal que

x+ Ve 2 , ye que L0 es entorno de x ,

Puesto que V es absorbente, podemos encon

trar un nimero real ),yo , tal que A,xeV , y asi

X4 Aex e V . Por tante (I+2e) x ¢ L2
y resulta que x gy L)L, siendo ¢, . _/ « De
o
A+ Ao



esta manera, hemos probado que L1 es la unidn de los con

juntos vLL con reR , tal que o<r<A ,

Con todo esto, kK U St o

ocr<A

I‘r.ﬂ. : o<r<l}'e8 un recubrimiento ablerto del con;ju.nto K,

con lo que existen «,, ...,r;‘ » tal que kc:. U"’ -Q- .
. ~ T

(X

na.mando ahora P = max (r, . ) * queda Ko U A -U'c
'-»o, A
C.Q.D,

DEFINICION 1.2

Para cada £e (L ,F), definimos f <2

de la siguiente manera:

i
f (f) = i/
nek Lim wp N P0,Y
P d VK
den
donde fu) = = P; () es la serie de Taylor de f en el
dzso

origen, neN ¥y k c L es compacto.

PROPOSICION 1.1

[$ -]
Pare {f0x) = 2Z_ P/&x) son equivalen
tes:
[ ~-]
() az-;o P/ (x) Qdefine un elemento £c H(Q,F)

(2) Para todo Kc.n compacto y para todo nelN, te

nemos Ji"(p)>A .
']
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Demostrécidn.- (1) = (2). Suponemos que fe Kl F) ,

y sea ne IN, KeSL un subconjunto compacto. Sea (Amz)“‘7=

m
= = Py Ge) s mecN , el m-€simo polinomio de Taylor

- d =0

de f en el origen. Tomamos x»4 ta2l que «kcfl , que existe
por lema anterior. Por BARROSO [2](Prop. 1.14), para cada

‘compacto D y cada seminorme continua-@ de F,

bm  plfo) (AP o) =z o

L X

uniformemente para x &D , luego existe wm,e N , tal que

para todo mefN con mym, , se tiene sup 9, (41 -Cam 8) (x)) €A

X e K
, < L
Asf, Il P““n,k = i-;‘ 1AmE - Ama “‘n,xk ™
para m >m,; . Iuego Ly Yim Ly Py d,
o mc;dur "PMD"A: * = f"“ g

(2) == (I)'. Pijamos n, K;nelN , ke
compacto. Puesto que _): ‘g‘#))A , tomamos €0 suficientemente
{
prequefio, tal que f $) - >A . Por definicidn de 1lfmite
"k

superior, existe un M 2o, tal que
WPyl M 4 vjeN.
J' m k ] ﬂ-lk N
' (5, &)}

Para x € K , tenemos:

oo 4
z—-——___.(”

= 7
E‘ pr (D) (1) £ dz_o “’PJ‘ ““:K ¢ M":k y=o (/:u,x(n°£)"

J=o

Oo
con lo cual Z_ ﬂ (x) converge uniformemente sobre K., Esto
d:o De
ex cierto para todo Kk cfl compacto. Luego ;L_o P_) (x)

define una funcién £ e H(L,F).
C.Q.D.



PROPOSICION 1.2

Sea 4 un subconjunto de ( H(R2,F), 'Co)

acotado y («n) ne N una sucesién de mimeros complejos

tal que:

| . W, ,

L P lxal £ Vi
nem

entonces &“n‘ A" ey = &eA nel“}

es un subconjunto acotado de (¥ (Q,F), "o) .

Demostracidn.— Sea Ko il un subconjunto compacto y equi

librado, y sea 974 tal que &K < £ , Entonces, por

BARROSO [2] (Prop. 2.12):

(ax) d .
LR - S N U Vi
J', d {(0) x = _-;;L fl)\=§ )J+‘ ’6
Asf, si ne N ,
1 ) <A Wil g -
o4’ < 1 sup Pa (RO ",
J! $to) “M'k 58 1al= 8 ¥
xeK
Pero, por otra parte,
su ) #l = M(n §k,A)< +po .
*éPA "-, Sk | '] / )
Y de  tim Sup |°<ul%54<8 , 8e tiene |xnj¢c 8", para to

“welN
do neN , con Cr0.,

Tuegos

sup U X Dl ¢ M MnEKA) <

—
-

ted ] 6
JeIN

< C. M('L,SK,A) <+0o
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Con esto, concluimos la prueba de la presente proposicidn,
pues tomar el compacto K equilibrado, no supone restriccién
alguna, y& que para ver la ¥, -acotacidén bastarf{a tomar

los compactos de una sucesién fundamental (k).
C.Q.D.

Sabemos que, pard cada ng y la topo
logia inducida sobre ’P(-;E ,F) por (ﬂ(ﬂ.F), "Co) es la
topolog{a compacta. Iuego, para cada elemento = de

(K, F) -co)' y 18 restriccién M/ a v?(-"e,F) » satisfa

ce pje(PCER)s Ve .

PROPOSICION 1.3

Sean Ockt y F en las hipdtesis de este
capf{tulo. Para cada sucesién (M‘) ) e de funcionales
Mi € (?CJE,F)) ! , son equivalentes:

(1) Para cada sybconjunto A c (#(2.F) ,Tﬂ)

Te —acotado, la serie
oo Al
Z < L d%0), p0
d=e J'.
es absoluta y uniformemente convergente cuando f recorre
A,
(2) Para cada { ¢ ¥(a,F) » la serie

d =o
es absolutamente convergente.

©o l /\:' .
Z_ < 3-! 4 #fﬂ)’rl,,>



(3) Para cada £ & H(L,F), la serie

A :
i T i R

es convergente.

(4) La aplicacién N
. _ = < Y ey Y
PFiot o—sgp7 = Fid T

a'-.-.'o

con feH(,F), define un elemento pe (R(2,5), w) o

Demostracidn.- Ias implicaciones (1) = (2) > (‘3)\..» son

triviales, Vamos a probar (3) =» (4')";-

oy i s
Debido & (3), la serie E_—f%’,“l For, 157
es convergente para toda e L F) , luego la apli
cacién que aparece en (4) estf bien definida. Se trata,
as{, de un funcional lineal en k,F) . Acudiendo
& BARROSO [Z) (Prop. 4.12), dado Kc E ecompacto, gque sin
pérdida de generalidad podemos suponerlo equilibrado, exis

te un mimero real p>o , tal que pK S QL , pues

es entorno de cero y K es acotado, por ser compacto, tenemos

s
A 3 gl ¢ L sup p (f) =
J\. "k fJ fok

]
= FJ "guv\.,fk

]
Y de este modo, la aplicacién { +— ':TI 47 %to) es
continua, tomando en ‘K (N ,F) la topologfa Te ¥y en

P (E ,F) la topolog{a compacta. De este modo, con

By e (‘P(';E,F)), , resulta gque:



Tt ;7
‘-ﬁ b————*<-ﬁi e“’)/ gt

/
es un elemento de ( K(Z,F), Te)' | pero ("R(-Q-,F),’u)
I
siendo Fréchet, es tonelado y su dual (®(2,F) %) es

débilmente sucesionalmente completo, por lo que

4 A
----- P T e LA ATse
Inde '

con {e¢ (2 F) , es T -continua.

Probaremos ahora (4) == (1), Como la
aplicacién definida en (4) es un elemento de (‘K(-Q.F),'To)’,

la aplicacién:

Fr; 4 r——-—-—’Fru)z\ce,w\ , ;é}un-.F),

define una seminorma % -continua sobre C,F) .

Sea A un subconjunto asotado de
(% ("n"F), "C.)' « Por proposicién 1.2 de este capitu
lo, el conjunto )
. A
I{-;‘)Tz JJf“) . feA, J'alN}
es acotado en (;((_Q_'F)’ To) ¢ as{ existe una cons
tante M4, u)s o , tal que:

A

PP (.3.5’,. d92¢y) = 1439‘..;” 3‘}«0, pj)lf M(ap)



para todo £ elemento de A y para todo j mimero natural,

Por tanto,
Y N el {(0))<
ﬁN‘< 5-[4 "f“’),f".i)\ = JCN P'
c MAp) o
deN 4 C.Q.D.

Con esta proposicién, tenemos estableci
do un isomorfismo algebraico entre el espacio (K(a , F) ‘{o)l
’
I
¥ el espacio vectorial de las sucesiones ,,L:(},m) '3 'FI ('P("E.F))
n=o

i A
tal que <£,r\) = %c'( -:T‘el"ih)’r\n)
es convergente para fe ¢ (_Q_,F) . Esta aplicacidn
es, claramente, lineal e inyectiva; es, también, sobreyec

tiva, por la equivalencia (3) & (4).

PROPOSICION 1.4

El dual topoldgico ('}{(IL,F),%), de

('K(-G-,F), T.) es isomorfo algrebraicamente 21 espacio
u

. /
vectorial de las sucesiones =z (pm) € !} (?("E ,F))
tal que Um sup I Mj ” /“' <A, yara alg&n k c Q. com
deIN
pacto equilibrado y algtin nelN.

Demostracibén.- Sea M= (pj) e ('}((_n,,p)'.:..)/ . Por

proposicién anterior, sabemos que



to——len) | Z 8 Ve, o |

es una seminorma "fo-contlnua. Tuego existe C?,o ’
Kw €1 compacto equilibrado de la sucesién fundamental
que tenemos, ¥y ne N , tal que
<t pr) = | = < L‘ 39 4oy, piv | e N\
o dt
para ?e e, F) . Fijamos ‘}sﬂd y aplicamos la
anterior desigualdad a los polinomios PePUE,F) .
De esta forma, se cumple:
Nl € €

Tomamos oy A , t2l que o Kw < (L o 4s{

N biln, ay, 9:;

Por tanto, \
Lm sup i F‘J“n . < = <A,
re N
CGntrarlamente, gea ,,; (}‘J) c TT(?(.:E_ F))
tal que Wm  sup | }*J“  =r<A, pars alg&n nelNy

JdEIN
algin ke a compacto equ:.l:.'brado.

Tomamos o nimero real tal que r<g <A ,
y tenemos L sup N4 Il ok ® L <4 . Iuego,

deEN
para cada €30 , existe N30, de manera que

Fpilla,ge = N (5+8) | VieN
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Por otra parte, fijando f e Hn, F),

existe M2 0, tal que:

A A YyeN
Y d™ il ,op € >

(8) -E)J

(fn,o'j(
teniendo en cuenta la definicidm I.2 del presente capitulo.

. Ademés, por proposicidm 1.1 de este capf

tulo, tenemos fn <
Fea

ficientemente pequefio cumpliendo

($) >4 , y podemos suponer € su

r (1) - & .
N jZWO'k )

Entonces:
=~ wi 4" Hpmil &

F e L Gmte, peyl o T VA TN dre L
m=-o M£

Do | + E m
< M. N. 2 ( 7% ’ ) < vee .

™ =0 £ (g)-¢&

ek C.Q.D.

NOTA,

Tomando las seminormas P 2B = 1, 2, ecey

en F crecientes, no sélo serfa vdlido

Af
R " Hpy s A
?eng f HJ“":‘( <
ceon b= (W) e .}l (‘P(J'E.,F))'

para algﬁﬁ nelN 5y algin ken compacto equilibrado, sino
que también serfe vdlido

. I
Lm sup llp_,]]'/;’k, < A )
tEN ’
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para todo myu , mé&IN y para todo K' compacto equili
brado, tal que aNok's k .

Entonces;, con (p,) una sucesién cre

nweiN
ciente de seminormas que genere la topologfa de F y
S ¢ -ki')t'em‘ ‘una sucesidén fundamental de subconjuntos com

pactos equilibrados en SL :

DEFINICION 1.3

Pare cada neiN, LeIN § vre R ,ocreA,
definimos S, (w,l,F) como el espacio vectorial de las

sucesiones = (P‘J) c ‘ﬁ ('P(-"E,F))' tal que existe

N ’u7’°, de modo que

Al

“P.l'“n,k,e £ Nr‘ v Ve N .

Pécilmente, atendiehdo a le proposicidm 1.4,

de este capitulo, se tiene:

(K¢, F), ) = Hv Sen b F) .

e N

o(f“

$ 2, LA TOPOLOGIA FUERTE SOBRE EL ESPACIO DUAL DE

(W ('n'yr), T°).
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DEFINICION 2,1

En cada Se (n,@,F) , neN , LeN

y relR con ocrc¢A , definimos 1la siguiente aplica

cién h-l de la manera que a continuacién expresa
'\.,Kl'r b
mos: ,
T L7
Wbl o © ;,er 5 )

con p = (r;J) e S, ("IQJF)‘
Esta aplicacién es, en principio, una se

minorma. Veremos que define una tepolog{e separada y, por

tanto, serd une norma.

PROPOSICION 2.1

“'"n,kg,r . n.’(,eN, re R
tal que o<rc¢A es una norme en Se (n, ¢, F) .

Demostracidn.~ Denotamos O a la topologfa débil sobre

(rx_(_n_'p)',j,)’ , relativa al par dual < (')C(.n.,F),'t.)l)
( K (L, F),'r.) >, ¥ veremos que le aplicacién identidad
{/

I (s-(ngF), n.nu,kz,r)-———»[(ﬂw'”,'fo)ﬁ']

es continua,

Sea U un 0 -entorno de cero en ('K(IL,F),'u)’
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Suponemos que ses&
U—_%y.e (%(A.F)"r‘)’ v Sup ‘(f‘:’rt7\$&}
£2h,2,000, M

donde f‘_- c f}e(.n_,p) para ¥ =1, 2, eeey, m, ¥ E >0 .

Entonces, construimos

Py v, ke za}
Vo= = 1) € SrCn,Q,F) ¢ Sup £ ,
o ‘zl"(f“‘J) o de N fs ‘

¥y veremos que un miltiplo de éste, est4 contenido, medianm

te la aplicacién identidad, en v,

Tomamos & yA , t8l que «K,c U, Por

la férmula de Cauchys

Ay flax) d A
A Y 2o = A :
s A A~} Imw HiHh
para cada ?e ®e, F) y Vjsw » ¥xe Kp .
Haciendo esto para £,; y 1i=1, 2, eeey my, se tiene:
. M« £
' SR Z —

A d < L w0«

Awp fl 5i ££co1“n.,Ke = ":L’m’m w,oeky, o

*:'-'-‘,a, «®s ,M

donde Mg p = Aup I {’-.Z““'.,ne .
A,':A.z,...,m

Ademés
. ] vieN .
s«;yv hpin, kg € &° v J
M Por tanto,
=) oo Iy i<
;':FV d=o <:)"i Foted, 132 )

b‘:‘ '¢'---'M



w Ll
A) . . <
< sup JZ-.-.-o i i.i 47 4. (O)llw‘ke I Mn“'ke <

x___.. L]
- E. Mo{‘l

u—f

Iuege 1 (“ — V), c u
x“xz

G.Q.D.

PROPOSICION 2,2

El espacio Se(n, &, F) ne N

?
gy ©0<rcA es un espacio normado completo, dotado

fL_e: N

de la norma "'"'L,k_q_ Jro

Demostracidn.- Sea (Vﬁ')

una sucesién de Cauchy en

( Sr(nie’cr) ) "'"H,Kl ,r) ®

De este modo, dado &yo, existe ‘;°€N ’
de meanera que para cada qlb, . se verifica

tpte pt i, , . <& (0
Tenemos: ”
] VLJ PJ n, Kk
% t - 2
hpt - p Ilu'ke’r = P

< & (1 \
je N vd )
con lo que, fijado j mimero natural, se cumple que:

9 k.
9 - "
1 Pd'f‘.;‘h ¥} é"h s N e
y as{

< e (2)
vd
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RIS E TR B PE ISR NP SN 126N
para cada 4 €ePCUE,F) , tal que "“'u,kf‘ .
Como P ,F) dotadc de la topologfa
compacta es un espacio de Préchet, es, por tanto, tonelado
_y se tiene que . (T(JE)_ F))l ~ es débilmente sucesional

mente completo,

Debido a2 que (3) se cumple para lo; ele
mentos de B =[‘ £e ‘P(jE,F) A “‘g““’ke SA‘}
y puesto que este conjunto es absorbente, (3) también se
cumple para todos los elementos de ?(J‘E’ t:) , bastando
s6lo tomar % en (0), =i para un fefpo‘;;, F) , resul

ta que {e M.Bs cor 9, adecuados

Tenemos, por tanto, ‘[ Ju.q'} Nuna sucesidn
€l

¢ ((PUE,F), PUEF)) ~Canehy.

< 2 q.
Ast, ( » My >)ﬁ~e N converge
a £{, ;) para cade $ e PUE,F) , tal que
-— o /
N4l €4 7 R e@Cem) .

Haciendo tender t 28 oo en (2), resulta

que R=(Fj) € Se(», 4 ,F) » v en (1), tene
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mos que ( PQ- )q’e IN “‘ " .1., Ke . -converge a F .
C.Q.D.

DEFINICION 2,2

Ilamamos T a la topologfe limite induc
- tivo asociada a -('J{(n.r),-'r.)'. con el sistema S.(n,&,F) , donde
en S.n,,F) , tenemos la topologia que determina la

norma ne. l“n,k_g , v .

Por p denotamos la topologfa fuerte

sobre ( H(a,F) v,)) + relativa al par dual

<('}C(!L,F),vc,)’ , (q((_o_'p),.u)7, y tenemos:

PROPOSICION 2,3

Top .

Demostracidn.- Por definicién de 7 , basta probar que

para cada nelN, £e N , o<r</A , la aplicacién iden

tidad:

', )
I [S,. CI% 215 IV B N ’r]_———v[("'((SL.F),'(o) , B

es continue.

Sea T unr P -entorno de cero en

('X(.a..x:)’ 'to), . Suponemos que see
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U :[l ke (H(F) ) « sup Jc k7)) ce }
$ec A
para algin subconjunto acotado A de (K (.ﬂ.,F),'(o) y algin

£70 ., Entonces, tomamos
I o] I nKp ¢ E }
....................... JeN 0

que es un entorno del origen en S, (nX,F),

Sea «vA , tal que «k,cfl . Por la fér

mula de Cauchy

N f(ax)
A D %eymy - 1 j —== da
Ji 2née Jhy=w At
para cada £ e %0Cr,F) , para cada delN y para

cada x¢ Kg « Puesto que A es acotado en (’K(.II.F),'T.') ’

queda:
Ay - Mo, 2
tea 9 Pe A
donde PLC: sup K4 ek ®
T feA
Ademés
sup  Mopil s E0TT ¥y e N.
{ue\/
Por tanto: '
A .
S+p il | < L4 'g"’);!‘.ﬂ\é
- 4e A d=0 J .
eV
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sup Z i 47 —;;o,\\“’Ke Upilw, ¢
fea  deo 9\
ME \Y
©Co ' ol .
=S M :Z;- ({i f = & - r‘“re o -7
’ «,Q Jso

o - |
. Tuego I.((-:*R‘“'t)V)C-U .
C.Q.D.

PROPOSICION 2,4

ILas topologfas T y p tienen los mig
mos suybconjuntos acotados en (K (n,F) , -(,)’.

Demostracidn.— \Por la proposicién enterior, basta probar

que cada subconjunto A P -acotado de (9((.\’!..1:), ‘Z’o)’ es

T -acotado.

Puesto que ('}((.(L,F)"te) es un espacio
de Préchet, es tonelado y, por tanto, si A es f3 -acotado,

es equicontinuo; por lo tanto, existe un entorno del ori
gen U en (‘}{(.n.,;:) l"(o) ’

D:L$e Reurm) o 080, <« &},
donde n ¢ IN y X es un subconjunto compacto equilibrado
de LL, tal que A & U° | esto es sup 1<$, f“"\f".

o MEA tell
Por U hemos denotado el polar de U,
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Aplicando esto dltimo a2 polinomios

P c ?(J.E,F) » J€N , tenemos:

e, o« L Vps(p)eh.

-~ e §)

Tomando shora rcR con o<r<i , tal que
A K < Q. , queda: .
r : A .; Y. W
P-G.A r

Pero como é. k s un compa2cto equilibrado de £ , existe
un K, de la sucesién fundamental, tal que ) kek, v, asi,
r

es vdlido también que:

. A3 - .
AU-P “ "»J ““'ke < —ET ) VJC)N
peA
Esto demuestra que A estd contenido y es acotado en

( Se (n,%,F), Nl y, ) luego tembién en

[ (atea,m w) 7],
c.Q.D.

COROLARIO 1,

/
Cualquier p -acotado de (1{(-”-:?),“9)
estd contenido y es acotado en algin (Sr(-\,i,f"}, Nl v\,KL'r)

con wBelN ¥ ocrca .

COROLARIO 2,

] es la topologfa bornolégica asocia

da & la topologfe p sobre (H(2.F), <o) - Asf, se tiene
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¥=p s8i, y sblo si, el espacio [('K(A.F)"te)', [3]

es bornolégico.

COROLARIO 3,

Sobre el espaeio (%(:L.F)' ) , les
‘topologfas T y la fuerte, relativa al par dual -
<(Hea,F) 2.)’, (RF),7.)" > » coinciden.

Demostracidn.- Sebemos, por KOTHE [4] ( & 29.5(2)), que

si EI[B] es un espacio localmente convexo metrizable, en
tonces la topologie pCE', E") es la topologia bornolégi
ca asociada & (E/, €) sobre e ypor tanto, por coro

lario anterior resulte lo que queremos demostrar,
C.Q.D.

TEOREMA 2,1

Las siguientes proposiciones son equiva
lentes:

(’a)¥ El espacio ('K(IL,F), To ) es
distinguido.

(b) E1 espacio [('R(IL.F) p "0)1, P]
es bornolégico.

(e¢) E1 espacio [ ( H (2 F) Y, Pl
es tonelado o casi=-tonelado,

(d) Las topologias Py ¥ sobre
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( %(a,r), )’ coinciden,

Demostracidn.- Ias equivalencias entre (a), (b) y (c) som

conocidas, KOTHE [4] ( b 29,5 (3)))y pues el espacio

(K (q,F) ,'tg) es un espacio de Préchet,

. Por otra parte, (b) es equivalente a (4d),

aplicando el corolario 2. anterior.
coQoDo-
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CAPITUTLO VI

PROBLEMA DE WATSON EN DIMENSION INFINITA,

Para el caso de una variable y el caso
de un c{rculo el problema de Watson puede enunciarse de la
gsiguiente manera: =

Sea C el circulo de & donde el centro
es el punto uno y el radio es igual a uno. ;Qué condiciones
serfia preciso imponer & la sucesién iMn} e RY , donde R*
son los mimeros reales positivos, para que del hecho que
una funcién f£(z), holomorfa en el interior de C, verifique
las desigualdades
(iy Ifczﬂ < Mn 2" con Iz-Al<A ,

n=1, 2, ..;, resulte que f(z) sea idénticamente nula?

Un teorema de Carleman responde & este
probleme, probando que:

"Designamos por T(r) le funcién definida,
vara todos los nimeros positivos r (incluido el +v ), por
la expresidn T(r) = awp r” . Ia condicién

nyd Mn
necesaria y suficiente para que del conjunto de desigualda
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des (i) resulte que la funcién f(z) sea idénticamente nula,

es que la integral

S +oo T(r)

(i) L Log 1.
rz

sea divergente",

- Ta funcién T(r) fue introducide en este -

teorema por Ostrowski., En la integral (ii), Carleman, hizo

n
intervenir la funcién Actr) = EN -%1-; . Pero,

puede verse en MANDELBROJT [A](pdg. 75) que, las integrales

400
(ii) y j ’!"9 Atr) de convergen o divergen simul
A &
r
tdneamente.

En el presente capftulo, vamos a trasla

dar el problema de Watson 2 dimensién infinita,

Sea E un espacio localmente convexo con
las siguientes propiedades:

(1) Para cada sucesidén (Vj )JeN de en
tornos de cero en E existe una sucesién (3j)jcn de esca
lares estrictamente positivos tal que () N Aj Vv es tam

JE

bién un entorno de cero en E,

(2)' E es hereditario Lindeldf, es decir,
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cualgquier subconjunto de E es un espacio topoldgico Linde

18f con la topologfa inducida.

Sea V un entorno de cero absolutamente
convexo en E, Si q es el fuhcridnrai de Minkowski de V, q de
.f-in.e.u‘na; no.rnia.-sro'ﬁré | (E.-,I ‘?)/q-.‘ .(0.) | ., .que. deﬁofémos .

Il- Hv o Para cada X € (E,%)/q-'(o) se toma [Ixll,, el valor
comin de q(x) para xe€ X . Llemaremos indistintamente II- llv
para la norma de (E,‘})/q-‘(o) o para el funcional de

Minkowski dé V. Llamamos EV al esphcio normado anterior,

Por s:E-—E, denotamos & la sobreyecciém

candnica,

Sea B un subconjunto acotado y absoluta
mente convexo de un espacio localmente convexo ¥, Entonces
por FB denotamos al subespacio engendrado por B,

LINB = Q‘m B ,dotado de la topologfa que gene:
.
re el funcionel de Minkowski de B, Asf Fp es un espacio
normado, y serd un espacio de Banach cuando el conjunto

acotado B sea completo. Por ¢ : Fg — F denotamos &

la inyeccién canénica.
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Seguidamente enunciaremos un teorema,
que més adelante usaremos, del que obtenemos algunas conse

cuencias:

TEORENA 1, (EILLE [A] (Teor. 8.'1.‘8)5)“-
Sea D un sﬁbconjunto abierto conexo de
€ , F un espacio de Banach, f ¥ g elementos de F(D,F)
tal que {(Sn)z‘a,(sn) sy n =1, 2, ..;, para uns suce
sién, (sw) ¢ D , de puntos distintos, con punto &dhe

rente en D, Entonces £ y g son idénticas.

COROLARIO 1.

. Sea D un subconjunto abierto conexo de
€ y $e H(D,F) , F un espacio de Benach, tal que
£ no es constante en D. Entonces, dado a€d y beF |
existe r(a)y>o tal que {(z)#b siempre que

O<|?.-a.[ <r(a) » ZeD .

Demostracidn.- Supongamos que la afirmacién es falsa, En

tonces existen puntos an , *€D, nz4, beF , tales
que:

(1) anw ta , VYneN

(2 ap — a

(3> £ (an) =b

Pero entonces por el teorema anterior <£(2)= L, para todo
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2¢ D , lo cual es absurdo,
COQODO

COROLARIO 2,

Sea D un subconjunto abierto conexo de
'€ |, F un espacio de Banach'y £ e M (D,F) , tal que
f no es constante en D. Sea A un subconjunto compacto en D.
Entonces para L eF , [‘ze A f(2)=b } es finito.

Demostracién.- Sea r(a) como en corolario anterior. Puesto

que A es compacto, existe un conjunto finito a;, X2, ee.,
n
an , tal que AcC U‘ D (a.j ) r&aj)) , donde
a:
D (ay, r(ajj) = {ze. c : lz-a3| « 'f(aj)k
=1, eeeyn. Si 2eA tal que {(z):b , entonces z perte

nece a1 conjunto [‘a..., 83 ,.., On } .
C.Q.D.

Otro resultado que usaremos es:

LENMA 1, (COLOMBEAU - MUJICAER)Y Lema 3.5))

Sea E un espacio localmente convexo que
satisface las propiedades (1)'y (2) que hemos enunciado an
teriormente. Entonces para cada subconjunto abierto LL de
E existe un entorno de Zero V absolutamente convexo en E tal

que s () es abierto en Evy s (9.) ¢ 2s(L2) ,
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donde s, como ya hemos indicado, es la sobreyeccidn candnica
E ——>»Ey , ¥ con el simbolo " 4 " significamos la fron

tera de un con;junto;‘

A continuacidén ofreceremos el teorema

fundamental de este capitulo,

TEOREMA 2,

Sea E un espacio localmente convexo que
satisface las propiedades (1) y (2) anteriormente enunciadas
y P un espacio de Préchet. Sea LeE', €40 . See
Dird)=fze € t12-u <} y Q=" oun).
Sea | Hm}mcwuna sucesién de mimeros reales positivos
y sea T(r)' la funcién definida, para todos los nimeros rea

les positivos r (incluido el + e ), por la expresién

T(r) = 4w o . la condicién necesaria y sufi
ne N Mn

ciente para que exista una funcién fe (o, F) , no
idénticamente nula, V entorno de cero en E absolutamente con

vexo, B subconjunto absolutamemte convexo y acotado de F con

4 () c FB y cumpliendo
m
HfCZ)"B < Mm llz"v , meWN , 2l
1a integral +oo . sea
es que la integr }4 dog TLr) de -
convergente., e
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Antes de ofrecer la prueba de este teore

ma, demostraremos el siguiente lema:

LENA 2,
Sea E un espaciro normado, P un espacio

de Banach, feE' , &40 , con Nengs, o =24 (‘D(A,A)) ’
siendo D(4,4) el mismo que en teorema anterior, ‘lM"')m e N
una sucesién de nfimeros reales positivos y T(r) la misma funr
cién de la que aparece en teorema anterior. Ia condicién ng
cesaria y suficiente para que exista una funcién @ , no
idénticamente nula, ¢e H(Q,F) que cumpia

el ¢« Mwml2I”  meN, 2en,

donde con }I-1l denotamos tanto la norma de E como la de F,

. +bo
es que la integral L dog T(r) dr sea con
(z

vergente,

Demostracién.~ Primeramente veamos la condicidén necesarisa,

Siempre podemos tomar un elemento a € E
tal que llall<dy que cumple que L(a)elR con o< ka1 <A |
Veamos esto:

Sea bet tal que £(bYe IR con oct(b)<ci.
si llell>4 , tomamos c - —ll"l-:ll y as{ tenemos eccE tal que

!

lellz4 y que cumple o< ey = L&) L (L)< .
| b\
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As{, tenemos sélo que estudiar qué pasa si Nbll=A, En es

te caso, considerando un €&»0, tomamos <c- b __ y se
ibll AvE
cumple que iHell -.-_‘—————— =_‘_.—<A y
A+ € A¥E
o< L€y = 2(b) < Rlb)<¢d-
A+ E '

De este modo, hemos podido encontrar

acE ,con lalldy oclach,

Sea 70 tal que llall<r < 4 . As?,
v-llalyo , ¥ sea p>0 tal que p< r- Jlay ¥ tal que

B = [l“"e E . “a-ﬁ"<‘:} c L)L . Esto es posible por

ser £ un conjunto abierto y a un elemento de L .

Sea Y como nos indica el Tema,

Y : 0o —~ F , holomorfa y no idénticamente nula,

Seguidamente vamos a probar que es posi
ble encontrar un elemento h en B tal que ¥Y(4)40y de ma_

nera que o <2 (h) < L(a) .
si Y (h)zo0 para todo heB tal que

o<¢ £(h) < £(a) , 1legarfmmos a una contradiccién,

pues si tomamos keB tal que o < L&)« 4(a) ,
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y con x € Kert , definimos 1la funcién:

?x) = ¢ ((A-%)x + «k)
en el conjunto abierto W = "-t €C - (h-)x +xk EB].
Es posible dar una sucesidén (“n)we tal que o(etn!‘l con

, o IN

dim wnzd y Glxnlz0 , pues (4- o) x 4 «uk
converge 8 R € B en E, y & partir de un {ndice se tie
ne que (4-on) x + o, & estaria en B, al ser B un con
junto abierto (consideramos que la sucesidn (dn)ncm‘es
tal que todos los elementos (A-axn)x + &, Kk estédn en B),
y ademds ©< 2 ( (A-stn) x + xnk) = =n d(k) ¢ Lla) -
Por el teorema 1 del presente capitulo tenemos que g es idég

ticamente nula, ya que (Sn)neN c W y % (sa) =0

n = 1, 2, ooo'.

Esto podemos hacerlo con % ec B fijado,

para todo x e Kerf .

Ahora, dado y e® , existe un z en Kerl

tal que Y= 2+ gk pe € .5i @g$4,
podemos poner y = (a-p) ) 2+ Fk , con
A—-
A - 2 e Ker £ ’ pe © ¢ De esta manera, el
'-

elemento y estd en algin abierto W de los que hemos usado

anteriormente, luego ¥ (yy=o0 . Y si ¢=A » tenemos
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- -1
y =2+k o Formamos Yoz + U-1)4% | que converge
& y cuando w-—es , pero debido & que yeb
existe n,€¢ N tal que (Y.) < B . Como
“> e
en los puntos de B de 1a forma z+ g+ con 2 € kerl

y (:,.-}:A , tenemos que ¢ se anula, resulta que Y(yn) =0
para fi= ng , Net4, ..;; Por la continuidad de ¥ , también

se tiene que ¥(y)=o o

Concluimos, asf{, que ‘¥ es idénticamente
nule en B y por BARROSO [2] (Prop. 1.18) y debido & que L
es conexo, ¢ serfa idénticamente nula en &L , con lo que

llegamos & la contradiccidn buscada,

Tenemos probada la existencia de un ele
mento he E +tal que. Hhll <A | o ¢l(h)<c A y

P(h) 20 .

Sea la funcibdn Y : D) — E ’
definida por W(x)=zwoh |, « eD(A4), Veamos que
v (D(A,A)) estd contenido en L) . Para ello habrfa
que probar que JA- £ (« h) l<4, para todo « € D(4,4) .,

Pero esto es inmediato, pues:

[4- Ltct)] = |h- 014 + 1(h) - t(xh)) ¢
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< 1a-ew) + 144 - L«d)| =

= (A= 2) + )| a-x) <

< A- A(4) + LK) = 4,
puesto que |i-«|< A , para todo « & D(a,4) ,

Puesto que P (h)+o0, existe una forma

lineal y continua sobre F, V€ F' , de norma menor o igual

que uno, tal que v (v (W) # 0 -

Consideramos la siguiente compesicién de
aplicaciones:

v

¥y llamamos g =vefelVl . As{, resulta que

g () = (veyow) (=) -_—(Vo\f)('(")’-' v (v (x‘&\))

para todo « € D(A,l) . De este modo, se cumple que g

no es idénticamente nula, puesto que 9 (A) = v(¢ (M) +0 .

También se cumple que, con « € D (A,4)

lg@)] = |v W(«t,)), ¢ v e il ¢ Newd) .

Pero como «%h ¢ Q) , para o € D{4,4),
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por hipdtesis tenemos:

N @b e Ma D hl™ _ M, J&EM 1=\ & M l]

Asf, | 9¢x)| ¢ M, le|™ , Para todo « e D(A,4) .

Ademds, por BARROSO [2] (Proposiciones 2.9
¥ 3.9)' g es una funcién holomorfa de D(A4) en €« , por ser

gz ve P oy .

Con todo esto, hemos encontrado una fun
cién 9 € H (‘DUM), €) tal que no es idénticamente

nula y cumple las desigualdades siguientes:

19 ¢ ¢ Matal™  VaeDdUw nzAL, .

Aplicando ahora, el teorema de Carleman,
que hemos eminc:imdo al principio del presente capitulo, y

que responde &l problema de Watson para el caso de une varia
+ o
Ibg T(r) de

ble compleja, resulta que la integral L
re

es convergente.

Contrariamente, para concluir la prueba

T
de este lema, suponemos que f i’i.?_:—(-ﬂ de es
A re
convergente, y veamos que existe una funcidn  p ¢ H (2 ,F)

no idénticamente nula, que cumple las desigualdades:
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- IN
Heez)ll ¢ Mm B! y ™M e , paera

todo 2¢ L1 &

Por el teorema para el caso escalar

(teorem= de Carleman), sabemos que por converger la integral

..... +~ . - . . R . . . S . . . . . . . . . . . . .
L by Tr) 4, , Se tiene que existe una fumw
s
cién 9 c FH(D(A,4), €) t2l que g no es idénticemente
nulae, y que satisface las desiguasldades lg‘*)‘sﬂn leci®™

weN , « e D@44 .,

Tomamos un elemento b € F , tal que
hbll =4 |, y construimos la funcidn ¥ .00 —— F
definida de la siguiente manera:
P(2)y = b g (L(x) , 2L = L (dn) .
Esta funcién es, por BARROSO [2] (Prop. 3.9), una funcidn
holomorfa, Es, también, no idénticamente nula, ya que g es

no idénticemente nulay b+ o ,

Ademés, se cumple que:

el = ib.g(e)l = el | g cte)| =
o)) ¢ Mol niue . 2en.

Pero 122y} < nelhzh £« =1 , pues liElsA y,
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as{, resulta que

Becnll ¢ Mam U20T n o2, 2e02.
C.Q.D.

Demostracién del Teorema 2.- Dada A E' , £4 0 , podemos

elegir V entorno de cero absolutamente convexo en E tal que

si 4 es la aplicacién cociente obtenida de 4 ,

te(e,) , setenge NEN A .

Ademés el V se puede tomar, reduciémdolo:
si fuese necesario, tal que S(<.) sea abierto en E, (Tema I

del presente capf{tulo).

Por hipétesis, tenemos § € U (N ,F),
tal que f es no idénticamente nulg. Sea ¥ e F! (FB)' ’
comr Pl €A, donde por ﬂ-ll*,denotamos la norma de (FBY ,
y tal que Y’.£ es no idénticamente nula, Se sabe que
Yefe (o, €) v, de este modo, dado S € L1,
existen Pm , m = 0, 1, ¢s., siendo P € ?(“E' d:) , tal
que (fe §) ) = Ei. P (x- %)

wm=0

converge uniformemente en un entorno a&bierto W de € conte

nido en L2
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Reducimos V tal que s (W) sea abierto en

Ey (lema I anterior).

Por COLOMBEAU - MUJICA[2)}(Lema 3.4), exis
te un entorno de cero, abS’oiﬁté.méhte convexo, que podemos
tomar V, reduciéndolo si fuera preciso, y un conjunto A aco
tado y absolutamente convexo:en ¢, tal que son conmutativos

los diagramass

e,

E J - O

s L
*

. P.
Jd .

EV i EA

* . :

con P e (P("Ev, c,) = @(JEV'C) , pues

A":c ,j=0,1,2’000

' o * . .
Formamos g(k) = 2~ P (X—‘S)
meo
para X €W | donde con 2, e, deno-tamos también la
imagen mediante la aplicazcidn s del elemento z. Sabemos que
Yo £ es no idénticamente nula en W, pues si fofz0 en W,
entonces Yo f{ serfa idénticamente nula en Q. . De este

modo, g es no idénticamente nula en W, ya que existe xe W

tal que (Yo f)(x) $#0 ¥V (Yef)ix) = zbi_ Pom (x-S) =

o on To

= 2= P (x-3) = q(x) .

20
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Debido a2 que 12 serie definitoria de g
converge uniformemente en s (W), converge uniformemente so

bre los compactos de s(W), luego %e 14 (s(w)' d:) .

Veamos que g cumple las desigualdades del

enunciado del presente teorema,

Estamos suponiendo que {(Q) est4 contenido

en FB y tenemos para todo x e W que:

MmO

lg| = | =

MO0

= | (ead) ] ¢ el MElg ¢ Wfcol g

n *
y por hipStesis | fcx)ns ¢ M lixlly, , pero Wxll, = 1 xlly,

luego: l%(k)lé Men u;‘“: y xeW .

As{, por el lema 2 del presente capitulo,

fog T(r) 4,
rl.

. toe
. se tiene que fa es convergente.

Probemos shora la condicidn suficiente.

+o0

Suponemos que L ._Li@.-—:f—g- de es convergente y de
r

mostraremos que existe f no idénticamente nula, {Te 'K(-ﬂ-.F) ’

V entorno de cero absolutamente convexo en E, B subconjunto

acotado y absolutamente convexo de F tal que $£(41) c Fg
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n
Y ﬂ'f(z)“B ¢ M B2, , para todo 2€fL y

n= Ib’ 2, soe

y !
Elegimos V tal que si £e€(Ey) es 1a

aplicacién cociente de € , se tenga 1Ll ¢4d

También, se toma V tal que s () sea

abierto en E, .

. \d —‘
Evidentemente, si o0 = ¢ (DW,A) ,

se tiene s () < -C.L .

Aplicando el lema 2 del presente capitulo
a L£L , Ey, y € _ resulta que es posible encontrar unes
aplicacién 9 € 'Jf(.ﬁ., €) tal que no es idénticamente nula

m L ]
y cumple para meN , Ig(x)\ < M. lellv , XelL ,

See shora un subconjunto B<F , absolu
tamente convexo y acotado de P, y sea 'Le.FB tal que
l L“B =4 R !omamo?ia funcién 4’. = b- 9 que serd una
funcién holomorfe de O en FB y no idénticamente nula,
cunpliendo:

I f(x)"B = bl |gm)| ¢ Man llxlI:; , xefl
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Tenemos el siguiente diagrama:

E - — F

Evv: Q —— g

Si tomamos f:= 4o s ’
tenemos que {fe ¥ (L, F) tal que f no es idénticamente

nula, pues si lo fuese, se tendrfa { (2)., ,6Vzes(@),

con lo cusl { serfe idénticamente nula en £ , a8l ser s(d)

abierto.

Ademés:

Il =@ 3 o s) (ylly
Ma, N 20, =

(13

e £y caaly =0 Ecolg

anz“: ) Vze-ﬂ. ®

C.Q.D.

OBSERVACION,

El dual fuerte de un espacio de Préchet-
-lontel y cualquier 1limite induetivo numerable de espacios

de Banach separables son ejemplos de espacios satisfaciendo
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las condiciones (1) y (2) del principio del presente cap:(tuio;

(Ver COLOKBEAU — MUJICA [4] (Ejemplo 3.1))%.
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CAPITULO VII

$ 1. INTERPOLACION EN ESPACIOS DE FUNCIONES,
Sea £l un conjunto cualquiera, tal que
es unién de una sucesién creciente de subconjuntos (An\:. .
. L9R

Sea M una subdlgebra vectorial de K™,

(K = R & € ), que satisface las siguientes condiciones:
(1) auwp ({6, £eM , n=1, 2,...

XecAn
(2) M, con la topologia T de la conver

gencia uniforme sobre cada An, n = 1, 2, «¢ey €5 un espacio

de Fréchet.

H(‘L)\ ¢ WP \g(x.)‘)Vf‘_H}

Sea Bn = &zeﬂ - xe An

para n = 1, 2, cos Suponemos M dotado de la topologfa T .

Sea (x-\)ﬂc una sucesién de puntos de L

IN
tal que  }{xa,x¢,..,xw,..}] O Ba es finito para todo meN .
Ysin, yn, son dos enteros n,4n, , entonces existe un

elemento f de M tal que {&xn,)=4 7 §flm,)=0 ;
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Con estas hipdtesis sobre M y con la su
cesién elegida (xw) en XL , VALDIVIA [2) demuestra el siguien

te teoremg de interpolacidm:

TEOREMA 1,1 (VALDIVIA [2))

'Si (&m)pem €5 cualquier sucesidm
en' |K , entonces existe un £ en M tal que %(x,)-«n para

todo neNlN .

Sea (Fa)y. A vune femilie cualguiers

de espacios de Préchet., Sea F= TT Fa .
Ael
Sea & ?,3 , vx:h-‘l,---} un sistema

fundamental de seminormas que definen la topologia del espa

cio de Fréchet Fa , X2e A,

Supongamos ‘Zz , X A | un subespacio
vectorial de F;{n' que satisface las siguientes condiciomes:
(1) Si g pertenece a2 Z, entonces
Panm (9) = asup '1 &y (g :)) = X€Am}
es finito para todo n, m = 1, 2, cooe
(2) 2, es completo con respecto a la to

pologia T;\ definida por el sistema de seminormas:
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&Pgmm T m,mz4A,2, --.}
(3) 81 §eM , ue Fy , entonces la funciénm
fu © x —> fo).u , definida de 2 en Fa, esun

elemento de Z, o

Tenemos as{ una familia de espacios de
Fréchet (23)361&' . Estos espacios son espacios de funm

ciones de XL en Fy .

Sea Z un subespacio vectorial de anue
satisface las siguientes condiciones:

(T)' Si g pertenece & Z entonces:

Pam = P § 0(30) @ xe Am]

~es finito para todom = 1, 2, eesy, ¥ p2ra toda pe sc(r) donde
con s.c.(F) denotamos el conjunto de las seminormas continuas
de F.

(2) Z es completo con respecto a la topo
logfa T definide por el sistema de seminormas:

{ Poom , ™= A2 ..., PE s.c,(F) }
(3) Si feM y ueF entonces la funcién

# w . x [T t(x) MM s X eaQ-, per‘benece a Z.

(4) 8i §.0—F estd dada por sus compg

nentes -'FA : L —» F, , esto es, fA=n)-f , donde T,
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es la proyeccién candnica de F en F, , se tiene que f es un
elemento de 2 si, y s8lo si, fy es un elemento de Z, , para

todo }eA o

Dado un AcA s, ¥ con las hipdtesis hechas

sobre £3 , VALDIVIA [2] demuestra el siguiente teorema:

TEOREMA I.2 (VALDIVIA [Z] )

Si (uﬁ)es una sucesién de vectores de Fy ,
entonces existe un elemento f’, en 2; tal que f; [Xn) ,-_(f,‘,_ ’

n= 1, 2, oo-;-

Nosotros, sobre Z y F probamos el siguien

te teorema:

TEOREMA 1.3

Si (u")nem es una sucesidén cualquiers

de elementos de P, entonces existe: un elemento f en 2 tal

que £(xn) = uUn sy n=1, 2, coo

DemoBtracién.— Sea (ujﬁ) nciy 18 sucesidn imagen en F, de

(Un), oy POr medio de la proyeccién W, : F — Fy ,
A€ A . Entonces, por teorema !E;2 anterior se tiene la exis

tencia de una funcién ‘ﬂ en Z, tal que %o,‘ xn) = ud ’
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n=1,; 2, ;0.

Ahora definimos € : L —» F , 12 funcién
que tiene por cmmponentes & las funciones f}« : L — F'A

encontradas,

Tenemos que f¢ £ , debido a que

£ia=1m,ef €Z, 3y Z cumple 1la propiedad (4) anterior.

Ademds: £ (xm) = ( %, "‘"’);\eA = (ud),cp = Un

para todon =1, 2, cee

¢ 2. INTERPOLACION EN HOLOMORFIA INFINITA,

Consideramos un subconjunto no vacfo,

abierto y conexo L1 de un espacio localmente convexo E,.
£ + ‘0} , sobre el cuerpo de los numeros complejos & .
Sea F el producto de una familia cualquiera de espacios de

Préchet distintos de {0} s, Sobre el cuerpo @« .

Si E es metrizable y 4 es una funcién dig
tancia definiendo la topologfa sobre E, decimos que un sud
conjunto no vacio A de E es L)L -acotado si A estd contenido
en (0, es acotado como un subconjunto de E y d (A', ?D.) ’

la distancig de A a2 la frontera de LL , es positiva.
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.’}(b (CL,F) es el subespacio vectorial de J(,F) consis
tiendo en aquellas funciones que aplican subconjuntos .Q-
-acotados sobre subconjuntos acotados de P. Escribimos

Hy («x,c) = K, (-ﬂ-) .Sia es un subconjunto L2 -acotado
~de E entonces el conjunto

{26_(‘)_ : & ¢ MPA | 20]  Vie 'Xb(ﬂ)}

es 1llamado la K -envoltur:ede A. L) es llamado ¥ -holomdr

ficamente convexo si la ¥ -envoltura de cualquier sﬁbcog_

junto () -acotado de L1 es también L1 -acotado.

TEORENMA 2.1

Sea E un espacio normado y {1l un conjunto:
‘mb -holomérficamente convexo. Si (Xn),, oy €8 una sucesién

de puntos distintos de L +tal que:
Lim d (hxm}  202) =0 |

n—roe

denotando por d la funcidn distancia, inducida por la normea
K- N de E, y (Wa) es una sucesién de vectores en F,

entonces existe un elemento f en 'Kb(ﬂ,F) tal que flxn)=un,

n=1l, 2, ees

Demostracién.- Elegimos una sucesién creciente de subconjun

Lo o ©
tos de E, LL -=acotados tal que U An = L , donde An

n=4A

denota el interior de An .
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El £lgebra vectorial H, () satisface las
condicones requeridas de M y si B, es la T{b -envoltura de

Am , queda que - llx,.,___, Xn ) N Bm es finito

pa.ra todo m = 1, 2, ;.0

También si ™, y "y son enteros positivos
distintos, entonces existe una forma lineal continua f sotre
E, v as{ un elemento de M) ,tal que fCxm,) =4 ¥

‘gCXM‘) = 0 o

Pinalmente Hp(2,Fa), A€A | satis
face las condiciones pam 2; sy ¥ por teorema 1.2 del presen

te capfitulo, es posible encontrar un elemento % en 'K.,(-Q-:F))

) pY
tal que 'f)‘ (xn) = ua yn =1, 2, ..., donde con (“n)u\e,w

indicamos la sucesién proyeccidn mediante m, de (u")nem;

Ahora, formaemos la funcidn f-—(f»;))eag

la cual pertenece a '}Qb(-ﬂ-,F) , Dues cade ?A es un elemen
to de Kol ,Fa) g se cumple para '}(b(.ﬂ.,F) le propie
dades requeridas para Z. Ademés

fxn) = (£, (x”'))aaA 2 (u:\‘)AeA = Un

para todo n = 1, 2, ..o

¢.2.D.
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TEQOREKA 2,2

Si L1=E | siendo E un espacio normado,
Yy Xn)pen es unasucesién de puntos distintos de E tal que
Am  Axall = o y (un), o ©S une sucesién de vectores
Nepbs o melN T

de F, entonces existe un '{e J{’b(glr) tal que f&n)z=Un ’

ns= 1, 2' ooo

Demostracién.- Tomamos Am = Bm = Qer s =W ¢ m}
m=1, 2, ;;.l‘, en la demostracién del teorema anterior, y

resulta lo que pretendemos;
C.Q.D.

TEOREMA 2.3

Sea E un espacio normado separable y F
tal que la familia de espacios de Préchet (Fa)ae A seen
separables. Entonces existe una 4 e Kb (., F) ’
siendo £L un conj'um:o ﬁ, ~holomérficamente convexo, tal que

fm-) es denso en ¥ y £ es un dominto de existencia para f.

Demostracidn.- Si M :zE , entonces tomando '1“2‘ , ui"..., u.i,...}

un subconjunto denso de F5 , AeA | por VAIDIVIA [&J(Teor. 4)
resulta que existe una funcidn ‘-‘;, en H_CE,FR) +tal que
() es denso enFa y £ es un dominio de existencia

para la funcién %, .
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Sea la funcidén ‘f: £E — F , cuyas
componentes sean las funciones ‘-f) , MEA . Estz funcién f
es un elemento de J(b(E,F) , ¥ demuestra el resultado que

queremos probar,

Si £+ E , por VALDIVIA EJ(Teor., 5)
existe una funcién £2 e K (2,F) , tal que f,cn) es denso
en Fa y £L es un dominio de existencia para la funcién ta ’

ac A, De nuevo, tomendo f la funciédn definida de £ en F
vor las componentes S ’ aeA y Obtenemos que f(-ﬂ-) es denso:
en F y ademds L1 es un dominio de existencia: para la fun

cién f.
C.Q.D.

Teniendo en cuenta & VALDIVIA [<] (Teor. 6)

f4cilmente se puede probar el siguiente resuvltado:

TEORENA 2,4

Sea L1 un subconjunto convexo de un es
vacio localmente convexo E, t2l que cada subconjunto equicon -
timio de E'[v (' E)] es metrizable, Sea F tal que la fami
lia de espacios de Fréchet Fy , A€A, sean separables. Enton

ces existe una funcién f en H (N ,F) t2l que f()es denso
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en F y £l es un dominio de existencia para f,.

COROLARIO 1.

Sea E un espacio localmente convexo sepa

una funcién £ en H2,F) tal que () es denso en P y <L

es un dominio de existencia para f,

Sea ahora E el dual topolégico de un es
pacio de Préchet H, dotado de la topologia l(H'}H) de la

convergencia uniforme sobre los subconjuntos compactos de H.

TEORENA 2.5

Sea £L un subconjunto de E que sea holo
. mérficamente convexo. Sea (x")wew una sucesidn de puntos
distintos en L que no contiene ningdm punto de acumulacién
en £ y sea (Un), o une sucesién de elementos de F,
Entonces existe un f en (X ,F) +tal que $£xn)= un ,

n= 1, 2' o-.oo

Demostracidn.- Sabemos de VALDIVIA [2](Prop. 9) que L1, con

la topologfa inducida por E, es un hemicompacto km -eSpacicr;
De esta forma, podemos obtener una sucesién fundamental cre

ciente de subconjuntos compactos, (An) y ey , de L0,
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Aplicamos ahora el teorema 1.3 del presente capitulo con

M=) v Z= H(,F) , ¥ completamos la pmeba.;'
~ C.Q.D.

Los siguientes resultados, pueden ser ob

‘tenidos de manera anflega a VAILDIVIA [2)

TEOREMA 2.6

Si F es tal que los espacios (F>)A5A
son separables, £ un subconjunto holomdérficamente convexo
de E, entonces existe £ en ¥(N,F) tal que £(0)es denso en

Py L es un domino de existencia para f,

TEOREMA 2.7

Sea E un espacio localmente convexo cuya
topologia viene definida por una familia de normas, P un
producto topolégico de una familia de espacios de Préchet

(Fa)ae A » <+ un dominio de holomorfia en E y (xa) una
sucesién de puntos distintos en £l . Si (un) es una sucesidbn
en P y existe una funcidn £ en () tal que f::l"\ f(xn)‘: oo,

entonces existe g en K (L,F) tal que %(x.,):un y D = ]:,.2,;.:'

Siendo E un espacio localmente convexo
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y F=;g‘ F con (FA)ACA, espacios de Préchet, séa L un
espacio topoldgico de Hausdorff y‘V un homomorfismo local
de £L en E, esto es, si xefl entonces existe un entorno
abierto U, de X en £l y un entorno abierto Vy de ¥«) en E tal
que la restriccién W de¥ al es un homeomorfismo de Ux. 8g:
bre V, . Se define "){(.ﬂ.)‘ como el espacio de las funciones de
L en € tal que { € ®(L) si, y s8lo si, para cada

xefL , %o ‘Px" es una funcidm holomorfa de Vx en

C . De modo enflogo se define K(O,F) . As{ tenemos:

TEOREMA 2.8

Si (Wn),cp es una sucesién en F y exis
te una funcién £ en (L) tal que £&a) es inyectiva, siendo
(xn) una sucesién de puntos distintos en XL , 7y

R lfbtn)':oo . Entonces existe una funcidn g en
W —p DO

K(Q,F) tal aque 3»()("):\4.01, s 11 = 1, 2, see
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