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en la prédctica , siendo sustituido por dos algoritmos heuris
ticos destinados a la obtencidn de buenos multiplicadores.De
mostramos una serie de resultados que caracterizan a un sub-
conjunto del conjunto de'multiplicadores dptimos y se relaciona
dicha caracterizacidn con el procedimiento heuristico para su
obtencidn.

En la Seccidn 4 proporcionamos un algoritmo heu
ristico para la obtencidn de soluciones posibles del RPP. El
algoritmo se basa en el cdlculo de un SST y en la resolucidn
de un problema de l-matching de coste minimo. A partir de la
solucidn posible obtenida con el algoritmo es posible, en al
gunos casos, encontrar otra solucidn cuyo coste eété mas pro
ximo del valor Optimo del problema. El valor de esta solucidn
serd utilizado como cota superior en el algoritmo de enumérg
cidn de la siguiente Seccidn.

En la Seccidn 5 describimos las partes fundamen
tales de las que consta el algoritmo de Branch and Bound di-
sefiado para el RPP: estrategia de separacidn(particidén) en -
subproblemas, estrategia de ramificacidn (seleccidn de subpro
blemas) y saturacidn de nudos.

Finalmente, en la Seccidn 6 ilust:amos con un e
jemplo el funcionamiento del algoritmo descrito en l; Seccidn
5. Dicho algoritmo ha sido probado con una coleccidn de 24 -
problemas de diversos tamafios. Grafos de hasta 84 vértices,-
180 aristas y 74 aristas "requeridas" han podido ser resueltos
Sptimamente en tiempos inferiores a 300 segundos de CPU. La -
Seccidn céncluye con los resultados obtenidos para estos pro-

blemas y con una breve valoracidn de los mismos.
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1. TEORIA DE GRAFOS

En el siguiente resumen,de definiciones y resul-
tados basicos de la Teoria de Grafos, seguimos fundamentalmen
te los textos de Christofides (1975) y Bondy and Murty (1976).

Otros textos de referencia obligada son Berge

(1962) y Harary (1969).

1.1 Definiciones y conceptos bidsicos

Un grafo G es una coleccidn de puntos & vértices
L,,LZ,.....,in (que representamos por N), y una coleccidn de

lineas £1,£2,......,£ (representadas por el conjunto A) que

m
unen todos, o algunos de esos puntos. Representamos el grafo
G por el par (N,A).

Cuando las lineas de A tienen una direccidn, lo
que usualmente se representa por una flecha, reciben el nom-
bre de axrcos y el grafo resultante el de grafo dirnigido .

Si las lineas no tienen direccidn, reciben el -
nombre de axristas y el grafo es no dirigido. Un grafo que con
tenga aristas y arcos recibe el nombre de grago mixto.

Una arista puede representarse por medio de los
dos vértices que une; a dichos vértices se les denomina véxr-
tices teaminales.

Una arista cuyos vértices terminales coinciden -
recibe el nombre de buctle.

Un grafo miltiple o muffighago es aquel para el

que pueden existir varias aristas entre dos vértices dados.

Un grafo se llama 4{mple si no tiene bucles y no



existe mds de una arista entre cualquier par de vértices.
Una cadena o camino en un grafo no dirigido es u
na sucesidn de aristas (Z,,Zz,....,tq)en la que cada arista -
£L,excepto quizas la primera y la Gltima, estid conectada a las

aristas ££_’ » ¥y L. por sus dos vértices terminales.

i+1

Puede también representarse por la sucesidn de -
vértices que son utilizados.

Una cadena 44impfe es aquella que no utiliza la -
misma arista mads de una vez; y una cadena efemental es la que
no utiliza el mismo vdrtice mds de una vez.

Existe, a menudo, un nidmero C£ asociado con una
arista £. Estos nlimeros reciben el nombre de costes, longitu-
des 6 pesos de las aristas. El coste de una cadena o camino -
es la suma de los pesos de las aristas que lo forman.

Un circudlto en un grafo no dirigido & ciclo es -
un camino en el que lqs vértices inicial y final coinciden.

Un circuito elemental que pasa a través de todos
los vértices de un grafo recibe el nombre de circudlto hamilto
niano .

Un circuito simple que atraviesa todas las aris-
tas (6 arcos) de un grafo recibe el nombre de circulfo (ZLoun)
eulenrniano.

En un grafo no dirigido, el grado de un vértice,

d(L) & di,se define como el nimero de aristas que son inciden

tes con él.

Teorema 1 : La suma de los grados de los vértices de un gra-

fo G es dos veces el nilmero de aristas.
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complementario de NO en N), entonces el conjunto de aristas de G

cuyos vértices terminales pertenecen uno a No y el otro a NO

recibe el nombre de conjunto de corte de G.

1.2 Arboles‘

Un grafo es acfclico si no tiene ciclos.

Un 4nbof es un grafo aciclico y conexo.

Teorema 2 : Las siguientes afirmaciones son equivalentes para
un grafo G=(N,A), donde |N]|=n.

1) G es un arbol.

2) Cada par de vértices de G estin unidos por un dnico camino
elemental.

3) G es un grafo conexo con n vértices y n-laristas.

4) G es un grafo aciclico con n vértices yn-1 aristas.

5) G es aciclico y si cualesquiera par de vértices no gdyaceg
tes de G son unidos por una arista £, entonces Gul tiene e-

Xxactamente un ciclo.

Un drbol generador de un grafo G se define como
un grafo parcial de G que forma un drbol. Puede tambi&n defi
nirse como un grafo parcial conexo minimal (respecto del nii-
mero de aristas) de G.

Anbol generadonr de m{nimo peso (SST) de un gra-
fo G es el de menor peso 0 coste de los adrboles generadores
de G, cuando hay costes asociados con sus aristas.

Existen algoritmos eficientes para encontrar el

SST de un grafo, entre ellos los mds conocidos son los de Krus
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kal y Prim. (Christofides (1975), paginas 135-139).
El algoritmo de Kruskal consiste bésicamente en:

Step 1: Empezar con un grafo completamente desconectado T de
n vértices.

Step 2: Ordenar las aristas de G en orden creciente segiin el
coste.,

Step 3: Empezando desde el principio de esta lista (coq las
aristas de menor coste) afiadir aristas a T siempre -
que esta adicidn no cierre un circuito en T.

Step 4 Repetir la step 3 hasta que hayan sido afiadidas (n-1)

aristas.

Entonces T es el drbol generador de minimo peso del

grafo G.

1.3 Caminos mé@s cortos

Para un grafo dado G=(N,A), con costes definidos -
sobre sus aristas, el problema def camino mds conrto es el -
de encontrar el camino mds corto desde un vértice de partida
especificado £eN a un vértice final especificado jeN, si tal
camino existe,.

Este problema puede generalizarse al problema de
encoritrar los caminos mis cortos entre todos los pares de Vér
tices.

Existen algoritmos muy sencillos y eficientes pa
ra calcular los caminos m3s cortos entre dos vértices dados,
entre un vértice y todos los demds y entre todos los pares de
vértices. La eleccidn entre ellos depende del planteamiento -

deseado y de los costes de las aristas (si son positivos,nega
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tivos y nulos © @inicamente no negativos).

Asi el algoritmo de Dijkstra es el mads eficiente
para calcular el camino mds corto entre dos vértices especifi
cos si los costes de las aristas son no negativos.

Cuando los costes pueden ser también negativos -
tenemos los algoritmos de Ford, Moore y Bellman.

Para calcular los caminos mi3s cortos entre todos
los pares de vértices podemos utilizar repetidamente el algo-
ritmo de Dijkstra,d bié&n utilizar los algoritmos de Floyd, -
Murchland & Dreyfus,que pueden también aplicarse en el caso -
de costes negativos.

Para una descripcidn detallada de los algoritmos,

ver Christofides (1975), Bondy y Murty (1976), Goudran y Mi-

noux (1979), Dreyfus y Law (1978) y Lawler (1976)

1.4 Matchings (Acoplamientos)

Un mafching de un grafo no dirigido G=(N,A) es -
un subconjunto M delyconjunto de aristas de A escogido de for
ma que no hayan dos aristas cualesquiera de M que sean adya-
centes (es decir que tenganun vértice terminal comiin).

El problema del Matching minimo, es el problema
de encontrar un matching perfecto (es decir, aQuél en que to-
do vértice estd acoplado por medio de una arista del matching
a cualquier otro vértice) y que tenga coste minimo.

Este problema puede plantearse como un problema

Min 2 czgz

LeA

lineal entero:
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sujeto a:

2

LeA

EK = 0,1

a;oEp 1 ¥.ieN

donde [aéﬂ] es la matriz de incidencia:
l si el vértice { es incidente con la -
a;p = arista £.
0 en otro caso.
y donde ££=7 (8 0) dependiendo de si £ estid (6 no) en el mat-
ching.
Existen buenos algoritmos para este problema, en
el sentido de que el niimero de operaciones que realizan es u-
na funcidén polindmica del niimero n de vértices del grafo.
Aunque el crecimiento en el tiempo de computacidn
es tebricamente O[n4], en la practica es apreciablemente menor
0[n3]. Estos algoritmos, muy estudiados y elaborados,pueden -
encontrarse en Christofides (1975) y fundamentalmente en Law-
ler (1976), quién dedica dos capitulos de su libro a los pro-

blemas de matching y sus aplicaciones.
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2, LA RELAJACION LAGRANGIANA

El @xito de la Relajacidn Lagrangiana, se deriva
de la observacidn del hecho de que un gran niilmero de problemas
dificiles pueden ser considerados como problemas sencillos -
complicados por un, relativamente pequeflio, conjunto de restric
ciones. Si se dualizan estas restricciones, se obtiene un pro
blema Lagrangiano que es facil de resolver. El valor optimo -
de €ste problema es una cota inferior del valor Sptimo del -~
problema original. El problema Lagrangiano puede utilizarse -
en lugar de la relajacidn lineal para obtener cotas en un al-
goritmo de Branch and Bound.

Aunque los métodos Lagrangianos ya se utilizaron
en Optimizacidén Discreta antes de 1970, no es sino en 1970 -~
cuando '"nace" la aproximacidn Lagrangiana tal como hoy se uti
liza, cuando Held y Karp utilizaron un problema lagrangiano -
basado en los arboles generadores de minimo peso para obtener
un buen algoritmo para el TSP. Y es en 1974 cuando Geoffrion
da el nombre a esta aproximacidn:Relajacidn Lagrangiana.

A continuacidn resumimos algunos de los principa
les aspectos de la teoria y de la prictica de la Relajacidn ~-
Lagrangiana. Nos basamos fundamentalmente en Fisher (1981) y
Geoffrion (1974). En Shaphiro (1979) se encuentra un resumen
muy completo del uso de la Relajacidn Lagrangiana en problemas
de Optimizacidn Discreta.

En general, un Problema de Programacidén Lineal -

Entera tiene la forma:
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(P) v Min cx
x>0

sujeto a: Ax > b
Bx > d

xj entero fel

Donde ¢,b y d son vectores; y A ypB matrices de dimensiones a
propiadas.

Definimos la Relajacién Lagrangiana de (P) res-
pecto a las restricciones Ax>b y a un Vectorn de Multiplicadores

A. no negativos, como el Problema:

(PRA) Min ex +  A(b-Ax)
x>0
sujeto a: Bx > d

xj entero el

Si las restricciones relajadas fueran igualdades
(o sea, de la forma Ax=b), el vector A podria tomar también -
valores negativos, cumpliéndose exactamente igual todos los -
Teoremas que veremos a continuacidn.

En este apartado seguiremos la siguiente nota-
cidn:
(X) es un Problema de Optimizacidn.
v(X) es su valor 6ptimo.
F{X) es el conjunto de soluciones posiblés de (X).
(X) es la Relajacidn Lineal de (X).
Ademds X denotarid el vector de variables duales correspondien

tes a Ax>b en la solucidn &ptima del Problema relajado lineal-
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mente (P).

Supondremos ademds que las restricciones Bxxd in
cluyen cotas superiores para todas las variables, por lo que
(P) o cualquiera de sus relajaciones consideradas aqui, serd

siempre acotado.

Teorema 3

Para todo A»0, se cumple que U(PRA) < v(P).

Por lo tanto, para cualquier vector de multipli-

cadores A0, v(PR es una cota inferior sobre el Gptimo del

3]
problema original.

La utilidad de la Relajacidn Lagrangiana (PRA) -
reside en que este problema sea mds facilmente resoluble que
(P), v si es posible, por un algoritmo polinomial.

La mejor cota inferior que podriamos obtener de
(PRA) corresponderia a un vector de multiﬁlicadores A0 que -
fuera dptimo para el problema:

(D) Max V[PRA)
A0

Teorema &

Subondrgmos que el broblema (P) es @osible.
a) v(P) ¢ v(D) < v(P)
b) v(P) <« v{PRy }
c) Si para un A»(0, tenemos un vector X que satisface;
1) x es la solucidn Bftima de (PRA)'
2) Ax » b
3) Al(b-Ax)=0

entonces X es una solucidn oSptima de (P).

El aﬁartado a) ael teorema nos dice que la mejor
cota inferior obtenida ﬁor la Relajacibn Lagrangiana (PRA) es
por lo menos tan buena como la obtenida por 1la Relajacidn Li-
neal (P).

Ademds, por b), si resolvemos la Relajacidn Li- -
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neal (P) y elegimos como A»0 las variables duales Optimas >0

correspondientes a las restricciones Ax2b, la solucidn de -

(PRX) puede mejorar la cota obtenida por la Relajacidn Lineal.
Por 4ltimo en c) se dan las condiciones suficien

tes para que la solucidn Gptima de (PRA) lo sea también del -

problema (P). Si las restricciones relajadas son igualdades

Ax=b, el apartado 3) se cumplird si se cumple el 2) (que en

este caso exigiria que sea Ax=b).

Cuando se cumplen las condiciones 1) y 2) pero
no 3), diremos que X es una solucidn e—ébtima, con g=X(Ax-b)20
En este caso v(PRX)+e es una cota superior para v(P).

Diremos que el ﬁroblema (PRA) tiene la Propiedad
de Integralidad si y sdlo si se cumple:

v(PR)\) = u(ﬁ)\) Y]

Teorema 5
Si (P) es posible y (PRA) tiene la propiedad de
integralidad, entonces:

v(D) = v(P)

Por lo tanto si se da la Propiedad de Integrali-
dad eﬁ (PRA), como maximo ﬁodremos obtener, utilizando la Re-
lajacidn Lagrangiana (PRA)’ una cota inferior igual a la pro-
porcionada por la Relajacidn Lineal. La ventaja de utilizar la
Relajacidn Lagrangiana consiste en ' que la cota inferior
pueda ser obtenida en un tiempo de computacional menor, o in-
cluso que la Relajacidn Lineal sea intratable debido a que po

sea un gran nimero de restricciones.
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Método del Subgradiente.

Resolver el problema (D) completamente suele ser
en la practica demasiado costoso computacionalmente, por lo =~
que normalmente se intenta obtener simplemente unos multipli-
cadores A0, aunque no Sptimos, que se acerquen lo m3s posible
a serlo.

El método méds utilizado y que ha dado los mejo-
res resultados en la practica para calcular unos buenos multi
plicadores, A»0, es el Método del Subgradiente que serd@ el que
utilizaremos en este trabajo.

En este Método se parte de unos multiplicadores
iniciales A° que pueden ser todos nulos y se genera una suce-
sién de multiplicadores Ak de acuerdo con la fdrmula recursi-
va:

AT Max {0, AR+ eh(b—Axk)}

Donde xk es una solucidn optima de (PR h) y
A
6,>0 es la Longitud del paso.

La justificacidn tedrica de este Método viene da

da por el siguiente teorema:

Teorema 6

Si {ek} cumple las candiciones:

lim 6, = 0 8,>0 ¥k
b 00 k k
>
6, = +00
he1 R

entonces se cumple que lim v (PR h) = v(D).
k- co A
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0 sea. que mediante una seleccidn adecuada de 1los Gk se puede
asegurar la convergencia de V(PR p) @ viD).

Sin embargo en la practica se utiliza un nidmero
finito de iteraciones, mds o menos grande, por lo que no se -
puede asegurar que se alcance v (D).

Para la eleccidn de la longitud de paso Gk, el -
método md3s utilizado es hacer:

ah(z*-v(PRkkll
Jk

o || b-Ax
Donde ak es un escalar 0<ak<2, z* es una cota superior sobre
v(P) v || || indica la norma euclidea.
Uno de los incovenientes del Método del Subgra-
"diente es que no puede asegurar que U(PRAk} sea creciente.
Para a, se suele utilizar la estrategia de divi-
dirlo por 2, si en un determinado nimero de iteraciones -

V(PRAk) no se ha incrementado.
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3. NOTAS SOBRE LA TEORIA DE LA NP-COMPLETITUD

Los fundamentos de la teoria de la NP-completitud se en-
cuentran en Cook (1971). Desde entonces esta teoria ha conocido un ridpido
desarrollo y una gran notoriedad que se justifica sobre todo por la impor
tancia de algunos de sus resultados. Un desarrollo riguroso de esta teo-

ria se encuentra por ejemplo en Garey and Johnson (1979)

3.1 Definiciones biasicas

En matemiticas, la palabra '"problema" se utiliza con diver
sos significados. Aqui, un problema serd una cuestidn general que debe -
ser respondida, y que, usualmente, contiene varios pardmetros (5 varia-
bles),cuyos valores se dejan sin especificar. Un problema esti definido -
al proporcionar una descripcidn general de todos sus parametros y especi-
ficar qué propiedades debe satisfacer la respuesta & 40fucidn (ptima).
Si se especifican ciertos valores para todos los parametros del problema,
obtenemos un ejempfo del problema.

Los algonitmos son procedimientos generales , paso a paso,
para resolver problemas.

Un algoritmo se dice que #esuefve un ﬁroblema si el algo-
ritmo produce una solucidén (Sptima) para cualquier ejemﬁlo I de P. E1 ob
jetivo es encontrar el algoritmo "mads eficiente'" para resolver un proble
ma.

Hay definidas varias medidas de la comblejidad para inten
tar recoger aspectos sobre la eficiencia de los algoritmos. Nosotros nos
centraremos en la llamada complfejidad del tiempo (time complexity), pues
to que los requerimientos de tiembo son los mas imbortantes al juzgar la
eficiencia de un algoritmo. El1 tiempo que requiere un algoritmo para resol
ver un ejemplo depende de su ''tamafo', que refleja la cantidad de datos de

entrada para describir este ejemplo. Esta medida se formaliza -
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considerando un esquema de codificacién (encoding scheme) que
asocia ejemplos del problema a series de simbolos que los des
criben. En los computadores reales estas series consisten nor-
malmente de ceros y unos. El tamaio & Longitud de entrada (in.
put lenght) del ejemplo se define como la longitud de esa se-
rie de simbolos. Tal serie puede utilizarse para entrar el e-
jemplo en una maquina real (6 hipotética). Antes de ver algu-
nos resultados importantes sobre el "tamafio" de los ejemplos
de un problema, debemos estar seguros de que los resultados -
no cambiaran sustancialmente si tomamos esquemas de codifica-
cidn ligeramente diferentes y maquinas ligeramente diferentes
Las maquinas mids utilizadas en el anilisis tedrico son la Tu-
ring y la RAM que en cierto sentido son equivalentes. Para no
sotros, es suficiente considerar un computador real en lugar
de una maquina Turing.

Dado un esquema de codificacidn y un modelo de -
mdquina, la funcdidn de complejidad del tiempo (tim.e comple-
xity function) §: N -+ N de un algoritmo, expresa sus re-
querimientos de tiempo proporcionando, para cada tamano posi-
ble o longitud de entrada neN, el tiempo midximo necesario pa-
ra resolver un problema de ese tamafio por el algoritﬁo.

Los requerimientos de tiempo se miden contando -
el niimero de "pasos elementales" que el algoritmo fealiza pa-
ra resolver un ejemplo. Informalmente, operaciones tales como
la adicidén, multiplicacidn, comparacidn, etc. son consideradas
pasos elementales (tengamos en cuenta que si trabajamos con

nimeros grandes, las operaciones con dichos niimeros necesita-
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rian mi3s de un paso elemental).

Ahora debemos definir la "eficiencia". Diremos -
que una funcidn §(n) es 0(g(n)), i.e. § es de orden g, si exis
te una constante ¢ tal que |6(n)|$c|g(n)| para todos los ente
ros nyl. Un algoritmo de tiempo polinomial es un algoritmo -
cuya funcidn de complejidad del tiempo §(n) es 0(p(n)) para -
algiin polinomio p: N » N. Cualquier algoritmo cuya funcidn
‘de complejidad del tiempo no pueda acotarse por un polinomio,
recibe el nombre de supeapolinomial & algoritmo de tiempo ex-
ponencial . Puesto que las funciones exponenciales crecen mu-
cho mds ridpidamente que las ﬁolinomiales, entonces diremos -
que un algoritmo es bueno 6 eficiente si funciona en tiempo -
polinomial.

La naturaleza fundamental de esta distincidn en=-
tre algoritmos, fué discutida por primera vez por Cobham -
(1964) y Edmonds (1965 b). Edmondé,equiparG algoritmos de tiem
po polinomial con "buenos" algoritmos y conjeturd que ciertos
problemas de programacién entera no ﬁodrian resolverse por e-
sos "buenos'" algoritmos. Existe un gran acuerdo resﬁecto a -
que un problema no estid "bien resuelto" hasta que se conoce -
un algoritmo en tiempo polinomial para &l. Un problema, pues,
diremos due es {ntratable si es tan dificil que ningin algo-

ritmo en tiempo polinomial puede posiblemente resolverlo.

3.2 Las clases P y NP

Para distinguir entre problemas faciles y difici

les, analizaremos piroblemas de decisiln que son problemas -
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" () no .

que tienen {inicamente dos posibles soluciones, "si" 5

Los problemas de optimizacidn pueden convertirse
en proBlemas de decisidn en la forma siguiente: dado un pro-
blema combinatorial de minimizacidn y sea B un niimero (cota -
superior), el problema de decisidn correspondiente es "(Exis-
te una solucidn posible cuyo valor sea como maximo B?.

La clase de todos aquellos problemas de decisidn
para lo que existe un algoritmo de tiempo polinomial, se lla-
ma la cfase P. Hay muchos problemas de decisidn que no son co
nocidos como pertenecientes a P; por ejemplo, "i(Un grafo es -
hamiltoniano?"

Podemos definir informalmente la clase NP en tér
minos de lo que se llaman afgoaltmos no deterministas ,que -~
son aquéllos compuestos por dos etapas diferénciadas, la pri
mera es una etapa de suposicidn (guessing stage) y otra de ve
rificacidn (checking stage). Dado un ejemﬁlo I, la primera e-
tapa "supone" alguna estructura S. Consideramos I y S el in-
put para la etapa de verificacidn, que procede a trabajar de
una manera normal;y eventualmente se detiene con contestacidn

" no" & sigue

si'", eventualmente se detiene con contestacidn
la computacidn sin detenerse.

Diremos que un afgordiimo no deferminista resuel-
ve un problema de decisidn 7 en tiempo folinomial si existen
dos polinomios pﬂ(n) y qn(n) tal que se cumplen las dos pro-
piedades siguientes para todos 1los ejemﬁlos I de 7.

"

1) Si la respuesta a I es "si" entonces existe una estructura

S que satisface:
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a) si n es la longitud de entrada de I entonces
S puede ser codificado en tiempo O(pﬂ(n)),
b) si I y S se utilizan como el input de la eta-

pa de verificacidn y n” es la longitud de entra

da de S entonces la contestacidn seri "si" en

tiempo O(QﬂGHM’)).

"

2) Si la respuesta a I es "no", entonces no existe una estruc

" s N

tura que lleve a la etapa de verificacidn a contestar '"si

cuando se utilizan I y S como input.

Informalmente,fa clase NP se define como la cla-
se de todos los problemas de decisidn que pueden resolverse -
por algoritmos no deterministas de tiempo polinomial.

Es obvio que PCNP, y parece evidente que P{NP ,
pero éste es uno de los problemas abiertos mds importantes en

matematicas.

3.3 Problemas NP-completos

Si P es distinto de NP, entonces la distincidn -
entre P y NP-P es importante y significativa. Todos los pro-
blemas en P pueden resolverse con algoritmos de tiempo polino
mial, mientras que todos los problemas en NP-P son intratables

Cook (1971) introdujo una clase de.problemas de
decisidn que son los mds dificiles en NP. Supongamos que tene
mos dos problemas de decisidén m y T~.

Una transgormacibén polinomial es un algoritmo ~
que a partir de un ejemplo dado de T produce en tiempo polimno

mial un ejemplo de T tal que se cumple que: para cada ejemplo
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"

I de m,la respuesta a I es "si" si y solamente si la respues-

ta a la transformacidén de I (como un ejemplo de 77) es "si'.
Diremos que un problema de decisidn m es NP-completo si mweNP
y todos los problemas en NP pueden ser transformados polino--
mialmente a T.

Todo problema m NP-completo cumple la siguiente
propiedad:si T puede resolverse en tiempo polinomial entonces
todos los problemas NP-completos pueden resolverse en tiempo
polinomial; i.e. si m es NP-completo y si meP entonces P = NP

Esto justifica la afirmacidn de que los problemas NP-comple-

tos son los problemas mds dificiles de la clase NP.

Teorema
El Problema del Cartero Chino en grafos mixtos
(MCPP) es NP-completo. Incluso cuando los costes son los mis

mos, el grafo es planar y el grado maximo de cada vértice es 3.

Papadimitriou (1976)

Teorema

El problema del Cartero Rural en un grafo no di
rigido (RPP) es NP-completo.

Incluso cuando el coste de todas las aristas del
grafo es 1

El Problema del Cartero Rural en un grafo dirigi
do (DRPP) es NP-completo. Incluso cuando el coste de todos -
los arcos del grafo es 1.

Lenstra y Rinooy Kan (1976).




SECCION 1

CIRCUITOS ~ EULERIANOS
Y  PROBLEMAS  RELACIONADOS
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En esta seccidn nos remontamos a los origenes de
la Teoria de Grafos, cuando Euler en 1736 planted el Problema
de los Puentes de Konigsberg y proporciond las condiciones pa
ra la existencia en un grafo no dirigido de un circuito que a
traviese cada arista del grafo exactamente una vez. Establece
mos las condiciones para la existencia de tales circuitos, Eu
lerianos, en grafos dirigidos y mixtos y damos un algoritmo -~
para trazar dicho circuito, si existe, en un grafo no dirigi-
do.

Un problema directamente relacionado con el de -
la existencia de un circuito Euleriano en un grafo G es el -
Problema dellCartero Chino (CPP)que consiste en, dado un gra-
fo G con costes no negativos asociados a las aristas, encon-
trar un circuito que atraviese cada arista de G al menos una
vez y con el minimo coste. Discutimos la resolucidn exacta de
este problema en el caso de grafos dirigidos y no dirigidos y
comentamos la dificultad del ﬁroblema en el caso mixto.

El problema del Cartero Rural (RPP) es una gene-
ralizacidn del CPP en el sentido de que el circuito debe atra
vesar al menos una vez las aristas de un subconjunto dado de
aristas, no necesariamente todas, del grafo original. Expo-
nemos los origenes del RPP;SuS posibles ablicaciones, comen-
tamos algunas de sus caracteristicas y discutimos una serie -

de problemas relacionados con &1.
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1,1 GRAFOS Y CIRCUITOS EULERIANOS

Se considera que la Teoria de Grafos comienza en
1736 cuando Euler establecidé un problema conocido como el Pro
blema de los Puentes de Konigsberg. La ciudad de Konigsberg -
(ahora Kaliningrado ) esté&d construida sobre las dos orillas -
del rio Pregel y sobre dos islas en el rio. Las orillas y las
dos 1islas estdn unidas por siete puentes tal como se expresa

en el mapa de la figura 1l.a

Figura 1l.a: Mapa de Konigsberg

El problema planteado era si era posible partir
de cualquiera de las cuatro &reas donde se asentaba 1la ciudad,
cruzar cada puente exactamente una vez y volver al punto de -
partida.

Si representamos cada orilla y cada isla por un
vértice y cada puente por una arista que los une, el mapa de
la ciudad puede representarse por el grafo (multigrafo) de 1la

figura 1l.b
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C
8
D
Figura 1l.b: Grafo del Problema de los Puentes

de Konigsberg

El problema consiste, ahora, en si el grafo de -
la figura 1l.b contiene o no un circuito euleriano. En general,
dado un grafo G, el problema es la existencia o no de un cir-
cuito euleriano (un circuito que atraviese cada arista del gra
fo exactamente una vez). Si tal circuito existe, se dice dque

el grafo es Euleriano.

Euler concluyo gque el grafo no contenia un circui,
to Euleriano y resolvidé el problema sobre la existencia de tal

les circuitos mediante el siguiente teorema:

Teorema 1: Un grafo (multigrafo) conexo, no dirigido, <contie
ne un circuito Euleriano si;y solamente si, todos los vértices

del grafo tienen grado par.

El siguiente teorema caracteriza la existencia -

de circuitos eulerianos sobre grafos dirigidos.

Teorema 2: Un grafo (multigrafo) G=(A/,A) dirigido y conexo -
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contiene un circuito Euleriano si,y solamente si, los grados
de entrada dt(i) y los grados de salida do(é) de los vértices

satisfacen:

dypld)=d (£) Y LN

Teorema 3: Un grafo mixto G=(N,AlL) contiene un circuito Eu-

leriano si,y solamente si,

a) G es conexo

b) Cada nudo de G es incidente con un niimero par de arcos y
aristas conjuntamente.

c) Para cada subconjunto SCN, la diferencia entre el niimero
de arcos dirigidos desde S a'S y el ntimero de arcos diri-
gidos desde S a S es menor que o igual al niimero de aris-
tas uniendo S y S.

(Ford y Fulkerson (1962))

Existen varias reglas y algoritmos muy sencillos
para trazar un circuito Euleriano (si existe) en un grafo no
dirigido. Estos algoiitmos pueden extenderse facilmente al ca
so de grafos dirigidos. Ver Edmondsy Johmnson (1973).

El m3s conocido es eldeFleury (Bondy y Murty, 1976)

que consiste en:

1. Escoger un vértice arbitrarioio y hacer u%=i0
2. Supongamos que hemos escogido el camino simple wiaﬂj7él.uli{é

Entonces escoger una arista £1f1 del conjunto Ar{l,,ﬂzp..,ﬂi}
de forma que:

i) £, inci .
) i+ ] sea incidente con <.

ii) a menos que no haya otra alternativa, £ no sea una

A+ 1
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arista de corte de GL=G-{£1’£Z""’£L} (una arista KL
de G es una arista de corte de G sii no est3d conteni-
da en algin ciclo de G)

3. Parar cuando la etapa 2 ya no pueda ser ejecutada.
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1.2 EL PROBLEMA DEL CARTERO CHINO (cPP)

Un ptoblema directapente relacionado con el de 1la
existencia de un circuito Euleriano en un grafo G es el siguien
te: Si las aristas de G tienen costes no negativos, encontrar
un circuito que atrwiese cada arista de G al menos una vez y -
de forma que el coste total del recorrido sea minimo.

Obviaménte, si G contiene un circuito Euleriano,
éste circuito es dptimo puesto que atraviesa cada arista exac-
tamente una vez. El problema anterior es conocido como el Piro-
bLema def Carnteno Chino (CPP) en reconocimiento a que fué& plan
teado por primera vez ﬁor Kwan Mei-Ko en 1960. Su solucidn tie
ne un gran niimero de posibles aplicaciones, como la recogida de
basuras, reparto de leche o correo, insfeccién de tendidos e-
lectricos, lineas de teléfono o redes de ferrocarril, etc.

El problema,que surgid al diseflar un diagrama pa-
ra una ruta de un cartero, fué planteado por Kwan Mei-Ko en los
siguientes términos: " un cartero debe cubrir su ruta asignada
antes de volver a la oficina. E1l éroblema es encontrar el reco-
rrido mas corto para el cartero". El éroblema se reduce al si-
guiente: " Dado un grafo -conexo en el ﬁlano, tenemos que dibu-
jar un grafo continuo(bermitiendo las repeticiones) ﬁartiendo
de un punto dado y volviendo a &1, minimizando el nimero de a-
ristas repetidas."

El método de solucidn propuesto por Mei-Ko consis
te en: a partir de cualquier solucidn posible dada; ir realizan

do mejoras sucesivas en ella modificando los costes de las aris
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tas y descubriendo ciclos de coste negativb. El inconveniente
principal de &ste mé&todo, como seiiald J.Edmonds, es que no re
sulta evidente la deteccidn de ciclos negativos en un grafo -
‘no dirigido.

En 1969,R.Bellman y K.L.Cooke formulan el proble
ma en el caso en que todos los costes valen 1, al que denomi-
nan Problema de los Puentes de Koningsberg Generalizado, como
un problema de Programacidn Dindmica. Este mé&todo de solucidn
require tiempos de computacidn que creéen exﬁonencialmente con
el niimero de aristas del grafo.

El problema general con costes arbitrarios en las
aristas fué formulado y resuelto como un problema de matching
;con un subproblema de caminos mas cortos, por Edmonds(1965),
iusacker y Saaty(l1965), Christofides (1973) y Edmonds y John-
son (1973).

Aunque las té&cnicas de solucidn ﬁara los casos -
dirigido y no dirigido tienen ciertas semejanzas, un caso no-
es transformable en otro y bor lo tanto debe desarrollarse la

solucidn en forma distinta para cada caso.

1.2.1 E1 CPP para grafos no dirigidos

Sea G=(N,A) un grafo no dirigido, donde N es un
conjunto de n vértices y A es un conjunto de m aristas que pue
den ser atravesadas en cualquier direccidn. Consideraremos dos
casos:

Caso a: E1 grafo G es par (todos sus vértices son incidentes
con un niimero par de aristas)

La solucidn dptima es un circuito Euleriano (Teor. 1)
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El grafo G no es par
En este caso el problema puede formularse como:
Min Z C, X (1.0)
LeA L
suj. a:

g« aL.!_(HxZ)EO (mod.2) ¥ieN  (1.1)

x£>0 , enteras YLeA (1.2)

donde [aid representa la matriz de incidencia,defini-
da por: 1 si la arista £ es incidente con £
a.,=s
<t 0 en otro caso
y la variable entera xz_representa el nimero de veces
extra que la arista £ serd atravesada, siendo Cp el -
coste de recorrer la arista £eA. En t@rminos del carte
ro que debe repartir correo, xz es el nimero de veces

que debe atravesar una calle sin efectuar reparto. Los

costes c£ se suponen no negativos, de forma que x£=0 ,

¥2cA es una solucidn Sptima cuando todos los vértices

tienen grado par.

Las restricciones (l.1) pueden escribirse como:

; @ pXp * Z;\ @, 'wal =0 ’?‘LgN (r.1"
w,L.;O , enteras YieN (1.3)

Notar que zg a;,p es el grado del vértice £ en G
LeA

La solucidn al problema definido por (1.0),(1.1"),(1.2)
y (1,3) corresponde a la resolucidn de un problema de

l-matching minimo en el conjunto de vértices impares
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de N (para una discusidn completa de &ste problema,
ver Edmonds y Johnson (1973)).

Utilizando la solucidén dptima del problema antérior,
construimos un nuevo grafo G*=(N,A*) que contiene 1+x£
copias de cada arista LeA. El grafo G* es par y por lo
tanto contiene un circuito Euleriano, que corresponde

a una solucidn dptima en el grafo original G.

1.2.2 E1 CPP para grafos dirigidos (DCPP)

Consideremos ahora un grafo dirigido G=(N,A),don-
de N es un conjunto de n vértices y A un conjunto de m arcos.
El grafo debe ser fuertemente conexo para asegurar que para -
cualquier far de vértices distintos L y §, existe al menos un

camino desde £ a j.

Como en el caso no dirigido,consideraremos dos casos:
Caso a: El grafo G es simétrico (vieN,el n°de arcos que entran en 4,
dx(i),es igual al n°de arcos que salen de L,do(il).
Entonces la solucidn Optima es un circuito Euleriano.
Caso b: E1 grafo G es no simétrico.

El problema. puede formularse como:

Min 28

c..X.. (1.4)
(i,fj)leA 44
suj. a:
xija 0 ,enteras VWL,j)eA (1.6)

donde B=[b{j] estd definida como:

1 si el arco (4,f)eA

b..
<4

0 en otro caso
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y X;; representa el nimero de veces que el arco (4,7)

se repite en un circuito Sptimo del DCPP. Entonces -
1+xij serd el niimero de veces que el arco (.{,j) ha si

do atravesado en un circuito dptimo. Los costes ci.se

J

j=0 Y(i,i)eA es

una solucidn Optima cuando todos los vértices son si-

suponen no negativos, de forma que xi

métricos.

Las restricciones (1.5) pueden escribirse como:
Zx..b,.— Z
> A1 4 T
P Fi
donde D(L)=dt(&)-d0(L).

b = D(4L) ¥ieN (1.5")

Xji°54
El problema definido por (1.4),(1.5') y (1.6) es un -
problema de flujos de minimo coste. Consideremos:
1) Los vértices {eN con D[(L)<0 como sumideros con de-
manda -D (L)
2) Los vértices {eN con D(L)>0 como fuentes con ofer-
ta D{L)
Este problema puede resolverse afiadiendo una superfuen
te conectada a todas las fuentes y un supersumidero co
nectado a todos los sumideros. La ca?acidad de cada ar
co dirigido hacia el supersumidero serd la demanda de
su vértice inicial; la cabacidad de cada arco que sale
de 1la suﬁerfuente serd igual a la oferta de su vértice
final. Las restantes cabacidades son infinitas. Resol-
vemos, entonces, un problema de flujos de coste mini-

mo que satisfaga todas las ofertas y demandas.



37

1.2.3 E1 CPP para grafos mixtos (MCPP)

Consideremos el caso ahora de un grafo mixto G=
(N,A,L), donde L es un conjunto de aristas y A un conjunto de
arcos. Un arco debe ser atravesado {inicamente segin su direc-
cidn, mientras que una arista puede ser recorrida en cualquie

ra (o ambas) de sus direcciones.

Una condicidén necesaria y suficiente para la exis
tencia de solucidn al MCPP es la no existencia de un subconjun
to propio de vértices S tal que cada arco que una un vértice (€S
con otro jeS, estd dirigido desde £ hacia §,y no existan aristas entre S y
S.De la misma forma que en el caso dirigido,&sta condicidn se
satisface si exigimos que el grafo sea fuertemente conexo.

Coﬁsideraremos que un grafo mixto es par si todos
sus vértices son incidentes con un niimero par de aristas y ar-
cos (conjuntamente) y que es simétrico si loé grados de entra-
da y salida de cada vértice son iguales (independientemente dé
las aristas incidentes con dicho vértice).

Distinguiremos tres casos:

Caso a: E1 grafo G es par y simétrico;
La solucidn es un circuito Euleriano.

Caso b: El1 grafo G es bar pero no simétrico.
Este caso esti Eﬁtimamente resuelto transformando el -
grafo original y plantedandolo como un froblema de flu-
jos de coste ﬁinimo:
En primer lugar, se construye el grafo qia ﬁartir de G,

asignando una direccidn arbitraria a cada arista Lel

Calculamos en Gd los grados de entrada dt(é) y de sali
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da dJ £) de cada vértice LeN y hacemos DLU=diLU—d0LU.

Construimos ahora el grafo G'=(N,A') en la forma:

a) por cada arco (4L,f)eA incluimos un arco ({,f)en A’
con capacidad infinita y coste igual al de (.{,jf)en
G.

b) por cada arista £=({,jf)el, creamos dos arcos (I, )

-y (§,4) en A'. Cada uno de esos arcos tiene capaci-
dad infinita y coste igual al de la arista en G.

c) por cada arista f£=(4{,f)el, creamos un arco en A' cu
ya direccidn sea la contraria a la asignada a dicha
arista al construir el grafo Gd' Estos arcos se lla
mardn arcos artificiales y tendran coste 0 y capaci
dad dos.

Se resuelve sobre G' un froblema de flujos de coste mi

nimo con las ofertas y demandas dadas for los valores

de D(L{) . La solucidn a éste ﬁroblema ﬁroduce una solu
cidn Gftima al MCPP.

Para una dis;usién completa de este caso ver Minieka

(1978) y Edmonds y Johnson(1973) (aunque el algoritmo

ﬁroﬁuesto bor éstos tltimos contiene un bequeﬁo error

corregido bor Frederickson (1979)).

Caso c: El1 grafo G no ‘es par.

No existe ﬁara este caso una técnica de solucidn efi-

ciente. Pafadimitriou (1976) demuestra que el problema

del MCPP es NP-combleto. Incluso cuando el grafo es -
ﬁlanar, tiene los mismos costes y los grados de los -
vértices son menores o iguales a tres; el problema si

gue siendo NP-completo.
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En 1979, Kappauf y Koehler proporcionan una formula-
cidn del MCPP como un PLE y establecen una correspon-
dencia uno a uno entre los puntos extremos del polie-
dro de la relajacidn lineal del MCPP y un conjunto de
lo que llaman Grafos Eulerianos Asignados. Como ellos
mismos afirman, la bisqueda de los puntos extremos de
un poliedro puede ser, en el mejor de los casos, inefi
ciente,y computacionalmente intratable en el peor de
ellos. Ademads comentan que el MCPP es bastante degene
rado y normalmente muchas bases corresponderdn a un -
mismo punto extremo. Moverse ,pues, de un punto extre
mo a otro puede ser dificil.

Tambien en 1979, Minieka sugiere el planteamiento del
problema como el de un problema de flujos con ganan-
cias que podria ser resuelto por Programacidn Lineal
Entera. Este problema se resolveria en un grafo trang.
formado del original en donde por cada arista deberia
mos afiadir 2 vértices y 5 arcos mas. Minieka dice que
aunque no elegante, es al menos un posible mé&todo de

solucion.
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1.3 EL PROBLEMA DEL CARTERO RURAL (RPP)

El Problema del Cartero Rural surge como una ge-
neralizacidén del CPP al exigir que el circuito atraviese al -
menos una vez cada arista de un subconjunto dado de aristas -

del grafo original.

1.3.1 Origenes

E1l RPP se plantea por primera vez en Orloff (1974)
quien lo enuncia en los siguientes té&rminos: El Problema del
Cartero Rural es el problema de encontrar un circuito de cos-
te minimo que atraviese cada arista de un subconjunto requeri
do de aristas de un grafo.

Orloff considera que tanto el RPP como .el Proble
ma del Agente Viajero (TSP) son casos particulares de un pro-
blema al que denomina Problema General de Rutas (GRP) y que -
define en la forma siguiente: E1 GRP es el problema de encon-
trar un circuito de coste minimo que atraviese cada arista de
un subconjunto requerido de aristas del grafo y que visita ca
da vértice de un subconjunto requerido de vértices del grafo.
(Obviamente el CPP, el RPP y el TSP tanto en grafos dirigidos
como en grafos no dirigidos son casos ﬁarticulares del GRP).A
continuacidn formula el GRP como un PLE y construye un algo-
ritmo del tipo de B&B basado en la eliminacidn de subcircuitos,

Lenstra y Rinooy Kan (1976) demuestran que es
incorrecta una transformacidn que parecia hacer ﬁosible la -
transformacidén de un TSP a un GRP mds sencillo de resolver.Pe

ro el error principal es la formulacidn planteada para el GRP
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que nosotros consideramos incorrecta. Veamos cudl es la for-
mulacidn propuesta por Orloff:

Consideremos un grafo G=(N,A) no dirigido; sea RCA el conjun
to de aristas requeridas para ser atravesadas, sea NR el con-
junto de vértices incidentes con aristas de R y sea Q el con-
junto de vértices requeridos en G.(Suponemos que Qf]NR=¢ ).
Sea E* el subconjunto de vértices de NR de grado impar,T=E*|J Q
Sea S={Sl,32,...,SF} el conjunto de componentes desconectadas
en (NR,R). Todos los nudos feQ esti@n desconectados enC#=(QJNR,R)
pero no se les considera como subcircuitos. Supone qﬁe no exis
ten inicialmente subcircuitos en el grafo G*, por lo tanto to
dos los SL tendrdn al menos dos vértices impares cada uno. Se
construye el grafo completo F(TG) (el grafo completo formado
por los vértices de T y todos los caminoé mds cortos en G q;e

los conectan). Se define cij=coste del cmc en G,4LeT,feT,i$f y

_— .
Cii=® MieT.
El problema lo formula como:
|T|-1 7]
Min el .x. .
i=1 j=ir1 M
-1 7]

sujeto a:

,CZH X +L§r Ixj'i =1 ¥jeE* |
-1 T
Z X 2 =2 ¥ieQ

.4 X .
=1 M g=ger 44
No se permiten subcirncudltos

xéj=0 6 1

xéj existe para >4 solamenite
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Veamos que ocurre en el siguiente grafo:

Figura l.c: Grafo original

En este grafo, consideremos el GRP donde 9={1} ,
R={1(2,3),(2,5),(4,5)} y c,e>0. Construimos E*={3,4} 7={1,3,4}

y el grafo completo F(TG), que serid:

3
€+ C

1 €
€+C

4

Figura 1l.d: Grafo comfleto F(TG)

El GRP en este caso se plantearia como:

Min { (c+e)x73+(c+e)x14+ex34}

1

X153t X3y
X14t X34 = 1
X13tXgy = 2

no se peamiten subcincudltos

X730 %14:%3470,1

La solucidén al problema flanteado seria: x13=x14=7,x34=0 , lo

que nos proporcionaria la siguiente solucidn al GRP:
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4

[+

Figura l.e: Solucidn a la formulacidn del GRP

que obviamente no es Sptima, tal como demuestra la figura si-

guiente:

/

4

Figura l1.f: Contraejemplo

eligiendo valores apropiados para € y ¢ (siempre que €< ¢).

1.3.2 Definicidén y Caracteristicas

Consideremos un grafo conexo, no dirigido G=(N,A)
donde N es un conjunto de pn vértices y A es un conjunto de m a
ristas. Sea c£> 0 el coste de la arista f. Dado un subconjunto
de aristas requeridas ARQ,A (AR#¢), el Problema del Cartero Rg
ral es el de encontrar un circuito de coste minimo tal que ca-
da arista de AR sea atravesada al menos una vez. Si AR=A’ tené
mos el Problema del Cartero Chino que ya comentamos en el apar

tado 1.2.

El RPP es un problema de Optimizacidn Combinato-



44

rial que puede considerarse como una generalizacidn del Pro-
blema del Agente Viajero (TSP) en el sentido de que un TSP pue
de convertirse en un RPP en la forma siguiente:

Se reemplaza cada ciudad { del TSP por una aris-
ta requerida ({',4{'') del RPP con coste cero. Cada arista (4,F)
del TSP es reemplazada por una arista ({',f') en el RPP con el
mismo coste pero no requerida. Las aristas no-requeridas en la
solucidn del RPP forman una solucidn del TSP.

Una transformacidn similar a la anteriormente pro
puesta fué la utilizada para demostrar la NP-completitud del -
RPP (Lenstra y Rinooy Kan (1976)).

Si se especifica un vértice de partida para el -
cartero, en el sentido de que el cartero debe partir de, y vol
ver a, ese vértice (ﬁor ejemplo la Oficina de Correos), y éste
es uno de los vértices incidentes con alguna arista requerida,
no se requiere ninguna transformacidn y la solucidén al RPP sa-
tisfard la condicién exﬁuesta. Si, en cambio, ese vértice de -
partida no es incidente con aristas requeridas, fodemos reali-
zar una transformacidén similar a la expuesta para el TSP y asi
asegurarnos que el circuito solucidn al RPP base bor dicho véi
‘tice.

El propdsito de &sta memoria es el estudio del RPP
y el disefio de un algoritmo exacto fara su resolucifén. La solu
cidn proporcionada ﬁor nuestro algoritmo serd el grafo Euleria
no de coste minimo que contiene cada arista requerida al menos
una vez, El ﬁroblema de encontrar el circuito Euleriano en di-

cho grafo es muy sencillo y ya fué comentado en el apartado l.1.
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1.3.3 Aplicaciones y Problemas Relacionados

E1l Problema del Cartero Rural forma parte de una
clase importante de problemas de gran incidencia practica:los
Problemas de Rutas (Routing Problems) que pueden clasificarse
en Problemas de Rutas sobre Vértices (Node Routing), sobre ar
cos o aristas (Arc Routing) o sobre vértices y arcos (General
Routing), y cada uno de é€stos tipos de problemas a su vez se
subdividiria en dos, seglin se consideren restricciones de ca-
pacidades (de los vehiculos) o no.

La importancia que en los filtimos afios han ido -
adquiriendo los problemas de Routing y, en nuestro caso, los
de Routing sobre arcos o aristas, estd justificada por la po-
sibilidad de aplicarlos a un nimero cada vez mayor de proble-
mas practicos. Las aﬁlicaciones de éste tipo de problemas in-
cluyen la limpieza y riego de las calles,. recogida de basuras,
reparto de leche o correo, rutas de autobuses escolares, pul-
verizacidn con sal de las carreteras para prevenir la forma-
cidén de hielo, 1la inéﬁeccién y mantenimiento de tendidos eléc
tricos, lineas de teléfono, conducciones de gas o petroleo,re
des de ferrocarril,etc.

Una prueba de la importancia de este tipo de pro
blemas y de 1la aﬁenciﬁn cada vez mayor que estéﬁ recibiendo -
es el Intermational Workshof on the Routing and Scheduling of
Vehicles and Crews que se celebrd en 1979 en la Universidad de
Maryland (USA), cuyos trabajos han sido recogidos en un nimero
especial de la revista Networks en el volumen corres?ondiente

a 1981.
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La mayor parte de los trabajos realizados en pro
blemas de Rutas consisten en el disefio de algoritmos heuristi
cos que proporcionen una buena solucidn posible (bajo ciertas
suposiciones sobre las caracteristicas del grafo como la no e
xistencia de arcos y la de que el grafo sea pianar) Yy que sa-
tisfagan una serie de condiciones relativas a la especifidad
de cada problema. Asi, por ejemplo, Beltrami y Bodin (1974) -
consideran algunos problemas relativos a la recogida de basu-
ras y desarrollan procedimientos heuristicos que fueron apli-
cados en las ciudades de Nueva York y Washington; Male y Lieb
man (1978) describen también un esquema eficiente de rutas pa
ra la recogida de basuras que fué aplicado en la ciudad de -
Knoxville (Tenn. USA); Stern y Dror (1979) elaboran un algo-
ritmo para el problema, relacionado con el k-CPP, de disefar
las rutas para los lectores de contadores eléctricos, y lo a-
plican en la ciudad de Beersheva (Israel), en donde lograron
un 407 de reduccidn en el nimero de rutas de trabajo.

La extensidn natural del CPP es el k-CPP, que con
siste en encontrar un conjunto de k circuitos que bartan de un
mismo vértice y que conjuntamente recorran todas las aristas
del grafo con el minimo coste. Frederickson,Hecht y Kim (1978)
demuestran que es un ﬁroblema NP-completo ¥y broﬁorcionan un -
algoritmo aproximado fara su resolucidn cuya cota en el éeor
de los casos es de 2—]/k. Christofides (1973) propone un algo
ritmo heuristico para este froblema cuando se le imﬁonen res-
tricciones de capacidad sobre los circuitos. TambienGolden y

Wong (1981) construyen un algoritmo de aproximacidn para este
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iltimo caso y demuestran que es NP-completo; problema que de-
nominan Problema del Cartero Chino Capacitado y que consideran
un caso particular del Problema de Routing Capacitado sobre

Arcos (CARP).



SECCION 2

TRANSFORMACIONES Y
FORMULACION DEL RPP
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En eésta Seccidn definimos el Problema del Carte-
ro Rural sobre un grafo G, conexo y no dirigido, y realizamos
ciertas transformaciones sobre G con objeto de simplificar su
estructura y formulacidn. P;ra ello, a partir del grafo GR,iE
ducido en G por el subconjunto de aristas requeridas AR’ cons
truimos el grafo completo Gé afiadiendo a GR una arista entre
cualquier par de vértices, con coste igual al del camino mas
corto entre ellos (calculado en el grafo original G). Demostré
mos que un circuito en Gé que atraviese cada arista de AR al
menos una vez produce un circuito solucidén al RPP en G,y que
cada solucidn Sptima del RPP en Gé produce una solucidn Opti-
ma del RPP en G con el mismo coste. Es posible simplificar el
grafo Gé y obtener un grafo GC con las mismas soluciones al -
RPP y una estructura mucho mas reducida.

Formulamos el Problema del Cartero Rural sobre -
el grafo GC como un PLE y demostramos ciertas propiedades de
esta formulacidn: cotas superiores e inferiores para todas las
variables del.problema, redundancia de algunas de las restric-
ciones en presencia de otras,... Finalmente se da la formula-

cidn definitiva del problema que serda la base de las sucesi-

vas Secciones de esta Memoria.
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2.1 TRANSFORMACIONES SOBRE EL GRAFO ORIGINAL

Con objeto de poder simplificar la estructura
del problema y su formulacidén, como un problema de PLE, va-
mos a realizar previamente algunas transformaciones sobre el
grafo original G. Sea G=(N,A) un grafo conexo y no dirigido,

donde N es un conjunto de n vértices y A es un conjunto de
m aristas. Sea cp el coste asociado a la arista £e A ,siendo
QZ>CL El Problema del Cartero Rural consiste en, dado un
subconjunto de aristas '"requeridas" ARQQA ( Apr), encontrar
un circuito de coste minimo que atraviese cada arista de AR
al menos una vez. El coste del circuito es la suma de los cos

tes de sus aristas.

2.1.1 Construccidn del grafo comﬁleto,Gé = (NR, AR[JAg)

Sea GR f(NR,AR) el grafo inducido porAR , donde

es el subconjunto de vértices de N incidentes con, al me-

Ne

nos, una arista de AR. A partir de GR podemos construir el

grafo completo, que representaremos por Gé. Para ello basta~-

rd con afiadir a G, una arista entre cada par de vértices de

R
NR » exigiendo que el coste de dicha arista sea igual al cos

te del camino mas corto entre sus vértices (calculado en el
grafo original). El grafo comfleto resultante serd Gé=(NR’ARUA§)
, donde A§ es el conjunto de aristas anadidas. Notar que en

6
A

hay una arista adicional en paralelo con cada arista de

. La figura 2.a nos muestra el grafo original G donde el

R
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conjunto de aristas requeridas estd representado por lineas

de trazo continuo.

\2

3\

Figura 2.a : El grafo original
La figura 2.b nos muestra el grafo resultante

completo Go

Figura 2.b : El1 grafo 6o
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La transformacidn realizada ofrece ciertas ven-
tajas. E1 grafo inducido por las aristas requeridas AR ’GR ,
estda formado por un conjunto finito de componentes conexas
C7’C2"""Ch ,disconexas entre si. Un circuito solucidn al
RPP deber3d, pues, utilizar aristas del conjunto A—AR para co
nectar dichas componentes. Toda solucidn posible al RPP uti-
lizard aristas no requeridas y como, cualquier circuito cum-
ple que el grado de todos sus vértices es par, una condicidn
que se deberia exigir al formular el problema como un PLE es
que el grado de todos los vértices del circuito sea par. Y no
solo el de los vértices de NR , sino también el de aquellos
vértices de N-N_incidentes con las aristas de A-ARutilizadas

R

por la solucidn. La ventaja que ofrece la transformacidn des
crita anteriormepte es que trabajamos en un grafo Gé donde,
el conjunto de vértices est3d constituido Unicamente por aque
llos que son incidentes con aristas de AR . Y dado que NRQ;N,
. tendremos que | NRIs | N|» por lo tanto el niimero de restric
ciones que deberemos imponer seria menor.

Vamos,ahora, a demostrar que cualquier solucidn
al Problema del Cartero Rural sobre el grafo Gé corresponde
a una solucidn sobre el grafo original y que una solucidn &p
tima del RPP sobre Gé corresbonde a una solucidn dptima del
mismo coste sobre G .Veamos la relacidn existente entre los

conjuntos de soluciones posibles al RPP sobre los grafos G

y GC'
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Proposicidn 2.1

Toda solucidn posible al RPP sobre Gé proporcio-
na una solucidn posible al RPP sobre el grafo original G del

mismo coste.

Demostracidn:

Toda solucidén al RPP sobre el grafo Gé es un cir
cuito que atraviesa las aristas de AR al menos una vez, Si
descomponemos las aristas £=(4, f) EAg , £,4 ENR, que aparecen
en el circuito solucidn sobre Gé ,en los caminos mids cortos
(i,a1),(a1,az),....,(ak,j) con al,Qz,.....,akeN,que las gene-
raron, tendremos un circuito solucidén al RPP sobre el grafo G

y del mismo coste.

Proposicidn 2.2

4

Toda solucidn Sptima al RPP sobre el grafo c
proporciona una solucidn 6ptima al RPP sobre el grafo G ,del

mismo coste.

Demostracidn:

Sea x; una solucidn G6ptima al RPP sobre el grafo
Gé de coste z(x,); sabemos, bor la éroﬁosici6n anterior, que
Xy proborciona una solucidn posible xz al RPP sobre G del mis
mo coste, es decir z(x1)=z(x2). Vamos a comﬁrobar que x, es
una solucidn S6ptima al RPP sobre G .

Su?ongamos que no fuera cierto; es decir, existe
una solucidén x* al RPP en G de coste z(x*)<z(x2). A partir de
la solucidén x*, construimos el grafo Gf=(NR,A*), donde A*estad

formado por las aristas deiAR(tantas veces como aparezcan en
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x*) y una arista £ ¢ A*, por cada camino uij (L,jeNR) en x*¥
formado exclusivamente por aristas de A-AR, de coste ipgual

al del camino mis corto en G entre LE:NR y 4 ENR . Obviamente
este grafo G* corresponde a un circuito X sobre el grafo GE
de coste z(x) < z(x*) y por lo tanto z(x) < Z(X,). Lo que con

tradice la hipdtesis de que X; era una solucidn Optima so-

bre Gé

2.1.2 Grafo simplificado Gc= (Nﬁ; AR[JAST

En el apartado anterior hemos discutido la con-
veniencia de construir el grafo Gé y de resolver el RPP so-
bre dicho grafo en lugar de hacerlo sobre el grafo original
G . Un problema con el que nos encontramos ahora es la mag-
nitud del cardinal de Aé ([Ag[). Recordemos que el érafo Gé
es completo y por lo tanto si | NR|=nn ,entonces |A§|=( g@ .
Como la dificultad del problema depende en gran medida del
nimero de aristas no requeridas en el grafo; vamos a simpli-
ficar el grafo Gé y.obtener un nuevo grafo GC=(NR,AR U AS)
que tenga las mismas soluciones al RPP y menor niilmero de aris
tas no requeridas.

A partir del grafo GE:(NR,AR[jAgl, obtenemos
el grafo GC=(NR,AR[jAS), eliminando:

a) Todas las aristas ({,4) ¢ A§ tales que cij=cik+ckj ﬁara
algin kR , ¥y

b) Una de las dos aristas en paralelo si aﬁbas tienen el mis
mo coste.

La figura 2.c nos muestra el grafo GC correspon

diente al grafo Gé de la figura 2.b
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Figura 2.c : E1l grafo Gg
Al igual que en el apartado anterior debemos es”
tablecer las relaciones existentes entre las soluciones po-
sibles y o6ptimas al RPP sobre los grafos Go y Go . Estas re-
laciones vienen expresadas en la siguiente Proposicidn,cuya
demostracidén se omite debido a que es consecuencia directa

de la construccidén del grafo Ge¢ (en donde A"CA") .
Proposicidén 2.3

Cualguier solucidédn posible al RPP sobre 6o es
una solucidén posible al RPP sobre cualquier solucidn

6ptima al RPP sobre Go lo es también sobre el grafo Go

Comentario 2.1

Como aplicacién de las Proposiciones 2.1,2.2 vy
2.3 ,podemos definir el Problema del Cartero Rural como el prtf
blema de encontrar un circuito, sobre el grafo 6Ggs ( ,AAlJ )*
de coste minimo que atraviese cada arista de Ag al menos una

vez
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2.2 FORMULACION DEL RPP COMO UN PLE

En el presente apartado introducimos nuestra pro
pia formulacidén del RPP como un Problema de Programacidn Li-
neal Entera. Esta formulacidén serd la que nos permita calcular
la cota inferior que aplicaremos al problema y serd la base
de los procedimientos de Branch and Bound que usaremos.

Sea GC=(NR,ARU As)un grafo comnexo y no dirigido}
Refresentaremos por [ail] la matriz de incidencia del gra-
fo,ieNy » £e:ARUAS,,es decir:

1 si la arista £ es incidente con [

it
0 en otro caso

2.2.1 Definicidén de las variables y Formulacidn

Definicidn 2.1 : definimos xz como el niimero de veces que la

arista fLeA, (arista requerida) se repite en un circuito &pti

R

mo del RPP sobre el grafo G, . Entonces 1+x‘C serd el nimero

C

de veces que la arista £ ha sido utilizada en un circuito

optimo del RPP,

Definicidn 2.2 : definimos yz como el niimero de veces que la

arista KEAS (arista no requerida) aparece en un circuito op-

timo del RPP sobre el grafo GC .

Sean CI’CZ"°""ck las componentes conexas,
disconexas entre si, del grafo inducido por AR en Gc. Reﬁre—
sentaremos tambien por Ci el conjunto de vértices Ae la com
ponente { . La familia de 1las Ci’ £L=1...k, la representaremos

por F .
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Si VCF es una subfamilia de F , utilizaremos

N(V) para representar el conjunto de todos los vértices de los

elementos de V, es decir : N(V)= |J C.
CLEV <

El RPP puede formularse como

Z cz"z*z CpYp * Z %}
KeAR

LEAS LeA

sujeto a

EA a££(1+x£)+£§ a,p¥p = 0 (mod.2) ‘Vi,eNR
R S

z§< Yy> 2 ’v‘Kf{(L,j)eAs | LEN(VI),jeN(VI),U/th}
z .

Xp> 0 ,enteras 'VZEAR
y£> 0 ,enteras VKEAS

donde por Ktrepresentaremos un conjunto de aristas de corte
de GC.

Veamos cudl es el significado de cada conjunto
de restricciones del problema (P,)

Las restricciones.del tipo (1) expresan la condi
cidn de paridad'de los grados de los vértices, puesto que el
primer miembro de dichas restricciones nos da el niimero de a-
ristas, tanto requeridas como no requeridas,asi como sus repe
ticiones, que son incidentes con un vértice LENR.

Las restricciones del tipo (2), que llamaremos

de conectividad, expresan la condicidn de conexidn entre las

componentes conexas C,,....,Ck» inducidas por AR en GC(en

(0)

(1)

(2)

(3)
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el sentido de que el cartero debe entrar y salir de cada com-
ponente) , evitando la formacién de subcircuitos de la

forma, por ejemplo, siguiente:

Figura 2.d : Subcircuitos no permitidos
Las restricciones (3)son las condiciones de no
negatividad de las variables;y la funcidén objetivo (0)intenta

minimizar el peso de las aristas que deben aparecer y repetir
se para cumplir las condiciones impuestas. Recordemos que se
suponen no negativos los costes de las aristas.

Vamos a demostrar la equivalencia de este pro-

blema con el RPP.

Teorema 2.4

El Problema lineal entero (P")es equivalente al

RPP definido sobre el grafo Go *

Pernostracidn:

Para demostrarlo veremos dgque existe una corres-
pondencia biunivoca entre las soluciones posibles de (Pj) vy
los circuitos solucidédn al RPP sobre Go . Ademds esta corres-
pondencia asocia soluciones gque tienen el mismo coste en sus
problemas respectivos.

1) Veamos en primer lugar gque a toda solucidén posible (x,1/) de

(Pj) le podemos asociar un circuito gque atraviesa, al menos
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una vez, las aristas de AR y que tiene el mismo coste.

2)

A partir del grafo GR=(NR,AR) , construimos el grafo G*-
(NR’ARU A¥) en la forma siguiente: afiadimos a GR tantas co
pias de la arista KgAR come indique el valor de la variable
xz en la solucidn de (P,) y tantas apariciones de la aris-
ta LEAS como indique yp en la solucidn a (Pll'

Veamos que el grafo G* es un circuito. Para ello, serd ne-
cesario comﬁrobar que todos los vértices en G* tienmemn gra-
do par y que G* es conexo. Puesto que la solucidn (x,y)
satisface las restricciones (1) ﬁ#LeNR, tenemos que todos
los vértices de G* serian incidentes con un niimero bar de
aristas, luego tendrdn grado par. Ademds, si el grafo G*
fuera no conexo, y teniendo en cuenta que las combonentes
C,,.....,Ch del grafo inducido GR son conexas, €SO impli-
caria que HVIC:F(F es la familia de 1los qe.i=1....k)de for
ma que entre 165 vértices de VI y de V& no existiria nin-
guna arista. Lo cual es absurdo fuesto que la solucidn (x,y)
a (PI) cumﬁle las restricciones (2).

Hemos visto,pues, que a partir de una solucidn bosible de
(P,] podemos construir un grafo Gf (un circuito) que con-
tiene las aristas de AR al menos una vez y que, poOr cons-
truécian, la suma de los costes de todas Sué aristas es
igual al coste de la solucidn (x,y) de (P;).

Tenemos que demostrar en segundo lugar, que a todo circui
to solucidn del RPP sobre GC , le bodemos asociar un par
(x,y) que es una solucidn posible de (Pl)con el mismo cos-

te.
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Dado el circuito C* solucidn del RPP sobre el grafo GC’ va
mos a asignar los siguientes valores a las variables xﬂ’
ﬁsAR e Yy, LEAS :
b AN AR Xp= {n°apariciones de la arista £ en C*}—l
V%J:AS Yp= {n°apariciones de la arista £ en C*}
Comprobaremos que (x,y) definido por la asignacidn ante-
rior, es una solucidén posible de (P1)°
Se satisfacen las restricciones (]) para cualquier vértice
LeNR . Si €sto no fuera asi, significaria que algiin vérti-
ce jsNR del circuito C* es incidente con un niimero impar
de aristas, lo que es absurdo. Las restricciones del tipo
(2) también se cumflen para cualquier conjunto de aristas

de corte. En efecto, si existiera un conjunto Kt tal que

E;' Yy, < 1
LeK ¢ L=

€sto implicaria que partiendo de un vértice cualquiera [,
Le:N(Vt)no podriamos llegar a otro vértice ¢ N(vzlé bien,
que utilizando una arista para llegar a je N(V&)no podria-
mos volver al vértice inicial (¢ N(VZ)’ lo cual es absurdo
teniendo en cuenta que C* es un circuito que pasa ﬁor todas
las aristas de AR al menos una vez.

Para ver que un circuito solucidn al RPP sobre GC y la so-
lucidn posible de (PI) asociada, tienen el mismo coste, bas
ta considerar que el coste de un circuito es la suma de 1los

costes de sus aristas.

2.2.2 Simplificacidn en la formulacidn

En la formulacidn (PT) del RPP, que hemos visto

en el apartado anterior, hemos formalizado matemdticamente
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las condiciones que, como se vid en el Teorema 2.4, debian
caracterizar a los circuitos solucidén al RPP. Sin embargo,
puesto que el método que vamos a utilizar para resolver el
RPP es un método de Branch & Bound, es de especial importan-
cia el cadlculo de una buena cota inferior. Entendiendo por
buena que se aproxime lo mds posible al valor . doptimo del
problema y que sea sencilla y réﬁida de calcular.

Con este objetivo, hemos intentado caracterizar
mejor las restricciones que definirdnm el subproblema cuya re
solucidn nos proporcionarid la cota inferior, simplificando
la formulacidn de (P,] en la forma que establece la siguiente

proposicidn.

Proposicidn 2.5

En presencia de las restricciones (1), las res-

tricciones del tipo (2) son equivalentes a las restricciones

D uprl WK{ 14 i) eAg 4NV, ), jeN(T,) v C F) (2]
ZEKI '

Demostracidn :

Obviamente (2)----> (27)

Veamos ahora que (1) y (27)-=-==> (2)
Para demostrar esta im?licacién vamos a frobar que en un gra-
fo no dirigido G=(N,A) conexo y far, dado un subconjunto cual
quiera de vértices N,CZN, el niimero de aristas entre N,y NJ% es
par. En efecto, representaremos bor GI=<N1> el subgrafo de G
inducido por los vértices de Nl' Sabemos que en cualquier gra

fo la suma de los grados de los vértices es un nimero par, por
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lo tanto : dG (£)z 0 (mod. 2)
ieNl

donde dG(L) representa, en general, el grado del vértice £
respecto del grafo G.
Si denotamos por p el nimero de aristas entre N, y N-N1 (pto0,

por ser G conexo), como por hipotesis el grafo G es par, tene

mos : z; dG(i]= 23 dg (L)+p=0 (mod. 2)
LeNl LENI 1

de donde concluimos que p debe ser un niimero par.
Luego no puede ocurrir, aplicando el resultado anterior, que
exista un conjunto de aristas de corte KZ tal que ES y£=1;

KeKt

con lo que queda demostrada la proposicidn.

Comentario 2.2

Aplicando la Proposicidn anterior, podemos for-
mular el problema (PZ) , equivaleﬁte a (P,), como el definido
por la funcidn objetivo ((0) y los conjuntos de restricciones
(1),(27) vy (3).

En éste, problema (PZ) vamos a introducir nuevas
variables enteras WL’LENR a fin de convertir las restricciones

(1) en las ecuaciones (17) y (4)

[_; “u”*"z’*z; Copdpiwg0 NdeNp AT
R S -
W, 0, enteras V'CE:NR (4)

Las siguientes proposiciones nos van a propor-
cionar cotas para los valores de las variables del problema

en cualquier solucidn Sptima del RPP.
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Proposicidén 2.6

Las variables asociadas con una solucidn Gptima
del RPP estdn acotadas en la forma siguiente:

0g Xp 1 y enteras VZEAR

¥/

(37)
0<y,<? y enteras ¥ LeAg

Demostracidn :

La demostracidn es evidente puesto que si ﬁo fue
ra cierto, los valores de Xp & Yy fodrian ser reducidos de 2
en 2 sin perder la posibilidad como solucidn. Y, puesto que
c£>0 AfleARU AS’ el valor de la funcidén objetivo disminuiria

o permaneceria igual.

Comentario 2.3

La proposicidén anterior es una extensidn del re-
sultado de Edmonds y Johnson para el Problema del Cartero Chi
no (CPP) en un grafo no dirigido. En el CPP (AR=A,i.e: hay que
atravesar todas las aristas del grafo), Edmonds y Johnson de-
muestran que el nﬁme?o madximo de rebeticiones de unaarista es
una. Nosotros extendemos este resultado (permitir una repeti-
cidén de una arista requerida es equivalente a permitir dos
apariciones de la misma) al caso de las aristas del conjunto
As,aquellas aristas que no han de ser necesariamente atrave-

sadas.

Proposicidn 2.7

Las variables Wy LeNR satisfacen la condicidn:

dii) g W, \<‘dGC(’“ y enteras VieNR [4':)
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donde:
1/2 dG ({) si el vértice {4 es par en GR
R
d{i)=
1/2 [ T+dg

(L]] en otro caso

R

Demostracidn:

A partir de las restricciones {71°) y (3°) , te-

nemos: (a) w;> 7/22 a;p" 1/2 dG (L)
!ZEAR R

Ademids, considerando que y, debe tomar valores enteros,tene-
e
mos: ,wi) 1/2 dGR(L), si dGR(L) es par

wia 1+ [1/2 dGR(iu, si dGR(i) es impar

donde por li representamos la parte entera por defecto de x.

(b) w;< 1/2 [ z Za/u-rz ZaL.z]

£h £eh MeeAl A a"zzd"'c‘“
eAR S rU Ag

Entonces el RPP puede formularse como:

[PR) Min Z CpXp * Z CplYp * Z Cp

LEAR KEAS ZEAR

sujeto a :

z a, (1+x)+£2 a.,y,-2w, = 0 ¥ ieN
Fry\ L2 4 = LL72 A R
R S
Z y£31 ‘f‘"Kt=-{(L,j)eAs|4'.eN(Ut),jeN(Vi),UICF}
ZeKt
0syys2 ‘VleAS
did) sw, s dy (£) YieN,

C

(0)

(17)

(27)

(37)

(4°)



65

donde la expresidn para d({) viene dada en la proposicidn 2.7

Comentario 2.4v

Es importante sefialar que la formulacidén defini-
tiva (PR) dada al RPP es una generalizadién de la planteada
por Edmonds y Johnson para el CPP.

En efecto, si AS=Q (AR=A y NR=N ), a partir de
(PR), obtendriamos el siguiente problema formulado sobre el

grafo original G=(N,A)

Min c,x, + c
EA T > S

0 ¥ LieN

n

x£={0,4' entefa*ﬁﬂeA

d{4) gw,

S dG(&') entera ¥ieN

que coincide con el problema formulado para el CPPyy que Ed-
monds y Johnson demuestran que es un caso especial del proble

ma de matching (acoplamiento) general.

Comentario 2.5

Una vez planteado (PR) como la formulaciGn defi-
nitiva del RPP sobre el grafo GC’ veamos cuales son sus dimen
siones en cuanto a nilmero de variables y niimero de restriccio
nes. Consideremos el grafo originmal G=(N,A). A ﬁartir del sub
conjunto de aristas ARC:A,formamos gl grafo inducido GR=(NR,AR)

que consiste en k componentes conexas y a partir de este grafo,
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mediante las transformaciones descritas en los apartados
2.1.1 y 2.1.2 , obtenemos el grafo GC=(NR,ARU AS).
El nimero de variables del problema viene dado
por IAR]+[AS]+iNR| y el nimero de restricciones por 2*|NR|+

k-1
+2 ~1+[An [+]Ag]



SECCION 3

COTAS ~ INFERIORES
PARA- EL  RPP
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Vamos a desarrollar, en la Seccidn 5, un procedi
miento exacto de solucidn para el RPP basado en los métodos
de Branch and Bound. En cada nudo del drbol de enumeracidn cal
cularemos cotas inferiores al problema, resolviendo problemas
relacionados con &€l que son relajaciones de (PR). Como en to-
dos los métodos de Branch & Bound, la calidad de las cotas cal
culadas serid de gran importancia en la efectividad del algo-
ritmo.

Observando la formulacidn del RPP dada en (PR),
identificamos facilmente tres conjuntos distintos de restric-

ciones:

(a) 1las restricciones de integridad sobre los valores de las
variables, dadas en (37) y (47),

(b) 1las restricciones (2°) de conectividad de la solucidn,y

(c) 1las restricciones (717) de ﬁaridad de los grados de los
vértices.

Relajando, en una u otra forma, cualquiera de
estos conjuntos de restricciones, obtendremos un subfroblema
de (PR) cuya solucibn ﬁroborcionaré una cota inferior al va-
lor 6ptimo de nuestro problema.

En esta Seccibdn, discutiremos brevemente las dos
primeras relajaciones del ﬁrqblema, las referentes a (a) y
(b), y centraremos la atencidn en aquélla que resulta de rela
jar las restricciones (7°) y que es la que ha proporcionado

los mejores resultados en nuestro problema.
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3.1 LA RELAJACION LINEAL

La forma mds usual de obtener una cota inferior
en cualquier problema de Programacidn Lineal Entera consiste
en utilizar la relajacidn lineal.

Esto quizds sea debido a diversos motivos. En
primer lugar que hasta hace relativamente poco tiempo no se
conocia otro método para obtener dichas cotas. ( Recordemos
que el Método de Optimizacidn del Subgradiente aunque estu-
diado en su aspecto tedrico for Polyak(1967), Demyanov(1966),
" Geoffrion(1974) ,Held,Wolfe y Crowder(1974) y otros, no emﬁig
za a aplicarse con éxito a los problemas de Programacidn Ma-
tematica hasta 1971 cuando lo utilizaron Held ¥y Kar§ en rela-
cidn con el Problema del Agente Viajero). En segundo lugar,
hay que tener en cuenta que la mayor parte de los paquetes co
merciales de Programacidn Matemadtica (por ejemplo el FMPS de
UNIVAC y el MPSX de IBM) s6lo contemplan esta posibilidad de
cdlculo de cotas inferiores en un PLE.

En nuestro problema, si relajamos las restriccio
nes de integridad, es decir, si sustituimos las restricciones

(37) vy (4°) en la formulacidn de (PR) por:

05 xps 1 ‘V'!.eAR
0§ yps 2 ¥ eeAg

did) s ws dGC(L) ’v‘ieNR

obtendremos un problema lineal, que representaremos por ($R)’

que puede ser resuelto aplicando el Método del SIMPLEX.
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Aplicando éste método en algunos ejemplos, hemos
11egad6 a la conclusidn de que el procedimiento no es computa
cionalmente satisfactorio en nuestro problema. Veamos, por e-
jemplo, el comportamiento de esta cota inferior en uno de 1los
problemas test mds sencillos que se estudiaron-{problema 11).
Se trata de un problema cuyo grafo simplificado GC tiene 9 vér
tices, 7 aristas requeridas, 7 aristas mno requeridas y 3 com-
ponentes conexas. La cota inferior proporcionada por la solu-
cidén éptima de (ﬁk) se quedd a un 4.3% del valor dptimo del
problema y tardd unos 3 segundos de CPU en ser calculada, uti
lizando el paquete de Programacidn Lineal de la casa UNIVAC;
lo que es excesivo para el resultado obtenido y para el tama-
fio del problema. Y mds teniendo en cuenta que el froblema fué
resuelto dptimamente bor nuestro algoritmo en 0.139 segundos
de CPU (tiempo emﬁleado en calcular una cota suﬁerior y una
cota inferior que did el valor de la solucidn éftima).

La exblicacién ﬁara esta diferencia de comborta-
mientos se basa en el hecho de que tanto el niimero de varia-
bles como el de restricciones es alto en (5%). Mientras que,
como veremos, la cota inferior Que desarrollamos en nuestro
algoritmo se basa en el cdlculo de tres broblemas diferentes
e'independientes, dos de asignacidon de valores‘segﬁn los sig
nos de los coeficientes de las variables y otro que se basa
en el cdlculo de un SST en un grafo reducido con k vértices.

Los resultados obtenidos, mayor distancia de la
cota inferior proporcionada bor la relajacidon lineal del pro

blema (PR) al 6ptimo y mayor tiempo de computacidén, nos han
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llevado a abandonar esta relajacidén e investigar otros méto-

dos para calcular una buena cota inferior al RPP.
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3.2 LA RELAJACION BASADA EN EL 1-MATCHING PROBLEM

Consideremos la formulacidn (PR) del RPP dada
por {0),(17),(2°),(3°) y (4°). Representaremos por At los
multiplicadores de Lagrange asociados con las restricciones
(2°) y consideremos la relajacidn lagrangeana de esas restric

ciones. El1 problema resultante sera

(PM(A)) Min Z c£x£+2 CpYpt gxttl-z y£)+z Cp (0’_)

LeAR KEAS ZeKt lgAR
sujeto a:
Z a-’(:z(l"'x‘z]"'z a&zyz - ZW‘(: = 0 V'(:SNR ‘1’)
LeA LeA
R S
05 xp ¢ 1 enteras ‘Vt;AR
0 & Yp § 2 enteras ’V‘«KeAS
dii) s w, < dGCu) enteras ‘V‘L’sNR (4°)
El problema relajado (PM(A)) consiste en, con el

minimo coste, conseguir que todos los vértices del conjunto NR
tengan gfado par. Si los costes modificados ﬁor los multipli-
cadores At son no negativos, este ﬁroblema se buede reducir a
un problema equivalente de l-matching (l-acoplémiento) minimo
definido sobre un nuevo grafo GM . Grafo cuyo conjunto de Vér
tices ser3d el de los vértices impares, con respecto a GR’ de
Gc,y que tendrid una arista entre cada bar de vértices con cos
te igual al del camino mas corto entre ellos calculado en G

A partir de la solucidén al problema relajado, se

pueden identificar las restricciones del tipo (2°) que se wvio

(37)
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lan y que pueden, por lo tanto, ser relajadas via un multipli
cador de Lagrange Az como se expresa en (0°) para obtener la
funcidn objetivo con costes modificados Zz=c£-At ‘VﬁeKt .
De esta forma, las restricciones (2°) se construyen y relajan
de manera iterativa.

Si (PM&)) es el problema definido por (Of),(l’),
(37) y (47) para un vector de multiplicadores dado ), y si

V(PM(A)) es el valor asociado a la solucidn optima de (PM(X))

nosotros deseamos escoger aquel X de forma que:
viPy(R)) = max [vip,(a0)]

La forma usual de resolver el problema de maximi
zacidn anterior es utilizando el Mé&todo del Subgradiente, &
alguna variante del mismo. Combutacionalmente, este método es
incdmodo puesto que requiere la solucidn de un gran nimero de
problemas (PM(A))y la identificacidn en cada uno de ellos de

gk-1 _

las restricciones del tiﬁo (2°) que se violan (hay
restricciones de este tiﬁo). Para evitar algunas de estas di-
ficultades, Balas y Christofides (1981) introducen el conceé
to de Lagrangiano Restringido; imboniendo a los multiélicadg

res ) la condicidén de que la solucidn al froblema (PM(A))

z
'sea la misma que para (PM(A=0)) ; con lo que, y entre otras
ventajas, el problema (PJ 2)) sdlo necesita ser resuelto una
vez.

Aunque hemés descrito un brocedimiento bara cal-

cular las cotas inferiores a (PR) a partir de la solucidn de

(PM X)) , nos encontramos con que dicho procedimiento tiene
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dos inconvenientes importantes:

1)

2)

Hemos visto que la solucidn al problema (PM(X)), dado A,
viene dada por la resolucidn de un problema de l-matching
sobre cierto grafo GM . Haf que tener en cuenta, pues,
que para la construccidn del grafo GM hay que calcular
todos los caminos m3s cortos entre los vértices de grado
impar (respecto de GR ) del grafo GC’ para lo cual exis-
ten algoritmos eficientes que requieren un tiempo de
computacidn 0 []NR]3] .Adem3ds,para resolver el problema
de l-matching de coste miInimo en el grafo GM hay algorit
mos cuyo tiempo de computacidn es ¢ [|NR|4] (aunque en
la prictica el crecimiento pueda ser menor).

En muchos de los problemas que hemos resuelto,
el cardinal de NR es un nimero grande, entre 40 y 50 vér-"—
tices, lo que hace que el tiemﬁo necesario ﬁara calcular
una cota inferior resolviendo un problema del tipo (PM(A))
sea bastante elevado.

Para el valor inicial At=0,’¢t, la solucidn al broblema

relajado serda, en general de la forma indicada en la figu

ra 3.a.
2 4
4 2
1 2\\
12 5
2
om=—=== °
7 2 6
Figura 3.a: Solucién a [P, ,{)A])) del grafo
1Al

de la figura 2.c
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Solucidén que obviamente estd muy lejos de la so-
lucidn dptima del RPP. Para tratar de impedir umna solucidn
del tipo descrito en la figura 3.a es para lo que se cal-
culan valores de los multiplicadores XI’ uno por cada res
triccidn de corte incumplida y se incorporan a la funcidn
objetivo. Pero para ello hay que identificar cada vez to-
dos esos cortes incumﬁlidos, sin saber hasta haberlos de-
terminado si se'incumﬁlen o no. El1 niimero de conjuntos de
aristas de corte crece exﬁonencialmente con el nimero de

componentes conexas en el grafo GR'

Estas dos razones, fundamentalmente, son las que
nos han hecho abandonar esta relajacidn del problema como la

que proporcione la cota inferior al RPP.
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3.3 LA RELAJACION BASADA EN EL SST

En la relajacidn anterior, las Gnicas restriccio
nes consideradas (aparte de las de integridad y cotas sobre
los valores de las variables) para calcular la cota inferior
eran las del tipo (1°), que exigen que cada vértice LSNR, sea
incidente en cualquier solucidén &ptima al RPP con un niimero
par de aristas (requeridas o no); En otras palabras, que se
cumplan las condiciones ﬁara la existencia de circuitos eule-
rianos. Vimos que una de las principales desventajas de dicha
relajacidn era que la solucién al ﬁroblema estaba; en general,
formada por varios circuitos eﬁlerianos disconexos entre si.

Para evitar ésto; vamos a considerar las restric
ciones (27) que nos garantizan la conexidn de todas las compo
nentes generadas por el conjunto de aristas AR;

Consideremos el ﬁroblema (PR) y sea (PR(u)) el
problema obtenido a ﬁartir de (PR) relajando lagrangeanamente
las restricciones (17}, de paridad sobre los grados de los Vér

tices de NR’ utilizando multiplicadores ui,iENR.

El problema (PR(u)) tiene la siguienta expresidn:
(Po{u)) Min [Z'(c- . o-u. )X +Z {e,-u, -u. ly, +
R tehy ¢t e TE deag P et
+ Z ui(Zwi-Z a.I_)J+ 2 Cp
LSNR LEAR KEAR

sujeto a:
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0 < Xp & 1 ,enteras ‘VZE:AR (37)
0 y,s? ,enteras ’t‘zeAS
dl4) g W, s dGCu) ,enteras ‘V‘«t’.eNR (47)

donde Lz y j£ son los vértices incidentes con la arista £.

3.3.1 Resolucidn del Problema (P,{u))
N

Para un vector de multiﬁlicadores dado u=(ui’LENR)’
veamos cual es el procedimiento fara calcular (PR(u)).
Podemos observar que en el problema (PR(u)) hay
tres problemas independientes, cada uno de ellos con un conjun
to de variables diferentes. En efecto,denotaremos ﬁor (P;(u))

al problema de :

] .
(P,(u)) Min 23 (e,-u. -u. ) x
R Lehg L 74, Tip TE

sujeto a:

0 g xp g 1 ,enteras Vf_EAR (37a)

Por (Pé (u)) representaremos el problema de :

(Pé(u)) Min Z u. (Zw.—z aiz)

; L £
LSNR lsAR
sujeto a

dli) g w; dGC(»{) ,enteras ‘V»CE:NR (4")

Y por Gltimo, (Pg(u)) serd
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3
(Po(u)) Min }S (ep-u, ~u, ) y
R Lchg £t g TH

sujeto a:

2y 1 ¥ (4, §)eAg| £eN V), jeN(T,) v . F)
ko

£eK
0g Yp § 2 ,enteras ‘V'KEAS (3°b)
La solucidn 6ptima al problema (PR(u}) vendri

dada por las soluciones dptimas de cada uno de sus tres sub-

problemas:

Proposicidén 3.1

La solucidn d6ptima al problema (P;(u)) viene da

da por la siguiente asignacidn de valores a las variables

"
-

Xp si cz-uiz-u. g0

Iz

n
L=

en otro caso

Xp

Demostracidn

Es evidente teniendo en cuenta las cotas de las
variables y la condicidn de integridad expresadas en las res

tricciones (37a)

Como resultado directo de la Proposicibn anterior,

que luego utilizaremos, podemos establecer el siguiente:

Corolario 3.1

Para cualquier vector u de multiplicadores, se
cumple que V(P;(u))< 0. Y ademis,

VIPL(u)) = 0 sii cpou -

u, 30 ¥eeA
Lo Iy R
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Proposicidn 3.2

La solucidn éptima al problema (Pg(ul) viene da-

da por la siguiente asignacidn de valores a las variables wL=

w, * dGC(L) si u; § 0
1/2 d ({) si 4 es par en GR yu.> 0
. £
w, =d(4)=
< 1/2(1+d (L)) si es impar y ;> 0

R

Demostracidn:

Es evidente teniendo en cuenta las cotas de las
variables y las condiciones de integridad expresadas en las

restricciones

Corolario 3.2

Para cualquier vector u de multiplicadores que

satisfaga uizo,‘V'LeNR , se tiene que:

0« VIPE(u)) ¢ >,
; A
LSNR

V(Pé(u)) = }; u,

. o 4
LENR

Concretamente

donde N% representa el subconjunto de NR de vértices impares

en el grafo G ( N {LENR|d (£)21 (mod. 2)} ).

Demostracidn:

En efecto, si U 0 VLENR, para aquellos vérti-
ces LENR tales que su multiplicador asociado u, sea positivo,
por la Proposicidn 3.2, tenemos wi=d(i} ; vy teniendo en cuen-

ta que. EZ
a., = d. (£)
Lehy L& - T6p
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tenemos que:

si ieNE, wi=1/2(1+d6 (£)),de donde ZwL— :E: a;," 1

R ﬁeAR
si LeNR-Nﬁ, w£=1/2 dG (4),de donde ZWL- @ p® 0
R ZeAR
Por lo tanto,
0 D u, - V(Pglul) ¢ 2w
, o A R A
‘ LSNR <eNp

El problema (Pz(u)), definido en las variables
yz,ﬂsAs, es el problema de encontrar un arbol generador de

minimo peso (SST) en un grafo condensado del grafo GC :

Definicidn 3.1

~ ~ o~

Llamaremos grafo condensado GC=(N,A) » @a un gra

fo donde:

~

1) un vértice {eN corresponde a una componente CL de GR

2) una arista (4{,f)eA existe sii existe alguna arista ({;]f")e AS

tal (“eC. [ < ..
al que 4 EC& s eCj

El coste de la arista (.{,f) en A es

3
n
=
He
=]
—t——
(8]
&
A}
w
\)
[ S

c. .
LJ . »

L7eC.

'

feec
J & §

donde por Ei'j' representamos los costes modificados por 1los

mlt. 1. d . --;'f‘-" e e~U..~U -
ultiplicadores u, (CL,j, c&.j. i Jé)

La figura 3.b nos muestra el grafo condensado

correspondiente al grafo GC de la figura 2.c
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Figura 3.b: Ejemplo de grafo condensado

3

Veamos como la solucidén de (P~(u)d viene dada

por la resolucidédn de un &rbol generador de minimo peso en 6o%,;

Teorema 3.3

Los wvalores Optimos de las variables y " fZed” pa-
3
ra {Pv (u)), se obtienen resolviendo el problema de encontrar
un SST en el grafo condensado G , haciendo:
yg=1 que corresponden a aristas en el SST
con costes
y£=2 independientemente de si corres

ponden a aristas en el SST o no

1/£=0 en otro caso

Demos trac ion:

La demostracidédn se deduce a partir de 1la defini,
cion de &rbol generador en : es un grafo parcial conexo mi”
nimal de , donde minimal estd utilizado en el sentido de que
ningin subconjunto de aristas, contenido en el anterior, for
maria un subgrafo parcial conexo de G%,. Y el SST es un arbol

generador de minimo peso,es decir, el SST en el grafo Gr re-
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~

presenta la forma de conectar los k vértices de GC (las com-
ponentes de GC) con el minimo coste.

Teniendo en cuenta que las variables yz,LeAS,de-
ben tomar valores enteros y menores ¢ iguales que 2, a aque-
llas variables asociadas con aristas de coste modificado Ezso.
debemos asignarles el valor mdximo que pueden tomar (y£=2)en
orden a minimizar la funcidn objetivo. Y puesto que las aris-
tas que aparecen en el SST, con coste positivo, son la forma

de conectar GC con el minimo coste, haremos y£=1 para aquellas

aristas LeAS correspondientes a aristas en el SST con costes¢a?0.

Corolario 3.3

Para cualquier vector u de multiplicadores tal
que E‘K;O ‘VZeAS,se cumple que :
VIP2(u)) = V(SST)

donde por V(SST) representamos el coste del arbol generador

~

de minimo peso en el grafo GC.

Demostracidn:

Es consecuencia directa del Teorema anterior en
el caso particular en el que la eleccidn de los multiplicado-
res u. sea tal que los costes modificados Cc,=Cc,-Uu. -u. sean
todos no negativos. Asi, por definicidn del grafo condensado
GC’ todas las aristas de A tendran costes no negativos y el
valor de la solucidn al problema (Pg(u)) serd el correspon-
diente a asignar el valor 1 a todas aquellas variables asocia

das con las aristas ﬁeAS que corresponden a aristas de A que

aparecen en la solucién del SST.
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Comentario 3.1

Las proposiciones 3.1 y 3.2 y el teorema 3.3 pro
porcionan el pfocedimiento para calcular la solucidén Optima a
cada uno de los subproblemas en los que hemos dividido (PR(u)).
La unidn de todas ellas dard la solucidn S6ptima del problema
global.

Mediante la resolucidn de (PR(u)) disponemos de
una cota inferior para el RPP. Esta cota inferior tieme la ven
taja de que es muy sencilla y rapida de calcular, puesto que,
dado un vector de multiplicadores y calculados los costes mo-
dificados ﬁor ellos, se basa en dos broblemas de asignacidn de
valores a las variables y en el cd3lculo de un SST en un grafo
con k vértices.

La gran facilidad de calculo de esta cota infe-
rior lleva asociada una no muy grande ﬁroximidad de su valor
al de la solucidn ébtima. Esta cota serd mejorada for varios

métodos descritos en prdéximos apartados.

3.3.2 Calculo del vector u de multiplicadores

En el apartado anterior, hemos visto que dado un
vector u, cualquiera, de multiﬁlicadores asociados a los vér-
tices de NR’ la resolucidn del problema (PR(u)) ﬁroﬁorxiona u
na cota inferior al valor 6§timo del ﬁroblema (PR).

En este afartado vamos a discutir el problema de
la eleccidn de ese vector de multiplicadores con el objetivo
de maximizar el valor de (PR(u)). Es decir, se trata de encon

trar el vector u* que satisfaga:
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V(Pp(u*)) = max (V(Phlu)))
u

Resolver este problema resulta en la practica de
masiado costoso y lo que se intenta generalmente es obtener
unos buenos multiplicadores lo mis proximos posible a los opti
mos. El procedimiento que seguimos para intentar mejorar la
asignacidn inicial de valores nulos a los multiplicadores ui
es un procedimiento heuristico que se describe a continuacidn

y que proporciona buenos valores para los multiplicadores:

Algoritmo Heuristico para el cialculo del vector u

Consideremos el grafo GC=(NR,AR[jAS), donde

NR= {11,42,....,LP} ,p=|NR|; el algoritmo consiste en el si-
guiénte ﬁroceso iterativo:
STEP 0 (Inicializacidn)

Tomar 4=1. Hacer GC(4,f)=cli, ) V(L,j)EAR[jAS

Ir al Stef 1
STEP 1 (Calculo de multiplicadores)

Si dG (LA)EO (mod.2) . Hacer u(iél=0 e ir al Steﬁ 4

R

si d (4',5)51 (mod.2) . Ir al Step 2

G
R .
STEP 2 (CZlculo de multiplicadores)
u(i ) = min { Glé,,{)
4 JENR 4 }
J14,

Ir al Step 3
STEP 3 (Actualizacidn de costes)
C(Lé,j)‘—————C(LA,j)'u(AA) 'VjeNR, J+&A

Ir al Step 4
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STEP 4 (Fin)
Si 4=p . Fin

Si 4Fp . Hacer 4 «—— 4*+] .Ir al Step 1 -

El algritmo descrito se basa en lo siguiente:

a) que los multiplicadores tomen valores no negativos, a fin

de que las variables wi tomen el valor de su cota inferior
o o, 2
en la resolucidn de (PR(u));

b) que cualquier asignacidn de un valor positivo al multipli-
cador Uss correspondiente a un vértice LENR de grado par
respecto a GR’ no produciria ningiin incremento en el valor
de la funcidn objetivo (en este caso Zw.—:E: a.,0), mien-

L L2
LeA
tras que disminuiria los costes de las aristas incidentes
con el vértice,{, pudiendo disminuir el valor de la solu-
- - 3
cidn al SST de (PR(u)); y
¢) que los costes modificados de las aristas, E£=c£-u. -u; ,
Lg jz
se conserven no negativos para que asi el valor V(PR(u))
] 1
sea no negativo y V(PR(u))=0.

Ilustraremos el funcionamiento del algoritmo heu

ristico descrito anteriormente con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.1

Consideremos el ejemblo de grafo Gc=(NR,AR[jAS)
dado en la figura 3.c, donde las aristas de AR estan represen
tadas mediante un trazo continuo.

En este ejemﬁlo, la asignacidén de valores a los
multiplicadores ui(£=7,....,73) proporcionada ﬁor la aflica-

cidén del algoritmo seria:
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Figura 3.c: Grafo G*

ur 4 w2=9 a3-0 v o3 =3 <°0 U7=4

—_g- *5 10 -
us"® U-g-0 uio-'6 un U.E ve3-S

El mismo grafo Ge la figura 3.c con los eos-

tes modificados, seréa

Figura 3.d: Grafo G” con costes modificados

Este grafo nos permite interpretar a los multipl i
cadores u#* como la penalizacion efectuada a los costes de las

aristas para intentar 1la aparicidén o duplicacidédn de algunas



87

de ellas y asi conseguir la paridad de los grados de 1los Vvéjr

tices, tal como se expresa en la figura siguiente:

"

12

Figura 3.e: Finalidad de 1los multiplicadores a

Comentario 3.2

Una vez descrito el algoritmo para el célculo de
los multiplicadores . K hemos visto las ideas generales
a las que se ajusta su funcionamiento y un ejemplo gque nos ha
permitido dilustrar su cadlculo e interpretacidn.

Vamos a ver a continuacidén tres teoremas gque ca-
racterizan a un subconjunto de multiplicadores Oéptimos del pro
blema de Max 1/(P"(a)) vy veremos su relacidédn con el resultado

obtenido por nuestro algoritmo.

Teorema 3.4

Existe al menos un vector de multiplicadores Op-

timo, u , que satisface u 0 Y—tcw}.

Demostraciédn:

Vamos a demostrarlo por reduccidén al absurdo
supondremos dque cualquier vector Optimo de multiplicadores tif

ne componentes negativas.
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Sea U un vector de multiplicadores, Sptimo del problema de

sz V(PR(u)) . Sabemos que 3*€NR:“4<0
En general, el vértice LeNR serda incidente con:

( - - -

2,,...,2 tienen ¢, =¢, -u., -u.<?0
) Ly, lyehp ! q Ly Ly de, A

\.eq_,_],...,zp ”n czkao Vhe{q+1’._.,p]

4 -

L yeeo,rd tienen ¢, <0 ¥heqp+l,...,n
B) Lyyqeibiehg | P & ) { }

—e,u.],...,‘eé A" Ezkao Vhe{).l.*",..o,é}

\

Definimos un nuevo vector ,u* , de multiplicadores en la for-

ma siguiente:

u® = 0

*
4
*

u u. VUENR,j+L

] J
y demostraremos que V(PR(u*)); V(PR(E))
‘ Veamos la relacidn existente entre EL v c*z, los

costes modificados por u y u*,‘VﬂeARU AS

1) VZEARU AS | £ no es incidente con el vértice { :

= - - * * *
C,=C,~U. ~U_=C,~U". -U =C
L L 4£ Py L jp Pp ¥4
2) ‘VleARUAS | £ es incidente con el vértice 4
. = - - - _ % - %
a) Si c£<0 ) uj£ ué<0 ) ujz-c£<ui<0 > c£<0
b) Si E£>0 , no tenemos informacidn sobre el signo de cz.
Vamos a hacer un andlisis del valor de V(PR[u*))
en el peor de los casos. Esto ocurrira cuando todas las aris-
tas incidentes con [ que tenian Ezzo, tienen nuevos costes mo
dificados CESO.ES el peor de los casos puesto que por la Pro-
posicidén 3.1 : xzzl si czso y x£=0 en otro caso j; por el Teo-

rema 3.3 y£=2 si czso e g£=1 6 0 segiin estén en el SST so-

bre el grafo éC 0 no.
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Entonces, resumiendo:
Cp=cy VieApUAg| a,,=0
<0 > cpeo Meeley, o YU [yt
3130 + supondremos (en el peor de los casos)
e 0 Vze{zq”,..,zp}u{zn”',...,zé}
Puesto que el dnico cambio que hemos realizado
ha sido en el valor de un multiplicador (uz sustituye a Ei),
el cambio ‘en la funcidén objetivo de los problemas (PR(J)) y
(PR(u*)) se centrard en las asignaciohes de valores a las va
riables asociadas con las aristas incidentes con el vértice (
(inicas aristas cuyo coste cambia); mientras que una parte de
la funcidn objetivo, que representaremos por K, permanecera
constante en el valor de la solucidén de ambos ﬁroblemas. Re-
presentaremos por UL{PR(u)) el valor de los términos de la fun
cidén objetivo que dependen del multiﬁlicador ui(al resolver
Pé (u)) y de los costes modificados de las aristas requeridas

incidentes con ((al resolver (P’ u))). Es decir, todos los tér
R —

minos en U(P;(u)) y V(Pg(u)) que cambian al sustituir Ei bor
u*. Asi:
L

- - 3 _
- V(PR(u)) = Vi(PR(u)) + K + V(PR(u))

VIPRlu*)) = V (Polu*)) + K + V(P3(u*))
en donde: q , q
VL(PR(E))=VE§; Eﬂk+a£(2wi-dGR(i))= Eg; E£k+ﬁi(24-p]
(2) (si G0 z£=dGC‘i);6) y
Vi(PR(uf))= & czh+h5211cf£k+uz(Zwi-dGR(i)) =
= 2, czk+k=q+1czk (u%=0)
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Estudiemos ahora la relacidn existente entre
VIPRLE)) vy VIPRlu*]):
Representaremos por K, el valor en V(Pg(u)) proporcionado por
la asignacidn y£=2 V‘EEASIa/C,@:o y E£<0. K1 serda constante en
el valor dptimo de ambos problemas (E£=cz ‘VaﬁeARUAS a'(:£=0).
Puesto que todas las aristas no requeridas, incidentes con £,
que tenian E£<0 tienen como se ha visto cz<0, la asignacidn
y£=2 para estas aristas seri otro término, de distinto valor,
para V(P2(a)) y V(P3(u*)).
Construimos ahora los grafos condensados,éc(a) y éc(u*), a par
tir de los grafos GC con costes modificados bor los multipli-
cadores u y u*, respectivamente. Vamos a construir los grafos
éc(&) y éc(uf) comprimiendo en un solo vértice todos aquellos
vértices de ﬁ que esti3n conectados mediante aristas de coste
modificado E£<0(Y ﬁor lo tanto cz<0). Los grafoséc(a) y éc(u*)
tienen exactamente la misma estructura salvo en lo que afecta
a los costes de las aristas incidentes con el vértice que co-
rresbonde a la nueva componente que contiene al vértice [;ten

gamos en cuenta que en(%ﬂa) no hay aristas de coste negativo,

mientras que en Gc(u si las hay (aquellas aristas tales que

*)
EI_?O v CE‘O) .

Si representamos por V(SST) el coste del SST solucidn al gra-

~ ~

T * x
fo Gc(u) y por V(SST ) 1o mismo en Gc(u*), tendremos:

}l .
VIPI(T)) = K, + 2 2 g, + V(ST
k=p+1 “k
(3) "
(/(1’,32(11’*))= K7 + 2 Z “E + V(ssmf)
. k:p"" ,2



Obviamente :

P

U(SST*)= 2 + K (4)

c
kR=n+1 ﬁk
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donde KZ es el coste,no negativo,dptimo de conectar el grafo

~

Gc(u*) una ve

Y tenemos que :

sidn (7), ten

de donde :

g

z fijadas las, aristas Lk’ ke k+1,..,4 (cz <0)
R

V(ssT)g c, +K (€, 30 ke{n+1,
k;;LI b 2 £ {

.,4}) (5

Entonces, sustituyendo (2),(3) y (4) en la expre

emos:

q P

V(Pplu*))= Z ch +Z ey + K+ K+
i1 e kg e

n
+ 2 Ea c¥ + 2 z; +

k=p+1 £y k=n+1 zh

q
V(Pplul) < 2; cp * EL(ZA-p) + K+ K4
k=1 Tk
4

n
+ 2 ES cp * EE c, + K,

ke=p+1 “k k=a+1 %p

q . p
V(PR(u*)) - V(PR(E))z EE (cz 'Ez ) + E;
k=1 kR “k  heg+l
n s
-E.(Zé-p)+ 23 (cz -Ez )+ zz Z
< k=p+1 “k *kh hkentl k
5
+ Z (cz 'Ez ) =
k=n+1 kR k
(puesto que c* =¢, -u. > c* -¢ 'u )
Ly by dp, R A
p 4
—qu + z; z -u, (28-p)+2(n-plu.+ ZS cz
h=q+1 “k * Lohen+1 Tk
p 4
+(A-n)ﬁi = (-s-p+r+qlu .+ z; cz + 23 cz
£ k=q+1 Tk k=n+1 Tk

k
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y puesto que E£k= zk-aia.o ke{q+1,..p} | {nt1,...,8} ,
c* s ou.
!Lk L

Luego:

VIPplu*)) - V(Py(d)) 3

> (-¢-p+a+q)a4+(p-q)a£+(é-a)a£ = 0.

Hemos demostrado pues que el valor asociado con
multiplicador u* es por lo menos igual al asociado con el mul
tiplicador u. Como este razonmamiento ﬁuede ablicarse para to-
dos aquellos vértices LeNR cuyo multiflicador asociado aé sea
negativo, hemos demostrado el Teorema.

Podemos decir también que el conjunto :

| oy
]

pe{Elaso y viPgla s Max (VPRI } 49 e

fongly
1

o = {E1VIPRla)) = wax (W(PRLw1) ) 4 ¢

Teorema 3.5

En el subconjunto U1 de vectores de multiplicado
res de Lagrange existe al menos un vector u* que satisface

uj’égmin'{c..} ¥i

A

Demostracidn:

Vamos a demostrarlo por reduccidn al absurdo:
supondremos que cualquier vector dptimo de multiplicadores
uEUI tiene al menos una componente ai>min{ci-}

. : 41
Seguiremos la misma notacidn que en el Teorema

3.5 y utilizaremos un razonamiento similar al alli seguido.

El vértice LENR,seré, en general, incidente con:
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£.,..,2 tienen-¢, =¢c, -u. -u.,<0
a) Ly,. .0, L ehp s ! q L, 4, jg, *
(ﬁq”,..,l’_p T 0 Whelel,oop)
L .,..,2 tienen C,< 0 ¥Nke{p+l,...,n}
p+" ? n Z ’ ?
b) £y, 1s- s LyeAs k
Lypqreerdy " czkzo Yhe{ra+l,...,s}

Definimos un nuevo vector de multiplicadores u*, en la forma
siguiente:

0

n

u

*
A
*

ul = U ¥ieNy, jtd

. * * :
Obviamente, u®*30 y ui € ?;Z{C.,} , ya que cijzo
Demostraremos que V(PR(u*))> V(PR(E))

Veamos la relacidn existente entre EK y cl",_ Me:
1) ¥LeApUAg| azp=0 = Ty=cjy
2) NeeApUAg | a =]
a) T30 - cz—ﬁjzzﬁiao -> cz;o
b) E£<0 , no tenemos informacidn sobre el signo de cz
De la misma forma que en el Teorema 3.4, vamos a
hacer un analisis del valor de V(PR(u*)) en el peor de los ca
sos. Esto sucederid cuando todas las aristas incidentes con (
que tenign coste‘E£<0, siguen teniendo ahora c2<0. (Recordemos
que c3el, ML|a =1).
Resumiendo:
Tpmeh MheAUAg | a0
Tp>0 > cp30 ’v‘ze{zq”,;.,f_p} U (£, 7054842
E£<0 + supondremos (en el beor de los casos)

Qz<0 sz{ET,oo"eq}U {£p+1’..,£)l-}

Siguiendo la notacidn y los comentarios del Teo-
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rema 3.4, llegamos a :

VIPyla)) = vV, (P, (u))+K+V(P (a)) =

n
(1 =VL(PR(E))+K+2k x £k+K +V(SSTJ
V(PR(u*)) = VL(PR(u*)’+K+V(PR(u*)) =
n

-V (P (u*))+K+2 2; Z +K1+U(SST )
k=p+1 “k

Y puesto que: ¢&,=c% YL|a,,=0
e L > Tyl WheAy | Ag
c£<cz Vﬁ]au::I

*
tenemos que: V(SST) ¢ V(sST ). Con lo que a partir de (1)

VIPRu*)) = VIPR(&]) 5V (Pplu*))-V (Peld)}+
2 n

(2) o b2 Dy et g D 2,

R=p+1 "2y e p+1 Ck
jé 5&
En nuestro caso: V.(P,(u*))= e* +ur(2w.-d. (L))= c*
LR Py Zk L L GR be1 Zk
’ jé
(3) V. (P,(a)) = ¢, +u.{2w.-d~ (L))
LR b1 Kh L AL GR

y ademds, puesto que cz -El =U, ,tenemos a partir de (2) y (3)
k k

V(PR(u*))-V(PR(E)); qﬁé+2(n-p)ﬁé-ﬁi(Zwi—dGRfé)) =
= (2&-2p+ql&L—&L(Zwi—dok(i)) (4)

Sabemos que al ser a£>min{cij}, existiri al menos una arista
- ]
(L, k)| ¢;p<0. Luego (n-p)+q 3 1 (5)
Vamos a distinguir dos casos:

a) El1 vértice { es par respecto al grafo GR > zwi—dG (£)=
R
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Por (4) vy (5):

‘ V(PR(u*))-V(PR(E)) > (2/1-2)o+q)ﬁlé (n-p)ﬂi+(n-p-qlﬁiz
by (/L-p+q)ﬁlt. >0
(ya que (n-p+ql)3! y EL>0)
b) El1 vértice [ es impar respecto al grafo G, - 2w.-d, (£)=17
R £ GR
Por (4) y (5):
V(P lu*)]-VI(PRlT)) 5 (21-2ptq-1)T, = (n-prq-1)T, +

+ (n-p)ai> 0

Puesto que el razonamiento que hemos seguido
puede extenderse a todas aquellas componentes del vector u
que no satisfagan aism%n{cij}, tendremos un nuevo vector de
multiplicadores u*sa1 que cumble la tesis; lo que es absurdo,
.y el teorema queda demostrado.
Diremos entonces qué el conjunto de multiplica-

dores:

a2={a|a>o, i min{e by VIPplR))= Max V(Pplu)) } e

- -7 - -
si U0+¢. (si U0*¢ f U’+¢ > szb).

Teorema 3.6

En el subconjunto Uz de vectores de multiplica-

dores Optimos,existe al menos un vector u* que satisface que

los costes modificados,ci--&z-u} , son no negativos.

J

Demostracidn:

Lo demostraremos por reduccidn al absurdo. Supon
dremos que no existe una solucidn dptima que cumpla que los
costes reducidos de las aristas sean no negativos.

Dada, pues, cualquier solucidn aeuz, existira, al menos, una
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arista £0=(L’j)€ARU AS tal que EZ =c£ u‘ﬂo JK <0.

A partir de E, construlremos otro vector u*,tal

que satisfaga 05u*<min{ci.} y que dejard los costes modifica
Vi t4
dos no negativos, de forma que V(PR(u*)) V(P ()) , con 1lo

que llegaremos a una contradiccidn y habremos demostrado el

Teorema.

Puesto que c£0=c£0-ui£ J£ <0 , tenemos que :
§i£o>c£0-aj£0;0 (va que ﬁismin{c },'VLeﬁ ); donde para faci

litar la notacidn y puesto que nos centraremos en el vértice

{, representaremos siempre a Lz como {, por lo que:
0
(1) u,>c, -u; 30
L7 7k, i,

E1l vértice [eN sera, en general, incidente con las siguien

R’
tes aristas:

a) 1la arista ZoeARL]AS que satisface ¢, <0

b) las aristas 17,.....,£q€ AR , de lasocuales
i) 21,.....,£p tienen coste modificado negativo
ii) £p+1,...,£q " " " no negativo
c) las aristas £q+1""’£ée AS , de las cuales
i) £q+1""’£n ‘ tienen coste modificado negativo
ii) £n+1""’£4 " " " no negativo

A partir del vector u de multiplicadores, construimos el vec

tor u*, en la forma siguiente:

u* . Xiks
(2) [ “4 it

J
u* min ¢, -U- ;C,-U .
£ { LO jzo Lz )

elly,  lpYie,t L Relly, g, 2,

)
donde por j{ representamos el otro vértice(distinto de £)inci

dente con la arista 2.
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Vamos a demostrar que u* cumple Osu}Smin{cjk}‘VjeNR.

Rt
En efecto, puesto que u;=aj Yitiy aeaz ,
OSU}SE;L;II{C!k} L YA

.
veamos que también se cumple para uz :

por hipdtesis « . ) ¥ y por (2), tenemos uzz 0 ;

¥
.o _- ¥_-
por (2): uisczo ujlo > ui<ui(por (7)) y por lo tanto,
0 ¢ u% <min {c,;}
i

Vamos a demostrar que los nuevos costes modificados,cz ’

de todas las aristas incidentes con { son ahora no negati

vos.

En efecto, puesto que u}=aj Mitd y uz<ai ,

para todas las aristas incidentes con { cuyo coste modifi

L

cado Cp era mno negativo, tendremos:

*® _ -n¥_7 -0 - =n
ep=cp-ul uj£>c£ i, uj!, cp2 0 ¥ee{L

y para aquéllas que tenian coste E£<0, por la definicidn

L ,Z

TR A NRTIIRIER:

de u*, dada en [2), tendremos:

%* _ - ¥
Cp=Cyp uj!, uiao . v£€{£0’£1""f£p'£q+

Luego con la definicidén dada en (2) para el multiplicador

1,-..,‘8”'}

del vértice {, uno de los incidentes con aristas de coste
modificado negativo, pasamos a tener las aristas inciden-
tes con { con nuevo coste reducido no negativo.
Este procedimiento puede extenderse a todas las aristas

. . . [ -
del grafo con coste reducido negativo, sin mas que aplicar
la definicidn (2) para calcular un nuevo multiplicador en
uno de los vértices incidentes con alguna de dichas aris-

tas.
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Demostraremos, por Gltimo, que V(PR(u*)) > V(PR(E))

-

Para ello distinguiriamos dos casos: si la arista ZOEAR )
ZOEAS. Nosotros lo demostraremos iUnicamente en el caso en

que £,eA, , ya que en el otro caso la demostracidén seria

0 'R

idéntica sin mds que multiplicar por 2 el término EK que

0

‘apareceri en la expresidn de U(PR(E)).

Puesto que el {inico cambio que hemos hecho ha sido en el
valor de un multiplicador (&i por uz), el cambio en el va
lor de la funcidn objetivo de ambos problemas se centrara
en las asignaciones de valores referidas a las variables
asociadas con las aristas incidentes con el vértice [ »Cu
yos costes cambiardan al cambiar el multiplicador; mientras
que una parte de la funcidn objetivo,que reﬁresentaremos
por K, permanecera constante en la solucidn de ambos pro-
blemas.

Representaremos ﬁor VL(PR(u)) el valor de los términos de
la funcidn objetivo que deﬁenden del valor de ui y de los
costes modificados de las aristas requeridas iﬁcidentes
con {. Es decir, todos aquellos té&rminos de V(P;(u)) y de

2 . : . - - ) ¥
V{PR(u)) que cambian en V(PR(u)) al sustituir u{ por ui'

AsT:  V(PR(E))= V,(Pol(a))+k+V(P3(a)) )
V(PRlu*) )= V (P u*))+K+V(Pplu*))
P
en donde:
UL(PR(u))=c£0+ gg; c£k+ué(2wé-ég; a.pl
R

ya que ¢,<0 we{zo,z,,....,zp} , mientras que:

). * -
Vl:(PR(u. ))=0 + 0 +u£(2wL, 2 a/,‘!,)
. ZEAR
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ya que todas las aristas incidentes con { tienen los cos-

tes modificados cZ)O ,

y donde:
213 - Z
V(Pplu)) = 2 +K +U(SST)
!z+1
q
y
3, % *
V(Pplu*))= 0 +K,+V(ssT")
donde K, representa el valor en V(Pg(u)) proporcionado

por la asignacidn de valores y£=2 'VZeAS| ai£=0 y E£<0.
Este término K,,seré constante en g; valor Sptimo de am-
bos problemas (cﬁ'c ’Vﬂl -0). Y V(SST) y V(SST*) tienen
el mismo significado que en la demostracidn del Teorema 3.4
Para comprobar que V(P (u)) V(P (u*)),
a) Veamos que V(SST ) 3 V(SST)

En efecto, al cambiar EL por uz, tenemos que por ser

u.>u 0y U, -u B 21 7K

< i
C£=C£’ukz-aj£=C£'uZ£'a}£=cz V'EEARU AS no incidente con 4
E£=c£-ﬁj£-ﬁi <c£-u}£-uz =cz 'VﬂeARU AS incidente con £

Luego " Ezg cz ’VZEARU AS’ ﬁor lo que el arbol genera-
dor de minimo peso calculado en el grafo con costes co
rrespondientes a cz, tendrd un coste como minimo igual
al del SST calculado con los costes modificados EZ'

b) Veamos que V(P (Q)) < V(PR(u*))
Tanto ui como ui son no negativos, §or lo tanto wi to-
mard el valor de su cota inferior d(4).
Distinguiremos dos casos segiin el grado del vértice 4

respecto a GR
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i)El vértice { es par respecto a GR:

entonces Zwi—zz ai£=2(7/2d6 (i))-dG (£)=0,con lo que
KeAR R R

|4 n

VIP, () )-V(P,(u*))ge, + ZE‘— +2 C, ¢, <0
R R Lo ko1 e Regr1 fRT Tt

ii)El vértice { es impar respecto a GR:

entonces 2w .- z; ai£=2(1/z(1+d6 (i)])-dGR(il=1 , v

£
LEAR R
>
V.(P,lu))=¢ + C +U . Y
4R Lo ke A 4
* - *
V{,(PR(U' ])’ u/(:

Distinguiremos tres subcasos, segiin el valor de uz
se haya alcanzado para cada una de las tres expresio
nes en el minimo de (2):

a) u*=c, -u.

n p
VIP,(u))-V(P,{u*)) ¢ 2 Z C, +C, + Z T, tu.-u*g
R R REqHT Zk ﬂo Py Kh L 4L
I .- *: -1 .-U .- * =
<.c£0+ui u; czo u, uj£0+ui u; 0
B) uz=c£—ﬁj£ para algin 23{11,...,£p}c AR
(C£=C£-ui-uj£<0)
n P
VP, (@) )-V(Py(u*)) ¢ 2 e, *tc, + 28 e, +u.-u*
R R Reg+1 Zk Lo be 1 Lk L 7L
\< EZ +E£+a "U.*»-'—'EL +C‘e'(-l.- -u +-l1 'LL*=-C£ < 0
0 L 74 0 jp 4 T4 4 0

v) uz=c£-ﬁj para algin ﬂé{£q+7,....,ﬂn}c Ap

(c£=c£—ui-uj£<0)
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entonces:

r
V(PR(E))-V(PR(u*))< 2 E; E£k+E£ + a£k+ai-u; <

o]

< +u.+2¢ ,~u*=c, +u .+ -2u. -2u.-u* =
< u Cp-ucs=Cp u, Zcz 2u Zul u

L L

0

- -9 T -u¥=7
= c£0+2cZ 2uj£ ui ui cz

Siempre se cumple que V(PR(E))s V(PR(u*)).
Hemos llegado a una contradiccidn, por lo que el Teorema que

da demostrado.

Comentario 3.3

Los tres teoremas anteriores nos proporcionan u
na caracterizacidén importante para algunos vectores Optimos

de multiplicadores.

Una lectura conjunta de los tres teoremas nos a
segura lo siguiente: si el conjunto de multiﬁlicadores opti-
mos es no vacio, existe ,al menos, un vector u de multiplica
dores que satisface:

a) u.»0 ¥ieN
L

R
b) u.g ?iz {céj}
c) cij=cij-u'é—uj>0 ’v‘(.é,j)eARU Ag

El vector de multiplicadores, obtenido mediante
la aplicacidn del algoritmo heuristico descrito, se construye
haciendo crecer lo mas posible el valor de (PR(u)) y de forma
que satisfaga las tres condiciones anteriores. A pesar de es-
to, el heuristico no proforciona el vector de multiflicadores
optimo; pero su ?aralelismo con los resultados de los teoremas

anteriores nos 'garantiza' una buena proximidad al dptimo.
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Esta es una de las razones que 'justifican' el
mal funcionamiento del Mé&todo del Subgradiente, para inten-

tar Max V(PR(u)) que comentamos a continuacidn.
u

Método del Subgradiente

Para resolver el problema de Max (V(PR(u))) R
al menos de forma aproximada, existen divergos métodos entre
los que cabe destacar el mé&todo del Subgradiente, que noso-
tros hemos ensayado y cuyo funcionamiento estid brevemente des
crito en la introduccidn.

El Método del Subgradiente es un procedimiento
iterativo que partiendo de unos multiplicadores iniciales,que
pueden ser todos nulos y que nosotros hicimos iguales a los
‘proporcionados por el algoritmo heuristico dgscrito, va gene
rando una sucesidn de vectores de multiplicadores u% y por lo
tanto una sucesidn de problemas (PR(uk)), cuyo limite, si se
cumplen determinadas condiciones, alcanzaria el valor maximo
de (PR(u)) .

En nuestro problema concreto, el M&todo del Sub-
gradiente no produjo los resultados esperados.Utilizamos di-
versas estrategias eligiendo escalares ap iniciales para de-
terminar la longitud del paso y los dividimos por 2 cada cier
to nimero de iteraciones en las que el valor del ﬁroblema re-
lajado no se habia incrementado, hasta llegar a un valor que
nosotros fijamos en 0.125 & 0.0625 seglin los casos.

Las figuras siguientes representan la aplicacidn

del Método del Subgradiente para varios problemas.En todos -

(salvo en el problema de la figura 3.8) se realizaron 100 ite
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raciones. Las abcisas representan las iteraciones 1,10,20,..

..,100 y las ordenadas, el
gradiente en cada grupo de
Representamos

correspondiente a cada uno

mejor valor obtenido por el Sub-
10 iteraciones.
también el valor d6ptimo del RPP

de los problemas y el valor de

la cota inferior definitiva que explicaremos en los aparta-

dos siguientes.
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Como se puede observar en los graficos anterio-
res, salvo en el caso de la figura 3.f (correspondiente al
problema 1) y de la figura 3.1 (problema 10), en el resto a-
penas si existe incremento entre el valor obtenido para Vﬁk(uﬂ
en la primera iteracidn, es decir con los multiplicadores ob
tenidos por el heuristico, y deséués de realizar 100 itera-
ciones del método del Subgradiente.Incluso en los casos de -
los problemas reflejados en las figuras 3.h y 3.k, los valo-
res obtenidos al efectuar las iteraciones, no llegan a supe-
rar el valor obtenido en la frimera iteracidn.

Probamos también a variar el niimero maximo de i
teraciones que se le permitia realizar al procedimiento, se-
gin el nivel del &rbol de Branch and Bound en el que se encon
traba, pero los resultados froducidos reﬁresentaban una lige
ra mejoria de la cota frente a un alto coste comfutacional.

Asi, en nuestro trabajo, utilizamos Gnicamente
los valores de los multiflicadores broﬁorcionados por la apli
cacién del algoritmo- heuristico descrito, ﬁara calcular Vﬂk(uﬂ,

que nos darid el valor inicial de la cota inferior para el

RPP.

Como exﬁlicaciﬁn del c3lculo de la cota inferior,

Yy puesto que los valores de los multiplicadores ui, obteni-

dos por el heuristico, cumflen las condiciones siguientes, re
sumimos los resultados de los corolarios 3.1, 3.2 vy 3.3, que
nos proporcionan las soluciones dptimas de los 3 sub#roblemas

de (PR(u)) ,-en la siguiente proposicidn:
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Proposicidn 3.7

Si el vector u de multiplicadores se elige de
forma que:
a) u»0 ¥ieNp

b) Cyec, - u'él- uj.£>,0 ’V‘LEARUAS

V(Pplu)) = VissT)+ Z w, + Z cp

; 0 A
LENR teAR

Entonces,

donde, recordemos, V/(SST) representa el coste del SST en el

~

grafo GC y N7 es el subconjunto de NR’ de vértices impares

R

respecto a las aristas requeridas.

Comentario 3.4

De ahora en adelante, V(PR(u)), va a representar
ei valor del problema relajado (PR(u)), donde u es el vector
de mdltiplicadores obtenido utilizando el heuristico descri-
to (a menos que explicitamente se diga otra cosa). Esto es -
importante porque nos ﬁermite asegurar que la solucidn de -~
(Pg(u)) estd formada exclusivamente ﬁor k-1 aristas, de cos
te reducido no negativo, que forman un SST de minimo peso en
un grafo condensado éC . Y porque, ﬁor la proposicidn 3.5, -
tenemos un método sencillo y rédpido de calcular el valor de

(PR(u)) ; como ilustramos a continuacidn:

Ejemplo 3.2: C&lculo de V(PR(u))

Partiendo del grafo GC’ con costes reducidos,de
la figura 3.c, construimos el grafo condensado GC que serd el

siguiente:
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\ /
0

Figura 3.p: Grafo condensado
Resolviendo el problema de hallar un SST en el grafo 66+ de la
figura 3.p, formado por las aristas de coste 1 y 3, tendremos

3
que la solucidén a vendré dada por:

*10,irl ; *6,7% *C°V)}

Asi pues el valor de la cota inferior, sera:

v{Pvlu) )=M ssT)+ 2 Koo 2 C»= 4+39+70= 113
K B° &t f£eAR *

3.3=2 Mejora de la Cota Inferior: CINF1

Vamos a desarrollar dos procedimientos para mejf
rar la cota inferior a partir del valor obtenido en 1/(P"(u)d.
El primero de ellos serd estudiado en este apartado y el wvalor
que proporcione lo representaremos por CINFI1.

El procedimiento para calcular CINFl viene dado

en la siguiente proposicién:

Proposicidén 3.8
Si representamos por SSTMAX el coste de la aris-
ta de mayor peso en el SST solucidén de 6~ , tenemos que:

1/(PR (u] ) + SSTMAX ¢

Demostracidn:
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Demostracion:

Teniendo en cuenta que la solucidn al RPP es un
circuito, esa solucidn Sptima debe producir un circuito en
el grafo condensado éC' Y un circuito, en un grafo con k vér
tices (|N|=k), debe contener al menos k aristas. Puesto que
la solucidn al prqblema (PR(u)) es un arbol de minimo peso en
éC con k-1 aristas, a la solucidn de (PR(u)) le podemos incor
porar una arista extra.

Veamos como la arista extra que podemos afiadir a
la solucidn de (PR(u)] tiene un coste como minimo igual al de
la arista de mayor peso en el adrbol. En efecto, teniendo en
cuenta el funcionamiento del algoritmo de biisqueda del SST en
un grafo (descrito en la Introducciéh); consideremos la dlti
ma arista que se incorﬁora al arbol; esa Gltima arista la re-
presentaremos bor £* y su coste por SSTMAX (SSTMAX 30).

La arista £* es elegida ﬁor el algoritmo fara for
mar parte del SST en 5C ﬁorque es la arista de minimo coste en
tre St y EI,SICIN,gtéN—SI ,de forma que

EE* = min {El’;VKEKI=(SI,§t)} ,luego:

2, Yp = 1 =Yp» K= (Se,S ]

£sKI
Y puesto que cualquier circuito debe cumplir que el nimero de
ariétas en cada corte del tibo (St’gt) debe ser al menos 2,
sabemos que el coste de la arista extra que bodemos aniadir,
serd al ménos el coste de la arista de menor ‘peso en el corte
(St’gt)’ ésto es,el coste de £* . Queda ﬁrobado que V(PR(u])+

SSTMAX sigue siendo una cota inferior, que representaremos
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por CINFl, al valor dptimo del RPP.

Comentario 3.5

En la demostracidén anterior hemos insistido en
el hecho de que podiamos afladir a la solucidn del SST una a-
rista extra (puesto que toda sblucién al RPP debe contener al
menos k aristas de conexidn) y luego hemos encontrado el cos-
te que podiamos afiadir a V(PR(ul) para que continuara siendo
una cota inferior de V(PR). No hemos partido nicamente del
hecho de que en cada corte, definido bor cada arista del SST,
;deben haber al menos dos aristas ﬁorque bodriamos llegar a
la conclusidn, evidentemente falsa, de que al valor V(PR(u))
le podemos afiadir la suma de los costes de todas las aristas

del SST y constituir una cota inferior del problema.

Ejemplo 3.3

Como aﬁlicaciﬁn de la Profosici6n 3.6 al Ejemplo
3.2,tenemos que la nueva cota inferior serd :

CINF1l =.113+43 = 116
donde 3 es el coste de la arista de mayor peso en la solucidn

al SST sobre el grafo éC de la figura 3.§

3.3.3 Mejora de la Cota Inferior CINF2

El otro ﬁrocedimiento para mejorar el valor de
la Cota Inferior, a partir de V(PR(u)); se basa en lo siguien
te: en ﬁresencia de las restricciones (77}, la 2-conectividad
de la solucidn a (PR) estd imbligita bor las restantes res-

tricciones de (PR). Sin embargo, en el problema relajado PRUH
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~

la 2-conectividad de la solucidén en el grafo GC no esti garan
tizada y, por lo tanto, las restricciones
up»? ¥Ry {14,0)eh]deS,, jeS S, e M) (5)

f.el(;c '
pueden afiadirse explicitamente al conjunto de restricciones
de (PR(u)), con objeto de incrementar la cota.

En particular, si en la solucidn al problema del
SST definido en éC’ puede detectarse una restriccidn £ del ti
po (5) que sea violada, €sta restriccidn £ puede relajarse me
diante un multiplicador de Lagrange At e incorporarse a la -
funcidn objetivo de (PR(u)).

El problema relajado, que representaremos por -

(PR(u,A)), sera:

(Polu,n)) Min 2 (c,-u, -u. Jx, + z lecp-u, -u. )y, +
R {I_gAR Erdg e ™t faag t e itk
+ Z u&.(Zw’C- Z a,{ﬁ“ Z AI(Z-Z yg)*z c
ieNR LEAR z LQKI £CAR
sujeto a: , -
£Z’< y£)7 VK,t:{(K:’j)eASIiEN(VJC)’jEN(VI)’V/tc F}
€
z

0« Xpg 1 , enteras VKEAR
0s Yyps 2 , enteras ’V‘LEAS

dl4) & W, s dGC(&') , enteras VieNR

En la practica,no vale la pena iterar con objeto
de encontrar los mejores multiplicadores At(ﬁor ejemplo utili
zando el Mé&todo del Subgradiente), bero si utilizar algin pro
cedimiento para fijar a ﬁrioriAlos valores de AI. Un brocedi-

miento heuristico de este tipo ha sido desarrollado por Balas

i
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y Christofides (1981) para el Problema del Agente Viajero. Y
se basa en el concepto de lagrangeano restringido que ya fué
comentado en el apartado 3.2 de esta seccidn.

El procedimiento utilizado para calcular la co-
ta inferior es:

i) Encontrar buenos valores de los multiplicadores u(utilizan
do el algoritmo descrito en el apartado 3.3.2) en el senti
do de maximizar el valor V(PR(u)).

ii) A partir de los valores de Yp obtenidos en i), identificar
cortes del tipo (5), calcular los multiplicadores asocia-
dos a dichos cortes e incorporarlos a la funcidn objetivo

de (PR(u)),tal como aparece en (PR(u,K)).

Veamos una proposicidn que nos caracteriza todos

los cortes del tipo (5) que se violan por la solucidn a (Pg(uH.

Proposicidén 3.9

A cada arista del SST en el grafo éC’ le corres-
ponde una restriccidén del tipo (5),2-conectividad, que se vio

la y viceversa.

Demostracidn:

En efecto, al ser los costes de las aristas de GC
no negativos (Ek}U ‘Vlex3 y minimizar la funcidn objetivo de
(Pg(u)), todas las restricciones a dicho problema se cumpliran

en la forma:
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~

Cada arista del SST en GC’ define una restriccidn
del tipo (6) y por lo tanto una restriccidn del tipo (5] que
se viola.

Para demostrar que a cada restriccidn del tipo
(5) que se viola le corresponde una arista del SST, bastarai
comprobar que como miximo hay k-] restricciones que se violan
(ya que hay k-] aristas en el SST). Tomemos una restriccidn
del tipo:

Z ~

EEKI Yp > 1 dédo KI
que no corresponda a una arista del arbol; &sto significa que
puesto que el SST en éc es conexo debe cumplirse la restric-
cidn anterior, pero en la forma Zyz%f . Luego se debe cumplir
que Zyzzz y por lo tanto la 2-conectividad. Hay pues, como mi

Ximo, tantas restricciones del tipo (5) que se violan como a-

ristas hay en el SST.

Describimos a continuacidn el algoritmo que nos

proporcionard los valores de los multiplicadoreslkt:

Algoritmo Heuristico para el cidlculo del vector A

Basindonos en la Proposicidn 3.9, el algoritmo
consiste en el siguiente proceso iterativo:
STEP 0 (Inicializacidn)
Sea RTz{LT’LZ""’ﬂk-T} el subconjunto de A formado
por 1és aristas que constituyen la solucidn al SST
en el grafo éC'
Tomar %=1. Hacer i£=?_£ VKER .

Ir al Step 1
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STEP 1 (Identificacidédn de la restriccidén incumplida y céal-
culo del multiplicador asociado)
A partir de £”, construir el corte K~A=[s*£fs”) ,donde

“£ ;teS1i *

Hacer K s min {£»}

z ZeKt
Ir al Step 2
STEP 2 (Actualizacidn de costes)
Hacer VZeK3j.

Ir al Step 3

STEP 3 (Fin)
Si ¢=k-1 . Fin
Si t*k-1 , hacer t + £+ 7 y volver a Step 1

Ilustraremos el funcionamiento de este algoritmo

con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.4
En la figura 3.9 representamos el grafo conden-

sado Go correspondiente al ejemplo 3.1

Figura 3.g : Grafo Gg¢ del ejemplo 3.1
donde las aristas dibujadas con trazo continuo corresponden a
las aristas de la solucidén al SST encontrada en el Ejemplo 3.2

Vamos a aplicar el algoritmo descrito:

At = {(712)7(213)}
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tomamos la primera arista: (1,2) , esta arista tiene asocia-

da un corte qgque representaremos por Kj y donde se in

cumple una restriccidén del tipo (5)

/

calculamos el multiplicador Xxj asociado:

Xj = min {3,7} =3 y
actualizamos los costes: 4 + 7 ; 0 + 3
tomamos la segunda arista: (3,2) , e identificamos el corte

asociado

A

X min (1,4} =1 y
actualizamos los costes: 3 + 4 ;0 + 1

El grafo resultante seré

Figura 3.r : Grafo resultante

La cota inferior obtenida a partir de la resolucidén de P*(u,X)

tendrd un valor, CINF2, que en el caso del ejemplo 3.1, seré:

CINF2= 2 u +1/(SST )+2 S c, -
* feAR I
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CINF2 = 39+ 0+2%4+70= 117
donde V(SST)= 0;como resulta de hallar el SST en el grafo con
costes modificados (por los multiplicadores u;, vy XI) de la fi

gura 3.r.

3.3.4 Estudio comparativo de CINFl y CINF2

En eésta Seccidn hemos discutido las posibles re-
lajaciones en el problema (PR) para obtener cotas inferio-
res al valor 6ptimo del problema. Hemos valorado todos los ca
sos y hemos insistido en la discusidn del obtenido al relajar
las restricciones de paridad sobre los grados de los vértices.
A partir de ®sta relajacidn hemos construido dos cotas infe-
riores, CINFl y CINF2, que son las utilizadas en el procedi-
miento Branch & Bound para encontrar la solucidn Sptima al RPP.

Es importante resaltar que no hay razones tedri-~
cas ni prdcticas, tal como han sido construidas, para asgurar
que una cota inferior funciona mejor que otra. Depende de las
caracteristicas particulares de cada problema tal como puede
apreciarse en la Tabla 3.1.

En la tabla se dan los valores O6ptimos del RPP
en 24 problemas, asi como los valores obtenidos de CINF1l y CINF2
para dichos casos. Podemos observar que no hay una cota infe-
rior que supere en todos los casos a la otra; é€sto depende -
del nimero de aristas no requeridas entre las combonentes, de
sus costes y, en gran medida, de la estructura del grafo con-

densado GC y de la forma que tiene el SST calculado en dicho

grafo.



PROBLEMA

OPTIMO

CINF1

CINF2

PROBLEMA

OPTIMO

CINF1

CINF2

76

68

68

13

38

37

33

163

153

148

14

209

191

193

3 4
102 84
99 78
101 77
15 16
445 203
399 193
398 186
Tabla 3.1:

129

121

108

17

112

99

94

Comportamiento de 1la

102

91

92

18

148

139

132

130

125

125

19

263

246

246

122

118

113

20

398

364

373

83

75

69

21

366

341

339

Cota

10

80

69

71

22

621

579

591

Inferior

11

23

23

23

23

480

465

464

12

2.1

2.1

2.1

24

405

386

388
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En el procedimiento de obtencidén de CINF2,hay
que calcular un arbol generador de minimo peso en éC’ con cos
tes modificados E£=c£-u££-uj£, para determinar las restriccio
nes del tipo (5) incumplidas y asi calcular los valores de los
multiplicadores At asociados a las mismas. Es, en esta etapa
del cd@lculo de CINF2, cuando conocemos el valor de SSTMAX y,
por lo tanto, sin esfuerzo computacional extra,el valor de -
CINF1.

Nuestra estrategia serid, pues, calcular el valor
de CINFl, y s08lo si esta cota inferior no satura el nudo en
el que nos encontramos del arbol de enumeracidn, a partir de
ella, calcularemos el valor de CINF2. Utilizaremos la expre-
sidn CINF para representar el m3ximo de los valores de CINFl y
CINF2.

Un aspecﬁo importante, que merece ser sefialado,
es el hecho de que nuestra cota inferior requiere muy poco es
fuerzo computacional para ser calculada y su valor crece rapi
damente a medida que descendemos en el drbol de enumeracidn.
Lo que compensa el relativo alejamiento (un 6% for término me
dio). Esta es una de las razones ﬁor las que se hace innecesa
rio, incluso contraproducente en términos de tiemﬁo de CPU, 1la
utilizacidn del Método del Subgradiente.para intentar incremeg
tarla. Nuestra experiencia prictica nos ha mostrado que el -
tiempo utilizado para realizar un cierto nfimero k de iteracio
nes del Subgradiente era aﬁroximadamente el utilizado para es
tudiar k nudos del drbol de B&B; nimero de nudos suﬁerior al

que necesitaba nuestra cota para saturar la rama del arbol en

la que nos encontriabamos.



SECCION 4

COTA  SUPERIOR  PARA
EL RPP
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El Problema del Cartero Rural (RPP) es un proble
ma NP-completo como demostraron Lenstra y Rinooy Kan (1976)..
Asi, cualquier método de solucidn exacta para el RPP tiene un
indice de crecimiento del tiempo de computacidn exponencial.
Es importante, por lo tanto,encontrar métodos aproximados de
solucidn cuyo Indice de crecimiento del tiempo de computacidn
sea polinomial y que se compruebe experimentalmente su buen -
funcionamiento.

Por otra parte, en un algoritmo general de Branch
and Bound, la saturacidén de un nudo se produce cuando la cota
inferior en dicho nudo supera o iguala el valor de la mejor
solucidn conocida para el ﬁroblema. Obviamente,la saturacidn
de nudos se acelerarid si el valor de la cota superior (el de
la mejor solucidén posible conocida) se ajusta lo mdximo fosi—
ble al valor de la solucidn Gétima del problema.

Existen diversos métodos bara intentar obtener -
buenas cotas suﬁeriotes; En algunos casos bodemos conocer a -
priori una buena solucidn fosible; por ejemflo; cuando el pro
blema de PLE es el modelo de un sistema que ya funciona y so-
bre el que se quieren realizar ciertas mejoras. En otros, las
soluciones-posibles se van obteniendo en algunos de los nudos
del drbol y la mejor es la que ﬁasa a ser la cota superior.
Otro método para encontrar buenas soluciones ﬁosibles es el u
so de algoritmos abroximados o heuristicos; es decir; técnicas
que no garantizan la ﬁroximidad al Bftimo (en algunos casos -

si se garantiza por medio del Worst Case Analysis que estd em
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pezando a ser objeto generalizado de estudio) pero que son -

rdapidas y ,por lo tanto, poco costosas computacionalmente.
Como dice Robert.Garfinkel (1872) : ' Very little

is lost if a heuristic fails and a great deal is gained if a

good feasible solution is found '.
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4,1 UN HEURISTICO PARA EL RPP

Hemos desarrollado un algoritmo heuristico para
encontrar buenas soluciones posibles para el RPP. Se basa en
la resolucidn de dos problemas bien conocidos : el de encon-
trar un adrbol generador de minimo peso (SST) en un grafo,y en
resolver un problema de l-matching sobre un conjunto de vérti
ces de grado impar, para los que existen algoritmos eficien-
tes con Indice de crecimiento del tiempo de computacidn poli
nomial.

A partir del grafo ofiginal G=(N,A), realizamos
las transformaciones de la Seccidn 2 para obtener el grafo -

C=(NR,ARlJAS). Construimos el grafo reducido éC’ tal como se
vid en la definicidn 3.1.

Representaremos por T la solucidn al SST sobre
el grafo éC y sea T+ el conjunto de aristas de GC correspon-
dientes a las aristas T de 5C. Consideremos el conjunto de -
aristas AR[JT+ y representaremos por Nﬁ el conjunto de vérti
ces de GC que tienen grado impar respecto a las aristas de -
AUTT .

Sea <N§> el grafo inducido en Gé.(grafo comple
to) por el conjunto Nﬁ. Es decir, el grafo cuyo conjunto de
vértices es Ni y cuyo conjunto de aristas estd formado bor é
ristas entre cualquier ﬁar de vértices y con coste el del ca
mino mds corto entre ellos calculado en el grafo original G.
Resolvemos el broblema de l-matching de minimo coste en el -

grafo <NZ >, y representamos por M el conjunto de aristas en

R
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este matching.

Proposicidn 4.1

La unidn del conjunto de aristas M en el matching;,
. + . .o .
., el conjunto T y el conjunto AR forma una solucidon posible

para el RPP.

Demostracidn:

Vamos a hacer la siguiente asignacidn de valores
a las variables:

yp=1  ¥eeT” y yp=0 NeleAg-T7
Evidentemente, ésta asignacidn satisface las restricciones
del tipo (2°) por la definicidén de drbol gemnerador.

Definimos ahora MR={£eMr7ARC:AR} y MS={£eMr1ASc:AS
y hacemos:

xp=1 MMy vy x,=0 ¥ LeAy-My

yp=l+y, YleMg vy  yz=y, ¥ LeAg-Mg
Puesto que las variables Yp satisfacen las restricciones (2Z2°7)
también lo hardn las variables yé
Por definicidn del p&oblema de l-matching sobre los vértices
de < N£>-, las variables yé y Xp satisfacen las restricciones
de paridad (7). Y ya que las variables toman valores enteros
y menores o iguales que su cota suferior (tengamos en cuenta
que los costes son no negativos y que una arista puede apare
cer una vez como maximo en el SST y una vez, también como ma
ximo, en la solucidn del broblema de l-matching), la asigna-

cién de valores dada es una solucidn del problema (PZ). Por

lo tanto es una solucidn posible bara el RPP.
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Para ilustrar el funcionamiento de este algorit'

mo heuristico, veamos el siguiente ejemplo.

Ejemp lo 4.1

Sea el grafo G” correspondiente al problema 15:

Figura 4.a: Grafo del problema 15
Construimos a continuacidén el grafo G~ y calculamos el SST

que representamos por lineas de trazo continuo:

Figura 4.b: SST en el grafo G”*
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el conjunto

La solucidédn posible determinada por
de aristas UT*x UM estd representada en la figura siguien-
te, donde las aristas de estédn dibujadas con trazo conti-
nuo, las de 7+ con trazo discontinuo y las de M con puntos:
2 3 7
> ]
\%4 3 °
i
1 12
ax * 6
30
40
25
16
6:
20
w/ T "
18 20
20 !
/
15] o1
9 " /
220 L 1 / 13
20 < /
8 17/ *14
14.
*1
23 '15
Figura 4.c: Grafo inducido por Af J UM
Esta solucidén posible al RPP definido sobre el
grafo del problema 15, tendrd un coste que viene dado por:
vE 2 ct+ 2 ie + ¢J
;eARI1 it

Comentario 4.1

El algoritmo descrito es

ya dgque como hemos visto consta de dos fases:

SST y el de un matching perfecto de minimo
2

nos algoritmos, O(fe ), para hallar

vértices, descritos en Christofides (1975) .

el céalculo

coste.

el SST de un grafo

Uno de

un algoritmo polinomial

con £

los mejo-

de un

Existen Dbue
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res algoritmos conocidos para el cdalculo deé matchings de mi-
nimo coste es el desarrollado por Lawler (1976) y cuyo indi-
ce de crecimiento es O(ng).

Otro aspecto que merece ser tomado en cuenta es
el hecho de que el SST que calculamos en nuestro heuristico
es un SST especial, en el sentido de que, entre todas aquellas
aristas, del mismo coste,.candidatas para formar paéte del ar
bol, se elige aquélla que satisface mds restricciones del ti-
po (1 )(restricciones de paridad sobre los grados de los Vvér

tices).
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4,2 COTA SUPERIOR PARA EL RPP

Hemos comentado, en la introduccidn de esta Sec-
cidn, la importancia que tiene en.cualquier procedimiento de
Branch and Bound el conocimiento de una buena cota superior
para el problema.

Aunque el algoritmo heuristico descrito en el a-
partado 4.1 es dptimo en dos etapas, el SST es la solucidn &p
tima al problema de conectar un grafo,y el matching de minimo
coste es la forma dptima de hacer que todos los vértices ten-
gan grado par, no tiene por qué ser un procedimiento Sptimo en
su conjunto.Asi pues, el algoritmo descrito no proporciona,en
general, la solucién Sptima al RPP y es susceptible de ser me
jorado. En muchos casos puede mejorarse utilizando el procedi

miento descrito por la siguiente proposicidn:

Proposicidn 4.2

En el grafo inducido por la solucidn del algorit
@ s . ; . .. + .
mo heuristico, si existen dos aristas, (£,f)eT y (f,R)eM ,
de forma que al sustituirlas por la arista (.(,k) el grafo per
. L,
manece conexo y se cumple que Cik < ch cjk , entonces,el gra

fo resultante inducido por el conjunto de aristas:
AgUT UMY Tl k)Y = (14,41, 1(5,k))

es una nueva solucidn posible al RPP de menor coste.

Demostracidn:

Es evidente teniendo en cuenta que al realizar
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la sustitucidén de (¢,j) y (J,k) por la arista (¢,k), el grafo
resultante sigue siendo conexo por hipdtesis. Ademéds los gra-
dos de los vértices permanecen inalterados salvo el del vért i
ce j que disminuye exactamente en dos unidades, con lo que el
grafo sigue siendo par. Tenemos pues una nueva solucidédn posi-
ble al RPP de coste menor a la proporcionada por el algoritmo

heuris tico.

Ilustraremos este procedimiento de mejora de la
cota superior mediante el siguiente ejemplo:
Ej emplo 4.2

En el grafo de la figura 4.c, solucidén posible
al RPP del problema 15, podemos sustituir la arista [77,24)eT+
y la arista (17,J8)eM por la (18,24), obteniendo asi una nueva
soluciédn posible para el RPP con coste menor; concretamente

la mejora serd de 11+6-13=4 wunidades.

09

20

Figura 4.d: Solucidén posible mejorada
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La nueva solucidn posible tendria un coste de =~
449-4=445 unidades. En este caso dicho valor coincide con el

valor de la solucidn 6ptima del problema.

Comportamiento de la Cota Superior

Uﬁilizaréﬁoé Eomo cota superior para el RPP, en
el nudo 0 del &rbol de enumeracidn, el resultado obtenido al
aplicar el procedimiento de mejora, proporcionado por la Pro
posicidn 4.2, a la solucidn posible encontrada por el algorit
mo heuristico del apartado 4.1. A este resultado lo designa-
remos por CSUP.

El comportamiento de ésta cota superior viene
dado en la tabla siguiente, donde en 12 del total de 24 pro-
blemas, la cota superior proporciond el valor dptimo y que -

en media estd a un 1.3% del valor de la solucidn &ptima.



PROBLEMA

OPTIMO

Csup

PROBLEMA

OPTIMO
CsuP

76

76

38
38

163

164

14

209
212

3 4
102 84
102 84
0 0

15 16
445 203
445 203
0 0

Tabla 4.1:

129

135

17

112
116

102

107

18

148
148

130

130

19

263
280

122

122

20

398
400

83

84

21

366
372

10

80

80

22

621
632

Comportamiento de la Cota Superior

11

23

23

23

480
480

12

21

22

24

405
411
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El procedimiento de Branch and Bound es un méto-
do muy Util para resolver problemas de optimizacidn combinato
rial y problemas de programacidén lineal entera en general.Pro
porciona una metodologia para encontrar una solucidn O6ptima -
haciendo una enumeracidn parcial de las soluciones posibles -
del problema.

Los primeros en sugerir un método del tipo Branch
and Bound para resolver problemas de programacidn lineal ente
ra fueron Land y Doig en 1960. El1 nombre, sin embargo, se de-
be a Little y otros; quienes, en 1963, proporcionan la prime-
ra demostracidn experimental del método, aplicada al problema
del agente viajero (TSP).

En esta seccidn, presentamos una descripcidn del
algoritmo utilizado, del tiﬁo de Branch and Bound, bara obte-
ner una solucidn 6ﬁtima del Problema del Cartero Rural (RPP)
en un grafo no dirigido.

Para ello, discutiremos las partes fundamentales
de las que consta el ﬁrocedimiento Yy que se centran en:

1) Estrategia de sebaracién (farticiSn) en subproble-
mas

2) Estrategia de ramificacidn (seleccidn de subproble
mas)

3) Saturacidn de nudos
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5.1 ESTRATEGIA DE SEPARACION EN SUBPROBLEMAS

La estrategia de separacidén particiona el conjun
to de soluciones posibles del problema original en dos o m3s
subconjuntos. Cada suBcbnjunto en la particidn es el conjunto
de soluciones posibles de un problema obtenido al imponer res
tricciones adicionales al problema original. Estos problemas
reciben el nombre de problemas candidatos y pueden, a conti-
nuacidn, ser saturados (en el sentido de que ha finalizado su
estudio y queda excluido en lo sucesivo) o no. Si un problema
candidato no ha sido saturado, es posible aplicar la estrate-
gia de separacidn a cualquier problema candidato y generar, -
dos o mias, Subbroblemas candidatos. Y asi sucesivamente.

En nuestro froblema la estrategia de separacidn
se realiza utilizando las variables asociadas a las aristas -
del conjunto AS—I. Donde I es el subconjunto de aristas de AS
cuyo vértice inicially final pertenecen a la misma componente
conexa; lo denominaremos conjunto de aristas no requeridas in
ternas. Asi, AS—I serd el conjunto de aristas no requeridas -
cuyos vértices incidentes pertenecen a distintas componentes
y que llamaremos aristas de conexidn.

Si representamos por Sp el conjunto de solucio-
nes posibles al problema en el nudo p, entonces, la separa-
cidn se realiza con las variables Yps EEAS-T,en la forma si-
guiente:

Sp r]{y£>1} y Sp r1{y£=0} para algin EEAS-I
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El nudo p ha sido separado en dos nudos suceso-
res afladiendo las restricciones opuestas y£>7 e y£=0. Lo cual
significa que en la solucidén de uno de los subproblemas, la
arista £ debe aparecer al menos una vez, mientras que'en el
otro subproblema, dicha arista no debe ser utilizada por la -
solucidn.

Obviamente cualquier solucidn posible debe cum-
plir una u otra restriccidn, con lo que nos aseguramos que -
;a estrategia de separacidn estid bien definida.

Notemos que en algunos casos es posible limitar
el desarrollo de un nudo, en el sentido de que sb6lo tenga un
sucesor; estos casos estdn estudiados en las proposiciones si

guientes:

Proposicidn 5.1

Sea Vp(PR(u)) el valor de la cota inferior obte-
nida al resolver el problema (PR(u)) , tal como se estudid en
el apartado 3.3.1 de la Seccidn 3, en un nudo cualquiera p -
del arbol de ramific;ciﬁn. Sea una arista ZeAS-I,LEES y
j28§=NR-S , ¥ sea

2= max {C,.7c,.-u, -u, |&L7°=(i,.,5,-1e(S,S)}
£’+£ f, z a(,zt jz’ . ‘Et z

Supondremos Ez—gb 0 . Entonces:

si Ez-z.chUP—Vp(PR(u)) - y£=0 (la arista £ no estid en la so-

lucidn), donde CSUP representa el valor de la mejor solucidn

al RPP conocida hasta el nudo p .

Demostracion

En efecto, vamos a separar el subproblema defini
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do en el nudo p , en dos nuevos subproblemas, afiadiendo las
restricciones {yzzl} y {y£=0} .

Denotaremos por p+] el nudo que corresponde al -
subproblema definido en el nudo p junto a la restriccidn ﬂu@T}
y veremos que la cota inferior en este nudo por lo menos igua
la el valor de la cota superior.

Por la proposicidn 3.7, tenemos:

V,O(PR(u))=V,O(SST)+2§;é u, +1Rp
donde por IRP denotamos la suma de los costes de las aristas
de AR y los costes de todas las aristas, inicialmente de AS’
que han sido fijadas en el arbol de Branch and Bound a estar
en la solucidn,en la rama desde el nudo 0 hasta el nudo p.

En el nudo p+] (fijando la arista £ a aparecer
en la solucidn) podemos mantener la asignacidn de los valores
de los multiplicadores ué dada en el nudo p (siguen siendo po
sibles en el sentido de que contindan satisfaciendo las condi
ciones de la proposicidn 3.7). Y vamos a analizar el peor de
los casos para Vp+7(PR(u)) ,que serd cuando al fijar la aris-

ta £ , los vértices incidentes con ella Lz y jZ pasan a ser -

pares, con lo que los coeficientes de ui. y de uj. seran 0.

L £
Entonces,
Vp+,(PR(u))=Vp+,(ssr)+ 42%° u IR +ey
R
ibi,
iti,
Obviamente, se cumplirid que: UP(SST)$Vp+7(SST)+2



144

~

por definicidn de c.
Asi pués,

Vp+7(PR(u”>’IRp+c£+ Zo we-uy -ug +V, (8ST)-

; Ly 4
L&NR L L

-c =Vp(PR(u))+c£-ui£-uj£-c = Vp(PR(u})+°£'c

y puesto que por hip6tésis\E£—c;CSUP-Vp(PR(u)) , tendremos:
Up”(PR(u)) % CSUP

lo que nos asegura que si fijamos la arista £ , el nudo corres

pondiente serid saturado; ésto es equivalente a afirmar que en

el nudo p se debe cumplir y£=0.

Proposicidn 5.2

En cualquier nudo p, sea LeAg-I, £,eS y j£€S=NR-S
y sea c¢*= min {E£,|£'€(S,S)}
U+

Supondremos c*—E£>0 .Entonces

sicf-§£>CSUP—CINFP + y£=7 (la arista £ esta en la
solucidn),
Donde CINFp es el valor de cualquier cota inferior obtenida,
en la seccidn 3, en ¢l nudo p,y Eﬁ representa el coste de 1la

arista £ modificado por los multiplicadores correspondientes

a la cota inferior utilizada (ui 5|y Ag)

Demostracidn

Al igual que en la proposicidn anterior, vamos a
separar el subproblema definido en el nudo p. Consideraremos
el subproblema definido en el nudo p+1 como el que resulta de
afiadir la restriccidn {y£=0} al subproblema en el nudo p. De-
mostraremos que la cota inferior en el nudopt]! por lo menos i

guala al valor de la cota superior.



145

En efecto, en el nudo p+! , podemos asignar (co-
mo minimo)los mismos valores a los multiplicadores (ui 6|y At)
que en el nudo p. La suma de los costes de las aristas reque
ridas, y los de aquellas aristas que han sido fijadas a lo -
largo de la rama desde el nudo 0 al nudo p, permanece cons-
tante al pasar del nudo p al p+].

Pero en lo referente a UP(SST) y Vp+,(SST), se -
tiene que:

Vp+,(ssr) = Vp(SST) + c*-t,
ya que la solucidn en el nudo p+] no puede contener a la a-
rista £ y asi,para conectar S y S ,el SST debe contener a la
arista cuyo coste es ¢*, 1o cual nos lleva a que:
.c"fNFpH > CINFp+c*-E£ > CSUP
Por lo tanto el nudo p+] seria saturado; lo que es equivalen-

te a afirmar que,para tal arista ZEAS-I, se debe cumplir que

y£=1 en el nudo p.

Comentario 5.1

Si en un nudo p, encontramos una arista £ que cum
pla las condiciones de la proposicidn 5.1, podemos asegurar -
que tal arista no estard enm la solucidn a dicho subproblema -
ni en la de sus sucesores. Esto se puede interpretar en la -
forma siguiente:si separamos el subproblema definido en el nu
do p utilizando la variable Yp» el nudo p sdlo tendra un sub-
problema sucesor.

Una interpretacidn similar puede hacerse para la

proposicidn 5.2.
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Eleccidn de la variable de ramificacidn

En el apartado anterior hemos visto que la sepa-
racidn de un subproblema en dos nuevos subproblemas se hace u
tilizando variables asociadas con las aristas de AS-I.

La eficiencia de un algoritmo de Branch and Bound
depende, en gran medida, de la estrategia seguida para elegir
-la variable sob;e la que vamos a realizar la separacidn en -
subproblemas en cada nudo del &drbol. Dichas variables reciben

el nombre de variables de ramificacidén & variables de particio

namiento.

En nuestro algoritmo hemos probado dos estrate-
gias de eleccidn de la variable de ramificacidn:

El principal objetivo de ambas estrategias es el de escoger -

un conjunto de aristas LgAS-I,durante el 5foceso de particio-

namiento en subproblemas, de forma que obtengamos un grafo co
nexo, inducido por el conjunto de aristas ARUL, tan pronto co
mo sea posible.

(i) En la primera estrategia la variable de ramificacidn co
rresponde a la arista de mayor coste en la solucidn al
problema del arbol generador de minimo peso en el grafo
éC correspondiente a ese nudo.

(ii) En la segunda estrategia, intentamos que todos los vér-
tices del grafo éC tengan grado 2 (considerando dnica-
mente las aristas en L). Entre todas las aristas candi-
datas, escogemos,como segundo criterio, aquella arista
que cuando se afiade a ARLJL satisface las restriccio-
nes de paridad, del tipo (1°), para tantos vértices de

~

GC como sea posible.
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La estrategia (i) se basa primero en conseguir la conecti-
vidad del grafo y entonces en el coste de las aristas; mientras que la es_
trategia (ii) se basa primero en conseguir la conectividad y entonces en
satisfacer tantos requerimientos de paridad, en las componentes y en los
vértices, como sea posible.

Ilustramos las estrategias (i) y (ii) con el siguiente ejem

Ejemplo 5.1
Dado el grafo G” de la figura 5.a correspondiente al proble”

ma (original) definido en el nudo 0 del arbol de Branch and Bound

Figura 5.a: grafo G

Una posible aplicacién de la estrategia (i) nos llevaré a
la eleccidén de las variables de ramificacidén, que en el nudo del arbol -
donde hansido todas fijadas, formarian el grafo de la figura 5.b

Observamos que en el grafo de la figurab5.b hay 4 vértices

incidentes con una uUnica arista (en la solucidn deben ser incidentes con al
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menos dos) y un vértice que es incidente con 4 aristas (con -
dos seria suficiente para semejarse a un circuito). Intuitiva-
mente, por lo tanto, cabe suponer que esta estructura estara -

bastante alejada de una solucidén Ooéptima al RPP en

Figura 5.b: Aplicacidén de la estrategia (i) a G*

Estas desventajas desaparecen utilizando la estra

tegia (ii) gque nos muestra la figura 5.c

Figura 5.c: Estrategia (ii) aplicada a G

Donde podemos observar que todos los vértices, -
salvo dos, son incidentes con exactamente dos aristas. Esta es_
tructura es mucho més parecida a lo que, intuitivamente, pensa

mos serd un circuito solucidén al RPP. De hecho, esta estrategia
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permite encontrar rapidamente la solucidn Sptima al problema
con lo que se favorece la saturacidn de nudos mediante la co-

ta inferior.

En la préactica computécional, la estrategia (ii)
se ha demostrado mucho mds eficiente que la estrategia (i).
El tiempo empleado en la solucidn de los problemas utilizan-
do la estrategia (ii) ha sido practicamente la octava parte -

del empleado utilizando la primera estrategia.

Finitud del algoritmo de Branch and Bound

La finitud de nuestro algoritmo de Branch and -
Bound estd garantizada por la estrategia de separacidén utili
zada.

Puesto que la separacidn en subproblemas se rea-
liza utilizando las aristas del conjunto AS—I, y IAS- I|<a>,
cualquier rama del &rbol de enumeracidn no tendri mis de|AS-I|
nudos.

Otro razonamiento andlogo al que se utiliza en =
los métodos para problemas generales de PLE es el siguiente:
Las variables Yp cumplen que 05y£$2 ‘#EeAS—I, entonces el nil
mero total de posibles valores para las variables Yps £€AS-I,

vendra acotado por:

IAS°Il

UlAg-1) = I1 (1+2) = 3
1

puesto que la estructura del arbol es un particionamiento su-

|Ag-1]

cesivo del conjunto
V{Ag-T) = {y!_l 0syps2 , LeAg-T}

tenemos que el algoritmo no puede examinar mids nudos que el -
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nimero dado por todos los elementos U(AS-I) del conjunto

Y 1Ag-1).
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5.2 ESTRATEGIA DE RAMIFICACION

En cualquier etapa del proceso de enumeracidn, -
el conjunto de nudos que no han sido saturados ni particiona-
dos en subproblemas, constituye el conjunto de los llamados -
vértices vivos. El proceso acaba cuando dicho conjunto es va-
cio. LLamamos estrategia de ramificacidn a la regla de selec-
cién de los nudos (eleccidn del nudo no saturado a investigar),

Existen varias estrategias de ramificacidén, las
dos m&s usuales son la LLB (Least Lower Bound) y la LIFO
(Last In First Out).

La estrategia LLB consiste en investigar el nu-
do vivo con menor valor de la cota inferior. Este criterio -
posee dos desventajas importantes: no garantiza que encontre
mos pronto una buena solucidn posible,y "salta" de un nudo a
otro del drbol con el consiguiente problema de almacenamiento
de los datos de los nudos vivos.

La estrategia LIFO consiste en pasar a investi-
gar un nudo sucesor del que se estd investigando si é&ste no
se satura.Aunque puede encontrar un buen niimero de solucio-
nes posibles de coste mayor a la mejor conocida y por lo tan-
to inlitiles, esta estrategia carece de las desventajas ante-
riormente mencionadas para la estrategia LLB.

En nuestro trabajo hemos utilizado la estrategia
LIFO. Esta nos proporciona, junto a la eleccidn de la varia-
ble de ramificacidn descrita en el apartado anterior,un méto-

do muy {itil para encontrar soluciones posibles rapidamente y
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por lo tanto para saturar nudos. Esto viene reflejado en 1la

siguiente proposicidn:

Proposicidn 5.3

En cualquier nudo, cuando han sido fijadas k-1
aristas por el drbol de enumeracidn, encontramos una solucidn

posible al RPP y por lo tanto el nudo seri saturado.

Demostracidn

En efecto, consideramos el grafo GM cuyo conjun-
to de aristas est3d formado Gnicamente por las k-] aristas fi-
jadas y por el conjunto de aristas requeridas AR'

Este grafo es ahora conexo, debido a la eleccidn
de las variables de ramificacidn.

Sea N& el conjunto de todos los vértices de gra-
do impar en GM y sea <N34> el grafo inducido en GC por el con
junto N&. Si resolvemos un problema de l-matching minimo en
<N&> ,obtendremos un grafo conexo en donde todos los vértices

son pares y que contiene a todas las aristas de AR' Dicho gra

fo ser3d una solucidén posible al RPP. El nudo serd, pués, satu

rado.

Ejemplo 5.2

Veamos la aplicacidn de la estrategia LIFO y la

proposicidn anterior en un grafo con las componentes en la -

figura siguiente 5.d, donde los nudos subrayados indican que
han sido saturados. En este caso han sido saturados al hallar

en ellos soluciones posibles del RPP,ya que tanto el nudo k-] como el k*1,co
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rresponden a nudos en los gque el procedimiento de enumeraciédn
ha fijado ya f;~! aristas yalos que se puede aplicar la propo-

sicidén 5.3

fe-2
efe-7 -7
fel
Figura 5.d: Estrategia LIFO

Comentario 5.2

La utilizacidén en nuestro algoritmo de la estra-
tegia de ramificacién descrita anteriormente, proporciona 1la
ventaja adicional de no tener que calcular en cada nudo p del
drbol 1los multiplicadores t%:éeNx , para obtener el valor de
la cota inferior. Podemos obtenerlos reactualizando 1los valo-
res obtenidos para dichos multiplicadores en el nudo preceden
te, obteniendo asi un considerable ahorro de calculo y por 1lo

tanto de tiempo de computacién.
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5.3 SATURACION DE NUDOS

En nuestro algoritmo especifico de Branch and -
Bound, al igual que en el caso general aplicado a cualquier
problema de PLE, la saturacidon de los nudos del &rbol de enu-
meracidn viene dada cuando se'cumple una de las tres condicio
nes siguientes:

a) Al resolver el subproblema en un nudo p, obtenemos una so-
lucidén ©Optima a dicho subproblema y por 1lo tanto una solu
cidn posible para el problema original.

b) E1 subproblema definido en el nudo p es imposible.

c) La cota inferior obtenida en un nudo p tiene un valor al -
menos igual al de la mejor solucidn fosible conocida.

El caso a)se produce cuando, utilizando las estra
tegias descritas de eleccidn de la variable a ramificar y de-
eleccidn del nudo a investigar; se satisfacen las condiciones
de 1la Proﬁosicién 5.3: Al encontrar una solucidn bosible actua
lizamos el valor de la cota superior CSUP como el minimo entre
el valor proborcionado por el heuristico descrito en la Seccidn
4 mejorado y los valores corresbondientes a las soluciones po-
sibles halladas durante el broceso de enumeracidén. De ahi la -
imﬁortancia de la eleccidn de las estrategias citadas.

El caso b)ocurre cuando durante el proceso de ra-
mificacidn hemos eliminado de la solucidn todas las aristas in
cidentes con una comfonenté o todas las fertenecientes a algin
conjunto de aristas de corte. En estos casos, obviamente, el -

subproblema definido en dicho nudo serd imposible.
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El caso c) refleja la importancia que tiene tanto
el conseguir un valor lo mayor posible para la cota inferior,
como el que el Qalor inicial de la cota superior sea lo mas a-
justado posible al valor de la solucidn dptima.

En muchos casos .es innecesario el calculo de una
cota inferior en un determinado nudo. Esto viene reflejado en

las siguientes proposiciones:

Notacidn 5.1

Representaremos por CINFP y CINFP+1 los valores
de la cota inferior obtenida en los nudos p y p+] respectiva-
mente.

Designaremos por Lp el subconjunto de aristas de
-1 que han sido fijadas (a aparecer en la solucidn) en el ca
mino desde el nudo ( al nudo p en el drbol de enumeracidn. G
serd el grafo inducido bor el conjunto de aristas ARlJLp y N;
sera el subconjunto de NR de vértices impares en G
Llamaremos cofa a cualquier nudo del drbol de B&

B donde hayan sido fijadas k-1 aristas y,bor lo tanto,donde en

contramos una solucidn posible al RPP.

Proposicidn 5.4

Sea el nudo p+] el sucesor del nudo p al fijar -
la arista £'=(é',j')eAS-I . Entonces:

CINF LCINF_ + D

p+1 p

donde D viene dado por la siguiente expresidn:

c£,+up+1{éf) up+1(j’) si Ly j§° son impares en Gp+1
D= cz,'up(i')-up(jf) si {” y j° son pares en Gp+7
c£,+up+1(i')~up(j') si 4° es impar y §° par en Gp+1
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y donde: up+1(L) = up(i) L34°,4°
w (£} = u (£)+ min (G, .} L=L°,4°
p+1 P e Y

Demostracidn:

En el nudo p,-el valor de la cota inferior vendra
dado por:

CINF = Z Cot ‘Zo up(x;)+Up(SST)+2 pxt

KsARULp LENP 2eK’,

Al fijar la arista £7=({",5°), en el nudo p+!, la cota inferior
sera:

CINF = Z c+z u (L) +V (ssT)+2 A

p+1 L . pt] p+1° pt17t
zEARULp+I LEN;+1 teKt

donde Lp+1=Lp y{e-i.

Obviamente, se cumplira que

v SST)+2 sV +2 A
p”( T) tépﬂ)‘ff p(ssr) Sin Me
Z £
con lo que
CINF,, ; - CINF, ¢ c£’+'ZN" Uppp (€)= AZN:O LLP(«L)
. A€ p_’_] 1€ P

Distinguiremos tres casos:

a) LfEN;+’ y j’eN;+1 (ambos son impares en GP+7)
entonces: L',jf#N; > N;+7=N; U{if}lj{ff} con lo que
CINFP+1 -CINFps cpt L “p+1(‘)+“p+1(‘ )+up”(j ) - ‘Zoupuh
LeN ! LeN
P p
= c£'+up+1(éf)+up+l(jf)
(la Gltima igualdad se cumple por definicidn de up+1)
b) i’¢N;+7 y j'¢N;+} (ambos son pares en Gp*l)
entonces: L',j'EN; > N;=N;+7U>{L'}U'{f'} luego

CINF (L) - Z u (L)-u (£7)-u_(§7)=
LEN;+1 p P P

p+1 'CINFP\< Q£,+ /C;a
p+1

LLp+1
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=c£,-up(é’)-up(j')

c) i'ENp+1 y j'#N;+1
entonces: L'¢N; , j'sNo - N;J-PT U {j’}=N;) U {£°} luego

p
CINF -CINF_ < ¢,.+ Z u (L) - Z u (L)-u (§7)+
p+1 P £ LeN? p+1 LeN’ P P
p+1 p+1

+ up+7(i') = c£,+up+1(i’)-up(j’)

Asi, pues, queda demostrada la proposicidn.

Proposicidn 5.5

Sea el nudo p+] una cola. Sea el nudo p+2 un suce
sor del nudo p al imponer la restriccidn {y£,=0,£'=(i',j')eAs-I}
Se cumple entonces que:

CINF,,, 3 CINFp+D(4:f)[up+2(x;f)—up(/;’)] +D(J"_)[ up+2(jf)-up(jf)]

donde D(4L)=1 si el vértice { es impar en Gp*? y D(L4)=0 en otro

casoyy donde,al igual que en la proposicidn anterior, los up+2

en funcidn de los U

p+1 p

se definen como los u

Demostracidn:

Distinguiremos dos casos:

a) up+2(4 )=up(4 ) oy up+2(jv)=up(j_)
En este caso la demostracidn es evidente puesto que el con-
junto de soluciones posibles del problema definido en el nu

do p+2, SP+2’ satisface:

c
Sp+2—3p -> CIN-FP+2>CINFP
b) up+2(if)-up(if)> 0 oly up+2(jf)-up(jf)> 0
Por la definicidn de los multiplicadores u (L) v u (L),

P p+?

tenemos que el coste modificado de la arista £° en el nudo

p debia ser 0 (E£o=0). Entonces:
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CINF = }; Cot EZ u (£)+V_(ssT)+2x_=
PoLehplit, = deNp P P P

28 c,* Eﬂ u (£

s L . gyo P
KEARULP LENp

ya que por la estrategia de ramificacidén, y teniendo en -
cuenta la hipdtesis de que el nudo p+] (al fijar la arista

£7) es una cola, tenemos que en el nudo p {inicamente habi

an dos componentes conexas S y S, y de forma que £7=(L7,5 )¢
E(S,g), con E£,=0. Por lo tanto Vp(SST)=0 y por definicidn

de kp= min'{Eij | ieS, €S} =0.

Por otra parte, en el nudo p+Z, se cumple:

0 _ 4
Lp+2 p v Npez = Np

ya que no hemos fijado ninguna arista a estar en la solu-

L

cidn, sino que hemos obligado a la arista £ a no aparecer
en la solucidn.

Asi, tenemos:

S .

CINF = u (£)+V (ssT)+2) PY
P2 peA L iene Pl p+? g
R"7p P
>CINF + Z Uppgl4)- Z u, (£)
P ieNe P ieNe P
P |
y puesto que up+2(i)=up(i) ‘V,é{:,{',j'_ ,tenemos

CINF, , 2 CINFP+U(Lf)[up+2(£’)-up(£fq +D(jf)[up+2(j’)-up(ffﬂ

Comentario 5.3

Las proposiciones 5.4 y 5.5 nos ofrecen la posi-

bilidad de no calcular una cota inferior cuando fijamos una a

rista,o bien la certeza de que en algunos nudos vamos a satu-

rar sin necesidad de calcular la cota inferior.
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En el caso de la Proposicidén 5.4, cuandoyal fi-
jar un arista y pasar de un nudo P a un sucesor p+], calcula-
mos el valor de D y afladido a la cota inferior en el nudo p
no supera, o iguala, el valor de la cota superior, tenemos la
certeza de que el c3lculo de una cota inferior en el nudo p+]
es totalmente improductivo (recordemos que D es el incremento
maximo que podia alcanzar).

La proposicidén 5.5 proporciona el incremento mi-
nimo que va a tener la cota inferior en el nudo p+Z respecto a
la obtenida en el nudo p. Si el valor obtemnido ﬁara la cota in
ferior en el nudo p junto a dicho incremento suberan, o igua-
lan, el valor de la cota suferior, el nudo p+Z es saturado sin

necesidad de calcular la cota inferior en dicho nudo.



SECCION b

RESULTADOS ~ COMPUTACIONALES
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A partir de los resultados obtenidos en las Sec-
ciones 2,3,4 y 5, hemos construido un algoritmo de Branch and
Bound que obtiene la solucidén exacta al Problema del Cartero
Rural en un grafo no dirigideo.

En esta Seccidn, en primer lugar, veremos un ejem
Plo que ilustrard el desarrollo completo del funcionamiento -
de nuestro algoritmo.

En segundo lugar mostraremos los datos que hemos
obtenido como aﬁlicacién de nuestro algoritmo a una coleccidn
de 24 problemas de diversos tamafios y caracteristicas. Compa-
raremos dichos resultados a los obtenidos utilizando el M&to-
do del Subgradiente en algunos nudos del 3rbol de Branch and
Bound, para intentar mejorar el valor de la Cota Inferior,y a
si acortar el ﬁroceso de enumeracibn.

Por {iltimo, comentaremos los resultados obtenidos

y haremos una breve valoracidn de los mismos.
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6,1 APLICACION DEL ALGORITMO DE BRANCH AND BOUND A UN PRO-

BLEMA CONCRETO, EJEMPLO

Vamos a aplicar el algoritmo de solucidén del RPP
al problema numero 5 de la tabla 6.1. En la figura 6.a estd -
representado el grafo original G, donde las aristas requeridas

estdn dibujadas con trazo continuo.

\6
Figura 6.a: El grafo original
Los numeros gue aparecen junto a las aristas re_
presentan el coste de atravesar dicha arista (distancia,tiempo*
coste monetario,etc.), mientras que los otros representan a

los vértices del grafo.
En la figura 6.b representamos el &rbol completo
de Branch and Bound necesario para resolver el RPP en este ct

so. A la derecha de cada nudo, tenemos la cota inferior corres
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pondiente a ese nudo si fué calculada. El par de nimeros enci
ma de cada rama indica la arista fijada o excluida en la rami
ficacidn. Asi, por ejemplo, (5,6) indica que la arista (5,6)

debe aparecer al menos una vez en la solucién al RPP, y (5,6)

que la arista no puede aparecer en el circuito solucidn.

UB- 8a =83

ot

(5,6) (5,6)
(D) (10)5
(5,14) (5,14) (5,14) (5,14)
& On G ()
83
(10,12) 10,12) (5,1 (5,11) (5,11) 5,11)
o 75 @ 1'9 75 @ 81 @ 83
83 84 -
(10,14) 10,14) (12,40) ((12,10) (12410) 12,10)
(8) (2)w
89 —_—
(11,13) (10,14 10,14)
(&) (22) g
85 93 -

Figura 6.b: Arbol de B&B del ejemplo

En el nudo 0, correspondiente al problema origi-
nal, aparece otro niimero que indicari el valor de la cota su-
perior obtenida por el algoritmo heuristico (y mejorado), tal
como fué descrito en la Seccidn 4. Esta cota ird actualizindo

se a medida que vamos encontrando soluciones posibles al RPP
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con coste menor. Asi, cuando el proceso de enumeracidén finalji
ce, este valor corresponderd al de la soluciédn oéptima del pri
blema.

Los nudos gue aparecen subrayados una sola vez,
indican que han sido saturados por la obtencidén en ellos de u
na solucidén posible al RPP , tal como se establece en la Pro-
posicidén 5.3. E1 valor gque aparece Dbajo dichos nudos corres
ponde al valor de la solucidédn posible hallada. Agquellos nudos
gque aparecen subrayados dos veces 1indican gque han sido satura
dos por la cota inferior.

Podemos observar que no hay una uUnica solucidén -
bptima al problema, por ejemplo”las soluciones obtenidas para
los subproblemas definidos en los nudos 2,4 y 14 son todas e-
llas o6ptimas. La figura 6.c representa una solucidén oéptima al

RPP en este problema.

4/

<8

Figura 6.c: Una solucidén o6ptima
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6.2 RESULTADOS COMPUTACIONALES

El algoritmo descrito para el Problema del Carte
ro Rural ha sido probado en 24 problemas de diversos tamafos,
variando hasta 84 vértices, 180 aristas, 74 aristas requeridas
y 8 componentes conexas. Los costes de las aristas son niimeros
enteros comprendidos entre 0 y 20.

El algoritmo fué programado en FORTRAN ASCII, se
utilizd el compilador FTN, ocuﬁaba abroximadamente 45 K”s de
memoria y se probd en un ordenador UNIVAC 1100/60. Todos los
tiempos de comfutacién dados en las tablas son segundos del U

NIVAC 1100/60.

En la tabla 6.1 se dan las caracteristicas de tg
dos los problemas estudiados: n°de componentes; n®de vértices
y aristas en el grafo original G=(N,A)Jy n°de vértices; aris-
tas requeridas y aristas no requeridas en el grafo simﬁlificg
do Go=(Np,ApUAg).

En la tabla 6.2 figuran los resultados obtenidos
para los problemas de la tabla 6.1: valor de la cota superior,

6ptimo, valor de la cota inferior y tiemﬁo de CPU total (el
utilizado éara realizar las transformaciones sobre los grafos
y el utilizado bor el algoritmo de Branch and Bound). Por {l-
timo se dan el niimero total de nudos del &rbol de enumeracidn
y el nimero de nudos saturados bor la cota inferior Gnicamente
(no estan contabilizados los nudos saturados al encontrar una
solucidn ﬁosible ni los nudos cuyo subﬁroblema resulta ser im

posible).
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Numero
NUimero
Nuimero
Numero
NUimero
Numero

Numero

3 4 5 6 7
17 11 21 7 6
22 14 35 12 24
31 28 58 26 31
20 17 43 22 13
36 20 56 16 20
24 24 49 20 26
28 23 51 24 23
25 17 49 24 16
20 14 40 14 15
15 12 24 10 11
11 9 18 7 7
9 7 15 5 15
10 7 13 4 6
40 28 75 31 52
40 26 51 19 18
42 31 87 34 57
25 19 47 17 27
28 23 40 16 15
50 33 73 29 27
72 50 125 63 35
71 49 139 67 43
84 50 180 74 108
78 50 184 78 81
53 41 110 55 70

de Problema

de Componentes Conexas

total de vértices en el grafo original G
de vértices del grafo simplificado Ggq
total de aristas en el grafo original G
de aristas requeridas

de aristas no requeridas en el grafo Go

Tabla 6.1: Caracteristicas de los Problemas
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21
22
23
24

3-
4-
5.

7-

76
164
102
84
135
107
130
122
84
80
23
22
38
212
445
203
116
148
280
400
372
632
480
411

76
163
102

84
129
102
130
122

83

80

23

21

38
209
445
203
112
148
263
398
366
621
480
405

68
153
101

78
121

92
125
118

75
71
23
21
37

193
399
193
99
139
246
373
341
592
465
388

Nuimero de Problema

Cota Superior

Valor optimo

del RPP

Cota Inferior

Tiempo total de

Nudos del

resolucién

arbol de Branch

Nudos saturados

Tabla

6 .

2:

por la cota

Resultados

219
.615
.817
.612
.58
.14
. 357
.689
.463
.474
.159
157
125
.12
.65
.65
.61
.58

=
(S I - - R N — I — T — R U | B O . T — I —)

28.24
207.61
300.71
174.50
82.09

13
57
17
31
79
837
33

25
37

17

857
299
4293
401
227
179
1209
8923
14791
8537
5751

and Bound

Computacionales

inferior
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N W = 0 A =

150
48
1053
52
37
45
134
1135
1120
870
850
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Finalmente, en la tabla 6.3, comparamos los re-
sultados anteriores con los obtenidos utilizando el Método -
del Subgradiente para incrementar el valor de la cota inferior,

proporcionada por la solucidn de (PR(u)), v asi acortar el
proceso de enumeracidn del Branch and Bound. Realizamos 20 i-
teraciones del Método del Subgradiente en el nudo 0 del irbol
y en todos aquellos nudos donde el valor de la cota inferior
superaba el 95% del valor de la mejor solucidn posible obteni
da. El1 nimero de iteraciones bermitido aumentaba hasta un ma-
ximo de 50 si, durante las 20 brimeras iteraciones, el valor
obtenido para la cota inferior se encontraba a menos de un 2%
del dptimo local.

Como buede observarse en los resultados de la Ta
bla 6.3, el proceso de enumeracidn se acortd en algunos casos
pefo a costa de un mayor tiemﬁo de computacidon. Esta diferen-
cia de tiemfos de resolucidn crece con el tamaiio de los bro-
blemas. Asi, por ejemblo, en un problema relativamente peque-
flo como es el problema 17, el tiemﬁo empleado para resolverlo
utilizando el Método del Subgradiente fué suﬁerior a los 60 -
segundos frente a los 2.61 segundos empleados fara resolverlo
sin su utilizacidn. Estos resultados demuestran, exberimental
mente, la inefectividad de la utilizacidn del MEtodo del Sub-

gradiente para la solucidn del RPP.



10

12

13

17

UTILIZANDO M .SUBGRAD. SIN UTILIZAR M .SUBGRA.
1 2 3 1 2 3
1.862 13 A 0.219 13 A
18.960 53 12 0.615 57 1A
13.667 13 A 1.817 17 5
5.630 31 8 0.612 31 A
9.597 19 A 1.357 33 6
7.07A 25 A 0. A63 25 A
9.181 29 8 0 .A7A 37 8
0. 826 15 3 0. 157 17 3
0. 682 1 1 0.125 5 2
> 60. 2.610 AO01 52

1- Tiempo

2- Nudos
3- Nudos
Tabla

total de resolucidén (segundos)
del &arbol de Branch and Bound

saturados por la Cota Inferior

6.3: Comparacién de resultados
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6.3 COMENTARIOS Y VALORACION

El problema del Cartero Rural (RPP) es un proble
ma de Optimizacidn Combinatorial, que, como ya sefialamos, per
tenece a la clase NPC (problemas NP-completos). El hecho de -
que el RPP sea un problema NP-completo nos proporciona una i-
dea acerca de la dificultad que entrafia su resolucidn, puesto
que, a menos que NP=P, no existe ningln algoritmo acotado po-
linomialmente que lo resuelva (si existiera, todos los proble
mas de NP-P podrian ser resueltos también por algoritmos aco-
tados polinomialmente). Para ilustrar lo que se suele denomi-
nar la "explosidn combinatorial", veamos el siguiente ejemplo
de V.Klee (1980):

"si un computador necesita Unicamente 10-10 segundos para in
vestigar un determinado arbol generador de un grafo completo,
el tiempo necesario ﬁara investigar todos (nn—Z) los arboles
generadores serfa: 0.0l segundos para n=10 (n es el niimero de
vértices del grafo), 54 horas para n=15, 8.3*10S afnos ﬁara -

n=20 y 4.5*1014

afios para n=25"!

Esto exélica;mr qué. un algoritmo de enumeracidn
es Gtil Unicamente cuando trabajamos con problemas muy ﬁeque-
nos y que el objetivo de la O@timizacién Combinatorial sea el
encontrar algoritmos que sean utiles ﬁara broblemas grandes.

Intentando barticipar de éste objetivo de 1la Oﬁ—
timizaciofi Combinatorial, nosotros hemos realizado el estudio,

objeto de esta memoria, de un problema concreto, el de encon

trar un circuito que atraviese cada arista de un subconjunto
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dado incurriendo en el mfnimo coste, y hemos disefiado un algo
ritmo especifico para su resolucidn basidndonos en dicho estu-
dio. Los resultados son, creemos, positivos en dos aspectos -
fundamentalmente: en primer lugar es la‘priméra vez que que -
8ste problema aparece formulado como un PLE y es objeto de es
tudio particular, al mismo tiempo que se ofrece un mé&todo de
solucidn exacta; en segundo lugar, los .tiempos de resolucidn
son buenos teniendo en cuenta los tamafnos de los problemas re
sueltos, tiempos que permiten pensar en una posible aplicacidn
practica a problemas tales como el de recogida de basuras, lim
pieza de calles,etc. Ademds, seria posible convertir éste al-
goritmo exacto en un algoritmo €-aproximado que nos proporcio
naria, en un tiempo de computacidn sensiblemente inferior,una
solucidén €-dptima ; por l;.tantoseriacapaz de resolver con la
precisidn deseada problemas de tamafio superior a los aquil re-

sueltos de forma Gptima.
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