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HQXACIQH

La notación sobre teoría general de espacios localmente 
convexos es estardard y se remite a los libros de G.Kóthe [1] y 
P.Pérez Carreras -J.Bonet [1],

En lo referente a limites inductivos ponderados de espacios de 

funciones o sucesiones se sigue la notación de 
Bierstedt-Meise-Summers [1] y [2] . Véanse las definiciones 
correspondientes en las pág. 65-66-78 de esta memoria.

Solo una advertencia: la envoltura absolutamente convexa de un 

conjunto A de un espacio localmente convexo la denotamos por 
acx(A), salvo en el capitulo 4 donde la notación empleada es
r<A>.





IHTRODPCCIOH

El problema general al que está dedicado la memoria es el 
siguiente: determinar condiciones bajo las cuales 
E ® a (indFn) - ind(E ® 0 Fn) topológicamente (a = eó n) o bien 

EE (lndFn) =ind(EeFn) algebraicamente (E y Fn espacios localmente 
convexos). Bonet [6] prueba que si F:«indFn es un (LB) regular y 
E es un espacio de Fréchet entonces entonces se da la Igualdad 
topológica E®Jl(indFn) — ind(E®ffFn) si y solo si toda aplicación 
lineal y continua de E en F'b es acotada ( es decir transforma 
algún 0-entorno en E en un conjunto acotado de F'b). Este es el 
motivo por el cual dedicamos un primer capitulo al estudio de la 
identidad L(E,F)«LB(E,F).

En el capitulo 2 caracterizamos los espacios de Fréchet E 
tales que E ® ff(lndFn) = i n d ( E ® nFn) para cualquier limite 

inductivo indFn que cumpla Fn denso en Fn+1 (neN) y obtenemos 
algunos resultados parciales sobre conmutatividad cuandoa=e si E 
es una coyección,indFn admite partición local de la unidad y cada 
Fn es denso en Fn+1. También estudiamos en este capitulo la 
identidad algebraica Ee (indFn) - ind(EeFn).

En el capitulo tercero quedan completamente caracterizados los 
espacios de Fréchet E tales que Ó 0C(X,E) es un subespacio 

topológico de CV0 (X,E) ( o lo que es lo mismo (Bonet [4]) 
ind(C(vn) o (X) ®£E) =(indC(vn)0) ®eE) para cualquier sucesión 

ú-(vn) decreciente de pesos continuos estrictamente positivos en 
cualquier espacio topológico localmente compacto y o-cotnpacto X.

Dados un espacio topológico localmente compacto y o-compacto X 
se extiende Bonet [6] para caracterizar los pares (Ú,E)





(ó sucesión decreciente de pesos continuo y positivos en X y E 
espacio de Fréchet) tales que Ó 0C(X,E) es un subespacio 
topológico de cV0(X,E). Aqui interviene una condición de Vogt [1] 

Finalmente, en el capitulo 4 se prosigue el estudio de 
condiciones de densidad duales (véase Bierstedt-Bonet [1,2]) en 
espacio co-escalonados con valores en un (DF) . Este último 
capitulo contiene un apéndice en el que se muestra como se puede 
modificar la construcción de Taskinen en [1] para probar que
A

E'b ®eF'b no es necesariamente (gDF) (E,F espacios de Fréchet).

Para más detalles se puede leer la introducción que figura al 
principio de cada capitulo.
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CAPITULO 1 

SOBRA LA IDENTIDAD L (K, P)-LB (K, V)

IHIBODPCCIQB

En este capitulo vanos a estudiar paros do espacios (E,F) 
talos que toda aplicación lineal y continua do E en F os acotada» 
en el sentido do que oanda un entorno de 0 en E en un conjunto 
acotado de 9 *

Denotaremos por L(E»F) (resp. LB(E»F)) el espacio vectorial de 
las aplicaciones lineales y continuas (resp. acotadas) de E en F. 
Siguiendo a Defant-Floret decimos que un par (E,F) de espacios 
localoante convexos cumple la propiedad de locallzaclOn al para 
cada equicontlnuo H en L(E»F) existe U entorno de 0 en E tal que 
H(U) :-c*(T(0) :TeH) es acotado en F (es decir» H es equiacotado).

El interés en estas cuestiones parte de los resultados de 
Grothendieck (2) » que aseguran que ai E es un (DF) y F es 
Fréchet o si E es Fréchet y F es (DF)» entonces el par (E»F) 
tiene la propiedad de localizaclén. Estos resultados fueron de 
importancia» por ejemplo» en el estudio de los productos 
tensorlales proyectivos de espacios (DF).

Diversos autores proporcionaron extensiones de los resultados 
de Grothendieck (ver v.g. Ruess (1)» Defant-Floret (1)» S.Dierolf 
ID) reemplazando las condiciones Fréchet y (DF) por otras más

♦  VALÉNCIA *



generales, como existencia de sucesión fundamental de conjuntos 
acotados, condición de acotados de Mackey o propiedad numerable 
de entornos. Se tiene el siguiente resultado:

t e o r e m a . Cada -> de los siguientes pares (E,F) tiene la 
propiedad de localización:

(I) E 6 F son normados
(II) F es metrlzable y E cumple la c.n.p.(«propiedad numerable 

de entornos, i.e., V(pn ) seminormas continuas en E 3 X^X), p 
seminorma continua en E tales que pn$ X^p, neN)

(iii) E es (DF) casi-tonelado y F cumple la c.a.M.(■ condición 
de acotados de MACKEY, i.e., V  (Bn), Bn acotado en E, 3 Xn>0 , 
neN, tales que uX^Bn es acotado)

(iiil) E es metrlzable y F admite sucesión fundamental de
*

acotados.

Debe observarse que en estas extensiones no se considera en 
ningún momento el caso "simétrico". Es decir, cuando E y F son 
ambos Fréchet o (DF). El problema de caracterizar los pares de 
espacios de Fréchet (E,F) tales que L(E,F)-LB(E,F) o,
equivalentemente, que todo equlcontlnuo es equiacotado, fue
resuelto por Vogt (1). Posteriormente Bonet [5] y Terzioglu (1]
complementaron loa resultados de Vogt, analizando, en primer 
lugar, hasta que punto los resultados mencionados antes son 
óptimos y, en segundo lugar, la incidencia en este problema de 
las clases de espacios de Fréchet que han venido interesando a
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diversos autores: las coyecclones y los espacios que no cumplen 
la propiedad (•) de Bellenot y Dubinsky (1). Véanse los artículos 
de Dierolf-Zarnadze [1]» Moscatelli [1], Dierolf-Moscatelli [1], 
Bonet (2], Vogt [2], Behrends, Dierolf y Harmand [1].

El presente capitulo tiene tres secciones. La idea es ir de 
los resultados más generales y abstractos a situaciones más 
concretas.

La reiterada aparición de las coyecclones, los espacios de 
Fréchet sin la propiedad (•) de Bellenot y Dubinsky y los 
espacios localmente convexos con la propiedad numerable de 
entornos cuando se analizan cuestiones de optimalidad en la 
relación L(E,F)-LB(E,F) nos ha llevado a la introducción de dos 
clases de espacios que serán relevantes también en el siguiente 
capitulo. La primera de ellas (la clase (A) o espacios con la 
propiedad (A)) es una clase con "buena” estabilidad y que 
contiene a los espacios con la propiedad numerable de entornos y 
las coyecclones (incluso a los espacios con la condición de 

apertura de Nachbin [1]). La segunda, más amplia, denotada por 
(BD)', contiene también los espacios con la propiedad (BD) de 
Terzioglu [1] y en particular los espacios de Fréchet sin la 
propiedad (•).

Caracterizamos la clase (A) en términos de la identidad 
L(E,F)«LB(E,F) (proposición 1.1.4). Vemos la coincidencia de (A) 

y (BD)' si el espacio tiene la propiedad de aproximación acotada 
(proposición 1.1.5) y reformamos un ejemplo de Floret (1] para
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obtener una coyección G con un subespaclo denso propio F (que per 
tanto satisfacerá (BD)') que admite normas continuas pero no es 
normable.

En la sección 2 extendemos y complementamos el estudio 

abstracto de Bonet en [5] para considerar hasta qué punto ciertas 
condiciones en la identidad L(E,F)=LB(E,F) son necesarias y 
suficientes. Los resultados más dignos de mención son las 
proposiciones 1.2.2 y 1.2.3

En la sección 3. añadimos al estudio de Vogt en [1] algunos 
nuevos resultados. Si E es un espacio de Fréchet nuclear se 
caracteriza completamente cuando L(XP(A) ,E) =LB (XP (A) , E), 1 <p£«®, 
o cuando L(E,Xp (A) ) =LB(E, Xp (A) ), 1 < p S  «, (Prop. 1.3.1.1. y
1.3.1.3) También se caracterizan los pares de espacios (DF) (E,F) 
tales que L (E,F)®LB(E,F). Esta caracterización se aplica a dos 
situaciones concretas que no pueden deducirse directamente de 
Vogt. En particular se caracteriza la identidad 
L (E,“f)0C (X) ) =LB (E,,0oC(X)) cuando E es un (DF)-casitonelado y 
0oC(X) es un limite inductivo ponderado de funciones continuas 
para una sucesión decreciente de pesos continuos ó=(vn) que sea 

regularmente decreciente (Teorema(1.3.2.3)).
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SECCION 1.1

Bellenot y Dubinsky [1] prueban que un espacio de Fréchet 
separable E admite como cociente un escalonado de Kóthe nuclear 
si y solo si E tiene la propiedad

(*) 3 1 Vk 3J : sup(|| u I I * :  u e E¡ II u H’ s 1) -

siendo ( ll*llk) una sucesión fundamental de semlnormas continuas 
y E'k el espacio de Banach determinado por la norma dual ll'll*k 

en E'.

Nachbln 11], en su estudio de factorlzaclón holomorfa, dló la 
siguiente definición:

Un espacio E satisface la condición de apertura si para cada U 
0-entorno en E existe V 0-entorno en E tal que para todo H 
0-entorno en E podemos encontrar p>0 : VSpW + Ker p0 , es decir, 
E/Kerp es normable para cada seminorma continua p en E.

Los espacios de Fréchet con la condición de apertura se llaman 
coyecclones (Bellenot-Dubinski [1]) y son precisamente los 

limites sobreyectivos numerables de espacios de Banach (Dineen 
(l;cap.6J). Las coyecclones han sido consideradas por varios 
autores (ver v.g. Bellenot-Dubinski [1] , Bonet (2,4,5],

Dierolf-Moscatelli [1] , Dineen [1] , Grothendieck [2] ,

Terzioglu [1] , Vogt [2]).
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Terzioglu [1], para tratar cuando toda aplicación lineal y 
continua entre dos espacios localmente convexos es acotada, 
considera también la siguiente condición sobre un espacio E :

(BD) : Para cada ü 0-entorno en E existe V 0-entorno en E tal
que para todo W 0-entorno en E podemos encontrar p>0 de manera 

que W° n  E'0oSpV°.

Si E es un espacio de Fréchet, ésta es la negación de la 
condición (*) . Tomando polares es fácil comprobar que si un 
espacio satisface la condición de apertura entonces también 
satisface (BD), pero el reciproco no es verdad:

Behrends, Dierolf y Harmand [1] dieron un ejemplo de espacio 
de Fréchet no normable que admite normas continuas (luego no 
puede ser una coyección) y cumple (BD).

Terzioglu [1] diferencia la condición de apertura de la 
condición (BD) por medio de la identidad L=LB. Más concretamente, 
prueba las siguientes caracterizaciones:

(1) E satisface la condición de apertura si y solo si 
L(E,F)*LB(E,F) para cualquier espacio F que admita normas 
continuas.

(2) Si E satisface (BD) entonces L(E, F)=LB(E,F) para 

cualquier espacio tonelado F con base de Schauder y normas 

continuas.
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(3) Si E es un espacio de Fréchet y L(E,X1(A) )-LB(E,X1(A)) 
para todo KOthe nuclear X1(A) , entonces E satisface (BD).

Véase Bonet (5].

La siguiente condición fue implícitamente considerada por 
Grothendieck [1]:

Se dice que un espacio E tiene la propiedad numerable de 
entornos (c.n.p.) si para cada sucesión (pn) de semlnormas 
continuas en E existen cn>0 y p seminorma continua en E tales que 
p^c^p, neN. Todo (gDF) tiene esta propiedad (ver Bonet [3] y 
Floret (1] para más detalles).

Introducimos ahora una propiedad más general que la condición 
de apertura y la (c.n.p)

DEFINICION 1.1.1
(A) : Para cualesquiera U 0-entorno en E y (0n) sucesión de

0-entornos en E existen V 0-entorno en E y X^O (neN) tales que 
V C ^ ü n + Ker p0 , neN.

Es decir, un espacio E tiene la propiedad (A) si E/Kerp 
tiene la (c.n.p) para toda seminorma continua p en E.

Tomando polares, la propiedad (A) implica la siguiente 

extensión natural de la condición (BD):

7



DEFINICION 1.1.2
(BD)' : Para cualesquiera O 0-entorno en E y (ün) sucesión de

0-entornos en E existen V 0-entorno en E y X^>0, neN, tales que 
E'0o n  un°£\,V0, neN.

Es claro que en espacios metrlzables la propiedad (A) (resp. 

(BD)') es equivalente a la condición de apertura (resp. (BD)).
Más adelante se verá el papel que juega la condición (BD)' en 

la conmutatividad entre limites inductivos y productos 
tensoriales.

EJEMPLOS 1.1.3. Los siguientes espacios satisfacen la
condición de apertura:
(1) Espacios localmente convexos con su topología débil.
(2) C(X,F) dotado con la topología compacto-abierta, para cada 

espacio completamente regular X y cada espacio normado F.
(3) Lploc ( p.,F) para cada medida de Radón positiva )i en un 

espacio topológico X, cada espacio normado F y l£p£oo.
(4) C*(U,F), l£m<oo, para cada abierto no vacio U de Rn y cada 

espacio normado F.

Veamos ahora la relación de la condición (A) con el hecho de 
que toda aplicación y continua entre dos espacios localmente 

convexos esté acotada.
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PROPOSICION 1.1.4. Son equivalentes:

(a) El par (E,F) tiene la propiedad de localización para todo 
espacio metrlzable F.

(b) L(E,F)-LB(E,F) para todo espacio metrlzable F que admita 

normas continuas.
(c) E tiene la propiedad (A).
Dem: (b)—> (c). Sean U 0-entorno en E y (Un) una sucesión de 

0-entornos en E que cumpla + C Un C U, neN. Denotamos por
k :E > E/Kerpa la aplicación cociente. (x(Un)) es base de
0-entornos para una topología (T) localmente convexa y metrlzable 

en E/Kerp„. Sea F:-(E/Kerpg,t) . Es claro que F admite normas 
continuas, luego L (E,F)«LB(E,F) y por tanto podemos encontrar V 
0-entorno en E tal que *{V) es acotado en F, lo que significa que 
existen Xn>0,neN, de modo que n (V) C Xnx (Un), es decir,
VCXnUn + Kerp0, neN.

(c ) —> (a) .Sea H un equicontinuo en L(E,F), (Wn) base de 
0-entornos en F y l il i  una norma continua en F. Para cada neN sea 
Un 0-entorno en E tal que T(Un)CWn V TíH y sea U 0-entorno en E 
tal que ||t(x)IIs1 para todo xeü,T€H. Por (c) encontramos V 

0-entorno en E y Xn>0 cumpliendo V S XnUn + Kerp0, neN.Pero 
T(x)»0 si x€KerpD, Te H y por tanto T (V) C XnT (Un) C XnWn para todo 
neN,TeH, lo que prueba que TeLB(E,F).

Aprovechamos las técnicas de Terzioglu para probar lo 
siguiente:
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PROPOSICION 1.1.5. Si un espacio E con la propiedad de 

aproximación acotada cumple (BD)1 entonces también tiene la 
propiedad (A) .

Nota; Esta afirmación no se puede probar directamente de los 
resultados (1) y (2) de Terzioglu (ver pág. 6) aún cuando la 

propiedad de aproximación acotada se sustituya por existencia de 
base de Schauder.

Dem: Sea (fa:oeD) una red equicontinua en L(E,E), formada por 
operadores de rango finito, que converge puntualmente a la 
identidad. Fijamos p seminorma continua en E. Tenemos que probar 
que E/Kerp tiene la (c.n.p.). Para ello, sea (An) una sucesión de 
0-entornos absx. y cerrados en E/Kerp, y para cada neN tomemos 
un 0-entorno Un en E tal que *p(On)SAn siendo 7tp la aplicación
cociente E >E/Kerp. Queremos probar que existen V 0-entorno en
E, Xn>0 tales que ítp(V) CXnítp(Un), neN.

l.Sea q una seminorma continua en E con la propiedad 
p(fa (x))Sq(x) para cada xeE, aeD. Cada fa induce una aplicación
lineal y continua fa:E/Kerq > E/Kerp, f0 (7Cq(x)) :=î ,(fa (x)), y
sabemos que la red (fa (n̂  (x) :aeD) converge a np (x) para cada 
xeE.Sea U: = (xeE:q(x)S¡l) 0-entorno en E. Para cada neN sea Vn 
0-entorno en E, VnSU, tal que f0(7iq(Vn) )£iip(Un) para todo aeD. 
Por hipótesis, existen V 0-entorno en E y Xn>0 tales que 

E'uO nVn°SXnV°, neN.
2. Cada fa tiene rango finito y por tanto encontramos 

(ltpyna: lSnSN0) sistema linealmente independiente en E/Kerp y
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|y*n,a:lSnSNa)CE' tales que
N

f (« (z))-Z*y (z)ic (y ) para todo zeE.a <1 n.a P n.an-1

Sea wn*“1lp(ün)* Dados aeD, xeV, neN se cumple

P, (fa («q(x))-sup(|<fa (*q(x),v >| : V€WB) -

M N

s u p d ^ y  (x)v(* y )l : veW°) - sup(|<^v(x y )y ,x >| :
® ® • ftfO ®n-1 n n-1

.<&veW ) S sup(p ,(7.v(x y )y ) : veW).n u P D,.a n,a nv n-1

3. Veamos que (y*na:aeD, l£n£Na) £ E ' yO. En efecto, la norma
inducida por p en E/Kerp y I(PnJtpyna: l£n£Na) » sup ( lpn |: l£n£Na)
son dos normas equivalentes en Imfa (pues tiene dimensión finita) 
y por tanto existe Ca>0 tal que 1y*na(x) I £ Cap (f a (xqx ) ) = 
Cap(ía{x) )SCaq(x) para todo xeE, lo que nos dice que y^^eE'jjO .

4. De 3. y 1. deducimos
N

V? * o
P* (f„ (V n  iSUp(pv«(^ V<V „ a )yn.«) : *n M n-1

£
n-1
4

X s u p ( | < ^ v ( * y  )y , z >1 : veW°, zeV ) -n p n.a n.a n n

X sup(p ( X v ( x y ) y ) : veW°)v° , P n.a n.a "
n n_1

n

X sup (|< v, / . y *  ( z ) « y  > I : ve W °, zeV )n r n.a P n.a n nn-1

X s u p ( | < v ,  f (Jiz)>|:veW , z e V J ^ Xn a 4 n n n

11



pues fa < V vn>>SV Un> Wn*

En consecuencia

pw (Jt x) ¡SXn para cualesquiera neN, xeV , lo que prueba que
n **

n ( v i c U j o í•p n p 11 w  n n

Concluimos que E/Kerp tiene la (c.n.p).

El mismo razonamiento prueba el siguiente resultado:

PROPOSICION 1.1.6. Si un espacio E con la propiedad de 
aproximación acotada cumple (BD) entonces también satisface la 
condición de apertura.

En particular, un espacio de Fréchet con la propiedad de 
aproximación acotada es una coyección si y solo si no tiene la 
propiedad (*).

Una pequeña modificación de la prueba de la proposición 1.1.5. 
permite probar la siguiente extensión de un resultado de 

Terzioglu [1] (véase (2) en pág. 6 ) :

PROPOSICION 1.1.7. Si E cumple (BD), F admite normas continuas 

y tiene la- propiedad de aproximación acotada entonces 
L (E,F)=LB(E,F). Indicación: Sea (fa :aeD) una red equicontinua 
en L(F,F) formada por operadores de rango finito, que converge
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puntualmente a idF.
N

f (y) y (y) .y siendo (y :n£N ) un sistema linealmente
a  ámU » .a  n .a a ,a  an-1

*
independiente en f (F) y (y :l£n£N )CF'.

a  n ,a  a

Sean l i l i  y U dos normas continuas en F con la propiedad ||f0y||s 
lyl para todo aeD, yeF.

Dado TeL(E,F) existe U 0-entorno en E tal que 
para todo xeE. Sea V el 0-entorno en E dado por la condición
(BD). Entonces T(V) es acotado en F:
Dado A 0-entorno en F tal que |y I £ 1 para todo ye A sean B

0-entorno en F, W 0-entorno en E yp> 0 tales que
a) BC A, f0yeA para todo aeD, yeB
b) T(W)CB
c) W ° n E ,ü0 CpV°

Se razona como en la proposición 1.1.5. para probar que 
*

(y oT : lSnSN ) C E '  . y poder concluir con ayuda de a), b) y n.a a

c) que T(V)C1PA

La proposición 1.1.4. es útil para establecer propiedades 

hereditarias.

PROPOSICION 1.1.7.
(1) La propiedad (A) es estable por cocientes
(2) Si F es denso en E y F cumple (A) entonces E también
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cumple (A)

(3) SI cada En,neN, tiene la propiedad (A) entonces 
E:=0(En:neN) también satisface (A) .

(4) SI cada E¿ (leí) cumple (A) entonces E:=ri(E¿:leI) también 
cumple (A).

Dem: Nos limitaremos a (3) y (4).

(3) Sea F un espacio metrlzable que admita normas continuas y 
fijemos TeL(E,F). Para cada neN se tiene TJn€L(En,F) =LB(En,F) , 
siendo Jn la Inclusión canónica de En en E, luego existe Un 
0-entorno en En tal que Bn:-T(Jn(Un)) es acotado en F. Al ser F 
metrlzable encontramos on>0, neN, tales que B:=u(<JnBn:neN) es 
acotado en F. Pero entonces ü:=2*(on2-nJn (Un)) es un 0-entorno en 
E y T(U) Sacx(B), con lo cual TeLB (E,F) .

(4) Sea F metrlzable con una norma continua p y TeL(E,F). 
Existe U 0-entorno en F tal que p(x)£l si xeü y en consecuencia 
encontramos J subconjunto finito de I de modo que 
T(II(E^:ié J) ) * {0}.

Por (3) la restricción de T a Il(E^:ieJ) está en 
LBdltEiiieJ) ,F) luego existe V 0-entorno en Il(E¿:leJ) tal que 
T{V) es acotado en F. Pero entonces W:“VxIl (E¿: le J) es un 
0-entorno en E y T(W) es acotado en F.

Veamos ahora qué ocurre con la condición (BD)':
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EflQPQSICIQM 1.1.^.
(1) (BD)' es estable por cocientes y productos arbitrarios

(2) Si F es un subespacio denso de E entonces E cumple (BD) 1 
si y solo si F cumple (BD)'

(3) (BD)1 es estable por sumas directas numerables

Dem: Nos limitamos a comprobar (3).Sean En, neN, espacios que 
cumplen (BD)' y llamemos E (En :neN). Dados Un 0-entorno en En y
(Un m :m€N) sucesión de 0-entornos en En escribimos 

Vm:*©(UnjB:neN) ,meN y U: ~© (Un:neN). Tenemos que probar que 
existen W 0-entorno en E y ^>0 tales que E'yO O  Vm C X^W0 para 
todo meN.

Para cada neN existen Wn 0-entorno en En y 8n#m>0, meN, tales 
que

Sean máx(l, 8n>B :m S n) y máx(l, 8n>B :n <, m) .
Entonces 8n>B S on8^ y por tanto

n

Claramente

(En)' fl n ll)M ) c V í»lli,l°' n,meN; de donde

Es decir,
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Wi-^2 \ \  es un 0-entorno en E que cumple
n

0 . 0E' .OV /'"‘A W para todo meN0 b rO

(A) y (BD)' no son estables por sumas directas no numerables 
pues ®(R:reR) tiene la propiedad de aproximación acotada, admite 
normas continuas y no tiene la c.n.p.(ver S.Dierolf [l;p,16]). 
(A) y (BD)' tampoco son estables por subespacios cerrados:
Basta pensar en el ejemplo de subespacio cerrado reflexivo de 

una coyección que no es coyección (Dierolf-Zarnadze[1]) y tener 
en cuenta que un Fréchet reflexivo es coyección si y solo si 
cumple (BD) (Bellenot-Dubinski (1]).

Floret[2] dió un ejemplo de limite inductivo estricto E:»indEn 
que no admite normas continuas a pesar de que cada uno de los 
espacios En es metrlzable y admite normas continuas.Una 
reformulación de este ejemplo nos permite obtener una coyección 
con un subespacio denso (que necesariamente ha de satisfacer 
(BD)) que no cumple la condición de apertura.

EJEMPLO 1.1.9.

Sea (E, IIII) un espacio de Banach con un subespacio cerrado L 

que no está complementado (ejemplo cQ y loo). Sea F un 
complemento algebraico de L en E . Haremos uso del siguiente lema
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Lema (Floret 121 ) : Si L*H1© H 2 (tropológlcamente) , H2 tiene
dimensión finita y H2CF  entonces Hj O  F #(0).

Dado LjC-L, por el lema anterior, encontramos x26 F H L 1, x2*0. 

Sea L2 un complemento topológico de sp(x2) en L̂ : L-Lj-L^sp (x2) 
topológicamente. Por inducción encontramos (Ln:n€N) subespacios 
cerrados y x ^ F r >  L,,.!, xn*0, tales que Ln_x = Ln ©  sp (xn)

topológicamente.
Sea Fn:« F ©  sp (x2, ..., xn) algebraicamente, con lo cual E=Fn©Ln 

algebraicamente, n£2, y sea qn la norma cociente en (E, I U I ) / L n. 

(E/Ln,qn) es un espacio de Banach para todo neN, y además la

aplicación canónica xn>n+1: (E/Ln+1,qn+1) >(E/Ln,qn) es lineal,
continua y sobre. Entonces ‘E:-pro j { (E/Ln, qn) ;«ní n+1) es una
coyección. Sea la aplicación canónica E >E/Ln y tomemos

F:- ((î x : neN) : xeF).
(1) Veamos que F es denso en E. Para ello es suficiente 

comprobar que *n(F) es denso en (E/Ln,qn) para cada neN. Pero, 
dados xeE y e>0, existe un único yeFn tal que Knx - Rny y al ser 

FnCF^H existe zeF cumpliendo ||y-z||¿£, con lo cual

qn(*nx - Knz) - qn(JtnY * *nz) * lly-z ll̂ e.
r *(2) Probamos ahora que F admite normas continuas.

Sea rn:E > E/Ln la aplicación canónica. Si xeF y

q^níí^x '• meN))-0 entonces qn(nnx)«0, luego xeLnO F  - (0). 
Por tanto la restricción de qnrn a F es una norma para cada neN.

(3) Para terminar veamos que ^ no es normable. En efecto, 

^nrn< <*mxn+l:meN> > =c?n<nnxn+l> =° Pues xn+leLn' sln embargo
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<*n+lrn+l * <*mxn+l : meN> > " <Jn+l <*n+lxn+l> > 0 Pues xn+l«Ln+l' y Por 
tanto {z gE : qnrn(z) £1} no es absorbido por (zeT-f : qn+irn+i ^ D» 
con lo cual E no es normable y por densidad no puede ser 

normable.
Finalmente notemos que, por (2) y (3), F no cumple la 

condición de apertura, pero F si satisface (BD) pues (BD) se 
hereda por subespacios densos y E es una coyección.

SECCION 1 .2 .

Incluimos en esta sección algunos resultados abstractos acerca 
de la igualdad L=LB que extienden y/o complementan Bonet[5].

Con el mismo argumento de la proposición 1.1.4. se pueba la 
siguiente

PROPOSICION 1.2.1. Son equivalentes:
(a) El par (E,F) tiene la propiedad de localización para todo 

espacio metrlzable F.
(b) L(E,F)=LB(E,F) para todo espacio metrlzable F.

(c) E tiene la (c.n.p).

Recordamos que un espacio localmente convexo F cumple la 
condición de acotados de Mackev (c.a.M.) si para cualquier 

sucesión (Bn) de acotados en F existen cn>0, neN, tales que
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U(cnBn:neN) es acotado en F. Esta codlci6n ha sido usada por S. 
Dlerolf[l] en un estudio de la conmutativldad entre limites 
inductivos y proyectivos y espacios de aplicaciones lineales y 
continuas.

PROPOSICION 1.2.2. son equivalentes:

(a) El par (E,F) tiene la propiedad de locallzaci6n para todo 
E (DF)-casitonelado.

(b) L(E,F)«LB(E,F) para todo E (DF)-casitonelado.
(c) F cumple (c.a.M.).
Dem: (c)-Ma). Sean H un conjunto equicontinuo en L(E,F), (A,,) 

sucesión fundamental de acotados en E. Cada H(An) :-u(T(An) :TeH) 
es acotado y F cumple (c.a.M.) luego existen cn>0, neN, tales que 
B:-U(cnH(A„) :neN) es acotado en F. Pero entonces U:-u(cnAn:neN) 
es un 0-entorno en E al ser E casitonelado y T(U)£B VTeH, lo 
que prueba que H es equiacotado.

(b)-Me). Sea (Bn) una sucesión de acotados en F, con Bn £ Bn+1.
Entonces Eí-indFg,, es un (DF) -bornológico y la inclusión i:E >F
es continua. Por hipótesis ieLB(E,F), es decir, existe U 
0-entorno en E tal que i (0) es acotado en F. Sean cn>0, neN, de 
modo que acx(U(cnBn:neN))£ ü. Entonces u(cnBn:neN) es acotado en 

F, lo que prueba que F cumple la (c.a.M.).

PROPOSICION 1.2.3. Son equivalentes:

(a) El par (E,F) tiene la propiedad de localización para todo 

(LN) E:»lndEn con En denso en En+i (neN).
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(b) L (E,F)»LB(E,F) para todo (LN) E: = indEn con En denso en 

En+1*
(c) Para todo acotado B en F, sp(B) cumple la (c.a.M.) (con la 

topología inducida por F).

Nota; Si F-G'b, G casitonelado, entonces (c) es equivalente a 
que G cumpla (BD)'.

Dem; (c)-> (a). Dado E: = indEn (LN) con En denso en En + 1, 
denotamos por xn la topología de En y por Aj, la bola unidad de En. 
Sea H un conjunto equicontinuo en L(E,F). Entonces (T|En:T€H} es 
un equicontinuo en L(ind(Ej,Tn), F) y por tanto B :=H(Aj) es 
acotado en F. Por hipótesis sp(B) cumple la (c.a.M.) y además 
(H(Anr(E1)) es una sucesión de acotados en sp(B), luego podemos 
encontrar cn>0, neN, tales que U(cnH(AnnE1) :neN) es acotado en 
sp(B) (luego en E) .Pero entonces U:=acx(Uc^An^E!) :neN) es un 
0-entorno en ind(E¿,Tn) y H(ü) es acotado en F. Puesto que 
indtEj,^) es un subespacio topológico denso de indEn concluimos 
que H es equiacotado en L(E,F).

(b)-> (c) . Sea B un conjunto acotado en F y supongamos que 
sp(B) no cumple la (c.a.M.). Entonces podemos encontrar una 
sucesión (Bn) de acotados en sp(B), B S B n S B n+1, neN, tal que 
u(cnBn:neN) no es acotado en F para ninguna sucesión (cn) de 
números positivos.Sea En;-(sp(B), topología inducida por FBn). 

Entonces E:=indEn es un (LN) y cada En es denso en En+1.Si i
denota la inclusión E > F es claro que ieL(E,F) pero i*LB(E,F),

lo que está en contradicción con (b).
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No es difícil comprobar que si sp(B) cumple la (c.a.M.) para 
todo acotado B en F y E es un (DF)-casitonelado con un acotado 
total, entonces (E,F) tiene la propiedad de localización.

PROPOSICION 1.2.4. son equivalentes:

(a) El par (E,F) tiene la propiedad de localización para todo 
espacio E con un acotado total.

(b) L(E,F)-LB(E,F) para todo espacio E con un acotado total.
(c) sp(B) es normable para todo acotado B en F.
Dem:. (b)-»(c). Dado B acotado en F tomamos E:-(sp(B),topología 

inducida por F). Claramente E tiene un acotado total (B), luego
L(sp(B),F)-LB(sp(B),F) y en particular la inclusión sp(B) »F

es acotada, lo que quiere decir que existe U 0-entorno en sp(B) 
que es acotado en F, es decir, sp(B) es normable.

(c)-» (a). Sea H un conjunto equicontinuo en L(E,F) y A un 
acotado total en E. B:-H(A) es acotado en F, luego sp(B) es 

normable y por tanto (T|Sp(A) : TeH) es equiacotado en 
L(sp(A),sp(B)). Sea pues U un 0-entorno en sp(A) tal que H(U) es 
acotado en sp(B) (luego en F) . Entonces I) es un 0-entorno en E y 
H (TT) es acotado en F.

PROPOSICION 1.2.5. Para un espacio tonelado E, son 

equivalentes:
(a) L(E,F) -LB(E,F) para todo espacio F tonelado que sea unión 

creciente de subespacios cerrados generados por acotados.

(b) E es casi-Baire.
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Dem: (a) —> (b) . Si E no es casi-Baire entonces E contiene a 9 
complementado (Pérez Carreras-Bonet [1]) y por tanto L (E,q>) *LB (E,<p)

(b)-»(a). Por hipótesis F=U(Fn:neN), Fn cerrado, (Fn) creciente 

y Fn=sp(Bn), Bn acotado absx. en F. Si TeL(E,F) y En:=T_1 (Fn) 
entonces (En) es una sucesión creciente de subespacios cerrados 

de E y E=UEn luego existe pe N tal que E=Ep (pues E es 

casi-Baire). Pero entonces ü:=T_1 (Bp) es un tonel, luego un 
0-entorno en E, y T(U) es acotado en F.

OBSERVACIONES 1.2.6.

(1). Supongamos E y F casitonelados. Entonces son 
equivalentes:

(a) L(E,F'b)=LB(E,F'b)
(b) L(F,E'b)*LB(F,E'b)

Dem: Por simetría basta ver que (a)—» (b). Sea pues TeL(F,E'b). 
Entonces fcTeL ( (E'b) 'b,F'b) luego IgSL (E,F'b) =LB (E,F'b), lo que 
quiere decir que existen ü 0-entorno en E y V 0-entorno en F 
tales que t-TdJ) £V°, pero entonces es claro que T(V) S U 0 lo que 

prueba que TeLB(F,E'b) .
Como consecuencia, si E es (DF)-bornológico y d=(vn) es una 

sucesión decreciente de pesos en un conjunto de índices I, 
entonces L(E,k,*,(£) ) «LB (E, k^td) )<=>L (X1 (A) ,E’b) =LB (X1 (A) ,E'b) :

En efecto, L(E,k0O(,d)) =LB(E,k00('d)) es claramente equivalente a 
L (E, Kqo (V) ) =LB (E, Koo (V)) pues k^-d) y K^fV) tienen los mismos 
acotados, y esta última igualdad es equivalente a
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L (X1 (A) ,E *b) -LB (X1 (A) , E 'b) 
pues X1 (A) 'h^KgoíV) (Bierstedt-Meise-Summers[21)Estoasu vez 
es equivalente a

V(k(1))T 3k Vn 3l0-l0(n),Cn>0 :
ib ii« k(l) ¿ Cnmáx( |lu|l1Vk)1) (1) : 1£1S10) VueEMel, siendo

(INI. ) un sistema fundamental de semlnormas en E' .O D
Véase Vogt [1].
(2). Si E es casitonelado y L(F'b,E'b)-LB (F'b,E'b) entonces 

L(E,F)-LB(E,F):
Dem: Si Te L(E,F) entonces ^TcLtF'h^E'h) y por tanto existen B 

acotado en F y U 0-entorno en E tales que t*T(B0) C U 0. Pero 
entonces T(U) SB°° y TeLB(E,F).

Sin embargo, el reciproco de (2) no es verdad:

EJEMPLO 1.2.7. Sean E:«» y F un espacio de Fréchet no 
normable que admita normas continuas y cuyo dual fuerte sea un 
(LB) estricto (Behrends-Dierolf-Harmand [1]). Claramente 
L(E,F)-LB(E,F) pues E es una coyección, pero L(F'b,<p)#LB(F'b,<p) 

pues <p es un cociente no normable de F'b.
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SECCIQH-l«a

Concluimos este capitulo con algunas observaciones acerca de 
la igualdad L(E,F)=LB(E,F) para pares (E,F) de espacios de 

Fréchet o (DF).

1.3.1. El caso Fréchet.
Vogt [1] caracteriza la identidad L(E,F)=LB(E,F) para pares 

(E,F) de espacios de Fréchet. Para ser precisos, sean E,F, 
espacios de Fréchet, (II. II*) (resp. (1.1*)) denotará un sistema 
fundamental de seminormas continuas en E (resp. F) . La norma 
dual de 11.11* viene dada por llu||**:-sup{ |< u,x >| : llxll* £ 1 ), 
ueE', y toma valores en R+U(«o). Para cada TeL(E,F) escribimos

I Ir I ln,k: *sup { |Tx |„ : llxll* £ 1)

TEOREMA (Vogt [1]). Son equivalentes:
(a) El par (E,F) tiene la propiedad de localización.
(b) L(E,F)«LB(E,F) .
(c) Para cualquier sucesión creciente (k(l)) de naturales 

existe un natural k tal que

para cada n natural encontramos l0=l0 (n) natural, Cn>0 :

I Ir I ln, * 5 Cn.máx( I Ir I llf * (i) : 1 S 1 £ 10 ) para todo TeL (E,F) 
que cumpla | |t I |j_ k (ij < 00 para todo leN.
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(Brevemente: V (k(l))T 3k Vn 3l0-l0 * Cn>0 :

I lT I ln , k S C„.máK( lililí,»,i, : 1 S 1 S 1 0 )

VT€L(E,F) : ||T||1#k(1)<«o VI.)

En lo que sigue A- (ak (1) ) j f N es una matriz de Kóthe, 
0<ak (i)£ak+1 (1), vk (i) :-ak (i)-1 y E es un espacio de Fréchet con 

sistema de fundamental de semlnormas ( m i » -
Vogt aprovecha el teorema anterior para caracterizar, en 

términos de la matriz A y las semlnormas (resp. normas duales) 
de E, la identidad L (X1 (A) , E)-LB (X1 (A) ,E)
(resp. L(E,X°“(A) )-LB (E, X°°(A) )) .
Veamos que las mismas caracterizaciones siguen siendo válidas 

para espacios escalonados de orden p,l<p£oo,si suponemos E 

Fréchet-nuclear.

PROPOSICION 1.3.1.1. Sea KpS«». Consideremos las dos 
siguientes afirmaciones:

(a) L(XP(A),E)«LB(XP(A),E)
(b) V (k(1))f 3k Vn 3l0,C>0 :

llyllnvk (i) £ C.máx( lly Hivk{1) (i) : 1 i 1 5 10) Vi€l,yeE.

Entonces:
(a) implica (b) y las dos afirmaciones son equivalentes si E 

es Fréchet-nuclear.
Nota: La afirmación (b) es equivalente a la identidad 

L(X1(A),E)-LB(X1(A),E) (Vogt (1)).
Dem: (a)-»(b). Se razona como en (Vogt (l;prop.1.3)). Si E es
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Fréchet-nuclear entonces (b)-*(a):
1.Hagamos la prueba para p=«o.En denotará el cociente 

E/Kerll. Iln con la norma inducida por IUIn
Vn: = {yeE: llyl^l}. Pm (x) :-sup(am (i) |x(i) |:iel) V x= (x(i) )eX°°(A)
Al ser E nuclear encontramos una sucesión creciente de naturales
(K(l)) tal que para cada 1 la aplicación canónica ---> Ej es
absolutamente sumante, es decir,

^lly(i) 1^ <. sup(^£ l< y (i) ,u > I: ueV^(1))
le  J le J

para cualesquiera J subconjunto finito de I, (y(i):ieJ) SE.
Fijemos ahora TeL (X°° (A) ,E) . Por continuidad encontramos una 

sucesión creciente de naturales (k (1)) y C1 >0, leN, tales que 
Ib (x) ||jf{1j (x) para todo xeX°°(A). Sea k el natural dado
por la condición (b) . Entonces U: = {xeX°°(A) : Pk(x) £1} es un
0-entorno en X°°(A).Vamos a probar que T(U) es acotado en E. Sea 
para ello x=(x(í))eD. Dado neN sean 10,C>0, dados por (b) . 
Entonces

lfr(x) I ^ S U ( i )  I ib-(e±) || .vk(l) ̂ 5 LllT(e1) ll„vk(i) £
1 1 i 1o o

Hivk(i)(i) ̂ c* X suP(X l <Tei' u >K<l>(i,: ueV7(i))
1-1 i 1-1 i

Fijemos l £ l á l 0 y ueV^jj0.
Sea H: = {x=(x(i) JeK1 : Pk (1} (x) =sup (ak (1) (i) |x (i) |: ie I) < «>} 

dotado con la norma Pk (i) - Claramente (X°°(A) ,Pk ) es subespacio
normado de H y la aplicación H ---> 1°°(I),

(x (i) )---» (x(i)ak(1) (i)), es una isometria. uoT es una forma
lineal y continua sobre (X°°(A) ,Pk ) de norma menor o igual que
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C1# luego, por el teorema de Hahn-Banach, existe g€d°°d))' tal 

que llglIsCi y <9* (y(l))> - < uOT, (y (i) vk (1) (1) ) > para todo
(y (1) vk (1 j (1) ) e X00 (A) . Pero g |co ( j j e 11 (I) , es decir, existe 
(b(1) leí1 (I) tal que

<g, (x (1) )> = ¿ rfx(l)b (1) para todo (x(l))ec0(I) y además> = y ,

Xlb(i) U c x.
1

Entonces, de las Igualdades <uOT,e^> - <g,ak j (j))e 

ak(D (j)b(J) , jel, deducimos

^|<uoT, e4 > |vM1) (i) - ^ b { i ) l á C 1 y por tanto ya podemos
i
i.

concluir que Ifl (x)
1-1

Puesto que xeU y neN eran arbitrarios, esto nos dice que T(U) 

es acotado en E.
2. Para l<p<«»el razonamiento es el mismo pero usando el

hecho de que cada una de las aplicaciones  > Ej es
absolutamente q-sumante (p_1+q_1-l), más concretamente,

_i_ _i_

(^L(lly(i) llj)*1) q £ sup( |<u, y(i)>hq : ueV4,i)>
le J le J

para cualesquiera J finito, (y(i): ieJ) C E.

Para estudiar la situación L(E,XP(A))-LB (E, XP(A)) necesitamos 

primero el siguiente
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LEMA 1.3.1.2. Sea E un espacio nuclear (no necesariamente 
metrlzable).

(a) Sean l<p,q<oo,p“*+q-1=l.Si TeL(lq,E) entonces (Tfej))elp(E)
(b) Si TeL(c0,E) entonces (Kej) )el1 (E) .

Dem; Probaremos solo (a) pues la prueba de (b) es análoga.

Sea r una seminorma continua en E. Al ser E nuclear existe s 
seminorma continua en E, s^r, tal que la aplicación canónica de 
Es en Er es absolutamente p-sumante:

JL 2.
(/^(r(x(i)) )p)p £ suP ((Y| < x (i) , u > h P : u€ü° )s

i e J  ie J

para cualesquiera J finito, (x(i) : ieJ) SE, con lo cual
_i_ _i

(Y(r (Te^ )P) P ú sup((X |<e1,tT u > h  P : ueüJ  ■
i  i

Pero tT(üs°) es acotado en lp, luego existe C>0 tal que para 
cada ueUs° existe b=(b(i))elp cumpliendo

( Y b ( i ) h P £ C  y ya(i)b(i) =<a, tTu> para todo a=(a(l) )elq. 
i  i

En particular < eA, ̂ Tu > = b (i) y por tanto
_i

(Yl<e., tTu>P>) p í C para todo ueU° lo que prueba que
i 1 s

y(r(TeA))P < oo. Concluimos que (Te )elP(E). 
i

A partir de ahora supondremos que I = N.
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PROPOSICION 1.3.1.3. Sea 1 £ p <«», E Fréchet con sistema

Entonces:

(a) implica (b) y las dos afirmaciones son equivalentes si E 

es Fréchet-nuclear.

ÍLfiJLa.. La afirmación (b) es equivalente a la identidad 
L (E, X°°(A) ) = LB (E, X°°(A) ) . Véase (Vogt [1]).

Dem:Para probar (a)—»(b) se razona como en (Vogt [l;prop.1.4]) . 

Si E es Fréchet-nuclear entonces:
(b)-»(a) 1. Haremos la prueba para l<p<«». Sea l<q<«o dado 

por p-1+q_1=l. Por la observación 1.2.6.(1) es suficiente 

comprobar que L (indlq (vn), E *b) = LB (indlq (vn) , E'b) (el dual 
fuerte de indlq(vn) es XP(A). Véase Bierstedt-Meise-Summers [2]).

Sea TeLUndl^v^, E'b) . Para cada neN Tllq(vn)e L (1* (vn) , E'b) 

luego (T(eA)/vn(i)) e1P(E’b) (lema anterior) y en consecuencia 
existe una sucesión creciente de naturales (K (1)) tal que

Sea k el natural dado por la condición (b) y para cada n sea 

también Cn dado por (b) . to: = inf (Cnvn : neN) eV (familia de Nachbin

fundamental de semlnormas (11.11*). Cosideremos las dos 
afirmaciones siguientes:

(a) L(E,XP(A)) = LB(E,XP(A) )

(b) V  (k(l))f 3k Vn 3l0-l0(n),Cn>0 :

(ver lema 3.2.2.)
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maximal asociada a los pesos (vn)) . Por ser I numerable existe 
veV tal que vSt© y v>0 (Bierstedt-Meise-Summers [2,p.8]) con lo 

cual

II»IC , . Ib'f,:
v(i) 

Entonces

£ sup( --- —  : l€N ) VueE', iel.

(í ) k " Y  vi(1)

Dado x=(x(i) )eindl^(vn)=Kq(V) (Bierstedt-Meise-Summers [2;p. 13]) 
se cumple

IIt (x ) II* s X f e u )  I-Une,)l(* - S k i n  s
i i V '1'

lx(i) |.v(l) )q) q y concluimos que TeLB (indlq(vn), E'b) .
i

2. Cuando p = l se comprueba como antes que L(indc0 (vn), E'b) = 
LB (indc0 (vn), E'b) (obsérvese que el dual de indc0 (vn) es X1 (A) 
por Bierstedt-Meise-Summers [2;p.l7]).

9

Las proposiciones 1.3.1.1. y 1.3.1.3. nos dicen que cuando E 
es Fréchet-nuclear las identidades L(E,AP(A)) = LB(E,Xp(A)) y 

L(XP(A) ,E) =LB(^P(A) ,E) no dependen de p, l^p^o*.
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1.3-2- El caso (DF) .

Sean E un (DF) casitonelado con sucesión fundamental de 
acotados (An) y F un espacio de Fréchet con sistema fundamental 
de semlnormas ( 111 lk) . L ln denotará la funcional de Mlnkowskl de 
An° en E'b, Bk:-Uk° siendo Uk:-(yeF : ||y||k $l). (Bk) es una

sucesión fundamental de acotados en F'b. qk denotará la norma de 

ÍF'bÍB*-
Por la observación 1.2.6. (1) L(E,F'b)-LB(E,F'b) es equivalente 

a L(F,E'b)-LB(F,E'b) y esto último se cumple si y solo si 
V ( k ( l ) ) T  3k Vn 3 l 0- l 0 ( n ),Cn>0 :

IIa II^k *Cnmáx< llA||1<k(1) : 1 £ 1 S 1 0) para todo AeL(F,E'b) 

tal que IIa Ili#ic(i) <0° VleN.
Pero, si TeL (E,F'b) y Ar-t-T |p€L (F,E'b) se cumple 

llA|lnfk = suP (|tT(y) Ih : yeF, Hyl^ál)- 
sup(|<tT(y), x>| : yeF, ||y |lk £ 1, xeAn) = 
sup(|<y, T(x) > | : yeF, Hyl^il, xeAn) = 
sup(qk(T(x)) : xeA,,) = : ?n¡ k (T) .

Y también, si AeL(F,E'b) y T:-tAlE entonces •iA lln,k = Pn,k<T> - 
Por tanto, son equivalentes:

(a) L (E,F'b) =LB(E,F'b)
(b) V (k  ( 1) )  t 3k Vn 3 l 0- l 0 (n) ,Cn>0 :

Pn,k(T) SCnmáx(P1>k{1) (T) : 1£1£10) VTeL(E,F'b) : Plfk(i, <~Vl.
é,
'l

Nuestro objetivo inmediato es probar que este resultado sigue 

siendo válido si sustituimos F'b (FFréchet) por un espacio
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localmente completo con sucesión fundamental de acotados (s.f.a.)

TEOREMA 1.3.2.1. Sean E un (DF)-casitonelado con s.f.a. (A^ y 

F un espacio localmente completo con s.f.a. absx. y cerrados 

(Bn) . qk denotará la norma de Fgk y para cada TeL(E,F) escribimos 
Pn> k (T) : = sup (qk (Tx) : xeAn), n,keN (toma el v a l o r . * »  si T(An) 

no está contenido en FBk) .
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(á) El par (E,F) tiene la propiedad de localización.

(b) L(E,F) = LB(E,F)
(c) V ( k (1 ))T 3 k  Vn 3 l 0 = l 0 (n),Cn>0 :

Pn#k (T) £ Cnmáx (Plf k (T) :1£1 £10) para todo TeL (E,F) tal que 

fl,k(l)<T»<“ VI.
Dem: Probemos primero (c)-Ma). Sea H equicontinuo en L(E,F). 

Para cada l€N existe k(l)€N tal que T J A ^ S B ^ m  VTeH y podemos 
suponer que (k(l)) es creciente. Sea keN dado por la condición
(b) . Puesto que P1# k } (T) ̂ 1 VleN.TeH obtenemos Pnfk(T)£Cn para 
todo n€NrT€H, es decir, T(An) £ C nBk, neN,T€H, con lo cual 

T ( a c x U ( C n_1A n :neN) £ B k para todo Te H. Pero 
U:=acx (u(Cn_1An: n€N)) es un 0-entorno en E y por tanto H es 

equiacotado en L(E,F).
(b)-»(c). Fijemos una sucesión creciente (k(l)) de naturales. 

Sean G: = (TeL(E,F) :Pl f (T) <«» para todo leN), con la topología 

dada por las semlnormas (P1>k (1}: leN)
Hk: = (TeL(E,F) :Pn>k(T) <<» para todo neN), con la topología 

dada por las semlnormas (Pnfk:neN). La inclusión Hk > Hk+1 es
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continua, keN.
1. G y Hk, k€N, son espacio? de Fréchet: Sea (Tn) una sucesión 

de Cauchy en G. Para cualesquiera e>0, leN existe n0eN tal que 

n,m£n0 implica qk } (Tnx - Tmx) £ e para todo xeA1. Entonces (Tnx) 
es una sucesión de Cauchy en FB)t(l) para todo xeA¿ y al ser F 
localmente completo existe Tx:~limTnx para cualesquiera xeAj, 

leN (luego para todo xeE) .

Es claro que T es lineal y (Tn) converge a T uniformemente en

cada A1# con lo cual T:EA1 > FBk(l) es continua para cada leN.
Al ser E (DF) concluimos que TeL(E,F) y además <«» para
cada leN (con lo cual TeG) y (Tn) converge a T en G. Esto prueba 

que G es Fréchet y se procede análogamente con cada Hk, keN.
2. G C U(Hk : keN) : En efecto, si Te L (E, F) = LB (E,F) existen U 

0-entorno en E y keN tales que T(U) S  Bk. Pero entonces 

pn,k^T)<0° Para todo neN, es decir, TeHk.
3. La inclusión G  > indHk tiene gráfica cerrada pues la

convergencia en lndH^ (resp. en G) implica convergencia puntual.

4. Finálmente, por el teorema de factorización de Grothendieck
([3]) existe keN tal que G C Hk y la inclusión G-- > Hk es

continua. Pero esto último quiere decir que para todo neN 
podemos encontrar Cn > 0 y l0 = l0 (n)eN tales que

Pn k(T) £Cnmáx(Pl k(1) (T) : 1 £ 1 £ 10) para todo TeG.

ii,
t

Nota La hipótesis E casitonelado solo se utiliza para probar
(b) —> (a) .
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Con ayuda del teorema anterior vamos a analizar algunos casos 
particulares.

PROPOSICION 1.3.2.2. Sean 0 < vn+1 (i) < vn (i), neN, leí; F un 

espacio localmente completo con s.f.a.(B^). qk denotará la norma 
de Fgk. Son equivalentes:

(a) L(ind l1 (vn) ,F) = LB(ind l1^ )  ,F)

(b) V(k (1) )T Bk Vn 3l0-i0 (n) ,Cn>0 :
q  ( y )  q  ( y )

,. ■ £ C máx( ■ : l £ l £ l n) para todo yeF, iel.V (i) n V, (i) on i

Dem: (a)—» (b).

Sea A :={x= (x(i) )el1(v ) : Y  |x(i) k(i) £ 1).n n ni
(A„) es una s.f.a. en indl1^ ) .  Por el teorema anterior

V(k(1))T 3k Vn 3l0=l0 (n),Cn>0 :

Pn k(T) SCmáxIPj ka)(T) : 1 £ 1 £ 1Q) para todo TeL (ind 1* (vn) ,F)

tal que Pĵ ,k(l)<°° Vl -
Pues bien, dados iel, yeF, sea TeL (ind l1 (vn) ,F) dada por
(x(J))-- > x(i)y. Se cumple

P^ (T) = sup ( q (x (i)y) : Ylx(j) lv < j) £ 1) = r, s s ~  r
V  qs (y)

q (y)sup( |x(i) | : Xlx(j) |v (j) £ 1) = -- 777s ~  r v^tl)

para cualesquiera s,reN; lo que prueba (b).
(b)—> (a). Sea An como antes. Dada TeL (ind l1 (vn) ,F) encontramos
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(k (1) ) sucesión creciente de naturales tal que T (Ak) S B k(1), leN. 
Sean k, Cn y 10 (n), neN, dados por la condición (b) . Si 

x»(x(i))eAn se cumple

pues qk (Tê ) ¿ ( i )  para cada iel, leN.
Entonces U:- acx( U(Cn_1An : neN)) es un 0-entorno en ind l1 (vn) 

y T(U) es acotado en F.

El resultado anterior se deduce directamente de Vogt 

(l;prop.l.4J cuando F es el dual fuerte de un espacio de Fréchet. 
Pero no ocurre lo mismo con el siguiente

TEOREMA 1.3.2.3. Sea E un (DF)-casitonelado, (|L I!„) un sistema 
fundamental de semlnormas continuas en E'b. Sea X un espacio 
topológico localmente compacto y d:-(Vn) una sucesión 
regularmente decreciente de pesos estrictamente positivos y 

continuos en X. Las siguientes condiciones son equivalentes :

para todo xeX, ueE'. ,

Nota; La significación y relevancia de la condición 'W 
regularmente decreciente" debe verse en Bierstedt-Meise-Summers

q ^ T x )  S ^ l x U )  h f c í T e ^ s ^ l x U )  I v j i )
1 1

(a) L(E,Ó0C(X) ) =LB(E,d0C(X))

(b) V ( k ( 1 ) ) T  3k Vn 3 l 0- l 0 (n),Cn>0 :

Ilu I ( x )  5  c„máx(  llu ll1Vk(1) (x )  : 1 ¡í 1 S l fl)

35

fe



[I;secci6n 2]. Es equivalente a que AgCÍX) sea completo (luego un 
(LB)-regular algebraica y topológicamente isomorfo a CV0 (X)).
Dem:

Sean An: = {zeE : |<u, z>|^l para todo ucE' que cumpla lblln£l} 
Bn: = (feC(Vk)0 (X) : sup (Vk (x) |f (x) |:xeX) £ 1}. (An) (resp. (Bn)) es 

una s.f.a. en E (resp. 0oC(X)). Para cada f€.C(Vk)0 (X) se tiene 

qk(f) :=sup(Vk(x) |f (x) |:xeX) y para cada T€L(E,0oC(X)) se cumple 

pn,k (T) =SUP (q* (Tz) : i<2' u > U l  si |blln£l), n,keN.
(a)-»(b).Por el teorema 1.3.2.1. V(k(l))?3k Vn 3l0=l0 (n),Cn>0: 

(1) Pn#k (T) £ C nmáx ( P lf k(1) (T) : 1 S 1S 10) para todo 
T€L(E,^0C(X)) tal que P1>k(1) (T) <oo Vi.

Fijemos xeX, ueE'. Dado U entorno abierto de x existe tygeCfX) 

tal que 0 1» s°P<Pu es compacto, s o p ^ S U  y <p0 (x)=l. Sea T0 la
aplicación de E en -dgClX) dada por zeE MyeX > <Pu(y).<u, z>).
Si r, seN se cumple

Pr s ^ V  “ sup{ <̂ u ' z > *vs (y) ! yeX' zeAr) “

Ilu | l̂ sup (<P0 (y) vs (y) : yeX) .

Por tanto, (1) nos dice
(2) llu|lnsup(9u(y)vk(y) : yeX) S Cmáx( ||u|l1sup«pu(y)v]ca) (y) :yeX):

1S1S10) para todo entorno abierto U de x.

Sea D el conjunto de entornos abiertos de x con la relación de 
orden si y solo si Se comprueba fácilmente que la
red ( sup(<Py(y) vm(y) :yeX) : UeD) converge a vm (x) para cada meN 
y, en consecuencia, deducimos de (2) que

I tu I IĵVjj (x) <i Cnmáx ( ||u Il1vk(1) (x) : 1 ̂  1 ̂  lg)» lo que prueba (b) .
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(b)-»(a). Sea TeL(E,Ó0C(X)). Existen una sucesión creciente de 
naturales (k(l)) y Dx > O tales que KAj) S DABk # leN. Sean 

k,l0(n) y Cn, neN, dados por la condición (b).
Para probar que T es acotada encontraremos Ln > 0 tales que 

T(An) S LnlTk, nc N (pues entonces acx (U ( Ln_1An : ne N)) es un 

0-entorno en E cuya imagen por T está acotada). Con este fin sea 

♦eBk° (♦ está en (Ó0C(X)) '«(CVQ (X))1). Por Summers (1] existen 

veV y H medida de Radón en X, IHIá 1, cumpliendo

<^,g> = Jg7dp. para todo gecVfl(X). 
x

1. Dado xeX sea 8(x)€ (dQC(X)), dada por < 8(x),g > : = g(x).

5 (x) oTeE' y 115(x) oT 1^= sup( fr (z) (x) |: z€Am) . Por (b) se obtiene 
sup ( |T(z) (x) |: zeAn)vk(x) SCnmáx(sup( |t (z) (x ) |: zeA1) vk (1) (x) : 

1S 1 * 1 0 >

2. Fijemos z€An.

I < ♦, T < z) >1= |Jt(z) (x)v(x) dp. |$J |t(z) (x) | v(x) d\i\ =
X X

*

J |T(z) (x) |v (x) -V(X) d |J k V. (X)
X k

Pero la desigualdad obtenida en 1. y la inclusión T(Aj) CDjB,^) 

permiten concluir |t (z) (x) |vk (x) S¡ Cnmáx (Dj : l ¿ l ¿ l 0)-:Ln. 

Entonces

I < ♦» T (z) >|£LnJ^-dkl.
X k

3. Acotemos la Integral anterior. Por el teorema de



Rad6n-Nicodym existe h Ji-medible tal que |h|=l y 

x k x k

v/vk es acotada luego dado E> 0  existe 8>0tal que: si C es 
ji-medible y îl(C) S8 entonces

J-^dWseí v k

y por el teorema de Lusin encontramos feC(X) tal que bi|(A) <8 
siendo A: = {xeX : f(x)*h(x)}. En consecuencia

J ^ - h d U s e  + J^-f dji
x k X̂ A *

Sean V abierto : X\A £ V, M(V\(X\A)) <8 
K compacto : KSV, |x|(V\K) <8 

Sea yeC(X) con soporte compacto y contenido en V, 0 S y  £ 1, y(x) =1 
para todo xeK. Entonces

J^-hd^S3E + J-^-fvd|iáJ~-fvdn + 4E = J d>i + 4e = < <»,- ^  >
x  k  x k  v k  x k  k

Pero fy/vkeBk y 4€Bk° y por tanto

í v*
4. Por 2. y 3. concluimos que |<<|>, T(z) >I^Ln para todo zeAj,, 

neN, y como ♦g B^0 era arbitrario se obtiene T{An) £ L,^ 0OC(X)# 

neN. Por tanto TeLBfEr-dgCfX)) .

38



CAPITULO 2.

CONMUTATIVTDAD DEL PRODUCTO TENSORIAL CON LIMITES
INDUCTIVOS

IMTRQDPCCIQM

El propósito general de este capitulo es estudiar la 
incidencia del estudio de la identidad L(E, F)«LB(E,F) en dos 
cuestiones relacionadas con la conmutatividad de los limites 
inductivos y los productos tensoriales.En ambos casos tomamos 
F ■ lndFn un limite inductivo (regular) y un espacio localmente 
convexo E. La primera cuestión es la siguiente: ¿cuándo es
cierto que E ®,j F=ind (E ® n Fn) se cumple topológicamente? . La 
segunda hace referencia a la identidad algebraica de E e F  y 
ind (E e Fn) .

Con respecto al primer problema, ya Grothendieck probó que 
si E es un espacio con la c.n.p. entonces E ® n F = lnd (E ® n Fn) es 
cierto topológicamente (cf. Kóthe S 41.6.(6)). Bonet (3] observó 
que si E cumple E ® s F = ind (E ® K Fn) topológicamente para un 
limite inductivo hiperestricto, entonces E tiene la c.n.p. y 
procedió a Investigar el problema de la identidad topológica para 
espacios E que no cumplen la c.n.p., por ejemplo si cada Fn era 
denso en Fn+1 o caracterizando pares de espacios (E,F), E Fréchet 
y F un (LB) regular, que cumplen la identidad topológica mediante
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L(E,F'b ) = LB (E, F ' b) . Véanse los artículos Bonet [4,6], 
Bonet-Schmets [1]

Con respecto a la segunda cuestión Hollstein proporcionó el 

siguiente resultado: un espacio de Banach E es un L„-espacio si 

y solo si para cada F = indFn se tiene que E ® £F = ind(E ® £Fn) es 
cierto topológicamente (ver Hollstein [1]) y dió una 
caracterización de los limites inductivos de espacios de Banach 

F = indFn tales que E ® £F = ind(E®£Fn) para todo espacio normado 
E (limites inductivos con partición local de la unidad: Hollstein
[2]). Con respecto a la identidad algebraica Bierstedt, Meise [1] 

probaron que si F es compactamente regular (véase Bierstedt-Meise
[3]) y E es Banach entonces E e F = ind (E e Fn) es cierto 
algebraicamente. Nosotros comprobamos que si la identidad 

algebraica se cumple para todo espacio de Banach, entonces el 
limite inductivo debe ser compactamente regular (Teorema 2.2.1). 
Además extendemos un resultado de Floret (sin publicar), y vemos 
que si E es Fréchet y F = indFn es un (LB) compactamente 
retractivo entonces la identidad algebraica es equivalente a 
L(F'co, E) = LB (F' co, E). Además en ese caso el nuevo limite 
inductivo ind(EeFn) es compactamente retractivo y por tanto 

sucesionalmente completo (proposición 2.2.2).
Nuestros resultados respecto del primer problema se encuentran 

recogidos al principio del capitulo y deseamos destacar las 
proposiciones 1. y 2. En el teorema 3 probamos que un espacio de 
Fréchet E cumple (BD) si y solo si E ® jj F = ind(E®7tFn) 
topológicamente para todo limite inductivo F = indFn con Fn denso 
en Fn+1. También se han incluido algunas observaciones acerca de

40



la identidad topológica de E ® £ F y ind(E®e Fn) si E es una 
coyección.

En la sección 2. estudiamos las identidades algebraicas 
EC (indFn)-ind(EEFn) y Kp (V,E)-indlp (vn,E) (E Fréchet) .

Este capitulo contiene un apéndice. La justificación es la 
siguiente: Valdivia probó que si un espacio G contiene un
subespacio H localmente denso y bornológico entonces G es 
bornológico (se pueder encontrar una prueba en Pérez 
Carreras-Bonet(1;c a p .6]). Para estudiar cuando E e F  es 
bornológico seria interesante conocer bajo qué condiciones es 
E ® £ F localmente denso en E E F .  Nuestro teorema (2.3.8.) 
demuestra que si E es Fréchet, entonces E es de Schwartz y tiene 
la propiedad de aproximación acotada si y solo si, para todo 
espacio localmente convexo F, todo punto de E e F  es limite local 
de una sucesión en E ® C F. La idea de la prueba está basada en un 
argumento de Behndorf (1].

%
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SECCION 2.1

Bonet t6] prueba que si E es un espacio de Fréchet y F = indFn
es un (LB) recular entonces se cumple E ® JCF = ind (E ® n Fn) si y

solo si L(E,F'b) = LB(E,F'b) ( y por tanto si y solo si L(F,E'b) = 
LB(F,E'b) por la observación 1.2.6. (1)).

OBSERVACION 2.1.1. Sean E : =ind (En, 11.1 ln) un (LN) y F 

casitonelado. Son equivalentes:
(a) E 0JJF =. ind (En F) .

(b) El par (E,F'b) tiene la propiedad de localización.
Nota: Si F es metrizable, (b) equivale a L (E,F'b) = LB(E,F'b).

Dem: Bn denotará la bola unidad de (En, ||. II). Dado TeL (Ef F'b)
sea uT la forma lineal sobre E ®  F definida por

uT (x®y) := < T(x), y > para todo xeE, yeF.
(a)-Mb). Sea H un equicontinuo en L(E,F'b).

1. (uílEn®JCF: ueH) es equicontinuo. En efecto, H(Bn) es 
acotado en F'b, luego Vn:=T(Bn)° es un 0-entorno en F. Si xeBn, 
yeVn  ̂ TeH se cumple |uT(x®y) |= |<T(x), y >1^1 .

2. En consecuencia (uT:ueH) es equicontinuo en (E F)', luego 
existen ü 0-entorno en E, V 0-entorno en F tales que 
(uT (x®y) líSPytx)pv (y) para todo xeE, yeF, TeH. En particular 
|<T(x), y >1^1 si xeU, yeV,TeH, lo que prueba que H (ü) SV° y H 
es equiacotado en LB(E,F’b) .

(b)-»(a). Puesto que la inclusión ind(En ® JlF) »E®JtF es
continua, es suficiente probar que todo equicontinuo en 
(ind (En®jjF)) ' es también un equicontinuo en (E®^)'. Sea H un
equicontinuo en (ind(En ® n F)) ' . Para cada ueH sea TU:E > F'b
dada por < Tu(x), y>:=u(x®y) para todo xeE, yeF.
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(u bn ®n F : ueH * es equicontinuo, luego existe Vn 0-entorno en F 
tal que |u(x®y)|á ||x|lnPVn(y) para xeEn, ue H (neN). Entonces 
Tu(Bn) C V n° para cada ueH y (Tu lgn : ueH) es equicontinuo, neN.

En consecuencia (Tu :ueH) es equicontinuo, luego equiacotado , 
es decir existen U 0-entorno en E y V 0-entorno en F tales que 
TU(U) CV° para todo ueH. Entonces b(x®y) Isi para cualesquiera 
xeE, yeF, ueH, lo que prueba que H es un equicontinuo en 
<E®X F) '.

La proposición anterior y la proposición 1.2.3. nos permiten 
concluir:

PROPOSICION 2.1.2. Sea E casitonelado. Son equivalentes:
(a) E cumple (BD)'.
(b) E ® k F =  ind(E ® * F n) para todo F-indFn (LN) con Fn denso en 

Fji+i» n£ N.

De hecho, una de las implicaciones es un caso particular de la 
siguiente:

PROPOSICION 2.1.3. Si E cumple (BD)' y F:-indFn, Fn denso en 

Fn+l» entonces E ® n F =  ind(E®n Fn ) .
«i.

Dem: Sea H un equicontinuo ep (ind(E Fn))'. Dados TeH, yeFlr 
denotamos por T(.,y) el elemento de E'o0 que a cada xeE hace 
corresponder T(x®y).

T̂ lE®JtFl • T e H > es un equicontinuo, luego existe U 
0-entorno en E tal que T(.,y)eE'uO para cada yeFj, TeH. Para

* *
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cada neN existen Un 0-entorno, Wn 0-entorno abierto en Fn tales 
que |T(x®y) 1^1 para todo xeUn, yeWn, TeH. Puesto que E cumple 

(BD) ' podemos encontrar V 0-entorno en E y Cn > 0 (neN) con la 
propiedad E^onUj,0 C C nV°, neN.

2. Fijamos neN, yeCn-1Wn . Sea (ya : ae D) una red en Fj 

convergente a y en Fn y cumpliendo ya€Cn"1Wn para todo aeD. Al 
ser se cumple T(.,ya)eE'o0 para cada TeH, aeD. Entonces

P (T(.,y )) SC .P (T(.,y )) SI pues y eC * W, es decir v° a o a a n n
n

|T(x0ya)|si si xeV, aeD.

Pero si xeV entonces la aplicación zeF->T(x®z) está en Fn' y 
además (ya :aeD) converge a y en Fn, luego 
|t (x®y) |=lim( |T(x®ya) |:aeD)Sl.

3. W:=acxU(Cn_1Wn: neN) es un 0-entorno en F y se cumple
lT(x®y) |si para cualesquiera TeH, xeV, yeW. Concluimos que H es
un equicontinuo en (E F) '.

Sea A=(an), 0 < an(i) < an+1 (i) (n,ieN), una matriz de Küthe,
vn(i) ?=an(i)-1. Entonces

kp(A) := indlp(vn), lSp<«> 

k0 (A):=indc0 (vn)
son ejemplos de limites inductivos F:=indFn con Fn denso en Fn+1. 
Otro ejemplo del mismo tipo es 0qC (X) : = indC (vn) 0 (X) siendo •&= (vn) 
una sucesión decreciente de pesos estrictamente positivos y 
continuos en el espacio localmente compacto X.

Terzioglu [1] prueba que si E es un espacio de Fréchet que no 
cumple (BD) entonces existe A matriz de Kóthe tal que X^A) es
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nuclear y L (E, X1 (A) ) #LB (E, X1 ( A ) ) . Entonces k0 (A) :=lndcQ (vn) es 
nuclear y (indc0(vn)) 'b ■ X1 (A) (Bierstedt-Melse-Summers (2]) con 
lo cual E ® n indc0(vn) # ind(E®n c0(vn)) .

Resumimos la Información que tenemos en el siguiente

TEOREMA 2.1.4. Sea E un espacio de Fréchet. Son equivalentes:

(a) E cumple (BD).

(b) E ® n F = ind(E0tcFn) para todo F - indFn con Fn denso en Fn+1.
(c) E ® n (lndc0 (vn) ) = ind(E ® K c0(vn)) para cualquier sucesión 

decreciente f) * (vn) de pesos en N tal que indc0(vn) es nuclear.

Hollstein (2] introduce los límites inductivos con partición 

lQCdl de la unidad y prueba que E ® e (lndFn) =ind(E®£Fn) para 
todo espacio E con la c.n.p. si y solo si indFn admite partición 

local de la unidad.
Bonet [4] prueba que si E es una coyección y d =  (vn) es una 

sucesión decreciente de pesos estrictamente positivos y continuos 
en un espacio localmente compacto X entonces 

E ® £ indC (vn) 0 (X) - indE®£C(Vn)0(X) .
Bonet y Schmets [1] prueban que si X es un espacio topológico 

completamente regular y F?=indFn, Fn denso en Fn+1, entonces

C(X) ® e F = indC(X) ® e F n (C ( X)  con la topología 

compacto-abierta).

Estos resultados nos inducen a tratar la siguiente cuestión:

% * 
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Sea E un espacio de Fréchet que cumple (BD) (o al menos una 
coyección) y sea F:=indFn un límite inductivo con partición local 
de la unidad, Fn denso en Fn+1

¿la identidad E ® eF = indE®eF se cumple topológicamente?.
Damos a continuación algunas respuestas parciales a la 

pregunta anterior. En el capítulo siguiente estudiaremos el caso 

en que F es un limite inductivo ponderado de espacios de 
funciones continuas que se anulan en el infinito y E cumple 

(BD)•.

Recordamos que un espacio localmente convexo E es un e-espacio

si y solo si la aplicación canónica id®Q:E®£G  »E®£ G/H es
abierta para cada cociente Q:G K3/H.

PROPOSICION 2.1.5. Sea E una coyección. Si F:=indFn admite 
partición local de la unidad y cada Fn es un E-espacio denso en 
Fn+1 entonces E ® £ indFn = ind (E ® £ Fn) .

Dem: Por hipótesis, E es el límite proyectivo estricto de una 
sucesión de espacios de Banach: E=s-projEn. Sea Bn la bola 
unidad de En y para cada keN (resp. n£k) it* (resp.
denotará la aplicación cociente E  > E^ (resp. En---- > Ek). Sea
Un:=itn_1 (Bn), la bola unidad de E'n. Se puede suponer que
(Un) es base de 0-entornos en E. Dados <De (E ® S F) yeF 
denotaremos por <D(.,y)eE' la aplicación que a xeE hace 
corresponder <D(x®y) .

En lo que sigue se hará uso del hecho de que E'b := indE'^ es 
un (LB) estricto (Dierolf-Zarnadze [1]).
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La identidad ind(E®£Fn) * E ® £ F es continua. Veamos que
también es abierta. Para ello, sea W un 0-entorno absx. y cerrado 

en ind(E®eFn) .
1. Sea H el polar de N en B (ExF) (formas bilineales y 

continuas sobre ExF). Al ser E coyección y cada Fn denso en FnU 

sabemos que ind (E ®*Fn) = E 0 7tF (proposición 2.1.3.) y por tanto 
H es equicontinuo en (E®X F)'. En consecuencia existe keN tal 

que ®(.,y)eE'|( para todo yeF, <DeH.
2. Puesto que E ® £Fn es un subespaclo topológico de Lb(E'b,Fn) 

podemos encontrar una sucesión estrictamente creciente (K(n)) de 
naturales, K(n) > k, y Vn 0-entorno en Fn (neN) tales que

{T«=E®Fn : T<AM „,)=Vn ISI .

3. Para cada neN, Ek es un cociente de EK<n} y por tanto

*K(n),k® id:Ek(n) ®eFn * Ek®eFn es abierta ya que Fn es un
AE-espacio. Sea pues Vn un 0-entorno en Fn tal que

A
Wn:-(T€EJC® F n : T(Ak) C V n) está contenido en

(’'K|n|,k®ldl " SeEK W ® F:S‘AK(í>|l = Vn'>-
AEntonces V:-{ (yn) e ©  (Fn:neN) : yne2'nVn para todo neN) es un 

0-entorno en ®(Fn:neN) y í?:*(TeE®0(Fn:neN) : TIA^) CV) es un 
0-entorno en E ® 0 ( F n:neN).

Sea Q la aplicación cociente de ®(Fn : neN) sobre F.
A . A

4. Veamos que N S  ( i d ® Q ) -i(W). Sean Te W, <DeH. Podemos 

escribir T = E(JnoT: neN) (suma finita), siendo Jn la proyección 

de ©(Fj : leN) sobre Fn. , Llamamos Tn^=JnoT.



Si T:=5) x,®(y":neN) entonces Tn = 5) x ®y" y la aplicación 
j-i j-i

TbL, :E'k— viene dada por u->^<u, ítk(xJ)>y", esto es,
k • j-i

t„Ie. - £*kíxj>0 yj6 Ek ® F«-k j-i
Se cumple Tn (Ak) S2“nVn, luego Tn (E ike2~nWn y por 3. existe 

íieEK<n> ® Fn tal s'n^Ktn)) S 2'nvn V (n) ,k ®  id> ̂ n» -Tnt'k*
1 (n) ltnj

Si 5^:=/.icrtn) (z.)0y, entonces ; = / . z.®v" 6 E®Ffl (subespacio
l-i l-i

vectorial de V V FB>> y cumple sn(AK(n))<=2'\, S = T
iEx‘ K'

Puesto que $(.,y)eE,k para cada yeF,<DeH concluimos que 
T noF=snoF para todo <DeH. En consecuencia

|< (id®Q) (T), 4»>l=l<^Tn, 0 >|s £|<T„, 0 > | = ^  |traza(Tnoí>) | =
n-1 n-1 n-1

5) ltraza(sno4>) 1=5) l< V  0 >|sl pues sn(AR(n)) 2 "vn
n-1 n-1

Esto prueba que (id®Q) (W) £H°=W.
5. La aplicación id ®  Q: E ® e ®(Fn : ne N) > E ®  CF es un

cociente pues indFn admite partición local de la unidad 
(Hollstein [2]), y puesto que (id®Q)—1 {W) es un 0-entorno en 
E ® e©(Fn :neN) concluimos que W es un 0-entorno en E ® £F. Queda 

probado lo que queríamos.

PROPOSICION 2.1.6. Sea E un producto numerable de espacios de 
Banach. Si F:=indFn admite partición local de la unidad y cada Fn 
es denso en Fn+1 entonces E ® £ F = ind (E ® £ Fn) .
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Nnf a : Todo producto numerable de espacios de Banach es una 
coyección, pero Moscatelli (1] dló ejemplos de coyecclones que no 
son lsomorfas a ningún producto numerable de espacios de Banach.

Dem: E : - II (E j : j e N), E^ Banach para cada jeN. Al igual que 
antes, vamos a probar que lnd(E®£Fn) »E®£F es abierta. Sea W

m

un 0-entorno absx. y cerrado en ind(E®£Fn).
1. Existen ü 0-entorno en E y q semlnorma continua en Fj tales 

que {T€E®Fj : q(Tu) i 1 para todo ueU°)C2~1W (nótese que 

E ® F j O  L(E'b,Fj)). Sea me N : Il(Ej:j>m) C U  con lo cual 
II (E -j: J >m) ®Fjfi 2_1W. Para cada neN Il(Ej:j>m) ®  Fx es denso en 

ÍI(Ej: j>m) ® £ Fn y W O  (II (E ̂ : j >m) ® F n) es cerrado en 
n(Ejíj>m) ® £ F n, luego ÍI (Ej : j>m) ® F n £ 2 ' 1W. Esto es,

IKE-j: j>m) ® F C  2_1W.
2. n(Ej:j£m) es un espacio de Banach y indFn admite partición 

local de la unidad, luego II (Ej: jSm) ® £ F = ind (II(Ej: Ĵ m) ® eFn) y

puesto que ind (ÍI (E^: j£m) ®eFn) » ind(E®£Fn) es continua podemos
encontrar V 0-entorno en IKEjZjiSm) y p seminorma continua en F 
tales que (Te (ílE-j: j£m) ®  F : p(Tu)Jíl para todo ueV°}C2_1W.

3. Pero entonces es claro que (TeE ®  F : p (Tu) £1 para todo 

ue (VxTl(Ej: j>m)) °} es un 0-entorno en E ® £F contenido en W.

SECCION 2.2.

Vamos a tratar ahora el problema de la identidad algebraica 

Ee (indFn) = ind(EeFn) .

%
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TEOREMA 2.2.1. Sea Fr̂ inclF,, un limite inductivo de espacios 
localmente convexos. Son equivalentes:

(a) indFn es compactamente regular.

(b) E eF=ind(E eFn) algebraicamente para cualquier espacio de 

Banach E.

Dem: (a)—»(b) es debido a Bierstedt y Meise [1],

(b)—Ma) . Sea K compacto en F. K° es un 0-entorno en 
(F' ,fi(F' rF)) y entonces (F'^Oj)* es algebraicamente isomorfo a 

Fk . Tomamos E:=F' . Entonces E e G = Le (E ' co, G) para cada
espacio localmente convexo G y E ’co= (FK, co(FK, F'^Oj)) donde 
c o (Fk, F'(Ko, ) denota la topología de la convergencia uniforme 
sobre los absx. y compactos de E.

1. La inclusión K M F K, c(FK, F*(K°)) > es continua pues un
entorno de x0eK en (K, o(FK, F ' ^ 0))) es la intersección de K con 
un entorno de x0 en <T(F, F'). Luego K es compacto en
(Fk, <t(Fk, F'(gO)))f y por tanto compacto en E'co.
2. * denotará polar respecto del par dual < FK, F'^Oj > y Jt es

la aplicación cociente F' >F' (K0j . Sea ü 0-entorno absx. y
cerrado en F. ü° es compacto en F'co, luego JC(ü°) es compacto en 

F ' (r O) • Entonces ü n  FK = (tc (U°) ) * es un 0-entorno en
(Fk, c o (Fk, F' jK0j )) . Queda probado que la inclusión E'co »F es
continua. Por hipótesis debe existir neN tal que E'co se inyecta 
continuamente en Fn. Pero hemos comprobado que K es compacto en 
E'co y en consecuencia K es compacto en Fn, lo que prueba que 

indFn es compactamente regular.

Veamos la relación entre la identidad algebraica
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E e F = ind (E e Fn) y la Identidad L-LB cuando E es un espacio de 
Fréchet y indFn es un (LF)-compactamente regular.

PROPOSICION 2.2.2. Sean E un espacio de Fréchet y F:«indFn un 

(LF)-compactamente regular. Son equivalentes:

(a) ECF= ind(EcFn) algebraicamente
(b) L(F'co,E) - LB(F'co,E)

(c) Para todo compacto H en E e F existe meN : H está contenido 
y es compacto en EcFm

Dem: (b) —><a) . Dado Te L (F'co, E) = E E F existe B acotado en E tal 

que TeL(F'co,EB) = E b é F. Pero entonces, puesto que indFn es 
compactamente regular, Bierstedt-Meise [1] permite concluir que 

existe neN con la propiedad TeEBeFn C E e F n
(a)-»(b). Sea TeL(F'co,E). Por hipótesis existe neN de modo 

que TeL( (Fn) *co,E), pero entonces Ruess (1] nos dice que podemos 
encontrar un precompacto K en Fn tal que T(K°) es precompacto en 
E, es decir, T es un operador compacto. En particular 
TeLB (F'co,E) .

(a)—Me). (Un) será una base de 0-entornos en E. Sea H compacto 
en EeF.

1. Para cada neN, H es compacto en E(un) EF y por tanto 

(Defant-Govaerts (1)) existe una sucesión creciente de naturales 
(k(l)) tal que H es compacto en E ̂ Un j e Fk ̂nj , neN. Puesto que 

E(un)£Fk(nj es metrizable encontramos Kn absx. compacto en 

E (Un)eFk(n) tal 3ue H es compacto en (E {ün) e Fk (n) ) Kn. Sea 
Ln:=Kn(Un°) absx. compacto en Fk . La aplicación

E ( U n ) £ F k(n)^ Kn * (U n • (Fk jn) ) Ln^
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dada por \|/n (T) :* (T (u) : ueün°) es lineal y continua (nótese que 
aqui Un° es un conjunto de Índices) y en consecuencia V n(H) es 
compacto en loo(Un°, (Fk (n)) Ln)

2. Sea G: = (TeL(E'co,F) :T (Un°) C F ^ ^ d )  :=sup (qLn (Tu) :ueUn°) <00 

VneN) con la topología dada por las seminormas (rn) (qLn es el 
"gauge" de Ln). G es un espacio de Fréchet:

Dada (Tm) sucesión de Cauchy en G se define fácilmente una
aplicación lineal T:E'co »F tal que (Tm) converge a T

uniformemente sobre cada Un°, con lo cual T|ün0 es continua para 
cada neN. Puesto que E'co es un (gDF) con s.f.a. (ün°) (ver v.g. 
Pérez Carreras-Bonet (l;cap.8] 6 Jarchow [1; cap.12])concluimos 
que TeL(E'co,F) y además TeG y (Tm) converge a T en G.

3. Por hipótesis G C U(E £ F n : ne N) y por el teorema de 
factorización de Grothendieck deducimos que existe meN tal que

G S EeF,,, y la inyección G >EeFm es continua.
4.H es compacto en G. En efecto,

rn (T) =sup (qLn (Tu) :ueün°) = |h|/n (T) II (norma en loo(Un°r (Fk(n)) Ln)) y 

sabemos que Yn(H) es compacto en loo<Un°'(Flc (n) * Ln* •
5. Deducimos de 3. y 4. que H es compacto en EeFm.

COROLARIO 2.2.3. (Floret).

Sean E un espacio de Fréchet, F: = indFn un (DFN) . Son 

equivalentes:
A A(a) E 0 eF = ind(E®eFn) algebraica y topologicamente

(b) L(E,F'b) = LB(E,F'b) y L(F'b,E) = LB(F'b,E)
D e m : Es consecuencia inmediata de las siguientes

observaciones.
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1. F tiene la propiedad de aproximación y podemos suponer, por 
paso a un espectro inductivo equivalente, que todos los Fn tienen

/V A
tambiés esta propiedad. En tal caso E ® eF = EeF y E ® £Fn = EeFn. 
Por la proposición anterior la identidad algebraica 

E ® £ F - ind(E®eFn) es equivalente a L(F'b,E) - LB(F'b,E)

2. Sea P la topología hipocontinua. Claramente

(E®* F) ' = LB(E,F'b) y (E®pF)' - L(E,F'b) con lo cual 

E®nF = E®pF equivale a L(E,F'b) - LB (E,F'b) (nótese que si se da 

esta última igualdad entonces todo conjunto p-equicontinuo es 
equiacotado en L(E,F'b) y por tanton-equicontinuo) .

3. E®pF = ind(E ® p F n) = ind(E ® w Fn) = ind(E ® e Fn) (las dos 
primeras igualdades por ser E, Fn espacios de Fréchet:véase v.g. 
Pérez Carrreras-Bonet (l;cap.ll). Para la última igualdad téngase
en cuenta que E ® £ Fn > E ® K Fn+1 es continua al ser Fn » Fn+1
nuclear)

4. ind(E®eFn) es un subespacio topológico denso de 
ind (E ® £ Fn) .

Sean E Fréchet, A-(an) una matriz de Kóthe, vn (i):-an(i)-1. Por 
Bierstedt-Bonet [2] sabemos que la aplicación

L(X1(A),E)---►K00(7’,E) dada por T > (Tej)^ es un isomorfismo

algebraico (y análogamente l^tv^E) es algebraicamente isomorfo 

a L(l1(an),E)) y entonces es directo comprobar que la identidad
e.

a l g e b r a i c a  KootVjE) - * in d i ,»  (v n , E) e q u iv a le  a 

L (X1 (A),E) - LB (X1(A),E), lo  c u a l es a su vez e q u iv a le n te  a 

V ( k ( l ) ) t  3k Vn 3 l 0- l 0 (n) ,Cn>0 :

llel^VJi) S Cnmáx( IIb IIjV^ j, (i) : 1 S 1 S 1Q)

* I 
53



VieN,eeE. (véase Vogt [1]).

PROPOSICION 2.2.4. Sean E un espacio de Fréchet, d=*(vn), 
l^p^oo. Son equivalentes:

(a) Para todo B acotado en Kp(V,E) existe neN tal que B es 
acotado en lp (vn,E).

(b) Kp(V,E) = indlp(vn,E) algebraicamente
(c) V(k(l) )T 3k Vn 3l0-l0 (n) ,Cn>0 :

lie 1^(1) ^ Cnmáx( ||e|l1VM1) (i) : 1 £ 1 £ 1„>

Dem: (a)-Me). Sea (k(l)) una sucesión creciente de naturales. 
Tomamos

G: = <x=(x(i))eKp(V,E) : (x) :=X<vM i> (D lbc(i) ll1)P < <" VleN }
i

dotado con la topologia dada por las seminormas (iĉ) . G es un 
espacio de Fréchet y por hipótesis G£U ( l p(vn,E) :neN). Por tanto
existe keN tal que G£lp(vn,E) y la inyección G > lp(vn,E) es
continua, lo que quiere decir que para cada neN existen Cn > 0 y 
l0eN tales que

_i ¿

llx(l) 11/)’ * Ca« * x ( ( 2 < v kW (U llx(i) ll1)p)p : 151ál0)
i i

para todo xeB y esto implica la condición (c) .
(c)-Ma). Sea B acotado en Kp(V,E) . Para cada 1 

{ ( I |x ( i) 1 lj_) : (x(i))eB> es acotado en Kp (V) y por tanto
(Bierstedt-Meise-Summers [2]) existe una sucesión creciente de 
naturales (k (1)) tal que
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Mi:-sup«5^(vk(A| (i) Ibcfi» HX)P : (x(i))eB) <00

Sean k, Cn > O y l0 (n)eN (ne N) dados por la condición
(c).Entonces

1 1-1

para cualesquiera xeB y neN, lo que quiere decir que B está 

contenido y es acotado en lp(vn,E).

OBSERVACIONES 2.2.6. Sea E un espacio de Fréchet.
1. 1 < p,q< 00, p-1+q_1 = l. Se puede probar que si E es nuclear 

entonces Kp (V,E) es algebraicamente isomorfo a L(Xq(A),E) y en 
este caso la identidad algebraica Kp (V,E) = indlp (vn,E) es 

equivalente a L(X^(A),E) = L B ( A ) ,E). Esto explica porqué era 

necesaria la hipótesis E nuclear en la proposición 1.3.1.1.
2. Si E no admite normas continuas y X1 (A) no es normable 

entonces (V, E) ̂ indl^ (vn, E) . En efecto, existe H subespacio 
cerrado de X1 (A) tal que X1 (A)/H es isomorfo a co (Este es un 

resultado de Eldelheit. Se puede encontrar en Pérez 
Carreras-Bonet [1]) . Sean q la aplicación cociente de X1 (A)
sobre co y 1 un isomorfismo into de co en E (E no admite normas 

continuas). Entonces f:*ioq está en L(X1(A),E) y no es acotada y 

en consecuencia ,E)̂ it\dl00(y/n,E) .
3. Si -indl00(vn,E) para cualquier sucesión f)=(vn) de

pesos en N entonces E es Banach. En efecto , por 2. E admite 

normas continuas y por tanto E no es isomorfo a ningún producto X 
xco (X Banach) y por tanto (Bessaga-Pelczynski-Rolewitz (1])

* * * fg -
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existe un subespacio F de E Isomorfo a un escalonado nuclear 
X1 (A) con normas continuas. Pero entonces es claro que 
L (X1 (A) , E) *LB (X1 (A) ,E) .

PROPOSICION 2.2.7. Sean E un espacio de Fréchet con 

s.f .seminormas ( 11 f 1̂) * x un espacio topblógico normal y (vn) 
una sucesión decreciente de pesos continuos en X. Son 
equivalentes:

(a) Todo acotado en CV(X,E) está contenido y es acotado en 
algún C(vn)(X,E)

(b) dC(X,E) = CV(X,E)
(c) V(k (1))t 3k Vn 3l0=l0 (n) ,Cn>0 :

' ||eHiV]c(x) 5 Cnmáx( llelIjV^^ (x) : 1 £ 1 £ 1 0) VeeE,xeX

Not a : Si X es localmente compacto y «T-compacto y ■des
regularmente decreciente entonces (c) equivale a L (E'b,d0C (X) ) = 

LB(E'b,d0C(X)) (véase teorema 1.3.2.3.).
Dem: (c)-Ma). Se razona igual que en (c)—»(a) proposición

2.2.4
(b) —»(c). Fijemos una sucesión creciente de naturales <k (1))

1. Sea G: = (feCV(X,E) íP^f) :=sup(vk(1) llf (x) lll :xeX) <«» Vi} con 

la topología dada por las seminormas (Pj) . G es un espacio de 

Fréchet.
2. Por hipótesis G C u ( C ( v n) (X,E) : neN) y el teorema de
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factorlzación de Grothendieck permite concluir que existe keN
tal que GSC(vk)(X,E) y la Inyección G >C(vk)(X,E) es continua,
lo que quiere decir que para cada neN existen Cn > 0 y l0(n)eN 

tales que sup (vk (x) ||f (x) Hn:xeX) £Cnmáx (sup (vk (1) (x) llf (x) Ilx : xeX) : 

1SÜ10) para todo feG.
3. Fijemos neN, x0eX, eeE con Ile 1^0 . Podemos suponer llell̂ O 

(si llel^-0 razonamos con^el primer l£l0(n) tal que llelIĵ O).

W:-(xeX:sup(vk(1) (x) lie I !x: 151S10) < 2sup (vk (1) (x0) lie lll: lál0) }. 
W es entorno abierto de x0. Existe geC(X,(0,1]) tal que g(x0)«l, 

sopg C W .  geC (vk (1)) (X) pues

v,“i»(z)9(z) * T¡rrrsup(Vk<i><Xo>^ : 1*1*1°) V z € W *

y claramente í : m g®eeG. Se cumple 
vk(x0) lie 1̂  - vk(x0) 11 ((g <8> e) (x0)) 1̂  £

Cnmáx(sup(vk{1) (x) ||g(x)e llj : xeX) : 1£1<¡10)£
2Cnmáx (vk(1) (x0) lie llj : 1 £ 1 £ 10) . Queda probado (c) .

APENDICE 2.3.

La conmutatividad del producto tensorlal con los limites 

Inductivos permite deducir el carácter bornológico del producto 

tensorlal de dos espacios bornológicos. Por ejemplo, si E es un 
espacio de Fréchet, F:=indFn es un (DF) bornológico y 
E ® e indFn= ind(E®eFn) entonces E F es también bornológico. De 
hecho, Hollstein (2] obtiene condiciones bajo las cuales el 
e-producto tensorlal de dos (DF) bornológicos es también

I
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bornológico y Bonet-Schmets 1[] se sirven también de la
conmutatividad para deducir que ciertos espacios del tipo 
C(X) ® £E son bornológicos.

Muy recientemente Taskinen [2] ha dado un ejemplo de un
espacio de Fréchet-Montel F con la propiedad de aproximación tal 

que E:=F'b cumple que EeE no es (DF) . Esto implica que E ® £E no 
es (DF). En este caso E es (DF) y bornológico.

El siguiente resultado, debido a Valdivia, se puede encontrar 
en Pérez Carreras-Bonet [l;cap.6]:

Lema: Si E es bornológico y localmente denso en F entonces F 
también es bornológico.

Para poder asegurar la densidad local de E ® £ F en E e F
(e-producto de Schwartz) introducimos la siguiente propiedad de 
aproximación:

DEFINICION 2.3.1. Un espacio E tiene la propiedad de

aproximación local (p.a.l.) si existe una sucesión de operadores

de rango finito (<Pn:E >E) <*ue converge a la identidad
localmente en Lco(E,E).

Notación: co denota la topología de la convergencia uniforme 

sobre los conjuntos absx. y compactos de E.

PROPOSICION 2.3.2.
(a) Si E tiene la p.a.l. entonces E ® £F es localmente denso en
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E CF para todo espacio localmente convexo F.
(b) Si E ® eF es localmente denso en EeF para todo espacio 

localmente convexo F y se cumple { E ' ^ ' ^ s E  entonces E tiene 

la p.a.l.

OBSERVACIONES 2.3.3.

(1) SI E es localmente completo entonces LC0(E,E) y Lb(E,E) 

tienen los mismos acotados.

(2) Sea E localmente completo y casitonelado. Si E tiene la

p.a.l. entonces E'b también tiene la p.a.l.
(3) Sea E localmente completo con la p.a.l. Entonces para 

cada acotado absx. A en E existe un acotado absx. B en E tal que
la inclusión EA > EB es compacta:

En efecto, sea un H un acotado absx. en F:« Lb (E,E) que 

contenga a la identidad y (<pn : neN) una sucesión en L(E,E)
formada por operadores de rango finito que converge a la
identidad en el espacio normado FH. Entonces 

H(A):- acx(T(x) :TeH,xeA) es un disco de Banach en E y

(<pn Iea :neN) converge a la inclusión EA >eh7a) en Lb*ea» e1TTO * •
lo que prueba que la inclusión EA- > EíT(Áj es compacta.

De (2) y (3) se deduce la siguiente:

a

PROPOSICION 2.3.4. Todo espacio de Fréchet con la p.a.l. es un 
espacio de Schwartz.

Recordamos que un espacio de Fréchet E tiene la propiedad de

I
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aproximación acotada (p.a.a.) si existe una sucesión «pn:E >E)

de operadores de rango finito que converge puntualmente a la 
identidad.

Veamos la relación que hay entre la p.a.l. y la p.a.a. en la 

clase de los (FS) -espacios. Para ello necesitamos primero el 
siguiente lema:

LEMA 2.3.5. (Compárese con Behndorf [l;lemma 1])

Sea E un (FS)-espacio. Si (An) es una sucesión en L(E,E) que 
converge a 0 puntualmente entonces existe (Pk) sucesión 

fundamental de seminormas continuas en E con la propiedad 
limnsup(Pk(AjjX) :Pk+i(x) S 1} = 0 para todo keN.

Dem: Sea (qk) un sistema fundamental de seminormas en E. 
Llamamos q*k (x) := sup(qk (x-Anx) : neN), xeE. (q*k) es un sistema 
fundamental de seminormas en E pues qk S q*k y (An) es un 
equicontinuo.

Al ser E un espacio de Schwartz podemos encontrar una sucesión 
estrictamente creciente de naturales (j(k)), j(k) > k, tal que:

Para cada keN, e>0 existe un conjunto finito [xlr..„ Xj,} a  E: si 

q*j(lc)(x) ^ 1 entonces q^tx-Xj) Separa algún i (ISiSm). Pero 
en tal caso q^A^) Sqk ((x-Anx) - (x1-Anx1)) +q 1{(x-x1) + qk (A^) S 2e 

+ qk(Anx1) .
Sea n0eN: qk(AnXi)Se para cada ISi S m  .y para todo n£n0> 

Entonces n £ n0 implica q*k (Anx) Separa todo xeE tal que 
q*j{k)(x)Sl. Es decir, llmnsup(qk(A„x) :q*j(k)(x) S 1)=0.

Encontramos por inducción una sucesión estrictamente creciente
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de naturales (m(n) ) tal que q* ¡ (m (n), £ qra (n+1, . Si Pn:-qro{n) 
entonces (Pn) es un sucesión fundamental de seminormas en E y 
además, para cada k€ N, se cumple

limnsup{Pk (Anx) : Pk+1 (x) £ 1) S lln^supíq.ík) (^x) : q*j ,m(k), (x) i 1} =o

PROPOSICION 2.3.6. Sea E un (FS)-espacio. De toda sucesión (An) 

en L(E,E) que converge puntualmente a 0 se puede extraer una 
subsucesión que converge a 0 localmente en Lb(E,E).

Dem: Sea (Pn) dado por el lema anterior. Por Inducción 
encontramos (Aj, k :n,k€N) cumpliendo:

1. (An l:neN) es subsucesión de (An : neN)
2. (An<k+1 : neN) es subsucesión de ( A ^  : neN)
3. llmn n.sup{Pk (An k x) :Pk+i(x) £ 1) = 0 para todo keN.

Entonces (An>n:n€N) es una subsucesión de (An) y

lim,, n.sup{Pk(An#nx) : Pk+i(x) £ 1}=0 para todo keN. De aqui es 
claro que (n.An n) converge a 0 en Lb (E,E) y por tanto (An n)
converge a 0 localmente en Lb (E,E).

%

COROLARIO 2.3.7. Un (FS)-espacio con la p.a.a. tiene también 
la p.a.l.

Los resultados anteriores se pueden resumir en el siguiente
I

TEOREMA 2.3.8. Sea E un espacio de Fréchet. Son equivalentes:
(a) E tiene la p.a.l.

(b) E es un espacio de Schwartz con la p.a.a.

I
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Se deduce que los espacios de Kótke que son Schwartz y sus 
duales tienen la p.a.l. Es muy fácil probar la siguiente

PROPOSICION 2.3.9. La p.a.l. es estable por sumas directas 

numerables y por productos numerables.

También:

PROPOSICION 2.3.10. Sea E localmente completo con la p.a.l.

Si A"(a) es nuclear entonces A“ (a,E) tiene la p.a.l.
Nota: 1. a=(an) es una sucesión creciente divergente a o», 

A**(a) denota el correspondiente espacio de serles de potencias 
de orden infinito y A “ (a,E) :== { (xn) n£E : (p(xn)) neA“ (a) para 
cada seminorma continua p en E} con la topología dada por las 
seminormas

n 8,p( (xn> > :“Z(5Ptnp(xn) ; neN) (0 < 8 <oo, pecs(E)).
2. Este resultado (con una prueba igual) sigue siendo válido 

para espacios de series de potencias de tipo finito).
Dem: Sea (<prt) SE'®E, (Pn) sucesión creciente de números reales 

divergente a <», pn £<*,,, tales que (pn2 «pn-idE) :neN) converge a 0 

en Lco(E,E) .Sea Tm€L (A“ (a,E) ,A“ «x,E)) dada por

<xn>n * í<Pn,x1'<Pmx2r-..,<Pmxmr 0,0,...) .
Tm es un operador de rango finito. Veamos que (Tm) converge a la 
identidad localmente en Lco(A“ (a,E), A“ (afE)).

1. Sean t < s < «», (xn)eA"(a,E)
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:’ Z j syp n-1

(yp) es una sucesión de Caychy en Er luego B:-(yp :peN)00 es un 

disco de Banach. PB denotará la norma de E0. Se tiene

^  “ n S -°p ^  S “ n S -“ p f 4
pB(¿ - t X»IS(7 I - V ^ ' T 1 -c -«.'-'r’ •PB' ^ S -x.,sn-p n-p n-p

s “p2. (-)

Por tanto

converge en E ( luego en E)On-1

Entonces la aplicación yp:A“ (a,E) >E (0<t<«) dada por

Vt <(xn)):-^t n.xn
n-1

está bien definida y es claramente lineal y continua.
2. Dados 0 < t < ®o, B compacto en A"(a) la sucesión

(o.u ̂  t |yj : meN)
n-m+1

converge a 0 uniformemente para (yn)eB:
En efecto, sean s>t, -- > R la aplicación

(yn)— s . I yj (keN).
n-k

La conclusión se sigue por aplicación del teorema de Dini a la 
sucesión ($k) y teniendo en cuenta que

I

ttn Q na t < s para n suficientemente grande.

3. Sean K compacto en A~(a,E), pecs(E), e > 0 ,  0 < t < ° o .  Podemos



spponer que K tiene la siguiente propiedad:

(P) Si (xn)eK entonces (8níInxn : neN) eK (meN) .
Puesto que A“ (o) es nuclear existe 8>1 tal que 

-a
2 , 8  n < -
n-1

y al ser Ttg continua y (Pm 2 (<Pm-idE) :meN) convergente a 0 en 

Lb (E,E) podemos encontrar qeN tal que si m Si q entonces 
p(Pm2 (<pmx-x)) SI para todo xeTtg(K), es decir, si m i q entonces

P* P < v S (t5> n-xn) ~ n-xn) SI V(xn)eK.
n-1 n-1

En particular, (P) permite concluir que

2 ° nP p((t8) -(«px- x )) £ 1 para cada m i q, neN, (xJ.eK.ni 1 m n n i  i

Pero

(X A  oc
nt (Pm(Tm-id)((Xn)n) = 2,PlaP ( V n - Xn)t " + L K *  "p^n1 *

• n-1 n-m+1

£ * % . - ■  * £ p / " p « M  S + a X t “ p(x„).
n-1 n-m+1 n-1 n-m+1

Por 2. existe m0eN, m0 iq, tal que si mi m0 entonces 

^  “na p ( * n) £ para todo (xn)eK, y entonces m i m0 implica
n-m+1

R  <P(T -id) ((xJ.JJ S + P ^ T s -0" para todo (xn)eK.t / p  « ib n n 2 ra nIT"1
Puesto que (Pm) diverge a «queda probado que (Pm{Tm-id) :meN) 
converge a 0 en Lco{A°*(arE), A~(a,E)) yA“ (a,E) tiene la p.a.l.
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EJEMPLOS. ¿^.11-

Los teoremas de representación de Valdivia [1] y Vogt [3] 
permiten concluir que cada uno de los siguientes espacios tiene 
la p.a.l.:

D(K) (= s), K compacto en Rn
D(Q) (=s(N)), Q  abierto en Rn 

DMfl) <s(s')N)
C“ (íl) (=sN)

0M (=s(s')l (tiene la p.a.l. por la proposición anterior)
El trabajo reciente de Meise-B.A.Taylor-Langenbruch permite 

deducir p.a.l. en algunos espacios de funciones 
ultradiferenciables.

El teorema 2.3.8. tiene alguna consecuencia interesante:

COROLARIO 2.3.12. Sean E un (FN) (o un (DFN)) con la p.a.a. y 
F un espacio bornológico. Son equivalentes:

(a) E 0 w F es bornológico

(b) E ® jjF es ultrabornológico

Dem: (a)-*(b). Por el teorema 2.3.8. E 0 F  es localmente denso
A

en E ® jj F (si E es (DFN) habrá que usar también la observación 
2.3.3. (2)) . I

(b)-»(a). Véase (Pérez Carreras-Bonet (1] , proposiciones



Sean A=(an(i)), B=(bn(j)) dos matrices de Kóthe y supongamos 
que X1 (A) es Schwartz. Recordemos los siguientes hechos:

1. Krone y Vogt [1] prueban que Lb (X1 (A ) , X 1 (B)) es
ultrabornológico si y solo si

(S*) Vji 3n0,k VK,m,R>0 3n,S Vv, j:

a(v) a (v) 1 an (v)
  — <, máx (S---- , —  )bk(j) bk(j) Rb^j)

2. Bonet [6] prueba que X1 (A) ̂ S ^ X 1 (B) es ultrabornológico si 

y solo si LfX1 (B) ,X* (A) ) =LB (X1 (B) ,XJ (A)), lo que es a su vez 
equivalente a

(V) V(K(1))T 3L Vm 3l0,C>0 :
a (v) a (v)

SCmáxt---1- - ■■■ : 1 ^ 1 ^ 1 0) Vv, j

3. Krone y Vogt [1] prueban que (V) implica (S*) y que el 
recíproco es verdad si X(B) cumple (íl) y X(A) 6 X(B) tiene la 
propiedad (DN) (véase Vogt [1 y 4] para las definiciones de (DN) 

y tfT))

EJEMPLO 2.3.13.

El corolario 2.3.12. proporciona una prueba directa de que, si 
X1 (A) es nuclear, entonces L^X 1 (A) ,X1 (B)) es ultrabornológico si 

y solo si X1 (A) ' b ^ X 1 (B) es bornológico.
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CAPITULO 3.

DESCRIPCIONES PROYECTIVAS DE LIMITES INDUCTIVOS 
PONDERADOS DE ESPACIOS DE SUCESIONES Y FUNCIONES CON 

VALORES EN UN ESPACIO DE FRECHET.

imQDPCCIQM.

En este capitulo vamos a establecer condiciones necesarias y 
suficientes para poder obtener descripciones proyectivas, 

mediante una familia de Nachbin asociada a una sucesión de pesos, 
de un limite inductivo ponderado de espacios de funciones 

continuas o de espacios co-escalonados de orden p, l£p<<», con 
valores en un espacio de Fréchet E.

El problema de la descripción proyectiva de limites inductivos 
ponderados de espacios de funciones continuas u holomorfas fue 

tratado por primera vez por Bierstedt, Meise y Summers [1], En
este articulo se trató el caso del limite inductivo 

Ó0C (X) :« ind C (vn) 0 (X) para una sucesión decreciente de pesos 

estrictamente positivós en un espacio localmente compacto X. De 

hecho, si V es la familia de Nachbin maximal relativa a d, 

entonces fl0C(X) es un subespacio topológico de su envoltura 

proyectiva asociada CV0 (X) y ambos espacios son iguales 

algebraicamente si y solo si d es regularmente decreciente (ver

* *
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Bierstedt-Meise-Summers [1 ;sección 2]).

En este contexto el problema general de la descripción 
proyectiva se formuló del siguiente modo: dados un espacio 

topológico separado X, una sucesión decreciente de pesos & sobre 

X y un espacio localmente convexo E, determinar condiciones para 

que d 0C(X,E) seasubespacio topológico de CV0 (X,E) y/o 
0OC(X,E)=CV0 (X,E) algebraicamente.

Bonet [1] extendió la técnica de (Bierstedt-Meise-Summers [1]) 

para demostrar que si X es localmente compacto y E satisface la 
c.n.p. entonces doC(X,E) es un subespacio topológico denso de 

CV'0 {X,E) (para E normado ver Bierstedt-Meise-Summers [1; sección 
1]). Además si -6 es regularmente decreciente y E es (gDF) y 
completo entonces se tiene también la identidad algebraica. 
Siguiendo a Bonet [4] decimos que un espacio localmente convexo E 
cumple (W) (resp (W)c) si 0oC(X,E) es un subespacio topológico de 
CV0 (X,E) para cualquier espacio localmente compacto X ( resp. 
para todo espacio localmente compacto y cr-compacto X) y para 
cualquier sucesión decreciente d de pesos estrictamente positivos 
y continuos en X. Por Bonet [4] todo espacio con la condición de 
apertura (ver nuestro capítulo 1 ) , y en particular toda 
coyección, cumple (W) y un espacio de Fréchet reflexivo E cumple 
(W) si y solo si E es una coyección.
En nuestra sección 1 veremos que si E es un espacio con la 

propiedad (BD)'(ver 1.1.2) entonces E cumple (W)0  (proposición 1) 
Esto permite concluir que un espacio de Fréchet cumple (W)c si y 
solo si no satisface la propiedad (*) de Bellenot y Dubinsky 
( o es un (BD)-espacio (capitulo 1)). De alguna forma este es un
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resultado "universal" pues caracteriza los espacio de Fréchet que 
admiten descripción proyectiva para toda sucesión 6  de pesos 
estrictamente positivos y continuos en todo espacio localmente 
compacto y o-compacto X. Nuestro Teorema 3, que extiende Bonet

[6], caracteriza los pares (6 ,E) de sucesiones ó y espacios de 
Fréchet E tales que 6 0C(X,E) es un subespacio topológico de 

CV0 (X,E) para un espacio localmente compacto y o-compacto X. Aqui 
interviene una condición introducida por Vogt en [1].

Los métodos de descripción proyectiva fueron utilizados con 
éxito por Bierstedt, Meise y Summers [2] para tratar limites 
inductivos ponderados de espacios co-escalonados de sucesiones de 

orden p, l£pá«o. Nuestra sección 2 considera los problemas 
correspondientes a la sección 1 en este contexto.

Introducimos ahora las definiciones necesarias.

Sea X un espacio completamente regular separado. Llamamos peso 
en X a toda función real no negativa en X que sea semicontinua 
superiormente. Un conjunto de pesos V en X se dice que es una 
familia de Nachbin si

(a) Dados v1# v2eV y a>0 existe veV tal que av¿$v (1*1,2)
(b) Para cada xeX existe veV cumpliendo v(x) >0

A cada familia de Nachbin V y a cada espacio localmente 
convexo E se asocian los siguientes espacios de Nachbint

CV(X,E) := (feC(X,E) | qv,p (f> :-sup(v(x)p(f (x)) : xeX) <oo para 
cada veV y pecs(E)}.
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CV0 (X,E) :={f6 C(X,E) I Vc>0, veV y pecs(E) 3K compacto en X 
tal que v(x)p(f(x)) <esi xéK) SCV(X,E)

CV(X,E) y CV0 (X,E) son espacios localmente convexos con la 
topología dada por el sistema de seminormas {qv ^:veV, pecs(E)}.

Si v es un peso estrictamente positivo en X y V: = {av:a>0} se 

escribe C(v) (X,E) y C(v)0 (X,E) en vez de CV(X,E) y CV0 (X,E) 

respectivamente y cuando X tiene la topología discreta se escribe 
K„(V,E) y K0 (V,E) en vez de CV(X,E) y CV0 (X,E). También se 
sustituye c0 (v,E) por C(v)0 (X,E) cuando X es discreto.

Sea d =  (vn) una sucesión decreciente de pesos estrictamente 
positivos en X. Entonces

V:=(V:X-- »R+ | es semicontinua superiormente y supV/vn<«»
para cada neN) es una familia de Nachbin en X. Se definen

0oC(X,E) := ind C (v„) g (X,E)

“6C (X,E) .*= ind C (vn) (X,E)
Es claro que 4>qC(X,E) (resp. ^C(XrE)) está continuamente 

inyectado en CV0 (X,E) (resp. cV(X,E)).

SECCTQN 3.1.

Nuestro objetivo es tratar el problema de la descripción 
proyectiva de límites inductivos ponderados de espacios de 

funciones continuas que se anulan en el infinito y con valores en 

un espacio de Fréchet E.

PROPOSICION 3.1.1. Todo espacio E con la propiedad (BD)' tiene
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también la propiedad (W)0 .

Dem: Sea X un espacio localmente compacto y o-compacto y (vn) 
una sucesión decreciente de pesos estrictamente positivos y 
continuos en X. Tenemos que probar que d0C(X,E) es un subespacio 

topológico de CV0(X,E). Para ello fijemos un equicontinuo H en 
(d0C(X,E))' y veamos que H es también un equicontinuo para la 
topología inducida por CV0(X,E).

1.La inyección canónica C(vn)0(X)®nE >C(vn)0(X,E) es continua
y sabemos que ind (C (vn) 0 (X) 0* E) s d0C (X) E (ver 2.1.4) con lo 

cual H induce (por restricción) un equicontinuo en (d0C (X) ® jjE) ' 

y por tanto existe (J 0-entorno en E tal que *(g,.)€E'uO para 
cualesquiera ged0C(X) y *eH (*(g, .) denota la aplicación que a 
xeE hace .corresponder *(g®x)).

2. Para cada neN existe pn seminorma continua en E tal que 

lt(f) I ¿ sup(vn(x)pn (f (x) ): xeX) para cualesquiera feC (vn) 0 (X, E), 
*€H. Sea Un: = (yeE : pn(y) £ 1). Puesto que E cumple (BD)' podemos 
encontrar una seminorma continua r en E y Xn > 0  (neN) tales que

Un°riE,uO SX^V0 para todo neN, 

siendo V:-(yeE:r(y) £1).
Al ser X localmente compacto y o-compacto podemos suponer que 

v : - i n f 2 nX n v n es estrictamente positiva y continua 

(Bierstedt-Meise-Summers [l;p.H2]) .
3. Sean K compacto en X, meN, (Uj : 1 í J Sn) un cubrimiento 

abierto de K y <p.)eCc (X) «cumpliendo Oáqijál, sop<p CUj y

£(<Pj :1 £ j £ n) S 1. Para cada 1 S j Sn sea x^eü^ tal que 
vm(x)/vm (xj) < 2 para todo xeü^.Si (ẑ  : 1 <; j S¡ n) son puntos de E de 

modo que sup (Xmvm (x̂ ) r (ẑ ) : 1 S j ¿n) <1 entonces

• 7 2 *



n
!♦ ̂ 2rf<Pj®zj) para cualquier $g H:

J-i
En efecto.

1*<v *\x • • ’ ls 3"̂  n J n

^  9j
L p 0(4>( - - --  , • ))
3-1 v * . V X3>

donde Pv0 denota la norma de E*v0 (obsérvese que A^vm (Xj)ZjGV 

para l£j£n). Al cumplirse üm° OE'^O £ ^V° y

«Mi   » • )eE'0°

se obtiene
<p <p

p „(*t-— *—  > • )) s P „<♦<— r-r " • I) 
v* V .(*j) < V- (X)'

y por tanto

b<X*j®zj > X p ô -;
<P

, • ))J J o T v (x )j-1 j-1 Om W

Ahora bien, si yj€üm (l£j£n) se tiene

¿  '♦ ‘T u T ® ^ 11 = l+,¿ T u T ® y) 11)) 1j-1 j-1 »' j'
para ciertos números Tjj de módulo 1, y si g denota la función

V

se cumple

V 1 9i<x) V 1 vrâx^
vH.(x)Pm(9(x) = v„,(x>pJ.2 j ,— r W  £ 2 j— ;— 7 % w p J y ¿  ^ 2n n 11 niíJv (x ) 'jJj í - l v (x ) TJ ni jj-1 tu j j-1 ra ]
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para cada xeX, de donde lt(g) 1^2 para cualquier $eH. Es decir
queda probado que

n

l-i

para cualquier $eH.

4.Supongamos ahora fe C c (X,E) de modo que 

su p (v ( x ) r ( f (x ) ) : xe X) <1. Dado xe X sea n(x)eN tal que

2n(x,vn(x) (xíX^, <217(x) .
Q x :« {yeX :2n ‘x »vn(x) (y)Xn(x) <2v(y), vn(x) (y) < 2 v n(x) (x) , 

Pn(x) (f (y)-f (x)) vn(x) (y) < 2~n<x> } un entorno abierto de x.
Al ser el soporte de f compacto encontramos x1#„,xneX tales 

que sopfC u(ílxj: 1 S J S n) . Sean 9í€Cc (X) (liíjSn) cumpliendo

Tomamos

<p3<8> f (x3) € Cc (X) ® E

Ik:-' {j-1,™,n : n(x3) = k> (keN)

Entonces*-x<x 9 3®f(x3>) (suma finita).

Para cada jeIk se cumple

Xkvk(xJ)r(f (x3>) - Xn(> )v b (m ) (x3) r (f (x̂ )) S 2 2v(x3> r (f (x3)) S 22

y por tanto, según hemos comprobado en 3.
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para cualesquiera keN y 4>eH.
Además

£ -

y se tiene

pk< X  fjWIflxl-flXjlllvJxl £ X ^ Í ^ P ^ f W - f ^ í v ^ x )  ¡5 2"k
*h 3eIk

ya que si xeQX;] entonces

Pk ( f ( x l - C ( x ])»vk (x> -  < 2 ’ ( , , ’ -  2"*.

En consecuencia

l^íX^jf* I * 2"* + U ( X 9 j ® f (V)l £ 5.2”k para cada keN, < M
3eIk jerk

con lo cual

l$(f) I £ X  U { X <Pjf) I ̂  ̂  Para cada ^eH*
k J6lk

Queda probado que si feCc (X,E) y sup(v(x)r(f(x)) : xeX) <1 
entonces |$(f) 1̂  5 para cada $eH.

5. Supongamos finalmente feC(vn)0 (X,E) (n natural arbitrario) 
tal que sup(v(x) r (f (x)) : xeX) < 1. Tomamos geCc (X,E) cumpliendo

(a) sup(v(x) r (g(x)) : xeX) < 1

(b) sup(vn(x)Pn(f (x)-g(x) ):xeX) <1
(Nótese que Cc (X,E) es denso en C(vn)0 (X,E) y la inyección de 

C(vn)0 (X,E) en CV0 (X,E) es continua). Entonces (b) implica que
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|$(f) | £ 1 + lt(g) I para todo y (a) implica que |fr(g) |$5 para 
todo feH (por 4.) . Por tanto |$(f) 1^6 para todo $eH.

Esto prueba que H es un equicontinuo cuando en Ó 0C(X,E) 

consideramos la topología inducida por CV0(X,E) y ya podemos 

concluir que Ó0C(X,E) es un subespacio topológico de CV0(X,E).

Bonet (4] prueba que toda coyección cumple (W)c y si un 

espacio de Fréchet E cumple (W)0 entonces E no satisface la 
propiedad (•) de Bellenot y Dubinsky. La proposición anterior nos 
permite concluir el siguiente

TEOREMA 3.1.2. Un espacio de Fréchet tiene la propiedad (W)0 
si y solo si no satisface la propiedad (*) de Bellenot y 
Dubinsky.

TEOREMA 3.1.3. Sean X un espacio localmente compacto y 

o-compacto d=  (vn) una sucesión decreciente de pesos continuos 

estrictamente positivos en X y E un espacio de Fréchet con 

sistema fundamental de seminormas (lili*). Son equivalentes:
(a) d0C(X,E) es un subespacio topológico de CV0(X,E).

(b) V ( k ( 1 ) ) í  3k Vn 3 l 0= l 0 ( n ),Cn>0 :
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para cualesquiera neN, xeX y ueE*.

I2em: Probemos primero (b)-»(a). Sea V' : = V.VjeV). Nótese que

C(vn)0 (X,E) tCh^/v^g^rE) y CV0 (X,E) >CV'0 (X,E) ,dadas por
f-»f.vlfson isomorfismos topológicos y en consecuencia 

indC(vn)0 (X,E) es subespacio topológico de C\F0 (X,E) si y solo si 

indC (Vjj/Vj) 0 (X,E) es subespacio topológico de CV'0 (X,E). Por 
tanto no es ninguna restricción suponer que Vj = l.

Es conocido (Bonet [4]) que (a) equivale a la identidad 

topológica 0oC(X)®eE = ind(C(vn)o(X)®eE) . Puesto que la inyección 
canónica de ind(C(vn)0 (X) ® eE) en dQC(X) ® eE es continua , todo 
se reduce a comprobar que en presencia de la condición (b) todo 
equicontinuo H en (ind(C(vn) 0 (X) ® e E)) * es de hecho un 
equicontinuo en (dgC(X)®eE)'

Fijemos pues un equicontinuo H en (#0C(X)®£E)'. Existen (k(l)) 
sucesión estrictamente creciente de naturales y (HT1: leN, TeH) 
familia de medidas de Radón acotadas y positivas en X cumpliendo 

l ^ l l s j -1 y

lT(g9e) I £ llel^(1(.Jlg|v1dHj
X

para cualesquiera geCc(X), eeE pues
( T :TeH) es un equicontinuo en (C(v,)„(X)® E)1

Jc(v1t0(x i®eB 0 e

(Summers [1]).

Sean keN y Cn>0 (neN) los dados por la condición (b) . Al ser 
X localmente compacto y o-compacto podemos suponer que si



v:»infCnvn entonces v= inf (Cnvn : 1 £ n £ m) puntualmente en Kra ((K,,,) 
sistema fundamental de compactos en X) con lo cual se tiene, en 
particular, v > 0  y v continua (véase Bierstedt-Meise-Summers 
[l;p.112]).

Fijamos un natural m. Por (b) existe peN tal que

’ l l u l f  11u IC, i »' £ máx (  : 1-1,.-,p)C v  (x) v (x)n n *

para cualesquiera ueE', xeX, l£ n£m,  y por tanto

n»«C < , ,  i'“ ' L  ,, n,£ máx(  — —  : 1-1,~,p)v(x) v1(x)

para cada ueE', xeKm.
Sean feCc(X) con soporte contenido en K„ y £>0. Al ser Vj 

acotada (Tlc,,^) ® E :TeH* es un equicontinuo en (Cc (X) ®,E)' 
(Cc(X) con la topología uniforme) y podemos suponer que existe 

0 0  tal que |T(h®e) I £ C I |h | LI le I lx para cualesquiera heCc(X), 
eeE y Te H y por tanto existe 8>0 con la propiedad de que si 

heCc(X) y llhIL, £8 entonces l|T(h, .) ITj £ £ para todo Te H 
(T(h, .) denota la aplicación xeE-*T (h ®  x)) . Sea {flj : 1 £ J£t) un 
cubrimiento abierto de sopf tal que si x,ye£lj entonces

l=7“  ' -=7t I * 8 Y I f (x) - f (y). 1 -1 £ £ para cada 1-1,_,pv(x) v(y )  vx(y)

Sean (9^:1 £ J£t) funciones en Cc(X) que cumplan 0£9^£1 

sop9;jC£l̂  y E(9j: 1 £ j át) = 1 en sopf y fijemos x^eftj. Entonces

11= ~ ]^f (x ) • —iV^T* H luego 11T(-=- - (x ) , .)ll*£e
v ~  1 v Uj) - v 1 v (x j) 1

para todo TeH y concluimos que



¿ IIT (<p. r . ) |L <PH
11 <V L̂ ? v — s ,+á & lt''Vl M v v  '

1-1 j-1 vl'*j'
Dados e1,...,eteE con Ikj llk(u £ 1 (l£j¿t) se cumple

^“1 (p (p
X l l U — -1 — ,£(x.) -f.-l)®e,)lfi tí VjlXj) ) )
tV “* t v (x)
2j |q>;(X) |f (X )— =-— - - f (X) ld^(x) £ ell^ll á e2_1
j-i * vi ' V

pues

i Vi(X) l|f(x.)— -— ■—  f(x)|£e cuando xesop©..Í VjtXj)

Por tanto

^ IIt <T o o ^ • •’ ' U  , .) H,U) sj-i i' y j-i i

X  JlfkPjd^ ¿ e2_1+J|f|d^
3"1 X X

con lo cual

IIt <4. .)II*s 2£+¿ Jlflduí

Iini. . i iCíSjbK

ir iq/T
J-_i x

Queda probado que

ir i ajrT
i-ix

para cualesquiera feCc(X), TeH,



Finalmente, para cada TeH definimos p.TeCc(x)1 dada por

<Ht» g > ¡-
n_1 X

para toda geCc(X). Claramente lkTlls 1. Entonces obtenemos

<pT, g > :

X

para cualesquiera eeE, feCc(X) y TeH, lo que prueba que H es un 
equicontinuo en (0oC(X)®eE)' (ver Summers [1]).

Probemos finalmente (a)-»(b). El argumento es análogo al de 
Bonet [6]. Supongamos que dQC (X) ® E E = ind (C (vn) 0 (X) ® £ E) y sea 
dada una sucesión estrictamente creciente de naturales (k(l)). 
Sean

Hk (keN) y M se topologizan de manera obvia de modo que pasan a

es continua.

Si H £  u(Hn :neN) entonces el teorema de factorización de 

Grothendieck nos asegura que existe keN tal que H £  Hk con 

inyección continua, con lo cual para cada neN existen Cn > 0 y 
l0=*l0(n) tales que

>

ser espacios de Fréchet y cada una de las inclusiones Hk > H)c+i



v  "U„'C , v  ,,u»,Ciii 
4 - v 3 T  s c"-máx( ¿i ~ ^ T  ■x n x x

para todo (ux)eM y en particular

ii» Ck £ C .máx(  -iíü- : 1-1,.v (x) n v. (x)n x

para cada xeX, ueE'.
Es decir, solo queda comprobar que H S U ( H n:neN) . Fijemos pues 

(ux)€E,x que cumpla

X  ----—  < oo v leN
.  V x>

y veamos que ha de existir keN con la propiedad

y  « v .2 -̂--.— - < «o V neNv (x)* n
Con este fin, dado F S X  arbitrario introducimos TF:d0C(X) ® E  >K
dado por

Tr(f ®e) r - J  < ux, e >.f(x)
X£ F

Dados f€Cc(X), eeE, neN se cumple

lTr(f ® e) I S X - V u T ’-v.<x)' Ilc I L  ’l:“1x11 = 11h 1 L > • Í* ■V*.
XEX « x

para todo FS X  siendo ^neCc(X) 1 la medida de Radón positiva y 

acotada dada por

<K' > :=2¿ - -v {x) g (x) VgeCc(X).
x n

Concluimos que (TF:F£X)es un equicontinuo en ("d0C (X) ® eE) ',
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con lo cual existen keN fipeC^X)1 medida de Radón positiva y 
acotada, ||p.rl|$l, y Cn > 0 tales que

IT(f ®  e) I £ llel^.Jv. |f Id*̂  VfeCc(X), eeE, F X
x

siendo v:-inf (Cnvn: neN) >0, v continua.
En particular dados puntos distintos de X , e1,_,e|neE,

lle^l^il (lijim) yE>0 sea entorno de x̂  (lSj£m), Uj, Um 

disjuntos dos a dos y cumpliendo v(x)/v(Xj) Sl+Epara todo xeü^ y 
tomemos ^ e C c(X) de modo que sop^j S Û , l+jlál y +j(Xj)=l. Con 
F:-(x1,_,xni) concluimos, para ciertos 6̂  de módulo 1

2  — jiTii"—  £  <uy  V t u T  ‘ £  sJ - 1  v l * j /  y.i )  V l * j l  j . j  v j A j /

Í^TT^(x) djl, S (1 + C) S <1 + E) 11)1,11 £ (1 + E)
i-i , V  x i-i

Puesto que Xy ê  (1$ jám), m y e>0 son arbitrarios concluimos 
que

v  lluX  
l - ^ 7 7 r s i

y en consecuencia

V  I K H i
v (x)x n 1

< oo V neN

que es lo que queríamos probar.

El teorema 3.1.3. permite dar una prueba alternativa del 

teorema 3.1.2.:
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En efecto, sean X localmente compacto y o-compacto, -d = (vn) 
una sucesión decreciente de pesos estrictamente positivos y 
continuos en X y E un espacio de Fréchet. Si E no cumple la 
propiedad (*) entonces E'b es un (LB)-estricto y en consecuencia 
E" es una coyección (Vogt [2]). Por tanto, según probó Bonet [4], 
•d0C(X,E") es un subespacio topológico de CV0 (X,E") lo que quiere 
decir que se satisface la condición (b) del teorema 3.1.3. con 
E" en lugar de E. Pero entonces es muy sencillo comprobar que 
también se ha de satisfacer esta condición para E y en 
consecuencia 6 0C(X,E) es un subespacio topológico de CV0 (X,E).

Nótese que aunque esta última prueba es más fácil que la dada 
antes, solo una aproximación directa podía dejar claro cual es el 
verdadero papel de la negación de la condición (*).

SECCION 3.2

Estudiamos ahora los dos problemas anteriores en el contexto 
de los espacios de sucesiones con valores vectoriales.

Sean l S p  <«, fNfv,,) una sucesión decreciente de pesos 
estrictamente positivos en N,
V: = {v:N » R+ Isup(V(i)/vn(i) :ieN) < «> VneN} y E un espacio

localmente convexo.
Se definen los siguientes espacios ponderados:

i_
1 (v ,E): = {x=(x(i))eEN 1^ r(x) :=<£(vn(i)r(x(i)))p)p<«o Vrecs(E)}

i-i
con la topología dada por el sistema de seminormas (qn  ̂r : re es(E))
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y también
i

K (V,E) :-(x-(x(i))€E" l q - r ( x ) : - ( £ ( 7 ( i ) r ( x ( i ) ) ) V < ~  V7eV
’ i-i

y Vr€cs(E))

con la topología dada por (q^r :7eV, recs(E)) . A  6 se asocia 
la matriz de Kóthe A-(an(i)) siendo an(i):-vn(i)“l.

Para un estudio de los espacios co-escalonados de orden p se 
puede consultar Bierstedt-Meise-Summers [2].

Al igual que antes se tiene la siguiente

PROPOSICION 3.2.1. Sea lSp<«». SI E cumple (BD) ' entonces 
indlp(vn,E) es un subespacio topológico de Kp(V,E).

Dem; Haremos la prueba para 1 < p < •• (para p - 1 hay que 
hacer pocos cambios). Sean (G,t):-indlp (vn,E) y s la topología 
inducida por Kp(V,E) en G. Es claro que t es más fina que s y por 
tanto nos limitaremos a probar que todo equicontinuo en (G,t)' es 
también un equicontinuo en (G,s)'. Fijemos H equicontinuo en 

(G,t)'.
1. La aplicación canónica lp (vn) ® K E  >lp (vn,E) (neN) es

continua y sabemos que lnd(lp (vn) ®*E) es topológlcamente 
isomorfo a (indlp(vn)) ® n E =KpV ® n E (véase la proposición 2.1.3) 
luego H induce (por restricción) un equicontinuo en (KpV®gE)' es 
decir, existen weV y r seminorma continua en E tales que
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|T(a®x) U  ( £  (cd(i) |a(i) |)p) p.r (x)
1-1

para cualesquiera a =  (a(i)) eKpV, xeE y TeH, y en consecuencia 
T(a,.)eE'uO para cada aeKpV, TeH siendo U: = {xeE : r (x) £ 1}.

2. Para cada neN {T |̂ p (Vn, e ) :TeH) es un equicontinuo en 
lp(vn,E) ' y por tanto encontramos rn seminorma continua en E tal 
que

|t (x )|í ( X ( vJ i>r„<x <1>>>P>Pmrnrnm n fl
1-1

para todo x = (x(i) )elp (vn,E) y TeH. Sea Un: = {xeE : rn (x) <¡ 1}.
Puesto que E cumple (BD)' existen Xn >0 (neN) y r seminorma 

continua en E cumpliendo Un0 oE'gOSXnW° para cada neN, siendo 
W: = (xeE : r (x) SI).Sea v:=inf2nXnvneV
En lo que sigue E (N> :=( (x(i) )eEN I (ieN : x(i)*0) es finito)

3. Sea x - (x(i) )eE(N>. Si
_i_

( X < * ’» V n . ( 1 ) r ( x ( 1 ) ) , P )  P  <  1
1

entonces |t (x ) |si para todo TeH:
En efecto, si q es el conjugado de p, es decir p_1 +q _1 = l, y 

(e¿) son los vectores unitarios canónicos de lp se cumple

lT(x) 1= | T ( X  --— -- ® X  v (i)x(i)) U
T  vB(i,xm

Y | t ( ----.e., . ) (X v (i)x(i)) U
i vB(i)Xn 1
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Y p  0< T (------  . e . ,  . ) )  r  ( X  v ( i )  x ( i ) ) i
i N V  (1 )X1 m m

1 ? v  T , 7 ^ r - e “  • , , , ,  1

Pero ,  por 1.

T (------------------------- ) € E '
ov_ ( i ) X_ 1 -°

y por 2 .  sabemos que

1 e iP „ (T ( .e , . )) £ P 0(T(— . ))
«° V  ( i ) X  1 o V  ( i )

■  ■

con lo  cu a l

IT (x) U  [ £ < P  0( . )))q ] \
i ° ■ ' 1 '

Además, s i  Zj6Ub (leN), tenemos, p a ra  c i e r t o s  números f|̂ de 

módulo 1,

i

* £ |T<77ír' F ’’ ■1 9
A

• X  T("4tT' 21> - V  It <” T77' *4> r r -“  v _ ( i )  1 1 v _ { i )  1

i S ^ r r r r -  V » » |q. v * >
siendo

e

v -  ,’‘lT(7TTr' l""‘

con l o  cua l
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1. _1_

zí) |q,q * ,T(X  “ T r r ® xizi> * i V 1» 1 i v 1* 1 1
i i

(2 (r»(Xizi,,P)M * ( S (Xi,P)pq =i i
i

T  V 1» 1

y en consecuencia

«ZlK^TT- íiih’ s 1.

Puesto que ZjeU,,, (ieN) eran arbitrarios, esto prueba que
i

lux)!* [ X (po(T(“ Trr' ■ ))>q]q$ii ow vB,l,

para cada TeH.
4. Supongamos ahora x - ( x U M e E ^  tal que

i
(£(v(i)r(x(i)))P)P < 1 .
i

Para cada ieN sea n(i)eN de modo que se cumpla
_i_

CD r «x(l>) )P) p < 1.
i

Sea 1̂ : = {ieN : n (i) = k) (keN) . Entonces

I *k-l
donde yk(i):»x(i) si !€!,< y y)c(i)=0 si iíljf Al ser

x * yw (suma finita)
k-l

<X«\v<2 ,(2 X v v(i)r(x(i)))p)p < 1
ÍGlt
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concluimos |T(yk) |¿2~k para cada TeH, keN (por 3.) y por tanto 
|T(x) |¿ 1 para cualquier TeH.
5. Finalmente, al ser E (N> denso en indlp (vn,E),

indlp (vn,E) >Kp (V, E) continua y H equicontinuo en (G,t) •
concluimos que |t (x ) |¿ 1 para cualesquiera TeH y xeindlp(vn,E) 
que cumplan

(X(v(i)r(x(i)))V < l-
i

lo que prueba que H es un equicontinuo en (G,s)'.

Para terminar este capitulo fijamos ó=(vn), sucesión de pesos 
estrictamente positivos en N, y caracterizamos los espacios de 
Fréchet E tales que indlp (vn,E) es subespacio topológico de 
Kp(V,E) (l£p<«o). Al igual que ocurría con el teorema 3.1.3.,1a 
condición que se obtiene es la misma que aparece en Bonet [6].

Necesitamos alguna preparación.
En lo que sigue fijamos l¿p,q<«» tales que p“1 +q"1 = l.

LEMA 3.2.2. Sea E Fréchet con sucesión fundamental de 

seminormas (INI,,). Si M es acotado en lq(E'b) entonces existe 
keN tal que

sup(^( llu(i) |£)q : ueM) < »
í-i

Dem; De lo contrario podemos encontrar (Ik :keN) subconjuntos 
finitos de N disjuntos dos a dos y (uk: keM)£M tales que
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k
k .

lluk{i) ||*)q > k
ieh

y en consecuencia podemos encontrar (xilt:iel){) £E  cumpliendo

iIx± IIfc ^ 1 y 2 j < u k(i), > k
16 *k

Entonces B:={ x^iiel^, keN} es acotado en E y por tanto

sup(^(P 0(u(i)))q : ueM) < oo 
i-i B

Pero

j£(P 0(uk(i)))q 2 X l . V i } ,  x^Fíik
1-1 B  k

lo que es una contradicción.

Análogamente se prueba que si M es acotado en lM (E'b) entonces 
existe keN tal que

sup( Ib (i) 11̂ : ueM, ieN) < oo

LEMA 3.2.3. Sea (G,t):=indlp (vn,E) . La aplicación 

4>:Xq(A,E'b)-- > (G,t) •

dada por

$(u) (x) := ^  <u (i), x(i)>
1-1

para todo x=(x(i))eG, u = (u (i) ) eX (A,E'b) , es un isomorfismo 
algebraico. Mas aún, M £ X q(A,E'b) es acotado si y solo si $(M) 
es equicontinuo en (G,t)'.
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Dom: l. Veamos que + está bien definida. Para ello fijemos neN, 
ueXq (A,E'b) . Puesto que (an(i)u(i))elq(E'b), el lema anterior nos 
asegura que existe keN tal que

£ < a n(i) llu(i) ||fc*)q £ 1
i-1

y por tanto se tiene, para cada meN y x€lp (vn,E),

ll<u(i,, x ( i , > U ¿ l < u ( i , a n(i,, x(i)v#|i)>| S 
1-1 1-1

£

(i) Ifu (1) llk*(vn(i) llx(i) H  (Vn(i) llx(i) llk)p) p
1-1 1-1

lo que prueba que +(u) es una forma lineal bien definida y 
continua sobre cada lp(vn,E), es decir + (u)€(G,t)'.

2. Solo queda comprobar que +es sobre. Sea pues ge(G,t)'. Para
cada ieN IA denotará la aplicación E > lp (v1#E), x-»(0,„, x, 0, 0,._)

(x en la coordenada i-ésima), u (i):-goIieE'.

Dado neN existe keN tal que
_i_

lg(x) Is c £ < v b«í) llx(i) llk)p) P 
1-1

para cualquier xelp (vn,E), pues la restricción de g a lp(vn,E) es 

continua.
Entonces, si me N y x1,._,xmson puntos de E con ||xj|lk £l se 

tiene, para ciertos de módulo 1,
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m
X (an (1) ^ 9 *  IA (X(i) ) >|)q = 
i-1
m
X < V 1>>,I< 9- Ii(x(i)) >lq“181<g, Ijlxli))»-
i - 1

m
l<g, X (an(i,)ql< 9r I±(x(1)) > r 161i1(x(i)) >| £

i - 1

m —
( ¿ ( N g ,  Ii(x(i)) > Ian(i) )p<q"1’) p

i - i

luego
m
£ ( a n(i) l<u (1), x {i) >|)q £ 1
í - i

y deducimos que

¿£<an(i) ||u(i) |£)q £ 1
i - i

Esto prueba que u = (u (i) )elq(an,E'b) para cada neN, es decir 
ueXq(A,E'b) y claramente $(u) = g.

Además, el razonamiento anterior pone de manifiesto la 
correspondencia entre los acotados de Xq (A,E'b) y los 
equicontinuos en (G,t)'.

LEMA 3.2.4. Sean $, G como antes. Sea s la topología inducida

por Kp(V,E) en G. Dados M S X q(A,E'b), H:=$(M) son equivalentes:
(a) H es un equicontinuo en (G,s)'
(b) Existen veV, 7>0, y keN tales que

,( ll-77rllk I SI Vu= (u (i)) eM
i-i
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Dem: (a)-Mb). Existen veV, 7>0, y keN tales que
i

| £ < U < 1 > ,  x (1) >1 ¡S < £ ( F < 1 )  llx(i) 1^)p) p VxeG, ueM.
i-1 i-l

Dados ueM, x ^ - ^ x ^ E  con ||xjllkál (l£j£m) se tiene, para 
ciertos 8a de módulo 1,

¿ U u u , .  - I ¿ < U«1,, ‘ l<ud), iiif»!’ 1»! s“  v(l> v(l| V(l|

,¿[v(1)?iri<ua,,|ii2.>rib«uiu');s
< É i < £ £ .  *u»>r»'

1-1 1 1

(téngase en cuenta que (q-l)p - q), luego

x(1)> F > q
t í  v ‘ 1)

y podemos deducir

| < O c . ’ * i.

(b)-Ma) es claro pues

l £ < u d , ,  x ( D  >1 ^ I I -=777 i f  (V (D  Ibcd) 1̂ ) s
1-1 i-1 V 1 '

(£(?(1) llx(l) l^)”) P VueM, xeG.
1-1

Ahora ya podemos concluir
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PROPOSICION 3.2.5. Sean l<p<<», E Fréchet con sistema 
fundamental de seminormas (ILII,,). Son equivalentes:

(a) indlp(vn,E) es un subespacio topológico de Kp (V,E)
(b) Para cada acotado M en Xq (A,E'b) existen ve~, v>0, y keN 

tales que

i-1 V(1 )

(c) V(k(l))?3k Vn 3l0=l0 (n) ,Cn>0 :

iu c  i u i ; (11
^ 7I T S c1.-m4,t(- ^ T i r , : IS1SV  V1«H, U.E-

Dem: (a) es claramente equivalente a (b) por los lemas 3.2.3. 

y 3.2.4.
(b)—Me). Sea (k(l)) una sucesión estrictamente creciente de 

naturales.

F: = { ueXq(A,E'b) I (^(a^i) llu(i) l£(1|) V  < V IeN }
í-i

_i_
Hk:M ueXq(A,E'b) | (an(i) llu (i) II^V) q < ~  VneN }

í-i
F y Hk (keN) son espacios de Fréchet (con sus topologías
canónicas) y claramente la inyección Hk es continua.

Veamos que Xq(A,E’b) Su(Hk :keN):
En efecto, si ueXq (A,E'b) entonces existen veV, \T> 0, keN 

tales que

ifijifiC)’ s i trí v(i)
y por tanto

93



£ ( a n(l) llu(i) ||*)q - £ < a n(i)v(i) |l^m-||*)q i 
1-1 í-i v '1'

sup((a (i)v(i))q : Í£N) < •©.n

En consecuencia, el teorema de factorización de Grothendieck
nos asegura que existe keN tal que la inyección P »Hk es
continua, con lo cual para todo neN existen l0-l0(n)eN y Cn>0 de 
modo que

_i _i_

<£(aJi)lb<i)|f)q)q S CB.«áx[(]j£<a1(i)||u(i)lf|M) V  : lSISlJ 
1-1 1-1

para cualquier ueF y en particular

i m C  _ • i u C,
... £ C .máx(--------: 1 S 1 S 1 J  VieN, ueE'Vn (i) n v i ( 1 ) 0

(c)-»(b). Sea M acotado en X (A,E'b). Por el lema 3.2.2 
encontramos una sucesión estrictamente creciente de naturales 
(k(1)) tal que

£<aa(i) lb(l) l£u,)q S —  VueM
1-1 2

Sean k el natural dado por (c) y w:« infCnvneV. Existe veV, 
v > 0, v i iJ.
Dados ueM, ieN sea

a(i,u) :«sup(an(i) Ib (i) llk(n): neN)

Está claro que

5ja(i,u) F S
1-1

Pero sabemos por (c) que
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||u(i) |£*a<i,u)v(i) 

con lo cual

£ (  11*̂ 7T)"IC ^  * 1 V u=(u(i))€M
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CAPITULO 4

ESPACIOS CO-ESCALONADOS CON VALORES EN UN (DF)

TWTROnrVCT OM

Dados un espacio localmente compacto separado X y una sucesión 
decreciente $ = (vn) de pesos continuos en X* se cumple que el 

limite inductivo ponderado Ó0C(X) es un subespacio topológico de 
su "envoltura proyectiva" asociada CV0 (X), y la Igualdad 
algebraica 40C(X) sCV0 (X) ( que equivale a la completitud de 
ó0C(X)) se da si y solo si 4 es "regularmente decreciente" 

(Bierstedt-Meise-Summers [l;sección 2]).
Sin embargo, para limites inductivos ponderados 6C(X) la 

situación es completamente diferente:
El limite inductivo ponderado 6C(X) es siempre igual a su 

envoltura proyectiva asociada CV(X) y estos dos espacios 

localmente convexos tienen incluso los mismos conjuntos acotados, 
pero la topología limite inductivo de ÓC(X) puede ser 

estrictamente más fina que la topología ponderada de CV(X) 

(Bierstedt-Meise-Summers (l;p.l26]).

Por (Bierstedt-Meise-Summers [2;p.l4]>, caracterizar la 
Igualdad topológica ÓC(X)«CV(X) para espacios co-escalonados de 

orden «o equivale a caracterizar los espacios escalonados 

distinguidos (recordamos que un espacio de Fréchet es
distinguido si y solo si su dual fuerte E'b es tonelado o,
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equivalentemente, bornológico).

Bierstedt y Meise [2] presentan una condición (D) sobre la 
matriz de KOthe suficiente para que Xĵ sea distinguido:

Deflnlclón. La matriz de Kóthe A~(an) sobre un conjunto de 
Índices I satisface la condición (D) si y solo si existe una 
sucesión creciente ó~(Im) de subconjuntos de I tal que

(N,J) Para cada meN existe n(m)eN con 
inf ( an(ni) (i)/ak (i) :ielm) >0 para k 2: n(m) + 1

mientras que
(MrJ) Para cada neN y cada subcon junto IQ S I tal que 

I0n  (I\Im )*0 para todo meN, existe n'=n,(n,I0) >n tal que 
inf(an(i)/an.(i) :iel0)=0

(D) se introduce basándose en una condición de Grothendieck 
[2], pero sustituyendo su parte "tipo Schwartz" por una "tipo 
Montel".

Recientemente, Bierstedt y Bonet [1] han probado que la 
condición (D) es equivalente a que X} sea distinguido. Para ello 

han desarrollado una teoría general en torno a la "condición de 
densidad", introducida por Heinrich [1] en su estudio de 
ultraproductos de espacios localmente convexos, en el contexto de 
los espacios localmente convexos metrizables.

Definición. Sea E un espacio localmente convexo, £/(E) una base 
de entornos de cero absx. y cerrados en E y B(E) el sistema de

97



todos los conjuntos acotados en E absx. y cerrados. Se dice que E 
satisface la condición de densidad si para cualquier función 
X:t/(E)— ^R+\(0) y cualquier Veü(E) existe un subconjunto finito 
U de U(E) y algún Befl(E) tal quen(X(U) ü : Ue U) £ B + V.

Heinrich hace notar que todo espacio casinormable (luego todo 
(DF)) y todo Fróchet-Montel satisface la condición de densidad y 

da un ejemplo de escalonado de Kóthe sin la condición de 
densidad, que no es más que una reformulación del conocido 
ejemplo de Kóthe-Grotendieck de escalonado no distinguido Xj.

Es fácil ver, tomando polares, que si E es metrizable entonces 
la condición de densidad implica el carácter distinguido de E. 

Pues bien, Bierstedt-Bonet [1] prueban que un espacio metrizable 
E satisface la condición de densidad si y solo si todo acotado 

del dual fuerte E'b es metrizable y esto a su vez es equivalente 
a que 11 (E) sea distinguido. En particular concluyen que un 

espacio X1 es distinguido si y solo si satisface la condición de 

densidad (para establecer la necesidad identifican el dual fuerte 
(X1(E)) 'b, E Fréchet, con (V-, E'b) y prueban que si Xj es 

distinguido y E es Banach entonces X1 (E) es distinguido, con lo 
cual X1 distinguido implica X1 (11)=11(X1) distinguido).

Como consecuencia, un espacio de Fréchet E satisface la 
condición de densidad si y solo si X1(E)=X1® xE es distinguido 
(resp. tiene la condición de densidad) para cada escalonado 

distinguido Xj. Finalmente prueban que Xp (l£p«») satisface la 

condición de densidad si y solo si A cumple (D) (nótese que para 
l<p<oo Xp es siempre distinguido) .
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Gran parte de la pruebas de [1] dependen de una formulación 
dual de la condición de densidad, lo que llevó a Bierstedt-Bonet 
a emprender un estudio sistemático de "condiciones de densidad 
duales" en el contexto de los (DF)-espacios (Bierstedt-Bonet

[2]).

Hay dos candidatos naturales para formular una versión dual de 
la condición de densidad:

Definiciones . Con la misma notación de la definición 
anterior, se dice que E satisface la condición de densidad dual 
fuerte (C.D.D.F.) (resp. la condición de densidad dual (C.D.D.))

si y solo si para cada función X:B(E) »R+\(0) y cada elemento
AeB(E), existen un subconjunto finito B de B(E) y Uet/(E) tales 
que

AnU Sacx(u(X(B)B:BeB) (resp. AnUSacx(u(X(B)B:BeB)).

Si E es el dual fuerte de un espacio metrizable F entonces 
ambas condiciones en E son equivalentes a la condición de 
densidad en F.

En Bierstedt-Bonet [2] se prueba que la metrizabilidad de los 
conjuntos acotados es una condición necesaria y suficiente para 

que un (DF)-espacio E cumpla la condición de densidad dual, y que 
un (DF)-espacio E tiene la (C.D.D.) (resp. (C.D.D.F.)) si y solo 
si loo(E) es casitonelado (resp. bornológico). Estas condiciones 
permiten caracterizar los espacios casitonelados del tipo 
K00(V,E), E (DF), (se prueba en (Bierstedt-Bonet [2] que estos 
espacios tienen la propiedad (DF)) y obtener algunos resultados
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parciales acerca de espacios bornológicos del mismo tipo.
Será útil recordar el siguiente resultado acerca de 

■descripción proyectiva":

Teorema (Bierstedt-Bonet [2])
Sean E un espacio con la propiedad numerable de entornos (por 

ejemplo en (gDF)) y A una matriz de Kóthe. Se cumple:

(a) Si 1 £ p < «  entonces lndlp (vn,E) es algebraica y 
topológicamente isomorfo a Kp(V,E).

(b) Si A cumple (D) entonces indl00(vn,E) es algebraica y 
topológicamente isomorfo a K*o(V,E).

Florencio y Paul [1] han estudiado, usando técnicas de Rosler, 
ciertas propiedades de tonelación en espacios de sucesiones con 

valores vectoriales. Los resultados obtenidos permiten deducir 
propiedades localmente convexas en espacios del tipo Kp (V,E) 

haciendo uso del resultado de "descripción proyectiva" de 
Bierstedt-Bonet ya mencionado.

En este capitulo vamos a continuar el estudio de las 
condiciones de densidad duales en espacios co-escalonados con 

valores en un (DF). También se incluye una prueba de que Kp(V,E) 

es (gDF) si E es (gDF), l£p£«« (se deduce de Florencio-Paul (1) 

y el resultado de "descripción proyectiva" anterior que Kp(\7, E) 
es (DF) si E es (DF) y lí p<». Veáse Bierstedt-Bonet (2) para

una prueba del carácter (DF) de E) para un (DF)-espacio E)
»

y un apéndice cuyo contenido es el siguiente:

1 0 0



Por el trabajo de Taskinen (ver Tasklnen [1] y [2]), sabemos
que existen un espacio de Fréchet E y un espacio de

A
Fréchet-Montel F tales que Lb(E,l2) y F 'b®£F 'b no son 1DF> • En 
este segundo ejemplo, se puede aplicar el teorema de dualidad de 
Buchwalter (c.f.Kttthe II £ 45.3) para obtener que

A A Ai
F'b ® eF'b= (F ®jtF) ’co y en consecuencia F'b ® e F 'b es un <9DF)
(c.f. Jarchow [l;Cap.l2] 6 Pérez Carreras-Bonet [1; Cap.,8]). Por 
tanto quedaban dos cuestiones sin resolver: decidir si Lb(E,F'b)

A
y E'b ® E F,b han de ser necesariamente (gDF) (E,F espacios de 
Fréchet).

En el apéndice a este capitulo observamos que las 
construcciones de Taskinen en [1] se pueden adaptar para dar una 
respuesta negativa a estas dos cuestiones.
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Empezamos estableciendo de forma precisa la dualidad entre 
espacios escalonados -con valores en un espacio de Fréchet y 
espacios co-escalonados con valores en un (DF)-espacio:

Sean E un espacio de Fréchet, A una matriz de KOthe y l<p,q<«»
(p-Uq-M). Sabemos que ^(A) 'b = (Xp(A) x, p(Xp(A) x,Xp(A))) =KqV y
en consecuencia los resultados de Florencio y Paul [ 1; 3.5,3.6 y
3.8] permiten concluir que(Xp(A,E||,sKq (VfE'b) .

b

Se puede razonar directamente:

LEMA 4.1. Sean E un espacio de Fréchet, l<p<«». Dado B 
acotado en lp(E) existe C acotado en E tal que B es acotado en

Dem: Sea (rn) un sistema fundamental de seminormas continuas en 
E, Un:-(xeE : rn (x) £ 1). Por hipótesis

x

Mn:- s u p ( ( X ( r , U ( i ) ) ) V  : x-(x(i))eB) < ~
1

Entonces
n

C:=r»(2p M U : neN)n n

es acotado en E y para cada x-(x(i))eB se cumple

(r (x (i)) )P£ 1.O

1 0 2



PROPOSICION 4.2. Sean A una matriz de KOthe, l<p<<», 
p“1 +q“1= 1 y E un espacio de Fréchet. Entonces (Xp(A,E))'b es 
algebraica y topológicamente isomorfo a Kq(V,E'b).

Dem: Recordamos que Kq (V, E'b) = indlq (vn, E ’b) algebraica y 
topológicamente. En el capitulo 3 comprobamos que 
(lp(E))'= lq(E'b) y por tanto la identidad algebraica (Xp(A,E))'b 
= Kq(7,E* b) es clara. La dualidad viene dada por

<<x(i)), <u(i)) >?=]£<x(i), u(i)>
i

( (x(i))e Xp(A,E), (u(i))e Kq (V,E'b))
1. Kq(V,E'b) --->{Xp(A,E))'b es continua: En efecto sean neN y

B acotado en Xp(A,E). Por el lema anterior existe Cn acotado en E 
tal que B es acotado en lp (an,ECn). Pero entonces, para cada 
(u(i) )elq(vn,E'b), (x(l))cB se cumple

í£<u(i), x (i) >U2v.(i,P 0(u(i))an(i)Pc (x (i)) i
1 i c„

1 1_
(X (Vn(1,R 0(U(i>))V.SUP{ < X (an(i,Pc <y(i)))P)P : (y(i))€BJ

i  c„ i  "

lo que prueba que lq(vn,E'b) >(Xp(A,E))'b es continua para cada

neN y en consecuencia será continua la inclusión 
Kq(V,E'b) ---> (Xp(A,E))*b.

2. (Xp(A,E))'b >Kq(V,E'b) es continua: sea

W:-{ (u (i) )eK (V,E' ) : (Y(v(i)P 0(u(i)))q)q£l) 
q b i c°

un 0-entorno básico en Kq(V,E'b) (v= infanan_1e V, C acotado en

E). Tomamos
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B:-( (x(i) )eX.p(A,E) : ( X < * nU)Pc(x(i)))p)Pian Vn€N)
i

acotado en Xp(A,E). Es suficiente comprobar que B°£W. Sean para 
ello (u(i))eB°, keN, x(j)eC (líjSk). Para ciertos escalares 
a (i) de módulo 1 se cumple

¿<v(i> I< U (i) , X (1) >!)" -
i-1

¿ V
i-1

t
V(l)<U<i), X (i) > ot (i) (v (i) < u (i), x d ) » 9'1

<u(i), a(i)v(i)x(i) (v(l) <u(i), x(i) » ,-l>
i-1

Pero
K .

(X (an(1,PC(7(1)X(i) (7(i) < u <1>» «í1» » ,1))P) P *i-1
* i

< X (an(i)''(1) (V(i) l<U(i), X(i) >|»q‘l)P) P S 
i-1

* i
an(]£(v(i) |<u(i), x(i)>|)V

i-1
con lo cual

(o(i)v(i) (7(1) < u (i), x(i) » q'1x(i))1k.1

está en
k

i'Z'lvU) |<u (i), x (i) >|)q) P.B
i-1

y por tanto

¿(v(i) |< u (i), X(i)>|)q í <¿<v(i> I < U (i ) , X (i) > I)q) p
i-1 i-1
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lo que quiere decir que

(Tjv(i) l<u(i), x(i) >|)q) q SI.
i-i

Al ser k y x(j) (lSjSk) arbitrarlos concluimos que
i

<X<v,l,P 0(u (i)))V  SI
1 c

es decir, (u(l))eW.

Florencio y Paul [l;Teorema 3.22] prueban el siguiente

TEOREMA Sea 1 < p <«. Para un espacio de Fréchet E y una 
matriz de kóthe A, Xp (A,E) es distinguido si y solo si E es 
distinguido.

Este resultado también se sigue de la proposición anterior y 
Bierstedt-Bonet [2].

La siguiente proposición no se incluye en Florencio-Paul [1]

LEMA 4.3. Sea l£p£oo. si E es (gDF) entonces lp(E) es (gDF)

Dem: Daremos la prueba para l<p<<». Sea (An) una sucesión 
fundamental de acotados en E. Tomamos

1. (nBn) es sucesión fundamental de acotados en lp(E): de lo 

contrario existe M acotado en lp (E) tal que

i
Bn:-( (x(m))eE (PA (x(m)))P)P£l), neN

n



sup(]iĵ (PA (x (m)))p : (x (m)) eM) *00 VneN 
■ n

y encontramos (In) subconjuntos finitos de N disjuntos dos a dos, 
y puntos (xn(m))neM, un(m)€An° (neN, meln) tales que

X l < u  (m), x (m) > |> nP.n n
Min

Entonces (un(m) :neN, me In) es una sucesión convergente a cero en 
E 'b y Por tanto un equicontinuo debido al carácter (gDF) de E. 
Sean U 0-entorno en E tal que (un(m) : neN, m£ln| CU° y r la 
funcional de Minkowski de U. Entonces

W:-{ (x(k)) : ]T(r(x(k)))PSl)
k

es un 0-entorno en lp(E), luego existe X>0 con MfiXw, de donde 

Xl<u.(n), xi(n) > N  X ( r ( x i(n)))P£Xp VneN
Mi Min n

lo que es una contradicción.
2. Sea Un un 0-entorno absolutamente convexo en lp(E), neN. 

Tenemos que probar que U:-n(Un + nBn : neN) es un 0-entorno en 
lp(E). Para ello, sean rn seminorma continua en E tal que

Wn:-((x(k))elp(E) : £ (rn(X (k)))pi 1) üB
k

y Vn:-(xeE:rn(x) SI).

Al ser E (gDF), V:-n(Vn + An : neN) es un 0-entorno en E y

N :-((x(k))elp(E) : £ ( r  (x(k)))pSl>
k

es un 0-entorno en lp(E) (r funcional de Minkowski de V) . Dados 

(x(k))eW, neN sea :-máx(r (x(k)), 2-k/p) > 0. Cada x(k) está en 
XkV luego xk - yk + zk siendo y|C€XkVn, zkeXkAn. Entonces
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luego (zk)e21/PBn y en particular deducimos que (yk)6 lp {E) . 

Además

X " W P s ÜK s2k k
Por tanto H S 2 1/P(Wn + Bn) para todo neN y concluimos que U es un 
0-entorno en lp (E).

PROPOSICION 4.4. Sea l£p£«o. Si E es (gDF) entonces Kp (V,E) 
es (gDF).

Dem: Para l $ p < »  se deduce directamente del lema anterior y, 
del resultado de descripción proyectiva de Bierstedt-Bonet. 
Hagamos la prueba para p=«>.

Sea (An) una sucesión fundamental de acotados absx. en E y 
Bn:-(x- (x (i)) el^fv^E) : vn(i) x(i) eAn Viel). (Bn) es una s.f.a. 
en KgofVrE). Tenemos que probar que si (Ŵ ) es una sucesión de 
0-entornos en K*, (V,E) entonces n(Wk + Bk : ke N) es también un
0-entorno en E.

1. Para cada keN podemos encontrar y qkecs(E) tales que

(xeKJV,E) : s u p ^ d í q ^ x d ) )  £ l ) C Í w k.

Tomamos ahora neN

B :*(x*(x(i))el (v,E) : vd)x(i)eA. Vi)n# k •• n n jc

(Bnrk:keN) es una s.f.a. en E. Al ser la lnyeccción
l<»(vn'E) >K00(V,E) continua y loo(vn,E) un (gDF) concluimos que

U :=n((Wknl (v,E))+Bnk : keN)n k m  n n, jc

es un 0-entorno en l^tv^E) y por tanto encontramos pnecs(E) tal



SUP(X,PA (x(m)))P : (x(m))eM)=«» VneN 
■ n

y encontramos (In) subconjuntos finitos de N disjuntos dos a dos, 
y puntos (xn(m))BeM, un(m)eAn° (neN, meln) tales que

X|<u (m), x (m) > |> nP.Q D
M i D

Entonces (un(m):neN, m€ln) es una sucesión convergente a cero en 
E'b y Por tanto un equicontinuo debido al carácter (gDF) de E. 
Sean U 0-entorno en E tal que (un(m) :neN, me In) £ U° y r la 
funcional de Minkowski de U. Entonces

W:«( (x(k)) : ]£<r(x(k)))PS 1)
k

es un 0-entorno en lp(E), luego existe X > 0  con M S Xw, de donde 

]£j<uM(n), xB(n) >Pi ^ ( r ( x B(n)))PSXp VneN
Mil BS In n

lo que es una contradicción.
2. Sea Un un 0-entorno absolutamente convexo en lp(E), neN. 

Tenemos que probar que U:«r» (ün + nBn : neN) es un 0-entorno en 
lp(E). Para ello, sean rn seminorma continua en E tal que

Wn:-( (x(k))elp(E) : £ ( r n(x(k)))pj;i} Un
k

y Vn:-{xeE: rn(x) S 1).
Al ser E (gDF), V:-n(Vn +An : neN) es un 0-entorno en E y

W :-{(x(k))elp(E) : X (r <*(k)))pSl)
k

es un 0-entorno en lp(E) (r funcional de Minkowski de V). Dados 
(x(k))eW, neN sea Xk :-máx(r(x(k)), 2“k/p) > 0. Cada x(k) está en 
XkV luego xk - yk + zk siendo ykeXkVn, zkeXkAn. Entonces
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es decir Xje2"^+D  (Ŵ  + Bk) .Concluimos que
k

X = Z XJe W k + B>cj— 1

3. Finalmente ponemos
v:«supkvk, W: = {x€K_(V,E) : supAv(i) p(x (i)) S 1}

Dado neN, vkSXnvn para cada k£n mientras que existe M>0 tal 
que v^ S M)tvn para cada l£k<n , pero entonces veV y W es un 
0-entorno en K00(V,E) . Además vk £v implica W S S Wk + Bk para 
cada keN y queda probado que n(Wk +Bk : keN) es un 0-entorno en 
K ^ ^ E ) .

Veamos ahora qué ocurre con las condiciones de densidad duales

PROPOSICION 4.5. Sea E un (DF)-espacio. Sea A una matriz de 
KOthe y l £ p < o o .  Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Kp(V,E) tiene la condición de densidad dual (C.D.D.)
(b) A satisface la condición (D) y E tiene la condición de 

densidad dual.

Dem: (compárese con Bierstedt-Bonet [2 ; 2.7]). Puesto Kp(V) y 
E son subespacios complementados de Kp(V,E) ,(a) implica (b) es 

consecuencia de Bierstedt-Bonet [2; 1.10 y 2.10]. Reciprocamente, 
supongamos (b).

Puesto que Kp(V,E) es un (DF) (véase Bierstedt-Bonet [2;3.11]) 

es suficiente probar que todo acotado de Kp(V, E) es metrizable 
(c.f.Bierstedt-Bonet [2;1.5]).

La prueba de Bierstedt-Bonet [2;3.8 ] revela que todo acotado 
de Kp (V,E) está contenido en un conjunto de la forma
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B:-(x-(x(l))cKp (V,E) :£(vn(l)pA (x(i)))»ál) donde A es un 
subconjunto absolutamente convexo y acotado de E. Veamos que 0 

tiene una base numerable de entornos en B. Para hacer esto 
tomamos

leí

Por hipótesis cada mC, meN, es metrizable pues Kp(V) tiene la 
condición de densidad dual, luego podemos encontrar una sucesión 
<vk) en V con la siguiente propiedad

(1) VveV, meN existe keN tal que

leí

Por otra parte todo subconjunto acotado de E, luego de lp(E), 

es metrltable. Por tanto podemos encontrar una sucesión 
creciente (r1) de seminormas continuas en E tal que 

(2) Vrecs(E) VMeN 3leN tal que

leíleí

leí

está contenido en

(yeKp(V) : X<v(i) l)P*l}

O M D  es contenido en

leí

Ahora, para veV y recs(E) ponemos

leí

1 1 0



Probamos que V7eV, rccs(E) 3k,leN tal que

V,..,"» %.r-

Dado veV existe M>0 con vSHvn (n viene dado en la definición 
de B) .Si seleccionamos 1 como en (2) para M y r, podemos 
encontrar m€N tal que

_i_

( X ( v n ( 1 ) r i ( x ( 1 , ) , P , P *  m 
le I

para todo xeB. En consecuencia si xeB, entonces (rx(x(i))) l6lemC. 
Ahora seleccionamos keN como en (1) para v y m. Supongamos ahora 

xe B n  N_
X ,ri

Primero (rj(x(i)))emC y

(X (7)t(i,ri(x(i,,,P,P^ 1
leí

De (1) se sigue

( X l v í U r ^ x U ) )  )P)PS1.

Puesto que (v(i)x(i))eMD, podemos aplicar (2) para concluir
_i_

(X(v(i)r(x(i)))p)pSl.

COROLARIO 4.6. Sea E un espacio de Fréchet. Sea A una matriz 
de KOthe y l<p<oo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Xp(A,E) cumple la condición de densidad de Heinrich.
(b) A tiene la propiedad (D) y E cumple la condición de
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densidad.
Dem: Se sigue de las proposiciones 4.2. y 4.5., puesto que un 

espacio de Fréchet cumple la condición de densidad si y solo si 
su dual fuerte satisface la (C.D.D.).

Ahora analizamos la condición de densidad dual fuerte de 
Kp(V,E), E (DF).

PROPOSICION 4.7. Sea E un (DF)-espacio. Sea A una matriz de 
Kóthe y l£p<oo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Kp (V, E) cumple la condición de densidad dual fuerte 

(C.D.D.F.)
(b) A tiene la propiedad (D) y E cumple (C.D.D.F.).
Más aún, en este caso tenemos que

l.(Kp(V,E))-indl„(lp(vn,E)) algebraica y topologicamente.

Dem: Puesto que Kp(V) y E son subespacios complementados de 
Kp(V,E), (a) implies (b) se sigue de Bierstedt-Bonet (2;1.10 y

2.10]. Reciprocamente, supongamos (b). Dada una sucesión 

fundamental (An) de subconjuntos acotados de E, si ponemos

i€l

entonces (Bn) es una sucesión fundamental de subconjuntos 

acotados de Kp(V,E)(Bierstedt-Bonet [2;3.8]).

n

1 1 2



Claramente C„: = {a= (a(l)) e K pV : I(vn (1) |a(i) 1^51}, neN, forman una 

sucesión fundamental de subconjuntos acotados de KpV.

Fijamos peN y (Xn) una sucesión decreciente de números reales, 

0<XnSl. Puesto que (An:n5p) es una sucesión fundamental de 

subconjuntos acotados de E, aplicamos (C.D.D.F.) para encontrar 

un número m>p y un 0-entorno U en E que satisfagan
m

(1) U n  A cacx( U  (A.̂ 2 *: p £ k S m)) c: ̂  X^A^
k-p

Por Bierstedt-Bonet [2;2.10] Kp (V) tiene (C.D.D.F.) .Dada la

sucesión fundamental de acotado'- (Ck:k£m) de Kp (V), podemos

encontrar un peso veV y un número natural s>m tales que
s

(2) 5c D V C a c x l  U( X 2 ~ kCk: m 5 k £ s) ) C Z X  V.2"kC.D K K K K
k-ra

donde 8>0 satisface A S  1 ü yP P J

V:  = {<*= (a( i) )eKpV : E(v(i) |a(i) |)P£1}.
Sea q la funcional de Minkowski de U. Ahora tomamos 

W: = (x= (x (i)) eKp (V, E) : E(v(i)q(x(i)) )P£1}
Sea x e W n B p. Como (q (x (i)) ) e V n X pCp podemos aplicar (2) para 

obtener ak=(olt(i))eKpV, nték<s, tales que

(3) (q(x(i)))=]£xk2 ' V  y X ( V i,k*(i>l>P Sl.
k-ra i

De (1), para leí, tenemos
m

(4) x(i)-(q(x(i))+pA ( « ( D J í S x r V d ) ,  donde zj(i)eA3.
P j-p

De (3) y (4) podemos concluir
m c ra

(5) x = 5 > j2"j(zj(i)pA (x (i) ) ) + ‘1zJ(i)alt(i> ) .
j-p P k-m j-p
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'i. * ir. -1 i

Tenemos dos casos.
1 . p i J S m

Y k l l l p .  (xlillp. u ’l D l P  S ^ k l U p .  U I D l P  i 1, luego 
i 3 p i t p p

(z’íUp (xdDJ^Bj.

2. míkSs. Puesto que Zj(l)cAj£Ak cuando pSjimSk, obtenemos

Z K ^ ' p* Í m " V u ^ u n  P í X K (1,ok(1) ̂  S 1 » lue9°
la. p 1

2 z (i)a‘(l) )a€B
j-P

Finalmente

j - p  k -«  j - 1

y queda probado lo que queríamos.
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APENDICE

Como ya se ha indicado en la introducción adaptamos la 
construcción de Taskinen en [1] para concluir que Lb(E,F'b) y

A
E 'b F'b no son necesariamente (gDF) (E,F espacios de Fréchet).

Sea X un espacio de Fréchet con base de 0-entornos absx. y 
cerrados (Un) con 2Un+1£ U n. Denotamos por B(X) el conjunto de 
todos los subconjuntos acotados de X. Sea A un subconjunto 

saturado de B(X) cuya unión cubre X. Denotamos por la
topología en X' '3 la convergenci .niforme sobre los el<~~' ntos 
de A. Usando las caracterizaciones de (gDF)-espacios y un 
argumento standart por dualidad se obtiene

LEMA: Sea X un espacio de Fréchet. Entonces (X',Tft) es (gDF) si 

y solo si para cada sucesión de subconjuntos absx. CneA, neN, 
existe CeA tal que U(Cnn  Un : neNJSC.

Sean E y F espacios de Fréchet con sucesiones decrecientes de 

0-entornos (Wn) y (Vn) tales que (n-1Wn) y (n_1Vn) son bases de 

0-entornos en E y F respectivamente. Entonces Lb (E,F'b) es
A

topologicamente isomorfo al dual (E F) ' dotado con la 

topología de la convergencia uniforme sobre los conjuntos 
r ( A ® B )  , AeB(E), BeB(F). Entonces tenemos

C O R O L A R I O : Lb (E,F'b ) es (gDF) si y solo si para cada
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(Bn) SB(E), (Cn)CB(F), existen AeB (E), BeB (F) tales que

u(r(Bn® C n) n r ( 2'nWn» V n) : neN) cr (A ®  B), todas las clausuras 

tomadas en E ® X F.

Obsérvese que por simetría la condición anterior es también 

equivalente a que Lb (F,E'b) sea (gDF).

Usaremos las notaciones de Tasklnen (1; Sectlon 4] y tomaremos 

M n“M 'n“ lj* Por tanto podemos suponer que las constantes de 

proyección p(n)de Gn sobre Mn satisfacen

EJEMPLO 1: Existe m  fiSPAClQ Úñ. Fxéchfit E tal aii£ 1^(E, 12) xiü 
es (gDF). Esto será consecuencia del corolario anterior una vez 

probemos que para F = 12, V la bola unidad de F, y E el espacio 

de Fréchet de Tasklnen [1;4.4], se cumple que

no está contenido en T ( A ® B )  para todo AeB(E), BeB(F), las

Para probar esto es suficiente ver que para cada ta 2 1, meN, 

el conjunto

U(r(2"nW ® V )  r»r(24V  , ®V))n títi

no está contenido en la clausura de T( (n(tmWm :rnEN)) ® V )  en EQ^F. 

Primero observemos que el lema clave 4.3. of Tasklnen (1] nos 

dice, para s(n):-p(n)/4 , que

T(U 0  V) O  r (25ntí ® V ) ^ T |  (s(25n) ü n  4stf) ®  V) para todo neN y s>0.

(ver Tasklnen [l;p.22])

ó(r(2'"w ®V )  n T ( W n , ®  24nV) :neN)n nti

clausuras tomadas en E ® X F (obsérvese que Wn>1eB(E))
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Entonces

r(2_nü®V) nr(24n<U®V)}¿r( ( (s(25n)/2n)Un2sU) ®V) para todo neN 
y s>0.Puesto que lim p(n)/4n1/5 = »,existe n0eN tal que 
s(25no)/2n o £ 2tx . Entonces T (2_noU ®  V) n r  ( 24no(T® V) no está 

contenido en 2r((t1ü o  tno+1U) ®  V) . Puesto que 
(r((n(tmWm:meN) ) ®V)+r(Wno+1®V) ) n  (Eno®  F) C2r< (tjüOt^jü) ®  V) 
(Tasklnen (1; prueba de 4.5]), I'(Wno+1®V) es un 0-entorno en 
E ® n F, y

”no *no no[r{2 w ®v) r>T(2 w , ®  V) ] n  (E nF) = n0 V 1 nQ

nQ 4noW
r (2 U®V) nT(2 U®V) 

se sigue la conclusión.

EJEMPLO 2 : Existen no. espacio SÍS Fréchet-Schwartz F con la 
propiedad sis aproximación acotada y un espacio sis Fréchet e tales

A
que F ,b® eE'b= LjjíF^'h) afl £5. (gDF) . F es el Fréchet-Schwartz y 
E es el espacio de Fréchet construidos en Tasklnen[1;4.7]. En 
este caso la prueba es un poco más complicada. Usando ahora el 

segundo lema clave 4.8 en Tasklnen [1] se puede probar que

U(r(2‘nw ® V  ) n  (O (T(24nWn® V  ) : p £ n+1) ) :neN)n n p p

no está contenido en la clausura de T(A®B) en E ® TtF para AeB(E) 

y BeB (F) .
Ahora, puesto que =/U para p2n+l, podemos aplicar el 

resultado positivo de Tasklnen (1;3.1] para (H,h) y F para 
obtener para cada neN, CneB(F)tal que

n ( T(24nWn® V  ) : p^n + 1) C  T(Wn , ® C  )p P 1 n
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la clausura tomada en E ® ffF. En consecuencia,para (Wnn+1) CB(E), 
(Cn)CB(F) el conjunto

u((r(2"nW ® V )  n n w "  ® C  )) : neN)n n n+i n
1 Ano está contenido en r(A® B), las clausuras tomadas en E ® n F.La 

conclusión se sigue del corolario.
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