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HQXACIQH

La notacién sobre teoria general de espacios localmente
convexos es estardard y se remite a los libros de G.Kéthe [1] vy
P.Pérez Carreras -J.Bonet [1],

En lo referente a limites inductivos ponderados de espacios de
funciones o sucesiones se sigue la notacién de
Bierstedt-Meise-Summers 1] vy [2] . Véanse las definiciones
correspondientes en las pag. 65-66-78 de esta memoria.

Solo una advertencia: la envoltura absolutamente convexa de un
conjunto A de un espacio localmente convexo la denotamos por
acx(A), salvo en el capitulo 4 donde la notacidén empleada es

r<a>,






INIRODUCCION

El problema general al que estd dedicado 1la memdria es el
sigulente: determinar condiclones bajo las cuales
E®qy (indF,) = ind(E ®yF,) topolégicamente (ax=€6 ®) o bien
Ee (indF,) =ind(E€F,) algebraicamente (E y F, espaclos localmente
convexos) . Bonet (6] prueba que si F:=indF, es un (LB) regular y
E es un espacio de Fréchet entonces entonces se da la igualdad
topolégica E@®p(indF,) =ind(E®gF;) sl y solo si toda aplicacién
lineal y continua de E en F'y es acotada ( es decir transforma
algin O-entorno en E en un conjunto acotado de F',). Este es el
motivo por el cual dedicamos un primer capitulo al estudio de 1la
identidad L(E,F)=LB(E,F).

En el cépitulo 2 caracterizamos los espaclos de Fréchet E
tales que E ®g(indF,) =ind(E ®zF,) para cualquier 1limite
inductivo 1indF, que cumpla F, denso en F;,, (neN) y obtenemos
algunos resultados parclales sobre conmutatividad cuandoa=g¢ si E
es una coyecclén,indF, admite particién local de la unidad y cada
F, es denso en Fp,,,. También estudiamos en este capitulo 1la
identidad algebraica E€ (indF,) = ind(EEF,).

En el capitulo tercero quedan completamente caracterizados los
espaclos de Fréchet E tales que #,C(X,E) es un subespacio
topolégico de CVO(X,E) ( o lo que es lo mismo (Bonet [4])
ind(C(v,)o(X) ®eE) =(1ndC(v,) () ®eE) para cualquler sucesién
¥=(v,) decreciente de pesos continuos estrictamente positivos en
cualquier espacio topoléglico localmente compacto y o-compacto X.

Dados un espacio topolégico localmente compacto y o-compacto X

se extiende Bonet [6] para caracterizar los pares (9,E)






{® sucesidn decreciente de pesos continuo y positivos en X y E
espacio de Fréchet) tales que ©,C(X,E) es un subespacio
topolégico de CVb(x.E). Aqui interviene una condicién de Vogt [1]
Finalmente, en el capitulo 4 se prosigue el estudio de
condiciones de densidad duales (véase Blerstedt-Bonet ([1,2]) en
espaclo co-escalonados con valores en un (DF). Eite dltimo
capitulo contiene un apéndice en el que se muestra como se puede
modificar la construccidén de Taskinen en ([1l] para probar que

A
E',®eF’), no es necesariamente (gDF) (E,F espaclos de Fréchet).

Para mis detalles se puede leer la introduccidén que figura al

principio de cada capitulo.
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CAPITULO 1

SOBRA LA IDENTIDAD L (K, P)-LB (K, V)

IHIBODPCCIQB

En este capitulo vanos a estudiar paros do espacios (E,F)
talos que toda aplicacién lineal y continua do E en F os acotada»
en el sentido do que oanda un entorno de 0 en E en un conjunto
acotado de 9.

Denotaremos por L (E»F) (resp. LB(E»F)) el espacio vectorial de
las aplicaciones lineales y continuas (resp. acotadas) de E en F.
Siguiendo a Defant-Floret decimos que un par (E,F) de espacios
localoante convexos cumple la propiedad de locallzaclOn al para
cada equicontlnuo H en L(E»F) existe U entorno de 0 en E tal que
H(U) :-c*(T(0) :TeH) es acotado en F (es decir» H es equiacotado).

El interés en estas cuestiones parte de 1los resultados de
Grothendieck (2) » que aseguran que ai E es un (DF) y F es
Fréchet o si E es Fréchet y F es (DF)» entonces el par (E»F)
tiene la propiedad de 1localizaclén. Estos resultados fueron de
importancia» por ejemplo» en el estudio de 1los productos
tensorlales proyectivos de espacios (DF).

Diversos autores proporcionaron extensiones de los resultados
de Grothendieck (ver v.g. Ruess (l1)» Defant-Floret (1)» S.Dierolf

ID) reemplazando las condiciones Fréchet y (DF) por otras méas

¢  VALENCIA
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generales, como existencia de sucesién fundamental de conjuntos
acotados, condicién de acotados de Mackey o propiedad numerable

de entornos. Se tiene el siguiente resultado:

TEOREMA . Cada > de 1los siguientes pares (E,F) tiene 1la
propiedad de 1localizacién:

(I) E 6 F son normados

(IT) F es metrlzable y E cumple la c.n.p. («propiedad numerable
de entornos, i.e., V(pn) seminormas continuas en E 3X*X), P
seminorma continua en E tales que pn$ X*p, neN)

(iii) E es (DF) casi-tonelado y F cumple la c.a.M. (M condicién
de acotados de MACKEY, i.e., V (Bn), Bn acotado en E, 3 Xn>0 |,
neN, tales que uX“Bn es acotado)

(iiil) E es metrlzable y F admite sucesién fundamental de

acotados.

Debe observarse que en estas extensiones no se considera en
ningan momento el caso "simétrico". Es decir, cuando E y F son

ambos Fréchet o (DF). El1 problema de caracterizar los pares de

espacios de Fréchet (E,F) tales que L(E,F)-LB(E,F) o,
equivalentemente, que todo equlcontlnuoes equiacotado, fue
resuelto por Vogt (l1). PosteriormenteBonet [S5] y Terzioglu (1]

complementaron loa resultados de Vogt, analizando, en primer
lugar, hasta que punto 1los resultados mencionados antes son
éptimos y, en segundo lugar, la incidencia en este problema de

las clases de espacios de Fréchet que han venido interesando a



diversos autores: las coyecclones y los espacios que no cumplen
la propiedad (*) de Bellenot y Dubinsky (l). Véanse los articulos
de Dierolf-zarnadze (1], Moscatelli [1], Dierolf-Moscatelli (1),
Bonet (2], Vogt [2), Behrends, Dierolf y Harmand ([1}.

El presente capitulo tiene tres secciones. La idea es ir de
los resultados mis generales y abstractos a situaciones mis
concretas.

La reiterada aparicion de las coyecciones, los espacios de
Fréchet sin la propiedad (¢) de Bellenot y Dubinsky y los
espaclios localmente convexos con la propledad numerable de
entornos cuando se analizan cuestiones de optimalidad en 1la
relacion L(E,F)=LB(E,F) nos ha llevado a la introduccién de dos
clases de espacios que serén relevantes también en el siquiente
capitulo. La primera de ellas (la clase (A) o espacios con la
propledad (A)) es una clase con "buena” estabilidad y que
contiene a los espaclios con la propiedad numerable de entornos y
las coyecciones (incluso a los espaclos con la condicién de
apertura de Nachbin [1}). La segunda, mis amplia, denotada por
_(BD)', contiene también los espaclos con la propiedad (BD) de
Terzioglu [1] y en particular los espacios de Fréchet sin 1la
propiedad ’ (s).

Caracterizamos la clase (A) en términos de la identidad
L(E,F)=LB(E,F) (proposicién 1.1.4). Vemos la coincidencia de (A)
y (BD)' si el espaclo tiene la propledad de aproximacién acotada -

(proposicién 1.1.5) y reformamos un ejemplo de Floret (1] para



»

obtener una coyecclidédn G con un subespacio denso propio F (que pcr
tanto satisfacer& (BD)') que admite normas continuas pero no es
normable.

En la seccién 2 extendemos y complementamos el estudio
abstracto de Bonet en [5) para considerar hasta qué punto clertas
condiciones en la 1identidad L(E,F)=LB(E,F) son necesarias vy
suficientes. Los resultados mis dignos de mencién son las

proposiciones 1.2.2 y 1.2.3

En la secciétn 3. anadimos al estudio de Vogt en (1] algunos
nuevos resultados. S1 E es un espaclo de Fréchet nuclear se
caracteriza completamente cuando L{AP(A),E)=LB(AP(A),E),1<pSoco,
o cuando L(E,AP(A))=LB(E,AP(A)), l<p<o,(Prop. 1.3.1.1. ¥y
1.3.1.3) También se caracterizan los pares de espacios (DF) (E,F)
tales que L(E,F)=LB(E,F). Esta caracterlzacién se aplica a dos
situaciones concretas que no pueden deducirse directamente de
Vogt. En particular se caracteriza la identidad
L(E,0°C(x))=LB(E,0°C(X)) cuando E es un (DF)-casitonelado y
#,C(X) es un limite inductivo ponderado de funclones continuas
para una sucesién decreciente de pesos continuos 0=(vn) que sea

regularmente decreclente (Teorema(l.3.2.3)).



SECCION 1.1

Bellenot y Dubinsky [1] prueban que un espacio de Fréchet
separable E admite como cociente un escalonado de Kdthe nuclear

sl y solo si E tiene la propiedad

(%) 31 vk 3 : SUP(”U”;:UEE; IIuIl;s1)--
siendo ( "‘“k) una sucesién fundamental de éemlnormas continuas
y E', el espacio de Banach determinado por la norma dual ”'"'.

en E'.

Nachbin [1]), en su estudio de factorizacién holomorfa, diod la
siguiente definicién:

Un espacio E satisface la gondicién de apertura si para cada U
O-entorno en E existe V O-entorno en E tal que para todo W
O-entorno en E podemos encontrar p>0 : VSpW + Ker p; , es declr,
E/Kerp es normable para cada seminorma continua p en E.

Los espacios de Fréchet con la condicién de apertura se llaman
coyecciones (Bellenot-Dubinski [1l]) y son precisamente los
'limites sobreyectivos numerables de espacios de Banach (Dineen
[l;cap.6)). Las coyecclones han sido consideradas por varios
autores (ver v.g. Bellenot-Dubinski [1} , Bonet [2,4,5],
Dierolf-Moscatelli [1) , Dineen [1] , Grothendieck (2} ,

Terzioglu [1] , Vogt [2]).



Terzioglu [1], para tratar cuando toda aplicacién 1lineal y
continua entre dos espacios localmente convexos es acotada,

considera también la siguiente condicién sobre un espacio E :

(BD) : Para cada U O-entorno en E existe V 0O-entorno en E tal
que para todo W O-entorno en E podemos encontrar p>0 de manera

que W N E'p SpVo.

S1 E es un espaclo de Fréchet, ésta es la negaclén de 1la
condicién (*). Tomando polares es fadcll comprobar que sl un
espaclo satisface la condicién de apertura entonces también
satisface (BD), pero el reciproco no es verdad:

Behrends, Dierolf y Harmand [1] dieron un ejemplo de espaclo
de Fréchet no normable que admite normas continuas {(luego no

puede ser una coyeccién) y cumple (BD).

Terzioglu [1l]) diferencia la condicién de apertura de 1la
condicién (BD) por medio de la identidad L=LB. M4s concretamente,
prueba las sigulentes caracterizaciones:

(1) E satisface la condicién de apertura si y solo si
L(E,F)=LB(E,F) para cualquier espacio F que admita normas
continuas.

(2) S1 E satisface (BD) entonces L(E,F)=LB(E,F) para
cualquier espacio tonelado F con base de Schauder y normas

continuas.



(3) Si E es un espacio de Fréchet y L(E,A}(A))=LB(E,Al(A))
para todo Kdéthe nuclear Al(A) , entonces E satisface (BD).

Véase Bonet (5).

La sigulente condiciétn fue implicitamente considerada por
Grothendieck (1]:

Se dice que un espacio E tiene la propledad numerable de
entornos {(c.n.p.) si para cada sucesidn (p,) de seminormas
continuas en E existen ¢, >0 y p seminorma continua en E tales que
ppSc,p, NEN. Todo (gDF) tiene esta propledad (ver Bonet [3] y
Floret (1] para mis detalles).

Introducimos ahora una propiedad mids general que la condiciédn
de apertura y la (c.n.p)

'

DEFINICION 1.1.1
(A) : Para cualesquiera U 0O-entorno en E y (U,) sucesién de
O-entornos en E existen V 0-entorno en E y A >0 (neN) tales que

VEAU, + Ker p; , neN.

Es decir, un espacio E tiene la-propiedad (A) si E/Kerp
tiene la (c.n.p) para toda seminorma continua p en E.
Tomando poia:es, la propledad (A) 4implica 1la sigulente

extensioén natural de la condicién (BD):



DEFINICION 1.1.2

(BD)' : Para cualesqulera U O-entorno en E y (U,) sucesién de
O-entornos en E existen V O-entorno en E y ln>0, neN, tales que

E'ww N USE€AV®, neN.

Es claro que en espacios metrizables la propiedad (A) (resp.
(BD)') es equivalente a la condicién de apertura (resp. (BD)).

M4s adelante se verd el papel que juega la condicién (BD)' en
la conmutatividad entre limités inductivos y productos‘

tensoriales.

EJEMPIOS 1.1.3. Los sigulentes espaclos satisfacen 1la

condicién de apertura:

(1) Espaclos localmente convexos con su topologja débil.

(2) C(X,F) dotado con la topologia compacto-abierta, para cada
espacio completamente regular X y cada espacio normado F.

(3) Lploe( R.F) para cada medida de Radén positiva p en un
espacio topolégico X, cada espacio normado F y 1SpSco,

(4) C*(U,F), 1Sm<e, para cada abierto no vacio U de R" y cada

espacio normado F.

Veamos ahora la relacién de la condicién (A) con el hecho de
que toda aplicacién y continua entre dos espacios localmente

convexos esté acotada.



PROPOSICION 1.1.4. Son equivalentes:
(@ E1 par (E,F) tiene la propiedad de 1localizacidén para todo

espacio metrlzable F.

) L(E,F)-LB(E,F) para todo espacio metrlzable F que admita

normas continuas.

() E tiene la propiedad (A).

Dem: (b)—> (c). Sean U 0O-entorno en E y (Un) una sucesidédn de
O-entornos en E que cumpla + C Un C U, neN. Denotamos por
K :E >E/Kerpa la aplicacién cociente. (x(Un)) es Dbase de

0O-entornos para una topologia (I) localmente convexa y metrlzable
en E/Kerp,. Sea F:-(E/Kerpg,t) . Es claro que F admite normas
continuas, luego L (E,F)«LB(E,F) vy por tanto podemos encontrar V
O-entorno en E tal que *{V) es acotado en F, lo que significa que
existen Xn>0,neN, de modo que n (V) C Xnx (Un), es decir,

VCXnUn + KerpO, neN.

(c)—> (@) .Sea H un equicontinuo en L(E,F), (Wn) base de
O-entornos en F y lili una norma continua en F. Para cada neN sea
Un O-entorno en E tal que T(Un)CWn V TiH y sea U O-entorno en E
tal que | |t(x)IIsl para todo xelu,TE€H. Por (c) encontramos V
O-entorno en E y Xn>0 cumpliendo V S XnUn + KerpO, neN.Pero
T(x)»0 si x€KerpD,TeH y por tanto T (V) C XnT (Un)C XriW\n para todo

neN, TeH, 1lo que prueba que TelB(E,F).

Aprovechamos las técnicas de Terzioglu para probar 1lo

siguiente:



PROPOSICION 1,1.5. Si un espacio E con la propledad de
aproximacién acotada cumple (BD)' entonces también tiene 1la
propledad (A).

Nota: Esta afirmacién no se puede probar directamente de los
resultados (1) y (2) de Terzioglu (ver pdg. 6) aln cuando la
pr.opiedad de aproximacién acotada se sustituya por existencia qe
base de Schauder.

Dem: Sea (fy:aeD) una red equicontinua en L(E,E), formada por
operadores de rango finito, que converge puntualmente a la
identidad. Fijamos p seminorma continua en E. Tenemos que probar
que E/Kerp tlene la (c.n.p.). Para ello, sea (A;) una sucesién de
O0-entornos absx. y cerrados en E/Kerp, y para cada neN tomemos
un O-entorno U, en E tal que "p(Un);An siendo T, la aplicacién
coclente E—)E/Kerp. Queremos probar que existen V O-entorno en
E, A,>0 tales que m,(V) SA;m,(Uy), neN.

l1.Sea g una seminorma cont_inua en E con la propledad
p(fa(x))<q(x) para cada x€E, aeD. Cada f; induce una aplicacién
lineal y continua f4:E/Kerq— E/Kerp, fg(®y(x)) =R (fg(x)}, y
sabemos que la red (fu(nq(x):ueD) converge a ﬂ:p(x) para cada
x€E.Sea U:={xeE:q(x)S1l} O-entorno en E. Para cada neN sea V,
O-entorno en E, V,;SU, tal que fa(nq(Vn))Sup(Un) para todo aeD.
Por hipétesis, existen V 0O-entorno en E y l.n>0 tales que
E'y0 AW,%SA V0, neN. '

2. Cada fy; tiene rango finito y por tanto encontramos

(M¥ne:1SnSNy) sistema 1linealmente independiente en E/Kerp Yy

10



ly*n,a :1SnSNa ) CE' tales que

N

f (<<<1(z))—Z*y (z)ic (y ) para todo zeE.

n-1
Sea wn*“1p (in)* Dados aeD, xeV, neN se cumple

P, (fa «g(x))-sup(l<fa (*q (x),v >| : VEWB)

M N

supd”y (x)v(* y )1 :veW’) - sup(|<*v(xy )y ,x >|
® ® o7 ftfo ®
n-1 N n-1
VeWn) S sup (pu,. Ql&v(xpynna)yn,a) : veWr? .
v n—.

3. Veamos que (y*na:aeD, 1lfnfNa)f E 'yO. En efecto, la norma

inducida por p en E/Kerp y I (Pndtpyna:lfnfNa) »sup (Im |:1£nfNa)

son dos normas equivalentes en Imfa (pues tiene dimensidén finita)

y por tanto existe Ca>0 tal que 1ly*na(x) I £ Cap (fa (xgx)) =

@(iaM)SCaq(x) para todo xeE, lo que nos dice que y*"eE'3jjO

4. De 3. y 1. deducimos

N
v? * o

P*n(f,, (\" n iSUp(pv«(’I‘l_lV<V » @ )yn.«)

Xsup(p , @Xv(xy )y ) : veW®)
v v P n.a n.a "
n H:%
4

o

Xsup(|<?Av(*y )y , z >1 : veW®, zeV ) -
n P n.a n.a n n

n
anu?(|<v, /.yn.a(z)«Eyn.a>IzveWn, zeVn)

n-1

Xsup(|<v, £ (Jiz)>|:veW , zeVJAX
n a 4 n n n

11



pues fq(m;(Vy)) ST, (Up) =2 W,.

En consecuencila

Py (ﬂ:px) Sln para cualesquiera neN, xeV , lo que prueba que
n

% (MSAT T ) A p,

Concluimos que E/Kerp tilene la (c.n.p).
El mismo razonamiento prueba el siguiente resultado:

PROPOSICION 1.,1.,6. St un espacio E con la propledad de
aproximacién acotada cumple (BD) entonces también satisface 1la
condlcién de apertura.

En particular, un espacio de Fréchet con la propledad de
aproximacién acotada es una coyeccién si y solo si no tiene la

propledad (*).

Una pequefia modificacién de la prueba de la proposicién 1.1.5.
permite probar 1la siguiente extensién de un resultado de

Terzioglu [1]) (véase (2) en pag. 6 ):

PROPQOSICION 1.1.7. Si E cumple (BD), F admite normas continuas
y tlene 1la- propledad de aproximaclién acotada entonces
L(E,F)=LB(E,F). Indicacioén: Sea (f,:aeD) una red equicontinua

en L(F,F) formada por operadores de rango finito, que converge

12



puntualmente a idF.

N

f . i :nfEN i 1i 1
a(y) n y . (y) y , siendo (ya’al nEN_) un sistema linealmente

*

independiente en £ () v (v :1£nfN )CF'.
a a

n,a

Sean lili y U dos normas continuas en F con la propiedad [|f0y]|s
1yl para todo aeD, yeF.

Dado TeL(E,F) existe U O-entorno en E tal que
para todo xeE. Sea V el 0O-entorno en E dado por la condicién
(BD) . Entonces T(V) es acotado en F:

Dado A 0O-entorno en F tal que |yIf lpara todo yeA sean B
O-entorno en F, W O-entorno en E yp> 0 tales que

a) BCA, fOyeA para todo aeD, vyeB

by T(W)CB

c) W°nE,u0CpVv”®

Se razona como en la proposicién 1.1.5. para probar dque

(y or : 1SnSN )CcE' .y poder concluir con ayuda de a), b) Vv
a

c) que T(V)ClPA

lLa proposicién 1.1.4. es Util para establecer propiedades

hereditarias.

PROPOSICION 1.1.7.
(1) La propiedad (A) es estable por cocientes

(2) Si F es denso en E y F cumple (d) entonces E también

13



cumple (A)

(3) Si cada E_ ,neN,tlene 1la propledad (A) entonces
E:=®(E :neN) también satisface (A).

(4) Si cada E; (i€I) cumple (A) entonces E:=[[(Ej:1€I) también
cumple (A).

Dem: Nos limitaremos a (3) y (4).

(3) Sea F un espaclo metrizable que admita normas continuas y
fijemos TeL(E,F). Para cada neN se tiene TJ,eL(E,,F)=LB(E,,F),
siendo J;, la inclusién canbénica de E, en E, luego existe U,
0-entorno en E, tal que B, :=T(J,(U,)) es acotado en F. Al ser F
metrizable encontramos ©,>0, neN, tales que B:=U(0,B,:neN) es
acotado en F. Pero entonces U:-Z(onZ'"Jn(Un)) es un O-entorno en
E y T(U) sacx(Bi, con lo cual TeLB(E,F).

(4) Sea F metrizable con una norma continua p y TeL(E,F).
Existe U O-entorno en F tal que p(x)S1 si xeU y en consecuencia
encontramos J subconjunto finito de I de modo que
T(II(E4:1€0))=(0}.

Por (3) la restricciéon de T a JI(Ej:ieJ) estd en
LB([I(E4:1€J),F) luego existe V O-entorno en [I(E;:ieJ) tal que
T(V) es acotado en F. Pero entonces W:=Vx[[(Ej:1eJ) es un

O-entorno en E y T(W) es acotado en F.

Veamos ahora qué ocurre con la condicién (BD)':
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Ef1QPQSICIOM 1.1.~7.

(1) (BD)' es estable por cocientes y productos arbitrarios

(2) Si F es un subespacio denso de E entonces E cumple (BD) 1

si y solo si F cumple (BD)'

(3) (BD)1 es estable por sumas directas numerables
Dem: Nos limitamos a comprobar (3).Sean En, neN, espacios que

cumplen (BD)' y llamemos E (En :neN) . Dados Un O-entorno en En y

(Un m :m€EN) sucesiodn de O-entornos en En escribimos

Vm:*© (UnjB:neN) ,meN y U:~© (Un:neN) . Tenemos que probar que

existen W O-entorno en E y >0 tales que E'yO O VmC X*W0 para

todo meN.

Para cada neN existen Wn O-entorno en En y 8n#m>0, meN, tales

que

Claramente

Sean max(l, 8n>B :m S n) v méx(l, 8n>B :n < m)
Entonces 8n>B S on8” vy por tanto

En)' AN 1M ) c V i»1li,1°' n,meN; de donde

Es decir,
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W:=22-nc;lwn es un O-entorno en E que cumple
n

0 0
E'uonvncl_w para todo meN

(A) y (BD)' no son estables por sumas directas no numerables
pues @(R:reR) tiene la propiedad de aproximacién acotada, admite
normas continuas y no tiene 1la c.n.p.(ver S.Dierolf [1;p.16]).
(A) y (BD)' tampoco son estables por subespaclos cerrados:

Basta pensar en el ejemplo de subespacio cerrado refléxivo de
una coyeccién que no es coyeccién (Dierolf-Zarnadze(l)) y tener
en cuenta que un Fréchet reflexivo es coyecciédn si y solo si

cumple (BD) (Bellenot-Dubinski [1]).

Floret[2] dié un ejemplo de limite inductivo estricto E:=indE,
que no admite normas continuas a pesar de que cada uno de los

espacios E_ es metrizable y admite normas continuas.Una

n
reformulacién de este ejJemplo nos permite obtener una coyecciédn
con un subespacio denso (que necesariamente ha de satisfacer

(BD)) que no cumple la condicién de apertura.

EJEMPLO 1.1.9.
sea (E, LI un espacio de Banach con un subespacio cerrado L
que no esté comélementado (ejemplo c5 Y 1lg,)- Sea F un

complemento algebraico de L en E . Haremos uso del sigulente lema
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Lema (Floret 121 ): Si L*HIOH?2 (tropoldglcamente) , H2 tiene

dimensién finita y H2CF entonces Hj O F #(0).

Dado LjC-L, por el lema anterior, encontramos x26FHL1, x2*0.
Sea L2 un complemento topoldgico de sp(x2) en L": L-Lj-L"sp (x2)
topoldégicamente. Por induccidén encontramos (Ln:n€N) subespacios
cerrados y x ~Fr> L,,.!, xn*0, tales gque Ln x=1Ln® sp (xn)
topoldégicamente.

Sea Fn:« F © sp (x2, ..., xn) algebraicamente, con 1lo cual E=FnOLn
algebraicamente, nf2, y sea gn la norma cociente en (&, IUl)/Ln.
(E/Ln,gn) es un espacio de Banach para todo neN, vy ademéds la
aplicacidén candnica xn>n+l: (E/Ln+1l,gn+1) >(E/Ln,gn) es lineal,
continua y sobre. Entonces Y:-proj{ (E/Ln,gn);«nin+l) es una
coyeccidén. Sea la aplicacién candnica E >E/Ln y tomemos

F:- ((1™x : neN) : xeF).

(1) Veamos que F es denso en E. Para ello es suficiente

comprobar que *n (F) es denso en (E/Ln,gn) para cada neN. Pero,

dados xeE y e>0, existe un uUnico yeFn tal que Knx - Rny y al ser

FnCF"H existe zeF cumpliendo [ly-z||¢£, con lo cual
gn (*nx - Knz) - gn (Jo¥ * *nz) * lly-z 1ll"%e.
r*

(2) Probamos ahora que F admite normas continuas.

Sea rn:E >E/Ln la aplicacidédn candbnica. Si xeF vy

g*"nii”x 5meN))—O entonces dgn (nnx)«0, luego xeLnOF - (0).
Por tanto la restriccién de gnrn a F es una norma para cada neN.

. A
(3) Para terminar veamos que no es normable. En efecto,

*nro< <*mxn+l:meN>>=c?n<nnxn+l> =° Pues xntleLn' sln embargo
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An+1Tn+1 { (FnXpsy 2 MEND) = qpyq (Mhy9%4,9) > 0 pues x,, €Ly, ¥ por
tanto (zeE : qnrn{z) S1) no es absorbldo por (z€E : 9n+1Tn+1 S 11,
con lo cual‘E no es normable y por densidad 1; no puede ser
normable.

Finalmente notemos que, por (2) y (3), ’E no cumple 1la
condicién de apertura, pero‘; si satisface (BD) pues (BD) se

hereda por subespacios densos y ires una coyecclén,

SECCION 1.2.

Incluimos en esta secclén algunos resultados abstractos acerca
de 1la igualdad L=LB que extienden y/o complementan Bonet([5].
Con el mismo argumento de la proposicién 1.1.4. se pueba la

siguiente

PROPOSICION 1.2.1. Son equivalentes:
(a) El1 par (E,F) tlene la propledad de localizacién para todo

espacio metrizable F.
(b) L(E,F)=LB(E,F) para todo espacio metrizable F.

(c) E tiene la (c.n.p).

Recordamos que un espacio localmente convexo F cumple la

condicién de acotados de Mackey (c.a.M.) si para cualquier

sucesion (B,) de acotados en F existen ¢,>0, neN, tales que
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U(c,B,:neN) es acotado en F. Esta codiciéon ha sido usada por S.
Dierolf{l) en un estudio de la conmutatividad entre 1limites
inductivos y proyectivos y espaclos de aplicaciones lineales y

continuas.

PROPOSICION 1,.2.2. Son equivalentes:

(a) El par (E,F) tiene la propiedad de localizacién para todo
E (DF)-casitonelado.

(b) L(E,F)=LB(E,F) para todo E (DF)-casitonelado.

{c) F cumple (c.a.M.).

Dem: (c)-» (a). Sean H un conjunto equicontinuo en L(E,F), (A;,)
sucesién fundamental de acotados en E. Cada H(A,) :=U(T(A,) :TeH)
es acotado y F cumple (c.a.M.) luego existen ¢, >0, neN, tales que
B:=U(c,H(A,) :n€N) es acotado en F. Pero entonces U:m
es un O-entorno en E al ser E casitonelado y T(U)SE V TeH, lo
que prueba que H es equiacotado.

(b)—» (c) .Sea (B,) una sucesidn de acotados en F, con B, & Bp,;.
Entonces E:=indFp, es un (DF)-bornolégico y la inclusién {:E— F
es cbntinua. Por hipoétesis 1elLB(E,F), es decir, existe U
O-entorno en E tal que 1(U) es acotade en F. Sean c, >0, neN, de
modo que aycx(u(ann:neN))S U. Entonces U(c,B,:neN) es acotado en

F, lo que prueba que F cumple la (c.a.M.).
PROPOSICION 1.2.3. Son equivalentes:

(a) El par (E,F) tiene la propiedad de localizacién para todo

(LN) E:=indE, con E; denso en E_,, (neN).
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(b) L(E,F)=LB(E,F) para todo (LN) E:=indE, con E, denso en
Enva-

(c) Para todo acotado B en F, sp(B) fumple la (c.a.M.) (con la
topologia inducida por F).

Nota: si F=G'y, G casitonelado, entonces (c) es equivalente a
que G cumpla (BD)°'.

Dem: (c)—> (a). Dado E:=indE,; (LN) con E, denso en E_ ..
denotamos por T, la topologia de E, y por A, la bola unidad de E,.
Sea H un conjunto equicontinuo en L(E,F). Entonces Vrbn:TeH) es
un equicontinuo en L(ind(E,,%,), F) y por tanto B:=H(A;) es
acotado en F. Por hipétesis sp(B) cumple la (c.a.M.) y ademas
(H(ANE;)) es una sucesién de acotados en sp(B), luego podemos
encontrar ¢,>0, neN, tales que U(c, H(A,NE;) :neN) es acotado en
sp(B) (luego en E);Pero entonces U:=acx(Uc,(A,NE,;) :neN) es un
O-entorno "en ind(E;,T,) y H(U) es acotado en F. Puesto que
ind(E;,%,) es un subespacio topolébgico denso de indE, concluimos
que H es equiacotado en L(E,F).

(b)= (c). Sea B un conjunto acotado en F y supongamos que
sp(B) no cumple la (c.a.M.). Entonces podemos encontrar una
sucesién (B,) de acotados en sp(B), BSB,&B,,,, neN, tal que
U(cpByineN) no es acotado en F para ninguna sucesidédn (c,) de
numeros positivos.Sea E,:=(sp(B), topologia inducida por Fp,).
Entonces E:=indE, es un (LN) y cada E, es denso en E;,;.51 1
denota la inclusién E— F es claro que ieL(E,F) pero i¢LB(E,F),

lo que est4 en contradiccién con (b).
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No es dificil comprobar que si sp(B) cumple la (c.a.M.) para
. todo acotado B en F y E es un. (DF)-casitonelado con.un acotado

total, entonces (E,F) tiene la propledad de localizacién.

BROPOSICION 1.2.4. Son equivalentes:
(a) El par (E,F) tiene la propledad de localizaciétn para todo

espacio E con un acotado total.

(b) L(E,F)=LB(E,F) para todo espacio E con un acotado total.

(c) sp(B) es normable para todo acotado B en F,

Dem:. (b)=» (c). Dado B acotado en F tomamos E:=(sp(B),topologia
inducida por F). Claramente E tiene un acotado total (B), luego

L(sp(B) ,F)=LB(sp(B),F) y en particular la inclusién sp(B)—F
es acotada, lo que qulere decir que existe U O-entorno en sp(B)
que es acotado en F, es decir, sp(B) es normable.

(c)-» (a). Sea H un conjunto equicontinuo en L(E,F) y A un
acotado total en E. B:=H(A) es acotado en F, luego sp(B) es
normable y por tanto (T|gp(a : TeH) es equiacotado en
L(sp(A),sp(B)). Sea pues U un 0O-entorno en sp{(A) tal que H(U) es
acotado en sp(B) (luego en F). Entonces U es un O-entorno en E Yy

H(U) es acotado en F.

PROPOSICION _1.,2.5. Para un espacio tonelado E, son
equivalentes:

(a) L(E,F)=LB(E,F) para todo espacio F tonelado que sea unién
creciente de subespacios cerrados generados por acotados.

(b) E es casi-Baire.

21



Rem: (a)=>» (b). Si E no es casi-Balre entonces E contiene a ¢
complementado (Pérez Carreras-Bonet [1]) y por tanto L(E,q)#LB(E,@)

(b)=>(a) . Por hipétesis F=U(F :neN), F, cerrado, (F,) creciente
y F;,=sp(Bn), B, acotado absx. en F. S1 TeL(E,F) vy En:=T'1(Fn)
entonces (E,) es una sucesién creclente de subespacios cerrados
de E y E=VE, luego existe peN tal que E=Ep (bues E es
casi-Baire). Pero entonces U:=T"1 (Ep) es un tonel, luego un

O-entorno en E, y T(U) es acotado en F.

QBSERVACIONES 1.2.6.

(1) . Supongainos E y F casltonelados. Er;tonces son
e;{uivalentes: .

(a) L(E,F'p)=LB(E,F'y)
(b) L(F,E'p)=LB(F,E"})

Dem: Por simetria basta ver que (a)—» (b). Sea pues TeL(F,E'y).
Entonces YTeL((E'y)',,F'y) luego 'TleL(E,F'y)=LB(E,F'y), lo que
quiere decir que existen U 0O-entorno en E y V O-entorno en F
tales que T(U) €VO, pero entonces es claro que T(V) SU? lo que
prueba que TeLB(F,E'y).

Como consecuencia, sl E es (DF)-bornolégico y 0=(vn) es una
sucesién decreclente de pesos en un conjunto de indices I,
entonces L(E,Ke(B))=LB(E, keo () ) &L (AL (R),E') =LB (A (A) ,E*}) :

En efecto, L(E,Ke(B))=LB(E,keo(B)) es claramenté equivalente a
L(E,K‘,,(V))=LB(E,K,.(V)) pues Ke(8) y K,,(V) tienen los mismos

acotados, y esta ultima igualdad es equivalente a
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L(A} (A),E',)=LB (Al (A) ,E*}p)
- pues Al(A) 'b-K..,(Vr (Blerstedt-Meise-Summers(2]) . Esto. a. su vez.
es equivalente a
V(k(1))T 3k Vn 315=14(n),Cy>0 :
Ihilv, (1) < cmaxe iy

vy (1) 2 1S1S1) VueE',tel, siendo

(“.ILl un sistema fundamental de seminormas en E'r

Véase Vogt [1].

(2). Si E es casitonelado y'L(F'b,E'S)-LB(F'b,E'b) entonces
L(E,F)=LB(E,F):

Dem: Si TeL(E,F) entonces 'T€L(F',,E',) y por tanto existen B
acotado en F y U O-entorno en E tales que tT(B% SU9. Pero
entonces T(U) €B% y TelB(E,F).

Sin embargo, el reciproco de (2) no es verdad:

EJEMPLO 1.2,7. Sean E:=® y F un espacio de Fréchet no

normable que admita normas continuas y cuyo dual fuerte sea un
(LB) estricto (Behrends-Dierolf-Harmand [1])). Claramente
L(E,F)=LB(E,F) pues E es una coyeccién, pero L(F'y,9)#LB(F",,Q)

pues @ es un cociente no normable de F',.
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SECCION 1.2

Concluimos este capitulo con algunas observaclones acerca de
la igualdad L(E,F)=LB(E,F) para pares (E,F) de espaclos de

Fréchet o (DF).

1.3.1. El caso Fréchet.

Vogt [1] caracteriza la identidad L(E,F)=LB(E,F) para pares
(E,F) de espaclos de Fréchet. Para ser precisos, sean E,F,
espaclos de Fréchet, (”“k) (resp. (|. lk” denotar4 un sistema
fundamental de seminormas continuas en E (resp. F). La. norma

dual de ll.l} viene dada por '”u”‘k:-sup{k u,x > @ Ikl s 1),

ueE', y toma valores en RYU(e}. Para cada TeL(E,F) escribimos

”1‘||,.,'k:-sup(|'1‘xln : |lx||k <1}

TEOREMA (Vogt [1]). Son equivalentes:

(a) El1 par (E,F) tie.ne la propiedad de localizacién.

(b) L(E,F)=LB(E,F).

(c) Para cualquier sucesién creclente (k(l)) de naturales

existe un natural k tal que

para cada n natural encontramos lp=14(n) natural, C >0 :
Il s cp.max¢ llell, (1, = 1 S1S1,) para todo TeL(E,F)

que cumpla ”Tlll,k(l) < oo para todo leN.
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(Brevemente: V (k(1))T 3k Vn 310-10 *Cn>0

IIT IIn,k S C, .maK( 1i1ili,», 1, : 1s1s10 )
VTEL(E,F) : ||TI|1#k (1)<« VI.)

En lo que sigue A- (ak (1)) ji? N es una matriz de Kbthe,

O<ak (1) fak+l (1), vk (i) :-ak(i)-1 y E es un espacio de Fréchet con

sistema de fundamental de semlnormas (mi»-

Vogt aprovecha el teorema anterior para caracterizar, en
términos de la matriz A y las semlnormas (resp. normas duales)
de E, la identidad L X1 @A) ,E)-LB (X1 &) ,E)

(resp. L(E,X°™ (@) )-LB (E, X°° (@A) ))

Veamos que las mismas caracterizaciones siguen siendo véalidas

para espacios escalonados de orden p,l<pfoo,si suponemos E

Fréchet-nuclear.

PROPOSICION 1.3.1.1. Sea KpS«». Consideremos las dos
siguientes afirmaciones:
(@ L(XP(A),E)«LB(XP(A),E)

) Vv (k(1))f 3k Vvn 310,C>0

llyllnvk (i) £ C.méx( UyHivk{l) (1) : 111510) Vi€l,yeE.
Entonces:
(@) implica ({®©) vy las dos afirmaciones son equivalentes si

es Fréchet-nuclear.
Nota: La afirmacidén (b) es equivalente a la identidad
L (X1 (A),E)-LB(X1 (A),E) (Vogt (1)).

Dem: (a)-»(b). Se razona como en (Vogt (l;prop.l1.3)). Si E es

*  VALENCIA



Fréchet-nuclear entonces (b)— (a):
1.Hagamos la prueba para p==.E, denotard el coclente
l-:/!(er||.||n con la norma inducida por ||.||n
:={yeE: llyl],$1). Pp(x) :=suplag (1) Ix(1) l:1€T) V x=(x(1))er®(A)
Al ser E nuclear encontramos una suceslén creclente de naturales
(K(1)) tal que para cada 1 la aplicacién canénica EK(I)_’ E, es
absolutamente sumante, es decir,
Y lly ety Il < sup(2|<y(1),u>| uevg,,,)
1e3 leJ
para cualesquiera J subconjunto finito de I, (y(i):ieJ) GE.
Fijemos ahora TeL(A*(A),E). Por continuidad encontramos una
sucesién creclente de naturales (k(1l)) y C;>0, 1leN, ;:ales que
Ik (x) ”K(I) SC)Py (1) (X) para todo xeA™(A). Sea k el natural dado
por la condicién (b). Entonces U:={xeA®™(A) : P, (x) £1} es un
0-entorno en A®(A).Vamos a probar que T(U) es acotado en E. Sea
para ello x=(x(i))eU. Dado neN sean 1,,C>0, dados por (b).

Entonces

Ih(x) ||Sle(i) | a, (1) Hr(e ) v, sZIh(e ) v, () s

c. EZ”T(e ) v, (1) sC. Zsup(ZkTei, u >y, (e uevm,)

1-1 1 11 1
Fijemos 11515 y uevp, 0.

Sea Hr={x=(x(1))eKI : P, ), (x)=sup(ay, (1) k(1) :1eI) <)
dotado con la norma Pk(l)' Claramente (k”(A),Pk(l)) es subespaclo
normado de H y 1la aplicaclén H — 1°(I),

(x(1))—> (x(1)ay;, (1)), es una isometria. ueT es una forma

lineal y continua sobre (A™(A),P ) de norma menor o igual que
k(1)
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Cl# luego, por el teorema de Hahn-Banach, existe g€d°°d))' tal
que 1lglIsCi y <9* (y(l1))> - < uOT, (y (1)vk 1) 1) )> para todo
(y (1) vk 13 (1) )eX00 () . Pero g ko (jJjje 1l (I), es decir, exliste

(b(1) 1leil (I) tal que

<g, (x (1) )>=y3 X (1L)b (1) para todo (x(1l))ecO(I) y ademas

X1b (i) Uc x.

1
Entonces, de las Igualdades <uOT,e”> - <g,ak J(3))e

ak (D (j)b(J) , jel, deducimos

N <uoT, ed>|WMl) (1) - "b{i)lacCly por tanto ya podemos
i

i.

concluir que Ifl (x)
1-1

Puesto que xeU y neN eran arbitrarios, esto nos dice que T(U)
es acotado en E.

2. Para 1<p<«»el razonamiento es el mismo pero usando el
hecho de que cada wuna de 1las aplicaciones > Ej es

absolutamente g-sumante (p l+g 1-1), mas concretamente,

= N
("L (1ly(i) 1I9)*1) g £ sup( [<u, y(1)>hg : uev4,i)>
leJd led
para cualesquiera J finito, (y(i): ied) C E.
Para estudiar la situacidédn L(E,XP(A))-LB (E, XP@)) necesitamos

primero el siguiente
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LEMA 1.3.1.2. Sea E un espacio nuclear (no necesariamente
metrizable).

(a) Sean 1<p,q<oo,p‘i+q'1=1.si TeL(19,E) entonces (T(e;))€lP(E)

(b) Si TeL{cy,E) entonces (T(e;))ell(E).

Dem: Probaremos solo (a) pues la prueba de (b) es andloga.

Sea r una seminorma continua en E. Al ser E nuclear existe s
seminorma continuva en E, s2r, tal que la aplicacién canénica de

E; en E. es absolutamente p-sumante:
L Y
P, P P, 0
(Z(r(xun) ) S sup((Zlo_;(i). u>P) " : uev )

ied ieJ

para cualesquiera J finito, (x(i) : i€J) €E, con lo cual’
1 1

£ . L
(Z(r(Tei))P)P < sup((Zkei, Tu>P) ® : ueUZ).
1 1

Pero tT(Uso) es acotado en 1P, luego existe C>0 tal que para

cada ueUso existe b=(b(1i))e1lP cumpliendo
1

QbwhPsc y Yatib) =<a, *ru> para todo a=(all))e1’.
1 i

En particular <e;, *Tu>=b(l) y por tanto
1

¢ =
(Zket, us>PPsc para todo ueUZ lo que prueba que
1 _ ]

E(r(Tei))p < ¢, Concluimos que (Tei)elp(E) .
1

A partir de ahora supondremos que I=N.
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PROPOSICION 1.3.1.3. Sea 1l£p<«», E Fréchet con sistema
fundamental de semlnormas (11.11%). Cosideremos las dos
afirmaciones siguientes:

(@ L(E,XP(@A)) =LB(E,XP @) )

) V (k(l))f 3k Vn 310-10 (n),Cn>0

Entonces:

(@) dimplica (@© vy las dos afirmaciones son equivalentes si E
es Fréchet-nuclear.

fIfiTa.. La afirmacidn (b) es equivalente a la identidad
L E X°°@ )=1LB E X°°@) ). Véase (Vogt [1]).

Dem:Para probar (a)—»(p) se razona como en (Vogt [l;prop.1.4])
Si E es Fréchet-nuclear entonces:

(b)-»(a) 1. Haremos la prueba para 1<p<«». Sea 1<g<«o dado
por p-l+g 1=1. Por la observacidén 1.2.6.(1) es suficiente
comprobar que L (indlg (vn), E*b) =1LB (indlg (vn), E'b) (el dual
fuerte de indlg (vn) es XP(A). Véase Bierstedt-Meise-Summers [2]).

Sea TeLUndl”v”", E'b). Para cada neN Tllg(vn)el (1* (vn), E'b)
luego (T (eA)/vn(i))elP (E'b) (lema anterior) y en consecuencia

existe una sucesidén creciente de naturales K (1)) tal que

(ver lema 3.2.2.)

Sea k el natural dado por la condicidén () y para cada n sea

también Cn dado por (b) . to:=inf (Cnvn :neN) eV (familia de Nachbin
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maximal asociada a los pesos (v,)). Por ser I numerable existe

VeV tal que V2@ y V>0 (Blerstedt-Melse-Summers [2,p.8]) con lo

cual

Ml ( I,

— < sup : leN ) VueE', iel.
V(i) 1
Entonces

Tle) o Tle,) P
Z:(H—VTI)—”,‘) < Zizl:(n-m lt(u)) < 1.

Dado x={x(1))eindl9(v,) =Kq (V) (Blerstedt-Melse-Summers[2;:p.13])

se cumple

. . _ T(e,} »

I I, < th Llltcep Il = le‘(i)lvti)-li—lv‘i, | <
1
q

O (kit) [
i

y concluimos que TeLB(indlq(vn), E'b) .

2. Cuando p=1 se comprueba como antes que L(indcy(v,), E'p) =
LB(indcy(v,), E'y) (obsérvese que el dual de indcy(v,) es Al(a)
por Blerstedt-Meise-Summers ([2;p.17]).

’

Las proposiciones 1.3.1.1. y 1.3.1.3. nos dicen que cuando E

es Fréchet-nuclear ias identidades L(E,AP(A)) =LB(E,AP(A)) ¥y
L(XP(A?.E) =1LB(AP(A),E) no dependen de p, 1<p<eo.
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1.3-2- E1 caso (DF)

Sean E un (DF) casitonelado con sucesidén fundamental de
acotados (An) y F un espacio de Fréchet con sistema fundamental
de semlnormas (111k) .Lh denotard 1la funcional de Mlnkowskl de
An° en E'b, Bk:-Uk° siendo Uk:-(yeF : |lyllkS$l). (Bk) es una
sucesidén fundamental de acotados en F'b. gk denotard la norma de
IF'bIB*-

Por la observacién 1.2.6. (1) L(E,F'b)-LB(E,F'b) es equivalente
a L(F,E'b)-LB(F,E'b) y esto Gltimo se cumple si y solo si

V(k(1))T 3k Vn 310-10(n),Cn>0

Ih TI”K *Cnmax< 11A||1<k(1l) : 1£1S10) para todo AelL (F,E'b)
tal que TR Tli#ic@i) <0° Vl1eN.
Pero, si Tel (E,F'b) y Ar-t-T |p€L (F,E'b) se cumple

11A|Infk = suP (JtT(y) T : yeF, Hyl~al)-

sup (I<tT(y), x>| : yeF, |lylk£ 1l, xeAn)-=
sup (I1<y, T(x) >| : yeF, Hyl"il, xeAn)=
sup (gk (T(x)) : xed,,) = : 214k (D)
Y también, si AelL(F,E'b) y T:-tAlE entonces A 1In,k= Pn, k<T>-

Por tanto, son equivalentes:

(@ L (E,F'b)=LB(E,F'Db)

) V(k (1)) t 3k Vn 310-10(n) ,Cn>0

Pn,k (T) SCnmax (P1>k{l) (T) : 1£1£10) VTelL(E,F'b) : Plfk(i, <~V1.

é
1

Nuestro objetivo inmediato es probar que este resultado sigue

siendo valido si sustituimos F'b (FFréchet) por un espacio

31



localmente completo con sucesién fundamental de acotados (s.f.a.)

IEOREMA 1.3.2,1. Sean E un (DF) -casitonelado con s.f.a. (An) Yy
F un espacio localmente completo con s.f.a. absx. y cerrados
(B,) . gy denotard la norma de Fp, y para cada TeL(E,F) escribimos

Pp,x (T) i=sup(qy(TX) : x€A,), n,keN (toma el valor.e si T(A))
no estd contenido en Fp,).

Las siquientes afirmaciones son equivalentes:

(a) El1 par (E,F) tiene la propiedad de localizacién.

(b) L(E,F)=LB(E,F)

(¢) V(x(1)T 3k Vn 315=15(n),C,>0 :

Pp,x (T) SCom&x (P} y (4, (T) :1S1 <15) para todo TeL(E,F) tal que
Py, k() (T) <= Vi.

Dem: Probemos primero (c)-» (a). Sea H equicontinuo en. L(E,F).
Para cada leN existe k(l)eN tél que T(A;)SBy (), VTeH y podemos
suponer 'que (k(l)) es creclente. Sea keN dado por la condicién
{b) . Puesto que Py yqj) (T)<l V1eN,TeH obtenemos P,,x(T) SC, para
todo neN,TeH, es decir, T(A,) SC,B,, neN,Te€H, con lo cual
T(acx U(C,"lA :neN) € B, para todo TeH. Pero
U:=5ﬁ(u(cn'1}\n: neN)) es un O-entorno en E y por tanto H es

.

equlacotado en L(E,F).

(b) = (c). Fljemos una sucesién creciente (k(l)) de naturales.
Sean G:={T€L(E,F):P), () (T) <o para todo leN}, con la topologia

dada por las seminormas (P) y(jy:l€N)
Hy:={TeL(E,F):Pp, ,(T) <o para todo neN}, con la topologia

dada por las seminormas (P, x:nEN}. La inclusién Hy— Hy,q es
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continua, keN.

1. G y Hk, k€N, son espacio? de Fréchet: Sea (Tn) una sucesiédn
de Cauchy en G. Para cualesquiera e>0, leN existe n0eN tal que
n, mfn0 implica gk } (Tnx- Tmx) £ epara todo xeAl. Entonces (Tnx)
es una sucesidén de Cauchy en FB)t(l) para todo xeA; y al ser F
localmente completo existe Tx:~1imTnx para cualesquiera xeAj,
leN (luego para todo xek)

Es claro que T es 1lineal y (Tn) converge a T uniformemente en
cada Al# con lo cual T:EAl > FBk(l) es continua para cada leN.
Al ser E (DF) concluimos que TelL(E,F) vy ademéas <«» para
cada leN (con lo cual TeG) y (ITn) converge a T en G. Esto prueba
que G es Fréchet y se procede andlogamente con cada Hk, keN.

2. GCU(Hk:keN) : En efecto, si Tel (E, F) =1B (E,F) existen U
O-entorno en E y keN tales que T(U) S Bk. Pero entonces
pn,k"T) <0° Para todo neN, es decir, TeHk.

3. La inclusidén G >indHk tiene grafica cerrada pues la
convergencia en 1lndH” (resp. en G) implica convergencia puntual.

4. Findlmente, por el teorema de factorizacidén de Grothendieck
([31) existe keN tal que GC Hk y la inclusién G— > Hk es
continua. Pero esto Ultimo quiere decir que para todo neN
podemos encontrar Cn>0 y 10= 10 (n)eN tales que
Pn k (T) £Cmméax (P1L k(1) (I) : 1£ 1£ 10) para todo TeG.

i,
t

Nota La hipdétesis E casitonelado solo se utiliza para probar

©) —> (a)



Con ayuda del teorema anterior vamos a analizar algunos casos

particulares.

PROPOSICION 1.3.2.2. Sean 0<vq,y (i) <v (1), neN, ieI; F un

espaclo localmente completo con s.f.a.(By). qy denotard la norma
de Fp,. Son equivaientes: |

{a) L(ind1}(v,),F) =LB(ind 1} (v,),F)

(b) Vik(1)T 3k Vn 314=14(n),C,>0 :

% (Y < Cma Oy ¥) 1s1<1 todo yeF, lel
Vn(i) 2 x( vl(i) : o) para todo yeF, lelI.

Dem: (a)— (b).

sea A :=(x=(x(11€l’(v) : I (1) b (1) $1).
i

(A,) es una s.f.a. en indll(vn). Por el teorema anterior

Vik(1) T 3k Vn 314=14(n),C >0 :
1
Pn,x(T’ SC"méx(PL“u (T) : 151510) para todo TeL(ind1l v).F)
tal que Py ;)<= VI.
Pues bien, dados 1e€I, yeF, sea Tel(ind 11(vn),F) dada por
(x(J))—> x(1)y. Se cumple

Pr,s(T) =sup(qs(x(1)y) : zj:l"(j’ lvr(j) S1l)=

q_(y)

S
q  ly) sup( k(1) : Zjix(j) (3 <1 A

para cualesqulera s,reN; lo que prueba (b).

(b)—> (a) . Sea A, como antes. Dada TelL{ind1! (v,) ,F) encontramos
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(k (1) ) sucesidn creciente de naturales tal que T (Ak) SBk(l), leN.
Sean k, Cn y 10 (n), neN, dados por la condicidn ) . Si
x»(x(1))eAn se cumple

qrTx) S2IxU) hfciTe?rs?IxU) lviji)
1 1

pues gk (Te™) ¢ (i) para cada iel, 1leN.
Entonces U:- acx(U(Cn 1An : neN)) es un O-entorno en ind 11 (vn)

y T(U) es acotado en F.

El resultado anterior se deduce directamente de Vogt
(1;prop.1.4J cuando F es el dual fuerte de un espacio de Fréchet.

Pero no ocurre lo mismo con el siguiente

TEOREMA 1.3.2.3. Sea E un (DF)-casitonelado, (ILI!) un sistema
fundamental de semlnormas continuas en E'b. Sea X un espacio
topoldgico localmente compacto y d:-(Vn) una sucesidn
regularmente decreciente de pesos estrictamente positivos vy
continuos en X. Las siguientes condiciones son equivalentes

@ L(E,00C(X) )=LB(E,d0C(X))

(b) V(k(1))T 3k vn 310-10 (n),Cn>0

ul ( x) 5 c,max( Hu lIMVk(1) (x) : 1ii 1S 1fl)
para todo xeX, ueE'. ’
Nota; La significacién y relevancia de la condicidn "W

regularmente decreciente" debe verse en Bierstedt-Meise-Summers
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[1;secclén 2]. Es equivalente a‘que V,C(X) sea completo (luego un
(LB) -reqular algebraica y topoldgicamente isomorfo a CVO (X)).
Dem:
Sean Ap:={z€E :|<\i, z>|Sl para todo u€eE' que cufnpla ||u”n51)
B :={feC(Vi)g(X) : sup(Vy(x) lf(x) |:xeX)Sl}. (A,) (resp. (B,)) es
una s.f.a. en E (resp. 0°C(X)). Para cada feC(V,)g(X) se tiene
qy (£) :=sup (Vy (x) £ (x) l:xex) y para cada TeL(E,8,C(X)) se cumple
Py x(T)=sup(qy(Tz) : l<z, u>ls1 si [klls1), n,ken. ‘
(a)=»(b) .Por el teorema 1.3.2.1. V(k(1))T 3k Vn 315=14(n},C>0:
(1) Py, x(T) SCymax (P, y(1)(T):1S1s1,) para todo
TeL(E,ﬂoC(X)) tal que P y(y) (T) <oo V1. ‘
Fljemos xeX, ueE'. Dado U entorno ablerto de x existe @ueC(X)
tal que 0S@y<1,sop@y es compacto, sop@ySU y @y(x)=1. Sea Ty la
aplicacién de E en #yC(X) dada por zeE—> (yeX— @yly}.<u, z>\) .
Si r,seN se cumple .

P ((Tg) = supl gu(y) l<u, z>k (y) : vex, zea) =
”u”rsup(q’u(y)vs(y) : yeX).

Por tanto, (1) nos dice
(2) ”u”nsup((pu(y)vk(y) : yeX) S C max( ||ulllsup(q)"(y)vm) (y) :yeX):

ISISlo} para todo entorno abierto U de x.

Sea D el conjunto de entornos abiertos de x con la relaclén de
orden U; SU, sl y solo si U,SU;. Se c;')mprueba fdcllmente que la
red (sup(Qy(y)vy,(y) :yeX) : UeD) converge a v (x) para cada meN
y, en consecuencia, deducimos de (2) que

Thallvy 0 seymax (lhallvy ) () @ 1S1<14), lo que prueba (b).
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(b)-»(a). Sea TeL(E,O0C(X)). Existen una sucesién creciente de
naturales (k(1)) vy Dx>0O tales que KAj) S DABk # leN. Sean
k,10 n) vy Cn, neN, dados por la condicién (b).

Para probar que T es acotada encontraremos Ln>0 tales que
T (An) S LnlTk, nc N (pues entonces acx (U (Ln 1An :neN)) es un
0O-entorno en E cuya imagen por T estd acotada). Con este fin sea
¢cBk® (¢ estd en (O0C (X)) '« (GQ(X) y1). Por Summers (1] existen

veV y H medida de Raddén en X, IHI& 1, cumpliendo

<*,g> = Jg7dp. para todo gecVAfl(X).

X
1. Dado xeX sea 8(x)€ (dQC (X)), dada por <8(x),g>:=g(x).
5 (x) oTeE' y 115(x) oT 1= sup ( fr(z) (x) |:z€Am) . Por () se obtiene
sup ( IT(z) (x) |:zeAn)vk (x) SCmmax (sup( f (z2) &) |:zeAl)vk 1) (x)
1S1%10>

2. Fijemos z€An.

K6, T<z)>l= |Jt(z) (x)v(x) d. [$T |t(z) ) |v(x) dd\=

J IT(z) ® |v, ¥ V(X) d |
V. (X)

k

>

Pero la desigualdad obtenida en 1. y la inclusién T(Aj) CDJB, ")
permiten concluir r (z) (x) |vk (x) S$§Cnmax (Dj : 1¢1¢:;10)-:Ln.

Entonces

I<o»T (z)>|£LnJ”-dk1l.

X k

3. Acotemos la Integral anterior. Por el teorema de



Radén-Nicodym existe h p-medible tal que hl=1y
v v
J—-dbxl:f—hdp.
v, v,
X x

V/vk es acotada luego dado £>0 existe 8§>0tal que: si C es

p-medible y ll(C) 8 entonces
[Zaulse
v
X k

y por el teorema de Lusin encontramos feC(X) tal que lp.I(A) <d
siendo A:={xeX : f(x)#h(x)}. En consecuencia

I—V-hdly.ISe+J.lfdp.

Vx Yk

X X\A 3

Sean V ablerto : X\A € V, [l(v\(x\A)) <8
K compacto : K&V, h|(V\K) <8

Sea yeC(X) con soporte compacto y contenido en V, 0Sy<S1,y(x)=1

para todo x€K. Entonces

v

ILh du538+jlfvdusjlfwdu+4e=j vﬂ dp.+4s=<¢,ﬂ’- >
Vx Yy Vi X Vi
x x v X

Pero fy/v,€B, y ¢eBk° y por tanto
f—"—dhlSl
vk
X

4. Por 2. y 3. conclulmos que |<¢,T(z) >ls L, para todo ieAn,
neN, y como ¢eB,”® era arbitrario se obtiene T(A;) SLB, BoC(X),

neN. Por tanto TeLB(E,8,C(X)).
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CAPITULO 2.

CONMUTATIVTDAD DEL PRODUCTO TENSORIAL CON LIMITES

INDUCTIVOS

IMTRQDPCCIQM

El propébésito general de este capitulo es estudiar 1la
incidencia del estudio de 1la identidad L(E, F)«LB(E,F) en dos
cuestiones relacionadas con la conmutatividad de 1los 1limites
inductivos y los productos tensoriales.En ambos casos tomamos
FHE 1lndFn un limite inductivo (regular) y un espacio localmente
convexo E. La primera cuestidén es 1la siguiente: scuando es
cierto que E®,jF=ind (E®n Fn) se cumple topolégicamente? . La
segunda hace referencia a 1la identidad algebraica de EeF y
ind (EeFn) .

Con respecto al primer problema, ya Grothendieck probd que
si E es un espacio con la c.n.p. entonces E®nF=1nd (E®n Fn) es
cierto topolégicamente (cf. Kéthe S 41.6.(6)). Bonet (3] observd
que si E cumple E®s F=ind (E ® KFn) topoldégicamente para un
limite inductivo hiperestricto, entonces E tiene la c.n.p. y
procedié a Investigar el problema de la identidad topolégica para
espacios E que no cumplen la c.n.p., por ejemplo si cada Fn era
denso en Fntl o caracterizando pares de espacios (E,F), E Fréchet

y F un (IB) regular, que cumplen la identidad topolégica mediante
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L(E,F'y,) =LB(E,F'p). Véanse los articulos Bonet [;,G],
Bonet-Schmets [1]

Con respecto a la segunda cuestién Hollstein proporcioné el
siguiente resultado: un espacio de Banach E es un L_-espaclo si
y solo si para cada F=indF, se tiene que E® F=ind(E®;F,) es
cierto topolégicamente (ver Hollstein [1]) vy ‘dié una
caracterizacién de los limites inductivos de espacios de Banach
F=1indF, tales que E®F - ind(E®gF,) para todo espacio normado
E (limites inductivos con particién local de la unidad: Hollstein
[2]). Con respecto a la ldentidad algebraica Bilerstedt, Meise [1] -
probaron que si F es compactamente regular (véase Bierstedt~Meise
[31) ¥y E es Banach entonces E&F =ind(E€&F,) es clerto
algebraicamente. Nosotros comprobamos que si 1la identidad
algebraica se cumple para todo espacio de Banach, entonces el
limite inductivo debe ser compactamente regular (Teorema 2.2.1).
Ademis extendemos un resultado de Floret (sin publicar), y vemos
que si E es Fréchet y F=1indF, es un (LB) compactamente
retractivo entonces la identidad algebraica es equivalente a
L(F'.os E) =LB(F'.,, E). Ademds en ese caso el nuevo limite
inductivo ind(E€F,) es compactamente retractivo y por tanto
sucesionalmente completo (proposicién 2.2.2).

Nuestros resultados respecto del primer problema se encuentran
recogidos al principio del capitulo y deseamos destacar las
pfoposiciones 1. y 2. En el teorema 3 probamos que un espacio de
Fréchet E cumple (BD) si y solo si E®,F = ind(E ®p Fp)
topolégicamente para todo limite inductivo F =1indF, con F, denso

en F,,,. También se han incluido algunas observaciones acerca de
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la identidad topoldégica de E®LF y ind(E®eFn) si E es wuna
coyecciédn.

En la seccién 2. estudiamos las identidades algebraicas

EC (indFn)-ind (EEFn) y Kp (V,E)-indlp (vn,E) (E Fréchet)

Este capitulo contiene un apéndice. La 3justificacidén es 1la
siguiente: Valdivia probé gque si un espacio G contiene un
subespacio H localmente denso y bornolégico entonces G es
bornolégico (se pueder encontrar una prueba en Pérez
Carreras-Bonet(l;cap.6]). Para estudiar cuando EeF es
bornolégico seria interesante conocer bajo qué condiciones es
E®LF localmente denso en EEF. Nuestro teorema (2.3.8.)
demuestra que si E es Fréchet, entonces E es de Schwartz y tiene
la propiedad de aproximacién acotada si y solo si, para todo
espacio localmente convexo F, todo punto de EeF es limite 1local

de una sucesién en E®CF. La idea de la prueba estd basada en un

argumento de Behndorf (1].

%
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SECCION 2.1

Bonet [6] prueba que sl E es un espaclo de Fréchet y F=1indF,
es un (LB) regular entonces se cumple E®pF=ind(E®,F,) si y -

solo si L(E,F'y) =LB(E,F'y) ( y por tanto si y solo si L(F,E'y) =
LB(F,E")) por la observacién 1.2.6.(1)).

OBSERVACION 2.1,1. Sean E:=ind(E,, |Lll)) uwn am y F

casitonelado. Son equivalentes:

(a) E®yF =1ind(E, ®yF).

(b) El1 par (E,F'y) tiene la propiedad de localizacién.

Nota: Si F es metrizable, (b) equivale a L(E,F'y) =LB(E,F'}).

Dem: B, denotard la bola unidad de (E,, |LI). Dado TeL(E,F',)
sea up la forma lineal sobre E®F definida por

uT(x®y) t= < T(x), y > para todo xeE, yeF.

(a)—-»(b). Sea H un equicontinuo en L(E,F'y).

1. (uTlEan: ueH) es equicontinuo. En efecto, H(B,) es
acotado en F',, luego Vn:=T(Bn)° es un O-entorno en F. S1 xeB|,

YeV, TeH se cumple 'uT(x®y) I=l<T(x), y >ls1 .

2. En consecuencia (uj:u€H) es equicontinuo en (E®"F)', luego

existen U O-entorno en E, V 0O-entorno en F tales que

hx.r(xey) ISpU(x)pv(y) para todo xeE, yeF, TeH. En particular

kT(x), y >|S1 si xeU, yeV,TeH, lo que prueba que H(U) SVO y H
es equlacotado en LB(E,F'y).

(b) > (a). Puesto que la inclusién ind(E, ®  F)——E @;F es

continua, es suficiente probar

que todo equicontinuo en
(ind(E ®,F))' es también un equicontinuo en (E@pF)'. Sea H un

equicontinuo en (ind(E ® F))'. Para cada ueH sea TyiE— F'y

dada por < T, (x), y>=u(x®y) para todo xe€E, yeF.
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ubn®n F : ueH * es equicontinuo, luego existe Vn O-entorno en F
tal que |u(x®y)|4& ||x|InPVn (y) para xeEn, ueH (neN). Entonces
Tu (Bn) CVn° para cada ueH y (Tulgn : ueH) es equicontinuo, neN.

En consecuencia (Tu :ueH) es equicontinuo, luego equiacotado ,
es decir existen U O-entorno en E y V O-entorno en F tales que
TU (U) CV° para todo ueH. Entonces b(x®y) Isi para cualesquiera

xeE, yeF, ueH, 1lo que prueba que H es un equicontinuo en

<E®X F) '.

La proposicién anterior y la proposicién 1.2.3. nos permiten

concluir:

PROPOSICION 2.1.2. Sea E casitonelado. Son equivalentes:
(@ E cumple (BD)'.

(o) E®K F= ind(E®*Fn) para todo F-indFn (IN) con Fn denso en

Fa+i» nf£ N.

De hecho, una de las implicaciones es un caso particular de 1la

siguiente:

PROPOSICION 2.1.3. Si E cumple (BD)' y F:-indFn, Fn denso en

Fn+l» entonces E®n F= ind (E®n Fn) .

Dem: Sea H un equicontinuo ép (ind (E Fn))'. Dados TeH, yeFlr
denotamos por T(.,y) el elemento de E'o0 que a cada xeE hace
corresponder T (x®y).

T l1E®RJtF1l =<+ TeH> es un equicontinuo, luego existe U

O-entorno en E tal que T(.,y)eE'u0O para cada yeFj, TeH. Para
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cada neN existen U, O-entorno, W, O-entorno ablerto en F, tales
que h‘(x@y) |51 para todo xeUp,, yeW,, TeH. Puesto que E cumple
(BD) ' podemos encontrar V O-entorno en E y C,>0 (neN) con la
propiedad E'UonUnOSCnvo, neN.

2. Fijamos neN, yeC_"lW,. Sea (yq:@eD) una red en F,
convergente a y en F, y cumpliendo yaecn’lwn para todo aeD. Al

ser y,€F, se cumple T(.,y,)€E'y0 para cada TeH, ceD. Entonces

-1
P o('I'(-.ym)) sSC..P o(T("Ya” <1 pues )(mecn W, es decir

v n

|T(x®yu) <1 si xev, oeD.

Pero si xeV entonces la aplicacién zeF— T (x®z) ests en F'y
ademids (y,:aeD) converge a y en Fp» luego
It (x®y) |=11m( It (x@yg) |:0€D) < 1.

3. W:=ach(Cn'1Wn:neN) es un O-entorno en F y se cumple
|T(x®y) <1 para cualesqulera TeH, xeV, yeW. Concluimos que H es

un equicontinuo en (E®,F)’'.

Sea A= (ap), O0<aj(i) <ap, (1) (n,1eN), una matriz de Kdthe,
vn(i)':--an(i)‘l. Entonces ‘

kp(A):=ind1p(vn), 1<p<oo

Ko (A):= indcg (v,,)
son ejemplos de limites inductivos F:=indF, con F, denso en F .
Otro ejemplo del mismo tipo es ¥¢C(X) :=1ndC(v,)q(X) siendo #=(vn)
una sucesién decreclente de pesos estrictamente positivos vy

continuos en el espacio localmente compacto X.

Terzioglu [1] prueba que si E es un espacio de Fréchet que no

cumple (BD) entonces existe A matriz de Kd&the tal que Al(A) es
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nuclear y L (E, X1 @) )#LB (E, X1(A)) . Entonces kO (A) :=1ndcQ (vn) es
nuclear y (indcO (vn)) 'bEX1 (B) (Bierstedt-Melse-Summers (2]) con

lo cual E®n indcO (vn) # ind (E®n c0 (vn) ) .

Resumimos la Informacidén que tenemos en el siguiente

TEOREMA 2.1.4. Sea E un espacio de Fréchet. Son equivalentes:
(@ E cumple (BD).

) E®nF=ind(EOtcFn) para todo F - indFn con Fn denso en Fn+l.
() E®n (1IndcO (vn)) = 1ind(E ®K c0 (vn)) para cualquier sucesidn

decreciente f) * (vn) de pesos en N tal que indcO (vn) es nuclear.

Hollstein (2] introduce los limites inductivos con particidn
10Cdl de 1la unidad y prueba que E®e (1lndFn) =ind (E®£L£Fn) para
todo espacio E con la c.n.p. si y solo si indFn admite particidn
local de la unidad.

Bonet [4] prueba que si E es una coyeccidén y d= (vn) es una
sucesién decreciente de pesos estrictamente positivos y continuos
en un espacio localmente compacto X entonces

E®£ indC (vn)0 X) - indE®LC (Vn)0 X)

Bonet y Schmets [1] prueban que si X es un espacio topoldgico

completamente regular y F?=indFn, Fn denso en Fn+l, entonces
C(X) ®e F = indC(X) ®eFn (C (X) con la topologia

compacto-abierta).

Estos resultados nos inducen a tratar la siguiente cuestiédn:

o
*
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Sea E un espaclo de Fréchet que cumple (BD) (o al menos una
cofeccibn) y sea F:=indF, un limite inductivo con particién local
de la unidad, F, denso en F,,,

¢la identidad E®gF=1indE®;F se cumple topolégicamente?.

Damos a continuacién algunas respuestas parclales a 1la
pregunta anterior. En el capitulo siguiente estudiaremés el caso
en que F es un limite inductivo ponderado de espaclos de
funciones continuas que se anulan en el infinito y E cumple

(BD)*.

Recordamos que un espacio localmente convexo E es un g-espacio
sl y solo si la aplicacién canbénica id®Q:E®G—IE®;G/H es

ablerta para cada cociente Q:G—G/H.

PROPOSICION 2.1.5. Sea E una coyeccién. Si F:=indF, admite

particién local de la unidad y cada F, es un g-espacio denso en
Fp4+1 entonces E®g indF, =1ind(E®.F,) .

DRem: Por hipétesis, E es el limite proyectivo estricto de una
sucesién de espacilos de Bahach:r E=s-projE,. Sea B, la bola
unidad de E, y para c&da keb} (resp. n2k) =, (resp. "n,k’
denotard la aplicaclén cocliente E— E, (resp. E,— Ey). Sea

U

n:=1tn'1(Bn), A,,:-v,,° la bola unidad de E',. Se puede suponer que

(U,) es base de O-entornos en E. Dados ®e€ (E ®yF)', YeF
denotaremos por ®(.,y)e€E’ la aplicacién que a xeE hace
corresponder @ (x®y).

En lo que sigue se hard uso del hecho de que E'y := IndE'j es

un (LB) estricto (Dierolf-Zarnadze {1]).
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ILa i1dentidad 1ind (E®£Fn) *EL ®£F es continua. Veamos que
también es abierta. Para ello, sea W un O-entorno absx. y cerrado
en ind (E®eFn) .

1. Sea H el polar de N en B (ExF) (formas bilineales vy
continuas sobre ExF). Al ser E coyeccidn y cada Fn denso en FnU
sabemos que ind (E®*Fn)=EO07tF (proposicién 2.1.3.) vy por tanto
H es equicontinuo en (E®XF)'. En consecuencia existe keN tal
que ®(.,y)eE"'| ( para todo yeF, <DeH.

2. Puesto que E®LFn es un subespaclo topoldégico de 1b (E'b,Fn)
podemos encontrar una sucesidn estrictamente creciente (K(n)) de
naturales, K(n) >k, vy Vn O-entorno en Fn (neN) tales que

{T«=E®Fn : T<AM ,,)=Vn ISI

3. Para cada neN, Ek es un cociente de EKn} y por tanto

*K(n),k® id:Ek(n) ®e Fn * Ek®eFn es abierta ya que Fn es un

E-espacio. Sea pues %/n un O-entorno en Fn tal que
Wn:-(TEEJ®Fn : T(Ak) C\Z?n) estd contenido en
("KIn|,k®ldl " SeEK W ® F:S AK@E>|1= Vn'>-

Entonces V:-{ (yn)e®© (Fn:neN) :yneZ'n\z?n para todo neN) es un
O-entorno en ®(Fn:neN) y 1?:*(TeE®0 (Fn:neN) :TIA") CV) es un
O-entorno en E®O0 (Fn:neN).

Sea Q la aplicacidén cociente de ® (Fn :neN) sobre F.

A . A
4. Veamos que NS (id®Q)-1i(W). Sean TeW, <DeH. Podemos

escribir T=E (JnoT :neN) (suma finita), siendo Jn la proyeccidn

de O(Fj :1leN) sobre Fn.,Llamamos Tn"=JnoT.



si T:=£ x,@(y;:neN) entonces Tn=i xj®y;| y la aplicacién
=1 =1

n
TnlE'k:E_.k—’Fn viene dada por u-)g<u, xk(ijyj, esto es,

Tk - iux(xj) ®y,e £, ®F,.
X j=1

Se cumple T, (A,) QZ""Vn, luego Tn'E'kET""n y por 3. existe
~ -
Sn€Ex(n) ®Fp tal que S, (Ag(n) S27W, ¥y (Mg, @ 1d) (5)) =Ty lgry-
n n
n
Si ’§'“:=g1l:mm(zj)®"y'j entonces sn:=¥ zj®'§;e E®F  (subespacio

. . "
vectorial de Lb(Eb,Fn)) y cumple sn(AMm)CZ Vn, sn' =T
E

Puesto que ®(.,y)€E', para cada yeF,®eH concluimos que
TpoF=s oF para todo ®eH. En consecuencila

I< (1a®0) (1), o>|='|<2'rn, ¢>|52|<Tn, 0>|=2|traza(Tno¢)|=

=1 n=1 =1

2 ltraza {s,0®) |= z l< S, ®>{<1  pues s, Ay Z-RV"

nel -1
Esto prueba que (id® Q) (a) cHO =w.

5. La aplicaciétn 1d®Q:E ® @(F,:neN)—-> E®,F es un
cociente pues 1indF, admite particién local de la unidad
(Hollstein (2]), y puesto que (1d®0)~1(W) es un O0-entorno en
E®:®(F, : neN) concluimos que W es un O-entorno en E®gF. Queda

probado lo que queriamos.
PROPOSICION 2,1,6. Sea E un producto numerable de espacios de

Banach. Si F:=indF, admite particién local de la unidad y cada F,

es denso en Fn+1 entonces E®£F= ind(E®£Fn) .
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Nnf a: Todo producto numerable de espacios de Banach es una
coyeccidén, pero Moscatelli (1] dl6é ejemplos de coyecclones gue no
son lsomorfas a ningun producto numerable de espacios de Banach.

Dem: E:-II (Ej:jeN), E” Banach para cada JjeN. Al igual que
antes, wvamos a probar que 1nd (E®LFn) »E®LF es abierta. Sema W
un O-entorno absx. y cerrado en ind (E®£Fn).

1. Existen 4 O-entorno en E y g semlnorma continua en Fj tales
que {TEE®F] : g (Tu) i1 para todo ueU°)C2~1W (nbtese que
E®F 30 L(E'D,Fj)). Sea meN : I1l(Ej:j>m) CU con lo cual
II E-9:J>m) ®Fjfi 2 1W. Para cada neN Il(Ej:j>m) ® Fx es denso en
II(Ej: 9>m) ®£Fn y WO (II (E*:j>m) ®Fn) es cerrado en
n(Ejij>m) ®£Fn, luego II (Ej :j>m) ®Fn £2'1W. Esto es,

IKE-j: j>m) ® FC 2 1W.

2. n(Ej:jfm) es un espacio de Banach y indFn admite particidn
local de la unidad, 1luego II (Ej:jSm) ®£F= ind (II(Ej:J"m) ®eFn) y
puesto que ind (I (E*:jfm) ®eFn) » 1ind (E®£Fn) es continua podemos
encontrar V 0O-entorno en IKEjZjiSm) vy p seminorma continua en F
tales que (Te ({AIE-:jfm) ® F : p(Tu)Jil para todo ueV® }c2 1w.

3. Pero entonces es claro que (TeE ® F :p (Tu)£l para todo

ue (VxT1(Ej: j>m))°} es un O-entorno en E®£LF contenido en W.

SECCION 2.2.

Vamos a tratar ahora el problema de la identidad algebraica

Ee (indFn) = ind (EeFn) .

o°
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IEQREMA 2.2.1. Sea F:=indF, un limite inductivo de espacios
localmente convexos. Son equivalentes: .

{a) indF, es compactamente regular.

(b) EeF=ind(E€F,) algebraicamente para cualquier espacio de
Banach E.

Dem: (é)-)(b) es debido a Bierstedt y Meise [1].

(b)—>(a). Sea K compacto en F. K° es un O-entorno en
(F',u(F',F)) y entonces (F'(Ko))' es algebraicamente isomorfo a
Fg. Tomamos E:=F'(K0). Entonces E€G=Lg(E',,, G) para cada
espacio localmente convexo G y E' ,=(Fg, co(Fkg, F'(Ko)))'donde
co(Fg, F'(x0)) denota la topologia de la convergencla uniforme
sobre los absx. y compactos de E.

1. La inclusién K——(Fg, 6(Fg, F'(k0y)) es continua pues un
entorno de xp,€K en (K, o(Fg, F'(g0))) es la interseccién de K con
un entorno de x, en O(F, F'). Luego K es compacto en ‘
{Fk, 6(Fg, F'(x0))), y por tanto compacto en E',.

2. * denotard polar respecto del par dual < Fg, F'(Ko) >y ®es
la aplicacién coclente F'—=F' (g0). Sea U O-entorno absx. y
cerrado en F. U0 es compacto en F',,, luego (%) es compacto en
F'(k0). Entonces UNFg=(x(U%))* es un O-entorno en
(Fg,co(Fg, F'(x0))). Queda probado que la inclusién E',;—F es
continua. Por hipétesis debe existir neN tal que E',, se inyecta
continuamente en F,. Pero hemos comprobado que K es compacto en
E'., ¥ en consecuencia K es compacto en F,, lo que prueba que

indF, es compactamente regular.

Veamos la relacién entre la identidad algebraica
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EEeF=ind (E€Fn) y la Identidad L-LB cuando E es un espacio de

Fréchet y indFn es un (LF)-compactamente regular.

PROPOSICION 2.2.2. Sean E un espacio de Fréchet y F:«indFn un
(LF) —~compactamente regular. Son equivalentes:

(@ ECF= ind(EcFn) algebraicamente

) L(F'co,E) - LB(F'co,E)

(c) Para todo compacto H en EEF existe meN : H estd contenido

y es compacto en EcFm

Dem: (@) —><a). Dado Tel (F'co,E) =EEF existe B acotado en E tal
que TeL(F'co,EB) =EBEF. Pero entonces, puesto que indFn es
compactamente regular, Bierstedt-Meise [1] permite concluir que
existe neN con la propiedad TeEBeFnCEeFn

(a)-»(b). Sea TeL(F'co,E). Por hipdtesis existe neN de modo
que TeL( (Fn) *co,E), pero entonces Ruess (1] nos dice que podemos
encontrar un precompacto K en Fn tal que T(K°) es precompacto en

E, es decir, T es un operador compacto. En particular

TeLB (F'co,E)

(a)—Me) . (Un) serd una base de 0O-entornos en E. Sea H compacto
en EeF'.

1. Para cada neN, H es compacto en E (un) EF y por tanto
(Defant-Govaerts (1)) existe una sucesidn creciente de naturales

(k(l)) tal que H es compacto en E"UnjeFk™mj , neN. Puesto que
E(un) £Fk (nJ es metrizable encontramos Kn absx. compacto en

E (Un)eFk(n) tal 3ue H es compacto en (E{in) eFk n )Kn. Sea

Ln:=Kn (Un°) absx. compacto en Fk . La aplicaciédn

E (Un) £ Fk(n)” Kn * (Un < (Fkjn)) Ln"
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dada por W, (T):=(T(u): ueUno) es lineal y continua (nbtese que
aqui Un° es un conjunto de indices) y en consecuencla y,(H) es
compacto en 1.,(0,,0. (Fx (n)) Ln)

2. Sea G:={TeL(E' ,,F) :T(U,°)SF,, 1, (T) :=sup(qr, (Tu) :ueU,0) <oo
VneN} con la topologia dada por las seminormas (r,) (qp, es el
"gauge” de Ln). G es un espacio de Fréchet:

Dada (T,) sucesién de Cauchy en G se define facilmente una
aplicacién 1lineal T:E'o—=F tal que (T,) converge a T
uniformemente sobre cadé Uno, con lo cual T|Un° es continua para
cada neN. Puesto que E',, es un (gDF) con s.f.a. (Uno) (ver v.g.
Pérez Carreras-Bonet [1l;cap.8) 6 Jarchow [1; cap.l2])concluimos
que TEL(E',,F) y ademids TeG y (T,) converge a T en G.

3. Por hipéteslis GS U(EEF,:neN) y por el teorema de
factorizaclén de Grothendileck deducimos que existe meN tal que

G SEEF, y la inyeccién G—3EEF, es continua.

4.H es compacto en G. En efecto,
rn(T)=sup(an(Tu):ueUn°)=HV,,(T) Il (norma en 1,(u,°, (Fx(n))1n)) ¥
sabemos que y, (H) es compacto en 1,,(0,,0, (Fx (n)) Ln) -

5. Deducimos de 3. y 4. que H es compacto en EEF.

COROLARIO 2,2.3. (Floret).
Sean E un espacio de Fréchet, F:=indF, un (DFN). Son
equivalentes:
~ A
(a) E®F = ind(E®.F,) algebraica y topologicamente
(b) L(E,F';) = LB(E,F'y) y L(F',,E) = LB(F'L,E)
Dem: Es consecuencla inmediata de 1las siguientes

observaciones.
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1. F tiene la propiedad de aproximacidédn Yy podemos suponer, por
paso a un espectro inductivo equivalente, que todos los Fn tienen
tambiés esta propiedad. En tal caso Eé)veF=EeF y E%£Fn=Ean.
Por la proposicién anterior la identidad algebraica
E®LF - ind (E®eFn) es equivalente a L(F'b,E) - LB(F'b,E)

2. Sea P la topologia hipocontinua. Claramente
(E®* F) '= LB(E,F'b) y (E®pF)'"' - L(E,F'b) con 1lo cual
E®nF = E®pF equivale a L(E,F'b) - 1B (E,F'b) (nbtese que si se da
esta ultima igualdad entonces todo conjunto p-equicontinuo es
equiacotado en L(E,F'b) Yy por tanton-equicontinuo)

3. E®pF = ind(E ®pFn) = ind(E ®w Fn) = ind(E ®eFn) (las dos
primeras igualdades por ser E, Fn espacios de Fréchet:véase v.g.
Pérez Carrreras-Bonet (l;cap.ll). Para la ultima igualdad téngase
en cuenta que E®LFn >E®KFnt+tl es continua al ser Fn » Fn+l
nuclear)

4. ind (E®eFn) es un subespacio topoldgico denso de

ind (E®£Fn) .

Sean E Fréchet, A-(an) una matriz de Kéthe, wvn (i):-an (1)-1. Por
Bierstedt-Bonet [2] sabemos que la aplicacién
L(X1(A),E)-——P»KO00(7,E) dada por T > (Tej)” es un isomorfismo

algebraico (y andlogamente 1"tv”E) es algebraicamente isomorfo

a L(1l1l (an),E)) Y entonces es directo comprobar gque la identidad
algebraica KootVjE) - *indi,» (vn,E) equivale a
L (x1(A),E) - LB (x1 (A),E),lo cual es a su vez equivalente a

V(k(1))t 3k Vn 310-10(n) ,Cn>0

llel”vJi) S Cméx( IBIV~J, (1) : 1S 1S 1Q)
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.VYieN,eecE. (véase Vogt [1]).

PROPQSICION 2.2.4, Sean E un espacio de Fréchet, 9=(v,),
1<p<e. Son equivalentes: '
(a) Para todo B acotado en KP(V,E) existe neN tal que B es
acotado en 1l,(vp,E). ‘ .
(b) K,(V,E) = indl,(v,,E) algebraicamente
(c) Yix(1))T 3k Vn 315=14(n),C>0 :
llellv, (1) s cmaxc llellv, (1) : 15151

Dem: (a)— {c). Sea (k(1l)) una suceslén creclente de naturales.

Tomamos

Gi={x=(x(1))eK (V,E) : nl(x):=zi(vkm(i)||x(i) )P < e Vien }

dotado con la topologia dada por las seminormas (%;). G es un
espaclo de Fréchet y por hipétesis Gsu(lp(vn,E) :neN). Por tanto
existe keN tal que GSlp(vn,E) y la inyecclén G—)lp(vn,E) es
continua, lo que quiere decir que para cada neN existen C,>0 y

1,eN tales que
1 1

(Z(vk(u Iy 157 < Cnméx(tz;,(vkm W Ity 1HD P 2 15121

para todo x€B y esto implica la condiciétn (c).

(c)— (a). Sea B acotado en Kp(V.E). Para cada 1
((”x(i)“l): (x(1))eB} es acotado en KP(V) y por tanto
(Blerstedt-Melse~Summers [2]) existe una sucesién creclente de

naturales (k(1l)) tal que
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Mi:-sup«5” (vk@| (1) Tocfi» HX)P : (x(i))eB) <00

Sean k, Cn >0 y 10 (n)eN (ne N) dados por la condicidn

(c) .Entonces

1 1-1
para cualesquiera xeB y neN, lo que qguiere decir que B esté

contenido y es acotado en 1lp (vn,E).

OBSERVACIONES 2.2.6. Sea E un espacio de Fréchet.

1. 1<p,g<00, p-1+g 1=1. Se puede probar que si E es nuclear
entonces Kp (V,E) es algebraicamente isomorfo a L(Xg (A),E) vy en
este caso la identidad algebraica Kp (V,E) = indlp (vn,E) es
equivalente a L(X~@),E) =LB (A) ,E). Esto explica porqué era
necesaria la hipdétesis E nuclear en la proposicidén 1.3.1.1.

2. Si E no admite normas continuas y X1 () no es normable
entonces (V, E) “indl” (vn,E) . En efecto, existe H subespacio
cerrado de X1 @) tal que X1 (A)/H es isomorfo a @ (Este es un
resultado de Eldelheit. Se puede encontrar en Pérez
Carreras—-Bonet i1 . Sean g la aplicacién cociente de X1 (A)

sobre @y 1 un isomorfismo into de @ en E (E no admite normas

continuas). Entonces f:*ioq estd en L(X1 (A),E) y no es acotada vy
en consecuencia ,E)"J.t\dlCOMz,E;) .
3. Si -indl100(vn,E) para cualquier sucesidén f)=(vn) de

pesos en N entonces E es Banach. En efecto , por 2. E admite
normas continuas y por tanto E no es isomorfo a ningin producto X

xco (X Banach) vy por tanto (Bessaga-Pelczynski-Rolewitz (11)
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existe un subespaclo F de E 1isomorfo a un escalonado nuclear
Al(A) con normas continuas. Pero entonces es claro que

L(A(A),E)#LB (Al (A),E) .

PROPOSICION 2.2.7. Sean E un éspacio de Fréchet con

s.f.seminormas (”.”1), X un espacio topolégico normal y 13=(vn)
una suceslén decreclente de pesos continuos en X. Son
equivalentes:

(a) Todo acotado en CV(X.E) estd contenido y es acotado en
algun C(v;) (X,E)

(b) BC(X,E) =CV(X,E)

() V()T 3x Vn I15=14(n),C,>0 :

llellv, ) < cmax( llellv,, (x) : 1S1€1) VeeE,xex

Nota: S1 X es localmente compacto y 0-—c6mpacto y des
regularmente decreciente entonces (c) equivale a L(E'b,ﬂoC(X))=
LB(E',,8,C(X)) (véase teorema 1.3.2.3.).

Dem: (c)—>(a). Se razona igual que en (c)-—>(a) proposicién
2.2.4

(b} —>(c). Fijemos una sucesiédn creclente de naturales (k(1))

1. Sea G:={feCV(X,E) :P) (f) :=sup (v (, I (x) JIL:xeX) <o V1} con

la topologia dada por las seminormas (P;). G es un espaclio de

Fréchet.
2. Por hipétesis GSU(C(VH)(X,E) :neN) y el teorema de
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factorlzacidén de Grothendieck permite concluir que existe keN
tal que GSC (vk) (X,E) y la Inyeccidén G >C (vk) (X,E) es continua,
lo que quiere decir gque para cada neN existen Cn>0 y 10 (n)eN
tales que sup (vk x) [|If (x) Hn:xeX) £Cnmax (sup (vk (1) (x) Uf (x) Ilx :xeX)
1sU010) para todo feG.
3. Fijemos neN, x0eX, eeE con TIlel”0 . Podemos suponer 11ell”™O
(si 11el”-0 razonamos con”el primer 1£10 (n) tal que 11elIj”0).
W:-(xeX:sup (vk(l) (x) lieIk: 151S510) < 2sup (vk (1) (x0) lielll:1410) }.
W es entorno abierto de x0. Existe geC (X, (0,1]) tal que g(x0)«l,

sopg CW. geC (vk (1)) X) pues

v,V i» (z)9(z) * T;rrrsup(\/k<i><}(o>A 2 1*¥1*1°%) Vz€W*

y claramente i:m g®eeG. Se cumple
vk (x0) liel” - vk (x0) L ((g<Be) (x0)) 1™ £
Crméax (sup (vk{l) x) |lg(x)e 1l : xeX) : 1£1<;10) £

2Cmmax (vk(l) (x0) Liellj : 1£ 1£ 10) . Queda probado (¢ .

APENDICE 2.3.

La conmutatividad del producto tensorlal con los limites
Inductivos permite deducir el carécter bornoldgico del producto
tensorlal de dos espacios bornoldégicos. Por ejemplo, si E es un
espacio de Fréchet, :=indFn es un (DF) bornoldgico vy
E®e indFn= ind (E®eFn) entonces E F es también bornoldgico. De
hecho, Hollstein (2] obtiene condiciones bajo las cuales el

e-producto tensorlal de dos (DF) bornoldégicos es también
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bornolégico y Bonet-Schmets 1[] se sirven también de 1la
conmutatividad para deducir que ciertos espacios del tipo
C(X) ®:E son bornolégicos.

Muy recientemente Taskinen‘ [2] ha dado un ejemplo de un
espacio de Fréchet-Montel F con la propiedad de aproximacién tal
que E:=F'p cumple que EEE no es (DF). Esto implica qué EG@E no

es (DF). En este caso E es (DF) y bornolégico.

El sigulente resultado, debido a Valdivia, se puede encontrar

en Pérez Carreras-Bonet [1l;cap.6]:

Lema: S1 E es bornolégico y localmente denso en F entonces F

también es bornolégico.

Para poder asegurar la densidad 1local de B®EF en EeF
(e-producto de Schwartz) introducimos la sigulente propiledad de

aproximacién:

DEELNLC.LQN_Z.;LL- Un espacio E tiene la propiedad de

aproximacién local (p.a.l.) si existe una sucesién de operadores
de rango finito (p,:E——E) que converge a la identidad
localmente en L., (E,E).

Notaclén: co denota la topologia de la convergencia uniforme

sobre los conjuntos absx. y compactos de E.

PROPOSICION 2.3.2.

(a) Si E tiene la p.a.l. entonces EG@F es localmente denso en
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E CF para todo espacio localmente convexo F.
) Si E®eF es localmente denso en EeF para todo espacio
localmente convexo F y se cumple {E'"'"sE entonces E tiene

la p.a.l.

OBSERVACIONES 2.3.3.

(1) SI E es localmente completo entonces LCO (E,E) vy ILb (E,E)
tienen los mismos acotados.

(2) Sea E localmente completo y casitonelado. Si E tiene la
p.a.l. entonces E'b también tiene la p.a.l.

(3) Sea E localmente completo con la p.a.l. Entonces para
cada acotado absx. A en E existe un acotado absx. B en Etal que
la inclusidén EA >EB es compacta:

En efecto, sea un H un acotado absx. en F:« Lb (E,E) que
contenga a la identidad Vv «(<pn: neN) una sucesidén enL(E,E)
formada por operadores de rango finito que converge a la
identidad en el espacio normado FH. Entonces
H(A) :- acx(T(x) :TeH,xeA) es un disco de Banach en E vy
G Iea :neN) converge a la inclusién EA >eh’/a) enlb*ea» elTIO * @

lo que prueba que la inclusién EA- > EIT@ es compacta.
De (2) y (3) se deduce la siguiente:
a
PROPOSICION 2.3.4. Todo espacio de Fréchet con la p.a.l. es un

espacio de Schwartz.

Recordamos que un espacio de Fréchet E tiene la propiedad de
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aproximacién acotada (p.a.a.) sl existe una sucesién (¢,:E—E)

de operadores de rango finito que converge puntualmente a la

identidad.

Veamos la relaclén que hay entre la p.a.l. y la p.a.a. en la
clase de los (F\S)-espacios. Para ello necesitamos primero el

siguiente lema:

LEMA 2.3.5. (Compdrese con Behndorf [1l;lemma 1])

Sea E un (FS)-espaclo. S1 (A,) es una sucesién en L(E,E) que
converge a 0 puntualmente entonces existe (Pk)‘ sucesién
fundamental dei seminormas continuas en E con la propiedad

1im,sup{Py (A X) :Pyyq (x) < l}=0 para todo keN.

Dem: Sea (qy) un sistema fundamental de seminormas en E.
Llamamos q#*, (x):=sup{qy(x-A.x) :neN}, x€E. (q*,) es un slstema
fundamental de seminormas en E pues dk < q*x Y (A,) es un
equicontinuo.

Al ser E un espaclo de Schwartz podemos encontrar una suceslén
estrictamente creciente de naturales (j(k)), j(k) > k, tal que:

Para cada keN, €>0 existe un conjunto finito {X;,..,%,} 2E:si
a*y (k) (x) < 1 entonces g*, (x-x;) Se€para algin 1 (1Si<m). Pero
en tal caso qy(A;x) Sq ((x-A x)=(xy=A X)) +q (ix-xi) + gy (Apxy) < 2¢
+q (Apx) .

Sea ngeN: qy (A xy) <€ para cada 1€i<m .y para todo n2ng,
Entonces n 2 ny implica q*, (A x) Se€para todo x€E tal que
q*4 (k) (x)S1. Es decir, lim sup{qy (A x) 1q*y (k) (x) €£1}=0.

Encontramos por inducclén una sucesién estrictamente creciente
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de naturales (m(n) ) tal gque g* jm(n), £gm(ntl,. Si Pn:-grofn
entonces (Pn) es un sucesidén fundamental de seminormas en E y
ademés, para cada k€ N, se cumple

limnsup{Pk (Anx) :Pk+l (x) £ 1) S 1ln"supig.ik) ("x) :9*j m(k), xX) i1} =0

PROPOSICION 2.3.6. Sea E un (FS)-espacio. De toda sucesidén (An)
en L(E,E) que converge puntualmente a 0 se puede extraer una
subsucesidén que converge a 0 localmente en Lb (E,E).

Dem: Sea (Pn) dado por el lema anterior. Por Induccidn
encontramos @&, k :n,k€EN) cumpliendo:

1. (An 1 :neN) es subsucesidn de (An : neN)

2. (An<k+1l : neN) es subsucesidn de (A" : neN)

3. llmnn.sup{Pk (Ankx) :Pk+i(x) £ 1) =0 para todo keN.

Entonces (An>n:n€N) es una subsucesidén de (An) y

lim,, n.sup{Pk (An#nx) : Pk+i(x) £ 1}=0 para todo keN. De aqui es
claro que (n.An n) converge a 0 en Ib (E,E) y por tanto (An n)
converge a OO localmente en 1b (E,E).

COROLARIO 2.3.7. Un (FS)-espacio con la p.a.a. tiene también

la p.a.l.

Los resultados anteriores se pueden resumir en el siguiente
I

TEOREMA 2.3.8. Sea E un espacio de Fréchet. Son equivalentes:
(@ E tiene la p.a.l.

(o) E es un espacio de Schwartz con la p.a.a.
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Se deduce que los espaclos de Kdtke que son Schwartz y sus

duales tienen la p.a.l. Es muy fadcll probar la siqulente

PROPOSICION 2.3.9. La p.a.l. es estable por sumas directas

numerables y por productos numerables.
También:

PROPOSICION 2,3,10. Sea E localmente completo con la p.a.l.

Si1 A”(a) es nuclear entonces A"(a,E) tiene la p.a.l.

Nota: 1. a=(a;) es una sucesldédn creclente divergente a oo,
A”(a) denota el correspondiente espac‘io de series de potenclas
de orden infinito y A®(a,E):= {(x,) ,SE : (p(xy)),€A”(a) para
cada seminorma continua p en E} con la topologia dada por las
seminormas

ﬂs'p((xn)):=2(5a"p(xn) : neN) (0 <8<, pecs(E)).

2. Este resultado (con una prueba igual) sigue siendo valido
para espaclos de serles de potenclas de tipo finito).

Dem: Sea (¢,) SE'®E, (P,) sucesién creciente de niimeros reales
divergente a0, Bn sa,, tales que (an (¢,—1dg) :neN) converge a 0
en L., (E,E).Sea Ty eL(A"(c,E),A"(,E))  dada por

(X)) > (X1 + PXpe s PXpr 0, 0,.) &

T, es un operador de rango finito. Veamos que ('fm) converge a la
identidad localmente en L.,(A"(a,E), A™(a,E)).

1. Sean t<s<w, (x,)€A™(a,E)
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(yp) es una sucesidén de Caychy en Er luego B:-(yp :peN)00 es un

disco de Banach. PB denotard la norma de EO. Se tiene

~  “n S -°p » s “n S p £4
pB -t X»IS(71 -vr~'7T1l € -«.'-'zr’ PB' * S —X.,s
n-p n-p n-p
S \\p
2. ()

Por tanto

converge en EO( luego en E)

n-1

Entonces la aplicacidén yp:A"“ (a,E) >E (0<t<«) dada por
Vt<(xn) ) : ="t n.xn
n-1

estd bien definida y es claramente lineal y continua.
2. Dados 0 < t <@®, B compacto en A" (a) la sucesiédn
Gu t |y : meN)
n-m+l
converge a 0 uniformemente para (yn)eB:

En efecto, sean s>t, — > R la aplicaciédn

(yn)— s .Iyj] (keN) .

La conclusién se sigue por aplicacidén del teorema de Dini a la

sucesidn (Sk) y teniendo en cuenta que
I

ttn Qn N
at < s para n suficientemente grande.

3. Sean Kk compacto en A~(a,E), pecs(E), e>0, O<t<°o. Podemos



suponer que K tiene la siguiente propiedad:
(P) Si (xp)eK entonces (3, x,:neN)eK (meN).

Puesto que A™(a) es nuclear existe 8>1 tal que

264" < o
n1

Yy al ser T continua y (Bmz(q’m-ldg) :meN) convergente a 0 en
L, (E,E) podemos encontrar geN tal que sl m2qg entonces

p(Bm2 (Pyx-x%)) S1 para todo xe€Ty§(K), es decir, si m 2 q entonces

2 an an
B, (o, 1(1;8) X)) - 1(t5) -x) €1 V(x)eK.
n= n=

En particular, (P) permite concluir que

Q
2 n
Bm pl(td) -(px -x)) S 1 para cada m 2 q, neN, (x) €eK.

Pero

I o o,
Ht'p(Bm(Tm’id) (x),) = Zﬂmp(q:mxn-xn)t + ZBmt pix) <

n=1 n=m+1
it Sty 0 50% 0 08
Zs B+ Bt pix) <B, 8§ "+t plx).
1 nem+1 n=1 n=m+1 R

Por 2. existe myeN, my2q, tal que si m2 m,; entonces

a .
amzt l‘1:>(xn) < -g- para todo (x )eK, y entonces m 2 m, implica

-+l
£ 20 o
I'It (B,,,(T,,"id) (x))) <=+ B 2.9 para todo (x )eK.
P 2 1

Puesto que (B,) diverge a o queda probado que (Bm(VTm-id) :meN)

converge a 0 en L {A™(a,E), A™(a,E)) yA”(a,E) tiene la p.a.l.

64



EJEMPLOS. ¢~ .11-

Los teoremas de representacidén de Valdivia [1] y Vogt [3]

permiten concluir que cada uno de los siguientes espacios tiene

la p.a.l.:
D(K) (=s), K compacto en Rn
D(Q) (=s(N)), Q abierto en Rn

DMfl) <s(s')N)

OM (=s(s'")1l (tiene la p.a.l. por la proposicidédn anterior)
FEl trabajo reciente de Meise-B.A.Taylor-Langenbruch permite

deducir p.a.l. en algunos espacios de funciones

ultradiferenciables.

El teorema 2.3.8. tiene alguna consecuencia interesante:

COROLARIO 2.3.12. Sean E un (FN) (0 un (DFN)) con la p.a.a. y
F un espacio bornoldgico. Son equivalentes:

@ EOwWEF es bornoldégico

) E®JIF es ultrabornoldgico

Dem: (a)-*(b). Por el teorema 2.3.8. EOF es localmente denso

A
en E®IF (si E es (DEN) habréd que usar también la observacidn

I

(b) -»(a). Véase (Pérez Carreras-Bonet (1] , Proposiciones



Sean A=(a (1)), B=(b,(J)) dos matrices de Kbthe y supongamos
que Al(r) es Schwartz. Recordemos los siguientes hechos:

1. Krone y Vogt (1] prueban que Ly(Al(A),Al(B)) es
ultrabornolégico si 'y solo si

(S*) Vu Inyk VK,m,R>0 30,5 Vv, 3:

(v)

a v a (v) 1 °n
<max(s ,
N N TR T NE T

2. Bonet [6] prueba que Al(A)' ®,Al(B) es ultrabornolégico si
y solo si L(Al1(B),Al(A)) =1LB(Al(B),Al(A)), lo que es a su vez
equlivalente a

v) V)T 3L Vm 31,c>0 :

a (v) a, v
S Cméx( : 1s1s1)) Vv, 3

b, (1) ey (3)

3. Krone y Vogt [1] prueban que (V) implica (S*) y que el
reciproco es verdad si A(B) cumple (Q) y A(A) 6 A(B) tlene la
propledad (DN) (véase Vogt [1 y 4] para las definiclones de (DN)
y (@)

EJEMPLO 2,3.13,
El corolario 2.3.12. proporciona una prueba directa de que, si
Al(A) es nuclear, entonces Lb(l.1 (A),A1(B)) es ultrabornolégico si

y solo si Al(a) 'b®n11 (B) es bornolégico.
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CAPITULO 3.

DESCRIPCIONES PROYECTIVAS DE LIMITES INDUCTIVOS
PONDERADOS DE ESPACIOS DE SUCESIONES Y FUNCIONES CON

VALORES EN UN ESPACIO DE FRECHET.

imQDPCCIQM.

En este capitulo vamos a establecer condiciones necesarias vy
suficientes para poder obtener descripciones proyectivas,
mediante una familia de Nachbin asociada a una sucesidén de pesos,
de un limite inductivo ponderado de espacios de funciones
continuas o de espacios co-escalonados de orden p, lfp<<», con
valores en un espacio de Fréchet E.

El problema de la descripcién proyectiva de limites inductivos
ponderados de espacios de funciones continuas u holomorfas fue
tratado por primera vez por Bierstedt, Meise y Summers [1], En
este articulo se tratdé el caso del limite inductivo
O0C (X) :« ind C (vn)0 X para una sucesidén decreciente de pesos
estrictamente positivés en un espacio localmente compacto X. De
hecho, si V es 1la familia de Nachbin maximal relativa a d,
entonces flOC(X) es un subespacio topoldgico de su envoltura
proyectiva asociada CVO0 (X) y ambos espacios son iguales

algebraicamente si y solo si d es regularmente decreciente (ver
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Bilerstedt-Melse-Summers [1 ;seccién 2]).

En este contexto el problema general de la descripcién
proyectiva se formulé del siquiente modo: dados un espacio
topolégico separado X, una sucesiédn decreciente de pesos ¥ sobre
X y un espacilo localmente convexo E,Adeterminar condiciones para
que 9,C(X,E) seasubespacio topolégico de CV&(X,E) y/o
0°C(X,E)=CVb(X,E) algebraicamente.

Bonet [1] extendi6 la técnica de (Bierstedt-Melse-Summers [1])
para demostrar que si X es localmente compacto y E satisface la
c.n.p. entonces ﬂoC(X,E) es un subespaclo topolégico denso de
CVp(X,E) (para E normado ver Bierstedt-Melse-Summers [1;seccién
1]). Adem4s si ® es regularmente decreciente y E es (gDF) y
completo entonces se tiene tamblén la 1dentidad algebraica.
Siguiendo a Bonet [4] decimos que un espaclio localmente convexo E
cumple (W) (resp (W)g) sl €,C(X,E) es un subespaclo topolégico de
CVb(X,E) para cualquier espacio localmente compacto X ( resp.
para todo espaclo localmente compacto y o-compacto X) y para
cualquier sucesién decreclente ¥ de pesos estrictamente positivos
y continuos en X. Por Bonet [4] todo espacio con la condicién de
apertura (ver nuestro capitulo 1), y en particular toda
coyeccién, cumple (W) y un espacio de Fréchet reflexivo E cumple
(W) si y solo 81 E es una coyeccién. -

En nuestra seccién 1 veremos que si E es un espacio con la
propiedad (BD)'(ver 1.1.2) entonces E cumple (W)g (proposicién 1)
Esto permite conclulr que un espaclo de Fréchet cumple (W)g si y
solo si no satisface la propiedad (*) de Bellenot y Dubinsky

( o es un (BD)-espacio (capitulo 1)). De alguna forma este es un
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resultado "universal® pues caracteriza los espaclo de Fréchet que
admiten descripcién proyectiva para toda sucesién ¥ de pesos
estrictamente positivos y continuos en todo espacio localmente
compacto y O-compacto X. Nuestro Teorema 3, que extiende Bonet
(6], caracteriza los pares (8,E) de sucesiones ¥ y espacios de
Fréchet E tales que #,C(X,E) es un subespacio topolégico de
CVO (X,E) para un espacio localmente compacto y G-compacto X. Aqui
interviene una condicién introducida por Vogt en [1].

Los métodos de descripclién proyectiva fueron utilizados con
éxito por Blerstedt, Meise y Summers [2] para tratar limites
inductivos ponderados de espacios co-escalonados de sucesiones de
orden p, 1SpSo. Nuestra secciétn 2 considera los problemas

correspondientes a la secciétn 1 en este contexto.

Introducimos ahora las definiclones necesarias.

Sea X un espacio completamente regular‘ separado. Llamamos pesq
en X a toda funcién real no negativa en X que sea semicontinua
superiormente. Un conjunto de pesos V en X se dice que es una
familia de Nachbin si

(a) Dados vy, v€V y a>0 existe vév tal que avySv (i=1,2)

(b) Para cada xeX existe veV cumpliendo v(x) >0

A cada familia de Nachbin V y a cada espaclo localmente
convexo E se asocian los siguientes gspacios de Nachbin
1
CV(X,E) = (£eC(X,E) | qy p(f) s=sup(V(X)p(£(X)) :x€X) <oo para

cada veV y pecs(E)}.
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CVo(X,E) = (feC(X,E) | Ve>0, veV y pecs(E) IK compacto en X
tal que v(x)p(f(x)) <esi x¢K)} &€ CV(X,E)

CV(X,E) y CV,3(X,E) son espaclos localmente convexos con 1la
topologia dada por el sistema de seminormas (qv'é:vev, pecs(E)}.

S1 v es un peso estrictamente positivo en X y V:={av:a>0)} se
escribe C(v) (X,E) y C(v)g(X,E) en vez de CV(X,E) y CVq(X,E)
respectivamentg y cuando X tiene la topologia discreta se escribe
KL.(V,E) y Ky(V,E) en vez de CV(X,E) y CVy(X,E). También se
suétituye co(v,E) por C(v)y(X,E) cuando X es discreto.

Sea 4= (v,) una sucesién decreciente de pesos estrictamente
'positivos en X. Entonces

V= {":X—R* | ¥ es semicontinua superiormente y sup V/v, <o
ﬁara cada neN} es una familia de Nachbin en X. Se definen

9,C(X,E) =1nd C(v,) o (X,E)

9C (X, E) =1ind C(v,) (X,E)

Es claro que #,C(X,E) (resp. OC(X,E)) estd continuamente

inyectado en CV,(X,E) (resp. CV(X,E)).

SECCION 3.1.

Nuestro objetivo es tratar el problema de la descripcién
proyectiva de limites inductivos ponderados de espacios de
funciones continuas que se anulan en el infinito y con valores en

un espaclo de Fréchet E.

PROPOSICION 3,1.1. Todo espacio E con la propiedad (BD)' tiene
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también la propiedad (W)O

Dem: Sea X un espacio localmente compacto y o-compacto y (vn)
una sucesidén decreciente de pesos estrictamente positivos vy
continuos en X. Tenemos que probar que dO0C(X,E) es un subespacio
topoldgico de CVO (X,E). Para ello fijemos un equicontinuo H en
(dOC(X,E))' y veamos que H es también un equicontinuo para la
topologia inducida por CVO (X,E).

1.La inyeccidén candnica C(vn)0 (X)®nE >C(vn)0 (X,E) es continua
y sabemos que ind (C (vn)0 (X) 0* E) s d0C (X) E (ver 2.1.4) con 1lo
cual H induce (por restriccidn) un equicontinuo en (dOC (X) ® aE) '
y por tanto existe (J O-entorno en E tal que *(g,.)€E'u0 para
cualesquiera ged0C(X) vy *eH (*(g, .) denota la aplicacidén gque a
xeE hace .corresponder * (g®x)).

2. Para cada neN existe pn seminorma continua en E tal dque
1t(f) I¢ sup (vn (x)pn (f (x) ): xeX) para cualesquiera feC (wn)0 (X, E),
*€H. Sea Un:=(yeE :pn(y) £ 1). Puesto que E cumple (BD)' podemos
encontrar una seminorma continua r en E y Xn>0 (neN) tales que

Un°riE,u0 SX*V0 para todo neN,
siendo V:-(yeE:r(y) £1).

Al ser X localmente compacto y o-compacto podemos suponer que
v:-inf2nXnvn es estrictamente positiva y continua
(Bierstedt-Meise-Summers [l;p.H2]).

3. Sean K compacto en X, meN, (UJ :11 JSn) un cubrimiento

abierto de K y <p.)eCc (X) «cumpliendo 0O&gijal, sop<p CUJ vy

A A

£(<Pj 1 £ J£n) S1. Para cada 1S jSn sea x%el tal que
vm (x) /vm (xj) <2 para todo xeii”.Si (z" :1< jSn) son puntos de E de

modo que sup (Xmvm (xX*) r (z%) :1S j¢n) <1 entonces

¢« 7 2 *



n
lé (Z%sz) | €2 para cualquier ¢eH:
=1

En efecto,
|¢(Z¢J®z ) Isi I¢(—L. S v x)zy | s
=1 I=1 vﬂ xj)lul

ip @, . )

j_lv AV(X)

donde Py0 denota la norma de E'y0 (obsérvese que l,nvm(xj)zjev

para 1S3Sn). Al cumplirse U0 NE'yo & A,V° y

S—— , . yeErp
AV, (%)) v
se obtien(-;
P (¢(-——L, - ) SP°(¢(-J¢—, <))

0
v lmvm(xj) v, ,.(",)

y por tanto

b(Zq: ®z,) s ZP

3=1 -1 U

- )N

Ahora bien, si Y4€Up (1S3Sn) se tiene‘

Zn: 2 Z"——"
I$ (—2—@®y) = lo¢ l®y, 1, |
J=1 V-(Xj) 1 -1 vrl(xj) 30

para clertos nimeros ny de moébdulo 1, y si g denota la funcién

n

2 % @yn
",.("j’ bl

=1

se cumple

& v (x)

v()

9, (x)

- _
v, (x)p (g(x) = vm(x)pm( leyj) 2

s v.(x e ‘P,(X)p(y)SZ
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para cada xeX, de donde 1t(g) 1"2 para cualquier $eH. Es decir

queda probado que

n

1-1

para cualquier S$SeH.

4 .Supongamos ahora fe Cc (X,E) de modo que
sup (v (x)r (f (x)) :xe X) <1. Dado xe X sea n(x)eN tal que
2n(x,vn(x) (xiX”", <217 (x)

Q0 x:« {yeX :2n %x»vn(x) (y)Xn(x) <2v(y), vn(x) (y) <2vn(x) (xX),
Pn(x) (f (y)-f (X))vn(x) (y) < 2~n<x> } un entorno abierto de x.

Al ser el soporte de f compacto encontramos x1#,,xneX tales

que sopfCu(ilxj:1SJSn) . Sean 9i€Cc X) (1iijSn) cumpliendo

Tomamos

BB £ (x3) € Cc X) ®E

Ik:' (3-1,"n : n(x3) =k (kel)

Entonces

*—x<X,
3®f (x3>) (suma finita).

Para cada jelk se cumple

Xkvk (xJ) r (f (x3>) - Xn( s ¢ )(X3)r(f(xA)) S 2 2v(x3>r (f (x3)) S 22

y por tanto, segln hemos comprobado en 3.
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-k
|¢(Z¢j®f(xj))ls 4.2
eI,
para cualesqulera keN y ¢$eH.
Ademés

£=2,0,¢

kjexk
y se tiene
Pk(z 9, (x) (£(x)-£(x,) ) v, (x) S ij(X)P,(f(X)—f(xj))vk(x) s2*
fe1, fe1,
ya que si xe{,, entonces
-nxy) x

BUEOO =X, )V, 00 = B (EI=E0)Iv, (0) <2 0 = 2

En consecuencia
|¢(Zq>jf) ls2™ + l¢(2¢j®f(x,)) | < 52* para cada keN, ¢eH
Je1, Jer,
con lo cual
lo(e) | s z |¢(Zq>jf) <5 para cada ¢eH.
x Je1,
Queda probado que si feC.(X,E) y sup(V(x)r(f(x)) : xeX) <1
entonces b(f) Is s para cada ¢eH.
5. SUpongamo's finalmente feC(v,),(X,E} (n natural arbitrario)
tal que sup(V(X)r(f(x)) :xeX) <1l. Tomamos geC. (X,E) cumpliendo
(a) sup(V(x)r(g(x)) :xeX) <1
(b) sup (v, (x)P,(f(x)~g(x)):xeX) <1
(Nétese que C.(X,E) es denso en C(v,}y(X,E) y la inyecclén de

C(vp)g(X,E) en CVy(X,E) es continua). Entonces (b) implica que
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|S(f) | £ 1 + 1t(g) Ipara todo y (@ implica que |fr@ |S$5 para
todo feH (por 4.) . Por tanto |$(f) 176 para todo S$eH.

Esto prueba que H es un equicontinuo cuando en OO0C(X,E)
consideramos la topologia inducida por CVO0 (X,E) y ya podemos

concluir que OOC(X,E) es un subespacio topolégico de CVO (X,E).

Bonet (4] prueba que toda coyeccidén cumple (Wyc y si un
espacio de Fréchet E cumple (W)0 entonces E no satisface la
propiedad (*) de Bellenot y Dubinsky. La proposicidén anterior nos

permite concluir el siguiente

TEOREMA 3.1.2. Un espacio de Fréchet tiene la propiedad (W)O
si y solo si no satisface la propiedad () de Bellenot vy

Dubinsky.

TEOREMA 3.1.3. Sean X un espacio localmente compacto vy
o-compacto d= (vn) una sucesidén decreciente de pesos continuos
estrictamente positivos en X y E un espacio de Fréchet con
sistema fundamental de seminormas (lili*). Son equivalentes:

(@) dOC(X,E) es un subespacio topoldgico de CVO (X,E).

® V(k(1))i 3k Vn 310=10(n),Cn>0
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* *
N tll a1l

< C_.max( Lt
vn(x) . B vl(x)

: 1=1,..,1,(n))

para cualesquiera neN, xeX y ueEg'.

Dem: Probemos primero (b)-—>(a). Sea V':={v:v.vleV). Nétese que
C(vp) o (X, E}—=C(v,/v)) o (X,E) y CVo(X,E)—>CV'y(X,E) ,dadas por
f>f.v,,son 1isomorfismos topol6gicos y en consecuencla
indC(v,) 4(X,E) es subespacio topolégico de CVO(X,E) sl y solo si
indC(vn/vl)o(x,E) es subespacio topolégico de CV'O(X,E). Por
tanto no es ninguna restriccién suponer que v;=1.

Es conocido (Bonet [4]) que {(a) equivale a la identidad
topolédgica GOC(X)GEEEind(C(vn)o(X)®€E). Puesto que la inyeccién
canénica de ind(C(v, ) (X} ®gE) en 8,C(X) ®:E es continua , todo
se reduce a comprobar que en presencia de la condicién (b) todo
equicontinuo H en (ind(C(v,) (X) ®E))' es de hecho un
equicontinuo en (8,C(X)®¢E) "’

Fljemos pues un equicontinuo H en (8,C(X)®E)'. Existen (k(1))
sucesidén estrictamente creciente de naturales y (p.Tl: leN, TeH)
familia de medidas’ de Rad6dn acotadas y positivas en X cumpliendo
It lis21 y ‘

Itg®er | s llellyflalv, any
b 4

para cualesquiera geC, (X), e€E pues

(T :TeH) es un equicontinuo en (Cv,),(X) @ E)®
Jewe g ®¢ B e

(Summers [1]).
Sean keN y C >0 (neN) los dados por la condicién (b). Al ser

X localmente compacto y oO-compacto podemos suponer que si
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v:»infCnvn entonces v= inf (Chvn :1£ nf£m) puntualmente en Km (K,
sistema fundamental de compactos en X) con lo cual se tiene, en
particular, v>0 y v continua (véase Bierstedt-Meise-Summers
[1;p.112]).

Fijamos un natural m. Por (b) existe peN tal que

“1ulf 1w IC,i»
! £ max ( : 1-1,.-,p)
Cryn (x) v, (%)
para cualesquiera ueE', xeX, l£nfm, y por tanto

n»«C < max( i
v (%) vl (%)

para cada ueE', xeKm .

Sean feCc (X) con soporte contenido en K, y £>0. Al ser Vj
acotada (Tlc,,”) ® E :TeH* es un equicontinuo en (Cc X) ®,E)"'
(Cc X) con la topologia uniforme) vy podemos suponer que existe
00 tal que |T(h®e) I£CIh]|LI leIk para cualesquiera heCc (X),
eeE y TeH vy por tanto existe 8>0 con la propiedad de que si
heCc X) y 11hIL, £8 entonces 1|T(h, .) IT] £ £ para todo TeH
(T(h, . denota la aplicacién xeE-*T (h® x)) . Sea {flj :1£ Jf£t) un

cubrimiento abierto de sopf tal que si x,yeflj entonces

1=7 ' =77 I*8 Y Ifx - f(y). 1 ~-1£ £ para cada 1-1, ,
V(%) V(VX Yok V) P —rP
Sean (9%:1 £ J£t) funciones en Cc (X) que cumplan 0£9"£1

sop9;CLl” y E(9j:1£ jat) =1 en sopf y fijemos x"eftj. Entonces

11=~ ]17f (x )=V"T*H luego 11T ¢=- (%) , ) 1l*fe

v ~ 1 vU3j) - v 1 v o(x7) 1

para todo TeH y concluimos que



t
f * A8 *
Mtz ol ser ”T(Zlf(xj)-m e ol s
T, .)I
e+2|f(x)| ’ { < e+22|f(x ) LlIT( oI, -
31 1-1 3=1
f(x,)o
e+22||1‘( “x(l)
1=1 j=1

Dados €1,.,€,€E con ”ej”k(” €1 (1Sj<St) se cumple

9,
er((—?—.f(x) - f. —) ®e,) | <

o Xy
3 v, (x)
Zl Iq:;(x) |f(xj)v1( - £ lapf(x) s ellp]ll < 27
= x
pues
I () |
f(xj)"l(x,) - f(x) | €€ cuando XESOPQ,.
Por tanto
N £(x,)Q & £.9 .
Dllr—22, [, sezt+ Y ln—2, oI, s
et v, (x’) (1 et v, (1)

t
Z J.lfbj au; < s2'1+jlflduf
X

1 %

con lo cual
f »
=, ol s 25+i, J.lfld{.lf
v -1 §

Queda probado que

4 >
IIT<$,. < J’lfldul

1-1x

para cualesquiera feC,(X), TeH.
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Finalmente, para cada TeH definimos pTeCc (x)1 dada por
<Ht> g > ZI
“nlx

para toda geCc (X). Claramente IkTIlls 1. Entonces obtenemos

para cualesquiera eeE, feCc (X) y TeH, lo que prueba que H es un

equicontinuo en (0cC (X)®eE)' (ver Summers [1]).

Probemos finalmente (a)-»(b). E1l argumento es anadlogo al de
Bonet [6]. Supongamos que dQC (X) ®EE = ind (C (vn)0 (X) ®£L£E) y sea
dada una sucesidén estrictamente creciente de naturales (k(1)).

Sean

Hk (keN) yv M se topologizan de manera obvia de modo gque pasan a
ser espacios de Fréchet y cada una de las inclusiones Hk >H)cH
es continua.

Si Hf u(Hn :neN) entonces el teorema de factorizacidn de
Grothendieck nos asegura que existe keN tal que Hf Hk con
inyeccidén continua, con lo cual para cada neN existen Cn>0 y

10=*10 (n) tales que



| N I
z 2 [x < C .max( Z T xa : 1=1,...,l°)
x

v, (x) v, (X)

para todo (u,)€M y en particular

* .
ol Nall,,
m)— Cn.m&x( W H 1=1,...,1°)

para cada xeX, uveE'.
Es decir, solo queda comprobar que MS U(H,:neN). Filjemos pues
{u,)€E'X que cumpla
Hull®
Z X)) ¢ o0 V1eN
v, (x)
x
y veamos que ha de existir keN con la propiedad
.
I, I1]
z—-—— < oo VneN
v_(x)
x n

Con este fin, dado FSX arbitrario introducimos Tp:8,C(X) ® E— K

dado por

T (f ®e):=z <u, e >.f(x)

x€F

Dados feC.(X), e€E, neN se cumple

u,
T c@erls Y, (l:)"" v dlell leoal=1kll,, - Ilflv dap_
xeX

para todo F X siendo R,EC (X)' 1la medida de Radén positiva y

acotada dada por

[T

<K,y 9> "E W(X) Vgec_ (X).

Concluimos que (T :FSX)es un equicontinuo en (0,C(X) ®E) ',
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con lo cual existen keN fipeC”X)1l medida de Raddén positiva vy

acotada, lprl|$l, y Cn > 0 tales que

IT(E® e) I£ 1lel”.Jv. [fId*™ VfeCc (X), eeE, F X

siendo v:-inf (Cnvn :neN) >0, v continua.

En particular dados puntos distintos de X , el, ,eleE,
1le”17il1 (lijim) yE>0 sea entorno de x* (1Sjf£m), U7, Um
disjuntos dos a dos y cumpliendo v(x)/v(Xj) Sl+Epara todo xei” y

tomemos "eCc (X) de modo que sop”™j S UM, 1+jl4l vy +j(Xj)=1. Con

F:-(x1, ,xni) concluimos, para ciertos 6" de mdédulo 1
2., — JiTii"— fyi <uy V. 7,0 T Y £, vini s
I~"TT " (x) &, S @ + O S <1+ IMLUI1E A +E
4, Vv x i

Puesto que Xy e’ (1$ jam), m y e>0 son arbitrarios concluimos

que

\Y HuX
1 -~77rsi

y en consecuencia

V.  IKHI

X Vn 1(X)

< o V neN

que es lo que queriamos probar.

El teorema 3.1.3. permite dar una prueba alternativa del

teorema 3.1.2.:
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En efecto, sean X localmente compacto y ©-compacto, ¥ = (vy)
una sucesién decreciente de pesos es't:rictamente positivos vy
continuos en X y E un espaclo de Fréchet. Si E no cumple la
propledad (*) entonces E'y, es un (LB)-estricto y en consecuencia
E" es una coyeccién (Vogt [2]). Por tanto, segin probd Bonet [4],
#,C(X,E") es un subespaclo topolégico de CVy(X,E") lo que quiere
decir que se satisface la condicién (b) del teorema 3.1.3. con
E®" en lugar de E. Pero entonces es muy éencillo comprobar que
también se ha de satisfacer esta condiciétn para E y en
consecuencia GOC(X,E) es un subespaclo topolégico de CVO (X,E).

Notese que aunque esta uUltima prueba es mas fdcil que la dada
antes, solo una aproximacién directa podia dejar claro cual es el

verdadero papel de la negacléon de la condiciéon (*).

SECCION 3.2

‘Estudiamos ahora los dos problemas anteriores en el contexto
de los espaclos de sucesiones con valores vectoriales.

Sean 1Sp<o, @d=(v,) una sucesidén decreciente de pesos
estrictamente positivos en N, )
V:=(‘7:N—-) R, |sup(V(i)/vn(1) :1eN) < VneN} y E un espacio
localmente convexo.

Se definen los sigulentes espaclios ponderados:
1

N . P,P
lp(Vn.E):=(x=(X(i))eE lqn'!(x) .=(§(vﬁ(i)r(x(i))) ) <o Yrecs(E)}

con la topologia dada por el sistema de seminormas (qn,r:recs(E))

83



y también
1

KP(V.EH'(X'(X(I))EE. lq;,-,,(x):-(zwu)r(x(i)))’)’<~ VveV
1=l :
y Vrecs(E))
con la topologia dada por (qv't:VEV, recs(E)) . A O se asocla
la matriz de Kdthe A=(a (1)) siendo a,(i):=v, (1)1,
Para un estudio de los espaclos co-escalonados de orden p se

puede consultar Bierstedt-Meise-Summers [2].

Al igual que antes se tiene la siguiente

PROPOSICION 3,2.1. Sea 1Sp<e, Si E cumple (BD)' entonces
indlp(vn,E) es un subespacio topolégico de KP(V,E) .

Dem: Haremos la prueba para 1 < p < e (para p = 1 hay que
hacer pocos cambios). Sean (G,t):-indlp(vn,E) y s la topologia
inducida por KP(V,E) en G. Es claro que t es mds fina que s y por
tanto nos limitaremos a probar que todo equicontinuo en (G,t)' es
también un equicontinuo en (G,s)'. Flijemos H equicontinuo en
(G, t)'.

1. La aplicacién canénica 1,(vy) ®gE—31,(v,,E) (neN) es
continua y sabemos que ind(lp(\'rn) QNE) es topolbqicamer{te
isomorfo a (indlp(vn)) 8,‘2 EKPVQEE (véase la proposicién 2.1.3)
luego H induce (por restriccién) un equicontinﬁo en (KPVO,;E)' es

decir, existen weV y r seminorma continua en E tales que
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1

IT(a®x Is (2 (o) lat) h¥ Porix)
1=1

para cualesquieraa= (a(i))EKpV. x€E y TeH, y en consecuencia
T(a, .)EE' 0 para cada aerV, TeH slendo U:={xeE:r(x) S1}.
2. Para cada neN (Tllp(Vn,E) :TeH} es un equicontinuo en

lp(vn,E) ' y por tanto encontramos r, seminorma continua en E tal

que
1

It s tz(vnu)rn(xum")"
i=1

para todo x = (x(i))elp(vn,E) y TeH. Sea U :={xeE:r, (x) €1}.

Puesto que E cumple (BD)' existen kn>0 (neN) y r seminorma
continua en E cumpliendo Unor\E'Uoshnwo para cada neN, siendo
Wi={x€E:r(x) S1}.Sea V:=inf2"A v eV
En lo que sigue EM :={(x(1))eEN | (1eN:x(1)#0) es finito)

3. Sea x = (x(1))eE™, si

1
Qv (rxmNnD® <1
1

entonces |'1'(x) Is1 para todo TeH:

En efecto, sl q es el conjugado de p, es decir p'1+q'1=1, Y

(e;) son los vectores unitarios canénicos de 1p se cumple

e
lTex) I= 7Y, —2—@A v (x(in) Is
1 Vn(l)l‘

Dlr——.e,, . ) Ay, (Wx(i)) IS
1 Vn(i)xm
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Yp O0< T(-——-- .e.,
i N v_(1)X
1 m m
1 ? \'2 T,7 A r - e“ ® sy
Pero, por 1.
T( )EE’
v_(i )X 1 0°
y por 2. sabemos que
P ,(T( e, . ) £PO(T
«° V. (I)X 1 o,
con lo cual
ITxX U [ £<P 0
i ° m'
Ademas, si ZjoUb (leN), tenemos,
modulo 1,
* £ |T<77ir9' F’'' u
X TOAEY 24 T Ry
iS*"rrrr- V»» |gq
. v r >
siendo
e
v - JMT(ITTr' P
con lo cual

86

) r(Xv (i) x(i)) 4

(— )
v (i)

)))a 1A\

para ciertos

*4>r r -

numeros f|* de



1

e
(ZIT(V (‘ .z )I“) < |T(Z T oM )I"
1 n
(D, (2,0 P (Z(l)" [
1

1
(ZIT( , z,) P

y en consecuencia

1

€y T
) : (er(vmm. z) M%< 1.

Puesto que z €U, (leN) eran arbitrarios, esto prueba que

1

- €, qq9
T(x) s Z,p T (—, . <1
It Is [ 4 ( u:( (V...(“ 7]

para cada TeH.

4. Supongamos ahora x = (x{1))eE™ tal que
1

(Z(v(i)r(x(i))) )P <

Para cada leN sea n(i)eN de modo que se cumpla

1
n(i) P
(2,(2 Ay Vo (D EXIND)

Sea I,: ={ieN:n(1) =k} (keN). Entonces
X = z Y (suma finita)
x=1 N

donde y, (1) :=x(1) si ieI, y y, (1)=0 si 1¢I,. Al ser
1

X2y, WP <

1eI
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concluimos |T(yk) |s2-k para cada TeH, k€N (por 3.) y por tanto
Ity ls 1 para cualquier TeH.

5. Finalmente, al ser EN) denso en 1indl,(v,,E),
indlp(vn.E)——»Kp(V,E) continua y H equicontinuo en (G,t)’
concluimos que [T(x)lS 1 para cualesquiera TeH y xeindly (v, E)
que cumplan

i
)

QL F O N® < 1.
il

lo que prueba que H es un equicontinuc en (G,s)’.

Para terminar este capitulo fijamos #=(v,), sucesién de pesos
estrictamente positivos en N, y caracterizamos los espacios de
Fréchet E tales que indlp(vn,E) es subespacio topolébgico de
KP(V,E) (1Sp<e). Al igual que ocurria con el teorema 3.1.3.,la

condicién que se obtiene es la misma que aparece en Bonet [6].

Necesitamos alquna preparacién.

En lo que sique fijamos 1Sp,qg<e tales que p'1+q'1=1.

LEMA 3,2.2. Sea E Fréchet con sucesiétn fundamental de
seminormas (“.“n). S1 M es acotado en lq(E'b) entonces existe
keN tal que

SUP(Z(“u(i)“:)q i UEM) < o
1=1 )
Dem: De lo contrario podemos encontrar (I,:keN) subconjuntos

finitos de N disjuntos dos a dos y (u,: kKEM)SM tales que
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*q
Z(Iluku)llk) > k

1€ I,

en consecuencia podemos encontrar (x,X:1e€I,) SE cumpliendo
Y 1 X

k k
Wl <1y O l<ugcty, x5>F > x
1.51k

Entonces B:={ x,X:1eI,, keN} es acotado en E y por tanto
i k’ ,

sup(Z(P L)z ueM) <
i-1 B

Pero

Z(PB,,(u,‘um“ 2 Y l<u (h), x>F2k

1=1
ie Ik

lo que es una contradiccién,

Andlogamente se prueba que si M es acotado en 1_(E'y) entonces

existe keN tal que

*
sup(lhi() Il : veM, 1eN) < =

LEMA 3,2.3. Sea (G,t) :=1nd1p(vn,E). La aplicacién

é:A (AE')— (G,t)’

dada por
$(u) (x) := 2 <u(l), x(1)>
1-1
para todo x=(x(i))eG, u=(u(i))elq(A,E'b), es un isomorfismo
algebraico. Mas ain, M Slu(A,E'b) es acotado si y solo si ¢(M)

es equicontinuo en (G,t)’'.
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Dom: 1. Veamos que +estd bien definida. Para ello fijemos neN,
ueXq (A,E'b) . Puesto que (an (i)u(i))elg (E'b), el lema anterior nos
asegura que existe keN tal que

£<an@ llu@) |IE)g£ 1
i-1
y por tanto se tiene, para cada meN y x€lp (vn,E),

ll<u(i,, x(i,>Ugl<u(i,an(i,, x((i)v#li)>| S
1-1 1-1

lo que prueba que +(u) es una forma 1lineal Dbien definida vy
continua sobre cada 1lp (vn,E), es decir + (u)€(G,t)"'.
2. Solo queda comprobar que +es sobre. Sea pues ge(G,t)'. Para

cada ieN IA denotarad la aplicacidén E >1p W1#E) ,x-»(0,,, x, 0, 0,.)

(x en la coordenada i-ésima), u (i):-golieE"'.

Dado neN existe keN tal que
i

1g(x) Is c£<vb«i) 11x(i) 1k)p) P

1-1

para cualquier xelp (vn,E), pues la restriccidén de g a lp (vn,E) es

continua.
Entonces, si meN y x1,. ,xmson puntos de E con |[[x]llk£]l se
tiene, para ciertos de médulo 1,
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m
D, () l<g, 1,x(1)>h® =
1=1

m
Z(an(i))"kg, L (x(1)) >P8,<g, I,(x(1))> =

i=1

mn
I<q, 1z‘:(a,,un"kg, I,(x (1)) >F81, (x (1)) >l <

1

m
(;(I«;, I, (x(1)) >la (1)) P

luego
m
Z(anm l<ut), x)>h¥ <1
1=1

y deducimos que

S wbwmihis:
i=1

Esto prueba que u=(u(i))e1q(an,E'b) para cada neN, es decir
uelq(A,E'b) y claramente ¢(u) = g.

Ademds, el razonamiento anterior pone de manifiesto 1la
correspondencia entre 1los acotados de 1q(A,E'b) y los

equicontinuos en (G,t)'.

LEMA 3.2.4. Sean ¢, G como antes. Sea s la topologia inducida
por KP(V,E) en G. Dados Mqu(A,E'b), H:=¢(M) son equivalentes:
(a) H es un equicontinuo en (G,s)'

(b) Existen VeV, ¥>0, y keN tales que

uf{i) ,» ¢ _
;( Nk )i s1 Yu=i)em
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Dem: (a)-Mb). Existen wveV, 7>0, vy keN tales que
i

|£<U<1>, x(1)>1 S <£(F<1) 1llx(i) 1")p)p VxeG, ueM.

i-1 i-1
Dados ueM, x"-"x"E con ||xjllkal (1£j£m) se tiene, para

ciertos 8a de médulo 1,

: Uuu . - I :<U« \ 1<ud) 1iif»!’ 1»! s
& ’ v (1> “ (L VA

o V)Aridia,, |ii2>ribxaiiu’') ; s

<Ei<f££. *um>r»'
1-1 11

(téngase en cuenta que (g-l)p - gq), luego

ti vl

(b)-Ma) es claro pues

I€E<ud,, x(D >+ =777 if (V(D Ibcd) 1*) s

1-1 i-1 v !

(£(?2(1) 1lx(1) 1*)”")P VueM, xeG.

1-1

Ahora ya podemos concluir
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PROPOSICION 3.2.5. Sean 1<p<o, E Fréchet con sistema

fundamental de seminormas (“-“n). Son equivalentes:
(a) indlp(vn,E) es un subespacio topolégico de KP(V,E)
(b) Para cada acotado M en lq(A.E'b) existen VeV, V>0, y keN

tales que

i *
2( IREL%)% <1 Ve
o v x

{e) Vik(1))T 3x Vn 315=14(n),C, >0 :

Il Il

k(1)
v (1) < Cn.méx( vl(i)

2 15151 VieN, ueE’

Dem: (a) es claramente equivalente a (b) por los lemas 3.2.3.
y 3.2.4.
(b)>(c). Sea (k(1l)) una sucesidédn estrictamente creciente de

naturales.
kS
q

*
Fi=( uel (A,E')) l(‘zl(almllu(i)llm,)“) < VieN )

1
q

*
Hy:={ uek (A,E')) I(Z(anmlhmll,)") < e VneN )

1=1

F y Hy (keN) son espacios de Fréchet (con sus topologias

canénicas) y claramente la inyecclién H,——H,,; es continua.
Veamos que lq(A,E'b) SU(Hy 1 keN) :

En efecto, sl ueA (A,E',) entonces existen VeV, V>0, keN

tales que

i *
PR [LELAT S RPN
i=1

v

y por tanto
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|17m=11*)q i

[1")g - £<an(i)v(i)
v 'l

(an(() llu(d)

~ th

sup((a_(1)v(i))q T£N) < @
el teorema de factorizacidédn de Grothendieck

En consecuencia,
»Hk es

nos asegura que existe keN tal que la inyeccién P

continua, con lo cual para todo neN existen 10-10 (n)eN y Cn>0 de

modo que
i =S
: 1SIS1J

<£(aJdi)1lb<i) |£)q) g S CB.«ax[ (]1jf<al (i) ||u(i)1£|M) V
1-1

1-1

para cualquier ueF y en particular

IMC . I1UC,
... £ C mdxEF—-—————-:18S18S1J VieN, ueE'
vn (i) vi(l) 0
(c)-»(b). Sea M acotado en X (A,E'b). Por el 1lema 3.2.2

encontramos una sucesidén estrictamente creciente de naturales

(k(1)) tal que

f<aa(® 1b(1) 1fu,)gS— VueM

Sean k el natural dado por (¢ y w:« 1infCnvneV. Existe veV,

v>0, v iig

Dados ueM, i1ieN sea
a(i,u) :«sup(an (i) Ib (i) 1lk(n): neN)

Estd claro que

5ja(i,u) F S

1-1

Pero sabemos por (¢ que
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o) I Sact, mT et

con lo cual

u(i) * ¢
gt Hgylk1¥s1 Yu=(uien
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CAPITULO 4

ESPACIOS CO-ESCALONADOS CON VALORES EN UN (DF)

TWTROnrVCTOM

Dados un espacio localmente compacto separado X y una sucesidn
decreciente $ = (vn) de pesos continuos en X* se cumple que el

limite inductivo ponderado O0C(X) es un subespacio topolégico de

su "envoltura proyectiva" asociada CVO0 (X), vy la Igualdad
algebraica 40C(X) sCVO0 (X ( que equivale a la completitud de
6 0C (X)) se da si y solo si 4 es "regularmente decreciente”

(Bierstedt-Meise-Summers [1l;seccidn 2]).

Sin embargo, para limites inductivos ponderados 6C (X) la
situacidén es completamente diferente:

El 1limite inductivo ponderado 6C(X) es siempre 1igual a su
envoltura proyectiva asociada CV(X) y estos dos espacios
localmente convexos tienen incluso los mismos conjuntos acotados,
pero la topologia limite inductivo de OC(X) puede  ser
estrictamente mas fina que la topologia ponderada de CV(X)
(Bierstedt-Meise-Summers (1;p.126]).

Por (Bierstedt-Meise-Summers [2;p.14]>, caracterizar la
Igualdad topolégica OC(X)«CV(X) para espacios co-escalonados de
orden «w equivale a caracterizar los espacios escalonados
distinguidos (recordamos gque un espacio de Fréchet es

distinguido si y solo si su dual fuerte E'b es tonelado o,
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equivalentemente, bornolégico).
Blerstedt y Meilse [2] presentan una condicién (D) sobre la

matriz de Kdthe suficiente para que A, sea distinguido:

Defipiciétn. La matriz de Kdéthe A=(a,) sobre un conjunto de
indices I satisface la condicién (D) si y solo sl existe una
sucesién creclente 4=(I;) de subconjuntos de I tal que

.(N,J) Para céda meN existe n(m)eN con
Inf( ap(p (1) /ax (1) :1€I,)>0 para k 2 n(m) + 1

mientras que

(M,J) Para cada neN y cada subconjunto I,S I tal que
IoN(I\I,)#Q para todo meN, existe n'=n'{n,Iy) >n tal que
inf(ap(i)/a,. (1) :1eIy)=0

(D) se introduce basindose en una condiclén de Grothendieck
[2], pero sustituyendo su parte "tipo Schwartz"™ por una "tipo
Montel"™.

Recientemente, Bilerstedt y Bonet [1] han probado que 1la
condicién (D) es equivalente a que 11 sea distinquido. Para ello
han desarrollado una teoria general en torno a la "condicién de
densidad®, introducida por Heinrich (1] en sﬁ estudio de
ultraproductos de espacios localmente convexos, en el contexto de

los espacios localmente convexos metrizables.

Definicién. Sea E un espacio localmente coﬁvexo, U(E) una base

de entornos de cero absx. y cerrados en E y B(E) el sistema de

97



todos los conjuntos acotados en E absx. y cerrados. Se dice que E
satisface la condicién de densidad si para cualquier funcién
X:t/(E)— "“R+\(0) vy cualquier Veii(E) existe un subconjunto finito

Ude U@) y algun Befl(E) tal quen(X(U) u :Ue U £ B+ V.

Heinrich hace notar que todo espacio casinormable (luego todo
(DF)) y todo Fréchet-Montel satisface la condicidén de densidad y
da un ejemplo de escalonado de Koéthe sin la condicidén de
densidad, gque no es mas que una reformulacidén del conocido
ejemplo de Kéthe-Grotendieck de escalonado no distinguido Xj.

Es fécil ver, tomando polares, que si E es metrizable entonces
la condicién de densidad implica el caradcter distinguido de E.
Pues bien, Bierstedt-Bonet [l1] prueban que un espacio metrizable
E satisface la condicidén de densidad si y solo si todo acotado
del dual fuerte E'b es metrizable y esto a su vez es equivalente
a que 11 (E) sea distinguido. En particular concluyen dgue un
espacio X1 es distinguido si y solo si satisface la condicidén de
densidad (para establecer la necesidad identifican el dual fuerte
(X1 (E)) 'b, E Fréchet, con (VsE'b) vy prueban que si Xj es
distinguido y E es Banach entonces X1 () es distinguido, con 1o
cual X1 distinguido implica X1 (11)=11 (X1) distinguido) .

Como consecuencia, un espacio de Fréchet E satisface 1la
condicién de densidad si y solo si X1 (E)=XI®xE es distinguido
(resp. tiene la condicién de densidad) para cada escalonado
distinguido Xj. Finalmente prueban que Xp (lfp«») satisface 1la
condicién de densidad si y solo si A cumple (D) (nbtese que para

1<p<oo Xp es siempre distinguido)
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Gran parte de la pruebas de [1] dependen de una formulacién
dual de la condicién de densidad, lo que llevé a Blerstedt-Bonet
a emprender un estudio sistemidtico de "condiciones de densidad
duales™ en el contexto de los (DF)-espaclos (Bierstédt-Bonet

(21).

Hay dos candidatos naturales para formular una versién dual de
la condiciétn de densidad:

Definiciones . Con la misma notacién de la definicién
anterlor, se dice que E satisface la gcondicién de densidad dual
fuerte (C.D.D.F.) (resp. la gondicién de densidad dual (C.D.D.))
sl y solo s1 para cada funci6n A:B(E)— R+\(0) y cada elemento
ReB(E), existen un subconjunto finito B de B(E) y UeU(E) tales
que

AU S acx(U(A(B)B:BeB) (resp. ANUS acx(U(A(B)B:BeB)).

S1 E es el dual fuerte de un espacio metrizable F entonces
ambas condiciones en E son equivalentes a la condiclén de
densidad en F.

En Blerstedt-Bonet [2] se prueba que la metrizabilidad de los
conjuntos acotados es una condicién necesaria y suficiente para
que un (DF)-espacio E cumpla la condicién de densidad dual, y que
un (DF)-espaclo E tiene la (C.D.D.) (resp. (C.D.D.F.)) sl y solo
sl 14,(E) es casitonelado (resp. bornolégico). Estas condiclones
permiten caracterizar los espaclos casitonelados del tipo
K,,(V.E). E (DF), (se prueba en (Blerstedt-Bonet [2] que estos

espacios tienen la propiedad (DF)) y obtener algunos resultados
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parciales acerca de espacios bornoldgicos del mismo tipo.

Serd atil recordar el siguiente resultado acerca de

Bdescripcidn proyectiva":

Teorema (Bierstedt-Bonet [2])

Sean E un espacio con la propiedad numerable de entornos (por
ejemplo en (gDF)) y A una matriz de Kdbéthe. Se cumple:

(a) Si 1£p <« entonces 1ndlp (vn,E) es algebraica \
topolégicamente isomorfo a Kp (V,E).

) Si A cumple (D) entonces 1indl00(vn,E) es algebraica vy

topoldégicamente isomorfo a K*o(V,E).

Florencio y Paul [1] han estudiado, usando técnicas de Rosler,
ciertas propiedades de tonelacidén en espacios de sucesiones con
valores vectoriales. Los resultados obtenidos permiten deducir
propiedades localmente convexas en espacios del tipo Kp (V,E)
haciendo uso del resultado de "descripcidén proyectiva" de

Bierstedt-Bonet ya mencionado.

En este capitulo wvamos a continuar el estudio de 1las
condiciones de densidad duales en espacios co-escalonados con
valores en un (DF). También se incluye una prueba de que Kp (V,E)
es (gDF) si E es (gDF), lfpf«« (se deduce de Florencio-Paul (1)
y el resultado de "descripcidén proyectiva" anterior que Kp (\/, E)
es (DF) si E es (DF) y 1i p<». Veédse Bierstedt-Bonet (2) para
una prueba del caracter (DF) de E) para un (DF)-espacio E)

»

y un apéndice cuyo contenido es el siguiente:
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Por el trabajo de Taskinen (ver Taskinen (1] y ([2]), sabemos
que existen un espaclio de Fréchet E y un espaclo de
Fréchet-Montel F tales que Lp(E,1,) y F‘bakF'b no son (DF). En
este segundo ejemplo, se puede aplicar el teorema de dualidad de
Buchwalter (c.f.Kdthe II & 45.3) para obtener que
F'békF'bE(E'snF)'co y en consecuencla F') aaF'b es un (gDF)
(c.f. Jarchow‘ll;Cap.lzl 6 Pérez Carreras-Bonet [1; Cap.,8]). Por
tanto quedaban dos cuestlones sin resolver: decidir si Iy(E,F'p)
Yy E'béLF'b han de ser necesarliamente (gDF) (E,F espaclios de
éréchet).

En el apéndice a este capitulo observamos que las
construcciones de Taskinen en (1] se pueden adaptar para dar una

respuesta negativa a estas dos cuestiones.
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Empezamos estableciendo de forma precisa 1la dualidad entre
espacios escalonados -con valores en un espacio de Fréchet vy

espacios co-escalonados con valores en un (DF)-espacio:

Sean E un espacio de Fréchet, A una matriz de KOthe y 1<p,g<«»
(p-Ug-M) . Sabemos que " (A) b= (XpA) x, p(Xp(A) x,Xp (A))) =KgV y
en consecuencia los resultados de Florencio y Paul [ 1; 3.5,3.6 y

3.8] permiten concluir que (Xp (A,E|l,sKg (VEE'D) .
b
Se puede razonar directamente:

LEMA 4.1. Sean E un espacio de Fréchet, 1<p<«». Dado B

acotado en 1lp (E) existe C acotado en E tal que B es acotado en

Dem: Sea (rn) un sistema fundamental de seminormas continuas en

E, Un:-(xekE :rn (x) £ 1). Por hipdtesis
X

Mn:- sup((X(r,U(i)))V : x-(x(1))eB) < ~

1

Entonces

n

C:=r»(2p MnUn: neN)

es acotado en E y para cada x-(x(i))eB se cumple

(r. x(1)))pP£ 1.
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PROPQSICION 4.2. Sean A una matriz de Kdthe, l1<p<eo,
pl+4ql= 1y E un espaclio de Fréchet. Entonces (A, (A,E)) 'y, es

algebraica y topolégicamente isomorfo a Kq(V,E'b) .

Dem: Recordamos que Kq('V',E'b) =1nd1q(vn,E'b) algebraica y
topolégicamente. En el capitulo 3 comprobamos que
(lp(E))'=lq(E'b) y por tanto la identidad algebraica (lp(A,E))'b

=Kq(V,E'b) es clara. La dualidad viene dada por

<({x(1)), (u(i)) >:=2<x(1). u(i) >
i

( (x(1))e A (AE), (uli))e Kq(V,E'b)) .
1. Kq(V,E'y) — (A (A,E)) 'y, es continua: En efecto sean neNy
B acotado en XP(A,E) . Por el lema anterlor existe C, acotado en E
tal que B es acotado en 1,(aj,Ec,). Pero entonces, para cada
(u(i)rel (v, E'y), (x(1))eB se cumple
|§<u(i), x(1) >|521Vn(1)Pc°(U(i))an(i)Pcn(X(i)) s

1 L
P

Qv (D 11D Lsupl (D fa, (1B, (y(IND® : (yd))en)
i c i n

n
lo que prueba que 1,(vy,E'p)— (lp(A,E)) ', s continua para cada
neN y en consecuencia serd continua la inclusién
Kq(V,E'p) — (A,(A,E)) 'y,

2. .(lp(A,E))'b——)Kq(V,E'b) es continua: sea
1

Wi=((u(1))eK (V,E") : (Z(V(i)vco(uum“)"sn

un 0O0-entorno bé&sico en Kq(V,E'b) (V=1infa,a,"leV, C acotado en

E). Tomamos
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B:—( (x(1) )eX.p (A,E) : (X<*nU)Pc(x(1)))p)Pian VneEN)

i
acotado en Xp (A,E). Es suficiente comprobar que B°£W. Sean para

ello (u(i))eB®°, keN, x(j)eC (l1lijSk). Para ciertos escalares

a (i) de médulo 1 se cumple

i<v(i> KU @), X @ >H" -
i1

c WI(L)<U<i), X({@A)>x@d) & (1)<u @), xd) »9'l
i1

¢u(i), a(l)v((i)x (i) (v(1l) <u(i), =x(@1) » ,-I>
3=

Pero

X (an (1,PC (7(1)X (1) (7(1) <u<l>» «il»» ,1))p)P *

i_
* i
<.X1 (@an (i) "' @) (v(1) 1<U(i), X(i) >I»gq'L)P)P S
4=
* i
an(]£(v(1) |<u(i), x(1)>|)V
i-1

estd en

k

1'Z'IV0) |<u (i), x (i) >1)q) P.B
i1

y por tanto

p V(1) <u(i), X(1)>D)gi <g<v(i> KU @E), X @) >Dap
i1 i-1
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lo que quiere decir que
1

(i("m) l<utt), x(1)>h%H ¥ <1,
i=1

Al ser k y x(J) (1S3j<k) arbitrarios concluimos que
1

QTP wnH <1
1 c

es decir, (u(i))ew.
Florencio y Paul (1;Teorema 3.22) prueban el siguiente

TEQREMA Sea l<p<e, Para un espacio de Fréchet E y una
matriz de k&the A, lp(A,E) es distingulido si y solo si E es

distinguido.

Este resultado también se sigue de la proposiclén anterior y

Blerstedt-Bonet (2].
La sigulente proposicién no se incluye en Florencio-Paul [1]

LEMA 4,3. Sea 1SpSe. S1 E es (gDF) entonces lp(E) es (gDF)
Dem: Daremos la prueba para 1<p<oe., Sea (A,) una sucesién
fundamental de acotados en E. Tomamos
' 1
L] PP
B :={(x(m))eE : (Z(PA (x(m))}) ) S1}, neN
mel n

1. (nB,) es sucesié6tn fundamental de acotados en lp(E): de 1lo

contrarlo existe M acotado en lp(E) tal que
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sup (Jij”"(PA (x (m)))p : (x (m))eM) *00 VneN
| n

y encontramos (In) subconjuntos finitos de N disjuntos dos a dos,
y puntos (xn (m))neM, un (m)€An° (neN, meln) tales que
Xl<un(m), X (m) > |>nP.
M3
n
Entonces (un (m) :neN, me In) es una sucesidén convergente a cero en
E'b y Por tanto un equicontinuo debido al caracter (gDF) de E.

Sean U O-entorno en E tal que (un(m :neN, mf£ln| CU° y r la

funcional de Minkowski de U. Entonces

W:—-{ (x(k)) : ]T(r(x(k)))PS1l)
k

es un O-entorno en lp (E), luego existe X>0 con MfiXw, de donde
X1<u.(n), xi@m >N X (r(xi(n)))P£Xp VneN
M3 ™M
n n
lo que es una contradiccién.
2. Sea Un un 0O-entorno absolutamente convexo en 1lp (E), neN.

Tenemos que probar que U:-n(Un+nBn :neN) es un 0O-entorno en

1lp (E) . Para ello, sean rn seminorma continua en E tal que

Wn:-((x(k))elp® : £ (mE(k)))pil) uB
k

y Vn:—-(xeE:rn (x) SI).

Al ser E (gDF), V:-n(Vn+An :neN) es un O-entorno en E y

N :-((x(k))elpE : £ (r (x(k)))pSl>
k
es un O-entorno en lp (E) (r funcional de Minkowski de V) . Dados
(x(k))eW, neN sea :-max (r (x(k)), 2-k/p) > 0. Cada x(k) estd en

Xkv luego xk - yk+ zk siendo y|EXkVn, zkeXkAn. Entonces
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Ye, (20 € DAY (r(x))P+1S2
Kk n 3 x

luego (zk)ezllan y en particular deducimos que (yk)elp(E).

Ademds
Dty )’ s 24P 52
1 3 1 3 .

Por tanto wszl/P(wnwn) para todo neN y concluimos que U es un

0-entorno en lp(E) .

PROPOSICION 4.4. Sea 1Sp<Sw. S1 E es (gDF) entonces KP(V,E)
es (gDF).

Dem: Para 1Sp<ow se deduce directamente del lema anterior Y-
del resultado de descripcién proyectiva de Blerstedt-Bonet.
Hagamos la prueba para p=oo.

Sea (A;) una sucesién fundamental de acotados absx. en E y
ABn:-(x-(x(i))el,,(vn,E) :vy{i)x(1)eAn VieI). (B,) es una s.f.a.
en K,,(V,E). Te{lemos que probar que si (W,) es una sucesién de
0-entornos en K,,(V,E) entonces N(W, +B, :keN) es también un
O-entorno en E.

1. Para cada )feN podemos encontrar o)keV Y qy€cs(E) tales que
(xeK_(V,E) : supimk(i)qk(x(i)) < I)C%Wk.
Tomamos ahora neN
B, i={x=(x(1))el_(v,E) : v (1)x(1)eA, Vi)

(Bp,x - keN) es una s.f.a. en E. Al ser la inyecccién
lw(vn,E)—>K°°(V,E) continua y l,(v,,E) un (gDF) concluimos que

Un:=ﬁ((wkﬁl-(vn,E)) +Bn,k : keN)

es un O-entorno en 1,(v,,E) y por tanto encontramos p,ecs(E) tal



SUP(X,PA (x(m)))P : (x(m))eM)=«» VneN
| n

y encontramos (In) subconjuntos finitos de N disjuntos dos a dos,

y puntos (xn (m))BeM, un (m)eAn°® (neN, meln) tales que

Entonces (un (m):neN, m€ln) es una sucesidén convergente a cero en
E'b y Por tanto un equicontinuo debido al caracter (gDF) de E.
Sean U O-entorno en E tal que (un(m) :neN, me In) £ U° y r la

funcional de Minkowski de U. Entonces

Wi«( (x(k)) : ]1£<r(x(k)))PS 1)
k

es un O-entorno en lp (E), luego existe X>0 con MS Xw, de donde

]£j<uM (n), xB(n) >Pi ~ (r (xB(n)))PSXp VneN

Mil BS I

n n
lo que es una contradiccién.
2. Sea Un un O-entorno absolutamente convexo en 1p (E), neN.

Tenemos que probar que U:«r» (in+ nBn :neN) es un O-entorno en

lp (E) . Para ello, sean rn seminorma continua en E tal que

Wn:-( (x(k))elp(® : £ (rn(x(k)))pj;i} Un
k

y Vn:-{xeE: rn (x) S 1).

Al ser E (gDF), V:-n(Vn+An :neN) es un O-entorno en E y

W :-{(x(k))elp® : X (r<*(k)))pSl)
k

es un O-entorno en 1p (E) (r funcional de Minkowski de V) . Dados
(x(k))eW, neN sea Xk:-max(r(x(k)), 2“k/p) > 0. Cada x(k) estid en

XkV luego xk - yk+ zk siendo ykeXkVn, zkeXkAn. Entonces
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es decir x;e2713*1) (W, +B,) .Concluimos que
3
=,.2.1xje W +B, .
3. Finalmente ponemos
Vi=sup,V,, W:={xeK_(V,E) : supV(1)p(x(i)) <1}

Dado ne€N, Vkslnvn para cada k2n mientras que existe M>0 tal
que Vk SMv, para cada 1Sk<n, pero entonces VeV Yy W es un
0-entorno en K,,(V,B). Ademis V), <V implica WSVkSWki;Bk para
cada k€N y queda probado que N (W, +B, :k€N) es un O-entorno en

Koo (V,E) .
Veamos ahora qué ocurre con las condicliones de densidad duales

PROPOSICION 4.5. Sea E un (DF)-espaclo. Sea A una matriz de
Kdthe y 1Sp<e. Las sigulentes condiciones son equivalentes:

(a) Kp(V,E) tiene la condiclén de densidad dual (C.D.D.)

(b) A satisface la condicién (D) y E tiene la condicién de
densidad dual.

Dem: (compirese con Blerstedt-Bonet [2 ; 2.7]). Puesto Kp(V) Yy
E son subespaclos complementados de KP(V,E) ,(a) implica (b) es
consecuencia de Bierstedt-Bonet ([2; 1.10 y 2.10}. Reciprocamente,
supongamos (b).

Puesto que Kp(V,E) es un (DF) (véase Blerstedt-Bonet (2;3.11])
es suficlente probar que todo acotado de KP(V,E) es metrizable
(cv.f.Bierstedt-Bonet [2;1.5]).

La prueba de Blerstedt-Bonet [2;3.8] revela que todo acotado

de KP(V,E) estd contenido en un conjunto de la forma
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B:-(x-(x(1l))cKp (V,E) :£(vn (l)pA (x(1)))»al) donde A es un
subconjunto absolutamente convexo y acotado de E. Veamos que 0
tiene una base numerable de entornos en B. Para hacer esto

tomamos

lei

lei
Por hipdtesis cada mC, meN, es metrizable pues Kp(V) tiene la
condicién de densidad dual, luego podemos encontrar una sucesidn
<vk) en V con la siguiente propiedad

(1) VveV, meN existe keN tal que

lei
estd contenido en
(yeKp (V) : X<v (1) DP*1}
lei
Por otra parte todo subconjunto acotado de E, luego de 1lp (E),
es metrltable. Por tanto podemos encontrar una sucesidn
creciente (rl) de seminormas continuas en E tal que

(2) Vrecs (E) VMeN 31eN tal que

OMD es contenido en

lei

Ahora, para veV y recs(E) ponemos

lei
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- Probamos que V¥eV, recs(E) 3k,leN tal que
Ne . NB N .

vk'!l

Dado VeV existe M>0 con V<Mv, (n viene dado en la definicién
de B).S1 selecclonamos 1 como en (2) para M y r, podemos

encontrar meN tal que

o |~

v, (0, (xS m

ie1
para todo xeB. En consecuencla sl xe€eB, entonces (r,(x(1))), ,€mC.
Ahora seleccionamos k€N como en (1) para v y m. Supongamos ahora

XEB!'\N.V .t
| S §

Primero (r,(x(i)))emC y
1

(2@, (W, (x (1N H7s1
ie1

) De (1) se sigue
T
QT (P Ps1.

iel

Puesto que (V(1)x(1))eMD, podemos aplicar (2) para concluir
1

(Z(Vu)r(xu)n")’sl.
lel

COROLARTO 4,.6. Sea E un espaclo de Fréchet. Sea A una matriz
de Kdthe y 1l<p<ee. Las siquientes condiciones son equivalentes:
(a) lp(A,E) cumple la condicién de densidad de Heinrich.

(b) A tiene la propiedad (D) y E cumple la condiclén de



densidad.
Dem: Se sigue de las proposiciones 4.2. y 4.5., puesto que un
espacio de Fréchet cumple la condicidén de densidad si y solo si

su dual fuerte satisface la (C.D.D.).

Ahora analizamos la condicidén de densidad dual fuerte de

Kp (V,E), E (DF).

PROPOSICION 4.7. Sea E un (DF)-espacio. Sea A una matriz de
Kéthe y 1lfp<oo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(@ Kp (v, E) cumple la condicidén de densidad dual fuerte
(C.D.D.F.)

(o) A tiene la propiedad (D) y E cumple (C.D.D.F.).

Mas auln, en este caso tenemos gue
1.(Kp(V,E))-indl, (1lp (wvn,E)) algebraica y topologicamente.

Dem: Puesto que Kp (V) y E son subespacios complementados de
Kp(V,E), (a) dimplies (b) se sigue de Bierstedt-Bonet (2;1.10 vy
2.107. Reciprocamente, supongamos (b) . Dada una sucesidn

fundamental (An) de subconjuntos acotados de E, si ponemos

i€l

entonces (Bn) es una sucesidén fundamental de subconjuntos

acotados de Kp (V,E) (Bierstedt-Bonet [2;3.8]).
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Claramente C,:={a= (a(l))eKpv : I(vn (1) |a(i) 1451}, neN, forman una
sucesién fundamental de subconjuntos acotados de KpV.

Fijamos peN y (Xn) una sucesién decreciente de numeros reales,
0<XnSl. Puesto que (An :n5p) es una sucesiédn fundamental de
subconjuntos acotados de E, aplicamos (C.D.D.F.) para encontrar

un numero m>p y un O-entorno U en E que satisfagan

m
(1) Un A cacx( U @2 * p£kSm))c: & X*A*

k-p
Por Bierstedt-Bonet [2;2.10] Kp (V) tiene (C.D.D.F.) .Dada 1la
sucesién fundamental de acotado'- (Ck:k£m) de Kp (V), podemos
encontrar un peso veV y un numero natural s>m tales que

S

(2) 5cDDVCacxl U(X?~]<Ck: m5k£s))cz X VK2"kC.K

k-ra
donde 8>0 satisface APS 1Pi.'1 y
V:={<=(a(i) )eKpv : E(v (i) |a(i) |)P£1l}.
Sea q la funcional de Minkowski de U. Ahora tomamos
W:=(x= (x(i))eKp (V,E) : E(v(i)qg(x(i)))P£l}
Sea xeWnBp. Como (q(x(i)) )eVnXpCp podemos aplicar (2) para

obtener ak=(olt(i))eKpV, nték<s, tales que

(3) (g(x(i)))=1£xk2 'V y X (V i,k*(i>1>P S1.

k-ra i

De (1), para lei, tenemos

m

(4) x(i)-(g(x(i))+pA (« (DJiSxrvd),6 donde zj(i)eA3.
P j-p

De (3) y (4) podemos concluir

m (¢} p=)

(5 x=5>R"j(zj(1L)pA (x (i) )) + Mz J (i) alk(i>) .
j-p P k-m j-p
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Torli

Tenemos dos casos.

1. pidsSm

Yk1lllp. (x1illp. u '1D1P S*“k1Up. UID1P i 1, luego
i 3 P i t p p

(z"iUp (xdDJ"BJ.

2. mikSs. Puesto que Zj(l)cAjf£Ak cuando pSjimSk, obtenemos

ZK~"'"p*fT M "vVvu~run PiXK (1,0k(1) ~ S1» lued®

la. o) 1

j-P

Finalmente

y queda probado lo que gueriamos.
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APENDICE

Como vya se ha indicado en 1la introduccidén adaptamos la
construccién de Taskinen en [1] para concluir que I1b (E,F'b) vy

A
E'b F'b no son necesariamente (gDF) (E,F espacios de Fréchet).

Sea X un espacio de Fréchet con Dbase de 0O-entornos absx. vy
cerrados (Un) con 2Un+l£Un. Denotamos por B(X) el conjunto de

todos 1los subconjuntos acotados de X. Sea A un subconjunto

saturado de B (X) cuya unién cubre X. Denotamos por la
topologia en X' '3 la convergenci .niforme sobre los el<~' ntos
de A. Usando las caracterizaciones de (gDF) —espacios y un

argumento standart por dualidad se obtiene

LEMA: Sea X un espacio de Fréchet. Entonces (X',Tft) es (gDF) si
y solo si para cada sucesidén de subconjuntos absx. CneA, neN,

existe CeA tal que U(Cnn Un : neNJSC.

Sean E y F espacios de Fréchet con sucesiones decrecientes de

O-entornos (Wn) y (Vvn) tales que (n-1Wn) y (n 1Vn) son bases de

O-entornos en E y F respectivamente. Entonces I1b (E,F'b) es
A

topologicamente isomorfo al dual (E F) ' dotado con la

topologia de la convergencia uniforme sobre los conjuntos

r (A®B) , RAeB(E), BeB(F). Entonces tenemos

COROLARIO: 1b (E,F'b) es (gDF) si y solo si para cada
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(Bn) SB(E), (Cn)CB(F), existen AeB (E), BeB (F) tales que
u(r(Bn®Cn)nr (2'min»Vn): neN) ¢cr (AR® B), todas las clausuras

tomadas en E®X F.

Obsérvese gque por simetria la condicidédn anterior es también

equivalente a que Lb (F,E'b) sea (gDF).

Usaremos las notaciones de Tasklnen (1; Sectlon 4] y tomaremos
Mn“M 'n“1j* Por tanto podemos suponer que las <constantes de

proyeccidédn p(n)de Gn sobre Mn satisfacen

(ver Tasklnen [1l;p.22])

EJEMPLO 1: Existe m fiSPACIQ UL Fxéchfit E tal aiif 1~ (8, 12) xii
es (gDF). Esto serd&d consecuencia del corolario anterior una vez
probemos que para F =12, V la bola unidad de F, y E el espacio

de Fréchet de Tasklnen [1;4.4], se cumple que

6(r(2'"w ©v) nT (Wp,® 24nV) :neN)

no estd contenido en T (A®B) para todo AeB(E), BeB (F), las
clausuras tomadas en E®XF (obsérvese que Wn>leB(E))
Para probar esto es suficiente ver qgue para cada ta?2 1, meN,

el conjunto

U(r(2"an®V) r»r (24V ,®V))

TITT

no estd contenido en la clausura de T( (n(tmWm:rnkEN)) ®V) en EQ"F.
Primero observemos que el lema clave 4.3. of Tasklnen (1] nos
dice, para s(n):-p(n)/4 , que

T(UO V) O r (25nti®V ) "T | (s(25n) 4n 4stf) ® V) para todo neN y s>0.
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Entonces

r(2 ni®V) nr (24UB®V) }¢ r ( ((s(25n) /2n)Un2sU) ®V) para todo neN
y s>0.Puesto que lim p(n)/4nl/5 = »,existe nOeN tal que
s(25n0)/2nof 2tx. Entonces T (2 noU® V) nr (24no(T® V) no estéa
contenido en 2r ((tlt o tno+lU) ® V) . Puesto que
(r ((n(tmWm :meN) ) ®V) +r (Wno+l®V) ) n (Eno® F) C2r< (tjuot”ju) ® V)
(Tasklnen (1; prueba de 4.5]), I'(Wno+tl®V) es un O-entorno en

E®@nF, vy

“no *no no
[r{2 w ®v) r>T(2 w ,®V)]ln (E nF) =
n0 v 1 nQ

nQ 4noW
r (2 U®V) nT(2 UOV)

se sigue la conclusidn.

EJEMPLO 2: Existen no. espacio SBFréchet—Schwartz F con la
propiedad SIS aproximacién acotada y un espacio SiSFréchet e tales
que F,bgeE'b= LjjirFr~'h) afl £5. (gDF) . F es el Fréchet-Schwartz vy
E es el espacio de Fréchet construidos en Tasklnen[1l;4.7]. En

este caso la prueba es un poco mas complicada. Usando ahora el

segundo lema clave 4.8 en Tasklnen [1] se puede probar que
U(r(2‘r1wn®Vn)n (O (T(24IW£1®VP) :p £ ntl) ) :neN)

no estd contenido en la clausura de T (A®B) en E®TLF para AeB(E)
y BeB (F)

Ahora, puesto que =4 para p2n+1, podemos aplicar el
resultado positivo de Tasklnen (1;3.1] para (H, h) y F para
obtener para cada neN, CneB(F)tal que

n (T(24nt®VP) :p*n+l) C T (Wn

{®Cn)
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A
la clausura tomada en E®yF. En consecuencia,para (W "*!) SB(E),

(C,) SB(F) el conjunto

-n n
u((l(2 Wn®Vn) hr(WMIQCn)) :neN)

no estd contenido en I'(A®B), las clausuras tomadas en E@,,F.La

conclusién se sigue del corolario.
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