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Prdlogo

Durante estas dltimas décadas se han ido haciendo muy corrientes las encuestas como pro-
cedimiento para obtener informacion acerca de las caracteristicas fisicas o sociologicas de
determinadas poblaciones a partir de los datos de un nimero de elementos de la poblacién
(muestra), en general muy inferior al total. Y como resultado de este auge se han publicado
numerosos trabajos sobre cémo inferir acerca de una caracteristica global de la poblacién
a partir de una muestra, basados en dos aproximaciones al problema, la conocida como
poblacién fija y los modelos de superpoblacién.

Esta tesis constituye una aproximacién al problema basada en modelos de superpoblacién
tratados desde un punto de vista Bayesiano. Los contenidos de esta memoria estan orga-
nizados en cinco capitulos y tres apéndices, cuyos contenidos describiremos brevemente a
continuacién.

Capitulo 1 Presenta una recopilacién de los trabajos publicados sobre poblaciones fini-
tas, en la que se presentan los resultados mds conocidos para las aproximaciones de
poblacién fija y modelos de superpoblacién clasicos y se hace hincapié en los resultados
basados en la aproximacién mediante modelos de superpoblacién Bayesianos.

Capitulos 2 y 3 Se dedican a estudiar de manera exhaustiva un grupo bastante amplio
de modelos de superpoblacién Bayesianos (que generalizan algunos modelos estudia-
dos por la bibliografia) indicando las situaciones de modelizacién en las que resultan
adecuados.

Capitulo 4 Se dedica a comparar los resultados inferenciales obtenidos cuando nos apoya-
mos en muestras aleatorias, estratificadas o cluster de la poblacidn.

Capitulo 5 Propone tres modelos jerdrquicos para rutas aleatorias que se revelan como
una herramienta 1itil para analizar en qué medida una muestra obtenida por rutas
puede ser empleada para establecer inferencias sobre una poblacién como si se tratara
de una muestra aleatoria de la misma.

Apéndice A Recoge las notaciones generales aplicadas en esta tesis.

Apéndice B Contiene algunos resultados sobre matrices, funciones y distribuciones, que
han sido de utilidad para la demostracién de los resultados presentados en esta tesis.



Apéndice C Presenta un resumen de los métodos computacionales, concretamente el algo-
ritmo de Gibbs Sampling implementado mediante el programa BUGS, aplicados para
el estudio de los modelos no conjugados planteados en esta tesis.

Las poblaciones simuladas para el estudio de los modelos de esta tesis y las muestras
obtenidas a partir de las mismas aparecen recogidas en el disquette que acompaifia esta -
tesis (léase el archivo LEEME para ver la organizacién de dicho disquette).

Quiero aprovechar estas lineas para agradecer el apoyo prestado en la realizacién de este
trabajo por el Departamento de Estadistica e Investigacién Operativa de la Universitat de
Valéncia y en especial por la Dra. Maria Jesis Bayarri sin cuyo apoyo, consejo y direccidén
no hubiera sido posible la realizacion de esta tesis.
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Capitulo 1

Estimacion en poblaciones
finitas: una recopilacion

1.1 Introduccién

Desde la década de los sesenta hasta nuestros dias el problema de cémo estimar una cantidad
de interés de una poblacién finita a partir del conocimiento de los valores de una o varias
caracteristicas de las unidades de una muestra de la misma, ha sido extensamente tratado
desde diversos puntos de vista. El objetivo de este capitulo es hacer una recopilacién de los
resultados mas conocidos de poblaciones finitas y en especial, aquellos basados en asumir un
modelo de superpoblacién y analizarlo desde un punto de vista Bayesiano (linea de trabajo
en la que se haya incluida esta tesis).

Sea P = {1,2,..., N} un conjunto de indices con los que numeramos cada uno de los
elementos de una poblacién, con N, el tamafio de la poblacién, que asumiremos en los
cuatro primeros capitulos de esta tesis conocido y en cuatro de los cinco modelos estudiados
en el capitulo 5 desconocido, y sea y = (y1,y2,.-.,yn) el vector de caracteristicas de la
poblacién donde y; representa el valor desconocido de una caracteristica del elemento i-
ésimo de la poblacién (algunos autores realizan la generalizacién de estudiar un vector de
caracteristicas para cada elemento de la poblacién, generalizacién ésta que no trataremos
en esta tesis). Considerada la poblacidn finila anterior, el objetivo usual es inferir acerca
de una determinada funcién escalar g(y) del vector de caracteristicas de la poblacién ;
para ello se recurre a seleccionar una muestra s = {i1,42,...,in} de n elementos de la
poblacién en los que se mide la caracteristica en estudio, que permite distinguir entre y, =
(Yiys Yiay- - -» ¥in ), €l vector poblacional observado, que es conocido y yy, = (yi : ¢ & s)°
el vector poblacional no observado, y a la elaboracién de un estimador de la funcién g(y).

Un estimador g(y,) de g(y) es una funcién escalar de s y del vector poblacional observado
asociado a la muestra s. Para algunas poblaciones, se conoce para cada elemento 7 de

la poblacién los valores de un p-vector x; = (i1, Ziz2,...,Zip) de caracteristicas auxiliares
que proporciona informacién acerca de la caracteristica en estudio y;, ¢ = 1,2,...,N. En
estos casos, denotaremos por X = (x},x3,...,x} )¢, a la matriz de caracteristicas auxiliares _




de la poblacién y considerados los indices muestreados s, por X, = (x{,x},,...,x} )’
a la matriz de caracteristicas auxiliares correspondiente a elementos muestreados y por
Xy = (x}:i ¢ ), ala matriz de caracteristicas auxiliares correspondiente a elementos no
muestreados.

En numerosas ocasiones al analizar la poblacion detectamos una estruciura en varias
etapas de la misma (ya sea natural en la poblacién o bien introducida artificialmente por
nuestros mecanismos de estudio), de modo que en el caso mis sencillo (esiructura en dos
etapas), una unidad estd formada por un conjunto de elementos (un ejemplo muy sencillo
lo tenemos en las poblaciones finitas humanas clasificadas en unidades familiares formadas
a su vez por elementos: padre, madre, hijos, ...). Por ser esta estructura en dos etapas muy
extendida creemos conveniente el introducir la notacidn inicial al respecto:

e P={1,2,...,N}, con N el niimero total de elementos de la poblacién,

K el nimero de unidades de la poblacién, K conocido,

N; el niimero de elementos en la unidad ¢, i =1,..., K, (E;K:1 N; = N),

[ ]
o y=(yi,¥},...,¥%)" el vector de caracteristicas de la poblacién, donde y; = (yi1, yi2,
.. ¥in;)' es el vector de caracteristicas de la unidad i, i = 1,2,...,K con y;; el

valor desconocido de la caracteristica del elemento j de la unidad ¢ de la poblacién,
i=12...,N;,5j=1,2,...,K,

y en poblaciones para las que se conoce para cada elemento (7, ) los valores de un
p-vector xij = (&ij1, Zij2,...,Zijp) de caracteristicas auxiliares que proporciona in-
formacién acerca de la caracteristica en estudio y;;, j = 1,2,...,N;, i = 1,2,..., N,
denotaremos por X; = (x};, X}y, ..., Xjy,)*, a la matriz de caracteristicas auxiliares de
launidadi,i=1,2,...,K,ypor X = (X},X},...,X%)! ala matriz de caracteristicas
auxiliares de toda la poblacidn.

Los tamanos de la poblacién (N) y de cada unidad (N;, i = 1,2, ..., K), se asumirdn en este
capitulo y los capitulos 2, 3 y 4 conocidos, describiéndose en el capitulo 5 algunos modelos
con tamaiio de poblacién y unidades desconocido.

Considerada la anterior estructura de poblacidn finita en dos etapas el objetivo de in-
ferencia usual es estimar una funcién escalar g(y) del vector de caracteristicas poblacional
(idéntico objetivo que en la poblacién finita no estructurada), o bien estimar una funcién
escalar g;(y;) del vector de caracteristicas de la unidad i-ésima para i = 1,2,...,K. En
ambos casos a fin de lograr nuestro objetivo recurriremos a la obtencién de una muestra
de la poblacién s de n elementos, que se obtiene, seleccionando k unidades entre las K
existentes ({71,12,...,1x}, indices muestreados) y dentro de estas k unidades una muestra
si = {j1,J42,---,Jn,} de n; elementos entre los N; existentes, ¢ € {i1,i2,...,ix} quedando
la muestra s constituida por s = {(i,5) : j € s;,¢ € {41,12,...,1x}}. En particular distin-
guiremos dos situaciones, el caso k = K (situacién habitual en los muestreos estratificados)
y el caso n; = N;, i € {i1,12,...,4;} (habitual en muestreos estratificados). Dada la mues-
tra s anterior denotaremos por y,; = (¥ij : j € s:)* al vector poblacional observado de la
unidad i, i € {i1,42,...,4} (que es conocido), yu; = (yij : j & si)' al vector poblacional no



observado de la unidad i, i = 1,2,...,K, y, = (y}, : i € {41,42,...,4x})* al vector pobla-
cional observado (que es conocido), yu = (y§, : i = 1,2,..., K)" al vector poblacional no
observado y las generalizaciones analogas referidas a la matriz de caracteristicas auxiliares
en el caso de existencia de informacion auxiliar en forma de covariables. A partir de los
elementos muestreados se elaborard un estimador de la funcién del vector de caracteristicas
de la poblacién o de la unidad 7, ¢ = 1,2,..., K que deseamos estimar, que se denotara tal
y como sefialdbamos mediante el superindice ~ sobre la cantidad que estima.

La generalizacién de las notaciones anteriores para representar estructuras de poblacion
en mas de dos etapas es obvia, por lo que no consideramos necesario abundar en esta linea
descriptiva.

En esta tesis, realizaremos dos restricciones importantes sobre los conceptos de poblacion
finita seflalados en los parrafos anteriores y sobre las funciones escalares a estimar. Estas
restricciones son:

e respecto a la caracteristica en estudio nos restringiremos a las caracteristicas de po-
I . .
blacion continuas (definidas en ),

e respecto a las funciones escalares a estimar tendran como consecuencia de la restriccién
anterior su imagen en R, restringiendo su estudio a la media poblacional (7) y a la
media de la unidad i-ésima (7;) en el caso de estructuras de poblacién en dos etapas
(las funciones mas estudiadas en la bibliografia). Las definiciones de estas funciones
son:

— para una poblacién finita

Zﬁ—_l Yi

g= T (media poblacional),

(denotaremos a su estimador por )

— para una poblacién finita estructurada en dos etapas

DO BNAT
N

g = (media poblacional),
Nl Py
7 = ;:;—” (media de la unidad i-ésima), i=1,...,K,
(denotaremos a sus estimadores respectivamente por Ty @',- parat=1,2,...,K.)

Considerados los conceptos anteriores, en la literatura observamos planteamientos de
resolucion distintos que podemos clasificar segin dos criterios:

1.-) Atendiendo al procedimiento de seleccién de la muestra.

e Muestreo aleatorio. Consiste en seleccionar una muestra de n elementos de la

poblacién de modo que todos los elementos tengan la misma posibilidad de ser selec-
cionados.



e Muestreo no aleatorio. Se produce cuando el muestreo no es aleatorio. Entre ellos
tenemos: los muestreos proporcionales al tamafio, el muestreo al azar, conveniente o
accidental, los muestreos estratificados, los muestreos cluster, las rutas aleatorias, la
eleccién experta, los muestreos por cuotas de muestreo,...

2.-) Atendiendo al tratamiento probabilistico del problema.

e Métodos de Poblacién Fija. El vector y de caracteristicas de la poblacién y por
tanto g(y) se consideran valores fijos (no aleatorios) aunque desconocidos (Poblacidn
Fija) y se supone como tnica fuente de aleatoriedad en el problema la producida al
introducir un procedimiento de muestreo aleatorio en la seleccién de los elementos que
van a formar parte de la muestra.

e Métodos basados en Modelos de Superpoblacién. Se basan en suponer el vector
y de caracteristicas de la poblacién en el instante del estudio como una realizacién de
una distribucién sobre un vector aleatorio Y, lo que equivale a suponer que la poblacién
finita en estudio es una realizacién de una cierta poblacién infinita o superpoblacién, de
aqui el nombre de estos modelos. Dentro de esta linea de trabajo podemos distinguir
dos tendencias:

— Métodos basados en Modelos de Superpoblacidn usando métodos de inferencia
clisicos. Se supone un modelo de superpoblacién y se realiza inferencia suponiendo
los pardmetros del modelo como constantes desconocidas de la poblacién.

— Métodos basados en Modelos de Superpoblacién usando métodos de inferencia
Bayesianos. Se supone un modelo de superpoblacién y se realiza inferencia
suponiendo los pardmetros del modelo como variables aleatorias a las que se
les asigna una distribucién.

Este capitulo desarrollard las distintas contribuciones al problema de poblaciones finitas
atendiendo a esta segunda clasificacién; desarrollando en la seccién 1.2 el tratamiento por
métodos de poblacién fija, en la seccién 1.3 el tratamiento por métodos de superpoblacion
cldsicos y en la seccién 1.4 por métodos de superpoblacién Bayesianos y planteando en la
seccién 1.5 una discursién general del capitulo destacando los resultados mds importantes.

El objetivo de las secciones 1.2 y 1.3 es servir fundamentalmente de apoyo a la discursién
de los modelos de superpoblacién Bayesianos objeto de la seccién 1.4 y los capitulos 2y 3, y
por lo tanto no pretende realizar una descripcién exhaustiva de las otras dos aproximaciones.

1.2 Analisis de una Poblacién Finita desde el punto de
vista de Poblaciéon Fija

Dada una poblacién finita representada por el conjunto de indices P = {1,2,...,N} y el
vector de caracteristicas y = (y1,2,...,yn~)", la aproximacién de poblacién fija al problema
de estimar una funcién del vector de caracteristicas de la poblacién g(y), asume como tinica
fuente de aleatoriedad del problema la inducida por el mecanismo de muestreo aplicado



para seleccionar la muestra s. Esto es, si denotamos por S al conjunto de todas las posibles
muestras de n elementos!, una aplicacién p definida sobre S verificando que:

p(s) >0, seS

ZJES p(s) =1

Atendiendo, a la naturaleza de la aplicacién p podemos destacar los siguientes procedi-
mientos de muestreo:

¢ Procedimiento de Muestreo Intencionado. Es dquel procedimiento de muestreo
en el que se selecciona una determinada muestra con probabilidad 1.

e Procedimiento de Muestreo Informativo. Son procedimientos de muestreo en
los que la probabilidad asociada a incluir o no un elemento en la muestra depende del
valor de la caracteristica en estudio para ese elemento.

e Procedimiento de Muestreo no Informativo. Son procedimientos de muestreo
en los que la probabilidad asociada a incluir o no un elemento en la muestra es inde-
pendiente del valor de la caracteristica en estudio.

Dentro de los procedimientos de muestreo podemos distinguir, entre los mas habituales,
los siguientes:

1. Muestreo Aleatorio Simple sin reemplazamiento. Consiste en seleccionar una
muestra de n elementos dislinfos de la poblacion de modo que todas las posibles
muestras de n elementos distintos tengan la misma probabilidad de ser seleccionadas.
Esto es,

p(s):(l:l,)_l, s€S.

El muestreo aleatorio simple es el muestreo aleatorio més aplicado en la practica por
lo que se suele conocer simplemente como muestreo aleatorio o por sus siglas m.a.s.

2. Muestreo Aleatorio Simple con reemplazamiento. Consiste en seleccionar una
muestra de n elementos (no necesariamente distintos) de la poblacién con reemplaza-
miento de modo que todas las posibles muestras de n elementos tengan la misma
probabilidad de ser seleccionadas.

3. Muestreo con probabilidades desiguales sin reemplazamiento. Consiste en
seleccionar una muestra de n elementos distinios, elemento a elemento, de modo que:

1En esta tesis, nos restringuiremos al estudio de procedimientos de muestreo con tamano de la muestra
fijo n. Esta hipétesis es muy habitual en la prictica (ver, por ejemplo, Cochran(77)[18}), pero admite
l6gicamente, la generalizacién basada en suponer mecanismos de muestreo en los que se pueden seleccionar
muestras de distintos tamafios (ver, por ejemplo, Cassel, Sirndal y Wretman(77)[17])




Pr(elegir i|s. = 0) = pi, t=12,...,N,

I

—Lir— i=r,...,n,

Pr(elegir i|card(s) = r — 1) — -
=17

donde 0 < p; <1,i=1,...,N con vaﬂ p;i = 1, s. representa a la muestra en
construccién y card(s.) el nimero de elementos de la misma. Como ejemplos de estos
procedimientos de muestreo sefialemos los muestreos con probabilidad proporcional
al valor de una caracteristica auxiliar positiva (conocida para todos los elementos
de la poblacién), los disefios muestrales con rechazo (rejective sampling designs), el
disefio de Rao-Hartley-Cochran(62) [83] y los disefios de Héjek-Lahiri-Midzuno-Sen
[53,66,73,107].

. Muestreo con probabilidades desiguales con reemplazamiento. Consiste en
seleccionar una muestra de n elementos de la poblacién con reemplazamiento de modo
que:

Pr(clegir i) = pi, i=12,...,N,
Osplsl’ i:172"")Na E:V:lplzl

Un ejemplo de este tipo de muestreo, es el muestreo con probabilidad proporcional a z;
(pi = =+—,i=1,2,...,N), donde z; > 0 es el valor (positivo) de una caracteristica
o

):.:1 !

auxiliar conocida asociada a y;, i =1,2,..., N.

. Muestreos en dos etapas. Se aplican cuando la poblacién estd estructurada en
dos etapas o bien cuando hay razones econémicas, administrativas o de estudio, para
elegir este muestreo (en cuyo caso, la poblacién adquiere una estructura en dos etapas
sobrevenida). El procedimiento de muestreo (ya descrito en la seccién 1.1.), consiste
en la obtencién en primer lugar de una muestra de unidades y en segundo lugar de
una muestra de los elementos de las unidades seleccionadas para ser muestreadas. En
general las dos fases de muestreo son independientes y los procedimientos empleados
pueden ser iguales o distintos. Dentro de los procedimientos de muestreo en dos etapas
seflalemos dos casos particulares muy usados en la practica:

¢ El muestreo estratificado. En el muestreo estratificado la poblacién no esta
estructurada previamente, adquiriendo una estructura en dos etapas como resul-
tado de una divisién de la misma realizada por el estadistico atendiendo a un
criterio de tipo econémico, administrativo o socio-econémico. Una vez determi-
nadas las unidades (estratos) se obtiene la muestra.
Habitualmente, al realizar la divisién de la poblacién en estratos, se intenta que
los estratos constituyan unidades (que pueden ser heterogéneas entre si) con ele-
mentos (siempre, en relacién a la caracteristica en estudio) homogéneos entre
si, el nimero de estratos sea pequefio y el nimero de elementos dentro de cada



estratos grande, y la muestra se obtiene tomando k = K (esto es, muestreando
todos los estratos).

e El muestreo cluster. El muestreo cluster se aplica cuando la poblacién esta
estructurada de manera natural o artificial (por ejemplo por divisiones adminis-
trativas, por barrios, ...) en dos etapas y queremos aprovechar esta estructura
dada para obtener la muestra. Las unidades reciben en este caso el nombre
de clusters, la divisién de la poblacién viene dada, pero en cambio el coste de
muestrear a los elementos de cada unidad suele ser pequefio, por lo que habi-
tualmente la muestra se obtiene tomando n; = N;, i € {i),i2,...,i}. En los
muestreos cluster el mimero de clusters suele ser grande y el nimero de elemento
dentro de cada cluster pequeiio.

Cuando los procedimientos de seleccion en las dos fases son muestreos aleatorios sin
reemplazamiento independientes estamos ante un muestreo aleatorio en dos etapas.

A continuacién describiremos en las préximas subsecciones, los criterios aplicados para
la seleccién de un estimador de la funcién en estudio y los estimadores habituales para la
media poblacional y media de cada unidad. Cerrando esta seccién con una reflexién acerca
de la misma en su conjunto.

1.2.1 Criterios para seleccionar el estimador

Dada una poblacidn finita nuestro objetivo es estimar una funcién escalar g(y) del vector de
caracteristicas de la poblacidn, para lo cual obtenemos una muestra de la misma s a través
de uno de los procedimientos de muestreo descritos, definiendo a continuacién un estimador

g(ys) de la funcién g(y) como una funcién de s y del vector de caracteristicas muestral

¥s = (Yi,» Yiay---» Y5, )" asociado a s. Si denotamos por:
Bp(9(¥) = Toes8s)p(s),
Vary(g(y:)) = Epl(d - B(@)%) = L,es [ivs) = E(@)°p(s),

ECM,(g(y.)) Epl(§ - 9)*) = 2ses [0(vs) — 9(¥)1*p(s),

——

los criterios mas aplicados para la seleccién de un estimador g(y,) de g(y) desde el punto
de vista de poblacién fija son:

e Estimadores Insesgados. Diremos que g(,y\,) es un estimador insesgado de g(y)
segun el procedimiento de muestreo p si:

Ep(9(ys)) = 9(3).

e Estimadores Lineales. Diremos que g(/y\,) es un estimador lineal de g(y) si:



g(Y:) =ap+ Z aiyi,
i€s

donde {a;}_, son constantes. Si ap = 0 el estimador se conoce como estimador lineal
homogéneo.

¢ Estimadores Suficientes. Un estimador g(y,) de g(y) es suficiente cuando es funcién
de D' = (s',y%) con D’ una coleccién suficiente de datos y suficiente minimal cuando la
coleccidn es suficiente minimal. (Una coleccién D' es suficiente cuando la distribucién
de D = (s,y;)|D’,y sélo depende del vector de caracteristicas de la poblacién a través
de D' y es suficiente minimal cuando D’ es la de menor tamarfio entre las colecciones
suficientes de datos.) Basu y Ghosh(67)[4] justificaron que el dato consistente en los
elementos identificados sin conservar el orden ni la multiplicidad al ser muestreadas es
suficiente minimal para el vector y = (y1,...,yn)" de caracteristicas de la poblacién y
por tanto es suficente minimal para cualquier funcién g(y) del vector y. El teorema de
Rao-Blackwell adaptado al problema de poblacién fija (ver por ejemplo, la adaptacién
de Ruiz(88)[100]), nos permite obtener una clase bastante amplia de estadisticos sufi-
cientes.

e Estimadores Uniformemente de Minima Varianza. La clase de los estimadores
insesgados y lineales es bastante amplia lo que condujo a la busqueda del estimador
que fuera optimo entre ellos, ésto es, segin un criterio de pérdida cuadratica aquel
que minimizara la varianza del estimador entre los estimadores insesgados (criterio
equivalente a minimizar el error cuadratico medio del estimador respecto al procedi-
miento de muestreo) o entre los estimadores lineales; esto es, el estimador uniforme-
mente de minima varianza. Desgraciadamente, dichos estimadores no existen, asi
Godambe(55)[48] demuestra la inexistencia de estimadores de minima varianza entre
los estimadores lineales homogéneos y Godambe y Joshi(65)[51] entre los estimadores
insesgados.

La no existencia del estimador uniforme de minima varianza conduce, en general, a la se-
leccién de un estimador linear e insesgado que intuitivamente represente la cantidad a estimar
y cuya varianza sea suficientemente pequeiia para que los resultados que obtengamos con este
estimador sean buenos, otros investigadores (Ruiz(86,88) [99,102]), recurren a criterios de
comparacién experimentales entre estimadores mediante experimentos piloto o a la conside-
racion adicional de un modelo de superpoblacién como criterio adicional (Godambe(55)[48],
Cochran(77)[18], Cumberland y Royall(81)[19] y Padmawar(81)[79]).

1.2.2 Estimadores de la media poblacional

Nos restringiremos en esa subseccién a describir los estimadores mas empleados para estimar
la media poblacional cuando realizamos una aproximacién de poblacién fija al problema de
estimacién en poblaciones finitas. Los estimadores y sus propiedades mas importantes son:



1. La media muestral. Dada una muestra s y el vector muestral y, asociado a la
misma, se define como:

Z;e, Yi

n

YF1 =9, = (1.1)
El estimador media muestral es un estimador suficiente, lineal e insesgado para un
muestreo aleatorio sin reemplazamiento y lineal e insesgado para un muestreo aleatorio
con reemplazamiento.

2. Estimador de razén. Se aplica en aquellas situaciones précticas en las que asociado a
cada elemento de la muestra conocemos el valor asociado de una caracteristica auxiliar
relacionada con la caracteristica en estudio. Si denotamos por z; al valor de una
caracteristica auxiliar asociada al elemento i-ésimo conocida para todos los elementos
de la poblacién, dada una muestra s de la poblacién y y, el vector de caracteristicas
muestral asociado a la muestra s se define el estimador de razén como:

8|
<
“

§F2: — (12)

donde Y, es la media muestral definida en (1.1), Z, = —E——'gi yT= Z—lﬁﬁ El
estimador razén es lineal, suficiente y ligeramente sesgado con sesgo de orden % para
un muestreo aleatorio sin reemplazamiento (ver Cochran(77)[18]) , y es insesgado para

los disefios de Héjek, Lahiri, Midzuno y Sen[53,66,73,107]

3. El estimador de Hansen-Hurwitz(43)[57]. Se define dada un muestra s obtenida
mediante un procedimiento de muestreo con reemplazamiento con vector de carac-
teristicas muestral asociado y, como:

Tz =y (13)

i€s ani

donde p; = Pr(elegir i) parai=1,2,...,N. El estimador de Hasen-Hurwitz es lineal
e insesgado para todo modelo con probabilidades desiguales con reemplazamiento.

4. El estimador de Horvitz-Thompson(52)[62]. Se define dada un muestra s ob-
tenida mediante un procedimiento de muestreo sin reemplazamiento con vector de
caracteristicas muestral asociado y, como:

A Yi
Yre = ﬁ:;, (1-4)
i€s '

donde oy = Pr(i € s). El estimador de Horvitz-Thompson es suficiente e insesgado
para procedimientos de muestreo sin reemplazamiento con probabilidades de inclusién
«; estrictamente positivas parai=1,2,...,N.



5. El estimador de regresién. Se aplica en las situaciones practicas en las que asociado
a cada elemento de la muestra conocemos el valor asociado de una caracteristica au-
xiliar (situacién del estimador razén); si denotamos por z; el valor de la caracteristica
auxiliar asociada al elemento i-ésimo, s a la muestra e y, el vector de caracteristicas
asociado a la misma, el estimador de regresién se define como:

§F5=y,+0(—f—is), (15)
donde ¢ es una constante conocida que expresa la relacion lineal entre la caracteristica
en estudio y; y la caracteristica auxiliar z;, 1 = 1,2,..., N, 7, es la media muestral

N
definida por (1.1), T, = ;5'_;, yZI= ;‘ﬁ:—' El estimador de regresién es insesgado
para un muestreo aleatorio sin reemplazamiento. Si la constante ¢ es desconocida (lo
mas habitual), se recurre al estimador siguiente (también conocido como estimador de
regresién):

Jre = U, +C(T-7,),

ZiEs (yl' _y.s)(xl' _E’)
Z?:l (’.’,’,’ - 53)2 ’

gonde ¢ es un estimador de la cantidad en este caso desconocida c¢. El estimador

TFg, es ligeramente sesgado para un muestreo aleatorio sin reemplazamiento con sesgo
proporcional a 1 (ver Cochran(77)[18]).

o)

(1.6)

6. El estimador de Ruiz(88)[101]. Se define dada un muestra s obtenida mediante
un procedimiento de muestreo definido por la distribucién de probabilidades asociada
a la variable discreta e; con vector de caracteristicas muestral asociado y, como:

¥p7 = Y 1.7

UF7 gNE'(e,-) i (1.7)
donde la variable aleatoria e; toma valores en el conjunto {0,1,2,...,n} y representa
el nimero de veces que aparece el elemento ¢ en la muestra parai=1,..., N y E(e;)
es el valor esperado de la variable e; parai=1,..., N. El estimador de Ruiz es lineal
e insesgado para el muestreo definido por las variables e;, i = 1,..., N y coincide para

algunos procedimientos de muestreo con los estimadores de Hansen-Hurwitz(43)[57],
Horwitz-Thompson(52)[62] y Sanchez-Crespo(77)[103] y para algunos procedimientos
presenta menor varianza que los estimadores antes citados (recordemos la inexistencia
de un estimador uniformente de minima varianza).

7. Estimadores para poblaciones muestreadas en dos etapas. Se aplican para esti-
mar la media poblacional o la media de la unidad i-ésima, con i = 1,2,..., K, y suelen
ser versiones combinadas de los estimadores anteriores. Destaquemos los trabajos de
Cochran(77)[18], Sundberg(83){114] y Rueda y Arcos(94)[98]. Cochran(77)(18] pro-
porciona estimadores insesgados o ligeramente sesgados para la media poblacional y la
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media de la unidad i-ésima para muestreo aleatorio estratificado sin reemplazamiento
(con k = K), muestreo aleatorio por clusters sin reemplazamiento (con n; = Nj,
i € {i1,42,...,i}) y en general para muestreos en dos etapas con procedimientos
de seleccién de unidades y de elementos independientes. Recientemente, y siguiendo
metodos de trabajo distintos, Sundberg(83)[114] estudia estimadores para modelos de
muestreo de dos etapas desde una aproximacién predictiva, condicionada a los resul-
tados del muestreo, comparandolos con los estimadores razén y Horwitz-Thompson
(bajo la hipdtesis de un muestreo proporcional al tamafio muestral para una poblacién
en dos etapas, que consiste en seleccionar las unidades seglin un procedimiento de
muestreo proporcional al tamafo y los elementos de las unidades seleccionadas me-
diante un muestreo aleatorio sin reemplazamiento) y Rueda y Arcos(94)[98] presentan
un estimador para muestreos estratificados consistente en una combinacién lineal de
los estimadores de razén en cada estrato.

1.2.3 Comentarios de la seccién

La aproximacion al problema de estimacién en poblaciones finitas desde la metodologia de
poblacién fija adolece de dos problemas importantes:

1.- La ausencia de un estimador éptimo entre los estimadores lineales y los insesgados segin
el criterio de estimadores uniformemente de minima varianza, que ha conducido a la elabo-
racién de otros criterios , como son:

o el criterio de admisibilidad, un estimador es admisible cuando no existe otro con menor
ECMy,, se trata de reduccir la clase de estimadores a los estimadores admisibles y
reducir el problema de seleccién del estimador 6ptimo a uno de ellos.

e el criterio minimax, que sustituye la condicién de uniformidad en el criterioc de mini-
mizar ECM,, por otra mas débil.

e el criterio de suficiencia lineal aplicado por Godambe(65)[49], que permite deducir la
existencia de un unico estimador insesgado de la media poblacional en la familia de
los estimadores lineales “suficientes” (el criterio de suficiencia es distinto al criterio de
suficiencia habitual que definfamos en la subseccidn de criterios) y homogéneos,

que podemos encontrar perfectamente explicados y referenciados en la tesis de Murgui(82)[76]
[capitulo 1] y en Cassel, Sarndal y Wretman(77)[17][capitulo 3]. El defecto de estos criterios
es la no obtencién de un estimador éptimo y en el caso de obtencién del mismo su optimali-
dad restringida a una clase reducida de estimadores (que puede no ser la mas adecuada para
un problema de estimacién en poblaciones finitas dado), lo que conduce a que el problema
de obtener el estimador optimo dentro de esta metodologia siga abierto en la actualidad
(ejemplo de ello son las contribuciones de Ruiz(86,88)[99,100,101,102]) y la no existencia de
un criterio de seleccién unanimamente defendido por todos.

2.- La estimacién en poblaciones finitas dentro de la metodologia de poblacién fija se basa
en el procedimiento de muestreo elegido y por lo tanto su validez depende de que la muestra
haya sido obtenida de acuerdo con dicho procedimiento de muestreo y a que sea represen-
tativa de la poblacién en estudio (ver el ejemplo de Jumbo de Basu(71)[3]). En la practica
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es dificil obtener una muestra aleatoria con o sin reemplazamiento de una poblacién re-
curriéndose a practicar procedimientos aproximativos, asi por ejemplo, para obtener una
muestra aleatoria con reemplazamiento se recurre a establecer listas numeradas de los ele-
mentos de la poblacién y generar n nimeros aleatorios, los elementos correspondientes a
estos nimeros seran los elementos a muestrear (procedimiento que coincide con el muestreo
aleatorio con reemplazamiento cuando la lista esta aleatoriamente ordenada) y en el caso de
no disponer de censos a los muestreos por rutas aleatorias. (Ver Kish(65)[65] y Hess(85)[58]
como referencias de este tipo de procedimientos para ajustar los procedimientos de muestreo
tedricos a la situacién practica de muestreo de una poblacién real.)

Estas dos objecciones a la aproximacién de poblacién fija pueden superarse con la intro-
duccién de un modelo de superpoblacién tal y como veremos en la préxima seccidn que trata
sobre la aproximacion basada en modelos de superpoblacién analizados desde un punto de
vista clasico.

Destaquemos como referencias fundamentales para el estudio de una poblacién finita
desde el punto de vista de poblacién fija (algunas de ellas ya referenciadas) por presentar un
planteamiento global del tema, las siguientes: los articulos de Smith(76)[110], Sarndal(78)[104]
y Hansen, Dalenius y Tepping(85)[56] y los libros de Cochran(77)[18], Cassel, Sarndal y
Wretman(77)[17] [capitulos 1,2 y 3] y Murgui(82)[76][capitulo 1].

1.3 Modelos de Superpoblacion. Soluciones Clasicas

Dada una poblacién finita representada por un conjunto de indices P = {1,2,...,N} y
el vector de caracteristicas y = (y1,¥2,.-.,yn)’, la aproximacién por modelos de super-
poblacién asume que el vector de caracteristicas de la poblacién es una realizacién de un
vector aleatorio Y = (Y;,Y2,...,Yn)! que se distribuye segin la distribucién £ (a € se le
llama modelo de superpoblacidn). De este modo, la funcién a estimar es funcién de un vector
aleatorio g(Y) (y como tal aleatoria) y la media poblacional Y, es una variable aleatoria
dada por:

N
V - z:':l }/’
N
Para estimar la funcién g('Y) se recurrird a la obtencién de una muestra s = {iy,iz,...,in}

de tamafio fijo n, para cuyos indices se conocerd la realizacién del vector poblacional Y
de modo que Y; = y; para i € s. A partir de s y del vector de caracteristicas muestral
Ys = (y,-,,y,-g\.. ., ¥, )" (los indices del vector y, son, en general, relevantes), se construira el
estirrlador g(ys) de la funcién g(Y), que en el caso de la media poblacional ¥ denotaremos

por Y. En las préximas subsecciones describiremos los criterios aplicados mas habitualmente
desde un punio de vista cldsico, para la seleccién del estimador Sptimo y los resultados
correspondientes en el caso de la estimacién de la media poblacional; respecto a los criterios
de seleccion del estimador sefialar como avance que se pueden clasificar en dos bloques: los
que hemos llamado criterios de poblacidn fija - superpoblacién, que asumen en el proceso de
estimacion la existencia de dos fuentes de aleatoriedad: la del procedimiento de muestreo y
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la del modelo de superpoblacion £ y los crilerios predictivos que consideran en el proceso de
estimacién, la muestra como dada.

Notemos que a lo largo del parrafo anterior, hemos realizado una readaptacién de la
notacién en poblaciones finitas presentada en la seccién 1.1. de modo que a partir de ahora
'y siempre que asumamos un modelo de superpoblacion £ (en la seccién 1.4. trataremos
también la aproximacién por modelos de superpoblacién aunque desde el punto de vista
Bayesiano), denotaremos por mayusculas a las cantidades aleatorias y con minidsculas a los
valores realizados de las mismas (que sélo seran conocidos para los elementos muestreados).
Este cambio de notacidn se aplicara también a las notaciones descritas en la seccién 1.1. para
poblaciones con estructuras en varias etapas. Ademds, para un modelo de superpoblacién
dado, £ denotaremos por: E¢(.) al operador esperanza segiin la distribucién &, Vg(.) al
operador varianza segin £ y Covg(.,.) al operador covarianza segin £.

Los modelos de superpoblacion mas estudiados pueden clasificarse (atendiendo a las
caracteristicas de la poblacién en:

e Modelo Cldsico Bdsico. Pertenecen a este modelo la clase de distribuciones de
superpoblacién £ tales que:

},I.:#-*-ei’ i=1,...,N,

donde p es escalar desconocido y e = (ey,...,en)" es vector aleatorio de media Oy
y matriz de varianza-covarianzas V desconocida (Oy N-vector de ceros y V matriz
N x N definida positiva).

¢ Modelo Clasico de Regresién. Pertenecen a este modelo la clase de distribuciones
de superpoblacién £ para las cuales, asociada a cada variable Y; tenemos una infor-
macién auxiliar representada por un p-vector x; = (z41,...,%ip) parai =1,2,... N
conocido, cumpliéndose que:

Yi=x;B+e, i=12,...,N,

donde X = (x},x},...,x§), B = (B1,...,0B)" es vector de pardmetros del mo-
delo desconocido y e = (ej,ez,...,en)! es vector aleatorio de media Oy y matriz
de varianza-covarianzas V desconocida (Ony N-vector de ceros y V matriz N x N
definida positiva). Dos casos particulares de este modelo son: el modelo clasico basico
tomandop=1,x;=z;=1parai=1,2,..., Ny B =puy el modelo clisico simplifi-
cado de regresién que consiste en tomar p=1,x; = z; parai=1,2,...,N, 8 =08y
V = diagi=1,.. n{0?v(z;)} con By 2 desconocidas y v(.) una funcién con imagen en
los reales positivos conocida (v: R — R*).

e Modelo Clasico Bdsico en dos etapas. Pertenecen a este modelo la clase de
distribuciones £ tales que para j=1,...,N;,i=1,...,K :

E¢(Yij) =
of, i=l,j=m,
P,‘O’iz, z=l,1;6m,

0, il

COUE(YI'J' ) Yxm)
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donde p;, o (6} > 0Vi) y p; son cantidades desconocidas para i = 1,2,...,K.
Usualmente, se asume que las unidades Y; = (Yi1,...,Yin,)', i = 1,..., K constituyen
vectores aleatorios independientes segin & (modelo cldsico bdsico independienie en
dos etapas), incorrelados segin § (modelo cldsico bdsico incorrelado en dos etapas) o
intercambiables (veremos seguidamente el concepto) segin € (modelo cldsico bdsico
intercambiable en dos etapas). '

e Modelo Clisico de Regresién Simplificado en dos etapas. Pertenecen a este
tipo de modelo la clase de distribuciones de superpoblacién £ para las cuales, asociada
a cada variable Y;; tenemos una informacion auxiliar representada por una cantidad
z;; conocida para j = 1,2,...,N;, 1 = 1,2,...,K, de modo que para j = 1,...,N;
i=1,...,K:

E¢(Yi5) = i,

20(2:s i =1
CO’UE()/iJ'a},lm) {g:v'(x"?)’ :#I:

donde y;, 0? (02 > 0Vi) y p; son cantidades desconocidas y v;(.) son funciones con
imagen en los reales positivos conocidas (v; : ® — Rt) para i = 1,2,..., K. Usual-
mente, se asume que las unidades Y; = (Y;1, Yi2, ..., Yin;)! condicionadas al vector de
variables auxiliares x; = (21, Zi2,...,Zin,), 1 = 1,..., K constituyen vectores aleato-
rios independientes segin € (modelo cldsico simplificado de regresidn independiente en
dos etapas), incorrelados segin € (modelo clasico simplificado de regresidn incorrelado
en dos elapas) o intercambiables (veremos seguidamente el concepto) segin & (modelo
stmplificado cldsico de regresién intercambiable en dos elapas).

A los modelos anteriores se les suelen sumar hipétesis adicionales sobre la distribucién
¢ a fin de simplificar el proceso inferencial, estas hipétesis (algunas de ellas ya asumidas
directamente al plantear los modelos en dos etapas) se afiaden al nombre del modelo y
habitualmente son las siguientes:

¢ Intercambiabilidad. Una secuencia finita o infinita numerable, Z;, Z,, ..., de varia-
bles aleatorias es intercambiable si, para m > 1 y para todos los indices 1 < i} < is <
... < im, la distribucién del vector (Z;,,Z;,,...,Z;,)! no depende de los subindices
actuales 4,15, ..., 1, sino solamente de m; en particular, un modelo de superpoblacién
£ es intercambiable si Y}, Ys,..., Yy es una secuencia de variables aleatorias intercam-
biables. Este concepto introducido por de Finetti(37)[32] y desarrollado por Hewitt
y Savage(55)[59] entre otros, aplicado al modelo de superpoblacién £, constituye una
restricciéon muy natural para la poblacién en estudio y de ella se deriva que el conoci-
miento relevante comunicado al estadistico a través de s y el vector de caracteristicas
muestral y, asociado a s son los valores de las n caracteristicas observadas independi-
entemente de a qué elemento de la poblacién pertenecen.

e Incorrelacién. Un modelo de superpoblacién £ es incorrelado cuando las variables
Y1,Ys,..., YN son incorreladas segin &, esto es, si Cove(Y;,Y;) = 0, para i # j,
i,j = 1,2,...,N. La hipétesis de incorrelacién permite simplificaciones importantes
en el calculo de las varianzas de los posibles estimadores lineales de g(Y).
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e Independencia. Un modelo de superpoblacién £ es independiente cuando las varia-
bles Y7,Y5,...,Yn son independientes entre si. Es consecuencia de la independencia
la incorrelacion.

e Normalidad. Un modelo de superpoblacién £ es normal cuando £ es Normal. Recorde-
mos que bajo la hipétesis de normalidad los conceptos de incorrelacién e indépendencia
son equivalentes.

(La generalizacién de los conceptos anteriores para estructuras de poblacién en varias etapas
es inmediata sefialando en qué nivel de la estructura se aplica la correspondiente hipétesis.)

1.3.1 Criterios para seleccionar el estimador

Dada una poblacién finita con P = {1,2,...,N} sobre la que asumimos un modelo de
superpoblacién ¢ dado, segin el cual el vector y = (y1,¥2,...,yn)" de caracteristicas de
la poblacién es una realizacién del vector Y = (Y1,Y>,...,Yn)! con distribucién &, nos

planteamos el problema de estimar g(Y) (esto es, una cantidad aleatoria) para lo cual
seleccionamos una muestra s de la poblacién de tamafio n y elaboramos un estimador que
serd funcién de s y del vector de caracteristicas observado y, = (vi,, ¥i,,-- -, ¥i,)" asociado
a s. Los criterios de seleccidn del estimador éptimo (y en algunos casos el procedimiento de
muestreo dptimo para seleccionar la muestra s para un modelo dado) se pueden clasificar
en dos grandes grupos: criterios de poblacién fija - superpoblacidn y criterios predictivos.

1.- Criterios de poblacién fija - superpoblacién. Segiin estos criterios debemos con-
siderar dos fuentes de aleatoriedad en la modelizacidn de la poblacién finita: la inducida
por el mecanismo de muestreo aplicado para seleccionar la muestra y la del modelo de su-
perpoblacién. Si denotamos por: Ey(.) al operador esperanza respecto al procedimiento de
muestreo y V,(.) al operador varianza segiin el procedimiento de muestreo, segtn la impor-
tancia que se otorga al modelo de superpoblacién o al procedimiento de muestreo podemos
distinguir las siguientes variantes:

e Criterio 1. Consiste en minimizar
Ee[Ep(9(Y,) — 9(Y))?],

entre el conjunto de estimadores g(y,) insesgados respecto al procedimiento de muesireo,
esto es, aquellos tales que:

Ey(9(ys)) = 9(y).

e Criterio 2. Consiste en minimizar
E¢[E,(9(Y,) — 9(Y))?),

entre el conjunto de estimadores g(;,) insesgados respecto al modelo de superpoblacién,
esto es, aquellos tales que:
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E¢(g(Y,) - 9(Y)) =0.

e Criterio 3. Consiste en minimizar
E¢[Ep(9(Y,) — 9(Y))?,

entre el conjunto de estimadores gG\,) insesgados respecto al procedimiento de muestreo
y el modelo de superpoblacidn, esto es aquellos tales que:

E,[E¢(9(Y.) - 9(Y))] = 0.

Notemos que en el criterio 1 se otorga mayor importancia al procedimiento de muestreo
que al modelo de superpoblacién y es defendido desde dos puntos de vista distintos: por
autores defensores del punto de vista de poblacién fija, como procedimiento para la ob-
tencién de un estimador éptimo para un procedimiento de muestreo dado en el que el mo-
delo de superpoblacién juega el papel de un mecanismo adicional de juicio (en este sentido
destacar los trabajos de Godambe(55)[48], Cochran(77)[18], Cumberland y Royall(81)[19]
y Padmawar(81)[79] ) y desde un punto de vista de superpoblacién como mecanismo de
proteccién ante una mala eleccién del modelo de superpoblacién (una solucién alternativa
seria el utilizar en caso de dudas sobre el modelo una clase de modelos mds amplia, dentro
de la cual podamos considerar que estd incluida nuestra poblacién). El criterio 2 se sitia,
en cambio, en la posicién contraria dando mayor “importancia” y credibilidad al modelo de
superpoblacién que al procedimiento de muestreo y el criterio 3 busca una postura interme-
dia entre los otros dos criterios intentando proteger la estimacién ante malas elecciones del
modelo pero manteniendo a la vez un sentimiento de credibilidad hacia el mismo.

2.- Criterios Predictivos. Son aquellos criterios que eligen a posteriori de la seleccién de
la muestra cudl es el mejor estimador para un modelo de superpoblacién dado. Dentro de
ellos podemos distinguir dos tratamientos o criterios clasicos distintos:

e Criterio 1. Consiste en seleccionar el estimador que minimice:
E¢(9(Y,) = 9(Y))%,

entre el conjunto de estimadores g(y\,) insesgados respecto al modelo de superpoblacion,
esto es, aquellos tales que:

————

Ee(9(Y,)—9(Y)) =0.

Este criterio en la linea de los estudiados hasta ahora proporciona el mismo estimador
que el criterio 2 de poblacién fija - superpoblacién en el caso de procedimientos de
muestreo no informativos ya que en este caso los operadores esperanza pueden permu-
tarse, de modo que:
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E¢[Ey(9(Y,) — 9(Y))%] = E,[Ee(9(Y,) — o(Y))?),

con lo cual al obtener un estimador § que minimice E¢(g(Y,) — g(Y))? para un
muestreo dado entre los estimadores §-insesgados obtenemos un estimador que mini-

miza E'f[E'p(g(’\?,) — 9(Y))?] entre los £-insesgados.

e Criterio 2.- Estimadores Predictivos Maximo Verosimiles. Se basan en la
obtencién de estimadores que maximicen una determinada funcién de verosimilitud
sobre el vector de caracteristicas de la poblacién no observado Y, = (Y; : ¢ ¢ s)*
que represente nuestro actual conocimiento una vez obtenida s y observado el vector
Ys = (Yiy» Yigs - - -» i, )} de caracteristicas muestral asociado a s. Siguiendo el libro de
Bolfarine y Zacks(92)[10][capitulo 4] y la tesis de Iglesias(93)[63][capitulo 4] podemos
senalar 5 funciones de verosimilitud:

Funcion de verosimilitud predicliva estimada.

Funcion de verosimilitud predictiva perfilada.

Funcidn de verosimilitud predictiva de Lauritzen y Hinkley (Ver Hinkley(79)[61]).
Funcién de verosimilitud predictiva de Royall (Ver Royall(76)[94]).

Funcidn de verosimilitud predictiva de Iglesias(93)[63].

(Las definiciones de las cuatro primeras pueden consultarse en Bolfarine y Zacks(92)[10]
[pag. 99-105] y la de la quinta en Iglesias(93)[63][pag. 205-206).)

En la _préxima subseccidn centaremos fundamentalmente nuestro interés en los esti-
madores Y de la media poblacional ¥ basados en los criterios predictivos, ya que con-
sideramos que son los que mejor reflejan el punto de vista de modelos de superpoblacion
clasicos de esta seccién y los mdas comparables con los estimadores basados en modelos de
superpoblacién tratados desde un punto de vista Bayesiano que analizaremos en la seccidén
1.4. y los que estudiaremos en los préximos capitulos de esta tesis.

1.3.2 Estimadores de la media poblacional

Entre los trabajos publicados desde el punto de vista de modelos de superpoblacién cldsicos

con el objetivo de encontrar un estimador Y de la media poblacional Y destaquemos los
siguientes:

A - Entre los trabajos basados en los criterios de poblacién fija - superpoblacidn, los resul-
tados de Godambe y Joshi(65)[51] y Cassel, Sarndal y Wretman(76,77) [16,17] respecto al
criterio de estimacién 1 y de Cassel, Sirndal y Wretman(76,77)[16,17} respecto al criterio
de estimacién 3, que describiremos seguidamente.
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1. Resultado de Godambe y Joshi(65)[51]. Estos dos autores demostraron que los
estimadores de la forma:

Y= -7, + N Y., ‘ (1.8)

Zie. Yi
“N-n

donde Y es un estimador de la media de los elementos no observados Y, = —
son insesgados respecto a un procedimiento de muestreo sin reemplazamiento con
probabilidades de inclusién estrictamente positivas; cumpliéndose ademas si asumimos
un modelo clasico simplificado de regresion independiente con v(z;) = v;, Yi (v; > 0
constantes conocidas), la siguiente desigualdad:

~ _ 02 [1 /& 2 N
E(B(Y-Y))2 47 |5 (Z \/v_:> - v
i=1 i=1

A partir de estos dos resultados probaron que si asumimos el modelo clédsico simpli-

ficado de regresion anterior, los procedimientos de muestreo sin reemplazamiento con

probabilidades de inclusién o; = —p“— parai = 1,2,...,N y el estimador de
MVCE

1=1

Horwitz y Thomson (1.4) asociado son dptimos entre los procedimientos de muestreo
sin reemplazamiento con probabilidades de inclusién estrictamente positivas y los es-
timadores de la forma (1.8).

2. Resultados de Cassel, Sarndal y Wretman(76,77)[16,17]. Estos autores de-
mostraron que los muestreos sin reemplazamiento con probabilidades de inclusién
a; = % (por ejemplo el muestreo aleatorio simple) y el estimador media muestral
(1.1) son éptimos para un modelo bésico, basico intercambiable o bésico con variables
Y; independientes e igualmente distribuidas con V = (1 — p)a?Iy + po?1n1%, (In
la matriz identidad de dimensién N y 1y N-vector de unos, o? y p escalares des-
conocidos (a2 > 0) ), entre los procedimientos de muestreo sin reemplazamiento con
probabilidades de inclusién estrictamente positivas y los estimadores lineales insesga-
dos respecto al procedimiento de muestreo. Y en el caso del modelo basico también
lo son entre los procedimientos de muestreo anteriores y los estimadores insesgados
respecto al procedimiento de muestreo y al modelo de superpoblacién.

En esta relacién de resultados se producen dos ausencias bastante significativas e inten-
cionadas que deseamos justificar en este punto, por una parte no se incluyen los trabajos
de Godambe(55)[48], Cochran(77)[18] Cumberland y Royall(81)[19] y Padmawar(81)[79], ya
que consideramos que son trabajos de poblacién fija porque a pesar de asumirse un modelo
de superpoblacidn, éste sélo se usa como una informacién auxiliar para poder seleccionar un
estimador éptimo como ya indicdbamos en la subseccién anterior, y por otra la ausencia de
resultados segin el criterio 2. Esta dltima omisidén viene determinada por la circunstancia
de que los resultados mdas importantes se realizan bajo la hipétesis de un procedimiento
de muestreo no informativo con lo cual (siguiendo la reflexién que realizdbamos en la sub-
seccion de criterios) el problema de obtener el estimador éptimo segtin el criterio 2 se reduce
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a obtener el estimador 6ptimo segun el criterio predictivo 1 y la diferencia tnica entre los
dos criterios estriba en que los defensores del criterio 2 obtienen ademds del estimador, el
procedimiento de muestreo dptimo (entre los no informativos) para el cual el valor espe-
rado para el procedimiento de muestreo de la varianza del estimador respecto al modelo
sea minimo (sefialemos los trabajos de Royall(70, 71)[91,92] y Murgui(82)[76] en la determi-
nacién de estos procedimiento de muestreo éptimos). En las préximas lineas presentaremos
los estimadores predictivos segin el criterio predictivo 1 mas estudiados que pueden ser
interpretados a la luz de la observacion anterior como los estimadores de poblacion fija -
superpoblacion segin el criterio 2 omitidos.

B.- Entre los trabajos basados en criterios predictivos destaquemos los siguientes resultados
correspondientes al criterio de encontrar un estimador que minimice el error cuadratico medio
respecto al modelo entre los estimadores insesgados respecto al modelo (criterio predictivo

1).

1. Estimador predictivo Lineal para un modelo cldsico bésico. Cassel, Sirndal y
Wretman(77)[17] demostraron que la media muestral 3, (1.1) es el estimador éptimo
segun el criterio predictivo 1 para el modelo cldsico basico con V = (1 — p)o?ly +
po?1n1Y; (In la matriz identidad de dimensién N y 1y N-vector de unos, o2 y p
escalares desconocidos (¢ > 0)), entre los estimadores lineales insesgados respecto al
modelo.

2. Estimador predictivo lineal para el modelo cldsico simplificado de regresién
independiente. Brewer(63)[11] y Royall(70)[91] proponen el estimador:

= N_ n. a_
Ysc1= 0 +(1- N)ﬁxu» (1.9)

N Zivi
donde ¥, es la media muestral (1.1), %, = EN‘E’z' yB = —;ﬁﬂ%‘l, demostrando

-n

. , L. .. i€ VT .
que es el 6ptimo segun el criterio predictivo 1 para el modelo clésico simplificado de
regresion independiente entre los estimadores lineales insesgados respecto al modelo.

3. Estimador Predictivo para el modelo Cldsico de Regresién con matriz de
varianzas-covarianzas conocida. Royall(76)[93] propone el estimador (bajo la
hipétesis de rango de X, igual a p):

= 1 -~ : ~
Ysc2 = N[1;Ys + ljv_n[Xuﬂ + VusV:I(YS - X,,B)]], (1.10)

donde y, = (¥i,, Yigy---rin)s Yu = (Yi:i @), X, = (x&,x8&,...,%8,),, Xu = (x,-“’:
i ¢ s), V, = Varg(Y,), Vu = Vareg(Yy), Veu = Cove(Y,,Yu) y

B =X VX)XV,

es el estimador lineal insesgado Sptimo de B, demostrando que es Sptimo segun el
criterio predictivo 1 para el modelo cldsico de regresién con V conocido, entre los
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estimadores lineales insesgados respecto al modelo. Una demostracién alternativa de
este resultado puede encontrarse de Rodrigues y Elian(89)[90] y en Bolfarine y Zacks
(92)[capitulo 2)[10].

A partir de este estimador se obtiene el estimador lineal predictivo para el mo-
delo cldsico bdsico con V conocido para la media poblacional éptimo segin el
criterio predictivo 1 entre entre los estimadores lineales insesgados respecto al modelo,
que vendrd dado (tomando p =1y X =1y) por:

~p

1 ~ _ ~
sc3 = (7%, + (N = n)ii+ 15, Vu, Vi (v, — 1272)], (L.11)

con ji = (1LV;11,)- 11tV ly,.

. Estimadores Predictivos Lineales para el modelo cl4sico basico incorrelado
en dos etapas con medias para cada unidad iguales y matriz de varianzas-
covarianzas conocida. Royall(76)[93] demostré que el estimador

= 1 ~
Ysca = N{ Z yij + Z Nip +
(i,j)es ig{iy,ia, ik}
+ Z (N, - n,-)[w,-ij',', + (1 - wi)ﬁ]}: (112)

i€{iy iz, ik}

_ ives: Yii . . . . .. .
donde ¥, = Z( ’;f es la media muestral en la unidad 7 para i € {i1,42,...,ik} Yy
ing . o . .

wj = rm, i € {i1,4a,...,0t},

e
ei(l=pi+nir;)

u; = E,,, T , ie{il,iZy-"yik})
i=1 v?(l—P.“'"‘.‘P.’)
p = 256{51.i2,~--,5k) UiYs,

es Optimo segiin el criterio predictivo 1 para el modelo clasico basico incorrelado en
dos etapas con g; = p parai=1,2,...,N, y {o: }f{, y {p}{, conocidos, entre los
estimadores lineales e insesgados respecto al modelo.

. Estimadores Predictivos Insesgados. Todos los estimadores predictivos que hemos
visto hasta ahora son estimadores ptimos segun el criterio predictivo 1 para el modelo
de superpoblacién correspondiente entre los estimadores lineales e insesgados respecto
al mismo, Bolfarine y Zacks(92)[10][capitulo 2] apoydndose en una extensién del teo-
rema de Rao y Blackwell (ver Skiener(83)[109] y Rodrigues et al(85)[89]) demuestran
que el estimador predictivo lineal para el modelo cldsico de regresion (1.10) con va-
rianza conocida es Sptimo segiin el criterio predictivo 1 para el modelo bésico de
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regresién normal con matiz de varianzas-covarianzas conocida y V,y = Opy(n-n) €n-
tre los estimadores insesgados (no necesariamente lineales) respecto a dicho modelo.
Consecuentemente,el estimador predictivo para el modelo cldsico de regresién normal
con matriz de varianzas-covarianzas conocida y Vyy = Opx(n_n) viene dado por:

= n_ 1 -~

YSCS = 'ﬁ s + Nl}v—nxuﬁ: (113)
donde B = (X!V;1X,) X!V ly, y el estimador predictivo para el modelo cldsico
bdsico normal con Vg = Opx(n—n),

|>

_n

b<

— n - -
v, +(1- J—V—)(lf,le,.) 1tvily,. (1.14)

Respecto al criterio de estimadores predictivos maximo verosimiles, Bolfarine y Zacks(92)
[10] [capitulo 4] obtienen para las cuatro primeras funciones de verosimilitud enumeradas
en la subseccién anterior, los estimadores maximo verosimiles predictivos para un modelo
clasico de regresién normal con V, = ¢*W,, V, = 0*Wy, y V,y = 0px(N-n) con W, y W,
matrices definidas positivas conocidas de dimensiones n x ny (N —n) x (N — n) respectiva-
mente, o2 un escalar positivo y 0pnx(N-n) una matriz de ceros de dimensién nx (N —n). Para
estas cuatro funciones de Xerosimilitud, se tiene que el estimador maximo verosimil predic-
tivo coincide y es igual a Y = L[1iy, + 1Y,_,X,B), donde B = (X!W;1X,) X! W ly,,
bajo las hipétesis: o2 descononocida para la verosimilitud estimada, 2 conocida para la
verosimilitud perfilada, 02 = 1 para la verosimilitud de L-H, y ¢2 = 1 y condicién L
(W1ly = X6 para algin §), para la verosimilitud de Royall. Notemos que los estimadores
predictivos maximo verosimiles coinciden para las 4 primeras funciones de verosimilitud
planteadas (bajo las correspondiente hipétesis adicionales), con el estimador predictivo inses-
gado 6ptimo para el modelo cldsico de regresién normal con matriz de varianzas-covarianzas
conocida y Vyy = Opx(n—n) (ver (1.13)).

En relacién a la funcién de verosimilitud quinta, Iglesias(93)[63] obtiene para el modelo
clsico basico normal con matriz de varianzas covarianzas V = ¢?Iy, con 02 > 0 descono-
cido, que el estimador maximo verosimil para su funcién de verosimilitud predictiva para la
media poblacional es la media muestral (1.1).

1.3.3 Comentarios de la seccién

Tal y como hemos visto a lo largo de la seccién, la aproximacién al problema de esti-
macién en poblaciones finitas basada en modelos de superpoblacién si obtiene estimadores
unicos 6ptimos (la aproximacién por poblacién fija no alcanza resultados Sptimos unicos
-inexistencia de estimadores uniformes de minima varianza-) segin los criterios de poblacién
fija - superpoblacién y predictivos. Del andlisis de los resultados obtenidos mediante los
diversos criterios de seleccién del estimador aplicados notemos que:

1.- En los resultados de estimacién de la media poblacional segiin los criterios 1 y 3 de
poblacién fija - superpoblacién se obtiene una solucién de poblacién fija apoyandose de
manera accesoria en un modelo de superpoblacién, esta solucién confirma como estimador
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éptimo de Y a la media muestral 7, (1.1) (el estimador habitual en poblacién fija en ausencia
de informacién auxiliar) y al muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento para modelos
bésicos, y al estimador de Horwitz y Thomson (1.4) y el muestreo proporcional al tamaiio de
la variable auxiliar para un modelo simplificado de regresién. Los criterios 1 y 3 de poblacién
fija - superpoblacién son una solucién “cuasi-poblacién fija” al problema de encontrar un
estimador éptimo mediante criterios de poblacién fija “puros”.

2.- Los criterios basados en los criterios predictivos y el criterio 2 de poblacién fija - super-
poblacién a diferencia de los anteriores consideran como elemento clave en la estimacion el
modelo de superpoblacién (“creen” en el modelo), relegando a aspecto secundario el pro-
cedimiento de muestreo (en el proceso inferencial se considera la muestra como dada y
en todo caso se busca un procedimiento que mejore el estimador predictivo, en el sentido
de minimizar el valor esperado respecto a muestreos no informativos del error cuadratico
medio respecto al modelo de superpoblacién). Sefialemos dos puntos de discursién para los
resultados obtenidos a partir de estos criterios:

e Los modelos de superpoblacién propuestos son muy generales y habitualmente no
expresan “todo” lo que sabemos de la poblacién finita en estudio. Asi la hipédtesis
de intercambiabilidad finita se satisface para todos los modelos de superpoblacion &,
construibles a partir del siguiente procedimiento Bayesiano?:

“Si las variables Y; son independientes e igualmente distribuidas para i =
1,2,...,N dado un pardmetro 6 (escalar o vector) con funcién de densidad
f(Y|9) y asumimos que dicho pardmetro 6 definido sobre © se distribuye
segun funcién de densidad = (), entonces

N
f(,Ya,..., Yn) = /@ [Lscuioys(o)de

es una funcién de densidad correspondiente a un modelo de superpoblacién
intercambiable.”

en el cual la distribucién asociada a @ representa los distintos grados de conocimiento
subjetivo del problema (una asignacién clasica corresponderia a tomar 7(8) o 1). Los
modelos basados en las hipStesis de independencia o incorrelacién son asimismo muy
amplios.

e Los estimadores predictivos obtenidos son lineales y Sptimos respecto al criterio de
minimizar el error cuadritico medio entre los estimadores lineales e insesgados respecto
al modelo de superpoblacién y entre los estimadores insesgados en el caso modelos de
superpoblacién normales. Estos resultados se pueden obtener también a partir de los
correspondientes modelos Bayesianos asumiendo una adecuada distribucién minimo
informativa sobre los parametros desconocidos, comprobandose ademds, desde este

2E] procedimiento anterior supone una condicién necesaria y suficiente de intercambiabilidad finita, pero
no implica la existencia de una poblacién infinita intercambiable de la que sea realizacién la poblacién finita
intercambiable asi construida.
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punto de vista, que la hipétesis de estimador lineal 6ptimo conduce a la normalidad
del modelo3.

El andlisis de la poblacién finita a través de un modelo de superpoblacién clasico pro-
porciona resultados en el problema de estimacién, constituye una aproximacién estadistica
“natural” y supera las dos objecciones a la aproximacion de poblacidn fija que sefialdbamos
en la seccién anterior. A pesar de ello, el andlisis que permite la metodologia de modelos
de superpoblacién clasica es incompleto desde nuestro punto de vista, los modelos son muy
amplios y tanto ellos como los resultados para un modelo de superpoblacién cldsico dado
pueden interpretarse de una forma mads completa, tal y como muestran las dos observaciones
anteriores, mediante una interpretacién Bayesiana (que es siempre posible introduciendo las
hipétesis adecuadas sobre los pardmetros). Ademds, la aproximacion Bayesiana tiene in-
terés por si misma, permite una modelizacién mas natural y sencilla de las poblaciones, y
permite ademas la obtencién de la distribucién predictiva de Yy|(s,y,) que reune toda la
informacién proporcionada por la muestra ((s,y,)) sobre el vector poblacional no observado
(lo que supone una mejora conceptual frente a las funciones de verosimilitud predictivas
maximo verosimiles comentadas en esta seccién).

En la préxima seccién y los capitulos siguientes aplicaremos técnicas Bayesianas sobre
modelos de superpoblacion.

Destaquemos como referencias fundamentales para el estudio de una poblacién finita
desde el punto de vista de superpoblacién clisica (algunas de ellas ya referenciadas) por
presentar un planteamiento global del tema, las siguientes: los articulos de Sarndal(78)[104)
y Godambe(92)[50] que presentan un amplio estudio tedrico sobre los procedimientos y
estimadores desde un punto de vista de método de muestreo y modelo de superpoblacién y,
desde un punto de vista predictivo los de Thomsen y Tesfu(88)[116] y Royall(88,92)[95,96],
los ibros de Cassel, Sarndal y Wretman(77)[17][capitulos 4 y 5] y Bolfarine y Zacks(92)[10]
y latesis de Murgui(82)[76][capitulo 2].

1.4 Modelos de Superpoblacion. Soluciones Bayesianas

Corsideremos una poblacién finita P = {1,2,...,N}, un vector de caracteristicas y =
(y1,¥2,.--,yn)" asociado a cada uno de los indices de la poblacién, un modelo de super-
poblacién €, de modo que el vector y es la realizacién de un vector aleatorio Y que se
distribuye segin £ y una muestra de la misma (s,y,) (a partir de ahora y en todo lo que
resta de tesis cuando nos refiramos a la muestra nos referiremos a la pareja (s,y,) ), con s
obtinido mediante un procedimiento de muestreo de tamaiio fijo no informativo (habitual-
merte, la aproximacién Bayes (y también la aproximacién clasica predictiva) introduce toda
la iaformacién sobre la poblacién en el modelo y no hace uso de muestreos informativos,
por lo que a partir de ahora y en lo que resta de tesis cuando nos refiramos a un procedi-
mieato de muestreo éste sera no informativo). Si considerada la muestra (s,y;), denotamos
porY, = (Y; : i € s)', al vector poblacional no observado (una parte de Y desconocida
una vez observada la muestra), la aproximacién Bayesiana al problema para estimar g(Y)

3Ista afirmacién se apoya en los resultados de Goel y DeGroot(80)[52] y en el apartado de comentarios
de la subseccién 1.4.1
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consiste en la asignacién de una distribucién sobre los pardmetros desconocidos del modelo
y la aplicacidn del teorema de Bayes para actualizar la distribucion del vector Y, dada la
muestra (s,y;), esto es, la obtencién de la distribucién predictiva Yy |(s,y,).

La distribucién predictiva anterior, proporciona una informacion completa sobre el vec-
tor poblacional no observado condicionado a la muestra, que puede ser condensada (en
cierta medida) para establecer inferencias acerca del mismo a partir de los primeros dos
momentos de la distribucién (en el caso de existir), que proporcionan un estimador del vec-
tor no observado y una medida sobre su variabilidad, la moda, la mediana, cuantiles de la
distribucién,...

El criterio mas habitual consiste en la obtencién del estimador Bayes de ¢g(Y) que mini-
mice el error esperado (respecto al modelo de superpoblacién) asociado a una determinada
funcién de pérdida. La funcién de pérdida que consideraremos en esta tesis (y la més apli-
cada en la préctica), es la funcién de pérdida cuadratlca, para esta func1on de pérdida el

estimador Bayes se obtendra como aquel estimador g(y,) que minimice E; (g(Y,) 9(Y))2.
Dado que*:

Ee(s(Y,) — 9(Y))? = By, [Vary |,y 0¥+ By [6(Y,) = By (. y., (9O,

el estimador Bayes gg(y;) de g(Y) y su error cuadratico medio (respecto al modelo de super-
poblacién) vienen dados (cuando existen los correspondientes momentos) respectivamente
por:

gB’(;s) = EY“|(,Iy,)(g(Y)):

Ee(9p(v:) —0(Y))? = By [Vary iy, @)

Notemos que el estimador Bayes de g(Y) viene dado por el valor esperado de g(Y) res-
pecto a la distribucién predictiva Y |(s,ys) y su error cuadratico medio por la media res-
pecto a la distribucién de Y, de la varianza de g('Y) respecto a la distribucién predictiva
Y.|(s,y,). Esto es, estimador Bayes y error cuadratico medio asociado se obtienen a partir
de los dos primeros momentos (si existen) respecto a g(Y) de la distribucién predictiva de
Y.|(s,¥s) (que ademds pueden interpretarse respectivamente como el estimador Bayes de
g(Y) y su error cuadrético medio asociado bajo el criterio de minimizar la funcién de pérdida
cuadratica esperada para la distribucién predictiva). .

Por otra parte, notemos que el estimador Bayes g(y,) es insesgado respecto al modelo
de superpoblacién &, puesto que:

Eg(op(Y.)~9(Y)) = Ey [By iy, (o8(Y:) = o(¥))]=
= Ey, [9B(Y:) = By sy, (9(¥Y)] =0,

y que por lo tanto en el caso de modelos de superpoblacién clasicos con pardmetros conocidos
el estimador Bayes coincide con el estimador predictivo (criterio predictivo 1).

4Al obtener s a partir de muestreos no informativos, notemos que s es subordinada (ancillarity) por lo
que la inferencia sobre Y se deriva tnicamente de la distribucién de Y|s
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En particular, si nos centramos en la estimacién de la media poblacional, tenemos que
Y = 27, + Y327, donde ¥, es la media muestral (1.1) y Yy = Yigs Yi/(N—=n)esla
media de los elementos no observados, por lo que el estimador Bayes y su error cuadratico
medio (respecto al modelo de superoblacién) asociado vienen dados por:

Yp = {7+ 5V,
= — N=n)? —
Ef(YB b Y)2 — %LEY. [VGTY“I("Y.)(Yu)],

~B
con Y, = E(Y4|(s,¥s)), el estimador Bayes con funcién de pérdida cuadritica de Y.

El proceso inferencial anterior entraiia bastantes dificultades (salvo en modelos conju-
gados), las distribuciones predictivas del vector poblacional no observado Y|(s,¥s), no
son ficiles de obtener, garantizar la existencia de la media y varianza de g(Y) respecto a
la distribucién predictiva anterior también presenta dificultades, que se ven acrecentadas
considerablemente cuando la funcién g(Y) no es lineal y ademds en el caso de poder garan-
tizar la existencia de los momentos anteriores, su célculo requiere de técnicas de integracién
numérica. En los préximos capitulos se estudiaran algunos modelos en los que tendremos
que hacer frente a estas dificultades.

En esta seccién presentaremos los estimadores Bayes y sus errores para modelos Baye-
sianos sencillos y estimadores alternativos al estimador Bayes y sus errores surgidos por
la dificultad en la obtencién del estimador Bayes para un modelo dado (estimadores Bayes
lineales y estimadores empiricos) o la exigencia de propiedades adicionales no satisfechas por
el estimador Bayes (estimadores Bayes constrefiidos). Dentro de la estimacién de modelos
de superpoblacién desde un punto de vista Bayesiano se da una relacién muy estrecha entre
el modelo propuesto y la solucién Bayes aportada por lo que distribuiremos el contenido de
esta seccion en cuatro subsecciones con titulos:

1.4.1 Modelos Bayesianos con distribuciones no totalmente especificadas. Estimadores
Bayes lineales

1.4.2 Modelos Bayesianos para distribuciones especificadas. Estimadores Bayes y esti-
madores Bayes empiricos

1.4.3 Estimadores Bayes constrenidos
1.4.4 Modelos “rigurosamente” Bayesianos

1.4.5 Comentarios de la seccién

en las cuatro primeras analizaremos los modelos habitualmente estudiados, el procedimiento
de estimacién empleado , las motivaciones que conducen a estos modelos y los resultados
obtenidos por los distintos autores; en la subseccién de comentarios se ralizara un andlisis
general de la seccién estableciendo la relacién entre los estimadores propuestos y los modelos
planteados.
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1.4.1 Modelos Bayesianos con distribuciones no totalmente especi-
ficadas. Estimadores Bayes lineales

Un grupo significativo de autores se inclinan por una modelizacién Bayesiana de la poblacién
finita en estudio “amplia”, en el sentido de que la distribucién £ no esté completamente
especificada, entre los modelos mas estudiados podemos distinguir dos grupos:

1.- Los modelos Bayesianos basados en especificaciones de primer y seqgundo momentos sobre
el vector poblacional dados los pardmelros y sobre los pardmetros. Entre ellos sefialemos:

e Modelo Bayes Basico. Pertenecen a este modelo la clase de distribuciones de su-
perpoblacién € tales que:

},i=ﬂ+ei’ i=1)2)"-’N)

donde e = (e;,€2,...,ex)" es un vector aleatorio de media Oy y matriz de varianza-
covarianzas V y g una variable aleatoria de media b y varianza o7, b es un escalar
conocido, V una matriz N x N definida positiva conocida y ¢ un escalar (62 > 0)
conocido.

e Modelo Bayes de Regresién. Pertenecen a este modelo la clase de distribuciones de
superpoblacion £ para las cuales, asociada a cada variable Y; tenemos una informacién
auxiliar representada por un vector x; = (1, ..., Zip) conocido cumpliéndose que:

},izxiﬁ'l'ei, i=112:"'7N)

donde X = (x},x%,...,xk)!, e = (e1,€2,...,en)" es vector aleatorio de medias Oy y
matriz de varianza-covarianzas V y B = (B1,02,...,Bp)! es vector aleatorio de media
b y matriz de varianza-covarianza B, b un p-vector conocido y V y B son matrices
definidas positivas conocidas de dimensiones N X N y p x p respectivamente. (Op
N-vector de ceros). Notemos que, enelcasop=1,X=1yy 8= p (1n N vector de
unos) se obtiene el modelo Bayes Bisico del parrafo anterior.

e Modelos Bayesianos Bdsicos en dos etapas. Constituyen la transformacién del
modelo cldsico en dos etapas y modelo cldsico simplificado de regresién en dos etapas a
modelos Bayesianos lo que se realiza asumiendo para los modelos Bayesianos Bdsicos
en dos etapas con una jerarquia que p = (p1, 2, ..., pk)" es un K-vector aleatorio con
media pr1x y matriz de varianzas-covarianzas B = 02Ix donde todas las matrices
de varianzas-covarianzas son definidas positivas y conocidas y p, asimismo conocida
y para los modelos Bayesianos Bdsicos en dos elapas con dos jerarquias que p =
(p1, B2, ..., k)" es un K-vector aleatorio con media p,lx y matriz de varianzas-
covarianzas B = 02Ix con p, variable aleatoria con media po y varianza o2 donde
todas las matrices de varianzas-covarianzas son definidas positivas y conocidas y po y

o2 escalares (¢ > 0) conocidos.
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Los modelos Bayesianos en dos etapas se aplican en poblaciones estructuradas en dos
etapas. La aplicacién del modelo con una o con dos jerarquias depende fundamental-
mente de las caracteristicas de la poblacién y del nivel de informacién disponible, en
general, el primer modelo se aplica en situaciones de muestreo estratificado, cuando
los estratos son bastante heterogéneos entre si y se dispone de bastante informacién
acerca de los mismos (una generalizacién habitual es tomar pu, distinta en cada es-
trato), y el segundo cuando el nivel de informacién acerca de las unidades es mds
pobre o bien las caracteristicas de la poblacién hacen mas adecuada la construccién de
un modelo mas flexible que permita establecer introduciendo una jerarquia mas una
relacién de intercambiabilidad entre las unidades (esta modelizacién es adecuada en
muchas situaciones de muestreo cluster, por rutas aleatorias e incluso por muestreos
estratificados).

2.- Los modelos Bayesianos inlercambiables basados en especificaciones de primer y
segundo momentos sobre el vector poblacional. Los modelos que describiremos a con-
tinuacién suelen enunciarse en términos del modelo de superpoblacién colapsando los
parametros (que por otra parte no suelen ser objeto de estudio en poblaciones finitas).
Entre ellos, sefialemos:

— Modelo Bayes Intercambiable Basico. Pertenecen a este modelo la clase de

distribuciones £ tales que las variables Y;, i = 1,2,..., N son intercambiables con
E(Y3) = m, i=12,..,N,
vy v, t=371i=12,...,N,
Cov(¥:,Y;) = {c, i#ji,j=12...,N,

donde m, v y ¢ son escalares conocidos (v > 0).
Como casos particulares de este modelo tenemos todos los modelos de super-
poblacién construibles a partir del siguiente modelo:
* Y;l0, i = 1,2,..., N independientes e igualmente distribuidas (i.i.d.) con
media E(Y;|0) = 0 y varianza Var(Y;|§) =v—-¢,i=1,2,...,N,
* 0 variable aleatoria con media E(f) = m y varianza Var(f) = ¢,
donde m, ¢ y v son escalares conocidos (v > 0).

— Modelos Bayesianos Intercambiables en dos etapas. Podemos distinguir
dos modelos: el modelo intercambiable en dos etapas de una jerarquia y el modelo
inlercambiable en dos etapas de dos jerarquias.

* El modelo intercambiable en dos elapas de una jerarquia. Pertenecen a este
modelo la clase de distribuciones £ tales que:

* las unidades Y; = (Yi1,Yi2,...,Yin,)!, son vectores aleatorios incorrelados
para:i=1,2,..., K,

* para i = 1,2,..., K, las variables Y;;,Yis,...,Yin, son intercambiables con
EWYij)=mi,j=12,...,N;,Var(Yy;) = vi, = 1,2,..., Ny y Cov(Y;;, Y1) =
ci para j # 1 4,1 = 1,2,...,N;, con m;, v; y ¢; escalares conocidos para
j,l: 1,2,...,N; (v.- >0,751l= 1,2,...,N,').
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* El modelo intercambiable en dos etapas de dos jerarquias. Pertenecen a este
modelo la clase de distribuciones € tales que:

S (=Y’
N

* las unidades Y; = (Y1, Yo, ..., Yin,)!, condicionadas aY;yS; =

son intercambiables parai=1,2,..., K, _

* para i = 1,2,..., K, las variables Y;1,Y;s,...,Yin, son independientes entre
si,

* parai=1,2,..., K, los vectores (Y;, S;) son intercambiables con E(Y;)=m,

Var(Y;) = v, Cov(Y;,Y)) = cparai# ly E(S;) = ¢ donde m, v, c y ¢ son
escalares conocidos (|| < v/(K — 1)).

Estos modelos se aplican sobre poblaciones estructuradas en dos etapas, aplicando
uno u otro modelo segin las caracteristicas de la poblacién en estudio y nuestro
nivel de informacién acerca de la misma.

Estimacién

Dada una muestra (s,y,), la obtencién en estos modelos del estimador Bayes gg(y;)
para funcién de pérdida cuadrdtica para estimar la funcién g('Y') no es posible, ya que
la informacién disponible acerca de la distribucién del vector de caracteristicas Y no
es suficiente para el cdlculo del estimador ni de su error cuadratico medio (respecto
al modelo de superpoblacién) asociado. Hartigan(69)[55] y Brunk(80)(12] introducen
para modelos de similares caracteristicas los estimadores Bayes lineales, que son apli-
cados al dmbito de estimacién de poblaciones finitas por Ericson(69, 83, 88)[27,29,30],
Smouse(82,84)[112,113] y Murgui(82)(76).

El estimador Bayes lineal gBE(\y,) (para funcién de pérdida cuadritica) de g(Y) se
define como aquel estimador g(y;) de ¢(Y) que minimice

Ee(s(Y,) — 9(Y))? = By, [Vary 1,y (6O + By [6(Y2) = By (5., (0¥,

(equivalentemente By (_(;(/Y?_,)—_tzl;(?_,))2 (ver Ericson(83, 88)[29,30] y Murgui(82)[76])
) entre los estimadores de la forma

g()’s) =ap+ Zaiyi;
i€s

conag y ai, ¢t = 1,2,...,n escalares conocidos. El estimador Bayes lineal es pues, el
estimador més préximo entre los lineales al estimador Bayes en error cuadratico medio
respecto al modelo de superpoblacién.
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Estimadores Bayes lineales de la media poblacional

Entre los estimadores Bayes lineales obtenidos para la media poblacional para los
diversos modelos propuestos en esta subseccion destaquemos en primer lugar, los co-
rrespondientes a los modelos Bayesianos basados en especificaciones de primer y se-
gundo orden sobre el vector poblacional y los parametros, y dentro de ellos el siguiente
resultado para los modelos Bayesianos basico y de regresién. Rodrigues(88)[88] y Bol-
farine y Zacks(92)[10][10] obtienen el estimador Bayes lineal para el modelo Bayes de
regresién que se define por:

n_ 1 ~ - =
BLI = Ny" + N[lk_n[xuﬁBL + Vusv_q l(y: - xJﬁBL)]]’ (115)

<

donde g, es la media muestral (1.1), y, = (Yi,,Yizr--- ¥i )}, Yu = (Vi : i € s)Y,
X, = (xfl,xﬁz,... ,xf")', Xy=(xt:t¢s), V,= VaTYLB(Y')' V.= VarYIﬂ(Yu),
Viu = Covylﬂ(Y,,Y.,) y

BpL = (XIV;'X, + B~ (X!V;ly, + B7'b),

que proporciona como caso particular parap = 1, X = 1x, b= by B = 07, el
estimador Bayes lineal para el modelo Bayes Bdsico, que viene dado por:

n_ N—-n_ 1 _ ~
BL2 = ¥ + —HBL* —ﬁljv—nvusvs "(ys — LaipL), (1.16)

~<»

donde fig, = (14V;'1, + 0;2)"1(1,V; 'y, + 07 %b). También calculan el error
medio obtenido al emplear el estimador Bayes lineal para el modelo Bayes de Regresion
{que podemos asimismo particularizar para el modelo Bayes bésico) y los estimadores
Bayes lineales y sus errores en los casos B — 0pyp, V — Onxn, B! — Opxp ¥
V-1 — Onxn. Otros casos particulares de este resultado son:

— para p = N y X = Iy se recupera el estimador Bayes lineal obtenido por
Smouse(82)[112] para un modelo Bayesiano sin variables auxiliares y medias para
cada elemento de la poblacién Y; dado el pardmetro (que en este caso es un
N-vector) distintas.

— en el caso B~! — 0,x;, se recuperan los resultados clasicos; asi el estimador
(1.15) se transforma en el estimador predictivo para el modelo clasico de regresion
(1.10) y el estimador (1.16) en el estimador predictivo para el modelo clasico
basico (1.11), ambos modelos clasicos bajo la hipétesis de matriz de varianzas-
covarianzas conocida.

Otros trabajos a destacar son: los resultados de Ericson(88)[30] para la estimacién de
Y asumiendo los modelos intercambiables descritos en lineas anteriores (obtencién de
estimadores Bayes lineales y su error cuadratico medio asociado), asi como su labor de
estimacién para algunos modelos de regresion y los estudios de Ericson(70)[28] y Ghosh
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y Lahiri(87)[41] que obtienen los estimadores Bayes para un modelo Bayesiano béasico
intercambiable y para un modelo Bayesiano en dos etapas con una jerarquia con k = K
respectivamente con hipdtesis adicionales sobre la distribucién de los pardmetros.

Comentarios

Los modelos Bayesianos basados en especificaciones de primer y segundo orden sobre el
vector poblacional admiten como caso particular el modelo Bayes normal consistente en
asumir la distribucién normal sobre el vector poblacional condicionado al pardmetro (la
media o vector de medias) y sobre el escalar o vector de pardmetros. Para los modelos
Bayes normales se cumple que el estimador Bayes para la media poblacional (y en ge-
neral para cualquier funcién g(Y) lineal) es lineal dado que la media de la distribucién
predictiva de Yy|(s,ys) es lineal como funcién de y, (ver en la préxima subseccién
la ecuacién (1.19) junto con la definicién de modelo m-jerarquico normal y los mode-
los que generaliza). La linealidad del estimador Bayes para los modelos Bayesianos
normales implica que el estimador Bayes lineal y el estimador Bayes para g(Y) una
funcidn lineal del vector de caracteristicas de la poblacién coinciden en estos modelos
y por lo tanto sus errores cuadraticos medios (respecto al modelo de superpoblacién)
asociados, lo que unido a la observacidn inicial de que los modelos Bayesianos normales
son casos particulares de los modelos Bayesianos anteriores nos da como resultado que
los estimadores Bayes lineales y sus errores cuadraticos medios asociados para estos
modelos coinciden con el estimador Bayes y su error cuadratico medio para el modelo
Bayesiano normal correspondiente pudiendo por tanto ser obtenidos a partir de éste.

Una critica sobre los estimadores Bayes lineales para la media (y en general, para
cualquier funcién g(Y) lineal del vector poblacional) estriba en que éstos sélo coinci-
den (bajo condiciones “suaves”) con los estimadores Bayes para modelos Bayesianos
normales. Efectivamente, sigamos el siguiente razonamiento aplicado al modelo Bayes
de regresion y al estimador media poblacional (generalizable de manera aniloga al mo-
delo Bayes basico y los modelos Bayesianos en dos etapas y a estimadores de funciones
g(Y) lineales del vector poblacional).

“Supongamos el modelo Bayes de regresién definido al principio de la seccién. En-
tonces, se tiene que:

E(TV,5.),8) = 37, + 3 lliv-alXuB+ Vus Vi3, = X,

y por lo tanto, el estimador Bayes del modelo, viene dado por:

~<

B = Egy,)(EYI(s,5.).8)) =
= %y, + %llk_n[qu(ﬁl(s,ya)) + vas_l(ys - X,E(B|(s, ys)NI],

El estimador Bayes ?B serd pues lineal, cuando E(B|(s,y,)) sea lineal. Y ello se pro-
duce (bajo hipédtesis “suaves”) cuando el modelo es normal, ya que Goel y DeGroot(80)
[52] demostraron que si:
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Y, =X,8+e;,

con e, y 3 independientes, la hipétesis E(B|(s,y,)) lineal como funcién de y, implica
bajo condiciones “suaves” la normalidad de la distribucién de Y,|3 y del pardmetro

ﬁ'”

1.4.2 Modelos Bayesianos para distribuciones especificas. Es-
timadores Bayes y Estimadores Bayes empiricos

Con modelos Bayesianos para distribuciones especificas nos referimos a modelos de
superpoblacién en los que todas las distribuciones estin totalmente especificadas (las
del vector poblacional dado el pardmetro o pardmetros y las de los parametros). Es-
tudiaremos en esta subseccién los siguientes modelos:

— Modelo Bayes Basico Normal. Dado el vector poblacional Y = (Y;,Y2,...,Yn)!.
se define por:

Yijp ~ Ny(lyp,V),
7 ~ N(b,af),

donde b es un escalar conocido, V una matriz N x N definida positiva conocida
y o un escalar (¢ > 0) conocido.

— Modelo Bayes de Regresion Normal. Dado el vector poblacional Y =

(Y1,Y2,...,Yn)!, para el cual asociada a cada variable Y; tenemos una infor-
macién auxiliar representada por un vector x; = (Zi1,. .., Zip) conocido se define
por:

Y|8 ~ Nn(XB,V),
B~ Ny(b,B),

donde X = (x},x%,...,x}%)*, b un p-vector conocido y V y B son matrices
definidas positivas conocidas de dimensiones N x N y p X p respectivamente. En
elcasop=1,X=1y,8=p,b=byB =0} (Lny N vector de unos) se recupera
el modelo Bayes Basico Normal.

— Modelo Bayes Basico Normal-Gamma. Dado el vector poblacional Y =
(Y1,Ys,...,YN)! se define por:

Ylp,02 ~ Nn(Inp,o?W),
plo? ~ N(b,o%c),
o? ~ Ga~(ao, bo),

donde b es un escalar conocido, W una matriz N x N definida positiva conocida
y ao y bp escalares positivos conocidos.
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— Modelo Bayes de Regresién Normal-Gamma. Dado el vector poblacional
Y = (11,Ys,...,Yn)!, para el cual asociada a cada variable Y; tenemos una

informacién auxiliar representada por un vector x; = (z;i,..., i) conocido se
define por:

Y|B,02 ~ Ny(XB,02W),

Blo? ~ Ny(b,0?C),

o2 ~ Ga~(ao,bo),
donde X = (x!,x},...,x%)!, b un p-vector conocido, C es una matriz p X p

definida positiva conocida y ag y bo escalares positivos conocidos. En el caso
p=1,X=1y,8=p,b=>by C =c (Ln N vector de unos) se recupera el

modelo Bayes Bésico Normal-Gamma.

— Modelo Bayes en m jerarquias Normal. Consiste en el siguiente modelo

jerarquico:
Y |6,
0116,

gm—llem
Om

2

~

~

N(Aloly V1)1
N(A2927 V2))

N(AmbOm,Vm),
N(Am+1)vm+1);

donde Y es el vector de caracteristicas de la poblacién (representando tanto una
estructura monoetapica como bietdpica, trietdpica, ...,0 (m — 1)-etdpica de la

m+1

poblacién), {A;}24? son matrices conocidas y {V;}72¥! son matrices conocidas
definidas positivas, todas ellas de dimensiones adecuadas. (A 41 ¥ Vg suelen
ser de dimensién 1). Como casos particulares de este modelo sefialemos:
xparam=1Y = (Y,Ys,...,YN), A1 =1y, A2 =5, V; =V y Vy = 0},
el modelo Bayes basico normal.
*param=1,Y =(¥1,Ys,...,Yn)', A1 =XnN,A2=b,V; =V yV, =B,
el modelo Bayes de regresiéon normal.
x prram=1yY = (Y1,Y,...,Yk) con Y; = (Y1, Yiz2,...,Yin,)! se tienen
los modelos Bayesianos en dos elapas con una jerarquia normales.
* pram=2yY = (Y1,Y2,...,Yk)  con Y; = (Y1, Yiz2,-..,Yin,)! se tienen
los modelos Bayesianos en dos elapas con dos jerarquias normales.

— Modelo Bayes en m jerarquias Normal-Gamma. Consiste en el siguiente

modelo jerarquico:

Y]91,02
81]62,02

9,,._1|0m, 0’2
O |o?
02

2
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donde Y es el vector de caracteristicas de la poblacién (representando tanto
una estructura monoetdpica como bietdpica, trietapica, ..., o ({m — 1)-etdpica),
{A;}7™4? son matrices conocidas, {W;}7}! son matrices conocidas definidas po-
sitivas, todas ellas de dimensiones adecuadas y ap y bg son escalares positivos
conocidos. (Am+1 ¥ W41 suelen ser de dimensién 1). Como casos particulares
de este modelo sefialemos:
*param=1,Y =(Y,Ys,...,YN)', A1 = 1§, A0 =b, W, =W y Wy =,
el modelo Bayes basico normal-gamma.
* param = l,Y = (Yl,Yz,...,YN)t,Al =XN,A2 = b,W1 :WyW2 = C,
el modelo Bayes de regresién normal-gamma.
* paoram=1yY =(Y1,Y2,...,Yk) con Y; = (Yi1,Yi2,...,Yin,)" se tienen
los modelos Bayesianos en dos elapas con una jerarquia normales-gamma.
* param=2yY =(Y1,Y2,...,Yk) con Y; = (Yi1,Yi2,...,Yin,)! se tienen
los modelos Bayesianos en dos elapas con dos jerarquias normales-gamma.

Para estos modelos (que son generalizaciones de los modelos habitualmente aplicados, y
serdn comentados y analizados exhaustivamente en el capitulo 2 y 3) las distribuciones
predictivas, los estimadores Bayes para una funcién g(Y) lineal y sus errores pueden
calcularse con exactitud (puesto que se trata de modelos conjugados). Un primer
inconveniente de estos modelos estriba en que las hipétesis sobre el conocimiento de
las varianzas asumidas pueden ser muy fuertes para la modelizacion de una poblacién
finita dada. La hipétesis de varianzas conocidas de los modelos normales se debilita en
los modelos normal-gamma al conocimiento de los cocientes entre varianzas (hipétesis
extensamente aplicada en modelizacién Bayesiana y en ocasiones bastante realista) y
la siguiente debilitacién a cociente entre varianzas desconocidos conduce a modelos
en los que la distribucién predictiva, estimadores Bayes y sus errores requieren ser
aproximados mediante procedimientos numéricos (en los capitulos 2 y 3 estudiaremos
algunos modelos para modelizar estas situaciones).

En esta subseccién nos restringiremos a citar los resultados obtenidos dentro de esta
linea de trabajo para la estimacién de la media poblacional para los modelos habitual-
mente estudiados por la bibliografia y a la descripcion de algunos modelos presentados
por la misma para la situacién de cociente entre varianzas desconocido.

Estimacién

El criterio de estimacién aplicado para estos modelos (con varianza o cociente entre
varianzas conocido) es la obtencién del correspondiente estimador Bayes. Recordemos

—

que dada una muestra (s,y,), el estimador Bayes gg(y,) de la funcién g(Y) y su error
cuadratico medio respecto al modelo de superpoblacién vienen dados respectivamente
por:

9B(¥s) = EY_|(,,y,)(g))

Ee(gp(ys) — 9(Y))?

By, [Vary iy, (6(¥))
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expresiones que en el caso de la estimacion de la media poblacional se reducen a:

ES =B
YB = ’1'\17-:'7: + Nﬁn u>

= — PRY! —
E(Yp-Y)? = Y5ley Vary ,y.,(Vul,

~B

donde Y, = E(Yul(s,¥s)) = (N = n)"'1y_ E(Yul(s,¥s)) ¥ V‘"’Y,l(s,y,)(vu) =
(N =n)~21%,_,Var(Y4|(5,¥5))1N-n. Con lo que el calculo de los estimadores Bayes
de Y y de su error cuadratico medio condicionado a la muestra (para obtener el
error cuadratico respecto al modelo de superpoblacién se tiene que promediar el error
cuadratico medio condicionado a la muestra respecto a la distribucién del vector de
caracteristicas observadas) se reduce a la obtencién del primer y segundo momentos
de la distribucién predictiva de Y,|(s,y;)-

Estimadores Bayes de la media poblacional

Los estimadores Bayes para la media poblacional y para los modelos descritos son:

1. Estimador Bayes para el modelo Bayes basico normal. El estimador Bayes
para el modelo Bayes basico normal y su error cuadratico medio vienen dados
respectivamente por:

= n_ N—n_ 1
Yp1 = {U+— HEBty
Ee(Yp1-Y)® = N {ly_o(Vu+Vuw, Vi'WVi)IN_n + (1.17)

+(N —n =1y, Vi, Vi v n) 21V M, + 05 2) 71,

1}V_nvusvs—l(ys - lnﬁB);

donde ¥, es la media muestral (1.1), V, = VarY“‘(Y,), V, = VarYl”(Yu),
Vi = COUYIF(YnYu) y ﬁB = E(,uI(s, Ys)) = (13,V,'11n +a-b'2)‘1(1:,V;1y, +
oy 2b), que coincide con el estimador lineal Bayes y su error para el modelo
Bayesiano basico dado en (1.16) (ver subseccién 1.4.1. apartado comentarios). El
estimador y su error cuadratico medio asociado en la formulacién arriba sefialada
proceden de los resultados de Bolfarine et al(87)[8] y Bolfarine y Zacks(91,92)[9,
10] para el modelo Bayesiano de regresién normal particularizado para p = 1,
X =1n,b=1by B =¢}. Como casos particulares de (1.17), sefialemos (ademas

de (1.16)):
— para V = Iyo? se recuperan los resultados de Ericson(69)[26] y Murgui(82)[76].
— para o, 2 _ 0 se recupera el estimador predictivo para el modelo clasico

bésico con matriz de varianzas-covarianzas conocida dado en (1.11).

— para V = Iyo? y 0,2 — 0 se recupera el estimador media muestral (1.1)
(Este resultado lo podemos ver en Ericson(69)[26] y Murgui(82)[76]).
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2. Estimador Bayes para el modelo Bayes de regresiéon normal. El esti-
mador Bayes para el modelo Bayes de regresién normal y su error cuadratico
medio vienen dados respectivamente por:

= n _ 1 ~ - A
YBZ = Nya + j_v'[lfv-n[x“ﬂB + vu-'vc l(y’ - XS:BB)]]’
E(Ypy-Y) = N2{14_,(Vu+ Vus V7 'WVi) 1IN + (1.18)

+14_, (Xu = Vi VIIX)(XIVIIX, + BT x
x(xu - V.,,V;IX,)‘IN_,,},

donde g, es la media muestral (1.1}, ys = (¥iysYizr--->¥in)'s Yu = (Yi : i ¢
), Xo = (x5 %000 %,) s Xu = (x i € 9)', V, = Vary g(Ys), Vu =
VarYIﬁ(Yu), Viu = ConIﬁ(Y,,Yu) y

Bp = E(BI(s,y:)) = (X\V;'X, + B~H) " Y(X!V; 'y, + B~1b),

que coincide con el estimador y error para el modelo Bayesiano de regresién dado
en (1.15) (ver subseccién 1.4.1. apartado comentarios). El estimador y su error
cuadritico medio asociado en la formulacién arriba sefalada proceden de los
resultados de Bolfarine et al(87)[8] y Bolfarine y Zacks(91,92)[9,10] que obtienen
ademds la distribucién predictiva de Y, |(s,y,). Como casos particulares de (1.18)
sefialemos (ademas de (1.15)):

- parap=1,X=1x5,b=0by B = 0 se recupera el estimador Bayes y error
cuadratico medio asociado para el modelo Bayesiano basico normal (1.17).
— para B™! — 0,4, se recupera el estimador predictivo para el modelo clasico

de regresién con matriz de varianzas-covarianzas conocida dado en (1.10)
(Resultados de Royall y Pfeffermann(82){97]).

—parap=1x;=z;,1=12,..., Ky V = diag,-]il{:c,-} se recupera el
estimador de razén (1.2).

—parap=1,x;=0a; = Pr(i€s),i=12,...,N, V= diag,-’il{l—f'z—i} y
B-! — 0 se recupera el estimador de Horwitz y Thomson (1.4). (Resultado

de Ghosh y Sinha(90)[43])

3. Estimador Bayes para el modelo Bayes basico normal-gamma. El articulo
de Font(95){33] describe la distribucién predictiva de Yy|(s,ys), el estimador
Bayes de la media poblacional y su varianza condicionada a la muestra (que coin-
cide al no depender de y, con el error cuadratico medio respecto al modelo de
superpoblacién), para el modelo Bayes de regresién normal-gamma, a partir de
los cuales se pueden obtener los resultados para este modelo tomando p = 1,
x;=z;=1,1=1,2,...,N. Los resultados completos y sus demostraciones se
presentaran en la subseccién 2.2.2. Como casos particulares de estos resultados
sefialemos:
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— para W = Iy se recuperan los resultados de Ericson(69)[26] y Murgui(82)[76).

— paraW = Iy y n(p,072)  1/0~2 se recuperan los resultados de Ericson(69)
[26] y Murgui(82)[76], que obtienen el estimador media muestral dado en
(1.1).

4. Estimador Bayes para el modelo Bayes de regresién normal-gamma.
Tal y como indicabamos en el parrafo anterior, las inferencias sobre este modelo
aparecen descritas en Font(95)[33] y su estudio completo se realizara en la sub-
seccidén 2.2.2 de esta tesis. Como casos particulares de estos resultados sefialemos:

—parap=1,x=2;,i=12,..., Ny W = diagll; {v(z;)} con v : ® — ®*
se recuperan los resultados de Ericson(69)[26] y Murgui(82)[76].

—parap=1,x ==z, i=12...,N, W = diagll ,{v(zi)} con v : R —
R+ y m(p,07%) o« i3 se recuperan los resultados de Ericson(69)[26] y
Murgui(82)[76].

—parap=2x; =(l,z),i=1,2,...,N y W = diagl_ , {v(z;)} con v : ® —
R+ se recuperan los resultados de Murgui(82)[76].

— para Wy, = O(x_n)xn e recuperan los resultados de Bolfarine y Zacks(91,92)
[9,10]

—parap=1,x;=2;,i=1,2,...,N, W = diagl , {v(z:)} y 7(1,07?) 0—1_3-
se recupera el estimador predictivo para el modelo simplificado de regresién
de Royall(70)[91] dado en (1.9).

5. Estimador Bayes modelo Bayes en m jerarquias normal. Malec y Sedransk
(85)[72] estudiaron el modelo Bayesiano en m jerarquias normal (en su original
el ultimo nivel 8, es escalar) obteniendo que el vector Y,|(s,ys) se distribuye
normal (N — n)-variante con media y varianza dadas respectivamente por:

E(Y.|(s,y,)) = A,Dd+ V! V iy, -A,Dd),
Var(Yul(s,y,)) Vu - V:uv;lvsu + (1.19)
+ (Au— VL, V71A,)D(A, -V, V1AL,

donde y, = (yi : i € 5)', Yy = (Vi : i € s)!, A, es la matriz formada por las filas
de la matriz A; correspondientes a indices i € s, A, es la matriz formada por
las filas de la matriz A, correspondientes a indices { € s, V, = V‘”'Y|91(Y8)»

V. = V‘"'Y|0,(Y")’ Viu = Con|91(Y3’Y") y

D! = AV A, +(V+ AV, 1AL,

d = AWV ly, + (V+ AV, 1A TAA L,

A = AA;---Ap,

A% = V2+A2V3A12+...+(A2A3"'Am_1)vm(A2A3"-Am_l)t.

De donde se obtiene que el estimador Bayes y el error cuadratico medio para la
media poblacional para este modelo vendra dados por®:

5Dado que la varianza de la distribucién predictiva no depende del vector poblacional observado y., y
por lo tanto Ey [Var(Yu|(s,ys))] = Var(Yul(s,¥:))
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= n_ 1
YB3 = ﬁy" + I_V'I}V-nE(YuIYs):
= — 1
E(Yp3-Y)? = F13\,_,,vm»(Yu13;0,)1,\,_,,, . (1.20)

con E(Yy|(s,ys)) y Var(Yu|(s,y;)) las definidas en (1.19).
Como casos particulares de (1.20), sefialemos:

—param=1,Y=(1,Ys,...,.Yn), Ay =XN,A,=b,V;=VyV,=B
se obtiene el estimador para el modelo Bayesiano de regresién normal (1.18).

—param=1,Y = (Y1,Y2,...,Yk) con Y; = (Yi1,Yi2,...,Yin,)', A1 =X
con X = (X1,X5,...,Xk), Xi = (x},x{y,..., %) 0 = 1,2,.. K,
x;_,- = (Igjl,zgjz,...,z;jp), ] = 1,2,...,N,‘, 1= 1,2,...,1(, 91 = (ﬂtl,ﬂtz,

X :ﬂ}{)ta ﬁi = (ﬁil:ﬂi?»- .- 1ﬂip)t) i= 112: ey 1{1 AZ = (I}H o 1Ip)tﬁy
K

V1 = diagK,{Vi} y V2 = diagf£,{Bs} (modelo Bayes de regresién en
dos etapas con una jerarquia normal) se obtiene el estimador Bayes de re-
gresién en dos elapas de una jerarquia normal y su error cuadratico medio
asociado. Murgui(82)[76] estudia el caso particular con A; = diagl,{1n,},
Vi = diagk {In.o?}, Ax = 1kp, 61 = p = (p1,p2,. .., k)t y V2 = Igo},
para k = K en los casos o7 escalar positivo conocido y o 2.0

— para m = 2, las definiciones de item anterior para Y, Ay, 61, V1 y Vg,
y0; =8, A =(I,....,L),, A3 = By y V3 = Bg (modelo Bayesiano

K

de regresién en dos etapas con dos jerarquias normal) se obtiene el esti-
mador Bayes de regresion en dos etapas con dos jerarquias normaly su error
cuadratico medio asociado. Font(95)(33] describe la distribucién predictiva
del vector poblacional no observado dado la muestra, el estimador Bayes de
la media poblacional y su varianza condicionada a la muestra para este mo-
delo, y Murgui(82)[76] estudia el caso particular con A; = diag  {1n,},
VvV, = diagilgl{INiaiz}) A = 1k, Az = Ho, 0, = H = (.uh/-"'l)""#K)tl
03 = pir, Vo =Ixo? y V3 = 02 en los casos o2 escalar positivo y 052 — 0.
Scott y Smith(69)[106] en un trabajo anterior estudio el mismo modelo de
Murgui para el caso o5 % — 0.

— Malec y Sedransk(85)[72] estudian un caso particular m = 3 de un modelo
Bayesiano para una poblacidn estructurada en tres etapas con dos jerarquias
con distribucién sobre el dltimo parametro no informativa.

El inconveniente del modelo y sobre todo de las expresiones (1.19) y (1.20)
es su complejidad matricial que hace dificil la interpretacién de los resultados
obtenidos. En esta tesis nos centraremos en modelos Bayesianos para estructuras
de poblacién monoetédpicas y bietdpicas con una y dos jerarquias y estudiaremos

en estos casos particulares expresiones mds faciles de interpretar (subsecciones
2.3.1,2.34,32.1y 3.2.4).
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6. Estimador Bayes para el modelo Bayes en m jerarquias normal-gamma.
No tengo referencias de la obtencion del estimador Bayes para este modelo con-
cretamente (la distribucidn predictiva, el estimador Bayes para la media pobla-
cional y su varianza condicionada a la muestra se obtendran en la subseccién
3.4.2 y 3.4.3 en un caso minimo informativo). Bernardo y Girén(91)[7] estudian
un modelo m jerarquico en el que se modeliza la situacién en la que para cada
elemento queremos estudiar un vector de caracteristica, que se puede particu-
larizar al modelo estudiado en este pérrafo en el caso Covy g, ,2(Y,,Yu) =

0. Font(95)[33] describe el caso m = 2, Y = (Y1,Y2,...,Yk)  con Y; =
(}/il)yvi%--')YiN.‘)ty Al = x; 01 = (ﬁthﬂ;),ﬁt}()t 02 = ﬂ) A2 = (Ipa"'ilp)t,
e —’

K

A; = By, W, = diagKk {W;}, W, = diagX,{Cs} y W3 = Cgp,, (modelo
Bayesiano de regresion en dos etapas con dos jerarquias normal-gamma), que
es estudiado en la subseccién 3.2.2 y 3.2.4 en un caso minimo informativo, y
Murgui(82)[76) estudia el caso particular con: m = 2, Y = (Y;,Ys,...,Yk)!
con Yi = (},ila},i'b"'a),iN,')ta 61 =K, 92 = Hx, A = dzagtK=l{1N.}1 Ay = 1k,
Az =pu, W, = diag{;l{IN_.c,-}, W, =Ig y W3 = ¢o. Otros casos particulares
son los trabajos de Ericson(69)[26] y Murgui(82)[76] que hemos indicado en los
items de modelos normales-gamma anteriores.

Otros modelos con varianzas desconocidas

Dedicaremos este apartado a presentar algunos trabajos para modelos Bayesianos con
varianzas desconocidas 'y los resultados obtenidos. Estos modelos nos serviran de
inspiracién para proponer y estudiar en los capitulos 2 y 3 (subsecciones 2.2.3, 2.3.3 y
3.2.3), tres modelos para la situacién de varianza desconocida y cociente entre varianzas
asimismo desconocido. Citemos:

1. El modelo de Scott y Smith(69)[106]. Es un modelo para estructuras de
poblacién en dos etapas que generaliza e] modelo Bayes basico en dos etapas con
una jerarquia normal-gamma y viene definido por:

Yij|Bi,0? ~ N(Bi,0%), iid., j
Bilb, o} ~ N(bo?), iid., i
m(b,0%,07) o« Ao~20;%, A= 2y

24 02
ab+m

2, Ny, i=1,2,... K,

=1,2,...,
=1,2,...,K,

N

donde m es el niimero de elementos muestreados en cada unidad con n; =m, ¢ €
{i1,12,...,ix}. Scott y Smith obtienen E(Y|(s,y;s)) y por lo tanto el estimador
Bayes para la media poblacional. Entre los puntos de critica al modelo sefialar la
dependencia de la distribucién inicial asignada de m, la longitud de los calculos
para obtener E(Y|(s,ys)) y la no aportacién de una valoracién del error cometido
al aplicar el estimador Bayes.

2. El modelo de Ghosh y Meeden(86)[42]. Es un modelo para estructuras de
poblacién monoetépicas o bietapicas y se define por:
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Y|3,02 ~ N(1nB,Inc?),
ﬂlb,fff ~ N(b,a'f),

) .
con by R = 2% desconocidos (¢ > 0y o > 0). Ghosh y Meeden obtienen una
solucién empirica Bayes para la estimacién de la media poblacional.

. El modelo de Pérez y Pericchi(91)[80]. Es un modelo para estructuras de
poblacién en dos etapas que generaliza el modelo Bayes basico en dos etapas y
dos jerarquias normal-gamma, y se define por:

YiilBi,0? ~ N(Bi,0?), iid, j=12,...,N;,i=1,2,...,K,
Bilb,o2  ~ N(bo}), iid, i=12,...,K,

w(b) x 1,

Lulu ~ xi.

Zg%'b' ~ X121b)

x

con Vy, Aw, Vs ¥ Ap escalares positivos conocidos. Pérez y Pericchi obtienen
la distribucién de B|(s,y,) salvo constante de integracién (producto de dos t
multivariantes) y su estimador modal.

. Modelos con un pardmetro varianza conocido. Son modelos para es-
tructuras monoetapicas (generalizables a estructuras bietapicas) consistentes en
asumir:

Y:|Bi,0? ~ N(Bi,o?), independientes, i = 1,2,..., N,
Bilb,0f, ~ N(A}b,0}), independientes, i=1,2,...,N,

con o;, i = 1,2,..., N escalares positivos conocidos, A; un p-vector conocido y
diversos niveles de conocimiento sobre b y a'fl,, i=1,2,...,N. Los resultados
se centran en la estimacién de §;, i = 1,2,..., N dada la muestra, citemos los
trabajos de Fay y Herriot(79)[31] (que obtiene un estimador Bayes empirico de S;,
i=1,2,...,N parael caso particular A; =1,i=1,2,...,Nybyo} =of,i=
1,2,..., N desconocidos), Datta y Lahiri(94)[23] (que obtienen el estimador Bayes
de f;,i=1,2,..., N para b conocido y ‘71?.- distribuidas segin gammas invertidas
independientes para i = 1,2,...,N) y los resultados presentados por Ghosh(94)
en la NSF-CBMS Regional Conference on Bayesian Methods in Finite Populations
Sampling. Theory and Application, en los que se estudiaba una generalizacién
del modelo anterior para estructuras bietipicas presentando estimadores Bayes
empiricos y las distribuciones condicionales necesarias para aplicar Gibbs Sampler

y obtener el estimador Bayes por métodos numéricos del N;- vector 8;, ¢ =
1,2,...,K.

. Modelo mixto de regresién de Datta y Ghosh(91)[22]. Es un modelo para
estructuras en una (tomar K = 1) o dos etapas consistente en asumir:
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Y = XB+Zv+e,

vi{AiYic, 0%~ Ny(0y, 0%diagi_, {N1,,}),

e|o? ~ Nyn(On,0%1y),

m(B) < 1,

o? ~ Ga~Y(ag, bo),

Ajo? ~ Ga~Y(a;,b;), independientes,i = 1,2,...,t,
donde X y Z son matrices de covariables conocidas de dimensiones N xpy N xgq
respectivamente, Z:=1 g = qy ao, bo, {ai}i=y, {bi}i=; son escalares conoti-
dos (ap >0,00>0,¢;>0,i=1,2,...,t yb;>0,i=1,2,...,t). (Nbtese qie
Var(v|{\}io;,0?) = diagi_,{021,,} con 02 = (62/0?)0? = Nj?,i=1,2,...,1.)

Este modelo generaliza el modelo Bayesiano de regresién (en el caso minimo m-
formativo) y los modelos anidados y de efectos cruzados. Datta y Ghosh(91)
estudia el modelo anterior con cociente entre varianzas conocido obteniendo la
distribucién predictiva exacta y el modelo con cociente entre varianzas desco-
nocido obteniendo las distribuciones condicionales para aplicar el método Gibbs
Sampler.

Al describir los resultados hemos hecho referencia a los estimadores Bayes empiricos,
por lo que haremos seguidamente una descripcién general de los mismos. En las aproxi-
maciones Bayes empiricas se distinguen entre dos tipos de parametros, unos parametros
Bayes sobre los que se asigna una distribucidn inicial y unos pardmetros desconocidos
sobre los que no se asigna distribucién inicial. Entonces, el estimador para el modelo
se construye obteniendo el estimador Bayes condicionado sobre los parametros sobre
los que no se asigna distribucidn inicial (trantdndolos como cantidades conocidas) y
sustituyendo dichos parametros por unos estimadores clasicos previamente obtenidos
de los mismos. La aproximacién Bayes empirica evita de este modo la aplicacién de
procedimientos de integracién numérica y al apoyarse en el estimador Bayes mantiene
propiedades semejantes a éste siendo el error estimado para los estimadores Bayes
empiricos (con un nimero no muy alto de parimetros desconocidos estimades por
procedimientos clasicos) de un orden similar al del estimador Bayes. Una discursién
mds documentada sobre el comportamiento del estimador Bayes empirico frente al
estimador Bayes podemos encontrarla en Ghosh(92)[40].

Los modelos y resultados aqui descritos muestran que la solucién Bayes (estimador
Bayes) a la estimacién de un funcién g(Y) del vector de caracteristicas de la poblacién
(y en particular la media poblacional) va a requerir del empleo de técnicas de inte-
gracién numérica, cuando los cocientes entre varianzas sean desconocidos.

Comentarios

A lo largo de esta subseccién hemos visto el micleo fundamental de la estimacién en
poblaciones finitas desde un punto de vista Bayesiano y cdmo se pueden recuperar los
estimadores predictivos y de poblacién fija que hemos visto en las secciones anterio-
res. El gran nimero de modelos estudiados desde este punto de vista para modelos
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conjugados nos ha conducido a introducir unos modelos algo mds generales a los ha-
bitualmente trabajados a fin de poder describir a través de ellos las fronteras entre
lo analizado y lo que falta por analizar (cuyo estudio serd objeto de los capitulos 2 y
3). Otra cuestién que no estd resuelta en esta linea de trabajo (de la que también nos
ocuparemos en los capitulos 2 y 3) es la modelizacion de las poblaciones finitas cuando
las varianzas del modelo son desconocidas y el cociente entre las mismas es también
desconocido.

1.4.3 Estimadores Bayes constrenidos

Otra linea de estimacién en poblaciones finitas desde el punto de vista Bayesiano es
la basada en los estimadores Bayes constrefiidos. Los estimadores Bayes constrefiidos
(constrained Bayes estimation) se aplican en estructuras de poblacién en dos etapas
en la estimacién de ¢;(Y;),i=1,2,..., K con g;(Y;) la funcién a estimar en la unidad
i-ésima de la poblacién i = 1,2,..., K.

Dada una muestra de la poblacién (s,y,), con k = K, el estimador Bayes constrefido
de (g (\11\), 92(Y2),...,9x(Yk)) se define como aquel estimador (g?c(y,, ), g?c(y,,),

.. ,g,%c(y,x )) que minimiza
K —
ED  (9:(Y:) = 0:(Y3,))21(5,3)],
i=1

entre los estimadores (glal),yz(’iz), ... ,gK(y\,K)) de (91(Y1),92(Y2),...,9x(Yk))
tales que:

1 1o o~
E [}?Zgi(Yz‘)l(s»Y;)] = EZ!I.‘(Y:.—)» (1.21)
i=1 i=1
| K 2 K (. 1 E __\°
E|> (gi(Yi)—Ezgi(Yi)) Isy)| = > <9i(ys;)—fzgi(ya;)) .
i=1 i=1 i=1 i=1

(1.22)
Siguiendo la prueba de Louis(84)[71], el estimador Bayes (gB(y,,), 48 (¥s2)s - -, 9B (¥s))

definido por g?(y,‘) = E(g:(Y:)|(s,¥s5)), i = 1,2,..., K, satisface la condicién (1.21)
pero no la (1.22).

El concepto de estimador Bayes constrefiido fue introducido por Louis(84)[71] y apli-
cado por Lahiri(90)[67] a las poblaciones finitas para encontrar un estimador éptimo
segiln este criterio para las medias poblacionales de cada unidad.
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1.4.4 Modelos “estrictamente” Bayesianos

La hipétesis de intercambiabilidad finita es una hipdtesis “natural”® y por lo tanto
usual dentro de la aproximacién por modelos de superpoblacion al problema de es-
timacién en poblaciones finitas, la hemos estudiado en algunos modelos de super-
poblacién y a lo largo de esta seccién la hemos visto como parte de la definicién
de algunos modelos y como propiedad para una serie de casos particulares de los
modelos estudiados (siempre que asumimos a las variables Y; de la poblacién inde-
pendientes e igualmente distribuidas dado un parametro o vector de parametros so-
bre el que asumimos una distribucién de probabilidad). Sin embargo, tal y como ya
sefialdbamos en la subseccién de comentarios de la seccién 1.3., la intercambiabilidad
finita no implica la existencia de una distribucién de probabilidad intercambiable so-
bre una poblacién infinita de modo que nuestra poblacién finita intercambiable sea
realizacién de esa poblacién infinita intercambiable. Iglesias(93)[63] y Iglesias, Pereira
y Wechsler(94)(64] realizan un esfuerzo para la construccién de un modelo de super-
poblacién que sea intercambiable de manera finita y sea a la vez realizacion de un
modelo de superpoblacién intercambiable sobre una poblacién infinita. Fruto de este
esfuerzo para una caracteristica continua tenemos el siguiente modelo “estrictamente”
Bayesiano (Strict (predictivistic) Bayesian Model) y el siguiente resultado adaptado a
la estimacién de la media poblacional.

El modelo “estrictamente” Bayesiano para la estimacién de la media poblacional se de-
fine como aquellos modelos de superpoblacién £ tales que el vector Y = (Y1, Y2,...,Yn)!
toma valores en R}, (el conjunto de los N-vectores reales positivos) y:

YV =75 ~ Uniforme(x{l—v),
Y ~  Pareto(a, mg),

donde XPN = {(z1,22,...,28)' € R}, - Zf;l z;/N = F} y a y my escalares positivos
conocidos. Y el estimador Bayes para la media poblacional y su varianza condicionada
a la muestra vienen dados (si J, > my) por:

£N+a—1_
Bl = Nnta-17%

— n? N+a—-1 N-n _,
VaT(Yl(S,ya)) m(n+a_1)2n+a_2y.n

~P

(1.23)

estimador que coincide para a = 1 con la media muestral (1.1).

1.4.5 Comentarios de la seccién

La aproximacién mediante modelos de superpoblacién Bayesianos al problema de esti-
macién en poblaciones finitas permite una analisis completo e integrado del problema,

6no hay generalmente razones para distinguir en un estudio a los elementos de la poblacién por sus fndices
que suelen ser simplemente procedimiento de notacién
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en el cual se recuperan los resultados de superpoblacion cldsicos que veiamos en la
seccién 1.3. ( que pueden interpretarse como resultados Bayesianos cuando no intro-
ducimos informacién sobre la distribucién inicial del pardmetro) y de poblacién fija
que veiamos en la seccion 1.2. No obstante, la aproximacién Bayesiana se enfrenta con
dos problemas: '

1.- La determinacién de la distribucién inicial sobre los parametros. La aproximacién
Bayesiana se apoya en la asignacion de una distribucién inicial sobre el parametro y
esta asignacién, que permite afiadir a un modelo de superpoblacién cldsico nuestras
creencias y conocimientos acerca de la “estructura probabilistica” de la poblacién
(el punto a favor tal vez mds importante de la aproximacién Bayesiana), ha de ser
“correcta” ya que el analisis Bayesiano puede ser bastante sensible a la distribucién
inicial asignada (ver el ejemplo de Bolfarine y Zacks(92)[10])[pag. 91].

2.- La dificultad para obtener la distribucién predictiva del vector poblacional no ob-
servado, para asegurar la existencia de los primeros dos momentos de g(Y) segiin esta
distribucién (que pueden no existir) y en su caso calcular el estimador Bayes de g(Y)
y su varianza condicionada a la muestra en los modelos no conjugados. Este problema
esta en relacién directa con el primero, si nos centramos en el estudio de una carac-
teristica continua de la poblacién (tal y como estamos realizando en esta tesis), la
hipdtesis de normalidad para Y es en general asumible y el problema de modelizacidn
se situa en la asignacién de una distribucién inicial sobre los pardmetros media y va-
rianza, si las distribuciones asignadas corresponden a los modelos Bayesianos normales
o normales-gamma que hemos visto en la seccidn, el cdlculo de la distribucién exacta
del vector Y,|(s,ys) ¥ de los estimadores Bayes y sus errores (en estos modelos es
sencillo garantizar la existencia de los momentos necesarios para su obtencién) es rela-
tivamente facil, pero si no corresponden a estos modelos, el calculo de la distribucién
de Yy|(s,ys) y de sus primeros momentos (en el caso de que existan), no es facil y
requiere de la aplicacién de métodos de integracién numeérica.

La primera cuestién se resuelve asignando distribuciones no informativas cuando no
tenemos conocimiento “claro” acerca de la distribucién del parametro en cuestién o no
queremos introducir informacion sobre los parametros y la segunda mediante la apli-
cacién de métodos computacionales basados en la teoria sobre cadenas de Markov como
por ejemplo la aplicacién del Algoritmo de Gibbs Sampling (Gelfand y Smith(90)[35],
Gelfand et al(90)[34] y Casella y George(91)[15]), que obtiene una muestra de la
distribucién predictiva y puede implementarse ficilmente en el ordenador para un
amplio grupo de modelos mediante el programa BUGS, otras soluciones alternativas
cuando el nimero de pardmetros es pequeiio son las aproximaciones asintéticas a la
distribucién predictiva y algoritmos EM (estimacién-maximizacién), métodos de inte-
gracién numérica (metodos de Laplace y Naylor-Smith), métodos de Monte Carlo y
los estimadores Bayes empiricos.

Destaquemos como referencias fundamentales para el estudio de una poblacién finita
desde el punto de vista de superpoblacién Bayesiano (todas ellas ya referenciadas) por
presentar un planteamiento global del tema, las siguientes: los articulos de Ericson(69,
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88)[26,30] y Font(95)[33], el libro de Bolfarine y Zacks(92)[10] y la tesis de Murgui(82)[76]
[capitulo 3, 4 y 5].

1.5 Comentarios finales

En este capitulo hemos intentado dar una visién amplia y critica sobre distintas apro-
ximaciones (poblacién fija y modelos de superpoblacién clasicos y Bayesianos) al pro-
blema de estimacién de una caracteristicas continua de una poblacién finita dada. En
aras a esa vision amplia han quedado sin tratar algunas cuestiones especificas como: la
estimacién de otras funciones de caracteristicas de la poblacién asi como: parametros
de la misma (en la aproximacién por modelos de superpoblacién clasicos y Bayesianos),
la estimacién en poblaciones finitas para caracteristicas de la poblacién discretas, las
estimacién en presencia de no respuesta, modelos dinamicos,...,etc.

Hemos visto también, cémo la aproximacién basada en modelos de superpoblacidon
Bayesianos supone un mecanismo de estudio eficaz’ para el problema de estimacién
en poblaciones finitas que supera los inconvenientes de las otras aproximaciones y
permite una interpretacién de las mismas (recuperando para distribuciones iniciales
especificas los estimadores basados en las aproximaciones de poblacién fija y modelos
de superpoblacién clésicos).

Nuestra tesis se centra en la linea de trabajo Bayesiana y tiene por objetivos: el
presentar una gama de modelos suficientemente amplia para poder inferir a través
de ellos sobre una caracteristica continua de una poblacién y a la vez estudiar como
estos modelos y generalizaciones de los mismos permiten plantear y resolver cuestiones
relacionadas con el procedimiento de seleccion de la muestra aplicado. El primer
objetivo, tiene su punto de partida en los estudios realizados por otros autores en esta
area, referenciados en la seccién 1.4, y serd tratado en los capitulos 2 y 3. El segundo
objetivo, se apoyard en los modelos establecidos en estos tres primeros capitulos y
se desarrollara en los capitulos 4 y 5, comparando en el primero de ellos, la calidad
de las inferencias obtenidas a través de muestreos aleatorios, estratificados y cluster,
y en el segundo introduciendo algunos modelos sencillos para estudiar los resultados
obtenidos a partir de un muestreo por rutas.

La notacién aplicada para la realizacién de todo el estudio se apoyara en la notacién
que hemos introducido en este capitulo, reunida para facilitar su rapida consulta en el
apéndice A, y en las notaciones que excepcionalmente se introduzcan al principio del
capitulo. Por otra parte, el estudio de los modelos, requerira de la aplicacién de algunos
resultados sobre funciones, distribuciones,. .., cuyo enunciado en forma de lemas y su
demostracion se estudiard en el apéndice B, para evitar asi su reiterada enumeracién
y facilitar la comprensién de los resultados de poblaciones finitas estudiados en cada
capitulo. También tendremos que hacer uso en el estudio de los modelos no conjugados
de métodos numéricos, en concreto, en esta tesis se aplicardn las técnicas basadas en

7los problemas de cilculo de distribuciones y estimadores Bayes para modelos no conjugados pueden ser
resueltos en la actualidad mediante técnicas de aproximacién de Monte Carlo y simulacién Gibbs Sampler
facilmente implementables en ordenadores cada vez mas ripidos y potentes
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el muestreo por Gibbs, que en los modelos estudiados podran ser implementadas en el
ordenador mediante el programa BUGS. El apéndice C recogerd una descripcién del
muestreo por Gibbs Sampling (seccién C.1), del programa BUGS (seccién C.2), y un
analisis general sobre cémo se han aplicado estas técnicas en la implementacién de los
modelos no conjugados estudiados en esta tesis (seccién C.3).
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Capitulo 2

Modelos de Superpoblacion
Bayesianos I: Modelos en una
jerarquia

2.1 Introduccion

Tal y como avanzabamos en la tltima seccién del capitulo anterior, este capitulo y el
préximo se centrardn en un objetivo de modelizacién. En ellos, se definirdn de una
forma mas formal los modelos descritos en la subseccién 1.4.2, y algunas generaliza-
ciones de los mismos destinadas a modelizar la situacidon de poblaciones con varianzas
desconocidas y cociente entre las mismas asimismo desconocido. La inferencia sobre
las poblaciones, a través de estos modelos, se apoyard (como es natural en la aproxi-
macién Bayes) en la obtencidén de las distribuciones predictivas del vector poblacional
no observado dada la muestra ((s,y;) con s un procedimiento de tamaiio fijo n no
informativo), la obtencién de la distribucién predictiva de la media poblacional no
observada, y en el caso de poblaciones estructuradas en dos etapas, la media no ob-
servada de cada unidad y a partir de las mismas del estimador Bayes (para funcién de
pérdida cuadrética) de la media poblacional y en su caso media de cada unidad, y su
varianza condicionada a la muestra! (siempre que existan los dos primeros momentos
de las distribuciones predictivas anteriores). El anilisis realizado en estos capitulos es
siempre a posteriori de la eleccién de la muestra y no entra en consideraciones sobre el
mecanismo de muestreo aplicado para su obtencidén salvo la consideracién de que los

1La inferencia realizada se apoya en los comentarios realizados en la introduccién de la seccién 1.4. El
estimador Bayes de g(Y) y su varianza son respectivamente la media y varianza de g(Y) segiin la distribucién
Yul(s,¥:) y pueden interpretarse como el estimador que minimiza el error cuadritico medio dada la muestra
(o si se prefiere dado el modelo de superpoblacién) y como su error cuadratico medio asociado dada la muestra
(y si tomamos esperanzas respecto a la distribucién del vector poblacional observado, respecto al modelo de
superpoblacién)
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muestreos ha de ser de tamaiio n fijos, no informativos y los indices de los elementos
muestreados han de ser distintos, y en ¢l caso de poblaciones estructuradas en dos eta-
pas que el muestreo aplicado sea en dos etapas con tamaifios k y n;, i € {i1,42,...,1}
fijos no informativos y que las unidades seleccionadas e indices de los elementos sean
distintos. La notacién aplicada para realizar todo el estudio se encuentra reunida en
el apéndice A.

Volviendo a los objetivos de modelizacion de este capitulo y el capitulo 3, el trabajo
realizado se ha apoyado en modelos jerarquicos Bayes y en la descripcién de las rela-
ciones entre el vector de caracteristicas poblacional y las caracteristicas auxiliares a
través de un modelo de regresion. Este modelo de regresién se ha introducido en el
primer nivel del modelo, atendiendo a la idea de que estas caracteristicas auxiliares
dan informacién acerca de la caracteristica de la poblacién en estudio directamente.
Esta idea, aplicada en sus modelos por: Ericson(69)[26], Murgui(82)[76] y Bolfarine
y Zacks(92)[10], entre otros, no es universal y convive en el andlisis de poblaciones
estructuradas en dos etapas con la introduccién del modelo de regresién en el segundo
nivel del modelo, asumiendo que las caracteristicas auxiliares proporcionan informacién
acerca de las medias de cada unidad (ver por ejemplo, dentro de la aproximacién Bayes
y en el andlisis de una caracteristica continua, Datta y Lahiri(94)[23)]).

Obviamente, las dos posturas son igualmente correctas, y la eleccién entre una de ellas
o la adopcién de ambas de una manera conjunta, por ejemplo Malec y Sedransk(85)[72]
en su modelo m-jerarquico normal, dependera de la poblacién en estudio y las carac-
teristicas auxiliares conocidas. En esta tesis nos ha parecido mas adecuado decantarnos
por la primera opcidén, pero queremos sefialar que el mecanismo de analisis aplicado
para la obtencién de la distribucién predictiva del vector poblacional no observado, de
la media no observada y la estimacion de la media poblacional y su varianza condi-
cionada, es aplicable de manera directa para obtener estos resultados cuando el modelo
de regresion se introduce en el segundo nivel o cuando se introduce en el primer y se-
gundo nivel del modelo.

La divisién de los contenidos de modelizacién de esta tesis en dos capitulos obedece
al nimero de modelos analizados y se basa en la divisién que proporcionan los mo-
delos jerarquicos, asi pues, el capitulo 2 se dedica a los modelos Bayesianos sobre
poblaciones finitas basados en modelos jerarquicos con una jerarquia y el capitulo 3
a los modelos Bayesianos sobre poblaciones finitas en dos o mds jerarquias. Los con-
tenidos del capitulo 2 se organizan en cuatro secciones de las cuales la seccién 2.1 es
la presente introduccién. La seccidén 2.2 analiza los modelos Bayesianos en una etapa,
que se aplican en poblaciones no estructuradas (o monoetdpicas) y contiene el estu-
dio de tres modelos, correspondientes a la situacién de varianza conocida, varianza
desconocida y cociente entre varianzas conocido y varianza desconocida y cociente en-
tre varianzas desconocido, e incluye el anélisis de dos modelos minimos informativos
para la situacién varianza conocida y desconocida. La seccién 2.3 analiza los modelos
Bayesianos en dos etapas con una jerarquia, para poblaciones estructuradas en dos
etapas, que se aplican habitualmente en poblaciones estructuradas en dos etapas como
resultado de un muestreo estratificado, que permite dividir la poblacién en unidades
bastante heterogeneas entre si (y homogéneas en si), sobre las que poseemos un nivel
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de informacién suficiente para poder asignar los pardmetros de las distribuciones ini-
ciales. Los resultados obtenidos se apoyan en la hipdtesis de un muestreo de todas
las unidades (k = K); la divisién de la seccion es similar a la de la seccién 2.2. Para
finalizar el estudio de los modelos de superpoblacién en una jerarquia, en la seccién 2.4
se presentara un ejemplo de aplicacién de los modelos estudiados y en la seccién 2.5
se realizara un comentario breve sobre el capitulo y en especial sobre las motivaciones
que conducen al anilisis de modelos con mas jerarquias.

2.2 Modelos Bayesianos en una etapa

Esta seccién se dedicara al analisis de modelos Bayesianos adecuados para describir
una caracteristica continua de una poblacién no estructurada (monoetépica), en el
sentido descrito en la seccién 1.1. Se estudiardn en concreto cinco modelos que hemos
clasificado en cuatro subsecciones atendiendo a las hipédtesis introducidas para la mo-
delizacion: el modelo Bayes de Regresién Normal (varianzas conocidas), el modelo
Bayes de Regresién Normal-Gamma (varianzas desconocidas y cociente entre varian-
zas conocido), el modelo Bayes de Regresiéon para cociente entre varianzas desconocido
(varianza desconocida y cociente entre varianzas desconocida) y los modelos Bayes de
Regresién minimo informativos (aplicables cuando no disponemos o no queremos in-
troducir informacién sobre los pardmetros iniciales), que analiza los casos de varianza
conocida y desconocida.

Los modelos Bayes en una etapa han sido extensamente estudiados en la bibliografia
de poblaciones finitas, tal y como vimos en la subseccién 1.4.2. En concreto, los mo-
delos Bayes de Regresion Normal y Normal-Gamma, (el primero de ellos estudiado
en Bolfarine y Zacks(92)[10]) y los modelos minimo informativos son generalizacio-
nes de los modelos Bayesianos tradicionalmente aplicados en Poblaciones Finitas por
Ericson(69)(26], Murgui(82)[76],... y proporcionan como casos particulares estimadores
de poblacién fija (estimador media muestral, estimador de Horwitz-Thompson,...) y
estimadores cldsicos (estimador media muestral, estimador de regresién clésico,...). El
objetivo de esta seccion es el de completar y analizar los resultados obtenidos por
otros autores en los casos varianza conocida y varianza desconocida y cociente en-
tre varianzas conocido e introducir un modelo para el caso mas general de cociente
entre varianzas desconocido. La notacién aplicada en esta seccién corresponde a la
introducida para poblaciones estructuradas en una etapa a lo largo del capitulo 1, que
para facilitar su consulta rapida ha sido reunida en la seccién estructura monoetapica
del Apéndice A. Los resultados inferenciales que se obtendrin en esta seccién: dis-
tribuciones predictivas dada la muestra y estimadores Bayes y varianza condicionada
a la muestra se apoyaran en una muestra obtenida mediante un procedimiento de
muestreo dado de tamaiio fijo y no informativo, en el que los indices de los elementos
seleccionados sean distintos entre si.

Las demostraciones de los teoremas se apoyan en algunos resultados previos formulados
y demostrados en forma de lemas en el apéndice B.
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2.2.1 El modelo Bayes de Regresién Normal

Dedicaremos esta subseccidn al analisis del modelo Bayes de Regresién Normal, que se
aplica para describir una caracteristica continua en poblaciones finitas no estructuradas
(monoetépicas) cuando la varianza de la poblacién es conocida. Su definicién, a efectos
de su estudio en esta tesis, es la siguiente:

Definicién 2.1 Dado el vector poblacional Y = (1,Y,...,Yn)}, para el cual aso-
ciada a cada variable Y; tenemos una informacién auziliar representada por un veclor
x; = (z1,...,%ip) conocido llamaremos modelo Bayes de Regresién Normal al definido
por:

Y|B ~ Nn(XB,V),
ﬁ ~ Np(b’B)’ (2.1)

donde X = (x},x}%,...,x%)! es una matriz de rango p, b un p-vector conocido y V
y B son malrices simélricas, definidas positivas conocidas de dimensiones N x N y
D X p respectivamente.

Este modelo tiene como caso particular para p = 1, X = 1y, el modelo Bayes Basico
Normal descrito en la subseccién 1.4.3 y generaliza los modelos Bayesianos tradicional-
mente aplicados.

El siguiente teorema proporciona las distribuciones predictivas del vector poblacional
no observado y la media no observada, asi como el estimador Bayes para la media
poblacional y su varianza condicionada a la muestra.

Teorema 2.1 Consideremos el modelo Bayes de Regresién Normal dado en (2.1),
enlonces se tiene que:

(a) Yul|(s,ys) se distribuye normal (N — n)-variante con media y varianza dadas
respectivamente por:

xuﬁB + V:uV:l(y, - XJBB)'
V.-V ViV, + (2:2)
+H(Xu = Vi, VI X )a(X VX)X - Vi, VXKL,

E(Yul(S»Y-’))
Var(Yul(s,ys))

(b) Yul(s,ys) se distribuye normal con media y varianza dadas por:

1

ETuley) = 57—
1

Var(Yul(s,y:)) = (N——n)-z- {1n_a(Vu - ViV V)inon+ (2:3)

+15V—n(xu - ViuV;'IX,)a(Xiv,'lX,)’l(Xu - V:uV:IXS)th—n} )

14 _,[XuBp + Vi, Vi i(y, — X.Bp)],
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y (c) el estimador Bayes para la media poblacional y su varianza condicionada a la
muestra vienen dados por:

= n 1

Y = _Iv.ga + —ﬁlk—n[xuﬁB + v:uv;l(y-‘ - X'BB)]’
— 1
Var(Yl(s,¥:)) = 33 {Ih-n(Va = Vi Vi Va)lnont (2:4)

+15V—n(xu - V:uV;lx,)a(X:V:IX,)"I(X,‘ - V:uV;lxs)th—n} )

donde V, = Varylﬁ(Y,), V, = Va"Y|,B(Y“)’ Veu = ConIﬁ(Y,,Yu), Y, es la

media muestral, B = (X} V;1X,)"1X!Vly, es el estimador de regresién cldsico y,

[

BB

(X!v;X, + B )" IXi v X, (2.5)
E(BI(s,ys)) = B + (I, - a)b,

Demostracién. La demostracién de este teorema es inmediata a partir de los resul-
tados del teorema 3.5 (capitulo 3), tomando: m =1, Y = ("1,Y,,...,Yn)}, 61 = 83,

~B -
A =X,A2=1,V; =V yVy; =By denotando 6, = 5.
C.5.Q.D.

Una demostracion alternativa de estos resultados puede encontrarse en Bolfarine et
al(87)(8] y Bolfarine y Zacks(91,92)[9,10].

Notemos a partir de las expresiones (2.2), (2.3) y (2.4), que la contribucién de la
muestra a las distribuciones predictivas y a la estimacién de la media poblacional se
articula a través de y,, ¥, (la media muestral), 3 (el estimador cldsico de regresion) y «
(e indirectamente a través de V,, V,, y X;). El factor a, es un factor de encogimiento
(shrinking factor), dado que por definicién, a = (I, — a)B~!X!V;1X,, que mide la
proporcién de varianza respecto a 8 no explicada por la muestra, ya que:

a = [Var(8) — Var(8|(s,y,))]Var~!(B). (2.6)

La expresidn (2.6) se obtiene a partir de la definicién de a, notando que Var(B|(s,y;)) =
(X!V;71X, +B~1)"! (resultado previo en la demostracién anterior).

A partir de esta reflexién sobre a podemos interpretar el comportamiento de las dis-
tribuciones predictivas dadas en el teorema 2.1. En primer lugar notemos que el
estimador Bayes de la pendiente de regresién, Bg, es una “combinacion lineal” del
estimador de regresién clisico y la pendiente a priori de la poblacién de modo que si
a — I, (situacidén que se produce cuando la precisién de la distribucién inicial tiende
a cero), entonces el estimador Bayes de la pendiente de regresién tiende al estimador
de regresion clasico y si @ — 0, (que se produce cuando la varianza de la distribucién
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inicial tiende a cero), entonces el estimador Bayes de la pendiente de regresién tiende
a la pendiente a priori asignada, esto es, a medida que a (la proporcién de varianza
no explicada por la muestra) disminuye, la pendiente a priori asignada va tomando
mayor importancia en la estimacién Bayes de la pendiente de regresién y por lo tanto
en la estimacién de la media poblacional. Esta interpretacidn es compatible con la que
podemos extraer fijdndonos en las varianzas de las distribuciones predictivas, ya que
a medida que a (la proporcién de varianza no explicada por la muestra) disminuye,
las varianzas de las distribuciones predictivas y la varianza del estimador de la media
poblacional condicionada a la muestra disminuyen. (Estas dos observacién sefialan
un comportamiento logico del modelo ya que cuando disminuye a lo que esta suce-
diendo es que estamos introduciendo una mayor informacién al modelo a través de una
distribucién inicial mds precisa).

Del teorema anterior, se recuperan los resultados Bayesianos tradicionales, (ver apar-
tado estimadores Bayes de la media poblacional de la subseccién 1.4.2), tomando la
forma adecuada de V y de X.

2.2.2 El modelo Bayes de Regresién Normal-Gamma

El modelo Bayes de Regresién Normal-Gamma que definiremos a continuacién es una
generalizacion de los modelos normales-gamma tradicionales que se aplican para mo-
delizar una caracteristica continua de un poblacién no estructurada (monoetapica),
cuando la varianza es desconocida y el cociente entre varianzas (en nuestro caso WC~1)
conocido.

Definicién 2.2 Dado el vector poblacional Y = (Y1,Y2,...,YN)!, para el cual aso-
ciada a cada variable Y; lenemos una informacidn auziliar representada por un vector
x; = (Ti1,...,%ip) conocido llamaremos modelo Bayes de Regresién Normal-Gamma
al definido por:

Ylﬂ,02 ~ NN(Xﬂ,O’2W),
Blo® ~ Ny(b,0?C),
o’ ~ Ga Y(ao,bo), (2.7)

donde X = (x},x5%,...,xk)" es una matriz de rango p, b es un p-vector conocido, W
y C son matrices siméticas y definidas posilivas conocidas de dimensiones N x N y
p X p respeclivamente, y ag y bo son escalares posilivos conocidos.

Este modelo, presenta como caso particular para p = 1 y X = 1y, el modelo Bayes
Bésico Normal-Gamma y generaliza los modelos Bayesianos tradicionalmente aplicados
para modelizar este tipo de poblaciones (ver subseccién 1.4.2).

El siguiente teorema proporciona las distribuciones predictivas para el vector pobla-
cional no observado, la media poblacional no observada y el estimador para la media
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poblacional y su varianza condicionada a la muestra. Estos resultados pueden inter-
pretarse de manera andloga a los correspondientes resultados para el modelo Bayes de
Regresién Normal; y proporcionan los correspondientes resultados para los modelos
tradicionales normal-gamma, a los que nos referiamos en el parrafo anterior mediante
la adecuada descripcién de W, C, ag y bo (ver apartado estimadores Bayes de la. media
poblacional de la subseccién 1.4.2).

Teorema 2.2 Consideremos el modelo Bayes de Regresién Normal-Gamma dado en
(2.7), entonces se tiene que:

(a) Yu|(s,ys) se distribuye t, (N — n)-varianie con 2a; grados de libertad y media y
varianza dadas, para a; > 1, respectivamenle por:

E(Yu|(s,ys))
Var(Y.|(s,ys))

XuBp + Wi, W (y, - X,Bg), (2.8)

b _
L (W, - W! W, 'W, +
ay — 1

+(Xu = W, WX )a(XSWIX,) ™ (X - Wi, WIX,)'

(b) Yy|(s,ys) se distribuye t con 2a, grados de libertad y media y varianza dadas, para
a; > 1, por:

1 -~ _ ~
N—n 15V—n[XUﬁB + W:uws l(ys - Xs,BB)] (2‘9)

E()_/ul(saYs))
. 1 b1
Var(Yul(s) Y3)) (N — n)2 al — 1

+13\'—n(x“ - W:UW;IXS)a(XiW:IXJ)—l(XU - W:uW;IXJ)llN—ﬂ} )

{”V—n[wu - W:uw:lwsu]lN—n'f'

y (c) el estimador Bayes para la media poblacional y su error cuadrdtico medio vienen
dados, para a; > 1, por:

S n 1 ~ _ ~
Y = N_a + le—n[XUﬂB + W:uwa 1(y3 - xBﬂB)]’ (210)
Var(7|(s,y,))

1 b
+1h (X = WL W I X ))a(XE W IX,) T (X = WE WX ) I ),

N? a —1 {11 _"[W" - W:uw:lwsullN—n+

donde W, = a‘zVarYIﬁ(Y,), W, = a""’VarYIﬂ(Yu), W,, = a"ZConIﬂ(Y,,Yu),

7, es la media muestral, B = (X!W;1X,) X! W;ly, es el estimador de regresidn
cldsico y,
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a = (XWX, +c ) IXiw;ix,,
ﬂB = E(ﬁl(s)YJ)) = aa + (Ip - C!)b,

a = Z+a C(211)

1
by = bo+ 5 (s — X;b)Y(W, + X,CX} ) Y(y, — X,b).

Demostracién. La demostracién de este teorema es inmediata a partir de los resul-
tados del teorema 3.6 (capitulo 3), tomando: m =1, Y = (Y1, Y2,...,Yn)!, 61 = B,

B -
A =X,A,=1,, W, =Wy W, = Cy denotando 6, = 3p.

C.S.Q.D.

2.2.3 El modelo Bayes de Regresién con cociente entre varian-
zas desconocido

El modelo Bayes de Regresién Normal-Gamma definido y estudiado en la subseccién
anterior, proporciona una solucién con distribuciones predictivas cerradas y estimador
Bayes de la media poblacional y varianza condicionada a la muestra ficilmente calcula-
ble mediante simples operaciones matriciales en la modelizacién de una caracteristica
continua en poblaciones finitas con varianza desconocida. Sin embargo, esta solucién
no es totalmente satisfactoria por las dificultades que entrafia la eleccién de las matrices
W y C de manera adecuada; y en la circunstancia de que las varianzas de la poblacién
y de la inicial han de ser proporcionales a un mismo escalar o2. Estas restricciones

tienen su origen en las limitaciones que supone elaborar un modelo conjugado.

En la actualidad, la implementacién en ordenadores de algoritmos como el Gibbs Sam-
pling (ver C.1), que permiten la obtencién de muestras de las distribuciones finales de
un modelo cuando éste no es conjugado, hacen factible la elaboracién y estudio de mo-
delos no conjugados y de esta manera permiten una mayor libertad en la modelizacién.
El modelo que definiremos a continuacién es un modelo no conjugado que puede re-
sultar adecuado en la modelizacién de una caracteristica continua en poblaciones no
estructuradas (monoetapicas), cuando la varianza es desconocida y el cociente entre
las varianzas asimismo desconocido. Este modelo se inspira en los modelos de Ghosh y
Meeden(86)(42], Pérez y Pericchi(91)[80] y fundamentalmente Datta y Ghosh(91)[22],
que describiamos en la subseccién 1.4.2.

Definicién 2.3 Dado el vector poblacional Y = (Y1,Ys,...,Yn)!, para el cual aso-
ciada a cada variable Y; tenemos una informacién auziliar representada por un vector
Xi = (Z;1,...,%ip) conocido llamaremos modelo Bayes de Regresion con cociente entre
varianzas desconocido al definido por:
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Y|B,0° ~ Nn(XB,0%1Iy),
o2 ~ Ga!(ao,bo), (2.12)
Blos ~ Ny(b,050), |
0} ~ Ga '(ap,bp),

donde X = (xi,x},...,x}4)! es una matriz de rango p, b un p-vecior conocido, C
es una malriz p X p siméirica definida posiliva conocida, I, es la matriz identidad de
dimensidn p, y ao, ag, by y bg escalares positives conocidos.

El siguiente teorema establece las distribuciones predictiva para el vector problacional
no observado y la media no observada condicionadas a A = %,—, la distribucién final de

A|(s,ys) y el estimador Bayes y varianza condicionada a la muestra en funcién de los
operadores EN(Y:)[]y VarAlGY:)[].

Teorema 2.3 Consideremos el modelo Bayes de Regresion con cociente enire varian-
. . . 2 .
zas desconocido dado en (2.12); si definimos por A = ij-, enlonces se tiene que:

(a) Yu|(5,¥s), A se distribuye t, (N — n)-variante con 2a; grados de libertad y media
y varianza dadas, respectivamente, para a; > 1, por:

E(Yul(s,3:),)) = XuBp, (2.13)

b
Var(Yul(s,9:),0) = =7 {Iv-nd +Xu(, - a)CX}})

(b) Yul(s,¥s), A se distribuye t con 2a; grados de libertad y media y varianza, para
a; > 1, dadas por:

1 -~
57— v-nXuBB, (2.14)

1 by
(N=-n)2a; -1

E(Vu](saY.v)y’\)

Var(Yul(s,¥s),A) {(N=n)A+14_ X, —a)CX}1n_n}

(c) Al(s,ys) se distribuye con funcién de densidad dada por:

T(Al(5,¥s)) o [Tn A + X, CX} |~ A~ (a0t )prar, (2.15)

y (d) el estimador Bayes para la media poblacional (para n > 2) y su varianza condi-
cionada por la muesira (para n > 2 y ag > 1) vienen dados por:
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3 LIS
NV TN
Var(Tl(s,v2) = 7 {Lv-nXuVar Y ByIX, 1Nt

1
£ o PIOTI B = )+ Ly KT, - a)CXf,IN_n}} ,

1y _, X ENCY)[Bp], (2.16)

donde ENGY:[] y VarM$Y)[], son respectivamente, los operadores esperanza y va-
rianza respeclo a la distribucidn de A|(s,y,) dada en (2.15), Y, es la media muestral,
B =(X!X,) X!y, es el estimador de regresidn cldsico y,

a = (XX, +cCc )xix,,
Be = EBls,y:),A) = aB+ (I, — a)b,

n

o = 3 +ag+ag (2.17)
by = bg+ 'li\_o + %(ya - X,b)' (InA + X,CX:)—I(y, - X,b).

Demostracién. La demostracién de este teorema se apoya en el teorema 2.1 y los
lemas B.3, B.8 y B.9; para su mejor desarrollo la dividiremos en los siguientes pasos:

1.- A partir de los resultados (a) y (b) del teorema 2.1, tomando V = Aojly y

B = ¢}C, se obtienen las distribuciones de Yu|(s,¥,),0%,A y Yul(s,¥,),0%, A ,que
son:

X
Yul(5,¥:), 03,3 ~ Nyon(XuBB,03(Ivond + Xu(l, - @)CXL)),  (2.18)
oﬁ(al -1)
by

Var(?,,](s, Ys),A)).
(2.19)

— 1 ~A
Yul(s)YS)aa?i,A ~ N(N — nljv-nxuﬁB)

2.- A partir de las distribuciones iniciales de Y|B,0? y de B|o] se obtiene aplicando,
sobre la primera las propiedades de las distribuciones marginales de una normal y
después, sobre el resultado y la segunda, el apartado (a) del lema B.8, la distribucién
de Y;lo3, 2, que es:

Y, |05, A ~ Na(X,b,03[In ) + X, CX})). (2.20)

3.- A partir de las distribuciones iniciales de % y af, se obtiene, aplicando el método
de obtencién de una f.d.p por el método directo (para una transformacién 1 a 1) la
distribucién inicial conjunta de (¢, A), que es:
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1 b
(05, ) [m%]““‘“*“"“)ezp{_g(bp + At (2-21)

4.- A partir de (2.20) y (2.21), aplicando el teorema de Bayes e identificando los
términos se obtienen las distribuciones de o3|A, (s,ys), que viene dada por:

ag|A)(sry:) ~ Ga—l(al;bl) (222)
y de Al(s,y,) dada en (2.15).

5.- A partir de (2.18) y (2.22) aplicando el apartado (a) del lema B.9 se obtiene la
distribucién de Y|(s,y,),A dada en (2.13).

6.- A partir de (2.19) y (2.22) aplicando el apartado (a) del lema B.9 se obtiene la
distribucién de Y ,|(s,y,), A dada en (2.14).

7.- A partir de (2.14) y de (2.15) se obtiene, aplicando la definicién de estimador Bayes,
el lema B.3, y que:

E/\l(s,yr)E(?u |(S, ys), A)’
ENGYIVar(Y,|(s,¥,),) + VarlC YD BV, |(s,3,), 4),

E(Vul(s,3,))
Var(Yul(s,ys))

se obtiene el resultado (d) de este teorema dado en (2.16).

C.S.Q.D.

El resultado anterior proporciona las distribuciones necesarias para obtener las dis-
tribuciones predictivas del vector poblacional no observado y la media no observada,
que son propias por serlo las correspondientes distribuciones condicionadas a A asi
como la distribucién de A|(s,y;), aplicando integracién numérica. Y establece la exis-
tencia del estimador Bayes de la media poblacional y su varianza condicionada a la
muestra, ya que el teorema 2.3 apoyado en el lema B.3 garantiza la existencia de
BNGYS[B], VarMe:Yo[Bly ENCYD (b [(N - n)A+1Yy_, Xu(I, —a)CX, 1n-n};
estos momentos pueden calcularse nuevamente por integracién numérica.

El teorema 2.3 permite, por tanto, la obtencién de todos los resultados de interés para
el modelo propuesto con el tinico inconveniente de la realizacién de algunas integrales
numéricas. Un método alternativo, que evita el estudio una por una de estas integrales
numéricas y es mds ficil de implementar en el ordenador (por ejemplo con el programa
BUGS (Bayesian Inference using Gibbs Sampler)), es el método basado en el procedi-
miento de muestreo Gibbs (ver C1 y C2 para un descripcién del método Gibbs y del
programa BUGS). Las condicionales necesarias para la aplicacién del algoritmo Gibbs
Sampler vienen dadas en el siguiente teorema.
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Figura 2.1: Representacion grafica del modelo Bayes de Regresion con cociente entre varian-
zas desconocido

Teorema 2.4 El modelo Bayes de Regresion con cociente entre varianzas desconocido
dado en (2.12), es un modelo DACP (figura 2.1), con distribuciones condicionales

dadas por:
/(yu |y*,/3. @,cr]) = /(yul3, c2) =
1V«-,,(y,|X,/3,(T21,v-,,), (2.23)
Np(/3\a-p'+ (Ip- a-)b(Ip - <*")C<r2),
(<NMy./3,t62) = =
Ga-“("|f +a,,|[(/3-D)C-%(0- b)+ 6%), (2.25)
PN 2y ,/3,1f]) = Ir(ef2]y,/3) =
Ga-v IT +a»i(y - X*)'(y - x*3)+ 6°)e (226)
donde:
3* = (XtX)“1Xty, (2.27)

2Las siglas DAG significan Directed Acyclic Graphical model y se aplican para referirse a modelos
jerarquicos en los que la dependencia probabilistica entre las variables es directa de modo que la distribucion
conjunta de todoel modeloes producto de las distribuciones conjuntas de cada una de sus jerarquias. Es-
tos modelos fueron estudiados por Whittaker(90)[1181. Las subsecciones C.2.1 y C.2.2proporcionan una
definicion mas completa de estos modelos y de sus propiedades
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2
o = (X'X+C 1) IXIX.
%

Demostracién. De la definicién 2.3 del modelo en estudio se deduce directamente
la representacién grafica de la figura 2.1, que corresponde a un modelo DAG; segin
la definicién introducida en la subseccién C.2.1. Y los resultados de las distribuciones
condicionales se obtienen a partir de la distribucién conjunta de (Y%,Y?, 8", 02, ag)',
que viene dada por:

F((yi,yi, B 6%, 05)) =
N(yulxuﬁ;a'zIN—n) X N(yslxaﬂvazln) X N(ﬂlb,U%C)X
Ga~(a?|ao, bo) x Ga~(o}|ag, bs),

separando los términos correspondientes a cada condicional (que contienen la variable
cuya condicional estamos hallando), de modo que:

— f(Yulys,B,0%,0%) = N(yulXuB,0%In_5), con lo que se obtiene (2.23).

- f(Bly, %, ‘7/23) x N(yu|XuB, 0*In_n)xN(y,|X,B,0°L,)x N(B|b, ‘7;270): de donde
se obtiene, completando cuadrados respecto a 3, la distribucién dada en (2.24).

— n(o3ly,B,0%) x N(B|b,03C) x Ga~'(0}|ag, bp), de donde se obtiene, juntzndo
los términos correspondientes a potencias y funciones exponenciales de crg, la
distribucién dada en (2.25).

- 7"(”2IY:ﬂ»U;25) x N(}'ulxm@)a?IN—n) X N(Y:Ixuﬁuazln) X Ga"l(¢72|ao,bo), de
donde se obtiene, juntando los términos correspondientes a potencias y funciones
exponencial de o2, la distribucién dada en (2.26).

C.5.Q.D.

Notemos que todas las condicionales necesarias para la aplicacién del algoritmo de
muestreo Gibbs son distribuciones estiandar. Esta circunstancia facilita la aplicacion
del algoritmo Gibbs, que en este caso puede ser implementado a través del programa
BUGS (el modelo a implementar es DAG, las distribuciones iniciales del modelo son
independientes entre si y las iniciales y condicionales tienen forma estandar), tal y
como veremos en la seccién 2.4.

2.2.4 Modelos Bayes en una etapa minimo informativos

Para concluir el estudio de los modelos Bayesianos de Regresién en una etapa, inclumos
a continuacién unas versiones minimo informativas del modelo Bayes de Regresién Nor-
mal y el modelo Bayes de Regresién Normal-Gamma. El modelo Bayes de Regresion
Normal minimo informativo y el modelo Bayes de Regresién Normal-Gamma mizimo
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informativos, se aplican para modelizar una caracteristica continua de una poblacién
no estructurada (monoetdpica), cuando no se desea introducir informacién inicial so-
bre B y sobre B y o2, en los casos varianza de la poblacién conocida y desconocida
respectivamente.

Modelo Bayes de Regresién Normal minimo informativo

Definicién 2.4 Llamaremos modelo Bayes de Regresion Normal minimo informativo
a un modelo Bayes de Regresidn Normal en el que la distribucidn que asumimos sobre
B es una minimo informativa de la forma w(8) o 1.

Corolario 2.1 Consideremos el modelo Bayes de Regresion Normal minimo informa-
tivo dado en la definicion 2.4, entonces se liene que las distribuciones prediclivas para
el vector no observado y la media poblacional no observada y el estimador de la media
poblacional y su varianza condicionada a la muesira son los dados en (2.2), (2.3) y
(2.4), tomando a =1T,,.

Demostracién. La demostracidn del corolario es inmediata a partir del corolario 3.3
(capitulo 3), tomando: m=1,Y = (1,Ys,...,.YA)', 6, =8, A1 =X, V; =Vy

denotando 51 = BB-
C.s.Q.D.

Modelo Bayes de Regresién Normal-Gamma minimo informativo

Definicién 2.5 Llamaremos modelo Bayes de Regresion Normal-Gamma minimo in-
formativo a un modelo Bayesiano de regresidn normal-gamma en el que las distribu-
ciones iniciales para B y 02 son sustiluidas por una distribucidén inicial conjunta para
(B, 0?) minimo informativa® de la forma n(B,02) x Z;.

Corolario 2.2 Consideremos el modelo Bayes de Regresidn Normal-Gamma minimo
tnformativo dado en la definicion 2.5, enlonces se tiene que las disiribuciones predicti-
vas para el vector no observado y la media poblacional no observada y el estimador de

la media poblacional y su varianza condicionada a la muestra son las dadas en (2.8),
(2.9) y (2.10) tomando:

a = I,
a = 2P (2.28)
2
1
b = w[Wi+ WX, (XEWX,) TG W .

3

ver nota 7 a pie de pigina de la subseccién 3.4.3

59



Demostracién. La demostracién de este corolario es inmediata a partir de los resul-
tados del corolario 3.4 (capitulo 3), tomando: m=1,Y = (11,Y>,...,Yn)!, 61 =8,

~B ~
A; =X, W; =Wy denotando 8, = Bp.
C.S.Q.D.

Los modelos Bayes minimo informativos tradicionales, comentados en la subseccién
1.4.2 son casos particulares de estos modelos para una eleccién adecuada de V y
X, obteniéndose las distribuciones predictivas del vector poblacional no observado,
la media poblacional no observada y el estimador Bayes para la media poblacional
y su varianza condicionada a la muestra aplicando los corolarios anteriores para esas
definiciones de V y X (ver el apartado estimadores de la media poblacional de la
subseccién 1.4.2). Sefialemos, en este punto, que en los modelos normal-gamma minimo
informativos los resultados obtenidos por algunos autores pueden diferir en el nimero
de grados de libertad de las distribuciones predictivas por una eleccién diferente de la
distribucién minimo informativa.

Por ultimo, recordemos que a partir de los estimadores para la media poblacional y va-
rianza condicionada a la muestra obtenidos para el modelo Bayes de Regresiéon Normal
minimo informativo, se recuperan los estimadores para los correspondientes modelos
de superpoblacién cldsicos con matriz de varianzas-covarianzas conocida, y para el
modelo Bayes de Regresién Normal-Gamma minimo informativo, los estimadores para
el correspondiente modelo clasico con matriz de varianzas-covarianzas desconocida.
También se recuperan a partir de estos dos modelos los estimadores mas habituales de
poblacién fija para una eleccién adecuada de p, V (0 W) y X.

2.3 Modelos Bayesianos en dos etapas con una je-
rarquia

En esta seccién nos dedicaremos a la definicién y estudio de los modelos Bayes en
dos etapas con una jerarquia para poblaciones con estructura bietipica (en las que
los elementos de la poblacién se encuentran divididos en unidades). Estos modelos
se aplican, habitualmente, cuando la poblacién en estudio ha sido estructurada como
resultado de un muestreo estratificado en unidades, cuando estas unidades son hete-
rogéneas entre si o simplemente cuando disponemos de una buena informacién para
la asignacién de las distribuciones iniciales sobre las pendientes de cada unidad que
hacen innecesario invocar una jerarquia mds.

La notacidn aplicada en toda la seccién es la que fue introducida en el capitulo 1
para poblaciones estructuradas en dos etapas, y se encuentra reunida en el apartado
estructura bietdpica del apéndice A. Los resultados inferenciales obtenidos en esta
seccién, distribuciones predictivas del vector poblacional no observado y de la media
no observada dada la muestra y los estimadores de las medias poblacional y media de
cada unidad y sus varianzas condicionadas a la muestra, se apoyaran en una muestra

60



obtenida mediante un muestreo en dos etapas dado de tamaiios fijos y no informativo,
en el que se muestrean todas las unidades, esto es, k = K y los indices de los elementos
muestreados en cada unidad son distintos entre si.

2.3.1 Modelo Bayes de Regresién en dos etapas con una jerar-
quia Normal

En primer lugar definiremos y estudiaremos el modelo Bayes de Regresién en dos etapas
con una jerarquia Normal, este modelo se aplica para inferir sobre una caracteristica
continua en una poblacién bietapica de las caracteristicas sefialadas al principio de la
seccidn, cuando la varianza de la poblacién es conocida.

Definicién 2.6 Dado el vector poblacional Y = (Y},Y},...,YL) conY; = (Yiy, Yio,

o Yin)t i =1,2,..., K para el cual asociada a cada variable Y;j tenemos una in-
formacidn auziliar representada por un vector x;j = (Zij1,...,&ijp) conocido, j =
,2,...,N;,i=1,2,...,K, llamaremos modelo Bayes de Regresién en dos etapas con

una jerarquia Normal al definido por:

Yi|X;,8; ~ N(X:B;,Vi), independientes, i=1,2,...,K,
Bi ~ Ny(B,Bp), iid,i=12,... K, (2.29)

donde X; = (x};,x}y,...,X{y,)!, es una matriz de rangop, i=1,2,...,K, B es un p-
vector conocido y V;, i=1,2,..., K y By son malrices siméiricas definidas posilivas
conocidas de dimensiones N; x N;, i =1,2,...,K y p X p respeclivamente.

Este modelo presenta como caso particular para p = 1, X; = 1y, 1 = 1,2,... K,
el modelo Bayes Basico en dos etapas con una jerarquia Normal y como particulari-
zacidn de éste el modelo estudiado por Murgui(82)[76], referenciado en el apartado
estimadores de la media poblacional de la subseccién 1.4.2.

Los resultados inferenciales asociados a este modelo dada una muestra con las car-
acteristicas senaladas al principio de la seccidén, aparecen reflejados en el siguiente
teorema:

Teorema 2.5 Consideremos el modelo Bayes de Regresidn en dos etapas con una
Jjerarquia Normal dado en (2.29), enlonces se tiene que:

(a) Yu,|(s,ys) son independientes para i = 1,2,..., K, con distribuciones predictivas
normales con media y varianza dadas por:

~B ~B
E(YUil(s1y8)) = Xu,B; +V:u.'vs_;1(y-‘i_x-’iﬂi )x

Var(Yu,l(s,¥:)) = Vu, = Vi ViV, + (2.30)
+(XU-' - V:uiva_.-lxsi)ai(x:;vs—;lxu)-l(x!u - V:u.-vs_.-lxn)t:
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(8) Yu,|(s,ys) se distribuye normal con media y varianza dadas por:

— 1 ~B _ ~B
E(Yuel(s’Ya)) = m 1] i—ni[xuiﬂi + v:uava.-l(y-w - X,,-ﬂ,- )]x

Var(?ﬂil(sa y-!)) UV%T)Z [I;Vi—ﬂi

1, (K = V3o, V1K) 06 (X5, VX ) T (X = Vi, V3 X ) Ivion]

|

(Vu; - Viu.-vs_.-lvaua)lN.‘—m’*' (2-31)

(c) el estimador Bayes para la media de la unidad i y su varianza condicionada a la
muestra vienen dados por:

= n; _ 1 ~B - ~B
Yt' = Eya.- + 'N:lt i—n;[xu-‘ﬂi + V:u.-vs.-l(yu - X-!.-ﬁi )]1
— 1 .
Var(Y,-](s,y,)) = F [ljvi—ﬂi(vui - V:uiv:ilVS“i)lNi—"i+ (232)
i

+1' i—ng(xui - v:u.'vs-ilxﬁ)ai(xz,'v;.lx-’i)—I(XUI‘ - V:u.'v;,'lxli)th.‘—ﬂi] y

(d) Y.|(s,ys) se distribuye normal con media y varianza dadas por:

K
— 1 ~B - ~B
E(Yul(s,y,)) = m Zl.tN.'—n,'[X“iﬁi + Viu.'va.'l(y-’i - x’-’.Bl' )]a
i=1
— 1 K
Var(yul(S,Ya)) = m {Z[lj\’i—n.'(v!“ - V:u.‘va_.'lvdui)lNi‘ni-i- (2'33)
i=1
+11 i—ni(x'li - V:uiv;lxli)ai(xz.‘v;lxsi)_I(X“i - V:uivs—gIXSi)thi—ﬂi]} ’

y (e) el estimador Bayes para la media poblacional y su varianza condicionada a la
muesira vienen dados por:

= n 1 & ~B ~B
Y = 50+ 2 WeenlXuBi + Vi, Vil (ve = X080,
=1
_ 1 [X
Var(Y(s,y:)) = =3 {2[1' mn (Ve = Vi Vil Vau ) on (2:39)
i=1

+1}\/.‘—ﬂ,‘(x“i - v:u.'v:.'lx"i)ai(xi.’vs_ilx’i)—l(xui - V.tsu.'vs_.'lx't’i)thi—ni]} )
donde V,; = Vary g(Y,,), Vu, = Vary|g(Yu,), Viu, = Covy|g(Ysis Yu,), i =

,2,...,K,g, = &'—Qf'& es la media muestral de la poblacidn, G,, y ai =(Xiv;!
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X.,)"1X! V;ly,, son, respectivamente la media muestra y el estimador de regresidn

L]

cldsico para la unidad i parai=1,2,... K, y donde para¢=1,2,...,K:

o

B = EBil(s,y)) = i + (I, — a)B.

(X5, VX, +B; ) IXE VX, . (2.35)

Demostracién. La demostracién de los apartados (a), (d) y (e) son inmediatas a

partir del teorema 3.5 (capitulo 3), tomando: m =1, Y = (Y,,Yo,...,Yk)', Y: =

(}Iithm”-y)/iN.')t, i=12..,K, 0, = (ﬁi)”‘;ﬂ&()‘v A = diagi{(:l{xi}) X; =

(x}l,xfz,...,fo',)‘, 1= 1,2,...,1(, x;j = (:c,-jl,:c,-jz,...,x.-,-p), ] = 1,2,...,Ni, 1=

1,2,...,K, Ay = (Ip,...,I,)'B, Vi = diagk ,{V:} y V2 = diag,{Bs}, denotando
K

por ﬁ? el p-vector de 5? correspondiente a la unidad 7. Los restantes resultados son
inmediatos a partir de la distribucién predictiva anterior y que la marginal de una
normal y la combinacién lineal de normales es normal, y la definicién de estimador
Bayes adaptada a la estimacién de la media de la unidad i con i =1,2,..., K.

C.S.Q.D.

Notemos que la independencia a priori entre las unidades en (2.29) se traduce en
la independencia de las distribuciones predictivas de los vectores poblacionales no
observados y la media no observada de cada unidad, y en la obtencién para cada
unidad de las mismas distribuciones que se obtenian en el modelo Bayes de Regresién
Normal.

Analogamente al modelo Bayes de Regresién Normal, pero ahora referido a cada
unidad, se pueden traducir las observaciones que se realizaban en la seccién anterior.
Asi, notemos a partir de las expresiones (2.30) a (2.34), que la contribucién de la mues-
tra a las distribuciones predictivas del vector poblacional no observado de la unidad ¢
y a la estimacién de la media poblacional no observada de la unidad 4, i = 1,2,..., K,
se articula a través de y,,, ¥,, (la media muestral de la unidad ), B; (el estimador
cldsico de regresién de la unidad i) y o, i = 1,2,..., K, (e indirectamente a través de
Vi, Vou, vy X,,,1=1,2,...,K). Con ez, i =1,2,...,K, un factor de encogimiento
(ai=(1I, - a,-)BEIX:..V;ilX,,., i=1,2,..., K), que mide la proporcién de varianza

respecto a 3; no explicada por la muestra, ya que, parai =1,2,...,K:
a; = [Var(B;) - Var(B;|(s,y,))]Var~1(B;). (2.36)
La expresion (2.36) se obtiene a partir de la definicién de a;, i = 1,2,..., K, notando

que Var(B;l(s,y,)) = (X!, V;1X,, + Bgl)‘1 (resultado previo en la demostracién
anterior).

A partir de esta expresion se tiene que, el estimador Bayes de la pendiente de Regresién
de cada unidad, es una “combinacién lineal” del estimador de regresién clasico y
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la pendiente asignada a priori a la unidad, que refleja en qué medida predomina la
informacién introducida en la distribucién inicial sobre la muestra. Por otra parte,
notemos que la varianza de las distribuciones predictivas de cada unidad y varianza de
los estimadores de cada unidad, disminuye en la medida que el factor a; de la unidad
i disminuye, esto es, en la medida que nuestros conocimientos iniciales acerca de la
pendiente de la unidad aumentan (parai=1,2,..., K).

Este modelo puede generalizarse, para describir situaciones en las que las unidades
son independientes y muy distintas entre si, asumiendo que las variables pendiente
de cada unidad son independientes y normales pero no identicamente distribuidas,
esto es, sustituir en el modelo (2.29), las distribuciones iniciales sobre la pendiente
de cada unidad por: B; ~ Np(b;, B;), independientes para i = 1,2,..., K, con b; un
p-vector conocido, para ¢ = 1,2,..., K, y B; una matriz simétrica y definida positiva
de dimensién p x p conocida, parai = 1,2,..., K. Para este nuevo modelo se obtienen,
aplicando el teorema 3.5 adecuadamente, los resultados (2.30) a (2.34), sustituyendo
Bg por B; y B por by, para i = 1,2,..., K. El inconveniente de esta generalizacion
reside en el nimero de parametros iniciales que han de ser asignados.

2.3.2 Modelo Bayes de Regresion en dos etapas con una jerar-
quia Normal-Gamma

El modelo Bayes de Regresién en dos etapas con una jerarquia Normal-Gamma, que
definiremos a continuacién, se aplica cuando deseamos inferir sobre una caracteristica
continua de una poblacién bietapica de las caracteristicas sefialadas al principio de
la seccién cuando la varianza no es conocida, aunque si el cociente entre la varianza
de la poblacién y de la distribucién inicial asignada por unidad (esto es, W;C;l,
i=12,...,K).

Definicién 2.7 Dado el vector poblacional Y = (Y3},Y%,...,YL) conY; = (Yiy, Yio,
YN, i=1,2,... K para el cual asociada a cada variable Y;; tenemos una in-
formacidn auziliar representada por un vector xX;; = (Zij1,...,Zijp) conocido, j =
1,2,...,N;,i=1,2,...,K, llamaremos modelo Bayes de Regresién en dos elapas con
una jerarquia Normal-Gamma al definido por:

YilX;i,8;,02 ~ N(XiB;,0°W;), independientes, i = 1,2,...,K,
Bilo? ~ N,(B,0%Cp), iid., i=1,2,...,K,
02 ~ Ga~(ag,bo) (2.37)

donde X; = (x{},X},...,Xjy,), es una matriz de rango p, para i = 1,2,..., K, B
es un p-vector conocido, W;, i =1,2,...,K y Cg son matrices simétricas, definidas
positivas conocidas de dimensiones N; x N;, i = 1,2,..., K y p X p respectivamente,
ag y bo escalares positivos conocidos.
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Este modelo presenta como caso particular parap=1,X; = 1y,,i=1,2,..., K, el
modelo Bayes Basico en dos etapas con una jerarquia Normal-Gamma (descrito en la
seccién 1.4.2).

Notemos de la definicién anterior que la distribucién sobre o2 vincula al vector Y y
al pendiente 3;, i = 1,2,..., K. Esta circunstancia se refleja, en la no independencia
(aunque si incorrelacién) de las distribuciones predictivas del vector no observado de
cada unidad, tal y como veremos en el préximo resultado, que recoge los resultados
inferenciales de interés para este modelo dada una muestra. Estos resultados pueden
interpretarse en términos de y,,, ¥,, (la media muestral de la unidad i), 3; (el esti-
mador cldsico de regresién de la unidad i) y a;, i = 1,2,..., K, (e indirectamente a
través de W,,, Wy, y X,;,i=1,2,...,K), de forma totalmente aniloga al modelo
Bayes de Regresion en dos etapas con una jerarquia Normal.

Teorema 2.6 Consideremos el modelo Bayes de Regresion en dos etapas con una
jerarquia Normal-Gamma dado en (2.37), entonces se tiene que:

(a) Yy|(s,ys) se distribuye t (N — n)-variante con 2a; grados de libertad con, para
a; > 0, media:

~B ~B
E(Yu|(s,y,)) =Xu,B; + w:u.-w:.-l(y-'i - X8 ), (2.38)
y matriz de varianzas y covarianzas,

*parai=1,2,...,K,

b

Var(Yul(s,3:)) = ——7 {Wui = Wi, Wi Wou+ (2:39)
L -
+(xui - W:u;Wa-.-lxsi)ai(Xi.'ws-.-lxs.)—l(xu- - W:u.-W;.-lx-’-‘)t} )
¥*parai# j,i,j=12,...,K,
Cov(Yy;, Yu;|(5,¥s)) = ON;—n;xN;—n;- (2.40)

(5) Yu;|(s,ys) se distribuye t con 2a, grados de libertad y media y varianza, para
ay > 0, dadas por:

- 1 ~B _ ~B
E(Y'Iil(s!ys)) = N: — n; lt .‘—n.'[xuiﬁi +W:uiws,‘1(y3i - X'Jiﬁi )]’ (241)
i i
£V 1 bl t 1 -1
Var(YU.‘I(s:y’)) = (N — n.)z a; — 1 [lN.--n.'(Wu.' - Wau;Wa.' w‘“i)lNi—"i+
L] ]
Ly, o, (Kus = Wi WX, Yo (X5, WX, ) ™ (X, — Wi WHIXG) INon ]
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(c) el estimador Bayes para la media de la unidad i, i = 1,2,..., K y su varianza
condicionada a la muestra, para a; > 0, vienen dados por:

= n; _ 1 ~B _ ~B
Y" = N ya. + ﬁ' I}Vg-n.-[xuiﬁi + W:u,'Wa,‘l(y-’i - X-’iﬂi )]’
— 1 b
Var(Vil(s,ys) = 27y [Won Wy = We, Wi W) lhonit (2.42)
fa—1
+1t -—n.(X su.Wa-glXsi)ai(xigw;lxsi)_l(XU.‘ - W:u.'ws_.'lxsi)thi—ﬂi] )

(d) Yyl(s,y,) se distribuye { con 2a; grados de liberlad y media y varianza, para
a; >0, dadas por:

- 1 & ~B ~B
E(Y.|(s,y,)) = —_521‘ [ XuB W Wy, - X8, (243)
i=1
- 1
Var(Yul(s,y,)) = mal {2[1' Nioni (W, = Wi, WIIW, )N n
+1; i—m(X“i_W:u.' .s..-lxh')ai(xi.' lx D7 l(x X )‘lN —n]}

y (e) el estimador Bayes para la media poblacional y su varianza condicionada a la
muestra vienen dados por:

K
= n_ 1 -~ _ ~B
Y = 'ﬁys"f"ﬁz:ljv‘—n‘[xuiﬂt +W.tsu. s.—l(y-h'_xnﬁi )])
i=1
(2.44)
Var(Y - 1. & K1’ W, - W! WIIw,, )1
ar(Y|(s,y:)) = Ma-1 D [von (W, = Wi WIIW, )10+
t=1
+13V.-—n.-(xu. W:u. ;i‘x,,.)a,-(xf,..w,j‘x,_.)'l(xu, W:U‘W:_,IX,..)'INI._,,I.]},

donde W,, = U-zvarYLB(Y.n): Wy, = azvarY|ﬂ(Yui): Wi, = ‘7-2COUY|ﬁ(Y-'n

Yy), ¥, = &215—'11 es la media muestral de la poblacidn, 7, yB; = (Xiwiix, )t
X Wily,, son respectivamente la media muesira y el estimador de regresion cldsico
pare la unidad i parat=1,2,... K, y donde parai=1,2,... K:

o = (XWX, +C5Y)7'X, WX,
~B ~
Bi = EBil(s,y,)) = aif; + (I, — ai)B,
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n

ay 2:

a0 + (2.45)

K
1
bi = bo+ 2 Z(yn - X,iﬁ)'(W“ +x’icﬂx:i)_1(y’i - X,.:8).

i=1

Demostracién. La demostracién de los apartados (a), (d) y (e) son inmediatas

a partir del teorema 3.6 (capitulo 3), tomando: m = 1, Y = (Yi,Y%,..., YY),

Yi = (Yil)},l'Za---;},l'N,')t; i = 1:2)"'al<) 61 = (ﬁiy"-’ﬂ;{)tv Al = dzag;}il{xl})

X.- = (x}l,xfz,...,xfm)', 1= 1,2,...,[(, Xij = (x,-jl,a:,-jg,...,x,-jp), ] = 1,2,...,N,',

i=12,.. K, Ay = (Ip,...,L)'B, Wi = diagl,{W;} y W2 = diagk,{Cs},
RS

y denotando por ﬁ,. el p-vector de 5? correspondiente a la unidad 7. El resul-
tado (b) se comprueba? aplicando el resultado (a) del lema B.9 sobre la distribucién
de Yy,|(s,¥s),0% que se obtiene directamente de (2.31) tomando V; = ¢?>W;, i =
1,2,...,K y Bg = 02Cp y sobre la distribucién (3.79) de la demostracién del teo-
rema 3.6 (adaptada a este modelo a través de los cambios sefialados en el primer
parrafo de esta demostracién), y el resultado (c) se obtiene a partir de (b) aplicando
la definicién de estimador Bayes adaptada a la estimacién de la media de la unidad ¢
coni=1,2,...,K.

C.S.Q.D.

Una generalizacién de este modelo para establecer inferencias sobre una caracteristica
continua cuando las unidades son independientes y muy distintas entre si y la varianza
es desconocida consiste en asumir que las variables pendiente de cada unidad son inde-
pendientes y normales con medias y varianzas distintas, esto es, sustituir en (2.37), las
distribuciones iniciales sobre las pendientes para cada unidad por: B; ~ N,(ci,02C;),
independientes para i = 1,2,..., K, con ¢; un p-vector conocido, parai =1,2,..., K,
y C; una matriz simétrica y definida positiva de dimensién p x p conocida, para
it = 1,2,..., K. Este modelo para el que se obtienen, aplicando el teorema 3.6 ade-
cuadamente, los resultados (2.38) a (2.44), sustituyendo Cg por C; y 3 por c;, para
i = 1,2,..., K; tiene el inconveniente del nimero a parimetros a determinar para
asignar las distribuciones iniciales y que las matrices varianzas-covarianzas de Y y de
(,6:, tz, . ,,B’K)’ han de ser proporcionales a una misma variable aleatoria o2, tal y
como ya sucedia en el modelo Bayes de Regresién en dos etapas con una jerarquia
Normal-Gamma.

2.3.3 Modelo Bayes de Regresion en dos etapas con una jerar-
L4 . . .
quia con cocliente entre varianzas desconocido

El modelo Bayes de Regresién en dos etapas con una jerarquia Normal-Gamma y la
generalizacién del mismo propuesta en la subseccién anterior tienen el inconveniente

4Una manera alternativa de comprobar el resultado consiste en aplicar sobre la distribucién predictiva
del vector no observado dada la muestra que la marginal de una t y la combinacién lineal de t es t
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de que la matriz de varianzas-covarianzas de Y y de (8},85,...,8%)" han de ser
proporcionales a una misma variable aleatoria 0%. Esta dificultad puede evitarse si
estudiamos modelos no conjugados, un ejemplo de estos modelos es el modelo Bayes de
Regresién en dos etapas con una jerarquia con cociente entre varianzas desconocido,
que definiremos a continuacién, que se aplica para inferir sobre una caracteristica
continua en poblaciones bietdpicas con las caracteristicas sefialadas al principio de la
seccién y varianzas y cociente entre varianzas asimismo desconocidos.

Definicién 2.8 Dado el vector poblacional Y = (Yi,Y%, ..., Y%)! con Y; = (Yi1, Yo,
YN i =1,2,... K para el cual asociada a cada variable Yj; tenemos una in-
formacién auziliar representada por un vector X;; = (Zij1,...,%ijp) conocido, j =
1,2,...,N;,i=1,2,...,K, llamaremos modelo Bayesiano de regresion en dos elapas
con una jerarquia con cocienle enire varianzas desconocido al definido por:

Y:|Bi 0 ~ N(XiB;,0%1y,), independientes, i = 1,2,...,K,
02 ~ Ga Y (ag,bo), independientes, i =1,2,..., K,

Biloh ~ No(B,05Cp), iid,i=12,.. . K, (2.46)
dg ~ Ga_l(ap,bp),

donde X; = (x};,%}y,...,X{y,)", €s una matriz de rango p, para i =1,2,..., K, B es
un p-veclor conocido, C una malriz siméirica, definida posiliva conocida de dimension
P XDpyag, bo, ag y bg escalares positivos conocidos.

El analisis Bayes de este modelo dada la muestra, refleja la necesidad de la aplicacién
de técnicas de integracién numérica como la aplicacién de técnicas de Monte Carlo o
basadas en el muestreo Gibbs para la obtencién de las distribuciones predictivas de
interés dada la muestra (en el caso del Gibbs de una muestra simulada de la misma)
y los estimadores Bayes y varianzas dada la muestra.

El siguiente teorema proporciona las distribuciones predictivas condicionadas a (Aq, A,
...,Ak) ¥ a la muestra y la distribucién de Ay,...,Ak|(s,ys), a partir de las cuales
se puede obtener por integracién numérica, las distribuciones predictivas del vector no
observado de la poblacién, media no observada de cada unidad y media no observada,
asi como las hipétesis suficientes para la existencia de los dos primeros momentos de
dichas distribuciones y por lo tanto de los estimadores Bayes de la media de cada
unidad y de la media poblacional, asi como sus varianzas condicionadas a la muestra,
que asimismo pueden calcularse obteniendo los correspondientes momentos respecto a
A1, ..., Ak]|(s,¥,) de los que dependen, por integracién numérica.

Teorema 2.7 Consideremos el modelo Bayes de Regresién en dos etapas con una

jerarquia con cociente enire varianzas desconocido dado en (2.46); si definimos por
2

Ai = -:-5—, parat=1,2,..., K, enlonces se liene que:
-]
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(a) Yul(5,¥s), A1, A2,y .., Ak se distribuye t (N —n)-variante con 2a, grados de libertad
con, para a; > 1, media, parai=1,2,... K:

~B
E(Yu:l(5,7:) My k) = XuBy » (247)

y malriz de varianzas y covarianzas,

*parai=1,2,...,K,

b
Var(Yu,l(s,¥:): 2,0 4k) = o= {Tvindi + Xa(p — 0)CpXL},  (248)
*parai#j,i,j=12,... K,
CO’U(Y\“,Yuj ](3,)':), ’\l yeeey AK) = ON.-—-n,-xN,-—n,-' (249)

(5) Yu,|(5,¥s), Mi se distribuye { con 2a; grados de libertad y media y varianza, para
a; > 1, dadas, parai=1,2,..., K, por:

1 ~B
N — IN-n XuBi (2.50)

1 by ..
(Ni — n'.)2 a—1 {lNg—n;[IN.-—n./\i'f'

Xu.‘(IP - a)CﬁX:L;IIN.'-ﬂ.‘} ’

E(Yuil(says)rAi)

Var(Yu,|(s,¥s), M)

(c) Yul(5,¥s), A1, - - -, Ak se distribuye t con 2a; grados de libertad y media y varianza,
para ay > 1, dadas por:

_ 1 &K ~B
E(Yul(s,ys) INHE) = 5= 2 Wh=nXuBs (2:51)
i=1
Var(Vul(s,y:), {N)K,) = ;i—)xj[(zv--n-),\-+
ull$,¥Ys)1Aifi=1 = (N_n)zal—ll.___l i i)Ad

ljvi—ﬂiX“i(IP - a)CﬂX:‘,-lN.‘—n.'] )
(d) A1, ..., k|(s,ys) se distribuye con funcidn de densidad dada por:
K

K
(A, Ak (5, ¥5)) o T T, A + X, CpXE |75 TT A7 ot Dpes, (2.52)

i=1 i=1
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(e) el estimador Bayes para la media poblacional de la unidad i-ésima, i =1,2,...,K
y su vartanza condicionada a la muesira vienen dados para ¥ > 2, ag > 1 por:

= n; _ 1 (s ~B
Yi = FOn+ 3 enXu B8], (2.53)
— 1 : B
Var(Yil(s,ys)) = NZ {lke—mxuivar&l(s'y')[ﬁi ]X:JilNi‘"-'_"
i

1 :
+al—_1EAl|("y'){b1[(N' —_ ni)Al' +

lki-ﬂiXui(IP - ai)CﬂX:A.-lNi-ﬂi}} )

y (f) el estimador Bayes para la media poblacional y su varianza condicionada a la
muestra vienen dados para & > 2, ag > 1 por:

K

= n_ 1 i Ail(l [} AB

Y = Nv:*-ﬁ;lm_mxuiE $YI[B; ], (2.54)
—_ 1 -~
Var(Y|(s,ys)) = 7\72‘{1' _aXuVartide AYD)BRIXt 1y, +

1 K

Xil(s,Ys.) M) )

+a1—-1§E {ba[(Ni = )i +

+1; i"ﬂixui(IP - ai)cﬁxiilNi—n.‘}} )

donde E'\i'(’ryn)[_], Varr\-'l(-*,Y-)[.]’ E*\h---,AKl(-’nyn)[‘] Y Va,-»\x.---,f\xl(s,Y.)[,] son respec-
tivamente, los operadores esperanza y varianza respecto a la distribucidn de A;|(s,ys),
i =1,2,...,K (marginal de Ay,...,Ag]|(s,y;s) dada en (2.52)) y respecto a la dis-
~ ~B, ~B
tribucidn de Ay, ...,Ak|(s,ys) dada en (2.52), respectivamente, Bg = (B, %, B2 %,---,

~B o Yij . ., =
Bk')', ¥, = S ¢5la media muestral de la poblacidn, 7, yB; = (X8, V;1X,,)™?
Xf,'.V;".ly,,. son, respectivamente la media muesira y el estimador de regresion cldsico
para la unidad i parai=1,2,...,K, y donde, parai=1,2,...,K:

o« = (XX, +XC;)'X!X,,

~B ~
ﬁ,‘ = E(ﬂil(srys)) = aiﬂi + (IP - a‘.)ﬂ’

a; = ag+ Kao+ g, (255)

K K
1 1
b = bﬁ + bo Z /\_ + 5 Z(Yai - xaiﬁ)t(ln.‘/\i + X,,.Cpx_','.)‘l(y,‘. - xaiﬁ),
i=1 7* i=1
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Demostracién. La demostracién de este teorema se apoya en el teorema 2.5 y los
lemas B.8 y B.9; para su mejor desarrollo la dividiremos en los siguientes pasos:

1.- A partir de los resultados (a), (b) y (d) del teorema 2.5, tomando V = diag 1{io}
Iy}yB= O'ﬂCp, se obtienen las distribuciones de Y.,l(s ¥Ys) 05, { N L Y l(s,ys),
oM, i=12,... K, y Yul(s,¥s), o3, {X 1}, ,que son:

*Yu,l(s,ys), ap, {A:}K,, independientes parai = 1,2,..., K, con distribucién normal
dada por:

~B
Yu.-l(s»)’a)»‘f?a) Ai ~ NNi-".'(xu.'ﬂi »Ug [INi—'l."\i + xui(IP - a)CﬂX:a,-])» (2'56)

7—“‘|(s,y,),a§,z\;, independientes parai = 1,2,..., K, con distribucién normal dada
por:

— 1 AB o(a1 — 1)
Yuil(s)y’)!a'z!’\i ~ N(N - 1N:—ﬂ|x ﬁ bl

Var(Yu|(s,¥s), X)),
(2.57)

*Yul(s,¥s), 03, {A:}<,, se distribuye segiin una normal dada por:

a —1
1. uﬂB,—(——)Var(Y (5,3, (A,

(2.58)

Yul(sv:), 05, {0l ~ N

2.- A partir de las distribuciones iniciales de Y{{8;}K,, {07}/, y de B;lo3, i =
1,2,..., K, se obtiene aplicando, sobre la primera las propiedades de las distribuciones
marginales de una normal y después, sobre el resultado y las segundas, el apartado
(a) del lema B 8, la distribucién de Y,|03,{A}X,, que es normal con Y,,|0, {A}K,,
independientes, dadas para ¢ =1,2,..., K por:

,[IUﬂ,{A }s..l ~ Nﬂi(xSiﬁiag[IﬂiAi + x-"CﬂX:.]) (259)

3.- A partir de las distribuciones iniciales de {¢?}K; y O’ﬁ se obtiene, aplicando el
método de obtencién de una f.d.p por el método du'ecto (para una transformacién 1 a
1), la distribucién inicial conjunta de (ap,/\l, A2, ..., AK), que es:

K
1r(a§, Ay Az, Ag) o [a'g]_(K"“'*'“""l)ezp{——(bp + bo Z Xl—)} H z\'._(a"H).
=17 =
(2.60)
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4.- A partir de (2.59) y (2.60), aplicando el teorema de Bayes e identificando los
términos se obtienen las distribuciones de o3|{)\:}/<;,(s,¥,), que viene dada por:

0"2;|{z\,’}§__1,(s,y,)~Ga_1(a1,bl), (2.61)
y de Ay, Agy ..., Ak|(s,Ys) dada en (2.52).

5.- A partir de (2.56) y (2.61) aplicando el apartado (a) del lema B.9 se obtiene la
distribucién de Y|(s,ys), {A:}X, dada en (2.47), (2.48) y (2.49).

6.- A partir de (2.57) - (2.61), y (2.58) - (2.61), aplicando el apartado (a) del lema B.9
se obtienen respectivamente, la distribucién de Yo l(sys), {NME,, i =1,2,.. K,
dada en (2.50) y de Y|(s,¥s), {:}K,, dada en (2.51).

7.- A partir de (2.50) y (2.52), se obtiene, aplicando la definicién de estimador Bayes,
el lema B.4, y que:

ETul(s,3,)) = EMEYIET,|(s,y.), %), _
Var(Yy,l(s,ys)) = EMIGYIVar(Yy,|(s,¥s), M)+ VarXlGYIE(Y ., |(s,y5), M),

el resultado (e), dado en (2.53), de este teorema.

8.- A partir de (2.51) y (2.52), se obtiene de forma totalmente andloga al apartado 7
de esta demostracidn, el resultado (f), dado en (2.54), de este teorema.

C.S.Q.D.

El teorema 2.7 permite la obtencién de los resultados inferenciales de interés pero
requiere del cdlculo de algunas integrales multivariantes que en principio pueden ser
complicadas por la forma de la distribucion de A1, A, ..., Ak|(s,y.), dada en (2.52),
(que no es producto de marginales independientes del tipo obtenido en el teorema 2.3
para el correspondiente modelo de una etapa). Un procedimiento alternativo de analisis
y obtencién de las distribuciones predictivas y estimadores Bayes es la aplicacién de los
procedimientos de muestreo Gibbs (ver seccién C.1 del apéndice C). Las distribuciones
condicionales necesarias para la aplicacién del muestreo Gibbs vienen dadas en el
siguiente teorema:

Teorema 2.8 El modelo Bayes de Regresion en dos elapas con una jerarquia con
cocienle entre varianzas desconocido dado en (2.46), es un modelo DAG (figura 2.2)
con disiribuciones condicionales dadas por:

f((yf,l, )yzk)tlyai{ﬁi}f{:h{aiz f‘;n"g) =
f((y:q)°"ayzx)t|{ﬂi}g(=la{aiz}g{=l) =
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Figura 2.2: Representacion grafica del modelo Bayes de Regresion en dos etapas con una
jerarquia con cociente entre varianzas desconocido

nf=1 AV,-nt(yJ X uA W 1 A-nt), (2.62)

nULiNpiPMh + (IP - «r)/3¢,(Ip- a*)C ), (2.63)
i) =

G'a-1 (er*|a”,6"), (2.64)

KE> e we><K)[\y> {Pi}i€i><r}) = *(*7>m vo % *)Jy> {0i} £i) =

(2.65)
(2.66)
donde:
pi = (XiX,) Xjyi «= 1,2, A (2.67)
2
a. = (XjX;+ CI1-iJ-'XIX, i=1,2,....A,
Ni
a- = — +a0,1i=1,2,..., A"
i(yi-X,i),)'(y, -X,/3i)+ &, ;=1,2 ... A,
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K
% = 5t

1 -
by = §Z(Bi—ﬁ)cp1(ﬁi_ﬁ)+bﬁ'

i=1

Demostracién. De la definicién 2.8 del modelo en estudio se deduce directamente
la representacién grafica de la figura 2.2, que corresponde a un modelo DAG. Los
resultados de las distribuciones condicionales se obtienen a partir de la distribucién

conjunta de de (Y:“,...,YLK,Y:I,...,Yix,ﬁtl,...,ﬂ}(,af,...,a?(,a'f,)’, que viene
dada por:

f((yz.,--wyz,(,}’:l,---,Y:K,ﬂi,---,ﬁtx,"?,---,U?(,Ug)!) =
Hf:l N(Yuglxuiﬁi’az?INi—ﬂi) X th;l N(YS.’IX!.'ﬁi,UizIni) X ka.’:l N(ﬁilt@»agcﬁ)x
[T, Ga=(0?|ao, bo) x Ga~*(3lap, bs),

separando los términos correspondientes a cada condicional (que contienen la variable
cuya condicional estamos hallando), de manera anéiloga a como lo haciamos en el
teorema 2.4.

C.5.Q.D.

Notemos que las distribuciones condicionales necesarias para la simulacién de las dis-
tribuciones finales dada la muestra son distribuciones estandar conocidas y por lo
tanto, para las que existen algoritmos suficientemente probados para su simulacién.
Ademas, el modelo descrito es DAG y cumple las hipétesis de independencia inicial

de todas las variables necesarias, por lo que puede aplicarse, nuevamente el programa
BUGS (ver subseccién C.2.1 del apéndice C).

2.3.4 Modelos Bayes en dos etapas con una jerarquia minimo
informativos

Para concluir el estudio de los modelos Bayes de Regresién en dos etapas con una
Jerarquia, incluimos a continuacién la definicién y resultados inferenciales habituales
dada la muestra de dos modelos minimo informativos: el modelo Bayes de Regresién
en dos etapas con una jerarquia normal minimo informativo y el modelo Bayes de
Regresién en dos etapas con una jerarquia normal-gamma minimo informativo; estos
modelos se aplican para obtener inferencias sobre una caracteristica continua de una
poblacién bietdpica con las caracteristicas comentadas al principio de la seccién cuando
no deseamos introducir informacidn en la asignacién de las distribuciones iniciales sobre
los pardmetros, en las situaciones respectivas de varianza de la poblacién conocida y
desconocida. En estos modelos, la condicién sobre la muestra k£ = K, alcanza una
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mayor significacién que en el resto de la seccién, ya que es condicién para que, con
las minimo informativas que estamos empleando, las distribuciones predictivas sean
propias.

Modelo Bayes de Regresién en dos etapas con una jerarquia Normal minimo
informativo

Definicién 2.9 Llamaremos modelo Bayes de Regresidn en dos etapas con una jerar-
quia Normal minimo informative a un modelo Bayes de Regresién en dos etapas con
una jerarquia Normal en el que la distribucion que asumimos sobre B; es una minimo
informativa para i = 1,2,...,K de la forma n(B;) x 1, i=1,...,K.

Corolario 2.3 Consideremos el modelo Bayes de Regresion en dos etapas con una
jerarquia Normal minimo informativo dado en la definicion 2.9, entonces se liene
que las distribuciones prediclivas para el vector poblacional no observado, la media no
observada para cada unidad y la media poblacional no observada, y los estimadores de la
media poblacional de cada unidad y de la media poblacional y su varianza condicionada
a la muestra son los obtenidos de (2.30) a (2.34), tomando a; =X, i = 1,2,..., K.

Demostracién. La obtencién de las distribuciones predictiva de Y,|(s,y,) , y de

Yul(s,ys), asi como del estimador de la media poblacional y su varianza condi-

cionada a la muestra es inmediata a partir del corolario 3.3 (capitulo 3), tomando:

m = 1; Y = (YlaYZ)"-)YK)t: Yi = (xl:YiZ,"')},iNi)t) i = 1)2)“')[{; 61 =

(B, B%),, A1 = diagk {Xi}, Xi = (xby,xlg, ..., xiN), i = 1,2, K, xi5 =

(x,-jl,x,-jz,...,x,-jp), ] = 1,2,...,N,‘, i = 1,2,...,1{, A2 = (Ip,...,Ip)tﬁ, Vl =
.

K

diagX,{V;}, y denotando por ﬁ? el p-vector de ?)? correspondiente a la unidad .
Los restantes resultados son inmediatos a partir de la distribucién predictiva del vector
poblacional no observado dada la muestra aplicando que la marginal de una normal y la
combinacién lineal de normales es normal y la definicién de estimador Bayes adaptada
a la estimacién de la media de la unidad i coni=1,2,...,K.

C.S.Q.D.

Modelo Bayes de Regresién en dos etapas con una jerarquia Normal-Gamma
minimo informativo

Definicién 2.10 Llamaremos modelo Bayes de Regresidn en dos elapas con una je-
rarquia Normal-Gamma minimo informativo a un modelo Bayes de Regresién en dos
etapas con una jerarquia Normal-Gamma en el que la distribucidn que asumimos sobre
(lﬁl,ﬂz,. .sBKk,0?) es una minimo informativa® de la forma 7(B,,8,,...,Bk,0%) x
ag?°

Sver nota 7 a pie de pagina de la subseccién 3.4.3
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Corolario 2.4 Consideremos el modelo Bayesiano de regresién en dos elapas con
una jerarquia normal-gamma minimo informativo dado en la definicidn 2.10, entonces
se liene que las distribuciones predictivas para el vector poblacional no observado,
la media no observada para cada unidad y la media poblacional no observada, y los
estimadores de la media poblacional de cada unidad y de la media poblacional y su
varianza condicionada a la muestra son los obtenidos de (2.38) a (2.44), tomando:

o = I,i=12,...,K,

- K
o = "-fP (2.68)
2
1 K
b= 5 D YLIWE WK (XWX ) T Wy,
i=1

Demostracién. La obtencién de las distribuciones predictiva de Y |(s,y,) , y de
Y.|(s,¥,), asi como del estimador de la media poblacional y su varianza condi-
cionada a la muestra es inmediata a partir del corolario 3.4 (capitulo 3), tomando:
m=17Y = (Y}, Y, ...,YL), Y = (Yi,Yee, ..., Yin,)h i = 1,2,.. K, 6, =
(B1,-.-.Bk)t, Ay = diagl {Xi}, Xi = (xi),xby,...oxin, ) i = 1,2, K, x5 =
K veces '
(zij1, Zijo, - Zijp), § = 1,2,...,Ny, i = 1,2,.. ., K, Ay =(Ip,...,I,) By W,
diagi,{W;}, y denotando por [‘333 el p-vector de 51 correspondiente a la unidad
i. La distribucién predictiva de Y,|(s,¥,), i = 1,2,..., K, se obtiene® aplicando el
resultado (a) del lema B.9 sobre la distribucién de Y, |(s,¥;), % que se obtiene direc-
tamente de (2.31) tomando a; = I,,i=1,2,..., Ky V; = 0?W;,i=1,2,...,K y
sobre la distribucién (3.84) de la demostracién del corolario 3.4, y el estimador Bayes
de la media poblacional de cada unidad y su varianza condicionada a la muestra se ob-
tienen a partir de la distribucién predictiva de la media no observada de cada unidad,
aplicando la definicién de estimador Bayes adaptada a la estimacién de la media de
cada unidad.

l

C.S.Q.D.

A partir de los resultados inferenciales para el modelo Bayes de Regresién en dos etapas
con una jerarquia normal minimo informativo se recuperan los estimadores Bayes para
el correspondiente modelo clasico con matriz de varianzas-covarianzas conocido; y para
el modelo Bayes de Regresién en dos etapas con una jerarquia normal-gamma, los
estimadores para el correpondiente modelo clasico con matriz de varianzas-covarianzas

desconocidas (ver apartado estimadores Bayes de la media poblacional de la subseccién
1.4.2).

6Una manera alternativa de comprobar el resultado consiste en aplicar sobre la distribucién predictiva
del vector no observado que la marginal de una t y la combinacién lineal de t es t
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2.4 Ejemplos para modelos Bayesianos en una je-
rarquia

Esta seccidn se dedicard a complementar los estudios sobre modelos, realizados en las
dos secciones anteriores mediante su aplicacién en la modelizacién de una poblacién.
Para ello, apoyandonos en los datos de Mosteller y Tukey(77)[75][pag 549-551], sobre
la fertilidad en Suiza por los afios 1888, hemos considerado la siguiente poblacién, que
llamaremos poblacién 1, y describiremos a continuacidn.

Poblacién 1

La poblacién 1, la asumiremos constituida por los datos sobre fertilidad de todas las
“provincias” de Suiza por los afios 1888; para analizar esta caracteristica se dispone
de los datos de 5 indicadores socioeconémicos: 1) porcentaje de la poblacién de la
provincia que trabaja en el sector agrario, 2) porcentaje de la provincia con nivel de
educacién superior a los estudios primarios, 3) porcentaje de la poblacién de la provin-
cia que es catélica, 4) porcentaje de nacidos que viven menos de un afio (mortalidad
infantil) y 5) porcentaje de jovenes de la provincia en edad de servicio militar que
reciben la maxima calificacion en el examen militar. Para el estudio de esta poblacién
disponemos de los datos de fertilidad y de los 5 indicadores socioeconémicos de 47
provincias de lengua francesa (n = 47).

Para adaptar esta poblacién a nuestro estudio, a partir de estos datos hemos consi-
derado las siguientes dos poblaciones: poblacién 1A y poblacién 1B. Estas dos pobla-
ciones consisten en la poblacién 1 eliminando la variable explicativa 5) sobre los re-
sultados de los jévenes de cada provincia en el examen militar, diferencidndose entre
si, en la no divisién y divisién, respectivamente, de la poblacién en estratos segin los
resultados de los jévenes en el examen militar (la variable socioeconémica excluida en
ambas poblaciones). A los datos facilitados por el banco de estas dos poblaciones les
hemos afiadidos los restantes datos necesarios para nuestro analisis, concretamente:

— Lapoblacién 1A, esta constituida por N = 250 provincias, de las que se muestrean
n = 47, el vector de medias de las caracteristicas socioeconémicas de las provincias
no muestreadas viene dado por X, = (22,27,24,19).

— La poblacién 1B, se obtiene a partir de la divisién de la poblacién 1 en 3 estratos,
segun el indicador socioeconémico sobre los resultados de las quintas de cada
provincia en el examen militar. Los estratos quedan constityidos de la siguiente
manera: Estrato 1) provincias con porcentajes entre 0 % y 30 % (nivel bajo),
Estrato 2) provincias con porcentajes entre 30 % y 70 % (nivel medio) y Estrato
3) provincias con porcentajes entre 70 % y 100 % (nivel alto). Otros datos
adicionales son:

+ Estrato 1: Ny = 176, n; = 33, X, = (9.73,11.63,11.15,7.77).
s Estrato 2: Ny = 37, ny = 7, X,,, = (44.73,40.63,29.13,43.77).
* Estrato 3: N3 =37, n3 =17, X, = (57.73,86.63,80.13,47.77).
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Figura 2.3: Relacion entre la variable fertilidad y los indicadores socio-econdémicos para la
Poblacion 1A

(Notese que se han muestreado todos los estratos, £ — /1)

Para un mejor estudio previo de las dos poblaciones hemos construido a partir de los
datos muéstrales, las graficas de las figuras 2.3 y 2.4, que representan para la poblacion
considerada en su globalidad (poblacion 1A) y la poblacidén estructurada en estratos
(poblacion IB), respectivamente los valores de la caracteristica en estudio, fertilidad
(en el eje de abcisas), en relacion a los valores de las cuatro variables socioecondmicas
del estudio. Notemos, a partir de la figura 2.3, la existencia para cada una de las varia-
bles socioeconomicas de un nimero considerable de observaciones que se separan de la
nube de puntos mayoritaria (esto es, desviaciones en la hipotesis de una relacién lineal
entre la variable respuesta y las explicativas), que disminuira la precision de nuestras
inferencias respecto a la media poblacional en la poblaciéon 1A, al alterar los compo-
nentes de la pendiente de regresion estimada. Estas desviaciones en la hipodtesis de
linealidad se reducen algo al realizar la estratificacion de la poblacidon antes propuesta
(poblacion IB) sobre todo en el estrato 1, aunque siguen detectindose desviaciones
considerables en los estratos 2 y 3 en relacién a la covariable agricultura, tal y como
muestra la figura 2.4.

A continuacién, describiremos los modelos aplicados para realizar inferencias sobre la
poblacién 1A (modelos en una etapa) y la poblacion IB, cuando no establecemos una
relacion entre los estratos por medio de una jerarquia mas en el modelo (modelos en
dos etapas con una jerarquia). En la seccion 3.3 del proximo capitulo se analizara
la poblacion IB cuando si se establece una relacion de intercambiabilidad entre los
estratos (modelos en dos etapas con dos jerarquias).
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Figura 2.4: Relacion entre la variable fertilidad y los indicadores socio-econémicos para cada
estrato de la Poblacion IB
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2.4.1 Poblacién 1A: modelos Bayesianos en una etapa

Para realizar inferencias sobre la media poblacional de la poblacién 1A, emplearemos
los modelos Bayesianos en una etapa descritos en la seccién 2.2.

Como paso preliminar, para adecuar la caracteristica en estudio a la hipétesis de
normalidad, hemos realizado la transformacién de todos los porcentajes p (tanto del
vector de caracteristicas, como de los datos de las variables auxiliares socioeconémicas),
segin la siguiente férmula: 105(1_0h)' Para el estudio de esta poblacién transformada,
se aplicaron 5 modelos:

1. El modelo Bayes de Regresiéon Normal, con pardmetros V = 0.45I559, B = 41, y
b= (-1,2,-2,3)%.

2. El modelo Bayes de Regresion Normal-Gamma, con pardmetros W = Iy59, C =
L, b=(-1,2,-2,3)" ap =3 y by = 8 (E(c?) = 4, Var(c?) = 16).

3. El modelo Bayes de Regresién con cociente entre varianzas desconocido, con

pardmetros: W = Ips0, C = L4, b= (-1,2,-2,3), ap =3 y by = 2 (E(c?) =1,
Var(o?) = 1), ap =3y bs =8 (E(0}) = 4, Var(o}) = 16).
Para implementar este modelo se recurrié al programa BUGS. El anilisis con el
programa BUGS const6 de tres fases: la traduccion en BUGS del modelo (figura
2.5), el estudio de la convergencia del muestreo Gibbs y una vez asumida la
estabilidad, la simulacién de 1000 observaciones para cada una de las variables del
problema (simulaciones de las distribuciones predictivas y finales). En el proceso
de simulacién por Gibbs se realizaron 1000 primeras simulaciones para obtener
un buen punto de arranque para el algoritmo de Gibbs, y a partir de dicho punto
de arranque se realizaron 5000 simulaciones tras las que se considerd alcanzada
la estabilidad. Esta estabilidad se valoré a través del estadistico aproximado de
Geweke(92)[39] (obtenido por el comando diag del BUGS) de las variables Y, £,
oy a;‘;, que tomaba valores inferiores en médulo a 1.96. A partir de la simulacién
del 1000 observaciones mas, una vez asumida la estabilidad, se obtuvieron (con
el comando stats del BUGS), las aproximaciones a la media y varianza de las
distribuciones predictivas y finales (que sabemos que existen por el teorema 2.3),
y una representacion grafica de las densidades de estas distribuciones predictivas
y finales (con el programa de Splus, drawdat, incluido en el BUGS). (Para mds
detalles, sobre como se ha fundamentado el anélisis a través del programa BUGS,
ver la seccién C.3 del apéndice C.)

4. El modelo Bayes de Regresion Normal minimo informativo, con pardmetro V =
0.451250.

5. El modelo Bayes de Regresién Normal-Gamma minimo informativo, con parametro
W = Inso.

A partir de los datos de la muestra (los datos correspondientes a las 47 provincias de
lengua francesa) y los modelos anteriores se obtuvieron, aplicando los teoremas 2.1,
2.2, para los modelos normal y normal-gamma, el programa BUGS (apoyado en los
teoremas 2.3 y 2.4), para el modelo con cociente entre varianzas desconocido, y los
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Figura 2.5: Traduccion en BUGS del modelo Bayes de Regresion con cociente entre varianzas
desconocido
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MUUfL.O MODM.O MODII.O MODF.I.O MODFIL.O

NORMAL NORM-GAMMA OX'Il NTK VAR. NORMAL NORM-GAMMA
Di. $( O.NIXIDO  MIN INFOR MIN. INFOR.
v 0.56% 0 5687 -0 3347 056% 0.56%
(03.87) (03 85) (41.71) (63.87) (63 87)
0005 1 0.0103 00068 00051 0.0227

Var(Y IvylJ )

Lis L-stim*:ioncs de la media poblaciimal en pfocmtajes figuran en la labia onuo paréntesis

Tabla 2.1: Estimadores Bayes de la media poblacional y su varianza para los modelos Ba-
yesianos en una etapa

\IOD NORMAI
VM(>.y] -+ Ni0.4844.0 0077)

MOD NORM-GAMMA
vw'>>'sl ' «53.0.4832.0 0237)

Mol) NORMAL MIS INF
Vu(s.yJ - N(0.4844.0 (X)"i

MOD NORM-GAMMA MIN INF
“VUyj ' t(43.0 4844.0 0329)

Tabla 2.2: Distribuciones predictivas de la media poblacional no observada para los modelos
Bayesianos en una etapa conjugados

corolarios 2.1 y 2.2, para los modelos minimo informativos: los estimadores Bayes de
la media poblacional y su varianza condicionada a la muestra, para los cinco modelos
(tabla 2.1), las distribuciones predictivas de la media poblacional no observada dada
la muestra, para los modelos conjugados (tabla 2.2), y las aproximaciones (a través de
1000 simulaciones de las mismas) de las densidades de las distribuciones predictivas y
finales dada la muestra (figura 2.6) de Yu (Y.mdu) y A(lambda), para el modelo Bayes
de Regresion con cociente entre varianzas desconocido. También se obtuvieron para
completar el andlisis los estimadores Bayes (las medias de las distribuciones finales)
para (3, y en su caso, a2, aj y A (tabla 2.3), para los cinco modelos.

A partir de estos resultados, podemos sefialar lo siguiente:

1.- En relacién a la estimacion de la media poblacional debemos destacar las coinci-
dencias en valor estimado de los cuatro modelos conjugados (normal, normal-gamma,
normal minimo informativo y normal-gamma minimo informativo), que sitian la fer-
tilidad alrededor del 63.8 %, en oposicidon al valor estimado por el modelo con cociente
entre varianzas desconocido que la sitia cerca del 41.7 %. Estas diferencias entre los
valores estimados para los modelos conjugados y no conjugado se deben a que éste
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Output for MB1CD analysis

kernel density for Y.mdu (1000 valies) trace of Y.mdu (1000 valies)

mean » -0.6294

s.d - 0.3186
Q© 5% - -1.142
d 95% - -0.1099
Ad
d
o
(6]
-2.0 -1.0 0.0 0.5 6000 6200 6400 6600 6800 7000
Y.mdu iteration
kernel density for lambda (1000 valies) trace of lambda (1000 valies)
g) mean = 1.02
s.d - 0.5255
5% - 0.3381
95% - 1.957
d
Q
d
0 1 2 3 4 5 6 6C00 6200 6400 6600 6800 7000
lambda iteration

Figura 2.6: Aproximaciones a las densidades predictivas y finales para el modelo Bayes de
Regresion con cociente entre varianzas desconocido

MODELO MODELO MODELO MODELO MODELO
NORMAL NORM-GAMMA COCIENTE MAR NORMAL NORM-GAMMA
DESCONOCIDO  MIN. INFOR MIN. INFOR.

Q -0.2189 -0.2470 0 1541 -0.2151 -0.2151

B- 0.3665 04581 0.4930 0.3541 0.3541

A ... -0.2563 -0 3677 -0.5058 -0 2413 -0.2413

P4 -0 1906 -0.1395 0 2552 -0.1973 -0.1973

0: 14416 2.0070

cL: 3.772

/. 1019

Tabla 2.3: Otras inferencias para los modelos Bayesianos en una etapa
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tiltimo estd detectando esos datos de la muestra alejados de la nube de puntos ma-
yoritaria que ya sefialdbamos en la subseccion anterior cuando analizébamos la figura
2.3, esto es, desviaciones en la hipdtesis de linealidad entre la variable respuesta y las
explicativas. Esta observacion, se corrobora a partir de los resultados sobre la esti-
macién de la pendiente de regresiéon que proporciona la tabla 2.3; notemos los cambios
de signo entre los estimadores de 3, y f4, para los modelos conjugados y no conjugado,
que corresponden a los multiplicadores de la variable auxiliar agricultura y mortalidad
infantil, que son las variables, que segin la figura 2.3 presentan una mayor dispersién
de las nubes de puntos.

2.- Respecto a la precision de las estimaciones realizadas, notemos que los valores
de las varianzas de la media poblacional condicionada a la muestra para los modelos
conjugados, toman valores entre 0.0051 y 0.0227, siguiendo el orden de mayor a menor
conocimiento sobre el modelo dentro de los conjugados (varianza conocida, varianza
conocida minimo informativo , varianza desconocida y varianza desconocida minimo
informativo), y en iiltimo lugar (con el valor mas alto) el modelo con cociente entre
varianzas desconocido.

3.- De los dos puntos anteriores se deriva la utilidad del modelo Bayes de Regresién con
cociente entre varianzas desconocido, introducido en este capitulo de la tesis, ya que
permite mediante su comparacion con los modelos conjugados habituales, la deteccién
de las desviaciones de la hipdtesis de linealidad y consecuentemente, nos conduce a
estudiar la posibilidad de una estructuracién de la poblacion que nos permita describir
las distintas singularidades de la misma. Ademds, proporciona una valoracién de la
precision de la estimacién realizada mas conservadora, y en este caso mas creible,
atendiendo a las diferencias comentadas entre el modelo y los datos de la muestra.

4.- El modelo Bayes de Regresidn con cociente entre varianzas desconocido, presenta
el inconveniente de dar lugar a distribuciones predictivas no estindar para la media
poblacional no observada y vector poblacional no observado. La figura 2.6, presenta
las aproximaciones de kernel a las densidades de la distribucién predictiva de la media
poblacional no observada y para la distribucién final de A dada la muestra (definida en
(2.52)), correspondente a la muestra analizada de la poblacién 1A. Si comparamos la
densidad de la funcién predictiva para la media poblacional no observada, representada
en la figura 2.6, con las correspondientes distribuciones predictivas para los cuatro
modelos conjugados (tabla 2.2), podemos destacar lo siguiente:

— La forma acampanada de la densidad de la distribucién predictiva para el modelo
con cociente entre varianzas desconocido aunque ligeramente asimétrica; para los
modelos conjugados todas las densidades de las distribuciones predictivas tienen
forma acampanada y simétrica.

— Si comparamos el apuntamiento de la densidad de la distribucién predictiva para
el modelo con cociente entre varianzas desconocido con el correspondiente a una
normal equivalente (en media y varianza), notamos que éste es inferior al de la
normal (en el caso de la poblacién estudiada y la muestra empleada).
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— Si comparamos las 5 distribuciones predictivas podemos establecer el siguiente
orden de mayor a menor apuntamiento de las correspondientes funciones de densi-
dad (o de intervalos de confianza al 90 % menores a mayores): modelo normal, mo-
delo normal minimo informativo, modelo normal-gamma, modelo normal-gamma
minimo informativo y modelo con cociente entre varianzas desconocido.

(La figura 2.6 muestra a la derecha un gréfico que representa los valores de las simula-
ciones de las variables Yy y A, en el que se aprecia la estabilidad (asumida) tras 5000
iteraciones Gibbs.)

2.4.2 Poblacién 1B: modelos Bayesianos en dos etapas con una
jerarquia

En esta subseccién emplearemos los modelos descritos en 2.3 para realizar inferencias
sobre la media poblacional y medias poblacionales de cada estrato de la poblacién
1B. Los modelos concretamente aplicados previa transformacién de los porcentajes p,
de acuerdo con la férmula: 108(1—057,;), para adecuar nuestros datos a la hipStesis de
normalidad, han sido los siguientes:

1. El modelo Bayes de Regresién en dos etapas con una jerarquia Normal, con
pardmetros V; = oIy, i = 1,2,3, 02 = 0.36, 02 = 0.5, 02 = 043, B=4L, y
B =(-1,2,-23).

2. El modelo Bayes de Regresion en dos etapas con una jerarquia Normal-Gamma,
con pardmetros W; = In,, i = 1,2,3, Cs = 14, B = (-1,2,-2,3)%, a0 = 3 y
bo = 8 (E(0?) = 4, Var(c?) = 16).

3. El modelo Bayes de Regresion en dos etapas con una jerarquia con cociente entre
varianzas desconocido, con parametros W; = Iy;, i = 1,2,3, Cg = 14, B =
(-1,2,-2,3), a0 = 3, g = 2 (E(¢?) = 1, Var(c?) = 1),ap = 3 y bg = 8
(E(c}) = 4, Var(c}) = 16).

Para obtener inferencias de la poblacién a través de este modelo se aplicé el pro-
grama BUGS, en un proceso de tres fases: la traduccién del modelo al BUGS
(figura 2.7), la fase de simulacién y una vez hemos supuesto alcanzada la esta-
bilidad de la cadena, la obtencién de la media y varianza de las distribuciones
predictivas de las medias de cada estrato y de la poblacién y finales de las pen-
dientes de regresién y demas variables de interés (cuya existencia queda asegu-
rada por el teorema 2.7) y de la aproximacién de kernel a las densidades de las
distribuciones predictivas de la media poblacional no observada y medias no ob-
servadas de cada estrato asi como la de las distribuciones finales marginales de
Ai, 1=1,2,3. Lafase de simulacién constd de la simulacién de 1000 primeras ob-
servaciones que no se emplearon en el analisis para obtener un punto de arranque
para la simulacién bueno, la simulacién a partir de dicho punto de arranque de
5000 observaciones tras las cuales se considerd alcanzada la estabilidad, una vez
estudiado el estadistico aproximado de Geweke(92)[39] de las variables Y, B3,
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03 y 05 (que se obtuvo con el comando diag del BUGS y alcanzé valores inferiores
en mddulo a 1.96), y por iltimo la simulacién de 1000 observaciones mds, que
consideradas simulaciones de las distribuciones predictivas y finales del modelo
fueron empleadas para la estimacién de la media y varianza de las distribuciones
predictivas y finales (mediante el comando stats del BUGS) y la obtencién de
la aproximacién de kernel a las densidades de las mismas (mediante el programa
de Splus, drawdat, incluido en el BUGS). (Para mis detalles, sobre cémo se
ha fundamentado el analisis a través del programa BUGS, ver la seccién C.3 del
apéndice C.)

4. El modelo Bayes de Regresién en dos etapas con una jerarquia Normal minimo
informativo, con pardmetro V; = ¢?In,, i = 1,2,3 con 0? = 0.36, 02 = 0.5 y
03 =043.

5. El modelo Bayes de Regresion en dos etapas con una jerarquia Normal-Gamma
minimo informativo, con pardmetro W; =Iy,, i =1,2,3.

A partir de los datos de la muestra de la poblacién 1B (en la que los elementos
muestreados ya aparecen convenientemente separados por estratos) y los cinco modelos
anteriores, se obtuvieron, aplicando los teoremas 2.5, 2.6, los teoremas 2.7 y 2.8 (que
justifican la aplicacién del programa BUGS) y los corolarios 2.3 y 2.4, los estimadores
Bayes de la media de cada estrato y de la poblacién y la varianza condicionada a la
muestra de dichas medias (tabla 2.4), las distribuciones predictivas de la media no
observada de cada estrato y de la media no observada poblacional para los modelos
conjugados (tabla 2.5), y las aproximaciones (a través de 1000 simulaciones de las
mismas) de las densidades de las distribuciones predictivas y finales dada la muestra
de Yy, (Y.mdufi)), i = 1,2,3, Yy (Y.medu) y X; (lambdali]), i = 1,2,3, para el
modelo Bayes de Regresion en dos etapas con una jerarquia con cociente entre varianzas
desconocido (figuras 2.8 y 2.9). También se obtuvieron los estimadores Bayes para 3;,
i=1,2,3, y en su caso, 0%, 63 y \;, i = 1,2,3, para los cinco modelos (tabla 2.6).

A partir de estos resultados, podemos destacar lo siguiente:
1.- Respecto a la estimacién de la media de cada estrato y de la poblacién, sefialemos:

— La semejanza de los estimadores de la media del estrato 1 (alrededor del 69.5 %)
para los cinco modelos. '

— Los estimadores de la media de los estratos 2 y 3 para los modelos normal y
minimo informativos son bastante similares (alrededor del 73 % y 76 %, respec-
tivamente) y algo distintos para el modelo normal-gamma y sobre todo para el
modelo con cociente entre varianzas desconocido, que llega a diferir en 10 tantos
porcentuales respecto al modelo normal.

Nuevamente, tal y como sucedia en los modelos de una etapa, las razones de estas
diferencias se encuentran en la naturaleza algo dispersa de las nubes de puntos
(que suponen desviaciones en la hipétesis de linealidad) de la variable en estudio
en relacién con las variables socioeconémicas, en los estratos 2 y 3, sobre todo en
relacién con las variables agricultura y mortalidad infantil (ver figura 2.4), que
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Figura 2.7:

Traduccion en BUGS del modelo Bayes de Regresion en dos etapas con

jerarquia con cociente entre varianzas desconocido
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Output for MB21GD analysis

kernel density for Y.medu (1000 valies) trace of Y.medu (1000 valties)

by
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jt*ration

kernel density for Y.mdu[1] (10C0 valies) trace of Y.mdu[1] (1000 valdes)

0.6 08 1.0 1.2 1
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Y.mdu(1J

{(srabon

kernel density for Y.mdu[2] (1000 values) trace cf Y.rr.du[2] (1000 valies)

. 0%
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Y.mdu(2I

kernel density for Y.mdu(3] (1000 valies) trace of Y.mdu[3] (1000 valies)

S 475

Y.mdu[3]

Figura 2.8: Aproximaciones a las densidades predictivas para el modelo Bayes de Regresion
en dos etapas con una jerarquia con cociente entre varianzas desconocido



Output for MB21CD (2) analysis

kernel density for lambda[1] (1000 valies) trace of lambda[l] (1000 valies)
m*an - 0.1225
s.d - 0.06477
w 5% 0.04431 8>
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o
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Figura 2.9: Aproximaciones a las densidades finales para el modelo Bayes de Regresion en
dos etapas con una jerarquia con cociente entre varianzas desconocido
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MODELO MODELO MODI LO MODELO MODELO

NORMAL NOKM-GAMMA COCIENTE. VAR. NORMAL NORM-GAMMA
DESCONOCIDO  MIN INFORM.  MIN INFORM
08254 08019 0.8253 0 8278 0.8278
F v, (69 54) (69 04) (69.55) (69.59) (69.59)
0.0104 0.0373 00118 0.0104 0.0907
VarfY, (s.yj )
, 10292 1.1245 0.6002 1.0028 1.0028
F % (73.68) (75.48) (64.57) (73.16) (73.16)
i 0.0500 0 1126 ) 2
Var(Y. Xsl ) 3.1046 0.0515 03238
1.1433 1.0125 0.6391 1.1818 1.1813
E Y? (75.92) (73.35) (65.45) (76.53) (76 53)
Var(Y. 15.v5) ) 0.0381 0.0899 17.4640 0 0412 0.3015
v 0.9033 0.8808 0.7648 0.9061 0.9061
(71 16) (70 70) (68 24) (71.22) (71.22)
0.0071 0.0229 0 4796 0 0072 00586

Var(Y (s.yj !
I-i$ cstimacioacs Je ja media poblacional de cada estrato \ de loda la poblacion en procenlaie< figuran en la Libia entre paremesis

Tabla 2.4: Estimadores Bayes de la media de cada estrato y poblacional y sus varianzas
para los modelos Bavesianos en dos etapas con una jerarquia

conducen a estimaciones algo distintas de las pendientes de regresion asociadas
a las mismas (ver tabla 2.6). Las diferencias, no obstante, entre los estimadores
son mucho menores que en los modelos Bavesianos en una etapa.

- Los estimadores Bayes de la media poblacional son bastante similares (alrededor
del 71 %), para los cinco modelos, y las diferencias mayores, de unos 3 puntos
porcentuales corresponden al modelo con cociente entre varianzas desconocido y
se explican por las diferencias en la estimacion de la media de los estratos 2 y 3
de este modelo con los cuatro restantes.

Si comparamos estos resultados de estimacion con los obtenidos para los modelos
Bayesianos en una etapa se aprecia que en ellos se subestimaba el valor medio de
la fertilidad para la totalidad de la poblacién en unos 7 puntos en relaciéon a los
valores estimados actualmente. Ello, no obstante, la estimacion mediante los modelos
conjugados en una etapa era mucho mejor que la obtenida por el modelo en una etapa
con cociente entre varianzas desconocido.

2.- Si nos fijamos en la precision de los estimadores a partir de la varianza condicionada
a la muestra de las medias de cada estrato y de la poblacién, podemos establecer las
siguientes observaciones, compatibles con las del parrafo anterior:

- Las varianzas condicionadas a la muestra de la media del estrato 1 son muy
similares para los cinco modelos, siguiendo el siguiente orden de menor a mayor
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MOD. NORMAL
Yu,i(s,ys) ~ N(0.8409,0.0157)

Yujis.y,) - N(0.9498,0.0761)

Y.jUys) ~ NO-1007-0-0530)

TJIs.y.) ' w W
MOD. NORM-GAMMA
Y1'Jis.y*) - t(S3,0.8120,0.0543)

YUs|(s,ys) - 1(53,1.0673,0.1649)
Y ujis.ys) ~ t(53,0.9333.0.1316)

TuKs.v.) - t(53.0.5676,0.0334)

MOD. NORMAL MIN. INF.
Yb.ij(s.y,) - N(0.8439.0.0157)

YulJis.J's) ~ N(0.9172,0.0783)
YUji(s,ys) ~ 7*(1-1421.0.06268)

Tul(s,ys) ~ ~(0.8988,0.0.09)

MOD. NORM-GAMMA MIN. INF.
Aei(s.yj) ~ 1(35,0.8439,0.1295)

Y u.jis.y,) - 1(35,0.9172,0.4644)
Yiit|(s,ys) ~ <35,1.1421.0.4324)

Yu|(s ys) ~ <35,0.8988,0.0838)

Tabla 2.5: Distribuciones predictivas de la media de cada estrato y poblacional no observada
para los modelos Bayesianos en dos etapas con una jerarquia conjugados
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MODL1 O M<>01.1.0 MODELO MODELO MODELO

NORMAI NORM-GAMMA COGIENTE VAR NORMAL NORM-GAMMA
DESCONOCIDO MIN IM OR MIN INFOR

i:
s PM -00031 -0.1381 00115 00115 0.0115
T PI? -0.0301 0.1141 -0 0485 -0 0458 -0 0458
R P13 -00506 -0.1997 -0.0641 -0.0448 -0 0448
A P4 -0 2623 0 12% -0 2559 -0.2763 -0 2763
T 1 0.1224
0
1
E
N -0.7581 -1 1112 -0 0986 -0 6623 -0.6623
T 3” 0 8449 1.1227 2.052 0 7791 0.7791
R 3'4 -1.5739 -1 8506 -1.980 -1 5056 -1 5056
A 3'4 1.1539 1.5442 3 094 1.0605 10605
T 22 0.2721
0
n
E
S -0.851: -05222 -0.9747 -0.9221 -0.9221
T o 2.8404 2.5087 2.005 2.9603 2.9603
R 3. -2.8081 -2 5431 -1.940 -2 9244 -2 9244
A 8-4 0,290? 0 5115 2 906 027)8 02718
T 02692
0
3

0?-.> 4.460

o- 12980 3.1463

Tabla 2.6: Otras inferencias para los modelos Bayesianos en dos etapas con una jerarquia
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varianza: modelos normal y normal minimo informativo, modelo con cociente
entre varianzas desconocido, modelo normal-gamma y modelo normal-gamma
minimo informativo. :

— Las varianzas condicionadas de la media de los estratos 2 y 3 y de la poblacién
para los modelos conjugados son bastante similares (aunque algo mais altas para
el modelo normal-gamma minimo informativo en el caso de las varianzas condi-
cionadas de las medias de los estratos 2 y 3) y siguen el orden de menor a mayor
varianza habitual para los modelos conjugados compatible con el nivel de cono-
cimiento introducido en el modelo (varianza conocida, varianza conocida minimo
informativo, varianza desconocida y varianza desconocida minimo informativo).
Respecto a las varianzas para estas mismas medias para el modelo con cociente
entre varianzas desconocido, destacar los altos valores correspondientes a los es-
tratos 2 y 3.

Si comparamos la varianzas de la media poblacional condicionada a la muestra para
estos cinco modelos en relacién con la obtenida para los modelos Bayesianos en una
etapa, se observa que los valores obtenidos son todos mas altos, lo que confirma nuestra
sospecha en la subseccién anterior sobre que se estaba infravalorando el error cometido
en la estimacion.

3.- Las observaciones de los parrafos anteriores confirman la utilidad de los modelos
con cociente entre varianzas desconocido para estudiar en qué medida la poblacién se
ajusta al modelo de regresion lineal. En concreto, notemos que el modelo Bayes de
Regresion en dos etapas con una jerarquia con cociente en re varianzas desconocido
actua de la siguiente manera:

— Cuando se satisfacen las hipdtesis de linealidad (nube de puntos para cada varia-
ble explicativa mayoritariamente concentrada alrededor de una recta), caso del
estrato 1; el modelo proporciona un estimador para la media del estrato similar
al de los modelos conjugados, y un valor de la varianza condicionada a la mues-
tra de la misma que se situa entre la obtenida para el modelo normal y para el
modelo normal-gamma (notemos, que el modelo con cociente entre varianzas des-
conocido es “mejor” que el modelo normal-gamma porque modeliza una varianza
distinta para la caracteristica en estudio de la poblacién y para las pendientes de
los estratos).

— Cuando se aprecian desviaciones a la hipStesis de linealidad para una o varias va-
riables explicativas, caso de los estratos 2 y 3; el estimador Bayes para la media del
estrato para este modelo proporciona valores que difieren sustancialmente de los
obtenidos para los modelos conjugados y un valor para la varianza condicionada
muy alto en comparacién con los obtenidos para los otros modelos.

4.- El modelo Bayes de Regresién en dos etapas con una jerarquia proporciona una
herramienta iitil para el andlisis de una poblacién estructurada en dos etapas, pero al no
ser conjugado, las distribuciones predictivas y finales no son estandar. Las figuras 2.8
¥ 2.9 proporcionan una aproximacién a las densidades de las distribuciones predictivas
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para la media no observada de cada estrato y de la poblacién y de las distribuciones
finales marginales de los A;, ¢ = 1,2,3. Del anilisis de estas figuras se desprende que:

— Las densidades de las distribuciones predictivas de la media de cada estrato y
de la poblacional tienen forma acampanada aunque son ligeramente asimétricas,
frente a las de los modelos conjugados que son acampanadas y simétricas, puesto
que son normales y t’s (ver figura 2.9).

— Respecto al apuntamiento de las densidades de las distribuciones predictivas,
sefialemos que en el caso de la media poblacional no observada y la media no ob-
servada del estrato 1 éste es ligeramente inferior al de las densidades de las corres-
pondientes distribuciones normales, siendo en cambio superior al de la densidad
de la correspondiente normal en los casos de las densidades de las distribuciones
predictivas de la media no observada del estrato 2 y 3 (en el caso de la poblacién
estudiada y para la muestra empleada).

— Si comparamos las cinco distribuciones predictivas (a partir de la tabla 2.5 y la

figura 2.8), se observa en relacién con la amplitud del intervalo de confianza al 90
% el siguiente orden de menor a mayor longitud: modelo normal, modelo normal
minimo informativo, modelo normal-gamma, modelo normal-gamma minimo in-
formativo y modelo con cociente entre varianzas desconocido, salvo en el caso de
la distribucién predictiva de la media no observada del estrato 1, para la que el
modelo con cociente entre varianzas desconocido se situa entre el modelo normal
minimo informativo y el modelo normal-gamma.
Sefialemos también que la densidad de la distribucion predictiva para la media no
observada del estrato 1 para el modelo con cociente entre varianzas desconocido
es muy similar a la densidad de la correspondiente distribucién predictiva para el
modelo normal.

— Respecto a las densidades de las distribuciones finales marginales de A;, i =
1,2,3, notemos comparando con la densidad de la distribucién de A|(s,y;) para
el modelo Bayes de Regresién con cociente entre varianzas desconocido (en una
etapa) representada en la figura 2.6, que son funciones de densidad con un mayor
apuntamiento y una varianza menor sobre todo, en el caso de Ay|(s,y,).

(Las figuras 2.8 y 2.9 muestran a la derecha un grafico que representa los valores de las

simulaciones de las variables Y, }_’u_., i=1,2,3,y A, 1=1,2,3, en el que se aprecia
graficamente la estabilidad asumida tras la realizacién de 5000 iteraciones Gibbs.)

2.4.3 Conclusiones de la seccién

Para terminar la seccién debemos destacar las siguientes ideas:

1.- El andlisis a través de los modelos Bayesianos en una etapa de la poblacién no
estratificada detectaba a través del modelo con cociente entre varianzas desconocido

94



las de§viaciones a la hipotesis de linealidad entre las variables explicativas y la ca-
racteristica en estudio (ver figura 2.3) y nos hacia suponer que la precisién real del
estimador era menor que la obtenida.

2.- Los resultados del analisis de los modelos Bayesianos en una etapa al no ser total-
mente satisfactorios motivan a la realizacion de una estratificacién de la poblacién

3.- Los modelos Bayes en dos etapas con una jerarquia proporcionan resultados bas-
tante similares entre si, aunque el correspondiente modelo Bayes con cociente entre
varianzas desconocido sigue detectando desviaciones de la linealidad en los estratos 2
y 3.

4.- De la comparacion entre los estimadores de la media poblacional para los modelos
Bayesianos en una etapa y dos etapas con una jerarquia se confirma la robustez de los
estimadores obtenidos para los modelos Bayesianos en una etapa conjugados, ya que,
aunque las hipétesis de linealidad no se cumplen de manera totalmente satisfactoria,
sélo difieren de los obtenidos tras la estratificacién en 7 puntos porcentuales.

2.5 Comentarios finales: limitaciones de los mode-
los en una jerarquia

En este capitulo hemos planteado varios modelos jerarquicos con una jerarquia y hemos
sefialado en qué circunstancias podian ser adecuados estos modelos. En el caso de
poblaciones no estructuradas (monoetdpicas) estos modelos resultan generalmente ade-
cuados, pero en cambio, en el caso de poblaciones bietdpicas, en muchas circunstancias
(incluso cuando la poblacién se estratifica y se aplica un muestreo estratificado), es
mas sencillo, flexible y natural el invocar una jerarquia mds para el modelo y establecer
una relacion de intercambiabilidad entre las pendientes de las distintas unidades, éstos
nuevos modelos los llamaremos modelos Bayesianos en dos etapas con dos jerarquias
y serén objeto de estudio en el préximo capitulo (seccién 2.2).

Otra razén, para la introduccién de mds jerarquias es el establecimiento de modelos
(los modelos m-jerarquicos), que generalicen los modelos normales y normales-gamma
de este capitulo y los modelos Bayes de Regresién en dos etapas con dos jerarquias Nor-
mal y Normal-Gamma del préximo capitulo y sus correspondientes variantes minimo
informativas. La introduccién de estos modelos m-jerarquicos y la obtencién de los
correspondientes resultados inferenciales habituales dada la muestra, permiten por una
parte simplificar las demostraciones de los resultados inferenciales para los modelos que
generalizan (notemos que las demostraciones de estos modelos presentadas se apoyan
en los teoremas 3.5 y 3.6 y corolario 3.3 y 3.4 correspondientes a resultados inferen-
ciales de modelos m-jerdrquicos que se estudiardn en el préximo capitulo), y por otra
el establecer un marco de analisis adecuado para poblaciones estructuradas en mas de
dos etapas.
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Capitulo 3

Modelos de Superpoblacion
Bayesianos II: Modelos en
dos o mas jerarquias

3.1 Introduccién

Dedicaremos este capitulo a completar el estudio sobre la modelizacién Bayes de una
caracteristica continua de una poblacién finita, que inicidbamos en el capitulo 2. Este
objetivo se cubrira definiendo y analizando los modelos Bayesianos en dos etapas con
dos jerarquias y los modelos Bayesianos m-jerarquicos.

Los modelos Bayesianos en dos etapas con dos jerarquias se aplican para modelizar
caracteristicas continuas en poblaciones con estructura bietipica, cuando se desea
introducir una mayor relacién entre las unidades mediante una jerarquia mas en el
modelo, de modo que, los elementos de la muestra correspondientes a unidades distintas
proporcionen informacién acerca de una unidad dada concreta. El estudio analitico
de estos modelos se realizara en la seccién 3.2 y se completara en la seccidn 3.3 con la
aplicacién de los mismos para la realizacién de inferencias sobre la poblacién 1B, que
ya describiamos y estudidbamos mediante modelos Bayesianos en una jerarquia en el
capitulo anterior.

Los modelos Bayesianos m-jerarquicos, que introduciremos y analizaremos en la seccién
3.4 generalizan los modelos normales y normales-gamma del capitulo 2 y de la seccién
3.2 del presente capitulo y se introducen en esta tesis con un doble objetivo, ya que por
una parte, permiten una demostracién mas breve de los modelos normales y normales-
gamma introducidos en el capitulo 2 y en la seccién 3.2, (esta demostracion ha sido
la aplicada en esta tesis); y por otra, establecen el marco adecuado para el estudio de
cualquier modelo normal o normal-gamma conjugado que tenga por objeto realizar in-
ferencias sobre una caracteristica continua de una poblacién estructurada en tres o mas
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etapas dada una muestra de la misma. Los modelos m-jerarquicos que introduciremos
en este capitulo son también ttiles para la obtencién de los resultados inferenciales ha-
bituales de modelos normal y normal-gamma similares a los introducidos en el capitulo
2 y en la préxima seccién cuando el modelo de regresion se introduce en el segundo
nivel del modelo (es decir, cuando las covariables del modelo proporcionan informacién
acerca de la pendiente y no directamente sobre la caracteristica en estudio), y cuando
se introduce el modelo de regresién en uno o varios niveles cualesquiera del modelo de
la poblacién.

Para finalizar el capitulo, en la seccién 3.5 se realizard un comentario del estudio
realizado, su utilidad y sus limitaciones.

3.2 Modelos Bayesianos en dos etapas con dos je-
rarquias

Esta seccién se dedicard al estudio de los modelos Bayesianos en dos etapas con dos
jerarquias. Estos modelos son los mads empleados en la modelizacién de una caracte-
ristica continua en poblaciones con una estructura en dos etapas al permitir (con la
introduccién de una jerarquia més), modelizar una relacién entre las distintas unidades.

Como antecedentes de estos modelos, citemos a Scott y Smith(69)[106] y los trabajos
en poblaciones finitas con estos modelos de Murgui(82)[76] (comentados en el apartado
estimadores de la media poblacional de la subseccién 1.4.2).

Los resultados inferenciales que estudiaremos en esta seccién son a posteriori de la
eleccién de una muestra de la poblacién mediante un procedimiento de muestreo en
dos etapas dado de tamafios fijos para k y n;, 7 € {i1,12,...,%} y no informativo,
en el que los elementos y unidades seleccionados son distintos entre si. Y la notaciéon
aplicada en la seccidn y los lemas previos en los que se apoyan las demostraciones de
los teoremas aparecen descritos y estudiados en los apéndices A (en el apartado de
estructura bietdpica) y B respectivamente.

3.2.1 Modelo Bayes de Regresién en dos etapas con dos jerar-
quias normal

En primer lugar, estudiaremos el modelo Bayes de Regresién en dos etapas con dos
jerarquias normal, este modelo que definiremos a continuacién, se aplica para realizar
inferencias sobre una caracteristica continua en poblaciones estructuradas en dos eta-
pas, cuando la varianza de la poblacién es conocida y deseamos modelizar una relacién
de intercambiabilidad entre las unidades.

Definicién 3.1 Dado el vector poblacional Y = (Y}, Y4, ..., YL)! conY; = (Y1, Yiz,

. Ying)Y, i=1,2,..., K para el cual asociada a cada variable Y;j tenemos una in-
formacion auziliar represeniada por un vector xij = (zij1,...,%ijp) conocido, j =
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1,2,...,N;,i=1,2,..., K, llamaremos modelo Bayes de Regresidn en dos etapas con
dos jerarquias Normal al definido por:

Yi|X:,8; ~ N(XiB;, Vi), independientes, i =1,2,..., K,
BilB ~ Ny(B,Bp), iid,i=12,... K,

B ~ NP(ﬁO:Bﬁo)) (31)
donde X; = (x}1,X}y,...,x}y,)", €s una matriz de rango p, para i = 1,2,..., K, B,
es un p-veclor conocido y Vi, i = 1,2,... K, Bg y Bg, son malrices simétricas

definidas posilivas conocidas de dimensiones N; x N;, i =1,2,..., K, pxpypXxp
respectivamente.

Este modelo presenta com caso particular parap =1, X; = 1y,, 1 = 1,2,..., K, el
modelo Bayes Basico en dos etapas con dos jerarquias normal y como particularizacién
de éste el modelo estudiado por Murgui(82)[76] (ver el apartado estimadores Bayes de
la media poblacional de la subseccién 1.4.2).

Teorema 3.1 Consideremos el modelo Bayes de Regresidn en dos elapas con dos je-
rarquias Normal dado en (3.1), enlonces se liene que:

(2) Y,|(s,ys) se distribuye normal (N — n)-variante con media,

~B ~B .
xu.‘ﬂiB +V.£u,-v;;l(yh‘ - X.,,8; )1 1€ {"1112, v ﬂk}a

E(Yul(sa)'a)) = ) o ] (3.2)
Xu.-ﬁi 1¢{11112)'--11k}1
y matriz de varianzas y covarianzas,
* para i € {i,ip,...,1}
Var(Yy[(s,ys)) = Vu, — V:u.-vs_.-lvsu.' + (33)

+(Xu, = Vi, Vi X )eiST B 1858 af (X, — Vi, Vi Xe,)' +
+(xﬂ.‘ - V:uiva_.-lxh)aisi-l(xui - V.tsugvs—.-lx«'i)t»

* para it & {iy,i3,...,1},
Var(Yy,|(5,¥s)) = Vu, + Xu,BsXY, + X4, S5 BsXL (3.4)
* para i € {ilyi2)"' )ik}l ] ¢ {ilxi21-~'1ik}v
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Cov(Yu;, Yu;1(5,¥5)) = (Xu, = V3, Vi X, )ouST B ST B XL, (35)
* parai#j,14,j € {i1,12,...,1k},

COU(Yu_.,Yujl(S,y,)) = (3.6)
(X, — v;,,..v;'.lx,_.)a,-s;lagls,;’s;la;. (X, = Vi, V51X,

* para i#j; 3,] ¢ {il,iz;---,ik};

Cov(Yu,, Yu;(5,¥5)) = Xu, 55" BpXy, 3.7

Ui S w

(5) Yu,I(5,¥s), i=1,2,..., K, se distribuye normal con media y varianza dadas por:

* para i € {i1,12,...,1k}

— 1 ~B _ ~B
E(Y"il(s’YJ)) = N — 1t .‘—ﬂ.‘[x"iﬁi + v:u.‘vsil(y-’i - X’iﬁi )]’ (3'8)
Y, 1 1 -1
Var(Y,,,.|(s,y,)) = m {1t i—ﬂi(VUi - v.su.-va.' Vau.')lNi—n.'+
+1t i—"i(x“i - V:“iv:ilx"-‘)aisi—lBglsalsi—laE(Xui - v:u.‘v-!_ilxa.')th.‘—n.' +

+15V,’—n,‘(xui - V:u,'v:.'lxh)aisrl(Xui _v:uiv.s_,'lx"i)thi-ni} )

* para i & {i1,12,...,%k}

EVulsys) = ~

~B
N 15V,-xiliﬂi ’ (39)

i

VGT(?u,-l(svya))

1
W {15\[.- (Vui + XuiBﬁx:‘.‘)lNi-*-
i

+ 13, X4, S5 BpX;, 1n, }

(c) el estimador Bayes para la media de la unidad ¢, i = 1,2,..., K y su varianze
condicionada a la muesira, vienen dados por:

* para i € {i1,12,...,%}

= n; _ 1 ~B _ ~B
Yi = -]_V—-ys.- + .I_V_ ljvi—n.‘[xuiﬁi +v1uivsil(y8i - X-’.‘ﬁi )]’ (310)
i i
— 1
Var(Yil|(s,ys)) = Nz {I}Vi-n.‘(vui - V:usva_.'lv-mi)lN.'—n.""
i

1, o0, (Xus = Vi, Vi1 X, )i ST B 185 ST af (X, — Vi, Vi X ) Inion, +
+lt .'—n.'(xu-' - V:uivzlxai)aisi_l(XUe - V:u.'va_.'lxn’i)thi"ﬂi} )
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* para i & {i1,%2,...,1k}
= 1 ~B
Y,' = Fl}vixuiﬁi y (3.11)
1
1
N7
+ 1}V.‘xu-’S;1BprilN;‘} ’

Var(?,-|(s,y,)) {I}V.-(Vu.' +xuiBﬂx:1.')1N-‘+

(d) Yu|(s,ys) se distribuye normal con media y varianza dadas por:

— ~B ~B
E(Yul(sy)'s)) = N+ Z lk;—nilxuiﬂi +V:u.~va_.-1(y6-"'xsiﬁi )]+
i€{iy,ia,..., 0}
1 ' ~B
ty—n 2 WX, (3.12)
ig{i1,82,...,8)
Var(Pulle.vs) = rymggetn o)

y (e) el estimador Bayes para la media poblacional y su varianza condicionada a la
muestra, vienen dados por:

= ~B ~
Y = %ys + % Z ljvl'—n.'[xlliﬂi + viuivs_,'l(y’i - x-“ﬂlB)] +
i€{iy,...,ix}
1 ] ~B
+— Y 1y XuB;, (3.13)
ig{ir,...ix}

Var(Y|(s,ys)) %{vl + vz},

donde V,, = VarY]ﬁ(Y’-')’ Vy, = VarYIﬁ(Yul.), Vi, = Conlﬂ(Y-’i’Y“i)’ Y, =

o Vi
-&'—’lne’; es la media muestral, G, , es la media muestral de la unidad i, i € {i;,1, ...,
ik}, S; = Xi'.V,‘_.IX,i, i€ {il,iz, e ,ik}, ]

a = (XL VIIX, +B7Y) XL VX, i € {inia, ik,

B; = s;lx:iv;‘ly,_.,ie{il,iz,...,ik},

S = 3 BB (3.14)
i€{in iz ik}

s-( E aB; + BsB;!6,),

i€{i1,i2,...,ix}

oy
S
It
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BY E(ﬂ.-l(s,y,))z{ B+ (I — @By, i€ {inin . in),

Buw> i g {i1,d2,...,0},
2o = Y e VAVIXOaSTB 4 S T,
i€{ir iz, i) i@ {i1,82, ik}
no= z ljv"'"i(vu" - V:uivﬂ_ilv'“i)lNi—"i + Z le.'Vu.‘lN.' +
i€{in, ik} ig{in, ik}
+ E 1; -'""i(x“" - vzuivs-.'lv-'ui)aisi_l(xui - v:u.'vs_.'lvsu.')thi—n.‘ +
i€{i1,..., i}
+ E lsv,'—n.-(xu,' - V:u.'vs—,'lvsu,')ais;ls';lz:”,
i€ {i1,ix}
vy = Yo W XuBeXiln+ Y, 13 XuBpS;'Zi.
iz{‘.hiiv-':ik} l'f{l'l,iz,...,ik}

Demostracién. La demostracién de los apartados (a), (d) y (e) son inmediatas (salvo
operaciones con matrices algo largas) a partir del teorema 3.5, tomando: m =2, Y =
(YisY;, ~)Y}()t’ Yi = (},ila},i'.’y"‘y},iNi)t: i= 112)"')I<a 61 = ( tl)ﬂ;:' o 76}()1;
92 = ﬁ, A1 = diag{.(:l{X;}, X; = (x}l,xfz, e ’x:N.')t’ 1= 1,2, e ,I(, x,',- = (.’L‘,'jl, Lij2,
e Zigp)y J = 1,2, N, i = 1,2, K, Ay = (I,..., L), Az = By, V1 =
K

diagl {Vi}, Va2 = diagX,{Bs} y V3 = Bg,, reordenando las filas de las matrices
de elementos no observados colocando en las k primeras filas las filas correspondientes
a las unidades muestreadas, aplicando el resultado (a) del lema B.1 sobre el vector
d = (d},d},...,d%)" y la matriz D, de donde se obtiene que:

t -1 -1 -1 -1 —1y-1 -1 .
&, = Xi,.i.V,.-,.yaii.1+ Bp_?o —]3;14 ({(Bp_l'*‘ Bpt, KBp Bo, 5 =1,2,...,k,
B; By - B;'(KB;'+B;))'KB;'8y, j=k+1,...,K,
D = diag{diagi_,{D;;},diagl;,,{Bs}} — (Di,, Di,, ..., Di,, Bg, ..., Bp)x
N’
K-k

xB;'SB;'(D;,,Di,, ..., Dy, By, ..., Bg),
N ——

K-k

~B
con D'-"1 = X:iV;".lX,_. + B!, i€ {i1,iz,...,i} y denotando por B; el p-vector de

5? correspondiente a la unidad i. Los restantes resultados son inmediatos a partir
de la distribucién predictiva anterior aplicando que la marginal de una normal y la
combinacién lineal de normales es normal y la definicién de estimador Bayes adaptados
a la estimacidn de la media de la unidad i coni =1,2,...,K.

C.S.Q.D.

101



Notemos que la introduccién de la segunda jerarquia en el modelo ha alterado sustan-
cialmente la forma de las distribuciones predictivas (en comparacién con las obtenidas
para el modelo con una jerarquia Normal dadas en el teorema 2.5) para el vector
poblacional no observado, y que los vectores no observados de cada unidad han dejado
de ser independientes entre si. Ademis la influencia de la segunda jerarquia también
se detecta en la forma del estimador Bayes de la pendiente de regresién que es, para
i € {i1,42,...,%k}, una “combinacién lineal” a través de a; del estimador clasico de
regresién de cada unidad B,- y de Bw (en vez de By), que es una ponderacién de los B,-,
i€ {il,iz,;..,ik} (atravésde a;, i € {iy,42,...,ik}) y de By, y parai & {i1,i,...,%k}
es igual a B3,,.

El factor i, 7 € {i1,42,...,1;} de la combinacién lineal anterior y de la ponderacién
de los E,-, i € {i1,12,...,4} para la obtencién de ,Bw, es un factor de encogimiento
(e = (Ip — o;)BgS;, i € {i1,142,...,i}), que puede interpretarse como el procentaje
de variacién de las pendientes de cada unidad muestreada no explicado por la muestra,
ya que, para i € {i1,iz,...,ik}:

a; = [Var(B;|B8) - Var(B;|(s,y,), Bo)]Var™* (B;|8). (3.15)

La expresién (3.15), se obtiene a partir de la definicién de a;, i € {i1,%2,...,%x},
dada en (3.14) y de la expresién de Var(B;|(s,¥;),80) = aiS7!, i € {i1,42,--.,1k},
obtenida de forma intermedia en la demostracidén anterior.

3.2.2 Modelo Bayes de Regresiéon en dos etapas con dos jerar-
quias normal-gamma

El modelo Bayes de Regresion en dos etapas con dos jerarquias Normal-Gamma, que
definiremos a continuacién, se aplica para modelizar una caracteristica continua de
una poblacidén estructurada en dos etapas cuando la varianza de la poblacién es des-
conocida y el cociente entre varianzas conocido, y deseamos modelizar una relacién de
intercambiabilidad entre las distintas unidades.

Definicién 3.2 Dado el vector poblacional Y = (Y§,Y5,...,YL) conY; = (Y1, Yiz,

YN, i=1,2,...,K para el cual asociada a cada variable Y;; tenemos una in-
formacién auziliar representada por un vector x;; = (Zij1,...,Zijp) conocido, j =
1,2,...,N;,i=1,2,...,K, llamaremos modelo Bayes de Regresion en dos etapas con

dos jerarquias Normal-Gamma al definido por:

YilX;, 8,02 ~ N(XiB;,0*W;), independientes, i = 1,2,..., K,
BilB,e® ~ Ny(B,0%Cp), iid., i=1,2,...,K,
ﬁ|0,2 ~ Np(ﬂo’achn)»
o ~ Ga'(ao,bo) (3.16)
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donde X; = (x};,X}y,...,X{y,)!, es una matriz de rango p, i = 1,2,...,K, B, es un
p-vector conocide, W;, i=1,2,..., K, Cg y Cg, son matrices simétricas y definidas
posilivas conocidas de dimensiones N;xN;, i = 1,2,..., K, pXp y pxp respectivamente
y ao ¥ bo escalares positivos conocidos.

Este modelo presenta como caso particular parap =1, X; = Iy, i = 1,2,..., K,
el modelo Bayes Basico en dos etapas con dos jerarquias normal-gamma y como una
particularizacién de éste, el modelo estudiado por Murgui(82)[76] (ver el apartado
estimadores Bayes de la media poblacional de la subseccién 1.4.2).

El siguiente teorema obtiene los resultados inferenciales de interés para este modelo.
Sobre estos resultados se pueden trasladar, de manera inmediata las reflexiones sobre
la estimacién de la pendiente de regresién que realizdbamos sobre los resultados del
teorema 3.1 para el correspondiente modelo normal.

Teorema 3.2 Consideremos el modelo Bayes de Regresidn en dos etlapas con dos je-
rarquias Normal-Gamma dado en (3.16), entonces se tiene que:

(a) Yu|(s,ys) se distribuye t (N —'n)-variante con 2a; grados de libertad, con para
a; > 1 media:

~B =B, .. .
xuiﬁiB +W:uiw,_,.l(yu _Xa.-ﬂi )1 1€ {zlal21"')1k}

E(Yul(s,¥:)) = o *(3.17)
u.'ﬂi z¢{11112a"'12k}
y maliriz de varianzas y covarianzas,
* para i € {i1,22,...,1k}
Var(Vul(s,92) = —r {Wa, = Wi, Wi W,0 4 (3.18)

a; — 1
+(Xu, = Wi, WX, )i C5 18518 o (X, — Wi, WX, +
+(xui - W.:u.-Wa_.le-’i)aiSi_l(xui -W; Ws_;lx-'i)t} ’

3u;

* para i &€ {i1,12,...,1},

b
Var(Yy|(s,y,)) = a _1_ 1 {Wue + Xu‘-CpXL_. + xuis;;lcﬁx:n} ] (3.19)

* para i€ {ilai2s"':ik}:j¢ {ilaiZ""!ik}}

b I P D
Cov(Yui, Yusl(5,72)) = =17 (K, = Wi, W5'K, )i G585 C XL, (320)
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* para i # j, 1,7 € {i1,42,...,0},

Cov(Yu,.,Y,,jI(s,y,)) = (321)
(X, = Wi WX, )aiS71C5 1S 1ST  ad(Xy; — Wi, WX, )Y,

* para i #J} 1:] ¢ {ilviZ)"':ik}:

b
Coo(Yus, Yu,l(s,¥5)) =

Xu,S5'CpXY, (3.22)

() Yu.l(s,¥s), i = 1,2,...,K, se distribuye t con 2a; grados de libertad y media y
varianza, para ay > 1, dadas por:

* paraiE{il:i21"'1ik}

— 1 ~B _ ~B
E(Yu.‘l(styl)) m lt ,-—n.-[xuiﬁi + W:uiwsil(yai —xn’iﬂi )]v (323)
i i
- _ 1 1 1
Var(Yul(s,y:)) = (Ni—ni)?a; -1 {lN.'—n.'
+13Vi—"i(x“-’ - W-twiws_.'lx"i)ais;1CEIStzlsi—1a:(x Wt W:slxsi)th.'—m +

su;

F1Y (K, — W WX, )0y ST (X, — W, WX ) N )

It

(Wu,- - W:uiw;lwsui)lN,--ni+

* para i ¢ {i1,12,...,0k}

— 1 ~B
E(Yul(s,ys)) = N’_’l}v‘xuaﬂz‘y (3.24)
- 1 b
Var(uls,ya)) = gz (M (Wa + X, CpXl ) In+
-I-].qu‘ w ngt 1N.}

(c) el estimador Bayes para la media de la unidad i, i = 1,2,...,K y su varianza
condicionada a la muesira, vienen dados, para ay > 1, por:

* para i € {i1,i2,...,1k}

= n; _ 1 _ ~B
Yi = 1\; y.s, + = N .-—n,[x ﬁ +Wau.w l(yh XS&:B:' )]’ (325)
— 1 -
Var(Y;|(s,y,)) = W {15V.'—n.'(W“i - W:u;Wsilwau.‘)lN.‘—m'*'
3
+13V.‘—-ﬂ.‘(x'“l W:U.Wa_.'lxh)ai ICﬂ ls 1S—1 t(xut W:U(W:"lxai)thi—"l‘ +

+15V.~—n.~(xuu W:u, a_.- xai)al H l(xui - W:u‘- a.-lxai)thi—ﬂ-‘} )
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* para i & {i1,42,... 1k}
1 ~B
A 15, Xu.8; (3.26)

) B TR
— 11k s u; T A
N'Z a; — 1 { N.(W +X -Cﬂxu,)lN.+

+ 1, Xu; S5 CpXt 1n, },

Y

Var(Yi|(s,¥s))

(d) —Y_ul(s,y,) se distribuye t con 2a, grados de libertad y media y varianza, para
a1 > 1, dadas por:

- 1 ~B ~B
EYul(s,ys) = 5— S Wna[XuBi + Wi W (y., — X,.8;)] +
§€{i1, ik}
~B
+N1_n > 1 XuwBi, (3.27)
ig{i1,..ix}
— 1 by
Var(Yul(s,y,)) = ma;——l{wl + wa},

y (e) el estimador Bayes para la media poblacional y sw varianza condicionada a la
muestra, vienen dados, para ay > 1, por:

= n 1 ~B ~B
Y = 50+y D Uvea[XuBi + WL Wiy, - X08:)] +
: i€{i1, . in}
1 . - =B
+v > InXuBi, (3.28)
. i {i1,mix}
- 1 b
Var(Y|(s,ys)) = F;—l'{‘LLU-I-wz},

donde W,, = 0-2VG7‘Y|ﬁ(Ys;); W,, = J‘QVanﬁ(Yu..), W,y = a'ZCovylﬁ(Y,i,

o Yij . . . .
Yu.) ¥, = —('—’-');5'——-1 es la media muestral, G, , es la media muestral de la unidad 1,
i € {ir,iz,...,ix}, Si = XL, WX, i € {i1,i,..,ik}, ¥

a; = (X[ WX, +Cp) ' X, WX, i € {i1 i, ..., ik},
B; = S7IX!Wily,, i€ {inis...,it},
Sw = z a; + CpCEol, (329)

i€{iniz,. ik}
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B, = S3U( Y. aiBi+CsC;lBy),

iE{i;,iz,...,l‘k}

B = E(ﬂ.-l(s,y,))={9f3i+(lr""i)5wv i€ {iniz, o yiu),

i ﬂw) i¢{i11i2:'”:ik}) ‘
Zy = Z ljvi'"i(x"" _W:uiw;lx’i)aisi—lclgl + E lt .'Xun
i€{iy,i2,...,ik} i€ {in,iz, ik}
n
a; = ap+ '5,

1
bl = bo + bs + 5 Z (ysi - Xs.'ﬁo)t(wh' + x,_,CpXZ‘.)'I(y:.- - x’iﬂo)’
i€{i1iz,.,ik}

1 -
b, = 5[ Z (¥s; —X:.ﬂo)t(wa.' +x,iCﬂX:',) lxs.-] X

"e{ilxizy"')ik}
x[ Y XL(W,, +X,,CX} )X, + C517! x
i€ {i1,i2,...,ix}
X[ D e = XaiBo) (Wa, + X, CpX( ) X, )
ie{i‘,iz,...,ik}
wy = E ljv_._,,_.(Wui = W:uiw.a—.lwauf)lN;—ns + Z 15v.-wu.-1N.- +
i€{iy,...,ix} ig{i1, ik}
+ Z 13v.-_n.-(xu,- - W‘su,-Wa_ileua)aisi_!(xm - W:u.-wa_.-lwau.')th.'—m +
i€{i1, ik}
+ Z ljv;—n,-(xu.- - W:u‘W‘:ilW,ui)a,-S;'lSJIqu,
1€{i1, ik}
wy, = > 1 XuCeXiin,+ Y, 14Xy, CpS;'ZL.

ig{i1ia, ik ) i@ {isiz,min)

Demostracién. La demostracién de los apartados (a), (d) y (e) son inmediatas (salvo

operaciones con matrices algo largas) a partir del teorema 3.6, tomando: m=2,Y =

(Yi’YE) .. 'aY}()ty Yl' = ()filrlfn) .. ~)KN.‘)17 i= 112a .. ')I{; 61 = (ﬁtltﬁtzv s )ﬁtf{)'x

92 = ﬂ, A1 = diag{il{x,'}, X,' = (le,xh, .. .,sz,.)t, 1= 1,2, SN ,I{, Xij = (1,',']'1,1','_7'2,

cenZigp), J = 1,2, N, i = 1,2, K, Ay = (I,,... L), Az = By, W, =
e —

K
diagK  {W,;}, W2 = diagk {Cs} y W3 = Cg,, reordenando las filas de las matrices
de elementos no observados colocando en las k primeras filas las filas correspondien-
tes a las unidades muestreadas, aplicando el resultado (a) del lema B.1 de manera
totalmente andloga al teorema anterior sobre d, D y b;, realizando las operaciones de

. . ~B ~B . .
matrices necesarias y denotando por 3; el p-vector de 8, correspondiente a la unidad
i. El resultado (b) se comprueba! aplicando el resultado (a) del lema B.9 sobre la

1Una demostracién alternativa consiste en aplicar sobre la distribucién predictiva del vector poblacional
no observado obtenida en la primera parte de la demostracién de la propiedad de que la marginal de una t
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distribucién de Yy, |(s,¥s), 02 que se obtiene directamente de (3.8) y (3.9), tomando
Vi = {o*W;},i =1,2,...,K y Bg = {02Cp} y sobre la distribucién (3.79) de la
demostracion del teorema 3.6 y el resultado (c) se obtiene a partir de (b) aplicando
la definicién de estimador Bayes adaptada a la estimacién de la media de la unidad ¢
coni=1,2,...,K.

C.S.Q.D.

3.2.3 Modelo Bayes de Regresion en dos etapas con dos jerar-
quias con cociente entre varianzas desconocido

El modelo Bayes de Regresion en dos etapas con dos jerarquias Normal-Gamma, que
hemos estudiado en la subseccién anterior, tiene la limitacién de asumir que todas las
varianzas (de la caracteristica en estudio, de las pendientes de cada unidad y de la

media de dichas pendientes), son proporcionales a un mismo escalar o2.

Esta limitacidn, necesaria para mantenernos en el terreno de los modelos conjugados, es
superada por el siguiente modelo no conjugado, que se aplica para realizar inferencias
sobre poblaciones estructuradas en dos etapas, cuando las varianzas son desconocidas
y el cociente entre varianzas es asimismo desconocido, cuando deseamos introducir una
relacién de intercambiabilidad entre las pendientes de las distintas unidades.

Definicién 3.3 Dado el vector poblacional Y = (Y3, Y%,..., Yi) conY; = (Y1, Yio,

YN, i=1,2,... K para el cual asociada a cada variable Yi; tenemos una in-
formacion auziliar representada por un vector x;; = (zij1,...,Zijp) conocido, j =
1,2,...,N;,1=1,2,..., K, llamaremos modelo Bayes de Regresion en dos etapas con

dos jerarquias con cocienie enire varianzas desconocido al definido por:

»

Y:|8i,02 ~ N(X:B;,07Iy,), independientes, i = 1,2,..., K,
o ~ Gal(ag,by), iid,i=1,2,...,K,
BilB,03 ~ No(B,05Cp), iid,i=1,2,... K,
o5 ~ Ga~l(ag,bp), (3.30)
Blog, ~ Np(Bo,95,Cp0),
0f, ~ Ga~l(ag,,bp,),

[ CRCA Y

donde X; = (x}{;,x}s,...,x{n,)}, es una matriz de rango p, i = 1,2,...,K, B es
un p-vector conocido, Cg y Cp, malrices siméiricas definidas posilivas conocidas de
dimension p X p y ag, bo, ag y b escalares positivos conocidos.

El modelo Bayes de Regresién en dos etapas con dos jerarquias que acabamos de
definir se situa en la linea de los otros dos modelos Bayes con cociente entre varianzas

y la combinacién lineal de t son t

107



desconocido que estudidbamos en el capitulo anterior. Como aquellos, se trata de un
modelo no conjugado y su anilisis serd realizado en dos fases: una primera fase en la
que se obtendra la distribucidn predictiva del vector poblacional no observado, la media
no observada de cada unidad y la media poblacional no observada como resultado de
un modelo en una jerarquia constituido por las distribuciones predictivas anteriores
condicionadas al vector (A1, Az,...,Ak,Ag), y la distribucién final dada la muestra
de este 1iltimo y una segunda en la que se obtendran las distribuciones condicionales
necesarias para la aplicacién de los métodos de Gibbs Sampler (ver seccién C.1 en el
apéndice C).

El siguiente teorema tiene por objetivo, esta primera fase del anilisis del modelo.

Teorema 3.3 Consideremos el modelo Bayes de Regresion en dos etapas con dos je-
rarquias con cociente enire varianzas desconocido dado en (3.30); si definimos por

2
A= ;”;—, parai=1,2,...,K y por Ay = -;—75’—, enlonces se tiene que:
Bo Po

(2) Yul(s,¥s), {1, As se distribuye t (N — n)-variante con 2a; grados de libertad
con, para a; > 1, media, parai=1,2,...,K:

E(Yuil(5 ), (M} 1 h0) = XuiBr (3.31)

y malriz de varianzas y covarianzas,

* para i € {i1,12,...,1k}

b
Var(Yul(s,ys), (Nl d) = =7 {Ive-nidit (3:32)

+X},0:S71C5 1SS, Taf Xy AP +

+X.‘,.(Ip - a,-)Cﬂxf“Ap} y

* para i € {iy,12,...,ik},

b
Var(Yu‘I(s,y,), {Ai}il(:h Aﬁ) = a : 1 {IN."\I' + Xu,-Cpx:“/\p + xu.-SEICﬂxf‘.-'\ﬂ} ’
(3.33)

* parai € {il,ig,...,ik}, j ¢ {il,iz,...,ik},

b 1 p—lae
Cov(Yu;, Yo (8, ¥5), {M Y1, Ap) = M—‘_lxuia.-s,. 'C5'S;1CsXE N, (3.34)

* para 1#], 1:j € {ihi21'~')ik}:
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b
Cov(YunYu,"(s»Ya):{’\i}{f—.u/\ﬂ) = —al i 1Xu,-a.'si—'lCEISJIS;IQ}XL,.A;/\_,-,
(3.35)

* parai#£ 7, 1,5 & {i1,42,...,%},

b1

Cov(Yu“Yujl(s,y,),{/\i}{‘;l,/\ﬁ) = a1

Xu.S31CpXL As,  (3.36)

() Yu.l(5,¥s), {Ai}<1, Ap se distribuye t con 2ay grados de libertad y media y va-
rianza, para a, > 1, dadas por:

* para i € {i1,12,...,%k}

1
N,' - ng
— 1 b
K — 1 - )
Var(le(s,y,), {’\i}i=11Aﬂ) = (Ni — n‘_)z a -1 {(Nl n:)/\:'*'
+1iy,_n, (Ko, ST CH 1SS X AN, AN +

s
+15Va—n.'xu-‘(IP - ai)CﬂxLalNi-ﬂ-‘)‘ﬁ} ]

— ~B
E(u1(5,5:): {01, 28) 1y, n. Xu.Bi (3.37)

* para i ¢ {ilyi2s' ",ik}
- X 1, . =B
E(Y“il(s’ys)t{’\i}izls’\ﬂ) = ﬁ;lNixu.‘ﬂi ) (338)
— 1 b
Var(Y.,_. |(s’yl)’ {)‘i}{‘;l' ’\ﬁ) = Fal—il {Na"\i + ljv.-xu.'cﬂx:;,-lm /\ﬂ+

+14,. X4, S5 1CsXE 1N A5},

(¢) Yul(5,¥s), { N} 1, A se distribuye 1 con 2a; grados de libertad y media y varianza,
para ay > 1, dadas por:

= 1 ~B 1 ~B
EYul(sys) = w5 Yo o XuBi + Non > 1 XuBi,
i€{i1,. ik} ig{iy, ik}
- 1 b
VaT(YuKS) y:)) = m‘—ll—};—l{wl + wg}, (339)

(d) A1, ..., Ak, 28|(s,Ys) se distribuye con funcidn de densidad propia dada por:
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W(/\l,...,AK,ABI(S,ya)) x H |I"iAi+X~’icﬂxiiAﬁ+x‘3iCﬂoX:.‘l-% X

1€{i1,82,...,8k}

K
x H r\:(“°+1)/\;(a‘+l)bl—°‘. ' (3.40)
i=1

> vis

donde §, = =o€ — ¢5 la media muestral de la poblacidn, Y, es la media muestral
de la unidad i, S; = X} X,,,i=1,2,... K, y

a = (XX ATHCHA)TIXE XA i€ (i, o, i),
B‘. = Si—lx:iy“,iE{il,iz,...,ik},
Sy = > @i+ CpCyla, (3.41)

i€{iy, iz, ik}

B, = S Y. B +CsC5lBoMs)

i€{i1,ia,..., ix}
~B aiB; + (I, — ai)B,, i€ {i1,iz,..., ik}
ﬂ- — Eﬂ ' — il P w) s -"y 1' )
i (Bil(s,ys)) B, i ¢ {12, -.. 1k},
Z, = Z lki—nix“i(IP _a‘)+ Z 1 ‘x""
i€{i1,i2,.ix} iZ2{f1,92, ik}
n
a3 = Kag+ag +apo+§,
K1 b
b = b T+ +b
1 og ¥ + X5 + 0p, +

1 -
t5 D (e~ XeBo) [k + X CpXi dg 4 X,,Cp X2 ) x
i€{i1,i2,...,ix}
X(}'a.- _XaiﬂO)’
wo= Y (Mi—m)h+ Y, N+
i€{i1 iz, ik} iZ{i,82,.. 0k}
+ D o XuouSTISSIZE N +
ie{il,ig,...,ik}
+ ) W XwosSTIXE AN,
i€{iy,iz,.1ik}
wy = > N XuCeXLinAs+ Y, 13X, CeSi'ZL s
ig{isia,...ix} ig{i,ia,. ik}

Demostracién. La demostracién de este teorema se apoya en el teorema 3.1 y los
lemas B.8 y B.9; para su mejor desarrollo la dividiremos en los siguientes pasos:

110



1.- A partir de los resultados (a) y (b) del teorema 3.1, tomando V = diagk, {\io3 In.},
Bp = g0} Cp y Bp, = 0} Cpg,, se obtienen las distribuciones de Yyi(s,y,),03,,
{’\i}{{zl)’\ﬁ) y Vuil(S,Ys), o%o’ {Ai}{‘;I)Aﬁ) i= 1)2, .o )I{) y Vu|(31YJ)aa§uy {Ai}{il) ’\ﬂ
,que son normales con media las sefialadas en los apartados (a), (b) y (c) de este teo-
rema y varianzas las resultantes de multiplicar las sefialadas en estos mismos apartados
de este teorema por azo.

2.- A partir de las distribuciones iniciales de Y|{8;}X,, {¢?}X,, B:18, 05, i=12,...,
Ky ﬁ|a§o ,se obtiene aplicando, sobre la primera las propiedades de las distribuciones
marginales de una normal y después, sobre el resultado y las segundas dos veces,
el apartado (a) del lema B.8, la distribucién de Y,|o3 , {\:}5,, A5, que es normal

con Y,;|0% ,{\}K,,As independientes cuyas distribuciones vienen dadas para i €
{i1,. ) por:

Y,,.Icrf,, {’\i}{(:l”\ﬁ ~ Nn.-(xa.-ﬁm”gollm’\i + xaacﬁxi.-’\ﬁ + x’icpnxi,‘])' (3.42)

3.- A partir de las distribuciones iniciales de {07}/, 0 y o}, se obtiene, aplicando
el método de obtencién de una f.d.p por el método directo (para una transformacién
1 a 1) la distribucién inicial conjunta de og,, A1, A2,. .., Ak, Ag, que es:

K
1 b 1
2 2 1-(Kao o+l 8 E:
T(05y, A1y -+ AR, Ag) o< [o5,] (Kaotaptap,+ )C“?P{—a.go (bgo + As +bo = /\i} X

K
x Az oD TT a7 (@4, (3.43)

i=1

4.- A partir de (3.42) y (3.43), aplicando el teorema de Bayes e identificando los
términos se obtienen las distribuciones de o3|{A\:}/<;,As,(s,¥,), que viene dada por:

a’gl{/\i}{;l)’\ﬂ)(s)yl) ~ Ga_l(a]_,bl), (3.44)

y de Ay, Ag,..., Ak, Agl(s,y,) dada en (3.40), esta tltima distribucién es propia por
ser todas las distribuciones del modelo definido en (3.30) propias.

5.- A partir de la distribucién de Yul(s,y,),af,o,{,\,-}{‘;l,/\p y de (3.44) aplicando el
apartado (a) del lema B.9 se obtiene la distribucién de Yy|(s,¥s), {Ai}<,,As dada de
(3.31) a (3.36).

6.- A partir de ?,,J(s,y,),af,o, MY s, i=1,2,... K, con (3.44), y de Y4 (s, ¥s),
a'gn, {2}, A con (3.44), aplicando el apartado (a) del lema B.9 se obtienen respec-

tivamente, la distribucién de You.l(5,¥s), (M}, A8,i=1,2,...,K, dadaen (3.37) y
en (3.38) y de Y,|(s,¥s), {\:}<, As, dada en (3.39).
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C.5.Q.D.

Siguiendo el teorema 3.3, la obtencién de las distribuciones predictivas del vector pobla-
cional no observado, la media no observada de cada unidad y la media poblacional
no observada, asi como la obtencién de los estimadores Bayes y las varianzas condi-
cionadas a la muestra de la media de cada unidad y de la poblacién, dependen de las
propiedades de la distribucién de (A1, A2, ..., Ak, Ag)|(s,ys), definida en (3.40). Esta
distribucién, apoyandonos (tal y como lo haciamos en la demostracién de este teorema)
de que se obtiene a partir de un modelos en el que todas las distribuciones son propias y
totalmente determinadas, es propia, si ag, > 1 tiene media y si ag, > 2 tiene varianza?;
no obstante, la existencia de estos momentos no es suficiente para garantizar la existen-
cia de los estimadores Bayes de la media de cada unidad y poblacional y de la varianza
condicionada a la muestra de estas medias. Efectivamente, la forma de las distribu-
ciones predictivas condicionadas a (A1, Az,..., Ak, Ag), para la media poblacional no
observada de cada unidad y de la poblacién dadas en (3.37), (3.38) y (3.39), conducen
a tener que garantizar para la existencia de los estimadores y varianzas anteriores la
existencia de los siguientes momentos de la distribucién de (A1, Az, ..., Ak, Ag)|(5,¥s):

E(All"-yAK 1Aﬁ)l(’»y«')[aB]’ Var(xl n"'l’\KvAﬂ)[(’tyl)[ﬁB], E(All"‘lAKlA‘)I(’ly')[ Var(Vui l(s’ ys),

{AHEL, Ap)) y EQus A ddl(3.Y ) b (wy + w3)] con BB = (ﬁ?', e ,,B,B(‘)‘, de estudio
bastante complejo y que se deja para posteriores trabajos. Como alternativa a los es-
timadores Bayes de la media de cada unidad y de la media poblacional y sus varianzas
condicionadas a la muestra, proponemos para este modelo como estimador, la mediana
de las distribuciones predictivas de la media de cada unidad y de la media poblacional
y como medidor de la varianza de la media de cada unidad y de la poblacién dada
la muestra, el cuadrado de la cuarta parte de la distancia entre los cuantiles 2.5 %
y 97.5 % de las distribuciones predictivas anteriores. Aplicando el algoritmo Gibbs
Sampling pueden obtenerse de manera sencilla muestras de las distribuciones predic-
tivas anteriores (y con ellas estimaciones de las anteriores cantidades), ya que todas
las distribuciones necesarias para esta técnica son estandares y por lo tanto “faciles”
de simular, tal y como demuestra el siguiente teorema.

Teorema 3.4 El modelo Bayes de Regresién en dos etapas con dos jerarquia y con
cocienie enire varianzas desconocido dado en (3.30), es un modelo DAG (figura 3.1)
con distribuciones condicionales dadas por:

FO e Yo Y B (0P} 03, 03,) =
FO e ¥E OB (02 ) =
T15 ) NNeoni(Vess [ X Bi, 07T, (3.45)
Cw((BL,- .-, B%) . B, {e}E1, 05, 05,) =

2para demostrar estas dos tiltimas afirmaciones mediante el argumento anterior hay que considerar la ge-
neralizacion del modelo (3.30), consistente en tomar 0 ~ Ga~1(ao;, bo:), con {ao.-}ff__ LY {boa}{;l conocidos
y mayores que 0.
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Figura 3.1: Representacion grafica del modelo Bayes de Regresion en dos etapas con dos
jerarquias con cociente entre varianzas desconocido
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(B}, ..., B%)ly. B, {a',-z}{‘;l_,ug) =

I1E, Np(BilatB: + (I, — of)B, (I, — a7)Cpa), (3.46)
=(Bly, {B; ._1,{”? a_1s‘7p,‘7po) = W(ﬂl{ﬂs}ﬁno’g»”go) =
No(B6°B" + (1, = 8")Bo, (I, — 6*)Cp,03,), (347)
(05, ly, {8: 11, B,{c?}E 1, 03) = 7(05,18) =
Ga~'(o3,lag, b5,), (3.48)
(o3ly, {B: Y51, 8, {az},-l,apo) = n(o3{B: Y, 8) =
‘1(ap|ap,b;,), (3.49)

7&'((0’%,...,a?()'|y,{ﬂi}{(=1,ﬁ,a§,o§n) =
(o, 0k )y, {B: 1)) =

[T, Ga=1(o?la},b}), (3-50)
donde:
B = (X!X) Xly;, i=1,2,...,K,
2
of = (XiXi+Cz'5)7'XiX;, i=12,...,K,
ﬁ
B“‘ — 2,{;[‘3;
K
& = (KCzlog?+Cslaz2) 'KC5l0;2,
al = %+ao,i=1,2,...,K, (3.51)
1 & |
o= 52()’-‘—xiﬂs)t(Yi—Xiﬁi)'*‘bo, i=1,2,... K
K,
G = F o

R I
i=1 .

* 4
ag, = -2' + ag,,
. 1 -
bg, = 5(:3 - ﬁo)tcp:(ﬂ ~ Byo) + bg, -

Demostracién. De la definicién 3.3 del modelo en estudio se deduce directamente
la representacién grifica de la figura 3.1, que corresponde a un modelo DAG. Los
resultados de las distrlbucwnes condicionales se obtienen a partir de la distribucién
conjunta de (Y}, ,..., Y5, Y, 6,...,8k,08,...,0%, 0',3)', que viene dada por:
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F(h - Y Y5, B - BR, B 02, 0k, 05,05,)) =
1) NN (il XaiBi, 02 INion) X Tliegsy ey Noi (Vi1 X, Bi, 0710 x
x TT<1 Np (Bi18,03C3) x Np(BlBo, 73, )
x [TiC, Ga=1(c?|ao, bo) x Ga=Y(03|ag, bs) x Ga=1(2 lag,, bs,)-

separando los términos correspondientes a cada condicional (que contienen la variable
cuya condicional estamos hallando), de modo que:

- f((Yuu ugz )tly-’!{ﬂ }z 1,{0 i= I)Uﬁ’apo) - Hszl NNi—ﬂi(Yullxuiﬂiv
0?IN,—ni), con lo que se obtiene (3.45).
- f((ﬂtl’ . hBK)tly B, {‘7 .-1:‘7p:ago) &« H{‘;l NN.'—n.'(yux|xuiﬂi:6?INi—ni) x

H,G{“’ i) Nna(ysi X, 85, o21,;) x H'-=1 Np(,35|,6,6§C,3), de donde se obtiene,
completan o cuadrados respecto a 3;, i = 1,2,..., K, la distribucién dada en

(3.46).
- f(Bly {B:}< <1 {o? z—1r‘7p:‘7p,,) & H;K=1 Np(ﬂdﬁ»agcﬂ)XNp(mﬁo:”/zsoCﬁo)' de

donde se obtiene, completando cuadrados respecto a 3, la distribucion dada en
(3.47).

- W(aﬁo |y {ﬁ } liﬁ {02}1 l’aﬂ) o« Ga~ (a%olaﬁovbﬁo) X Np(ﬂlﬁma{zjocﬁo)) de
donde se obtiene, juntando los términos correspondientes a potencias y funciones
exponenciales de tJ'?j , la distribucién dada en (3.48).

- ""("'ﬁ|Ys {8:}£ 21,8, {o? ;—1"7ﬂo) x Ga~ 1(”ﬁ|aﬂrbl3) X Ha- Np(B;18, 0, Cﬁ) de
donde se obtlene _]untando los términos correspondientes a potencias y func1ones
exponenciales de 03, la distribucién dada en (3.49).

= (o}, okly, (8:}E1, 8,03, 03,) o TTicy Ga=*(0Flao, bo) X [Ti<1 Nni=ni(Yu,]
Xu.Bi, 02N, —ni) X H'e{'h---.’k} Nui (¥5:1X5:8;,021,:), de donde se obtiene, jun-

tando los términos correspondientes a potencias y funciones exponenciales de o2,
i=1,2,..., K, la distribucién dada en (3.50).

C.5.Q.D.

Para finalizar esta subseccién, notemos que, por la definicién del modelo y por el
teorema anterior, se cumplen las hipétesis para poder implementar el algoritmo Gibbs
Sampling para este modelo a partir del programa BUGS (ver seccién C.2).

3.2.4 Modelos Bayes en dos etapas con dos jerarquias minimo
informativos

Para terminar la seccién definiremos y estudiaremos, las versiones minimo informativas

de los dos modelos anteriores: el modelo Bayes de Regresidn en dos etapas con dos jer-
arquias Normal minimo informativo y el modelo Bayes de Regresién en dos etapas con
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dos jerarquias Normal - Gamma minimo informativo, que se aplican para modelizar
una caracteristica continua en poblaciones estructuradas en dos etapas, cuando asu-
mimos una relacién de intercambiabilidad entre las unidades y no queremos introducir
informacién inicial sobre los parametros de las distribuciones iniciales en los casos de
varianza conocida y desconocida respectivamente.

Las definiciones de los modelos y los resultados inferenciales habituales asociados,
aparecen descritos en las siguientes definiciones y los siguientes corolarios.

Modelo Bayes de Regresién en dos etapas con dos jerarquias Normal minimo
informativo

Definicién 3.4 Llamaremos modelo Bayes de Regresidn en dos elapas con dos jerar-
quias Normal minimo informativo a un modelo Bayesiano de Regresidn en dos etapas
con dos jerarquias Normal en el que la distribucién que asumimos sobre 3 es una
minimo informativa de la forma #n(B) ox 1.

Corolario 3.1 Consideremos el modelo Bayes de Regresién en dos etapas con dos
jerarquia Normal minimo informativo dado en la definicion 3.4, entonces se tiene
que las distribuciones prediclivas para el veclor poblacional no observado, la media no
observada para cada unidad y la media poblacional no observada, y los estimadores de
la media poblacional de cada unidad y de la media poblacional son los obtenidos en de

(3.2) a (3.13), tomando:

a; = (X5, VX, +B; )X, VX, i€ {iy, iz, ., ik}
B: = S;'XVily,,, i€ {i,iz,..., i},
Sw = > o, (3.52)

i€{insda,in}

ﬁw = St;I z aiias' ’

i€ {ir,iz, i)
3B Q'ﬁ'-l-(l —a')B ie{i1 i, ... lk}
. = FE(B;l(s, = e P i/Pwr * ‘1512 -5 Tk T
Bt (ﬂl‘( y’)) { ﬂw, zg{ll,lz,...’zk}’
zw = Z 1t i"'li(x“i - V:uiv;lxa.’)ais;lBEI + Z lt ixui,
i€{i1,iz,...,ix} ig{i1,ia,.., ik}

Demostracién. Las distribuciones predictivas del vector poblacional no observado y
la media poblacional no observada, asi como el estimador Bayes para la media pobla-
cional y la varianza condicionada a la muestra de la media poblacional, se obtienen de
forma inmediata (salvo operaciones con matrices algo largas) a partir del corolario 3.3
tomando: m =2, Y = (Y§,Y5,...,YL), Y = (Yay, Yo, ..., Yin,), i = 1,2, K,
61 = (ﬁtlxﬁ;: ree ::B}()t» 6, = ﬂ) A = diagiKzl{Xi}) X; = (levxzz) vee ’x:N‘)t:

116



i=12,..,K, xij = (zij1, Tij2, .-+ Tijp)y J = 1,2,...,Ni, 1 = 1,2,... K, Ay =
Tp, ..., L)Y, Vi = diagl {Vi} y V2 = diagk,{Bg}, reordenando las filas de las
e’

K
matrices de elementos no observados colocando en las k primeras filas las filas corres-
pondientes a las unidades muestreadas, aplicando el resultado (a) del lema B.1 sobre
el vector d = (di,d},...,d%)" y la matriz D, con lo que se obtiene que:

d = XﬁijV;‘,,;y,,.’,, i=12,...k,
! On, j=k+1,..., K,
diag{diag};l{D;,-},diagf:kH{Bp}}—-

K — k veces vl —1
—(D.'l,D,'z,...,D,'k,Bp,...,Bp) Bﬂ SBﬂ X

K — k veces
X(D;I,D,‘,,...,D;k, Bﬂ,...,Bp),

realizando las operaciones de matrices necesarias y denotando por B,B el p-vector de 5?
correspondiente a la unidad 7,7 =1,2,..., K. Los restantes resultados son inmediatos
a partir de la distribucién predictiva para el vector poblacional no observado dada la
muestra y aplicando que la marginal de normales y la combinacién lineal de normales
es normal y la definicién del estimador Bayes de la media de cada unidad 1.

C.S.Q.D.

Modelo Bayes de Regresiéon en dos etapas con dos jerarquias Normal-
Gamma minimo informativo

Definicién 3.5 Llamaremos modelo Bayes de Regresién en dos etapas con dos je-
rarquias Normal-Gamma minimo informative a un modelo Bayes de Regresion en dos
elapas con dos jerarquias Normal-Gamma en el que la distribucidén que asumimos sobre
(B,0?) es una minimo informative® de la forma 7(8,0%) x J5.

Corolario 3.2 Consideremos el modelo Bayes de Regresidn en dos etapas con dos
jerarquiar Normal-Gamma minimo tnformativo dado en la definicidn 3.5, enlonces se
tiene que las distribuciones prediclivas para el vector poblacional no observado, la
media no observada para cada unidad y la media poblacional no observade, y los es-
timadores de la media poblacional de cada unidad y de la media poblacional son los
obtenidos en de (3.17) a (3.28), tomando:

a; = (X; WX, +Cy) X WX, i € {in,iz, ..., 0k},
ﬁi = S,'-lx:,-w,_,.lym i€ {il)i27"')ik}’

3

ver nota 7 a pie de pagina de la subseccién 3.4.3
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Su = > (3.53)

i€{inia,.,ix}
Bu = St Y aib

ie{il,ig,...,ik}

B = E(ﬂ;l(s.y,))z{i"‘f’i“lp“")ﬁw’ € {inin...in)

Buw> i & {i1,i2,.. .,k },

Zw = Z I}V;—ni(xui - W:ugw.:ilx’i)aisi_lcgl + Z lkixui)

i€{i1iz,.ix} ig{iy iz, ix}

_ nh—p

a = 9 )

1 -
h o= 3 > (W +X,,CeXE )y, — by,

ie{il,ig,...,ik}

1 -

by = '2'[ Z Y:‘(Wn +Xaicﬁx:.-) X,,] x

i€{i1, iz, in}

x[ Y, XL(W, +X,CpX)7'X,] 7 x

i€{i1,iz, ik}

x[ Z X, (W, +X,iC,3X:I)'1y,|.]

i€{i1 2,0k}

Demostracién. Las distribuciones predictivas del vector poblacional no observado y
la media poblacional no observada, asi como el estimador Bayes para la media pobla-
cional y la varianza condicionada a la muestra de la media poblacional, se obtienen
de manera inmediata (salvo operaciones con matrices algo largas) a partir del coro-
lario 3.4, tomando: m = 2, Y = (Y}, Y%,..., YL, Y, = (Yiy,Yio,...,YiN,) i =
1)2) .. -»I{) 01 = (ﬂitﬂtza v iﬁt]{)tl 02 = ﬂ: A-l = diagilgl{xi}; Xt' = (x}l,xfz, veey

x:Ng)t’ i=12,..., K, xij = (ij1, Tij2,-. -, ijp), § = 1,2,..., Ny, i = 1,2,... K,
Ay, =(1,,..., L), Wy = diagK {W;} y W = diagX ,{Cp}, reordenando las filas

——

K
de las matrices de elementos no observados colocando en las k primeras filas las filas
correspondientes a las unidades muestreadas, aplicando de manera totalmente similar
al corolario anterior el lema B.1 sobre el vector d, la matriz D y el escalar b, reali-

zando las operaciones de matrices necesarias y denotando por ﬁ? el p-vector de 5?
correspondiente a la unidad ¢, 7 = 1,2,..., K. Las distribuciones predictivas de la me-
dia no observada de cada unidad i, i = 1,2,..., K, se obtienen? aplicando el resultado
(a) del lema B.9 sobre la distribucién de Y,|(s,ys), 02 que se obtiene directamente
de (3.8) y (3.9) tomando las definiciones de (3.52) y V; = ¢?W;, i =1,2,...,K y
sobre la distribucién (3.84) de la demostracién del corolario 3.4 y los estimadores Bayes

4Una demostracién alternativa consiste en aplicar sobre la distribucién predictiva del vector poblacional
no observado obtenida en la primera parte de la demostracién de la propiedad de que la marginal de una t
y la combinacién lineal de t son t
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para la media poblacional de cada unidad y las varianzas de la media de cada unidad
condicionada a la muestra se obtienen a partir de las distribuciones predictivas de ia
media no observada de cada unidad aplicando la definicion de estimador Bayes.

C.S.Q.D.

3.3 Ejemplos para modelos Bayesianos en dos eta-

pas con dos jerarquias: otra modelizacion de la po-
blacion 1B

En esta seccién retomaremos el estudio de la poblacién 1B, que ya definiamos y es-
tudidbamos en la seccién 2.4 del capitulo anterior.

La poblacién 1B era el resultado de la estratificacién de la poblacién 1A (en 3 es-
tratos), a través de un indicador socioecondmico sobre el porcentaje de jévenes en
edad de servicio militar que obtenian la maxima calificacién en el examen militar. La
caracteristica en estudio es la fertilidad y las variables auxiliares para describirla de
que disponemos son: el porcentaje de la provincia de ocupacidén en el sector agrario,
el porcentaje de la provincia de personas con estudios superiores, el porcentaje de
la provincia de catdlicos y el procentaje de la provincia de mortalidad infantil. Las
relaciones entre la caracteristica en estudio y las variables auxiliares anteriores, por
estrato se valoraban a partir de los datos muestrales en la figura 2.4.

Realizada la transformacién de los datos de la poblacién en porcentajes, p, de acuerdo
con la férmula: log(j58—), para adecuarlos a las habituales hipétesis de normalidad,
y considerada una muestra de 47 provincias de las 250 existentes (con datos asimismo
transformados y clasificados segin los estratos), se aplicaron, en la seccién 2.4, para
su analisis los modelos Bayesianos en dos etapas con una jerarquia. A continuacion
aplicaremos los correspondientes modelos Bayesianos en dos etapas con dos jerarquias
para realizar ese mismo andlisis (a posteriori de la transformacién logaritmica antes
citada), y compararemos los resultados obtenidos por los dos grupos de modelos. En
concreto, los modelos aplicados en este segundo andlisis de la poblacién 1B, han sido
los siguientes:

1. El modelo Bayes de Regresién en dos etapas con dos jerarquias Normal, con
pardmetros V; = ¢2Iy,, i = 1,2,3, 0 = 0.36, 02 = 0.5, 0% = 0.43, By = 214,
Bg, = 4L y By = (-1,2,-2,3)".

2. El modelo Bayes de Regresién en dos etapas con dos jerarquias Normal-Gamma,
con pardmetros W; = In,, i = 1,2,3, Cs = L4, Cp, = Ly, By = (—1,2,-2,3)",
ap =3y bo =8 (E(c?) = 4, Var(o?) = 16).

3. El modelo Bayes de Regresidn en dos etapas con dos jerarquias con cociente entre
varianzas desconocido, con parametros W; = In,, i =1,2,3, Cg =1, Cp, = 14,
Bo =(-1,2,-2,3), ap =3, bp = 2 (E(6?) = 1, Var(c?) = 1), ap = 3, bg = 4
(E(d}) =2, Var(c}) = 4), ap, =3 y bg, = 8 (E(03,) = 4, Var(d}) = 16).
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Para estudiar este modelo se obtuvo una muestra de la distribucién predictiva
de la media no observada poblacional y de cada estrato mediante la aplicacién
del algoritmo Gibbs Sampling. Este método de andlisis se implementé en el or-
denador mediante el programa BUGS y consté de tres fases: programacién del
modelo segin BUGS (figura 3.2), fase de simulacién de todas las variables del
modelo y anélisis de convergencia del algoritmo y una vez asumida la estabilidad
de la cadena de Markov, simulacién de 1000 observaciones de las distribuciones
predictivas y finales a partir de las cuales se obtienen los estimadores y una apro-
ximacion grafica a las densidades de dichas distribuciones predictivas y finales.
En la fase de simulacion y analisis de convergencia, se simularon inicialmente
1000 observaciones que se emplearon iunicamente para la obtencién del punto
inicial del muestreo Gibbs (y no en el anélisis de convergencia del método), y
después 5000 simulaciones mds a partir del nuevo punto de arranque con las que
se analizé la estabilidad mediante el estadistico aproximado de Geweke(92)[39]
(que se obtiene con el comando diag del BUGS) de las variables Yy,, B3, 02,
a'g y aﬁo, obteniendo para todas ellas valores inferiores en médulo a 1.96, por lo
que parecid razonable suponer alcanzada la estabilidad de la cadena. Asumida la
estabilidad se simularon 1000 observaciones mas (simulaciones, dada la supuesta
estabilidad de la cadena, de las distribuciones predictivas y finales), a partir de
las que se obtuvieron, mediante el comando stats, los estadisticos mediana y
cuantiles 2.5 % y 97.5 %, para las variables sobre las medias de la poblacién y
pendientes y media y varianza para las variables A’s, y mediante el programa
de Splus, drawdat, incluido en el BUGS, las aproximaciones kernel a las densi-
dades de las distribuciones predictivas de las medias y finales para las A’s dada
la muestra (consultar C.3 para ver mas detalles sobre cémo se ha fundamentado
el andlisis a través del programa BUGS).

4. El modelo Bayes de Regresion en dos etapas con dos jerarquias Normal minimo
informativo, con pardmetros V; = ¢?Iy,, i = 1,2,3 con ¢ = 0.36, 03 = 0.5 y
02=043 y By = 21,.

5. El modelo Bayes de Regresién en dos etapas con dos jerarquias Normal-Gamma
minimo informativo, con pardmetros W; =1Iy;,i=1,2,3y Cg =14.

A partir de los datos de la muestra de la poblacién y los cinco modelos anteriores, se
obtuvieron aplicando los teoremas 3.1 y 3.2, en los dos primeros, el programa BUGS,
en el modelo con cociente entre varianzas desconocido (apoydndonos en los teoremas
3.3 y 3.4), y los corolarios 3.1 y 3.2, para los modelos minimo informativos, los esti-
madores Bayes de la media de cada estrato y la media poblacional asi como la varianza
condicionada a la muestra de dichas medias para los modelos conjugados y en su susti-
tucidn para el modelo con cociente entre varianzas desconocido la mediana y cuadrado
de la cuarta parte de la longitud del intervalo de confianza al 95 % de las distribuciones
predictivas de la media de cada estrato y media poblacional, estimados a partir de la
muestra simulada por Gibbs (el empleo de este estimador y valor de la “varianza” al-
ternativos se justificaba en la subseccién 3.2.3), que aparecen reunidos en la tabla 3.1,
y las distribuciones predictivas de la media no observada de cada estrato y la media
poblacional no observada para los modelos conjugados (tabla 3.2). También se obtuvo,
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Figura 3.2: Traduccion en BUGS del modelo Bayes de Regresion en dos etapas con dos
jerarquias con cociente entre varianzas desconocido
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MOin io MODELO MODELO MODELO MODELO

NORMAL NORM-GAMMA COCIENTE VAR NORMAL NORM-GAMMA
DESCONOCIDO MIN. INFORM. MIN. INFORM

0.82c>4 08178 0.8324 0.8270 0.8144
Y, (60.56) (60.38) (69.69) (69.57) (69.30)
0.0104 0.0471 0.0127 00104 0.0177

Var(Y, (s.ys) )
0.0082 0.9011 0.3497 0.9879 1.0913
E hE (73.07) (72.93) (58.65) (72.87) (74.86)
0.0495 0.1479 1.6920 0.0496 0.0567

Var(Y. kys))
L 1.0835 0.9515 0.4698 1.0753 1.0368
T (74.72) (72.14) (61.53) (74.56) T =
0.0372 0.1185 10.0283 0.0374 0.0455

Var(V. ky.l)
¢ 0 8S99 0 8632 0.6996 0.8875 0.8883
(70.89) (70.33) 66 S1) (70.84) (70.85)
000" 0.0294 0.2075 0.0071 0.0111

VariY k.ys))

Las csurroc-.000s Je Ja media poblacionai oc cada estrato \ de toda la poblacion en procentajes fieuran en b labia entre paréntesis
En c¢i modelo cociente \ anan/;s desconocido se ha empleado ceo»o estimador b medixuy la \anaiua se ha estimado medianle d cuadrado de la curta
parte de la di*-ancu entre ioi cuantiles T~ \ 2 5%

Tabla 3.1: Estimadores Bayes de la media de cada estrato y poblacional y sus varianzas

para los modelos Bayesianos en dos etapas con dos jerarquias

la aproximacion de kernel a las densidades de las distribuciones predictivas de la me-
dia poblacional no observada, Y u (Y.medu), las medias no observadas de cada estrato,
Y U (Y.mdu[i]), i = 1,2, 3y de las distribuciones finales marginales dada la muestra de
A, (lambdali]), i = 1,2,3 y Xp (lambda.b) para el modelo con cociente entre varianzas
desconocido (figuras 3.3 y 3.4). Y para completar el analisis, los estimadores Bayes
para las pendientes de regresion, /3;, i = 1,2,3 y <2 (en su caso), para los modelos
conjugados y los estimadores mediana para las pendientes de regresion, /3;,i = 1,2,3 y
(Tpo, y el estimador BayesS para X;, i = 1,2,3 y Xp para el modelo Bayes de Regresion
en dos etapas con dos jerarquias con cociente entre varianzas desconocido (tabla 3.3).

A partir de estos resultados podemos destacar lo siguiente:

1.- Respecto a la estimacion de la media de cada estrato y de la poblacidon, sefialemos:
- La semejanza de los estimadores de la media del estrato 1 (alrededor del 69.5 %),
para los cinco modelos estudiados.

- Los estimadores de la media de los estratos 2y 3y de la poblaciéon son asimismo
bastante semejantes para los modelos conjugados (alrededor del 73 %, para la

Sla existencia de este estimador queda garantizada por los comentarios realizados sobre la existencia del
primer momento de la distribuciéon de (Ai,..., A*-, A"), realizados en la subseccion 3.2.3.

122



MOD. NORMAL
Yu,i(s.ys) ~ N(0.8421,0.0157)

YuJ(s,ys) - N(0.9116.0.0753)
Yuj|(s,ys) ~ N (1.0208,0.0565)

7ul(s,ys) ~ N(0.8788,0.0107)

MOD. NORM-GAMMA
Yu,|(s.y,) - t(53,0.8316,0.0687)

Y udis.yj) ~ t(53,0.9028,0.2165)
Y udis.yj) ** 1(53.0.8580,0.1735)

Yui(s.yS) ~ t(53.0.5460.0.0445)

MOD. NORMAL MIN. INF.
Avu lis.ys) ~ N(0.8429,0.0157)

Yu.|(s.ys) ~ N(0.8988,0.0755)

YulJis.yJ ~ *(1.0107.0.0569)

Wi(s.ys) ~ *~ ¢ 875900107)
MOD. NORM-GAMMA MIN. INF.

Yii,|(s.ys) ~ t(43,0.8274,0.0256)

Yu>|(s.ys) ~ t(43,1.0264,0.0822)

Yu,[(s,ys) ~ 1(43.0.9632,0.0660)

Yu|(s,ys) ~ 1(43,0.8769,0.0161)

Tabla 3.2: Distribuciones predictivas de la media de cada estrato y poblacional no observada
para los modelos Bayesianos en dos etapas con dos jerarquias conjugados
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Output for MB22CD analysis

kernel density for Y.medu (1000 valies) trace of Y.medu (1000 valies)
m*4Am 0 W36
«d. 35667
PU2
95%. 1.516 M
Y.m«du
kernel density for Y. mdum (1000 valies) trace of Y.mdu[1] (1000 valuies)
.3
i 0 1393
5%- 05205
9 1.063
02 04 06 08 1.0 12 1.4 6200 6400 6600
Y.mdo[1J jtarabon
kernel density for Y.mdu[2] (1CCO valies) trace of Y.mdu[2] (1000 '
. 32015
Y.mdu(21
kernel density for Y.mdu[3] (1000 valies) trace of Y.mdu[3] (1000 valies)

m*A . 0.1214
»d. 3.95

$% . 6501
95%+« 4177 l

6000 6200 6400 6600
Y.mdu(3J it«rabon

Figura 3.3: Aproximaciones a las densidades predictivas para el modelo Bayes de Regresion
en dos etapas con dos jerarquias con cociente entre varianzas desconocido
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Output for MB22CD (2) analysis

kernel density for lambda[1lj (1000 valies) trace oflambda[l] (1000 valies)
+ 0.1557
- d- 009296
5V. 008017
9SY.. 0.326»
05 1.0 1.5 2.0 6400 6600
lambdafl) {(eralioA
kernel density for lambda[2] (1000 valuies) trace of Tambda[2] (1000 valies)
* 036)]
+d- 0368
SV.- 006273
95%. 1074
6200 6400 6600 6800
lambda(2] il»ratton
kernel density for lambda[3] (1000 valies) trace of !ambda[3] (1000 valies)
- 03617
i.d + 0.4108
S%- 006977
95% 1056
S 10 15 6200 6400 6600 6800
lambda[3] it«radon
kernel density for lambda.b (1000 valdes) trace of lambda.b (1000 valies)

- 0.7077
«d- 0.1036
5% - 0.1111
98%- 2.09

15 20 6400 6600
lambda.b <taratk>n

Figura 3.4: Aproximaciones a las densidades finales para el modelo Bayes de Regresion en
dos etapas con dos jerarquias con cociente entre varianzas desconocido
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MODI LO MODELO MODELO MODELO MODELO

NORMAI \ORM-(iA\IMA COCIENTE VAR NORMAL NORM-GAMMA
DESCONOCIO!)  MIN INFOR MIN INFOR

T
S a -0.0019 -0.0635 0.0270 0.0011 -0 0989
T -0 0255 00572 -0.0395 -0.0277 0.1137
R Un -0.0620 -0.1364 -0.0583 -0 0595 -0.1837
A -0.2659 -0 21 14 -0 2893 -0.2690 -0.1845
T 0 1557
0
1
E
S -0.6369 -0.6371 -0 2944 -0.5997 -0 8444
T 0.8023 0 8557 0 6470 0.7824 1.0949
R p. -1.5064 -1.5183 05895 -14818 -1.7616
A 1.0291 1.0259 0.8335 0.9919 1.2087
T 22 0 3092
0
S
F
S Qi -0.7696 -0.5313 -0.2339 -0.7633 -0.6455
T 2.4725 1.9246 0 7233 2 4150 2 4169
R 37, -2.39%4 -1 8340 -0.7342 -2.3306 -2.3839
A %, 6 ;8*1 0.1728 0 "'71 0 1620 0 3105
T - 03M*
(o}

Vs 0.7076

c. 3 1100

c- 16387 06163

F.a ¢; rcoeio ooKnerme \anan/j> dev”wodo w ha ar” feudo como estimador !a trvdiaru «No en el caso de la «unu>cion de las ¢ ¢ que haa
sido «ufiadas como es habuuoi cor. je molo de ic djsinbocion a posicnon dada !a muestra

Tabla 3.3: Otras inferencias para los modelos Bayesianos en dos etapas con dos jerarquias
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estimacion de las medias de los dos estratos y del 71 %, para la media poblacional).
Los estimadores para la media de los estratos 2 y 3 y de la poblacién obtenidos
con el modelo con cociente entre varianzas desconocido difieren de los anteriores
sustancialmente, sobre todo, los referidos a las medias de los estratos.

2.- Respecto a la precision de las estimaciones, podemos sefialar lo siguiente:

— Las varianzas condicionadas a la muestra para la media del estrato 1 son muy si-
milares para los cinco modelos, presentando el siguiente orden de menor a mayor
valor: modelo normal, modelo normal minimo informativo, modelo con cociente
entre varianzas desconocido, modelo normal-gamma minimo informativo y mo-
delo normal-gamma.

— Las varianzas condicionadas a la muestra para las medias de los estratos 2y 3, y
poblacional son bastante similares para los cuatro modelos conjugados, siendo la
correspondiente al modelo con cociente entre varianzas desconocido mucho mis
alta, sobre todo, para las medias de los estratos 2 y 3 (aunque menos que para el
modelo Bayes de Regresién en dos etapas con una jerarquias con cociente entre
varianzas desconocido). El orden entre los modelos segin la varianza es el citado
arriba sélo que ahora ocupa la dltima posicién (la de varianza mas alta), el modelo
¢ cociente entre varianzas desconocido.

3.- A partir de las dos observaciones anteriores se revela el papel del modelo Bayes de
Regresién en dos etapas con dos jerarquias con cociente entre varianzas desconocido,
como valorador de las desviaciones de la hipétesis de linealidad, ya que como ya sucedia
para los otros dos grupos de modelos con el correspondiente modelo para cociente
entre varianzas desconocido, funciona de manera similar a los modelos conjugados
(en estimacidn y varianza), en la estimacién de la media del estrato 1 y detecta las
desviaciones de esta hipStesis para los estratos 2 y 3, proporcionando estimadores mas
bajos y estimaciones de las varianzas mds altas que las correspondientes a los modelos
conjugados.

Si nos fijamos en las estimaciones de las pendientes de regresién, parece detectarse una
mayor proximidad entre los modelos conjugados y cociente entre varianzas desconocido
en dos etapas con dos jerarquias que la observada entre los modelos Bayesianos en dos
etapas con una jerarquia.

4.- Conviene senalar también respecto a los modelos conjugados que:

— Los estimadores de la media de cada estrato y poblacional dejan de coincidir para
los modelos normal y normal-gamma minimo informativos, ya que la distribucién
minimo informativa se introduce en la segunda jerarquia del modelo.

— El modelo normal-gamma sefiala para las cantidades estimadas, varianzas mas
altas que el modelo normal-gamma minimo informativo, al contrario de lo que
sucedia en los otros dos grupos de modelos. Esta diferencia puede deberse a dos
circunstancias, por una parte que la distribucién minimo informativa sobre el
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modelo normal-gamma minimo informativo es sobre la segunda jerarquia (por lo
que la primera jerarquia del modelo sigue proporcionando cierta informacién), y
por otra parte que la distribucién inicial asignada sobre 3, en el modelo normal-
gamma no es buena (si nos fijamos en las pendientes estimadas y en la asignada
a priori, las diferencias son bastante grandes).

5.- Los resultados obtenidos para esta poblacion con estos modelos y con los modelos en
dos etapas con una jerarquia, son muy similares y conducen a las mismas conclusiones.
No obstante, se aprecia, en general una varianza menor para las variables estimadas
en el caso de los modelos con dos jerarquias y se detecta la mayor relacién establecida
entre los estratos en pendientes estimadas para cada estrato mas similares entre si en
todos los modelos en dos etapas con dos jerarquias.

6.- Por iltimo, realizaremos un breve estudio de las distribuciones predictivas de la
media no observada de cada estrato y la media poblacional, y finales marginales de
Ai, 1=1,2,3, y A, para el modelo con cociente entre varianzas desconocido (recorde-
mos que estas distribuciones no tienen forma estindar), a través de las densidades
aproximadas de las mismas dadas en las figuras 3.3 y 3.4. Notemos que:

— Las densidades de las distribuciones predictivas para la media poblacional no ob-
servada y media no observada para cada estrato, son acampanadas y ligeramente
asimétricas y con un apuntamiento superior a la correspondiente normal para las
densidades predictivas de las variables Y, Yy, ¥ Yu,, y menor en el caso de Y, .

— Si comparamos las distribuciones predictivas para los cinco modelos a través de
la amplitud del intervalo de confianza del 90 %, podemos establecer el siguiente
orden de menor a mayor (mayor a menor apuntamiento): modelos normal, modelo
normal minimo informativo, modelo normal-gamma minimo informativo, modelo
normal-gamma y modelo con cociente entre varianzas desconocido, que sdlo es
alterado en el caso de la distribucién predictiva para la media del estrato 1 por
el modelo con cociente entre varianzas desconocido, que en este caso se situa a
continuacién de los modelos normales.

— Respecto a las distribuciones finales marginales de A;, i = 1,2,3 y A, sefialemos
que sus densidades presentan una forma menos apuntada que las correspondien-
tes densidades de las distribuciones finales marginales de las A’s para el modelo
Bayes de Regresién en dos etapas con una jerarquia con cociente entre varianzas
desconocido.

(Las figuras 3.3 y 3.4 muestran a _la direcha un grafico que representa los valores de
las simulaciones de las variables Yy, Yy, i = 1,2,3, A;, 1 = 1,2,3 y Ag, que valora
graficamente la estabilidad asumida tras la realizacién de 5000 iteraciones Gibbs.)
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3.4 Modelos Bayesianos m-jerarquicos

El objetivo de esta seccién es el analisis de los modelos Bayesianos m-jerarquicos
normal y normal-gamma, as{ como sus- correspondientes versiones minimo informa-
tivas. Estos modelos, tal y como comentibamos en la Introduccién, cumplen dos
objetivos, por una parte, generalizan los modelos normales y normales-gamma, que
hemos definido y analizado en el capitulo 2 y en la seccién anterior, de modo que los
resultados inferenciales para estos modelos pueden tomarse y demostrarse (tal y como
hemos hecho), como casos particulares de los resultados inferenciales para modelos
m-jerarquicos. Y ademas, presentan un modelo flexible para representar y estudiar
otros modelos para poblaciones en una y dos etapas y para poblaciones estructuradas
en tres o mas etapas.

En esta seccién, denotaremos por Y al vector de caracteristicas de la poblacién (ya
sea la poblacién monoetépica, bietdpica, trietdpica o (m — 1)-etdpica), y por N, el
tamaifio de la poblacién, que asumiremos conocido y la muestra en la que se apoyan
nuestras inferencias consiste en la seleccién mediante un procedimiento de muestreo
no informativo y de tamaiio fijo de n elementos distintos de la poblacién.

Los lemas a los que hacen referencia las demostraciones de los siguientes teoremas y
corolarios se encuentran enunciados y demostrados en el apéndice B.
3.4.1 Modelo Bayes de Regresién m-jerarquico Normal

El modelo Bayes de Regresién m-jerarquico Normal que definiremos a continuacién,
se aplica cuando la varianza de la poblacién es conocida.

Definicién 3.6 Llamaremos modelo Bayes de Regresion con m jerarquias normal al
definido por el siguiente modelo jerdrquico:

Y|y ~ N(A.16,,V), (3.54)
61162 ~ N(A26:,V3), (3.55)
0m-110m ~ N(Ambm,Vpnm), (3.56)
Hm ~ N(Am+1,Vm+1), (357)

donde Y es el vector de caracteristicas de la poblacién (representando, lanto una es-
truclura monoetdpica como bietdpica, trieldpica, ...,0 (m—1)-etdpica de la poblacidn),
m+41

{A:}24! son matrices conocidas y {V;} 2! son matrices conocidas simétricas definidas

posilivas, todas ellas de dimensiones adecuadas. (8, suelen ser variable aleatoria y
por tanto A4y ¥y Vg de dimensién 1.)
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Este modelo fue estudiado por Malec y Sedransk(85)[72], que obtuvieron la distribucién
predictiva del vector no observado y particularizaron el modelo y sus resultados infe-
renciales para una poblacién estructurada en tres etapas. Otros casos particulares del
modelo son: el modelo Bayes de Regresién Normal (definicién 2.1), el modelo Bayes de
Regresién en dos etapas con una jerarquia Normal (definicién 2.6) y el modelo Bayes
de Regresién en dos etapas con dos jerarquias Normal (definicién 3.1).

Las distribuciones predictivas del vector poblacional no observado, Y, la media no

observada, Yy y el estimador Bayes de la media poblacional, Y y su varianza condi-
cionada a la muestra (s,y,) (s, indices de los elementos muestreados e y,, el vector
observado de la poblacién), vienen dados por el siguiente teorema.

Teorema 3.5 Consideremos el modelo Bayesiano m-jerdrquico normal dado en la
definicién 3.6, entonces se liene que:

(a) Y,l|(s,ys) se distribuye normal (N — n)-varianie con media y varianza dadas
respeclivamente por:

~B ~B
E(Yul(31 yi)) = Auol +V:uv;1(Ya - A391 );
Var(YuI(s;Y:)) \ V:uv;lvw + (3.58)
+(Au = Vi, VITA)D(Ay = VI, VAL,

(8) Y.l(s,ys) se distribuye normal con media y varianza dadas por:

_ 1 B _ ~B
E(Yul(s,y,)) = N_nlgv—n[Auol +V:uva l(yS —Asel )])
— 1 -
Var(Yul(s,ys)) = N =n)y {InonlVu = VL VI Va]inont (3.59)

1y n(Au = Vi, VITA)D(AL = Vi, VITA) INon },

y (c) el estimador Bayes para la media poblacional y su varianza condicionada a la
muestra vienen dados por:

S 1 1 ~B _ ~B
Y = le‘y’ + Nlj\l—n[Auel + V..V, l(ys —A,6,)),
- 1
Var(Yul(s,y,)) = rn)z‘ {lk_n[vu - V:uV,—IV,u]lN_n+ (360)

+1}\f—n(Au - V:uv:lAﬂ)D(Au - v.tmvg_lAa)th—n} ’

donde y, = (y; :i €5)', Yy = (Yi:i € 5)!, A, es la matriz formada por las filas de la
matriz Ay correspondienies a indices i € s, A, es la matriz formada por las filas de la
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matriz Ay correspondientes a indicesi € s, V, = VarY|0.(Y’)' V= VﬂTle(Yu):
Vou= CO”Y|0,(Y“YU) Y

D! = AVIA+(V+AV, 1A,
d = AV ly, +(V+AV,1A) TAA L,
~B
6, = E(6il(s,y.)) =Dd, (3.61)

A = AAj3---Ap,
V = V2+A2V3A;+...+(A2A3---Am_l)vm(A2A3---Am_l)t,

stendo param = 1 A =1 y V = 0 (I matriz idenlidad y 0 mairiz de ceros de las
dimensiones del vector 6;).

Demostracién. Dividiremos la demostracion (que se apoya en el lema B.8) de los
resultados del teorema en varios pasos:

1.- A partir de (3.55),...,(3.56) y (3.57) obtenemos aplicando el resultado (a) del lema
B.8 iterativamente la distribucién de 8; que es:

61 ~ N(AAmi1,V + AV, 1AY). (3.62)

2.- A partir de (3.54) aplicando propiedades bdsicas de la distribucién normal, tenemos
que:

Y,|0; ~ N(A,6,,V,). (3.63)

3.- A partir de (3.63) y (3.62) obtenemos aplicando el resultado (b) del lema B.8 la
distribucién de 6,|(s,y,) que es:

61|(s,ys) ~ N(Dd, D). (3.64)

4.- A partir de (3.54) aplicando propiedades basicas de la distribucién normal, tenemos
que:

Y.[(5,:),6) ~ N(A 0, + V!,V (y, — A,8,),V, -V VIIV,,) (3.65)

5.- A partir de (3.65) y (3.64) aplicando el resultado (a) del lema B.8 se obtiene la
distribucién de Y, |(s,y,) dada en (3.58).

6.- A partir de (3.58) y aplicando que Y, = ﬁ 1%, _,.Yu y que la combinacién lineal
de normales es normal se obtiene la distribucién de Y|(s,ys) dada en (3.59).
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7.- A partir de (3.59) y de la definicién de estimador Bayes de la media poblacional,
se obtiene el resultado (c) de este teorema dado en (3.60).

C.5.Q.D.

Notemos que el estimador Bayes de Regresion para este modelo puede escribirse, como
una “combinacién lineal” del estimador de regresién clasico, 6; = (AL V;1A,) 1Al V!
ys ¥ de la pendiente a priori asignada a la poblacién, AA, 11, dado que:

~B ~
91 = 0191 + (I - al)AAm+1, (366)
oy = [A'W7IA,+(V+ AV, AYTTIAN V1A,

con o un factor de encogimiento (a; = (I—a1)(V+AV,41AY)AYV 1A ), eI, una
matriz identidad de las dimensiones del vector 8;. Estas expresiones se deducen de
manera inmediata del teorema 3.5.

3.4.2 El modelo Bayes de Regresién m-jerarquico Normal -
Gamma

El modelo Bayes de Regresién m-jerarquico Normal-Gamma, cuya definicién veremos
a continuacidn, se aplica cuando la varianza de la poblacién es desconocida.

Como casos particulares del modelo tenemos: el modelo Bayes de Regresion Normal-
Gamma (definicién 2.2), el modelo Bayes de Regresion en dos etapas con una jerarquia
Normal-Gamma (definicién 2.7) y el modelo Bayes de Regresion en dos etapas con
dos jerarquias Normal-Gamma (definicién 3.2). El modelo Bayes de Regresién m-
jerarquico Normal - Gamma en el caso Cov(Y,, Y4[61,0%) = 0 es un caso particular
del modelo m-jerdrquico estudiado en Bernardo y Girén(91)[7].

Definicién 3.7 Llamaremos modelo Bayes de Regresién en m jerarquias Normal-
Gamma al definido por el siguiente modelo jerdrquico:

Y|6,,02 ~ N(A18,,0°W,), (3.67)
01]82,02 ~ N(A20,,0>°W,), (3.68)
0m-1|0m,02 ~ N(ApnOn,,0*W,.,), (3.69)
Onlo? ~ N(Ams1,02Wiy), (3.70)

o2 ~ Ga (ao,bo), (3.71)
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donde Y es el vector de caracteristicas de la poblacidn (representando, tanto una es-
iructura monoetdpica como bietdpica, irietdpica, ..., (m — 1)-etdpica), {A;}X! son
malrices conocidas, {W; ;’;+11 son matrices conoczdas simétricas definidas posztwas,
todas ellas de dimensiones adecuadas, ap y by escalares positivos conocidos. (0, suele
ser variable aleatoria y por tanto Apmyy y Wiy de dimensidn 1).

Las distribuciones predictivas para el vector poblacional no observado, la media no
observada y el estimador de la media poblacional y su varianza condicionada a la
muestra, vienen dadas por el siguiente teorema.

Teorema 3.6 Consideremos el modelo Bayes m-jerdrquico normal-gamma dado en la
definicién 3.7, enlonces se liene que:

(a) Yu|(s,ys) se distribuye t (N — n)-varianie con 2a; grados de libertad y media y
varianza dadas, para ay > 1, respectivamente por:

B ~B
A0, + W W;l(y, —A,8,), (3.72)

b
a l 1 {Wu - W:uw;lwsu'*’

+(Ay - WL W TA,)D(A, — Wi, W 1A,) ),

E(Y|(s,¥s))
Var(Yu|(s,¥s))

(b) Yul(s,ys) se distribuye t univariante con 2a; grados de libertad y media y varianza
dadas, para a; > 1, por:

- 1 ~B ~B
E(Yul(s,y:)) = N—n 1}V—n[A301 + WL, Wy, — A6,)], (3.73)

1
e
+1N—n(AU - W:uws IAS)D(AU - Wiuws_lAS)th-ﬂ} )

Var(?ul(s,y,)) {]-N n[Wy W W:lwau]lN—ﬂ+

y (c) el estimador Bayes para la media poblacional y su varianza condicionada a lo
muesira vienen dados, para a; > 1, por:

= 1 1 ~B ~B
Y = Nl,.y, + Nlt A0, + W W (y, —A0,)), (3.74)
1

Var(?l(s, ys))

N2 a; — { N-n [VV., W:uw:lwsu]lN—n+
N—n(A Wt s lAs)D(Au - W:uws_lAs)th—n} )

donde y, = (yi : i € s)', Yy = (Yi : i € 5)', A, es la malriz formada por las
filas de la matriz A, correspondientes a indices i € s, A, es la mairiz formada por
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las filas de la malriz Ay correspondientes a indices i ¢ s, W, = a‘2VarY|9l(Y,),
W, = o'—ZVarYlel(Yu), W, = a—2Con|01(Y,,YU) Y

D! = AWIA, 4+ (W4 AW, 1 AY)7]
d = A:W:ly, + (W + AWm.'.lAt)-lAAm.‘.l,
~B
6, = E(6l(s,y:)) =Dd, (3.75)
E™! = W,+A,(W+AW,,;;AYA!
A = AxA;3---A,,
W = Wi+ A;W3AL 4 ... +(AzA3- A1) )Wh(A2A3---Apny),
n
a = a+ 2
1
by = bo+ '2‘ (y.i - AsAAm-{-l)tE(y.‘ - A.sAAm-}-l),

siendo, para m =1, A =1 y W = 0 (I mairiz identidad y O mairiz de ceros de las
dimensiones del vector 8 ).

Demostracién. La demostracién de este teorema se basa en los resultados obtenidos

en el teorema 3.5 y en la aplicacién de los lemas B.8 y B.9. En primer lugar obten-
dremos la distribucién de o?|(s,y,) para lo cual realizaremos los siguientes pasos:

1.- A partir de (3.68), ..., (3.69) y (3.70), obtenemos aplicando el resultado (a) del

lema B.8 iterativamente la distribucién de 8;|0? que es:

01|0% ~ N(AApmy1,0 (W + AW, 1 AY)). (3.76)

2.- A partir de (3.67) aplicando propiedades de la distribucién normal bésicas tenemos
que:

Y,|81,0% ~ N(A,8:,0*W,). (3.77)

3.- A partir de (3.77) y (3.76) obtenemos aplicando el resultado (a) del lema B.8 la
distribucién de Y,|o? que es:

Y,|o? ~ No(A;AA g, 02 [W, + A, (W + AW, 11 AY)AY)) (3.78)

4.- A partir de (3.78) y (3.71) obtenemos aplicando el resultado (b) del lema B.9 la
distribucién de o2?|(s,y;) que viene dada por:

o?|(s,ys) ~ Ga~Y(ao + %,bl). (3.79)
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El resultado (a) se comprueba aplicando el resultado (a) del lema B.9 sobre la dis-
tribucién de Y|(s,ys), o2 que se obtiene directamente de (3.58) tomando V; = ¢?W;,
i=1,2,...,m+1ysobre (3.79), el resultado (b) aplicando® el mismo resultado sobre
la distribucién de Y ,|(s,ys), 0% que se obtiene de (3.59) con la transformacién anterior
y sobre (3.79) y el resultado (c) a partir de (3.73) y de la definicién de estimador Bayes
de la media poblacional.

C.S.Q.D.

3.4.3 Modelos Bayes m-jerarquicos minimo informativos

En esta subseccién presentamos unas versiones minimo informativas de los dos modelos
m-jerarquicos anteriores, asi como los resultados inferenciales habituales asociados
a las mismas, que se aplican cuando no deseamos introducir informacién sobre los
parametros de las distribuciones iniciales.

Estos modelos minimo informativos generalizan los modelos minimo informativos de-
finidos en el capitulo 2 y en la seccién 3.2, aplicindose los resultados inferenciales
que describiremos a continuacién para demostrar los correspondientes resultados para
estos modelos.

Modelo Bayes m-jerdrquico normal minimo informativo

Definicién 3.8 Llamaremos modelo Bayes en m jerarquias normal minimo informa-
livo a un modelo Bayes en m jerarquias normal en el que la distribucién que asumimos
sobre 8, es una minimo informativa de la forma 7(6,,) x 1.

Corolario 3.3 Consideremos el modelo Bayes en m jerarquias normal minimo infor-
mativo dado en la definicion 3.8, entonces se tiene que las distribuciones predictivas
para el veclor poblacional no observado y la media de la poblacién no observada y esti-
mador de la media poblacional son los obtenidos en (3.58), (3.59) y (3.60), tomando:

D! = AVA, 4+ VTIoVTIAAYVTIA)TIAYY Y

d = AV]ly, (3.80)
~B

6, = E(6,|(s,y,)) =Dd.

Demostraciéon. La demostracién del corolario es inmediata a partir del teorema 3.5
tomando V;}; — 0 y aplicando el lema B.1.

C.S.Q.D.

5Una demostracién alternativa consiste en aplicar sobre la distribucién predictiva del vector poblacional
no observado obtenida en la primera parte de la demostracién de la propiedad de que la combinacién lineal
detest
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Modelo Bayes en m-jerarquias Normal-Gamma minimo informativo

Definicién 3.9 Llamaremos modelo Bayes en m jerarquias normal-gamma minimo
informativo a un modelo Bayes en m jerarquias Normal-Gamma en el que las dis-
tribuciones (3.70) y (3.71) son sustituidas por una distribucién conjunta para (6y,,02)
minimo informativa,” de la forma 7(6m,0?) x J5.

Corolario 3.4 Consideremos el modelo Bayes en m jerarquias normal-gamma minimo
informativo dado en la definicion 3.9, enlonces se liene que las disiribuciones predic-
tivas para el veclor no observado de la poblacidn y la media no observada y estimador
de la media poblacional son los obtenidos en (3.72), (3.73) y (3.74), tomando, en este
caso:

D! = A'WA, + W1 - WTAA'WTA) AW

d = AW ly,, (3.81)
~B
6, = E(6.l(s,y,)) =Dd,
E™! = W,+A,WA},
a _ n—r
1 = 9 )

"Hemos utilizado para describir la situacién minimo informativa cuando la varianza es desconocida a la
distribucién inicial impropia m(8m,02) ;’5, esta eleccién no es unica y la distribucién anterior ha sido
elegida porque parece la mis conveniente para el conjunto de modelos descritos minimo informativos con
varianza desconocida de los capitulos 2 y 3, al ser comiin a todos ellos y en la consideracién de que los
resultados inferenciales para las restantes distribuciones minimo informativas habituales son similares (si n
es grande en comparacién a 7, la dimensién del vector 8,,) y difieren entre si \inicamente en el nimero de
grados de libertad de la t.

A continuacién pasamos a describir brevemente cémo se obtienen las distribuciones minimo informativas
ma3s habituales entre las que se encuentra la aplicada en esta tesis. Considerada la familia normal-gamma
invertida de distribuciones conjugadas con el modelo definido de (3.67) a (3.69):

- 1 -
7|,(9'_’“02) - (0.2) (a0t §+1)e$p{—;‘2-[(0m - Am+1)'wm{n(0m - Am+1) + 2bo]} ,

podemos describir tres procedimientos para la obtencién de una distribucién minimo informativa para
(8m,02):

— Obtener en primer lugar la distribucién minimo informativa habitual para 6,,, hacer W;:F 1= 0,yen
segundo lugar para obtener la distribucién marginal impropia para o2 (7(0?) ;l;), tomar ag = — L

bl
¥ bo = 0. El resultado es la distribucién 7(8m,02) a%.

— Fijarse en primer lugar en la distribucién marginal sobre o2 y hacerla informativa, tomar ag = 0,
bo = 0, y después para obtener la distribucién impropia para 6,,, hacer W;I_H — 0. El resultado

obtenido es la distribucién 7(8m,02) o (¢2) (511, que es la distribucién inicial de Jeffreys.

— Otras distribuciones minimo informativas razonables pueden obtenerse por los métodos anteriores
tomando como distribucién marginal impropia para ¢2, m(¢2) « 1.
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by = %y:[E—EA,A(A’A:EA,A)“A'AiE]y,,

donde r es la dimensién de 6,,.

Demostracién. La demostracién de este corolario se basa en los resultados obtenidos
en el corolario 3.3 y en la aplicacién de los lemas B.8, B.9 y B.10. En primer lugar
obtendremos la distribucién de 2|(s, y,) para lo cual realizaremos los siguientes pasos:

1.- A partir de (3.67) aplicando propiedades bdsicas de la distribucién normal, tenemos
que:

Y,|0;,0% ~ N(A,8;,0*W,). (3.82)

2.- A partir de (3.82) y de (3.68),...,(3.69) obtenemos, aplicando el resultado (a) del
lema B.8 iterativamente la distribucién de Y,|6,,, 0% que es:

Y,|0m,0% ~ N(A;A0,, 02 (W, + A,WA})). (3.83)

3.- A partir de (3.83) y la distribucién minimo informativa de (6,,,0?), obtenemos,
aplicando el resultado (b) del lema B.10 la distribucién de o2|(s,ys) que viene dada
por:

o?|(s,ys) ~ Ga~(ay,b1). (3:84)

La distribucidén predictiva sobre el vector poblacional no observado se obtiene aplicando
el resultado (a) del lema B.9 sobre la distribucién de Y,|(s,y;), 02 que se obtiene di-
rectamente del corolario 3.3 tomando V; = ¢?W;, i = 1,2,...,m y sobre (3.84), la
distribucién predictiva de la media no observada se obtiene % aplicando el mismo resul-
tado sobre la distribucién de }_"ul(s, ¥s), 0% que se obtiene de este mismo corolario con
la transformacion anterior y sobre (3.84) y el estimador Bayes de la media poblacional
y la varianza de la media poblacional condicionada a la muestra, a partir de la dis-
tribucion predictiva de la media poblacional no observada obtenida en este resultado
y de la definicién de estimador Bayes de la media poblacional.

C.5.Q.D.

8Una demostracién alternativa consiste en aplicar sobre la distribucién predictiva del vector poblacional
no observado obtenida en la primera parte de la demostracién de la combinacién lineal de t es t
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3.5 Comentarios finales

Los modelos descritos y analizados en este capitulo y en el capitulo 2 constituyen un
sustrato tedrico potente para poder modelizar un nimero bastante amplio de pobla-
ciones finitas y en particular aquellas que resultan de asumir un determinado procedi-
miento de muestreo no aleatorio (ya comentdbamos que una poblacién puede asumirse
estructurada por efecto de un muestreo estratificado, cluster, por rutas aleatorias,
...). El objetivo de los préximos dos capitulos es el establecer modelos Bayes (que
seran casos particulares de los modelos estudiados en estos capitulos o pequefias ge-
neralizaciones de los mismos) que permitan inferir sobre poblaciones sobre las que se
aplican (porque se considera mas adecuado, mas econémico o simplemente porque la
poblacidén no es censable) procedimientos de muestreo no aleatorios. Concretamente,
en el capitulo 4 se modelizard una “misma” poblacién en las situaciones de un muestreo
aleatorio, estratificado y cluster comparando, para casos particulares sencillos, las in-
ferencias obtenidas por los tres mecanismos de muestreo en la estimacién de la media
poblacional. Y en el capitulo 5 se presentaran tres modelos para analizar una poblacién
muestreada por rutas aleatorias que incorporan de manera sencilla, la incertidumbre
adicional derivada del uso de una ruta aleatoria en lugar de un muestreo aleatorio
y permiten diagnosticar la calidad de las inferencias derivadas cuando, como es ha-
bitual en la practica, se hace uso en estas situaciones de muestreo de modelos para
poblaciones muestreadas aleatoriamente.
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Capitulo 4

Comparacion Bayes de las
inferencias obtenidas a partir
de muestras aleatorias,
estratificadas y cluster

4.1 Introduccién

Supondremos para realizar este estudio que la poblacidn responde a una estructura
monoetapica y analizaremos las inferencias que podemos obtener de estas poblaciones
a través de muestras no aleatorias de las misma. Este analisis tiene su punto de partida
en la realidad practica del analisis en poblaciones finitas; asi, en algunas ocasiones, no
es posible la obtencién de una nuestra aleatoria porque no disponemos de un censo de
la poblacién y en otras ocasiones la practica ha demostrado que otros tipos de muestreo
como el estratificado y el cluster presentan algin tipo de ventaja (el estratificado en
precision de las inferencias y el cluster desde un punto de vista econémico al permitir
aumentar el nimero de elementos muestreados a un coste pequefio) frente al muestreo
aleatorio de la poblacién. En este capitulo nos centraremos en la segunda situacién
dejando para el capitulo 5 el anélisis de poblaciones sin censo disponible.

Este capitulo tiene como objetivo la descripcién de modelos Bayes apropiados para
muestreos aleatorios, estratificados y cluster de una poblacién y la comparacion desde
un punto de vista Bayes (a través del andlisis de las distribuciones predictivas del
vector no observado de la poblacién dada la muestra) de la precision de las inferencias
obtenidas al estimar la media poblacional segiin los tres procedimientos de muestreo.
En la practica, suponiendo los mismos tamafios muestrales para los tres procedimien-
tos de muestreo, las inferencias basadas en una muestra estratificada de la poblacién
suelen ser mds precisas que las basadas en una muestra aleatoria de la misma y las infe-
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rencias basadas en un muestreo cluster (al margen de sus ventajas econémicas) menos
precisas que las apoyadas en un muestreo estratificado o aleatorio de la poblacién.
En esta direccién, Cochran(77)[18][capitulo 5] establece, desde un punto de vista de
poblacién fija que, si los términos ]ﬁvf, i =1,2,...,K son despreciados (se conside-
ran muy pequeiios), un muestreo aleatorio estratificado con k = K y con asignacién
proporcional® de las n;, i = 1,2,..., K es mas preciso que un muestreo aleatorio sim-
ple, y Bayarri y Font(94)[6] demuestran, desde un punto de vista Bayesiano, que en
ausencia de covariables y bajo determinadas hipdtesis las inferencias sobre la media
poblacional basadas en una muestra estratificada son mas precisas que las basadas
en una muestra aleatoria y las inferencias basadas en un muestreo cluster son menos
precisas que las basadas en muestreos aleatorios o estratificados.

En este capitulo se recuperaran los resultados de Bayarri y Font(94)[6], y se realizaran
estudios comparativos entre los tres procedimientos de muestreo en presencia de co-
variables. Para ello, nos apoyaremos en las definiciones sobre muestreo aleatorio
(muestreo aleatorio simple), muestreos aleatorios estratificado y cluster sin reemplaza-
miento establecidas en la seccién 1.2 y asumiremos que (habitualmente, los muestreos
estratificados y cluster cumplen estas condiciones), el muestreo estratificado se ha
apoyado en una divisién de la poblacién en unidades (estratos) de modo que hay re-
lativamente pocas unidades (K es relativamente pequefio), de las que se muestrean
todas k = K, con un nimero relativamente grande de elementos (N; grande) por
unidad, los elementos de cada unidad son similares entre si y la heterogeneidad entre
unidades es grande. Y la muestra cluster se ha obtenido a partir de una divisién de la
poblacién segin la cual, el nimero de unidades es grande (K grande) con un niimero
de elementos por unidad pequefio (N; pequeiio), los elementos dentro de cada unidad
son muy similares entre si, la heterogeneidad entre unidades es muy grande (mayor
que en un muestreo estratificado) y se muestrean todos los elementos de las unidades
seleccionadas para ser muestreadas, esto es, n; = Nj, i € {#1,12,...,1;}.

Para la realizacién de este estudio hemos dividido el capitulo en 5 secciones de las
cuales, la seccién 4.1 es la presente introduccién sobre el tema. En la seccién 4.2 se
estudia la formulacién en términos Bayesianos del problema, presentando dos modelos
Bayes de regresidn, el primero para modelizar un poblacién sobre la que se aplica
un muestreo aleatorio, y el segundo para modelizar a (aproximadamente) la misma
poblacién cuando la muestra se obtiene a partir de un muestreo en dos etapas. Este
modelo es bastante flexible para representar las situaciones de muestreo estratificado y
cluster comentadas arriba, y permite en combinacién con el primer modelo, comparar
analiticamente, en algunas situaciones sencillas, los tres procedimientos de muestreo.
Esta comparacién se realizard en la seccién 4.3. Finalmente, en la seccién 4.4 se
analizaran los resultados obtenidos mediante un ejemplo numérico y en la seccién 4.5
se realizara una breve discursién sobre las limitaciones del estudio y posibles lineas de
trabajo futuras para subsanarlas.

1Un muestreo estratificado con asignacién proporcional es aquel tal que, "71'- = %‘, Vi=1,2,...,K.
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4.2 Fomulaciéon del problema y analisis Bayes del
modelo para muestras aleatorias

En esta seccién introduciremos dos modelos para modelizar una misma poblacién
en dos situaciones de muestreo: el muestreo aleatorio y el muestreo en dos etapas.
Para ello, aplicaremos en el primer caso un modelo Bayesiano en una etapa de los
descritos en la seccién 2.2, y en el segundo un modelo Bayesianos en dos etapas con
dos jerarquias. En esta seccién emplearemos los modelos Bayesianos en dos etapas con
dos jerarquias para modelizar poblaciones muestreadas en dos etapas por dos razones,
en primer lugar porque los muestreos en dos etapas suponen una estructuracién de
la poblacién (en el caso de muestreos estratificados, se parte de una division de la
poblacién de acuerdo con los valores de alguna caracteristica, habitualmente, socio-
econémica conocida para todos los elementos de la poblacién que guarda relacién con
la caracteristica en estudio, y en el muestreo cluster se aprovecha la estructuracién de
la poblacién en unidades administrativas, familiares, ...) lo que sugiere la formulacién
de modelos en dos etapas. Y en segundo lugar, porque los modelos en dos jerarquias
permiten una modelizacién flexible y sencilla de la poblacién en estudio de modo
que a partir de un mismo modelo podemos estudiar las inferencias obtenidas por un
procedimiento estratificado y cluster.

Para la exposicién de los modelos y resultados del capitulo se han empleado las no-
taciones reunidas en el apéndice A. Los mecanismos de muestreo aplicados se ajustan
a las definiciones de la seccién 1.2 (todos ellos sin reemplazamiento) cumpliendo los
muestreos estratificados y cluster las propiedades sefialadas en la introduccién de este
capitulo. La muestra obtenida de la poblacién se representara con la notacién habitual
(s,¥s) ¥y cuando esta notacién pueda dar lugar a confusiones, por:

— (s!,y,) cuando se trate de una muestra aleatoria (m.a.s) de la poblacién
— (s%,y,2) cuando se trate de una muestra estratificada de la poblacién,

— y (s3,¥,3) cuando se trate de una muestra cluster de la poblacién.

Los lemas en los que se apoyan los resultados del capitulo estin enunciados y de-
mostrados en el apéndice B.

4.2.1 Formulacién del problema

Dada una poblacién con vector de caracteristicas continuo Y = (Y1,Ys,...,Yk)},
para el cual asocida a cada variable Y; tenemos una informacién auxiliar representada
por un p-vector de covariables x; = (z;1, %2,...,%ip) conocido para i = 1,2,...,N,

podemos considerar el siguiente modelo de superpoblacién:

Y;|xi,B5 ~ N(xiBp,0%x;x}), independientes, i =1,2,...,N (4.1)

con B un p-vector desconocido y 0% > 0 un escalar conocido. El modelo de super-
poblacién anterior es una generalizacién de los modelos de superpoblacién estudiados
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para p = 1 por Royall(70)[91] desde un punto de vista clasico y por Ericson(69)[26]
desde un punto de vista Bayesiano y permite obtener tomando p = 1 y x; = 1,
i = 1,2,...,N, el modelo de superpoblacién habitual para describir un muestreo
aleatorio. A partir de este modelo de superpoblacion podemos describir el siguiente
modelo Bayes en una etapa para poblaciones muestreadas aleatoriamente.

Definicién 4.1 Dado el vector poblacional Y = (Y1,Ye,...,Yr)!, para el cual aso-
ctada a cada variable Y; tenemos una informacidn auziliar representada por un vector
x; = (Z1,...,Zip) conocido llamaremos modelo Bayes de Regresién para mues-
tras aleatorias simples (m.a.s) con varianza conocida al definido por:

Y;lx,-,,Bﬁ ~ N(x;ﬁﬁ,a2xixf), independientes, i = 1,2,..., N,

donde X = (x},x%,...,x%)!, es una matriz de rango p y o un escalar positivo cono-
cido.

Este modelo es un caso particular del modelo Bayes de Regresién normal minimo
informativo definido y estudiado en la subseccién 2.2 4.

Como ya avanzabamos, al principio de la seccién, para modelizar una poblacién
muestreada en dos etapas nos apoyaremos en modelos Bayes en dos etapas y dos
jerarquias. Supongamos en una primera aproximacién el modelo definido por:

YiIX,8 ~ Nn,(X:B;, Vi), i=1,2,...,K, independientes,
B; ~ Ny(bg,Bg), i=12,...,K,iid, (4.3)

donde 8 = (ﬁi,ﬁ;,...,ﬁ}()‘, bg es un p-vector desconocido y V;, 1 =1,2,... K y
B son matrices definidas positivas conocidas. Y las siguientes tres hipotesis:

bﬂ = ﬁp: (44)
Vi = Xoldiagli {xijx};}, i=1,2,...,K, (4.5)
By = (1-))o,, (4.6)

donde I, es la matriz identidad de dimensién p, 02 es un escalar conocido y A es un
escalarentre 0y 1 (0 < A< 1).

El modelo definido en (4.3) permite trasladar la informacién proporcionada por un
muestra en dos etapas a fin de poder hacer inferencias sobre la poblacién pero adolece
del defecto de no representar a la misma poblacién que el modelo definido en (4.1)
(no da lugar al mismo modelo de superpoblacién). Sin embargo, si al modelo (4.3) le
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afiadimos las hipétesis (4.4), (4.5) y (4.6) la aproximacién del modelo de superpoblacién
resultante respecto al modelo de superpoblacion definido en (4.1) es sustancialmente
mejor (no pueden representar el mismo modelo exactamente), ya que las distribuciones
marginales para cada variable (condicionadas a B4 y ) coinciden en los dos modelos
de superpoblacién, tal y como muestra el siguiente resultado:

Teorema 4.1 El modelo de superpoblacién condicionado a Bs y A para el modelo
definido por (4.3), (4-4), (4-5) v (4.6), es tal que los vectores Y;, i = 1,2,..., K, son
independientes y se distribuyen segin una normal:

Yi[X,Bp, A ~ NN, (XiBp, o’ [N diagily {xijxj} + (1= NXXE),  (47)
con media y varianza marginales, para j=1,2,...,N;,i=1,2,... K:
E(}/t] |X)ﬂp)A) = xi_‘iﬁﬂl
Var(Yij1X,Bs,8) = xijxi;o? (4.8)

y covarianzas, para j,j* =1,2,...,N;, 4, =1,2,..., K,

xlg? i gt
A)xijxio? i=14

1-—
CO'U(Y.‘j,Yi‘j‘lx,ﬂp,/\) = { g

Demostracién. La demostracién de este teorema es inmediata a partir del resultado

(a) del lema B.8.
C.S5.Q.D.

El resultado anterior permite también un andlisis sobre el significado de A, ya que
desde (4.8) y (4.9), es inmediato que, para j,j* =1,2,...,N;,i=1,2,...,K:

Cor(Yy,Yij|X, B5,)) = (1 - MR, (4.10)

it Xi5Xje
donde R}’ = TEx \/’J‘-'j'xi,-a
covariables de los elementos (i, j) e (,7*) de una misma unidad i, j,j* = 1,2,..., Ny,
i=1,2,...,K. Segiin (4.10), A es un factor que mide el cociente entre la correlacion
dentro de cada unidad respecto a la caracteristica en estudio y la correlacién den-
tro de cada unidad de las covariables. En una estratificacién “ideal” los vectores
de covariables de los elementos de una misma unidad (estrato) estaran préximos y

proporciona una medida de la correlacion entre las

Rf:j‘ tomard un valor préximo a 1 para todo j,j* = 1,2,...,N; y, por lo tanto un
A préximo a 0 supondra que los elementos de la unidad son muy homogeneos entre
si (que es la situacién habitual en un muestreo estratificado), cuanto mas préximo a
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0, mis homogeneos y un A grande (mds préximo a 1) que los elementos de la unidad
son heterogeneos entre si. En el caso sin covariables, la interpretacién en términos del
factor A es mucho mds sencilla ya que entonces (X = 1y), la correlacién dentro de
cada unidad serd igual a (1 — A), y de acuerdo con las caracteristicas que asumiamos
al principio del capitulo acerca de los muestreos estratificados A sera pequefio y en el
caso de muestreo cluster el valor de A atn serd habitualmente mas pequefio.

El factor A también puede interpretarse a través de (4.3) y (4.6) como un medidor de
la varianza introducida en el modelo de superpoblacién (4.7) a través de las diferencias
entre las unidades, un A préximo a 0 sefiala entonces que la variabilidad proviene fun-
damentalmente de las diferencias entre unidades y un A préximo a 1 que las unidades
son entre si muy semejantes.

Atendiendo a estas interpretaciones y en el caso de ausencia de covariables podria ser
mas adecuado para describir la situacién de muestreo por cluster el asumir el modelo
resultante de sustituir la hipétesis (4.6) por Bg = (1 - X;)o?L,, i = 1,2,..., K (y
consecuentemente, la frase i.i.d por independientes en el modelo definido en (4.3)),
con A; una variable aleatoria con E();) = A, i =1,2,..., K, que permitiria modelizar
situaciones con distintos grados de homogeneidad de los elementos dentro de un cluster
y de heterogeneidad entre clusters y seguiria siendo comparable con el modelo de
superpoblacién (4.1) en los mismos términos que introduce el teorema 4.1. Otras
modelizaciones, que dejamos, junto con la anterior, para posteriores estudios podrian
consistir en suponer A desconocido.

Nuestros estudios en esta tesis se centrardn en el andlisis de los procedimientos de
muestreo estratificado y cluster a partir del siguiente modelo.

Definicién 4.2 Dado el vector poblacional Y = (Yi,Y5%,...,Y%)! con Y; = (Yi1, Yia,
YN, i =1,2,...,K para el cual asociada a cada variable Yi; lenemos una in-
formacidn auziliar representada por un vector x;; = (Zij1,...,Zijp) conocido, j =
1,2,...,N;,i=1,2,...,K, llamaremos modelo Bayes de Regresién para mues-
treos en dos etapas con varianza conocida al definido por el siguiente modelo
jerdrquico:

Y:IX,8 ~ NNi(X;ﬁi,azz\diag;v;l{x,-jxfj}), independientes, i=1,2,..., K,

BilBs ~ Ny(Bg,0*(1-NL,), iid, i=12,... K, (4.11)
donde X; = (x};,x}p,...,X}y,)" es una matriz de rango p, i = 1,2,...,K B =
(ﬁtl, ;,...,ﬁ}()‘, 0% es un escalar posilivo conocido, A\ es un escalar entre 0 y 1

conocido (0 < A < 1) y I, es la matriz identidad de dimensidn p.

Este modelo es un caso particular del modelo Bayes de regresién en dos etapas y dos
jerarquias normal minimo informativo definido en la subseccién 3.2.4, y como caso
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particular del mismo tenemos la situacion para muestreos en dos etapas cuando no
tenemos covariables tomando p=1, X; =1y,,i=1,2,..., K

El anilisis Bayes de este modelo y su comparacién analitica con el modelo Bayes de
Regresién para muestras aleatorias con varianza conocida se realizara en la seccidn
4.3, presentandose un ejemplo numérico de esta comparacién en la seccién 4.4.

4.2.2 Andlisis Bayes del modelo para muestras aleatorias

Para cerrar esta seccidn, el siguiente teorema obtiene las distribuciones predictivas
del vector poblacional no observado y la media poblacional no observada, asi como el
estimador Bayes (para funcién de pérdida cuadratica) de la media poblacional y su
varianza condicionada a la muestra.

Teorema 4.2 Consideremos el modelo Bayes de Regresion para muestiras aleatorias
con varianza conocida definido en (4.2), enlonces se tiene que:

(a) Yu|X,(s',y,1) se distribuye segin una normal (N — n)-varianie con media y
varianza dadas respectivamente por:

E(Yu|X,(s',¥0)) = XuB, (4.12)
Var(YulX,(s',¥51)) = o2 {diagigs {xix!} +X.S™'XL},

(b) YulX,(s!,y,1) se distribuye normal con media y varianza dadas por:

E(?ulx’ (3113'-!‘))

—_— Z xiB, (4.13)

115

Var(YuX,(s',y,1)) = —n)2 Zx,x+ Zx, s-! fo )

igst igs? igs!

y (c) el estimador Bayes para la media poblacional y su varianza condicionada a la
muestra vienen dados por:

RS S} (414
les
2
- o
Var(Y|X,(s',y,1)) = e inxf+ in st Exf ’
igs! igs? igst

donde G, es la media muestral, S = Y ;0 xi(xix}) 7 1x; y
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B = E(BplX,(s',yn) =571 Y xi(xixt) 'y, (4.15)

i€s?
es el estimador de regresion cldsico.

Demostraciéon. La demostracién de este teorema es inmediata a partir del corolario
2.1 tomando V = o2 diag!¥, {x;x!}.

C.S.Q.D.

4.3 Anadlisis Bayes del modelo para muestreos en
dos etapas y comparacion entre los tres procedi-
mientos de muestreo

Dividiremos esta seccidn para su estudio en dos partes muy diferenciadas, la primera
destinada al andlisis Bayes del modelo Bayes de Regresion para muestreos en dos
etapas con varianza conocida (definicién 4.2) y la segunda a la comparacién de las
inferencias obtenidas para la media poblacional para los tres métodos de muestreo
propuestos, estas inferencias se apoyardn en el modelo Bayes para muestras aleatorias
con varianza conocida y en los casos particulares del modelo Bayes de Regresion para
muestreos en dos etapas con varianza conocida para los casos de muestreo estratificado
y cluster.

4.3.1 Anadlisis Bayes del modelo para muestreos en dos etapas

Las distribuciones predictivas del vector poblacional no observado y la media no obser-
vada, asi como el estimador Bayes para la media poblacional y su varianza condicionada
a la muestra para el modelo Bayes de regresién con varianza conocida vienen dadas
por el siguiente teorema:

Teorema 4.3 Consideremos el modelo Bayes de Regresién para muesteos en dos ela-

pas con varianzas conocidas dado en (4.11), enlonces se tiene que:

(a) Yu|X,(s,ys) se distribuye normal (N — n)-variante con media,

_ ) XuleuBi+ (L —a)B,), i€ {i,... i),
E(Y4|X,(s,ys)) = { Xu'.[‘lw P i gl in i), (4.16)

y malriz de varianzas y covarianzas, dada por:
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* para i € {iy,..., 1}

Var(Yu|X,(s,ys)) = %A {Xu..a,‘S,-_IX:“ + diang,i{xijx}j}} + (4.17)
2

Xuia,-s,.‘l[ Z a,-]“S,-‘la,:Xf,.,,
i€ {iy,...,ix}

A
2
A

* para i & {i1,...,1k},
1- ) ‘
Var(Yu X, (62)) = o™ {L2%0X, + diagl, (i) +
+uX[ >, al'X! (4.18)
e P '
tk

* para i € {i1,...,i}, J & {i1,.-., i},
Cov(Yu,, Yu;|X,(5,¥,)) = 0?AXy, ST D ai]™'X}, (4.19)
i€{iy,...,ix}
* para i #Jl l)] € {il)"-7ik}l
2

A
Cov(Yu,.,YujIX,(s,y,))zazl_l\Xuia,-S,-'l[ > aT'sileyX,  (4.20)
$€{i1, )ik}

* parai'—léjr l,] ¢ {il"")ik}:

Cov(Yu;, Yu; X, (5,¥,)) = (1 = NXu,[ D a]'XL, (4.21)
i€{iy,...,ix}

(b) 7,,|X,(s,y,) se disiribuye normal con media y varianza dadas por:

— 1 “ "
E(YUIX) (s’y-’)) = N—n { Z 1} ,-—n,»xu.-[ai,@i + (Ip - ai)ﬂw]+
i€{i1,..,ix}

+ ) lﬁvﬁw}, (4.22)
i€{i1, ik}
— 2
Var(VulX, (s,y,)) (‘,—V—"_—;ﬁ{,\v1 + (1= Awa},
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y (c) el estimador Bayes para la media poblacional y su varianza condicionada a la
muestra vienen dados por:

= n_ N—-n_ _
Y = —ﬁy,+——N—E(Y.,|X,(s,y_,)), (4.23)
2
Var(VIX,(5,%.) = 31 +(1-Nus),

z Yij

7 = 1% y A . - ‘e
donde? §, = =€ 5 lg media muestral, S; = ), x4 (xijxE;) 7 1xij y

a; = [1=XSi+ ALY = NSy, i € {in,. .., i),
Bi = S xi(xijxt) 'y, i € {ia,.. . i),
JEs;
Buw = | Z o)™ Z ;B (4.24)
i€{i1,...,ix} i€{iy, ik}

Z, = Z 13 ;—nixu.’(IP - af) + E ljvix"i’
ie{il,...,ik} ie{ilv--'l"k}

N;
vo= > Dowgxh+ Yo D%+
i€{ir,....ix} JEsi ig{i1,.ix} 5=1
+ z lk.—niXUiaiS:lxzilNi—n.’ +
i€{iy, ik}
+ Z 1} i—ﬂixuiaisi_ll Z ai]"me
iE{i[,...,‘ik} ie{i;,...,i,,}

vz = Y XXy +
ig{i1,. ik}

+ ) 1 Xul Y «lT'zZl.

ig{i1,...,ix} i€{i1,...,x}

Demostracién. La demostracién de este teorema es inmediata a partir del corolario
3.1 tomando V; = o2} diagﬁl{x,-jx}j}, i=12,...,K yBg = 0%(1-MI,.

C.S.Q.D.

La media de la distribucién predictiva de Y,,|X, (s,y,), i = 1,2,..., K, dada en (4.16)
puede ser interpretada en términos de A. Notemos en primer lugar que, l6gicamente

2Notemos que el factor o, i € {i1,42,...,1x}, es en el caso que nos ocupa una matriz de dimensién p
slmetrica
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en el caso de unidades no muestreadas, la media es la estimacién lineal con pendiente
de regresion la resultante de una ponderacién de las pendientes de regresién clasicas
para cada unidad muestreada3, B,,, y en el caso de unidades muestreadas, la media es
la estimacién lineal con pendiente de regresién una “combinacién lineal” del estimador
de regresién clasico, B;; i € {i1,...,i}, y de B, a través de o, i € {i1,..., %}
El factor de encogimiento (shrinking factor), o, i € {iy,...,4;}, que determina la
combinacién lineal anterior puede interpretarse como una funcién decreciente de A de
I, (para A — 0) a 0, (para A — 1), de modo que, para A pequefio (si la correlacién
entre elementos de una unidad es grande) la pendiente Bayes de regresién se aproxima
a la pendiente de regresién clasica para cada unidad muestreada i, i € {iy,...,i},
y a medida que A crece (se aproxima a 1), el estimador Bayes de la pendiente de
regresion se aproxima a ﬁw. Esta interpretacion justifica, desde un punto de vista
Bayesiano, el uso del estimador de regresién cldsico en las situaciones habituales de
muestreo estratificado y cluster, puesto que, segin comentidbamos en la subseccion
anterior, A mide la relacién entre los elementos de una misma unidad (indicando un A
pequefio, unidades homogéneas) y habitualmente los estratos se construyen intentando
que los elementos dentro de cada estrato sean homogéneos entre si y la propiedad
de homogeneidad dentro de cada unidad suele darse también de manera frecuente
en los cluster (aunque en este iltimo caso estamos ante una propiedad dada y no
construida). También podemos interpretar o, ¢ € {43, ..., it} a partir de las siguientes
dos expresiones?:

[Var(8:18,) + Var(B,iX,8)] " Var(8;18,) (4.25)
[Var(B,185) — Var(B1X, (s,y.))] Var~(8,(8,)

(27}

it

de la primera se sigue que a;, puede interpretarse (en términos del modelo) como la
contribucién relativa de la varianza de 83; en el total de la variacion de ,5,- alrededor
de Bg, y de la segunda (en términos de distribuciones finales), como la proporcién de
varianza respecto a 3; no explicada por la muestra.

Las expresiones del estimador Bayes de la media poblacional y de su varianza condi-
cionada a la muestra dadas en (4.23) pueden simplificarse en los casos particulares de
muestreos estratificados (con £ = K) y cluster (con n; = N, i € {iy,...,ik}), tal y
como se comprueba en el siguiente corolario:

Corolario 4.1 El estimador Bayes para la media poblacional y su varianza cond:i-
cionada a la muestra, dados en (4.23) y obtenidos a partir del modelo Bayes de Re-
gresidn para muesiras en dos elapas con varianza conocida, tienen la siguiente forma

33, es una ponderacién de las pendientes de regresién clasicas de las unidades observadas que en general
no coincide con el estimador de regresién clasico para la muestra en su conjunto (descrito en (4.15) para una
muestra aleatoria). Este estimador se obtiene en el caso particular S;; =S;, =+ = S’.; .

4La primera expresién se obtiene a partir de la definicién de o;, notando que Var(6;1X,8;) = ,\S‘T'l, y
la segunda se apoya en el estudio del modelo Bayes de regresion en dos etapas con dos jerarquias normal
realizado en la seccién 3.2.
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particular en los casos de muestreos esiratificado con k = K y cluster con n; = Nj,
1€ {il, . ,ik}. Ast:

(a) el estimador Bayes de la media poblacional y su varianza condicionada a la muestra
para un muesireo estralificado, vienen dados por:

K

n 1 ~ ~

'ﬁl_lﬂ + N Z ]'}V.-—n.'xui[aiﬁi + (IP - ai)ﬁw]:
i=1

~»
[N
I

Var(}_’|X, (sz,y,z))

2 K
-;—2 {,\\2 D xixl +(1— ,\)v,} , (4.26)

i=1 je,;‘?

donde o;, i = 1,2,... K, ﬁ,., i=12...,.Ky Ew son las expresiones definidas en

(4-24) v,

K K K
Ve = Z lfv.v—n.-xu.'(lp - ai) [xfl. + (Z ai)_l E(IP - ai)x:ﬁlNi-ﬂi] ) (427)
i=1 i=1 =1

y (b) el estimador Bayes de la media poblacional y su varianza condicionada a la
mueslra para un muesireo cluster, vienen dados por:

~

n_ 1 ~
Yo = plety Z 14 Xy, By, (4.28)
ig{ll,...,lk}

2 N;
Var(T1X,(%,y)) = 3342 > Yoxixl+(1=Nv.y,
N

ig{in, ...k} i=1
donde a;, i € {i1,...,ix} ¥ Bw son las expresiones definidas en (4.24) v,

ve= > Xy XLy +16_ Xu( Y. )7 'Xilyon (4.29)
ie{ill"'yik} iE{ilv'“xik}

Demostracién. La demostracién de este teorema es inmediata a partir del teorema
anterior aplicando que en los muestreos estratificados ¥ = K y en los muestreos cluster
ni=N;, i€ {il,...,ik}.

C.S.Q.D.
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4.3.2 Comparacién entre los tres tipos de muestreo

Dedicaremos esta subseccién a la comparacién entre los tres procedimientos de muestreo
propuestos a través de las expresiones para los estimadores Bayes y sus varianzas condi-
cionadas a la muestra para muestreos estratificados y cluster, dadas en el corolario 4.1,
y las expresiones correspondientes para muestreos aleatorios dadas en (4.14).

Para una mejor reflexion sobre los resultados distinguiremos entre dos situaciones: el
caso sin covariables y con covariables. En ambos casos, para facilitar la interpretacién
de los resultados hemos partido de una situacién en la que los estimadores Bayes para
los tres procedimientos coinciden, ¥ = ~Us + ﬁ Zies x,-[i, con [3, el estimador de
regresién clasico, y por lo tanto la comparacién entre los mecanismos de muestreo
puede realizarse en términos de la varianza de la media poblacional dada una muestra
aleatoria, estratificada y cluster.

Caso sin covariables

El articulo de Bayarri y Font(94)[6] estudia la comparacién entre los tres procedi-
mientos de muestreo en el caso sin covariables a partir de los modelos definidos en
las definiciones 4.1 (tomando p = 1, X = 1) y 4.2 (tomando p = 1, X; = 1y,
i=1,2,...,K). El teorema que describiremos a continuacién introduce unas hipétesis
para las cuales los estimadores Bayes de la media poblacional para los tres procedi-
mientos de muestreo coinciden y obtiene (bajo esas hipdtesis) las expresiones de las
varianzas de la media poblacional condicionada a muestras estratificadas y cluster en
términos de la varianza de la media poblacional condicionada a una muestra aleatoria.

Teorema 4.4 Constderemos el modelo Bayes de Regresién para muesiras alealorias,
conp=1,x;=1,i=1,2,...,N, y una muestra aleatoria de la poblacidn en esiudio
(s!,¥s1) y el modelo Bayes de Regresion para muesiras en dos etapas, con p = 1,
xij=1,j=12,...,N;,i=1,2,...,K, y una muestra estratificada (s%,y,2) y una
muestra cluster (s3,y,s) de la misma poblacidn. Entonces se tiene que:

(a) si la muestra esiratificada cumple que k = K y las siguientes dos hipdiesis:

n1:n2:---:nK:-I%, (4.30)
Ny=Ny=---=Ng = &, (4.31)
se liene que:
Y, = Y, (4.32)
Var(Y|(s%,y,2)) = AVar(Y|(s',y,1)),
y (b) si la muestra cluster cumple que n; = N;, i € {i1,i2,...,ik} y la siguiente

hipdtesis:
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N
N1=N2=-~'=NK=E, (433)

se tiene que:

Ys = 3, (4.34)

Var(Fl(%y)) = D+ (1= NV ar(FI(s!,v)),

donde G, es la media muestral, Var(Y|(s2,y,2)) y Var(Y|(s3,y,3)) son las varianzas
de la distribucidn predictiva dada la muesira para el modelo de Regresidn (con p = 1,
xij=1,5=1,...,N;,i=1,...,K) y Var(Y|(s',ys) es la varianza para el modelo
de Regresidn para muesiras aleatorias (conp=1,x;=1,i=1,...,N).

Demostracién. La demostracién de estos dos resultados se apoya en la realizacién
de operaciones basicas (aplicando las hipétesis descritas anteriormente), sobre las ex-
presiones dadas para los estimadores Bayes de la media poblacional y sus varianzas
condicionadas para los muestreos estratificado y cluster en el corolario 4.1 resultados
(a) y (b) respectivamente, (tomando p =1, x;; =1, =1,...,N;,i=1,...,K) y
la comparacién de estos resultados con los obtenidos para un muestreo aleatorio en el
teorema 4.2, (tomando x; = 1,i=1,...,K).

C.S.Q.D.

Las hipétesis (4.30) y (4.31) para el muestreo estratificado y la hipdtesis (4.33) para
muestreo cluster, que permiten establecer el resultado anterior, son cdmodas para es-
tablecer la siguiente comparacién entre los tres procedimientos (presentada en Bayarri
y Font(94)[6]), pero constituyen hipétesis sobre las muestras estratificadas y cluster
bastante restrictivas, sobre todo en el caso del muestreo cluster, en el que el tamaiio
de los cluster es un dato que viene dado y no puede ser controlado por el estadistico.

* Bajo las hipétesis (4.30) y (4.31), (tomar estratos del mismo tamafio y muestrear en
cada uno de ellos el mismo niimero de elementos), el muestreo estratificado proporciona
siempre mejores resultados que el muestreo aleatorio, dado que 0 < A < 1. Ademass,
en los muestreos estratificados, habitualmente, las diferencias entre elementos dentro
de cada estrato son pequefias y por lo tanto A es pequefio, y la ganancia en precisién
del estimador es considerable.

* Bajo la hipétesis (4.33), (los cluster son del mismo tamafio), el muestreo cluster
proporciona peores resultados que el muestreo estratificado y el aleatorio. Efectiva-
mente, en los muestreos cluster las varianzas entre cluster son muy grandes y por lo
tanto A estd cerca de cero, con lo que Var(Y|(s3,y,3)) tiende a £Var(Y|(s!,y1)),
con 7’}’— > 1, si el tamafio de los clusters es mayor que 1. La hipdtesis (4.33) puede
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debilitarse, manteniendo el resultado de igualdad de estimadores (con lo que la com-
paracién sigue pudiéndose realizar en términos de la varianza condicionada de la media

poblacional), tomando N;, = N;, = --- = Nj,; en este caso se tiene que:
Var(Y|(s®,y:)) = A+ (1 = DNy Var(Y[X, (s',y,)), = (4.35)
o N2pem)?

con Ny = z'ef"‘,{_‘:"_’*_ rerv Y el resultado anterior, sobre la precisién de la

estimacién sigue siendo vélido, cuando N; > %, i & {i,42,...,i} (% es el tamafio

de los estratos muestreados), ya que en este caso, se pueden repetir nuevamente las
reflexiones anteriores y Ny, > 1.

Caso con covariables

En el caso con covariables, la comparacién entre los muestreos aleatorios, estratificado
y cluster es mas complicada y no puede realizarse en términos absolutos (ni siquiera
introduciendo hipétesis para que los estimadores Bayes de la media poblacional coinci-
dan), dado que las varianzas de las distribuciones predictivas de la media poblacional
dependen de los valores de la covariable de los elementos no muestreados (que no tiene
porque coincidir para las tres muestras). El siguiente teorema muestra unas hipétesis
bajo las cuales los estimadores de la media poblacional coinciden para los tres tipos
de muestreo y compara las varianzas para los muestreos estratificado y cluster con
la varianza que se obtendria para estas muestras asumiendo el modelo para muestras
aleatorias.

Teorema 4.5 Consideremos el modelo Bayes de Regresién para muesiras en dos eta-
pas y una muesira esiratificada (s%,y,2) y una muestra cluster (s3,y,s) de poblacién
en estudio. Enlonces se liene que:

(a) si la muestra estratificade cumple que k = K y las siguienies dos hipdtesis:

SI=SZ="'=SK1 (4.36)
]'}Vl—ﬂlx'ul = 15VQ—YIQXU2 == leK—nKXUK’ (4'37)
se liene que:
= n_ 1 ~
Y, = Ny,z + ﬁ Z x.-jﬁ, (4.38)
(i.5)¢gs?

Var(Y|X, (s%,y,2)) MWarsrs(Y )X, (s%,y,2)),

y (b) si la muestra cluster cumple que n; = N;, i € {i1,i2,...,%} y la siguiente
hipdtesis:
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Sil = Si: == Sika (439)

se tiene que:

=P
%)
]

n_ 1 ~
N’ysa + I—V- Z xijﬁ’ (440)
(i.5)¢s®

A+ (1= MRy Varsrs(YIX,(s3,y,3)),

Var(Y|X, (33, Ys2))

donde E es el estimador de regresidn cldsico para la muestra tomada en su globa-
lidad, S;, i € {i1,12,...,ix} son las matrices de dimensién p definidas en (4.24),
Var(Y|X,(s2,y,2)) y Var(Y|X, (s3,y,3)) son las varianzas de la distribucién predic-
tiva dadas las dos muestras para el modelo de Regresion, Varsps(Y|X, (s2,y,2)) ¥
Varsrs(Y|X,(s3,y,3)) son las varianzas de las distribuciones predictivas dadas las
dos muestras asumiendo el modelo de Regresion para muesiras aleaiorias, y

o? | Xiggin,in) (Zj’ﬁl x,-,-) (Zﬁ_h xfj)
NT Var(VIX, (%, y.5)) +

k-1 (Z:’g{il,...,ik} Ef:l xi:’) (Zig{i,,...,ik} Zﬁx xfj)
+ Vasr"z(s7|X, (s3,¥53))

Ry

(4.41)

Demostracién. La demostracién de estos dos resultados se apoya en la realizacién
de operaciones bdsicas de matrices (aplicando las hipdtesis descritas anteriormente),
sobre las expresiones dadas para los estimadores Bayes y sus varianzas condicionadas
para los muestreos estratificado y cluster en el corolario 4.1 resultados (a) y (b) res-
pectivamente, y la comparacién de estos resultados con los obtenidos asumiendo un
muestreo aleatorio y aplicando el estimador Bayes de la media poblacional y su va-
rianza condicionada dados en el teorema 4.2 (expresiones en (4.14)).

C.S.Q.D.

Notemos en primer lugar que las hipétesis (4.36) y (4.37) para la muestra estrati-
ficada y (4.39) para la muestra cluster son mdas restrictivas que las correspondien-
tes hipdtesis para el caso sin covariables. Respecto a las hipdtesis, sefialemos que:
(4.36) y (4.39) pueden interpretarse en términos de la varianza de B;, i € {i1,. .., i},
(Var(B;|X,B;) = AS;!), y consiste en seleccionar una muestra de modo que la varia-
bilidad de los estimadores de regresién clasicos dentro de cada unidad sea semejante
para todas las unidades muestreadas; mientras que, (4.37) hace referencia a que la me-
dia de las covariables de elementos no muestreados sea la misma en todas las unidades
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muestreadas. Ello no obstante, estas hipStesis pueden darse (al menos aproximada-
mente) en la préctica, asi las hipdtesis (4.36) y (4.37) para muestreos estratificados
con k = K se cumplirén, la primera en estratificaciones en las que las variabilidades de
los estratos sean similares y la segunda cuando la informacién “despreciada” en cada
estrato (no muestreada) sea similar. Y la hipétesis (4.39) para muestreos cluster con
n; = N;, i € {i},1a,...,1;} también puede ser bastante habitual, puesto que los cluster
suelen estar formados por elementos muy homogéneos entre si con variabilidades entre
cluster similares.

Respecto a la comparacién entre los procedimientos de muestreo aleatorio, estratificado
y cluster, para el caso con covariables sefialemos que el teorema, 4.5 establece que bajo
las hipétesis (4.36) y (4.37) para un muestreo estratificado con k = K y (4.39) para
un muestreo cluster con n; = Ny, i € {i1,ia,...,%} , los estimadores Bayes de la
media poblacional para los tres muestreos coinciden, ademas se tiene, comparando las
varianzas de la media poblacional condicionadas a las tres muestras, que:

* En un muestreo estratificado “bueno”, Varsgs(Y|X,(s?,ys2)) ha de ser inferior
o semejante a Var(Y|X,(s!,y,1)) ya que las diferencias dentro de los estratos son
inferiores a las existentes entre los elementos de una poblacién no estratificada y su
suma (referida a los elementos no muestreados) tanto en media como en varianza sera
inferior o al menos del mismo orden que la media y varianza de una poblacién no
estratificada y esta reflexion es trasladable a los valores de la covariable, ya que ésta
proporciona informacién acerca de la caracteristica en estudio. Bajo esta hipdtesis, se
recupera el resultado para el caso de covariables que mostrabamos en la subsubseccién
anterior, segun el cual, las inferencias obtenidas por un muestreo estratificado son mas
precisas que las obtenidas por un muestreo aleatorio.

* En un muestreo cluster, las varianzas entre clusters suelen ser muy grandes, por lo
que A estd cerca de 0 y la varianza tiende a

R, VarSRS (?va (83’ ya’)) =

o2 M; M;
=az| 2 2w |2+
ji=1

ig{ir,....ix} \J=l

w2 Sw)( T 3

ig{iy,...,ix} i=1 ig{fy,...,ix} J=1

Esta cantidad, normalmente, superara a la varianza para un muestreo aleatorio, asi,
si asumimos que las medias de las covariables de unidades no nuestreadas coinciden

v . . 2
entonces la expresidn anterior se convierte en [% zie{ih---,ik} 1}\,_,xu,.x;._ 1N.~] , que
es un término grande dado que K es mucho mayor que k y las diferencias entre clusters

suelen ser grandes (y mayores por supuesto que entre elementos no muestreados en un
poblacién muestreada aleatoriamente). Nuevamente, en estas situaciones se recupera
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el resultado segin el cual el muestreo cluster es menos preciso que el muestreo aleatorio
(y evidentemente mucho menos que el estratificado).

4.4 Ejemplo: comparacion numeérica de los mues-
treos aleatorio, estratificado y cluster

En la practica, las caracteristicas de la poblacién son las que hacen mas adecuado
o condicionan el mecanismo de muestreo a aplicar, por lo que no es corriente que
una poblacién sea muestreada por los tres procedimientos estudiados en este capitulo.
En esta secciéon hemos recurrido al artificio, para comparar los tres procedimientos
numericamente, de simular varias poblaciones y obtener para cada una de ellas tres
muestras correspondientes a los tres mecanismos de muestreo estudiados. Concreta-
mente, hemos simulado las poblaciones sin covariables: Pob2Aa, Pob2Ab, Pob2Ba y
Pob2Bb, extrayendo para cada una de ellas una muestra aleatoria, una muestra estra-
tificada y una muestra cluster, y finalmente hemos obtenido los estimadores Bayes de
la media poblacional y su varianza condicionada a la muestra, usando las expresiones
de las mismas proporcionadas en el capitulo, para cada poblacién y cada muestra.

Las caracteristicas de las poblaciones simuladas, el mecanismo aplicado para la ob-
tencion de la muestra y los resultados obtenidos aparecen comentados en las siguientes
subsecciones.

4.4.1 Descripcién de las poblaciones simuladas y obtencién de
las muestras

Las cuatro poblaciones simuladas: Pob2Aa, Pob2Ab, Pob2Ba y Pob2Bb, responden
al mismo esquema de simulacién que denominaremos Poblacién 2.

Pobiacién 2

Para la simulacién de la poblacién 2 se aplicé el siguiente procedimiento, que dio
lugar dependiendo del valor de K y ), a las poblaciones: Pob2Aa, Pob2Ab, Pob2Ba y
Pob2Bb, de acuerdo con el esquema presentado en la tabla 4.1.

1. Obtencién de una muestra de tamafio K de una Normal con media 80 y varianza
15%(1 = X) (~ {8} )).

2. Obtencién para i =1,2,..., K, de una muestra de tamafio 10—209 de una Normal
K

con media f; y varianza 152X (~ {Y;}K)).
Notemos que las poblaciones simuladas segin este esquema cumplen el modelo Bayes
de Regresién para muestreos en dos etapas con varianzas conocida sin covariables
definido en la seccién 4.2 (con p = 1, X; = 1n,, 1 = 1,2,...,K), y ademas cumplen
que el tamafio de todas las unidades es el mismo (hipétesis (4.31) y (4.33) del teorema
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A-01 1 AJO7
K - i'nb;A3 !
k *-Kd I\.b:Ha i Pob:W>

Tabla 4.1: Esquema sobre la simulacion de la Poblacion 2

4.4). Respecto a las elecciones de K y Arealizadas, descritas en la tabla 4.1, notemos
que una muestra estratificada de Pob2Aa y una muestra cluster de Pob2Ba tendrdn
respectivamente las caracteristicas habituales de cada uno de estos tipos de muestreo
que comentabamos al principio del capitulo.

Para la obtencion de las tres muestras para cada poblaciéon (para tamafio muestral
total n = 800 y n = 1600), se ha procedido de la siguiente manera:

- para la obtencién de la muestra de la muestra aleatoria, se seleccionaron aleato-
riamente y sin reemplazamiento n elementos de los 10000 de la poblacidn.

- para la obtencidén de la muestra estratificada se selectionaron aleatoriamente y sin
reemplazamiento de cada unidad (estrato), j- elementos de los 1Q°° existentes.

- para la obtencién de la muestra cluster, se seleccionaron aleatoriamente y sin
reemplazamiento y”p unidades (clusters) de las K existentes y se muestrearon
totalmente.

Notemos que la muestra estratificada cumple que el numero de elementos muestreados
en cada estrato es el mismo (hipdtesis (4.30)), lo que implica junto a la propiedad
de que el numero de elementos en todos los estratos coincide, el cumplimiento de las
hipotesis (4.30) y (4.31) del teorema 4.4.

4.4.2 Descripcién del modelo aplicado para el andlisis de las
poblaciones simuladas

Para realizar inferencias sobre las poblaciones simuladas anteriores se han aplicados los
modelos descritos en las definiciones 4.1 y 4.2, el primero para las muestras aleatorias
y el segundo para las muestras estratificadas y cluster, tomando <12 = 152, esto es
el valor auténtico de la varianza de la poblacion, puesto que estamos asumiendo que
la varianza poblacional es conocida. En el caso del modelo en dos etapas se tomara
también como valor de A, el auténtico A de la poblaciéon simulada por la misma razoén.

4.4.3 Resultados obtenidos

El estimador Bayes para la media poblacional y la desviacion tipica dada la muestra
para cada pareja poblacidon-muestra, se obtienen por la aplicacion de las expresiones
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MUESTRA ALEATORIA MUESTRA ESTRATIFICADA MUESTRA CLUSTER

POBLACION  n  ESTIMADOR DT ESTIMADOR DT ESTIMADOR DT
Pob2A;, S0 SI 09 02587 81 56 00776 88 78 72 51
YA 81 46 1600 81 48 0 1181 81 35 00354 75 65 3310
Pob2Ab 800 78 71 02587 78 66 0 1811 72 78 3123
Y =78 45 1000 78.32 0 1181 78 30 00827 75 51 1425
Pob2Ba 800 79 99 02587 79 25 00776 80 76 4.605
V19 & 1600 79 60 0 1181 79 54 0 0354 80 02 2102
Pob2Bb S0 80 18 02587 79 31 0 1811 8021 2 121
Y =79 29 1600 79 38 0 1181 79 40 00827 78 37 | 0«684

Tabla 4.2: Estimador Bayes de la media poblacional y su desviacioén tipica

(4.14), (4.32) y (4.34) (notemos, nuevamente, que las muestras estratificadas y cluster
cumplen respectivamente las hipotesis (4.30)-(4.31) y (4.33)), y vienen reflejados en la
tabla 2.2, que contiene ademas el auténtico valor de la media poblacional de cada una
de las cuatro poblaciones.

Notemos del analisis de los resultados que:

* Las desviaciones tipicas de la media poblacional condicionadas a la muestra estra-
tificada son menores que las obtenidas a partir de la muestra aleatoria, especialmente
A es pequefio), y las desvia-
ciones tipicas de la media poblacional condicionada a la muestra cluster son mayores
que las obtenidas para la muestra aleatoria y, obviamente, la muestra estratificada,
sobre todo cuando K = 25 (en los muéstreos estratificados, usualmente, K es grande

no

cuando A= 0.3 (en los muéstreos estratificados “buenos

y en el ejemplo para K = 400, las desviaciones, aunque superiores a las del muestreo
aleatorio son mucho menores que las que se producen con K = 25). Estos resultados
eran esperables y responden a los resultados comparativos que se establecian en la
subseccion 4.3.2 en base al teorema 4.4.

* Si comparamos el valor estimado para la media poblacional con el valor auténtico
de la media poblacional se confirman las relaciones establecidas en el punto anterior.
La mejor estimacion es proporcionada por los muéstreos estratificados (errores abso-
lutos alrededor de +0.15), la segunda estimacién es la proporcionada por el muestreo
aleatorio (errores absolutos alrededor de £0.2 y +£0.7) y la peor estimacion es la pro-
porcionada con el muestreo cluster (con errores alrededor de las 5 unidades cuando K
es pequefo).

4.5 Comentarios finales

En este capitulo hemos comprobado tedricamente y con un ejemplo que bajo algunas
hipotesis, la estimacion basada en muéstreos estratificados es mas precisa que la basada
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en muestreos aleatorios y que la estimacién basada en muestreos cluster es menos pre-
cisa que la estimacién basada en muestreos aleatorios. Entre las hipétesis introducidas
para la comparacién y sobre las matizaciones para establecer el resultado comparativo
en presencia de covariables, queremos destacar las siguientes observaciones:

1.- El andlisis en presencia de covariables requiere para establecer resultados compa-
rativos mas concretos de la modelizacién de la matriz de covariable X como matriz
aleatoria.

2.- Laimportancia en la descripcién del modelo de muestreo en dos etapas del parametro
A y las dificultades que puede entrafiar su valoracidn a priori (por su relacién con la
varianza de la poblacién y la varianza de las pendientes de cada unidad), sugiere la
formulacién de un modelo que asuma A desconocido.

3.- El objetivo de una comparacién analitica de los resultados obtenidos por los tres
mecanismos de muestreo (incluso en el caso sin covariables), condiciona el estudio
en varios aspectos: empleo de un mismo modelo para los muestreos estratificados y
cluster (el modelo sugerido en la subseccién 4.2.1 requiere de métodos computacionales
para su implementacion), la hipdtesis sobre el pardmetro A que se asume conocido
(nuevamente, modelizaciones sobre A van a requerir de métodos computacionales) y
la introduccién de hipéStesis sobre los muestreos para poder comparar los resultados
inferenciales sobre la media obtenidos a partir de los mismos.

Todo ello, nos conduce a proponer una linea de investigacién futura (complementaria a
los estudios realizados en este capitulo) consistente en la introduccién de modelos algo
mas complejos, que permitan estudiar mas formalmente el caso con covariables y/o
modelicen A, y en su estudio mediante el empleo de procedimientos computacionales.
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Capitulo 5

Analisis Bayesiano de Rutas
Aleatorias

5.1 Introducciéon

En el capitulo anterior hemos estudiado comparativamente los resultados (concreta-
mente el error cometido en la estimacién de la media poblacional bajo hipd6tesis en
las que los estimadores Bayes eran coincidentes), de la estimacién bajo un muestreo
aleatorio, un muestreo estratificado y un muestreo cluster y en qué condiciones un pro-
cedimiento daba mejores resultados que otro; sin embargo en la préictica la obtencién
de una muestra aleatoria, estratificada o incluso cluster no es ficil. Efectivamente,
estos muestreos precisan de la existencia de un censo de la poblacién, (para poder
elegir asi aleatoriamente a los elementos de poblacién que han de ser muestreados) y
dicho censo puede ser muy costoso economicamente o muy dificil (a veces imposible)
de obtener (por ejemplo, los censos de animales salvajes, de arboles, de peces en un
lago,... y los censos de poblaciones temporeras, por ejemplo, censos de turistas, de
aves migratorias,...).

Estas dificultades y la necesidad de poder estudiar e inferir en este tipo de poblaciones
sin censo ha conducido al empleo de procedimientos que permitan obtener una muestra
“aproximadamente” aleatoria de las mismas. En esta linea, Kish(65)[65] es el primero
en describir algunos mecanismos y proponer para muestrear a los elementos de una
ciudad un mecanismo de muestreo por rutas aleatorias. El muestreo por rutas aleato-
rias (el mds comiin en la practica cuando la poblacién estd formada por las personas
de una localidad y también aplicable cuando la poblacién estd situada en una zona ge-
ografica que es facilmente cartografiable), consiste en la divisién fisica de la poblacién
a través de su localizacion geogrifica particionando la zona en rutas aleatorias disjun-
tas, que se obtienen definiendo recorridos que pueden responder a la estructura fisica
de la zona (por ejemplo: calles, caminos en el campo,...) o pueden estar definidas de
una manera mds casual mediante instrucciones muy especificas (por ejemplo: subir la
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calle A, a la segunda manzana torcer a la derecha, a la quinta manzana,...) y una vez
realizada esta particién, se procede a la eleccién aleatoria de un nimero determinado
de rutas y dentro de cada ruta de un nimero determinado de elementos por un pro-
cedimiento instrumentalizado de modo que la eleccién de los elementos en cada ruta
sea “aleatoria”. S ' '

El andlisis de una muestra de poblacién obtenida por estos métodos no estrictamente
aleatorios como si se tratard de una muestra aleatoria de la poblacién en estudio (que
es el andlisis usualmente aplicado por los encuestadores) ha sido ampliamente criti-
cado por el desajuste que en la practica se produce entre la muestra asi obtenida y la
hipotética muestra aleatoria del modelo tedrico, que conduce usualmente a sobreesti-
mar la precisién de los estimadores obtenidos.

El objetivo de este capitulo es la presentacién y analisis de modelos Bayesianos para
poblaciones no censadas, que permitan incorporar la incertidumbre adicional que se
produce cuando la muestra de la poblacién se obtiene por una técnica de muestreo
basada en rutas aleatorias en vez de aplicar un muestreo aleatorio, mostrando me-
diante ejemplos cémo estos modelos representan un sustrato tedrico mas adecuado
para la inferencia para muestras obtenidas por rutas aleatorias que el habitualmente
aplicado, puesto que proporcionan mejores estimaciones acerca de la precisién de los
estimadores aplicados o al menos nos indican si efectivamente en un caso concreto
estamos sobreestimando la precisién de los mismos. El capitulo para su exposicidn se
dividira en cinco secciones incluyendo a la seccién actual introductoria; la seccién 5.2
presentara los tres modelos para rutas aleatorias que analizaremos en este capitulo,
todos ellos bajo la hipdtesis de un muestreo por rutas de una poblacién y dos mo-
delos Bayes adecuados para poblaciones muestreadas segiin un muestreo aleatorio, el
primero de ellos asume que el tamaiio de la poblacién es conocido (hipétesis que es
cierta cuando realmente se realiza un muestreo aleatorio, pero que en la practica no
se da habitualmente cuando se realiza un muestreo por rutas) y el segundo que éste es
desconocido. La seccidén 5.3 proporcionara las distribuciones condicionales propias del
analisis Bayesiano de los modelos propuestos. La seccidn 5.4 se dedicard al andlisis del
funcionamiento de los tres modelos presentados, comparando los resultados obtenidos
de su aplicacidn sobre tres poblaciones distintas frente a los obtenidos asumiendo los
modelos de muestreo aleatorio definidos y estudiados en las secciones 5.2 y 5.3, y
finalmente la seccién 5.5 incluird los comentarios finales.

5.2 Cinco modelos Bayes para describir una pobla-
L '
cion

Como ya indicdbamos en la introduccién dedicaremos esta seccién a la presentacion de
cinco modelos, los tres primeros (definiciones 5.1, 5.2 y 5.3) constituyen los modelos
propuestos en esta tesis para la inferencia en poblaciones muestreadas por rutas aleato-
rias y el cuarto y quinto (definiciones 5.4 y 5.5) son modelos para realizar inferencia
en poblaciones muestreadas segin un muestreo aleatorio.
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Antes de pasar ala definicion de estos modelos, modificaremos la notacién que usdbamos
en los capitulos anteriores, para ajustarla a las caracteristicas de una poblacién no
censada (cuyo tamafio es usualmente desconocido en la practica), muestreada por ru-
tas aleatorias (cuyo tamafio es asimismo usualmente desconocido) y describiremos las
caracteristicas que ha de cumplir un muestreo por rutas aleatorias para pertenecer
al conjunto de los modelizados en este capitulo (a partir de ahora, al referirnos a un
muestreo aleatorio por rutas nos referiremos a un muestreo de rutas con las propiedades
definidas a continuacién). En concreto, asumiremos que:

— el nimero de elementos de la poblacién es desconocido

— y el nimero de elementos por ruta aleatoria es desconocido si la ruta no es
muestreada y conocido si la ruta es muestreada (en la préctica los tamafios de
todas las rutas sean o no muestreadas es usualmente desconocido conociéndose
a lo sumo estimadores de los tamafios de rutas muestreadas; los modelos que
presentaremos aqui son simplificaciones de la realidad, pero son buenas aproxi-
maciones cuando tenemos buenos estimadores de los tamafos de las rutas mues-
treadas),

y afiadiremos a las notaciones habituales, reunidas en el apéndice A, las siguientes:

— T, una variable aleatoria que mide el nimero de elementos de la poblacién,

— T;, una variable aleatoria que mide el niimero de elementos de la ruta i, i =
1,2,...,K,

— seflalemos, también que en este capitulo cometeremos el abuso de notacién de
representar a las realizaciones de las variables de los items anteriores también con
mayusculas,

interpretando que las unidades son ahora rutas, con K, nimero de rutas (antes nimero
de unidades) conocido. Y consideraremos que el procedimiento seguido para la se-
leccién de la muestra ha sido el siguiente:

— seleccién por de una muestra aleatoria de k rutas distintas de las K existentes,
(las rutas seleccionadas corresponden a los indices del conjunto {i3,1s,...,1x}),

— estimacién o conocimiento de los tamaifios T; (realizacién de la variable T;) de
las rutas seleccionadas para ser muestreadas y seleccién para cada ruta i €

{i1,...,i} de una muestra aleatoria de n; elementos con indices distintos (n; <
T;, con ) n; = n) de los T; existentes (los elementos muestreados en la ruta i,
i € {i1,42,...,ir}, corresponden a los indices (¢,7) con j € s;, midiendose para

estos elementos la caracteristica de interés (y;;)).

Las limitaciones pricticas de este tipo de muestreo son, por una parte el necesario
conocimiento de los tamafios o de una estimacién de los mismos (en cierta manera a
priori, para seleccionar un tamafio de la muestra para cada ruta inferior al tamafio de
la misma) y la hipétesis de aleatoriedad en la eleccién de los elementos de cada ruta.
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A continuacién pasaremos a describir tres modelos para rutas aleatorias, con los que
se propone, basicamente, incorporar la incertidumbre adicional derivada del uso de
un muestreo por rutas aleatorias en lugar de un muestreo aleatorio, mediante un mo-
delo jerdrquico Bayes. El primer modelo (definicién 5.1), aunque en algunos casos
demasiado simplificado para ser realista, es en cualquier caso, un instrumento iitil
(como veremos més adelante por medio de ejemplos) para estudiar la adecuacién de
las hipdtesis de un muestreo aleatorio. Los otros dos modelos (definiciones 5.2 y 5.3),
se introducen también con este fin exploratorio, incorporando cada uno de ellos sélo
una parte de la incertidumbre adicional estudiada a través del primero: el modelo de
la definicién 5.2 en forma de diferencias entre la variabilidad (heterogeneidad) de las
rutas y el de la definicién 5.3 entre las medias de las rutas. Grandes diferencias entre
los resultados inferenciales obtenidos a partir de estos tres modelos, indicaran pro-
bablemente que las hipdtesis de muestreo aleatorio no son adecuadas para el analisis
de la poblacién en estudio a través de la muestra obtenida por rutas y que es pre-
cisa una cuidadosa modelizacién de las rutas, incluso si el modelo jerarquico de la
definicién 5.1 no se juzga adecuado. Siendo, ademas las varianzas finales de la funcién
de caracteristicas estudiada (en nuestro caso media de cada ruta y media poblacional)
derivadas del modelo de la definicién 5.1 una medida de la fiabilidad del estimador
mucho mas adecuada que la derivada del muestreo aleatorio.

Definicién 5.1 Dado el vector poblacional Y = (Y3,Y%,..., YY) con Y; = (Yii, Yia,
oY)t i=1,2,... K y el vector aleatorio T = (T4, Tz, ..., Tk)', que representa el
ndmero de elemenlos de cada una de K rulas, llamaremos modelo Bayes de rutas
aleatorias al definido por el siguiente modelo jerdrquico:

Y;|T,0,62 ~ Nrp,(17,6;,Ir,02), i=1,2,...,K, independientes,
0:lu, 0 ~ N(p,cio?), i=1,2,...,K, independientes,
p ~ N(po,0p), (5.1)
ol ~ Gal(ao,bo), i=1,2,...,K, iid.,
Ti|A ~ Po()), i=12,...,K, iid.,
A~ Ga(a,p),

donde 0 = (01,0s,...,0k)t, 02 = (02,02,...,0%)}, po es un escalar posilivo, o2,
{c,-},K:l, ag, bo, @ y B son escalares posilivos asimismo conocidos, 17, e I, son res-
peclivamente el veclor de unos y la mairiz identidad de dimension T; e i.i.d. es la
abreviatura de independienies e igualmente disiribuidos.

Definicién 5.2 Dado el vector poblacional Y = (Y}, Y%,...,Y4) conY; = (Yi1,Ysz,
oY), 1=1,2,... K y el vector aleatorio T = (T}, T3,...,Tk)}, que representa el
niémero de elementos de cada una de K rulas, llamaremos modelo Bayes de rutas
aleatorias con medias iguales al definido por el siguienie modelo jerdrquico:
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Y;|T,u,62 ~ Nr(lrpIre?), i=1,2,...,K, independientes,
# ~ N(uo,03), (5.2)
o2 ~ GaYa,bo), i=1,2,...,K, iid., :
T\ ~ Po(}), i=1,2,...,K, iid,
A~ Ga(a,p),

donde 02 = (af,a%, e ,af()‘, o es un escalar positivo, 03, ay, by, @ y B son escalares
posilivos asimismo conocidos, 17, e Ir, son respectivamente el vecior de unos y la ma-
triz identidad de dimensidn T; e i.i.d. es la abrevialura de independientes e igualmente
disiribuidos.

Definicién 5.3 Dado el vector poblacional Y = (Y},Y%,...,YL) con Y; = (Y1, Yiz,
oY), i=1,2,... K y el vector aleatorio T = (T1, Ty, ..., Tk)}, que representa el
nimero de elemenios de cada una de K rulas, llamaremos modelo Bayes de rutas
aleatorias homoceddsticas al definido por el siguiente modelo jerdrquico:

Y;:|T,8,0> ~ Nr,(11,6:,Ir,0%), i=1,2,...,K, independientes,
filu, 02 ~ N(p,co?), i=1,2,...,K iid.,
mo~ N(#O!Ug)’ (5.3)
o2 ~ Ga"l(ao,bo),
Til]x ~ Po(}), i=1,2,... K, iid,
A ~ Ga(a,B),

donde 8 = (01,02,...,0K)}, no es un escalar positivo, o3, ¢, ag, bo, @ y B son es-
calares positivos asimismo conocidos, 17, e Iy, son respectivamente el vector de unos
y la matriz identidad de dimensién T; e i.i.d. es la abrevialura de independienies e
tgualmente disiribuidos.

Los modelos de superpoblacién condicionados a g y T para los modelos anteriores, que
servirdn de base para un comentario mas amplio de los tres modelos que sera realizado

en la préxima seccién, vienen dados por el siguiente teorema:

Teorema 5.1 Los modelos de superpoblacién condicionados a p y T, son:

(a) para el modelo Bayes para rutas aleatorias definido en (5.1):

b
Yilp, Ti ~ tr, (11, p, ;%(IT.- + 11,1%,¢:), 2a0), (5.4)

independientes, i = 1,2,..., K, con media y varianza marginales, paraj = 1,2,...,T;,
1=12,...,K:
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Var(Yij|n, T0)

“,
bo
ap— 1

(1+¢), ‘ (5.5)

y covarianzas, para j,3* = 1,2,...,T;, ,i* =1,2,..., K,

e i=i
Cov(Yyj, Yioje 1, Ti, Tie) = {60 i i*

(b) para el modelo Bayes para rutas aleatorias con medias iguales definido en (5.2):

(5.6)

b
Yil#,T,‘ ~ tT.'(lT.'l‘v E%IT.‘»200)’ (57)

independientes, i = 1,2,..., K, con media y varianza marginales, para j = 1,2,...,T;,
1=1,2,...,K:

E(Yi|u, To)

i"

1y

b
Var(Yij|p,T) = ao—ii’ (5.8)

y covarianzas enlre elementos 0,

(¢) para el modelo Bayes para rutas aleatorias homoceddsticas definido en (5.3):

b
Y|p,Ti,i=1,2,...,K ~ tp(lrp, a—o(IT + ¢ - diagk {11, 17.}), 2a0), (5.9
0
con media y varianza marginales, para j = 1,2,...,T;,i=1,2,...,K:
E(YIJ |l‘vTi) = K
b
Var(Yijlp,T}) = —— (1+¢), (5.10)
ap — 1
y covarianzas, pera j,j* = 1,2,...,T;, {,i*=1,2,...,K,
CO'U(Y" Y’-'tlp. T; TO) = a:_l ¢ i=7 (5.11)
ijy Lisj yday 4 0 i#i*,

donde T = YK | T3
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Demostracién. La demostracién se apoya en la obtencién de la distribucién de
Y|p, T para los tres modelos, aplicando los resultados (a) de los lemas B.8, B.9 y
B.11, y las propiedades sobre los dos primeros momentos de una distribucién ¢.

Las distribuciones del vector Y|u, T dadas en (5.4), (5.7) y (5.9), se obtienen de la
siguiente manera:

— A partir de las distribuciones de Y|8,02%, T y 6|u, 0% definidas en (5.1), se obtiene,
aplicando el resultado (a) del lema B.8, la distribucién de Y|u, o2, T, que viene
dada por:

Y|u, 02, T ~ Np(1rp, diagll {(Ir, + 11,15,¢:)0?}).

Y a partir de la distribucién de Y|g, 02, T y la distribucién inicial de o? dada
en (5.1), se obtiene aplicando el resultado (a) del lema B.11 la distribucién de
Y|y, T dada en (5.4).

— A partir de la distribucién de Y|g,02, T y la distribucién inicial de o? dadas
en (5.2), se obtiene aplicando el resultado (a) del lema B.11 la distribucién de
Y|x, T dada en (5.7).

— A partir de las distribuciones de Y|8, 0%, T y 8|u, 0% definidas en (5.3), se obtiene,
aplicando el resultado (a) del lema B.8, la distribucién de Y|u,a?, T, que viene
dada por:

Y|y, 02, T ~ Nr(lrp, odiagls, {Ir, + 17,1%,c}).

Y a partir de la distribucién de Y|u,02, T y la distribucién inicial de o2 dada en
(5.3), se obtiene aplicando el resultado (a) del lema B.9 la distribucién de Y|u, T
dada en (5.9).

Los resultados sobre los primeros momentos dados en (5.5) y (5.6), (5.8) y (5.10) y
(5.11), se obtienen a partir de los primeros momentos de las distribuciones (5.4), (5.7)
y (5.9) respectivamente.

C.S.Q.D.

5.2.1 Comentarios de los modelos Bayes para rutas aleatorias

Notemos.que el modelo Bayes para rutas aleatorias definido en (5.1) y los modelo Bayes
para rutas aleatorias con medias iguales y homoceddsticas definidos en (5.2) y (5.3) son
tres modelos de poblacién que se ajustan a la estructura que adquiere una poblacién
al ser dividida en rutas y a las caracteristicas de muestreo por rutas que definiamos
al principio de la seccidn, en el sentido de que en ellos, los elementos de la poblacién
se clasifican y modelizan segin la ruta a la que pertenecen (cuyo tamafio se considera
como es usual en la practica desconocido, salvo en el caso de rutas muestreadas) con
media segiin ruta distinta y varianza distinta en el modelo Bayes para rutas aleatorias
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y con medias iguales o varianzas iguales por ruta en los modelos Bayes para rutas
aleatorias con medias iguales y homocedasticas respectivamente.

Efectivamente, los tres modelos asumen que la poblacién estd organizada segin rutas
aleatorias con vectores Y;|6,02, T, Y;|u,0%, T y Y;|0,02, T, respectivamente inde-
pendientes y normales (situacion ésta que sugiere un muestreo en dos etapas por un
muestreo aleatorio, en primer lugar de las rutas y en segundo lugar de los elementos
de las rutas muestreadas), con:

— rutas con medias y varianzas distintas entre si en el caso del modelo Bayes para
rutas aleatorias,

— rutas con medias iguales y varianzas distintas entre si en el caso del modelo Bayes
para rutas aleatorias con medias iguales y,

— rutas con medias distintas y varianzas iguales entre si en el caso del modelo Bayes
para rutas aleatorias homocedasticas,

Estas hipétesis conducen a los tres modelos de superpoblacién, condicionados a py T,
descritos en el teorema 5.1, segiin los cuales, el vector poblacional se distribuye segiin
una t de Student con la particularidad de que:

— en el modelo Bayes de rutas aleatorias, las rutas son independientes entre si y los
elementos de cada ruta estan correlados entre si,

— en el modelo Bayes de rutas aleatorias con medias iguales, las rutas son indepen-
dientes entre si y los elementos de cada ruta estdn incorrelados entre si y,

— en el modelo Bayes de rutas aleatorias homocedasticas las rutas son incorreladas
entre si y los elementos de cada ruta estan correlados entre si,

frente al modelo habitual de superpoblacién (para varianza desconocidas), condi-
cionado a ¢ y T, para una poblacidn sobre la que se aplica un muestreo aleatorio,
seguin el cual el vector poblacional se distribuiria segun una t con elementos de la
poblacién incorrelados entre si!

Los modelos por rutas proporcionan, por tanto, un instrumento “simple” para juzgar
las desviaciones inferenciales producidas al analizar una poblacién por una muestra por
rutas como si ésta fuera muestra aleatoria. Ya que constituyen variantes “sencillas” del
modelo habitual para poblaciones muestreadas con muestras aleatorias que incorporan
en mayor o menor medida parte de la incertidumbre derivada del uso de una muestra
por rutas aleatorias en lugar de una muestra aleatoria.

5.2.2 Modelos Bayes para muestreos aleatorios con varianzas
desconocidas

Para comparar el funcionamiento de los modelos para rutas aleatorias definidos en las
definiciones 5.1, 5.2 y 5.3 entre si en relacién con los resultados habitualmente obtenidos

1si asumimos el modelo definido por: Y|u,02 ~ Np(17p,I702) y 02 ~ Ga=(ao, bo), entonces Y|u,T ~

tT(lru,ITEg-,l’ao)-
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bajo la hipétesis de que un muestreo por rutas es aproximadamente un muestreo aleato-
rio simple de la poblacién, describiremos en esta subseccién dos modelos Bayes para
muestreos aleatorios. El primero de ellos constituye el modelo (minimo informativo)
habitualmente aplicado cuando se aplica un muestreo aleatorio y se supone la va-
rianza de la poblacién desconocida y el segundo constituye una variante del primero
que supone adicionalmente que el tamafio de la poblacién (que se describe con la
variable aleatoria T') es desconocido.

Definicién 5.4 Dado el vector poblacional Y = (Y1,Ya,...,Yr)' y el tamanio de
la poblacion N conocido, llamaremos modelo Bayes para muestras aleatorias
(m.a.s) con varianza desconocida al definido por:

Yiu, 02 ~ Ny(inp,Iyo?), (5.12)

1
2
w(y,0%) o pet

donde a y B son escalares posilivos conocidos, y 1 e Iy son respectivamente el vecior
de unos y la mairiz identlidad de dimensién N.

El modelo Bayes para m.a.s con varianza desconocida es un caso particular del modelo
Bayes de Regresién Normal-Gamma minimo informativo descrito en la subseccién 2.2.4
del capitulo 2. Este modelo parte de la hipdtesis de tamaino poblacional conocido; esta
hipétesis, en las condiciones descritas en esta seccién para el analisis por rutas no se
cumple, lo que nos conduce a la siguiente definicién de un modelo Bayes para m.a.s
con varianza y tamafio desconocidos.

Definicién 5.5 Dado el vector poblacional Y = (Y1,Ys,...,Yr) y T = T, + N,
con Ny un enlero positivo conocido que representa el nimero de elementos que segin
nuesiros conocimienlos liene al menos la poblacion, llamaremos modelo Bayes para
muestras aleatorias (m.a.s) con varianza y tamaio poblacional desconocidos
al definido por:

YIT!#)U2 ~ NT(lTﬂ;ITa'z);
1
F:
Tu ~ Po(tr),
A~ Ga(a,p),

7, 0?) (5.13)

donde a, B y t son escalares posilivos conocidos, y 17 e It son respeclivamente el
veclor de unos y la matriz identidad de dimensién T.
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El modelo Bayes para m.a.s. con varianza y tamafio poblacional desconocidos, se apoya
en una notacién que pretende facilitar la comparacién del modelo con los modelos
Bayes para rutas descritos con anterioridad a través de una introduccién facil de la
informacién que disponemos sobre el tamaiio de la poblacién en un procedimiento de
muestreo por rutas del tipo explicado en la seccién anterior, pero permite ademas
modelizar situaciones en las que el tamafo es desconocido y no se ha realizado ningiin
experimento para aprender sobre el mismo. Concretamente:

— Para introducir la informacién que un muestreo por rutas del tipo descrito pro-
porciona sobre el tamafo poblacional, basta con suponer que la poblacién se
puede dividir en K segmentos y en cada uno de ellos se puede asumir que T;,
i=1,2,...,K, el tamafo de cada segmento se distribuye Poisson independientes
con parametro A. Y considerar que de estos K segmentos, se muestrean k (co-
rrespondientes a los indices: (i1,i2,...,7¢) y se observa N, = Zie{il,...,ik} T;.
Bajo estas hipétesis se cumple obviamente que: Ty|A, N, ~ Po((K — k))) (por
propiedades conocidas de la distribucién Poisson) y A|N, ~ Ga(a + N,,B8 + k)
(aplicando el resultado (c) del lema B.12); con lo que la informacién del experi-
mento realizado es facilmente trasladable al modelo de la definicién 5.5.

— Cuando no se tenga informacién acerca del tamafio poblacional, obviamente T =
Ts + n, con n el nimero de elementos muestreados de la poblacién con lo que
nuevamente, si asumimos que Ty, ~ Po(A*) con A* ~ Ga(a*,(*), tenemos una
situacién de incertidumbre sobre el tamafio poblacional fiacilmente trasladable al
modelo anterior.

En la secciéon 5.4 emplearemos estos modelos (el segundo de ellos en la situacién
analizada en el primer punto de los comentarios del parrafo anterior, con N, =
Yietis, sy List = K —k, a = a+ N, y B = f + k), para comparar los resultados
obtenidos mediante los modelos para rutas aleatorias descritos en (5.1), (5.2) y (5.3),
frente a los que se obtendrian asumiendo que el muestreo por rutas realizado consti-
tuye una muestra aleatoria de la poblacién (en las situaciones de tamafio poblacional
conocido y desconocido). Esta comparacién se realizard a través de los estimadores de
la media poblacional y la media no observada poblacional y su varianza condicionada
a la muestra obtenida y los tamafios observados de las rutas muestreadas, tomandose
en el caso particular del modelo de la definicién 5.4 para obtener estimador y varianza
condicionada a la muestra como valor de N, el auténtico tamaiio de la poblacién.

5.3 Analisis Bayesiano de los modelos propuestos

En esta seccidn, se emprendera el analisis Bayes de los modelos presentados en la
seccién anterior a fin de obtener las distribuciones predictivas del vector poblacional
Y dada una muestra ((s,y,)) obtenida por un muestreo por rutas aleatorias del tipo
descrito en la seccién anterior y los tamaifios observados {Ti}ie{i;,...,ik}- Estos mode-
los, tal y como veremos a continuacién no son modelos conjugados y no dan lugar
a distribuciones predictivas estdndar ni tampoco a una estructura de condicionales
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estandar de modo que los primeros momentos (que existen, tal y como veremos a
continuacién) de las distribuciones predictivas de la media poblacional no observada
y la media poblacional (y por lo tanto los estimadores Bayes de la media poblacional
no observada y la media poblacional y sus varianza condicionadas a la muestra y a
los tamaifios de las rutas muestreadas) sean faciles de calcular, lo que nos conduce
a proponer un muestreo de dichas distribuciones por Gibbs Sampling (ver C.1). El
algoritmo del Gibbs es facil de implementar para estos modelos, dado que las distribu-
ciones condicionales (que obtendremos en esta seccién para los tres modelos por rutas)
son ficiles de simular puesto que son distribuciones estdndares o bien distribuciones
con funcién de probabilidad log-concava.

La exposicién de los resultados se realizard por modelos y constard de dos partes
en el caso de los modelos Bayes para rutas aleatorias: una primera parte en la que
se realizard todo el andlisis condicional necesario para poder garantizar la existencia
de distribuciones predictivas propias y las condiciones en las que estas distribuciones
tienen primeros dos momentos y una segunda parte en la que vista la complejidad
del analisis anterior se obtendran las distribuciones condicionales para poder aplicar
el Gibbs y obtener a partir de este método muestras de las distribuciones predictivas
aproximadas para la media no observada de cada ruta, la media no observada de la
poblacién y la media poblacional?. La exposicién de los resultados para el modelo
Bayes para m.a.s constara en cambio de una tnica parte puesto que los modelos estu-
diados son mas sencillos que contendra el analisis condicional necesario y el estimador
Bayes y varianza condicionada a la muestra para la media poblacional.

Las demostraciéon de los resultados presentados en esta seccién se apoyan en unos
resultados previos enunciados y demostrados en forma de lemas en el apéndice B.

5.3.1 Modelo Bayes de rutas aleatorias

El anilisis de este modelo comenzard por la obtencion de las distribuciones condi-
cionales necesarias para la inferencia segin este modelo y de las condiciones suficientes
para garantizar que las distribuciones predictivas de interés (dado que éstas no son dis-
tribuciones estindar), son propias y tienen primeros dos momentos.

Teorema 5.2 Consideremos el modelo Bayes para rutas aleatorias definido en (5.1),
enionces se liene que:

(a) Yu,|(s,¥s), 1, T son independientes para i = 1,2,...,K con distribuciones predic-
tivas condicionales dadas por:

f(yul(s,¥s),1,T)

5 bi g .
tT,'—n.‘(yu.‘llT.'—n.'gixAi ;120'1')1 4 E {11) . .,Zk}

Il

b e )
tr,(Yu, 17,1, B; £,2ao), i {is,..., i), (5.14)

2]a restriccién al clculo de estas distribuciones predictivas no afecta a los resultados inferenciales que
buscamos obtener y en cambio facilita los cdlculos y la aplicacién del programa BUGS para implementar el
método Gibbs (ver C.2)
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(5) Yu,l(s,¥s), #, T son independientes para i = 1,2,...,K con distribuciones predic-
tivas condicionales dadas por:

Ci

Il

b; . . .
] ——',2(1.'), 1€ {11,.-.,1k},

(T, 105, (T —ni) ™ + a1

f(Gul(5,y:),1,T)

l

_ _ b ] ) ;
8o, I, (T + i) iﬂao), i {i1,..., i} (5.15)

(c) Yul(s,ys),0% 1, T se distribuye segin una normal con media y varianza dadas
respectivamente por:

— 1 -
E(Yul(say.!),OJ;ﬂ,T) = m [ Z ‘ (T'z - n,-)0.- +ﬂTu:| ,(516)
i€ {iy,...,0x}
- 1
2 = —_— - : Y o2
Var(Vul(s.y:). 0" 0 T) = s L{.-Z; }T.(l + Tici)o?+

+ 2 (ﬂ—m)(l#fi;—i‘)f")a?],

i€{iy,....ix}

(d) o?|(s,ys), 1, T son independientes para i = 1,2,...,K con distribuciones condi-
cionales w(0?|(s,ys), 1, T) = n(02|(s,¥s), 1) dadas por:

GaY(o%|a;, b), i€ {ir,..., i)},
Ga™'(o?lao,bo), i & i, .-, ix}, (5.17)

LICACR BN

(e) 1l(s,ys), T se distribuye con funcién de densidad propia w(p|(s,y,), T) = w(k|(s,ys))
dada por:

1 Y 1 2
e TT [+ g = 3| % eon {5y (a2},
(5.18)

(f) Tul(s,¥s), {Ti}iegis,...in) S€ distribuye con funcidn de densidad f(Tul(s,y,),
{Tiiegiy,in)) = f(Tul{Ti}iegi,...ix}) dada por:

B+ k)Tt T, + T, + 1
f(Tul{ﬂ}ie{i;,...,ik}) = ([‘(TL .)*-a) (ﬁ(+ ]{)T.-}.T,(-I}-)a g{].I . -ﬁ, (519)
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(9) Tul(5,¥s), {Ti Yie iy, ....ix} S€ disiribuye seqiin una funcidn de densidad f(T,|(s,y.),
{f[‘,-},—e{,-h.__,,-k}) = f(T.,l{fl“,—},-e{,-hm,,-k}) gamma Poisson, dada por3:

f(Tul{Titietir,in}) = Go(Tula + Ty, B+ k, K — k), (5.20)

donde Ty = (T; :i ¢ {ir,...,i})", Ts = Z.-E{,-,,...,,-,,} T, Tu= Eie{i;,...,ik} Ty

_ c-n-?,,. +‘u
0; = E(G,’I(S,Y:)’/J) = _lc‘n—+—1—

cilTi""ila‘.'—n,'

, iE{il,...,ik},

Ai = IT,'—n,"l' ;ie{ily"':ik};

cing + 1
B; = IT.‘+C3'1T-'11T,~’ iﬁ{il,...,ik}, (5.21)
_ 1 oy mat+lo .
Z; = [1+2bo z(st ya,v)il n IE{“,...,Zk},
JESs:

ng . . .
a; = ao+ —, t€{ir,...,1},

1 _ . . .
b = b0+§(y3&_1n|”)t(1ni+1"i1:l.'ci) l(y,‘.—lmp), ’E{'ln""lk}'

Demostracién. La demostracién de este teorema se apoya en la aplicacién de los
lemas B.5, B.§, B.11 y B.12, y serd dividida en varios pasos sefialando a lo largo de su
desarrollo cuando quedan demostrados los apartados en los que se divide el presente
teorema:

1.- A partir de la distribucién de Y|6,02%, T, aplicando propiedades de la distribucién
normal basicas tenemos que:

Y,,|0,0% T ~ Np,(14,8:,1,,0?), independientes, i € {i1,...,4}. (5.22)

2.- A partir de (5.22) y la distribucién de 8|y, o2, dada en (5.1) se obtiene aplicando
el resultado (a) del lema B.8, la distribucién de Y,|u, o2, T, que es:

Y, |p, o T~ Nn(lnp,diag,-e{;hm,,-k}{(lm + 1,1,.1:,‘.0,')0',-2}), (5.23)

y aplicando el resultado (b) del lema B.8, la distribucién de 8|(s,ys), s, o2, segin la
cual 6;|(s,¥s), 1, 0%, son independientes para i = 1,2,...,K con distribucién dada
por:

3notemos que esta distribucién se obtiene a partir de: TulM {Ti}ietiy,..in) ~ Po((K — k)A) y
M{Tiiefiy,...ix} ~ Gala+ Ts, 8+ k)
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Ci 2\ . . .
e+ 1 0’,-), tE {11,. .. ,2k}, (524)

~ N(p,c,-a,?), i {ir,... i}

8il(s,ys), m, 0% ~ NG,

3.- A partir de (5.23) y la distribucién inicial para o2 dada en (5.1), se obtiene,
aplicando el resultado (b) del lema B.11, la distribucién de o%|(s,y,), # dada en (5.17)
(~ comprobacién del resultado (d)), y aplicando el resultado (a) del lema B.11 la
distribucién de Y, |y, T, dada por:

Y, |1, T ~ tn,(Ln, 4, z_o (In; + 1a;1%,¢i),2a0), independientes, i € {i1,...,i}.
0
(5.25)

4.- A partir de (5.25) y la distribucién inicial de 4 dada en (5.1) se obtiene, aplicando
el teorema de Bayes, la distribucién de g|(s,y,), T dada en (5.18), esta distribucién
es propia por el lema B.5 (~ comprobacién del resultado (e)).

5.- A partir de la distribucién de Y|, 02, T, aplicando propiedades de la distribucién
normal basicas tenemos que:

Y..1(5,5:),0,0% T ~ Np,_n.,(17,-n,0i,In,—n,0?), independientes, i = 1,2,..., K.
(5.26)

6.- A partir de (5.26) y (5.24) se obtiene, aplicando el resultado (a) del lema B.8, la dis-
tribucién de Y|(s,ys), 1, 02, T, segtin la cual Yy, |(s,¥s), 1, o2, T, son independientes
para i =1,2,..., K, con distribucién dada por:

~ 11, —n, 1, c . s .

Yu,‘l(s:ys); M, ‘72, T~ NT,-—n.'(lT;—n,-aiy (IT.-—n.- + Tl#)a'?): NS {lla cee 1”:}1
nic; + 1

~ Ng,(1r,pt, (Ir, + 11,15, ¢i)0?), i & {in, ..., iz}, (5.27)

y aplicando las definiciones de media no observada por ruta y media no observada
y que la combinacién lineal de normales es normal, se obtienen las distribuciones de
Y. l(5,¥s), 1,02, T,i=1,2,...,K, que son independientes y vienen dadas por:

C; . i .
n;c; + 1]622): (XS {11,.. .,lk},

~ N(/‘t(Ti_l + C;)U?), i ¢ {il,---)ik}! (5.28)

?u,-l(s,y,g),ﬂ,ﬂ'z,T ~ N(éi; [(Ta - ni)_l +

y la distribucién de Yy |(s,ys), #, 0%, T, dada en (5.16) (~ comprobacién del resultado

(c))-
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7.- A partir de (5.27) y el resultado (d) de este teorema (ya comprobado en el punto 3
de esta demostracién), se obtiene la distribucién de Y4|(s,ys), #, T dada en (5.14) (~
comprobacién del resultado (a)) y a partir de (5.28) y el resultado (d) de este teorema,
la distribucién de ?.,,.I(s,y,),,u,T, i=1,2,...,K, dada en (5.15) (~ comprobacién
del resultado (b)). En ambos casos se aplica el resultado (a) del lema B.11.

8.- Para demostrar los resultados (f) y (g) del teorema, notemos en primer lugar, que el
vector y, y el vector T son independientes segiin el modelo definido en (5.1), por lo que
F(Tul(s,¥s) ATi Yieqin,nin}) = F(Tul AT }iegin,in)) ¥ F(Tul(8,¥5) AT Yie iy, in)) =
F(Tul{Ti Yie (ir,...ix})-

9.- A partir de la distribucién de las variables T;|A, 7 € {4;,...,1x} y la distribucién
inicial de A dadas en (5.1) se obtiene, aplicando el resultado (c) del lema B.12, la
distribucién de A|[{T;}ie{i,,... i} Que viene dada por:

M{Tikiets,,...isy ~ Gala + Ty, B+ k). (5.29)

10.- A partir de la distribucién de Tj|A, {Ti}iegiy, .. ix}> J € {1,-- 28} y de (5.29) se
obtiene, aplicando el resultado (b) del lema B.12, la distribucién de T,|(s,y;),
{T:}ieqis,....ir) dada en (5.19) (~ comprobacién del resultado (f)).

11.- A partir de la distribucién de Tj|A, {Ti}ieqiy,...in)s § € {#1,--.,i} y aplicando
la propiedad de que la suma de Poisson independientes es Poisson, se obtiene que
Tul M {Ti}ieqiy, . iny ~ Po((K — k)A). Y aplicando sobre Tu|A, {T:}ieyi,,....ix) ¥ (5.29)
el resultado (a) del lema B.12 se obtiene la distribucion de Ty|[(s,y,), {Ti }ieis,....ix}
dada en (5.20) (~ comprobacién del resultado (g)).

C.S5.Q.D.

Sefialemos que la integracién en cualquiera de las distribuciones predictivas anterio-
res de alguno de sus pardmetros da lugar a distribuciones no estandar, tal y como
anuncidbamos al principio de la seccién. Ello no obstante, a partir de las distribu-
ciones proporcionadas en el teorema anterior podemos establecer el siguiente resultado
acerca de la existencia de la media y varianza de las distribuciones predictivas y fi-
nales de interés, (y por tanto de los estimadores Bayes y sus varianzas condicionadas
a la muestra y los tamafios de las rutas muestreadas), que proporciona también una
expresion para el estimador Bayes de la media poblacional y su varianza condicionada
a la muestra y los tamanos de las rutas muestreadas.

Teorema 5.3 Consideremos el modelo Bayes para rutas aleatorias definido en (5.1),
enlonces se liene que:

(a) las distribuciones predictivas de Yo |(s,¥,), {Ti}ie iy, ...ix}» Yul(s,¥s), {Tiliegis,....ix}»
i= 1)2) ey I<; Yu|(s,y,), {T}}ie{i;,...,ik} ) Yl(s))’s)) {ﬂ}ie{il,...,ik}, son propias ) bajo
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la hipétesis® ag > 1 tienen primeros dos momentos,

() las distribuciones finales de 6%, 8, p y T,, condicionadas a (s,y,) y {Tiliegin, . in)s
son propias y lienen media y varianza bajo la hipélesis anterior (ag > 1),

y (c) el estimador Bayes para la media poblacional y su varianza vienen dados, st
ap > 1, por: '

=P
I

1 T
dE [Tu +:r.,] + E(ul(s,y:))E [Tu +T’] ,

Var(Pl(s,yo) (T, Yim)) = (Var(ul(s,y,)) + ds)E [

m]*

+2[d1Var(pl(s,y,)) + d2E(pl(s,¥,))] E [(ﬁ%—ﬂ_ﬁ] *

+E(u?|(s,¥,))E [(Tu—T{-—uT,)Z] *
2

s 5 Aelmime] s i) -

ig{ir, i)}

B {dzE [Tu iT] + Ell(sy.)E [TZT] }2 (5:50)

donde E(.) es el operador esperanza respecto a Ty|{T;}ies, cuya distribucidn estd
definida por (5.19),

4 = T
i€{iy,...,ix} cni +
_ €iniy,,
d2 = ng,+ Y, (Ti-m) o4 1 T EMl(sy),
i€{i1, ik} v
Ti—n (Vi = mi)Ci \ Luls,y) 2
= 570 (b;) + dj,
45 . Z a£—1(1+ cin; + 1 )E (b) + 43
1€{i1,..,ik}
bo
dg = ——— 5.31
4 a(] _ ll ( )

y Ty, Tu, Ty, a;, b;, i € {i1,...,ix} son el veclor y escalares definidos en (5.21).

Demostracién. La demostracién de estos resultados se apoya en el teorema 5.2 y los
lemas B.5 y B.6.

4en el caso de la distribucién de ?ui|(s,y5),{T;}.-e{;h__.',-k), 1 € {i1,...,ix} la hipotésis ao > 1 para
existencia de los dos primeros momentos puede sustituirse por la condicién n; > 3
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* Para comprobar el resultado (a) notemos que las distribuciones Yy |(s,¥s), {Ti }ie iy, ...in}
Yu.' |(syy.’): {ﬁ}ie{il,...,ik}a i = 11 2) L) K y Yu|(s,y,), {:ri}ié{i;,...,i,,}) son propias Yy
tienen primeros dos momentos para ag > 1 por ser las condicionales necesarias para

su obtencién (para Y, las distribuciones (5.14), (5.18) y (5.19), para Y, las distribu-
ciones (5.15), (5.18) y (5.19), y para Y, las distribuciones (5.16), (5.17), (5.18) y
(5.19)) propias y tener primeros dos momentos bajo la hipétesis® ag > 1. Esta dltima
afirmacién se apoya en las propiedades conocidas de las distribuciones normales, t y
gamma, en el estudio de las distribuciones (5.18) y (5.19) a partir de los lemas B.5 y
B.6 respectivamente y en las definiciones de a; y b; dadas en (5.21).

Respecto a la distribucién y primeros dos momentos de Y|(s,y,), {T; Yie{iy,...,in}» DOte-
mos que por propledades basicas de las distribuciones normales y teniendo en cuenta

que Y = 27, + I TonY ., se tiene que la distribucién de Y|(s,y,), 0%, 4, T es normal
con media y varianzas dadas respectivamente por:

E(Vl(_siys)) 62) M, T)
Var(Y|(s,ys),0%,u,T) =

it

% +T nE(Y I(s y’) o )NlT)l
( T ) V‘"‘(Yul(s ¥s), 0%, 1, T)

con E(Y4|(s,¥s),0%, 1, T) y Var(Yul(s,ys), 0%, 1, T), definidas en (5.16). A partir
de esta distribucién predictiva condicional y las distribuciones dadas por (5.17), (5.18)
y (5.19), y repitiendo las reflexiones anteriores se comprueba que la distribucién de
Yl(s,¥s), {Ti}ie(is,...ix}> € propia y tiene primeros dos momentos bajo la hipétesis
ag > 1.

* El resultado (b) se deriva de los resultados del teorema 5.2. Asi:

— la distribucién final para o2 es propia y tiene primeros dos momentos bajo la

hipétesis anterior por ser las distribuciones dadas en (5.17) y (5.18) propias y tener
primeros dos momentos bajo esa hipétesis (lo que se deduce de las propiedades
de la distribucién gamma y de la aplicacién del lema B.5),

— la distribucién final de 8 es propia y tiene primeros dos momentos bajo la hipétesis
anterior por ser las distribuciones dadas en (5.24), (5.17) y (5.18) propias y tener
primeros dos momentos bajo esa hipdtesis,

— la distribucién predictiva para yu, viene dada en (5.18) y es propia y tiene primeros
dos momentos por aplicacién inmediata del lema B.5, y

— la distribucién predictiva para T, viene dada en (5.19) y es propia y tiene
primeros dos momentos por alplicacién inmediata del lema B.6.

* Y el resultado (c) se obtiene a partir de las distribuciones dadas en (5.16), (5.17),
(5.18) y (5.19) y la definicién de estimador Bayes, aplicando queS:

Sesta hipétesis puede debilitarse en el caso de la distribucién predictiva de la media no observada en ruta
muestreadas por la hipétesis n; > 3

6]a existencia del estimador Bayes de la media poblacional y de su varianza condicionada a la muestra y
los tamarios de las rutas muestreadas se deduce de la definicién de estimador Bayes para funcién de pérdida
cuadratica y el resultado (a) de este teorema
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= — t L1k —
Y = E¥(s,5,), (T, }o1) = ETHTN=E(T|(s,y,),T) =
— - Tu"{Ti,');:x 1

ny, B T +

1k T —n oy ,
+ ETKI{TIJ'}J=1 [%E(Yul(s,y;),'l‘)] )

ETHT v ar(V|(s, y,), T)+
+ VaTTul{Tij}?:l E(?l(s, ys))T) =
. _\2 —
ETHT Y im [(Z‘T‘*—I‘T—") V“"(YMKS”")’T)] *

1k 7 g
+ VarTeTdin, [ﬁ‘r— LT{_}T‘_"E(Yd(s,y,),T)],

Var(Y|(s,ys), {Ti,-}f=1)

donde:

]

E”l(s'y')EazI(s'y')'”E(?u|(sxY:); 0'2»1-",'1‘) =
dz""i."‘TuE(I‘l(-ﬂ:))
Tue+Ts—n '

E'(?ul(s,y,),T)

1l

Var(Y.|(s,ys), T) EHI(sYe) [E”2|("y')’”Var(7u|(s, ¥s), o, n, T)+

+VarT YL E(Y (s, y,), 0%, 1, T)| +

+Vartl@YI BT YD E(Y (s, y,), 02,4, T) =
o da=di4da ) T4 Tic)H(d AT Var(ul(s,Y )
= Tt T, -n)? :

C.S.Q.D.

Este resultado proporciona las hipdtesis suficientes para garantizar que las distribu-
ciones predictivas del vector poblacional no observado, de la media no observada de
cada ruta, de la media poblacional no observada y de la media poblacional sean propias
y posean primeros dos momentos (lo que permite asegurar la existencia de los esti-
madores Bayes y varianza condicionada a la muestra para cualquier funcién lineal del
vector poblacional) y una expresién del estimador Bayes y varianza condicionada a la
muestra de la media poblacional (expresiones similares pueden obtenerse para los esti-
madores Bayes y varianza asociada para la media poblacional por ruta), que requiere
del célculo por métodos numéricos (dado que las distribuciones correspondientes no
son estandar) de los dos primeros momentos de la distribucién de p|(s,y;) y los va-
lores esperados para funciones de los tamafios de rutas no observados a partir de la
distribucion de Ty|{T;}i¢(s,,....ix) (ambas distribuciones obtenidas en el teorema 5.2).

El célculo de estos momentos no es facil, respecto a la obtencién de los dos primeros
momentos de la distribucién de p|(s,y;), el trabajo de Bayarri y Font(94)[5] propor-
ciona para el caso ag = 1 y p(¢) < 1 un mecanismo para el cdlculo exacto del primer
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momento, pero los cdlculos necesarios son muy laboriosos y en este caso particular
el segundo momento no existe.Y respecto al calculo de los momentos relativos a fun-
ciones de los tamafios de rutas no muestreadas, son particularmente largos y compli-

cados los cdlculos de E [m], E [(T..+T ),] ,para i & {i1,...,ik} que requieren la
distribucién multivariante del vector Ty |[{T;}ieys,,...ix)- Estas dificultades de calculo
para la obtencion del estimador de la media poblacional y de su varianza condicionada
a la muestra aconsejan el uso del método de muestreo Gibbs para el cdlculo de las
distribuciones predictivas y estimadores Bayes para las medias no observadas en cada
ruta y la media poblacional asi como de sus respectivas varianzas condicionadas a la
muestra.

A continuacién estudiaremos las distribuciones condicionales necesarias para un ana-
lisis del modelo apoyado en el muestreo por Gibbs.

Teorema 5.4 El modelo Bayes para rulas aleatorias definido en (5.1) es un modelo
DAG (figura 5.1), con distribuciones condicionales dadas por:

f((-gu,)"')yu,\) lys, 0, o? ' s {T}: I’A):f((yun"-iyu;\)tlo ‘72 {T} 1)—
Nk ((ﬁu,,...,?ux)’le’ ( diagt_{(T; — ni)~ "o} ka(K -k ))

O(K—k)xlc dlag, k+1{T_l 2}
(5.32)
”(0|{yug}{(=1:ys’ ' Hy {T }1_1”\) = W(Gl{yui}{;l’yuaz’ﬂr {Tl}zK=1) =
Nk (i, diag{<, {ci(Tici +1)7'0}}), (5.33)

7l'(lll{yu }1 ,Ys, 6, o? {T }x-‘l)A) = 7"(/1]0 02) =
NE(TL, el + 05 (Tis, o7 o720 + 05 o), (Tily o Hor 2 + 05 7) 1),

(5.34)
7r(o'2l{yu }z l’ysag ﬂ:{T}l 1!’\) = W(azl{yu {\:'lry”elﬂr{j}}{;l) =
[1, Ga=i(a?la}, b}), (5.35)
f(Tul{yu,- {(:ys: T {T}t—l)’\)
F(Tul{Tu, Yiggir,ichr 10 Yigtinrind» {07 Vigin - ,ik}w\)
[iggin,..iv) [T exp{—- Ti(Tu, — 6:)* } AT- , (5.36)
W(Al{yu.-}ijilayhell" 02: {Tf}xK=1) = 7r(’\|{TI}1]f_-l) =
Ga\ K, Ti+ o, K + ), (5.37)

donde f1 = (fi1, fiz,...,fk)', Ty aparece definido en (5.21) y,
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~ (T; — ni)eiYy, +niciy,, +p

ni = Trei + 1 s 16{11,...,%},
Ticiyy, +1 ., .. .
= —rc,.:—l—, Ig{ll,...,lk},
a; = ao-l-%-l-l, i€ {i1,...,k}, (5.38)

= ao+1, ig{i,...,ix},
. 1 . , .
b = bot o {(Ti —m)ei(u, — 0:)° i ) (vis = 6:)° +
' j€si
+(8; — p)?}, i€ {i1,..., 0k},
1 I3 I3 .
= bo+ % {Tici(¥y, — 6:)% + (6: — p)?}, i {in,...,ix}-

Ademds, se cumple que, las distribuciones T;|{7,,}¥,¥%,60", p, 0%, {Ti}iy, A, i € {i1,
...,ik} son independientes, con funciones de probabilidad marginales log-concavas en
los enleros positivos incluyendo el cero.

Demostracién. De la definicién 5.1 del modelo en estudio se deduce directamente la
representacién grafica de la figura 5.1, que responde a un modelo DAG”. Las distribu-

ciones condicionales se obtienen a partir de la distribucién conjunta de (7.“, vy Yup,
Y!, 6, (a?)t, u, T, que viene dada por:

F(@uyr o Tugr ¥4 8, (0D 1, T =
T N, 166, (T: = 1) 7202) % [lieqi,,.iny Tljes, N (wi516:, 02)
x TT{, N(8:lu, cio?) x N(plo, 03) x TTi, Ga=Y(o?|ao, bo)x
x TTic, Po(TiA) x Ga(Ala, B),

separando los términos correspondientes a cada condicional (que contienen el vector o
variable cuya condicional estamos hallando). Concretamente,

= F(Fuys -+ Tu ) 199,0, 02, 5, {THE, X) = TIiS, N(To, 103, (Ti — mi)~20F), esto es
el resultado dado en (5.32).

= 7(O1{Fu, H ye, 0% AT, Y) o< [T N(Gils, cio?) x TTicy N(@o, 105, (Timni) ™
o?) x [Licgir,... iy Ijes: N(wi 6:,0%), de donde se obtiene, completando cuadra-
dos respecto a las 6;,i=1,2,..., K, la distribucién dada en (5.33).

= w(ul{Tu, H¥:, 0,02 {TiH, 3) < [I:, N(Bilu, ci07) x N(ulpo, o), de donde se
obtiene, completando cuadrados respecto a g, la distribucién dada en (5.34).

7ver definicién y propiedades de estos modelos en C.2.1 y C.2.2
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muestra
elemento ij

Figura 5.1: Representacion grafica del modelo Bayes para rutas aleatorias
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7(o? (B, > ¥o, 8,1 AT, N) o TIZ, N (6ills cio?) x TTizy Ga=(0?lao, bo) %) x

T, N (@105, (T = 1) 7'02) X Ticgiy...i0) e, N (033165, 02), de donde se ob- ob-
tiene, juntando los términos correspondientes a potencias y a funciones exponen-
ciales de 62,7 =1,2,..., K, la distribucién dada en (5.35).

- f(Tul{yu.‘}{()y.Hei I‘, 021 {n}’fa ’\) 8 Hif{il,m."k} N(yu.'lei) (T‘i - nl')“laiz) X
[Tigin,....ixy Po(Ti|2), esto es, la distribucién dada en (5.36). De esta distribucién
se deduce que las variables condicionadas T, i ¢ {4y, ..., %} son independientes
con distribuciones con funciones de probabilidad log-concavas por aplicacién in-
mediata del lema B.2.

= TOHT} ¥, 6,1, 0% {TH) o [Tizy Po(TiA) x Ga(Alar, f), de donde se de-
duce, juntando los términos correspondientes a potencia y a funciones exponen-
ciales de ), la distribucién dada en (5.37).

C.S.Q.D.

El resultado anterior cierra el analisis necesario para este modelo al proporcionar
las herramientas necesarias para la realizacién de inferencias a partir del método de
muestreo por Gibbs; notemos que las distribuciones condicionales necesarias para su
aplicacion son faciles de simular dado que todas ellas tienen forma estandar, salvo la
condicional de T, que es producto de distribuciones independientes con funciones de
probabilidad log-concavas (las distribuciones estandar se pueden simular aplicando
algoritmos especificos, ver por ejemplo Devroye(86)[25] y Ripley(87)[84], y la dis-
tribucién condicional de T, al ser producto de distribuciones con funciones de pro-
babilidad log-concavas, simulando cada una de sus componentes por un algoritmo de
aceptacién/rechazo como el estudiado por Gilks y Wild(92)[47] y Wild y Gilks(93)[119]).

El algoritmo Gibbs Sampling para este modelo puede implementarse mediante el pro-
grama BUGS (ver C.2.1), puesto que se cumplen los requisitos para modelos imple-
mentables por este programa por la definicién (5.1) del modelo y el teorema anterior.

5.3.2 Modelo Bayes de rutas aleatorias con medias iguales

Dedicaremos esta subseccién al estudio del modelo Bayes de rutas aleatorias con me-
dias iguales, para ello siguiendo un esquema de resultados similar al de la subseccion
anterior realizaremos en primer lugar (primeros dos teoremas) el estudio de las dis-
tribuciones condicionales necesarias para realizar inferencia en poblaciones finitas a
partir de este modelo y las hipStesis que garantizan que las distribuciones predictivas
del vector poblacional no observado, la media no observada en cada ruta, la media
poblacional no observada y la media poblacional tengan media y varianza. Y en se-
gundo lugar el estudio de las distribuciones condicionales necesarias para aplicar el
método de muestreo por Gibbs Sampling.

Teorema 5.5 Consideremos el modelo Bayes para rutas alealorias con medias iguales
definido en (5.2), entonces se tiene que:
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(a) Yu,|(s,ys),p, T son independientes para i = 1,2,...,K con disiribuciones predic-
livas condicionales dadas por:

b; . . .
f(yuiI(S,y,),u, {Tt}{{) = tTn"‘"i(yuillTﬁ—ﬂiu) a_' IT.'—ni:2ai); 1€ {11:' . -'ﬂk}

b . . .
tTi (yuillTil‘x ’i ITn 2ao), t ¢ {11: ceey ”c}: (5'39)

(5) Yu.l(5,¥s), 1t, T son independientes para i = 1,2,...,K con distribuciones predic-
tivas condicionales dadas por:

F(@uil(s,y:), 1 AT HO)

b; . . .
t(yu.-l/‘:(Tl' - ni)_l 'a—")2ai): (S {111- ":”G}:
i

1 b s :
= YT, |, T ﬁ,zao), i {i1,...,ix}, (5.40)

(c) Yul(s,¥s), 0%, T se distribuye segin una normal con media y varianza dadas
respeclivamente por:

E(Yul(s,ys),0%1,T)=p, (5.41)

— 1
Var(Yul(s,¥s), 0%, 1, T) = Tt T —np Y Ti-n)ei+ Y. T}
“ * 1€{ir,in} ig{i, ik}

(d) o?|(s,ys), 1, T son independientes para i = 1,2,...,K con distribuciones condi-
cionales n(02|(s,¥s), p#, T) = m(c?|(s,¥s), 1) dadas por:

It

Ga~Y(02la;,b;), i € {ir,...,ix},
Ga='(0?|ao,bo), i & {i1,-..,ix}, (5.42)

(o?1(s,¥s), )

(e) pl(s,¥s), {T:}€ se distribuye con funcién de densidad w(p|(s,y,,T) = n(ul(s,ys)
dada por:

1 -l 1 2
m(pl(s,ys) ie{a‘Hi } [1+ TN (r-79,,) ] x exp{ 307 (1 = po) } (5.43)
1tk

(f) Tul(5,¥s), {Ti}iegis,...in} S¢ distribuye con funcidn de densidad f(Tu(s,ys),
{Tilieqin,.in}) = F(Tul{Titicir,...ix}) dada por:
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B+ k)Tt T(T, + T, + 1
(B+ k) ( | .

f(Tul{:n}iE{ih-.-,t'k}) = F(T‘, + C!) (ﬂ+K)T.+T.+a

(5.44)
ig{iy,..., 0}

(9) Tul(5,¥s), {Ti Yiegiy,... ix) S€ distribuye segin una funcion de densidad, f(T,|(s,y,),
{TiYietin,in}) = F(Tul{Ti Yiegir,....ix})» 9amma Poisson,

f(Tul{Titieis, in}) = GP(Tula + 1o, B+ k, K — k) (5.45)

donde Ty = (Ty:i @ {ir,. .., ik ), To = i, Niy Tu = iggiy, iy Tir ¥

'''''

1 — 2 1 . o .
Z; [1+'2_b; ,%:-(yu _ys.)] g i € {i1,...,i},
a = a0+'-’2i, i€ {in,....ix}, (5.46)
1 . . .
bi = bo+§ ;(yij_#)z: 16{11,...,1k}~

Demostracién. La demostracién de este teorema se apoya en la aplicacién de los
lemas B.8, B.5 y B.11, y serad dividida en varios pasos sefialando a lo largo de su
desarrollo cuando quedan demostrados los apartados en los que se divide el presente
teorema:

1.- A partir de la distribucién de Y|u, a2, T, aplicando propiedades de la distribucién
normal bésicas tenemos que:

Y,,10,0%, T ~ N, (1n,,1n,07), independientes, i € {i1,...,i}. (5.47)

2.- A partir de (5.47) y la distribucién inicial para o2 dada en (5.2), se obtiene,
aplicando el resultado (b) del lema B.11, la distribucién de a2|(s,y,), » dada en (5.42)
(~ comprobacién del resultado (d)), y aplicando el resultado (a) del lema B.11 la
distribucién de Y, |y, T, dada por:

b
Y, |6, T ~ tn,(1n,, ;‘-;- I,.,2a,), independientes, i € {iy,...,i}. (5.48)

3.- A partir de (5.48) y la distribucién inicial de 4 dada en (5.2) se obtiene, aplicando
el teorema de Bayes, la distribucién de p|(s,y;), T dada en (5.43), esta distribucién
es propia por el lema B.5 (~ comprobacién del resultado (e)).

4.- A partir de la distribucién de Y|u, 02, T, aplicando propiedades de la distribucién
normal basicas, tenemos que:
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Y. l(5,5s), 0%, T ~ Ny—n, (17, =n, 8, IN;—n,07), independientes, i = 1,2,..., K,
(5.49)

y aplicando las definiciones de media no observada por ruta y media no observada
y que la combinacién lineal de normales es normal, se obtienen las distribuciones de
Yu,l(5,¥s), 4,03, T, i=1,2,..., K, que son independientes y vienen dadas por:

Yuil(s,¥5), 0T ~ N(p, (T —ni)"'0f), i € {ia,...,ie},  (5.50)
~ N(p,T7te?), i @ {in,. .. i),

y la distribucién de Y4 |(s,¥s), 4,2, T, dada en (5.41) (~ comprobacién del resultado

(c)):

5.- A partir de (5.49) y el resultado (d) de este teorema (ya comprobado en el punto 2
de esta demostracién), se obtiene la distribucién de Y|(s,y;), #, T dada en (5.39) (~
comprobacién del resultado (a)) y a partir de (5.50) y el resultado (d) de este teorema,
la distribucién de Yy,|(s,ys), 4, T, i = 1,2,...,K, dada en (5.40) (~ comprobacién
del resultado (b)). En ambos casos se aplica el resultado (a) del lema B.11.

6.- La demostracién de los resultados (f) y (g) del teorema es idéntica a la demostracién
de los apartados (f) y (g) del teorema 5.2 (pasos 8 a 11).

C.S.Q.D.

Teorema 5.6 Consideremos el modelo Bayes para rulas aleatorias con medias iguales
definido en (5.2), entonces se liene que:

(a) las distribuciones predictivas de Yo |(s,¥,), {Ti }iefiy,...ix}» Yul(s,¥s), {TiYie iy, in)»

i=1,2,...,K, 7u|(s,y,), {Ti}icgin,in} vY|(s,¥s), {T:}iegiy,....in)» SON propias y bajo
la hipétesis® ag > 1 tienen primeros dos momentos,

(b) las distribuciones finales de 0%, p y Ty condicionadas a (5,ys) ¥ {Tilieiy, it}
son propias y lienen primeros media y varianza bajo la hipdtesis anterior (ag > 1),

y (c) el estimador Bayes para la media poblacional y s vartanze vienen dados, si
ag > 1, por:

Y

1 T
4 || + Bl B [ .

(diVar(ul(s,ys)) + d3)E [m] *

8en el caso de la distribucién de Y, 1(,¥s) {T:}iegiy,nin}» * € {i1,...,1k} la hipotésis ao > 1 para
existencia de los dos primeros momentos puede sustituirse por la condicién n; > 3

Var(Y|(s,¥s), {Ti}ie iy, iin})
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+20dsVar(ul(s,.)) + daB(e,y B [ s +

Ty +T,)?
+B || + BB [ s | -

donde E(.) es el operador esperanza respecto a Tu{Ti}ieyi,, .. i}, cuya distribucién
esid definida por (5.45),

dy = T;—n,
dZ = n—y-s +d1E(,u|(s,y,)),
EHY (b,
ds = Z (Ti"‘ni)__i_l( )+d§:
1€{iy,...,ix}
4 = 2 (5.52)
47 ag — 1’ '

yTu, Ts y a;, b, i € {i1,...,ix} son escalares definidos en (5.46).

Demostracién. La demostracién de estos resultados se apoya en el teorema 5.5 y los
lemas B.5 y B.6.

* Los resultados (a) y (b) se demuestran de forma totalmente anédloga (realizando las
correcciones obvias) a los resultados (a) y (b) del teorema 5.3.

* Y el resultado (c) se obtiene a partir de las distribuciones dadas en (5.41), (5.42),
(5.43) y (5.44) por un proceso de demostracién totalmente idéntico al del resultado
(c) del teorema 5.3 teniendo en este caso que:

E(VUI(s>y-s)’T) = E(pl(s,ys)),

X/ da—d’+d4Tu
Var(YuI(s,y_,),T) = '(TFZT,—T"'VGT(/JI(S’J’J))‘

—n)

C.s.Q.D.

Notemos que, la obtencidn del estimador Bayes de la media poblacional y su varianza
(v de los dos primeros momentos de cualquiera de las distribuciones predictivas de
interés sefialadas en la letra (a) del teorema anterior) requiere del calculo numérico de
los dos primeros momentos de la distribucién de g|(s,y,) dada en (5.43) y del célculo
de la esperanza de funciones de la variable aletoria Tu|{Ti}ic(i,,....ix} cuya funcién de
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probabilidad viene dada por (5.45). Todos estos momentos se pueden obtener por
técnicas de cdlculo univariantes.

Otro mecanismos para obtener las distribuciones predictivas y sus primeros dos mo-
mentos (en este caso aproximadas) es el método de muestreo Gibbs (que ya hemos
propuesto para el modelo Bayes de rutas aleatorias). El siguiente teorema describe las
distribuciones condicionales necesarias para su aplicacién.

Teorema 5.7 El modelo Bayes para rulas aleatorias con medias iguales definido en
(5.2) es un modelo DAG (figura 5.2), con distribuciones condicionales dadas por:

f((yu,’ cee 7.y_u;<)'|y6’a'2’ﬂl {T1}1K=1’ ’\) = f((—y-u” s :yux)tlau:az’ {Tl}{() =
_ _ diagt {(T; — n;)~to?} Okx (K-
N ve o Tu kR, 1 if o TEx(K-k :
K ((yu, yu,\) I KK ( O(K-—k)xk dzag{‘;_l{T,- 203}
(5.53)
“(l"’l{yui {(,y,,a2, {Tl}{{v’\) = ﬂ(ul{yu;}{{:ynaz) =
N(ul(Tio, Toor? + 05 ) (i 07 Tty i + 057 m), (Tiz, Tiot * + 05%) ™),

(5.54)
w(aZI{'gju‘,}{(,y,,p, {Tl}{())‘) = W(Uzl{yu; {(1y3)/"’ {Tt}{() =
1<) Ga=Y(o? a7, b}), (5.55)
f(Tul{yu.'}{{’yhﬂvdza {Ti}’lc) A) = f(Tul{yu,'}kK+17/-" {U?}fi-ll’\) &
[iggis, .00} [Tillz exp {—zl,v Ti(Ju, — #)2} AT% , (5.56)

”(Al{yu,- f,y,,;t,o’z, {T!}{() = W(Al{ﬂ}f) =
Ga(\|TiL, Ti + o, K + B), (5.57)
donde T aparece definido en (5.46) y,

@ = a0+1“;'—1, i€ {in, ... i), (5.58)
1 . . .
= ao+§, i ¢ {i1,... i},
. 1 — . s .
by = bo+§{('ﬂ'-ni)(yu,-—ﬂ)2+Z(yij—#)z}, i€ {i1,..., it}
JEsi

1 . . .
= b0+§’1}(yui_l‘)2: lg{ll,...,lk}.
Ademds, se cumple que, las distribuciones T;|{7,, }5,y:,0,p, 0% {Ti}5, X, i & {in, ..., i}

son tndependientes con funciones de probabilidad log-concavas en los enteros posilivos
incluyendo el cero.
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Figura 5.2: Representacion grafica del modelo Bayes para rutas aleatorias con medias iguales

Demostracion. De la definicion 5.2 del modelo en estudio se deduce directamente la

representacién grafica de la figura 5.2, que responde a un modelo DAG. Las distribu-

ciones condicionales se obtienen a partir de la distribucion conjunta de (V'UL,..., V'IK,
(0'2)i,Tt)i, que viene dada por:

nf=i - n,-) 1*¥?) Xnne{*l ikyYljeti N(Vij\t*, *i)x
xN(n\fi0,<T¥%) x x Yi?=i PoiTM x Ga(\la,P),
separando los términos correspondientes a cada condicional (que contienen el vector o
variable cuya condicional estamos hallando) de manera analoga a como lo haciamos en
el teorema 5.4. La independencia de las variables condicionadas PN {u, e 01) y

la log-concavidad de sus funciones de probabilidad se deducen de la distribucion (5.56)
(obtenida en el proceso anterior) y la aplicacion del lema B.2.

C.S.Q.D.

De la definicién del modelo en (5.2) y del teorema se deducen los requisitos (ver C.2.1)
para poder implementar el algoritmo Gibbs mediante el programa BUGS.

187



5.3.3 Modelo Bayes para rutas aleatorias homocedésticas

En esta subseccién estudiaremos el modelo Bayes de rutas aleatorias homocedasticas,
para ello siguiendo un esquema de resultados similar al de las dos subsecciones ante-
riores realizaremos en primer lugar (primeros dos teoremas) el estudio de las distribu-
ciones condicionales para realizar inferencia sobre el vector de caracteristicas pobla-
cional a partir de este modelo y las hipétesis suficientes que garantizan que las dis-
tribuciones predictivas del vector poblacional no observado, la media no observada en
cada ruta, la media poblacional no observada y la media poblacional tengan media y
varianza. Y en segundo lugar el estudio de las distribuciones condicionales necesarias
para aplicar el método de muestreo por Gibbs Sampling.

Teorema 5.8 Consideremos el modelo Bayes para rutas aleatorias homoceddstico de-
finido en (5.3), enlonces se tiene que:

(a) Yul(s,¥s),u, T se distribuye t (N — n)-variante con 2a; grados de libertad con
para a; > 1, media:

E(Yuil(s)y-!)rﬂ)T) = 1T.'—n,'§i; ie{il,---,ik}a
= 1lpp, i€ {i,... i} (5.59)

y malriz de varianzas y covarianzas,

b e e e ,
CO’U(YUI.,Y,,_., I(S)y.s);l‘»T) = i a l 1’ 1=1,1€ {1.1,...,11,,}
b e e e g .
= Bialll’ i=1d", i ¢ {ir,..., 0}
= 0, i#1¢" (5.60)

(b) (7u1 :702) e ’YUK)'I(""))':):IL:T
libertad con para a; > 1 media:

e distribuye t K-variante con 2a; grados de

»

E(?uil(s,y,),u,T) = 9;’, ie{il)“-)ik};

y malriz de varianzas y covarianzas,

— — _ c b . e s . .
COU(YU.':YU.--l(s:y:))l‘aT)=[(T}—ni) l+n,~c+1 01-1—1’ 1t=1, 16{21,...,1k}
b

=T +¢) ——, i=d, id {i1,..., i}
(11—1
=0 i#£14" (5.62)
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(c) Yul(s,¥s), 1, T se distribuye t con 2a; grados de libertad con para a; > 1, media
y varianza dadas respectivamente por:

v ' 1 -
E(Yul(s,y:),8,T) = TFT —n > (Ti—n)bi + T |,
e i€{is, ik}
- 1 b,
Var(Yul(s,ys),#, T) = (Ta+T,—n)? a; -1 E T:(1 + Tie)+
h ig{in, ik}

+ > m‘"”(”%)]’ (5.63)

i€{iy,....ix}

(d) o2|(s,ys), 1, T se distribuye w(0?|(s,ys), &, T) = m(a?|(s,¥s), 1) segiin una gamma
inversa de pardmetros a; y by,

(e) 1l(s,¥s), {T: € se distribuye con funcidn de densidad m(u|(s,y;), T) = 7(u|(s,¥s))
dada por:

1 2] 1 2
Rl o [14 5w ZeP | x eop{- i w- )}, (609
(f) Tul(s,¥s): {Ti}ietiy,....in) Se distribuye con funcidn de densidad f(Tul(s,ys),
{Tiictin,ied) = F(Tul{Ti}ietis,....ix)) dada por:

B+ k)Tt (T, + T, +a) 1
H —

f(TuI{T}}ie{i,,...,ik}): I‘(T,+a) (ﬂ+1{)T‘+T,+a ]

(5.65)

(9) Tul(5,¥s) {T: Yieis,...i) S€ distribuye con funcién de densidad, f(Tul(s,ys),
{Tilietin,nin)) = F(Tul{TiYieqiy,...ir)) 9amma Poisson,

F(Tul{Ti}ietiy,..i}) = Go(Tula + Ty, B+ k, K — k) (5.66)

-----

. eniy,, + p
G = Eil(s,y) ) = —H5E
1

clr;—n; 1%",-

-n;

p——T , 16{11,...,2k},
B; = IT,-—I-clTilrtIs'., ig{il,...,ik}, (5.67)

, i€ {in,....it},

Ai = Iron +
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_ -1
| S

L t€{i1,...,ix} \JESs: i€{i1,.. ik}
- -1
n;Y,, n;
Zz = Z . Z ] )
ie{ir, ik} en; + 1] [ie{ix,-.-.ik} eni+ 1
n
ay = a+ 7,
1 -
b= bt D (Ve = Lnh) (T 1 15,0)7 (s = L),
i€{i1,...,ix}

Demostracién. La demostracién de este teorema se apoya en la aplicacién de los
lemas B.5, B.8, B.9, y sera dividida en varios pasos sehalando a lo largo de su desarrollo
cuando quedan demostrados los apartados en los que se divide el presente teorema:

1.- A partir de la distribucién de Y|8,0%, T, aplicando propiedades de la distribucién
normal béasicas tenemos que:

Y,,.|0,02,T ~ N,.,.(l,,_.B,-,Iniaz), independientes, i € {i1,...,%}. (5.68)

2.- A partir de (5.68) y la distribucién de 8|y, 0%, dada en (5.3) se obtiene aplicando
el resultado (a) del lema B.8, la distribucién de Y,|u, a2, T, que es:

Y, |“102’T ~ Nn(]-mur diagie{il,...,i,‘}{(ln.- + 1n.-1:;,-c)0'2})a (569)

y aplicando el resultado (b) del lema B.8, la distribucién de 8|(s,y;), 1, 02, segin la
cual 8;|(s,ys), #t, 02, son independientes parai = 1,2,..., K con distribucién dada por:

~ c . . ,
0;|(s,y,),p,¢r2 ~ N(6;, m 0'2), i€ {i,..., i}, (5.70)

~ N(p,co?), i ¢ {iy,... i}

3.- A partir de (5.69) y la distribucién inicial para 0% dada en (5.3), se obtiene, apli-
cando el resultado (b) del lema B.9, la distribucién de o2|(s,y;), # (~ comprobacién
del resultado (d)), y aplicando el resultado (a) del lema B.9 la distribucién de Y,|u, T,
dada por:

bo ..
Y, |5 T ~ to(Lnp, i diagiciy,...ix3{In: + 1n, 1% ¢}, 2a0). (5.71)

4.- A partir de (5.71) y la distribucién inicial de u dada en (5.1) se obtiene, aplicando
el teorema de Bayes, la distribucién de p|(s,y,), T dada en (5.64), esta distribucién
es propia por el lema B.5 (~ comprobacién del resultado (e)).
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5.- A partir de la distribucién de Y|6,0%, T, aplicando propiedades de la distribucién
normal basicas tenemos que:

Y..|(5,¥5),6,0% T ~ Nr—n,(17,-n,0i,In,—n,0?), independientes, i = 1,2,..., K.
(5.72)

6.- A partir de (5.72) y (5.70) se obtiene, aplicando el resultado (a) del lema B.8, la dis-
tribucién de Y,|(s,ys), p, 0%, T, segin la cual Yy, |(s,ys), &, 02, T, son independientes
parai=1,2,..., K, con distribucién dada por:

Yuil(s)ys):l‘)az)T ~

~ Cc
~ NTi“"i(lTi-ﬂ.'aix (IT.-—n.- +

{ : 2 ] ) “e ]
nic + 11Ti—n.1 '._n..)O' )1 1€ {111 )lk})
~ Nr,(1r,p, (I, + 17, 15,¢)0?), i & {i1, ..., ik}, (5.73)
y aplicando las definiciones de media no observada por ruta y media no observada

y que la combinacién lineal de normales es normal, se obtienen las distribuciones de
Yu,l(s,¥s)pt,02,T,i=1,2,..., K, que son independientes y vienen dadas por:

il 2y . .
n,-c,-+1]a‘)’ 1€ {h,...,’lk},

~ N(p(T7 +a)of), i € {in,... ix}, (5.74)

?uil(s)y3)7p>02’T ~ N(éi,[(Ti—"z‘)“1+

y la distribucién de Y 4|(s,¥s), #,02, T, que es normal con media y varianza dadas por:

E(VUI('s)ya))ﬂ:az:T) (T; - Tli)gi + ﬂTu] y

I
<3
-+
Hr—-‘
|
S
l.—'_'l
N

lE{il ..... u‘}
— o2
Var(Yul(s,y:),p,0%,T) = m[ E Ti(14+ Tio)+
e ig{i1,ik)

+ 3 (n-ni)(l+%)], (5.75)

i€{ir,.. ik}

7.- A partir de (5.73) y el resultado (d) de este teorema (ya comprobado en el punto
3 de esta demostracién), se obtiene la distribucién de Y,|(s,y,), #, T dada en (5.59)
y (5.60) (~ comprobacién del resultado (a)), a partir de (5.74) y el resultado (d) de
este teorema, la distribucién de Yy, |(s,¥s), 1, T, i = 1,2,..., K, dada en (5.61) y
(5.62) (~ comprobacién del resultado (b)) y a partir de (5.75) y el resultado (d) de
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este teorema, la distribucién de Y|(s,y;), #, T, dada en (5.63) (~ comprobacién del
resultado (c)). En los tres casos se aplica el resultado (a) del lema B.9.

8.- La demostracién de los resultados (f) y (g) del teorema es idéntica a la demostracién
de los apartados (f) y (g) del teorema 5.2 (pasos 8 a 11).

C.S.Q.D.

Teorema 5.9 Consideremos el modelo Bayes para rulas alealorias homoceddsticas
definido en (5.3), entonces se tiene que:

(a) las distribuciones predictivas de Yo |(s,¥s), {Ti }ie {ir,....ix}» Yo, l(s5,¥5), {T; Yietin, o in)>
i=1,2,.. K, Yu(s,5:) ATi}icgir,iny ¥Y1(5,¥5), {TiYiegin, ...ia}» SO propias y bajo
la hipdtesis ag > 1 (6 n>3) tienen primeros dos momentos,

(b) las distribuciones finales de o2, 6%, u y T, condicionadas a (5,¥s) ¥ {Titieir, i}
son propias y lienen media y varianza bajo la hipdtesis anterior ag > 1 (6 n > 3),

y (c) el estimador Bayes para la media poblacional y su vartanze vienen dados, si
ap>1(én>3), por:

Y

doE [T., iT’] + E(u(s,ys))E [T ZT }

Var(7|(s, ys), {Ti}ie{il,...,ik}) (dear(u](s, Y.!)) + d3)E

[(T_+T)—] *

+2[d1Var(ul(s,¥,)) + d2 E(ul(s, ¥:)) E [(T.,%T,—)Z] *

+E(12|(s,¥,))E [@:T,)?] "

v 5 {eariny] e [ -

i¢{ty,...,ik

_ {dzE [T., iT] + E(ul(s,y:))E [T T - ]}2 (5.76)

donde E(.) es el operador esperanza respecto a Tu|{Ti}ic(i,,...ix), cuya distribucion
estd definida por (5.65),

T — n;
dl — z 3 z’
el ML
:y
dy = ng,+ Y (T—m) % +dE@(sy.),
‘E{‘lv -"t}
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ds = M Z (Ti — ny) (1+M)+d%,

a -1 $€{i1,...,ik} emi + 1
#l(-',Y-) b
g, = BV (5.77)
a — 1 .

y Tu, Tu, Ts, a1 y by, veclor y escalares definidos en (5.67).

Demostracién. La demostracién de estos resultados se apoya en el teorema 5.8 y los
lemas B.5 y B.6.

* Para comprobar el resultado (a) notemos que las distribuciones Yy|(s,ys),
{_ﬂ}ie{i‘,...,ik}) Yu.' |(s,y,), {T‘i}ie{il,...,ik} ’ i= 1) 2) veey -K') Yul(s7yl)’ {n}fE{‘1.~~-,ik} y
Y|(s,y:),

{T:}ie(is,...in) SO propias y tienen primeros dos momentos para ag > 1 por ser las
condicionales necesarias para su obtencién (para Y, las distribuciones del resultado
(a), (5.64) y (5.65), para Y, las distribuciones del resultado (b), (5.64) y (5.65), para
Y. las distribuciones del resultado (c), (5.64) y (5.65) y para Y las distribuciones
(5.63) (aplicando que la combinacién lineal de normales es normal) del resultado (d),
(5.64) y (5.65) ) propias y tener primeros dos momentos bajo la hipétesis® ag > 1.
Esta iltima afirmacién se apoya en los lemas B.5 y B.6 y en las propiedades de las
distribuciones normales, t y gamma.

* El resultado (b) se demuestra de forma anéloga (realizando las correcciones obvias)
al resultado (b) del teorema 5.3.

* Y el resultado (c) se obtiene a partir de las distribuciones dadas en (5.63), (5.64)
y (5.65) por un proceso de demostracién totalmente idéntico al del resultado (c) del
teorema 5.3 teniendo en este caso que:

E(Tul(sin)’T) = E"l(”y‘)E(Yul(s,y,),p,T) =
da—ngy,+Tu E(p|(s,¥s))
Ty+T,—n '

Var(Yu|(s,¥s), T) EHGYIVar(Yul(s,¥s), #, T)+

+VartlCYIE(Y ,|(5,¥s), 4, T) =
da=ditda} ooy TOHTic)H(di4Ta)Var(kl(s.Y )
= (Tu+T'—n)2 ’

ll

C.S.Q.D.

Nuevamente, la obtencién del estimador Bayes de la media poblacional y su varianza
condicionada a la muestra y los tamafios de las rutas muestreadas (y de los dos primeros

9esta hipStesis puede debilitarse por la hipétesis n >3
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momentos de cualquiera de las distribuciones predictivas de interés sefialadas en la letra
(a) del teorema anterior) requiere del calculo numérico de los dos primeros momentos de
la distribucién de p|(s,y,) dada en (5.64) y del cdlculo de la esperanza de funciones del
vector aleatorio Ty |{T;}ie{i,,... i} cuya funcién de probabilidad viene dada por (5.65).
En el caso del célculo de los dos primeros momentos de la distribucién de p|(s,y;) se
requieren técnicas de integracién numérica de una variable (salvo cuando el modelo
Bayes de rutas aleatorias homocedasticas es minimo informativo con distribucién ini-
cial para g, m(p) o< 1, y consecuentemente la distribucién condicional de la variable
£|(s,¥s) es una t univariante, distribucién estandar cuyos dos primeros momentos son
conocidos), y en el caso de los momentos de funciones del vector Ty|{T;}ic(i,,... ix} S€
necesita recurrir a procedimientos numéricos (K — k)-variables (de hecho se necesitan
calcular los mismos momentos que en el modelo Bayes de rutas aleatorias definido en

(5.1)).

Otro mecanismo para obtener las distribuciones predictivas y sus primeros dos mo-
mentos (en este caso aproximadas) es el método de muestreo Gibbs (que ya hemos
propuesto para el modelo Bayes de rutas aleatorias y el modelo Bayes con medias
iguales). El siguiente teorema describe las distribuciones condicionales necesarias para
su aplicacién.

Teorema 5.10 Elmodelo Bayes para rulas aleatorias homoceddstico definido en (5.3)
es un modelo DAG (figura 5.8), con distribuciones condicionales dadas por:

f((yulx-"’yu;\-)tlyhe’az’“>{ﬂ}{(”\) = f((-gu,v"’yux)tlg’vzv{n}{() =

- — diagi {(Ti —ni)™'}  Okxx—k
N e T )6, 2( L EX(K k) , (5.78
K ((y"‘ Yu )16, 0 0k -k)xk diag{, {T; " (5:78)

W(el{-gu,-}{(’)'aa‘72s“) {Tt}{{’)‘) = W(el{yu; {{,ya,02,y, {Tz}{() =
Nk (811, o> diagf {c(Tic + 1)71}), (5.79)

”(pl{yu,-}{(ayhg) 627 {ﬂ}{{,A) = W([Ilo, 62) =
N(pl(Kemo=2 + 05 ) " (e o2 D8, 6 + 05 o), (K el o™2 4 057) 1),

(5.80)
7"(0’21{514,- {(1y.n 0, u, {Tt}{{s’\) = 7r(0'2l{yu.< {{,y.ne,#, {Tl}{{) =
Ga™'(o?a},b}), (5-81)
f(T“|{yui}{(’ y,,e,,u, ‘72, {Tl}llc; ’\) = f(Tul{yu;}£{+lv {0i}£(+11‘72) ’\) &
Hig{il,.“,ik) [Til/2 exp {—E% Ts‘(?u,» - 9:‘)2 '}—TF] ) (5.82)
(AT, 1 550 0,07, {TIF) = s(ATH) =
GaQAl T, T+ o, K + B), (5.83)
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donde fi = (ji1, fi2,- .., fix), Ty aparece definido en (5.67) y,

- (Ti — ni)cyy, + nicy,, + p

Hi = T;C"'l s 16{11,...,1k},
_ Ticyy,+p . . .
= _T;CT’ 1¢ {11,...,1k},
@@ = ao+ % +K, (5.84)
* - 1 — 2 2
bl = bt {c. Z (T; = n:)(Wa, — 63) +_>:(yij—9z') I+
i€{i1,,ik} JEs;

K
+e > M@, -0+ (Gi—n)?}.

ig{in, i} i=1
Ademds, se cumple que, las disiribuciones 7}|{y‘ui}{‘,y,,6,p,az, {150, i ¢ {in,. -,
ix} son independientes con funciones de probabilidad log-concavas en los enteros posi-
tivos incluyendo el cero.

Demostracién. De la definicién 5.3 del modelo en estudio se deduce directamente la
representacion grafica de la figura 5.3, que responde a un modelo DAG. Las distribu-

ciones condicionales se obtienen a partir de la distribucién conjunta de (Yy,,...,Y ux,
Y!, 6% 1,02 T, que viene dada por:

f((yul’ LR ’-guh—! y:v (e)t’ #,0,2, Tt)t) =
K — -
iz N(@u, 166, (T = )71 0?) X [Liciy,iny ies: N (35165, 0%) %
xTTiZ1 N(@slp, co?) x N(ulpo, 08) x Ga=}(0?|ao,bo) x [T:Zy Po(Ti|A) x Ga(Aa, B),
separando los términos correspondientes a cada condicional (que contienen el vector o
variable cuya condicional estamos hallando) de manera andloga a como lo haciamos en
el teorema 5.4. La independencia de las variables condicionadas T;, ¢ € {¢1,...,%} Y

la log-concavidad de sus funciones de probabilidad se deducen de la distribucién (5.82)
(obtenida en el proceso anterior) y la aplicacién del lema B.2.

C.S.Q.D.

De la definicién del modelo en (5.3) y del teorema 5.10 se deducen los requisitos (ver
C.2.1) para poder implementar el algoritmo Gibbs mediante el programa BUGS.
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Figura 5.3: Representacion grafica del modelo Bayes para rutas aleatorias homocedastico
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5.3.4 Modelos para rutas aleatorias minimo informativos

En la prictica, la asignacién de las distribuciones iniciales para los modelos no es siem-
pre facil y para solucionar este problema o expresar una opinién mas neutral, se recurre
al uso de distribuciones iniciales minimo informativas. En esta subseccién estudiare-
mos la problematica que supone la asignacién de distribuciones minimo informativas
en los modelos Bayes para rutas aleatorias.

Respecto a la introduccién de distribuciones minimo informativas sobre los parametros
media y varianza tenemos los siguientes resultados para los tres modelos:

Modelo Bayes para rutas aleatorias minimo informativo

Una versién minimo informativa del modelo Bayes para rutas aleatorias consiste en
tomar como distribucién inicial para g, m(¢) o< 1 y una distribucién inicial propia para
las variables 02, i = 1,2,...,K. Para este modelo minimo informativo es inmediato
comprobar, tomando oy 2 0, que se satisfacen los teoremas 5.2, 5.3 y 5.4 sustituyendo
po =0y o5% =0 (la distribucién de g|(s,y,) es propia a partir del lema B.5).

Del teorema 5.2, se desprende que toda versién minimo informativa del modelo Bayes
para rutas aleatorias ha de cumplir si ¥ < K, que la distribucién inicial para las
variables 02, i = 1,2,..., K ha de ser propia, puesto que, en otro caso la distribucién
condicional de o?|(s,y, ), # no seria propia y en consecuencia la distribucién predictiva
del vector Yy|(s,¥s), {Ti}iefis,....ix} ¥ las distribuciones de las funciones lineales del
mismo tampoco serian propia.

Modelo Bayes para rutas aleatorias con medias iguales minimo informativo

Una versién minimo informativa del modelo Bayes para rutas aleatorias con medias
iguales consiste en tomar como distribucion inicial para g, m(g) o< 1 y una distribucién
inicial propia para las variables 02, i = 1,2,..., K. Para este modelo minimo informa-
tivo es inmediato comprobar, tomando oy 2 0, que se satisfacen los teoremas 5.5,
5.6 y 5.7 sustituyendo po = 0y 052 = 0 (la distribucién de p|(s,y;) es propia a partir
del lema B.5).

Del teorema 5.5, se desprende que toda versién minimo informativa del modelo Bayes
para rutas aleatorias ha de cumplir si k¥ < K, que la distribucién inicial para las
variables ¢?,i = 1,2,..., K ha de ser propia por la misma razén que sefialdbamos al
referirnos a los modelos para rutas aletorias minimo informativos.

Modelo Bayes para rutas aleatorias homocedasticas minimo informativo

Para el modelo Bayes para rutas aleatorias homoceddasticas consideraremos de dos
versiones minimo informativas con la caracteristica afiadida de que para estas dos
versiones es posible integrar u y o2, obteniendo distribuciones estdndar (mas concre-
tamente t) para el vector Y,|(s,ys), T (y las funciones lineales del mismo).
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La primera versién consiste en tomar distribucién inicial para g una minimo infor-
mativa de la forma w(u) < 1 y mantener una distribucién inicial propia para ¢2; en
este caso se pueden obtener la distribucién para el vector Yy|(s,y;), T a partir del
corolario 3.1 y la distribucién de'® o?|(s,y,), usando el lema B.9.

La segunda versién consiste en tomar una distribucién inicial conjunta para (g, o?)
minimo informativa de la forma (g, 0?) ;1;; en este caso, la distribucién del vector
Y.|(s,¥s), T es un caso particular de la obtenida en el corolario 3.2 para el vector Yy,.

En ambas versiones, para integrar el vector Ty |{T: }ie{i,,....ix} (cuya distribucién sigue
viniendo dada por (5.65)) se pueden aplicar métodos numéricos (K — k)-variantes o
bien aplicar el método de muestreo por Gibbs, en cuyo caso las distribuciones iniciales
condicionales vienen dadas por el teorema 5.10, tomando po = 0y 052 = 0, para la
primera version y tomando ademds ag = 0 y by = 0, en el caso de la segunda versidn.

Ademas en el caso de los tres modelos se puede asumir (en relacion a la distribucién
sobre los tamafios de las rutas), una distribucién minimo informativa sobre A, esto es,
7(A) o 1; en este caso la distribucién de Ty |{T;}i{i,,....i,} comin a los tres modelos
viene dada por (5.19) (o equivalentemente por (5.44) y (5.65)), tomandoa =1y =0
(tal y como se deduce aplicando el lema B.12) y es propia, con lo que la distribucién
predictiva del vector Yy|(s,¥,), {Ti}ie(i,,....i} ¥ de sus funciones lineales siguen siendo
propias. Respecto a las distribuciones condicionales necesarias para aplicar el método
Gibbs en los tres modelos (con distribucién inicial para los tamafios también minimo
informativa), éstas se obtienen de manera inmediata a partir de los teoremas 5.4, 5.7
y 5.10 tomando adicionalmente en este casoa =1y 8 =0.

5.3.5 Modelo Bayes para muestras aleatorias con varianzas des-
conocidas

Una vez analizados los modelos para rutas aleatorias pasaremos a realizar el estudio
de los modelos Bayes para muestras aleatorias con varianza desconocida y varianza y
tamaiio de la poblacién desconocidos propuestos en (5.12) y (5.13). El anélisis Bayes
de estos dos modelos queda resumido en los siguientes teoremas:

Teorema 5.11 Consideremos el modelo Bayes para m.a.s con varianza desconocida

definido en (5.12), entonces se liene que:

(a) Yu|(s,ys) se distribuye segin una t, (N — n)-variante dada por:

- 1N—n1t -
FOuI(5,) = hren(ulLyonFos? (Iyon 4 202 ) o)), (5.85)

(%) Yul(s,ys) se distribuye segin una t dada por:

10que se obtiene a partir de la distribucién de y4|uo, 02 (que se obtiene aplicando dos veces el lema B.8
(a)) y de la distribucién inicial de ¢2, aplicando en lema B.10
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2
F@ul(8,3:)) = HRIT.y s n = 1), (56)

y (c) el estimador Bayes para la media poblacional y su varianza (condicionada a una
muestra de la poblacién) vienen dados, para n > 3 por:

~

Y = 73,
v = (ofl 1L
Var(Vl(s,y.) = “——s— (- -7 ) (5:87)
Y]
donde J, es la media muestral y s* = Z*E'n(i'l—y')

Demostracién. La demostracién de este teorema es inmediata a partir del corolario
2.2 tomando X =1y y W =1Iy.

C.S.Q.D.
Teorema 5.12 Consideremos el modelo Bayes para m.a.s con vartanza desconocida

y lamaio poblacional desconocidos definido en (5.13), enlonces se liene que:

(a) Yul(s,ys), T se distribuye segin una t, (N — n)-variante dada por:

1r_a14_,
F(val(,¥5), T) = tr-n(vullr-nF,, s* (IT—n + -—T—,—ll—) n=1),  (588)
(5) Yul(s,¥s),T se distribuye una t dada por:
F@5, 9, T) = 47, ——sn = ) (5.59)
yu S)Y-! ) - yuy;)n(T_n)$n ) .

(c) la distribucidn predictiva de Y|(s,y;) es propia con media y varianza dadas para
n>3, a>N;,—n+2yN; >n, por

E(V‘Ul(s,ya)) = ?,,
Var(Vul(s,ys)) = %%%[F(N, Cn2)— F(N,—n—1,1)], (590

y (d) la distribucién predictiva de Y|(s,y;) es propia y el estimador Bayes para la
media poblacional y su varianza vienen dados, paran > 3 y o > N, por:
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~

Y = %,

— —1s2

Varl(s,y) = DT p, - 1), (5.91)
Y J
donde G, es la media muestral, s* = -Z—:-"-S%ﬂ y
_ [ = gt~ (m4i) gmai L(0 = m = 1)
F(lfo,m) = 'z——-; ( ; ) ( 1) it g ——F(a) , o >0,
1 I'(e—m) [ B> ]

1 - . z0=0. 5.92
ey v e R (692)

Demostracién. La demostracién de estos resultados se apoya en el teorema 5.11 y
los lemas B.7 y B.12.

— Los resultados (a) y (b) se deducen de manera inmediata de la definicién del
modelo Bayes para m.a.s con tamaiio y varianza desconocidos y el teorema 5.11.

— Las distribuciones Y,|(s,y,) ¥ Y|(s,y,) son propias porque las condicionales
Yul(5,¥5), T, Y|(s,¥s), T son propias (por los apartados (a) y (b) de este teorema)
y la distribucién de Ty es asimismo propia (T, ~ Gp(a, B,t) por aplicacién del
resultado (¢) del lema B.12).

— Los restantes resultados se deducen a partir de las distribuciones seialadas en el
punto anterig_r y la definicidn de estimador Bayes, aplicando para Y, (y analoga-
mente para Y con las modificaciones obvias) que:

E(?,i_l(s,y,))
Var(Yul(s,ys))

ET“E(Yu_l(s,y.s))T) =Y, —
ET-VaT(XuKS,Ya),T) + Var “E(yul(s,ys);T) =
ET“VGT(Yul(s)yJ)iT) =

e (27 [rs] + 8™ [5))

y los resultados (a) y (b) del lema B.7.
C.S.Q.D.
5.4 Analisis empirico de los modelos Bayes para
rutas

Esta seccién se dedicard al estudio, a través de tres poblaciones simuladas, del fun-
cionamiento de los modelos Bayes para rutas propuestos en la seccién 5.2, comparando
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sus resultados con los obtenidos para los modelos Bayes para muestras aleatorias des-
critos en la misma seccion. Dividiremos, para su exposicién, el andlisis en varias
subsecciones en las que se procederd a: la descripcién de las poblaciones simuladas,
la descripcién de los procedimientos aplicados para realizar las inferencias sobre las
mismas y la exposicién y discursidn de los resultados obtenidos.

5.4.1 Descripcion de las poblaciones simuladas

Para realizar el presente andlisis se han simulado tres poblaciones; estas tres pobla-
ciones responden a una situacién de rutas aleatorias, en la que los elementos de la
poblacién se clasifican en rutas, y tienen ademads las siguientes caracteristicas comunes:

— El nimero de rutas en las que se clasifican los elementos de la misma es 20

(K = 20).

— Los tamafios de cada ruta son una muestra Poisson con media 500 (A = 500).

Una vez simulada las poblaciones se procedié en todas ellas a la obtencién de dos

muestras de las mismas de la siguiente manera!!:

— eleccién aleatoria de 4 rutas distintas (k = 4) de las 20 existentes y observacién
de los tamaifios correspondientes a estas rutas,

— eleccién aleatoria de 50 (muestra 50) y 100 (muestra 100) elementos distintos de
cada una de las 4 rutas selecionadas en el paso anterior; para estos elementos se
observa el valor de la caracteristica poblacional observada.

Por lo tanto, la inferencia que se realizara sobre estas poblaciones se apoyara en una
muestra para rutas aleatorias del tipo descrito en la seccién 5.2 (y consecuentemente
en los datos observados para la muestra y los tamaiios de las rutas muestreadas).

Veamos a continuacién, las caracteristicas propias de cada poblacién y ¢émo ha sido
simulada:

Poblacién 3

Para la simulacidn de la poblacién 3 se aplicé el siguiente procedimiento (que dio lugar
con los mismos datos a dos poblaciones que conoceremos por poblacién 3 no ordenada
y poblacién 3 ordenada):

1. Obtencién de una muestra de tamafio 20 de una distribucién Poisson con media
500, (~ {T:}22,).

2. Obtencién de la suma de la muestra anterior, a fin de obtener el tamafio de la
poblacién, (~ N).

HLa eleccidén de las rutas y los elementos a muestrear en cada ruta se hizo de manera individual para cada
poblacién y para cada una de las dos muestras
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3. Obtencién de una muestra de tamafio N de una normal de media 80 y varianza
152. Los datos simulados se guardaron en el orden de simulacién y en orden
creciente (de menor a mayor valor de la caracteristica simulada).

4. Para la divisién de la poblacion en rutas, las rutas se construyeron a partir de
los dos bancos de datos anteriores, rellenando en el orden del banco, ruta a ruta
segun los tamaiios de cada rutas simulados en el primer punto. Se obtiene asi,
para el banco no ordenado la poblacion 3 no ordenada y para el banco ordenado
en orden creciente la poblacién 3 ordenada, ambas con sus elementos separados
en rutas.

Como consecuencia de su construccion tenemos que:

— La poblacién 3 no ordenada cumple las hipdtesis para los modelos para mues-
tras aleatorias con varianza desconocida y varianza y tamaiio desconocidos, en el
sentido de que la poblacién tomada en su globalidad estd formada por elementos
independientes e igualmente distribuidos segin una normal y la muestra por rutas
obtenida es una muestra aleatoria de la poblacién ya que la divisién por rutas da
lugar, al mantenerse el orden de simulacidn, a rutas iguales entre si en medias y
varianzas.

— La poblacién 3 ordenada, si bien se obtiene con los mismos datos que la no
ordenada, ya no responde tan fielmente a los modelos para m.a.s., ya que la
muestra de la poblacién se obtiene a partir de la divisién en rutas practicada y en
este caso esta division no respeta totalmente la aleatoriedad de los elementos
de la poblacién, dando lugar a rutas con medias distintas entre si y de una
varianza similar entre si pero inferior a la de la poblacién global. La figura 5.4
muestra las aproximaciones de kernel a las densidades para los datos poblacionales
para 6 grupos de 4 rutas cada uno (entre ellas las correspondientes a las rutas
muestreadas), justificando grificamente la afirmacién anterior. Por otra parte,
notemos que las poblacién 3 ordenada tampoco se ajusta a los modelos para rutas
propuestos.

Como datos adicionales para esta poblacién sefialemos que: su media poblacional es
Y = 80.03, su varianza poblacional 224.9 y su tamafio N = 10131.

Poblacién 4

La poblacion 4 se simulé (al igual que la poblacién 5) ruta a ruta a diferencia de la
poblacién 3 que se simulé globalmente y luego se dividié en rutas. El mecanismo de
simulacién fue el siguiente:

1. Obtencién de una muestra de tamafno 20 de una distribucién Poisson con media
500, (~ {T3}22,).

2. Obtencidn para cada ruta de una muestra de tamaiio T; de una normal de media 6;
y varianza 02, i =1,2,...,20, siendo §; = 50+ 3i y ¢? = (1.51)%,i = 1,2,...,20.
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Figura 5.4: Comparacion de cuatro rutas distintas de la poblacion 3 ordenada
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3. Las muestras obtenidas en el punto anterior, unidas y con su indicacién de perte-
nencia a una ruta determinada constituyen la poblacién 4.

La poblacién 4 construida no responde ni a los modelos por rutas definidos ni a los
modelos para m.a.s. Asi:

— La poblacién estudiada globalmente no ajusta a las hipotesis de los modelos para
m.a.s. (elementos independientes e igualmente distribuidos segiin una normal),
dado que podemos ver graficamente, a través de la figura 5.5, que las representa-
ciones del histograma y densidad no ajustan a un modelo normal (la densidad
empirica no es siquiera simétrica), la mediana (representada en el boxplot) tam-
poco se sitia en el centro y la representacién de los cuantiles de la distribucién
muestral (linea) tampoco se ajustan a los cuantiles de una normal, obtenidos
asumiendo que los datos son independientes e identicamente distribuidos segin
una normal (puntos).

— Por otra parte, la poblacién tampoco se ajusta a las hipétesis de los modelos
para rutas, ya que si bien cada ruta se genera a partir de una normal comin, las
medias {6;}?, y las varianzas {¢2}Z2, no constituyen respectivamente muestras
de una normal y una gamma invertida respectivamente. Esta situacién la pode-
mos ver graficamente en la figura 5.6, que representa la densidad empirica para
las muestra de las medias y precisiones (1; = ;1_7, i=1,2,...,20) y las desvia-
ciones en la representacién de los cuantiles de la distribucién para los datos de
la poblacién (linea) frente a los obtenidos asumiendo, respectivamente, que los
datos son normales y'? Ga(3,300) (puntos).

_(_Zomo datos adicionales para esta poblacién sefialemos que: su media poblacional es
Y = 77.58, su varianza poblacional 764.9 y su tamafio N = 10087.

Poblacién 5

El mecanismo de simulacién aplicado para la construccién de la poblacién 5 fue el
siguiente:

1. Obtencién ‘de una muestra de tamaiio 20 de una distribucion Poisson con media
500, (~ {T3}22,).

2. Obtencién de una muestra de tamafio 20 de una distribucién gamma invertida de

parametros 60 y 13000 (media aproximadamente 152), (~ {02}

i=1/-

3. Para i = 1,2,...,20, se obtiene 6; a partir de la simulacién de una N(80,0?),
(~ {6:}22,).

4. Obtencidén para cada ruta de una muestra de tamaiio T; de una normal de media
0; y varianza 02,i=1,2,...,20.

12]os parametros de la gamma se han elegido, a pai‘tir de los parametros asumidos para la distribucién
inicial de las varianzas de cada ruta (ver el préximo subapartado)
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Figura 5.7: Estudio sobre el ajuste de la poblacion 5 a los modelos de m.a.s

5. Las muestras obtenidas en el punto anterior, unidas y con su indicacién de perte-
nencia a una ruta determinada constituyen la poblacion 5.

La poblacion 5, por construccidon, se ajusta al modelo Bayes para rutas aleatorias y
la poblacion considerada globalmente es “aproximadamente” una poblaciéon con ele-
mentos independientes e igualmente distribuidos normales (ver teorema 5.1, que pro-
porciona el modelo de superpoblacion condicionado a /i y T para este modelo), tal y
como se aprecia en la figura 5.7 que muestra el histograma, la aproximacion de kernel
a la densidad de la poblacion, la variabilidad de la mediana muestral y las diferencias
entre los cuantiles de la poblacion y los cuantiles asumiendo que la distribucion de la
muestra es normal.

Como datos adicionales para esta poblacion sefialemos que: su media poblacional es
Y = 75.36, su varianza poblacional 387.7 y su tamafio N = 10041.
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5.4.2 Determinacién de las distribuciones iniciales y mecanis-
mos aplicados para la realizacién de las inferencias

Una vez obtenidas las poblaciones anteriores y las dos muestras para cada una de ellas,
se procedid a la realizacidn de inferencias para todas estas poblaciones asumiendo los
cinco modelos descritos en la seccién 5.2 y tomando como pardmetros iniciales para
los tres modelos de rutas los siguientes:

—-e=c=1,i=1,2,...,20.

— po = 0, 02 = 100%; ésto es, aproximadamente la distribucién minimo informativa
para p.

— ag = 3, by = 300; con el valor de ag queda garantizada la existencia de los dos
primeros momentos de todas las distribuciones predictivas y finales y el valor de

bo se toma de modo que E(0?) = -2~ = 122. Para estos valores de ap y b, la
t ap—-1

2
varianza es Var(c?) = Y ~ 1502, siendo por lo tanto la distribucién
L ap-—1 (00—2

inicial asignada bastante conservadora.

— « =300, B =0.5; con lo que E(A\) = % =600y Var(d) = /% ~ 352, nuevamente,
una distribucién bastante conservadora.

Y para los modelos para muestras aleatorias podemos distinguir dos situaciones:

— en el caso del modelo Bayes para m.a.s. con varianza desconocida, se tomd
como tamafio poblacional el auténtico tamafio de la poblacién, aplicdndose los
resultados (5.86) y (5.87) para obtener los estimadores Bayes de Y y Y, y sus
varianzas dada la muestra, y

— en el caso del modelo Bayes para m.a.s. con varianza y tamaifio poblacional
desconocidos, se tom6 como pardmetros: « = 300+ N,, 8 =05+k =45y
t=K—k =16, donde N, = Zie{il,...,i.} T;:, que corresponden a la distribucién
final, T,|N;,, para los pardmetros iniciales para A dados con anterioridad para
los modelos para rutas; aplicindose las expresiones obtenidas en (5.90) y (5.91)
para obtener los estimadores Bayes de Y y Y, y sus varianzas dada la muestra
(¥ nuestros conocimientos realizado el muestreo por rutas sobre los tamaifios de
las rutas muestreadas).

(Notemos que se satisfacen las hipétesis para la existencia, en ambos casos, de los dos
momentos).

Para la obtencidn de las inferencias dada la muestra y los tamaiios de las rutas mues-
treadas en los modelos Bayes para rutas, se recurrié a la aplicacién del método de
muestreo por Gibbs implementado con el BUGS. El programa BUGS es aplicable en
este caso por ser los tres modelos DAG, ser todas las condicionales necesarias para la
aplicacion del muestreo Gibbs (ver teoremas 5.4, 5.7 y 5.10), univariantes y de forma
conocida por el programa salvo la distribucién sobre T,, que ya vimos que estaba
definida por variables T, i € {#1,...,%;}, independientes con funciones de probabili-
dad log-concavas, que asimismo son simulables por las rutinas incluidas en el BUGS
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y porque todas las distribuciones de la definiciones de los modelos también pueden
expresarse a través de distribuciones univariantes conocidas. (Ver C.2.1, para una des-
cripcion mds detallada de las condiciones que debe satisfacer un modelo para poder
implementar Gibbs mediante el programa BUGS.)

El andlisis con el programa BUGS (ver C.3) consté de tres fases: la traduccién en
BUGS de los tres modelos!® (ver figura 5.8), fase de simulacién y obtencién de los
estadisticos de interés a partir de una muestra de las distribuciones predictivas y
finales. La fase de simulacién consté de la realizacién de 1000 iteraciones Gibbs que se
emplearon dUnicamente para la obtencién del punto de arranque para nuestra cadena
de Markov. A partir de dicho punto de arranque se inicié para cada modelo el proceso
de simulacién Gibbs, valorindose la convergencia del método mediante el estadistico
aproximado de Geweke(92)[39] proporcionado por el BUGS para las variables Y,
T, py of para algin i ¢ {1,2,...,4} (y en el caso del modelo Bayes para rutas
homocedastico 02) que se obtuvo tras las primeras 5000 iteraciones del algoritmo
Gibbs, y tras la realizacién de grupos adicionales de 2000 iteraciones mas hasta que se
considero que podiamos asumir la estabilidad de la cadena (estadistico aproximado de
Geweke con un valor en médulo para las cuatro variables consideradas inferior a 1.96).
En la mayor parte de los modelos y las muestras asumimos estabilidad (segin este
criterio) a las 7000 iteraciones desde el punto de arranque y en una minoria (sefialada
con una * en las tablas) a las 9000.

Una vez asumida la estabilidad de la cadena de Markov, se realizaron 1000 iteraciones
mas para obtener asi una muestra de tamafio 1000 de la distribucién final del vector
de interés dada la muestra y los tamafios muestrales conocidos, a partir de la cual
se obtuvieron, los estimadores y desviacién tipica para: Y, Yy, T, {?u.'}ie{l,Z,...A};
{6i}ic(1,2,....4) (que no se obtienen obviamente para el modelo con medias iguales),
{6?}ie{1,2,...,4) (0 para el modelo homocedastico), st y 8;, o (en los casos adecuados)
y T para algin j ¢ {1,2,...,4}; todos estos estadisticos se obtuvieron con el comando
stats del BUGS. En el caso particular del analisis de la poblacién 5, hemos restringido
el estudio al del modelo Bayes para rutas aleatorias y los dos modelos para muestras
aleatorias. Para el modelo Bayes para rutas aleatorias se procedi6 a todo el analisis des-
critoen los dos 1ltimos parrafos y ademds se obtuvo para la muestra 50 (n = 200) una
aproximacién de kernel de las densidades y funciones de probabilidad (para los tamanos
de las rutas y la poblacién) de las distribuciones predictivas y finales marginales condi-
cionadas a la muestra y los tamafios muestreados para T (N), Ts (T[5]), Yy (Y.medu),
Y (Y.med), Yy, (Y.mdu[l]), Y, (Y.mdu[2]), Yy, (Y.mdu[3]), Vs, (Y.mdu[4]), Y,
(Y.mdu[5]), 61 (theta[1]), 8, (theta[2]), 63 (theta[3]), 64 (theta[d]), 65 (theta[5)), o?
(sigma2[1]), o2 (sigma2[2]), o3 (sigma2[3)), o2 (sigma2[4]) y o2 (sigma2[5]), (en una
poblacién que por su construccién cumple todas las hipétesis del modelo Bayes para
rutas aleatorias) mediante el programa de Splus drawdat incluido en el BUGS.

Una vez obtenidos todos estos resultados se procedié a su andlisis segiin tres lineas de
trabajo:

13para fadlitar las notaciones se han reordenado las rutas de modo que los primeros 4 indices corresponden
a las rutas muestreadas y los restantes 16 indices a las rutas no muestreadas
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Figura 5.8: Traduccién en BUGS de los tres modelos de rutas
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1. Comparacién de los estimadores Bayes de Yy, y Y y su desviacién tipica (D.T.)
para los tres modelos de rutas y para los dos modelos para muestras aleatorias
entre si y con el auténtico valor de la media poblacional (en este caso conocido)
para cada una de las tres poblaciones (subseccién 5.4.3).

2. Anilisis de los estimadores Bayes para T, {Y4,}2_;, {6:}{; (que no se obtienen
obviamente para el modelo con medias iguales), {0?}?_, (¢ para el modelo ho-
mocedastico), p# y 8, o7 (en los casos adecuados) y T para algin j ¢ {1,2,3, 4}
(subseccién 5.4.4).

3. Estudio de las distribuciones predictivas y finales para las variables del parrafo
anterior a través de las aproximaciones de kernel obtenidas a partir de la muestra
de las distribuciones predictivas y finales obtenidas por el método Gibbs para el
modelo de rutas aleatorias y la muestra 50 de la poblacién 5 (subseccién 5.4.4).

5.4.3 Exposicién y discursién de los resultados para la media
no observada y media poblacionales

Centrandonos en la primera linea de trabajo, para la exposicién de los resultados nos
hemos apoyado en una tabla que contiene para las variables ¥, y ¥ los valores de su
estimador Bayes y desviacién tipica de la variable condicionada a la muestra y tamaiios
de las rutas muestreadas (esto es, la raiz cuadrada de la varianza) para cada uno de los
cinco modelos implementados (“MBRR”=Modelo Bayes para rutas aleatorias, “MBRR
=Med.” =Modelo Bayes para rutas aleatorias con medias iguales, “MBRR =Var.”
=Modelo Bayes para rutas aleatorias homocedasticas, “MAS” = Modelo Bayes para
m.a.s con varianza desconocida y “MASe” = Modelo Bayes para m.a.s con varianza
y tamafio poblacional desconocidos) y que en el caso de Y sefiala adicionalmente
si el valor de la media poblacional (conocido en las tres poblaciones) pertenece (€)

o no pertenece (¢) al intervalo de confianza Y + 2Var3(Y|(s,y,), {Ti}i,) (que si
la distribucién de Y|(s,y,), {T:}{=; fuera normal corresponderia aproximadamente al
intervalo de confianza al 95 % ). Estos resultados se han expuesto para las dos muestras
obtenidas para cada poblacién; la muestra 50, se refiere a la muestra obtenida a partir
de la seleccién de 50 elementos para cada una de las 4 rutas seleccionadas (en total, el
tamafio de la muestra es 200) y la muestra 100, a la muestra obtenida por la seleccién
de 100 elementos para cada una de las 4 rutas seleccionadas (en total, el tamafio de la
muestra es 400). Los resultados obtenidos para cada una de las poblaciones han sido
los siguientes:

Poblacién 3

Hemos visto en la subseccién 5.4.1 que los datos simulados para esta poblacién daban
lugar a dos poblaciones: la poblacién 3 no ordenada y la poblacién 3 ordenada con
caracteristicas distintas, por lo que atendiendo a esta dualidad expondremos los resul-
tados en dos tablas: la tabla 5.1 para los resultados para la poblacién 3 no ordenada
y la tabla 5.2 para los de la poblacién 3 ordenada.
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Del analisis de los resultados para la poblacién 3 no ordenada se desprende que:

— los estimadores Bayes de los cinco modelos para la media no observada y media
poblacionales son muy similares en las dos muestras,

— los estimadores Bayes para la media poblacional, para esta simulacién, para la
muestra 50 sobrevaloran en = 1.5 unidades el auténtico valor de la media pobla-
cional y para la muestra 100 lo infravaloran en = 0.5 unidades,

— los modelos Bayes para rutas aleatorias y para rutas aleatorias homocedasticas
sobreestiman el error cometido en la estimacién. Ello no obstante para todos ellos
el verdadero valor de la media poblacional pertenece al intervalo de confianza
estudiado para la media poblacional.

Estos resultados muestran que los estimadores Bayes obtenidos para los modelos de
rutas aleatorias son muy semejantes a los estimadores Bayes para los modelos de mues-
tras aleatorias cuando la muestra obtenida por un muestreo por rutas es practicamente
una muestra aleatoria de la poblacién (recordemos las caracteristicas de la poblacién 3
no ordenada que comentdbamos en la subseccién 5.4.1). Los modelos para rutas es este
caso son menos adecuados que el modelo para m.a.s, pero estdn cumpliendo su tarea
de diagnosis de la muestra puesto que al proporcionar resultados similares a los de los
modelos m.a.s nos estin indicando que la muestra analizada es aproximadamente una
muestra aleatoria de la poblacién (y por construccién sabemos que efectivamente la
muestra es aleatoria).

Y del andlisis de los resultados para la poblacién 3 ordenada que:

— los estimadores Bayes de los cinco modelos para la media no observada y media
poblacional son similares aunque no tanto como en la poblacién 3 no ordenada
sobre todo si comparamos con el estimador Bayes para el modelo Bayes para
rutas aleatorias con medias iguales,

— los estimadores Bayes para la media poblacional, para esta simulacion, infrava-
loran en &~ 5 unidades el auténtico valor de la media poblacional para ambas
muestras,

— todos los modelos propuestos (especialmente los modelos para muestras aleatorias
y el modelo para rutas con medias iguales), subestiman el error cometido en la
estimacién de modo que, unicamente en el caso del modelo Bayes para rutas
aleatorias, el verdadero valor de la media poblacional pertenece al intervalo de
confianza estudiado.

En el caso de la poblacién 3 ordenada, ya comentdbamos que la muestra por rutas
obtenida ya no podia asumirse como una muestra aleatoria de la poblacién (dado que
las rutas entre si constituian muestras de normales con medias distintas tal y como se
veia en la figura 5.4). Estas desviaciones de la muestra respecto al concepto de muestra
aleatoria, aunque no muy grandes, ya empiezan a ser detectadas por nuestros modelos
por rutas puesto que se observan diferencias (aunque no demasiado grandes) entre los
estimadores proporcionados por estos modelos comparados entre si y con respecto a
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Tabla 5.3: Resultados de la poblacion 4

los modelos para m.a.s. Debemos destacar también, que el valor de la varianza de las
medias poblacional y poblacional no observada dada la muestra y los tamafios de las
rutas muestreadas proporcionado por el modelo Bayes para rutéis aleatorias es mas
fiable como medidor del error de nuestras estimaciones que el proporcionado por los
modelos para muestreis aleatorias; en este sentido el modelo Bayes para rutéis aleatorias
es el unico modelo (de los cinco estudiados) que proporciona un intervalo de confianza
para la media que contiene el verdadero valor de la media poblacional.

Poblacion 4

Los resultados para la media no observada y media poblacionales para los cinco mo-
delos y las dos muestras de esta poblacion aparecen reflejados en la tabla 5.3 y de ellos
se desprende que:

— las diferencias entre los estimadores Bayes de los cinco modelos para la media no
observada y media poblacional son considerables (de hasta casi 9 unidades),

—para esta simulacion, el mejor estimador de la media poblacional es el propor-
cionado por el modelo Bayes para rutas aleatorias homocedéasticas,

—las diferencias entre los errores estimados por cada modelo son importantes entre
si,

—también para esta simulacion, el verdadero valor de la media poblacional pertenece
al intervalo de confianza de todos los modelos exceptuando el modelo Bayes para
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Tabla 5.4: Resultados de la poblacion 5

rutas aleatorias con medias iguales.

Ya comentabamos que la poblacidon 4 no se ajustaba a ninguno de los modelos propues-
tos en este capitulo. En este caso, nuestros modelos para rutas detectan ese desajuste
entre las hipdtesis y la realidad (modelos con hipotesis bastante similares entre si dan
resultados muy distintos) y nos alertan asi sobre la precisiéon de los resultados de
estimacion que estamos obteniendo.

Poblacion 5

En esta poblacion estudiaremos los resultados para la media no observada y media
poblacionales Unicamente para el modelo Bayes para rutas aleatorias y los dos modelos
para muestras aleatorias. Estos resultados aparecen en la tabla 5.4 y de ellos se

desprende:

—los estimadores Bayes de los cinco modelos para la media no observada y media
poblacional difieren entre si aproximadamente una unidad (mayores diferencias
que en la poblacidon 3 ordenada y menores que en la poblacion 4),

—el mejor estimador de la media poblacional, para esta simulacion, es el propor-
cionado por los modelos para muestras aleatorias,

—el verdadero valor de la media poblacional pertenece al intervalo de confianza

calculado para los tres modelos.

La poblacion 5, por construccidon, se ajusta al modelo Bayes para rutas aleatorias
definido en (5.1) y, a la vez al modelo Bayes definido en los modelos para muestras

215



aleatorias (Y ~ Ny(1np,Ino?)), ver figura 5.7; de esta dualidad se explica por
una parte (primera afirmacién), las diferencias existentes entre los estimadores (las
diferencias detectan que la muestra es una muestra de rutas y no una muestra aleatoria)
y a la vez (por la segunda afirmacién), los buenos resultados que proporcionan los
modelos para muestras aleatorias.

Del anélisis de las poblaciones 3, 4 y 5 podemos deducir que:

— Los modelos Bayes para rutas aleatorias propuestos detectan cuando la muestra
se aleja de una muestra aleatoria de la poblacién. Esta deteccién se observa
a través de las diferencias entre los estimadores Bayes obtenidos por los tres
modelos y en especial entre los estimadores Bayes para los modelos Bayes para
rutas aleatorias y rutas aleatorias homocedasticas en relacién con el estimador
Bayes para rutas aleatorias con medias iguales; estas diferencias, seglin nuestras
simulaciones, parecen seguir un escala gradual (ver poblaciones 3 ordenada, 4 y
5).

— Los modelos Bayes para rutas propuestos también detectan de manera analoga,
cuando la poblacién no responde a la hipdtesis de elementos para la carac-
teristica en estudio independientes e igualmente distribuidos segin una normal
(ver poblacién 4).

— Se confirma la robustez de los estimadores Bayes para los modelos para muestras
aleatorias.

En conclusién, los modelos para rutas propuestos se manifiestan como un instrumento
de anélisis sencillo para comprobar si la poblacién se ajusta a nuestras hipdtesis de
elementos independiente e igualmente distribuidos normales y detectar los posibles
errores en la valoracién de la precisién al emplear el estimador media muestral cuando
la muestra empleada es una muestra obtenida a partir de rutas aleatorias y por lo
tanto no es muestra aleatoria de la poblacién. Si las diferencias entre las inferencias
son grandes, el estudio indica la necesidad de una modelizacién cuidadosa de las ru-
tas aleatorias, pero en cualquier caso, el estimador Bayes para el modelo Bayes de
rutas aleatorias (un estimador puntual que parece ser razonablemente robusto, segin
se desprende de su comportamiento para las distintas poblaciones simuladas) junto
con una medida de su fiabilidad deducida de la desviacién tipica (o de la varianza)
proporcionan urra inferencia razonable que supone una mejora sustancial respecto a la
practica habitual.

5.4.4 Exposicién y andlisis de las inferencias sobre otras varia-
bles de los modelos de rutas aleatorias y sobre las distribuciones
predictivas y finales dada la muestra y los tamanos de las rutas
muestreadas

En esta subseccién estudiaremos algunas caracteristicas de los modelos de rutas aleato-
rias a partir de los resultados obtenidos por el analisis de las tres poblaciones anteriores.
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Para realizar este estudio nos apoyaremos en primer lugar en los estimadores Bayes
de T, {Yu,}f1, {6:}{; (que no se obtienen obviamente para el modelo con medias
iguales), {¢7}{_, (¢ para el modelo homocedastico), u y ;, o7 (en los casos ade-
cuados) y T; para algin j ¢ {1,2,3,4}, que aparecen resumidas en la tabla 5.5 para
las dos muestras (n; = 50 representa la muestra 50 y n; = 100, la muestra 100) de
las poblaciones 3, 4 y 5 y cada uno de los modelos de rutas aleatorias estudiados
(“General”=Modelo Bayes para rutas aleatorias, “=Media.”=Modelo Bayes para ru-
tas aleatorias con medias iguales y “=Varian.”=Modelo Bayes para rutas aleatorias
homocedasticas).

Entre las caracteristicas para las distribuciones predictivas y finales que se deducen de
esta tabla sefialemos las siguientes (que se pueden justificar ficilmente a partir de los
teoremas 5.2, 5.5 y 5.8):

— La coincidencia para los dos tamafios de muestra y los tres modelos para un
poblacidon dada de los estimadores Bayes de T' y de T5, como consecuencia de
la independencia de las distribuciones posteriores de T, y de T respecto a la
muestra y por ser estas distribuciones comunes para los tres modelos de rutas
(ver (5.19)-(5.20), (5.44)-(5.45) y (5.65)-(5.66)).

— La coincidencia de los estimadores de {Y,}}_, y de u en el modelo Bayes para
rutas aleatorias con medias iguales para cada una de las dos muestras de las
poblaciones 3 y 4, como consecuencia (ver (5.40)) de que:

E(?uil(s! y-’)! {IT'}?=1) = ET“lT’E“I(s’y.)E(?"i|(s)ys)’ﬂ,T) = E(ﬂ'l(svya))

parai=1,2,...,20.
— La coincidencia de los estimadores Bayes de {¢Z};=5 7 para los modelos Bayes para
rutas aleatorias y para rutas aleatorias con medias iguales para las poblaciones 3

1 4 (las diferencias observables son pequefias y se deben al muestreo por Gibbs),
como consecuencia (ver (5.17) y (5.42)) de que para los dos modelos:

bo

B(o}|(s,y,)) = BV B0 (s, %), T) = Elul(s,3.)) = =

= 150
1

para i = 5,6,...,20.

— Y la coincidencia de los estimadores de 6; con los de ?u'., i=1,2,...,20 (por
uta) para las poblaciones 3 y 4, en los modelos Bayes!? para rutas aleatorias y
para rutas aleatorias homocedasticas, debida a que (ver (5.15)-(5.24) y (5.61)-

5.70)):
v —_ . — éi) 16{1,2,3,4}
E(Y“‘l(s’y’)’”’T)_E(g’l(s’y’)’”)'{ woig{1,2,3,4}
ton 6; comin en los dos modelos porserc;=c=1,i=1,2,...,20.

M por sepando, dado que la media de la distribucién final de 4 no coincide para los dos modelos
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Las distribuciones predictivas y finales (condicionadas a la muestra y los tamafios
de las rutas muestreadas) para los modelos para rutas aleatorias no presentan un
forma estandar y el cdlculo de sus primeros momentos suele presentar problemas de
computacion, tal y como veiamos en la seccién 5.3. A titulo orientativo sobre cémo
son estas distribuciones se han obtenido a partir de la funcién en Splus drawdat,
incluida en el programa BUGS las aproximaciones de kernel de las mismas a partir
de las muestras simuladas por el muestreo Gibbs para el modelo Bayes para rutas
aleatorias y la muestra 50 de la poblacién 5 (que es por construccién la que mejor
ajusta al modelo Bayes para rutas aleatorias). Los resultados grificos se presentan en
las figuras 5.9, 5.10, 5.11, 5.12 y 5.13; notemos a partir de ellos:

— La forma acampanada y précticamente simétrica de las distribuciones predictivas
deY,Y,, Yy, i=1,2,...,5 y las finales marginalesde p y 6;,i=1,2,...,5.

~ Sinos fijamos en los cuantiles al 95 % estimados para las distribuciones predictivas
deY,Y,, Yy, i=12,...,5y las finales marginales de p y 6;, i = 1,2,...,5
en comparacién con el cuantil de la correspondiente normal, tenemos que, para
esta simulacién, las distribuciones predictivas para Y y Y, son mas apuntadas
que las correspondientes normales, las distribuciones de Y, y 65 algo menos
apuntadas y las restantes con un apuntamiento muy similar al de la normal (son
aproximadamente normales).

— Laforma acampanada de T 'y T;, i = 5,6, .. ., 20; respecto a este punto senalemos
que la densidad de kernel no aproxima en esta caso a la funcién de densidad
de estas variables (que son discretas) sino que une por lineas a su funcién de
probabilidad (definida unicamente para los enteros positivos y cero).

— Y la forma mas amplia de las distribuciones finales de ¢?, i = 1,2,3,4, aunque
asimétrica (por efecto de la informacién introducida por la muestra) y la forma de
la distribucién de o2, que corresponde obviamente (ver (5.17)) a una Ga=1(3, 300).

Adicionalmente, a la derecha de las aproximaciones de kernel a las funciones de den-
sidad (y probabilidad) se presenta una grafica con la traza de los valores simulados
en las tltimas 1000 iteraciones (con las que se obtiene la muestra). A través de ella
podemos valorar graficamente la estabilizacion de la cadena de Markov.

5.5 Comentarios finales
Como comentario final al capitulo destacar dos ideas:

1.- Los modelos Bayes para rutas aleatorias aunque simples constituyen una herra-
mienta eficaz (ver seccién 5.4) para detectar en qué medida una muestra obtenida por
un muestreo por rutas (de las condiciones descritas en la seccién 5.2) se aproxima a
un muestreo aleatorio de una poblacién. Proporcionando, ademds, el modelo para
rutas aleatorias un estimador Bayes razonablemente robusto junto con una medida
de su precisién (deducida de la varianza condicionada a la muestra y los tamarios de
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Output for Predictive and Posterior Distributions (3) analysis
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Output for Predictive and Posterior Distributions (4) analysis
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Output for Predictive and Posterior Distributions (5) analysis
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las rutas muestreadas) que permite una inferencia mejor que la habitual que aplica
procedimientos inferenciales basados en muestras aleatorias.

2.- Todos los resultados, modelos y método de muestreo se apoyan por simplicidad
en la hipétesis de conocer los tamafios de las rutas muestreadas. - Esta hipotesis, no
siempre se satisface en la realidad y supone una restriccion a la aplicacién del modelo
en la medida que no sea posible la obtencién de unos buenos estimadores de los mismos.
En futuros trabajos podria ensayarse la introduccién de otros modelos mas complejos,
que permitieran un aprendizaje a priori de los tamafios de las rutas, que luego podria
trasladarse a un modelo similar a los estudiados condicionado al tamaiio de cada ruta.
Estos modelos para conocer los tamafios de las rutas podrian apoyarse, por ejemplo,
en la modelizacién de estos tamafios como los resultados de un proceso Poisson en el
espacio asumiendo que el niimero de elementos de la poblacién es constante por unidad
de érea.
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Apéndice A

Notacion

En esta tesis hemos aplicado una notacién basica, que se ha completado al princi-
pio de cada capitulo atendiendo a las necesidades notacionales del problema tratado.
Describiremos en este apéndice esta notacién bésica, atendiendo a una estructura mo-
noetdpica y bietdpica de la poblacién.

Estructura monoetapica

La poblacién se divide en elementos segiin la caracteristica en estudio (que se asume
en toda la tesis continua). Denotamos por:

— N, nimero de elementos de la poblacion.

- Yi(y), i = 1,2,..., N, el valor de la caracteristica en estudio para el elemento
de la poblacién i, i = 1,2,...,N. En mayisculas indica que dicha caracteristica
es considerada como variable aleatoria, y en mintscula el valor tomado por la
variable Y; en el contexto de modelos de superpoblacidn, o simplemente el valor
de la caracteristica en estudio en los contextos de poblacién fija.

- ¥ =(¥1,¥%,...,Yn)*, vector poblacional en poblacién fija.

- Y = (1,Ys,...,Yn)}, vector poblacional (aleatorio) en el contexto de modelos
de superpoblacién.

- xi = (i1, Ti2,-- ., Zip), 1 = 1,2,..., N, vector auxiliar de covariables asociado a
Y, i=1,2,...,N.
- X =(x},x},...,x%)", matriz de covariables.

— 2" Y;
— Y = &z 1a media poblacional.
— n, nimero de elementos muestreados de la poblacién.

— s = {i1,12,...,1n}, indices de los elementos muestreados.
- Y. =(Y;: i &s)', vector poblacional no observado.
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¥s = (¥i,» Yias - - -» ¥i, )}, vector poblacional observado (conocido).

Xy = (x} : i & s)!, matriz de covariables correspondiente a los elementos no
observados (a Yy).

X, = (x},,...,x} _)!, matriz de covariables correspondiente a los elementos ob-
servados (a y,). '

— Y . .
Y. = %{'ﬂ—, la media poblacional no observada.

)

= e Vi . . .
¥, = =“&—, la media muestral o media poblacional observada.

Y (7,‘), estimadores de la media poblacional y la media poblacional no observada
respectivamente (cuando aparecen con minidsculas tienen el mismo significado en
poblacién fija).

Estructura bietapica

La poblacién se divide en unidades que a su vez se dividen en elementos segiin la
caracteristica en estudio (que se asume en toda la tesis continua). Denotamos por:

|

K, niimero de unidades de la poblacién.
N;,i=1,2,...,K, nlimero de elementos de la unidad ¢, 1 =1,2,..., K.

N, niimero de elementos de la poblacién (N = YK N;).

- Yi(yi;), i =1,2,...,N;, i = 1,2,..., K, el valor de la caracteristica en estudio

para el elemento de la poblacién (i,7), j = 1,2,...,N;, i = 1,2,...,K. En
mayusculas indica que dicha caracteristica es considerada como variable aleatoria,
y en mintscula el valor tomado por la variable Y;; en el contexto de modelos
de superpoblacién, o simplemente el valor de la caracteristica en estudio en los
contextos de poblacién fija.

vi = (¥i1, ¥izy .-, %in)% ¢ = 1,2,..., K, vector poblacional de la unidad ¢, i =
1,2,..., K en poblacién fija.

Y: = (Ya,Yio,...,YiN,)}, i = 1,2,..., K, vector poblacional (aleatorio) de la

unidad ¢,2=1,2,..., K en el contexto de modelos de superpoblacién.

y =(y},¥4 ..., ¥%)}, vector poblacional en poblacién fija.

Y = (Yi,Y%, ..., YL)E, vector poblacional (aleatorio) en el contexto de modelos
de superpoblacidn.

Xij = (Tij1,Tijo, . Tijp)y J = 1,2,...,N;, i = 1,2,..., K vector auxiliar de
covariables asociado a Yij, j =1,2,...,N;,i=1,2,... K.

X; = (xi;,Xig,..-,Xiy,)' i = 1,2,..., K, matriz de covariables asociada a Yj,
i=1,2,...,K.

X = (X},X5,...,X%)", matriz de covariables.
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-Y; = —-7-;‘,'—, i = 1,2,...,K, la media (poblacional) de la unidad i, i =
,2,...,K
K ._.
-Y= E"NN'Y‘ , la media poblacional.

— k, nimero de unidades muestreadas de la poblacién.

— {i1,...,1k}, indices de la poblacién muestreados.

- n;, 1 € {i,...,ix}, nimero de elementos muestreados de la unidad i, i €
{i1,... ik}

- s = {j1,---»dni}, © € {i1,...,ik}, indices de la unidad ¢, i € {i1,...,4}
muestreados.

— n, nimero de elementos muestreados de la poblacién (n = Zie{il,---,ik} n;).

- s={(i,7), j € si,i € {i1,...,ik}}, Indices de los elementos muestreados.

- Yy, = (Y j&si),i=12,...,K, vector poblacional no observado de la
unidad 7,7=1,2,..., K.

- Yy, =(Y;: (i,7) € s)*, vector poblacional no observado.

— ¥s; = (¥ij : J € si)', vector poblacional observado de la unidad muestreada ¢,
i € {i1,...,i} (conocido).

- ¥: =(y}, : 1 € {i1,...,i})", vector poblacional observado (conocido).

- Xy; = (x}j : J € s, i=1,2,..., K, matriz de covariables correspondiente a los
elementos no observados de la unidad i, 1 =1,2,...,K (a Yy,,1=1,2,..., K).

- Xu = (x}; : (4,7) € s)*, matriz de covariables correspondiente a los elementos no
observados (a Yy).

- X, = (x}j : j € s;), matriz de covariables correspondiente a los elementos
observados de la unidad muestreada i, i € {i1,...,i} (a ys,;, ¢ € {i1,...,0k}).
- X, = (X}, : i€ {it,...,i})", matriz de covariables correspondiente a los

elementos observados (a y,).

_ Zje.. Yi;

- Yy = -, i = 1,2,..,K, la media (poblacional) no observada de la
unidad 7, £ =1,2,..., K.
K .
-Y,= = (J:,V' ;n')y"' , la media poblacional no observada
- Y, = 2’%&, la media muestral o media (poblacional) observada de la unidad

i, i€ {iy,...,ix}.

E;e(.‘ ,,,,, iy Y

- Y, = = 2 la media muestral o media poblacional observada.

-Y: (Y.), i = 1,2,...,K, estimadores de la media (poblacional) y la me-
dia (poblacional) no observada de la unidad %, i = 1,2,..., K respectivamente
(cuando aparecen con minisculas tienen el mismo significado en poblacién fija).

-Y (Yy), estimadores de la media poblacional y la media poblacional no observada
respectivamente (cuando aparecen con minisculas tienen el mismo significado en
poblacidn fija).
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Apéndice B
Lemas aplicados

En este apéndice presentaremos y demostraremos los resultados sobre matrices, fun-
ciones y distribuciones aplicados a lo largo de la tesis en la demostracién de teo-
remas y corolarios. Como referencias auxiliares a las demostraciones presentadas
sefialemos, por ejemplo: Rao(73){82)[pag 1-78], Abramowitz y Stegun(72)[1], Lind-
ley y Smith(72)[70] y DeGroot(70)[20].

B.1 Resultados sobre matrices

Lema B.1 Consideremos: A una matriz p x p y C una matriz n X n, embas no
singulares y B y D dos malrices de dimensiones respectivas p x n y n x p, enlonces
se cumplen los siguienies dos resullados:

(A +BCD)™! A"l - A-'B(C"!+DA"!B)"'DA"Y, (B.1)
|A+BD] = |A|"YI, + CA~!B|, (B.2)

donde I, es la mairiz identidad de dimension n.

Véase por ejemplo: Lindley y Smith(72)[70] (respecto a (B.1)) y Rao(73)[82].

B.2 Resultados sobre funciones

Lema B.2 La funcién f(z) = z%ezp{—ﬂr}g— definida en Rt (incluyendo el cero),

con B y X escalares positivos conocidos, es log-concaval.

1De 1a log-concavidad en R+ (incluyendo el cero), se deriva la log-concavidad en los enteros positivos

incluyendo el cero de la funcién de problabilidad g(z) o« z%erp{—ﬁz}—:-:- en el sentido considerado por
Gilks(92)[44], por lo que, para simular una muestra de la distribucién de X, podemos hacer uso del método
de aceptacidn-rechazo adaptado sin derivadas
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Demostracién. La funcién logf(.) es de clase C? en R, por lo que, para comprobar
el resultado basta con demostrar que -a‘%logf(x) < 0 para Vz € Rt. Tenemos que:

— logf(z) = Llogz — Bz + zlogh — log(T'(z + 1)),
- d%logf(:c) = % — B+ log) — ¢(z + 1), donde 9(.) es la funcién digamma,
- :Tzzloyf(l') = —3k; —¢'(z + 1), donde '(.) es la funcién trigamma,

luego, la funcién f(.), sera log-concavasi 9’(z+1) > —5%;. Esta desigualdad es facil de
comprobar ya que (ver 6.4.2, 6.4.6, 6.4.10 y 23.2.18 de Abramowitz y Stegun (72)[1}):

Y@+ D=9 (@) -22 =2 @+)? -z =72, (c+1)7% 2€(0,00) y
V(1) =¢(2)=22,z7% =0, (con ¢(.) la z-funcién de Riemann),

y por lo tanto, ¥/(z + 1) > 0 > —515, Vz € R* (incluyendo el cero).

C.S.Q.D.

B.3 Resultados sobre distribuciones

Lema B.3 Dada una variable aleatoria X continua con rango en los reales posilivos
ezcluyendo el cero y funcidn de densidad:

p(z) o [Tnz + A| =52~ (@0 43, + b—‘ + %a‘(lnz +A)la) e,

con A una matriz siméirica definida posiliva conocida de dimensién n X n, a un
n-vector astmismo conocido, I,, la matriz identidad de dimension n, n un entero
conocido y ag, a1, bo y by escalares posilivos conocidos. Se tiene que, sin > 2 y
a; > ag, enlonces:

— p(z) es propia,
— siag > 1, eziste E(X),
- siag > 2, eziste Var(X),

— Vag > 0 ezisten los siguientes momentos: E[(B + Cz)~!(Bb + Ccz)], Var[(B +
Cz)~!(Bb+Ccz)] y también ezisten siag > 1, E{(by+ 4 + la'(I,z+A)1a)[m
+ b*(B + Cz)~!b]z}, donde B y C son matrices siméltricas, definidas posilivas
conoctdas de dimensidn n X n, b y ¢ son n-vectores conocidos, m es un escalar
conoctdo y by un escalar posilivo.
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Demostracién. Para ver que la distribucién es propia, notemos que si a; > ag y
n> 2
. -1 —(ag+1) b 1, -1_\-a,+2%
limy_ o+ [Inz + A|7 227207 (b + ;—}- 22 (Inz+A) 'a)™@%2 = 0, (B.3)
b 1 a
lima—oolTnz + A[75(bo + — + ga‘laz +A)Ta)" %% = 0, (B4)

y que a partir de (B.4) se tiene que:

JH>0: A>H = [T+ A ¥ (b + I;—1+ %a’(Inz +A)la)yuti < 1. (B.5)

Si denotamos por pg(z) al nicleo de la funcién de densidad de X, se tiene que:

I= /000 pe(z)dz = /OH pe(z)dz + /:o pe(z)dz,

donde I = (constante de integracién)™!, I; = fOH pe(z)dz e I, = [ pz(z)dz. Las
integrales I; e I3 son finitas, vedmoslo:

* I} < o0, porque la funcién P(z) definida en [0,H] por:

P ={ 05150

es continua en todo el dominio de su definicién (ya que P(z) es continua en (0, H]
por producto y composicién de funciones elementales continuas y en 0 por definicién

y (B.3)).

* ], < 0o, es propia ya que de (B.5) y multiplicando por z~(%01) se tiene que:

(o] oo
L= / pe(z)dz < / g~ (@0t
H H

donde ;7" z~(%e*1)dz < oo por ser, por ejemplo, z~(40+1) el niicleo de una distribucién
Pareto(H ,aq).

En conclusién, si a;j > ap y n > 2, I < oo y por otra parte, obviamente, pz(z) > 0,
luego la funcién de densidad de X es una autentica funcién de densidad propia.

Los restantes resultados del lema se obtienen aplicando los argumentos anteriores,
(bajo las hipétesis introducidas), sobre: [;° zpe(z)dz, [;° z?pe(z)dz, [;° (B + Cz)™!
(Bb + Ccz)pz(z)dz, [;°(B + Cz)~!(Bb + Ccz)(Bb + Ccz)'(B + Cz) 'pe(z)dz y
(b2 + 2 + La!(Tnz + A)~'a)[m + b*(B + Cz)~'bledz respectivamente.
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C.5.Q.D.

Lema B.4 Dado un vector aleatorio Xq,X,,...,Xg continuo con rango X; > 0,
i=1,2,...,K, y funcién de densidad:

p(:cl,xz,...,x;{) X
I-LK:l Lo,z + A,-|'§x
I, 27 @b+ b T, L + 5K, al(Tn,zi + Ag)~tay)~(a1+9)

con A;, i = 1,2,..., K, mairices siméiricas definidas posilivas conocidas de dimen-
siones respeclivas n; X n;, a;, n;-veclores asimismo conocidos, i = 1,2,..., K, I,,,
matrices identidad de dimensiones n;, i = 1,2,...,K, n;, i = 1,2,...,K enteros
conocido, n = Z.K=1 n; y ag, a1, bo y by escalares positivos conocidos. Se tiene que, si
n > 2K ya; > Kag, entonces:

- p(z1,22,...,2K) es propia,

— stag > 1, eziste E(X1,X,,...,XkK),

— stag > 2, existe Var(Xg,Xg, .. .,XK),

Vag > 0 ezisten los siguienles momenios: E[(B; + C;z;)~!(B;b; + C;cix;)],
Var[(B; + C;z;)~}(B;b; + Ciciz;)], i=1,2,..., K, y si ag > 1 también ezisten
E[(B,' + C,-:L‘,‘)_l(B,'b,' + C;c;z;)(ijj + CjCj:l:j)t(Bj + Cjzj)_l], i#j,14,j=
1,2,.., K, y E{(bo+ by i5) 2 + 1 K al(Tn,zi + As)~Yag)[m; + bY(B; +
Ciz;)"'b;]z;}, i = 1,2,...,K, donde B; y C;, i = 1,2,...,K son matrices
simélricas, definidas positivas conocidas de dimensiones respectivas n; x ni, b; y
c,1=1,2,...,K, son n;-veclores conocidos y {m;}{(:I son escalares conocidos.

Demostracién. La demostracién de este lema se apoya en el lema B.3 y en la siguiente
acotacién,

K K
1 1 n
(bot B Y — 5 Y al(Tnzs + Ai)Hay) " +E <
¢ i=1

i=1

K K K
< K-(@+3) H(’;_g +hy zi + %Za}(ln;x; + Ay lay)- k@t D),

i=1 i=1 i=1
que se apoya en la desigualdad G < A, entre la media geométrica, G, y la media
aritmética, A, de K nimeros positivos. Notemos que la expresién anterior permite
acotar la funcién de densidad del vector X;, Xs,..., Xk por el producto de densidades
del tipo descrito en el lema B.3 y por tanto las integrales necesarias para el analisis
de este lema pueden ser acotadas por integrales que sabemos finitas, bajo las hipétesis
introducidas en dicho lema.
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C.S5.Q.D.

Lema B.5 Dada una variable aleatoria X coniinua con rango en R y funcién de
densidad:

k

o) <[] [1+2Lbi(:c-—-:c,-)2]_ai x e:cp{—-éi—o(:c—zo)z}, |

i=1

con k un enlero positivo conocido y b; > 0, i = 1,2,...,k yz;, i = 0,1,2,...,k
escalares conocidos. Se liene que para by > 0 finilo y para b;l — 0 se cumple que:

— p(z) es propia,
— st para algin i, a; > 1 6 bp > 0 finilo, entonces ezxiste E(X),

— si para algin i, a; > 2 6 by > 0 finilo, entonces ezriste Var(X).

Demostracién. La demostracidn de este resultado se apoya en las propiedades de la
distribucién normal y t de Student.

* Para ver que la distribucién es propia basta notar que la funcién de densidad antes
descrita es proporcional al producto de funciones acotadas respecto a z, en la recta real
(si bo > 0, producto de k niicleos t y de un niicleo normal y si b5 ' — 0, producto de k
nucleos t), luego acotada como funcién de z en la recta real y por lo tanto integrable
en la recta real.

* La existencia de primer momento se apoya en la integral f_woo zp(z)dz, esta integral
es propia si by > 0 6 st a; > 2, para algin 7 € {1,2,...,k}.

Efectivamente:

ffow zp(z)dz

IN

C [, zexp {—2—},; (z— :co)z} de  siby >0,
e 14 2 -] dz siby? -0,

IN

donde C es la constante de integracién de la funcién de densidad p(z) (los restantes
términos de la funcién de densidad se acotan por 1) e i es un indice cualquiera entre
1y k. La integral de interés es convergente, en el caso by > 0 porque la normal tiene
siempre primer momento, y en el caso by ' — 0si a; > 1 ya que entonces la distribucién
t tiene primer momento.

* Analogamente al apartado anterior se comprueba que el segundo momento existe
siempre si by > 0 y cuando a; > 0, para algin ¢ si by 1 _, 0, apoyandonos en el estudio
de la convergencia de la integral ffooo z2p(x)dz y la existencia del segundo momento
de un normal y una t respectivamente.
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C.5.Q.D.

Lema B.6 Dado un vector aleatorio X = (X, X, ..., X}) discreto con rango en los
enleros posilivos incluyendo el cero y funcién de probabilidad:

B I(Thizi+a) Frl
I'(a) (ﬂ+k)z:=x$‘+° '.I;Jl:zip

P(xl:zZ,--wmk):

con k un enlero positivo conocido y « > 0 y B > 0 escalares positivos conoci-
dos, se liene que eziste la media y mairiz de varianzas-covarianzas de X y los si-

k
> o, Xi
guientes valores esperados®: E | ] E[ J—

. ’ . ]: E [ k 1 ) ],
E-’=x Xitzo i=1 Xitzo (E,':l Xi+z0)?
o By ] o[ B

X; . _ x?
x| T, a) Pl = vk [,

1,2,...,k, con zo un eniero positivo conocido.

1:

Demostracién. La demostracién de este resultado se apoya en la convergencia de las
siguientes dos series:

r
Exzo pg+.f ﬁ, (B6)

D(at+z+
Tso Dyso olabsis 1 1. (B.7)

La serie (B.6) es convergente, para 8 > 1, por tratarse del nicleo de una distribucién
gamma Poisson de pardmetros a, § — 1 y 1, y la serie (B.7) es el nicleo de un caso
particular de la distribucién enunciada en este lema para k = 2 (que es propia por el
resultado (b) del lema B.12 tomando ¢ = 1). Efectivamente:

1.- E(X) existe dado que existe E(X;), i =1,2,...,k. Vedmoslo:

H z:I‘(:z:+2j¢,-:t:_,-+Oz+1) 1

#i J'z>0 (ﬂ+l€)x+zj$izi+a+l z!

E(X;i) = E zip(x) =
=6 I‘(a
ya que la ultima serie es del tipo dado en (B.6).

2.- Var(X) existe dado que existen: E(X?),i=1,2,...,ky E(X;X;), i # 7, i,j =
1,2,...,k. Veadmoslo:

k
X
] y E [ E = ] pueden calcularse de acuerdo con el lema B.7 dado que

2E 1 =
Z.‘=1 Xi+z0 z.’=x Xi+zo

Sk &~ Gp(a, B, k)
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2.1.- Por linealidad del operador esperanza se tiene que E(X?) = E(X;(X; — 1)) +
E(X;), de donde se sigue que E(X?) existira si existe E(X;(X; — 1)). Esta ltima
esperanza existe ya que:

H_ F("+2j¢ixj+a+‘2)_}_<oo
j#i T >0 (ﬁ+k)x+zj¢i”'+°’+2 z!

E(Xi(X:i—1)) = Z zi(z;—1)p(x) =

:r:,~20

P(a)

y la dltima serie es convergente por ser del tipo dado en (B.6).

2.2.- Por otra parte también existe E(X;X;), i1 # j, 1,7 =1,2,...,k,

E(X:X;) = E Z zizip(x) =

::,'201')'20
D(z+y+) ), zi+a+) 11

- (a) HI#I,J ::,' Ez)o 2y>0 t+y+ =) +a+2 Tt yl <

B+k) zvl,

ya que la ltima serie es del tipo dado en (B.7) y por lo tanto convergente.

3.- Los demas valores esperados existen por tratarse de valores esperados de funciones
acotadas por otras funciones cuyos valores esperados existen. Asi:

- FE m] <E [-};] = zl—o, (dado que p(X) es propia).

i * X i
- B[R] < Bl = 1, dado que p(X) e propi).

- 1 1] _ 2 .
E m] <E [;g-] =21 (dado que p(X) es propia).

S D¢ .
b |35, Xitz0)? <F Sk Xi+zo < co.

- k ) -2
- E fzk—i‘;% < E[1] =1, (dado que p(X) es propia).

_ x|
E m <E [ ] < 0o, (dado que existe E(X)),7=1,2,...,k.

[ X2 1 . .
- E m < E[1] =1, (dado que p(X) es propia), i = 1,2,...,k.

C.S.Q.D.
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Lema B.7 Sea X una variable aleatoria discreta gamma Poisson, X ~ Gp(a,5,1) y
zo un enlero posilivo conocido, entonces se liene que,

(a) Sia > zo,

5lxi=] = xf(%—l)(—1)‘i!t-<‘+‘)ﬂ1+‘———r(“"1‘i),xo>1,

X+ ~ i I(a)
_ 1 T(a-1) B _
= R P G =t (B2
(b) Sia>zo+2,
X 1_<&( = it (244) apai D@ — 2 — 9)
E[X+xo] _g( ; )(-1) i~ 2+ g TR (B.9)

Demostracion. Para demostrar este resultado nos apoyaremos en que la distribucién
gamma-Poisson, X ~ Gp(a,B,t) se puede obtener como resultado de calcular la
marginal de una Poisson, X|A ~ Po(t)) y una gamma, A ~ Ga(e,f), tal y como
se obtiene en el resultado (a) del lema B.12, y en la definicién de la siguiente funcién:

Go(s) = Es”"lexp{—t)\}g—;\i)i, s> 0.

z2>1

La funcién é,(s) estd definida a partir de una serie convergente para s > 0, ya que
aplicando las propiedades de la distribucién Poisson:

Gz(s) = s~ (exp{(s — 1)t} — exp{—tA}) < o0

y por lo tanto (por tratarse de una serie de potencias) es infinitamente derivable para
s > 0 y en particular para s = 1, cumpliéndose que:

C:'(,")(l) = z (z—D(-2)--(z— n)ezp{—t/\}%
z2n+1
con
A1) = d* 1 _ - n in n—i
G0 = Sl eapl(s = DA} = esp{-aDlhma = Y- (7 ) (-1i(eN

=0

A partir de estos resultados se tiene que:
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1-FE [X-il--‘to] = E)EXI> [-X—_'l_—é;], con

EXIA _1__] _ { (1 —ezp{-tA}) sizo=1
X+zo] L (tA)=2GF (1) siz>1

y tomando esperanza respecto a A:

[ 1 ] { t=HE(A!) = E(A"lexp{—tA})] sizg=1

Xom) = Tt (7)ot Bo-t) sia >

con

N

E(,\—(1+i))
E(A"lezp{—tA})

prHflel=d  Ga>it1,i=0,1,...,z0— 1,
o a-1 .
w—ﬁyn—_r NeS sia>1,

de donde se obtiene el resultado (a).

X —_ X < X _ -
2- E[x%;] = BB ] con BYR [X] = (1) BN [gpl], de

donde se obtiene el resultado (b) aplicando los resultados obtenidos en el punto 1
de la presente demostracién.

C.S.Q.D.
B.4 Resultados sobre la obtencion de distribuciones
finales y marginales
Lema B.8 Supongamos que,

Y6, ~ Ny (A161,Vy), (B.10)
6, ~ Npl(Azez,Vg), (B.ll)

entonces (a) la distribucién marginal de Y es
Y02 ~ Np,(A1A36,, V) + A V,AY), (B.12)

y (b) la distribucidn de 1]y es Np,(Dd, D) con

D—l
d

AVVIA + VS (B.13)
AlVily +V;1A00,,
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donde 05 es un py- vector de pardmetros conocido, A; y Az son matrices de dimen-
stones po X p1 ¥ p1 X p2 conocidas y Vi y Va malrices de varianzas-covarianzas de
dimensiones po X po ¥ p1 X p1 definidas positivas conocidas.

Demostracion.

Para probar (a) notemos que (B.10) puede escribirse dado 8; como Y = A;0; + e
con e ~ Np (055, V1) y (B.11) como 6; = A303+ v con v~ N, (0,,,Vs),coneyv
independientes. Juntado estas dos expresiones:

Y =A; (A0 4+ V) +e,

esto es, Y es combinacién lineal de vectores independientes normales de donde se
deduce, dado que toda combinacién lineal de normales es normal, el resultado (B.12).

Para probar (b) aplicaremos el teorema de Bayes,

p(61ly) o p(Y61)p(6,),
el producto de la derecha es igual a e~3Q donde Q viene dado por:

(y — A161)' Vi (y — A161) + (61 — A26,)'V;1(8: — A28,) =
6:D-16; — 2d'0, + constantes respecto a 6,

Q

de donde completando cuadrados respecto a 6, se tiene que
Q = (6, — Dd)'D~'(8, — Dd) + constantes respecto a ;.

La parte de la derecha del teorema de Bayes es pues proporcional al nicleo de una
normal con media Dd y varianza D, y por lo tanto €|y se distribuye tal y como se
indicaba en (b) con D y d los definidos en (B.13).

(Este resultado aparece demostrado en Lindley y Smith(72)[70].)

C.S.Q.D.
Lema B.9 Supongamos que,
Ylo? ~ Npo(81,0°Wy), (B.14)
o2 ~ Ga(ao,bo), (B.15)
entonces (a) la distribucidn marginal de Y es
Y ~ tpo (81, b0ay ' W1, 2a0), (B.16)
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y (b) la distribucion de 02|y es Ga=1(ay,b1) con

a = %0 + ao, (B.17)
h .
by = E(y_el)twl-l(y_el)'i'bm

donde 61 es un pg-vector de pardmelros conocido, Wy una mairiz pg X po definida
postliva y ag ¥ bo escalares positivos.

Demostracién.

Para probar (a) aplicaremos que,

)= | ~ p(Y1e?)p(o?)do?,

obteniendo que,
b 1
p(¥) e [l expiby (55 ) Yoo,
o o

notemos que la integral de la derecha corresponde como funcién de o2 al niicleo de
una Ga~!(ay,b1), por lo que aplicando sus propiedades tenemos que,

p(Y) x (b)) o
x [1 + 'b’}To (Y - 91)‘aobalwl—1(y _ 01)]—§[po+2ao],

que es el nicleo de la t descrita en (B.16).

Para probar (b) aplicaremos el teorema de Bayes,

p(a?ly) < p(Y|o?)p(c?),

obteniendo que,

plo?ly) o 071D exp(- (5 )1

que corresponde como funcién de o2 al micleo de una Ga~(a;,b;1) con a; y by los
definidos en (B.17).

C.S.Q.D.
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Lema B.10 Supongamos que,

Y|[61,02 ~ Np(A161,0°W,), (B.18)
1
p(8:,0%) « ey (B.19)

entonces (a) la distribucién de 01|y, o? es Ny, (Dd, 0?D) con

D! = AW A4, (B.20)
d AWy,

y (b) la distribucidn de oY =y es 3,

_ - 1 - _ - - _
oY =y ~ Ga (BB, Sy (W' - WAy (AW AT AT W y)), (B21)

donde 8, es un p,-vector de pardmetros desconocido, A, una matriz de dimensiones
poXp) conocida, W una matriz de varianzas-covarianzas de dimensidn pgxXpo definida
postliva conocida y po > pi1.

Demostracién.

Para probar este resultado aplicaremos el teorema de Bayes,

p(el ) Uzly) x p(YIGI) 0'2)17(61,‘72),

el producto de la derecha es (;%)%D"“e_#q donde Q viene dado por:

(y — A161)'WTl(y — A16,) =
6;D16;, — 2d'6, + y'W;ly,

Q

de donde completando cuadrados respecto a 8 se tiene que

3El segundo pardmetro de la distribucién es positivo. Aplicando el resultado (B.1) del lema B.1 sobre
Wi+ A W2A} con W) y W3 matrices definidas positivas de las dimensiones adecuadas y tomando limites

para W5~ 1 _ 0 se obtiene que

Wi YW+ M WRAD Ty =y (W - WAL (ATW A TAT Wy,
lim
2

luego como y (W) + A;W3A!)~ly es positivo, el segunde pardmetro (segundo término del limite) es
asimismo positivo.
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Q =(8; - Dd)'D~'(6, — Dd) - d'Dd + y'Wly,
y aplicando que,

p(81,0%y) = p(8:1|0%, y)p(a?|y),

se obtienen la distribucién de 8;]|0?,y definida en el apartado (a) con D y d los
definidos en (B.20) y la de |y dada en (B.21).

C.S.Q.D.
Lema B.11 Supongamos Y = (Y!,Y%,...,YL), un vector aleatorio de dimensidn
po, con Y; de dimensién p;, i = 1,2,...,k, que se distribuye segin el siguiente modelo:
Ylo? ~ N, (8,diagt,{W;o?}) (B.22)
o7 ~ Ga~la),b})i=1,2,...,k, independientes, (B.23)
entonces:

(a) los vectores Y;, i = 1,2,...,k son independientes y se distribuyen segin una t

pi-varianie dada por:

b .

Y,-~t,,',(9,-,a—6-W,~,2a:)), i=1,2,...k (B.24)

y (b) las variables o?|y, se distribuyen Ga='(al,b}) independientes parai=1,2,...,k
con:

d = af,+%';,i=1,2,...,k, (B.25)
b= bh+ (Yi—6:)'W7Y(Y:-6;), i=12,...,k,.
donde 0? = (02,03,...,00)", 8 = (6},65,...,6%)" es un po-vector conocido (po =

Zf=1 pi), Wi, i=1,2,...,k son matrices p; x p; definidas positivas conocidas y ab,

9, = 1,2,...,k son escalares posilivos conocidos.

Demostracién. Para probar (a) aplicamos que,

p) = [ L fy Tl p(vilo?)p(o?)dotdod - do? o
o S Sy Jo Tlict [(03) i+ Dexp{—bi (02)~*}]do?do3 - - - do?,
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la integral de la derecha, como funcién de o7 es el nicleo de una Ga=!(a,b!), por lo
que, aplicando sus propiedades para i = 1,2,...,k, tenemos que:

k .
p(y) < [T01+ %(yf — 6:) W[ (y: — 6;)) stpit2eal,
i=1

y por lo tanto el resultado dado en (B.24).

Para probar (b) aplicamos el teorema de Bayes,

p(o?ly) o Lt p(Yilo?)p(eP)] o
o [Tiy [of)~ i Veap{~bi(a})"}],

de donde se deduce el resultado dado en (b) con af y bg, t=1,2,...,k, definidos en
(B.25).

C.5.Q.D.
Lema B.12 Sea (X1, X3,...,Xt)! un vector aleatorio discreto con rango en los en-

teros posilivos incluyendo el cero yt > 0, ag > 0 y bg > 0 escalares conocidos y
supongamos que:

Xi|A ~ Po(t)), i=1,2,...,k, independientes, (B.26)
A~ Ga(ao,bo), (B27)

enlonces:
(a) Xi~ Gp(ao,bo,t), i= 1,2,...,k,
(b) X = (X1,Xa,...,Xx)! se distribuye con funcidn de probabilidad,

ba>  T(TF, i+ a0) ﬁ 15

P(e1, 22,0 20) = I(ao) (bo+kt)z:‘=1"'+“° i:lz_i!’

(c) Azi}iy ~ Galao + iz, 23, bo + th),
y (d) si sustituimos (B.27) por una distribucién minimo informativa de la forma p(\)
1, entonces M{z;}f; ~ Ga(XK, i + 1,tk).

Demostracién. Para probar (a) y (b) aplicamos respectivamente que,

p(z:) =[5 p(z:iNp(0)d)
o L5 [T exp{—(t+ bo)A}reet=mld), i=1,2,...,k

px) = Joo Tlica POx:IN)p(N)dA = k
= 112(?1:05 Ii-s f_' Jo~ exp{—(kt + bo)/\}’\a°+z‘=‘ =l
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y que las dos integrales de la derecha corresponden a los miicleos de dos gammas.

Y para probar (c) y (d), basta con aplicar el teorema de Bayes para las dos distribu- .
ciones para A propuestas.

C.S5.Q.D.
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Apéndice C

Métodos computacionales
aplicados

El estudio de modelos Bayesianos no conjugados hace necesario el empleo de métodos
computacionales que permiten el estudio de la distribucién final: el conocimiento de
la constante de integracion, obtencién de sus primeros momentos (si los tuviese),
su mediana y de algunos de sus cuantiles, aproximacién grifica de la funcién de
densidad (o probabilidad) de esa distribucién,... La literatura en este terreno es
muy amplia y variada (como referencias generales podemos seiialar, por ejemplo:
Smith(91)[111] y O’Hagan(94)[78][capitulo 8]), recogiendo técnicas computacionales
muy distintas: aproximaciones asint6ticas a la distribucién final y algoritmos EM
(estimacidn-maximizacién), métodos de integracién numérica (metodos de Laplace y
Naylor-Smith), métodos de Monte Carlo y finalmente, métodos basados en cadenas
de Markov (Markov Chain Monte Carlo (MCMC)), entre los que se encuentra el algo-
ritmo Gibbs Sampling, estos wltimos métodos y en particular el algoritmo Gibbs, han
adquirido un gran auge en la actualidad por permitir estudiar distribuciones finales no
analiticas de dimensiones grandes.

Este apéndice se centrard en la descripcién de la técnica de muestreo por Gibbs y
su implementacién a partir del programa BUGS, con el objetivo de establecer los
fundamentos de las técnicas y procedimientos de anlisis aplicados en esta tesis para
el estudio de poblaciones finitas mediante modelos no conjugados.
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C.1 Muestreo de la distribuciéon por Gibbs Sam-
pling

El método de muestreo por Gibss se apoya en la teoria sobre las cadenas de Markov! y
consiste en la obtencién en el limite de una muestra de la distribucién final del vector
de interés a partir de un valor inicial del mismo y mediante un proceso iterativo que
incluye la obtencién de simulaciones de las distribuciones de cada variable del vector
condicionadas a las restantes.

A continuacién pasaremos a describir el algoritmo Gibbs, su convergencia, cémo inferir
a partir del mismo resultados sobre la distribucién final y algunos procedimientos de
simulacién univariante que facilitan su implementacién en un ordenador.

C.1.1 El algoritmo Gibbs Sampling

El algoritmo Gibbs Sampling que describiremos a continuacién fue propuesto por Ge-
man y Geman(84)(38].

Supongamos que deseamos obtener una muestra de la distribucién f(8), 8 = (61,62, ...,
65), y que conocemos las distribuciones marginales de cada una de las variables 6;,
i=1,2,...,p, condicionadas a las restantes, esto es las distribuciones f(9;|81, e, Biq,
fi41,---,05), i = 1,2,...,p. Entonces si denotamos por 8° = (69,69, ... f7), a un
primer valor de 8 (punto de arranque del algoritmo Gibbs), generamos 9 a partlr de
6°, 62 a partir de 6, y en general, 0'+! a partir de 6', de modo que:

0i+!  es una simulacién de  8; ~ f(6,63,65, ... ’9;)
65! es una simulacién de 0, ~ £(6,)61*,65,...,6) (C.1)
0;;“ es una simulacién de 8, ~ f(8,]63¥1,6571,. ., ‘9:;“)-

Los vectores generados por el proceso anterior {8'};>0, son realizaciones de una cadena
de Markov homogénea (notemos que se cumple, en particular la propiedad de Markov
y por tanto, la generacién de 8'*! solo depende de 6 y no del conjunto {6’ }J—O) con
funcién de transicién de probabilidades dada por:

h(6',6'*1) = (C.2)
F(61%1165,65,...,60) x F(O5F1103F0,05, ..., 60) x - -« x F(OIH161FY,65%, ..., 6,% )

1La teoria de los procedimientos para la integracién por Monte Carlo desarrollada hasta el momento, es
clasica. Ver O’'Hagan(87)[77] para una discursién sobre este punto
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C.1.2 Convergencia del algoritmo Gibbs a la distribucién final

Geman y Geman(84)[38] apoyandose en la teoria sobre cadenas de Markov demuestran
que, bajo condiciones suaves, se tiene que:

(61,05,...,00) > (61,6s,...,8,) ~ f(61,65,...,8,), (C.3)

m

.1 i i iy as
'JPME;T(BI, booa8) 2 E[T(81,61,...,6)], (C4)

siendo la velocidad de convergencia geométrica en i aplicando la norma supremo.

Con posterioridad, Tierney(91)[117] y Roberts y Smith(92)[87] establecen dos condi-
ciones: la irreducibilidad y la aperiodicidad? de la cadena de Markov, para asegurar
el cumplimiento de (C.3) y (C.4).

Respecto a la velocidad de convergencia y a la valoracién de la misma respecto al
ndimero de simulaciones podemos sefialar los resultados de Roberts y Polson(92)[86]
(para p = 1) y de Schervish y Carlin(90)[105].

Las condiciones de irreducibilidad y aperioridad (que permiten una interpretacién facil
en los términos de la nota a pie de pagina) y la existencia de una distribucién final f(8)
propia (ver ejemplos de Casella y George(92)[15]), permiter establecer la convergencia
efectiva del Gibbs Sampler y el problema se concreta entonces en establecer el nimero
de iteraciones m del tipo (C.1), que son necesarias para poder considerar que 8™ =
(67,07, ...,0;") se distribuye segiin f(8).

Los resultados sobre la velocidad de convergencia de Geman y Geman(84)[38] y sobre
la valoracién de la misma en los términos de los resultados de Roberts y Polson(92)[86)
y Schervish y Carlin(90)[105], son de dificil aplicacién en la practica, por lo que se suele
adoptar una postura al respecto mas empirica. En este sentido, debemos destacar dos
lineas de trabajo conducentes a establecer cuando podemos asumir la convergencia del
muestreo por Gibbs:

1.- La primera linea de trabajo se basa en la realizacién de varias simulaciones por
Gibbs Sampling en paralelo (parallel runs), esto es, seleccionar varios puntos iniciales
de arranque y aplicar para cada uno de ello el algoritmo de Gibbs. La convergen-
cia del método Gibbs es, entonces , la valoracién combinada de la convergencia de
cada cadena y entre las cadenas. Esta valoracién sobre la convergencia se basard en
procedimientos graficos (graficos aproximativos de las posibles distribuciones finales
marginales a partir de los ltimos elementos simulados en cada cadena, graficos de las
trazas de las observaciones simuladas de cada variable, ...), o bien en procedimientos
de diagnéstico mas formales (ver Gelman y Rubin(92a,b)[36,37]).

2de una manera algo informal, una cadena es aperiédica cuando no existen valores iniciales distintos tales
que el conjunto de valores que puedan ser generados a partir de ellos sean disjuntos y es irreducible cuando
sea cual sea el valor inicial de partida es posible generar un valor para cualquier regién con probabilidad
positiva segiin la distribucién f(8). Roberts y Smith(92)(87] presentan definiciones formales y establecen
condiciones suficientes para que una cadena sea aperiédica y/o irreducible
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Entre los defensores de esta linea de trabajo sefialemos: Gelfand y Smith(90)[35],
Gelfand et al(90)[34], Casella y George(92)[15] y los antes citados Gelman y Rubin(92)
[36,37).

2.- Otro grupo de autores, defienden la comodidad (y probablemente mayor ahorro)
del empleo de un muestreo por Gibbs basado en un unico punto de arranque del
algoritmo, presentando procedimientos de diagnosis de convergencia formales bajo
esta circunstancias. Este es el caso de Geweke(92)[39], Raftery y Lewis(92){81] y

Roberts(92)[85).
Geweke(92)[39], se apoya para establecer su criterio de convergencia en (C.4) y en el
siguiente resultado asintético. Sean T4 = = T(e ), 12 = . Z:’lm mat1 T(6%),

los estimadores asintoticamente eﬁc1entes de E[T(8)], basados en las primeras my4 y las

ultlmas mp observaciones de una simulacién con m iteraciones del tipo (C.1), y sean

S£(0) y SB(0), estimadores consistentes® de las densidades espectrales de {T(6°)}74

{T(B')},_m_mBH, entonces, para 24 y BB constantes? y con my4 + mp < m, se
tlene que:

<A <B
Z tm — tm 4, Z. ~ N(0,1,) (C.5)
= - — ~ y . .
R SA0) + mz SR ’

A partir del resultado anterior y apoyandose en el estadistico Z, Geweke(92)[39] acepta

la hipétesis de convergencia para un m dado cuando dicho estadistico toma valores

propios de una N(0,I,) (esto es, tomando el intervalo de confianza al 95 % de una

normal, cuando el valor de Z, toma para cada componente valores inferiores en médulo
a 1.96).

C.1.3 Obtencién de una muestra de la distribucién final, esti-
macién de sus primeros momentos y representacién grifica de
la misma

Una vez asumida la estacionaridad de la cadena de Markov tras m iteraciones del tipo
(C.1), podemos sehalar tres aproximaciones para la obtencién de una muestra de N
observaciones de la distribucién f(0).

1.- El primer método consiste en la simulacién hasta asumir convergencia (en m), de
N muestreos por Gibbs Sampling a partir de N puntos de arranque distintos (parallel
runs); los ™ correspondientes a cada uno de los N muestreos por Gibbs constituyen
obviamente una muestra independiente de la distribucién f(0).

2.- Supongamos que estamos trabajando con un unico muestreo por Gibbs que se
asume estabilizado en la iteracién m, entonces una alternativa a (1) es tomar como

3Geweke(92)[39] propone calcular S"‘(O), a partir de un periodograma de los {T'(6°)}™,, utilizando una
ventana de Daniell para frecuencias (—3 2z - 3—7—)

*Los valores propuestos por Geweke(92)[39] parama y mp son: maq =0.1m y mp = 0.5m.
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muestra {§™**}N 71 con ¢ suficientemente grande para que las correlaciones entre
las observaciones sea muy pequefia y pueda considerarse nula, con lo que la muestra
anterior puede considerarse como una muestra independiente de la distribucién f(6).

Hills y Smith(92)[60] afirman que comunmente ¢ < m y por lo tanto que este procedi-
miento es menos costoso que el anterior. :

3.- La iltima alternativa consiste en emplear un dnico muestreo por Gibbs (que asu-
mimos que se estabiliza en m) y tomar como muestra {™}¥ !, aceptando la corre-

lacion existente entre las observaciones.

A partir de las muestras anteriores, es facil obtener estimadores de la media, varianza
(si existen), mediana o cualquier cuantil de la distribucién f(8), o de cualquiera de las

marginales (ya que si 8° = (69,69,... ,0p) es una simulacién de f(6), entonces 6; es
una simulacién de la distribucién marginal f(6;),i = 1,2,...,p). Dada T una funcién

sobre R7 y {6;}L, una muestra de tamaiio N (obtenida por cualquiera de las tres
aproximaciones anteriores), el estimador insesgado habitual de E[T(0)], viene dado
por:

N
- 1
iv=5 ;T(Gi), (C.6)
cuya varianza viene dada por:

a.-) Si la muestra es obtenida por los procedimientos (1) 6 (2):
Var(in) = %Var[T(B)]. (C.7)

b.-) Si la muestra es obtenida por el procedimiento (3):

Var(in) %{NVar[T(B)] +23 Cou[T(8:), T(8)]} =

i<j

-0 (C8)

donde S7(0) es la densidad espectral para frecuencia 0 (si ésta existe y es continua en

0).

Debemos notar que una muestra de tamafio Nt obtenida por el procedimiento (3)
(aunque las observaciones estén correladas), es al menos tan eficiente como una de
tamafio N obtenida por los procedimientos (1) o (2). El razonamiento para es-
tablecer la observacién anterior es muy simple: si denotamos por {6;}}%},, a una
muestra del tamaiio Nt obtenida por el procedimiento (3) entonces, las muestras
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M; = {6;4- 1),}J 1, ¢ = 1,2,...,t, son del tipo del procedimiento (2) (o del (1)),
cuyas observaciones son mdeDendlentes entre si, y

Var(iy) God Nt)2 Var[z > 1)) =

t= 196M‘

= (Nt)ZZECov[ Y. T(6:), Y. T(6;)] <

i=1j=1 O.eM; 6;eM;
1
< ﬁVar[T(B)]. (C.9)
Respecto al estudio de las distribuciones finales marginales f(4;), = 1,2,...,p, con-

siderada una muestra {6;}_; de la distribucién final, la literatura ofrece dos posibili-
dades: larepresentacién grafica de la misma a partir de la muestra {8;;}L, (empleando
las aproximaciones de kernel a la funcién de densidad) o su estimacién mediante:

f(9 Zf(e [6i1,- -y 0i5-1, 83541, -+, Oip). (C.10)
(Notemos que f(8;) = E[f(6;01,--.,0;-1,041,.-.,0p)].)

C.1.4 Mecanismos para la simulacion de variables aleatorias

El algoritmo Gibbs Sampling requiere en cada iteracién i+1 de la simulacién de p vall'ia-
bles aleatorias con distribuciones dadas por f(6:065,65,...,6,), f(62]6:F,65,...,6: f;),

S {CAUAN A 6'+1) por lo que para su 1mplementac1on sera necesario poseer
algoritmos que pos1b111ten la generacién de esas variables aleatorias.

Para la generacion de las variables aleatorias anteriores podemos destacar cuatro gru-
pos de métodos:

1.-Densidades o funciones de probabilidad estiandares. Si las densidades o
funciones de probabilidad son estdndares, para simularlas poseemos una gama de al-
goritmos extensamente estudiados en Devroye(86)[25] y Ripley(87)[84].

2.-Métodos de Aceptacién-Rechazo (Rejection Methods). Supongamos que
queremos generar una distribucién sobre 6, con funcién de densidad (o probabilidad)
no estandar g(6) = C,g*(8), con C, la constante de normalizacién y s(f) = C,s*(9),
con C; la constante de normalizacién, una densidad (o probabilidad) correspondiente
a una distribucién que sabemos simular (por ejemplo, la densidad de una distribucién

estandar), y supongamos que el cociente %F% estd acotado y podemos determinar
para ellos una cota superior A, entonces el algoritmo para la simulacién de g(f) es el

siguiente: simular § ~ s(6) y U ~ Un(0, 1) hasta que se cumpla:
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g*(6)
AU < =—-= .
U_s‘(0)’ (C.11)
entonces aceptar § como una simulacién de la distribucién sobre 6. La eficiencia del
algoritmo de aceptacién-rechazo anterior, depende de la cota A y de la eleccién de la

densidad (o funcién de probabilidad) s(6).

Gilks y Wild(92)[47], Gilks(92)[44] y Gilks, Best y Tan(92)[45], proponen tres varian-
tes distintas del algoritmo anterior, que mejoran la eficiencia del proceso de simulacién
con la construccién de una funcién de densidad o probabilidad s(8), ficil de simular
y un test rdpido de rechazo que evita el calculo del cociente dado en (C.11). Las va-
riantes de Gilks y Wild(92)[47] y Gilks(92){44] se denominan respectivamente metodo
de aceptacién-rechazo adaptado (adaptive rejection method) y método de aceptacién-
rechazo adaptado sin derivadas (derivative free adaptive rejection) y se aplican sobre
funcién de densidad (o probabilidad) log-concavas, requiriendo el primero la evalua-
cidn de derivadas de la log-densidad (log-probabilidad). La variante de Gilks, Best y
Tan(92)[45] no requiere, en cambio, la hipétesis de log-concavidad.

3.- Métodos basados en cocientes de uniformes (ratio-of-uniform sampling).
Sea g(0) = Cyg*(0), con Cy la constante de normalizacién, la funcién de densidad (o
probabilidad) de la distribucién que queremos simular y A, = {(u,v) : 0 < u <
V/9* (%)}, entonces el algoritmo de cociente de uniformes consiste en simular (U, V)
uniformes sobre A, y tomar § = % como una simulacién de la distribucién sobre 8.

4.- Método de la transformada inversa (inversion method). Sea G(f), la
funcién de distribucién que queremos simular y G~!(u) = inf{0 : 6 € A,} con A, =
{6 : F(8) > u}, entonces el método de la transformada inversa consiste en simular
U ~ Un(0,1) y tomar § = G~!(U) como una simulacién de la distribucién G(8).

C.2 El programa BUGS (Bayesian Inference using
Gibbs Sampling)

El programa BUGS creado por Gilks, Spiegelhalter y Thomas, consiste en una imple-
mentacion del algoritmo de Gibbs Sampling abierta, que permite estudiar mediante
esta técnica una amplia gama de modelos (siempre que estos cumplan unas determi-
nadas hipétesis). Este programa trabaja a partir de la definicién del modelo (especi-
ficado en términos de BUGS), generando las distribuciones condicionales y eligiendo
un mecanismo de simulacién para las mismas.

El programa BUGS cuyas principales caracteristicas describiremos a continuacién, ha
reducido considerablemente el esfuerzo computacional para el analisis de los modelos
no conjugados presentados y analizados en esta tesis. Como referencias sobre el BUGS
sefialemos los articulos de Thomas, Spiegelhalter y Gilks(92)[115] y Gilks, Thomas y
Spiegelhalter(94)[46] y los dos manuales del BUGS[13,14].
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C.2.1 Especificacién del modelo

El programa BUGS en su versién 0.30 es aplicable en modelos que cumplan las si-
guientes condiciones:

— el modelo ha de ser DAG (Directed Acyclic Graphs).

— las distribuciones a especificar en la descripcion del modelo y las condicionales
necesarias para aplicar el algoritmo Gibbs han de ser univariantes ya que el BUGS
sélo genera distribuciones univariantes.

— solo admite como méximo tres bucles de subindices para describir las variables
del modelo (Y;;k, como mucho).

— las distribuciones condicionales a especificar en la descripcion del modelo han de
ser estandar y las distribuciones condicionales para aplicar el Gibbs han de ser
estandar o bien log-concavas.

— si se define alguna variable discreta, el nimero de posibles estados es como
maximo 101.

La condicién DAG es de gran importancia para la implementacién correcta de nuestro
modelo, ya que el programa BUGS se basa en esta propiedad para la construccién
de las condicionales necesarias para el muestreo Gibbs. Los modelos DAG son mode-
los jerarquicos en los que la dependencia probabilistica entre las variables es directa
de modo que la distribucién conjunta de todo el modelo es producto de las distribu-
ciones conjuntas de cada una de sus jerarquias (hipétesis de cadena de Markov directa
(Lauritzen et al(90)[68] ) ).

Estos modelos, admiten una representacién grafica con las siguientes caracteristicas:

— Se distinguen tres tipos de nodos: 1) constantes o datos, que se representan con
cuadrados, 2) nodos estocésticos, son variables del problema que tienen asociada
una distribucién y se representan con circulos, y 3) nodos deterministas, que son
funciones de otros nodos y se representan con triangulos.

— Las relaciones entre los nodos (ejes del grifico), se representan con flechas de
modo que el nodo del extremo “depende del” nodo del origen.

Con la particularidad (Whitaker(90)[118]), descrita en el nombre, de que todos los ejes
son directos y no es posible siguiendo la direccién de las flechas retornar a un nodo
una vez éste ha sido abandonado.

La representacién anterior del modelo ayuda a trasladar el modelo al lenguaje BUGS.
La descripcién en BUGS del modelo (para ver mas detalles consular el manual), consta
de dos partes:

1. Una parte declarativa en la que se introduce: el nombre del modelo, los nombres
de las constantes, los nombres de las variables, y se indica el nombre del archivo
en el que estdn guardados los datos (variables auxiliares o variables muestreadas)
¥ (opcionalmente) el punto de arranque de la simulacién.
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2. La descripcién en si del modelo, esta descripcién queda encerrada entre llaves
{---}. El signo “~” se aplica para representar relaciones con extremo en un
nodo estocastico y significa “distribuido como”, y el signo “—” se aplica para
representar relaciones deterministas y significa “igual a”. Para representar bucles
(por ejemplo, un conjunto de variables con la misma distribucién), se emplea el
signo for(i in O :0){.--}.

C.2.2 Descripcién del funcionamiento

Una vez arrancado el programa e introducido el modelo, el BUGS: examina el modelo
introducido, carga los datos y valores iniciales (si se introducen) del modelo, genera
internamente un grafico del modelo, genera las distribuciones condicionales para aplicar
el Gibbs Sampling, genera el punto de arranque del mismo y elige los algoritmos para
simular las condicionales anteriores.

Las distribuciones condicionales para aplicar el Gibbs son calculadas por el programa
atendiendo a que el modelo propuesto es DAG (y por tanto se cumple la hipétesis de
cadena de Markov directa), aplicando que:

P
£(8) = ] f(6:lpadres[6:)), (C.12)
i=1
Y que entonces:
F@ilBy,- . 0im1 001y 0) & F(01,02,--.,65) (C.13)
o términos de f(6@) que contienen §; =

fO:lpadresfes])  J]  f(6;lpadres[6;]),
8;cpadres[s;)

donde por padres[f;] nos referimos a los nodos de los que depende a un primer nivel
0,', = 1,2,...,1).

Una vez obtenidas por el programa las distribuciones condicionales, aplicando (C.13),
el BUGS selecciona el algoritmo para su simulacién empleando si la distribucién es
estandar (bernoulli, beta, binomial, Dirichlet, exponencial, gamma, log-normal, multi-
nomial, normal, Pareto, Poisson, uniforme o Weibull), un algoritmo de simulacién de
la misma y en otro caso el algoritmo de aceptacién-rechazo adaptado sin derivadas
de Gilks(92)[44]. En este punto adquiere su importancia la hipétesis de condicionales
estdndar o log-concavas puesto que si esta hipdtesis no se da el programa BUGS se
parara dando error (lo mis probable) o puede que continue pero proporcionando unos
resultados errdneos.

Respecto al punto de arranque para la simulacién por Gibbs, el programa BUGS
trabaja con el punto suministrado en una base de datos (cuyo nombre queda indicado
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en la descripcién del modelo) y en caso de ausencia lo genera mediante una primera
iteracién “falsa” del muestreo por Gibbs seguida por un chequeo del mismo a través
de la funcién de verosimilitud, que en el caso de resultar negativo detiene el programa
causando error.

C.2.3 Diagnosis de la convergencia y obtencién de resultados

Realizados los pasos anteriores, el programa BUGS esta en condiciones de realizar el
muestreo por Gibbs Sampling. Para estudiar la convergencia del mismo, el BUGS
proporciona archivos con todas las simulaciones y mediante el comando diag una
aproximacion al estadistico de Geweke(92)[39] descrito en (C.5). El estadistico su-
ministrado Z, para cada variable se obtiene de la siguiente manera, para cada serie
de m simulaciones de cada variable se consideran los grupos A y B formados por las
% primeras simulaciones y por las 7 iltimas respectivamente, que se dividen en 25
subgrupos cada uno para los cuales se obtienen las medias de cada subgrupo, esto es,

{mf)2, y {mB}%,, respectivamente y se calcula Z, haciendo:

~ M™mja—Mmp
Z = ,2—+’2, (C.14)
25

donde 4, Mg, 54 y s%, son las medias y varianzas muestrales de los {m#}?%, y

{mP}E,.

Una vez asumida la estacionariedad de la cadena de Markov, el programa BUGS facilita
la obtencién de los estadisticos mas comunes para las distribuciones finales marginales
mediante el comando stats. Este comando obtiene los estimadores habituales de
la media, desviacién tipica, mediana y cuantiles 2.5 % y 97.5 % de la distribucién
marginal final de cada variable a partir de una muestra simulada de la misma. Esta
muestra construida una vez obtenida la estabilidad de la cadena puede responder a
las aproximaciones (2) o (3) a las que nos referiamos en la subseccién C.1.3. En el
segundo caso, para valorar la correlacién entre las observaciones y por tanto precisién
de nuestras estimaciones (ver (C.8)) nos podemos apoyar como método aproximado
para estimar la densidad espectral en cero en el valor de s} proporcionado como dato
auxiliar por el comando diag, comentado con anterioridad.

Para completar el andlisis a partir de la muestra de las distribuciones marginales finales,
el BUGS suministra un programa de Splus, que denomina drawdat, que obtiene la
aproximacién de kernel (mds o menos suave seglin empleemos el intervalo recomendado
por Silverman(86)[108][ecuaciones 3.28 y 3.30] o por Hardle(91)[54][ecuacién 4.1.3] de
la densidad (o de la funcién de probabilidad) de las distribuciones marginales finales
y una representacién de la traza de la muestra, que permite una valoracién gréfica de
la posible estabilidad del muestreo Gibbs.

Para terminar la seccidn, sefialemos que aunque el planteamiento sobre la convergencia,
la obtencién de la muestra y estimaciones desarrollado en esta subseccién responde a
las aproximaciones basadas en una unica cadena de Markov (one run), el progama
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BUGS permite realizar un estudio basado en la aplicacién del muestreo Gibbs para
un grupo de puntos de arranque (paralell runs), siguiendo la filosofia de Gelman y
Rubin(92)[36], sin mas que, haciendo funcionar el programa BUGS sucesivamente con
cada uno de los puntos de arranque propuestos.

C.3 Aplicacion del programa BUGS al anilisis de
los modelos Bayesianos no conjugados sobre pobla-
ciones finitas estudiados en esta tesis

Dedicaremos esta seccién a comentar brevemente la metodologia que se ha empleado
para analizar los modelos no conjugados planteados en esta tesis (en los capitulos 2, 3
y 5). Podemos distinguir en este analisis tres fases:

1.- Estudio de los modelos. En esta primera fase se estudian los modelos presentados:
se garantiza que las distribuciones predictivas y posteriores de interés son propias y se
establecen las condiciones suficientes para la existencia de los primeros dos momentos
(media y varianza).

Este analisis garantiza la existencia de una distribucién final propia a la que el algo-
ritmo Gibbs Sampling pueda converger. Esta propiedad unida a que estos modelos
(apoydndonos en los conceptos informales sefialados anteriormente), no parece que
puedan dar lugar a cadenas periddicas o reducibles, nos lleva a creer en principio en
la convergencia del muestreo Gibbs.

2.- Oblencicn de las distribuciones condicionales y estudio de las condiciones que deben
satisfacer los modelos programables por BUGS. En esta fase, se obtienen las distribu-
ciones condicionales necesarias para aplicar el Gibbs Sampling, estudidndose en el caso
de distribuciones no estandar, la log-concavidad de las densidades o funciones de pro-
babilidad correspondientes. Y se comprueba que los modelos propuestos son modelos
DAG obteniendo sus representaciones graficas.

El estudio anterior y la propia definicién del modelo demuestra para todos los modelos
propuestos que se cumplen los requisitos para poder aplicar el programa BUGS.

3.- Estudio de los modelos presentados con el programa BUGS. Para el estudio a partir
del Gibbs Sampling, se empleé la aproximacién basada en una tnica cadena de Markov,
esto es, un tnico muestreo por Gibbs basado en un \nico punto de arranque. Las fases
de este andlisis fueron:

— la traduccién en BUGS del modelo,

— la obtencién del punto de arranque y estudio del nimero de simulaciones para
asumir la estabilidad del algoritmo Gibbs.

— obtencién de una muestra y estudio de las caracteristicas de las distribuciones
predictivas y finales marginales a través de la misma.
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Para la obtencién del punto de arranque, se dejé libertad al programa BUGS en la
eleccién de un primer punto de arranque a partir del cual se realizaron 1000 itera-
ciones del algoritmo Gibbs, el punto final resultante fue considerado como el punto
de arranque definitivo de nuestro muestreo por Gibbs. Con este procedimiento se ha
eludido la eleccién de un punto arbitrario de arranque y a la vez se-ha intentado el
establecimiento de un punto de arranque adecuado a las caracteristicas del modelo.

A partir del anterior punto de arranque, se realizaron 5000 iteraciones Gibbs y se obtu-
vieron las aproximaciones del estimador de convergencia de Geweke(92) (ver (C.14)),
para distintas variables del modelo (un grupo de 4 é 5 variables, que se consideraron
significativas), asumiendo la estacionariedad de la cadena cuando este valor pertenecia
para todas ellas al intervalo al 95 % de una normal (0,1), y rechazando en caso con-
trario. En caso de rechazo se repitié hasta la aceptacién de la estacionariedad, el
proceso anterior anadiendo grupos con 2000 iteraciones adicionales.

Una vez asumida la estabilidad del proceso mediante el método anterior, se obtuvo una
muestra de 1000 observaciones realizando 1000 iteraciones mas del algoritmo Gibbs, a
partir de la que se realiza un estudio de las distribuciones final y predictivas marginales;
en este sentido se obtuvieron: estimaciones de la media y varianza (cuando teniamos
garantizada su existencia) y de la mediana y algunos cuantiles (en los otros casos), asi
como en algunas ocasiones, graficas de las densidades (o funciones de probabilidad en
su caso) de las mismas, basadas en la aproximacién de kernel para el intervalo definido

por Silverman(86)[108].

La muestra anterior es una muestra correlada (método de muestreo (3)), si empleamos
s% (ver (C.14)) como una aproximacién de la densidad espectral de frecuencia cero
y analizamos la precisién de nuestras estimaciones de acuerdo con una estimacion de
(C.8) basada en esta aproximacidén, tenemos que:

— las estimaciones de las caracteristicas poblacionales, pendientes y variables media,
se realizan con una varianza del orden de 10~* y 10~5,

— en las estimaciones de las varianzas para los modelos con cociente entre varianzas
desconocido, del orden del 10~4, y para los modelos para rutas aleatorias de 10~3,

— y en las estimaciones sobre los tamafios de la poblacién y de las rutas aleatorias
no muestreadas, del orden de 103,

Estas valoraciones de la varianza del estimador, a titulo orientativo, muestran que
la “calidad” de la muestra en relacién con la autocorrelacién entre las observaciones
varia de una variable a otra. En este sentido las muestras correspondientes a las
caracteristicas poblacionales, pendientes y variables media son las que proporcionan
mejores resultados. Pero, en cualquier caso, se desprende que el tamafio de la muestra
es suficiente (a pesar de la correlacién entre las observaciones), ya que el error cometido
en las estimaciones y estudios realizados a partir de la muestra es en el peor de los

casos del orden de 10~3, reduciéndose en el caso de las distribuciones predictivas a un
orden de 105,
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