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INTRODUCCION

El profesor Valdivia viene representando 
en los últimos años (1.978-1.982), como puede verse en 
la bibliografía, una serie de espacios de funciones. 
Bonet en 1.980 en su tesis doctoral ( 1 ) extendió mu
chos de estos resultados a espacios de funciones con 
valores vectoriales. El profesor Valdivia, con poste
rioridad, representó otros espacios de funciones, en
tre ellos espacios de funciones de clase £°° usando 
también el espacio s de las sucesiones de decrecimien
to rápido (Piestsch ( 12 )), y nos planteó la pregunta 
de qué resultados obtenidos por él podían extendrese a 
espacios de funciones con valores vectoriales. En la 
memoria que se presenta se exponen los resultados que 
hemos logrado extender.

El capítulo I lo constituyen los prelimá. 
nares, siendo fundamentalmente una recopilación de re
sultados conocidos que nos son útiles en el desarrollo 
de la memoria. Cabe destacar que en I.l. se prueba que 
\ (S(E)) es topológicamente isomorfo a S( .X^ÍE)) ,sién
do X (S(E)) una generalización de los espacios de PDieudonnó-Gomez. En 1.2. se introducen las definicio
nes sobre derivación e integración de funciones con va 
lores vectoriales, así como resultados fundamentales. 
En 1.3• se expone una partición de la unidad de un 
abierto de Rn , construida por Valdivia ( 23 ) y a  la
que añadimos ciertos elementos que nos serán de utili
dad.

En el capítulo II se estudia en II.1. el 
espacio probándose que si E es un espacio
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;e íso-localmente completo %  x (SX, E) es topológicamenti 
morfo a A ^ S ( E ) )  para un cierto espacio de sucesio
nes. En ÍI.2. se estudian unos casos particulares, a 
saber: si Si- es un abierto que no es casi acotado en
tonces se prueba que ^(_TL,E) es topológicamente is£ 
morfo a ^(SÍE) ) , y si -Q_ es casi integrable se pruje 
ba que E) es topológicamente isomorfo a S(E).
En 11*3• se estudia el espacio j/(-Q.,E), para IX un 
abierto de Rn no vacio y se prueba que *f(Sl,E) es to
pológicamente isomorfo a S(E), si E es localmente com
pleto.

En el capitulo III, en III.l. se introdu 
ce el espacio A  p(/"l.,E) y se prueba que si E es un es 
pació localmente completo 2 ^p(/l,E) es topológicamen
te isomorfo a X (S(E)). En III.2. se estudian determiPnados casos particulares probándose que si -O- es un 
abierto de que no es casi acotado entonces <^^p(fl.,E) 
es topológicamente isomorfo a ^^(S(E)), y que si 
es casi integrable c2ÍtP es topológicamente iso-J-J .
morfo a S(E).

En el capitulo IV se estudia en IV.1. el
espacio £p(Q,E), siendo Q un cubo de ]Rn , F un cerrado
en Q e int(Q^vF) no vacio, probándose que si E es un
espacio localmente completo 6 (Q,E) es topológicamen-r
te isomorfo a S(E). En IV.2. se da una condición nece
saria y suficiente para que exista operador de exten
sión lineal y continuo de E (Q,E) a (B£n ,E) , sien-

1
do F un cerrado de R y F/1 Q. En IV.3» se estudian
los espacios (E), se prueba que ambos son

UF ^F
isomorfos topológicamente a S(E).

En el capitulo V se estudia en V.l. el
espacio (_TL,E), siendo F un cerrado en SI. , Fr
y se prueba que es isomorfo topológicamente a uno de
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los siguientes espacios: S(E), S(E)^, S ( E ) ^ \
S(E)Nx  S(E)(N), (S(E)N )(N). En V.2. se estudia el es
pacio p(E) para P  un cono de Btn , F un cerrado de
n *ffi. y E un espacio localmente completo, se obtiene que

para determinados cerrados F, el espacio cZ)^ esi íisomorfo tipológicamente a uno de los siguientes espa-
N Ncios: S(E), S(E) , S(E)U (S(E)1 ) , y se estudia

un quinto caso en donde para determinados espacios E
y cerrados F se obtiene que „(E) es topológica-IN ÍN)mente isomorfo a S ( E ) x S ( E )  •

En el capítulo VI se prueba en VI.1. que
si K es un compacto en una variedad n-dimensional, de
clase , entonces 5 Í(k ,e ) es isomorfo topológicamen
te a S(E) si E es localmente completo, esto aparece ya
en (^), si V es una variedad n-dimensional, de clase
£?00 , no compacta y numerable en el infinito, entonces
8 (V,E) es topológicamente isomorfo a S(E)^, y «^(VjE)
es isomorfo topológicamente a S ( E^^ si E es localmen—
té completo. En VI.2. se hace el mismo estudio para va
riedades con borde, obteniéndose resultados análogos.
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CAPITULO

PRELIMINARES

En este capitulo recogemos aquellos resulta
dos que serán muy útiles a lo largo de la memoria, es , en 
parte, recopilación de hechos ya conocidos*

En lo que sigue de memoria, la palabra espa
cio indica espacio vectorial topológico localmente convexo 
de Hausdorff.

Si dos espacios E y F son isomorfos topológi
camente lo denotaremos E - F.

1.1. ALGUNOS ESPACIOS DE SUCESIONES

DEFINICION 1¿ Dado E un espacio, denotamos por S(E) al espa
ció vectorial sobre K=R ó (L, formado por to-

/ \°°das las sucesiones (x ) _ de elementos de En n=l
tales que
lim n^q(x ) = 0 nn— p- *00

para cada k entero positivo y cada q seminor- 
ma continua en E, dotado de la topología lo
calmente convexa definida por la familia de 
seminormas
Q(q,k)(xn ) = sup { nk q(x^) : n=l,2,...}
(x )e S(E), al variar q en las seminormas con- n ’
tinuas en E y k en los enteros no negativos. 
Otro sistema de seminormas que nos da la topo
logía de S(E) será
Q(q,k) = 2 T  nkq(xR ) 

n=l
al variar q en las seminormas continuas en E 
y k en los enteros no negativos.

PROPOSICION 1. Considerado E un espacio y k entero positivo
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k £ 1, el espacio S (E) es isomorfo topológi
camente a S(E).

Demostración: Bonet( 1 ).
PROPOSICION 2.(Valdivia ( 17 ))a)Dados dos espacios E y F se 

tiene que S(ExF) S(E)xS(F). 
b)S(E) r¡r S(E)xE

PROPOSICION 3- Dado E un espacio, S(E)^ S(S(E)).
TEOREMA l.(Bonet) ( 1 ))Sea G un subespacio complementado

de S(E). Si existe un subespacio complementado F 
de G con Fjvs(E), entonces G^S(E)*

Cuando un espacio H cumpla el teorema anterior 
como es el caso de S(E), diremos que H posee la propiedad de 
complementación.

DEFINICION 2« Sea E un espacio, llamaremos Cq (E) al espacio
vectorial de las sucesiones de E, (x ) conver-’ n
gentes al origen en E, dotado de una topología
localmente convexa definida por la siguiente
familia de seminormas, dado (x )Q C (E)n o
q(x ) = sup q(x ) n n n
al variar q en las seminormas continuas de E*

DEFINICION 3* Sea E un espacio, llamaremos m(E) = 1°° (E), al 
espacio vectorial sobre K formado por las su
cesiones acotadas en E, dotado de una topolo
gía localmente convexa definida por la familia
de seminormas: dado (x ) e.m(E)n
q (x ) = sup q (x ) n n n
al variar q en las seminormas continuas en E.

DEFINICION km Dado E un espacio, llamaremos 1^(E) con 1 ¿p-¿00 
al espacio vectorial de las sucesiones en E 
que cumplen que ( q ( )  )n_-̂  está en 1^ para 
toda q seminorma continua en E. Se le dota de 
topología localmente convexa mediante la fa
milia de seminormas: dado (x ) 6 1^(E)
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oo V p
q(xn ) = ( 2Tq(xn )p )

n=l
al variar q en las seminormas continuas de E.

TEOREMA 2*(Bonet ( 1 )pag*19) Si E es un'espacio entonces
C (E), m(E), 1P (E) tienen la propiedad de comple- 
mentación, es decir, dado G espacio isomorfo a un 
subespacio complementado de uno de estos espacios, 
poseyendo G un subespacio complementado isomorfo 
al espacio citado, entonces G es isomorfo al espa
cio*

TEOREMA 3 «(Valdivia (2{fc )) Dado E un espacio y J un cardinal 
infinito, E^ y E ^ ^  tienen la propiedad de comple- 
mentaci6n, es decir, dado G espacio isomorfo a un 
subespacio complementado de E^ (respectivamente 
E ^ ^ ) ,  teniendo G un subespacio complementado iso
morfo a E^ (E^^), entonces G - E^ (Gi E^^).

E & F  indica el producto tensorial de los es-
Apacios E y F con la topología-rf y E ® F  su completación*

TEOREMA ^.(Valdivia (25 )) Sea E un espacio de Frechet nu
clear que cumple las siguientes condiciones: 
la ExK « E 
2^ ExE i E 
3a E ® E i E

N (N)Sea G un subespacio complementado de E xE , sea
N (N)F un subespacio complementado de G. Si F y. E xE 

entonces G ~ E^x E ^ ^ .
Demostración: sea E* el dual de E con la topología fuerte, 

tendremos que E 1 es un espacio D F , Grothen- 
dieck prueba en ( 8 ) que dada (^n ^n_2_ suce

sión de espacios y H un espacio-DF entonces:
©  (G ® H) - ( ©  G ) ® H  

1 n 1 nn=l n=l
tomando G =K n=l, 2 , . . . tendremos que n, ^ oo «
q > < 2 E * =  ( 0  K )  <8> E»  ± 0  ( K ®  E»  )  =  © E « =  ( E *  )

n=l n=l n=l
, ,(N)
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por otra parte Grothendieck prueba en ( 8 ) que si
es una familia de espacios y H un espacio
T T  (G. ® H) - ( TT G . ) ® H
i e l  1 i g l  1
luego tomado I=3T y G.=K 1=1,2,... tendremos

A , J  1
UJ ® E ! i ( E 1 ) 
de aqui
( E » ) ( N ) x  (E* )N ^ ( ^ © E» ) x ( uu © E ’ ) 1 ( M>x^) ® E»
Pero al ser E un espacio nuclear ( 8 ) tendremos que, si d_e

/ A  . Anotamos por (E<S>E)f el dual topológico de E ® E  con la topo- 
logia fuerte, se verifica, al cumplirse (3a)
E 1 ® E 1 - (E <S> E ) ' - E ’
luego tendremos que E 1 satisface las propiedades:
(i) E» x £ a- E»
(ii) E' xE* 1 E»
( iii ) E ’ ®E» 2: E*
(iv) E'^N)x  E ^ i í ' f x u J í á E '
Consideremos ahora G el subespacio de la hipótesis. Sea G^ 
el complemento topológico de G en E^x E ^ ^  y el comple
mento topológico de F en G, tendremos 
(N) NE u 'x E = G © tG1 G = F©F'

además E* ̂ ^ x  E*^= G ^ ^ ^ G ^ - (Kóthe (10 ) pag. ) y G* ± G^ 
yG*̂  - G"̂  entonces
^ x. xG^-G' = F ©  F

y además
F^iF» * (E« ) ̂ x ( E *  )N 2r (4>xcu)®E*

JLtendremos por lo tanto que G^ es un espacio isomorfo topo- 
lógicamente a un subespacio complementado de ( ̂  x t*j) ® E 1 y 
('f x co ) <8> E 1 es isomorfo topológicamente a un subespacio 
complementado de G^.

Valdivia prueba en (27 ) que si un espacio E* 
satisface las propiedades (i), (ii),(iii) entonces para 
todo espacio H,se verifica que H ® E ’ tiene la propiedad de 
complementación, es decir, en nuestro caso:
(E*)Nx (E»)^N ^  ( ? x  uo)é E 1 ^ G ^  G»



pero como E es un espacio de Frechet nuclear, es reflexivo 
N (N)luego E x E también lo es y entonces 

G = G" ~(E")Nx  ( E " ) ^ =  ENx  E*N *
COROLARIO 1#(Valdivia (25 )) Sea E un espacio de Frechet 

nuclear y G un subespacio complementado de 
S^(E) x S^^(E) que posee un subespacio F 
complementado en G e isomorfo topológicamente 
a S^(E) x S^^(E), entonces 
G SN (E) x (E)

Demostración: basta probar que S(E) es un espacio de Frechet 
nuclear, que es de Frechet es obvio. Para la 
nuclearidad ver (12 )•

Veamos ahora un lema de números reales que 
nos va a ser de utilidad.

LEMA 1. Consideremos una sucesión doble de números reales
(x11) , supongamos que x^ ̂  0 n,r=l,2 ,... y

r n ’ n v _ , nque existe sup sup x < * 0o entonces sup x y^ n r r n , r r
sup sup x11 son finitos y los tres tienen el mis- r n r
mo valor.

Demostración: para un n fijo tendremos x^ <; sup x^
r=l,2 ,... luego tendremos x^ < sup sup x^
n,r=l,2 ,..., por lo tanto sug x^ ^

n n . n , 0 ,sup sup x^ < ♦ cxb » pero como x^ £ sug x^ n,r=l,2 ,... ten
dremos

n . n 0sup x £ sup x n=l,2 ,...r^ r n,r r 7 7
n , n -i nz r—r 7 7sup x < sup x n r n,r 1

por lo tanto sup sup x11 ̂  sup x11 "y * n r r n , r r
n nsup sup x < sup x r^ n r n , r r

de donde se obtiene la conclusión.
OODEFINICION 5* Considerada ( P ) , una sucesión de números\ r r = l
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DEFINICION 6. Considerada ( p__)_ una sucesión de números

reales 0 < í r=l,2,••• y E un espacio,
llamaremos X (E) al espacio vectorial forma- o
do por las sucesiones (xr ) de E cumpliendo que
lim p"*^q(x ) = 0 r— £><*> \ r ^ r
para cada k entero no negativo y cada q semi- 
norma continua en E. Lo consideraremos dotado 
de una topología localmente convexa definida 
por la familia de seminormas
Q(k,q)(xf )=sup| ^ rmq(Xr ) r=l,2,... 0¿m- sk ) .

co 
r ' r=l

reales verificando 0 <  ̂í r=l,2,.*., y E
un espacio, llamaremos -Xoo(E) al espacio
vectorial formado por las sucesiones (xr ) de
elementos de E cumpliendo que 

—ksup q(xr ) < ♦ oo
para cada k entero no negativo y cada q semi- 
norma continua en E, Se considera dotado de u 
una topología localmente convexa definida por 
la familia de seminormas
Q(k, q) (xr )=sup j ̂ mq(xr ) r=l,2,... O ^ m í k ]

Valdivia en ( 27 ) hace un estudio exhaustivo 
de estos espacios para E=K y s.

oo
PROPOSICION km Dado E un espacio, ( una sucesión de

números estrictamente positivos, entonces 
X  (S(E )) es isomorfo topológicamente a 
S( X (E)).

\Demostración: definimos la aplicación T: ,X (S(E))-—  S(X (E)00 03
como sigue T(y ) = (z ) .. , siendo y =(y ) n° m r r=l’ n r r=l
entonces z =(yn ) r=l,2 ,... Como (y )°°,r r n=l ’ 1 Jn n=l

está en \^(S(E)) tendremos
-k m , n% , ~sup p sup r q(y ) < + c>0n n
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para cada k, m enteros no negativos y q seminorma continua
en E, comoi$j3n > 0  n=l,2,... tendremos por el lema 1.

-k m / n-w ^ -k m , n^ m ^ -k , n Nsup f n  sup r q(yr ) = su|> p n r q(yr ) = supr sup f> q q(yr >
luego la aplicación T está bien definida y al ser obvia
mente lineal, es continua y abierta sobre la imagen, pero 

I* ^  \tomado z = (z ) , € S (  A  (E)) r=l,2,... tendremos quer n n=l oor 00 <*3y = (z ) n n=l,2 ,..., usando el mismo proceso (y )J n n r=1 ’ n n=l
tá en /\ (S(E)) y T(y ) = (z ) de donde \(S(E))-es .........oo n

S( X  (E)).OO
PROPOSICION 5. ^  (S(E)) d S( X  (E))o o
Demostración: ( ^ ) para una prueba directa basta ver que

la aplicación T definida antes, restringida
a X  (S(E)) está bien definida y es sobre, o

oOTEOREMA 5. Sea E un espacio y ( una sucesión con
0 r=l,2,... Consideremos X^SCE))

(\0 (S(E)), y G un espacio isomorfo a un subespa
cio complementado de XnXSÍE)) respectivamen
te de X q (S(E)) , si existe F espacio isomorfo 
a un subespacio complementado de G y X^ÍSCE)) 
[ F - X  (S(E))] ent onces 
G ~  A«(S(E)) [ G Oí \ o (S(E))]

Demostración: por la proposición ^ proposición 3 y el 
teorema 1.

DEFINICION 7» Sea E un espacio, consideremos la sucesión
de números reales ( p ) , con 0 ¿ p £ 1 ̂r r=l \ r

para r=l,2 ,..., llamaremos X  (E) para pg £P1 ^ p <r * oo al espacio vectorial de las suce-
siones (x ) de elementos de E que verifican o* n
'v -k p / \ ,
-> fn 1 n < * 00n=l \
para cada k entero no negativo y q seminorma 
continua en E. Lo dotaremos de una topología
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localmente convexa con la familia de seminor
mas siguiente

^  i/p
Q(k,q)(x ) = ( Z _  p" qP (x )) 

n=l V
para cada k entero no negativo y q seminorma 
continua en E, Estos espacios son una genera
lización de los espacios de Dieudonné-Gomez 
(K8the ( 1 0 ) pag.^l^.

PROPOSICION 6. X  (S(E)) £ S( A  (E)) l í p ^ t ^P P
Demostración: para p=l definimos V : A^ (S (E) )---c- S ( X ^ E ) )

, . ;  OO oO oo oocomo V^((x ) 1) = ( ( x )  ..) nn n=l r=l n r=l n=l
la aplicación está bien definida ya que si

x está en A n(S(E)) x=(x ) n con x =(xn ) _£S(E), para 1 r r=l r r n=l
cada q seminorma continua en E, s y t enteros no negativos
tendremos que

Q(qs ,t)(x) = 2 1  P"* nSq(Xn) <  * 00 
r=l ' n=l

por ser la suma de términos positivos tendremos que 
o o  oo oo-t s / r N s -1 , rQ(qs ,t)(x) o n q(xn ) = 2 - n Pr ^

r,n=l i n=l r=l '
luego la aplicación Y  está bien definida y por (x) es
abierta sobre la imagen,

Def inida ahora Y  : S ( (E )) ■ ■ ■ t> Aj_ (S (E ))
como f  (( ( y ^ ^ l i ^ i )  ) = ( ̂ yr ̂ n=l^r=l 1 usando como
antes que si existe una serie iterada de términos posi
tivos, la serie es absolutamente sumable, existe la otra 
serie iterada y las tres coinciden, obtendremos que 
es continua e inyectiva y Y  ° Y  =1 4*° =1 luego
Y  es un isomorfismo topológico.

S i  1  < p  < " *  oo , definiremos
Y :  A (S (E) )--- 1> S ( A  (E)) como sigue: si x=(x ). £ A  (S(E))P P r Pr ootendremos x =(x ) ,£ S(E) r=l,2,... , definimosr n n=l
Y  (x) = (y ) =y, siendo y =(yn ) n con yn=xr • Veamos 1 n n=l n r r=l r n
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que *F está bien definida y es continua, al considerar
q (z ) = > n q(z ) sistema fundamental de seminormas s n — _ nn=l '
en S(E) al variar q en las seminormas continuas en E y
s en los enteros positivos, un sistema fundamental de
seminormas en X (S(E)) será

P

Q(k,qs )(xr ) = ( 21 P“k [2T nSq(x^)] P ) 
r=l ' n=l

al variar k y s en los enteros no negativos y q en las 
seminormas continuas en E, análogamente un sistema fun
damental de seminormas en S ( X (E) ) será

oo P

Q'(s,qk )(yn ) = Z I n S[ ¿ -  
n=l r=l

si probamos que existe una constante b > 0 cumpliendo que 
Q*(s »qk )( V (xr )) ¿ bQ(k,qs + 2)(xr )
tendremos que la aplicación V  está bien definida y es
continua. Consideremos c & R  con Vc*Vp = 1 , aplicando elP Qteorema de Hc51der de los espacios 1 y 1 tendremos
J2 . ar ^ -  _k d r lVp ^  ns+2 _k r d Vp
^-.n Í 2 T fr q (xn> = ^--T~2~ ^  fr q(xn ) ) ?n=l r=l v J n=l n r=l 1

oo l/c oo °° 1/ü
< z : n ( ' * a ) ’ Z : P; k q ( < ) ’ ) *n=l n n=l r=l 1

TT2
Q(k>qs*2)(xr )

de donde se obtiene la conclusión, la desigualdad se 
obtiene del hecho de queOO (s*2)p , rvp ¿ s*2 / r u p>  n q(xn ) ^ (2 _ n
n=l n=l
Reciprocamente, considerado (y )é S( A  (E)) con y =n p ;nn oo v= (y ) n definimos 4* operador de S( A (E)) enr r=l 1 p
A  (S(E)) como

P  oot \ t n(y ) = (x ) con x = (x ) y x =y1 J n r r n n=l J n Jr
consideremos n^ entero positivo, por la desigualdad de

-12-



Minkowski en 1P obtendremos
n cx> «i ti oo i¡

( E n íst2)p£  p : V ( y “ ) )  *  z f n s * 2 [ z i p ; k q p ( y “ ) l  P<n=l r=l v n=l r=l ' J

4 Q f(s+2,qk )(yn ) 
luego Vp
( I n (” 2 ) p r  p ; \ v (yp) < Q'(s*2 ,qk )(yn )
n=l r=l '

r  ^ ° °n • 4. I ^  (s+2)p „-k p, nsluego existe {_ __ n P q (y )
n,r=l r ■

Vp
< Q !(s+2,qk )(yn )

luego aplicando la desigualdad de HSlder obtendremos que

Q(k,qs)( ÍÍYh)) = ( S I  p ; k [ Z n S q ( y - ) ] P ) **
r=l ' n=l

°o 00 o/c 00 , v Vd
( 2 K Z I - I - )  Z I  p“kn (s*2)pq(y“ )p )
r=l n=l n n=l i r r

rr2 P
luego
Q(k,qg ) ( ^ (yn ) ) (“J£-) Q 1 (s*2 ,qk ) (yn )
de donde se deduce que 4* está bien definida y es conti
nua. La conclusión se obtiene ahora porque o 4̂ =1 y 

=1.
OO

TEOREMA 6. Sea E un espacio, ( una sucesión de nú
meros reales con 0 ^  ̂  1 r=l, 2 , . . . , con
sideremos el espacio A  (S(E)). Dado G un es-Ppació que sea isomorfo a un subespacio comple
mentado de A^(S(E)) y que posea un subespacio 
complementado isomorfo a Ap(S(E)), entonces
G » A  (S(E)).PDemostración: por la proposición 6 y el teorema 1.
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1.2. FUNCIONES DIFERENCIADLES CON VALORES EN UN ESPACIO E. 
INTEGRACION DE PETTIS DE FUNCIONES CON VALORES EN UN 
ESPACIO E.

Considerado (X, ¿T ) espacio topológico y 
A C X  un subconjunto, en toda la memoria denotaremos por 
& o intA al interior de A en (X,? ), por A la clausura 
de A y por 3 A o FrontA la frontera de A. Todos los es
pacios vectoriales que se utilizan se indican sobre el 
cuerpo K. que es £ o !C indistintamente, salvo BLn el espa
cio euclldeo de dimensión n.

DEFINICION 1. Sea-T2. C R n un abierto no vacio, sea E un 
espacio, t un elemento de _TL y f :17.---o E 
una función. Decimos que existe derivada 
parcial i-ósima de f en t si existe

f (t +he.) - f (t ) 
lim --- 2--- 1--------2- = D . f (t )
h- * 0  h 1 °
Diremos que f es de clase Íf°(-T1,E) si es 
continua en • Diremos que es de clase 
í?k(_n.,E) k entero positivo o + oo , si 
existen todas las derivadas parciales has
ta el orden k y son continuas.
Sea oi un multilndice o/e (N U {0} )n , c< =

o< al an = (a^,...,a ), entenderemos D f ^
es decir, la derivada parcial de orden c¿ •
Llamaremos |«<I = a_ * aQ*...+ a •x ¿é n

DEFINICION 2. Se llama £ (1T,E) al espacio de todas las 
funciones £ Z-O- o E que son de clase, ooc (_n.,E), dotado de la topología definida 
por la siguiente familia de seminormas: dado 
KC-TL compacto, m entero positivo y q seminor
ma continua en E

- l ¿ t -



DEFINICION 3

DEFINICION k

PROPOSICION

Q(K,q,m)(f)=sup [ qÍD^f(t)) : teR.}

Llamaremos JÍL,E) al espacio de todas 
las funciones f de &  (_0.,E) que verifi
can que el soporte de f es un compacto 
en/T. . Dado L un compacto incluido en_T2-, 
llamaremos 35 a  . n  ,E) al siguiente subes
pacio de £  (jfl,E)
2Í(L,iT-,E) = { f £  E ( n , E) / sop f C L J  
con la topología inducida.

oOConsiderada (L ) _ una sucesión fundamen-n n=l
tal de compactos enil, tomaremos cZ5~(_fL,E) 
como el límite inductivo estricto de la fa
milia {¡2T (Ln ,n. ,E) n=l,2,... } . (15)

Sea Q un compacto incluido en Rn regular, 
es decir, 3  = Q, llamaremos £ (Q,E) a 
{ f : Q — c> E / f 6 £ (3,E) y D°̂ f puede ex

tenderse continuamente a todo Q para todo 
multiíndice c< , con la topología definida 
por la siguiente familia de seminormas 
Q(q,m)(f) = sup | qÍD^fíx))  ̂ k ^ m  x e Q )  
al variar q en las seminormas continuas en 
E, m en los enteros no negativos y enten
diendo D^fCx) x £ Q, como la extensión con
tinua de D°*f(y) y e 3 -

Los siguientes resultados son conocidos:

L.a) (Regla de la cadena) Sea g : «O-,— —& Rn
_  c kcon de clase c en _f)_ ̂ , sea f

de £ k (Jl2 ,E), donde ̂ es un abierto de
IR11 tal que g (-fl.. ) • Se cumple que fog

Teestá en £ (_TL,E).
b) (Fórmula de Leibnitz) Sea g de £ (-A-)
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y sea f de £ k (_TL,E). Sea h(x)=g(x)f(x) 
x£_fl, tomado o< multilndice
D h(x) = c . D^g(x) D^f(x) (x e i l

(3+S = c* F 8

siendo los mismos coeficientes que
en la fórmula de Leibnitz del caso escalar,

DEFINICION 5«(Rudin ( l¿t ) pag. 7^) Sea Q C I n un conjunto 
medible Lebesgue. Sea f : Q— —t* E una función, 
decimos que f es integrable en Q si para 
toda u de E f , u 0f:Q— -> K es integrable en 
Q y existe x en E tal que
u(x) = / Uof V u s E 1

Q ( a dicho x lo denotaremos por f,
Q

PROPOSICION 2m Sea Q C l n un conjunto medible, sea f de Q
en E una función integrable y sea q semi
norma continua en E verificando que q(f) 
está en L^(Q), entonces
q( i f ) £ f q(f)

Q Q ,
Demostración: consideremos a en E, a= / f(z), considére

te
mos la envoltura lineal de a, lin(a) tiene 
dimensión 1 , definimos la forma lineal u

en lin (a)
u(itfa)=<rfq(a) «x'eK
tendremos que
|u( a) | = |°<l|u(a)í = I <*| q(a) = q(o<a)
luego para todo y de lin(a), }u(y)| £ q(y). Por el teo
rema de Hahn-Banach existe u en E 1 con u(y) = u(y) para 
todo y de lin(a) y ]u(z)l  ̂ q(z) para todo z de E,
como u(a) = í u(f(z))dz, tendremos 

'Q
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u(a) = q(a) = lu(f(z))dzN< í q(f(z))dz
Q JQ.

TEOREMA l.(Rudin ( l̂ t )pag. 75) Sea Q compacto QcijR11,
sea f : E una función continua de tal ma
nera que la envoltura convexa de f(Q) es re
lativamente compacto, es decir, C(f(q )) es
compacto* Entonces existe / f y / f está en 

_ _ _ _ _  Q Q
A(Q) C(f(Q)).

TEOREMA 2*(Bonet ( 3 )) Sea Q e l  un cubo, sea E un espa*-
cio localmente completo, sea f ; Q ■ ■ ■ <► E una fun
ción continua tal que para cada u de E * , u#f 
está en Entonces existe /f(t)dt y
/ _ _ _  Q/ f(t)dt está en U  (Q) • C (f (Q) ) , consecuente-
Q '

mente, si q es una seminorma continua en E
q( /  f(t)dt) í A(Q) sup «[ q(f (t ) ) : t € q ]

Q '

TEOREMA 3»(Bonet ( 3)) Sea E un espacio localmente com
pleto, entonces £(Q,E)cs S(E).
Para el caso escalar la prueba aparece en Ro-
lewicz ( 13 ) y Valdivia ( 27 ).

TEOREMA k,(Bonet(1)(3)) Sea E un espacio, existe un ope
rador lineal de extensión de S (QjE) a £  (J^L,E)
siendo Q un cubo de Rn y _TL un abierto de Rn ,
con Q C-TL •
Este resultado es una extensión del obtenido 
por Valdivia ( 17). El primero en obtener ope
radores de extensión fue Ogrodzka para el caso 
escalar*(11 )

TEOREMA 5. (Bonet ( 3 )) Dado un cubo Q en jRn con inte-
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rior no vacío y E espacio localmente comple
to, se verifica que <Z^(q ,e ) ~ s (e ).

TEOREMA 6. (Bonet ( 2 )) Sea un abierto de IR no vacío
y E un espacio localmente completo, entonces 
£  (-TL,E) S(E)N
Para el caso escalar ha sido probado por Val
divia (17 ) •

TEOREMA 7*(Bonet ( 2 )) Sea /"L un abierto no vacio de 
_ n y E un espacio localmente completo, entonces 

Jl,E) i S(E)(N)
Para el caso escalar este resultado se debe a 
Valdivia (17 )•

PROPOSICION 3. Sea g una función de £  (]Rn ,E) que se anu
la ella y todas sus derivadas en 
para Q cubo de ]Rn con interior no vacío 
Q = { (x1 ,x2 , . . . ,xn ) : a± N< x± s<* b± i=l, ... ,n)
llamemos a=(a^,a^y•••»an ), se verifica que
para todo punto x=(x..,xQ ,•••,x ) de Q-L u  XI

g(x) =
n ( n-1

(...(
n-1 “1

Demostración: si probamos que

'X1
D (l, ...»1 ^s (y )dy1 )...)dyn_1 )dyn

/ pí

(X1
D (°,l, ... , D g ( X;L,y2 ,... ,yn )= 1 d (1’ ,1)g(yíy 2 , ,yn )dy

al
la prueba se obtendrá entonces por recurrencia.

Considerada u de E* forma lineal, tendremos
^1

U (D (1 ,••#1)g(y,y2 ,...,yn ))dy =
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/ X 1
u(|=(D(0t1' — ^ ^ ( y . r a  yn ))dy =

a i

t

■̂ r;u (D^°’1 ’ *** 1 g(y,y2 , ••• »yn ) )dy =
al

= uíD^0 ’1 ’"**’1 ^ )  (x1 ,y2 ,...,yn )- 

- uÍD^0 ’1 ’ fl*g) (a1 ,y2 , ... ,yn )

usando que u ( D ^ ’^ ,*"*’^^g)(y,y ,.*.,y ):B£---e>E es deu n
clase y la regla de Barrow. La conclusión se ob
tiene porque (a ,y ,...,y ) no está en 8.X  ¿á XI

TEOREMA 8 .(Horwath ( 9 )pag. 123) Consideremos E y F espa
cios, X:E í> F , Y:F-— E aplicaciones lineales
y continuas, supongamos que XoY es la identi
dad sobre F, entonces YoX:E— —o E es una proyec
ción continua, Y es un isomorfismo topológico 
sobre la imagen, y Y(F) = Y(X(E)) es un subes
pacio complementado de E.
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1.3• UNA PARTICION DE LA UNIDAD DE -O-

Sea-TL un abierto de Rn no vacio, Valdi
via en el trabajo "Sobre el espacio á  (n.)ff (23 ) 
construye una partición de la unidad de -fT que resulta 
particularmente útil en toda la memoria y por lo tanto 
la notación aquí dada se mantendrá a lo largo de ella*

La partición es la siguiente:
Si _T2- es todo ffin , consideraremos la fami

lia ¿ 8  de todos los cubos de la forma
f (x_ ,x0 ,...,x ) £ I n : a . ¿ x . ¿ a _ a .entero j=l, • • • ,n] (x) 1 ’ 2 ’ ’ n 3 3 J*1 3 }
ordenados en una sucesión (B ) de elementos distintos*r

Si/1 no es igual a R , sea 6̂ > ̂  la familia 
de todos los cubos de la forma (x) contenidos en -d de
manera que si la distancia de Q a -TL es igual
0 mayor que 'fn. Procediendo por recurrencia, supuesto 
obtenidos ¿3^ l ^ h ^ k ,  representamos por la colec
ción de los cubos de la forma
/(x_ ,x0 , . . . ,x ) / a ./2k ̂  x . <r(a ,H-iy2k a. entero,1 1 ’ 2 ’ ’ n j J J 3
j=l,2,***,nj contenidos en f"L de manera que si Q es
tá en ñ  _ la distancia de Q a R11**!"! es mayor o igual 

K t l
yl

que — r y Q no está contenido en ningún elemento de Od .2K cO
1 ^h-ík. Ordenemos los elementos <R> = U  <& en una su-

k=l
cesión de cubos distintos* (B ) ..1 r r=l

En cualquiera de los dos casos de -O. con
siderados tendremos que a ^
Br={(xl<*” >xn ) SJín /
donde a.., v es entero y k(r) es un entero no negativo j(r)
j=l,2,***,n r=l,2,..* Sea ( p r )r_^ sucesión de las
longitudes de las aristas de B^, es decir

fr= pcTrT r=l,2,...
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tomamos la familia A  =(A ) , y ^  =(C ) conr r=l J r r=l

Ar= {(x1)X2,...,xn ) a "  : - 2k¿ W 5  í Xj í

* ‘’gktr) * 2k(r)*3 j=l,2,...n]

cr= {(Xi,x2 ,...,xn ) £ « n x r <

3

Las pruebas de todos los enunciados están 
en el trabajo de M. Valdivia (23) antes citado.

o°
NOTA 1. Es inmediato que VJ B = i? = -TLr — r r=l r=l

PROPOSICION 1. Sean B , B e ¿0 con r.,0 rr„ ’ r„ 11 ‘2 2
a) Si B f) B 0 0 entonces se tiene que 

1 2

r2. í v  f?r2 6 r-i er2 5 '2 í v c
b) Si B 0  B = 0 entonces

rl r2

d(Brl ’Br2 ) ? ”Ín ( f rl ’ f r2}
d(B ,B ) raax ( p , p )

rl r2 ¿ ' 1 \ 2
COROLARIO 1. a ) A f] A 0 0  4=j> B fl B 0 0

rl r2 rl r2
b) elementos distintos de d  tienen
intersección vacía y cada A elemento de
o5/ corta sólo a un elemento de &  =(C^)

Sean:
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1= {(xx ,...,xn ) e. Rn ; -1 ¿
J= {(x1 ,...,xn ) e IRn 4

• 15
L= {(Xĵ , ...,xn ) £ Rn . J U -. 5 s
Sea T. :Kn— o Rn aplicac

J . 4

v i

2a1 (r)^l 2a (r)-Hl
^r(xl’” * >xn) = (pr('r'y*T" * 2k(r)*3 xX ’ * * * •~kU )+l ' *

* 2k(r)*3 Xn )
se tiene que ^.(D = Ar , fr (J) = Cr , <fr (L) = Br 
3T —1 , 2 , m • •

Sea *f una función real definida en Rn , 
de clase , que sea estrictamente positiva en int(l)
y cero en los demás puntos, si

c '■f0? : 1 )(x)
U  (x)      X £ Ü

j = i  3
se tiene que (y^r ) es una partición de la unidad •

PROPOSICION 2* Sea B e (8 con v'V" '7 = O <V2 enton-r 2 (
ces la distancia de B a es me-r

. ,ñor o igual que g •

Demostración; como la proposición 1 de (* z )

Consideremos ahora los cubos de Rn

r - 128 ,—  _ 128 r— "1nM = [-1— ■”  \jn, 1+ — —  VnJ

r . 128 ,,—  1 i 128 ,|—  11nP = |_-1— r- jn- 1* y f n  + -J
entonces
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U? /M x _ -ÍL r a,i (r) 1 l6Vñ a,j (r)»l
’r L^kTrT _2k(r)*3 ~2k(r) ’ 2k (r )

1 16 íñ 1
* _k(r)*3 * 0k(r) J ” r

fv) - T~T f a j ̂r  ̂ 2 l6\Tñ a,j (r) »1
r “ M  L 2¿(r) ~ 2k(r)*3 ~ 2k(r) * 2k(r)

2 l6Vñ 1 „* 2k ( r )*3 * 2k ( r )  J = r
t e n d r e m o s  q u e  
J c L c l C M ^ PC ¿rB cr A  ctE c F  r = l , 2 , . . .r  r  r  r  r  1 1

PROPOSICION 3.a) Dado z e Rn tal que d(z ,A^) << l6fn ^  
entonces z e Er
b) Sea z e A , sea u -e R ~>_n_ el punto o r’ o
donde se alcanza la distancia de z ao
B£n A/-TL. , entonces u €. 2 cuando P < V 2 ’ o r I r

Demostración: a) Trivial.
b) Sea z e A  , existe un z., -e B con o r ’ I r
d ( , BLn/v>-O- ) = d(z^ ,Rn/v -H- ) , luego sea 

u^ G lQrt/J1 con d (z^ ,RnA/-JX ) = d(z^,u^), tendremos por 
definición
d (z0 »u0 ) ¿ d(zQ ,z1 ) ♦ d(ullZ;L) <r p ^ ^
= 5fñ < l6'/ri ̂
luego u £ 6 .0 o r

PROPOSICION km Consideremos q entero positivo y la fa
milia  ̂Fr / (Dr=V2^ entonces
(3^n)n +l elementos de cb tienen inter-

q

-23-



sección vacia.
Demostración: dados F ,F c. , sean B y B losr* 7 r* ^  a  r  r1 2 q 1 r2

rectángulos asociados de la familia
tendremos que si existe y e F  fl F ,

rl r2
dados z.. e B , zn e B , entonces 1 r ± ' 2 r2 ’
d(z1 ,z2) í d(z^,y) ♦ d(y,z2)í 2 ♦ l6\/ñj í. 34n P
luego considerado B^ £ podremos construir a lo

más (3^n)n cubos de arista O que sean de (& y(D ̂  que sean de y que
menos de 3^n fdisten de B menos de 3^n p • r„ | r

COROLARIO 1. Tomado q > 1, tendremos que existe

>  ~ ~̂ C R (z) (3ztn)n V z e l n
jr^m/ pr=V2q ) r

Demostración: inmediata.
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CAPITULO_II=

LOS ESPACIOS ^(jTL.E) y A o -.e )

IX.1. REPRESENTACION DEL ESPACIO

Este capitulo es parte de un trabajo pen
diente de publicación ( k ) bajo el título de "Represen
tación de los espacios ¿6 (.fl, E) y ( A.» E)M , realiza
do en común con el Dr. José Bonet.

Sea E un espacio, el espacio ̂  (lRn ,E) fue 
definido por Schwartz ( l6 ) como el espacio vectorial 
de los elementos de £. (B£n ,E) tales que para cada semi— 
norma continua q en E, o< multiíndice, se cumpla que
sup (qÍD^fCx)) / x e l n )<^«

DEFINICION 1. En ( k ) se define A  (.TL,E) como el es-o
pació vectorial de todos los elementos de
E (.fl,E) tales que para cada d > 0, c< muí
tiíndice y q seminorma continua en E, 
existe un compacto K C-TL cumpliendo que 
si x está en_fl/v K, q(D°<f(x))< £ • Se le 
dota de la topología localmente convexa 
definida por las seminormas 
Q(q,m)=sup [q(D*f(x)) / xe-Q, \<X\ ̂  m }
al variar m en los enteros positivos y q 
en las seminormas continuas en E.

DEFINICION 2. Llamaremos á 1 (n. ,E) al subespacio vecto 
rial del espacio (!Rn ,E) formado por las 
funciones que se anulan ellas y sus deri
vadas de cualquier orden en Rn/v-0_ . Le 
dotamos de la topología definida por las 
s eminormas:



Q(m,q)(f)=sup { qÍD^f (x) ) : x e -TL ( 1<*U m }
al variar tn en los enteros no negativos 
y q en las seminormas continuas en E.

Obviamente si = Rn , ^  ,E)= ^  (R?E)
El espacio ) fue definido por Dierolff y estudia
do por Dierolff y Voigt ( 5 )»( 6 ) y Valdivia ( 27)»
Nosotros generalizamos las técnicas empleadas por
M. Valdivia (27 ),( 23). Nosotros vamos a exhaustivar 
el caso de ^é^(_fl,E) en el presente capítulo, para las 
pruebas de las propiedades de ~§o (jd,E) remitimos a (**)•

PROPOSICION 1. La aplicación i definida de ^ o (.fL,E)
en como sigue: dada f£j^Cn,E)

f f (x) x ejfL
i (f ) (x) = j

V- 0 x- qá -fi
es un isomorfismo topológico sobre la 
imagen.

Demostración: en ( 4 )•

A partir de aquí, en los problemas de 
isomorfismos, consideraremos a A  (/1,E) e i(j& (n,E)) 
como el mismo espacio.

La representación de ± {fl) fue obteni
da por M. Valdivia en (27 )

qOPROPOSICION 2. Sea ( T ) , de la partición de -TL defi-' r r=l
nida en 1.3»» sea q seminorma continua 
en el espacio E, o< multiíndice y k y h 
enteros no negativos, existe una cons
tante M positiva verificando que para t£ 
da f de JS 1 (fl,E)

p”k sup q(D f o ^ ( x ) )  ^ M sup [q(D^f (z) ) / z €
\ xsl

! p>| í h + k-w icsl |
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Demostración: distinguiremos dos casos:
a) Si J~L = IRn , tendremos que

= 1 , r=l,2 ,*.. luego

P p ^sup q(D (fo Yr )(x)) $ (g) sup q(D*f(z))
\ xel zeA

* (g) ^  . —  sup q(D^f(x))
íp>K 1 ©¿’l + k+h xcIL

b) Si Si. B£n , determinemos un entero
positivo p con V2^ arista de un cierto B • Sea pr \ r
arista de B si p >.V2p tendremos r \r
p “k sup q(D ( f o cfr )(x)) = (g) sup q(D*f(z))
' xel ' zcA

Vxl

_ -k \ \ ✓ 0 (k+h)p —  hO sup q(D f(z)) ^ 2 *_J>___  p ,
\ zeA^ l̂ j< l*f+k-»-h \

sup q(D^f(x))
xeXL

Si p r <rV2*), por la proposición I.3«2« tendremos que 
la distancia de B^ a IR11*/-O- será menor o igual que 
k{ri luego

r

p”k sup q(D* (f o 'f ) (x) ) = (g) o sup qÍD^f (z) )
' xel ' zeAr

sea z de A , sea z de 9-n. tal que I z-z I = d (z ) r* o ^ o ’
tendremos que [z ,z q [ C-TL- y |z -z q| ¿ pr « Sea
y : [0,l] ----0-.TL , definida como y (t)=ZQ + t(z-zQ )
y sea g =(D°¿f)oy : [0,l] -o E* Sea u de E* , puede
elegirse h > 0 tal que si t e [- S ,1+S^ entonces
OÍ «•D f o >7 es íf°° en J-& , 1+ S L , entonces u«g: [0 ,l] —  -c? K 

cumple las hipótesis del teorema de Taylor en C o , l ]

(uog) (l) - (u«g) (O) = (u.g)1 (o) + ~ ( u o g ) ” (0 ) + ... +
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(k+h-l) ! (»*8)(k+h-1)(0)+ jQ -(klh-l)i (u °s)(t)dt
(s) (s)como (uog) (t) = u(g . (t)) s=0,l,... por ser

u lineal, tendremos (u#g)(l) = u(D*f(z))« Por cons-
(s) (s)trucci6n (uog) (0) = u(g o (0)) = 0, ya que s=0,l,...

g^S^(t) = D. . D f(z +t(z-z ))(z.-z? ).
i . =1 l*** s ° ° X1 X117 7 s

•(z. -z? ).«.(z. -z? )
12 12 xs V

como D^f( z q ) = 0 para todo multiindice entonces 
( s  )  g (0) = 0, s=0,l,••• luego

uíD^fCz)) =
J
0u( T¿'íh-l)!' S (k" h ) (t))dt u eE *

entonces por la definición I.2,5« existe

(i-t)h+k_1 (k+h),n  « , ,
) 0 T h.k-lVT g (t)dt = D f(z)

y además

q(D“f(z))« p r q (V(k^h-l)!

-í sup p ”kq(g^k+h  ̂(t) ) í 
te [0 ,1] » r

n
sup p “ 'y* q (D . D°^f(z +t(z-z ))., r rn 1-, \ r .------- :  T , O ot€{0 ,lj V 3L1»«-*i:Lk + h 1 k+h

• |z. -z? I Iz. -z? | ••• Iz. -z? I• 1 1 ' 1 1 1 1 1 11 1 2 2 k+h k+h
como |z. -z? I ^ I z-z I obtendremos* X 1 1 1 o1s s

p“k sup q(D*(f O ) (x) ) v< 2 ZZUL sup|q(D^f(z) )} •
\ xel [plü Wl+k+h zcXl
, k+h _k+h h wl + k+hrk+h ,—  k+h\fri  ̂r  ̂n 4 fn
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• sup { D^f(z)) : z e  Rn f |plé l«<l + k-»h}

PROPOSICION 3. Sea g de ^  (/1,E), consideremos
OQ

y* • de 1.3 ., entonces
3=1 J

OO
g(z) Zl_ D ( . ) (z ) es una función de

j=i J
^ ( - n ,  e ) para todo multiindice. 
Obsérvese que una consecuencia de esta 

proposición es que la función
y OO

J  ->—  .» --1h(z) = g(z) D / . 'f.'f • (z) z e-O.
j=l J

0 z £É. -fi
es de (_TL,E).
Demostración: sea q seminorma continua en E, r un na-o

tural y z de B • Sea j r<± IB /ro
/ 0 ¿ 0 j, tendremos que card ot* £ k11

o

q(g(z) D Z Z  foT^Cz)) = q(g(z) D >  ( (z) ) =
j=l J reía? J

= (|)M,q(s(z)) Z Z  P ; l0<,(D^)( S^íz)))*
p reif ' J

< (^)  ̂sup (D0'̂ f(x)| >  q(g(z) p ” 1**)
P x£l re aC

^ (“ )^1 sup Z Z  P" ' sup q(g o'f (x)) = (x)
xel r€*f ' xel

aplicando la proposición anterior tendremos que para 
un natural h dado existe una constante M positiva que 
sólo depende de Kl+h con

(x) ^ M(-^) >  sup jq(D^g(y)) / y £ $ n lpUi°<I+h J<

.sup { D °*f(x) / x c I¡ (sx)
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por la proposición 1 .3 *1« tendremos que para todo r de 
&  * fr í 2 fr ' lues°

q(g(z) D Z Z  M4n 2h (^)l‘" sup{q(D?g(y) /
j=l 3 5

/ y e t ” IpU } sup {D ̂ fíx) / x e l }  p ^  (hxx )
O

como p « 1  para todo r natural, tendremos que
I r o °

oo
g(z) D 2—  ’fo'f . (z) es acotado en XL , además tomado

j =i J

z en aJX y £ > 0, sea z ¿ B ( z  , £ O-, como por defio o —
nición \íñ p ^ d(B ,3R a;-0- ) ^ £ , si z tiende a z , ten 

1 o o °
dremos que tiende a cero, de (xxx) obtendremos que

o
OO

lim q(g(z) D* 2  ^ " (z)) = O, luego la función h
z— »z j=l 3r-v OZ €-fl
es continua en IRn y acotada*

Sea í un multiindice y z de XX  , aplican
do la fórmula de Leibnitz obtenemos

íg(z) D *21 'fo'f“1 (z)] = >  c DSg(z) D 2 Z  ( "Jr (z ) )
L j=i 3 t p ' í j=i 3

luego, si en la prueba efectuada se sustituye g por 
D^g(z) £ y el multiindice °< por o<yu. , obtene
mos que para todo multiindice X la función

Y z c -fXD fg(z) D ZI (
j=l Jh (z) =

1 O  Z  ¿ S L

es una función continua y acotada en IRn , por lo tanto 
para finalizar la prueba basta probar que para todo z 
de 3-TL y para todo multiindice X , existe D h(z) = O* 
Hagámoslo por inducción sobre el orden de ^ , para
[yj = O está probado. Supongámoslo cierto para todo
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con | V| ^ m. Sea e^= (0,..•,0,1,0,. . . ,0) con el 1 en el 
i-ósimo lugar, sea z q de , veamos que existe
^ eiD h(z ) = 0. Si z no está en £L , D h(z) = 0 luego o

tomado z = z + te.e_Q_ y q seminorma continua en E o i
D * h ( z  + t e .)- D ^ h ( z  ) f

q( --------- >  =  J=3^ - t ---------------- >
aplicando (xjüc) y la fórmula de Leibnitz

q t D S S ( z o + t e . í D ^ Í ^  í̂.'f-1 )(zo+ t e ± )]<

5 ±jj. — S
M sup { q(D^g(y) ) / | (bU Ul+ Ul+h , y €. Rn j h

r

siendo r tal que z + t e . está en B y M una constan- o ^ o i  ro
te positiva y h un natural, tomando h=2 , como |t| =
= Iz t te.- z I , entonces 111 > d(B , IRn/v SI. ) pQr ia i o i o 1 ’ r *
proposición I«3 «l« tendremos \t\ ^ d(B^ ,]Rn A;_fl ) >/ '/ñ pro o
quedará

YD h(z +• te.)    ñ
q(----- ^ ^  2 Z 1 \c, | M sup q(D g(y) ) / y e l  ,

, 1 (2>1 < Wl + líl + h ] jí?

cuando t tiende a 0 , p tiende a 0 , luego
* o

D h(z + t e .)
q(----- 2t —  O

K+e.
luego existe D h(z ) = 0.

ro

PROPOSICION km Si f está en ^é^ClTjE) entonces la fun
ción — — ----   está en %  n (J7-,E).

fDemostración: la función ^  ■ ,■ se entiende exten-
zr'f.f:
j=i J

j=i J
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dida a todo 3Rn , tomando el valor cero 
fuera de IT. Tomado z de-TI , tendremos

que dado multiindice, — — £----iJ^z  ̂ será una
Z~ 'fo'f • 
j=i J

fracción cuyo numerador es una combinación lineal de 
elementos de la forma
s = D*f Df ( ¿  ' M ‘1 )ds (Z: H o ‘t.'f:1 ) (s) 

j=i 3 j=i 3 j=i 3

y el denominador una potencia entera y positiva de
da -1 , como Valdivia ( 23 ) , tomado bsinf-j^x)
j = l 3

Z  1xeL^| > 0, entonces X  • (z) ̂  b para todo z de
j=l 3

do ,
Si. , luego dado k natural {̂  f« f T3, (z)J» b^. Por la

j=l J
proposición 3» la extensión de ($) a Rn tomándola
como cero en IR11/̂ _TL , son funciones de fe ^(_0-,E), ade
más, si z está en -Q-

q(— 75" “̂̂ 7 ---- r) ¿ sup q(s (z)) ■—
(ZT yovf .(z)) zel b
j=l 3 , (b _ 1

Z  £  _ Q _

luego las funciones s n(z) =
z £-0-

son funciones continuas en RAi, para todo multiin
dice, entonces procediendo por inducción como en la 
proposición 3«» usando que dado e^, t real, zq de 'd-Q-
z + h e . de -TL0 1

s(z +he.) , s (z + h e . ) 1__________ o 1_______ \ . 1 (___ o 1 v
q ( k " k q t '

(Z- o *T (z -v- he . )) t b
j=i 3 0  1

obtendremos la conclusión.

PROPOSICION 5* La aplicación X  ----t>̂ §^(_fL,E)
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definida como
 f (z)

a * )  =
C-O-

0 z & -fi
es lineal y continua.

Demostración: como, si z no está en -H_ , la función y 
las parciales de cualquier orden toman 
el valor cero, bastará estudiar el com

portamiento al variar z en-TL . Dado multiindice y
z en -TL tendremos, llamando g(z) = (^  fo Y ( z ) )

j=l 3

D*(fS )(z) = D^Cf-ss— i---r)( z) =

j=l J
c D/Kf(z) ^(-ss— i--- t ) (z )

de la proposición 4. obtenemos que D^Cfg)(z) será una 
combinación lineal de elementos de la forma

H(z) = D^f(z) D^( 2 T  (z) ) . . .D 2 1  -1 (z) )g(z)h
j=l J J=1 3

donde h es un entero positivo, llamemos a esta expre
sión (x)• Sea r un entero positivo tal que z está en
B c int (A ), sea of = ■( s e 31 / A 0 A 0 0 Y. Sabemosr r ’ l r s J
que card(<^ ) ̂  4n , tendremos que

^(z))! « z z  p Z ™  sup lDr^(x )l
j=1  ̂ s-e^ ' xel

Sea t entero positivo con t > max^ DTl, í S|, • • • , I 'J/Jque 
puedan aparecer, sea m el máximo número de factores 
que puedan aparecer en (x)• Sean

Q
M = max sup |D (x)|

|el*t xel
M^= sup --- -̂-— > 0 para los h posibles
5 Z ( A  (g(z))h
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tendremos entonces que como s está en ^  ̂  2 p r

q(H(z) ) í- 4n2tm  ̂"tmM™ M3 q(D^f(z) ) ¿ 
aplicando la proposición 2.
^ 4n 2̂ 'mM2 M sup |q(DTf(z)) ze-^ ¡ I IT 1 $ \jA* tm ̂

siendo M una constante positiva, como , tendre
mos que tomado M^= kU'2̂'myir̂ M^M, si u. es el nómero de 
términos H(z) que aparecen y z está en -O- 

q(D*(fg) (z) ) ^ 2 T  M4 m a x \cu*l SUP (z ) ) / ze-H-,
yU+y = <* '

5 iTTl $ |o<\ +- tm }
luego existe una constante K* y una seminorma continua 
en ^^(JL,E), Q(ldl 4- tm ,q) cumpliendo
sup q(D^( f g) (z) ) £ Q( \*\4- tm ,q)(f)
z^_a
para toda f de j6 ^(_fL,E), de donde la continuidad se 
deduce inmediatamente.

Considerado I el cubo unitario IsC-lill*1
y los espacios y ó6 (I, E) ) definidos en I.l
siendo ahora ( p ) 00_ la sucesión de las aristas de \ r r=loo(B ) , de la partición de la unidad de-O-de I.3«, sear r=±
T una aplicación entre A  <2^(1»E)) y ^^(_n,E) defi
nida como sigue: si está en ,X ̂ (ê f (I , E) )

T((f )) = z: ^ o ? ; 1
r=l

PROPOSICION 6. La aplicación T está bien definida, es
lineal y continua.

Demostración: como sop f^cl, r=l,2,... y ^P^(z) es
tá en I si y sólo si z está en A , ten- j r »
dremos que por 1.3 • la función
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00 -1 nf 04> está definida en todo JR. y es obvio que si
r=l

n 42- -1z está en JE. /v-H_ , X  f «'f (z) = 0. Veamos que
r=l

a) ^  f o f  "  está en £  (!Rn ,E)—  r r ’r=l
°° -1b) ¿ L  fr está en ^  1 (_a,E)
r=l

la prueba es análoga a la de la proposición 3«
Sea z dejQ_« sea r con z en B , sea 7 o r ’o

of = ̂  r e 3T / A 0 A ^ 0Í , tendremos que para todo
o

oo
multiindice D f . 0 (z ) = ]> D°^(f o4)”^)(z)

j=l 3 3 r e ^  r r
luego dada q seminorma continua en E tendremos
q(D ( Z  f o f ^ C z ) ) )  = q( ~ZL D°^(f « vf~1)(z)) £

r=l r r re# r r

¿  X L P r k l q ( pe<f r ) ( ^  ( f  )K , 2 I  ^ ,0s u p q ( D f  ( x )  )r€ o*' 1 re^ 1 xel
(x) ^ ' sup p “ ^*sup q(D°^f (x) ) (xx)

5 rem ' r xel r
esta expresión es finita por definición de X (<^(I,E))
la desigualdad (x) puede mejorarse usando que

( p “ ^ ”2sup qÍD^f (x) ) ) está en P°° y quedará 
' r xel r

q(D ( ¿ T f  o^f^íz))) £ SUP ( P ”'°̂í“2supq(D0<f (x) ) .
r=l 5 r 6^  1 r xel r

° P r
por la proposición I.3*l« P $2 p , luego quedará

' o

(xxx) q(D ( 2H f o *’1 (z) ) ) ̂  ztn (“ ) * sup( P " l0<'"2.
r=l 5 « I  ' r

. sup q(D*f (x))) “2
xel
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cuando z tiende a z e ‘D-íl y tendremos que p tiende
’ o

a 0 luego la función
’D ^ i :  (f . ^ H z ) )  ze^X

r=l
0 z ftjC\

es continua en BLn para todo <x multiindice, además
usando (xxx) y procediendo por inducción como en la
proposición 3*y obtenemos que > f ô f ~ está en

r=l
£  (Btn ,E) , entonces la desigualdad (xx) nos permite 

°° 1afirmar que T "  f o ^ está en ^>^(_fl,E). La linea- 
r=l

lidad de T se sigue trivialmente. En cuanto a la con
tinuidad, basta observar en la definición de 
A 00(2 S'(i,e) ) que la segunda expresión de (xx) es una 

seminorma continua en A  ¿£T(I, E) ) , de donde se de
duce la continuidad de T ya que un sistema fundamen
tal de seminormas en X ^  (<2^(1 ,E) ) es, dado (í* ) de

^ J ^ f d í E ) ) ,  qm k ( d r )) = s u p ^ “k ^ l  sup q (D** f ̂ (x ) )
’ r U\¿m xel

al variar m y k en los enteros positivos y q en las
seminormas continuas en E,

Dado f de 1 Ca7,E), sea (ŷ r )r=1 la
partición de la unidad de -TL definida en I#3 *j tomemos
la función h como h = (f .M, )o ̂  1 r=l,2 ,..., es evir r / r r ’ 1 1 1 —
dente que está en «Zf(I,E) r=l,2 , ... / to
mado x de ^ (-O. ) tenemos
h_(x) = f ( (x)) yU. _( f^(x)) =

-1
Vo V r ( f r (x )> f ( u> (x )). = f( V ( x ) )  -ss "r
z :  ( Y - U ) )
j=l J
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_________ (x)_____
* ^ r  s,.vfT1 ( "f_(x)) 
j=i J

si x no está en I, ^ r (x)=0 , luego sop el, r=l,2,... 
si denotamos para z en-H- , g(z) = --- ---r— — , ten-

z: 4^ “ u )  
j=i j

dremos que la función que vale fg en -Hl y o en Rn/v-Ti- 
es una función de ^  ̂  (Jl ,E) por la proposición 5»

PROPOSICION 7. La aplicación S : jé (_a ,E) — zf{I ,E) )o°definida como S(f) = para cada
t de ^ 1 (iX, E) es lineal y continua. 

Demostración: tenemos que
h =  (fg)( „ = ((fs)o'f ).T
luego dado multiindice y q seminorma 

continua en E y k entero positivo
p" k sup q(D*h (x)) = p ”k sup q(D ̂ [(fg) ( ’f (x) ) f (x)J ) ¿ 
‘ xel r ' r xel
por la fórmula de Leibnitz

ic5 P “k sup q(D^ (fg) o (x) ) sup [D l
* i 0 T yí? T3+p> = <* ' xel xel

luego (h^) está en (I,E)) por definición. Veamos
que es continua, dada q seminorma continua en E, m y k 
enteros positivos, sea Q(q,m,k) una seminorma de la fa 
milia fundamental definida en <2f (I, E) )
Q(q,m,k) (S (f) ) = Q( q,m,k, ) (h^) = >  sup O “k .

m reí ‘
. sup q (D (x ) ) = sup p~ksup qíD^ [(f g) (^(x) ) f (x)])*'

xel io<i< m reN xel
¿ Z ~  SUP ?  ~~ )c _  ̂P ”ksup q(D *( (f g)o f ) (x) sup |DPf (x)|

m reN S-vp, = «: r xel xel
tomemos M ^ 1c s a 1 sup ] D cuando S+p> = c< y [a(}¿m, ten

' x e l

dremos
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Q(q,m,k)(h ) ^ sup 2ZT M p ”kjsuP q(D*(fg)o¥)(x)£
r |<yiá m rcN lSU|<x| xel

por la proposición 2. tendremos
 ̂ nm M  supn q(D*(fg)(z)) (xx)

(SU m zeR
donde es una constante positiva que no depende de 
(fg). Como la aplicación JX(f) = fg es continua en 
jé-^(XL,E)j aplicando la proposición 5-» tendremos que 
existe una constante positiva que no depende de f 
y un h entero positivo con
(xx) ¿ sup £ q(D^f (z)) ze]Rn , |p)<h)
luego la aplicación S es continua.

PROPOSICION 8 . El espacio E) es isomorfo topo-
lógicamente a un subespacio complemen
tado de A oa(«2T(I ,E)) .

Demostración: basta probar que T«S de ̂  ̂ C/X»E) en si 
mismo es la identidad, entonces por el 
teorema 1.2.8. S.T será una proyección 

continua de A  (^ZÍ"(I,E)) cuya imagen es S(^_(/1,E))X
isomorfo topológicamente a E) . Veamos la afir
mación: ToS(f) = T(h ) = ¿ I  h o f "1 =

r=l

oo
tá en -TL, f(z) = 0 = f(z) M. (z ) •-i rr=l

Sea f de ^^(_0.,E), definimos f de I en
E como sigue f (x) = f ( »-p (x) ) para cada x de I, obviar r —
mente f está en <5(I,E). r
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PROPOSICION 9* Tomado ( como la sucesión de aris
tas de Y f en ,E) , enton
ces (f ) está en S (I,E)).

Demostración: a) Si jQ__ = &n tendremos que (*rs ^ i
r=l, 2 , • • • luego A j  £ (I,E)) es igual 
a m (E (I,E))* Como x está en I, dado 

multiindice, k entero positivo y q seminorma continua 
en E tendremos = 1 r=l,2,...

q(D (f (x))) £ qíÍD^fJC (x) ) )̂  suPn q(D*f(z))
z e  IR

para r=l,2,...
b) Si JfL Rn , aplicando la proposición 

2* con h=0 , tendremos que la sucesión
—k ** 00( P sup q(D (f « f )(x)) es acotada, de donde la

xel r
conclusión es inmediata*

r k kSea J = tñ-gj * consideremos X de
n

15 '15-1
e(J,E) a «2Í(I ,E) operador de extensión lineal y con

tinuo que existe por el teorema 1*2*4* Bonet (1)(3)•

PROPOSICION 10. La aplicación Y de A  ̂ (£ (J ,E)) en
A ( ^ ( I » E ) ) j  definida como Y((f )) =roo= (X(f^))^_^, es lineal y continua.

Demostración: dada q seminorma continua en E y oc mul
tiindice, como X es continua, existirá 
otra seminorma p continua en E, un M po

sitivo y un entero positivo m verificando
sup q (D* X(f) (x) ) ^ M sup sup p(D^f(x)) Vf e £(J,E)
xel lpk<m xej
de aquí obtenemos que Y está bien definida, y es con
tinua porque dado (f ) de 'Aeo( ̂  (J,E))
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sup p~ksup qÍD^XCf ) (x) )  ̂ M sup sup P~ksup(D^f (x) ) 
r »r xel r |̂ |<m r 'r xej r

como el segundo miembro es una seminorma continua en
\ et) ( € (I,E)), se obtiene la conclusión buscada,

Y es inyectiva por serlo X y es fácil
probar que es abierta sobre la imagen, definimos ahora
Z: X  £ (J,E) ) del modo siguiente
Z (f) = ((Zf) ) ~  r r=±
siendo (Zf) (x) = f «'f (x) para x en J , r=l,2,.,, r r
Las proposiciones 2, y 9* nos aseguran que Z es conti
nua, la linealidad es trivial, no es inyectiva ya que 
tomado un r en S y  un z en-O. con N(z) entorno de z 
contenido en B^'v , y f de ,E) con sop f incluí
do en N(z) y f no nula, entonces Z(f) = 0, luego Z no 
es inyectiva.

Consideremos ahora la aplicación T de la
proposición 6,

PROPOSICION 11, X  & (J,E)) es isomorfo a un subespa
ció complementado de ^ (_Q , E ) . 

Demostración: tendremos que la aplicación Z,T«Y de
X(<£ (J,E)) en si mismo, veamos que es

OO

la identidad. Sea (fr ) de ^"(JjE))
ZoToY(f ) = Z(T(Y(f ))) = Z(T(Xf )) = (Xf ) □ f “1) =r r r , r rr=l00 -i= (h ) por definición h (x) = (j>~ (Xf ) o ) 9 Y  (x) ,S S  ̂ I* Sr=l
Como dado x de J, (x) está en C para r^s, A fl C =0S S ]T S
por la proposición I,3»l*» tendremos

h (x) = (Xf ) o T “1 ( (x )) = (Xf> ) (x ) = f (x ) x e Js s s 1 s s s
tendremos que T«Y: 6 (J,E))----i> P> (-fi ,E) y
Z: %  X (Z1 ,E) c (J,E)) satisfaciendo ZoT«Y=l
luego, por el teorema 1.2,8,, (ToY).Z es una proyección
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continua en ), ToY es un isoraorfisrao topoló-
gico sobre la imagen, Z es sobre y T. Y«Z (jé ,E) ) =
= ToY( A m ( £ (J ,E) ) ) * (J , E) ) •

TEOREMA 1. Si E es un espacio localmente completo,
es isomorfo topológicamente a

A  m(s (e )).
Demostración: si E es localmente completo tendremos, 

por la proposición 1*2.3• Bonet ( 3 )
que <5 (J,E) ^ S ( E ) i (I, E) , luego 

A ^ ( e ( J , E ) ) i  A oc(S(E)) t Aooíc^d.E)). La propo
sición 8 * nos dice que ^^C-G_,E) es isomorfo topoló- 
gicamente a un subespacio complementado de ,Xoo(S(E)) 
y la proposición 11* nos dice que /X^CSÍE)) es isomor 
fo topológicamente a un subespacio complementado de

,E), la conclusión se obtiene por el teorema I.1.5*
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II.2. ALGUNOS CASOS PARTICULARES

eso Considerado abierto no vacío de Rn y
( Pr )r_2 -̂a sucesi^n de las aristas de los rectángulos
(B ) _ de La partición de la unidad de -O- definida enr r=1
I.3«i sabemos que ^ r= ^ } k(r) € N ^ ̂ OÍ • Sea E un
espacio, consideremos en adelante los espacios X©© y 
X  Q asociados a ( ^ definidos en 1 .1.5- y 1 -1-6.
Los siguientes resultados han sido obtenidos por Valdd. 
via para el caso escalar en ( 27), y para E localmente 
completo por Bonet y el autor en ( ^ ).

Sea m(S(E)) definido en 1.1.3- Dado (xr )
X* I* ©ode m(S(E)) definimos y = (y ) n con x = (x ) n eJ n n=l n n=l

r r “1y = x ^ y obviamente P n  ̂n. Dado k entero positi-
fr n

vo y q seminorma continua en E, n^q(yr ) = n^q(xr ^ ^
11 n

i k< (p n) q(x 1 ), como x está en S(E),
' r fr n

lim ( p r^n)kq(xr ^ ) = 0 k=l, 2 , . . •
n-t» oo p_̂  n
lim n^q(yr ) = 0 k=l,2,... luego yr está en S(E)n-*co n 1•p oo
r=l,2,... Veamos que (y ) ^ es-t̂  en Xo.(S(E)), ten
dremos que dada q seminorma continua en E, k y m en
teros no negativos

i m +■ k .-k m ( Tn „ , — 1 \ ( r \ m+k , rvp sup n q(y ) ^ sup (n p ) q(x ) < sup p q(x )
*r n n n 'r p” n p P

j' ©Ocomo (x ) -̂ está en m(S(E)), por definición
m^-k / r w  ^  .. -,-k m , r wsup sup p q(x ) < oo f luego sup P sup n q(.y ) o

r p ^ re N n m
^ sup sup pm*k q(xr ) (x)

r p p
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de esta desigualdad obtenemos que (y está en
\  (S(E)).Oo

PROPOSICION 1. La aplicación :m(S (E) )---f> A oo(S(E))
definida como Z^(x ) = (y ), es lineal 
y continua.

Demostración: hemos probado ya que está bien definida 
y trivialmente es lineal, la continuidad 
se deduce inmediatamente de la desigual

dad (x), puesto que un sistema fundamental de seminor
mas en A qJÍSÍE)) es
■i sup p " ksup nmq(y“ ) ((yn)n=l)r=l 6 'rtl ' n
k,m=l,2,,,, ,q seminorma continua en E } 
y el segundo miembro de la desigualdad es una seminor
ma continua en m(S(E)),

r 00Dado ahora (x ) de A^ÍSCE)), defi-r=±
r 00

yn

nimos (y ) n como J r=l
r j' 0 si n no es múltiplo de

r -1si n=p P 
P \r

aplicando la definición, si m es un entero no negativo 
y q una seminorma continua en E, entonces para cada r 
natural tendremos:

t mm t r \ . / —1 \ m ¡ r\sup n q(ym ) ^ ( Pr ) sup p q(xp )
neJS » p
como ((x ) .. ) .. está en Á_(S(E)) se verifica:p p=l r=l 00

r\°°
p p=l r=
m / r \ „ —ni ni / x \ / \sup sup n q(y ) £ sup p sup p q(x } < + o® IxxJ

r n  n r ^ r p P
por lo tanto:

PROPOSICION 2. Definido U_ : A  (S(E))----> m(S(E))i. c*3
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como U^(x ) = (y ), entonces es lineal 
y continua.

Demostración: por la desigualdad (xx) tendremos que
está bien definida, es trivialmente li
neal, y, al variar m en los enteros posi. 

tivos y q en las seminormas continuas en E, el primer 
miembro de (xx) es un sistema fundamental de seminormas 
en m(S(E)) y el segundo miembro es siempre una seminor 
ma continua en A^ÍSÍE)), luego es continua.

PROPOSICION 3« A  oo(s (E >) es topológicamente isomorfo
a un subespacio complementado de m(S(E)).

Demostración: probemos que Z.aU. : A  (S(E) )---<> A  (S(E))JL 1 CX3 OO
OO

es la identidad, Zl0U (xr )=Z (yr )=(zr ) ,jl l j. r=±
r r ^  x* x* rcon z = (z ) .. , z = y , = x , n,r=l, 2 ,n n=l’ n 0-l n ’ ’ ’ ’

rP, n
luego Z^oU^íx ) = (x )• Por otra parte es lineal y con
tinua, entonces por el teorema 1.2.8 . ( 9 )i tendremos
que Z es una proyección continua de m(S(E)) y 
A^ÍSCE)) es isomorfo topológicamente a un subespacio 

complementado de m(S(E)).

Sea t la función definida en Rn tal que
si JX = Rn , t(x) = co para cada x de Rn , y si SL  ¿ Rn
t(x) = min ̂ |x-y| / y e. -O-\
Se dice que un conjuntóles casi acotado si para cada

, el conjunto {xe / t(x) } Z.'l es acotado.
Un abierto JX es casi acotado si y sólo si lim p =0

r--c> oo '

porque si lim o = 0 , dado ¿">0 , p natural tal que
r--*> '

p—
JLÍI1 < E es arista de un cierto B , tendremos que exis 2P
te un r tal que si r > r , p luegoo ^ o ir
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x g .B^ r ^ r Q t(x)^ \[n ^ ̂  p r=
por lo tanto -íx e Rn / t(x) >/ C. U  B que es i rr  ̂ro
compacto. Reciprocamente, si para cada £ > 0 ,  el con
junto |x e / t(x)^£^ es acotado-, tendremos que

uJjB / P ¿ V 2P 1 es un conjunto acotado porque 
péUT r * r
si x está en B^, t(x) ^  fñ luego ^ r e N  /
es finito para p=0 ,l,2 ,... y de aquí lim p = 0 .

r--t»oo
Luego si JTL no es casi acotado existe una subsucesión

OO( P ) . _ tal que P = p = . . . =  P = . . .
I j J=1 \r! )r 2 ir j

PROPOSICION 4. Si J~L no es casi , acotado A©o(S(E)) tie
ne un subespacio complementado isomorfo 
a m(S(E)).

Demostración: sea ( p ) . , subsucesión con p =...=
rr j j=1 (ri

= pr =... Sea F1= -|(xr ) 6 A ^ O C E ) )  /
' j

/ xr= 0 r¿r j=l,2 ,... ) , yJ
F = { (xr ) e  A (S(E)) / xr= 0 r=r j=l,2,...]<á t OO J
Como la aplicación A: A  ̂ (S (E) )----c- es trivialmente
lineal, continua y sobre y Ker A = F^, tendremos que
\  (S(E)) = F_ © ,Ker A = F n ®,F_. F.. es isomorfo topo °o l t  1 t ¿ i —

lógicamente a m(S(E)) porque dada q seminorma continua
en E y k y m enteros positivos, (x ) F^

-k m / rv -k m , r j%sup n sup n q(x ) = p sup sup n q(x *)
reUT ' r n n ' rl jeN n m
luego la aplicación W:m(S(E))--— > F^

w((x¿)) = con
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es un isomorfismo topológico#

TEOREMA 1. Si -O- es un abierto de Rn no casi acotado, 
entonces ^  ^(SÍE)) es topológicamente iso
morfo a m(S(E))#

Demostración: es una consecuencia directa de las prop^ 
siciones 3 * y  y  de que /X^SÍE)) tie 
ne la propiedad de complementación por 

el teorema I#l#5«

TEOREMA 2# Si E es un espacio localmente completo y
es un abierto de Rn no casi acotado, enton
ces B í O i .e ) es topológicamente isomorfo a 
m(S(E))•

Demostración: consecuencia directa de los teoremas 1*1* 
y  2 ,

Valdivia ha probado en ( 23 ) que 
es nuclear si y sólo si existe t entero positivo taloc>
que ^  P < + oo , Diremos que un abierto SX- de Rn es 

n=l ' r
casi integrable si satisface esta condición.

Si jQ. es un abierto casi integrable exis
te a lo sumo un número finito de términos repetidos en
la sucesión ( P ), luego podemos considerarla ordenada

r . t
?r=como una sucesión decreciente# Por lo tanto lim r ^

r--t> oo
= O ya que la serie es convergente# De hecho si existe

09t _  2tt tal que lim r p  = 0 » entonces la serie / . 0 <
r--ooo \ r=l ‘

luego esta condición equivale a la de ser I~l~ casi in
tegrable#
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PROPOSICION 5* Sea E un espacio y -TI. ¿ 0 un abierto
de Rn casi integrable, entonces

)) es topológicamente isomorfo 
a un subespacio complementado de S(S(E)). 

Demostración: definimos Z0:S(S(E) )----̂ - X_(S(E)) co-¿á OO
r. 00mo sigue: dado (x ) _ de S(S(E)),r=-L

Z <xr ) = (yr ) ?°1 con x^ ^ ) " 0 é=S(E),r=i n n=l 7
^  ■y»y = (y ), y = x . y está en S(E) r=l,2,... seIX XX — X
fr n

deduce de la desigualdad siguiente: dado m entero po
sitivo y q seminorma continua en E
nm q(y^) = nm q(xr ^ ¿ ( p “1n)mq(xr -,) í sup pmq(xr )

Pr n ?r n p
dado ahora k entero negativo tendremos

-k m / -(k+m) m+k , r xo sup n q ( y n ) ¿ P sup n q(x ¿
' n ' n fr n

, m-t-k .( -1 v , r \ . m+k t rxsup ( n) q(x t ) ^ sup p
n ' pr n p

o n) q(x _± )
0r n
 ̂-k m / r x m+k , r xpor lo tanto sup 0 sup n q(y ) $ sup p q(x )

reí 'r n n r,p p
luego Z^ está bien definida. Al ser trivialmente li
neal será continua.

Definamos ahora U^: Xoo(S (E) )--■*> S(S(E))
como, (xr )T* (S (E)) , U (xr ) = (yr ) , yr= (y*')r —x m  ¿ ii
r 0 si n no es múltiplo de y

^n“ j r . -1( Xp si n= pr p
1 m m r

tendremos que sup n q(y ) < ( o ) sup p q(x ) < + 00n \ r pn P
para todo m entero positivo y toda q seminorma conti-
nua en E, luego y está en S(E) para r=l,2,... Vea-OOmos ahora que (y )r_^ está en S(S(E)). Sea h entero
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positivo, como existe t positivo con lim r 0 y
r--*>o©

evidentemente t se puede tomar entero positivo, exis
tirá un r^ tal que r > rQ r j)̂  < 1 , luego r <r ̂  (x)
consecuentemente tendremos
h m , r-y h, — 1 \ra m , r^ , vr sup n q(yn ) $ r \ pr ) sup p q(x ) (mí)

n P
para r¿ rQ tendremos, por (x) y (xx)
h m / r\ , -th-m m , rx^r sup n q(yn ) - Pr sup p q(x )$

n ' P
-(th-+m) m , T n . , m  / \< sup o sup p q(x ) (xxx)

re2T p P
p  ypuesto que (x ) está en A  (S(E)). Si r^ rOo O

h m { rv h -(h+m) m , r-yr sup n q ( y n ) í rQ P sup p q(x )
n P

como rQ > 1 , tendremos por (xxx) que esta desigualdad
se verifica también si r ^ r  , luego existeo
sup r^sup nmq(yr ) y verifica que 
reH n n

__ w  r-, m / r^ h 0-(th+m)Q(q,h,m) (y ) = sup sup n q(yn ) ¿ sup
re 31 n re JS

m ir* ^• sup p q(x ) = r Q(q, th-»-m,m) (x ) (xxxx)p oP
como la familia Q(q,h,m), al variar q en las seminor- 
mas continuas en E, h y m en los enteros positivos, es 
un sistema fundamental de seminormas continuas en

/y)S(S(E)) y Q(q,th+m,m) es una seminorma continua en 
AooÍSCE)), tendremos que está bien definida y co

mo es lineal, por (xxxx) es continua. Tendremos que 
Z2* ü2 : X^ÍSÍE))---- * Acx»(S(E)) es la identidad pro
bándolo como en la proposición 3«» luego U^oZ^ es una 
proyección continua en S(S(E)), aplicando el teorema 
1,8. de Horvath, X ^ Í S Í E ) )  es isomorfo topológicamen-
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te a U2 ( ^poíSÍE)) subespa ció complementado de S(S(E)).

TEOREMA 3. Si E es un espacio y -O-es un abierto na va
ció de fl£n casi integrable, entonces A (S(E))

OQ
es isomorfo topológicamente a S(E). 

Demostración: la proposición 3* nos asegura que
X  (S(E)) es isomorfo topológicamente 

a un subespacio complementado de S(S(E)) 
pero por el teorema 1.1.3, (Bonet( 1)) S(S(E)) * S(E). 
Por otra parte S(E) es siempre isomorfo topológicamen
te a un subespacio complementado de X  oo(S(E)) ya que
la aplicación Tr: ^X^CSÍE ))----> \ J . S ( E ) )  con

1(x ) = (x ,0 ,0 ,...), es una proyección continua tri
vialmente cuya imagen Tí ( Xoo^SÍE))) es isomorfa topo- 
lógicamente a S(E) como es inmediato comprobar. Enton
ces, por poseer S(E) la propiedad de complementación 
por el teorema I.l.l. (Bonet), S(E) - A^CSÍE)).

TEOREMA 4 .  Si E es un espacio localmente completo y
es un abierto de Rn no vacio casi integra
ble, entonces ^é^(_fL,E) es isomorfo topoló
gicamente a S(E).

Demostración: consecuencia inmediata de los teoremas
3 y  i . i .

Si D- es acotado es sencillo comprobar 
que es casi integrable, en este caso tendremos que

es topológicamente isomorfo a S(E). Tampo
co es difícil probar que en este caso (-O.,E) =

,E), y por lo tanto si / I  es acotado ^ ) q (/T,E) 
es topológicamente isomerfo a S(E). Para una prueba 
directa, en ( 4 ), como ya se ha indicado, se tiene
un estudio exhaustivo de A u i .e ).
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COROLARIO 1* Si E es un espacio localmente completo y 
K es un compacto en BLn con interior no 
vacío, ^"(K,E) es topológicamente isomor
fo a S(E)•

Demostració*n: evidentemente <^f(K,E) = ^^(il_,E) =
= q (-Ti, E ) , siendo JTL = int(K) y como
tiene medida finita, tendremos
oo n

y¿(int(K)) = 2 1  p r i luego int(K) es casi integrable.

Este resultado aparece ya en ( ^ ) de
Bonet y el autor.
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II.3 . EL ESPACIO y (_afE)

DEFINICION 1. Llamaremos ,E), siendo E un espacio
-O- un abierto de Rn y F = _fl_ aj ]Rn , al su
bespacio de <5(3Ln ,E) formado por las fun 
ciones f que verifican que ellas y todas 
sus derivadas de cualquier orden se anu
lan en todo punto de F y además 

lim H zllr qÍD^fíz)) = 0
|| z  II —-O  oo

para cada r entero positivo, oi multiíndi. 
ce y q seminorma continua en E.
Se dota a y (-n.,E) de una topología lo

calmente convexa mediante la familia de seminormas
q(f) = >  sup { (l + Hxu2)rq(D°¿f (x) ) : x e ]Rn }P «r ^l«UP
al variar q en las seminormas continuas en E y p y r 
en los enteros positivos.

Valdivia e n (27,15)prueba que si E = K, 
i- s, y Bonet en ( 1 ) prueba que si E es un espacio 

localmente completo J^(E) 2: S(E). Si F = B£n entonces 
y  (Si ,E) = {0} , por lo tanto en lo que sigue supondre
mos F 0 Rn , o lo que es lo mismo, A -  un abierto no va
cío. Schwartz definió el espacio ^  = y ( En ,K).

Si JT = F es un abierto no vacio,
sean (B ) , (A ) °° , :JRn p Sn con f (I) = A ,r r=l’ r r=l’ 'r 'r r 7
r=l,2,..., {ji r • r=l,2,...J los cubos y la partición
de la unidad construidos en I.3«» de la que conserva
mos toda la notación. Sea M = j(xn ,xn ,•••,x ) e /m l 1 2 7 7 n
/ -m^-x.^m j=l,2,...,n^ • Sea la arista del
cubo B , como int(B )P|M 0 0 si y sólo si B C M  , sea r 7 r m J r m 7
m (r) entero positivo con B C M  , xajM , v , M = 0, * r m(r; m(rj-l7 o 7
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-1 oo
tomemos a = (m(r) ^r-1 ^ E un espacio, sea
A  ( á ( I,E)) definido en I.I., y C = {r / B c M ^ M \ o m *■ r m m—1 J
m=l,2,... Tomado M tendremos que la medida de M Pifl- 1 1  m m
será <400 5 sumando para los r de C^, entonces
si n >/ 1 tendremos que / P n ^ (2m)n- (2(m-l))n ,

reC 1 r m
m=l,2,... luego existirá una constante b positiva que 
no depende de m con (2m)n- (2 (m-1) )n bmU ^ , luego 

.. 2n 2 n-1 2 0
2 = ( P r = >  o  ( = > “ > ^ (¿2h r >  ^re C ' re C ’ m mm m

-2n oo
luego la familia ((m(r) p^ ) ^r-i es una ser:*-e su“

00 o 2 n '°°. ^—  o 2n oo 2Pr > ^  , Pr, . bmable con 2 Z .  (=777) = 2 -  (AA) * Z -  %
m,r=l m(r) m=l r=C m m=l m21 m

' m 7 ~ ^ " 2m=l mm
luego obtendremos, procediendo como en la demostra
ción de la proposición 2,5* y del teorema 2.3* » que 

A  (S(E))iS(E).OO
Si el espacio E es localmente completo 

tendremos que ¿2f(l,E) ~S(E) por el teorema 1.2.5#,
— 1 OOtomando en lo que sigue de sección a = (m(r) ^r-1

•\»CZÍ(I,E)) - A  poi S (E) ) i S(E)

PROPOSICION 1. Si E es un espacio localmente comple
to entonces (c2f(I , E) ) S(E).

Demostración: basta probar que JX ̂  5Í(I,E)) =
= A  (<ZÍ( I,E)) como conjuntos al tener 
ambos la misma topología. Evidentemente 

X  (¿zfd.E)) c  A j ^ ( i ,e )), reciprocamente, tomados 
p y k enteros positivos y q seminorma continua en E, 
tendremos por definición que
c = sup £m(r) Pr "̂J ̂  + ^  SUP  ̂ fr (x)) x e 1^ < + oC>

r r k r
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para en A^C *2Í(liE) ) , tendremos por lo tanto
que

(m(r) P"1) sup {q(D*f (x)) xl 6 l) < c P - 7— yI r ^  k r \ r nur,
de donde (f ) está en A  (jZfíI.E)). r o

Dado ahora (f ) de A  (« 2 ^ (1 ,E)) defini- r o
mos T(f ) = >' f o Y r ^— • r 1

PROPOSICION 2. La aplicación T es lineal y continua
de o (5S'(I,E)) en y<-Q, e )

Demostración: llamando al espacio de sucesiones de
«25(1 ,E) asociado a ( P ) n tal como 7 [r r=l
se define en I.l. 5,tendremos que

X A2ÍU ,E)) es un subespacio cerrado de 2" , y entn-
ces por ( k ) Bonet y el autor obtenemos que T(f^)
está incluido en , E) , luego T(f^) está en

<S_(E), es decir, es de clase £? °° en Rn yr
D^TÍf^Mx) = 0 para todo punto x de F y todo c* mul- 
tiíndice•

Considerados k y p enteros positivos y
q seminorma continua en E, dado £ > 0  existirá un r ^ 7 o
cumpliendo que si r ̂  r^

(■̂ ) (2n)lĉ >̂ n^+^ kn (m(r) pr^) max q(D f^(z) :
: z e l ,  p 1 (m )
Sea h entero positivo con r=l, 2 ,rQ , con
sideremos z en Rn con II z II ;>Vn(h + 2), podemos supo
ner z de iT. • Sea L = •[**€ N / z € Ar , card( L ) ̂  k n
tomemos j entero positivo con z en M . ̂  M . n , como rJ J-l
está en L , z está en A H M . tendremos B f|M. _= 0,
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luego j-l¿ m(r) , por lo tanto 
II z i|  ̂ ^ n(m(r) + l) <: 2n m(r) (xx)

de aquí para &! multíndice \oí\̂. p, tendremos
|1 z llk q(D^T(fr ) Cz) ) 4? llzllk 2 I  q(D^(fr ^Jíz)) =

r<ci_

= iiziik (|)‘ 1 ZII P ^ ^ q ( D ^fr ) ( ^ ^  
r^L

ft K |  k + P  &
£ (t) 2 H  (||ZII pr ) sup íq(D f^(x)) :xel, WUpJ í

re L 1
llamemos a esta desigualdad (xxx),

„ o Kl , k^p ^
£ 4 (— ) (2n) P max (m(r) p ” ) sup^ q(D f^íx)) :

r>r / o
: x e I , Wl * p ) (xxx)*
luego aplicando (x), (xx) y (xxx) tendremos que para 
todo z de ffin con || z J| >fn(h+2) se cumple
|| z l|kmax •[ D^TÍf^) (z) U| ^ j>\ < £

luego T está bien definida. Es continua porque si z
1cestá en y II z II í^ñ(h+2), sustituyendo |iz|] por

2 k 2 (1 4-lfzll ) £ n(h+2) + 1 = H, tendremos que

(1 +l|zl12) q(D*2T ^ o ^ ^ C z ) ) ^  (-|) 4nHP sup p ”k”P -
r

• sup ^qÍD^f^Cx) : x e l  , U l ^ p b
Si l|zll >\[ñ(h+2) y z está en-H-

2,k ^ nk 2k(1 4-l/Zll ) < 2 H z II
k k 2ksustituyendo en (xxx)1 iizll por 2 n zn encontra

remos que existe una constante que no depende de
(f ) con

2 k * -1 -1 k+P (1 4- II z l| ) q(D 21 f (z) ) ^ H sup (m(r) P )r r ± \ rr
.sup { q ( D f ( x )  : x e l  ; M U p J
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de donde existirá un número positivo con 
« ^ r ^ p . k  * H2«*(fr )p,p*k
para todo (f ) de A (^S(I,E)), luego T es continua, r o

PROPOSICION 3. Si f está en (/T,E) entonces
1!zll̂ kf(zjD^C (f o vfr'*')(z) está en

^(-Tl.E), k=0 ,1, y o< un multiín-
dice cualquiera.

Demostración: consecuencia inmediata de la proposi
ción 1, al ser l|z|l̂ kf(z) s JÉ^(jTL,E) 
para k=0,1,...

PROPOSICION km Si f está en ^  (_TL,E) entonces 

II zl| (z) D ̂ Z  r^(z) • • «D^2H 'kf°H)r^(z ) es 1111

elemento de ,E), para k=0,l,...
y o¿ , ,...,yk multiindices cualquiera

Demostración: aplicando reiteradamente la proposición
3.

PROPOSICION 5. Si f está en YíJl.E), entonces 
f —gy—  ---   está en ^(-H-jE).zr M'cf;r=l

Demostración: procediendo como en la prueba de .la pro
posición Imkm usando ahora las proposi
ciones 3* y km, obtendremos que si f es

tá en o< multiindice
ilzl|2k D^ffCz)-------^  ] « -B (_a,E) k=0,l,...

~ f . f l  (*) 1

Sea f de y  (-a,E), considerada ( 
la partición de la unidad definida en 1.3» llamamos
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h^= (f r=l,2,..# Tendremos trivialmente
que está en <^(I,E) r=l,2,..., llamando

g (z) = oo ■■ ■ ■ z e ü  , tendremos que la fun-

oo

i=l J
ción que vale fg en-H-y 0 en F = Rn ~J~l- es una fun
ción de ^  (fl,E) por la proposición 5» y h =
= ((f

PROPOSICION 6. La aplicación R de J  (XI,E) a
A 0 («zT(i ,e )), definida como R(f)=(h^)r_^
para cada f de (Jl-,E) , es lineal y
continua•

Demostración: por la proposición 1.7* > como f está en 
Jf(/1 ,E) entonces f es tá en ̂ &^C/2,E), 
tendremos para k y p enteros positivos,

q seminorma continua en E y o< multiindice con \o<,\< p,
existe D > 0 que no depende de f verificando
p~ksup { qCD^h^(x) ) }< D SUP ^D ̂ (f g) (z) : z e Â Jj
'r xeI r U\$P r

por la prueba de la proposición 1.5« obtendremos que
existe una constante y un número entero positivo h 
que no dependen de f con
P"ksup {qíD^ h (x) ) Y £ D *>"" sup { q(D* (f g) (z) ) \
' xel \s\< h ze.fl

Sea z de A^, sea m(r) el asociado, es decir,
B C M  / M / , entonces, como z está en M , x nr m(r) m(r)-l’ 9 m(r)-* 1
m(r ) + 12- ■»£11 ■ >, m(r ) -1, luego

i k o< 2 k(m(r) p ” ) sup { q(D h (x) ) } < D >  sup{(||zu +l) •
r xel r l*\íh Z6-TL

•q(D^(f)(z)))
por lo tanto al tomar supremos en los naturales, obte-
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nemos que está bien definida, y como es evidentemen
te lineal, es continua.

proposición 7. y c n , E )  es topológicamente isomorfo a
un subespacio complementado de 
A 0 (^f(X,E)).

Demostración: considerada T» R: i, -t> J  (_n.,E)
tendremos ToR(f) = T(((fg)« 4* ) ) =rco oo
= 211 fg .Mof f yl = f , para todo 

r=l r r=l r
f de f i n .  ,E), luego ToR es la identidad, por lo tan
to aplicando el teorema 1.2.8. tendremos que RoT es 
una proyección continua y R»T( A 0 (2f(l,E)) = R( yCíl,E)) 
es un subespacio complementado de A  o («^ZT(I,E)) isomor
fo a {£”L,E).

TEOREMA 1. y 9(_fl,E) , para _f)_ un abierto no vacío de 
B£n y E un espacio localmente completo, es 
topológicamente isomorfo a S(E). 

Demostración: en estas hipótesis por la proposición 1.
) es topológicamente isomorfo 

a S(E). Por otra parte, tomados 
P cint(Q) C Q CJ1-, cubos de Rn , y un operador de exten
sión lineal y continuo W: S (P,E)----o <A^(Q,E), podemos 
suponer W: <f(P,E)- —  -o (/2,E), es un isomorfismo en 
y W ( S  (P,E)) tiene como complemento topológico el su
bespacio de , E) de las funciones que se anulan en
P, luego como S(E) ^ £(P,E) iW( E (P,E)), tendremos que 
S(E) es isomorfo topológicamente a un subespacio com
plementado de 1,E) y ahora la conclusión se obtie
ne de la proposición 7* y del teorema I.l.l.
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CAPITULO III

35,LOS ESPACIOS cV^p(-/L,E) 1 P ̂ +°°

DEFINICION 1. Sea p e í  con 1 .< p <■ -*- oo f _n_ un abierto
no vacío en JRn y E un espacio, llamaremos 
S ^ p  (-61 ,E) al espacio de funciones f de 
S  (]Rn ,E) que verifiquen que para todo ex 
multiíndice y toda q seminorma continua 
en E se cumpla que 
q(D**f ( z) ) ̂  e L̂ " (lRn ) y D^fízísO 
para todo z de B£n/v-n .
Es un espacio vectorial sobre K, se le do

ta de una topología localmente convexa separada con la 
siguiente familia de seminormas: dada q seminorma con
tinua en E y h entero no negativo, se define Q:
Q(q,h)(f)= max ( í qCD^f(z))Pd z ) = 

l<*\¿h /^n
= max (j q(D°^f (z ) )^dz) ^

W U h  -0.
siendo f de c^^p (Jl., E ) .

Valdivia demuestra en ( 22) que los es
pacios de Schwartz ^ Tp(En ) con l ^ p  < son topol6gi-

]_/

camente isomorfos a t?® s y Bonet en ( 3 ) que los espa
cios aÓ p(IR11 L,E), con 1 < p < oo y E un espacio localmen-Lj
te completo, son topológicamente isomorfos a £^(S(E)).

Valdivia define en (26) el espacio C^O
para _TL un abierto cualquiera de Rn y prueba que p (/L ) 
es topológicamente isomorfo a A  ̂  ® s con l^p^-v-oo .

Nosotros obtenemos una representación de
&  p(_TI,E) para el caso en que E sea un espacio local-Lj
mente completo.
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35.III. 1.REPRESENTACION DE LOS ESPACIOS C7S^p(Jl,E) 1 ^ p <T-V OOJL/

PROPOSICION 1. Considerados k y m enteros no negativos,
multiíndice y q seminorma continua en E, 
existe un número real positivo U verifican
do que: /

(f * q(D‘ r<.)))'< í‘-"”  j p
para todo z Q A^ con p ^ < V 2  y toda función ffe Ca-^P(jfL ,E )
Demostración: sea A los cubos definidos en I.3«i sea z der 1

A ^ , consideremos y de ffi /v-ft- cumpliendo 
Jz-yJ =d(z,RnA>-̂ - ), tendremos por I.3*3« que [z,y"]c E^C F^,
definamos h: £ o , l J ---------[z, y J como h( t ) =y (1-1) -+■ tz , como
(D f)oh es de clase fc'*' en £o, l] dado u de E 1 ,
u ((D^f)oh) : LO,lJ K lo es también,aplicando la
fórmula de Taylor con resto integral ( (7) pag.l86) tendremos

oí <X o<u ( (D f )oh) (1) - u((D f )oh) (0) = u ( (D f)oh) (0) r

Oí (2 ) i I1 i ex (k-+*m)M ( D  f)oh ) (0)+ ...f (k4.m.iy ,■ J ( l - t ) ^ 01”1 u ( (D f ) o h) ( t) dt

para i = 1,2,..., al ser tu lineal tendremos
«• ->(Í) r * 1 (±)[u((D f)oh)J(t) = u j_(D f)<*hj (t) , aplicando la regla de la

cadena, si p> = (b^,b^,.••jb^) es un multiíndice tendremos

[ u ( (D*f )o h)J (t) = u ( S Z  D P (f) (t (z-y)-f y) (z1-y1 ) .i. (zn-yn ) n )
|pl =i

siendo z = (z^, i•••sz ) e y = ( y ^ ,y2 ,•••,yn )• Como para
c stodo í multiíndice D f(y) = 0 tendremos:

u(D*f(z))= u ((D*f).h) (1) =
1

T k + m - l ) ! u í d - t ) 1— 1 ^ !  D ^ ( f ) (h(t) ) ( z 1 - y 1 ) .i. ( z - y ^  ^ d t
0 j |31 =k-i-m

e s t o  es c i e r t o  p a r a  c a d a  u  de E f , l u e g o  p o r  d e f i n i c i ó n  de 
i n t e g r a l  1 . 2 . 3 .  t e n d r e m o s  que:

D°*f(z)-,. 1 lT 7  í ( l - t ) k '"In-1 2 1  D ^ f f ) (h(t) ) ( z Ty  ) . L  (z-y) n dt
(k+m-l)l JQ 1(2,1 =k-4.rn 1J-
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aplicando ahora el teorema 1.2.2., dada q seminorma continua 
en E, k entero positivo, si z :

(z) ) ¿ tS¿ÍB,lJ^£-Hn frk1 (D ^ (t (y-z)+y) Jlz-y^4-"1

luego existe un t en [o,l] con

C;kq(DC<f ( z ) ) ^ { ~ ^ Tr |^T*ra q(I>0<+(3(f)(to (y-z)+y)) (A)

como por construcción |z-y| < l6Vn ^  por la proposición 1.3.3 
[z,yJcEr , luego vo=tQ (y-z )-*-y está en Er .

Consideremos ahora 9£ P) una función escalar
osatisfaciendo Q(x)> 0 para todo x de P y 0(x)=l para todo

x de M, siendo P y M los rectángulos de la partición de 1.3-
y t la aplicación allí definida. Dado z de E existe un ‘ r r
único x de M con ^(x)=z. Llamemos x q al vórtice inferior 
de P, es decir, a aquel cuyas coordenadas son todas 5 5
puesto que 0 y sus derivadas parciales de cualquier orden se 
anulan en toda la frontera de P, aplicando la proposición 
1.2.3«j tenemos que dado un multiíndice S y z de E
D Sf (z)=0(x)DSf ( f (x))-0(x )D f ( (x ))r o r o

(X1 iXn
D f(z)= | 6 12g ••• / 6 128 r- [e(y)DSf(f (y))]dyA ..dy

r 6 128 1 4. ^como - — jr—  n,x^J es un compacto, aplicando la proposi
ción 1.2.2. reiteradamente para i=l,2,...,n dada q seminor
ma continua en E, tendremos

q(D f ( z ) H  •••/ ’*•*’ ¡Q(y)D f ( (y))Jdy...dy) 6 128 ,r- / 6 12 8 .- n
y 5 5 5 5

aplicando el teorema de Fubini y después el de Leibnitz ob
tendremos: /
q(D^f(z))< J q(D^1,*"*ll^[9(y)D^f( f r (y) )] dy ^
í 2  1^ |/q[(DS+7f)(f (y))(|)'7' P ^ ] | Dre(y)| dy í
' 4 ^ ( 1 . • • * . ! )  7 p • , '

"> h n l “q-viSn |D*e(y) | / q[(D 7 f)( H’j.íy) )]dy=(x)
•• 1 — 1Si p=l la conclusión se obtiene usando P= (F ) y J ‘f ~ =
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n 8 n= (-̂O y aplicarlo a (&), si p >1, tomemos c de IR+
con V e + Vp = 1, aplicando la desigualdad.de Hdlder:

(x)¿. (I<V,| maxlrfe(y)|)c A í
^7 = (1 1) i7y2:P

. ( 2 L  ( /q[(D (y))]dy)p )Vp
y+7 = (i ,..., i ) 'p

llamando N al primer factor que es constante obtendremos, 
volviendo a aplicar la desigualdad de Holder para integrales
q(Dkf (z) )p í NP (^1. [( (y) ))Pdy) ( f dy)p/c ¿

|-¡|ín'P JV

i [2(i+ i|&yñ) p¡“]p/cNp2 I  /q(DSf7f( ^  (y))pdy 
9 P ' l^n'P

como P= ^(F ) y el jacobiano de la transformación es i r r
J Prn (8/5)n obtendremos que para zq en :
q(D*f(zQ))P ̂  (8/5)npNP [2(-| +  ̂|^fíí)^r]p/C .

• ^  P ”np f q(D 1 f(z))Pdz (xx)

tl(¿n ' r ¿Fr '

aplicando la desigualdad (xx) a (A) y usando la desigualdad
de Holder obtendremos:

-k / /, r ir— \ (m+k)p —  p/c
z £ A ( P q (D f ( z ) ) ) ^ (l6> > ---- ^ - < 2 1  1).

* ((k-fm-l)!) |£|<kt-m

I ( p ^ q Í D ^ P f í v  ))P < (iiáÍHl!^)p (k+m)«P/<=.
 ̂k-Kn ' r ° (nw-k-l)!í (3l:

(|)npNP ( 2 ( 4 ^ i | ^ ^ )  ^ ) P/C^  Prm"n)P/ q(pt<+^f(z))dz m ' n * / F
tomando ,
0 - ( }l6^ > r  )P (k*m)np/c X -  (|)nP N P ( 2 ( | - i | ^ ^ ) ) p/c 

obtendremos la conclusión.
PROPOSICION 2. Dado s de 3T, existe un h de 3f y una constante

U positiva verificando que para todo z de ,
f de 23Lp ( ü , E ) , q seminorma continua en E y
c< un multiíndice, se cumple:

(2) p “Sq(D°<f (z) )P ¿ U ¡ > H  O í q(D*+^f (y) )Pdy 
\ r |uKh+n \ r hT r
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Sí I I  no es todo Rn llamando R^= r e 3T / j9^=V2 | 
y procediendo como antes tendremos que

(^""S /  q(D*f(z) )Pdz ¿ ztn (^)”S í q(D f(z))Pdz 
r6Rl2 JAr Ja.

Sea ahora el menor entero positivo mayor que 1 cumpliendo
que V2^1 es la arista de un cierto B^. Sea R^=jre.N / p^=V2^lj
no vacío. Definamos : ®-n-----t> IR4" como

ff2 (z) = ¿  Pj.U ^ ^ n ^  ^ q í D ^ f í z ) ) ^  (z)
reR^ ’ |yU.|̂ h+n r

siendo U positivo y h los obtenidos en (2)* para el s dado.
Como hay a lo más(3¿m ) n cubos que se corten, tendremos 
que g2 (z) es una función medible y satisface

ng2 (z)| = g2 (z)< p rU(-|)n (3ztn)n — . q ( D ^ f ( z ))p \¡ z eIR
1 l^<h+n

~| ^
razonando como en g llegaremos a que g está en L (]R ) y:O M

- p U(4)n JJ? . í qíD^íz) )Pdz ^
7 Ii¡  I r 5 f Z ^ J F r

(|)n (3'ln)nü p  T Ü  I q(DCÍ+/tf(y))Pdy 
’ lyi¿|£ hf n J\-

por inducción supongamos construidos hasta h. naturales, sea
1 1h . ^  el menor natural mayor que h^ cumpliendo que — —--— es

2 1
la arista de un cierto B . , , ,f r h . h [

Sea R±= |r<= 3T / ^r=1/2 ^  (V2 ) 0/2 )j no va
cío para i=l,2,... construida como en el caso primero la 
función g_̂ , llegaremos a

U(t)n Z :  ( q(D^f(z))Pdz ^
l/^:

Pr 5reR. \ iu.uh4-n/F

(|)n(34n)nl^-i- J ^ ( D +/Íf(y))Ey

2
aplicando la proposición 2.(2)’, como |?^<L1, tendremos que



(2)» p “S I q(D x(z))F ^ U ^ ¿   / q ( D / f(y))Fdy
\ J A ' r  ? J T?

P < T l 5  p**1 ( h *  ( nínTfívnP,
Ar lu/íh+n /Fr

h P

Demostración: dado s natural, existirá un k natural verifi
cando kp > s, y existe m natural con (m-n)p> 1 , 
para obtener (2) basta aplicar ahora la prop^ 

sición 1 llamando h=k-*-m«
(2)f es consecuencia de (2) porque existe zq

en A con:

f rS fA (z) )Pdz = p^qCD^f (zo ) )P
r

PROPOSICION 3. Dada f de ^^p(iX,E), o(. multiíndice y s en
tero positivo y q seminorma continua en E, 
entonces:

j q(D°^f (z ) )Pdz < +• 00 
r

Demostración: llamemos R = ^ r e 3 T  / P = 1 r , supongamos que
HR es no vacío, definimos la función g : IR— - IR0 ’ o

como:
g (z) = J^irq(D*f (z) q(D^f(z) )P2 T  ^
° reR r r R ro o

es una función medible puesto que cada corta como máximo
a An cubos de la partición, y por lo tanto
gQ (z)= |gQ (z)| < Anq(D*f (z) )P V  z £ l n
y q(D°<f(z))P está en L̂ *(]Rn ), entonces (A. Weir (28) pag,109)

1 ngQ (z) está en L (IR ) , cumpliendo además:
/g (z)  ̂4n / q(D*f(z))Pdz = An / qCD^f(z))Pdz
' ° ÎRn JjTL
aplicando ahora el teorema de la convergencia dominada de 
Lebesgue tendremos:

g (z)=^¿__ p ~ S í q(D*f(z))P.X , (z)dz = ^ Z Í  qlD^f (z) )Fdz N<
ln 0 r e R 1 Jm  r reR 'Ao o r

P,

obsérvese que vale 1 para todo r de Rr o
Si _TL es todo IR tendremos que R es N y la

proposición está probada.
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luego usando que — -̂----,— ---- tendremos que
go __ / 2 1 2 1 21"1 (

p~S / q(D*f (z))Pdz ^ ¿in (l-wl/2S ) / q(D^f (z) )Pdz +-
i=l reR. 1 r /A J ni r  —
+ (3te)n (f J11!! -j-j-— ( 2 1  ( q(D<̂ T ( z ) ) pdz

3 2nl i=l 2 \u\i h+n lf¡_
por ser una serie de términos positivos, por el teorema de 
Riemann tendremos que dado un natural s existe un número pjo 
sitivo V y un entero positivo h con
^  prS ( q(D*f ( z) )Pdz £ V ^  I- íq(D^4A  f (z) )Pdz 
r=l ' r 'kr y^h+n ¿fi_

para toda f de p(íl, E) y toda q seminorma continua en E.

PROPOSICION 4. Dado s entero positivo, existe V positivo y
h entero positivo cumpliendo que pazia cual
quier o< multiíndice, q seminorma continua

r=l '

en E y f de 25t p(jt ,E) se verifica que 
rSmax q(D f ( z ) ) ^  V ( q(D ^  f(y))Pdy <  4-

L

zCAr \yKl<h-Vn ¿q _
Demostración: igual que la proposición 3» aplicando la pro-*

posición 2.(2) en lugar de la 2.(2)f.
TEOREMA 1. El espacio 5^p(-iT.,E) es un subespacio del espa

cio $ o (_fl,E).
Demostración: es consecuencia deirecta de la proposición 4, 

dado £> 0, tomado s = 0, f de p(_fl»E) , exis-Lj
tirá un r tal que si r es mayor o igual que ^ o

r entonces max q(D f(z))^< E ̂  para una seminorma conti- o .z € A^ r
nua q en E y un multiíndice c< dado, luego z A ^ , ten
dremos que qíD^f(z))< £
PROPOSICION 5» Dada g de<^3^p(JT.,E ) entonces

g(z)D .^(z) está en (_0-iE) , sien-
j=l J L

do y las aplicaciones que se usan enJ1.3 para definir la partición de la unidad de
n..
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Demostración: de hecho escribir g(z)D ' . (z) supone
3 = 1 3

hablar de una función definida sólo eniJ_, 
pero en ( k) de Bonet y el autor se prueba.que 

si g está en jE) entonces g(z)D o'f’ĵ 'íz) lo está tam
bién y por lo tanto se puede extender a una función de 
¿(]Rri,E) tomando el valor 0 en ]Rn/vJn..

Obsérvese que g(z)D ^  o f ! \ z )  = 
r 3 = 1 3

=s (z ).z Td ( ‘f.‘f:1 )(z)t para todo z de y si z no está enj = 1 3 oo ^ ^
entonces g ( z) f( ^ f ^ M z )  =0 puesto que ambos facto-

j=i Jres valen 0, por lo tanto se puede escribir de ambas formas 
sin temor a confusión. V 50Para probar que g(z)D . (z) está en
sf\ j = 1 J¿Í/t PÍ/I-íE) bastará por lo tanto probar que para cada q semi-

f° % inorma continua en E se tiene que q(g(z)^ZlD (V-P<?4?. )(z))
j = l Jestá en LP (,H-).

Consideremos r entero positivo, sea j e 3Í /
/ A 0 A.¿ 0 ]■ • Sabemos por 1.3 que el cardinal de L es menor 
o igual que k , luego dado el cubo existe

í q(g(z)D^( /L. "^(z))^dz y además aplicando el t
A j = l 3r °

ma de Minkowski para integrales:

( f q(s(z)D^(2I 'f* ^ 4 1 ̂ z ^ Pdz 1̂i/p=yAr j=l 3

= ( / q(s(z)2Z D^( ® 'f "J1) (z) )Pdz)
'Ar ^ Lr J

= ( / ÍJEI )( f  "1 (z))JPdz)1/p̂
\  P j^Lr ( 3

\ í ¡

eore-

Vp.

( / q(g(z) )P p ” M'P |(D^ ) ( f )| Pdz) ̂ P 0§) -
j e L  'A

r r i
aplicando que (D (z))=0 si z A ^  tendremos:

( /  q(g(z))P 1 | (D^ íf ) ( ^ 1 (z) )| Pdz) ̂ P (-̂ ) <
j€Lo r
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aplicando ahora el teorema de Holder para sucesiones ten
dremos, si p > 1
[í q( g ( z)D (2—  ^(z) ) )Pdzl ~ q(g(z))Pdz
A j=l J J " L jgL \ J A .r J r j

• ?T_ (max |D <sp(x)| (-̂ ) * )CJ ^ C
L-jeL x e l  p«j r

siendo c un real positivo con V c + V p = l $ luego
í Y °°
f q(g(z)D (^2L 'fo'f-1 (z) ) )Pdz *
;Ar j = l J

ZtnP/cmax I y  (x)| P(|) p- '*lpf  q(s(z))pdz
: p 1 J -'A.x e l  j<sL v J ;A .r j

llamando T a la constante que aparece y dado s natural con 
s ,> tendremos

, 00 / 00
I q(g(z)D^(2^ ~1 (z) ) )Pdz £ I q(g(z)D^ (¿1 foT"1 ^)))
yBr j = l J ^Ar j=l J

^ P ~ S f q((g(z) )Pdz
jeL ' J 'A.

J í n o-lsea ahora h y(z) =q(g(z)D (/ 1 «1 . (z)))P , tomando C = (J B
3 j=l J m r=l r

'V 00tendremos que (hv. ) _ es una sucesión creciente en5  ̂ C m=lr
que converge puntualmente en 3RAA a h^(z) (considerada

como 0 fuera deX"l- ) 1 por otra parte 
/ m / 00

h v X c = 2— I | hvl í*n'r p"S I q(g(z) )Pdz < + -Oí } m r=X 1 * j=l ' 1r J
esto es cierto para m=l,2,... luego por el teorema de la 
convergencia monótona de Lebesgue h está en L^(]Rn ). La 
conclusión se obtiene ahora de repetir este proceso para
* . ..ÍJ2-D g(z)D 2  tfo'~P_ (z) al variar o¿ y % en los multiindices

j=1 J t 00 -1puesto que las sucesivas derivadas de g D ^  . (z) son
j = l Jcombinaciones lineales de las expresiones anteriores y si 

g(z) está en ¿5t p(_n ,E) trivialmente D^gíz) lo está también.



PROPOSICION 6. Si f está en p (_/2 , E) entonces la funciónLj

h ( z ) = f  ( z ) — 33---  1 ---  si Z  £
f r

h(z)=0 si z _Q_ 
está en aí.p

Demostración: como hemos probado que p (_Q ,E)c (_fl,E)L/ O
y en (k ) se prueba que h £ £ ( R n ,E) y h está
en ,E) , bastará probar que para cada q

seminorma continua en E y oi multiíndice qíD^h)^ está en
1 XI '■/SL (3¿ ) . Por Ilalf^* podemos asegurar que h £ Ĵ > (_TL, E) •

1Sabemos que está acotada su-

periormente, luego existe b positivo con q(h(z) ) ■< bq(f (z) ) 
para todo z de Rn , luego q(h)^£ L^(JRn ).

Aplicando las reglas de derivación obtendremos 
que las derivadas sucesivas son combinaciones lineales de 
expresiones del tipo
D g(z) D y f •'f ”1 (z) . . 'fo4’”1 (z)

j=1 J J = 1 3en el numerador, que son elementos de o(JT P(-O-iE) aplicandoL
reiteradamente la proposición anterior, y en el denominador 
aparecerá ^  o '"P . (z) elevada a una potencia positiva,

j=l 3por lo tanto estará acotado el denominador por un numero po
sitivo, luego para todo {b multiíndice tendremos que 
q(DPh)P está en L^(3Rn ) para toda seminorma continua en E.
PROPOSICION 7. Dado lí multiíndice, existe un entero posi

tivo h y una constante N positiva satisfacien 
do que

OO
max. | D^ [2_______ "*" (z) J <T ^ r^N r=l,2,..«
z 6 A

Demostración: dado rr natural, sea L^= £ s € Jff / Ar fl Ag/ 0|
si z está en A tendremos que r

* 4 ^  i n .n-1¡D ¿ z  M’ . ' P ^ í z )  = d ( <
j=l j^Lr

I (D*f )( p̂-1(z)) p-UI (4)m jí Z H  maxlD1 4>(x)|
jeL J J 5 jeL xel - > Jo r ° r
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I
si Ar n v  0 entonces ^ , y card(L^) < , tendremos

u>u>-l, J . , n ,JÍ n/ „ J*» ,8,»*» „ - W
I u

zeA
max I D 2 Z  4>°vf~ (z) £ (tnmax|D ^(x)! 2 (— ) - P

j=l J xel 0 \ r

como dado z de _f"l_ , D -p----------— 1—  es una combinación li-

neal de productos de expresiones del tipo D' f . ) (z)
j=l JCO

en el numerador, y en el denominador s* 4*°^ A(z) elevado
j = 1 3

a una potencia entera positiva y por lo tanto acotado infe- 
riormente, tendremos que existe N positivo y h entero posi
tivo cumpliendo que 
max j D ̂ (—3------- -)(z) ^ P r=l,2,...

z £ A 1 ¿ z  ^ r 1 1 rr , J=1 3IpW itfl
Consideremos ahora los espacios /\ (E) defini-P oodos en el capítulo I para el caso en que la sucesión ( (::>r ^r_^ 

sea la sucesión de aristas de la partición de la unidad de 
jT]_ definida en 1*3 •

Recordemos que por I entendemos el cubo £-l,l]n 
de Rn , y tomaremos E un espacio.

oo
PROPOSICION 8. Considerada la sucesión (f ) .. con f en

X  r  r = 1  OO r¿0(1,E) r=l,2,... , entonces ^Xr^r-l está
en A  (¿6(I,E)) si y sólo si
( j fr (x))^dx) está en 1^ para cada
k entero positivo, o( multiíndice y q seminor
ma continua en E.

Demostración: considerada (f ) , de A  (^0(I,E)), o( multiínr r=l p —
dice, q seminorma continua en E y k entero po
sitivo, tendremos:

/q(D°^f (x) )^dx ̂  sup q(D f (x))P / X  =2nsup q(D f (x) ) 
JT r X£l r x I r

luego oo

P ^ k y q.(D f (x) )Pdx < 2n2r" p ”ksup q(D°^f^(x) )P < 400 
r=l ' I r = l ' x€l

-68-



Reciprocamente, tomado a= (-1,-1,•••,-1) de
multiíndice, y p> = 0̂ 4- (1,1, . • • , l) , como en cualquier

punto de la frontera de I todas las derivadas de f se anu-r
lan, r=l,2,... ,tendremos que si x está en I, por 1.2.3»
0(D f (x) =D f (x) -D f (a) = r r r

'X1 ÍX2 n PD' :f ( y ) d y  ...dy
J - l  1 -1 J -1 r n 1

obtendremos aplicando n veces la proposición 1.2.2. y luego 
la desigualdad de Holder.si p> 1:
q(D^f (x) ) £ f q(üPf (y))dy< ( /  dy)^C ( í q(D^f (y))Pdy)^P 

> I i 'Iluego:
qíD^f (y))pí- 2np/c /q(D^f (y) )pdy

yl
siendo c un número real positivo con Vc+ Vp=l. Si p=l la de
sigualdad evidentemente es válida, luego:
up p ~kq(D°^f (x) )P ̂  2np/ Ĉ í q(Dpf (y) )Pdy 
el l r r )i r

P P "k q(D*f (x)) íf j q (D^f (y ))dy p=l
I ' I

sup
Xé
por lo tanto, tomando simbólicamente c=+¿>o y 2n/̂  =1 si p=l,
tendremos
00 y/ . OO

-k sup q(D f (x))P¿ 2np/cZ .  P " k q(Dff (y) )Pdy—  P sup q(D f (x))*V f
= 1 x I r=l \ r 'I

Sabemos que en A  (<35d ,E)) un sistema funda-Pmental de seminormas esgO /
Q(m,k,q)(f )= max ( 2 T  P ”k sup q(D f (x))P ) P 

r j ^ m  r=l \ r x e l
al variar m y k en los enteros positivos y q en las seminor-

or
Vp

mas continuas de E, por la proposición anterior:co
Q(m,k,q)(f )= max (21 P " k  í q(D^f (x))Pdx) 

r ¡«\<m r=l ' r JI r
es también un sistema fundamental de seminormas en \ (^Ó(I,E))PConsideremos ahora ( ^  ) , las funciones aso-1 r r = l
ciadas a la partición de la unidad de_TL definida en 1.3- 

PROPOSICION 9- La aplicación V: A  (5¡Í(I,E))-----£> 3 5  ̂p (_0_, E )p L
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definida como V((f )) = ̂ ~ f  es linealr  /  —  r  1 r*r=l r 
y continua.

Demostración: veamos que V está bien definida. Observemos 
que si z no está en _TL ,f (z ) =0, luego
V((fr ))(z)=0, si probamos que la restricción

de V((f )) a i l  es un elemento de (XliE), como sabemoso ^
11*1 «laque si h está en Jq (XI,E) la función h :]Rn----- -O E

A  ®  />*definida como h(z)=h(z) si ze.XL,hlz)=0 si z , verifi--
A

ca que h e  £  (1 ,E), tendremos en este caso que V((f^)) está 
en £(]Rn ,E). Dado £ > 0  y z en _í7- , c*' multiindice, tendremos 
que V((f )) está en £  (XL,E) y

r oo
D V( (f ) ) (z)=I D ^ f  o r 1) ( z í ^ D ^ í f  .H1:1) (z) 

r=l r<=Lz ,y dada q seminorma continua en E, siendo L =j r e 3T / A H A% Z l Jf* S
^ 0 con z £ A [ , como L tiene como máximo 4 elementos,S) z
tendremos , tomado c tal que Ve + Vp-1 » si p 1
(D<V(.(f ))(z))pí Z Z  q X í f  o f " 1 ) ( z ) )  í  (ZZ l ) p / c .

r reL reLz z
. (ZZ- qÍD^Cf^o 4*"1) (z)P )

reL z
luego
(D*V((f ))(z))P < 4np/cX -  q(D°"(f «,-f"1 )P (z) í

r reL z
<¡tiip/ o (8) M.p p - ^ I P m a x  q(D°<f (X ))P

5 reL ' r xel rz
Sea k entero positivo con |c<l.p < k, por definición de
A  (X)(I,E)), existe Wl P í ^x p ’ ’ —r" P 1 max q(D freL r — rz xel
luego existe rQ tal que si r¿ rQ , la suma se hace menor que 
(8j-|(<|.p ¡j-np/c^p^ tomado k = U{a s / As flir/ 0 r=l,2,...rj
es compacto y si z no está en K entonces trivialmente: 
q(D°V((fr ))(z))P < £ P
luego V(~(f )) está en J?) (XL,E). Veamos ahora que V((f ))/■ r o r
está en XjT p ( XI, E) » tendremos que tomado s entero positivoJL
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y el B^ de la partición de
( ( q(D V(f )(z))Pdz)^P ¿( f ( q(D (f o^f"1 ) (z)))Pdz)^P^

' B JB reL r rs s s
( ( q(D (f o 'f 1 ) (z) )Pdz) ̂ P $ircL J B r r

réL s
luego

( qlD^f o'f:1)(^))p<iz)Vp=
>A = Vi (I) r rs r * r

[(8 )U|.p p-'WI.P j  ( q í o ^ X  ̂ - 1 (z )))Pdz] 1/p=
^r

(f)Kl p ; ^ 1 ( / q < D \ ( x ) ) P ( f ) n p “ d*)VP

( í q(D°<Y(f ) (z) )Pdz)1̂P $ (4)' ( / q(D°^f (x))Pd x ) ^
JB reL 5 \ r y I r

~ “* ̂  U U o n/Pe (“ ) P r sup q(D f^(x))2f>r£L \ xels
aplicando la desigualdad de Holder para sucesiones, obtendre
mos entonces , si p > 1 :
( f q(D*V(f )(z))Pdz)Vp¿ 2n/p(f)l<*1 (21 l)Vc.

B r 5 reLs s

.(ZT p~ WlP SUP q(D0<f„(x))p )^p
r^L ' xels

tomado ahora k entero positivo con l<^p< k, tendremos:
f q(D*V(f )(z))Pdz í 2n (|) K'P(%n )P/c n “kSup q(D°f (x) )P
;b r '5 ' ' f i L  f 1' reLs s s

Llamemos M= 2n (-̂ ) ^ P (/j.n )P/c f es una constante que sólo depen
de de c< , luego tomado C = B tendremos que

s = 1
(qÍD^VÍf ))P.^//- ) , es una sucesión creciente de funcio-r X C m=l1 m ^
nes en L (U£n ) que converge puntualmente a q(D V(f ))P , por
otra parte:
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f q(D0<V(fr ))P J)(f c 4  jrz í q ( D “V ( f r ) ( z ) ) P d z  -í
n m s = l 'Bi s
m __  . ,^  „ . k

X T  2 1  P ~  su p q<D f r (x ))ps=l reL ' x£ls s
como cada es cortado a lo más por tendremos que

oa
q(D V(f_))P /X r ^ j)“k sup q(D°^f^(x) )P ^/TOn r ' y C ~ r r]R m r=l * x6.I

DO
QP (k, /<*l ,q)((f ) )S S —  -L

luego por el teorema de la convergencia monótona de Lebesgue 
tendremos que q(D°^V(f^))P está en L^(Rn ) y

( f q(D*V(f ))pdz)^P ^ 4n/,p M1/p Q(k, |«<l ,q)((f )°°, )/ 2T S  S  —  J-
Rn

por lo tanto V está bien definida y es continua.
oo

Consideremos ahora  ^ Par^ici6n de
la unidad de _TX- definida en 1.3»

M- (z)= = sízJ.To^íz)
/ r z :  ^p-f; <*)

J = 1 sftentonces dada f de 0¿JLp(_n.,E) tendremos que (f.yu^)o 
está en <^(I,E) y además
(f .JLt )o M̂ r (x) = f( f r (x)).yUr ( ^ r (x)) = f( S>r (x))g( ^ r (x)). 
. *f(x) = [(f.scf ). y](x) .

PROPOSICION 10. La aplicación S definida de ChJ^jp ( ,  E ) en
ApíoÓ'í1 1 E) ) como
S(f) = ((f. u ) o {f ) 0°/ r *r r=]
es lineal y continua.

Demostración: está bien definida porque
©o
2 T p - S s u p í q t f f g ) . ^ ) ^ )  4>P (x)} 
r=l N xeloo

p”S max (q(f g(z) ) % a x  {l*fP (x) j < + <*> 
r=l 'r zeA xel
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para cada s entero positivo y q seminorma continua en E, por 
las proposiciones 6 y 4.

Análogamente, dado <X multiíndice no nulo y 
aplicando la fórmula de Leibnitz obtendremos: 
po c¿

2 1  P~s s u p q(° =r=l ' xel
S    C 1*1 1SI 8 r)= 2_ SUP q(22 cbv7%) Pr D "fr(x))D ̂ (x))^r=l ' xel = <X / \

oo   r
2  P S ( ^  C sup q(D (fg) (z))P ) KlP Cmax |ü ? ̂ (x)| p<-t- oo
r=l ' ^+v7 = o< / z^A xel

esta última desigualdad se obtiene aplicando la desigualdad 
de HSlder y siendo c un número real con Ve ♦ Vp = 1, en el

icaso en que p=l, indicamos | <X | 00 =1. Así S está bien defini
da, por otra parte por la fórmula de Leibnitz

2T p”s f q(D C(fs) ( 4>_(x)) <f(x3 )Pdx =r=l \ JZ

=  2 1 "  P ~ S  I  q ( Z 2  C ( M  [ ( f g )  o ?  ( x ) ]  f ( x )  ) p d x ( 1 / p ) p  <r
r=l Vr J I 5+1=(X

— p“Smax |D^ f(x )¡ P[ > ^  ( í I c, J Pq(D ̂ [(fg) o 'f (x)] )Pdx)^
r=l \ xel = * I ‘ r1*71 ̂ (°<l ^  pesto último usando la desigualdad triangular en L (I), calcu

lando y cambiando de variable obtendremos

llamando M^= max |l D ̂  ̂  (x) | P (■̂■)n ly( - l°(¡, x t l j  y tomando si
p? 1 , c real con Vc+Vp = 1 , tendremos aplicando la desigual
dad de HSlder para sucesiones



luego existe positiva que no depende mas que del multiín
dice y de p con:oo

C<L. >̂;S ( J q(D*[(fg)( f r (x))^(x)J)Pdx v<

M 5 Z T  p:S"n Z l  / q(D^(fg))Pdz 
2 r=l \r =C< J Ar

si p=l entonces max^|c^| . o( ♦ = o( ̂  . Por lo tanto
por la proposición 7 y aplicando ctra vez la fórmula de Leib
nitz encontraríamos que existe un entero positivo h y N posi
tivo que sólo dependen de U cumpliendo
Q(m,k, q) (S (f ) ) <: max i 2 Z  2N-

|^\^m L r=l \

S*1? = * Ar
de donde se deduce la continuidad de S.
PROPOSICION 11. es isomorfo a un subespacio com

plementado de X  ( £  (i,e)) con 1 * p * co . 
Demostración: consideremos VoS: jfá-p (JT-.E)---------------f=ZÍT pCTL.E)

lineal y continua y
V.S(f) = V((f.U>. = ¿ T ( f - M  J o f  . Y " 1:

' r=l 1
oO

= f /  K r = f 
r=± /

ya que si z no está en-O— entonces f(z)=0, luego V.S es la
identidad sobre 35 l p (jl ,E), entonces por el teorema I.2.g.
SoV es una proyección ccntinua de A  (oí(I, E)) en A  (2Ml,E))

P —/T” Pcuya imagen es isorcorfa topológicamente a X ^ P  (IXf E ) •

r ¿i! nConsideremos ahora J = - r r y  el espacio \ , oc 5 5 -iA ( cf (J ,E) ) para 1 $ p < + <*> } y E  un espacio.P Sea X operador de extensión lineal y continuo 
entre los espacios £  (J,E) y ^(IjE), Bonet(1)(3),defina
mos ahora Y: X ( £  (J , E ) )-----> \  (<55(I,E)) como Y(f ) =p P **
= (Xf^) para toda (f“r ) de Ap ( (J»E)).
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PROPOSICION 12. La aplicación Y entre el espacio &- (JjE))
y el espacio I,E)) es lineal y continua.PDemostración: como X es continua, dado °< multilndice y q se- 

minorma continua en E, existirá un m entero po
sitivo y q 1 otra seminorma continua en E y M 

constante positiva satisfaciendo:
sup £q(D X(f)) : x € Ij- ^ M sup jq'(DPf(x)) : Ipl^m, x 6 J ]
para toda f de £  (J,E), entonces Y está bien definida y es 
continua ya que si (f^) está en £- (J,E))

Vp
J ̂ — - Y r ouF4 >

esto es cierto para todo entero positivo k y todo multiíndi-
ce. Como sup q(D f(x)) ^ sup q(D X(f)(x)), para todo ex: mul- 

xcJ X éT
tiindice y q seminorma continua en E, obtendremos que la apld.
cación Y es abierta sobre la imagen* es decir, es un isomor-
fismo topológico sobre la imagen.

oo - P~ OO
(/* p”ksup q (D^X (f ))P ) P< M sup( 2 ^  P "ksupqf (D'f (x) )P ) 
r=l ’ r xel r \6l<m r=l ' r xe J r

PROPOSICION 13. a i  p(Jl.,E) tiene un subespacio complementadoJ-/ *
isomorfo a y\ ( S ( E)) si E es un espacio
localmente completo. -

Demostración: definimos la aplicación Z : oO^p (_fl,E )-----
  t> ( (S (J , E) ) como Z(f) = ((Zf) )p r r=-L
con (Zf) (x) = fo f  (x) para todo x de J. Es-r r

te operador está bien definido, es trivialmente lineal y es
continuo como consecuencia de la proposición 4, usando que
dado s entero positivo, o( multiindice y q seminorma conti
nua en E, como ^  (J) = C ^ A  , tendremos que:
00 ^ |o<{ W1
2 T  p ”S max q(D (f o ) (x) )P= ¿ T  P^Smax(|) P q(D f( f^Cx)) 1̂
r=l \ xe J r=l \ xeJ \
< p"S max qÍD^fCz))1*

r=l 'r zeAr
Consideremos ahora la aplicación 

V : {aSi.1 ,E) )-----j> 3 5 Lp(/l,E) de-la-proposición 9, y tam
bién la aplicación Y: A  ( £  (J,E)) í> ( cZ5( I , E ) ) de la
proposición 12. Tendremos Va Yo Z: , E )-----e» 2 T Lp(_n,E) ,

-75-



es una proyección continua ya que
(V*YoZ)2= (VoYoZ).(V.Y.Z) = V.Yo(ZoV.Y).Z = V.Y.Z 
luego por el teorema I.2.S» tendremos que VoY es un isomor- 
fismo sobre la imagen y VoY» Z(3Ó p(XL,E))=VoY(> ( S. (J,E)) 
es uno de los subespacios complementados de La
proposición se deduce ahora de usar que si E es un espacio 
localmente completo tendremos £  (J ,E)— S (E) - aó (I>E), Bo- 
net (3 ), luego \ (  E  (J ,E)) i X  (S (E)) i >  (3^(1 ,E)) .P P P
TEOREMA 2. Dado E un espacio localmente completo ,- O — un 

abierto no vacío de JRn y 1 ̂  p < * 00 , entonces
á 5 Tp ( n , E ) t  >  (s (e )).L, p

Demostración: consecuencia inmediata de las proposiciones 
11 y 13 y el teorema 1 .1 .6.
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V/

III.2.ALGUNOS CASOS PARTICULARES

Dado -/'L un abierto no vacío de R*1, seaoo oo( P ) i 1a sucesión de aristas de los (B ) , de la parti-Ir r=l r r=l
ción de la unidad de -0- de I.3«» consideremos los espacios
y -Q O OAf (s (e O) i « p < * oo asociados a ( p ) , 1.1*.

oo ' r r=l
Considerado de 1P (S(E)), definamos

(yr ) como sigue: si xr= (xr ) 00 n G  S(E) . tomamos yr=(yr )°° , r=± n n=l n n=l
r rcomo y =x 1 igual que en II. 2 J- ¿Tendremos que y está n n -J.fr n

27 oOen S(E) para r=l,2,.... Vamos a probar que (y ) ^ está en
^^(SÍE)). Dados k, s enteros positivos y q seminorma con
tinua en £, si p=l

z °  r f r  n v ^ j  p=¿ o | -
r=l ' r n=l n J r=l n=l 1 r n r=l n=l ' r n

r=l n=l

lueS2 ^  „ oo
2 _  p;k [ Z '  nSq(y^)J ^ Z T  2 T n S*kq(x£) (x)
r=l ' L n=l J r=l n=l

si p> 1, sea c un número real con Vc*Vp = 1. Tendremos apli
cando la desigualdad de HUlder para sucesiones que 
C+S s _ ,P =o 1 p/cr °2_ (2*s1t. o r- 1 p/p[ Z n Sq(y^)J < ( x :  - b )  [ Z n (2*s)pqp (y^)j *n=l n=l n n=l J

■j-r-2 p/C 00 , „ \< \ —  (2+s )p p, rx
n=l

luego
rO , -¡rao p rQ 2 p/C , 0 x

X  f ; ‘  [ . r - V # ]  « - Z T < - V >  2 :r=l * n=l r=l n=l '
Sea h entero positivo con h^k*(s + 2)p, tendremos que

4 ^  _k s r n p n 2 p/c4 -  -4- h t> rZ T  (3r [ZT n q(yn )] < (-5-) Z T Z l  n <1 <xn > ("•)r=l ' n=l r=l n=l
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PROPOSICION 14. La aplicación Z]L:1P (S(E))----- -> X (S(E))
definida como Z.^(x ) = (y ), siendo y el an
teriormente definido, es lineal y continua. 

Demostración: consecuencia inmediata de (x) y (xx).

Dado ahora (xr ) de X (S(E)), definimos (yr )
como

si n no es múltiplo de ^

P 
-1

-1si n=t t= 1,2,...
tomado s entero positivo y q seminorma continua en E
OO OO po

p ; v * >

luego yr está en S(E) r=l,2,... 
r r r ^  r

o  \ Co i p o r _ p o  r°°
x ;  f c . »■«(<> - 1 “ - Z Z p r ’f cr=l n=l J r=l t=l \ -1 r=l ' Lt=l
tS

tomado k entero positivo con k > sp tendremos
°° -  OO P  OO O O  - p

X T [ f ' n aq(y^)] <C Y ~  [ | ~ t Sq(x^)J (***)
r=l n=l r=l ' t=1
PROPOSICION 15• El espacio /^(SÍE)) es isomorfo topológi-

camente a un subespacio complementado de
1P (S(E)) para 1 ¿p ♦ oo .

Demostración: definida : \  (S(E))------- 1P (S(E)) como
r r PU^(x )=(y ) de acuerdo con lo anterior, (xxx)

asegura que la aplicación está bien definida
y al ser trivialmente lineal, es continua. Por otra parte
Z_oU_ es la identidad en ^  (S(E)), luego U ^ Z  de 1P (S(E))1 1  p w 1 i
en si mismo es una proyección continua, por lo tanto, por
1.2.$. tendremos que es un isomorfismo sobre la imagen y 
ü1»Z1 (lP (S(E)))=U1 ( (S(E))) es un subespacio complemen
tado de 1P (S(E)).
TEOREMA 5. Si O- es un abierto no vacio de 3£n que no es ca-

si-acotado, entonces \  (S(E)) - 1 P (S(E)) paraP



1  ̂p < ♦ oo •
Demostración: por no ser casi-acotado, existe una subsucesiónoo( p ) . n con p = p =mmm= O = ..., enton-\r. j=l \rx \r2 ^r.

ces resulta fácil probar como en la proposi
ción II.2.15* que F1= |(xr ) € A (S(E)) / xr=0 r¿r . j=l,.../ 
es isomorfo topológicamente a 1 (S(E)) y tiene complemento
topológico F 2= £ (xr ) £ ,Xp(S (E) ) / xr=0 r=rj
Entonces, el teorema 1.1.6., nos asegura que 1P (S(E))
es isomorfo a X_(S(E)).P
TEOREMA km Si-O- es un abierto no vacio de JRn que no es casi 

acotado y E es un espacio localmente completo en
tonces ,E) > 1P (S(E)).

Demostración: consecuencia inmediata de los teoremas 2 y 3*

Recordemos que un abierto es casi integra—
♦ ~ tble si y sólo si existe t i l  cumpliendo P < + co , y

r=l ' r
en

tonces , supuestos ordenados de manera decreciente los
ocurre que lim r p ̂ =0 .

r--t> *©o \

PROPOSICION 16. Sea E un espacio y i T  un abierto de IR casi
integrable, entonces \  (S(E)) es isomorfoPa un subespacio complementado de S(S(E)). 

Demostración: Sea Z0 :S (S (E ))-----j> X_(S(E) ) la restricción2 p
de la aplicación de la proposición l*t a
S(S(E)). Evidentemente es continua por ser la

topología de 1P (S(E)) restringida a S(S(E)) menos fina que
la de S(S(E)).

Reciprocamente, definimos UQ : X_(S(E))-----
w P

 O  s (S (E)) como U 2 (xr ) = (yr ) con yr= y

r
yn=

0̂ si n no es múltiplo de p
r _ -1 0x si n=m O para m= 1 ,2 ,...x m \ r

tComo podemos tomar t entero positivo con lim r p =0, existe
*00 \
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un rQ tal que si r̂ , rQ entonces r < 1 , luego dados k y s 
enteros positivos y q seminorma continua en E

2 I rk [^EI [m P r 1) q(xm )r=l n=l r=l m=l

oo
< ¿ r k ( p ; x)s £ ■ " % ( < >r=l ' m=l
si p=l

^ r k ljr_nSq(yr)l( ¿ ~rk( p ¿ V  [ Z'mSq(x̂ )j
r=l n=l J r=l ’ m=l
Si p> 1, tomado c g, con Vc*Vp=l, tendremos

. *-t k+2 -t(k+2) k +2 -t(k+2)r » ro r < fr r < p r ^ ro f r
r < r  r k + 2 < r k * 2 p -t(k*2)" o  o I r

¿Jrk [¿-nSq(ŷ )J. ( ¿ V k**>P [ f ~ ns*2q(y£)] *)' 
r=1 n=l r=l n=l

£ • - § / <  ^ < i > (k+2)p [ f :  p ; - a--*8i c < ) ] p)r=l r r=l m=l J
de donde tendremos que si 1 4  p <♦ oo
r 2 ri.__1 k f 00 s , r J  , tr k*2 ,-̂ —  -t(k*2)p-(s+2)p

s z r I x z n «(yJl < ~ r ro prr=l L n=l J r=l '

r OO
p >m=l
Vp

luego tendremos que tomado j entero positivo con
t(k*2)*(s*2) p <£ j 

oo 2 oo . °° VpX-rk[ZInsq(̂)j ¿ -̂-rf 2(II q(xm)]P) (KSQtíl)r=l n=l J r=l m=l
luego U- está bien definida, y como es lineal, es continua

¿á

por (xxxx)•
Entonces probándolo como en la proposición

Il.l^t. tendremos que Z 0U : \ (S(E))-----o X  (S(E)) es2 2 ' p p
la identidad, por el teorema 1.2. tendremos que U ^ o e s
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una proyección continua en S(S(E)), U^o (S (S (E) ) ) =
U„( X_(S(E))) tiene complemento topológico y UQ es un iso-

M P U

morfismo topológico sobre la imagen.
TEOREMA 5- Si i~L es un abierto casi integrable en Rn y E

es un espacio entonces X  (S(E)) - S(E).PDemostración: la proposición 16 asegura que X  (S(E)) esPisomorfo topológicamente a un subespacio com
plementado de S(S(E)) 2r S(E) por 1.1.3- Por 

otra parte el espacio F= j (xr ) £ )\ (S(E)) / xr=0 r > 2}
es evidentemente isomorfo a S(E) y complementado en 
\  (S(E)) entonces por el teorema 1.1.6. o teorema 1.1.1.
X  (S(E)) ^  S(E).P
TEOREMA 6. Si E es un espacio localmente completo y es

un abierto de 3Rn no vacio casi integrable enton
ces ¿ Ó l p (J~L,E) ^  S ( E ) . .................

Demostración: el teorema 2 asegura que A  ( S ( E ) ) - j E )
si E es localmente completo, luego la conclu
sión viene dada ahora por el teorema 5-

-81-



_CAPITULO_IV_

CIERTOS SUBESPACIOS DE S(Q,E)

IV.1. EL ESPACIO £„(Q,E)r

DEFINICION 1. Sea Q un cubo cerrado de Rn con int(Q) no 
vacio, F un cerrado en Q con int(Q-vF) no 
vacío, llamaremos £p(Q,E) al subespacio 
de £ (Q,E) formado por las funciones que 
se anulan ellas y todas sus derivadas en 
el cerrado F, con la topología restricción.

PROPOSICION 1. £ „ (Q,E) es isomorfo topológicamente a S(E)r
para cualquier cerrado F de Q con int(Q^F) 
no vacío.

Demostración: sea J un cubo cerrado en ]Rn con Qcrint(J).
Veamos que £_(Q,E) es isomorfo a un subes-r
pació complementado de $ ^ ( 3 ^  F,E). Este úl

timo, por el corolario II.5»1* o ( A ), es isomorfo a S(E).
Consideremos T un operador de extensión li

neal y continuo del espacio £  (Q,E) al espacio £ (E) 
(l)(3. Sea una aplicación de clase de B£n en R que
tiene su soporte en J y vale 1 sobre Q, tendremos que T^=
= ^f.T es un operador de. extensión lineal y continuo del 
espacio £p(Q,E) al espacio ^ q (3a/F,E). Por ser un opera
dor de extensión, la aplicación’ es abierta sobre la ima 
gen, es decir, 6 f (Q,E) es isomorfo topológicamente a

( £ n, (Q,E) ) y éste es un subespacio complementado de 1 r
fo Q (3 F,E), y su complemento topológico es (3 ̂  Q , E ) .
Dada f de £ f (Q,E) y g de ( 3 Q , E ) , supongamos que 
T(f) 4-g = 0, dado x de Q tendremos que f (x) =T(f) (x) + g(x) = 
=0 , luego f=0 , y de aquí g=0 , por lo tanto 
jéo (S-vQ,E) f) T^CS'píQ.E)) = >10} .
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Por otra parte, sea h de (!? r-'F , E) , sea 
f (x) =h(x) x e Q ,  tendremos que f está en Ep(Q,E) y que 
g=h-T^(f) está en Q,E). Esta suma directa es topo-
lógica porque considerada la aplicación 
X: ^ o (S^F,-E)------- T1< ^ f -(Q,E))
definida X(h) = T^(f), siendo f la anterior, es una pro
yección continua cuyo núcleo es Ker X = ¿3 (?^Q,E).o

Por otro lado podemos construir dos cubos 
H y L en IRn ver if icando 0 ñ c H c f i c L c  int (Q«F).

Consideremos un operador de extensión U li
neal y continuo de £ (H,E) a {L,E) considerando a éste 
como subespacio de £p(Q,E), y sea W la aplicación restri£ 
ción de <Sp(Q,E) a <5(H,E), es decir W(g)(x) = g(x) para 
todo x de H, para toda g de £p(Q,E), es lineal y continua 
y además WoU = 1 gj » luego por el teorema. 1.2.8. ten-,
dremos que £ (H,E)^ S(E)£ por el teorema 1.2.3. (Bonet)] 
es isomorfo topológicamente a un subespacio complementado 
de £p(Q,E).

Como S(E) tiene la propiedad de complementa 
ción, tendremos por el teorema 1.1.1. que £  ( Q , E ) S ( E ) •
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IV.2. UN OPERADOR DE EXTENSION

En el estudio de la representación del es
pacio oZÍ+p(E) (Capítulo V) se nos planteó la necesidad

nde averiguar cuando, dado un cubo Q de IR con interior no
vacío y un cerrado F de IRn , llamando E^= F flQ, podíamos
construir un operador de extensión lineal y continuo del
espacio £„ (Q,E) a £_,(E). Si ocurriese que 9Q/1F = 0 

F i F
entonces simplemente construyendo un cubo concéntrico 
a Q con 3 Q y F = QflF, y tomada una función de

) con f(x) = 1 para todo x de Q, tomando T un opera 
dor lineal y continuo de S ^ (Q,E) a £(E) , f̂.T sería el 
buscado. ^

Análogamente, si 3Q cF entonces la aplica
ción T: E „ (Q,E)---«^> £™(E) definida como
......... Fi ............F .....................................

ff(x) x S Q
(Tf)(x) = {

[o X <̂ Q
para toda f de £ „ (Q»E) resuelve el problema.

1
Por lo tanto el caso a estudiar es cuando 

(x) d Q f ) F ¿ 0  » 'dQf)Rn^ F ¿ 0
Nosotros hemos obtenido una condición necesaria y sufi
ciente para la existencia del operador citado.

90 OOSean (A ) _, (B ) las dos familias der r=l r r=l
rectángulos de la partición definida en 1.3* asociada a

n 'f o 'f oo1 w F = _TL . Sea ( M = ) .. la partición de la>'r zz y* ? ; 1 r=1r=1
unidad, llamemos «AQ = | r e 1 / Ar f| Q 0 0)
A  = í r £ J / 3 r e.A con A f) A 0 0 j , © = U  A1 1  o o r r  J ’ o . ro re. A o
Q = U  A • Mantendremos esta notación y la hipótesis 
1 r c A j  r
(x) hasta la prueba del teorema de la condición necesaria 
y suficiente.
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PROPOSICION 1. Si existe p entero positivo y k constante
positiva cumpliendo que
dp (x,F^) ¿ k d(x,F) V x. e 3 q  (kk)
entonces existe otra constante k 1 verifi
cando que
dp (x,F )*k» d(x,F) VxeO^^

Demostración: podemos suponer que k >,1» Sea y de , si 
y está en Q supongamos que d(y,F) < 1. Si 
d(y,F) = d(y,F^) no hay nada que probar. Si 

d(y,F)< d(y,F^) entonces sea z de F con d(y,F) = d(y,z), 
sea {x} = fy,z] H  DQ, tendremos que d(y ,F )=d(x,y)+ d(x,F) 
luego d(x,F)<¿ d(y,F). Por otra parte se verifica que 
d(y,F1 ) ¿ d(x,y) + d(xíF1 > ¿ d(y,F)-hd(x,F1 ) luego
díy.F^ < d(y,F) 4 kVp dV p (x,F) < d(y,F)4 k^pdV p (y,F) 
como d (y ,F )< 1 tendremos
d(y,F^) ^ (1+ k1//p) d^P (y,F) luego
dp (y,F1 ) <r (14 k /p)p d(y,F)
como d(y,F^) ^d(y,F), si d(y,F)^ 1 tomado 
k1 = sup I dP (y,F^) / V y e Q  con d(y ,F) ? l\ 
k2 = max [( (1 4- k^P )P , k ^ }
para todo y de Q se verifica dP (y,F^)^ k^ d(y,F).

Sea y que no esté en Q y sea s entero po
sitivo con y en A , supongamos que P < V 2 , p arista deS  1 S I S

B , existirá un r en J\ con A í) A / 0, luego por la s ’ o r s °
proposición I.3*l« tendremos 2 z-VZ p g y ade
más podemos tomarlo con z en A^ fl 'dQ, tendremos que 
d(y,z) ^ 3Íñ jOg y como z está en A^,
fñ c'dCzjF) < k{ñ p ̂  luego
d(y,F1 ) * d (y, z ) +d(z,F1 )í 3 {ñ ^ 4 k^Pd(z,F)< 3fñ jPg +•

+ (4.2VH k)Vp ^ p
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/̂p
díy.Fj^) <r (5fñ + 8kVñ)1/p P g P i ( -•1'̂ 5 d(y,F))ítlk d(y,F)) 
Sea k^= llk, consideremos el conjunto con r e A  ^ y 

^r= 1 ^ fr= * tendremos que si y está en entonces
d(y,F^) 2 d(y,F)>-~ , luego tomado

sup j-|= dP (y,F1) / y eA^ r e  Q± 1/2, l)
si y está en A^ y > 1/2 entonces dP (y, F x ) <f k^d(y,F ) ,
por lo tanto, tomando k'= max jk,k^, k ^ , k ^ , k ^  tendre
mos que es el buscado.

Supongamos que F es un cerrado en IRn y Q 
es un cubo cumpliendo (xx) entonces

PROPOSICION 2. Sea g de & (E) de tal manera que se anula
fuertemente en F^= Q H F ,  entonces las fun
ciones
s <f=Y■1) s 2 3  A'f.'f/)

r e A x r e A o
son de <5(3Rn ,E) y se anulan fuertemente en 
F.

Demostración: hagamos la prueba para _A. Veamos que es 
una función de cías e £°° en Rn , sea x de 
_TL y B(x) entorno compacto de x con B(x) 

incluido en -Ti, por ser (A^) localmente finita tendremos 
que / B ( x ) n i r / D }  es finito, luego
existe la derivada parcial de cualquier orden , son 
continuas y, aplicando la fórmula de Leibnitz, verifi
can
d(í(s ZI d3 ' f . ' f ' 1) ] (x> = J2 c<u »ss(x)2D^(>f„f;wx)re A ,  n = K °/ r eA,1
llamemos a esta igualdad (®) • Sea x de F , puede ocurrir 
que x esté en Q o que no esté. Si x no está en Q, puede 
construirse un B(x) entorno abierto de x de tal manera 
que .A^ = 0. Veámoslo, consideremos m^ entero positivo
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tal que para m £ se cumple Bym (x) fl Q = 0 siendoo
By^íx) la bola abierta de centro x y radio Vm, supon
gamos que para todo m ¿ mQ existe un en -A- ̂  con
x e 8 n  B,; (x), como x está en A y (x ) convergem r Vm 1 m r mm m
a x que está en F, tendremos que lim n = O, sien-

m— o 4 ¿o \ m
p la arista de B . Por definición de A , y la Ir r 1 J* m  m

do i rm m
proposición 1.3«l* tendremos que existe y^ en Q con
jx - y IS 3 Vn p luego x está en Q. en contra de la 1 m m 1 r' m
hipótesis, luego para y&B(x),  ̂©^"^(y) = 0, por lo

tanto existe D ̂  g > — D ( f̂0 'f (y) = 0 (<9®)
re A -1 r

y trivialmente es continua. Obsérvese que en realidad 
aqui se ha probado que si ©^ entonces x está
en F^= F D Q.

Sea ahora x de Q O F  = F^. Supongamos que 
dado m entero no negativo, para todo multiindice 
con | £ m se verifica que existe y es continua

o p [s z z  d < f.'f:1 )] en todo Rn y vale cero en to-
re A  1

do punto de F. Sea e^= (0,...,0,1,0,...,0) n-tupla y 
vector de Rn , veamos que existe 
p+e. r __ & V

D 1 [g D ( wpof “ )J (x) = 0  V x e F± i=l, 2 , . . . ,n

y que es continua en F^, en R ^ F^ por ($)) y (<8®) sabe
mos que existe y es continua esta derivada. Sea x de F^ 
considerado h de R con |h|< 1, tenemos el cociente
^  ZZ. D^( f.f ■1)1 ( x +• he±)

re A  ̂
si x + he^ no está en ©^ este cociente vale 0 , si está

-87-



en ©^ tendremos que dada q seminorma continua en E 

q(-£ D?[g >  D ( of ”1)J (x+ he±) ) £
r c A  1

Sy*
D^gíx + he^) --  x

1 q('----- jj---— ) />. |D ) (x-t-hê )j
= [S 7 r€ A  x

tendremos que

DA+0<( f o'f^1) (x + he±) = (-|) p - lu.-tocl (d ^ u? ) (^^(x+he^) )

. como x + he . está en ©.. , existirá s entero positi- x 1
vo verificando que x +-he^e , podemos tomar h suficien
temente pequeño para que o < 1/2, como A corta a lo más

I S  S
n 1a 4 elementos cuyas aristas verifican 2 ^ p  7, ĵ g

8 l««l ' 'lA-wi luego (— ) ¿ 2

2 T  K +*( ‘f W ^ X x + h e  )I < 4n 4 ^  p - ^ s u p l D ^ Y  (z)¡
r e A ^  r 1 ' S ze-I

^ 4n 4 ̂  Ps'°í+̂  suPjl ^ (z)| : z e I /'/*•> í |i+íX, )
al ser pg < V 2 , tendremos que, por la proposición I«3*2. 
d(Ag ,F) ¿ 4 Vñ ps

h = |x + he.- x| » d(As ,F) luego \  * f * p ¡X
& So00como D g se anula fuertemente en y es de clase C ,

por hipótesis existe una constante k positiva y ui^ente-
ro positivo p de tal manera que si x +■ he^ está en ©^
d^ (x + he^ ,F^ ) < k d(x +he^,F)

* ,aplicando a D g la fórmula de Taylor con resto integral 
obtendremos que existe una constante M positiva tal que
q(D^g(x+he^))< M sup{q(D*g(y) / yeB(Q,l); Ul ^ ( 1 °¿+(bl+2 )pj .
( I <*+ /3| + 2 ) P , „ \• d 1 /p( x + h e i ,F1)

siendo 3(Q,l) = j y e 3£n / d(v,Q) í lj , de donde
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por lo tanto para h suficientemente pequeño tendremos
«A .n-l

q(D^g(x+he A) < M sup {q(D^g(y) ) / yeB(Q,l),Ul< ( W + 2) p]
l(i+od+2 , x i &♦«!+■ 2. d \ (x +he± ,F) k 1

luego
-q(D* g'(x+he^) ) £ M (k*t fñ)'0̂ 4"2 sup {q(D*g(y) ) / yeBCQjl),

(w+|i\4- 2)p p W+(̂ l+2 
)or lo tanto para
q(i DP[g 2 H  D°^ ( x + hei))¿

r GJv^

¿ y  ~~ [ M ^ í k  l6|/ñ) ̂ 2sup |^q(D^g(y) ) / y€B(Q,l),
S+/* = (i ^

,lYl< ( k+jil+2)p j . sup | (-f (z) / zel, (jücx)
cuando h tiende a O, tendremos que tiende a O, de
donde obtenemos que existe

D 1 [g 7  P*( S1.?'1 )] (x) = 0  x e F x
r eA 1

la continuidad en los puntos x de se demuestra sus
tituyendo en la prueba anterior |3 por jb4-e . y escribien
do y en lugar de x 4-he^ y tomando h =|x-y|, obtendremos 
que para h suficientemente pequeño existe s con y en A 
y ^  y existe una constante N verificándose que

q(D^* 1| g J> ~ ü"( ~1)1 (y) ) ̂  N sup^ q(D*g(t)) /
re A  ! J

/ t £B(Q,l), |yU ( l<*-+(M + 3)p } p T (xxxx)

re A 1
2 
s

haciendo tender h a 0 se completa la prueba ya que p g 
tiende a 0 .

Para A. la prueba es idéntica, o

En la proposición anterior lo que se ha
probado es que g ? 1 D ( M’o'i’ está en £ , ( 8,), x=o,i

r € A  .1
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PROPOSICION km Las aplicaciones T y T, definidas en-o ^ l
tre los espacios .£ „ (E) y E P (E) de laF1 F
siguiente forma

T ^ g )  = S H Z  "D^( i=0,l
r e A  .i

son lineales y continuas.
Demostración: están bien definidas por la proposición 3* 

tendremos que:
sop (g 2H  D*( 'fot"1 )) C O i=0 ,1

r e A i

de hecho si D ̂ (g P” D ( ^))(x) / O entonces x
re A  . ri

está en 8^, Para cualquier multiíndice p  e 1=0,1. ©^
i=0 ,l es un compacto y para ver la continuidad, basta 
ver la convergencia de las funciones y sus derivadas 
en ©^ i=0,l repectivamente• Además resulta de la prue
ba de (<3¡8>) que si x está en ©̂ /vj ©^ entonces x está en
F^, 1=1,0. Sea deD,-*1} una red en (E) conver

gente a cero, sea q una seminorma continua en E, m en
tero positivo, £ > 0 y p multiíndice con I p| ̂  m. Ten
dremos que
V x s F  D^[g E  D*( ¥•¥ ”1)j (x) = 0 V d 6 D

re A- .i
además de (x k x x ) , dado x de F^f) ©^ existe un entorno 
abierto B(x) con

-lxi , ,T .2 ru H o Y
r eA:

q(DÍ3[gd D )J(y))¿ N o sup { q(D gd (u))/T» er A(̂  l
/ u e B(Q, l) , Ul á ( M + m + 2 ) p }
para todo (5 con l(2>|< m, para todo y de B(x) y todo d
de D. Como B(Q,l) es compacto existirá un Índice D
tal que para todo d J, dQ se verifica
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q(D P[sd ?  D H’o'f ”1] (y)) á £ V y e B(x) V / |p|$ m 
r €

Consideremos el compacto 0. w ( U{B(x) / xe= F 0 ©i)
i=0,l, como C±n F = 0 tendremos que C^C-fL y (A^) es
localmente finita en SI , el conjunto

= \ r € -̂ -i / ^r^ Ci ^ ^ Í es finito i=0 ,l luego por
0§>) tendremos

Z Z  D*l 'f.rz1 )](*))<
r  €. A - . i

^cc J  1 ̂   ̂ f o f ”1 ) (x)| ) q(Dá gd (x))
St/= P A  reLi
como i ̂  ( D>a+0Í( -̂fof (x)| , x 6 C . / DiUm j es un con-

1 reL. r 1 7i
junto acotado llegamos a la conclusión buscada, tomando 
un d ^  dQ suficientemente grande para que

q(D ^[sd >  D ( (x )) ¿ £ V x eC. V d > d1
reJv± J

Los operadores Tq y de la proposición 4.
pueden considerarse como dos aplicaciones lineales y con
tinuas del espacio <£ p (E) a los espacios _¡áo (8Q ) y
£ ( 8,) respectivamente• o 1

TEOREMA 1. Sea Q un rectángulo cerrado de ]Rn con 8/^ 0»  
sea F un cerrado de 3tn , F / 3Ln , llamemos 

j¿*F^= F H Q, Existe una constante k positiva y
un entero positivo p verificando d^(x,F^)^
¿ k d(x,F) para todo x de ^ Q si y sólo si 
existe operador de extensión lineal y conti
nuo de 6 (Q,E) a £  (E).

f i F
Demostración: supongamos que existe una constante k po-
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sitiva y un enteró positivo p, satisfa
ciendo que dP (x,F1 ) ¿ k d(x,F) para todo

x de Q  Q, con la notación de las proposiciones anterio
res , sea T un operador de extensión lineal y continuo 
de £(Q,E) a £(E), entonces
U(f) = T(f) 2 H  f e £  (Q,E)

re-A. ' - 1o
es un operador de extensión lineal y continuo de 
£ p (Q,E) a ep (E).

Considerado ^ < 8„» un subespacio cerrado 
de £p(E), bastará probar que U es continuo y lineal de 
£ p^(Q,E) en i&0(80 ).

Si x está en © tendremos queo

= 2 —  YoY~ (x)
r=l r e A ^
entonces si x está en 0o

M g(x) = ■ ■ -l ■■ = ^  ̂   V's eA,
YoTl (x) 

r=l r c A 1
considerada la restricción de estas funciones a 8 ten-o
dremos que T(f) ^ es un operador lineal y

réT/v ro
continuo entre £ _  (Q,E) y 'P, (8 , E).r _ o o

Considerado un punto x de 0 tendremoso
que existe un rn de A  n con x e B C  S , siendo (B ) y ^ 1 1 rl rl
(A^) los rectángulos de la partición definida en I,3 »j 
y como se verifica que 'f* (Br ) = L compacto r=l,2 ,.#. 
sea b > 0 el mínimo de 4* en L, tendremos que



luego tomado x de 0q (6 x de 8q ) y q seminorma continua 
en E tendremos que:
i-a/i-■—  zn ̂oM,-i](X))í ¿q([T(f> ? w:1]*))

4>„ip-l r£A Q r e A 0
i r r=l

llamemos (k m x x .jc) a esta desigualdad, para x de 8 la
función T(f) ^  U es, por ser (A ) familia local-

re A  ro
mente finita en ]Rn A; F, indefinidamente derivable con 
continuidad y sus derivadas son un cociente cuyo nume
rador es una suma de expresiones del tipo:

Y, ^—  .* ,o-1n ,* ,«-1
r[D*T(f) Z Z  DV ( 2 Z  'f. I ^  ~

r e A o r ^ 0

.d ^ í Z Z -  ^ 04,¡:i )D!íi( Z Z _ M ,.tf"1 ).-.D?1( cfoH,j 1 )(x)
r e A 1 .ríA^^ r g A -1

usando el hecho de que si x está en 8o
D h  2Z- “1) (x) = *> ( M?o?"1)(x) i=0 ,l

r e A ^  r r e A ¿ r
tendremos por la proposición que esta expresión es 
un operador lineal y continuo de £p(Q,E) a ^ o (8Q ,E),

como el denominador será P* —  ^ elevado a unaA rre A 1
potencia positiva, repitiendo el proceso como (xxxwc) 
tendremos una acotación con seminormas luego se veri
fica que U(f) = T(f) VL es un operador de ex-

r ^ A  1 ro
tensión lineal y continuo de E „ (Q,E) a jS (8 ,E).í o o
Pero por la proposición II.l.l la aplicación
i! ^ o (8o -E) £  (E)
definida como: dada h de S  (0 ,E)' O o
i(h) = j h(x) x e 8 o

l o  x é  8
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es un isomorfismo topológico sobre la imagen, por lo
tanto U(f) considerado de £ „  (Q,E) a ¿f„(E) es un

Fi F
operador de extensión lineal y continuo*

Recíprocamente, supongamos que Q es un 
cubo de Rn con interior no vacío y sea F un cerrado 
en Rn satisfaciendo que = QH F /0 y int(Q ^ F )/0 
Si suponemos que no existe p entero positivo y k po
sitiva satisfaciendo que para todo x de la frontera 
de Q, dP (x,F^) ¿ k d(x,F), entonces llamando

p2pa^=2 , tomando p=l, existe x^ de 3 Q con
d(x1 ,F1 ) > a1d(x1 ,F)
tomando p=2 , existirá un xQ en 3 q, x q/é x_ conu (L J.
d2 (x2 ,F1 ) > a 2d(x2,F)
tomando p arbitrario existirá un x de 3 &  con x 0x.P P i
i=l,2 ,...,p-l satisfaciendo
dP (x ,F ) > a d(x ,F) (w)p 1 p P
en lo que sigue supondremos que d(x,F^) ̂  1 para todo 
x de Q porque por una homotecia podemos considerar el 
cubo de arista menor que V/ñ, y como la distancia del 
cubo homotético a los cerrados homotéticos es propor
cional a la de los de partida, no hay pérdida de gene
ralidad.

00Como la sucesión (x ) , es acotada,P P=1 ’
00existirá una subsucesión (x ) _ convergente a x ,p m=l ° o ’m

tomaremos p 2m para m=l,2,..., x es de F_ , si no m 7 7 7 o 1 7
lo fuese podríamos construir un entorno compacto B(x q )
que no corte a F y tomando
M.. = max (d(x,F_) • x e B ( x  )\ > 01 i l o
M_= min íd(x,F) x £ B(x )V ? 02 1 o
tendremos que si y está en B(x ) entonceso
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M
d(y,F ) ¿ rp d(y,F) 

2
M1Sea ahora p con x en B(x ) y a > 77- , tendremos* P o J p M2 ’

(x ,F1 ) < d(x ,F1 ) < a d (x ,F )P 1 P 1 P P
lo cual es una contradicción.

Si el cubo Q es
Q = 7 (x_ ,x0 ,....x ) e. Rn / a . ¿ x . ¿ b. i=l ,2.,..,n}1 1 7 27 7 n 1 1 1 7 7  7
dado y de HF siendo y= (y ,y , • • • ,y ) llamaremosj. 1. u n
R = <((x_,...,x)eIRn /x.=y. si a . < y . < b . ,y 1 1 7 7 n x  ̂x 1 J1 x 7
x . > y . si y . =b . x . < y . si y . =a . }
1 J 1 J 1 1 3.^ J x J x x J

tomemos F^= F^ U ( ^  jRy / y £ F O  c)Q\) , es un cerrado
de JRn y si x es de Q se cumple que díx^^) = d(x,F^)
En lo que sigue,seguiremos toda la notación de 1.3*
Sea __n_ = fl£n A> F^j es un abierto no vacio de ]Rn . Consi-
sideremos <A y (B> las familias de cubos de la partición
definida en 1.3 * asociada a_TL , ordenemos los elemen
tos de ffb y por lo tanto los de cA de manera que
x £ B C  A para m=1.2,... DefinamosP P P m m m

00
g(x) = 21 (*| (°r ) ( M >ocf^1 )(x) x e-TL.

r=l
esta es una función de (IT), evidentemente g está 
en <f"(_fL). Sea b = min ̂  *f(x) x e j j > 0 ,  Llamemos
C = ( J ^ A  : r < s ^  para un s entero positivo dado.S 3T
Consideremos x de JT_ que no esté en , sea r el me
nor entero positivo con x en , evidentemente r >s 
y como el conjunto de los enteros positivos t con 
x en Â _ tiene cardinal menor o igual que ^n , tendre
mos que para o( multiindice dado

D°s(x) = P : |0<V ! Í )t (|)1C(1 ( D ^ K f ^ W )  
t«L ' 5X
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luego como t está en |  p  ^ ̂  ̂  2 , tendremos

, . p r-Kl
¡D g(x) I ¿ ¿tn+|0< (-£■£) sup | D ^(z)

2 zel
como Pr/^ ̂  para todo r tendremos que dado £ > 0
existirá un s suficientemente grande cumpliendo que 
xG-fL x ^ C g | D^g (x) ] < £
Consecuentemente la función h:Q----t> R

( g(x) x e Q  P\n
h(x) = i

( o  x e Q ñJ -O.
es una función de clase en Q que se anula fuer
temente en F^* Además

°° _ r _ P p p
h(xn ) = ZZ(-£r> <*„ ■> ■"**■ (-i)m r=l m
Supongamos ahora que existe U: 5  _ (Q) p> £_„(E)

F i F
operador de extensión lineal y continuo* Tomemos z

^m
en F/^F. con d(x ,F) = d(x -z ) m=l,2,..*1 P P Pm m m
aplicando la fórmula de Taylor con resto integral pa
ra j entero positivo

h(x ) = U (h )(x ) - U(h)(z ) =P P Pm m m
_ f1 (l-wjj-1 TI(j)U J (h)(z +- w(x -z ))dw/a p p p/O m m m
luego
|h(x )| ^ n^d^(x ,F) sup sup I D^U(h)(z + w(x -z ) 

^m ^m J|i| =j we[0,l] ^m
luego existe un u^ de íx ,z 3 verificando que° m u p 1 pm m
h(x )¡  ̂n^cí(x ,F) sup | D^U(h)(u^)| (ii)P P i , mm m )[3|= 3

como (x ) tiende a x que no está en .0 . , tendremos p o 1m

-96-



( ¡Ô  ) coverge a 0. Consideremos con m > enton-Pm
ces P < V 2 por la proposición I.3«2.

'
d(* . p p  = d(x tP 2X 5 f S  P p

m m i r a
luego de (i) e (ii) obtendremos

b d (x ,F ) pp ’ 1 pp mm . , / Y niv j j,¿ b(— 5 ¿ n° d (x ,F).
(lOfñ)

Pm x 2 Pmm m

sup |D^U(h)(u^)| (iü), . m1(M=J
luego para m * mQ aplicando (pfl) a (iii) obtendremos

b a
sup I U(h) (u^) | > — — üí—  d1“j(x ,F) i , ■ m • P P1*1=J n J(10HI) m

como I x - u£| < d(x ,F) <: d(x ,F )---- ^ 0i p  mi P p 1m m m
tendremos lim u^= x q para |p>¡ = j. Por otra par-

te es evidente que 
aPmlim 1 ■ ■ - —  = + 00
(iofíi)Pm

tomado j >,1 fijo obtendremos
0 = sup |D^U(h)(x )| = lim sup I D^U(h)(x^)| = 4 oo. o .i m 1ip\ = J m--í>+oo |p|=j
lo cual es absurdo, luego no existe U.

Veamos un contraejemplo» Sea f ;JR»— »r*3&

f -1/x  X nJe x > 0
f(x) = <

lo x^ 0
sabemos que f está en £ (IR) y se anula fuertemente 
en 0» Sea F = { (x, f (x) ) / x € R) , Q = C0, lj x[.-l,o] . 
Tendremos que F^= FílQ = ^(0,0)} , y que (x,0) está
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en 9 Q para O ̂  x ^ 1 2
d((x,0),F1)= x d((x,0),F) ¿ e“^X
Supongamos que existe un p natural, k constante positi
va satisfaciendo que si (x,y) está en Q
d?(x,y),F1 ) ,< k d((x,y),F)

dP ( (x,0) »F.) - k d((x,0),F) i xp - ke i 0 O í x-í 1
k e“^xluego h(x) = ■ ■ ■■■ ■ £ 1 0 < x N< 1
xp

ke_Vx o -v k Plim h(x) = lim ■ ■ = lim k y e = lim — —
x--fO+ x-**0+ x^ y_-t>+«, y — t>-i 6d e
aplicando la regla de L fHópital p veces tendremos
lim h (x) = lim ■—-E = O

. vX— * 0 ........y -.-*>+«> e ..........................................
lo cual es absurdo, luego por el teorema anterior no exis
te operador de extensión lineal y continuo de E „ (Q)

F1
en cfF (mn ).
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IV.3. LOS ESPACIOS P  (E) Y ¡/í (E)
“F nF

DEFINICION 1. Llamaremos (E) al espacio vectorial
"F

sobre K de las funciones infinitamente 
diferenciables definidas en con valo
res en un espacio E, que son 2 Tí -periódj. 
cas respecto a cada una de sus variables 
y que se anulan ellas y todas sus deriva
das en F, siendo F un cerrado contenido 
en [- ÍT , TíJ n . Lo dotamos de la topología 
localmente convexa definida por la si
guiente familia de seminormas:

q(f) = y~~ sup í q(D°*f (x , . .. ,x ) ) : - Tf ¿ x.<TT ,l¿j¿n^
K U r  1 3

al variar q en las seminormas continuas en E y r en los
enteros positivos, llamemos (x) a esta expresión.

En (27) Valdivia para el caso escalar prueba que 
- S. Bonet, si F es vacío, prueba en ( 1 ) que

y-S(E) en el caso en que E sea localmente completo

DEFINICION 2. Sea F un cerrado incluido en n » lla
maremos (E) al subespacio de P  (E)Hp np
formado por las funciones pares para cada 
variable, dotado de la topología restric
ción.

Supondremos en lo que sigue que
int ( [- IT ,Tí] n/v p) 0 0 para el espacio ¿P (E) e

F
int ( [0,TílI1'v F) 0 0 para el espacio (E) porque si no

nF
se reducen al caso ^0} •

Vamos a generalizar una técnica que se de-
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be al profesor Valdivia en ( 27)• Sea 
H = {(x1 ,x2 ,...,xn ) : -2 tt < £ 2 tt j=l,2,...,n}
dado F incluido en [- IT , TTln , f de (E) entoncesnp

a = (a. ,an ,vr*.a ) e F D°^f(a + 2TTr ) = 0 1 2  n
para r en ¿Zn , j=l,2,«v»,n y para cada oí multiíndice, 
luego tomado \a + 2írr , a e F  r e  Zn j=l, 2, • • • ,n}
es un cerrado y evidentemente
P  (E) = P  (E) = P  (E)
Hp ^  nF 2

consideremos F^= F^fl H, tendremos que int (H ̂  F ^ )/£ 0 f

dado £ „  (H,E) sea el subespacio de £■ „ (H,E) de 
2 2

todas las funciones f que son la restricción a H de
una función de (E)# J' es isomorfo tepológicamentéHp
a P  (E), para ello basta comparar las seminormas (m) 

^F
con las de 6 (H.E) al restringirlas a .

2
Sea p de ^ n , p=(p1 ,p2 ,•••»Pn )• Sea H^=

= {(x1 ,«..,xn ) : 2p̂ TT « Xj ¿ (2p^.+ ; j = l,2 ,...,n}
Sea g :BLn p definida por

P

gp (x) = (x1 ^*(2p1+ 2)rr , . . . ,xn + (2pn+ 2)tt )
con x=(x.,x_,•••-x ) de Rn . g transforma H en H y 1 ’ 2 ’ ’ n °p p
llamando F = F/)H . transforma F. en F . obsérvese conp 1 p* 2 p ’
esta notación que F _= F .. s • Sea L = H v F  .H 2 -(1,...,1) P P P
L = H w  F„, tendremos que c25(L ,E) = (int (H a/F ),E)2 p o p p
{ k )i y una función f pertenece a <2Í(L,E) si y sólo
si fogp^" pertenece a *Zf(L ,E) . Obsérvese que si p y r
están en / n , r=(r.,r0 ,...,r )’ 1 ’ 2 7 ’ n
g ( x ) = g ( x + 2 irr) x e  ]Rn°p 4-r °p
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PROPOSICION 1. La aplicación X definida entre <^5(L,E)
y (E) como

x(f) = 2 1  f“Sp1 fe. ¿ Ó (L,E)
psXn

es lineal y continua.
Demostración: veamos que está bien definida, por ser

la familia H localmente finita X(f) es- p ntá en £ (E). Dado x de R , x=(x_,...,x )J. n
y r=(r^,•••,rn ) de Z tendremos que

X (f )(x) = (f og"1)(x) = y  (fog"1 )(x) =
n npeZ peZ

= y  (f og"1 ) (x1 -h 2r1TT , . . . ,xn +• 2rn*rr ) = X(f) (x + 2tt r )
, peZ................................................
luego X(f) está en <? (E). Dado x de F , X(f)(x) =n 1

(fog”^)(x) sumando para los p tales que x esté en P
H , pero si x está en H f\ F_ = F tendremos que g (x) p ’ * p 1 p ^p
está en F 0 , y como D^(f g (x) = D f(g '''(x)) = 0 paraP P
cada o< multiindice, luego X(f) está en (E). Como"F

un cubo H corta a 5n cubos de esta forma, entonces da- P
do x de Rn , pertenece a lo más a 5n cubos y por lo tanto 
a lo más a 5n elementos  ̂  ̂ pe£n » lueS° dado U un
multiindice y q seminorma continua en E *
q(D*(Xf)(x)) = q(D (2  fog^ííx))^ 21 q(D* f o g”1 (x) ) ■$

npeZ
^ 5n sup { q(D*f(y)) : y € L}

de donde se deduce la continuidad al ser X lineal.

Sea h un elemento de <2Í(H) con h(x) ̂  0
x c S ,  tomemos k = 2 hog tendremos que k está en

-n P peZ
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y es estrictamente positiva en todo punto de Rn . 
Sea Í  = £  £¿f(H) , tomamos ahora Y(f) = 4> f , conxC
f en £ (H,E) , Y: £  (H,E)------------------- apli-

2 2
cando la fórmula de Leibnitz obtenemos que Y es con-
t inua•

Sea ahora T: 8 (H,E)---- 1> £  (H,E)
2 2

definida como T(f)(x) = (XoY)(f)(x), evidentemente
es lineal y continua.

PROPOSICION 2. T es una proyección continua de
£ „ (H,E) en si mismo con T (6 „ (H,E))

2 2
 ........................
Demostración: tendremos que T( 8  (H, E) )C Ch . Sea g de

2
(E), g* la restricción de g a H, en-

“f
tonces X 0Y(g*) = (s*1? )»Sp1=

peZn

= ¿   (s«s“1)( f»®"1)npe£
al ser g.g~^= g y kog-1= k por ser g y k periódicas P P
respecto a cada variable, tendremos:

i , - l  i, -in______ __ h 0g hog
x<>y(g*) = g g“ = g 2 H -  — — 1̂ “= s

peZn p€Zn k °Sp p€Zn
luego Tg* = g*, por lo tanto T es una proyección y
T( £ „  (H,E)) = >  .

2

PROPOSICION 3» es un subespacio complementado de
(H,E).

2
Demostración: tendremos por la proposición 2. que

8  (H,E) = y  0 Ker T.
2 *
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PROPOSICION km Si E es un espacio localmente completo,
(E) es isomorfo topológicamente a

nF
un subespacio complementado de S(E).

Demostración: por la proposición 3* al ser <5 „ (H,E)
2

topológicamente isomorfo a S(E) por IV.1.1,

PROPOSICION 3* Si E es un espacio localmente completo, 
S(E) es isomorfo topológicamente a un
subespacio complementado de (E).

nF
Demostración: sea Q un cubo, Q c int ([0,2] F^)

Q= ■j(x1 ,...,x ) / 0 < a . £  x . < b . ̂  2-H j=l,2,...,n\1 n 3 J J  o * i » j
............... Sea M un cubo con M cint(Q), llame
mos /\_ a la familia de los de Zn tales que 

= (b^ , • • • ,bn ) ^ j=lj.«»jn.
Ib̂ ly I b̂ l ̂  •.. j I b̂ J 4; j
definimos Q ^ y M ^ ,  Q 2 TC |2> + Q M^=2irjS+M,
tendremos que Q^c L para |2> € -A • Definimos Z de 
£(M,E) en ̂  , tomado un operador de extensión li
neal y continuo de £ (M,E) a ¿ Ó (Q,E), definimos 

| Z^f (x- (i 2tt ) si x e Q ̂  p e A
Zf(x) = /

[o si x ^^Q|i
como si fb 0 entonces Q 0 C> = 0, tendremos que1 1 I 2 fl P2
la aplicación está bien definida, es lineal y es con
tinua por serlo Z^.

Sea U: c b  -O £  (M,E) con U(f)(x)=f(x)
la aplicación está bien definida, es lineal y continua 
trivialmente. Tendremos que UoZ es la identidad sobre 
£ (M,E), luego ZoU es una proyección continua en ^  y 
ZoU( y  ) = Z( £ (M,E)) isomorfo a £ (M,E) , es un subes
pacio complementado de • Al ser E localmente comple-
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to tendremos por el teorema 1.2.3* que <f (M,E) ^ S(E).

TEOREMA 1. Sea F un cerrado en |[0,2]n con
int ( &),2 ] F) 0 0. Sea E un espacio local- 
-mente completo, entonces ¡p (E) S(E).

"f
Demostración: consecuencia directa de las proposiciones

y 5* y el teorema I.l.l.

PROPOSICION 6. ( E) es un subespacio complementado
"F

de P  (E).
”f

Demostración: como en ( 27 )1 tomado G^ el subespacio
vectorial cerrado de p  (E) formado por

"f
las funciones que son pares respecto a la

primera componente, tiene como complemento topológico a
¿-P- que son las funciones de (E) que son imparesJ- iip
respecto a la primera componente ya que G^ 0 éf { Ôj
trivialmente, y si f está en P  (E)

“F
Sl(x > = \  (f(x1 ,x2,..•,xn ) + f(-x1 ?x 2 ,...,xn )) e G1

hl(x) = -| (f(x1 ,x2 ,...,xn ) - f(-X l ,x2 ,...,xn )) e. H  ± 
y f = g^+- h^, que la suma directa es topológica es tri
vial. Por inducción supongamos que para p entero posi
tivo 1^ p <n, G es un subespacio complementado deP
P  (E) , sea -.el suoespacio de G de todas lasnp ’ P+l * P
funciones que son impares respecto a la variable i
entonces G^ es la suma directa topológica de Gp+j_ Y
^■p+0_« Luego ^ ^ es 1:111 suLespacio complementado de
P  (E), tomando p=n, G = t/f (E) y se obtiene la con- Hp 11 "V
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clusión.

PROPOSICION 7• J (  (E ) es isomorfo topológicamente a
Hp

un subespacio complementado de S(E) si 
E es un espacio localmente completo. 

Demostración: por las proposiciones 6. y k,

PROPOSICION 8 , c/f (E) tiene un subespacio complemen-

tado isomorfo topológicamente a S(E),
Demostración: si llamamos G a la restricción de las

funciones de c/f' (E) al cubo H tendremos 
”F

que s i
F = £ 2x2 ,.,., £nxn ) / (x1 , ... ,xn ) € F , £^

~ — 1 i j=l,2 ,...,n }
construido F0 como antes, entonces < X  (E) = iff (E) .

»F2
y además tomando como en la proposición 5«
Q C int ( Co ,̂ 3 F 0) un cubo con interior no vacio, M
un cubo con 0 0 int (M) C M c int (Q), y si £ = ( £ ̂  , • • • , E. )
£ .= ¿1 j=l, 2 , . . . ,n, definimos en [- TT,Tr]n iQs cubos J

Q £ = £ 2x2 ,... , £ nxn ) ; (x1 ,x2 , ... ,xn ) <= Ql
para f en £ (M,E) definimos
(Z2f )( £ 1x1 ,..., ¿ nxn ) = (Zxf )(x1?...,xn )
si (x^,...,xn ) está en Q y
(Z f)(y) = 0  si y £ [-TítL c c
tendremos que Z f está en &£) ( ¡j-TT , n , E ) y es par, en-

u

tonces si Z: £ (M,E)----f> e/[ (E) con Zf restringida

a ITj'fíJ11 la función tendremos que por ser Z2 li-
neal y continua, lo es Z, además procediendo como en
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la proposición 5« obtenemos la conclusión,

TEOREMA 2. (/[ (E ) es isomorfo topológicamente a S(E)
Hf

si E es un espacio localmente completo y F
un cerrado incluido en Co,i*Jn con 
int ( Co,TOnAy F) / 0 

Demostración: por las proposiciones 7# y 8 , y el teo
rema 1,1,1,

COROLARIO 1, Sea E un espacio localmente completo, en
tonces O *  es topológicamente isomorfo 
a S(E).

Demostración: por el teorema 2, con F = 0.
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CAPITULO V

LOS ESPACIOS (XI.E) Y  b    ---

V.l. LOS ESPACIOS ¿&+F (n,E)

DEFINICION 1. Dado IL un abierto no vacio de R y E un 
espacio , sea z un punto de D- , denotamos 
por E) al subespacio de £ (_fL,E)

cuyas funciones tienen su soporte en [z,+ oo f] .O- , do
tado de la topología inducida. Llamaremos
al espacio vectorial dotado de la topo-

zeXL + ,
logia inductiva respecto a esta familia.

DEFINICION 2. Dado un abierto de BL no vacío y E un
espacio , sea F un cerrado en-O. , denota
mos por , E) al subespacio de-+■ r

J\, E) formado por las funciones tales que se anu
lan ellas y sus derivadas de cualquier orden en F , do
tado de la topología inducida por (JTL ,E) •+

Valdivia e n (18)(25 )caracteriza los espa
cios =2 fF ( n fi), Bonet en ( 1 ) los caracteriza si F
es vacío y E localmente completo, nosotros vamos a 
hacerlo para el caso en que F es un cerrado arbitra
rio y E es un espacio localmente completo.

Si F = JTL , tendremos que c 2 ^ F (-TL,E) =
= {o}, por lo tanto en lo que sigue supondremos que
f ¿ n  .

ooConsideremos (A ) .. los intervalos quer r=l
constituyen un recubrimiento localmente finito de in
definido en 1.3. . sea z de rj F , y n con z en’ o o o
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int(A ), sean zn < z < z0 verificando que n 7 1 o 2o
£z1 ,z0] cint(A ) n(jTrJF). Llamaremos a la suce-i. ¿á H  _LO
sión de intervalos cerrados {Ar (0 ] oo,z ] / n=l,2,...}

oo
que escribiremos y 0w>2 a suces:*-6n de ln“
tervalos cerrados {An 0 ¡jzq , 4-ooL / n=l,2 ,...j , que

. ooescribiremos (I, ). _ , llamaremos I = [z , zrtJ . las dosk k=l ’ o o 2
familias son localmente finitas en •

Sea el subespacio de £ (_Q_ O^z^
formado por las funciones f tales que existe

(n)lim f (x) para cada n entero no negativo y
x-*z*o
/nA .............................................................f (x) = 0 para cada entero no negativo y cada x de 

íl H  J z q ,-4-ooQ O  F. Dotamos a L ^ C z ^  de la topología
definida por la siguiente familia de seminormas: si 
m es un entero positivo, q es una seminorma continua 
en E y K es un compacto de R incluido en [ z q  ,-fooQ f|-fL 
entonces
Q(m,q,k)(f) = 2 Z  sup {q(f^n ^(x)) / xeK^J 

n« m
para cada f de L O z  ), donde f^n ^(z ) es el2 o o
lim f (x)•
x-*z+

° Consideremos b real con z ^ < b  y
[z^jbJ Cfl/^F. Por el teorema 1.2.^. sabemos que 
existe un operador de extensión lineal y continuo 
T1 : £ ( [z q ,z 22 ,E)--- 1> c^5(Cz1 ?b] ,E) .

PROPOSICION 1. La aplicación T:L_(z )---> Z Ó  ™ (-O., E )2 0 ■+ r

definida como: dado f de L 0 (z )2 o
O X £ J-'oo ,Z;L[ 0_Q.

Tf (x) = \ T 1f (x) x £ [z1 ,zq^
■ f (x) x c]zQ , + ool O O
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es lineal y un isomorfismo en. 
Demostración: como Tf está en ¿ LZ1 (XI ,E ) f) j6^ (XI,E)4 4 r

se sigue que la aplicación es lineal 
y continua y que es abierta sobre la 

imagen, al ser inyectiva se deduce la conclusión.

Llamemos G0 (z ) = 'TÍL-Xz )) y llamemos 2 o 2 o
G_(z ) al subespacio de «ZÍ „ (XI. E) formado por aque-1 o 4 r
lias funciones cuyo soporte está incluido en J-«®,z ^ D jQ
dotados ambos con la topología inducida.

PROPOSICION 2. <2Í„(X1, E) = G..(z ) e . G 0 (z )4 Jf l O  t O
Demostración: es evidente que G.. (z ) f)G_(z ) = {o] ,l o  2 o

además dado f de <2 ^p(XÍ,E), sea
g(x) = f(x) x X¡zq , 4 f\/L , evi

dentemente g está en L^(zo ) y f-Tg está en G1 (zq ),
luego es suma directa algebraica.

Consideremos ahora el caso en que F=0,
tendremos que (XI, E) = G.. (z ) ®  G0 (z )• Sea z de’ l o  a 2 o
XI, y { ^  de D,í ) una red convergente a f en

< 2 ^ (XL ,E ) , tendremos que si g^(x) = f^(x) para x 
:en ] z q  ,+<*> [ flXL. , evidentemente -[gd : d eD , á j  con-
ver ge a g en L Q (z ), luego Tg, converge a Tg por lodá O Q
que la proyección es continua, de donde se deduce la 
afirmación si F = 0.

Para F ¿ 0 obtendremos la conclusión 
porque G^(zq ) = G^(zq ) HcZ£f (XX,e ) i=l, 2.

Sea C^= j n e H u / int(In ) c Jl F J
y C„= í n s I ^ O l  / int(I ) (1 (Jl-v F)¿0, int(I )flF^0 Ju  V. II XI
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tendremos que C^U C^ no es vacio porque al menos 0 
está en C^,

PROPOSICION 3* Si E es un espacio localmente completo
G^Cz^) es topológicamente isomorfo a un
subespacio complementado de

cardCC.U C_)
S(E) 1 2 .

Demostración: denotaremos por «H* al subespacio de
<5(Iq ,E) formado por aquellas funciones 
que se anulan ellas y sus derivadas de 

cualquier orden en Por I V *1 • 2, i S(E). Defini
mos R = w  x TT <^5(I.,E)xTT (I. fl(_n_^F),E)

jeC^ÍP] J jeC2 ° J
si ó es vacío tomamos el elemento {0} • Sea 
A : R -c> definida como

A(fo ’ (fj) jtC^ÍO] ’ (?j) jeC2 ) = fo + f j + •Z - s j
por ser la familia localmente finita, A está
bien definida y es continua.

Consideremos ahora definida
como sigue: sea vj>̂ en con (x) > 0
si x está en ]z1 ,z2[̂ sea <-f>k de Ik ) con fk (x) > 0
si x está en int(lk ) k=l,2 ,,«. , definimos

,(x)
/U k (x) = ----------- ss-------  k=0 ,1 , , • . x € [z r°°L

n=l
Sea B definida de L 0 (z ) en R como2 o
Bf = (fu , (f./O. r ln\,(f U.) . r ) , esta es una/ o ’ /j jeC1'v \0 J / j je:C2

aplicación bien^Ief inida y lineal que al ser continua 
componente a componente, es continua, además es inyec- 
tiva.'AoB es la identidad en L 0 (z ), luego por el teo
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rema 1.2.8. tendremos que B*A es una proyección con
tinua en R y B(L (z )) es isomorfo topológicamente

u  O
a L_(z ) y es un subespacio complementado de R. La¿á O
conclusión se deduce porque por 1.2. 5 • y por II.2. 4. 
tendremos que R es isomorfo topológicamente a 

cardíC^U 0 )̂
S(E) y por la proposición 1. L (z ) es

w O
topológicamente isomorfo a G_(z )•w O

Si U es finito tendremos que 
card(C_U C_)

S(E) 2 S(E). Si es nume-
oo

rabie, como se cor^an a 1° sumo 4 elementos,
podremos extraer una sucesión de términos distintos

oo(j ) , en C U C tal que I. es dis junto con I. siP P--1- Jp Jr
oOp0r. Determinamos intervalos cerrados (M ) __ yp p “• i

/ \ 00(H ) n tales que P P=1
0 ¿ int (H ) C H C int (M ) c M c  int (I . ) 0  ( X L ^ F )P P P P Jp
para p=l,2,... Sea T^: (Hp ,E)----p (M^,E) un
operador de extensión lineal y continuo.

PROPOSICION 4. G_.(z ) tiene un subespacio complementa-2 o
card(C^ U C^) 

do isomorfo a S(E) , si E es
un espacio localmente completo.

Demostración: si card(C1 U C  ) es finito, tomemos I y J
-L u

intervalos cerrados en R con 0 int(J)
c J c int ( I ) c I C T z  , 4-oo [ D  (i"i /v F ) . Seao

o<• £ (J,E) -p C7̂ (I,E) operador de extensión lineal y
continuo, considerado ^  : E (J,E) -o L Q (z ) será uncL O
isomorfismo en y o< ( <5 (J,E)) tendrá como complemento
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topológico el subespacio de formado por todas
las funciones que se anulan en J. Como por el teorema 
1.2.3» si E es localmente completo S(E) - £(J,E) £
£ ©¿(£*(J»E)), se deduce la conclusión.

Si card(C^C/ C^) es infinito construya-
oo

mos U: I / £(H , E)----t> L_(z ) definido como«-i P 2 °P oo 00
U ( ( f ) ) = ¿ T f ,  y V:L2(zo ) *  TT £  (H ,E) tal

P P=1 P P P=1 F06
que Vf = (fjpj ) ^ es ^rivialmen^e lineal y por

P P"
definición de los H será continua. V es continuaPcomponente a componente luego es continua y lineal,
como n  £  (H ,E) I S(E) , la conclusión se deduce 

p=l P
porque V« U es la identidad, luego UoV es una proyec
ción continua en L 0 (z ), aplicando el teorema 1 .2.8 .2 o

Nse obtiene que S(E) es isomorfo a un subespacio com
plementado de L^Cz^)

TEOREMA 1. Si E es un espacio localmente completo,
G (z ) es topológicamente isomorfo a¿é O

card(CÜ C )
S(E) 1 ¿ .

Demostración: por ser GQ (z ) Ol L (z ), aplicando lasM O ¿á O
proposiciones k. y 3 * y el teorema 1.1.3»

Diremos que un abierto no vacio _0- in
cluido en R, es conexo por la izquierda si existe x 
en JTI tal que J- 00 ,x ] HjTL es un conexo.

PROPOSICION 5» Sea jO- un abierto no vacio de R conexo
por la izquierda y E un espacio local
mente completo.
a) Si se puede escoger z q de modo que
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J-oo iZq ] 0 -0 . sea conexo por la izquierda 
entonces G^(zq ) es isomorfo topológica
mente a ©  S.(E), siendo S.(E)=S(E)

í€W1u w 2 1 1
para cada i de U , donde
W-, = (ne3[ / int(J ) C. -O- a; F}i L n
W2= {neis / int(Jn)/H(-fi.A)F)¿0,

int(Jn )n F 0 0 }

b ) Si para todo zq de -Ti- a; F , J - oo , z
es no conexo, entonces Gn (z ) es isomorl o  —
fo topológicamente a 1 T S.(E), con

ieW UW 1

S.(E) = S(E) para cada i de W_ U W Q , sien
do y los mismos de a).

Demostración: sea S el espacio ^BJ¿5(J.,E) x
±€W1 x

x ®  íS (int(J. ) j F),E), la apli-
h6W2 °
ión X:S----t> Gn (z ) tal que l ocae

X((fi)i£W *(Sk)k 6W0) = ^ fi + ^ S k , está bien definí-
X u

da, es obviamente lineal y es continua por ser la fa-
oomilia localmente finita en/X,

Consideremos ©< k e 3 k  J^) tal que c*k (x)>C) 
para x en int(J^) k=l,2,*.« definimos 

(Xk (x)
v'k(x) = o< U )  X ^ Zo ’ tonlaremos si zo e J k— I 11n=l
V, (z ) = 1. Llamamos Y:G_ (z )----> S la aplicaciónk o l o

tal que Yf = ((f V . ) . w , (f ^ n ), TT ), Y es lineal e ^ i k
inyectiva. Su continuidad se deduce del hecho de que
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la aplicación ----o C¡^(J ,E) tal que
k=l

-v» OO
Y(f) = (f k-1’ cua-*- ^ es restricción, es
continua. Como XoY es la identidad de G,(z ), ten-1 o
dremos que Y©X es una proyección continua en S ya 
que YoX(S) = Y(G^(zq)) es un subespacio complemen
tado de S isomorfo topológicamente a G^(zq ), por el

card(W1 Ü W^)
teorema 1.2.8., como S y S(E) , la con
clusión se deduce.

Finalmente para probar que G^(z q ) tie
ne un subespacio complementado topológicamente iso- 

card(W^U W^)
morfo a S(E) , basta distinguir, como se
hizo en la proposición k., que este cardinal sea fi
nito o infinito y definir las aplicaciones tal como en 
la proposición k», cambiando productos por sumas di
rectas , los (I ) por los (J,) y L 0 (z ) por G_(z )•P  JC ¿á O  - L O

b) Sea ahora S1 el espacio
T~T ¿ 6  (J.,E) x PT 7̂ ) (int (J, ) n ( _ n ^ F )  ,E) , defini- 
ieW 1 kéW2
mos la aplicación X_:S,----o G_(z ) tal que1 1  l o
X l (.(£i )±«W • (« k )kelf.>) = + 2 r« k ’ es l i n e a l  yJL ¿

está bien definida por ser localmente finita la fa- 
comilia (J. ) 1• Su continuidad se deduce observando

 ̂ K K—1
que por ser _fl-conexo por la izquierda existirá un u 
de-fl tal que J-oo ,u J H-O- es conexo, de donde para 
cada zq de S L aj F tendremos u < zq , luego G^(zq ) está
incluido en E) y tiene su topología inducida,
repitiendo ahora el proceso seguido en a ) , cambiando 
la suma directa por el producto, se obtiene la con
clusión.
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TEOREMA 2m Sea XX- un abierto no vacio de R conexo por 
la izquierda, E un espacio localmente com
pleto, entonces, conservando las notacio
nes anteriores, se cumplen las siguientes 
propiedades:
a) Si existe z q deXl/u F tal que J-o»,z
es conexo, entonces (XI, E) es topológi-

(card(W^ U  W^)) 
camente isomorfo a S(E) x

card(C U C0) 
x S(E) 1 2 .
b ) Si para cada zq de XX  ̂  F , J - eo , zqJ D  XX
no es conexo, entonces „ ( X I ,E ) es iso-r

card(W^ U W ) 
morfo topológicamente a S(E) x

card(C V C ) 
x S(E) 1 2 .

Si XX es un abierto no vacio de R conexo 
por la izquierda entonces, en virtud del teorema ante
rior, obtenemos que si se da el caso a ), ^(XX,E )
puede ser isomorfo a S(E)^^, S ( E ) ^ ^ x  S^(E) , S^(E) y 
S(E), según sean finitos o no los cardinales de
y de Análogamente, en el caso b ), p (X11 E)
puede ser isomorfo topológicamente a S(E) y S(E)^.

COROLARIO 1. Sea XX un abierto no vacio de R conexo por 
la izquierda y E un espacio localmente com 
pleto, entonces ,E) es isomorfo to
pológicamente a S(E)^x S(E)^^. 

Demostración: como F es vacio, estamos en el caso a)
del teorema 2. con y C \j infi
nitos •
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Supongamos ahora que jfX no es conexo 
por la izquierda. Determinado zq de , podemos es
coger x < z con x en 3 1"X tal que J x , z "7 C-Q. •° o o o o oJ
Hecho esto, podemos extraer una sucesión de elementos
de3-TL estrictamente decreciente (x ) ,, tal quen n=l’
converge al ínfimo de /l- en la recta real ampliada y
tal que cumple que si/7-q= ]] Xq , z^3 , 0 ¿ -0 _ n =

i 00= J x2n ’x 2(n-1)L H-Q_ n=l,2 ,... entonces (Jln )n=1
son dis juntos dos a dos y —Q. f)J- oo , z J = LJ _Q- • Lla-

n=o
memos = | k e  I / int (J^) C _ Q k ;̂ F } , y

= {keüt / Jk C.ak int(Jk ) n(-ílk A>F)^0 ,
i 1 2int(J^)riF 0 0 J , por construcción Wq U W q 0 0 .  Sea 

B = [nsUt / jí 0).

PROPOSICION 6. Si JTL es un abierto no vacío de R no co
nexo por la izquierda, entonces G^(z q )
es topológicamente isomorfo a
®  1 , 1 ,  s (E), con S (E) = S(E)
neB ícvA jíí n n

1 2para cada i de W U W  y cada n de B.^ n n
Demostración: sea H el espacio
H

neB . W1 , w 2ieW heWn n
la aplicación V:H----p' tal c*ue

^ ^ i ^ i e W 1 ’ Ŝh^h£W2^neB^ " 2 T ^ 2 T f i + 2 Z  Sh> n n neB . , t-L ,íeW hewn n
es lineal, está bien definida y es continua por ser la

OOfamilia (J )1 , localmente finita en-TL • ConsideradaK K—1
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( -*-a Partición definida en la prueba de la pro
posición 5*» entonces la aplicación W:G^(zq )----o H

tal que W(f) = ((f ̂ ±)ieWl, (f VheW2)n6B es linealn n
e inyectiva, esta aplicación es continua, como se com
prueba demostrando que la aplicación
W2 : ^  (ll.E) o ©  TT ( J . ,E) , siendo

n=o ieW 1n
W 2f = ((f.V .) . __ )°°_ con W = -íkem / J, cJl \ i ieW n=l n i  k n >n

2y W la restricción de W. Finalmente VoW es la identi
dad sobre G^(zq ) luego WoV es una proyección en H con
tinua cuya imagen W®V(H) = W(G^(zq)) es isomorfa topo- 
lógicamente a y es 1111 subespacio complementado
de H, aplicando 1.2.5* y II.2.4. obtendremos que H es
isomorfo topológicamente a ®  T T1 S.(E).

neB icW UW 1 n n

PROPOSICION 7* Si D _  es un abierto no vacío de R no cjo
nexo por la izquierda , entonces
©  TT, o S.(E) es isomorfo a un subes
neB ieW u»W 1 n n
pació complementado de G^(zq ).

Demostración: procediendo como en la proposición k,,
distinguiendo los siguientes casos:

1 2a.l. B es finito y W U W  es finito parí n
ra cada n de B. En este caso basta probar que S(E) es
isomorfo topológicamente a un subespacio complementado
de G.. (z ).1 o

a.2. B es finito y al menos para algón n
1 2de B, W (J W es infinito. En este caso obtenxendo una n n
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familia numerable de cubos disjuntos conveniente, es
Nfácil ver que S(E) es topológicamente isomorfo a un 

subespacio complementado de G^(z q ).
1 2b.l. B es infinito y W fj W es finitoJ n w n
(N )para cada n de B. Se prueba que S(E) es topológi

camente isomorfo a un subespacio complementado de 
G (z ).

1 2b.2. B es infinito y W \J\i es finiton n
para cada n de B, salvo en un número finito. Este ca
so se puede reducir a b.l. sin más que trasladar z q ,
tomando un nuevo z de Q  rj F con z < z y G,(z ) eno o o J 1 o
el caso b.l., no influye en la representación de

E), puesto que en este caso G0 (z ) S(E)^.4 r <2 o
1 2b.3» B es infinito y W U W  es infi-n n

nito para un subconjunto de B infinito. En este ca-
N (N)so se prueba que (S(E) ) es isomorfo topológica

mente a un subespacio complementado de G^(z q ).

TEOREMA 3. Sea _Q_ un abierto no vacio de ffi no conexo 
por la izquierda y E un espacio localmen
te completo, conservando las anteriores
notaciones, se tiene que es
isomorfo topológicamente a
©  ( T T  S. ( E T ) )  x T J S (E)
neB ieW uW jcC1UC„ Jn n u 1 2
donde S.(E) = S.(E) = S(E) para cada i de J1 2W (j W y n en B, y cada j de C_ U C . n n J J J 1 2

Demostración: se sigue del teorema 1. y las proposi
ciones 2., 6., y 7., eligiendo zq de 
_fl a; F para que el caso b.2. no se dó.
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Elegido convenientemente zq en £ L para 
que no se dé el caso b.2«, pueden obtenerse las si
guientes representaciones:

1 21. C U C finito, B finito, W c/W finito para cada1 2  ’ ’ n n
n de B

F c n  ,e) 2- s(e)
2. C^U finito, B finito, al menos para un n de B

1 2 W U W es infinito n n
^ f (ji,e) 2 s(e)n

1 23« C_U C finito, B infinito, W t(W finito para ca-1 2  ’ ’ n n
da n de B
2 ^ f (jt,e) 2r s(e)(n)

1 24. C_U C- finito, B infinito, W U W  infinito para un1 2  ’ * n n ^
subconjunto infinito de B 
^ZÍ (X2,E) Cr ('s (E)N )<

1 25. C_U C_ infinito, B finito, W UW finito para cada1 2  n n
n de B 
^ f (/1,E) c: S(E)N

1 26. C U  C_ infinito, B finito, W U W  infinito al menos1 2  ’ ’ n n
para un n de B
2 ^ F (.n,e) v. s(e)n
i . 1 27. C  ̂  C  infinito, B infinito, W U W  finito para ca-' 1 2  n n

da n de B
^J+ F (J7 ,E) ¡ms(e)(n)x s(e)n

1 28 . C^U infinito, B infinito, W ^ U W ^  infinito para un
subconjunto infinito de B

£ )  ( n , e) ~ (s(e)n )(
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COROLARIO 2.
es compacto.

Demostración: jQ. n F es cortado por un número finito

COROLARIO 3» Sea -O- un abierto no vacío de R no conexo 
por la izquierda y E un espacio localmen-

Demostración: como F = 0, estamos en el caso 8 .

Para el caso escalar estos resultados se 
deben a Valdivia ( 18) . Si F = 0 ,  Bonet lo ha obteni
do para E localmente completo en (25 )•

Un estudio análogo podría hacerse para

de (An ) si y sólo si _Q-^F es com
pacto.

te completo. El espacio e
t fn(N)pológicamente isomorfo a (S(E) )

es to-

el espacio (-O.» E) formado por las funciones f de
<5 (H.,E) tales que sop(f) C J-co Para algún z q
de _T"1 .
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V.2. LOS ESPACIOS 4 : f (E > y (e)

DEFINICION 1. Consideremos un cono P cerrado de ]Rn
con vértice en 0 e int( P ) ^ 0, F un c<e 
rrado en IR11, con F ¿ IR11 y E un espacio. 
Llamaremos s í ; p(E) al espacio vectorial 
de las funciones definidas de ffin en E 
que admiten derivadas continuas de cual
quier orden y que se anulan ellas y to
das sus derivadas en F y que tienen su 
soporte contenido en algún trasladado del
cono r  • A oTf- fli(E) se le denota

n PDado z de I , si llamamos o ’
2 f;, p0 (E) al subespacio de p(E) formado por las
funciones que tienen el soporte contenido en zq+- P  * d£
tado de la topología de la convergencia uniforme de las 
funciones y sus derivadas sobre los compactos, un siste¡

ma fundamental de seminorma en ¿Js) - ?,(E) es
oc ‘ , Fqm R (f) = sup { q(D f(x)) : |o<| ¿ m, x e K }

al variar q en las seminormas continuas en E, m en los
enteros no negativos y K en los compactos contenidos en
zQ + r  • Tomaremos como el límite inductivo de
lá familia {¿^t^pCE) : ze'Rn ].I 1 pOSe puede elegir una sucesión ^e
puntos de ]Rn distintos dos a dos de manera que

oo
lim J( z . || = i oo y (z. + P sea 1X1161 sucesi^n crecien

i  — -*>■+ oo

te de conos de tal forma que dado un punto z de ]Rn ,
'i |—>exista un i entero positivo verificando que z+l c z^+»

para ello basta tomar los z. convenientemente sobre un 
'-Tf* 1eje del cono, c\)n resulta ser el límite inducti-I í*1/*>/•► z ̂ oo

vo estricto de ( & 0 „(E)). , •i' ,r 1 = 1
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DEFINICION 2* Llamamos „(E) al espacio 3 5 1  „(E )

siendo F^ el cono simétrico a F •

Valdivia en (19 ),para valores escalares 
y Bonet en ( 1 ), estudian ^p(E) y prueban que es isc>

« <N)
morfo topológicamente a (S(E) ) « E l  profesor Valdi
via en ( 25 ) estudia el espacio P (E) cuando E = (LI i*
el cuerpo de los complejos y obtiene que es un espacio 
isomorfo topológicamente a uno de los siguientes espa-

cios: S, S (N), SN , S (N)x SN , ( s V ^ .
Nosotros cuando al espacio E se le exija

sólo ser localmente completo, estudiamos los espacios
<^5n ü (E) , clasificándolos en cinco tipos, cuatro de Iellos isomorfos topológicamente a uno de los siguientes

, x (N) N Nespacios: S(E), S(E) , S(E) , (S(E) ) , y un quinto
tipo de espacio, que en general no es isomorfo a ningu
no de los anteriores, que para determinados cerrados F
obtenemos que es topológicamente isomorfo a
S(E)^^x S(E)^1. Cuando a E se le exigen condiciones pa
ra que S ( E )^^x S(E)N tenga la propiedad de complemen- 
tación, por ejemplo si E es un espacio de Fréchet nu
clear por el teorema I.1.4*, entonces este tipo de es
pacios, sólo parcialmente representados para E local
mente completo, resulta siempre isomorfo topológicamen
te a S(E)Nx  S(E)

Utilizaremos una generalización de la té^ 
nica de Valdivia (19 )• Consideremos las familias de 
cubos lÁ  - (Ar : r=l,2 ,... } y (6 = | : r=l,2 ,...^
definidas en I«3« para el caso en que el abierto sea
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todo IRn . Elijamos ahora una sucesión de puntos (z ) -m m=l
de con z.. = 0- de manera que P = z t T formen una 1 m m OO
sucesión creciente de conos verificando LJ P = ]Rn

t m m=l
y que T ,^ P contenga infinitos cubos de la fami-J m-*-l m °
lia (A para m=l,2,..# y además que todos los cubos de

que corten a P estón incluidos en | , param m+l
m=1 j 2 ,•••

Considerado F cerrado propio en JRn , lla
mando Jd. - ]Rn/v F / 0, llamaremos:
J, = ( r e í  / A c í l O r i1 1  r 1
I1= { r e U  / Ar n-O. r\ P1 ¿ 0 y A ^ f O ^ Í )

para m >2 definimos:
J = ( r e í  / A C J3f)( T v T  ,)}m L r m m-1 J
1 = { r £ m / A fl -O. fl( f1 «o P )¿0 ym l r m m—A.

A f)F n ( P „ pm - ) ¡i 0 }r m m-J. *
Llamemos G = PT <?Zf(A.,E) x TT Á  (int (A . ) 0X1, E) m . , j . T J o ije J J íel° m m
en el caso en que J = 0  ó 1 = 0 ,  tomaremos^ m m 1
f~T é2Í(A.,E) = {ol ó n  á> (int (A ) 0-TL ,E) =
jej J ielm m
L l a m e m o s a l  subconjunto de los enteros positivos
con Jm t/ Im/ 0, por ser F / 1 tendremos que J*. / 0.

Llamemos G = 0  G suma directa topológica, dada/ 01 me/u.
f de G , f = ((g111). T , (h?) _ ) / , definimosm m ’ m J jeJ ’ i iel me/*’u ° m m /
X : G  > 55-, „ (E) como X (f ) = 2 P  gm + 2 ^  h”1m m r,F m m j i6l i

m m
como la familia J  es localmente finita, la aplica
ción está bien definida, definamos ahora

oo



/  ' '5 —  m  S  ’  -i \(Z- g . + 2_  h ). J c. tmcA». jcJ J iel / m m

PROPOSICION 1. L^/aplicación X es lineal y continua. 
Demostración: que está bien definida y que es lineal

es trivial, para probar que es continua, 
basta comprobar que lo es para m eri/u..

Tendremos que X (G ) C.ot) _ ^(E) y en este espacio coinm m  P , F  '7 —
ciden las topologías de ™(E) y de £ ( R n ,E). Toma-

ndo K un compacto de 1 y q seminorma continua en E,
. ootendremos que por ser la familia (A ) _ localmenter r=l

XI 1finita en R , existe un subconjunto finito L C J y ’ m m
2otro conjunto finito L^C 1^ cumpliendo que si r no 

1 2está en L U L  entonces A 0 Kflfl-0, luego dado c*. muí m m r —
tiindice
sup q(D* ( ZZ- g“ + ZI h?)(x)) = sup q( , D*gm (x) +
xeK jeJ  ̂ iel xeK jeL JJ m m ° m

4 2Z 2D°<hi(x^ suI^^icl(D,̂ ^ ( x ) ) + ) • x€K}ic-L jeL  ̂ ieLm m m
que es una seminorma continua en G •^ m

oo
Consideremos ahora (/̂ -r 'r_2. ^a Par"ki“ 

ción de la unidad de Rn definida en 1.3 • asociade a

; /n ' W ?las familias y , tendremos = —35-------r
r=l

siendo 'f y y las definidas en 1.3» Definamosr
9 f+ Zm* ^  p ,F ' ~ni

Y (f) = ((f.yu..). T , (f A. ) . T ) , evidentemente lam / j j eJ / 1 i£l

Y : c/j ™ (E )--— o G , para m en comom P -F m 7 /

m m
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aplicación está bien definida. Definamos ahora 
Y: <0* (E)----> G como Y(f) = (Y (f)) , =
= ((£• «. .) . T , (f w . ) . _ ) .

'  J '  1  i e ^  m e A vm m /

PROPOSICION 2. La aplicación Y es lineal y continua. 
Demostración: que es lineal resulta trivial, está bien 

definida porque dada f de S f p , F ( E >.
existe m entero positivo con sop fe Po mo

luego si m está eny¿u. con m> mQ , Ym (f) = 0. Para probar
la continuidad de Y basta probar que para todo m dey^ 
Y^ es continua, pero por ser un producto, esto se
rá cierto si
Pj.Ym : 0 p f“ (E) ^ T íA j .E) j e J m

Pi'Ym ! ^ p ! f (E)- ►í'0 (int(Ai)r\Xi,E) i í l ,
son continuas, siendo p^ y p̂ . las proyecciones, pero 

Pj0Ym (f) = f j » = f'/L± son continuas, aPli
cando la fórmula de Leibnitz, existe M positiva con
sup q(D (f.yu..)(x)) < M sup sup q(D^f(x)) i e I
xeAi ' 1 xeA^
para toda f de p (E) , análogamente para j en Jm *

PROPOSICION 3* Si E es un espacio localmente completo,
cz5‘ p p (E) es isomorfo topológicamente
a un subespacio complementado de

card(I U J )
©  S(E) m m .
m ytiA. +

Demostración: sea f de ¿ o ;  „(E), se cumple queI
(Xo Y ) (f) = X ( ( f  ,/X.) ,(f .u.). ) :/ J 1 iel meiu.

u  ° m m /
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= f Z Z  ( 2 1  U , = fm e A  j£J ' 7/ ° m m
puesto que dado x de F entonces f(x) = 0, y si x está
en -Ti. y IL (x) > 0 entonces x está en int (A ) , tomado J f m m ’
K = U { I U J  : m e A ]  , tendremos ^>~ u (x) = 1 , lúem m / keK / K "
go por el teorema 1.2.8. Z = Y.X será una proyección
continua de 0  G en él mismo, cuyo núcleo tiene comom 7 Jm cA*.
complemento topológico a YCoZÍt, (E)) isomorfo topoló-
gicaraente a _(E). Por otra parte, por el teorema

r
I.2.7« (Bonet), ,E>S(E) para j en Jm y m enJ m . ,
por ser A. acotado por el corolario 1.2.4. (A.,E)J ® J
es topológicamente isomorfo a S(E), de donde se deduce 
la proposición.

El conjunto K de la demostración de la 
proposición anterior puede ser finito o infinito nu
merable, si ocurre esto último lo consideramos ordena-00 OO jdo K = (r ) _ , (A ) , los cubos de cA • Elegida porp p=l ’ r p=l °P oo
recurrencia una sucesión de puntos (x ) .. en R conP P=1
x en int (A f\-^ ) y x ¿ x. para p^h, como c4 es p r p h 7P oolocalmente finita, la sucesión (x ) .. no tiene pun-’ P P=1
tos de acumulación, entonces podemos construir una sucocesión de cubos (H ) con centro en x y con inte-P P=1 P
rior no vacío, disjuntos dos a dos, contenidos en

ooint(A ) fl -A- respectivamente. Consideremos (M ) _r p p=lP
otra sucesión de cubos con interior no vacio y M con-P
tenido en int(H^), p=l,2,... Si K fuese finito el
proceso se puede repetir, luego hemos construido las
familias (H .) . T , (H. ) . T / , yj jeJ 1 i i€l m eA- m m /
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(M . ) . T ,(M. ) . _ A , de cubos. Consideremos
° ° m m /

operadores lineales y continuos
T.: £ (M.,E)----1> 3$ (H.,E) ie I m e A1 i T i* m /

T.: £ (M.,E)---- 1> <Sf(H.,E) je: J m é A3 3 3 m /
que existen por el teorema 1.2.4.(Bonet). Llamemos
N al espacio T £ (M..E) x I I £  (M,,E), definimos m . _ 3 .-r ijCj J iel° m m
R • N    3§ - ^(E) como R ((g ),(h )) =m m I ,1* m j i

T.(g.) + T.(h.). Llamando N al espacio
J6J J J iel 1 1m m

©  N , definimos la aplicación R: N----t> c O  A E ), m n FmeA. 1 ’
como R ( « S“ )j4j ,(h“ )i6l ) , ) = 2 Z  Rm ((S” ),(h” )).

J J m m / me/**. °

PROPOSICION 4. La aplicación R está bien definida, es
lineal y continua.

Demostración: por ser la familia cA localmente finita,
R está bien definida, es trivialmente li
neal y evidentemente será continua si R J m

es continua para todo m d e • Como la imagen de Rm es 

tá contenida en ¿ Ó  „ ™(E) y aquí la topología coincideP i
con ,1a de £ (B£n ,E), tomado C compacto, por ser la fa
milia (A localmente finita, existirá un i en I y un’ o m
j en J si no son vacíos con H. íl C = 0 para j ? j y o m 3 o
i e n J  , y H . P| C = 0 para i > i e i e n l .  Luego da- J m i o m
do o< multiíndice y ((g.),(h.)) de N , y q seminorma3 1 m
continua en E, sup q(D R ((g.),(h.))(x))-íxsC m j i

sup |[ 2A —  q(D*T (g ) (x) ) + S* —  q(D*T (h ) (x) )] 
xeC j*J ij*j„
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de donde se deduce la conclusión, al ser cada T. y T.J i
lineal y contimua.

Sea f de p(E), llamaremos g^ a la
restricción de f a M., siendo i de J , y h. a la res-j ’ u m ’ J i
tricción de f a M. con i en I y m en ü*. . Con estasi m /
funcionas definimos la aplicación (E)----o Nr j*
como U(f) = ((g.),(h.)), obviamente está bien definidaJ

PROPOSICION 5* La aplicación U es lineal y continua. 
Demostración; basta probar que su restricción a

7<+ zrp(E) es continua para r=l,2 ,...

ü(<2Íp p (E)) C  ©  N p ,r m’ m^r,m«Ac
luego bastará probar que la aplicación que a f le aso
cia gj ó que le asocia h_̂  es continua, lo cual es tri
vial.

PROPOSICION 6. Si E es un espacio localmente completo
card(I U J )

0  S(E) m m es isomorfo topo-
m€U
lógicamente a un subespacio complemen
tado de cZfp p(E).

Demostración; tendremos que UoR es la identidad sobre 
N, luego por el teorema 1.2.8. R.U es 
una proyección continua de t?(E) en' i*1si mismo cuyo núcleo es complemento topológico de R(N)

card(I U J )
isomorfo topológicamente a N - S(E) por

m €/<*.
el teorema 1 .2.3»

-128-



TEOREMA 2. Sea K = U { I U J : m , si card K esL m m / 1 1
finito y E es un espacio localmente comple-
to’ ^ p , F (E) es isomorfo topológicamente
a S(E).

Demostración: por las proposiciones 3* y 6. y el teo
rema I.l.l. y la proposición I.l.l.

TEOREMA 3* Si yAc es finito y card K = , y E es un
espacio localmente completo, eÓn ™(E) es

Ntopológicamente isomorfo a S(E) •
Demostración: en estas hipótesis es obvio que

card(I U J ) ,T0  m m ^ S (E )N^ iueg0 ia
m zj**-
conclusión se deduce aplicando las pro

posiciones 3 * y 6. y el teorema I.l~»3 -

TEOREMA km Si ca.rd(Ju,) es infinito y card(K) es infind.
to siendo card(J U I ) finito para todo mm m
deJ*¿t , entonces si E es un espacio localmen 
te completo p - S(E)^^.

Demostración: usando la proposición 1.1.1. tenemos que
card(I Ü J  )

S(E) m m 'i S(E) para todo m de
, luego el teorema se deduce ahora de

las proposiciones 3- y 6. y el teorema 1.1.3 - al ser
/,T\ card(I U  J )

S(E) s ©  S(E) “ ra .
m

TEOREMA 5- Si card (A*-) es infinito y existe una suce-
00sión (m, ), estrictamente creciente enk k=l

verificando que card(I U J ) es infinito
”k ”k
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para k=l,2,... entonces si E es un espacio 
localmente completo *.(E) es isomorfo

N (N)topológicamente a (S(E) ) •
Demostración: se deduce como en los teoremas anterio-

card(I 0 J ) 
res porque ©  S(E) m m ^

m e/u.
oo card(I U J  )* ©  r~r s(e) m m -

k=l m^ic
mk<mimk+l

00 m w (N )©  S(E)N = (s (e )n )
k=l

TEOREMA 6. Sea E un espacio tal que S ( E ) ^ ^ x  S(E)^ 
tiene la propiedad de complementación, 
entonces si se cumple:
(x) cardCyAc) es infinito, card(K) es infi
nito y existe un m en con card(J U I )o / m m
finito para m e n y m } mQ «
Entonces (E) es isomorfo topológica-I
mente a S(E)^^x S(E)^.

Demostración: tendremos que

me/u.

card(J U I ) card( U ÍI U  J : m<m , meU.})
0  S(E) m m - S(E) m m o / x

card(JO I ) , *
x ©  S(E) y S(E) x S(E)

m}m
t°

esto último usando que card(yCu.) es infinito y la pro
posición I.l.l. La conclusión se obtiene ahora de las 
proposiciones 3* y 6.

COROLARIO 1. Si E es un espacio de Frechet nuclear y 
se cumple la condición (x), entonces
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„ (E) 2 S ( E ) N x  S ( E ) ( N ) .I «*
Demostración: por el teorema 1.1.4., corolario 1. y 

el teorema 6,

Este quinto caso es diferente de los
otros cuatro puesto que si consideramos F un cerrado 
en ]Rn de tal manera que se cumple la condición (x) ,
si J Ó „(E) fuese isomorfo a S(E) ó S(E)^^ ó S(E)^ F

N (N)ó (S(E) ) , aplicando las proposiciones 3« y 6.
obtendríamos que S(E)^x S(E)^^ seria isomorfo topo- 
lógicamente a uno de estos cuatro espacios, lo cual 
en general es falso.

Haremos a continuación un estudio para
determinados cerrados F, siempre suponiendo que se
cumple la condición (x) • Como existe un mQ en A  con
card(I Ü J ) finito para m en lu, y m >m , tendremos m m / J ' o ’
que Si 0  ( r , ^ P ) e s  acotado, luego podemos tomar m+1 m
Q un cubo de 3Rn con interior no vacío y
Si fl ( P ni-pl̂  ^ n? a  int(Q). Llamemos
Dm= ífs f (E) / aop f C a) int (Q)}

"7C +Em= (f e ¿ÍOp F (E) / sop f c i n ^ int ( P m+1 U Q)}
tomados con la topología restricción, ambos son cerra
dos en J Ó n rpíE) y D HE = {Ô j.^ P, F J m m J

PROPOSICION 7* E + D considerado con la topología resm m —
tringida de ^ j¡,(E), es suma directa
topológica•

Demostración: como E A D = Í0| m ^ m ,  tendremos quem m J o 7
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E + D = E á? Dm m m a m
Considerada f de E 4- D , la funciónm m 7
f f (x) x € V m

(»*) g(x) = ■)(0 x^'P m
verifica que g está en Dm y h(x) = f(x) - g(x) está en
E , al ser P /vint(Q) y Rn rj int ( P , ^ Q) cerradosm m m+1
disjuntos* Por otra parte, considerado C compacto con
tenido en r , P entero positivo y q seminorma conti
nua en E, V = {f e p(E ) / sup\q(Df(x) : x e C  :
\o(\¿ p ^ ^ l ^  es un entorno absolutamente convexo del
origen de p (E) y VílD^ = [f e ^ p (E) /
/ s o p  g C  P* int (Q) , sup {q(D*f (x) : x e C ,  |*l $ p  \ ¿ l)
por lo tanto tomada d £ D, ̂  j red convergente a
cero en E 4- D , existe un d en D verificando que sim m o
d está en D con d ¿ d  , f, está en V 0 (E + D ), luegoo d m m 7
tomada g^ construida en (xx), tendremos que g^ está en
V 0 D para d i d • Pero al variar p en los enteros po- m o
sitivos y q en las seminormas continuas en E, obtendré

mos que {g^ : d converge a cero en
por ser ¿Óp P (E) limite inductivo estricto, *[grf,deD,S^

>m y en ^ p , F
p  p  V ^  /  -L JLII1-L U *5 X H U U t /  U 1 V U  c o  t i  t u  j  1  ( i

convergerá a cero en D y en luego
: d £ D , £ ^  converge a cero en Em *

PROPOSICION 8. Si para algún m¿  mQ se puede elegir un
cubo Q con int(Q) ¿ 0 e int(Q) que in
cluya a J i n  ( f1 , y cumpliendoJ m +1 m ’ J
que existe un p entero positivo y W cons
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tante positiva de manera que para todo
x de 3 Q, dP (x,F OQ) í W d(x,F)
entonces E 0,D tiene complemento to- m t m
pológico en ¿0*^

Demostración: por hipótesis, llamando F^= Ffl Q 0 0,
considerado el espacio & „ (Q,E), por el

F1
teorema IV.2.1., existe un operador de

extensión lineal y continuo T: f  (Q ,E )--- t> & (E) ,
Fi F

podemos tomarlo obviamente con la imagen con soporte
en un cierto compacto, luego existirá un m^ entero po-

7<+ Zmlsitivo con T: £ „ (Q,E) t> _ (E) , y sigue sien-
* 2. *

do un isomorfismo topológico sobre la imagen, entonces 

3 S  ̂ p(E) = Dm ® tEm ®tT  ̂e F ya que dada f de

tendremos que g(x) = f(x) si x está en Q1»*
verifica que g está en & „ (Q,E), entonces f-Tg está

1
en E q-D , trivialmente es una suma directa algebraica, m m 1
Para probar que la suma directa es topológica bastará 
probar que para cada p entero positivo, dada una red 
(f^ : d € D , $  ) convergente a cero en

caJ p (E), es convergente a cero en D @,E 0p ,F ’ ® m t m t
®.T(£„ (Q,E)), lo cual se prueba sin dificultad, al 

Fi
ser Q un compacto de 3£n , y tomada g^(x) = f^(x) para
x en Q y d en D, tendremos que d €  D,¿ ) converge
a cero en 6 „ (Q,E) , de donde se deduce la conclusión 

F i
por la continuidad de T y la proposición 7»
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TEOREMA 7* Si E es un espacio localmente completo, si
cardí^/u.) es infinito y existe un m* tal que
si me/u. y m 5. m* , card(I u J ) es finito y / m m
existe un m M en J m . con m" t m ’ cumpliendo
que se puede construir un cubo Q con
0 0 int(Q) 3 ( r ti int ( F ) ) f\S.L y quem +1 m
satisface que existe p entero positivo y W
constante positiva verificando que
dP (x,F 0 Q) $ W d(x,F) V x e ^ Q

entonces ^  p es ;*-S0ni0r:̂ 0 topológica

mente a S(E)(N^x  S(E)N .
Demostración: por la proposición 8 . obtenemos que

„(E) = E ©  D © T ( £ _  (Q,E)) p,r m t m t
por la propos iciónTWl.-l£_ (Q,E) es iso-

Fi
morfo topológicamente a S(E). Tendremos que 
= F (E), siendo F2= F U Q* luego por el

teorema 4., Em es isomorfo topológicamente a S ( E ) ^ \
D = 5Í (E) , siendo F_= F U Q Ü (IR11*; int ( P ) ) , luego 
m ' * 3 ^

por el teorema 3«» Dm es isomorfo topológicamente a 
S(E)^, por lo tanto 2 C p <e ) es isomorfo topológi
camente a S(E)Nx  S(E) x S(E)(N  ̂y S(E)Nx  S(E)^N ) .

Queda abierto el problema de caracteri
zar este quinto caso de espacios para E localmente 
completo y F cerrado arbitrario.
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=CAPITULO_VI_

LOS ESPACIOS <5r (V,E) Y «ZÍ(V,E)

VI.1. LOS ESPACIOS 6„(V,E) Y ^l(V.E) PARA UNA VA-r r
RIEDAD DIFERENCIABLE n-DIMENSIONAL V DE CLA
SE e°° .

DEFINICION 1. Considerada V una variedad n-dimensional
ÍP^-dif erenciable • Sea {(U_^, 4*̂ ) / i e i }

un atlas en V, sea E un espacio, se dice 
que una aplicación f:V E es de cla
se t°° si para cada i de I, está
en £ ( 4*̂  (U_^) , E) . se denota por £(V,E)
al espacio vectorial de todas las aplica 
ciones de clase de V en E. Tomados
r entero positivo, i en I y L un compac
to contenido en U_^, y q seminorma conti
nua en E, tomemos:

q(f) T .= > Z  sup { q(D*f o ? J1 ) (x) : x e  ^f.(L)}
M *  r 1

esta es una familia de seminormas en £ (V,E) y a  par
tir de ahora se considera a £  (V,E) dotado de la topo
logía localmente convexa definida por ella.

Sea H un subconjunto compacto de V, de
notamos por 3$ (H,E) al subespacio de £(V,E) de todas 
las funciones que tienen su soporte en H. Resulta tri 
vial que cÓ (H) = 3 6  (int(H)). Llamaremos 3 6  (V,E) al . 
subespacio vectorial de £ (V,E) formado por las funcio 
nes con soporte compacto dotado de la topología límite
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inductivo de la familia j6 {  H,E) al variar H en la fa. 
milia J-f de los compactos de V.

En el caso en que V sea una variedad no 
cqmpacta y numerable en el infinito, Valdivia en ( 2k )
prueba que £ (V)i S^.<leSchwartz en usando el re-
sultado de Valdivia obtiene que si E es completo, en
tonces £ (V,E) 'i £ (VJ ® E y. S(E)^, y Bonet en
( 2 ) prueba que si E es un espacio localmente comple
to e (V ,E) S(E)N .

Valdivia en ( 2k ) prueba que ¿^(V) -
y Bonet en ( 2 ) prueba que (V,E.) s S ( E ) ^ ^  si E es
un éspacio localmente completo.

Dado F cerrado de V con F / 0,  vamos ar ~
llamar £ (V,E) al subespacio de 6 (V,E) formado porr
las funciones que se anulan ellas y todas sus deriva
das en F, es decir, que dado z de F, considerada cual
quier carta (U^, 4*̂ ) con z en U^, si x = enton
ces D (f (x) = 0 para todo multiíndice <x (x)
Se puede probar usando la regla de la cadena que si
D (f o T1 ) (x) = 0 para un i de I y x = ^ ( z )  entonces
para todo j de I tal que z está en U., se cumpleJ
D (f T^)( 4* .(z)) = 0. Análogamente se define „(V,E) i J r
como el subespacio de ¿Zf(V, E) que cumple también la
condición (x), es decir, como conjuntos 2 ^,(V,E) =
= SÍ(V ,E) n  (V,E) , ambos espacios están considera- r
dos con la topología restricción respectiva.

Valdivia prueba en (25) que £p(V) es
isomorfo topológicamente a S ó S1 ' y  4 - í v )  lo es a 
(N)S ó S. Nosotros vamos a generalizar este resulta
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do para E un espacio localmente completo

Tomado i de I, a un subconjunto Q de V 
se le llama cubo en U. si existen números realesi

,na . < b . j=l,2,•.. ,n con 4>. (Q) = 4  (x_ , • . • ,x ) eJ J i 1 l 7 7 n
: a * x ¿b j=l,2 ,...,n } .

J J J

PROPOSICION 1. Sea Q un cubo en V, la topología de
«^(QjE) coincide con la definida por 
la familia de seminormas

q(f)_ 4 = sup { q(D f »'f"1 )(x) : x 6 M’í(q)1|
r ’J | * r  J J

siendo j de I fijo con Q c U .  y varian3
do r en los enteros positivos y q en 
las seminormas continuas en E, f en 
¿ó( Q,E).

Demostración: sea i de I con Q flÛ /É 0, sea L un com
pacto en IL y = Q flL. Bastará probar
que dado r entero positivo y q seminor

ma continua en E se verifica que existe una constante 
positiva con

q(f)r.Li,i = q(*>rtLfi< Nr q ^ r . j  (mí)
para toda f dec2^(Q,E). La igualdad es trivial, pro
bemos por inducción la desigualdad, si x está en

Oí _ *1Y ± (Li) entonces D (fo'fT ) (x) = 0 para todo multiín
dice. Dado e, vector unitario de Rn , e.. = ( S, , ),n, , k 7 k hk h=l7
sabemos por la regla de la cadena que, llamando

S = lf . o f -1J 1
0 B

D k (f «'f "1 ) (x) = D k (f "1)(x) =1 J J ^
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n e
D t (f o ~1) (g(x) ) D kg(x) 

t=l 3

como g es de clase ^ en tendremos,

ekllamando N^= n Max | |D g(x)] : x € ,  k=l,...,n^

q( 21 sup { q(D“f ”1) (x) : x e f (L) ̂ = q(f). , .í
WU<1 1 1 1,L'1
N n e

n 2 T  sup{ q(D t(f o^f"1 ) (g(x) ) x € 'f . (L . -
t=l J 1 1

í N i
por inducción, supuesto que dado r entero positivo, 
existe positiva con

T i= ^ f K  l ± 4 i Para toda <1r,j-»,i r,j-.̂ ,i r r ,j
seminorma continua en E y toda f de -Zf(Q.E). Entonces 
tomado o< multilndice con | U< r + 1 , c* = {?> con
|(5\«r, luego tomado x de tendremos que apli

cando la fórmula de Leibnitz
A. 0

D ^ f  of ”1 ) (x) = D LD k (f. S> “1 ) (x)J =

= D ^ £  D *(f olf_1) (g(x)) D kg(x)] =J
S r* e4- 1 -1 7 ~lrD [d (f )(g(x))J D g (x)

ut=l
£  2 2  rsr-et,„ ,„-i......i „7+ek
t = l S+ =(5

luego
q(f)r +l,L,i= q(f)r,L.,i= 2^1 sup {q(D*f. T 1 ) (x) :

’ ’ 7 x ’ 1*1 í r + 1

: x e M)± (Li)] ^ 7~~~ ZI sup { | D^g(x)¡ x e ^ d ^ ) }
\p\< r t=l M<r4l

0
. sup ( 2Z. leSt̂l q(D*[D *(f . V j1 ) (g(x)J) : x e ^ í l ^ ) }
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D t(f .y'1)(g(x)) = D *(f f . . r t t x )J j j
para x en La función definida como

D ^(f of .''') ^.(z) si z está en U . y cero en V m U,
3 3 3 3

pertenece a Si y está en ^ ¿ ^ i ^  * tendremos
0 0

D ^(fo'f.1 ) (y)) = D t ( f o vf”1)(y)1 luego siJ J J - J
y está en H U u . )  f.(Q) esta función se hace cero,J J J
aplicando la hipótesis de inducción tendremos 

n , , c i *q(f)r+1 L r max |c. | . sup ^|ü g(x)| xe ? (L )}.
’ * \ h U  r |<<|¿rf 1

Z =  . V  )
t=l J J
luego existe M positiva con

* (f)r * l tL,i * M ^  Nr jX > • tj>r,j

pero D S[(D D t(f=kíT1) =J j J J
S+ et -1= D c(fof . ) t=l, 2,•••,n , ISW rJ

n e 1
por lo tanto (f o''? . Jo'"?.) = q(f) ,t-i  ̂  ̂ r ̂  r+J-i J
de donde tomando N _= M N se deduce la conclusión,r+1 r

Valdivia prueba en (20 ) que <2Í (H) i- s
si int(H) 0, y en ( k ) de Bonet y el autor se enun
cia que si E es un espacio localmente completo JZÍ(H,E) 
es topológicamente isomorfo a S(E), la prueba que se
da aquí es una generalización de la de Valdivia ( 27) •

PROPOSICION 2. Sea P un cerrado de un cubo Q en una

-139-



variedad V con int(P) ^ 0, entonces
¿ó {P,E) Or- ̂  ( y.(P.),E) siendo 

J <3

(U ., 'f .) carta con P c U . .
J J 3

Demostración: definimos X: ¿6 (P, E) <2̂ ( <-/\(P)?E)
J

( f «f "1 (x) X  e ^.(u.)
como X(f) = < 3 3 3

l o  x é  VJO.)
«J \J

obviamente está bien definida, es lineal e inyectiva,
y es sobre porque tomado g de P),E) definimosJ

( g of .(z) z e ü
f como f(z) = s ^

l o  z ¿ U .
L J

tendremos que f está en <SÍ(P,E) y X(f) = g, X es un 
isomorfismo topológico, ya que dada q seminorma con
tinua en E y r entero positivo tendremos
OpíXf) = Z L  sup íq(D*Xf(x)) : x e IRn =

W\< r
= ZZ  sup í q(D (f O'f T1 ) (x) : x € . (P) } = q(f)

K\< r J J r ’r,J
luego X es continua, y por la proposición 1. es
abierta•

PROPOSICION 3* Sea E un espacio localmente completo y
P un Cerrado en un cubo Q de una va
riedad V n-dimensional con int(P) ^ 0,
entonces (P,E) 2 S(E).

Demostración: como int(P) 0 0 tendremos int ( 4Z(P))^
J

0 0 , entonces como ¿) ( (P),E) 2
í> (int ( H>.(P)),E) ? S (E) ( k ), la

„ °  J

consecuencia se obtiene ahora de la proposición 2. 

PROPOSICION k• Si H es un compacto de una variedad
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n-dimensional con int(H) 0 y E es un 
espacio localmente completo, entonces 
«2Í(H,E) ir S(E).

Demostración: como en ( 27 ) Valdivia, usando la propo
sición 3-
En lo que resta consideraremos V una va

riedad n-dimensional no compacta numerable en el infi
nito.

Valdivia en ( 27 ) prueba que del atlas
(U. , f •)• tí se puede extraer una sucesión de cartasi ’ i l€l
l (W , ^ . ) : r=l,2,,.. } cumpliendo que en cada W

r r
existe un cubo cumpliendo que -J int(Q^) : r=l,2,,..^
es un recubrimiento localmente finito de V.

Para cada entero positivo r, sea h un
elemento de á  ( Y. (Q )), con h (x)> 0 para todo x

r
en int( 'f . (Q )), tomada 

r
, X ( z ) = h o H ,.(z) z € Wr r i rr
A (z) = 0 z € V ̂  Wr r

A  r  OOy k = -¿o- ■ —  —  r=l,2 ,*.. tendremos que (k ) . esr A • r r=l
j=l J

una partición de la unidad de V de clase • Consi
deremos ahora F un cerrado en V con F ^ V, sean
A = { r e 31 / int ( ) c V a/ f 'j
B = (r € ar / int(Qr ) C\ (V aj F ) ¿ 0, int(Qr ) (\ F ¿ 0 }

PROPOSICION 5« Si E es un espacio localmente completo,
£ (V,E) es isomorfo topológicamente a r
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un subespacio complementado de
S(E)card(AUB).

Demostración: consideremos P = Q f\ V aj F ,r r
a = T T  oZÍ(q ,e ) x rr ¿"(p ,e) , defini-

meA m reB r
mos Z :G -t> £ „(V,E) como Z((f ) , (g )) = ¿ I  f +r m r . mme A

^ ^ r ,  la aplicación está bien definida porque si

z no está en int(Q ), m e  A, tendremos que f (z) = 0m V  m
y D (f ovf7'L)°vP. (z) = 0, luego f está en ,^Z5„(V,E) 1 1  m F 7m m
m e  A, por análogo razonamiento g^ está en *^p(V,E)
y la aplicación está bien definida por ser la fami
lia | int(Q^) r=l,2,...  ̂ localmente finita, y por
ser int(Q ) = Q r=l,2,««» tendremos que dado H r r
compacto en V con He tK de una cierta carta 
i en I, tendremos que existe un rQ natural con 
H 0 Q^= 0 si r>/rQ , luego dada q seminorma continua 
en E y k entero positivo:
q(Z((f ),(g ))) „ . * Z L  sup ̂ ZL q(D°*( f 0 4* ”X ) (x) ) +m r k.rl.i .. *■ A m i7 7 |o<\¿ r meA1

t Z L  qCD^ (g “1 ) (x) ) / x e M ’.CH)}
re B1

siendo A^= Af\{l,2,... ,r j  , B^= B Pl{l, 2 , . . • »r  ̂, lue
go Z es continua.

Sea W: £ (V,E)----o G, definida comor
W(f) = ( ( f k  ) A,(f.k ) „) , está bien definida y esm m eA7 r r e B 7 J

lineal trivialmente, para probar que es continua bas
ta fijar un mQ de A y un rQ de B, entonces las apli-
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caciones W (f) = f. k W (f) = f.k son tri-m m / r ro o o o
vialmente continuas, de donde W es continua.

Por otra parte Z®W(f) = 21 f.k 4-. m me A
Z_f- k , como si z está en F, f(z) = 0 , y si z está 
reB r
en V a/ F existe un h en A U B con z en int(Q,). tendre—n
mos que ( k + Z1 k )(z) = 1 , luego para todo f de 

meA m r&B r
£ _ (V,E), ZoW(f) = f, por lo tanto aplicando el teo- r
rema 1.2.8., tendremos que W»Z:G -o G es una pro
yección cuya imagen WoZ(G) = W ( £  (V,E)) es isomorfa
a £p(V,E) y es un subespacio complementado de G, la 
conclusión se deduce ahora utilizando que por la pro 
posición 2. SÍ (QmíE) - S(E) para m en A, y para r 
en B SÍ (P,E) 2r S(E).

PROPOSICION 6. £p(V,E), si E es un espacio localmen
te completo, tiene un subespacio com
plementado isomorfo topológicamente
a S(E)card(A° B).

Demostración: procediendo como en V.2.3»se pueden en
contrar los conjuntos (L, ),u h heAUB1
(R^)^ cubos en V disjuntos dos a

dos con 0 0 int(L,)c L, c int(R, ) C R, y R, c int(Q, )n n n n n n
si h está en A y int(P^) si h está en B.

Dado Y. : 6 ( . (L ) ,E)-----o (R, ) ,E)
h lh h -̂h h

operador de extensión lineal y continuo, definimos
como

h
Z.f(z) = (Y, f ) o H*. (z) si z está en R, , y Z,f(z)=0 sih n i, n nh
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z está en V w R^. Esta aplicación evidentemente está 
bien definida, es lineal y continua por la proposi
ción 1. Por otra parte . <5Í(R , E) c. £ (V,E) para híl r
en A UB, porque si h está en A tendremos que 
5Í(Rh ,E) O  ,2Í(Qh,E) O  £  p (V,E) , y si h está en B,
R^C int(Ph ) luego ¿ ¿ 5 C  £ (V,E).

Llamemos M = T T € ('f . (L ) ,E) , y de- 
hcAUB 1h

finamos T :M > £  (V,E) como T(f, ) = 2Í-. Z, f, ̂ n , A, n nhe Au B
la aplicación T está bien definida por ser la familia 
{q^ : r=l,2 ,...  ̂ localmente finita y evidentemente
es lineal, y por la misma razón es continua, puesto 
que dado H compacto en V existirá un número finito 
{h^hg, ... ,hm | con Rh O  H ^ 0, luego

m ^

’ 0=1 J J
la conclusión se deduce por ser las continuas.

Sea Sh : £ p (V,E)----* £ ( 4>± (Lh >,E) de-
h

finida como S. (f) (x) = f ovf ”1 (x) para todo x de n i,h
*f. (L, ). Evidentemente la aplicación está bien defi-
xh h

nida, es lineal y continua, luego la aplicación 
S: £ p (V, E) > M definida como S(f) = (shf )heA uB’
está bien definida, es lineal y continua. Tendremos 
ahora que por ser los R^ dis juntos dos a dos para h

en AU B, S.T(f > = S Í X  Z f ) = (fh >h«AUB' luego
he AuB

por el teorema 1.2.8. tendremos que T 0S de £ p(V,E)
en sí mismo es una proyección continua y M es isomor
fo topológicamente a T.S(£p(V,E)) = T(M) que es un
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subespacio complementado de M, la conclusión se dedu
ce ahora de I. 1. 3 . porque M es topológicamente iso-
morfo a S (E) carc*(^ ̂  ai ser E un espacio localmen
te completo,

TEOREMA 1, Sea F un cerrado en V variedad n-dimensio-
nal de clase con F / V, entonces
£p(V,E) es topológicamente isomorfo a

S ( E ) C a r d ( A U  B ) .
Demostración: si card(Au B) es finito usando I. 1. 1 • 

o si card(A u B) es infinito numerable 
usando I. 1. 3 • , entonces las proposicio

nes 5. y 6. nos aseguran que estamos en las hipótesis 
de 1. 1. 1. y I. 1. 3 • respectivamente#

TEOREMA 2# Sea F un cerrado en V variedad n-dimensional
de clase £°° con V já F , si E es un espacio
localmente completo y V ̂  F es un compacto
<5„(V.E)~ S(E), en otro caso £ (V,E) ^ S (E)^r r

Este resultado es en particular válido si V = _TL abier
to no vacio de Rn #
Demostración: es una consecuencia inmediata de que V/vF 

es cortado por un número finito de cubos
■{q̂  : r=l,2 ,##. j si y sólo si Vro FV

es un compacto#

Conservando la notación de esta primera 
parte obtendremos tomado F cerrado en V con F V:

PROPOSICION 7* <^ín(V jE) es isomorfo topológicamente ar
un subespacio complementado de
, v(card (A U B)) . „ 1 n ,S(E) , si E es localmente com
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pleto•
Demostración: llamando al espacio

®  <2Í(Qm ,E) x 0  ¿ 6  (P ,E) y defi- 
mcA reB r
niendo f (V,E) como

Z1 ( ) = 2 H  f +■ 2H s1 m r . m rme A reB
evidentemente está bien definida y es lineal. La con
tinuidad se deduce del hecho de que si H es un compac 
to en V , la inclusión de en ^(V,E) es con
tinua. Tomado W : 2 f»<v , E ) -t> G_ , definida comoJ. r i.
W1 (f) = ( (f km )meA»(f kr V eB^
está bien definida por ser la familia : r=l,2 ,...Ij
localmente finita, y es continua porque se puede con
siderar la restricción de la aplicación de ^  (V,E)
en ©  (Q ,E) definida como (f) = (f. k ) , que_ r -L r r=±r=l
no ofrece dificultad probar que es continua. Tendre
mos que W^oZ^ es la identidad en £ F (V,E), luego pro
cediendo como en la proposición se deduce la con
clusión.

PROPOSICION 8 . Si E es un espacio localmente completo
c ,_v(card(AU B)) . ~ .S(E) es isomorfo topoló
gicamente a un subespacio complementa
do de 3Í- (V , E ) • r

Demostración: como en la proposición 6., manteniendo 
la misma notación, llamemos
M-. = ®  £ ( y . (L ) , E) , definimos

heA^B ^h
T : M  1> e (V,E) como Tj/ff ) A = 2 1  z^f ,

he AuB
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evidentemente está bien definida, es lineal y continua
por serlo Z : £ ( 'f . (L,) , E)----e> «̂ 5 (V, E) . Definimosn. i. n Fh

-^f (V,E) o M1 como Sx (f) = ^Shf ^h«AüB’ P°r Ser
{Qr : r=l,2,... ) localmente finita, está bien de
finida, es trivialmente lineal y es continua por serlo

para h en AU B, además tendremos S^oT^(f) =(f^)heAuB
luego por el teorema 1.2.8 . tendremos que es isomor
fo topológicamente a un subespacio complementado de 
^ F (V ,E), pero por ser E un espacio localmente comple
to M1 i S(E)(card(A UB)).

TEOREMA 3- Sea F un cerrado en V variedad n-dimensional 
de clase 'Cc*i , no compacta, numerable en el
infinito, con V F , entonces «Zf„(V,E) esr
isomorfo topológicamente a S(e / card(AUB)) 
si E es un espacio localmente completo. 

Demostración: si card(AUB) es finito entonces
S(E) (card(A u * S ( E ) , si card (A U B)

es infinito numerable S(E) ̂ card Â ̂  B ^ ~
(n )- S(E) , la conclusión se deduce como en el teore

ma 1.

TEOREMA k, SeaF un cerrado en V con F ¿ V, y E un espa 
ció localmente completo, <^p(V,E) ? S(E) si

-Vy sólo si V a/F es compacto, en otro caso
^ ( V . E )  * S(E)(N)F

Demostración: como en el teorema 3»

COROLARIO 2. Si _Q_ es un abierto no vacío de Rn y E es
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un espacio localmente completo, F un ce
rrado en JTL con F ¿ jTI , oí„(_fl,E) es to-r
pológicamente isomorfo a S(E) o a S(E)^^.  n.según fLrj F sea compacto o no.
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VI.2. ESPACIOS DE FUNCIONES DEFINIDOS EN UNA VARIEDAD 
CON BORDE If^-DIFERENCIABLE

DEFINICION 1. Llamaremos al subespacio de Rn
{ (x^,...,xn )€ Rn / x^^ O y con la topología res

tringida.

DEFINICION 2. Considerado L un compacto de Rn y E un 
espacio, representaremos por cZ5^(l , e ) 
al espacio vectorial de las funciones 
definidas en Rn y con valores en E que 
son infinitamente diferenciables y tie
nen soporte en L •
Dado r entero positivo y q seminorma con

t inua en E
Q(q,r)(f) = 2 Z  sup { q(D*f(x))} f e  cZ^(L,E) 

ik\í r x g L
es una familia de seminormas al variar r y q, que do
tan a de una topología localmente convexa
con la que suponemos en lo que sigue que está dotado 
el espacio.

Valdivia en ( 27 ) prueba si E = K que 
’L) - S si int(L) ¿ 0. Nosotros vamos a generali

zar el resultado, usando la misma técnica para el caso 
en que E es un espacio localmente completo.

Hallamos un número positivo b cumpliendo
sup {ll xil\ < b. Llamaremos 
xeL
A - \ ( x-l » • • • »xn )
B = { ( x.ĵ , . . . , xn ) 
D = í(x1 ,...,xn )

-b ¿ x . ¿b j=l,...,n^
0 <x. ¿ b j=1 , . . . , n }J

- b ^ x . í.0 j=l,...,n }J
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tomemos g un elemento de <ZÍ(A) con g(x) = 1 si x está 
en L, Sea y un operador de extensión lineal y conti
nuo de <5 (B,E) en <5(A,E), definimos pf = g j/ f pa 
ra f en ,E) . Aplicando la fórmula de Leibnitz,
se obtiene sin dificultad que (£> es un operador conti 
nuo, ya que evidentemente está bien definido y es liné
al entre jZf(L,E) y *2Í(M,E ) , siendo M = D ^L,+

PROPOSICION 1. es isomorfo topológicamente
a un subespacio complementado de S(E), 
siendo E un espacio localmente completo. 

Demostración: |3( + (L,E) ) es un subespacio deo^f(M,E)
isomorfo topológicamente a ,^5̂ (L,E), y 
entonces el subespacio de c^í(M,E) forma

do por aquellas funciones que se anulan en L es un com 
plemento topológico de j3 ( <S5̂ .(L,E)) en c2^(M,E), por
II.2 • k • al ser M un compacto con int(M) £ 0, ¿Zf(M,E) 
es topológicamente isomorfo a S(E),

PROPOSICION 2, S(E) es isomorfo topológicamente a un 
subespacio complementado de (L,E) .

Demostración: basta tomar M y N cubos en Rn con
0 ^ int (M) c M c int (N) c N c int (L ) , sien
do el interior de L en Rn , y tomamos un

operador de extensión lineal y continuo Y de &  (M,E)
en <^(M,E), entonces procediendo como en la proposi
ción IV. 1,1,, se obtiene que ^ ( £ ( M , E ) )  C. (L,E)
y es un subespacio complementado, además por ser ^ 
un operador de extensión Y( £ (M,E)) 'i £ (M,E) C? S(E) 
por 1.2.3.

TEOREMA 1. 'jŜ  (L,E), si E es un espacio localmente
completo, es isomorfo topológicamente a S(E) 

Demostración: consecuencia inmediata de las proposici^
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nes 1. y 2. y de I.l. i.

Este teorema puede deducirse delV.l.l.ob
servando que jtf+ (L.E) = e ( B,E), siendo B el cubo dje

----- R
finido y F = Rn v L B, como int(B^F) = int(L) ¿ 0, 
tomando interiores en Rn , tendremos porlV.l.l.que 
£ p (B,E) 2 S(E).

Sea V una variedad con borde n-dimensio-
nal Éf^-dif erenciable, sea (U., 47.). un atlas en V’ x ’ X leí
tal que es 1111 a^ierto en i e I. Si z perte
nece al borde de V y z está en U_̂ , entonces ^^(z) tie
ne la primera coordenada nula.

Se define el espacio £ (V,E) igual que en 
VI.1. , pero sustituyendo Rn por Si H es un subcon-
junto compacto en V, se define «^f(H,E) como el subespa 
ció de <£(V,E) cuyas funciones tienen su soporte en H. 
<^(V,E) se define igual que en VI.1. Definiendo un cu
bo en (U., T de la misma forma que en VI. 1.x ’ x X €  I ^

PROPOSICION 3* Sea E un espacio, sea P un subconjunto
cerrado de un cubo de una variedad V 
n-dimensional con borde, si int(P) 0 0 
tendremos que:
a) ¿tí(P,E) i 2ÍX ^.(PJ.E), siendo* J

(U ., M7 .) una carta con P c U . ,
3 3 3

b) Si E es localmente completo 
^(P,E) a S(E).

Demostración: repitiendo la prueba de las proposicio
nes 1.1 , 1 .2., 1 .3»f observando que si 
Q es el cubo de V con P e  Q, tendremos 

que T,(Q) es un cubo en tomado A un cubo de Rn
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que contenga en su interior en IRn a V\(Q), y un ope-
J

rador de extensión lineal y continuo y de
€ ( '"f.CQÍjE) en ^(A,E), a cada /(f.'f ) , siendo f

J J

de ¿Ó (P ,E), le podemos aplicar la regla de la cadena 
y obtener la conclusión buscada.

TEOREMA 2. Sea H un compacto en una variedad V n-di- 
mensional íf°° diferenciable con borde, 
supongamos int(H) 0, si E es un espacio 
localmente completo entonces c^(H,E) üS(E). 

Demostración: como la proposición I.A., usando ahora 
la proposición 3»

TEOREMA 3* Si la variedad V es compacta y E es un es
pacio localmente completo, <5 (V,E) - S(E). 

Demostración: es consecuencia inmediata del teorema 2.
y de la igualdad <S(V,E) = <2^(V,E).

Suponemos en lo que sigue de sección que
V es numerable en el infinito y no es compacta.

Valdivia (27 ) prueba que del atlas
(U., f . ) . se puede extraer una sucesión de cartas x ’ 1 íel’ r
(W^, ^ ),..., (W , ),... de manera que en exis

1 r  1r

te un cubo tal que |int(Q^) : r=l,2,... J es un
recubrimiento localmente finito de V.

Sea F un cerrado en V con int(VvF) ¿ 0, 
sea A = ^r £ 1E / int (Q^) cVa^f) , sea B = jr g I /
/ int (Qr ) H V/n/ F ^ 0 yA int (Q.̂  ) A F 0 } .  Sea un

elemento de ± con > ® para todo x
r

en int ( 4* . (Q )) en Rn , definidos A y k como en 'i r * r J rr
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V I .1., llamamos P a P  = Q ft Vv F para r en B.7 r r r
Procediendo como en la proposición 1.6. 

tomando la misma familia (Lh^h€:AuB’ R̂h^hsAuB de cubos
en V, las mismas aplicaciones pero sustituyendo
C$( (R ), E ) por M1 . (R, ),E), y usando la pro-

h + h
posición 3. obtendremos:

PROPOSICION 4. S(E)card(AU B) es isomorfo topológica- 
mente a un subespacio complementado de 
£p(V,E), si E es un espacio localmente 
completo•

PROPOSICION 5* Si E es un espacio localmente completo,
£p(V,E) es isomorfo topológicamente a 
un subespacio complementado de
S(E)Card(AUB).

Demostración: como en la proposición 1.5»

TEOREMA 4. Sea V una variedad con borde, n-dimensional 
(£ao -dif erenciable, sea F un cerrado en V 

V a; F /£ 0. Sea E un espacio localmente com
pleto. Si V no es compacta y es numerable 
en el infinito, £ p(V,E) es topológicamente

, v card(A \J B) xsomorfo a S(E) •
Demostración: consecuencia inmediata de las proposici^ 

nes 4. y 5* y de 1.1 . 1 . ó 1.1 . 3., se
gún que card(AOB) sea finito o numerable

COROLARIO 1. En las condiciones del teorema 4.,
-V£„(V,E) £ S(E) si y sólo si V aj F es un r

compacto, en otro caso € (V,E) 2 S(E)^,



en particular si F = 0, £(V,E) S(E)^.
Demostración: como en el teorema 1.2., usando ahora el 

teorema 4.

Procediendo como en las proposiciones
1.7., 1.8. y el teorema 1.3# obtendremos si E es un es 
pació localmente completo:

PROPOSICION 6. <£Íf (V,E) es isomorfo topológicamente a
un subespacio complementado de 
s(E)(card(AUB))>

PROPOSICION 7. S(E)(°ard(A u es iSOmorfo topológica 
mente a un subespacio complementado de
<5fF(V,E).

TEOREMA 5* Sea V una variedad n-dimensional con borde
-dif erenciable, no compacta, numerable 

en el infinito, sea F un cerrado en V con 
F V. Sea E un espacio localmente comple
to, entonces <¿íF (v ,E) es topológicamente

^ (card(A 0 B))isomorfo a S(E) •

COROLARIO 2. En las condiciones del teorema 5*» 2 f F (V,E) 
es isomorfo topológicamente a S(E) si y

-Vsólo si V F es compacto, en caso con
trario 2C(V,E) ^ S(E)^N ^. En particular
si F = 0 entonces (V ,E) ^ S(E)^^.

Demostración: como en el corolario 1, aplicando ahora 
el teorema 5-
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