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INTRODUCCION

El profesor Valdivia viene representando
en los filtimos afios (1.978-1.982), como puede verse en
la bibliograffa, una serie de espacios de funciones.
Bonet en 1.980 en su tesis doctoral (1 ) extendi8 mu-
chos de estos resulfados a espacios de funciones con
valores vectoriales. El profesor Valdivia, con poste=-
rioridad, representd otros espacios de funciones, en-
tre ellos espacios de funciones de clase ¢% usando
también el espacio s de las sucesiones de decrecimien-
to rédpido (Piestsch (12)), y nos planted la pregunta
de qué resultados obtenidos por &1 podfan extendrese a
espacios de funciones con valores vectoriales. En la
memoria que se presenta se exponen los resultados que
hemos logrado extender.

El capftulo I lo constituyen los prelimi
nares, siendo fundamentalmente una recopilacibn de re-
sultados conocidos que nos son fitiles en el desarrollo
de la memoria. Cabe destacar que en I.,l. se prueba que
AP(S(E)) es topol8gicamente isomorfo a S( )p(E)),sng
do 'AP(S(E)) una generalizacibn de los espacios de
Dieudonné-Gomez. En I.2. se introducen las definicio=-
nes sobre derivacibén e integracién de funciones con va
lores vectoriales, asf como resultados fundamentales.
En I.3. se expone una particiédn de la unidad de un
abierto () de R, construida por Valdivia (23) y a 1la
que afladimos ciertos elementos que nos serdn de utili-
dad.

En el capitulo II se estudia en II.l, el

espacio ng(jl,E), probdndose que si E es un espacio
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localmente completo ﬁl(ﬂ-,E) es topolégicamente iso=-
morfo a ,XOJS(E)) para un cierto espacio de sucesio=-
nes. En II.2. se estudian unos casos particulares, a
saber: si L es un abierto que no es casi acotado en-
tonces se prueba que_ﬁ l(Jl,E) es topollgicamente iso
morfo a Ai(S(E)), y si £2 es casi integrable se prue
ba que ;él(IZ,E) es topolbgicamente isomorfo a S(E).
En IT.3. se estudia el espacio :f(!l,E), para (L un
abierto de R" no vacfo Yy se prueba que :f(xl,E) es to=
pol8gicamente isomorfo a S(E), si E es localmente com-
pletoe.

En el capfitulo III, en III.l. se introdu
ce el espacioggij([l,E) Y se prueba que si E es un es
pacio localmente completo Lp(fl,E) es topolégicamen-
te isomorfo a ,XP(S(E)). En III.2. se estudian determi
nados casos particulares probéndose que si {2 es un
abierto de R" que no es casi acotado entonces<;5Lp01,E)
es topol8gicamente isomorfo a /P(S(E)), y que si
es casi integrable¢£5Lp(Jl,E) es topolfgicamente iso- .
morfo a S(E). |

En el capitulo IV se estudia en IV.,l. el
espacio EiF(Q,E), siendo Q un cubo de Rn, F un cerrado
en Q e int(Q~F) no vacfo, probdndose que si E es un
espacio localmente completo éfF(Q,E) es>topolégicamen-
te isomorfo a S(E). En IV.2., se da una condicidn nece-
saria y suficiente para que exista operador de exten-

sibn lineal y continuo de EF (Q,E) a fF(]Rn,E), sien-
1

do F un cerrado de Rn'y F.= FN Qe En IV.3. se estudian

1
los espacios JZ%F(E) y dﬁ;F(E), se prueba que ambos son

isomorfos topolégicamente a S(E).
. En el capitulo V se estudia en V.1l. el
espacio 22§F(II,E), siendo F un cerrado en) , F £(L

y se prueba que es isomorfo topoldgicamente a uno de
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los siguientes espacios: S(E), S(E)N, S(E)(N),

S(E)Nx S(E)(N), (S(E)N)(N). En V.2, se estudia el es-
pacio ;,F(E) para | un cono de R, F un cerrado de
" y E un espacio localmente completo, se obtiene que
para determinados cerrados F, el espacio éZjF’F(E) es

isomorfo tapoldgicamente a uno de los siguientes espa-

()
cios: S(B), S(E)Y, s8) ™, (s(e)Y) ', y se estudia

un quinto caso en donde para determinados espacios E
+
y cerrados F se obtiene que ;a}1F(E) es topoldgica-
9
)(N)

mente isomorfo a S(E)Nx S(E
En el capftulo VI se prueba en VI.l. que
'si K es un compacto en una variedad n-dimensional, de
clase Ef”, entonces gj(K,E) es isomorfo topol6giéame£
te a S(E) si E es localmente completo, esto aparece ya
en (4), si V es una variedad n-dimensional, de clase
8“’, no compacta y numerable en el infinito, entonces
E (V,E) es topoldgicamente isomorfo a S(E)N, v JO(V,E)
es isomorfo topol8gicamente a S(E;N) si E es localmen-
te completo. En VI.2. se hace el mismo estudio para va

riedades con borde, obteniéndose resultados andlogose.



CAPITULO I

PRELIMINARES

"En este capitulo recogemos aquellos resulta-
dos que serédn muy Gtiles a lo largo de la memoria, es , en
parte, recopilacién de hechos ya conocidos.

En lo que sigue de memoria, la palabra espa-
cio indica espacio vectorial topolbgico localmente convexo
de Hausdorff.

Si dos espacios E y F son isomorfos topoldgi-

camente lo denotaremos E ~ F.
I.l. ALGUNOS ESPACIOS DE SUCESIONES

DEFINICION 1. Dado E un espacio, denotamos por S(E) al espa
cio vectorial sobre K=R 8§ &, formado por to-
das las sucesiones (xn):;l de elementos de E
tales que

lim nkq(xn) =0
n—p $ 0

para cada k entero positivo y cada q seminor-
ma continua en E, dotado de la topologfa lo-
calmente convexa definida por la familia de
seminormas
Q(q,k)(x ) = sup{ nkq(x ) : n=1,2,.. }

9 n n . 9~ hd
(xn)e S(E), al variar q en las seminormas con-
tinuas en E y k en los enteros no negativos.
Otro sistema de seminormas que nos da la topo~-
logfia de S(E) seré

Qq,k) = 5 n"qlx )
Q(q,k) = n q(xn
n=1
al variar q en las seminormas continuas en E

vy k en los enteros no negativos.

PROPOSICION 1. Considerado E un espacio y k entero positivo
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k21, el espacio Sk(E) es isomorfo topoldgi-
camente a S(E).

Demostracién: Bonet( 1 ).

PROPOSICION 2.(Valdivia (17 ))a)Dados dos espacios E y F se
tiene que S(ExF) ~ S(E)xS(F).
b)S(E) » S(E)xE

PROPOSICION 3. Dado E un espacio, S(E) ¥ S(S(E)).

TEOREMA 1. ( Bonet) ( 1))Sea G un subespacio complementado
de S(E). Si existe un subespacio complementado F
de G con Fx S(E), entonces G~ S(E).

Cuando un espacio H cumpla el teorema anterior
como es el caso de S(E), diremos que H posee la propiedad de

complementacién.

DEFINICION 2., Sea E un espacio, llamaremos CO(E) al espacio
vectorial de las sucesiones de E, (xn) conver-
gentes al origen en E, dotado de una topologia
localmente convexa definida por la siguiente
familia de seminormas, dado (xn)G‘Co(E)
a(xn) = sup q(xn)
al variar q en las seminormas continuas de E,.

DEFINICION 3. Sea E un espacio, llamaremos m(E) = 1% (E), al
espacio vectorial sobre K formado por las su-
cesiones acotadas en E, dotado de una topolo-
gfa localmente convexa definida por la familia
de seminormas: dado (xn) em(E)

E(xn) = sup alx))
al variar q en las seminormas continuas en E,

DEFINICION 4., Dado E un espacio, llamaremos 1P(E) con 1l¢p<oe
al espacio vectorial de las sucesiones en E
que cumplen que (q(xn)):il estd en 1P para
toda q seminorma continua en Ee. Se le dota de
topologfa localmente convexa mediante la fa-

milia de seminormas: dado (xn) e 1P(E)
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oo Vp
alx ) = (Z a(x )P)
n n
n=1
al variar q en las seminormas continuas de E.

TEOREMA 2.(Bonet ( 1 )pag.l9) Si E es un-espacio entonces
CO(E), m(E), 1P(E) tienen 1la propiedad de comple-
mentacidén, es decir, dado G espacio isomorfo a un
subespacio complementado de uno de estos espacios,
poseyendo G un subespacio complementado isomorfo
al espacio citado, entonces G es isomorfo al espa=-
cio.

TEOREMA 3,.(Valdivia (24 )) Dado E un espacio y J un cardinal

infinito, EJ y E(J) tienen la propiedad de comple-

mentacibn, es decir, dado G espacio isomorfo a un
. J .
subespacio complementado de E~ (respectivamente

E(J)), teniendo G un subespacio complementado iso-

morfo a EJ (E(J)), entonces GﬁfEJ (GE:E(J)).

E®@F indica el producto tensorial de los es-

pacios E y F con la topologia-T y’E)gF‘su.completaci6n.

TEOREMA 4,(Valdivia (25 )) Sea E un espacio de Frechet nu-
"clear que cumple las siguientes condiciones:
12 ExK ~ E
22 ExE+ E
22 EQ E~E

Sea G un subespacio complementado de ENxE(N), sea

(N)

F un subespacio complementado de G. Si Fﬁ:ENxE

entonces G::ENx E(N).

Demostracibn: sea E' el dual de E con la topologfa fuerte,
tendremos que E' es un espacio DF, Grothen-
dieck prueba en ( 8 ) que dada (Gn)n=l suce-

sién de espacios y H un espacio-DF entonces:

& (6 8H) * (&6 )dH

n=1 n=1

tomando Gn=K n=1,2,..s tendremos que

PBE'= (B K)SE's & (EBE') = @ E'= (E')
n=1 n=1 n=1

(N)
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por otra parte Grothendieck prueba en ( 8 ) que si (Gi)ieI
es una familia de espacios y H un espacio
TT (6, ® H) = (TTGi)§H
iel iel
luego tomado I=N y Gi=K i=l,2,.+. tendremos
w®Er ~(E)N
de aqui
~ Pal
(E) My )2 (988 x (WwdENDE (Pxw)BE!

Pero al ser E un espa01o nuclear ( 8 ) tendremos que, si de

)N

notamos por (E ®E)' el dual topoldgico de E®E con la topo-
logia fuerte, se verifica, al cumplirse (32)

E'® E' ~(EQE)" % E!

luego tendremos que E' satisface las propiedades:

(i) E' x K= E!
(ii) E' xE!' + E!
(iii) E <§E' > E
(iv) E‘(N)x

Consideremos. ahora G el subespacio de la hipbtesis. Sea G

(N)

Nag ?:qu)@ E!

1
el complemento topoldgico de G en E x E y Fl el comple-
mento topolbégico de F en G, tendremos

(N)xE_G.$G G =F&F

1 1
(N)

L
ademds E! x BN GJ'$tGl (K8the (10 ) page. ) v G'::G;

yGi = G'\,' entonces

GoxG' = F g Fr

1 t 1

y ademés

Prert =) Vx@Eols (¢xw)d o

tendremos por lo tanto que Gl es un espacio isomorfo topo-

l6gicamente a un subespacio complementado de (chuﬂigE' y

(?:xu))@ E!' es isomorfo topoldgicamente a un subespacio

complementado de Gl.
Valdivia prueba en (27 ) que si un espacio E!

satisface las propiedades (i), (ii),(iii) entonces para

todo espacio H,se verifica queIi@E' tiene la propiedad de

complementacién, es decir, en nuestro caso:

(E') (E')(N)'z (?xw)t§E'rGfo'
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pero como E es un espacio de Frechet nuclear, es reflexivo
(N)

luego ENx E también lo es y entonces
G = am = (emVx (2m) M2 Ny g

COROLARIO 1.(Valdivia (25 )) Sea E un espacio de Frechet
nuclear y G un subespacio complementado de
SN(E) x S(N)(E) que posee un subespacio F
complementado en G e isomorfo topolégicamente
SN(E) x S(N)(E), entonces
G~ SN(E) x S(N) (E)
Demostracibn: basta probar que S(E) es un espacio de Frechet
nuclear, que es de Frechet es obvio. Para la

nuclearidad ver (12 ).

Veamos ahora un lema de nfimeros reales que

nos va a ser de utilidad.

LEMA 1. Consideremos una sucesidn doble de nlimeros reales

(%) .

r'n,r=1

. n n

que existe sup sup X < # °@ entonces Sup x y
n r r n, r

supongamos que x?z()‘ n,r=1,2,¢e0 Y

n . . .
sup sup x,. son finitos y los tres tienen el mis-

mo valore.

. . . n n
Demostracibén: para un n fijo tendremos x. < sup X
n
r=1,2,¢e luego tendremos xr £ SHP sup x
. n
n,r=1,2,..., por lo tanto sup x <
n, r
< sup sup xn < ¥ ero como xn< su 'xn n,r=1,2 ten
< syp su r oo 43 P r~n’P r 1T=lycyeee
dremos
n n .
sup x_ € suP b'q n=1,2,c00
r r n, r
n n
sup x_ <Ssup X r=1,2
AP *r /YR *r 1Erees
or lo tanto sup su x™ ¢ su x2 -
P np rP r° n,P r ¥

n n
sSup sup X_ <sup X
PP SHP r“n,g r
de donde se obtiene la conclusidbn.

o9
DEFINICION 5. Considerada ( fr)r—l una sucesidn de nfimeros
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reales 0 < rs 1 r=1,2,+.¢ Y E un espacio,

llamaremos %o(E) al espacio vectorial forma-

do por las sucesiones (xr) de E cumpliendo que
-k

Hno, O alxg) =0

para cada k entero no negativo y cada gq semi~
norma continua en E. Lo consideraremos dotado
de una topologfa localmente convexa definida
por la familia de seminormas
Q(k,q) (x)=sup{ p Ma(x,)  r=1,2,... O ¢ms k]
DEFINICION 6. Considerada ( Pr):il una sucesidn de nfimeros
reales verificando—O < ré 1 r=1,2,¢eey, ¥y E
un espacio, llamaremos A\ (E) al espacio
vectorial formado por las sucesiones (xr) de

elementos de E cumpliendo que

-k
sup 0 q(xr) < #00

para cada k entero no negativo y cada q semi-
norma continua en E. Se considera dotado de u
una topologfa localmente convexa definida por
la familia de seminormas

QUi,a) (x)=sup {p Malx,) r=1,2,.0. O<me )

Valdivia en ( 27 ) hace un estudio exhaustivo

de estos espacios para E=K y s.

oo
PROPOSICION 4, Dado E un espacio, fr)r—l una sucesidn de

nflimeros estrictamente positivos, entonces
%Q}S(E)) es isomorfo topoldgicamente a
S( XOJE)).
Demostracibn: definimos la aplicacidn T:.>0}S(E))--- S()\G§E)
. [¢ o] . )
como sigue T(ym)-(zr)r=l, siendo vy =(y™) _

oo (=]
ne1 T=1:2,... Como (yn)

n
entonces zr-(yr)
estd en >H}S(E)) tendremos

-k m n
¢ ©0
sup Fn sup r q(yr) <



para cada k, m enteros no negativos y q seminorma continua

en E, comolafn:>0 n=1,2,..« tendremos por el lema 1.

u “Ksup rMq(y™) = su “Kmo(v™) = suprPsup p ~Eq(v™)
SHP en ¥P atyy -n,P ()n aly,’ = spp onnqyr
luego la aplicacibén T est& bien definida y al ser obvia=-

mente lineal, es continua y abierta sobre la imagen, pero

r.®
tomado z = (zn)n=l€ S( >\00(E)) r=1,2,..» tendremos que

00
= (z5) n=1,2,..., usando el mismo proceso (y_ )
Yn n'n

n'r=1 =1

estid en ,XG§S(E)) v T(yn) = (zr) de donde >\é§(E))2
S( >\°§E)).

PROPOSICION 5. >\O(S(E)) o S( >\O(E))
Demostracién: (4 ) para una prueba directa basta ver que
la aplicacidn T definida antes, restringida

a .XO(S(E)) est4 bien definida y es sobree.

TEOREMA 5. Sea E un espacio y ( fr):zl una sucesién con
i12P >0 r=1,2,... Consideremos A (S(E))
(iZ(S(E)), y G un espacio isomorfooj un subespa=
cio complementado de )\;S(E)) respectivamen-
te de )\O(S(E)) , sSi existe F espacio isomorfo
a un subespacio complementado de G y F= )\w(S(E))
[F-“—’ /\O(S(E) )] entonces
G2 Ay(S(E)) [a2 X _(s(E))]
Demostracién: por la proposicibdn 4 proposicién 3 y el

teorema 1.

DEFINICION 7., Sea E un espacio, consideremos la sucesidn

oo
de n@meros reales ( fr)r—l con 0% FrSjl

para r=1,2,..., llamaremos ,XP(E) para pe R
l1<p <+ o0 al espacio vectorial de las suce=

siones (xn) de elementos de E que verifican
oo

é e;kqp(xn) < # o0

n= .

para cada k entero no negativo y q seminorma

continua en E. Lo dotaremos de una topologia
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localmente convexa con la familia de seminor-

mas siguiente

Yp
Qlk,q) (x) = Q'k P (x_))

para cada k entero no negativo y q seminorma
continua en E, Estos espacios son una genera=-
lizacibn de los espacios de Dieudonné-Gomez
(K8the ( 10) pag. 419).

PROPOSICION 6. Xp(s(E)) z s()\p(E)) l<p<so°
Demostracién: para p=l definimos 'V : A (S(E)) = S(.Al(E))
oo oo
como ¥ ((x5). )0 = (). _ o,

la aplicacibn estd bien definida ya que si

x estd en kl(S(E)) X=(xr)°o

ro1  COD xr_(x ) le:S(E), para

cada q seminorma continua en E, s y t enteros no negativos

tendremos que
2 t &2 s r
Q(qs,t)(x) = Eil er E;ln q(xn) < & ©0°

por ser la suma de términos positivos tendremos que

oo co (52
ag t)(x) ==_ o "%ax]) <2 0° 2 plfalx]) )
r,n=1 n=1 r=1

luego la aplicacibn Y est§ bien definida y por (%) es
abierta sobre la imagen.
Definida ahora P S(>\ (E)) ——o )\l (s(E))

como P2 ) = (5D 1’? . » usando como

antes que si existe una serie iterada de términos posi-
tivos, la serie es absolutamente sumable, existe la otra
serie iterada y las tres coinciden, obtendremos que
es continua e inyectiva y %’o? =1 Yo¥=1 luego
Y es un isomorfismo topolbgico.

Si 1<p<# o , definiremos

Y >~p(S(E))——-&> S(}xp(E)) como sigue: si x=(xr)_e >\p(S(E))

(]
tendremos xrz(xz) € S(E) r=1,2,... , definimos

n=1
. n, % n _r
Y(x) = (y )n _1=Y» siendo yn—(yr)r=l con y_=x_ . Veamos
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que %J esti bien definida y es continua, al considerar

qs(zn) = > nsq(zn) sistema fundamental de seminormas

\

en S(E) al variar q en las seminormas continuas en E y
s en los enteros positivos, un sistema fundamental de

seminormas en )\p(S(E)) serd :
had (=) 1/p
Q(k,q ) (x ) = (2 e;k[Z nsq(xfl)J P)
r=1 n=1

al variar k y s en los enteros no negativos y q en las
seminormas continuas en E, andlogamente un sistema fun-

damental de seminormas en S(,XP(E)) serd

00
Q' (s,q,) (v,) =§l [i— (’;k Py )]

si probamos que existe una constante b >0 cumpliendo que

Q' (s ,qk)( Y (xr)) € bQ(k,qs‘_z) (xr)

tendremos que la aplicacién Y est4 bien definida y es
continua. Consideremos c eR® con Yc#¥p = 1, aplicando el

teorema de HBlder de los espacios lp y 1 tendremos

i Yp X s+2 Yp
*“— aS -k p -k r\p
) lZ (Dr (x¥ )J =nZ_1 . Z 0r q(x )%) <
[ /c 00 1/p
g s L pa )
n=1 n n=1 r=1

w2
= Uk,a_ ) (x)
de donde se obtiene la conclusibén, la desigualdad se
obtiene del hecho de que
S (s+2) 2 s+2
> 0 SrPG)P ¢ (3 a% ()P
n=1 n=1

Reciprocamente, considerado (yn)e S(,Xp(E)) con y =

(yn)oo definimos Y operador de SCA _(E)) en
r'r=1 P
A _(S(E)) como
P r,> r n
L'P(yn) = (xr) con xr = (xn)n=l ¥ xn=yr

consideremos ng entero positivo, por la desigualdad de
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Minkowski en 1p obtendremos

no o0 o
(5 AS+3PS g'k P(y2 '~ Z *2|
n=1 r=1 n= r=1
< Q'(s+2,qk)(yn)

luego

] b - 1/p
CZZ-n(s+2)p.£é; erkqp(yi)) § Q' (s+2,q)(y )

n=1

luego existe [j:éi: (s+2)p -k oF (y? ?] g Q' (s+#2,q,)(y )

n,r=1

luego aplicando la desigualdad de H8lder obtendremos que

’l/p
Qs a ) ( 9(y,)) = 1€ [Zln ayM] Py <
r= n=
2 = p/c -k (s+2) n Vp
< (2= (2 Z_ pin Pa(y2)P?)
r=1 n=1 n=1 \r
luego

2 p
T
\ < 1
Q(k,qs)(‘?(yn)) (—g-) Q (s+2,qk)(yn)
de donde se deduce que Y est4d bien definida Yy es conti-

nua. La conclusibn se obtiene ahora porque Y.¥ =1 vy

Yo =1.

o0
TEOREMA 6. Sea E un espacio, ( pP_)
r'r=1

meros reales con 0 < ré 1 r=1,2,c¢ce

una sucesidén de nfi-

, cone-

sideremos el espacio JKP(S(E)). Dado G un es~

pacio que sea isomorfo a un subespacio comple-

mentado de IXP(S(E)) ¥ que posea un subespacio

complementado isomorfo a )\ (S(E)), entonces
= A (S(E)).

Demostracién: por la proposicién 6 y el teorema 1.
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I.2. FUNCIONES DIFERENCIABLES CON VALORES EN UN ESPACIO Ee
INTEGRACION DE PETTIS DE FUNCIONES CON VALORES EN UN
ESPACIO E.

Considerado (X,Z ) espacio topoldgico y
ACX un subconjunto, en toda la memoria denotaremos por
R o intA al interior de A en (X,Z ), por A la clausura
de A y por OA o FrontA la frontera de A. Todos los es-
pacios vectoriales que se utilizan se indican sobre el
cuerpo K que es R o € indistintamente, salvo R el espa=

cio euclfideo de dimensién n.

DEFINICION 1. Sea {1 CR™ un abierto no vacfo, sea E un
espacio, to un elemento de (L y f:f)l ==—E
una funcién. Decimos que existe derivada
parcial i-&sima de f en t si existe

£(t_s+he ) - £(t )

lim =D.f(t )
h=— 0 h r o

Diremos que f es de clase F°((2,E) si es
continua en (). Diremos que es de clase
@k(_n_,E) k entero positivo o #o00 , si
existen todas las derivadas parciales has-
ta el orden k y son continuas.

Sea o un multifndice «e (X U{0})], o =
1..0 Pr
l... n

es decir, la derivada parcial de orden « .

= (al,...,an), entenderemos Df =D

Llamaremos || = a + astecet a .
DEFINICION 2. Se llama & ({1,E) al espacio de todas las
funciones f£:{l = E que son de clase
Erill,E), dotado de la topologfa definida
por la siguiente familia de seminormas: dado
K ¢ {l compacto, m entero positivo y g seminor-

ma continua en E
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Q(K,q,m)(f)=sup{q(Ddf(t)) : o« jsm, tekK]

DEFINICION 3. Llamaremos gjkjl,E) al espacio de todas
las funciones f de & ({),E) que verifi-
can que el soporte de f es un compacto
enf{l . Dado L un compacto incluido en 4,
llamaremos ‘Zj(L,(l,E) al siguiente subes-
pacio de & ({1,E)

;Zf(L,ﬂ_,E) ={fe E(L,E) / sop fcL}
con la topologfa inducida.

0
Considerada (Ln)n_l una sucesién fundamen-

tal de compactos en{)l , tomaremos Jﬁkjl,E)
como el 1fmite inductivo estricto de la fa-~

milia{Z(Ln,n_,E) n=1,2,...} « (15)

DEFINICION 4, Sea Q un cgmpacto incluido en Rn regular,
es decir, § = Q, llamaremos € (Q,E) a
{f:Qq—>E / fe £(8,E) vy D% puede ex-
tenderse continuamente a todo Q para todo
multifindice x , con la topologfa definida
por la siguiente familia de seminormas
Q(a,m) (£) = sup { q(d*£(x)) ¢ Ixlsm xeQ)
al variar q en las seminormas continuas en
E, m en los enteros no negativos y enten-
diendo D*f(x) X€Q, como la extensibdn con-
tinua de Do(f(y) y 8.

Los siguientes resultados son conocidos:

PROPOSICION l.a) (Regla de la cadena) Sea g: _(L —> "
conﬂ CIRP de clase 81{ en_(ll, sea f
de E’(le,E) donde._(l2 es un abierto de
R™ tal que g(!l )Cifl « Se cumple que fog
estd en E (_ﬂ_ E).

b) (Férmula de Leibnitz) Sea g de & S(/1)

-15-



y sea £ de £ k([l,E). Sea h(x)=g(x)f(x)
xe{l, tomado &« multifndice

Ddh(x) = ~Z C(BS D(bg(x) Dsf(x) ,xelL
o

pee =

siendo cps los mismos coeficientes que

en la férmula de Leibnitz del caso escalar.

DEFINICION 5.(Rudin ( 14 ) pag. 74) Sea QcR™ un conjunto
medible Lebesgue. Sea f:Q=—>E una funcién,
decimos que f es integrable en Q si para
toda u de E', uof:Q=—=+ XK es integrable en

Q v existe x en E tal que
u(x) = /uof VusE!
Q

a dicho x lo denotaremos por ‘/f.
Q

PROPOSICION 2., Sea QtZRn un conjunto medible, sea f de Q
en E una funcidn integrable y sea q semi-
norma continua en E verificando que q(f)

estd en Ll(Q), entonces

q(ij) < /Qq(f)

Demostracibn: consideremos a en E, a= //f(z), considere-

Q

mos la envoltura lineal de a, lin(a) tiene
dimensién 1, definimos la forma lineal u

en lin (a)

u(xa) = w«q(a) x €K
tendremos que
jlu(xa)| =l«lju(a) = |« q(a) = q(« a)
luego para todo y de lin(a), |u(y)| ¢ q(y). Por el teo-
rema de Hahn-Banach existe U en E!' con u(y) = u(y) para
todo y de lin(a) y |u(z)| ¢ q(z) para todo z de E,
como u(a) = u(f(z))dz, tendremos

Q

-16-



fi(a) = q(a) = /

u(f(z))dz ¢ j,q(f(z))dz
Q Q

TEOREMA 1.(Rudin ( 14)pag. 75) Sea Q compacto Q<R
sea f:Q===3>E una funcidn continua de tal ma-
nera que la envoltura convexa de £(Q) es re-
lativamente compacto, es decir, C C(£(Q)) e
compacto. Entonces existe ‘/f y'l/f estd en

/L(Q) C(£(Q)).

TEOREMA 2.(Bonet ( 3)) Sea Qcmk un cubo, sea E un espa-
cio localmente completo, sea f:Qw—eE una fun-
cibn continua tal que para cada u de E', u.f
esti en 8 (Q). Entonces existe )/f(t)dt Yy

‘/}(t)dt estd en /A(Q) C(£(Q)), consecuente-

mente, si q es una seminorma continua en E

a( /f(t)dt) N /u.(Q) sup{q(f(t)) s ot eQ}
Q

TEOREMA 3.(Bonet ( 3)) Sea E un espacio localmente com-
pleto, entonces &(Q,E) = S(E).
Para el caso escalar la prueba aparece en Ro=-
lewicz ( 13) y Valdivia ( 27).

TEOREMA 4. (Bonet(1)(3)) Sea E un espacio, existe un ope-
rador lineal de extensién de €& (Q,E) a & (L1L,E)
siendo Q un cubo de R™ y {1 un abierto de Rr"
con QC(l.

Este resultado es una extensibn del obtenido
por Valdivia ( 17). E1 primero en obtener ope=
radores de extensibn fue Ogrodzka para el caso
escalar.(1ll )

TEOREMA 5.(Bonet ( 3 )) Dado un cubo Q en 2" con inte-
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rior no vacfo y E espacio localmente comple-

to, se verifica que Qﬁ(Q,E).z S(E).

TEOREMA 6.(Bonet ( 2 )) Sea {1 un abierto de R™ no vacfo
vy E un espaéio localmente completo, entonces
€ (,E) * s(&)Y
Para el caso escalar ha sido probado por Val-
divia (17 ).

TEOREMA 7.(Bonet ( 2 )) Sea {L un abierto no vacfo de
" y E un espacio localmente completo, entonces
7(,E) ~ se) N
Para el caso escalar este resultado se debe a
Valdivia (17 ).

PROPOSICION 3. Sea g una funcién de £ (R™,E) que se anu-
la ella y todas sus derivadas en Rn~ 8,
para Q cubo de R™ con interior no vacfo

Q = {(xl,xz,...,xn) P a, £x, €by i=l,...,n}

llamemos a=(al,a2,...,an), se verifica que

para todo punto x=(xl,x2,...,xn) de Q

x x x
I no et 1 (1yeee,1)
— 9000y
S(X)— ( (ooo( D g(y)dyl)ooo)dyn_l)dyn
a a . . a
n n-1 1
Demostracibén: si probamos que

X

1
p(0slyeee,l) p(lyees,l)

g(X1 1 Y5100,y )= ) g(¥s¥pseee,y )dy

21

la prueba se obtendrd entonces por recurrenciae.
Considerada u de E' forma lineal, tendremos
Xy
u(D

1

(l,o..l)g(y’yz,...,yn))dy =

a
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xX
f 1 4, (0,1,000,1)

= u(a;(D g(y,yz,...,yn))dy =
a
1
*1
Tt a(0,1,...,1) )
= dyu(D g(y,yz’ eece ,yn))dy =
2y

(0y1,00e41)

= u(D g) (xl,y2’...’yn)-

(0,1,000,1)

~ u(D g)(al,yz,---,yn)

(0,1,000,1)

usando que u(D g)(y,yz,...,yn):m--ﬂ>E es de

clase ¥% y la regla de Barrow. La conclusién se ob-

tiene porque (al,yz,...,yn) no est4 en 4.

TEOREMA 8.(Horwath ( "9 )pag. 123) Consideremos E y F espa=-
cios, XtEeeepF, Y:Fe—=p E aplicaciones lineales
y continuas, supongamos que XoY es la identi-
dad sobre F, entonces YoXi{E—s E es una proyec=
cibn continua, Y es un isomorfismo topolégico
sobre la imagen, y Y(F) = Y(X(E)) es un subes-

pacio complementado de E,

-19-



I.3. UNA PARTICION DE LA UNIDAD DE (L

Sea {1 un abierto de R" no vacfo, Valdi~
via en el trabajo '"Sobre el espacio Zéo(fl)" (23 )
construye una particibn de la unidad de {1 que resulta
particularmente Gtil en toda la memoria y por lo tanto
la notacibén aqui dada se mantendr4 a lo largo de ella.

La particibn es la siguiente:

Si {1 es todo Rn, consideraremos la fami-
lia @ de todos los cubos de la forma

{(xl,xz,...,xn)éimn : ajs X5 €ag, ajentero j=l,...,n}(x)

ordenados en una sucesidn (Br) de elementos distintos.
Siflno es igual a Rn, sea 051_la familia
de todos los cubos de la forma (%) contenidos en {1 de

manera que si Q € 03 la distancia de Q a BR"~ (L es igual

l’
o mayor que Vne. Procediendo por recurrencia, supuesto

obtenidos 03 1 <h <k, representamos porﬁ?)k'_l la colec=

cibn de los cubos de la forma
n k k
{(xl,xz,...,xn) R/ aj/2 < xjg1aj+1y2 a entero,

j=l,2,...,n} contenidos en {1 de manera que si Q es-

t4 en 65 la distancia de Q a R"~ () es mayor o igual

que iﬁ Y Q no esté contenldo en nlngﬁn elemento de (3

2k h

1l <h<k. Ordenemos los elementos JB k~) &%{ en una Sue
k=1
cesibn de cubos distintos, (Br)

En cualquiera de los dos casos de L con-

siderados tendremos que a 1

r j(r) .
B —{(‘{l,o..,x )ER / i].J{T(Fy XJ\‘{_J_ZT{T?T 3 J=l,ooo,n}
donde aj(r) es entero y k(r) es un entero no negativo

j=1,2,eeeyn r=1,2,... Sea ( Pr)r=l la sucesidn de las

longitudes de las aristas de Br’ es decir
(JI‘:W r=1,2,cae

=20=



tomamos la familia Jf =(A )w vy % =(C )mJ con
rr=1 rr=1

24(x)

L x.<$

n
Ar— {(xl,xz,...,xn) ER H zk(r)

a ., +1
j(r) 1
TR * R0

K093 ¢ X

j=l,2,...n}

a
- n _, “j(r) 1 . .
Cr- {(x]-’xz,l..,xn) ER . 2k(r) + szk(r) ~ xj~
a. + 1
jlr) 1 .
< 2k(r) - 3x2k(r) 3_1,2,...,n}

Las pruebas de todos
en el trabajo de M., Valdivia ( 23)

o

los enunciados estén

antes citado.

0o
NOTA 1. Es inmediato que U B_ = LJ,Rr =01
r=1

. r=1

PROPOSICION 1. Sean B_ , B_ ¢ (2
1 Ta

a) Si Brlﬂ Br2£ @

fr1= frz s Pr

b) Si B NB_ =64
'y T2

con rl£ r,

entonces se tiene que

1=2 Crz o2 €}1= ﬁrz

entonces

d(B_ ,B 2 i ’
(B, r2) > min ( Frl Grz)

1

d(Br 1B ) 2

max

i

COROLARIO 1. a) A (1A £ @ &=
1 T2

b) 4241 elementos dis

interseccibn vacia y

( frl, Grz)

B, NB_#96
Ty r,
tintos de U/ tienen

cada Ar elemento de

o#/corta s6lo a un elemento de & =(Cr)

Sean:
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n
I={(xl,...,xn)€m . —lfoSl, J—l,z,...’n}
n L. 4
J= {(xl,oo.,xn)ER H -1-§'~xj$l—5, J 1 2,...,1’1}
n 4 L .
L= {(xl,ooo’xn)em . ~§'ij$ 3‘, J=l,2,...,n}
Sea YF:Rn-—q> R™ aplicacién definida por
2a. (r)+1 2a_(r)+1
"P (x oo e ¢X )=( 1 + 5 xX eeoe L2 L ]
r 1! ' n 2k(r)+l 2k(r)+3 1! ’zk(r5+l
5
¥ zk r)+3 xn)
se tiene que %;(I) = A, %}(J) =C_, %}(L) = B

r=1,2,c00

Sea Y una funcién real definida en R"
de clase £, que sea estrictamente positiva en int(I)
y cero en los demds puntos, si

(Pafh )
/ur(X) = x el)

(Y9 H x)
j=1 J

se tiene que (/ur) es una particibén de la unidad = .

1
—_ 1 -
PROPOSICION 2. Sea BreaGB con —f5y = 6"</2 enton

ces la distancia de Br a B®~ ) es me-

nor o igual que —_TET——
k(r)-2 °
2

Demostracién: como la proposicibn 1 de (a-2)

. n
Consideremos ahora los cubos de R

n
M = [—l 128 1+ ']'-—2-8'\[3]
128 128 17"
R BT S ERE
entonces
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n a., a
_ T i(r) 1 16Vn “i(r) e+l
o) = e KI5 EE) TR !

1 16Vn
k(e * zk(rT] = E

+
r

n _a a
_ i(r) 2 16Vn j(r)el
Lfr(P) = g[ Sk(r) 7 L k(r)e3 © Sk(r) 7 k(r) *

2 16Vn - F
SK(m)e3 Y k(@) d T U

+

tendremos que
JcLcIcMcP

C_<cB €A cE_cF r=1,2,¢00
r r r r r

PROPOSICION 3.a) Dado z «R" tal que d(z,A ) < 16vm p_
entonces z € Er

b) Sea z €A , sea u € R~ el punto

donde se alcanza la distancia de z, a
R~ , entonces u € 8 cuando {0 < Y2
o r r

Demostracibn: a) Trivial.

b) Sea zoe:Ar,-ex1ste un z;€ B con

d(Br,RQVJT_) = d(zl,mnh.ﬂ—), luego sea
ulEERnNJL con d(zl,mnu.ﬁL) = d(zl,ul), tendremos por
definicibn

d(zo,uo)s d(zo,ul)s d(zo,zl) + d(ul,zl).SJE Pr+ 4yn fr=
= 5rﬁ(9r5 16\['1_1f9r
luego u & B .
o r
PROPOSICION 4, Consideremos q entero positivo y la fa-
o Yo}l = T .
milia {Fr / (Dr /2 } jh, entonces

(34n)n+l elementos de étq tienen inter-
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seccibn vacfa.
N~
Demostracibn: dados F_ ,F ¢ j'q’ sean B_ vy B_ los
1 2 1 2
recténgulos asociados de la familia ’

tendremos que si existe yeF_ (| F_ ,
r r,

dados z, € Brl, z,€ Br2 s, entonces
3+ 1600
d(zl,zz) <d(zl,y) + d(y,zz)s 2 fr[g + 16Vn VE:ﬁB&n(:r

luego considerado B_ € @B podremos construir a lo
ry g+l

n i
m4s (34n)" cubos de arista ()r que sean de O5q*l Y que

disten de B menos de 34n P .
ry r

COROLARIO 1., Tomado q> 1, tendremos que existe

> )(F (z) < (34n)™ V zeR®
{reN/ Fr=V2q) r

Demostracifn: inmediatae.
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CAPITULO II

LOS ESPACIOS jél(fl,E) Y'JﬁIL,E)

II.1. REPRESENTACION DEL ESPACIO }El(il,E)

Este capitulo es parte de un trabajo pen-
diente de publicacibén (4 ) bajo el tftulo de "Represen
tacién de los espacios jéo(fl,E) y ;Bl(fl,E)", realiza-
do en com@in con el Dr. José Bonet.

Sea E un espacio, el espaciojB (Rn,E) fue
definido por Schwartz (16 ) como el espacio vectorial
de los elementos de é;(Rn,E) tales que para cada semi-

norma continua q en E, o multifindice, se cumpla que

sup {q(D“f(X)) / xXeRM}<+eo

DEFINICION 1. En ( 4 ) se define ;éo(fL,E) como el es-
pacio vectorial de todos los elementos de
€ (N ,E) tales que para cada € > 0, x mul
tifndice y q seminorma continua en E,
existe un compacto K € Ll cumpliendo que
si x estf en{L~ K, q(ﬁxf(x))< € . Se le
dota de la topologfa localmente convexa
definida por las seminormas
Q(q,m)=sup {q(D“f(x)) / xeLl \xlsm)
al variar m en los enteros positivos y q

en las seminormas continuas en E,

DEFINICION 2, Llamaremos jél(fl,E) al subespacio vecto
rial del espacio<f3(mp,E) formado por las
funciones que se anulan ellas y sus deri-
vadas de cualquier orden en R w()l. Le
dotamos de la topologfa definida por las

seminormas:
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Q(m,q) (f)=sup {q(Duf(x)) : x:EJﬁ.‘\dHrn}
al variar m en los enteros no negativos

Y q en las seminormas continuas en E.

Obviamente si () = R", _B (.O.. E)= B (IR E)
El espacio ;é (£L) fue definido por Dlerolff y estudia
do por Dlerolff y Voigt ( 5 ),( 6 ) y Valdivia ( 27).
Nosotros generalizamos las técnicas empleadas por
M. Valdivia (27 ),( 23). Nosotros vamos a exhaustivar
el caso de.;gl(il,E) en el presente capitulo, para las

pruebas de las propiedades de ZQO(II,E) remitimos a (4).

PROPOSICION 1., La aplicacién i definida de ;EI(IL E)
en ;3 ({L,E) como sigue: dada fejg(ILE)

£(x) x eLL

0 x & ()L
es un isomorfismo topolbgico sobre la
imagene.

Demostracibn: en ( 4 ).

A partir de aqui, en los problemas de
isomorfismos, consideraremos a ;;O(!l,E) e i(;éo(Q,E))
como el mismo espacio,

La representacibn de4}§1(fl) fue obteni-
da por M. Valdivia en (27 )

oo
PROPOSICION 2, Sea ( Yr)r—l de la particién de L defi=-

nida en I.3., sea q seminorma continua
en el espacio E, « multiindice y k y h
enteros no negativos, existe una cons-
tante M positiva verificando que para to
da £ de B (n,E)

();k sup q(D fo*P (x)) £ M P? sup{q(Déf(z)) / ze]Rri

xel
fpleh+ kel }
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Demostracibn: distinguiremos dos casos:

a) Sif = B", tendremos que
4 5 Y] =3
D (fo'fr)(x) = (g) (D f)(‘fr(x))

y fr= 1, r=1,2,¢e¢ luego

Tsup a0 (£ 90 () ¢ () (D2 (2))
su ° x N su z
er xeg 3 r . -g Zeir d

1
S(%) ;Ef:: sup q(D@f(x))
iPKldl+k+h xelL

b) SiN # R" , determinemos un entero
positivo p con V2P arista de un cierto Br’ Sea Fr

arista de B_ si »¥2P tendremos
r fr

x|
pr sup a (€9 ) (x)) = @ P sup a(0¥e(2)
xel X . zsAr
< f'k sup  q(D%f(z)) ¢ 2(k+h)P h
r ZGAI_ ’P“ Ikk+h (“r

o Sup q(Dpf(X))
XEN

Si Pr,<V2p, por la proposicibén I.3.2. tendremos que
la distancia de Br a R*~v. ser4 menor o igual que

4\n er, luego

o
f; sup q(Dx(fa‘fr)(x)) _ (g)' ;ka!

xel

&)
sup q(D f(z))
zeAr

sea z de Ar’ sea z_ de 9N tal que [2z-z | = d(z,BvL1)
tendremos que [z,zoft:il.y IZ-Zolé QVH'Fr. Sea
7 :[0,1] --=-+. , definida como n (t)=z_+ t(z-z )

y sea g =(Ddfk7 : (0,1} -=—= E. Sea u de E', puede
elegirse &8> 0 tal que si te [-§,1+5] entonces
Ddf°7 es P™ en ]-§ ,1+3L , entonces u.g: [0,1] ==K
cumplé las hipétesis del teorema de Taylor en [0,1)

(uog)(l) - (uﬁg)(O) = (ueg)'(0)+%(u°g)"(0)+ eee t
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1
k+h-1
(k+hi15! (“°s)(k+h-l)(0)+jo gllc:ﬁ.).l)z (uog) (t)dt
como (uog)(S)(t) = u(g(s)(t)) s=0,1,... Dpor ser
u lineal, tendremos (u.g)(l) = u(D“f(z)). Por cons-
truccidn (uog)(s)(O) = u(g(%)(o)) = 0, ya que s=0,1,e0
n
g(S)(t) = ;E:::: . D; .4 D“f(zo+t(z-zo))(zi-zz )e
ll,ooo,ls=1 1 S 1 1
o o
Q(Ziz-ziz)o.o(zis—zis‘)
como Dpf(zo) = 0 para todo multifindice » entonces
g(S)(o) = 0, s=0,1,... 1luego
1
k+h=1
u(D"£(z)) =Jou((%l-<f1)1-l)! g(k+h)(t))dt uek!

entonces por la definicibn I.2.5. existe

1
h+k-1

0 (h+k=1)!
v ademés
koo ) x_ (1-6)5P1 (cum)
Pr q(D £(z)) < sup Fr q(4Tk+h-l)! (t))

t €[0,1]

< sup e;kq(g(k*h)(t)) <

tef0,1]
n
sup e;k E q(Di 4 Ddf(z0+t(z-zo)).

t €[0,1) ijgeeeyip =1 1°°°"k+h

o ) )
. lzi -Zi l lzi —Zil coe ‘Zl -Zi,

1l 1l 2 2 k+h k+h

como |z, -z; | < |z-z obtendremos

s s

f;k sup (D7 (£ % )(x)) ¢ = ——  sup{a(dPr(2))}.

xel [(31 < \xltk+h  ze)
,Qk*h{ﬁk+h ? sn\ud+-k+h4k+h V,-ﬁk-)»h.
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14

.sup{DPf(z)) : zeR"” 1plslo<l+k4h}

PROPOSICION 3. Sea de ({L,E), consideremos
€ 1

(=]
2 YOYSI de I.3., entonces
j=1

- -]
g(z)_ZZ:Dd( Y.971)(2) es una funcién de
j=1 J
;Bl(II,E) para todo « multiindice.
Obsérvese que una consecuencia de esta

proposicidn es que la funcién
«{ 52 -
h(Z) - {g(Z) D Z%’g“f.l(Z) z € L)L

(o) z & Lo
es de ;él(jl,E).
Demostracibn: sea q seminorma continua en E, r, un na-

tural y z de B . Sea &":{rem /
o

n

/ Ar(\Ar P ¢j, tendremos que card of &n

o

alg(z) D2~ $o971(2)) = qlelz) D™ S=( ¥o¥71) (2))
j=1 J Tes J

8, 1! -lx| , -1
= (T) (g(z)) (DPYCY. (2)))<
5 qlglz g {)I‘ j Z
jod -
<(%) ! sup \Dd?(xﬂ > q(g(z)erfﬂ)
xel reX
¢&" sup el T p7 Msup ale et (1) = (0

xel reX xel

aplicando la proposicidn anterior tendremos que para
un natural h dado existe una constante M positiva que

s8lo depende de Ixl+h con

i}
(%) < M(%) I%e? sup {q(D@g(y)) / yeRr" |(3‘gl°(l+h].

eSUp { DNY(X) / xcI} (23)
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por la proposicibén I.3.l. tendremos que para todo r de

Nk F}.SZ fr s luego
o

alg(z) D 2= %93 H=) < a2 ()" sup{a(0Pe(y) /

j=1
n o« h
/ vek | pls wi*h } sup {D Y(x) / xeTI} Pr (2e3e3)
o
como Fr ¢ 1 para todo ro natural, tendremos que
o

o
L4 -
g(z) D 2 %%le(z) es acotado en ()., ademds tomado
j=1

z, en 9N y €>0, sea zeB(zo,E )AL, como por defi
nicidn Vi'fr < d(Br ,RHNJL ) se, si z tiende a z_, ten
o

dremos que Fr tiende a cero, de (%#x%) obtendremos que
o

o0
lim q(g(z) p* > ?okal(z)) = 0, luego la funcién h
z—z j=1 J
zelL

es continua en R" y acotada.
Sea ¥ un multifndice y z de L, aplican-
do la férmula de Leibnitz obtenemos
p[e(2) 75 9o93t @] = T e 0ts(m) D (R a))
j=1 Seu =Y j=1
luego, si en la prueba efectuada se sustituye g por
Dsg(z)tzjgl(Il,E) y el multiindice & por MtM . Obtene

mos que para todo multifndice ¥ 1la funcidn

Y i -
D [g(z) D“Z ( Yo .l)(z) zZ €L
j=1 J

h_(z) =
Y 0 z &0

es una funcidn continua y acotada en Rn, por lo tanto
para finalizar la prueba basta probar que para todo z
de 2{L y para todo multifindice ¥ , existe th(z) = O,
Hagdmoslo por induccidn sobre el orden de ¥ , para

[¥Y] = O est4 probado. Supongdmoslo cierto para todo ¥

L4
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con [¥| < me Sea e,= (0Oyeee;,0,1,0,000,0) con el 1 en el

i-8simo lugar, sea z_ de 9L , veamos que existe

¥t+e. <
D 1h(zo) = O, Si z no estd enfL , D h(z) = O luego
tomado z = zZ,+ teiexl.y qQ seminorma continua en E
oQ
& -1
1 R ¢ D“[gn Z_ YT )(z 4 te.?
D h(zo+ tei)-D h(zo) S=1 J o i

aplicando (x%%) y la férmula de Leibnitz

15,4l o o _
Z_ % a[p’s(z_+ tei)n"‘*/“(az 12970 (2 + te )]s

ﬁf/ﬂ:“
S>= Sy sup{ q0Ps(y)) / lplewitimen, yemn}(nijo

5+},¢ =3

siendo Ty tal que z + tei esti en Br y M una constan-
o
te positiva y h un natural, tomando h=2, como |t|=

n
=\z°+ te - zo\ , entonces |t| > d(Bro,R ~vL{L ), por la

proposicién I.3.l. tendremos [t| > d(Br ,anil ) »Vn Fr
. o o

quedaré

¥
D h(z_+ te.)
a( o0 1) ¢ > e, | M sup adPe(y)) / yer,
sau=Y
/M.

, I pl<1l+lyl+n ] (Jr
o

cuando t tiende a O, Fr tiende a O, luego
o

¥
D h(z_+ te.)
o i
ql ry ) == O
‘(+ei
luego existe D h(zo) = O.

PROPOSICION 4, Si f estd en jgl(jl,E) entonces la fun-

ci6n.—;;—£;——— estéd en ﬁ (2 ,E).
-1 1
Yo .
j:l J
Demostracibén: la funciébdn 33——2—:T se entiende exten-
> e ¥
j=1



dida a todo Rn, tomando el wvalor cero
fuera defl. Tomado z de {1, tendremos
b i

Z‘f"?

que dado P multiindice, DP[ _l](z) serd una

fraccibdn cuyo numerador es una comb1naci6n lineal de
elementos de la forma

s =D e D (> 4, Y'l)n (= 4. ¢ '1)...D/*<Z w7l (1)
j=1 j=1 j=1 J

y el denominador una potencia entera y positiva de

:Zf Yo ?— , como Valdivia (23 ), tomado b:inf{?(x)

j=1

xeL& > 0, entonces Z q>? (z) b para todo z de
j=1

L)L, luego dado k natural (Z Po ‘f’ (z) > b*. Por la

j=1
proposicién 3. la extensibén de (%) a B" tom&ndola
como cero en R~ , son funciones de:ﬁ l(Jl,E), ade-

mids, si z estd en (L

q( s(fi )s sup q(s(z))
(ZZT Yo W (25 zer® b¥
j=1
ol e —1(z) zen
= 0¥
luego las funciones sp(z)= j=1
0 z & 0L

son funciones continuas en Rn, para todo (3 multiin-
dice, entonces procediendo por induccibdn como en la
proposicibén 3., usando que dado e t real, z de 9L»
zZ,+ hei de L

s(z 4+ he.) s(z + he.)
o i o i

(; troke;l(zo* he,)) t

obtendremos la conclusibne
PROPOSICION 5. La aplicacibn )f:Jsl(ll,E)---A{fa(Jl,E)
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definida como

£(z) z € ()L
= k?'l
X(£) = 4 5 —
0 z & L

es lineal y continua.

Demostracibén: como, si z no est§ enf2, la funcibn y
las parciales de cualquier orden toman
el valor cero, bastar4{ estudiar el com-

portamiento al variar z en (L . Dado ol multlindlce N

z en (1 tendremos, llamando g(z) _(:Z:'? YJ (z))~

j=1

D“(fg)(z) = Dw(f- -7) () =

i

Z MD/ “£(z) D (——-——l)(z)
> Yo'
AT 5=1 J

de la proposicibén 4. obtenemos que D“(fg)(z) serd una

combinaciédn lineal de elementos de la forma

H(z) = D f(z) D ( ZE-? V-l(z))... ;(ZZ: Yo ¥ -l(z))g(z)
j=1 J j=1

donde h es un entero positivo, llamemos a esta expre=
sibn (#). Sea r un entero positivo tal que z estd en
BrC1nt(Ar), sea o ={seN / Arﬂ As;é [} )’. Sabemos

que card(&) < 47, tendremos que

DY (= 9o ‘?-l(z))

} - 1% sup \Df?(xn
j=1

seX f xel
Sea t entero positivo con t > max{lﬂ,lﬂ,...,lgl}que
puedan aparecer, sea m el mdximo nlmero de factores

que puedan aparecer en (x%). Sean

M,= max  sup ]De (x)]

2 lelst xel
M,= sup ———l——— > 0 para los h posibles

zen (g (z))
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tendremos entonces que como s estd en X ’ rg.$2 Fr

n,tm  -tm m ;A <
a(H(z)) ¢ 4727 po g Mg q(D£(2)) <
aplicando la proposicibn 2.

< 4P My M3 M sup {a(@"£(2)) zer , ITIg |als tm )

siendo M una constante positiva, como Vdsw\ , tendre~

mos que tomado M,= 4n2thg M_M, si w es el nfimero de

3

términos H(z) que aparecen y z esti en )

q(Dx(fg)(z))S > My« max | d sup-h(DWf(z)) |/ zef,

c
/‘(*7 = /u
NTLS ol + tm )
luego existe una constante K, y una seminorma continua
en ;El(,ﬂ.,E), Q(i#t + tm ,q) cumpliendo

sup a(dX(£g)(2)) € K, QU+ tm ,q) (£)
zZg

para toda f de }BI‘JI,E), de donde la continuidad se

deduce inmediatamente.

Considerado I el cubo unitario I=f;l,l]n
y los espacios ;5XI,E) y ,AAJK(I,E)) definidos en I.1l

oQ

el la sucesidn de las aristas de

siendo ahora ( Fr)

oQ
(Br)r~l de la particidén de la unidad de (L de I.3., sea

T una aplicacidn entre )\oo(;a/(I,E)) y ﬁ l(_ﬂ.,E) defi=-
nida como sigue: si (fr);il estf en X, (0(I,E))

> -1
T((£)) = rzzlfro‘?r

PROPOSICION 6., La aplicacibén T est4 bien definida, es
lineal y continua.

Demostracién: como sop fr(:I, r=1,2,00e Y \P;l(z) es=-

t4 en I si y sblo si z est§ en Ar, ten-

dremos que por I.3. la funcibn
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= l n
Z_f. .9 estd definida en todo R y es obvio que si
r=1

z estd en R NLL Zf °‘f;l(z) = 0., Veamos que
r=1
a) Zfro\P;l estf en € (R",E)

b) Z f ° ; esti en ;é l(._O.,E)
r=1

la prueba es anfloga a la de la proposicién 3.

Sea z de 1., sea r, con z en Br , Sea
o

&”:{rem / A ﬂA ;é ¢3’ , tendremos que para todo

multifndice D' Zf -l(z) ZD (f okP-l)(z)
Fht i ==

luego dada q seminorma continua en E tendremos

q(D (Zf PN = a(= pT(e_ 9N (2)) ¢

r=1 re
< (8% -leel e -1 &) 1 - i
< (5) réX(D q(D fr)( “t’r (z)) ¢ 5 rEo‘\”{J it;}{)q(Df (x))
n,8 l'(i -
(%) £ 4% (2 sup q(D* £ (x)) (3e:¢)
5 rem Fr xel

esta expresibn es finita por definicibén de )\, (,ZS(I,E))

la desigualdad (%) puede mejorarse usando que

(Pr

M-zsup q (D% £ (x))) estd en 2% y quedar4

xel

1 il
a0 (Z 97 @) ¢ &) sup (pI™M Paupa(0¥e ().
r=1 reX xel
e (Qr

por la proposicibn I.3.1l. rr <2 (’r s, luego quedard
‘ o

)l“l sup ( E -l

« 2 -
()  q(D (Zfrokprl(z)))sw(?s-
r=1 reX

2
. sup q(D* £ (x)))
}sceI ? () o

-35~



.

cuando z tiende a z, € 9N, tendremos que f’r tiende
o
a 0 luego la funcibn

X, o -
D (§l<fr,xpr1)<z)> zen

0 z ¢
es continua en R" para todo x multifindice, ademés
usando (%) y procediendo por‘induccién como en la

proposicién 3., obtenemos que > froq ;1 estd en
r=1

€ (R*,E), entonces la desigualdad (%x) nos permite
o0
afirmar que zz'fro‘P;l esti en jgl(jl,E). La linea-
r=1
lidad de T se sigue trivialmente. En cuanto a la con-
tinuidad, basta observar en la definicidn de
)\w(;f(I,E)) que la segunda expresibn de (%) es una
seminorma continua en >\»(;511,E)), de donde se de=-
duce la continuidad de T ya que un sisteha fundamen—
tal de seminormas en ,Xm(;jll,E)) es, dado (fr) de

')\JZ(I,E)), qm,k((fr)) = sup ();kZ_ sup q(D"‘fr(x))

r llcm xel
al variar m y k en los enteros positivos y q en las

seminormas continuas en E.

Co
Dado f de&B]}f;,E), sea (M) ) la
particién de la unidad de {1 definida en I.3., tomemos
la funcién h _como h = (f./&r)o“Pr, r=1,2,eee, es evi
dente que h estd en ;5(I,E) r=1,2,¢0. , to
-l'
mado x de kfr (/1) tenemos

h_(x) = £( PG p CF () =

-1
Go PN )
= £09_(0)) = e = £07, ()
> TP, x))
j=1 7
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V(x)
=, ‘f'l( Y _(x))

j=1 ,
si x no estd en I, /xr(x)=0, luego sop h cI, r=1,2,...
si denotamos para z enS:, g(z) = — L —, ten-

Z“Po“f L(2)

j=1
dremos que la funcibn que vale fg en 42 y O en R v

es una funcidn de ;é:l(Jl,E) por la proposicidbn 5.

PROPOSICION 7. La aplicacidn S: ,3 (2, E)---o)\ (Z(1,E))

definida como S(f) = (h ) para cada

=1
f de ;él(IL,E) es lineal y continua.

Demostracidn: tenemos que

-1
ho= (£6) (P 977)o | = ((£glof ). Y

luego dado o« multifindice y q seminorma

~

continua en E y k entero positivo
-k -k
o sup a(® n_(x)) = p ¥ sup a(d “[(£g) (¥ (x)) P(x)] )<
xel xel
por la f8rmula de Leibnitz

sup q(D (fg)o‘P (x)) sup|D @?\
xel xel

> \cépl f r
s4p T
luego (hr) estd en /Xw(gka,E)) por definicibn. Veamos
que es continua, dada q seminorma continua en E, m y k
enteros positivos, sea Q(q,m,k) una seminorma de la fa
milia fundamental definida en _(J(I,E))

Q(q,m,k)(S(f)) = Q(q,m,k,)(h ) = sup (;
r lﬂ<m rel r

. sup q(D¥ h (x)) = > sup f’ ¥sup q(0™ [(fg)(\f (x)) 9 (x)D¢

xel lxi¢m rel xel

> sup ZZ:: ]cg ‘f sup q(D ((fg)o? ) (x) sup[DPY(xﬂ

x|g M rel 5+P=x xel xel

tomemos M z]csﬁlsup]DﬁquH, cuando 8+p =« y [g]¢m, ten
xel '

dremos
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k

Q(q,m,k)(h ) ¢ >~ sup > Mo “sup <:1(D"’(fs>e‘f’r)(x)~<

lgle m rell [8l<|x| xel
por la proposicibn 2. tendremos
¢ n" >~ MM sup_ q(D}(£fg)(2)) (3ex)

[§lg m zeR
donde M1 es una constante positiva que no depende de
(fg). Como la aplicacién X (f) = fg es continua en
jlfil,E); aplicando la proposicibén 5., tendremos que

existe una constante M, positiva que no depende de f

2
vy un h entero positivo con

(23:) & M, sup {q(DPf(z)) z ek lFls h)

luego la aplicacién S es continuae.

PROPOSICION 8. El espacio ;31(11,E) es isomorfo topo-
l6gicamente a un subespacio complemen-
tado de )\”(QﬁkI,E))o

Demostracibén: basta probar que T.S de;Z§l(fl,E)~en si

mismo es la identidad, entonces por el

teorema I.2.8. S.T ser4d una proyeccibn
continua de )\“(lf(I,E)) cuya imagen es S(]Sl(fl,E))
isomorfo topoldgicamente igZBZLLCI’E)' Veamos la afir-
macién: TeS(f) = T(h ) = z__jlhr.kf;l -

oo 1 oo oo
=§;——1‘f7“r’°"’r A= Tt frzzlﬂr
si z est4 en (L, f(z)‘ZZ:/*r(z) = £f(z), vy si z no es-
r=1

t4 en L1, £(z) = 0 = £(z) Z- M _(2).
r=1

Sea f de ;El(jl,E), definimos f de I en

E como sigue fr(x) = f(L?r(x)) para cada x de I, obvia

mente f estd4 en £(I,E).
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PROPOSICION 9. Tomado ( fr) como la sucesibn de aris=-
tas de (Br)r=l y £ en ;Bl(fl,E), enton=-

ces (fr) esti en >\_°(€ (1,E)).
Demostracién: a) Si () = B" tendremos que (= 1,

r=1,2,... luego )\M(E(I,E)) es igual

a m(€&€ (I,E)). Como x estd en I, dado
multiindice, k entero positivo y q seminorma continua

en E tendremos P? =1 r=1,2,¢0e

Y

a7 (£ .+ 9_(x))) £ q((@*£)( Y_(x)))¢ sup_ q(0*£(z))
: : ze R
para r=1,2,.0e0

b) Si LL £ Rn, aplicando la proposicidn

2. con h=0, tendremos que la sucesibn

- o oo
( erksup g(D (fov_)(x)) .1 ©s acotada, de donde la
xel r r=

conclusidn es inmediata.

[ 43"
15’154 ?

€(J,E) a ;étI,E) operador de extensibén lineal y con-

Sea J = consideremos X de

tinuo que existe por el teorema I.2.%. Bonet (1)(3).

PROPOSICION 10. La aplicacién Y de A (& (J,E)) en

Acng(I,E)), definida como Y((f_))=

o0
= (X(fr))r=l’ es lineal y continua.

Demostracibén: dada q seminorma continua en E y «x mul=-
tifndice, como X es continua, existir§
otra seminorma p continua en E, un M po-

sitivo y un entero positivo m verificando

sup q(D“X(f)(x)) € M sup sup p(DPf(x)) Yfe €(J,E)

xel tplsm xe€J

de aquf obtenemos que Y esti bien definida, y es con-

tinua porque dado (fr) de /x“;éf(J,E))
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ksup q(DdX(fr)(x)) £ M sup sup f;ksup(DPfr(x))

sup fr
r xel |pigm T xeJ
como el segundo miembro es una seminorma continua en

Aw(E (I,E)), se obtiene la conclusidn buscada.

Y es inyectiva por serlo X y es f4cil
probar que es abierta sobre la imagen, definimos ahora
Z: Bl(ﬂ,E)--::\) Ao E(J,E)) del modo siguiente
z(£) = ((z£) )72,

siendo (Zf)r(x) = f'oWr(x) para x en J, r=1,2,...

Las proposiciones 2. y 9. nos aseguran que Z es conti-
nua, la linealidad es trivial, no es inyectiva ya que.-
tomado un r en X y un 2z en { )L con N(z) entoéorno de =z

conténido en Brnlcr,_y f de ZBl(ll,E) con sop f inclui

do en N(z) y £ no nula, entonces Z(f) = O, luego Z no
es inyectiva,.
Consideremos ahora la aplicacibén T de 1la

proposicién 6,

PROPOSICION 11. ,Xogéﬁ(J,E)) es isomorfo a un subespa
cio complementado de B l(..(7.,E).
Demostracibn: tendremos que la aplicacibén Z.T.Y de
>$££ (J,E)) en si mismo, veamos que es
la identidad. Sea (f ) de A _( E(J,E))

. < 1
ZoTeY(fr) = Z(’I‘(Y(fr))) = Z(T(Xfr)) = Z(rZ=l(Xfr) .,Lfr )=

= (b)) por definicibn h_(x) = (él(Xfr)n‘f;l) 2 (x).

Como dado x de J, ‘fs(x) estd en C_ para r#s, Arflcszﬁ
por la proposicibén I.3.l., tendremos

-1
h (x) = (XP )P T( P (x)) = (X£ ) (x) = £_(x) xeJ

tendremos que TeY: A (E (J4E))=mmmp ;B 1(2,E) ¥
Z: ;Bl(ﬂ,E)----v Ao (€ (J,E)) satisfaciendo Z.T.Y=1

luego, por el teorema I.2.8., (T:.Y).Z es una proyeccidn
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continua en‘ﬁzlbﬂwﬁﬁ, ToY es un isomorfismo topols-
gico sobre la imagen, Z es sobre y ToYoZ(jgl(Jl,E)) =
= ToY( Ay (E(ILE))) =~ A_(E (J,E)).

TEOREMA 1, Si E es un espacio localmente completo,

- }Bl(Il,E) es isomorfo topoldgicamente a
A JS(E)).

Demostracibén: si E es localmente completo tendremos,
por la proposicidn I.2.3. Bonet ( 3)
que €& (J,E) QS(E)’:Xf(I,E), luego

Xw( E(IE)) = As(S(E)) = N\, (D(I,E)). La propo-
sicibn 8. nos dice que }BI(JI,E) es isomorfo topolb-

gicamente a un subespacio complementado de X o0 (S(E))

y la proposicibn 1l. nos dice que X 5o(S(E)) es isomor

fo topolbgicamente a un subespacio complementado de

J51}41,E), la conclusibn se obtiene por el teorema I.l.5.
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IT.2. ALGUNOS CASOS PARTICULARES

Considerado {1 abierto no vacfo de R" y

)
( Pr)r—l la sucesibén de las aristas de los rectdngulos
(Br)r de la particidn de la unidad de {L definida en
~k(r)

=1
, k(r)e TVi0l. Sea E un
espacio, consideremos en adelante los espacios A. ¥

A , a@sociados a ( fr) definidos en I.l.5. y I.l.6.

I.3., sabemos que Fr= 2

Los siguientes resultados han sido obtenidos por Valdi
via para el caso escalar en ( 27), y pera E localmente
completo por Bonet y el autor en ( 4 ),

Sea m(S(E)) definido en I.l.3. Dado (x%)

- r r, % r r,
de m(S(E)) definimos y = (yn)n=l con X = (xn)n=l e
E y obviamente F-ln.;n. Dado k entero positi-
n -ln r
Pr
. . k r k r <
vo y q seminorma continua en E, n q(yn) = n q(x -1 )<
n
R r fr
< (e - n) q(x -1 ), como x estd en S(E),
? n
r
lim ( f);ln)kq(xr_l ) = 0 k:l,z,o-.
n-» oo pr B
lim nkq(yr) = 0 k=1,2,... luego y estf en S(E)
Noee n e

o
r=1,2,... Veamos que (yr)r_l estf en _(S(E)), ten-

dremos que dada q seminorma continua en E, Kk y m en-

teros no negativos
k m r -1 m+k
Pr sup a(y) < sup (n P ) alx
n n

r m+k r)

X
q( D

-1 )$supp
frm P

oQ
como (xr)r_ estd en m(S(E)), por definicibn

1

sup sup pm+kq(xr)< ®© , luego sup e-ksup n"q(y~) <
P r m
r P rel n

£ sup sup pm+kq(xr) (%)
r P ' p
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o0
de esta desigualdad obtenemos que (yr)r_ estd en

1
A (S(E)).

PROPOSICION 1. La aplicacibn Z;:m(S(E))==-> A (S(E))

definida como Zl(xr) = (y"), es lineal
y continua,

Demostracién: hemos probado ya que estd bien definida
y trivialmente es lineal, la continuidad
se deduce inmediatamente de la desigual-

dad (%), puesto que un sistema fundamental de seminor-

mas en A (S(E)) es

{ sup ;ksup n"q(y2) ((Y;)n_l):o_l e N (S(E)) ,
rel n - -

k,m=1,2,4e¢ 49 seminorma continua en E }
y el segundo miembro de la desigualdad es una seminor-

ma continua en m(S(E)).

o0

Dado ahora (xr)r=l de A _(S(E)), defiw
oQ
nimos (yr) como
r=1
r 0 si n no es multiplo de g;l
iy x> si n=p -1
P (r

aplicando la definicibén, si m es un entero no negativo
¥ q una seminorma continua en E, entonces para cada r

natural tendremos:

m
-1
sup nq(y) & (p77) sup P q(xy)
P

nelX
r,co 00 oo
como ((xp)p=l)r=l estd en )\w(S(E)) se verifica:
sup sup nmq(yi) < sup e;msup pTq(x’) < +oo (3e:¢)
r n r P - p

por lo tanto:

PROPOSICION 2. Definido U;: A (S(E))---+ m(S(E))

473



como Ul(xr) = (y"), entonces U, es lineal
y continua.

Demostracién: por la desigualdad (3x%) tendremos que U1
est4 bien definida, es trivialmente li=-
neal, y, al variar m en los enteros posi

tivos y q en las seminormas continuas en E, el primer

miembro de (%%) es un sistema fundamental de seminormas
en m(S(E)) y el segundo miembro es siempre una seminor

ma continua en ,X“JS(E)), luego U; es continua.

PROPOSICION 3. )\ujS(E)) es topolbgicamente isomorfo
a un subespacio complementado de m(S(E)).

Demostracidn: probemos que Z,0U,: ,XQ$S(E))—-4> >¥$S(E))

la identidad, Z,oU.,(x")=Z, (y')=( r)w
es identi ’ oty =aq\y J=3z2 )1

1
oo
r r r r r
con z = (zn)n=l’ z =Y a1 T x_ , n,r=1,2,..
Pr
luego ZloUl(xr) = (x'). Por otra parte es lineal y con

tinua, entonces por el teorema I.2.8. ( 9 ), tendremos

que U es una proyeccidn continua de m(S(E)) y

1°%4
,Xw(S(E)) es isomorfo topoldgicamente a un subespacio

complementado de m(S(E)).

Sea t la funcidn definida en R™ tal que
si 0 =R", t(x) = 0 para cada x de BRY, v si (L £ R"
t(x) = min {\x-yl / ys.]RnN.ﬂ-h
Se dice que un conjuntofies casi acotado si para cada
., el conjunto {xe BRY /  t(x) ye€) es acotado.

Un abierto {L es casi acotado si y s8lo si 1lim er;o
Y ==t 00

porque si lim f r= 0, dado €£>0, p natural tal que

re-
éj% < & es arista de un cierto Br’ tendremos que exis
2

; P
te un r_ tal que si rpr_, fr<:V2 , luego
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xeB ryr t(x) < \ﬁ{fr-;-lt\fﬁ{)r: 5\fﬁlor <&

por lo tanto -{xe RY / t(x) 7,513 C U B_ que es
rsr_*
o
compacto. Reciprocamente, si para cada €> 0, el con-
junto {xemn / t(x) <€) es acotado, tendremos que

> 12P ;
U&Br / Fr/ /2 k es un conjunto acotado porque

: p
si x estd en Br’ t(x) > {n e luego &reN / ()r} 12 3
es finito para p=0,1,2,... Yy de aquf 1lim e .= O.

r=-500

Luego si {1 no es casi acotado existe una subsucesién

)?o tal = Seee= Seee
(rrj j=1 al que frl frz (’rj

PROPOSICION 4. Si f) no es casi.acotado X\ (S(E)) tie
ne un subespacio complementado isomorfo
a m(S(E)).

Demostracidn: sea ( (Dr )

subsucesién con Teee=
1

= pp =ees Sea Fy= {(x) € A.(s(E) /
J

/ xr= 0 r;érj j=l,2,ooo } ' Y

Fo= { ) @X,(5() / x=o0 rer;  §e1,2,...)

Como la aplicacibn A: /\M(S(E))----v Fl es trivialmente

lineal, continua y sobre y Ker A = Fz, tendremos que

>\°°(S(E)) = F,® Ker A = F, & F,. F; es isomorfo topg

1l8gicamente a m(S(E)) porque dada q seminorma continua
en Ey k y m enteros positivos, (x") Fy

sup ?- sup n q(x ) = Er sup sup n q(x J)

rel 1 jeX n

luego la aplicaciGn Wim(S(E)) === F,

o0

W) = (D) )7 con



¢

0 r£r\_j J=1l,2,e00

x J

= r=rj J=1l,2,ee0

es un isomorfismo topolbgico.

TEOREMA 1. Si {) es un abierto de R" no casi acotado,
entonces )\ (S(E)) es topolbgicamente iso-
morfo a m(S(E)).
Demostracidn: es una consecuencia directa de las propo
siciones 3. y 4. y de que X _(S(E)) tie
ne la propiedad de complementacibn por

el teorema I.l.5.

TEOREMA 2. Si E es un espacio localmente completo y
es un abierto de R" no casi acotado, enton-
ces Zal(jl,E) es topolégicamente isomorfo a
m(S(E)).

Demostracibn: consecuencia directa de los teoremas l.l.

Yy 2.

Valdivia ha probado en ( 23 ) que ;f%(fl)
es nuclear si y sblo si existe t entero positivo tal
(=
que ZE: e;-<-+oo « Diremos que un abierto L de R es
n=1
casi integrable si satisface esta condicién.
Si {l. es un abierto casi integrable exis
te a lo sumo un nfimero finito de términos repetidos en
la sucesibn ((Dr), luego podemos cbnsiderarla ordenada

. . . t
como una sucesidn decreciente. Por lo tanto 1lim r ?r=
r—-b o0

= O vya que la serie es convergente., De hecho si existe
o

t tal que 1lim r(>; = 0O, entonces la serie 7 ?it-<+6”
Y - > 09 r=1

luego esta condicién equivale a la de ser {1 casi in=-

tegrable.
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PROPOSICION 5. Sea E un espacio y {1 # @ un abierto
de R" casi integrable, entonces
A (S(E)) es topolbgicamente isomorfo
a un subespacio complementado de S(S(E)).

Demostracibn: definimos ZZ:S(S(E))---wv A o(S(E)) co-

o0
mo sigue: dado (xr)r__l de S(S(E)),

r r, o r r,™®
Zz(x ) = (y )r=1 con X =(xn)n=1£ES(E),
r r r _r r
y = (yn), Y= x?_ln. y estd en S(E) r=1,2,... se
r

deduce de la desigualdad siguiente: dado m entero po=-

sitivo y q seminorma continua en E

-1
nq(yy) = nq(x"_; ) < (p"n)%a(x"_; )< sup pMalx)
- - P
fr e 2 P
r r
dado ahora k entero negativo tendremos

e-ksup nmq(yr)é g-(k-\-m)sup nm+kq(xr L ) <
r n r -
n n Pr n
m+k
-] k
sup (o "n) a(x"_; ) € sup p"7° q(x])
n P

fem P

por lo tanto sup -ksup nmq(yr) < sup p kq(xr)
r n )
rell n r,p

luego Z2 esté bien definida. Al ser trivialmente li=-

neal seri continua.
Definamos ahora U2: Xoo(S(E))==+ S(S(E))
como, (x7) 77, eX_(S(B)), Uy(x") = (¥7), y'= (v])

0 si n no es mlAltiplo de ?-l
r_ r
n” x5 si n= -1
P “Pr P
m r 1™ m r
tendremos que sup n q(yn) < ( 0 ) sup p q(xp)<<+cw
n p

para todo m entero positivo y toda q seminorma conti-
nua en E, luego y"* est4 en S(E) para r=1,2,... Vea-

mos ahora que (yr);tl esti en S(S(E)). Sea h entero
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s . s . t
positivo, como existe t positivo con lim r €r= 0oy
I’ == 0o
evidentemente t se puede tomar entero positivo, exis-

. t -t
tird un r, tal que ryr, r ?r‘<l’ Juego r <’?r ()

consecuentemente tendremos

h, =
e sup nmq(yz)s r( Prl)msup prq(x’) (2e2¢)
P
n P

para ry r _ tendremos, por (%) vy (3:a3:)
rhsup nmq(yi) < f;th-m sup pmq(xr)s

n P p
< sup -(th+m)sup pTq(xf) <+o0 (2623 )

r b
rel P

puesto que (x°) estd en >\O§S(E)). Sir¢r,
rhsup nmq(yi)g rg f;(h+m)sup prq(xF)
n P p
como r > 1, tendremos por (xmx) que esta desigualdad

se verifica también si.rm;rd, Juego existe

h m r . o
Sup r sup n q(yn) vy verifica que

rell n
h -(th
Q(q,h,m) (y") = sup sup nmq(yi)é r. sup gr( +m)
rel n reX
«SUp qu(x;) = rg Q(q,th+m,m)(xr) (336363 )

P
como la familia Q(q,h,m), al variar q en las seminor-
mas continuas en E, h y m en los enteros positivos, es
un sistema fundamental de seminormas continuas en
S(S(E)) ¥y 6(q,th+m,m) es una seminorma continua en

Aw (S(E)), tendremos que U
mo es lineal, por (mxx#) es continua. Tendremos que
ZZ'IE: XNo(S(E))===et A (S(E)) es la identidad pro-
b&ndolo como en la proposicién 3., luego‘Uzez2 es una

estd bien definida y co-

proyeccidn continua en S(S(E)), aplicando el teorema

I.8. de Horvath, X _(S(E)) es isomorfo topolégicamen-
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te a U2( X (S(E)) subespacio complementado de S(S(E)).

TEOREMA 3. Si E es un espacio y {l es un abierto na va
cfo de R" casi integrable, entonces )\m}S(E))
es isomorfo topoldgicamente a S(E).
Demostracién: la proposicién 5. nos asegura que
)\°§S(E)) es isomorfo topoldgicamente
a un subespacio complementado de S(S(E))
pero por el teorema I.l.3. (Bonet( 1)) S(S(E))  S(E).
Por otra parte S(E) es siempre isomorfo topol8gicamen-~
te a un subespacio complementado de X\ (S(E)) ya que
la aplicacién Tr: ;XG§S(E))---4> A (S(E)) con
(xF) = (xl,0,0,...), es una proyeccibdn continua tri-
vialmente cuya imagen T ( A (S(E))) es isomorfa topo=-
l8gicamente a S(E) como es inmediato comprobar. Enton-
ces, por poseer S(E) la propiedad de complementaciédn

por el teorema I.l.l. (Bonet), S(E) * X (S(E)).

TEOREMA 4, Si E es un espacio localmente completo y
es un abierto de R" no vacfo casi integra-
ble, entonces jgl(Jl,E) es isomorfo topolb-
gicamente a S(E).
Demostracién: consecuencia inmediata de los teoremas
3y l.l.

Si L es acotado es sencillo comprobar
que es casi integrable, en este caso tendremos que
le(fl,E) es topolbdgicamente isomorfo a S(E). Tampo=-
co es diffcil probar que en este caso\iBo(fl,E) =
']glﬁjl’E)’ y por lo tanto si () es acotado jgo(fl,E)
es topol8gicamente isomerfo a S(E). Para una prueba
directa, en ( 4), como ya se ha indicado, se tiene

un estudio exhaustivo de jgo(ll,E),
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COROLARIO 1. Si E es un espacio localmente completo y
n . .
K es un compacto en R" con interior no
vacfo, if(K,E) es topolbgicamente isomor=-
fo a S(E)o
Demostracibén: evidentemente ;5(K,E) = z;l(IL,E) =
= jao(il,E), siendo {1 = int(K) y como
tiene medida finita, tendremos

o0
/a(int(K)) = > €:, luego int(K) es casi integrable.
r=1

Este resultado aparece ya en ( L) qe

Bonet y el autor.
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IT.3. EL ESPACIO Jf(JQ,E)

DEFINICION 1. Llamaremos :f(fl,E), siendo E un espacio
{L un abierto de R" y F =_anJRn, al su-
bespacio de E(R",E) formado por las fun
ciones f que verifican que ellas y todas.
sus derivadas de cualquier orden se anu-
lan en todo punto de F y ademés

1im jz1° q(d¥f(z)) = O

HZ I =t oo

para cada r entero positivo, ¥ multifindi
ce y q seminorma continua en E,.

Se dota a :/(Il,E) de una topologfa lo-

calmente convexa mediante la familia de seminormas

a(e) = 5= sup {(rxan®)Tq(e(x)) 2 x er")
’ lx1¢ P

al variar q en las seminormas continuas en E y p y r
en los enteros positivose.

Valdivia en(27,15)prueba que si E = K,
st s, ¥ Bonet en ( 1 ) prueba que si E es un espacio

localmente completo jp(E) ~ S(E). Si F = R™ entonces

?

:/(JI,E) = {0}, por lo tanto en lo que sigue supondre-

n . .
mos F R, o lo que es lo mismo, 1 un abierto no va-

cio. Schwartz definié el espacio :F= :f(mn,x).

Si ) = B®v F es un abierto no vacfo
9

> (A )tw f;:Rn--¢>Rn con Yr(I) = A

sean (Br)rzl’ r'r=1"

r’
r=1,2,c0, {}Lr : r=l,2,...ﬁ los cubos y la particidn
de la unidad construidos en I.3., de la que conserva-

. n
mos toda la notacién. Sea M = {(xl,xz,...,xn)ezm /

/ -m,ngsxn j=1,2,...,n§ . Sea Pr la arista del

. y . .
cubo B_, como 1nt(Br)(]Jm£ $ si y sblo si B_cM , sea

- \ _
m(r) entero positivo con Brtfdm(r)N Mm(r)-l’ M o,
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-1 0
tomemos a = (m(r) Fr )r—l y E un espacio, sea

/\O(ZT(I,E)) definido en I.l., y C_= {r / B_C Mm~Mm_l\

m=1,2,... Tomado M tendremos que la medida de Mmf\fl

serd > T cao0 sumando para los r de C entonces
?r ’ m?

si n» 1l tendremos que ZZ: P ? < (2m)™- (2(m=-1))7,
reC
m

m=1,2,... luego existir4 una constante b positiva que

no depende de m con (2m)"- (2(m-1))"¢ bmn-l, luego
2n 2 n-1 2
1 1 2
S (pe ) (T (P ™ (B v
reC reC m m
m m
-1 -2n oo
luego la familia ((m(r) P ) )r—l es una serie su-
©o 2n &2 2n oo 2
mable con 2___ (me—f:-y) = Z Z: (—IPnE) < Z .b_2 < o3
m,r=1 m=1 reCm m=1 m

luego obtendremos, procediendo como en la demostra-
cibn de la proposicibén 2.5. y del teorema 2.3., que

AJLS(E)) =~ s(E).

Si el espacio E es localmente completo

tendremos que J(I,E) *S(E) por el teorema I.2.5.,
-1 o
tomando en lo que sigue de seccibdn a = (m(r) fr )r-l

Mol B(I,E)) =~ X(S(E)) =~ S(E)

PROPOSICION 1. Si E es un espacio localmente comple=-
to entonces )\o(égkI,E)) ~ S(E).
Demostracién: basta probar que }\oﬁéé(I,E)) =
= )\o(;de,E)) como conjuntos al tener
ambos la misma topologfa. Evidentemente
>\O(&f(I,E)) = >B4;5(I,E)), reciprocamente, tomados -
P ¥ k enteros positivos y q seminorma continua en E,
tendremos por definicidn que

c = sup [m(r) P;1JP+122:' sup &q(Dufr(x)) xieIE <+oo
r lt<
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[ @]
para (fr)r=l en ,Xxj;g(I,E)), tendremos por lo tanto

que

P
(m(r) f;l) %k sup ‘[q(D“fr(x)) xeIj < c 0, E']f-ﬂ

de donde (fr) estd en >\°(;5(I,E)).

Dado ahora (fr) de )\O(QKXI,E)) defini-

-1
mos T(fr) = é fro‘fr

PROPOSICION 2. La aplicacién T es lineal y continua
de X\ (Z(I,B)) en S(1,E)
Demostracién: llamando 5b al espacio de sucesiones de

;611 E) asociado a ( )oo tal como
' Pr r=1

se define en I.l. 5tendremos que
AO(QK(I,E)) es un subespacio cerrado de J , y entn-
ces por ( 4 ) Bonet y el autor obtenemos que T(fr)

estd incluido en ;éo(Jl,E), luego T(fr) estd en

EF(E), es decir, es de clase ©“en R" vy

DdT(fr)(x) = 0 para todo punto x de F y todo ~ mul-
tifndice.

Considerados k y p enteros positivos y
q seminorma continua en E, dado &> O existiré un ro
cumpliendo que si ryr,
(%)p(Zn)k+p AP 1 (m(r) P;l)k+pmax q(D“fr(z) :
: zeI, I&lsp) <€ (3¢)

Sea h entero positivo con Afc;M -r=1,2,...,ro,con-

h’
sideremos z en R" con |zl >\n(h+ 2), podemos supo-
ner z de (L . Sea L = {re X / ze,Ar}, card(L )¢ 4"

tomemos j entero positivo con z en MjAJMj-l’

estf en L , z estf en A_ NM, tendremos B_(1M. _= @&,
r J r j=-2

como r
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luego j=1¢ m(r), por lo tanto
lzt ¢ nj< n(m(r)+ 1) <2n m(r) (23¢)

de aqui para « multindice |«|¢( p, tendremos

nznkq(ﬁxT(fr)(z))s nz“kuz: q(D&(froLf;l)(Z)) =
rel.

=z & 5= pMa e ) e @«

2 rel
« &% >— -1, P (0t _(x)) :xeI )
< (5 rZé:_;- Nz p. sup{q L(x txel, \«l¢p) <

llamemos a esta desigualdad (),

1 k4p
(2n)k+p max (m(r)();;) supﬁ_q(D“fr(x)) :
ryr

n,8
£ h (g)

: xeI | Iql¢ pl (2em) '
luego aplicando (), (xx) y (s%x) tendremos que para

todo z de R™ con |z >Vn(h+2) se cumple
”znkmax{n”‘l‘(fr)(z) x| ¢ Py<E

luego T estd bien definida. Es continua porque si z

estf en Ly Il zit sy\n(h+2), sustituyendo uznk por
k
(1L +1z12) < n(h+2)%4 1 = H, tendremos que

k - x| -k-
(1 +uznz) q(D“z_‘ fro\?rl(z))f (%) 4 yP s;p (Jrk P,

Si llzll >m(h +2) v z estd en SL

k
(1 +uzn2) < 2822k
. k k 2k
sustituyendo en (ax)' izl por 2z encontra-
remos que existe una constante Hl que no depende de

(f ) con
r

o k o -1 4 k+p

(L+nwz1") q(d” 3 fre“?r (z))sHl SEP (m(r) fr)

x
.sup{q(D fr(x) ¢t xel /ldl\cpj
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de donde existird un nGmero H

q(T(fr))p’k < qu(fr)

o Positivo con

P,p+k
para todo (fr) de ,xo(;é(I,E)), luego T es continua.

PROPOSICION 3. Si f est4 en ) (L1,E) entonces
UZﬂzkf(z)D“( ijfoT;l)(z) estd en

31(_(1,}3), k=0,1,eee Y o« un multifn-
dice cualquiera.

Demostracibn: consecuencia inmediata de la proposi-
cibén 1, al ser NzU2kf(z)«Ejgl(IL,E)
para k=0,1l,...

PROPOSICION 4. Si f est4 en J ((L,E) entonces

121 2% (2) DPZ ¥ 9 (2) s 997H(2)  es un

elemento de ;él(ﬂ,E), para k=0,1,.ee
Y ooy reees o multifndices cualquiera
Demostracibn: aplicando reiteradamente la proposicidn

3.

PROPOSICION 5. Si f est& en J ([11,E), entonces

£f ——2——  estd en J((,E).

> oy

r=1 r

Demostracibn: procediendo como en la prueba de .la pro-
posicién 1.4, usando ahora las proposi-
ciones 3. y k4., obtendreﬁos que si f es-

t4 en :flfl,E), < multifndice

0z 2% D"([f(z) 1_1 1 e ,Bl(_('l,E) k=0,1l,e0e
hagt 0 Sl €

o
Sea f de jp(Jl,E), considerada (ju-r)r=l

la particién de la unidad definida en I.3, llamamos
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hr= (f‘/Ar)otfr r=1,2,c04 Tendremos.tr1v1almente

que h_ est§ en 2§(I,E) r=1,2,+¢., llamando

g(z) = —= 1_1 z €fl, tendremos que la fun-
Z_ P (2)
j=1 J

cién que vale fg en {1y O en F = R*~2 es una fun-

cién de :/(JI,E) por la proposicidn 5. y h =
= ((£ g)"\fr)-\?o

PROPOSICION 6, La aplicacidn R de :f(jl,E) a
o0
,Xo(;jkI,E)), deflnlda.como R(f)=(hr)r=l

para cada f de :f(fl,E), es lineal y
continuae.

Demostracibn: por la proposicibén l.7., como f esté en
Y(1L,E) entonces f est4 enﬁl(ﬂ,E),
tendremos para k y p enteros positivos,

q seminorma continua en E y « multifndice con \x\< p,

existe D }O que no depende de £ verificando

V;ki2§ {q(D“hr(x)) )< %Eipn sup {Da(fg)(z) : ze:Afk

por la prueba de la proposicibn 1l.5. obtendremos que

existe una constante D, y un nfimero entero positivo h

1
que no dependen de f con

-k .( 3
sup {q(D"h_(x))Y<D, =_ sup {q(D" (fg)(z))
fr xel { r §eby is\¢ h zeil{ k

Sea z de Ar’ sea m(r) el asociado, es decir,

c
B Mm(r)” Mm(r)-l’ entonces, como z est4 en Mm(r)+ 1

m(r) + 13»3§" > m(r)=1, luego
-1 k x o k
(m(r) p_7) sup {a(D hr(x))}s D, = sup {(1zu"+1) .
xel l2\¢th zedll
a8 (£) (2)))

por lo tanto al tomar supremos en los naturales, obte-
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nemos que estéd bien definida, y como es evidentemen-

te lineal, es continua.

PROPOSICION 7. jp(fl,E) es topoldgicamente isomorfo a
un subespacio complementado de
A (B (1,E)).
Demostracidn: considerada TeR: Y ({L,E) ===t :f’LfZ,E)
tendremos ToR(f) = T(((fg) - qr)‘?) =

oQ o0
= Z_ fg Y¥'= £ 5_p_= £, para todo
r=1 r=1

f de ;foL,E), luego ToR es la identidad, por lo tan-
to aplicando el teorema I.2.8. tendremos que R.T es
una proyeccién continua y RoT(,XO(ZZYI,E)) = R( Y (,E))
es un subespacio complementado de )\o(éﬁkI,E)) isomor-

fo a JS((L,E).

TEOREMA 1. :f(jl,E), para ()L un abierto no vacfo de
R" y E un espacio localmente completo, es
topolbgicamente isomorfo a S(E). |
Demostracidn: en estas hipbétesis por la proposicidbn 1.
)\0(2§(I,E)) es topol8gicamente isomorfo
a S(E). Por otra parte, tomados °
P cint(Q) c Q €L, cubos de Rn, y un operador de exten-
sibén lineal y continuo W: E(P,E)-—-¢';ZT(Q,E), podemos
suponer W: £ (P,E)=emwe> Y (f2,E), es un isomorfismo en
y W(E (P,E)) tiene como complemento topolbégico el su-
bespacio de jf(jl,E) de las funciones que se anulan en
P, luego como S(E) ~ £(P,E) »W( € (P,E)), tendremos que
S(E) es isomorfo topol8gicamente a un subespacio com-
plementado de :f(jl,E) y ahora la conclusién se obtiee

ne de la proposicién 7. y del teorema I.l.l.
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CAPITULO II1

L0OS ESPACIOS 25, p(L1L,E) 1€p<+x®

DEFINICION 1. Sea peR con 1Lsp < +00 , L un abierto

n .
no vacfo en R y E un espacio, llamaremos

2

L
€ (R",E) que verifiquen que para todo

p(SfL,E) al espacio de funciones f de

multifndice y toda q seminorma continua

en E se cumpla que

a@%c(z))Pert@®®) y D r(z)=0

para todo z de R ~{L,

Es un espacio vectorial sobre K, se le do-
ta de una topologfa localmente convexa separada con la
siguiente familia de seminormas: dada q seminorma con-
tinua en E y h entero no negativo, se define Q:

Q(q,h) (f)= max (j' q(Ddf(z))sz)Vp -
l4l<h mn

- max (/ a (0" £ (2))Paz) P
iglsh L

siendo f de ;a;p(ll,E).

Valdivia demuestra en ( 22) que los es-
pacios de Schwartz gﬁLp(Rn) con 1 £p <o son topoldgi-
camente isomorfos a €p§ s y Bonet en (3 ) que los espa-
cios Lp(mn,E), con 1 sp<©o® y E un espacio localmen-
te completo, son topolégicamente isomorfos a £LP(S(E)).

Valdivia define en ( 26) el espacio ;éip(ﬂd
para {1 un abierto cualquiera de R" y prueba que ;ﬁip(fl)
es topolbgicamente isomorfo a )\pés con 1 <p<+oo ,

Nosotros ohtenemos una representacibn de
;ZEP(JI,E) para el caso en que E sea un espacio local=-

mente completo.



IIT.1.REPRESENTACION DE LGS ESPACIOS ézj

1 P({L,E) 1&p<+ 0

PROPOSICION 1. Considerados k y m enteros no negativos, X
multifindice y q seminorma continua en E,

existe un nlimero real positivo U verifican-

do que:
X+
(¢ TKa(d™£(2)))P¢ UZ- (’fj‘"n)p/ a /" £(2))Paz

para todo zg¢A _con f‘r< Y2 y toda funcion fe¢ @—Lp(ﬂ_,E)

Demostracién: sea Ar los cubos definidos en I.3., sea z de
Ar’ consideremos y de R™w-{- cumpliendo

lz-y, =d(z,R "~~~ ), tendremos por I.3.3. que [z,y]c:E cF_,

definamos h: [O,l] ------ 4>[z,y] como h(t)=y(l=-t)+tz, como

(D" f)oh es de clase € en |0,1] dado u de E',

u ((D*f)oh): [O,l] ------ < K 1lo es también,aplicando la

férmula de Taylor con resto integral ( (7) pag.186) tendremos
(1)
w ((D%£)oh) (1) - u((D £)en)(0) = u((D*flon) . (0) +

o (2) 1 1
+d (D floh ) (o)+ "'+-TE:E:TTT (1-t)
St O

para i = 1,2,s4e¢, al ser (u lineal tendremos

o (l (1) )
[u((D floh)](t) = 11[(D f)oh](t) aplicando la regla de la

cadena, si P = (bl’bz""’bn) es un multifindice tendremos
(i) b b
[w(@een](t) = w(Z 0" P (o) (tlz-vry) (zy-v)) tu(zmy)

siendo z s'(zl,zz,...,zn) e Yy = (yl,yz,...,yn). Como para

(k+m)

kem=1 (0¥ £)oh) (t)dt .

5
todo & multifndice D f(y) = O tendremos:
4 u
u(Dd £(z))=u((D £)oh)(L)=

b b
- 1 k+m—l§ =t & 1
Them—1) 1 J 11[(1 t) (f)(h(t))(zl-yl)"'(zﬁy% t
Pl—k+m
esto es cierto para cada u de E', luego por definicidn de

integral I.2. . tendremos que:

by b
D f(z):—(—l-{—l——) j (1- t)k*'m'lZ D (f)(n(t))(z-y )...(z v) Nat
J@I =k+m
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aplicando ahora el teorema I.2.2., dada q seminorma continua

en E, k entero positivo, si z EAr:
o+

F;RQ(Ddf(z)) Sm £S48, 13 %{m e;kq(D f(t(y-z)+y))\z-y(k+m

luego existe un to en [O,l] con

-k 16T—)m+k m oA+
PR (0" (=) ¢ R ‘%f€k+m 0 a@™Cie) e _(y-2)+y)) (4)

como por construccibdn |z-y| < 16\n f por la proposicibén I.3.3
[z,yJ cE ., luego v0~to(y-z)+y estd en E_.

Consideremos ahora 0€ ijP) una funcibn escalar
satisfaciendo ©(x) > O para todo x de % y ©6(x)=1 para todo
x de M, siendo P y M los recténgulos de la particién de I.3.
y ?r la aplicacibn allf definida. Dado z de E_ existe un
Gnico x de M con %;(x)=z. Llamemos X al vértice infgriir8
de P, es decir, a aquel cuyas coordenadas son todas -5 -—%—ﬁ;
puesto que O y sus derivadas parciales de cualquier orden se
anulan en toda la frontera de P, aplicando la proposicién

I.2.3., tenemos que dado un multifndice 5 y z de Er

Dsf(z)=9(x)nsf(‘fr(x)>-o(xo)nsf( 9 _(x))

xl xn
laf(z):-é128 6 128 D(l""’l)[9(y)D5f(‘fr(Y))]dyﬁ..le

5- 5 ' 575 ™
como L‘g - lég n,xi] es un compacto, aplicando la proposi-

cién I.2.2. reiteradamente para i=1,2,...,n dada q seminor-

ma continua en E, tendremos

*1
q(D“f(z))éf f q(D(l""’l)[O(y)Dsf(?r(y)ﬂdYﬁ..dY1
| 6 128 6_128 - -
5 5 5 5

aplicando el teorema de Fubini y después el de Leibnitz ob~

tendremos:

q(Dyf(z))S/q(D(l"" 11) [O(y)Dsf( k{Jr(y))] dy ¢
P

? b+7 s gl Y
) (1,...,1) 3’7,/13?[(]3 f)(‘fr(y))(ﬁ) {)r ]]D o(y)| dy ¢

Ity =
3+
. 2 fcmf mﬁlzén}DYO(y)]/q[(D ‘7f)( ‘{’r(y))]dy&(x)

¢ For=(1,...,1)

-1
Si p=1 la comclusibén se obtiene usando P= ? r) v J‘?r =
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= e;n(%)n y aplicarlo a (A ), si p>1, tomemos ¢ de R*
con VYc + ¥p =,l; aplicando la desigualdad. de H8lder:

< (= (gl mage 100 (v )V
yeb

3"*7:(1,...,1)

o+ .
(Z )(/q [0° 23 (9 _(y))]ay)P)??
1l P

7+7 =(l,ooo,
llamando N al primer factor que es constante obtendremos,

volviéndo a aplicar la desigualdad de H8lder para integrales
6
a0 (2))P < NP (. [fq(n o0 () NPay) ([ apP/o ¢
|9l¢n P P
$+
[2(—+128Y‘) F"]P/CNPZ /q(D 7f( F_(y))Pay

mig¢n P
-1 . . .
como P= Yr (Fr) Yy el jacobiano de la transformacién es
-1 -n n
J‘?r = Pr (8/5)" obtendremos que para z  en E_:

r
Q(Dsf(z ))P S(8/5)nPNP[2(_6.+1_28ﬁ)€r]P/C .

f‘np/ a(0%7 £(2))Paz ()
JETE

aplicando la desigualdad (xx) a (A) y usando la desigualdad

de Holder obtendremos

(m+k)p p/c
soeh, (P, S (2, )P 161) — (Z 1.
((k+m=1)1) |pl<k+m
m+k
(P Pr(v, )P L26Vm) T )Py )R/
[(_’;l<k+m (m+k=1)!
o4
Z_( )PPNP (2(2 +128r) ()“)p/CZ f(m'n)p/ a(D "l (2) ) az
{N<k+m ‘ﬂén -

tomando

(16vm)™** p np/c 8ynpypP(, b, 128 p/c
U= (W) (k+m) IF’%%_{+m(5) N (2(5 5 \H’-l))

obtendremos la conclusiéne.

PROPOSICION 2. Dado s de X, existe un h de N y una constante
U positiva verificando que para todo z de Ar,

f de Lp(fl,E), q seminorma continua en E y

« un multifindice, se cumple
() prrace()Peu > 6/ a (D" 7 (y))Pay
/.,U‘ﬂJ-n
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Si (] no es todo R™ llamando R, = {r el /‘Dr=1/2}

y procediendo como antes tendremos que-

> @ )‘S/ a(D%£(z))Paz ¢ 4”(1)'5/ a(0*£(2))Pdz
/n.

reR
r

Sea ahora hl el menor entero positivo mayor que 1 cumpliendo

que ﬁzhl es la arista de un cierto B . Sea'R2=freN / P =V2hl}
. n + r r

no vacio. Definamos gyiR =====> R como

5p(2)=>_ P U™ = a0 27X, (2
r

reR Vdsh+n

siendo U positivo y h los obtenidos en (2)' para el s dado.
Como hay a lo més(34n)n cubos Fr que se corten, tendremos
que gz(z) es una funcidn medible y satisface

[85(2)] = gy(2)¢ (’rU(‘g')n(slm)“ > a0 e@)P Y zer®
Vﬂ5h+n

razonando como en g  llegaremos a que g, estd en Ll(Rn) y:

> (DU( =) Z/ QD (2))Paz  «
xr

reR2 Vﬂch+n

8 o+

GromMe, T fq(n / £(y))Pay

por induccién supongamos construidos hasta hi naturales, sea
h. el menor natural mayor que hi cumpliendo que —L es

i+l h.+1
5 1

la arista de un cierto B_.
g By i1y ol
Sea R, = {re X/ pv2 te@2th vz Hno va-
cfo para i=1,2,... construida como en el caso primero la

funcidn g;» llegaremos a

(JU( Syn>7 a(375(2))Pdz ¢
reR v ngh+n F
~ X+
&riim == am T r)By
o i /g
aplicando la proposicidn 2.(2)', como G <1, tendremos que
existe
n .
Z / q(Dxf(z))pdz < (§'34n) T}{ z [q(D 7Ltf(:«'))pdy < 400
rEQ 2 5 i |/u\5h+nﬁ_



(2) E's/ a(D *(2))P« UZ:: (’m'l &) / q(D/«f(y))pdy
r /uf<h+n

Demostracién: dado s natural, existird un k natural verifi-
cando kp> s, y existe m natural con (m-n)p)> 1,
para obtener (2) basta aplicar ahora la propo

sicibén 1 llamando h=k +m.

(2)' es consecuencia de (2) porque existe z,

en A con:

f fq(D £(z))Pdz F;S(%)n (ggq(n"‘f(zo))P

PROPOSICION 3. Dada f de Zij(fL,E), X multifndice y s en-
tero positivo y q seminorma continua en E,

entonces:
o

= P;sf a(D%£(2))Pdz < + o0
r=1 AI‘

Demostracibén: llamemos R {rEEN / 6 } , supongamos que
Ro es no vacio, definimos la funcidn g, :Re-= R

como:

g (2)=2_ q(0" f(z))P)((z)- q(D f(znPZ)( 2

reR

es una funcidn medible puesto que cada Ar corta como miximo

a 4" cubos de la particién, y por lo tanto
g, (2)=Jg_(2)] ¢ & a(D¥E(2))P Vzer®

y q(D *£(2))P estd en L (Rn), entonces (A. Weir (28) pag.109)
go(z) estd en Ll(Rn), cumpliendo ademés:

/;0(2)5 4n//nq(Dxf(Z))pdz = Qn// q(DXf(z))pdz
R L

aplicando ahora el teorema de la convergencia dominada de

Lebesgue tendremos:

/ (2)= 2 _ (J;s]mnq(Do(f(z))px (z)dz= 2 [ a(0"r(2))Pdz ¢

reR reR A
xr

< 4“] a(p%£(2))Pdz
SR
obsérvese que Fr vale 1 para todo r de R .
Si{l es todo R" tendremos que RO es X y la

proposicidén esté probada.
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luego usando que t N . tendremos que
i 5 1 2i--l

(224
4
;EEj;Ei: P;S Q(ﬁxf(z))pdz <4 (1+y2%) q(D £(z))Pdz +
i=1 reRi AI‘ ).
DO
st 4= I > | a0™e(2))Paz
2 1 i=1 2 thhﬂn n

por ser una serie de té&rminos positivos, por el teorema de
Riemann tendremos que dado un natural s existe un nlmero po

sitivo VY un entero positivo h con

S 075 [ q0%e 2Pz <v = | q0™ M r(2))Paz
=1 ()r A

lr[sh+ n ’‘n

para toda f de;Z}Lp(ﬂqE) y toda q seminorma continua en E.

PROPOSICION 4. Dado s entero positivo, existe V positivo y
h entero positivo cumpliendo que para cual-
quier & multifindice, q seminorma continua
en E\y f(keéDLp(jL,E) se verifica que

(o o]
- o
> P Smax q(D £(z))P¢ Vv > q(D +/“f(y))poly < + oo
r=1 '" zeAr \ﬂlgh-\'n ‘N

Demostracibn: igual que la proposicién 3, aplicando la pro=-

posicién 2.(2) en lugar de la 2.(2)'.

TEOREMA 1. El1 espacio ;6Lp(Jl,E) es un subespacio del espa-
cio ﬁo(_()_,E).
Demostracibén: es consecuencia deirecta de la proposicidn 4,
dado €>0, tomado s=0, f de Lp(jl,E), exis-
tird un r, tal que si r es mayor o igual que

Y
r entonces max q(D f(z))p<'.Ep para una seminorma conti-
ze}\

nua q en E y un multlindlce x dado, luego z & kjoA , ten=
dremos que q(D £f(z))< &

PROPOSICION 5. Dada g de<1§£

g(z)D ZZ:-? % (z) esté en<Zj_p(Jl E), sien-

do ¢ y ?J las aplicaciones que se usan en

p(LL,E) entonces

1.3 para definir la particibn de la unidad de

1.
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e -
Demostracibén: de hecho escribir g(z)D Z kf)°kfjl(z) supone
J=1
hablar de una funcién definida séblo enﬂ

pero en ( 4) de Bonet y el autor se prueba . que
si g estd en ‘BO(_Q_,E) entonces g(z)D $o LP-l(z) lo est4 tam
bién y por lo tanto se puede extender a una func16n de
E(]Rn,E) tomando el valor O en R Nﬂ

Obsérvese que g(z)D Z Y. ke- (z)=

j=1
-g(z)ZD ( Yo LP )(z), para todo z def L y si z no estd en
j=1
entonces (z)Z D ( 9o ‘? l )(z)=0 puesto que ambos facto-

j=1
res valen O, por lo tanto se puede escribir de ambas formas

sin temor a confusidn.

o0
Para probar que g(z)DKZ LFol‘P':l(z) esti en

j=1
@Lp(ﬂ E) bastari por lo tanto probar que para cada q semi-
norma continua en E se tiene que q(g(z)ZD (VYo "P- )(z))

estd en LP(L). =

Consideremos r entero positivo, sea Lr={jem 4
/ A NA ;é 525} Sabemos por I.3 que el cardinal de L_ es menor
o J.gual que 4" luego dado el cubo Ar existe

/ q(g(z)D (Z ?°kf31(z))pdz y ademlds aplicando el teore-

Ar j=1

ma de Minkowski para integrales:

(/ alg(z)D (& tf,tpgl(z))sz)V&
j=1

a(e(z)>_ p¥( Y. P71 (2))Paz)¥P-
JeL

g ¥l - -
[q(g(z)(g) > (arm(DXLP yCy .1(z))jpdz)1/1°s
jeL J

(

r

S— 2K

r

Hyl
2 (/ a(g(z))P P"X’PQ(D P97 Pan) P )
A

JeLI‘ r

aplicando que (D \-F)( KP (z))=0 si z & A, tendremos:

J
- - ¥
Zi(/ Q(g(z))p(J lX’PI(D P (932 Paz )’/P( <

J€L



< = (/ a(z(2))Pmax [D° Y(x)| Paz)?P ¥ 81 (8,181,
jeL xe I i 5

>

r
aplicando ahora el teorema de HOlder para sucesiones ten-

dremos, si p > 1

[/ alg(z)d (Z PP 1 (2)))Paz] "8 Vp LZ ()J“” Iyq(g(z))sz]VP.

JéL 3
[Z_ (max ID P (x)] (— i }1/0
JﬁL xel
siendo ¢ un real positivo con ¥Yc+ ¥p=1l, luego
/q(g(z)DX(Z Pefl(2)))Paz <
A j=1 J
r
< 4Oy | @ (x >|P( ) PS> 3 ""Pf a(g(z))Pdz
xel jeL . J A

J
llamando T a la constante que aparece y dado s natural con

s > |¥lp, tendremos

/ q(g(z)D (Z 9, “P"l(z)))sz \/ a(g(z)Db (2: P, ‘P‘l(z)>)sz<
B

r Ap =1
<12 P / a((g(2))Paz
JeL
. o
sea ahora hK(Z) =q(g(z)D (;Z: ? kP‘l(z)))p, tomando C_={_J B
j=1 My b
o0
tendremos que (hXA)(C ) -1 ©S una sucesién creciente en

Ll(mn) que converge puntualmente en R a hK(Z) (considerada

como O fuera deil_), por otra parte
m o0
fnh ,](C = > / \hxipé 4nTZ()'fsf q(g(z))Pdz < +=
R m T=1/B_ j=1 \J A

esto es cierto para m=1,2,... luego por el teorema de la
convergencia mondtona de Lebesgue h estd en Ll(Rn). La
conclusidn se obtiene ahora de repetir este proceso para
o< Y 2 -
D g(z)D Z L-(’o\f)jl(z) al variar « y J en los multifndices
j= oo
puesto que las sucesivas derivadas de g D > kPO“P;l(z) son

j=1
combinaciones lineales de las expresiones anteriores y si

g(z) estd en &6 p((1,E) trivialmente ng(z) lo estd también.
g L ' .

-66-



PROPOSICION 6. Si f esté(ﬂlgﬁLp(JQ E) entonces la funcién

h(z)=f(z)—== si ze /L
2 Y k{"
h(z)=0 siz & (2
estd en Lp(fi E).
Demostracién: como hemos probado queclep(jl E)c 1% (12,E)

yv en (4 ) se prueba que h € £(R" ,E) v h esté
en 21([1,E), bastard probar que para cada q
seminorma continua en E y o multifindice q(D‘D(h)P estid en

Ll(Rn). Por II.l,4. podemos asegurar que héEfBl(Jl,E).
1

k(J"kf)-.'l(z)
periormente, luego existe b p051t1vo con q(h(z)) <= bq(£f(z))

" para todo z de RB", luego q(h)Pe Lt (r").

Aplicando las reglas de derivacidn obtendremos

estd acotada su-

Sabemos que

que las derivadas sucesivas son combinaciones lineales de
expresiones del tipo

=1 -1
D g(z) D zi:.kp ? (z)...DﬂZZ: Y, ? (z)

. j=1 j=1
en el numerador, que son elementos de Jij(fL,E) aplicando

relteradamente la proposicibén anterior, y en el denominador

apareceré E Yo ?-l(z) elevada a una potencia positiva,

por lo tanto estaré acotado el denominador por un nlmero po-
sitivo, luego para todo (3 multifindice tendremos que

q(Dﬁh)p estf en L' (R™) para toda seminorma continua en E.

PROPOSICION 7. Dado ¥ multifindice, existe un entero posi=-

tivo h y una constante N positiva satisfacien

do que
-17=1 -
Z@afé}ﬁ‘& ‘DP[E kPO“PJ. ] (Z)( < Grh.N r=l,2,...

Demostracién: dado ‘r natural, sea Lr= {sezN / Arf]As£ ¢}

si z estéd en A tendremos que

}D“i Lpovgl(z)[:{zf p¥( Po3H(2)|
. <

r
- - ¥ 11
¢ > 10'e) (9] 20 p WM 5= maxlo’ de0l 7 g,
Jeb,. ] 7 JeL_ xel -
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si A ﬂA # P entonces Ps ;—;— (jr’ y card(Lr) < 4", tendremos
Yl 1 ¥4
max ID :Z: Po ?-l(z)l 4nmax|DX\P(xﬂ 2 .(%) : G;rﬂ
zGA j=1 xel
1
-l
> W]

neal de productos de expresiones del tipo Dp(jz; u>‘931)(z)
j=1

es una combinacién 1li-

como dado z de_fl,, D

en el numerador, y en el denominador ZE Wu?}l(z) elevado
j=1
a una potencia entera positiva y por lo tanto acotado infe-

riormente, tendremos que existe N positivo y h entero posi-
tivo cumpliendo que

P I -hy -
m D' (—= )(z)é Slycgeee
o PPl pi e

IPHlKI B

Consideremos ahora los espacios >\p(E) defini=-

- dos en el capfitule I para el caso en que la sucesibn ((Df)::l'
sea la sucesiédn de aristas de la particidn de la unidad de

L] definida en I.3.

Recordemos que por I entendemos el cubo [—l,l]n

de Rn, y tomaremos E un espacio.

PROPOSICION 8. Considerada la sucesibn (f ) _, con fr en
= o0
‘15(1 E) r=1,2,... , entonces (fr)r=l estéd

en /xp(;b(I,E)) si y s8lo si
( g—k //q(Ddf (x))Pdx) estd en 1t para cada
r Jg r

k entero positivo, X multiindice y gq seminor-
ma continua en E.

o0
Demostracibn: considerada (fr)r—l de /Xp(gj(I,E)), « multifn

dice, q seminorma continua en E y k entero po-
sitivo, tendremos:
«
//q(D fr(x))pdx sup q(D f (x))p)/ X _2 sup q(D £ (x))P

I xel
l&ﬁgo

Z erk /q(D £ (x))de<2nZ‘§) sup Q(D £ (x))P<+e°
I

r=1 xel
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Reciprocamente, tomado a=(-1,-1,...,-1) de R}
multiindice, y (3 = «+(l,1,00e4y1), como en cualquier
punto de la frontera de I todas las derivadas de fr se anu-

lan, r=1,2,... ,tendremos que si x esti en I, por I.2.3.
X X X
e op¥s (00t @] | “oPr_(y)a

-1/ =1 -1
obtendremos aplicando n veces la proposicién I.2.2. y luego

la desigualdad de H8lder si p) 1l:
a(d7s_(x)) < [q(of’fr(y))dys ([an”( [ aPe_(v))Pay) P
I I I

luego:
q(Do(fr(y))p< PP/ c /q(DPfr(y))pdy

I
siendo ¢ un n@mero real positivo con ¥Yc+ ¥Yp=1l. Si p=1 la de-

sigualdad evidentemente es vAlida, luego:

sup ED;kq(Ddfr(x))pﬁiznp/c f q(DFfr(y))pdy p>1l
xel I

T

sup o a0r () ¢ [a0fr ey pa

Xel I

n/eo

por lo tanto, tomando simbélicamente c=+toco y 2 =1 si p=1,

tendremos

Z ? sup q(D f (x))Pg« 2np/°Z_ f [ (D?fr(y))pdy

Sabemos que en zxp(éﬁ(I,E)) un sistema funda-
mental de seminormas es
P\Yp
Q(m,k,q)(fr)= max 6 sup q(D £ (x))*)
jl¢m r=1 xel
al variar m y k en los enteros positivos y q en las seminor-
mas continuas de E, por la proposicidén anterior:
%4 1
Q(m,k,q) (£ )= max ﬂ’ fq(n £ (x))Pax)’P
r r r
1% ism
es también un sistema fundamental de seminormas en/} p(QS(I,E))
Consideremos ahora (kP ) las funciones aso-

r=1
ciadas a la particién de la unidad de_fL definida en I.3.

PROPOSICION 9. La aplicacién V: )\p(56(I,E))-——4> ;D/Lp(ﬂ,E)
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[-%-4
.. -1 .
definida como V((fr))-.E fro‘fr es lineal

r=1
y continuae.

Demostracibén: veamos que V estid bien definida. Observemos

que si z no esté en (L ,froq);l(z)=0, luego

V((f ))(z)=0, si probamos que la restriccién
de V((f )) afl es un elemento de 19 (1, E), como sabemos
II.1. ldque si h estd en ]3 ({1,E) la funcién 115 S -> E
deflnlda como h(z) =h(z) si ze L, nlz) O si z g, verifi=-=~
ca que heEEf(R ,E), tendremos en este caso que V((fr)) esFé
en £(R",E). Dado £€>0 y z en(l , « multifndice, tendremos
que V((f_)) esté en £ ((1L,E) ¥y
DV((£)) (2)= 5 o (£ o9 M) (2)=>_ 0(r_ o) (2)

r=1 reL
y dada. q seminorma continua en E, siendo Lz={re-m / Ar(\Asf
£ 98 con z €As} y como L_ tiene como m&ximo 4" elementos,

. tendremos, .tomado.c. tal que Yc + Yp=1, si p .1

V(£ ) (2P T a8 (£ P7H (2)) < (ZZ 1IP/C,

reL reLZ
S adT(e, okp'l)(z)P)
reL
luego
(v (£, ) (2))P¢ 4P/ 5 q(0%(s_ o 9HIP(2) <
reL

<4np/c )'“J?Z%£ (3 lo“pmax q(D £ (x))P
xel

Sea k entero positivo con |¢|.p <k, por definicién de

)\p(JS(I’E)), existe EZ:- P; P hax q(D f (x))P <400

reLz xel
luego existe r tal que si r2r , la suma se hace menor que
o 7 "o .
8y-{l.p ,-np/c_ _ P
() I £ P, tomado K= U{As /ANAAP r=1,2,...r}
es compacto v si z no estd en K entonces trivialmente:

a(D V((f N(z))Pg ¢F
luego V((f )) estd en 25 (fL,E). Veamos ahora que V((f ))
esté& en.lep(jl E), tendremos que tomado s entero p051t1vo
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y el Bs de la particidn de (L
( f q(D V(f ) (2))Paz) P < f (>~ a0 (£ ok?‘l)(z)))sz)/P<

reL

( fB a(D (fro‘P;l)(z))pdz)/p ¢
S

rel

S« a(0™(2,_ 091 (2))Paz)P-
rel_ ‘A_= Y _(1)

=2 [« )Nlp S0P | (%) (971(2)))Paz] VP-
r A r r
r

reL

8\“‘ -l ./ < p,8\n -n 1p
> 7 pp (] a0 e NPT PR ax)

reL
luego
l
( ] a@v(e) @R Pe ST G o7 ([ q¥e o0)Pax) ¥R
reL I
« >_ (— R sup q(D¥ £ (x))2"/P
reL xel

apllcando la desigualdad de H8lder para sucesiones, obtendre=-
mos entonces , si p>1 :

( [ Qv (£_) (2))Pdz)"Ps zn/P(8 4= 1yYe,

relL
s s

(2 P WP sup q(0%e_(x))P)P

réL xel
s

tomado ahora k entero positivo con \|«pP< k, tendremos:

/ a(D*V(£_) (z))Pdz < 2° ( ) 1< (4P P/e < ¢ ksup q(0™_(x))P
B

reL reL
s

- 2 8y 1xlp(ynyp/e

Llamemos M= , €s una constante que s6lo depen-

de de &« luego tomado C kJ B tendremos que

o0
(q(DXV(fr))p”){C )m=l es una sucesidn creciente de funcio-

- £
nes en Ll(mn) gue converge puntualmente a q(D V(fr))p, por

ctra parte:



/q(D"(V(fr))p)(C ¢ = [ avie, ) (2)Paz <
2™ m s=1 BS

M:Zj :Z; f sup q(D f (X))p

s=1 réL xel

como cada BS es cortado a lo m&s por y™ Ar tendremos que

» P - -k P
/q(D vie NPX . < ™™ 2 sup q(0% £_(x))P €
B™ ¥ Cm r=1 Er xel

P
4" QP (ic, Il ,q) ((£) 1)

luego por el teorema de la convergencia mondtona de Lebesgue

tendremos que q(DxV(fr))p estd en Ll(Rn) v

)

oo
( /q(ndv(fr))pdz)vps yn/p P Qlk, 1| @) ((£)__;
n

Consideremos ahora (/A ) la particidn de

la unidad de L definida en I.3.

-~ PPt (=)
/“—r i KPOKP;]'(Z)

J=1
entonces dada f de‘15Lp(11,E) tendremos que (f'/*r)°&?
estd en JS(I,E) y ademis

(f./Lr)okP (x) = f(‘f (x)). /A (Y, (x)) = £0Y _(x))g( P (x)).
) = [(ego ). Pl ]

= g(z)-?o\P;l(z)

r

PROPOSICION 10. La aplicacidn S definida de éza;p(jl,E) en
;XP(JS(I,E)) comc
00
S(f) = ((f./ir)a %;)r=]

es lineal y continua.

Demostracibn: est4 bien definida porque

= p;° sup{al(re)e Y )%x) PP (0}

xel

Z e;s max {q(fg(z) ) Pmax {‘Fp(x)k <+ 00

Z€A xel
r
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A

para cada s entero positivo y q seminorma continua en E, por
las proposiciones 6 y 4.
Anfilogamente, dado X multifndice no nulo y

aplicando la férmula de Leibnitz obtendremos:

o0
ZZ: ?;s sup q(D [(fg ‘P ). ?(x)]
r=1 xel
i -* ( (S)M ! . ) (P (x)ID7 P (x))Ps
= D (f x))D x) )P«
Lot o on® (el
S “SS ¢, su (D‘S(f)( ))P) 1P/ Cmax|p 7 P(x)| P
57 P q g z lﬁf\ max QPx < 4 00
r=1 Qr ‘0’4‘7 = ZEA };C\EI“\
74

esta Gltima desigualdad se obtiene aplicando la desigualdad

de H8lder y siendo c un nflmero real con %c & ¥p = 1, en el
.

caso en que p=1l, indicamos |[Xx[% =1, As{ S est4d bien defini-

'da; por otra parte por la férmula de Leibnitz -

(’ fq(D [(£g) ( P (x)) ¢P(x)] )Pax =
=1

R

00
=Z €;S f Q(Z,. C8l7 DS [(fg) o k]or(x)] DV\P(X))pdx(VP)p ‘
I &M=«
:E:. Smax |D’ Y(x)| P EE:_ ( lc lpq(DS[(fg)o ¥ (x)l)de)V >

? xel M Zx 3’2 - :

=1
mielx| P
esto filtimo usando la desigualdad triangular en L*(I), calcu-

1ando y cambiando de variable obtendremos

2 € max ] ‘-e(x)\ 5 > (/ lcsr)lp Il.blP-n(g)

"o
'"lsl“\

.q(Dé(fg)(z))sz)/?]p = (+4)

1

p>1l, ¢ real con VYc+¥p = 1, tendremos aplicando la desigual-

llamando M, = max{HD LP(x)\p(%)n v € 1], xe;Ij y tomando si

dad de HBlder para sucesiones

o0
(44X 2 BN N O AT [e)P/e,
r=1 Yy = L
Ny (/ q(D fg(z))sz>P/P)P/P
A

Sty =X
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luego existe M_, positiva que no depende mas que del multiin-

2

dice X y de p con:
oo

- S P
Zl ()rs(fIq(D [(£g)( \f’r(X)). P(x)])Pax ¢

ZQ';S'“Z a(0® (£g))Paz
=1 54.1,) = Ar

si p=1 entonces M2= Ml max&@cﬁniz X#y = dt « Por lo tanto

por la proposicibén 7 y aplicandc ctra vez la férmula de Leib-

nitz encontrarfamos que existe un entero positivo h y N posi-

tivo que sélo dependen de « cumpliendo

Q(m,k,q) (S(f)) £ max % e-s-n-bM N.
r=1

|al ¢ m

ST S— | aofe(z))Paz] e
5% =% lhes T AL
" de donde se deduce la continuidad de S.
PROPOSICION 11. rﬁLP(ﬂ E) es isomorfo a un subespacio com-
plementado de )\ (56(1 E)) con l sp<#+oo .
Demostracibén: consideremos V.S: ,Zij(_(L,E)——VZij(ﬂ E)

lineal y continua y

) oo -1
VeS(£) = VO(Ep )e ) 1) -—%(f./ur)o PP 7=

ya que si z no estd en )L entonces f(z)=0, luego V.S es la
identidad sobre J).

L
SoV es una proyeccidn ccntinua de }\ (Jj(I E)) en >\ (;75(1 E))

cuya imagen es isomorfa topol6g1camente a 15_ p(, E).

p({L ,E), entonces por el teorema I.2.3.

o
b0 55
>\p( ©7(J,E)) para 1 sp<+© , y E un espacio.

Consideremos ahora J = y el espacio

Sea X operadcr de-  extensibn lineal y continuo
entre los espacios EU,E) vy 96(1 E), Bonet(1l)(3),defina-
mos ahora Y: )\p( E (J,E))=em=p >\ (9’6(I E)) como Y(f ) =
= (Xf_) para toda (f_) de }p( £ (J E)).

~7la



PROPOSICION 12, La aplicacién Y entre el espacio >\ ( £ (J,E))
y el espacio )\ (Qﬁkl E)) es llneal y continua.

Demostracibn: como X es contlnua, dado ¥ multifindice y q se=-
minorma continua en E, existiré ﬁn m entero po-
sitivo y q' otra seminorma continua en E y M

constante positiva satisfaciendo:

sup {q(DdX(f)) : er} < M sup {q'(DPf(x)) 2 lplsm, er}

para toda f de & (J,E), entonces Y est4 bien definida y es

contlnua ya que si (f ) estd en '>p( & (J3,E))

(ZG sup (DX (£_ LI sup( > 0x *supq! (0P _(x))P)"P

xel Pkm r=1 xeJ
esto es cierto para todo entero positivo k y todo multiindi-

o
ce. Como sup q(D £(x)) § sup q(D*X(f)(x)), para todo = mul-
xeJ xel
tifndice y q seminorma continua en E, obtendremos que la apli

cacibn Y es abierta sobre la imagen, es decir, es un. isomor- .

fismo topoldgico sobre la imagen.

PROPOSICION 13. gﬁ;

p(L)L,E) tiene un subespacio complementado
isomorfo a ;Xp( S (E)) si E es un espacio
localmente completo.

Demostracién: definimos la aplicacién Z:géip(jl ) -

——— )\p( E (3,B)) como Z(£) = ((2f)_ ). ol

con (Zf)r(x) = fo‘Pr(x) para todc x de J. Es-
te operador estd bien definido, es trivialmente lineal y es
continuo como consecuencia de la proposicién 4, usando que
dado s entero positivo, &« multifindice y q seminorma conti-
nua en E, como %>(J) = C EA ' tendremos que:
2 !d{ &l
;%j e; max q(D (fc:? )(x))Pﬁézj ? max(— fr q(D f(‘fr(x))%

xeJ xed

=% o :
< E e;s max q(D £(2))?

r=1 zeAr

Consideremos ahora la aplicacidn

)\ (éﬁ(I E))mme=p Lp(fl E) de la proposicibén 9, y tam-
blén la aplicacibn Y: ,X ( & (J,E))=me==p xp(éékl E)) de 1la
proposicibn 12 Tendremos VeYoZ: Lp(fl E)---—d>:27£p(J71E),
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es una proyeccibn continua ya que

(Vo¥oZ)22 (VoYoZ) e (VoYeZ) = VoYo(ZoVeY)oZ = VoY.Z

luego por el teorema I.2.8. tendremos que VoY es un isomor-
fismo sobre la imagen y VoY.z(25Lp(fL,E))=on()xp( S (J,E))
es uno de los subespacios complementados de<£§Lp(Jl,E). La
proposicifn se deduce ahora de usar que si E es un espacio
localmente completo tendremos E,(J,E)E'S(E)2QZS(I,E), Bo=-
net (3 ), luego A ( € (J,E))‘—:>\p(S(E))’.‘:>\p(§5(I,E)).

TEOREMA 2, Dado E un espacio localmente completo,_(l—un
abierto no vacfo de R" y lgp<#+= , entonces
D p,m)= )\ (s(E)).

Demostracidn: consecuencia inmediata de las proposiciones

11 y 13 y el teorema I.l.6.
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ITT.2.ALGUNOS CASOS PARTICULARES

Dado 4L un abierto no vacfo de }Rh, sea
oo ) oo .
( fr)r=l la sucesibén de aristas de los (Br)r=l de la parti=-

cibén de la unidad de L de I.3., consideremos los espacios

. y K w
/\p(S(E)) L<p<eoco asociados a ( Pr)r—l y Lela
Considerado (xr)ool de 1P(S(E)), definamos
r, r
. . In} -
(y )r=1 como sigue: si x _(xn)n 1 €5 S(E), tomamos y© (yn)n 1
como yi:x igual que en II.2J Tendremos que y  est4

r. o0
en S(E) para r=1,2,.... Vamos a probar que (y )r—l est§ en
,XP(S(E)). Dados k, s enteros positivos y q seminorma con-

tinua en E, si p=1

P r 22
o -k s r
[an(y)] =ZZEI. (Y)ZZ(Jrnq(x_lS
r= l r=1 n=1 r=1 n=1 ?r n
r 2 sk r
¢33 > n o halx))
r= n=1
luegg oo p &o oo
Z [Znsq(ﬁ)] <2 Zdns*kq(x;:) (%)
r-l n=1 r=1 n=1
si p>1, sea c un nfimero real con VYc+¥Yp = 1. Tendremos apli=-

cando la desigualdad de HBlder para sucesiones que

+060 /
(> nsq(YE)Jp S [Z (24s)pgp (yr )J o
n=1

$=) ;E::n(z*S)p Py L)

2 p/c

o7 [Zn atyh)] ¢ i(—) (o'k‘s"z)P P(yD)

Sea h entero positivo con h > k+(s+2)p, tendremos que

2 p/c co
Z (’r [Z n®q(y] )] (T)p ) Znhqp(xr) ()

n=1
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PROPOSICION 14, La aplicacidn Zl:lp(S(E)) ----- -+ ,k (S(E))
definida como Zl(xr)=(yr), siendo y el an-
teriormente definido, es lineal y continuae.

Demostracibn: consecuencia inmediata de (=) y (2:).
r A £ .. r
Dado ahora (x ) de p(S(E)), definimos (y )

o] si n no es mltiplo de e;l
. -1
S1 n=t Pr t= 1,2,..-
tomado s entero positivo y q seminorma continua en E
) oo oo

s r S =S r -S s r
> nq(y)=>t q(x} )= > tTq(x.)
n=1 S | er t er = t
luego v estd en S(E) 1r=1,2,...
ro oo o
> IE n q(y ] E [ 5 fr q(x {1,—2 Pr ,EE ,
r= n=

tsq(xi)]
tomado k entero positivo con k > sp tendremos

00 P
E:;n q(y ) E:; e [%;;tsq(xiﬂ (2e3e3¢)

PROPOSICION 15, E1 espacio /)5(S(E)) es isomorfo topoldgi=-
camente a un subespacio complementado de
1P(S(E)) para 1 2p <eco .
Demostracién: definida Ul )\ (S(E))=m==a> 1P(S(E)) como
U, (xF)=(y") de acuerdo con lo anterior, ()
asegura que la aplicacifn esté bien definida
y al ser trivialmente lineal, es continua. Por otra parte
Z,oU; es la identidad en.,)p(s(E)), luego UjeZ, de 1P(s(E))
en si mismo es una proyeccidn continua, por lo tanto, por
I.2.3. tendremos que Ui es un isomorfismo sobre la imagen Yy

Ulozl(lp(s(E)))=Ul()\p(s(E))) es un subespacio complemen-
tado de 1P(s(E)).

TEOREMA 3, Si (1 es un abierto no vacio de " que no es ca=
si-acotado, entonces Ap(S(E))iﬁlp(S(E)) para
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1l sp<#oe o

Demostracibn: por no ser casi-acotado, existe una subsucesibn
oo
( ) . con = Q Teee= “eeey enton-
Vrj j=1 ?rl r, ?rj

ces resulta fécil probar como en la proposi-
cibn II.2.15. que F = {(x") € A (S(E)) / x"=0 rér, =1, e s}
es isomorfo topolfgicamente a 1°(S(E)) y tiene complemento
topolbgico F2=-{(xr)€ )p(S(E)) / xr=0 r=r, j=l,2,..J
Entonces, el teorema I.l.6., nos asegura que 1P(s(E))

es isomorfo a ‘XP(S(E)).

TEOREMA 4, Si () es un abierto no vacfo de R" que no es casi

acotado y E es un espacio localmente completo en-

tonces géip(fl,E) = 1P(s(E)).

Demostracibn: consecuencia inmediata de los teoremas 2 y 3.

.RecordemosAque.un,abierto.fl.es,Qasi,integra—
oo

ble si y sblo si existe t e B cumpliendo > ;<+w, Y en-
r=1

tonces, supuestos ordenados de manera decreciente los ?r’

. t
ocurre que lim r =0,
Teed $00

PROPOSICION 16. Sea E un espacio y (L un abierto de R™ casi
integrable, entonces ;\p(S(E)) es isomorfo
a un subespacio complementado de S(S(E)).

Demostracién: Sea ZZ:S(S(E))----4> >\p(S(E)) la restriccibn

de la aplicacidn Z, de la proposicibdn 14 a

1
S(S(E)). Evidentemente es continua por ser la

topologfa de 1P(S(E)) restringida a S(S(E)) menos fina que
la de S(S(E)).

Reciprocamente, definimos U2:>\p(S(E)) _____
00

wmem=> S(S(E)) como Uz(xr)=(yr) con yr= (yg)n=l y

0 si n no es mlltiplo de P r

n x si n=m§)-l para m= 1,2,eee
m r
. . t .
Como podemos tomar t entero positivo con 1lim r =0, existe

Y = 00



un r_ tal que si r) r, entonces r e; <1l, luego dados k y s

enteros positivos y q seminorma continua en E

Ir o0 r
S ntaon]e T[S et Taed) «
r

o0
<> rCph® > malx)
r=1 m= . .
si p=1

r 00 r1 +oo
Ezi k jzg s r f;—— k B j;— s r
Ir= i [ n= " q(y )JS 7 r=41r ( ()r ) [ m=].m Q(xm)}

Si p> 1, tomado c ¢ R* con Vc+¥p=1, tendremos
SK¥2 -t (ke2) L2 -t(ke2)
Gz* £ To e r

-t (k+2)
r

-t
ryr, r < (Dr luego

rer ,rk’2< rk+2 P
o] o

r 1

1 k[ 2 s ,r\L ok (k+2)p <~ ss2 .1 p /p
r nz=1n q(yn)]$ (:%_—r [;n q(yn)] ) .
Ve

_1_) < Wz(EE% (k+2)p fﬁf: -s-2 s#2 (=) p)Vp
r2c S T6 r=lr ey | Pr m X ]

de donde tendremos que si 1<£p <+ ©

]
1l

e

o~
I
[}

-t(k¢2)p=-(s+2)p
r . °

r 2 Ty
= [EreeR] ¢ Bt e

o sa2 Vp
s r
. [5 m q(xm)] P)
m=1
luego tendremos que tomado j entero positivo con

t(ke2)e(s+2) p<j
20 k[ s (.r) ¢ Wz k+2( = -j ad s+2 ( r) p)‘l/p )
P P AN S SIS I

luego U, estd bien definida, y como es lineal, es continua

2
por (axx).
Entonces prob4ndolo como en la proposicidn

II.14. tendremos que Zz'UZ:'Ap(S(E))-:;-qb >\p(S(E)) es

la identidad, por el teorema I.2.8. tendremos que U2°Zz es

=80=~



una proyeccidn continua en S(S(E)), UzoZZ(S(S(E))) =

U2( )p(S(E))) tiene complemento topolégico y U, es un iso-

morfismo topolbgico sobre la imagen. -
TEOREMA 5. Si{) es un abierto casi integrable en R y E
es un espacio entonces )\p(S(E)) ~ S(E).
Demostracién: la proposicién 16 asegura que >\p(S(E)) es
isomorfo topolbgicamente a un subespacio com=-
plementado de S(S(E)) >~ S(E) por I.l.3. Por
otra parte el espacio F= {(xr) (= )P(S(E)) / x'=0 r;-z}
es evidentemente isomorfo a S(E) y complementado en
,XP(S(E)) entonces por el teorema I.l.6. o teorema I.l.1l.
Ap(S(E)) = s(E).

TEOREMA 6., Si E es un espacio localmente completo y-fl es
un abierto de RBR™ no vacfo casi integrable enton-
ces D pUQ,E) = S(BY. . . o

Demostracibn: el teorema 2 asegura que ,X (s(E)) =~ ;Zij(fl,E)

si E es localmente completo, luego la conclu-

sibn viene dada ahora por el teorema 5.
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CAPITULO IV

CIERTOS SUBESPACIOS DE £ (Q,E)

IV.1l. EL ESPACIO EF(Q,E)

DEFINICION 1. Sea Q un cubo cerrado de B con int(Q) no
vacfo, F un cerrado en Q con int(Q~F) no
vacfo, llamaremos EF(Q,E) al subespacio
de € (Q,E) formado por las funciones que
se anulan ellas y todas sus derivadas en

el cerrado F, con la topologfa restriccidn.

. PROPOSICION. 1., EF(Q,E) es isomorfo topoldgicamente a S(E)
para cualquier cerrado F de Q con int(Q ~F)
no vacfo.

Demostracién: sea J un cubo cerrado en R" con Qcint(J).

Veamos que & _(Q,E) es isomorfo a un subes-

pacio complemintado de ;BO(SAvF,E). Este fil-
timo, por el corolario II.5.1l. o (4 ), es isomorfo a. S(E).

Consideremos T un operador de extensién li-
neal y continuo del espacio & (Q,E) al espacio & (E)
1)(?D. Sea Y una aplicacidn de clase £* de R™ en R que
tiene su soporte en J y vale 1 sobre Q, tendremos que Tl=
= Y.T es un operador de extensidn lineal y continuo del
espacio £F(Q,E) al espacio ,éO(SNF,E). Por ser un opera-
dor de extensibn, la aplicaci6n’Tl es abierta sobre la ima
gen, es decir, & F(Q,E) es isomorfo topol8gicamente a
Tl(E:F(Q,E)) y &ste es un subespacio complementado de
130(8AJF,E), y su complemento topoldgico es ;éo(SA/Q,E).
Dada f de th(Q,E) v g de _2%(SAJQ,E)’ supongamos que
T(f) +g = 0, dado x de Q tendremos que f(x)=T(f)(x)+ g(x)=
=0, luego f=0, y de aqui g=0, por lo tanto

B ~a,p) 1T, (E,(q,B) = 10} .

=82~



Por otra parte, sea h de ;éo(SAJF,E), sea
f(x)=h(x) xeQ, tendremos que f esf:é en EF(Q,E) Y que
g:h-Tl(f) estd en _f%(SA:Q,E). Esta suma directa es topo-
l6gica porque considerada la aplicacién

X 30(3 ~F yE)=mmmm> T ( E44Q,E))

definida X(h) = Tl(f), siendo f la anterior, es una pro-
yeccibén continua cuyo nucleo es Ker X = ;BO(SAJQ,E).

Por otro lado podemos construir dos cubos
Hy L en R™ verificando # £ BcHcf cL cint(Qn~F).

Consideremos un operador de extensién U li-
neal y continuo de & (H,E) a 2§(L,E) considerando a &ste
como subespacio de EfF(Q,E), y sea W la aplicacibn restric
cibén de EF(Q,E) a E€(H,E), es decir W(g)(x) = g(x) para
todo x de H, para toda g de E,F(Q,E), es lineal y continua
-y adem&s WoU = 1 £ (H,E)
dremos que & (H,E)~ S(E)[, por el teorema I.2.3. (Bonet)]

, luego por el teorema I.2.8. ten-.

es isomorfo topoldgicamente a un subespacio complementado
de £,(Q,E).
Como S(E) tiene la propiedad de complementa

cibn, tendremos por el teorema I.l.l. que cSF(Q,E)ﬁ:S(E).
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IV.2. UN OPERADOR DE EXTENSION

En el estudio de la representacibdn del es=
pacio ;ﬁ; (E) (Capfitulo V) se nos planted§ la necesidad
de averlguar cuando, dado un cubo Q de R" con interior no
vacfo y un cerrado F de R", llamando F, = FNQ, podfamos
construir un operador de extensidn lineal y continuo del

espacio EF'(Q,E) a EF(E). Si ocurriese que J9QNF= @
1

entonces simplemente construyendo un cubo Ql concéntrico
a Q cona >y NF = QNF, y tomada una funcibén ¢ de
éakQ ) con Y(x) = 1 para todo x de Q, tomando T un opera
dor lineal y continuo de EF\(Q,E) a E(E), Y.T serfa el
1
buscado.
Anflogamente, si JQcF entonces la aplica-

cibn ”I‘:’E’F (‘Q,'E)-‘-—‘-p‘ .EF(E) definida como

1
f£(x) x €Q
(Tf) (x) = ) b
. 0] x &Q
para toda f de E]? (Q,E) resuelve el problema.
1

Por lo tanto el caso a estudiar es cuando
(1) 2QNF £8 .~ QNR'~F £ 8
Nosotros hemos obtenido una condicidn necesaria y sufie-
ciente para la existencia del operador citado,

oo
Sean (A ) 1 (Br)r=l las dos familias de

recténgulos de la particién definida en I.3. asociada a

Y9It

BV F =11 . Sea (/ur ) la particibn de la

ZLPLF-lrl

unidad, llamemos A = {rem / ANQ# 25}

Al={rem / Hroe_/\o con ArﬂAr;‘.@} ’ = AL
o re!&

= LJ Ar' Mantendremos esta notacibdn y la hipbtesis
rel\;

(%) hasta la prueba del teorema de la condicidn necesaria

y suficiente.
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PROPOSICION 1, Si existe p entero positivo y k constante
positiva cumpliendo que
dp(x,Fl) <k d(x,F) Y xeda (3e3)
entonces existe otra constante k' verifi-
cando que
aP(x,F ) <k' d(x,F) Y xeo0

1

Demostracifn: podemos suponer que k »1l. Sea y de © si

9
y estd en Q supongamos que d(y,F)-<l% Si
-d(y,F) = d(y,Fl) no hay nada que probare. Si
d(y,F)<<d(y,Fl) entonces sea z de F con d(y,F) = d(y,z),
sea {x} = [y,z] N 7Q, tendremos que d(y,F)=d(x,y)+ d(x,F)
luego d(x,F)<’d(y,F). Por otra parte se verifica que

d(y,Fl)s d(x,y) + d(x,Fl)s:d(y,F)4-d(x,Fl) luego

d(y,F,) £d(y,F) 4 k7P di/p(x,F)< d(y,F)+ kvpdi/p(y,F)

‘como d{(y,F) < 1 tendremos
1 1
d(y,Fl) S(l%-k/p) d/p(y,F) luego

1
aP(y,F ) ¢ (1+ K/P)P a(y,F)
como d(y,Fl) »d(y,F), si d(y,F)2> 1 tomado

K

kg

para todo y de Q se verifica dp(y,Fl)s k, d(y,F).

sup { dp(y,Fl) / YvyeQ con d(y,F)>» 1}

max ﬂ(l-#kyp)p, kl)}

Sea y que no esté en Q y sea s entero po=-

s 1 .
sitivo con y en As’ supongamos que fs< /2, fs arista de
B_, existird un r en /\o con Arf\As # #, luego por la

proposicibén I.3.1l. tendremos 2 PS 2 Fr 212 FS y ade-

m&s podemos tomarlo con z en Arlq'BQ, tendremos que

d(y,z) < 3{n fs‘ y como z est& en A,
Yn Gr <d(z,F) ¢ &kin Er luego

d(y,Fl) ¢ d(y,z) «rd(z,FlL< 3yn fs_quvpd(z,F)s 3Vn fs +

S

s (ho2vm x)7P 61/1’
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p p

ZP c( BEE Gy Ptk dy,F))

n

1
d(y,F;) < (31 + 8kyn) /p P
Sea k3= 11k, consideremos el conjunto Ar con.rej\l Yy

= = 1 i
fr 1 46 vr /2, tendremos que si y est4 en Ar entonces

d(y,Fl) zd(y,F)y-%E , luego tomado

2 P
— — =1
k!- sup {[— d (y,Fl) / v eA re< Ol F = 12, 1}
si vy estf en A_ vy ? » ¥/2 entonces dI(y,Fl) < k!d(y,F),
. L -
por lo tanto, tomando k'= max {k,kl, kz, k3, klk tendre

mos que es el buscado.

Supongamos que F es un cerrado en r" y Q

es un cubo cumpliendo (%) entonces

- PROPOSICION 2, Sea g de &£ (E) de tal manera. que se anula .

fuertemente en Fl= QNF, entonces las fun-

ciones
g 5 D(¥.¥7h) g > p7(g.vIh
rel\l rej&o

son de E(Rn,E) y se anulan fuertemente en
Fe.
Demostracibn: hagamos la prueba para‘j&l. Veamos que es
una funcidn de clase €% en R, sea x de
)L y B(x) entorno compacto de x con B(x)
incluido en ()1, por ser (Ar) localmente finita tendremos
que 1\x= {r-glﬁl_ / B(x)f\Ar £ ﬂ} es finito, luego

existe la derivada parcial de cualquier orden (¢, son
continuas y, aplicando la férmula de Leibnitz, verifi-
can
- of -1 — 5 o+ of -1
pPle 5= (9.9 x) =57 e D g(x) S 0™ Y(py
r S r) (x)
reA.l 34_/4:@ rebdy

llamemos a esta igualdad (®). Sea x de F, puede ocurrir
que x esté en Q o que no esté. Si x no estd en Q, puede
construirse un B(x) entorno abierto de x de tal manera

que /lx = . Veldmoslo, consideremos my entero positivo
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tal que para m3m_  se cumple va(x)fiQ = # siendo

B,, (x) la bola abierta de centro x y radio ¥m, supon-
Ym

gamos que para todo mym_existe un r en <4\ _ con
7 7o m 1l

xmesgr ()va(x), como x estd en Ay (xm) converge

m m
a x que estd en F, tendremos que 1lim = 0, sien-
Me==P 400 m

do Fr la arista de Br « Por definicién de Jll y la
m m

proposicién I.3.l. tendremos que existe Y, en Q con

]xm- ymi$ 3\Vn Fr luego x esti en Q, en contra de la
m
hip8tesis, luego para y €B(x), QoY;l(y) = 0, por 1lo

o -
tanto existe Drbg > D ( To‘frl) (y) =0 (8®)
rci
A X
y trivialmente es continua. Obsérvese que en realidad
aquf se ha probado que si erEiN ©, entonces x estd

en F,= FNQ.

Sea ahora x de QNF = Fl. Supongamos que
dado m entero no negativo, para todo multifindice >
con IP‘S m se verifica que existe y es continua
& -
D{BE > D ( ?d{rl)] en todo B y vale cero en to-
re/xl
do punto de F. Sea e = (0yeeey0,1,0,000,0) n-tupla y

n .
vector de R, veamos que existe

re, ‘ -
DP ,1[3 Z: DD(( ‘Po“?;l)] (x) = O Vxe:Fl i=1,245e00e4n
re[»l

¥y que es continua en Fl’ en R~ F

1 Por (®) v (&®) sabe-

mos que existe y es continua esta derivada. Sea x de Fl

considerado h de R con Th\< 1, tenemos el cociente

-rl-l,Dﬁ’[g >— p*%( “f’o“P;l)] (x + he )
re[&l

si x.;.hei no estéd en Ql este cociente vale O, si estd
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en Ol tendremos que dada q seminorma continua en E

a@ 0Pl > 0 (9o97H)] (x+ he ) ¢

reh 4
§
D°g(x + he.) +
ST e )[q(' —) > | “(kP..?;l)(xmei)J]
54-/4=[5 M reA.l

tendremos que

l/.{-ncl — L]

r

(P xwmey) = @) @ ¢y (77  (xvhe )

s, como x+hei est8 en Ol, existir4d s entero positi=-
vo verificando que x +hei(-: Rs’ podemos tomar h suficien-

temente pequeiio para que Fs < Y2, como AS corta a lo mis

a 4" elementos A cuyas aristas verifican 2 (’s fr

' C g s
luego (%) p; Ryl

bl ' "f-l)(x+he D wm w2 g DAy ()
rehy zel

| p+| | /u '
n lf(5 Ps P‘sup“D LP(z)l . zel :'/“'#'(54‘0(1}
al ser (DS< 12, tendremos que, por la proposicién I.3.2.
d(As,F) < 4o (,s

l
= - £
h = |x+ he x| > d(AS,F) luego (J < F <

como D6g se anula fuertemente en Fl y es de clase e
por hipdtesis existe una constante k positiva y u.r’/ente-

ro positivo p de tal manera que si x+hei estd en Ol

aP(x +hei,Fl) < k d(x +hei,F)

&
aplicando a D g la férmula de Taylor con resto integral

obtendremos que existe una constante M positiva tal que
é

a(D g(xrhe )) s M sup{q(D*g(y) / yeB(Q,1), I3l £ (1«+pi+2)p}.
(tx+31+2)

IR Y PN he, ,F,)

siendo B(Q,1) ={ye§ln / d(y,Q) Sllj , de donde
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§

q(D g(x+hei))sfM sup{q(DYg(y)) / yeB(Q,1)  \¥ls (\d+@+2)p}.

. dl(5+etl+2 iprel+2

(x-+hei,F) k
luego

\ aﬂ-fé\-#— 2

-Q(Dsg{X$hei))é»M(k4fﬁ) sup{q(DYé(Y)) / yeB(Q,1),

1¥1¢ (lwspl+ 2)p ;"‘*(’*'*2 :

por lo tanto para h suficientemente pequeiio tendremos

a@E pPle 57 0¥ .9 Y (x+he )<
I‘€.A-l

(ST o, (et 1673 P 25up {a(0¥s(y)) / yeB(a,1),
S+m=p M
AR AP (m+p+2)p}. supi DX ¢ (2) / zsI,lﬂJﬁx+~px ?S (26362¢ )

. cuando h tiende a 0, tendremos que Ps tiende a O, de

donde obtenemos que existe

te. r
D e e > D™ teov;l)] (x) =0 xeF,

re[;l ‘

la continuidad en los puntos x de Fl se demuestra sus-
tituyendo en la prueba anterior (3 por P+—ei y escribien-
do y en lugar de x«!—hei y tomando h =|x-y|, obtendremos
que para h suficientemente pequenio existe s con y en As

y Ps< /2 y existe una constante N verific4ndose que

e. .
q(Dp* ng 2 DM(LPo“f’;l)] (y))¢ N sup{ a(@¥e(t)) /

r
€.-Al

/ teB(Q,1), Wls(lxepl+3)p} o2 (sea0263¢)

haciendo tender h a O se completa la prueba ya que P s
tiende a O.

Para /\o la prueba es idéntica.

En la proposicidn anterior lo que se ha

. o -

probado es que g 2 D (‘foTrl) esti en ]30(81), i=0,1
ren .
i



PROPOSICION 4, Las aplicaciones To y Tl definidas en-
tre los espacios_EF (E) ¥y EF(E) de 1la
1
siguiente forma
: m ™ -1 .
T.(g) =g > D7 (%% " ") i=0,1
i r
reA.,
i
son lineales y continuas.
Demostracidn: estén bien definidas por la proposicibdn 3,
tendremos que: .

sop (¢ 5= D(¥.¥71)) €T, i=0,1
rej&i

de hecho si Dp(g o _ DO(( ‘?a‘f;l))(x) Z 0 entonces x
rel .
i

esté en‘ai, para cualquier multifndice f3.e i=0,1. Ei

i=0,1 es un compacto y para ver la continuidad, basta
ver la convergencia de las funciones y sus derivadas
en Ei i=0,1 repectivamente. Adem&s resulta de la prue-

ba de (8®) que si x estd en Eindgi entonces x est4 en

F i=1,0. Sea {gd, deD,<}) una red en E:F (E) conver-

o 1
gente a cero, sea g una seminorma continua en E, m en-
tero positivo, € > O ¥y P multifndice con lelsln. Ten-
dremos que

Vx&F DP[gd s~ b7 %Lf’;l)J (x) = 0 YV de D

rei
i
adem&s de (mxxux), dado x de Flﬂ'ai existe un entorno

abierto B(x) con

« -1 2 ¥
qu[gd ST D (o9 )] (y)) ¢ N Ps sup { q(D" g (u))/
r eaj
/ ueB(Q,1) , 1¥ls ( I«l+ m+2)p}
para todo (3 con |pl¢ m, para todo y de B(x) y todo d
de D. Como B(Q,l) es compacto existir4 un indice d_e D

tal que para todo d zdo se verifica
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P TR
aPlg, = D P9 |(y)) s e  VyeBx) Vo / jpism

rei,
Consideremos el compacto Ci= Si,u( U{B(x) / xEEFlﬂ'ag)
i=0,1, como Ciﬂ F = § tendremos que CiC_fL y (Ar) es

localmente finita enfl , el conjunto
= &r‘ej\i / A ncC, # P8 ) es finito i=0,1 luego por

(®) tendremos

a@Ple, = 0¥ (4971 ] (x) ¢

rel\
S el 2 I o) a7y G0
SEAT P rel;
como{z | DA *¥( Yo kP-l)(x)f ’ xeC A l/u!sm} es un con-

rel.

junto acotado llegamos a la conclusibén buscada, tomando

un dl’ do suficientemente grande para que
n * -1
a(dP[g, r§A DUC LY () s YxeCc, Vdrd,
[ .
i

Los operadores To y T, de la proposicidn 4.

1
pueden considerarse como dos aplicaciones lineales y con-

tinuas del espacio E’F (E) a los espacios ;é (8 ) ¥
1
.22(81) respectivamente.

TEOREMA 1., Sea Q un rectdngulo cerrado de R™ con § £ g,
sea F un cerrado de Rn, F £ Rn, llamemos

¢tFl= F(l Q. Existe una constante k positiva y

un entero positivo p verificando dp(x,Fl)s
¢ k d(x,F) para todo x de 9 Q si y sblo si
existe operador de extensidn lineal y conti-

nuo de & Fl(Q,E) a E.ﬁ(E).

Demostracibn: supongamos que existe una constante k po=-

=91



sitiva y un entero positivo p, satisfa-

ciendo que dp(x,Fl) ¢ k d(x,F) para todo
x de ?)Q, con la notacibn de las proposiciones anterio=-
res, sea T un operador de extensidn lineal y continuo
de E€(Q,E) a E(E), entonces

U(f) = T(£) > __ f eé&_ (Q,E)
reJ\ ﬂ'r Fl

es un operador de extensién lineal y continuo de
€ (Q,E) a EL(E).

F1

Considerado j%(Bo) un subespacio cerrado

de ffF(E), bastarf probar que U es continuo y lineal de
EF (Q’E) en _B (8 )-
o o
1
'Si'x'eSté'en‘Oé tendremos que
-l -l
Z“f’o = 2 fe\:
refx

entonces si x est& en 90

o - Po 95 () Potft(x

X w =

/e Bt el €S B R el €'
re

r=1 1

considerada la restriccién de estas funciones a 80 ten=-

Vs en

(o)

dremos que T(f) e %)\P es un operador lineal y
re!x

continuo entre E:Fl(Q,E) y ;éo(BO,E).

Considerado un punto x de Oo tendremos

que existe un r, de /A con xeB_ C ] , siendo (B_) vy
1 1 rl 1 r

(Ar) los rectingulos de la particién definida en I.3.,
y como se verifica que ?;l(Br) = L compacto r=1,2,...

sea b>0 el minimo de ¥ en L, tendremos que

VerA:Q ZK{PLP Lx)» o

ren © re
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luego tomado x de Oo (6 x de 80) Y q seminorma continua

en E tendremos que:

e 2= 97 (x)) ¢ La([T(x) z Leouf 30

> . POt Teh,
r=1

llamemos (#x#ux#) a esta desigualdad, para x de 80 la

funcibn T(f) L /‘r es, por ser (Ar) familia local=-
reA

mente finita en R w F, indefinidamente derivable con
continuidad y sus derivadas son un cociente cuyo nume-
rador es una suma de expresiones del tipo:

[*r(e) pP( 2 $.97h p Y > 9. ¢ M ST vy h.

reA reA. reA
BT $-hD (2 P, ?'1)...971( ST Ihe
relL rczx relg

usando el hecho de que si x estd en 8

pP( 2 wv hx = S oy '1)(x) i=0,1

Tre [\_ r e_A_
tendremos pbr la proposicién 4. que esta expresién es

un operador lineal y continuo de EEF(Q,E) a‘Z§O(80,E),

como el denominador seri ZZ:; Yo 4’ -1 elevado a una
re[&

potencia positiva, repitiendo el proceso como ()
tendremos una acotaciGn con seminormas luego se veri-

fica que U(f) = T(f) /& es un operador de ex-~
reA-

tensibn lineal y continuo de E:F (Q,E) a }30(80,E).
1
Pero por la proposicién II.l.l la aplicacibn

is ﬁo(BO,E)-----o £ (E)

definida como: dada h de IBO(BO,E)

i(h) = {h(X) X‘58<>
0 x & 80
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es un isomorfismo topolégico sobre la imagen, por lo

tanto U(f) considerado de E;F (Q,E) a EF(E) es un
1

operador de extensidn lineal y continuo.

Reciprocamente, supongamos que Q es un
cubo de B" con interior mno vacfo y sea F un cerrado
en B satisfaciendo que Fl = QOAF #£8 y int(Q~F)#£P
Si suponemos que no existe p entero positivo y k po-
sitiva satisfaciendo que para todo x de la frontera
de Q, dp(x,Fl) ¢ k d(x,F), entonces llamando

p

ap=2p2 , tomando p=1, existe x, de 9 Q con

d(xl,Fl)>'ald(xl,F)

tomando p=2, existiri un x2 en EBQ, xzf xl con

2
d (xz,Fl) >a2d(x2,F)
tomando p arbitrario existird un xp de 9@ con xpfxi

i=1,2,.es,pP~1 satisfaciendo
p
aP(x_,F;) > a d(x ,F) (oa)

en lo que sigue supondremos que d(x,Fl)< 1 para todo
x de Q porque por una homotecia podemos considerar el
cubo de arista menor que ¥Yyn, y como la distancia del
cubo homotético a los cerrados homotéticos es propor-
cional a la de los de partida, no hay pérdida de gene-
ralidad.

Como la sucesién (xp) es acotada,

p=1

0
existir4 una subsucesién (xp )m—l convergente a x_,
o m=

tomaremos pm:pZm para m=1,2,¢00, x, es de Fl’ si no

lo fuese podrfamos construir un entorno compacto B(xo)
que no corte a F y tomando
M. = max {d(x,Fl) L X e B(xo)]] > 0

= min {d(x,F) xeB(xo)) > 0

tendremos que si y est4 en B(xo) entonces
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M

d(y,F,) ¢ == d(y,F)
1 M
2
M1
Sea ahora p con x_ en B(x ) y a_ > = , tendremos
P o P M,
p
d (xp,Fl)<<d(xp,Fl)<'apd(xp,F)
lo cual es una contradiccidn.
Si el cubo Q es
Q = {(xl,xz,ooo,xn)e.mn / ais xis bl i=1,2,...,n}

dado y de QQ(WFirsiendo y=(yl,y2,...,yn) llamaremos
n )
Ry- {(xl,...,xn) ER / x,;=y; si a;<y, <b, ,

xX;¥y; sioyy=by x;¢y; sioyg=a; }

tomemos F,= F, U ( U{RY / vyeF (N92Qq}), es un cerrado
de B" y si x es de Q se cumple que d(x,Fz) = d(x,Fl)
En lo que sigue seguilremos toda la notacibn de I.3.

Sea (L = RnAan, es un abierto no vacfo de R, Consi-

sideremos o/ y dB las familias de cubos de la particién
definida en I.3. asociada a_(L, ordenemos los elemen-
tos de 0> y por lo tanto los de d% de manera que

x € B CA para m=1,2,.s¢ Definamos
m Pn P

g(x) = Z( P (ofTh  xefL

esta es una funcibn de ;Bo(fl), evidentemente g esté
en £ ((L). Sea b = minﬂ Y (x) er}>O. Llamemos

Cs= k){Ar : X‘SSE para un s entero positivo dado.

Consideremos x de (L que no esté en Cs’ sea r el me-
nor entero positivo con X en Ar’ evidentemente r >s

y como el conjunto Lx de los enteros positivos t con
X en A, tiene cardinal menor o igual que Qn, tendre-

t
mos que para « multifindice dado

& Pt %« -1
D7e(x) = 2 M Ley" ) %9y (1))
ey ?t (3 ¢
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1 <
luego como t esté Len Lx’ 5 (3 ~ Ft <2 (Dr,tendremos

r=i«|
‘Ddg(x) | < w2 (—fzﬁ) sup IDO( P(z)|

zel

como f}/2~<1 para todo r tendremos que dado &€ > O

existird un s suficientemente grande cumpliendo que

xe L xé’C's \Dyg(x)]<s
Consecuentemente la funcién h:Qe=~=4 R
g(x) xeQNL
h(X) = {
0 xeQn~{L

es una funcidn de clase & en Q que se anula fuer-

temente en Fl' Ademés

i r p. P
hix ) = 2_(FH5) Y x yrdEmPe, )
p r=1 2 r Pm 2

m

Supongamos ahora que existe U: CEF (Q) === E_F(E)
1

operador de extensibn lineal y continuo. Tomemos zp
m

en F~F con d(x_ ,F) = d(x_ ,z_ ) m=1,2,cee

1 Pn Pn P

aplicando la férmula de Taylor con resto integral pa-

ra j entero positivo

h(xpm) = U(h)(xpm) - U(h)(zpm) =

_ 1 (l-w)j-l U(j)(h)(z w(x -7 ))dw
B 0 (3-171 pg- Pn Pnm
luego

h( ) ¢ ndad( ,F) sup sup | DPU(h)( (x_-z_ )|
] xpm ‘ " xpm ]?5?:3‘ wEtO,l] me+ " pm Pm

luego existe un uP de [x ,z ] verificando que
m Pn' Pn

\h(x N anXxp ,F) sup | DPU(h)(ug)l (ii)

m mo =]

como (xp ) tiende a Xo que no esté en“fL, tendremos
m

p
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( fpm) coverge a 0O, Consideremos mo con m;>mo enton-
ces f < Y2 por la proposicibén I.3.2.
Pn
= £
d(xp 'Fq) d(xp Fy) 5{n fpm

.m m

luego de (i) e (ii) obtendremos

Pn
b d (xpm’Fl)r 3 Pn ..
< b ) ¢ nd ad(x_,F).
P 2 Pn
(10Vn)
P p s
sup | D U(h)(um)l (iidi)
el =3
luego para mym aplicando () a (iii) obtendremos
b ap
sup [DPUMY )| 3 ——B— g1 ,F)
1pl=J j Pm P
n* (10\1)
- uP| < d( F) ¢ d( F,)ee=w O
como X u < X < X -+
\ P, mI P P, 1
tendremos 1lim uS: X, para [M = je Por otra par-
M= =+o0

te es evidente que

a

p
. m
1im = +©°°

P
M==r> (10Vn) ™

tomado j 31 fijo obtendremos

0 = sup IDPU(h)(xo)I = lim sup| DPU(h)(xi)‘=-+w
pl=J m=->to0  |g=J

lo cual es absurdo, luego no existe U,

Veamos un contraejemplo., Sea fi:R——t=R

-1
e /x x >0

f(x) =
. 0 x< 0

N

sabemos que f estd en &€ (R) y se anula fuertemente
en O, Sea F = { (x,f(x)) / xeRy , Q = [0,1] x[~1,0].
Tendremos que F,= FNQ = {(0,0)}, v que (x,0) estéd
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"en 9Q para Og¢x <1

x,O),Fl)= x d((x,0),F) £ e

Supongamos que existe un p natural, k constante positi-

va satisfaciendo que si (x,y) estd en Q

ak(x,y),F,) ¢ k d((x,y),F)

-1
dp((x,O),Fl) - k d((x,0),F) » xP - ke X, 0 osx<1
ke-‘l/x
luego h(x) = 21 O<xs1l
P
...1/x p
lim h(x) = lim & = lim k yP? V= 1im =X
X=0" x-+0" x Yebtom Ye=bio €

aplicando la regla de L'H8pital p veces tendremos

1
lim h(x) = 1im =21 _ o
x=40%. . yeatoo. e) _
lo cual es absurdo, luego por el teorema anterior no exis-

te operador de extensidn lineal y continuo de EF (Q)

1
en C—F(Rn).
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IV.3. LOS ESPACIOS L (E) Y 7 (E)
O g

DEFINICION 1. Llamaremos ng(E) al espacio vectorial

sobre K de las funciones infinitamente
diferenciables definidas en R" con valo-
res en un espacio E, que son 2TT-peri6di
cas respecto a cada una de sus variables
y que se anulan ellas y todas sus deriva-
das en F, siendo F un cerrado contenido
en [-7 ,T] ™, Lo dotamos de 1la topologia
localmente convexa definida por la si-
guiente familia de seminormas:

A= Zo e falTely ) 2 e xpew sien)

al vari;;La en las seminormas cohtinuas en E y f énvioé

enteros positivos, llamemos (%) a esta expresién.

En (27) Valdivia para el caso escalar prueba que
31'25. Bonet, si F es vacfo, prueba en (1 ) que

&Dn(E)’ys(E) en el caso en que E sea localmente completo

DEFINICION 2. Sea F un cerrado incluido en [Q,ﬂ] n’ lla-
maremos Vﬁf (E) al subespacio de (E)
Oy O

formado por las funciones pares para cada
variable, dotado de la topologfa restric-

cibn.

Supondremos en lo que sigue que

int([-7 ,1] "W F) # # para el espacio ;Dn (E) e
F

int( [0,T]1®+ F) # @ para el espacioc/f; (E) porque si no
F
se reducen al caso {O}.

Vamos a generalizar una técnica que se de-
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be al profesor Valdivia en ( 27). Sea

H = {(xl,xz,...,xn) P -2Te x c2m 3=1,2, 00,0}

dado F incluido en [-mT, m]%, f de ;;ZF(E) entonces

a = (al,a2,~.\..,an)€«F Da(f(a+2n'r ) =0
para r en Zn, j=1,2,eee,n ¥ para cada o« multifndice,
Juego tomado 'Fl="\a+21Tr s, ac€ekfF rez® j=l,2,...,n}

es un cerrado y evidentemente

() = A (B) =
?HFE oy (B ?HF(E)

1 2
consideremos F,= Flf\H, tendremos que int(vaF2)£ g,
dado EF (H,E) sea T el subespacio de & F (H,E) de
2 2

todas las funciones f que son la restriccibn a H de

‘una funcién de F. (E). F es isomorfo ‘tepolbgicamente
a z;) (E), para ello basta comparar las seminormas ()

con las de EF (H,E) al restringirlas a ¥ .
2

n
Sea p de Z ’ p=(P1,P2,--.,pn). Sea Hp:
= {(x)100eyx ) ¢ 2p T ¢ x5 ¢ (2p i+ )T §=1,2,+..,n}
Sea gp:IRn--—-o R" definida por
= AL

con x=(xl,x2,...,xn) de R™. 5 transforma H en Hp y

llamando F_= F/1H , transforma F_ en F_, obsérvese con
p 1 'p 2 P

esta notacién que F = F-(l,...,l)' Sea Lp: prv Fp’

L = HvF tendremos'que oﬁ(Lp,E) = Bo(int(Hp»VFp),E)

2’
"( 4 ), y una funcibdn f pertenece a z(L,E) si y sélo
si fog;l pertenece a Z)/(LP’E)' Obsérvese que si p y r

n
estdn en Z, r=(rl,r2,...,rn)

n
gp.;._r(x) = gp(x+ 2wr) xelkR
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PROPOSICION 1. La aplicacibn X definida entre ;§(L,E)
y ;D (E) como
np

X(f) = Z fog-l fe z(L,E)
n P
peZ
es lineal y continuae.
Demostracibén: veamos que estd bien definida, por ser
la familia Hp localmente finita X(f) es=-
t4 en & (E). Dado x de Bn, x=(xl,...,xn)

y r=(r1,...,rn) de Z" tendremos que

X(E)(x) = 5 (Fog ) (x) = 5 (fog ™t )(x) =
n P n P+TY
peZ peZ

-1
= z : (fogp )(xl+-2rlﬁ ,...,xn-rZrnﬂ') = X(f)(x+ 27T r)
n
luego X(f) estd en ;;L(E). Dado x de F,, X(£)(x) =
= :Z:(fog;l)(x) ‘sumando para los p tales que x esté en

-1
H ero si x estf§ en H NF F_ tendremos que x
p’ P P p que g, (x)

l=

est{ en F y como D“(f g;l)(x) = Dé%(g;l(x)) = O para

2,
cada « multifndice, luego X(f) estd en J;;F(E). Como

un cubo HP corta a Sn cubos de esta forma, entonces da-

do x de Rn, pertenece a lo mids a 5n cubos y por lo tanto

a lo mis a 5n elementos {L luego dado « un

p} peZn !

multifndice y q seminorma continua en E

a(D™(X£) (x)) = q(d (5— f,g;l)(xm pa q(D“fog;,l(x))s

peZn

¢ 5% sup{ a(d*£(y)) : yel) .

de donde se deduce la continuidad al ser X lineal.

Sea h un elemento de ;f(H) con h(x)> 0
x:eﬁ, tomemos k = > 'hog;l, tendremos que k estd en
peZn
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;Z; y es estrictamente positiva en todo punto de Rn.

Sea Y =-§ 6;6kH), tomamos ahora Y(f) = Y. f, con

f en E:F (H,E), Y: E-FZ(H,E)--—-4> ;61L,E), apli=-
2
cando la férmula de Leibnitz obtenemos que Y es con=-

tinua.

Sea ahora T: EFz(H,E)----D €F (H,E)
2

definida como T(f)(x) = (XeY)(f)(x), evidentemente

es lineal y continuae.

PROPOSICION 2. T es una proyeccidn continua de
€ p (H,E) en si mismo con T(EEF (H,E))
2

2
Demostracibn: tendremos que T(éiﬁ fH,E))C-J';‘Séa’g de
2
tizF(E), g* la restriccién de g a H, en-

: -1
tonces XoY * = * ° =
oY (g") §:jn(g %) g5
peZ

=D (sos;l)( ?es;l)

peZn

al ser g.g;1= g v kog;l= k por ser g y k peribdicas

respecto a cada variable, tendremos:

£ l hog-l hog-l
X°Y(S)=Sz:.kf)°8p =SZ-_§'I=SZ_1{P—=S
pez™ pez™ k"gp pezZ”
luego Tg* = g*, por lo tanto T es una proyeccibn y
T(E, (H,E)) = F .

2

PROPOSICION 3. Lf es un subespacio complementado de

€. (H,E).
Fa

Demostracidn: tendremos por la proposicién 2. que

E ! = z Te
F2(h,E) x* ® Ker T
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PROPOSICION 4. Si E es un espacio localmente completo,
21 (E) es isomorfo topoldgicamente a

F
un subespacio complementado de S(E).
Demostracién: por la proposicidn 3. al ser EF (H,E)
2

topolbgicamente isomorfo a S(E) porIV.l.1l.

PROPOSICION 5., Si E es un espacio localmente completo,
- S(E) es isomorfo topoldgicamente a un
subespacio complementado de ';Dn (E).
F
Demostracién: sea Q un cubo, Q cint((0,2] OF

5)

Q': {(xl,..o,xn) / O<aj$ xJSbJ<2“ j=l,2,oo.,n‘3

Sea M un cubo con M cint(Q), llame-
mos /\ a la familia de los p de Z" tales que
F = (bl,ooo,bn) bJS 0] j'-:l,ooo,n
bl 1ol eee )ib |5 ]

definimos pr MP ’ Qﬁ_—- 2“P+ Q Mp: 2#[54— M,

tendremos que QpCL para rbeA e« Definimos Z de
E(M,E) en ¢ , tomado z,
neal y continuo de €& (M,E) a Jf(Q,E), definimos

un operador de extensibn li-

Z,£(x=-p 2T ) si xe Qe P
Zf(X) =
0 si x #UQp
como si Pl;é (52 entonces QFlﬂ QF2= $, tendremos que

la aplicacién estéd bien definida, es lineal y es con-
tinua por serlo Zl' N

Sea Us } =====> £ (M,E) con U(f) (x)=f(x)
la aplicacibn est4 bien definida, es lineal y continua
trivialmente. Tendremos que UoZ es la identidad sobre
& (M,E), luego Z.U es una proyeccibén continua en F y
Z.U(F) = Zz( € (M,E)) isomorfo a € (M,E), es un subes-

pacio complementado de ¥ . Al ser E localmente comple-
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‘to tendremos por el teorema I.2.3. que & (M,E) ~ S(E).

TEOREMA 1, Sea F un cerrado en [o,zj]n con
int([0,2 1%V F) £ #. Sea E un espacio local-
.mente completo, entonces é;;F(E) ~ S(E).

Demostracibn: consecuencia directa de las proposiciones

b, vy 5. vy el teorema I.l.l.

PROPOSICION 6, d7;F(E) es un subespacio complementado
de . (E).
O

Demostracién: como en ( 27), tomado G, el subespacio

1
vectorial cerrado de JD (E) formado por

‘las funciones que son pares respecto a la
primera componente, tiene como complemento topolbgico a
M. que son las funciones de _ (E) que son impares
1

respecto a la primera componente ya que Gl{\&{l= {03

trivialmente, y si f est& en .;LF(E)

1
gl(X) = '§ (f(xl,xz’ooo,xn) +f(-xl,x2,...,xn)) & Gl
1
hl(X) = 'E (f(xl,xz,o..,xn) - f(-xl,xz,...,xn))E- H 1
y £ = g;+ hy, que la suma directa es topolbgica es tri-

vial. Por induccidn supongamos que para p entero posi-

tivo 1< p<n, Gp es un subespacio complementado de

jo(E), sea }PP

el suvespacio de G_ de todas las
+1 P _

funciones que son impares respecto a la variable xp+1,

entonces Gp es la suma directa topoldgica de Gp+l Y

+{P+1. Luego Gp+l

P _ (E), tomando p=n, G = A (E) v se obtiene la con-
oy n” o

es un subespacio complementado de
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clusiébn.

PROPOSICION 7. yy;F(E) es isomorfo topoldgicamente a

un subespacio complementado de S(E) si
E es un espacio localmente completo,

Demostracién: por las proposiciones 6., y 4,

PROPOSICION 8, Uy;F(E) tiene un subespacio complemen-

tado isomorfo topolbgicamente a S(E).
Demostracibn: si llamamos G a la restricciédn de las

funciones de 07;F(E) al cubo H tendremos

que si ’
P = e Ty EpXprenes E%) 7 (xppeeex e F ) Eys
= 31 | j=1,2,...,n}

construido F, como antes, entonces u7’ (E) = o&f (E),

I D
2

y ademé&s tomando como en la proposicién 5.
Q(:int([O,“Jnﬂlﬁz) un cubo con interior no vacfo, M
un cubo con @ £ int(M)c M cint(Q), vy si € =( 61""’En)

£j= i1 Jj=1,2,eeeyn, definimos en [- W,“]n los cubos
Q€=-{(€lxl,£2x2,...,£nxn) : (xl,xz,...,xn)eQ3
para £ en & (M,E) definimos

(sz)( &lxl’...’ é‘nxn) = (Zlf)(xl,.o.,xn)
si (xl,...,xn) estf{ en Q y

(Z,£)(y) =0 si  yel-T ,Tr]nNLCJ Qg

tendremos que Z_f est4 en Qﬁ([}TT,ﬂ]n,E) Y es par, en-

2
~ ~ .
tonces si Z: € (ME)===«sp N _(E) con Zf restringida

a E'W,W]n la funcidn Z f/tendremos que por ser Z,  li-

2

~
neal y continua, lo es Z, ademds procediendo como en

2
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la proposicidn 5. obtenemos la conclusidbn.

TEOREMA 2, ¢7;F(E) es isomorfo topolbdgicamente a S(E)

si E es un espacio localmente completo y F
un cerrado incluido en [0,T]™ con
int([O,MI"v F) £ ¢

Demostracibn: pérrias ﬁroposiciones 7« v 8. y el teo~-

rema I.l.1l.

COROLARIO 1. Sea E un espacio localmente completo, en-
tonces 07;(E) es topoléglcamepte isomorfo
a S(E)o

Demostracibén: por el teorema 2. con F = f@.
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CAPITULO V

LOS ESPACIOS 721;(f11E) y Z;ég'F(E)
9

V.l. LOS ESPACIOS op({L,E)

DEFINICION 1., Dado L un abierto no vacfo de R y E un
espacio, sea z un punto de () , denotamos
porcgjf(fl,E) al subespacio de &€ (/1L ,E)

cuyas funciones tienen su soporte en [z,+c0[ (1{L , do=-

tado de la topologfa inducida. Llamaremos ;ZZ(JI,E)

al espacio vectorial L_j525f(fl’E) dotado de la topo-
Ze L ,

(logia’induqtiva respecto a esta familia,

DEFINICION 2. Dado L un abierto de R no vacfo y E un
espacio , sea F un cerrado en{)l , denota
mos por ;ZZF([L,E) al subespacio de

;ZZ(Jl,E) formado por las funciones tales que se anu-
lan ellas y sus derivadas de cualquier orden en F, do-
tado de la topologfa inducida por ;ZZ(IL,E).

Valdivia en (18) (25)caracteriza los espa=

cios chg(fl,K), Bonet en ( 1 ) los caracteriza si F

es vacfo y E localmente completo, nosotros vamos a
hacerlo para el caso en que F es un cerrado arbitra-
rio y E es un espacio localmente completo.

Si F =) , tendremos que +F(j)_,E) =

= {0}, por lo tanto en lo que sigue supondremos que
F £,

[2,=]
Consideremos (Ar)r-l los intervalos que

constituyen un recubrimiento localmente finito de ()L

definido en I.3., sea z de L2 v F, v n, con z_ en
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int(An ), sean z
o

[zl,zz](:int(An ) N(L ~F), Llamaremos 651 a la suce-
o

< Zz < 2z, verificando que
1 o 2 q

sién de intervalos cerrados {An(ﬂ]f w,zoj / n=1,2,...}
o0
que escribiremos (Jk)k-l’ y 632 a la sucesibn de in-

tervalos cerrados {Anf1[20,+oot / n=1,2,...) , que
oo

k=1’
familias son localmente finitas en () .

Sea L2(zo) el subespacio de & (Jl(\]z0,+w[)

escribiremos (Ik) llamaremos I = [zo,zzj, las dos .

formado por las funciones f tales que existe

lim f(n)(x) para cada n entero no negativo y
x-ozg

‘f(n)(x) = O para cada entero no negativo y cada x de
llf\.]zo,+m[ N F. Dotamos a L,(z_ ) de la topologia
definida por la siguiente familia de seminormas: si
m es un entero positivo, q es. una seminorma continua
en E y K es un compacto de R incluido en [zo,+m[(1fL

entonces

Qlm,q,k) (£) = 3= sup {a(e™(x)) / xek]

n<m
para cada f de Lz(zo), donde f(n)(zo) es el
1im £ ().

x—¢z;
Consideremos b real con z2<<b y

[klﬁtﬂ c ~F. Por el teorema I.2.4., sabemos que
existe un operador de extensibn lineal y continuo

T,: 5‘([zo,z2],E)---ﬂ> éﬁ([zl,bl,E).

PROPOSICION 1., La aplicacibn T:L2(zo)--->;ZZF(Jl,E)

definida como: dado f de L2(zo)
0] x e]-’oo,zl[(\f)_
Tf (x) = Tlf(x) x e[}l,zol
- f(x) b'< e]zo,+w[11£1
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es lineal y un isomorfismo en,

Demostracibn: como Tf esti en.Zizl(Jl,E) [\:ﬁF(Il,E)

se sigue que la aplicacibén es lineal
y continua y que es abierta sobre la

imagen, al ser inyectiva se deduce la conclusidn.

Llamemos Gz(zo) = T(Lz(zo)) y llamemos
Gl(zo) al subespacio de ;§;F(11,E) formado por aque=-

llas funciones cuyo soporte est4 incluido en J-w,zéﬂul

dotados ambos con la topologfa inducida.

PROPOSICION 2. ;ZZF(_Q,E) = G;(z)) ®,G,(z )
Demostracibn: es evidente que Gl(zo)(jﬁz(zo) = {o},
"adehﬁsldédbrf'dé‘;Zif(lj,E);'séa
g(x) = f£(x) x e]zo,+m[r\17_ , evi-
dentemente g estd en L2(zo) y f=-Tg esté en Gl(zo),

luego es suma directa algebraica.
Consideremos ahora el caso en que F=§,
tendremos que ;Zﬁ(ll,E) = Gl(zo)ebaﬁz(zo). Sea z de

N, ¥y {'fd del),s} una red convergente a f en

;ZE?LD.,E), tendremos que si gd(x) = fd(x) para X
en Jzo,+oo[ﬂ,.(l , evidentemente {gd ;dED,sﬁ con=-
verge a g en‘iz(zo), luego ng converge a Tg por lo

que la proyeccibn es continua, de donde se deduce la
afirmacibn si F = @.

Para F # § obtendremos la conclusidn
porque Gi(zo) = Gi(zo) rLZgF(Il,E) i=1,2,.

Sea C1={n6N vioy / int(In)c_a(uF}

Y Cy= {nsNuKO‘x / int(I )N (L~ F)EP, int(I NFAP)
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tendremos que ClLJC no es vacfio porque al menos O

2
estd en Cl.
PROPOSICION 3, Si E es un espacio localmente completo

Gz(zo) es topolbégicamente isomorfo a un

subespacio complementado de

card(c.UC,)
s(g) 1 27,

Demostracibu: denotaremos por-}P al subespacio de
6(IO,E) formado por aquellas funciones
que se anulan ellas y sus derivadas de

cualquier orden en z,. Por Iv.l. 2. H#x S(E). Defini=-

ms R=xx TT D(I,,B)xTT B (I, N ~F),E)
jecmo} Y jec, ° J

si Cl 6 Cz es vacfo tomamos el elemento {0} . Sea

AtRemeux> L2 definida como

A(fo’(fj)jeClN{O}’(gj).]ecz) = fO +ij+ Z gJ
por ser la familia (Ik);LO localmente finita, A esté
bien definida y es continua.

3 w » -
Consideremos ahora (/*k)k=0 definida
como sigue: sea'ﬁo en.gék[zl,zzl) con %g(x) >0
si x estd en ]zl,zzﬂ sea P, de ;Zﬂlk) con ?k(x)> 0

si x estd en int(Ik) k=1,2,4ee , definimos

/uk(") = ka(:)
P G+ 5= (x)
n=1

k=0,l,ooc ' xe[zo,"wt

Sea B definida de L2(zo) en R como

Bf = (ffio’(f'f%)jeClMKO}’(f/“j)jaCa) , esta es una
aplicacibn biedﬂefinida y lineal que al ser continua
componente a componénte, es continua, ademds es inyec-

tiva. AeB es la identidad en L,(z_), luego por el teg
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rema I.2.8. tendremos que BeA es una proyeccidn con-

tinua en R y B(Lz(zo)) es isomorfo topol8gicamente
a Lz(zo) Yy es un subespacio complementado de R. La

conclusidn se deduce porque por I.2.5 . y por II.2. 4
tendremos que R es isomorfo topolégicamente a

card(C L)CZ)

1 'y por la proposicidn 1. Lz(zo) es

S(E)

topolbgicamente isomorfo a Gz(zo).

Si ClU C2 es finito tendremos que
card(C,U C

)
S(E) 1 2 ~ S(E). Si ClL}C2 es infinito nume-

rable, como (Ik)k_O se cortan a lo sumo 4 elementos,

podremos extraer una sucesidn de té&rminos distintos
o0
(i) en C_.UC_, tal que I, es disjunto con I. si
Jp’p=1 17 V2 me 55 J j
P r
00
p#r. Determinamos intervalos cerrados (Mp)p—l y

(Hp);il tales que

g £ int(Hp)CHpCint(Mp)chC int(IJ. )N (LL~NF)

P
para p=1,2,... Sea T :& (H ,E)---= S (M,E) un

operador de extensién lineal y continuo.

PROPOSICION 4, Gz(zo) tiene un subespacio complementa-

card(ClLJCZ)
do isomorfo a S(E) , , si E es

un espacio localmente completo.

Demostracidn: si card(C \JCz) es finito, tomemos I y J

1
intervalos cerrados en R con @ # int(J)
cJ cint(I)c I Clz_,+ol N ({A~vF). Sea

o!s E(J,E)---¢>é6(I,E) operador de extensidn lineal y

continuo, considerado ¢ : & (J,E)---= Lz(zo) serd un

isomorfismo en y X (& (J,E)) tendri como complemento
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topolégico el subespacio de L,(z_) formado por todas

las funciones que se anulan en J. Como por el teorema
I.2.3. si E es localmente completo S(E) % &(J,E) %
+» (& (J,E)), se deduce la conclusidn.

2

Si card(Clu C2) es infinito construya-

o0
mos U: | €(H_,E)=e==p L_(z ) definido como
=1 P . .7 T2 70
p=1 _ oo
U((£)) =5 T f, yViL_(z )mm=> \ | € (H_,E) tal
P ‘pmL PP 2o p=1 P

U es trivialmente lineal y por

[~}
que Vf = (f|, )p=1'
p

definicibn de los Hp serd continua. V es continua
componente a componente luego es continua y lineal,
o0 _
como [ | & (H_,E) = S(E)N, la conclusibdn se deduce
p=1 P
porque VoU es ia'idénfidéd;’lﬁego’Uov es ﬁna‘pfoyebé
cibén continua en Lz(zo), aplicando el teorema I.2.8.
se obtiene que S(E)N es isomorfo a un subespacio com-

plementado de Lz(zo)

TEOREMA 1. Si E es un espacio localmente completo,
Gz(zo) es topol8gicamente isomorfo a

card(Cc, Y C_.)
S(E) 127,

Demostracién: por ser GZ(Zo) & Lz(zo), aplicando las

proposiciones 4. vy 3. y el teorema I.l.3.

Diremos que un abierto no vacfo (2 in-
cluido en R, es conexo por la izquierda si existe x

en {2 tal que J-o,x ]N{L es un conexo.

PROPOSICION 5. Sea (1 un abierto no vacfo de R conexo
- por la izquierda y E un espacio local-
mente completoe.

a) Si se puede escoger z _ de modo que
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J- ,zo] (L sea conexo por la izquierda

entonces Gl(zo) es isomorfo topoldgica-

mente a &P 5. (E), siendo S, (E)=S(E)
ieW,UW, *

para cada i de Wl Uw donde

2,
W= {pem / int(Jn)C.ﬂ_va}

Wo= {neX / int(Jn)ﬂ(nfoF)#ﬁ,

int(J_)NF £ B}
b) Si para todo z, de L~ F, J-oo,z(;)nﬂ.
es no conexo, entonces G (z ) es isomor
fo topoldgicamente a ' T s. (E), con
ieW UW
1
S;(E) = S(E) para cada i de W) UMWy, sien
do Wl Yy W2 los mismos de a). -
Demostracibn: sea S el espacio QE);ﬁ(J ,E) x
ieW
1
x D ;B (int(J, ) N(2~F),E), la apli-
kgwg

cacibn X:S—==- Gl(zo) tal que

X((f, )1€Wl’(gk)kewz) = > f, + ng, estd bien defini-
da, es obviamente lineal y es continua por ser la fa-
milia (Jk)k 1 localmente finita en {1,

Consideremos Nkeaﬁ(Jk) tal que cxk(x)>0
para x en int(Jk) k=1,2,... definimos

“k(x)

)/k(x) === X<z, tomaremos si z € Jk

n=1 n

Vk(zo) = 1. Llamamos Y:Gl(zo)----b S 1la aplicacién

tal que Yf = ((f yi)iewl’(f'yk)kswz)’ Y es lineal e

inyectiva. Su continuidad se deduce del hecho de que
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~ (=2
la aplicacién Y:éZS(j],E)-é-q> <> ééka,E) tal que
+ k=1

o0

k=1 de 1la cual Y es restriccibn, es

~

= Vv
Y(£) (£ k)
continua. Como XoY es la identidad de Gl(zo), ten=-

dremos que YoX es una proyeccidn continua en S ya

que YoX(S) = Y(Gl(zo)) es un subespacio complemen-

tado de S isomorfo topoldgicamente a Gl(zo), por el
o card(WlLlwz)

teorema I.2.8., como S ~ S(E) , la con=-

clusibén se deduce.

Finalmente para probar que Gl(zo) tie-

ne un subespacio complementado topolbgicamente iso-

card(WlLIWZ) ‘
morfo a S(E) , basta distinguir, como se

hizo en la proposiciéh 4;,’qﬁé este cardinal sea fi-
nito o infinito y definir las aplicaciones tal como en
la proposicién 4., cambiando productos por sumas di-

rectas, los (Ip) por los (Jk) y Lz(zo) por Gl(zo).
b) Sea ahora S1 el espacio

T7’55(Ji,E) x T‘T_Zso(int(Jk)r\LflmF),E), defini-

1eW1 keW2

mos la aplicacibn X,:5,---= Gl(zo) tal que

1

Xl(‘fi)iewl’(gk)kewz) = AZ'fi +-Z:gk, es lineal y

est4 bien definida por ser localmente finita la fa-
0o

k'k=1°

que por ser ()l conexo por la izquierda existir4 un u

milia (J Su continuidad se deduce observando
de{l tal que J-oo,u]N() es conexo, de donde para
cada z_ de ) v F tendremos u<z , luego Gl(zo) esté

incluido en.gﬁf(jl,E) y tiene su topologfa inducida,
repitiendo ahora el proceso seguido en a), cambiando
la suma directa por el producto, se obtiene la con=-

clusibn.
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TEOREMA 2, Sea [l un abierto no vacfo de R conexo por
la izquierda, E un espacio localmente com-
pPleto, entonces, conservando las notacio-
nes anteriores, se cumplen las siguientes
propiedades: |
a) Si existe z, de 2 v F tal que ]-w,z;]f\fl
es conexo, entonces éZi%(il,E) es topolégi-

o , (card(wlL)wz))
camente isomorfo a S(E) x

card(C, U C_.)
x S(E) 1 27,

b) Si para cada z, de {LnF, J=wx ,zo]nﬂ‘

no es conexo, entonces éZiF(Il,E) es iso=-

card(wllez)
morfo topolbgicamente a S(E) x

card(C_. v C.)
x S(E) 1 27,

Si () es un abierto no vacfo de R conexo
por la izquierda entonces, en virtud del teorema ante=

rior, obtenemos que si se da el caso a),;ZZ_F(Il,E)

puede ser isomorfo a S(E)(N), S(E)(N)x SN(E), SN(E) y
S(E), segln sean finitos o no los cardinales de W U W,

y de C,UC,. An8logamente, en el caso b),52§;F(jl,E)

N
- puede ser isomorfo topold8gicamente a S(E) y S(E) .

COROLARIO 1., Sea () un abierto no vacfo de R conexo por
la izquierda y E un espacio localmente com
pleto, entonces 52&(11,E) es isomorfo to-

polégicamente a S(E)Nx S(E)(N).

Demostracibdn: como F es vacfo, estamos en el caso a)

C C i i -
del teorema 2. con Wlk)wz y 1L} 5 infi

nitose.
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Supongamos ahora que (L no es conexo
por la izquierda. Determinado z, de £ , podemos es-

coger x_ <z con X en 002 tal que 1=,z JcQ).

Hecho esto, podemos extraer umna sucesién de elementos

ded{) estrictamente decreciente (x ) _1» tal que

converge al Infimo de {} en la recta real ampliada y
tal que cumple que si.flo=:]xo,z;], i) f.fL =

=.]x2n,x2(n_l)[_f117_ n=1,2,.00 entonces (Iln)n 1
son disjuntos dos a dos y _Il(ﬂ-oo,zg = LJ‘JQ_n. Lla-
n=o

memos W {kt—:N / 1nt(J Ye Q) NF}

(kex / 3 cO,  int(I )N NFIEP
int(Jk)r\F £ D }, por construccién Wil)Wi £ P. Sea

{nexm / wiuwrzl;éﬂ}.

PROPOSICION 6. Si L) es un abierto no vacfo de R no co

nexo por la izquierda, entonces Gl(zo)
es topol8gicamente isomorfo a

S.(E), con S_.(E) = S(E)
neB iewiuwi i i

para cada i de WiLJW§ y cada n de B.

Demostracidn: sea H el espacio

- ©(TT B0m x TT B, lnt(,) N02,mF),5)

neB ; .yt hew?
n n

la aplicacibén ViHe==s> Gy (z ) tal que

(gh)heWZ) ;E:'(;Zf £, 4> g)

V(R ) oyl =
iew! hew’

es lineal, est4 bien definida y es continua por ser la

familia (Jk)k 1 localmente finita en{)l . Considerada
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o0
( yk)k—l la particidn definida en la prueba de la pro-

posicién 5., entonces la aplicacibn W:Gl(zo)--—4> H

= vy i
tal que W(f) ((f i)ieWi’ (f'yh)heWi)neB es lineal

e inyectiva, esta aplicacibn es continua, como se com-
prueba demostrando que la aplicacibn
0 s
W :Qé;(ll,E)---¢> D TI ;6( Ji,E), siendo
n=o ieW
R ]
2 oo

Wof = ((f.yi)iﬁwn)n=1 con W = {kex / J cn j

y W la restriccibn de W? Finalmente VoW es la identi-
dad sobre Gl(zo) luego WoV es una proyeccibén en H con=-
tinua cuya imagen WoV(H) = W(Gl(zo)) es isomorfa topo-
l8gicamente a Gl(zo) y es un subespacio complementado
de H, aplicando I.2.5. y II.2.4. obtendremos que H es

isomorfo topol8gicamente a @ ] S.(E).
neB iewnuwn

PROPOSICION 7. Si {) es un abierto no vacfo de R no co

nexo por la izquierda , entonces

® TT1, ,

S.(E) es isomorfo a un subes
neB ieW vW- 1

pacio complementado de Gl(zo).

Demostracién: procediendo como en la proposicidn 4.,
distinguiendo los siguientes casos:

aele B es finito y Wik)wi es finito pa=

ra cada n de B. En este caso basta probar que S(E) es
isomorfo topolégicamente a un subespacio complementado
de Gl(zo)o

a.2., B es finito y al menos para alglin n

de B, WiLJW§ es infinito. En este caso obteniendo una
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familia numerable de cubos disjuntos conveniente, es
fécil ver que S(E)N es topolbgicamente isomorfo a un

subespacio complementado de Gl(zo).

bele B es infinito y Wi(}Wi es finito
y (V)

para cada n de B, Se prueba que S(E es topolbgi-
camente isomorfo a un subespacio complementado de
b.2. B es infinito y Wn\JWn es finito
para cada n de B, salvo en un nfmero finito. Este ca
so se puede reducir a b.l, sin m&s que trasladar Zs

-~ ~ ~
tomando un nuevo z, de Q0 A~ F con z2,« 2, Y Gl(zo) en

el caso be.l., no influye en la representacién de
;ZZF(JI’E)' puesto que en este caso GZ(EO) ~ S(E)N.

be3. B es infinito y WiC)WE es infi-

nito para un subconjunto de B infinito. En este ca-

(N)
so se prueba que (S(E)N) es isomorfo topolégica-

mente a un subespacio complementado de Gl(zo).

14

TEOREMA 3, Sea L un abierto no vacfo de R no conéxo
por la izquierda y E un espacio localmen=
te completo, conservando las anteriores
notaciones, se tiene que éa:F(jl’E) es
isomorfo topoldgicamente a
DS (7T, ,s,(ENxTT S ;(B)
neB 1ewnuwn JeClucz
donde Si(E) = Sj(E) = S(E) para cada i de

1 2 .
WnLJWn y n en B, y cada j de Cl\)Cz.

Demostracibn: se sigue del teorema l. y las/proposi-
“ciones 2., 6., ¥ 7., eligiendo z  de

N ~F para que el caso b.2. no se dé&.

-118=



Elegido convenientemente z, en L para
que no se dé& el caso b.2., pueden obtenerse las si=-
guientes representaciones:

1.C 1U C2 finito, B finito, Wi\lWi finito para cada

n de B
A, o (11 ,E) = S(E)

2. qlu C2 finito, Brfinito, al menos para un n de B

WlLJW2 es infinito
n- n
N
D, (£2,B) = S(E)
e ClU C2 finito, B infinito, wiljwi finito para ca-

da n de B

(N)
Vv
2, 5 (02,E) ¥ S(E)
4, QLU Cé finito, B infinito, W \Jwi infinito para un

subconjunto infinito de B

(N)
D (0,8) = (s@))
5e QlU C2 infinito, B finito, W_UW_ finito para cada

n de B _
() = s

6. GV G infinito, B finito, WiL}Wi infinito al menos

para un n de B

N
2, . (1,B) « S(E)
7 91U C, infinito, B infinito, Wit}Wﬁ finito para ca=-
da n de B

N
D, p(2,E) = s2) Mx s(e)
8. (iLl(I infinito, B infinito, Wl\sz infinito para un
2 n n
subconjunto infinito de B

(V)
N
QD:F(_Q,E) ~ (s(e)Y)
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COROLARIO 2. L p(£1,E) ¥ S(E) si y sblo si TTAT
es compacto.

Demostracibn: () ~F es cortado por un nfimero finito
de (An) si y sblo si'jijsffl es com-

pactoe.

COROLARIO 3. Sea ()L un abierto no vacfo de R no conexo
por la izquierda y E un espacio localmen-
te completo. E1 espacio ;ZE(II,E) es to-

(N)

polbgicamente isomorfo a (S(E)N)

Demostracién: como F = @, estamos en el caso 8.

Para el caso escalar estos resultados se
deben a Valdivia ( 18). Si F = @, Bonet lo ha obteni-
do para E localmente completo en (25 ).

Un estudio anflogo podrfa hacerse para
el espacio ;25_(II,E) formado por las funciones f de
E (L,E) tales que sop(f)<:]-oo,zo]f\l7.para algfin z_

de {21,
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V.2. LOS ESPACIOS er,F(E) Y @/P,F(E)

DEFINICION 1. Consideremos un cono |' cerrado de R"
con vértice en O e int(") # #, F un ce
rrado en R", con F #Z BR" y E un espacio.
Llamaremos r::-F(E) al espacio vectorial
de las funciones definidas de R" en E
que admiten derivadas continuas de cual-
quier orden y que se anulan ellas y to-
das sus derivadas en F y que tienen su
soporte contenido en algfln trasladado del

cono [T . A ;ZT; ¢(E) se le denota ;Z%(E).

Dado z, de Rn, si llamamos

+ Z +
;5; FO(E) al subespacio de ;22; F(E) formado por las
1 9

funciones que tienen el soporte contenido en zo+[ﬂ y do
tado de la topologfia de la convergencia uniforme de las
funciones y sus derivadas sobre los compactos, un siste

+ Z

. o
ma fundamental de seminorma en 4;6

F

qm,K(f) =sup{q(Ddf(x)) : lxlsm, xeK}

(E) es

al variar q en las seminormas continuas en E, m en los
enteros no negativos y K en los compactos contenidos en
zo-,-lj « Tomaremos ;5? F(E) como el 1limite inductivo de
14 familia (OZj»;_,?F(-E) s zeR"Y.

Se puede elegir una sucesidn (zi);:1 de
puntos de R™ distintos dos.a dos de manera que

o0
1im l(ziu =+t00 Yy (zi+r’ )i—l sea una sucesién crecien
i==otoo -

n
te de conos de tal forma que dado un punto z de R,

. . e s o A i
exista un i entero positivo verificando que z+l C zi+|
para ello basta tomar los z convenientemente sobre un

<+
eje del cono, ;Zjﬁ F(E) resulta ser el limite inducti=-
9

ziﬂzi o -]
vo estricto de ( F,F(E))i=1'
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DEFINICION 2. Llamamos Z/ (E) al espacio (E)
P’F Pl’F

siendo Pl el cono simétrico a [ .
Valdivia en (19 ),para valores escalares
y Bonet en ( 1), estudian éZg(E) Yy prueban que es iso

(N)
morfo topoldgicamente a (S(E)N) « E1 profesor Valdi-

+
via en (25 ) estudia el espacio éZ{P F(E) cuando E = &
B - - . - - ,

el cuerpo de los complejos y obtiene que es un espacio
isomorfo topolbgicamente a uno de los siguientes espa-
' (N)

cios: S, S(N), SN, S(N)x SN, (SN) )

Nosotros cuando al espacio E se le exija

s8lo ser localmente completo, estudiamos los ¢spacios
+

;§r F(E), clasificédndolos en cinco tipos, cuatro de
9

ellos isomorfos topol8gicamente a uno de los siguientes

(N)
espacios: S(E), S(E)(N), S(E)N, (S(E)N) , ¥ un quinto

tipo de espacio, que en general no es isomorfo a ningu
no de los anteriores, que para determinados cerrados F
obtenemos que es topoldgicamente isomorfo a

)(N)

S(E x S(E)N. Cuando a E se le exigen condiciones pa

ra que S(E)(N)x S(E)N tenga la propiedad de complemen-
tacién, por ejemplo si E es un espacio de Fréchet nu-
clear por el teorema I.l.4., entonces este tipo de es-
pacios, sblo parcialmentg representados para E local-
mente completo, resulta siempre isomorfo topongicameE

te a S(E)Nx S(E)(N).

Utilizaremos una generalizacibn de la téc
nica de Valdivia (19 ). Consideremos las familias de
cubos (/{ = {Ar H r=1,2,...} N @ = {Br H r=1,2,...}

definidas en I.3. para el caso en que el abierto sea
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o0
todo R". Elijamos ahora una sucesidn de puntos (zm)m_l

n 7 1
de R con z,= 0, de manera que |m= zm+‘ formen una

[~ -]
. . o n
sucesibn creciente de conos verificando L) Pm = R
m=1

Yy que Pm+lN Yﬂm contenga infinitos cubos de la fami-
lia u( para m=l,2,.,.' y adem&s que todos los cubos de
' . .
que corten a | m estén incluidos en rm+1 para
m=l,2,...
Considerado F cerrado propio en Rn, lla-
mando (2 = RONVF £ $, llamaremos:
= "
Ji=f{rexm / Arcﬂﬂl}
il i
I,= {frem / ANQNT £#8 vy ANFNT #8)
para m »2 definimos:
Jm={rem /ArC_.On( qur‘m-l)}
-
{rem /72 0QNCC [ __)E8y
i?
CANFNCT W0 1) £ 81}
Llamemos G_= 'rjiéakAj,E) x TT jso(int(Ai)ﬂfl,E)

I
m

jEJm ieIm
en el caso en que J = g 6 I= #, tomaremos
T B, e) = {8 & TTH (int(a)N,E) = {0}
jeJm J ieIm

Llamemos/AL al subconjunto de los enteros positivos
. o
con J_U Im£ #, por ser F # R tendremos que//u £ D.

Llamemos G = @ G_  suma directa topoldgica, dada

msﬁ. m

m m .
£ de G, £ = ((gj)jeJ . (hi)ieI )me/u, definimos
m m
+
m m
X 1G === F,F(E) como Xm(fm) = Z_ g.-+£§f hy

Jjed iel
m m
como la familia u/ es localmente finita, la aplica-

cibén estd bien definida, definamos ahora

X:Gumes QEZf F(E) como X((fm)) = :E:;_Xm(fm) =
k] me//“
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PROPOSICION 1. L#aplicacién X es lineal y continua.
Demostracibfn: que estd bien definida y que es lineal
es trivial, para probar que es continua,

basta comprobar que Xm lo es para m eq/h.

+Z
Tendremos que Xm(Gm) C@;ﬁ m(E) Yy en este espacio coin

ciden las topologfas de ;ij F(E) y de € (R",E). Toma-

do K un compacto de " Yy q seminorma continua en E,

tendremos que por ser la familia (Ar):il localmente
finita en Rn, existe un subconjunto finito Li(:Jm y
otro conjunto finito Lic:lm cumpliendo que si r no

1 2 -
estd en LmtJLm entonces Arf]KﬂrLﬁ, luego dado « mul

tifndice

sup q(D"(Z= g7+ = h)(x)) = sup q( = ;D gT(x)+
xeK jEJm J 1€I xeK JGL J

L = D h" (x))su;{Z q (D% Y Mex)) + > q(D h}(x)) : xeX]
1€L JeL 1eLm

que es una seminorma continua en G e

Consideremos ahora (/L ) la parti-

r=1

cibén de la unidad de R" definida en I.3. asociade a

SRS
las familias al y 43, tendremos /Mr —————————
EE Py

siendo ¥ y ¢ las definidas en I.3. Definamos

z
+
: ;Zsﬂ g(E)---4> G , para m en/ﬁ~ como

m 1"y

Ym(f) = ((fyuj)jEJm’(fVAi)iEIm) , evidentemente la
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aplicacibn esté bien definida. Definamos ahora

Y: z;’F(E)----‘, G como Y(£) = (Y_(£))__ =

E/l«.
= ((f'/“j)jeJm' (f'/ui)ielm)m </

PROPOSICION 2. La aplicacibén Y es lineal y continua.
Demostracibn: que es lineal resulta trivial, est4 bien
A
definida porque dada f de ;25% F(E),
]
exiSte'mé entero positivo con sop fc Pxn
o

luego si m esté en/ﬁ& con m> mo, Ym(f) = 0. Para probar

la continuidad de Y basta probar que para todo m d?/éb

Ym es continua, pero por ser Gm un producto, esto se-

r4d cierto si

*“m .
p oY : D B(E)---aT(A,E) jed

m

+25,
pyoY : JF,F(E)---*;Bo(lnt(Ai)n ,E) ieI
son continuas, siendo pi y pj las proyecciones, pero

pj°Ym(f) = f}#j’ pi°Ym(f) = f/*i son continuas, apli

cando la férmula de Leibnitz, existe M positiva con

o
sup q(D (fyui)(x)) < M sup sup q(DPf(x)) ieI
xel . [plsiat xeA .
i i
+zm .
para toda f de ‘;§F F(E), anfdlogamente para j en J e
9

PROPOSTICION 3, Si E es un espacio localmente complieto,

Di.r

a un subespacio complementado de
card(I UV J )
m

(E) es isomorfo topoldgicamente

® s(E) " .
mgh. .
Demostracibn: sea f de ;ij F(E), se cumple que
9

(XeY)(£f) = X((f/uj)jeJm’(fVMi)ieIm)m3ﬂ~=
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=f2 (Z/‘_-+Z -)=f
: jr: M i
m €/l JeJm 1eIm
puesto que dado x de F entonces f(x) = 0, y si x estd

en {1l vy /Lm(x)> O entonces x estd en int(Am), tomado

= - U H ¢ =
K =V {Im Jo m e/#&} , tendremos stK /.Lk(x) 1, lue
go por el teorema I.2.8. Z = Y.X ser4{ una proyeccién

continua de & G en €1 mismo, cuyo nficleo tiene como

X2

L ’ 1+
complemento topolbgico a Y(ézj.[1 F(E)) isomorfo topoléb-
9

gicamente a <Qj; F_(E). Por otra parte, por el teorema
9
I.2.7. (Bonet), (A ,EYS(E) para j en J_y m en lu ,
J m
por ser Aj acotado por el corolario I.2.4. Zzo(Aj’E)

es topol8gicamente isomorfo a S(E), de donde se deduce

la proposicidn.

El conjunto K de la demostracibén de la
proposicibn anterior puede ser finito o infinito nu-
merable, si ocurre esto Gltimo lo considéramos ordena-

do K = (r_) (a )1 bos de f . Elegid

oK = (r ) 4+ (A ), los cubos de . egida por
p o0

recurrencia una sucesién de puntos (xp)p_l en B" con

x_en int(A_ NLL) vy x £ x para p#h, como A es
P r P h

p (o =]
localmente finita, la sucesibn (xp) -1 no tiene pun-

tos de acumulacibn, entonces podemos construir una su-

o
cesibn de cubos (H
( p)p=1

rior no vacfo, disjuntos dos a dos, contenidos en
oo

con centro en xp y con inte-

int(Ar )N respectivamente. Consideremos (Mp)p_l
p

otra sucesién de cubos con interior no vacfo y Mp con-
tenido en int(H ), p=1,2,... Si K fuese finito el
P
procesu se puede repetir, luego hemos construido las
familias (H)). y (H.) . Y
jTjed ' TitieI m e/l
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,(Mi)ieI el de cubos. Consideremos
m

M.).
J JGJm

operadores lineales y continuos

Ti: & (M yE)oceso @/(H ,E) ie Im me/'«
Tj: 3 (MJ,E)---ﬁ> éz{(Hj,E) je I nx%/w

que existen por el teorema I.2.4.(Bonet). Llamemos
N al espacio |1 € (M,,E) x TT E'(M wE), definimos
JGJ 3’ 1€Im

R : N —=== éZSr,F(E) -~ como Rm((gj),(hi)) =

m

= 2_ T.(g.)+ 2 Tl(h )e Llamando N al espacio
jeJ 7 1€I
' “h
P N m? definimos la aplicacién R: Ne=== (E)
mg/m F
m m
como R(((gj)jeJ ’(hi)ieI m%“ = > Il((g ), (h ))e
m M bue

PROPOSICION 4., La aplicacién R est4 bien definida, es
lineal y continua.
Demostracién: por ser la familia A localmente finita,
R est§ bien definida, es trivialmente 1i
neal y evidentemente serd continua si R

m
es continua para todo m de/ﬁ‘. Como la imagen de Rm es

t4 contenida en ;6 (E) y aquf la topologfa coincide

con la de € (r" ,E), tomado C compacto, por ser la fa=-

milia 4 localmente finita, existir4 un io en Im Yy un

j, en J, si no son vacfos con ij)C = @ para j 23, ¥

jenJ , v Hif]c = # para iyi e i en I . Luego da-
do « multifndice y ((g.) (h.)) de N n Y 4 seminorma

continua en E, sup q(D R ((g ), (h ))(x))<
xeC

¢ sup [ 2 q(DxT.(g.)(X))+ z__ q(D“Ti(hi)(X)ﬂ
xeC  jeJ_,j¢] 37 i€l ,icd

(o] o
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de donde se deduce la conclusibn, al ser cada Tj y Ti

lineal y contimua,

+
Sea f de ZSPF
9

restriccibn de f a Mj’ siendo j de J.» ¥ h, ala res-

(E), llamaremos gj a la

triccién de f a M, con i en I_ y m en /i . Con estas
i : m

funciones definimos la aplicacibn U:625 (E)==== N

M,F
como U(f) = ((gj)’(hi))’ obviamente est4 bien definida.

PROPOSICION 5. La aplicacidn U es lineal y continua.
Demostracibn: basta probar que su restriccibn a

+z
p ;(E) es continua para r=1,2,..e
9

+Z
U(JO/F Tenc ® N
! M<T , Melu
luego bastard probar que la aplicacibén que a f le aso-

cia g 8 que le asocia h; es continua, lo cual es tri-

vial,.

PROPOSICION 6, Si E es un espacio localmente completo

card(ImL)Jm)
® S(E) es isomorfo topo-

m €L
l8gicamente a un subespacio complemen-
ol
tado de n F(E).
?
Demostracifn: tendremos que U.R es la identidad sobre

N, luego por el teorema I.2.8. R.U es

-‘.
una proyeccidn continua de ;25V F(E) en

]
si mismo cuyo nficleo es complemento topoldgico de R(N)

card(I_uJ_)
isomorfo topolégicamente a N = ® s(E) por

m e

el teorema I.2.3.
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TEOREMA 2. Sea K = U{ ImU Jm : mi/u% sy Si card K es

finito y E es un espacio localmente comple-
+ . : .
to, ;§P’F(E) es isomorfo topolégicamente
a S(E)o
Demostracibn: por las propesiciones 3. y 6. y el teo-

rema I.l.1. y la proposicibén I.l.1l.

TEOREMA 3. Si/[«, es finito y card K = k‘o, v E es un

: . +
espacio localmente completo, ;Z& F(E) es
?
topoldgicamente isomorfo a s(e)~.
Demostracién: en estas hipftesis es obvio que

card(ImU Jm)

@ s(E) o S(E)N, luego la

m € fu
conclusibdn se deduce aplicando las pro-

posiciones 3. y 6. y el teorema I.l.3.

. i1 car €s 1niinito y car es 1nilinl
TEOREMA 4. Si d(fu) infinit d(K) infini

to siendo card(JmLJIm) finito para todo m
de/h., entonces si E es un espacio localmen
+
te completo ézjr F(E) v S(E)(N).
9

Demostracibn: usando la proposicién I.l.l. tenemos que

card(I_U Jm)
S(E) ~ S(E) para todo m de

/ﬂa, luego el teorema se deduce ahora de

las proposiciones 3. y 6. y el teorema I.l.3. al ser
card(I_U J )
se)M™M =+ @ s moom,
m€A~ '

TEOREMA 5. Si card&ﬁ») es infinito y existe una suce-
o0
)

k=1 estrictamente creciente en

sibén (m

verificando que card(I_ U J_ ) es infinito
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para k=1,2,..s entonces si E es un espacio
+

localmente completo ész F
9
y. (M)

topol8gicamente a (S(E)") .

(E) es isomorfo

Demostracibn: se deduce como en los teoremas anterio-

card(I_ Y J )
res porque ®© s(g) m o~

meie
oo card(I UJ )
~ 69 I_r S(E) m m .
k=1 m €be ) -
T P |
o0 (N)
®se)Y = s .
k=1

TEOREMA 6. Sea E un espacio tal que S(E)(N)x S(E)N
tiene la propiedad de complementacién,
entonces si se cumple:

(%) cardg/u) es infinito, card(K) es infi=-

nito y existe un m_ en /A« con card(JmLJIm)

finito para m en‘/«. y m;mo.

+
Entonces ;er F(E) es isomorfo topoldgica-
9

mente a S(E)(N)x S(E)N.
Demostracibn: tendremos que

card(J Vv I) card( UJI_UJ : m<m , me D)
@ s(E) m M 4 S(E) 0V ° /Mx

m§A~
card(JmU Im) N
x @ S(E) v S(E) "x S(E
mjym
20
esto filtimo usando que card&/u) es infinito y la pro-

, ()

posicibn I.l.l. La conclusidn se obtiene ahora de las

proposiciones 3. y 6.

COROLARIO 1. Si E es un espacio de Frechet nuclear y

se cumple la condicidn (), entonces
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¥ . ‘N (N)
Zfr,,F(E) » S(E)"x S(E) ™",

Demostracidn: por el teorema I.l.%4., corolario l. y

el teorema 6,

Este quinto caso es diferente de los

otros cuatro puesto que si consideramos F un cerrado

en B® de tal manera que se cumple la condicién (=),

+
si 425} F(E) fuese isomorfo a S(E) 8 S(E)(N) 8 S(E)N
' ()

8 (S(E)N) , aplicando las proposiciones 3. y 6.
)(N)

obtendr{famos que S(E)Nx S(E serfa isomorfo topo-
l6gicamente a uno de estos cuatro espacios, lo cual

en general es falso.

Haremos a continuacibén un estudio para
determinados cerrados F, siempre suponiendo que se
cumple la condicién (x%). Como existe un m, en 4 con

card(ImL)Jm) finito para m en//h' y mym_, tendremos

que L N ( Pm#

lN M m) es acotado, luego podemos tomar

n . .
Q un cubo de R con interior no vacfo y

11(1(‘1m+1~ r m) c int(Q). Llamemos
+

[,F
E={fe QF’F(E) / sop £CEmint(T_  uUQ)]

D _= {fe () / sop £ c [ wint(a)]

tomados con la topologifa restriccidn, ambos son cerra-
+ :
dos en éZSP,F(E) y Dml\Em= {0}.

PROPOSICION 7. Em+ Dm considerado con la topologia res
+

[HF

tringida de (E), es suma directa
topolébgica.

Demostracibén: como Emﬂ Dm= {0} mym , tendremos que
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Em+D = E @aD

Considerada f de Em-+- D, la funcién
£(x) xe [ o
(262¢) g(x) = '
0 x¢g m
verifica que g estd en D vy h(x) = £f(x) - g(x) est§ en

E al ser ]‘,m/\) int(Q) vy R™  int( F'm N Q) cerrados

+1
disjuntos. Por otra parte, considerado C compacto con=

tenido en l_’m, P entero positivo y q seminorma conti-
+ x
nua en E, V = {feﬁp F(E) / supiq(Df(x) : xeC
?

|} < p}gl} es un entorno absolutamente convexo del

(E) y vND_ = {fe SZS"},’F(E) /

origen de n,F
/ sop g CFmNint(Q), sup {q(D“f(x) : xeC, |alsPs l}
por lo tanto tomada {fd, de D,s} red convergente a
cero en Em+ Dm, existe un do en D verificando que si

d estd en D con d2d_ , £ estd en VN (Em+ Dm), luego

d
tomada g, construida en (x%), tendremos que estd en
d , €a

Van para d ;do. Pero al variar p en los enteros po-

sitivos y q en las seminormas continuas en E, obtendre

o
mos que {gd : deD,s\] converge a cero en F,F(E)'

+
por ser er, F(E) 1fmite inductivo estricto, {gd,deD,sl‘(
9
-‘-
convergerd a cero en D, Y en gﬂ,F(,E)’ luego

‘{hd : deD,s’] converge a cero en Em.

PROPOSICION 8. Si para algin m m0 se puede elegir un

cubo Q con int(Q) Z P4 e int(Q) que in-
cluya afl N (T R P m)’ y cumpliendo

que existe un p entero positivo y W cons
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tante positiva de manera que para todo

x de 9 Q, dP(x,FNQ) ¢ W d(x,F)

entonces Em(atDm tiene complemento to-
+
polégico en ‘sz F(E).
9

Demostracién: por hipbtesis, llamando Flé FNQ £ @,

considerado el espacio & F (Q,E), por el
1

teorema IV.2.l., existe un operador de

extensifn lineal y continuo T: f'F (Q,E)=== & F(E),
1

podemos tomarlo obviamente con la imagen con soporte

en un cierto compacto, luego existir4 un m
z

| 2
sitivo con T: € | (QE)===w (E), v sigue sien-
F, 0L,F

do un isomorfismo topoldgico sobre la imagen, entonces

1 entero po-

+
ﬁP,F(E) =D @& .E etT(eF (Q,E)), ya que dada f de
1l

? F(E), tendremos que g(x) = £(x) si x estd en Q
4
verifica que g est4 en & F (Q,E), entonces f-Tg est4

1

en Emc+Dm, trivialmente es una suma directa algebraica.

Para probar que la suma directa es topolbgica bastaré
probar que para cada p entero positivo, dada una red

(£

q P d€D,¢ ) convergente a cero en

m t m "t

$tT(ElF (Q,E)), lo cual se prueba sin dificultad, al
. 1

ser Q un compacto de R", y tomada gd(x) = fd(x) para

+Z
;6F E(E), es convergente a cero en D @ E &
]

Xx en Q y d en D, tendremos que (gd, d€5D,$) converge

a cero en E’F (Q,E), de donde se deduce la conclusibn
1

por la continuidad de T y la proposicidn 7.
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TEOREMA 7. Si E es un espacio localmente completo, si
card(/u) es infinito y existe un m' tal que
si nleA& y m>m', card(IkaJm) es finito y
existe un m" en /h. con m'" > m' cumpliendo

que se puede construir un cubo Q con
g # int(Q) > (r_ . ~int( r'm))n_n_ Y que

satisface que existe p entero positivo y W
constante positiva verificando que
aP(x,FNQ) ¢ W d(x,F) VxedQ
é+
entonces " F(E) es isomorfo topolbgica-
9

(N.)x S(E)N.

Demostracién: por la proposicidn 8. obtenemos que
4
SZSP,F(E) = E_®.0D_ @tT(éFl(Q,E))

‘mente a S(E)

por la proposici6nIV.l.l€F (Q,E) es iso=-
1

morfo topolégicamente a S(E). Tendremos que Em=

+ .
= c25P,F (E), siendo F2= Fu F|n+lu Q, luego por el
2

teorema 4., E es isomorfo topolbgicamente a S(E

D=;5+
m

MFa

y ()

(E), siendo F,= FuQ U(R™~ int(l’m)), luego

3

por el teorema 3., Dm es isomorfo topolbgicamente a

N +
S(E)", por lo tanto ;3}'F(E) es isomorfo topolbgi-
9

camente a S(E) x S(E) x s(B) ™ » s(&)¥x sce) ™),

Queda abierto el problema de caracteri-

zar este quinto caso de espacios para E localmente

completo y F cerrado arbitrario.
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CAPITULO VI

LOS ESPACIOS €& (V,E) Y D (V,E)

VI.1l. LOS ESPACIOS EF(V,E) Y éé;(V,E) PARA UNA VA-
RIEDAD DIFERENCIABLE n-DIMENSIONAL V DE CLA-

SE e*° .

DEFINICION 1., Considerada V una variedad n-dimensional

£¥-diferenciable. Sea { (U , ¥.) / ie I}

un atlas en V, sea E un espacio, se dice

que una aplicacién f:V---% E es de cla-
se £” si para cada i de I, fo‘?;l esté
en & ( ‘-Fi(Ui),E). Se denota por & (V,E)

al espacio vectorial de todas las aplica
ciones de clase ¥ de V en E. Tomados
r entero positivo, i en I y L un compac=

to contenido en Ui’ Yy q seminorma conti-

nua en E, tomemos:
o -1
a(f) = > sup{qD £.9 7)(x) : xe ¥, (L)}
r,L,i i i
xls T
esta es una familia de seminormas en £ (V,E) y a par-
tir de ahora se considera a £ (V,E) dotado de la topo=-

logfa localmente convexa definida por ella.

Sea H un subconjunto compacto de V, de-
notamos por 25(H,E) al subespacio de €& (V,E) de todas
las funciones que tienen su soporte en H. Resulta tri
vial que D (H) = gf(?ﬁ??ﬁ?). Llamaremos ‘Zf(V,E) al .
subespacio vectorial de & (V,E) formado por las funcio

nes con soporte compacto dotado de la topologia limite
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inductivo de la familia éng,E) al variar H en la fa

milia 4 de los compactos de V.

En el caso en que V sea una variedad no

compacta y numerable en el infinito, Valdivia en ( 24)

prueba que & (V)= SNr&Schwartz en ( 16), usando el re-

sultado de Valdivia obtiene que si E es completo, en-

tonces E(V,E) % €(V)BE +sNe E:’S(E)N, y Bonet en
( 2 ) prueba que si E es un espacio localmente comple-
to E(V,E) % s(E)N.

‘ Valdivia en ( 24 ) prueba quecgj(V)f S
)(N)

(N)

si E es

'y Bonet en (2 ) prueba que (V,E) ~ S(E

un espacio_localménte completo.

Dado F cerrado de V con F #£ g, vamos:-a-
llamar & F(V,E) al subespacio de € (V,E) formado por

las funciones que se anulan ellas y todas sus deriva-
das en F, es decir, que dado z de F,'considerada cual=-

quier carta (Ui’ Wi) con z en U;, si x = ?i(z) enton-

(-4 -
ces D (feq’il)(x) = 0 para todo multifndice o ()

Se puede probar usando la regla de la cadena que si
o -
D (fo il)(x) = 0 para un i de I y x = Yi(z) entonces
.para todo j de I tal que z esti en Uj’ se cumple
o -1
D (fe?i ) ( Wj(z)) = O, Andlogamente se define Q{%(V,E)

comé el subespacio de éjkV,E) que cumple también 15
condicibdn (%), es decir, como conjuntos ;5;(V,E) =

= Qf(V,E)fw EF(V,E), ambos espacios estén considera-
dos con la topologia restriccibén respectiva,

Valdivia prueba en ( 25) que EEF(V) es
isomorfo topolé8gicamente a S § sV y ;ﬁ;(V) lo es a

S(N) 6 S. Nosotros vamos a generalizar este resulta-
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do para E un espacio localmente completo.

Tomado i de I, a un subconjunto Q de V

se le llama cubo en Ui si existen nfimeros reales

. n
a; < bj j=1,2,eee4yn con k(’]._(Q) ={(xl,...,xn)em :

. aJS xJ. Sbj j=l,2,c.¢,n}o

PROPOSICION 1. Sea Q un cubo en V, la topologia de
;6(Q,E) coincide con la definida por
la familia de seminormas

alf)_ . = > sup{q(n“f°~931)<x) P ox e V¥ (Q)

lxl¢ T
siendo j de I fijo con Qc:U‘j y varian

do r en los enteros positivos y gq en
las seminormas continuas en E, f en

 D(aq,r).

Demostracién: sea i de I con Q ﬂUi£ #, sea L un com-
pacto en Ui y L;=Q NL. Bastari probar

que dado r entero positivo y q seminor-
ma continua en E se verifica que existe una constante
positiva Nr con

(£)
4 r,L,i ¢ Nr q(f)r,J (2ex)

r,L,,i = q(f)
para toda f de‘is(Q,E). La igualdad es trivial, pro=-
bemos por induccién la desigualdad, si x esté en

x -1 .
Ti(Li) entonces D (fo?i )(x) = 0 para todo multifin-
= (% )"

dice., Dado e, vector unitario de Rn, e h=1"

k k hk

sabemos por la regla de la cadena que, llamando

-1
g = (?jo?i

°x -1 ®x -1 -1
D “(£.¥77)(x) =D (£ o%’j o%’jok?i )(x) =
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e

n e
=S b Y(£.97H (=) D Fg(x)
t=1 J
como g es de clase €7 en ‘?i( Uint)) tendremos,

llamando N;= n max{ ]D g(x)] = X&??i(Li),'k=l,...,n}

al Z sup {q@ £y D) : xeP (L)Y = qlf)

Ixls 1 1L,
N n .
1 5= ®t -1 Ye
ngm Z sup{a® (£ () x e ¥ (1))
Ny alf),

por induccibn, supuesto que dado r entero positivo,

existe Nr positiva con

q(f)r,L = q(f)r,Li,i ¢ N_ q(f) para toda q

11 r,J

seminorma continua en E y toda f de 25(Q E). Entonces

tomado « multifndice con |«|sr+1l, «= e [é: con
|p\¢e vy luego tomado x de ?i(Li) tendremos que apli-

cando la f8rmula de Leibnitz

e
D (£ H) (x) = pf[p *(e. e 71 ()]

- n e e
=oP[= bt ¥h () D Fg(x)]
t=1 J

n 5. € re
> 2 oo b)) b7 e
t=1 S-l-lf] :(3 J

luego

q(f)r»rl L,i q(f)r L. = Zi:‘ sup {q(D“f°t?;l)(x) :
L . N Xl¢ r+l

' n

: xe¥ (L)}< > sup {|D%g(x)| xe¥ (L)},

gl T t=1 jwigr+ 1

' e
. sup{ > le nl q(DS[D t(fo‘?gl)(g(XH) : x E ¢iKLi)}v
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€t -1 °t -1 -1
D (f.?j )(g(x)) =D (fe"‘Pj ) ( Lf’j‘-.‘f’i ) (x)

para x en ‘Pi(Li). La funcibn definida como

e ,
D t(f o?gl) ‘Pj(z) si z estd en Uj Yy cero en VaJUj

pertenece a ;6(Q,E). Si y est4 en ‘fi(Ui), tendremos

e e
D t(fo‘?gl) aWj(‘fgl(y)) =D t(f‘o?Sl)(y), luego si
y estd en ljoj(Uj) A’qg(Q) esta funcibdn se hace cero,

aplicando la hipdtesis de induccidn tendremos

n

x
q(f) . < r  max |c sup D g(x)| xe ¥.(L.)
r+1l,L,i Is]¢ T Snl ler*li’ i 1}
n e
t -1
o o\, .

luego existe M positiva con

n e_t 1
.« M>5 N (D £ " ) .
iLyd & N alp e Yo ),

§- St -1 -1 s St -1
pero D [ (D fo?j)o“fjok?j]_n D (quej) =

S+ e
t -1
= D (fo\?j ) t:l,z’...,n J lSlS r
n e -1 9
por lo tanto E;i q(D (fo‘?j ) o j)rd = q(f)r+l,j
de donde tomando Nr+1= M Nr se deduce la conclusién.

Valdivia prueba en (20 ) que Qf(H) ~ S
si int(H) # @, vy en ( 4 ) de Bonet y el autor se enun-
cia que si E es un espacio localmente completo éka,E)
es topolbgicamente isomorfo a S(E), la prueba que se

da aquf es una generalizacidn de la de Valdivia ( 27).

PROPOSICION 2, Sea P un cerrado. de un cubo Q en una



variedad V con int(P) £ @, entonces
Qg(P,E) G-JS( ?j(Pj),E) siendo

(U. .) carta con PcU..
J’ \PJ J:

Demostracibn: definimos X: 2§(P,E)---->25( %B(P),E)

£ of Tl (x) Y. (U.)
como X(f) = { i * T
0 x & %&(Uj)

obviamente est4 bien definida, es lineal e inyectiva,

y es sobre porque tomado g de <25(‘%( P),E) definimos

f como f(z) =

0 z U.
¢ J

tendremos que f est4 en Qf(P,E) Yy X(f) = ge X es un

isomorfismo topolbgico, ya que dada q seminorma con-

{g o‘fj(z) zer

tinua en E y r entero positivo tendremos

q (Xf) = 3 sup {a(D"XE(x)) : xeR™Y =
lxls T

P -1
= 2 sup{ q(D (£ 7)(x) ¢ xe YP.(P)) = q(£) P
¢ J J rytyJ
luego X es continua, y por la proposicidén 1l. es

abiertae.

PROPOSICION 3, Sea E un espacio localmente completo y
P un c¢errado en un cubo Q de una va
riedad V n-dimensional con int(P) £ @,
entonces QK(P,E) ~ S(E).

Demostracibn: como int(P) # @ tendremos int(\Pj(P))f

# $, entonces como ‘25( ¢j(P),E) %
B lint( ¢ (P)),E) ¥ S(B) (%), la

-

consecuencia se obtiene ahora de la proposicibdn 2.
PROPOSICION 4. Si H es un compacto de una variedad
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n-dimensional con int(H) Z # y E es un
espacio localmente completo, entonces
2 (H,E) ~ S(E).
Demostracibn: como en ( 27 ) Valdivia, usando la propo-
sicibén 3.
En 16 que resta consideraremos V una va-

riedad n-dimensional no compacta numerable en el infi-

nito.

Valdivia en ( 27 ) prueba que del atlas
(Ui’ Wi)iel’ se puede extraer una sucesidn de cartas
{(Wr, ¢i ) : r=1,2,...} cumpliendo que en cada W

r

existe un cubo Q_ cumpliendo que iint(Qr) : r=1,2,..%

es un recubrimiento localmente finito de V.
Para cada entero positivo r, sea hr un
elemento de 25( Vi (Qr))’ con hr(x)> O para todo x
, r
en int(‘?i (Qr)), tomada

r
Ar(z) =h o4, (z) zeW,
; r
A (z) =0 ze VAW
r r
Ay o
Yy k= ;E?f;f- r=1,2,¢00 tendremos que (kr r=1 ©S
j=179

una particién de la unidad de V de clase €, Consi-
deremos ahora F un cerrado en V con F £ V, sean
A={rex / int(Qr)cVNF‘s

B={reX / int(Q) N (VAF) £ @, int(Q)NF # #)

PROPOSICION 5, Si E es un espacio localmente completo,

EF(V,E) es isomorfo topolbgicamente a
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un subespacio complementado de

S(E)card(AU B).

Demostracién: consideremos Pr= an Vo F,

G = ﬁJ(Qm,‘E) x r—l'.;b/(Pr,E), defini-

meA reB
mos Z:Gmmm=p & F(V,E) como Z((f ),(g.)) =>_f +
m r m
me A
> g . i £ . .. .
reB T1 la aplicacidn estd bien definida porque si
z no esté en int(Qm), me A, tendremos que fm(z) =0

~ _
y D (f<ﬂ?il)09i (z) = 0, luego £ estf en ;5F(V,E)
m m

m e A, por anidlogo razonamiento estd en éaf(v E)
1 g gr F ’

y la aplicacidn est4 bien definida por ser la fami-

lia .{int(Qr) r=1,2,c00 j localmente finita, y por
ser IE?TE;T = Qr r=1,2,... tendremos que dado H
compacto en V con HC U, de una cierta carta (Ui,“?i)
i en I, tendremos que existe un r, natural con
H(\Qr= g si T, T, luego dada q seminorma continua

en E y k entero positivo:

q(Z((fm)’(gr)))k,H.ié P supiZ:. q(DN(me\P;l)(x))+
! x\¢ r meA,

£ Z al (g9 )/ xe P 0]
1

siendo Aj= An{l,2,..0,r }, Bj= B n{l,z,...,ro}, lue-

go Z es continua,.
Sea W: EF(V,E)----» G, definida como
W(f) = ((f'km)meA’(f'kr)reB)’ estd bien definida y es

lineal trivialmente, para probar que es continua bas-

ta fijar un m de A y un ry de B, entonces las apli-
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caciones wm (£f) = f.km , Wr (£f) = f.kr son tri-
o o o o

vialmente continuas, de donde W es continua.

Por otra parte Zo.W(f) = > f. k +
meA

= f. k , como si z estd en F, f(z) = 0, y si z esté
reB

en Vv F existe un h en AUB con z en int(Qh), tendre=
mos que (Z- k +Z k )(z) = 1, luego para todo f de
' meA " reB-

EF(V,E), ZoW(f) = £, por lo tanto aplicando el teo-

rema I.2.8., tendremos que WoZ:G===~== G es una pro-

yecciédn cuya imagen W.Z(G) = W(EEF(V,E)) es isomorfa

a EF(V,E) Y es un subespacio complementado de G, la

conclusifn se deduce ahora utilizando que por la pro

posicién 2. gf(Q sE)  S(E) para m en A, y para r

enB I (P,E) » S(E). |

PROPOSICION 6. eF(V,E), si E es un espacio localmen=-
te completo, tiene un subespacio com-
plementado isomorfo topoldgicamente

a S(E)card(A\JB).

Demostracién: procediendo como en Ve2.3. se pueden en-

contrar los conjuntos (L )heAUB’

(Rh)hsAUB cubos en V disjuntos dos a

dos con @ #£ 1nt(Lh)C Lhc 1nt(Rh)c:Rh y Rhc 1nt(Qh)

si h estd en A y Rhc:int(Ph) si h est4 en B.
Dado Y,: € (¥, (L ),B)mm-ms B (¥, (R ),E)
h i h i h
h h
operador de extensibn lineal y continuo, deflnlmos

it €04, (0),2)eeme (8, como

th(z) = (Yhf)a‘Vih(z) si z esté8 en R, ¥ th(z)=0 gi
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z estf en V mRh. Esta aplicacibn evidentemente esté
bien definida, es lineal y continua por la proposi-

cién 1. Por otra parte .Zf(Rh,E) c EF(V,E) para h

en AUB, porque si h estd en A tendremos que

B (R, ,E) czf(qh,E) C E,(V,E), y si h est4 en B,

R, C 1nt(Ph) luego ';O/('Rh’E) c EF(V,E).

Llamemos M = T T & (Y. (Lh),E), y de=-
heAUB *h

finamos T:i:Me===p €F(V,E) como T(fh) = 2_ thh
heAUuB

la aplicacién T estéd bien definida por ser la familia

{Qr : r=1,2,¢00 } localmente finita y evidentemente

es lineal, y por la misma razbn es continua, puesto
que dado H compacto en V existir4d un nfmero finito
{hl,hz,...',hmﬁ con R.hj('\ H # #, luego

m
a(T(£,)) s Z a(z, (£
Jj=1

r,H,i h r,H,i

J J
la conclusién se deduce por ser las Zh continuase.

Sea S, : 5F(V,E)----1> E ( L{>ih(Lh),E) de-

finida como Sh(f)(x) = f a“f’zl(x) para todo x de
h

%} (L, ). Evidentemente la aplicacibn estd bien defi-
h

nida, es lineal y continua, luego la aplicaciébn

S: EF(V,E)----D M definida como S(f) = (Shf)heAuB’

estd bien definida, es lineal y continua. Tendremos

ahora que por ser los Rh dis juntos dos a dos para h

en AV B, SoT(fh) = S(Z Z fh) = (fh) luego

9
heAuB B he AUB

por el teorema I.2.8. tendremos que ToS de & F(V,E)

en sf mismo es una proyeccibn continua y M es isomor-

fo topolbgicamente a T.S(éF(V,E)) = T(M) que es un
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subespacio complementado de M, la conclusibén se dedu-
ce ahora de I.1l.3. porque M es topoldgicamente iso=-
card(A UB)

morfo a S(E) al ser E un espacio localmen-

te completo.

TEOREMA 1. Sea F un cerrado en V variedad n-dimensio-
nal de clase ¥ con F £ V, entonces
EF(V,E) es topolbgicamente isomorfo a
S(E)card(AU B).
Demostracibn: si card(Av B) es finito usando I.LlL 1.
o si card(A UV B) es infinito numerable
usando I.1l,3 ., entonces las proposicio-

nes 5. y 6. nos aseguran que estamos en las hip8tesis

de T.1l. 1. y I.1 3 . respectivamente.

TEOREMA 2, Sea F un cerrado en V variedad n-dimensional

de clase 2° con V £#F , si E es un espacio
localmente completo y VAJFV es un compacto
5F(V,E) ©* S(E), en otro caso EF(V,E) ::S(E)N

Este resultado es en particular v&lido si V = (1L abier-

to no vacfo de R".

Demostracién: es una consecuencia inmediata de que V~F
es cortado por un nfimero finito de cubos
{Qr : r=1,2,e.. J si y sblo si VZTFV

es un compacto,

Conservando la notacién de esta primera

parte obtendremos tomado F cerrado en V con F £ V:

PROPOSICION 7. ;ZfF(V,E) es isomorfo topol8gicamente a
un subespacio complementado de

S(Efcard(AkJB){ si E es localmente com-
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pleto.
Demostracibn: llamando Gl al espacio

&© Qf(Q yE) x @ ;Zf(P ,E) v defi-

m r

meA reB

niendo ZI:Gl-—-ﬁ>;Z;F(V,E) como
2, (£ ),(g ) =2 £+ 2 g_

- meA reB
evidentemente est4 bien definida y es lineal. La con=
tinuidad se deduce del hecho de que si H es un compac
to en V , la inclusidn de éka,E) en jfkv,E) es con-

tinua. Tomado W,: @/F(V,E)----> G,, definida como

1!
wl(f) = ((£ km)meA’(f kr)reB)
estd bien definida por ser la familia {Qr : r=1,2,.0.]

localmente finita, y es continua porque se puede con-

L de T (V,E)

o0 ~ o
en @ L (q_,E) definida como W.(f) = (f.k_) , que
r=1 r : 1 r'r=1

siderar la restriccibén de la aplicacibén W

no ofrece dificultad probar que es continua. Tendre=-

mos que wl°zl es la identidad en EEF(V,E), luego pro-

cediendo como en la proposicién 5., se deduce la con-

clusidne.

PROPOSICION 8., Si E es un espacio localmente completo

S(E)(card(AL’B)) es isomorfo topold-

gicamente a un subespacio complementa-
do de & (V,E).
Demostracidn: como en la proposicibén 6., manteniendo

la misma notacibén, llamemos

M, = ® £(v. (L,),E), definimos
heAvB *h '
T, M) -==-b (EF(V,E) como Tl(fh)he AUB™ = z, T,
. heAuB

-146-



evidentemente est4 bien definida, es lineal y continua

por serlo Z & (‘Pi (Lh),E)---qbgst(V,E). Definimos
h

h:

como Sl(f) = (Shf) por ser

1

Syt "6}?(""13)""""> M heAUB’
{

Qr t r=1,2,400 Y localmente finita, Sl estd bien de-

finida, es trivialmente lineal y es continua por serlo

S,, Ppara h en AUV B, ademds tendremos S nTl(f) =(fh)heAuB

1

luego por el teorema I.2.8. tendremos que M. es isomor

1
fo topoldgicamente a un subespacio complementado de

F(V,E), pero por ser E un espacio localmente comple-

o Ml . S(E)(card(A\JB)).

TEOREMA 3. Sea F un cerrado en V variedad n-dimensionel
de clase £°°, no compacta, numerable en el
infinito, con V # F, entonces éﬁ%(v,E) es

isomorfo topolégicamente a S(E% card(AlJB)z,

si E es un espacio localmente completo.
Demostracidn: si card(AU B) es finito entonces

s(g) (card(AUB)) S(E), si card(Au B)

J
es infinito numerable S(E)(card(A B))g

> S(E)(N), la conclusibn se deduce como en el teore=-

ma l.

TEOREMA 4, SeaF un cerrado en V con F £ V, y E un espa
cio localmente completo, ng(V,E) Y S(E) si

y sblo si VAJFV es compacto, en otro caso

B (V,E) & s(e) M,

Demostracidn: como en el teorema 3. -

COROLARIO 2. Si () es un abierto no vacfo de R" y E es
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un espacio localmente completo, F un ce-
rrado en LL con F £.0 , jF(_n_,E) es to-
(N)

polbgicamente isomorfo a S(E) o a S(E)

__—rL
segn N.~F sea compacto o no.
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VIi.2. ESPACIOS DE FUNCIONES DEFINIDOS EN UNA VARIEDAD
CON BORDE ¢°°-DIFERENCIABLE

DEFINICION l. Llamaremos RE al subespacio de Rn

Rn

' n
o= {(xl,...,xn)é R/ X7 0} con la #opologia res-

tringida.

DEFINICION 2, Considerado L un compacto de Rr™ y E un

espacio, representaremos por éZZjL,E)
al espacio vectorial de las funciones
definidas en R™ y con valores en E que
son infinitamente diferenciables y tie=
nen soporte en L.

Dado r entero positivo y q seminorma con

tinua en E

Qq,r)(£) = > sup { U £(x))} fe I (L,E)

\¢ r XeL
es una familia de seminormas al variar r y gq, que do=-
tan a ;Zg(L,E) de una topologfia localmente convexa
con la que suponemos en lo que sigue que esté dotado

el espacio.

Valdivia en ( 27 ) prueba si E = K que
éZikL) # S si int(L) # P. Nosotros vamos a generali-
zar el resultado, usando la misma técnica para el caso

en que E es un espacio localmente completo.

Hallamos un nfmero positivo b cumpliendo

sup {ll xlly<be Llamaremos

xel

A = i(xl,...,xn) : -bg xj ¢b j=lyeee,yn
B = {(X)yeeeyx ) : O¢x ¢b j=l,eee,n }
D = {(xl,...,xn) : -bs:xjs 0 j=1lyeee,n ]



tomemos g un elemento de QﬁkA) con g(x) = 1 si x esté
en L. Sea ¥ un operador de extensibn lineal y conti-
nuo de & (B,E) en &(A,E), definimos Pf =g v f pa
ra £ en ;6;(L,E). Aplicando la férmula de Leibnitz,
se obtiene sin dificultad que {5 es un operador conti
nuo, ya que evidentemente estd bien definido y es ling
al entre ;ikL,E) Y ;62M,E), siendo M = DVL,

PROPOSICION 1. éZE(L,E) es isomorfo topoldgicamente
a un subespacio complementado de S(E),
siendo E un espacio localmente completoe.
Demostracién: p(225+(L,E)) es un subespacio de¢2§(M,E)
isomorfo topolbégicamente a ;ZZ(L,E), y
entonces el subespacio de éj(M,E) forma-
do por aquellas funciones que se anulan en L es un com
plemento topolégico de}B (;5;(L,E)) en éﬁfM,E), por
IT.2. 4. al ser M un compacto con int(M) £ @, jng,E)

es topolbgicamente isomorfo a S(E).

PROPOSICION 2. S(E) es isomorfo topoldgicamente a un

subespacio complementado de <§5;(L,E).
Demostracibn: basta tomar M y N cubos en R™ con

@ £ int(M)c M cint(N)c N cint(L), sien-

do el interior de L en Rn, y tomamos un
operador de extensidn lineal y continuo Y de & (M,E)
en JK(M,E), entonces procediendo como en la proposi-
cién IV.l.l., se obtiene que § ( €(M,E)) C %(L,E)
y es un subespacio complementado, ademds por ser Y
un operador de extensién Y( € (M,E)) ©* € (M,E) = S(E)
Por I.2.3.

TEOREMA 1. ;5+(L,E), si E es un espacio localmente

completo, es isomorfo topoldgicamente a S(E).

Demostracién: consecuencia inmediata de las proposicio
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nes l, vy 2 y de ITeole 1e

Este teorema puede deducirse deIV,l.1l.0b

servando que ;6;(LﬁE) = EEF(B,E), siendo B el cubo de
R
finido y F = R®*~L /N B, como int(B~F) = int(L) £ &,

tomando interiores en Rn, tendremos porIV.l.l.que

€L(B,E) = S(E).

Sea V una variedad con borde n-dimensio-

nal #%-diferenciable, sea (U., Y.). un atlas en V
i i“iel

tal que YP.(U.) es un abierto en R}, ieI. Si z perte-
nece al borde de V y z est4 en Ui’ entonces LPi(z) tie

ne la primera coordenada nulae.

Se define el espacio &£ (V,E) igual que en
Vi.l., pero sustituyendo Rr® por R?. Si H es un subcon-~
junto compacto en V, se define J(H,E) como el subespa
cio de &£ (V,E) cuyas funciones tienen su soporte en H.
;§(V,E) se define igual que en VI.,l, Definiendo un cu-

bo en (Ui’ *i)icI de la misma forma que en VI.1l.

PROPOSICION 3, Sea E un espacio, sea P un subconjunto
cerrado de un cubo de una variedad V
n-dimensional con borde, si int(P) £ @

tendremos que:

a) J(»P,E) =~ ;5:( %B(P),E), siendo
(Uj’ Wj) una carta con Pc:Uj.

b) Si E es localmente completo
Z(P,E) = S(E).
Demostracibn: repitiendo la prueba de las proposicio-
' nes 1.1, l.2., le¢3., observando que si
Q es el cubo de V con Pc Q, tendremos

que %G(Q) es un cubo en Rz, tomado A un cubo de R
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que contenga en su interior en R" a VJ(Q), Yy un ope-

rador de extensibn lineal y continuo y de
€ ( ,(@),E) en Z(A,E), a cada Y(£.¥71), siendo £

de 45(P,E), le podemos aplicar la regla de la cadena

y obtener la conclusibn buscada.

TEOREMA 2, Sea H un compacto en una variedad V n-di-
mensional ©° diferenciable con borde,
sﬁpdngahdsrinf(H) # P, si E es un espacio
localmente completo entonces éng,E)iﬂs(E).

Demos&raci6n: como la proposicibén l.4., usando ahora

la proposicibn 3.

TEOREMA 3, Si la variedad V es compacta y E es un es-
pacio localmente completo, & (V,E) % S(E).
Demostracifn: es consecuencia inmediata del teorema 2.
y de la igualdad €& (V,E) = QakV,E).

Suponemos en lo que sigue de seccidn que
V es numerable en el infinito y no es compactae.
Valdivia (27 ) prueba que del atlas
(Ui’ *i)ieI’ se puede extraer una sucesidn de cartas
(wl, ¥y ),...,(Wr, %ir),... de manera que en W _ exis

te un cubo Q_ tal que {int(Qr) : r=1,2,.00 3 es un

recubrimiento localmente finito de V.
Sea F un cerrado en V con int(Vw~ F) £ @8,

sea A = {rex / int(Qr)c Vo F) , sea B = {rex /
/ int(QIINV~NF # @8 » int(QINF # #}. Sea h_ un

elemento de ;Zi(LPi (Qr)) con hr(x)> O para todo x
r

en int(‘-Pi (Qr)) en Rf, definidos \kr v kr como en
r
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VI.l., llamamos Pr a Pr= Qr{\VN F para r en B.

Procediendo como en la proposiciédn l.6.

heavB? Rplneayp de cubos

tomando la misma familia (Lh)
en V, las mismas aplicaciones pero sustituyendo

éﬁf Wi (Rh),E) por éZ{J %i (Rh),E), y usando la pro-
h h
posicibn 3. obtendremos:

PROPOSICION 4. s(E)C'ard(A U B)

es isomorfo topolbgica=~
mente a un subespacio complementado de
EF(V,E), si E es un espacio localmente

completo.

PROPOSICION 5. Si E es un espacio localmente completo,
6F(V,E) es isomorfo topol8gicamente a
un subespacio complementado de

S(E)card(AUB)

Demostracibn: como en la proposicién 1l.5.

TEOREMA 4., Sea V una variedad con borde, n-dimensional
¢ ~diferenciable, sea F un cerrado en V

VNF £ #. Sea E un espacio localmente com-
pleto. Si V no es compacta y es numerable

en el infinito, & F(V,E) es topolbgicamente

isomorfo a S(E)card(AlJB).

Demostracidn: consecuencia inmediata de 1las proposicio
nes Lf.y5oyde Iolo l.6I.lI 3.,‘56-

gln que card(AVY B) sea finito o numerable.

COROLARIO 1. En las condiciones del teorema 4.,
EF(V,E) » S(E) si y sblo si VoF es un

compacto, en otro caso €F(V,E) 4 S(E)N,



en particular si F = g, £(V,E) ~ S(E)N.
Demostracibn: como en el teorema 1.2., usando ahora el

teorema 4.

Procediendo como en las proposiciones
le7e, 1.8. y el teorema l.3. obtendremos si E es un es

pacio localmente completo:

PROPOSICION 6. éé%(V,E),es isomorfo topolfgicamente a

un subespacio complementado de
s(p) (card(AUB)) _
PROPOSICION 7. s(k)(card(AvB))

mente a un subespacio complementado de

JF(V,E).

es isomorfo topolbgica

TEOREMA 5., Sea V una variedad n-dimensionel con borde
£” -diferenciable, no compacta, numerable
en el infinito, sea F un cerrado en V con
F # V. Sea E un espacio localmente comple-
to, entonces‘ijF(V,E) es topoldgicamente

isomorfo a S(E)(card(AkJB)).

COROLARIO 2. En las condiciones del teorema 5.,;5/F(V,E)

es isomorfo topoldgicamente a S(E) si y

sblo si VAJFV es compacto, en caso con-
trario ;5%(V,E) ~ S(E)(N). En particular

si F = @ entonces éZYV,E) o~ S(E)(N).

Demostracibn: como en el corolario 1, aplicando ahora

el teorema 5.
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