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INTRODUCCION

Los Problemas de Rutas de Vehiculos, se incluyen dentro de la problematica
de Distribucién y Transporte a la que se enfrentan, diariamente, gran nimero
de empresas, tanto publicas como privadas.

En todos ellos, es posible definir un conjunto de clientes que tienen que ser
visitados por uno o varios vehiculos. Si ademas, hay unos pesos (demandas)
asignados a cada cliente y, los vehiculos tienen una capacidad limitada (Q),
entramos en el campo de los Problemas de Rutas de Vehiculos con Capacidades

(CVRP).

Evidentemente, hay un enorme niimero de situaciones reales que pueden
modelizarse en términos de V RP’s, por ejemplo, reparto de correo, disefio de
recorrido de autobuses escolares, recogida de basuras, etc .... La mayoria de
estos problemas admiten una representacién en términos de grafos mediante
la identificacion, de los clientes con los vértices y, de los caminos entre ellos,
con las aristas; de esta manera, obtenemos una red en la que el problema
que hay que resolver consiste en: disefiar un conjunto de rutas, asociadas a
los vehiculos disponibles, de manera que sea posible la recogida o reparto de
cierta mercancia, que se encuentra localizada en los vértices.

Normalmente, el disefio de las rutas se lleva a cabo respetando la condicién
de que cada cliente sea visitado por un unico vehiculo. Si relajamos esta
condicién y permitimos que la demanda de cada cliente pueda ser atendida por
uno o mas vehiculos, nos encontramos con el Problema de Rutas de Vehiculos
con Demanda Compartida, de cuyo estudio nos ocupamos en esta memoria.
Nos referiremos a él utilizando las siglas SDV RP (del inglés, Split Delivery
Vehicle Routing Problem).

Si tuviésemos que indicar qué disciplina, dentro de las Matematicas, seria
la encargada de estudiar este tipo de problemas, tendriamos que referirnos, al
menos, a tres de ellas. La primera seria, evidentemente, la Teoria de Grafos. Si
ademads, tenemos en cuenta el caracter numerable del conjunto de soluciones de
estos problemas, nos encontramos con que también es posible formularlos como
problemas de Optimizacién Combinatoria. Por iltimo, no podemos olvidar
que el objetivo que se persigue al estudiarlos no es otro que el de resolverlos.
Para ello es necesario disefiar algoritmos eficientes que los resuelvan. Entramos
asi en el campo de la Complejidad Algoritmica.



La primera dificultad con la que nos encontramos a la hora de resolver
el SDV RP es, como ocurre con la mayoria de Problemas de Rutas, que se
trata de un problema dificil, es decir, de un problema NP — duro. Por este
motivo, la probabilidad de encontrar un algoritmo eficiente que lo resuelva es
practicamente nula.

En general, la investigacion sobre los Problemas de Rutas, considerados
dificiles, se ha centrado en el disefio de algoritmos heuristicos que proporcio-
nan, rapidamente, soluciones “cercanas” a la solucién éptima y en algoritmos
exactos basados, bien en técnicas de Ramificacion y Acotacion, bien en técnicas
de Planos de Corte.

El desarrollo experimentado por la Combinatoria Poliédrica, en los ultimos
afios, ha propiciado la aparicion de nuevas técnicas que combinan las técnicas
de Ramificaciéon y Acotacién con las de Planos de Corte y utilizan el cono-
cimiento de la estructura del poliedro de soluciones para resolver instancias
de gran tamaio. Los algoritmos que combinan estos dos métodos se conocen
como algoritmos de Branch&Cut. Se han aplicado, con éxito, para resolver, por
ejemplo, instancias del TSP de hasta 2392 vértices (Padberg y Rinaldi (1991)
[73]) e instancias del CV RP de hasta 135 clientes (Augerat et al. (1995) [7]).

La eficiencia de los algoritmos de Planos de Corte y, por tanto, de los
de Branch&Cut, depende, en gran medida, de la calidad de las restricciones
utilizadas para eliminar soluciones no enteras. Desde un punto de vista tedrico,
las mejores restriciones son las que inducen facetas del poliedro de soluciones
asociado al problema que se esta resolviendo. De ahi la importancia de conocer
una descripcion lineal completa del poliedro de soluciones asociado al problema
de Optimizacion Combinatoria en estudio.

Por desgracia, conocer una descripcién lineal completa del poliedro aso-
ciado al conjunto de soluciones posibles de un problema de la clase NP — duro,
es practicamente imposible. No obstante, el inconveniente que supone trabajar
con un sistema incompleto puede subsanarse detectando, de forma iterativa,
desigualdades nuevas que afiadir al sistema. De hecho, la experiencia ha de-
mostrado que, en muchos problemas, es posible alcanzar la solucién optima
sin necesidad de recurrir a un algoritmo de enumeracion, atin disponiendo de
una descripcién lineal parcial del poliedro.

El Problema de Rutas de Vehiculos mas cercano al que tratamos en esta
memoria, es el Problema de Rutas de Vehiculos con Capacidades. La ventaja
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que presenta el SDV RP frente al CV RP reside, principalmente, en el hecho
de que “siempre” se puede encontrar una solucién para cualquier instancia del
problema usando el minimo nimero de vehiculos, circunstancia que no se da
cuando trabajamos con el CV RP; para resolver el CV RP es necesario resolver,
previamente, un “Bin-Packing” sobre las demandas de los clientes, problema
que, desde el punto de vista de la Combinatoria Poliédrica, es un problema

dificil.

Por otra parte, trabajar con el SDV RP, no sélo garantiza ahorros en el
nimero de vehiculos utilizados sino que, ademas, en algunos casos es posible
encontrar soluciones 6ptimas en las que la distancia total recorrida es menor
que la que obtendriamos al resolver el mismo problema dentro del contexto del

CVRP.

Las ventajas expuestas, junto con el hecho de que no hemos encontrado,
en la literatura cientifica relacionada con el tema, ningin trabajo que estudie
el SDV RP desde el punto de vista de la Combinatoria Poliédrica, justifican el
estudio del SDV RP desde el punto de vista poliédrico. Esto es, precisamente,
lo que nos hemos propuesto conseguir con esta memoria.

El objetivo principal que nos hemos marcado es el estudio del poliedro aso-
ciado al conjunto de soluciones del SDV RP, al que denotaremos por Pspyrp.
Determinamos su dimensién y presentamos un numero considerable de desi-
gualdades validas, muchas de las cuales inducen facetas del Pspygrp. Utiliza-
mos esta informacién para desarrollar un algoritmo de Planos de Corte que
nos ha permitido resolver, éptimamente, instancias de hasta 51 vértices.

Presentamos a continuacién la estructura de este trabajo y describimos,
brevemente, el contenido de cada capitulo.

Los dos primeros capitulos sirven de introduccién para detallar el contexto
en el que podemos encuadrar nuestro trabajo. En el Capitulo 1, presentamos
todos aquellos conceptos y resultados matematicos que vamos a necesitar a lo
largo de esta memoria y, en el Capitulo 2, introducimos algunos Problemas de
Rutas que estdn relacionados, de una u otra manera, con el Pspyrp, junto con
una revisién bibliografica de la investigacién realizada sobre cada uno de ellos.

El Capitulo 3 est4 dedicado al estudio de las relaciones entre los problemas

presentados en el Capitulo 2 y el SDV RP. Revisamos la literatura cientifica
relacionada con el Problema de Rutas de Vehiculos con Demanda Compartida
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y dejamos constancia de los pocos trabajos sobre el tema que, hasta donde no-
sotros sabemos, se han desarrollado con anterioridad al que aqui presentamos.

En el Capitulo 4 introducimos dos definiciones distintas de solucidn posible
del SDVRP. La primera de ellas contempla la posibilidad de poder visitar
a los clientes sin necesidad de servirles, en cuyo caso demostramos que la
envoltura convexa del conjunto de soluciones del SDV RP es un poliedro no
acotado de dimensién completa. La segunda definicién, surge cuando exigimos
que cada vez que un vehiculo visita a un cliente le sirva al menos una unidad
de su demanda. En este caso, seguimos tenidendo un poliedro pero ya no es
de dimensién completa.

Puesto que la dimensién completa garantiza que para cada faceta del
Pspvrp hay una tnica desigualdad vélida que la induce (salvo producto por
un escalar no negativo), optamos por elegir la primera definicién de solucién
para realizar el resto del estudio poliédrico.

Los tres capitulos siguientes estan dedicados, completamente, al estudio de
la estructura facial del poliedro. En el Capitulo 5, estudiamos una serie de
desigualdades que aparecen, por primera vez, al estudiar los poliedros de solu-
ciones asociados al GT'SP (Problema del Agente Viajero Grafico) y al CVRP.
Para algunas de ellas damos condiciones, bajo las cuales, estas desigualdades
inducen facetas del Pspvrp-

En el siguiente capitulo transformamos las restricciones “2-matching ge-
neralizadas, introducidas por Araque (1989) (2] para el CV RP con demandas
unitarias, en desigualdades validas para nuestro problema y, demostramos, que
también inducen facetas de nuestro poliedro.

Por 1ltimo, en el Capitulo 7 mostramos cémo las facetas presentadas en
los dos capitulos anteriores no son suficientes para describir completamente el
poliedro. De hecho, trabajamos con unas variables que ni tan siquiera son su-
ficientes como para formular el problema como un problema de programacién
lineal entera. También obtenemos una nueva familia de facetas para el Pspyvrp
que, a diferencia de las anteriores, no estd relacionada con ningin otro Pro-
blema de Rutas de Vehiculos. Son, de alguna manera, exclusivas de nuestro
problema.

Finalmente, en el Capitulo 8, presentamos un informe de cudles han sido
nuestras experiencias computacionales al resolver algunas instancias del pro-
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blema utilizando técnicas tanto heuristicas como exactas. Dividimos este
capitulo en dos partes claramente diferenciadas: en la primera diseiamos un
nuevo algoritmo heuristico para el problema y presentamos los resultados ob-
tenidos sobre una coleccion de problemas test, cuyos tamafos oscilan entre 22
y 150 clientes. Nos referimos al algoritmo como “nuevo” porque en la revisién
bibliografica que hemos realizado hemos encontrado otro heuristico para el
mismo problema (Dror y Trudeau (1989-90) [32], [33]) que, hasta donde noso-
tros sabemos, es el unico a parte del que proponemos en esta memoria. En la
segunda, utilizamos la descripcion parcial del Pspyrp, obtenida en los capitu-
los anteriores, para disefiar un algoritmo de Planos de Corte y, presentamos
los resultados obtenidos sobre una coleccién de problemas de hasta 100 clien-
tes. Todos los problemas, extraidos de la literatura, con menos de 51 vértices
han sido resueltos optimamente. Si tenemos en cuenta que el unico procedi-
miento de Planos de Corte que hay en la literatura (Dror et al. (1994) [30])
resuelve como maximo instancias con 20 vértices y, 6ptimamente, sélamente
uno de 10 vértices, podemos concluir que, los resultados obtenidos son, desde
nuestro punto de vista, muy prometedores, sobre todo, si tenemos en cuenta
la complejidad del problema que estamos estudiando.

Quiero expresar mi agradecimiento a todos aquellos compaifieros del De-
partamento de Estadistica e Investigacién Operativa que, en los momentos
de desianimo, me han mostrado su apoyo y me han animado a continuar con
este trabajo. Desde el punto de vista cientifico, quiero agradecer a todos los
miembros del grupo de Rutas de Vehiculos y, en especial, a J.M. Belenguer, sus
consejos, comentarios y sugerencias que me han permitido mejorar el contenido
de esta memoria. Y, por ultimo, a Enrique Mota, por su labor de direccidn,
sin la cual no hubiese sido posible llevar a cabo este trabajo.






Indice General

1 Resultados Preliminares. 1
1.1 AlgebraLineal. . . .. ... oo it 1
1.2 Teoriade Grafos. . .. .. ........ ... ... ... 5
1.3 Teoria Poliédrica. . . . . . .. ... ... .. .. ... . 7
1.4 Teoria de la Complejidad Algoritmica. . .. ... ........ 9
1.5 Programaciéon Lineal y Entera.. . . .. ... ... ... ..... 14
1.6 Combinatoria Poliédrica. . . . . . ... ... ... ........ 15

2 Problemas de Rutas relacionados. 23
2.1 Clasificacién General de los Problemas de Rutas. ... .. ... 23
2.2 El Problema del Agente Viajero.. . . . ... ... ........ 26

2.2.1 Formulacion Matematica. ... ... ........... 27
2.2.2 Complejidad Algoritmica. . .. ... ........... 27
2.2.3 Estrategias de Solucién. . . . ..... ... oL 27
2.2.4 Investigacion Poliédrica. . . .. ... ... ... .. ... 28

vii



2.3 El Problema del Agente Viajero Grafico. . . . ... ....... 29

2.3.1 Formulacion Matematica. . ... .. ........... 29
2.3.2 Complejidad Algoritmica. . . ... ............ 29
2.3.3 Estrategias de Solucién. . . ... ............. 30
2.3.4 Investigacion Poliédrica. . .. ... ... .. ....... 30
2.4 El Problema de Rutas de Vehiculos con Capacidades. . . . . .. 32
2.4.1 Formulacion Matematica. . ................ 33
2.4.2 Complejidad Algoritmica. . .. ... ........... 34
2.4.3 Estrategias de Solucién. . ... ... ........... 34
2.44 Investigacion Poliédrica. . . . ... ... ... ...... 36

3 El Problema de Rutas de Vehiculos con Demanda Compar-

tida. 39
3.1 Introduccion. Estadoactual. . . ... ... ... ..., ... 39
3.2 Definicién del problema. . .. ... ... ... ... ....... 42
3.3 Relaciones y diferencias con otros problemas de Rutas por Vérti-
CES. & vttt e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 43
3.4 Formulaciones. . . ... .......... ... . ... 48
34.1 Prime;a relajacion. . . . . ... Lo oo 48
3.4.2 Segunda relajacién. . . . ... ... ... L 51
3.4.3 Tercerarelajacion. . . ... ... ............. 55
3.5 Una formulacibnentera. ... ................... 61



3.6 Método de reconocimientoderutas. . . ... ... ... ..... 71

El poliedro del SDV RP. 73
4.1 Definicién de solucién posible. . . . . . .. .. ... ... .... 73
4.2 El poliedrodesoluciones. . . . . . ... ... ... ..., . ..., 74
4.3 Un caso en el que la dimensién no es completa. . ... ..... 83
44 Conclusiones. . . . .. .. . i i e e e 88
Facetas del Pspvrep. 91
5.1 Facetas relacionadascon R1. . . . . .. ... ........... 92
5.2 Propiedades generales. . ... ... .. ... . ... .. ... 97
5.3 Facetas relacionadas con el GTSP. . ... ............ 103
5.4 Desigualdades validas. . ... ................... 149

5.4.1 Desigualdades “comb”. . . . .. .. ... ... 0. 149

5.4.2 Desigualdades “clique tree”. . ... ............ 153

5.4.3 Desigualdades “path con capacidades”. . ... ... ... 155

5.4.4 Restricciones de capacidad generalizadas. . . . . ... .. 159
55 Conclusiones. . . . .. . ... .. 161
Desigualdades “2-matching”generalizadas. 163
6.1 Desigualdades 2MG1. . ... ... ... .. ... . ..., 164
6.2 Desigualdades 2MG2. .. .. ... .. .. ... ... .. 191

ix



6.3 Dos casos especiales, @ =4y Q=5. ............... 202
Una nueva familia de facetas. 205
7.1 Elorigen de la nueva familia. . .. ... ............. 206
7.1.1 Ejemplo de Fleischmann.. . ... ... e e e e e e 206
7.1.2 Descripcion lineal completa del poliedro de soluciones
asociado al ejemplo de Fleischmann. ... ... ... .. 211
7.2 Generalizacion de la nueva restriccién. . . .. ... .. ... .. 223
7.2.1 Configuracion de Fleischmann simple.. . . . .. ... .. 223
7.2.2 Configuracion de Fleischmann ampliada. . . .. ... .. 234
73 Conclusiones. . . . ... ..., ... .. 258
Experiencias computacionales. 261
8.1 Algoritmos heuristicos parael SDVRP. .. ... ... ... .. 262
8.1.1 Algoritmo heuristico de Dror y Trudeau (1990). .. . .. 262
8.1.2 Un nuevo algoritmo heuristico. ... ........... 265
8.2 Un algoritmo de Planos de Corte parael SDVRP. .. ... .. 281
8.3 Un algoritmo exacto parael SDVRP. . . ... ......... 288



Indice de Figuras

3.1 Ejemplode Fleischmann. . . . .. ... .............. 51
5.1 Configuracion path. . . .. ... ... ... . 104
5.2 Configuracion wheelbarrow. . . . . . . . .. ... .00 106
5.3 Configuracion bicycle. . . . . . . .. ... .. . o 0, 107
5.4 Coeficientes de una desigualdad asociada a una configuracion

path. En trazo continuo representamos las aristas del esqueleto. 108
5.5 Estructura delasolucién T"en AyenZ. ............ 111
56 Caminoasociado a Pr. . . . . v« v v v v i i i e 112
5.7 Estructura. deunadelasrutasde T". . .. ............ 112
5.8 Estructura de la ruta asociada al vehiculo que sirvea F;. . . . . 113
5.9 Solucién T? para demostrar la validez de las desigualdades path. 115
5.10 Parte diferenteentre T y T'. . . . . . . v i v v i v i v o 116
5.11 Rutade 7' quecontieneae. . . . . . . . ... .. ... .. 118
5.12 Ruta de 7" que contieneae’. ... .. ... ... oo uu... 119
5.13 Solucién T, f. = a., para e € (B, B;)conp>j+2. ... ... 120

xi



5.14

5.15

5.16

5.17

5.18

5.19

5.20

5.21

5.22

5.23

5.24

5.25

6.1

6.2

6.3

Una ruta de la solucion utilizada para calcular el coeficiente de
las aristas cruzadas. . . . ... ... L 0oL 122
Solucién T utilizada para calcular el coeficiente de las aristas
de (A,2). . . o o i e 124
Solucién T* para una configuracién wheelbarrow. . . . . . . . .. 135
Primera solucién para probar: f. = fu, Ve € (B, B} ,1),
Ve' € (B, Big1)o o o v v v e e e 139
Segunda solucién para probar: f. = fo, Ve € (B}, Bi,,),
Ve' € (BiyBip1): - v oot 140
Solucién T* del SDV RP que cumple la desigualdad asociada a
una configuracién wheelbarrow. . . . . . . ... ... ... ... 141
Solucién T%*! del SDV RP que cumple la desigualdad asociada
a una configuracién wheelbarrow, a = fb.;‘fx‘b; e 142

Solucién T#-! del SDV RP que cumple la desigualdad asociada

a una configuracién wheelbarrow, b = f; L e 143
Solucion T*'.. . . . . . . o e 145
Ejemplos. . ... .. .. ... .......... I 147
Configuracién Comb generalizada. . . . . . . .. .. .. ... .. 152
Configuracion path con capacidades. . . . . . ... ... ..... 157

Configuracién asociada a una desigualdad 2-matching generali-

Solucién del SDV RP que viola las restricciones de Araque. . . . 166
Solucién que viola la desigualdad 2-matching generalizada. . . . 166

xii



6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

6.10

6.11

6.12

6.13

6.14

6.15

6.16

6.17

6.18

6.19

6.20

6.21

6.22

6.23

Parte de la solucidén asociada a un diente con z(6(T3)) =2. . . . 169

Unica solucién con z(6(Ti)) =2 paratodod. . .. ........ 170
Parte de una solucion asociada a un diente de grado dos. . . . . 171
Tres dientes en la configuracion, dos de grado 2 y uno de grado 4.172

Parte de una solucién con s > 4 y ejemplo de soluciéon no posible.173

Una solucién posible sobre 4 dientes. . . . ............ 173
z(6(Ty)) =4,82406825. . . .o i i i i 174
z(6(T2)) =4, 2z(6(T3))=4. . . . . ..o oo i it 175
Dientes encadenados a través de aristasde H. . . ... .. ... 176
Soluciones R, y R; paraelcaso 3. . . . ... ... ... ..... 178
Soluciones paraelcaso4.. . .. .. ... ... ... .. ..... 178
Soluciones paraelcaso 5.. . . . . ... ... . ... ..., .. 179
Soluciones paraelcaso 6. . . . . .. ... ... .. ... ... 180
Soluciones para aristas cruzadas. . ... ... .. ... ..... 181
Soluciones para aristas del mango. . . . . . .. .. ... ... .. 182
Soluciones para el resultado nimero 9. . ... ... .. .. ... 184
Soluciones utilizadasen 10,11y 12. . . . . . . .. ... .. ... 184
Soluciones R;, R; y esquema de valoresde f.. .. ... .. ... 188
Solucién ampliadaparas>4. .. ................ 189
Las desigualdades 2-matching generalizadas, b’z < by, y las

2MG2, a'z > ag, no son equivalentes. . . . . . .. .. ... ... 193

Xiil



6.24 Relacién entre las estructuras de una 2M G2 y una path 2-regular.194

6.25 {z € Pgvrp:a’z=3s+1} C {z € Pspvrp:a'z =3s+1}. ..

6.26 Soluciones que cumplen para s par a'z = 3s y, para s impar
Az =354+ 1. L e e

7.1 Ejemplode Fleischmann. . . . . ... ... ............

7.2 Una solucién real en la que aparece una estructura del tipo
introducida por Fleischmann. . .. ... .............

7.3 Identificacién de supernodos en la soluciéon . . . . ... ... ..
7.4 Grafosoporteinicial. . . .. ... ... ... ... 000
7.5 Solucién posible que viola (1) cuando 0 L a<2. ... ... ..
7.6 Grafo soporte asociado a la desigualdad (2). ... ... ... ..
7.7 Solucién posible que nos conduce a obtener la restriccién (3). . .
7.8 Grafo soporte asociado a la desigualdad (3). . ... .......

7.9 Grafo soporte asociado a la desigualdad (4) y solucién que per-
miteobtenerla. . ... ... .. ... .. 0o oo

7.10 Grafo soporte asociado a la desigualdad (5) y solucién que per-
miteobtenerla. . ... ... ... ... . o 0o o

7.11 Grafo soporte asociado a la desigualdad (6) y solucién que per-
miteobtenerla. . .. ... ... ... . ... . . 0 0 oo

7.12 Grafo soporte asociado a la desigualdad (7) y solucién que per-
miteobtenerla. . . ... .. ... L0 oo e

7.13 Subgrafo del grafo soporte asociado a una configuracién de Fleisch-

mann simple. . . . ... e e e e e e e

201

224



7.14 Solucién que cumple a‘z = 2s + 2 y que puede ser posible en
algunos €Casos. . . ... .. i i i e e e 238

7.15 Soluciones no posibles para s par (impar) que cumplen a‘z =

284 2. L e e e e 239

7.16 Soluciones que cumplena’z=2(s+2). . . .. ... ....... 243
7.17 Solucién base que cumplea’z =2(s+2). . . ... ... ..... 245
7.18 Parte de las soluciones Ty y T5. . . . . . . .. .o oo o 247
719 fe=Agz, Ve € (B1,Z). . . . o o v it i 248
‘ 720 Ai=Aj,soluciones T3y Ty, . . . o o oo v v i i i oo oo 249
T21 MB, =3ABZ- o o e e e e e e 250
722 Az =2\, Ve€ (A, Z). . . . . o i e 250
723 Mgy, =2\, Vi=2,...,8. i i ittt 251
7.24 A, =2), Ve € (B;,B;), 1, =2,...,8, tF#J. . ... .. ... 252

7.25 Solucion que cumple a'z = 2(s + 2) utilizando menos vehiculos. 254

7.26 Grafo asociado a una solucién del SDVRPsit K >26.. ... .. 257

XV



xvi



Indice de Tablas

5.1

7.1

7.2

7.3

8.1

8.2

8.3

8.4

8.5

8.6

8.7

Coeficientes de una desigualdad a'z > ao comb generalizada. . . 153

Demandasdel edl33.. . .. ... ...... ... .......... 209
Soluciones minimales que violan la nueva desigualdad. . . . . . . 215
Valor de los coeficientes de fiz > foydealz >ap. .. ..... 252

Costes y nimero de vehiculos de las soluciones de los problemas

delaTSPLIB.. . . . ... ... ... i 273
Costes y nimero de vehiculos de las soluciones de los problemas

aleatorios. . ................. e e e e e e 274
Distribucién de tiempos en el algoritmo. . . . .. ... .. ... 276

Distribucién de tiempos atendiendo a las diferentes fases del

algoritmo. . . . .. ... e e 277
Comportamiento del coste en el heuristico. . . . . .. ... ... 279
Comportamiento del coste en el heuristico. . . . . ... .. ... 279

Resultados computacionales del algoritmo de planos de corte
sobre algunos problemas dela TSPLIB. . . . . .. .. ... ... 285

Xvii



8.8 Resultados computacionales del algoritmo de planos de corte
sobre los problemas aleatorios. . . . . .. ... ... ... .... 287

8.9 ()ptimos de algunos problemasdela TSPLIB. . .. ... .. .. 290

xviii



Capitulo 1

Resultados Preliminares.

En este capitulo presentamos todos aquellos conceptos y resultados matemati-
cos de Algebra Lineal, Teoria de Grafos, Teoria Poliédrica, Complejidad Al-
goritmica, Programacién Lineal y Combinatoria Poliédrica ya conocidos y que
se usaran a lo largo del desarrollo de este trabajo.

1.1 Algebra Lineal.

Los resultados que damos en esta seccién se pueden encontrar en los libros
basicos de algebra lineal, o en cualquiera de las introducciones que aparecen
en los articulos y libros que tratan temas relacionados con la teoria poliédrica.
Son especialmente titiles en el capitulo en el que estudiamos el poliedro de
soluciones del problema que nos ocupa.

Denotamos por IR el conjunto de los numeros reales y por IR" con n > 0,
entero, el conjunto de vectores de dimensién n cuyas componentes son reales.
IR™*™ representa el conjunto de las matrices reales de m filas y n columnas,
con m,n > 0 y enteros.

Dado un nimero real z, |z] ([z]) denota el mayor (menor ) entero que no
es mayor (menor) que z. Salvo que se indique lo contrario todos los vectores
seran vectores columna. Si z es un vector, z! serd su traspuesto. El vector
nulo, cero, lo denotaremos simplemente como 0.
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A veces, trabajaremos con vectores n dimensionales cuyas componentes
vienen indexadas por los elementos de un conjunto E ordenado, donde |E| = n.
Denotaremos por IRE el espacio vectorial asociado. Con M € IRE*F indicamos
que M es una matriz de elementos reales cuyas filas estan indexadas por los
elementos de F y cuyas columnas se indexan en los elementos de F'.

Dados z; € R* y A\; € IR con 1 < ¢ < m, diremos que el vector:

y= i A,’I,‘
=1

es una combinacidn de los z;'s:

e .lineal, si los )\;’s no estan restringidos,

afin,si e, A =1,

® conica,si 20, Vi=1,...,m,y

convezra,si \; 20, Vi=1,..., my YT, =1

1=1

Dado S C IR", llamamos envoltura

lineal, Lin(S),
afin, Aff(S),

cdnica, cone(S), y

conveza, conv(S)

de S, al conjunto de todas las combinaciones lineales, afines, conicas y conve-
xas, respectivamente, de cualquier mimero finito de sus elementos; por convenio

Lin(0) = cone(d) =0y Aff(0) = conv(@) = 0.

o S es un subespacio lineal de R™ sii S = Lin(S),
e S es un subespacio afin de R™ sii S = Af f(S),
e Ses un cono de R sii S = cone(S) y,
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e S es un conjunto convezo de IR" sii S = conv(S).

Teorema 1.1

L C IR* es un subespacio vectorial sii

JAe R™*" | L = {z € R"|Az =0}

L C IR* es un subespacio afin sti

JAe R™" ybe R™ /| L ={z € R"|Az = b}

Como veremos mas adelante los subespacios afines mas interesantes desde
el punto de vista de la Combinatoria Poliédrica son aquellos de la forma:

{z€ R"|a'z=a},cona€ R*\{0} ya € R.

El conjunto de vectores z; € IR*, 1 < i < m, es linealmente independiente
si para cualquier combinacién lineal de los mismos >"12; A\;z; = 0, con A; € R,
se cumple que A; = 0, 1 £ i < m. En otro caso se dice que son linealmente
dependientes. Nétese que el maximo mimero de vectores linealmente indepen-

dientes en IR" es n.

Analogamente, diremos que el conjunto de puntos z; € R*, 1 <: < m, es
afinmente independiente, si ninguno de ellos es combinacién afin de los demas,
o, equivalentemente, si para cualesquiera A; € R, = 1,...,m, cumpliendo
Y Aizi =0y Yt A = 0 se cumple que A; = 0,Vi. En caso contrario se
dice que son afinmente dependientes. En IR hay, como maximo, n + 1 puntos
afinmente independientes. Obsérvese que la independencia lineal implica la
afin.

Llamaremos simplez a la envoltura convexa de un nimero finito de puntos
de IR™ afinmente independientes. A estos puntos los llamaremos vértices del
simplex.



Teorema 1.2 Sea S un subconjunto finito de puntos de IR™, son equivalentes:

1. S es afinmente independiente;

2. para cualquier z* € S, {z —z* |z € S, ¢ # z*} es linealmente indepen-
diente;

3. para cualquier z* € IR, {z — z* | z € S} es afinmente independiente;

4. el conjunto T de R™*! definido por T = {( T ) | £ € S} es linealmente

independiente.

Dado S € RR", llamaremos rango (lineal) de S al numero maximo de vecto-
res de S linealmente independientes, lo denotaremos como rg(S). Del mismo
modo, llamaremos rango afin de S al mimero maximo de vectores afinmente in-
dependientes de S y lo denotaremos por rgaf(S). Asi, definiremos el rango de
una matriz M como el rango del conjunto formado por sus vectores columna,
que coincide con el rango del conjunto de sus vectores fila.

Teorema 1.3 Dado S C IR" se cumple que:

0€ Aff(S) — rgaf(S) =rg(S) +1
0 g€ Aff(S) — rgaf(S) = rg(S5)

Si S es un subespacio lineal de IR*, diremos que un subconjunto B de S
es una base de S si Lin(B) = S. Definimos la dimensidn de S, como |B|. La
dimension no depende de la base elegida.

Teorema 1.4 Si S es un subespacio afin de IR", eriste un unico subespacio
lineal S' de manera que S' = {z — z* | z € S} para cualquier z* € S.

Para un subconjunto arbitrario S de IR", definimos su dimensién como la
dimensién de Aff(S) y la denotaremos por dim(S). Se puede comprobar que
dim(S) = rgaf(S). Diremos que S es de dimensién completa si su dimensién
es igual a la del espacio al que pertenece; en el caso de IR", si contiene n + 1
‘puntos afinmente independientes.



1.2 Teoria de Grafos.

Muchos de los problemas de la vida real y, sobre todo, los relacionados con los
problemas de rutas admiten una representacion sencilla cuando se formulan
en términos de teoria de grafos. Es mas, una vez asi planteados es posible re-
solverlos, total o parcialmente, utilizando resultados de grafos. Algunos libros
clasicos en este campo son, por ejemplo, Harary (1969) [50], Berge (1973) [11]
y Bondy y Murty (1976) [14].

Sea V un conjunto finito no vacio y E una familia finita de pares (z,5) de
elementos de V. Llamaremos grafo no dirigido, con conjunto de vértices los
elementos de V y conjunto de aristas los elementos de E, al par G = (V, E).

Un grafo no dirigido puede representarse en el plano mediante un diagrama
de puntos y lineas. Cada punto ( o pequeiio circulo) corresponde a un vértice
del grafo y para cada arista del grafo entre dos vértices i y j hay una linea que
une los dos puntos correspondientes.

Si e = (z,7) es una arista de E, los vértices ¢ y j son los extremos de la
arista e. Diremos que ¢ y j son adyacentes y que e es incidente con ¢ y con
j. Llamaremos bucles a las aristas de la forma (%,7) con i € V. Si dos o mais
aristas tienen los mismos extremos se dice que son paralelas. Un grafo que no
tiene bucles ni aristas paralelas se dice que es simple.

En ocasiones, por simplicidad, denotaremos las aristas por 27 o ¢, j en lugar
de (7, 7), especialmente en aquellos casos en los que las aristas se utilizan como
subindices. Por ejemplo, si la arista que une los vértices i y 7 se utiliza como
subindice de ¢ escribiremos, simplemente, c;;, pero si la arista une los vértices
¢y 7 + 1 escribiremos ¢; j41.

El conjunto de aristas de un grafo G incidente con un vértice : € V lo
representaremos como 8g(1), si el grafo al que nos referimos queda claro por el
contexto, escribiremos §(z). Llamaremos grado de un vértice ¢ a |6(¢)], i.e., al
cardinal del conjunto 8g(z) y lo representaremos como deg(z). Un vértice par
(impar) es un vértice de grado par (grado impar).

Teorema 1.5 Sea G un grafo no dirigido. G contiene un numero par de
vértices impares.




Teorema 1.6 Sea G un grafo no dirigido. La suma de los grados de todos sus
vértices es igual a dos veces el numero de sus aristas.

Dado un subconjunto V' de V, representaremos como E(V’) el conjunto de
aristas de E con los dos extremos en V’. Al grafo G' = (V’, E(V")) lo llama-
remos subgrafo de G inducido por el conjunto de vértices V'. Anilogamente,
si E” C E, V(E") representa el conjunto de vértices de V que son incidentes
con al menos una arista de E”. G"” = (V(E"), E") es el subgrafo de G inducido
por el conjunto de aristas E".

Dados u, v € V, llamaremos camino entre u y v a cualquier secuencia
w = (tot1, t1%2,-.., tk—11x) de aristas de E con i = u e i = v. Diremos que w
contiene a (o pasa por) las aristas ¢;i;41,con 0 < j < k—1y a (o pasa por) los
vértices 7, 0 < 7 < k. Si no da lugar a confusiones representaremos w como
(f0y %1y..., k) 0, como el conjunto de aristas ¢;i;41,con0 < j<k—1. A un
camino en el que no se repite ningin vértice lo llamaremos camino simple. Un
tour (o camino cerrado) es un camino w en el que u = v . Si la arista 420 € E
y w es un camino simple, a (%01, #1%2,..., tk-1%k, tkio) lo llamamos ciclo de
longitud k. Un ciclo Hamiltoniano es un ciclo que contiene todos y cada uno de
los vértices de G. La terminologia utilizada en esta materia no es estandar por
lo que, la que acabamos de dar, es sélamente una de las posibles. De hecho,
en muchos textos llaman cadena a lo que nosotros hemos llamado camino y,
utilizan la palabra camino para referirse a una cadena en la que no se repite
ningin vértice; en nuestro caso en un camino puede haber vértices (y aristas)
repetidos y también en un tour; algunos autores llaman cadena cerrada a lo
que nosotros hemos llamado tour.

Se dice que un grafo es conezo si, dados dos vértices cualesquiera del grafo,
es siempre posible encontrar un camino que los une. Un grafo con un inico
vértice es, por convenio, conexo. Se dice que un grafo es completo si cualquier
pareja de vértices del grafo son adyacentes.

Una componente coneza de un grafo G es un subgrafo conexo inducido por
un subconjunto de vértices maximal (en cuanto a la cardinalidad del conjunto).
Una arista e de un grafo G = (V, E) se dice que es un puente o, una arista
de corte, si el subgrafo inducido por el conjunto de aristas E\{e} tiene una
componente conexa mas que G

Dados S y T, dos subconjuntos disjuntos de V/, denotaremos por (S,T)
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al conjunto de todas las aristas de G con un vértice extremo en S y otro en
T. En particular, si representamos por S a V \ S, llamaremos cortadura de G
a (S, S), para cualquier S C V, no vacio. También representaremos a (S, 5)
como 6(S). 6(z) es una cortadura de G.

Teorema 1.7 Si w es un tour sobre las aristas de G, entonces w pasa un
nimero par de veces (quizds cero) por las aristas de cualquier cortadura (S, S),

SCV.

SiG=(V,E) es un grafoy ¢: E — IR una funcién que a cada arista e
le asigna un coste c., dado un subconjunto F de E, llamaremos coste o peso
de Fa Y rc.y lo denotaremos por c(F).

1.3 Teoria Poliédrica.

En esta seccién presentamos algunas definiciones y resultados basicos de la
teoria poliédrica que van a ser necesarios en los capitulos relacionados con el
estudio poliédrico de nuestro problema.

Definimos un hiperplano de IR como el conjunto {r € R" | a’z = a},
donde a € R*\{0} y a € IR. Al conjunto {z € R" | a’z < a} lo llamare-
mos semiespacio. La intersecciéon de un numero finito de semiespacios es un
poliedro, o equivalentemente, el conjunto de soluciones de un sistema de desi-
gualdades lineales de la forma Az < b donde, A € R™*" y b € IR™. Si un
poliedro esta acotado lo llamaremos politopo.

Teorema 1.8 (Weyl (1935)) P C IR" es un poliedro si y solo si eristen dos
subconjuntos finitos, V y E, de IR de manera que P = conv(V) + cone(E).

Si P C IR" es un poliedroy Af f(P) = {z € R* | Az = b} para alguna ma-
triz A € R™*" y b € IR™, entonces, la dimensién de P, dim(P), es n — rg(A).
Se dice que P es de dimensién completa si dim(P) = n.

Decimos que una desigualdad a'z < a con @ € R" \ {0}, @ € IR es vilida

con respecto al poliedro P, si se cumple que P C {z € R" | a'z < a};
equivalentemente, si maz {a'z:z € P} < a.
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Se dice que una desigualdad valida es soporte si,
Pn{ze R"|a'z=a} #0
y propia, si es no vacia y,
PZ {z € R"|d'z =a}
A las desigualdades validas no propias las llamaremos ecuaciones implicitas de

P.

Un subconjunto F de IR™ es una cara del poliedro P si hay una desigualdad,
vélida para P, a'r < a, de manera que F = PN{z € R" | a'z = a}. Se dice
que la cara F esta definida o inducida por la desigualdad a'z < a. Decimos
que dos o mas desigualdades son equivalentes cuando inducen la misma cara.
Evidentemente cualquier poliedro es una cara de si mismo; una cara sera propia
si lo es la desigualdad valida asociada.

Un vértice de un poliedro P es una cara no vacia y minimal con respecto a
la inclusidn, i.e., una cara de la forma F = {v}.

Llamaremos faceta a toda cara no vacia, propia y maximal con respecto a
la propiedad de la inclusion.

Teorema 1.9 Sea P un poliedro de IR* y F una cara no vacia de P inducida
por la desigualdad a'z < a, i.e., F=PN{z € R" |a'z=a} y

Aff(P)={z e R"| Az =¢}

con A € R™*" yc € IR™. Entonces, las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. F es una faceta de P;
2. dim(F)=dim(P)-1;

3. para cualquier desigualdad b'z < B vdlida con respecto a P, cumpliendo
que F C PN{z € R" | bz = B}, ezisten A € R™ y p > 0 de manera
que:

b = pa' + N'A
B = pa+ Me



Por lo tanto, para cada una de las facetas de un poliedro de dimensién com-
pleta existe una tnica (salvo producto por un escalar no negativo) desigualdad
vélida que la define. Para demostrar que una desigualdad vélida a'z < a
induce una faceta bastara con encontrar dim(P) puntos de P, afinmente inde-
pendientes, que cumplan la desigualdad con igualdad.

Teorema 1.10 Un punto de un poliedro es un vértice si y sdlo si no se puede
expresar como combinacion conveza estricta de dos puntos distintos del polie-
dro.

Si los vértices de un poliedro tienen todas sus componentes enteras, diremos
que el poliedro es entero.

El libro de Rockafellar (1970) [78] es un buen punto de referencia para
consultas sobre conceptos y resultados basicos de teoria poliédrica.

Sobre la Teoria de Poliedros y la Combinatoria Poliédrica se pueden con-
sultar los libros de Schrijver (1987) [81] y Nemhauser y Wolsey (1988) [68],
y los articulos de Bachem y Grdtschel (1982) [9] , Pulleyblank (1983) [76] y
Padberg y Grotschel (1985) [71].

1.4 Teoria de la Complejidad Algoritmica.

En los capitulos siguientes hablaremos de la dificultad de los problemas con
los que vamos a tratar, asi como, de la eficiencia de los algoritmos, exactos o
heuristicos, que utilizaremos para resolverlos. Es evidente pues, la necesidad
de definir con claridad cuindo un problema es fdcil o dificil, y qué entendemos
por eficiencia. Es la Teoria de la Complejidad Algoritmica la que se encarga de
definir estos conceptos. En el libro de Garey y Johnson (1979) [39] encontramos
un riguroso y extenso tratado sobre el tema y, en Johnson y Papadimitriou
(1985) [52] una buena introduccién del mismo.

Normalmente cuando utilizamos la palabra problema nos referimos a una
cuestién concreta que hay que contestar o a una tarea que hay que realizar.
Pero para nuestros propdsitos vamos a necesitar una definicién mas precisa.
Entenderemos que un problema es una cuestién general, planteada en términos
de pardmetros abiertos, (i.e. que pueden tomar diferentes valores) a la que
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hay que encontrar una solucion. Se puede decir que un problema es, valga
la redundancia, una coleccion de problemas; para definirlo necesitaremos dar
la lista de los parametros abiertos y una descripcion de las propiedades que
deben cumplir sus soluciones. Si damos valores concretos a los parametros
de un problema, hablaremos de una instancia del problema. Por ejemplo,
“;existe un vector ¢ € IR" cumpliendo Az < bcon A € R"*" y b€ R™?
es un problema en el que los parametros abiertos son A y b, mientras que, si
damos un valor concreto a A y a b estamos hablando de una instancia de dicho
problema.

Llamaremos algoritmo a cualquier procedimiento paso-a-paso que utilice-
mos para resolver un problema. Diremos que un algoritmo resuelve un pro-
blema cuando es capaz de encontrar una solucién para cualquier instancia del
problema a la que lo apliquemos.

A la hora de determinar la eficiencia de un algoritmo son muchos los as-
pectos computacionales que hay que tener en cuenta (tiempo de ejecucion, me-
moria utilizada, etc...), es por ello necesario establecer con claridad qué clase
de medida de complejidad algoritmica se esta usando. La mas extendida es la
del tiempo, es decir, aquella que establece que el algoritmo mas eficiente es el
mas rapido.

Cabe esperar que el tiempo que tarda un algoritmo en resolver una instancia
dependa del tamario de la misma, asi pues, cuando se da el tiempo, habra que
darlo en funcién de su tamaifio, pero, ;qué entendemos por tamaiio de una
instancia?.

Si representamos las instancias de los problemas como una secuencia con-
cisa y finita de los datos (simbolos) que necesitamos introducir en el ordenador
para que un algoritmo la resuelva, llamaremos tamafio de la instancia, I, y lo
denotaremos por I(I), al nimero de simbolos que hay en esa secuencia.

Dado un problema 7, A un algoritmo que lo resuelve, e I, una instancia
de 7, definimos el tiempo de computacién empleado por el algoritmo A para
resolver I, como el nimero de pasos elementales (operaciones aritméticas ele-
mentales y operaciones de lectura y escritura) realizados por el ordenador para
encontrar una solucion de I.

Sea f4 la funcién que a cada nimero natural n le asocia el tiempo maximo
de computacién requerido por el algoritmo para resolver cualquier instancia
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I con I(I) £ n; diremos que un algoritmo A es un algoritmo polindmico si
existe un polinomio natural, p, de manera que f4 = O(p(n)) (i.e. existe una
constante ¢ de manera que |fa(n)| < ¢|p(n)| Yn € IN); en cualquier otro caso
diremos que A es un algoritmo exponencial.

Esta generalmente aceptado por la comunidad cientifica que los algoritmos
polindémicos son buenos y eficientes y, por tanto, los algoritmos deseables para
resolver los problemas. Tanto es asi que, un problema se dice fdcil si existe un
algoritmo polindmico que lo resuelve y, dificil, en otro caso.

Notese que si disponemos de un algoritmo polinémico para resolver un pro-
blema, el tiempo necesario para resolver una instancia determinada aumenta
polinémicamente con [(I); en cualquier otro caso el tiempo de computacién
crecera exponencialmente y sera practicamente imposible resolver instancias
de gran tamafo.

A continuacién damos una clasificacion mas precisa de los problemas aten-
diendo a su complejidad algoritmica. En primer lugar definiremos el problema
de decision. Llamaremos problema de decision al problema cuyas instancias
tienen s6lamente dos soluciones posibles: “si” o “no”.

Definimos la clase P como la formada por todos aquellos problemas de de-
cision que pueden resolverse utilizando un algoritmo polinémico. Por ejemplo:

71: Dado un grafo cualquiera G = (V, E), contiene G algin ciclo?.

Hay otros problemas para los que no se conoce ningin algoritmo polinémico
que los resuelva, el siguiente es uno de ellos:

72: Dado un grafo cualquiera, jcontiene un ciclo Hamiltoniano?.

Es mas, ni tan siquiera se sabe si se podra encontrar o no un algoritmo con
esas caracteristicas. Sin embargo, para cada instancia del problema =, con
respuesta afirmativa, podemos chequear en tiempo polinémico (en funcién de
{(I)), si un ciclo Hamiltoniano dado es o no una solucién de dicha instancia.
Los problemas que poseen esta propiedad se dice que pertenecen a la clase

NP.
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Es evidente que P C NP, pero no se sabe si la inclusién es o no estricta.
Responder a la pregunta ;P = N'P? es uno de los problemas mas importantes

dentro de la teoria de la complejidad algoritmica, que de hecho, permanece
abierto desde 1971.

Dados dos problemas 7, y w3, decimos que 7, se puede transformar po-
linomicamente en 7, si existe un algoritmo polindmico, que transforma cada
instancia I; de 7, en una instancia I; de 7, de manera que, la solucién de I,
es “si” sii la solucion de I, es “si”.

El motivo de introducir el concepto de transformacién polinémica no es
otro que, el de establecer un criterio que nos permita dividir los problemas de
la clase NP en dos conjuntos distintos atendiendo al grado de dificultad que
parecen tener. Asi, diremos que un problema 7 que pertenece a la clase NP es
NP — completo si todos los problemas de la clase NP pueden transformarse
polinémicamente en 7. En este sentido podemos afirmar que los problemas
NP — completos son los mas dificiles desde el punto de vista de la complejidad
algoritmica.

Teorema 1.11 Si n* € NP y eriste un algoritmo polindmico que lo resuelve

entonces, P = NP.

La propiedad de ser transformable en tiempo polinémico es transitiva y es
por ello que:

Teorema 1.12 Si 1 € NP, n* € NP — completo y n* se puede reducir
polindmicamente a 7, entonces 1 € N'P — completo.

El resultado anterior constituye una técnica para demostrar si un problema
pertenece o no a la clase de los NP — completos. El primer problema NP —-
completo conocido fué un problema de 16gica, el de “satisfiability”, encontrado
por Cook en (1971) [22]. Encontrar un ciclo Hamiltoniano en un grafo general
pertenece también a esta clase.

La discusion anterior se puede extender a problemas en los que hay dos
soluciones o mas. Asi, decimos que un problema 7, es Turing reducible a otro

7, Si:
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(i) existe un algoritmo A; que resuelve m; utilizando como subrutina un
algoritmo A; que resuelve 7,

(1) A; es un algoritmo polinémico para 7, y A; lo es para ;.

Decimos que un problema 7 es NP — duro si existe un problema de de-
cisién que es NP — completo y Turing reducible a 7. No necesariamente son
problemas de decision.

Estas definiciones implican, de nuevo, que si un problema NP — duro se
puede resolver utilizando un algoritmo polinémico entonces, las clases P y NP
coinciden.

Muchos problemas de optimizacién son AP — duros, por tanto, si supone-
mos que NP # P, no podemos esperar encontrar ningin algoritmo polinémico
que los resuelva. Tiene sentido entonces buscar, para este tipo de problemas,
algoritmos que, aunque no nos proporcionen la soluciéon optima, encuentren
rapidamente buenas soluciones para el problema. Este tipo de algoritmos se
conocen con el nombre de algoritmos heuristicos. El hecho de que un problema
sea NP — duro no significa que no haya un determinado tipo de instancias, ca-
sos especiales, para las que si es posible encontrar algoritmos que las resuelven
exactamente en tiempo polinémico.

Resumiendo, desde el punto de vista de la Complejidad Algoritmica al
abordar el estudio de un nuevo problema en primer lugar conviene determinar
si se trata o no de un problema resoluble en tiempo polindmico. Si lo es, el
objetivo de la investigacion podra ser el disefiar un algoritmo polinémico que
mejore los existentes.

En otro caso sabemos que el problema es NP —duro y convendra implemen-
tar buenos algoritmos heuristicos (algoritmos aproximados) que encuentren
rapidamente soluciones posibles préximas a la solucién 6ptima. Para medir la
bondad de este tipo de procedimientos podemos recurrir al calculo de cotas
inferiores para el problema. En estos casos es de gran importancia encontrar
una formulacién entera del mismo o, al menos, una descripcién lineal parcial
del conjunto de soluciones, en caso de que éste sea un poliedro. Trabajar con
cualquiera de estas aproximaciones puede proporcionar, en el mejor de los ca-
sos, la solucién 6ptima de algunas instancias de nuestro problema o, al menos,
una cota inferior para el mismo. También es interesante determinar si hay o
no algun tipo especial de instancias que se puedan resolver de forma eficiente
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y, en su caso, caracterizarlas.

1.5 Programacion Lineal y Entera.

El problema que vamos estudiar se puede formular como un problema de pro-
gramacion lineal entera, por este motivo presentamos en esta seccién un breve
resumen de definiciones y conceptos basicos en esta disciplina.

Llamaremos problema de programacion lineal al problema de minimizar
(maximizar) una funcién lineal f(z) = c‘z, ¢ € IR® sobre un poliedro P C IR".
Lo denotaremos por PL. A la funcién f(z) la llamaremos funcidn objetivo y, a
cualquier punto z € P, solucién posible del problema. Si una solucion posible
z* cumple que c¢'z* < c'z Vz € P, diremos que z* es la solucidn dptima para
el problema de minimizacion.

El siguiente es un teorema fundamental de programacion lineal.

Teorema 1.13 Si el poliedro P tiene al menos un vértice y mingep c'z es
finito entonces, eziste al menos un vértice z* € P de manera que:
ctz* = mingep c'z

Es mds, para cada vértice z de P existe un vector ¢ € IR" para el que z es
la unica solucién ptima del problema de minimizacion asociado a c.

Nétese que el conjunto de soluciones ptimas de un problema de maximi-
zacion (minimizacién) es una cara de P.

Si a las soluciones de un problema de programacién lineal les exigimos que
tengan todas sus componentes enteras nos encontramos con el problema de
programacion lineal entera, al que no referiremos como PLE. Reciprocamente,
asociado a cualquier PLE encontramos el problema de programacion lineal
resultante de eliminar la condicién de integridad de sus variables, conocido
como relajacién lineal del correspondiente PLE.

Obsérvese que el coste de la solucién 6ptima del problema relajado pro-
porciona una cota inferior del coste de la solucion 6ptima del problema lineal
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entero asociado; si ademas, dicha solucion es entera, sera una solucién éptima

del PLE.

Cuando se intenta resolver un problema de programacion lineal entera re-
sulta casi ineludible recurrir a algoritmos de programacion lineal, que funcionan
como subrutinas, dentro de los algoritmos de programacion lineal entera.

El interés de las observaciones anteriores reside en el hecho de que el PLE es
un problema NP — duro desde el punto de vista de la complejidad algoritmica,
Cook (1971) [22] , mientras que, segin demostré Khachian (1979) [54] el PL
pertenece a la clase P. De ahi la utilizacién de uno para resolver el otro.

En 1972 Klee y Minty [55] demostraron que el algoritmo del simplez desa-
rrollado por Dantzig en 1963 [27] para la resolucién de problemas de progra-
macién lineal no era un algoritmo polinémico; en 1979, con el algoritmo de las
elipsoides, queda demostrada la pertenencia del PL a la clase P.

A pesar de todo, hoy por hoy, el algoritmo del simplex sigue siendo el mas
utilizado en el &mbito de la programacion lineal, ello es debido a que, pese a
ser tedricamente no polinémico, en la practica se comporta como si lo fuera,
llegando a ser mas eficiente, incluso, que el algoritmo de las elipsoides.

Bibliografia recomendada relacionada con el tema de la programacion lineal
y la programacién lineal entera son los trabajos de Chvatal (1983) [21], Dantzig
(1963) [27] , Garfinkel y Nemhauser (1972) [40] y Schrijver (1986) [80].

1.6 Combinatoria Poliédrica.

La Optimizacion Combinatoria es la rama de las matematicas que se encarga
de estudiar la siguiente clase de problemas:

dado un conjunto O formado por un nimero finito de objetos, S (un conjunto
ordenado) y, una funcién “objetivo” f : O — S, que asocia a cada objeto
un coste, valor, peso, distancia o similar, el problema de optimizacion com-
binatoria, que denotaremos por POC, consiste en encontrar un elemento de
O cuyo coste sea minimo (méximo) con respecto a algin criterio previamente
establecido.
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Puesto que O es un conjunto finito la solucién 6ptima del problema se puede
encontrar evaluando el coste de todos y cada uno de sus objetos, seleccionando
después el mejor. Esta técnica es conocida como enumeracion completa.

Por tanto, la tarea de la Combinatoria Poliédrica no es otra que la de
probar que, para un POC dado, el algoritmo de enumeracién es el mejor que
existe, o, por el contrario, disefiar algoritmos mas eficientes para resolver el
problema.

En sus origenes, los problemas tratados por la Optimizacién Combinato-
ria procedian del campo de la investigacién operativa, aplicaciones militares,
ingenieria, etc ..., pero no es aqui unicamente donde podemos encontrarlos,
sino que también aparecen en la biologia, la fisica, la quimica, la arqueologia,
etc....

El amplio campo de aplicaciones junto con la dificultad intrinseca a la
mayoria de los problemas de la vida real ha motivado el gran desarrollo expe-
rimentado por esta teoria en los iltimos afios.

Muchos de los problemas de optimizacién combinatoria a los que nos en-
frentamos pueden expresarse de la siguiente manera:

Sea E un conjunto finito y F una familia de subconjuntos de E a la que
llamaremos conjunto de soluciones posibles del problema. Sea ¢ : E — Runa
funcién objetivo, el POC consiste en encontrar una solucién posible F* € F

cumpliendo:
Yo ce=min{d c.: T€F}
e€F* el

El problema que nos ocupa en este trabajo admite, precisamente, esta
representacion. E serd el conjunto de aristas del grafo y F el conjunto formado
por los vectores asociados a las soluciones de nuestro problema.

Cuando nos enfrentamos a una instancia pequeiia de un problema de op-
timizacién combinatoria puede ser facil resolverla utilizando simplementeuna
técnica de enumeracién completa, pero, dicha técnica deja de ser eficiznte
cuando el tamario de la instancia aumenta, en estos casos necesitaremos r=cu-
rrir a otro tipo de procedimientos.

Basicamente hay dos métodos que nos permiten resolver los llamados pro-
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blemas dificiles de la optimizacion, los conocidos como métodos de Branch&Bound
y los de Planos de Corte.

La idea basica de los algoritmos de Branch&Bound, ramificacién y aco-
tacién, no es otra que la de enumerar de forma “inteligente” el conjunto de
todas las soluciones posibles.

La enumeracién se lleva a cabo particionando, en cada paso, el conjunto de
soluciones posibles en subconjuntos disjuntos, en cada uno de ellos se calcula
una cota inferior y una superior a la mejor solucion. Suponiendo que estamos
minimizando, cuando el valor de la cota inferior sea mayor que el coste de
la mejor solucién encontrada hasta el momento, dejaremos de considerar las
soluciones de este subconjunto en lo que resta del método de enumeracién.
De. esta manera vamos reduciendo el nimero de soluciones que tenemos que
considerar. En caso contrario, particionamos el conjunto y continuamos con
los nuevos subconjuntos creados. El problema de esta técnica esta en que, “a
priori”, no tenemos garantias de que no vayamos a evaluar todas y cada una
de las soluciones.

Es evidente, pues, que la calidad de un Branch&Bound depende de la
estrategia elegida para realizar la particién y de la calidad de las cotas que
se aplican. Tanto es asi que, durante los primeros afios, los esfuerzos, a nivel
cientifico, se centraron en la bisqueda de métodos computacionales capaces de
encontrar buenas cotas en tiempos razonables.

Los métodos de Planos de Corte son aquellos que utilizan la programacion
lineal para resolver problemas de optimizacién combinatoria. Se trata de aso-
ciar a cada uno de estos problemas uno de programacion lineal, de manera que
las soluciones con coordenadas enteras del PL sean precisamente las soluciones

del POC. Una vez conseguido esto, para resolver el POC, bastara con resolver
el PL.

Dada una instancia (E, F,c) de un problema de optimizacién combinatoria
7, asociamos a E el espacio vectorial IRE, y, a cada elemento e € E, la variable
z. (componente de un vector z € IRF indexada por el elemento ¢). Dado
T C E, definimos el vector de incidencia T € IRE como el vector cuyas
componentes, z., indican el mimero de veces que aparece el elemento e en el
subconjunto T. Sea entonces,

Pr=conv{z' e RE : I e F}
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es decir, la envoltura convexa de los vectores de incidencia asociados a los
elementos de F. Si |F]| es finito, Pr es un politopo, pero, si es infinito puede
que ni tan siquiera sea un poliedro. Sin embargo, para la mayoria de los
POC’s, si que lo es y asi lo supondremos de ahora en adelante.

Cada solucién del problema de optimizacién combinatoria estd asociada a
un elemento de Pr y cada vértice de Pr corresponde a un elemento de F.
Por tanto, dada una instancia (E,F,c) de 7 podemos resolverla resolviendo el
siguiente problema: ‘
min{c'z : € Pr}

que, en virtud del teorema de Weyl es un problema de programacién lineal,
ya que, para cualquier poliedro Pr existe una matriz finita de enteros A y un
vector de enteros b de manera que:

Pr={zcRE: Az <b)}

Hemos asociado de forma natural un problema de programacion lineal a
cada problema de optimizacion combinatoria.

Desafortunadamente, A y b no suelen ser conocidos y la dificultad a la
que nos enfrentamos ahora reside en encontrar un sistema de igualdades y
desigualdades lineales que describa completamente a Pr.

Dado que esta descripcién no tiene porque ser ser unica interesara que el
sistema encontrado sea minimal, i.e., que no contenga ecuaciones y/o inecua-
ciones redundantes. Las desigualdades que permiten conseguir una descripcion
completa y minimal del poliedro son, precisamente, aquellas que inducen face-
tas del mismo.

No obstante, incluso para problemas que pertenecen a la clase P, el nimero

de filas en A puede ser considerablemente elevado y, aunque las conozcamos,

- es imposible, a nivel computacional, trabajar con la matriz A al completo.

Ademads, la esperanza de encontrar sistemas lineales que describan completa-

mente a los poliedros asociados a problemas NP —completos es, practicamente,
nula.

El inconveniente que supone trabajar con un sistema incompleto, tanto

por desconocido como por tamaiio, puede subsanarse, en parte, detectando de
forma iterativa desigualdades nuevas que afiadir al sistema; para ello, es preciso
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resolver el siguiente problema, conocido como Problema de Identificacion de
Facetas. Antes de definirlo, queremos hacer notar que, para muchos problemas,
es suficiente con una descripcion parcial del poliedro de soluciones asociado
para encontrar la solucién 6ptima.

Definicién 1.1 Dado un T € R® y un poliedro Pr, el “Problema de Identifi-
cacion de Facetas” consiste en, encontrar una desigualdad lineal a‘z < a que
defina una faceta de Pr y que sea violada por T (a'z > a) o, probar que tal
desigualdad no eziste.

Estamos en condiciones de dar un esquema general de los algoritmos de
Planos de Corte que permitira resolver, utilizando un cédigo de programacién
lineal (algoritmo del simplex, de las elipsoides...), los problemas de optimi-
zacién combinatoria. Se trata del Algoritmo de Relajacidn para Problemas de
Optimizacion de Padberg y Grotschel (1985) [71].

1. Inicializacién. Sea PLy una relajacién lineal del POC que queremos re-
solver. Hacer i := 0.

2. Resolucién del PL. Resolver el PL;. Sea z* la solucién éptima obtenida.

3. Identificacién de facetas. Resolver el problema de identificacién de fa-
cetas para el punto z' y el poliedro Pr.

3.1 Si se encuentra una o mas desigualdades {que inducen facetas de
Pr) violadas por z', afiadirlas al sistema que define PL;. Llamar
PL;y; al nuevo problema y hacer ¢ :=¢ + 1. Ir al paso 2.

3.2 Si no se encuentra ninguna, parar.

Si conocemos una descripcién completa de Pr y en el segundo paso utiliza-
mos un cédigo de programacion lineal finito, el algoritmo terminara en el paso
3.2 proporcionandonos la solucién 6ptima del problema.

Ahora bien, en el caso en que sélamente disponemos de una descripcién
parcial de Pr cuando llegamos al punto 3.2 puede ser, o bien porque no hemos
sabido encontrar ninguna desigualdad violada por z* o bien, porque en realidad
no existe ninguna.
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En este tltimo caso, si z' es entera y pertenece al poliedro, z* sera la so-
lucién 6ptima. En cualquier otro caso podemos recurrir a un algoritmo de tipo
Branch&Bound utilizando como imput el nuevo sistema. Si hemos pasado con
éxito por el punto 3.1 en al menos una ocasion, el sistema de igualdades y desi-
gualdades actual se aproxima mejor a la descripcion del Pr. Esto aumentara la
probabilidad de llegar a una solucion éptima con el algoritmo de ramificacién
y acotacién.

Es evidente que la parte mas importante del procedimiento anterior es,
precisamente, la del problema de identificacion de facetas, de ahi la importancia
del disenio de “buenos” algoritmos exactos o heuristicos para llevar a cabo dicha
identificacion.

Los trabajos de Grotschel (1982) [44], Bachem y Grétschel (1982) [9] Pad-
berg y Grotschel (1985) [71] , son una muestra de c6mo combinando las técnicas
de Programacion Lineal con las de Branch&Bound o las de Planos de Corte se
pueden obtener algoritmos eficientes que tienen en cuenta la estructura facial
de los poliedros considerados.

El método descrito anteriormente presenta los dos inconvenientes siguien-
tes:

e La fase de Branch&Bound y la de Planos de Corte actian separadamente
y por tanto, el conocimiento de nueva informacién sobre la descripcion
parcial del poliedro no se puede tener en cuenta en el algoritmo de enu-
meracion.

e Cuando el algoritmo de Branch&Bound termina con una soluciéon que no
es una solucion posible del POC, es necesario recurrir de nuevo a otro
procedimiento que nos permita obtener la solucién ptima.

En los 1ltimos afios se han combinado las dos técnicas anteriores, Planos de
Corte y Branch&Bound para dar paso a una nueva generacién de algoritmos
conocidos con el nombre de Branch&Cut. La novedad consiste en incorporar
el algoritmo de Planos de Corte en el proceso de Enumeracién. En realidad lo
que se hace es resolver el problema de identificacién de facetas en cada uno de
los nudos no saturados del drbol de Branch&Bound. La ventaja reside en el
hecho de que, al ser los cortes generados facetas del poliedro de soluciones, se
pueden usar en cualquier otro nudo del arbol, reforzando asi, paso a paso, la
descripcion lineal de la que partiamos.
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Las dltimas tendencias en Combinatoria Poliédrica se centran en el disefio
de algoritmos de Branch&Cut y algoritmos de identificacién de facetas, tanto
exactos como heuristicos, para los diferentes problemas de Optimizacién Com-
binatoria. o '

Excelentes articulos sobre Branch&Cut son los debidos a Padberg y Rinaldi
(1989,1991) [72], [73].
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Capitulo 2

Problemas de Rutas
relacionados.

El problema que estudiamos en esta memoria pertenece a una clase general de
problemas conocidos como Problemas de Rutas. El objetivo de este capitulo es
introducir aquellos Problemas de Rutas que, de una u otra manera, muestran
alguna relacion con el Problema de Rutas de Vehiculos con Demanda Compar-
tida.

Atendiendo a la revisién bibliografica que hemos realizado daremos, para
cada uno de ellos, una formulacién del mismo como un problema de optimi-
zacidn sobre un grafo, a continuacién hablaremos de su complejidad algoritmica
y de las diferentes técnicas, tanto exactas como heuristicas, que se han utili-
zado para resolverlo. Por iltimo, nos centraremos de forma especial en los
resultados que se han conseguido sobre el poliedro de soluciones asociado.

2.1 Clasificacion General de los Problemas
de Rutas.

Los dos problemas que planteamos a continuacién son los Problemas de Rutas
“mas sencillos” que nos podemos encontrar en la literatura.

El Problema del Agente Viajero. (The Traveling Salesman Problem - T S P)
Un agente comercial tiene que visitar, exactamente una vez, una serie de

23



ciudades. El agente sale de su casa y debe regresar a la misma. Encon-
trar la secuencia en la que debe visitar las ciudades para que la distancia
total recorrida sea lo menor posible.

El Problema del Cartero Chino. (The Chinese Postman Problem - CP P)
Un cartero parte de su oficina, reparte el correo recorriendo las cales y
regresa de nuevo. | En qué orden debe recorrer las calles para que la
distancia total recorrida sea minima ?.

Sirepresentamos cada ciudad como un vértice y asociamos una arista a tada
uno de los caminos (carreteras) entre ciudades, cuyo coste es la distancia entre
ellas, obtenemos un grafo que nos permite resolver el TSP como un problema
matematico. Resolverlo consistira en encontrar un ciclo Hamiltoniano, de coste
minimo, sobre el grafo que acabamos de describir. Del mismo modo, asociando
un vértice a cada cruce entre calles y una arista a cada calle, cuyo coste sea
la longitud de la calle, el CPP consistira en encontrar un camino cerrado de
coste minimo que recorra todas las aristas del grafo asociado, al menos una
vez.

Podemos decir que, en el TSP, la “demanda del servicio” se da en los
vértices, mientras que en el CPP en las aristas. Esta diferencia, en cuanto
a localizacion de la demanda, es la que permite establecer la primera gran
clasificacion dentro de los Problemas de Rutas:

Definicién 2.1 Llamaremos Problemas de Rutas por Vértices a aquellos que
tienen las demandas localizadas en los vértices.

Definicién 2.2 Llamaremos Problemas de Rutas por Arcos (aristas) a aque-
llos que tienen las demandas localizadas en las aristas.

En 1974 Orloff [69] unificS estos dos tipos de problemas definienda el lla-
mado Problema General de Rutas (General Routing Problem - GRP), en el
cual, la demanda puede estar localizada, tanto en los vértices, como en las
aristas.

La clasificacidon que acabamos de dar no es la unica que encontramos en
la literatura; en Bodin y Golden (1981) [12], por ejemplo, los problemas de
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rutas aparecen clasificados atendiendo a caracteristicas muy especiales de los
mismos: naturaleza de las demandas, i.e. si son estocasticas o deterministas,
caracter del grafo, dirigido, no dirigido o mixto, capacidad del vehiculo, etc....
Schrage (1981) [79], Bodin et al. (1983) [13] y Assad (1988) [6], dan otro tipo
de clasificaciones.

Por 1ltimo, mencionar el trabajo de Desrochers et al. (1990) [29] en el que
los autores proponen un esquema de clasificacién para los Problemas de Ru-
tas de Vehiculos y Secuenciacién. La mayoria de los modelos considerados en
la literatura pueden clasificarse atendiendo a dicho esquema. El objetivo del
articulo es el de proporcionar una herramienta que permita clarificar las carac-
teristicas de un problema dado, consiguiendo asi establecer cierta uniformidad
dentro de la vasta literatura sobre el tema.

Desde que aparecié el articulo “Solution of a large-scale travelling salesman
problem”, de Dantzig et al. [28] en la revista “Journal of the Operations
Research Society of America” en 1954, han transcurrido cuarenta afios en los
que no han cesado de aparecer nuevos trabajos y resultados relativos a los
Problemas de Rutas.

El interés despertado por este tipo de problemas dentro de la comunidad
cientifica obedece principalmente a dos motivos. Por un lado tenemos que gran
cantidad de situaciones reales pueden modelizarse en términos de Problemas
de Rutas. Por ejemplo, el disefio de rutas de autobuses escolares, reparto
de correo y periédicos, disefio de rutas aéreas, distribucién de combustible,
etc.... Por otra parte, el hecho irrefutable de que su estudio ha conducido
a la obtencién de importantes resultados tedricos dentro de la Combinatoria
Poliédrica, contribuyendo de este modo al enriquecimiento de la misma.

Ademas, el desarrollo experimentado por la informatica, tanto a nivel de
software como de hardware, ha facilitado la implementacién de algoritmos de
rutas especificos, los cuales tienen en cuenta multitud de restricciones propias
de los problemas de la vida real. Este tipo de aplicaciones se han desarrollado
con la finalidad de resolver problemas muy concretos, que han surgido en el
seno de compaiiias, tanto piblicas como privadas. Golden y Assad (1986)
[43] dan un gran nimero de referencias de las aplicaciones de rutas que han
aparecido en la literatura, asi como, de los nombres de las empresas que los
han aplicado y de los ahorros de coste que se han conseguido utilizandolas.
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En Bodin et al. (1983) [13], encontramos un excelente resumen sobre los
problemas de rutas y secuenciacidn, incluyendo referencias a distintas formu-
laciones y a técnicas generales de resolucién. Benavent et al. (1983) [10]
proporcionan una panoramica general de los Problemas de Rutas por Arcos.
Magnanti (1981) [61], revisa la utilizacién de métodos de optimizacién combi-
natoria para la resolucion exacta de los problemas de rutas, la contrasta con el
uso de técnicas heuristicas y analiza en qué casos interesan unos u otras. Por
ultimo mencionar el estudio sobre la complejidad algoritmica de los Problemas
de Rutas realizado por Lenstra y Rinnooy Kan (1981) [59].

A partir de ahora nos centraremos en resultados especificos sobre aquellos
Problemas de Rutas por Vértices que, antes o después, van a ir apareciendo a
lo largo de esta memoria. Todos ellos estin, de alguna manera, relacionados
con el problema que nos ocupa en este trabajo.

2.2 El Problema del Agente Viajero.

Consideremos el primer problema planteado en el apartado anterior: disefiar
la ruta de menor recorrido que debe realizar un agente de ventas que parte de
su ciudad, visita una serie de ciudades y regresa de nuevo al punto de partida.

El planteamiento clasico de este problema, en términos de teoria de grafos,
consiste en calcular un ciclo Hamiltoniano de coste minimo sobre un grafo en el
que los vértices representan las ciudades y las aristas representan los caminos
que las unen. El coste de cada arista es la longitud del camino correspondiente,
esto es, la distancia entre las dos ciudades que une.

La importancia de este problema no obedece unicamente al gran campo
de aplicaciones asociado, sino al hecho de que se ha convertido en uno de
los problemas clasicos de la Combinatoria Poliédrica. Sorprenden en él la
facilidad y sencillez de su planteamiento y la dificultad que entrafia resolverlo
optimamente.

“The Traveling Salesman Problem: A Guided Tour of Combinatorial Op-
timization” (1985) [58] es, hoy por hoy, el mejor tratado sobre el tema que
se conoce. Da diferentes formulaciones del problema, estudia su complejidad
algoritmica, el poliedro de soluciones asociado y las técnicas utilizadas para re-
solverlo, tanto aproximada como éptimamente. Ademds, el libro contiene una
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larga lista de referencias que permite realizar una buena revision bibliografica
de los resultados obtenidos con anterioridad al momento de su publicacién.

2.2.1 Formulacién Matematica.

Dado un grafo completo y no dirigido G = (V, E) con un coste asociado a cada
arista e € E, el Problema del Agente Viajero consiste en encontrar un ciclo
Hamiltoniano en G de coste total minimo.

A partir de ahora denotaremos el problema con las siglas TSP.

2.2.2 Complejidad Algoritmica.

En 1972, Karp [53], demuestra que el T'S P es un problema de la clase NP — duro.
Unos afios mas tarde, en 1977, Papadimitriou [75] prueba que el resultado sigue
siendo cierto aunque los costes de las aristas representen distancias euclideas.

Como ya comentamos en la seccién dedicada a la Complejidad Algoritmica,
el hecho de que un problema sea “dificil” no significa que no existan clases
especiales de instancias que se puedan resolver con algoritmos polinémicos;
para ver estos casos especiales, en el entorno del TSP, se puede consultar el
articulo de Gilmore et al. (1985) [41].

2.2.3 Estrategias de Solucidn.

Como ya hemos mencionado anteriormente, el TSP ha sido, y sigue siendo,
uno de los problemas de rutas que mas atencién ha despertado dentro de la
Combinatoria Poliédrica. Esto hace pricticamente imposible resumir aqui el
enorme numero de estrategias, tanto exactas como heuristicas, que se han
desarrollado para resolverlo. En Bodin et al. (1983) [13], podemos encontrar
un buen resumen sobre las mismas.

Las ultimas tendencias en cuanto a disefio de algoritmos heuristicos apun-

tan hacia la utilizacién de métodos de bisqueda tabi, Glover (1993) [42]. Knox
(1994) [56] presenta un algoritmo de estas caracteristicas para resolver el T'SP.
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En cuanto a la obtencién de soluciones éptimas, tradicionalmente el pro-
blema se ha formulado como un problema de programacidn lineal entera y
se ha recurrido después a algoritmos de ramificacién y acotacién. Utilizando
este tipo de técnicas se han resuelto en tiempos de computacién razonables
instancias de cien vértices como maximo, [41].

El desarrollo de la Combinatoria Poliédrica ha propiciado la aparicién de
nuevas técnicas que utilizan el conocimiento de la estructura del poliedro de so-
luciones para resolver instancias de gran tamafio. Durante los primeros afios se
trataba, basicamente, de algoritmos de Planos de Corte con los que se resolvie-
ron éptimamente instancias de hasta 300 vértices, como en Crowder y Padberg
(1980) [26]. Pero, ha sido la combinacién de las técnicas de Branch&Bound
con las de Planos de Corte la que ha permitido resolver el T'S P sobre un grafo
de 2392 vértices, Padberg y Rinaldi (1991) [73].

2.2.4 Investigacion Poliédrica.

Grotschel y Padberg (1979a) [45] estudian el poliedro de soluciones asociado al
TSP y demuestran que su dimensién es |E|—|V|. En el mismo trabajo encon-
tramos los primeros resultados sobre desigualdades validas que inducen facetas
de este poliedro. En un segundo articulo, los mismos autores (1979b) [46], dan
teoremas constructivos y condiciones bajo las cuales es posible asegurar que
una desigualdad que define una faceta para un TSP de tamafio |V| = n,
también induce una faceta para uno de tamafio |V| = n + m. En cualquier
estudio poliédrico pueden encontrarse resultados de estas caracteristicas, den-
tro de la Combinatoria Poliédrica se conocen con el nombre de teoremas de

lifting. Para un estudio mas detallado del poliedro de soluciones, ver Padberg
y Grotschel (1985) [71).

Los articulos que acabamos de mencionar no son los unicos que encontra-
mos en la literatura cientifica con relacién al poliedro del T'SP; en los ulti-
mos anos no han cesado de aparecer trabajos con nuevas desigualdades que
han permitido aumentar el conocimiento de la descripciéon parcial del polie-
dro de soluciones asociado. Mencionaremos aqui sélamente algunos de ellos:
Cornuéjols et al. (1985) [23], Grétschel y Pulleyblank (1986) (48], Fleischmann
(1988) [37], Fonlupt y Naddef (1992) [38], Naddef y Rinaldi (1991, 1992, 1993)
[64], [66] y [67].
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2.3 El Problema del Agente Viajero Grafico.

En la mayoria de las aplicaciones del Agente Viajero, furgonetas de reparto,
rutas de autobuses escolares, etc ..., el grafo original que representa la red
de calles no tiene porqué ser completo, puede incluso que no contenga ningiin
ciclo Hamiltoniano. Este inconveniente desaparece si se completa el grafo
con aristas que representan los caminos mas cortos entre cada par de vértices
no adyacentes; los caminos se calculan sobre el grafo original. Ahora bien,
completar el grafo implica, por un lado, aumentar el niimero de variables que
hay que utilizar para resolver el problema utilizando técnicas de Programacién
Lineal, ya que normalmente se asigna una variable a cada arista; por otra
parte, nos encontramos con el hecho de que, en ocasiones, el grafo presenta
una estructura especial que permite el disefio de algoritmos polinémicos para
resolver el TSP y si lo completamos perdemos dicha ventaja.

Estos inconvenientes son los que han motivado que algunos autores se plan-
teen el estudio de un nuevo problema que surge de forma natural cuando se
intenta resolver un TSP sobre un grafo no completo. Nos referimos al pro-
blema del Agente Viajero Grafico.

2.3.1 Formulacién Matemadtica.

Dado un grafo G = (V, E), no necesariamente completo, y un coste asociado
a cada arista, el Problema del Agente Viajero Grdfico (GTSP) consiste en
encontrar un tour en G que pase por cada vértice de V' al menos una vez.

La definicién anterior es la que dan Cornuéjols et al. (1985) [23]. Pa-
ralelamente Fleischmann (1985) [36] define también el mismo problema pero

relajando la condicién de que todos los vértices han de ser visitados, con lo que
solamente se visitaran obligatoriamente un subconjunto de vértices requeridos.

2.3.2 Complejidad Algoritmica.

Cornuéjols et al. (1985) demuestran que el GT'SP es un problema NP — duro
ya que, si existiese un algoritmo polinémico para resolver el GT'SP podriamos
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contestar, en tiempo polindmico, a la pregunta de si un grafo conexo, G, cual-
quiera, contiene o no un ciclo Hamiltoniano; sin embargo se sabe que éste es
un problema NP — completo, Karp (1972) [53], y, por tanto, lo anterior no
puede ser cierto a no ser que P = N'P.

Si el grafo es completo y los costes de las aristas cumplen la desigualdad
triangular el GT S P es equivalente al T'S P, Fonlupt y Naddef (1992) [38]. Esto
constituye otra prueba del cardcter NP — duro del GTSP.

2.3.3 Estrategias de Solucién.

En la revision bibliografica que hemos realizado s6lo hemos encontrado un
trabajo, Fleischmann (1985) [36], en el que se aborda la resolucién de algunas
instancias del GTSP. Se trata de un algoritmo de Planos de Corte en el
que se utilizan, ademds de Planos de Corte de Gomory, un tipo especial de
cortes especificos para este problema, las restricciones 8-star. Los tamarios
de las instancias que se resuelven son de hasta 120 vértices, para problemas
clasicos de la literatura y, de hasta 292, para problemas en los que los grafos
representan redes reales de carreteras.

2.3.4 Investigacion Poliédrica.

Pese a tratarse de un problema relativamente nuevo ya hay en la literatura
resultados tedricos bastante interesantes sobre el tema. Sin duda, el hecho de
que el poliedro de soluciones asociado sea de dimensién completa ha favorecido
la proliferacion de este tipo de resultados.

Por otro lado, la estrecha relacién que hay entre el poliedro de soluciones
del GTSP y el del TSP ha abierto una nueva via para profundizar en el estudio
poliédrico del TS P. Nétese que el GT S P no es mas que una relajacién del TS P
¥y, por tanto, el poliedro de soluciones asociado al TSP estara contenido en el
poliedro de soluciones asociado al GT'S P; ademas, las desigualdades vilidas
para el GTSP también lo serdn para el TSP, pero no podemos afirmar lo
mismo en lo referente a desigualdades que inducen facetas.

Como acabamos de mencionar, en 1985, Fleischmann [36] introduce un tipo
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de desigualdades vélidas para el GTSP, las “3-star”. Ese mismo afio aparece
el articulo de Cornuéjols et al. [23] en el que se estudia la dimensién del
poliedro de soluciones asociado y se definen , por primera vez, las desigualdades
“path”, “wheelbarrow” y “bicycle”. Demuestran que las desigualdades “path”
inducen facetas del poliedro del GTSP, y también las “wheelbarrow” y las
“bicycle”. Finalmente, muestran que todas ellas, en conjunto, generalizan
todas las desigualdades “comb” del TSP, ver Grdtschel y Padberg (1985) [47]
para una completa descripcion de estas desigualdades.

El motivo que nos ha llevado a detallar el contenido de este articulo, tal y
como lo hemos hecho, obedece a que en el Capitulo 5, todas las desigualda-
des anteriores seran objeto de un profundo estudio en el contexto de nuestro
problema.

Mais tarde, en 1988, Fleischmann {37] encuentra una nueva clase de desi-
gualdades conocidas como “star”, esta clase contiene como casos especiales a
las desigualdades “combd”, “path”,y “3-star”. Si se imponen determinadas con-
diciones también inducen facetas del poliedro del GT'S P, aunque no se puede
afirmar lo mismo con respecto al poliedro del TS P.

En Naddef y Rinaldi (1993) [67] se estudia con profundidad la relacién
entre los poliedros de soluciones asociados al GTSP y al TSP. Este estudio se
basa en el siguiente resultado: “Toda faceta no trivial del poliedro del TSP es
interseccion de n+ 1 facetas del GTSP, de las cuales, n son las desigualdades
de grado”.

Para completar la bibliografia existente sobre el tema, podemos citar los
articulos de Naddef y Rinaldi (1991) [64] y Fonlupt y Naddef (1992) [38].
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2.4 El Problema de Rutas de Vehiculos con
Capacidades.

El Problema de Rutas de Vehiculos (V RP) es un nombre genérico que se utiliza
para referirse a una amplia clase de problemas en los que un conjunto de clientes
tienen que ser visitados por vehiculos.

La visita puede obedecer a diferentes motivos: el cliente necesita que le
sirvan una determinada mercancia (reparto de cajas de bebidas a bares), que
la recojan (recogida de basura) o, ni una cosa ni la otra, sino que simplemente
necesita de algin tipo de servicio (revisién de instalaciones eléctricas).

Los ejemplos anteriores muestran claramente que la naturaleza de los vehicu-
los y de las mercancias no es unica. Un “vehiculo” puede representar un
camion, un cartero, un inspector de instalaciones eléctricas, etc .... Del mismo
modo, la mercancia puede ser objetos, personas, o nada, en el caso de que el
problema no consista en repartir ni en recoger personas ni ninguna clase de
objetos.

Es evidente que hay un enorme nimero de situaciones reales que pueden
modelizarse en términos de V RP’s, aunque cada una de estas situaciones puede
necesitar un tipo distinto de restricciones y/o de objetivos. Por ejemplo, si el
problema consiste en repartir mercancias a diferentes comercios una restriccién
logica podria ser la de exigir que el reparto se realice dentro de los horarios de
apertura , mientras que, si se trata del reparto del correo esta restriccion puede
no resultar tan importante. Lo mismo ocurre con las funciones objetivo, en
algunos problemas podemos estar interesados en minimizar la longitud total
de las rutas, o, puede que sea un objetivo prioritario minimizar el numero total
de vehiculos utilizados, por ejemplo, en aquellos casos en los que el coste de
“adquirir” uno nuevo sea muy elevado.

Esto hace que nos enfrentemos a una gran variedad de problemas. Nos
centraremos en uno muy concreto, el de Rutas de Vehiculos con Capacidades
que definiremos a continuacién.

En Bodin et al. (1983) [13] y Christofides (1985) [17] encontramos un
resumen de la investigacién llevada a cabo en esta drea. Golden y Assad
(1986) [43] recopilan una serie de situaciones reales en las que se han aplicado
con éxito diferentes paquetes comerciales de rutas disefiados para problemas
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muy concretos.

2.4.1 Formulacién Matematica.

El Problema de Rutas de Vehiculos con Capacidades, (CV RP), surge cuando
hay que repartir (o recoger) una determinada mercancia a una serie de clientes
utilizando K vehiculos que se encuentran localizados en un depésito central. La
demanda de cada cliente se supone conocida y la capacidad de los vehiculos
es fija. Cada cliente debe asignarse “exactamente” a una ruta, la demanda
total de los clientes asignados a una ruta no puede exceder la capacidad del
vehiculo. El objetivo es minimizar la distancia total recorrida.

En términos de teoria de grafos podemos formular el problema de la si-
guiente manera, Cornuéjols y Harche (1993) [24]:

Sea G = (V, E) un grafo completo no dirigido, donde |V| = n+1, y sea
vo € V un vértice especial al que llamaremos depdsito, el resto de vértices serdn
los clientes. Consideraremos ademas un vector de costes ¢ € IRE indexado en
las aristas de E y un vector de demandas d € RK\{""} indexado en el conjunto

de clientes. Finalmente, consideramos K vehiculos idénticos de capacidad
Q=0

Un conjunto de aristas T', no necesariamente distintas, se dice que es un K-

tour simple si se puede particionar en K subconjuntos no vacios, Ty, T3, ..., Tk,
cumpliendo:
1.- G(T;) es un ciclo (simple) y vo € V(T}),Vi=1, 2, ..., K.

2.- Cada j € V\{vo} pertenece exactamentea unoy séloun V(T;),1 < i < K.

3- Tiev) 4 <Q,Vi=1,2, ..., K.

A cada uno de los subconjuntos T; lo llamaremos ruta i-ésima.

Dado un grafo G completo el CVRP consiste en encontrar un K-tour
simple de coste total minimo.
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2.4.2 Complejidad Algoritmica.

La tercera condicién de la definicién anterior garantiza que la suma de las
demandas de los clientes asignados a una ruta no excede la capacidad del
vehiculo. Comprobar si se puede o no cumplir esta condicién es un problema
de “Bin Packing” en el que los “items” son de “tamaio” d; y la capacidad de las
cajas es Q. Por lo tanto, dado que el Bin Packing es un problema NP — duro,
ver Garey y Johnson (1979) [39], el problema es también NP — duro.

2.4.3 Estrategias de Solucién.

Como ocurre con la mayoria de los problemas considerados “dificiles” los pri-
meros esfuerzos para resolver el CV RP se centraron en la busqueda de buenas
soluciones heuristicas.

No es nuestra intencion recopilar aqui todos los algoritmos que han apare-
cido en la literatura para este problema, pero si queremos mencionar algunos
de ellos.

Fisher y Jaikumar (1981) [35] desarrollan un procedimiento en el que pri-
mero se resuelve un problema de asignacién, encuentran una asignacién de
clientes a vehiculos respetando la restriccién de no exceder la capacidad de los
vehiculos. A continuacion resuelven un T'SP sobre cada uno de los conjuntos
de clientes asociados a los vehiculos. El articulo permite revisar las técnicas
que aparecieron con anterioridad a 1981.

Stewart y Golden (1984) [82] implementan un algoritmo heuristico basado
en la relajacién Lagrangiana. Haimovich y Rinnooy Kan (1985) [49] obtienen
cotas superiores e inferiores para el éptimo basadas en el calculo de una so-
lucién del TSP sobre el conjunto de clientes y dan nuevos heuristicos para
el problema. En Dror y Levy (1986) [31] podemos encontrar métodos que
permiten mejorar las soluciones no 6ptimas del CV RP mediante operaciones
de intercambio de clientes entre rutas distintas. Paessens (1988) [74] revisa
la bibliografia relativa a técnicas heuristicas para el CVRP y da una serie de
reglas generales que se pueden aplicar en el disefio de heuristicos.

En los dltimos afios, al igual que ha ocurrido con el TSP y otros problemas
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de optimizacidn, la aplicacién de las técnicas de buisqueda tabd al problema
que nos ocupa también ha dado buenos resultados. Dentro de esta linea en-
contramos los trabajos de Taillard (1993) [83], Osman (1993) [70] y Campos y
Mota (1994) [15]).

Debido a la complejidad del problema, los esfuerzos para resolverlo 6ptima-
mente han sido, sobre todo en los primeros afios, mas bien escasos. Podemos
destacar el articulo de Laporte y Nobert (1987) [57] que constituye una ex-
celente recopilacion de los algoritmos de optimizacion utilizados para resolver
VRP’s. Araque (1989), (1990) [2] [3] estudia el poliedro de soluciones del Pro-
blema de Rutas de Vehiculos con idéntica capacidad y cargas unitarias (todos
los vértices tienen demanda igual a uno). Utilizando la informacién poliédrica
desarrolla un Branch&Bound con el que llega a resolver 6ptimamente proble-
mas de 48 ciudades, Araque (1990) [4].

Basandose en una formulacién del CVRP como un problema de “set par-
titioning”, Agarwal et al. (1989) [1] implementan un algoritmo exacto para
resolver el problema. Los problemas tests que utilizan no superan los 25 vérti-
ces.

Mais recientemente tenemos que destacar el trabajo de Cornuéjols y Harche
(1993) [24] que, aunque se centra en el aspecto poliédrico del problema, también
resuelve una instancia de 50 vértices utilizando un algoritmo de Planos de Corte
y un Branch&Bound para alcanzar, finalmente, la solucién éptima.

Mingozzi et al. (1994) [63] implementan un algoritmo de Branch&Bound
para resolver optimamente el problema basandose en la formulacion del mismo
como un problema de particién de conjuntos. Los problemas tests que utilizan
involucran hasta 75 vértices, sélo resuelven éptimamente instancias con 25
clientes como maximo.

Finalmente destacar el algoritmo de Ramificacion y Acotacion desarrollado
por Fisher (1994) [34]. Resuelve el problema buscando un “K-drbol” de peso
minimo, dualiza las restricciones de capacidad y de grado para obtener un
problema Lagrangiano que le permite calcular cotas inferiores para utilizarlas
en el drbol de ramificaciéon. Resuelve éptimamente una instancia de tamano
100 y algunas otras cuyo numero de vértices oscila entre 25 y 71.

Bajo el soporte del programa SCIENCE de la CEE, un equipo formado
por investigadores de diferentes paises se ha dedicado durante los ultimos tres
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afios al desarrollo e implementacion de un algoritmo de Branch&Cut para el
CVRP, Augerat et al. (1995) [7]. Han llegado a resolver una instancia de
135 vértices, pero hay instancias de tamaifio 75 que todavia no han conseguido
resolver 6ptimamente.

2.4.4 Investigacion Poliédrica.

Contrariamente a lo que ha ocurrido con el TSP el poliedro de soluciones
del CVRP se ha estudiado poco. De hecho, sélo hemos encontrado en la
literatura unos cuantos trabajos que estudian el problema desde el punto de
vista poliédrico.

Uno de ellos es el debido a Araque (1989) [2], el autor formula el problema
de rutas de vehiculos con idéntica capacidad y demandas unitarias como un
problema lineal entero. Estudia con detalle la estructura facial del politopo de
soluciones asociado y presenta un gran nimero de nuevas desigualdades que
definen facetas del mismo. En un trabajo posterior Araque et al. (1990) [5] es-
tudian la relacion entre los poliedros asociados a dos problemas estrechamente
relacionados: el CV RP con clientes idénticos (demandas iguales) y la version
con capacidades del problema del arbol generador de minimo peso.

Con relacién a la version en la que las demandas pueden ser distintas tene-
mos que destacar el articulo de Cornuéjols y Harche (1993) [24] que jugard un
papel fundamental en el desarrollo de esta tesis. En este trabajo introducen un
nuevo problema en el que un cliente puede ser visitado, pero no servido, por
mas de un vehiculo, el CV RP grifico, abreviadamente GV RP, y lo utilizan
como una relajacién del CVRP. El objetivo que persiguen en este estudio
es extender los resultados poliédricos conocidos sobre el TSP y el GTSP al
contexto del CVRP y el GV RP. Por ejemplo, ven cémo las desigualdades de
eliminacién de subtours, entre otras, pueden generalizarse y definir facetas de
los poliedros asociados al CVRP y al GV RP. La ventaja de trabajar con la
versién grafica es la misma que la que presentaba el GT'SP con respecto al
TSP, es decir, el poliedro de soluciones asociado es de dimension completa lo
cual facilita el estudio del poliedro asociado.

Sin duda, el motivo por el cual estos autores se han dedicado a estudiar

el aspecto poliédrico del problema obedece a los resultados sorprendentes que
se han conseguido resolviendo el T'SP utilizando algoritmos de Branch&Cut,
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Padberg y Rinaldi (1989) [72]. Como es sabido, el éxito de estos algoritmos
reside basicamente en dos aspectos. Por un lado, en el conocimiento de una
“buena” representacién lineal del problema, es decir, en el conocimiento teérico
de su estructura poliédrica; en segundo lugar en el desarrollo de algoritmos que
resuelven eficientemente el problema de separacion.

En los dos trabajos que acabamos de mencionar los autores resuelven con
éxito algunos ejemplos a pesar de que la fase de identificacién de restricciones
violadas es manual.

Por 1ltimo, mencionar que el grupo de la CEE al que aludiamos en la
seccion anterior también se ha centrado en el estudio del poliedro de solu-
ciones del CVRP y en el desarrollo de técnicas de identificacién de facetas
violadas. Como resultado se han encontrado nuevas desigualdades vilidas
para el problema y, en algunos casos, se dan condiciones bajo las cuales estas
desigualdades inducen facetas del poliedro asociado, Augerat y Pochet (1995)

[8).
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Capitulo 3

El Problema de Rutas de
Yehiculos con Demanda
Compartida.

En este capitulo introducimos una nueva version del Problema de Rutas de
Vehiculos con Capacidades, concretamente aquella que resulta de permitir que
la demanda de un cliente pueda ser servida por mas de un vehiculo. En la
primera parte resumimos cual es el estado actual de la investigacién llevada a
cabo en relacién con este tema. También estudiaremos qué relacién hay entre
este problema y los problemas de Rutas de Vehiculos a los que nos hemos
referido en el capitulo anterior. A continuacién daremos una definicién formal
del problema y propondremos una formulacién entera para el mismo.

3.1 Introduccién. Estado actual.

En el capitulo anterior hemos realizado una completa revisién de los resultados
que hay en la literatura referentes a una serie de problemas que estin, en
mayor o menor medida, relacionados con el Problema de Rutas de Vehiculos
con Demanda Compartida. Este problema surge de forma natural cuando
en el CVRP eliminamos la condicién de que cada cliente debe ser asignado
exactamente a una unica ruta, es decir, cuando permitimos que la demanda
del mismo sea atendida por uno o mas vehiculos.

El objetivo que perseguimos en esta seccién es dejar constancia de cual es
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el estado actual del problema.

La primera referencia que hemos encontrado es debida a Schrage (1981) [79]
en su trabajo de clasificacién general. Dos afos después, Bodin et al. (1983)
[13] afirman que “permitir o no dividir la demanda” es una de las caracteristicas
que hay que tener en cuenta a la hora de establecer una clasificacién general
de los Problemas de Rutas.

De nuevo, en el esquema de clasificacion planteado por Desrochers et al.
(1990) [29], se considera la posibilidad de servir un cliente con varios vehiculos
(o realizando varias visitas) como un elemento para la clasificacién. Plantean
situaciones en las que compartir es algo necesario, por ejemplo, en aquellos
problemas en los que la demanda es estocastica. Es posible que cuando el
“repartidor” visite al cliente se encuentre con que la demanda es superior a
lo que se esperaba y no pueda ser atendida completamente, siendo entonces
necesario realizar una segunda visita.

Podemos mencionar otros casos en los que es preferible aplicar esta version
del CV RP en lugar de la clasica, por ejemplo, aquellos en los que hay clientes
cuya demanda supera la capacidad del vehiculo.

Al contrario de lo que ocurre con el TSP o el CV RP, el Problema de Rutas
de Vehiculos con Demanda Compartida se ha estudiado muy poco, de hecho,
s6lo conocemos de la existencia de un algoritmo heuristico para el problema
y de uno de Planos de Corte basado en una formulacién entera del mismo.
En la revision bibliografica que hemos realizado no hemos encontrado ningin
trabajo que estudie este problema desde el punto de vista de la Combinatoria
Poliédrica.

En 1989, Dror y Trudeau (1989-90) [32] (33] introducen el “Split Delivery
Vehicle Routing Problem™ (SDV RP) y muestran como esta versién del CV RP
permite conseguir importantes ahorros, tanto en lo referente a distancia total
recorrida, como al nimero de vehiculos utilizados.

Pese a ser una relajacién del CVRP, el SDV RP es todavia un problema
NP — duro, ver Dror y Trudeau (1990) [33]. Nétese que si tenemos un inico
vehiculo cuya capacidad es mayor o igual que la suma de las demandas de los
clientes y, la matriz de distancias satisface la desigualdad triangular, el TSP
se puede reducir polinomialmente al SDV RP. Esta reducciéon demuestra por
si sola que el SDV RP pertenece a la clase NP ya que, el TSP pertenece a la
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misma clase, ver Garey y Johnson (1979) [39].

Este hecho es el que lleva a los autores a enfrentarse al problema utilizando
técnicas heuristicas para resolverlo. Disefian un algoritmo basado en una clase
de intercambios de vértices que explotan la posibilidad de dividir la demanda.
Partiendo de una solucién posible del CV RP intentan reducir el coste de la
solucién actual mediante el reparto de la demanda de algun cliente entre varias
rutas. Cuando no es posible conseguir ningin ahorro utilizando esta técnica,
aplican un segundo procedimiento que intenta reducir el coste total mediante
la adicién de un nuevo vehiculo; el objetivo de afiadir un nuevo vehiculo no es
otro que el de permitir que algiin cliente, que actualmente es servido por mas
de uno, pase a ser servido por uno solo. Cada vez que se consigue una mejora
realizan una nueva iteracion del algoritmo.

Comparan los resultados obtenidos, sobre una coleccion de problemas cuyo
tamaifio oscila entre 75 y 150 vértices, con los resultados que se obtienen si
se prohibe dividir la demanda. La conclusién a la que llegan es: “dividir”
es recomendable en problemas en los que las demandas de los clientes estan
por encima del 10% de la capacidad del vehiculo. En estos casos se consiguen
importantes ahorros en la distancia total recorrida y en el nimero de vehiculos
utilizados.

Debido a que en el Capitulo 8 desarrollamos un nuevo heuristico para el
problema, no profundizaremos aqui en las caracteristicas del procedimiento de
Dror y Trudeau, ya lo haremos en el momento oportuno.

Como ya hemos mencionado, el segundo trabajo relevante en lo que se
refiere al SDV RP se debe, de nuevo, a Dror et al. (1994) [30]. En esta
ocasién presentan una formulacién lineal entera para el problema, introducen
diferentes clases de desigualdades vilidas y estudian las relaciones jerarquicas
entre ellas. Algunas de estas restricciones se tienen en cuenta para desarrollar
un algoritmo de Planos de Corte que permite obtener una cota inferior para
el problema. La idea es, por un lado, contrastar la bondad de la cota superior
obtenida mediante el algoritmo heuristico y, por otro, combinar ambas cotas

para acelerar la bisqueda de la solucién éptima mediante un procedimiento de
Branch&Bound.

Los resultados computacionales que presentan responden sélamente a la

primera fase, es decir, se limitan a dar el valor de la cota inferior obtenida al
aplicar el procedimiento de Planos de Corte a un conjunto de problemas cuyos
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tamarfios varian entre 10 y 20 vértices, no hay ningin tipo de informacién
sobre como funciona el algoritmo de Branch&Bound. La diferencia entre la
cota inferior y la superior (proporcionada por su heuristico), con respecto a la
superior, varia entre el 0% y el 9% en todos los problemas tests. En ninguna
instancia llegan a ramificar en el Branch&Bound, es decir, se quedan en el
nudo cero del arbol de ramificacién. De hecho, sélo resuelven éptimamente un
problema con diez clientes.

3.2 Definicion del problema.

Definicién 3.1 Sea G = (V, E) un grafo completo, no dirigido, donde, V =
{0,1,2,...,n} y E = {(3,7), i, j € V, i < j} son, respectivamente, el
conjunto de vértices (clientes) y el conjunto de aristas (caminos entre clientes)
del grafo. Sea ¢ una funcién de costes que asocia a cada arista e = (i,j) un
real positivo, que interpretaremos como la distancia entre los vérticet y j; yd
una funcion que a cada vértice le asocia una demanda no negativa.

c: E — Rt d: ' V — Zt
. . d:>0 ie{l,2,...,n)
e=(ij) = 20 v {d,-:o i=0

El vértice cero es un vértice especial que representa un depdsito en el que
tenemos localizada una flota de K vehiculos idénticos de capacidad Q).

El “Problema de Rutas de Vehiculos con Demanda Compartida” consiste en
encontrar un conjunto de K rutas que minimicen la distancia total recorrida,
de manera que:

Cada cliente esté asignado a al menos una ruta, i.e., al menos una ruta
debe visitarlo.

La demanda de todos los clientes debe ser atendida completamente.

La demanda de un cliente pueda ser cubierta por uno o mds vehiculos.

Visitar a un cliente no implica servirle.

Cada ruta debe visitar a al menos un cliente.
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o Cada ruta comience y termine en el depdsito.

o El total de la demanda servida por cada una de las rutas no supere la
capacidad del vehiculo.

Nétese que, a diferencia del CVRP, en el SDV RP es muy sencillo calcular
el minimo numero de vehiculos necesario para cubrir la demanda de todos
los clientes. Si la cag:acidad de los vehiculos es @ y la demanda total es

. di ’ IYe .
Yicv di, basta con [ —'Q"L'I vehiculos para encontrar una solucién posible
del problema.

Una consecuencia inmediata que se deriva de esta observacion es la si-
guiente: si obligamos a que todas y cada una de las rutas visiten a al menos
un cliente, cuando trabajemos con un numero de vehiculos superior al minimo,
es posible que haya rutas que, aunque visiten a algunos clientes, la demanda
total que sirven sea nula. En este caso estaremos incurriendo en un coste ex-
tra no necesario, concretamente en el asociado a dichas rutas. Ahora bien,
obsérvese que, las unicas rutas que pueden aparecer en una solucién 6ptima,
cumpliendo lo anterior, seran rutas de ida y vuelta al cliente mas cercano al
depédsito. Entonces, bastard con eliminarlas para conocer la solucién 6ptima
de la versién del problema en la que, si que se admiten rutas vacias i.e., rutas
que no visitan a ningun cliente.

Otro detalle, que probablemente merezca la pena resaltar, es el de porqué ad-
mitimos visitas en las que no se sirve nada de la demanda. La respuesta es
sencilla, obligar a que un vehiculo sirva al menos una unidad cada vez que
visita a un cliente, es una condicién que permite definir, por si sola, una nueva
version del problema. Como veremos en el Capitulo 4, esta version requerira un
tratamiento completamente distinto del problema.

3.3 Relaciones y diferencias con otros proble-
mas de Rutas por Vértices.

A continuacién presentamos una serie de ejemplos que nos permiten ilustrar
la relacién entre las soluciones del SDV RP y las de algunos de los problemas
introducidos en el capitulo anterior. También veremos otros que ponen de
manifiesto las ventajas de utilizar esta nueva versién del VRP.

43



Por otra parte, algunos ejemplos nos serviran para ilustrar las caracteristi-
cas y posibles variantes que se pueden plantear con relacion al SDVRP.

Veamos, en primer lugar, las relaciones entre las soluciones del SDVRP y
las de los problemas CVRP, GVRP y GTSP.

Como demuestra el siguiente ejemplo, propuesto con otros fines por Dror y
Trudeau (1989) [32], toda solucion del GVRP (o del CVRP) es una solucion
del SDVRP, pero el reciproco no es cierto.

Ejemplo 3.1 Supongamos que tenemos tres clientes cuyas demandas son:

d =3, (2 =4y 3 = 3y se dispone de dos vehiculos idénticos de capaci-
dad Q = 5. Dada la solucion:

vehiculo 1

vehiculo 2 | deposito

No es posible encontrar ninguna solucion del GVRP, ni tampoco del CVRP,
que utilice solamente las aristas del grafo anterior. Notese que el cliente
numero dos necesariamente tiene que ser servido por los dos vehiculos.

Una de las posibles soluciones del SDV RP que utilice solamente las aristas
del grafo anterior podria ser aquella en la que el vehiculo 1 sirve completamente
al cliente numero 3 y dos unidades de la demanda del cliente numero 2, el resto
de la demanda es servida por el otro vehiculo.

Toda solucion posible del SDVRP lo es del GTSP pero, el reciproco tam-
poco es cierto.

Ejemplo 3.2 Consideremos los datos del ejemplo anterior y la solucion re-
presentada en la siguiente figura. En ella tenemos un conjunto de aristas que
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no permite obtener ninguna solucion posible del SDV RP (un vehiculo deberia
servir T unidades), pero que si define una solucién del GTSP.

depésito

Los siguientes ejemplos nos van a permitir ilustrar algunas de las ventajas
relacionadas con la posibilidad de compartir la demanda, como, el hecho de
poder reducir el numero de vehiculos necesarios y la distancia total recorrida.

Ejemplo 3.3 Sean dy = 3, d; =4 y d3 = 3, las demandas de tres clientes y,
ci =10,1=1, 2, 3, c12 = c23 =5 y 13 = 10, las distancias entre cada par
de puntos, incluyendo el depdsito. La capacidad de los vehiculos es idéntica e
igual a 5. La solucion éptima del problema, cuando no se permite compartir
la demanda, requiere tres vehiculos, uno para cada cliente, y el coste total es

de 60 unidades. Si se divide la demanda sélo se necesitan dos y el coste es de
50 unidades.

Otro inconveniente que se supera si se permite compartir la demanda es el
de poder encontrar soluciones a instancias que no son posibles en el contexto
del CVRP. En ocasiones, con el nimero de vehiculos disponible, no es posible
encontrar una solucién a no ser que se permita compartir la demanda. Otras
veces, hay clientes cuya demanda es mayor que la capacidad de cualquiera de
los vehiculos, en estos casos tampoco es posible encontrar una solucién del tipo
CVRP. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 3.4 Sean d; = 15, d; = 6, d3 = 7 y dy = 12 las demandas de
cuatro clientes, K = 4 y Q = 10. Ndtese que la demanda total es 40, luego los
cuatro vehiculos deben ir completos. Como las demandas del primer y cuarto
vértice son estrictamente mayores que la capacidad del vehiculo, no podemos
encontrar ninguna solucidn posible a no ser que compartamos la demanda. Si
compartimos, la siguiente es una solucién del problema:
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vehiculo 1
vehiculo 2
vehiculo 3
vehiculo 4

La siguiente tabla muestra qué cantidad de demanda sirve cada vehiculo a

cada cliente.

VEHICULO CLIENTES
1 2 3 |

1 1 o 7 2

2 4 6 o 0

3 10 0 0 0

4 0 0 o0 10

Por ultimo, veamos un ejemplo en el que la inica manera de obtener la
solucion optima es utilizando una determinada arista exactamente dos veces
por cada uno de los vehiculos. Tendra sentido pues utilizar en la formulacion
del problema variables que indiquen el nimero de veces que se utiliza una
arista en la solucion en lugar de una variable binaria que s0lo nos indique si

se utiliza o no.

Ejemplo 3.5 Si en el primer ejemplo tomamos las siguientes distancias: Q| —
PG =3 03=4 0C2=1,en = 3, y @23 = 1¢ La solucion optima es la si-
guiente:
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vehiculo 1

depésito vehiculo 2

VEHICULO CLIENTES

1 2 3
1 3 2 o
2 o 2 3

Como hemos podido observar, dependiendo de si se permite o0 no compartir
la demanda, de si se admiten o no rutas vacias, de si se fija 0 no el niimero
de vehiculos e, incluso, de si se admiten o no clientes cuyas demandas sean
mayores que la capacidad de los vehiculos, nos encontramos con diferentes
versiones de VRP's.

La dnica manera de poder realizar un estudio poliédrico de uno de estos
problemas es estableciendo unas hipodtesis de trabajo, es por ello que, a partir
de ahora y salvo que indiquemos lo contrario, supondremos que:

O > max {di, i e {1,2,— ,n}} y K =

En la mayoria de los problemas de rutas, la matriz de distancias satisface
la desigualdad triangular, por lo que, la hipdtesis sobre las demandas de los
clientes no es demasiado restrictiva. Ndtese que si hubiese clientes con demanda
mayor que la capacidad de los vehiculos, resolveriamos el problema destinando
un vehiculo, de ida y vuelta al depésito, para servir, exclusivamente, una
parte de la demanda (de cada uno de estos clientes) igual a la capacidad del
vehiculo. A continuacion resolveriamos el problema con los mismos clientes
pero considerando las demandas “residuales”.

En cuanto a suponer que disponemos unicamente del minimo nimero de
vehiculos, ya hemos comentado al principio que, en caso de tener un numero
superior, siempre es posible ampliar la solucion con rutéis que van y vuelven a
un cliente desde el depdsito.
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3.4 Formulaciones.

Como en la mayoria de los problemas combinatorios, especialmente en los
NP —duros, encontrar un conjunto de desigualdades lineales cuyas soluciones
enteras coincidan con el conjunto de soluciones del SDV RP no es nada sencillo.
De hecho, conseguir una formulacion entera para el problema nos ha llevado a
tener que recurrir a la utilizacion de un nimero considerable de distintos tipos
de variables. Realizar un estudio poliédrico basandose en una formulacién
complicada del problema es una tarea practicamente imposible. Tanto en el
TSP como en el CVRP se han conseguido resultados importantes estudiando
el poliedro de soluciones asociado basandose en un conjunto de desigualdades
lineales que no definian una formulacién entera de estos problemas sino de una
version relajada de los mismos. Los éxitos obtenidos a nivel poliédrico para el
TSP y el CVRP utilizando este enfoque es lo que nos ha incitado a hacer lo
mismo en el caso del SDV RP.

En esta seccion vemos cémo, definiendo las variables de diferentes maneras,
podemos conseguir distintas relajaciones del SDV RP. Discutiremos los “pros”
y los “contras” de cada una de ellas, elegiremos una para realizar el estudio

poliédrico que nos proponemos y justificaremos los motivos de la eleccidn.

Finalmente, daremos la formulacién entera para el SDV RP a la que nos
hemos referido al principio.

3.4.1 Primera relajacion.

A partir de la definicién del problema dada en la Seccién 3.2:

Definicién 3.2 Definimos z;; como el nimero de veces que se usa la arista
(2,7) en una solucion del SDVRP y, R1, como el siguiente problema de pro-
gramacion lineal entera:
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Min Z(i,j)eE Ci;Tij
s.a:
Yy Zoi 2 2Ky par (1)

Tiev\(iy Ti; 22 ypar Vie V\{0} (2)

(s VS C V\{0}
Ceaess i 2 2[4 { 2<ISj<n-1 O

z;j 2 0 y enteras V(i,j) € E (4)

Es facil comprobar que el vector de incidencia asociado a cualquier solucién
posible del SDV RP satisface todas y cada una de las restricciones anteriores.

(1)

(2)

(3)

(4)

indica que el numero de aristas incidentes con el depdsito es par y al
menos hay 2K; como todas las rutas deben comenzar y terminar en el
depésito esta restriccion se cumple ya que necesariamente han de utili-
zarse todos los vehiculos.

obliga a que todos los clientes sean visitados por al menos una ruta y a
que todo vehiculo que llegue a un vértice lo abandone.

indican que dado un subconjunto S cualquiera, la cortadura (5, S) debe
ser atravesada al menos 2[5!151] veces. Esto es evidente si tenemos en

cuenta que [—(—l] es exactamente el minimo numero de vehiculos nece-
sario para poder abastecer toda la demanda del subconjunto de vértices
S y que cualquier vehiculo que visite a algin vértice de S debe regresar
al deposito utilizando alguna arista de la cortadura. A partir de ahora
nos referiremos a ellas como las restricciones de capacidad.

son las restricciones de no negatividad e integralidad.

Si sustituimos [—(—1] por 1, para cualquier subconjunto de vértices S, y
hacemos K =1, en el conjunto de desigualdades anterior, obtenemos la for-
mulacién propuesta en Cornuéjols et al. (1985) [23] para el GTSP.

Sustituyendo en (1) y (2) las desigualdades por igualdades, K por la so-
lucién del problema de Bin Packing que definen las demandas de los clientes y,

49



por 2R(S), el término de la derecha de las restricciones de capacidad, obtene-
mos la formulacién dada por Cornuéjols y Harche (1993) [24] para el CV RP.
R(S) es el minimo nimero de veces que es atravesada la cortadura (S, 5)
cuando consideramos todas las soluciones posibles del CVRP. Es evidente
que el cdmputo de R(S) es practicamente imposible, es por ello que los au-
tores relajan las condiciones y utilizan el mismo término independiente que
nosotros. A pesar de la relajacién que supone sustituir R(S) por [ igl"l siguen
teniendo una formulacion entera de su problema.

Como ya mencionamos en un capitulo anterior, Cornuéjols y Harche estu-
dian el poliedro asociado al conjunto de soluciones del CV RP basandose en
los resultados poliédricos que obtienen para una versién relajada del mismo,
el GVRP. La formulaciéon que proponen para estudiar este problema es la
misma que la que acabamos de dar nosotros. Basicamente la diferencia con
respecto a la nuestra reside en el hecho de que, en su caso, el verdadero término
independiente de (3) es 2R(S) pero, como en la préactica no es posible trabajar
con este valor, lo sustituyen por el que utilizamos nosostros. Para el SDV RP
el término independiente correcto es 2[5(51] .

El principal inconveniente de trabajar con las variables z;; esta en que,
dada una solucién del PLE anterior, tenemos que decidir qué aristas son uti-
lizadas por cada uno de los vehiculos. En el caso del CV RP este problema no
aparece, el grado dos de los clientes y el grado 2K del depdsito obliga a que el
conjunto de aristas asociado a las variables z;; > 0 determine univocamente K
rutas que comienzan y terminan en el depdsito. Esto no ocurre si trabajamos
con el SDV RP o con el GV RP, de hecho, el conjunto de soluciones enteras del
sistema de desigualdades anterior contiene estrictamente al conjunto de solu-
ciones de los dos problemas. El siguiente ejemplo presentado por Fleischmann
sirve para ilustrar las dos situaciones.

Ejemplo 3.6 Consideremos el problema en el que se dispone de dos vehiculos
idénticos de capacidad Q = 4 y en el que las demandas de los clientes son:
dy =4, d; =d3 = dy = ds = 1. El conjunto de aristas siguientes cumple todas
y cada una de las restricciones de Rl y, sin embargo, no es posible construir
ninguna solucion del GV RP que utilice iinicamente las aristas que aparecen
en este grafo. Ni tan siquiera es posible encontrar una del SDV RP.

Decidir realizar nuestro estudio poliédrico utilizando este sistema de desi-
gualdades implica enfrentarse a un nuevo problema, el de reconocimiento de
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Figura 3.1: Ejemplo de Fleischmann.

rutas, es decir, tendremos que disefiar un método que nos permita contestar a
la pregunta de si hay o no una solucién del SDV RP asociada a una solucién
posible del problema anterior. En caso de que la respuesta sea afirmativa, ten-
dremos que ser capaces de decir cuales son las rutas y cémo se ha de realizar el
reparto o, equivalentemente, decidir qué rutas sirven a cada cliente y qué parte
de la demanda le sirven.

Este inconveniente es el que, en principio, nos incité a buscar otras formu-
laciones para el SDV RP.

3.4.2 Segunda relajacion.

Uno de los principales inconvenientes a la hora de trabajar con las formulacio-
nes de los problemas combinatorios es que, a pesar de la capacidad de calculo
de los ordenadores actuales, cuando el nimero de variables es muy elevado,
al aumentar e] tamaiio de las instancias puede llegar a ser imposible trabajar
con ellos; no tnicamente se complica el trabajo a nivel computacional sino que
también resulta mas complicado el desarrollo de resultados tedricos.
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Una de las formas mas econdmicas, en cuanto a mimero de variables, de
mejorar la formulacién anterior podria consistir en anadir un nuevo tipo de
variables que nos indiquen si una ruta sirve o no parte de la demanda de
cada uno de los clientes y, en su caso, qué cantidad. De esta manera sélo
aumentamos en 2K (|V| — 1) el nimero de variables.

Definicién 3.3 Definimos las variables:
z;; = numero de veces que se usa la arista (1,7), V(i,j) € E

. 1 sih sirve parte de d; Vie V\{0}, h=1,...,K

Yo = 0 en otro caso

d* = demanda de i servida por b, Vi€ V\{0}, h=1,...,K

Llamaremos R2 al siguiente problema:

Min YTiieE Gi%ij

s.a .

TRyt > Vi e V\{0} (1)
::—1 yl - h K (2)
& < dgh { TN
db >y { REME W
YK, d=d; Vi € V\{0} (5)

,_ldh<Q h=1,...,K (6)
Yic1Toi 2 2K ypar (7)
Tiev\i) Tij 2 255 ¥ ypar Vie V\{0} (8)

vS C V\{0

Eiareis @i 2 21 { 2 <18 }<_{n}- 1 O
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vS C V\{0}
Z(i.j)e(s,?fij 2 Vi,...,0, €S

2(Cher, Yo, + -+ -+ Lhet, yf}r) hy,..., I, cualquier (10)
particién de {1,...,K}

z;; 20 y entera V(i,j) € E (11)
Vie V\{0}

h

d} >0 Yy entera {h=1,...,K (12)
Vie V\{0

it e 0) { yeno 1)

Es evidente que todas las soluciones del SDV RP satisfacen todas y cada
una de las restricciones anteriores, no obstante vamos a comentar lo que sig-
nifican cada una de ellas. Nétese que:

(1) garantiza que todos los clientes son asignados a al menos un vehiculo.

(2) que todo vehiculo es utilizado para servir parte de la demanda de algin
cliente.

(3) que la parte de la demanda de un cliente servida por cada vehiculo no
excede la demanda del cliente. Por otra parte sirve para asegurarnos de
que si le sirve algo, la variable y* toma el valor correcto, es decir 1.

(4) obliga a que si un vehiculo no le sirve nada a un cliente, y* valga cero, y
a que, si y? vale 1, el vehiculo A debe servir a : al menos una unidad.

(5) garantiza que todos los clientes son servidos completamente.

(6) obliga a que ningin vehiculo sirva mads de lo que le estd permitido, es
decir, @ unidades.

(7)-(9) juegan el mismo papel que en R1. Son las restricciones de grado, paridad
y capacidad.

(10) indican que cualquier cortadura es atravesada, al menos, un nimero de
veces igual a dos veces el nimero de vehiculos distintos que entran en
el conjunto S para servir, total o parcialmente, a un subconjunto de sus
clientes. Sin embargo, estas restricciones no bastan para garantizar que
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los vehiculos que entran en S sean apropiados para poder obtener una
solucion posible de nuestro problema. Este tipo de restricciones han sido
introducidas por el Profesor E. Benavent para el CVRP.

A pesar de todo seguimos sin tener una formulacién entera de nuestro
problema ya que, aunque cualquier solucion del SDV RP cumpla todas y cada
una de las restricciones anteriores, el reciproco no es cierto. Podemos utilizar
de nuevo el ejemplo de Fleischmann para ilustrar esta situacion:

Ejemplo 3.7 En el grafo asociado al ejemplo de Fleischmann tomamos:

z;; = 1 para todas las aristas que aparecen en la solucion
=1y =0,i=2 34,5
y2=0,y2=1,:1=2,3,4,5
dl=4,d'=0,1=2,3,4,5

#=0,d=1,i=23, 4,5

%

Los valores que acabamos de asignar a estas variables corresponden a una
solucion entera de R2, pero no definen ninguna solucion posible del SDV RP.

En este caso, reconocer si existe o no un conjunto de K rutas asociadas a
una solucién (Z, %) del problema anterior consistira en encontrar una solucién

posible, z’;, del siguiente problema:
_f'-j = Zf:l ztbj V(iqj) € E
1% 22 yopar h=1,2,....K
Tien(i) T 2 29ty par Vie V\{0}, k=1, 2,...,K

E(.',j)e(s,‘_s") z?j 22 méx;es{ﬂ?} ypar VSCV\{0}, h=1,2,....K

xf'jZO enteras V(i,j)€EE, h=1, 2,...,K

Noétese que, dado un subconjunto S cualquiera, si un vehiculo A no sirve a
ningin cliente de S, max;es{¥"} = 0, y en este caso la restriccién:

Y. zh > 2 mixies{7'}
(i,5)€(S,3)
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se cumple trivialmente. Si, por el contrario, h sirve algo de la demanda de
alguno de los clientes de S, méx;es{7?} = 1y, la ruta asociada a ese vehiculo
tendra que atravesar la cortadura (S, S) al menos dos veces, lo cual queda
garantizado por la restriccion anterior.

Resumiendo, salvo el hecho de que con estas variables y este conjunto de
desigualdades obtenemos un reparto posible de la demanda de los clientes,
en lo que se refiere al reconocimiento de las rutas estamos como al principio,
seguimos sin tener informacion suficiente como para reconocerlas en un tiempo
“razonable”. Nétese ademds que (3), (4) y (12) obligan a que los vehiculos sélo
pueden repartir cantidades enteras de la demanda de los clientes.

3.4.3 Tercera relajacion.

A la vista de las dos formulaciones anteriores parece evidente que la forma
mas sencilla de resolver el problema de identificacién de rutas es utilizando un
tipo de variables que nos indique cudl es el vehiculo que utiliza cada arista y
el nimero de veces que la utiliza.

Definiciéon 3.4 Definimos zf‘j como el nimero de veces que el vehiculo h uti-

liza la arista (i,7) en una solucién y, R3, como el siguiente problema:

: K
Min T3, Tiij)eE Gitl;

s.a:
?:11"3:'22 y par h=11 2,'--1K (1)
ZjeV\{i} a:f‘j 2 0 Y par Vi € V\{O}, h= 1, 2,. .ey K (2)
K, Tiev\{i) a:f‘j >2 ypar Vie V\{0}, (3)
K d(S VS < V\{0}
2h= Z(e,j)e(sg) l‘?j 2 2[-'(51] { 2<|5|<n-1 (4)
xf‘jZO y enteras V(i,j)€ E, Vh=1, 2,...,K (5)

Cualquier solucién del SDV RP cumple las restricciones anteriores. Ademas,
dada una solucién de R3, sabemos qué aristas son utilizadas por cada uno de
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los vehiculos, sélo nos queda decidir qué cantidad de la demanda de cada cliente
es servida por cada uno de ellos, para ello bastara con encontrar una solucién
posible del siguiente sistema lineal:

Ther, dF = d;
EiERh d:l S Q

donde:
L={h:Tjenpzl 22} VieV\{0}

Ry={i:Tjev\(nzh 22} h=1,2,...,K

En este caso contestar a la pregunta de si la solucién obtenida es o no una
solucién del SDV RP es facil, basta con resolver el problema anterior. Sabemos
que esto se puede hacer en tiempo polinédmico ya que se trata, simplemente,
de resolver un problema de programacion lineal.

Desgraciadamente, seguimos sin tener una formulacion entera para nues-
tro problema, hay soluciones de R3 que no corresponden a ninguna solucién
posible del SDV RP. Por ejemplo, nos encontramos con que el conjunto de
desigualdades que hemos dado no garantiza que las rutas que aparecen sean
conexas. El siguiente ejemplo ilustra esta situacion:

Ejemplo 3.8 Supongamos que tenemos dos vehiculos cuya capacidad es igual
a 6 y que la demanda de los clientes es: dy =d3=dy=ds=ds =dr =1y
d2 = 2

vehiculo 1
vehiculo 2
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La desconexion de las rutas se produce porque aunque tengamos asegurado
que cualquier cortadura es atravesada al menos 2[%21] veces, no tenemos la
garantia de que las aristas correspondan a los vehiculos adecuados.

Seguimos sin impedir que salga como solucién la del ejemplo de Fleisch-
mann. Noétese que no existe ninguna relacion entre las aristas incidentes con
un vértice y el hecho de que la ruta asociada sirva o no parte de su demanda,
es decir, no tenemos garantias de que el problema lineal que acabamos de
plantear tenga solucion posible.

Ejemplo 3.9 Recordar que las demandas de los clientes eran todas igual a 1
excepto la del primero que era igual a 4. Se tenian dos vehiculos con Q) = 4.

No es posible asignar demandas de clientes a vehiculos sin que se viole la
capacidad y, de forma que los vehiculos sigan las rutas dibujadas en el grafo.

Podemos conseguir que en S entren tantos vehiculos distintos como son
necesarios introduciendo en la formulacién la siguiente familia de restricciones,
para cada subconjunto S de V\{0},

Th Siress) 2 2 242 - 20+ Then Tijesm o (6)
VILC {1,..., K}, |Tl| = p
p=0,1,2.., % -1

37



Nétese que si p # 0, la restriccién anterior puede escribirse como:

i1 hgn Y (i)e(ss) T 2 2[ﬂq§l] -2p
VIIC {1,...,K}, [I|=p
p=0,1,2,.., [¥ -1

La idea que permite demostrar la validez de la restriccién es la siguiente: si
p, de los I'i(Qﬂ] vehiculos que deben atravesar la cortadura (S, S), pertenecen
al conjunto [I, el resto de vehiculos que deben atravesar dicha cortadura no
perteneceran a II. Ademads, controla que se trata de vehiculos distintos.

Proposicién 3.1 La familia de desigualdades anterior asegura que, en una
solucidn de R3, la cortadura (S,S), con S C V\{0}, es atravesada, al menos,
por [i(qﬂ] vehiculos distintos.

Demostracion
Sea S un subconjunto de vértices cualquiera. Si p = 0, la restriccién resultante

es: K
S T szt

h=1 (i,j)(S.3)

que no es mas que la restriccién de capacidad asociada a S, ((4) Definicién
3.4), es decir, aquella que indica que la cortadura (S, S) debe ser atravesada,
al menos, un numero de veces mayor o igual que dos veces el minimo nimero
de vehiculos necesario para servir completamente a todos los clientes de S.
Evidentemente la cumplen todas las soluciones posibles del SDV RP.

Si p = 1, tenemos la siguiente familia de restricciones:

K d(s
ZI;{:] Z({’j)e(s’g) x?j 2 2[;10;)'] -2 + E(i,j)e(s,g) 2:31
2
Ther Te(s) T 2 21752 = 2+ i jye(s) 5

d(s
T Tges® ol 2 2% -2+ T jyess) =

Si no hay ninguna arista en la cortadura (S, S) utilizada por el vehiculo r
la restriccién asociada es redundante, ya que T; ;)¢(s3)%i; = 0 y por tanto
estara dominada por la restriccién que teniamos para p = 0.
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Si por el contrario 3°; ;¢ (53 Ti; > 0, nos queda:

K
> T -

h=1,k#r (i,7)€(5.5)

y como el minimo nimero de vehiculos necesario para servir a S es I'—L—l] tiene
que haber al menos otro vehiculo, distinto de r, que atraviese la cortadura

Si [ﬂgl] > 3, la cardinalidad de los subconjuntos, II, que permiten definir
las restricciones, s6lo podra ser igual a cero, uno o dos. Si |[II| =00 |II| =1, las
restricciones que obtenemos son las que acabamos de estudiar. Hemos visto
el papel que juegan y que, evidentemente, son vilidas. Veamos qué ocurre
cuando |II| = 2.

K

Z u-—Qr (5)1_4

h=1,h#r,h#s (i j)e(S.5)

Para cualquier pareja de vehiculos r y s del conjunto {1, 2,..., K} queno
utilizan ninguna arista de la cortadura asociada a .5, la desigualdad estd do-
minada por la restricciéon de capacidad correspondiente.

Si sélamente uno de los dos vehiculos, por ejemplo r, utiliza aristas de la
cortadura nos queda:

)y ) >2[Q]-4

h=1,h#r (n',j)e(S.S)

que estd dominada por la restriccion asociada a r en el caso p = 1.

Por ultimo, si los dos utilizan aristas de la cortadura, tenemos:

K
S % ey

h=1,hr,hts (i,j)e(S'S) <

que evidentemente obliga a que un tercer vehiculo entre en S.

Dado [i(Qﬂ] fijo, si razonamos analogamente para todos y cada uno de los

p, desde p = 0 hasta p = [ﬂqﬂ] — 1, obtenemos el resultado. o
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Las restricciones anteriores aseguran que en un subconjunto S cualquiera
que no incluya al depédsito entran tantos vehiculos distintos como son necesa-
rios, pero, seguimos teniendo soluciones en las que aparecen rutas disconexas.
El problema reside en que en la formulacién hay que reflejar la siguiente con-

dicidn:
> :cf;- >0— Y :c,'-'j >0
(5,7)EE(S) (4,.5)€(S,5)

Esto se puede conseguir afiadiendo la siguiente restriccion:

> aysM 3 g

(5,5)€E(S) (5,4)€(S.5)

donde M es una constante positiva suficientemente grande.

El problema de incluir este tipo de restricciones es que requiere establecer
cotas superiores para las variables, esto es, no se pueden utilizar tantas veces
como se quiera. Tendriamos que exigir, por ejemplo, que:

z}. <4 V(i,j)€E, h=12,.. K

En esta formulacién utilizamos K|E| variables y un nimero demasiado
elevado de restricciones.

Si analizamos las dos iltimas relajaciones vemos que, si hacemos una
mixtura de ellas, posiblemente obtengamos una formulacion entera para el
SDV RP, es decir, un conjunto de igualdades y desigualdades lineales cuyo
conjunto de soluciones enteras sea el conjunto de soluciones del SDV RP. Pre-
cisamente es de esto de lo que nos ocupamos en la siguiente seccion.
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3.5 Una formulacién entera.

Las variables que vamos a definir a continuacién nos van a permitir dar una
formulacion entera para el problema. Dror et al. (1994) [30] ya proponen una,
definiendo otro tipo de variables y suponiendo que el nimero de vehiculos
no es fijo. El principal inconveniente de su formulacién esta en que dan una
serie de restricciones, para prevenir las rutas desconectadas del depésito, que
resultan algo ambiguas. Lo mismo ocurre con las restricciones de eliminacién
de subtour. Otro detalle que merece la pena remarcar es que trabajan sobre
un grafo dirigido.

En primer lugar obsérvese que no hay pérdida de generalidad en suponer
que las aristas que aparecen en la solucién no lo hacen mas de M veces, donde
M es un entero positivo suficientemente grande.

Definicién 3.5 Definimos zf; como el nimero de veces que el vehiculo h uti-

liza la arista (¢,7) en la solucién, V(i,j) € E, h=1,...,K;

r_ ) 1 siel vehiculo h visita al cliente i
Y =1 0 en otro caso

Vie V\{0}, h=1,...,K yd* como la parte de la demanda del cliente i

servida por el vehiculo h parati =1,...,nyh=1,...,K
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Sea P el siguiente problema de Programacion Lineal Entera:

Min TK, Y(ij)eE Cij Toj

s.a:

Eh-q yh 21
23_1 y| pe

n
1=1 th 22

J-O i#i T u = 2y'

h
-‘Cf',- < My,

Tiij)e(s3) T = 2yt

zh-l 2(1 J)€E(S.5) ch =

df < diy?
f:l d:‘ = d'.
1—1 : Q

zf‘j > 0 y enteras

yr € {0,1}

d* > 0 y enteras

2<15|<n-1
Yre S
h=1,...,K

{
{
[ c
1 {
{

(1)

(3)

(4)
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Proposicion 3.2 Toda solucién posible del SDV RP es una solucidn de (P)
y reciprocamente.

Demostracion

Si tenemos una solucién del SDV RP, conocemos el recorrido de cada uno de
los vehiculos y la parte de la demanda que sirven a cada uno de los clientes
visitados. Podemos, por tanto, definir:

° :cf'j = numero de veces que el vehiculo 2 vade: a j,odejaienla

.2
solucion.

M = maz{maz{z}, (i,j) € E}, h=1,...,K}

y* =1 si el vehiculo h visita al cliente i, y* = 0 si no.

d* = parte de la demanda del cliente  servida por el vehiculo A.

Las restricciones (1) se cumplen trivialmente ya que todos los clientes son
visitados por al menos un vehiculo.

Supongamos que para algin k, (2) no se cumple, entonces existira algin
vehiculo que no visitara a ningin cliente, y* = 0, Vi € V\{0}. Esto significa
que en la solucidn se utilizan, a lo sumo, K — 1 vehiculos, contradiciendo el
hecho de que K = fﬂsﬂ] es el minimo nimero de vehiculos.

(3) es evidente ya que todos los vehiculos parten y regresan al depdsito;
todas las rutas utilizan al menos dos aristas incidentes con el depésito, o,
utilizan la misma arista dos veces. La paridad estad garantizada por el hecho
de que estamos hablando de rutas posibles y cada ruta es un tour.

Razonando andlogamente probamos que se cumple (4), ya que, si un vehiculo
h visita a un cliente ¢, necesariamente y* = 1 y (4) es andloga a (3).

Supongamos que el cliente i no pertenece a la ruta k, esto es, y* = 0; esto
significa que no hay ninguna arista incidente con 7 utilizada por el vehiculo A,
es decir, z; = 0, Vj € V\{i}, y por tanto (5) se cumple.

Si por el contrario, el vértice 7 es visitado por el vehiculo k, y* = 1, seguro
que h utiliza alguna arista (z,5) — zf‘j > 1, pero, atendiendo a la definicién de
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M que hemos dado ninguin vehiculo utiliza la misma arista mas de M veces y
(5) se cumplira.

Sea S C V\{0}, 2<|S|<n-1 Sire Sey* =0, (6) se cumple
trivialmente. Supongamos que y* = 1, (6) (Z(i.5es.3) zf‘j > 2) indica que
la cortadura (S,5) es atravesada por el vehiculo % al menos una vez; esto es
evidente si tenemos en cuenta que y* = 1 significa que hay un cliente de S
que es visitado por el vehiculo %, la unica manera de que el vehiculo alcance
el depésito es atravesando (S, S).

Las restricciones (7) indican que en un subconjunto S el nimero de aristas
en la cortadura asociada es al menos 2 veces el mimero minimo de vehiculos
necesarios para servir la demanda del conjunto. Es evidente que cualquier
solucion posible del SDV RP las cumplira.

Si un vehiculo visita a un cliente y* = 1 — d* < d,, y las restricciones (8)
indican que la parte de la demanda del cliente servida por el vehiculo no puede
ser superior a la demanda, lo cual es evidente. Si k no visita a 7, y* = 0, A no
servira nada de la demanda de i y la restriccién d* < 0 se cumplira.

(9) indica que todos los clientes son completamente servidos y (10) que
ningin vehiculo excede su capacidad. Evidentemente cualquier solucién del
SDV RP cumple ambas restricciones asi como (11), (12) y (13).

Veamos que el reciproco también es cierto, es decir, que un conjunto de
variables enteras cumpliendo las restriciones (1),...,(13) definen una solucién

del SDV RP.

Dada una solucién entera de (P) los valores de d”, definidos en el apartado
anterior, garantizan que hay una asignacién posible de las demandas de los
clientes a los vehiculos. Todos los clientes son completamente servidos,

K
Ed?=d,', i=l,...,n
h=1

y ningin vehiculo excede su capacidad:
n

Y& <Q, h=1,..,K

i=1
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Si en dicha asignacidn, el cliente i es servido, total o parcialmente, por el
vehiculo h:

Ed"—d ——Zd">0paraa]gunh—2y,—l—z Z zt > 2y par

J=0,5%¢

existen un nimero par de aristas incidentes con el cliente ¢ que pertenecen a la
ruta h; el grafo inducido por las aristas asociadas a las variables :cf; positivas
es un tour que incluye al depdsito ya que, si no fuese asi, se violaria alguna de
las restricciones (6) o (3).

Obsérvese que las restricciones aseguran que sélo aquellos vehiculos que
visitan a un cliente pueden servir parte de su demanda. En efecto, dado 1, si

h=0vi#ilyr=08a =0

Por otra parte, el hecho de que un vehiculo visite a un cliente no obliga a
servir.

:z: >0 (‘—1—2 E zh 5 22y par —-20<d"<d

J=0,5#i

Nota 3.1 Para demostrar la segunda parte de la proposicion anterior no he-
mos necesitado ninguna de las restricciones (1),(2) o (7).

Veamos que si K es el minimo nimero de vehiculos estas restricciones son
redundantes.

e (9) — (1), pues todos los clientes deben ser servidos.

K s K
Ydh=d>00d>08 k=103 21, i=1,...,n

h=1 h=1
e (10) — (2), puesto que, para no violar las restricciones de capacidad
deben utilizarse todos los vehiculos.
t—l dh < Q

_’Et—lytzl h_l K
K = 14
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e (6) — (7), para probar esto necesitamos algunos resultados preliminares.

Nota 3.2 Para cada S C V\{0}, 2<|S|<n-1yhe{l2,...,K},
definimos:

Hs={h€{1,2,...,K} : para algiin i € S, y} =1}
Sp={ieS:yt=1}

de lo que deducimos lo siguiente:

Proposicién 3.3 Dada una solucidn de (P), si a:f‘j > 0, entonces:
“(ivj) € (Shv—gh) — (i’j) € (Svg)”

Demostracion _

Si (¢,7) € (Sk,Sh), como S, C S,i€ S,y

= sijesS = (i,j) €(S,5)
€ SU(S\S
¢ (\h){sijES\Sh - y;=o‘_52z$;=0#
Luego, (i,7) € (S,3).
Supongamos ahora que (i,j) € (S,5), como S, € S, S C S, tenemos que:
J € Sh, y, teniendo en cuenta que:
x?j>0(—52y?=1—>i€5h

tenemos lo que queriamos, (%, 5) € (Sk, Sx)-

Hemos demostrado que en el grafo inducido por las aristas utilizadas por
un determinado vehiculo A, las cortaduras asociadas a S y a S coinciden. ©

Nota 3.3 Si [i(éﬂ] =p (d(S) > (p—1)Q), entonces la demandade los clientes
en S debe estar asignada a al menos p vehiculos diferentes, en otro caso,
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eristirdn q vehiculos (¢ < p— 1), no hay pérdida de generalidad en suponer
que son los q primeros, que servirian toda la demanda de S, pero:

9
2L A <R (p-1Q<d(S) #
h=1+t€S
Como |Hg| es el nimero de vehiculos que visitan S, necesariamente, |Hg| >

p. Ademds, para cada h € Hg, habrd un vértice i € S de manera que

Tmogpi T 2 2=2y}

Como S, C V\{0} © Z z?j >k, Vres,
(1,)€(Sn,5h)

Ahora bien, los r € S, cumplen que y* = 1, por tanto:

Z xf} >2, VheHs
(i’j)e(slngh)

Por otra parte, por la Proposicién 3.3,

S A= o

(i.4)€(5.3) (3,5)€(Sh,5n)

de lo cual se deduce que:

K
X Y h2d X o=
h=1 (i,5)€(S,

1 (i,5)€(S,3) heHs (i,j)€(S.5)

= X z%22|H5|Z2P=2|{1’(‘§)'
h€Hs (i,5)€(Sh,Sn) 7

|

Resumiendo, (6) — (7), y podemos eliminar de la formulacién las restric-
ciones, (1),(2) y (7). Por tanto, si K es el minimo nimero de vehiculos la
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formulacién de (P) quedard como sigue:

. K h
Min 3y XiijeE Gij T3
s.a .

i -'”o- 2> 2y par

J=0 J#t i Z 2y:

zh < Myh

E(t J)E(S.S) Ic] = 2yr

dt < diyh

II!.(=1 dh = d"

1

t—l d:. S Q

:c:‘J > 0 y enteras

vyt €{0,1}

d" > 0y enteras

VS C V\{0}
2<5|<n—-1
VresS

LK

=1 N

h
:

{
{_,
I,,
¥

(3)

(4)

(10)

El nimero de variables que hemos tenido que introducir para conseguir un
conjunto de desigualdades lineales cuyo conjunto de soluciones enteras coincida

con las soluciones del SDV RP ha sido K(|E| + 2(]V| - 1)).

La tabla siguiente muestra cémo varia el nimero de variables dependiendo
del tamafio de la instancia y de la relajacién escogida para representar el
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problema. La ultima columna corresponde al nimero de variables necesarias
en la formulacién que acabamos de introducir.

n |K| Rl R2 R3 P

[E] [1E[+2K(V[=1) | KIE[ | KIE[+ 2K(V[=1)
0 | 2| 55 95 110 150
4 55 135 220 300
6 | 55 175 330 150
20 2| 210 290 420 500
7 [ 210 370 840 1000
6 | 210 450 1260 1500
30 | 2 | 465 585 930 1050
4 | 465 705 1860 3100
6 | 465 825 2790 3150
50 2 | 1275 1475 2550 2750
4 11275 1675 5100 5500
6 | 1275 1875 7650 8250
100 | 2 | 5050 5450 10100 10500
4 | 5050 5850 20200 21000
6 | 5050 6250 30300 31500

El nimero de variables en P es K + fVK[ veces el nimero de variables utili-
zadas en Rl;en R2es 1+ I%{-l veces el nimero de variables de Rl y, en R3, K
veces el de R1.

'Si mantenemos fijo el valor de K en R1 y R2, al aumentar |V|, el nimero
de variables utilizadas es practicamente el mismo en las dos relajaciones.

La ventaja de utilizar la tercera relajacion en lugar de la primera esta en
que dada una solucion de R3, no hay que resolver el problema de identificacion
de rutas asociado; el precio Be hay que pagar es el de que por cada restriccion
del tipo Y ; ;ye(s3) Tis 2 2["; ] en RI, tenemos que introducir K restricciones
del tipo 3. i)eE(s) :tf‘j >0 — Xi)esd) a:,’-‘j > 0 en R3, para garantizar
la conexién de las rutas. Esto no soluciona todo el problema sino que, si
ademas queremos asegurar que en cada subconjunto S entren [ﬂqﬂ] vehiculos
distintos, el numero de restricciones aumenta ain mas y de forma considerable.
‘La pregunta es, ; cudl de las dos relajaciones es mejor?. Evidentemente la
primera es mas sencilla y a la hora de realizar un estudio poliédrico resulta
mas manejable. Si disefiamos un procedimiento para reconocer las rutas a
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partir de una solucién entera de R1, podremos trabajar con R1, en lugar de
con R3.

Nétese que en el CV RP se han resuelto instancias en las que |V| = 51 como
maximo. Suponiendo que seamos capaces de resolver instancias del SDV RP
con el mismo nimero de vértices, el nimero de variables que tenemos que
manejar utilizando R1, es bastante inferior al que deberiamos considerar en
R3, lo mismo ocurre con las restricciones.

Si comparamos la primera y la segunda relajacion observamos que ambas
aportan practicamente la misma informacion en cuanto al reconocimiento de
rutas; la diferencia entre una y otra es que en una solucién de R2 conocemos
qué vehiculos sirven a cada cliente y qué parte de la demanda le sirven, pero
seguimos sin tener garantias sobre la existencia o no de un conjunto de K rutas
que utilicen unicamente las aristas presentes en la solucién.

En el CVRP, trabajar con el conjunto de desigualdades que aparecen en
R1 ha dado buenos resultados desde el punto de vista de la Combinatoria
Poliédrica. Como ya mencionamos anteriormente, el conjunto de soluciones
enteras de este sistema se ajusta mejor al conjunto de soluciones del SDV RP
que al del CV RP. Esto, junto con el menor nuimero de variables y de restric-
ciones que tenemos que utilizar es lo que nos ha llevado a elegir a Rl para
realizar el estudio poliédrico de nuestro problema.
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3.6 Método de reconocimiento de rutas

Proposicion 3.4 Contestar a la pregunta de si una solucion de R\ corres-
ponde o no a una solucion del SDVRP es un problema que pertenece a la
clase AIV.

Demostracion
Supongamos que la solucion obtenida es:

xof —2, x—1,..., n

con n suficientemente grande con respecto a K y dxlas demandas de los clientes.

Contestar a la pregunta de si hay o no una solucion del SDVRP que
utilice solamente las aristas anteriores es equivalente a averiguar si es posible
encontrar una solucion del problema de Bin Packing asociado a las demandas
de los clientes utilizando K vehiculos de capacidad Q. Notar que con esta
solucion ningun cliente puede ser servido por mas de un vehiculo.

Como el problema de Bin Packing es un problema de la clase AfV, Garey
y Johnson (1979) [39], el problema de reconocimiento de las rutas también lo
sera [. )

El método que damos a continuacion permite reconocer si la solucion entera
obtenida resolviendo el problema relajado es 0 no una solucion del SDVRP.

Quiero agradecer al Profesor E. Benavent su ayuda en la obtencion de este resultado.
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Este método permite validar el estudio poliédrico que realizamos en los
capitulos siguientes ya que, eligiendo M apropiadamente en (P), disponemos
de una herramienta que, al menos desde el punto de vista tedrico, permite
resolver el problema de identificacion de rutas.

METODO DE RECONOCIMIENTO DE RUTAS

Paso 1.- Sea X una solucién de R1.

Paso 2.- Plantear el siguiente problema:
(P1) Min 1
s.a:
(1) - (10)

(11) Thazh=X; VGJ)EE

Paso 3.- Si P1 tiene solucién, entonces X es una solucién del SDV RP; en
otro caso no existe una descomposicién del conjunto de aristas asociadas
a X que proporcione una solucién posible del SDV RP.

Hemos puesto una funcién objetivo constante porque en realidad lo unico
que nos importa es saber si el sistema planteado tiene solucion o no.

A partir de una solucién entera del problema relajado y a efectos practicos

se puede definir M como el nimero de veces que aparece la arista mas utilizada
en la solucién.
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Capitulo 4

El poliedro del SDVRP.

En primer lugar, definiremos formalmente lo que vamos a entender por so-
lucion posible del SDV RP y, a continuacién, demostraremos que la envoltura
convexa de los vectores de incidencia asociados con las soluciones posibles del
problema es un poliedro no acotado de dimensién completa. En lo sucesivo, y
siempre que no de lugar a confusién, hablaremos indistintamente de solucio-
nes posibles o de vectores de incidencia asociados a las mismas. Como ya se
dijo en la Proposicién 1.9, la ventaja principal que proporciona la dimension
completa reside en el hecho de que la representacion de una faceta por me-
dio de una desigualdad lineal es tnica, salvo el producto por un escalar no
negativo, y esto facilita el estudio poliédrico del problema. La definicion de
solucién del SDV RP debera contemplar la posibilidad de visitar a los clientes
sin necesidad de servirles. En otro caso, como veremos en la Seccion 4.3, el
poliedro de soluciones asociado resultara ser un poliedro acotado de dimension
no completa.

4.1 Definicion de solucién posible.

Definicién 4.1 Diremos que un conjunto T de aristas, no necesariamente
distintas, es “una solucion del SDVRP” si T admite una particion en K
subconjuntos T}, a los que nos referiremos como rutas h-ésimas, tales que:

1. El grafo inducido por cada Ty, G(T,) = (V(T4),Th) es un tour que con-
tiene al deposito.
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2. Es posible asociar, a cada vértice, i, y a cada ruta, k, unos d* que indican
la parte de la demanda del vértice 1 que es servida por el vehiculo h, de
manera que:

cada vértice de V' \ {depdsito} estd asignado a, al menos, una ruta,
V= UhK=1 V(Th),

estar asignado no implica que d* > 0 pero,

sitg V(Ty) —» dt =0,

YK, d& = d Vie{l,2,...,n}y,

Tievry) 48 < Q Yhe({l,2,...,K}.

Nota 4.1 Recordar que dada una familia T de aristas, no necesariamente dis-
tintas, el vector de incidencia asociado es un vector de IRE cuyas coordenadas
indican el nimero de veces que aparece una arista e en el conjunto T. Lo

representdbamos como z7T.

Ndtese que todo vector de incidencia asociado a una solucion del SDV RP

determina univocamente un conjunto de aristas T asociadas a, al menos, una
solucion del SDV RP y viceversa.

4.2 El poliedro de soluciones.

Nuestro objetivo en este apartado es demostrar que la envoltura convexa de los
vectores de incidencia asociados a las soluciones del SDV RP es un poliedro no
acotado de dimension completa. Lo representaremos de la siguiente manera:

Pspvrp = conv{ zT € IRE | T es una solucién del SDVRP }.

Sea

T.={z" € RE|T esuna solucién del SDVRP }.

Como |T,]| no es finito no podemos deducir directamente que Pspy rp sea un
poliedro (Weyl 1935). Para demostrarlo necesitamos encontrar dos conjuntos
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A y D tales que:
conv(T,) = conv(A) + cone(D)

A partir de ahora nos centraremos en la busqueda de estos dos conjuntos.

Proposicién 4.1 En una solucién dptima del SDV RP, el nimero mdrimo
de veces que se repite una arista e € E es 2K.

Demostracion

En efecto, supongamos que T es una soluciéon del SDV RP en la que la arista
e aparece m veces, m > 2, en una ruta T,. Es facil comprobar que el siguiente
conjunto de rutas define una solucién T del SDV RP cuyo coste es, a lo sumo,
el coste de la solucién T'.

(T'=T, l#h 1=1,...,K, Ty}

El conjunto T}, esta formado por el conjunto de aristas de la ruta T}, menos
2m, copias de la arista e, con m. igualap—1sim =2poapsim=2p+1,
con p > 1 y entero. Asi, en T}' la arista e aparece como maximo dos veces.

Repitiendo el proceso para todas aquellas aristas con mas de dos copias en
alguna ruta llegaremos a una solucién 7" de coste menor o igual que T en la
que ninguna arista aparecera mas de 2K veces. o

Proposicién 4.2 S$i T ={zT € T, | 2T <2K Ve€ E }, conv( T;) es un
politopo.

Demostracion

Por el Teorema de Weyl (1935) 1.8, sabemos que la envoltura convexa de un
numero finito de puntos es un poliedro, como ademas todas las componentes
de estos puntos son menores o iguales que 2K, se trata de un poliedro acotado,
es decir, de un politopo. o
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Definicion 4.2 Definimos D como el siguiente conjunto de vectores:
D= {d(e) €RE|d(e)e =0sie #eydle)e=2sie = e}

i.e:

2 0 0
0 2 0
D= . ) . ) ’ .
0 0 2

Cuando no sea relevante conocer explicitamente la arista e, denotaremos a d(e)
simplemente como d.

En el Lema 4.1 demostraremos que los elementos de D son direcciones de
T., es decir, que para cualquier zT7 € 7, y para cualquier N € IV se cumple
que

0
27 = 2T + N 2 €T,
0
Este resultado se puede extender (Lema 4.2) a los elementos de conv(7,).

Por 1ltimo, en el Lema 4.3, demostraremos que el vector de incidencia de
cualquier solucion de 7;, se puede expresar como suma del vector de incidencia

asociado a un elemento de 7,7 mas una combinacién no negativa de elementos
de D.

Utilizando estos resultados llegaremos a que:
conv(T,) = conv(T) + cone(D)

alcanzando asi el objetivo que nos habiamos marcado en este capitulo, probar
que Pspyvrp es, efectivamente, un poliedro.

Lema4.1 SizT €T, yde D—zT + Nde T, YN € IN.
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Demostracion

Si zT € T,,, sabemos que existe una particién del conjunto de aristas de T en
K subconjuntos Ty, T3,...,Tk, de manera que cada uno de ellos representa
una ruta, y el conjunto de todos ellos una solucién del SDV RP. Como d € D,
existird una arista ¢’ € E de manera que:

y !
dﬁ{o siefe

2 ste=¢

Veamos que el conjunto de aristas, T, asociado al vector de incidencia
zT + Nd, permite obtener una solucién del SDV RP.

Teniendo en cuenta el nimero de copias de la arista ¢’ nos podemos encon-
trar con una de las siguientes situaciones:

1.- Existe al menos una de las K rutas, por ejemplo T},, conteniendo al
menos una copia de la arista ¢/. En este caso, la nueva solucién T’
vendra definida por:

{T;:Th, h#ho h= 1,...,1", Tho’},

donde T’} es el conjunto de aristas de la ruta T,, mas 2N copias extras
de la arista €', y la misma asignacién de demandas que en T'.

Es evidente que la nueva solucién es posible para el SDV RP ya que sélo
se diferencia de T en que uno de los vehiculos que utiliza la arista €’ la
recorrera 2N veces mas, pero sin servir nada a sus extremos.

2.- Ninguna de las K rutas utiliza la arista €'.

A.- La arista e’ = (u,v) con u,v distintos del depésito.

Al.- Si u y v estaban en una misma ruta T}, la nueva solucién 1"
se define como en el caso anterior; u y v se visitan consecutiva-
mente N veces, pero sin cambiar las rutas que los servian ni la
cantidad de la demanda que servian en T cada una de ellas.

A2.- No existe ninguna ruta h € {1,2,...,K} a la que pertenezcan
los dos extremos de la arista e’. Sea Th, una de las rutas que
visita a u, i.e. u € V(T},). La solucion se construye como en
los casos anteriores. Observar que lo que en realidad estamos
haciendo en T’ es asignar el vértice v a una nueva ruta que no
le servird nada de su demanda, i.e. dj =0
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B.- La arista ¢/ = (0,u) para algin u distinto del depésito. Sea T},
una de las rutas que visita a u, construimos la misma solucién, pero
ahora habra una ruta que visitard a u desde el depédsito N veces
extra.

Es evidente, pues, que en todos los casos zT' = zT + Nd € T,,. ©

Lema 4.2 Si z7 € conv(T,) entonces, z7 + g, N.d(e) € conv(T,), donde:

E,CE
d(e) € D, e€ E,
N.e N, ec E,

Demostracion
Si zT € conv(T,), existira un subconjunto finito de indices I de manera que:

AM20,Viel; Tigrhi=1
yparacada i€ I, 3zT0 e T,

T = 2 X 270

i€l
De donde,
2T+ Y Nedle) = hzT4+ 5 (3 N) Ned(e)
e€E, i€l e€E; i€l
= Y X(zTD+ ¥ N.d(e)) € conv(Ty)
iEI N ceEl D
€T
o
Lema 4.3 DadozT € T,, 32T € T* y3a Ny, Ny, ..., Ng € N tales
que:

T =T 4 >~ N.d(e)
e€EE
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Demostracion

La demostracién es constructiva, vamos a ver como calcular los enteros a los
que nos referimos en el enunciado. Distinguimos dos casos:

1.- Ve € T con un nimero de copias menor o igual que 2K, hacemos N, = 0.

2.- Para las aristas e € T con un numero de copias estrictamente mayor que
2K procedemos como se explica a continuacion.

Dado que zT € T, existira una particién del conjunto T en K subconjuntos
(rutas) Ty, T3, ..., Tk, de manera que, en algin T}, la arista e aparecera al
menos tres veces.

Sean Tk, Th,,. - ., Tk, los subconjuntos de T en los que el nimero de copias
de la arista e es igual o superior a tres.

Sean Nf , Nf.,..., Nf enteros positivos tales que si eliminamosde T},, 2/Nf.

hyy4Vhyo s < Vhy 39 h;
copias de la arista e, para j = 1,2,...,r, el nimero de copias resultante es
uno o dos. Definimos entonces,

N, = EN’H

i=1

Es evidente que z7 — N.d(e) € T, y que el nimero de copias de la arista e
en la nueva solucién no es superior a 2K.

El proceso no depende de la arista elegida, asi pues, repitiéndolo para cada
arista con un nimero de copias superior a 2K en T, podemos calcular todos
los N., y llegaremos a que:

T =2T - Y ecg Ned(e)
:cz" <2K Vee E

de lo que deducimos que:

T =27+ )" N.d(e), con e T
ecE
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Teorema 4.1

conv(T,) = conv(T) + cone(D)

Demostracidn
(—)

Si 2T € conv(T,) existen un nimero finito de elementos, z7(), i € I, |I| <
oo, en 7,,y de escalares A\; >0, : € I, 3 ;e Ai =1 tales que:

T = E A 270
i€l
con zT() € T,. Aplicando el Lema 4.3 a cada uno de los zT(), i ¢ I

370 e T
paracadae€ E I N (i) e IN

cumpliendo:

2T = gT°6) 4 3" N.(i) d(e)
e€EE

Por lo tanto,

T = AT 4+ 3N (X Nd) d(e))

i€l el e€E
= Y hzT® 4+ 5 (N N(3) de)
i€l e€E i€l
N, r—
€ conv(T?) 20 B
€ cone(D)

()
Si 2T € conv(T}) + cone(D), entonces:

In I, J tales que |I| < oo, |J| < |E]|
In 270 € 7> paracadai € [

In A\ 20, paracadai €], T hi=1
u; >0, paracadajeJ

d(j) € D
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cumpliendo:

.'ET = ZA, J!T‘(i) + Eﬂj d(])
iel Jj€J
N —

€ conv(T}) C conv(Ty)

=+ S dl)
conv(Tn) jeJ

Nétese que si gj = 0, Vj € J, como z7°¢) € T* C T,, obtenemos el
resultado que buscabamos, es decir, zT € conv(Ty,).

Si por el contrario 35 € J, tal que x; > 0, el resultado sigue siendo cierto
pero necesitaremos algunos pasos mas para demostrarlo.

Sea C el simplex de IRE cuyos vértices son:

{(M1, N2y ...y Nigy) | N; € {p;]s Tuil}}

es decir, los puntos de componentes enteras |u;| 6 [u;]. Evidentemente, C
contendra al punto (p1, p2, ..., pg)"

No hay pérdida de generalidad en suponer que |E| = |J|, i.e., que para
cadae€ E, 3 u; 20, j € J, ya que si no existiese podriamos tomar yx; = 0.

Luego, dado (g1, g2, -.-, I‘IEI)t’

dn ey, ay, ..., ar, no negativos cumpliendo ¥ I_, s =1

In (N}, Nj, ..., Nig))' €C, tales que:

3 N. {
2 . N;
= Yim1 O .
HIE| Nig)

JEE
= 27 4+ (3 aN}) d(j)
JEE i=1



= S + 3N d(j))
=1 JEE

~ "

€ conv(Ta)

Por tanto, zT € conv(T,,). o

Teorema 4.2 Pspvrp es un poliedro no acotado de dimension completa.

Demostracion

Que el Pspyrp es un poliedro, se deduce directamente del Teorema 4.1 y del
Teorema de Weyl 1.8.

Veamos que no es acotado. Si fuese un poliedro acotado, existiria un
M € IN cumpliendo,
|zT|| < M VT € T,,

lo cual, tomando N suficientemente grande, contradice el resultado obtenido
en el Lema 4.1.

Evidentemente se trata de un poliedro no vacio pues siempre podremos
construir una solucién del SDV RP que utilice exactamente K vehiculos. Sea
T una de estas soluciones, a partir de ella construimos | E| soluciones distintas,
definiendo, para cada e € E, y d(e) € D, 279 = zT + d(e) € T,.

Hemos construido un conjunto {z7, {zT(®)}.cg} de | E|+1 puntos del Pspvrp,

afinmente independientes. Por tanto, Pspvrp es un poliedro de dimensién
completa. o
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4.3 Un caso en el que la dimension no es com-
pleta. |

En la Seccién 4.1 hemos definido las soluciones del SDV RP dejando abierta la
posibilidad de que los vehiculos sirvan o no parte de la demanda de los clientes
a los que visitan. Esta condicion nos ha permitido demostrar que la envoltura
convexa del conjunto de soluciones posibles del SDV RP es un poliedro no
acotado de dimensién completa. Alguién podria plantearse qué ocurre cuando
obligamos a que, cada vez que un vehiculo visite a un cliente, le sirva al menos
una unidad de su demanda. Responder a esta pregunta es lo que ha motivado
la inclusién de esta seccion.

Es evidente que la condicién “visitar obliga a servir” restringe considera-
blemente el conjunto de soluciones posibles de nuestro problema. Por ejemplo,
los clientes cuya demanda sea igual a uno sélo podran visitarse una vez, en el
grafo inducido por una solucion del SDV RP los vértices asociados sélo seran
incidentes con dos aristas. En general, una arista (¢,7) se podra utilizar a lo
sumo 2min{d;,d;} veces. Nétese que cada vez que se usa (i, ) es porque un
vehiculo visita a los dos extremos de la arista y en cada visita se les debe servir
al menos una unidad. Veremos que las soluciones del SDV RP que cumplen
esta condicion dan lugar a un poliedro acotado de dimensién no completa.

En primer lugar modificaremos la Definicién 4.1 de manera que quede re-
flejado el hecho de que cualquier vehiculo que visite a un cliente le sirva, en
cada visita, al menos una unidad de su demanda .

Definicién 4.3 Diremos que un conjunto T de aristas, no necesariamente
distintas, es “una solucion del SDVRP” si T admite una particion en K
subconjuntos T}, a los que nos referiremos como rutas h-ésimas, tales que:

1. El grafo inducido por cada Ty, G(T,) = (V(Ts),Th) es un tour que con-
tiene al depdsito.
2. Es posible asociar, a cada vértice, i, y a cada ruta, h, unos d* que indi-

can la parte de la demanda del vértice i que es servida por el vehiculo h,
de manera que:
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Cada vértice de V, salvo el depdsito, estd asignado a al menos una ruta;
estar asignado significa que si un vehiculo h visita a un cliente i entonces
debe servirle una unidad al menos por cada una de las veces que lo visite
i.e., d* es mayor o igual que el nimero de veces que h visita a i y,
ademds:

V=Uia V(Th),
sit g V(T,) = d* =0,
YK, d =d; Vie{1,2,...,n} 4

Tieviry) 4 < Q Vhe{l,2,...,K}.

Evidentemente el conjunto de vectores de incidencia asociado a las solu-
ciones que cumplen la definicién anterior es un conjunto finito. Nétese que
cada componente indicara el numero de veces que se utiliza cada arista en la
solucién, por lo tanto, su valor estara acotado superiormente por 2 min{d;,d;}
y, consecuentemente, la envoltura convexa serd un poliedro acotado. En el
siguiente teorema probaremos que se trata de un poliedro de dimension no
completa.

Teorema 4.3 Si en el SDV RP imponemos la condicion de que “visitar obliga
a servir”, la dimensidn del poliedro de soluciones asociado es igual a |E|—n+r,

donder =|{i € V | d; > 1}].

Demostracidn

Sea P el poliedro de soluciones que nos interesa y G = (V, E) el grafo que per-
mite modelizar nuestro problema. No hay pérdida de generalidad en suponer
que los clientes cuya demanda es mayor estricta que uno vienen representa-
dos por los r primeros vértices del grafo, ie., {d; > 1,si¢ = 1,...,r} y
{di=1,sii=r+1,...,n—r}.

Evidentemente, los vectores de incidencia asociados a cualquiera de las
soluciones del problema deben cumplir con igualdad las restricciones de grado
para cada uno de los vértices de demanda igual uno. Es decir, si T es una
solucion del SDV RP:

n
E 1;:.1;. =2, Vi=r+1,...,n—r

7=0.1#j
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Es sencillo comprobar que la matriz de coeficientes asociada a estas restric-
ciones tiene rango n — r luego, dim(P) < ﬂ"2_+ll — (n —r) es decir, dim(P) <
ﬂ"z;l)- + r. Silogramos encontrar ﬂ"z—’ll + r + 1 soluciones afinmente indepen-
dientes, podremos concluir que el menor o igual es en realidad una igualdad,
demostrando asi el resultado que nos proponiamos. Para ello, construiremos
una solucién asociada a cada una de las aristas ({,j) con 1 < i< j<n,lo
cual supone, en total, ﬂ"—z'ﬂ soluciones que completaremos con r soluciones
adicionales, una por cada una de las aristas (0,z) con ¢ = 1,2,...,r. Defini-
remos una iltima solucién que, junto con las que acabamos de indicar, nos
permitira concluir el resultado sobre la dimensién que venimos persiguiendo.

1. Para cada arista (¢,7) con 1 <¢ < j < n tomamos Zoy, = 2d,, Yu # i y
u # J. Notese que el grado de los vértices distintos de ¢ y de j es igual a
2d,,, garantizamos asi que estos vértices se visitan como maximo d, veces
y, por lo tanto, que en cada visita se puede servir al menos una unidad
de su demanda. En particular, si se trata de un vértice cuya demanda
es igual a uno, ¢, = 2, con lo que u sélo se visita una vez.

Completaremos la solucién de diferentes maneras dependiendo de si,
di + dj £ Q o, no.

e Sid;+d; £ Q, vemos que Q > 2 y los vértices : y j pueden servirse

completamente utilizando un unico vehiculo. Tomamos entonces
Toi = Zoj = Tij = 1y, . = 0 para el resto de aristas.
No es dificil comprobar que con K = [ﬂgl] vehiculos siempre hay
una solucién (Definicién 4.3) del SDV RP asociada al conjunto de
aristas que acabamos de describir. Ademas, como Q > 2, seguro
que cualquier vehiculo puede servir, en caso de que sea necesario,
al menos dos unidades, que pueden pertenecer, segin interese, al
mismo cliente o a clientes distintos.

e Si d; + d; > Q construiremos cuatro tipos de soluciones distintas
que corresponderan, respectivamente, a cada uno de los cuatro casos

siguientes:
di < Q y dj < Qs
di < Q y dj = Q,
d=Q vy di<Qo
d=Q vy d;=Q

En el primer caso, como 1 < d; < @, seguro que @ > 2 y al
menos uno de los dos vértices, i 6 j, debe tener una demanda mayor
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estrictamente que uno pues, en otro caso, la suma de las demandas
seria dos y se violaria la hipétesis. No hay pérdida de generalidad en
suponer que d; > 2, por lo que ;7 puede visitarse dos veces y, por lo
tanto, seguro que podemos construir una solucion del SDV RP con
K vehiculos que utilice s6lamente las aristas que hemos indicado al
principio mas zo; = 1, zo; =3 y z;; = 1.

En el segundo caso, las aristas que tenemos que anadir a las iniciales
son xo; = 1, Zo; = 3y zi; = 1; en el tercero, To; = 3, zo; = 1
y zi;; = 1. Por ultimo, si se da la cuarta situacion tomaremos
270,'-_-3, $oj=3y1','j=1.

En cualquier caso las aristas asociadas a estos valores de z. admi-
ten una particiéon en K subconjuntos que definen una solucion del

SDVRP.

2. Para cada arista (0,i), ¢ = 1,...,r, consideramos una nueva solucién, que
se obtiene a partir de las aristas indicadas por los siguientes valores:
ZToi =2, To; = 4 paracada j =1,...,r con j # iy To, = 2 para todo
u=r+1,...,n—r.

Nétese que, como los vértices u € {1,...,r} tienen demandas mayores
estrictas que uno, seguro que se pueden visitar como minimo dos veces,
por el mismo vehiculo o por vehiculos distintos. Su grado puede ser
igual a cuatro. De nuevo, se puede comprobar ficilmente que es posible
particionar el conjunto de aristas de manera que se obtenga una solucién

del SDVRP.

3. Obtenemos la iiltima solucién que nos falta a partir de zo; = 4, para
todot=1,...,ry,zo; =2paratodoi=r+1,...,n—r.

Demostraremos que las soluciones que acabamos de describir son lineal-
mente independientes. Para ello comprobaremos que si las representamos como
columnas de una matriz, ordenando adecuadamente las filas obtenemos una
submatriz regular de rango 1(_712;11 +r+1.
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0 1 0 0 . 0 00
o ... 0 ... 1 0 ... 0 ... 00
S= a ... al,- . Glu(n-ll 2 .. 4 . 4 4

2

dir ... Qij ... Gn(n-i) 4 ... 2 ... 4 4
p

>
>

ar] e arj “oe arnsn—l! oo 2 4
2
L2 ... 2 ... 2 2..2..2¢2)

El orden utilizado para las filas es el mismo que el utilizado para las co-
lumnas y es el siguiente:

(1,2),. . (5y7)s- s (n = 1,1),(0,1)y .5 (0,8), ..., (0,7, (0,7 +1),...

Notese que la matriz anterior admite la siguiente descomposicion en blo-
ques:

[ Tann [ Oman g, | O

Arxﬂn—l BrXr 41'-
\ 2 1',.(,._,) 2 1:, 2 )

dénde, 1., es un vector columna de r componentes, todas iguales a uno.

Aplicando resultados de dlgebra matricial, Mardia et al. (1979) [62], sabe-
mos que:

— BrXr 4lr
ISI - In!n2—1!||( 2 1:' 2 )
Y, .
BrXr 411' — el '
‘( 21/ 9 )—2B,x,—41,221r
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pero como:

-2 0 0
0 -2 0
(B,-x,-—41,- 21')= .
0 0 -2
concluimos que:
151 =2(=2)" #0

y, por tanto, las 1'—("2—'1)- + r + 1 soluciones que hemos descrito son linealmente
independientes. Queda asi demostrado que la dimension de P es exactamente
1("2—"11 + r, tal y como queriamos demostrar. o

4.4 Conclusiones.

En este capitulo hemos introducido dos definiciones distintas de solucion del
SDV RP. La diferencia entre las dos reside en la imposiciéon o no de la con-
dicién de que “cada vez que un vehiculo visita a un cliente debe servirle como
minimo una unidad de su demanda”. Como hemos visto, la primera de las de-
finiciones, en la que no se impone la condicién anterior, conduce a un poliedro
de dimensién completa, mientras que, si optamos por la segunda, la dimensién
disminuye en tantas unidades como clientes con demanda igual a uno tenga-
mos. Esto es lo que nos ha llevado a seleccionar la primera de las definiciones
para realizar el estudio poliédrico del problema que nos ocupa.

La idea de que un vehiculo visite a un cliente sin servirle parte de su
demanda no es, en absoluto, descabellada, sino que, por el contrario, mu-
chos problemas de la vida real se modelizan contemplando esta posibilidad.
Piénsese, por ejemplo, en un problema en el que no hay un camino entre todas
las parejas de clientes, probablemente la tinica manera de poder acceder a un
vértice ¢ desde otro j sea atravesando un tercer cliente u que, a lo mejor, ya
ha sido abastecido completamente. Cuando el grafo que permite modelizar el
problema no es completo se suele afiadir una arista entre cada par de vértices
no adyacentes, el coste de esa arista es el coste del camino mas corto entre sus
extremos, calculado sobre el grafo original. Cuando se consigue una solucién
sobre el grafo completo, la traduccién a una solucién del problema inicial se
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hace, de forma natural, sustituyendo cada una de las aristas ficticias por el ca-
mino mas corto asociado; en este caso, seguro que aparecen visitas de vehiculos
a clientes en las que no se realiza ningun servicio.

Por otra parte, si la matriz de distancias entre vértices no cumple la desi-
gualdad triangular puede tener sentido visitar clientes sin servirles nada de su
demanda; nétese que en estos casos el camino mds corto entre dos vértices no
tiene porqué corresponder a la arista que los une.

Creemos que los motivos que acabamos de exponer justifican suficiente-
mente nuestra eleccion.

Nétese, por ultimo, que todos los resultados que hemos introducido en este
capitulo son validos cuando trabajamos con K vehiculos idénticos de capaci-
dad Q, siendo K = fﬂoﬁ] Si tuviésemos una flota ilimitada de vehiculos o

K fuese mayor estricto que I'ﬂqﬂ] obtendriamos los mismos resultados puesto
que las demostraciones que hemos hecho siguen siendo validas afiadiendo, sim-
plemente, la posibilidad de que haya rutas vacias, i.e., vehiculos que no visitan
a ningin cliente. La importancia de la apreciacién que acabamos de hacer
radica en que, el estudio poliédrico que vamos a realizar en los capitulos si-
guientes se ha desarrollado paralelamente contemplando las dos opciones, flota
limitada/ilimitada de vehiculos. Los resultados referentes a los casos en que
K > [ﬂg)] los presentaremos como corolarios del caso K = I'ﬂqﬂl, que es el
mads restrictivo.

89



90



Capitulo 5

Facetas del Popy pp-

Dedicaremos este capitulo, junto con los dos siguientes, al estudio de distintos
tipos de desigualdades validas para el SDV RP. La mayoria de las restricciones
que vamos a presentar inducen facetas del poliedro de soluciones asociado,
aunque, en algunos casos, hemos tenido que imponer condiciones suficientes
para poder demostrarlo.

En primer lugar, veremos que todas las desigualdades presentes en la for-
mulacion R1, introducida en el Capitulo 3, definen facetas del Pspvgp.

A continuacién, presentaremos una serie de caracteristicas comunes a todas
las desigualdades validas del Pspyrp. Estableceremos una clasificacion de las
facetas del poliedro basandonos en una de estas caracteristicas.

El segundo tipo de desigualdades que estudiaremos, estan asociadas a unas
configuraciones conocidas como path, wheelbarrow y bicycle que fueron intro-
ducidas por Cornuéjols et al. (1985) [23] para el poliedro de soluciones del
GTSP. Mis tarde, Cornuéjols y Harche (1993) [24] demuestran que, bajo
deteminadas condiciones, estas desigualdades también inducen facetas del po-
liedro asociado al GV RP. Probaremos que es posible llegar a un resultado
similar para el Pspvrp.

Finalmente, dedicamos la Seccién 5.4 a una serie de restricciones, relacio-
nadas con los poliedros del TSP y del CV RP, que aunque son validas para el
problema de rutas de vehiculos con demanda compartida, todavia no sabemos
si inducen o no facetas del Pspvrp.
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5.1 Facetas relacionadas con R]1.

La demostracién de la mayor parte de los resultados de este capitulo se basa
en la siguiente apreciacion.

Como el poliedro de soluciones asociado al Problema de Rutas de Vehiculos

con Demanda Compartida es de dimensién completa (Teorema 4.2), sabemos
que no habra ninguna ecuacién implicita en su descripcién lineal, lo cual, nos
permite afirmar lo siguiente (ver Nemhauser y Wolsey (1988) [68]):
Para cada faceta del Pspyrp hay una iunica (salvo producto por una cons-
tante no negativa) desigualdad vdlida que la induce. Para demostrar que una
desigualdad a'z > ao define una faceta bastard con encontrar |E| soluciones
afinmente independientes cuyos vectores de incidencia cumplan a‘z? = a,.
Otra alternativa es demostrar que, si f'z > fo es una faceta del Pspyrp y:

{z € Pspvrp | a'z = ap} C {z € Pspvrp | f'z = fo}

entonces, existe un escalar A no negativo, que cumple f, = la., Ve € FE y,
fo = Aao.

Nota 5.1 Sea T una solucion posible del SDVRP y p € IN, sin pérdida
de generalidad y siempre que sea posible, utilizaremos la notacion T * pe para
indicar que al conjunto de aristas T le ariadimos/quitamos p copias de la arista
e.

Cuando hablemos de eliminar una arista, salvo que indiqguemos lo contrario,
nos referiremos a que eliminamos la arista y todas sus copias.

Tal y como hemos indicado al principio, en esta seccién demostraremos que
todas y cada una de las restricciones presentes en la formulacién asociada a
R1, (ver Definicién 3.2), definen facetas del poliedro que nos ocupa.

Y1 Toi 22K ypar

Tiev\(iyTij =2 2 ypar Vie V\{0}

d(s VS c V\{0}
Ceaesd @i 2 27 { 2<|S|<n—1

z;; 2 0 y enteras V(i,j) € E
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Proposicién 5.1 Sea G = (V, E) un grafo completo y no dirigido sobre n + 1
vértices. Si K = [ﬁgl], entonces z. > 0 induce una faceta del Pspvrp,
Vee E yVn > 2.

Demostracion
Como K = [ﬂqﬂ], seguro que se puede construir una solucién T del SDV RP
utilizando este numero de vehiculos.

Evidentemente, z. > 0 es una desigualdad valida para el SDV RP, pues z.
indica el nimero de veces que se utiliza la arista e en una solucién del problema.
Demostrar que es propia, i.e., que no todas las soluciones del SDV RP la
cumplen con igualdad, es sencillo, si T es una solucién en la que zT = 0, por
el Lema 4.1 del Capitulo 4, sabemos que z7 + d(e), con d(e) € D, es el vector
de incidencia asociado a una nueva solucién posible del SDV RP, T, en la que
la arista e aparece dos veces, zI' > 0.

Para demostrar que la desigualdad induce una faceta del poliedro sélo nos
falta encontrar |E| soluciones afinmente independientes que la cumplan con

igualdad. Construiremos estas soluciones a partir de una solucién posible
cualquiera del SDV RP.

Sea T dicha solucién. Si zT = 0, basta tomar, para cada ¢’ € E, €' # e,
la solucién cuyo vector de incidencia es z7 + d(€'), no es necesario reasignar
las demandas. Evidentemente, el conjunto, {z7, zT + d(¢'), ¢’ € E, €' # €}
esta formado por |E| soluciones afinmente independientes.

Si p = zT > 0, construimos, a partir de 7', una nueva solucién, T”, en la
que no se utiliza la arista e y , a partir de ella, |E| soluciones, procediendo
como en el paso anterior, cuyos vectores de incidencia asociados son afinmente
independientes. Veamos cémo hacerlo:

Supongamos que e = (3,3), ¢, § € V\{0}, en este caso la nueva solucién
sera T' =T — pe + p(0,1) + p(0, 7). Nétese que la arista e puede aparecer mas
de una vez.

Si e = (0,7), ¢ € V\{0}, como n > 2, seguro que 35 € V\{0}, ; # :. Sin
modificar la asignacién de demandas en T, construimos T' = T — pe + p(, ) +
p(0, ). o
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Proposicién 5.2 Dado un grafo G = (V, E) completo y no dirigido sobre n+1
vértices, st K = [ﬂqﬂ], las restricciones de capacidad:
d
S 2 2202 vscv\(o), 12151 <
eG(S,S') Q

inducen facetas del Pspvrp.

Demostracion

La validez de las desigualdades es evidente ya que cualquier cortadura (S, S)
debe ser atravesada, como minimo, dos veces por cada uno de los vehiculos
que visitan a S y, el minimo nimero de vehiculos que tienen que visitar S,
para poder servir completamente a todos los clientes, es [ﬂqﬂ]

A continuacién, vamos a construir |E| soluciones afinmente independientes
que cumplen la restriccién con igualdad. Si vemos después que la desigualdad
es propia habremos probado el resultado.

Sea Cs un ciclo Hamiltoniano en S. Para cada arista e € (S, 5), e = (i, j)
tomamos 2|'i(Q§l'| copias de cada una de las aristas del ciclo y afiadimos 2]'%51]
copias de la arista (¢,7) y otras tantas de (0,j), si 7 no es el depésito. Este
conjunto de aristas se puede distribuir en [ﬂﬂ] rutas distintas que permiten
servir completamente a todos y cada uno de ?os vértices de S.

Si afiadimos 2K copias de las aristas de un ciclo Hamiltoniano Cz en S,
obtenemos una solucién del SDV RP que cumple la restriccion de capacidad
con igualdad. Esto se puede repetir para cada una de las aristas de la corta-
dura, con lo que tendremos |(S, 5)| soluciones afinmente independientes que
cumplen la desigualdad con igualdad.

Elegimos ahora una de las soluciones anteriores y, a partir de ella, cons-
truimos otra para cada una de las aristas e que no pertenece a (S, S).

Sea T la solucidn elegida, las nuevas soluciones son las siguientes:

{T +2¢ | e€ E\(S,5)}

Veamos que las |E| = |(S,S)| + |E\(S, S)| soluciones asi construidas son
afinmente independientes.
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Supongamos establecido el siguiente orden en E: si |(S,S)| = m no hay
pérdida de generalidad en suponer que las aristas de la cortadura son las m
primeras. Sean z7', z72,..., 7™ las soluciones asociadas y supongamos que
las |E| — m soluciones restantes se han construido a partir de z73.

Como las aristas e € E\(S, S) ocupan las posiciones m+1, m+2,..., |E|
en la ordenacién de E, para simplificar la demostracién llamaremos, d(z),
i = m + 1,...,|E| a los elementos de D asociados. Las soluciones res-

tantes seran, por tanto:

{g +d(3), i=m+1,...,|E|}

Supongamos que 3‘n o, az,...,Qm, Qm41,..., Q|| €scalares tales que:
’ ’ ’ ’ +1, y QIE]|

Triaiel + T iz +d(E) =0 (1)

T =0 (2)

La tnica arista de la cortadura utilizada por cada %, i = 1,...,m, es la
t—ésima, que se utiliza 2[—(—11 = ds veces y, por 7' +d(i), t = m+1,...,|E|,
es la primera. Luego, de (l)

a1d5+z =m+1 a.ds=0 (3)

azds =0
amds =0
Por tanto, a; = a3 =...=a, =0y por (2):
|E]
o = - Z Qg
t=m+1

sustituyendo en (1):

azT + T L ai(e™ 4+ d(3) =

(D @)z + T L i 4+ d(i)) =
E!Elmﬂ o;d(i) = 0
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y como {d(i), i =m+1,...,|E|} es un sistema linealmente independiente,
necesariamente o; =0, YVi=m+1,...,|E|, entonces oy = 0.

Por tanto, hemos visto que si (1) y (2) se cumplen, entonces a; = 0, Vi =
1,...,|E|, con lo queda demostrada la independencia afin de las soluciones.

Para demostrar que la desigualdad es propia basta con duplicar una de las
aristas utilizadas en cualquiera de las soluciones anteriores. o

La demostracién anterior es andloga a la que hacen Cornuéjols y Harche
para demostrar que este resultado es cierto para el Pgvrp.

Proposicién 5.3 Dado un grafo G = (V, E) completo y no dirigido sobre n+1
vértices, la restriccion:

Y zoi 2 2K
=1
induce una faceta del Pspyrp.
Demostracion
Si |S| = n tenemos:
S =V\{0}

Zce(SS) Te = 30y Toi
2K = 2[4)] = 2[4

Luego el resultado se deduce directamente de la proposicion anterior. o

Proposicién 5.4 Dado un grafo G = (V, E) completo y no dirigido sobre n+1
vértices, las restricciones:

Yo 322, Vi=1,2,...,n
J€V\{i}

inducen facetas del Pspyrp.
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Demostracion
Si razonamos como en la proposicion anterior pero teniendo en cuenta que si
|S| =1 entonces:

S = {i} paraalgin i = 1,2,...,n
2ee(S,5) Te = Ljev\{i} Tij
2 =2[4] =2[%g]

el resultado es evidente. o

5.2 Propiedades generales.

Los resultados que introducimos en esta seccion afectan, tanto a las restriccio-
nes que apareceran en el resto del capitulo y, en los capitulos siguientes, como,
a las que han aparecido en la seccion anterior.

En primer lugar, describiremos la “sintaxis” general de las desigualdades
validas del Pspvrp.

Proposicién 5.5 Todas las desigualdades vdlidas para el Pspyrp son de la
forma:

z a.r. > ag, cona. >0, Vee E

e€E

Demostracion
Es evidente que cualquier desigualdad valida para el Pspvrp se puede expresar
de la forma:

Y acz. > a0
e€E

ya que, si fuese del tipo “<” bastaria con multiplicarla por -1 para conseguirlo.
Supongamos que hay una arista e € E cumpliendo a. < 0. Como cual-

quier vehiculo puede visitar a cualquier vértice sin necesidad de servirle nada,
siempre sera posible construir una solucién T', del SDV RP, en la que la arista
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e se utilice al menos una vez. Dada esa solucién y, tomando el d(e) € D co-
rrespondiente, por el Lema 4.1 del Capitulo 4, tenemos que zT + Nd(e) es una
solucion del SDVRP VN € IN.

Como a'r > ag es valida para nuestro poliedro, deberan cumplirla todos
los vectores de incidencia asociados a cualquiera de las soluciones posibles del

SDV RP, en particular:
a'(zT + Nd(e)) = a’zT +2Na, > ap VN€ N

l
2Na, > ag — a'zT YNe N

Ahora bien, si a. < 0, tomando N > 9—"—;—;‘%’—7' se violaria la desigualdad,
contradiciendo el hecho de que es valida. Por tanto a. > 0, Ve€ E. o

Proposicién 5.6 Las iunicas restricciones distintas de las triviales, i.e., dis-
tintas de xz. > 0, Ve € FE, que definen facetas del Pspyrp son de la forma:

E a.T, 2 aop,
e€E

conag>0ya. >0, Ve€eF.

Demostracion

Si tenemos una restriccion que define una faceta del poliedro, como se trata
de una desigualdad valida, por la proposiciéon anterior sabemos que se puede
escribir de la siguiente manera:

Eae:z:e >ap, cona, >0, Vee E
13

Noétese que no hay pérdida de generalidad en suponer que al menos un
a. es mayor estricto que cero, y concretamente que a. > 1, ya que si hu-
biese algun coeficiente fraccionario, multiplicando toda la desigualdad por el
minimo comun multiplo de los denominadores, obtendriamos una restriccién
equivalente en la que todos los a. son enteros.
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Si ag < 0, como:

Zaexe Z AT, 2 Ze 2 0 2 ao,
e€E

la restriccidon, o bien es z. > 0, o bien estd dominada por ella y en este caso
no puede definir una faceta del poliedro. o

El concepto de desigualdad triangular ajustada fué introducido por Naddef
y Rinaldi (1993) [67] para el GTSP, se trata de una caracteristica comin a la
mayoria de las restricciones que definen facetas del Porsp.

Definicién 5.1 Sea G = (V,E) un grafo completo y no dirigido. Se dice
que una desigualdad a‘z > ao definida en IRE es “triangular ajustada”, o
estd expresada en forma “triangular ajustada”, si se cumplen las siguientes
condiciones:

(a) Los coeficientes a. cumplen la desigualdad triangular, i.e.: aix < aij+ajx
para cualquier terna i, j, k de vértices distintos de V.

(6) Ba(G)={(i,k)EE|i#j, k#], an=1a;; +au} #0, VieV.

Esta propiedad les permitié establecer la siguiente clasificacion:
Si a'z > ag induce una faceta del poliedro de soluciones del GTSP enton-

CEeS’

1.- o es una desigualdad trivial, z. > 0 Ve€ E,

2.- o es una desigualdad de grado, z(6(1)) > 2 VieV,

3.- o se trata de una desigualdad “triangular ajustada”.

A parte de permitir clasificar las facetas del poliedro del GT S P, este tipo
de desigualdades permiten simplificar considerablemente las demostraciones de
los resultados que las involucran.
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Cornuéjols y Harche (1993) [24] llegan a la misma clasificacién cuando
estudian el poliedro de soluciones asociado al GV RP.

En la siguiente proposicién demostramos que, en el caso del SDVRP,
también podemos particionar las desigualdades que inducen facetas del Pspvrp
en dos clases, formadas, respectivamente, por las desigualdades triviales y por
aquellas cuyos coeficientes cumplen la desigualdad triangular.

Proposicién 5.7 Si a'z > ao es una desigualdad vdlida para el Pspyrp que
define una faceta del mismo, entonces, o bien se trata de una desigualdad
trivial, i.e. z. 2 0 Ve € E, o bien sus coeficientes satisfacen la desigualdad
triangular.

Demostracion

Supongamos que a‘z > aq define una faceta del Pspvgrp. Por inducir una fa-
ceta habra soluciones del problema que cumplen la restriccion con igualdad. Si
los coeficientes {a. | e € E} no cumplen la desigualdad triangular, habra tres
vértices distintos ¢, 7, k£ cumpliendo: a;x > a;; + a;x. Veamos que necesaria-
mente se trata de una desigualdad trivial. Dada la arista (¢, k) consideramos
los dos siguientes casos:

¢ Que para toda solucién T del SDV RP, cumpliendo a'z” = ag, se cumpla
z; = 0, en cuyo caso

{zT € Pspvrp | a'z” = ao} C {zT € Pspvre | 21 = 0}
y las dos desigualdades inducen la misma faceta, o

e que, por el contrario, haya al menos una solucion T del SDV RP, cum-

pliendo a'z” = ao, que utilice la arista (i,k). A partir de ella cons-
truiremos una nueva solucién T, cuyo vector de incidencia violara la
desigualdad a'z > ao, contradiciendo asi el hecho de que es vilida para

el Pspvrp.

Si T contiene a (1, k), no hay pérdida de generalidad en suponer que es el
vehiculo h el que utiliza esta arista. Dado que estd permitido visitar un
vértice sin necesidad de servir nada de su demanda, podemos construir :

T'=T - (i,k) + (i,5) + (5, k)
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que sera una nueva solucion del problema en la que todos los vehiculos,
excepto h, realizan el mismo recorrido que en T y h visita (o vuelve a
visitar) al vértice k, pero sin servirle nada de su demanda, a no ser que
ya lo hiciera en T'. Por tanto:

t, T t
a'z? = a'zT + (ai; + ajx — aix)
pero como, aix > a;; + a;i, tenemos que a;; + a;r — ai < 0 y entonces:
'
a‘:cT < a'xT = Qg

lo que contradice la hipdtesis de que la desigualdad era vélida.

Y, como consecuencia, el resultado del enunciado se cumple. o

El siguiente ejemplo nos permite asegurar que no podemos establecer que
una faceta, cuyos coeficientes satisfacen la desigualdad triangular, o es una
restriccion de grado, o es una desigualdad triangular ajustada.

Ejemplo 5.1 En el Capitulo 7 presentaremos la siguiente desigualdad (7.1):

a‘r > 12
donde:
( sie€ (A B)
sie€(A,B) 1=23,4
sie€ (A 2Z)

Il

Ge siee(B,2) i=1,2,3,4
siee(B,-,B,-) 1=1,2,3, ;5

en otro caso

SN =N =W

En el mismo capitulo, demostramos que esta desigualdad induce una faceta
del Pspvrp.

La restriccion estd asociada a una configuracion que se define a partir de
una particion del conjunto de vértices en subconjuntos no vacios:

{A, Z, Bl, BQ, B3, B4}, con 0 € A
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que cumplen:

[ABB)] = 2 Vi=12,3,4

d(Z)+Z‘._ d(Bi)y _
[ 1=1

Q

d(Bi)<Q,1=1,2,3,4 yd(2) <Q

Para ilustrar nuestros propésitos podemos suponer, sin pérdida de genera-
lidad, que cada uno de los subconjuntos que definen la estructura contienen
un unico vértice. Nos referiremos a ellos utilizando el nombre del conjunto
asociado, pero en minusculas.

Es evidente que los coeficientes de la restriccion cumplen la desigualdad
triangular y, también, que no se trata de ninguna restriccion de grado. Sin

embargo, demostraremos que tampoco es una desigualdad triangular ajustada,
ya que A.(b) = 0.

Au(by) = {(3,k) € E| i # by, k # by, aix = ais, + as,k}

Los coeficientes de las aristas incidentes con b, son:

1 sie=(b,2)
a. = 2 sie=(b,b), i1=2,3,4
3 sie=(a,by)

Se puede comprobar fdcilmente que, sea cudl sea la arista e = (i, k) elegida:
ik < Qip, + Qb k-

e=(a,2) 4a,=2<3+1

e=(a,b), 1=234—a=1<3+2
e=(b,bj), 1,7 =2,3,4, i1 #j—a,=2<2+2
e=(z,b),1=2,3,4 2a.=1<1+2

Proposicién 5.8 Sia'z > ao es una desigualdad vdlida para el Pspyrp y sus
coeficientes cumplen la desigualdad triangular entonces, para cualquier arista
e € E podemos encontrar una solucion T del SDV RP, que utiliza la arista e
y que cumple a*zT = a,.
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Demostracion
Supongamos que no hay ninguna solucién del problema que, cumpliendo la
restriccion con igualdad, utilice una determinada arista e. Entonces:

{«" € Pspvre | a's” = ao} C {27 € Pspvre | = =0}

y la restricion es, en realidad, una restriccion de no negatividad, lo cual contra-
dice el hecho de que los coeficientes satisfacen la desigualdad triangular, luego
el resultado es cierto. o

5.3 Facetas relacionadas con el GTSP.

Ya vimos que Pspvrp C Porsp, de lo que se deduce directamente que cual-
quier desigualdad valida para el GTSP, también lo es para el SDVRP. Re-
sulta légico plantearse si las desigualdades que inducen facetas del poliedro
del Problema del Agente Viajero Grdfico también definen facetas de nuestro
poliedro, o, si por el contrario, esto no ocurre.

Las primeras desigualdades que vamos a estudiar son las asociadas a las
configuraciones “path, wheelbarrow y bicycle” introducidas por Cornuéjols et
al. (1985) [23] para el GTSP. También han sido estudiadas por Cornuéjols
y Harche (1993) [24] para el GVRP y el CVRP, con resultados similares
a los que se obtuvieron para el GTSP, al menos en lo que se refiere a las
configuraciones “path”. Sin embargo, eso si, la complejidad de las condiciones
que hay que introducir para poder demostrar que siguen siendo facetas del
GV RP es tan considerable que, de hecho, son practicamente imposibles de
comprobar en situaciones reales.

Como:
Psvrp C Pspvre C Porsp
cabe esperar que el resultado siga siendo cierto para nuestro problema. Vere-

mos que asi es, pero que, en nuestro caso, el tipo de condiciones que hay que
establecer son mas sencillas de comprobar.

Cornuéjols et al. definen las configuraciones anteriores para grafos no ne-

cesariamente completos, en ese caso es necesario establecer condiciones adi-
cionales sobre los conjuntos que forman parte de la estructura; remitimos al
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lector al articulo correspondiente para cualquier consulta. Nosotros damos la
definicion para grafos completos.

D efinicion 5.2 Sea G = (V, E) un grafo completo no dirigido, s un entero,
s > 3 e impar y n, > 2, n, € W Vz = 1,2,...,s. Dada una particion
{A, Z, B, z = 1,...,s, j = 1,...,n,} del conjunto de vértices V, a la
siguiente estructura la l[lamaremos configuracion ‘path’:

Figura 5.1: Configuracion path.

Definimos la restriccion asociada a una configuracion ‘path"” como aquella
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desigualdad a'r > ag cuyos coeficientes son:

(1 para e € (A, Z)
il para e € (B}, Bi), j #p

yli—pl<ni,i=1,...,s

a, = ¢

maz{ ks — I5, ;5 - &%) perac€ (B B)), i#r
J=1)"‘aniy P=l,...,n,

0 en otro caso

\

y el término independiente es:

ao=l+2 n.:+l

=1 Tl‘ - l

Si1 Z = 0, hablaremos de configuraciones (restricciones asociadas) “wheel-
barrow”, y si A= Z = 0, de configuraciones (restricciones) “bicycle”.

Sin;=p>2, Vi=1,...,s, las configuraciones asociadas se dice que son
p—requlares.

e Por convenio A=Bjy Z=Bj_,i=1,...,s. También utilizaremos la
34 s+1 _ n1
notacién B;7 = B, .

o Nétese que todos los subconjuntos de la particién se suponen no vacios
y, por tanto, también lo seran las cortaduras definidas por cada pareja
de subconjuntos de la misma. Los unicos coeficientes de la restriccion no
nulos son aquellos que corresponden a las aristas de estas cortaduras.

o A partir de este momento utilizaremos la siguiente notacion

ng
P,=|J B; para i=1,...,s

j=1

para representar el conjunto de vértices de cada uno de los s caminos
que hay en la configuracién uniendo A con Z.
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Figura 5.2: Configuracion wheelbarrow.
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Figura 5.3: Configuracion bicycle.

Cornuéjols et al. (1985), definen el esqueleto de una configuracion path
como el conjunto de aristas de (2j-, £2°+1), i = sj = 0,..., nxy, las
aristas con los dos extremos en £%, i = »J —0,...,n, + 1. En la
Figura 5.4 presentamos los coeficientes de una configuracion path con, s = 3
caminos y ni = 2, n2=3y n3= 2.

Los resultados que vemos a continuacion guardan cierto paralelismo con
los que presentan Cornuéjols y Harche (1993) [24] para el GV RP y el CVRP.
Concretamente, aquellos en los que se demuestra que las desigualdades aso-
ciadas a las configuraciones que acabamos de describir inducen facetas del
Ppsdvrpe® La principal diferencia reside en el tipo de condiciones que se im-
ponen para demostrarlos. Las nuestras son mucho mas sencillas, por lo que,
resulta mas facil comprobar que se cumplen. El motivo es, como siempre,
el hecho de que, compartir la demanda, permite calcular el minimo numero
de vehiculos necesario para servir la demanda de cualquier subconjunto de
vértices, muy facilmente.
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Figura 5.4: Coeficientes de una desigualdad asociada a una configuracion path.
En trazo continuo representamos las aristas del esqueleto.
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Proposicion 5.9 Las desigualdades asociadas a las configuraciones “path”,
“wheelbarrow” y “bicycle” son vdlidas para el SDV RP.

Demostracion

Como toda solucion posible del SDV RP, lo es del GTSP, el resultado se
deduce directamente de los Teoremas 3.1 y 3.4 de Cornuéjols et al. (1985)
[23], en los que se demostraba que cualquier solucién del GTSP cumplia las
desigualdades asociadas a dichas configuraciones. o

Una vez demostrada la validez de estas desigualdades nos plantearemos es-
tudiar si definen, o no, facetas del Pspyrp. Para ello, sera necesario distinguir
varias situaciones dependiendo de si el depdsito pertenece,ono,a A,a Z oaun
B; Otro detalle, que tendremos que tener en cuenta, es el nimero de vehicu-
los necesario para servir la demanda de todos los clientes que no pertenecen al
subconjunto que contiene al depdsito.

Proposicién 5.10 Dados K vehiculos de capacidad Q y el depdsito 0 € A,
las configuraciones “path” inducen facetas del Pspyrp si:

i K2,
i.- -05 > max{d(P),i=1,...,s}, y
i Q2 2[ 40 uim 4R
o, equivalentemente:
t'- K> 5;—1, y
i’ Q 2 max{d(Prca) + d(Prcy) + d(P), 221 Ein 4Py

suponiendo que d(P,) < d(P) < ... < d(F)
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Demostracion
Por la Proposicién 5.9, a‘z > ao es valida para el SDV RP, independiente-

mente de si se cumplen o no las condiciones anteriores sobre el niumero de
vehiculos y la capacidad de los mismos.

Cualquiera de las soluciones que vamos a dar a continuacion sirven para
demostrar que se trata de una desigualdad soporte; si afiadimos dos copias ex-
tras de una de las aristas con coeficiente estrictamente positivo obtenemos una
solucién que cumple la desigualdad con mayor estricto, demostramos asi que
que también se trata de una desigualdad propia.

En primer lugar asociamos a cada uno de los subconjuntos de la particion
un vértice que utilizaremos como representante del mismo. Sean:

§=0§A, i=1,...,8
b; € B;, z=l,.'..,s,] =1,...,n;
bha=2€2Z,i=1,...

Definimos, a continuacién, una solucién T* para cada uno de los caminos
P,: = 1,...,s.

Solucién z-ésima.

Para construir T* tomamos:
» = 2K, Vv € A. Nétese que ésto significa que todos los vértices de A pueden
ser visitados por todos y cada uno de los K vehiculos de los que disponemos,
basta con asignar dos de las aristas incidentes con v a cada vehiculo.

z, = , Vee C, donde C un ciclo Hamiltoniano en Z. Los vértices de Z
pueden ser v151tados por T vehiculos distintos, asignando una copia de cada
arista a cada uno de ellos. Véase la Figura 5.5.

. =1, Ve = (¥},b7,,), 7 =0,...n, yr=1,...,s, r #i. De esta manera
aseguramos, para cada uno de los caminos, P,, que vamos desde el deposito b
hasta z utilizando sélamente aristas consecutivas de E(P,),

Thry = 2, Yv € B}, j =1,...,n,, 7 = 1,...,8, r # 1. Garantiza que

todos los vértices de B" son vmtados por un vehlculo, concretamente aquél
que entra en el subcon]unt.o.
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deposito

2K copias (s-1)/2 copias

Figura 5.5: Estructura de la solucion 7% en 4 y en Z.

Notese que, para cada r = 1,...,s, r * i, hemos construido un camino,
como el que aparece en la Figura 5.6, que va desde el depo6sito hasta 2 visitando
todos los vértices de PT. También visita a todos los de A y a todos los de Z.

Construimos ahora *y —1 tours distintos uniendo los caminos que acaba-
mos de describir, dos a dos. A cada uno de estos tours le asociamos un vehiculo,
ésto puede hacerse porque, por hipotesis, K > ~y. Con esta asignacion, la
demanda de los dos Pr‘s que definen cada una de las rutas es servida por el
mismo vehiculo; no se viola, por el momento, ninguna restriccion de capacidad
ya que por hipdtesis:

A > max{d(Pt), i = 1,..., s} 0,

O>m axM P.-t) + d(P..;) + d(P.), 2v'(Z)+£ -''(P>1}

lo que significa que la demanda de dos, incluso tres, PCs cualesquiera puede
ser abastecida por un tnico vehiculo.

Hemos construido —1 rutas distintas cuya estructura es la que aparece
en la Figura 5.7.
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Figura 5.6: Camino asociado a F,.

Figura 5.7: Estructura de una de las rutas de T".
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Figura 5.8: Estructura de la ruta asociada al vehiculo que sirve a P;.

Nos queda un tour que completaremos para construir una idltima ruta,
que servira a los tres P,‘s restantes, incluyendo a P;. Para ello tomamos,
Ty = 2, j = 1,...,n;, nétese que no utilizamos la arista (bf,d}) (ver
Figura 5.8). El vehiculo asociado a esta ruta debe servir completamente la
demanda de tres de los caminos entre A y Z, lo cual sigue siendo posible en
virtud de la hipdtesis que hemos realizado sobre la capacidad de los vehiculos.

Nétese que en Z entran % vehiculos distintos, aquellos que sirven la de-
mandade los P, r =1,...,s, y que todos y cada uno de ellos visitan a todos
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los vértices de Z. La demanda total servida por estos vehiculos es:
a
Y_d(P)
i=1

Como pueden llegar a servir Q3% unidades en total, todavia tienen una capa- -
cidad de servicio igual a:

2> d(Z)
=1 v
por 111

luego, seguro que hay una asignacién posible de las demandas de los vértices
de Z a estos vehiculos. Finalmente, como en A los K vehiculos visitan a todos
los clientes, repartiendo convenientemente las demandas, la solucién a la que
hemos llegado es una solucién posible del SDV RP. Dado que el procedimiento
que hemos seguido no depende del P; elegido, tenemos s soluciones distintas.
La Figura 5.9 corresponde a T.

Veamos que estas soluciones cumplen la restriccion con igualdad.

Para cada P, # P, utilizamos n, + 1 aristas de coeficiente -1 y para P,
2n; aristas de coeficiente =, luego:

tT _ s nedl 4 2y nitliéni—1
- = zr-l,r#t nr—1 + ni-1 = Z""“"#' nr=1 + ni—1

1 + Zr-l ne —1 = ao

Para demostrar que la desigualdad induce una faceta del Pspygp utilizare-
mos el método indirecto, i.e., supondremos que hay una desigualdad fiz > ao
que define una faceta del poliedro y que cumple:

{z € Pspvrp | a'z = ao} C {z € Pspvre | f'z = ao}

y veremos que f, = a., Ve € E.

¢ fo=a. =0, Ve € E'(B;) para cualquier pareja i, j, arbitraria pero fija,
cont=1,...,8,3=0,...,n; + 1.

Sea e € E(B}). Dada una solucién cualquiera T* de las que hemos
construido anteriormente, si d(e) es el elemento de D asociado a la arista
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Figura 5.9: Solucién T? para demostrar la validez de las desigualdades path.
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Figura 5.10: Parte diferente entre T* y T"'.

e, i.e., aquél cuyas componentes son todas nulas excepto la asociada a la
arista e que vale 2, sabemos que 27" +d(e) es una solucién del SDVRP y,
como a*(zT +d(e)) = a'zT" +2a, = ao, pues a’zT" = ag y a. = 0, entonces
f(zT" + d(e)) = ao. Luego, fizT" + 2f. = ao, de lo que deducimos que

f. =0, ya que ftzT = a,.
Para cada r, r = 1,...,s, todas las aristas de la cortadura (B, Bl,,)

tienen el mismo coeficiente en f, para cada j arbitrario pero ﬁJO, entre
0y n,.

Sea e = (u, v) una arista cualquiera de la cortadura (B, B],,). A partir
de T%, con ¢ # r, en dénde sabemos que se utiliza exactamente una
vez la arista (b7,d7,,), construimos otra solucién en la que esta deja de
utilizarse y en su lugar aparecerd e. La nueva solucién es, (ver Figura

5.10):
= (85, 8541) — (5, u) + (v, v) — (v, b}44)
que cumplira con igualdad la restriccién a‘z = ao, ya que, como:

(b5, u) € E(B]), y
(v, +1) € E( J+1)

los correspondientes coeficientes en a valen cero y a,, = —

ne-1°

Luego, ftz7' = ao y, por tanto:

ft T _ ft T _ fb'b"

i 2741
fizT = ag

- fb;u + fuu - fub;'“‘ =ao

Restando, respectivamente, los términos de la derecha y de la izquierda
de las dos ecuaciones anteriores tenemos:

—foror,, = Soru + fuv = fur,, =
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y, como acabamos de demostrar en el apartado anterior que,
fb;u = fub;+l =0

concluimos que:
Juw = fb;b;“a V(usv) € (B;s ;'.+1)

Como el resultado no depende de la cortadura elegida, sera cierto para
cualquiera de ellas bastara con elegir apropiadamente la solucién T*.

Para cualquieri = 1,...,s, f. = fo Ve € (B}, B},,) y Ve' € (B}, Bi;,),
donde: j, k € {0,...,n;}, j # k.

No hay pérdida de generalidad en suponer que:

e € ( 5.’ B{)
e € (B}, B;)

ya que, si esto no ocurriera, bastaria con modificar adecuadamente la
solucién T* y la T’ que vamos a definir.

Nétese que, de este modo, la arista e no aparece en T ninguna vez,
mientras que e’ lo hace dos veces. Evidentemente, T’ = T* — 2¢' + 2e
es una nueva solucién que sigue cumpliendo con igualdad la restriccién
a'z = ao, luego también cumplira f'zT' = aq (ver Figuras 5.11 y 5.12) y,
por tanto:

ft-'FT"':aO ¢, T t T t..T: t..T;
e S T = flaT = [T - 2fs 42/ = 0

!
fe‘ = fe

Hemos demostrado que todas las aristas de cualquiera de las cortadu-
ras definidas por dos subconjuntos “consecutivos” en un mismo camino
P; tienen el mismo coeficiente en f, luego f. sélamente depende de
t =1, ..., 8 Sea f, = ; dicho valor.

Como todas las soluciones T¢ cumplen a’z”* = ¢, también cumplirin
ftzTi = ao. Sustituyendo en ftz = a¢ todas y cada una de ellas obtene-
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Figura 5.11: Ruta de T’ que contiene a e.
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ONO=0=0=0=0

o-O-0-C

Figura 5.12: Ruta de T* que contiene a ¢'.
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Figura 5.13: Solucién T, f. = a., para e € (Bj, B})conp>j+2.
mos el siguiente sistema de s ecuaciones con s incognitas 7y,...,7,:

2nym 4+ (e + Dma+ ...+ (nemr + D)7pmr + (0, + )7, = a0

(mi+1)m +2nam2 + ...+ (nym1 + )7eey + (2, + 1)1, = a0

(mi+)m+...+ (nic1 + 1), +2nim+
(Rig1 + DFnyy + ...+ (ne + 1)1, = ag

(m+l)m+...+(ni+ D, +...+ 20,7, = a0

cuya tunica solucién es:

lo que finalmente demuestra que f. = a., Ve € (B}, B},,), para todo
7J=0,...,n;yparacadai =1,...,s. '

Dadoun:=1,...,s arbitrario, f. = a. para cualquier arista e € (B;, B;;)
conp>j+2.

No hay pérdida de generalidad en suponer que j > 1 ya que, si no lo fuese,
modificariamos apropiadamente T" de manera que la siguiente operacion

sea valida, en el sentido de que siga proporcionando una solucion posible
del SDV RP. (Ver figura 5.13).

p—i-1

T' = T‘ - Z (b;'-pr’ b;+r+l) + (b;’ b;’)

r=0
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Es facil comprobar que a‘zT’

= ay, por lo que también se cumplird que
! .
ftzT' = ao, es decir:

t, T P& 1
f“’-x - 1§0 ni—1+fb§";=a°
=aq
Luego, . '
P—J |

— + foig, =0 — fyiy, =

con lo que queda demostrado lo que queriamos, i.e.:
fe=a., Ve € (B;,B;)
i=1,...,s, fijo

J#p,p2j+2,ni2p—j72=22
j=0,...,n.~—l

n.'-l

® Veamos que f, = a. para cualquier arista cruzada, i.e., e € (B}, B;) con
it#r,1<j<n;yl<p<n,.
Para demostrarlo construiremos una solucién 7', que compararemos con
T* y que, por supuesto, cumplira la restriccion a*z > ao con igualdad.

Las aristas que forman parte de la solucién T’ coinciden con las que se
utilizan en T" salvo en lo que se refiere a las aristas de los caminos P; y
P,. Para estos caminos tomamos:

Tyipy = 1

Thigi,, = 1,d=0,...,7-1
mb;b;“ =2, d=0,. ,p—2

Thi, B gy =2,d=1,...,n;—
xb;“b;““ = 1, d=0,...,n,.—p

La solucién que acabamos de dar contiene la ruta que presentamos en la
Figura 5.14.

No hay pérdida de generalidad en suponer que:

p__Jj=2 J P-2}= Jj __p—2

ae = maz{ —— m—1'm—-1 n-1 "m-1 n-1
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Figura 5.14: Una ruta de la solucién utilizada para calcular el coeficiente de
las aristas cruzadas.

122



Veamos que T’ cumple la ecuacién a‘z = a,.
1
atzT =

Eq#t}q#r ::t} + ~j + n.‘j—l - 22 + 221 + nrilep + 2n'-J =

n;~1 ne-—1 ne-1 ne-1 ni—1

Tox ngtl 4 J4j42n-2) | —p+242p-24nrtlop
qF#t

LIET ng—1 ni—1 ne—1

. ng+l ni+l4ni—1 nrtl _ g8 ngtl ni=1 _
Loigr ng—1 + ni—1 + a1 9=1 ng-1 + ni—1
1+ Z’- = ap

.y 3 I d L4 '
Por lo tanto también cumplira la ecuacién f'z7 = ao y, entonces:

ftzT‘ - fth' =0

t T _ ft. T _ _2n netl n.—J g-—l ne4+l-p
f z f = n;-1 nr=1  LIn, -l +2 i + f‘ +2n -l ne-1 ]
f _ 2ni=3=-2n;+23 + nr4+l1=2p42-n,=14p =

e ﬂ"-l ﬂr-l

22— g,

n;-1 ne-1

o Nos falta demostrar que el coeficiente de cualquier arista e € (A, Z) vale
uno.

El resultado se obtiene directamente a partir de una cualquiera de las
soluciones T* y T', donde:

ny

T'=T' =3 (8,b41) + (5, 1) + (0, 2)

r=1

Ver la Figura 5.15.

Es facil comprobar que atzT' = —‘;"—‘ +1+4 2,¢, o _1 = ay, luego:
ftIT‘—ftzT’=0—-> 2n; _n.-+l —f.=0
ng—1 n;-1
y por tanto:
fe=2n,--n.-—1 =n,--—l 1=,

n;—l n,-—l
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Figura 5.15: Solucién T utilizada para calcular el coeficiente de las aristas de

(4, 2).
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Hemos visto que a. = f, para cualquier arista e € E , luego las desigual-
dades asociadas a las configuraciones path inducen facetas del Pspyrp. o

Notar que los papeles jugados por A y por Z son intercambiables, por lo
que:

Corolario 5.1 Si en la proposicion anterior el depdsito, en lugar de pertenecer
a A, pertenece a Z, el resultado sigue siendo cierto.

Queda por analizar qué pasa cuando el depdsito pertenece a cualquier otro
subconjunto de la particién, i.e., cuando 0 € Bj cont=1,...,8y7=1,...,n,.
Cornuéjols y Harche (1993) [24] distinguen, claramente, dos situaciones depen-

do
diendo de si [—"f‘;—\s’—] =1 o no.

En caso de que s6lamente se necesite un vehiculo para servir la demanda de
V\B;, la demostracién de que las desigualdades asociadas a las configuraciones
path, wheelbarrow y bicycle, inducen facetas del Pgv rp, se deduce directamente
del hecho de que definen facetas del Psrsp. Sin embargo, cuando se necesitan
mas vehiculos, tienen que imponer unas condiciones, bastante mas complejas,
para poder llegar al mismo resultado. En nuestro problema no es facil encon-
trar condiciones, relativamente sencillas y razonables, que permitan garantizar
este resultado, de hecho, hay determinadas situaciones, como veremos mas
adelante, en las que ni tan siquiera podemos asegurar que las desigualdades
path sigan siendo soporte.

Si a'z > ag es una desigualdad asociada a una cualquiera de las tres confi-
guraciones, definidas en la Definicién 5.2, la siguente nota nos permitira con-

cluir, sin necesidad de demostralo, que a'z > ao define una faceta del Pspvrp

cuando el depésito pertenece a un B} para el que [ (V\B )] = 1.

Nota 5.2 En primer lugar, vamos a ver que cualquier tour que defina una
solucion del GTSP se puede completar, con aristas de coeficiente igual a cero
en a'z, para obtener una solucion del SDV RP. Por lo tanto, si el tour original
cumplia a'z = ao, la solucion del SDVRP que obtengamos a partir de €l
también lo cumplird.
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En efecto, sea Cgi un ciclo Hamiltoniano en B; El tour que define la
solucidn del GTSP recorrerd, evidentemente, todos los vértices del grafo, si le
anadimos K — 1 copias de cada una de las aristas del ciclo Hamiltoniano, ob-
tendremos un tour en el que todos los vehiculos pueden visitar todos los vértices
de B} y hay sélamente uno que visita los vértices del complementario. Como

1 du .
f——-‘—"GVQ\B 1 = 1 significa que todos los clientes de V\B; pueden ser servidos

por un unico vehiculo, sequro que hay una asignacion posible de demandas de

clientes a vehiculos de manera que el conjunto de aristas que acabamos de dar
define una solucion del SDV RP. Notese que Ve € CB;'v a. =0.

Cornuéjols et al. (1985) demuestran, en el Teorema 3.2 de [23], que las
desigualdades path definen facetas del GTSP. Utilizan el método indirecto
para probar el resultado que, como sabemos, sélo precisa de un nimero sufi-
ciente de soluciones distintas, cumpliendo a‘z = ao, para poder concluir que
la desigualdad induce una faceta del poliedro correspondiente.

En virtud de la nota anterior, sabemos que todas las soluciones utilizadas
por Cornuéjols et al. se podran transformar en soluciones del SDV RP sin
modificar ninguna arista de E\E(B}), luego, la demostracién del siguiente
resultado serd exactamente la misma que la del Teorema 3.2 en [23).

Proposiciéon 5.11 Dada una configuracion “path”, “wheelbarrow” o “bicy-

. Z, i do
cle”, si el depdsito pertenece a un B} cualquiera y [——%B-'—] = 1, la dest-

gualdad a'z > ag asociada, induce una faceta del Pspyvrp.

Demostracion
El resultado se deduce directamente de la nota anterior y de la demostracion
del Teorema 3.2 de [23], dada por Cornuéjols et al.

Procediendo anilogamente con los tours utilizados por Cornuéjols et al.
[23] en el Teorema 3.5 obtenemos el resultado para las desigualdades asociadas
a las configuraciones wheelbarrow.

Para las desigualdades asociadas a las configuraciones bicycle utilizamos

los tours dados por Naddef y Rinaldi (1991) [65] para el GTSP. o
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" A continuacion presentamos los resultados que hemos obtenido cuando no
Yy d(V\B;
se cumple la condicién [%‘-)] =1.

Proposicién 5.12 Si el depdsito pertenece a Bi, para algin i =1,...,s y el
nimero de vehiculos necesario para servir la demanda de los vértices de V\ B}
es al menos tres, las desigualdades “path” no son soporte del Pspyrp.

Demeostracion

Sea a'z > ap una desigualdad asociada a una configuracién path. Suponga-
mos que T es una solucion del SDV RP cuyo vector de incidencia minimiza
el término de la izquierda de la restriccién y veamos que con las hipétesis
establecidas atzT > aq.

En primer lugar, demostraremos que no hay pérdida de generalidad en
suponer que las aristas de T, que pertenecen a (Bj, B}), son aristas de
(A, B}) U (Bji, B}), cuyo coeficiente, a., en la restriccién es,

ni-1°

Si en T hay una arista e € (B}, Bi), 3 < j < n; + 1, es fcil obtener
una nueva solucién T' que no utiliza dicha arista y que cumple atzT = atzT'.
Basta con sustituir cada una de las posibles copias de e = (u,v) por el camino
u—by—...=b —by,; —...—bi_; —v, que tiene el mismo peso en la expresién
a‘zr que la arista e.

Si en T hay alguna arista e € (B{,B,',), r # 1, p > 1, su coeficiente, en a,

es: 1—9 !
p - p
> - = +
Ge n.-1 n;-1 n,—-1 n;-—1

Sea T’ la solucién que se obtiene eliminando la arista e = (u,v) de T y
afiadiendo la arista (u, b)) y el camino by = by — b] —... — b —... —b,_;, —v.
La contribucién de la nueva arista y del camino al término izquierdo de la
desigualdad es: ﬁ + 725, por lo que atzT > a'zT'. Notar, que en T’ ha

desaparecido la arista e de (Bj, B]) y en su lugar tenemos una de (4, Bj).

Basaremos la demostracién del resultado en las siguientes observaciones:

o A partir de una solucion cualquiera del SDV RP en la que una arista e
aparece mas de dos veces, siempre podemos conseguir una solucién del
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GT SP, en la que dicha arista se utiliza, a lo sumo, dos veces. Basta con
eliminar:

2p copias, si hay 2p+1, p> 1, copiasde e
2(p — 1) copias, si hay 2p, p > 2, copias de e.

o Las desigualdades asociadas a las configuraciones path son vilidas para

el GTSP.

Supongamos que las tnicas aristas de la cortadura (B}, Bi) que hay en T
son aristas de (A, B})U(Bj, B}), si no lo fueran, aplicando un nimero finito de
veces el procedimiento que hemos descrito anteriormente, podriamos obtener
una solucién T” que cumple la condicién y que sigue minimizando a‘z.

Como el depésito pertenece a B; y el niimero de vehiculos que necesitamos
para servir la demanda de V\B; es:

L [d(V\B'

i)

—5 1
la cortadura (B, Bj) debe ser atravesada al menos 2k veces utilizando aristas
que sélo pueden pertenecer a (A, B}) o a (B}, B}) y que estaran distribuidas
de una cualquiera de las siguientes maneras:

(A, By) | (B;, B;) Eliminando Quedan
2k 0 (2k —2,0) (2,0)
2k -1 1 (2k - 2,0) (1,1)
2k -2 2 (2k —4,0) (2,2)
2k -3 3 (2k - 4,2) (1, 1)
% ? Si k es par (k—2,k—2) (2,2)
Si k es impar (k—1,k—1) (1,1)

Dado &, fijo, siempre podemos eliminar al menos 2(k — 2) aristas de la
cortadura (B}, B}) de manera que seguimos teniendo un tour que recorre todos
y cada uno de los vértices de V. Este tour es una solucién del GT SP.

Sea T’ la solucién obtenida después de aplicar el método que acabamos

de describir; a’zT’ = atzT - —(f:—f)-, ya que hemos eliminado 2(k — 2) aristas
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cuyos coeficientes valen a. = —2. Como a’z > ag es vilida para el GTSP,

n;-1°
T’ debera cumplir:

at:l!T' = atzT —_— M 2 ag
n; —1
y entonces: )
a'z” > a0 + —Qik — 12)
Como:
k>
g(ii 2) Z 2 — ath 2 ao + n.-?.] > aO N aixT > aO

Luego, si se dan las condiciones establecidas en la hipétesis de la pro-
posicion, la desigualdad asociada a una configuracién path no es soporte del
Pspvrep. o

Proposicién 5.13 Si el depdsito pertenece a B} para algin i = 1,...,s y
I'ﬂv\—aﬂ] = 2, entonces, en cualquier solucion del SDV RP que cumpla con
tgualdad la restriccion asociada a una configuracion “path” hay una unica ruta

que sirve toda la demanda de V \ P,, i.e. [i{-‘%ﬁl] =1.

Demostracion
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que el depésito pertenece a B}.
Sea a*z > ag la desigualdad asociada a la correspondiente configuracién path.

Demostraremos que si [m] = 2 las inicas soluciones, T', del SDV RP, que

cumplen a'zT = gy, son aquellas en las que, con un tnico vehiculo, se puede

servir toda la demanda de V' \ P,.

Si [%ﬂ] = 2, cualquier solucién del SDV RP debe atravesar la cor-

tadura (B}, B}) al menos cuatro veces. Razonando como en la proposicién
anterior, podemos afirmar que cualquier solucién del SDV RP que minimice
el término de la izquierda de la desigualdad a‘z > ao, sélo utilizard aristas de
(A, B}) U (B}, B}). Mas atin, cualquiera de estas soluciones puede modificarse
de manera que las aristas, que tienen asociado un coeficiente positivo en a, ten-
gan como vértices extremos los representantes de cada uno de los subconjuntos
que forman parte de la configuracion path.
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Nétese que si en T hubiese mas de cuatro aristas, eliminando un nimero
adecuado de copias, podriamos obtener una solucién T del GT S P cumpliendo
atzT > a'zT' y, harfamos la siguiente demostracién utilizando T’ en lugar de
T. La conclusién a la que llegariamos seria la misma.

Supongamos pues que |(B}, B}) N T| = 4. En este caso las cuatro aristas
sélo pueden estar distribuidas de una de las siguientes maneras:

e Las cuatro pertenecen a (A, B}) o a (B}, B}). En este caso, si eliminamos
dos de ellas (nétese que en realidad se trata de cuatro copias de una
misma arista), obtenemos una solucién T’ del GTSP que cumple:

T'

— t.T _ _2
=a'r oy 2 o

atzr
atzT > aq

Luego, una solucién con estas caracteristicas no puede cumplir la res-
triccién a'z > g con igualdad.

¢ Una pertenece a (A, B}) y las otras tres a (B}, B}) o, equivalentemente,
tres a (A, B}) y una a (B}, B}). En cualquiera de los dos casos, si eli-
minamos dos copias de la arista que aparece tres veces, obtenemos una
solucién del GTSP que nos permite demostrar, igual que en el apartado
anterior, que ninguna de estas soluciones puede cumplir con igualdad la
restriccion.

¢ Dos aristas pertenecen a (A, B}) y las otras dos a (B}, B}). Vamos'a
distinguir varios casos dependiendo del vehiculo al que pertenecen cada
una de ellas.

— Si cada uno de los dos vehiculos utiliza una arista de cada una de las
cortaduras, las dos rutas que hay en la solucién tendran la siguiente

estructura:
Ruta 1 — depésito = b} — b} — b, — ... — b2 — b} — b} = depésito
Ruta 2 — depésito = b} — b} — b} — ... — b% — b} — b} = depdsito

Eliminando las dos aristas de (A, B} ), una de cada ruta, nos queda:
bé,—b;—...—b’:-b;—depésito—b;—b',‘-—...—b;—b(l,
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De nuevo, hemos construido una solucién del GTSP que nos per-
mite asegurar que la solucion de la que partlamos no puede cumplir
la restriccion con igualdad.

Sélo nos queda por analizar qué pasa cuando un tunico vehiculo es
el que utiliza las dos aristas de la cortadura (A, B}) y el otro las de
(B}, B}). Sea T una solucién cumpliendo lo anterior. En (P, P,)
hay, al menos, dos aristas que pertenecen a T'. Si exactamente hay
dos,

wn)

TN&(P) =2 — |
y el resultado al que queriamos llegar se cumple. Si |ITNé(A)| > 2,
como ha de ser par, al menos valdra cuatro, es mas, para nuestros
propositos bastara con suponer que es exactamente cuatro.

Distinguiremos varios casos:

* Que las dos nuevas aristas de la cortadura pertenezcan a (B}, , Z).
En ese caso, por razones de conectividad y paridad, sélo pueden
ocurrir dos cosas, que la ruta asociada a este vehiculo utilice
al menos dos aristas de cada ( J+1) Jj=2,...,m, 0 que
para alguna de estas cortaduras no haya ninguna arista en la
solucién que sea utilizada por este vehiculo.

En el primer caso, eliminando una copia de cada una de las
cortaduras, otra de (A, B}) y afiadiendo una de (A, Z), obte-
nemos una solucién, T", del GTSP; la nueva solucion cumple
a‘z > ag, luego:

alzT = qgtzT -l 41 =

ny-1

T n=1-n;-1
+HEST 2 a

a'zT > ao +

n;-l
Por lo que T no puede ser una solucién del SDV RP que cumpla
la restriccién asociada a la respectiva configuracién path con
igualdad.
En el segundo caso, lo que en realidad esta ocurriendo es que
un dnico vehiculo visita a P, y la tesis se cumple, es decir, si

a'zT = ao, entonces |'d AR =

* Que de las dos nuevas arlstas, solarnente una de la cortadura
(P1, P) pertenezca a (Bl ,Z) y la otra a (B}, B;) para algin
2$PS"1,3¢1 lsqsn:
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Nuevamente podemos distinguir dos situaciones:

en una de ellas, un vehiculo utiliza dos aristas de cada una de
las cortaduras (B}, B},,), j = 2,...,p — 1, la arista (b},b}),
una de cada (B}, Bl,,), j =p,...,n1 — 1 yotrade (B} ,Z)y;
en la otra, hay una cortadura (B}, B},,), j =2,...,p— 1, de
la que no se utiliza ninguna arista. El segundo caso responde
a una situacion en la que [ﬂ%ﬂl] = 1, tal y como queriamos
demostrar. Centrémosnos en la primera situacion.

Si eliminamos una arista de cada (B}, B},H), J=0,...,p-1,
la arista (b;,8}) y afiadimos una arist.a por cada (B}, B},,),
j=0,...,9 — 1, obtenemos una solucién T' del GT'SP cuyo
coste es:

t..T _ ,t.T' p i — =1
ar’ =a'z +m_l+a,,;,,a ppye

t,.T P o _4
a’z’ 2 a0+ 75ty — o5

Ahora bien, como Qprpi = e ;ﬁ, tenemos que:

ni-1
t,.T P g _r=2 __ _9g
az” 2+ S5+t oH T aoi T ma
Gt.'tT Z ap + 2_ > ag

ni—-1

Y, por tanto, T no puede ser una de las soluciones que cumplen
la restriccién a'z > ao con igualdad.

Que las dos nuevas aristas de la cortadura (P;, P;) pertenezcan
a(B},B;)paraalgin2<p<n;,i#1,1<qg<n;.

Como |T N é§(P,)| = 4, en T no hay ninguna arista que perte-
nezca a ninguna de las cortaduras (B}, Z),3=1,...,n;. Por
lo tanto, debido a las condiciones de conectividad y paridad que
deben satisfacer cualquiera de las soluciones del SDV RP, po-
demos asegurar que en T hay al menos dos aristas por cada una
de las cortaduras (B}, B},,) para j = p,...,n; — 1 . Lo mismo
ocurrira para cada una de las cortaduras con j = 2,...,p— 1,
salvo, a lo sumo, para una de ellas que puede ser vacia. Notese
que, si no se utiliza ninguna arista de una de las cortaduras
(B}, B},;),con j =2,...,p—1 ,en ese caso, el tinico vehiculo
que visita a V\ P, es el que utilizaba las dos aristas de la cor-
tadura (A, B]) y el resultado que queremos demostrar sigue
siendo cierto.

Si, por el contrario, en T hay al menos dos aristas de todas y
cada una de las cortaduras anteriores, T no podrd cumplir la
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restriccion con igualdad. Veamoslo.

Construimos T’ eliminando una copia de cada una de las aris-
tas de (B}, B};), j = 0,...,p — 1, otra de la arista (b}, b;)
y anadlmos otra por cada una de las cortaduras (B, S 1))

j = 0,..., ¢g—1. Evidentemente T’ es una solucmn del
GTSP y, por tanto, cumplira a*zT > ao, luego,
t. T _ t.T p__ 4 q _P"2
ar =az +n1—l n.-—1+n.-—l n—1
de donde,
a'zT = a'zT + ——2— ao +

n — 1 _ —1 > ap

Nos queda por analizar qué ocurre cuando dos aristas de la
cortadura (PI,I—’l) pertenecen a (A, B}) y las otras a dos cor-
taduras (B}, B), y (BL, B), distintas, con ¢ € {1,...,n;} y
de{l,...,ny } La demostracién es aniloga a la que acabamos
de hacer en el ltimo caso, hay que transformar T del mismo
modo, por lo que el resultado al que queriamos llegar queda
demostrado.

La proposicién anterior establece una condicién necesaria para que la de-
sigualdad asociada a una configuracién path induzca una faceta del Pspvrp,
cuando el depésito pertenece a uno de los extremos de un camino P;. Sin
embargo, el caso en el que el deposito pertenece a un Bj, ¢conl < j < nino
ha sido estudiado por el momento.

Por lo tanto, algunas de las preguntas que quedan abiertas, son las siguien-
tes:

o Si[=—3= (V\B 1=2y [M] = 1, ; las desigualdades path inducen facetas
del PSDVRP" Si lo hacen, .qué condiciones necesitamos imponer?.

o Si tenemos en cuenta las hipétesis de la Proposicién 5.12 y aumentamos el
término independiente de las desigualdades asociadas a las configuracio-
nes path en 3('{:“_;121 unidades, la desigualdad resultante si que sera soporte
del Pspvrp pero, jinducira una faceta del mismo?.
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e ;Podemos obtener algun resultado para el resto de casos que han quedado
por estudiar?.

La respuesta a estas y otras preguntas es uno de los temas que quedan
abiertos para futuras investigaciones.

A continuacion presentamos los resultados que hemos obtenido relaciona-
dos con las desigualdades asociadas a las configuraciones wheelbarrow y a las
bicycle.

Proposicién 5.14 Dados K vehiculos de capacidad QQ y el depésito 0 € A,
las configuraciones “wheelbarrow” inducen facetas del Pspyrp, si:

K>%51, y
2 > max{d(R), i=1,...,s)}
o, equivalentemente:
K25ty

Q > d(P,_2) + d(P,_y) + d(P,)
suponiendo que d(P,) < d(P;) < ... < d(P,)

Demostracion

Ya hemos visto en una proposicion anterior que, independientemente del nimero
de vehiculos que utilicemos, las desigualdades son validas para nuestro pro-
blema.

Recurriremos, de nuevo, al método indirecto para hacer la demostracion.

En primer lugar vamos a dar una solucién asociada a cada uno de los caminos
P; .

El proceso de construccion de estas soluciones es exactamente el mismo
que el que hemos seguido en el caso de las path, con la tnica excepcién de que
cuando uniamos dos caminos, por ejemplo P, y P,, lo haciamos a través de Z,
es decir, utilizando las aristas (8], ,z) y (z,b,); como ahora Z es vacio iremos
directamente de B} a B;_ utilizando la arista (8] _,b;,).
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Figura 5.16: Solucion 7xpara una configuracion wheelbarrow.

El resto de las aristas que forman parte de la solucion siguen siendo las
mismas. Razonando como antes se puede ver ficilmente que hay una asignacion
posible de las demandas de los clientes a los vehiculos de manera que — m—1
parejas de Pr's se sirven, cada una de ellas, utilizando un unico vehiculo y los
tres caminos restantes, incluyendo a Pt, por otro. Como todos los vehiculos
visitan a todos los vértices de A4, la solucion asi construida es una solucién
posible del SDVRP. En la Figura 5.16 presentamos la solucion asociada al
camino P,, la llamaremos 7Tx

Veamos que 7x cumple la restriccion con igualdad, con lo que tendremos

demostrado que la desigualdad wheelbarrow asociada es soporte. Duplicando
una cualquiera de las aristas con coeficiente estrictamente positivo, tendre-
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mos una solucién que cumple la desigualdad con mayor estricto, demostrando
asi que la desigualdad es propia.

Las tnicas aristas en la solucién con coeficiente no nulo son aquellas que
sirven para unir dos B;’s consecutivos en cada uno de los caminos P,, con
r=1,...,8y, las que utilizamos para unir parejas de caminos P, y FP,4;. No
hay pérdida de generalidad en demostrar que T*~! cumple la restriccién con
igualdad; para el resto de soluciones T* la demostracién es analoga.

Agrupamos dos a dos, empezando por el primero y en orden ascendente,
los caminos Py, y P2.-; que se suponen servidos por el mismo vehiculo, con

r=1,..., ——’;3; en cada uno de ellos se utilizan, n, aristas de peso — L T Y una
=

: n2r nar—1-2

arlfta de peso ;o — M=,

” . . ‘l
.7 Para recorrer los vértices de P,_;, n,—2 aristas de peso e
1

de peso ) una arista para unir P,_; con P,_; y, otra, para unir este ultimo
con P,.

ademas se necesitan 2(n,—, — 1) aristas de peso

, Ny aristas

Nétese que el coeficiente de las aristas que unen los supernudos finales de
dos caminos cualesquiera Py,_1 y Ps, es:

n2r Ngr-1—2 Nz ng, — 2
max{ 1~ ) - ] }
Ngr — Ngr-1—1 Ngr1—1  ng —

y en este caso especial este maximo es unico, veamoslo:

nye  _ Par—1=2 _ nar(nar—3~1)=(nar=1)(nor—1-2) _
nze=1  ngr-1=1 (n2r=1)(n2r-1-1)

N2y N2r—1 —N2r —N2rN2r—1+n2r—1+2n2, -2 __
(n2r=1)(n2p-1-1)

Nordfizro1=2 __ Mar—ifor—Nar_1=Naze_1ngrtnor+2n2ro1 =2 _
(n2r-l)(n2r—l -1) ("‘Zr-l_l)(ﬂZr'l)

ngr—(nor=1)=(ngr—1=1)(n2r=2) _ _nzr=y _ ngr=2
(n2r—1-1)(n2,-1) nz2r—1-1 nzr—1

Ademas, se puede comprobar que el maximo es igual a:

1 + 1
ngr —1  ngp—1
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Luego,

=1 )
atz T*~! _ s nze _ N2r—1=2
= Dottt g + LoAi (3325 )+

nzr—1—1

ng  _ Nyg—1=—2 2n,_1-2
ng=-1 ny—1-1 ng_1-1

es decir,

-1
t, T*1 _ 5 nae _ n2r-1=2 ng
az - zf—l ny—1 + Z"— (nz,—l nz,_l—l) ny—1

=1

ET nar + "2r-L+ ﬂzr _ R2r—1-2 + 2n, =

=1\ n;,~1 nzr—1-1 nzr—1-1

-1

’T( nyr Rarol 4 ﬂzr(ﬂ'n—i—1)—('nzr-1)(ﬂ2r—1—2))+ 2n, =
r=1\n2r=1 ' nar_1-1 nar—1)(nzr—1~-1) -1 v

=1
ChEStnshtnat o) T =

nar— nzr-1-1 n2r- l'l

"2 —1+1 2n, __
Zr—l(nz,_l nz: 1.1) + n:.l.l -

1 + Zr..l n'—]

La igualdad marcada con * se cumple por la unicidad del maximo.
A continuacién, demostramos que la desigualdad asociada a una configu-

racién wheelbarrow induce una faceta del Pspyrp. Supongamos que hay una
desigualdad f'z > ao que define una faceta del poliedro y que cumple:

{z € Pspvrp | a'z = a0} C {z € Pspvrp | f'z = ao}
y veamos que f. = a., Ve € E.
La demostracion de los dos casos siguientes es analoga a la que hemos hecho

para las desigualdades asociadas a las configuraciones path pero utilizando la
solucion que hemos descrito para las configuraciones wheelbarrow.

o fo=a.=0, Ve€ E(B') para cualquier pareja i, j, arbitraria pero fija,
coni=1,...,s,7=0,...,n,.
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o Para cada r, r = 1,...,s todas las aristas de la cortadura (B}, B},,)
tienen el mismo coeficiente en f, para cada j arbitrario pero fijo, con
7=0,...,n.— 1.

o Para cualquieri = 1,...,s, f. = fo Ve € (B}, B},,) v, Ve’ € (B}, Biy,)

donde: j, k € {0,...,n; — 1} ,7 # k. Para demostrarlo basta con
comparar las soluciones de las Figuras 5.17 y 5.18 siguientes teniendo
en cuenta que los vectores de incidencia asociados cumplen la restriccién
con igualdad.

Luego, para cada i, i1 =1,...,8, fe=m,Ve € (B;, j+,),

Jj € {0,...,n; — 1}. Es facil comprobar que los tres tours (ver Figuras
5.19, 5.20 y 5.21) utilizados por Cornuéjols et al. (1985) en el Teorema
3.5 corresponden, en virtud de las hipotesis que hemos establecido sobre
el nimero de vehiculos y su capacidad, a soluciones del SDV RP que
cumplen la restriccién a‘z > ao con igualdad, por lo que también cum-
plirdn ftz = ao; sean T, T% y T**! dichas soluciones, sustituyendo en
la restriccion tenemos:

ftz'r" = fth"‘l

fth‘ = fth“"‘

es decir,
n;_1mMi-1 + 2(71; - 1)7!'.' + fb?’:l,b%i + fbi-;b:fll + i T4 =

2niamicy + nimi + fii v+ R Tin
ni Pidl

nicamicy + 2(ni = 1)mi+ fior i + firi pinn +niamip =
=1 Ny n; N4l
Ricaio1 + fyizt gy + T+ 200 Tin
-1"74

(ni - 2)7"{ + fb';:l‘b;'.i + fb;"._bi-l»l =

sl
ni-1mi-1 + fb;',', bitt,

(n.‘ b 2)7Ti + fb;:_l_lb}-‘.. + fb';'ib:l'til =
Niy1Ti+1 + fb-;llb;"i
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k+1

Figura 5.17: Primera soluciéon para probar: fe = fe5 Ve G (£,
Ve' € (B'k,B'k+l).
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>4l

i+

n

Figura 5.18: Segunda solucion para probar: fe = /e', Ve
Ve' € (B'k,B'k+l).
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Figura 5.19: Solucion Txdel SDVRP que cumple la desigualdad asociada a
una configuracion wheelbarrow.
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Figura 5.20: Solucion 7'+l del SDVRP que cumple la desigualdad asociada a
una configuracion wheelbarrow, a = fv>-1 h .
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Figura 5.21: Soluciéon 7' 1del SDVRP que cumple la desigualdad asociada a

una configuracion wheelbarrow, b = h-l_-Jir. .
n. nmri
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Si aplicamos lo anterior para: =2,...,8 — 1 obtenemos el sistema:

(n2—2)ma+ foy 13, + fiz 13, =mam + fiz v,
(ny = 2)mz + for w2, + fb?.,b‘;’., = nams + fiy b2,

(n, - 2)”: + fb"’ L85, + fb‘ b"“ =ni-1Ti-1 + fb' b'“

Nidl
(s = D7+ S, + ity = moniTins + fiz

(n,_l - 2)7",_1 + fbo—2 pe—1 + fbo-l b' =Ny Me-2 + fbn—l b,

Ng—1 Nyl Ng—1

(n,_l - 2)1r,_1 + fb.-z baTl, + fb--—l b, = N,T, + fb--z pe=?

Ng—m2 "Nyl

cuya solucion es:

R
T = n;-—1
— _h_ h__ . _
fb:.'b:;til ~ ni-1 + n.-+1-l1' - 1"“’8

Sustituyendo en f'z el vector de incidencia asociado a T*~! y teniendo
en cuenta que ha de ser igual a ag, tenemos:

fiz -1 _ E( nyh na—1h + h + h )+ 2n,h

nar — l N2r-1 — 1 nay — 1 Nor-1 — 1 n, — 1

de donde,
a7 = h(1 + Z ne t+ 1 = hao = ag

r-l 1

luego, b = 1; los coeficientes de las aristas que estamos considerando
coincidenen a y en f.

e Veamos que f, = a. para cualquier arista cruzada, i.e., e € (B;:, B;) con
igr,1<j<myl<p<n,.
No hay pérdida de generalidad en hacer la demostracion para una arista

de la cortadura e € (B{™%,B:~"). Veamos que la solucién del SDV RP

que damos en la Figura 5.22, T, cumple a'z7" = ao con igualdad, por

-2 . Ld !
lo que también cumplird ftzT"' = aq.
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»

Figura 5.22: Solucion T3

145



En efecto:

atzT" 28—3 ti ﬂ.-2‘1'+ Ne—2 +

r=1 n,~1 n,_z-l ny—2-1

J _ p=2 2(p-1) Na—1—P
ns—2-1 ng,—1—1 + ny—1-1 + n,— 1-1+

L+ + Lt =
ng—1-—1 n.-—l n.-1

Ea—s ::t + ny_2=j+n,_2+j + -p+2+2p—2+n.-:—p+l + 1+n, _

r=1 pnp- Ny—a—1 -1 n,—1

25-3 nr+l + na—?‘]"'"a-?"‘] + "P"“"“P-“"ﬂl—l‘l""l + 1+n, _

r=1 n,-1 ne—z—1 Ne—1-1 n,—1

Zs—a ne+1 ﬂ.-2+1+n._:—l+n._1+l + ng+l
Nng—

r=1 n,--l Ne—z—1 Ne—y—1

1+Er—1 ne -1 =ao
como consecuencia,
ol 'y
fla™ —a2™" =f,-a. =0 — f.=a,

Y, por tanto, las desigualdades asociadas a las configuraciones wheelbarrow
inducen facetas del Pspvrp.

Proposicién 5.15 Dada una configuracion “bicycle” 2-regular donde, s = 3
y el depdsito pertenece a B} para algin i € {1,2,3} y algin j € {1,2}, si
[ﬂ%ﬁl] = 2 la desigualdad asociada, a’z > ao, estd dominada pora'z > ao + 2.

Demostracion
Como el depdsito pertenece a B} y [ﬂ‘%&l] = 2, para servir la demanda de

V'\ P; necesitamos dos vehiculos; cada uno de ellos debe atravesar la cortadura
(P, P;) dos veces, por lo que, en cualquier solucién T del SDV RP debe haber
al menos cuatro aristas que pertenezcan a dicha cortadura.

Consideremos el grafo inducido por las aristas de T'; por un resultado basico
de teoria de grafos (Capitulo 1), sabemos que:

Y grados de los vértices = 2 nimero de aristas
luego, en T habra al menos siete aristas ya que:

E grados de los vértices > 14
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o depésito

Figura 5.23: Ejemplos.

pues el grado del supernodo que contiene al depésito Bj es al menos cuatro y
el de los otros cinco supernodos de la configuracién debe ser al menos dos.

Hemos dicho que cuatro de ellas deben pertenecer a la cortadura (P;, P)) y,
como el coeficiente en a de estas aristas es como minimo igual a dos, tenemos,

Z a.zl >8
e€Tn(P;,P))

Si la desigualdad fuese soporte deberia cumplirse lo siguiente:

atzT = > a.zl + Z a.z? + 2 a.z! = ag =10
ecE(P)) e€TN(P;.B;) e€E(P;)

Se necesitan como minimo tres aristas mas para poder completar una so-
lucién del SDV RP. Como para estas aristas a, > 1, tenemos que:

a'zT >84+3=11>ao

Nota 5.3 Si aumentamos el RHS de la desigualdad en dos unidades los si-
guientes ejemplos muestran que hay casos en los que la desigualdad es soporte.
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Nota 5.4 ;Podemos generalizar la demostracion anterior a una configuracion
“bicycle” s-regular con s > 5 ¢.

La respuesta es que no, ya que:

) grado: vértices > 4+2(:.—1) =2+(25—-1)=2s+1

numero aristas =
a'zT >8+4+((2s+1)—4)=2s+5
y como do = 3s + 1 tenemos que:

254+95>3s+1&4>s
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5.4 Desigualdades validas.

En esta seccion presentamos distintos tipos de desigualdades que sabemos son
validas para el Pspvrp, sin embargo, se desconoce si inducen o no facetas del
mismo. Todas ellas se obtuvieron, por primera vez, para poliedros asociados
a otros problemas; por ejemplo, las desigualdades comb y las clique-tree se
descubrieron estudiando el Prsp y, las restricciones de capacidad generalizada,
surgieron al estudiar el Pcvrp. En la mayoria de los casos, tampoco se sabe
si inducen o no facetas de los poliedros “originales”.

5.4.1 Desigualdades “comb”.

Cornuéjols y Harche (1993) [24] generalizan las desigualdades comb del TSP
(Chvatal, 1973 [20]) para el CVRP y demuestran su validez para este pro-
blema. La desigualdad que ellos definen esti expresada de la forma a‘z < ao,
por lo que, como ya vimos en la Proposicion 5.5, no puede ser una desigualdad
valida del Pspvgrp. Sin embargo, transformandola adecuadamente podemos
obtener una desigualdad que si va a ser valida para nuestro problema.

Dados S,T C V, denotamos por:

.’5(6(5)) = 2ee(s,5‘) Te
z(E(S)) = Zeek(s) Te
z((S,T)) = Lee(s1) Ze

Entonces:

z(8(S)) + 2z(E(S)) = 3_ z(8(1))

i€S

Definicién 5.3 Sea G = (V, E) un grafo completo no vacio y Wy, Ws,..., W,
subconjuntos de vértices de V no vacios que cumplen:

1. s 2 3 y entero,
2. [Wi\Ws| > 1,1=1,2,...,s,
3. W:nWs|>1,i=1,2,...,s,
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4. WinW;|=0,1<i<j<s,

A las siguientes desigualdades las llamaremos “comb generalizadas” para

el SDVRP:

S 2(8(Wi) 2 3s +1

1=0

Nota 5.5 Las restricciones “comb” del TSP son:

S =(EW) < 3o wil - 2

=0 =0

y estdn definidas a partir de una configuracidn como la que acabamos de dar
en la definicion anterior.

Veamos cémo, aplicando simplemente la relacién que hemos dado al prin-
cipio de esta seccién, podemos obtener las comb generalizadas del SDV RP a
partir de las comb del TSP. Este procedimiento ha sido utilizado, entre otros,
por Fleischmann (1988) [37] con la finalidad de obtener nuevas desigualdades
vélidas para el R — TSP a partir de las ya conocidas para el TSP.

Como en cualquier solucién del SDV RP el grado de cualquier vértice es al
menos dos, para cada t = 0,1,..., s, podemos afirmar lo siguiente:

z(§(Wi)) + 22(E(Wi)) = 3 z(6(v)) 2 2|W]

veW;

de donde:
=(EWD) 2 (Wil - ZE0H)

Sumando a ambos lados de la desigualdad obtenemos:

’ ’ * 2(8(W5))
> 2(EW)) 2 X Wil - 3 ===

1=0 =0 =0
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Luego,

- 3s+1 2 s s =z
Z |Wi| - 2 2> Ez(E'(VV,-)) > YWl - Xizo _(ﬂ%)l
1=0 =0
cgnb

3s+1 ISW,‘
"'_’;LZ "2::0_(_(2—11

3" a(6(W) 2 3s + 1

i=0

>l

comb generalizada

Proposicién 5.16 Las desigualdades “comb generalizadas” son vdlidas para
el Pspvrp.

Demostracion
Si tomamos:

Bi =WonW,, i=1,2,...,s
Bi=W)\Wo, i=1,2,...,s
A= Wo\Ui, W;, cuando Wo\ Ui, W: # 0 v,

Z=V\Ui,; W;, cuando Ui_ W; #V

i=1

obtenemos una configuracién path, una wheelbarrow 6 una bicycle 2-regular
cuya restriccién asociada, a*z > ag, coincide con la comb generalizada. Véase
la Figura 5.24.

El término independiente,

ao=1+znfi1=3s+l

=1 ni
ya que, en el caso particular de una configuracion 2-regular n; = 2, Vi =
1,2,...,s, luego, los términos independientes de ambas desigualdades coinci-
den.

Veamos que también coinciden los coeficientes.
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Figura 5.24: Configuracién Comb generalizada.

Como z. indica el numero de veces que se utiliza la arista e en una so-
lucién del SDV RP, para determinar el coeficiente de cualquier arista en
?_o Z(6(W;)) sélo tenemos que contar el nimero de cortaduras (W;, W;) en las
que dicha arista aparece, este mimero coincidird con su coeficiente. La Tabla
5.1 recoge estos valores, que coincide con los coeficientes de la Definicién 5.2.

Habiendo probado esta equivalencia tenemos demostrada la proposicién y

algunos resultados referentes a si definen o no facetas del poliedro, ya que,
precisamente de esto es de lo que trataba la seccion anterior. o
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e € CONJUNTO CORTADURAS EN DONDE APARECE | a. |

E(A) 0 0

E(Z) 0 0

E(B) 0 0

(A, Z) z(6(Wo)) 1

(A, Bi) z(8(Ws)) 1

(B2, Z) z(6(W:)) 1

(4, B) z(6(Wi)) z(6(Wo)) 2
(B1,2) z(6(Wi)) z(6(Wo)) 2
(Bi,Bi) i#J z(6(W)) z(8(W;)) 2
__(ByB)) i#j z(6(Wi)) z(8(W;)) 2
(Bi,B3)6a (B, Bj) i#j z(6(Wi)) z(8(W;)) z(8(Wo)) |3

Tabla 5.1: Coeficientes de una desigualdad a*z > a¢ comb generalizada.

5.4.2 Desigualdades “clique tree”.

Las desigualdades clique tree, Grotschel y Padberg (1985) [47], se definen a par-
tir de unos subconjuntos de vértices Hy, Hs, ..., H, (los mangos) y Ty, Ts, ..., T,
(los dientes) que cumplen:

1. T;NT; = @, para cualquier pareja i,j, ¢ # j,
H;N H; = 0, para cualquier pareja 1, , ¢ # j,
2L Tyl €n=-3,Vi=1,2...,8y |T;:\U-, Hj| 21,

=W N

Cada mango intersecta con un nimero impar de dientes que, como
minimo, es tres.

5. Si|T;NH;| # 0, la interseccidn es una articulacién del cligue-tree, es decir,
si eliminamos los vértices de la interseccién se obtiene una componente
conexa mas.

La desigualdad clique-tree del TSP es:

S a(B(H) + Y- o(B(Ty) < 3 IH| + 20T - 1) - £

i=1 =1 =1 =1
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donde t; es el nimero de mangos que intersectan con el diente Tj.

Al igual que ocurria con las desigualdades comb estas restricciones no pue-
den ser validas para el SDVRP ya que, son desigualdades del tipo “<”;
Fleischmann (1988) [37] las transforma aplicando la relacién que dimos en la
seccion anterior y obtiene unas desigualdades validas para el R —TSP. Como
cualquier solucién del SDV RP es una solucién del R — TSP, tenemos garan-
tizado que las desigualdades clique tree transformadas también seran validas
para nuestro poliedro. Vamos a hacer esta transformacion y expresaremos la
desigualdad de la forma adecuada para que se cumpla la validez.

Dada una desigualdad clique-tree,
1 Z(E(H)) + Tiey 2(E(T))) € Ticy |Hil + Tiey (1T5] — t5) — &3
—2 %5, =(E(H))) : 2%}, =(E(T))) 2
—2 5 |Hil - 253 (IT5] = t5) + (s + 1)

si aplicamos la relacién z(6(S)) + 2z(E(S)) = L,es (6(v)) a cada uno de los
mangos y a cada uno de los dientes, después de sumar y despejar obtenemos:

=21 2(E(Hi)) = Lie1 2(8(Hi)) — Ziat Loen, z(6(v))
—2¥521 2(E(T)) = Tiar 2(6(T5)) — Ljai e, 2(8(v))

Estas desigualdades pueden sustituirse en la desigualdad anterior para ob-
tener:

Liz1 Loen, z(6(v))+
2$(5(H ) + Z$(5 T;)) 2 { Li=1 Lver, 2(8(v))

=1 1=1
=28 [Hil - 2555, (IT5] = t5) + (s + 1)

¥y, como el grado de cualquier vértice en una solucién del SDV RP debe ser al
menos dos nos queda:

:~1|H|+22—1 |T|
guezli. v) +.§v§, { c-) |H| J-l(lTl ) (S + 1)
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Es decir,

r

Ex(&(H;))+Zm(6(Tj)) >2) ti+s+1=2r+2s—2+s+1=2r+3s—1

=1 i=1 i=1

Nétese que 3°_, t; es el nimero total de intersecciones ya que t; indica
el nimero de mangos que intersectan con el diente T; y dos dientes distintos
intersectan, a lo sumo, con un mismo mango. Si sustituimos cada mango y cada
diente por un unico vértice y por cada interseccion ponemos una arista entre el
mango y el diente asociado obtenemos un arbol (un grafo sin ciclos y conexo)
en el que las aristas representan precisamente el numero de intersecciones en
el grafo asociado a una configuracién clique-tree, como el nimero de aristas
en un arbol es el numero total de vértices menos uno, el nimero total de
intersecciones sera r + s — 1.

5.4.3 Desigualdades “path con capacidades”.

Un nuevo tipo de desigualdades para el GV RP y el CV RP, en las que juega un
papel fundamental la capacidad de los vehiculos, fué introducida por Cornuéjols
y Harche (1993) [24]. No tiene sentido definirlas en el contexto del TSP, sin
embargo vamos a comprobar que si que son vilidas para nuestro problema.
Como siempre, supondremos que estamos trabajando con un grafo G = (V, E)
completo por lo que, no es necesario establecer algunas de las condiciones
necesarias dadas por Cornuéjols y Harche para definir estas configuraciones.

Definicion 5.4 Una configuracion “path con capacidades” se define a par-
tir de un entero s > 2K + 1 y de una particion del conjunto de vértices V
en subconjuntos A,R,Z,Bj, parai = 2K,...,s y B} parai = 1,...,s que,
estableciendo la notacidn:

A= B} parai=1,...,s

REB{ parat=1,...,2K -1 y,
Z=Bjparai=1,...,s,

cumplen:

d(V \ (RU Bj

) . ,
=K, parai=1,...,2K — 1.
0 ] P

0€eR,|
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Definimos la restriccion asociada a una configuracion “path con capacida-
g
des” como aquella desigualdad a‘z > ag cuyos coeficientes son:

(1 parae € (A,Z), o
e€(B},B},)i=1,...,8 7=0,1,2

2 paraeﬁ(B},B},,_,)i=l,...,s,j=0,1, o
a. = 4 eE(B;-,B;‘),i;éhyj=l,2

3  para e€(Bi,B}), i#h

L 0 en otro caso
y el término independiente es:

ao=33—2K+3

Si Z = 0, hablaremos de configuraciones (restricciones asociadas) “wheel-
barrow con capacidades” y si A = Z = 0, de configuraciones (restricciones)
“bicycle. con capacidades”.

La demostracién del resultado que damos a continuacién es exactamente
la misma que la que dan Cornuéjols y Harche en su articulo.

Proposicién 5.17 Las desigualdades asociadas a las configuraciones “path
con capacidades” son vdlidas para el Pspygrp.

Demostracion
Sea T una solucién del SDV RP que minimiza el lado izquierdo de una desi-
gualdad a'z > a¢ asociada a una configuracion path con capacidades.

Si en T hay alguna arista e con coeficiente a, > 1, es decir, a, = 2 0
a. = 3, siempre podemos conseguir otra solucién T que sigue minimizando el
término de la izquierda de la desigualdad pero en la que las unicas aristas que
se utilizan tienen coeficiente a, < 1.

En efecto, las tnicas aristas cuyo coeficiente vale 2 pertenecen a (B}, B}, ,),
1=1,...,8,3=0,1,2, oa.(B},B_,’-‘) t# hyj=1,2. Enel primer caso siempre
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Figura 5.25: Configuracion path con capacidades.

podemos sustituirla por una arista que va de B} a B}+1 mads otra que va de
Bi,, a B},,. Sila arista pertenece a (Bj}, B}'), con j = 1, la sustituiremos por

una que va de B} a A mas otra de A a B} y,s1j=2,porunadeB§a,Zmés
otra de Z a B},

Si la arista tiene un coeficiente igual a 3 es porque pertenecerd a (B, B}),
en ese caso la sustituiremos por un camino Bi — A — B} — B}

A partir de este momento supondremos que a, <1, Ve € T.

Como los subconjuntos B}, B y B} U B} deben cumplir las restricciones de
eliminacién de subtour para cada : € {2K,...,s} podemos afirmar que:

17(5( D) = ((B{,B-l»))+-'r ((4,B})) > 2
zT(8(By)) = «7((Bj, B})) + 27((Z, B})) > 2
z (5(B‘UBz))—xT((Bi, )) +27((B},Z)) 2 2
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Sumando a ambos lados de la desigualdad obtenemos:
2z7((Bi, B})) + 2z7((Bj, A)) + 2z7((B;, 2)) 2 6
z7((Bi, B;)) + xT((Bi'fA)) +27((B}, 2)) 23
Vi=2K,...,s
Ademas, parai =1,...,2K -1,
z7((6(B3)) = 2

!
z7((B},2)) +27((B}, R)) 2 2

Y, sumando Vi =1,...,2K - 1,2K,...,s obtenemos:
atz? > 3(s—2K +1)+2(2K - 1) +z7(A,2) + zT(A,R)

!
tzT > 3s - 2K + 1+ zT((A, 2)) + z7((A, R))

Como el depésito pertenece a R, si para algliq By, i=1,...,2K — 1 se
cumple que z7(6(B%)) > 2 necesariamente zT(6(B})) > 4 y entonces,

a'zT >3s—2K +14+27(A,2) +zT((A,R)) +2>3s-2K + 3

luego T' cumple la desigualdad.

Si, por el contrario, z7(6(B})) = 2, Vi = 1,...,2K — 1, necesariamente
T((A, R)) > 0. En efecto, supongamos que no es cierto, es decir, que
zT ((A, R)) = 0y llegaremos a una contradiccién.

Como [=—F=22 (RUB ) 1=K, i=1,...,2K — 1, de RU B; deben salir necesaria-
mente 2K anstas como Bj sélo es incidente con dos Vi y estamos suponiendo
que las unicas aristas que se utilizan en T son aquellas cuyo coeficiente es
menor o igual que 1, necesariamente cada una de las rutas asociadas a los K
vehiculos deben entrar y salir de R utilizando un B} distinto cada vez, cada
ruta atraviesa al menos dos de estos B}’s, como hay 2K — 1 conjuntos distin-
tos a lo sumo podemos tener K — 1 rutas distintas lo que contradice que el
minimo nimero de vehiculos necesario sea K; por tanto z7((A, R)) debe ser
mayor estricto que cero.
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Si zT((A, R)) > 2 entonces,
a'z?T >3s-2K +1+27((A,2)) +zT((A,R)) > 3s—2K + 3
y el resultado se cumple.

Si zT((A,R)) = 1 entonces, como zT(6(A)) > 2 y par, necesariamente
zT((A,Z)) > 1 y ya estaria demostrado el resultado o,

z7((A, BY)) +z7((Bi, By)) + 27 (B}, 2)) 2 4

para algin : = 2K,...,s y la desigualdad también sera valida. o

5.4.4 Restricciones de capacidad generalizadas.

Las restricciones que presentamos en esta seccién son un caso particular de
las restricciones de capacidad generalizadas introducidas por Harche y Rinaldi

(1991) [51] para el CVRP.

Sean ) = {W;,: € I} una particién del conjunto V\{0} e I’ C I el conjunto
de indices de aquellos subconjuntos W; cuya demanda es mayor estricto que uno
(son, en realidad, los vértices cuya demanda puede ser abastecida entre varios
vehiculos). Definimos r(2) como la solucion del problema de Bin Packing en
el que la capacidad de las cajas es igual a @ y el conjunto de items y sus pesos
se definen de la siguiente manera, para cada W;, con : € I: ‘

- si d(W;) £ @, incluimos un item de peso d(W;)
- en otro caso, incluimos [i%v—'l'] — 1 items de peso @ y otro de peso,

aw) - (45201 -1) @

Entonces, como la siguiente desigualdad es véilida para el CV RP, también
sera valida para el SDV RP:

S 26w 2 2 ST 420 - K)

tel! iel!
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ya que, como los vértices de demanda mayor estricto que uno se pueden servir
utilizando varios vehiculos, podemos tratarlos como si fuesen subconjuntos de

vértices del CV RP.

Nétese que si r(2) < K, estas restriciones estan dominadas por las restri-
ciones de capacidad. En otro caso, podemos explicar la validez de la siguiente
manera: suponiendo que d(W;) < @, Vi € I', lo cual no supone pérdida de
generalidad alguna, si r(2) = K + 1 es porque, al menos uno de los conjuntos
de vértices, sea W;, se visita al menos dos veces, luego z(6(W;)) > 4. In-
tuitivamente lo que significa es que por cada unidad en la que r(f) excede a
K, al menos una de las cortaduras asociadas a los W; debe ser atravesada dos
veces mas ya que, la demanda de W; debera abastecerse entre dos vehiculos o
mas.

Aplicando la misma idea a un subconjunto W de V'\ {0}, obtenemos un caso
especial de las desigualdades “path-bin” introducidas por Augerat y Pochet
(1995) [8] para el CVRP, las cuales, a su vez, son una especializacién de las
de capacidad generalizadas.

Dado W C V'\ {0}, sean Q = {W;,7 € I} una particion de W e I’ definido
como antes. Si r(W, ) es la solucién del problema de Bin-Packing definido
sobre {2, se obtiene la siguiente desigualdad:

(5(W)) + T =(6(Wi) 2 2 z:rd—(g—‘ﬁ +2r(W,Q)

tel’ tel’

La validez de estas desigualdades para el SDV RP, al igual que ocurria con
las anteriores, deriva directamente del hecho de que son validas para subcon-
juntos de vértices del CVRP.

El siguiente ejemplo ayuda a entender mejor la idea que dio origen a estas
restricciones y permite ilustrar, brevemente, cual seria la metodologia en la
demostracion de la validez.

Ejemplo 5.2 Sea W C V \ {0} y {Wy,...,W,} una particion de dicho con-
junto, donde los W; cumplen:
—dW) <Q, Vi=1,...,t

— d(W)) +d(W;) > Q,Vi # j
- =t-1
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la desigualdad para una instancia con estas caracteristicas seria:

2(6(W)) + sz(a(w.-) >2(t—1)+2t+2

i=1

Fvidentemente cualquier solucion el SDV RP debe cumplir la restriccion
anterior. La demostracion es muy sencilla. Las restriciones de capacidad
asociadas a cualquier subconjunto de vértices nos permiten deducir lo siguiente:

sumando para todo i:

2(6(W)) + 3 2(8(W:) > 2(t — 1) +2¢

=1

Ahora bien, si z(§(W;)) = 2 para todos y cada uno de los subconjuntos W;,
como d(W;)+d(W;) > Q, podemos asegurar que dos subconjuntos cualesquiera
no pueden abastecerse completamente con un unico vehiculo y por lo tanto
tenemos garantizado que en W entran exactamente t vehiculos, luego:

z(§(W))22(t-1)+2

Si hay al menos un it de manera que z(§(W;)) > 2 la paridad de las cortadu-
ras obliga a que z(6(W;)) > 4, en cualquier caso concluimos que la restriccion
de capacidad generalizada asi definida es vdlida para el Pspyrp.

5.5 Conclusiones.

Como indicamos al final del Capitulo 4, todos los resultados que hemos visto
en este capitulo, siguen siendo validos para el Pspygrp cuando trabajamos con
una flota ilimitada de vehiculos.
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Nétese que, siempre que existan, podremos eliminar las hipotesis relativas
a la necesidad de tener un numero de vehiculos superior a [ﬂaﬂ], en todos
aquellos resultados en los que las hayamos establecido. El caracter ilimitado
de la flota es lo que nos permite hacer esta apreciacion.

Por otro lado, queremos hacer notar que todas las desigualdades del tipo
“>” que sean validas para el CV RP tienen una probabilidad muy alta de ser
también validas para el Problema de Rutas de Vehiculos con Demanda Com-
partida. Esto es lo que ocurre con las restricciones de capacidad generalizadas
estudiadas en la ultima seccion. Tendremos por tanto que tener muy presentes
todos los trabajos relacionados con el Poyrp que aparezcan en el futuro, sin
descuidar por ello cualquier estudio que sea especifico del Pspyrp.
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Capitulo 6

Desigualdades “2-matching”
generalizadas.

En este capitulo presentamos una serie de desigualdades vdlidas para el SDV RP
que han sido deducidas, directamente, a partir de las desigualdades 2-matching
generalizadas introducidas por Araque (1989) [2] para el CVRP con demandas
unitarias.

En el problema estudiado por Araque, la capacidad de los vehiculos indica
el numero maximo de clientes que pueden ser servidos por un unico vehiculo;
explotando esta idea y, teniendo en cuenta que las desigualdades vélidas para
nuestro problema deben estar expresadas de la forma atz > ao, hemos obtenido
restricciones diferentes dependiendo de la capacidad del vehiculo.

Si @ es tal que tres clientes cualesquiera pueden servirse con un tnico
vehiculo, pero nunca cuatro, obtenemos unas restricciones que no han apare-
cido todavia en el desarrollo de esta memoria y demostramos que inducen fa-
cetas del Pspvrp. Estas desigualdades dejan de ser validas cuando @ aumenta
de manera que es posible servir completamente a cuatro clientes cualesquiera,
Pero no a cinco o, a cinco, pero nunca a seis.

Si aumentamos la capacidad del vehiculo hasta que éste pueda servir cual-
quier subconjunto de seis clientes, al menos, obtenemos otro tipo de restric-
ciones que, en realidad, resultan ser desigualdades asociadas a configuraciones
path o a configuraciones wheelbarrow. Araque también obtiene diferentes de-
sigualdades dependiendo de si @ = 3 0 Q > 6 pero, no da ningin resultado
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para los casos intermedios, @ =4y Q = 5.

Notar que estamos expresando la capacidad del vehiculo en funcion del
numero minimo de clientes que podemos servir con un unico vehiculo, esto nos
permite dar una serie de condiciones, bajo las cuales, las restriciones asociadas
inducen facetas de nuestro poliedro. Estas condiciones son, de alguna manera,
mas ajustadas que las que dimos en el capitulo anterior; estudiaremos las
relaciones entre los dos tipos de condiciones.

Dedicaremos las dos primeras secciones de este capitulo a estudiar los dos
tipos de restricciones a los que acabamos de referirnos. En la dltima seccién,
veremos que, cuando la capacidad es igual a 4 6, a 5, obtenemos de nuevo las
desigualdades asociadas a configuraciones path, wheelbarrow o bicycle, con la
diferencia de que, para estos valores de Q, estas restricciones estan dominadas
por las de capacidad y no inducen, por tanto, facetas del Pspyrp.

Para ganar simplicidad en las demostraciones de este capitulo conviene

introducir la siguiente notacion:

e Q =p, p € N indicaréd que la capacidad del vehiculo (@), es tal que p
clientes cualesquiera pueden servirse con un unico vehiculo, pero nunca
p+1.

e Q@ = p, p € IN, significa que con un tnico vehiculo podemos servir
cualquier subconjunto de p clientes.

6.1 Desigualdades 2MG1.

En el contexto del CVRP con demandas unitarias, Araque (1989) da la si-
guiente definicién de desigualdades 2-matching generalizadas:

SeaV ={1,2,...,n},n>6yQ=3,sean H, T1,...,T, C V. Si cumplen:

() IT})=2, |[HNT|=1,TinT; =0 paral <i<j<s.

(ii) |Hl=sys>3
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las desigualdades 2-matching generalizadas se definen de la siguiente manera:

=(E(H) + 3. =(E(T)) < s

i=1

El autor demuestra que estas desigualdades inducen facetas del Pcyvrp
con demandas unitarias. En la Figura 6.1 presentamos un croquis de una
configuracion sobre la que se pueden definir las desigualdades anteriores.

(=]
depdsito

Figura 6.1: Configuracion asociada a una desigualdad 2-matching generalizada.

Utilizando la relacién:

z(6(S)) + 2z(E(S)) =l Tiesz(6(2)), SCV
2z(E(S)) = Lies z(6(2)) — z(6(S)) 2 2|S| — z(6(5))

!
z(8(5)) - 2IS| =2 —2z(E(S))

podemos transformar las desigualdades 2-matching generalizadas de manera
que es posible obtener un nuevo tipo de desigualdades validas para el SDV RP.

z(E(H)) + E,’? z(E(T3)) < s
—2z(E(H)) — £i., 22(E(T3)) 2 -2s

1=1

!
z(6(H)) - 2|H| + £$(5(Te)) —2|Ti|) 2 -2s

=1

z(6(H)) + i1 z(8(T2)) 2 —2s + 2|H| + £, 2|Ti]

Ahora bien, como

lg, : ; Vi } — z(6(H)) + Z.:x(6(T.)) > —25+2s+4s =4s

=1
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- Vehiculo 1
a~s vehiculo 2

depdsito
Figura 6.2: Solucién del SDV RP que viola las restricciones de Araque.

Las desigualdades “2-matching generalizadas” y, las que hemos obtenido
después de la transformacion, no son equivalentes cuando consideramos el con-
junto de soluciones posibles del SDV RP. Tal y como muestra la solucién dada

en la Figura 6.2 hay soluciones del SDV RP que violan la primera pero no la
segunda.

Por otra parte, queremos insistir en la necesidad de asegurarse de que
ningun subconjunto de cuatro clientes puede ser servido por un unico vehiculo,
si esto ocurriera podriamos encontrar soluciones que violarian la desigualdad.
Véase el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.1 Supongamos que tenemos 6 clientes con demandas d, = 2 y
d; =1, i=2,...,6 y, dos vehiculos de capacidad Q = 4. La solucidn que
damos en la Figura 6.8 viola la desigualdad “2-matching generalizada” asociada

ya que, z(6(H))+ T3, 2(8(T))=4+2+2+2=10< 12.

\ATA ¢

A ]

T
[}
o/
\

.

~

\
~

o, ”

depésito

Figura 6.3: Solucién que viola la desigualdad 2-matching generalizada.

El vértice de demanda igual a dos es , evidentemente, uno cualquiera de
los dos que pertenecen a la ruta que contiene sdlamente dos clientes.
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Después de las consideraciones que acabamos de hacer estamos en condi-
ciones de dar la siguiente definicién:

Definicién 6.1 Dado G = (V, E) un grafo completo no dirigido, con n > 6
y |V| = n+ 1, definimos las desigualdades “2-matching generalizadas tipo 1”
para el SDV RP de la siguiente manera:

2(6(H)) + 3 2(8(T)) 2 4s

=1

donde:

(i) H, Ty,...,T, C V\ {0}
(i) ITi|=2, |HNT| =1, T;NT; =0 paral1 <i< j <s.
(it) Q=3, |[H|=sys2>3

y las denotaremos por 2MG1.

Nota 6.1 En la mayoria de los textos en los que aparecen configuraciones
tipo “2-matching”, a H se le suele llamar “mango” y, a los subconjuntos T;,
“dientes”. A partir de ahora utilizaremos esta notacion.

Proposicién 6.1 Sis > 3 las desigualdades 2M G1 son vdlidas para el PSDV}'{»P.

Demostracion
Sea a¢'z > ap una desigualdad 2MG1 y sea C = Ui, T:.

Es sencillo comprobar que los coeficientes de las aristas en esta desigualdad

son:
(

e€c E(T),i=1,...,s

ee (T;\H,V\C),i=1,...,s
e € E(H)

e€ (H,V\C)

e€ (T;\H,T;\H),i#j

e€ (HNT,Tj\H), i #j

en otro caso

a. = {

O W NN DN
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y que cumplen la desigualdad triangular.

Para demostrar la validez veremos que el vector de incidencia asociado a
una solucién cualquiera del SDV RP, z, cumple que a‘z vale, como minimo,
agp.

Observar que si la solucién que tenemos utiliza alguna arista de cualquiera
de las cortaduras (T; \ H,T; \ H), (HNnT;,T; \ H) 6 (H,V \ C), podemos
construir otra solucién, ', en la que sélo se utilizan aristas de E(H), de E(T;)
6, de (T; \ H,V \ C), cuyo vector de incidencia cumple a‘z = a‘z’. El hecho
de poder visitar a los clientes sin necesidad de servirles nada de su demanda
es lo que nos permite obtener este resultado.

e Siz. >0ye€ (T:\H,T;\ H), e = (u,v), podemos sustituir cada una de
las copias de e por una copia del camino u —depdsito — v; suponiendo que
sélo hay una copia construimos z’ = z—e+(u,0)+(0,v) y, evidentemente,
a'z’ = a'z—a.+a,0+ag, = a'r—2+1+1 = a'z. Si hubiese mas copias
sustituiriamos todas y cada una de ellas por uno de estos caminos hasta
llegar a z’.

eSiz,. >0yee€ (HNT,T;\ H), con e = (u,v), podemos construir
z'=z—e+ (u,w) + (w,0) + (0,v) donde, w € T; \ H. Como a. =3 y
las tres aristas que afiadimos tienen coeficiente igual a uno, a‘z = a'z’.

e Siz, >0ye € (HV\C), e = (u,0), sustituimos e por el camino
u — v — 0 donde (u,v) € T; para algun :. El coeficiente de las dos aristas
que hemos afiadido es igual a 1 y el de la que quitamos es 2, con lo que la
nueva solucion tiene el mismo “peso” que la original pero deja de utilizar
la arista e.

Después de lo que acabamos de demostrar podemos suponer, sin pérdida
de generalidad, que la solucién del SDV RP que tenemos sélo utiliza aristas
con coeficiente igual a uno y aristas del mango.

Es evidente que todos los dientes deben ser visitados por, al menos, un
vehiculo, por lo que §(T;) debe ser atravesada al menos dos veces, para cada

1=1,...,s.

Vamos a hacer la demostracién distinguiendo dos casos que dependen del
valor de estas cortaduras.
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e z(6(T})) =2, Vi=1,...,s, esto significa que cada diente es servido por
un unico vehiculo, por lo que, una solucién que cumpla esta condicién
debe utilizar necesariamente la arista de E(T;), para cada i. En la Figura
6.4 presentamos las unicas configuraciones posibles en las que la corta-
dura asociada a un diente vale dos. Teniendo en cuenta la hipétesis que
hemos hecho al principio, en la solucién que nos ocupa sélo nos podemos
encontrar con una configuracion de los tipos C, D o E. Nétese que en
lo referente a la cortadura 6(7;) las estructuras E y C son equivalentes;
por lo que, podemos suponer que en la solucién que estamos conside-
rando no hay ninguna estructura tipo C ya que, si la hubiera, hariamos
la transformacién descrita graficamente en la Figura 6.4, (el cambio se
puede hacer porque el grado 2 del diente asegura que las dos aristas del
mango pertenecen al mismo vehiculo).

RN
i 5

Figura 6.4: Parte de la solucién asociada a un diente con z(6(T;)) = 2.

Si se da E, significa que un vehiculo visita a dos dientes distintos, ahora
bien, como la capacidad del vehiculo impide servir completamente a cua-
tro vértices, el segundo diente tendra que volver a ser visitado por otro
vehiculo (serd un diente con demanda compartida), y z(6(T;)) 2 4, con-
tradiciendo asi la hipétesis de que z(6(T3)) =2, Vi=1,...,s.

La unica solucién posible, si se da la situacion D, es la de la Figura 6.5
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Figura 6.5: Unica solucién con z(§(T;)) = 2 para todo i.

que evidentemente cumple la restriccion, ya que:

2(6(H)) + 3 2(8(Ty)) = 2 + 2s = 4s

=1

z(6(T;)) > 2, paraalgini=1,...,s. Si todos los dientes son visitados
por al menos dos vehiculos, z(6(7;)) > 4, Vi = 1,...,s, es obvio que
a'z > agp para una solucién con estas caracteristicas.

Supongamos entonces que la solucién que tenemos contiene al menos un
diente cuya cortadura es exactamente igual a dos.

Si todos los dientes que son visitados por un dnico vehiculo responden a
la estructura dada en D, cada uno de ellos contribuye, con dos unidades,
a §(H) y es sencillo comprobar que, en este caso, la solucién cumple la
desigualdad. Veamoslo, supongamos que los tnicos dientes para los que
la cortadura asociada es igual a dos son los t primeros, i.e., z(6(T;)) = 2,
Vi=1,...,tyz(8(T:)) 24,Vi=t+1,...,s, entonces:

t

=z(6(H)) +>_z(6( )+Z T,))>2t+2t+4(s—t)=4s

i=1 i=t+1

Por otra parte, a la hora de demostrar la validez, podemos olvidarnos de
los dientes “de grado dos” que se visitan siguiendo el esquema dado en
D pues, suponiendo que son los ¢ primeros, se cumple lo siguiente:

t

a'z = 3" z(8(T:) + z(6(H N (U, T))) + E 6(T:))+z(6(HN(Vizesn o))

i=1 P i=t+1

~

N

>4t
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Figura 6.6: Parte de una solucién asociada a un diente de grado dos.

y, por lo tanto, bastard con demostrar que:

> z(8(T:)) + 2(8(H N (Uizpa To)) 2 4(s — 1)

i=t+1

para concluir que a*z > ao. Si comprobamos que la aportacién media por
cada uno de los s — t dientes restantes a a‘z es de 4 unidades, tendremos
el resultado. '

Supongamos entonces que hay un diente, Ty, para el que z(§(73)) = 2

pero que, el vehiculo que lo visita, lo hace segin se indica en la Figura
6.6.

La arista del mango incidente con T} nos conecta a un nuevo diente, sea
T,. Como @ = 3, necesariamente z(6(T3)) > 4 pues, si fuese igual a dos,
significaria que los dos dientes se sirven con un unico vehiculo y esto no
es posible pues, un vehiculo no puede servir completamente la demanda
de cuatro clientes.

1. Si en nuestra solucién no hay ninguna otra arista de 6(T3) que per-
tenezca al mango, la contribucién de los dos dientes a a‘z es de,
al menos, 8 unidades. Nétese que z(8(Th)) = 2, z(6(T2)) = 4y,
como en el mango se ha entrado utilizando una arista de E(Ty),
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Figura 6.7: Tres dientes en la configuracién, dos de grado 2 y uno de grado 4.

habrd que abandonarlo utilizando una de E(T3;); esto implica que
los dos dientes que tenemos aportan dos unidades a z(6§(H)) y en
total 8 como minimo a a‘z. En la Figura 6.6 mostramos como se
va formando la solucién.

2. Si T, es incidente con otra arista del mango como z(6(Ty)) = 2
tendremos un tercer diente, sea T3, conectado con los dos anteriores
de la forma dada en la Figura 6.6.

El nuevo diente debe ser incidente con un nimero par de aristas, al
menos dos.

Distinguiremos dos casos:

(a) Si (8(T,)) = 3, no queda otra alternativa que servirlo utili-
zando las aristas que damos en la Figura 6.6. Si resulta que
z(6(T3)) > 6 tendremos tres dientes que aportan como minimo
12 unidades a a‘z.

Si 2(6(T2)) = 4 y no hay més dientes en la configuracién, las
unicas rutas que cumplen las suposiciones realizadas hasta el
momento, i.e., (6(T1)) = 2 = z(6(T3)), son las dos dibujadas
en la Figura 6.7. Notese que la primera de ellas no corresponde
a ninguna solucién posible del SDV RP ya que, hay una ruta
que sirve completamente a 5 clientes. En la segunda, tenemos
tres dientes que contribuyen con 12 unidades a a'z.

Si hubiese més dientes en la configuracién tendriamos otra al-
ternativa, véase la Figura 6.8. Aumentamos asi el nimero de
dientes encadenados, observar de nuevo que, como dos dientes
con cortadura igual a dos no pueden ser visitados por el mismo
vehiculo, la unica posibilidad es que tengamos las dos rutas que
hemos dibujado.

Ademas, estamos obligados a que el nuevo diente sea incidente
con al menos cuatro aristas, esto es, necesariamente debe ser un
diente cuya demanda sea servida entre dos o mas vehiculos, ya
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Figura 6.9: Una solucion posible sobre 4 dientes.

que esta en una ruta en la que ya se ha servido completamente
la demanda de dos vértices y, por tanto, no se puede servir
completamente a dos mas. Si esto no fuese asi, tendriamos la
estructura que hemos encuadrado en la Figura 6.8.

Tenemos, por tanto, 4 dientes conectados, dos con cortadura
igual a 2, uno con cortadura igual a 4 y el ultimo, T4, con
z(6(Ty)) 2 4. Si z(6(Ty)) = 6, las cortaduras de los cuatro
dientes aportan, al menos, 14 unidades a a‘z, y ademas hay
3 aristas que salen del mango luego, globalmente, los cuatro
aportan, al menos, 17 unidades al total.

Si z(6(Ty)) = 4 y no hay mads dientes en la configuracién la
unica posibilidad es la solucién de la Figura 6.9. Esta solucién
cumple que a'z > 16 = a,.

En otro caso, la cortadura de Ty puede ser igual a 4 pero, invo-
lucrando a uno o a dos dientes mas, las unicas configuraciones
posibles las presentamos en la Figura 6.10.

En la primera de ellas nos encontramos con cuatro dientes cuyas
cortaduras suman 12 y que aportan 5 unidades a z(6(H)), en
total 17 unidades de a'z. El nuevo diente puede ser un diente
con cortadura igual a dos, aunque sea el iltimo de la cadena;
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Figura 6.10: z(6(Ty)) =4,8>46s2>5.

notar que aporta como minimo 3 unidades, luego tendremos 5
dientes que aportan 20.

En la segunda, los cuatro dientes aportan 16 unidades al to-
tal y, en la iltima, sélamente 15. Ahora bien, en este iltimo
caso el nuevo diente debe ser obligatoriamente uno de demanda
compartida, ya que lo visita una ruta que ya ha servido comple-
tamente a 3 vértices. Si el nuevo diente es el 1iltimo, tendremos
5 dientes que cumplen a'z > 19 pero, como a’z es suma de
cortaduras pares, a‘z es seguro mayor o igual que 20.

(b) Si 2(8(T3)) 2 4y 2(6(T2)) 2 6 0 z(6(T3)) 26y z(6(T2)) > 4
tenemos tres dientes que aportan como minimo 12 unidades al
término izquierdo de la desigualdad.

Si z(6(T2)) = 4 y z(6(T3)) = 4, las tnicas alternativas para
construir las rutas son las de la Figura 6.11.

En todas, excepto en la segunda, la aportacion minima de los
tres dientes a a‘z es igual a 12. Ahora bien, la segunda no
puede ser una estructura que forme parte de una solucién del
SDV RP, ya que implicaria que un vehiculo sirve a cuatro clien-
tes completamente, lo que contradice la hipétesis de que Q = 3.

Notar que en un conjunto de dientes encadenados por aristas del
mango entre dos dientes con cortadura igual a dos sélo puede haber
dientes con cortadura mayor o igual que cuatro; si la cadena contiene
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Figura 6.11: z(6(T3)) = 4, z(6(T3)) = 4.

r dientes, entonces:

r

Y z(8(Ty)) 2 4(r—2)+2+2=4r—4

=1

pero, como al menos tenemos tres clientes en el mango, si las tinicas
aristas que salen del mango fuesen las de los dos dientes de grado
dos se violaria una restriccion de capacidad, ver Figura 6.12, pues
en el mango deben entrar al menos dos vehiculos. Por lo tanto,
debe haber alguna arista mas, incidente con alguno de los dientes
de grado cuatro, es decir, los r dientes contribuyen al valor de a‘z
con al menos 4r — 4 + 2 + 2 unidades.

Como el nimero de dientes es finito llegard un momento en que no
quedara mas remedio que volver al depdsito porque no habra mas
dientes que visitar. Entonces, o se terminara en un diente cuya
cortadura vale 2 o, en uno, con cortadura mayor o igual que 4.

La observacion que acabamos de hacer, junto con la casuistica es-
tudiada a lo largo de la demostracién, nos permiten concluir que
las desigualdades 2-matching generalizadas tipo I son validas para
el Pspvrp.
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depésito

Figura 6.12: Dientes encadenados a través de aristas de H.

Nota 6.2 La validez de las desigualdades 2MG1 no depende de si el nuimero
de vehiculos es o no fijo. Si lo es, la unica matizacion que debemos hacer
es que la solucion de la Figura 6.5 sélo es una solucion posible del SDV RP
cuando K > s pues, si K < s, en cualquier solucion posible habrd siempre al
menos un diente con demanda compartida.

Proposicién 6.2 Si K > max{3, [i%’-l'l}, Q =3 ys =23, las desigualdades
2MG1 inducen facetas del Pspyrp.

Demostracion
Para simplificar la notacién, supongamos que H = {1,2,3} y que T} = {1,4},
T, = {2,5}, Ts = {3,6} y el depésito es el vértice 0.

SiC=T1UT;UT3ya‘z > 12 es una desigualdad 2MG1, sabemos que
a. = 0 para cualquier arista de E(V \ C). Ademds, como para cualquier
arista e = (u,v) de §(C), se cumple que a,, = auo + aoy, no hay pérdida de
generalidad en suponer que las unicas aristas de §(C) utilizadas por cualquier
solucién del SDV RP son aristas de ({0}, C).

Por la Proposicién 6.1, sabemos que a‘z > 12 es valida para el Pspvrp
independientemente del nimero de vehiculos que utilicemos. Para ver que se
trata de una desigualdad soporte basta con considerar la solucién dada en la
Figura 6.5 y ampliarla a V' \ C tomando 2K copias de cada una de las aristas
de un tour Hamiltoniano sobre V' \ C, de esta manera garantizamos que todos
los vehiculos visitan a todos los clientes y, consecuentemente, que la solucién
es posible.

Cualquier conjunto de aristas, que defina una solucién parcial del SDV RP
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sobre el conjunto de vértices de C, se puede ampliar al resto de clientes de
V siguiendo el método que acabamos de enunciar. Esto es lo que nos va a
permitir a partir de ahora describir las soluciones diciendo s6lamente cémo
son sobre C. Obsérvese que como a, = 0, Ve € E(V \ C), si las aristas de
la solucién parcial contribuyen con 12 unidades al valor de a‘z entonces, la
solucién ampliada cumplira a‘z = 12.

Para demostrar que a‘z > 12 induce una faceta aplicaremos el método

indirecto, i.e., supondremos que f'z > fo es una desigualdad que define una
faceta del poliedro del SDV RP para la que:

{z € Pspvrp: alz = 12} C {z € Pspvrp: ft:c = fo}

y demostraremos que f = aa y fo = 12a para algin o > 0.

(1) foj =0 = a; V] > 6.

En efecto, si R es una solucién que cumple a‘z® = 12, R = R + 2(0, )
sigue siendo una solucién del SDVRP y a'z® = a'zR+2ao; = 12, luego:

FtzR = fo f1z® — fizR = flzR 4 2fo; — ftzR = 0
ftiFR' = fo } - l
foj =0

(2) fij =0=ai; V(i,j) € E(V\C).
El razonamiento es el mismo de antes. A partir de una solucién R cual-
quiera que cumpla la restriccién con igualdad, como todos los vehiculos
visitan a i y a j, para cualquier pareja i, j € (V \ C), podemos construir
R' = R+2(i,5), que serd otra solucién del SDV RP en la que un vehiculo
visita dos veces a7 y a j; R’ también cumple a'z = 12 por lo que, a partir
de aqui, razonamos como en el apartado 1.

@) fij=fs Vi€ H,Vj > 6.
Para llegar a este resultado comparamos las soluciones R; y R; dadas en
la Figura 6.13, ambas cumplen:

atzPr =12 — fizfi = f
atzfz = 12 — fizP2 = f,
= thl _ thz = i . — . = - ;
0=f f Jo—fij—foi = fa—fij
por (1)
!

Joo = fij, V7> 6
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Figura 6.13: Soluciones R; y R; para el caso 3.

Figura 6.14: Soluciones para el caso 4.

Las soluciones que hemos utilizado se pueden definir, andlogamente, para
cualquier otra pareja de dientes, por lo que el resultado también es cierto

para fo2 ¥ fos-
4) fi; = fiVi€e C\ H,Vj > 6.

Las soluciones que necesitamos en este apartado son las de la Figura
6.14. Ambas cumplen a'z = 12, y también f'z = fo, luego:

foa+ fij = f4jl+ for, por (3)
f04 = f4j

Andlogamente se demuestra que fs; = fos, Vi > 6y fo; = fos, Vj > 6.

A partir de este momento tendremos en cuenta que f;; = foi, Vi € C y
Yj > 6, por lo que, Unicamente trabajaremos con aristas (0,%), : € C.
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Figura 6.15: Soluciones para el caso 5.

(B) fis=Fait Fsis Fas =Fii+ foi ¥y Fss = F55+ f6, VI €V \ C.
En la Figura 6.15, tenemos las soluciones que nos hacen falta para demos-
trar este resultado. Todas ellas cumplen a'z = 12 y, por tanto, fiz = fo.
Restando respectivamente los términos de la izquierda de la desigualdad
asociados a cada pareja de soluciones nos queda:

ftil?R‘ = ft:l:Rz,
fra + fas + fos + for = fia + faj + fsi + fos + for,
— fas = faj+ f5;, Vi >6, 6j=0

ftzfo = ftofs

fas + fse + fos + foa = fas + f5; + fe; + fos + foz,
— fse = f5;+ fej, ¥V >6, 67=0

fth5 =ft$R6,

fra+ fas + fos + for = fra + faj + foj + fos + for,
— fae = faj+ foj, V] >6, 67=0
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Figura 6.16: Soluciones para el caso 6.

6) fis=fu+ S Fai=Fas+ fs5y fai = Fas + f65, VI EV\C.
Véanse las soluciones de la Figura 6.16.

Anéilogamente a los casos anteriores deducimos, usando (4), que:

ft:L'R‘ = fthz
fas + fas + for + foa = 2fa5 + fas + foa + fos
fai=fas + f55, V7 EV\C

fth:; - fth‘

fra+ fas + fos + for = 2fia + fas + fos + fos
fij=fua+ f45, Ve V\C

ftmRs — f‘z&

fos + fse + fas + foz = 2f36 + fse + fos + fos
f3; = fae + f6;, V] EV\C
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Figura 6.17: Soluciones para aristas cruzadas.

s = fir + f+;, para cualquier arista “cruzada” y r € .
7 fij =1 I Iqui i « da” V\C

Las soluciones que necesitamos para f;5 por ejemplo son las de la Figura
6.17. '

Comparéndolas, deducimos que fi5 = fi; + f5;, Vj € V\ C, ya que:
fia+ foa + fis + fos = 2fos + fra + foa + for — fis = fos + for

Procediendo analogamente con cada una de las parejas de soluciones
asociadas a cada arista cruzada llegamos a que:

71| fis= fij+ f5; | 7.2 | fre = f1; + fo;
13| faa=faj+ faj || 74| fas = faj + fo;
7.5 | faa=fa;+ faj | 7.6 | fas = faj + f5;

(8) fis=3fsi+ fiij— Fais fra = 3fitfai—Fiiy faa=3f+Ffa - fsj
Vievic.

Compararemos dos a dos las soluciones de la Figura 6.18.

Para las dos primeras:

fis = fis+ fas — for + fo3

y, por (7.1),
fis = for + fos

igualando,

fia+ fas = foz + foz = for + fos.

Ahora, por el resultado nimero (6), fs = fo2 — fos, sustituyendo,
fia+ fo2 = fos = fo2 + foz = for + fos,
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Figura 6.18: Soluciones para aristas del mango.
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y despejando:
f13=2fos + for — fos.

Comparando las dos siguientes:
fi2= faa = fra

por (7.3) faa = f2; + f4;, sustituyendo,

fiz = for + foa — f1a
y, como fi14 = fo1 — fos tenemos:

fi2 = 2foa + fo2 — fon
Finalmente, para la tercera arista del mango:

fas = fra+ fas — faa = fas — fas

por (7.6), fas = f3; + fs;, sustituyendo,

faa = fa; + fsj — fas

y como fos = foz — fos — f23 = 2fos + fos — foa-
Resumiendo, para todo j € V' \ C:

8.1 [ fiz = 2fos + for — foa
8.2 | fiz=2fos + fo2 — for
8.3 | faz = 2fos + fo3s — fo2

9) fii=fyVi€V\C.
Comparando las dos soluciones de la Figura 6.19 obtenemos lo siguiente:
(*) fis+ fij = faj + fas — fis— faa = fa; — fij

Y, teniendo en cuenta:

(8°1)f1 =2f5+f1—f0 e ' .
(8.3) f2: =2f25+f23—fo: } —  fis— faza = fij + f2; — 2f3;

Igualando, f2;— fi; = f1;+ f2; —2fs;, tenemos —2 f,; = —2f3; y entonces:
hi=f3,¥5€ V\C.
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Figura 6.19: Soluciones para el resultado nimero 9.

23
@5
Ry
Ry

Rs

Figura 6.20: Soluciones utilizadas en 10, 11 y 12.
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(10) fiz = fas:

Basta comparar las soluciones R, y R, dadas en la Figura 6.20, y aplicar
las relaciones obtenidas en el apartado anterior.

fis+ f3; = fiz + foj
(x) hat fij=fs+ fi; — fiz2= faa
i = fs

(1) fii=fi=fi V3 EV\C.

En primer lugar, comprobaremos que f4; = fg;. Si comparamos las
soluciones R3 y R4, de la Figura 6.20, teniendo en cuenta el resultado
obtenido en el apartado (6), i.e., f1; = fia+ fa; ¥ f3; = fae+ fe;, llegamos
a que fag + fo; = fa4a + fa;, ahora bien por:

GO f TR} = Bt s ot f

l
fei = [f4

Para concluir el resultado enunciado vemos ahora que fg; = fs;.

En este caso utilizamos los vectores de incidencia asociados a las solu-
ciones Rs y Rs de la Figura 6.20. Aplicando, de nuevo, el resultado (6),
fo3 = fag + fos, tenemos fis + fs; = fie + fo; y de:

SR A S R R RS

!
fei = fs;

‘(12) .f15 = fss’ f16 = .f34’ f16 = f15 y fu = fas-

(7.1) fis = fij + fs;
(7.6) fas = fa; + fs; — fis = fas
(9) flj = faj
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(7.2) fie = fij + fei |
(7.5) faa = f3;j + faj — fie=f
(9) flJ — f3] 16 — J34

(11)  fej = fuj

(7.2) fie= fij + fe;
(1.1) fis= fij + fs; — fie = fis
(11) fsj = fsj

(1.3) faa= fa; + faj
(1.4) fz6 = f2; + fe; — faa = fae
(11)  fej = faj

(13) fij=faj=f5 V3 EV\C.

(8.2) fiz = 2foa + foz — fn

(8.3) fa3 = 2fos + foz — foz { Restando, fi2 — fa3 = 2f25 — 2f1;
(9) f1i = fsj Y, por (10) fiz = faza = fo5 = fij
(11) fsj = f4j

Por (9) sabemos que f; = f3;, luego:
hi=hi=f5;Vj€V\C

(14) Todas las aristas “cruzadas” tienen el mismo coeficiente.

(7.4) fas = f2; + fe;
(1.2) fie=hji+ fej ¢ — fes = fre
(13) flj = f2j

De (12), deducimos que f34 = fis = fis = fas ¥ f24 = f26, y como acaba-
mos de ver que fy6 = fi6, cerramos la cadena de igualdades, concluyendo
asi que todas las aristas cruzadas tienen el mismo coeficiente.

(15) Todas las aristas de E(H) tienen el mismo coeficiente.

(8.1) fiz =2fos + for — fos\=/2fos

©) — fiza = fa3
(8.3) fa3 = 2fos + fo3 — foz \=/2fos

(13)
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Por (10), sabemos que f1; = fo3, por lo que:
f 13 = f 23 = f 12
y obtenemos el resultado que queriamos.

(18) EIl coeficiente de las aristas de E(T;), ¢ = 1,3, 3, no depende
del diente elegido.

En efecto,

fia = fij — f4j
Por (6) fas = faj — fs;

f36=f3j—f6j — fu =f25=f36
Por (11) fa; = fs; = fs;
Por (13) fij = f2j = f3j

(17) fas = fa6 = fs6.
fas = faj + fs;
Por (5) -;:: : ﬁ:; i :;::: —  fus = fas = fs6
Por (11) f4; = fs; = fe;

A continuacion, veremos que a partir de los resultados subrayados, es posi-
ble expresar todos los coeficientes de ftz en funcién de un escalar a no negativo
y, finalmente, que (f*, fo) = af(a?,12).

Sea a = f,;. Por la Proposicién 5.5 sabemos que f. > 0, Ve € E luego,
a > 0. Teniendo en cuenta la cadena de igualdades obtenida en (11), tenemos
a = f4; = fs; = fe; ¥, a partir de (5), deducimos que fys = fo5 = f4s = 2a.
Por otra parte, teniendo en cuenta los resultados obtenidos en (15), deducimos
que fiz3 = fo3 = f12 = 2a.

Sea B = fi; 2 0. Por (13), fi; = f2; = f3; = B. Esto dltimo, junto con
(6), nos lleva a fi4 = B — ay, por (16), fis = f2s = fze = B — a. Por iltimo,
de (1) y (14), fis=fis=faua=fas = fuu=fas =B+ a.

En la Figura 6.21 presentamos un esquema del valor actual de los coefi-

cientes en f y dos soluciones que nos permiten establecer la relacién entre a y
B dado que, ambas cumplen con igualdad a'z = 12 y, por tanto f'z = fo.
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Figura 6.21: Soluciones R;, R; y esquema de valores de f..

flzli=3(B-—a+a+p)=fo

f‘z“z=ﬂ+ﬂ—a+2a+a+ﬂ+2a+/3—a+a=fo} = 68=48+4a

luego, B = 2a y fo = 12a. Después de lo que acabamos de ver, es facil
comprobar que efectivamente,

(ftv fO) = a(at1 12)

lo que permite concluir la demostracion. o

Proposicién 6.3 St K > max{s, [ﬂoﬂ]}, Q =3 ys > 4, las desigualdades
2MG1 inducen facetas del Pspyrp.

Demostracién
Por la Proposicién 6.2, sabemos que el resultado es cierto para s = 3. Sea
a'z > ap una desigualdad 2MG1 con s > 4. A partir de cualquiera de las
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szTz T,=T;

Ti=T,

Figura 6.22: Solucion ampliada para s > 4.

soluciones utilizadas en la demostracién de la proposicién anterior, podemos
conseguir una solucién del SDV RP que cumpla a‘z = ao. El procedimiento
que hay que seguir es el siguiente: elegimos tres dientes cualesquiera T;, Tj,y T,
y los servimos del mismo modo en que, la solucién que estamos considerando,
sirve a los dientes de la configuraciéon con s = 3. Para el resto de dientes
utilizamos un vehiculo distinto para cada uno de ellos. Nétese que esto es
posible porque K 2> s. El resto de vértices del grafo (V' \ C) son visitados por
todos los vehiculos y la solucion en E(V \ C) sera como la que describimos en
la Proposicién 6.2. En la Figura 6.22 podemos ver una de estas soluciones,
concretamente, la asociada a la solucién R; de la Figura 6.20.

Es evidente que las soluciones asi construidas cumplen:

alz=12+ Y 4=12+4(s—3)=4s

p=1,p#i,j,r

Recurriremos de nuevo al método indirecto para hacer la demostracion.
Supongamos que f'z > f, es una desigualdad que define una faceta del poliedro
del SDV RP para la que:

{z € Pspvrp : a'z = 4s} C {z € Pspvrp : f'z = fo}
y demostremos que f = aa y fo = a4s para algin a > 0.
Supongamos que H = {1,2,...,8} y T: = {i,s +1}, Vi=1,...,s.
Dados tres dientes cualesquiera, T;, T; y T,, podemos identificarlos, uno

a uno, con los de una configuracién con s = 3. A continuacién, construimos
las soluciones ampliadas asociadas a todas y cada una de las soluciones que
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han aparecido en la Proposiciéon 6.2. Llegado este punto podemos reproducir
exactamente la misma demostracion y concluir que:

(a e€ E(T;)U E(T;) U E(T)
a e=(u,v)conu€ {s+i,8+j,8s+r}yveV\C
2a e €{(4,4),(5,r),(4,)}

fe= { 2a e=(u,v)conu€ {i,j,r}yveV\C

20 e€ {(s+i,8+7j),(s+¢,8+7),(s+7,8+71)}

3a e es una arista cruzada

| 0 en otro caso

Ahora bien, como el resultado obtenido no depende de los dientes elegidos,
si mantenemos T; fijo y repetimos el proceso para todas las posibles parejas
restantes llegaremos a que los coeficientes de f*z son en realidad:

(a e€ E(T),i=1,...,s

a ee(T;\H,V\C),it=1,...,s
2a e€ E(H)

fe= { 2a e€(H,V\CO)

2a e€(T;\H,T;\H),i#j

3a ec (HNT,T;\ H), i #j

L 0 en otro caso

es decir, f = aa.

Sustituyendo ahora el vector de incidencia, de una cualquiera de las solu-
ciones en la desigualdad obtenemos, fiz = ads = fo luego, fo = ads. o

Corolario 6.1 Si el nimero de vehiculos no es fijo, @ = 3 ys > 3, las
desigualdades 2M G1 inducen facetas del Pspyrp.

Demostracidn

La validez de las desigualdades 2M G1 para el SDV RP con un nimero ilimi-
tado de vehiculos es evidente, como vimos en la Nota 6.2. Es facil comprobar
que también inducen facetas del Pspvrp, puesto que las demostraciones de las
proposiciones 6.2 y 6.3 son igualmente validas para un nimero ilimitado de
vehiculos. o
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6.2 Desigualdades 2MG2.

Cuando la capacidad del vehiculo es mayor estricto que 3, Araque introduce,
para el CV RP con demandas unitarias, la siguiente definicion de desigualdades
2-matching generalizadas. Es distinta a la que da para Q = 3.

Sea V=1{1,2,...,n},n>6y H,T,...,T, C V, que cumplen:

W) ITil=2, |HNT|=1,TiNnT;=0paral <i<j<s.

(ii) s > 3 impar y, o Q > ma,x{—u—lﬂl 7} cuando H\ U, Ti #0,0Q > 6
cuando H\U_, T: =0

las desigualdades 2-matching generalizadas se definen de la siguiente manera:

z(E(H +Zx(ET))<IHI+S—f ]

=1

Deduciremos unas restricciones validas para el Pspyrp a partir de las an-
teriores aplicando, de nuevo, la misma transformacién que ya utilizamos para
conseguir las 2MG1. Como,

|H|+s - [5 1>z(E(H))+Z

=1
Y

z(E(H)) +2 E(T)) > |H| - +Z(|T| z((T; )))

i=1 1=1

tenemos:

s — r§~| 2 _z!&!zﬁn +2S _ e z!&!zT.'“

z(8(H)) + Lo 2(8(T3)) 2 4s — 25 + 2[F]

z(6(H)) + Xiz 2(8(T3)) 2 23 + 23]

lo cual nos permite introducir la siguiente definicion:
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Definicién 6.2 Dado G = (V, E) un grafo completo no dirigido, con n > 6
v |V| = n+ 1, definimos las desigualdades “2-matching generalizadas tipo 2”
para el SDV RP de la siguiente manera:

2(8(H)) + 3 2(6(T)) 2 29 +2[3]

=1

donde:

(i) H, T1,...,T, CV\ {0}
(it) |Ti| =2, |[HNT;|=1, T;NT; =0 paral <i<j<s.

(iii) s > 3 e impar y,

st H\(U_,T.)) #0—-Q = max{z—f_(_gllﬂ}, donde C =U_,T;,UH
si H\ (U, Ti) =0—-Q>=6

y las denotaremos por 2MG2.

Explicaremos a continuaciéon como hemos llegado a establecer la condicion
(iii) de la definicién anterior. Segin Araque:

e () > 6 cuando los unicos vértices del mango son los de los dientes; para
demandas unitarias, decir que @ > 6 es decir que la demanda de tres -
dientes cualesquiera puede ser servida por un dnico vehiculo ya que |T;| =
2 para todo . La traduccién inmediata de esta condicion al campo del
SDV RP consiste en asegurarse que, 6 clientes cualesquiera, pueden ser
servidos completamente por un unico vehiculo y esto se consigue tomando

Q= 6.
e Q> max{ﬂ%@ﬂ}, cuando H \ Ui, T: # 0. Nétese que si el mango

contiene alﬂi'n vértice que no pertenece a ningun diente, asegurarse de
que Q > 2 :i;“ , implica que la capacidad de los vehiculos es tal que
|H| + s clientes se pueden servir con 23! vehiculos. En el CVRP con
demandas unitarias |H|+s = d(C), por lo tanto, la condicién que hemos
establecido para nuestro problema no es otra cosa que la traduccién
inmediata al caso de demandas cualesquiera de la condicién establecida
por Araque.
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btx=6 atx=10 bk=4 3lx=10 blx=9 atx=14
b°-4 ao-lo

Figura 6.23: Las desigualdades 2-matching generalizadas, bz < by, y las
2MG2, atz > ao, no son equivalentes.

A pesar de que las restricciones 2M G2 se obtienen de forma natural a partir
de las desigualdades 2-matching generalizadas, éstas no son equivalentes para
el conjunto de soluciones del SDV RP: hay soluciones de nuestro problema
que cumplen las dos con igualdad, otras que no cumplen ninguna de las dos
con igualdad y, otras, que cumplen una con igualdad, pero no la otra. En la
Figura 6.23 damos ejemplos que muestran lo que acabamos de decir.

Al principio de este capitulo indicamos que encontrariamos dos tipos de
desigualdades distintas, son las 2MG1 y las 2MG2. También apuntamos que
las segundas no serian una nueva familia de desigualdades sino que, en reali-
dad, corresponderian a un caso particular de unas desigualdades que ya han
sido estudiadas con anterioridad en la memoria. En la siguiente proposicién
demostramos precisamente este resultado.

Proposicién 6.4 Las desigualdades 2M G2 son restricciones asociadas a una
configuracion:

- “path 2-regular”, si H \ (U, T:) # 0 o,

- “wheelbarrow 2-regular”, si H \ (Ui_,T:) = 0.

Demostracidn

Supongamos que a‘z > ap es una restriccion 2M G2 con s dientes y que
flz > fo es una desigualdad asociada a un configuracién path o wheelba-
rrow 2-regular con el mismo mimero de caminos. Demostraremos que a = f y
que ao = fo, independientemente de cual sea la capacidad de los vehiculos.

Que los términos independientes coinciden es evidente ya que, si s es impar
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Figura 6.24: Relacion entre las estructuras de una 2M G2 y una path 2-regular.

entonces s = 2p+ 1, p6 iV, p> 1y,

al= 2s+2[-] = 2s+2\—— ] =2s +2(p+l) =25+2p-|-/!+l =3s+1=/o

14 6
=5

Veamos ahora como, a partir de los subconjuntos que permiten definir las
desigualdades 2A/G2, podemos construir una configuracion path 2-regular o
una wheelbarrow 2-regular, dependiendo de si el mango contiene, o no, algun
vértice que no pertenezca a ningun diente. En primer lugar, como el depdsito
no pertenece a C tenemos garantizado que A4, tal y como lo definimos a con-
tinuacion, es no vacio.

A= V\1C/ 0, yaque 0 6-4
B\=Ti\| H+£0
B\ = Hti £ 0

Z = j_,Ti)

En la Figura 6.24 podemos ver la equivalencia entre las estructuras asocia-
das a los dos tipos de desigualdades que nos ocupan. Como ya hemos mencio-
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nado en alguna ocasion, los coeficientes de las aristas en a‘z coinciden con el
numero de cortaduras a las que pertenece dicha arista y que forman parte de
a'r. Veamos que, con los conjuntos que acabamos de definir, a. = f,, Ve € E.
Los coeficientes de f'z se pueden ver en la Definicién 5.2.

¢ e € E(A)U E(Z)U (U;,E(BY)).
Ya vimos que, para este tipo de aristas, f, = 0 y como no pertenecen a
ninguna de las cortaduras que forman parte de a‘z, a. = 0, por lo tanto
a. = fe.

sec€(A,2).

Si H\ (Ui_,T:) # 0 entonces, (A,Z) # @ y f. = 1. En la restriccién
2M G2 estas aristas pertenecen a ((V \ C), H \ (U!_,T;)), i.e., son aristas
que sélo se contabilizan en la cortadura asociada al mango ya que no
tienen ningun extremo en ningun T;, por lo tanto, a. =1 = f,.

o€ G(B;’B;)’ J#pyli—-pl<3, i=1,...,8

Los coeficientes de estas aristas en f*z > fo son todos igualesa |7 — p|.
Comprobaremos que valen lo mismo en a‘z > ag distinguiendo entre las
posibles cortaduras que cumplen la condicién:

— si e € (B}, B}), entonces e € (V\ C, HNT;). Se trata de una arista
que se contabiliza, tanto en la cortadura asociada a H, como en la
asociada a T;, su coeficiente en 2MG2 es a, = 2 = f,.

— si e € (B}, B}), entonces e € (H \ (Ui,T:),T; \ H). Suponiendo
que hay aristas de este tipo, es evidente que se trata de aristas que
pertenecen a §(T;) y a 6(H), por tanto a, = 2 = f..

— sie € (By,Bi) =(HNT;,T;\ H), son aristas que pertenencen a E(T;),
luego sélo se contabilizaran en la cortadura asociada al mango, i.e.,

a.=1=f.,.
—sie€ (B},B}) = (T;\ H,V\C), e sélo forma parte de §(T;), luego
a.=1=f..

- sie € (B}, B) = (H\ (U_,T:), HNT,), e sélo forma parte de §(T;),
ya que es una arista del mango que tiene un unico extremo en uno
de los dientes, luego, a. =1 = f..

ee€ (B;., B;), i #1, j,p € {1,3}. Independientemente de los valores
de i y de I, sabemos que f. = maz{p—j + 2,5 — p+2}. Distinguiremos
de nuevo cada una de las posibilidades:
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- siee (B},Bl)=(T;\ H,Ti\ H), se trata de una arista que tiene
cada extremo en un diente diferente, pero ninguno en H, luego,
se contabilizara en las dos cortaduras asociadas a esos dos dientes,
a. = 2. En este caso, el maximo que define f. es dnico e igual a 2.

- sie€ (Bi,B)) = (T:\ H HNT),la arista tiene un extremo en un
diente y el otro en la interseccion del mango con otro diente dis-
tinto; se trata de una arista cruzada y, por tanto, interviene en
tres cortaduras, la de los dos dientes y la del mango, a, = 3.

fe=max{1-2+2,2-1+2} =3.

- sie€ (B, B)) = (HNT, HNT),es una arista del mango pero cu-
yos extremos pertenecen a dos dientes distintos; e se contabilizara en
las cortaduras asociadas a estos dos dientes, por lo tanto a. = 2.
De nuevo el maximo que permite calcular f, es unico, e igual a 2.

Luego, tal y como habiamos comentado al principio, las desigualdades
2MG?2 son en realidad casos particulares de las desigualdades path 6 wheel-
barrow. o

Corolario 6.2 Si s > 3 ¢ impar las desigualdades 2M G2 son vdlidas para el
SDVRP.

Demostracion ,

Acabamos de demostrar en la proposicién anterior que las desigualdades 2M G2
con, s > 3 e impar, son, en realidad, desigualdades asociadas a configuraciones
path o, a configuraciones wheelbarrow.

Como en la Proposicién 5.9 demostramos que estas restricciones eran vali-
das para el SDV RP, independientemente del mimero de vehiculos y de su
capacidad, concluimos el resultado que acabamos de plantear. o

Proposicién 6.5 Si tenemos un nimero par de dientes, las desigualdades
z(6(H)) + Xi-, z(6(T:)) > 3s son vdlidas para el SDV RP, pero no inducen

facetas del poliedro asociado.
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Demostracion
Supongamos que s es par y que T; = {7,s + i}, i =1,...,s. Consideremos la
siguiente desigualdad:

2(6(H)) + Y. (6(T:)) 2 3s

i=1

Como s — 1 es impar, por el Corolario 6.2, sabemos que todas las solucio-
nes del SDV RP satisfacen las restricciones 2M G2 para un nimero impar de
dientes. En particular la que resulta cuando tomamos H' = H\ {s} ylos s—1
primeros dientes, la restriccion asociada sera:

2(6(H) + T 2(8(T)) 2 35 =2

i=1
Sea C = U ,T; UH.

Es evidente que:

z(6(H)) + T, 2(6(T0)) =

z(6(H")) + z(8(s)) — 2z(H', {s}) + Ti=] z(6(T3)) + =(8(T,))
z(6(H")) + i) 2(6(T3)) + z(8(s)) — 2z(H', {s}) + z(8(Ts))
3s — 24+ z(8(s)) — 2z(H', {s}) + z(&(T5))

v I

pero como:

z(8(T,)) = z(6(s)) + z(8(2s)) — 2z({s}, {2s})
Y
z(8(s)) = z({s},{2s}) + z({s}, V\ C) + z({s}, H') + TiZ} =({s}, T \ H)
(8(2s)) = z({s}, {2s}) + ({25}, V\ C) + z({2s}, H') + TiZ{ =({2s}, Ti \ H)
tenemos:

z(8(T,)) = z({s}, V\ C) + z({s}, H') + TiZi =({s}, L\ H)+
z({2s},V\ C) + z({2s}, H') + TiZi =({2s}, T \ H)+
2z({s}, {2s}) — 2z({s},{2s})
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luego:

z(6(s)) — 2z(H', {s}) + z(§(T)) =

z({s},{2s}) + z({s}, V\ C) + z({s}, H')+
Tisiz({s}, L\ H) — 2z(H', {s})+
({3} VA C) +z({s}, H')+
iz1 =({s}, o\ H)+

z({2s},V\ C) + z({2s}, H')+
S1z({2s}, T\ H)

Por lo tanto:

z(8(H)) + iz 2(6(T3)) 2
3s =2+ z({s},{2s}) + z({s},V\ C)+
Z1z({s}, L\ H)+
({5} VAC)+
Tioz({s}, T\ H)+
.1:({2.5} V\C)+z({2s}, H)+
Yinz({2s), i\ H) =
3s — 24 z(8(2s) +
N e’

>2

22({s},V\ C) 425 2({s}, T:\ H) 2 3s

=1
~ v
-

>0

Luego z(6(H))+ X i-, z(6(T;)) = 3s son vélidas y estan dominadas por una
combinacion lineal positiva de las 2M G2, de las de grado y de las restricciones
de no negatividad, por lo que no induciran facetas del Pspvrp. o

Las condiciones establecidas sobre los conjuntos que permiten definir las
restricciones 2-matching generalizadas para el CV RP, junto con las impuestas
sobre la capacidad de los vehiculos, son suficientes para que dichas desigual-
dades induzcan facetas del poliedro de soluciones asociado. Este resultado
sigue siendo valido para las desigualdades definidas en la Definicion 6.2 para
el SDVRP. Podemos enunciar entonces la siguiente poposicién:

Proposicion 6.6 Supongamos que las demandas de los clientes estdn ordena-
das de menor a mayor i.e., dy < d; <,...,< d, entonces, las desigualdades
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2M G2 inducen facetas del Pspyrp, si:

—I\’>ma.x{"’1 [4—1]},3>3 e impar
-Q >0 dnei cuandoH\U,_, T;=0 o,

{ 2:-enru( _ ) 5 }
Q > max( 2 YT yLimoGn-i ¢ cuando H\Ui_, T # 0

s—1

Demostracion

Por la Proposicién 6.4, sabemos que las restricciones 2M G2 son, en realidad,
desigualdades asociadas a configuraciones path o wheelbarrow. Por tanto, si
cumplen las condiciones suficientes establecidas en las Proposiciones 5.10 y
5.14, induciran facetas del Pspyvrp.

Veamos que las hipétesis de esta proposicién son precisamente las mismas
que las de los resultados a los que nos acabamos de referir.

Si H \ Ui-; T; = 0 entonces, la restriccién 2M G2 es una desigualdad aso-
ciada a una conﬁguracmn wheelbarrow. Por hipétesis, @ > Y7, dn—; luego, un
unico vehiculo puede servir completamente a tres dientes cualesquiera y, por
tanto, @ > d(P,—2) + d(P,—1) + d(P,) yaque, P, =T;, i =1,...,s. Aplicando
la Proposicién 5.14 concluimos que las desigualdades 2M G2 definen facetas
del Pspvrp.

Si H\Ui.; T; # 0 entonces, la restriccién 2M G2 es una desigualdad aso-
ciada a una configuracién path. Para este caso,

d;
@ 2 max {i dn-i,22'eyu( 31 T5) }

=0 s=—1

es decir, con 25! vehiculos distintos podemos servir completamente la demanda
de todos los dientes y del mango. Como las condiciones para que las desigual-
dades asociadas a las path indujeran facetas del Pspyrp eran:

d(Z) + E.—l (

Q > max{d(P,-3) + d(P,—1) + d(P,), 2] pgu )1}

si suponiamos que:

d(P) S d(P) < ... < d(P.)

¥y, las condiciones que hemos establecido las implican, podemos concluir que
las restricciones 2M G2 inducen facetas del Pspvrp. o
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En el siguiente ejemplo mostramos que:
{z € Povrp:a'z =3s+1} C {z € Pspyrp : a'z = 3s + 1}
y que:
{z € Povrp:a'z =3s+1} C {z € Pspvrp : a'z = 3s + 1}
es decir, que aunque la desigualdad sea la misma para los tres poliedros las

caras que inducen son distintas.

Ejemplo 6.2 Supongamos que d; =3 ,Vi € Ui, T;, y para todos los clientes
del mango, salvo para el que hemos representado por un cuadrado que tiene
demanda 2. Disponemos de 2 vehiculos de capacidad Q = 25.

5 Z,’ [ dl'
max {Edn-;,2 EHU(U;=1TJ) } = max{ls, %} =25

1=0 s—1
Yyag = 16.

La solucidn que presentamos en la Figura 6.25 cumple con igualdad la
restriccion a'z = 16 y es una solucidn posible del SDV RP.

Observar que ninguno de los dos vehiculos puede servir ni una unidad me-
nos de lo que indica su capacidad pues la demanda total es igual a 50. Tanto
en el CVRP, como en el GV RP, no se puede abastecer la demanda de ningin
cliente con mds de un vehiculo, por lo que el cliente del mango con demanda
igual a 2 debe estar asignado a un inico vehiculo, aunque lo visite mds de
uno. Ahora bien, la capacidad libre de este vehiculo serd solamente de 23
unidades, esto indica que, a lo sumo, podrd servir 7 clientes de demanda 3,
quedardn otros 9 clientes de demanda igual a 3 que deberdn servirse con el
otro vehiculo, contradiciendo asi el hecho de que QQ = 25. Lo cual garantiza
que, con las condiciones que hemos establecido, hay soluciones del SDVRP
que cumplen la desigualdad con igualdad y que, sin embargo, no es posible
encontrar ninguna solucion del GV RP, ni del CVRP, que la cumpla, ya que:

{r€ Povrp:a'z=3s+1} =0 = {z € Pegyrp:ad'z =3s +1}

En realidad, Pocvrp = O = Pgvrp.
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deposito

vértice de
I vehicul0l 1 e demanda
0 vehiculo 2 j compartida

Figura 6.25: {X € Peovrr ’o}x = 35+ 1} C {X £ Ppsover calx = 35 + 1}.
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No hemos dicho nada sobre lo que ocurre cuando la capacidad del vehiculo
cumple 4 < @ < 5. Puesto que la validez de las desigualdades asociadas a las
configuraciones path y wheelbarrow no dependia, ni del nimero de vehiculos,
ni de su capacidad, sabemos que seguiran siendo validas para estos valores de
@. Ahora bien, ; seguiran induciendo facetas?, responderemos a esta pregunta
en la siguiente seccion.

6.3 Dos casos especiales, Q =4y Q =5.

En este apartado estudiamos qué ocurre con las desigualdades 2-matching ge-
neralizadas cuando aumentamos la capacidad de los vehiculos de manera que,
cada uno de ellos, puede servir completamente a cuatro clientes cualesquiera,
pero nunca a cinco (Q = 4) o, a cinco, pero no a seis (Q = 5).

En los trabajos de Araque que hemos estudiado no hemos encontrado
ningin resultado sobre el CV RP, con demandas unitarias, en el que se tengan
en cuenta los casos Q =4y Q = 5.

En principio, cabe esperar que aumentar @) revierta, como hemos visto en
la seccién anterior, en una disminucién del término independiente de la desi-
gualdad. A mayor capacidad, menos vehiculos se necesitaran para abastecer
la demanda de todos los clientes y menor sera el valor de las cortaduras que
definen el lado izquierdo de la restriccion.

Al enfrentarnos al estudio de los casos @ = 4 y @ = 5 nos encontramos
con el hecho de que son, de alguna manera, dos estados transitorios entre dos
tipos de desigualdades que inducen facetas del Pspvrp, las 2MG1 y las 2M G2.
Cuando K no es fijo o, si lo es, cuando es mayor o igual que un determinado
valor, hay soluciones que violan las desigualdades 2M G1 con estos valores de

Q.

El siguiente esquema aclara el motivo por el cual hemos llamado estados
transitorios a los casos Q@ =4y Q = 5.
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s par

deposito

Figura 6.26: Soluciones que cumplen para s par atx = 3s y, para s impar
alx = 3s + 1.

Qj=3 0=460=5

., dominadas? alx > 3s + 1
facetas facetas
Tanto si Q = 4, como si Q = 5, encontramos soluciones que para s par

cumplen alx = 3s y para s impar alx = 3s + 1, véase la Figura 6.26. Estas
soluciones violan, evidentemente, alx > 4s.

El resultado anterior no es sorprendente si tenemos en cuenta la equiva-
lencia demostrada en la Proposicion 6.4 entre las estructuras asociadas a las
2-matching generalizadas y las configuraciones path o wheelbarrow. Esto per-
mite asegurar que las desigualdades x(6(H)) + x(*(*)) > 3s + 1 son
validas para s impar ya que, tal y como demostramos en la Proposicion 5.9,
la validez no depende, ni del numero de vehiculos, ni de la capacidad de los
mismos. Por el mismo motivo las desigualdades x(6(H)) + XM=1 x(6(Tt)) > 3s
con s par estan dominadas, véase la Proposicion 6.5.
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Pero ..., si s es impar, jseguirdn induciendo facetas del Pspygrp?. Por
el momento no hemos encontrado una respuesta satisfactoria a esta pregunta.
Sin embargo, al intentar demostrar, utilizando el método indirecto, que las
desigualdades 2M G2 son facetas si Q = 4, no hemos podido encontrar ninguna
solucién que cumpla con igualdad la restriccién y que utilice aristas de la
cortadura (T;\ H,T;\ H), ¢ # j. Esto nos induce a hacer la siguiente conjetura:

{zT € Pspvrp | a'zT = 3s+1} C {z7 € Pspvre | 27, = 0}
donde (z,7) € (T:\ H,T; \ H), i # j. Si este resultado fuese cierto podriamos

concluir que las desigualdades 2M G2 estan dominadas para Q = 4, por lo que
cabria esperar entonces que sucediese lo mismo para el caso Q = 5.
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Capitulo 7

Una nueva familia de facetas.

En este capitulo nos ocupamos del estudio del poliedro del SDV RP asociado
a la instancia del problema de rutas de vehiculos introducida por Fleischmann
(Ejemplo 3.6), la cual servia como ejemplo para demostrar que el conjunto de
desigualdades presentadas hasta ahora no constituia una formulacién entera
de nuestro problema.

El motivo de plantearnos este estudio no ha sido otro que, intentar averiguar
qué clase de desigualdades necesitamos afiadir a nuestro sistema de desigual-
dades para conseguir que toda solucion del problema lineal entero corresponda
a, al menos, una solucién del SDV RP.

La investigacion que hemos realizado culminé con el descubrimiento de una
nueva familia de facetas para el Pspyrp. La importancia de estas desigual-
dades reside, principalmente, en que no se han obtenido a partir de ninguna
otra familia ya conocida, ni para el SDV RP, ni para ningin otro problema de
rutas de vehiculos. Se trata de restricciones nuevas en el mas estricto sentido
de la palabra.

Describiremos brevemente la estructura de este capitulo esperando conse-
guir con ello transmitir una idea general de su contenido. En primer lugar
obtendremos la descripcién lineal completa del poliedro de soluciones asociado
al ejemplo de Fleischmann. Como veremos mas adelante, las restricciones que
la forman son todas conocidas, salvo una, que es la que nos permitira encontrar
las nuevas desigualdades, de hecho, la generalizaremos para una estructura en
la que los vértices del grafo asociado a la instancia introducida por Fleisch-
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mann pueden ser supernodos, i.e., subconjuntos de vértices. Demostraremos
que, en este caso, siguen induciendo facetas del Pspyprp. Finalmente presen-
taremos un ejemplo que demuestra que, en general, aunque incluyamos dichas
restricciones, seguimos sin tener una descripcién lineal completa del poliedro
en estudio. La descripcion lineal del Pspyrp se ve reforzada pero sigue siendo
incompleta, ni tan siquiera nos sirve para conseguir una formulacion lineal
entera del problema con las variables z;;.

7.1 El origen de la nueva familia.

7.1.1 Ejemplo de Fleischmann.

Como ya hemos mencionado en alguna ocasion a lo largo de esta memoria, la
instancia presentada en la Figura 7.1 satisface todas las desigualdades validas
para el Pspvrp introducidas hasta el momento. Sin embargo, es imposible
descomponer el conjunto de aristas de la figura en dos rutas que permitan
abastecer la demanda de todos los clientes sin que se viole alguna de las res-
tricciones de capacidad asociadas a los vehiculos.

Debido a la importancia crucial del ejemplo de Fleischmann en el desarrollo
de este capitulo, creemos oportuno recordar aqui cual era la estructura de la
instancia asociada.

INSTANCIA

v={01,2 34,5}
do=0, d1=4, d2=1, d3=l, d4=l, d5=1
K=2yQ@Q=4

Cuando uno ve este ejemplo por primera vez, puede pensar que fue introdu-
cido, en el contexto del GV RP, para ilustrar la deficiencia de la formulacién
introducida en la Definicién 3.2, pero que, en la practica, seria extremada-
mente improbable encontrarse con una estructura de esas caracteristicas. Sin
embargo, sorprendentemente, durante las expericiencias computacionales que
hemos realizado, nos hemos encontrado con una solucién en la que aparece
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Figura 7.1: Ejemplo de Fleischmann.

dicha estructura. En la Figura 7.2 presentamos esa solucidn, corresponde a
uno de los problemas ya clasicos de la literatura, el eil33 (ver Christofides y
Eilon (1969) [18]).

En este ejemplo se dispone de cuatro vehiculos idénticos cuya capacidad
es @ = 8000. El depésito es el vértice 1. En la Tabla 7.1 presentamos las
demandas de los 32 vértices del eil33.

A la vista de las aristas que aparecen en la solucién deducimos que hay
determinados subconjuntos de clientes que deben ser servidos completamente
por un mismo vehiculo; son los siguientes:

B, = {14,18,26,25,24,23,21,22,20,19,11,10}, d(B,) = 7850
B, = {3,13,12,33,9}, d(B,) = 4050

B3 = {4, 6, 7}, d(Ba) = 520

By = {5}, d(B,) = 1200

Bs = {30,17,29,28,27,16,2}, d(Bs) = 7950

Bs = {31,15,32}, d(Bs) = 5800

Por el contrario, el vértice nimero 8 esta asociado a un cliente cuya demanda
puede ser abastecida entre dos vehiculos distintos.
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Figura 7.2: Una solucion real en la que aparece una estructura del tipo intro-
ducida por Fleischmann.
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700 10 600 18 550 26 1400
400 11 750 19 650 27 4000
400 12 1500 20 200 28 600
1200 13 150 21 400 29 1000
40 14 250 22 300 30 500
80 15 1600 23 1300 31 2500
2000 16 450 24 700 32 1700
900 17 700 25 750 33 1100

o 00 q O W A W

Tabla 7.1: Demandas del eil33.

Si condensamos el grafo de la solucion con la que estamos trabajando nos
queda la estructura reflejada en la Figura 7.3.

Es evidente que el supernodo B§ debe asignarse a un unico vehiculo que,
por cuestiones de capacidad (@ = 8000), no podra servir a ningin otro cliente,
ni total, ni parcialmente.

Lo mismo ocurre con el supernodo Bl. Sin embargo, la unica manera de
conseguir una ruta que lo contenga, utilizando las aristas de esta solucion, es
haciendo que dicha ruta contenga también a alguno de los supernodos B2, BS,
o B4. Ahora bien, el hecho de que en la solucion las cortaduras de estos
supernodos sean exactamente igual a dos, significa que deben ser servidos
completamente por un unico vehiculo, situacion que, por otra parte, resulta
incompatible con el hecho de estar asignados a la misma ruta que B\ pues:

d(B\) + d(Bi) > 0, z= 2,3,4

Concluimos asi que es imposible encontrar una solucion del SDVRP que
utilice solamente las aristas que estamos considerando. Si observamos la parte
sombreada en la Figura 7.2 nos damos cuenta de que en realidad se trata de
una estructura idéntica a la introducida por Fleischmann.

Tendra sentido por tanto plantearse la busqueda de algiun tipo de desigual-

dad que permita eliminar este tipo de soluciones. Esto es precisamente de lo
que nos ocuparemos en la siguiente seccion.
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Figura 7.3: Identificacién de supernodos en la solucién .
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7.1.2 Descripcion lineal completa del poliedro de solu-
ciones asociado al ejemplo de Fleischmann.

El objetivo que nos hemos marcado en este apartado es encontrar un conjunto
de desigualdades lineales cuyas soluciones enteras sean, precisamente, el con-
junto de soluciones posibles de la instancia del SDV RP que hemos descrito
anteriormente.

Sabemos que todo poliedro admite dos representaciones distintas, una de
ellas consiste en describirlo como la envoltura convexa de un determinado con-
junto de puntos mds, la envoltura cénico-convexa de un conjunto de vectores
y, la otra, como el conjunto de soluciones de un sistema de igualdades y de-
sigualdades lineales. Por lo tanto, conocida una de las dos representaciones
sera posible, al menos desde un punto de vista tedrico, obtener la otra mediante
una transformacién de aquella que conocemos.

Por otra parte, cuando nos enfrentamos a una instancia pequeiia de de-
terminados problemas combinatorios, es posible generar un subconjunto de
soluciones de cardinalidad reducida que, junto con un conjunto de direccio-
nes adecuado, nos permite caracterizar el poliedro de soluciones asociado via
la primera representacién. Esto es precisamente lo que vamos a hacer con la
instancia asociada al ejemplo de Fleischmann. A continuacion, utilizando un
algoritmo de transformacién conocido con el nombre de PORTA [16], obtendre-
mos la descripcién lineal completa del poliedro de soluciones asociado.

PORTA (POlyhedron Representation Transformation Algorithm) es un al-
goritmo que se encuentra en una de las cuentas de libre disposicion de la red
Ethernet. Entre otras cosas, el algoritmo contiene una funcién que proporciona
la descripcién lineal completa de un poliedro que se le ha dado como envoltura
convexa de un conjunto de puntos mads, la envoltura cénico convexa de un
conjunto de vectores. Otra de sus funciones devuelve el conjunto de puntos,
de coordenadas enteras, que pertenecen a un poliedro descrito mediante un
sistema de desigualdades lineales.

Para poder aplicarlo necesitaremos conocer todas las soluciones del pro-
blema o, al menos, un subconjunto de ellas que junto con el conjunto de di-
recciones nos permita generar el total. Como el nimero de soluciones posibles
crece exponencialmente con relacién al nimero de aristas que estamos dispues-
tos a utilizar, resulta evidente que, la inica forma de conseguir un subconjunto
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de dimensiones adecuadas para aplicar el algoritmo es, utilizando sélamente
un subconjunto de aristas E*. Nosotros hemos elegido 9 del total de 15 que
configuran el grafo completo, concretamente, las 8 que aparecen en la solucién
introducida por Fleischmann mas la arista que une el depésito con el vértice

5.

El inconveniente de trabajar con un subgrafo esta en que, para cada una
de las desigualdades que forman parte de la descripcién lineal completa del
poliedro, necesitaremos hacer un lifting sobre las aristas no consideradas. El
objetivo del proceso de liftado no es otro que el de deducir, para cada res-
triccidn, los coeficientes asociados a cada una de las aristas que no habiamos
tenido en cuenta.

Puesto que sélo disponemos de dos vehiculos, es evidente que, en una so-
lucién minimal, en cuanto a mimero de aristas utilizadas, un vehiculo no uti-
lizarA mas de dos veces una misma arista. Si lo hiciera, corresponderia a
una solucién que, en el poliedro, estaria sobre el rayo generado por una de
las soluciones minimales y la direccién (0,...,2,...,0)" (el 2 corresponderia
a la componente asociada a dicha arista). Una vez hecha esta observacion
es evidente que si z es el vector de IR® cuyas coordenadas indican el mimero
de veces que aparece cada arista en una solucién, para generar todas las so-
luciones posibles bastara con considerar inicamente aquellos vectores de IR®
cuyas componentes sélo pueden tomar los valores {0, 1, 2, 3, 4} (recordar que
K = 2) y chequear, a continuacién, cuales corresponden realmente a vectores
de incidencia de soluciones del SDV RP. A partir de ellos y afiadiendo las
direcciones obtendremos todas las soluciones de nuestro problema.

Detallamos a continuacién el procedimiento seguido.
En primer lugar, obtenemos todos los vectores enteros cuyas componentes
toman uno cualquiera de los valores mencionados y seleccionamos aquellos que

cumplen todas las restricciones de grado, paridad, eliminacién de subtours y
capacidad asociadas a nuestra instancia, es decir:
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S .Toi = 4 ypar
Toi +zi5s 2 2 ypar Vie{l, 2, 3, 4} grado y paridad

YioZis = 2 ypar

Tiqes.s) T 2 2[%5] vSes capacidad
z;; €{0,1,2,3,4} Ve=(i,7), e€ E* integridad

donde S* es el conjunto minimal de subconjuntos de V que genera todas las
desigualdades necesarias para evitar la existencia de subtours.

{ {1,5}, {2,5}, {3,5}, {4,5}
S =3 {1,2,5}, {1,3,5}, {1,4,5}, {2,3,5}, {2,4,5}, {3,4,5} }
{1,2,3,5}, {2,3,4,5}, {1,3,4,5}, {1,2,4,5}

Y,

2 48); _ { 2 si 5 € {{2,5},{3,5}, {4,5),{2,3,5},{2,4,5}, {3, 4,5}, {2,3,4,5}}

Q 4s515€8*\S

El resto de restricciones de eliminacién de subtours y capacidad no se con-
sideran pues vienen implicadas directamente por las restricciones de grado y
por la estructura del grafo.

A continuacién, utilizando el procedimiento descrito en la Seccién 3.6 com-
probamos, para cada uno de los vectores obtenidos, si existe o no una descom-
posicién del conjunto de aristas asociado en dos rutas que definan una solucién
posible del problema.

Las soluciones del SDV RP obtenidas después del proceso de reconoci-
miento de rutas no tienen porque ser minimales, de hecho, no lo son. Es por
ello que sometemos cada uno de los vectores de incidencia asociados a un test
de minimalidad, reduciendo asi el conjunto de soluciones posibles mediante la
eliminacion de aquellas que no lo superan.

Evidentemente, la envoltura convexa de los puntos de IR® que han superado
todas las pruebas anteriores mas la envoltura cénico-convexa de las direcciones
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asociadas a las 9 aristas con las que estamos trabajando describen el poliedro
de soluciones asociado a la instancia que estamos estudiando. Aplicando ahora
el algoritmo PORTA, obtenemos la descripcion lineal completa de este poliedro
que damos a continuacion:

4 4
3zo1 + Y Toi + 2205 + 21.‘5 > 12

1=2 =1

- s

nueva de;igua,ldad

Z?:l xoi 2 4

v

o + I15 2

v

To2 + T35 2

v

Toz + T35 2

v

Tog + T4 2

E?:o Zis 2 2
Ceness i 2 2[4 VSes

Iij Z 0 Ve= (l,]) € E*

Cualquier solucién entera del problema lineal definido por el conjunto de
restricciones anterior, es una solucién del problema de rutas de vehiculos con
demanda compartida asociado al ejemplo de Fleischmann, cuando considera-
mos s6lamente las aristas de E*.

Las iinicas soluciones que cumplen todas las restricciones de grado, paridad,
eliminacién de subtours y capacidad, pero violan la nueva desigualdad, se dan
en la Tabla 7.2. La primera es la solucién dada por Fleischmann y las otras
cuatro son nuevas, desconocidas hasta el momento.

Una vez conseguida la nueva desigualdad nos planteamos realizar un lifting

secuencial sobre el resto de aristas del poliedro, con vistas a conseguir una
desigualdad vélida para el poliedro asociado a la instancia en la que se utilizan
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2
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1 1
1 1
2 1
1 2

[==] Ko=) ] Ran]

Tabla 7.2: Soluciones minimales que violan la nueva desigualdad.

todas las aristas.

Nota 7.1 Supongamos que queremos liftar la desigualdad ¢tz > ¢ para intro-
ducir una nueva arista e.

El lifting consiste en encontrar el mayor valor posible de una constante
a de manera que la desigualdad c'z + az. > ¢y sea vdlida y, ademds, ezista
una solucidn del problema que utilice la nueva arista e y que la cumpla con
tgualdad.

Algunos comentarios y observaciones al respecto:

® a no puede ser negativa ya que, si lo fuese, a partir de la solucion que
cumple la restriccion con igualdad podriamos construir otra nueva, dupli-
cando la arista e las veces que sea necesario, que violaria la desigualdad,
contradiciendo asi la validez de la desigualdad liftada.

o Elvalor mdzimo que puede tomar la constante a es el del valor del camino
mds corto para ir de un eztremo a otro de la arista e, calculado sobre
el grafo soporte de la desigualdad, sin considerar la mencionada arista.
El grafo soporte de una desigualdad es el inducido por las aristas de
coeficiente estrictamente positivo en c'z. El peso de las aristas para
calcular el camino mds corto es igual al coeficiente de cada una de ellas
en c. Si a tomase un valor superior al coste del camino mds corto,
tomando una solucion que use la arista e y que cumpla ¢tz + az. =co y
sustituyendo e por el camino mds corto, obtendriamos una solucion que
cumpliria ¢tz + az. < ¢o y la desigualdad no seria, por tanto, vdlida.
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Figura 7.4: Grafo soporte inicial.

o El orden de las aristas en un lifting secuencial influye en el resultado
final ya que, cuanto mds tarde se lifta una arista, mds alto tiende a ser
el valor del coeficiente asociado. Es posible, por tanto, que diferentes
ordenaciones generen diferentes desigualdades. Aquellas aristas que dan
como valor de la constante a el valor del camino mds corto, pueden
ser consideradas como buenas ya que, €so indica que el valor de a no
depende de la ordenacion elegida. Si ésto ocurre en todas las aristas de
la ordenacidn, la desigualdad obtenida es unica, salvo el producto por un
escalar positivo.

LIFTING

Partimos de la desigualdad:
3201 + Toz + Tosz + Tog + 2Tos + T15 + Tos + Tas + T45 = 12
y consideramos el grafo soporte asociado, véase la Figura 7.4.

1.- Lifting sobre la arista e = (1,2). Tenemos que encontrar el mayor valor
de a de manera que:

3zo1 + o2 + Toz + Tos + 2Tos + T15 + Tas + Tas + Tas + aT12 2 12 (1)

216



compartiendo

Figura 7.5: Solucién posible que viola (1) cuando 0 € a < 2.

sea valida y exista una solucién para nuestro problema que la cumpla con
igualdad y que utilice la arista (1,2). Nétese que la longitud del camino mas
corto calculado sobre el grafo anterior para ir del vértice 1 al 2 es 2. Luego:

0<ag?2

Si tomamos 0 < a < 2, la solucién dada en la Figura 7.5 es una solucion
posible que viola la desigualdad.

Tomando a = 2 la solucién cumple (1) con igualdad , luego éste es el valor
del coeficiente asociado a la arista e = (1,2). )

La nueva desigualdad es:

3201 + Toz + Toz + Tos + 205 + T1s + Tas + Tas + Tas + 2212 2 12 (2)

El grafo soporte asociado es ahora el de la Figura 7.6.

2.- Lifting sobre la arista e = (1,3). La desigualdad que queremos encontrar
es:

3201 + ZToz2 + To3 + Tos + 2Z0s + 215 + Tas + Tas + Tys + 2712 + aT13 = 12
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Figura 7.6: Grafo soporte asociado a la desigualdad (2).

Razonando como en el paso anterior y considerando ahora la solucién dada
en la Figura 7.7 tenemos que a = 2.

Obtenemos:

4 4
3zo1 + D Toi + 2Zos + Y Tis + 2212 + 2213 2 12 (3)

=2 =1

cuyo grafo soporte es el dibujado en la Figura 7.8.

3.- Arista e = (1,4). En la Figura 7.9 presentamos la solucién que nos
permite obtener la restriccién (4) y el grafo soporte asociado.

4 4
3201 + Y Toi + 2Tos + I Tis + 2712 + 2713 + 2244 2 12 (4)

=2 =1

4.- Arista e = (2,3). Con la solucién representada en la Figura 7.10 obte-
nemos la siguiente desigualdad cuyo grafo soporte aparece en la misma figura.

4 4 4
3zo1 + ) Toi + 2205 + Z Tis + 22 Ty + 2223 2 12 (5)

=2 i=1 =2
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Figura 7.7: Solucién posible que nos conduce a obtener la restriccién (3).

Figura 7.8: Grafo soporte asociado a la desigualdad (3).
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Figura 7.9: Grafo soporte asociado a la desigualdad (4) y solucién que permite
obtenerla.

Figura 7.10: Grafo soporte asociado a la desigualdad (5) y solucion que permite
obtenerla.
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Figura 7.11: Grafo soporte asociado a la desigualdad (6) y solucién que permite
obtenerla.

5.- Arista e = (2,4). La solucién que tenemos que considerar y el grafo
soporte asociado a la restriccién resultante se dan en la Figura 7.11. La desi-
gualdad es la siguiente:

4 4 4
3zor + 3 zoi + 2Tos + D Tis +2Y_ T1i + 2223 + 2724 > 12 (6)

=2 =1 =2

6.- Arista e = (3,4). Por dltimo, consideramos la solucion de la Figura
7.12, la cual nos proporciona la siguiente desigualdad valida para el poliedro
asociado al conjunto de soluciones sobre el grafo completo:

4 4 4
3zor + Y Toi + 2Tos + D Tis + 2 T1i + 2223 + 2724 + 2234 2 12 (7)
1=2 i=1 =2
En la misma figura aparece también el grafo soporte resultante para la desi-

gualdad (7).

Notar que el valor de todos los coeficientes corresponde, respectivamente, al
del camino mas corto entre los extremos de la arista asociada, luego, en virtud
del ultimo apartado de la Nota 7.1, sabemos que la desigualdad es unica.

Podemos concluir que el siguiente sistema de desigualdades lineales describe
completamente el poliedro de soluciones asociado al ejemplo de Fleischmann.
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O—w &

Figura 7.12: Grafo soporte asociado a la desigualdad (7) y solucién que permite
obtenerla.

3zo1 + i, Toi + 2T0s + iy Tis + 250, T1i + 2723 + 2724 + 2234 2 12 ]
2?:1 Toi 2 4 Yy par
Z?#j,j:o Tij > 2 ypar Vie {11 2, 3, 4, '5}

2 (i4)e(s,5) Tig = Qfﬂqﬂ] VS e V\ {0}

| 2;; 20 Ve=(t,j), e€ E
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7.2 Generalizacion de la nueva restricciéon.

7.2.1 Configuraciéon de Fleischmann simple.

A continuacién planteamos la desigualdad obtenida en un contexto mas general
y demostramos que, para una determinada estructura y bajo determinadas
condiciones sobre las demandas, la desigualdad sigue siendo valida e induce
una nueva faceta del poliedro de soluciones asociado. Esta es la nueva familia
a la que nos referiamos al principio del capitulo.

Definicién 7.1 Llamaremos “configuracién de Fleischmann simple” a aquella
que viene dada por una particion del conjunto de vértices en subconjuntos no
vacios: '

{A,Z,Bl,Bz,Bs, B4}, con 0€ A
que cumplen:
[HBLABI] = 2, Vi=2,3,4

d(Z)+3%, d(B;)
[ Q 1=1

d(B))<Q,1=1,23,4 yd(2)<Q

Definimos la desigualdad asociada a esta configuracion de la siguiente ma-
nera:

atz > 12
donde:

(3 SiCE(A,Bl)
1 sie€(A,B) 1=23,4

a—<2 sie€ (A 2)

711 siee(B,2) i1=1,2,3,4
2 sie€(By,B;) 1=1,23, 7=2,3,4, 1<y
0

en otro caso

En la Figura 7.13 vemos parte del grafo soporte de una de estas configura-
ciones.
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Figura 7.13: Subgrafo del grafo soporte asociado a una configuracién de
Fleischmann simple.

El SDV RP ofrece la posibilidad de abastecer la demanda de cada cliente
utilizando uno o mas vehiculos, esta situacion nos permite establecer una equi-
valencia entre vértices y conjuntos de vértices. Las condiciones sobre las de-
mandas de los subconjuntos que definen una configuracion de Fleischmann
simple derivan precisamente de esta observacion.

Noétese que en el ejemplo de Fleischmann habia un cliente cuya demanda
era igual a la capacidad del vehiculo pero, lo realmente importante era que
ese cliente era incompatible con cualquiera de los otros tres, es decir, un tnico
vehiculo no podia abastecer completamente la demanda de ninguna de las
parejas de vértices {1,2}, {1,3} 6 {1,4}. En la definicién anterior hemos
reflejado esta situacion a través de la condicion [ﬂﬂ)z—d@—'l] =2, Vi=2,3,4

Otra caracteristica a tener en cuenta era que los vértices {2,3,4} y {5}
podian servirse completamente con un dnico vehiculo luego, con dos, se podia
abastecer la demanda total. De alguna manera, esto garantizaba que las aris-
tas presentes en la solucién bastaban para que las restricciones de grado y
capacidad asociadas no se violaran. La condicién que hemos establecido en el

‘ .
caso general es que [d(z)+ 4= d(B')] = 1, lo cual implica que con dos vehiculos
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se puede servir completamente d(V \ A).

Proposicién 7.1 Las desigualdades a‘z > 12, asociadas a una configuracion
de Fleischmann simple, son vdlidas para el Pspvrp.

Demostracion

Supongamos que T es una solucién del SDV RP que minimiza el término de la
izquierda de la desigualdad y sea z7T el vector de incidencia asociado. Veamos
que no hay pérdida de generalidad en suponer que T solo utiliza aristas de:

4

U ((4,B:)u(B:, 2))

=1

En efecto, supongamos que en T hay una arista e que no pertenece a
ninguna de las cortaduras indicadas anteriormente, entonces, si:

1. e = (u,v), e € (A, Z), como estd permitido atravesar un vértice sin
necesidad de servir algo de su demanda, eligiendo un w € B;, i = 2,3,4
y sustituyendo la arista e por el camino u —w— v obtenemos una solucién
T’ que cumplira a*zT = a'zT', pues a. = 2 ¥ Gyw + Guy =1 + 1.

2. e=(u,v), e € (B, B;), i =2,3,4, elegimos un w € Z y sustituimos la
arista por el camino u — w — v. Nétese que a, = 2 = dyy + yy.

3. e=(u,v), e € (B;,Bj), it <j, 1,j=2,3,4, sustituimos la arista e por

el camino u — “depésito” — v.

En cualquiera de los casos enumerados, llegamos a una soluciéon que mini-
miza el lado izquierdo de la desigualdad y que no contiene aristas de:

£\ (U 4.8y u (8. 2)

1=1
A continuacién probamos que a'zT > 12.

Las desigualdades de grado obligan a que el vector de incidencia z, asociado
a cualquier solucién, cumpla:

z(6(B;)) > 2 y par, Vi=1,2,3,4
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Teniendo en cuenta el tipo de aristas que forman parte de T, sabemos que:
§.(Bi) [ 6(B;)=0 Vi,j=1,2,3,4,i<]j

donde é),.(B;) representa el conjunto de aristas de é(B;) que pertenecen a T,
contando con la multiplicidad en la solucién de cada una de ellas. Entonces,

t. T >
a'z IU:.: 5By 2 6.

De nuevo, y con la intencion de ganar simplicidad en la demostracién, hemos
utilizado la notacion atleU‘ 5(B;) Para representar el siguiente sumatorio:
=2

2 a,zz.

eel;.., 6(8:)

Nétese que zT(6(B;)) = 2, pero como en el grafo soporte de la desigual-
dad las aristas incidentes con B;, que forman parte de T, puede que tengan
coeficientes distintos, el valor de a*z” dependera del tipo de aristas utilizadas.
Analizaremos todas las posibilidades:

. |6|T(Bl)| =2
- 16,(B1) N (A, B;)| =2, como a. = 3, tenemos:
at:,;T > athlﬁ(Bl) + a‘;pTIU:'2 5(B5) > 6+ 6=12= ag

y, por tanto, se cumple la desigualdad.

- 16(B1) N (A4,B)] =1 = |§.(B)) N (Z,B1)] = 1; en este
caso, lo que ocurre es que un unico vehiculo visita y sirve, comple-
tamente, a B;. La suposicién hecha al principio sobre el tipo de
aristas que pueden formar parte de T obliga a que la ruta asociada
a este vehiculo se conecte con el depésito a través de uno de los
caminos A — B; — Z, t = 2,3,4. Ahora bien, como:

d(B,) + d(B))
Q

el supernodo B; tendra que volver a ser visitado por otro vehiculo
ya que, aunque el primero le haya servido parte de la demanda, la

[ 1=2, Vi=2,3,4
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condicién anterior nos garantiza que no habra sido servido comple-
tamente. Luego, zT(8(B;)) > 4, por lo que,

t T t, T 7 T
a's’ 2 ' sy +a'z | g spy 24+8=12=a

y, en consecuencia a‘z? > ao.

- 16iz(B1) N (A, B1)| =0 = |§.(B1) N (Z, B,)| = 2; la tinica manera
de completar una ruta de estas caracteristicas es utilizando aristas
de un camino “depésito— B; — Z”, para algin ¢ = 2, 3,4, dos veces, o
bien, utilizando aristas de dos caminos distintos “depdsito— B;— Z”,
“depdsito — B; — Z”, i # j, i, = 2,3,4, una vez. De nuevo, por
la condicion establecida sobre la incompatibilidad de servir comple-
tamente con un sdlo vehiculo a B; y a cualquier otro B;, estos su-
pernodos deberan volver a ser visitados por otro vehiculo que acabe
de servirlos completamente. Resumiendo, o bien zT(§(B;)) > 6,
para algin i = 2,3,4, o bien, 27(6(B;)) > 4 y zT(6(B;)) > 4 para
1,7 =2,3,4, 1 # j. En cualquiera de los dos casos:

T T T —_ —_
atz > atz |5(Bx) +alz |U:.z 5(B;) >22410=12=aqp

y, consecuentemente, atzT > aop.
* [6:(B1)l > 2 — [§(By)| 2 4

- 16.(B1) N (A, B1)| 2 2; repitiendo el razonamiento para el caso
igual a 2, obtenemos que la desigualdad es valida.

= 16:(B)) N (4B =1 = 16,(B1) N (Z By)| > 3; en este caso, el
peso de las aristas incidentes con B; es de, al menos, 6 unidades,
ya que el coeficiente de la arista de (A, B;) es 3 y el de cada una de
las aristas de (Z, B,) es 1. Por tanto:

T T T — -
alz? > a'z |5(Bx) + a'z IU:-z 5(By) >26+6=12=aqp

y atzT > a,.

= 18:(B1) N (A, B1)| =0 = |6.(B1) N(Z,B1)| 2 4. Sien T existe
algin B;, i =2,3,4 con |§7(Bi)| 24, 0, |6;.(B1) N(Z,B1)| > 61a
desigualdad es evidentemente valida, ya que:

atzT > athlg(B,) + a‘:::T|U:'2 5(B:) >448=12=aqp
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en el primer caso, y:
a‘zT > a'z7 |58, + a':acTIU:_2 5By 2 6+6=12=ao

en el segundo. El unico caso que nos queda por estudiar es aquel
en el que:

zT(8(B;)) =2, Vi=2,3,4
IT(6(B1)) = 4, con ISIT(BI) n (Z, Bl)l =4

y puede comprobarse que es imposible construir dos rutas posibles
cumpliendo estas condiciones: nétese que, si las cuatro aristas inci-
dentes con B, corresponden a un unico vehiculo, el grado de alguno
de los B;, ¢ = 2,3,4, deberia ser cuatro. Si pertenecen a rutas
distintas, deberiamos tener la posibilidad de acceder al depésito
utilizando cuatro caminos (A, B;) U (B;, Z) aristo-disjuntos, y solo
disponemos de tres.

Podemos por tanto concluir que la desigualdad es valida para el Pspyrp. ©

Proposicién 7.2 Las desigualdades a'z > 12, asociadas a una “configuracion
de Fleischmann simple”, inducen facetas del Pspvrp.

Demostracion

La validez de la desigualdad la hemos probado en la proposicion anterior.
Demostraremos que la desigualdad induce una faceta utilizando el método
indirecto. Si suponemos que f‘r > fo es una faceta del Pspyvrp que cumple:

{z € Pspvrp : a'z = a0} C {z € Pspvrp : f'z = fo}
tenemos que demostrar que:

AA>0:f=day fo=Aap

En primer lugar describimos una técnica general para obtener soluciones
posibles del problema a partir de una solucién definida, unicamente, sobre el
grafo inducido por los supernodos y las aristas del grafo soporte de la desigual-
dad. A este grafo nos referiremos como al grafo comprimido. Esta técnica ya
ha sido utilizada en otras ocasiones a lo largo de la memoria.
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Puesto que todos los subconjuntos que definen la configuracién son no
vacios, es posible elegir un vértice de cada uno de ellos como representante.
Llamaremos b; al representante de B;, para cadat = 1,2, 3,4, z al representante
del supernodo Z y 0 al del supernodo A.

En cada uno de los subconjuntos construimos un ciclo Hamiltoniano que re-
corre todos los vértices del supernodo. Los denotaremos como C4, Czy Cp, i =
1,2, 3,4, respectivamente.

Dada una solucién sobre el grafo soporte de la desigualdad, no hay pérdida
de generalidad en suponer que los extremos de las aristas utilizadas son, para
cada una de ellas, los representantes de cada uno de los supernodos. Si no
fuese asi cambiariamos de representante.

Noétese que, de las condiciones establecidas en la definicién de la configu-
racion se deduce:

av)
=G

es decir, disponemos de dos vehiculos como minimo.

122 - K22

La manera de inducir una solucion en el grafo expandido a partir de una
del grafo comprimido es la siguiente:

Tomamos 2K copias de cada una de las aristas del ciclo Ca4.

Si un supernodo, distinto de A, es incidente con dos aristas, entonces es
que es visitado por un dnico vehiculo; en ese caso tomamos solamente una
copia de las aristas del ciclo asociado. Si es incidente con’cuatro o mas aristas,
podemos suponer, si es necesario, que se estan utilizando dos vehiculos a lo
sumo, ya que:

A2) 4T d(B), _,

=%

En este caso tomaremos dos copias de cada una de las aristas del ciclo
asociado.

De esta manera aseguramos que todos los vehiculos visitan a todos los

vértices de A y que en cada supernodo distinto del que contiene al depdsito,
todos los clientes son visitados por tantos vehiculos como lo es el supernodo
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asociado. Esta “técnica” asegura que si el conjunto de aristas definia una
solucién sobre el grafo comprimido, las aristas originales mas las copias que
hemos mencionado de cada uno de los ciclos, inducen una solucién en el grafo
expandido. A partir de ahora, salvo que sea inevitable, trabajaremos siempre
sobre el grafo soporte de la desigualdad.

Supongamos establecida la siguiente ordenacién sobre el conjunto de aris-
tas:

1:(A,By) 2:(A,B2) 3:(A,Bs) 4:(A,By) 5:(A,2)
6 : (B],Bz) 7: (Bl,B;;) 8 . (Bl, Bq) 9 . (B], Z) 10 : (32,33)
11: (Bz, B4) 12: (Bg,Z) 13: (B3, B4) 14 : (Bs, Z) 15: (Bq, Z)

la cual nos permitira tratar las soluciones dando simplemente el vector de
incidencia de las mismas.

Evidentemente, la desigualdad es soporte ya que la solucién cuyo vector de
incidencia es:

z=(2,1,1,2,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1,0)

cumple a‘z = 12 y utiliza como mucho dos vehiculos para servir V'\ A. Dupli-
cando en esta solucién, una cualquiera de las aristas con coeficiente estricta-
mente positivo en a, obtenemos una nueva solucién que cumple la restriccién
con mayor estricto; la desigualdad es, por lo tanto, propia.

Veamos pues, que es faceta del Pspyrp.

o fe=0, Ve€ E(A) U E(2) U (UL E(B))).

Evidente, dada una arista e cualquiera de la unién, o =z+ d(e) define
una solucién posible del SDV RP, que cumple:

a'z’ = aqq — ftz'=fy

ﬁz,if-';o} - fle—fla'=2f.=0 = f.=0

i fe=fc'=AABn VC,C'G(A,Bl) e#e"

Si e = (u,v) no hay pérdida de generalidad en suponer que “depésito” = u,
y by = v. Supuesto ésto, consideramos la siguiente solucién:

r=(21,1,2,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1,0)
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Suponiendo que €' = (u',v’), consideramos otra solucién en la que los
representantes de A y B, sean: “depésito” = u', y b = v’ respectiva-
mente. En el resto de supernodos los representantes son los mismos en
las dos soluciones. Asi:

' =(2,1,1,2,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1,0)

Tanto £ como z' cumplen a'z = ap y, por tanto, también cumpliran
ftz = fo. Luego: '

ftz—ftx,=0 = 2fe =2fa=0 = f.= fe

Utilizando las siguientes soluciones y razonando del mismo modo, lle-
gamos a que el resultado es cierto para cualquiera de las cortaduras.
Es decir, el coeficiente de todas las aristas, pertenecientes a una misma
cortadura, no depende de la arista elegida.

(A,By) z=(2,21,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1) Aus,
(A,B;) z=(21,2,1,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1) Asp,
(A,B) z=1(21,1,2,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1,0) Aup,
(A4,2) z=(0,3,1,1,1,0,0,0,2,0,0,1,0,1,1) Axz
(B1,B;) z=(1,3,1,1,0,1,0,0,0,0,0,0,0,1,1) A,
(B, Bs) z=(1,1,3,1,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,1) Ag,5,
(By,By) z=(1,1,1,3,0,0,0,1,0,0,0,1,0,1,0) A,s,
(B,,2) z=(0,3,1,1,1,0,0,0,2,0,0,1,0,1,1) Ap,z
(B, Bs) z=(21,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,1) g,
(B2, By) z=(2,1,1,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1,1) A,s,
(B, 2) z=1(0,3,1,1,1,0,0,0,2,0,0,1,0,1,1) g,z
(B3, By) z=(21,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,0,1) Ag,5,
(B3,Z2) z=(21,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,1) s,z
(Bs,Z) z=1(0,3,1,1,1,0,0,0,2,0,0,1,0,1,1) Ag,z

 \p, = Az, Vi=23A.

Basta con utilizar que fir = fo y f'z' = fo, para cada una de las
siguientes parejas de soluciones.

B, — z=(2a21la1,0a0v0v090a0a01070’171)

- z=(2’0'11’1,0a07030’0’0a0v2a0v1a1) ’\ABQ=ABQZ=/\2

Bs — z=(21,21,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1)
z=(2,1,0,1,0,0,0,0,0,0,0,1,0,2,1) Aap, = Ag,z = A3

B, - z=(2,1,1,2,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1,0)
r=(2,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1,2) Asp, = Ap,z = M4



® A, = Az + Ag,z. Se demuestra comparando las dos soluciones si-
guientes.

I

z=(1,1,0,1,

z=(2,1,0,1,

e \g,z = A\ = A, 1 = 2,3,4. Utilizaremos la siguiente solucién y la
compararemos con una asociada a cada uno de los A;, ¢t = 2,3, 4.

z=(1,1,1,1,0,0,0,0,3,0,0,1,0,1,1)

Esta solucién es posible si tenemos en cuenta que B, y Z pueden com-

partir.
A z=(1,3,1,1,0,0,0,0,1,0,0,1,0,1,1)
Aa T = (1’173’ 1’070’0’0’190,0’1$O,111)
A z=(1,1,1,3,0,0,0,0,1,0,0,1,0,1,1)
e )4z = 2. Utilizar las dos soluciones siguientes:
z=(1,2,1,1,1,0,0,0,1,0,0,0,0,1,1)
z=(1,3,1,1,0,0,0,0,1,0,0,1,0,1,1)

e Mg, = 3A. Es una consecuencia de los tres apartados anteriores:

AB, = Az + A,z =z + A =3

En este momento la situacion en cuanto a los coeficientes en f es la siguiente:

3N sie€(AB) .

A st e € (A, B)) 1=2,3,4
fe=¢ 22 sie€(AZ)

A si e € (B;, Z) 1=1,2,3,4

0 siec E(A) U E(Z) U(U L,E(B))

Nos falta por averiguar cuanto valen los coeficientes de las aristas en las
cortaduras (B;, B;j), ¢ # j, 1,5 =1,2,3,4.

® Mg, B, = 2], j = 2,3,4. Para ello comparar, respectivamente,

z=(1,1,1,1,0,0,0,0,3,0,0,1,0,1,1)
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con cada una de las siguientes soluciones asociadas a B;, i = 2,3, 4.

B, z=(1,1,1,1,0,1,0,0,2,0,0,0,0,1,1)
B; z=(1,1,1,1,0,0,1,0,2,0,0,1,0,0,1)
B, z=(1,1,1,1,0,0,0,1,2,0,0,1,0,1,0)

® Ag;p, =2, 1,5 =2,3,4, i < j. Por tltimo compararemos la solucion:
z=(21,1,2,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1,0)

con cada una de las siguientes, en vistas a obtener los respectivos reul-
tados:
z = (2,1,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,1
s, z=(2,1,1,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1
r = (2,1,0,1,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1

]

-

’

e fo = 12). Evidente, basta sustituir en f'z > f, cualquiera de las solu-
ciones que hemos utilizado, ya que:

(3X  sie€ (A, B)

A sie€(A,B) 1=2,3,4

£ =4 2\ sie€(A2)

A D'} sie€ (B,Z) 1=1,2,3,4

2\ sie€(B;,B;j) t#7, 1=23,4, j=23,4
0 en otro caso

\

Por tanto f = Aa, y fo = Aap para algin A > 0.

La desigualdad a‘z > a¢ induce una faceta del Pspyrp. o

La cuestion ahora es saber si las restricciones que acabamos de encontrar,
junto con las ya conocidas, son o no suficientes para describir el conjunto de

soluciones de nuestro problema. La respuesta va a ser negativa. En la siguiente
seccion vemos como llegar a esta conclusion.
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7.2.2 Configuracion de Fleischmann ampliada.

A la vista de los resultados que acabamos de obtener, nos planteamos la po-
sibilidad de generalizar la Definicién 7.1 para un mimero de supernodos B;’s
superior a 4. A continuaciéon definimos una desigualdad que se deduce de
forma natural de la restriccion encontrada para romper la estructura plan-
teada por Fleischmann. Demostraremos que es valida para el Pspyrp y que,
si se cumplen ciertas condiciones, también induce una faceta de dicho poliedro.

Finalmente, presentamos un ejemplo que demuestra la existencia de solu-
ciones enteras que cumplen todas las desigualdades validas para el Pspvgrp
conocidas pero que, salvo que impongamos una cota inferior sobre el nimero
de vehiculos con el que trabajamos, no son soluciones posibles del problema.

Definicién 7.2 Llamaremos “configuracion de Fleischmann ampliada”, a aque-
lla que viene dada por una particion del conjunto de vértices en subconjuntos
no vacios:

{A,Z,By,...,B,}, con 0€ Ays>5
que cumplen:

(LB =2, i€ {2,...,s}

[ADBABIB) 1y iy iy € {2, 5}

rd(Bl )+d(5‘1 )+d(BQiZ)+d(Bi3)+d(Bi‘)] = 3, il, i2, i3, i4 € {2, ceny 3}

d(Bz) <Q,i=12,...,s yd(Z)SQ

Definimos la desigualdad asociada a esta configuracion de la siguiente ma-
nera:

atz > 2(s+2)
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donde:

r3 siee(A,Bl)
1 sie€(A,B) i=2,...,s
)2 siee(A2)
%=\1 siee(B,Z) i=1,...,s
2 siCE(B;,Bj) 1<i<j3<s
| 0  en otro caso

La demostracion del siguiente enunciado es la misma que la de la Propo-
sicion 7.1, salvo un pequefio detalle en la ultima parte de la prueba. Marcare-
mos en negrita el apartado al que nos estamos refiriendo.

Proposicién 7.3 Una desigualdad, asociada a una “configuracion de Fleisch-
mann ampliada”, es vdlida para el Pspvrp.

Demostracion

Sea a'z > 2(s + 2) la desigualdad que queremos estudiar y T una solucién
del SDVRP que minimiza el término de la izquierda. Demostraremos que
a*zT > 2(s + 2). En primer lugar observar que no hay pérdida de generalidd
en suponer que las unicas aristas utilizadas por T son aristas de las cortaduras:

8
U (4, B)) U (B;, 2))
=1
en otro caso, razonariamos como en la Proposicién 7.1.

Como 6. (B:) N §j.(B;)=0,1<i<j<syzT(6(B)) 22, Vi=2,...,s

se cumplira:
t T
. > -
axX 'LJ'_=2 §(Bi) = 2(3 1)
ya que los coeficientes a. de estas aristas son todos iguales a 1.
z7(8(B,)) también debe ser mayor 6 igual que 2 pero, como el coeficiente

de las aristas de §(B,;) es distinto dependiendo de, si pertenecen a (A, B;) o a
(B1,Z), distinguiremos varios casos.
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¢ |5|T(Bl)| =2
- |6|T(Bl) N (A, By)| = 2; como a, = 3, tenemos:
atzT > a’thIJ(Bl) + athIU.L, 5(Bs) 26+ 2(3 - 1) =25+4=aqag

por tanto, T cumple la desigualdad.
= 16:(B)) N (A Bi)l =1 = [8,(B1) N (Z,B1)| = 1; en este

caso, lo que ocurre es que un unico vehiculo visita y sirve, comple-
tamente, a B;. La suposicién hecha al principio sobre el tipo de
aristas que pueden formar parte de T obliga a que la ruta asociada
a este vehiculo se conecte con el depésito a través de uno de los
caminos A—- B;— Z, 1 =2,...,s. Ahora bien, como:

I.d(Bl) + d(B;)
Q

el supernodo B; tendra que volver a ser visitado por otro vehiculo
ya que, aunque el primero le haya servido parte de la demanda, la
condicion anterior nos garantiza que no habra sido servido comple-
tamente. Luego, z7(8(B;)) > 4, por lo que,

1=2, Vi=2,...,s

a'z” > a'z7 sz, + atIT|U.’=z sy 24+2s—2)+4=ao

¥, en consecuencia, atz? > ao.

= 16(B1) N (A, By)| =0 — |§z(B1) N (Z, B:)| = 2; la tinica manera
de completar una ruta de estas caracteristicas es utilizando aristas
de un camino “depésito — B; — Z”, para algin ¢ = 2,...,s, dos
veces, o bien, utilizando aristas de dos caminos distintos “depdsito—
B; — Z", “depésito — B; — 2", ¢ # j, 1,j = 2,...,8, una vez.
De nuevo, por la condicién establecida sobre la incompatibilidad
de servir completamente con un sélo vehiculo a B; y a cualquier
otro B;, estos supernodos deberan volver a ser visitados por otro
vehiculo que acabe de servirlos completamente. Resumiendo, o bien
zT(6(B;)) > 6, para algin i = 2,...,s, o bien, z7(§(B;)) > 4 y
zT(8(B;)) > 4 para i,j = 2,...,s, 1 # j. En cualquiera de los dos
casos:

a'z” > a'e¥|5(p,) + a'“«'TIU:=2 5By 22+2(s—1)+4=ao

y, consecuentemente, atzT > a,.
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¢ |6(B1)| > 2 — [6,(B1)] 2 4

- 16-(B1) N (A, By)] 2 2; repitiendo el razonamiento para el caso
igual a 2, obtenemos que la desigualdad es vélida.

- |6IT(B1) N(A,B)|=1- |5|T(Bl) N (Z, B1)| 2 3; en este caso, el
peso de las aristas incidentes con B, es de, al menos, 6 unidades,
ya que el coeficiente de la arista de (A, B;) es 3 y el de cada una de
las aristas de (Z, B;) es 1. Por tanto:

a'z" > a'zT |5, + ath|U_f=2 sy 26+2(s—1)=2(s+2)

y atzT > a,.

~ 162(B)) N (A, By)] = 0 = [8(By) N (Z,By)| 2 4. Si en T hay
algin B, i = 2,...,s con [§7(B:)| > 4, o, 16,,(B1) N (Z,By)| > 6
la desigualdad es evidentemente valida, ya que:

a'z" 2 a'z7|sp,) + a'eTl g gpy 2 4+2(s = 1) +2=2(s +2)
en el primer caso, y:
a'zT > a'z7|yp,) +a'z"| g smy 2 6+2As— 1) =2(s +2)

en el segundo. El unico caso que nos queda por estudiar es aquel
en el que:

=T (6(B))) =2, Vi=2,...,s
ST(8(B1) = 4, con [8y(Br) N (Z,By)] = 4

y puede comprobarse que es imposible construir dos rutas posibles
cumpliendo estas condiciones: nétese que, si las cuatro aristas inci-
dentes con B, corresponden a un unico vehiculo, el grado de alguno
de los B;, ¢ = 2,...,s deberia ser cuatro. Si pertenecen a ru-
tas distintas es porque los dos vehiculos que visitan a B,
recorren cuatro caminos (A, B;) U (B, Z) aristo-disjuntos.

Veamos que una de las condiciones establecidas en la de-
finicién impide que esto pueda ocurrir. La situacion que
tendriamos seria la reflejada en la Figura 7.14. Ahora bien, si
esto ocurriese seria porque la demanda de B;, y B;,, es abastecida
completamente por un unico vehiculo y, la de B;; y B,,, por otro.
Ademas, entre los dos vehiculos deberian servir completamente a
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Figura 7.14: Solucion que cumple a‘x = 25 + 2 y que puede ser posible en
algunos casos.

B\ y, probablemente, algo de Z, aunque no necesariamente. Esto
contradice la hipotesis de que:

r M,) + d( Bn)+
f 0 -3

para cualesquiera (i, i2,3,,46 {2,..., S}.

Por lo tanto concluimos que la desigualdad es valida.

A primera vista, podriamos pensar que la tercera hipodtesis de trabajo,
introducida en la Definicion 7.2, no es mas que un artificio que nos permite
demostrar la validez de a!x > 2(s + 2); si la eliminaramos, encontrariamos
soluciones que podrian ser posibles parael SDVRP y que nos proporcionarian
un término independiente menor, véase la Figura 7.14.

Si desaparece esta condicion podemos reducir el término independiente
hasta 2s + 2, pero nos encontramos con soluciones como las de la Figura 7.15



Figura 7.15: Soluciones no posibles para s par (impar) que cumplen a‘z =
2s + 2.

que no son soluciones posibles del SDV RP, ya que, si lo fueran, un iunico
vehiculo deberia servir completamente a B; y aun B;, : = 2,...,s.

Las soluciones presentadas para s (par o impar) cumplen todas las res-
tricciones de grado, paridad y capacidad asociadas. Antes de comprobarlo
queremos hacer notar que no hay pérdida de generalidad alguna en suponer
que A s6lamente contiene al depdsito y que cada uno de los subconjuntos que
configuran la estructura estian formados por un inico cliente.

Que no se viola ninguna restricciéon de grado ni de paridad es evidente;
veamos entonces qué pasa con las de capacidad.
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Supongamos que s es par e igual a 2p con p > 3.

Dado W C V'\ {0} distinguiremos dos casos dependiendo de si W contiene
onoalZ2.

o Si Z ¢ W, entonces es evidente que z(6§(W)) = 2|W|. Por hipétesis, la
demanda total de cada uno de los sugernodos es menor o igual que la
capacidad de los vehiculos, luego [* g, 1 < |W], por tanto:

2(6W)) = 21w > 21470

y se cumple la restriccion de capacidad asociada a W.
e Si Z € W, es sencillo comprobar que z(6§(W)) = s. Como,

d(B;,) + d(B;,) + d(B;,) + d(Z)
[ Q .‘ = 17

tres B;’s cualesquiera, con ¢ > 2, y Z pueden servirse completamente
con un unico vehiculo. Como mucho se necesitaran ['3}’;—1] vehiculos
distintos para servir la demanda ¥°;_, d(B;) + d(Z). Aunque utilicemos
otro vehiculo para servir d(B;) tenemos garantizado que:

d(V \ A)]
Q
Distinguiendo si s es 0 no un multiplo de tres, tenemos:
[320-17 = 9t si p = 3t
[21) = { 3] 29141 sip=3t+1
[AH) =2t 41 sip=3t+2

r?-”;—lhlzf

donde t > 1. En cualquier caso:

o= 2 220 + 1) 2 2
luego: W
2(601)) 2 210

pues es evidente que Q[ﬂ%ﬂ] > Q[i(qll]_
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Supongamos ahora que s es impar, s =2p+ 1 con p > 2.

Si s = 5 es sencillo comprobar que se cumplen las restricciones de capacidad
asociadas. Veamos qué ocurre en el caso general s > 7, teniendo en cuenta
que z(6(W)) depende de si W contiene o no a Z.

e Si Z ¢ W, entonces z(6(W)) = 2|W| y razonando como en el caso
anterior tenemos garantizado que:

2(6(W)) = 2/W| > 2ri‘Qm1

luego se cumple la restriccion de capacidad.

e Si Z € W distinguiremos dos nuevos casos:

— B, € W, entonces z(§(W)) = s + 1.
— B, ¢ W, entonces z(6§(W)) = s — 1.

Bastara con demostrar que no se viola la restriccion de capacidad aso-
ciada para el caso s — 1.

(3t—ss—1=6t>2([52]+1) =4t+2

Sip= { 3t+1os-1=6t+222([45!1+1) =4t+4

[ 3t+2 »s—1=6t+422([51]+1) =4t +6

Nétese que las desigualdades anteriores se cumplen porque ¢ > 1 luego,
z(6(W)) = 2 ﬂgl], es decir, la restriccién de capacidad asociada no se
viola.

Resumiendo, la desigualdad a'z > 2(s + 2) corta mas soluciones enteras,
que no son soluciones del SDV RP, que a‘r > 2s + 2. Este motivo nos ha
parecido suficientemente valido como para incluir la condicion:

[d(Bl) +d(B,) +d(B;,) + d(By;) + d(Bi,
Q

en la definicién de la estructura que estamos estudiando.

N
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Proposicién 7.4 Cualquier desigualdad asociada a una “configuracion de Fleisch-
mann ampliada” define una faceta del Pspygrp si el nimero de vehiculos dis-
ponibles es mayor o igual que [351] + 1.

Demostracion

Acabamos de demostrar la validez de la restriccién independientemente de cual
sea el nimero de vehiculos y de si es o no fijo. Para probar que la desigualdad
es soporte distinguiremos varios casos dependiendo de si s es o no muiltiplo
de 3. En la Figura 7.16 presentamos los tres modelos de soluciones que nos
permiten probar que hay soluciones del SDV RP que cumplen a‘z = 2(s +2).

s=3p,p>3

Sea T la solucién de la Figura 7.16 asociada a este caso, T' cumple:

s—3
3

y es una solucién posible del SDV RP. Noétese que hay -”Ts grupos distintos de
tres B;’s, cada una de estas ternas estd asociada a una ruta. Podemos suponer
también que cada una de las rutas corresponde a un vehiculo distinto, lo cual

es posible gracias a que:

d(Bl'n) + d(Btz) + d(Bis) + d(Z
[ Q

para cualesquiera i,12,13 € {2,...,s}; B no forma parte de ninguna de estas
ternas. ‘

atzT =646

+4=2(s+2)

.

Si suponemos que los dos B;’s que quedan estan asignados a otro vehiculo
distinto y que lo mismo ocurre con Bj, utilizamos como mucho 252 +2 vehiculos
distintos. La hipdtesis establecida, junto con las condiciones presentes en la
definicién de la estructura, garantizan que las rutas asi definidas son posibles
y que no utilizamos mas vehiculos de los que disponemos.

Estamos tratando los supernodos como si fuesen clientes en lugar de conjun-
tos de vértices. La manera de ampliar este tipo de soluciones cuando alguno,
o todos, los supernodos contienen mas de un cliente es, como hemos hecho
en otras demostraciones, utilizando ciclos Hamiltonianos en cada uno de los
macrovértices.
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3p+2

Figura 7.16: Soluciones que cumplen a‘z = 2(s + 2).
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s=32+1

En este caso también se cumple que a’z” = 6 + 623! = 2(s + 2). Veamos
que la solucion es posible para el SDVRP.
=1

Tenemos 23+ ternas asociadas cada una de ellas a vehiculos distintos, y

otra que sirve a By, en total utilizamos 2 + 1 vehiculos i.e., [54] + 1.

s=3p+3a, p>1

La solucién que tenemos ahora utiliza 32 vehiculos que sirven, respectiva-

mente, a 5;—2 ternas distintas de B;’s, otro vehiculo para cubrir la demanda de
By y el dltimo para servir el otro B; que queda. En total, [#] + 1. Tenemos
una solucién posible, que también cumple la restriccion con igualdad, ya que
a':cT=6+6%+2=ao.

Nétese que, en todas las soluciones con las que hemos trabajado los tinicos

clientes que probablemente sean servidos por mas de un vehiculo perteneceran

aAoalZ.

Duplicando en las soluciones anteriores cualquiera de las aristas con coe-
ficiente positivo en la restriccién, demostramos que es propia, i.e., que hay
soluciones del SDV RP que cumplen, con mayor estricto, la desigualdad.

Demostraremos que define una faceta utilizando el método indirecto. Si
suponemos que f'r > fo es una faceta del Pspyrp que cumple:

{z € Pspvrp : 'z = ao} C {z € Pspvrp: f'z = fo}
tenemos que demostrar que:

AA>0:f=day fo=22(s+2)

Es sencillo comprobar que la solucién de la Figura 7.17 es una solucién
posible del SDV RP, que cumple la restriccién con igualdad y, que no utiliza
mas de [#5%] + 1 vehiculos. La llamaremos T.
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N

Figura 7.17: Solucién base que cumple a‘z = 2(s + 2).

GX610201020
()
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o f.=o0, Ve € E(A)U (UL, B:) U E(2).

Si en T duplicamos una cualquiera de las aristas de:

E(A)uU (U B;) U E(2),
1=1

obtenemos una nueva solucién T” que sigue cumpliendo a’z” = aq luego,

fizT = fo, y entonces fizT = ftzT', de donde deducimos que 2f. = 0.

[} fe = AAB,, Ve e (A, Bl)

Dadas € = (uy,v1) y € = (uz,v;) dos aristas de la cortadura (A, By),
las soluciones, Ty y T3, que se obtienen modificando adecuadamente la
solucién de la Figura 7.17, nos permiten deducir que el coeficiente f, no
depende de la arista elegida. En la Figura 7.18 mostramos como debemos
modificar T.

a'zh =2(s+2) - flzli=fo
atz? =2(s+2) - ftzT2 = f
Restando fe—fo=0> f.= fo = Asp,

° fe = AB,Z; Ve € (B,, Z)

Este resultado se obtiene, de la misma manera que el anterior, pero
trabajando con la solucién del SDV RP de la Figura 7.19 que cumple
con igualdad a‘z > ao.

® fe = AAB,” Ve E (A,Bi), i = 2,.0.,8.
Si elegimos la solucién base T apropiadamente, i.e., de manera que con-

tenga al menos una arista de la cortadura (A, B;), procediendo analoga-
mente al primer caso, obtenemos el resultado.

o f. = Ag,zy Ve € (B;yZ), t = 3,...,8.

Se demuestra como antes, pero asegurandonos de que T se ha definido
de manera que se utiliza al menos una arista de la cortadura que estamos
estudiando. Esto se consigue eligiendo adecuadamente la terna de B;’s
que, junto con Z, son servidos por un mismo vehiculo.

L] A,' =AAB, =XB.~2, Vi=2,...,8.

Si elegimos apropiadamente T' de manera que contenga dos aristas de la
cortadura (A, B;), obtenemos T eliminando estas aristas y afiadiendo dos
de (B, Z). T’ sigue siendo posible para el SDV RP y cumple a'z”" = a,,
luego, fz7' = fy y, por tanto, Aus, = Ap,z.
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Figura 7.18: Parte de las soluciones 71 y 72.
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Figura 7.19: f. = Ag,z, Ve € (B, Z).

e A=A =], Vi,j € {3,...,8}, i1 #].

Eligiendo apropiadamente B; y B; y, comparando las dos soluciones, T3
y T4 de la Figura 7.20, obtenemos:

alzl* =2(s+2) — ftzh = f,
atzT =2(s+2) — flzlo=fo
Restando AB,z + 2)\; = AaB,

luego:
) = AAB, — AB,z
' 2

para cualquier : = 2,...,s, y por tanto A; = A;.

® Aup, = 3AB,z = 3A.
Para demostrar el resultado que acabamos de enunciar nos basta con
comparar la solucién base T, y la solucién de la Figura 7.21. Ambas
cumplen con igualdad a‘z > ao y, por lo tanto, también f'z > fo; res-
tando respectivamente los términos de fiz = f, asociados a las dos
soluciones, obtenemos el resultado.
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T4

Figura 7.20: A; = JAj, soluciones T3 y Ty.

Notese que la solucién es posible porque con dos vehiculos podemos ser-
vir completamente a Z, a By y a tres B;’s cualesquiera : = 2,...,s.
La demanda de B, debera ser abastecida, obligatoriamente, entre dos
vehiculos.

De los dos resultados anteriores deducimos que:

A = AaB =B, 2 ) .
! 2 ¢ = = .o
AaB, = 3)p,z } — A=A V=2

o fo.=12A, Ve € (A,2).

En primer lugar, deberiamos demostrar que el coeficiente f,. es constante
para las aristas de la cortadura (A, Z) y, a continuacién, ver que efec-
tivamente es el doble de la constante A. Para ello utilizaremos las dos
soluciones de la Figura 7.22. Con la primera de ellas y razonando como
en otras ocasiones es sencillo comprobar que f, = A4z. La segunda parte
se deduce directamente del hecho de que ambas cumplen con igualdad la
restriccion.
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Figura 7.22: M4z = 2), Ve € (A, 2).
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Figura 7.23: Ag,g, =2\, Vi =2,...,s.

e f. = Ap,5, = 3\, Ve € (B,,B;), t =2,...,8s.

Las soluciones que se necesitan para la comprobacién de este resultado
aparecen en la Figura 7.23.

® fe =AB.‘B,‘ =2A, Ve € (B,',BJ'), ‘i,] = 29000498, i#].

En la Figura 7.24 presentamos las dos soluciones que hemos de comparar
para obtener este resultado.

En la Tabla 7.3 resumimos los resultados obtenidos.

Queda demostrado, por tanto, que a*z > 2(s + 2) induce una faceta del
Pspvrp. o

La cota inferior establecida sobre el mimero de vehiculos del problema
es, en realidad, una condicién suficiente que nos permite encontrar bastantes
soluciones distintas como para demostrar que las desigualdades en estudio
definen facetas del Pspyrp. La cuestion de si es o no una condicién necesaria,
en general, queda abierta. Lo dnico que sabemos por el momento es que,
si eliminamos la tercera condicién de la Definicién 7.2, para determinadas
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Figura 7.24: Ap;p, = 2}, Ve € (B;, B;), 1,j =2,...,8, i1 # J.

| CORTADURA | @ | f. |
(4, By) 3 3X |
(B1,2) 1 A '
(A, B) 1 A
(Bi, Z2) 1 A
(A, 2) 2 2\
(B;, B;) 2 2\
OTRO CASO 0 0
RHS 2(s+2) | 2(s+2)A

Tabla 7.3: Valor de los coeficientes de fiz > fo y de a'z > ao.
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instancias no es necesario establecer K > [231] + 1 para conseguir soluciones

posibles que cumplan a‘z > 2(s+2) con igualdad. El siguiente ejemplo ilustra
lo que acabamos de decir:

Ejemplo 7.1 Se dispone de tres vehiculos idénticos de capacidad Q = 4, y de
nueve clientes cuyas demandas son:

d=4d=1V¥i=2,...,9
El depdsito es el vértice cero.
La solucion de la Figura 7.25 es una solucion posible para el SDV RP con
tres vehiculos, que cumple atz = 20 y, sin embargo:

S —

[ 31]+1=4>3=K

También hemos encontrado instancias en las que la desigualdad a‘z >

2(s+2) no induce una faceta del Pspyrp a no ser que impongamos la condicién
K> [ +1.

Ejemplo 7.2 Considerar la instancia presentada en la Figura 7.26, notar que
s=11 y:

d(By) =13, d(Z) =1,
d(B;)=5,1=2,...,11
Y, st @ =16 se cumple:

I—agal)sd(B;)] =81 =2 ie{2...,11}

Z i i i .o
l—d( )+d(B 1)+Qd(B 2)+J(Bs)‘| — H%-] =1, i,i2i3€{2...,11}

(AP BB IBIAB] = 18] = 3, 4y, 445,44 € {2,...,11)

es decir, se cumplen todas las condiciones necesarias para definir una “confi-
guracion de Fleischmann ampliada”.
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Figura 7.25: Solucion que cumple a’z = 2(s + 2) utilizando menos vehiculos.



Ndétese que como la capacidad del vehiculo es Q = 16 el minimo nimero
de vehiculos necesario para abastecer completamente la demanda de todos ellos
es: :
rd TOTALy _ 64 _,

Q 16

FEvidentemente, en cualquier solucion en la que K = 4, los cuatro deben
servir/recoger las dieciséis unidades que indica su capacidad. Ademds, segquro
que hay al menos un vértice, que tiene que ser abastecido entre dos o mds
vehiculos ya que la solucion del problema de Bin Packing asociado a esta ins-
tancia es igual a 5. Es sencillo comprobar que necesariamente serd uno de los
clientes cuya demanda es mayor estricto que 1.

Como ha ocurrido en otras ocasiones, la posibilidad de visitar un cliente
sin necesidad de servirle nada de su demanda, nos permite suponer que una
solucion que minimice a'z sdlamente utilizard aristas de:

4,20 (4.8 u (8, 2)

i=1

Veremos que cualquier solucidn, T, cuyo vector de incidencia cumpla a*zT =
2(s + 2), no puede utilizar la arista que va del depésito al vértice de demanda
igual a 1. Demostraremos de esta manera que, para esta instancia:

{z € Pspvrp : a'z =2(s +2)} C {z € Pspvrp : z. =0}, e =(0,12)
suponiendo que A = {0} y que Z = {12}, lo cual significa que la restriccién

que nos ocupa estd dominada.

Si en T hay dos vértices, con d; > 1, con demanda compartida, como cada
una de las aristas de T contribuye con al menos una unidad al valor de a'z7,
tenemos que:

a'zT >2(s-2)+8

Si en T hay alguna copia de la arista e = (0,12), como e no es incidente
con ningun otro vértice, estamos seguros de poder afirmar:
azT >2(5-2)+8+2=2(s+2)+2

lo cual contradice la hipdtesis de que T minimizaba a'z > 2(s +2). Por lo

tanto, z7 = 0.
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Si sdlamente hay un vértice con demanda compartida, serd uno cuya de-
manda es igual a 5 o el unico de demanda igual a 13. Se puede comprobar que,
en este caso, el grado de este vértice debe ser igual a 6, luego:

a'z? >2(s—1)+6
y, de nuevo, podemos asegurar que z1 = 0, pues en caso contrario:

a'zT >2(s=1)+6+2>2(s+2)

Por lo tanto la restriccion asociada a la “configuracion de Fleischmann
ampliada” definida por esta instancia estd dominada salvo que establezcamos
la hipdtesis de que K > [*31] +1 =5.

Por ultimo nos planteamos la siguiente pregunta, si aiadimos estas restric-
ciones al sistema de desigualdades planteado en la Definicion 3.2, ; tendremos
una formulacién entera del SDV RP en la que sélo se utilizan las variables que
contabilizan el numero de veces que se utiliza cada arista en una solucion ?,
la respuesta a esta pregunta es negativa. Aunque impongamos esta condicién
sigue habiendo soluciones enteras que cumplen todas las restricciones conoci-
das hasta el momento pero que, no son soluciones posibles del SDV RP, a no
ser que dispongamos de un determinado nimero de vehiculos.

En efecto, el grafo de la Figura 7.26 representa una solucion entera que
cumple todas las restricciones planteadas en R1 (Definicién 3.2) y también
a‘z > 2(s+2), pero que cuando trabajamos con K = [1=1]+1 = 5 vehiculos,
no puede estar asociada a ninguna solucién posible del SDV RP. Si K = 6 si
que seria una solucion posible.
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Figura 7.26: Grafo asociado a una solucién del SDV RP sii K > 6.
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7.3 Conclusiones.

Partiendo de la instancia planteada por Fleischmann y del conjunto de aristas
que la definian, hemos conseguido fortalecer la relajacién R1 introducida en el
Capitulo 4 gracias al descubrimiento de una nueva familia de facetas. Introdu-
cir estas restricciones permite cortar una serie de soluciones, desconocidas por
el momento, que no correspondian a ninguna solucién posible del SDV RP.

A continuacién, hemos visto que es posible asociar las nuevas desigualdades
a estructuras mas generales y que, modificando adecuadamente el RHS de las
restricciones, se siguen obteniendo nuevas facetas para nuestro poliedro.

Por ultimo, hemos presentado un ejemplo que muestra que todavia no
disponemos de suficientes restricciones como para tener una formulacién lineal
entera del SDV RP que utilice, sélamente, las variables que contabilizan el
nimero de veces que se utiliza cada arista en una solucién.

Partiendo de la instancia descrita en el Ejemplo 7.2 podriamos reproducir
el estudio realizado en este capitulo y obtener unas restricciones que corten
este tipo de soluciones. Ahora bien, aunque desde el punto de vista tedrico la
dificultad de realizar este estudio sea la misma que la que hemos tenido con el
ejemplo de Fleischmann, en la practica no es cierto.

Las dimensiones de la nueva instancia complican la parte algoritmica del
trabajo. Notese que el numero de soluciones distintas aumenta considerable-
mente y, consecuentemente, el nimero de restricciones que tenemos que generar
para poder aplicar el proceso de reconocimiento de rutas descrito en la Seccién
3.6. Un ejemplo de cual puede llegar a ser el grado de complejidad es el hecho
de que el nimero de restricciones de eliminacién de subtours que tenemos que
generar ahora es del orden de 2%, concretamente:

%(%)

El numero de vectores (de componentes enteras) con el que iniciamos el
estudio que acabamos de realizar era de 5°, de ellos, sélamente 259 se utili-
zaron como input del algoritmo PORTA. En el ejemplo que acabamos de ver
necesitariamos partir de 523
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Por otro lado, la mayor parte de la implementacion del algoritmo de iden-
tificacién de soluciones se realizo especificamente para estudiar la instancia de
Fleischmann. Un algoritmo capaz de tratar con instancias de mayor tamaiio
requeriria un disefio completamente distinto y sin duda mas complejo.

El Ejemplo 7.2 es, sin duda, un nuevo punto de partida para continuar con
el estudio de la descripcién lineal del Pspygrp.}

1Quiero expresar, mi mas sincero agradecimiento, al Profesor Giovanni Rinaldi del I.A.S.I.
por las sugerencias e ideas que me permitieron desarrollar, integramente, el contenido de
este capitulo, durante mi estancia en el Istituto dei Analisi ed Sistemi del C.N.R. en Roma.
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Capitulo 8

Experiencias computacionales.

En los capitulos anteriores hemos presentado los resultados que hemos obtenido
al estudiar el Problema de Rutas de Vehiculos con Demanda Compartida desde
un punto de vista tedrico.

Es evidente que cualquier trabajo sobre un problema de Optimizacién Com-
binatoria resulta incompleto si los resultados tedricos no se justifican con los
computacionales. Es por ello que, a pesar del contenido predominantemente
tedrico de esta memoria, hemos considerado oportuno incluir un informe sobre
las experiencias computacionales que hemos llevado a cabo.

Al ser el SDV RP un problema dificil, queda plenamente justificada la
bisqueda de buenas soluciones mediante técnicas heuristicas. En esto con-
siste precisamente la primera parte de este capitulo, en la descripcién de un
algoritmo heuristico para el problema. Se trata de un algoritmo de descenso
disefiado para ser incluido, posteriormente, en un contexto mas amplio de
bisqueda tabui.

A continuacién presentamos un algoritmo de planos de corte y los resultados
obtenidos para una pequefia coleccién de problemas de la literatura sobre el

CVRP.

En la revisién bibliogrifica llevada a cabo, no hemos encontrado trabajos
que nos permitan analizar la bondad de los algoritmos que hemos disefiado. En
el momento de redactar esta memoria tampoco se conocen, que sepamos, las
soluciones éptimas de los problemas a los que nos hemos referido en el parrafo
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anterior, claro estd, optimos de la versién con demanda compartida. Por este
motivo hemos desarrollado también un algoritmo que nos ha permitido resolver
optimamente algunas de las instancias utilizadas como problemas tests.

8.1 Algoritmos heuristicos para el SDVRP.

Tal y como mencionamos en el Capitulo 3 en la literatura cientifica hay sdla-
mente un algoritmo heuristico para obtener soluciones del SDV RP, Dror y
Trudeau (1990) [33]. Lo primero que vamos a hacer es describir, en lineas gene-
rales, la estructura de este algoritmo, con la finalidad de que queden patentes
las caracteristicas que lo diferencian del nuestro.

Después presentaremos, y discutiremos con detalle, nuestro algoritmo. Ter-
minaremos dando los resultados computacionales que hemos obtenido para una
coleccion de problemas tests.

Hemos utilizado el lenguaje de programacién C para implementar todos los
algoritmos que han aparecido, y aparecerdn, en la memoria y, hemos utilizado
una estacién de trabajo Sun SPARC 2 para ejecutarlos.

8.1.1 Algoritmo heuristico de Dror y Trudeau (1990).

En primer lugar queremos hacer notar que Dror y Trudeau también suponen
que ninguna de las demandas es superior a la capacidad del vehiculo y que
esta permitido visitar a los clientes sin necesidad de servirles nada de su de-
manda. Sin embargo, una condicién que difiere de nuestro planteamiento es
que la flota de vehiculos con la que trabajan es ilimitada. El nimero de vehicu-
los utilizados es una de las variables cuyo valor tienen que determinar en la
solucion.

La siguiente definicion, debida a Dror y Trudeau, permite introducir una
caracteristica que cumplen algunas de las soluciones éptimas del SDV RP.
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Definicién 8.1 Se define un “ciclo h-partido” como un subconjunto de h
vértices, p1, ..., pn, de manera que hay h rutas cumpliendo que: la primera
contiene a p y a pz; la seqgunda ap, yaps ...;lah—1apry yapy y la
ruta h, apy, y ap.

La caracteristica a la que nos referiamos es la siguiente: si la matriz de
distancias cumple la desigualdad triangular, tiene que haber al menos una
solucién optima en la que no haya ningin ciclo h—partido (para ningin k).
En particular, en una solucién 6ptima, dos rutas cualesquiera no podran tener
mas de un vértice en comun.

El esquema del heuristico planteado por Dror y Trudeau es una adaptacién
de un procedimiento de mejora de rutas diseiado por Dror y Levy (1986)
[31] para el CVRP. La extensién consiste, basicamente, en incluir la posibi-
lidad de dividir las demandas de los clientes. La calidad de las soluciones del
CV RP, alcanzadas con dicho algoritmo, no parecia depender de la calidad de
la solucidn inicial por lo que, cabria esperar que ocurriera lo mismo cuando se
comparte la demanda. Es por ello que el algortimo para el SDV RP parte de
una solucién cualquiera del CVRP (recierdese que toda solucién del CVRP
lo es del SDVRP). A continuacién intentan mejorar la solucién inicial al-
ternando dos tipos de procedimientos. Uno de ellos consiste en eliminar un
vértice de una ruta e incluirlo en dos o mas rutas de manera que, entre todos
los vehiculos asociados, puedan abastecer completamente su demanda. En esta
fase se puede reducir el nimero de vehiculos. A este tipo de intercambios los
llaman h-intercambios, siendo h el nimero de rutas que contienen al vértice
que esta siendo estudiado en cada caso. Después comprueban, para cada uno
de los vértices con demanda compartida, si es o no posihle reducir la distancia
total recorrida mediante la adicion de un nuevo vehiculo (ruta de ida y vuelta),
que lo sirva exclusivamente. En caso de que asi sea, se aiiade el vehiculo. Cada
vez que se realiza una de estas iteraciones, i.e., cada vez que se aplican los dos
procedimientos anteriores (con, o sin éxito), reoptimizan, por separado, cada
una de las rutas, mediante cambios del orden en el que visitan a sus clientes.

La solucion del SDV RP alcanzada con este procedimiento cumple una de
las caracteristicas propias de las soluciones éptimas, concretamente la de no

contener ciclos 2-partidos.

Queremos remarcar aqui los dos aspectos que distinguen, principalmente,
este algoritmo del nuestro. Son, por un lado, el hecho de que nosotros traba-
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jaremos con un numero de vehiculos fijo a lo largo de todo el procedimiento,
exactamente con [i%m] y, por otro, que no necesitamos ninguna solucién del
CV RP para aplicar el algoritmo. Explotamos desde el principio la posibili-
dad de compartir la demanda, de hecho, en la solucién inicial ya puede haber
vértices con demanda compartida.

Aunque lo hemos intentado en varias ocasiones, no nos ha resultado po-
sible conseguir la coleccién de problemas utilizada por Dror y Trudeau para
ilustrar la eficacia de su algoritmo. Evidentemente tampoco hemos conseguido
su c6édigo. Ante la imposibilidad de comparar los resultados que proporcio-
nan ambos procedimientos, consideramos que no merece la pena analizar con
detalle los resultados que presentan en su articulo. Sin embargo, si que los
comentaremos.

El estudio computacional que presentan consiste en comparar los resultados
obtenidos para su coleccién de problemas, dependiendo de si se resuelven como
si fuesen instancias del CVRP o como si lo fuesen del SDV RP.

Las conclusiones a las que llegan son, de alguna manera, aquellas que cabia
esperar. En media, el porcentaje de ahorro en la distancia total recorrida para
instancias con demandas comprendidas entre [0.7Q] y |0.9Q] es del 11.24%
mientras que, si pertenecen al intervalo [[0.01Q], [0.1Q]] el ahorro que se
consigue compartiendo la demanda no es significativo. En cuanto a nimero
de vehiculos, la reduccién media que se consigue varia entre un 0%, para los
problemas con demandas pequeiias, comparadas con la capacidad, y un 25.8%,
para las instancias en las que las demandas pertenecen a {[0.7Q], [0.9Q]].

Asi pues, decidimos probar nuestro heuristico sobre una coleccién de proble-
mas generada por nosotros mismos, asi como sobre algunas instancias extraidas

de la libreria de libre disposicién TSPLIB [77].
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8.1.2 Un nuevo algoritmo heuristico.

DESCRIPCION

El algoritmo presentado en la seccion anterior parte de una solucion posible
del CVRP. Como una de las principales ventajas del SDV RP, con respecto
al CVRP, es, precisamente, la de poder obtener soluciones con un nimero
menor de vehiculos, desde nuestro punto de vista, comenzar con una solucién
del CV RP puede revertir en la obtencién de resultados peores.

Sabemos que para cubrir una determinada demanda total d;,¢ai con vehicu-
los de capacidad @ se necesitan, como minimo, [‘—‘“Q‘“] vehiculos. Cuando no se
permite compartir la demanda, el nimero de vehiculos necesario es la solucién
del problema de Bin Packing asociado a las demandas de los clientes y a cajas
de capacidad igual a Q. En muchos casos la solucién de este problema es un
nimero estrictamente mayor que ]’5‘3‘1] .

El algoritmo que nosotros presentamos explota desde el principio la ventaja
de poder trabajar con el menor valor de K posible. El procedimiento de
construccion de la solucién inicial genera K rutas en las que, desde el primer
momento es posible que haya clientes con demanda compartida. Después de
obtener diferentes soluciones alternativas, se selecciona la de menor coste, la
cual se sometera a una serie de intercambios, que se aplican sucesivamente
hasta que no es posible encontrar uno que proporcione una solucién mejor que
la actual. Como vemos a continuacidn, se trata de la estructura tipica de un
algoritmo de descenso. '

ALGORITMO DE DESCENSO

Paso 1.- CONSTRUCCION DE LA SOLUCION INICIAL.
Sea K = fi%m'l

Obtener aleatoriamente una solucién de la instancia del TSP en la que
los vértices que hay que recorrer son los n clientes y el depésito.

A partir del tour de la solucién del TS P generar, secuencialmente, K ru-
tas de manera que los vehiculos asociados van sirviendo, secuencialmente,
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a los clientes segun el orden establecido por el tour. Si es necesario abas-
tecer a un cliente con dos vehiculos distintos, se hace. Observar que de
esta forma hay K — 1 vehiculos que sirven el 100% de lo que les permite
su capacidad, mientras que el ultimo sirve:

(diotat) = (K — 1)Q

En la obtencion de la solucidn inicial esta contemplada la posibilidad de
trabajar s6lamente con un porcentaje de la capacidad de los vehiculos,
siempre y cuando con este porcentaje sea posible abastecer completa-
mente la demanda total.

Paso 2.- GENERACION DE SOLUCIONES ALTERNATIVAS.

Si en el paso anterior se ha trabajado con un porcentaje de Q inferior al
'100%, actualizar la capacidad de manera que, a partir de este momento,
vuelva a ser igual a Q.

El usuario del algoritmo puede decidir entre, generar o no, soluciones
iniciales alternativas. Basicamente estas soluciones se obtienen utilizando
una o varias de las siguientes opciones:

e Las rutas se construyen a partir del tour resultante de reoptimizar
el original aplicindole el algoritmo de Lin y Kernighan (1973) [60].
Si la nueva solucion del SDV RP es mejor que la que teniamos hasta
el momento, nos quedamos con la nueva.

e Siiy, i2,..., i, es la secuencia en la que hemos recorrido los vértices
en la solucidén actual, comprobamos si recorrerlos en sentido contra-
rio, i.e., en el orden i,, t,-1,..., t2, 11, nos conduce a una solucién
del SDV RP mejor. Si el resultado es afirmativo, actualizamos de
nuevo la solucién.

e A partir del tour del TSP que proporciona la solucién del SDV RP
actual, generamos distintas soluciones alternativas modificando el
origen de construccion de las rutas. Por ejemplo, supongamos de
nuevo que el tour es iy, t3,..., i,; la primera solucién la obtenemos
comenzando a formar la primera ruta a partir del vértice ¢;. Sila
nueva solucién mejora la anterior, la actualizamos. A continuacion,
repetimos el proceso pero, a partir de i3, después a partir de i4 y,
asi sucesivamente hasta llegar a i,.

Al final de este paso se habrd elegido aquel tour que proporcione el
conjunto de rutas de coste minimo entre todas las examinadas. Esta
sera la solucion del SDV RP que utilicemos para aplicar los intercambios.
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Paso 3.- FASE DE MEJORA.

Mejorar la solucién obtenida mediante intercambios de vértices entre
rutas distintas. Seleccionar una de las dos estrategias disposibles para
aplicar los intercambios:

o Estrategia 1: mientras sea posible mejorar la solucién aplicando
sélamente intercambios del tipo 1 — 0, aplicarlos. Después se reali-
zaran todos los intercambios del tipo 1 — 1 que generen soluciones
que permitan conseguir algin ahorro en cuanto a distancia total
recorrida.

Se terminara cuando ya no sea posible disminuir el coste de la so-
lucién actual. En ese caso, ir a la FASE DE REOPTIMIZACION FINAL
DE LAS RuUTAS.

° Estrategia 2:

A: si se encuentra un intercambio 1 — 0 que mejore la solucién,
aplicarlo. En cualquier caso, ir a B.

B: si se encuentra un intercambio 1—1 que mejore la solucién, apli-
carlo. En caso contrario, si en A tampoco se encontré ninguno,
ir a la FASE DE REOPTIMIZACION FINAL DE LAS RUTAs.
Sino, ir a A.

Paso 4.- FASE DE REOPTIMIZACION FINAL DE LAS RUTAS.
Aplicar Lin y Kernighan (1973) a todas y cada una de las rutas.

El algoritmo que acabamos de describir ofrece la posibilidad de fijar un
parametro que contabiliza el nimero de veces que estd permitido cambiar de
solucion sin reoptimizar las rutas. Cuando este nimero coincide con el valor
del parametro se aplica el algoritmo de Lin y Kernighan a todas y cada una
de las rutas y se vuelve a inicializar a cero el contador.

Hemos hablado de dos tipos de intercambios que son habituales en el con-
texto del VRP (1 — 0 y 1 —1). Definirlos para el SDVRP es inmediato en
el primer caso, pero no ocurre lo mismo con los intercambios 1 — 1. Un in-
tercambio 1 — 1 consiste en intercambiar dos clientes distintos que estan en
rutas distintas; en el SDV RP tenemos que hacer tratamientos diferentes de-
pendiendo de si los clientes involucrados en el cambio son abastecidos por uno
o mas vehiculos. En caso de que alguno de ellos esté asignado a mas de una
ruta, habra que tener en cuenta la relacién entre las mismas, de lo contrario,
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podria darse el caso, por ejemplo, de incluir el mismo vértice en una misma
ruta, pero en posiciones distintas.

En el CVRP un intercambio 1 — 0 consiste en trasladar un vértice de una
ruta a otra, como hay una relacién biunivoca entre vértices y rutas no hay
ningin tipo de ambigliedad en la descripcién de los mismos. Sin embargo,
en el SDVRP un cliente puede estar asignado a r rutas distintas lo que,
aparentemente, puede complicar la definicion del intercambio. Ahora bien,
podemos suponer sin pérdida de generalidad, que un vértice “compartido” se
puede particionar en r vértices distintos e identificar, respectivamente, cada
una de las partes con cada una de las rutas que lo visitan. Entonces, un
intercambio 1 — 0 consistird en pasar cualquiera de estas partes del vértice de
la ruta original a otra distinta. A continuacién enumeramos las situaciones
que nos pueden conducir a un intercambio de este tipo, teniendo en cuenta
que nuestro algoritmo produce soluciones en las que cada vértice se sirve, a lo
sumo, utilizando dos vehiculos.

Nos gustaria remarcar que se trata de una definicion de intercambio 1 — 0
propuesta por nosotros por lo que, no descartamos la posibilidad de modificarla
en caso de que surjan alternativas mas razonables.

Un intercambio 1 — 0 consiste en obtener, a partir de una solucién del
SDV RP, una nueva solucién realizando uno cualquiera de los cuatro movi-
mientos siguientes:

A.- Eliminar un vértice, que no compartia la demanda, de la ruta en la que
se encuentra antes del momento del intercambio y asignarlo totalmente
a una nueva ruta.

B.- Eliminar un vértice, que compartia la demanda, de una de las dos rutas
asociadas a los vehiculos que lo abastecian y asignarlo a una tercera ruta
cuyo vehiculo asociado no le servia nada.

C.- Eliminar un vértice, de demanda compartida, de una de las dos rutas
(asociadas a los vehiculos que lo servian) y asignarlo a la otra, cuyo
vehiculo asociado lo servira, ahora, completamente.

D.- Eliminar un vértice de demanda compartida de las dos rutas que lo visi-
taban y asignarlo a una tercera ruta cuyo vehiculo asociado no le servia
nada antes del intercambio.
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Nétese que en cualquiera de los movimientos que acabamos de describir se
elimina un vértice, o parte de un vértice, de una ruta y se asigna a otra que
probablemente ya lo contenia. En los casos C y D un vértice “compartido”
deja de serlo, mientras que en el caso A, el vértice contintia sin compartir su
demanda.

Como ya hemos mencionado antes, los intercambios 1 — 1 involucran, total
o parcialmente, a dos vértices distintos. En el contexto del SDV RP hay
multitud de situaciones que podrian conducir a uno de estos movimientos,
sin embargo, los unicos casos que hemos implementado son aquellos en los que
todas las rutas que intervienen en el intercambio son diferentes. Concretamente
los que describimos a continuacién:

A.- Supongamos que u y v son dos vértices distintos cuyas demandas las
abastecen completamente dos vehiculos diferentes, i.e., los clientes per-
tenecen a r, y r,, respectivamente. Supongamos ademas que si elimi-
namos a u de ry, y a v de r,, el vehiculo asociado a r, puede abastecer
completamente la demanda de u y, el asociado a r,, la de v. Si se realiza
el cambio de manera que cuando u y v se incluyen en la mejor posicion
en sus nuevas rutas, la solucién del SDV RP resultante tiene un coste
menor que la original, decimos que tenemos un intercambio 1 —1 posible.

B.- Sea u un vértice cuya demanda es cubierta por dos vehiculos distintos,
sean r, y r, las rutas asociadas, y v un vértice que es abastecido com-
pletamente por un unico vehiculo asociado a la ruta r,. Supongamos
que si se elimina v de r, es posible servir completamente a u utilizando
el vehiculo asociado a r, y, si eliminamos a u de las dos rutas a las que
pertenecia, el vehiculo asociado a r) puede abastecer completamente la
demanda de v. Cuando sea posible realizar estos cambios consiguiendo
un ahorro global en la distancia total recorrida decimos que tenemos un
intercambio 1 — 1 posible.

C.- Se trata de la misma situacién descrita en el caso anterior, pero ahora
es el vehiculo asociado a r,, en lugar del asociado a r), quien puede
abastecer completamente a v.

D.- De nuevo, contemplamos la misma situacién pero la demanda de v se ser-
vird entre los dos vehiculos asociados a r, y a r,, ya que, aunque hayamos
eliminado a u de las dos rutas, ninguno de los dos vehiculos asociados
tiene capacidad suficiente como para poder servir completamente a v.
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E.- Tanto u como v son vértices de demanda compartida. r,, r, y r,, 1,
son, respectivamente, las parejas de rutas cuyos vehiculos abastecen d,
y dy. En esta situacion es posible plantear multitud de intercambios
1—1 diferentes. Por cuestiones de complejidad computacional sélo hemos
contemplado los que se derivan de las situaciones siguientes:

— Eliminando a v de r, y de r!, podemos servir completamente a u
utilizando los dos vehiculos o, sélamente, el asociado a r,. v se
servira utilizando los dos vehiculos asignados a r, y a r!, de donde,
previamente, habremos eliminado a u.

— v se elimina de las dos rutas asignadas a los dos vehiculos que lo
servian pero, ahora, su demanda sera servida completamente por
un unico vehiculo, el representado por r,. El tratamiento que sufre
el vértice u es el mismo que el del caso anterior.

Si los casos anteriores los planteamos intercambiando v por u, r, por r, y
., por r,, obtenemos tres situaciones analogas a A, B y C. En el algoritmo
corresponden, respectivamente, a los casos F, G y H.

En cualquiera de las situaciones descritas por el momento, el intercam-
bio 1 — 1 sélamente se considera admisible cuando realizarlo revierte en una
disminucion del coste global de la solucién.

Notese que las soluciones alcanzadas por el algoritmo son soluciones en
las que un vértice es servido, a lo sumo, por dos vehiculos distintos. Esta
caracteristica no tiene porqué ser precisamente buena, por lo que seria un
aspecto que valdria la pena estudiar. Por otra parte, la fase de intercambios
puede producir soluciones en las que ninguin vértice comparta la demanda; una
vez se alcanza una solucion de estas caracteristicas no se puede volver a generar
una con veértices con demanda compartida. Esto supone, sin duda, un grave
inconveniente ya que, cuando el algoritmo cae en el poliedro de soluciones del
CVRP, es incapaz de salir de él; si la solucién éptima del problema que se
esta resolviendo pertenece a Pspyrp \ Pcvrp no podremos alcanzarla nunca
y, puede que no podamos acercarnos a ella a través de soluciones en las que
no se comparte la demanda.
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RESULTADOS COMPUTACIONALES

En este apartado presentamos los resultados obtenidos con nuestro al-
goritmo sobre un conjunto de problemas extraidos de la libreria TSPLIB,
asi como, sobre una coleccién de problemas aleatorios que han sido genera-
dos siguiendo el procedimiento utilizado por Dror y Trudeau en su articulo.

En total generamos 10 problemas en cada uno de los grupos que descri-
bimos a continuacién. Debido al escaso nivel de desarrollo actual de nuestro
algoritmo, la unica pretension que tenemos por el momento es la de ilustrar la
existencia de instancias del VRP que proporcionan mejores soluciones cuando
se permite compartir la demanda. Por este motivo, presentamos sdlamente los
resultados obtenidos sobre una muestra que permite analizar toda la casuistica
con la que nos hemos encontrado.

Las coordenadas de estos problemas son las mismas para todas las instan-
cias con el mismo numero de clientes y coinciden con las de los problemas que
damos a continuacion:

50 Christofides y Eilon, 1969[18]  (eil51)
75 Christofides y Eilon, 1969 (eil76)
100 Christofides y Eilon, 1969 (edl101)
150 Christofides et al., 1979[19] (c6)

Nimero de clientes =

Hemos generado las demandas aleatoriamente en distintos intervalos cuyos
extremos dependen de @ (@ = 160 en todos los casos).

Asi, para problemas en cuyo nombre aparece la palabra:

D1 d; e [[0.01Q],[0.1Q]]
D2 d; e [[0.1Q],[0.3Q]]
D3 d; e [[01Q], [0.5Q]]
D4 d; € [[0.1Q],]0.9Q]]
D5 d; € [[0.3Q],[0.7Q]]
D6 d; € [[0.7Q],[0.9Q]]

Dependiendo de la estrategia de intercambios seleccionada y de las solu-
ciones alternativas que contemplemos tendremos versiones distintas del pro-
cedimiento. Para decidir cudl de ellas podria ser la mejor hemos resuelto los
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problemas de la libreria del TSP combinando todas las opciones posibles. La
conclusién a la que hemos llegado es la siguiente: aplicar la segunda estrategia
de intercambios sobre la mejor solucién obtenida después de generar todas las
soluciones alternativas posibles, es la combinacién que proporciona el menor
coste en el mayor numero de casos. Hemos resuelto los problemas tests utili-
zando sélamente esta opcién y trabajando con el 100% de la capacidad de los
vehiculos.

En la Tabla 8.1 presentamos los resultados que hemos obtenido y los compa-
ramos con los que se conseguirian si los hubiésemos resuelto, heuristicamente,
como instancias del CVRP. Esta comparacién no es demasiado apropiada, ya
que comparamos los resultados de dos algoritmos distintos que estan disefiados
para obtener soluciones de instancias de problemas diferentes. Ahora bien,
como hemos dicho antes, lo que queremos es mostrar que nos podemos encon-
trar con cualquier tipo de resultados. Hay problemas para los que las soluciones
obtenidas cuando se resuelven como CV RP’s tienen un coste inferior que el
de las soluciones obtenidas al resolverlos como SDV RP’s, pero también puede
ocurrir lo contrario. Es posible encontrarse con soluciones del CV RP de coste
inferior a las del SDV RP pero que sin embargo necesitan mas vehiculos para
poder alcanzarlas o soluciones del SDV RP que, utilizando menos vehiculos,
tienen un coste asociado menor que la solucién que se hubiese alcanzado al
resolverlo como un CVRP.

La primera columna de la Tabla 8.1 contiene el nombre del problema y
la segunda el numero de clientes. La tercera y la cuarta corresponden, res-
pectivamente, al coste de la mejor solucién obtenida utilizando un algoritmo
tabd desarrollado por Campos y Mota (1995) [15] para el CV RP, y al nimero
de vehiculos utilizados en la solucién. Las dos columnas siguientes contienen
el coste de la mejor solucién obtenida con nuestro heuristico y el nimero de
vehiculos utilizado.

Como los problemas de la TSPLIB los hemos resuelto utilizando todas las
posibles versiones del heuristico, el coste que damos en la tabla correspondiente
es el mejor que hemos encontrado entre todas ellas. Hemos marcado con t
aquellos problemas resueltos con una combinacién de opciones distinta a la
que hemos considerado como la mejor.

Los costes marcados con un * corresponden a soluciones en las que ninguin
vértice comparte la demanda.
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I Nombre J n TCVRP | Kcvrp ] SDV RP | ]\’SDVRPJ

eil22 21 | 375 4. [ 375*% 4|
cil23 22 | 569 3 576 3
eil30 1 20 | 534 3 516 3
eil33 32 | 835 4 838 4
eil51 50 | 521 5 532% 5
cilA76 75 | 838 10 873 10
cilB76 75 | 1038 14 1060 14
eilC76 75 | 740 8 763* 8
eilD761 | 75 | 687 7 736* 7
eillA101 | 100 | 817 8 874 8
eilB101 1 | 100 | 1096 14 1132* 14

Tabla 8.1: Costes y nimero de vehiculos de las soluciones de los problemas de
la TSPLIB.

El €il30 nos sirve para ilustrar que, en ocasiones, y utilizando el mismo
nimero de vehiculos, el coste de la solucién éptima del SDV RP es menor que
el de la 6ptima del CVRP, que es precisamente 534; no obstante, los costes
también coinciden en algunos casos, como ocurre con el eil22, cuya solucién
6ptima, cuando se resuelve como una instancia del SDV RP, no tiene ningin
vértice con demanda compartida, como veremos en la préxima seccién.

En el resto de problemas, el coste obtenido con el heuristico del CVRP es
mejor que el nuestro. Ahora bien, no hay que olvidar que usando el mismo
numero de vehiculos:

coste para el SDVRP < coste para el CVRP

lo cual no significa que no puedan llegar a ser iguales. Por otra parte, si tenemos
en cuenta que el algoritmo que estamos utilizando para el CV RP es un algo-
ritmo de tipo tabu mucho mas complejo y depurado que el nuestro, que es un
simple algoritmo de descenso, los resultados que acabamos de ver no son tan
desalentadores. Cabe esperar que cuando incluyamos nuestro procedimiento
como fase de descenso en un algoritmo tabu especifico para el SDV RP, los
resultados obtenidos mejoraran considerablemente. En el momento de redactar
esta memoria no disponemos todavia de una version de busqueda tabu para
nuestro problema. Su disefio forma parte de lo que consideramos futuras lineas
de investigacion sobre el tema.
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| Nombre I n ] CVRP ] KCVRP [SDVRP _LKSDVRP I
S50P3D1 | 50 468 3 464* 3
S50P2D2 | 50 757 9 754 9
S50P3D3 | 50 985 15 990 15
S50P0D4 | 50 | 1684 30 1677 27
S50P5D5 | 50 | 1435 26 1440 23
S50P0D6 | 50 | 2520, coq | 50 2327 41
S75P2D1 | 75 594 4 626* 4
S75P9D2 | 75 | 1132 16 1147 15
S75P5D3 | 75 | 1512 23 1541 23
S75P2D4 | 75 | 2285 40 2257 37
S100P3D1 | 100 | 717 5 735 5
S100P6D2 | 100 | 1429 20 1437 20
S100PID3 | 100 | 1970 32 1975 31
S100P3D5 | 100 | 3140 54 2915 48
S150P0D1 | 150 | 968 8 954 8
S150P1D2 | 150 | 1986 31 1983 30
S150P3D3 | 150 | 2801 46 2783 45
S150P2D6 | 150 | 210 co; | 150 6458 119

o, es la distancia del depésito al cliente 1.

Tabla 8.2: Costes y numero de vehiculos de las soluciones de los problemas
aleatorios.

En la Tabla 8.2 presentamos los resultados obtenidos sobre un subconjunto
de la coleccién de problemas aleatorios que hemos generado.

Observamos que en algunos problemas la solucién obtenida con el algo-
ritmo del SDVRP es mejor que la que proporciona el algortimo tabu del
CVRP, veanse los problemas S50P2D2 y S50P0D4, en los que hay clientes
que comparten la demanda; sin embargo, esto no sucede siempre y, en algunos
casos, como ocurre con el S100P3D1, nos encontramos con que nuestro algo-
ritmo llega a una solucién del CVRP peor que la obtenida con el algoritmo
tabi. Como ya hemos comentado, el algoritmo no esta preparado para generar
una solucién con clientes que compartan la demanda a partir de una en la que
no los hay; esto podria explicar el hecho de que no se encuentre una solucién
mejor.

274



Tenemos otros problemas en los que la solucién del CVRP es mejor que
la del SDV RP, aunque la diferencia en coste queda, de alguna manera, pe-
nalizada por el hecho de que en el primero se utilizan mas vehiculos que en el
segundo, como por ejemplo el S100P1D3.

Por ultimo, remarcar que si se intentan resolver los problemas del grupo D6
como si fuesen instancias del CV RP, es imposible encontrar una solucién que
utilice menos vehiculos que clientes, ya que, al no poder compartir la demanda
necesitamos un vehiculo para cada vértice. Es evidente que utilizar el SDV RP
para este tipo de problemas supone un gran ahorro, tanto en lo que se refiere

al numero de vehiculos utilizados, como a distancia total recorrida. Ver por
ejemplo, el S50P0D6.

Hemos visto que en algunos problemas el coste al resolverlos como si se
tratasen de CV RP’s eés menor que si los resolvemos como SDV RP’s pero, el
nimero de vehiculos necesario es mayor. La pregunta inmediata que uno se
plantea es cuil de las dos versiones es mas apropiada, la respuesta es evidente,
depende de cudl sea el objetivo, minimizar coste o, minimizar el nimero de
vehiculos utilizados. Obsérvese que en determinadas situaciones el coste que
supone adquirir un vehiculo extra puede que no compense el ahorro en cuanto
a distancia total recorrida que se conseguiria utilizandolo.

En las Tablas 8.3 y 8.4 presentamos los tiempos en segundos de CPU con-
sumidos por el algoritmo para cada una de las instancias estudiadas, columna
Ts. El resto de tiempos corresponden a cada una de las fases en las que se
divide el procedimiento, concretamente:

e T indica el tiempo consumido para construir la solucién inicial.

e T tiempo invertido en aplicar el algoritmo de Lin y Kernighan en la
reoptimizacion del tour inicial y en la construccion de la solucién aso-
ciada.

e T; tiempo de construccién de la solucién recorriendo el tour (asociado a
la solucién actual) en sentido contrario.

e T, tiempo empleado para obtener las soluciones modificando el origen de
construccion de las rutas.

e Ts tiempo consumido por la fase de mejora cuando se aplica la primera
estrategia.
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l Nombre l T1 [ Tg I T3 l T4 I T5 I Ts I T7J Ts l

eil22 0.09 | 0.40 | 0.07 0.00 0.35 | 0.05 0.96
eil23 0.17 | 1.07|0.11 5.39 0.15 | 0.11 7.00
eil30 0.40 | 0.00]0.00| 17.73 | 1.13 0.27 | 19.53
eil33 068 1.67]0.39 | 14.58 0.67 | 0.22 | 18.21
eil51 0.45| 2.9810.45| 20.95 1.30 | 0.28 | 26.41
eilA76 | 0.53 | 23.90 | 0.57 | 49.32 1.78 | 0.38 | 76.48
e:lB76 | 0.43 | 26.18 | 0.54 | 37.50 0.8810.32| 65.85
eilC76 | 0.80 | 24.26 | 0.82 0.00 4.34 1 0.40 | 30.62
eilD76 | 0.48 0.80 17.13 1 0.39 | 18.80
etlA101 | 1.50 | 47.56 | 1.91 | 152.79 0.28 | 0.82 | 204.86
eiB101 | 0.60 0.62 | 70.39 16.73 1 0.31 | 88.65

Tabla 8.3: Distribucién de tiempos en el algoritmo.

o T tiempo consumido por la fase de mejora cuando se aplica la segunda
estrategia.

e T, tiempo invertido en la fase de reoptimizacién de las rutas de la dltima
solucién.

e T; tiempo total.

Como ya hemos mencionado, hemos aplicado el algoritmo calculando todas
las posibles soluciones alternativas antes de entrar en la fase de intercambios,
la capacidad de los vehiculos con la que hemos obtenido la primera solucion es
igual a Q y cada vez que mejoramos la solucién actual aplicamos el algoritmo
de Lin y Kernighan a cada una de las rutas.

Si el pardmetro que indica cudndo hay que aplicar el algoritmo de Lin y
Kernighan es igual a 1, en la fase de reoptimizacion final no es posible reducir
el coste de la solucion, por lo que, en realidad, la mejor solucién se obtiene en

Ts — T7 segundos de CPU.

Todos los problemas con un nimero de clientes inferior a 75 se han resuelto
en menos de 77 segundos, a excepcién del S7T5P2D1, que ha necesitado 161.02,
y de ellos, 125.92 se consumen generando las soluciones alternativas que se
obtienen modificando el origen de construccién de las rutas.
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I Nombre l T1 I Tz T3 l T4J Ts l T7 l E_J
S50P3D1 | 1.27 3.33]0.76 ] 43.46| 2.86]0.37 52.05 |
S50P2D2 | 0.32 2.840.29 | 14.72| 0.60 | 0.21 | 18.98
S50P3D3 | 0.22 2.5210.20| 1045 0.41 [ 0.16 | 13.96
S50P0D4 | 0.11 2.50 | 0.10 539 0.12]0.12 | 8.34
S50P5D5 | 0.13 2.73 1 0.11 6.46 | 0.10| 0.14 | 9.67
S50P0D6 | 0.05 2.80 | 0.05 1.96 | 0.67 | 0.03 | 5.56
S75P2D1 | 1.94 | 26.13 | 1.48 | 125.92 [ 4.92 | 0.63 | 161.02
S75P9D2 | 0.32 23.6 | 0.45| 34.74| 0.82 | 0.33 | 60.26
S75P5D3 | 0.27 | 25.00 | 0.33 | 23.51 | 0.19 | 0.28 | 49.58
S75P2D4 | 0.15| 23.68|0.20 | 14.68| 0.69 | 0.19 | 39.59
S100P3D1 | 2.63 | 48.18 | 1.94 | 235.89 | 2.28 | 1.08 | 292.00
S100P6D2 | 0.56 | 47.28 | 0.48 | 57.56 | 2.37 | 0.4 | 108.65
S100P1D3 | 0.39 | 47.63 | 0.41 | 38.49 | 2.91 | 0.34 | 90.17
S100P3D5 | 0.26 | 47.63 | 0.25 | 24.86 | 0.57 [ 0.21 | 73.78
S150P0D1 | 2.44 | 186.58 | 5.26 | 665.52 | 0.75 | 2.02 | 862.57
S150P1D2 | 0.85 | 160.63 | 0.95 | 147.89 | 2.95 | 0.71 | 313.98
S150P3D3 | 0.67 | 156.27 | 0.71 | 105.27 | 5.02 | 0.55 | 268.49
S150P2D6 | 0.13 | 160.85 | 0.15 | 21.32 | 13.91 { 0.14 | 196.5

Tabla 8.4: Distribucién de tiempos atendiendo a las diferentes fases del algo-
ritmo.
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La media de los tiempos totales es de 111.65 segundos. Observar que
solamente 5 de los 29 problemas resueltos tienen unos tiempos asociados por
encima de los 200 segundos.

La fase de construccion de soluciones variando el vértice inicial en el que
se comienza a construir las rutas, es la parte del algoritmo que consume el
porcentaje del tiempo del total mas elevado. La siguiente fase mas costosa
corresponde a la columna T,. Observamos que los tiempos de la fase de inter-
cambios son muy pequefios comparados con T, y Tj.

Una posible salida para conseguir tiempos mejores podria consistir en eli-
minar la generacion de las soluciones alternativas e intentar disefar otro tipo
de intercambios que contemplen situaciones mas generales y que sean capaces,
por lo tanto, de proporcionar mejores soluciones. Estos intercambios deberian
disefiarse de forma que corrigiesen las deficiencias del algoritmo detectadas
anteriormente.

En las Tablas 8.5 y 8.6 presentamos el coste de las soluciones que tene-
mos antes y después de aplicar los intercambios e incluimos el porcentaje de
reduccion conseguido via intercambios. También podemos ver el nimero de in-
tercambios que se realizan y los tiempos empleados para aplicarlos. Si conside-
ramos las instancias que se han resuelto con las mismas opciones del heuristico,
observamos que el problema que mas tiempo consume es el S150P2D6, que ne-
cesita 13.91 segundos.

Los tiempos en la fase de intercambios de los problemas eilD76 y eilB101
son, respectivamente, 17.13 y 16.73 pero obsérvese que estos problemas se
han resuelto con unas opciones distintas, de hecho, el nimero de intercambios
que se aplican es mucho mayor que el del resto de problemas; este resultado
queda plenamente justificado si tenemos en cuenta que la solucién con la que
iniciamos la fase de intercambios es mucho peor que la del resto de problemas.
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| Nombre | Antes | Heur. | % [ Cambios | Tiempo |

eld22 | 422 | 375 [11.14] . 7 | 0.35 |
eil23 604 | 576 | 4.64 1 0.15
eil30 575 | 516 | 10.26 7 1.13
eil33 845 | 838 | 0.83 4 0.67
eil51 572 | 532 | 0.70 6 1.30
eilA76 | 900 | 873 | 3.00 15 1.78
eilB76 | 1084 | 1060 | 2.21 7 0.88
eilC76 | 850 | 763 | 10.24 24 4.34
eilD76 | 7167 | 736 | 4.04 105 17.13
cilA101 | 874 | 874 0 1 0.28
eilB101 | 1160 | 1132 | 2.41 178 16.73

Tabla 8.5: Comportamiento del coste en el heuristico.

| Nombre | Antes | Heur. | % | Cambios | Tiempo

S50P3D1 477 464 | 2.73 5 2.86
S50P2D2 769 754 | 1.95 5 0.60
S50P3D3 | 1031 | 990 [ 3.98 8 0.41
S50P0D4 | 1677 | 1677 | 0.00 0 0.12
S50P5D5 | 1440 | 1440 | 0.00 0 0.10
S50P0D6 | 2329 | 2327 | 0.06 1 0.67
S75P2D1 655 626 | 4.43 10 4.92
ST5P9D2 | 1154 | 1147 | 0.61 3 0.82
S75P5D3 | 1548 | 1541 | 0.45 3 | 0.19
S75P2D4 | 2260 | 2257 | 0.13 3 0.69
S100P3D1 | 741 735 | 0.81 4 2.28
S100P6D2 | 1470 | 1437 | 2.24 11 2.37
S100P1D3 | 1989 | 1975 | 0.07 5 2.91
S100P3D5 | 2915 | 2915 | 0.00 0 0.57
S150P0D1 | 954 954 | 0.00 0 0.75
S150P1D2 | 1994 | 1983 | 0.55 3 2.95
S150P3D3 | 2811 | 2783 | 1.00 9 5.02
S150P2D6 | 6479 | 6458 | 0.32 6 13.91

Tabla 8.6: Comportamiento del coste en el heuristico.
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CONCLUSIONES

Los resultados obtenidos nos hacen pensar que merece la pena seguir tra-
bajando con esta nueva version del problema de Rutas de Vehiculos. Cabe
esperar que sumergir nuestro algoritmo dentro de un contexto de busqueda
tabu dara buenos resultados para un gran nimero de problemas, sobre todo
si disenamos un procedimiento que nos permita salir del Pcvgrp en aquellas
situaciones en las que, de esta manera, sea posible mejorar la solucién actual.
Creemos que, tal y como lo hemos implementado, no debe resultar excesiva-
mente complicado hacer una versién tabu del mismo.

Como se muestra en los ejemplos, el heuristico no unicamente funciona bien
para problemas con demandas muy ajustadas a la capacidad del vehiculo, sino
que también da buenos resultados en problemas con demandas generadas en

un intervalo del tipo:
d; € [[0.01Q], [0.1Q]]

Por otra parte, es evidente su utilidad en problemas no euclideos o en
aquellos en los que hay clientes cuya demanda excede la capacidad del vehiculo.

Sin duda, subsanar los defectos del algoritmo que hemos detectado, y pro-
bablemente otros que irdn apareciendo, conducira a una mejoria de la calidad
de las soluciones obtenidas. De nuevo, esto constituye por si sélo una nueva
linea relacionada con el tema en la que se puede seguir trabajando. Por el mo-
mento el procedimiento que hemos disefiado nos permite, en ocasiones, rebajar
la cota superior para el SDV RP que proporcionan las soluciones del CV RP.

En la siguiente seccién presentamos un algoritmo de planos de corte que
nos servird para contrastar la cota superior que proporciona el heuristico.
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8.2 Un algoritmo de Planos de Corte para el
SDVRP.

En la Seccién 3.1 hicimos una revision bibliogrifica de las publicaciones rela-
cionadas con el SDV RP. En una de ellas, concretamente en Dror et al. (1994)
[30], se propone un algoritmo de planos de corte para el problema.

Las restricciones utilizadas para formular el primer subproblema lineal, con
el que comienza el algoritmo, se extraen de una formulacion lineal entera del
SDV RP propuesta en el mismo trabajo.

Las caracteristicas principales de esta formulacion son las siguientes:

- se trata de una modelizacion del problema sobre un grafo dirigido,

- el nimero de vehiculos no es fijo. Su valor se determina a posteriori,
después de resolver el problema,

- utilizan dos tipos de variables: unas asociadas a la utilizacién o no de un
arco por cada uno de los vehiculos y otras que controlan la proporcion
de la demanda de cada cliente servida por cada uno de ellos.

El tipo de cortes que se afiaden en cada iteracion del algoritmo estan for-
mados, basicamente, por las variables asociadas a los arcos.

Si el algoritmo termina encontrando una solucién, que no es la éptima del
problema que se esta resolviendo, se acude a un Branch&Bound en el que, cada
vez que se encuentra una solucion entera no posible para el SDV RP, se procede
a identificar ciertas restricciones violadas. Si se encuentra alguna, se anade al
subproblema asociado y se continia con el esquema de Branch&Bound.

La cota superior inicial en el procedimiento de ramificacion y acotacion es
la que proporciona el heuristico de Dror y Trudeau (1989-90), [32], [33].

Aunque los autores hablan de un Branch&Bound, los resultados computa-
cionales que presentan en el trabajo parecen responder, inicamente, al nudo
cero del arbol de ramificacién puesto que, no dan, por ejemplo, ningin resul-
tado en torno al nimero de nudos explorados.
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Las dimensiones de las instancias con las que trabajan sonn =10, n = 15
y n = 20. Como desconocen los 6ptimos de los problemas, utilizan el porcen-
taje que se desvia la cota inferior con respecto a la superior para estimar el
GAP, cuya variacién oscila entre el 0% y el 9% en todos los problemas tests.
Sélamente toma el valor 0 en un problema con diez vértices. No presentan
ningun resultado relativo a los tiempos.

En esta seccién, proponemos un nuevo algoritmo de planos de corte para
el SDV RP que tiene en cuenta las restriciones de la relajacién R1, propuesta
en la Definicién 3.2 y, un caso particular de las restricciones de capacidad
generalizadas, introducidas en la Seccidn 5.4.4.

Antes de describir nuestro algoritmo, necesitamos introducir el concepto de
grafo solucion asociado a una solucién z de la relajacién lineal del problema
correspondiente a la formulacion R1. Llamaremos grafo solucion asociado a
una solucién z, al grafo inducido por las aristas para las que z, > 0 y lo
denotaremos por G(z).

ALGORITMO DE PLANOS DE CORTE

Paso 1.- INICIALIZACION. Hacer ¢ := 0. Sea PL; el problema de programacién
lineal siguiente:

Min cz
s.a:

Paso 2.- RESOLUCION DEL PL;. Resolver, utilizando un cédigo de programacién
lineal, el problema PL;. Sea z* su solucién dptima.

Paso 3.- IDENTIFICACION DE RESTRICCIONES VIOLADAS.

Paso 3.1.- Identificar sobre G(z') restricciones de capacidad violadas. Si se
encuentra alguna, ir al Paso 4.

Paso 3.2.- Identificar sobre G(z*) posibles restricciones de capacidad generali-
zada violadas. Si no se detecta ninguna PARAR.
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Paso 4.- ACTUALIZACION DEL PL;. Anadir al conjunto de restricciones de PL;
las restricciones encontradas en el paso anterior. Llamar PL;,, al pro-
blema resultante, hacer : := 1+ 1 e ir al Paso 2.

Si la solucién que se obtiene es entera, se podria recurrir al algoritmo
de reconocimiento de rutas, presentado en la Seccion 3.6, para averiguar si
corresponde a una solucién del SDV RP. En cualquier caso, el valor c'z' de la
ultima solucién es una cota inferior del 6ptimo del SDV RP.

Todo el procedimiento, incluida la fase de identificacion, es completamente
automatico. Los algoritmos utilizados para identificar las restricciones de ca-
pacidad y capacidad generalizada violadas, son una adaptacion al problema
del SDV RP de algunos algoritmos heuristicos disefiados para identificar este
tipo de restricciones en el contexto del CV RP, ver Augerat et al. (1995) [7]
para maés detalles.’

Queremos remarcar que los algoritmos que hemos adaptado son, precisa-
mente, los que se utilizaron en una fase inicial para resolver el CVRP. En
realidad, las experiencias computacionales sobre el CV RP indican que los al-
goritmos utilizados, en el articulo que hemos mencionado, funcionan mucho
mejor en el CVRP que los originales que son, precisamente, los que nosotros
hemos adaptado. Cabe esperar, por tanto, que su adaptacion al SDVRP
proporcione mejores resultados. Estos algoritmos explotan el hecho de que el
grado de los vértices es exactamente igual a dos, por lo que, implementar una
version que se pueda aplicar al SDV RP no es una tarea sencilla.

Como las ideas que han permitido implementar la fase de identificacion
no nos pertenecen, nos limitaremos a describir, brevernente, qué es lo que
hacen los algoritmos que hemos aplicado. Todos ellos se aplican sobre el grafo
solucion G(z'), que se obtiene a partir de la dltima solucién del algoritmo de
planos de corte.

Buscan, siguiendo diferentes estrategias, subconjuntos de vértices para los
cuales se comprueba la violacién de la restriccién de capacidad, o capacidad
generalizada, asociada tanto a ellos como a sus complementarios.

1Quiero agradecer a mi compaiiero de departamento J.Manuel Belenguer la ayuda pres-
tada a la hora de adaptar el algoritmo al que hemos aludido en el parrafo anterior. Sin
su colaboracién no hubiese sido posible obtener estos resultados con tiempo suficiente para
incluirlos en la memoria.
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ALGORITMOS HEURISTICOS DE IDENTIFICACION DE RESTRICCIONES
VIOLADAS.

o 1£L Procedimiento. Identificacién de las componentes conexas del grafo
solucién G(z'). Nétese que cada una de las componentes conexas que
no contienen al depédsito tienen asociada una restriccién de capacidad
violada.

o 22 Procedimiento. Considerar los subconjuntos de vértices formados por
cada una de las componentes conexas que resultan cuando se elimina el
depésito en el grafo G(z*).

o 3¢ Procedimiento. Para cada v € V \ {0} definir § = {v} y construir,
mientras sea posible, los conjuntos:

S:= SUV(§(S))

Para cada uno de ellos chequear si la restriccién de capacidad asociada:

2(6(5) > [A2)

se cumple o no.
o 492 Procedimiento. Sea S C V' \ {0}, y sea:

eS8
F(S) = z(6(5)) -2 o

Harche y Rinaldi (1991) [51] sugieren un procedimiento exacto basado en
el calculo de un flujo maximo para encontrar el conjunto S para el que
F(S) es minimo. Si F(S) < 0 entonces, tanto la restriccién de capacidad
asociada a S como la restriccion de capacidad fraccionaria,
d(S
(6(8)) 2 222
Q
se violan. Si F(S) > 0, la restriccién de capacidad fraccionaria no se
viola pero, si podria violarse la correspondiente cortadura de capacidad:
d(S)

z(8(5)) 2 2[—Q-1
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| Nombre | C.Sup. | PLy| C.Inf. | Iter. | Cortes | GAP |

eil22 375 257 375 7 83 0.00
ell25* 569 403 569 3 18 0.00
el 30* 510 317 508 12 114 0.39
ell3F* 835 523 | 831.667 | 11 237 0.40
el51* 521 392 513 17 377 1.54

elA76 1 873 535 | 777.0791 | 26 992 | 10.99
ellB76 t 1060 | 559 | 924.8713 | 22 1017 | 12.75
eilC76 t 763 523 | 705.115 | 32 965 7.59
eilD76 736 517 | 659.155 | 36 750 | 10.44
eilA101 t 874 619 | 767.1667 | 12 581 | 12.22
eiddB1011 | 1132 | 667 | 915.3214 | 11 547 | 19.14

Tabla 8.7: Resultados computacionales del algoritmo de planos de corte sobre
algunos problemas de la TSPLIB.

e 52 Procedimiento. Se comprueba si la particién de V' \ {0} que se obtiene
al tomar como W; cada una de las componentes conexas resultantes en
G(z') al eliminar el depésito, cumple o no la restriccién de capacidad
generalizada (presentada en la Seccién 5.4.4), asociada.

En las Tablas 8.7 y 8.8 presentamos los resultados obtenidos al aplicar el
algoritmo de planos de corte sobre la coleccién de problemas tests que venimos
estudiando a lo largo de este capitulo. Sélo hemos tenido en cuenta aquellos
problemas para los que n < 100.

La cota superior que presentamos en la primera columna es el coste de
la solucién obtenida con nuestro algoritmo heuristico, excepto para aquellos
problemas marcados con *. Para éstos, el valor que damos es, en realidad,
el coste de la solucién 6ptima, ocurre lo mismo con el eil22 pero, para este
problema, alcanzamos el éptimo con nuestro heuristico. Los valores de la
segunda columna son los valores 6ptimos de los PLg’s mientras que la tercera
contiene los obtenidos en la iltima iteracién del algoritmo de planos de corte.
Completamos las tablas con el nimero total de iteraciones del algoritmo y el
total de cortes que se han afiadido. La iltima columna contiene el porcentaje
de alejamiento de la cota inferior con respecto a la superior.
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Observar que la solucion obtenida con el heuristico para el €il22 es la so-
lucién Sptima de este problema. Como no contiene ningin vértice con de-
manda compartida, coincidira con la soluciéon 6ptima que se hubiese obtenido
si hubiésemos resuelto el problema como un CVRP.

El GAP medio es 10.81, ahora bien, para todos los problemas con menos
de 50 vértices esta por debajo de 11.26. Sin embargo, ndtese que si nos fijamos
inicamente en los resultados de la Tabla 8.7, el GAP de los problemas con este
tamaifio no supera el 1.54, lo cual nos hace pensar que, a poco que mejoremos
la cota inferior, seremos capaces de resolver 6ptimamente estos problema.

Recordar que el GAP alcanzado por Dror y Trudeau era menor o igual que
9 para problemas con un numero de clientes inferior a 20. Nosotros hemos
resuelto 6ptimamente las unicas dos instancias de 21 y 22 clientes que hemos
estudiado. El GAP obtenido para el eil30 es de 0.39 y el del eil33 de 0.4.

Por otra parte, como ya hemos mencionado, cuando es posible encontrar
soluciones del CV RP utilizando el minimo nimero de vehiculos, el coste de
estas soluciones es una cota superior para el SDV RP. Hemos observado que,
en algunos problemas, utilizando esta cota superior, en lugar de la proporcio-
nada por nuestro heuristico, se consigue reducir el GAP entre un 2 y un 3%,
en general, llegando incluso a un 6%.

Hemos marcado con el simbolo { todos aquellos problemas en los que el
algoritmo terminé porque se encontré con problemas de memoria. Concreta-
mente, CPLEX no tenia, en ningin caso, suficiente espacio para almacenar
la traspuesta de la matriz de coeficientes. Este es uno de los motivos por
los que no hemos aplicado el algoritmo a problemas con mas de 100 vértices.
Obsérvese ademas que, precisamente, éstos son los problemas para los que el
G AP superaba el 15% por lo que, cabe pensar que si solucionamos el problema
de la memoria podremos mejorar considerablemente estos valores.

Notar que el nimero de coeficientes no nulos en la matriz de restricciones
es muy elevado y esto aumenta considerablemente la dificultad para resolver
instancias a partir de un determinado tamaifio. De hecho, para obtener las cotas
de los problemas con mas de 50 clientes tuvimos que fijar, en 50, el nimero
maéximo de cortaduras de capacidad violadas que se podian afiadir en cada
iteracion del algoritmo. Al intentar resolver el eil5! ya nos encontramos con
problemas de memoria y con un nimero de cortes cuyos coeficientes superaban
los limites internos del CPLEX en cuanto a elementos no nulos admisibles.
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| Nombre | C. Sup. | PLo| C.Inf. | Iter.| Cortes | GAP |

S50P3D1 464 384 | 454.333 | 13 | 228 2.08
S50P2D2 154 408 | 677.428 | 21 588 | 10.16
S50P3D3 990 432 | 904.055 | 32 960 8.68
S50P0D4 1677 | 480 | 1521.168 | 53 1510 | 9.29
S50P5D5 1440 | 464 | 1277.787 | 50 1490 | 11.26
S50P0D6 2327 | 536 | 2112.153 | 60 1701 | 9.23
S75P2D1 626 499 | 583.625 | 11 279 6.77

S75P9D2 1147 | 565 | 955.2365 | 20 988 | 16.72
S75P5D3 t 1541 613 | 1237.003 | 20 986 | 19.73
S75P2D4 { 2257 | 697 | 1800.232 | 22 1185 | 20.24
S100P3D1 735 595 | 701.189 | 17 528 4.60
S100P6D2 { | 1437 | 715 | 1091.664 | 13 648 | 24.03
S100P1D3 t | 1975 | 803 | 1486.261 | 13 648 | 24.75
S100P3D5 ¢ | 2915 | 939 | 2120.523 | 13 649 | 27.25

Tabla 8.8: Resultados computacionales del algoritmo de planos de corte sobre
los problemas aleatorios.

En cualquier caso, los resultados obtenidos no son en absoluto desalenta-
dores. Utilizando la libreria de funciones del CPLEX en lugar del CPLEX
interactivo y, gestionando adecuadamente los limites en cuanto a elementos
no nulos y nimero de restricciones que se pueden anadir en cada iteracion,
junto con la posibilidad de trabajar utilizando s6lamente un subconjunto de
variables, conseguiremos mejores resultados para todas aquellas instancias en
las que se terminé a causa de la falta de memoria.
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8.3 Un algoritmo exacto para el SDV RP.

Como no conocemos de la existencia de ningun algoritmo exacto para el
SDV RP pensamos que seria adecuado disefiar alguno que nos permitiese en-
contrar las soluciones éptimas de los problemas que estamos estudiando. Pre-
cisamente de esto es de lo que nos vamos a ocupar en esta seccion.

Dror et al. (1994) [30], presentan un esquema de Branch&Bound para
resolver el SDV RP utilizando la formulacion del problema que proponen en el
mismo trabajo. Cada vez que la solucién optima de uno de los subproblemas
del arbol de ramificacién es entera, someten dicha solucion a un proceso de
identificacién de restricciones violadas y las afiaden al conjunto de restricciones
originales del problema asociado a ese nudo.

El motivo por el cual se plantean la busqueda de restricciones violadas
sélamente cuando encuentran soluciones enteras no es otro que el de simplificar
el proceso de identificacién. Nosotros también hemos utilizado la misma idea
a la hora de diseiiar el algoritmo que vamos a describir a continuacion.

No obstante, antes de continuar, queremos hacer hincapié en el hecho de
que en el articulo de Dror y Trudeau no hay ningin tipo de resultados com-
putacionales relacionados con su Branch&Bound.

ALGORITMO EXACTO

Paso 1.- Inicializacion. Sea PLg el problema lineal que se obtiene al final del
algortimo de planos de corte descrito en la seccién anterior y  su solucién
éptima. Si z es entera hacer i := 0, ' = z e ir al Paso 2.

En otro caso resolver el problema lineal entero que se obtiene al anadir
la condicién de integridad de las variables al problema PL,. Sea z° su
solucién 6ptima. Hacer i := 0 e ir al Paso 2.

Paso 2.- Test de posibilidad. Resolver el problema de identificacion de restriccio-
nes violadas sobre el grafo G(z*). Si no se encuentra ninguna desigualdad
violada, la solucién z* es la solucién 6ptima del SDV RP.

En otro caso, anadir todas las restricciones encontradas al conjunto de
restricciones del PL; y llamar PL;,, al problema resultante. Hacer
t =1 4+ 1.
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Paso 3.- Resolucion del PL;. Resolver utilizando un cédigo de programacion li-
neal entera el PL; después de afadir las restricciones de integridad de
las variables. Sea z* su solucién 6ptima. Ir al Paso 2.

Observar que, si fuésemos capaces de resolver exactamente el problema de
identificacién (Paso 2), el esquema algoritmico que acabamos de plantear seria
un procedimiento exacto para resolver el SDV RP.

Desafortunadamente esto no es posible, en primer lugar porque el problema
de identificacién es, por si sélo, un problema dificil ? y, en segundo lugar,
porque no conocemos una formulacién lineal entera del SDV RP que utilice
dnicamente las variables de la formulacién R1.

"Por lo tanto, tendremos que conformarnos con una versién relajada del
mismo, lo que tendremos entonces no es un algoritmo exacto sino un procedi-
miento nuevo que nos permitira mejorar la cota inferior. Para ello sustituire-
mos el Paso 2 por el siguiente:

Paso 2.- Si no se detecta ninguna restriccién violada sobre el grafo G(z'), ir al
Paso 4.

En otro caso, afadir al conjunto de restricciones del PL; todas las que se
hayan encontrado. Llamar PL;;, al nuevo problema lineal e ir al Paso

3.

Paso 4.- Si es posible encontrar un conjunto de rutas asociado a z' que defina una
solucién del SDV RP, z* sera la solucién 6ptima de nuestro problema y
su coste, el valor 6ptimo del SDV RP.

En otro caso el coste asociado a z* es una cota inferior del éptimo del

SDV RP.

Evidentemente la versién que hemos utilizado para resolver nuestros pro-
blemas es la relajada.

El c6digo de programacién lineal entera que hemos utilizado es el de CPLEX
[25]). La fase de identificacién de restricciones y reconocimiento de rutas la he-
mos llevado a cabo manualmente.

2Harche y Rinaldi (1991) [51) demuestran que identificar las restricciones de capacidad
violadas en el CV RP es un problema NP
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| Nombre | Coste | Iter. | Cortes |
eil30 510 10 10

eil33 835 17 17
eil51 521 25 57

Tabla 8.9: ()ptimos de algunos problemas de la TSPLIB.

En la Tabla 8.9 presentamos los resultados obtenidos sobre la coleccién
de problemas de la TSPLIB con n < 50. Todas las soluciones alcanzadas
han resultado ser soluciones posibles del SDV RP y por lo tanto 6ptimas.
Ademas, éstas son, junto con el eil22 y el eil23 las instancias del SDV RP que
hemos resuelto éptimamente y, hasta donde sabemos, las unicas resueltas por
el momento.

Obsérvese que en cada iteracion se resuelve un Branch&Bound, esto implica
que la complejidad para resolver los problemas aumenta exponencialmente con
respecto al tamaio de las mismas.

El siguiente objetivo deberia ser disefiar un algoritmo de Branch&Cut que
nos permita mejorar la cota inferior actual y obtener soluciones enteras del
problema. No obstante, no podemos olvidar el hecho de que las variables z
con las que estamos trabajando no nos permiten garantizar que cualquiera
de las soluciones enteras obtenidas utilizando un Branch&Cut sea la solucion
6ptima del SDV RP.

Recordar que las restricciones conocidas por el momento (que utilizan séla-
mente las variables z), no definen una formulacién lineal entera de nuestro
problema.

Llegado este punto podriamos plantearnos abandonar la relajacién con la
que estamos trabajando, sin embargo, comparando los resultados que hemos
obtenido con los que presentan Dror y Trudeau podemos permitirnos descartar
esta idea.

Obsérvese que, pese a que ellos trabajan con una formulacién lineal entera

del problema, no obtienen mejores resultados que nosotros, el tamaifio de las
instancias que resuelven 6ptimamente no pasa de los 10 clientes y sélo la aplican
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a instancias con menos de 20.

La decisién de implementar un algoritmo de Branch&Cut basada en la
relajacion R1 tiene sentido si tenemos en cuenta que para problemas cuyos
tamafios no son excesivamente grandes el problema de reconocimiento de las
rutas se podra resolver ficilmente, incluso, visualmente.

Por otro lado, si mejoramos el algoritmo heuristico presentado en la seccién
anterior, dispondremos de una cota superior que cuando coincida con el valor
alcanzado aplicando el Branch&Cut al mismo problema, nos permitira conocer,
al menos, el valor del 6ptimo del problema que estemos resolviendo.

Completando los dos algoritmos anteriores con un procedimiento heuristico
de reconocimiento de rutas podremos enfrentarnos con problemas de tamarfios
mas grandes. Recordar que el método de reconocimiento de rutas diseiiado
en la Seccién 3.6 consistia en resolver un problema lineal entero. Resolverlo
puede llegar a ser tan dificil como resolver el problema original, lo que justi-
fica, de nuevo, la busqueda de algoritmos heuristicos para encontrar soluciones
posibles.
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