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Exordio

or el mero hecho de mirar al cielo, ya nos vemos implicados en la
astronomia. Posiblemente son muy pocas las personas que no han
contemplado nunca las estrellas y meditado un poco en los
misterios del Universo y en el lugar que en ¢l ocupa el hombre. La
astronomia refiere una historia fascinante, que comenz6 hace
milenios, cuando nuestros antepasados hominidos alzaron por primera vez la
vista al cielo y quedaron perplejos ante la contemplacién de aquellos fuegos

desconcertantes.

La ciencia de la astronomia nos ha descubierto horizontes insospechados,
y gracias a ella conocemos nuestro lugar en el Universo. La Tierra, sobre cuya
superficie vivimos, es un simple miembro de una familia de planetas que giran
alrededor del Sol, el cual es una de tantas estrellas del enorme sistema estelar
que es nuestra galaxia. A su vez, la Via Lactea es tan s6lo un punto de luz en
medio de la infinitud de galaxias y cumulos de galaxias que se extienden por
los confines del universo observable, algunas de ellas tan lejanas que su luz
tarda miles de millones de afios en llegarnos; el universo observable tiene una
extension del orden de 1023 kilometros. En medio de esta vastedad, la Tierra

y el hombre parecen, ciertamente, insignificantes.

No obstante, si miramos al otro extremo de la escala, el hombre ya no
nos parece tan pequefio. El &tomo tiene un didmetro del orden de 10'l0metros,
mientras que el nacleo, formado por protones y neutrones, es diez mil veces
menor (10*KH m). Pero precisamente la explicacion de los gigantescos y
sorprendentes fendmenos que se observan en el escenario astrondmico proviene
de aqui, de la fisica de lo muy pequefio. El hecho de que esto sea asi ha
permitido abrir nuevas ventanas de observacidén del Cosmos, ademas de la ya
clasica de la astronomia Optica. Tal es el caso de la radioastronomia (que se
inicié a principios de los afios 30), o de la astronomia de altas energias (rayos
X y y); esta ultima, sin duda, es la rama que més ha contribuido a nuestro

conocimiento del Universo en los ultimos 30 aifios.

El desarrollo de las técnicas de deteccion de los rayos X y y provenientes

de fuentes celestes tuvo lugar después de la II Guerra Mundial, cuando



9 Exordio

comenzé a desarrollarse la tecnologia adecuada, y tras la aparicién de la
posibilidad de situar instrumentacién fuera de la atmésfera (globos sonda y
satélites principalmente). Aqui cabe citar que es imposible realizar astronomia
de rayos vy desde tierra firme, pues, para energias no muy altas, los fotones
interaccionan de forma significativa con la parte alta de la atmésfera, siendo
incapaces de alcanzar la superficie terrestre; tal es asi que, por ejemplo, a una
altura aproximada de 40 km -la altura tipica de trabajo de los globos sonda-,
los fotones:de 100 keV ya han sido absorbidos en un factor 1/e.

En los 60 fueron lanzados a bordo de globos estratosféricos y cohetes los
primeros detectores de rayos X, que ya midieron flujos de radiacién de alta
energia de origen extraterrestre; se descubri6 que el Sol emitia radiacién X, y,
en 1962, se descubrié Scorpio X-1, la fuente de rayos X més brillante del cielo.
En 1970 fue lanzado el primer satélite dedicado a la astronomia de rayos X: el
Uhuru. El Uhuru revel6 la existencia de un gran ntimero de fuentes de alta
energia, insospechadas hasta entonces, y se confeccionaron los primeros
catdlogos y mapas del cielo en estas frecuencia. Este descubrimiento cambié
radicalmente la concepcién que hasta ese momento se habia tenido del
Universo; era mucho mas violento de lo que hasta entonces se habia supuesto.

Debido a la naturaleza muy energética de los rayos y (y X duros), las
técnicas de focalizacién convencionales por medio de lentes son del todo
imposibles. Este fenémeno retrasé la aparicién de la astronomia de rayos ¥,
pues fue necesario desarrollar nuevas técnicas para la formacién de im4genes
en este rango del espectro. Estas técnicas surgieron por fin cuando se desarroll$
el concepto de méascara codificada, que nos proporcioné una nueva herramienta
para formar imAgenes y, con ello, hacer astronomia.

Asi aparecieron recientemente misiones de rayos Y que usaban teoria de
- -maéscaras- -codificadas, -como la misién francesa SIGMA, a bordo de la -
plataforma rusa GRANAT, que, puesta en érbita en 1989, fue la primera
misién de rayos y operando en el espacio, o el GRO (Gamma Ray Observatory).
Tales misiones mejoraron significativamente nuestro conocimiento del Universo
en este rango energético e impulsaron el desarrollo de nuevas misiones. Este
mismo espiritu anima al proyecto LEGRI (Low Energy Gamma Ray Imager)
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cuyo objetivo es la astronomia de rayos y blandos (20 - 100 keV). LEGRI volara
a bordo de la plataforma Minisat 01, la primera misién del programa Minisat
del IN.T.A. (Instituto Nacional de Técnica Aeroespacial "Esteban Terradas"),
y sera lanzado en 1996.

En este trabajo se describe el proyecto LEGRI y someramente el
programa Minisat. Se hace un estudio en profundidad de la teoria de mascaras,
y se analizan y desarrollan técnicas de reconstruccion de imagenes
(principal objetivo de este trabajo), aplicdndolas al caso concreto del telescopio
LEGRI y estudiando otros efectos asociados que afectan a la reconstruccién de
la imagen.
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Capitulo 1: La mision

1.1 Isagoge

os resultados suministrados en los ultimos afios por misiones de
rayos gamma han hecho posible un significativo avance de
nuestro conocimiento del Universo en el campo de la astronomia
de rayos y [1]. Resulta de interés el resumir aqui brevemente los
puntos que pueden tener consecuencias importantes en lo

referente al desarrollo de futuras misiones en este campo:

a) Las fuentes de rayos X duros y rayos y muestran un elevado grado de

variabilidad, en numero e intensidad.

b) Aunque el nimero de fuentes yes relativamente bajo, existen regiones
del cielo (p. ej. el Centro Galactico) donde la relativamente elevada
densidad de emisores y da lugar a problemas a la hora de poder

identificar tales fuentes y relacionarlas con sus homodlogos en otras

longitudes de onda.

c) Los espectros de muchas de las fuentes y celestes conocidas
actualmente indican la presencia de rasgos caracteristicos para cada una
de ellas, a la vez que una gran variabilidad en 'la intensidad de las

mismas.

Esto puede traducirse en tres requerimientos clave para las futuras

misiones que estudien las fuentes y celestes:
1) Capacidad de formacion de imdgenes con buena resolucidon angular.

2) Buena resolucion energética, de forma que se puedan estudiar los

espectros emitidos por las fuentes celestes.

3) Mejora de la sensibilidad respecto de misiones anteriores, para

localizar fuentes desconocidas.
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El proyecto LEGRI surge asi, nacido de una colaboracién entre diversas
instituciones espaiiolas y britanicas, como una misién que pretende cubrir estos
objetivos, realizando astronomia de rayos v en el rango de 20 a 100 keV (justo
en la frontera de los rayos X y v), y, principalmente, como una misién de
demostracién tecnoldgica en la que se pretenden probar los nuevos detectores
de yoduro de mercurio, Hgl,, y teluro de cadmio dopado con zinc, CdZnTe, en
condiciones de espacio en vistas a su viabilidad en futuras misiones.

- La colaboracién LEGRI propuso, pues, al Instituto Nacional de Técnica
Aeroespacial (ILN.T.A.), un telescopio de rayos y que hace uso de una mascara
codificada como sistema de formacién de imagenes, y una matriz 10x10 de
detectores de Hgl, y CdZnTe como detectores de posicién, como carga util para
la primera misiéon del programa Minisat. Estd previsto que LEGRI vuele a
bordo de Minisat 01 en 1996, en una misién de dos afios de duracién.

1.2 El programa Minisat

Los sistemas convencionales de satélites estan compuestos de dos partes,
formando un conjunto inseparable: el médulo de servicio (o plataforma) y la
carga util. Todas y cada una de las partes del médulo de servicio estan
exclusivamente creadas para la misién que van a realizar, y esto encarece
notablemente los costos de fabricacién. Tanto es asi que el situar un satélite en
el espacio queda fuera del alcance de la mayoria de los paises, y sélo es posible
costearlo colaborando diversas entidades y paises entre si y, por lo general,
disponiendo de la ayuda de la financiacién estatal. Esto crea situaciones muy
inestables, pues si una fuente de financiacién desaparece o un miembro de la
colaboracién se retira, todo el proyecto corre el peligro de desaparecer y es

necesario reajustes y concesiones a la economia para que éste pueda seguir

adelante.

El Instituto Nacional de Técnica Aeroespacial, que es el organismo oficial
espafol encargado de las investigaciones y desarrollo en el campo aeroespacial,
ideé el programa Minisat para evitar esto. En lugar de desarrollar un médulo
de servicio diferente para cada misién, se desarrollaria una plataforma tnica
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y estandar a la cual deberd adaptarse la carga util. Esto permite que el costo
de su fabricacidn, al realizarse en serie, resulte muy inferior al de un satélite
convencional. Con este programa, Espafia es el primer pais en ofrecer minisa-
télites de menor costo y mayores prestaciones, a los que podran acceder
facilmente universidades y empresas al no estar ya unida intrinsecamente el

modulo de servicio a la carga util.

Minisat es una plataforma multiproposito inscrita dentro del segmento
de los minisatélites (masas comprendidas entre 100 y 500 kg). Minisat y sus
subsistemas son de disefio modular, y tiene unas interfaces estdndar con el
moédulo de carga util. Asimismo, al producirse en serie, Minisat presenta una
mejora muy significativa en la capacidad en tiempo para preparar una mision:
2 afios (tipicamente, una misién convencional requiere un tiempo de

preparacion de unos 10 afios).

En la figura 1.1 podemos ver un dibujo de la plataforma Minisat, con la

explicaciéon de cada una de sus partes.

1) Plataforma superior UTIL

2) Sensor solar

3) Unidad de control
de potencia

4) Unidad de distribuciéon
de potencia

5) Bateria

6) Magnetopar

7) Electronica del volante

8) Volante de inercia

9) Ordenador

10) Transpondedor

11) Plataforma inferior

12) Magnetémetros

13) Paneles exteriores

14) Soportes

Figura 1.1: Plataforma Minisat 01.
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Minisat también serd innovador y econdémico en cuanto a su sistema de
puesta en 6Orbita, aprovechando el hecho de ser un minisatélite, y por tanto de
poco peso. En lugar de ser puesto en 6rbita con un lanzador convencional que
despega desde tierra (ej.: Arianne, Proton, Space Shuttle, etc...) serd puesto en
orbita con un misil balistico lanzado desde el fuselaje de un avidon de carga (el
proceso se explica en la figura 1.2). El lanzador que portaréd el satélite en la
primera misién Minisat serd un cohete Pegasus XL, pero para las subsiguientes

misiones Minisat, el LN.T.A. ha desarrollado uno propio: el Capricornio.

Separacion de Minisat en: Carga til
Encendido de la T=682.5 s
tercera fase en: Plataforma
T=557s
V=5050 tn/s Antena

Desplegado

Apagado de la de Minisat Orbita:

tercera fase e altitud 600 km

inyeccién en inclinacién 28.5 P

érbita en: anel solar

T=662.5 s

‘ll)esprendlmlento H=600 km
e la segunda V=7558 m/s
fase en:

T=546s

H=590 km

El lanzamiento del cohete Pegasus
se efectuara desde el fuselaje de
un avién de carga L-1011 en:
T=0 s

Desprendimiento de la H=11582 m altitud

cofia de proteccién en: V=0.79 mach

T=120.4 s

H=110 km

Encendido de la
segunda fase en:

T=87.1 s
V=2900 m/s
Encendido de la
Desprendido primera fase en:
de la primera T=5 s
fase en: H=11473 m altitud

T=86.3 s
H=78000 m altitud

Figura 1.2: Lanzamiento de Minisat 01.

Las caracteristicas generales de la mision Minisat 01 son las siguientes:

Masa

* Mdédulo basico: 100 kg.
» Cargas utiles: 100 kg.
» Total: 200 kg.
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Potencia

® Bus no regulado: 28 V.

¢ Potencia por panel: 45 W.

* Nimero de paneles solares: 4

® Consumo del médulo basico: 60 W.
e Consumo de la carga 1til: 40 W.

* Datos
® Moédulos de memoria: 32 Mb.
® Memoria total: 32 Mb.
e Velocidad de transmisién a tierra: 1 Mbps.
¢ Banda de telemetria: S
* Potencia del transpondedor: 5 W.

Actitud
¢ Estabilizacién: 3 ejes.
¢ Error de apuntamiento: 3°

Orbita

e Altitud: 600 km

¢ Inclinacién: 28.5°
¢ Periodo: 96 min.

La carga 1til del Minisat 01 constara de:

e EURD: Estudia la radiacién difusa del medio interestelar en el
extremo ultravioleta, el cual estd siendo desarrollado por un equipo
cientifico internacional compuesto por el LN.T.A. (Espafia), y la
Universidad de Berkeley, California (EEUU).

e CPLM: Estudia el comportamiento de puentes liquidos en

microgravedad y est4 siendo desarrollado por la Universidad Politécnica
de Madrid.
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* LEGRI (Low Energy Gamma Ray Imager): Estudia la radiacién vy
de baja energia (20 - 100 keV) de diversas fuentes. Utiliza detectores
Hgl, y CdZnTe.

1.3 Objetivos cientificos de LEGRI

-

Como ya hemos indicado en el punto 1.1, una capacidad de formacién de
imé,c;renes precisa, asi como una alta sensibilidad, es un requerimiento
primordial para la astronomia de rayos Y. La localizacién precisa de los
emisores Y es crucial para poder identificar sus homélogos en otras longitudes
de onda [2].

Existen numerosos escenarios celestes [3] que son objeto de estudio de la
astronomia de rayos X duros - rayos v, y por tanto de LEGRI:

e Pilsares, como el de la nebulosa del Cangrejo.

¢ Binarias conteniendo un objeto compacto (estrella de neutrones o
agujero negro), cuyas emisiones provienen del disco de acrecién de
materia, que cae a gran velocidad sobre el objeto compacto proveniente

de la estrella vecina.
¢ Novas o supernovas, que producen chorros de rayos Y.

e Estallidos de rayos v, al parecer provenientes de estrellas de neutrones
en nuestra galaxia, si bien también se sugiere que puedan ser de origen
extragalactico. De interés es también averiguar si vienen acompafiados
de estallidos en el visible.

¢ El centro galactico, un lugar donde parece haber un objeto compacto
enormemente masivo, pues entre otros indicios aparecen fuertes lineas
de 511 keV, provenientes casi con seguridad de una tnica fuente. El
centro galactico es un lugar especialmente interesante, pues en sus
cercanias (en el entorno de unos pocos grados en su direccién)
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encontramos fuentes X y vy variables en el tiempo en un factor 2 6 3, si
bien los datos de GRANAT sugieren que tal vez incluso en factores
mucho mayores.

¢ Radiacién difusa y de fondo, de origen atin desconocido.

¢ La emision difusa gal4ctica y fuentes extensas proveen un medio para
conocer la composicién del medio interestelar, a través de:

1) Emision de lineas v provenientes de la desintegracion de los
radiois6topos producidos durante la nucleosintesis estelar (ver

tabla I).
Cadena de Vida media Emisién
desintegracién (afios) (keV)
"Co=""Fe 0.742 14, 122, 136
UTi=*Sc=*Ca 47.3 68, 78, 511, 1157
OFe=5Co=Ni 1.44-10° 59, 1173, 1332

Tabla I: Emisiones 7y del medio interegtelar.

ii) Emisién de lineas vy procedente de las desexcitaciones nucleares
tras la interaccion de materia interestelar con rayos césmicos.

iii) Inyeccién de elementos pesados debido a la explosion de
supernovas.

¢ Galaxias de nucleo activo. - Coee e

En este marco, la regién de 20 a 100 keV tiene particular importancia
[4]. Informacién astrofisica inica relativa a excitacién nuclear, radioactividad,
emisién de ciclotrén y formacién de lineas se halla contenida en esta regién del
espectro electromagnético. Para muchos objetos astronémicos, es muy
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importante determinar el fin de sus colas en rayos X, y al revés, determinar la
posible prolongacién en rayos X de objetos y-emisores bien conocidos. La
extension de los espectros de las galaxias de nicleo activo (AGN) de la regién
de rayos X a mayores energias es fundamental para entender tan poderosos
emisores.

Pero, a pesar de la importancia de esta regién energética, un significativo
hueco aparece actualmente en la regién de 20 a 100 keV. La eficiencia de los
actuales detectores X y nuevas generaciones de CCD que actian en esta region,
cae abruptamente al llegar a los 20 keV. Y muchos instrumentos basados en
centelleadores estdn limitados a operar por encima de los 100 keV. Este hueco
pretende ser llenado ahora por LEGRI.

1.4 Objetivos tecnologicos de LEGRI

La deteccién eficaz de radiacién requiere materiales con un ndmero
atéomico efectivo alto (alto poder de frenado), tanto mayor cuanto mads
energética sea ésta (como es el caso de la radiacién 7y). La bisqueda de
detectores semiconductores eficaces para estas energias, de alto nimero
atémico efectivo, con buena resolucién energética, y que trabajen a temperatura
ambiente (es decir, que tengan un gap ancho, del ordeh de algunos eV) ha
mostrado que el Hgl, y el CdZnTe (en realidad Cd,¢Zn,,Te, es decir, un cristal
de CdTe en el que el 10% de los 4tomos de Cd ha sido sustituido por atomos de
Zn) se encuentran entre los mejores candidatos [5]; el compromiso alcanzado
entre propiedades de deteccién y posibilidades tecnoldégicas los sittian como
unas de las opciones mads interesantes de la actualidad.

Si comparamos estos nuevos materiales frente a los semiconductores
clasicos de Ge o Si, i) presentan un gran nimero atémico efectivo (mayor en el
caso del Hgl,); ii) no necesitan sistemas criogénicos, pues trabajan eficazmente
a temperatura ambiente (la energia de gap para el Hgl, es de 2.2 eV, y de 1.5
eV para el CdZnTe); iii) su enorme resistividad (>10° Q cm) y baja capacidad
hacen que la corriente de fuga sea lo suficientemente baja como para presentar
una aceptable relacién sefial-ruido, situando la resolucién alcanzable en valores
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muy aceptables, intermedios entre los centelleadores de Nal y los
semiconductores de Ge (~0.38 keV para el Hgl, y ~0.5 keV para el CdZnTe,
para una energia de 5.9 keV y temperatura ambiente).

Estos detectores presentan una resistencia a dafios producidos por
radiacién superior a la de sus competidores (mayor en el caso del Hgl,),
propiedad de gran utilidad en condiciones de espacio. Los Hgl, [5] se han
probado bajo dosis de fotones de 40 keV con tasas de contaje mayores de 102
fotones cm? s sin ningin deterioro; asimismo se ha demostrado que estos
detectores resisten sin dafio dosis de 10 protones cm? de 10 MeV. Tampoco
se han presentado problemas de empeoramiento interno en los Hgl, durante
periodos de siete afios trabajando a temperatura ambiente de forma eficiente,
ya que, al no ser la polarizacién un fenémeno intrinseco de este detector,
presenta una vida 1til mas larga. Por su parte, los CdZnTe [6] no presentan
fenémeno de deriva con el tiempo, y han sido expuestos a flujos neutrones de
energias de varios MeV, en cantidades de 10'° neutrones/cm?, encontrandose
una pequefia cantidad de activacién, pero sin degradacién de la respuesta del
detector. Ademas el crecimiento de dicho material es mas sencillo que el de los
Hegl,.

De esta forma, el principal objetivo tecnolégico del proyecto LEGRI es
probar el comportamiento en el espacio de un telescopio,de rayos vy basado en
estos detectores, con capacidad de realizacién de imagenes en el rango de los
20-100 keV, y hacer un estudio comparativo en igualdad de condiciones de estos
dos detectores. El instrumento tiene también un marcado caricter de
demostraciéon de tecnologia cara a futuras misiones de astronomia y. En
definitiva, se pretende:

® Demostrar la viabilidad tecnolégica de construir telescopios de rayos

~-vde nueva generacién, optimizados para la zona 20 - 100 keV; utilizando - -

detectores de Hgl, o CdZnTe.

¢ Probar la capacidad de estos detectores para operar eficientemente en
condiciones de espacio.
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¢ Estudiar la capacidad de supervivencia en condiciones de espacio y
evaluar los factores de degradacién de la respuesta con el tiempo.

¢ Realizar un estudio comparativo de prestaciones y resistencia en estas
condiciones de ambos materiales.

1.5 Descripcion de LEGRI

El sistema LEGRI (Low Energy Gamma Ray Imager) estd compuesto de
las siguientes unidades:

e Un detector de rayos v sensible a la posicién, formado por una matriz
de 10x10 unidades detectoras (80 de Hgl, y 20 de CdZnTe), con una
separacién entre centros de detectores de 1.2 cm, un colimador y un
blindaje pasivo.

e Una mascara codificada, formada por elementos de tungsteno
antepuesta al detector y paralela a él, localizada a 54 cm del plano

detector.

e Un sensor estelar que indica con precisién y de forma continua la
direccién de apuntado del sistema.

®* Una unidad de proceso digital y potencia extra que actuara como
interfaz con la plataforma para transmisién de potencia y datos.

e Una fuente de alto voltaje.
e El equipo de soporte y sé;g;uimiériti)iér;ﬁéxjrér (eIVScience O;)eratzon
Center 0 S.0.C.), situado en Valencia (ver apartado 1.7).

La disposicién del instrumental del proyecto LEGRI a bordo de la
plataforma Minisat 01 podemos verla en la figura 1.3.
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Unidad detectora

Unidad de
proceso digital
y potencia \
suplementari

Unidad Mascara
de alto codificada

Sensor
estelar

Figura 1.3: Unidades del sistema LEGRI a bordo de Minisat 01.

La posicion de la instrumentacidén a bordo de la plataforma es tal que la
direccion de apuntado tanto del telescopio como del sensor estelar sea siempre

ortogonal a la direccién donde se encuentra el Sol (eje solar).

La base del sistema la forman la unidad detectora y la mdascara; juntos

constituyen el telescopio de rayos y (ver fig. 1.4).

Colimador

Figura 1.4: Mascara y unidad detectora.
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El detector es una caja rectangular unida a la plataforma por cuatro
soportes de aluminio. El detector esta constituido por:

¢ Un blindaje pasivo (las paredes de la caja), para impedir la llegada de
radiacién a los detectores, exceptuando de la direccién de apuntado del
telescopio. El blindaje consta de varias capas (de dentro a fuera, 1 mm
de hierro, 0.5 mm de estafio, 0.25 mm de tdntalo y 2 mm de plomo) e
impide el paso de radiacién y por debajo de 100 keV. Protege asimismo

- la electrénica de interferencias electromagnéticas provenientes de otros
sistemas electréonicos a bordo del satélite.

¢ Un colimador de tdntalo de 5,85 cm de longitud y paredes de 0.25 mm
de grosor (ver fig. 1.4), colocado encima del plano detector, limitando el
campo de visién de tal forma que el plano detector reciba tan sélo
radiacién que previamente haya atravesado la méascara. Para proteger
los detectores de la luz visible, al fondo del colimador hay una ventana
de 50 micras de kapton, transparente a la radiacién gamma.

e El plano detector, formado por 80 monocristales de Hgl, de 0.5 mm de
grosor, cada uno de ellos con un 4rea ttil de ~0.25 cm?, y 20 CdZnTe de
1 mm de grosor y un area 1til de 1 cm? Est4n dispuestos formando una
reticula regular de 10x10 elementos, cuyos centros equidistan 1.2x1.2 cm.
Concretamente, la reticula estd formada por 10 estructuras de soporte
en forma de U, cada una de ellas con 10 detectores (ver en la fig. 1.4, en
sombreado, una de las "ues"). Cada una de las "ues" lleva incorporada
una tarjeta de electrénica analégica, comun a los diez detectores que
porta, con lo que cada "u" (cada grupo de una tarjeta y diez detectores)
conforman una unidad de deteccién independiente. Esto afiade modulari-
dad y flexibilidad al experimento. Dado que la electrénica es comin, en

“‘cada "u" los 10 detectores deberan tener caracteristicas electrénicas
similares. Las "ues" se disponen de forma vertical, para evitar posibles
deformaciones durante el despegue.

e La electrénica asociada a los detectores. Como hemos dicho, la
electrénica analdgica ird incorporada en las estructuras en forma de U
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que conforman el plano detector. Pero es necesaria una electronica
digital que actue como interfaz entre las seflales analdgicas recibidas por
el detector y la unidad de proceso digital. Esta electronica digital se halla

situada en el fondo de la caja del detector y no se muestra en el dibujo.

La mascara codificada es la que permite al detector obtener imagenes
(ver capitulo 2) y consiste en un conjunto de elementos opacos a la radiacidn,
hechos de tungsteno, situados en una estructura de panal de abeja o honeycomb
(ver fig. 1.5). El honeycomb es una estructura hexagonal hecha en Nomex
(cierto tipo de resina sintética), con una forma similar a la de un panal, de gran
resistencia a la tracciéon y deformacion, y que al mismo tiempo garantiza una
gran transparencia a la radiacion (por estar hueco) frente a otros materiales de
soporte. Los elementos de tungsteno se situan en huecos excavados en el
honeycomb y se cubren ambos lados por una piel de fibra de carbono, como se

ve en la figura 1.5, a fin de conseguir la rigidez mecénica adecuada.

Piel de fibra de carbono (0.5 mm)

Adhesivo

Elemento de tungsteno (1 mm)

Adhesivo

Honeycomb de Nomex (12 mm)

Adhesivo

Piel de fibra de carbono (0.5 mm)

Figura 1.5: Estructura de la méscara codificada.

El tamafo de los elementos de tungsteno es de 2.4x2.4x0.1 cm3,y estan
dispuestos formando una reticula de rellenos (lugares donde hay tungstenos)

y huecos (lugares donde no los hay) de 14x14 elementos (ver fig. 1.4), cuyos
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sl
centros equidistan 2.4x2.4 cm, es decir, justo el doble de la distancia que hay

entre los centros de los elementos del plano detector.

El patrén de elementos transparentes y opacos de la méscara es un
patrén MURA (Modified Uniform Redundant Array, ver apartado 2.8.4 y
figuras 1.4 y 2.23) 5x5, repetido en mosaico para llenar los 14x14 elementos de
la mascara. Dado que la separacién entre centros de los elementos de la
mascara es el doble que la que hay entre los elementos del plano detector, 2x2
elementos del plano detector equivalen, en tamaifio, a un elemento de la
mascara, es decir, el tamaifio del patrén base MURA 5x5 coincide con el tamafio
del plano detector (10x10).

En cuanto al sensor estelar, es una camara formada por una matriz de
310x287 fotodiodos (cada uno de 0.0196x0.016 mm?) y un sistema de lentes
ordinario, dando un campo de visién de 7° con una resolucién de 1’. Cada cierto
tiempo da una imagen en el 6ptico de los pixeles (estrellas) mas brillantes del
campo de visién, lo que permite al S.0.C. conocer con precisién la direccién de
apuntado del sistema (por comparacién de la imagen con mapas estelares).

En la tabla II se muestran las principales caracteristicas del sistema
LEGRL

Rango de energias 20-100 keV
Sensibilidad en el continuo 3 mCrab a 30 keV y 10° s (30)
Resolucion espectral AE/E = 0.13 a 30 keV
Capacidad de localizacion de 20

fuentes puntuales

Campo de visién I 160

Masa 30 kg

Potencia 20 W

Tabla II: Caracteristicas de LEGRI
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1.6 Orbita de LEGRI

De los tres instrumentos a bordo de Minisat 01, tan s6lo LEGRI requiere
una direccidon de apuntado, con lo que LEGRI, en principio, sera el que decida
la orientacion de Minisat 01. Dado que la direccion de apuntado de LEGRI debe
ser ortogonal al eje solar (y se mantendra el satélite bajo esta restriccion), el
apuntado se haré rotando el satélite alrededor de este eje. Esto implica que una
zona celeste dada serd accesible tan s6lo durante unos pocos dias, en intervalos
de 6 meses (ver fig. 1.6; en realidad, aunque no se refleje en la figura, el eje
solar es perpendicular al plano de la plataforma, de tal forma que los paneles
reciban el méximo de luz).

Orbita de la Tierra
alrededor del Sol

Orbita de Minisat 01
alrededor de la Tierra

Eje solar

Direcciones de apuntado
de LEGRI, ortogonales al
eje solar

Tierra

Figura 1.6: Orbita de Minisat 01 alrededor del Sol y la Tierra.

Los parametros de la 6rbita de Minisat 01 se muestran en la tabla III:

Excentricidad 0
Altitud 600 km (error de inyeccion £ 50 km a 3a)
Inclinacion 28.5° (error de inyeccion + 0.2° a 3a)
Periodo 96.69 minutos
Velocidad 7558 m/s
Orbitas por dia 14.89

Tabla III: Parametros orbitales de Minisat 01
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1.6.1 Ruido inducido en LEGRI

Dado que los cinturones de radiacién de Van Alien no comienzan hasta
los 1000 km de altura, la 6rbita de Minisat 01 hace que LEGRI no pase por
éstos, con lo que no se verd afectado por esta importante fuente de ruido. Sin
embargo, existe una fuerte anomalia del campo magnético terrestre a alturas
inferiores que si va a influir en LEGRI, la Anomalia del Atlantico Sur (AAS),
donde queda atrapada radiacion (electrones y protones principalmente) de
energias superiores a 30 keV. La o6rbita de Minisat atraviesa la AAS, como se

puede ver en las figuras 1.7, 1.8 y 1.9.

Al pasar por la AAS, los protones atrapados en ésta, principalmente,
inducirdn una radiacion en el material de LEGRI que ird creciendo con cada
pasada hasta saturarse y alcanzar un maximo, debida a la desintegracion de
isotopos de vida larga; los isotopos de vida corta producirdn una radiacidén
mucho mayor, pero al ser de corta duracidén (y dado que los datos tomados por
LEGRI durante el transito por la AAS no se considerardn) ésta no influira, por

haber desaparecido cuando LEGRI vuelva a tomar datos ttiles.

85+

U o

104 IB

-60*

-85+
- 180« - 150" - 120" -90" -60" -30" 0" 30" 60" 90" 120" 150" 180"

Figura 1.7: Anomalia del Atlintico Sur. Contornos de flujo omnidireccional en electrones cm2 s 1
E > 1 MeV. Altitud 500 km.
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85%

60*

30%

_85%

- 180+ - 150+ - 120+ -90+ -60* -30+ 0% 30+ 60+ 90+ 120+ 150+ 180+

Figura 1.8: Anomalia del Atlintico Sur. Contornos de flujo omnidireccional en protones cm'2s'L. E > 30 MeV.
Altitud 500 km.

60°

30°

-30°

-60°
-90° -60° -30° 0o 30° 60° 90°

Figura 1.9: Trayectoria orbital de Minisat 01 en un dia. Altitud 600 km.
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La radiacién producida por estos is6topos de vida larga [7] (inducidos a
su vez por los protones atrapados en la AAS) producen en LEGRI un ruido del
orden de 5-10° cuentas cm? s keV!. También existen otras fuentes de ruido,
como son los protones césmicos, que dejan alguna sefial en los detectores, y
también inducen isétopos (aunque su contribucién es despreciable frente a la
de los protones atrapados); y la radiacién difusa de fondo de rayos v, que ya
mencionamos en el apartado 1.3, y que siguen la ley [8]:

-

% = 1.098:10%E 2® fotones s ! keV ! cm 2

Sin embargo, la contribucién principal al ruido es con mucho la debida
a la radioactividad inducida por los protones atrapados en la AAS.

1.6.2 Telemetria
En la tabla IV se muestra el anilisis de visibilidad de Minisat 01. Se dice

que Minisat es visible cuando es detectable desde la estacién en tierra de
Maspalomas y es posible el intercambio de informacién entre ambos.

Pasos al dia (elevacidn sobre el 5 (49% de las veces)
horizonte > 20°) 4 (51% de las veces)
Duracién del contacto | max. 8.5 min

min. 6.5 min
media 8.1 min

Pasos cenitales (elevacion sobre el 17% de los pasos
horizonte > 85°)

Tabla IV: Resultados de visibilidad === _

Dado que el experimento EURD a bordo de Minisat 01 (por las
condiciones del experimento) tan sélo puede funcionar en eclipse (la Tierra
tapando el Sol), y dado que, por falta de potencia en Minisat 01, no es posible
que LEGRI y EURD funcionen a la vez, como resultado tenemos que LEGRI



El equipo cientifico 23

sélo funcionara en insolacién (exceptuando los casos en que EURD no trabaje
en absoluto). En esta érbita de 96.69 minutos, un eclipse medio dura 33.75 min.
y una insolacién media, 62.94 min. con lo que aproximadamente las 2/3 partes
del tiempo de observacién estardn disponibles para LEGRI.

La capacidad de memoria disponible para los experimentos a bordo de
Minisat 01 es de 15.5 Mbytes. La necesidad de memoria de LEGRI es de 0.83
Mbytes/hora, esto es, 0.87 Mbytes/6rbita. La de EURD es de 0.71 Mbytes/hora,
que-son 0.40 Mbytes/6rbita (el tercer experimento, el CPLM, funciona sélo una
vez al mes). En total 1.27 Mbytes érbita, con lo que la memoria de 15.5 Mbytes
habra que vaciarla (esto es, transferir sus datos a tierra) cada 12.2 érbitas
como mucho. Es decir, practicamente una vez al dia.

Los datos cientificos que enviar4 la unidad detectora del sistema LEGRI

a tierra son:

@ Coordenadas x e y de la sefial detectada (es decir, detector).
* Energia depositada (en realidad altura de pico).
¢ Tiempo de impacto (en "clicks" del reloj interno).

Los datos que enviari el sensor estelar son:

® Coordenadas x e y de los 12 pixeles mas brillantes del campo de
vision, o de las 6 estrellas m4s brillantes, dependiendo de si estd
conectado el software de reconocimiento estelar o no.

® Intensidades de lo anterior.

1.7 El equipo cientifico

1.7.1 El Science Operation Center (S.0.C.) de LEGRI

La operaciones cientificas de LEGRI seran dirigidas por el S.0.C., que
es responsabilidad de la Universidad de Valencia y se hallari situado en el
campus de Burjassot. El S.0.C. actuara de interfaz entre Minisat y los seis
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equipos investigadores de la colaboracién LEGRI. Las tareas principales del
S.0.C. son:

* Realizacion de las calibraciones en vuelo del sistema (preoperacional

y operacional).

* Creacién del software estdndar necesario para el analisis de los datos.
e Disefio del Programa de Observacién, a partir de las indicaciones del
equipo cientifico y los grupos investigadores.

e Realizar un anélisis rdpido de los datos del detector a fin de poder
tomar decisiones sobre cambios de apuntado o modificaciones del

programa, con tiempos de reaccién inferiores a 24 horas.
e Enviar a los grupos investigadores los datos del detector.

e Mantener los archivos centrales de LEGRI (fichero de apuntado -a
partir de los datos del sensor estelar-, ficheros de datos en bruto, fichero
de calibracién de los detectores, fichero histérico de imagenes etc...).

El S.O.C. recibira del centro de control de Minigsat 01 los datos del
detector y sensor estelar una vez al dia. Asimismo las instrucciones del S.0.C.
para LEGRI seran enviadas al centro de control de Minisat 01 una vez al dia.

1.7.2 La colaboracion LEGRI

LEGRI ha sido disefiado y construido por un consorcio de universidades

y laboratorios, incluyendo:

e Universidad de Valencia/CSIC
Control global del proyecto; integracién y ensamblaje del detector;
responsable de los detectores de CdZnTe; disefio y construccién de
la méascara codificada y de la estructura mecanica del detector;

S.0.C.
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e CIEMAT
Manufactura y test de los Hgl,; ensamblaje de la matriz de
detectores y la electrénica.

e INTA ‘ o
Direccién; control térmico; integracién y test.

e RAL
Electrénica; unidad de alto voltaje; sensor estelar.

¢ Universidad de Birminghan
Unidad de proceso digital y potencia extra; calibracién en tierra.

® Universidad de Southampton
Equipos de soporte técnico en tierra (EGSE).
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Capitulo 2: Teoria de mascaras.
Fundamentos

2.1 Proemio

a posibilidad de obtener iméagenes en rayos X y y es de una gran
utilidad en diversos campos de investigacion. Efectivamente, en
medicina puede ser preciso conocer la distribuciéon en el interior
del cuerpo de los is6topos emisores de radiacion que previamente
el médico ha suministrado al paciente, con fines de diagnodstico o
curacion de un cancer. En fisica nuclear, por ejemplo, en un reactor
experimental de fusion nuclear puede ser util conocer la distribucion del
plasma (emisor de radiacion) y sus evoluciones en el interior del toroide
contenedor. Para la astronomia (a la cual vamos a restringir el &mbito de este
trabajo), la motivacion ha sido ya ampliamente explicada en el capitulo

anterior.

En todos estos casos es necesario obtener una imagen de la zona emisora
de radiacion X oy, y conseguir esto es un problema, como ya comentamos en
el exordio, pues los telescopios cldsicos basados en lentes o espejos son inftiles,
debido a la naturaleza muy energética de la radiacion considerada [9]; los
fotones de rayos X poco energéticos, al contrario que los fotones de luz visible,
tienen suficiente energia para arrancar electrones de los 4tomos de las lentes
o espejos, con lo que son absorbidos por éstos. Por contra, los fotones X muy
energéticos y fotones y pueden incluso atravesar limpiamente la lente, mas no
sufren desviacién significativa, con lo que es inutil utilizar una lente para

focalizarlos y formar una imagen.

Existe un método, conocido como Grazing-incident reflection o reflexion
tangencial [10], que permite la focalizaciéon de los rayos X de poca energia,
haciéndolos incidir en maultiples superficies reflectantes, de forma casi
tangencial. Esta técnica implica superficies cuya normal se encuentra, respecto
del origen de la fuente de radiacion, a altos angulos de incidencia, mayores que
el dngulo critico de la superficie del material, de forma que la radiacidén no

penetre en ¢l y se refleje. Esto desvia los rayos X hacia un foco, que se halla en
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la superficie detectora, con lo que con este sistema podemos formar una imagen
de la fuente X de una forma casi "clasica". Sin embargo, esta técnica se hace
mas ineficaz segin incrementemos la energia de la radiacién incidente, pues
los angulos en los cuales la reflexién ocurre se acercan demasiado a 90°. Asi,
un telescopio de rayos X muy energéticos (o de radiacion 7), al precisar de
dngulos muy cercanos a 90° para reflejar la radiacién, requeriria de enormes
superficies para poder disponer de una apertura‘razonable, y disponerlas con
una enorme precision para que el conjunto funcionara; esto resulta
prohibitivamente caro. Como resultas, esta técnica se vuelve impracticable para
energias mayores de 10 keV.

Por tanto es obvio que se necesita un sistema de formacion de imédgenes
por completo diferente para energias mayores de 10 keV. Este sistema lo
hallamos en el uso de méascaras codificadas.

2.2 Sistemas de coordenadas

Previamente a introducirnos en los fundamentos de formacién de
imégenes por medio de méscaras, vamos a explicar el sistema de coordenadas
que usaremos en las siguientes descripciones, pues, ademés de los usuales,
empleamos uno méas adecuado a la problematica de fornracién de iméagenes.

Como todo sistema de coordenadas en astronomia, este es un sistema
fundamentalmente de direcciones. Los objetos astronémicos se encuentran
demasiado lejos como para que valga la pena considerar un radio. Asi que sélo
se considerarén las otras dos coordenadas, que son angulares. Por ejemplo, en
coordenadas esféricas (ampliamente usadas en astronomia) tan sélo se

considera 6 y ¢, que segin el sistema que se use se llamar4 ascensién recta y
~ declinacién, o altura y acimut, por citar algunos ejemplos. -

En nuestro caso, el sistema de referencia lo definir4 el telescopio (esto es,
el conjunto detector-méscara), coincidiendo el eje z del sistema con el eje de
simetria del telescopio. De esta forma, cualquier objeto que se halle en el centro
del campo de visién del telescopio tendra coordenadas (0,0). Esto, por supuesto,
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es independiente de cuales sean las coordenadas celestes reales del objeto, pues
nos estamos refiriendo a algo unido intrinsecamente al telescopio, y éste puede
variar su apuntado sin variar su sistema de referencia propio. Las coordenadas
de cualquier objeto en el campo de vision del telescopio, respecto de su centro

de vision, vendran dadas por dos angulos, (a,(3) (ver fig. 2.1).

Figura 2.1: Definicion de las coordenadas de un objeto celeste respecto del sistema telescopio.

El d4ngulo a define un plano que pasa por el eje y y que forma un angulo
a con el eje z. Andlogamente, el angulo @ define un plano que pasa por el eje
x y que forma un angulo BGcon el eje z. La intersecciéon de ambos planos es una
recta cuyo vector indica la direccion del objeto celeste. Otra forma de verlo es:
dado un vector direccién, que apunta a un cuerpo celeste, la proyeccion del
vector sobre el plano xz forma un angulo a con el eje z, y andlogamente la
proyeccion del vector direccion sobre el plano yz forma un dngulo 3 con el eje
z. Estos angulos a y {3son las coordenadas del objeto. De esta forma definimos
una trama cuadrada bidimensional y uniforme de &ngulos, que se halla

centrada en el centro del campo de vision del telescopio.

Las leyes de transformacién entre este sistema de coordenadas, el
cartesiano, y el de coordenadas esféricas son faciles de deducir a partir de la

figura 2.1, y vienen dadas por:
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u - senG osP =
\/tgoa+tg2p+l
uy=sen9 snp> =
Agattgop+l
u_ =cosG = 1
vAtgoa+tg 2P +1
tga = tg0 oos({)
tgp = tgG sen(j)

2.1)

2.2)

En la figura 2.2 hemos representado las curvas O=cte y <)=cte en el

sistema de coordenadas (a,p), para poder comparar ambos. La curva 0=90°

equivale al borde (cuadrado) del sistema de coordenadas, y las curvas <p=(o,
<GFN°, $>=180oy (j)=2700equivalen a los ejes a y p. Como toda representacioén de

una esfera en un plano, se produce una deformaciéon de la imagen que aumenta

conforme nos alejemos del centro de vision. Sin embargo, para los campos de

vision de esta clase de telescopios (tipicamente menores de 20°), la deformacién

es totalmente despreciable, como podemos comprobar al observar la zona

central de la citada figura.

W0 4 O4 709

Figura 2.2: Coordenadas (a,( frente a coordenadas (0,<>).
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De hecho, para angulos menores de 20°, estas coordenadas angulares se
comportan de forma muy aproximada como las coordenadas cartesianas (p.ej.:
p/a~tg(<|)), a2+p2~02), y podremos usar con ellas sus leyes de transformacién
(rotacion, traslacion, etc...). Hay que hacer notar también que, si representa-
mos una imagen siguiendo el criterio de signos de los ejes a y P que se muestra
en la figura 2.2 (que por otro lado es el que podria parecer mas ldogico), se
obtiene que la imagen se halla invertida especularmente respecto a lo que
realmente se observa, como puede comprobarse viendo la figura 2.3.

Centro del campo Telescopio

de visién
del telescopio

Cielo

Imagen

0
Figura 2.3: Cuando en la representacion se usa para los angulos un criterio de signos "légico", la imagen

aparece invertida especularmente.

Una imagen con el criterio de signos de la fig. 2.2 seria como si la viéra-
mos desde fuera de la boveda celeste. Por tanto tendremos que invertir el eje
a para obtener la imagen real (vista desde dentro de la boveda celeste). Este
mismo fenomeno ocurre en los mapas estelares ordinarios; si se observa la car-
ta celeste de una region, se puede comprobar que la Ascension Recta aumenta
de derecha a izquierda, y no al revés. No obstante, ya que conocemos este hecho
y sabemos como corregirlo, representaremos de todas formas las imagenes

siguiendo el criterio de signos de la fig. 2.2, por sencillez en el software.
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2.3 Las mascaras codificadas

La idea que hay tras el Céimara oscura
concepto de mascara codificada es la
misma que la que se halla detras de
la conocida "cédmara oscura" o
"camara de agujero" (figura 2.4); se
trata de una placa opaca que permite
el paso de radiacién por
determinadas zonas, interpuesto
entre la fuente y el plano detector, de
tal forma que modula (codifica) la
sefial que llega de la fuente. De

hecho, la cdmara de agujero se puede Miscara

. , Figura 2.4: Comparacion de la cimara oscura con un
considerar como el €aso mas  gistema de mascara codificada.

elemental de mascara codificada.

Pero la camara de agujero, que nos da inmediatamente una imagen
(invertida y levemente borrosa) del objeto estudiado, tiene el grave
inconveniente de tener una transmisividad muy baja, ya que, de toda la
radiacion que llega a la placa opaca, tan solo pasa a través de la misma un
muy bajo porcentaje de luz. Cuanto mas pequefio sea el agujero, mas nitida
serd la imagen, menos borrosa, pero también mas débil, y teniendo en cuenta
que las fuentes celestes suelen ser muy débiles,esto resulta un inconveniente;
proveniente de una fuente celeste tipica, en una hora sélo pasaria un foténa
través de un agujero de 1 mm de didametro [9]. Y dado que el ruido de fondo que
llega al detector (debido a rayos cdésmicos) es mucho mayor que un fotén por
hora, obtenemos una relacidén sefial/ruido (SNR) realmente mala, con lo que
este sistema elemental de formacion de imagenes no es util para hacer
astronomia. La solucién a este problema es evidente: incrementar la
transmisividad, aumentando el numero y/o el tamafio de los agujeros. Como
resultado de esto, aparece el concepto de méscara codificada: un cuerpo opaco,
con un cierto patron transparente antepuesto al plano detector, que codifica la
sefial recibida, y que permite un mayor paso de radiacién y una mejor relacion

sefial/ruido de lo que es posible con una cdmara de agujero.
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Por desgracia (aparentemente), como se ilustra en la figura 2.4, al
emplear una méscara codificada no se obtiene una imagen directa de la fuente,
como ocurre al usar una cadmara de agujero, sino una distorsiéon de la misma,
que depende directamente del patron de la méascara (de hecho, es su sombra).
Aqui reside la clave de la reconstruccion de imagenes para esta clase de
sistemas; en que, dado el patron de la mascara, y conocida la imagen

distorsionada detectada, podemos en principio reconstruir la imagen fuente.

A grosso modo se puede decir que lo que hacemos es buscar la sombra del
patron de nuestra mascara en el plano detector, y a partir de ello inferir la
posicion (e intensidad) de las fuentes celestes. Se deduce de esto que nuestro
plano detector debe ser sensible al lugar de incidencia de los fotones; es decir,
el plano detector debe ser un detector sensible a la posicidon, como una cdmara
Anger,una cdmara de multihilos, una matriz de detectores discretos (centella-
dores, semiconductores, etc...), o incluso una pelicula fotografica. La eleccion

depende principalmente del rango de energias que estemos estudiando.

Figura 2.5: Proyeccion de dos sombras idénticas provenientes de
direcciones distintas en el plano detector, usando una mascara de tipo
tablero de ajedrez.

La eleccion de una mascara adecuada es un factor importante, pues no
todas ellas son igualmente buenas para formar imagenes; el truco esta en elegir
la adecuada. Dado que nuestro método de reconstruccion de imagenes consiste
en buscar la(s) sombra(s) producida(s) por la mascara en el plano detector (y
de ahi imferir la posicion de las fuentes), esta sombra debe ser lo mas

diferencbable posible. Por ejemplo, una mascara como la de la figura 2.5 no
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seria util, pues nos proyecta el mismo patron sobre el plano detector para una
gran cantidad de dngulos celestes a y (3 en efecto, en el dibujo se aprecia que
dos direcciones totalmente diferentes, (oq, pX) y (a2 |32) nos dan exactamente la
misma sombra en el plano detector. En esta mdscara tenemos una gran
incertidumbre en cuanto a la direccion en la que se halla la fuente productora
de la sefial. Existen varias direcciones posibles (degeneradas), y si pretendié-
ramos usar esta mascara para reconstruir una imagen, independientemente del
método de;reconstruccion que se usara, esa degeneracidon apareceria en la
imagen reconstruida, pues todas las direcciones que produzcan el mismo patron
son igualmente validas, al no disponer de informacién adicional para
diferenciarlas, obteniendo una multiplicidad de fuentes reconstruidas donde en

realidad sélo existe una, como podemos ver en la figura 2.6.

Figura 2.6: Reconstruccion a partir de la sombra detectada usando una
mascara con patrén tipo tablero de ajedrez.

Asi pues, nuestro patron debe ser lo mas diferenciable posible. Es decir,
la sombra producida por una fuente celeste situada en una direccion debe ser

diferente de la que produciria de estar en otra direccion.

2.4 Las placas zonales Fresnel

El primer método de formacidon de imagenes usando un tipo de méscara
fue propuesto por Mertz y Young [11], y lo mencionamos aqui por motivos
historicos y de completidud. El dispositivo recogia las sombras proyectadas
desde un campo de fuentes al atravesar una placa zonal Fresnel [12] que era

usada como mascara patron (figura 2.7).
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El principio de Huygens-Fresnel nos dice que
la intensidad en un punto P de un frente de ondas
se puede obtener por la contribucién de todas las
ondas secundarias generadas desde los puntos de
una superficie anterior H, por la que ha pasado la
onda. Esta superficie anterior (que no tiene por qué
tener una existencia real, y que puede ser una
simple entelequia matematica -por ejemplo, un
frente de ondas anterior-) la podemos subdividir en Flgura 2.7: Placa zonal Fresnel.
zonas (las zonas Fresnel) que distan del punto P una distancia r0 + n-(A/2)
siendo n un entero, o lo que es lo mismo, las ondas secundarias emitidas desde
esas zonas llegan al punto P con una diferencia de fase de 7 esto es, en
interferencia constructiva. Segln elijamos un rOdistinto tendremos un conjunto
de zonas Fresnel distinto (a no ser que r0 = r0tm*(X/2) -m entero-, con lo que
obtendriamos el mismo conjunto). Si integramos la contribucién de toda la
superficie H (es decir, todas las zonas Fresnel posibles), las distintas zonas
Fresnel posibles se compensan entre si (entre ellas estan en interferencia
destructiva, en mayor o menor grado), y la resultante en P coincide con lo que

la ley de propagacion de la onda predice para su frente de ondas.

(,Qué ocurre si impedimos de algin modo esa integracion sobre toda la
superficie H?, es decir, si seleccionamos que en P s6lo coptribuyan imas zonas
Fresnel y no otras. Basicamente esto es lo que ocurre al usar una placa zonal
Fresnel como la del dibujo. En la placa zonal son transparentes inicamente las
zonas cuya diferencia de caminos entre la fuente origen de la onda y el punto
P son del tipo x + n*(A/2); es decir, toda la luz proveniente de la fuente que llega
al punto P lo hace en interferencia constructiva. Como asombrosa consecuencia
de este proceder obtenemos que la placa zonal Fresnel se comporta como una
lente (de hecho, también se la conoce por el nombre de lente zonal), y que es
capaz de generar directamente (sin método de reconstruccion alguno) imagenes

de pequenos objetos.

Sin embargo, este sistema de formacion de imdagenes presenta dos
inconvenientes. El primero es que, como podemos deducir facilmente de la

explicacion, la lente zonal esta optimizada para una cierta longitud de onda A
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El segundo es que la lente zonal hace uso de los fendémenos de difraccion de la
luz, y estos efectos, provenientes de la interaccidon de la luz con los dtomos de
la materia, son despreciables para radiaciéon tan energética como la que
estamos considerando, de forma andloga a lo que nos ocurria con las lentes
normales. Por tanto, si usamos una lente zonal como sistema de formacion de
imagenes, cada fuente yen el campo de vision produce una sombra de la placa
zonal Fresnel sobre el plano detector, superpuesta y desplazada. E1 método de
reconstruccién a seguir en este caso consiste en generar una réplica
transparente de la imagen detectada (por ejemplo, en pelicula fotografica), e
iluminar una de las caras de la réplica con una fuente de luz monocromatica
cuya longitud de ondas sea la Xde la lente zonal (tal que ahora si que hacemos
uso de las propiedades de difraccion de la lente zonal). Y, por arte de magia, lo

que obtenemos es, directamente, una imagen de las fuentes celestes originales.

Por desgracia, aunque correcto en teoria, este sistema presenta la grave
desventaja de generar una gran cantidad de ruido en la reconstruccion, siendo
otros tipos de mdascaras (con las que se obtienen mejores resultados y una mejor

SNR) mas tutiles para astronomia, y no lo mencionaremos mas en lo sucesivo.

2.5 Sistem atica

Al contrario que con las placas zonales Fresnel,
en las que se usa un método de reconstruccidon oOptico, la
mayoria de mascaras que se usan requieren el uso del
ordenador para la reconstruccion de la imagen. Tales
métodos de reconstruccidon son el objeto de estudio de
este trabajo. Por ello, antes que nada, sistematizaremos
explicitamente como se produce la sombra de una
Figura 2.8: Mascara de patrén
mascara en el plano detector [13]. Nos centraremos cyadrado aleatorio.
principalmente en mascaras rectangulares con patron
cuadrado (es decir, compuesta de elementos cuadrados, como la de la figura 2.8,
donde mostramos un patron generado de forma aleatoria), salvo que se

especifique lo contrario.
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Describamos explicitamente ahora como se efectua la deteccion de un
conjunto de fuentes celestes en el plano detector. Consideremos un plano
celeste con fuentes emisoras (ver fig. 2.9), definido por 0(a,(3), que nos indica
la intensidad (fotones recibidos por cm2y unidad de tiempo) proveniente de la
direccion (a,p), siendo a y [3las coordenadas angulares de la fuente; sea D(xy)
el nimeiro de fotones recibidos sobre el plano detector en la posicion Cey); y sea
M(x’ ) el patron de la méascara, es decir, la transmisividad de la posicion (x )
de la mascara (1 si hay un agujero, y 0 si hay un elemento opaco). Tanto (xy)
como (x’y) vienen en unidades de longitud. Por ultimo, sea f la distancia
mascarai-detector, b la distancia fuente-mascara (infinito en astronomia), y ¢ el

lado de lun elemento cuadrado de la mascara.

(o tv 0 @h)

M (x’.y’)

D (x,y)
(X,y)
Figura 2.9: Efecto de la mascara en el proceso de deteccion.

Como se deduce de la figura 2.9, x ey 'son funcion de x ey, de ay 3y
de . En concreto, y habida cuenta que en este tipo de telescopios el campo de
vision catsi siempre es menor de 20° (esto es, 0.35 rad; y tg(0.35) =0.365 * 0.35),

tendremtos que:
x'=

v =yt ZAgP »

Po)r tanto, las cuentas detectadas en un cierto punto (x,y) del plano

detector vienen dadas por:

x+f-i
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D(xy) = fO(a,B) M@x'y") do dp = e

fO(a,ﬁ) M(f-a+x,f-B+y) do dB

Esto no es otra cosa més que la forma matematica de una correlacion. La
ultima ecuacién se puede volver discreta, siguiendo la literatura (p. ej. [13]), de
la forma que se describe a continuacién (esto nos facilitard el manejo de la
misma -y el procesado por ordenador-). Pasamos el plano celeste y el plano
detector a fracciones discretas y, siguiendo [13], también la méscara. Esta
sistematica es especialmente adecuada para méascaras de patrén cuadrado, y
es algo limitada e inexacta. Sin embargo, es la que se encuentra mas a menudo
en la literatura, y también en la que se fundamentan los métodos tradicionales
de reconstrucciéon basados en correlaciones discretas.

Continuemos siguiendo los pasos del método explicado en [13]. Para ello
se divide el plano fuente O(a,B) en pixeles de tamaifio Ax x AR, siendo A = AP
= arctg (c/f) = c/f, es decir, el tamarfio que subtiende un elemento de la mascara
visto desde el plano detector; el plano de la mascara se divide en pixeles de
tamarfio ¢ x ¢ (que de hecho ya lo esta por construccién), y el plano detector se
divide también en pixeles ¢ x ¢ (de esto se infiere que el plano detector debe
poder ser divisible en elementos de tamafio ¢ x ¢). Con esto tendremos:

O(a,B) =0,
D(xy) =D, (2.5)

M(fo+x,fB +y) =>Mi+kj+1

donde M es una matriz bidimensional cuyos elementos, como ya se ha indicado,
seran ceros cuando se trate de un elemento opaco y unos cuando se trate de un
agujero. Con esto, la ecuacién 2.4 queda: -

D, = Z Oij Mi+kj¢l =0*xM (2.6)
ij

que es la forma discreta de la correlacién.
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Generalizando, podemos afiadir un término de ruido, que no esta
codificado (no estd modulado por la méscara):

D, = EOU Mi+kj+l +B, = D=0+«M +B 2.7
ij

Esta ecuacién, a parte de ser el punto de partida de los métodos clasicos
de reconstruccién, como ya hemos mencionado, nos es bastante itil para
simular el’comportamiento de un telescopio determinado; es decir, dada una
mascara M y un cielo O (discreto), usando esta ecuacién podemos averiguar qué
detectariamos en el plano detector D. Sin embargo, para este fin, mas exacta
es la siguiente "discretizacién", que de hecho es la que nosotros usamos cuando
realizamos nuestras simulaciones. De forma anédloga al caso anterior, hacemos:

O(a,B) = O,
D(xy) =D, (2.8)

M(x+f tg(o),y +f tg(B)) = O

donde O,; es una matriz discreta (el andlogo de O,), que indica la intensidad
del campo celeste en el pixel (o,B); ahora tenemos la ventaja de que los indices
(c,B) (no enteros) denotan explicitamente las coordenadas celestes del pixel que
tratamos, y no son unos simples indices numerales enteros entre 0 y N, como
si ocurria en el caso anterior. Adema4s, el tamarfio de los pixeles en que se
subdivide el cielo O,4 puede ser cualquiera; no tiene por qué estar limitado al
angulo que subtiende un elemento de la méscara. ® es una funcién que nos da
el flujo (en realidad el tanto por 1) proveniente del pixel celeste (a,p), visto
desde el pixel del plano detector (&,]). ® tiene valores entre 0 y 1, no sélo ceros
0 unos como ocurria con la matriz discreta M, y tiene en cuenta mas factores
que pueden modular la sefial ademés de la méscara (que era lo \inico que

considerabamos en el caso anterior), como pueden ser blindajes, colimadores,

eficiencias, etc... Por otra parte, al ser ® una funcién, tampoco se imponé hacer
discreta la méascara, ni que sea ésta de patrén cuadrado (aunque el cilculo de
® es mas sencillo si ésta lo es). Esto nos permite manejar un caso més general
y de forma maés exacta.



40 Teoria de Mascaras. Fundamentos

Tendremos, por tanto, que lo detectado en D,, nos vendra ahora dado por:

D, = E Oa[iq):? + By, (2.9)
aff

Volveremos mas adelante sobre esta ecuacién.

2.6 En busca de la reconstrucciéon perdida

Una vez que entendemos céomo se produce la deteccién de un campo de
fuentes en el telescopio, nuestro objetivo es reconstruir este campo incégnita
original a partir de los datos experimentales obtenidos. Veamos ahora las
claves para obtener esta reconstruccién.

Como hemos visto en la ecuacién 2.7 (que repetimos aqui por comodidad
en la argumentacién), podemos sistematizar el proceso de deteccién mediante:

D=0xM + B (2.10)

donde M, B, D y O son matrices bidimensionales, en principio de tamarfio
diferente, salvo D y B, que deben serlo del mismo.

El método de reconstruccién se basara en la bﬁsqu;zda de una matriz de
reconstruccién G tal que, al correlacionarla con la matriz D, que son los datos
experimentales, se obtenga la matriz fuente ofiginal O [13]. Es decir, lo que
buscamos es una G tal que:

DxG =0 (2.11)

En general, sin embargo, lo que tendremos para una G dada es:

O =D*xG =0*M*G + BxG (2.12)

donde O representa la fuente reconstruida, y que en el caso ideal deberia
coincidir con la fuente real O.
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Por tanto, lo>s requisitos que debe cumplir G, en la medida de lo posible,
es que M*G sea unia funcidon delta, tal que 0*(M*G) =0, y que B*G sea lo mas
cercano posible a cero. En la primera condicién se halla la posibilidad de
formar imagenes, y en la segunda, el eliminar o reducir el ruido para mejorar
la SNR. Concretamente, para la primera condicidn (que es la que mas nos

importa) se debe cumplir que:

(M*G)tj = 80i5Q (2.13)

es decir, que cuamdo tengamos i-0 yj=0 la correlacion valga 1, y en caso

contrario, valga 0, ya que asi tenemos:

&ij = E~Az Gh+ittj = K K civjr Mitvkj'+1 Gkni+j =
ki i Kl
. s . 2.14
E ir Netiitj - h=it)! 2.19)
i ki O-1l-rj
=K., "U'Y'E M ab Gani-iy pr<jjn~ E oi 5 i-i' §0j-j' ~ O,
1y ab e

0 sea, una reconstruccion perfecta de nuestro cielo (ver fig. 2.10).

Figura 2.10: Caso ideal. (M*G)i- 8 0l6(j
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Dado que buscamos una G que cumpla que M*G sea una funcién delta,
como se muestra en la fig. 2.10, parece obvio que G va a estar muy
condicionada por la forma de M. De hecho, en general G va a ser una
modificacion de M. Incluso la propia M es una buena candidata a ser usada
como matriz de reconstruccidon, obteniéndose resultados aceptables. La

usaremos como punto de partida para encontrar nuestra G reconstructora.

Efectivamente, si autocorrelacionamos una mascara consigo misma (por
ejemplo, la de la figura 2.8) obtenemos una funcidén al estilo de una delta.

Veamoslo: sea 4 jla autocorrelaciéon de M, es decir:

AirY. Mk (2.15)

kl

Cuando ;=0 y;j =0 se tiene una plena coincidencia entre los dos patrones,
o sea, la correlacién es maxima (ver fig. 2.11), y por tanto A0 coincide con el
nimero de agujeros de la mascara. En cualquier otro caso, los patrones se
hallan desplazados entre si, y la coincidencia entre agujeros (unos) €s menor,
disminuyendo (de forma aproximada) el nimero de coincidencias conforme iy
j se alejan de cero, hasta llegar al punto en que los dos patrones no solapan

entre si, y el numero de coincidencias (y por tanto el valor de es cero.

A=32 A=14 A=3 > A=0

i=0 j=0 i=l j=2 i=4 j=6 i=7 j=10

Figura 2.11: Autocorrelacion de la mascara de la figura 2.8.

Lo que obtenemos al proceder asi, es algo aproximadamente similar a lo

que mostrabamos en la figura 2.10. En la fig. 2.12 se muestra el resultado de
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la autocorrelacion para el patron de méscara aleatorio de la figura 2.8.

25

20

Figura 2.12: Autocorrelaciéon de la mascara de la figura 2.8. Resultado.

Como se ve en dicha figura, tenemos un pico para ;=0 y;j =0 (igual a 32,
el nimero de agujeros de nuestra mascara, en vez de 1) y un fondo que,
desgraciadamente, no es plano, sino que decrece conforme i y; se alejan de 0,

pero que si es menor que nuestro pico.

Siconsideramos un plano detector que tenga las mismas dimensiones que
el patron de nuestra mdascara, la autocorrelacién descrita se convierte en la
reconstruccién de una fuente de intensidad unidad situada en el centro del
campo de vision (y en ausencia de ruido). En efecto, si M y D tienen las mismas
dimensiones, y tenemos una fuente de intensidad la unidad situada en
(a=0,(3=0), la sombra proyectada por la mascara en D es exactamente el patron
de la mascara (y, en ausencia de ruido, eso sera lo que detectemos). Y si

consideramos a M como nuestra matriz de reconstruccién G, entonces:

M*M «2-16)

Es decir, su reconstruccion. En este caso, una fuente puntual de intensi-

dad 7, en ausencia de ruido, seria reconstruida como una fuente de intensidad
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I-(n° de agujeros) méas un fondo no plano que deformaria la sefial, y que no
tiene nada que ver con el ruido de fondo. Este es un ruido debido inicamente

al proceso de reconstruccion, al que denominaremos ruido de reconstruccion.

La situacion mejoraria un poco si el ruido de reconstruccion fuera mas
omenos plano, pues seria mas sencillo de tratar. Para ello, vamos a considerar
una variante de correlacion diferente a la anteriormente descrita, que es la
correlacion ciclica [14]. En ella, al calcular M*M no realizamos tan sé6lo el
producto MK'MKti 4 en la zona de solapamiento de los dos patrones, como
ilustrabamos en la figura 2.11, sino que, al desplazar los dos patrones una
cantidad ij, uno de ellos se permuta ciclicamente, con lo que el producto Mki-
M K+l se realiza para toda la mascara. Es decir, para un ij dado, multiplicamos

la méascara por una version permutada ciclicamente de la misma (ver fig. 2.13).

No ciclica Ciclica

A =6 A =16
3 3

Figura 2.13: Correlaciéon no ciclica frente a correlacion ciclica.

Esto se expresa de forma matematica como:

minl

VI Xﬁ M M L
A ij 228, ViK1 Wikiymodm Utjmodn
k=0 i=0

(2.17)

donde mxn es el tamafo del patréon de la mascara (8x8 en el ejemplo de la fig.

2.8), y i mod m es el resto de dividir i entre m. A modo de ejemplo:

Il mod3=1; 2 mod 3 =2; 3mod3=0; 4 mod 3 =1
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Con esto obtenemos un fondo mas plano en promedio, aunque cierto es
que también mas elevado y cadtico, como podemos ver en la figura 2.14 (en este
ejemplo, el caso de la mascara de la fig. 2.8, el fondo estd aproximadamente
centrado en 16, con un pico de 32 en i=0,j=0). Mas no nos asustemos por tan

molesto resultado, pues la situacidén mejorarad en breve.

25

20

Figura 2.14: Autocorrelacién ciclica de una mascara de patrén aleatorio.

2.7 Sistem as ciclicos

El hecho de que podamos usar un tipo u otro de correlacién viene dado
fundamentalmente por la estructura fisica del telescopio [15]. En la figura 2.15
podemos ver dos tipos diferentes de telescopio; uno es un sistema simple, no
ciclico, con una mascara del mismo tamafo que el plano detector. El segundo
es un sistema ciclico, en el cual la mascara, en lugar de tener un simple patrén
como el caso anterior, tiene repetido el mismo en un mosaico (2x2 en el caso del
ejemplo), siendo el patron base de la mascara del mismo tamafio que el plano
detector. Todos estos sistemas usualmente se hallan blindados y/o colimados
para impedir que llegue al plano detector radiacion no codificada por la

mascara.
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, “.0 o3

Sistema de Sistema ciclico
configuracién simple

Figura 2.15: Sistema de configuracion simple frente a sistema ciclico.

Como se ve en el dibujo, para una direccion dada de la fuente (a,(3), el
primer sistema produce una sombra de la mascara que se sale del plano
detector, con lo que tan solo detectaremos una porciéon de su sombra. En este
caso nos vemos obligados a usar para reconstruir una correlacidon no ciclica,
pues tan solo podremos correlacionar la zona de interseccién entre sombra y
detector con el patrén de nuestra mascara. Sin embargo', esto no es asi en el
segundo caso. Lo que se detecta en este caso en el plano detector es una version
permutada ciclicamente y completa del patron principal de la mascara, lo que
nos va a permitir el usar la correlacion ciclica (podriamos usar también la
correlacion no ciclica, considerando en este caso toda la mascara en lugar de
su patron base, pero el resultado que obtendriamos seria exactamente el

mismo, y por contra tendriamos que realizar més célculos).

Aunque no haya sido obvio en absoluto en el punto 2.6, los sistemas
ciclicos son los que nos van a dar mejores resultados usando los métodos
tradicionales de reconstruccidon basados en la correlacion, con el empleo de una
mascara adecuada (como veremos en breve), ademads de recibir mayor ilumina-
cion; por ello vamos a restringirnos principalmente a estos sistemas (otro

motivo de actuar asi es el hecho de que LEGRI es a su vez un sistema ciclico,
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como se puede deducir de la descripcion dada del mismo en el apartado 1.5).

Existe una degeneracion intrinseca en los sistemas ciclicos, que viene
dada por construccién, como podemos comprobar si miramos la figura 2.16,
pues, por ejemplo, en el caso que se muestra en la figura 2.15, justo en el borde

del campo de vision se tiene una degeneracidon de direcciones:

"7 lim

Figura 2.16: Degeneracion de direcciones en el borde del campo de vision en sistemas ciclicos.

Efectivamente, si se define alimy plimcomo los angulos limites desde los
cuales se proyecta en el detector el patron de la mascara (sin permutacion), se
tiene que las direcciones (alimPlitﬁ,(—alimPlitﬂXalimHinjy (-CW-IW proyectan el
mismo patron sobre el detector. Es decir, los cuatro vértices del campo de vision
estdn degenerados, y si se halla situada una fuente en uno de ellos, no se podra
diferenciar en cual de los cuatro se hallara. Asimismo, las direcciones (alimPi)
y (‘ttiinuPi) proyectan el mismo patron, e idénticamente las direcciones (00,(3Un

y (oCirPiimX siendo oq y Pxdos valores cualesquiera.

Sin embargo no hay que preocuparse, pues es bastante facil de manejar
esta degeneracion, ya que se limita al borde del campo de visidon, y existen
diferentes formas de romperla. Una de ellas es por medios fisicos: reducir el
propio campo de visioén del telescopio, de tal forma que no consideremos esos
pixeles degenerados del borde, por ejemplo con el uso de colimadores o
eliminando parte de la méscara (los elementos més exteriores). Otra forma, de

no ser posible la limitacion por construccion del campo de visidon, es operativa,
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y consiste en variar la direccion de apuntado del telescopio, para obtener mas
informacion sobre la localizacion real de la fuente. Este procedimiento se halla

ilustrado en la figura 2.17.

Fuente real Reconstruccion Fuente real Reconstruccion

(A) (B)

Fuente real Reconstruccion Fuente real Reconstruccion
(©) (D)

Figura 2.17: Eliminacién de la degeneracion de los bordes en sistemas ciclicos, variando la direccion de
apuntado del telescopio (hacia la izquierda en este ejemplo).

En los casos (A)y (B) se tiene dos fuentes situadas en el borde del campo
de vision, a la izquierda y derecha, respectivamente. Ambos dan el mismo
patron sobre el plano detector (como veiamos en la fig. 2.16), y por tanto, al ser
indistinguibles, el proceso de reconstruccion reconstruye ambas posibilidades
y aparecen dos fuentes donde so6lo hay una. Para poder diferenciar ambos casos,
el proceso a seguir es variar ligeramente el apuntado (hacia la izquierda, en el
ejemplo); entonces el caso (A) se convierte en el (C), y la fuente deja de estar
en el borde, siendo reconstruida correctamente. Sin embargo, el caso (B) se
convierte en el (D), y la fuente se sale del campo de vision del telescopio, con
lo que no se detectard nada en el plano detector, reconstruyendo por tanto un

campo vacio de fuentes.
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2.8 Eleccion del patron de la mascara

Como hemos puntualizado ya varias veces, el uso de una madscara
adecuada es primordial. Esta debe ser lo més diferenciable posible, y no debe
haber degeneracion direccién-sombra; es decir, que dos direcciones diferentes
no deben proyectar sobre el plano detector idéntica sombra. Y tras aprender
a tratar con la degeneracién intrinseca de los sistemas ciclicos, el paso
siguiente es buscar méscaras cuyas permutaciones ciclicas sean perfectamente
distinguibles entre si. Ademés, buscaremos que su autocorrelacién sea un pico
en (0,0) con un fondo plano (cero, a ser posible).

2.8.1 Mascaras aleatorias

Las primeras propuestas fueron (obviamente) que el patrén de la
mascara debia ser aleatorio, para generar esta distinguibilidad buscada. Este
caso ya lo hemos visto cuando habldbamos de correlaciones ciclicas y no
ciclicas; y de hecho este tipo de mascaras dan bastante buenos resultados. Sin
embargo, como hemos podido comprobar (fig. 2.14), el fondo que se genera es
fluctuante (incluso cuando se usan técnicas de supresion del ruido de
reconstruccién, como es la correlacién balanceada, que trataremos en breve).

2.8.2 Non-Redundant Arrays (NRA) o conjuntos no’redundantes

En 1971, Golay propuso un tipo de mascara cuyas propiedades eran muy
similares a las deseables para una reconstruccién perfecta [16]. Estos conjuntos
matematicos se obtienen imponiendo que no haya dos pares de agujeros cuales-
quiera de la méascara que tengan el mismo vector de separaciéon (distancia
horizontal y vertical entre agujeros, en niimero de elementos) con la excepcién
de separacién cero. La autocorrelacién (no ciclica) de estos conjuntos nos da un

pico central, y un fondo plano, hasta llegados a una cierta distancia donde el

valor cae a cero (0 uno). El tener este fondo plano es debido al hecho de que el
vector separacién entre pares de agujeros es tnico (no redundante).

Por desgracia, las restricciones matematicas que se imponen a los NRA
son tantas que los conjuntos asi obtenidos no son muchos, y no suelen tener
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tampoco muchos agujeros; una de las mayores mascaras NRA posibles (de
30x30 elementos) tiene unicamente 27 agujeros, dando una transparencia (rea
abierta/area total) de tan sélo 0.03. Esto nos da una SNR muy mala, lo que
reduce su interés en astronomia (si bien si ha encontrado aplicaciones en

medicina).

2.8.3 Uniformly Redundant Arrays (URA) o conjuntos uniformemente
redundantes

Considerado en términos de autocorrelacion ciclica, obtenemos la solucion
matematica a nuestro problema con los conjuntos URA. Los URA son patrones
no aleatorios, cuyo vector separaciéon entre un par de agujeros se repite en la
mascara un numero constante de veces, igual para todo otro vector
separacion (distinto de cero). Esta restriccion es menor que la impuesta a los
NRA, lo que nos permite tener una mayor variedad de patrones disponibles, y
con una transparencia también mayor. Los URA se basan en unas entidades
matematicas llamadas conjuntos de diferencia ciclica (CDC) [9]. Para
explicarlas, usaremos el siguiente ejemplo: sean los nimeros enteros entre 1y
15 (ambos inclusive); de ellos vamos a marcar de forma especial los nimeros
1, 2, 3,5, 6, 9y 11, los cuales tienen la curiosa relacion entre si de que si
permutamos ciclicamente el conjunto de numeros del 1 al 15 y lo enfrentamos
consigo mismo sin permutar, independientemente de la permutacidon, siempre
obtendremos que el numero de coincidencias entre numeros marcados

(elementos del conjunto) es el mismo (ver figura 2.18).

1 234,56 1 8 9101112:13;14:15
11121314151 2 3 4 5 617 :8 910

1 2 31456 7 8 91lo;111213 1415
56 7 8 9101112131415 1 2 3 :4:

8 9 10 11 12:13: 14 15

1 23 567
4 5 7 8 9 10,1112 131415 1 2

4
6

Figura 2.18: Conjunto de diferencia ciclica de base 15.
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Como se ve, siempre hay tres elementos del conjunto de nimeros que
coinciden entre si al confrontar la versiéon permutada con la sin permutar,
excepto cuando no permutamos, en que coinciden 7. Asimismo, tenemos que en
el conjunto complementario de numeros siempre coinciden entre si cuatro
elementos, excepto cuando no permutamos, en que coinciden 8. Es decir, el

complementario de un CDC también es un CDC.

A partir de un conjunto de diferencia ciclica podemos construir una
mascara URA siguiendo el siguiente procedimiento [9]: 15 es el producto de los
niameros primos 3 y 5, asi pues generamos una matriz rectangular de tamafo
3x5 y situamos en ella los numeros del 1 al 15, pero de forma diagonal; luego
identificamos cada nimero perteneciente al CDC, por ejemplo, conun elemento
opaco del patréon, dejando los restantes transparentes (como veremos luego,

conviene tener un numero par de agujeros). Es decir:

1 7 13 4 10
11 2 8 14 5
6 12 3 9 15

Figura 2.19: Generacion de un patréon URA usando un conjunto de diferencia ciclica.

Esta disposicion mantiene las caracteristicas del
CDC al hallar su autocorrelacion; cuando i=0, j=0, para
esta madascara, tenemos que coinciden entre si los 7
elementos del CDC, esto es, los 7 elementos opacos de
nuestra mascara (o lo que es lo mismo, los 8 agujeros,
con lo cual la autocorrelacion de esta mascara para i=0,
j=0 es 8), y en cualquier otra permutacion ciclica,
coincidiran entre si 3 elementos opacos (4 agujeros, con
lo que tenemos que el valor de la autocorrelacion ciclica
es 4 para i yj distintos de cero). Esto es valido para Fleura 2.20: URA Sx7.
cualquier URA; el valor de su autocorrelacion ciclica es un pico central, de

valor el nimero de agujeros de la mascara, y un fondo completamente plano.
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En la figura 2.20 vemos un patrén URA 5x7, y en la figura 2.21 podemos ver

su autocorrelacidn.

Figura 2.21: Autocorrelacion de la URA de la figura 2.20.

Existen diversas familias de URA, dependiendo de los métodos de
generacion y de las familias de CDC usadas. Un mismo URA, ademas, puede
pertenecer a mas de una clasificacion. Si consideramos up CDC de base N (15,
en el ejemplo de la figura 2.18), conteniendo K elementos (7 elementos en el
citado ejemplo) y con X'soluciones pares (es decir, el nimero de elementos del
conjunto que coinciden al permutarlo ciclicamente; 3 en el ejemplo), se puede

ver [17] que:

X = E.18)

con lo que podemos caracterizar un CDC con tan s6lo dos numeros, N y K, y
con ello también el URA generado con ¢l (N el nimero de elementos de la
mascara y K el numero de elementos opacos otransparentes, segun la eleccion

que hagamos).
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Considerado de un modo simplista, podemos identificar K con la sefial y
A con el ruido de reconstruccién, por lo cual desearemos que la diferencia entre
K y A sea tan grande como sea posible. Esto se consigue con los conjuntos de
diferencia de Hadamard, donde se cumple que:

N~=4mv-71
K=2m -1 (2.19)
A=m-1

siendo m un entero. Estos conjuntos se pueden clasificar en:

® Primos gemelos: N = p-(p+2) donde tanto p como p+2 son primos. Tal
es el caso de los ejemplos de las figuras 2.19 (3x5) y 2.20 (5x7). La forma
de generar el patrén M de estos URA [13] es la siguiente:

M; = 0 s1i=0

M; = 1 si j=0, i#0

M; = 1 si Ci(p)-Ci(p+2) = +1
M; = 0 si C(p)-Ci(p+2) = -1

donde C;(p) = 1 si i es un residuo cuadratico mod p, y -1 si no lo es. Es
decir, si existe un entero n tal que n?> mod p = i. Para p = 5, por ejemplo,
tenemos:

1mod5=1 4mod5=4; 9mod5=4; 16 mod 5=1; 25 mod 5 = 0
36 mod 5=1; 49 mod 5 =4; 64 mod 5 =4; 81 mod 5 =1, etc...

En este ejemplo, 1 y 4 serian los residuos cuadraticos mod 5, es decir,
01(5)=1, 02(5)="1, 03(5)-_-'1 y C4(5)=1-

¢ Secuencias pseudoruido o secuencias m: N = 2" - 1 (m un entero). El
ejemplo de la figura 2.19 también se puede ajustar a este caso.

¢ Residuos cuadraticos donde N es primo, y el conjunto viene dado por
los cuadrados de los primeros ((N+1)/2) mod N. No son aplicables a
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mascaras cuadradas, pero si a mascaras hexagonales como las de la
figura 2.22, llamadas HURA (Hexagonal URA). Estas mdascaras tienen
la peculiaridad de que, al girarlas 60° obtenemos el patréon

complementario (salvo por el elemento central).

Figura 2.22: Patrén hexagonal HURA.

Los conjuntos Singer son otro grupo de CDC donde se cumple que

fm+l _ .
N = - -
-1
K = tm~1 (2.20)
t- 1
t-1

siendo ¢ un nimero primo. Cuando #-2, obtenemos las secuencias m, arriba

mencionadas.

El nimero de conjuntos URA disponibles esta limitado por la "poblacion”
de nimeros primos, con lo que la adaptacion de una méscara que sea adecuada
a un determinado detector requiere cuidadoso estudio. Por lo general, resulta
mas adecuado proceder a la inversa; es decir, elegir una maéascara con las
caracteristicas requeridas, y a partir de ella definir el detector que sea

adecuado (y con ello, el telescopio).
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2.8.4 Modified Uniform Redundant Arrays (MURA) o conjuntos

uniformes redundantes modificados

Gottesman y Fenimore [18], en 1989 propusieron
otra forma de mascara codificada que exhibia ciertas
caracteristicas de los URA, y que permitia tener una
todavia mayor variedad de patrones disponibles. Estos
patrones son los MURA, y como su nombre indica, son
una modificaciéon de los patrones URA.

Figura 2.23: MURA 5x5.

Como hemos dicho, en los URA generados por
primos gemelos, tenemos que N - p-q, donde tanto p como ¢ son numeros
primos, y p - ¢ = 2. Pero el conjunto dado porp - ¢ =0 también es de sumo
interés para formacion de imagenes, y nos permite tener patrones de mascara
cuadrados. Estos son los patrones MURA. El modo de generaciéon de estos
MURA es idéntico al descrito arriba para los URA, solo que ahora N =p-p. Es

decir:

=0 si ;=0
1 s1j=0,

Mi
M =i sicip>cip) = +i
=0si CiteX"p) = -1

Como hemos visto, para el caso p = 5, los nimeros 1y 4 son residuos
cuadraticos mod 5, y siguiendo la receta para obtener los valores M" del patréon
MURA de la méscara, obtendremos el patron de la figura 2.23. El elemento
(0,0) es el situado abajo a la izquierda. Este patrén es el patron base de la
mascara de LEGRI, como podemos comprobar si volvemos a mirar las figuras

1.3y 1.4. En la figura 2.24 se observa su autocorrelacion ciclica.

Como se puede comprobar en esta figura, el fondo ahora no es plano,
como ocurria con las URA; aunque tampoco fluctua de manera cadtica como en
las mascaras aleatorias, sino de una forma que nos va a ser muy facil corregir,

como comprobaremos en el apartado 2.9.1.
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Figura 2.24: Autocorrelacion del patron MURA 5x5 de la figura
2.23.

2.8.5 Nuevos patrones

Recientemente ha sido sugerida la aplicaciéon en astronomia de unos
nuevos patrones que tienen perfectas propiedades autocorrelativas, al igual que
los URA. Genéricamente se conocen como Perfect Binaries Arrays (PBA), y
tanto los URA como los MURA se pueden considerar coipo un caso particular
de los mismos. Sus propiedades de formacidon de imagenes son las mismas que
las de los URA y MURA, y todo lo dicho hasta ahora es aplicable a ellos; su
principal ventaja reside en que existe una mayor variedad de patrones disponi-

bles. Para saber mas se remite al lector a las referencias [19], [20], [21] y [22].

2.9 Eleccion de G

Como explicamos en el capitulo 2.6, buscamos una matriz de
reconstruccion G que cumpla que M*G sea en la medida de lo posible una

funcion delta, es decir, repitiendo la ec. 2.13, que

(M *G\ = 80 5 221
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y hemos dicho también que G va a ser una modificacién de M. En el mejor de
los casos, lo que vamos a obtener va a ser:

(M*@G); = (n° agujeros) §; O (2.22)

(es decir, un factor de escala), y esto, efectivamente, se cumplira en el caso de
tener como patrén un URA o un MURA (o un PBA) y elegir la G adecuada.
Dicho sea de paso, se define [13] 1a System Point Spread Function (SPSF) como:

SPSF =M * G (2.23)

es decir, la respuesta del sistema para una fuente puntual en el centro del
campo de visién y en ausencia de ruido (como ya vimos en el punto 2.6 para el
caso particular M=QG), y nos da una idea de la "bondad" de la reconstruccién,
dadas una méascara M y una matriz de reconstruccién G.

2.9.1 Correlacion balanceada

La correlacién balanceada [23] es el método habitualmente usado para
reconstruccién de imagenes por medio de una correlacién. Consiste en definir
la matriz de reconstruccién G;; como:

Esto compensa de forma considerable la existencia del ruido de
reconstruccién que aparecia si haciamos la reconstruccién usando como matriz
de reconstruccién la matriz M. De hecho, en el caso de los URA, este ruido de
reconstruccién se suprime totalmente si el numero de agujeros (de unos en la
" matriz M) es par, pues dado que la correlacién ciclica de M con G es:

-

n-1

3

Oij = My, Ggimodm @spmodn (2.24)

0 I=0

o
"

para un (i,j) distinto de (0,0), M*G seri un sumatorio de valores 1 y -1, tantos
como unos (agujeros) tenga M (y si éste nimero es impar, es imposible que los
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1y los -1 se compensen totalmente entre si para darnos un valor cero).

~mG

30 -m
25

20

Figura 2.25: Reconstruccién balanceada del patrén aleatorio de
la figura 2.8.

(M*G1

Figura 2.26: Reconstrucciéon balanceada de una URA 5x7.

En la figura 2.25 podemos ver el efecto de la correlacion balanceada
aplicada a la méascara aleatoria de la figura 2.8, y en la 2.26 podemos ver el

efecto en la URA de la figura 2.20; si comparamos estas figuras con las que
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obteniamos al usar la autocorrelacion ciclica como método de reconstruccion (es
decir, usando la propia matriz M como matriz de reconstruccion, figuras 2.14
y 2.21), vemos, para el caso de la mascara aleatoria, como el fondo ha sido
suprimido considerablemente, estando ahora éste centrado en cero en lugar de
en 16, mientras el pico conserva la misma altura; y como, en el caso de la URA,

el fondo es plano y de valor cero.

Por contra, si aplicamos la correlacion balanceada sin mas al MURA de
la figura 2.23, aunque obtenemos una importante supresion del ruido de
reconstruccion (de andloga forma a lo que ocurria en el caso del patron
aleatorio), no obtenemos un fondo plano de valor cero como seria deseable, sino

lo que aparece en la figura 2.27:

Figura 2.27: Reconstrucciéon balanceada de una MURA 5x5.

Pero no hay que preocuparse, pues ya se dijo en el punto 2.8.4. que éste
es un efecto que es muy sencillo de corregir. Para lograrlo, tan sélo deberemos
hacer una pequefia modificacién en nuestra matriz G [18], consistente en
cambiar el elemento (0,0), que ahora es un -1 (pues en el patron M de la
mascara, es un cero), por un +1. Al usar esta particular version de la

correlaciéon balanceada, obtenemos el siguiente resultado:
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Figura 2.28: Reconstruccién balanceada de una MURA 5x5 una
vez modificada G.

Es decir, un fondo plano de valor cero, tal y como desedbamos; idéntico

resultado al que obteniamos en las URA.

Como se desprende del punto 2.5, la resolucion de estos telescopios (o lo
que es lo mismo, el tamafio de los pixeles de la imagen reconstruida) viene

dada por:

resolucion= arctg (2.25)

donde c es el tamafio de un elemento de la mascara y f la distancia de ésta al
plano detector, siendo la resolucion, por tanto, el dngulo que subtiende un
elemento de la méscara visto desde el plano detector, y es la misma que se

obtendria con una cdmara de agujero con una apertura de idéntico tamaifo.

A partir de estos resultados satisfactorios, al usar métodos de reconstruc-
cién basados en la correlacion, se puede definir el telescopio optimo [14] como
aquel en el que el disefio es tal que no existen errores de codificacion; es decir,
se obtiene una reconstruccion Optima sin ruido de reconstruccién (el ruido es

debido tnicamente a los datos). Esto se logra usando disefios de maéascara
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ciclicos basados en patrones URA o MURA (0o PBA), y asegurando que la
sombra proyectada en el detector es un niimero entero de ciclos del patrén de
la méscara. Tipicamente se usa una méscara conteniendo (Nx+1)-(INy+1) ciclos,
y un detector de tamafio igual a Nx-Ny ciclos. Un caso muy usado es Nx=Ny=1.
LEGRI se aproxima a este caso, pues la méscara consta de 2.8-2.8 ciclos del
patrén MURA base, y el detector tiene un tamaiio de 1-1 ciclos. Ello es asi
porque se deseé un campo de visién (ver el apartado 2.11) lo mayor posible y
se usé el maximo tamaifio de mascara 'y de detector que permitieron el resto de
los instrumentos de la plataforma Minisat 01.

Hemos mencionado aqui el caso mas usado de correlacién balanceada.
Por completitud diremos que se puede tratar un caso méas general [17] si
definimos la matriz de reconstruccién G segin:

Jugando con estos dos valores podemos favorecer determinadas
caracteristicas de la imagen reconstruida frente a otras; conservacién de flujo
entre la imagen detectada y la reconstruida, eliminacién del ruido en la imagen
reconstruida, etc... En la practica, todas estas posibilidades son incompatibles
entre si, y si en una reconstruccion favorecemos una caracteristica es a costa
de empeorar otras. A nuestro ver, el caso A=0=1 es el mas interesante de todos
(ademas del més usado), si bien esto se deja a juicio del lector, que podra
encontrar una detallada discusién sobre el efecto de estos valores en [17].

2.9.2 Correlacion balanceada de muestreo fino (CBMF)

En el punto 2.9.1 hemos supuesto implicitamente que el plano detector

~ tenia el mismo tamarfio que un ciclo de la méscara, y que éste era subdivisible- -~ -- -

en pixeles del mismo tamarfio que los elementos de la méascara. Pero puede
ocurrir que el plano detector tenga mejor resolucion espacial y pueda
subdividirse atin mas finamente. Esto es lo que ocurre por ejemplo en el caso
de LEGRI, en el que un elemento de la mascara equivale a 2x2 elementos del
plano detector, o lo que ocurriria en un detector continuo sensible a la posicién,
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en que cada elemento de la mascara equivaldria a nxn elementos del plano
detector, siendo n el entero que se quisiera (en la practica esta subdivisién
tendrd un limite, pues un detector de posicion realmente continuo no existe).
Cuando se dé este caso, podremos mejorar la imagen que obteniamos en el
apartado anterior usando una modificacion de la correlacion balanceada
descrita, a la que llamaremos correlacion balanceada de muestreo fino [23]. La

explicaremos usando el caso de LEGRI.

Cada elemento de la mascara equivaldra a una matriz 2x2 de elementos
de deteccidn; por tanto subdividiremos la propia matriz M (ver fig. 2.29) para
que cada elemento de la méscara se corresponda con uno del plano detector
(como resultas, esto se corresponderd con subdividir a su vez la imagen

reconstruida en pixeles mas pequeinos).

Figura 2.29: Subdivision de la matriz M en elementos mis pequefios, del mismo tamafio que los elementos
que conforman el plano detector.

Una vez hecho esto, se procede de idéntica manera a lo descrito en el

apartado 2.9.1; es decir:

Gj=1siM- =1
Gj=-1siM-=0

y, en el caso de los patrones MURA, las subdivisiones del elemento (0,0) de la
mascaraseran l,en lugar de -1, de manera andloga a lovisto en elpunto 2.9.1

(ver fig. 2.31).Ahora tanto Mcomo G tendran un mayor numero deelementos
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que en el caso anterior (al igual que la imagen reconstruida).

La respuesta en este caso no va a ser una funcidn delta, como ocurria en
la correlacion balanceada; el muestreo méas fino da suficiente resoluciéon para
resolver la delta del caso anterior en una estructura piramidal (fig. 2.30, en dos

representaciones distintas), con una FWHM igual a:

/ \
FWHM= arctg © (2.26)

es decir, igual a la resolucién (ecuacion 2.25). Sin embargo, pese a que la
resolucion angular es la misma, al ser mas pequefios los pixeles de la imagen
reconstruida (hay maés, para el mismo campo de vision), podremos posicionar

mas finamente (mdas exactamente) las fuentes, y obtener una imagen mejor.

(o]

0 -

35 4

20

®)

Figura 2.30: M*G usando correlacién balanceada de muestreo fino.

2.9.3. Decodificacion 5

La decodificacion 8 [23] es un método para minimizar la aparicidén de la
estructura no-delta que aparecia en la reconstruccion al usar la CBMF (es
decir, para mejorar el contraste). Es similar a la CBMF, pues también
subdivide la matriz M de la mdascara para equipararla con la resolucion
espacial del plano detector. Pero ahora, la matriz G se define de forma

ligeramente diferente; lo veremos mejor en la figura 2.31.
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Figura 2.31: Comparacién entre las matrices de reconstruccion G usadas en la correlacion balanceada de

muestreo fino y en la decodificacién 5, para el caso del patron de LEGRI.

Es decir, en cada elemento de la mdascara, en lugar de convertir todas sus sub-
divisiones en valores 1 o -1 (como se hacia en CBMF), tan s6lo lo haremos con
una de ellas (a elegir, pero en cada subdivisién la misma; en la fig. 2.31 se ha
elegido la de arriba a la izquierda), siendo las restantes 0. Este procedimiento
mejora el contraste de la imagen, pues ahora la respuesta no es una piramide,
sino una funcion caja (bidimensional), de anchura total igual a la resolucion

dada en la ec. 2.25 (fig. 2.32; la reconstruccion tiene un tamafo de 2x2 pixeles).

b

Figura 2.32: M*G usando decodificacion 8.
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Al igual que la CBMF, por tener un tamarfio de pixel menor, permite
posicionar mejor las fuentes, aunque se introduce un desplazamiento intrinseco,
dependiendo de dénde situemos los 1 y -1 en la matriz G. Si es posible
subdividir cada elemento de la mascara en nxn elementos, siendo n un impar
(no es éste el caso de LEGRI), haciendo que el elemento distinto de cero sea el
central lograremos que no exista un desplazamiento en la posicion de las
fuentes reconstruidas.

2.10 Transformadas de Fourier

Como se ha dicho repetidamente, el método de reconstruccion consiste en
hallar la correlacién de la matriz de datos D con la matriz de reconstrucciéon G.
Esto es, O = D * G, que escrito de forma explicita, tiene la siguiente forma:

3
-
R

Oij = 4 Dkl G(k*i)modm (+)Hmodn (2'27)

bl
[
]

o

Sin embargo, la implementacién de esta ecuacién en telescopios en los
que m y n son nuimeros grandes (o sea, que tanto D como G tiene un gran
numero de elementos), nos lleva a realizar un enorme ntmero de célculos; m-n
multiplicaciones por cada pixel (i,j) del cielo, y, dependiendo de m y n, puede
ser impracticable realizar estos calculos en un plazo de tiempo adecuado. Este
no va a ser el caso de LEGRI, pues n=m=10, y por tanto se realizan tan sélo
100 multiplicaciones por cada pixel de la imagen reconstruida, realizdndose la
reconstruccién de toda la imagen en menos de un segundo (en una méquina
SUN Sparc 20); pero, por completitud, vamos a mencionar un método
alternativo para calcular la correlacién de la ec. 2.27 con mayor rapidez. Para
ello haremos uso de las transformadas discretas de Fourier.

A Se defme i;sl‘tréhéf(;;rﬂéda dé Forurié;a_ev unafuncu;n _l;(t) ‘como>:m
H(v) = Flh@) = f h(t)e vt dt (2.28)

y asimismo, se define la transformada inversa como:
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he) = FIHW)] = fH(v)e-ZnMdv (2.29)

Usualmente se suele decir qué h(t) es la representacion en el espacio de
tiempos de la funcién, y H(v) la representacién en el espacio de frecuencias. De
forma andloga, si en lugar de una funcién continua tenemos un conjunto
discreto (una matriz) de datos k,, se define su transformada discreta [24] como:

N-1

Hn = E hkeZn:ikn/N (230)
k=0
y su inversa como:
N-1
hk - }_E Hne-21cikn/N (231)
n=0

Sean a y b dos matrices discretas de tamafio m cuya correlacién, ¢, que
-es otra matriz, nos interesa hallar (en nuestra ecuacién 2.27 a y b
corresponderian a D y G). Sea c,=(a*b), el elemento £ de la correlacién de
ambas matrices. Y sean A y B las matrices transformadas de Fourier de a y .
El teorema de correlacion discreta [24] nos dice que:
asb = FlF@F®] 2.32)

¢,=(a*b), <> A B,=C,

donde " representa el complejo conjugado; o sea, lo que en el espacio de tiempos
corresponde a una correlacién entre matrices (que implica m productos para
cada elemento), en el espacio de frecuencias corresponde a un simple producto.
Es decir, para hallar el elemento ¢, de la correlacién necesito multiplicar entre
si los m elementos de a y b (desplazados entre si £ unidades), mientras que
-para hallar el elemento-C, de la transformada de Fourier de ¢, tan sélo he de
multiplicar entre si los elementos n-ésimos de las matrices A y B.

Sin embargo, por contrapartida ahora tenemos operaciones adicionales,
que es el realizar las transformadas de Fourier; para minimizar el nimero de
operaciones, existe un algoritmo para hallar las trasformadas de Fourier de
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conjuntos discretos de datos, conocido como transformada rapida de Fourier, o
Fast Fourier Transform (FFT) [241. Sin embargo, aunque rapida, sufre la
limitacion de que, para que sea realmente eficaz, el nimero de datos N debe
ser una potencia entera de 2; es decir, N = 2/ donde / es un entero. Si éste no
es el caso, hay que rellenar los datos con ceros hasta llegar a una potencia
entera de 2 (o, para tal fin, subdividirlos si es posible, de forma andloga al
procedimiento usado en la CBMF) [24] [14].

2.11 Blindajes y colimadores

Como se ha dicho ya, estos telescopios suelen hallarse blindados y/o
colimados, de tal suerte que se impida la llegada al plano detector de radiacion
no codificada por la mascara. Ambos sistemas presentan sus ventajas e

inconvenientes.
2.11.1 Colimadores

Cuando se usan colimadores
(ej. el caso de LEGRI), se limita el
campo de vision de cada unidad
detectora, de tal forma que, por
ejemplo, tan s6lo sean capaces de ver
mascara (fig. 2.33). Esta disposicion
tiene la ventaja de que todos los

elementos del plano detector tienen
Figura 2.33: Limitacion del campo de vision de los

el mismo campo de ViSiOll, mdepen- elementos del plano detector usando un colimador.
dientemente de su situaciéon en el

plano detector. Esto quiere decir que, si existe un colimador, éste es el que

define el campo de vision del telescopio.

Sin embargo el colimador produce un efecto indeseable en la sefial
detectada; cuanto mas se aleje la fuente del centro de vision del telescopio,
menor serd el flujo que detectemos, como puede comprobar el lector si observa
la figura 2.34.
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(c) (d)
Figura 2.34: Efecto del colimador en la seiial detectada; cuanto mayor sea el Angulo desde el que se recibe
la seiial, mayor sera la absorcion de la misma producida por el colimador.

La respuesta varia con el dngulo de iluminacion, dado que las unidades
detectoras reciben diferente flujo dependiendo de éste, y la respuesta del
colimador es practicamente triangular, con un maximo cuando el &ngulo es cero
y decreciendo casi linealmente hasta llegar a un d4ngulo limite (que seria el caso
(d) de la figura 2.34) a partir del cual la respuesta vale cero. Sistematicémoslo:
sea H la altura del colimador, LxL el 4rea de la unidad detectora y a el dngulo

desde el cual observamos la fuente, como vemos en la fig. 2.35(a).

Area

Area’

(a) (b)

Figura 2.35: Efecto del colimador en la respuesta del detector en (a) 2 y (b) 3 dimensiones.

Tenemos que x es la zona del detector iluminada, que viene dada por:
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x' =L - H-tg|o| (2.33)

y x la proyeccién ortogonal a la direccién o, que es:

x/

Vig?a+1

(éste es un efecto geométrico, debido a que el detector estd "girado" respecto de

x = x' coso = (2.34)

la direccién de procedencia de la fuente, y surge siempre, independientemente
de la existencia o no de un colimador). Con esto, definimos el flujo que permite
ver el colimador (en realidad el tanto por uno) como:

O(a) = X = cosa - Esen[oq (2.35)
L L

Generalizando esto al caso tridimensional (fig. 2.35(b)), tendremos que
Area’ es la zona del detector iluminada, dada por:

x' =L - H-tglo|
y' =L - Htg|B| (2.36)

Area’ = x'-y’

y Area la proyeccién ortogonal a la direccién (o,p), que, generalizando la
ecuacién 2.34 (ver apéndice I), es:

Area = Ared’ (2.37)
Vtglo+tg?p +1 '

y el flujo visto a través del colimador, de forma andloga a la ec. 2.35, es:

®(a,p) = Area (2.38)

L2

Las anteriores expresiones tienen sentido fisico siempre que x’e y’sean

mayores que cero (es decir, que la fuente realmente ilumine el detector). Esto
se cumplira siempre que:

L
tgla] < = y tg|B] <

L (2.39)
H H
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2.11.2 Blindajes

Los blindajes son una estructu-
ra opaca a la radiacion que envuelve
el sistema detector-mascara de tal
forma que no llegue al plano detector
radiacién que no haya atravesado
previamente la mascara (fig. 2.36).
Este sistema, frente al colimador,
presenta la desventaja de que cada
elemento del plano detector tiene un
campo de vision distinto; sin

embargo, tiene la gran ventaja de no

Teoria de mascaras. Fundamentos

Figura 2.36: Limitacion del campo de vision del plano
défector un e

disminuir la sefial conforme la fuente se

aleja del centro de vision del telescopio; tan sélo existe la pequefia disminucion,

ya comentada, debida a que el detector se halla girado con respecto a la

direcciéon de la fuente, y cuyo efecto mostrabamos en las ecuaciones 2.34 y 2.37

para 2 y 3 dimensiones respectivamente. Sin embargo, este efecto es muy

pequeno frente al del colimador.

Si el sistema no presenta colimador (o si existe, pero éste no limita el

campo de visiéon a la mascara), se pueden definir diferentes campos de vision

[25], de acuerdo con la figura 2.37.

FCFV

FVZS

Figura 2.37: Campos de vision de un telescopio de

apertura codificada.
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FCFV (Fully Coded Field of View) o campo de visién completamente
codificado hace referencia al campo celeste desde el cual una fuente proyecta
en el detector un ciclo completo de la méscara, mientras que FVZS (Field of
View at Zero Sensitivity) es la zona celeste desde la cual una fuente proyecta
en el detector algin tipo de sombra de la mascara (bien sea un ciclo completo
o una parte); por ende, a dngulos mayores el detector no ve nada. El PCFV
(Partly Coded Field of View) seria el complementario entre ambos (fig. 2.37).

2.12 Otros métodos de reconstruccion

Hasta ahora hemos tratado en detalle los métodos de reconstruccién de
imdgenes basados en la correlacién; esto es, que se basan en la ecuacién 2.7. En
cierta forma, estos métodos lo que hacen es aplicar la funcién inversa (la matriz
G) al espacio de datos para obtener el espacio fuente, en los casos en los que la
inversa analitica existe (cuando usamos un URA o MURA en un sistema
ciclico), o una aproximacién razonable de la misma, cuando no (por ejemplo, si
la méascara es aleatoria). Como ya se dijo, la ecuacién 2.7, aun siendo una 1til
parametrizacion del proceso de deteccién, era inexacta, pues no tenia en cuenta
ciertos factores, como el efecto de los colimadores o la eficiencia de los detec-
tores, por citar algunos ejemplos. También dijimos que el proceso de deteccién
estaba mejor representado por la ecuacién 2.9, que volvémos a mostrar aqui:

D, = Eﬂ Oaﬁq);:? + By, (2.40)

donde @ incluye todos los efectos que pueden actuar sobre la sefial (méscara,
colimadores, eficiencias, etc...).

- Vamos a tratar ahora de métodos de reconstruccién que si tienen en

cuenta estos efectos (de tal forma que es de esperar una reconstruccién maés
realista), y que no se basan en la correlacién sino en técnicas de maximizacién;
esto es, se buscan los estimadores O, compatibles con los datos a través de la
ec. 2.40, que maximizan una cierta magnitud. Por desgracia, nos vamos a
encontrar con que estos procedimientos son mucho més lentos que los tratados
hasta ahora, y que para telescopios muy complejos pueden ser inaplicables.
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2.12.1 Inversion de funciones

Antes de comenzar con la descripcion de estos métodos, vamos a aclarar
algunos conceptos relacionados con la inversion de funciones, pues como acaba-
mos de decir, las técnicas de reconstruccién de iméagenes estan directamente
relacionadas con este problema; se tiene una funcion que relaciona el espacio
fuente O (se puede incluir el ruido B como parte del espacio fuente, aunque por
claridad en nuestra argumentacion no lo haremos) con el espacio de datos D,
y se quiere hallar la funcion inversa que nos dé el espacio fuente, a partir del
espacio de datos conocido; pero esta funciéon inversa puede no existir, y el
problema se ve ademds empeorado por la incompletitud e inexactitud de

nuestros datos [26].

Teoria de deteccion

Espacio de
datos tedricos

Espacio
fuente

Espacio de
datos
observados

Inversa analitica

Figura 2.38: Relaciones entre el espacio fuente y los espacios de datos observados y tedricos.

En principio es deseable que el espacio fuente que queremos reconstruir
tenga un tamafio de pixel tan finamente pequefio como queramos. En la préacti-
ca, éste tendrd un limite, debido a que nuestros datos experimentales son
finitos. Nos referiremos al conjunto de nuestros datos como el espacio de datos

observados D y llamaremos O a nuestro espacio fuente. Los datos nunca seran
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tan completos como quisiéramos, debido a las limitaciones intrinsecas del
detector (p. ej. tamaiio de pixel finito). Podemos, por tanto, pensar en un
espacio de datos tedricos D, constituido por todo el infinito nimero de
observaciones que podemos concebir, sin las limitaciones de un detector real
(fig. 2.38). De él, tan sélo un pequefio fragmento (D) es disponible.

Noétese que aun en el caso de existir la inversa analitica, y estar
univocamente definida, ésta nos lleva en realidad de D, a O, no del subconjunto
de datos D a O. El paso de D a O no estd univocamente definido; si aplicamos
la inversa analitica a D asumiendo valores para los datos perdidos, lo que
obtenemos es una estimacién de las fuentes, O, que no tiene por qué ser la
mejor, ya que existird un gran numero de estimaciones compatibles con
nuestros datos D. Por tanto, hemos de imponer criterios a O para seleccionar
cudl, de todas las estimaciones compatibles, es la preferible.

2.12.2 Maxima entropia

Este es uno de los métodos més exitosos en reconstruccion de iméigenes
usado en astronomia [27], y es aplicable a todo proceso de deteccién que pueda
sistematizarse por una ecuacién del estilo:

D, = R(f) + B, 241

[28] donde D, son los datos detectados, B, el ruido, {f;} es la fuente de sefial
(nuestra incégnita) y R,(f) es la funcién de respuesta del sistema de deteccion.
Como se puede ver, la analogia con la ecuacién 2.40 es total; basta con
identificar f con O y R(f) con XO®. La tnica limitacién con la que trabajamos
es que las magnitudes f sean aditivas [26].

Para explicar en qué consiste el método de maxima entropia, usaremos
el argumento del mono [29]: supongamos un mapa celeste dividido en celdas
discretas, y un equipo de monos que se dedica a tirar bolitas (fotones) al azar
dentro de estas celdas, de modo que generan diversos mapas celestes prueba;
de hecho, dado que nuestros monos tienen una paciencia que para si la quisiera
el diablo de Maxwell, generan todos los mapas posibles, repitiéndose muchos
de ellos. Luego aplicamos a todos estos mapas la funcién de respuesta del
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detector, R,() y los comparamos con nuestros datos experimentales; casi todos
los mapas prueba f; serdn inconsistentes con los datos D,, pero habra varios
mapas que sean coherentes con los resultados y sus errores, y nos quedaremos
con ellos descartando los otros. Dado que entre éstos habra muchos mapas
repetidos, los ordenaremos por montones (cada mapa diferente en un montén
diferente) y nos quedaremos con el mapa del montén m4és alto. Es decir, el
mapa consistente con los datos maés frecuentemente producido por los monos.

Este proceder produce el mapa, consistente con los datos, més uniforme,
miés suave. Es decir, es la imagen factible de mayor entropia. Esta imagen
representa la minima cantidad de estructura impuesta por los datos. O lo que
es lo mismo, cualquier estructura que veamos debe provenir inica y exclusiva-
mente de la imagen fuente real.

Dado que poner a trabajar a un equipo de monos no es factible,
formularemos una definicién de la entropia y la maximizaremos, bajo la
restriccibn que los datos experimentales imponen. Existen diferentes
definiciones de la entropia (en [30] se pueden ver varias), y los diferentes
autores no se ponen de acuerdo en cudl de ellas debe usarse. Nosotros en esto
seguiremos a [29] y usaremos como entropia:

S = —Zﬂ: Oaﬁ.logoaﬂ (2.42)

Si halldramos los O, que maximizan 2.42, obtendriamos una imagen
totalmente llana, sin estructura alguna. Por ello tenemos que maximizarla con
la restriccién de que los O,; sean consistentes con nuestros datos. Esto lo
logramos definiendo una funcién @ de la forma:

~ 2
Q - _E OaB'logOaB _ xE (Dij _ftj) (2.43)
o e TG 'Gij . .

donde el segundo término, salvo por el valor A (que actiia como un multiplica-
dor de Lagrange) es una distribucién %> de los datos. Al maximizar @ respecto
a O, obtenemos la estimacién de O que and4dbamos buscando:
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o DD

gl (2.44)

Op = 7

una de cuyas ventajas mas evidentes es que compara los datos experimentales,

D, con la estimacién de los mismos, que viene dada por:

ijs

D, =Y 0,2 (2.45)
of

[31]' y bajo la restriccién de nuestro error experimental, ;. La otra gran
ventaja que presenta es la no negatividad de la imagen reconstruida, asegurada
por la exponencial, con lo que no es necesario controles adicionales para
asegurar que no existan pixeles con intensidades negativas.

Pero, debido a la ec. 2.45, tenemos que nuestra solucién de maxima en-
tropia dada por ec. 2.44, es una ecuacién trascendental, sin solucién analitica,
ya que O se halla a ambos lados de la igualdad y no se puede despejar. Hemos
de recurrir por tanto a técnicas numeéricas para resolverla. Podemos usar la
propia ecuacién 2.44 de forma iterativa para hallar la solucién, iniciando con
un campo O° uniforme, evaluando el lado izquierdo de la ec. 2.44 y obteniendo
un valor 0%, que volveremos a meter en el lado izquierdo, etc...

Por desgracia, la aplicacién directa de 2.44 no da un resultado
convergente. Como solucién a esto, en [31] se sugiere usar una media pesada
de iteraciones consecutivas de la forma:

-1-20y o @, 'rD.‘i_)

e . Pay 0 (2.46)
Oaﬂ = (1-7)0‘13 + ’Ye v

donde 7y controla la "memoria" del algoritmo. Los propios autores sugieren el
valor y=1/3 por sus buenos resultados. Aun asi, el uso de 2.46 no asegura que,

si Oaﬁ ‘converge, lo haga a la solucién correcta. En [29] se indica como

procedimiento adecuado promediar las iteraciones sucesivas para obtener la
convergencia.

De todas formas, sea el método que usemos para resolver la ecuacion
2.44, tenemos el incordio adicional del parametro libre A, que, de hecho, es tan



76 Teoria de mascaras. Fundamentos

libre, que de una iteracién a otra puede cambiar (y cambia) de valor (jexisten
expresiones de la entropia -p. €j. en [31]- que tienen atn més parametros
libres!). Para mantener los O, de cada iteracién en valores adecuados,
siguiendo a los diferentes autores, se elige la A" (1a A de la iteracién n) de tal
guisa que los O™ que generemos den una % del orden del niimero de datos.

2.12.2 El algoritmo EM

- El algoritmo EM es un algoritmo iterativo de maximizacién que
descubrimos por casualidad en un articulo médico [32], aplicado a la tomografia
por emisién. Enseguida vimos que su formalismo era andlogo y totalmente
exportable a la problemaética de las mascaras codificadas y podria proporcionar-
nos una herramienta més para nuestra tarea de reconstruccién de imégenes.

El algoritmo EM (cuyo nombre viene de valor Esperado y Maximizacién)
es un algoritmo para computar estimadores de maxima verosimilitud iterativa-
mente [33] a partir de datos incompletos. La idea es la siguiente: Supongamos
que los datos observados en un experimento es un vector aleatorio y, que tiene
una funcién de probabilidad condicional g(y | ¢) donde ¢ es un conjunto de para-
metros desconocidos a estimar; es decir, g representa la probabilidad de que
obtengamos los datos y dados los pardmetros ¢. Nuestro objetivo serd hallar el
conjunto de parametros ¢™** que maximicen g(y | 9), y que sera el mejor estima-
dor del valor real de los pardmetros ¢. En general sera dificil maximizar g(y | ¢)
respecto a ¢, asi que, en lugar de trabajar en el espacio de datos observados (e
incompletos), que siguiendo la terminologia de [33] vamos a llamar Y (el equi-
valente de D en el punto 2.12.1), trabajaremos en el espacio mayor de datos
tedricos completos, que llamaremos X (lo que en 2.12.1 llaméabamos D,), donde
la optimizacién nos serd mas facil de realizar (continuando la analogia,
nuestros parametros ¢ a estimar seran los O del espacio fuente). Los datos de

" este espacio tedrico, x, no son observables directamente; sélo indirectamente a

través de los datos y.

Asumimos que hay un "mapeo" (no univoco) x—s(x) de X a Y, y que los x
pueden ser conocidos sélo si se hallan incluidos en X(y); esto es, el subconjunto
de X determinado por la ecuacién y=s(x). Postulamos para los datos completos
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x una funcién de probabilidad condicional fix |¢). Bajo estas suposiciones, es
posible volver a obtener g(y | ¢) a partir de flx | ¢) mediante:

g(v10) = [ flx|0)dx (2.47)

X(y)

donde la integral se convertird en un sumatorio en el caso de tratar con
variables discretas (y las funciones de probabilidad en probabilidades). Nétese
que en general habra varias especificaciones flx | ¢) que puedan generar g(y | ¢).
En algunos casos habri una eleccién natural de f que sera obvia, y en otros
habra varios caminos diferentes para definirla.

Cada iteracion n+1 del algoritmo EM consiste de dos pasos; hallar un
valor esperado (paso E) y maximizarlo (paso M):

*Paso E: Se forma el valor esperado condicional

E(logf(x]) | y,6™ (2.48)

donde ¢" representa el vector de parametros estimados en la iteracién n (de
valor ya conocido).

"1 se maximiza ec. 2.48

*Paso M: Para hallar el nuevo vector de parametros ¢
respecto a ¢, manteniendo los ¢” (que ya obtuvimos en l4 iteracién anterior y

es nuestra actual estimacién) constantes.

La idea intuitiva es que nos gustaria hallar los pardmetros ¢ que
maximizaran log flx|¢$). Dado que no conocemos log Ax|¢), en su lugar
maximizamos su valor esperado en la iteracién actual, dados los datos y y la
estimacion actual de los parametros, ¢".

~ Consideremos ahora la funcién:

H |6 = E(logf(x|9) | ¥,0™ - logg(y|¢) (2.49)

Esta funcién [33] tiene la peculiaridad de que
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H®'|9) < H@ ) (2.50)

Y a partir de 2.49, se tiene que:

logg(y|¢™") - logg(y|¢™) =
[E (logf(x [6™) | ,6™) - E(logf(x|9") | y,0™) (2.51)
+ [H(0"|o") - H(0™*|$p™]

Dado que ¢™*! maximiza ec. 2.48, manteniendo ¢” constante, el primer
corchete a la derecha del signo igual en ec. 2.51 serd 20. Y esto mismo ocurre
con el segundo corchete, gracias a la propiedad 2.50. Con lo cual se obtiene que:

logg(y |9™h) 2 logg(y 9™ < glylo™D =gy |o™ (2.52)

siendo estrictamente mayor en muchos casos. Es decir, el algoritmo EM esta
disefiado para incrementar la verosimilitud en cada iteracién.

(Convergen la secuencia de ¢" al ¢™ que estamos buscando, que
maximiza g(y | $)? Por desgracia, la demostracién de convergencia desarrollada
por Dempster et al. [33] es incorrecta, al utilizar en uno de los pasos
incorrectamente la desigualdad triangular. En [34] y [35] se intenta remediar
esta situacién, aunque sin cubrir todos nuestros problemas.

Afortunadamente, Lange y Carson [32] demuestran que, en el caso
concreto estudiado por ellos (tomografia por emisiéon -que es completamente
analogo al nuestro, como se muestra a continuacién-), si existe la convergencia
requerida, gracias a la estricta concavidad de la funcién log g(y | ¢) en el modelo
estudiado, que se basa en la estadistica poissoniana.

~ "La tomografia por emisién trabaja cambiando de posicién un unico
detector (que enfoca al paciente), y realizando medidas de la radiacién que
emite éste (ya que, previamente, se le ha suministrado una sustancia
radiactiva) viéndolo desde diferentes posiciones (proyecciones). Siguiendo a [32],
se define:
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i: indice de proyeccién

J: indice de pixel de la imagen reconstruida

I;: conjunto de pixeles que contribuyen a la proyeccién i

J;: conjunto de proyecciones a las cuales el pixel j contribuye
A;: intensidad de la fuente del pixel j (pardmetros a estimar)
¢;: probabilidad de que un fotén que sale del pixel j alcance
la proyeccién i

Y,: nimero de fotones detectados en la proyeccion i

Se tiene por tanto que:

Y, - Zcij}"j (2.53)

Jel,

que es una ecuacién andloga a 2.40. Aplicado el algoritmo EM, se obtiene la
solucién iterativa para estimar los parametros A que podemos ver en la
ecuacién 2.54:

A C.Y.
gt o ij 7 (2.54)
’ > Cy i, y Ci. '
ied; kel,

Pasemos ahora de la tomografia a las méscaras codificadas. Si ahora
equiparamos cada una de las proyecciones del detector que realiza la
tomografia con una unidad detectora diferente de nuestro plano detector (o lo
que es lo mismo, es equivalente poner un sélo detector en diferentes posiciones
-proyecciones- y realizar una medida en cada una de ellas, que tener muchos
detectores en diferentes posiciones y realizar una sola medida con cada uno),
la _analogia que indicAbamos hace un momento se revela ain més clara, y
podemos concluir que la solucién del algoritmo EM al problema de formacién

de imagenes usando maéscaras codificadas, y de forma andloga a la ecuacién
2.40, es:
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positivos; es decir 0%0. Esto no excluye la posibilidad
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< n o
aj |3 — ~n o'B’ .
2 (I)Z tj E Oa/B/ (I)UB
ij a/B/
que, poniéndolo de una forma mas elegante, resulta:
D..
. A E (I)g-ﬂ 2]
amel  An U D’ :
05 - 05 L0 =
s 4
PN 2
ij
siendo:
D, - zﬂ: O, @5 (2.57)
Q|

de idéntica forma a la ec. 2.45.

La ecuacion iterativa 2.56 tiene una gran ventaja respecto a las que
obteniamos usando el método de maxima entropia: la total ausencia de
parametros libres; la ecuacién es robusta y no requiere de continuos y molestos
controles en cada iteracién para ajustar ninguin pardmetro (o conjunto de) que
frenan el proceso. Ademas, dado que la descripcién de la,funcién probabilidad
gy | ¢) se fundamenta en la naturaleza aleatoria del fenémeno de deteccién (al
usar la estadistica de Poisson), es de esperar una reconstruccién mejor y mas
natural que con el método de méxima entropia. Otra virtud es la no
negatividad de la imagen reconstruida. Al igual que con méxima entropia, no
es necesario imponer restricciones adicionales para asegurarla, pues viene
implicita. La tdnica que se necesita es que los parametros iniciales sean

liméa"; =0

Ademis, EM converge al apropiado estimador de méxima verosimilitud,
independientemente del valor inicial, como se demuestra en [32]. Nosotros
tomaremos por parametros iniciales O° un campo uniforme de valor 1 para todo
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(a,p). Con esto no introduciremos de antemano ninguna estructura en la
imagen, que tan sélo serviria para retrasar la convergencia.

Su excelente convergencia puede intuirse viendo a simple vista la
ecuacién 2.56. En efecto, en el caso en que nuestros parametros estimados 0"
fueran los correctos, tendremos que D y nuestra estimacién del mismo coincidi-
ran, de tal forma que la fraccién entre paréntesis en ec. 2.56 valdra 1, y por
tanto también la fraccién entre sumatorios, con lo que tendré que 0"=0"*1.

Por curiosidad, y enlazando con los métodos basados en la correlacién,
obsérvese que, tras la primera iteracién, dado que 0°=1, y en virtud de ec. 2.56
y 2.57, lo que tenemos es:

D

ij

Y @

i }'Bj Dgp (2.59)

2 P
ij

1

Oy =

y si definimos @ como se definia la matriz M;; (es decir, ®=1 si el detector (i)
mira por un agujero al mirar hacia (o,p) y ®=0 si mira a un elemento opaco),
se tiene que:

E‘Dijﬁ = V4
B
> @ = Ng

tJ

donde N,=ntimero total de agujeros de la méscara y No,=ntimero de agujeros en
un ciclo. Con ello, se tiene que ec. 2.59 queda:

o - - NPT L~ 1 -
0,5= Yo%D, = 0'=
P NN NuN

2007 )

Es decir, la primera iteracién es en cierto modo equivalente a los métodos
basados en la correlacién descritos anteriormente.
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2.12.3 Métodos de maximizacion versus inversion de funciones

Hay que hacer notar que tanto el método de médxima entropia como el
algoritmo EM solventan elegantemente el problema de la inversién de funcio-
nes indicado en 2.12.1. Como dijimos, la funcién respuesta del detector (en
nuestro caso ®) relaciona el espacio fuente O con el espacio de datos D. El
camino "obvio" para hallar los parametros O a partir de los datos D seria
aplicar la funcién inversa; pero como ya hemos visto ésta no estd definida
univocamente (por la incompletitud de nuestros datos), o peor atin, puede no
existir la inversa. Tanto el algoritmo EM como los métodos de maxima entropia
usan tan sélo la funcion de respuesta del detector, @, y nunca su inversa, para
pasar los mapas prueba del espacio fuente al de datos y compararlos con los
datos experimentales.



Capitulo 3: Otras consideraciones

3.1 Prefacio

n el capitulo 2 hemos estudiado diferentes métodos de reconstruc-
cion de imagenes, necesarios cuando se usa un sistema de
mascara codificada para la formacion de iméagenes. Esto es lo que
hemos dado en llamar teoria de mascaras. Sin embargo, antes de
adentramos en el capitulo de resultados, resulta conveniente
explicar previamente en este capitulo algunos apartados adicionales que, sin

ser exactamente teoria de mascaras, se hallan relacionados con ésta.

3.2 Criterio de errores

3.2.1 En reconstrucciones basadas en la correlacion

Siguiendo a [36], segun la ecuacion 2.10 tenemos que, dada una matriz
O que representa a la fuente, dada una matriz M que representa la mdascara,
y un ruido de fondo B, el plano detector, representado por la matriz D, vendra
dado por:
D=0 *M +B

y la reconstruccion, por:
O =D *G

o lo que es lo mismo:

II’d.Dk, Gk.u.j 3.1

Como se muestra en [37], por propagacidén cuadratica de errores, el error

estadistico estimado en cada término de la forma d-g viene dado por

eldg)=d2z\g) +g2z\d) 3.2)
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donde d y g corresponden respectivamente a los elementos de D y G en 3.1.
Todos los términos de la matriz de reconstruccién G son constantes (p. j. con
la correlacién balanceada y variantes son 1 o -1), por tanto su error asociado
es €(g)=0. Esto nos lleva a:

eX(dg) = g%e%d) (3.3)

Usando la correlacién balanceada, tendremos que g”=1. Es decir, podemos
escribir el error asociado a los pixeles de la imagen reconstruida como:

eX0,) = Y e%D,) (3.4)
kl

Y dado que las cuentas detectadas en D tienen caricter poissoniano, el
error de D, viene dado por

e(D,) = ‘/D—kl (3.5)

con lo que

%0y = X \/Dn | = XDy = T, (3.6)

kl kl

siendo T, el numero total de cuentas detectado en el plano detector, e
independiente, por tanto, del elemento ij considerado.

Aplicando esto al caso particular de LEGRI, consideremos la correlacién
balanceada: tenemos un patrén 5x5 en la méascara y un plano detector de
idéntico tamafio (agruparemos los detectores en grupos 2x2 para que los
elementos de ambas matrices tengan también igual tamaifio). Sea una fuente
de intensidad 100 fotones/unidad de 4rea (a lo largo de un tiempo At
arbitrario). Por simplicidad supongamos ausencia de ruido, de tal forma que en

cada detector iluminado se detecten ~100 fotones (salvo fluctuacién estadistica), - -

y, por tanto, en cada grupo de 2x2 se detectaran ~400 fotones (y en los no
iluminados 0). Dado que el patrén de la maéascara (fig. 2.23) consta de 12
elementos transparentes y 13 opacos, habran 12 grupos 2x2 iluminados, con lo
que tendré T),~4800 cuentas detectadas, y un error de Y4800 =~ 70 en cada uno
de los pixeles de la imagen reconstruida.



Criterio de errores &5

Considerando la posicion ij del cielo donde se halla la fuente, y usando
la ec. 3.1, tengo que cada 1 de la matriz G multiplicara un detector iluminado
(que ha detectado -400 cuentas), y cada -1 un detector no iluminado (de 0
cuentas). Esto es, 12x400 - 13x0 = 4800 cuentas en el pico de la imagen
reconstruida, con un error de £70; es decir, exactamente lo que corresponderia
a su error estadistico si fuera una medida directa. Y el resto de la imagen sera
un fondo de valor -0 (ver fig. 2.28), con un error de =70 en cada uno de los
pixeles. Sin embargo, si tuviera en el campo de vision dos fuentes de intensidad
100, detectaria -9600 cuentas (salvo efecto del colimador), con lo que el error
para todos los pixeles de la imagen reconstruida seria 100. Es decir, la misma
fuente del caso anterior, que es reconstruida con la misma altura (4800) (debido
a la forma de la ecuacion 2.14, pues el valor de la intensidad de un pixel no
depende de los deméas pixeles de la imagen), tendria un error mayor, por el

mero hecho de hallarse presente otra fuente en el campo de vision.

Si usamos CBMF o decodificacién 8 (de respuesta piramidal o cuadrada,
respect.) aparece ademads un error sistematico, debido al hecho de que, aun en
el mejor de los casos (detector ideal y con ausencia de ruido) se reconstruyen
fuentes donde no las hay. Si vemos la figura 2.30 (usandose CBMF), en que la
fuente real estd en el centro, vemos que aparece una estructura, una corona
alrededor de la sefial verdadera que no corresponden a ninguna estructura real.

En el caso de que la fuente fuera de 100 fotones/unidad,de area, obtendria:

1200+70 2400+70 1200+£70
2400+70 4800+70 2400+70
1200+70 2400+70 1200+70

Figura 3.1: Seiial obtenida usando CBMF (ampliacién). Se muestra la
intensidad del pixel y su error.
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Los pixeles de esa estructura, que debian valer cero, tienen un valor
bastante alto, y un error estadistico demasiado pequefio, con lo que el valor real
de cero no se halla incluido en el intervalo de error. Por tanto nos hallamos
ante un error sistematico, que surge al usar CBMF y decodificacién 9.

3.2.2 En métodos iterativos

El enhcontrar un criterio para asignar un error a un resultado obtenido
mediante un proceso iterativo (como es el caso de los algoritmos EM y de
Miaxima Entropia) no ha sido nada facil, pues la bibliografia relativa a temas
de probabilidad y estadistica no suele considerar procesos iterativos, y aquellos
sitios en los que se trata tales procesos suelen ser libros o articulos de
orientacion matematica en los que no se suele tener en cuenta los errores
experimentales. Afortunadamente, encontramos un libro de estadistica [38] en
el que, en un par de péaginas, se considera un proceso iterativo y se da un
criterio para asignar un error al resultado del mismo. Aunque en [38] se trata
un caso diferente al nuestro, la analogia es completa y hemos tomado su
criterio para asignar errores a nuestros resultados.

Este criterio consiste en, una vez el algoritmo ha alcanzado la
convergencia deseada, digamos en la iteracién n+1, estimamos el error de los
pixeles por propagacién cuadratica de errores [37], a partir de la formula
iterativa estimada en la iteracién n. Si consideramos como magnitudes con

error las cuentas detectadas D,, y la matriz de respuesta del detector @, pues

i
en ella, a parte de factores geométricos (que son un factor de error -en la
posicién de los detectores, en la distancia plano detector-mascara, en la altura
de los colimadores, etc...-), también se pueden incluir otras magnitudes (como
la eficiencia, la transparencia de las partes no opacas de la méscara, etc...) que
también son fuente de error, tenemos que el error (al cuadrado) asignado al

pixel (a,B) vendra dado, segin la propagaciéon cuadratica de errores, por:

82((1)1?) 3.7)

aond aon+1 . aoml
op 82(Dk,)+ ap 2(q)klﬂ) E

2(0 n+1)
E kL, acbkl A yd=af a(D

donde el subindice n hace referencia a que las derivadas parciales deben ser
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estimadas con los valores de la iteracion n. Para un estudio mas en detalle de

los errores, ver apéndice II.

3.3 Mapeado del cielo

El resultado de una unica operacién de reconstruccién es una trama
reticular de pixeles, una imagen o mapa, que representa las intensidades
celestes de una zona concreta del cielo, cuyo centro es la direccion hacia la que
apuntamos. A lo largo del tiempo la direccion de apuntado variara, para poder
estudiar diferentes zonas del firmamento. Cada uno de nuestros mapas
concretos es un elemento de un mosaico con cuya uniéon realizaremos el
mapeado del cielo. Para ello, nos interesa poder pasar de nuestras coordenadas
(a,p), que son coordenadas relativas a la direccion de apuntado (o centro del
campo de vision) del telescopio (como se explicé en el apartado 2.2) a las
coordenadas Ascension Rectay Declinacion (a.r., dec.), que son las coordenadas

absolutas usadas en astronomia.

Ambos sistemas se hallan relacionados entre si mediante rotaciones
tridimensionales, que nos vienen definidas por los dngulos de Euler y \|/3,
que determinan tres rotaciones que nos permiten pasar del eje  paralelo a la
direccion de apuntado del telescopio, al eje z3 paralelo al eje de rotacion de la
Tierra, como se muestra en la figura 3.2.

z=7Z ikCentro de vision y A
del telescopio

Tolo Norte
Celeste

(@ (b) (©

Figura 3.2: Definiciéon de los dngulos de Euler.

En nuestro caso, estos angulos de Euler los podemos obtener a partir de

los datos del sensor estelar (ver fig. 3.3), de la siguiente forma:
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*\|q es el angulo formado entre el eje a de la imagen y el paralelo celeste

que pasa por el centro del campo de vision (CCV).

*\|/2es el angulo entre el centro del campo de visién y el norte celeste, y
se relaciona con la declinacion del CCV segun \[/2= -(90° - dec.), ya que

el signo de esta rotacion (tal como la hemos definido) es negativo.

*\|/3son los grados a girar hasta el origen de ascensiones rectas, y viene

dado segtn \[/3=270° - a.r.(en grados, pues la a.r. se mide en horas).

dec.

Figura 3.3: Angulos de Euler que relacionan el sistema de coordenadas
intrinseco al telescopio con el sistema de coordenadas celestes estindar.

Asi pues, dado un objeto, que se halle en nuestra imagen en las
coordenadas (a,(3), primero obtengo sus correspondientes (0<()) (referidas al
centro del campo de vision) usando la ecuacion 2.2. Calcular las nuevas
coordenadas esféricas (91,<)i) tras la primera rotacién (a) de la fig. 3.2 es trivial,

y viene dado por:
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0, =06
' (3.8)

b, =0 -y,

En la segunda rotacién, etiquetada (b) en la figura 3.2, no nos va a ser
tan ficil determinar las nuevas coordenadas angulares (6,,0,), asi que
recurriremos a las coordenadas cartesianas como ayuda:

X, = X,
Yo = yr-cos(yp) + z;-sen(y,)
z, = 2,°c0S(Y) - yy-sen(y,)

Y dado que:
x, = R-sen(6,)-cos(¢,) X, = R-sen(6,)-cos(d,)
y; = R-sen(6,)-sen(¢,) ¥, = R-sen(6,)-sen(d,)
z, = R-cos(6,) z, = R-cos(8,)

tenemos la relacién entre angulos:

sen(6,)-cos(¢,) = sen(0,)-cos(¢,)
cos(6,) = cos(B,)-cos(y,) - sen(6,)-sen(d,)-sen(y,) 3.9
sen(6,)-sen(d,) = sen(0,)-sen(d,)-cos(y,) + cos(8,)-sen(y,)

a partir de la cual se puede determinar ficilmente las nuevas coordenadas
esféricas tras la rotacién (b) de la fig. 3.2. En cuanto a la rotacién (c), es
aniloga a la (a), con lo que viene dada por:
8; =6
o (3.10)
by =0, oy

Las coordenadas (8,,0;) basicamente son ya la declinacién y ascensién
recta (respect.) del objeto que teniamos en nuestra imagen; tan sélo queda
pasar ¢, de grados a horas para obtener la a.r. y hacer dec = 90° - 8,, con lo
que obtendremos las coordenadas celestes correctas.
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3.4 Simuladores

Para desarrollar nuestro software de reconstruccién de imégenes,
previamente ha sido necesario crear unos programas que simulen la respuesta
de nuestro telescopio LEGRI frente a las fuentes celestes, con los cuales "crear"
datos ttiles sobre los que aplicamos nuestro software de reconstruccién para
intentar reconstruir la imagen, y poder asi comparar entre los diferentes
métodos. |

Los simuladores considerados han sido dos: un modelo basado en el
método de Monte Carlo [39] de todo el detector, con plena descripcién de los
materiales componentes y de los procesos fisicos envueltos en la deteccién,
usando el paquete de simulacién GEANT-3 [40]; y un simulador geométrico que
describiremos a continuacién. El primero es més exacto y més fiel a la realidad,
pero mucho maés lento, mientras que el segundo, aunque quiza no tan exacto,
es muchisimo mas rdpido. A la hora de desarrollar nuestro software y de
estudiar las caracteristicas de los distintos métodos de reconstruccién se ha
usado este dltimo, utilizando el primero para comprobar si la aproximacién que
hacemos al usar el simulador geométrico es lo bastante buena. Con ambos lo
que se busca es, dado un campo celeste fuente, obtener la imagen detectada en
el plano detector del telescopio. El método de Monte Carlo lo hace "lanzando"
fotones (en niimero proporcional a la intensidad de la fuénte) provenientes de
la direccién (o,B) en que se encuentre la fuente, que interaccionan con la
materia mediante efecto fotoeléctrico y efecto Compton (en el rango energético
en que nos hallamos no hay produccién de pares) y siendo finalmente detecta-
dos por las unidades del plano detector. Como es de esperar, este proceso es
lento y mas aun si consideramos muchas fuentes o una fuente extensa. El
simulador geométrico calcula analiticamente la matriz ® de la ecuacién 2.9, que
_ nosdalarespuesta del detector. Ademds de mds veloz, este simulador presenta
la ventaja adicional de hallar explicitamente los factores de flujo @, necesarios,
no tan sé6lo para simular el detector, sino para la reconstruccién cuando se usan
los métodos de maximizacién (ver ec. 2.44 y 2.56). Con el Monte Carlo se
pueden calcular, pero no explicitamente; habria que realizar una simulacién
por cada direccién (o,B) y luego dividir las cuentas detectadas en cada detector
entre los fotones lanzados por unidad de drea.
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Pasemos ahora a describir brevemente el algoritmo usado en el simulador
geométrico para hallar los factores de flujo O. Lo que se quiere obtener es, para
una fuente de intensidad / que se halle en la direccion arbitraria (a,(3), qué
tanto por uno de la intensidad detectard el detector ij, teniendo en cuenta la
posicion de los tungstenos en la mascara y el colimador. Para ello, proyectamos
en el plano de la mascara el cuadrado definido por el detector ij y el definido
por el borde de su correspondiente colimador, como se ve en la figura 3.4, y

hallamos ¢l rectdngulo que viene dado por la interseccion de ambos.

Maiscara
; Proyeccion

" X
d I Interseccién
i de ambos

direcciéon

A
Colimiador

. . D
t Jilili
Detector lz SIm

Figura 3..4: Calculo del flujo proveniente de la direccién (a,(3) visto por una unidad detectora, teniendo

en cuenta el efecto del colimador y de la mascara.

Luego calculamos la interseccion de este rectangulo con la méascara en si;
existen cuatro casos posibles: que el rectdngulo caiga dentro de un elemento de
la mascara (bien transparente, bien opaco), entre dos elementos, o entre cuatro
(este ultimo caso es el que se muestra en la figura 3.4), definiendo, respectiva-
mente, urna, dos o cuatro subareas. Multiplicando cada subarea por 1 si se trata
de un agujero, o por 0 si se trata de un tungsteno, y hallando la suma total,
obtenem os la superficie de la unidad detectora que es, en efecto, iluminada por
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la hipotética fuente en (a,(3). La intuicidén nos dice que, para hallar nuestro flujo
buscado O, ya tan so6lo hemos de dividir esta area por el drea de nuestro
detector. Casi; queda unicamente dividir ademas por el factor geométrico
debido a que el detector se halla girado respecto a la direcciéon de procedencia
de la radiacién, como vimos en el punto 2.11.1 en la ecuacion 2.37. Con esto, el
flujo de cielo visto por el detector ij proveniente de la direccidn (a,i3)nos queda:

n° subdreas

E MK b

A “d wl+tg2a +tg23

(3.11)

En las figuras 3.5 y 3.6 hemos representado este flujo graficamente, para
una unidad detectora que se halla en el centro del plano detector y para otra
que se halla en una esquina del mismo, respectivamente. Cada una de las
graficas se muestra en dos representaciones distintas: en (@) el tono de gris es

proporcional al valor del flujo, y en (b) lo es la altura.

Detector (5,5) Detector (5,5)

10

7.5

Flujos Flujos

@ (b)

Figura 3.5: Factores de flujo del detector (5,5)
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Detector (1,1) Detector (1,1)
7.5
5
2.5
-2.5
-5
-7.5
-10
Flujos Flujos

(b)

Figura 3.6: Factores de flujo del detector (1,1)

A la luz de estas figuras podemos decir que la respuesta de una unidad
detectora se puede describir aproximadamente como una funcidén piramidal
(que es el efecto del colimador, tal como explicabamos en el apartado 2.11.1)
como se aprecia mas claramente en las fig. 3.5 (b) y 3.6 (b), multiplicada por la
parte del patron de la mascara que tiene sobre si la unidad detectora, como se

aprecia mejor en las fig. 3.5 (a) y 3.6 (a).
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Capitulo 4: Resultados. Estudio de
los métodos de reconstruccion

4.1 Introito

lo largo de este capitulo van a ser expuestos los resultados
obtenidos tras el estudio en detalle de los diferentes métodos de
reconstruccion de imagenes, previamente descritos, aplicados a
LEGRI. Se estudiardn las principales caracteristicas de ellos, se
haran diferentes consideraciones, se efectuard un analisis compa-
rativo de los mismos, y se estudiardn los efectos que sobre la imagen tienen

fenomenos externos al proceso de reconstruccion.

4.2 Criterios de convergencia

Cuando generamos una imagen por medio de un método iterativo, como
es el caso de maxima entropia o el algoritmo EM, hemos de detener el proceso
en un momento dado y aceptar el producto de esa ultima iteracién como la
imagen generada por el método en cuestion. Por tanto, antes de proseguir y
empezar a reconstruir imagenes por diferentes métodos, hemos de estudiar si
los métodos iterativos que estudiamos convergen, y, si lo hacen, saber cuando
debemos detenerlos. Por ello vamos a realizar un estudio previo sobre la

convergencia de los mismos e imponer criterios de parada al proceso iterativo.
4.2.1 Convergencia del algoritmo EM

Como dijimos en el apartado 2.12.3, el algoritmo EM tiene una excelente
convergencia al estimador de maxima probabilidad deseado. Ademas, la conver-
gencia es mondtona y sin oscilaciones, como se verd en breve. Podemos usar
esta propiedad para elegir el criterio de parada del algoritmo. Sin embargo,
este es un criterio sobre la convergencia en si del proceso, no sobre la
convergencia al resultado correcto (aunque en este caso s/ que converge al

resultada correcto). Podemos imponer otros criterios, por ejemplo basados en
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la estadistica, para detener el algoritmo. Nosotros vamos a usar para el
algoritmo EM dos criterios, que pasamos a definir a continuacién.

Si nos basamos en la estadistica, podemos exigir que el algoritmo se
detenga en el momento en que la estimacién de los datos del plano detector
(obtenida a su vez a partir de la estimacién en curso de la fuente celeste) sea
indistinguible de los datos experimentales obtenidos, por caer el valor de los
estimadorés dentro del error experimental de los datos reales. Es decir, puedo
decidir detener el algoritmo en la iteracién n-ésima si se cumple:

D; (- %3: ©;’0,y) € (D0, , D;+o,)

LY

(4.1)
siendo o, = {D,;
Esto nos asegura que la reconstruccién que hemos realizado es una
buena reconstruccién. Mis no le podemos exigir a la reconstruccién. Sin
embargo, esto no tiene por qué ocurrir; la solucion del algoritmo (a infinitas
iteraciones) podria no cumplir en ningin caso el requisito exigido en la
ecuacién 4.1. Para estos casos, y usando la propiedad de convergencia monétona
del algoritmo, impondremos que el algoritmo se detenga cuando la diferencia
entre las imégenes de dos iteraciones sucesivas sea muy pequeiia. ;Cémo
definimos ese muy y esa diferencia?

Vamos a definir una magnitud a la que vamos a llamar 8", segin:

l}:Ao"u’;!

§n = \oB
( g;ﬂ] 4.2)
aB

_siendo AOj; = |04 - 05|

Cuanto maés similares sean dos iméigenes consecutivas, més pequefia sera &".
Podemos definir que la parada del algoritmo sea cuando &" sea del orden de 10*
(que es aproximadamente el valor que suele adquirir cuando se cumple la
condicién de la ec. 4.1). En la practica, usaremos como condicién de parada del
algoritmo la que se dé antes de las dos.
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Aplicando esto a un caso, se ha usado el algoritmo EM sobre los datos D

obtenidos al ser sometido el telescopio a una fuente, centrada en el campo de

vision, de intensidad 100 fotones/cm2 mas un ruido aleatorio con valor medio

de 30 cuentas/detector (se ha usado el simulador geométrico descrito en 3.4).

3500
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50

(a)

Iteraciones

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
Iteraciones

(b)

Figura 4.1: Convergencia del algoritmo EM

100 150 200 250 300 350 400 450

Figura 4.2: Valor de %.

Iteraciones

En la figura 4.1 (a) se muestra la
altura del pico que aparece en el
pixel central de,la imagen reconstru-
ida (la intensidad estimada de la
fuente), y en la figura 4.2 (b) el valor
de 8". El criterio de parada que se ha
usado ha sido el definido por la ec.
4.1. Por completitud, se muestra en
la fig. 4.2 el valor de x2 correspon-
diente a la estimacion de los datos en

cada iteracidn.

El algoritmo se detuvo en la iteracidon

445. El valor de la estimacién de la

fuente obtenido es de 95.1 fotones/cm2y el valor de 5" es 6-10'4. Como es de

esperar, por cumplirse la ec. 4.1, y dado que % viene definido por:
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A2
P D (4.3)

ij Oy
el valor final de % no puede ser mayor que el niimero de unidades detectoras
(100 en nuestro caso), pues cada cociente es menor (o igual) que 1; en efecto, el
valor es de 18.4. El tiempo de ejecucién fue de 1 minuto y 25 segundos en una
Sun Sparc: 20 de 120 Megabytes de RAM (sistema operativo Solaris 2.4).

4.2.2 Convergencia del método de maxima entropia

Dado que la solucién de méxima entropia que veiamos en la ec. 2.44
necesita ser resuelta por métodos iterativos, y dado que, al contrario que con
el algoritmo EM, la convergencia no estd asegurada (y si converge, no esta
asegurado que lo haga a la solucién correcta), es necesario que introduzcamos
un test adicional a los anteriores para estimar la bondad de la solucién.
Siguiendo a [31], definimos un residuo R" definido por:

5 (-1-27&”% ¢;”_Tb ";c“ D"") (4.4)
1 -e Y
R"=_— B
D
N\ i ij >

donde se comparan ambos lados de la ecuacién 2.44. Cuanto mas cerca se halle
0" de la solucién correcta, mas pequefio serd R". De hecho en algunos casos
puede resultar més practico usar la ecuacién 4.4 como criterio de parada del
algoritmo, imponiendo, por ejemplo, que R"<0.1, tal y como sugieren los autores
de [31] (o una cota maés estricta).

En cualquier método de iteracion que usemos, hemos de imponer (como
se dijo en 2.12.2 y como sugieren varios autores) que el %* de la estimacién de
los datos de la iteracién siguiente (n+1) sea del orden de los grados de libertad
del sistema (100 en nuestro caso), eligiendo el A" adecuado para que esto ocu-
rra. En general esto no va a ser posible, sobre todo en las iteraciones iniciales,
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y podemos encontrarnos con casos en que, para cualquier A* que escojamos, el
x? esté incluso dos 6rdenes de magnitud por encima del nimero de grados de
libertad. Por tanto (y dado que el nimero de grados de libertad que tenemos
no es muy alto -sobre todo comparado con otros telescopios de rayos y-), en cada
iteracién elegiremos el A\* que minimice x* (buscando en un cierto rango de
valores de A"), bajo la presuncién que un % del orden de, por ejemplo, 20 (como
obteniamos para el algoritmo EM en el apartado anterior) al final del proceso
se pueda ¢onsiderar del orden del nimero de grados de libertad.

Estudiemos ahora los diferentes métodos de iteraciéon del método de
maxima entropia para hallar la solucién de la ecuacién 2.44. El primero que se
le ocurre a uno es iterar la propia ecuacién 2.44, es decir:

-1-20% <1>:;."_r__D i~ Dy
i

O~n+1 - o5
ap = ¢ (4.5)

~n - .. a[p[ ~
y Dij = XB: (Dij Oa/B/
al ’
(hay que tener cuidado cuando ¢,=0, sustituyéndola, por ejemplo, por el valor
medio 0';, para evitar divisiones por cero).

Lamentablemente, este método no converge en absoluto, como se puede
ver en la figura 4.3. Hemos iterado el proceso 445 veces (ignorando el valor de
&"), para poder compararlo con el resultado obtenido con el algoritmo EM. Por
desgracia, el comportamiento era tan caético que la grafica resultante parecia
talmente un encefalograma y era imposible ver nada. Por ello hemos mostrado
unicamente las 50 dltimas iteraciones que son totalmente representativas de
todo el proceso. En la fig. 4.3 (a) se muestra la estimacién de la intensidad del
pixel central de la imagen reconstruida, para la misma fuente celeste que
usamos en el apartado anterior para el algoritmo EM. Se puede apreciar que

la intensidad estimada oscila alternativamente entre los 0 y los aprox. 100

fotones/cm?. En la fig. 4.3 (b) se muestra el valor de %% para la estimacién de los

- datos en cada iteracién. Como se ve, rara vez se halla por debajo de 1000, y

~ esto es mas cierto para las 10 primeras iteraciones, en que se alcanza

!
i
b
i
|
|
i
|
i

~ facilmente valores del orden de 10000. La causa de esta inestabilidad es la

exponencial, que magnifica pequefias fluctuaciones en el exponente.



100 Resultados: Estudio de los métodos de reconstruccion

3500

¢100 3000
30 2500
2000

60
1500

40
1000

20
500

400 405 410 415 420 425 430 435 440 445 450 400 405 410 415 420 425 430 435 440 445 450

Iteraciones Iteraciones

(a) (b)

Figura 4.3: Convergencia del método de maxima entropia usando la ec. 4.5

El tiempo de ejecucion para las 445 iteraciones, debido a la necesidad de

minimizar %2respecto a Aen cada iteracion, fue de 4 horas y 15 minutos.

Se puede obtener una pequena mejoria si usamos el procedimiento descri-

to por [31], que ilustrdbamos en la ec. 2.46, la cual volvemos a poner aqui:

4 (4.6)
o# =(1-Y)Oz +ye j ’

donde y es la "memoria" del algoritmo del resultado en la iteracién anterior.
Esto suaviza la oscilacion de las iteraciones sucesivas. Por decirlo burdamente,
el sumar el resultado de la iteracién anterior hace que se recuerden los
resultados exitosos anteriores, y que la exponencial sirva para "mejorarlos" en
la siguiente iteracion. El suavizado es mayor cuanto menor sea y, con lo que la
fluctuacidon disminuird, pero, por contra, puede llegar a parar de forma efectiva
el algoritmo (aun cuando las iteraciones prosigan) si el valor es excesivamente
pequeiio. En [31] se indica como valor adecuado y*l/3. Sin embargo, podemos
ver en la figura 4.4 que el comportamiento del algoritmo sigue siendo
altamente cadtico, y la mejora obtenida es mas bien pequefia. De nuevo se
muestra, para las 50 Ultimas iteraciones, la intensidad del pixel central en la

imagen reconstruida y la correspondiente %2 de cada iteracion (fig. 4.4).
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Figura 4.4: Convergencia del método de maxima entropia usando la ec. 4.6

Ahora la fluctuacion del algoritmo no es tan grande como en el caso
anterior, aunque tampoco es pequefia. El valor de la intensidad se halla ahora
comprendido principalmente entre 60 y 100 fotones/cm2 con algunos valores
espureos llegando hasta los 40 fotones/cm2. El %2es bastante menor, y se centra
en torno a 300. Por otro lado, aunque no lo mostremos en ninguna grafica, el
valor del residuo Rn (cuyo comportamiento en el caso anterior era extremada-
mente errdtico) se halla comprendido entre 0.4 y 0.05. El tiempo de ejecucion
es algo mayor que en el caso anterior, pero comparable: 4 horas 40 minutos. Es
en este caso, asi como en el anterior, donde puede resultar una buena idea usar
Rn como criterio de parada, con la esperanza de que, en alguna iteracion, la
fluctuacion del valor de Rnsea menor que un cierto valor, y obtengamos una
buena estimacion de la imagen. No obstante, seria mas comodo poder usar

algun algoritmo que converja de forma razonable a la solucion de la ec. 2.44.

Basandonos en la sugerencia dada en [29] de promediar las sucesivas
iteraciones para obtener convergencia (si bien en [29] no se explica como debe
hacerse), hemos desarrollado un nuevo método de "suavizado" para mejorar la
convergencia. Supongamos que, tomando como input un cierto Onlhs(llamémos-

lo asi por ahora), usamos la ecuacién 4.5 tal cual para obtener On Es decir:
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~n-1, s n-1
. -aviypel Gl D ©w) - D 4.7)
O =e¢e °

donde hemos omitido los indices de pixel y detector para mayor claridad. A
partir de este O" generamos un 0", segin:

n ~n-1 31
Ob?s - O +0 + e + 0 (4.8)

Es decir, nuestro nuevo input al algoritmo sera la media de todos los outputs
anteriores de la ec. 4.5 (no consideramos 0° que no es un resultado del algorit-
mo, sino que es el campo inicial -y de hecho el primer input del algoritmo- y
cuyos valores son todos 1). Si iteramos el algoritmo, obtenemos a partir de este
valor un nuevo resultado 0", que viene dado por la ec. 4.8 y es:

Ot = 0"+ 0" + ... + 0! _

bis

o™ n 0" +0""+ ... +0

- + . =
n+l n+l n

(4.9)

- 1 O"‘ n+1 + n O'-b;;s
n+l n+l

Sustituyamos ahora O por su valor, segiin la ecuacién 4.7, y renombremos O,
como O, y lo que obtenemos es (escribiéndolo de una forma anéloga a la ec. 4.6)
la siguiente ecuacién iterativa:

P (Di; ’D-'j)

. . -1-2% ¢
OaBl = ( n )Oaﬂ + ( 1 } Y _G?i— (4.10)

n+l n+l

Por asi decirlo, en esta ecuacién el factor de "suavizado" v de la ecuacién

4.6 no es constante, al contrario de lo sugerido por Willingale [31], sino que __

decrece con el namero de iteraciones, siendo inicialmente 1 (para obtener 0’,
n=0 -ver ec. 4.10-). Es decir, inicialmente se da més importancia al resultado
en curso del algoritmo que a los anteriores, y segin crece el nimero de
iteraciones, esta situacién se va invirtiendo (podriamos decir que la "memoria"
del algoritmo aumenta con la experiencia).



Criterios de convergencia 103

Como podemos ver en la figura 4.5, la capacidad de convergencia se ha

incrementado notablemente respecto al caso anterior.
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Figura 4.5: Convergencia del método de maxima entropia usando la ec. 4.10

jAhora si que se puede hablar de convergencia! si bien existen todavia
algunas pequefias fluctuaciones. La intensidad de la fuente (fig. 4.5 (a)) recons-
truida es de 98.3 fotones/cm?2. El valor del residuo Rn (fig. 4.5 (b)) se centra en
torno a 0.2. La 5" que definiamos en la ec. 4.2 (fig. 4.5 (c)) y que nos da una
medida de la convergencia, es de 2-10'3. Y el valor de  alcanzado (fig. 4.5 (d))
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es de 15.8. El tiempo de ejecucion del programa es de nuevo de 4 horas y 4'0
minutos. Como se ve, este es un muy buen resultado, comparable al obtenido
con el algoritmo EM. De todas formas el valor del residuo Rn (que nos indica
cuan cerca de la solucion de la ecuacion 2.44 estamos), es algo alto, y esto no<s
indica que, aunque cerca, la solucion obtenida no es todavia la solucidon correcta
de la ec. 2.44. Obsérvese que en la fig. 4.5 (a) nos hemos estado centrando tan
solo en el valor de un tunico pixel del campo celeste reconstruido (el central,
donde se halla nuestra fuente). Pero la solucion en realidad reconstruye todo
el campo celeste a la vez, y aunque la intensidad de ese pixel sea méas correcta,

tal vez no lo sea el resto de la imagen y aparezcan estructuras falsas.

Antes de proseguir, estudiemos
el comportamiento de Xna lo largo de
cada iteracion. En la fig. 4.6 se repre- _,,,
senta el valor de Xn que minimiza %

en cada iteracion. El rango de bas-
queda de Xnen todos los casos expli-
cados ha sido de 0 a 1000 (suficiente-

mente generoso). Como se ve, en este

125
100
75

caso, el valor de Xnaumenta, digamos “

que linealmente con el nimero de ite-
25

raciones, pero también aumentan las 0
fluctuaciones. En la fig. 4.6 se mues- 0 30 1001302000230 300330 A0 ones

tra también un ajuste lineal de Xn. Figura 4.6: A" que minimiza %2 en cada iteracion, usando
Uno puede estar tentado a usar ese 1"
ajuste lineal como los valores de Xn
en cada iteracion, sin tener que hacer una busqueda del mismo. Por desgracia,
este método falla estrepitosamente, debido a que la exponencial magnifica las

pequeiias variaciones del pardmetro Xn(sobre todo en las primeras iteraciones).

Por contra, podemos ver en la fig. 4.5 (a) que a partir de la iteracion 200,
el algoritmo practicamente ha convergido, y las brutales oscilaciones de Xnque
podemos observar a partir de 200 en la fig. 4.6, jno afectan a la convergencia!
Es decir, a mas iteraciones, mas insensible a Xnse vuelve el algoritmo. Esto nos

sugiere un método para aumentar la velocidad del algoritmo, y es que, a partir
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de cierto momento en que el algoritmo se halle mas o menos cerca de la conver-
gencia, podemos fijar el valor de Al Por ejemplo, a partir de la iteracion 60,
podemos ver en la fig. 4.5 (a) que el valor de la intensidad se halla bastante
cerca de su valor final. También vemos en la fig. 4.6 que, hasta la iteracion 60,
el valor de Xnse halla comprendido entre 0y 10. Pero por hallarse mayormente
centrado en 5 vamos a hacer el experimento de permitir que Xnoscile so6lo entre
0y 5, y a partir de la iteracion 60, fijar su valor a 5. Los resultados los

podemos ver en la figura 4.7:
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Figura 4.7: Convergencia del método de maxima entropia usando la ec. 4.10 y limitando X" entre 0 y 5
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Como se ve en la fig. 4.7 (a), el algoritmo oscila un poco més ahora al
principio (debido a que forzamos a A" a oscilar entre 0 y 5: esto no ocurriria si
oscilara entre 0 y 10; jpero tarda la mitad!). De todas formas, la convergencia
es mejor; el valor final de 8" es ahora de j3-10°! En contra de lo que pudiera
parecer, el limitar A" entre 0 y 5 para las 60 primeras iteraciones (y fijarlo a 5
para las siguientes) ha mejorado la convergencia enormemente. Pero jconverge
a la solucién requerida? Ahora, por desgracia, la intensidad reconstruida de la
fuente es de 90.0 fotones/cm?, lo que puede parecer un empeoramiento. ;Sin
embargo no es asi! La siguiente agradable e inesperada sorpresa con la que nos
topamos es que el valor final del residuo R" es de jj0.015!! {Un orden de
magnitud por debajo del caso anterior! Es decir, a pesar de que la intensidad
de la fuente esté ahora subestimada, esta solucién esta mucho més cerca de la
solucién de la ec. 2.44, y es por tanto méas correcta.

Y sin embargo, no deberia sorprendernos que esta solucién mas correcta
no se acerque tanto a la intensidad real de la fuente, pues si usiaramos la
fuente celeste real como estimacién de nuestros parametros (juna excelente
estimacién, de hecho!) nos encontrariamos con que ésta NO es solucién de la
ecuacién 2.44. En efecto, si en ausencia de ruido introduzco el mapa celeste real
O, como estimacion O"043 del mismo, en la ecuacién 2.44, obtengo:

st OaB = O,g = fuente real

= Dy = Dy
-1-2AY @3} Dy-D,
=> OG‘B = e v d
= el =0.368 V ap!

Es decir, cualquier estimacién del mapa que reproduzca exactamente las
cuentas medidas en el plano detector, no es solucién matematica de la ecuacién
2.44. Ni tampoco lo pretende, pues en el caso real (con ruido), una reconstruc-
cién que ajustara exactamente los datos (x’=0) introduciria estructuras falsas
en el mapa, provenientes tan sélo del ruido de los datos; el método de maxima
entropia protege contra esto (o lo intenta), evitando que sea imposible un ajuste
al 100% de los datos. Precisamente, el hecho de fijar A” en un momento dado
hace que no podamos acercarnos mucho a valores de y? cercanos a cero; por ello
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obtenemos un valor menor de Rn Efectivamente, tenemos que el valor de %es
ahora 36.3, un valor mayor que en el caso anterior. El tiempo de ejecucion,
como era de esperar, se ha reducido a 38 minutos (el reducir el rango de
busqueda de Xn acelera el algoritmo); otro resultado a favor de fijar en un

momento dado el valor de Xn.

Como conclusién preliminar, y a la vista de los resultados de los aparta-
dos 4.2.1 y 4.2.2, podemos decir que EM reconstruye mejor las intensidades

reales que la solucion de maxima entropia, dada por la solucion de la ec. 2.44.

No obstante, no conviene fijar Xn demasiado pronto. Estudiemos los
siguientes resultados; si repetimos la operacién fijando el valor de Xna partir

de la iteraciéon 40, obtenemos:

300 525

200
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100

0.5

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 50 100 150 200 250 300 350 400 450
Iteraciones Iteraciones

(a) (b)

Figura 4.8: idem que la fig. 4.7, pero fijando el valor de X" a 5 a partir de la iteraciéon 40

Vemos que a partir de la iteracion 40 la convergencia se altera brutal-
mente, si bien vuelve a recuperarse poco a poco hasta llegar a la iteracién 120
donde vuelve a converger suavemente; la 5nal final del proceso es de 2.5%10'S.
La intensidad reconstruida de la fuente es ahora de 90.6 fotones/cm2,y el resi-
duo final es de 0.032 (algo mayor). La x2 es ahora de 36.4, practicamente la

misma que el caso anterior. El tiempo de ejecucion es de 25 minutos.
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Figura 4.9: idem que la fig. 4.7, pero fijando el valor de Xiza partir de la iteracion 5

Cuanto mas pronto fijemos el valor de Xn, tanto peor serd la posterior
convergencia. De hecho es crucial que en las primeras iteraciones el parametro
Xnsea aquél que minimice %2 En la figura 4.9 hemos repetido el proceso, pero
esta vez hemos fijado el valor de Xn a partir de la iteracion 5. En este caso
hemos iterado el proceso 105veces. La fig. 4.9 (a) es una ampliacion de la fig.
4.9 (b) de las 20 primeras iteraciones. Como se ve, a partir de la iteracion 5 en

que hemos fijado el valor de Xn, se produce una alteracion brutal en el valor de
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la estimacién de la intensidad de la fuente, de 5 6rdenes de magnitud. Poco a
poco éste va disminuyendo, pero en la iteracién 10°, en que detuvimos el proce-
so (después de 5 horas y media de tiempo de calculo), el valor era todavia de
230 fotones/cm®. El proceso de convergencia es tan lento, que de iteracién a
8" en la fig. 4.9 (c), que se halla siempre muy cercano a cero (2.1:10° es el
valor final, aunque es menor de 10 desde la iteracién 200 aprox.). Sin embar-
go, obsérvese que ahora el algoritmo no converge a la solucién de la ec. 2.44,
como ocurria en el caso anterior, si no al contrario; diverge de ella, como se
desprende del extrafio comportamiento de R" que se ve en la fig. 4.9 (d), El
valor de R" al acabar el proceso era de 2.4 y creciendo. El de % también era
muy alto, y era de 3327 en el momento en que detuvimos el proceso.

Nosotros elegiremos un compromiso entre tiempo de ejecucién y resul-
tados, y calcularemos la solucién de la ec. 2.44 usando el método iterativo
descrito en la ec. 4.10, y buscando A" entre 0 y 5 para las 60 primeras iteracio-
nes y fijdndolo a partir de la 60. Esos valores se hallan, para nuestro caso, en
el limite del buen comportamiento. Variar A" entre 0 y 10 para esas 60 primeras
iteraciones no conlleva casi diferencia en el resultado final a hacerlo entre 0 y
5. Pero rangos menores ya alteran demasiado el resultado de las iteraciones
iniciales. De igual forma, fijar su valor en iteraciones posteriores a 60 no lleva
en absoluto a importantes mejoras en el resultado final (y si lo deceleran
bastante) mientras que ya sabemos qué pasa si lo fijamos antes.

4.3 Reconstruccion de una fuente puntual

4.3.1 Estudio de los simuladores

Una vez fijados criterios sobre cémo reconstruir imégenes, vamos a pasar
a obtenerlas usando los diferentes métodos explicados. Para empezar, haremos
un estudio sobre el caso mas sencillo; la reconstruccién de una fuente puntual
(de intensidad 100 fotones/cm?®) en el centro del campo de visién, y en ausencia
de ruido (fig. 4.10). Someteremos los dos simuladores descritos en el apartado
3.4 a esta fuente, para compararlos entre si. A partir de ello estudiaremos si
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podemos limitarnos a usar tan solo el
simulador geométrico (mucho mas
rapido) para desarrollar el software y
realizar el estudio de las caracteristi-
cas de los distintos métodos de

reconstruccidén considerados.

El resultado lo podemos ver en
la figura 4.11: en la fig. 4.11 (a) se
muestra la sefial detectada en el
plano detector de LEGRI al usar el

-2 0 2

Fuente Gamma Celeste

4.11 (b) la sefial detectada en el Figura 4.10: Fuente de 100 fotones/cm2 en el centro del
Monte Cario realizado con GEANT-3, ¢ampe de vision.

lanzando fotones de una energia de

100 keV, ya que el rango energético cubierto por LEGRI es de 20-100 keV:

simulador geométrico, y en la fig.

10

4 5 6 7

Plano Detector Plano Detector
@ (b)

Figura 4.11: Detecciéon de la fig. 4.10 usando (a) el simulador geométrico y (b) el Monte Cario

Como se ve, el resultado que se obtiene en ambos casos es similar. La
diferencia estriba en que el resultado obtenido con el método de Monte Cario
tiene fluctuaciones, debido a la naturaleza aleatoria del proceso de deteccion

(si bien la fluctuacién sera menor conforme aumente el nimero de cuentas), y
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en que la cantidad de cuentas medida es menor (alrededor de 80 cuentas/cm?
en promedio frente a las 100 exactas del simulador geométrico) debido a que
la eficiencia de los detectores que se obtiene en el Monte Carlo no es de 1 (en
el simulador geométrico si se ha tomado un valor de 1). Los fotones detectados
en unidades del plano detector, que en principio no debian detectar sefial al
hallarse "a la sombra" de los tungstenos, son debidos a fotones dispersados por
el material pasivo del telescopio, y funcionan como un ruido adicional.

- Tanto la fluctuacién estadistica como la eficiencia menor que 1 son
fenémenos ficiles de "implementar" en el simulador geométrico, y podremos por
tanto prescindir de usar el método de Monte Carlo. De todas formas, aunque
si introduciremos la fluctuacién estadistica, en todo el capitulo 4 vamos a
continuar usando una eficiencia de deteccién igual a 1, ya que el usar uno u
otro valor de la eficiencia tan sélo introduce un factor de escala, y la eficiencia
que nos da el modelo de Monte Carlo tampoco no coincide con la real de LEGRI
(debido a la electrénica). Adelantamos ahora que en el capitulo 5 realizaremos
simulaciones usando las eficiencias reales, medidas y no simuladas, que nos
darin un resultado més realista. Pero lo dnico pretendido en este capitulo es
el an4lisis del comportamiento de los métodos de reconstruccién en si.

4.3.2 Reconstruccion

Las imagenes detectadas, que se muestran en la fig. 4.11, son el punto
de partida a partir del cual hay que reconstruir la imagen, que debe ser lo més
parecida posible a la imagen fuente (fig. 4.10). Usando los métodos de recons-
truccién descritos, y aplicindolos a esas dos imagenes detectadas, obtenemos
las reconstrucciones de la figura 4.12. En la columna (a) de la izquierda
tenemos la reconstruccién obtenida a partir de la imagen detectada por el
simulador geométrico; en la columna (b) de la derecha, la reconstruccién a

- partir de la imagen obtenida por el modelo de Monte Carlo. De arriba a abajo,- - -

el método de reconstruccién ha sido, respectivamente, Correlacién Balanceada
de Muestreo Fino (CBMF), decodificacién 8, maxima entropia y el algoritmo
EM (enlazando momentdneamente con el apartado 4.2, el tiempo de ejecucién
de los programas de reconstruccién por CBMF y decodificacién & apenas llega
a las 2 décimas de segundo).
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Figura 4.12: Reconstrucciones de las imagenes detectadas en la fig. 4.11
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El primer punto que cabe destacar es que, usando decodificacion 5, la
imagen reconstruida no sale centrada en el campo de vision, sino desplazada
(hacia arriba a la izquierda en este caso). Esto es debido, como dijimos en el
apartado 2.9.3, a que la subdivisién no nula en cada elemento de la matriz G
(fig. 2.31) no esta centrada; en nuestro caso es imposible, porque no podemos
subdividir los elementos de la mascara un nimero impar de veces de tal forma
que haya una subdivisién central, sino tan sélo 2x2 veces. Eligiendo una subdi-
vision no nula diferente (la misma para todos los elementos de G) obtenemos

una reconstruccion diferente (véase figura 4.13), donde la subdivisién no nula

elegida es: (a)] j j 68 , (b) 8(1) , (©) ({8 y ()[T] 8({ (esto es

para el caso de un agujero; para un elemento opaco, cambiese 1 por -1).

L n| |
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l .
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Figura 4.13: Variaciones de decodificacién 5 para la imagen detectada en la fig. 4.11 (a)

Estas variaciones de decodificacién 8 se han aplicado a la imagen detec-
tada con el simulador geométrico, y por supuesto, la primera imagen coincide

con la segunda de la columna (a) de la fig. 4.12. Por la forma de la ecuaciéon 3.1,
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que nos da la reconstruccidén usando la correlacion, y por las definiciones de las
matrices G para CBMF y decodificacion 5 que vimos en la fig. 2.31, podemos
darnos cuenta también de que CBMF no es otra cosa que la suma de todas las
posibles elecciones de decodificacion 8 que podemos hacer, y en efecto, si

sumamos entre si las imagenes de la fig. 4.13, obtenemos la figura 4.14.

-6 -4 -2 0 2 4 6
Imagen Suma

Figura 4.14: Suma de las imagenes de la fig. 4.13

que es idéntica a la imagen que obteniamos con CBMF (fig 4.12 (a), primera
imagen). Es decir, podemos pasar de una imagen obtenida con decodificacion
8 a la equivalente de CBMF de forma trivial (y también viceversa, aunque no

tan trivialmente), pues son equivalentes.

El siguiente punto en que nos vamos a fijar es en la intensidad de la
fuente reconstruida. Para las imagenes de la fig. 4.12 (a) (las obtenidas a partir
del simulador geométrico), las intensidades reconstruidas son: para CBMF, en
el pixel central, 4800 fotones/cm2 (=100 fotones/cm2 * 48, pues hay 48 unos en
la matriz G), para decodificacion 8 1200 fotones/cm2 (=100 * 12), para méaxima
entropia 89.73 fotones/cm2y para el algoritmo EM 99.99 fotones/cm2. En el caso
de CBMF y decodificaciéon 8 vemos que la imagen estd multiplicada por un fac-
tor, que es el nimero de unos que tiene la matriz de reconstrucciéon (Nu = 12
para decodificacion 8 y 48 para CBMF en nuestro caso), como dijimos en el
apartado 2.9, y basta con dividir a posteriori por el mismo para obtener una
estimacion mas real de las intensidades. En realidad, aunque por claridad de
exposiciéon no se dijo en el apartado 2.9, esto se puede hacer implicitamente,
incluyendo ese factor en G. Es decir, cada 1 6 -1 de la matriz de reconstruccion

lo podemos sustituir por I/Nvy -1/Nv (con lo que, en realidad, si es posible
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obtener el caso "ideal" de la ec. 2.21). Las im4igenes que se muestren en los
sucesivo con estos dos métodos habran sido ya corregidas con este factor. En
cuanto a los otros dos, podemos ver claramente que el algoritmo EM reconstru-
ye la intensidad mejor que el método de méaxima entropia.

Para las imagenes de la fig. 4.12 (b) (las obtenidas a partir del modelo
de Monte Carlo), las intensidades reconstruidas son: 2966 fotones/cm? para
CBMTF (quie dividido entre 48 nos da 61.8), 762 fotones/cm? para decodificacién
8 (que dividido entre 12 nos da 63.5), 55.6 fotones/cm® para méxima entropia
y 57 fotones/cm? para el algoritmo EM. Vemos claramente que el principal
efecto de la eficiencia menor que 1 que se obtiene en el Monte Carlo es un
cambio de escala; es decir, es como si detectdramos una fuente de intensidad
menor. Esto sera facilmente corregible, dividiendo por la eficiencia la sefial
reconstruida (o incluyéndolo en la matriz G, de forma andloga a lo que explica-
bamos en el parrafo anterior). En cuanto a maxima entropia y el algoritmo EM
también se corregira facilmente incluyendo la eficiencia en la matriz .

El otro efecto que se observa es que la fluctuacién estadistica empeora
la imagen en los métodos por correlacién (que son métodos analiticos que no
consideran tal fluctuacién). El fondo de la imagen (donde no hay fuente)
presenta un ruido mayor del que se observa en los métodos de maximizacién
(si bien esto es en parte debido al menor tamafio de pixel ,que hemos elegido en
estos tltimos), y que oscila entre -110 y 166 para CBMF y entre -57 y 85 para
decodificacién §; es decir, tenemos pixeles con intensidades negativas, debido
a que la fluctuacién estadistica no permite que se cancelen entre silos 1 con los
-1 en la matriz G de reconstruccién. En los métodos basados en la correlacién,
el tamaiio de pixel estd fijado, como indicidbamos en el apartado 2.5. Para
correlacién balanceada, el tamafio del pixel viene dado por la resolucién
nominal del telescopio (AoxAc, con Aa=arctg(c/f)=2.54°, siendo ¢ el tamarfio de

un elemento de la méscara y f la distancia mdscara-plano-detector). Para— - —-

CBMF y decodificacién 8, al subdividir la méscara, también se subdivide el
tamario del pixel (aunque la resolucién, como ya dijimos en 2.9.2 y 2.9.3, sigue
siendo la misma). En nuestro caso, en que dividimos por la mitad, el tamafio
de pixel serd (Ao/2)x(Ao/2). En cambio, los métodos de maximizacién no tienen
tamafio de pixel definido y puede, en principio, ser tan pequefio como
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queramos. Deciamos en el parrafo anterior que el menor tamarfio del pixel, en
parte, disminuye el nivel de ruido en el resto de la imagen, porque las cuentas
de ruido asignadas a una regién del cielo se reparten, como en un histograma,
en "canales" mas pequefios, con lo que tocan menos cuentas a cada canal ((a més
pixeles en la misma zona, el ruido reconstruido se reparte, y menos cuenitas de
ruido salen en cada pixel). No obstante, el ruido absoluto en la irmagen
reconstruida es ciertamente menor. Si reconstruimos la imagen con el rnismo
numero d€ pixeles que tienen las imagenes obtenidas con los métodos basados
en la correlacién (11x11), obtenemos que el ruido en la imagen del fondo oscila
entre 0.004 y 0.75 para méxima entropia, y entre 8:10* y 1.25 para el
algoritmo EM. Desde luego mucho menor, y no negativo.

El hacer que el tamarfio de pixel sea tan pequefio como queramos «©n los
métodos de maximizacién permite también que la fuente reconstruida en la fig.
4.12 sea tan "puntual" como queramos, permitiéndonos que se parezca mis a
la fuente real (fig. 4.10). Pero no nos engafiemos. Esto es debido a que la fuente
se halla situada de tal forma que la sombra que proyecta coincide con la
posicion de los detectores y podemos verla bien. Si la sombra proyectada no
coincide bien con las unidades del plano detector, la reconstruccién no sera
puntual, por muy pequefio que sea el tamarfio de pixel, como vamos a ver a
continuacion. Esto nos va a imponer un limite practico al tamaiio del pixel.

4.4 Movimiento de la fuente

Vamos a ver a continuacién el efecto que tiene el mover la fuente
respecto del centro del campo de visién, de tal forma que la sombra que
proyecte no coincida exactamente con la posicién de las unidades detectoras. La

 anterior fuente de 100 fotones/cm” en ausencia de ruido la vamos a desplazar

de (o,p)=(0,0) a (o,p)=(1.27,1.27), en que la sombra que proyecte volvera a
coincidir con la posicién de las unidades detectoras, pasando por las posiciones
intermedias (0.32,0.32), (0.64,0.64) y (0.95,0.95), como vemos en la figura 4.15.
Se muestran los resultados para CBMF, maxima entropia y el algoritmo EM.
No se muestra el caso (o,)=(0,0), pues puede verse en la fig. 4.12. Se ha usado

el simulador geométrico.



Moviimiento de la fuente 117

0 m
n
2
4
6
2 0 2 6 w2 0 2 4 6 2 0 2
Reconstruccion

Reconstruccion Reconstruccion

4 4
2 2
2 2
4
6 -$
-2 0 2 4 $ -$ 4 2 O 2 4 6
Reconstruccion Reconstruccion Reconstruccion
- 6
4 4
2 2
2 2
-4 -4
6 %
6 4 2 0 2 4 6 6 2 0 . 4 6
Reconstruccion Reconstruccion Reconstruccion
<
4
2
-4
6
2 0 2 -6 4 2 0 2 4 6 2 0 2
Reconstruccion Reconstruccion Reconstruccion
(a) (b) (c)

Figura 4.15: Efecto del movimiento de la fuente en la reconstruccién.
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En la columna (a) vemos la reconstrucciéon usando CBMF; en (b) la
reconstruccién usando maxima entropia y en (c) la reconstruccién usando el
algoritmo EM. De arriba a abajo, la posicién real de la fuente en grados es,
respectivamente, (0.32,0.32), (0.64,0.64), (0.95,0.95) y (1.27,1.27), respecto al
centro del campo de visién del telescopio.

Cuando la sombra proyectada y la posicién de los detectores no coincide,
existe una‘incertidumbre a la hora de localizar la fuente, debido a que el plano
detector no es capaz de ver con claridad el patrén de la mascara. Esto se tradu-
ce, como podemos ver en los tres casos, en un esparcimiento de la sefial, que
abarca toda la zona donde se puede hallar la fuente. Al repartirse la misma
sefial por una zona mayor, las intensidades que se reconstruyen son también
menores, obteniendo la intensidad real con la integracién de toda la zona (esto
es un poco més dificil en CBMF y decodificacion 8, debido a que la imagen
reconstruida, en el mejor de los casos, nunca se limita a un pixel, sino que
ocupa varios pixeles, con lo que hay un solapamiento). Cuando la fuente vuelve
a hallarse en una posicién que proyecta una sombra que coincide con los
detectores, la reconstruccién vuelve a ser 6ptima, como podemos ver en las
imagenes de la parte inferior de la fig. 4.15.

Como vemos en las imégenes, en los casos (0.32,0.32) y (0.95,0.95), es
decir cuando la fuente se halla a 0.32° de una posiciéon en la que proyecte una
sombra que coincida con la posicién de los detectores, la reconstruccién es
bastante "puntual", y la imagen puede inducirnos (erréneamente) a creer que
la posicién real de la fuente viene dada por la posicién del pixel més brillante
en la imagen reconstruida (cuando la fuente se halla en (0.64,0.64) la fuente
estd demasiado difuminada para asignarla a una fuente puntual). Con esto
cometemos un error de apreciacién en la posicién de la fuente puntual de 0.32°,
esto es, 20’ de arco, que es la capacidad de localizacién de fuentes puntuales de
nuestro telescopio, tal como mostrabamos en la tabla II.- —

Como dato adicional a destacar, vemos que el algoritmo EM es el que
produce menos dispersién de la sefial de los tres métodos considerados.
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4.5 Resolucion angular

Vamos a estudiar la respuesta
tedrica de LEGRI al someter a nues-
tro simulador al campo de fuentes de
la fig. 4.16; cuatro fuentes, todas de
intensidad 100 fotones/cm?2, situadas
no precisamente al azar, sino en
posiciones estratégicas: (0,0),
(0.64,0.64), (-1.27,-1.27) y (2.54,-2.54).
Como ya se ha dicho, la resolucion
nominal de nuestro telescopio, dada
por el angulo que subtiende una
unidad de la mascara vista desde el
plano detector, es de 2.54°. La mitad,
1.27°, es la distancia angular minima
que debemos desplazar una fuente
celeste para que la sombra que ésta
proyecta vuelva a coincidir con la
posicion de los detectores. En cuanto
a 0.64°, que es nuevamente la mitad,
es una posiciéon por lo demés incémo-
da, porque la sombra que se proyecta
cae a caballo entre varios detectores,
con lo que no es posible resolverla
bien en el plano detector. La imagen

detectada se muestra en la fig. 4.17.

Dado que la resolucion de
nuestro telescopio es de 2.54°, es de
esperar que tan sbélo la fuente que se
halla en (2.54,-2.54) pueda resolverse

separada de las demés, mientras que
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Figura 4.16: Campo con cuatro fuentes de intensidad
100 fotones/cnr situadas en (0,0), (0.64,0.64),
(-1.27,-1.27) y (2.54,-2.54).

Plano Detector
Figura 4.17: Imagen detectada en el plano detector al ser
iluminado el telescopio por las fuentes de fig. 4.16.

las deméas se confunden entre si, por estar separadas una distancia angular me-

nor que la resolucidén de nuestro telescopio; vemos los resultados en la fig. 4.18.
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Figura 4.18: Reconstrucciones a partir de la imagen detectada en la fig. 4.17.

Vemos que, efectivamente, en CBMF y decodificaciéon 5, en el centro de
la imagen tenemos un "batiburrillo" dificil de resolver, pues las iméagenes
reconstruidas de fuentes en (0,0) y (-1.27,-1.27) se solapan, y la de la fuente en
(0.64,0.64) se esparce empeorando el resultado. La Ginica que se puede diferen-
ciar es la que se halla en (2.54,-2.54), sobre todo con decodificacion 5 (con

CBMF se solapa un poco con la fuente central).
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Pero, jvaya!, en las imagenes reconstruidas con el método de maxima
entropia y el algoritmo EM, tenemos la agradable sorpresa de que, no sélo la
imagen de la fuente en (2.54,-2.54) se halla claramente diferenciada, méas que
en los métodos anteriores, sino jtambién la que se halla en (-1.27,-1.27), que se
“ve con toda claridad! La tinica que no se ve claramente, y que solapa en parte
con la que se halla en (0,0), es la que esta en (0.64,0.64), que estd difuminada
(pues como hemos dicho estd en una posicién particularmente incémoda).

Conclusién importante, por tanto: Los métodos de correlaciéon obtienen
una resolucién angular que coincide con la nominal. Sin embargo, la verdadera
resolucion del aparato no es la nominal, sino, en nuestro caso, la mitad, 1.27°,
que es la obtenida con los métodos de maximizacién. En realidad, la resolucién
de un telescopio de méscara codificada, a la luz de este resultado, no viene
dada por la ec. 2.25, que repetimos aqui:

resolucién = arctg[.;_)

donde c es el tamafio de un elemento de la mascara y f la distancia mascara -
plano detector, sino por:

resolucién = arctg(ﬁ}] (4.11)

»

donde d es el tamaifio de un elemento del plano detector. Es decir, la resolu-
cién angular real de un telescopio de mascara codificada, viene dada por la
resolucién espacial de su plano detector, y no por el tamaifio de los elementos
de la méscara.

Con los métodos basados en la correlacién, hay implicita una pérdida de
informacién en la imagen reconstruida, informacién que se recupera al usar los

métodos de maximizacién (con los que obtenemos la verdadera resolucion =~

angular). La tinica excepcién se tendra cuando los elementos del plano detector
tengan el mismo tamafio que los elementos de la méscara, en que ambas
resoluciones coincidiran.
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Los resultados del apartado 4.4 y de éste dejan claro que, a pesar de que
en los métodos de maximizacién podemos hacer tan pequefio como queramos
el pixel en la imagen reconstruida, hay un limite practico al tamarfio del mismo
(como apuntabamos en el apartado 2.12.1), pues nuestros datos son finitos y no
se puede sacar mas informacién de la que hay en los mismos. Ademas, cuantos
m4is pixeles tenga la imagen, tanto m4s tiempo tardara ésta en ser calculada.
Nosotros usaremos para los métodos de maximizacién un tamario de pixel de
0.64°%0.64°; la mitad de la resolucién angular de nuestro telescopio (tal y como
se ha hecho en las imagenes mostradas hasta ahora).

Otra importante conclusién que cabe destacar, si comparamos las
imagenes de la figura 4.18, concretamente la fuente situada en (-1.27,-1.27), con
las de la figura 4.15, en concreto con las de abajo del todo, correspondientes a
una unica fuente situada en (1.27,1.27), es que la intensidad de la fuente
reconstruida en un pixel es bastante independiente de la presencia o ausencia
de otras fuentes en el campo de visién (aunque se ve afectada). Este hecho se
halla implicito en los métodos basados en la correlacién, como se vio en el
apartado 3.2.1, en los que es del todo independiente, pero no en los métodos de
maximizacién; de estos dos, es en el algoritmo EM en el que se ve menos
afectada la intensidad reconstruida de una fuente por la presencia de otras.

De hecho, en realidad la presencia de otras fuentes,afecta, pero no tanto
a la imagen final como al niimero de iteraciones necesarias para obtenerla; el
hecho de que la imagen fuente sea més compleja se traduce en que frena algo
la obtencién de la imagen reconstruida (es mas dificil hacer que cumpla los
requisitos de parada del algoritmo que se expusieron en el apartado 4.2).

4.6 Fantasmas

Hasta ahora hemos limitado el campo de visién de las imégenes recons-
truidas a un ciclo de la méascara, es decir, el campo compréndido en 2x2 veces
el patrén base de la méscara (ver fig. 2.15), que es de (+6.34°)x(+6.34°). Pero
recordemos que la méascara de LEGRI est4 formada por 2.8x2.8 veces el patrén
base, y el colimador no limita el campo de visién de los detectores a un ciclo;
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es decir, nuestro campo de vision es mayor, y fuentes fuera de esos +6.34°
dardn una sefial modulada en el plano detector. Este hecho generarad fantas-
mas, de los que se hablo en el capitulo 2; habréd diferentes posiciones posibles
de la fuente que generen la misma sombra en el plano detector, y eso se refleja-
ra en la imagen reconstruida. Lo podremos comprobar si en lugar de limitarnos
al campo de un ciclo, reconstruimos la imagen correspondiente al campo de
vision total, que viene dado tan solo por la altura del colimador y que es
(£10.53°)x(+10.53°), o también si ponemos una fuente fuera del campo definido
por un ciclo y en la reconstruccion nos limitamos a un ciclo (con lo que se
obtiene una fuente reconstruida dentro del campo de vision). De hecho, como
ya dijimos en el apartado 2.7, tendremos fantasmas aun cuando nos estemos
limitando a un ciclo de la mascara, pues el borde del campo de vision esta
degenerado (véase fig. 2.17), y cualquier fuente en el borde del mismo aparece-
ra también en el borde opuesto (y si estuviera en una esquina, apareceria en

las cuatro esquinas).

Trabajemos con todo el campo
de vision de nuestro telescopio y
sometdmoslo al campo fuente de la fi-
gura 4.19, consistente en tres fuentes
de intensidad 100 fotones/cm2y situa-
das en (0,0), (5.08,0) y (-5.08,-5.08).
En esta ocasion se ha afiadido un
ruido aleatorio al plano detector, con
una media de 30 cuentas/cm2 Si
reconstruimos la imagen con CBMF,

decodificacion 5, maxima entropia y
2 0 2

Fuente Gamma Celeste

el algoritmo EM, extendiéndolos a
todo el campo de vision de nuestro Figura 4.19: Fuente celeste
instrumento, obtenemos los resulta-

dos que podemos ver en la pagina siguiente. En los dos ultimos métodos se han
usado dos representaciones distintas: mapa de tonos (cada tono de gris es una
intensidad) y mapa de superficies (la intensidad estd representada por la

altura).
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Figura 4.20: Reconstrucciones de la fig. 4.19
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Como podemos ver, toda fuente que no esté muy cerca del centro del
campo de visién del telescopio producen fantasmas en las otras direcciones
donde se pueda ver el mismo patrén; la fuente en (5.08,0) produce un fantasma
en (-7.59,0), y la fuente en (-5.08,-5.08) produce tres fantasmas en (-5.08,7.59),
(7.59,-5.08) y (7.59,7.59).

En los métodos basados en la correlacién, estos fantasmas son exactamen-
te lo mismio, pues la correlacién es ciclica. En esos pixeles del cielo, los datos
del plano detector son correlacionados por la misma permutacién de la matriz
de reconstruccién G y por tanto lo que obtenemos es exactamente lo mismo.
Algo similar ocurre con el algoritmo EM aunque no es exactamente lo mismo,
pues el algoritmo EM (como el método de maxima entropia) no reconstruye el
cielo pixel a pixel, como ya se ha dicho, sino todo él a la vez. Una de las
caracteristicas sorprendentes que hemos encontrado a nuestro algoritmo EM
es que reconstruye todos los fantasmas practicamente con igual intensidad.

Sin embargo, si comparamos la reconstruccién con el método de méaxima
entropia (fig. 4.20) con la fuente original (fig. 4.19), vemos que, precisamente
las tres fuentes reconstruidas jjcorresponden con las fuentes reales!! mientras
que los fantasmas estdn muy suprimidos. ;Cémo es posible? Si todos los
fantasmas proyectan el mismo patrén de la méscara en el plano detector (salvo
por una diferencia de la intensidad detectada debida al colimador) jcomo puede
el método de méxima entropia averiguar cuél de todas las posibles es la real?
Bueno, bueno, no nos asustemos; la realidad es que no puede. El algoritmo de
maxima entropia lo que en realidad hace es favorecer la fuente/fantasma que
estd maés cercano al centro del campo de visién, como podemos comprobar si en
lugar de usar la imagen fuente de la figura 4.19, utilizamos la de la figura 4.21
(a), donde hemos quitado la fuente en (5.08,0) y hemos puesto en su lugar otra
(también de 100 fotones/cm? en (-7.59,0), es decir, el lugar donde deberia

~aparecer el fantasma: En la figura 4.21 (b) podemos ver la reconstruccién con
maéxima entropia, representada en mapa de superficies. Como vemos, la fuente
se reconstruye nuevamente en (5.08,0), a pesar de que ahora esta realmente en
(-7.59,0), es decir, se reconstruye el fantasma/fuente que estd mas cerca del
centro del campo de visién.
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Fuente Gamma Celeste Reconstruccion
(a) (b)

Figura 4.21: Fuente celeste (a) y reconstrucciéon (b) con el método de maxima entropia

Naturalmente, siempre se puede determinar qué fantasma es la fuente
real por procedimientos operativos, como se explicé en el apartado 2.7, variando
el apuntado del telescopio, si bien en LEGRI este modo de operar estd un tanto
limitado debido al requerimiento de que la direccion de apuntado de LEGRI sea
siempre ortogonal al eje solar. Esto lleva a que uno de los ejes (llamémoslo a)
solamente varie conforme LEGRI gira alrededor del Sol; es decir, 360° en 365
dias (aprox. varia un grado por dia), mientras que toda Iq libertad de variar el

apuntamiento la tenemos en el otro eje (p).

Ademaés, dado que la mascara de LEGRI no esta formada por 2x2 ciclos,
los fantasmas no se limitan al borde del campo de visién, como se explicaba en
el apartado 2.7, sino que entran bastante dentro del mismo: una fuente que se
halle cerca del borde del campo de vision telescopio, por ejemplo en a=10.1°,
producird un fantasma en a=-2.54°, ya que el patrén que proyectan ambas
direcciones en el plano detector es el mismo, por lo que el procedimiento
operacional descrito en el apartado 2.7 necesitaria ser mas exhaustivo. No
obstante, como se vera en el apartado 5.5, esto no resultara necesario... mas no

adelantemos acontecimientos.
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4.7 Efecto del colimador

Elstudiemos ahora la disminucién de la intensidad de los picos reconstru-
idos de la figura 4.20, conforme estos se alejan del centro del campo de visién.
Comencemos con el caso de CBMF y decodificaciéon &; como se ve, las fuentes
que estédn maés alejadas de la posicién central son més débiles, a pesar de que
las tres: fuentes originales eran de idéntica intensidad. Esto es debido al efecto
supresor que tiene el colimador. Los valores reconstruidos en la imagen, son,
con CBMF: 103.3 fotones/cm? para la fuente central, 60.7 fotones/cm? para la
fuente en (5.08,0) (y su fantasma), y de 34,8 fotones/cm® para la situada en
(-5.08,-5.08) (y sus cuatro fantasmas). Andlogamente, para decodificacién 9,
estos valores son: 104.2 fotones/cm?® para la fuente central, 59.8 fotones/cm?
para la fuente en (5.08,0), y de 42,7 fotones/cm® para la situada en (-5.08,-5.08).

Si substraemos el fondo (que se halla sumado a los pixeles donde se
hallan las fuentes, y que, tras dividir por el niimero de unos en la matriz G, es
del orden de 2.5) y dividimos estas intensidades por el valor de supresién del
colimadlor (que para las tres posiciones indicadas es de 1, 0.565 y 0.32 respecti-
vamente -ver apartado 2.11.1-) se obtiene que la intensidad asi corregida es de
~100. Es decir, la supresién que vemos es debida, en efecto, al colimador.

El lector sagaz puede preguntarse por qué no se inicluye esta correccién
en el algoritmo, para que la imagen muestre las fuentes ya corregidas. Bueno,
en efecto, es posible (y facil) hacerlo, aunque consideramos que no es convenien-
te, por las razones que se exponen a continuacién: el corregir dividiendo por el
factor supresor del colimador afecta, no sélo a los pixeles donde hay fuentes,
sino a todos, incluyendo los del fondo. Esto hace que el fondo (que puede ser
debido .a ruido en el plano detector, o a la fluctuacién estadistica de las cuentas
detectadas, 0 a una incorrecta reconstruccién -debida, por ejemplo, a detectores

que no ifuncmnan como veremos en el apartado 4.11- ) que es aprommadamente

plano y distinto de cero, cuando corregimos de este modo deja de serlo, y crece
conforme nos alejamos del centro (en pixeles cercanos al borde, por ejemplo, en
(0,)=(10.8,0), el factor de supresién del colimador es de 0.024, siendo su
inverso de 42; el fondo en esta zona de la imagen reconstruida es 42 veces
mayor que en el centro); es decir, introducimos una estructura que nos puede
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dificultar ver las fuentes que haya en la imagen. Es por esto que creemos que
es mejor corregir la intensidad a posteriori una vez identificadas las fuentes.

Para el algoritmo EM, la disminucién que se observa en los picos mas
alejados no es debida a la existencia del colimador, ya que el algoritmo tiene
en cuenta su efecto, buscando el mapa més coherente con los datos, sino al
hecho de que aparecen fantasmas. En efecto, centrandonos en la fuente en
(5.08,0), las cuentas esperadas en el plano detector vienen dadas por la
intensidad de este pico (49.1 fotones/cm?) multiplicado por el factor del
colimador correspondiente (0.565) mas la intensidad del fantasma en (-7.59,0),
que es de 51.3 fotones/cm? multiplicado por el factor del colimador correspon-
diente (0.305) (sumamos las intensidades de los fantasmas debido al hecho de
que el mapa es reconstruido en conjunto; esto no es correcto hacerlo con los
métodos correlativos debido a que éstos reconstruyen el mapa pixel a pixel).
Este procedimiento nos da un nimero de cuentas esperado en el plano detector,
correspondiente a la fuente y su fantasma, de 49.1 * 0.565 + 51.3 * 0.305 = 43.4
cuentas/cm?, lo que equivaldria a una fuente situada en (5.08,0) de intensidad
77 fotones/cm? (77 * 0.565 = 43.5; y en efecto, esta es la intensidad que nos da
el algoritmo EM si reconstruimos los datos y nos limitamos al campo de visién
de un ciclo de la méascara, eliminando asi los fantasmas -o la fuente verdadera,
en caso de que se hallara fuera del campo de visién-).

Es decir, el colimador ha tenido, en efecto, un efecto supresor en la
intensidad de la fuente reconstruida; pero en realidad es debido a que ha
disminuido el SNR (Signal to Noise Ratio). Es decir, el ruido es en proporcién
mas grande que cuando la fuente se halla centrada. En ausencia de ruido, la
fuente es reconstruida con una intensidad mayor (véase el siguiente apartado
para el efecto del ruido en la altura del pico). Aparte de eso, el efecto principal
es que la intensidad de la fuente real se "reparte" entre los fantasmas

""" “Treconstruidos (y esto no es un efecto del colimador, sino de que la méscara sea

ciclica), y cuantos mds fantasmas haya, menos cuentas corresponderan a cada
fuente reconstruida. Por completitud, la intensidad del pixel central es de 87.2
fotones/cm?, y en la reconstruccién en (-5.08,-5.08) y sus tres fantasmas es de
~28 fotones/cm? en cada uno.
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Para el método de maxima entropia, las intensidades reconstruidas son
de 79.6 fotones/cm® para el pixel central, 68.3 fotones/cm? para la fuente en
(5.08,0) y de 40.7 fotones/cm? para la que se halla en (-5.08,-5.08).

Vemos que aparece una supresién debida al colimador. Parte de este
efecto, al igual que en el algoritmo EM, es debido al aumentar el ruido relativo
a la sefial, que hace que el pico reconstruido se ensanche y disminuya de
intensidad (véase apartado 4.8); sin embargo la supresién que observamos es
mayor de la que cabria esperar, y no se debe tinicamente al aumento del SNR,
sino al colimador en si, y aparece de todos modos aun en ausencia de ruido
(cosa que no ocurre con el algoritmo EM; tampoco se puede asociar con la
aparicién de fantasmas, ya que éstos son casi inexistentes en el método de
maxima entropia).

Es decir, a pesar de que en el algoritmo, efectivamente, se tiene en
cuenta (en @) el efecto del colimador (de andloga forma al algoritmo EM), la
reconstruccién de los pixeles lejanos del centro del campo de visién es,
misteriosamente, peor de lo que se podria esperar, y parece a simple vista como
si no se hubiera implementado el efecto del colimador. Es dificil explicar este
extraiio proceder, inesperado en un principio, pero que pese a ello surge cuando
se realiza la reconstruccién; es como si el método de maxima entropia, al
observar menos cuentas correspondientes a ese pixel celeste, se mostrara mas
inseguro en su respuesta y diera un valor de su intensidad mas cauto. Ello tal
vez, en parte, es debido a que este método busca el mapa compatible con los
datos mas suave posible y con minimo de estructura.

En cuanto a capacidad de formacién de imagenes se refiere, el método de
maxima entropia, por favorecer los fantasmas mads cercanos al centro de la
imagen (cosa que ocurre tanto si nos limitamos a un ciclo como si
reconstruimos el campo completo), es equivalente al algoritmo EM cuando lo -
limitamos al campo de vision de un ciclo. No obstante, en lo que a
reconstruccién de la intensidad de la fuente, el algoritmo EM se muestra mejor.
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Pero por otro lado, si miramos la fig. 4.20, vemos que, en el algoritmo
EM, el fondo de la imagen es més fluctuante que en el método de maxima
entropia, en que, salvo por los fantasmas, es extraordinariamente plano. Es
decir, el algoritmo EM ha generado pequerias fuentes ficticias donde no las hay,
provenientes Uinicamente de la estructura del ruido en el plano detector. Esto
no ha ocurrido con el método de méxima entropia. Estudiemos el efecto del
ruido con méas detalle en el siguiente apartado.

LA

4.8 Efecto del ruido

Como acabamos de ver, el ruido en el plano detector afiadido a la sefial
puede generar no sélo ruido de fondo en la imagen reconstruida, sino también
alterar la forma de la sefial y generar estructuras inexistentes. Por ello es
importante no confundir una fuente debida solo a la estructura del ruido con
una real. Vamos a someter a nuestro simulador a una fuente celeste constante
y a diferentes niveles de ruido en el plano detector. Con ello estudiaremos la
sensibilidad de cada método de reconstruccién al ruido, y estudiar cémo
podemos mejorar la calidad de la imagen. En principio es de esperar que el
método de maxima entropia, (por ser de mdxima entropia), sea mas insensible
al ruido que los otros y genere el minimo de estructuras compatible con los
datos; es decir, que sea la imagen més plana compatible con estos, y por ello
que el fondo de la imagen no presente apenas fluctuaciones. Vamos a encontrar
que la respuesta a esto es si y no.

4.8.1 Ruido constante

Se ha sometido a nuestro simulador a un ruido constante en el plano
detector y una fuente central de 100 fotones/cm”. Los resultados se muestran _
en la figura 4.22; de izquierda a derecha, se muestra la reconstruccién con
CBMF, mixima entropia y el algoritmo EM. De arriba a abajo, la imagen
reconstruida corresponde a datos obtenidos con un ruido, respectivamente, de
10, 100, 1000 y 10000 cuentas/cm? en el plano detector, constante salvo por la
fluctuacién estadistica de los datos (sorteados segiin una gaussiana de anchura
la raiz cuadrada de las cuentas detectadas).
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Figura 4.22: Efecto de aumentar el nivel del ruido en la seiial.
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El principal efecto que tiene el ruido sobre la imagen reconstruida con
CBMF es que, conforme aumenta el nivel de ruido en el plano detector, la
fuente reconstruida (de ~100 fotones/cm?®) aparece "flotando" sobre un fondo
fluctuante cada vez mayor, como una pequefia isla flotante en un mar cada vez
més proceloso, sumada al fondo reconstruido (aun con niveles de ruidos muy
altos es todavia posible ver una fuente en el centro). Para destacar este
fenémeno, en lugar de usar la representacién en mapas de superficies, se ha
usado una’variante de la misma, que es la representacién lego (la representa-
cién en mapa de superficies asigna un punto -un cruce de la rejilla- por cada
pixel de la imagen, mientras que la representacién en lego asigna un cuadrado
completo; en ambos casos la altura es proporcional a la intensidad).

En cuanto a los métodos de maximizacién, el fenémeno que se observa
es que, conforme aumenta el ruido (y disminuye la significancia estadistica de
la sefial), la fuente reconstruida se ensancha, y disminuye su altura.
Efectivamente, para un ruido de 10, 100 y 1000 cuentas/cm?, la intensidad
reconstruida del pixel central es, para el método de maxima entropia, de 82.1,
52.1 y 31.5 fotones/cm?, respectivamente, mientras que para el algoritmo EM
es de 95.1, 66.4 y 21 fotones/cm?; en ambos casos la sefial estd més ensanchada
(ocupa mas pixeles); para un ruido de 10000 cuentas/cm?, no es posible apreciar
ninguna fuente (nota: en los caso de un ruido de 1000 y 10000, hemos puesto
un limite superior en la altura méxima de la representacién, para méxima
entropia y el algoritmo EM, de 0.2 veces el orden de las cuentas detectadas en
el plano detector; es decir, respectivamente, 200 y 2000. Si asignamos las
cuentas detectadas como correspondientes a una sefial proveniente de una
fuente real, es de esperar que la intensidad de emisién de dicha fuente sea del
orden de la sefial detectada; si no apareciera ningtn pico, es que lo detectado
seria, principalmente, ruido).

-~ En general, la capacidad de detectar la existencia 0 ausencia de una~

fuente dependera de si las cuentas que genera la fuente real se confunden con
el ruido de fondo o no. La fluctuacién estadistica del ruido viene dada,
(estadistica poissoniana), por la raiz cuadrada del nimero de cuentas debidas
al ruido; por tanto si la intensidad de la fuente es menor que esta fluctuacién,
la fuente se confundira con la fluctuacién del ruido del plano detector, y no sera
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posible reconstruirla. Es decir, nuestro limite practico para detectar una fuente
vendra dado por:

Intensidad< Ruido (4.12)

El método obvio de mejorar nuestra capacidad de deteccién, serd, por
supuesto, aumentar el tiempo de medida, aumentando asi el niimero de cuentas
(tanto de ruido como de la fuente) pero mejorando (disminuyendo) la fluctua-
cién de los datos (la fluctuacién del ruido aumenta con VB, pero las cuentas
aumentan con B, por tanto la fluctuacién relativa disminuye con 1~A/B). Esto
nos puede permitir ver fuentes que antes estaban ocultas por la fluctuacién
estadistica del ruido y que, al aumentar las cuentas ya no lo estan (ver una
discusién més detallada sobre sensibilidad en el capitulo 5).

En cuanto a la aparicién de estructuras en el fondo, vemos que para un
ruido de 10 cuentas/cm?, el fondo es muy plano en todos los casos. Con un ruido
de 100 cuentas/cm?, el fondo més plano es el del método de maxima entropia,
como en principio era de esperar, mientras que para el algoritmo EM aparecen
algunas estructuras, de forma andloga al apartado anterior; el fondo con CBMF
simplemente oscila. Pero observamos que, al aumentar el ruido (1000, 10000),
la situacion se invierte, y aparecen inesperadamente fluctuaciones en el fondo
de la imagen en el caso del método de méixima entropia, mientras que se ha
suavizado el fondo en el caso del algoritmo EM (CBMF sigue oscilando).

Para el algoritmo EM, al aumentar el nimero de cuentas (disminuyendo .
por tanto la fluctuacién de los datos y aproximéandose més a un caso plano -sin
fluctuacion-), disminuye también las fluctuaciones en la imagen reconstruida,
y con ello las imagenes falsas; en el caso del ruido de 10 cuentas/cm? la
fluctuacién esta ahi, pero por ser tan débil el fondo, éste es despreciable frente
a la fuente de 100 fotones/cm? reconstruida y no se aprecia, mientras que en el

- caso de considerar un ruido de 100 cuentas/cm® ambos son comparables.

Justamente al contrario que el método de mixima entropia, en el que la
estructura debida al ruido que aparece en la imagen aumenta al aumentar el
nivel de ruido.
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4.8.2 Ruido con estructura

Demos otra vuelta de tuerca, y
forcemos los métodos un poco mas.
Hemos supuesto que el ruido en el
plano detector, salvo por la fluctua-
ciéon estadistica, es constante; pero
esto no tiene por qué ser asi. Por
ejemplo, el propio telescopio puede
convertirse en una fuente de ruido
debido a la radiacién a la que sera
sometido en el espacio (como efectiva-

mente ocurrira; ver apartado 1.6.1),y
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Plano Detector

convertir en una fuente que dara en Figura 4.23: Seiial en el plano detector con ruido

los elementos estructurales se pueden
d piano detector un ruido no unifor. YAriable mis una fuente centrada de 100 fotones/em2
me (por ejemplo, el blindaje que

rodea la unidad detectora). Para simular tal efecto en LEGRI, hemos generado
en nuestro simulador un ruido en el plano detector decreciendo desde los bordes
del plano detector (mdas cercanos al blindaje) hasta el centro. Concretamente,
hemos generado un ruido fluctuante de -300 cuentas/cm2para los detectores
mas exteriores, de -200 para los inmediatamente interiores, -100 para el
siguiente nivel y -50 cuentas/cm2para los cuatro detectores centrales (estos
valores no se han obtenido de ningun sitio y son un simple ejercicio). Hemos
afiadido una fuente situada centralmente de 100 fotones/cm2 EIl resultado

detectado en el plano detector se muestra en la figura 4.23.

La reconstruccion de este decorativo plano detector, usando, de izquierda
a derecha, CBMF, maxima entropia y el algoritmo EM, lo podemos ver en la
figura 4.24. Se observa para todos los casos la aparicion de dos l6bulos sim étri-
cos respecto a la fuente central, que no corresponden a ninguna estructura real
y que son debidos a la forma del ruido en el plano detector. La conclusién obvia
a la que llegamos es que no podemos ignorar en absoluto el efecto del ruido, y
que es muy importante conocerlo bien, e incluir de algiin modo esta informacion

en los métodos de reconstruccion.
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Figura 4.24: Reconstrucciones con ruido variable en el plano detector
4.8.3 Ampliando el espacio fuente

Una manera de intentar mejorar la imagen que se nos puede ocurrir, si
desconocemos la estructura del ruido, consiste en ampliar el espacio fuente (ver
apartado 2.12.1) e incluir el ruido como otro parametro més a estimar a partir

de los datos. Esto podremos hacerlo tan sé6lo en los métodos de maximizacion.

Si suponemos que el ruido en el plano detector es constante, podemos

extender la ec. 2.45 para incluir este ruido como incognita a estimar, segun:

A =E + (4.13)
<p

La entropia se definird ahora, como:

s =-E°ap’logap - Bl°g (4.14)
y la solucion de maxima entropia vendra ahora dada por la ecuacion 4.15.

(4.15)

Para el algoritmo EM, la solucion iterativa quedard como se muestra en

la ecuacion 4.16.
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"V

Onl=0n a9
E *l'ijp
(4.16)
"\/
BnH =R A

100
donde 100 hace referencia al numero de unidades del plano detector. Aplicando
ambos algoritmos a los casos de ruido en el plano detector constante, de 100 y
1000 cuentas/cm2 mas una fuente de 100 fotones/cm2 que estudiamos en el

apartado 4.8.2, obtenemos las reconstrucciones de la figura 4.25.

Reconstruccion

Ruido de 100 cuentas/cm2

Reconstruccion

Ruido de 100 cuentas/cm2

Maxima entropia

Algoritmo EM

Figura 4.25: Reconstrucciones estimando

Reconstruccion

Ruido de 1000 cuentas/cm?2

Reconstruccion

Ruido de 1000 cuentas/cm2

un ruido constante B
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Podemos apreciar que han aparecido ahora estructuras indeseables en
las imagenes obtenidas con el método de maxima entropia, que no corresponden
a ninguna fuente real, aunque no obstante la reconstruccion de la intensidad
de la fuente central ha mejorado ciertamente. La estimacién de la fuente cen-
tral, cuando el plano detector se halla sometido a un ruido de 100 cuentas/cm?,
es ahora de 79.9 fotones/cm? (frente a la anterior que era de 52.1), y el ruido
estimado por el algoritmo es de 7 cuentas/cm? en el plano detector (no muy
buena). En el caso en que el plano detector se halle sometido a un ruido de
1000 cuentas/cm? la intensidad reconstruida sera de 63.6 fotones/cm? (frente
al caso anterior en que era 31.5), y el ruido estimado, de 600 cuentas/cm?®
(bastante mejor estimacién que para el caso previo).

En cuanto al algoritmo EM, el tnico resultado que merece destacarse es
que las fluctuaciones del fondo han disminuido (en ese aspecto, la imagen
ciertamente ha mejorado), mientras que la intensidad reconstruida es basica-
mente la misma: para un ruido en el plano detector de 100 cuentas/cm? la
estimacién de la intensidad de la fuente central es de 63.3 fotones/cm? (antes
era de 66.4), con una estimacién del ruido de 0.8 cuentas/cm?; para un ruido en
el plano detector de 1000 cuentas/cm?, la estimacién de la fuente es de 21.5
fotones/cm? (antes era de 21) y la estimacién del ruido que da el método es de
6.5 cuentas/cm?.

Claro estd que este método solo lo podremos aplicar cuando tengamos
buenas razones para creer que el ruido en el plano detector es plano y podamos
"parametrizarlo” por un tnico B. Por ejemplo, en el caso anterior en el cual el
ruido crecia desde el interior del plano detector hacia el borde del mismo (fig.
4.23) no es aplicable hacer esta aproximacién.

Por ello vamos a extender la ecuacién 4.13 y vamos a considerar un ruido
variable B;; como incégnita adicional a estimar. Con-ello, 4.13 quedara ahora — ——
como:

D, = EBI 0,,2F + B, 4.17)
o
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Con esta ampliacién de las incégnitas a estimar, la entropia se definira
ahora, como:

S = —zB: O,;°10g0,, - ZBij-logBij (4.18)
o iy

y la solucién de méaxima entropia vendra ahora dada por la ecuacién 4.19.
- . -1-2AY" zb:;”f_‘f_';ﬁfl
i i

Opp = e (4.19)

- 1—27».—2__@” D)

t

Analogamente al caso anterior, la solucién iterativa del algoritmo EM
quedara como puede verse en la ecuacién 4.20.

> | 2
. ﬁ n

X n+l - A" ij
i (4.20)
5 ntl n i
B, =B; ~i
D

Vamos a aplicar estas nuevas modificaciones de los algoritmos a los casos
ya descritos en los apartados 4.8.1 y 4.8.2, en los que el telescopio esta
iluminado por una fuente de intensidad 100 fotones/cm? y el plano detector se
halla sometido a un ruido (a) constante de ~100 cuentas/cm?, (b) constante de
~1000 cuentas/cm? y (c) variable, de ~300 cuentas/cm? en el borde, decreciendo
hasta ~50 cuentas/cm? en el centro. En las figuras 4.26 y 4.27 se muestran los

- resultados: la columna de la izquierda corresponde al caso (a), la central al caso

(b) y 1a de la derecha al caso (c). La fig. 4.26 corresponde al método de maxima
entropia (la primera fila muestra la estimacién de las intensidades celestes y
la segunda la estimacién del ruido en el plano detector), y andlogamente, la fig.
4.27 corresponde al algoritmo EM.
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Reconstruccion Reconstruccion

Ruido Ruido Ruido

@ (b) ©
Figura 4.26: Reconstrucciones estimando un ruido variable Bj y estimacion del ruido en el plano detector

Empezando con el método de maxima entropia, vemos que el efecto que
produce el aumentar los grados de libertad introduciendo la estimacidén del
ruido como parte del problema es similar al caso anterior, en que estimabamos
un ruido constante B:aparecen estructuras indeseables en la imagen, pero la
estimaciéon de las intensidades es mejor, en general (aunque la verdad es que,
en el caso (b) la diferencia con el método original -ignorando el ruido- no es
muy grande). Las intensidades reconstruidas son, para (a), de 90 fotones/cm2,
para (b), de 32 fotones/cm2 y para (c) (ruido variable) de 84.4 fotones/cm2. Se
puede observar que la estimacion del ruido es relativamente buena, y reproduce
a grosso modo con mas o menos acierto la estructura del mismo (si bien no la
intensidad). Es decir, si no tenemos medio alguno de conocer la estructura del
ruido en nuestro plano detector, ésta puede ser una buena herramienta para

tener una primera estimacion.
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Reconst ruccimi Reconstruccion Reconstruccion

Ruido Ruido Ruido

Figura 4.26: Reconstrucciones estimando un ruido variable Bfy estimacién del ruido en el plano detector.

En cuanto al algoritmo EM, el fracaso es total. El pico se ha ensanchado
mas, la intensidad reconstruida ha empeorado (para (a) es de 26.7 fotones/cm2
para (b) es de 15.8 fotones/cm2y para (c) es de 24.8) y hap aparecido estructu-
ras en el fondo que antes no existian. Esto es debido a la mala costumbre que
tiene el algoritmo EM de que la mejor estimacion del ruido en el plano detector
sea una que reproduzca la forma del plano detector;y efectivamente, si compa-
ramos las estimaciones del ruido de los casos (a) y (b) con la figura 4.11 y la
estimacion del ruido del caso (c) con la figura 4.23, vemos que reproducen, no
la estructura del ruido, sino la sefial detectada. El introducir esas cuentas
que copian la sefial detectada en la estimacion del ruido, resta informacion
para la estimacidén de las fuentes celestes, con lo que se empobrece la imagen.
Podemos intentar mejorar la imagen poniendo como valor inicial del ruido una
estimacion mas realista (por ejemplo, el valor medio del plano detector). Pero
esto no altera nada el resultado; tanto un método como el otro convergeran al

mismo resultado final.
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4.8.4 Mejorando lo presente

Los métodos explicados en el apartado 4.8.3 pueden ser de utilidad para
mejorar la imagen si no conocemos la estructura del ruido. No obstante, siem-
pre serd muchisimo mejor conocer bien la estructura del ruido y tener un buen
modelo del mismo, que intentar averiguarlo por estos métodos, que siempre nos
dejardn con cierta incertidumbre. Es posible estudiar y conocer la estructura
del ruido én el plano detector, simplemente estudiando zonas del cielo en las
que no existen fuentes gamma (o que si existen son demasiado débiles para ser
detectadas por nuestro aparato) durante el tiempo suficiente, lo que nos dara
un buen modelo del ruido esperado en el plano detector, que nos servird para
corregir las mediciones cuando tomemos datos en presencia de fuentes. Esto es
posible porque, como dijimos en el apartado 1.6.1, el ruido dominante en
LEGRI vendra dado por la radiactividad inducida en el telescopio por la
Anomalia del Atlantico Sur, que alcanzard un punto de saturacidén, con lo que
tendremos a partir de ese momento un ruido aproximadamente constante (en

el tiempo) en el plano detector.

100
100 100

80-" 80-

60 - \ 60 X 60
o X . S \
X :000\ 20 -

Reconstruccion Reconstruccion Reconstruccion

Ruido -1000 cuentas/cm2
Figura 4.28: Reconstrucciéon con CBMF una vez eliminado del plano detector un modelo del ruido

Una vez que tengamos un buen modelo del ruido del plano detector, el
primer método que se le ocurre a uno para corregir su efecto en las mediciones
es, simplemente, restar el modelo; sustraer a la medicion tomada en el plano
detector nuestro modelo de ruido, e introducir ese plano detector corregido como
input de nuestros métodos de reconstruccion. Esto darda buenos resultados en

los métodos de correlacion, pero no en los métodos de maximizacion, aunque
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por diferentes motivos. En la figura 4.28 se muestra la reconstruccién con
CBMTF de los casos en que habia en el detector un ruido de ~1000 cuentas/cm?,
~10000 cuentas/cm?® y un ruido con estructura (el descrito en el apartado 4.8.2),
habiéndose substraido del plano detector un modelo del ruido antes de hacer
la reconstruccién. El modelo que hemos substraido es, respectivamente, 1000
cuentas/cm?, 10000 cuentas/cm?® y, para el tercero, 300 cuentas/cm® en los
detectores exteriores hasta 50 cuentas/cm? en los interiores; es decir, el ruido
que previamente habiamos introducido, pero sin fluctuacién estadistica. Como
se ve, la imagen ha mejorado muchisimo. Si hacemos lo mismo con los métodos
de maximizacion, es decir, sustraer al plano detector un modelo del ruido e
introducir el resultado de la resta como input del algoritmo, el método falla, tal
como hemos dicho. En el caso del método de maxima entropia, esto es, sencilla-
mente, porque hacemos las cosas mal, pues ahora la ec. 2.44 se convertira en:

-D/.
_1_2x2 q,;B (Du' ’Du)
ij N

Oaﬁ =e€ ‘ Cu

/I _ modelo
con DU - DU - BU (4'21)

ero como ;. = yD..
p ij ij

s

/
entonces o;; = yD;;

es decir, cuando introducimos a ciegas nuestro input en él algoritmo, estamos
subestimando los errores experimentales, y nuevamente introducimos estructu-
ras falsas en la imagen [29]. Pero para el algoritmo EM el resultado es incluso
peor, pues nuestro input D’; puede ser ahora jnegativo! (como se ve por la
definicién en la ec. 4.21), y por tanto (véase ec. 2.56 y 2.57), la no negatividad
de la solucién puede quedar seriamente alterada; y no sélo eso, jsino la propia
convergencia de la serie! Como podemos ver en la figura 4.29, donde mostramos
_ la convergencia de la intensidad reconstruida del pixel central de la imagen y
la %2 la buena convergencia del método que podiamos apreciar en el apartado
4.2.1 se ha destruido por completo, y aparecen valores de la intensidad
negativos. El ejemplo para el cual se ha estudiado la convergencia (que es el
que se muestra en la figura 4.29) es el caso con ruido variable en el plano
detector, al cual se ha substraido un modelo del mismo previamente a su
introduccién en el algoritmo.
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Figura 4.29: Convergencia del algoritmo EM de la intensidad del pixel central y de la %2 cuando se sustrae el

modelo del ruido a los datos experimentales antes de la reconstruccion.

La imagen reconstruida (por
llamarla asi) con el algoritmo EM la
podemos ver en la figura 4.30. Es
decir, el sustraer el modelo del ruido
a los datos experimentales, que tan
buen resultado nos ha producido con
los métodos basados en la correlacion,
es completamente desastroso en el

algoritmo EM.

Sin embargo, no todo estd
perdido; podemos incluir el modelo
del ruido en el algoritmo como parte
ae' la respuesta aei jdietect'or, Us

decir, en lugar de modificar nuestros
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Reconstruccion
Figura 4.30: Imagen reconstruida con el algoritmo EM
%‘i}io se sustrae g modelo del ruido de los datos, antes
T Einaan

datos experimentales Dg modificaremos la estimacion de los mismos (que,

recordemos, venia dada por la ec. 2.45) de la forma que sigue:

Du=%

ap

¢ (4.22)



144 Resultados: Estudio de los métodos de reconstruccion

Si hacemos esto con el método de maxima entropia, vemos que hemos
corregido el pequefio fallo que cometimos en la ec. 4.21, pues, en el sumatorio
del exponente, el numerador permanece inalterado, ya que antes restdabamos
el modelo del ruido a los datos y ahora lo sumamos a la estimacidn; pero como
ambos estan restados entre si, el resultado final es el mismo. Sin embargo en
el denominador, al no haber corregido las cuentas del plano detector, tengo el
valor correcto del error experimental. En cuanto al algoritmo EM, ahora vuelvo
a recuperar la no negatividad del resultado, pues todo es positivo (y el algorit-
mo vuelve a converger). Los resultados que obtenemos ahora hablan por si
mismos: en la figura 4.31 se muestra (de izquierda a derecha) la reconstruccion,
una vez incluido el modelo del ruido como parte de la respuesta del detector,
para los casos conocidos de un ruido en el plano detector de -100 cuentas/cm?2,
-1000 cuentas/cm2y ruido variable. En la parte superior se muestran las
reconstrucciones correspondientes al método de méaxima entropia, y en la

inferior al algoritmo EM.

Reconstruccion Reconstruccion Reconstruccion

200
180
160
140
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100

Reconstruccion Reconstruccion Reconstruccion

Figura 4.31: Reconstrucciones incluyendo el modelo de ruido como parte dee la respuesta del detector.
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Como se ve, ahora se han eliminado por completo las estructuras que
- surgian en la imagen en los casos anteriores, y se muestra claramente un pico
" sobre fondo plano. Las intensidades reconstruidas, para el caso de maxima
entropia son de: 66.8 fotones/cm?® (para un ruido de ~100), 19.3 fotones/cm?
(para un ruido de ~1000) y 62.31 fotones/cm?® (para un ruido variable), y, res-
pectivamente, para el algoritmo EM son de: 85.7 fotones/cm?, 18.9 fotones/cm?
y 83.22 fotones/cm?. Como se ve, para el algoritmo EM este es sin lugar a dudas
el mejor niétodo; y si bien en el caso del método de méaxima entropia se obtenia
una mejor reconstruccién de la intensidad de los picos cuando estimdbamos By,
surgian estructuras indeseables, principalmente en el caso de ruido variable,
en que era mas grave (los lI6bulos que surgian si ignorabamos el ruido permane-
cian cuando permitiamos que el método estimara el valor del ruido, a pesar de
que se obtuviera una estimacién razonable del mismo).

;Pero realmente: se han eliminado por completo las estructuras debidas
al ruido? ;o tan sélo han disminuido, y en presencia de una seiial real ésta
domina y no las podemos apreciar? es decir, una vez que tenemos un buen
modelo del ruido ;qué observaremos al reconstruir una sefial en la que tan sélo

haya ruido?

Para ello se ha siometido al telescopio a un ruido con fluctuacién estadis-
tica de intensidad ~10)0 cuentas/cm? y otro de ~10000 cuentas/cm? ambos en
ausencia de sefial alguma. Se ha reconstruido la sefial, implementando el mode-
lo del ruido en el algoritmo, y el resultado lo podemos ver en la fig. 4.32; en la
parte superior, el métoido de maxima entropia, y en la inferior el algoritmo EM,;
de izquierda a derecha, para un ruido de ~100 y de ~10000 cuentas/cm?.

Dado que, para que una sefial sea detectable por encima del ruido, ésta
debe ser mayor que la ffluctuacion estadistica del mismo (que viene dada por la

raiz.cuadrada de su vailor), hemos usado la raiz cuadrada del ruido como valor - -

maximo de la represemtacion, es decir, respectivamente, 10 y 100, pues de ser
detectable una sefial,, este sera el orden de la intensidad esperada en la
reconstruccién (esta ess una restriccién mayor que poner 0.2 veces el orden de
las cuentas detectadass en el plano detector que hemos usado antes, con lo que,
si hay alguna estructuira, se vera mas claramente que antes).
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Reconstruccion Reconstruccion

Reconstruccion Reconstruccion

Figura 4.32: Reconstruccion en ausencia de seiial y presencia de ruido, usando un modelo del mismo

Se puede ver que, para el caso del algoritmo EM, cuando el ruido es de
-100 cuentas/cm?2, aparecen algunas pequenas estructuras (con una intensidad
del orden de 0.3 fotones/cm2) debidas a la fluctuacidon estadistica del ruido que
desaparecen cuando éste es mdas intenso y la fluctuacion menor (lo cual se
consigue simplemente aumentando el tiempo de medida). En los restantes casos
no se aprecia estructura que nos pueda llevar a pensar que nos hallamos ante
una fuente celeste real; es decir, un buen conocimiento del ruido suprime
fuentes fantasmas debidas a la estructura del mismo (no obstante, cualquier
fuente que pueda aparecer en la imagen reconstruida puede ser identificada
como perteneciente al cielo real o al ruido, sencillamente cambiando la
direccion de apuntado del telescopio; si es una fuente real, la fuente
reconstruida cambiara de posiciéon en concordancia al cambio de apuntamiento.
De todas formas, aunque con este método podamos descartar fuentes ficticias,

siempre serd mejor tener una imagen lo mas limpia posible).
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Por tanto, como conclusidn, y siguiendo la vieja maxima de "si no puedes
con tu enemigo, tinete a él", el mejor método de tratar con el ruido y evitar su
nefasta influencia es estudiarlo para conocerlo bien (estudiando zonas del
firmamento ausentes de fuentes), y luego sustraer su influencia en los datos.

Lo que hemos hecho en este apartado no es més que un caso particular
de fijar el valor de ciertos pixeles y mantenerlos invariantes en cada iteracién;
en este caso, siguiendo la idea del apartado 4.8.3 en el que incluiamos al ruido
entre los parametros a estimar, hemos fijado el valor de los "pixeles" correspon-
dientes al ruido con un valor determinado (el de nuestro modelo del ruido). El
fijar un conjunto de pixeles con un valor determinado para que no cambie al
estimar los restantes podremos hacerlo siempre, y de hecho lo hemos hecho
implicitamente cuando hemos limitado el tamaifio de la imagen reconstruida al
campo definido por un ciclo de la méscara (+6.34°), en el cual hemos fijado el
valor de los pixeles fuera de este campo a cero. Esta técnica puede usarse si
fuera necesario para mejorar una imagen (por ejemplo, si sabemos a ciencia
cierta que en cierto pixel existe una fuente de intensidad conocida, podemos
fijarlo a ese valor e iterar el resto para mejorar la imagen restante).

4.9 Fuentes extensas

Hasta el momento hemos estudiado el comportamiento del telescopio ante
fuentes puntuales (una o varias), y si bien es cierto que una fuente extensa
puede considerarse formada por multitud de fuentes puntuales muy préximas
(cuando discretizamos el cielo), también es cierto, como hemos comprobado, que
las fuentes muy cercanas sufren solapamientos en la reconstruccién, y disper-
si6én cuando la sombra de la méscara que proyecta sobre el plano detector no

~coincide bien con la posicién de las unidades detectoras. Asi que jcé6mo se las

compondri el telescopio cuando se las vea con una fuente extensa? ;Sera
posible reconstruir su forma? ;y qué decir de sus intensidades de emisién?

Para comprobarlo, hemos generado una fuente celeste, que se muestra
“en la figura 4.33 (a), en forma de letra A mayuscula (en ausencia de ruido). En
| la fig. 4.33 (b) vemos la sefial detectada en el plano detector, y a partir de la

*
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cual se realizardn las reconstrucciones (fig. 4.33 (¢) conespondiente a CBMF,

(d) a decodificacion 5, (e) al método de maxima entropia y (f) al algoritmo EM).

Fuente Gamma Celeste

(a)
6
4
2
-2
4
-6
Reconstruccién Reconstruccion
© (d)
6
4
2
2
4
6
0 2 4 6 4 6
Reconstruccion Reconstruccién
(e) )

Figura 4.33: Deteccién y reconstruccion de una fuente extensa en fonma de A mayuscula
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En estas imédgenes nos hemos limitado al campo de visién definido por
un ciclo de la méscara. Como vemos, CBMF reconstruye algo que se asemeja

- a la fuente, aunque francamente es muy borroso; la imagen mejora con decodifi-
“cacién 8, ya que tiene més contraste. Pero el mejor resultado lo obtenemos con
“los métodos de maximizacién, que dan resultados muy parecidos.

Notese que todos los pixeles de la imagen fuente inicial tienen una
misma intensidad de 100 fotones/cm?; sin embargo, vemos que la intensidad de
la imagen reconstruida no es en absoluto uniforme, sino que se favorecen

iclaramente unos pixelles sobre otros; en concreto, aquellas posiciones que
proyectan sobre el planio detector una sombra de la mascara que casa bien con
: las unidades detectoras, amen del efecto del colimador sobre los pixeles més
periféricos.

'4.9.1 Multiples apunttados
: Si queremos mejorar los resultados, necesitamos obtener mas informacién
“sobre la fuente. Al principio de la lectura de este trabajo, el lector curioso puede
:haberse preguntado por qué no se han tenido en consideracién métodos més
_cldsicos, probados con &xito en otras clases de problemas, como por ejemplo el
‘método de minimos cuzadrados. Estos métodos ajustan unos pocos parametros
[a una multitud de daitos, que en principio siguen la misma ley; es decir,
;tenemos pocas incégniitas para muchos datos. Aqui el problema es justo el
;contrario; hagamos un !balance de incégnitas y variables: nuestras incégnitas,
los pixeles celestes, deppenderan de cuén finamente lo subdividamos, pero por
:ejemplo, para los resulttados que hemos estado dando hasta ahora, cuando nos
limitamos al campo deffinido por un ciclo (£6.34°), dividido en pixeles de 0.64°,
son 20x20 = 400 pixeless, 400 incégnitas (eso si no tenemos en cuenta el ruido
Ten cada detector, que serian otras 100 incégnitas); nuestros datos son las

‘medidas de cada unidawd detectora, es decir, 100 datos. -

O sea, tenemos 1100 datos para 400 incégnitas; obviamente no se puede
aplicar un método de minimos cuadrados... ;O si?

Pues si. Podemcos incrementar el nimero de datos que poseemos,
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realizando diferentes apuntados de la misma zona del cielo. Es decir, reealizar
una medida durante un cierto tiempo, variar ligeramente la direcciion de
apuntado, volver a medir, etc... con lo que en cada apuntado, obtenermos un
conjunto de datos diferente. Por ejemplo, con nueve apuntados de Isa zona
obtenemos 900 datos para 400 incognitas. Las cuentas detectadas en el dmtector
if durante el apuntado p, vendra dada por la ecuacion 4.23.

@ Dip=£ ° «

Es decir, la misma ecuacion de siempre, pero con un indice mass. Pero
(qué son a y (3? ya que hasta ahora hemos dicho que las coordenadais (a,(d
venian definidas por el telescopio y eran intrinsecas a ¢l; por cada apuntado
deberemos tener un sistema diferente de coordenadas. Bueno, lo que hay que
hacer es elegir uno de los apuntados como referencia y tomarlo como siistema

maestro de coordenadas, y referir los otros apuntados a éste (ver figura 4.34).

Apuntado de referencia
Otros apuntados

> Coordenadas de la
fuente celeste respecto
al apuntado de referencia

Telescopio

Figura 4.34: Diferentes apuntados de la misma zona del cielo. Uno de ellos se toma como sistema
de referencia maestro.

Las coordenadas de la fuente celeste, (a,(3), se toman respecto al

apuntado de referencia. Asimismo, (ap,3p), el centro del campo de vision de otro

apuntado, también se toma respecto del sistema de coordenadas del apuntado



Fuentess extensas 151

de referrencia. Por tanto, las coordenadas (o) de la fuente celeste respecto del
apuntaedo p vendran dadas por (a-0,,B-B,) (esto no es del todo exacto, pero para
apuntaedos no rotados entre si ni muy separados del apuntado de referencia
-digamcos o, B, < 10, es una excelente aproximacién); o lo que es lo mismo:

B - @2 % BB .
(Dg'p - (Dij (4.24)

con lo qque la ecuacién 4.23 queda, definitivamente, como:

D, =Y Oapq’ffa"’ﬁ'ﬂ" (4.25)
af

Eista ecuacién es equivalente en forma a la ecuacién lineal siguiente

i

Y R ——, (4.26)

simplemente realizando la equivalencia y=D, x=® y a=0. Tomando varios
apuntados, para tener mas datos que incégnitas, podemos intentar estimar los

- parameitros a mediante un ajuste por minimos cuadrados. Apliciandola al
problema que nos ocupa (la A mayuscula de la figura 4.33 (a)), se han realizado

9 apunttados de la fuente celeste, en una rejilla 3x3 (y sin rotacién entre ellos;
es decir, los ejes o y B de todos los apuntados son paralelos entre si). El

apuntado central se ha tomado como sistema de referencia, y los (c,,,8,) de los

~ocho restantes apuntados (respecto del central) son:

1,1 0,1 1,1

-1,0 0, 0 (sistema 1,0
maestro)

-1,-1 0,-1 1,-1

- Para el ajuste por minimos cuadrados de los datos asi obtenidos, seha .. __

usado un software estandar de cdlculo matematico muy usado en fisica, que son
las librerias matematicas del CERN (o cernlib [41]). En concreto, la subrutina
usada ha sido LINSQ, que realiza ajustes por minimos cuadrados de funciones
lineales. Previamente se ha probado la subrutina en problemas de ajuste de
funciones mas tipicos, comprobandose que proporciona buenos resultados.
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El decepcionante resultado del ajuste para los pardmetros a (esto es, O),

se muestra en la figura 4.35, aunque es posible vislumbrar la forma de la A.

Ajuste
Figura 4.35; Reconstruccion de fig. 4.31 (a) usando un
ajuste por minimos cuadrados y nueve apuntados.

Conclusiéon: es posible aplicar un método de ajuste por minimos

cuadrados, pero mejor no hacerlo.

No obstante, no hay que olvidar que, al usar varios apuntados de la
misma zona, hemos obtenido més informacioén de la fuente que la que obtenia-
mos con un uUnico apuntado, y esto quiere decir que, en principio, debemos
poder obtener una reconstruccién mejor. Por tanto, vamos a intentar sacar
provecho de eso generalizando nuestros métodos de maximizacidén para tener
en cuenta los multiples apuntados. Esto va a ser muy facil usando como punto
de partida la ecuacion 4.25, con lo que la generalizacion de la solucion iterativa

de maxima entropia, que venia dada por la ec. 4.10, nos quedara:

i -1-2X"E {Djp ~Djp)
OnPH n 0 (4.27)

¢ n+l n+

Y andlogamente, la generalizacion del algoritmo EM, que venia dado por

la ec. 2.56, es ahora:
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go gt
n+l - iJP K (4.28)
0@ " ’/llD ]_.E Ca—a, ,p?

Aplicando estos nuevos algoritmos a los nueve apuntados que hemos
realizado a la fuente de la fig. 4.33 (a), obtenemos el resultado de la figura 4.36

(izquierda con el método de maxima entropia, y derecha con el algoritmo EM).

-6 -4 2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6

Reconstruccion Reconstruccion

Figura 4.36: Reconstrucciones con el método de maxima entropia y el algoritmo EM haciendo uso de nueve

apuntados de la imagen fuente de la fig. 4.33 (a)

Ahora si que podemos decir jeureka! La imagen reconstruida es mucho
mejor que la que obteniamos con un solo apuntado (véase fig. 4.33). Al
aumentar el numero de apuntados y aumentar la informacién que tenemos
sobre el objeto, mejoramos definitivamente la reconstruccion. El contrapunto
lo tenemos en que ahora la reconstruccién es mucho mas lenta; en el caso del
algoritmo EM, nueve veces mas lenta. Pero en el método de maxima entropia
la cosa es peor; el valor absoluto del sumatorio de la exponencial (que tarda
nueve veces mas que antes en ser calculado) es también del orden de nueve
veces mas grande que antes, con lo que pequefias variaciones del valor de X,

producen, en virtud del poder magnificador de la exponencial, fluctuaciones
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mucho mayores de antes, que deben ser contrarrestadas realizando un
muestreo de A" mas fino (tipicamente, de unas nueve veces més fino que antes),
ya que, de otro modo, puede no converger. Es decir, que ahora el método de
méaxima entropia es unas 9x9=81 veces mas lento que antes.

Hay que decir también que si la anchura de la rejilla de apuntados es de
1.27°, en lugar de 1°, no obtenemos informacién adicional sino la misma,
permutadd (recuérdese que 1.27° es lo que subtiende un elemento del plano
detector desde la mascara), y la reconstruccién que se obtiene en ese caso es
exactamente la misma que con un nico apuntado.

4.10 Patrones no ciclicos

Como hemos podido ver, el hecho de usar un patrén de méscara ciclico
era una buena idea a la hora de reconstruir una imagen usando métodos corre-
lativos, gracias a las propiedades autocorrelativas de los patrones URA y
MURA cuando se hallaba su autocorrelacién ciclicamente. Pero en realidad no
hemos usado para nada esta propiedad cuando hemos usado los métodos de
reconstruccién de maximizacién (que ya hemos visto que dan mejores resulta-
dos, y que para telescopios simples como LEGRI pueden resultar totalmente
competitivos), y de hecho hemos encontrado més inconvenientes que ventajas
con una mascara de este tipo a la hora de usar estos métodos; principalmente
la aparicion de fantasmas (que en el caso del algoritmo EM suponia un debili-
tamiento de la fuente, al repartirse la intensidad entre los fantasmas). Por ello
vamos a probar en este apartado a usar mascaras no ciclicas, para estudiar su
comportamiento, y ver si serian preferibles para LEGRI. ;Podria esto suponer
un resurgimiento de las méascaras aleatorias para telescopios sencillos?

A este fin, se han estudiado tres méascaras aleatorias 14x14 y un patrén
MURA 19x19 (del cual se ha extraido un trozo 14x14), y se han sometido a las
fuentes de la fig. 4.19 (en ausencia de ruido). En la figura 4.37 se muestra, en
cada fila, a la izquierda el patrén usado (el de la fila inferior corresponde al
patrén MURA), en el centro la reconstruccién con el método de maxima entro-
pia, y a la derecha la reconstruccién con el algoritmo EM.
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Reconstruccion Reconstruccion
Reconstruccion Reconstruccion
Reconstruccion Reconstruccion
Reconstruccion Reconstruccion

Figura 4.37: Reconstrucciones usando diferentes patrones de la mascara
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En esta ocasién, como en el apartado 4.6, se ha reconstruido la imagen
usando el campo total del telescopio. Como se puede ver, comparando con el
apartado 4.6, en general ahora no se producen fantasmas; o casi. En el caso del
algoritmo EM, en la reconstruccién de la primera madscara se observa una
estructura anémala a la derecha, sobre la posicién (10,0); la reconstruccién de
la segunda maéascara produce pequeiias estructuras en toda la imagen, y la
tercera es la que mejor resultado produce de las aleatorias. Sin embargo, es con
el patrén MURA cuando obtenemos un maravilloso fondo plano sin estructuras.
No obstante, en las cuatro reconstrucciones con el algoritmo EM, las intensida-
des de los picos son correctamente reconstruidas a ~100 fotones/cm?.

Mejor comportamiento ante las estructuras fantasmas lo tiene el método
de maxima entropia; en todos los casos se obtiene una imagen similar, con
pequeiiisimas fluctuaciones del fondo, que en el caso del primer patrén aleato-
rio son menores (el fondo es practicamente plano). Sin embargo, a pesar de
esto, nuevamente es el patrén MURA el que nos da el mejor resultado, ya que
reconstruye mejor la intensidad de las fuentes que los otros tres casos (nétese
de todas formas que, al contrario que con el algoritmo EM, el efecto del
colimador es importante en este método, como ya se indicé en el apartado 4.7).

Concluyendo el apartado, y dado que los métodos de maximizacién tienen
mas ventajas que inconvenientes en nuestro caso, seria preferible que LEGRI
tuviera una maéscara no ciclica a una ciclica. Y a pesar de que se pueden
obtener buenos resultados con un patrén aleatorio, se obtienen mejores con
patrones URA y MURA, ya que en un patrén aleatorio se pueden producir
subpatrones semejantes (por puro azar) en diferentes partes de la mascara, que

nos producirian fantasmas.

'4.11 Plano detector danado

;Qué ocurriria si el plano detector sufriera algin dafio y parte de los
detectores quedaran inutilizados? ;Se perderia la capacidad de formacién de
imAgenes? Para averiguarlo, hemos simulado este efecto "desconectando" varios
detectores de nuestro plano detector. En concreto, y dado que la electrénica es
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comun a cada fila de 10 detectores (a
cada '""U" del plano detector), supo-
niendo un dafio en la electronica,
hemos desactivado las Ues 1, 4 y 8.
Ademas, para simular un dafio en
detectores particulares, hemos desac-
tivado los detectores (2,5), (2,9), (3,1),
3.8), (6,4), (7,2), 9,7) y (10,2); es
decir, un total de 38 detectores (juna
pérdida importante!). Sometiendo el
telescopio a las fuentes de la fig. 4.16
(que se usé en el apartado 4.5), en
lugar del plano detector que se obte-
nia (ver fig. 4.17), lo que obtenemos
ahora es el plano detector que se
puede apreciar en la figura 4.38.

157

1 2 3 4 5 6 71 8 9 10
Plano Detector
Figura 4.38: Plano detector con 38 unidades detectoras
desconectadas, que han sido marcadas con una X.

Si reconstruimos la fuente a partir de estos datos, obtenemos las image-

nes de la figura 4.39, de izquierda a derecha, para CBMF, maxima entropia y

el algoritmo EM. En este ejemplo, al igual que en el del apartado 4.5, no se ha

introducido ruido, para poder comparar con las reconstrucciones que se

obtenian con el plano detector en perfectas condiciones. ,

Reconstruccion Reconstruccion

Figura 4.39: Reconstrucciones a partir de los datos obtenidos con 38 detectores estropeados.
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Podemos observar que, en el caso de CBMF, se han destruido por comple-
to las propiedades autocorrelativas de la mascara MURA, que nos permitian
tener un fondo plano en zonas donde no hubiera fuentes (compérese esta
imagen con la figura 4.18). Esto es debido a que no podemos contar con todos
los detectores y no se pueden compensar correctamente los 1 y los -1 de la
matriz G. En la imagen que obtenemos apenas se puede distinguir nada.

Algo mejor es el resultado obtenido con el método de maxima entropia,
aunque, de todas formas, surgen en la imagen estructuras que no corresponden
a ninguna fuente, a la par que la intensidad reconstruida de las fuentes (antes,
con todo el plano detector en funcionamiento, tipicamente de ~90 fotones/cm?)
es bastante menor, del orden de ~20 fotones/cm?. El mejor resultado lo obtene-
mos con el algoritmo EM, donde aparecen menos estructuras y la intensidad
es reconstruida mejor, y la intensidad de las fuentes (antes de ~95 fotones/cm?),
es ahora reconstruida a un valor de ~50 fotones/cm?

Pero no tenemos por qué conformarnos con esto. Podemos intentar
mejorar el resultado. El problema principal esta en que estamos contando el
valor de las unidades detectoras que no funcionan (0) como informacién valida;
es decir, estamos engailando al algoritmo y no le informamos de que las
cuentas (mejor dicho, la ausencia de cuentas) de esos detectores "no valen". Por
tanto, lo que hemos de hacer es sustituir, en las ecuaciones 2.56 y 4.10, el
sumatorio que se extendia a todos los detectores por uno que sélo tenga en
cuenta los detectores que funcionan. Es decir:

Y =)

ij i j ¢ detectores estropeados

¢Y que ocurre con la correlacion? Bueno, no hace falta hacer esta especie
de by pass, pues se hace automdticamente y el resultado que se obtendria
miramos la ecuacién 3.1 vemos que, precisamente los elementos del plano
detector que queremos evitar por contener informacién errénea, se "evitan"
ellos mismos, pues D,, tiene valor cero y el producto D, G,,;,,; no se afiade al

sumatorio.
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Esto mismo parece que ocurre en el caso del algoritmo EM con el
denominador de la ec 2.56; aunque si introducimos la respuesta (la falta de
respuesta) de los detectores que no funcionan en la matriz O, tendremos que
todos los Oy pertenecientes a detectores ij inoperantes seran 0 para todo (a,(3),
con lo que la estimacion de Dj(que aparece dividiendo a D) serd cero; es decir
que tendriamos 0/0 si no hiciéramos el by pass. El resultado que se obtiene al
evitar los detectores que no funcionan se puede apreciar en la figura 4.40 (iz-

quierda para el método de méaxima entropia y derecha para el algoritmo EM).

6 w 2 0 4 6 2 0 2

Reconstruccion Reconstruccion

Figura 4.40: Reconstrucciones, una vez corregido el efecto de las unidades, detectoras no operativas.

Como se ve, en el caso del método de maxima entropia la imagen ha
mejorado muchisimo, y se han eliminado las estructuras andmalas que apare-
cian en la imagen. La intensidad reconstruida también se ha incrementado,
siendo ahora de -60 fotones/cm2. Otro tanto ocurre con el algoritmo EM. La
imagen se asemeja mucho a la que se obtenia con el plano detector en correcto
estado (ver fig. 4.18), y la intensidad reconstruida también ha mejorado
notablemente, siendo ahora de -100 fotones/cm2(aunque antes las intensidades
de las fuentes eran més similares entre si y ahora no tanto). Este es un gran
éxito para los métodos de maximizacion, pues téngase en cuenta que se ha
perdido casi el 40% del area detectora y somos capaces de generar con estos
métodos imagenes de bastante calidad. Frente a casos como este, los métodos

correlativos fallan estrepitosamente en comparacion.
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Como contrapartida, con la pérdida de detectores somos mas sensibles al
efecto del ruido y a generar estructuras falsas, debido a la pérdida de
informacidén que conlleva; cuanta més informacidon se pierda, mas factible es
que la propia estructura del telescopio suxja en la imagen reconstruida. Por
supuesto, si se pierde demasiada informacion, llega un momento en que es
imposible hacer nada. En un caso extremo, en el que tan so6lo funciona un
detector, el (5,6), la "reconstruccion" que se obtiene es la que se puede apreciar
en la figura 4.41, para méaxima entropia (izquierda) y el algoritmo EM
(derecha).

2

-6 -4 -2 0 2 4 6 -2 0 2

Reconstruccidon Reconstruccidon

Figura 4.41: Reconstrucciones con un solo detector operativo.

Es decir, la presencia de cuentas en el unico detector en activo lleva a los
algoritmos a deducir que existe una fuente en cualquiera de aquellas direccio-
nes desde donde puede recibir sefial (esto es, desde los agujeros de la mascara);
por tanto, dado que todos ellos son posibles fuentes, todos ellos aparecen en la
imagen reconstruida. Es decir, la imagen reproduce el patrén de la mascara

que el detector tiene sobre si.



Capitulo 5: Resultados. Respuesta
real de LEGRI

5.1 Preambulo

odos los resultados que se han mostrado en el capitulo 4 han sido

@, obtenidos para un LEGRI idealizado, con detectores de idéntico
é tamario (1 cm®) y eficiencia 1, y siendo los elementos no opacos de
“~ ) la mascara totalmente transparentes. Sin embargo, como se dijo

en el capitulo 1, LEGRI es sobre todo un experimento de
demostracion de una nueva tecnologia (la de los Hgl, y CdZnTe; para el
experimento en conjunto, lo mas importante es estudiar el comportamiento de
los detectores en condiciones de espacio).

Con esto queremos decir que los yoduros de mercurio fueron hechos
artesanalmente (no existe, por el momento, una cadena de produccién en serie
de los mismos) y no hay dos iguales; cada uno tiene un tamaifio diferente
(problema que no surge con los 20 CdZnTe, pues son comerciales) y la respues-
ta de cada detector también es diferente, debido en parte a problemas con la
electrénica de vuelo, de comportamiento mas conflictivo que la electrénica de
tierra, pues debe estar disefiada para soportar el lanzamiento y las condiciones
de espacio, a la vez que compacta y de poco peso, lo cual limita mucho la
eficacia de la misma. De hecho, hay 15 unidades detectoras inoperantes; el
primer detector de cada U, debido a que la electrénica produce demasiado ruido
electrénico en los mismos, y otros 5 detectores que estan totalmente "ciegos".

Ademas, el honeycomb o estructura de soporte de los tungstenos de la
mascara no es totalmente transparente, sino que absorbe (especialmente a baja

energfa) parte e los fotones ¥ que lo atraviesan. En este dltimo capitulo se han

implementado las caracteristicas reales del instrumento “(rlartranspareniciardél
honeycomb, el tamaiio real de cada unidad detectora y su eficiencia, etc...) en
el simulador geométrico que describimos en el apartado 3.4, para estudiar cémo
se ven afectados los resultados del capitulo 4, ademas de mostrar la respuesta
real de los detectores (eficienca, sensibilidad, respuesta espectral...).
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5.2 Respuesta de los detectores

Cuando tenemos como plano detector un conjunto discreto de detectores
(o incluso un detector de posicidon continuo), la respuesta de las diferentes
partes del plano detector frente a la misma sefial no es la misma. En un detec-
tor discreto esto se traduce en que dos unidades detectoras diferentes del plano
detector, ante idéntica fuente (y en idénticas circunstancias), haran diferentes
medidas; esto se magnifica en nuestro caso por el hecho de que nunca tendre-
mos esas "idénticas circunstancias", ya que no tenemos dos detectores iguales,
como se puede ver en la figura 5.1, donde se muestra una foto del plano detec-
tor (a grosso modo, los Hgl2 tienen un tamafio en tomo a 5x5 mm?2, aunque

bastante variable, siendo los CdZnTe de 10x10 mm?2).

Se define la eficiencia como la
fracciéon "cuentas detectadas en el
detector" frente a "fotones que llegan
al detector". El caso ideal, cuando se
detectan tantas cuentas como fotones
llegan al detector, seria el de eficien-
cia 1. En la realidad la eficiencia
siempre serd menor que uno debido

principalmente a dos motivos:

i) El detector (a no ser que sea
muy grande y/o masivo) no detendra
todos los fotones y que le lleguen,
Figura 5.1: Fotografia del plano detector de LEGRI, sin
sino que habra fotones que lo atravie- el colimador.
sen sin depositar energia (y, dado que
en nuestro caso los detectores son semiconductores, sin producir pares electron-
hueco). Esto hace que la eficiencia intrinseca del detector sea menor que la
unidad. Esta es la eficiencia que se obtiene con simulacion Monte Cario, usando
el cédigo GEANT-3 que describimos en el apartado 3.4, donde consideramos
como suceso detectado a todos aquellos fotones que depositan energia en el

detector (por encima de cierto umbral).
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i1) Aun asi, el detector real no dard una sefal para todos los fotones que
depositen energia, debido a la electronica asociada, que no procesara correc-
tamente todos los sucesos. Es decir, dos detectores idénticos, con igual poder
de frenado de la radiacidén, pero distinta electronica, dardn una eficiencia
diferente dependiendo de la electronica de procesado de la sefnal asociada a
cada uno de ellos. No solo eso, sino que la electronica puede producir (y
producird) cuentas fantasmas que no corresponden a fotones reales (el ruido
electronico), amén de producirse otros efectos, como interferencias entre

canales, etc...

En nuestro caso, obteniamos
resultados mucho mejores con la YOO TR TG T v v A v v
electronica de tierra, estdndar, que
con la de vuelo, que por ser compacta
y de poco peso (y resistente a la
aceleracion y radiacion), debe sacrifi-
car muchas de las buenas cualidades
de la electronica de tierra necesarias
para una 6ptima deteccidon: las simu-
laciones con GEANT-3 nos daban 5
una eficienca de en torno a -0.8
entre 20 y 100 keV para ambos tipos .
de detectores, resultado muy similar Figura 5.2: Eficiencia de deteccién de LEGRI
a la que se obtiene con la electronica
de tierra estandar; por otro lado, la eficiencia medida con la electronica de
vuelo es de -0.3 para los Hgl2y de -0.5 para los CdZnTe, que es, claramente,
mucho peor. En la figura 5.2 se muestra la eficiencia del plano detector de
LEGRI en el rango 20 - 100 keV para fotones; las coordenadas X e Y que se
muestran corresponden a las que usa internamente LEGRI; la equivalencia con
las que hemos usado en el capitulo 4 (p. ¢j. en la fig. 4.17) seria i=10-Y, j=10-X.
Se puede apreciar que el primer detector de cada U (todos los indicados con
X=0) no funciona, asi como otros 5 (todos ellos marcados con un aspa); mientras
que hay otros (como por ejemplo el X=7, Y=5) que también son casi inoperantes.

Los 20 CdZnTe corresponden a las coordenadas X=0-9, Y=0 y X=0-9, Y=09.
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El usar la electronica de vuelo no implica tan s6lo un decremento de la
eficiencia de deteccion, sino que la capacidad de realizar espectroscopia también
se ha visto claramente mermada. En la figura 5.3 se muestran cuatro espectros
tipicos (numero de canal frente a nimero de cuentas) que se tomaron durante
la calibracion de LEGRI (superpuesto se muestra el ruido de fondo, detectado
en ausencia de fuente); los dos superiores fueron tomados con un CdZnTe y los
inferiores con un Hgl2 Las fuentes usadas han sido, de izquierda a derecha, Cd
109 y Am 241. En la pagina siguiente, en la tabla V se pueden ver las caracte-

risticas de la emision de estas fuentes [42].
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Figura 5.3: Espectros detectados en LEGRI.
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Fuente Desintegr. Vida Radiacién | Energia % de
media emisién

Cd 109 | Captura Electr. { 463 dias Yy X K) 23 keV 102.1
Captura Electr. Y 88.0 keV 3.61

o Yy X L) 16 keV 38.0

Am 241 o 432 afios v 595keV | 35.9
o Y 26.3 keV 2.41

Tabla V: Fuentes radiactivas usadas en la calibracién de LEGRI

Las lineas de 22.6 keV del Cd 109 y de 16 keV del Am 241 corresponden
a un multiplete de rayos X (de las capas K y L respectivamente), de diferentes
energias, pero préximas entre si (por lo que es dificil resolverlas bien), con lo
que se muestra un valor promedio en energia e intensidad de porcentaje de
emision. No debe sorprendernos que obtengamos porcentajes mayores de 100,
ya que eso refiere al nimero de fotones que se producen por cada 100 desinte-
graciones del ntcleo, y algunas desintegraciones pueden crear mas de un fotén.

Como se puede ver, la resolucién espectral de los ’detectores de LEGRI
con la electronica de vuelo no es muy buena; por ejemplo, los picos de 16 y de
59.5 keV del Am 241 se hallan muy préximos entre si; la FWHM (Full Width
at Half Maximum) o anchura de los picos es del orden de ~40 keV, y ademis,
no todos los detectores presentan picos, sino que hay otros que tan sélo
muestran un continuo; o el ruido electrénico resulta dominante (cuanto ma4s
cerca de la posicién X=0, m4s ruidosos suelen ser). Este hecho, junto con la
falta de tiempo debida a problemas que surgieron durante el calibrado, que

supusieron un importante retraso en el programa de calibracién (al sometera

los detectores a un vacio térmico que emulara las condiciones del espacio se
produjo una desgasificacién de los detectores, con lo que hubo que detener la
calibracién y someterlos a un encapsulado para evitar el contacto de los mismos
con el vacio), y a la necesidad de entregar LEGRI al LN.T.A. segin el
calendario previsto para su ensanblaje con los restantes médulos, ha hecho que
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no haya sido posible un estudio en detalle de cudl es la eficiencia de LEGRI en
funcién de la energia (ya que en principio, la eficiencia no tiene por qué ser la
misma para fotones de diferente energia) y nos hayamos tenido que conformar
con los datos que se tomarno, obteniendo finalmente una eficiencia integrada
al rango nominal de LEGRI (20 a 100 keV), que es la que se ha mostrado en
la fig. 5.2. Esta matriz de eficiencias es la llamada matriz de calibracién, que
es el punto de partida de las posteriores calibraciones que se realizardn en
vuelo usando fuentes 7y celestes bien conocidas (como p. ej. el pilsar de la
Nebulosa del Cangrejo), las cuales conllevaran sucesivas modificaciones y
mejoras de la matriz de calibraciéon (es decir, la matriz de calibracién ira siendo
actualizada a lo largo de la vida de la misién).

5.3 Corrigiendo los datos

Dado que lo ideal seria tener un plano detector que diera una respuesta
uniforme, hemos de corregir los datos en el plano detector para contrarrestar
su inuniformidad, que conocemos a través de la matriz de calibracion. En el
caso de los métodos correlativos, podemos realizar la correccién segin:

Dij . 1 sz D,;

D = = Y 5.1)
g €, Tr A.. g(. Tr (

17) ij >

donde ¢; es la eficiencia de deteccién del detector ij, Tr la transparencia del
honeycomb (con ambas correcciones hallamos los fotones que realmente le han
llegado) y A;; es su 4rea (con la que corregimos para obtener los fotones que
llegan por cm?); con esto normalizamos todos los detectores para obtener D°,
una versién corregida del plano detector, la cual usaremos como input. Este
método es muy similar al flat fielding [36] consistente en:

<V (5.2)

Di; = Dij

i

donde C; es una matriz correspondiente a las cuentas medidas en la unidad i/
al ser iluminado el plano detector por una fuente uniforme, T, es el nimero
total de cuentas medido en todo el plano detector, N es el nimero total de
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detectorres (con lo que T,/N es la media esperada de cuentas por unidad
detectorra) y 1 es un factor de normalizacién que se puede introducir para
aseguraar conservacién de flujo (es decir, que el ntimero total de cuentas en D
y en D° | sea el mismo). '

Ccon ambos métodos se logra un plano detector uniforme. De hecho, uno
es propoorcional al otro. El problema es que flat fielding, aunque mejora la
imagen ! y elimina estructuras, falsea la reconstruccién en intensidad, ya que la
nueva winiformidad del plano detector es relativa a las demés unidades detec-
toras y sse calcula mediante las cuentas detectadas, mientras que la correccién
realizadla con la eficiencia se hace mediante los fotones que realmente llegan
(den o nao sefial); esto se calcula facilmente conociendo la actividad de la fuente
y el dnggulo s6lido que subtiende el detector desde la misma, si hablamos de
calibracrién en tierra, o, si se realiza con fuentes celestes, conociendo la
intensidlad de la misma (fotones que llegan por unidad de area y tiempo) y el
4rea ilunminada de los detectores. Es decir, la uniformidad del plano detector
se hace :asi de forma absoluta, mientras que con flat fielding se hace de forma
relativza. No obstante, si es imposible o muy dificil medir la eficiencia de los
detectorres, flat fielding es una alternativa razonable a la desesperacion.

Esste plano detector corregido mediante la eficiencia, podria ser usado sin
problemias como input de nuestros métodos de maximizacién (no produce valo-
res negaativos; aunque hay que andarse con ojo con el error experimental que
se introoduce en el método de maxima entropia). No obstante es preferible
introduccir toda la informacion sobre el proceso de deteccién en la matriz @ de
respuestta del detector, como la eficiencia, el hecho de tener una transparencia
en la méscara distinta del 100%, y el tener detectores de diferente tamario (lo
que conllleva, por ejemplo, que cada detector, en virtud a su colimador, tenga
un camjpo de visién diferente -en este caso el campo de visién del telescopio
vendra definido por el detector que més campo de visién tenga-). El implemen- -
tar un tzamafio (jy forma!) diferente para cada detector es bastante sencillo y es
una simple generalizacion del método que explicamos en el apartado 3.4;
sencillammente, se proyecta la forma real del detector en el plano de la méscara,
y como sse ilustraba en la fig. 3.4, se halla su interseccién con la proyeccién del
colimadcor, (o sea, como antes, sélo que ahora la interseccién serd un rectangulo
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distinto al caso anterior, pero el resto del algoritmo es igual). De igual forma
que hicimos en la ec. 5.1, normalizando con el 4rea para que todos los detecto-
res tengan idéntica respuesta ante un flujo dado, haremos ahora lo mismo,
multiplicando ® por 4,/1 cm?® (porque p. ej. en el caso ideal en que & sea 1 -pasa
todo el flujo por un agujero de la méscara y no es afectado por el colimador- un
detector de la mitad de tamarfio que otro jdebera detectar 1a mitad de cuentas!).
Con esto, la nueva matriz de respuesta @’ del detector sera:

/% = % Tr-e!, (5.3)

siendo 7r la transparencia de la mascara, ® el flujo hallado segin la ec. 3.11
(y la fig. 3.4) pero teniendo en cuenta ya la existencia de detectores de diversos
tamafios, y £/; la eficiencia del detector ij normalizada al 4rea, que ya introduji-
mos en la ec. 5.1. Esta nueva @’ la usaremos para nuestros métodos de
maximizacién exactamente del mismo modo que usamos @ en el capitulo 4, y
para simular la respuesta de LEGRI frente a las fuentes celestes.

Los valores de la transparencia se obtuvieron usando fuentes de Am 241
y Cd 109 colimadas, y midiendo con un detector de Ge tipo n. Se tomaron
medidas interponiendo entre la fuente y el detector el honeycombd y midiendo
sin éste interpuesto. La fraccién entre ambas mediciones nos da la transparen-
cia del honeycomb, cuyo resultado podemos ver en la tabla VL

Energia Transparencia
17 keV 62 %
21.5 keV 74 %
26 keV 84 %
. . 3831kev. | . 8% .
35 keV 92 %
60 keV 95 %

Tabla VI: Transparencia de la mdscara
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Ya que el rango de operacién de LEGRI es de 20 a 100 keV, el valor que
tomaremos para los resultados que siguen es el correspondiente a una energia
de ~30 keV (~90 %), por considerarlo suficientemente representativo.

5.4 Ruido y sensibilidad

5.4.1 Ruido

Como se dijo en el apartado 1.6.1 y como se desprende de [7], l1a principal
contribucién al ruido esperado en el plano detector de LEGRI viene de la
radioactividad inducida en el material que compone LEGRI por los protones
atrapados en la Anomalia del Atlantico Sur. Esta radioactividad, al desinte-
grarse, produce radiacién vy, B* y B, de la cual sélo sera detectable la yy la B
(la radiacién B* libera positrones que se desintegran al contacto con el medio
generando dos fotones de 511 keV, que caen fuera del rango de medida de
LEGRI). La radiacién que se genera en la méascara apenas contribuye, y la
principal contribucién viene del blindaje de LEGRI (de fuera a dentro, Pb, Ta,
Sn y Fe, de los cuales la contribucién principal viene del plomo y del tantalo),
del colimador y de los detectores en si [7]. En todos los casos, salvo en el de los
detectores, tan sélo la radiacién vy llega a los detectores, mientras que la f es
absorbida por el material pasivo de LEGRI. La tinica radiacién B~ que se detec-
ta en los detectores de LEGRI procede de los propios detectores (y ademéas no
es dominante, sino que es aproximadamente una cuarta parte de la radiacién
que generan los detectores). Es decir, las cuentas de ruido que induce la A.A.S.
en LEGRI procede mayoritariamente de fotones yprocedentes de desintegracio-
nes del material de LEGRI.

En [7] E. Porras ha calculado mediante modelos Monte Carlo el ruido
' esp'e-i'é&of en LEGRI debido a la A.A.S. al afio de vuelo, hallando que éste oscila
en torno a 5:10? cuentas cm?® s keV, dando un ntimero total de cuentas para
el intervalo de 20 a 100 keV, de 0.4 cuentas cm? s . Sin embargo, el LEGRI
real, por tener en cada detector un area diferente de 1 cm? (que es la que
tenian en el modelo Monte Carlo estudiado) y una eficiencia menor de la
esperada, no detectara un ruido de 0.4 cuentas por cm? y segundo, sino menor:
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el drea detectora total de LEGRI es de 35.8 cm? (bastante lejos de los 100 cm?
del modelo estudiado); la eficiencia total de LEGRI en promedio para fotones
(cuentas totales detectadas frente a fotones que llegan a todos los detectores)
es de 0.346. Dado que la gran mayoria de las cuentas de ruido provienen de
fotones, podremos usar la eficiencia para fotones para estimar el nimero de
cuentas de ruido esperado, en todo el plano detector, en el caso real:

0.4 cuentas cm? s - 35.8 cm? - 0.346 = 4.95 cuentas/s = 5 cuentas/s
5.4.2 Sensibilidad

La sensibilidad se define como el minimo flujo debido a una fuente que
es detectable por el aparato (es distinguible por encima del ruido y la fluctua-
cién estadistica) con un determinado nivel de significancia. Para desarrollar
este apartado vamos a basarnos en los razonamientos de [43] (los cuales se
basan a su vez en [44]).

Sea fel flujo (fotones cm™? s™') que llega proveniente de una fuente celeste.
Se define S como el niimero total de cuentas detectado proveniente de la fuente
durante un cierto tiempo. Ambas magnitudes se relacionan por la exposicién,
X, seguin la ecuacién 5.4.

S=X-f , (5.4)

Por tanto, se define la exposicién como:

X = A, T, te (5.5)

donde A, es el 4rea total del plano detector iluminada por la fuente (es decir,
aquella en la que los elementos opacos no proyectan sombra), T, es el tiempo
total de observacidn, ¢ es la transmisiéon debida a material residual entre la
fuente y el detector (en nuestro caso, principalmente es afectada por la
absorcién debida al honeycomb de la mascara y al colimador) y € la eficiencia
total del instrumento. Asimismo, definimos el ruido N como el nimero total de
cuentas debido al fondo. Este lo podemos subdividir en:

N=Non+Noﬁ' (5-6)
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donde W, es el niimero de cuentas debidas al fondo en el area del plano
detector' iluminada por la fuente y N, el nlimero de cuentas debidas al fondo
en el drea no iluminada. Llamaremos al cociente entre ambos o:

o = Non (56.7)

N

el cual, si se tiene un plano detector con detectores de idéntica respuesta y un
ruido umiforme por unidad de &rea, es también igual a:

o = Bon 5.8)
Aaﬁ

es decir, el cociente entre las dreas iluminada y no iluminada, que, para detec-
tores de idéntico tamarfio es igual a la fraccién entre elementos abiertos y cerra-
dos de la méscara (y dependiendo de la méscara puede ser aprox. igual a 1; en
el caso dle la mascara de LEGRI, ese cociente seria de 12/13 = 0.92).

Siguiendo con las definiciones, llamamos C,, al nimero de cuentas
detectadas en el drea iluminada por la fuente y andlogamente, C,; al nimero
de cuentas detectadas en el drea no iluminada. Se tiene, por tanto:

Con = S + Non.
(5.9)
Cor = Nogr
Una estimacion de S vendra dada, entonces, por:
S=C, -oaCy, (5.10)
y su error asociado, por propagacion cuadratica de errores, sera:
oS oS
. ol = |e¥C, ) + e C =
[acon] o [acofj o
(5.11)

on

- 0 = \/Con + aZCoff

SEA Rt o)
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Si definimos N’ como:

on

N’ =N, + N, (5.12)

entonces tenemos que el valor del error de S viene dado por:

c=yS+N (5.13)

N’ es aproximadamente igual a N si o es cercano a 1. Es mds, a partir
de las ecuaciones 5.6, 5.7 y 5.12, tenemos la siguente relacién entre N y N”:

N’ =N, + o®N,,= N, +a(aN,) =

on

= (aN,) + a(N,,) = a(N,, + N,.) (5.14)

N’ = oN
con lo que, conocido a, es facil pasar de N a N’.

Por dltimo, se define la significancia n como el cociente entre la medida

y su error:

n=5 (5.15)
()

es decir, el niimero de veces que la sefial es mas grande-que su error. Tipica-
mente, una fuente se considera detectada si su significancia es mayor o igual
a 3. A partir de las ec. 5.4 y 5.13, tenemos que la significancia es:

n=_ S X (5.16)

VS + N’ VfX + N’/

El minimo flujo detectable con un nivel de significancia n, f,, vendra dado
por la siguiente ecuacién transcendental:

‘- nyf,X + N' (5.17)

X
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La solucion de la ec. 17 viene dada por el siguiente desarrollo en serie:

fn=n‘/}§7 1+ 2 +%[ n T+O(4) (5.18)
2N’ 2/N’

La sensibilidad se define como el ﬂ‘ujb minimo detectable con un nivel de

significancia n. Usaremos la ecuacion 5.17 con n=3 para hallar la sensibilidad
de LEGRI- Por desgracia no conocemos N’ porque dado que el plano de LEGRI
es tan desigual, el factor o (la fraccién entre el ruido en el drea iluminada y en
el drea no iluminada) dependera mucho de la posicién de la fuente (y por tanto
de qué 4rea ilumine) y de la estructura del ruido. De igual forma, en la
ecuacién 5.5 donde se define la exposicién X, A, depende también de la
posicién de la fuente.

No obstante, para hallar una estimacién de la sensibilidad de LEGRI,
vamos a calcularla para el caso en que la fuente se halla centrada en el campo
de visién, de tal forma que el colimador no afecte a ¢ (la transmisién) y ésta
podamos considerarla igual a la transparencia del honeycomb de la mascara (a
~30 keV -como valor representativo de todo el rango- es ¢ = 90% = 0.9). Para
este caso, tenemos que A, el 4rea iluminada por la fuente (la suma del area
de todos los detectores iluminados) es de 24.6 cm?; dado que el 4rea total del
plano detector es de 35.8 cm?, tenemos (suponiendo un ruido uniforme por

unidad de 4rea) que a. = A, /A, = 2.21 (este valor de o tan lejano a 1 es debido

0,

a que, con la fuente en (0,0), casi todos los CdZnTe, de drea igual a 1 cm?, estén
iluminados). Con esto, tenemos que:

A,, =24.6 cm®

t=0.9

T,, = tomémoslo de 10° s (algo més de un dia)
- £=0.346

que nos lleva (ver ec. 5.5) a una exposicién de X = 7.66:10° cm? s. Con este
valor de X, con un ruido de 5 cuentas/s (véase apartado 5.4.1), que para el
tiempo de medida serd N=5-10° cuentas, y por tanto N’=0:N=1.1-10° cuentas,
y con un valor de n=3, tenemos que la sensibilidad de LEGRI, con una signifi-
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cancia de 3¢, durante 10° segundos de tiempo de medicién, y en el intervalo de
20 a 100 keV, es de:

fi= 4.12-10° fotones cm™ st

Para hallar el valor promedio por keV, dividamos esto entre 80 (=100-20),
con lo que obtenemos:

-

fa = 5.15:10° fotones cm? s keV*!

De analoga forma, para un tiempo de exposicién de 10° segundos (aprox.
de una semana), f; = 1.3:10° fotones cm? s™ (o lo que es lo mismo, 1.625-10°
fotones cm™? s? keV?). Es decir, aumentando el tiempo de medida, aumentamos
la sensibilidad del telescopio (podemos ver fuentes mas débiles). La sensibilidad
aumenta aproximadamente con la raiz cuadrada del tiempo de exposicién. Es
decir, para ver fuentes 10 veces mas débiles hemos de medir durante tiempos
100 veces maés largos.

Estudiemos un caso mas desfavorable, en el que los CdZnTe no estén tan
bien iluminados, como por ejemplo si la fuente se halla en (2.54,0). El area
iluminada que obtenemos ahora es A ,=19.14 cm?; o es ahora igual a 1.15 (més
cercano a 1 que antes) con lo que N’ para 10° segundos sera 5.75:10° cuentas.
Ahora si que hay que incluir el efecto del colimador en la transparencia (el
efecto del colimador es diferente en cada detector por ser cada detector de un
tamafio distinto, pero el valor promedio con que afecta -suprime- a la sefial es
de 0.75). Con esto, t = 0.9-0.75 = 0.675. Esto nos da un valor para la exposicién
de X = 4.47-10° cm? s. Llevando todos estos valores a la ec. 5.18, el valor de la
sensibilidad es ahora de:

- - fy=5.08:103 fotones cm?s* - - -
y, por keV, da un valor promedio de:

fs = 6.35:10° fotones cm? s keV
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que no es muy diferente del anterior. Es decir, con esto dos resultados conclu-
imos que la sensibilidad de LEGRI en 10° s y a 30, para el rango de 20 a 100
keV es del orden de ~5-10° fotones cm? s? (0 ~6:107° fotones cm? s keV! en
promedio). Dado que el pilsar de la nebulosa del Cangrejo emite en el rango
de 20 a 100 keV aproximadamente 0.4 fotones cm? s, podemos decir que la
sensibilidad de LEGRI en 10° s es de 14 mCrab (donde 1 mCrab es una
intensidad 1000 veces menor a la del pulsar de la nebulosa del Cangrejo -Crab
Nebulae-); es decir, LEGRI es capaz de detectar fuentes 72 veces méas débiles
que-el pulsar de la nebulosa del Cangrejo con una significancia de 30 en un
tiempo de exposicién de 10° segundos.

Esto pone dentro del rango de estudio de LEGRI una buena parte de las
fuentes emisoras de rayos X y y conocidas. En la tabla VII se muestran algunos
ejemplos de fuentes de rayos X y 7. La emisién que se muestra es la emisién
de la fuente integrada entre 20 y 100 keV, en fotones cm? s

Candidatos a agujero negn?l Binarias de Rayos X Galaxias de Niicleo Activo
Nombre Emisién " Nombre Emisién Nombre Emisién
Cygnus X-1 0.7 " 0834-430 0.1 NGC 4151 8.8:10°
Nova Muscae 0.17 GRO 1948+32 1.6-10? 3C273 5107
SMC X1 1.3:102 0115+63 MISO 1.6:10 I.C4329a 3.6~10'.3
1E1740.7-2942 2.6:107 05214373 8.1.10°

Tabla VII: Algunas fuentes de rayos X y 7y [45]

Como se ve, hay diversos candidatos a agujero negro visibles por LEGRI,
asi como binarias de rayos X, estando 0521+373 ya cerca del valor de la
sensibilidad de LEGRI; no hay tanta suerte con las galaxias con nucleo activo -
(AGN) que rondan el limite de la sensibilidad del telescopio (3C273) o estan por
debajo, como IC4329a, que seria detectable sélo con una significancia de n~2.
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5.5 Formacion de imagenes

(Como puede afectar el tener en el plano detector unidades detectoras de
diferente tamano y distinta eficiencia a las conclusiones que obtuvimos en el
capitulo 4 para la formacion de iméagenes? ;Afectaran de algun modo, o todo lo

dicho para el caso ideal seguira siendo valido ahora?

Si en algo afecta, es de esperar
que uno de los efectos sea un cambio
en la intensidad de la sefial recons-
truida, ya que el principal efecto de
la eficiencia es una reduccidon en la
intensidad de la sefial detectable en
el caso ideal (aunque, como la eficien- iiiit
cia es diferente en cada detector, no
se puede equiparar a un cambio de
escala). Para estudiarlo, se ha
iluminado el plano detector con una
fuente en (0,0) de intensidad 100 ¢

Plano Detector

fotones/cm2(fig. 5.4). Comparese esta Figura 5.4: Plano detector de LEGRI.

5 6 7

figura con la fig. 4.11; se aprecia

claramente el efecto de las diferentes eficiencia y 4rea, 'y como, por ello, los
CdZnTe miden muchas mas cuentas que los Hgl2. También se aprecian, si bien
no muy claramente, los 15 detectores inoperantes (en blanco, sin ningun tono

de gris).

Si reconstruimos, corrigiendo previamente los datos de la fig. 5.4 segun
se explico en la ec. 5.1 si usamos métodos correlativos, o usando la O’ definida
en la ec. 5.3 para los métodos de maximizacidén, obtenemos que la intensidad
de la fuente reconstruida no ha empeorado significativamente, como podemos
apreciar en la figura 5.5, donde se muestra, de izquierda a derecha, la recons-

trucciéon con CBMF, con el método de méxima entropia y con el algoritmo EM.
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Figura 5.5: Reconstrucciones a partir de la fig. 5.4

De hecho la variacion de la intensidad de la fuente que se aprecia para

CBMF es debida, no al hecho de tener diferentes eficiencias en cada detector,

sino a no poder disponer de todos los detectores del plano detector; efectiva-

mente, el detector i=1,j=2 (fig. 5.4) no funciona y su ausencia hace que la

intensidad estimada sea menor.

En realidad, el ejemplo de la
figura 5.4 en el que la fuente esta en
el centro del campo de vision puede
considerarse un caso afortunado, ya
que, salvo por un detector, toda el
area que ilumina la fuente es
operativa. ;Variara el resultado que
se aprecia en la fig. 5.5 en una
situacion mas desafortunada?. Para
averiguarlo, ahora hemos puesto
nuestra fuente de intensidad 100
fotones/cm2 en la posicion (-2.54,
-1.27), que genera el plano detector

que podemos apreciar en la fig. 5.6.

N W A Ot &N O O

Plano Detector

Figura 5.6: Deteccion de una fuente en (-2,54,-1.27)

Este caso, como se ve, es bastante mas desfavorable que el anterior; ahora la

fuente ilumina 7 detectores inoperantes (casi la mitad de ellos), en lugar de sélo

uno. Reconstruyendo ahora la imagen, obtenemos los resultados que se

observan en la figura 5.7. Nuevamente, de izquierda a derecha, la reconstruc-
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cion con CBMF, el método de méaxima entropia y el algoritmo EM.

2 0 2 -2 0 2

Reconstruccion Reconstruccion Reconstruccion

Figura 5.7: Reconstrucciones a partir de la fig. 5.6

De nuevo obtenemos buenos resultados con los métodos de maximizacion
(incluso podria decirse que algo mejores que en el caso anterior) y el resultado
con CBMF es similar, aunque el fondo parece tener algo mas de estructura, y
la intensidad de la fuente es menor, en parte por el colimador, en parte porque

ahora son 7 los detectores que no contribuyen en la correlacion.

Conclusion: Respecto de los resultados del capitulo 4, apenas se observan
cambios en lo que a intensidad reconstruida de la fuente se refiere para los
métodos de maximizaciéon, mientras que se observa un ligero empeoramiento
en los métodos correlativos, si bien es debido principalmente a no poder

disponer de todos los detectores del plano detector (ver apartado 4.11).

No obstante, en este caso se han estudiado tan so6lo dos casos particulares
de fuentes puntuales, colocadas por asi decirlo, estratégicamente. Tendremos
una mejor comprension de la capacidad de formacion de iméagenes si estudia-
mos una fuente extensa. Por ello vamos a someter a este LEGRI maés realista
a la fuente de la fig. 4.33 (a) (la A mayuscula) y compararemos el resultado que
se obtiene con el que se obtuvo en su momento en el capitulo 4. El resultado se
muestra en la figura 5.8, siendo el método empleado, de izquierda a derecha,

decodificacion 5, el método de maxima entropia y el algoritmo EM.
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Reconstrucaon Reconstruccion Reconstruccion

Figura 5.8: Reconstrucciones de la fuente de la fig. 4.33 (a)

Ahora si que se aprecia que hay un empeoramiento en la capacidad de
formacion de imagenes respecto al detector ideal (fig. 4.33), aunque no es critico
y la imagen que se obtiene con los métodos de maximizacion es bastante
aceptable (no asi la que se obtiene con decodificacion 5 que es totalmente
irreconocible). De todas formas, igual que en el capitulo anterior, es posible
mejorar la imagen obteniendo més informacidon sobre la misma con el método
de multiples apuntados. Usando la misma secuencia de apuntados que se
explicd en el apartado 4.9.1 y aplicandolo al problema que nos ocupa, obtene-
mos el resultado que se muestra en la figura 5.9, aplicado al algoritmo EM (no
se ha aplicado al método de maxima entropia debido al larguisimo tiempo que
tarda en obtenerse el resultado, como se explica al final del apartado 4.9.1, y

a que es de esperar un resultado similar al del algoritmo EM).

-2 0 2

Reconstruccion
Figura 5.9: Aplicacién de multiples apuntados al
algoritmo EM.
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Y efectivamente, la calidad de la imagen ha mejorado sustancialmente,

a pesar de que no es tan buena como la que se muestra en la fig. 4.36.

Otro de los efectos esperables se refiere a los fantasmas. En el capitulo
anterior, todos los detectores tenian el mismo campo de visioén, limitado por el
colimador, por lo que cualquier fuente que se encontrara en cualquier posicion
dentro del campo de visidén afectaba por igual a todos los detectores (salvo que
la presencia de la mascara ocultara la fuente a algunos de ellos). Ahora no
ocurre lo mismo, ya que al tener cada detector un tamafo diferente, tiene
también cada uno un campo de vision distinto (ver fig. 5.10), y ademdas en
muchos casos rectangular (es decir, distinto en el eje x y y). Es decir, habra
posiciones en el campo de visidon en las que una fuente podra ser vista por unos
detectores pero no por otros (independientemente de la presencia de la méasca-
ra), mientras que en otras sera vista por todos (cuanto mas cerca del centro del
campo de visidn se halle, mas detectores la veran, mientras que cerca del borde

del campo de vision, tan solo los CdZnTe, mas grandes, podran ver la fuente).

Colimador

Detector Detector

Figura 5.10: Efecto del tamafio del detector en el campo de vision del mismo.



Formaicién de imagenes 181

i Afectard esto a los resultados que sobre la aparicion de fantasmas
obtuviimos en el apartado 4.6? Vamos a comprobarlo sometiendo LEGRI al cam-
po fuemte de la figura 4.19 y reconstruyendo la imagen usando todo el campo
de visiton del telescopio, que viene definido, como se ha dicho, por el campo de
vision de los CdZnTe, ya que son los mas grandes. Se ha sometido también el
plano (detector a un ruido uniforme de 30 cuentas/cm2(que, multiplicando por
la eficiiencia de cada detector y normalizando a su 4rea real, da un ruido no
uniforime, al contrario de lo que ocurria en el capitulo 4). Implementando un
modelo del ruido en la reconstruccién, el resultado que se obtiene se muestra
en la fiigura 5.11, usando, de izquierda a derecha, CBMF, el método de maxima
entropjia, y el algoritmo EM. Se ha usado una representaciéon en mapa de
superficies para los métodos de maximizacion, pero no para la CBMF, en que
la imagen que se obtenia con esta representacion era harto confusa; por ello se

ha opt.ado por usar una representacion en mapa de tonos de grises.

Reconstruccion Reconstruccion

Figura 5.11: Reconstrucciones de la fig. 4.19

La reconstruccion con CBMF no da nada sorprendente, ya que (como
dijimos en el apartado 4.6) al ser la correlacion ciclica, obtenemos los fantasmas
ciclicamente; son exactamente lo mismo, repetido al cabo de un ciclo de la
mascara. Pero si que nos llevamos una sorpresa (agradable) al ver la recons-
truccion con los otros dos métodos: jlos fantasmas han desaparecido! Es decir,
el hecho de que cada detector tenga un campo de visién diferente basta para
romper la degeneracién que teniamos originalmente: dos direcciones que en el
detector ideal producian la misma sombra en el plano detector, no la producen

ahora, con lo que podremos diferenciar ambos casos. Mas ;no puede ocurrir que
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en realidad estemos favoreciendo el fantasma mads cercano al centro del campo
de visidén, como ocurria en el capitulo 4 con maxima entropia? Para demostrar
que no es asi, someteremos al simulador a las fuentes de la figura 4.21 (a). El
resultado se muestra en la fig. 5.12 (de izquierda a derecha, con CBMF -por

completitud-, méxima entropia y el algoritmo EM).

Reconstruccion Reconstruccion Reconstruccion

Figura 5.12: Reconstrucciones de la figura 4.21 (a)

Como se ve (sobre todo en el caso del algoritmo EM), ahora la fuente esta
en el otro lado, es decir, ahora la fuente se reconstruye donde realmente se
halla, sin fantasmas. No obstante la reconstruccion de la fuente que hemos
cambiado de sitio es peor ya que ahora estd mas cerca del borde del campo de
vision del telescopio, y por tanto son menos los detectores que ven la fuente,

con lo que la informacion recibida es menor.

Por otro lado es necesario usar un buen modelo del ruido para tener una
buena reconstruccidon (véase apartado 4.8.4), ya que ahora el sistema es mucho
mas sensible al ruido que antes; en las reconstrucciones que mostrabamos en
el apartado 4.6, el plano detector se habia sometido a un ruido de 30
cuentas/detector ademéas de la fuente, y la reconstruccion era muy buena.
Ahora ha sido necesario incluir un buen modelo del ruido en el algoritmo para
obtener un buen resultado, ya que si no se modeliza el mismo e ignoramos su
existencia, obtenemos el resultado que se muestra en la figura 5.13, en el que

aparecen muchas estructuras inexistentes en la fuente real.
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leconstrucdon Reconstruccion Reconstruccion

Figura 5.13: Reconstrucciones de la figura 4.21 (a), ignorando el ruido

Conclusiones, por tanto: en el modelo mas realista de LEGRI, que incluye
detectores de diferentes tamaiios y eficiencias, 15 de los cuales no funcionan,
y una transparencia de los elementos no opacos de la mascara distinta del
100%, se aprecia un empeoramiento de la imagen, aunque no es critico, sobre
todo em los métodos de maximizacion; se observa una mayor sensibilidad al
ruido, que se contrarresta incluyendo un modelo realista del mismo en los
algoritmos de reconstruccion, y se tiene la buena noticia de la desaparicion de
los fantasmas en la reconstruccion.

5.6 Errores

Por ultimo, concluyendo este capitulo, vamos a hacer un estudio de los
errores asociados a las imagenes formadas. Dado que este estudio sélo tiene
pleno significado para el LEGRI real (pues seran sus datos los que seran
usados), hemos esperado a realizar el estudio en este capitulo, en lugar de en
el anterior en el que se trataba un LEGRI ideal.

Lo que fue dicho para los métodos correlativos en el apartado 3.2.1 sigue
siendo basicamente valido; el error en los pixeles de la imagen reconstruida
sigue siendo el mismo para todos, si bien ahora ya no es tan solo la raiz
cuadrada del numero total de cuentas detectado, como se muestra en el
apéndice II, en la ecuacion A. 16 (se muestra el error al cuadrado).
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Aplicando el criterio de errores de la ecuacién A.16 a los ejemplos que se
muestran en éste capitulo, tenemos que la fig. 5.5 obtenida con CBMF tiene un
error para todos los pixeles de la imagen de 5; por tanto, el pixel central, donde
se halla situada la imagen, tiene un valor de la intensidad de 92+5 fotones/cm?.
De igual forma, para la fig. 5.7 tenemos un valor del error, para todos los
pixeles de la imagen, de 6, y la intensidad reconstruida de la fuente, es por
tanto de 79+6 fotones/cm? (que se aleja mas del valor real de la intensidad).
Para las tres fuentes de la figura 5.11, el error es de +9 para todas ellas. Por
ultimo, para la reconstruccién de la A que se muestra en la fig. 5.8, se tiene un
error de +80 para todos los pixeles. De igual forma que en el caso ideal (segin
se explicé en el apartado 3.2.1), cuantas mas fuentes hayan en el campo de
visién (y mds cuentas en el plano detector), el error es mayor, si bien ahora la
relacién no es tan lineal como era antes.

En cuanto a los métodos de maximizacién, el emplear el criterio de usar
los valores de la peniltima iteracién para hallar los errores de la dltima (como
se indica en [38]), nos lleva a las ecuaciones para el error que pueden verse
deducidas en el apéndice II (la ec. A.13 es la del algoritmo EM, y la ec. A.14 la
del método de maxima entropia).

Como se ve, la férmula de error para la intensidad O™* del algoritmo EM
es aproximadamente proporcional al valor de O" que, una vez alcanzada la
convergencia, debe ser muy similar a O™, y por tanto, es aproximadamente
proporcional a 0™, Es decir, salvo por el factor incluido en el corchete de la ec.
A.13 (que es una raiz cuadrada), el error de cada pixel de la imagen recons-
truida debe ser aproximadamente proporcional a la intensidad del mismo.

Por otro lado, como se puede en la ec. A.14, para el método de méxima
entropia, el error es aproximadamente proporcional al segundo sumando de la

ecuacién iterativa 4.10, que se usa para hallar la solucién de méaxima entropia. -

Es decir, no es proporcional a la intensidad de la imagen reconstruida 0™, sino
a la diferencia entre iteraciones consecutivas, O™-O" (pues para n grande,
nin+1 es practicamente 1). En la figura 5.14 se muestra el error de las
reconstrucciones de la fig. 5.8 para el método de méxima entropia (izquierda)
y para el algoritmo EM (derecha).
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Errores Errores

Figura 5.14: Errores asociados a las reconstrucciones de la fig. 5.8

Como se ve, efectivamente, el error asociado a los pixeles de la imagen
en el algoritmo EM reproducen la forma de la imagen original (si bien, por
supuesto son mucho més pequefios que las intensidades en ésta). No ocurre lo
mismo con el método de méaxima entropia, en que el error no se asemeja a la

imagen final, sino a la diferencia entre ésta y la de la iteracién anterior.

En el estudio del error encontramos otro argumepto a favor de fijar el
valor de Xnen un momento dado; como dijimos en el apartado 4.2.2, si dejamos
Xnlibre, la imagen fluctia més que si se fija en un momento dado (comparense
los tramos finales de las figuras 4.5.(c) y 4.7.(c), en los que se muestra la 5n, la
cual nos indica la diferencia entre iteraciones consecutivas). Dado que el error
es aproximadamente proporcional a la diferencia entre iteraciones consecutivas,
el error serd menor si fijamos Xnen un momento dado que si la dejamos libre
(a pesar de que el resultado final sea el mismo). En efecto, para el caso de la
reconstruccion de la fuente central de intensidad 100 fotones/cm2 que se
muestra en la fig. 5.5, el error es de +3 (casualmente, el mismo que da para
este caso el algoritmo EM); sin embargo, si dejamos Xn libre, por ser mayor la

fluctuacion, el error que obtenemos es de j+60!
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No obstante, también fijando A" encontramos problemas, pues, al ser
mayor la convergencia, y al ser el error proporcional a la diferencia entre
iteraciones consecutivas, si nuestro criterio de convergencia fuera mas estricto,
el error seria también mas pequefio (y también se tardaria mdas tiempo en
llegar al resultado final). De hecho, esperando el tiempo suficiente podriamos
hacer el error tan pequeiio como quisiéramos, lo cual tampoco resulta realista.

Esto nunca ocurrira con el algoritmo EM.

I3



Conclusiones

En la realizacion de este trabajo, los principales resultados y conclusiones
pueden sumarizarse en los siguientes puntos:

1 Se ha presentado el telescopio de rayos Yy LEGRI (Low Energy Gamma
Ray Imager), que trabaja en el intervalo energético de 20 a 100 keV y
que ‘tiene un campo de visién de +10.53° describiéndose su estructura,
y objetivos, asi como las caracteristicas de su drbita.

2) Se ha expuesto la necesidad del uso de méscaras codificadas para formar
imégenes a energias mayores de 10 keV y se han descrito los fundamen-
tos de la teoria asociada al uso de las mismas, describiéndose varias
técnicas para reconstruir la imagen a partir de los datos codificados.

3) Se han desarrollado dos simuladores, uno geométrico, con dos versiones
(una més idealizada y otra més préxima al detector real) y un Monte
Carlo, con los que se ha estudiado la respuesta esperada del telescopio.
Estos simuladores han servido también para generar los factores de flujo
® (que indican el tanto por uno de flujo que recibe determinado detector
desde determinada direccién del cielo), necesarios para reconstruir la
imagen usando métodos de maximizacién. .

4) Se han aplicado para LEGRI dos sistemas de reconstruccién basados en
la correlacién balanceada, que son la correlacion balanceada de muestreo
fino (0 CBMF) y la decodificacién 8.

5) Se ha aplicado para LEGRI un método de reconstruccién de méaxima
entropia. Dado que la solucién del mismo es una ecuacién transcendente,

- “esnecesario hallar la solucién porun método iterativo. Se han estudiado ~
los métodos iterativos que se muestran en la literatura para hallar la
solucién de este problema y se ha visto que su convergencia no es la
deseada. Por tanto, se ha desarrollado un método nuevo de convergencia
que produce mejores resultados que los precedentes y que converge a la
solucién del método de maxima entropia.
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6)

7)

8)

9)

10)

El método iterativo que hemos desarrollado tiene un parametro A” libre.
Se ha encontrado que se obtienen mejores resultados si se deja variar
solamente durante las primeras iteraciones el valor de A" de forma que
el valor del estadistico 4* sea del orden del niimero de grados de libertad,
fijAndose su valor posteriormente.

Se ha aplicado el algoritmo EM, que es un método de maxima verosimili-
tud,"a la problematica de las mascaras codificadas y se ha usado como

- método de reconstruccién. Esta es la primera vez que se usa este método

en astronomia de rayos Y. Se ha visto que sus propiedades de
convergencia en este contexto son excelentes y converge a un resultado

correcto.

Hemos comprobado que, para telescopios no muy complejos, como es el
caso de LEGRI, las reconstrucciones con métodos como el algoritmo EM
y el de maxima entropia (que llamamos genéricamente métodos de
maximizacién) son lo suficientemente rapidos para competir con los
métodos correlativos. De ambos métodos de maximizacién, el algoritmo
EM es muchisimo m4s rapido que el de méxima entropia.

Se ha visto que, cuando la fuente proyecta una sombra del patrén de la
maéscara que no coincide bien con la posicién de los detectores, la fuente
reconstruida sufre una dispersién, independientemente del método de

reconstruccién usado.

Se ha comprobado que la intensidad de las fuentes es reconstruida mejor
con los métodos correlativos y con el algoritmo EM, siendo en general el
método de maxima entropia el que peor resultado produce en
reconstruccién de la intensidad de la fuente. Asimismo se ha visto que

"~ la intensidad de un pixel en la‘imagen reconstruida es independiente de -

los restante en los métodos correlativos, y bastante independiente en los
métodos de maximizacién. No obstante, para una buena reconstruccién
de la intensidad de la fuente, los métodos correlativos necesitan del
funcionamiento de todo el plano detector para dar 6ptimos resultados, y
cuando esto no es posible, los mejores resultados se obtienen sin ningin
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11)

12)

13)

14)

género de duda con los métodos de maximizacién.

Se ha constatado que los métodos de maximizacién tienen mejor
resolucién angular que los métodos correlativos (de estos ultimos, el
método de decodificacién & tiene mayor contraste). De hecho, en los
métodos correlativos hay implicita una pérdida de informacién que se
recupera con los métodos de maximizacién, obteniéndose que la
resolucién angular del telescopio estd directamente relacionada con la
resolucién espacial del plano detector (y siendo ésta, para el caso de
LEGRI, de 1.27°). De ambos métodos de maximizacidon, el algoritmo EM
tiene un mejor contraste.

Se ha visto que una maéscara no ciclica es la mejor opcién para los
métodos de maximizacién, ya que asi se evita la producciéon de fantasmas
en la imagen reconstruida. Asimismo se ha visto que, cuando hay
fantasmas de una fuente real, el algoritmo EM reconstruye todos ellos
con idéntica intensidad, mientras que el método de méaxima entropia
favorece el fantasma mas cercano al centro del campo de visién.

Se ha observado que el ruido en el plano detector genera fuentes falsas
en la imagen reconstruida, y es necesario un buen conocimiento de la
estructura del mismo para poder eliminarlas de la imagen reconstruida.
Asimismo se ha visto que el ruido tiene el efecto adicional de ensanchar
la sefial reconstruida en los métodos de maximizacién, haciéndola mas
ancha y débil.

Se ha visto que, para los métodos de correlacién, el error es el mismo
para todos los pixeles de la imagen. Por otro lado, en el algoritmo EM el
error de un pixel es a grosso modo lineal con el valor del mismo. En

- cuanto al método de maxima entropia, el valor del error de un pixel esta

relacionado con la diferencia de los valores de la iteracién final con los
de la iteracién anterior. Esto lleva a que, cuanto mas parecidas sean
estas imagenes, menor sera el error.
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15)

16)

17)

18)

Se ha estudiado la capacidad de los diferentes métodos de reconstruccién
para estudiar fuentes extensas, viéndose que los mejores resultados se
obtienen con los métodos de maximizacién. Asimismo, si es posible
realizar diferentes apuntados de la fuente, se obtiene mds informacién
de la misma y es posible una mejor reconstruccién de la estructura de la
fuente emisora.

Se han aplicado los métodos de reconstrucciéon estudiados a la

- configuracién real de LEGRI, que dispone de 15 detectores inoperantes

y en el que cada unidad detectora es de diferente tamaifio. Se ha visto
que los puntos anteriores siguen siendo en general aplicables, aunque se
aprecia un leve empeoramiento de la imagen (mayor para los métodos
correlativos). La excepcién la constituye la afortunada desaparicién de
los fantasmas, debido a la existencia de detectores de diferentes tamaiios.

Se ha estimado la sensibilidad de LEGRI con una significancia de 3o,
obteniéndose que ésta es del orden de 6:10° fotones cm? s keV.

Se ha visto que el algoritmo EM, por cuanto a tiempo de ejecucion,
robustez, resolucién angular, capacidad de reconstruccién de la
intensidad, facilidad para adaptarse a circunstancias dificiles (varios
detectores inoperantes, multiples apuntados) es, en, términos globales, el
que ofrece mejores resultados y prestaciones de todos los métodos

estudiados.
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Apéndice I: Relacion entre un 4rea y su
proyeccion ortogonal

En el apartado 2.11.1 se indico6 que la relacion entre un area y su
proyeccion ortogonal a una direccion dada (a,(3) (véase figura 2.35) venia dada

por la ecuaciéon 2.37, que repetimos aqui:

viMgla +tg 2p +1
donde Area*era el area en cuestion y Area la proyeccion ortogonal.
En este apéndice vamos a demostrar esta relacion. Para ello, observemos

la figura A.l, que es basicamente la misma que fig. 2.35, aunque con la

inclusién de méas leyendas.

L .0,0)

Figura A.l: Proyeccion ortogonal de Area en una direccion (a,J3)
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El origen de coordenadas en la figura se ha tomado en el vértice inferior
izquierda de Area’. Ly y Ly son los lados del 4rea cuya proyeccién vamos a

calcular, y asi tendremos que:

Area’ = Ly'L,,. (A.1)

—> . . . .,
El vector n”es un vector unitario en la direccién (o,B). Como se puede

deducir a partir de la figura 2.1, tendremos que:

X = tpo
V4

2 = tgB
4
Z=1
4

Por tanto, el vector unitario en esa direccién sera proporcional a tgo, tgB y 1

y vendra dado por:

7= (tgo,tep,1)- 1 (A.2)
ytga + tgh + 1

tal y como se mostraba en la ecuacién 2.1.

Area es la proyeccién ortogonal de Area’ en la direcciéon (a,p); por ser
ortogonal a esta direccién, Area se hallarad inscrita en un plano P que es

perpendicular a n y pasa por el punto (Ly,Ly,0), cuya ecuacién es:

P: (tgo)x + (tgB)y + z - (tge)L, - (tgB)L, = O

(A.3)

R, y R, son dos rectas paralelas a n, y que pasan por (0,L,,0) y (Ly,0,0)

respectivamente. Sus ecuaciones vienen dadas por:
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R.: { x = ztga
1' y = ztgB "'LY (A.4)
. x = ztgo+L

Bi {y-ztep *

ILas intersecciones de R, y R? con P definen los puntos 131 y F;:

4 A

P tg2o-Ly L+ tga-tgP Ly tgo-Ly
1 t(tgza +tg2B +1) » MY (tgza +tg2l3 +1) (tgza +tg2B +1)) (A_5)
/ \
P |, texteB Ly tg?B Ly tgB Ly
2 L x (tg2o+tg?p +1) ’ (tgla+tg?p +1) ’ (tg2a+tg2ﬁ+l))

Asimisimo, se definen V; y \72) como los vectores que van del punto (Ly,L,,0) a

los pumtos 131) y 1_5; , respectivamente:

.
P = tg?o-Ly I tgo tgP 'Ly tgo Ly
' | (tg %o +tg B +1) ¥ tglo+tgB+1) | (tglo+tg?P + D) (A6)
( »
7 o |__tex-tef Ly tg?B-Ly L. tgf Ly
’ | (tg %o +tg?B +1) ' tgla+tg?P+1) | (tglo+tg 2P +1) )

Como se puede apreciar en la figura A.1l, tendremos que Area (la
magnitud que nos interesa calcular) vendra dada por el médulo del producto

vectorial de 17; y I_’; Es decir:

Si llamamos (x,,y,,2;) ¥ (X,,¥2,Z,) a las componentes de los vectores 171 y 17; ,

respectivamente, tendremos que el médulo al cuadrado del producto vectorial
de ambos viene dado por:
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Area® = |Vi><‘72)|2 = Y125 2195 2922, (A.8)

2 2 2 2 2 2. 2 2
+Xg 2y +29 Xy ~2X0Z12)%1 + X1 Vg +Y1 Xy ~2X1Y5Y 1%,

Usando los valores que se muestran en la ec. A.6, obtenemos:
tg?otg?p Ly tg?B Ly
(tgla+tg?B+1)? (tgla+tg?p +1)?

tg oLy f tg*BLy o,  tE'BLy )
(tgla+tg?P + 1)2L(tg20c +tg 2B +1)? Y (tgla+tg?P +1)

Area? =

tgoitgh Ly tgB Ly tgoLy gLy . |,
(tg?o+tg?p +1) (tg?o+tg?p +1) (tg’a+tg?p + 1) | (tgo+tg?p+1)

tg 2otg 2B Ly tg 2oLy
(tg2o+tg?B +1)? (tg2a +tg 2P +1)?

wpr? [ igar? 2o tBRaLy |
(tg2a+tg2[3+1)2L(tg2a+tg2ﬁ+1)2 x (tglo+tg?B +1)

tgotgB Ly tgoLy tgB Ly tgialy . |,
(te?o+tg?B +1) (tgla+tg?P+1) (tgla+tg?B+1)| (tglo+tg?B+1)

tgtaly . 2tglaly tg*BLy ;. 2tg’BLy
(tg20+tg?p +1)? * (tgla+tg?B +1) | (tgla+tg?p +1) Y (tg2o+tg2p +1)
tglotg?BLy  tglotg®BLy
(tg2o+tg?B + 1) (tg2a+tg 2P + 1)

of - tg’aLy . | tg'BLy _L) tgatgBLy  tgatgBLy
(tgla+tg®B +1) X (tg?o+tg 2B +1) Y}(tg2a+tg2[3 +1) (tgla+tg?p+1)

Desarrollando esta expresiéon, obtenemos la siguiente, auin maés

engorrosa:
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tg2otg ‘B LIL. . tg2otg BLEILy . tg2aLiL{

Area? = -
(tglo+tg?Pp +1)* (tg2o+tg?P+1)* (tgla+tg?B +1)°

o te’atg’BLiLy , tgatg'BLiLy  tg®atg®BLyLy
(tgla+tg?p +1)®  (tgla+tg?B+1)*  (tgla+tg?p +1)°

tgtatg?LiL;  tg'atg®BL{L;  tg®BLyLy _
- (tgla+tg?P+ 1) (tglo+tg?B+ D' (tg’a+tg?p+1)

o tg’atg®BLiLy , tg'atg’BLyLy , tg’atg®BLyLy
(tgla+tg?P +1)®  (tglo+tg?P+1) (tgla+tg?p+1)3

tglatg'BLgLy = tgloLyLy , tgatg’BLiLy  tg*BLyLy
(tg2o+tg?p +1)* (tgla+tg?P+1)* (tgla+tg?P+1)® (tg?a+tg?P +1)?

tg?p Ly Ly tg?otg ‘B LyLy tg 2oLy Ly
-2 -2

27 2
L}XLY -2
(tg2o+tg?B +1)  (tgla+tg?P+1)°  (tgla+tg?p+1)

o tglatg®BLILy | tgtatg'BLyLy  tg'atg'BLyLy
(tglo+tg?B +1)* (tgla+tg?p+1)*  (tglo+tg?p +1)*

o tglatg’BLiLy , tglatg'BLiLy , tg’atg’BLiLy
(tg2o+tg?p+1)°  (tglo+tg?B+1)®  (tgla+tg?P +1)?

Simplificando términos entre si y reagrupando, esto nos da:

(tgPa+tg’P)LxLy  (tgla+tg*B)Lrly 2 o
(tg2o+tg?B+1)2 (tgla+tg?P +1)2 T

Area? =

o (g urtg®)LiLy , tglotg’BLyLy
(tg’o+tg?p +1) (tg 2o +tg 2B +1)?

_y sacandlo factor comun, nos queda:

LiL{
Area.? = (tg 2 +}1{;g:[3 17 ‘[tg 2o+ tg 2B +tg fo + tg 4P +(tg 2 +tg 2B + 1)? -

2(tg 2o +tg 2B) - (tg 2o+ tg 2B + 1) + 2tg 2artg 2B] =
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) LyLy
(tgla+tg?p +1)°

tglo+tg 2P +tgto+tg P +tgta+tg P+ 1+
2tgatg?p +2tg 2o +2tg 2B -2tg to - 2tg 2atg 2P -2tg 2o -

2tg 2atg 2B -2tg 1P - 2tg 2P +2tg 2atg 2] =

LILZ L2IL2
- XY '[tg2a+tgzﬁ+1] - XY
(tg 2o +tg 2B +1)? (tgla+tg?p +1)

Y dado que Area’ es igual a Ly-L,, se tiene por tanto que:

Area? = Area’’ (A.9)
(tg2o+tg?B +1)

o lo que es lo mismo:

/
Area = Area (A.10)

Vtglo+tg?p +1

tal y como se queria demostrar.

Esta relaciéon, que en la demostracion se ha aplicado a un area cuadrada
de la forma LyL, es también valida en su forma diferencial; es decir, se puede
aplicar al diferencial de drea dLy'dLy. Por tanto, podemds subdividir un drea
de la forma que se quiera en areas diferenciales rectangulares (o cuadradas) e,
integrando para toda el 4rea, obtenemos que la ecuacion A.10, que relaciona un
area con su proyeccién ortogonal a la direccion (o,) continda siendo valida.

Apéndice II: Errores

En el apartado 3.2.2 se indicé que el criterio a seguir para los métodos
de maximizacién era que, de andloga forma a [38], una vez el algoritmo ha
alcanzado el resultado deseado (en la iteracién n+1), el error de los pixeles de
la imagen se estima por propagacién cuadratica de errores a partir de la
formula iterativa estimada en la iteracién n.
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Obrando de esta forma, tendremos que el error (al cuadrado) en la
estimacién de la intensidad en el pixel (a,B) (considerando como magnitudes con
error las cuentas detectadas D, y 1a matriz de respuesta del detector @) venia
dada por la ecuacién (3.7), que mostramos de nuevo aqui:

e 30, 30, 30"
ez(oaﬁl) =X LMDy + | — | eX( @) + ) aﬁs RECH
k1 W), o5 | vérap | 0D |

donde el subindice n significa que las derivadas parciales son estimadas con los
valores de la iteracién n.

En el caso del algoritmo EM, a partir de la ec. 2.56, tenemos que las
derivadas parciales seran:

ep 1
x n+l (D“B ] n
305 | _ 5 D
U.B B
oD,, | Z(DZ
ij
D
a . (DZ«IB - klz
On+ n o~ D n
@ | - 5.0 Du (A1D)
i | > oy
ij
( A
D = n D D..
oy | Oae S Tep
aOaB = 0'; Dkl (Dkl)2 _ el Dij
a(D“B ¢ (D?-ﬁ of
\ ad J

De anéaloga forma, para el método de maxima entropia, a partir de la
ecuacién 4.10, tenemos que las derivadas parciales seran:



202 Apéndices

80:;;1 [ 1 l: -1—2x"zi;¢“”(D0D )} 21 o2
oD,, | (n+1)b J ’ 2

G
a() n+1 _1_99n ﬁB(D-i;"Dij - n o ~n
op | - (_1 L PN =g (24" @3 O, (A.12)
od]) n+l Chi

~ n+l » u D n B
[aOufB] _ ( 1 ]{ 12y 0] ( — )] (-2\™) D, (Dklaaoa,];)

n+l le

Aplicando A.11 y A.12 a la ec. 3.7, sacando factor comun, y llamando o,
al error de D,,, se tiene, para el algoritmo EM:

e o" [ oP
E(Oaﬁl) _ ap Z[ ~kl Io_zl +
D,

,Zj (I)f}B l-kl

Y op Y (A.13)
Du_6r o D f:if eX(@5) +
1 Dy, Dy X P
ij

/2
D,,
E Z OYS(D 2((132!8)
kl yd=ap (Dkl)2

y para el método de maxima entropfa: - — - - S e
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b;-D op
e<0:;1>=( L, i )}(zwz 2 ot +

e
n+l ki \ O
D) .. . e (A.14)
Y |20 @5 L |eX@i) +
kL | Oy Ok
/2

> ¥ |onen L |cxer

kl ydzaf Op;

En cuanto a los métodos correlativos, extendiendo lo que se dijo en el
apartado 3.2.1, se tiene que una reconstruccién, una vez corregimos por el
nimerco de unos de la matriz G (IVy), por la eficiencia y 4drea de los detectores,

y la transparencia de la médscara, vendra dada por:
~ D
0, = 1 H__.G,., i (A.15)

TManto N, como G son constantes numéricas, y por tanto sin error. Dado

ademass que G es igual a +1 (o también ademds 0 en decodificacién 3), al elevar
al cuadirado perdemos toda informacién sobre la estructura de la méascara (que
se hallla contenida en los %1), y por tanto, de igual forma que se dijo en el
apartado 3.2.1, el error para todos los pixeles de la imagen reconstruida sera
exactammente el mismo; si bien ahora no se correspondera exactamente con la
raiz cwadrada del total de cuentas detectadas, sino que, por propagacién
cuadriitica de errores, sera:

82(%)--——2 hei Lej eDy) || Du_ 2w

2
Ny enTray TrAy &}

e e o B, — S R B . . (A.16) .

D,, e(Tr) N D, @4,)
epAy Tr? e Tr Akzl
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